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L'objet de ce travail est de construire, pour les fibrés à singu- 

larités, une suite spectrale généralisant la suite spectrale de Serre. En 

fait, la construction sera valable pour une classe d'applications plus large 

que celle des fibrés à singularités, nous les avons appelées applications CO- 

stratifiées pour des raisons explicitées au chapitre I. 

Cette étude permet une réponse partielle aux problèmes posés par les 

fibrés à singularités (Montgomery et Samelson [37]), entre autres celui des re- 

lations entre les propriétés homologiques des espaces en cause. Les résultats 

obtenus dans ce domaine complètent ceux de Bredon [101, Conner et Dyer [19], - 
Antonelli [3], que l'on retrouve d'ailleurs. Certains d'entre eux proviennent 

de généralisations des suites exactes de Wang, Smith et Gysin. 

La méthode utilisée permet d'énoncer des théorèmes de non existence 

de fibrations à singularités. Elle s'applique aussi au calcul des invariants 

locaux de Hu [30] et à l'étude d'actions semi-libres de groupes. 

L'essentiel de la construction de la suite spectrale se fait dans la 

théorie de l'homologie singulière. Cependant, les propriétés topologiques des 

applications c'-stratifiées amènent à travailler également en homologie sim- 

pliciale, à partir d'une triangulation de l'espace "de base". Nous n'utilisons 

donc pas la notion de faisceau. 

Parmi les propriétés de la suite spectrale, signalons la dualité avec 

la suite spectrale de 1. ~ ; r ~  [24] dans l'intersection de 1eu:s domaines de dé- 

finition et plusieurs propriétés héritées de celles de la suite spectrale des 

f ibrés (J.P. Serre [38J ) . 
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Cette introduction est destinée à exposer succintement le contenu des 

cinq premiers chapitres. 

1 - On se donne une fois pour toutes un anneau commutatif unitaire A. Les homo- 

logies seront calculées à valeurs dans A. 

Dé@n&ion 7 . -  Soit N un sous-espace fermé d'un espace topologique Y, 

O 
on dit que le couple (Y,N) est un espace C -stratifié si N et Y-N sont 

des variétés topologiques paracompactes, connexes et si N admet dans Y un 

voisinage tubulaire au sens suivant : 

Un voisinage fermé U de N dans Y est appelé voisinage tubulaire 

s'il existe une rétraction par déformation w : U + N, qui fait de U un fibré 

topologique localement trivial (de base N), et dans laquelle chaque fibre res- 

te stable. 

On dira que le couple (Y,N) est un espace c'-stratifié à voisinage 

orientable si, de plus, le faisceau d'orientation du fibré w : U +- N est 

constant (si Y est une variété, les faisceaux d'orientation de Y et de N 

coïncident donc sur N). 

Védi,nC&n 2 .- Soient (X,M) et (Y,N) deux espaces CO-stratif iés ; 

une application CO-stratifiée f : (X,M) += (Y,N) de fibres b(F,Fo) est une 

- 1 application continue et surjective de X sur Y telle que M = f ( N )  et que : 

(i) les restrictions de f à (X-M) et M soient des projections 

d'espaces fibrés topologiques (de Serre) de fibres respectives F et L . 
O 



(ii) N admette dans Y un voisinage tubulaire dont l'image réci- 

proque par f soit un voisinage tubulaire de M dans X. 

11 - Pour tout espace Y, on notera C(Y) le complexe des chaînes singulières 

normalisé de Y à coefficients dans A, C (Y) le sous-groupe des chaînes de 
P 

dimension p et H (Y) le groupe d'homologie à coefficients dans A en dimen- 
P 

sion p. 

Soit (X,M) un espace CO-stratif ié à voisinage orientable, notons 

u = dim(X-M) - dim M y  l'isomorphisme de Thom H (M) + Hn(X,X-M) est induit 
n-u 

par un morphisme de modules différentiels gradués 

où c'-')(If) désigne le complexe C(M) gradué comme suit : c(-') (M) = Cn u(I!) 
n - 

( f2] 

Notons p un relèvement (morphisme de modules gradués) de la surjec- 

tion p dans la suite exacte courte de modules différentiels gradués : 

Le morphisme dp - pd : C(X,X-M) -t C(X-M) diminue le degré d'une 

unité et anticommute avec les différentielles. Il induit l'homomorphisme 

Hn(X,X-M) -+ Hn-l(X-M) de la suite exacte d'homologie. 

Soit Y' le morphisme composé (dp - O 6 : c(-') (II) + C(X-M) , 

on peut former la sonnne tordue D = C(X-II) O c(-" (M) munie de la di£ féren- 
Y' 

tielle dy, (a,b) = (da + ~'b,db) ( r393) .  - .  

P h o p a a ~ a n  1 . -  Le morphisme de modules différentiels gradués 



défini par @'(a,b) = a + ~ 6 ( b )  rend commutatif le diagramme de suites exactes 

courtes de modules différentiels gradués : 

et induit un isomorphisme en homologie. 

111 - Théoirème (Shih Dg). - Soit f : E -+ B un f ibré localement trivial de 

base B connexe par arcs, de fibre F et de groupe structural G, on peut 

'-b 
lui associer une cochaîne fondamentale r : C(B) + C(G) de degré -1 et un 

produit tensoriel tordu C(B) 64 C(F) muni de la différentielle 
T 

dT(x 8 y) = dx @ y + (-1) 
degx 

x 8 dy + n ( x  8 y). 

Il existe alors une équivalence d'homotopie de complexes de chaînes : 

Soient (X,M) et (Y,N) deux espaces c'-stratifiés et 

f : (X,M) -+ (Y,N) une application c'-stratifiée de fibres (F,F ) .  Supposons 
O 

pour simplifier, que les fibrés 
lx-Il : X-M -+ Y-N et flM : M -+ N soient 

des fibrés topologiques localement triviaux. On a donc des équivalences 
I 

d'homotopie : 



Notons [c(N) 8 C (F )] 
O 

le complexe C(N) 8 C(Fo) gradué 
T T 
O O comme suit : 

P t ~ a p o b i Z i a n  2.- Si (X,M) est un espace c'-stratifié à voisinage 

orientable et f : (X,M) -+ (Y,N) une application c'-stratifiée de fibres 

1 
T 
O 

(F,Fo) , posons p=dim(X-M) - d i m M  et Y " = £  O Y' o V  ; le 

complexe de chaînes C(X) est homotopiquement équivalent au complexe : 

Les suites spectrales de Serre des fibrés 
lx-M et f l M  s 'obtien- 

nent en filtrant de manière convenable chacun des deux termes de la somme tordue 

(1). Malheureusement, la différentielle d ne respecte pas, à notre connais- 
Y" 

sance, ces filtrations. Nous sommes conduits à faire la construction ci-dessous : 

IV - Pour tout espace Y muni d'une triangulation, K(Y) désignera le complexe 

(normalisé) des chaînes simpliciales orientées défini par la triangulation de Y, 
- 

K (Y) le sous-ensemble des chaînes simpliciales de dimension p et a l'in- 
P - 
jection canonique ci : K(Y) -+ C(Y) . 

P k a p o b ~ a n  3.- Soit f : E + B un fibré localement trivial de fibre F 

et de groupe G. On suppose que la base B est munie d'une triangulation. Si 

"b "b - 
T : C(B) -+ C(G) désigne une cochalne fondamentale pour le fibré F, T O a 

% est une cochaîne fondamentale (encore notée ) définie sur K(B) et le mor- 

phisme a 8 1 : K(B) 8 C(F) -+ C(B) 8 C(F) réalise une équivalence d'homotopie 
T T 

de complexes de chaînes. 

O Etant donné une application C -stratifiée f : (X,M) + ( Y , N )  de fibres 



(F,Fo), il vient comme corollaires au théorème de Shih : 

Pkopob.&ion 4.- Si N est triangulé, on a une équivalence d'homotopie 

de complexes de chaînes : 

O 
P k o p o a ~ o n  5.-  Soit U un voisinage tubulaire de N dans Y et U 

l'intérieur de U dans Y, si (Y-;) est triangulé, on a une équivalence 

d'homotopie de complexes de chaînes : 

On en déduit un analogue à la proposition 2 : 

O PtropaakLhn 6.- Soient (X,M) et (Y ,N) deux espaces C wstratif iês, 

O 
et f : (X,M) -+ (Y,N) une application C -stratifiée de fibres (F,Fo). 

Posons u = dim(X-FI) - dim M. Si (X,M) est à voisinage orientable et si Y 

et N sont triangulables, pour tout voisinage tubulaire U de N dans Y 

O 
et pour toute triangulation de Y admettant N et Y-U pour sous-complexes, 

le complexe de chaînes C(X) est homotopiquement équivalent au complexe : 

V - Pour tout espace Y muni d'une triangulation, on note Y(') le p-squelette 

de Y, ensemble des simplexes de dimension inférieure ou égale à p. 



La suite spectrale associée à la filtration 

Fp(B) = K(N(P)) @ C(Fo) de B = K(N) B C(Fo) est isomorphe, à partir du terme 

2 
E , à la suite spectrale de Serre du fibre f I M  : M + N. On note Er (M) spn 

P~cl 
r 

terme E de bidegré (p,q). 

De même, la suite spectrale associée à la filtration 
O 

Fp(A) = K((Y-6) (PI) 8 C(F) de A = K(Y-U) @ C(F) est isomorphe, à partir du 

2 
terme E , à la suite spectrale de Serre du fibré lX-M 

: X-M + Y-N. On note 

Er (X-M) son terme Er de bidegré (p,q) . 
P 9 

On a la proposition fondamentale : 

Prropoai t ion  7 . -  Posons v = dim(Y-N) - dim N. On peut construire 

O 
une triangulation de Y admettant N et Y-U pour sous-complexes, et un 

morphisme de modules différentiels gradués homotope à Y (et encore noté Y) 

tels que : 

Dans les conditions de la proposition 7, et pour tout entier k, 

on peut filtrer la somme tordue (2) de la manière suivante : 

C o t a 4 X a h e  de La p r r o p o ~ L t i a n  7 . -  Pour tout entier k 2 v-1, la 

différentielle dy, définie sur la somme tordue (2) respecte la filtration 

(klFP 

Cette filtration induit donc, pour k 2 v-1, une filtration de 

H,(X), notée : 



O V 7  - ThéonErne. - Soient (X,M) et (Y ,N) deux espaces C -stratifiés, supposons 

(X,M) à voisinage orientable et (Y,N) triangulable. Soit f : (X,M) -+ ( Y , N )  

une application c'-stratifiée de fibres (FyPo). Posons p = dim(X-FI) - dim M 
l 

et v = dim(Y-N) - dim N. Pour tout entier k 2 v-1, il existe une suite 1 
1 

spectrale convergeant vers le gradué associé à la filtration ( 4 , k )  de H*(X). 

Notons Er (X) les termes de cette suite spectrale, pour tout r s k-(v-11, 
I 
1 

(k) p,q 1 

le terme Er (X) entre dans la suite exacte courte (compatible avec les 
(k) p,q 

différentielles dr) : 

O -t Er (X-M) -t 
P 3 q 

Er (X) --+ Er 
(k) P Y ~  p-k, q+k-u 

(Ml -+ O 

Posons a = k-(v-11, pour r = a, la différentielle da définie 

sur 
(k) 

E"(x) = E"(x-M) fB E"(M) est donnée par 

est induit par Y (défini en (3) ) . 

Remmque 7 . -  Pour r < k - v - 1  le terme Er (X) est, en tant 
(k) P Y ~  

que module différentiel, somme directe des deux autres termes intervenant dans 

la suite exacte (5). 

Remmque 2 . -  Si, de plus, on a k s , la suite spectrale est du 

premier quadrant. 

Remmque 3 . -  Dans le cas où les données sont des variétés topologiques 

orientées localement compactes, la suite spectrale obtenue pour k = v+l est, 

à partir du terme E2 duale de la suite spectrale de 1. ~ary. 



CHAPITRE 1 

Dé&inh%on 7 . 1 . -  Soit N un sous-espace fermé d'un espace 

topologique Y, on dit que le couple (Y,N) est un espace cr-stratifié 

(r > 1) si N et Y - N sont des variétés différentiables de classe Cr, 

paracompactes et connexes et si N admet dans Y un voisinage tubulaire 

au sens de la définition 1 (introduction), qui soit un fibré différentiable 

de classe cr. 

Un espace cr-stratifié est c'-stratifié, pour O 6 j 6 r. 

O Soit (Y,N) un espace C -stratifié et U un voisinage tubulaire 

de N dans Y. U est homéomorphe à un fibré de base N, de fibre D 

contractile sur son point base {O).  De même, U - N est une sous-variété 

à bord de Y - N , homéomorphe à un fibré de base N et de fibre D - { O ) .  

Celle-ci est une variété topologique de dimension v = dim(Y-N) - dim N , 
O 

non nécessairement connexe. On notera U l'intérieur de U dans Y et 

O 
au = U - U (appelé bord de U au chapitre VII), 

P k o ~ ~ ~  1 . 2 . -  au est une sous-variété de Y - N homéomorphe 

à un fibré localement trivial de base N et de fibre notée aD. Celle-ci est 

une sous-variété de Dy de codimension 1. 

RQrndtLyue 1.3.- La définition de voisinage tubulaire adoptée ici 

est plus générale que les définitions classiques (voir C. Morlet, C.R.A.S., 

t. 262, pp. 740-743 et A. Douady Sém. H. Cartan, ENS, 1961/62, exposé 1 ) .  

Par exemple, un voisinage collier du bord d'une variété est un voisinage 

tubulaire (exemple 1.6). 



Remailque 1 . 4 .  - L'appellation "espace CO-stratif ié" est justifiée par 

la situation suivante : si (N, Y-N) est une stratification d'un ensemble 

analytique complexe Y vérifiant les conditions (a) et (b) de Whitney, il 

existe une rétraction locale d'un voisinage de N dans Y sur N 

(R. Thom, Séminaire Bourbaki no 281, décembre 1964). (voir aussi [ 4 1 ] ) .  

Exemple 1.5 . -  Soient Y une variété différentiable de classe 

Cr, connexe, paracornpacte et N une sous-variété di£ férentiable de Y, de 

classe cr et connexe, le couple (Y,N) est un espace c'-stratifié, 

pour O 6 j 6 r. 

Exemple 1.6.-  Soit Y une variété à bord aY , aY admet un 

voisinage "collier" U dans Y homéomorphe à aY x [0,1], l'image de 

aY par cet homéomorphisme étant aY x {O) (1131). Un tel voisinage est un 

voisinage tubulaire et, si aY est une variété connexe, le couple (Y,aY) 

est un espace Co-s trat if ié . 

r D é ~ i n i L i ~ ~  1.7.- Soient (X,M) et (Y,N) deux espaces C -stratifiés, 

une application Cr-stratifiée f : (X,M) -+ (Y,N) de fibres (F,Fo) est une 

application continue et surjective de X sur Y telleque B = f-1 (N) et 

que : 

i) les restrictions de f à (X-M) et M soient des projections 

d'espaces fibrés de Serre, de fibres respectives F et F et soient 
0 ' 

différentiables de classe cr. 

ii) N admette dans Y un voisinage tubulaire dont l'image réciproque 
I 

par f soit un voisinage tubulaire de M dans X. 

Les points de M sont appelée points singuliers, ceux de N, valeurs 

singulières. La fibre F est appelée fibre régulière et F fibre singulière. 
O 



p h o p ~ u é  1 .g.- soit f : (x,M) + (Y,N) une application c'-stratifiée 

de fibres (F,Po), il existe un voisinage tubulaire U de N dans Y tel qua 

- I T = f (U) soit un voisinage tubulaire de II dans X, et que la restriction 

O O 
de f à aT = T - T soit la projection d'un iibré de base aU = U - U et de 

fibre F (restriction du fibré 1 X-M : X-PI -+ Y-N à au). 

De plus, on a un diagramme commutatif dans lequel toutes les fleches 

sont des projections de fibrés : 

Notons p = dim(X-M) - dim M et v = dim(Y-N) - dim N , on en 

déduit : 

CohoUuhe 1 .9 . -  Si F et Fo sont des variétés topologiques, on a : 

2 - ExmpteA. 

O On donne ci-dessous quelques exemples d'applications C -stratifiées 

(voir aussi le chapitre VI) . 

Exemple 2 .1 . -  Soit G un groupe de Lie compact opérant de manière 

cW sur une variété différentiable cm et connexe X. On suppose que G 

opère semi-librement sur X, c'est-à-dire librement en dehors de l'ensemble 

M des points de X laissés fixes par l'action de G. La projection canonique 

de X sur l'espace des orbites Y = X/G est une application CO-stratifiée 

(voir paragraphe 13 du chapitre VI). Citons comme cas particuliers : 



a) L'application f : sn -t 1 , où sn désigne la sphère unité de 

Rn+ 1 et 1 = [-1, + 11 , définie par f(xo,x,,...,xn) = x pour tout point 
O 

(x,. . . x ) de sn. (Si l'on veut que M et N soient connexes, il convient n 

d'enlever l'un des pôles de sn). 

b) L'application de Hopf f : R4 + IR3 définie en faisant agir S 
1 

4 
sur R = C x C par : 

s x ( X )  C X C  

x (x,y) v-b%-+ (ZX,ZY) 

16 De même, les applications de IR8 sur fR5 et de IR sur IR 9 

obtenues en faisant agir respectivement les quaternions et les nombres de 

Cayley sont des applications CO-stratifiées. ( [ 4 0 ] ,  5 20). Dans ces trois 

I cas, M et N sont les origines des espaces euclidiens et les fibres régulières 

1 3 7 sont isomorphes respectivement à S , S et S . 
1 1 c) L'application f : s2 + D , où D désigne le disque unité 

de , dé£ inie par £ (xo,xI ,x2) = (xI ,x2). 

+ Exemfie 2 . 2 .  - L'application f : llIn -t IR définie par 

2 
= lxo + ... + x et l'application f : R~ + IR2 dé£ inie par f (a) = a d n- 1 

(en identifiant fR2 à E) sont des applications CO-stratifiées. 

Exempte 2 . 3 . -  Les morphismes stratifiés surjectifs (au sens de 

Thom) f : (X,M) -t (Y,N) d'ensembles statifiés en deux strates, sont des 

O applications C -stratifiées. (Il suffit que l'image réciproque du lambeau 
b 

1 d'incidence L Y soit le lambeau d'incidence 
N : [ 4 g  , Définition 1.E 

et théorème 1 . G . 1 ) .  



E x m p l e  2.4. - Il existe des applications CO-stratif iées pour 

lesquelles les fibres F et Fo sont isomorphes sans que l'application soit 

elle-même projection de fibré. Par exemple : 

a) Les fibrés de Seifert (H. Seifert, Acta Math, 60, 1933, 

pp. 147-238 et M.C. Thornton, Ill. J. Math, 11, 1967, pp. 189-201). 

b) Soit D1 le disque unité de tR2 paramétré par 

(r,$) c [O, '7 x [O, 271 [. On considère l'application du tore plein 
1 X = D 1  x S sur Y = D 1  définie par f(r,$,8) = (r,~). Les fibres F et 

F sont toutes deux isomorphes à SI, M est SI  et N est l'origine de 

2 1 
R . (On a une application similaire de la bouteille de Klein "pleine" sur D ) .  

c) Soit X un f ibré vectoriel en (ni-]) - plans, de base sn C IRnt1 

et muni d'une métrique euclidienne, on considère l'application de X sur 

n+ 1 Y = IR qui, à un vecteur de longueur h et d'origine (xO,...,x ) dans 
n 

n+ 1 sn , fait correspondre le point (hxo,. . . ,A xn) de IR . M et les fibres 

F et F sont isomorphes à sn , N est l'origine de ,p+ 1 
O 

Exemple 2.5. - 

a) Prenons, dans l'exemple précédent, pour X un fibré en 

O (k+l) - plans, on obtient de la même manière une application C -stratifiée 

k n f : (X, sn) + (R~*' ,O) de fibres (S , S ) . En particulier, si X est le 

fibré tangent à sn, on a dim Fo > dim F. 

b)  hélicoïde (ou vis sans fin) donne lieu à un autre exemple 

d'application c'-stratifiée pour laquelle dim F > dim F : Notons X 
O 

la surface de R dé£ inie paramétriquement par x = r cos 8, ,y = r sin 8, 

z = 8, avec - 1 < r < + 1 et 8 c iR.  application f de X sur le 

disque unité ouvert de fR2 définie par f (x,y,z) = (x,y) est une application 

O C -stratifiée. M est l'axe de z ,  N est l'origine de IR2 et les fibres 

sont : F = a) et F = M = ai. 
O 



Nous rappelons la notion de fibré à singularités,voisine de celle 

O d'application C -stratifiée, et énonçons les principaux résultats connus 

dans ce domaine. 

V é d i W a n  3.7.- On dit que f : X -t Y, application continue, ouverte 

et surjective d'espaces topologiques est un fibré à singularités s'il existe 

un sous-ensemble fermé 1.f de X tel que f soit un homéomorphisme de 1 M 
M sur N C Y ,  et que 1 X-M 

: X-M -t Y-N soit la projection d'un fibré 

localement trivial de fibre F. 

Sauf indication du contraire, on suppose que X, M y  Y, N et F 

sont des variétés connexes, fermées, orientables et triangulables. 

On dit que le fibré à singularités est de classe cr si tous 

les espaces sont des variétés de classe cr et si les inclusions M C - t  X 

et N' Y sont de classe cr. 

Les exemples 2.1 et 2.2 ci-dessus sont des fibrés à singularités. 

De la définition même d'un fibré à singularitésdécoule le fait 

que tout point singulier (c'est-à-dire tout point de M) admet des voisinages 

arbitrairement petits invariants, c'est-à-dire que s'ils contiennent un point, 

ils contiennent toute la fibre passant par ce point [37]. Les applications 

O C -stratifiées possèdent également cette propriété. 

D'autre part, Hu 1311 introduit la notion de f ibré à singularité 

convergent : 
b 

Dé{ink%an 3.2.- On dit que le fibré à singularités f : X -+ Y 

est convergent en un point singulier x si, pour tout voisinage ouvert 
O 

V de xo dans X, il existe un voisinage ouvert U de f(xo) dans Y 

tel que f-' (u) c V. 



Intuitivement, le fibré à singularités f : X -t Y est convergent 

en un point singulier x si et seulement si les fibres au-dessus des points 
O 

proches de y = f(x ) sont proches du point x . l 

O O O l 
Pkopoa.&ion 3 . 3 . -  Si f : (X,ll) -+ (Y,N) est une application 

O 
C -stratifiée dont la fibre singulière est un point et 1 X-M : X-M -t Y-N 

est un fibré localement trivial, alors f est un fibré à singularités 

convergent au sens de Hu. La réciproque est vraie si X est une variété 

différentiable connexe et paracompacte. 

On se propose d'étudier, dans le cas des applications c'-stratifiées 

comme dans le cas des fibrés à singularités, le rapport entre les propriétés 

homologiques des espaces en cause. Nous généraliserons, entre autres, les 

résultats de Conner et Dyer, Mahowald, Antonelli qui, pour des cas particuliers 

de fibrés à singularités, ont prouvé la conjecture de Montgomery et Samelson [37J : 

si X est une sphère (CO)-homologique, M est une sphère (CO)-homologique : 

/ 

Théokème 3.4.- (Conner et Dyer [19]) - Soit f : (x~,M) -+ (Y,N) un 

f ibré à singularités de fibre régulière sr et tel que X soit une n-sphère 

cohomologique modulo 2, alors il existe k tel que M soit une n-k(r+l)- 

sphère cohomologique modulo 2. 

Théokème 3 . 5 .  - (Mahowald [35]) - Si f : (XyM) -t (YyN) est un 

fibré à singularités tel que X soit une n-sphère cohomologique modulo 2, 

(n $ 4), alors M est une sphère cohomologique modulo 2. 

Théokème 3 . 6 .  - (Antonelli [3]) - Si f : (X,M) -+ (Y,N) est un 

fibré à singularités tel que X et F soient des l-sphères homologiques 

et N " tame" dans Y, alors M est une 2-sphère homologique. 

Théokème 3 . 7 . -  (Antonelli L4]) - Si f : (sn, M) -+ (yP, N) est 

un fibré à singularités Cm, et si une Y est une variété sans bord, alors 

M est une (2p-n-2) Z-sphère homologique. 



La conjecture de Eiontgomery et Samelson n'est cependant pas vérifiée l 
I 

dans toute sa généralité. Il en existe de nombreux contre-exemples, ( [II] , p. 4 5 1 ,  l 
1 
1 

notamment celui de Bredon-Hirzebruch ( Cl 11, p. 54 et [ 4 q ,  p. 59) : Pour tout d 

impair, il existe une action différentiable du groupe cyclique à d éléments 

sur s5 dont l'ensemble des points fixes soit difféomorphe à p3(IR). 
i 

Dans un autre point de vue, Timourian et Antonelli ont obtenu une 

classification des fibrés à singularités pour lesquels M consiste en points 

singuliers isolés : 

ThOt~2rne 3.8.- (Timourian [42]) - Si f : (x~,M) + (Y~,N) est 

un fibré à singularités tel que f soit propre et M consiste en des points 

isolés, alors : 

(n,p> = (n,l) , (2,2), (4,3), (8,5) ou (16,9) 

et, pour tout point x de M y  il existe un voisinage ouvert V de x tel 

que f soit topologiquement équivalent à l'une des applications : I v 

i) f : IRn-+lR définie par f(x) = L2 + ... + x 
O 

(Exemple 2.2) n- 1 

ii) f : fR2 -+ IR2 définie par f ( z ) =  z 
d 

(Exemple 2.2) 

iii) l'une des applications de Hopf (Exemple 2.1 (b)) 

L'équivalence topologique est entendue au sens suivant : 1 
f : X + Y  est équivalente à g : A -t B s'il existe des homéomorphismes 

a :  X + A  et B :  Y + B  tels que B o  f O a-'= g. 

On trouvera une bibliographie complète concernant le? fibrés à 

singularités dans les bibliographies de Antonelli [4] et dans celles des 

articles de P.T. Church et J.G. Timourian : 

- Fiber bundles with singularities (J. Math. Elech., 18 (1968)~ 
pp. 71-90). 

- Maps with O-dimensional critical set (Pacific J. lfath, 57 (1975), 
pp. 59-66). 



CHAPITRE 11 

PRELTMTNATRES ALGEBRZNiES. 

On établit les préliminaires algébriques nécessaires pour la suite : 

on rappelle la notion de somme tordue de modules différentiels gradués (MDG), 

celle-ci permet d'obtenir quelques résultats sur les constructions et mor- 

phismes d'extensiomde MDG ( Dg], e 9 ]  ) , en£ in, on explicite la suite spectrale 

associée à une somme tordue ( [1 6J ) . 

1 - Somme t a t t d u e  d e  m o d u l a  did~érrenClc& gtracluéa. 

On se donne une fois pour toutes un anneau commutatif unitaire A, 

tous les modules et morphismes de modules considérés seront des A-modules 

et des A-homomorphismes de modules. 

On rappelle que, si (A.dA) et (Bydg) sont deux modules diffé- 

rentiels gradués (en abrégé PDG), l'espace Hom(A,B) peut être muni d'une 

structure de MDG comme suit : 

degf 
(df) (a) = dB(f (a)) - (-1 ) f (dA(a)) . 

Les cycles de degré zéro de Hom(A,B) sont les morphismes de PDG 

de A dans B. 

Deux morphismes f et g de Homr(A,B) sont dits homotopes par une 

homotopie @ (et on écrit Q : f = g) s'il existe Q e HO~~+~(A,B) tel que : 

Deux morphismes homotopes induisent le même homomorphisme en homologie. 

Si l'on se donne deux EIDG, (A,dA) et (B,dB), une extension de *G 



sur B, de noyau A, est une suite exacte de MDG : 

L'extension (E) est dite équivalente à l'extension 

( E ' )  O -4 A -p X' 
9 F B - O  

s'il existe un morphisme de MDG, y, tel que le diagramme : 

soit commutatif. y est alors un isomorphisme. 

On dit que l'extension (E) est triviale si elle est équivalente 

à l'extension 

Pour tout cycle Y de Hom-,(B,A), nous désignerons par A @ B, 
Y 

et nous appellerons somme tordue de A et B par Y le MDG défini comme 

suit : 

on remarque de dy est une différentielle si et seulement si Y est un cycle 

de Hom-,(B,A). 



Lemme 7 . 7 .  (p91, p. 18) .- A tout cycle Y de Hom (B,A) correspond - - 1 
l'extension de MDG : 

où les morphismes i et IT sont induits par l'injection et la projection 

canoniques. L'extension (Ey) est triviale si et seulement si Y est homologue 

à zéro ( [393 , proposition 1 , p. 18). 

Lemme 1 . 2 . -  Pour tout module projectif B et pour toute extension 

il existe un cycle Y de Hom (B,A) tel que les extensions de MDG (E) et - 1 

(Ey) soient équivalentes. 

Démom;tiratian.- La surjection p peut se relever en un morphisme 

de modules gradués p e Hom(B,X) tel que p O p = I B  (identité sur B). 

Le morphisme Y = dXp - pdg est un cycle de Hom-](B,A) donc 

l'extension (Ey) est bien définie. Le morphisme $ E Homo(A B B,X) défini 
Y 

par $(a,b) = i(a) + p(b) est un morphisme de MDG rendant commutatif le 

diagramme 

il réalise l'équivalence entre les extensions (E) et (Ey). Son inverse 

$ *  est défini par : 



Rematque 7 . 3 . -  Deux relèvements 1 
et p2  de p induisent des 

cycles et y 2  homologues et les extensions (Ey ) et (E ) sont 
1 y2 

équivalentes (1391, p. 18). 

Remmoue 1.4.- Toute extension 

donne lieu à une suite exacte d'homologie : 

(6) . . . - Hn(A) 7 Hn(A @ B) --+ Hn(B) -t Hn- 1 (A) - . . . 
Y 

'N 
f * 

où Y* est l'homomorphisme déduit de par passage S l'homologie des diffé- 

rentielles dA et 

Phopo6 i t ion  1 .5 . -  L'extension (Es) 

O --+ A --t A 61 B ---t B --+ O est triviale si et seulement si elle 
1 Y 'Tl 

induit, pour tout n, une suite exacte : 

Démovin&a&ion.- La suite (7) est exacte si et seulement si 'Y, 

est nul (dans ( 6 ) ) ,  d'où le résultat par le lemme 1.1. 

C o h o ~ ~ e  1.6.- Si B est projectif, l'extension 

(E O --+ A X --+ B --+ O est triviale si et seulement si 
1 P 

elle induit, pour tout n, une suite exacte : 

2 - E.lo4pkinmen d ' e x t e a i o v i n  d e  hlVG. 

P h o ~ o h ~ o n  2 . 1 .  ([lq, p. 73) .- Soit le diagramme commutatif : 



où les flèches sont des morphismes de MDG. Pour qu'il existe un morphisme dc 

MDG, 5 : A $ B + A' fB B' rendant commutatif ce diagramme, il faut et il 
Y  Y' 

suffit qu'il existe une homotopie : 

Ptlopoa&ion 2.2.- Soit le diagramme commutatif : 

O - A - X  B - O 

où les flèches sont des morphismes de !.QG et les lignes horizontales sont 

exactes. Si B et B' sont des modules projectifs, pour tous cycles Y et 

Y '  de Hom - I(B,A) et Hom (B1,A') respectivement et induits par des - I 

relèvements de p et pl, 

i) il existe une homotopie @ : a O Y = Y' O 8 

ii) le morphisme 8 : A fB B + A' fB B' défini 
Y Y' 

S(a,b) = (a(a) - @(b),B(b)) est un morphisme de MDG rendant commutatif le 

diagramme suivant : 
b 



où les isomorphismes et ' proviennent du lemme 1.2 (démonstration). 1 

Z i é m o ~ ~ o n .  - B est un module projectif, tout relèvement p de l 
p induit, d'après le leme 1.2., un cycle Y de HO~-~(B,A) et un isomorphisme 

De même, tout relèvement p' de p' induit un cycle Y' de 

HO~-~(B',A') et un isomorphisme de MDG 

O' : (A' @ B1,dy,) - (X'>dX') . 
Y' 

En notant @ = yp - p'B, on a le résultat cherché. 

Par la suite, il sera intéressant de considérer des cas particuliers 

de la proposition 2.2. dans lesquels le cycle Y est construit explicitement 

en fonction d'un morphisme B' e Homo(B',B). Ces cas particuliers font l'objet 

des corollaires 2.3. et 2.5. ci-après. Auparavant on précise les notations 

employées : 

Dans les hypothèses de la proposition 2.2., s'il existe un morphisme 

non nul 6' c Hom (B',B) (non nécessairement morphisme de MDG), on notera h 
O 

et h' les morphismes définis par 

B o @ ' =  lB, + h1 B ' O B = I ~ + ~  

B o h  = h ' o B  h o B ' = B ' o h '  . 

 autre part, si Y est un cycle de Hom-] (B,A) induit par un relè- 
t - 

vement p de p, et si p est un relèvement de p', le morphisme 
- 

p' = ypb' - ph' est encore un relèvement de p'. Posons : 



Le morphisme @ = yp - p'B = - (yp - pB)h réalise l'homotopie 

@ : aY = Y16. 

Coka&&e 2 . 3 .  - Dans les hypothèses de la proposition 2.2., et s'il 

existe un morphisme B' E: Hom (B',B) tel que B' O B = 
O ' B  

le cycle Y' 

construit ci-dessus (8) satisfait à : 

aY = Y'B 

et 5 est alors défini par S(a,b) = (a(a),B(b)). 

Remahque 2 . 4 .  - Si Y est un cycle de Hom (B,A) induit par un - 1 

relèvement p de p et si B est un morphisme surjectif admettant pour relè- 

vement un morphisme de MDG, B', on peut choisir pour relèvement de p' le 

composé p' = ypB' et dans ce cas, on a Y' = aYB'. 

Si de plus B' O B est homotope à l'identité, on obtient le résultat 

suivant, qui est aussi une conséquence de la proposition 2 bis de p9] : 

ComaRadLe 2 . 5 .  - Soit le diagramme commutatif : 

O - A - X - B - O  
P 

où les flèches sont des morphismes de MDG et les lignes horizontales sont 

exactes. Dans les hypothèses suivantes : 
b 

B est un module projectif et Y un cycle de Hom ,(B,A) induit - 
par un relèvement de p, 

B est un morphisme surjectif admettant pour relèvement un morphisme 

de MDG 6' satisfaisant à : 



avec k E HO~+~(B,B), on a : 

i) Y' =aYB1 est un cycle de Hom - ](Bf,A') 

ii) le morphisme @ '  = -aYk réalise une homotopie 

iii) le morphisme 0 : A Q B + A' @ B' défini par 
Y Y' 

est un morphisme de MDG rendant le diagramme suivant commutatif à homotopie 

près (au sens où il existe 5 E. Homl(B,Xf) tel que 9'0 = y4 * ( d ~  + c d ) n )  

3 - SWL R u  ca~Rhuc;tiam d ' e x t m i o n b  de hl€&. 

Comme application de la proposition 2.1., on a : 

PnapabLCion 3.1. - Etant donnée la situation suivante : 

(E~) O - A - A Q B  - B - O  
Y 



où les flèches sont des morphismes de MDG, posons Y' = aYB' et ~ ' 6  = l B  + h.  

Pour qu'il existe un morphisme de MDG, 8, rendant commutatif le diagramme 

il faut et il suffit que ctYh soit homotope à zéro dans Hom (B,A'). - 1 

Coto t l&e  3.2. (C.93 , Proposition 2 bis). - Dans les hypothèses de 
la proposition 3.1.,  si on a une homotopie k : 6' O B I le morphisme 0 

B ' 
est donné par 8(a,b) = (a(a) + aYk(b),B(b)). 

De la même façon, on a : 

P t o p o 4 a o n  3.3.- Etant donnée la situation suivante : 

où les flèches sont des morphismes de M)G, posons Y' = ctYf3' et a'a = 1 + h' . 
A ! 

Pour qu'il existe un morphisme de MDG, 0 ' ,  rendant commutatif le diagramme 
\ 



il faut et il suffit que ~ ' Y B '  soit homotope à zéro dans Homml(B1,A). 

Cohol.&uhe 3 . 4 .  ( p9] , Proposition 2). - Dans les hypothèses de la 

proposition 3.3., si on a une homotopie k' : a' O a = 1 A ' le morphisme 0 '  

est donné par 8'(a1,b') = (a'(al) + k'YB'(bl),B'(b')). 

C o t r o ~ d L e  3 . 5 . -  Dans les hypothèses de la proposition 3.3., si 

A' = A et a' = a = 
I A  * le morphisme 8 '  est défini par B1(a,b') = (a,B'(bl)). 

De plus, si Y est induit par un relèvement p de p, Y l'est par P B ' .  

C o h a ~ d L e  3 . 6 .  (P5], Proposition 3).- Dans les hypothèses des propo- 

sitions 3.1. et 3.3., si on a des homotopies k : B' O B = 1 et B 

k' : a' O a = 1 , le morphisme 8' O 8 est homotope à l'identité de A @ B au A Y 
moyen de k" : A $ B + A @ B défini par : 

Y Y 

4 - Suite hpecCtde ahho&&? une home Rotrdue ( D  6 1 ,  Exposé 3). 

4.1. - Soit (A,dA), un module différentiel gradué, somme directe 

des sous-modules An. Nous dirons que A est un MDG filtré si, pour tout 

entier p, on a un sous-module F A de A tel que : 
P 

F A C P  A . 
P+ 1 

F A = O  si p < O  
P P 

F A est stable par dA 
P 

Pour tout n, il existe u(n) tel que F (A ) = An 
$ 

P n 
si p 2 u(n) 

(la filtration est régulière) 

Il existe alors une suite spectrale dont on note E~(A) = $ E~ (A) 
P ¶ 9 

P Y ~  

les modules bigradués et di les différentielles. E~(A) est le module 



bigradué associé au module gradué H(A), filtré de la manière suivante : 

Fp(Hn(A)) est l'image dans H (A) des cycles de Fp(An). D'où : n 

4.2. - Soit (B,dB) un second module différentiel gradué filtré, 

Y désigne toujours un cycle de Hom (B,A), donc un homomorphisme de WDG - 1 

satisfaisant à : 

pour tout n 

mais de plus, on suppose qu'il existe a, entier positif, tel que : 

(1 1) Y(F B)C F (A) 
P P-a 

Y induit alors, pour r a, un homomorphisme 

Y : E (B) + Er 
P,9 p-a , q+a- 1 

(A 

Yr+ 1 
et se déduit de Y par passage à l'homologie des différentielles 

e t  di. 

4.3. - De même que pour le "mapping cylinderW ( 61 , exposé 3 ) ,  

on construit la suite spectrale d'une sormne tordue de la façon suivante : 

Définissons sur A @ B la filtration croissante : 
Y 

Lemme.- Si Y(F B) C F A avec a 2 O et si les filtrations de A - P P-Cl 

et B satisfont aux relations (9) ,  la filtration de A @ B satisfait également 
Y 

à (9). 



En autres, la différentielle d = (dA + i,dB) respecte la filtration Y 

(12). On en déduit une suite spectrale dont on note E~ les modules gradués 
P 9 q 

et dr les différentielles. Le terme E0 se décompose en somme directe : 
P Y ~  

Si a > O (dans (Il)), la différentielle d définie sur A 8 B 
Y 

induit sur EO l'opérateur do = (do do). En tant que MDG, le terme E 1 
A' B 

est une extension : 

(1 3)  
1 1 O -- E(A) - El - E(B) - O 

1 Explicitons l'opérateur d : 

Un élément z = (z' ,z") de E' est représenté par un cycle de sa 
P Y ~  
O classe d'homologie, soit 5 - (E',E") r Epyq avc = 0. 

On note x = (x',xl') un représentant de 5 dans F (A fB B). 
Y 

On a : 

et la classe de dy(x) dans G (A 8 B) est un cycle de E0 dont la 
P-1 Y P-1 9 q  

classe d'homologie dans E 1 
est d ( z ) .  

P Y ~  

Supposons a = 1 (dans (Il)),il vient : 

1 autrement dit d (2' ,zl') = d (z' , z l ' ) .  On a l'identification : 
Y 

La suite exacte d'homologie (6) associée à l'extension (13) s'écrit : 

... -+ E (A) - E 2 --t E 
2 2 

P+] $4 P+I ,q p+l Y q 
(BI 2- Ep,q(A) . . . 

Y 



2 
où Y est l'homomorphisme induit par Y, déduit de Y' par passage à l'homo- 

1 1 
logie des différentielles dA et dB. 

Supposons a > 1, il vient : 

et l'extension (13) est triviale. Le terme E* s'obtient comme extension : 

2 o - E~(A) - E~ - E(B) - o. 
Par le même raisonnement, cette extension est non triviale si 

a = 2 et triviale si a > 2. 

En poursuivant le calcul des différentielles dry on obtient la 

proposition suivante : 

Pt~opob.&ion 4.4. - Soient A et B deux modules différentiels gradués 

filtrés, la donnée d'un cycle Y de Hom (B,A) satisfaisant à (II) implique - 1 
l'existence d'une suite spectrale associée à la filtration (12) du MDG A fB B 

Y 
et convergeant vers H*(A fB B) convenablement filtré. Pour r a ses termes 

Y 
E~ s'obtiennent comme extension de MDG : 

triviale pour r < a, non triviale pour r = a. 

r r Autrement dit, sur = E~ (A) @ EpYq(B), la différentielle est : 
E ~ Y q  P Y ~  

dr = (disdi) pour r < a 
t 

a 
da = (di + 'PaYdB) 

où Y" est induit par Y. La suite exacte d'homologie associée à l'extension : 



s'écrit : 

... 3 E~*I(A) - E a+1 - Ea+l(~) -+ Ea+ 1 (A) --+ . . . 
P Y ~  P 9 q P9q p-a , q+a-l 

1 
où se déduit de par passage à l'homologie des différentielles d: 

4 . 5 .  - Lcr a&e a p e & d e  en  cahomalagie.  

On désigne toujours par A un module différentiel gradué filtré, 

La différentielle dA induit une différentielle bA , de degré + 1 ,  sur 

Hom(A;R) telle que bA(f) = f O dA. D'autre part, la filtration de A induit 

la filtration suivante sur Hom(A;A) : 

Notons EO(A) l'ensemble des éléments de degré filtrant p du terme 
P 

E0 de la suite spectrale d'homologie déduite de la filtration de A, on a un 

isomorphisme : 

On note E"~(A) e dr les termes et les différentielles de la r 

suite spectrale de cohomologie déduite de la filtration (14) de Hom(A;A). 

Etant donnée une somme tordue A @ B de deux MDG, on définit alors 
Y 

une différentielle et une filtration sur Hom(A @ B;A) comme suit : 

Soit Y* : Hom(A;A) -+ Hom(B;A) l'application définie par 

Y*(£) = f O Y, la différentielle de degré +I, est donnée par : 
# 

La filtration est donnée par : 



Si Y satisfait à la relation (II), la différentielle 6 y  respecte 

la filtration (15). Il vient alors une suite spectrale en cohomologie, de 

terme EP : 
O 

EP 5 HO~(EO ;A) = E: (A) 8 E: (8) . 
O P 

Dans le cas a > O, la différentielle do de la suite spectrale 

A B en cohomologie est égale à d = (dosdo). De même qu'en homologie, on a : 
O 

Si a est égal à 1, la différentielle dl est donnée par 

dl (f ,g) = (dt(f) ,d)(g) + Y;(f)) où Y; se déduit de Y* par passage à 

A B l'homologie des différentielles do et do. 

A B Si on a a > 1, la différentielle dl est égale à (d,,dl). 

De façon générale, on obtient : 

Piropo4&on 4.6.- Soient A et B deux MDG filtrés, la donnée d'un 

cycle Y de Hom-](B,A) satisfaisant à ( 1  1) implique l'existence d'une suite 

spectrale de cohomologie associée à la filtration (15) de Hom(A @ B;A) et 

convergeant vers H*(H~~(A @ B;A)) convenablement filtré. On a : 

~p.4 = EPsq(A) @ EP,~(B) pour r i a 
r r r 

A B 
d r (dr,dr) pour r < a 

* * 
où Ya est induit par Y . t 

$ 
La suite exacte de cohomologie associée à la somme tordue 

EP,~(A) t E~,~(B) s'écrit : 
a a 

Ya 



* 
où * A 

IYa+ 1 se déduit de Ya par passage à l'homologie des différentielles da 

B et da. 
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C H A P I T R E  1 7 1  

L E  TUEOREME D E  S H Z H  POUR L E S  CO!lPLEXES SZMPL ZCIAl lX.  

Le but de ce chapitre est, essentiellement, de démontrer la 

proposition 3 de l'introduction. 

I - P t r é W n a i / r a .  

A désigne toujours un anneau commutatif unitaire. On dira DGA- 

algèbre (resp. DGA-coalgèbre) pour MDG avec produit (resp. CO-produit) et 

augmentation ( [1 exposé 2 et [28] ) . 

On considère les données suivantes : 

K et K'  sont des DGA-coalgèbres, avec coproduit noté A, 
- 
a : K -t K' est un morphisme de DGA-coalgèbres. 

G est une DGA-algèbre avec produit 9. 

L est un MDG sur lequel opère G par le morphisme de MDG : 

'L 
Si T est un élément de Hom-l (K,G) , on définit : 

pour k i~ K et E e L. 1 désigne l'application identité du module considéré. 

'L 
Supposons K. = G. = O pour i < O et définissons T u ? par : 

1 1 i j 

'L 
On dit que T est une cochaîne tordante si on a : 

'L 
n 

% 
d: + T  d +  1 T 

'-b 

n n-l i U Tn-i = 0 
i= 1 



Dans ce cas, l'homomorphisme dr : K O L -+ K O L tel que 

est une différentielle. On note K O L le produit tensoriel K O L muni de 
r 

la différentielle dT. 

'L - Soit alors ?' E Hom (K1,G) satisfaisant à r = r o a, il vient - 
d'après p8] : 

(a e I>L? n(k e e)] = ?  n (i e ~)(k e e) 

'L Leme  1 . 1 .  - Si ' est une cochaîne tordante, r est une cochaine 

tordante. 

Lemme 1 . 2 . -  Si K et K' sont des modules libres, si Ho(G) = A 
- 

et si rr est une équivalence d'homotopie de complexes de chaînes, O 1 

est une équivalence d'homotopie de complexes de chaînes entre K B L et K' Q1L 
r -r 

munis des différentielles dr et dT' respectivement. 

D é m o n ? l ~ ~ o n . -  On définit des filtrations croissantes sur K O L 
T 

et K ' 8 L  par: 
T 

- 
cr est un morphisme de DGA-coalgèbres et a; t3 1 respecte les filtrations ci- 

dessus. On en déduit un homomorphisme des suites spectrales respectivement dé- 

finies par ces filtrations. On a : 

E I  = K  @ H  (L) 
P Y ~  P q 

e2 = H (K;H (L)) = E ' ~  
P Y ~  P q P Y ~  

en vertu des hypothèses faites sur K,K' et Ho(G). Le lemme découle alors 

d'un argument classique sur les suites spectrales. 



Rwnmque 1 . 3 .  - Si : K' -+ K est un morphisme de DGA-coalgèbres 
- 

réalisant avec a l'équivalence d'homotopie entre K et K', l'équivalence 

d'homotopie de complexes de chaînes entre K 4 L et K' 4 L est réalisée 
T T ' - 

par a 8 1 mais a priori ne l'est pas par @ 1 .  Ce dernier n'est, en 

général, pas un morphisme de MDG. En effet, on a : (8 4 1) O d = d O (z 63 1)  , 

mais il vient : 

où $ est donné par a O = 1 + d$ + $d et dT par : 

si L est un sous-MDG de L', on suppose qu'il existe une rétraction 

par déformation r de L' sur L réalisant avec l'injection i : L + L '  

- 
une équivalence d'homotopie de complexes de chaînes.  action a de G sur 

- - 
L s'étend à L' par u(g,&') = a(g,r(l1)) et le produit tensoriel tordu 

K 8 L' est bien défini. 
T 

Lemme 7 . 4 . -  Si K est libre, l'injection 1 8 i et la rétraction 

1 8 r réalisent une équivalence d'homotopie de complexes de chaînes entre 

les complexes K 8 L et K 8 L'. 
T T 

Démon4fiakion.- Elle est identique à celle du lemme 1.2. 

(E81 ,  Lemme 3.3.). 

2 - Le fhéoaème de S U .  l 

Les ensembles simpliciaux sont notés g,  F, etc... C(B) désigne - 

le module A-libre ayant pour base l'ensemble simplicial B. On note F x B - - - 
T 

le produit cartésien tordu de F et B à l'aide d'une fonction tordante - 
T : B - + G prenant ses valeurs dans un groupe simplicial, sous-monoïde du - 
monoïde simplicial Hom(E,F) ([17], exposés 1 et 3). 



Thliokème 2.1.  (Shih p93).- A tout produit cartésien tordu F - x B, - 
T 

'Il 

on peut associer une cochaîne tordante de degré -1, T : C(g) -t C(d) 

appelée cochafne fondamentale. Il existe une équivalence d'homotopie de com- 

plexes de chaînes entre les complexes C(F x 8) et C(8) 8 C(F). 
T T 

La démonstration de Shih consiste à construire explicitement des 

morphismes de MDG 

tels que fT O vT = 1 et vT O fT = 1 + dT<bT + $TdT où <bT est un morphisme 

de C(F x 8) dans lui-même. 
T 

Ca d'un aibtré de S m e  : 

Pour tout espace X, on notera (en principe, sans ambiguïté) X - 
l'ensemble simplicial des simplexes singuliers de X. On a, par définition 

C(X) = C(5). Si p : E -t B est un fibré de Serre, de fibre F, p : E + B - 
est une f ibration de Kan (appelée f ibré de Kan dans [171), de fibre F. On peut - - 
lui faire correspondre une fibration minimale p' : E' -+ B qui en est un ré- - - 

tracte par déformation (151 , III Théorème 4.1). La fibre F' de p' : E' -+ B - - 
est un complexe minimal de F, rétracte par déformation de F. - - 

Si B est connexe, il en est de même de B et dans ce cas, - 
: E' + B est un f ibré de Kan (au sens "f ibre bundle" [5] , IV Proposition 2.2) . - - 

Il est isomorphe à un produit cartésien tordu F' x B ( M , 73 ) . On appellei - - 
T 

encore cochaîne fondamentale associée au fibré p : E -+ B la cochaîne fonda- 

mentale associée à la fonction tordante . Comme E' est un rétracte par dé- - 
1 



formation de 5 ,  il vient d'après le théorème de Shih et le lemme 1.4. 

(appliqué à L' = C(F) - = C(F) et L = C(F1)) : 

Phopob&ion 2 . 2 . -  Soit p : E +- B un fibré de Serre de base B 

% 
connexe et de fibre F, on peut lui associer une cochaîne fondamentale T 

et un produit tensoriel tordu C(B) 8 C(F) tels qu'on ait une équivalence 
T 

d'homotopie de complexes de chaînes entre les complexes C(E) et C(B) B C(F). 
T 

Par abus de notation, on notera encore vT et fT les morphismes 

vT : C(B) 8 C(F) + C(E) et fT : C(E) + C(B) 8 C(F) réalisant cette 
T T 

équivalence d'homotopie. (On n'a plus fT O vT = 1). 

SOU-@bhéh,-  Soit p : E -+ B un fibré localement trivial de 

fibre F et de groupe structural G et F' un sous-espace de F stable 

par l'action de Gy on peut construire un fibré localement trivial 

p' : E' +- B de fibre F', sous-fibré de p : E + B. L'ensemble simplicial 

F' - est un sous-ensemble simplicial de F stable par l'action de G. Les - - 
fibrés simpliciaux correspondant à p : E +- B et p' : E' -+ B sont associés 

au même fibré principal, on peut donc leur attribuer même fonction tordante T 

'L 
et même cochaîne tordante T (Appendice 1 ) . Le complexe C(B) 8 c (F') est 

T 

un sous-complexe de C(B) 8 C(F) et on a une suite exacte de MDG : 
T 

En notant C(F,F') = C(F)/C(F') et les classes d'équivalence dans 

les quotients C(F,F1) et C(B) 8 C(F)/C(B) 8 C(F1) par des crochets, on a : 
T T 

Prtopa i f ion  2.3.- Le complexe quotient c(B) 8 C(F)?C(B) 8 C(F1) 
T T 

est isomorphe à C(B) 8 C(F,F1), la différentielle étant définie par : 
T 



D&monn&a.&ion.- On a, pour tout b E C(B) et f c~ C(F), 

[d(b@f)] = d(b8rfl - ) , c'est-à-dire que la différentielle du produit tensoriel 

C(B) 8 C(F,F1) est induite par la différentielle de C(B) 8 C(F) . Il su££ it 

donc de montrer que 1 'on peut dé£ inir : n (b8 cf]) = L; 17 (b8f )] . Or ceci 

vient de ce que F', sous-ensemble simplicial de F ,  est stable par les 

opérateurs de dégénérescence, que F' est stable par l'action de G - et enfin 

'L 
de la définition de T fi . 

3 - Le a%éot&me de Skih  p o w  L a  c o m p L e x u  aimpaA.cLaux. 

Pour tout espace topologique B muni d'une triangulation, B (PI 
1 

désigne le p-squelette de B, ensemble des simplexes de dimension inférieure 

ou égale à p. On note K(B) le complexe des chaînes simpliciales orientées 

défini par la triangulation de B et K (B) le sous-ensemble des chaînes de 
P - 

dimension p. L'inclusion canonique a : K(B) + C(B) induit un isomor- 

phisme en homologie. 

On se propose de montrer la proposition 3 de l'introduction que l'on 

formule corne suit : 

Ptopod.kt2on 3.7.- Soit B un espace topologique muni d'une triangu- 

lation (K) et base d'un fibré p : E + B de fibre F. On peut munir le 

produit tensoriel K(B) 63 C(F) d'une différentielle, encore notée d' , telle 

que l'on ait une équivalence d'homotopie de complexes de chaînes entre le com- 

plexe obtenu, noté K(B) 8 C(F), et le complexe C(B) @ C(F) respectant les 
T T 1 

filtrations suivantes : 



On note : C(B) 8 C(F) -+ K(B) 8 C(F) un morphisme réalisant 
T T - 

avec l'injection a = a 8 1 : K(B) 8 C(F) -+ C(B) 8 C(F) cette équiva- 
T T 

lence d'homotopie de complexes de chaînes. 

Dérnork!&&on. - D'après un résultat classique ( [141, exposé 9 ou 

2 , il existe une équivalence d'homotopie de complexes de chaînes entre 

K(B) et C(B) . En reprenant par exemple la démonstration de [21], on véri- 

fie que les morphismes 

réalisant cette équivalence d'homotopie respectent les filtrations suivantes : 

% 
Soit alors T une cochaîne fondamentale associée au fibré 

% - 
p : X -+ B, d'après le lemme 1.1., T O a est une cochaîne tordante et 

il vient (voir (17)) : 

On note K(B) 8 C(F) le produit tensoriel K(B) 8 C(F) muni de 
T 

la différentielle dT(k8f) = d(k8f) + (;O:) fl (kgf) et gradué comme suit : 

Le morphisme a = (a 8 1) : K(B) 8 C(F) -+ C(B) 8 C(F) est, 
T T 

d'après le lemme 1.2., une équivalence d'homotopie de complexes de chaînes. 
* 

En considérant la restriction du fibré E au p-squelette de B, 

on déf init, par restriction, des cochaînes tordantes sur c(B(P)) 8 C(F) et 

K(B(P)) 8 C(F) et un morphisme : 



induisant un isomorphisme en homologie, On a alors un diagramme commutatif : 

où i et j sont les injections canoniques. La proposition 3.1. est une consé- 

quence du lemme suivant : 

Lemme 3.2.- Soient K y  K', L et L' des complexes de chaînes compo- 

sés de groupes abéliens libres, f : K -t L et f' : K' +- L' des morphismes 

induisant des isomorphismes en homologie et i : K' + K y  j : L' -t L des in- 

jections rendant commutatif le diagramme : 

on peut alors choisir les application g et g' réalisant avec f et f' 

respectivement une équivalence d'homotopie de complexes de chaînes de manière 

à ce que g'o j = i O g . 

Démom;DLation.- Elle consiste à montrer que, dans la démonstration 

classique (par exemple p3], p. 1 5 4 ) ,  tous les morphismes comfnutent avec les 

injections : 

On note C (f) = Kq-, B L le complexe de chaînes muni de la diffé- 
9 9 

rentielle dq(x,y) = (- dq-] (x), dq(y) + fq-](x)). On a H (f) = O. En dé- 
q 



finissant de même Cq(f') et d i  sur Cq(f'). l'injection de Cq(fl) dans 

C (f) dé£ inie par k(x,y) = ( i ( x )  ,j (y)) est un morphisme de complexes de 
9 

chaînes. 

Soit Z (resp. B ) le sous-complexe des cycles (resp. bords) 
9 4 

de C 
9 ' k envoie Z (f') dans Zq(f). il existe donc des décompositions 

Q 

en somme directe respectBes par k : 

4 
Cq(f ' )  = Z (f') d W' 

q q 

(on a des groupes abéliens libres). On en déduit un diagramme commutatif : 

w dq --i (f)=Z (f) 
q q-1 q-1 

W' 
q 

). B (f')=Z (f') 
d ' (4-1 q-1 

q 

où d et d' sont ici des isomorphismes. 
9 q 

On définit D : C q ( f )  C (f) par D (z) = O  si z c W  
4 Q+ 1 q 9 

- 1 et Dq(z) = d (2) pour z c Z (f). On définit de même 
q7 1 Q 

D' : Cq(f1) + C f ' .  11 vient : 
9 q+ 1 

On en déduit des morphismes : L  + K  
gq q q et gq : L' Q -+K' q 

réalisant avec f e t  f l  respectivement des équivalences d'homotopie (par 
4 

(ii) et (iii)) et commutant avec i et j (par (i)), ce qui démontre le lemme. 



P h o p o d ~ o n  3.3.- Soit B un espace topologique muni d'une triangula- 

tion (K) et base d'un f ibré p : E + B de fibre F. Si E' désigne p-l (B'P)) y 

restriction du fibré au p-squelette de B, il existe une équivalence d'homo- 

topie de complexes de chaînes 

respectant les filtrations suivantes : 

Pémo~ltrta-Cion.- Le fibré minimal p' : E' + B associé à p : E -+ B - - 
est isomorphe au produit cartésien tordu F' x B (voir page 35). - ' 1 -  

Notons B(P) le p-squelette de B et B(P) l'ensemble simplicial - 
des simplexes singuliers de B'P). Par restriction du fibré p : E -+ B à 

B(P) y on obtient un fibré p : E' + B(P). Il lui est associé un fibré minimal 

p'  : - E" + B('), sous-fibré de p' : E' + B et isomorphe au produit careé- - - - 
sien tordu F' x B'P), la fonction tordante étant définie par restriction de la - 

' C -  

(P) précédente à B . - 
Les restrictions des morphismes de MDG V' et fT du théorème 2.1. 

à C(B(P)) - t3 C(F') - et C(F' - x 8")) réalisent une équivalence d'homotopie 
'1 

- 
T 

entre ces complexes de chaînes (on peut utiliser, pour montrer cela, une démons- 
t 

tration identique à celle de [ 3 4 ,  p. 32). On en déduit que les restrictions 

des morphismes de MDG de la proposition 2.2. (encore notés V' et fT) à 

P c(B(P)) 8 C(F) et C(E ) réalisent une équivalence d'homotopie entre ces com- 
T 

plexes de chaînes. 



T %T 
Les morphismes ?T = V O a et f = B O fT (où a et B sont 

définis dans la proposition 3.1.) réalisent l'équivalence d'homotopie cherchée 

et respectent les filtrations définies plus haut. 



- 4 3  - 

CHAPITRE I V  

ZSOMORPH ISME D E  THOM. 

Soit (X,M) un espace Co-stratif ié à voisinage orientable. Notons 

u = dim(X-M) - dim M et C(-')(M) le module C(M) gradué comme suit : 

C(-')(M) = C (M). Nous démontrons dans ce chapitre la proposition 1 d e  
P P'L' 

l'introduction, c'est-à-dire l'existence d'un homomorphisme d e  FIDG : 

( 1  9 )  4 ' : C (X-M) ? c(-" (MI + C (XI 
Y 

induisant un isomorphisme en homologie. 

La suite exacte de Thom est une conséquence immédiate de cette pro- 

position, comme suite exacte associée à une somme tordue. (Remarque 1 . 4 .  du 

chapitre II). Il vient en effet : 

où Y: est le morphisme induit en homologie par le cycle Y '  de 

Hom-, (C (-') (M) , C (X-M) ) . 

1 - Fibtréa A-ohientablu. 

Soit A : T + M un fibré localement trivial de base M et de 

fibre D. On suppose que D est un espace à point base ( 0 1  tel que : 

(i) l'homologie réduite $(D) est nulle en 'tous degrés. 
(20) 

(ii) H (D,D-{O)) = 0 q # U  
q A q = F i  

M s'identifie à une section de T. Notons TO = T-M 

et A0 = A ITo. Le faisceau de Leray de h modulo A0 est appelé faisceau 



d'orientation du fibré A et noté H*(A,A~;A) FOI. C'est le faisceau engendré 

par le faisceau : 

n .+ H*(X-'(~),X-'(Q) n TO;A), (n ouvert de 

C'est un faisceau localement constant de fibre : 

On dit que le fibré X : T -+ ?I est orientable si son faisceau d'orien- 

tation est constant. Dans ce cas, les faisceaux d'orientation de bZ et de X 

coïncident sur M. Une orientation du fibré est une section u de H'(X,XO;A) 

au-dessus de M telle que, pour tout x de M, u(x) = ux soit un générateur 

de la fibre en x. Si on se donne une orientation u, on dit que le fibré 

A : T .+ M est orienté. La section u dé£ init alors un élément de HP(T,T-11) , 

encore noté u et appelé classe fondamentale du fibré. L'application : 

t* = A*(u n.) : H (T,T-M) .+ H (H) 
P P-Fi 

est un isomorphisme, appelé isomorphisme de Thom. 

On va montrer, en suivant [2] , que 1 'isomorphisme de Thom est induit 

par un morphisme de MDG au niveau des chaînes singulières. 

Tout d'abord, la donnée d'une orientation de X : T .+ l4 est équiva- 

lente à la donnée d'un système cohérent de générateursen un sens que l'on pré- 

cise ci-dessous : 

A) Si le fibré est trivial, H*(D,D-IO}) étant A-iibre de base finie, 

le cup-produit externe donne lieu à des isomorphismes 



Considérons l'injection canonique {x) -+ M y  par fonctorialité l 
de cup-produit externe, il vient un diagramme commutatif : 

Fixons un générateur v de H'(D,D-{O)). A tout générateur u 
X 

de H'(D ,D -10)) correspond un unique générateur zx de HO({x}) tel que 
X X 

Dd&hiAion 7 . 7 . -  On dira que la famille iUx 'XCM forme un système 

cohérent de générateurs (pour le fibré trivial X : T + M) si les Izx} 

sont restriction d'une même classe z E H'(M). 

Autrement dit, l'application M -+ A définie par x %-t z est cons- 
X 

tante sur les composantes connexes par arcs. 

Etant donné un système cohérent de générateurs, la classe fondamentale 

du f ibré (trivial) X : T -+ M est 1 'unique élément u de H'(T,T-M) dont 

l'image dans H'(D ,D -10)) soit z . On a u = z u v. Un choix différent 
X X X 

de v conduit à un z différent, mais u est indépendant de ce choix (pour 

un système 
CUX }X€M 

donné). 

B) Dans le cas général, on pose : 

D~@YI.&o~ 1.2.-  Soit X : T + 14 un fibré localement trivial dont la 

fibre D satisfait à (20). On dira que le système de générateurs ' Ux 'XEM est 

cohérent si, pour tout point x E M, il existe un ouvert de trivialisation 
O uo 

du fibré X : T -+ M tel que le système 
{ux}xru 

soit cohérent pour le fibré 
O 



trivial 

2 - Edohpkinme de Thom au n i v e a u  dcstl complexcstl d e  c h d n e b  bLnguliëhcstl. 

Par exception, les complexes de chaînes singulières considerés dans 

ce paragraphe seront les complexes non normalisés. 

On montre d'abord comment le cap-produit par u (dans (21)) est 

induit par un morphisme de MDG au niveau des complexes de chaînes singulières : 

Soit Li = {UiiieI un atlas de M composé d'ouverts de trivialisation 

du fibré X : T + My on note T. = A - '  (Ui) et E = {TiiiîI. 
E 

1 
C (T) désigne 

le complexe des chaînes singulières petites d'ordre E ([lq, exposé 8). 

Enfin, par abus de notation, on note u un u-cocycle représentant la classe 

fondamentale du fibré. 

t t P/rogodiAion 2.7. [2].- L'application .rr : C (T,T-PI) -+ C (T) 
4 4-u 

définie par ~ ( y )  = u fl y est surjective et induit un isomorphisme en homo- 

logie. 

DémomltrtcuXon.- 

a) surjectivité : comme on opère sur des chaînes petites d'ordre E, 

il suffit de la montrer pour un fibré trivial. 

Or, par définition d'un système cohérent, la classe u s'écrit 

z u v avec z e H'(M) et v générateur de H'(D,D-{O)). Désignons encore 

par z et v des cocycles représentant les classes z et v, les applica- 

t ions 

sont surjectives, d'où le résultat. 



* 
b) Isomorphisme en homologie (cas du fibré trivial) : H (D,D-{O)) 

est A-libre, il vient un isomorphisme : 

d'~ù, par fonctorialité du cap-produit un diagramme commutatif : 

Il suffit donc de montrer que (z@v)fl est un isomorphisme. Or 

(z8v)Ii rentre dans la composition : 

où a et B sont définis comme suit : 

a(6) = 5 63 1 où est le générateur de H (D,D-(0)) associé à v 
1-i 

et tel que v(y) = e, élément unité de A. 

B (5 B kg) = k . S  où e - désigne, dans H (D) (isomorphe à A) , 
O 

la classe du cocycle valant e en tout point et où k s A. 

Par composition, on obtient le morphisme 5 * z.6 qui, de même 

que u et B, est un isomorphisme, d'où le résultat. 

c) Isomorphisme en homologie (cas général) : Montrons que la proposi- 

tion, vraie au-dessus des ouverts de E, est encore vraie pour la réunion de 

deux ouverts de E. Pour cela soient U 1  et U2 deux ouverts de E et 

U = UI U U2. 



On note T, TI, T2 et T12 les restrictions du fibré à U, U1, U2 

et UI Il U2 et u, ul, u2 et uI2 les classes fondamentales correspondant 

respectivement à ces restrictions. Les suites de Mayer-Vietoris respectives 

donnent lieu à un diagramme : 

Les carrés @ et @ commutent par fonctorialité du cap-produit 

et @ est anticommutatif (composé de cap-produits et bords). D'après le lemme 

des cinq, u n  est un isomorphisme puisque les autres flèches verticales le 

sont. 

On a vu en (b) que la proposition est vraie au-dessus des ouverts 
Ui, 

comme le foncteur homologie commute aux limites inductives strictes, on en 

déduit la proposition. 1 

P ~ O P O L ~ & O M  2 . 2 .  [2] . - La projection d'un f ibré A-orientable, 

A : T + II, induit un morphisme surjectif X : C(T) + C(M) donnant lieu à 

un isomorphisme en homologie. 1 

La projection X se relève par la section canonique, ce qui assure la 1 
l 

surjectivité. Dans la suite, nous n'envisagerons, en fait, que des fibrés A- 

orientables de fibre D contractile et pour lesquels la proposition est évidente. 

P h O p ~ b a O n  2.3.- Soit X : T + M un fibré A-orienté, l'isomorphisme 

de Thom (21), t* : H*(T,T-M) + HII(M) composé du cap-produit par la classe 

fondamentale et de la projection est induit par un homomorphisme de MDG au niveau 

des complexes de chaînes singulières. 



V&monsxhmXon.- Soient l'injection canonique : c'(T) -+ C(T) 

E 
et 1~' la surjection .rr' : C(T) -+ C (T) induite par l'opérateur de subdivi- 

sion barycentrique ( [14], exposé 8 ou [23] chap. VII, théorèmes 8.2. et 9.1.). 

' réalise avec E '  une équivalence d'homotopie de complexes de chaînes. 

La composition des morphismes de MDG : 

que l'on notera t induit t, en homologie, d'où le résultat. 

Par application directe d'un théorème classique ( p3], chap. V, 

théorème 13.3.), il vient : 

Cono&h&e 2.4.- Il existe un morphisme de MDG : 

s : c - )  (1) -+ C (T , T-M) 

réalisant avec t une équivalence d'homotopie de complexes de chaînes et 

induisant en homologie l'isomorphisme inverse de t,. 

Nous donnerons au chapitre VI1 une expression explicite du morphisme S. 

Remanque 2.5.-  Par la suite, on notera encore s et t les morphismes 

de MDG définis au niveau des complexes de chaînes normalisées : 

s : c ( )  -+ C(T,T-M), t : C(T,T-M) + c(-"(M) et déduits des précédents 

au moyen de l'équivalence d'homotopie entre complexes de chaînes normalisé et non 

normalisé (voir par exemple S. Eilenberg et S. Mac Lane, Annals of Math., 58 

(1953), p. 61). 
t 

3 - VémonsRtr~on de La pnopo~iALon 7 (1vLfrLodu~on) . - 
Considérons la suite exacte courte : 



où tous les MDG sont libres. Pour tout relèvement p de la projection p, le 

- 
morphisme Y = dp - pd est un cycle de Hom- (C(X,X-Y),C(X-M)) et on a un 1 

isomorphisme de MDG : 

- 
cp : C(X-M) fB C(X,X-M) -+ C (X) - 

- '4' 
- 

défini par $(x,y) = x + p(y) (lemme 1.2. du chapitre II). 

On note T un voisinage tubulaire de M dans X et A : T -t M 

la projection de T sur M. C'est un fibré A-orientable de base M. Le 

choix d'une orientation de X : T -+ M donne lieu à un morphisme 

s : c(-')(M) -* C(T,T-M) induisant en homologie l'isomorphisme inverse de 

l'isomorphisme de Thom (Remarque 2.5.). 

D'autre part, l'injection E : (T,T-II) -t (X,X-M) induit un mor- 
1 

1 
phisme de MDG (homomorphisme d'excision) encore noté E l I 

O - - 
Comme X-Tc X-M (intérieur de X-M), E est une équivalence d'ho- 

motopie. 

Le morphisme composé 

(22)  c(-') (M) - s C(T,T-M) ;-L C(X,X-M) 

- 
noté 6 = E O S, induit un isomorphisme en homologie. Posons Y' = Y O 6, 

l'application 
* 

définie par O1(x,y) = (x,S(y)) est un morphisme de MDG, elle induit un iso- 

morphisme en homologie (proposition 3.3. du chapitre II).L~ morphisme composé 



- 
$ '  = $ O 0 '  est un morphisme : 

il est défini par $'(a,b) = a + pB(b) et induit un isomorphisme en homologie, 

on en déduit la proposition. 



- 52 - 

CHAPITRE V 

LA SUITE SPECTRALE. 

Ce chapitre est consacré à la construction de la suite spectrale. 

Nous avons cependant renvoyé au chapitre VI1 la démonstration, plus technique, 

de la proposition VI1 de l'introduction. 

? - Somme ;tondue de MVG adboeiée à une aww&c&on CO-6;0r&~iée. 

Soit (X,M) un espace c'-stratifié à voisinage orientable et 

f : (X,M) + (Y,N) une application CO-stratifié2 de fibres (F,F ) .   après 
O 

la proposition 2.2 du chapitre III, on peut associer au fibré f : M -t N de 

% 
1 11 

fibre Fo une cochaîne fondamentale r E Hom- (C(N), C(&) ) (où & est 
O 1 - 

un groupe simplicial d'automorphismes du complexe minimal de F ) et des 
-0 

morphismes de MDG : 

réalisant une équivalence d'homotopie de complexes de chaînes. On notera 

To O O v O f = 1 + d $  d avec 4 E Ho~~(c(M), c(M)) . 
De même, on peut associer au fibré 1 X-M : X-11 -+ Y-N , de 

<L 
fibre F, un cochaîne fondamentale T] E Homml (C(Y-N), C(G)) et des morphismes - - 
de MDG : 

réalisant une équivalence d'homotopie de complexes de chaînes. On notera 
T T 

1 1 T T 

v l o f  = ] + d m  + 4 Id avec ( I E ~ o m ~  (c(x-M), C(X-M)) . 



Notons [c(N) B C(F0)] le module di£ f érentiel 
7 

O 

C(N) 8 C(F ) gradué comme suit : 
7 

O 

Soit Y ' le morphisme 

y : c u  (M) C(X-M) 

1 T 
O défini au paragraphe 3 du chapitre IV,en posant Y" = f O Y '  O V , on 

forme la somme tordue : 

On déduit alors directement du corollaire 3.6 du chapitre II, 

la proposition : 

P / r o p o a ~ o n  1.7.- Les morphismes 

' 1 T 

définis par V2(a,b) = (V (a) + m 

sont des morphismes de MDG induisant un isomorphisme en homologie. On a : 

V o f 2 = 1 + d  2 2 
2 y' 0 4 + 4 0 dyrl 



C o k o ~ e  7 . 2 .  (Proposition 2 de l'introduction).- Le morphisme de MDG : 

réalise une équivalence d'homotopie de complexes de chaînes. Il induit un 

isomorphisme en homologie. 

2  - Somme Xoxdue à &'&de d u  complexu ~hpficiaux. 

On démontre, dans ce paragraphe, la proposition 6 de l'introduction. 

Les hypothèses sont les mêmes qu'au paragraphe précédent. 

2 . 1 .  - Supposons N muni d'une triangulation, la cochaîne fondamentale 

% 
r du fibré f : M -+ N induit par restriction une cochaîne fondamentale 
O 

% - I 
r O a sur K(N) et on peut former le produit tensoriel tordu 
O 

K(N) €3 C(Fo) Il résulte de la proposition 3.1 du chapitre III : 
O 

Pkoposaon 2 . 1 .  - Le morphisme a = a €3 1 : K(N) €3 C(FO) -+ C(N) 63 C(Fo) 
O - - 

1 1 
O O réalise une équivalence d'homotopie de complexes de chaînes. 

On note 6 : C(N) C(Fo) + K(N) €3 C(Fo) un morphisme de MDG 
O 

O 
T 
O 

réalisant avec a cette équivalence d'homotopie. 
O 

O 
2 . 2 .  - Soit U un voisinage tubulaire de N dans Y , Y-U est 

- 
un rétracte par déformation de Y-N. L'inclusion i : C(Y-8) -+ C(Y-N) induit 

2i 
un isomorphisme en homologie. La cochaîne fondamentale r du fibré 

1 
% - 

1 X-M : X-M -+ Y-N induit par restriction une cochaîne fondamentale T~ O i 
O 

sur C(Y-U). D'après le lemme 1 .2  du chapitre III, on a : 

O 
Pkoporition 2 . 2 .  - Le morphisme i €3 1 : C(Y-U) €3 C(F) -+ C(Y-N) C(F) 

1 1 
est un morphisme de MDG , il réalise une équivalence d'homotopie de complexes 

de chaînes. 



On note j un morphisme de MDG : 

O 
j : C(Y-N) O C(F) -t C(Y-U) 8 C(F) réalisant avec ? 8 1 cette équivalence 

1 T 1 
d'homotopie. 

O 
2 . 3 . -  Supposons le sous-espace Y-U muni d'une triangulation, 

- O O 
en notant encore a l'inclusion K(Y-U) -t C(Y-U), on a, de même qu'en 2.1 : 

P k o p o n ~ o n  2 . 3 . -  Le morphisme 

- O O 
a = a B 1 : K(Y-U) $ C(F) + C(Y-U) $ C(F) réalise une équivalence 

1 
1 1 

d'homotopie de complexes de chaînes. 

O O 
On note 8, : C (Y-U) @ C (F) -t K(Y-U) C (F) un morpliisme de IQG 

= 1 1 
réalisant avec al cette équivalence d'homotopie. 

2.4.- Le morphisme : 

(25) Y : K(N) B C(Fo) + K(Y-8) O C(F) 
T 'T 
O 1 

obtenu corne composition Y = B O j O Y" O a. est un cycle de degré -1. 
1 

Il vient, d'après la proposition 3 de [39] ou le corollaire 3.6 du 

chapitre II : 

P h o p o n f i o n  2 . 4 . -  Il existe une équivalence d'homotopie de complexes 

de chaînes 

décrite de la manière suivante : 

Posons, pour i = 0,l , ai O Bi = 1 + dmi + (.d. a' et B' sont définis 
1 

par : u'(a,b) = (al(a) + O  Y" aO(b) ao(b)) 
1 



On a : a' O f3' = 1 + dy,, (2 + q2 dy,, , où 
$2 

est défini par : 

CokoUaihe 2.5.- (Proposition 6 de l'introduction) - Le morphisme 

$' O V2 O a' réalise une équivalence d'homotopie de complexes de chaînes 

entre C(X) et le complexe : 

On explicite dans ce paragraphe la filtration permettant de 

construire la suite spectrale. 

O 

Rappelons que aU = U - U est l'espace total d'un fibré de base 

N et de fibre une variété topologique de dimension v-1 = dim(Y-N) - dim(N) - 1 .  

(Propriété 1.2 du chapitre 1). On note w : aU + N la restriction à au 

de la projection de U sur N en tant que fibré. 

O D d d i . W o ~ n  3 . 7 . -  Soit (Y,N) un espace C -stratifié et U un 

voisinage tubulaire de N dans Y ; 

O 
On dit que (Y,N) est un espace C -stratifié triangulable si 

Y,N et aU sont des espaces topologiques triangulables et si la fibre aD 

de aU est compacte. 

On dit qu'une triangulation (K) de Y est une triangulation adaptée 

au triple (Y,N,U) si (K) est compatible avec une triangulation (KI) de 

N et une triangulation (K,) de a U  et si de plus, pour tout simplexe s 
q 

- 1 
de K:~), w (sq) est un sous-complexe de dimension q+v-1 de (K2). 

O Lmme 3.2.- Soit (Y,N) un espace C -stratifié triangulable, pour 

tout voisinage tubulaire U de N dans Y, le triple (Y,N,U) admet des 

triangulations adaptées. 



Z 7 é m o n 6 ~ o n . -  Proposition 5.1 du chapitre V I I .  

P4opodhXon 3.3.- (Proposition 7 de l'introduction) - Soient (X,Pf) 

O un espace C -stratifié à voisinage orientable, (Y,N) un espace c'-stratifié 

triangulable et f : (X,M) -t (Y,N) une application c'-stratifiée de fibres 

(F,F ). Posons v = dim(Y-N) - dim N , pour toute triangulation adaptée au 
O 

triple (Y,N,U), le morphisme Y est homotope à un morphisme encore noté Y 

et tel que : 

Démon6aha.tion.- Paragraphe 6 du chapitre V I I .  

Dans toute la suite, nous noterons 

en tant que MDG. Pour un entier k 2 O fixé, on filtre A et B comme suit : 

La suite spectrale associée à la filtration F (A) de A est, 
P 

2 à partir du terme E , isomorphe à la suite spectrale de Serre (en homologie) 

du fibré f . X-M -t Y-N. Son terme Er de bidegré (p,q) est noté 1 X-M 
Er (X-M) , sa différentielle dr 

X-M ' On a : P 9 Q 

O 
E0 (X-M) = K (Y-U) 8 Cq(F) 
P,9 P 

EL (X-M) H (Y-N ; Hq(F)) 
P99 P 



où l'homologie est prise à valeurs dans le système local formé par l'homologie 

de la fibre. 

Considérons la suite spectrale associée à la filtration 

F = K[N(P)J 63 C(F ) de K(N) €4 C(Fo) . Elle est isomorphe, à partir du 
P O 

2 'r 
terme E , à la suite spectrale 8e Serre (en homologie) du fibré f : H + N .  l M 
On note Er (M) son terme Er de bidegré (p,q) et d; sa différentielle. 

P 9 q 
Il vient : 

E~ (M) ' H (N ; H (F 1) 
PsP P 9 0 

Si Er (B) désigne le terme Er de bidegré (p,q) de la suite 
(k) P,q 

spectrale associée à la filtration F (B) de B, on a la relation : 
(k) P 

Er (B) = Er 
(k) P,q p-k, q+k-p 

D'après le chapitre II,4-3, on déduit des filtrations de A et 

de B la filtration suivante de la somme tordue A @ B : 
Y 

L m e  3.4.- Pour que la différentielle dy définie sur A O B 
Y 

respecte la filtration (29,k) ci-dessus, il suffit que l'on ait k 2 v-1. 

Dt!rnom,th?AXon.- Les différentielles de A et B respectent 

les filtrations définies sur ces MDG. D'autre part, d'après la proposition 

3.3, pour tout entier k 2 v-1 on a : 

avec v = dim(Y-N) - dim N . On en déduit le leme. 



C o / ~ o ~ e  3 . 5 . -  La filtration (29,k) de A @ B' induit une 
Y 

filtration de H,(X) notée : 

D é m o m ~ o n . -  D'après le lemme 3.4, la filtration (29,k) de 

A @ B induit une filtration de H,(A B 8). Ce dernier, étant isomorphe 
Y Y 

à H,(X), on a le résultat. 

4 - Lu bLUJte hpeCt/Laee. 

Lme 4 . 1 . -  Pour que la suite spectrale déduite de la filtration 

F (A @ B) du MDG A 8 B converge, il suffit que l'on ait k v-1. 
(k) P y Y 

D é m o m ~ o n . -  La proposition 3.3. montre que Y satisfait à la 

relation (11) du chapitre II.La filtration de A @ B est donc régulière 
Y 

(le1me~4.3 du chapitre II). On a entre autres : 

F [(A B B)~] = O pour p 6 -1 
(k) P y 

F [(A @ B) = (A B B) pour p 3 i-~+k 
(k) P y Y 

d'où le lemme. 

Notons E~ 
(k) P,q 

le terme E~ de bidegré (p,q) de la suite 

spectrale déduite de la filtration F (A 8 B) de A 8 B. On peut appliquer 
(k) P y Y 

la proposition 4.4 du chapitre 11.11 vient : 
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Théoirème 4.2.- Soient (X,M) un espace c'-stratifié à voisinage 

orienté, (Y,N) un espace c'-stratifié triangulable et f : (X,M) + (Y,N) 

une application c'-stratifiée de fibres (F,F ). Posons p = dim(X-M) - dim M 
O 

et v = dim(Y-N) - dim N. Pour tout entier k 5 v-1, il existe une suite 

spectrale convergeant vers le gradué associé à la filtration (30,k) de 

H*(X). Pour tout r ,< k-(v-1), son terme Er 
(k) p,q 

entre dans la suite exacte 

courte (compatible avec les différentielles dr) : 

O Er (X-M) + Er + 
r 

PYQ (k) P,q Ep-k, q+k-l~ 
(Ml ---t 0 

RemahquU.- Pour r < k - (v-l), l'extension (31) est triviale 

et le terme Er est, en tant que MDG, somme directe des deux autres 
(k) p,q 

termes intervenant dans la suite exacte (31). (corollaire 1.6 du chapitre II). 

Pour r = k - (v-1) = a, l'extension (31) est non triviale. La 

différentielle da sur 
(k) 

E~ = Ea(x-M) @ Ea(M) est donnée par 

d"(~,~) = (da(x) + Y~(~), da(y)) où 'Ya est induit par Y. Le morphisme Y" 

est indépendant du relèvement p de p (proposition 1 de l'introduction) 

et, pour a 4 2, du voisinage tubulaire U de N dans Y et de la triangulation 

de Y. 

La suite exacte longue d'homologie associée à l'extension non triviale : 

s'écrit : 

a+ 1 (32 ) . . . --+ E ( M )  + Ea+l - Eacl 
P94 (k) P,q 

(Ml - E p-k, q+k-LI ya+ 1 p-a, q+a- 1 (X-M) --t . . . 
où 1 se déduit de Ya par passage à l'homologie des différentielles 

Pour k = v, la suite exacte (32) s'écrit : 

2 (33) + H  (Y-N ; H (FI) + 
'Y2 

P 
(F ) )  3 H (Y-N ; Hq(F)) + . . . 

q (N ; Hq-(u-v) O P- 1 



Pour k v+l , le terme E2 est égal à : 

Q 
(F 1) EL = H (Y-N ; H (FI) @ Hp-k(N i Hq+k-p 

(k)p,q P 

C'est, en tant que MDG, une somme directe si k > v+l et une somme tordue 

2 (par Y ) si k = v+l.  

Remanque 4 . 3 . -  La suite spectrale obtenue est somme directe des 

suites spectrales de Serre des fibrés 1 X-M : X-M+Y-N et f : M + N  1 M 
jusqu'à un certain rang a. Le choix de k détermine ce rang. Nous interpréterons 

au chapitre  paragraphes 1 et 5) le morphisme Y" perturbant la somme 

directe. Il est, brièvement parlant, induit par l'inverse d'un isomorphisme 

de Thom et un bord. Il est facile d'en faire le calcul dans les exemples du 

chapitre 1 et de voir qu'il exprime la manière dont sont "rattachés" les 

deux fibrés. 

Remahque 4 . 4 . -  Nous avons construit la suite spectrale en supposant 

M et N connexes. Nous avons fait cette hypothèse dans un but de simplification 

des calculs, mais on peut généraliser le théorème 4.2 au cas où l'une des variétés 

M ou N (ou les deux) n'est pas connexe. Il est évident que, si N n'est pas 

connexe (ce qui implique M non connexe), on aura éventuellement à considérer 

des fibres singulières distinctes pour chacune des composantes connexes de 8. 

Remmque 4 . 5 .  - La filtration (30,k) de H,(X) peut également s'obtenir 

en filtrant C(X) de la manière suivante : 

Le morphisme 6 = E O s : c(-"(M) -+ C(X,X-If), défini en (221, induit 

un isomorphisme en homologie. On appelle 6' un morphisme de MDG réalisant 

avec 6 une équivalence d'homotopie de complexes de chaînes h : 6 O 6' - 1 

(identité de C(X,X-M)). 

D'après les corollaires 3.5 et 3.6 du chapitre I1,le morphisme 



défini par : 

est un morphisme surjectif de MDG. Il induit en homologie l'isomorphisme inverse 

de celui induit par le morphisme g'  ((23) du chapitre IV). 

Si désigne toujours 1' isomorphisme 
- 
@ : C(X-M) $ C(X,X-M) -+ C(X) défini au paragraphe 3 du chapitre IV et - 

Y 
f2 et 8' les morphismes surjectifs définis dans les propositions 1.1 et 

2.4 respectivement, on définit une filtration de C(X) comme suit : 

Cette filtration respecte la différentielle de C(X) et induit 

par passage à l'homologie la filtration (30,k) de HJX). 

On utilise ici les résultats du paragraphe 4-5 du chapitre II. 
O 

Les modules différentiels gradués K(Y-U) B C(F) et [K(N) B C(F~)J ('"1 
- - 

sont toujours notés respectivement A et B. Les filtrations définies sur 

A et B au paragraphe précédent permettent de définir une filtration 

(k) 
FP(Hom(A B B ; A)) de Hom(A B B ; A) (voir (1 5) du chapitre II). 

Y Y 

La suite spectrale déduite de la filtration FP(Hom(A ; A))  

de Hom(A ; A) est isomorphe, à partir du terme E2, à la suite spectrale de 

Serre (en cohomologie) du fibré 1 X-M : X-M -+ Y-N. On note E"~(X-M) son r 

terme Er de bidegré (p,q) et dr X-M sa di£ f érentielle. 

De même, la suite spectrale déduite de la filtration 

(k) 
FP(Hom(B ; A)) de Hom(B ; A) est isomorphe, à partir du terme E2 , 3 

la suite spectrale de Serre (en cohomologie) du fibré f : M -+ N. On l M 



note EP,~(B) = E~ 
(k) r 

p-k'q+k-ii(~) (voir page 58) son terme Er de 

bidegré (p,q) et dM sa différentielle. r 

La filtration F [c(x)] de C(X) définit une filtration : 
(k) P 

* 
de C (X) compatible avec la différentielle, d'où une filtration 

(k) 
FP [H*(x)I de H*(x). 

Enfin, Y* : Hom(A ; A) + Hom(B ; A) désigne le morphisme transposé 

de Y (paragraphe 4.5 du chapitre II).On a, d'après la proposition 3.3. : 

Y * CFP (HO~(A ; A) )] C (k) F'P*~-(~- (Hom(B ; A)). 

On peut appliquer la proposition 4.6 du chapitre 11.11 vient : 

Théoaème 5.1.- Soient (X,M) un espace c'-stratifié à voisinage 

orientable, (Y,N) un espace c'-stratifié triangulable et f : (X,M) + (Y,N) 

une application CO-stratif iée de fibres (F,F ) . Posons ii = dim(X-M) - dim M 
O 

et v = dim(Y-N) - dim N. Pour tout entier k 5 v-1, il existe une suite 

spectrale convergeant vers le gradué associé à la filtration FP[H*(x)] (k) * 
de H (X). Ses termes et différentielles sont donnés par : 

r 
P-~,~+~-"(M) pour r 6 l<-(v-l) ~p.9 = EP*~(x-M) B E~ 

(k) r 

X-M M 
dr = (dr 3 dr) pour r < k-(v-1) = a. 

X-M * M d = (da , Y + da) 
a a 

* 
où Y* est induit par Y . 

a 

La suite exacte longue de cohomologie, associée à la somme tordue 

Ea> s'écrit : 



* 
... -+ ~ q + ~ - '  (x-M) __t 'a+ I E~-ky q+k-~ _ Ep y q 

a+ 1 a+ l (k) a+] - EP,;~(x-M) - ... 
* 

où 'a+ i est induit par Y* par passage à l'homologie des différentielles 
a 

dX-M et dPI 
a a ' 

Pour k = v, la suite exacte devient : 

De façon analogue 3 ce qui se passe en homologie , pour 1: v+l, 

le terme E~~~ est égal à : 
(k) 2 

En tant que MDG, la somme est directe si k > v+l et tordue si k = v+l. 
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CHAPITRE VI 

PROPRIETES ET APPL ICATIONS 

DE LA SUITE SPECTRALE DES APPL ICATIONS CO-STRATI FI EES . 

Ce chapitre comporte trois parties. Les deux premières rassemblent 

les principales propriétés et applications de la suite spectrale des applications 

O C -stratifiées. Dans une troisième partie, on donne quelques résultats concernant 

les actions (semi-libres) de groupes. 

Dans tout le chapitre, (X,M) désignera un espace c'-stratifié à 

voisinage orientable, (Y,N) un espace c'-stratifié triangulable et 

f : (X,M) -+ (Y,N) une application c'-stratifiée de fibres (E',F0). Sauf 

indication du contraire, on suppose que les fibres F et F sont connexes. 
O 

On pose u = dim(X-M) - dim M et v = dim(Y-N) - dim N. 

7 - PROPRIETES. 

7 - Can d'un dkbtté de S m e .  

P h o p o h ~ 0 n  1 . 7 . -  Soit f : X + Y un fibré de Serre, de fibre F, 

- 1 
et N un sous-espace fermé de Y, notons M = f (N); si les données 

(X,M),(Y,N) et f satisfont aux hypothèses énoncées ci-dessus, le terme E 
2 

O 
de la suite spectrale (obtenue pour k = v )  de l'application C -stratifiée 

f : (X,M) -+ (Y,N) est isomorphe au terme E~ de la suite spectrale de Serre 

du fibré f : X -+ Y [38]. 

D é r n u ~ n & d o n . -  On donne deux démonstrations de cette proposition, 

elles utilisent toutes deux des résultats démontrés dans les paragraphes qui 

suivent : 



Munissons Y de la triangulation cellulaire (D) définie au lemme 

du chapitre VI1 : Si U désigne un voisinage tubulaire de N dans Y, 
O 

Y-U est un sous-complexe de (D) et il existe une triangulation (K,) de N 

telle que, pour toute cellule aq de (D) rencontrant N, oq n N soit un 

sous-complexe de dimension q-v de (KI). 

L'équivalence d'homotopie C(X) ? K(Y) 8 C(F) démontrée à la 
T 

proposition 3.3. du chapitre III donne lieu à une équivalence d'homotopie 

Le lemme 4.3. ci-dessous permet de montrer que cette équivalence d'homotopie 

respecte la filtration F P(Y) 8 c(F)] = K(Y(P)) 8 c(F) de K(Y) J C(F) et la 
P T 

filtration (29,~) de la somme tordue. Un calcul facile, mais très long, montre 

que l'homotopie est d'ordre r d 1, d'où le résultat (p8] , chap. XV, prop. 3.1 .) . 

Donnons une deuxième démonstration de cette proposition, dans le cas 

O 
où (Y,N) est un espace C -stratifié à voisinage orientable : 

La suite exacte longue (33) déduite de la suite spectrale s'écrit : 

Elle rentre dans le diagramme commutatif : 

dans lequel la seconde ligne est la suite exacte longue d'homologie de la paire 

(Y,Y-N) à coefficients dans le système local Hp(F) (b5] , exposé 201, le 



morphisme a est induit par l'équivalence d'homotopie C(Y) 8 C(F) C ( X )  
T 

et le morphisme t est un isomorphisme de Thom en homologie de Borel-)loore 

(Proposition 6 de l'Appendice 2). La commutativité du diagramme provient de la 

construction du morphisme Y et de la proposition 5.3. ci-dessous. Il résulte 

du "lemme des cinq" que a est un isomorphisme, ce qui achève la démonstration 

de la proposition. 

Remahyue 7.2.- La suite exacte longue (35) montre que, si p < v-1 ,  

on a E = H (Y-N;Hq(F)). De plus, si N est un point, on a 
P94 P 

E~ = H (Y-N;H (F)) pour p différent de v et v-1 . 
P9q P 9 

Rmahque 7.3.- Dans le cas où les restrictions du fibré au-dessus de 

N et Y-N sont triviales, la différentielle dL de la suite spectrale se 
P Y ~  

réduit à un morphisme d'un sous-groupe de H (N;H (F)) dans un quotient de 
P-v q 

W (Y-N;H (F)). Plus précisément, notons Y 2 
q+ 1 P-2 p-l,q ' 

H (N;H~(F)) + HP-] (Y-N;H (F)) le morphisme induit par Y et intervenant 
P-v q 

dans la suite exacte longue (35),  on a : 

d2 : Ker Y 2 - H (Y-N;H q+i(F))~~m Y 2 
P Y ~  P-1 9q P-2 P-2, q+ 1 

Remahque 7.4.-  Même dans le cas où f : X -t Y est un fibré trivial, 

2 
Y n'est, en général, pas nul. 

Un exemple simple illustre, d'ailleurs, le rôle du morphisme Y 

dans le "rattachement" des fibrés au-dessus de N et de Y-N : On pourra, à 

titre d'exercice, écrire la suite exacte (35) dans le cas où N est un point 

1 de Y = S et les fibrés au-dessus de N et Y-N sont les Yibrés triviaux 

de fibre F = 2 points. On a, bien entendu, deux rattachements possibles pour 

1 former ou bien le fibré trivial au-dessus de S , ou bien le fibré de Hopf 

1 f : s 1 + S .  



2 - S d e  a p e m d e  du pkemim quadrLcrvtt. 

O 
La s u i t e  s p e c t r a l e  d ' u n e  a p p l i c a t i o n  C - s t r a t i f i é e  f  : (X,M) + (Y,N) 

converge s i  k a dim(Y-N) - dim(N) - 1 (Lemme 4 . 1 .  du c h a p i t r e  V ) .  C ' e s t  une 

s u i t e  s p e c t r a l e  du premier  quadran t  s i  l a  g r a d u a t i o n  d e  A O B e s t  i n f é r i e u r e  
Y 

à l a  f i l t r a t i o n .  Autrement d i t ,  s i  on a : 

pour 

Comme c e t t e  é g a l i t é  e s t  r é a l i s é e  s i  e t  seulement  s i  p  2 i+k-v, 

il v i e n t  : 

Pk~pohiZion 2 . 7 .  - Pour que l a  s u i t e  s p e c t r a l e  d ' u n e  a p p l i c a t i o n  CO- 

s t r a t i f i é e  f  : (X,M) + (Y,N) d e  f i b r e s  (F,F ) s o i t  du p remier  q u a d r a n t ,  
O 

il f a u t  e t  il s u f f i t  que  l ' o n  a i t  v-l s k  s v.  

Remarquons que,  pour pouvoir  c h o i s i r  k s a t i s f a i s a n t  à c e t t e  cond i -  

t i o n ,  il f a u t  que l ' o n  a i t  u 2 v  - 1 .  Ceci  n ' e s t  pas  s a n s  r a p p o r t  avec l e s  

d imensions  d e s  f i b r e s .  En e f f e t ,  s i  F e t  Fo s o n t  d e s  v a r i é t é s  t o p o l o g i q u e s ,  

on a : dirn F - dirn F  = v - v ( c o r o l l a i r e  1 .9 .  du c h a p i t r e  1). On en d é d u i t  : 
O 

Cuno~&e 2 . 2 . -  S i  F  e t  Fo s o n t  d e s  v a r i é t é s ,  pour  pouvoir  

c h o i s i r  un e n t i e r  k t e l  que l a  s u i t e  s p e c t r a l e  s o i t  du p remier  q u a d r a n t ,  

il f a u t  que l ' o n  a i t  : 

dirn F - dirn F  2 - 1 . 
O 

Rappelons d ' a u t r e  p a r t  que,  s i  l a  s u i t e  s p e c t r a l e  e s t  du premier  qua- 

1 
d r a n t ,  l a  f i l t r a t i o n  de  HI(A B B ) ,  donc a u s s i  c e l l e  d e  HI(X), e s t  bornée  : 

Y 
on a Fp (HP (X) ) = HP (X) . 

3 - Pt~up~.L&;té.cl de la suite npecttrdc? du pt~emieh yua&an;t. 

Dans l e  c a s  où e l l e  e s t  du premier  q u a d r a n t ,  l a  s u i t e  s p e c t r a l e  d ' u n e  



application c'-stratifiée hérite de plusieurs propriétés de la suite spectrale 

de Serre. Nous renvoyons à Serre r3a pour les démonstrations de ces propriétés : 

1 ) La "*avug/raaion1'. 

Considérons l'une des suites spectrales obtenuespour k = (v+l), ...,y. 

La transgression est par définition la différentielle dn : E" + E ([38]). n,o o,n-1 

Elle applique, pour n 2 2, un sous-groupe de E = H (Y-N) dans un quotient 
n,o n 

2 
de Eo,n-~ = Hn-~ (FI. On remarque qu'elle coïncide avec la transgression du 

fibré flX-M : X-M + Y-N. 

Pour une suite spectrale du premier quadrant, la suite exacte des 

termes de bas degré s'écrit : 

9 

Les suites spectrales obtenues pour k = (v+l), ...,p donnent lieu, 

pour LI > 2, à une suite exacte : 

d2 
H2(X) +H2(Y-N;H O (FI) -Ho(Y-N;HI(F)) +- HI(X) -r HI(Y-N;Ho(F)) + O  

où la différentielle dL est celle de la suite spectrale de Serre du fibré 

1 X-M : X-M + Y-N. 

Pour u = 2 (v = l), la suite exacte s'écrit : 

3 O ) FinLtu.de d a  g h o u p a  d ' homologie .  

P t l o p o a W a n  3.1.- Si A est un anneau principal, si les systèmes lo- 

caux formés par H. (F;A) et H. (F ;A) sur Y-N et N respectivement sont 
1 1 O 

triviaux pour tout i, et si les groupes d'homologie de F, Fo, Y-N et N 

sont des A-modules de type fini en toutes dimensions, il en est de même pour X. 



En effet, ( [3g], Proposition 1 du chapitre III), chacun des termes 

E~ des suites spectrales obtenues pour k = (v+l), . . . ,p est de type fini, 
P Y ~  

de même les E~ et les E~ d'où H*(X). 
P Y ~  P Y ~  

4 ) Cm OC C a  homologia de Y-N, N, F - eA F O h o n t  nuReec~ en 

gkmde chnevinion. 

Pkopon,&ion 3.2. (Voir [3 83 , proposition 3 du chapitre III). - Soit 
O 

f : (X,M) -+ (Y,N) une application C -stratifiée de fibres (F,Fo), si A 

est un corps et si les systèmes locaux formés par Hi(F;A) et Hi(Fo;A) sur 

Y-N et N respectivement sont triviaux pour tout i 2 0, supposons que l'on 

ait : 

H (Y-N) = O pour p > n Hp(N) = O pour p > n-v-1 
P 

HP (F) = O pour p > m H (F ) = O pour p > m-(u-v) + 1 
P 0 

alors Hp(X) = O pour p > m+n et m + n  (X) est isomorphe à : 

On remarquera que les conditions portant sur les degrés ne sont pas 

naturelles puisque, si Y-N est de dimension n, N est de dimension n-v 

et si F est de dimension m, 
*O 

est de dimension m - ( p .  D'autre part, 

le corollaire de [38], p. 467, n'est plus valable pour une application Co- 

stratifiée. 
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Pkopoh,&ion 3.3.- Soit f : (X,M) + (Y,N) une application Co-stra- 

tifiée de fibres (F,Fo), si A est un anneau principal, supposons que le 

système local formé par Hi(F;A) sur Y-N soit trivial pour tout i 3 O et 

qu'il existe un entier k, compris entre v-l et u, tel que 



(i) Hi(Y-N;A) = O  pour O < i < p  ç k  

(ii) Hi(F;A) = O pour O < i < q u-k. 

On a alors la suite exacte : 

Ce résultat est une généralisation de la suite exacte de Serre 

( [383 , Proposition 5 du chapitre III). L'homomorphisme dn : H (Y-N;A) .t H (F;A) , n n- 1 

O d n h p+q-1 est la transgression dn. En posant q = 1, on a : 

c 0 & 0 ~ & c ?  3.4.- Soit f : (X,M) -+ (Y,N) une application c'-stratifiée 

de fibres (F,Fo), si A est un anneau principal et si le système local formé 

par Hi(F;A) sur Y-N est trivial pour tout i 5 0, supposons que Hi(X;A) = O 

pour tout i > O et que Hi(Y-N;A) = O pour O c i < p d p-1, alors on a 

Hi(F;A) = O pour O < i i p-1. 

O 
On note toujours A = K(Y-U) 8 C(F) en tant que FIDG (paragraphe 3 

' 1 
du chapitre V). L'injection X-M -+ X induit l'injection naturelle i : A -+ A @ B. 

Y 
Celle-ci, définie par (a) = ( 0 ,  est un morphisme de MDG compatible avec 

les filtrations F (A) et F (A @ B) (formule (29,k)). On en déduit des 
P (k) P Y 

homomorphismes : 

r r tels que dri: = i d et où la suite spectrale (Er(A),d:) est la suite spectrale * A 

de Serre du fibré 
lx-M : X-M -+ Y-N. 



4 - FLkYmu2on de H*(X) (pour k = v). 

P x o p o b X o n  4.1.- Dans le cas de la suite spectrale obtenue pour 

k V, on peut construire une triangulation cellulaire (D) de Y telle 

que la filtration (30,v) de H,(X) soit donnée par F (H.(X)) = H*(£-' (Il''))) 
P 

où D(P) désigne le p-squelette de (D). 

Cette proposition résulte des deux lemmes suivants : 

Lemme 4.2 .  - Soit (Y ,N) un espace Co-stratif ié triangulable, on 

note U un voisinage tubulaire de N dans Y, aU son bord et w : aU -+ N 

la restriction à aU de la projection du fibré w : U -t N. Il est possible 

de construire une triangulation cellulaire (D) de Y satisfaisant aux con- 

ditions suivantes : 

(i) (D) est compatible avec une triangulation (K2) de au. 

(ii) toute cellule de (D) est transverse à N (autrement dit, il 

existe une triangulation (KI) de N telle que, pour toute q-cellule a de 

(D), 0' n N soit un sous-complexe de dimension q-v de (KI). 

(iii) pour tout q-simplexe s de ( K I ) ,  w-1 (sq) est un sous-complexe 

de dimension q+v-1 de (K2). 

(iv) toute cellule de (D) est contractile. 

D&monb;DLaZion.- L m e  5.6. du chapitre V I I .  

Lemme 4 . 3 . -  La triangulation définie sur Y étant celle du lemme 4.2., 

l'équivalence d'homotopie entre C(X) et 

décrite au corollaire 2.5. du chapitre V respecte les filtrations suivantes : 



DEmannlxaLLon.- La triangulation (KI) de N n'est pas compatible 

avec (D), cependant si N'PI désigne le p-squelette de (KI) et 

MP = ~-I(N(P)) la restriction de M à N(P), on vérifie que l'on a : 

L'équivalence d'homotopie entre C(X) et A @ B est composée de 
Y 

trois équivalences d'homotopie que nous étudions successivement : 

1 )  Soit p un relèvement de la projection C(X) -+ C(X,X-M), on a 
- 

dé£ ini un isomorphisme 4 : C(X-M) $ C(X,X-M) -t C(X) par ;(a,b) = i(a) + p(b) 
Y 

(Paragraphe 3 du chapitre IV). 

Définissons une filtration sur la somme tordue C(X-M) B C(X,X-M) - 
Y 

par : 

et (12) du chapitre II. On vérifie que l'on a bien une filtration, en particulier, 

on a : 

r &(x,x-M)]C F E(x,x-MI] puisque c((x-M)~) = C((X-M)~+]) n c(xP). 
P P+] 

A condition de construire le relèvement p de manière compatible 

avec des relèvements des projections c(xP) -+ F E(x,x-MI], (ce qui est toujours 
P - 

possible), l'isomorphisme et son inverse respectent lestfiltrations dé- 

finies sur C(X) et sur C(X-M) $ C(X,X-M) . 
Y 

2) L'application 0 '  : C(X-M) @ (M) + C(X-M) B C(X,X-M) 
Y' T 

définie par el(x,y) = (x,6(y)) (formule (23) du chapitre1V)est une équiva- 

lence d'homotopie. 



Soit sur c(-" (M) la filtration : 

on en déduit, à l'aide de la filtration précédente de C(X-M) et de la formule 

(12) du chapitre II, une filtration de la somme tordue C(X-M) B) c(-') (M) . 
Y' 

Le morphisme S et les morphismes réalisant avec 6 une équivalence d'homoto- 

pie de complexes de chaînes respectent les filtrations définies sur C(X,X-M) 

et c(-" (M) (lemmes 2.1. et 3.2. du chapitre VI1 , lemme 4.2. et formule (36) 

ci-dessus). On en déduit que 0' et le morphisme 0 réalisant avec 0 '  une 

équivalence d'homotopie (corollaire 3.6. du chapitre II) respectent les filtra- 

tions dé£ inies sur les sommes tordues C(X-M) @ c(-') (M) et C (X-M) @ C (X,X-M) . 
Y' ul' 

4 2> 
3) Soient V2 et f2 les morphismes réalisant l'équivalence d'homo- 

topie de complexes de chaînes : 

4 

2 C(X-M) B c(-') (M) - B(Y-5) 7 c (F)] @ B(N) Cd C(F )] 
(-11) 

7 
Y '  1 Y 

T O 
4 O 
v 0 

(Proposition 1.1. et 2.4. du chapitre V). Ces morphismes sont définis à l'aide 
T 
4 O $1, $0 et 

des morphismes V , de la proposition 3.3. du chapitre III 

de la manière suivante : 

L 

r\l 
f2(xyy) = (fT1 (x) + Y ;=o(y) ,zT0(y)). 

Le respect des filtrations définies sur chacune des sommes tordues 

résulte de la proposition 3.3. du chapitre III. t 

5 - Cornparrainon avec La ~~e ape&aXe de 7 .  F&y. 

La suite spectrale obtenue pour k = v+l est, sous certaines hypothèses, 



duale de la suite spectrale de 1. ~ g r y  [24]. Nous indiquerons ici simplement 

comment montrer ce résultat. 

On se place dans les hypothèses suivantes : 

(a) F et Fo sont des variétés topologiques. 

O (b) Le couple (Y,N) est un espace C -stratifié à voisinage orientable. 

(c) X et Y sont localement compacts. 

(d) Y est une variété topologique, N et Y-N sont des variétés 

topologiques orientées. 

Soit F le faisceau de Leray de l'application f : X -t Y, c'est le 

* -1 faisceau engendré par le préfaisceau R -+ Hc(f R;A) (R ouvert de Y). 

(L'incidice c signifie que l'on considère la cohomologie à supportscompacts). 

On note F et FI les faisceaux induits par F sur N et Y-N respecti- 
O 

vement . 

Théotème 5.7. (1. ~ a r y  p4] ) . - Soit f : X -+ Y application continue 

de X dans Y, espaces localement compacts et N un fermé de Y tel que les 

restrictions de f au-dessus de N et Y-N soient des projections de fibrés, 

il existe une suite spectrale convergeant vers le gradué associé à H:(x) con- 

venablement filtré. Ses termes ~ 2 ' ~  sont égaux à : 

et sa différentielle d2 est donnée par : 

d2(x,y) = (d'(x) + d"(y),d'(y)) 
t 

où les différentielles d' sont celles des suites spectrales de Leray des ap- 

plications 1 x-M : X-M -+ Y-N et flM : M -+ N respectivement et où dl' est 

l'homomorphisme cobord de la suite exacte de cohomologie de Y à valeurs dans 

la suite exacte courte de faisceaux : 



O -t 
F4-' , p-1 - Fq-l 0 
Y-N N 

(on a noté, pour tout sous-espace Z de Y, FZ 1 'unique faisceau induisant 
z 

sur Z et O sur Y-Z, naturellement défini par F U (Y x {O))). I z 
Phapob&an 5.2. - Posons n = dim(Y-N) et a = dim F. Dans les 

hypothèses (a) à (d), le terme E 
2 de la suite spectrale obtenue pour 
P99 

k = v + 1 est isomorphe, en tant que MDG, au terme E ~ - ~ ~ ~ ' ~  de la suite 
2 

spectrale de 1. Fary. 

Avant d'établir la proposition 5.2., on démontre quelques isomorphismes. 

On notera a et a = a - (p-V) les dimensions respectives de F et Fo. 
O 

Dans l'hypothèse (c), les faisceaux F et FI sont localement 
O 

constants, de fibres respectives H*(F ) et H~(F). Par dualité de Poincaré, 
C O 

on a, pour tout entier q, des isomorphismes : 

Considérons le module d'homologie singulière de N à coefficients 

dans Fo ([15], exposé 20 ou [IO] , V. 1 1 - 1  6), il en résulte, pour tous entiers 

p et q, des isomorphismes : 

de même, on a : 

Par la même méthode qu'en cohomologie à coefficients dans un faisceau, 

on peut définir un isomorphisme de Thom en homologie de Borel-Moore (Proposition 6 

de l'Appendice 2), d'où un isomorphisme : 



Le morphisme : H p-(~+l) (NiHq+(v+~)-p (F O 1) +Hp-2(Y-N;H (FI) 
9+ 1 

2 
entrant dans la différentielle d : E + E  

2 
de la suite spectrale 

P Y ~  p-2,q+l 
2 

devient donc un morphisme, encore noté Y : 

r2 : H (Y,Y-N;F a-q- 1 ) + H  (Y-N;F;-~-') ; 
P-1 P-2 

P t r o p o a ~ o n  5 . 3 .  (ad&) . - Dans les hypothèses (a), (b) et (c) , Y 2 

est l'homomorphisme bord dans la suite exacte d'homologie de la paire (Y,Y-N) 

à valeurs dans le faisceau F (suite exacte de p5], exposé 20) 

(y ; ~ ~ - q -  ) -+ H (Y,Y-N;F a-q-I y2 a-q- 1 ... + H ) -+ H (Y-N;F* ) -+ ... 
P- 1 P-1 P -2 

Dérnon&t%&on de .ta phopoaLCion 5.2.-  Tout d'abord, par dualité des 

variétés ( Cl51 , exposé 20), il vient : 

d'où 1 'isomorphisme E = E ~ - ~ ~ ~ - ~  en tant que modules graduée. 
P,q 2 

La différentielle d de la suite spectrale de Serre en homologie 
P94 

1 
du fibré f 1 X-M : X-M -+ Y-N se transforme, par dualité,en la différentielle 

dn-Pya-q de la suite spectrale de Serre (en cohomologie à supports compacts) 2 l 

du même fibré, celle-ci coïncide avec la différentielle d' de la suite spec- 

trale de Leray de l'application f 1 X-M : X-M+Y-N. On a le même résultat pour 



Enfin, l'homomorphisme Y 2  se transforme, par dualité des variétés 

en du. En effet, d'après (p5], p. 20-041, la suite exacte d'homologie de 

la paire (Y,Y-N) à coefficients dans le faisceau F se transforme, par dua- 

lité des variétés, en la suite exacte de cohomologie de Y à coefficients dans 

la suite exacte courte de faisceaux : 

Fa-q-l Fa-q- l Fa-q- 1 
O --t _t _f N - o .  

Y-N 

Autrement dit, on a un isomorphisme de suites exactes longues : 

(y ; Fa-q-l a-q- 1 ... -+ H ) -+ H (Y,Y-N;F yL ) - H (Y-N;F~-~-') -+ ... 
P-1 P-1 P-2 1 

6 - Ca de p1uniei.m afia;te.h. 

Nous ne donnerons pas d'application du cas de plusieurs strates, 

aussi nous nous contenterons de donner l'équivalent du théorème obtenu pour 

k = v+]. Dans le cas général, les notations deviennent très compliquées. 

D ~ @ % ~ , C ~ O M  6.7.- Soit X = X un espace topologique, on dit que le 
O 

O h-uple (Xo,X I,...,Xh) est un espace C -stratifié si on a 

t?J = Xh+]C Xh C ... c Xo et si plus, pour tout i = O,...,h, on a : 

(il xi+1 est fermé dans X.. 
1 

l (ii) X. - Xi+] est une variété topologique. 
1 

(iii) Xi+l admet dans Xi un voisinage tubulaire. 

Dé&ki%on 6 . 2 . -  Soient XO,Xl, X ) et (Y Y Y ) deux 
h O 1 h 

O O 
espaces C -stratifiés, une application C -stratifiée 



f : (Xo,XI, ..., Xh) -+ (Yo,YI, ..., Y ) de  f i b r e s  (Fo,F ] , . . . ,  F ) est  une a p p l i -  
h  h 

c a t i o n  cont inue  e t  s u r j e c t i v e  de X = Xo su r  Y = Y t e l l e  que pour t o u t  
O 

i = O ,  ..., h on a i t  : 

( i i )  l a  r e s t r i c t i o n  f  : Xi - 3 Y .  - Y i + l  e s t  une Xi+ i I xi-xi+ ] 1 

p r o j e c t i o n  de  f i b r é  topologique (de Se r r e )  de f i b r e  Fi ; 

( i i i )  Y i + ]  admet dans Yi un vo i s inage  t u b u l a i r e  U .  dont l ' image  
1 

réc iproque  par  f  e s t  un vo i s inage  t u b u l a i r e  de  
Xi+ i dans X . .  

1 

P~oponi . t ion  6.3.-  S o i t  f  : (Xo,X,, . . . ,Xh) 3 (Yo,YI,.  . . ,Yh)  une 

a p p l i c a t i o n  Co- s t r a t i f  i é e  de  f i b r e s  F 0 , F  , . . F , on suppose que chaque 

O couple  (Xi,Xi+]) e s t  un espace  C - s t r a t i f i é  à vo i s inage  o r i e n t a b l e  e t  que 

chaque couple  (Yi ,Yi+ l  ) est  un espace Co- s t r a t i f  i é  t r i a n g u l a b l e .  I l  e x i s t e  

une s u i t e  s p e c t r a l e  convergeant v e r s  l e  gradué a s s o c i é  à H*(X) convenablement 

2 
f i l t r é ,  ses termes E son t  donnés pa r  : 

E~ = $ H  
p-O ( i )  ('i-'i+ i ;Hq-B(i) (Fi))  P Y ~  i=o 

avec : 
i 

a (0 )  = O a ( i )  = 1 (v  + 1) pour i > O  
j= i  j  

i 
B(i)  = 1 (pj-vj-1) pour i > O 

j= l  

v  = dim(Y - Yj) - dim(Yj - Yj+])  
j  j-i 

f 

'j 
= dim(X - Xj) - dim(X - X j + l ) .  

j-i j  

2 
La d i f f é r e n t i e l l e  d  e s t  d é f i n i e  comme s u i t  : 

S o i t  x .  e H(Yi - 
1 Yi+ i 

; H F ) ) ,  a l o r s  : 



où d' est la différentielle d2 de la suite spectrale de Serre du fibré 

(-lli) 
est induit par le cycle Y! : C X i  +- C i - X .  (ce dernier étant construit 

1 1 

de la même manière que Y' (Proposition 1 de l'introduction)). 

Dérnon5RhaLbn.- Elle consiste à écrire les équivalences d'homotopie 

de complexes de chaînes : 

(-pl (-9 (-pl -112) 
C(X ) = c(xo-x,) e c 

O (XI) % Cmo-XI) @ Cc (x2)] etc.. . 
Y' 
O 

Y' 
O 

puis à suivre la démonstration du théorème 4.2. du chapitre V dans le cas où 

k = v + l .  



11 - APPLlCATlONS. 

La plupart des résultats qui suivent sont exprimés en homologie. 

Il est facile d'en écrire l'équivalent en cohomologie (Théorème 5.1. du l 

i 
chapitre V). 

Dans tout le paragraphe 17, et sauf indication du contraire, on sup- - - 
pose que N et Y-N sont connexes par arcs et que les systèmes locaux formés 

par Hi(Fo) et Hi(F) sur N et Y-N respectivement sont triviaux pour 

tout i. S'il n'est pas mentionné explicitement, l'anneau des coefficients 

est A .  

% 'L 
7 - C a  oil H*(N) = H,(Y-N) = O (Suite de Iiianq qénChaeinEe) .- l 

% 
P&op04&0n 7 .7 . -  Si A est un anneau principal, supposons H*(N) = O 

'L 
et H*(Y-N) = O, on a la suite exacte : 

1 
(37) ... + H (F) + Hq(X) + H (FI - H (F) + ... 

q q-?J 0 q-1 

Pémo~&aLion.- Si A est un anneau principal, le terme E~ de 
P99 

la suite spectrale obtenue pour k = v+I est éggl à : 

(formule (34) et Proposition 8 du chapitre II de b8]. 1 
E2 ne contient, pour q fixé, que deux termes éventuellement non 

nuls : 

La suite exacte (37) résulte du "lemme des deux colonnes" 

(Li83, XV, Théorème 5.10.). 



Remmoue 7.2.- Dans les hypothèses de la proposition 7.1., on a 
_ITL_ 

H (F) H (X) pour tout q 6 p-2. Si, de plus, F est contractile, il vient 
4 4 O 

H (F) = H (X) pour q différent de p et p-1. 
9 4 

On notera Fo = {pts) si F est un ensemble fini de points, un - 
espace réduit à un point sera noté 0. 

Au vu de la remarque 4.4. du chapitre V, on a : 

P & a p c r a ~ a n  7.3.- Soit Y une v-sphère homologique et 

f : M + ( ~ ~ 0 )  une application Co-stratif iée de fibres (F,{ptsl), 

alors Hq(X;C) = H (F;C) pour q # p,p-1. 
q 

Remarquons que si N est vide, X est un fibré de base contractile 

et on sait qu'on a alors H (X;E) = H (F;&) pour tout q. 
9 9 

CahaaRa&te 7.4.-  Si X est une p-sphère homologique et Y une 

v-sphère homologique, il est impossible de trouver une application C'-stratifiée 

f : (X,M) a (Y,O) de fibres F, une sphère homologique de dimension strictement 

inférieure à p-1, et Fo = (pts). 

Remarquons qu'il existe des applications CO-stratif iées 

'L "u 
f : (s',M) + (sV,0) de fibres (SV-' ,{pts)) : par exemple, soit f : X + Y 

2, 3 
l'application f : s2 + ?? de la sphère unité de W sur - 1  1 déf inie par - - 
'L 
f(xo,xlyx2) = x . L'application f considérée est l'application f : X -+ S 1 

O 
'b 'Id 

obtenue à partir de f en identifiant les points -1 et +1 dans Y (mais 

2 sans identifier les pôles -100) et (1,0,0) dans ) . 
t 

On déduit directement de (37) les résultats suivants : 

Catra4X&e 7.5.- Soit f : (IR";o) + (sV,0) une application CO- 

n- l stratifiée de fibres (F,O), alors H*(F;E) = H*(S , Z ) .  



CokoaRaV1e 7.6.- S o i t  f : (pn(ui),O) + (s',o) une a p p l i c a t i o n  CO- 

s t r a t i f i e @  de  f i b r e s  (F,O), a l o r s  : 

O q = n  
s i  n  e s t  impai r ,  

= { H~(P"(R)  ,L) s P n  

q = n  

s i  n  e s t  p a i r ,  H (P;Z) = q  = n-1 
q  

q  # n,n-l 

Ca~aaRudte 7 .3 . -  s o i t  f : (pn(@) ,O) + (S',CI) une a p p l i c a t i o n  CO- 

s t r a t i f i é e  de f i b r e s  (F,O), a l o r s  H (F;$) est un sous-module de Z ,  
Zn 

HZ*-] ( F ; E )  e n  est un q u o t i e n t  e t  Hq(F;L) = H ~ ( P " ( @ )  ,C) pour q  # Zn-1 ,2n. 

On v o i t  fac i lement  qu'on peut  remplacer ,  dans les énoncés de c e s  

n v t r o i s  d e r n i e r s  c o r o l l a i r e s  R ,S ,.., par  des  espaces  de  même type  d'homologie 

e n t i è r e  . 

8 - C M  00, F~ a l e  t y p e  d l  homotogie d'un poin t  et F  calL i  d'une s p h t w .  - 
Ptroposf ion  8. ? , - Si f ; (XYM) + (Y ,N)  e s t  une a p p l i c a t i o n  cQ- 

s t r a t i f i é e  de  f i b r e s  (F,Fo) t e l l e  qua Fo a i t  l e  type  d'homologie d ' u n  poin t  

e t  F  c e l u i  d 'une  sphère  (de dimensisn p-v ) ,  supposons que H (Y-N) = O 
P  

pour p  2 a ,  a l o r s  H (X) - H (Pl) pour p  2 a-v+l . 
P+U P  

Déinamfidon.- Le terme E'  de  l a  s u i t e  s p e c t r a l e  obtenue pour 
P39 

k = v  e s t  é g a l  à : 

E' = K (Y-;) B H ~ ( F )  pour q  A p-v 
P99 P 

E I O 
p,p-v = [K (Y-U) @ B (FI] O K (N) . 

P  Fi-u P-v 

La s u i t e  exac t e  d'homologie (33) obtenue â p a r t i r  de l ' e x t e n s i o n  : 



s'écrit : 

si q # p-v et : 

. . . + H (Y-N;H~-~(F)) -t E~ + H (N) -+ ... 
P PY u-v P-'J 

si q = u-v. Pour p fixé, le terme E * de la suite spectrale est donc nul 
P9q 

sauf éventuellement E~ = H (Y-N) et E 2 
P,O P p,ll-v' 

D 'après le "lemme des deux lignes" ( Cl $1 , XV, théorème 5 1 . ) , on a 
la suite exacte : 

(39 )  ... -t E + H (XI + H (Y-N) -t E 
2 2 - 

P+P'v 
+ ... 

P 9 ri-V P+P'v P-1 , U T  

On déduit la proposition des suites exactes (38) et (39). 

On notera que le résultat de cette proposition est comparable à celui 

du corollaire 9.2. ci-après. 

On a immédiatement : 

C o t o ~ a i A e  8.2.-  Dans l'hypothèse de la proposition 8.1., supposons que 

Y-N soit contractile, alors 
*p+u 

(XI = H (M) pour p 2 2-V. 
P 

CohoA?.&fhe 8.3 . -  Dans l'hypothèse de la proposition 8.1., supposons 

que H (Y-N) = O pour tout p 2 v-1, alors l'homologie de M est entièrement 
P 

déterminée par celle de X. 
ï 

Théotrèma de non exin;tence : 

1 Théateme 8.4 . -  11 est impossible de trouver une application C -strati- 

fiée f : (s",M) + (Y,N) de fibres (s"~,o) et telle que Hp(Y-N) = O pour 

tout p 5 v-1. 

r 
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I . 
En effet, s'il existe yne telle application, M et N sont composés 

d'un seul point, ce qui est en contradiction avec le théorème 1 de r371.  - - 
Remarquons que l'exemple 2.1. (c) du chapitre 1 est un exemple 

1 d'application C -stratifiée f : (s",M) + (Y,N) de fibres (~"~~0) telle que 

H (Y-N) = O pour tout p > v-1. 
P 

Théokème 8.5.- Il est impossible de trouver une application CO- 

stratifiée f : (x",M) + (Y,N) d e  fibres ($"',O) telle que Hn(X) = O 

et Hp(Y-N) = O pour tout p ?; v-1. 

Cette proposition s'applique naturellement à X: =  IR^ et à X = P"(IR), 

pour n pair. 

Peux inéaalLtdn. 

Dans le cas où A est un, corps, notons : 

a = dirn H (Y-N) ; bp = dirn H (N) ; a 
P P P P 

= d im HP (X) . 

Des suites exactes (38) et ( 3 9 ) ,  on déduit pour tout entier p : 

a S a  + b  + a  
p+v-v p p-v p+p-v 

On a donc : 

C ~ h o L f h h e  8.6.- Dans l'hyppthèse de la proposition 8.1., et si 

est un corps, il vient : t 

dirn H (Y-N) - dirn H 
P 

(Y-M) - dirn H 
p-(u-v)-l p-1-i- 1 

(NI i dirn H (X) 
P 

et dim H (X) ,< dim H (Y-N) + dim H (Y-N) t dim H (N). 
P p-(u-v) P P -v- 



P h o p o s x o n  9.1 .- Soit f : (X,M) +. (Y,N) une application CO-stra- 

tifiée de fibres (F,Fo) telle que Fo ait le type d'homologie d'un point et 

F celui d'une sphère (de dimension u-v > O), on a la suite exacte de Smith- 

Gysin : 

 du-^+ 1 
(42) . . . + H (Y-N) + H Co + (Y-N) @ H (N)  ------+ H + 

P p+v-v P-'J P-1 

Démam&cuXon.- Le terme E de la suite spectrale obtenue pour 
P Y ~  

k =  u est égal à : 

E~ = H  (Y-N;H (F)) B H  (N;Hq(Fo)) . 
P~cl P q P'U 

Pour tout entier p fixé, il est nul sauf éventuellement : 

En appliquant le lemme classique de deux lignes ([lq, XV, 

Théorème 5,11.), on obtient la suite exacte (42). 

Cette proposition, ainsi que les corollaires 9.2. et 9.6. ont été 

obtenus par Bredon dans les cadres suivants : en cohomologie à supports compacts, 

à l'aide de la suite spectrale de Fary ( p q  ; IV, 12) et en cohomologie de 
V 1 Cech, dans le cas d'actions de S sur une variété différentiable X avec 

nombre fini de types d'orbites ( [l 11 ; p. 161 ) . Dans les hypothèses du paragra- 
I phe 5, les résultats de pg et ceux de ce paragraphe sont duaux. 

Ces différentes suites exactes sont distinctes de la suite exacte, 

également dite "de Smith-Gysin", de Conner et Floyd (Bull. Amer. Math. Soc. 66, 

(1960), pp. 416-441 et [20], p. 84). 



On suppose que le fibré en sphères f 1 X-M : X-If -t Y-N est orientable 

et muni d'une orientation. On note w E Hn(y-N) la classe d'Euler associée â 

cette orientation. Posons m = p-v+l, la première composante de la différen- 

tielle : 

dm : H (Y-N) B 
P*m 

(NI 

est le cap-produit par w .  On en déduit : 

CokoU&e 9.2. (voir aussi la proposition 8.1 .) .- Supposons, en plus 
des hypothèses de la proposition 9.1. que Y est localement compact et que le 

fibré : X-M + Y-N est orientable. Dans ces conditions, on a : 

a) si H~(x) = O pour p > a, alors Hp(N) = O pour p > a+u-l 

et HP (Y-N) = O pour p > a+ (p-v)+l . 

b) si H (X) = O pour p < B. alors Hp(N) = O pour p < B - u 
P 

et Hp(Y-N) = O pour p < B. 

La démonstration, suggérée par ( O ]  , p. 172), utilise essentiellement 

le fait que, pour toute classe y de Hi(Y-N), il existe un entier q tel 

que y n (wq) = O. 

Du corollaire 9.2., on déduit le théorsme démontré en cohomologie 

modulo 2 par Conner et Dyer ( 97, Théorème 1 . 1  . ) . 

ThéohZrne 9.3.- Soit f : (X,M) + (Y,N) une application CO-stratif iée 

de fibres ( ~ ~ ~ 0 )  , si X est compact et tel que HP(x) = O pour p 2 a, 

P alors H (M) = O pour p 4 a et HP(y) = H'(N) pour p 3 a-t(p-v). 

Puisque les espaces sont supposés compacts, le théorème 9.3. se déduit 

du corollaire 9.2. par dualité des variétés. De la même façon, on peut retrouver 

le résultat de Mahowald, qui a la même formulation mais en remplaçant Par 



une fibre F quelconque de dimension - Cependant, la démonstration étant 

aussi longue que celle de Mahowald, nous ne faisons que signaler le résultat. 

Par une démonstration en tous points analogue à celle de Conner et 

Dyer p91, on peut alors généraliser les théorèmes 3.4. et 3.6. du chapitre 1, - - 
comme suit : 

Théokème 9.4.- Soit f : (X,M) +. (Y,N) une application CO-stratifiée 

de fibres (sr,O), si X est une n-sphère homologique et si le fibré 

f lx-M : X-M -t Y-N est A-orientable, alors il existe k tel que M soit une 

n-k(r+l)-sphère homologique. 

FLbrraZLon~ de ffopa. 

On déduit immédiatement de la suite exacte (42) : 

~ O CotrolYaihe 9.5.-  Soit f : (~"0) -t (lRv,0) une application C -stra- 

tifiée de fibres ( ~ ~ 0 )  , alors l~ = 2(v-1). 

La question se pose de savoir si l'on ne retrouve dans ce cas que les 

fibrations à singularités de Hopf, c'est-à-dire 

I 2 f : (IR2,0) -t (IR ,O) de fibre (sO,O) 

et les exemples 2.1. (b) du chapitre 1. 

Autrement dit, étant donnés xlJ et Y' de même type d'homologie que 

R' et IR' respectivement et une application CO-stratif iée f : (X,O)  -t (Y,O) 

de fibres (s'o) , a-t-on obligatoirement : 
I 

(u,v> = (2,2),(4,3),(8,5) ou (1699) ? 

Il ne semble pas que cela soit vrai en général. Le résultat de 

Timourian (Théorème 3.8. du chapitre 1) apporte cependant une réponse positive 

si £ est propre. 



I n é g a é  de Fhedon. 

Catrofiahe 9.6.- Dans l'hypothèse de la proposition 9.1. et si A est 

un corps, posons m = u-v+l. Il vient, pour tout entier p : 

1 dimH (N) 1 dimH (X) + d i m H  (Y-N) 
j =O pri+jm j =O p+jm P- 

D é m o n n u o n . -  Notons comme plus haut : 

a = dim H (Y-N), b = dim H (N) et a 
P P P P P 

= dim Hp(X). 

On déduit de la suite exacte (42) l'inégalité : 

Si Y est de dimension homologique finie, a et b sont nuls 
P P 

pour p grand. La suite exacte (42) implique que a est également nul pour 
P 

p grand. 

En remplaçant p par p+j(p-v+l) = p+jm dans (43) et en somant de 

j = O à +w , on obtient : 

d'où le résultat. 

On trouvera les équivalents cohomologiques de cette inégalité dans 

Bredon ([IO]; IV, 12) et ([II] ; Théorème 10.9., p. 163). 

Signalons d'autre part que la suite exacte (42) permet aussi de re- 

trouver l'inégalité (40). t 

Remmuue 9.7.- La suite exacte de Gysin du fibré en sphères 
L. 

lX-M : X-M + Y-N et la suite exacte (42) entrent dans un diagramme commutatif 

(voir le paragraphe 3.6 ci-dessus) : 



... + Hp(Y-N) + Il (XI + H (Y-N) B Hp-v(N) + H (Y-Y) + + 9 . 
P+P'v P+lJ'v P-1 

... + Hp(Y-N) + H H 
p+p-v (X-M) 

(Y-N) - HP- 1 
(Y-N) -t . . . 

p+v-v 

On r e t r o u v e ,  b i e n  e n t e n d u ,  l e  f a i t  que s i  M = N = sn, a l o r s  

H (X-M) = H (X) pour q # , - 1 ,  p+n, u+n-1. 
4 q 

e x a c t e  d e  Wang]  . 
Pttapob&an 10.7.- S o i t  f : X + s n V  sn un f i b r é  de  f i b r e  F ,  on a 

l a  s u i t e  e x a c t e  : 

(44) 
* 

* . .  - HP(F) - H~ (x) + H (F) B H ~ - ~ ( F )  + H (FI -+ % 

P -n P-1 

De f a ç o n  p l u s  g é n é r a l e ,  on a : 

n n 
Phopoa&an 70.2.- S o i t  f : X + S I V ... v S un f i b r é  de  f i b r e  F ,  

on a l a  s u i t e  e x a c t e  : 

( 4 5 )  H F )  - Hp(X) + H ( F ) B  ... @ H  (F) -+ H ( F I - +  ... 
P P-n1 p-"k P-1 

Ptrapan.h%on 10.3.- S o i t  B un e s p a c e  a y a n t  l e  t y p e  d 'homologie  d ' u n  

n 
bouquet d e  k s p h è r e s  sn e t  f : X + S V B un f i b r é  d e  f i b r e  F ,  on a l a  

s u i t e  e x a c t e  : 

(k+ 1 )  - termes 

CattuLi?c&e 10.4.- S o i t  f : X +  snV sn un f i b r é  de  f i b r e  sr ,  s i  

r # n on a Ho(X;Z) = Hr(X;L) = Z e t  Hn(X;C) = 
Hn+r (X;Z) = E B t ; s i  

r = n ,  on a Ho(X;L) = 2, Hn(X;L) = I B L B Z e t  HZn(X;L) = Z s) C. 



Nous démontrerons la proposition 10.1. par deux méthodes : Une première 

méthode apparentée à celle de Wang, et en utilisant la suite spectrale. La pre- 

miere méthode permet aussi de démontrer la proposition 10.2., la seconde permet 

aussi de montrer la proposition 10.3. (en posant N = sn - {pt} et Y-N = B ) .  

V é r n o ~ n ~ ~ a n  7 . -  Notons x le point base commun aux deux exemplaires 

de sn. La suite exacte d'homologie de la paire (X,Fx) s'écrit : 

Il suffit donc de montrer l'isomorphisme 

H (X,Fx) 2 H (F) B Hp-n(F). Pour cela, supposons sn v sn plongé dans Rn+ l 
P P-n 

de la manière suivante : Les deux sphères sn ont un diamètre égal à 1 ,  leurs 

centres sont situés aux points de coordonnées 0 0 ,  . 0,112 et 

*n+ l O,O,..,O,-12) Le point x est donc à l'origine de et les pôles qui 

lui sont opposés sont les points : y] = (0,0, ..., O,+]) et y2 = (0,0,,..,0,-1). 

Pour tout intervalle 1, nous noterons XII la restriction de X 

n+ l 
à (snV sn) fl{(zo ,..., z ) E R  ; z  c Il. Ainsi, o n a  : 

n n 

On a des isomorphismes successifs : 

('yFx) ('9'1 ~2/3,+2/3~ ) par rétraction x P P / [-2/3,+2/i] (O) 

par excision par x1]-~13,+~13 [ 
1 

par rétraction de 
r-2/3,-1/31 - u [113,2/3] - - sur X I  (-113) u (1/3) 

(-11 @ H  ) par exemple, par isomorphisme de Thom. 
P-n 



Démoul6Zttnation 2.- Soient S; le premier exemplaire de sn et 
S; 

le second exemplaire de Sn dans Sn V Sn, on note N' = S; - {XE et 

y-N' = s;, M' = X IN', Les couples (X,M1) et (Y,N1) ne sont pas des es- 

O 
paces C -stratifiés, néanmoins nous allons montrer que la technique de démons- 

tration de la suite spectrale est encore valable. Il suffit en effet de mon- 

trer qu'on a une équivalence d'homotopie de complexes de chaînes : 

Ceci étant montré (lemme 10.5. ci-dessous), on peut suivre la cons- 

truction de la suite spectrale, à partir de la proposition 1 de l'introduction 

en posant : 

Les fibres F et Fo sont toutes deux égales à F. Le terme E 
2 
P?q 

de la suite spectrale obtenue pour k = p = v = n est, pour q fixé, nul 

sauf éventuellement : 

(formule 33). On en déduit la proposition par application du "lemme des deux 

colonnes" (p8] ; XV, Théorème 5.10.). 

Lemme 70.5.- Montrons (48) : 

En employant les notations de la démonstration 1, oh a : 

c (X,X-M') = c ~ ( x , x ( ~  1). Par excision par Xb-i ,-1/2c puis par rétraction 
P 

de X sur X/ (0) y 
on a des équivalences d'homotopie : 



- cp(~/ [O, 11 (0)) - cp'x/ [-1/2,1] yx I  [-1/2,0]) - cp(x,xl [-,,O]) - 
En suivant des étapes similaires à celles de la démonstration 1 ,  

on peut alors écrire les équivalences d'homotopie successives : 

ce qui prouve le lemme. 

1 7  - I n v d a ~  locaux de HU. 

Soit Y une variété topologique, connexe par arcs et triangulable. 

On munit l'ensemble W(Y) de tous les chemins de Y de la topologie de la 

convergence compacte. On note T(Y,yo) le sous-espace de W(Y) constitué 

des chemins o : TO,l] + Y tels que o(t) = y. si et seulement si t = 0. 

Le chemin dégénéré en y est noté e . Le sous-espace 
O O 

X = {eo} U T(Y,yo) de W(Y) est contractile sur e [31] . 
O 

L'application f : X -+ Y définie par f(o) = o(l), pour tout chemin 

o de X, est continue. Sa restriction â X-{eo}> lx-ieo} : x - {eo} -+ Y - {y,} 
est la projection d'un fibré de Serre de fibre l? [31] . F est le sous-espace 

Y 

de W(Y) dont les éléments sont les chemins a tels que u(l) = y et 

- 1 
0 (y,) = O. 

Soit G un groupe abélien, Hu considère les groupes d'homologie 

1 
et dlhomotopie locaux Ln(Y,yo;G) = Hn(T(Y,yo);G) et hn(Y,yo) = nn(T(Y,yo)) [JO] . 
Ces invariants de T(Y,yo) et de Y-{y 1 sont directement liés à ceux de 

O 

la fibre F. 

L'application f : (X,{eol) -+ (Y,{y 1 )  n'est pas toujours une 
O 

application Co-strat ifiée de fibres (F,O) . Cependant dans certains cas 
particuliers, nous pouvons compléter les résultats de Hu [31] : 



L'anneau des coefficients est A = E ,  

v Si Y = S , v > 1, en appliquant le corollaire 7.5., on trouve 

v- 1 
HU(F) = H*(S ) Réciproquement, si F est une sphère homologique, on a 

H (Y-{yo}) = O pour p > O (corollaire 9.2.). 
P 

% 
Si Y = IRv, v > 1, on a gx (F) = O. Réciproquement, si H.(F) = 0, 

% 
il vient H*(Y) = O. En effet, considérons la suite spectrale obtenue pour 

k = v. La suite exacte (33) est dégénérée pour tout entier q # O. Pour q = Q, 

elle donne lieu, avec la suite exacte d'homologie de la paire (Y,Y-N) à un 

diagramme commutatif : 

H (Y-N) 
P- 1 

on déduit, du "lemme des cinq", que f* est un isomorphisme, d'où le résultat. 

si y=pV(a), v > 2, o n a  Hn(F) = O ,  pour n a  1, et 

Ho(F) = t B C .  

1 2  - C a b  d'une ap ,~ f ica t ian  holamatphe f : x 3 E admoJttant un poirtt 

a i n g f i e h  .in olé.  

Soit f : X -+ une application holomorphe et surjective d'une vari6té 

analytique complexe X sur , admettant un point critique isolé a (où toutes 

- 1 les dérivées premières de f s'annulent). On note Fa = f ({£(a)}), Fa n'est 

pas une sous-variété différentiable de X ,  Cependant, si a n'est pas un point 
1 

double de Fa, Fa possède un voisinage tubulaire T image réciproque d'un 

disque de centré en £(a), [25], Proposition 1, p. 54. L'application 

f : (X,Fa) 3 (@,if (a))) est une application c'-stratifiée de fibres (F,Fa) 

pour laquelle on peut écrire la suite spectrale. 



On obtient, en prenant k = v ,  une suite spectrale dont, pour q 

fixé, tous les termes E sont nuls sauf éventuellement : 
P Y ~  

2 
et * l  ,q rentrant dans la suite exacte : 

et E2,q 

D'autre part, on retrouve, en prenant k = v + l ,  la suite spectrale 

que é ai‘^ a étudiée dans le cas de singularités quadratiques [251. - 

Les termes E de cette suite spectrale sont tous nuls sauf : 
PYQ 

Nous renvoyons à ~ a r ~  pour l'étude de cette suite spectrale. 



111 - APPLlCATlONS AUX ACTIONS DE GROUPES. 

Dans ce paragraphe 111, différentiable signifiera différentiable de 

1 3  - VoXnkagu XubuRcuhu ( C i  11 ; VI, 2 et [20] ; 9 22 ) .  

Soient G un groupe de Lie compact,et M une variété différentiable 

sur laquelle G agit différentiablement. On dira qu'un fibré vectoriel diffé- 

rentiable E, de base I I ,  est un G-fibré (différentiable) si G agit diffé- 

rentiablement sur E, linéairement sur les fibres, et si la projection T : E -+ PI 

est équivariante. 

Considérons une variété différentiable X et une action différentiable 

de G sur X. Il existe une métrique riemannienne sur X pour laquelle G 

un groupe d'isométries. 

L'ensemble des points fixes par l'action de G, noté M = xG, est 

une sous-variété de X non nécessairement connexe. Toute composante connexe A 

de xG admet un voisinage tubulaire ouvert invariant R au sens suivant : il 

existe un G-fibré vectoriel différentiable E, de base A, et un difféomorphisme 

équivariant 

tel que la restriction de 3 à la section nulle de E soit l'inclusion de A 

dans il.. 

Puisque G est compact, tout voisinage tubulaire ouvert invariant 

de A contient un voisinage tubulaire T fermé et invariant. T est un voi- 

sinage tubulaire de A dans X au sens de la définition 1 de l'introduction. 
1 

Notons f : X +- X/G = Y la projection de X sur l'espace des orbites 

et N l'image de xG par f. Si xG est connexe et l'action de T, sur X 

G 
est semi-libre, c'est-à-dire libre en dehors de X , l'application 

G 
f : (X,X ) + (X/G,N) est une application cm-stratifiée de fibres (Gy {el). 



14 - c- v d é ; t é ~  à deux ;tr/rria d ' o n b a a .  

L'action d'un groupe de Lie compact G sur une variété différentiable 

X et admettant deux types d'orbites a été étudiée par K. Janich ([433, p. 135). 

Le rattachement des deux fibrés, donné aussi par le morphisme Y, peut s'expli- 

citer comme suit : 

On suppose que X est la réunion de deux variétés M et X-fl, con- 

nexes et admettant chacune un type d'orbite. Notons f : X -+ X/G = Y la projec- 

tion de X sur l'espace des orbites et supposons que l'image de M par f soit 

N = ay. 

M admet dans X un voisinage tubulaire fermé invariant qui est un 

voisinage tubulaire au sens de la définition 1 de l'introduction. L'application 

f : (x,M)' -+ (x/G,N) est une application cm-stratif iée de fibres (G1 ,G2) . 
Le fibré principal associé au fibré : X-TI -t Y-N peut naturel- 

lement être étendu (et compactifié) en un fibré E sur tout Y = X/G. Le fibré 

: M -+ N s'obtient par une réduction o de E I ~  à un groupe structural plus 

petit. La donnée du couple (E,o) détermine non seulement les deux fibrés, mais 

aussi la manière dont ils sont rattachés ; en fait, les classes d'isomorphisme 

des couples (E ,O) classifient ces G-variétés particulières (voir 1431 ) . 

15 - A o ü o m  de s', s3 et des t o n e s .  

Dans tout ce paragraphe, où il s'agit d'action semi-libres de G sur 

G 
X, on suppose que xG et X/G - X sont connexes par arcs et que le svstème 

G 
local formé par Hi(F) (où F est homéomorphe à G) est _ v &  sur X/G - X . 

La suite exacte de Smith-Gysin (proposition 9.1.) et ses corollaires 
I 

s'appliquent au cas d'actions semi-libres de SI et de s3 (groupe des quater- 

nions de norme 1). On obtient : 

1 PtiopoAiLion 15.1.  - Soit î. = S" l'un des groupes S ou s3 ; 

supposons qu'il existe une action semi-libre de G sur une variété différen- 

tiable X et que l'ensemble des points fixes xG soit connexe. Posons 



G v = dirn X/G - dirn X . Dans ces conditions, on a la suite exacte : 

c v h ~ & & e  7 5 . 2 . -  Dans les hypothèses de la proposition 15.1., 

G G 
posons u = dim X - dirn X , si H (X) = O pour p 2 a i ,  alors Hp(X ) = O 

P 
G 

pour p ? a + ~ -  1 et Hp(X/G-X) = O  pour p ? a +  ( P - v ) +  1. 

C~fiV&&e 7 5 . 3 .  (comparer à Bredon 11 , Chapitre III, Théorème 10.9. ) . - 
Dans les hypothèses de la proposition 15.1., on a pour tout entier p : 

m m 

1 dirn H G 
(X ;Q) s 1 dim H (X;Q) + dim H (X/G - xG;g) . 

j =O P-ri+j (n+ 1 1 j =O p+j (n+l> p-(n+I 1 

1 
Par dualité des variétés, on retrouve, pour G = S , le résultat sui- 

vant de Bredon : 

ThévkLme 1 5 . 4 .  (Bredon [II] , Chapitre III, Théorème 10.9. ) . - Si 
H*(x;Q) est de dimension finie sur , il en est de même de H*(X~;~) et 

H*(x/G;Q) et on a : 

Par des démoiistrations analogues à celles de Bredon ( [II], chapitre III), 

la proposition 15.1. permet de montrer, dans le cas de deux types d'orbites et 

avec A = Q, les résultats suivants : 

C o h o ~ & e  1 5 . 5 . -  Supposons qu'il existe une action semi-libre de 
1 

G = S' sur une variété différentiable X et que Hj(X) = O pour tout j impair 

G (respectivement pair), posons p = dirn X - dirn X . Dans ces conditions, on a 

G 
H (X ) = O pour tout j impair (respectivement pair) et : 
j -u 

m m 
G 1 dirn H.(X) = dirn H . 0  ) .  

j =O J j =O J 



k 
Théoirème 75.6.- Supposons que le tore G = T opère sur une n-sphère 

homologique avec deux types d'orbites et sans points fixes. Pour tout sous-tore 

H C Tk de dimension k-1 , notons r (H) l'entier, compris entre -1 et n 

pour lequel xH est une r(H)-sphère homologique. Si H décrit l'ensemble des 

sous-tores de Tk de dimension k-1, on a : 

On a, bien entendu, convenu que l'ensemble vide est une (-1)-sphère. 

Ce théorème a été démontré par Borel dans un cas beaucoup plus général 

(cas de plusieurs types d'orbites et avec points fixes) ( [ 6 ] ;  XIII). 

Les résultats du paragraphe 8 s'appliquent aussi aux actions de S 
1 

3 
et de S . En particulier, on a : 

t?V$ 
LJLii 

Théoirème 1 5 . 7 . -  Il est impossible de construire une action semi-libre 0 
1 3 

de G = S (ou S ) sur une sphère X = srn et telle que xG soit connexe et 

G G 
Hp(X/G-X) = O  pour tout p 3 d i m X - d i m X  - (n+l) ; n =  1 (ou3). 

Théoirème 1 5 . 8 . -  Soit xm une variété différentiable telle que H,(X) = 0, 

1 est impossible de construire une action semi-libre de G = S (ou s3) sur x ~ ,  
G et telle que xG soit connexe et Hp(X/G - X ) = O pour tout 

G p 5 dimX - dimX - (n+l) ; n = 1 (ou 3). 

On trouvera de nombreux exemples des situations précédentes dans [l il 
et [43] notamment. 



La suite spectrale paraît moins bien adaptée à la situation d'actions 

semi-libres de groupes finis que les méthodes du type de la suite spectrale 

de Swan (Comnentarii &fath. Helv. 34 (1960), 1-16). En effet, les hypothèses 

sous lesquelles on peut appliquer la suite spectrale sont, dans ce cas,très 

strictes et les résultats que l'on obtient peuvent être démontrés par ailleurs. 

On obtient par exemple : 

Pi~opob&ion.- Si un groupe fini G opère semi-librement sur une 

variété différentiable X connexe et simplement connexe, telle que xG 
G 

soit connexe par arcs et X/G - X connexe et simplement connexe,alors 

G 
G = Z2 , v = dim X - dim X = 1 et si X/G - xG est contractile 

H (X) - H~(x~) 
P+ 1 

pour 

Démom&c&ion.- Les termes E~ de la suite spectrale, obtenue 
P94 

pour k = v, sont, pour p fixé, tous nuls sauf éventuellement pour 

q = O (voir (33)). La suite exacte (33) s'écrit donc : 

(50) ... - + H  
G G G 

p-V+ 1 ( ~ ) - H ( ~ / ~ - X ; H ~ ( G ) ) ~ H ~ ( X ) + H  P P-v (x) - . . .  

En posant p = O , on en déduit la proposition. 



TRIANGULATIONS ADAPTEES : CONSTRLICTTON APPL ICATIONS. 

La proposition 7 de l'introduction est une conséquence de la comrnuta- 

tivité à homotopie près d'un "grand" diagramme (Page 119). On en construit succes- 

sivement les éléments. Les principales étapes sont : 

- Une construction du cycle Y' : (M) + C(X-M) au moyen d 'un 

relèvement ~articulier p '  : c(-" (M) -+ C(X), (paragraphe 1). 

- Une construction explicite du morphisme s : c(-" ((M) + C(T,T-Pl) 

induisant en homologie l'inverse de l'isomorphisme de Thom (paragraphes 2 et 3). 

- Un équivalent du théorème de Shih pour les fibrés sur fibrés, 

(paragraphe 4) (voir aussi Appendice 1). 

On conclut en montrant l'existence de triangulations adaptées. 

1 - C o m Z 4 u d o n  d u  cyc le  Y ' : c M - c (x-M) . 
O Dans ce paragraphe, (X,M) désigne un espace C -stratifié à voisinage 

orientable et T un voisinage tubulaire de X dans M. On note 

u = dim(X-M)-dim M. 

Le voisinage T et son bord aT sont les espaces totaux de deux 

fibrés de base M associés au même fibré principal, et de fibres respectives 

'L 
D et aD. On peut leur attribuer la même cochaîne fondamentale T .  On a, 

d'après Shih, des équivalences d'homotopie de complexes de chaînes : 
1 

c(T) C(M) 8 C(D) C(aT) 7 C(M) 8 C(aD). 
T 'T 

Les morphismes vT et f T  réalisant cette équivalence passent au 

quotient et définissent une équivalence d'homotopie (Proposition 2.3. du 

chapitre III) : 



D'autre part, aT est un rétracte par déformation de T-M. Le 

morphisme de MDG, r : C(T,aT) -+ C(T,T-M), défini par l'inclusion aT + T-M, 

induit donc un isomorphisme en homologie. 

Enfin, l'homomorphisme d'excision, E : C(T,T-M) -+ C(X,X-M) 

induit un isomorphisme en homologie (Paragraphe 3 du chapitre IV). 

On peut donc écrire le diagramme commutatif de MDG : 

dans lequel, les homomorphismes de la colonne de droite sont des isomorphismes 

en homologie. 

On va construire successivement un relèvement P .  de chacune des 
1 

pro j ect ions 
Pi du diagramme ci-dessus, à l'aide d'un relèv~ment P de la 

O 

sur j ec t ion 
Po dans la suite exacte courte : 



On en dédu i r a  à chaque é t ape  un c y c l e  Y pu i s  un c y c l e  ! = dp - pd 
1 

de Hom (C(X,X-M),C(X-M)) e t  e n f i n  Y ' .  - 1 

( i )  D é t c m n i n d o n  d e  p l  e* d e  à t ' a i d e  d e  po : 

Etan t  donné l e  relèvement 
O 

de po dans l a  s u i t e  exac t e  c o u r t e  (52) 

on d é f i n i t  un relèvement p l  de p l  en posant  : 

En no tan t  Y = dpo - p d e t  Y I  = dT p l  - p l  d T ,  il v ien t  : 
O O 

(53) 
deg x ,lJ 

y +  63 G]) = (-1) x e r o m  + T n ( x  8 pol:Y]) - p l ( ?  n ( x  @ [Y])). 

Pnoposh%on 1 . 1 . -  Le morphisme Y I  i n d u i t  par  l e  relèvement P l  = 1 @ P o  

s a t i s f a i t  à Y l  (x B b]) = (-1) deg x x k3 Yo[y] dans l e s  deux cas  su ivan t s  : 

+ l e  f i b r é  X : T -+ M e s t  t r i v i a l  

+ y. 
e s t  i n d u i t  p a r  un relèvement 

O 
de po commutant à l a  f o i s  

avec l e s  opéra teurs  de dégénérescence e t  l ' a c t i o n  du groupe du f i b r é  minimal 

A : T '  - -+ M a s s o c i é  à X : T -t M. - - 

D é m o ~ n u o n  : Le premier cas  e s t  év iden t ,  puisque dans ce cas l a  

% 
cochaîne fondamentale -r du f i b r é  A : T + M e s t  n u l l e .  

Dans l e  second c a s , l a  d i f f é r e n c e  des  deux d e r n i e r s  termes de (53) e s t  

éga l e  à : 

(54): n ( x  @ poM)-p1( :  n ( x  6, [Y])) = (1 e .( [ ~ ( l e p o ) - p o ~ J  0 ( h l ) ) )  ( ~ ( x ) e [ ~ l )  

t 



avec les notations du paragraphe 1 du chapitre III. Qr = c ( ~ )  0 v où 

a : G x Q -+ Q désigne l'action du groupe G sur la fibre du b-fibré 

X : T'+ - et où V est l'opérateur d'Eilenberg-Mac Lane 

V : C(b) 8 C(o) + C(b x g), défini à l'aide des opérateurs de dégénerescence. 

Dans le cas où 
Po 

commute à la fois avec l'action de 5 et les opérateurs 

- - 
de dégénerescence, il vient a(] 8 po) = pou d'où la proposition. 

Remarquons qu'il est facile de montrer l'existence de relèvements 

cornmutant avec l'action de G ou avec les opérations de dégénerescence mais 

nous ne savons en construire comutant avec les deux. 

Soit p l  le relèvement de p construit en (i) et p' un relèvement 
1 2 

quelconque de la projection pZ : C(T) + C(T, BT) , le morphisme 

est encore un relèvement de p et définit un cycle Y2 = dp2 - p2d de 
2 

Hom (C(T,aT),C(aT)). D'après le corollaire 2.3. du chapitre II, on a : - 1 
T vTy1 = Y2V . 

(iii) DéteuMnetion de p3 et de y3 : 

L'injection canonique ' r : C(T,T-M) -t C(T,aT) est un morphisme 

de MDG de degré O tel que r o 6r soit l'identité de C(T,T-M). Le composé 

p3 = p2 O 1 5 ~  est un relèvement de p : C(T) -+ C(T,T-M) et induit un cycle 
3 

Y3 = dp3 - pgd de Hom (C(T,T-M) ,C(T-M)). D'après le corolilaire 2.5. du - 1 

chapitre II, on a une homotopie : 0 3 : i o Y  - Y J  o r .  
2 3 

(iv) Déitmtinaa5on de p de T : 
F 

Soit C le complexe des chaînes singulières petites d'ordre 



F = {T,X-Ml, notons 6 la projection 6 : C(X,X-M) + C(T,T-M) composée 
E E 

F de la projection canonique IT' : C(X,X-M) + C (X,X-M) et de l'isomorphisme 

F 
C (X,X-M) -+ C(T,T-M). O E est l'identité de C(T,T-M). 

Pour tout relèvement p' de p, le morphisme 

- 
est encore un relèvement de p et définit un cycle Y = dp - pd de 

Hom - ](C(X,X-M),C(X-M)). ~ ' a ~ r è s  le corollaire 2.3, du chapitre II, il vient : 

(v) DéXemLnaLion de Y ' : 

Soit 6 le morphisme composé : 

(formule (22)). On a défini Y '  : c ~ )  + C M )  comme étant le cycle de 

- 
degré -1,  Y' = Y O 6. 

En vertu de la construction précédente, il vient Y' = do' - p'd où 

p 1  : C M  X est égal à : p 1  = E o ( V  
T 

O 
O fr - p;) O (6r o s), 

et on a une homotopie : 

(voir le diagramme (5 1 ) )  . 
1 

2 - Un phetnieh lemme. 

Dans un premier temps, on explicite un morphisme de ?DG, 

s : c(-') (M) + C(T,T-M) induisant en homologie 1 'inverse de 1' isomorphisme 

de Thom. 



On rappelle que s réalise une équivalence d'homotopie de complexes 

de chaînes avec le morphisme t, composé des morphismes de FDG : 

(Proposition 2.3. du chapitre IV). 

Les morphismes E' et T réalisent une équivalence d'homotopie 

E 
entre les complexes de chaînes C et C . On note y un morphisme de MDG 

réalisant avec T une équivalence d'homotopie de complexes de chaînes. Enfin, 

le morphisme i : C(M) + C(T) défini par l'injection (section) canonique réa- 

lise avec X une équivalence d'homotopie de complexes de chaînes. s est alors 

le composé s = E' O y O T' O i. 

Définissons les morphismes de MDG i' : C(M) + C(M) 63 C(D) et 
T 

j' : C(M) 8 C(D) + C(M) 8 C(D,aD) par : 
T T 

Lemn~e 2.7. - Le diagramme suivant est commutatif à homotopie près : 

De plus, le morphisme composé j '  O i' respecte les filtrations 

suivantes de C(M) et C(M) é3 C(D,aD) : 
T 



VémonAR;rlaa%on : La cormnutativité à homotopie près du diagramme est 

évidente. 

La différentielle dT respecte la filtration dé£ inie sur 

C(M) 8 C(DJ D), ceci en vertu de la définition de dT et plus précisément 
T 

% 
du cap-~roduit T n . Celui-ci ne fait, en effet, intervenir sur le terme 

C(M) que l'opérateur de face. 

Pour montrer le respect des filtrations, on regarde comment est 

transformé un simplexe singulier de C(M) par chacun des morphismes de la 

composition fL O 6r O E '  O y O n' O i. 

Soit o un simplexe singulier, élément de c(M') = ~(f-' (N'PI)), 

i(a) est un simplexe singulier de C(T) tel que A(i(o)) = a et 

f O A(i(o)) E c(N(P)). De même, par l'opérateur n' de subdivision bary- 

centrique, on reste dans les simplexes singuliers qui, composés avec f, sont 

dans C(N (P)) . 
E E Le morphisme y : C (T) + C (T,T-M) a été défini ci-dessus 

comme relèvement de n. (Proposition 2.1. du chapitre IV).Comme on raisonne 

sur des chaînes petites d'ordre E (recouvrement de M par des ouverts de 

trivialisation du fibré A : T -+ M), on peut se placer dans le cas d'un fibré 

trivial. Si u désigne la classe fondamentale dans H'(T,T-M) du fibré 

A : T + M, u s'écrit z u v (cup-produit externe) avec z E HO(Pl) et 

v générateur de H'(D,D-{O)) . En notant encore z et v des cocycles re- 

présentant respectivement les classes z et v, le morphisme n est un 
1 

morphisme : 



défini par ~ ( a  8  b) = z.a 8  (v n b) (Proposition 2 . 1 .  du chapitre I V )  . On 
en déduit que T respecte la filtration en c(M') (autrement dit, si la 

première composante de a 8  b est dans c (MP) , il en est de même de son 

image IT (a 8  b) ) . 

Le lemme 3.2 du chapitre III permet de montrer que le morphisme y 

respecte aussi cette filtration. Enfin, par les inclusions E '  et 6r, 

puis par le morphisme fT (qui ne fait intervenir que des opérateurs de face 

dans la composante en C(M)), on obtient un élément de C(M) 8 C(D,aD) dont 
T 

la première composante est dans c(M~). On en déduit le lemme. 

3 - Un ~ Q C O M ~  Lemme. 

En plus des hypothèses énoncées au début du paragraphe 1 ,  on suppose 

que M est l'espace total d'un fibré f : M + N de fibre F et de base un 

espace N muni d'une triangulation simpliciale. 

On note N (P) le p-squelette de la triangulation donnée de N 

% et MP = f-'(N(')) la restriction du fibré f : M -; N à N(P). Enfin T 
O 

% 
et T désignent des cochaînes fondamentales associées aux fibrés f : M -+ N 

et h : T -+ M respectivement. 

P / ~ o p o a ~ o n  3.1.- On peut construire une équivalence d'homotopie 

de complexes de chaînes 

'L lo 
V 81 P(N) 8 c(Fo)] @ C(D) --+ C(M) 8 C(D) ' 

T T -T T 
O 

f 
O 

1 

respectant les filtrations suivantes : 



'LLo DémomRha%lon.- V 8 1 est une équivalence d'homotopie (Lemme 1.2. 

du chapitre III) et respecte les filtrations précédentes (Proposition 3.3. du 

chapitre III). D'après le lemme 3.2 du chapitre III, il existe un morphisme de FIDG, 
AT T 

O 'L O noté f , réalisant avec V 8 1 l'équivalence d'homotopie et respectant 

ces filtrations, d'où la proposition. 

La proposition est encore valable en remplaçant C(D) par C(3D) ou 
a l  

O C(D,aD). Dans chacun des cas, on note f un morphisme réalisant l'équivalence 
T 

'L O d'homotopie avec V 8 1. 

Posons : 

où yl est le cycle de Hom - [c(M) 0 C(D,aD) ,C(M) B ~ ( a ~ g  défini au (i) - - 
L 

du paragraphe 1. 

Lemme 3.2. - Le diagramme suivant est commutatif à homotopie près : 



'L 
De plus, le morphisme composé Y O j" O i" respecte les filtrations 

suivantes : 

'L 
Démom&&on.- Soit T une cochaîne fondamentale associée au fibré - 

A : T -t My on sait que : o ?LO est une cochaîne fondamentale pour 

[K(N) k3 c(F~)] R C(D) et les deux termes de la colonne de gauche (lemme 1.1. 
T0 T 

du chapitre III). La comtativité à homotopie près du diagramme est immédiate. 

Le respect des filtrations pour i" et j" résulte de la proposi- 

tion 3.3. du chapitre III et de la proposition 3.1 ci-dessus. Pour le morphisme 

'L 
Y il suffit de vérifier que, si on a : 

x 63 [y] e F [c(M) €3 C(D, aD)] = c(MP) €3 C(D , aD) 
P 

alors YI (x €3 m) E F [c(M) €3 c(~D)] = c(MP) 8 C(aD). Or, d'après les 
P 

formules (53) et (54) du paragraphe 1, on a : 

deg x 
Y+X B [Y]) = (-1) y. [YI + (1 e ( a ( ]  B po) I))~A(X)-@ [Y]) 

Suivant la première composante du produit tensoriel, c'est-à-dire 

suivant C(M), n'interviennent que des opérateurs bords (par A), d'où le 

résultat. 

4 - Fibtréb am hibtréb . 
Nous revenons à la situation donnée par une application CO- 

stratifiée f : (X,M) +- (Y,N) de fibres (FyFo) pour laquelle (X,M) est un 



O O 
espace C -stratifié à voisinage orientable et (Y,N) un espace C -stratifié 

triangulable. Par définition, il existe un voisinage tubulaire U de N dans 

Y dont l'image réciproque T = f-'(U) soit un voisinage tubulaire de M dans 

X. 

En plus, des notations des paragraphes précédents, on désigne par 

% 
r et des cochaînes fondamentales associées aux f ibrés f : X-M -+ Y-N 1 

et w : U -+ N respectivement. 

Le f ibré f 1 aT : aT 4 aU est restriction du f ibré lx-M 
: X-PI + Y-N 

à au (Propriété 1.8. du chapitre 1), il est isomorphe au fibré induit par 

l'injection i : au -t Y-N. La cochaîne fondamentale de 
'laT 

: aT + au est 

% 
donc la restriction de T à au. 

1 

On désigne toujours par j : C(Y-N) $3 C(F) + C(Y-8) 8 C(F) et 
r 1 

O O 1 1 

BI  : C(Y-U) 8 C(F) t K(Y-U) B C(F) les morphismes définis aux propositions 
= 1 = 1 = 1 

2.2. et 2.3. du chapitre V. Il vient, par définition de f ' : 

Lemme 4.1. - Pour toute triangulation de Y compatible avec aU et - 
O 

Y-U, le diagramme suivant (dans lequel les injections canoniques sont notées i) 

est commutatif : 

i 
c(~T) F c (x-M) 



Notons D' la fibre du fibré w : U -t N. La restriction de w à 

olau : au -t N , est la projection d'un fibré de fibre aD'. C'est 

un sous-fibré de w : U -t N et il admet même cochaîne fondamentale ?'. On a 

un diagramme comrmtatif dans lequel toutes les flèches sont des projections 

de fibrés (Propriété 1.8. du chapitre 1) : 

autrement dit, aT est l'espace total d'un fibré sur fibré de base N 

de deux manières différentes. 

Notons g le morphisme de MDG : 

--r ' hT O 
obtenu par composition g = f O fT1 o 8' O (V 8 1 ) .  

Lemme 4.2.-  Le diagramme suivant est commutatif à homotopie près : 

De plus, le morphisme composé (?" 8 1 )  O g respecte les filtra- 

tions suivantes : 



-1 (PI où auP désigne w (N ) (restriction du fibré w : aU -t N au p-squelette 

de N). 

Démov~-l&a&ion.- On montre d'abord que l'on peut encore écrire 

le diagramme (55) en remplaçant chacun des fibrés par un fibré minimal 

associé (chapitre III). Le leme est alors une conséquence directe de la 

proposition 3.1 ci-dessus et de la proposition 5 de l'Appendice 1. 

Le but de ce paragraphe est de montrer le lemme 3.2 du chapitre V 

que l'on formule ainsi : 

PhopoaXon 5 .7  - (lemme 3.2 du chapitre V) - Soient (Y ,N) un 

O espace C -stratifié triangulable et U un voisinage tubulaire de N dans Y, 

notons w : aU -+ N la projection de aU sur N en tant que fibré et 

posons v = dim(Y-N) - dim N. Le triple (Y,N,U) admet une triangulation 

adaptée, c'est-à-dire compatible avec des triangulations (KI) de N et (K2) 

- 1 de au et telle que, pour tout simplexe O de dimension q de (K,), w ( O )  

soit un sous-complexe de dimension q+v-1 de (Kt). 

On utilisera, pour la démonstration, les lemmes suivants relatifs 

aux extensions de triangulations : 

Lemme 5.2.- ([32], 1341) - Soit Y un espace triangulable et Y' 

un sous-espace triangulable non nécessairement connexe de Y, pour toute 

triangulation simpliciale (K) de Y', il existe un.e triangulation simpli- 

ciale de Y coïncidant sur Y' avec une sous-triangulation ( K ' )  de (K). 

Lemme 5 .3 . -  ([l]) - Soit Y une variété P.L. compacte et Y' une 

sous-variété P.L. compacte de Y, toute triangulation de Y' peut être étendue 

à une triangulation de Y. 



Lemme 5 .4 . -  ([l]) - Soit Y une variété P.L., à bord, compacte, 

toute triangulation du bord de Y peut être étendue à Y. 

Lemme 5.5. - Soient (Y ,N) un espace CO-stratif ié triangulable 

et U un voisinage tubulaire de N dans Y. Posons v =  dim(Y-N) - dim N. 

On peut construire des triangulations (KI) et (K2) de N et aU respec- 

tivement, telles que, pour tout simplexe a de dimension q de (KI) , 
- 1 

w (O) soit un sous-complexe de dimension q+v-1 de (K2). 

~ ~ O ~ * i i ~ ~ n . -  On appelle (KI) une triangulation simpliciale de 

N assez fine pour que tout simplexe de (KI) soit contenu dans un ouvert de 

trivialisation du fibré w : aU + N. On construit (K2) au-dessus des squelettes 

de dimensions successives de (KI) : 

Au-dessus de tout sommet x de (K ), on se donne une triangulation 1 
- 1 de la fibre w (x). 

Supposons construite la triangulation de aU au-dessus de (q-1)- 

squelette de (KI) . Au-dessus de tout simplexe o de dimension q de (KI), 

- 1 
le fibré w : au + N est trivial, w (a) est homéomorphe à une variété produit 

dont le bord est triangulé. D'après le lemme 5.4., il existe une triangulation 

- 1 
de w (a) compatible avec la triangulation de son bord. 

On obtient ainsi une triangulation (K2) de au. Comme la fibre 

de w : au + N est de dimension v-1 (Propriété 1.2 du chapitre I), pour tout 

- 1 
simplexe a de dimension q de (K ), w (a) est un sous-complexe de 1 

dimension q+v-1 de (K2). 

Vémom*iiation de La p h a p o 6 ~ 0 n  5.7.- Nous la faisons dans le cas 

non nécessairement compact. Si Y et N sont compacts, le lemme 5.3 simplifie 

plusieurs passages de la démonstration. 



On se donne une triangulation (Kt) de U compatible avec une 

triangulation de N et satisfaisant à la condition suivante : 

Tout simplexe a de (K') ayant au moins un sommet dans N ne 

rencontre pas au. 

Ceci peut se faire en prenant arbitrairement une triangulation ( K i )  

de N que l'on étend à U en une triangulation compatible avec une subdivision 

(KI) de (K') (lemme 5.2). Afin de satisfaire à la condition ci-dessus, on 
1 

subdivise au besoin la triangulation de U. 

En prenant au départ, pour (K;) , une triangulation assez fine pour 

que chaque simplexe soit contenu dans un ouvert de trivialisation du fibré 

w : aU + N , il en sera de même de (K ) .  On construit alors, comme au 
1 

lemme 5.5, une triangulation (K2) de aU telle que, pour tout simplexe de 

- 1 
dimension q de (KI), w (O) soit un sous-complexe de dimension q+v-1 

Notons V l'ensemble des simplexes fermés de (K') dont au moins 

un sommet est situé dans N et V' le sous-complexe de V composé des 

simplexes de V n'ayant pas de sommet dans N. V' ne rencontre pas au. 
O 

On sait construire une triangulation (K) de Y-V compatible avec une 

sous-triangulation de V' sur V' et de (K2) sur au. 

Soit a un simplexe de V et a' la partie de a située dans V'. 

Pour tout sommet a de a situé dans N, on joint a aux sommets de la 

sous-triangulation de a' (en faisant d'abord cette construction dans un 

simplexe type de R~ homéomorphe à a). On obtient ainsi une sous-triangulation 

de V compatible avec (KI) sur N. La réunion de cette triangulation sur V 

et de (K) sur Y-V fournit une triangulation, encore notée (K), de Y 

satisfaisant à la proposition. 



O Lemme 5.6.- (Lemme 4.2du chapitrevn - Pour tout espace C -stratifié 

triangulable (Y,N) et tout voisinage tubulaire U de N dans Y, on peut 

construire une triangulation cellulaire (D) de Y satisfaisant aux conditions 

suivantes : 

O 
i) (D) est compatible avec une triangulation (K2) sur aU = U-U , 

ii) toute cellule de (D) est transverse à N au sens suivant : 

il existe une triangulation (KI) de N telle que, pour toute q-cellule 

o de (D) , oq fl N soit un sous-complexe de dimension q-v de (KI ) . 
- 1 

iii) pour tout q-simplexe s de (KI) , w (s) est un sous-complexe 

de dimension q+v-1 de (K2). 

iv) toute cellule de (D) est contractible. 

Démom;Drcr;tion.- On considère d'abord une triangulation (K') de 

Y compatible avec une triangulation de N, assez fine pour que tout simplexe 

situé dans N soit contenu dans un ouvert de trivialisation du fibré 

w : au += N et pour que tout simplexe de (KT) ayant un sommet dans N 

O 
soit entièrement contenu dans U. 

On appelle (Dl) la triangulation cellulaire duale de (K') 

construite à l'aide d'une subdivision barycentrique de K .  (Dl) satisfait 

à (ii) et (iv). La réunion des cellules fermées de (Dl) qui rencontrent 

N est notée Di. Dans le complexe cellulaire Di, certaines cellules ne 

rencontrent pas N, on note leur réunion Dl et Dy = Di - Dl. Dl est le 
bord de Y-Dy. La restriction de la subdivision barycentrique de (K') à 

Dl est notée (Kr'). 

On appelle (KI) la restriction à N de la subdivision barycentrique 

de (K') et (K ) une triangulation simpliciale de aU construite à partir 
2 

de (KI) (lemme 5.5) et satisfaisant à (iii). On construit alors, d'après le 

lemme 5.2, une triangulation simpliciale (K) de Y-D] compatible avec une 



sous-triangulation de (Kt') sur D l  et de (K2) sur au. 

La réunion des cellules de (D') contenues dans D; et des 

simplexes de (K) fournit une triangulation cellulaire (D) satisfaisant 

aux conditions de l'énoncé, d'où le lemme. 

On rappelle que ?' désigne une cochâine fondamentale associée au 

fibré w : aU -t N, de fibre aD'. Etant donnée une triangulation adaptée 

au triple (Y,N,U) , notons 5 le morphisme de MDG obtenu par composition : 

- - 
dans laquelle 6 réalise avec l'injection canonique a : K(aU) -+ C(aU) 

une équivalence d'homotopie de complexes de chaînes et i est induit par 
O 

l'injection canonique de aU dans Y-U. 

P&opoah%on 5.7.-  Soit (K) une triangulation adaptée au triple 

(Y,N,U) , on a : 

DérnomR/raLion. - ' envoie K(N(P)) 8 C(aD1) dans c(alJP) 

(Proposition 3.3 du chapitre III). Le lemme 3.2 du chapitre III permet de 
- 

montrer que 6 envoie c(auP) dans K(auP). Enfin, la triangulation (K) 

étant adaptée au triple (Y,N,U) , auP est un sous-complexe de dimension 

p+v-1 de la restriction de (K) à au. On en déduit K(auP) c K((aU) (p+v- 1 1 1 

et la proposition. 



O 
Soit (X,M) un espace C -stratifié à voisinage orientable, 

(Y,N) un espace CO-stratif ié triangulable et f : (X,M) + (Y,N) une 

application CO-stratif iée de fibres (FyFo) . On note U un voisinage 

tubulaire de N dans Y et (K) une triangulation adaptée au triple 

(Y,N,U). Avec les notations des paragraphes 2, 3 et 4, on définit un morphisme 
n O 
Y : K(N) O C(Fo) +- K(Y-U) 63 C(F) par la composition : 

7 'r 
O 1 

(voir le diagramme page 119). Le morphisme Y étant celui défini 

en (25) du chapitre V, on a : 

n 

P t r o p o h X o n  6 .1 . -  Les morphismes Y et Y sont égaux à homotopie 

près (autrement dit, le "grand" diagramme commute à homotopie près). 

VémonA&a&ion.- Ceci résulte des (ii), (iii) et (iv) du paragraphe 1 

et des lemmes 2.1, 3.2, 4.1 et 4.2 ci-dessus 

A 

P t r o p o b ~ o n  6 .2 . -  Le morphisme Y satisfait à : 

VémonA&a&ion,- La proposition est une conséquence de la proposition 3.1 

du chapitre III, des lemmes 3.2 et 4.2 et de la proposition 5.7 ci-2essus. 

La proposition 7 de l'introduction (proposition 3.3 du chapitre V) 

est une conséquence directe des propositions 6.1 et 6.2. 





FTBRES SUR FIBRES EN THEURIE SEMT-SIMPLICIALE. 

La plupart des notations employées dans cet appendice lui sont 

particulières . 

On se propose d'étudier les relations entre les fonctions tordantes 

d'un fibré sur fibré. La proposition 5 sert, dans le paragraphe 4 du chapitre V I I ,  

à établir certains résultats concernant le respect de filtrations. 

7 - V é d i W o ~ d  p ~ é h i n u i t a  [53 . 

On rappelle ici quelques définitions classiques dans le but de 

préciser les notations utilisées par la suite. 

Pour tout ensemble simplicial Ky l'ensemble des p-simplexes 

sera noté K . 
P 

* 
On définit la catégorie A dont les objets, notés An, sont 

les suites d'entiers 
An 

= (O,l, ..., n), n 2 O , et les morphismes,les 

applications croissantes (au sens large) l.~ : Am + An. 

On utilisera les morphismes 6i : An-, + A n  et a. : An+] -t An , 
1 

O 6' i < n , définis comme suit : 

Védih%&bn 1 . - L' ensemble simplicial A [n] , n-ème modèle classique 

de la théorie semi-simpliciale, est défini par : 



les opérateurs face a. : (~[n]), + (~[n]),-~ 
1 

et dégénérescence 

si : (~[n]) + (~[n]),+~ étant donnés par : m 

Les opérateurs 6. et o. induisent des applications simpliciales : 
1 1 

Si : A[.-l] - ~[n] o .  : A [n+ 11 - A [n] 
1 

En identifiant A E Hom(Am,An) avec son image A(Am), on note 

encore An E ~([n])~ l'élément A = identité de A . On rappelle que si K 
n 

est un ensemble simplicial et x un élément de K il existe une et une 
n - 

seule application simpliciale x : ~[n] + K telle que ;(A ) = x. Si 
n 

ai désigne également l'opérateur face de l'ensemble simplicial Ky 

D é ~ i m X L o n  2.- Si p : E + B et f : A + B sont deux applications, 

f 
on définit : E = {(x,a) 1 p(x) = f(a)}c E x A et les applications : 

Le diagramme commutatif : 

est appelé ~roduit fibré de p et f, et pf est appelée application 

induite de p par f. 



P é & i w a n  3.- Soit F un ensemble simplicial donné, une application 

simpliciale p : E -+ B est appelée fibre de fibre P si p est surjective 

et si pour tout b E Bn, il existe un isomorphisme a(b) rendant commutatif 

le diagramme suivant : 

- r, 

a (b )  b 
P x A [n] -E 

b 
+ E 

Y j: 
06 p est l'application définie par p (£,II) = u , pour tout f e F et 

u A [n] . 

On appelle atlas du fibré, la donnée des isomorphismes 

% 
{~(b) 1. D 6 f  inissons B(b) : F x b[n] -+ E par la composition B(b) = b O a(b), 

les données (a(b)} et I~(b)1 sont donc équivalentes. 

G étant un groupe simplicial, on renvoie à [5] pour la dcfinition 

des G-atlas, des G-fibrés et des fonctions tordantes. Dans toute la suite, on 

dira G-atlas pour G-atlas régulier au sens de [5], I V ,  lemme 2.5. 

h 

Soit p : Y + B  un G-fibré principal. Si G opère à gauche sur 

l'ensemble simplicial F, on note F x Y le quotient de F P par 
G 

la relation d'équivalence suivante : 



Dé@&on 4 . -  Le G-fibré de fibre F associé au fibré principal 

(5 

p : Y + B est le fibré p : F x Y + B défini par p(f,y) = 
G 

CI 

Notons E  = F x Y , si (a(b)) désigne un G-atlas du G-fibré 
CI 

G 
principal p : Y -+ B , on définit un G-atlas de p : E  + B par 

B(b)(f,u) = [f, i(b)(eq,u)] où U E  (~[n])~, b E Bn , f r F , e est 
q q 

l'élément neutre de G et où le crochet signifie que l'on prend la classe 
q 

d'équivalence pour la relation (56). 

Réciproquement, si {a(b)) désigne un G-atlas de p : E -t B , 

on choisit pour tout (f ,u) c (F x A Ln] ) un représentant (f ' , y )  de x = 6 (b) (f ,u) 
q 

dans F x Y. On définit un G-atlas du G-fibré principal auquel est associé 

n 

p :  E + B  enposant B(b)(eq,u) = y .  g (où g .  f =fl). 

D'autre part, on sait que tout G-fibré simplicial p : X -+ B 

de fibre F peut être identifié à un produit cartésien tordu F x B au 
T 

moyen d'une fonction tordante T. Tous les G-fibrés associés à un même 

G-fibré principal admettent même fonction tordante T dès que l'on se donne 

des G-atlas définis comme ci-dessus à partir d'un même G-z.tlas du fibré principal 

2 - V E ~ h n i A o n  d'un 6LbhE bWL dhbhE (voir 181, P .  478). 

Soit p : X + B un G-fibré de fibre F, on suppose que la fibre 

F est la base d'un G1-fibré .rr : E + F de fibre F' et que G est un 

C I n  

groupe d'automorphismes du G1-fibré principal IT : E + F auquel est associé 

I T :  E - t F .  

Cela signifie qu'il existe un homomorphisme de G dans le groupe 

A 4. 

des homéomorphisrnes de IT : E + F qui commutent avec l'action de G'. 

CI 

On note g l'image de g E G par cet homomorphisme. Les homéomorphismes 
n CI 

induits sur F (en tant que base de IT : E + F) sont ceux qui définissent 

l'action de G sur F dans le G-fibré p : X + B. 



L'homéomorphisme 1 x g : F' x Ê -+ F' x Ê est compatible avec la 

relation d'équivalence qui définit E = F' x Ê . G est alors un groupe 
G' 

d'homéomorphismes de E qui connnute avec IT. 

On peut définir un G-fibré w : T -t B de fibre E ,  associé au 

CI CI 

même G-fibré principal p : X -+ B que le G-fibré p : X + B , en posant 
CI 

T = E x X. Comme l'action de G sur E commute avec T ,  IT induit une 
G 

application A : T -t X rendant connnutatif le diagrme : 

où les flèches verticales sont les projections canoniques sur le quotient. 

.. 
Les opérations de G et de G' sur E commutent, l'espace 

CI L I C I  

E x X = Z  peut être considéré comme espace d'un G'-fibré principal de 
G CI 

base X, l'action de G' sur Z étant définie par l'action de G' 

CI 

sur E. 

On a un isomorphisme : 

F' x ( Ê x ? )  = (F' x Ê) x g  
G ' G G' G 

et A : T -+ X est un G1-fibré de fibre F' associé au G'-fibré principal 

Dans les paragraphes suivants, on construit, pour le fibré sur 

fibré défini ci-dessus, des fonctions tordantes , r '  et T" telles que 

l'on ait un isomorphisme : 

F' x (F x B) = (F' x F) x B 
T" T T' T 

et on établit les relations existant entre ces fonctions tordantes. 



3 - €;tude d u  W d'un &Lbhé AWL 6.ibhé. 

Soit {a(b)) un G-atlas du G-fibré p : X -+ B de fibre 

F et {a(£)) un G'-atlas du G'-fibré T : E -+ F de fibre F'. 

On définit, en fonction de {a(b)) et {a(£)), des atlas pour les 

fibrés w : T -t B et A : T -+ X. 

A l'aide du G-atlas {a(b) 1 ,  on sait construire un G-atlas 
Ci CI 6 

{a(b)) pour le G-fibré principal p : X + B auquel est associé p : X -t B .  

On définit alors un G-atlas {a'(b)) pour le G-fibré w : T -+ B comme 

suit : 

Pour tout b E Bn , on définit B1(b) : E x ~[n] -+ T par : 

6' (b) (y,u) = [y, (eq,u)] 

où y e E , u E (~[n])~ , eq est l'élément neutre de G et où le crochet 
q 4 

signifie que l'on prend la classe d'équivalence pour la relation (56). 
e 

a' (b) : E x ~[n] + Tb est donc défini par a' (b) (y,u) = [(y, B(b) (eq,u)), U] . 

Du fait que l'action de G comute avec T, il vient : 

Lemme 1 . -  Les atlas {a(b)) et {at(b)I sont liés par la 

relation : 

autrement dit : A O B1(b) = B(b) 0 (Txl). 



Il s'agit, pour tout x de Xn, de définir un isomorphisme 

- 
a(x) : F' x A[nJ -+ T 

X 

dont la restriction à ~ [ d  soit l'identité. 

Etant donné x E Xn, il lui correspond un élément unique b de 

Bn tel que b = p(x) et un élément unique f de Fn tel que 

(f ,An) = (a (b))-' (,,An). On en déduit le diagramme commutatif suivant : 

où p2(f1 ,u) = u pour tout (f' ,u) c F' x ~[n] et où D désigne l'application 

diagonale. 

- 
Lemme 2 . -  x coïncide avec la composition O a(b) O (?xi) O D. 

DémavuX4aR;ion.- Il suffit de montrer que l'image de A par 
n 

l'application composée est x, ce qui est innnédiat. 

- - 
L m e  3. - ef est isomorphe à T ~ .  

Démanb&ation.- On va montrer que a' (b) réalise cet isomorphisme. 



e t  a ' ( b )  : E x A [ ~ J  .r T~ e s t  un isomorphisme. 

S o i t  (y ,u)  E E x ~ [ n ] ,  on note  t = ~ ' ( b )  (y ,u ) .  

- - 
a l ( b )  e s t  donc une a p p l i c a t i o n  s i m p l i c i a l e  de  Ef dans T ~ ,  

e l l e  e s t  i n j e c t i v e .  Reste  à montrer  l a  s u r j e c t i o n ,  

- 
S o i t  ( t , u )  c T~ , on a  A(t) = x ( u )  , donc : 

- 
b 

e t  ( t , u )  E T . Notons (y,u)  = ( a l (b ) ) - I  ( t , ~ ) .  Il s ' a g i t  de  montrer 

- 
que n  (y) = f  (u) . En v e r t u  d e  (57) ,  il v i e n t  : 

a ( b )  (n (y ) ,u )  = (A( t ) , u )  = (X(u) ,u) .  Mais on a  a u s s i  

a ( b )  ( f  (u) ,u)  = (X(u) ,u)  e t  a ( b )  e s t  un isomorphisme, on v o i t  que - 
n(y)  = Z(u) d'où (y,u)  E Ef e t  l e  r é s u l t a t .  

YtropaaL4ion 1 .  - Soient  x  E X b  - p(x)  e t  £ c Fn t e l  que 
n  

(f ,An) = (a (b) ) -1  (x,A,) , l a  f a m i l l e  {a (x )  I d é f i n i e  par  : 

détermine un a t l a s  d e  A : T -t X. 

V é m o m W o n . -  Au vu des  lemmes précédents ,  l a  composition 



est un isomorphisme. D'autre part, sa restriction à ~[n] est l'identité 

puisque : 

Rematrque 7.- Cette dernière égalité montre que la famille 

{B(x)} correspondant à {a(x)} et telle que B(x) : F' x ~[n] - + T est 

définie par : 

où x exn, b E Bn, f E Fn, f' E F et U E   AL^)^. B(X) n'est autre 
9 

que la composition des applications figurant dans la ligne horizontale 

supérieure du diagramme (58). 

4 - Etude d a  donctionn .totrdan.ta d'un dibtré autr dibtré. 

Les hypothèses étant celles du paragraphe 2, nous précisons 

ci-dessous les notations employées : 

p : X -+ B est un G-fibré, de fibre F, d'atlas {a(b)) et de 

fonction tordante T : B + G . 

T : E -+ F est un G1-fibré, de fibre F', d'atlas {a(£)) et de 

fonction tordante T' : F + G' . 

w : T + B est un G-fibré, de fibre E, d'atlas {al(b)) défini ci-dessus 

et de fonction tordante -r"' : B + G 

X : T + X est un Gr-fibré, de fibre F', d'atlas {a(x)) décrit dans la 

proposition 1 et de fonction tordante T" : X -t G' . 



Rappelons la définition de la fonction tordante T : 

Soit a (b) l'isomorphisme défini par la commutativité du diagramme : 
O 

'L 
On définit ~(b) comme étant l'isomorphisme rendant commutatif 

le diagramme suivant : 

F x A [n- 1) 

La fonction tordante T du G-fibré p : X + B , associée à l'atlas 

'L 
Ia(b)) , est déterminée par (~(b) , (f,u), u) = ~(b) (f ,u) . 

PhOpOb&On 2.-  Les atlas du fibré sur fibré étant ceux définis 

ci-dessus, on a T = T'" . 

Démonn~&an.- Les fibrés p : X + B et w : T + B sont deux 

A CI 

G-fibrés associés au même G-fibré principal p : X -+ B. La proposition 

découle de la remarque faite au paragraphe 1. 



Soient  x  c X e t  b = p(x ) ,  on détermine f e t  f o  par  : 
n 

'b 
Déf in issons  pour t o u t  x  l e  morphisme ~ ( b , f )  par  l a  

composition : 

Nous a l l o n s  montrer ,  dans l a  s u i t e  du paragraphe,  l e s  r é s u l t a t s  s u i v a n t s  : 

'L 

Lemme 4. -  Pour t o u t  x  E Xni  r ( b , f )  e s t  un isanorphisme de 

F'  X A [n] dans lui-même. 

PxopoaiXion 3 . -  Les a t l a s  du f i b r é  s u r  f i b r é  é t a n t  ceux 

d é c r i t s  au paragraphe 3,  l a  f o n c t i o n  t o r d a n t e  .cl1 : X += G' du G1-f ibré  

h : T -t X e s t  d é f i n i e  par  : 

pour t o u t  x  € Xn , b = p(x )  e t  f  dé£ i n i  en (59). 

La démonstrat ion d e  l a  p ropos i t i on  va  c o n s i s t e r  à c a l c u l e r  

9 r  I (x) = (a(aox))- '  0 aO(x)  où a (x )  e s t  dé tenniné  pa r  l a  p r o p o s i t i o n  1 . 
Pour c e l a  , on c a l c u l e  successivement a(aox)  e t  a  (x) ,  pu i s  on d é f i n i t  

O 

'b 
les isomorphismes r ( b , f )  (lemme 4 ) ,  e n f i n  on démontre l a  p ropos i t i on .  



4.'7. - cdcuR de d a  XI.- 
O 

Par définition (proposition l ) ,  on a : a(aox) = al(bo) O 

où bo = p(a0x) = a b et fo E Fn-] 
O 

est donné en (59). Mais 

d'où 

£ 
O 

Lmme. 5 . -  al(a b) est un isomorphisme de E 
aoX 

sur T . 
O 

£ 
Dém0nbfiation.- Soit (y,u) E E OC E x ~[n-11, on a : 

en notant t = B1(a0b) (y,u) . Il vient : 

- 
d'après le leme 6 ci-dessous. Les applications simpliciales a x : ~[n-1] + X 

O 
- 

et f3(aob) O :(b) O (aof x 1) O D : ~[n-1] + X coïncident pour u = A n-1 ' 
- 3-z O 

elles sont donc égales. On a : X(t)=aox(u)donc,(t,u)~T .Demême 

qu'au lemme 3 on montre la surjection. 

Lemme 6.- Le diagramme suivant est comutati£ : 

A [n- 11 



4 . 2 .  - Calcul  de a (x) .- 
O 

Par définition, ao(x) est l'isomorphisme 
ax 

aO(x) : F '  x ~[n-11 -t T O rendant commutatif le diagramme suivant : 

On sait que a(x) = al(b) O a(f) et on a les diagrammes 

commutatifs : 

a' (b) 
- 

E x A [n] t T 
b 

ao(x) est donné par la proposition ci-dessous, conséquence directe 

des deux lemmes qui la suivent : 

P h o p u n a o n  4. - ao(x) est le composé des isomorphismes : 

- - 
Lemme 7.- La restriction de aA(b) : E x ~[n-1] -+ T  aob à E 

aof 

aox est un isomorphisme sur T . 

Démo~. t i&on . -  On sait déjà (lemme 3) que la restriction de .. - 
f 

- 
a'(b) : E x A[n] -+ T~ à E est un isomorphisme sur T ~ .  I l  suffit de 

montrer la commutativité du diagramme suivant : 





Lemme 8.- Le diagramme suivant est commutatif : 

4 . 3  . - ûé~ini$ian de S(b, f )  .- 
La situation présente est un cas particulier d'une situation plus 

générale que nous étudions en premier lieu : 

a) C a  d'un dibké p ~ n c i p a l .  

A 

Soit IT : P + F un G'-fibré principal pour lequel on s'est 
CL 

donné un G'-atlas (a(£)) . Soit G un groupe d'automorphismes de 
CL C* 

IT : P -t F . On a un homomorphisme g g de G dans le groupe des 
.. 

homéomorphismes de IT : P + F qui commutent avec l'action de G'. 

- 
Si f E F on définit if : A[*] + F comme étant l'unique 

n - 
C* CL 

application simpliciale telle que gf (A ) = gf. L'application 
- -X- n - g f CL C* 

g x l  : pi + P  est un isamorphisme puisque g : P + P  et g : F + F  

le sont. On en déduit donc, pour tout couple (g,f) e G x F, un isomorphisme : 

il dépend a priori de f .  

b )  C a  d'un Bibké dc560~ié à un dibt~é pfr,in&pal. 

Soit IT : E + F un G1-fibré de fibre F', associé au G1-fibré 
A CL 

principal .rr : P -t F. Soit G un groupe d'automorphismes de n : P + F. 

On définit une opération de G comme groupe d'homéomorphismes de 

.rr: E + F par : 



A 

1 x g :  F' xP-+F1 x P  

CI 

D'autre part, la donnée d'un G1-atlas {â(f)) de ?r : P -t F 

détermine un G1-atlas de T : E -+ F (paragraphe 1). 

On note toujours le passage à la classe d'équivalence de la 

relation (56)par un crochet. Dans le diagramme : . 

'L 
1' image par 1 

xlJ(g,f) 
d'une classe représentée par un élément (fl,e,u) 

(avec e élément neutre de G') est la classe de : 

'L 

(l %,£) 
1 (fl,e,u> = (f', 

Q(g, f) 
(e,u>, u) 

c'est-à-dire la classe de 
( J ) ( g ,  f 

(e,u) . f', e,u) . 

Définissons les applications : 

par : 

~ ( f '  .u) = [fl,(eq,u)] v(x,u, = [fi > (y,u)-j 

où f' c F' , u c (~[n])~, eq est l'élément neutre de G' , x c E , 
4 =l 9 

y E P et où (£;,Y) représente x E E dans P'  x P. Ces applications 
q 

- 1 
sont des isomorphismes. On a a(£) ( f '  ,u) = v [f, â(f) (eq,u)] . Le diagramme 
précédent s'identifie donc au diagramme : 



11 v i e n t ,  pour t o u t  g E Gn e t  t o u t  f e Fn , un isomorphisme 

% 
t e l  que : Y ( g , f )  ( f  ' , u )  = 

( % , f )  
( e , u >  . f l , u >  

Dans l e s  hypothèses  du débu t  du paragraphe ,  l e  groupe s i m p l i c i a l  

G e s t  un groupe d 'automorphismes du f i b r é  p r i n c i p a l  auquel  e s t  a s s o c i é  

l e  f i b r é  T : E -+ F. Pour t o u t  b E Bn, on a ~ ( b )  E Cn ,. On p e u t  a p p l i q u e r  - 
l a  c o n s t r u c t i o n  p récéden te  a v e c ,  e n t r e  a u t r e s ,  pour  f s Fn e t  g = ~ ( b )  : 

a f 
O f 

Il  v i e n t  un isomorphisme Cl x ~?b) x IJ : E -t E 
O qu i  

'L 
n ' e s t  a u t r e  que ~ ( b ) . E n  e f f e t ,  p a r  l e s  lemmes 5 e t  7 ,  le d i a ~ r a m m e  s u i v a n t  commute : 

1 a: (b) - 1 aob ( a 1  (aob) ) -1  
E x A Ln-i] * T E x A ln- 11 

\ 
'L 
.r (b)  



'L 
-c(b,f) = ? 

( T  (b), aof) 
est un isomorphisme de F' x A [n-11 dans lui-même. 

Il est égal à 

On en déduit le lemme 4. 

4 . 4 .  - DErna~nZkaCLon d e  l a  phoponiAion  3 .  - 

% - 1 
Par dé£ inition, ~"(x) est égal à (a(aox)) 0 no(x), où 

a(aox) = a t  (aob) O a(£,) et ao(x) = aA(b) O no(£). Il vient donc : 

'L ~"(x) = (a(fo))-' O (a' (aob))-l O aA(b) O a , (£ )  

= (a(fo))-' o :(b) o a(aof) o T l ( £ )  
% % 

= ~(b,f) O ~'(f) d'où la proposition. 

5 - Une p4op"iéZé d u  Qibhéi  i u h  d ibh&a.  

Soit IT : E + F un f ibré de fibre F '  sur le fibré p : X -k B 

de fibre F, les fonctions tordantes étant celles du paragraphe précédent, 

on a des isomorphismes : 

C((Ft x F) x B) 2 C(E x B) 2 C(T) 2 C(Ft x X) 2 C(F1 x ( F  x R ) )  . 
T ' T T Ttt Tif 7 

Ces isomorphismes respectent toute filtration F (B) = B(P) de 
P 

l'ensemble simplicial B, on a donc : 



P k o p o i ~ o n  5.- Les complexes de chaînes : c((F' x F) x B) 
'r ' T 

et C(F' x (F x 3)) sont isomorphes. De plus, si F (B)  = 3 
T 

(1') est une 
P 

filtration de B, l'isomorphisme respecte les filtrations suivantes : 



Cet appendice est un résumé d'un travail portant le même titre et 

publié aux Publications internes de l'UER de Mathématiques de l'université de 

Lille 1, no 100. On renvoie à cette publication pour le détail des démonstra- 

tions. 

L'objet de cet appendice est de montrer l'existence d'un isomorphisme 

de Thom en homologie de Borel-.Moore. Les notations sont celles de [ 9 ] ,  [10] et 

r271 

On se fixe une fois pour toutes un anneau principal A. Tous les 

faisceaux considérés sont des faisceaux de A-modules. Les espaces sont locale- 

ment compacts. On note f : X -+ Y une application continue et i : A -+ X l'in- 

clusion d'un sous-espace localement fermé de X dans X. Les familles de sup- 

ports ( Q , , . )  sont des familles de supports au sens de Cartan (paracompac- 

tifiantes). c désigne la famille de tous les compacts de X. 

* 
Pour tout espace X, F X désigne la résolution sirnpliciale de 

* 
Godement du faisceau constant A sur X ([26] ; Chapitre II, 6.4.) et X 

la résolution injective canonique du faisceau constant A sur X [91. 

Pour tout faisceau f sur X et pour toute famille 9 de supports 

sur X, r ( F )  désigne l'ensemble des sections de f dont le support est un 
Q, 

élément de la famille Q,. 



a )  en cohamalagie. 
* 

Notons i(F A) le faisceau de base X, image directe de F*A par i 

* 
([26] ; Chapitre II, 2.12.) et le faisceau de base X, noyau de l'homo- 

morphisme naturel 

Les groupes de cohomologie relative ( [IO] ; II, 12) sont définis 

par : 

* 
L'image directe de M par f relativement à une famille I/J de sup- 

ports sur X (c'est-à-dire le préfaisceau U -+ > (1271 ; 3.7.)) 

?k X 
est un faisceau de base Y, noté fd14 . Comme M est un faisceau flasque 

?k 
O ; II, 1 2 ,  fydl est 4-acyclique ([27] ; lemme 3.7.1.). 

Le faisceau de Leray, en cohomologie, de f niodulo f relativement I A 
à et à coefficients dans le faisceau constant A est le faisceau dérivé du 

?k 
faisceau fdl.l*, on le note H$(f ,f IA;n). 

Considérons le complexe double 

Théatème 1 . -  La suite spectrale du complexe double c*'* est la 

suite spectrale de Leray (en cohomologie) de f modulo f I A à coefficients 

dans le faisceau constant A : 

b )  en homala,qie de Bot&-llaatre. 
* 

Notons D*(I X) le faisceau différentiel gradué, dual de I*X [ 9 ]  . 



C'est un faisceau flasque et sans torsion. 

Soit A un faisceau de base X, les groupes d'homologie de Borel- 

Maore de X relativement à la famille $ et à coefficients dans le faisceau 

A sont,par définition, les groupes : 

* 
L'application naturelle a : 1 A) + D,(I*x) est une injection 

et son conoyau, noté N*, est sans torsion ([9] et [IO] : V, 5). 

Les groupes d'homologie relative sont définis par : 

$ H (x,A;A) = H ( r  (N* 8 A)). 
P P $ 

Le faisceau de Leray, en homologie, de f modulo f relativement 

à $ et à coefficients dans le faisceau est le faisceau dérivé de 

f$(N* 8 A), on le note ff:(f ,flA;A). 

Considérons le complexe double 

En se servant du fait que la résolution f (N* 8 A) est $-fine 
'4 

([10] ; II, Théorème 9.12.) donc $-acyclique, et de l'isomorphisme de dualité 

des variétés ( 11 51 ; exposé 20), on montre : 

Théoirème 2.- Si Y est une n-variété homologique (n-hmA de [9]) 

orientée, la suite spectrale du complexe double B est la suite spectrale 
* Y *  

de Leray (en homologie) de f modulo f à coefficients dans le faisceau A. 

On a : 

E~ (B) = H (Y;H'(££ A -> Hm(') (X,A;A). 
P Y ~  P 9 P+q-n 



2 - Cap-pt~odLLi;tn. 

a )  Cap-pnoduLt a b a o l u .  

Borel et Haefliger ([7], voir aussi [IO] ) ont défini, dans le cas 

absolu, un cap-produit : 

X 
comme suit : en étendant la multiplication dans F X en un morphisme de réso- 

* 
lutions F*X 63 I*X -+ 1 X, on obtient un accouplement 

et, pour tous faisceaux A et 8 sur X, une application bilinéaire : 

satisfaisant à 

b )  Cap-pt~oduLt t r e . & & L ~ .  

D*(I*A) est un faisceau différentiel gradué, c-mou et sans torsion 

[9] . On a donc un isomorphisme : 

* 
i c (D*(I*A) 8 F*A) s ic(D+(l A)) e ~ ( F ~ A )  

( [IO] ; V, lemme 4.2 .). On en déduit un accouplement (voir (63)) 

* 
i (D*(I*A)) e ~(F'A) -+ ic(Dt(l A)) . h ~ '  c 

" 
Il satisfait à : h(a*(a) 8 b) = al(hA(a 8 a (b))), 

pour tout a r ic(o,(z*~)) et b E F*X. 

Notons B* 1 ' injection canonique 

B* : E.!* + F*X 



et B, la surjection canonique : 

Si a' c NI, b' E M* et si a est un élément quelconque de 

* D,(I X) tel que B*(a) = a', on pose h'(a' B b') = Bl(h(a B ~ * ( b ' ) ) ) .  

Ptropoa&Lon 7 .- h' est une application bilinéaire bien définie 

On en déduit, pour tout faisceau A sur X, un accouplement : 

d'où (NI @ A) r+ l (M*) 
4 4 f i  4X-A (N* A) 

et une application bilinéaire : 

Lemme 1 .  ([IO] ; 11, théorème 12.1) .- Si A est $-rigide ("$-taut"), 

on a isomorphisme naturel 

H*(x,A;A) = H* 
'4 

(x;A) = H* (XyA;A) 
l4 I X-A ' 1 X-A 

Il en résulte : 

Théokème 3.- Soit A un sous-espace localement fermé et $-rigide 

("$-taut) de X, la construction précédente définit un cap-produit relatif : 

compatible avec la restriction à un ouvert et avec l'agrandissement des fa- 

milles de supports. 



P4opAiété.- Soit f : (X,A) + (Y,B) une application continue, et 

B étant localement fermés dans X et Y respectivement, si B est $-rigide 

- 1 
et A est f ($)-rigide, les applications naturelles 

satisfont à : 

C) Cap-ptr.od&t d a  dainceaux de Lmay : 
- 1 

Le cap-produit (67) , écrit pour le couple (f-I (U) ,f (u) fl A) , est 

compatible avec les restrictions dans U et définit un cap-produit des faisceaux 

engendrés : 

Si A est vide, on peut faire la construction précédente en rempla- 

çant le faisceau constant A par un faisceau 8 quelconque. Si p = q = 0 Y 

ceci montre que l'application naturelle : 

(69) f p )  8 fp(B) - f ( ,(A @ B )  

est un cap-produit. 

d )  Cap-pmd& den  mitecl  bpe&CLee~ de Lmay : 

Soient (, et (2 deux familles de supports sur Y, QI et $2 
\ 

deux familles de supports sur X et A un faisceau sur X. Les applications 

(64), (69) et (66) donnent lieu à une application bilinéaire : 

satisfaisant un analogue à (65) et notée, en termes de complexes doubles 

(voir (60) et (61)) : B 8 c*'*  - D 
* Y *  *,* 



R 
Notons Bm , C , DR les complexes totaux des complexes 

doubles correspondants, et filtrons ces complexes comme suit : 

On obtient sur les suites spectrales correspondant à ces 

filtrations un produit : 

E~ (B) 8 E" (c) -+ E r 
P Y ~  r P-s Y q-t 

(Dl . 

2 Sur les termes E , le produit coïncide avec l'application : 

obtenue par composition des cap-produits (62)  et ( 6 8 ) .  

Les suites spectrales correspondant aux filtrations : 

dégénérent. Sur les termes EO , le produit est compatible avec le cap-produit (67 

3 - l~omohpkinme.  de. Thom. 

Soit 5 un fibré localement trivial, en k-plans,sur une variété 

topologique Y orientée et de dimension n. On note X l'espace total du fibré 

et f : X -t Y la projection dans 5. Y s'identifie à la section nulle du fibré 

On note A = X-Y , c la famille des compacts de X et c' = cl y. 



hopos&Lon 2. - HZ' (£;A) est localement constant de fibres 

o*' (x,x-{f-' (y) };A). 

En utilisant la suite exacte d'homologie de la triade propre 

-1 - 
(X,A,X-f (U)) (pour tout ouvert U de Y) et les propriétés des espaces HLC 

( [15] ; exposé 20), on montre que le faisceau ffC(f ,f 1 A; A) est le faisceau 
P 

-1 - 
engendré par le préfaisceau U -t H (X,A U (X-f (U))) (homologie singulière 

P 

classique). On en déduit un isomorphisme naturel : 

On en déduit : 

PkoponLtion 3. - ff:(f,f IA;A) est localement constant de fibres 

H~(X,X-IYI;A). 

A l'aide de la formule de KÜnneth, on démontre la : 

PhopobLtion 4.-  Soit 8 un faisceau sur Y, si, pour tout y e Y, 

on a Tor(H (X,X-{£-'(~)}) ,gy) = O , et si 9 désigne l'une des familles 
P- 1 

de supports c ou cl, il vient un isomorphisme : 

CokoU&e.- Pour tout faisceau €3 sur Y, on a : 

Posons m l  = m, m2 = {fermés de Y1 , $l = c , i y2  = {fermés de X I  

* 
et A = f B. Les différentes suites spectrales de Leray de l'application f 

s'écrivent : 



Ces suites spectrales n'ont qu'un degré "fibre" non trivial. Il en 

résulte des isomorphismes : 

Ce dernier isomorphisme est réalisé par l'application naturelle 

: H~(~')(x;~*B) 4 H@(Y;B). 
f* P P 

Si le f ibré < est orienté, le faisceau ffq(f ,f est un faisceau 

constant de fibres H~(F,F-(0);~) (isomorphes à A pour q = k et à 

O pour q # k) (voir le chapitre IV). Etant donnée une orientation de 5 ,  

k c'est-à-dire une section r E HO(Y ; ff (f ,f lA;A)) telle que , pour tout 

y s Y , r (y) engendre la fibre en y, l'application . n T : E~ 
P 9 k+n 

(BI  - E;,~(D) 
est un isomorphisme pour r = 2 , donc pour tout r > 2 et sur les aboutissants. 

k En notant encore T l'élément de H (X,A;A) déterminé par T , 

et appelé classe de Thom de S , l'application : 

est un isomorphisme. 

Théatrème 4.- Soit f : X -t Y un fibré orienté en k-plans,de 

base une variété topologique orientée, l'application : 



k 
est un isomorphisme, appelé isomorphisme de Thom. La classe T E H (x,A;A) 

est appelée classe de Thom de 5. 

4 - App&caCiom. 

a )  SuiXe exacte de Gy~in .  

* . * ?k 
Soient j : H*(x,A;A) -+ H*(x;A) et i : H (X;A) H*(Y;A) 

(induite par 1' injection i : Y -+ X) les applications définies de façon 

*.* k naturelle. L'élément w = i J T de H (Y;A) est appelé classe d'Euler 

du f ibré 5. 

PhopaAi,-&ion 5.- Si ir : X -t Y est un fibré orientable en (k-])-sphères, 

pour toute famille 4 , on a une suite exacte longue : 

Dans ce cas, on a un isomorphisme 

PhopoA~on 6 . -  Si 8 est la restriction à Y d'un faisceau A 

sur X, l'isomorphisme de Thom s'écrit : 

Remahque.- Ceci est faux en cohomologie à valeurs dans un faisceau. 

c )  SuXe exacte de Uang . 

On l'obtient comme application de la suite spectrale de Leray : 

Soit ir : X + sn un fibré localement trivial, de fibre F,  on note 

c la famille des compacts de sn , Q une famille de supports sur X et 8 



une famille de supports sur F telles que c ( 8 ) C  Ji et que, pour tout ouvert 

- 1 'L de trivialisation U assez petit, on ait : Ji n f (U) = U x 8 .  

Pttopan&ion 7.- Soit n : X + sn un fibré de fibre F, on a une 

suite exacte longue : 

... -+H' (X) -H 8 A 8 iIi 
4+ 1 q-n+ l 

(F) --t H q (F) - H q (X) --t , . . 
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