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PREAMBULE

- -

L'objet de ce travail est de construire, pour les fibrés i singu-
larités, une suite spectrale généralisant la suite spectrale de Serre. En
fait, la construction sera valable pour une classe d'applications plus large
que celle des fibrés a singularités, nous les avons appelées applications c°-

stratifiées pour des raisons explicitées au chapitre I.

Cette &tude permet une réponse partielle aux problémes posés par les
fibrés 3 singularités (Montgomery et Samelson [}Z]), entre autres celui des re~
lations entre les propriétés homologiques des espaces en cause. Les résultats
obtenus dans ce domaine complétent ceux de Bredon DO] » Conner et Dyer D 9] ,
Antonelli Ei], que l'on retrouve d'ailleurs. Certains d'entre eux proviennent

de généralisations des suites exactes de Wang, Smith et Gysin.

La méthode utilis@e permet d'énoncer des thé&orémes de non existence
de fibrations & singularités. Elle s'applique aussi au calcul des invariants

locaux de Hu [3@] et & 1'étude d'actions semi~libres de groupes.

L'essentiel de la construction de la suite spectrale se fait dans la
théorie de 1'homologie singuliére. Cependant, les propriétés topologiques des
. . o cesx 5 o . - , ,
applications C -stratifiées aménent 3 travailler également en homologie sim-

pliciale, & partir d'une triangulation de 1'espace '"de base". Nous n'utilisons

donc pas la notion de faisceau.

Parmi les propriétés de la suite spectrale, signalons la dualité avec
- . . ' . -

la suite spectrale de I. Fary [?4] dans 1'intersection de leurs domaines de dé-
finition et plusieurs propriétés héritées de celles de la suite spectrale des

fibrés (J.P. Serre [38]).




Une premi&re rédaction de plusieurs chapitres de cette thése
a été publiée aux Publications Internes de 1'U.E.R, de Mathématiques,

Université de LILLE I :

n° 28 - Swite spectrale des pseudo-4ibrés, (r]) - Mai 1974,
n°® 33 - Suite spectrale des pseudo-fibris, (1,) - Aout 1974,
n® 36 - Sur La suite exacte de Thom, (14) - Octobre 1974.
n® 39 - Suite spectrale des pseudo-§ibrés, (r,) = Janvier 1975.
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INTRODUCT ION.

SSESSSETZS==E=

-~

Cette introduction est destinde 3 exposer succintement le contenu des

cing premiers chapitres.
T - On se donne une fois pour toutes un anneau commutatif unitaire A. Les homo-
logies seront calculées & valeurs dans A.

Définition 1.- Soit N un sous-espace fermé d'un espace topologique Y,

on dit que le couple (Y,N) est un espace c-stratifié si N et Y-N sont

des variétés topologiques paracompactes, connexes et si N admet dans Y un

voisinage tubulaire au sens suivant :

Un voisinage fermé U de N dans Y est appelé voisinage tubulaire

s§'il existe une rétraction par déformation w : U - N, qui fait de U un fibré
topologique localement trivial (de base N), et dans laquelle chaque fibre res-

te stable.

On dira que le couple (Y,N) est un espace c®-stratifié a voisinage
orientable si, de plus, le faisceau d'orientation du fibré o : U - N est

constant (si Y est une variété, les faisceaux d'orientation de Y et de N

coincident donc sur N),.

Déﬁiniiion 2.- Soient (X,M) et (Y,N) deux espaces c®-stratifiés :
une application c®-stratifide £ : (X,M) - (Y,N) de fibres ‘(F,FO) est une

application continue et surjective de X sur Y telle que M = f-l(N) et que :

(i) les restrictions de f & (X-M) et M soient des projections

d'espaces fibrés topologiques (de Serre) de fibres respectives F et FO.




(ii) N admette dans Y wun voisinage tubulaire dont 1'image réci-

proque par f soit un voisinage tubulaire de M dans X.

11 - Pour tout espace Y, on notera C(Y) le complexe des chaines singuliéres
normalisé de Y & coefficients dans A, Cp(Y) le sous—-groupe des chalnes de

dimension p et Hp(Y) le groupe d'homologie a coefficients dans A en dimen-

sion p.

-~

Soit (X,M) un espace c®-stratifié a voisinage orientable, notons
p = dim(X-M) - dim M, 1'isomorphisme de Thom Hn~u(M) > Hn(X,X—M) est induit

par un morphisme de modules différentiels gradués
s : cWan - C(X,X-M)

ol C(-u)(M) désigne le complexe C(M) gradué comme suit : Ci—U)(M) = Cn—u(M)

(2].

Notons o un relévement (morphisme de modules gradués) de la surjec-

tion p dans la suite exacte courte de modules différentiels gradués :
0 — CExXM) — cx -2 c@E,x-M) — oO.

Le morphisme dp - pd : C(X,X-M) -+ C(X-M) diminue le degré d'une
unité et anticommute avec les différentielles. Il induit 1'homomorphisme

Hn(X,X—M) - Hn—l(X_M) de la suite exacte d'homologie.

Soit V¥' 1le morphisme composé (dp - pd) o § : C('U)(M) -~ C(X-M),

on peut former la somme tordue D = C(X-M) @ C(_“)(M) munie de la différen-
\y!

tielle d,,(a,b) = (da + ¥'b,db) ([39]).

Provosition 1.- Le morphisme de modules différentiels gradués

6" : C(X-M) @ c('”)(M) > C(X)
l{l'




défini par ¢'(a,b) = a + pS(b) rend commutatif le diagraﬁme de suites exactes

courtes de modules différentiels gradués

0 -—> C(X-M) ——> D ——— C(_U) M —— 0
id o' 8
0 —— C(X-M) —> C(X) —— C(X,X*-M) —— 0

et induit un isomorphisme en homologie.

ITT - Théoneéme (Shih [3@]).— Soit f : E > B un fibré localement trivial de
base B connexe par arcs, de fibre F et de groupe structural G, on peut
lui associer une cochaine fondamentale T : C(B) > C(G) de degré -1 et un

produit tensoriel tordu C(B) ® C(F) muni de la différentielle
T

degx

dT(x ®y)=dx 8y + (~1) x 8 dy + % N(x 8 vy).

I1 existe alors une équivalence d'homotopie de complexes de chaines

o7
C(B) ® C(F) —  C(E)
T £7

Soient (X,M) et (Y,N) deux espaces c®-stratifiés et
£+ (X,M) » (Y,N) une application c®-stratifige de fibres (F,FO). Supposons

pour simplifier, que les fibrés fl : X-M > Y-N et fIM : M > N soient

X-M

des fibrés topologiques localement triviaux. On a donc des équivalences

d'homotopie :

C(Y-N) 8 C(F) —t— C(X-M) CN) ® C(F)
T T T ° T
1 £ 1 o £ o)




Notons [?(N) e C(FOI](—U) le complexe C(N) ® C(FO) gradué
T

T
. [o} (e}
comme sult

(-u) :
C(N) ® C(F) = C.(B) @ C.(F )
E r o] ]p i+j Zp_u 1 ] o

(o]
Proposition 2.- Si  (X,M) est un espace c-stratifié a voisinage
orientable et f : (X,M) »> (Y,N) une application c®-stratifiée de fibres
T T

(F,Fo) , posons u = dim(X-M) ~dim M et v' =f o y' oV ;  le

complexe de chaines C(X) est homotopiquement &quivalent au complexe

(1) [Ca-m 8 cm®] o [ca) 8 c(Fo)]("“)
1 g )

Les suites spectrales de Serre des fibrés et f[M s'obtien-

fly-n
nent en filtrant de maniére convenable chacun des deux termes de la somme tordue

(1). Malheureusement, la différentielle dW" ne respecte pas, a4 notre connais-

sance, ces filtrations. Nous sommes conduits & faire la construction ci~dessous :

IV - Pour tout espace Y muni d'une triangulation, K(Y) désignera le complexe
(normalisé) des chalnes simpliciales orient@es défini par la triangulation de Y,
Kp(Y) le sous~ensemble des chafnes simpliciales de dimension p et o 1'in-

jection canonique o : K(Y) - C(Y).

Proposition 3.- Soit f : E » B un fibré localement trivial de fibre F
et de groupe G. On suppose que la base B est munie d'une triangulation. Si
T C(B) » C(G) désigne une cochaine fondamentale pour le fibré F, To a
est une cochaine fondamentale (encore notée ?) définie sur K(B) et le mor-

phisme a8 1 : K(B) @ C(F) -~ C(B) ® C(F) réalise une équivalence d'homotopie
T T

de complexes de chalnes.

Etant donné une application c®-stratifide f : x,M) > (Y,N) de fibres




(F,Fo), il vient comme corollaires au théoréme de Shih :

Proposition 4.- Si N est triangulé, on a une &quivalence d'homotopie

de complexes de chalnes :

T

N o
v
K(N) T@ C(FO) — C(M) .
(o] %’TO

co

Proposdition 5.- Soit U un voisinage tubulaire de N dans Y et
o
l'intérieur de U dans Y, si (Y-U) est triangulé, on a une équivalence

d'homotopie de complexes de chaines

T

AT
K(Y-0) ® C(F) ——0 C(X-M)
T] %,Tl

On en déduit un analogue & la proposition 2

P&OEOALILO% 6.- Soient (X,M) et (Y,N) deux espaces C°~stratifiés,
et £ : (X,M) - (Y,N) une application C°~stratifiée de fibres‘ (F,FO).
Posons y = dim(X-M) - dim M. Si (X,M) est & voisinage orientable et si Y
et N sont triangulables, pour tout voisinage tubulaire U de N dans Y
et pour toute triangulation de Y admettant N et Y—8 pour sous-complexes,

le complexe de chaines C(X) est homotopiquement &quivalent au complexe

cr

2) ka-1) 6 c@] e kav o c )] ™ 0
1 ¥ To o
Tl T
(3) y=f oy oV?°

(p)

V ~ Pour tout espace Y muni d'une triangulation, on note Y le p-squelette

de Y, ensemble des simplexes de dimension inférieure ou égale a p.




La suite spectrale associée 3 la filtration

FP(B) = K(N(p)) 8 C(Fo) de B = K(N) ® C(FO) est isomorphe, & partir du terme
T

o
. 1oz r
E2, a4 la suite spectrale de Serre du fibré fIM : M > N. On note E (M) son

terme E° de bidegré (p,q).

De méme, la suite gpectrale associée 3 la filtration
Fp(A) = K((Y-B)(p)) ® C(F) de A = K(Y—ﬁ) ® C(F) est isomorphe, & partir du
terme E2, a& la suite spectrale de Serre du fibré f x | XM~ Y-N. On note
E;’q(X*M) son terme E' de bidegré (p,q).

On a la proposition fondamentale :

Proposition 7.~ Posons v = dim(Y-N) - dim N. On peut construire

o)
une triangulation de Y admettant N et Y~U pour sous-complexes, et un

morphisme de modules différentiels gradu&s homotope 3 ¥ (et encore noté V)

tels que :
- 0 -
y[kn®) o ¢ )]e k(-0 Py 6 o)
Dans les conditions de la proposition 7, et pour tout entier k,
on peut filtrer la somme tordue (2) de la maniére suivante :

aw0¥p = E{((Y-I(.)I) )y o C(F)] @ E((N(p'k)) ® C(Fo)](’“)

Conollaine de La proposition 7.- Pour tout entier k 3 v-1, la

3

différentielle dw définie sur la somme tordue (2) respecte la filtration

F L] Ry
k)'p
Cette filtration induit donc, pour k > v-l, une filtration de

H*(X), notée :

(4,k) (k)Fp[H* (x)] .




VI - Théondme.- Soient (X,M) et (Y,N) deux espaces Co;stratifiés, supposons
(X,M) 3 voisinage orientable et (Y,N) triangulable. Soit f : (X,M) - (Y,N)
une application c®-stratifide de fibres (F,FO). Posons u = dim(X-M) - dim M
et v = dim(Y-N) - dim N. Pour tout entier k » v-1, il existe une suite

spectrale convergeant vers le gradué associé & la filtration (4,k) de H*(X).

Notons (k)Er (X) 1les termes de cette suite spectrale, pour tout r g k-(v-1),

b

r
®¥p,q

différentielles dF) :

le terme (X) entre dans la suite exacte courte (compatible avec les

r r r
) O = B T 0B, ¢® T B gy ™ °

Posons o = k—-(v-1), pour r = o, la différentielle a% définie

sur Ea(X) = Ea(X—M) ® EG(M) est donnée par

(k)

o o o o < o, Lo o .
d7(x,y) = (A7 (x) + ¥ (y),d (y)) ot V¥ : B, g™ ™ Epront, qrp-v &0

est induit par ¥ (défini en (3)).

Remarque 1.- Pour r < k=(v-1), le terme (k)E; q(X) est, en tant
b ?
que module différentiel, somme directe des deux autres termes intervenant dans

la suite exacte (5).

Remarque 2.- Si, de plus, on a k g u, la suite spectrale est du

premier quadrant.

Remarque 3.- Dans le cas oli les données sont des variétés topologiques
orientées localement compactes, la suite spectrale obtenue pour k = v+l est,

a3 partir du terme E2 duale de la suite spectrale de I. Fary.




CHAPITRE 1

APPLICATIONS C-STRATIFIEES.

I - Déginitions.
Définition 1.1.- Soit N un sous-espace fermé d'un espace

topologique Y, on dit que le couple (Y,N) est un espace c-stratifié

(r21) si N et Y - N sont des variétés différentiables de classe CT,
paracompactes et connexes et si N admet dans Y un voisinage tubulaire

au sens de la définition 1 (introduction), qui soit un fibré différentiable

de classe CF.
Un espace cf-stratifié est CJ—stratifié, pour 05 j g r.

Soit (Y,N) un espace c®-stratifié et U un voisinage tubulaire
de N dans Y. U est homéomorphe 3 un fibré de base N, de fibre D
contractile sur son point base {0}. De méme, U - N est une sous-variété
34 bord de Y - N , homéomorphe & un fibré de base N et de fibre D - {0}.
Celle-ci est une variété topologique de dimension v = dim(Y~N) - dim N ,
non nécessairement connexe. On notera U 1'intérieur de U dans Y et

[o]
oU = U - U (appelé bord de U au chapitre VII),

Proprniéte 1.2.- 13U est une sous-variété de Y - N homéomorphe
a un fibré localement trivial de base N et de fibre notée 3D. Celle-ci est

une sous-variété de D, de codimension 1,

Remarque 1.3.- La définition de voisinage tubulaire adoptée ici
est plus générale que les définitions classiques (voir C. Morlet, C.R.A.S.,
t. 262, pp. 740-743 et A. Douady Sé&m. H. Cartan, ENS, 1961/62, exposé 1).
Par exemple, un voisinage collier du bord d'une variété est un voisinage

tubulaire (exemple 1.6).




Remarque 71.4.- L'appellation “espace c®-stratifié" est justifiée par
la situation suivante : si (N, Y-N) est une stratification d'un ensemble
analytique complexe Y vérifiant les conditions (a) et (b) de Whitney, il
existe une rétraction locale d'un voisinage de N dans Y sur N

(R. Thom, Séminaire Bourbaki n° 281, décembre 1964). (voir aussi [41]).

Exemple 1.5.- Soient Y wune variété différentiable de classe
Cr, connexe, paracompacte et N une sous-variété différentiable de Y, de
r i R
classe C~ et connexe, le couple (Y,N) est un espace CJ~strat1f1e,

pour 0 g5 j g r.

Exempfe 1.6.- Soit Y wune variété i bord 3Y , dY admet un
voisinage '"collier" U dans Y homéomorphe & 3Y x [b,l], 1'image de
3Y par cet homéomorphisme &tant 3Y x {0} ([li]). Un tel voisinage est un
voisinage tubulaire et, si 3Y est une variété connexe, le couple (Y,3Y)

o R
est un espace C -stratifié.

Déginition 1.7.- Soient (X,M) et (Y,N) deux espaces cT-stratifiés,

une application c'-stratifide f : xX,M) » (Y,N) de fibres (F,Fo) est une

£l et

application continue et surjective de X sur Y telleque M

que :

i) 1les restrictions de f i (X-M) et M soient des projections
d'espaces fibrés de Serre, de fibres respectives F et Fo’ et soient

différentiables de classe Cr.

ii) N admette dans Y wun voisinage tubulaire dont 1'image réciproque

par f soit un voisinage tubulaire de M dans X.

Les points de M sont appelée points singuliers, ceux de N, valeurs

singuliéres. La fibre F est appelée fibre réguliére et Fo fibre singuliére.
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P&og&iété 1.6.,- Soit f : (X,M) > (Y,N) une application c®-stratifide

de fibres (F,Fo), il existe un voisinage tubulaire U de N dans Y tel que
-1 . .. .
T =£f (U) soit un voisinage tubulaire de M dans X, et que la restriction
- o . . . o
de f & 3T =T - T soit la projection d'un fibré de base 3U = U - 8 et de

fibre F (restriction du fibré : X-M > Y-N 3 30).

£ | x-M
De plus, on a un diagramme commutatif dans lequel toutes les fléches

sont des projections de fibrés :

M oT
F F
o
N aUl
oD

Notons y = dim(X-M) - dim M et v = dim(Y-N) - dim N , on en

déduit :
Conollaine 1.9.- Si F et F_ sont des variétés topologiques, on a :
dim F - dim Fo =y =-v
Z - Exemples.

On donne ci-dessous quelques exemples d'applications c®-stratifiées

(voir aussi le chapitre VI).

Exemple 2.7.- Soit G wun groupe de Lie compact opérant de manidre
C” sur une variété différentiable C~ et connexe X. On suppose que G
opére semi-librement sur X, c'est-d-dire librement en dehors de 1'ensemble
M des points de X 1laissés fixes par l'action de G. La projection canonique

de X sur l'espace des orbites Y = X/G est une application c®-stratifide

(voir paragraphe 13 du chapitre VI). Citons comme cas particuliers
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n

a) L'application f : S - I , ol s™ désigne la sph@re unité de

n+l P - .
R et 1= [}1, + 1] , définie par f(xo,xl,...,xn) = X  pour tout point
(xo,...,xn) de S™. (5i 1l'on veut que M et N soient connexes, il convient

d'enlever 1'un des pdles de s™y.

. . . . 1
b) L'application de Hopf f : R4 - R3 définie en faisant agir S

sur R4 = ¢ x € par :

S] x (Cx G —~— € xC

z x (x,y) vn— (2x,2y)

De méme, les applications de Rs sur m5 et de R]6 sur Rg
obtenues en faisant agir respectivement les quaternions et les nombres de
Cayley sont des applications C°-stratifides. ([40], § 20). Dans ces trois
cas, M et N sont les origines des espaces euclidiens et les fibres régulidres
1 3 7

sont isomorphes respectivement 3 S , §° et S'.

c) L'application f : 82 > D] , ol D1 désigne le disque unité

2 e
de R™ , définie par f(xo,x],xz) = (xl,xz).

Exemple 2.2.- L'application f : R™ » R® définie par

et 1'application f : R2 > Rz définie par f(z) = z

/3 2
f(x) = /;o + ...+ X

(en identifiant R2 a €) sont des applications cO-stratifides.

Exemple 2.3.~ Les morphismes stratifiés surjectifs (au sens de
Thom) £ : (X,M) >~ (Y,N) d'ensembles statifiés en deux strates, sont des
applications cO-stratifisdes. (11 suffit que 1'image réciproque du lambeau
¥

d'incidence LyY soit le lambeau d'incidence LX: (41] , Définition I.E

et théoréme 1.G.1).
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Exemple 2.4.- 11 existe des applications c-stratifides pour
lesquelles les fibres F et Fo sont isomorphes sans que l'application soit

elle-méme projection de fibré. Par exemple :

J
a) Les fibrés de Seifert (H. Seifert, Acta Math, 60, 1933, !

pp. 147-238 et M.C. Thornton, I1l., J. Math, 11, 1967, pp. 189-201).

b) Soit D] le disque unité de R? paramétré par

(r,§) e [0,1] x [0, 2n[. On considére 1l'application du tore plein

X = Dl x S] sur Y = Dl définie par f£f(r,§,0) = (r,0). Les fibres F et

F0 sont toutes deux isomorphes & S], M est S] et N est l'origine de

Rz. (On a une application similaire de la bouteille de Klein '"pleine" sur Dl).

c) Soit X un fibré vectoriel en (n+1) - plans, de base st C?Rn+]

et muni d'une métrique euclidienne, on considére 1'application de X sur

+1 .. . .
Y = R" qui, & un vecteur de longueur ) et d'origine (xo,...,xn) dans

s , fait correspondre le point (Axo,...,x xn) de Rn+1. M et les fibres

. - . . +
F et F0 sont isomorphes a s s, N est l'origine de R" l.

Exemple 2.5.-

a) Prenons, dans l'exemple précédent, pour X un fibré en
(k+1) - plans, on obtient de la méme maniére une application c®-stratifide

k

n+1’0) de fibres (S, Sn). En particulier, si X est le

£: (X, s » (R

fibré tangent 3 S", on a dim F > dim F.

b) L'hélicoide (ou vis sans fin) donne lieu 3 un autre exemple
d'application c-stratifide pour laquelle dim Fo > dim F : Notons X
la surface de R3 définie paramétriquement par X = r cos 6, .y = r sin 6,
z =9, avec - 1 <r<+ 1 et 6 e R. L'application f de X sur le
disque unité ouvert de R? définie par f(x,y,z) = (x,y) est une application
c®-stratifide. M est 1'axe de z, N est l'origine de Rz et les fibres

sont : F =7 et F0 =M= R.




3 - Fibnés a singularnites.

P

Nous rappelons la notion de fibré a singularités, voisine de celle
. . o s - e . .
d'application C -stratifiée, et &nongons les principaux résultats connus

dans ce domaine.

Déginition 3.1.- On dit que f : X > Y, application continue, ouverte

et surjective d'espaces topologiques est un fibré & singularités s'il existe

un sous—ensemble fermé M de X tel que soit un homéomorphisme de

flM

M sur NCY, et que X-M » Y-N soit la projection d'un fibré

fIX_M .
localement trivial de fibre F.
Sauf indication du contraire, on suppose que X, M, Y, N et F

sont des variétés connexes, fermées, orientables et triangulables.

. PR r .
On dit que le fibré & singularités est de classe C  si tous
e r . . .
les espaces sont des variétés de classe C et si les inclusions M<= X

et N<> Y sont de classe C .
Les exemples 2.1 et 2.2 ci-dessus sont des fibrés 3 singularités.

De la définition méme d'un fibré 3 singularitésdécoule le fait
que tout point singulier (c'est-d-dire tout point de M) admet des voisinages
arbitrairement petits invariants, c'est-d-dire que s'ils contiennent un point,
ils contiennent toute la fibre passant par ce point [31]. Les applications

o ceen N - e
C ~-stratifiées possédent également cette proprié&té.

D'autre part, Hu [31] introduit la notion de fibré a singularité

convergent :

»
Déginition 3.2.- On dit que le fibré a singularités f : X > Y
est convergent en un point singulier X, si, pour tout voisinage ouvert
V de X dans X, il existe un voisinage ouvert U de f(xo) dans Y

tel que f_l(U) c V.
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Intuitivement, le fibré & singularités f : X > Y est convergent
en un point singulier X, si et seulement si les fibres au-dessus des points

proches de Y, = f(xo) sont proches du point X,

Proposition 3.3.- si f : (X,M) - (Y,N) est une application

o e . . . ,
C -stratifiée dont la fibre singuliére est un point et : X-M >~ Y-N

f
| x-M
est un fibré localement trivial, alors f est un fibré 2 singularités

convergent au sens de Hu. La réciproque est vraie si X est une variété

différentiable connexe et paracompacte.

On se propose d'étudier, dans le cas des applications c-stratifides
comme dans le cas des fibrés a singularités, le rapport entre les propriétés
homologiques des espaces en cause. Nous généraliserons, entre autres, les
résultats de Conner et Dyer, Mahowald, Antonelli qui, pour des cas particuliers
de fibrés i singularités, ont prouvé la conjecture de Montgomery et Samelson [32} :

si X est une sphére (co)-homologique, M. est une sphére (co)-homologique :

s
Théoneme 3.4.- (Conner et Dyer []Q]) - Soit £ : (X“,M) > (Y,N) un
fibré a singularités de fibre régulidre s¥ et tel que X soit une n-sphére
cohomologique modulo 2, alors il existe k tel que M soit une n-k(r+l)-

sphére cohomologique modulo 2.

Theoneme 3.5.- (Mahowald [35]) - si f : (X,M) » (Y,N) est un
fibré 3 singularités tel que X soit une n-sphére cohomologique modulo 2,
(n g 4), alors M est une sphére cohomologique modulo 2.
Théonéme 3.6.- (Antonelli [5]) -S8i f: (X,M) > (Y,N) est un
)

fibré 2 singularités tel que X et F soient des Z-sphéres homologiques

et N " tame" dans Y, alors M est une Z-sphére homologique.

Théoneme 3.7.- (Antonelli [4]) - si £ : (S™, M) » (¥, N) est
un fibré 3 singularités C®, et si une Y est une variété sans bord, alors

M est une (2p-n-2) Z-sphére homologique.
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La conjecture de Montgomery et Samelson n'est cependant pas vérifiée

dans toute sa généralité. Il en existe de nombreux contre-—exemples, ([}1], p. 453,

notamment celui de Bredon-Hirzebruch ([lf], p. 54 et [F%], p. 59): Pour tout d

impair, il existe une action différentiable du groupe cyclique 4 d é&léments

sur S5 dont 1l'ensemble des points fixes soit diffé&omorphe & P3(R).

Dans un autre point de vue, Timourian et Antonelli ont obtenu une
classification des fibrés a singularités pour lesquels M consiste en points

singuliers isolés:

Theoneme 3.8.- (Timourian [42]) - S1 f : (Xn,M) +—(Yp,N) est
un fibré i singularités tel que f soit propre et M consiste en des points

isolés, alors :
(n,p) = (n,1) , (2,2), (4,3), (8,5) ou (16,9)

et, pour tout point x de M, il existe un voisinage ouvert V de x tel

que f soit topologiquement &€quivalent 3 l'une des applications
v giq P

i) f : R" >R définie par f(x) = sz + ... F Xi—l (Exemple 2.2)

.. 2 2 e . d

ii) £ : R™ > R” définie par f(z)= =z (Exemple 2.2)
iii) 1'une des applications de Hopf (Exemple 2.1 (b))

L'équivalence topologique est entendue au sens suivant :
f : X>Y est équivalente 3 g : A > B s'il existe des homéomorphismes

@ : X>A et B:Y>B telsque Bofo a_l = g,

On trouvera une bibliographie compléte concernant les fibrés a
singularités dans les bibliographies de Antonelli DJ et dans celles des

articles de P.T. Church et J.G. Timourian :

- Fiber bundles with singularities (J. Math. Mech., 18 (1968),

pp. 71-90).

~ Maps with O-dimensional critical set (Pacific J. Math, 57 (1975),

pPp. 59-66).
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CHAPITRE 11

PRELIMINATRES ALGEBRIQUES.

On établit les préliminaires algébriques nécessaires pour la suite :
on rappelle la notion de somme tordue de modules différentiels gradués (MDG),
celle-ci permet d'obtenir quelques ré&sultats sur les constructions et mor-
phismes d'extensionsde MDG ([jg],ﬁ9]), enfin, on explicite la suite spectrale

associde & une somme tordue ([16]).

1 - Somme torndue de modufes différentiels graduds.

On se donne une fois pour toutes un anneau commutatif unitaire A,
tous les modules et morphismes de modules considérés seront des A-modules

et des A-homomorphismes de modules.

On rappelle que, si (A,dA) et (B,dB) sont deux modules diffé-

rentiels gradués (en abrégé MDG), 1l'espace Hom(A,B) peut &tre muni d'une

structure de MDG comme suit
-r
Hom ~(A,B) = Homr(A,B) = 2 Hom(Ai’Bi+r)

degf

(df) (a) = dy(f(a)) - (-1) £(d, (@) .

Les cycles de degré zéro de Hom(A,B) sont les morphismes de MDG

de A dans B.

Deux morphismes f et g de Homr(A,B) sont dits homotopes par une

homotopie & (et on écrit ¢ : f = g) s'il existe ¢ € Homr+1(A,B) tel que :

y
r
g - f =do = dB® + (-1)" ¢ dA

Deux morphismes homotopes induisent le méme homomorphisme en homologie.

Si 1'on se donne deux MDG, (A,dA) et (B,dB), une extension de MDG
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sur B, de noyau A, est une suite exacte de MDG :

(E) O — A —» X —~ B — 0.

q p

L'extension (E) est dite &quivalente 3 1'extension

(E") 0 — A —» X' —» B — 0

q p

s'1l existe un morphisme de MDG, vy, tel que le diagramme :

soit commutatif. <y est alors un isomorphisme.
On dit que 1l'extension (E) est triviale si elle est &quivalente
i 1'extension

O — A — A®6B — B — 0.

Pour tout cycle V¥ de Hom_l(B,A), nous désignerons par A ® B,
Y
et nous appellerons somme tordue de A et B par ¥, le MDG défini comme

suit :

(A®B) =A @B
y D n

dw(a’b) = (dAa + Wb,de)

n

on remarque de d, est une différentielle si et seulement si ¥ est un cycle

¥
de Hom_](B,A).
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Lemme 1.1, ([}é], p. 18).- A tout cycle ¥ de Hom_l(B,A) correspond

1'extension de MDG :

(E) 0O — A — A6B — B — O
be 1 ¥ w
oli les morphismes 1 et 7 sont induits par l'injection et la projection

canoniques. L'extension (EW) est triviale si et seulement si ¥ est homologue

i zéro ([BQ], proposition 1, p. 18).
Lemme 1.2.- Pour tout module projectif B et pour toute extension

(E) 0 — A 5 X —> B — O

il existe un cycle V¥ de Hom_](B,A) tel que les extensions de MDG (E) et
(E,) soient équivalentes.

Y

Démonstration.- La surjection p peut se relever en un morphisme

de modules gradués p € Hom(B,X) tel que p o p = ]B (identité sur B).

Le morphisme V¥ = d_p - pdy est un cycle de Hom_](B,A) donc
1l'extension (EW) est bien définie. Le morphisme ¢ € Homo(A $ B,X) défini
par ¢(a,b) = i(a) + p(b) est un morphisme de MDG rendant commutatif le

diagramme

A®
/ y

. 1 m
| A xcb B
' i /

X 2

B

il réalise 1'équivalence entre les extensions (E) et (EW)' Son inverse

-~

o l est défini par :

o7 @) = (x - op(x),p(x)) .
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Remaraue 1.3.- Deux relévements py et o, de p induisent des

cycles ¥, et ¥, homologues et les extensions (EW ) et (EW ) sont

1 2
équivalentes ([39], p. 18).
Remargue 1.4.- Toute extenmsion
(E ) 0O — A — A®B — B — O
¥ 1 y T
donne lieu & une suite exacte d'homologie :
(6) ces  —> Hn(A) 7:? Hn(A $ B) ?ij Hn(B) ic?— Hn—l(A> — ...

ou Y, est 1'homomorphisme déduit de Y par passage 3 1'homologie des diffé-

rentielles dA et dB.

Proposition 1.5.~- L'extension (EW)

0 — A - AB®B — B —— 0 est triviale si et seulement si elle
b4

induit, pour tout n, une suite exacte

(7) 0 — Hn(A) :;+ Hn(A $ B) —;:— Hn(B) — 0.

Demonstrhation.- La suite (7) est exacte si et seulement si Y,

est nul (dans (6)), d'oli le résultat par le lemme 1.1.

Conollaire 1.6.- Si B est projectif, 1'extension
(E) 0O — A — X — B — 0 est triviale si et seulement si

1

elle induit, pour tout n, une suite exacte :

0 — Hn(A) ?;? Hn(X) 7%? Hn(B) —_— »O

2 - Monphismes d'extensions de MDG.

Proposition 2.1. ([Ig], p. 73).- Soit le diagramme commutatif
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(EW) O — A —> A®B —— B — 0
Y

(EW') 0] —_— A' —— A' & B' > B' — > 0
\P!

oii les fléches sont des morphismes de MDG. Pour qu'il existe un morphisme de
MDG, £ : A®B > A' ® B' rendant commutatif ce diagramme, il faut et il

¥ y!
suffit qu'il existe une homotopie :

Proposition 2.2.- Soit le diagramme commutatif :

0 ——s A —s X -2 4 B — 0
0 —— A —— X' —& B — 0

ol les fléches sont des morphismes de MDG et les lignes horizontales sont
exactes. Si B et B' sont des modules projectifs, pour tous cycles ¥ et
¥' de Hom_](B,A) et Hom_](B',A') respectivement et induits par des

relévements de p et p’',

i) il existe une homotopie ¢ : a o ¥ = ¥' o B
ii) le morphisme 6 : A®@B -> A’ O’B' défini par
Yy Y
£(a,b) = (a(a) - ¢(b),B(b)) est un morphisme de MDG rendant commutatif le

. . ¥
diagramme suivant :

A®B > X

>
[
==}
¥
<
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oli les isomorphismes ¢ et ¢' proviennent du lemme 1.2 (démonstration).

Démonsthation.- B est un module projectif, tout relévement o de

p induit, d'aprés le lemme 1.2., un cycle ¥ de Hom_l(B,A) et un isomorphisme

de MDG :

o ¢ (A g B,dw) — (X,dx).

De méme, tout reldvement p' de p' induit un cycle V¥' de
Hom_l(B',A') et un isomorphisme de MDG

¢' : (A" ®B',d,,) — (X'.d

)
! X

En notant & = yp - p'B, on a le résultat cherché.

Par la suite, il sera intéressant de considérer des cas particuliers
de la proposition 2.2. dans lesquels le cycle Y¥' est construit explicitement
en fonction d'un morphisme RB' € Homo(B',B). Ces cas particuliers font 1'objet
des corollaires 2.3. et 2.5. ci-aprés. Auparavant on précise les notations

employées :

Dans les hypothéses de la proposition 2.2., s'il existe un morphisme
non nul B' e Homo(B',B) (non nécessairement morphisme de MDG), on notera h

et h' les morphismes définis par

]
—

B o g'

on a : Boh = h'odRB hog'=p8"oh'

D'autre part, si ¥ est un cycle de Hom_l(B,A) induit par un relé-
'

vement p de p, et si p est un relévement de p', le morphisme

p' = ypB' ~ Eh' est encore un relé&vement de p'. Posons

(8) y' o= dx,p' - p'dB,.
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Le morphisme ¢ = yp = p'B = - (yp - SB)h réaliée 1'homotopie

Conollaine 2.3. - Dans les hypothéses de la proposition 2.2., et s'il
existe un morphisme B8' € Homo(B',B) tel que B' o B = ]B , le cycle V'

construit ci-dessus (8) satisfait 3 :
a¥ = ¥'B

(a(a),B(b)). |

et £ est alors défini par E(a,b)

Remarque 2.4. - Si ¥ est un cycle de Hom_l(B,A) induit par un
reléevement p de p et si B est un morphisme surjectif admettant pour relé-
vement un morphisme de MDG, RB', on peut choisir pour relé&vement de p' le

composé p' = ypB' et dans ce cas, ona V¥' = q¥g'.

Si de plus B' o B est homotope 3 1'identité, on obtient le résultat

suivant, qui est aussi une conséquence de la proposition 2 bis de [39] :

Conollaine 2.5. ~ Soit le diagramme commutatif

0 — A ——— X -—5"-+ B —m o
0 —— A' —— X' ——— B' — 0

oli les fléches sont des morphismes de MDG et les lignes horizontales sont
exactes. Dans les hypothéses suivantes ‘

B est un module projectif et ¥ un cycle de Hom_l(B,A) induit

par un relévement de p,

B est un morphisme surjectif admettant pour relé&vement un morphisme

de MDG B' satisfaisant 3 :
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v o ' =
B oB = lB' B" o B ]B + dBk + k dB

avec k € Hom+l(B,B), on a :

i) ¥' = a¥B' est un cycle de Hom_](B',A')

ii) 1le morphisme ¢' = -a¥k r8alise une homotopie

iii) 1le morphisme 6 : A® B > A' & B' défini par
Y y!'

8(a,b) = (a(a) + avk(b),R(b))

est un morphisme de MDG rendant le diagramme suivant commutatif 3 homotopie

prés (au sens ol il existe < € Homl(B,X') tel que ¢'6 = y¢ + (dz + zd)m)

A®B — X

y ¢
8 Y
A" ® B! —p— X'
‘l"

3 - Sun Les constructions d'extensions de MDG.

Comme application de la proposition 2.1., on a :
Proposition 3.1. - Etant donnée la situation suivante

Bl

(E 0 —— A — A®%8B — B — 0

¥

A' B’
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ol les fléches sont des morphismes de MDG, posons V¥' = a¥B' et R'g = }B + h.

Pour qu'il existe un morphisme de MDG, 6, rendant commutatif le diagramme

0 A - A ® B B - 0
¥
o 6 g
0 —> A" — A'®B'" —— B' —— 0
\P'

il faut et il suffit que o¥Yh soit homotope 3 zé&ro dans Hom_l(B,A').

Corollaire 3.2. ([39], Proposition 2 bis).- Dans les hypothéses de

la proposition 3.1., si on a une homotopie k : 8' o B = lB , le morphisme 6

est donné par 6(a,b) = (a(a) + a¥k(b),B(b)).

De la méme fagon, on a :

Proposition 3.3.- Etant donnée la situation suivante

A'
p
a
(Ely) O ——m A ——— A®B " B 0]
¥
a' B'
A’ B'
oli les fléches sont des morphismes de MDG, posons V¥' = a¥RB' et o'a =1, + h'.

A

Pour qu'il existe un morphisme de MDG, 6', rendant commutatif le diagramme
¥
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il faut et il suffit que h'¥B' soit homotope & zéro dans Hom_](B',A).

Conollaire 3.4. ([?9], Proposition 2).- Dans les hypothéses de la

proposition 3.3., si on a une homotopie k' : a' o a = ]A , le morphisme 8'

est donné par 6'(a',b') = (a'(a') + k'¥B'(b'),B8'(b")).

Conollaine 3.5.- Dans les hypothéses de la proposition 3.3., si

A' = A et a' =0 =1 le morphisme 6' est défini par 6'(a,b') = (a,B'(b')).

A b

De plus, si V¥ est induit par un relévement p de p, ¥' 1l'est par opoB'.

Cornollaine 3.6. ([35], Proposition 3).~ Dans les hypothéses des propo-

sitions 3.1, et 3.3., si on a des homotopies k : 8' o B = 1B et
k' : a' o a = lA , le morphisme 68' o 6 est homotope & 1'identité de A ® B au
Y
moyen de k" : A® B > A ® B défini par :
b4 ¥

k'"(a,b) = (k'(a) + k'vk(b),k(b)).

4 - Suite spectrale associZe & une somme tordue ([16], Exposé 3).

4.1. - Soit (A,dA), un module différentiel gradué, somme directe
des sous-modules An. Nous dirons que A est un MDG filtré si, pour tout

entier p, on a un sous-module FpA de A tel que :

FACTF . FA=0 i
( p p+1A P si p< O
FpA est stable par dA
9 = a =
9 » FpA g Fp(An) ol Fp(An) FPA n An

Pour tout n, il existe u(n) tel que Fp(An) = An
'

si p » u(n)

\
(la filtration est réguliére)
I1 existe alors une suite spectrale dont on note Er(A) = @ EC (A)
p,q
les modules bigradués et d- 1les différentielles. E (A) est le module

A
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bigradué associé au module gradué H(A), filtré de la maniére suivante :

'3 d H (A d 1 d F (A). D'ol :
Fp(Hn(A)) est 1'image dans n( ) es cycles de p( n) ol

E. (A) =F _(H_ (A)/ .
’ + F H A

P»q P pP*q p"l( p+q( ))

4.2, - Soit (B,dB) un second module différentiel gradué filtré,

¥ désigne toujours un cycle de Hom_l(B,A), donc un homomorphisme de MDG

satisfaisant a :

W(Bn)cz An— pour tout n

(10) :

dAW + ¥ dB =0
mais de plus, on suppose qu'il existe a, entier positif, tel que :
(11) ¥(F B)yc F__ (&)
P p-o

¥ induit alors, pour r > a, un homomorphisme

r r r
Yy : E B > E A
p,q( ) P‘Ot,q+0t‘1( )
r+l e q s T S a0 . R, . r
et VY se déduit de Vv par passage d l'homologie des différentielles dA
T
et dB'

4.3. - De méme que pour le "mapping cylinder" ([}6], exposé 3),

on construit la suite spectrale d'une somme tordue de la facon suivante

Définissons sur A @ B la filtration croissante :
Yy

(12) F(ABB) =FA®FGZB . ,
P(\y) p p '

Lemme.- Si W(FPB)KZ Fp—aA avec o 2 O et si les filtrations de A

et B satisfont aux relations (9), la filtration de A @ B satisfait &galement
¥

o

9).
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En autres, la différentielle dW = (d, + ¥,d,) respecte la filtration

A B

(12). On en déduit une suite spectrale dont on note E q les modules gradués
b

T ‘g s . o - .
les différentielles. Le terme E se décompose en somme directe :

’

et d

o ) o
E = E A) & E B).
Psq Paq( ) P9q( )

Si o > 0 (dans (11)), la différentielle dW définie sur A @& B
induit sur E° 1'opérateur d° = (dZ’dg)' En tant que MDG, le terme E]

est une extension :
(13) 0O — E](A) —— B —— E](B) _ 0

Explicitons 1'opé&rateur d :
El
Psq

classe d'homologie, soit £ = (£',£") e E; q a() = o.
’

Un élément =z = (z',z") de est représenté par un cycle de sa

On note x = (x',x") un représentant de £ dans Fp(A ® B).
Y
On a :

dw(x) = (dA(x') + ¥(x"),d (x") e Fp-](A $ B)

et la classe de d _(x) dans G A®B est un cycle de E° dont 1la
y p-l( y ) Y p=1,q

classe d'homologie dans E; q est d](z).

b

Supposons o =1 (dans (11)),il vient :
a'(z) = @@ + vlem,a @)
A ¢

autrement dit d](z',z") =d l(z',z"). On a 1l'identification :
: y

1 1 1 )
E = E A) @ E B). '
P.q P’q( )Wl P9q( )

La suite exacte d'homologie (6) associée 3 1'extension (13) s'écrit

cer —> E2 (A — E2 2

2
p+l,q pri,q 0 Epe1,q® T B

2 P,>q




- 28 -

. 4 . e 1 - . 14
ol Wz est 1'homomorphisme induit par V¥, dé&duit de Y  par passage & 1 homo-

logie des différentielles di et dé.

Supposons o > 1, il vient :

') = @, (=",45G") ,

et l'extension (13) est triviale. Le terme E2 s'obtient comme extension :

2 2

0O —— EF ) —— B —m EZ(B) - 0.

Par le méme raisonnement, cette extension est non triviale si

o = 2 et triviale si a > 2.

En poursuivant le calcul des différentielles dr, on obtient la

proposition suivante :

Proposition 4.4. - Soient A et B deux modules différentiels gradués
filtrés, la donnée d'un cycle V¥ de Hom_r(B,A) satisfaisant 3 (11) implique
1'existence d'une suite spectrale associée 3 la filtration (12) du MDG A 3 B
et convergeant vers H*(A 3 B) convenablement filtré. Pour r < o, ses termes

r

E s'obtiennent comme extension de MDG :

o — Er(A) —s Ef ———s Er(B) - 0

triviale pour r < a, non triviale pour r = o,

Autrement dit, sur Er =g (A) ® E; q(B), la différentielle est
9

P,q P»q

af = (dZ’d;) pour r < «

a a o 0
e = +
t d (dA y ,dB)
ot ¥¥ est induit par VY. La suite exacte d'homologie associée 3 1'extension :

0o — *a) — % — E*B®) — 0
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s'écrit :
Ea+](A) Ea+l Ea+l(B) Ea+] (A) —
Psq P»q Psq p-a,q+a-l
- o+l o o o 41 . R, . o
ou V¥ se déduit de VY par passage 3 1'homologie des différentielles dA
et dg.

4.5. - La suite spectrale en cohomologie.

On désigne toujours par A un module différentiel gradué filtré.

La différentielle d induit une différentielle §

A A’ de degré + 1, sur

Hom(Aj;£) telle que GA(f) =f o dA’ D'autre part, la filtration de A induit

la filtration suivante sur Hom{(A;A)
(14) FPHom (A31) = Hom(A/F__ A3).

Notons E;(A) 1'ensemble des éléments de degré filtrant p du terme

(e}

E- de la suite spectrale d'homologie déduite de la filtration de A, on a un

isomorphisme :

EE(A) = FpHom(A;A)/Fp+l

m

Hom (A3 1) Hom(E;(A);A).

On note Eg’q(A) e& d? les termes et les différentielles de la

suite spectrale de cohomologie déduite de la filtration (14) de Hom(AjA).

Etant donnée une somme tordue A ® B de deux MDG, on définit alors
y

une différentielle et une filtration sur Hom(A & B;A) comme suit :

Soit W* : Hom(A;A) - Hom(B3;A) 1'application définie par

W*(f) =f oV, 1la différentielle GW’ de degré +1, est donnée par
¢

6, (£,8) = (8,(£),6,(g) + ¥ (£)).

La filtration est donnée par :

(15) FPHom(A @ B;A) = FP(Hom(A3;A)) @ FP(Hom(B;A))
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Si Yy satisfait & la relation (11), la différentielle GW respecte

la filtration (15). Il vient alors une suite spectrale en cohomologie, de

terme Ep :
o

gP
(o]

L}

0. = wP P
Hom(Ep,A) EO(A) ® EO(B).

Dans le cas o > 0, 1la différentielle do de la suite spectrale

en cohomologie est &gale 3 do = (dﬁ,dg). De méme qu'en homologie, on a :

E? = E?(A) ® Ef(B).

Si o est égal 3 1, 1la différentielle d] est donnée par
L 3

dl(f,g) = (d?(f),d?(g) + Wl(f)) ol WT se déduit de y* par passage a
1'homologie des différentielles dﬁ et dz.

Siona a >1, la différentielle d] est égale 3 (d?,d?).

De fagon générale, on obtient :

Proposition 4.6.- Soient A et B deux MDG filtrés, la donnée d'un.
cycle V¥ de Hom_l(B,A) satisfaisant & (11) implique 1l'existence d'une suite
spectrale de cohomologie associée & la filtration (15) de Hom(A & B;A) et

» . -
convergeant vers H (Hom(A & Bj;A)) convenablement filtré. On a :

P>q9 . Psq P,q
Er Er (A) & Er (B) pour r < o

dr = (d_,d)) pour r < a

QP
QL N w

*
dd = (d,d + wa)

s o™ s * ,
ot Wa est induit par V . : '

La suite exacte de cohomologie associée & la somme tordue

p’q p’q 1 - . R
Ea (A) G; Ea (B) s'écrit :

¥
o.
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5 gPTOsatoml » E229B) —— EPYY | pPa(ny

a+1 * a+l a+] o1
o+l
* » [ - -
ol ‘PoH-l se déduit de ‘{’: par passage & 1'homologie des différentielles
et dB.
o

A
da
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CHAPITRE 111

LE THEOREME DE SHIH POUR LES COMPLEXES SIMPLICIAUX.

Le but de ce chapitre est, essentiellement, de démontrer la

proposition 3 de 1'introduction.

1 - Preliminaines.

A désigne toujours un anneau commutatif unitaire. On dira DGA-
algébre (resp. DGA-coalgébre) pour MDG avec produit (resp. co-produit) et

augmentation ([161 exposé 2 et [28:]).

On considére les données suivantes :
K et K' sont des DGA-coalgébres, avec coproduit noté A4,

@ : K-K' estun morphisme de DGA-coalgébres.

G est une DGA-algébre avec produit .

L est un MDG sur lequel opére G par le morphisme de MDG :

o:GxL > L.

Si ? est un élément de Hom_l(K,G), on définit :
) - v
TN(k®O®L =(10800)o (108T81)o (A8 1)k L)
pour ke K et £ e L. 1 désigne 1'application identité du module considéré.

Supposons Ki = Gi =0 pour 1 < O et définissons T, U 3 par :

17

'

n N n v
(t; v Tj)(k) =Jo (t; 8 Tj) o A(k)
On dit que T est une cochaine tordante si on a :

n
(16) dT +T . d+ Y T u
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Dans ce cas, 1'homomorphisme d' : K8 L -+ K@L tel que

ATk 8L =dk 9L + T AkoL =dco £+ (DB 9 ap+ Y n (ke p

est une différentielle. On note K ? L 1le produit tensoriel K @ L. muni de
la différentielle 4d°.

Uy -

T

. n . . . . .
Soit alors ' € Hom_l(K',G) satisfaisant 3 T = o a, 1l vient

d'aprés BB] :

Uy

(17) GO [T ko] =T NGB I1)kS L

Y - " .
Lemme 1.1.- Si t' est une cochaine tordante, T est une cochaine

tordante.

Lemme 1.2.- Si K et K' sont des modules libres, si HO(G) = A
et si o est une équivalence d'homotopie de complexes de chaines, o @ 1

est une équivalence d'homotopie de complexes de chafnes entre K 8 L et K' 8, L
T

T
’

munis des différentielles d' et d° respectivement.

Démonstration.- On définit des filtrations croissantes sur K @ L
T

et K' @8 L par :
T'

P P
= ' = !
Fo[X @ 1] iZO K, 8L F X Te' L] iZo K 8L

o est un morphisme de DGA-coalgébres et a 8 1 respecte les filtrations ci-
dessus. On en déduit un homomorphisme des suites spectrales respectivement dé-

finies par ces filtrations. On a :

1 v 1

E =K ©H (L) E =K' ®H (L)
P»q P q P»q P q
2 2
E =H (K:H (L)) =~ E'
P,q p( > q( ) |

en vertu des hypothéses faites sur K,K' et HO(G). Le lemme découle alors

d'un argument classique sur les suites spectrales.
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Remarque 1.3.- Si B : K' » K est un morphisme de DGA-coalgdbres
réalisant avec a 1'équivalence d'homotopie entre K et K', 1'Bquivalence

d'homotopie de complexes de chaines entre K @ L et K' @ L est réalisée

T T

-—

par o ® | mais a priori ne l'est pas par R @ l|. Ce dernier n'est, en
général, pas un morphisme de MDG. En effet, ona : (88 1) od=do (g& 1),

mais il vient :
(881) o (Tn ) = (T'n Yo (B +do Y + P od+ (81 o (T UV oPn ]
oif ¥ est donnépar a o B=1+df +¢¥d et ¢° par

97 = (Boo) o (187¥81) o (a8l).

Si L est un sous-MDG de L', on suppose qu'il existe une rétraction
par déformation r de L' sur L réalisant avec 1'injection i : L - L'
une &quivalence d'homotopie de complexes de chafnes. L'action o de G sur
L s'étend 3 L' par o(g,L') = o(g,r(£')) et le produit tensoriel tordu

K® L' est bien défini.
T

Lemme 1.4.- Si K est libre, 1'injection 1 ® i et la rétraction
1 8 r réalisent une équivalence d'homotopie de complexes de chalnes entre

les complexes K8 L et KO®L'.
T T

Démonsiration.- Elle est identique 3 celle du lemme 1.2.

(@8], Lemme 3.3.).

2 - Le théoneme de Shih. B

Les ensembles simpliciaux sont notés B, F, etc... C(B) désigne

le module A-libre ayant pour base l'ensemble simplicial B. On note F x B
T
le produit cartésien tordu de F et B & l'aide d'une fonction tordante

T : B > G prenant ses valeurs dans un groupe simplicial, sous-monoide du

monoide simplicial Hom(E,F) ([)Z], exposés 1 et 3).
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Theoneme 2.1, (Shih [?Q]).- A tout produit cartésien tordu F x B,
T

Y
on peut associer une cochalne tordante de degré -1, 1t : C(B) - C(G)
appelée cochaine fondamentale. Il existe une équivalence d'homotopie de com-

plexes de chaines entre les complexes C(F x B) et C(B) 8 C(E).
T T

-~

La démonstration de Shih consiste & construire explicitement des
morphismes de MDG
V. :C(B) 8 C(F) — C(F x B)

T

T
T

f : C(F x B) —— C(B) 8 C(F)
-1 - = =
tels que ffovi =1 e vViof'=1+ dT¢T + chdT ot ¢T est un morphisme

de C(F x B) dans lui-m@me.
T

Cas d'un 44bré de Serre :

Pour tout espace X, on notera (en principe, sans ambiguité) X
1'ensemble simplicial des simplexes singuliers de X. On a, par définition
C(X) =C(X). Si p: E - B est un fibré de Serre, de fibre F, p : E > B

est une fibration de Kan (appelée fibré de Kan dans E}f]),de fibre F. On peut
lui faire correspondre une fibration minimale p' : E' > B qui en est un ré-
tracte par déformation ([5], III Théoréme 4.1). La fibre F' de p' : E' > B
est un complexe minimal de F, rétracte par déformation de F.

Si B est connexe, il en est de méme de B et dans ce cas,

p' : E' » B est un fibré de Kan (au sens "fibre bundle" Dﬂ, IV Proposition 2.2).

B ([5] , J:l 7]). On appeller

encore cochalne fondamentale associée au fibré p : E > B 1la cochalne fonda-

Il est isomorphe & un produit cartésien tordu F' x
B ¥

mentale associée & la fonction tordante +t. Comme E' est un rétracte par dé-
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formation de E, il vient d'aprés le théoréme de Shih et le lemme [.4.

(appliqué & L' = C(F) = C(F) et L = C(F"))

Proposition 2.2.- Soit p : E > B un fibré de Serre de base B

laV]

connexe et de fibre F, on peut lui associer une cochaine fondamentale <

et un produit tensoriel tordu C(B) ® C(F) tels qu'on ait une équivalence
T

d'homotopie de complexes de chalnes entre les complexes C(E) et C(B) 8 C(F).
T

Par abus de notation, on notera encore 7' et f' les morphismes
vt : C(B) 8C(F) - C(E) et £ : C(E) - C(B) ® C(F) réalisant cette
T T

équivalence d'homotopie. (On n'a plus £T o v = 1).

Sous-44ibrés.- Soit p : E > B un fibré localement trivial de
fibre F et de groupe structural G et F' un sous-espace de F stable

par 1l'action de G, on peut construire un fibré localement trivial

p' : E' » B de fibre F', sous-fibré de p : E > B. L'ensemble simplicial
F' est un sous-ensemble simplicial de F stable par l'action de G. Les
fibrés simpliciaux correspondant & p : E - B et p' : E' -+ B sont associés

au méme fibré principal, on peut donc leur attribuer méme fonction tordante 1
-~ -~ '\I .
et méme cochaine tordante t (Appendice 1). Le complexe C(B) ® C(F') est
T

un sous-complexe de C(B) @ C(F) et on a une suite exacte de MDG :
T

0 — C(B) 8 C(F') —— C(B) ® C(F) —> C(B) ® C(F)/Cc(B) ® C(F') — O.
T T T T

En notant C(F,F') = C(F)/C(F') et les classes d'équivalence dans

les quotients C(F,F') et C(B) ® C(F)/C(B) ® C(F') par des crochets, on a :
T T

Proposition 2.3.- Le complexe quotient C(B) ? C(F)?C(B) g C(F")

est isomorphe 3 C(B) 8 C(F,F'), 1la différentielle &tant définie par
T

db e [£) + [T n (b ® £)]
db e [£]) +Tn (b8 [£]

a"(b 8 [£])




oi f € C(F) et b e C(B).

Démonstration.- On a, pour tout b e C(B) et £ ¢ C(F),

Ei(b@f)] = d(b@[ﬁ]), c'est-d~dire que la différentielle du produit tensoriel

C(B) ® C(F,F') est induite par la différentielle de C(B) ® C(F). 11 suffit

it

donc de montrer que l'on peut définir Tn (b@[}]) [? r](befi]. Or ceci
vient de ce que F', sous—ensemble simplicial de F, est stable par les

opérateurs de dégénérescence, que F' est stable par 1l'action de G et enfin

de la définition de ? n

3 - Le théoneme de Shih poun Les complexes simpliciaux.

Pour tout espace topologique B muni d'une triangulation, B(p)

désigne le p-squelette de B, ensemble des simplexes de dimension inférieure
ou &gale & p. On note K(B) 1le complexe des chalnes simpliciales orientées
défini par la triangulation de B et Kp(B) le sous—ensemble des chaines de
dimension p. L'inclusion canonique o : K(B) - C(B) induit un isomor-
phisme en homologie.

On se propose de montrer la proposition 3 de l'introduction que 1'on

formule comme suit :

Proposition 3.1.- Soit B un espace topologique muni d'une triangu-
lation (K) et base d'un fibré p : E > B de fibre F. On peut munir le
produit tensoriel K(B) ® C(F) d'une différentielle, encore notée d', telle
que l'on ait une &quivalence d'homotopie de complexes de chaines entre le com-
plexe obtenu, noté K(B) ? C(F), et le complexe C(B) ? C(F)v respectant les

L

filtrations suivantes :

' I ¢-) I
Fp[K(B) ?C(F)] R(B™F) 8 C(F)

F [c(®) 8 cFy] = c3P)) e c(F).
p T T




On note B8 : C(B) € C(F) - K(B) ® C(F) wun morphisme réalisant
T T
avec l'injection o = o ®1 : K(B) 8 C(F) - C(B) ® C(F) cette équiva-

T T

lence d'homotopie de complexes de chalnes.

Démonstration.- D'aprés un résultat classique ([}4], exposé 9 ou

[2[]), il existe une &quivalence d'homotopie de complexes de chalnes entre
K(B) et C(B). En reprenant par exemple la démonstration de I?l], on véri-

fie que les morphismes
a: K(B) - C(B) et B : C(B) - K(B)
réalisant cette équivalence d'homotopie respectent les filtrations suivantes
Fp[j((B)] - kP Fp[C(B)] = c®)y |

. {\J -~ » - . -
Soit alors T une cochaine fondamentale associée au fibré
‘ - ’\l - o~
p: X~>B, d'aprés le lemme 1.1., T o0 o est une cochalne tordante et

il vient (voir (17)) :
(281) ((Yoa) N (kBF)) = T N (a81) (kf).

On note K(B) ® C(F) 1le produit tensoriel K(B) ® C(F) muni de
T
la différentielle dT(kef) = d(k8f) + (?oa) N (k@f) et gradué comme suit
(K(B) 8 C(F))_ = ) K.(B) 8 C.(F).
e L E T i
1+3=p
' Le morphisme o = (o 8 1) : K(B) @ C(F) - C(B) ® C(F) est,
T T

d'aprés le lemme 1.2., une &quivalence d'homotopie de complexes de chalnes.
L

En considérant la restriction du fibré E au p-squelette de B,
on définit,par restriction,des cochalnes tordantes sur C(B(p)) ® C(F) et

K(B(p)) @ C(F) et un morphisme :

o : k(BP)Y ecE) »ca®P)y e
p T T
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induisant un isomorphisme en homologie., On a alors un diagramme commutatif

K(B) & C(F) C(B) 8 C(F)
T T

] j

kP 8 c(F) - — c3®)y 8 cp)
T i T
oi 1 et j sont les injections canoniques. La proposition 3.1. est une consé-

quence du lemme suivant :

Lemme 3.72.- Soient K, K', L et L' des complexes de chaines compo-

sés de groupes abéliens libres, f : K-> L et f' : K' > L' des morphismes
induisant des isomorphismes en homologie et i : K' > K, j : L' > L des in-

jections rendant commutatif le diagramme :

K £ > L
i lj
Kl f' > Ll

on peut alors choisir les application g et g' réalisant avec f et f'
respectivement une &quivalence d'homotopie de complexes de chaines de maniére

aceque g'oj=1o0g.

Démonstration.- Elle consiste & montrer que, dans la démonstration

classique (par exemple [}3], p. 154), tous les morphismes comhutent avec les
injections :
On note Cq(f) = Kq—l L] Lq le complexe de chaines muni de la diffé-
rentielle d (x = (- d x), d + f X)). Ona H (f) = 0. En dé-
q( ) = ( q_]( ) q(y) q_1( )) q( ) é




finissant de méme Cq(f') et dé sur Cq(f'), 1'injection de Cq(f') dans
Cq(f) définie par k(x,y) = (i(x),j(y)) est un morphisme de complexes de

chaTnes.

Soit Zq (resp. Bq) le sous-complexe des cycles (resp. bords)

de Cq, k envoie Zq(f') dans Zq(f), il existe donc des décompositions

en somme directe respectées par k :
C(f) =2 (£) o W C(f'")Y =2 (£') & W'
q( ) q( ) q q( ) q( ) q

(on a des groupes abéliens libres). On en déduit un diagramme commutatif

d
q N =
k k
W' > B £') = 2 £
: - 1 (B =2 ()
q -

ol dq et dé sont ici des isomorphismes.

On définit Dq : Cq(f) > Cq+](f) par Dq(z) =0 si z ¢ Wq

-1

et Dq(z) = dq+]

(z) pour =z € Zq(f). On définit de méme

Dé : Cq(f') +~ C (£'). 11 vient :

q+l

i) D ok =%k o D'
) q © q

ii) 4 oD +D
q ——

g+l q-1 o] dq = 1

C (f

q( )
[P ' ' ' LI

iii) dq+1 o Dq + Dq_] o dq ICq(f')

On en déduit des morphismes g : L -~ K et g!' : L' > K'
A q q q q q

réalisant avec fq et fé respectivement des équivalences d"homotopie (par

(ii) et (iii)) et commutant avec i et j (par (i)), ce qui démontre le lemme.
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Proposition 3.3.- Soit B un espace topologique muni d'une triangula-
tion (K) et base d'un fibré p : E~> B de fibre F. Si EP désigne p—](B(p)),
restriction du fibré au p-squelette de B, 1l existe une équivalence d'homo-

topie de complexes de chalnes

<

(18) K(B) ® C(F) > C(E)
T

respectant les filtrations suivantes

FPE((B) e c(Fy] = k(&P 8 C(F)
T

Fe®] = cEP)

Démonstration.- Le fibré minimal p' : E' > B associé 3 p : E >~ B

est isomorphe au produit cartésien tordu F' x B (voir page 35).
= 7=

Notons B(p) le p-squelette de B et B(p) 1'ensemble simplicial

5P

des simplexes singuliers de . Par restriction du fibré p : E->B &

B(p), on obtient un fibré p : EP » B(p). I1 lui est associé un fibré minimal
p' ELE_ > _SE}, sous-fibré de p' : E' » B et isomorphe au produit carté-
sien tordu F' ¥ _EE?, la fonction tordante &tant définie par restriction de la
précédente 3 Eigi.

T

. s . T P
Les restrictions des morphismes de MDG V et f  du théoréme 2.1.

a C(B(P)) ® C(F') et C(F' x B(p)) réalisent une &quivalence d'homotopie
T T

entre ces complexes de chalnes (on peut utiliser, pour montrer cela, une démons-—
t

-

tration identique 3 celle de [3@, p. 32). On en déduit que les restrictions

-

des morphismes de MDG de la proposition 2.2. (encore notés V' et f')

C(B(p)) 8 C(F) et C(EP) réalisent une équivalence d'homotopie entre ces com-
T

plexes de chalnes.
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Les morphismes V=vioa et £' = Bof (oi o et R sont
définis dans la proposition 3.1.) réalisent 1l'équivalence d'homotopie cherchée

et respectent les filtrations définies plus haut.




CHAPITRE 1V

1SOMORPHISME DE THOM.

Soit (X,M) un espace c®~stratifié a voisinage orientable, Notons
u = dim(X-M) - dim M et C(—“)(M) le module C(M) gradué comme suit

C;—u)(M) = Cp-u(M)' Nous démontrons dans ce chapitre la proposition 1 de

1'introduction, c'est—3-dire 1l'existence d'un homomorphisme de MDG :
[ (—]J)
(19) o' C(X-M) qﬁ C M) » c(X)

induisant un isomorphisme en homologie.

La suite exacte de Thom est une conséquence immédiate de cette pro-

position, comme suite exacte associée 3 une somme tordue. (Remarque 1.4. du

chapitre II). Il vient en effet :

‘y'
»
+es — H (X-M) — H (X) — H M) ——— H M) —
NeSh ey ey 5ot (KD

ol W; est le morphisme induit en homologie par le cycle V¢' de

Hom_ W an,cxm).

1 - Fibnés MA-orientables.

Soit X ¢: T > M un fibré localement trivial de base M et de

-~ 3

fibre D. On suppose que D est un espace i point base {0} tel que :

(i) 1'homologie réduite ﬁ*(D) est nulle en'tous degrés.
(ii) H(D,D~{0}) = { d
A q=4u
M s'identifie 3 une section de T. Notons T° = T-M
et A° = AI o. Le faisceau de Leray de A modulo 2% est appelé faisceau




d'orientation du fibré A et noté H*(A,AO;A) [ﬂﬂ. C'est le faisceau engendré

par le faisceau :
*, -1 -1 o
Q- H O (,x (@ nT;N, (2 ouvert de M).

C'est un faisceau localement constant de fibre :

0 q#u
ui,p - {o}) = {
A q=1u
On dit que le fibré X : T - M est orientable si son faisceau d'orien-

tation est constant. Dans ce cas, les faisceaux d'orientation de M et de X
coincident sur M. Une orientation du fibré est une section u de HU(A,AO;A)
au~dessus de M telle que, pour tout x de M, u(x) = u soit un générateur
de la fibre en x. Si on se donne une orientation u, on dit que le fibré
A ¢ T>M est orienté. La section u définit alors un &lément de HU(T,T—M),

encore noté u et appelé classe fondamentale du fibré. L'application :

(21) t, = 2 n.) Hp(T,T—M) > Hp_u(M)

est un isomorphisme, appelé isomorphisme de Thom.

On va montrer, en suivant Bﬂ, que 1'isomorphisme de Thom est induit

par un morphisme de MDG au niveau des chalnes singuliéres.

Tout d'abord, la donnée d'une orientationde A : T - M est équiva-
lente 3 la donnée d'un systéme cohérent de générateursen un sens que l'on pré-

cise ci~dessous :

A) Si le fibré est trivial, H*(D,D—{O}) étant A—iibre de base finie,

le cup-~produit externe donne lieu 3 des isomorphismes

1°m) @ B (p,D-{0}) —=—— HM(T,T-M)
A

1°({x}) e v (p,p-{0}) ——— HY(D_,D -{O})
A X X
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Considérons 1l'injection canonique {x} > M,
de cup-produit externe, il vient un diagramme commutati
1’ e H"(0,D-{0}) =

A

1 ({x}) @ H"(D,D-{0})

par fonctorialité
£
¥ (T, T-M)

H'(D_,D_-{0})

A

Fixons un générateur v de HY(D,D-{0}). A tout générateur u
de Hu(Dx,DX—{O}) correspond un unique générateur z de H°({x)) tel que
Z. U v =u.
X X

Définition 1.1.~ On dira que la famille {ux}xGM forme un systéme
cohérent de générateurs (pour le fibré trivial A : T > M) si les {zx}
sont restriction d'une méme classe z € HO(M).

Autrement dit, 1l'application M »> A définie par x "~ z,  est cons-

tante sur les composantes connexes par arcs.

Etant donné un systéme cohérent de générateur

du fibré (trivial) X : T > M est 1l'unique élément u

1'image dans Hu(Dx,DX~{O}) soit z_- Ona u=zuU

de v conduit 3 un 2z différent, mais u

un systéme {ux}xeM donné).

B) Dans le cas général, on pose :

s, la classe fondamentale
de H"(T,T-M) dont

v. Un choix différent

est indépendant de ce choix (pour

'

Déginition 1.7.- Soit A

fibre D satisfait a4 (20). On dira

cohérent si, pour tout point

du fibré X : T > M tel que le syst

X, €M,

+ T >M un fibré localement trivial dont la

{u_ }

est
X xeM

que le systéme de générateurs

il existe un ouvert de trivialisation UO

{u_}

soit cohérent pour le fibré
X ero

éme
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trivial X : T|U > U_.
o

2 - Morphisme de Thom au niveau des complexes de chaines singulilres.

Par exception, les complexes de chalnes singuliéres considérés dans

ce paragraphe seront les complexes non normalisés.

On montre d'abord comment le cap-produit par u (dans (21)) est

induit par un morphisme de MDG au niveau des complexes de chalnes singuliéres

Soit U = {Ui}ieI un atlas de M composé d'ouverts de trivialisation
-1

du fibré X : T - M, on note Ti = A (Ui) et E = {Ti}ie CE(T) désigne

I
le complexe des chaines singuliéres petites d'ordre E ([]ﬂ, exposé 8).

Enfin, par abus de notation, on note u un u-cocycle représentant la classe

fondamentale du fibré.

E
q-u

définie par 7(y) = u Ny est surjective et induit un isomorphisme en homo-

Proposition 2.1. [Z].— L'application 1 : CE(T,T-M) > C (T

logie.

Démonstration. -

a) surjectivité@ : comme on opére sur des chaTnes petites d'ordre E,

il suffit de la montrer pour un fibré trivial.

Or, par définition d'un systéme cohérent, la classe u s'écrit
Z UV avec 2z € HO(M) et v générateur de HU(D,D—{O}). Désignons encore
par z et v des cocycles représentant les classes 2z et v, les applica-

tions

._(M CQ(M) ® C '

A B-u(D)

c, D ? CB(D,D-{O})

sont surjectives, d'oli le résultat.
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PR *
b) Isomorphisme en homologie (cas du fibré trivial) : H (D,D-{0})

est A-libre, il vient un isomorphisme :

B, 0D iHU(D’D—{O}) — H,(T,TM)

d'oli, par fonctorialité du cap-produit un diagramme commutatif

Hq(M) i HU(D,D-{O}) —_— Hq+u(T,T—M)
(z8v) N un
Hq(M) i HO(D) = Hq(T)

Il suffit donc de montrer que (z8v) N est un isomorphisme. Or

(z8v) N  rentre dans la composition :

o _ (z8v)n B
Hq(M) — Hq(M) 8 Hu(D,D {o})) ——m——— Hq(M) 8 HO(D) —_ Hq(M)

A A

-~

oi o et B sont définis comme suit :

a(f) = £ 8@v ol v est le générateur de Hu(D,D-{O}) associé a v

et tel que v(v) = e, é&lément unité de A.

B( ® ke) = k. ol e désigne, dans Ho(D) (isomorphe 3 A),

la classe du cocycle valant e en tout point et oii k € A.

Par composition, on obtient le morphisme ¢ "> z.£ qui, de méme

que o et B, est un isomorphisme, d'ol le résultat.

c) Isomorphisme en homologie (cas général) : Montroms que la proposi-

tion, vraie au-dessus des ouverts de E, est encore vraie pour la réunion de

deux ouverts de E. Pour cela soient U1 et U2 deux ouverts de E et

U = U1 U U2.




«v. > H (T
q(

T et T les restrictions du fibré 2 U, Ul’ U2

On note T, T], 2 12

et U NU et u, u,, u et u les classes fondamentales correspondant

1 2 1 2 12

respectivement 3 ces restrictions. Les suites de Mayer-Vietoris respectives

donnent lieu & un diagramme

122T1570p) » B (T,T=0)) 8 H (T),T,-U,) > H (T,7-0) > Ho p (T1pnTypm0pp) > oo
u, N @ u]nﬂ)uzn @ un B ulzﬁ
> H (T —— Ho (T @ H _(T) > H_ (D — ® (T, — ..

Les carrés (:) et (:) commutent par fonctorialité du cap-produit
et (:) est anticommutatif (composé de cap-produits et bords). D'aprés le lemme
des cing, u N est un isomorphisme puisque les autres fléches verticales le
sont.

On a vu en (b) que la proposition est vraie au-dessus des ouverts Ui’
comme le foncteur homologie commute aux limites inductives strictes, on en

déduit la proposition.

Proposition 2.2, [2] .- La projection d'un fibré A-orientable,
A :T->M, induit un morphisme surjectif X : C(T) > C(M) donnant lieu 3

un isomorphisme en homologie.

La projection ) se reléve par la section canonique, ce qui assure la
surjectivité. Dans la suite, nous n'envisagerons, en fait, que des fibrés A-

orientables de fibre D contractile et pour lesquels la proposition est évidente.
i

Proposition 2.3.- Soit A : T > M un fibré A-orienté, 1'isomorphisme
de Thom (21), t, ¢ H*(T,T—M) - H*(M) composé du cap-produit par la classe
fondamentale et de la projection est induit par un homomorphisme de MDG au niveau

des complexes de chalnes singuliéres.




Demonsthation.- Soient ¢' 1'injection canonique ¢' : CE(T) - C(T)

'

et ' 1la surjection x' : C(T) > CE(T) induite par 1'opérateur de subdivi-
sion barycentrique ([ja], exposé 8 ou [?3] chap. VII, théorémes 8.2. et 9.1.).

m' réalise avec ¢' une équivalence d'homotopie de complexes de chaines.

La composition des morphismes de MDG :

- E _ E
Cq(T,T M) —> Cq(T,T M) — Cq_u(T) — C (M —— ¢,

q q-H

que 1l'on notera t induit t, en homologie, d'oli le résultat.

Par application directe d'un théoréme classique ([?3], chap. V,

théoréme 13.3.), il vient :
Corollaire 2.4.- 11 existe un morphisme de MDG :
s : cWan 5 cr, T

réalisant avec t une &quivalence d'homotopie de complexes de chalnes et
induisant en homologie 1'isomorphisme inverse de t,

Nous donnerons au chapitre VII une expression explicite du morphisme s.

Remarque 2.5.- Par la suite, on notera encore s et t les morphismes
de MDG définis au niveau des complexes de chaines normalisées :
s : cWan - cr,Tw, t: oI - cW ) et daduits des précédents
au moyen de 1'équivalence d'homotopie entre complexes de chalnes normalisé et non
normalisé (voir par exemple S. Eilenberg et S. Mac Lane, Annals of Math., 58

(1953), p. 61).

3 - Démonstration de La proposition 1 (Introduction).-

Considérons la suite exacte courte :
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0 — CXM) — CX) B c@E,x-M) — 0

oli tous les MDG sont libres. Pour tout relévement o de la projection p, le
morphisme ¥V =dp - pd est un cycle de Hom_](C(X,X—M),C(X—M)) et on a un
isomorphisme de MDG :

¢ : C(XM) & C(X,X-M) — C(X)

¥y
défini par $(x,y) = x + p(y) (lemme 1.2. du chapitre II).

On note T un voisinage tubulaire de M dans X et A : T - M
la projection de T sur M. C'est un fibré A-orientable de base M. Le
choix d'une orientation de A : T > M donne lieu 3 un morphisme
s C(_U)(M) + C(T,T-M) induisant en homologie 1'isomorphisme inverse de

1'isomorphisme de Thom (Remarque 2.5.).

D'autre part, l'injection ¢ : (T,T-M) -» (X,X-M) induit un mor-

phisme de MDG (homomorphisme d'excision) encore noté ¢

e : C(T,T-M) — C(X,X-M)

[¢]

—— a—

Comme X-TC X-M (intérieur de X-M), e est une équivalence d'ho-

motopie.
Le morphisme composé
(22) c W —> C(T,T¥) —> C(X,X-M)
noté &8 =¢ o s, induit un isomorphisme en homologie. Posons Y¥' = V¥ o §,

1'application
'

(23) o rcxan o ¢Wan > cxM e cx,x-m
g ¥

définie par 6'(x,y) = (x,8(y)) est un morphisme de MDG, elle induit un iso~

morphisme en homologie (proposition 3.3. du chapitre II).Le morphisme composé
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¢' = ¢ o 8' est un morphisme :

6" : C(X-M) © c('”)(M) — C(X),
\P'
il est défini par ¢'(a,b) = a + p&(b) et induit un isomorphisme en homologie,

on en déduit la proposition.
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CHAPITRE V

LA SUTTE SPECTRALE.

Ce chapitre est consacré 3 la construction de la suite spectrale.
Nous avons cependant renvoyé au chapitre VII la démonstration, plus technique,

de la proposition VII de 1'introduction.

1 - Somme tordue de MDG associZe a une application Cc°-stratifite.

Soit (X,M) un espace c-stratifié 2 voisinage orientable et
f: (X,M) > (Y,N) une application cO-stratifié de fibres (F,Fo). D'aprés
la proposition 2.2 du chapitre III, on peut associer au fibré f]M : M> N de
n

fibre F_  une cochaine fondamentale T € Hom ,L(C(N), C(G)) (oi G est

o o] -1 — —0 -0
un groupe simplicial d'automorphismes du complexe minimal de Eo) et des
morphismes de MDG :

T T

VO, cw e C(F) —> CQ £°:00) — c() 8 C(F)

T
o TO

(o}

réalisant une &quivalence d'homotopie de complexes de chaines. On notera
T T T T T

v ° 0f %=1+ d¢ ° 4 ¢ °4 avec ¢ ° € Hom](C(M), c(M)

: X-M —> Y-N , de

De méme, on peut associer au fibré f[X-M :

fibre F, un cochalne fondamentale ¥l € Hom_l(C(Y—N), C(g)) et des morphismes
de MDG :

T T
v!icN) e CE) —» CXM £ :C(XM) —s C(Y-N) @ C(F)
T T

réalisant une équivalence d'homotopie de complexes de chafnes. On notera

T T 1N by
V of =1+dp +¢ d avec ¢ ¢ Homl(C(X-M), cC(X-M)).
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Notons [C(N) e C(F)] ™) le module différentiel

T
(o}

C(N) ® C(Fo) gradué comme suit :
T

)
e c@)]™ = 7 c.awec.r)
o’~'p ‘s i jto
T i+j=p-u
)
Soit ¥' 1le morphisme
vt cany — o(xm)
T Yo
défini au paragraphe 3 du chapitre IV, en posant ¥" =f o ¥' o V on

b
forme la somme tordue :

(24) [c(x-N) e c(F)] @ [c(N) e C(F y] W
T y" T °
On déduit alors directement du corollaire 3.6 du chapitre II,

la proposition :

Proposition 1.1.- Les morphismes

v, : [C(Y-M) ° C(F)] 2 [can o ¢ )] — coxm o ¢ an
1 )

£, + C(X-M) 2' c™Man > [e-n Te c(r)] 6, [ca) Te C(F )] (=)
I

1, %o Yo
¥' v T(b),v (b))

(o}
T T

définis par Vz(a,b) = (V l(a) + ¢

Tl Tl To To
et fz(x,y) = X)+f ¥ ¢ (M,E (¥))

sont des morphismes de MDG induisant un isomorphisme en homologie. On a

2 2
V2 o f2 =1+ dW' o¢ + ¢ o dW'
T

T T T
ot ¢2C,y) = (6 ) + 6 L o¥ 06 % , 6 °W).
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Conollaine 1.2. (Proposition 2 de 1'introduction).~ Le morphisme de MDG :

' 0V, : [C(YN) T@ C(F)] ‘ﬁ. [c(v) T@ c(F )] W e

1 o
réalise une équivalence d'homotopie de complexes de chalnes. Il induit un

isomorphisme en homologie.

2 - Somme tfordue @ £'aide des complexes simpliciaux.

On démontre, dans ce paragraphe, la proposition 6 de 1l'introduction.

Les hypothéses sont les mémes qu'au paragraphe précédent.

2.1. - Supposons N muni d'une triangulation, la cochalne fondamentale

f\J 3 - . » * 3 -

To du fibré fIM ¢ M > N induit par restriction une cochalne fondamentale
n
T

0 © a sur K(N) et on peut former le produit tensoriel tordu

K(N),f C(F)). 11 résulte de la proposition 3.1 du chapitre III :
o

i

Proposition 2.1.- Le morphisme a o8 1 : K(N) @ C(FO) +>C(N) © C(FO)

T T
s . . - 0
réalise une &quivalence d'homotopie de complexes de chafines.

On note Bo : C(N) T@ C(Fo) > K(N) T@ C(Fo) un morphisme de MDG
) )
réalisant avec a, cette équivalence d'homotopie.

)
2.2, - Soit U wun voisinage tubulaire de N dans Y , Y-U est
- 0
un rétracte par déformation de Y-N. L'inclusion i : C(Y-U) - C(Y-N) induit

. . . - v 1
un isomorphisme en homologie. La cochaine fondamentale T, du fibré

. . . . - N -
¢ X-M > Y-N 1induit par restriction une cochaine fondamentale T, o i

fIX-M 1

)
sur C(Y-U). D'aprés le lemme 1.2 du chapitre III, on a :

.y ) - o
Proposition 2.2.- Le morphisme i @ 1 : C(Y-U)_P c(F) » C(Y—N)_? C(F)
1 1
est un morphisme de MDG , il réalise une équivalence d'homotopie de complexes

de chafTnes.




- 55 -

On note j un morphisme de MDG :

o -
j ¢+ C(Y-N) @ C(F) -~ C(Y-U) © C(F) réalisant avec 1 8 1 cette &quivalence
T T
1 1
d'homotopie.

)
2.3.- Supposons le sous—espace Y-U muni d'une triangulation,

- o o
en notant encore o l'inclusion K(Y-U) » C(Y-U), on a, de méme qu'en 2.1

Proposition 2.3.- Le morphisme

o 0

@, =o ® 1 : K(¥Y-U) T@ cC(® - c(y-U) 1_8 c(® réalise une &quivalence
1 1

d'homotopie de complexes de chaines.

o o
On note 61 s C(Y-U) 'r@ c(F) » K(Y-U) T@ C(F) un morphisme de MDG
1 1

réalisant avec o, cette &quivalence d'homotopie.

1

2.4.- Le morphisme :

(25) ¥ i KON @ C(F) » K(Y-U) 8 C(F)
T T

o] 1
obtenu comme composition V¥ = B, © jov¥'o o  est un cycle de degré -1.
I1 vient, d'aprés la proposition 3 de [39] ou le corollaire 3.6 du

chapitre II :

Proposition 2.4.- 11 existe une Equivalence d'homotopie de complexes
de chalnes

[K(Y—S) ® c(F)] o [R(V) o C(FO)] (-u) o' | [c(y-N) @ c(F)] & [c(N) e C(Fo)] ),
T ¥ T R' T, y" T
o
décrite de la maniére suivante :

Posons, pour 1 = 0,1 , a; o Bi =1 + d¢i + ¢id. o' et B' sont définis

par : a'(a,b) = (a;(a) + ¢, ¥" o (b) , a (b))

et B'(x,y) = (B,(0) + B, ¥" 6_(¥) , B_(¥))
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o
=]
[
o]
o
w
Il

1 + dW" ¢2 + ¢2 dW" , ol ¢2 est défini par
0, (%, ) = (¢, () + ¢, ¥ ¢ _(¥) , ¢ (¥))

Cornollairne 2.5.- (Proposition 6 de 1'introduction) - Le morphisme
¢$' o V, o a' réalise une équivalence d'homotopie de complexes de chalnes
2 q

entre C(X) et le complexe :

(26) [xe-B) e cm] o kM) e c(F )] )
T ¥ T

1 o
3 - Flltrations.
On explicite dans ce paragraphe la filtration permettant de

construire la suite spectrale.

0
Rappelons que 93U = U - U est l'espace total d'un fibré de base

N et de fibre une variété topologique de dimension v-1 = dim(Y-N) - dim(N) - 1.
(Propriété 1.2 du chapitre I). On note w : 39U » N la restriction i aU

de la projection de U sur N en tant que fibré.

Déginitions 3.1.- Soit (Y,N) un espace c®-stratifié et U un

voisinage tubulaire de N dans Y ;

On dit que (Y,N) est un espace c®-stratifie triangulable si

Y,N et 23U sont des espaces topologiques triangulables et si la fibre 3D

de 93U est compacte.

On dit qu'une triangulation (K) de Y est une triangulation adaptée

au triple (Y,N,U) si (K) est compatible avec une triangulation (Kl) de

N et une triangulation (K2) de 23U et si de plus, pour tout simplexe s

de Kfq), w—l(sq) est un sous—-complexe de dimension g+v-1 de (KZ)'

Lemme 3.2.- Soit (Y,N) un espace c®-stratifié triangulable, pour

tout voisinage tubulaire U de N dans Y, le triple (Y,N,U) admet des

triangulations adaptées.
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Démonstrhation.- Proposition 5.1 du chapitre VII.

Le nesultat fondamental :

Proposition 3.3.- (Proposition 7 de 1'introduction) - Soient (X,M)

un espace c®-stratifié a voisinage orientable, (Y,N) wun espace c®-stratifié
triangulable et £ : (X,M) » (Y,N) une application c®-stratifiée de fibres
(F,FO). Posons v = dim(Y-N) - dim N , pour toute triangulation adaptée au
triple (Y,N,U), le morphisme V¥ est homotope & un morphisme encore noté V¥

et tel que :

(27) vk e c(F)] < k[(r-0) PV ¢ c(r)

Démonstration.- Paragraphe 6 du chapitre VIL.
Dans toute la suite, nous noterons

(28) A= K(Y—S) @ C(F) B = [R(N) ® C(Fo)l(-U)
T o

en tant que MDG. Pour un entier k > O fixé, on filtre A et B comme suit :

F,(A) k[(x-0) ®] e c®
T
1

F ) = kNPT o or)
(k) P o °

La suite spectrale associée 3 la filtration FP(A) de A est,

- s 2 . - . .
d partir du terme E~ , isomorphe & la suite spectrale de Serre (en homologie)

du fibré f]X—M : X-M > Y-N. Son terme E° de bidegré (p,q) est noté
E;,q(X—M) , sa différentielle dy_ . On a :

B0 (X-M) = K_(Y-U) @ C (F)

P»q P q

gl (x4 = K (v-0) 8 u_(F)

Psq P q

1

2 .
Ep’q(X M) HP(Y N ; Hq(F))
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oli 1'homologie est prise @ valeurs dans le syst&me local formé par 1'homologie

de la fibre.

Considérons la suite spectrale associée 3 la filtration

Fp = K[N(p)] 2] C(Fo) de K(N) © C(Fo) . Elle est isomorphe, & partir du
T

terme EZ, a4 la suite spectrale de serre (en homologie) du fibré fIM ¢t M > N.
On note E;’q(M) son terme E° de bidegré (p,q) et d; sa différentielle.
I1 vient :
E;’q(M) =K 8 C (F)
E;,q(M) =K M e H(F)
B, (0 % H (N5 H (F)
Si (k)E;,q(B) désigne le terme E° de bidegré (p,q) de la suite

spectrale associée 3 la filtration (k)Fp(B) de B, on a la relation :

r

_ r
)5, q® = Epoye, qak—y @

D'aprés le chapitre II,4-3, on déduit des filtrations de A et

de B 1la filtration suivante de la somme tordue A ® B :
Yy

(29,k) F (A®B) = Fp(A) 3

R 10 Fp ™

Lemme 3.4.- Pour que la différentielle d, définie sur A ® B
b4
respecte la filtration (29,k) ci-dessus, il suffit que 1'on ait k 3 v-1.

Démonstration.- Les différentielles de A et B respectent

les filtrations définies sur ces MDG. D'autre part, d'aprés la proposition

3.3, pour tout entier k > v-1 on a :

LT ®] S Py ey ®

avec v = dim(Y-N) - dim N . On en déduit le lemme.
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Conollaine 3.5.- La filtration (29,k) de A @ B induit une
Yy
filtration de H*(X) notée :

(30,k) (1 Fp (B ()

Démonstration.- D'aprés le lemme 3.4, la filtration (29,k) de

A ® B induit une filtration de H*(A ® B). Ce dernier, étant isomorphe
¥ ¥
a H*(X), on a le résultat.

4 - La suite spectrale.

Lemme 4.1.- Pour que la suite spectrale déduite de la filtration

F (A®B) du MDG A @® B converge, il suffit que 1l'on ait k 3 v-lI.
k) p™ ¥

Démonstration.- La proposition 3.3. montre que VY satisfait 3 la

relation (11) du chapitre II1.La filtration de A ® B est donc réguliére
b4
(lemme, 4.3 du chapitre II).On a entre autres :

(k)Fp[(A $ B).] =0 pour p g -I

(k)Fp[(A $ B)i] (A $ B); pour p 3 i-W+k

d'oti le lemme.

Notons EF le terme E' de bidegré (p,q) de la suite
(k) 'p,q
spectrale déduite de la filtration (k)Fp(A ® B) de A @& B. On peut appliquer

bd b4
la proposition 4.4 du chapitre II. Il vient :




(33)
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Théoneme 4.2.- Soient (X,M) un espace C°-stratifié a voisinage
orienté, (Y,N) un espace c®-stratifis triangulable et f : (X,M) > (Y,N)
une application c®~stratifide de fibres (F,Fo). Posons u = dim(X~M) - dim M

et v = dim(Y-N) - dim N. Pour tout entier k 3> v-1, il existe une suite

spectrale convergeant vers le gradué associ& & la filtration (30,k) de
H*(X). Pour tout r £ k-(v-1), son terme (k)Er entre dans la suite exacte
>

courte (compatible avec les différentielles dF)

(31 0 — E° (X-M) —> EE  — E M) —> 0
) , p,q( ) (k) "p,q p-k,q+k-u( )
Rema&gueA.— Pour r < k = (v=1), 1'extension (31) est triviale
et le terme EX est, en tant que MDG, somme directe des deux autres
(k)

Psq
termes intervenant dans la suite exacte (31). (corollaire 1.6 du chapitre II).

Pour r = k - (v-1) = o, l'extension (31) est non triviale. La
différentielle d% sur (k)Ea = EG(X-M) ® E*(M) est donnée par
o a o a ~ 0 . . ’ ,
d7(x,y) = (d°(x) + ¥ (y), d°(y)) ol ¥ est induit par VY. Le morphisme V¥

est indépendant du relévement p de p (proposition 1 de 1'introduction)

et, pour a 2 2, du voisinage tubulaire U de N dans Y et de la triangulation

de Y.
La suite exacte longue d'homologie associée 3 1'extension non triviale :
0 — E*@M) — (k)E“ — E'M) — o0
s'écrit :
(32) ... — Egj;(X-M) — (k)ng; — Egt;’q+k_u(M) =T B g, qraml F — ..
ol Wa+] se déduit de Y% par passage a4 l'homologie des différentielles
d;—M et d§ .

Pour k = v, la suite exacte (32) s'écrit :

2

2 y :
oy (E)) = H o (FN 5 H () > ..

E -+ H N ;
(W7p,q P-v(

cee > H (YN Hq(F)) > Bo-(u

_
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Pour k > v+l , le terme E2 est égal & :

2

S 1 %p,q O B

(F ))

gqtk-y o

=H (Y-N ; H(F)) 8 H
¢ S eH

C'est, en tant que MDG, une somme directe si k > v+l et une somme tordue

(par Wz) si k = v+l,

Remarque 4.3.- La suite spectrale obtenue est somme directe des

suites spectrales de Serre des fibrés X~-M > Y-N et flM : M> N

fIX—M :
jusqu'3 un certain rang a. Le choix de k d&termine ce rang. Nous interpréterons
au chapitre yy(paragraphes 1 et 5) le morphisme %% perturbant la somme

directe. Il est, briévement parlant, induit par 1'inverse d'un isomorphisme

de Thom et un bord. Il est facile d'en faire le calcul dans les exemples du

chapitre I et de voir qu'il exprime la maniére dont sont "rattachés" les

deux fibrés.

Remarque 4.4.- Nous avons construit la suite spectrale en supposant
M et N connexes. Nous avons fait cette hypothése dans un but de simplification
des calculs, mais on peut généraliser le théoréme 4.2 au cas oli 1'une des variétés

M ou N (ou les deux) n'est pas connexe. Il est évident que, si N n'est pas

connexe (ce qui implique M non connexe), on aura &ventuellement & considérer

des fibres singuliéres distinctes pour chacune des composantes connexes de N.

Remarque 4.5.- La filtration (30,k) de H*(X) peut également s'obtenir
en filtrant C(X) de la maniére suivante :

Le morphisme § =¢ o0 s : C(-u)(M) > C(X,X-M), défini en (22), induit
un isomorphisme en homologie. On appelle §' un morphisme de MDG réalisant

avec § wune équivalence d'homotopie de complexes de chaines h : § o &' = 1

(identité de C(X,X-M)).

D'aprés les corollaires 3.5 et 3.6 du chapitre II ,le morphisme
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8 : C(X-M) 8 C(X,x-M) —> c(x20) o c™
¥ g

défini par :

8(x,y) = (x + ¥ h(y), &"(y))

est un morphisme surjectif de MDG. Il induit en homologie 1'isomorphisme inverse

de celui induit par le morphisme g¢' ((23) du chapitre IV).

Si ; désigne toujours 1'isomorphisme

5 : C(X-M) ® C(X,X-M) > c(X) défini au paragraphe 3 du chapitre IV et

be

f2 et g' les morphismes surjectifs définis dans les propositions 1.1 et

2.4 respectivement, on définit une filtration de C(X) comme suit :

- -1
X = ! F(A®B .
(k)Fp[C( )] =60 (8 of,)o00 [q o 0 )]
Cette filtration respecte la différentielle de C(X) et induit

par passage 3 1'homologie la filtration (30,k) de H (X).

5 - La suite spectrhale en cohomologie.

On utilise ici les résultats du paragraphe 4-5 du chapitre II.

o -
Les modules différentiels gradués K(Y-U) ©® C(F) et [K(N) 2] C(FO)J( W

T T
1 0

sont toujours notés respectivement A et B. Les filtrations définies sur
A et B au paragraphe précédent permettent de définir une filtration

FP(Hom(A ® B 3 A)) de Hom(A ® B ; A) (voir (15) du chapitre II).
¥ y

La suite spectrale déduite de la filtration FP(Hom(A ; A))

(k)

de Hom(A ; A) est isomorphe, & partir du terme E,, 3 la suite spectrale de

2’
Serre (en cohomologie) du fibré f|X—M : X-M > Y-N. On note Ez’q(X—M) son
terme Er de bidegré (p,q) et df_M sa différentielle.

De méme, la suite spectrale déduite de la filtration

a

(k)FP(Hom(B 3 A)) de Hom(B ; A) est isomorphe, & partir du terme E2 ,

la suite spectrale de Serre (en cohomologie) du fibré fIM : M>N. On
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P»>q = p-k,q+k-u . '
note (k)Er (B) Er (M) (voir page 58) son terme Er de

bidegré (p,q) et df sa différentielle.

La filtration (k)Fp[C(X)] de C(X) définit une filtration :

Prc* - .
0¥ "] = Hom[C(X) /(k)Fp[C(X)] ; A:l

de C*(X) compatible avec la différentielle, d'ol une filtration
P ro* *
a0 F H(X)] de H (X).

Enfin, v* . Hom(A ; A) > Hom(B ; A) désigne le morphisme transposé

de V¥ (paragraphe 4.5 du chapitre II).On a, d'aprés la proposition 3.3.

¥* [P (Hom(a ; M))] € (k)pp*k’("")(uomcs s ).
On peut appliquer la proposition 4.6 du chapitre II1.Il vient :

-~

Théondme 5.1.- Soient (X,M) un espace C -stratifié & voisinage
orientable, (Y,N) un espace cO-stratifis triangulable et f : (X,M) » (Y,N)
une application c®-stratifiée de fibres (F’Fo)' Posons u = dim(X-M) - dim M
et v = dim(Y-N) - dim N. Pour tout entier k > v-1, il existe une suite
spectrale convergeant vers le gradué associé a la filtration (k)Fp[ﬁ*(X)]

* . P . -
de H (X). Ses termes et différentielles sont donnés par :

P>q _ PsQy_ p-k,q+k-u (-
(k)Er Er (X-M) @ Er (M) pour r g k-(v-1)
-M M
dr = (dr . dr) pour 1 < k-(v-1) = a.
XM * M
da = (da s Wu + da)

~

* ] . *
ou Wa est induit par VY .

La suite exacte longue de cohomologie, associée @ la somme tordue

Ea, s'écrit :
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*
y .
p-a,qta=l o\ o+l p-k,q+k-u Ps9 PsQ y_
Sl X-M) — E o+ M — (k)Ea+l — Ea+1(x M) —
ol W:+] est induit par W: par passage 3 l'homologie des différentielles
aX¥™M et dM.
a a

Pour k = v, la suite exacte devient :

»*
y
oo > B N 5 mY(E)) <25 BP V(w5 gdm (V) (F ) - (v)Eg’q > WP (Y-n;HL(T)) > . ..

De fagon analogue 3 ce qui se passe en homologie , pour & 3 v+1,

le terme (k)Eg’q est égal & :

Psq _ gPrvon . ud p-k . wdtk-u
(k)E2 H'(Y-N ; H*(F)) e H© (N ; H (Fo))

En tant que MDG, la somme est directe si k > v+l et tordue si k = v+l.




CHAPITRE VI

PROPRIETES ET APPLICATIONS

DE LA SUITE SPECTRALE DES APPLICATIONS c°-STRATIFIEES.

Ce chapitre comporte trois parties. Les deux premiéres rassemblent
les principales propriétés et applications de la suite spectrale des applications
c®-stratifides. Dans une troisidme partie, on donne quelques résultats concernant

les actions (semi-libres) de groupes.

~

Dans tout le chapitre, (X,M) désignera un espace c®-stratifié a
voisinage orientable, (Y,N) un espace c®-stratifié triangulable et
f: (X,M) > (Y,N) wune application c®-stratifide de fibres (F,Fo). Sauf
indication du contraire, on suppose que les fibres F et Fo sont connexes.

On pose y = dim(X-M) - dim M et v = dim(Y-N) - dim N.

I - PROPRIETES.

1 - Cas d'un §4ibn2 de Serre.

Proposition 1.1.- Soit £ : X > Y un fibré de Serre, de fibre F,
et N un sous—-espace fermé de Y, notons M = f-](N); si les données
&,M),(Y,N) et f satisfont aux hypothé&ses énoncées ci-dessus, le terme E2
de la suite spectrale (obtenue pour k = v) de 1'application c-stratifide
f: XM » (Y,N) est isomorphe au terme E2 de la suite spectrale de Serre

du fibré £ : X > Y [38],

Démonstration.- On donne deux démonstrations de cette proposition,

elles utilisent toutes deux des résultats démontrés dans les paragraphes qui

suivent :
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Munissons Y de la triangulation cellulaire (D) définie au lemme

5.6. du chapitre VII : Si U désigne un voisinage tubulaire de N dans Y,

o
Y-U est un sous-complexe de (D) et il existe une triangulation (Kl) de N
telle que, pour toute cellule o de (D) rencontrant N, o AN soit un

sous-complexe de dimension q-v de (K]).
L'équivalence d'homotopie C(X) = K(Y) ® C(F) démontrée 3 la
T
proposition 3.3. du chapitre III donne lieu & une &quivalence d'homotopie

K(Y) 8 C(F) —— [K(Y-0) 8 C(F)] 0 K e ]
T - T T -

Le lemme 4.3. ci~dessous permet de montrer que cette &quivalence d'homotopie
respecte la filtration FpDk(Y) 8 C(F)] = K(Y(p)) Q@ C(F) de K(Y) % C(F) et la
T

filtration (29,v) de la somme tordue. Un calcul facile, mais trés long, montre

que 1'homotopie est d'ordre r 51, d'ol le résultat ([ig}, chap. XV, prop. 3.1.).

Donnons une deuxiéme démonstration de cette proposition, dans le cas
o o cee s = . . .
ot (Y,N) est un espace C -stratifié a volsinage orientable :
La suite exacte longue (33) déduite de la suite spectrale s'écrit

2

Y
2 -1
35) ... > H (Y-N;H (F)) > E° -+ H_ (NH (F)) —E=29 g (Y-N;H (F)) » ..
(35) pONH () > B > B (VG (F)) ooy (ENGH (F))
Elle rentre dans le diagramme commutatif
' 2
.. »H (Y-N;H (F —— E — H N3;H (F — H Y-N3;H (F N
S (FNsH () o H L (NSH () oo CENH ()
id o t id

<o +>Hp(Y~N;Hq(F)) 4—Hp(Y;Hq(F)) > Hp(Y,Y—N;Hq(F)) -+ Hp_l(Y—N;Hq(F)) > ...

dans lequel la seconde ligne est la suite exacte longue d'homologie de la paire

(Y,Y-N) & coefficients dans le systéme local HP(F) ([35], exposé 20), le




morphisme o est induit par 1'équivalence d'homotopie C(Y) ? C(F) — C(X)
et le morphisme t est un isomorphisme de Thom en homologie de Borel-Moore
(Proposition 6 de 1l'Appendice 2). La commutativité du diagramme provient de la
construction du morphisme V¥ et de la proposition 5.3. ci-dessous. Il résulte
du "lemme des cing'" que o est un isomorphisme, ce qui achéve la démonstration

de la proposition.

Remarque 1.7.- La suite exacte longue (35) montre que, si p < v-I,

on a E2 = H (Y-N;H (F)). De plus, si N est un point, on a
Psqd p q
2 .
E = H (Y-N;H (F our différent de v et v-1l.
P, p( H q( D p p
Remangue 1.3.- Dans le cas ol les restrictions du fibré au-dessus de
N et Y-N sont triviales, la différentielle d2 de la suite spectrale se

b
réduit & un morphisme d'un sous~groupe de Hp—v(N;Hq(F)) dans un quotient de
P 2
Hp—Z(Y_N’Hq+l(F))' Plus précisément, notons Wp—l,q

Hp—v(N;Hq(F)) - Hp_l(Y-N;Hq(F)) le morphisme induit par ¥ et intervenant

dans la suite exacte longue (35), on a

d2 : Ker WZ —_— Hp_z(Y—N;H

2
P>q p-1l,q

(F))
q+1 /Im Wp—Z,q+l

Remarque 1.4.- MEme dans le cas oi f : X > Y est un fibré trivial,

2 o
¥" n'est, en général, pas nul.

Un exemple simple illustre, d'ailleurs, le rdle du morphisme V¥
dans le 'rattachement' des fibrés au-dessus de N et de Y-N : On pourra, i
titre d'exercice, écrire la suite exacte (35) dans le cas oii N est un point
de Y = Sl et les fibrés au-dessus de N et Y-N sont les ¥fibrés triviaux
de fibre F = 2 points. On a, bien entendu, deux rattachements possibles pour

former ou bien le fibré trivial au-dessus de Sl, ou bien le fibré de Hopf
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2 - Suite spectrale du premiern quadrant.

La suite spectrale d'une application cO-stratifide £ : (X,M) + (Y,N)
converge si k » dim(Y-N) - dim(N) - 1 (Lemme 4.1. du chapitre V). C'est une
suite spectrale du premier quadrant si la graduation de A ® B est inférieure

b4
d la filtration. Autrement dit, si on a :

W@ e®] = eB, pour pi.

Comme cette 8galité est réalisée si et seulement si p > i+k-yu,

il vient :

Proposition 2.1.~ Pour que la suite spectrale d'une application c®-
stratifiée f : (X,M) » (Y,N) de fibres (F,Fo) soit du premier quadrant,

il faut et il suffit que 1l'on ait v-1 ¢ k ¢ u.

Remarquons que, pour pouvoir choisir k satisfaisant & cette condi~
tion, il faut que l'on ait u > v = 1. Ceci n'est pas sans rapport avec les
dimensions des fibres. En effet, si F et F_ sont des variétés topologiques,

on a : dim F - dim FO = 4 = v (corollaire 1.9. du chapitre I). On en déduit

Conollaire 2.2.- S1 F et F_ sont des variétés, pour pouvoir
choisir un entier k tel que la suite spectrale soit du premier quadrant,

il faut que 1'on ait :
dim F - dim Fo 2 -1

Rappelons d'autre part que, si la suite spectrale est du premier qua-
t
drant, la filtration de H*(A ® B), donc aussi celle de H*(X), est bornée :
y

on a Fp(Hp(X)) = HP(X).

3 - Proprietis de La suite spectrale du premienr quadrant.

Dans le cas oli elle est du premier quadrant, la suite spectrale d'une
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. . o s o L. . A .
application C -stratifiée hérite de plusieurs propriétés de la suite spectrale

de Serre. Nous renvoyons 3 Serre [Bé] pour les démonstrations de ces propriétés :

1°) La "transgression”.

Considérons l'une des suites spectrales obtenuespour k = (v+1),...,u.
. et e . een . n n n
La transgression est par définition la différentielle d = : En 0~ EO n-1 ([38]).
? ’

Elle applique, pour n > 2, un sous-groupe de Ei 0 = Hn(Y—N) dans un quotient
de Eg -1 " Hn-l(F)' On remarque qu'elle coincide avec la transgression du

fibré f XM : X-M > Y-N.

2°) La suite exacte des tenmes de bas degré.

Pour une suite spectrale du premier quadrant, la suite exacte des

termes de bas degré s'écrit

-2 2
HZ(X) > E2,0 — Eo,] ” H](X) - El,o > 0.
Les suites spectrales obtenues pour k = (v+1),...,u donnent lieu,

pour u > 2, A& une suite exacte :

: 2
d . >
HZ(X) - HZ(Y*N;HO(F)) -——~*~HO(Y-N;HI(F)) > H](X) -+ HI(Y—N,HO(F)) 0

oli la différentielle d2 est celle de la suite spectrale de Serre du fibré

Elyy @ XM > YN,

Pour u =2 (v =1), 1la suite exacte s'écrit

2
HZ(X) - HZ(Y—N;HO(F)) 6 HO(N;HO(FO)) _Q_* Ho(Y-N;Hl(F)) - HI(X) - H](Y—N;HO(F)) - 0.

f

3°) Finitude des ghoupes d'homologie.

Proposition 3.1.- Si A est un anneau principal, si les systémes lo-
caux formés par Hi(F;A) et Hi(Fo;A) sur Y-N et N respectivement sont
triviaux pour tout i, et si les groupes d'homologie de F, FO, Y-N et N

sont des A-modules de type fini en toutes dimensions, il en est de méme pour X.
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En effet, ([38], Proposition 1 du chapitre III), chacun des termes

Ei q des suites spectrales obtenues pour k = (v+1),...,u est de type fini,
9’

de méme les E- et les E. d'oi H_(X).
Psq *

s b

4°) Cas ol Les homoLogies de Y-N, N, F et F_ sont nukles en

grande dimension.

| Proposition 3.2. (Voir EB@, proposition 3 du chapitre III).- Soit
f: (X,M) » (Y,N) une application Co—stratifiée de fibres (F,FO), si A
est un corps et si les systémes locaux formés par Hi(F;A) et Hi(Fo;A) sur
Y-N et N respectivement sont triviaux pour tout i 3 O, supposons que l'on

ait

1]
]

Hp(Y—N) O pour p >n Hp(N) 0 pour p > n~v-l

Hp(F) O pour p >m Hp(Fo) 0 pour p > m~(u-v) + 1

= > 1 i
alors Hp(X) 0O pour p > mtn et Hm+n(X) est isomorphe & :

H, (X) = [Hn(Y—N) eH (] e [H_ _, (e Hm_(u_V)H(FO)].

On remarquera que les conditions portant sur les degrés ne sont pas
naturelles puisque, si Y-N est de dimension n, N est de dimension n-V
et si F est de dimension m, F0 est de dimension m-(u-v). D'autre part,
le corollaire de [36], p. 467, n'est plus valable pour une application c®-

stratifiée.

5°) Suite exacte de Serre. !

Proposition 3.3.- Soit £ : (X,M) > (Y,N) wune application c®-stra-
tifiée de fibres (F’Fo)’ si A est un anneau principal, supposons que le
systéme local formé par Hi(F;A) sur Y-N soit trivial pour tout i 2 O et

qu'il existe un entier k, compris entre v-1 et U, tel que
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(1) Hi(Y-N;A) 0 pour 0 <i<pzsk

(ii) Hi(F;A) O pour O < i <q ¢ u-k.

On a alors la suite exacte :

Hp+q_1(F;A) - Hp+q_1(X;A) -> Hp+q_](Y-N;A) - Hp+q_2(F;A) > ..

cee > H2(Y-N;A) > H](F;A) > HI(X;A) > HI(Y—N;A) -0 .

Ce résultat est une généralisation de la suite exacte de Serre
(EBé], Proposition 5 du chapitre III). L'homomorphisme d" : Hn(Y-N;A) > Hn_](F;A),

0 £ n g ptgq-1 est la transgression a". En posant q =1, on a

Conollaire 3.4.- Soit f : (X,M) » (Y,N) une application c%-stratifiée
de fibres (F,Fo), si A est un anneau principal et si le systéme local formé
par Hi(F;A) sur Y-N est trivial pour tout i > O, supposons que Hi(X;A) =0
pour tout i > 0 et que Hi(Y—N;A) =0 pour O <i <p g u-l, alors on a

Hi(F;A) =0 pour O < i < p-1,

6°) Morphisme de suites spectrales.

0
On note toujours A = K(Y-U) _? C(F) en tant que MDG (paragraphe 3
1
du chapitre V). L'injection X-M - X induit l'injection naturelle i : A -~ A & B.
Yy

Celle~ci, définie par i(a) = (a,0), est un morphisme de MDG compatible avec

les filtrations FP(A) et (k)Fp(A $ B) (formule (29,k)). On en dé&duit des
homomorphismes :

.T | T T

i, ¢ E"(A) > (k)E

. [+ oo L]

i, ¢+ E (A) - (k)E

i* : H*(X-M) - H*(X)

r.r _ .r.r - .
tels que d i, = lﬁdA et ol la suite spectrale (Er(A),dr) est la suite spectrale

de Serre du fibré £ XM X-M » Y-N.
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4 - Filtration de H (X) (pour k = V).

Proposition 4.1.- Dans le cas de la suite spectrale obtenue pour
k = v, on peut construire une triangulation cellulaire (D) de Y telle

que la filtration (30,v) de H¥(X) soit donnée par FP(H*(X)) = H*(fvl(D(p)))

ol D(p) désigne le p-squelette de (D).

Cette proposition résulte des deux lemmes suivants

Lemme 4.2.- Soit (Y,N) un espace c®-stratifié triangulable, on
note U un voisinage tubulaire de N dans Y, U son bord et w : dU >N

la restriction 3 93U de la projection du fibré w : U > N. Il est possible
de construire une triangulation cellulaire (D) de Y satisfaisant aux con-
ditions suivantes :

(i) (D) est compatible avec une triangulation (K,) de 3U.

2
(ii) toute cellule de (D) est transverse 3 N (autrement dit, il
existe une triangulation (Kl) de N telle que, pour toute g-cellule o de

).

m), o? NN soit un sous—complexe de dimension gq-v de (K1
(iii) pour tout g-simplexe s de (KI)’ w_l(sq) est un sous-complexe

de dimension q+v-1 de (Kz).

(iv) toute cellule de (D) est contractile.

Démonstrhation.- Lemme 5.6. du chapitre VII.

Lemme 4.3.- La triangulation définie sur Y &tant celle du lemme 4.2.,

1'équivalence d'homotopie entre C(X) et

A®B = [K(Y'S) ® C(r)] @ [R(N) @ cC(F)] (Fw
¥ T ¥ T o

décrite au corollaire 2.5. du chapitre V respecte les filtrations suivantes :

Fp[c(X):] = cxP) = e Py




- 73 -
et 2 ¢ 8] = k(-0 ) 8 cEy] o kP o C(Fé)] (-

Demonstrhation.- La triangulation (K]) de N n'est pas compatible

avec (D), cependant si N(p) désigne le p-squelette de (K]) et

MP = f—l(N(p)) la restriction de M & N(p), on vérifie que l'on a :
(36) MP = PV .

L'équivalence d'homotopie entre C(X) et A ® B est composée de
Yy

trois équivalences d'homotopie que nous &tudions successivement

1) Soit p un relé&vement de la projection C(X) » C(X,X-M), on a
défini un isomorphisme ¢ : C(X-M) ® C(X,X-M) » C(X) par $(a,b) = i(a) + p(b)
y

(Paragraphe 3 du chapitre 1IV).

Définissons une filtration sur la somme tordue C(X-M) ® C(X,X-M)
Yy

par :

P cxan] = c(xP) = cxMm ncEP)

F Lo xm] = cx®)/cxmP)

et (12) du chapitre II. On vérifie que 1'on a bien une filtration, en particulier,

on a
FPEC(X,X—M)] c FPHE}(X,X—M)] puisque C(E-MP) = (P n cxP).

A condition de construire le relévement o de maniére compatible
avec des reldvements des projections C(Xp) »-Fp[?(X,X—Mj], (ce qui est toujours
possible), 1'isomorphisme ¢ et son inverse respectent les filtrations dé-~
finies sur C(X) et sur C(X-M) % C(X,X-M).

2) L'application 6' : C(X-M) © c™Man - ® C(X,X-M)
définie par 8'(x,y) = (x,8(y)) (formule fZE) du chapitre IV)estwune équiva-

lence d'homotopie.
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Soit sur C(-“)(M) la filtration :
P ™l = cof™)

on en déduit, & 1'aide de la filtration précédente de C(X-M) et de la formule
(12) du chapitre II, une filtration de la somme tordue C(X-M) ‘?' C(_u)(M).

Le morphisme & et les morphismes réalisant avec & une &quivalence d'homoto-
pie de complexes de chaines respectent les filtrations définies sur C(X,X-M)
et C(_U)(M) (lemmes 2.1. et 3.2. du chapitre VII ,lemme 4.2. et formule (36)
ci-dessus). On en déduit que ©6' et le morphisme 6 réalisant avec 6' une
équivalence d'homotopie (corollaire 3.6. du chapitre II) respectent les filtra-

tions définies sur les sommes tordues C(X-M) @ C(_U)(M) et CX-M) & C(X,Xx-M).
. o v

L] r\l ’\} . - * - »
3) Soient v, et f2 les morphismes réalisant 1'é&quivalence d'homo-

topie de complexes de chalnes :

(-1) %2 Q (-u)
Cx-M) ® c M) ———— K@) 8 cE®]e [k o cE)]"
‘ y! N 1 k4 )
v
2

(Proposition 1.1. et 2.4. du chapitre V). Ces morphismes sont définis & 1'aide
T T T

n n
des morphismes V o’ v l, ¥O et f !

de la proposition 3.3. du chapitre III
de la maniére suivante :

T T T
1 n
v v %),

T
& ) + 3
AT AT
(f (x) + £

5(®58)

Hhe e

1

T
2 (%:3) v 6 °(),

Le respect des filtrations définies sur chacune des sommes tordues

résulte de la proposition 3.3. du chapitre III. t

5 - Comparaison avec fa swite spectrale de 1. Fary.

La suite spectrale obtenue pour k = v+l est, sous certaines hypothéses,
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duale de la suite spectrale de I. Fary [?4]. Nous indiquerons ici simplement

comment montrer ce résultat.

On se place dans les hypothéses suivantes

(a) F et F0 sont des variétés topologiques.

(b) Le couple (Y,N) est un espace c®-stratifié 3 voisinage orientable.

(c) X et Y sont localement compacts.
(d) Y est une variété topologique, N et Y-N sont des variétés
topologiques orientées.

Soit F 1le faisceau de Leray de 1'application f : X - Y, c'est le

]Q;A) (2 ouvert de Y).

. - . . * -
faisceau engendré par le préfaisceau § - Hc(f
" (L'incidice ¢ signifie que 1'on considére la cohomologie & supportscompacts).
On note Fo et F1 les faisceaux induits par F sur N et Y-N respecti-

vement.

Théoneme 5.1. (I. Fary [24]).- Soit f : X » Y application continue
de X dans Y, espaces localement compacts et N un fermé de Y tel que les
restrictions de f au-dessus de N et Y-N soient des projections de fibrés,

. » - - L -~ *
il existe une suite spectrale convergeant vers le gradué associé i HC(X) con-

P>

venablement filtré. Ses termes 9

sont égaux 3 :

Psq9 _ yPrv_y.r4 p+l ... 9-1
ED P (v-N;FD) o uP (N,Fg )

et sa différentielle d2 est donnée par :

d,(6,y) = (@' + d"(¥),d" ()

'
ol les différentielles d' sont celles des suites spectrales de Leray des ap-
plications £ XM X-M > Y-N et f M M > N respectivement et o d" est

1'homomorphisme cobord de la suite exacte de cohomologie de Y & valeurs dans

la suite exacte courte de faisceaux :
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o — Rl — 7 — 7 o0
(on a noté&, pour tout sous—-espace Z de Y, Fz 1'unique faisceau induisant F

sur Z et O sur Y-Z, naturellement défini par F 7 U (Y x {0})).

Proposition 5.2. - Posons n = dim(Y-N) et a = dim F. Dans les
hypothéses (a) 3 (d), le terme E2 de la suite spectrale obtenue pour
5

k = v + 1 est isomorphe, en tant que MDG, au terme E;—p,a-q de la suite

spectrale de I. Féry.

Avant d'établir la proposition 5.2., on démontre quelques isomorphismes.

On notera a et a =a- (u=v) les dimensions respectives de F et Fo

Dans 1'hypothése (c), les faisceaux Fo et F1 sont localement

] * * . . -
constants, de fibres respectives HC(FO) et HC(F). Par dualité de Poincaré,

on a, pour tout entier q, des isomorphismes :

a_-q

- o ~ pa~d
Hq(FO) = HC (Fo) Hq(F) = HC (F)

Considérons le module d'homologie singuliére de N & coefficients
dans Fo ([35], exposé 20 ou [Hﬂ, V. 11-16), il en résulte, pour tous entiers
p et q, des isomorphismes :

-q a -

( a'O Oq
Hp N;F0 ) = Hp(N;HC (Fo)) = Hp(N;Hq(FO))

de méme, on a
N:FATY L N.g274q - N -
Hp(Y N,FI ) Hp(Y N,HC (F)) Hp(Y N’Hq(F))%
Par la méme méthode qu'en cohomologie & coefficients dans un faisceau,

on peut définir un isomorphisme de Thom en homologie de Borel-Moore (Proposition 6

de 1'Appendice 2), d'olu un isomorphisme
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Hp(N;Fo) > Hp+v((Y,Y—N);F).

Le morphisme ¥ . Hp-(v+1)(N (F )) > H (Y -N;H _(F))

;Hq+(v+l) -y q+l

entrant dans la différentielle d2 : E2 - E2
Psq p-2,q+!

. . - 2
devient donc un morphisme, encore noté V¥

de la suite spectrale

‘2l Hp_](Y,Y-N;Fa_q_l) > B, (¥-N;FTY b

Proposition 5.3. (admis).- Dans les hypothéses (a), (b) et (c), Wz

est 1'homomorphisme bord dans la suite exacte d'homologie de la paire (Y,Y-N)

d valeurs dans le faisceau F (suite exacte de [15], exposé 20)

2
.o > HP_I(Y;Fa'q']) > HP_I(Y,Y-N;Fa'q']) LI Ly (TN FET by > ...

Démonstrhation de La proposition 5.2.- Tout d'abord, par dualité des

variétés ([35], exposé 20), il vient :
N+ - N-F279 . g Py n.r274
HP(Y N,Hq(F)) Hp(Y,N’Fl ) Hc (Y N,F1 )

et

. - _ a~q-1 n p+] a-q-1
Hp—(v+1)(N’Hq+(v+])—u( ) H. ; (4, Y-N;F ) (N;F )

d'oli 1'isomorphisme Ei q = Eg—p,a-q en tant que modules gradués.
b
La différentielle d2 de la suite spectrale de Serre en homologie
’
du fibré f x-M ° XM > Y-N se transforme, par dualité,en la différentielle
d;—p,a—q de la suite spectrale de Serre (en cohomologie & supports compacts)
[}

du méme fibré, celle-ci coincide avec la différentielle d' de la suite spec—

trale de Leray de 1l'application f XM ° X-M »Y-N. On a le méme résultat pour

le fibré f M M »> N.
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Enfin, 1'homomorphisme Wz se transforme, par dﬁalité des variétés
en d". En effet, d4'aprés ([ﬁﬁ], p. 20-04), la suite exacte d'homologie de
la paire (Y,Y-N) & coefficients dans le faisceau F se transforme, par dua-
1ité des variétés, en la suite exacte de cohomologie de Y & coefficients dans
la suite exacte courte de faisceaux :
0 — Fa-q—l - Fa—q-l — Fa-q—l — 0.

Y-N N

Autrement dit, on a un isomorphisme de suites exactes longues

Lra—q-l v.ra—q-l N.rd—q-1
. > Hp-l(Y’F ) - Hp—I(Y’Y N F ) — Hp—Z(Y N,F] ) I

1= : 1:

s TP ety g g pmly L e L

6 - Cas de pkwsieww stnates.

Nous ne donnerons pas d'application du cas de plusieurs strates,
aussi nous nous contenterons de donner 1'dquivalent du théoréme obtenu pour

k = v+1. Dans le cas général, les notations deviennent trés compliquées.

Déginition 6.1.- Soit X = X~ un espace topologique, on dit que le

h-uple (XO,X ,Xh) est un espace c®-stratifié si on a

ERRE

0 = Xh+1C: Xh c ... C:Xo et si plus, pour tout i =0,...,h, on a
(1) Xi+l est fermé dans Xi'
(ii) Xi - Xi+1 est une variété topologique. '
(i11) Xi+l admet dans Xi un voisinage tubulaire.

Déginition 6.2.- Soient (X ,X ...,Xh) et (Yo’Yl""’Yh) deux

o’"1°?

o e . . o cer s
espaces C -stratifiés, une application C -stratifiée




f : (Xo’Xl""’Xh) - (Yo’Yl""’Yh) de fibres (Fo’F]""’Fh) est une appli-
cation continue et surjective de X = XO sur Y = Y0 telle que pour tout
i=0,...,h on ait
1) X, = £ ;
Ay i’
(ii) 1la restriction f Xi_xi+1 : Xi - Xi+1 - Yi - Yi+1 est une

projection de fibré topologique (de Serre) de fibre Fi 3
(iii) Yi+] admet dans Y. un voisinage tubulaire U, dont 1'image

réciproque par f est un voisinage tubulaire de Xi+] dans Xi'

Proposition 6.3.~ Soit £ : (Xo’xl""’xh) > (YO,Y],...,Yh) une
application c-stratifide de fibres (Fo’F1’°"’Fh)’ on suppose que chaque

couple (Xi,X.

o cera s . . .
1+]) est un espace C -stratifié 3 voisinage orientable et que

chaque couple (Yi’Y'

l+1) est un espace c®-stratifié triangulable. Il existe

une suite spectrale convergeant vers le gradué associé 3 H*(X) convenablement

\ - 2 .
filtré, ses termes E sont donnés par :

h
2
Tpoa T 2 Toma) YiTVinr g ey i)
avec
i
a(0) =0 a(i) = E (v. +1) pour i >0
=1
i
B(0) =0 B(1) = z (u.-v.-1) pour i >0
'=l J J
J
. = dim(Y. -Y.) - dim(Y. - Y.
v T dmy m Yy 5 7 Ve
t
. = dim(X. - X.) - dim(X. - X. .
u ( 3-1 J) ( ; J+])

La différentielle d2 est définie comme suit

Soit x. € H(Y. - Y.
i i

ivl 0 H(Fi))’ alors :
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’

) i
d (xi) =d'(x) + jZo wj i(xi)

oi d' est la différentielle d2 de la suite spectrale de Serre du fibré

f X.-X. : Xi - Xi+l > Yi - Yi+] et od Wj,i : H(Yi_Yi

H(F.,)) ~» H(Y.-~Y.
1 " 1+1] 1 J

soEED)

+1°

(~u.)

est induit par le cycle Wi : C 1 (Xi) > C(Xi_l—Xi) (ce dernier étant construit

de la méme maniére que V¥' (Proposition ! de 1l'introduction)).

Démonstrhation.- Elle consiste i écrire les &quivalences d'homotopie

de complexes de chaTnes
: (1) (-ul) (—ul-uz)
C(X) = C(X_-X,) wa' C (X)) = C(X_X)) We' [c (X, X,) \y@' C (X)] ete...
o o) |

puis 3 suivre la démonstration du théoréme 4.2. du chapitre V dans le cas oil

k = v+l.
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1T - APPLICATIONS.

La plupart des résultats qui suivent sont exprimés en homologie.
I1 est facile d'en écrire 1'équivalent en cohomologie (Théoréme 5.1. du

chapitre V).

Dans tout le paragraphe II, et sauf indication du contraire, on sup-

-

pose que N et Y-N sont connexes par arcs et que les systémes locaux formés

par Hi(Fo) et Hi(F) sur N et Y-N respectivement sont triviaux pour
tout i. 8'il n'est pas mentionné explicitement, 1'anneau des coefficients

est A.

7 - Cas ol ﬁ*(N) = ﬁ*(Y—N) = 0 (Suite de Wang généralisée).-

’ » . . 3 r\J
Proposition 7.1.- Si A est un anneau principal, supposons H(N) =0

n,
et H*(Y—N) = 0, on a la suite exacte :

G e > HE) > HE) > H (F) — H

- , . .. 2
Démonstration.- S1 A est un anneau principal, le terme Ep de

s

la suite spectrale obtenue pour k = y+1 est égal 3 :

[HP(Y—N) 8 Hq(F)] ® [H y (@™ 8§

p-(v+l q+v+l-u(F0)J

(formule (34) et Proposition 8 du chapitre II de BS].
E2 ne contient, pour q fixé, que deux termes éventuellement non
nuls

2
E. _=H(F
0,9 q( )

2

E = .
vtl,q Hq-(u-v)+l(Fo)

La suite exacte (37) résulte du "lemme des deux colonnes"

([18], XV, Théoréme 5.10.).




Remarque 7#.2.- Dans les hypoth&ses de la proposition 7.1., on a

R

Hq(F) Hq(X) pour tout q g u~2. Si, de plus, F0 est contractile, il vient

14

Hq(F) Hq(X) pour gq différent de yu et p-l1.

On notera Fo = {pts} si Fo est un ensemble fini de points, un

espace réduit 3 un point sera noté O.

Au vu de la remarque 4.4. du chapitre V, on a :

Proposition 7.3.- Soit Y une v-sphdre homologique et
f: (Xu,M) - (Yv,O) une application c®-stratifide de fibres (F,{pts}),

alors Hq(X;Z) = Hq(F;Z) pour q # p,u-l.

Remarquons que si N est vide, X est un fibré de base contractile

et on sait qu'on a alors Hq(X;Z) = Hq(F;Z) pour tout q.

Conollainre #.4.- Si X est une yp-sphére homologique et Y une
v-sphére homologique, il est impossible de trouver une application c-stratifige
f: (X,M) » (¥Y,0) de fibres F, une sphére homologique de dimension strictement

inférieure 3 p-1, et Fo = {pts}.

Remarquons qu'il existe des applications c®-stratifides
- n
f: (SU,M) > (8V,0) de fibres (5" l,{pts}) : par exemple, soit f : X ~» Y
' . . v 2 ? , - . 3 e
1'application f : S™ ~» de la sphére unité de R sur [}l,+11 définie par
LY
f(xo,x],xz) =X L'application f considérée est 1'application f : X - S]

4" N
obtenue a partir de f en identifiant les points -1 et +1 dans Y (mais

sans identifier les pdles (-1,0,0) et (1,0,0) dans ”82).

On déduit directement de (37) les résultats suivanté :

Conollaire 7.5.- Soit £ : (R™:0) » (8,0) une application c°-

stratifiée de fibres (F,0), alors H*(F;Z) = H*(Sn—],z).
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Corollaine 7.6.- Soit £ : (P"@®R),0) - (S”,0) wune application C°-

stratifiée de fibres (F,0), alors

0 q=n
. t B . , H F'IZ -
si n est impair q( Z) { Hq(Pn(R),Z) q#n
0 g =n
si n est pair, Hq(F;z) = zez, q = n-l
Hq(Pn(R) ) q # n,n-1

Conolhaire #.7.- Soit £ : (P™(€),0) > (5Y,0) une application %~
stratifiée de fibres (F,0), alors Hzn(F;Z) est un sous-module de £Z,

Hzn_](F;Z) en est un quotient et Hq(F;Z) = Hq(Pn(C),Z) pour g # 2n-1,2n,

On voit facilement qu'on peut remplacer, dans les énoncés de ces
L4 . . n \) -~ .
trois derniers corollaires R ,S",.., par des espaces de méme type d'homologie

entiére.

§ - Cap ot F_ a fe type d'homologdie d'un point et F celul d'une sphlre.

Proposition 8.1.- si £ 3 (X,M) » (Y,N) est une application c®-
stratifiée de fibres (F,Fo) telle que Fo ait le type d'homologie d'un point
et F celui d'une sphére (de dimension u-v), supposons que HP(Y—N) = 0

pour p z a, alors Hp+u(x) = Hp(M) pour p 3 a-vt+l.

Démonstration.- Le terme E. q de la suite spectrale obtenue pour

s

k = v est égal 3 :

1 (o]
E = Y- e ’ -
p,q Kp( U) Hq(F) pour q A u~v

1
E _ _O
pyu-v = [KP(Y U) @ Hu_V(F)] oK _ M.

La suite exacte d'homologie (33) obtenue & partir de 1'extension :

0 1 .
0 > K (Y-U) @ H (F) » E (umy) F) > O

+ K N) @€ H
P”V( ) q-
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s'éerit
2
vee > 0 > H (Y-N;H (F E 0
p( ? q( )) - P,q 4 -+
si g # yu~v et :
2

38 ees Y-N; .
(38) > Hp( ’Hu"v(F)) > Ep,u‘v > Hp"v(N) >
si q = p-v. Pour p fixé, le terme Ei q de la suite spectrale est donc nul
sauf éventuellement E2 = H (Y-N) et E2 .

p,0 2 Psu~v

D'aprés le ''lemme des deux lignes" ([38], XV, théoréme 5.11.), on a
la suite exacte :
(39) oo - EZ > H x) - H () - EZ ..
P>u=v pHu-v ptu-v p=lyu-v

On déduit la proposition des suites exactes (38) et (39).

On notera que le résultat de cette proposition est comparable 3 celui

du corollaire 9.2. ci-aprés.

On a immédiatement :

Conollaire 8.2.- Dans 1'hypothése de la proposition 8.1., supposons que

Y-N soit contractile, alors Hp+u(x) = Hp(M) pour p » 2-v.

Conollaine §.3.- Dans 1'hypothese de la proposition 8.1., supposons
que Hp(Y—N) = 0 pour tout p 2 v~1, alors 1l'homologie de M est entiérement

déterminée par celle de X.

Théonemes de non existence :

Theoneme §.4.- 11 est impossible de trouver une application Cl-strati*
fiée f : (Sn,M) > (Y,N) de fibres (s“'v,o) et telle que Hp(Y—N) = 0 pour

tout p 2 v-l.
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En effet, s'il existe une telle application, M et N sont composés

d'un seul point, ce qui est en contradiction avec le th&oréme 1 de [371.

Remarquons que 1'exemple 2.1. (c) du chapitre I est un exemple
d'application C]—stratifiée £ (8" » (Y,N) de fibres (S"7V,0) telle que

Hp(Y—N) = 0 pour tout p > v~I,

Theordme §.5.- I1 est impossible de trouver une application c°-
stratifigée f : (X",M) + (Y,N) de fibres (5"7V,0) telle que H (X) =0

et HP(Y—N) = 0 pour tout p 3 v-1.

Cette proposition s'applique natyrellement & X = R" et & X = P"(R),

pour n pair.

Deux inégalitis.

Dans le cas oli A est un corps, notons :

= di - : = dim H (N 3 = dim H (X).
ap dim Hp(Y N) bP dim p( ) ap im p( )

Des suites exactes (38) et (39), on déduit pour tout entier p

0 a £a_ +b + a
(40) pru—v P PV pPHu—-v
(41) ap+u—v g 0Lp-f-u-\) * bp—v+1
On a donc :
Conollaire §.6.- Dans 1'hypothése de la proposition 8.1., et si
est un corps, il vient : '

im H (Y-N) - di -N) - di N i
dim p( ) - dim Hp~(u-v)~1(Y ) = dim Hp-u—l( ) £ dim Hp(X)

t dim H_(X) s dim H__ Y-N) + di Y-N) + dim H N).
e im p( ) < dim P*(u*v)( N) + dim Hp( N) im p—u( )
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9 - Swite exacte de Smith-Gysin.

Proposition 9.1.- Soit £ : (X,M) » (Y,N) wune application c-stra-
tifiée de fibres (F,FO) telle que F0 ait le type d'homologie d'un point et
F celui d'une sphére (de dimension p-v > Q), on a la suite exacte de Smith-
Gysin :

du‘v+l

(42) o> H AN B ) > H (N 8 H ()~ B (TN >

Demonstration.- Le terme Ei q de la suite spectrale obtenue pour

’

k = u est é€gal 3 :

2 - -] o .
Ep,q = Hp(Y N,Hq(F)) @ Hp-u(N’Hq(Fo))

Pour tout entier p fix&, il est nul sauf &ventuellement :

2
E = H (Y-N H N
p,0 p( ) e P'u( )
2
et E =H (Y-N) .
Pru—v P

En appliquant le lemme classique de deux lignes ([38], Xv,

Théoréme 5.11.), on obtient la suite exacte (42).

Cette proposition, ainsi que les corollaires 9.2. et 9.6. ont &té
obtenus par Bredon dans les cadres suivants : en cohomologie & supports compacts,
4 1'aide de la suite spectrale de Féry ([uﬂ ;3 IV, 12) et en cohomologie de
Eech, dans le cas d'actions de S] sur une variété différentiable X avec

nombre fini de types d'orbites (Dl] ; p- 161). Dans les hypothéses du paragra-

phe 5, les résultats de [jQ] et ceux de ce paragraphe sont duaux.

Ces différentes suites exactes sont distinctes de la suite exacte,
€galement dite "de Smith-Gysin'", de Conner et Floyd (Bull. Amer. Math. Soc. 66,

(1960), pp. 416-441 et [20], p. 84).
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On suppose que le fibré en sphéres £ XM X-M » Y-N est orientable
et muni d'une orientation. On note w € H'(Y-N) 1la classe d'Euler associée &
cette orientation. Posons m = pu-v+l, la premiére composante de la différen-

tielle :

m
d : Hp+m(Y—N) ® Hp—v+1(N) > HP(Y N)

est le cap-produit par w. On en déduit :

Conollaine 9.2. (voir aussi la proposition 8.1.).~ Supposons, en plus
des hypothéses de la proposition 9.1. que Y est localement compact et que le

fibré : X-M > Y-N est orientable. Dans ces conditions, on a :

Flx-u

a) si Hp(X) 0 pour p > a, alors HP(N) 0 pour p > at+y-l

et Hp(Y—N) = 0 pour p > a+t(u-v)+1,

[

O pour p <8 -

b) si Hp(X) 0 pour p < B, alors HP(N)

et HP(Y—N) = (0 pour p < B.

La démonstration, suggérée par ([jd], p. 172), utilise essentiellement
le fait que, pour toute classe 7y de Hi(Y—N), il existe un entier q tel
que Y N (wq) = 0.

Du corollaire 9.2., on déduit le théor@me démontré en cohomologie

modulo 2 par Conner et Dyer ([}i], Théoréme 1.1.).

Théonéme 9.3.- Soit £ : (X,M) » (Y,N) wune application c®-stratifige
de fibres (s"7V,0), si X est compact et tel que P (X) = 0 pour p 3 o,

alors HP(M) =0 pour p 20 et Hp(Y) = Hp(N) pour p 2 o+(u-v).

Puisque les espaces sont suppos&s compacts, le théoréme 9.3. se déduit
du corollaire 9.2. par dualité des variétés. De la méme fagon, on peut retrouver

le résultat de Mahowald, qui a la méme formulation mais en remplagant g™V par
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une fibre F quelconque de dimension y~y. Cependant, la démonstration &tant

aussi longue que celle de Mahowald, nous ne faisons que signaler le résultat.

Par une démonstration en tous points analogue & celle de Conner et
Dyexr |7§1, on peut alors généraliser les théorémes 3.4. et 3.6. du chapitre I,

comme suit :

Théondme 9.4.- Soit f : (X,M) » (Y,N) wune application c-stratifige
de fibres (Sr,O), si X est une n-sphére homologique et si le fibré
f x-M ° X-M » Y-N est A-orientable, alors il existe k tel que M soit une

n-k(r+1)-sphére homologique.

Fibrations de Hopg.

On déduit immédiatement de la suite exacte (42)

Conollaine 9.5.- Soit f : (RY,0) » (RY,0) une application c®-stra-

tifiée de fibres (SU_V,O), alors yu = 2(v-1).

La question se pose de savoir si l'on ne retrouve dans ce cas que les

-~

fibrations 3 singularités de Hopf, c'est-d-dire
2 2 . o
f: R°,00 - (R",0) de fibre (S ,0)

et les exemples 2.1. (b) du chapitre I.

Autrement dit, &tant donnés X" et Y’ de méme type d'homologie que
RY et RV respectivement et une application c®-stratifidée f : (X,0) > (Y,0)

de fibres (SU—V,O), a-t-on obligatoirement :
(usv) = (2,2),(4,3),(8,5) ou (16,9) ?

Il ne semble pas que cela soit vrai en général. Le résultat de
Timourian (Théoréme 3.8. du chapitre I) apporte cependant une réponse positive

si f est propre.
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Inégalité de Bredon.

Conollainre 9.6.- Dans 1'hypoth&se de la proposition 9.1. et si A est

un corps, posons m = p~v+l., TI1 vient, pour tout entier p :

Yy dim H

L (N) ¢ ) dim Hp+jm(X) + dim Hp_m(Y-N)

p-utim 520

Démonstration.- Notons comme plus haut

a =dim H (Y-N), b_ = dim H (N) et o = dim H (X).
p P P P P P
On déduit de la suite exacte (42) 1'inégalité :

(43) %p * bp-u T % ¥ gp=(u=vt1) "

Si Y est de dimension homologique finie, ap et bp sont nuls
pour p grand. La suite exacte (42) implique que ap est également nul pour

p grand.

En remplagant p par p+j(u-v+l) = p+jm dans (43) et en sommant de
j =0 & +» , on obtient :
o0 o0

0

b . £ . + a
520 PTwHim 20 “pim © “pm

j=

d'ol le résultat.

On trouvera les &quivalents cohomologiques de cette inégalité dans
Bredon ([10]; IV, 12) et ([11] ; Théoréme 10.9., p. 163).

Signalons d'autre part que la suite exacte (42) permet aussi de re-

trouver l'inégalité (40). i

Remargque 9.7.- La suite exacte de Gysin du fibré en sphéres

flgy * XM > Y-N et la suite exacte (42) entrent dans un diagramme commutatif

(voir le paragraphe 3.6 ci-dessus) :
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- Hp(Y—N) - Hp+u_v(x) -> Hp+u_v(Y~N) ® Hp_v(N) - Hp_](Y—N) REE

id i, (id,0) id

- BN~ Y-W) —— H_ 0N > .

HP*u"V(X-M) Hp+u--v

. . . n
On retrouve, bien entendu, le fait que si M =N =8, alors

M

Hq(X-M) Hq(X) pour q # u, u-1, u+n, up+n-l.

10 - Fibnés sun des bouquets de sphires (Deuxdieme généralisation de fLa

sulte exacte de Wang).
Proposition 10.1.- Soit £ : X - s" v s™ un fibré de fibre F, on a
la suite exacte :

i

*

(44) cel > Hp(F)-—~+ HP(X) > Hp_n(F) 8 Hp_n(F) = Hp_](F) T

De fagon plus générale, on a :

n, n |

Proposition 10.2.- Soit £ : X »8 "V ,,, VS un fibré de fibre F,
on a la suite exacte :
45 ... » H (F - H (X > H F) & ... 8 H F H F) e
(45) ey ey pen, ® pn () > By ()

Proposition 10.3.- Soit B un espace ayant le type d'homologie d'un
bouquet de k sphéres s™ et £ :X>S"VB un fibré de fibre F, on a la

suite exacte

1
(46) coe > H(F) H) > I{E_H(F) B O H (B S H O

(k+livtermes

Conollaire 10.4.- Soit £ : X » 8"V 8" un fibré de fibre S°, si
r+# n, on a HO(X;Z) = Hr(X;Z) = 7 et Hn(X;Z) = Hn+r(X;l) =Z®Z ; si

r=n, on a HO(X;Z) =Z, Hn(X;Z) =Z ®Z ®Z et HZn(X;Z) =7 6 Z.
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Nous démontrerons la proposition 10.1. par deux méthodes : Une premiére
méthode apparentée i celle de Wang, et en utilisant la suite spectrale. La pre~
mig&re méthode permet aussi de démontrer la proposition 10.2., la seconde permet

aussi de montrer la proposition 10.3. (en posant N = s™ - {pt} et Y-N = B).

Démonstration 1.- Notons x le point base commun aux deux exemplaires

de s". La suite exacte d'homologie de la paire (X,FX) g'éerit :

(47) o > H(F) > B® - HEE) - F) > o

Hp-l

Il suffit donc de montrer 1'isomorphisme

n n . n+1
~ . \"
Hp(X’Fx) Hp_n(F) ® Hp_n(F) Pour cela, supposons S S plongé dans R

.o . - n A p <
de la maniére suivante : Les deux sphéres § ont un diamétre égal 3 1, leurs

centres sont situés aux points de coordonnées (0,0,...,0,1/2) et

1

(0,0,...,0,~1/2). Le point x est donc d& l'origine de mp+ et les pdles qui

lui sont opposés sont les points : ¥, = (0,0,...,0,+1) et Y, = (0,0,...,0,-1).

Pour tout intervalle I, nous noterons X]I la restriction de X

n+l,

- n n ..
a (s vsHn {(zo,...,zn) e R sz € I}. Ainsi, on a :

F, =X|, .\, F_ = t = .
x X Fy, T Xen = Fy, Xy

On a des isomorphismes successifs :

o~ e 1 X
Hp(X,FX) HP(X,X|[}2/3’+2/3]) par rétraction X‘[}2/3’+2/3] > ’(O)

n”

By 21/3] o /3078 R2r3,-1/3) y [1/3,2/3]°

par excision par X‘]_l/3’+]/3[
'

14

Hp(x‘[-l,-l/ﬂ U [1/3,1]’X|(-1/3) U (1/3))

par rétraction de Xl[}Z/B,—1/3] u [1/3,2/3] sur Xi(_]/3) U (1/3)

R

Hp—n(x‘(—l)) ] Hp—n(x‘(+l)) par exemple, par isomorphisme de Thom.
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Démonstration 2.~ Soient S? le premier exemplaire de S" et Sg

le second exemplaire de S" dans S" v s®, on note N' = S? - {x} et

n

Y-N' = SZ’ M' =X Les couples (X,M') et (Y,N') ne sont pas des es-—

N'’
o e - . . P
paces C -stratifi&s, néanmoins nous allons montrer que la technique de démons-

tration de la suite spectrale est encore valable. Il suffit en effet de mon-

trer qu'on a une &quivalence d'homotopie de complexes de chaines

(48) Cp(X,X—M') — C  (F ).

———  Tp-n Fy]

Ceci étant montré (lemme 10.5. ci-dessous), on peut suivre la cons-
truction de la suite spectrale, & partir de la proposition | de 1'introduction

en posant

N = {y} Y-N = Y-N' = sg M= X[y =F et XM= X-M' = X

Les fibres F et Fo sont toutes deux égales & F. Le terme Ei q
H

de la suite spectrale obtenue pour k = p = v =n est, pour q fixé, nul

sauf éventuellement

2
E = H (F

0,q = Hg®

B2 = H (F) ® H (F)
n,qg  q q

(formule 33). On en déduit la proposition par application du "lemme des deux

colonnes” ([jé] 3 XV, Théoréme 5.10.).

Lemme 10.5.- Montrons (48)

En employant les notations de la démonstration 1, oh a
c -M') = C_(X,X . isi X i é i
p(X,X 1") Cp( , '[}l,d]) Par excision par ,]_],_1/2[- puis par rétraction

de X,[}l/Z,Q] sur X'(O)’ on a des équivalences d'homotopie
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SOX L) = SE R, 2,0 = o .17 0

En suivant des &tapes similaires & celles de la démonstration 1,

on peut alors écrire les équivalences d'homotopie successives
Cp(XIEO,IJ’Xi(O)) 2 CP(XIEO,]J’XI[__O,Z/:;]) z CP(X'D/?’JJ’X‘D/B,ZM])
CP(X'[1/3,1]’X‘(1/3)) b Cp_n(x|(1)) =Cp_n(Fy])

ce qui prouve le lemme.

11 - Invariants Locaux de Hu.

Soit Y wune variété topologique, connexe par arcs et triangulable.
On munit 1'ensemble W(Y) de tous les chemins de Y de la topologie de la
convergence compacte. On note T(Y,yo) le sous—-espace de W(Y) constitué

des chemins o : [b,l] > Y tels que o(t) = Yo si et seulement si t = 0,

Le chemin dégénéré en y, est noté e, Le sous—espace

X = {eo} U T(Y,yo) de W(Y) est contractile sur e, [31].

L'application £ : X > Y définie par £f(o) = o(1), pour tout chemin
¢ de X, est continue. Sa restriction & X—{eo}, flx’{eo} : X - {eo} > Y - {yo}
est la projection d'un fibré de Serre de fibre T [31]. Fy est le sous-espace
de W(Y) dont les éléments sont les chemins ¢ tels que o(l) =y et
_.1 -
o (yo) = 0,

Soit G un groupe abélien, Hu considére les groupes d'homologie

. t

et d'homotopie locaux Ln(Y,yo;G) = Hn(T(Y,yO);G) et An(Y,yo) = nn(T(Y,yo)) [30].
Ces invariants de T(Y,yo) et de Y-{yo} sont directement 1liés 3 ceux de

la fibre F.

L'application f : (X,{eo}) > (Y,{yo}) n'est pas toujours une
application c®-stratifiée de fibres (F,0). Cependant dans certains cas

particuliers, nous pouvons compléter les ré&sultats de Hu E3ﬂ :




- 9% -

L'anneau des coefficients est A = Z,
Si Y = Sv, v > 1, en appliquant le corollaire 7.5,, on trouve
H*(F) = H*(Sv—l). Réciproquement, si F est une sphére homologique, on a

Hp(Y~{y0}) =0 pour p > 0 (corollaire 9.2.).

Lo
Si Y = Rv, v>1, ona ﬁ*(F) = 0, Réciproquement, si H*(F) = 0,

n
il vient H*(Y)

0. En effet, considérons la suite spectrale obtenue pour
k = v. La suite exacte (33) est dégénérée pour tout entier q # O. Pour q =0,
elle donne lieu, avec la suite exacte d'homologie de la paire (Y,Y-N) & un

diagramme commutatif :

> B (Y-N) > H(X) > H _ (N) > Hp_](Y-N) >

lid lf* lKThom)—] 1id

vee > H (Y-N) -~ H (Y - H (Y,Y-N ~ H (Y-N) -» ...
L (1) Ne) 5 (L, Y1) o1

on déduit, du "lemme des cing'", que f, est un isomorphisme, d'ol le résultat.
Si Y = PV(R), v >2, ona Hn(F) =0, pour n =21, et

HO(F) =7 8 Z.

12 - Cas d'une application holomorphe £ : X -~ € admettant un point

sdngulien i8008.

Soit f : X > € wune application holomorphe et surjective d'une variété
analytique complexe X sur €, admettant un point critique isolé a (ol toutes
les dérivées premiéres de f s'annulent). On note Fa = f_]({f(a)}), Fa n'est
pas une sous-variété différentiable de X. Cependant, si a n'est pas un point

'
double de Fa’ Fq posséde un voisinage tubulaire T image réciproque d'un
disque de € centré en f(a), [?5], Proposition 1, p. 54. L'application

f : (X’Fa) - (€,{f(a)}) est une application c®~stratifide de fibres (F’Fu)

pour laquelle on peut écrire la suite spectrale.
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On obtient, en premant k = v, une suite spectrale dont, pour ¢

. 2 -
fixé, tous les termes E sont nuls sauf éventuellement :
?

2 SN
E_ q- Ho(c - {f(a)}; Hq(F))

b

et E et E2 q rentrant dans la suite exacte :

2 2
0 -~ E2,q -> Hq(Fa) -> H1(¢ {f(a)} Hq(F)) > E],q > 0,

D'autre part, on retrouve, en prenant k = v+l, la suite spectrale

que Fary a étudiée dans le cas de singularités quadratiques [?3].

Les termes Ei de cette suite spectrale sont tous nuls sauf :
]
B2 = H (C - {f(a)} ; H (F)) B2 = H (¢ - {£(a)} ; H _(F)
0,q o > Tq 1,q 1 > q
2
Ez’q = Hq+1(Fa).

Nous renvoyons 3 Féry pour 1'étude de cette suite spectrale.
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11T - APPLICATIONS AUX ACTIONS DE GROUPES.

Dans ce paragraphe 11, différentiable signifiera différentiable de

Lo 2]
classe C .

13 - Voisinages tubulaines ([11] ; VI, 2 et [20] ; § 22).

Soient G un groupe de Lie compact,et M une variété différentiable
sur laquelle G agit différentiablement. On dira qu'un fibré vectoriel diffé-
rentiable E, de base M, est un G-fibré (différentiable) si G agit diffé-
rentiablement sur E, linéairement sur les fibres, et si la projection 7w : E > M
est équivariante.

Considérons une variété différentiable X et une action différentiable
de G sur X. Il existe une métrique riemannienne sur X pour laquelle G
un groupe d'isométries.

L'ensemble des points fixes par l'action de G, noté M = XG, est
une sous-variété de X non nécessairement connexe. Toute composante connexe A
de XG admet un voisinage tubulaire ouvert invariant { au sens suivant : il
existe un G-fibré vectoriel différentiable E, de base A, et un difféomorphisme

équivariant

tel que la restriction de ¢ & la section nulle de E soit 1'inclusion de A
dans Q.
Puisque G est compact, tout voisinage tubulaire ouvert invariant
de A contient un voisinage tubulaire T fermé et invariant. T est un voi-
sinage tubulaire de A dans X au sens de la définition 1 de 1l'introduction.
f
Notons f : X >~ X/G = Y 1la projection de X sur l'espace des orbites
o G . .G .
et N 1'image de X par f. Si X est connexe et 1l'action de G sur X

. . G ' . .
est semi-libre, c'est-d-dire libre en dehors de X , 1l'application

£ (X,XG) -+ (X/G,N) est une application c”-stratifide de fibres (G,{e}).
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14 - G-varniétis a deux types d'onbites.

L'action d'un groupe de Lie compact G sur une variété différentiable
X et admettant deux types d'orbites a été étudiée par K. Janich ([@i], p. 135).
Le rattachement des deux fibrés, donné aussi par le morphisme V¥, peut s'expli-
citer comme suit

On suppose que X est la réunion de deux variétés M et X-M, con-
nexes et admettant chacune un type d'orbite. Notons f : X » X/G =Y 1la projec-
tion de X sur l'espace des orbites et supposons que 1'image de M par f soit
N = 3Y.

M admet dans X un voisinage tubulaire fermé invariant qui est un
voisinage tubulaire au sens de la définition 1 de 1'introduction. L'application
f : (X,M)'+-(X/G,N) est une application c”~stratifiée de fibres (GI’GZ)'

Le fibré principal associé& au fibré : X-M > Y-N peut naturel-

le_M :
lement €tre étendu (et compactifi&) en un fibré E sur tout Y = X/G. Le fibré
f M M - N s'obtient par une réduction o¢ de EIN a un groupe structural plus
petit. La donnée du couple (E,o) détermine non seulement les deux fibrés, mais

aussi la maniére dont ils sont rattachés ; en fait, les classes d'isomorphisme

des couples (E,0) classifient ces G-variétés particuliéres (voir [ﬁi]).

15 - Actions de s', s° ot des tones.

Dans tout ce paragraphe, oli 1l s'agit d'action semi-~libres de G sur
G G o
X, on suppose que X et X/G - X sont connexes par arcs et que le systéme

.. G
local formé par Hi(F) (oi F est homéomorphe & G) est trivial sur X/G - X .

La suite exacte de Smith-Gysin (proposition 9.1.) et ses corollaires
1
s'appliquent au cas d'actions semi-libres de S] et de 53 (groupe des quater-

nions de norme 1). On obtient

Proposition 15.1.- Soit G = S 1'un des groupes S1 ou 83 ;

supposons qu'il existe une action semi-libre de G sur une variété différen-

. . . G .
tiable X et que l'ensemble des points fixes X  soit connexe. Posons
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. . G .. .
v = dim X/G -~ dim X . Dans ces conditions, on a la suite exacte

(49) «.. > H (K/G = XO) »H , () ~H , (X/6 - X°) @ H

G G
- A by () > H (K6 = X0) > ..

Conoblaire 15.2.- Dans les hypothéses de la proposition 15.1.,

posons U = dim X - dim XG, si HP(X) 0O pour p z a, alors Hp(XG) = 0

pour p 2 o + u -1 et HP(X/G - XG) 0 pour p 2 o + (U=v) + 1.

Conoflaine 15.3. (comparer a Bredon [11], Chapitre ITII, Théor&me 10.9.).-
Dans les hypothéses de la proposition 15.1., on a pour tout entier p
o0

) dim H
i=0

(X;Q) + dim H x/c - x%;0).

p+j(n+l) p-(n+1)

G T L.
p—ut] (n+1)(X LU jZO dim H

.o o 1 - .
Par dualité des variétés, on retrouve, pour G = S , le résultat sui-

vant de Bredon :

Théonéme 15.4. (Bredon [1[], Chapitre III, Théoréme 10.9.).- Si
H*(X;Q) est de dimension finie sur @, il en est de méme de H*(XG;Q) et

H*(X/G;Q) et on a
x(X) = x(X/G).

Par des démonstrations analogues 3 celles de Bredon ([j]], chapitre III),
la proposition 15.1. permet de montrer, dans le cas de deux types d'orbites et

avec A = @, les résultats suivants

Conoflaine 15.5.- Supposons qu'il existe une action semi-libre de
'
G = S1 sur une variété différentiable X et que Hj(X) = 0 pour tout j impair

. . . . LG .
(respectivement pair), posons u = dim X - dim X . Dans ces conditions, on a

Hj-u(XG) = 0 pour tout j impair (respectivement pair) et

Y dim H.(X) =
j=0 ] ]

It ~18

dim H, (x%).
0 ]
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B ko N
Théonéme 15.6.- Supposons que le tore G = T  opére sur une n-sphére
homologique avec deux types d'orbites et sans points fixes. Pour tout sous-tore
HC Tk de dimension k-1, notons tr(H) 1'entier, compris entre ~-1 et n

pour lequel XH est une r(H)-sphére homologique. Si H décrit l'ensemble des

k . .
sous~tores de T de dimension k-1, on a :

n+ 1= T + 1)
H

On a, bien entendu, convenu que l'ensemble vide est une (~1)-sphére.
Ce théoréme a &té démontré par Borel dans un cas beaucoup plus général

(cas de plusieurs types d'orbites et avec points fixes) (Bﬂ; XI1II).

Les résultats du paragraphe 8 s'appliquent aussi aux actions de S]

et de S3. En particulier, on a :

Théoneme 15.7.- I1 est impossible de construire une action semi-libre
1 - : .
de G =58 (ou S3) sur une sphére X = S™ et telle que XG solt connexe et

Hp(X/G - XG) = 0 pour tout p 2 dim X - dim XG - (n+1) n=1 (ou 3).

Theondme 15.8.- Soit X™ une variété différentiable telle que Hm(X) = 0,
est impossible de construire une action semi-libre de G = Sl (ou S% sur Xm,

et telle que XG soit connexe et Hp(X/G - XG) = 0 pour tout

prdinX ~dimx° - (@+1) ; n =1 (ou 3).

On trouvera de nombreux exemples des situations précédentes dans []i]

et [43] notamment.
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Remarque sur Les actions de ghroupes fAndis.

La suite spectrale parait moins bien adaptée & la situation d'actions
semi-libres de groupes finis que les méthodes du type de la suite spectrale
de Swan (Commentarii Math. Helv. 34 (1960), 1-16). En effet, les hypothéses
sous lesquelles on peut appliquer la suite spectrale sont, dans ce cas, trés
strictes et les résultats que l'on obtient peuvent &tre démontrés par ailleurs.

On obtient par exemple

Proposition.- Si un groupe fini G opére semi-librement sur une

variété différentiable X connexe et simplement connexe, telle que XG
. G .
soit connexe par arcs et X/G - X connexe et simplement connexe,alors
. . G . G .
G = Zé , v=dim X -dim X =1 et si X/G - X est contractile
(X)

14

Hp+1 HP(XG) pour p > 1.

Demonstrhation.- Les termes E2 q de la suite spectrale, obtenue

b

pour k = v, sont, pour p fix&, tous nuls sauf &ventuellement pour

q =0 (voir (33)). La suite exacte (33) s'écrit donc

G G | . G _,
(50) o= 6 —E (/6 - X H () — 0 - 6 —

En posant p = 0 , on en déduit la proposition.
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CHAPITRE VII

TRIANGULATIONS ADAPTEES : CONSTRUCTION et APPLICATIONS.

La proposition 7 de l'introduction est une conséquence de la commuta-
tivité a4 homotopie prés d'un "grand" diagramme (Page 119). On en construit succes-

sivement les &éléments. Les principales étapes sont :

- Une construction du cycle V' : C(~U)(M) + C(X-M) au moyen d'un

relévement particulier p' : C(_U)(M) -+ C(X), (paragraphe 1).

- Une construction explicite du morphisme s : C(_U)(M) - C(T,T-M)

induisant en homologie 1'inverse de 1'isomorphisme de Thom (paragraphes 2 et 3).

- Un équivalent du théoréme de Shih pour les fibrés sur fibrés,

(paragraphe 4) (voir aussi Appendice 1).

On conclut en montrant 1l'existence de triangulations adaptées.

1 - Construction du cycle V¥' : C(_“)(M) > C(X-M).

P o cee s s . .
Dans ce paragraphe, (X,M) désigne un espace C -stratifié & voisinage
orientable et T un voisinage tubulaire de X dans M. On note

= dim(X-M)-dim M.

Le voisinage T et son bord 23T sont les espaces totaux de deux
fibrés de base M associés au méme fibré principal, et de fibres respectives
D et 3D. On peut leur attribuer la méme cochafne fondamentale Y. On a,
d'aprés Shih, des équivalences d'homotopie de complexes de ch?ines

C(T) ——> CM™) 8 C(D) C(T) — C(M) ® C(3D).
T T

Les morphismes v\ et f' réalisant cette équivalence passent au

quotient et définissent une équivalence d'homotopie (Proposition 2.3. du

chapitre III)
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T
C(T,dT) ———L—— C(M) ® C(D,3D).
A '

D'autre part, 9T est un rétracte par déformation de T-M. Le
morphisme de MDG, r : C(T,3T) - C(T,T-M), défini par 1'inclusion 3T - T-M,

induit donc un isomorphisme en homologie.

Enfin, 1'homomorphisme d'excision, € : C(T,T-M) - C(X,X-M)

induit un isomorphisme en homologie (Paragraphe 3 du chapitre 1V),

On peut donc écrire le diagramme commutatif de MDG :

p
0 —— C(X~M) ——— C(X) — CX,Xx-M) —— O
£ £ €
P
o —— ¢(IT-M) —— C(T) ——— c(T,T-M) —— 0
(51) i 1 r
P2 :
0 -——— (C(3T) ————> C(T) —— C(T,3T) — O
VT VT vT
Py
0 —— Cc(M)8C(3D) — C(M)BC(D) — c(Mm)ec(p,sdD) — 0
T T T

dans lequel, les homomorphismes de la colonne de droite sont des isomorphismes

en homologie.

On va construire successivement un relévement pi de chacune des
projections Ps du diagramme ci-dessus, a4 1l'aide d'un relév$ment s de 1la

surjection P, dans la suite exacte courte

(52) ' 0 — C(D) — C(3D) — C(D,3D) — O.
pO
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On en déduira & chaque étape un cycle Wi puis un cycle Y = dp - pd

de Hom_](C(X,X—M),C(Xﬁﬁ)) et enfin V'.

(i) Determination de P, et de Wl a £'alde de oy

Etant donné le relévement 0, de P, dans la suite exacte courte (52)

on définit un rel&vement 4 de P, en posant :

p](x %] [:y]) = x 0 po[:y:l oi y e C(D,3D)

_ - = T — T . . .
En notant Wo = dpO pod et Wl d P 0 d, il vient :
d -
(53) ll’](x 2] B’]) = (-1) €8 X ¢ 8 \PO[:yJ + 7 nix e Ool_YJ) - pl(qf nix e [y])).
Proposition 1.1.- Le morphisme V¥, induit par le relévement oy = 1 8 p

1

satisfait a WI(X 8 [&J) = (_])deg *x8 Wo[yj dans les deux cas suivants

(o]

+ le fibré X : T > M est trivial
+ Wo est induit par un relé&vement Py de p, commutant a la fois
avec les opérateurs de dégénérescence et 1l'action du groupe du fibré minimal

A:T'+M associé d X : T+ M.

Démonstration : Le premier cas est évident, puisque dans ce cas la

cochaine fondamentale ? du fibré X : T > M est nulle.

Dans le second cas,la différence des deux derniers termes de (53) est

égale 3 :

(507 0600 Do, o B = (10 (500,73 o (o1 (amels])

1
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avec les notations du paragraphe ! du chapitre III. Or 5A= C(s) o V ot

o :GxD~>D désigne 1l'action du groupe G sur la fibre du G-fibré
A:T'>M et oi V est l'opérateur d'Eilenberg-Mac Lane

vV : C(G) 8 C(D) ~ C(G x D), défini & 1'aide des opérateurs de dégénerescence.

Dans le cas ol Py commute 3 la fois avec l'action de G et les opérateurs

de dégénerescence, il vient E(l 2] po) = poa d'oli 1la proposition.

Remarquons qu'il est facile de montrer l'existence de relévements

commutant avec l'action de G ou avec les opérations de dégénerescence mais

nous ne savons en construire commutant avec les deux,

(ii) Déterumination de p, &t de ¥,
Soit Py le relévement de P, construit en (i) et pé un relé&vement

quelconque de la projection Py * C(T) -+ C(T,3T), 1le morphisme

est encore un relévement de p, et définit un cycle V¥, = dp, - p,d de
2 Y 2 2~ P2

Hom_](C(T,aT),C(aT)). D'aprés le corollaire 2.3. du chapitre II, on a

(iii) Détermination de Pq et de ¥y

L'injection canonique ér : C(T,T-M) > C(T,3T) est un morphisme

de MDG de degré O tel que T o Gr soit 1'identité de C(T,T-M). Le composé

Py = Py O ér est un relévement de Py ¢ C(T) » C(T,T-M) et induit un cycle
WB = dp3 - p3d de Hom_](C(T,T-M),C(T—M)). D'aprés le corolilaire 2.5. du
chapitre II, on a une homotopie : &, : i o ¥, =~ ¥_ o r.

3

(iv) Déternmination de o ot de V¥ :

. F - . .
Soit C le complexe des chalnes singuliéres petites d'ordre
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F = {T,X-M}, notons 6€ la projection 65 : C(X,X-M) » C(T,T-M) -composée
de la projection canonique 7' : C(X,X-M) - CF(X,X—M) et de 1'isomorphisme

CF(X,X-M) - C(T,T-M). 68 0 € est 1'identité de C(T,T-M).

Pour tout relévement p' de p, le morphisme

P =E€p, § GE - po'(¢ 66 - 1)

r

est encore un relévement de p et définit un cycle Y o= do - pd de
Hom_](C(X,X-M),C(X—M)). D'aprés le corollaire 2.3, du chapitre II, il vient :

€ 0 W3 = @ 0 €.

(v) Détermination de Vv' :

Soit 6 1le morphisme composé :

Wy —5 & o(r,TM) —E—  C(X,X-M)

(formule (22)). On a défini V' : C(_U)(M) +~ C(X-M) comme étant le cycle de
degré -1, V¥' =Y o 6.
En vertu de la construction précédente, il vient V' = dp' - p'd ol

o' C(-U)(M) > C(X) est égal 3 : p' = e o (VT °0p, 0 £ - pé) o (Gr 0 s),

et on a une homotopie :

' : ¥' =g o0i o0 V' o v, o £7 o 6.0 s

(voir le diagramme (51)).

2 - Un premien Lemme.

Dans un premier temps, on explicite un morphisme de MDG,

s : C(—“)(M) + C(T,T-M) induisant en homologie 1'inverse de 1'isomorphisme

de Thom.
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On rappelle que s réalise une &quivalence d'homotopie de complexes

de chalnes avec le morphisme t, composé des morphismes de MDG :

C(T,T-M) — CE(T,T—M) — cE('“)(T) - W (1) - ¢y

(Proposition 2.3. du chapitre IV).

Les morphismes ¢' et 7' réalisent une équivalence d'homotopie
entre les complexes de chaines C et CE. On note Yy un morphisme de MDG
réalisant avec T une &quivalence d'homotopie de complexes de chalnes. Enfin,
le morphisme i : C(M) > C(T) défini par l'injection (section) canonique réa-
lise avec A une équivalence d'homotopie de complexes de chalnes. s est alors

le composé s =¢€¢' oy o n' o 1.

Définissons les morphismes de MDG i' : C(M) >~ C(M) ® C(D) et
T

i' : c() 8 c(d) » c(M) 8 C(D,3D) par :

T T
i'=f oi j' = £ o Gr oe'oyomn' oV
Lemme 2.1. - Le diagramme suivant est commutatif 3 homotopie prés
c Q) ' c o)
i'l i
T
c(M) 8 C(D) C(T)
T
] \]
j,l Groe oyoTr
-
c(M) @ C(D,3D) C(T,3T)
T i

De plus, le morphisme composé j' o i' respecte les filtrations

suivantes de C(M) et C(M) ® C(D,3D)
T

Fp]'_E:(M)] = cP)

FPEC(M) ® c(p,3D)] = cP) 8 c(D,sD).
T
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Démonstration : La commutativité 3 homotopie prés du diagramme est

évidente.

La différentielle d' respecte la filtration définie sur

C(M) ® C(D,0D), ceci en vertu de la définition de at et plus précisément
T

. " . . . .
du cap-produit T f} . Celui-ci ne fait, en effet, intervenir sur le terme

C(M) que l'opérateur de face.

Pour montrer le respect des filtrations, on regarde comment est
transformé un simplexe singulier de C(M) par chacun des morphismes de la

. T ' ' .
composition f o Gr oe oyom oi.

Soit ¢ un simplexe singulier, élément de C(Mp) = C(f~1(N(p))),
i(0) est un simplexe singulier de C(T) tel que X(i(o)) =0 et
f o X(i(o)) € C(N(p)). De méme, par 1'opérateur 7' de subdivision bary-
centrique, on reste dans les simplexes singuliers qui, composés avec f, sont

dans c(P)y.

Le morphisme vy : CE(T) > CE(T,T—M) a été défini ci-dessus
comme rel&vement de m. (Proposition 2.1. du chapitre IV).Comme on raisonne
sur des chalnes petites d'ordre E (recouvrement de M par des ouverts de
trivialisation du fibré X : T » M), on peut se placer dans le cas d'un fibré
trivial. Si u désigne la classe fondamentale dans H“(T,T—M) du fibré
A :T~>M, u s'écrit z uv (cup-produit externe) avec =z ¢ HO(M) et
v générateur de HU(D,D—{O}). En notant encore z et v des cocycles re-
présentant respectivement les classes z et v, le morphisme 7 est un

'
morphisme

o Ca(M) Q CB(D,D~{0}) — Ca(M) 8 C (D)

A A B-u
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défini par w(a ® b) = z.a ® (v Nb) (Proposition 2.1. du chapitre IV). On
en déduit que 7 respecte la filtration en C(Mp) (autrement dit, si la
premiére composante de a @ b est dans C(Mp), il en est de méme de son

image w(a ® b)).

Le lemme 3.2 du chapitre III permet de montrer que le morphisme v
respecte aussi cette filtration. Enfin, par les inclusions &' et Gr,
puis par le morphisme £t (qui ne fait intervenir que des opérateurs de face

dans la composante en C(M)), on obtient un élément de C(M) ® C(D,3D) dont
T

la premiére composante est dans C(Mp). On en déduit le lemme.

3 - Un second Lemme.

En plus des hypothéses énoncées au début du paragraphe 1, on suppose
que M est 1l'espace total d'un fibré f : M > N de fibre FO et de base un
espace N muni d'une triangulation simpliciale,

On note N(p) le p-squelette de la triangulation donnée de N

et MP = f—I(N(p)) la restriction du fibré f : M >N 3 N(P)

. v
. Enfin <
o
v P -~ . ey
et T désignent des cochalnes fondamentales associées aux fibrés f : M - N

et X : T > M respectivement.

Proposition 3.1.- On peut construire une équivalence d'homotopie

de complexes de chalnes

v o
k@) e c )] e co) ——2L— cen e co)
T T ~T T
o £ (o]

i
respectant les filtrations suivantes

Pl e ) e co] = ®a®) e cr e cm

T
TO

F lcon e c(p)] = cvP) 8 c(p)
T




- 109 - ]
¥

T .
°®1 est une équivalence d'homotopie (Lemme 1.2,

. . A
Demonstration.- v

du chapitre III) et respecte les filtrations précédentes (Proposition 3.3. du

chapitre III). D'aprés le lemme 3.2 du chapitre III, il existe un morphisme de MDG,
AT T
noté f o’ réalisant avec V ° @ 1 1'équivalence d'homotopie et respectant

ces filtrations, d'ol la proposition.

La proposition est encore valable en remplacant C(D) par C(3D) ou
T
C(D,3D). Dans chacun des cas, on note f£ ° un morphisme réalisant 1'€quivalence

d'homotopie avec Ve 1.

Posons

AT . T ATy T W AT T
i"=f o0 3i'o @ "8 1) ¥y =f " o ¥, o W

ol Y, est le cycle de Hom_][p(M) ® C(D,3D),C(M) B C(BD)] défini au (i)
T T

du paragraphe 1.

Lemme 3.2. - Le diagramme suivant est commutatif & homotopie prés
T
’%} [¢]
K(N) © C(Fo) c(M)
TO
X1} i'
v ¥oe 1 l
kay e c@ )] e c cC(M) © C(D)
To T T
13’" lj'
%TO ® 1
[kay e c(F)] 8 c(,) C(M) 8 C(D,aD)
To' T T

A,
¥y '.\yl
T

k@) @ c)] e c(ap) 1 c) 8 c(ap)
T T

<1Q
®
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v . . . .
De plus, le morphisme composé ¥ o j" o i'" respecte les filtrations

suivantes :

X
F, [K(N) T@ C(F_)]

o

K(N(p))@ C(F )

P KQD @ C(F,)) @ Cm)] = «aP) e c(F ) e c@p)
T T

(¢}

" . . v - .. ey
Demonstration.- Soit 1T une cochalne fondamentale associée au fibré

T
. v Yo -
A : T~+M, on sait que T .0 V est une cochaine fondamentale pour

DK(N) 3] C(Fof] ® C(D) et les deux termes de la colonne de gauche (lemme !.1.
T T
o
du chapitre III). La commutativité & homotopie prés du diagramme est immédiate.

Le respect des filtrations pour 1i" et j" résulte de la proposi-

tion 3.3. du chapitre III et de la proposition 3.1 ci-dessus. Pour le morphisme

v . . P .
¥, il suffit de vérifier que, si on a :

x8 [y] e Fp[C(M) ® c(D,3D)] = c(MP) ® C(D,sD)
alors ¥ (x8 [y]) e Fp[C(M) ® c(s3n)] = cMP) ® c(3D). Or, d'aprés les

formules (53) et (54) du paragraphe 1, on a :
v (xo [y]) = (-1)%e8 X 4 ¢ v ] + (18 (U 8o ) -00)(0 D)8 [y

Suivant la premi&re composante du produit tensoriel, c'est-i-dire
suivant C(M), n'interviennent que des opérateurs bords (par A), d'ol le

résultat,

4 - Fibrds sunr §ibrés.

- . . . . . o
Nous revenons 3 la situation donnée par une application C -

stratifiée f : (X,M) > (Y,N) de fibres (F’Fo) pour laquelle (X,M) est un
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o e . . . . 0 . er s
espace C -stratifié i voisinage orientable et (Y,N) wun espace C -stratifié
triangulable. Par définition, il existe un voisinage tubulaire U de N dans
Y dont 1'image réciproque T = f_](U) soit un voisinage tubulaire de M dans
X.

En plus, des notations des paragraphes précédents, on désigne par

v
T

1

’\l -~ o - 3 -
et T' des cochaines fondamentales associées aux fibrés f|X—M : X-M > Y-N

et w : U >N respectivement.

Le fibré leT : 3T <+ 3U est restriction du fibré f'X—M : X-M > Y-N

-

i oU (Propriété 1.8. du chapitre I), il est isomorphe au fibré induit par
1'injection i : U - Y-N. La cochaine fondamentale de f|8T : 3T » 3U est

. . v -
donc la restriction de Tl a ou.

On désigne toujours par j + C(Y-N) ,? C(F) +—C(Y—8) ‘9 C(F) et
1 1
o o
: C(Y-U) ’P C(F) » K(Y-U) ,9 C(F) les morphismes définis aux propositions
1 1 T
2.2, et 2.3. du chapitre V. Il vient, par définition de f !

By

Lemme 4.1. - Pour toute triangulation de Y compatible avec 35U et

)
Y-U, 1le diagramme suivant (dans lequel les injections canoniques sont notées 1)

est commutatif :

C(3T) - C (X-M)
T T
£ ! £ !
P8l
C(3U) © C(F) C(Y-N) @ c(F)
T] T
by
B, JBIOJ
iel

K(3U) ® C(F) K(Y-U) ® C(F)

Tl ‘rl
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Notons D' 1la fibre du fibré w : U ~ N. La restriction de « 2a

ou, w| : 3U » N , est la projection d'un fibré de fibre dD'. C'est

U
. - » -~ -~ ’\J

un sous—fibré de w : U~ N et il admet méme cochalne fondamentale <t'. On a

un diagramme commutatif dans lequel toutes les fléches sont des projections

de fibrés (Propriété 1.8. du chapitre I)

A
oT M

(55) £ 3T M

W
U N
autrement dit, 9T est 1'espace total d'un fibré sur fibré de base N

de deux maniéres différentes.

Notons g le morphisme de MDG :

g: kK@) ® c(F)) 8c@cd -~ [km e c@d)]e c
T © T 7' T
o 1
PR T1 T o
obtenu par composition g = £° o f oV o (V 8 1).

Lemme 4.2.- Le diagramme suivant est commutatif 3 homotopie prés :

¥ %) v
kay e c(F )l @ c(3) ——— C@) 8 C(3D) C(31)

T T T
0 T

: :

k@) ® c(3")] & C(F) C(3U) © C(F)

T Tl T]

. - ! .
De plus, le morphisme composé (V 8 1) o g respecte les filtra-

tions suivantes

Fp[(K(N) 8 C(F)) ® c(sD)] [K(N(p))@ C(Fo)] @ C(2D)
T T

o

P Cew e cm]

B

c(UuP) @ c(F)
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o auP désigne w_](N(P)) (restriction du fibré w : 3U > N au p-squelette

de N).

Démonsthation.- On montre d'abord que l'on peut encore écrire

le diagramme (55) en remplagant chacun des fibrés par un fibré minimal

associé (chapitre III). Le lemme est alors une conséquence directe de la

proposition 3.1 ci-dessus et de la proposition 5 de 1'Appendice 1!.

5 - Tangulations adapties.

Le but de ce paragraphe est de montrer le lemme 3.2 du chapitre V

que 1l'on formule ainsi

Proposition 5.1 - (lemme 3.2 du chapitre V) - Soient (Y,N) un
espace cO-stratifié triangulable et U un voisinage tubulaire de N dans Y,

notons  : 3U - N 1la projection de 93U sur N en tant que fibré et

posons v = dim(Y-N) - dim N. Le triple (Y,N,U) admet une triangulation

adaptée, c'est-id-dire compatible avec des triangulations (Kl) de N et (K2)
de 33U et telle que, pour tout simplexe ¢ de dimension ¢q de (Kl)’ m_l(o)

soit un sous—complexe de dimension q+v-1 de (KZ)'

On utilisera, pour la démonstration, les lemmes suivants relatifs

aux extensions de triangulations :

Lemme 5.2.- ([32], [341) - Soit Y un espace triangulable et Y'
un sous-espace triangulable non nécessairement connexe de Y, pour toute
triangulation simpliciale (K) de Y', il existe une triangulation simpli-

ciale de Y coincidant sur Y' avec une sous-triangulation (K') de (K).

Lemme 5.3.- ([]]) - Soit Y wune variété P.,L. compacte et Y' wune
sous-variété P.L. compacte de Y, toute triangulation de Y' peut &tre &tendue

d une triangulation de Y.
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Lemme 5.4.- ([1]) - Soit Y une variété P.L., a bord, compacte,

toute triangulation du bord de Y peut €tre étendue a Y.

Lemme 5.5.- Soient (Y,N) un eépace c-stratifié triangulable
et U un voisinage tubulaire de N dans Y. Posons v = dim(Y-N) - dim N.
On peut construire des triangulations (Kl) et (KZ) de N et 23U respec—
tivement, telles que, pour tout simplexe' ¢ de dimension q de (Kl) R

w 1(o) soit un sous—complexe de dimension gq+v~-1 de (Kz).

Demonstrhation.- On appelle (K]) une triangulation simpliciale de

N assez fine pour que tout simplexe de (K]) soit contenu dans un ouvert de
trivialisation du fibré w : 3U - N. On construit (Kz) au-dessus des squelettes

)

de dimensions successives de (K1

Au-dessus de tout sommet x de (Kl)’ on se donne une triangulation

de la fibre w_](x).

Supposons construite la triangulation de 03U au-dessus de (q-1)-

squelette de (K,) . Au—-dessus de tout simplexe o de dimension q de (K]),

1
I . . -1 - < - .

le fibré w: 3U + N est trivial, w (o) est homéomorphe & une variété produit

dont le bord est triangulé. D'aprés le lemme 5.4., il existe une triangulation

de w (o) compatible avec la triangulétion de son bord.

On obtient ainsi une triangulation (KZ) de 3U. Comme la fibre
de w : 3U - N est de dimension v-1 (Propriété 1.2 du chapitre 1), pour tout
simplexe o de dimension q de (K]), w_l(o) est un sous-complexe de

dimension q+v-1 de (Kz).

Démonstration de La proposition 5.1.- Nous la faisons dans le cas

non nécessairement compact. Si Y et N sont compacts, le lemme 5.3 simplifie

plusieurs passages de la démonstration.
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On se donne une triangulation (K') de U compatible avec une

triangulation de N et satisfaisant 3 la condition suivante :

Tout simplexe o de (K') ayant au moins un sommet dans N ne

rencontre pas 9dU.

Ceci peut se faire en prenant arbitrairement une triangulation (K;)
de N que l'on €tend & U en une triangulation compatible avec une subdivision

(Kl) de (Ki) (lemme 5.2). Afin de satisfaire 3 la condition ci-dessus, on

subdivise au besoin la triangulation de U.

En prenant au départ, pour (K;) , une triangulation assez fine pour

que chaque simplexe soit contenu dans un ouvert de trivialisation du fibré

w: 3U >N, il en sera de méme de (K,). On construit alors, comme au

1

lemme 5.5, une triangulation (K,) de 23U telle que, pour tout simplexe de

2

dimension q de (K]), w_l(o) soit un sous~complexe de dimension q+v-1

de (K,)).

2

Notons V 1'ensemble des simplexes fermés de .(K') dont au moins
un sommet est situé dans N et V' 1le sous~complexe de V composé des
simplexes de V n'ayant pas de sommet dans N. V' ne rencontre pas aU.
On sait construire une triangulation (K) de Y—S compatible avec une

sous-triangulation de V' sur V' et de (K sur JU.

2)

|

Soit o un simplexe de V et o' 1la partie de o situde dans V'.

Pour tout sommet a de o situé dans N, on joint a aux sommets de la

' (en faisant d'abord cette construction dans un

sous—triangulation de ¢
simplexe type de rR" homéomorphe & o). On obtient ainsi une sous-triangulation
de V compatible avec (KI) sur N. La réunion de cette triangulation sur V
et de (K) sur Y-V fournit une triangulation, encore notée (K), de Y

-~

satisfaisant & la proposition.
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Lemme 5.6.- (Lemme 4.2 du chapitreVl) - Pour tout espace c-stratifié
triangulable (Y,N) et tout voisinage tubulaire U de N dans Y, on peut
construire une triangulation cellulaire (D) de Y satisfaisant aux conditions

suivantes

o
i) (D) est compatible avec une triangulation (KZ) sur 23U = U-U ,

ii) toute cellule de (D) est transverse &4 N au sens sulvant
il existe.une triangulation (KI) de N telle que, pour toute g-cellule
o de (D), o fi N soit un sous—complexe de dimension q-v de (K]).

iii) pour tout g-simplexe s: de (K]) , w—](s) est un sous-complexe
de dimension q+v-1 de (KZ)'

iv) toute cellule de (D) est contractible.

Deémonstrnation.- On considére d'abord une triangulation (K') de

Y compatible avec une triangulation de N, assez fine pour que tout simplexe
situé dans N soit contenu dans un ouvert de trivialisation du fibré
w : U > N et pour que tout simplexe de (K') ayant un sommet dans N

o]
soit entiérement contenu dans U.

On appelle (D') 1la triangulation cellulaire duale de (K')
construite d@ 1'aide d'une subdivision barycentrique de (K'). (D') satisfait
a (ii) et (iv). La réunion des cellules fermées de (D') qui rencontrent
N est notée D;. Dans le complexe cellulaire D;, certaines cellules ne

rencontrent pas N, on note leur réunion D1 et D? = D; - D]. D] est le
bord de Y—DY. La restriction de la subdivision barycentrique de (K') &

D1 est notée (K").

On appelle (Kl) la restriction 3 N de la subdivision barycentrique
de (K') et (KZ) une triangulation simpliciale de 13U construite & partir
de (K]) (lemme 5.5) et satisfaisant & (iii). On construit alors, d'aprés le

lemme 5.2, une triangulation simpliciale (K) de Y—DY compatible avec une
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sous~triangulation de (K") sur D, et de (K sur oU,

1 2)

La réunion des cellules de (D') contenues dans Di et des

simplexes de (K) fournit une triangulation cellulaire (D) satisfaisant

aux conditions de 1'énoncé, d'old le lemme.

Application des triangulations adapties.

v o . A .
On rappelle que t' désigne une cochiine fondamentale associée au

fibré w : 3U - N, de fibre 3D'. Etant donnée une triangulation adaptée
au triple (Y,N,U) , notons ¢ le morphisme de MDG obtenu par composition :

v B i o
K(N) 8 C(8D') —— C(3U) ——> K(3U) —— K(Y-U)

T
dans laquelle B réalise avec 1l'injection canonique a : K(3U) -+ C(3U)
une équivalence d'homotopie de complexes de chalnes et 1 est induit par

0
1'injection canonique de 23U dans Y-U.

Proposition 5.7.- Soit (K) wune triangulation adaptée au triple

(Y,N,U), on a :

c[K(N) (p)) 8 c(aD')]c_- K((Y-g) (p+\)-1)) .

L
Demonstration.- ¥ emvoie K(NP)) @ c(5D') dams C(3UP)

(Proposition 3.3 du chapitre III). Le lemme 3.2 du chapitre III permet de
montrer que B envoie C(BUp) dans K(BUP). Enfin, la triangulation (K)
étant adaptée au triple (Y,N,U), sUP  est un sous—-complexe de dimension

ptv-1 de la restriction de (K) & 93U. On en déduit K(BUp) CIK((BU)(p+V_]))

et la proposition.




- 118 -

6 - Démonstration de La proposition 7 (Introduction)-

Soit (X,M) un espace c®-stratifié a volsinage orientable,
(Y,N) un espace c®-stratifié triangulable et f : (X,M) » (Y,N) une
application c®-stratifiée de fibres (F’Fo)' On note U un voisinage
tubulaire de N dans Y et (K) wune triangulation adaptée au triple
(Y,N,U). Avec les notations des paragraphes 2, 3 et 4, on définit un morphisme

~ o
¥ : K(N) ® C(Fo) + K(Y-U) © C(F) par la composition :

T T
o 1

~ \J
y=(1i81) oBo (%T @ 1) ogo $ o j" o i"

(voir le "grand" diagramme page 119). Le morphisme V¥ &tant celui défini

en (25) du chapitre v, on a :

~

Proposition 6.1.- Les morphismes ¥ et ¥ sont &gaux & homotopie

prés (autrement dit, le "grand" diagramme commute 3 homotopie prés).
’ g g

Demonstration.- Ceci résulte des (ii), (iii) et (iv) du paragraphe 1

et des lemmes 2.1, 3.2, 4.1 et 4.2 ci-dessus

~

Proposition 6.2.- Le morphisme V¥ satisfait a :
1kav®)y o e )] < k(- @) 6 oy

Demonstrhation.- La proposition est une conséquence de la proposition 3.1

du chapitre III, des lemmes 3.2 et 4.2 et de la proposition 5.7 ci-dessus.

La proposition 7 de l'introduction (proposition 3.3 du chapitre V)

est une conséquence directe des propositions 6.1 et 6.2.
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APPENDICE 1

FIBRES SUR FIBRES EN THEORIE SEMI-SIMPLICIALE.

La plupart des notations employées dans cet appendice lui sont

particuliéres.

On se propose d'é8tudier les relations entre les fonctions tordantes
d'un fibré sur fibré. La proposition 5 sert, dans le paragraphe 4 du chapitre VII,

-~

i établir certains résultats concernant le respect de filtrations.

1 - Définitions préliminaines [5].

On rappelle ici quelques définitions classiques dans le but de

préciser les notations utilisées par la suite.

Pour tout ensemble simplicial K, 1'ensemble des p-simplexes

sera noté Kp.

P P . * . -
On définit la catégorie A dont les objets, notés An, sont
les suites d'entiers An = (0,1,...,n), n > 0 , et les morphismes,les

applications croissantes (au sens large) u : A+ A_.

m n
On utilisera les morphismes &, : A + A et o. A > A,
1 n-1 n 1 n+1 n
0 ¢ign, définis comme suit :
J si j <1 i si  j g i
5,(3) = 0, () =
j+1 si j>1i j-1 si j > 1

Déginition 1.- L'ensemble simplicial Abﬂ, n~&me modéle classique

de la théorie semi-~simpliciale, est défini par :
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(a[n]) | = Hom(a_,4 )

les opérateurs face ai : (A[ﬁj)m > (A[n])m_] et dégénérescence

s; ¢ (A[n])m > (AEn])m+1 étant donnés par :

ai(x) = )Xo 6.

i si(A) = )\ o o4

Les opérateurs Gi et oy induisent des applications simpliciales :
Gi : A[n—l] —_— A[n] o, ¢ A[n+1:[ — A[n]
Gi(A) =38, 01 oi(A) =0, 01

En identifiant X e Hom(Am,An) avec son image A(Am), on note
encore An € A([b])n 1'élément A = identité de An. On rappelle que si K
est un ensemble simplicial et x wun élément de Kn’ il existe une et une
seule application simpliciale x : AE{] + K telle que §(An) = x. 81
ai désigne également 1l'opérateur face de l'ensemble simplicial K,

ona: 93.x=%XxXo0 6.
1 1

Déginition 2.- Si p : E->B et f : A> B sont deux applications,

P £
on définit : E = {(x,a) | p(x) = f(a)}= E x A et les applications :

f
Pf : EE — A, pf(x,a) =a
" £ v
f:E —E . f(x,a) = x
Le diagramme commutatif :
~
f f R
f
p p
A B
f

est appelé produit fibré de p et f, et pf est appelée application

induite de p par f.
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Définition 3.- Soit F un ensemble simplicial donné, une application
simpliciale p : E - B est appelée fibré de fibre F si p est surjective
et si pour tout b e Bn’ il existe un isomorphisme o(b) rendant commutatif

le diagramme suivant :

Q
N
o
~
o
o2

F x A[n] > E

=l }

| A[ﬁ] B

- x . . P *
od p est 1l'application définie par p (f,u) = u , pour tout f € F et

u € A[n],

On appelle atlas du fibré, la donnée des isomorphismes
{a(b)}. Définissons R(b) : F x A[n] > E par la composition B(b) = % o a(b),

on a
a(b) (f,u) = (B(b) (f,u), u).

les données {a(b)} et {B(b)} sont donc équivalentes.

G é&tant un groupe simplicial, on renvoie & [5] pour la définition
des G-atlas, des G-fibrés et des fonctions tordantes. Dans toute la suite, on
dira G-atlas pour G-atlas régulier au sens de [5], IV, lemme 2.5.

Soit 5 : Y B un G-fibré principal. Si G opére 3 gauche sur
1'ensemble simplicial F,von note T x Y le quotient de F * Y par

G
la relation d'@quivalence suivante :

(56) (£,y) ~ (£',y") <===>3 geG, f=g.f',y =y.g
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Déginition 4.- Le G-fibré de fibre F associé au fibré principal
5 :Y+>B est le fibré p : F x Y » B défini par p(f,y) = ﬁ(y).
G

Notons E =F x Y, si {a(b)} désigne un G-atlas du G-fibré
G
principal p : Y > B , on définit un G-atlas de p : E - B par

n q q

1'élément neutre de Gq et ol le crochet signifie que 1'on prend la classe

g(b) (f,u) = [£, é(b)(eq,u)] oi ue (A[n:])q, beB ,feF ,e est

d'équivalence pour la relation (56).

Réciproquement, si {a(b)} désigne un G-atlas de p : E » B ,
on choisit pour tout (f,u) € (F x AE@])q un représentant (f',y) dex = g(b) (f,u)
dans F x Y. On définit un G-atlas du G-fibré principal auquel est associé

p: E-»>B en posant é(b)(eq,u) =y .g (o g. £f=1£").

D'autre part, on sait que tout G-fibré simplicial p : X » B
de fibre F peut 8tre identifié& 3 un produit cartésien tordu F x B au
T
moyen d'une fonction tordante +t. Tous les G-fibrés associés 3 un méme

G-fibré principal admettent m@me fonction tordante 1 d&s que l'on se donne

des G-atlas définis comme ci-dessus & partir d'un méme G-ztlas du fibré principal.

2 - Deginition d'un §4bre sun fibré (voir [8], P. 478).

Soit p : X> B un G-fibré de fibre F, on suppose que la fibre
F est la base d'un G'-fibré =7 : E > F de fibre F' et que G est un

groupe d'automorphismes du G'-fibré principal = : E > F auquel est associé

T+ E~>F.

Cela signifie qu'il existe un homomorphisme de G dans le groupe
des homéomorphismes de m:E>F qui commutent avec l'action de G'.
On note é 1'image de g € G par cet homomorphisme. Les homéomorphismes
induits sur F (en tant que base de ; : E -+ F) sont ceux qui définissent

1'action de G sur F dans le G-fibré p : X - B.
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~

L'homéomorphisme 1 x g : F' x £ » F' x E est compatible avec la
relation d'équivalence qui définit E = F' x E . G est alors un groupe

G!
d'homéomorphismes de E qui commute avec .

On peut définir un G-fibré w : T - B de fibre E, associé au
méme G-fibré principal E : X > 3B que le G-fibré p : X » B , en posant
T =E x X. Comme 1'action de G sur E commute avec 7, m induit une

G
application A : T + X rendant commutatif le diagramme

— T x 1 .
E x X F x X
T=E x i FxX=X
G A G

ol les fleches verticales sont les projections canoniques sur le quotient.

~

Les opérations de G et de G' sur E commutent, 1'espace

E x X=2Z peut étre considéré comme espace d'un G'-~fibré principal de
G -~

base X, 1'action de G' sur Z é&tant définie par l'action de G'

sur E.

On a un isomorphisme :
F' x (ExX) = (F' x E) xX%
G' G G' G

et A : T>X est un G'-fibré de fibre F' associé au G'-fibré principal

Dans les paragraphes suivants, on construit, pour le fibré sur
fibré défini ci-dessus, des fonctions tordantes T, t' et 1" telles que

- 1'on ait un isomorphisme :

F' x (FxB) = (F' x F) xB
T" T T' T

et on établit les relations existant entre ces fonctions tordantes.
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3 - Etude des atlas d'un §4ibre sun 44bnré.

Soit {a(b)} un G-atlas du G-fibré p : X > B de fibre
F et {a(f)} un G'-atlas du G'-fibré m : E+ F de fibre F'.
On définit, en fonction de {a(b)} et {a(f)}, des atlas pour les

fibrés w ¢: T+>B et A : T > X.

Atlas de w : T > B

A 1'aide du G-atlas {a(b)}, on sait construire un G-atlas
{&(b)} pour le G-fibré principal p : X > B auquel est associé p : X - B.
On définit alors un G-atlas {a'(b)} pour le G-fibré w : T - B comme

suit :

Pour tout b € Bn , on définit R'(b) : E x A[n] + T par :

8'(6) (y,u) = [y, B (eg,u)]

ol Vv € Eq , UE (A[hj)q , eq est 1'élément neutre de Gq et ol le crochet
signifie que 1l'on prend la classe d'équivalence pour la relation (56).

a'(b) : E x A[h] — Tb est donc dé&fini par a'(b) (y,u) = [(y, B(b) (eq,u)), u] .

Du fait que 1'action de G commute avec 7, il vient :

Lemme 1.- Les atlas {a(b)} et {a'(b)} sont liés par la

relation :
(57) (Ax1) o a'(b) = a(b) o (mwx1)

autrement dit : X o B'(b) = B(b) o (wx1).
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Atlas de ) : T > X.

Il s'agit, pour tout x de Xn’ de définir un isomorphisme

»

a(x) + F' x A'[n] —_ T

dont la restriction a A[i] soit 1'identité.

Etant donné x e Xn’ il lui correspond un &lément unique b de
Bn tel que b = p(x) et un élément unique f de Fn tel que

(f,An) = (oL(b))_l (x,An). On en déduit le diagramme commutatif suivant :

- n - N
F' x afn] =22 5t x a[n] x a[n] SEXIEE & afn] —2L g x afn] 2B P B,y

Py "\‘ %1 mx1 Ax1 ’

A[n] - > A[n] x Afn] - F x A[n] 2B 2B X

1
2 \ V.
5

A[n] > B

ol pz(f',u) = u pour tout (£',u) € F' x A[qI et oi D désigne l'application

diagonale.

Lemme 2.- x coincide avec la composition 5o a(b) o (£x1) o D.

Démonstration.- Il suffit de montrer que 1'image de An par

1'application composée est x, ce qui est immédiat.

Lemme 3.- Ef. est isomorphe 3 T,

Démonstrhation.- On va montrer que o'(b) réalise cet isomorphisme.
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On a :

Ef = {(y,u) € E x A[ﬁ] | n(y) = f(u)}

et a'(b) : E x A[@] > Tb est un isomorphisme.

Soit (y,u) € E x A[pj, on note t = B'(b) (y,u).

Ao B'(b) (y,u) = B(b) o (mx1) (y,u)

On a : A(t)

B(b) (E(u), u) = x(u).

a'(b) est donc une application simpliciale de Ef dans Tx,

elle est injective. Reste d montrer la surjection.

Soit (t,u) € ™ , ona A(t) =x(u) , donc :

poA(t) = w(t) =po x(u) = B(u)

et (t,u) € Tb. Notons (y,u) = (a'(b))_](t,u). Il s'agit de monirer
que 7n(y) = f(u). En vertu de (57),1il vient :

(A(t),u) = (;(u),u). Mais on a aussi

a(b) (m(y),u)
a(b) (£(u),u)

(x(u),u) et a(b) est un isomorphisme, on voit que

m(y) = f(u) d'od (y,u) € Ef et le résultat.

Proposition 1.- Soient x € Xn , b=pkx) et f e F tel que

(£,4) = @®) (x,4), la famille {a(x)} définie par :
a(x) = a'(b) o a(f)

détermine un atlas de ) : T -» X.

Démonstrhation.- Au vu des lemmes précédents, la composition

F' x Aln] > E > T
a(f) o' (b)
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est un isomorphisme. D'autre part, sa restriction & Abﬂ est 1'identité

puisque :

a(x) (f',u) = a'(b) o a(f) (£',u) = (B'"(b) (B(f) (f',u), u), u)

Remarque 1.- Cette derniére &galité montre que la famille
{B(x)} correspondant & {a(x)} et telle que B(x) : F' x AEq] > T est

définie par :
B(x) (f',u) =8'(b) (B(f)(£',u),u)

oi X € Xn’ b e Bn’ fe Fn, f' € Fq et u e (A[pj)q. B(x) n'est autre

que la composition des applications figurant dans la ligne horizontale

supérieure du diagramme (58).

4 - Etude des fonctions torndantes d'un §4bré sur §Lbré.

Les hypothéses &tant celles du paragraphe 2, nous précisons

ci-dessous les notations employées :

p: X~->B estun G-fibré, de fibre F, d'atlas {a(b)} et de
fonction tordante 1 : B >~ G .

m: E>TF est un G'-fibré, de fibre F', d'atlas {a(f)} et de

fonction tordante rt' : F + G'

w: T~>B est un G-fibré, de fibre E, d'atlas {oa'(b)} défini ci-dessus

et de fonction tordante " : B > G

A+t T>X est un G'-fibré, de fibre F', d'atlas {a(x)} décrit dans la

proposition 1 et de fonction tordante " : X - G’
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Rappelons la définition de la fonction tordante T

Soit ao(b) 1'isomorphisme défini par la commutativité du diagramme :

a(b) -
F x AEﬂ X

IXGO 1x8

F x Afn-1] x °
a (b)

e sl N - . . .
On définit t(b) comme &tant l'isomorphisme rendant commutatif

le diagramme suivant :

F x A[n-1]

5 B(b)
b —_—
. o, (b) 5 .b 1
7(b) X o 3 x
a(BOb
i 8(3_b)

F x Aln-1]

La fonction tordante Tt du G-~fibré p : X > B , associée 3 l1'atlas

{a(b)} , est déterminée par (t(b). (f,u), u) = T(b) (f,u).

Proposition 2.~ Les atlas du fibré sur fibré &tant ceux définis

ci-dessus, ona T = 1'""'.

Démonstration.- Les fibrés p : X+ B et w : T > B sont deux

G-fibrés associ@s au méme G~fibré principal 5 : X > B. La proposition

découle de la remarque- faite au paragraphe 1.
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Soient x € Xn et b = p(x), on détermine £ et fO par :

(£,0)

| (ad) ™ G,a)
(59)
1

(£,0__)

A ) = (@G p)”

(Box, An—l)

v
Définissons pour tout x le morphisme T(b,f) par la

composition :

¥®,6) = (@£ )" o T(b) o a(d £)

Nous allons montrer, dans la suite du paragraphe, les résultats suivants :

v
Lemme 4.~ Pour tout X € Xn’ 7(b,f) est un isomorphisme de

F’ XADJ dans lui-méme.

Proposition 3.~ Les atlas du fibré sur fibré &tant ceux
décrits au paragraphe 3, la fonction tordante 1" : X > G' du .G'-fibré

A 3 T X est définie par :

T™(x) = T(b,f) o T'(f)

pour tout x € Xn , b=pkx) et f défini en (59).

La démonstration de la proposition va consister & calculer
", -1 “ - - . e
() = (a(aox)) o uo(x) oli a(x) est déterminé par la proposition 1.
Pour cela , on calcule successivement a(aox) et ao(x), puis on définit

les isomorphismes ?(b,f) (lemme 4), enfin on démontre la proposition.
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4.1. - Caleul de a(d _x).-

Par définition (proposition 1), on a : u(aox) = a'(bo) 0 a(fo)

oi b_= p(gox) = aob et f € Fn-l est donné en (59). Mais

(o] (o]
(aox, An_]) = a(aob) (r(b)(aof,An_]), An—l)
d'od £, = t(b) (3,f, o__)
T 3 x
Lemme 5. - u'(Bob) est un isomorphisme de E °© sur T°

Démonsthation.- Soit (y,u) € E °c E x A[n-l], on a :

a'(3_b) (y,u) = (B'(3_b)(y,u),u) = (t,u)

en notant t = 8'(30b) (y,u) . Il vient :

A(t) = B3 b) (mx1) (y,u) = B3 _b) (f_(u),u)

B(3 ) (T(b) (3_F(w),u))

d'aprés le lemme 6 ci-dessous. Les applications simpliciales §;§-: A[ﬁ—l] - X
r\J - L4 .
et B(3 b)) ot(b) o (3 £x1) oD : A[n—l] + X coincident pour u = A s
0 0 % n—-1

elles sont donc égales. On a : A(t) = Box(u) donc, (t,u) € T © . De meme

qu'au lemme 3 on montre la surjection.

Lemme 6.- Le diagramme suivant est commutatif :

s[n-1] x a[n-1] — F x Aln-1]

f x 1

A[n-]] }J(b)

*a[n-1] x a[n-1] — F x Afn-1]
3
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4.2. - Caleul de ao(x).—

Par définition, ao(x) est 1'isomorphisme

0 x

ao(x) : F' x A[n—l] > T ° rendant commutatif le diagramme suivant :
a(x) z
F' x Aln] > ¥
1x6 %38
o o
aox
F' x Aln-1] T
aO(X)

On sait que a(x) = a'(b) o a(f) et on a les diagrammes

commutatifs :

£ i ' b
F' x Aln] 0 () et E x A[n] @ () °
1x§ 1x8 1%6 1x8
[¢] (o] o 0
1] ot (1] o?
F' x An-1 E E x Aln-1] T
ao(f) a;(b)

uo(x) est donné par la proposition ci-dessous, conséquence directe

des deux lemmes qui la suivent :

Proposition 4.- ao(x) est le composé des isomorphismes

aof 3 ¥
F' x Afn-1] —————— £ ° ———— 71
\
a, (f) a’ (b)
aob Bof
Lemme 7.- La restriction de aé(b) : E x Aln-1] > T a E
3 X

est un isomorphisme sur T

Démonstration.- On sait déja (lemme 3) que la restriction de

b . _f . . .
a'(b) : E x A[p] > Tb a E est un isomorphisme sur T*. Il suffit de

montrer la commutativité du diagramme suivant
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Bob
E x afn-1] T
. \
4 ao(b)
1x68 Ix&
o
E x A[n] > P
a'(b)
£ X
E T T )
1x8§ 1x§
o
S v _
80 Box
E > T
1
ao(b)
a f
Or, ceci vient de ce que, si (y,u) est dans E ,
9 X

ué(b) (y,u) est dans T ° . En effet, par définition de aé(b), on a :
aé(b)(y,u) = (B'(b)(y,éou),U)
Posons t' = B'(b) (y,dou), il vient :

A(e")

i}

B(b) o (nx1) (y,8,u) = B(b) (3_F (u), 6 u)

B(b) o (5;?}60) o D(u)
Pour u = A , on a :
e =B (B, 8 8 ) =3 (BOI(£,8)) = 3 x

d'ol le résultat.
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Lemme §.- Le diagramme suivant est commutatif :

»

F' x Aln] - gt ~ T
a(f) a' (b)

F' x Afn-1] E o
a (£) a! (b)

4.3. - Deginition de F(b,f).-

La situation présente est un cas particulier d'une situation plus

générale que nous étudions en premier lieu :

a) Cas d'un §4bré principal.

~

Soit m : P~»F un G'-fibré principal pour lequel on s'est
donné un G'-atlas {&(f)} . Soit G wun groupe d'automorphismes de
T : P>F . On a un homomorphisme g "~ § de G dans le groupe des

-~

homéomorphismes de 7 : P » F qui commutent avec l'action de G'.

Si f e Fn’ on définit éf : A[n] > F comme &tant 1l'unique

application simpliciale telle que gf (An) = éf. L'application
-— -
~ f - -
g x 1 : Pf > Pg est un isomorphisme puisque g : P> P et g : F > F

le sont. On en dé&duit donec, pour tout couple (g,f) € G x F, un isomorphisme
lp(g,f) = (a(gf)) o (gx1) o (a(f)) : G' x A[n] > G' x A[n] .
il dépend a priori de f£.

b} Cas d'un §ibré assocdl & un 4ibré principal.

Soit m : E~>F un G'~-fibré de fibre F', associé au G'-fibré
principal =7 : P » F. Soit G un groupe d'automorphismes de T : P > F.
On définit une opération de G comme groupe d'homéomorphismes de

m: E~TF par :
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1 xg :F' xP—sF' xP
D'autre part, la donnée d'un G'-atlas {&(f)} de 7 :P »>F
détermine un G'-atlas {g(f)} de 7 : E » F (paragraphe 1).

On note toujours le passage & la classe d'équivalence de la

relation (56) par un crochet. Dans le diagramme :

1x0.(gf) =
FV 1% (G' x A[n]) [ o ] F' % ng
G' GV
" -
Dxlp(g,f):[ EIngl:[
F' x (G' x 4[n]) = F' x po
G' [1Xa(f)] G'

"
1'image par lxﬂ(g £) d'une classe représentée par un é&lément (f',e,u)
’

(avec e E&lément neutre de G') est la classe de :
~ 1
' = -
(1 X \D(g,f)) (f ,e,u) (f ’ w(g,f) (e’u)s u)
c'est-d-dire la classe de (&(g,f)(e,u) . £, e,u)

Définissons les applications

Hhi
Fhl

p et F' A[n] — F' x (G' x A[n]) et v :E —>F' x P
par :
U(f',u) = [f',(eq’u)] \)(X,\l) = [f;s (y,u)]

oi f' F' ue (Aln e est 1'élément neutre de G' , x e E ,
€ q° € A[ ])q’ q q € q

Ve Pq et ol (f;,y) représente x ¢ E dans F' x P. Ces applications

sont des isomorphismes. On a a(f) (£f',u) = v_] [f, &(f)(eq,u)] . Le diagramme

précédent s'identifie donc au diagramme :




- 136 -

ofgf) =
F' x Aln] > 8%
w(g’f) [1><gx1]
a(f) 7
F' x Aln] E

I1 vient, pour tout g € Gn et tout f € Fn , un isomorphisme

Y

aV]
‘P(g’f) = [l x lp(g,f):l : F' x A[n:[ —> F' x A[n]
tel que : W(g,f)(f',u) = (ﬁ(g,f)(e,u) . f',u)

c) Cas d'un 44bré sun fibre.

Dans les hypothéses du début du paragraphe, le groupe simplicial
G est un groupe d'automorphismes du fibré principal auquel est associé
le fibré 7 : E > F. Pour tout b € Bn’ on a 1(b) ¢ Gn-l' On peut appliquer

la construction précédente avec, entre autres, pour £ € Fn et g = 1(b) :

g . aof = 1(b) (aof, An—l) = fo .

o £ —
~ o f
. . . o .
I1 vient un isomorphisme [} x 1(b) x ]] : E — E qui

n'est autre que ?(b). En effet, par les lemmes 5 et 7, le diagramme suivant commute :

1 J—

anf aé(b) - TBOX (u'(aob)) Efo
a! (b) 55 (' b)) ,l

E x Aln-1] T E x a[n-1]
N\




- 137 -
?(b f) = W est un isomorphisme de F' X‘AEn—]] dans lui-méme.
’ (x(b),5_£)
Il est égal 3

1

(a( ) o Y(b) o a (3, £)

On en déduit le lemme 4.

4.4. - Demonstration de La proposition 3.-

- -1 -
Par définition, ?"(x) est 8gal a (a(aox)) ) uo(x), otl

a(aox) = a'(Bob) o a(fo) et ao(x) = aé(b) o ao(f). I1 vient donc :

?"(x) = (a(fo))—l o (cx'(Bob))“l o aé(b) o ao(f)
- (a(fo))_l o T(b) o a3 ) o T'(f)
= ?(b,f) ) %'(f) d'ol 1a proposition.

5 - Une propriéte des {ibrés sun fibnés.

Soit 7 : E > F un fibré de fibre F' sur le fibré p : X » B
de fibre F, les fonctions tordantes &tant celles du paragraphe précédent,

on a des isomorphismes :

C((F' x F) x B) = C(E x B) = C(T) = C(F' x X) = C(F' x (F x B))
T' T T T" T" T

Ces isomorphismes respectent toute filtration Fp(B) = B(p) de

1'ensemble simplicial B, on a donc :




- 138 -

Proposition 5.- Les complexes de chaines : C((F' X F) x B)
T T

(p)

et C(F' x (F x B)) sont isomorphes. De plus, si FP(B) =3B est une
T T

filtration de B, 1'isomorphisme respecte les filtrations suivantes :
% P

]

P L@ x mxm] =@ x px 3P

'
T T T T

Fp[c(F' x (F x B))] = C(F' x (F x 3(P)y),
T 1]

T T T
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APPENDICE 11

ISOMORPHISME DE THOM EN HOMOLOGIE DE BOREL-MOORE.

Cet appendice est un résumé d'un travail portant le méme titre et
publié aux Publications internes de 1'UER de Mathématiques de 1'Université de

Lille I, n°® 100. On renvoie 3 cette publication pour le détail des démonstra-

tions.

L'objet de cet appendice est de montrer l'existence d'un isomorphisme

de Thom en homologie de Borel-Moore. Les notations sont celles de [9], [10] et

[27].

On se fixe une fois pour toutes un anneau principal A. Tous les
faisceaux considérés sont des faisceaux de A-modules. Les espaces sont locale~
ment compacts. On note f : X - Y une application continue et i : A~> X 1'in-
clusion d'un sous-espace localement fermé de X dans X. Les familles de sup-
ports (¢,¥,...) sont des familles de supports au sens de Cartan (paracompac-

tifiantes). ¢ désigne la famille de tous les compacts de X.

* N . o .
Pour tout espace X, F X désigne la résolution simpliciale de
Godement du faisceau constant A sur X ([26] 3 Chapitre II, 6.4.) et T*X

la résolution injective canonique du faisceau constant A sur X [91.

Pour tout faisceau F sur X et pour toute famille ¢ de supports
sur X, F¢(F) désigne 1l'ensemble des sections de F dont le support est un

é€lément de la famille ¢.
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1 - Suites spectrales de Leray.

a) en cohomologie.

Notons i(F*A) le faisceau de base X, 1image directe de F*A par 1
([26] ; Chapitre II, 2.12.) et M* 1le faisceau de base X, noyau de 1'homo-

morphisme naturel

o i F'X o i(F*A).

Les groupes de cohomologie relative ([Hﬂ ;s IT, 12) sont définis

par
* * &
A; = .
H¢(X, A) = H (F¢(M ))

L'image directe de M* par f relativement & une famille ¢ de sup-

ports sur X (c'est-d-dire le préfaisceau U - FQKU)(M* -1 ) ([27] s 3.7.))
f W)

. - ¢ * .
est un faisceau de base Y, noté f M . Comme M est un faisceau flasque

Y
(EIQ] s II, 12), .fwM* est ¢-acyclique ([27] 3 lemme 3.7.1.).
Le faisceau de Leray, en cohomologie, de f modulo £ A relativement

3 b et 3 coefficients dans le faisceau constant A est le faisceau dérivé du

faisceau fwM*, on le note H:(f,f A;A).

Considérons le complexe double

%, %

(60) ¥ = F¢(F*Y o £ M.

15

P . 4 %
Théonéme 1.- La suite spectrale du complexe double C°’ est la
suite spectrale de Leray (en cohomologie) de f modulo f£ A 4 coefficients

dans le faisceau constant A :

TePsq = yP(y.4d . — P*d (v 4.
E, (C) H¢(Y,Hw(f,f|A,A)) > H¢(w)\X,A,A).

b) en homoloaie de Borel-Moore.

Notons D*(I*X) le faisceau différentiel gradué, dual de 1*x [9].
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C'est un faisceau flasque et sans torsion.

Soit A un faisceau de base X, les groupes d'homologie de Borel-
Moore de X relativement a4 la famille ¢ et 3 coefficients dans le faisceau

A sont,par définition, les groupes :
B (X;4) = H_ (T, (0. (I"x) @ A)).
P p o ¥

. . R %* * .. .
L'application naturelle a, : 1CD*(I A) - D*(I X) est une injection

et son conoyau, noté N*, est sans torsion ([9] et [10] s V, 5).

Les groupes d'homologie relative sont définis par

¢ . =
H(X,434) = H_(T, (N, @ A)).

Le faisceau de Leray, en homologie, de f modulo £ A’ relativement

-~

4 y et 3 coefficients dans le faisceau A est le faisceau dérivé de

fw(N* ® A), on le note Hi(f,f LA

Considérons le complexe double

: *
(61) B*,* = F¢(D*(I Y) 8 fw(N* 8 A)).

En se servant du fait que la résolution fw(N* ® A) est ¢-fine
([ld] 3 1I, Théoréme 9.12.) donc ¢-acyclique, et de 1'isomorphisme de dualité

des variétés ([li] ; exposé 20), on montre :

Théoneme 2.- Si Y est une n-variété homologique (n~hmA de Bﬂ]

orientée, la suite spectrale du complexe double B, est la suite spectrale

¥

de Leray (en homologie) de f modulo f‘A d coefficients dans le faisceau A.

On a :

- ‘ .
E B) = H (Y;
(B) p(Y,Hq(f,f

o.a LAY => 1Y) (x,4;54).

p+q-n
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2 - Cap-produits.

a) Cap-produdlt absolu.

Borel et Haefliger ([7], voir aussi [ld]) ont défini, dans le cas

absolu, un cap-produit :

¢ q ¢ Ny
6 H (X;A) & H (X — H X;A 0 B
(62) b xsA) @ HICKB) b v )

. - . . . * . -
comme suit : en étendant la multiplication dans F X en un morphisme de réso-

lutions F'Xx & I'X ~ I*X, on obtient un accouplement
* *
(63) h: 0 (I') 8 F'X » D (I'K)
et, pour tous faisceaux A et B sur X, une application bilinéaire :

* q N *
(64) 1“¢(Dp(1 X) 8 A) ® rw(F X8 B) —— T (Dp_q(I X) 8 A8 B)

o0y

satisfaisant 3

(65) d(fNs) =df ns + (-1)° £ nds

b) Cap-produit relatif.

* . t e . - .
D*(I A) est un faisceau différentiel gradué, c-mou et sans torsion

Bﬂ. On a donc un isomorphisme :

R

i (0,(1%8) 8 F*a) = i_(0,(1"a)) @ i(F*a)
([Hﬂ 3 V, lemme 4.2.). On en déduit un accouplement (voir (63))

h, : iC(D*(I*A)) ® i(Fa) - iC(D*(I*A))

I1 satisfait a2 : h(o,(a) 8 b) = a*(hA(a 8 d*(b))),

pour tout a € ic(D*(T*A)) et be F'X.

* .. . .
Notons R 1'injection canonique
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et B la surjection canonique :

B v*(z*x) > N

* %*

* . 1z
Si a' e N*, b' e M et si a est un &lément quelconque de

D,(I"X) tel que B8(a) =a', onpose h'(a’ 8b') = g (h(a & £ (b"))).

Proposition 1.- h' est une application bilinéaire bien définie

[ *
h' : N*QM —>N*.

On en déduit, pour tout faisceau A sur X, un accouplement

(66) (N 8 A) oM — N oA
- *
d'od ry(N, e 4 e Tw|x—A(M ) 7 Tyn wIX-A(N* ® A)
et une application bilinéaire :
¢ N vl
1 (x,4;A4) @ nd (X,A;0) ~ H XA (x,A34) .
P Ulgoa P

Lemme 1. ([Hﬂ 5 II, théoréme 12.1).- Si A est y-rigide ("y-taut"),

on a isomorphisme naturel

* * L]
H (X,A;A) = H X3;A) = H X,A310) .
w( ) wIX—A( ) v X—A( )

I1 en résulte :

ThZox2me 3.- Soit A un sous-espace localement fermé et y-rigide
("y-taut) de X, la construction précédente définit un cap~produit relatif :

o nvly

-A
sA
p=q (X54)

(67) Hs(X,A;A) ® H%(X,A;A) -~ W

compatible avec la restriction & un ouvert et avec l'agrandissement des fa-

milles de supports.
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Propriété.- Soit £ : (X,A) » (Y,B) une application continue, A et
B &tant localement fermés dans X et Y respectivement, si B est y-rigide

et A est f-l(w)—rigide, les applications naturelles

*

£ Hi(c)(X,A;f*A) — Hi(Y,B;A) et f (X,A30)

. 19y B- q
. tH (B0 — H

£

satisfont 3 :

*
f*(a nfb) = f*(a) nb.

c) Cap-produit des faisceaux de Leray :

Le cap-produit (67), 8crit pour le couple (f—](U),f—l(U) NA), est
compatible avec les restrictions dans U et définit un cap-produit des faisceaux
engendrés :

(68) H:kf,f[A;A) ® H$(f,f|A; ) — Hz:;w X"A(f;A).

Si A est vide, on peut faire la construction précédente en rempla-

gant le faisceau constant A par un faisceau B quelconque. Si p =q = O,

ceci montre que l'application naturelle :

(69) f¢(A) 8 fw(B) —_— f W(A 8 B)

¢ N

est un cap-produit.

d) Cap-produit des suites spectrales de Leray :

Soient ¢1 et ¢2 deux familles de supports sur Y, w] et wz
\
deux familles de supports sur X et A un faisceau sur X. Les applications

(64), (69) et (66) donnent lieu 3 une application bilinéaire :

D (1* N @A F* *yy —0o,
T¢1( *( Y) 8 fwl( " Q A)) @ F¢2( Y ® EWZ(M ))
*
F¢1 R ¢2(D*(I Y) 8 f " (N, ® A))

Yy "y,

satisfaisant un analogue 3 (65) et notée, en termes de complexes doubles

(voir (60) et (61)) : B, @ ¢ D, , -
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Notons B* s, C , D les complexes totaux des complexes

doubles correspondants, et filtrons ces complexes comme suit :

1k = 'g n, _ p,n=p 1t -
F (B ) B F,(C") ) c F (D) Yy D

pst P2°7P pxt pst P207P

On obtient sur les suites spectrales correspondant a ces

filtrations un produit :

r s,t r
E B) ® E"?"(C) — E (D
Paq( ) r (© p-s,q-t )

Sur les termes E2, le produit coincide avec 1'application :

¢ Y ¢, N ¢ v, N
Pegoy | . S (y.HE . n 1772 ooy ! 2|%-a .,
) (GH (£,£],54)) @ H¢2(Y,Hw2(f,f|A,A)) - ¢ 1. (£5A))
obtenue par composition des cap-produits (62) et (68).
Les suites spectrales correspondant aux filtrations :
t n n-q,q npt
"F'(B) = ) B "F (CH) = ) Cc F(O)= ) D
n’ o gr nda t St L P L

dégénérent. Sur les termes E ,le produit est compatible avec le cap~produit (67)

8,0, N

- . e .
H (X,A3;4) ® H¢2(w2)(X,A,A) — H __(%A)

ol 8 = (¢, N ¢,)(¥, N wzlx_A).

3 - Isomornphisme de Thom.

Soit & wun fibré localement trivial, en k-plans,sur une variété
topologique Y orientée et de dimension n. On note X 1'espace total du fibré
et f : X~->Y la projection dans &. Y s'identifie 3 la section nulle du fibré.

On note A =X-Y, c 1la famille des compacts de X et c' = c{Y.




- 146 -

' .

Proposition Z.- Hi (f31) est localement constant de fibres
c' -1
H, (X,X-{f (»)};0).

En utilisant la suite exacte d'homologie de la triade propre
(X,A,X—f—l(ﬁ)) (pour tout ouvert U de Y) et les propriétés des espaces
([}5] ; exposé 20), on montre que le faisceau H;(f,f[A;A) est le faisceau
engendré par le préfaisceau U - HP(X’A U (X—f—](ﬁ))) (homologie singuliére

classique). On en déduit un isomorphisme naturel :
HECE,E] 50, 2B (X8 U (X-{£7 () D).
p s A’ y p 2
On en déduit :

Proposition 3.- Hi(f,flA;A) est localement constant de fibres

H:(x,x—{y};A).

A 1'aide de 1la formule de Kiunneth, on démontre la :

HLC

Proposition 4.- Soit B un faisceau sur Y, si, pour tout y € Y,

on a Tor(Hp_l(X,X—{f—](y)}),By) =0, et si 6 désigne 1'une des familles

de supports ¢ ou c', il vient un isomorphisme :

0 5] *
HY (f; = 3
p( A) © B Hp(f f B)

Conollaine.-  Pour tout faisceau B sur Y, on a :
B q=n B q=k+n
c' I c *o0 A
Hq (£;£°B) = Hq(f,f]A;f B) =
0 q#n 0 q#k+n

Posons ¢] = ¢, ¢2 = {fermés de Y} , wl =c , wz = {fermés de

* G en . .
et A = f B. Les différentes suites spectrales de Leray de 1'application f

s'écrivent :

X}
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2 =10y ; HS e s 5() (x.A;£*B
B (B = HD(Y 5 HO(£,£| s B)) > ) (KAE°B)
22 9(c) = HP(Y ; Hq(f,f|A; A) => wPY(x,A;0)

2 = ¢ o C' . * P H¢(C ) X *B
Ep’q(D) Hp(Y H Hq (f ; £B)) > p+q_n( 3 )

Ces suites spectrales n'ont qu'un degré "fibre'" non trivial. Il en

résulte des isomorphismes :
Hi(Y;B) = H¢(°)(x A;£¥B)

wP(y;n) ¥ HPTR(x,A0)

e

ey, o) g . ¢*
HP(Y,B) Hp (X ; £B)

Ce dernier isomorphisme est réalisé par l'application naturelle
p p

£, Hi(cv)(ng*B)‘—+ Hg(Y;B).
Si le fibré & est orientg, le faisceau Hq(f,f|A;A) est un faisceau
constant de fibres Hq(F;F—{O};A) (isomorphes 3 A pour q =k et i
0 pour q # k) (voir le chapitre IV). Etant donnée une orientation de ¢,
c'est-d-dire une section T € HO(Y 3 Hk(f,flA;A)) telle que , pour tout
r

, ' . . . T
vy € Y, 1(y) engendre la fibre en y, l'application . n 1 : Ep,k+n(B) > Ep’n(D)

est un isomorphisme pour r = 2 , donc pour tout r > 2 et sur les aboutissants.

En notant encore 1 1'élément de Hk(X,A;A) déterminé par T ,

et appelé classe de Thom de £, l'application :
.0t H¢(c)(X A;£°B) - H¢(° ) (x;£*B).
est un isomorphisme.

Théoreme 4.- Soit f : X > Y un fibré orienté en k-plans,de

base une variété topologique orientée, l'application :

£, 0 1) ¢ H¢(C)(x X-Y;£¥B) - H¢(Y :B)
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est un isomorphisme, appelé isomorphisme de Thom. La classe T e Hk(X,A;A)

est appelée classe de Thom de

£.

4 - Applications.

a) Suite exacte de Gysin.

L% *
Soient j* : H*(X,A;A) — H*(X;A) et 1 : H (X3A) — H*(Y;A)
(induite par 1'injection

i : Y > X) les applications définies de fagon
naturelle. L'élément w = i*j*r de Hk(Y;A) est appelé classe d'Euler

du fibré ¢.

Proposition 5.- Si 1w : X > Y est un fibré orientable en

(k-1) ~sphéres,
pour toute famille

¢ , on a une suite exacte longue :

-1 T

beoory = N w. ¢ . T (4) . * * ot By s
. — HP(Y,B) —————A-Hp_k(Y,B) — H p_l(X,ﬂ B) Hp_](Y,B) -
b) Cas ol B=AIY.

Dans ce cas, on a un isomorphisme
109 (x,x-v;6*8) 2 w0 x,xv 5 A)

Proposition 6.- si B

est la restriction 3 Y d'un faisceau
sur

X, 1'isomorphisme de Thom s'écrit

A

v

. g (e) . = by,
£,(. 0 1) H (X,X-Y;A) —=— Hp(Y,A[Y) .

Remarque.~ Ceci est faux en cohomologie & valeurs dans un faisceau.

c) Suite exacte de Wang.

On 1'obtient comme application de la suite spectrale de Leray

Soit m : X » 8" un fibré localement trivial, de fibre F, on note
la famille des compacts de s"

, ¥ une famille de supports sur X et 8
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une famille de supports sur F telles que c(8)C ¢y et Que, pour tout ouvert

e e s . . . -1 N
de trivialisation U assez petit, on ait : y N £ (U) = U x 6,

T un fibré de fibre F, on a une

Proposition 7.~ Soit m : X > S

suite exacte longue :

—— v —_— 0 —-—A——> 6 —_ v —_—
bee = HL (0 Hompe () He (F) He (0 e
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