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~ INTRODUCTION

~ Ce travail concerne, d'une fagon généralé, les cdnes et les polyédres
convexes en programmation mathématique (optimisation dans RM).

Dans une premiére partie, on étudie les programmes mathématigues avec céne-
contraintes. On envisage différentes hypothé&ses sur ces programmes pcur garan-
tir 1’existence d'une sclution du probléme lagrangien assccié, ainsi gue laurs
relations avec d'autres hypothéses connues. On &tudie la dualité pour ce type
de programmes, et 1'on retrouve les résultats de la programmation convexe (en
particulier linéaire) avec clne-contraintes, et de la programmation géométri-
que prototype comme exemples d’'applications. :

Dans une deuxiéme partie, on présente la méthode de double descripticn pour
la résolution des systémes d’inégalités linéaires avec déterminaticn des inéga-
lités redondantes, et 1'on étudie des critéres pour la réduction du volume des
calculs. On applique cette méthode a la résolution du probléme linéaire com-
plémentaire général, et, en particulier, & la détermination de 1‘optimum global

d'un programme quadratique non-canvexe quelcongue.

Enfin, on étudie un algorithme général, & convergence finie, pour déterminer
la projection (généralisée) d'un point sur un polyédre convexe défini par 1'in-
tersection d'un nombre fini de demi-espaces fermés, sans aycune hypothése de
régularité sur le polyédre.




CHAPITRE 1
PROGRAMMES MATHEMATIQUES
AVEC CONE-CONTRAINTES
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[. PROGRAMMES MATHEMATIQUES AVEC CONE-CONTRAINTES.

On considére le programme mathématique dans R" de la forme générale :

P) Min f(x)
rx) ¢ C
x e S
oi C est un cbne convexe homogéne dansﬁRg, S unfsousfensemble quelconque de R"
et f, T des fonctions queiconques définies sur S 3 valeurs dans R et]?e
respectivement.
On considére, par ailleurs, le probléme légrangien associé au pfogramme
P)
P.L) Déterminer X € S, w ¢ C* (C", polaire négatif de C) tels que :
i) I(x) e C

ii) L(X,w) s L(X,W) s LO,®) ; Vx e S, Vw e C
ol L(x,w) = f(x) + wl'(%x).

Dans le cas particulier ot C est 1'orthan négatif deiRg(C%Rg); le pro-
gramme P) est un programme mathématique ordinaire et le probléme P.L.), 1é pro-
bléme de Lagrange habituel associé 3 ce programme. Dans cette situation, si
le probléme P. L.) admet une solution (x,w), X est alors une solution 6ptima1e
du programme P), sans aucune hypoth&se supplémentaire sur ce programme. Dans
le cas général (C #IRE) cette propriété est €galement vérifiée. Par ailleurs,
si le programme P) (avec C =IR£) est convexe, et si les contraintes de ce
programme vérifient une certaine condition de régularité, si x est une solution
optimale de P), il existe ﬁ-e:mf tel que (x,w) est solution du probléme lagran-
gien correspondant. Ce dernier résultat est une conséquence des théorémes clas-
siques de‘séparation d'ensembles convexes et, en particulier, du théoréme d'Iné

galités Incompatibles de K. Fan, I. Glicksberg et A.J. Hoffman [ 11] pour
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des fonctions convexes (qui généralise le Théoréme d'Inégalités Incompatibles
de Gordan pour des fonctions linéaires). Dans le cas général (C #IRE), ce
dernier résultat reste vrai si 1'on remplace, d'une part, 1'hypothése de con-
vexité sur T par la cdne-convexité de cette fonction par rapport au cdne C
et, d'autre part, les conditions de régularité classiques par des conditions
de régularité généralisées. La généralisation du Théoréme de K. Fan et Al.
pour des fonctions cdne-convexes a €té &tudiée par E. Eisenberg [ 61 dans le
cas de R® (voir aussi M.S. Bazaraa [ 1], V.Sposito [20]); Des résultats ana-
logues ont été obtenus par L. Hurwicz [9] L.W. Neudstadt 17 et D.G. Luenber-
ger [19 dans le cas des espaces plus généraux ol un ordre partiel est défini
au moyen d'un cdne convexe homogéne. En fait, cette généralisation du Théore-
me de K. Fan et Al repose sur une hypothése plus faible que la cOne-convexité
de la fonction, 3 savoir la convexité dé la projection du C-&pigraphe
de cette fonction sur 1'espace image, comme c'est le cas dans la deuxieme
démonstration de ce théoréme proposée par ses auteurs.

'Dansvce trévail on étudie la relation entre le programme P) et le problémé Lagrangien

P. L.). les différents résultats reposent sur une généralisation du Théoréme de

Gordar pour des fonctions qui vérifient une certaine hypoth&se qui fait inter-
venir 1'enveloppe convexe de ces fonctions. Cette hypoth&se peut étré considérée
comme la généralisation d'une propriété analogue vérifiée par les fonctions
convexes habituelles, propriété considérée par K. Fan et Al. dans la premiére
démonstration de leur Théoréme de Séparation. Cette hypoth&se nous permet de
relier différentes hypothéses que 1'on trouve dans la littérature. Sous cette
hypothése on examine la condition de régularité générale considérée par Bazaraa,
dans 1le cadre des fonctions cahe—convexes, et sa relation avec d'autres condi-

tions de régularité (condition de régularité de Slater, de Uzawa, etc.).
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En particulier, on examine 1'affaiblissement de la condition de régularité
de Uzawa dans le cas ol le programme P) comporte des inégalités et des
équations linéaires. Cet affaiblissement a été considéré par J.Pf Ponstein
et Al.[ 197 dans le cadre des fonctions cOne-convexes et par P. Huard [ g 1,
0. Mangasarian [16 ] et T. Rockafellar >3 dans le cadre des fonctions con-
vexes habituelles. Par ailleurs, or. envisage la dualité pour les programmes
P) de la forme générale ci-dessus.Comme exemple d'application, on retrouve
les résultats de la Programmation Géométrique Prototype sous cette formula-
tion générale.

. Dans unedeuxiéme partie on €tudie une autre condition pour
garantir 1'existence d'une solution du probléme Lagrangien P.L.) associé 3
P). Ce développement est paralléle a celui de S. Karlin 131 pour la dua-
1ité des programmes linéaires classiqués. Un développement analogue a été
présenté par V. Sposito [21] dans le cas général du programme P) ci-dessus- 4
Cependant la condition proposée par Sposito n'est pas suffisante pour garantir
1'existence d'une solution de ce probléme. Comme exemple d'application de
cette nouvelle condition, on considére la dualité pour les programmes linéai-
res de la forme générale P), ot f, T sont des fonctions linéaires et C, S
des cOnes poly&driques convexes. La dualité pour ces programmes (dané le cas
des variables complexes) a &té considérée par A. Ben-Tsrael [ 5 1 au moyen

d'une généralisation du lemme classique de Farkas.




NOTATIONS - DEFINITIONS - RAPPELS

Etant donné un sous-ensemble non-vide S de Rn on notera :

8§ la fermeture de S dans R™
o}
S 1'intérieur de S par rapport a R
Q
s’ 1'intérieur relatif de S i.e 1'intérieur de S par rapport 3 la
variété affine engendrée par S
{s1 : 1'enveloppe convexe de S
Par ailleurs, :on notera :
(RM': le dual canonique de R"
R, 1'orthan positif de R" i.e. R = {x&R" / x20 (i.e. x;20, i=1,...,n)}
R 1'orthan négatif de R" i.e. R® = {xR™ / x<0 (i.e. x:50, i=1,...,n)}

Avec ces notations 1'on a :

R} ={xeR /x>0 (i.e.x >0,i=1,...,0}
Rl=(xeR'/ x<<0 (i.e. x; <0, 1=1,...,nm}

Déginition 1 : Un sous-ensemble C de R" est un cdne homogéne si et seulement si :

o => AXx € C




Ce cone est dit pointé (resp. &pointé) s'il contient (resp. s'il ne
contient pas) 1'origine O de R™. Si de plus C est convexe, on dira que C est

un cdne convexe homogéne.

Déginition 2 : Un cbne homogé&ne C dans R" est dit saillant si et seulement si
C vérifie la propriété suilvante :

xeC= x¢C
Propriété 1 : Un sous-ensemble C de R™ est un céne convexe homogdne si et

seulement si :

X, yeC
o => Ax +uy eC
A,ue]R+

Definition 3 : Si S est un sous-ensemble non-vide de an, L'ensemble polaire
»néga/téﬁ (/LQAP. positif) de S est défini par :

*

S

iye ®)' / yx 5 0} .
ye ®M' / yx 2 0}

(resp s

Propriété 2 : Le polaire négatif (resp. positif) de S est un cOne convexe

homogéne fermé (pointé)' dans ®R™M)'.

Définition 4 : Si S est un sous-ensemble non-vide de R™, on appelle cone engendrd

par S (qu'on note S%) le plus petit cdne homogéne pointé dans rR® qui contient

S i.e.

SL={zeRY/ 2 =%, X e S, 2eR}




Déginition 5 : Si S est un sous-ensemble non-vide de ]Rn, on appelle enveloppe

condque convexe de S (qu'on note P(S)) le plus petitcbne convexe homogéne

pointé qui contient S i.e.

P(S) = {z e Kz = E Al(xk, xk €S, 4 eR,, k=1,...,p;p arbitraire} = rsti
k=1 ©

Propriété 3 : Si S est un sous-ensemble non-vide de R", on a :

* *

o ost=®
(sn™ = (9% = PEN”
iii) Se ™ = (89" |
iv) S =7@EY

v) s =g"

fl

*

ii) S

(mémes résultats pour les polaires positifs)

o, . - rS -~ - - . . n
Propri€té 4 : Si C est un cOne convexe homogéne d'intérieur non-vide dans R

(i.é.&% ®) on a :

0
iy =0

0 0 o
ii) xeCreR, => xeC

0 0
i1i]) xeC, y e C=>x+y e C

(o] .
iv) XeC,Yec*\{0}=>}"x<O
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Lemme 1 :

Si K1 et Kz sont deux cGnes homogénes non vides dans RY et RP respecti-
vement, alors :

fK_I Y%
Lk, | = &5 kD)
4 J
Dem : soit u € K1 . On a alors que u € (]Rp+q) '
K, ]
2
et
K1]
ux £ 0 ¥x e K:
2)
i.e.
UXy *+uX, < 0 ; Vx1 € K1, sz € Kz D]

avec u, € (Rp)', u, € CIRq)'.

Montrons maintenant que u, € K¥.
Supposons le contraire i.e. Ix, € K, tel que u1i1 > 0.

I _ o
Soit |_'| € » avec X, € K2 fixé arbitrairement.

szJ K,
Ky, cbne homogane ] 75{1 K,
==> X, €K, ; Vi €eR, A >0 ~
x, €K o =k, |k 2
1 1 yA 2
xzeK2 VieR, » >0

D'aprds 1) et 2)on a :

AULX, tUX, < O3V eR, A >0
et i )
>0

ce qui est impossible pour A suffisamment grand.




Par conséquent u, € K’1

Avec un raisonnement identique on peut montrer que : u, € K’é‘,

(u,, uy) e (Ky, K5)

Réciproquement si u = (u1, uz) € (K;, Kg), alors :

u1x] <0 Vx] € K1
et

u2x2 <O VXZ € K2
d'ot :

Xy S
u1x1 +u2x250 Y X, € K

ce qui compléte la démonstration.

Considérons maintenant :
Sc Rn, S # ¢, un sous ensemble non vide quelconque de R"
K cRP, K # ¢, un cdne convexe homogéne d'intérieur non-vide dans RrP

LcRY, L #0o, un cdne convexe homogéne non vide dans R4

4 : SR
des fonctions vectorielles quelconques définies sur S
v S +R1

¢ (x)} . p+q
, enveloppe convexe dans R du graphe de la fonction
xeS

¥ (x)
- ( {ﬂ : S +Rp+q
]
Théoneme 1 : avec Les déginitions ci-dessus :
4) 1 %
‘ n =4 —> | 1(s,8) € (K%, [¥), (s,t) # 0
‘&lb(X) xS L _.sds(x) + ty(x) > 0, ¥x €S
A4L) 1(s,t) € (K%, L*), s #0 : ¢ (x) ©

sep(x) + ty(x) 20, Vxe S (np(x) ' L

et donc :
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5

p(x) L

- o]
Dem. i) Etant donné que HMX) et [K] sont

Xe€S

o
des ensembles convexes disjoints dans ]Rp+q, et puisque ('}f) est un cbOne homogéne,

il existe un hyperplan homogéne dans RrP*4 qui les sépare i.e. il existe

(s,t) « (RP)', (]Rq)f), (s,t) # o, tel que :

Dsy+tz20 v(De '{cb(k)] il
V(X)) yes

[0}
2) sy +tzg O V(}Z’) € [ﬂ
Compte tenu du lemme 1, on a, d'aprés 2) :
O A, L.
(s,t) € ({K)*, L¥)
o]
et puisque (K)* = K* :

(s,t) e (K*, L%)

et d'aprés 7, la partie i) du théoréme est démontrée.

ii) Sous 1'hypothése :
3 1(s,t) € (K*, L*), s # 0 tel que : sp(x) + ty(x) » O Vx €8,

supposons que :

6 (x)
P (x) XS

™= =)o
—

J#@




7Y (k)
I1 existe donc | _ | € tel que
z lL
g i
y= 1 % e®
i=1
_ Y .
z= ] e
i=1
1 —
avec : Xe€s
i=1’ Y
A 20
i
Y
Yo =1
i=1 1

et puisque, d'aprés 3):

s¢(§) + tw(%) > Opour i =1,...,y

on a :
! i ! i
s ) e+t ) Ay vE) 20
i=1 i=1
i.e.
sy + tz > O
Par ailleurs :
s#0 )
seKt=>sy<0 | =>sy+1tz<0
6 ‘
yeX
Zel) _
== tZs 0 |
t e L%

et on aboutit donc 3 une contradiction. Par conséquent :

[¢(x)] : H _,
VD Jye L

ce qui compléte la démonstration du théoréme.
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Théoneme 2 : Soient :

S cR, S #¢, un sous-ensemble non vide de R"

O
Kc ]Rp, K # ¢, cdne convexe homogeéne d'intérndieur non vide dans RP

¢ : S > TRP, fonction vectornielle queleonque.

ALons

*

[4(S)]1 nl%=q> <==> 45 e K, s #0 el que : s¢{(x) 2 0, ¥x € S
Dem : Analogue 3 celle du Théoréme 1.

Considérons maintenant le programme mathématique P) suivant :

P) Min f(x)
y(x) € C
xeS

~

ol : f:S >R est une fonction numérique quelconque, y : S > ]RK une

fonction vectorielle quelconque, S un sous-ensemble non-vide quelconque de

n ~ 5 .
R et C, un cOne convexe homogeéne non-vide dans ]Rz.

On associe au programme mathématique P) les problémes de col suivants :

Probléme de Col de Fritz-Jdohn (P.C.F.J) :

Déterminer x ¢ S, (1-"0,17) e R,, C*) tels que :

i) Yy(X) € C

ii) F(X,T,,1) s F(X,T,T) s F(x,T,T) ; ¥x e S, Vr e o

oli : F(x,ro,r) = rof(x) + 1y(X)

Probléme de Col de Kuhn et Tucker (P.C.K.T.) :
Déterminer x € S, w € C* tels que :
i) y(X) €€

ii) L(x,w) < L(x,w) < L(x,w) ; V¥x € S, ¥w € C¥

N

ol : L(x,w) f(x) + wy(x)
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Remarque 1 :

a) Dans le probléme P.C.F.J. on peut supprimer la condition i) vy(x) e C

si le cbne homogéne convexe C est supposé fermé, car, si la condition ii
b4 b

de ce probléme est vérifide, on a toujours y(X) e C. En effet, d'aprés

la premiére partie de 1'inégalité ii)

rv(X) £ ry(X), Vr € C* 1)
d'ol nécessairement :
rv(x) 0 ; Vr e C* | 2)

(Supposons 1le contraire i.e. 3%_6 C* tel que %y(i) > 0. Puisque AT- € C*
pour tout x» > O, on aurait d'aprés 1) : O > A?y(i), ¥x > 0, ce qui est

impossible).

D'aprés Z)oh a finalement : y(X) € C¥* = C,

b) Si 1la condition ii) du probléme P.C.F.J. est vérifié, on a nécessairement :

rv(x) =0
En effet :
Remarque 1a) => y(x) € C

T e C* => y(X) £0 )

cx = (O)*

condition ii) du P.C.F.J.

C*, pointé => 0 € C*

c) Les deux remarques a) et b) sont également valables pour le probléme

P.C.K.T, avec une démonstration identique.
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Hypothése H) : Si x e S, on dira que les fonctions f, y vérifient 1'hypothése

H) en X si et seulement si :

o

[ fx) - f(fc')] R C(fe0 - £0) ]
i

[ v (%) J C : y (x)
X

J -
e XeS)

n = ¢ ==> 8]

Théoneme 3 : Soit x une solution optimale du proghamme mathdmatique P).
Alons, sous L'hypothese H), il existe (i"o,f*) e R, C¥), (i:o,l_") # 0, tel que

x, E«O, T) est sofution du probfeme P, C. F. J. et vy(x) = O.

Dem : soit a(x) = f(x) - £(x). Si X est solution optimale du programme P)

on a, d'une part, x € S, y(x) € C et d'autre part :

Ix € S tel que : |a(x) <O

y(x) € C
ce qui, d'aprés 1'hypothése H), entraine que :
. o]
o (x) R_
n =
Y (x) C
x€S
et, d'aprés le théoréme 1 partie i) :
'](f"o,F) c R,, C¥, (f‘o, r) # 0 tel que :

foa(x) +1yv(x) 20 ; Yxe$

i.e.
TE) Y Ty () 3 T L), Vx e s 1
L => ry(x) 2 0 )
x€S o
- - =>1y(x) =0 J
Y(x) e C - _
_ . => ry(x) ¢ O
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D'aprés T)et Z)on a alors :
r £(x) + rv(x) 2 T EX) + Ty (%) ' 3)

“Par ailleurs

T e C* 1 ,
=> 1y(x) £ 0O )
yix) €C ' ‘

et donc, d'aprés 2et 4 :
fof(i) + Ty (X) sffof(i) = ;of(i) + ry(x), Vr € C*.
Finalement, d'aprés 3 et 5):

fof(i) + 1y (X) < §Of(§) + Ty(X) ¢ fof(x) +1v(x) ; Yx € S, Vr € C*

d'ol le résultat.

Remarque 2 : il est intéressant de remarquer que si (X, ;d’ T) est une solution

du probléme P. C. F. J. avec ;o >0, (x, w) = (x, ?/?O) est alors une solution

du probléme P. C. K. T. (En effet, si ?0 > 0, on peut simplifier par ;o la double

inégalité ii) du probléme P. C. F. J. pour obtenir ensuite la condition ii)

du probléme P. C. K. T, en tennant compte du fait que (1/§O)C* = C*,

Par ailleurs, il est clair que si (X, w) est une solution du probléme

P. C. K. T., (x, }o’ ) = (x, 1, W) est une solution du probléme P. C. F. J.

Condition de Régularité (R) : on dira que les contraintes du programme mathéma-

tique P) vérifient la condition de régularité (R) si :

Zreﬁ\m}mlwgzm&)ZOVX€S

Théoneme 4 : s0it X une solution optimale du programme mathématique P). Alons,
sous  L'hypothese H), et a4 La condition de négufanité (R) est vénifiée, <L

existe w e C* tel que (X, w) est sofution du probLeme P. C. K. T. et w y(x)=0
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Dem : sous 1'hypothése H) on a, d'aprés le théoréme 3 qu'il existe
(fo, r) ¢ ® C9, (?O, T) # 0 tels que :
rfE) + rv(x) s TER) + Tv(X) < T E(X) + Ty(x) ; ¥x e S, Vr e C¥ 1)

avec o

rvy(x) =0 2)

On va montrer maintenant que, si la condition de régularité (R) est
vérifiée, on a nécessairement : }o > 0. En effet, si 1'on suppose que ;o =0

on a d'aprés la deuxiéme partie de 1'inégalité 1), et compte tenu de 2), que :
rv(x) 20 Vxc S

avec T € C*, T # O (car : (fo, T) #0, T =0 => T # 0) ce qui contredit

0
1'hypothése (R), d'oli nécessairement ;o > 0.
Compte tenu de la remarque 2, et du fait que y(X) € C, on a donc le

résultat.

Remarque 3 : a) dans les théorémes 3 et 4, 1'hypothése H) faite sur les
fonctions f et vy est indépendanté du point particulier x qui réalise 1'optimum
du programme mathématique P). En fait, elle dépend de la valeur optimale f(x)

de ce programme qui est évidemment unique.

b) dans le théoréme 4, la condition de régularité (R) ne concerne, par
définition, que les contraintes du programme mathématique P). Sous cette condi-
tion, d'aprés le théoréme 4, le probléme P. C. K. T. associé au programme mathé-
matique P) a toujours un sens quelle que soit la fonction économique f telle

que f et y vérifient 1'hypothése H).
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Théondme 5 : 84 (X,W) € (S, C¥) est solution du probfeme P. C, K. T. associl

au programme mathématique P}, x est alons solution optimale de ce programme.

Dem : si (x,w) est solution du probléme P. C. XK. T. on a d'une part :
i) yx) € C
et d'autre part :
ii) f(x) + wy(x) s'f(i) + Wy(X) £ f(x) +wy(x) ; xe C, W e (.Z*‘
avec wy(x) = O (voir Remarque 1b))
D'aprés la deuxiéme parﬁe de 1'inégalité ii), on a donc :
fx) - fX)) +wy(x) 20, x € S

o]
ce qui, d'aprés la partie ii) du théoréme 1 (avec K =§2_,L = C,

ox) = fx) - f(x), v(x) =v (x)), entraine que :

f(x) - f(i)] lﬁ_
n = 0
¥ (x) J x€S C
et puisque
fx) - £(x) f(x) - fx)
Y(X) . Y(X) x€S

JxeSt.g. fx) - fX) <Oet y(x) € C

i.e. x est une solution optimale du programme mathématique P), d'ol le

résultat.
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Remarque 4 : a) le théoréme 5 est vrai sans aucune hypothése sur les

fonctions f et y du programme mathématique P) et sans aucune condition de

régularité sur les contraintes de ce programme.

b) D'aprés la démonstration du théoréme 5, on a que si (x,w) est
solution du probléme P.C.K.T. associé au programme mathématique P), 1les
fonctions f, v Vérifient alors 1'hypothése H) au point x. L'hypoth&se H) est
donc une condition nécessaire pour que le probléme P.C.K.T associé au program-

me P) ait un sens.

Dualité.
Etant donné le programme mathématique primal P) défini précédemment

P) Min f(x)
vy{x) € C

x €8S

ou, rappelons le, S c ]Rn, S # o, S quelconque, C c ]RE, C cbne convexe
¥4
homogéne et £ : S-+R, y: S ~R des fonctions quelconques définies sur S,

on lui associe le programme mathématique dual D) défini par :

D) Max 8 (w)
w e C*

weT

ol : 6(x) =inf {f(x ) +w yX)}, T={we (R[’)'/e(w) > =}
x€S
Remarque 5 : si T # ¢, T est albrs un sous-ensemble convexe de (R )' et
0 : T -*]R est une fonction concave sur T. En effet, si T # ¢, 1'hypographe de
8, hypo(6) = {(w,z) € ((]RK)', R) / z < 8(w) }, est non vide. Par ailleurs,
hypo( 6) est convexe comme intersection des hypogréphes (convexes) des fonctions

linéaires affines ex(w) =f(x) +w (x), xe Si.e.
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hypo(e) = () hypo(e,)
x€S

. .. £
Finalement, T est convexe comme projection de hypo(6) sur @R )'.

Par conséquent, si T # ¢, le programme dual D),associ& au programme

primal P),est toujours un programme mathématique convexe.

Theondme 6 : 44 X et w sont des solutions néalisables du programme primal P)

et du programme dual D) respectivement, -on a alons :
-» < g(w) < f(x)

Par ailleurs, si X et w sont des solutioms réalisables des programmes
P) et D) respectivement,telles que e(&r) = f({x\'),alors . X est solution optimale

du programme P) et W est solution optimale du programme D).
Dem :

X, sol. réal. de P) =>x € S = f(x) 2 £(x) + wy(X) T

' (x) € C
=> WY(X) < O
w, sol. réal. de D) =>|w € c*

weT=>08W =inf (fX)+wy(x)) > - 2)
XeS

D'aprés 1) et 2)on a donc :
- < 8wW) < £(x) 3)

o(wW) = £(X)

= [£(X) = 6(W) ¢ f(x)

8 (w)

;, v?", sol. réal. de P) et D) resp.

£X) = o(w)
3)

ol x, w, sont des solutions réalisables

quelconques de P) et D) respectivement

ce qui compléte la démonstration du théoréme.
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Remarque 6 :

les résultats du théoréme 6 sont vrais sans aucune hypothése ni

sur la fonction &conomique ni sur les contraintes du programme primal P).

Théeonéme 7 :

L' hypothise H), et 54 La condition de

dual D) admet une solution optimale

fx) =min {f(x) / x € S,'y(x) € C}

Dem : compte tenu des hypothéses on

w e C tel que, d'une part :

fx) s f(x) +wy(x) ; ¥x € S

et d'autre part :

f(x) 2 fX) + wy(x), Yw e C*

D'aprés 1) on a alors :

- o< f(x) = inf (f(x) +

xe€S

et w e T. Finalement, si w € C*\ T,

ofw) = f(x) 2 f(x) + wy(X) 2

54 X est une solution optimale du proghamme primal P) alonrs, sous

negularité R) est vénifite, Le probleme

wetlona:

max {6(w)/weT, we C} = o(W)

a, d'aprés le théoréme 4 , qu'il existe

1)

2)
wy(x)) = 6(w)
on a d'aprés 3let 2):

inf (f(x) +wvy(x)) =
XeS

ow)

et w est donc solution optimale du programme dual D), d'ol le résultat.

Remarque 7 : a) relation entre les problémes en dualité P) et D), et le

probléme de c¢ol de Kuhn et Tucker :

(x,w) solution du |____ I

D
probléme P.C.K.T

iii) fx) =

i) x, solution optimale de P)
ii) w, solution optimale de D)

6 (W)
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Démonstration :
D=1D:

[) => [[-i) (voir théoréme 5)

) =|Il-iD) _ . P

(voir démonstration du th&oréme 7)
[1-iii)
ID=1D:
x sol. opt. de P) => [x € §
y(x) € C ] _

W sol. opt. de D) => weC

f(X) = 6(w) = inf (f(x) + wy(x)) => fX) £ fx) + wy(x), ¥x € S
‘ x€S

| B |
} = () > 0} = W& =0

J 2)
4 _ -

} => f(x) + wy(x) < fx) +wy(x), x €S
3

D'autre part :
w e C* ]

_ J => wy(x)< O ] _ _ _ o
y(x) ¢ C ) => f(x) +wy(X) s f(x) + wy(x), Vw € C~
v

et (X,w) est donc solution du probléme P.C.K.T.

D

d)

6)
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b) D'aprés la remarque 7 a), s'il existe des solutions optimales x et w des
programmes P) et D) respectivement, telles que : f£(X) = o(w), X appartient
alors 4 1'ensemble des solutions optimales du programme mathématique M) -

w

M- : Min f(x) + wy(x)
w
x€S

Concr&tement, sous les hypoth&ses ci-dessus, si w est une solution
optimale du programme dual D), 1'ensemble des solutions optimales du programme
primal P) est le sous-ensemble des solutions optimales du programme M)v?
qui vérifient la condition supplémentaire y(x) € C. Ceci donne alors une fagon
de déterminer les solutions optimales du programme P) (ou simplement une solu-
tion de ce programme) a partir d'une solution optimale du programme D), qui

a 1'avantage d'&tre toujours un programme mathématique convexe.

Fonctions cbne —convexes:

b < - n
Considérons : S, un sous-ensemble convexe non vide de R
A, un cOne convexe homogéne pointé dans R4

8:S +RY, une fonction vectorielle définie sur S

Définition 1 : avec Les définitions ci-dessus, La fonction B est dite

A-convexe swt £'ensembfe S 54 et seulement AL :

A e Rn [0,7] ]

I —> 80X + (1-0x2) - A8(x") = (1-2)8(x2) € A

x1,xzeS
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Remarque 8 : a) Sih =]ch ={y ¢eRY / y< 0}, 1a fonction est A -convexe
(resp. (-p)-convexe) sur S si et seulement si g est convexe (resp. concave)

au sens habituel sur S.

b) Si A est un cbne polyédrique dans RY, = {y eRd / Ky < 0, ol A est

une matrice (pxq)}, la fonction g est A- convexe sur S si et seulement si

AB(x) est convexe sur S (i.e. si et seulement si les fonctions AiB(x), i=1,...,p,

sont convexes sur S).

c) si A = {0}, la fonction B8 est A - convexe sur S si et seulement si B est

affine (i.e. convexe et concave 3 la fois) sur S.
d) siA =]Rq, toute fonction g8 définie sur S est A - convexe

e) si A', A" sont des cOnes convexes homogénes pointés dans RY tels que
A" c A", et si B est A'-convexe sur S, B est alors A'’-convexe sur S.

En particulier, si B est A - convexe sur S, B est alors A - convexe sur S.

(A, fermeture de 1)

f) si A' cRY, A" < RP sont des cdnes convexes homogénes pointés et si a,
B8 sont des fonctions définies sur S 3 valeurs dans RY et RP respectivement,

a est A'-convexe sur S et B est A" - convexe sur S si et seulement si (g)

|
est (2,’,) - convexe sur S.

g) la fonction B est A - convexe sur S si et seulement si (-8) est (-A) - con-

vexe sur S.

h) Si 8 est A - convexe sur S et si h est un vecteur arbitraire dans ]Rq,

B(x) + h est A ~ convexe sur S.
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Définition 2 : AL S est un sous-ensemble non vide de R, A un céne convexe

homogene pointé dans RY, g une gonction vectornielle définie sun S a valeurs

danbqu, on appelle N - Epigraphe de B, £'ensemble EA(B) défint par :

E,(8) = {(x,2) €5 xR/ g(x) - z e A}

Lemme 2 : la fonction B est A - convexe sur S si et seulement si EA(B) est

n+
un ensemble convexe dans R 1,

Dem : (==>)
', 2, &4 e E,(8) => [8(x) -2z €1 ;
B(xz) - z2 €A
. - r=> '])
x € 10,1(
A, cone convexe homogéne |
1 1
1) [AB&E') -2z) €A
(1-0) BG5) - 2%) e a
B, A - convexe sur S
x, x%es = g(x' + (1-0)xD) 28 - (1-08&xD) er  2)
A e 10,11

A, cBne convexe homogéne |

D
2)

1

r ==> B(Ax1 + (1-10x7) - Az - (1-3) z2 € A 3)

A e 10,1(




S, convexe
1 .2
x,x €8

A € 10,10

3)
4)
Def 2)

A e 10,1C
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1

=> x! + (1-0x% € S

= 2h e -0 620 € B )

Par conséquent, si (x1, xz), (xz,zz) c EA(B), on a :

&', 2) + (1-0) &%, 2% ¢ E (8), Vi € [0,1]

d'ol la convexité de EA (B).

(=>)

x1,x2€S

A, pointé => 0 € A

Déf 2)
EA(B), convexe
x € [0,1]
1 2 1 2
20 (ax' + (1-3) x5 a8(x) + (1-2) 8(x)) € E, (8) ]
Déf. 2)
39 Ax1 + (1—>\)x2 €S

s0x! + (1-2) x2) - &) - (1-08E5) € A

et B est donc A-convexe sur S.

L= i, e, &5eED) € By (8)
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Lemme 2' ; Soit A un cOne convexe homogéne pointé d'inté€rieur non vide
(R # ¢). Si la fonction B est A - convexe sur S, 1l'ensemble

{(x,z) €S x R4 / 8(x) - z € &} est convexe dans R4,

Dem : identique 3 celle de la condition nécessaire du lemme 2, compte tenu

des faits suivants :

i) Reca

ii) A cOne convexe homogéne
uef =>uy+vel
vV €A

.

Remarque 9 : dans le cas particulier ou A =R_={y eR / y s 0},
B : S~>R, Best A - convexe sur S (i.e. convexe sur S) si et seulement

sif{(x,2) e SxR/Bx)-z¢€¢f (i.e. z > B(x)} est convexe.

. . ' n ”
Remarque 10 : si S est un sous-ensemble convexe de R, A un cOne convexe
homogéne épointé non-vide dans RY et si ¢ est une fonction définie sur S a

valeurs dans R? telle que :

A eRn JO,1 1 2 1 2
o == B + (1-0x) - A8(x) - (1-0)8E) € o
Xx,x eS$

P)

1'ensemble {(x,z) € S x RrY / B(xX) -~ z € A} est alors convexe (démonstration

-~

identique 3 celle de la partie nécessaire du lemme 2).
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Q
On remarque que, dans le cas particulier ou A =ﬁRﬂ = {y eRY / y < O},
la fonction 8 vérifie la propriété P) si et seulement si B est strictement
convexe au sens habituel sur S. Par ailleurs, il est clair que si A est pointé,

8 vérifie la propriété P) si et seulement si 8 est A - convexe sur S.

Lemme 3 : soient :

S, sous-ensenble non vide quelconque de R"

K, cOne convexe homogéne pointé d'intérieur non vide dans RP
'L, cbne convexe homogdne pointé dans RY

9 + S > RP _ '

des fonctions vectorielles quelconque définies sur S.

Yy S ﬂ-Eﬂ

alors, sous 1'hypothése ﬁ)

ﬁ) : 1'ensemble P = (i) s - (%) est convexe

on a :

o

. 0
ArD ©a=e=8=1H 1 =0

Dem : sous 1'hypothése ﬁ, supposons. que 1l'on ait A =% et B # ¢

- xles, X.z0i=1,...,p, Ek.=1
1 =1 1
tels que :
=y' == 1 e ‘
=l € B = yr= 1 Yelh e x U
1=1
Do s
y"= ) e el 2)
~ i=1
K,L pointés =¥=> 0e (i) b i s X
: => () e () S -({) 3)
ni ¥ 1 L

Xes = &Y e ) ©®
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3)
hypothese ff) | => 151 e e ® - @ 4

) n
Lohs =1
. i
i=1

- F R s e ex )
i=1
. .
4y ==> Jx € S tel que :
_E Yoo i L 6
LMY +e(x) € )
i=1
D
N 0
5) ==> ¢ (X) € K 3
K, cOne convexe homogene J
2) ) . oo A # [}
6) = y(X) €L
L, cOne convexe homogéne
XesS

et on aboutit donc a une contradiction, d'ot le résultat.

Remarque 11 : a) le résultat du lemme 3 est vrai sans aucune hypothese de

convexité ni sur l'ensemble S ni sur les fonctions ¢ et ¢ définies sur S.

b) avec les définitions donnéesdans le lemme 3, et sous 1'hypothese ﬁ)¢ :

¢(S) - K, convexe [resp. ﬁ)w : v(S) - L, convexel, on a que :
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Q

(6]
$(S) n K=3F =>B(S)In K =0

[resp. v(S)n L =% => [y (S)In L =0l

c) Avec les définitionsdonnées dans le lemme 3, et sous 1'hypothése i on a,
d'aprés ce lemme et le théoréme 1, que :

¢l

. : 16,0 € (%, 19, (5,0 £ 0
G a & =0 =

‘ sé(x) + ty(x) 20, ¥x € S
d) D'aprés le lemme 3, dans le cas particulier o K = R_ = {y e R|y < O},
L = Cc ]R?', ¢(x) = f(x) - f&X), v(x) =vyX) (U f :S->R, v :S —>]R£,
quelconques) sil'hypothése '}\i) est vérifiée, 1'hypothése H) définie plus loin

est alors vérifiée.
eme 4 : Soient :

S, sous-ensemble convexe non-vide de R

-~ b ~ - ’e
C, cOne convexe homogéne pointé dans R
r : S+R", fonction C-convexe sur S, on a alors que :

i) r(S)-C, est convexe dans ]Rz

(o] Q
ii) si C # @, T(S) - C est convexe dans ]Rﬂ

Dem : i)

r§) -C = {z «r:]RK / T(x) - z ¢ C, pour un certain x € S}

L)) re - C = EC(I‘) /]R@ (projection du C-épigraphe de T sur ]RI')
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Lemme 2 n+ 4 ]

=== EC(I‘) convexe dans R

v
|3
—

r, C-convexe sur S

H

2} (S) - C, convexe dans ]RE

~

ii) Identique a celle de la partie i), compte-tenu du lemme 2'.

Lemme 5 : Soient :
S, sous-ensemble convexe non-vide de r?
K, un cbne convexe pointé d'intérieur non vide dans RP
L, un cBne convexe pointé dans R4
¢ 1S~ ]Rp, fionction K-convexe sur S

1 Y : S ->]Rq, fonction L-convexe sur S

on‘a alors :
® © o (f) = —> m] ®7e (%:f) -8

Dem : C'est une conséquence directe du lemme 4 (partie i)) et du lemme 3.

Remarque 12 : Soient :

. n
S, sous-ensemble non-vide de R
K, cone canvexe homogéne pointé d'intérieur non-vide dans RP

L, cOne convexe homogéne pointé dans R4

6 : SR’ };

.+ des fonctions vectorielles définies sur S

vy :S-R1|
: )

on a alors les relations suivantes :

o

’%I): ($)A(S) —_d‘(),convexe == [H) - {:”(S) n (E) = 0= | {i’](s)] n (5) =&

i, H
7

-

A

S, convexe

¢, fonction K-convexe sur S

p, fonction L:zconvexe sur S
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Définition 3 : si A est un cOne convexe pointé dans R, un sous-ensemble

non vide E de RY est dit A -convexe si et seulement E-A est un ensemble

convexe dans qu .

Remarque 13 : a) si E est un sous-ensemble non-vide de R, E est convexe si
et seulement si E est {0} -convexe.

b) si A', A" sont des cOnes convexes homogénes pointés dans
R tels que A'c A" etAsi E est A'-convexe dans ]Rq, E est alors Aconvexe
dans RY. |

¢) Si E est un sous-ensemble non-vide de R tel que E-A' est
convexe, ol A' est un cdne convexe‘ homogéne épointé ﬁon-vide dans ]Rq, et
si A = A' y {0}, alors E-A n'est pas nécessairement convexe dans r4.
(Considérer par exemple : E={ (8), ((1))} c ]RZ, At = ]ﬁg = {(11) e:]RZ/y’1 < 0, y2<0}
On a alors Que E-p! =<])RE est convexe, mais E-A = ]ﬁi u E n%est évidemment
pas convexe).

d) D'aprés la définition 3), et compte tenu du lemme 2), si S
est un sous~ensemble non vide Rn, A un cbOne convexe homogéne pointé dans
R et g, une fonction définie sur S i valeurs dans R4 (B : S ~>1Rq), alorsb;
la fonction 8 est A-.convexe sur S (définition 2) si et seulement si le

n
graphe de 8 (i.e.(B)Ex))x ¢ S) est (qf )-convexe dans R* xRr4,

Par ailleurs, d'aprés cette définition, la fonction B vérifie 1'hypothése
H) : 8(S) - A est convexe dans qu,si et seulement si 1'image de S sous

B (i.e. (B{Xfp)xes_) est L-convexe.

e) D'aprés les remarques c) et d) ci-dessus, il est clair que

la propriété réciproque du lemme 2' n'est pas vraie.
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Exemples : a) Soient K=R , L =R_, S =10-1,11 <R,

Considérons les fonctions $ : S+>R, ¢ : S > R définies par :

Y=t si t e [-1,0]

]

¢ (t)
~t% sit e [0,1]

L]
ot

()

I1 est clair que la'fonction (i) (t) n'est pas (IL() -convexe (i.e. convexe)

sur S. Par ailleurs, il est facile de vérifier que 1'ensemble P = (i)s-(%)

n'est pas convexe dans ]R.2 :

o} 0
Par contre, on a que ~($)S f ('IIE) =3, {(i)S] n (5) =3 et 1la propriété

H) est donc vérifiée

b) Si dans 1l'exemple a}) L'on considére S = [-~2,21 au lieu de [-1,1], 11 est

clair que la propriété H) n'est alors plus vérifiée

c) Soient K =R_, L =R_, S = [0,1]. Considérons les fonctions ¢(t) = v/t et
p{t) = t définies sur S. Il est clair que la fonction (i) (t) n'est pas convexe
sur S. Par contre, on peut vérifier que P = (i)s - {'E) est alors convexe dans

2 S L P - - - - .
R", et la propriété  H) est nécessairement vérifiée.
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Relation entre la Condition de Réqularité (R) et d'autres Conditions de

Régularité sur les Contraintes du Programme P)

Considérons le programme mathématique P) défini plus haut :

P) Min f(x)
vy(x) € C

X e S

Dans ce qui suit on étudira la relation entre la condition de régula-
Trit€ (R) sur les contraintes de P) avec d'autres conditions de régularité
que 1'on peut considérer sur ces contraintes, lorsqu'on fait des hypothéses

supplémentaires sur le programme P) :

D Le programme P) est tel que le cOne convexe homogéne C est d'intérieur
[¢]

non-vide (i.e. C # ¢).

Appelons P)I ce programme.

Condition de Réqularité de Slater (R.S) :

On dit que les contraintes du programme P)I vérifient la condition de régularité

(o]
de Slater (R.S.) s'il existe e S tel que v(%) ¢ C.

Lemne 6 : Si les contraintes du programe P)I vérifient la condition de régula-

rité (R.S.), elles vérifient alors la condition de régularité (R) définie

plus haut.

Dem : Sous 1l'hypothe€se : (R.S.) vérifiée, supposons que (R) n'est pas vérifiée :
(R), non vérifiée => Ir € C*, r # 0, tel que rvy(x) 20, ¥x € S
R.S)) vérifide => l—]fc e S tel que :
. o
Y(®) € C => 1v(X) <O
reC,r#0 |

et on a donc une contradiction, d'oll nécessairement :

(R.S), vérifie => (R), vérifide.
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II} Le programme P) est tel que :

g(x) K
v(x) = » €= (1)
h(x)

oig : S —>—]Rm, h : S > RP sont des fonctions quelconques définies sur S,
K un céne convexe homogéne d'intérieur non vide dans R" et L, un cbne convexe

homogene pointé d'intérieur vide dans R,

Appelons P)II ce programme.

Condition de Régularité de Slater Modifige (R.S.M) :

On dit que les contraintes du programme P)II vérifient la condition

de régularité (R.S.M.) si :
(o]
i) 4R e Stel que h(X)) =0et gR) ¢ K

ii) Zx eL”, A #0, tel que \h(x) 2 0, ¥x € S

Lemme 7 : Si les contraintes du programme P)II vérifient la condition de
régularité (R.S.M.) elles vérifient ‘1a condition de régularité (R) définie

plus haut.

Dem : sous 1'hypothése (R.S.M.) vérifiée, supposons que (R) n'est pas vérifiée :

(R), non vérifiée 1(u,)) € (K*, L*), (u,)) # 0 tel que :
Lemme 1) vg{x) + Ah(x) 2 0, Vx = & )
(R.S.M) i)~ ug(X) 2 0
b——-3 0
- ue K F =»ug® <0

u#o
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Par conséquent on a que u=0 dans 1).

1) 1 = > el”, A #0, tel que Ah(x) 2 0, ¥xe S 2

u=OJ -

et 2) contredit 1'hypothése (R.S.:M) ii), d'ol nécessairement :

(R.S.M) vérifiée ==> (R) vérifiée.

Dans le cas particulier ol le cOne L du programme P)II est un sous espace
vectoriel V de RP on peut considérer la condition de régularité suivante

sur les contraintes de P)II :

Condition de Régularité (R.N.) : On dira que les contraintes du programme

P)II (avec L = V) vérifient la condition de régularité (R.N.) si :
o}
i) i € S tel que h(X) =0 et g(X) e K

i) 0 intyk ((S) v}‘l) ol v}:_' est 1'homologue  de VY dans RP.

Lemme 8 : Si les contraintes du programme P)II (avec L =V, V sous-espace
vectoriel deﬁRP) vérifient la condition de régularité (R.N.),elles vérifient
alors la condition de régularité (R.S.M) et donc, la condition de régularité

R).

Dem : Supposons que (R.N.) ii) est vérifiée et que (R.S.M) ii) n'est pas
vérifiée :

(R.S.M)ii), non vérifiée ==> [3I) € \fﬁ A # 0 tel que :

AR(x) 2 O ¥Vx € S 1

0« 1ntV;(h(€) n \qb L 3§>O t.q.
A e v“'——> A }’1‘ | 0-eAL ¢ h(S)
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2)=> 3% ¢ S tel que h(')\'c) = -_e);T, e >0 5
=] eli]® <0
A vérifie 1) C 0

X#O

et on aboutit donc & une contradiction, d'ol le résultat.

Remarque : Dans le cas particulier oli V est le sous-espace trivial de RP

. -2
(i.e. V = {0}) 1la-condition (R.N) ii) s'écrit : O e iijP (h(S)) = h(S).

Considérons le programme mathématique 'f’) dans R :

B) Min £(x)

gx) e C
R hx) <0
e(x)

XeS

IA

0

ou S est un ensemble convexe non-vide dans ]Rn, C un cOne convexe homogéne
pointé d'intérieur non-vide dans ]Rm, f:S>Retg:S > TR" des fonctions
quelconques définies sur S, h : S >RP et e : S >RY des fonctions affines

définies sur S.

Probléme P.C.K.T. associé au programme ?‘) : Déterminer x € S, (u, A, 1)

(C*, ]Rl_z, ]Rq) tels que :

LXK, u, A, 1) s L&X, G, %, 3) € LOGU,A,0) ; VxeS, Yue C, VA ¢RP, Wy ¢ K
+

od L{x, u, %, u) = f(x) + ug(x) + rAh(x) + pe(x).

Condition de Régularité de Uzawa (R.U.) : on dit que les contraintes du programme
o]
P) vérifient la condition de régularité (R.U.) s'il existe & ¢ S* (intérieur

relatif de S) tel que :

[¢]
g(®) € C, h(®) £ 0, e(®) = 0.
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Théoneme & : Si x est une solution optimale du programme 3), alors sous
1'hypothése H) et si la candition de régularité (R.U.) est vérifiée, il
existe (u, x, u) € (C*,IRE,ﬁRQ) tel que (X, u, X, u) est solution du probléme

P.C.K.T associé au programme P) et 1'on a L(x, u, 1, n) = £(x).

Dem : Soient

A~

I ={i/ h; (®) <0}, I ={i / h,(® =03, lIOI = £, oll ® est tel que
la condition de régularité (R.U.) est vérifiée.

Définissons :

a(x) = f(x) - £(x)

@ C

Gx) = }gljx) , K= | ppt
o | ’
chTO(X) ) ]R’f )

Hx) = e (x) J » L = qRq'
)

Avec ces définitions le programme 3) s'écrit :
By, Min f(x)

G(x) € K

H(x) € L

Xe S
et la condition de régularité (R.U.) devient :

o] (o]
3% e ST tel que G(R) € K, HR®) =0 )
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Ix € S tel que :
- a a(x) <O
X, solution optimale de P) ==> 2)
G(x) € K
H(x) € L
’ [ °
2) o = S n ]Eé_ = 3)
Hypothése H) L
/
3
3) i(s,t,1) € (R}, K, L"), (s,t,1) £ 0 : )
. - : r = 4
Théoréme 1 sa(x) + t G(x) + TH(X) 30, Vx € S
Lemme 1 J

Faisons momentanément 1'hypothése Q) suivante :

Hypothése

Q : i) A0, ¢ (RE,RY, A #0, tel que :

AhI (x) + ye(x) =0, ¥x e S
0

ii) Au ejRQ, u #0, tel que : ne(x) =0, Vx ¢ S.

On va montrer maintenant que sous 1'hypoth&se Q) on a nécessairement

que s > O

7
1]
. O

4)

dans 4) Supﬁosons le contraire

(t,r) # 0 et :
t G(x) + THX) 20, ¥xe S
=> tG(X) 2 0 5)
1 (R.U.)
S b => tG(®) < 0 6)
=> t = ! 7)




|
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Remarque 1 : D'aprés la démonstration ci-dessus, si le programme ho est 1

tel que H(x), L ne figurent pas dans sa dé&finition, le théoréme est alors ‘
démontré. (En effet il suffit de négliger les termes concernant H(x) et L
dans les expressions ci~dessus). (Voir aussi théoréme 4) avec la condition

de régularité de Slater (R.S.) a la place de (R)) ‘
|
\
\
r
|

s =0
t=0 P=r1el, T#0et TH(X) 20, ¥xe S 8)
4 )
. \
Xe S 3e>0 tel que : _ 1
L 1 |
XeS &R-exX))eS 9 3 |
/ 1 = HR-e(x-X)) = (1+e)L(R)~-L(X)+q T
H(x) =L(x) +q L ==> 10) |
H(x), affine => ‘
L(x), linéaire qg=(t+e)g- g

10) HR - e(x-X)) = (1 + €) H(X) - €H(x) :
: => HR-c(x-X)) = -eH(X) 1)
R, vérifie (R.U.) 1) =>H®) =0

et puisque ¢>0, on a d'aprés 8),9) et 11):
xe S=>1H(x)x O
et 1'on peut donc reformuler 8)sousla forme :
reL*,r;éOetrH(x)=O,VseS 12)
ou de facon équivalente, d'aprés la définition de H(x), L :
r=0%1 ¢ ®,RY, 0° 4 £0et 2°hy () + 1%e(x) =0, Vx5 12')
)
12 1) 0
Hypothése Qi);
et 1'on a donc finalement : 1° ]Rq, WP 20et i’ e(x) =0VxeS, ce qui

contredit 1'hypothése Qii). Par conséquént s > 0 dans 4).
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t e K* o
Définition de K | => t = (u, A. ) € (C*,ZRE—K)
I
Lemme 1 ©
J
» : -k => 13)
rel”
DU 3 B £ pa
Définition de L =>71 =07, e R,R
o
Lemme 1 . Définition de a(x), G(x), H(x)
A= (a, A2)
. ’Io
o
4),s >0 J

13)(@, X, 0) = 1/s@w, A, w) e €, R, RY et
f(x) + ug(x) + Ah(x) + ne(x) = £f(X), Vx € S

et la démonstration du théoréme s'achéve de facon analogue 3 1la démonstration

du théoréme 4).

Remarque 2 : i) Dans le cas ou IO = ¢, on obtient le méme résultat si dans la

démonstration ci-dessus 1'on remplace 1'hypoth&se Q) par 1'hypoth&se suivante :

fueRy, L0 t.q. ve) =0 Vxe$S
ii) Dans le cas ol Io # ¢ et si le programme B)o ne comporte pas d'équations,
le th€oréme est démontré de fagon analogue si 1'on remplace 1'hypothé&se Q) par
1'hypothése suivante :

Ax eIRf tel que xhi x) =0, /xe S
0

Reste a montrer finalement que le théoréme est vrai dans le cas ol les

contraintes du programme %) ne vérifient pas 1'hypothése Q).

d) Supposons qué 1'hypoth&se Q i) n'est pas vérifiée. Soit (A°, %) « GR+%]Rq)

tel que :

2% #0 et AOhI x) + ule(x) = 0, ¥xe S 14)
0
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o} o .
A eR, A0 = 3io € IO tel que Aio >0

hI x) <0
)
v e(x) =0
X, solution réalisable de P) ==> o= hi x) =0
0 X e S “o
14)

i.e. 1'inégalité hi (x) < 0 est singuliére dans %)o' On peut donc définir
le programme ﬁ)1, équivalent a ﬁ)o, qui résulte de remplacer 1'inégalité

hi (x) £ O dans 5)0 par 1'équation hi x) = 0.
o} o

Soit (A1, u1, u1) e GRf_1, ]il,]@q) tel que :

A Foetahy () +o'h (0 +aler) =0, x e s
1 ' o]

ouI1 = IO \ {10}.

1

Soit i1 € I1 tel que Ay 0. Avec le méme raisonnement que ci-dessus,
1 ' :

on définit le programme %)2, équivalent a 5)1, qui résulte de remplacer

1'inégalité singuliére hi (x) s O dans %)1 par 1'équation hi (x) = 0.
1 ,

1
De fagon générale, soit (Ak, ak, uk) € GR['_:k, ]Rk, ]Rq) tel que :
k k k k _ N - s
AT #O0et A hIk + o hIo_Ik(x) twe) =0, VxeSod I =1 4\ {ip 4}

e k
Soit i € Ik tel que Aik

équivalent 3 ﬁ)k, qui résulte de remplacer 1'inégalité singuliére hi x) £0

> 0. On définit alors le programme ﬁ)k+1’

dans %)k par 1'équation h. (x) = O.
Tk

I1 est clair maintenant que si 1'on applique ce procédé de transformation
MY
au programme ﬁ)o, il existera k, (0 < K < £), tel que le programme ﬁ)t+1,

équivalent a ?)O, vérifie 1'une de deux propriétés suivantes :
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. A _ NPT
i) I’l"<+1 = ¢ (i.e. k+1 = £) et %s)kﬂ ne comporte pas d'inégalités hi(x) £ 0,
iel..
o)
AV N
i) Iy, # ¢ (Gee. K1 <D et 1 (4, o, w) ¢ @ KD gl

A # 0 et Ah

, ]Rq) tel que :

I 1(X) + ah’f,féﬂ’(x) +pue(x) =0, Vx ¢ S o T'l\c'ﬂ =1, %41

k+

Le programme “P)’l\é*,1 résulte de remplacer H(x) et L dans la définition
n
de P)0 respectivement par :

( R{—(ﬁﬂ) ;

hIm (x)
Ax) h"’k+1( ) 1 0 k+1
X) = X 5 = +
¥ R
e(x) Ord
ou de facon équivalente :
n r z 4" 3
N h(x) N g~ (1
H(x) = N | » L= N
¢x) O R% (ke 1)
) )

v
v
ou la fonction h(x) (resp. le cbne ]Rf- (kﬂ)) ne figure pas dans la définition

de fI(x) (resp. de £) lorsque B, =9

b) Supposons que le programme qls)’iﬂ' ne vérifie pas 1'hypothése Qii). Soit
v .

donc 11° ¢ R+ g que :1° #0 et uo"éJ x) =0, ¥x « S o Jo = a,...,qgt (k1)
3 (0]
W #£0 =>>-]joe J0 tel que u%o> 0

n _ . ’ . . -
ej(x)—O, Vi €Jo\{30} = e, X) =0

x €S

/

i.e. l'équationme. (x) est redondante dans rﬁ)"l'(ﬂ. On peut donc définir le
" 0 -
programme P)k+1’ équivalent 5’\13)%'_1 qui résulte d'éliminer 1'équation %'i x) =0
_ v ‘0
du programme ?’)ﬁﬂ .

Soit u1 € ]Rq+k tel que :

u1 # 0 et u1%J1(x) =0, ¥x ¢S

o0 Jy = J N\ 1)




- 1.36 -

)\,2

On peut donc définir le programme P)’ é€quivalent a ﬁ)l , qui résulte
k+ ‘ k+1
d'éliminer 1'équation gj x) =0 (A} > 0) du programme ﬁ)l . I1 est clair
1 -1 k+1

que si 1'on répéte ce procédé d'élimination, il existera ﬁ, 0<h« q+(ﬁ+1),
4V

tel que le programme ﬁ)k , équivalent a %)m (et donc a @)O) vérifie 1'une
k+1 k+1

des deux propriétés suivantes :

N

i)' Si R = q+ k+1) - P)E ne comporte pas d'équations
k+1

. o P q+ (k1)K m
ii)" Si h < q + (k+1) : ﬁ)m est tel que : Ju e R - tel que we, (x) =0,
. k+1 h

Yx ¢ S.

Remarque 3 : Si le programme %)0 vérifie 1'hypotheése Qi) mais ne vérifie
pas 1'hypothese Qii)’ le procédé d'élimination d'équations b) est appliqué
directement au programme %)O.(§+1=O).
v
I1 est clair maintenant que le programme %)2 , équivalent a ﬁ)o qui
résulte d'appliquer les transformations a) et b) %Egns cet ordre) au programme

%}b, vérifie 1'une des deux situations suivantes :

. A
D 3)m est de la forme :

k+1

Min f(x)
G(x) e K
xeS

i

et %)‘ vérifie la condition de régularité :
At
+1

(o] [e]
1} ¢ S' tel que G(R) € K
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ID ﬁ) , Vérifie d'une part, la condition de régularité (R.U.)
o K+1

e s’ t. q. G(X) € K h X <0, ng(i) = 0 et, d'autre part, 1'hypothése :
h

41

Qo A0 e ® -(+1) ]Rq+(k+1) K 5 40 el que :

Ahpn,

v
(x) + ve,, (x) =0, ¥xe S
k+1 Jﬁ

o o
ii) Ju e:m9+(k+1)"h, u # 0 tel que :
ve.. (x) =0, ¥x € S
h

ol 1'hypothese Q1\ coincide avec Qii) lorsque Iﬁ 41 = 05 et devient :

A\ € K (k+1), X #0, tel que AhIm (x)=0, ¥x € S, lorsque Jﬁ = ¢.

k+1 N
(Qi) est vérifiée : supposons le contraire. I1 existe alors (A u) € aRf"(k+1),

g (X+1) -h

), % # 0 tel que : h (x) + ue (x) 0, ¥x € S. i.e. tel que

I
%htﬁ 1(x) + ueJm(x) + 0 eJO Jﬁ*x§+1 0, Vx ¢ S et le vecteur (A u 0) contredit
donc la 51tuat10n ii) a la fin du procédé de transformation a), d'ol le résul-
tat.
Qii) est vérifide ; d;aprés le procédé d'élimination b)).

Par ailleurs on peut constater que si le programme ?) vérifie 1'hypothése
H), le programme &quivalent 3) vérifie 1'hypothése du méme type correspondante.

¥+1

En effet, x est solutlon optimale de P) si et seulement si X est solution opti-

male de ﬁ) et 1'on a donc :
+1
(0 ] (R ) [ o ) R )
G K G
Sn = @ <===> : Sn K = 9 15)
bl R By ]Rz-(ﬁn)
k+1 -
e 0 i v '
e 0 N n
R LT par (ke ) K
\ J
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ot a(x) = f(x) - £(X). Supposons maintenant qu'il existe X e S, A2 o,

r=1,...,r tels que :
o T
Tr 0 4 ry 9 |
© , —1et Ta a(x)) (]R_ 16
I r r=1 T T
=1 G(x") K
: N
e o e e
¢ k&r 0
B | ]Rq+(k+1)—%
16)
=N =0 é, &) =0
Ay ? 0 h h vooT
Xr c S = ==> e(x ) = O
N Ty _
Procédé b) €y 5, &) =0 J

et 1'on a donc, d'aprés la définition de g(x) :

r, (a(x") ) (R_ )
§_=1 )‘r G(xr) € K
hIO(xr) ]Rf
\ e(xr) , k O]RqJ

ce qui est impossible, d'aprés 15, si 5)0 vérifie 1'hypothése H), d'ou le

résultat.
h
D'aprés ces résultats, le programme P), vérifie (dans les situations
k+1

I et II) les hypothéses considérées dans la premiére partie de la démonstration

du théoréme.
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. AV V) AV
11 existe donc (4, X', %, ) ¢ ", B¢, gE- U1 gar(ke)h

tel que :

ax) + Ug() + X'ha () + Xhy, () + W () 20
B 1 .

Io‘ k+ h
ou de facon équivalente :
a(@) + Ug() + X'ha () + Xhy () +Whp o (4T e() 30 17)
I k+1 o “k+1

(o)

ol 1'on convient de définir :

' = 0, si 1'inégalité singuliére hi(x) < 0 a été éliminée dans b)

T b=

{\l
u
~
u

! =0, si 1'équation ei(x) = 0 a é:é éliminée dans b).

=

Si le vecteur u' dans 17) a toutes ses composantes positives ou nulles,
le théoréme est alors démontré. Sinon, on choisit parmi les composantes néga-
tives de ' celle dont 1'indice correspond a la derniére inégalité singuliére
transformée en équation dans le procédé a). Supposons, pour fixer les idées,

que ﬁ{~< O : d'aprés les relations dans le procédé a) 1l'on a :
k K K

A hI (x) +a hI _Im(x) +u e(x) =0, ¥xe S 18)
¥ o 'k
avec Aiﬁ > 0, Iﬁ = Ik+1 U {it}'
&
Si 1'on additionne maintenant 1'équation 18), multipliée par (—ﬁim/kﬁm),
k k

d 1'inégalité 17), on pourra définir un nouveau vecteur de multiplicateurs

n, N n, [AV) o
@, X, % G, 1) e, ®RE REK RN te1 que

Y ‘3) Y
N L\ ’\;" N . '\;”
a() + lige) + ¥h 0+ Fhp 09+ by g (0

IO

e(x) 20 19)




- 1.40 -

’\.
. v - e
Si le vecteur u' dans 19)a toutes ses composantes positives ou nulles,

le théoréme est alors démontré. Sinon , on répéte le procédé ci-dessus avec

Y
Y

u' a la place dew'.

11 est clair qu'avec ce procédé 1l'on arrivera a construire un vecteur
de multiplicateurs vérifiant la propriété du théor@me, aprés un nombre fini

de transformations de ce type.

CQED.

Remarque 14 : Le théoréme 8, d'apreés sa démonstration, est vrai dans le cas

particulier ol le programme %) ne comporte pas d'équations lin€aires (resp.
d'inéquations linéaires) (I1 suffit, dans ce cas 13 de négliger les termes con-
cernant e(x) (resp. h(x)) dans le probléme P.C.K.T. et dans la condition de
régularité (R.U.) considérés plus haut). |

Par ailleurs, dans le cas particulier ol le programme ﬁ) ne comporte ni équa-
tions linéaires ni inéquations lin€aires, le théoréme 8 reste vrai si 1'on

considére la condition de régularité de Slater :
- ~ Q
R e S tel que g(X) « C
3 la place de la condition (R.U.) correspondante :

[¢]
% e S¥ tel que g(X) € ¢

Programmation Géométrigue.
Considérons le Programme GEométrique Prototype :
PG) Min go(t)
g 1 3k=1,...p
t>0

t eﬂgl
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ou les fonctions gk(t) (k =0, 1,...,p) sont des posyndmes i.e.

g (t) = ] u; (1) | ’
K am Y |

mo a4y o .
u; (t) = ¢ j£1 tj » ¢ eRy 5 ie JK)
J&)={W0“kﬂ""’nﬁ L k=0,1,...,p
m, = 1
M = Ny + 1 )

Considérons maintenant la transformation de variables définie par :
~Z
t; =eJ,zj eR;j=1,...,m
Le programme géométrique PG) est alors équivalent au programme

mathématique convexe défini par :
Min go(z)
g () <1, k=1,..p

z € R a .
? a . . Z;.
L)

ol gy (z) = ) s ™! > k=0, 1,...,p
ieJ (k)

Par ailleurs, si 1'on définit de nouvelles variables

m
X7 JZ'IalJZj) iedJX), k=0,1, ..., p,

ce dernier programme peut encore &tre reformulé sous la forme du programme
mathématique convexe & variables séparables suivant :
Min go(x)

g X s 1 5k=1,..,p
n .
xeXecRP
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on : g ()= ] cie L k=0,1, ..., p

n _
et X, ie sous-espace vectoriel de R p engendré par les colonnes de la
matrice [a. ] .
1J°n_>m
p,
On s'intéresse maintenant 3 déterminer le programme dual du programme
géométrique PG). D'aprés les résultats ci-dessus on peut reformuler ce

programme sous la forme ':

P)  Min f(x)
y(x) € C |
n
xeRP

g, (x) - 1 - (8(x)
od £(x) = g, (x), g(x) = ) 1 » Y(xX) =
_ g, () - '

RrP
X

‘et C1=

Le programme dual D) associé a P) est donc défini par :

D) Max 6(r,v)
re]RE

vk

(r,v) ¢ T

ot 8(r,v) = infn {g (x) + § rk(gk(x),— 1) - vx}
xeR P ° k=1

..v n' I R i
T={x,v) e ®,RP)/o(r,v) » =}

X, X ‘
o(r,v) =inf_ { )} (c.e L ov.x) + E ) (rc.e 1 _v.x) - § T}
e LT ey KE T e
. i : X3
= ] inf (c;e T - vixg) ¢ ] inf (rpcie ” - Vi) - Ty
J(0) x;R k=1 J(k) xR 1 k=1
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[ 0,siv.=0

i
X.
i > - 1 1 - = o '.‘ - . - i -
ie J(©) : >1<21I€ (Cie vixi) vl(1 log(vl/cl)), siv, > 0
—eo siv. <0
i
. 0, si vy = 0, T 2 0
: s ioa ) .
ieJE, k=1 : ;ﬁfm(rkcie Vix;) 4 vi(1 - log(vs/rei)), si vy > 0,my >0
i ;
~»  ailleurs
Par conséquent :
n
T = {(r,s) € (IRE, ]R+p) / re > O s'il existe io e J(k) tel que vy > 0}
o
et o(r,v) = ) v; (1 - log(vy/c;)) + E ) v, (1-log(vy/Tci)) - E e
J(0) k=1 J(k) k=1
ol 1'on convient que : vy log(vi/rkci) =0 si v, = 0, r, = 1.

Rappelons que le programme dual D) défini ci-dessus est un programme
mathématique convexe. |

Dans ce qui suit on se propose de retrouver le programme géométrique dual
prototype 3 partir du programme dual D), 3 1'aide des techniques simples du
calcul différentiel pour la maximisation saﬁs cbntrainte d'une fonction diffé-

rentiable : si 1'on maximise partiellement le programme D) par rapport 3 r, v

restant fixé, le point T(v) qui réalise ce maximm est donné par :

B0 =0siv, =0 VieJK
. k=1
sty P
r.(v) = ) v., sinon
k J(K) i
i.e. W =] v. 3 =1,...,p

Jk) *
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Si 1'on définit 6(v) = 6(r(v), V), le programme dual D) peut donc &tre

reformulé de facon équivalente sous la forme :

Max 6(v)
vext

vz20.

avec 6(v) = Ao(v) - kgo J(lz()‘ vy 1og(_'vi/ci): " kz Ak(v)v log )\k(V)

N = ) v. ; k=0, 1,...,p

Jik *

ol 1'on convient que : x 1log x = 0 sj x=0

Par ailleurs, ce dernier programme est €quivalent au programme :

Max 6 (ué)

R

J (o)
§ e

8

1\
o

uz0

k=0 J (k)

0h 0(uS) = Wy (6) - u ) I8 log(s/e;)  (u Loge) Ag(8)* ﬁg1kk(6)logkk(6),

W (8) = T8, 3k=0,...,p
k J(%) i P

Si 1'on maximise partiellement ce programme par rapport a u, § restant fixé,

le point u(8) qui realise ce maximum est donné par :

1(8) tel que : log n(8) = L [ E k(d) 1ogAk(6) E Z 6 1og(6 /c )]

(6) k=1



- 1.45 -

Si 1'on définit 6(8) = 6((8)8) i.e.

8(8) Ao(é) exp [1/Ao(5)(kg1xk(5) log Ak(d) - kgo J%k)kéilog(éi/ci))]

A (8) 1/x_(6)
1 (6) k{ )] °

#

W& [T 1 (/) * m
k=0 J(k) k=1

ce dernier programme, et donc le programme D), est équivalent au programme

géométrique dual prototype :

DG) Max V(s)

A, (8) =1
e
b %5 8T 0 50 = hem (e 8 e Xp)
§ 20
| % 2 (8)
ol V(8) = m 1 (c./6.) 1y (6)
k=0 J(k) =1
M) = T 6 5 k=0,1,...,p
k Jk) *

Déginition : Le prdgramme géométrique (primal) P.G.) est dit superconstitant
s'il existe une solution réalisable t pour ce programme telle que :
gk(f) <1 ;k=1,...,p.

D'aprés cette définition, si le pragramme'P.G.)7est superéonsistant, les
contraintes du programme convexe P) défini plué haut, P) équivalent a P.G.),

vérifient alors la condition de régularité (R) :

+ 2

N o | -
Ay e ®, X), (r,v) #0tel quer g(x) - vx 20, ¥x e RF
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(Supposons le contraire :3(?,3) € GRE,Xh), (?,%) # 0 tel que : %g(x)-%x >0,

n
vx e RP 1),

32 € Efn, t > 0 tel que gk(t) <1 3;k=1,...,p

=> IR ¢ X tel que g(X) <O 2)
Définition du programme P)

=> Tg(8) 20 3
1

Supposons que T # O

v n p
r#0, r eR
o=@ <0

2)

ce qui contredit 3). Par conséquent T = 0 et 1 devient donc :

L ‘ n . . : R
Ve X , v # 0, tel que : VX < 0, ¥ sIR.p, ce qui est impossible, d'ou le

résultat).

D'aprés le théoréme 7, si le programme g€ométrique P.G.)
est superconsistant, et si t est une solution optimale de ce programme, le

programme géométrique dual D.G.) admet une solution optimale §etl'ona :

g,(®) = V(&)

Remarque 15 : a) Le programme géométrique dual D.G.), déterminé initialement par
1'intermédiaire de 1'Inégalité Géométrique, est un programme mathématique essen-
tiellement convexe. En effet, si 1'on remplace la fonction économique V(s)

dans le programme D.G) par log V(s) l'on obtient alors un programme mathématicue

convexe A contraintes linéaires.

b) Le programme géométrique dual prototype D.G) présente des
avantages, au niveau de la résolutioﬁ numérique, sur le programme €quivalent
D) défini plus haut. En effet, le programme D.G) réshlte du programme D), lors

de la maximisation partielle de ce dernier par rapport 3 certaines variables,
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ce qui se traduit finalement par la diminution du nombre total de variables
dans la définition de ce programme. ) |

par ailleurs, 1'inégalité géométrique permet d'établir des relations
explicites entre les solutions optimales du programme géométrique primal P.G)
et les solutions optimales du progfannﬁe géc_)métriqﬁe dual D.G).

Lemme 9 : Sofent :

. R n
Sc ]Rn, S # ¢, un sous-ensemble non-vide de R
Ke BP, Lo RY des cones convexes pointes

6 : S>RP

o | des fonctions vectorielles définies sun S
v : S>R

T= (S - @),

tels que L'hypothdse suivante est vernifite :

H)OJSE' € S tel que w(>"€) €L et ¢(9<') = 0. On a alons :

i(s,t) e (K, L"), s #0: | RP
<===3 \. P(T) # ¢
so(x) + t¥(x) 20, ¥x € S ] T
ho) L I

Dem : a) Montrons d'abord que (:f) cT :
k Ky, _. [~k eK
(P el = lrecL

L, cbne convexe homogéne ; .
== yE)-LK 100=(, ) () €T

V@) e L -’ |

hypothése H),=> 0

) e ¢
Giy) © S

dod: () €T 1)
b) Soit W = ((s,t ¢ (K¥, 1#) / sy.+ tz 2 0, ¥() ¢ (i)S}.
Montrons que T4 = W, ol T' est le cone polaire positif de 1'ensemble T :

T = ((s,t) e ®', RY) / sy + tz 3 0, v(e) e T) 2)
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1 + K.+
==> T cC ; : ‘

) > (..L) _— T+ c (K"‘, L"‘)

Lemme 1 => 3)

2)

9 T = {(s,t) e K, L") /sy+tz20, V() e T}
K, L pointés ==> (8) € (E) => ($) ST => TNe W 4)

st +tz 20, ¥() e (S
(s,t) ¢ W=

(s,t) € (K, L) 4 —> 5)

® eT= 3% ¢ (S tel que 1 & ()

~ su+tv20

(S,t) € (K*’ L*)

d'odl : WeT  6)

D'aprés 4)et 6)on a donc : ™ =W

c) Montrons finalement que I) est &quivalent a II). D'aprds b), -
T = {(s,t) ¢ (K5, L) / so(x) + ty(x) 2 O, Vx e S}.

On a alors :

i) 1 (s,t) ¢ K, L"), s#0: e 0

<m==> T € (L*)

s¢(x) + ty(x) 2 0, Vx € S

Par ailleurs :
, D
ii) T < (%) <= E’f.i) cT‘“f
En effet :

i+ 0 o) by
T < (L*) => (L*)+ cT™

D
Lemme 1) . ; = (:]%) et

A * %k
L cOne convexe => 1, =TT
)
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Réciproquement :
+++ ij + 3

P
()T =17 ()

Lemme 1
+
=g

L cone convexe => (L)~ = L

+ - . +++ + o+t b
T, cone convexe fermé = T = (T) =T

et ii) est donc vérifié.
Finalement, puisque T = P(T), on a, d'aprés les relations i) et ii),
que
A(s,t) € (K, L5, s #0
s € ,
’ P e (B e v
se(x) + ty(x) 2 0, ¥x €S

d'oll le résultat du lemme.

Théoréme 9 : Soient :

'S <cR", § # ¢, un sous-ensemble non-vide de R"
K <RP, un cPne convexe homogéne pointé dans RP, K # {0}
L <R, un cone convexe homoggne fermé dans RY
4 : S >RP 1 |

q des fonctions vectorielles définies sur S
vy : S->R J

K
T= (S -,
tels que les hypoth@ses suivantes sont vérifiées :

i) e Stel que ¥&) e L et o(%) = 0
o K
ii) K #3 et [($)S] n @) =
(resp. ii)' K, saillant et L(i)SJ n (KE{O}) = ¢)
iii) P(T), fermé

alors, 11 existe (s,t) € (K*, L*), s # 0, tel que :

so(x) + ty(x) 20, 'x € S
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Dem : Sous les hypotheéses i), iii), et du fait que L est fermé, on a
d'aprés le lemme 9 ':
Is,t) « (K, L"), s #0:

rP :
o =4 T vrm £
so(x) + ty(x) 20, x e S

. A 1)

Pour compléter la démonstration du Théoréme il suffit donc de montrer que,

sous 1'hypothgse ii) (resp. ii)') la condition II est vérifiée.

f R P .
Supposons le contraire i.e. (3? ) < P(T).
0]

Soit maintenant n_ e K (resp. ng € K\ {0hH)

_n P y; k. K\ {0}
0y - iy_ 1 K
() i£1 Ai((zi) (Ki)) e (1) (resp. L _J
avec :
n P Y.
(e (X erm = |(hH e s
0 -L i 1
D e @
i
A: 2 0 ' r='>§)\,(ki) € (K)
e : j=1 1 ﬂi L
pour i =1,...,p
o ,
) cOne convexe homogéne |

(resp. K, sillant)

o]

.,
O 120G € o [QS]

K\ {O}

Y.
(resp. _in(zz) e L ) E(i)S])

ce qui contredit 1'hypothdse ii) (resp. ii)'), d'od nécessairement

) v . ‘
(3% )\ P(T) # &, ce qui compléte la démonstration.

)

b =>1)




Remarque 16 : a) Dans le cas particulieroip=1, K=R_={xeR T x 5 0},

il est clair que les hypothéses substituables ii) et ii)' duth€oreme 9

sont alors équivalentes. En effet, on a alors % # 3, Icé =K\ {0} ef K
saillant. ‘

b) Dans le cas général, si I% # &, il est évident que 1'on peut supprimer

la condition que K soit saillant dans ii)', sans modifier le ré&sultat du
théoreme 9. Par contre, si I% =0, céfte condition est indispensable dans °

ii)' pour la validité duThéoréme 9.

Remarque 17 : le théoréme 9 est une généralisation du lemme 5.31 de
Karlin [ 1, ’é savoir : |

Si S est un polyédré convexe fermé dans R x R'vérifiant les hypothéses
sulvantes | "
1) 81z = ¥y, sy x1,...,'xn)T”== (y,z) € S, alors :

xzo=>y¢j\2{yem’"/y20etyj >0

ii) I1 existe x°e R tel que (O,xo) € S alors, il existe v(vo,uo) € (0R"5',
(IRn)') tel que : | |

1) v »> 0 (i.e. V2> 0, i =1,...,m

2) - Voy +u% < 0, V(y,x)T € S.

En fait, 1'hypothése i) de ce lemme est plus forte que 1'hypothése ii)
du théorame 9 , ce qui explique que dans le cas du lemme 5.31 de Karlin 1'on

ait le résultat plus fort v° >> 0.
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Considérons maintenant le programme mathématique P) :
P) Min f(x)
y(x) € C
xeS
ou f: S >R est une fon\{:tign‘ nu;qérique quelconque, Y : ;S +R une fonction
vectorielle quelconque, S un sous-ensemble non vide quelconque de R et C,

-~ ~ . - ’e
un cdne convexe homogéne non vide fermé dans R.

Remarque 18: La seule différence entre le programme P) défini plus haut et
le programme P) ci-dessus, .est que dans ce dernier, le cBne convexe homogéne
C est supposé fermé. Le probléme P.C.K.T associé au programme P) est donc :
Déterminer X € S, w e C tel que L(X,w) s L(x,W) < L(x,w), ¥x e S, Vwe d od

Lx,w) = £f(x) + wy(x).

Condition (R.P.) : On dira que le programme :mathématique P) vérifie la condi-

tion de régularité (R.P.) si P(T) est fermé dans R x lRe, o T = ($)S - (IE:_),

o = f(x) - f(x) et x, une solution optimale quelconque du programme P).

Theonkme 10: Soit x est une solution optimale du programme mathématique P).
Alors, sous l'hypothése H), et si la condition de régularité (R.P.) est vérifié,

il existe w < C tel que (X,w) est solution du probléme P.C.K.T associé a P).
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Dem : Soit a(x)’= £(x) —4f(§)u
l-i €S, a(x) =0, y(X) € C D

X, sol. optimale de P) ==> .

®sa &) =0 °
Y c => ()87 8‘&‘3 =0 2

hypothése H)

1

2 ] _ R . o
r=> dwe C tel que : f(x) + wy(x) 2 f(xX), Yxe § 3)

Candition (R.P.) ~ .

théoréme 9

3) - - )
_ => wyx)z O
X €

i} r = wy(x) =0 4)
y(x) e C
- = wy(x) s 0
We C* /
weC 1 ' -

=> wy(x) £ 0 5)

v(x) € C

D'aprés 3, 4, 5 on a finalement ;

L(X,w) < L(X,® < L(x,W), ¥x ¢ 8, ¥we C

Remarque 19 : on rappelle que si (x,w) est solution du probléme P.C.K.T
associé au programme P), x est Solution optimale de P) sans aucune hypothdse

supplémer.ltaire‘ sur ce programme (voir théoréme 5).
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Considérons maintenant le programme dual D) associé au programme P) :

D) : Max 8(w)
weC

'w e T

ot 6(w) = inf {f(xX) + wy(x)}, T = {w e GRK)' / 8(w)> -=}

xeS
Théoneme 11 : (Dualité) : Si x est une solution optimale du programme primal
(P) alors, sous 1'hypofhése H), et si la condition de régularité (R.P.) est
vérifiée, le probléme dual D) admet une solution optﬁnale wet 1'on a :

f(x) = 6(w).

Dem : Identique a celle du thé€oréme 7, compte tenu du théoréme 10.

Remarque 20 : si dans le programme P) considéré plus haut 1'on suppose que C
est un cdne convexe homogéne fermé, les th€orémes 4 et 10(resp. les théorémes
7 et 11) ne différent qu'au niveau de la condition de régularité considérée,

a savoir (R) ou (R.P.) «

Lemme 10 : si P est un poly&dre convexe fermé dans R™ contennant 1'origine,

1'enveloppe conique convexe P(P) de P estr fermée dans R".

Dem : Si P est un polyédre convexe fermé dans ]Rn, P peut &tre exprimé sous la

forme :

P=2Aa+C )
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ol A est un polyédre convexe fermé borné et c, le cbne polyédrique fermé
homogéne des directions d'infinitude de P.

P, convexe => P(P) = Pt
51 P est borné le résultat du lemme est immédiat. En effét.; P, borné
=> PL = AL cBne polyédrique fermé ==> PL,'férmé‘f

Si P n'est pas borné, on va montrer que :

PL = AL+ C
Jue P, A 20 : Ix e A, y € C tels que :
W€PL=> =
W = Au . W = AX + Ay
1)
) r=>weAL+C
xXel
=> \x e AL
)\ZOJ
\
y € C
r=> 2y e C
A =20
g J
i.e. PL c AL + C 2)

y € C

=>Q0+y=yeP *
Oe?P
i.e. CcP @

T xea, yeC,r20:

we AL +C =
‘ IW’=_&X +y 4)
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On considére maintenant les deux cas possibles dans 4):

i) » =0
ii) x>0
i)
=>w=yeC | o
y=>weP
4 3) b => we PL
P c P
A
ii) w=Alx+1/xy)
==>
4) Xeh )
y e C ., ==> w e PL
A >0 => 1/Ay € C
r=>x + 1/xy ¢ P
C, cOne homogene D)
J
J
et on a donc AL + Cc PL 5
2)
: = PL = AL + C ) PL, Cane
5) => => PL, fermé
AL, C cbnes polyédriques fermés polyédrique
fermé
CQED.

Remarque 21 : D'aprds la démonstration du lemme 10, si P est un polyddre convexe
fermé dans ]Rn, 1'enveloppe conique convexe P(P) de P est un cBne polyédrique‘

fermé dans R
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Considérons le programme mathématique lingaire ﬁ)L dans R"
P)L Min cx
AX--bEC2
X 6‘C1‘
) ‘.
ol A est une matrice réelle (m x n), c ¢ R® , b e K" et C1, C2 des cbnes

polyédriques fermés homogénes dans R" et R respectivement.

Remarque 22 : le programme lindaire ﬁ)L est un cas particulier du programme

P), ci-dessus.

Theorkme 12: un vecteur X est solutlon optlmale du programme mathématique
linéaire P)L si et seulement s 11 exlste W e C2 tel que (x,w) est solution

du probléme P. C K.T. associé au programme P)L.

Dem : Soit X une solution optlmale du programme P)L
Soit a(x) =X - cx, Y(x) = - b. Il est clalr que (Y) C1 est un polyedre 

convexe fermé dans]Rnm
X € C aX) =0, vy(X) € C )]

. e n &) =0
X, solution YR EG

=> L§)CT 1 (”é;) =5 2

Oy . . ‘
optimale de ﬁ)L (Y)C1, convexe:

- - a - _
Soit T (Y)C1 EEZ)
($)C1, poly&dre convexe fermé T, polyddre o | 3

==>

egg), cOne polyédrique fermé convexe fermé
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1)=> OeT P
‘ A
3 => P(T), fermé . |
- * R i
Lemme 10 1)) w e C, tel que : 4)
Y => -
2) | ex - w(Ax-b) 2 o, ¥x e C,
théoréme 9 - J ‘

et on a donc (voir démoh;tfétidﬁﬂé;;fhébréﬁe iO):
L(x,W) < L(x,w) s L(x,w) ; ¥x € Cq, Y & C, 3
et : | |
FAX - b) = 0 | 6)
od L(x,w) = x +’QfA§k— bj,ﬁce’dui compiétella démonstration de la condition
nécessaire du thééfémé. La céndifibn suffiéanté du théorémé‘est‘uné conséquence

du théoréme 5 considéré précédemment (voir éussi rémarQue 19 ci—dessﬁs).

Remarque 23 : D'aprés la démonstréiibn du théoréme 12, 1'hypothése H) et la
condition de régularité (R.P.)‘sdnt vérifiées dans le cas du programme mathéma-

tique 1inéaire<§)L.

Programmes Linéaires en Dualité,

" Etant donné le programme lin&aire ﬁ)L,v1e~programme dual ﬁ)L associé

a ?)L est donné par :

D), Max - wb

L
*
W e C2

*

c+wAce -C1
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En effet, d'aprés la définition de ?)L :

e(w) = inf {cx + w(Ax - b)} = inf{ (c+wA)x - wb}
XeC1 X€C1

et
B(w) > ~» <==> inf (c + WA)X > -
xeC1
et puisque C, est un cOne homogéne :

\

B(w) > —» <=> (c +WA)x 20, X ¢ C1 <==> (c + WA) € _C’;

d'ol :

T=1{we GRm)' / c + WA e —C?}
et

-wh, siweT
6(w) =

-, ailleurs
d'oli le résultat, d'aprés la définition générale du programme dual.

Par ailleurs, il est clair que ﬁ)L est aussi un programme linéaire.

Théorémes.de Dualité pouf les programmes linéaires E)L et ﬁ)L,

Théoréme 1 : Si x et w sont des solutions réalisables du programme primal

P)L et du programme dual ﬁ)L respectivement on a alors :
-wb ¢ X

Par ailleurs, si X et w sont des solutions réalisables des programmes
P)L et ﬁ)L respectivement, telles que -wb = cX, alors x est solution optimale

du programme F)L et w est solution optimale du programme ﬁ)L.

Dem : (voir théoréme 6).
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Théoréme 2 : Si x est solution optimale du programme primal P)L, le programme

dual ﬁ)L admet une solution optimale w et 1'on a : cx = -bw.

~

Dem : Identique 3 celle du théoréme 7,compte tenu du thé€oréme

" Théoréme 3 : 1) Si les programmes ﬁ)L et ﬁ)L admettent des solutions réalisa-
bles, ils admettent chacun une solution optimale,soit respectivement x et w,

et 1'on a cx = ~bw.

2) Si le programme ﬁ)L (resp. ﬁjz) n'admet pas de solution réalisable, le

programme ﬁ)L (resp. F)ﬂ n'admet pas de solution optimale (i.e. ou bien le

domaine de ﬁ}L (resp. ﬁ)L) est vide ou bien ce domaine est non vide et la fonc-

tion économique -wb (resp. cx) n'est pas bornée supérieurement (resp. inférieu-

rement) sur ce domaine.

-~

Dem : Identique a celle du th&€oréme homologue pour les programmes linéaires ordi-

naires.

Remarque 24 : Dans le cas ol C, =jF;} op =:m;, 1'on retrouve les programmes

lin€aires ordinaires en dualité dans R" :

?)L Min cx D); Max - wb
A =2 Db - w<0
x20 wA 2 -C

Remarque 25 : Etant donné que les cdnes C1, C2 (resp. C?, CE) figurant dans
le programme P)L Tesp. ﬁ)L sont des cones polyédriques, on aurait pu déter-
miner les résultats ci-dessus d partir des résultats classiques de la Program-
mation linéaire. En effet, si C1 = {X,e R? / B.X > O},‘C2 ={ye R" / B,y 2 0}
ol B1 et B2 sont des matrices (p x n) et (q x n) respectivement, le programme

ﬁ)L est donc équivalent au programme :
Min ¢x

BZCAX -b) =0

B1x >0

qui est alors un programme linéaire ordinaire. Néammoins, dans ce travail on
a fait la démarche inverse i.e. retrouver les résultats classiques a partir

des résultats plus généraux.
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METHODE DE DOUBLE DESCRIPTION
POUR LA RESOLUTION DES SYSTEMES D' INEGALITES LINFAIRES
AVEC DETERMINATION DES INEGALITES PEDOMDANTES
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I].METHODE DE DOUBLE DESCRIPTION POUR LA RESOLUTION DE SYSTEMES
D' INEGALITES LINEAIRES AVEC DETERMINATION DES INZGALITES
REDONDANTES .

-~ - - -~ n ~ Pl . - = -
Un cdne polyédrique convexe homogéne K dans R peut €tre défini indis-
tinctement comme 1'intersection d'un nombre fini de demi-espaces fermés homo-
génes ou comme la somme d'un nombre fini de demi-droites homogénes. On dit

alors que 1'on dispose d'une double description de K si 1'on connait, a la

- - hd . g - . - . P - -~ n
fois, un systéme fini d'inégalités linéaires homogénes dans R dont 1'ensem-

ble des solutions est &gal & K (systéme appelé représentation de K) .et un

ensemble fini de vecteurs de R dont 1'enveloppe linéaire positive est aussi

€gale a K (ensemble appelé ensemble de générateurs de K). Il est clair donc

que 1'on peut associer plusieurs doubles descriptions & un méme cOne polyé-
drique. |

La Méthode de Double Description (M.D.D.), considérée initialement
par T.S. Motzkin dans un but purement théorique, permet de déterminer un en-
semble de générateurs d'un cOne polyédrique K lorsqu'on connait une représen-
tation de K ou, de facon duale, une représentation de K lorsqu'on connait un
ensemble de générateuré de K. Fn d'autres termes, étant donné un systéme fini
d'inégalités linéaires homogénes, cette méthode permet de déterminer inducti-
vement un ensemble de générateurg du cone polyédrique défini par ce systéme.
Initialement 1'on dispose d'un ensemble de générateurs du cOne poly&dricme
défini'par certaines inégalités duisystéme d'origine (éventuellement, d'un ensem-
ble dé.générateurs de 1'espace totalimp). A chaque étape de la méthode une
nouvelle inégalité du systéme est incorporée, de sorte que 1'on a 3 déterminer
un ensemble de générateurs du cdne polyédrique qui résulte de 1'intersection
du cdne polyédrique défini par les Inégalitéds déja considérées, et du demi-es-
pace fermé associé a cette nouvelle inégalité. La méthode se termine lorsque

toutes les inégalités du systéme ont &té considérées. Cette méthode permet donc
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une démonstration constructive des théorémes Fondamentaux pour les Cones
Polyédriques (voir H. Uzawa [18] ).

Par la suite, T.S. Motzkin et Al. [15] ont proposé une variante de
cette méthode pour la détermination de toutes les solutions d'un systéme
(homogéne ou non-homogéne) d'inégalités linéaires, variante qui permet de

déterminer, a chague étape, un ensemble essentiel de générateurs du cOne polyé-

drique courant, ce qui réduit considérablement le nombre total de générateurs
déterminés au cours de 1'algorithme. Cet algorithme a éfé aussi considéré
par N.V. Chernikova [3,4] et V.G. Kuznetsov [13,14] .

Dans ce travail, on se propose, d'une part, de présenter de facon unifiée
la Méthode de Double Description pour la détermination de toutes les solutions
de systémes(homogénes ou non-homogénes) d'équations linéaires,d'inégalités 1li-
néaires et de systémes mixtes, et, d'autre part, d'établir des critéres pour
la détermination des inégalités redondantes. Ces nouveaux critéres permettent

de ne conserver, d chaque €tape de la méthode, qu'une représentation essentielle

du cone polyédrique courant, ce qui se traduit par une réduction du volume
de calcul demandé par la méthode. Plus généralement, on &établit des criteéres

pour la détermination d'une double description essentielle d'un cdne polyé-

drique K, @ partir d'une double description quelconque de K. Par ailléurs,

étant donné que le nombre total de générateurs déterminés du cours de 1'algo-
rithme dépend de 1'ordre dans lequel les différentes inégalités sont considérées,
on étudie des critéres pour le choix de la nouvelle inégalité. Concréfement,

a chaque €tape, la nouvelle inégalité est choisie, d'une part, de fagon & mini-
miser le nombre de générateurs engendrés et, d'autre part, de facon 3 rendre
redondantes le plus grand nombre d'inégalités parmi celles déja considérées au
cours des étapes précédentes. Un critére analogue pour déterminer a priori les

inégalités qui deviennent redondantes aprés 1'introduction d'une nouvelle iné-
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galité, a &té étudié par H. Greenberg [11] ; cependant, le critére de Greenberg
n'est valable que si le systéme ne comporte pas d'inégalités singuliéres.
Finalement, on applique la Méthode de Double Description a la détermination

de toutes les faces d'un polyédre convexe fermé défini sous une forme quelcon-
que. Des algorithmes de type simplicial ont été proposés par C.A. Burdet [2],
R.J.B. Wets and C. Witzgall [19] pour résoudre .ce probléme. En particulier, on
applique la Méthode de Double 3 la détermination de fous les points extrémes
(et les directions d'infinitude extrémes) d'un polyédre défini par un systéme
fini d'inégalités linéaires. Une méthode du type simplicial a été proposée

par M.L. Balinski [1] pour résoudre ce probléme. I1 est difficile de comparer
a priori les performances de cette derniére méthode et de la Méthode de Double
Description dont 1'esprit est différent. Cependant, lorsque le systéme qui dé-
finit le polyédre comporte un grand nombre d'inégalités redondantes, la M&tho-
de de Double Description avec Détermination des Inégalités Redondantes peut

s'avérer plus intéressante.
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Soient X, V¥ deux espaces vectoriels 3 n dimensions, en dualité

pour la forme bilinéaire : '
YX = ;21 yiX; ,‘X‘e X; YeV

Dans ce qui suit on considérera 1'espace X comme 1'espace des
vecteurs colomnes 3 n composantes réelles, 1'espace Y comme 1'espace des
vecteurs lignes 3 n composantes réellés, et la forme bilin€aire YX, comme
le produit matriciel habituel de deux vecteuré Y,X des éspaces Vet X
respectivement. Cependant, pour 1'interprétation géométrique des différents
résultats, on peut considérer les deux espaces X et ¥ comme en faisant um
seul, et la forme bilinfaire YX comme le produit scalaire habituel de deux
vecteurs.

1. ENSEMBLES POLYEDRIQUES ,
Considérons le systéme d'inégalités linéaires :
AX b . 1.1
oll A est une matrice m x n, b € X.

Les solutions de ce systéme définissent dans X le polyedre P,

intersection des m‘dem{;gspacesfﬁeaméa*:

AX by 5 i=1,...,m 1.2

Oh appelle seprésentation d'un poLyldre P, un ensemble fini
d'inégalités linfaires dont 1'ensemble deés solutions est P. Il est donc

évident qu'on peut associer plusieurs représentations a un méme poly&dre P.

Etant donné une représentation AX > b d'un poly&dre P, on

appelle hyperplan grontiere 1'ensemble des solutions de 1'équation :
A.X =b. : 1.3
i i
pour un certain i,

+ Nota : On dira poly&dre et on sous-entendra poly&dre convexe:
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On remarque qu'un hyperplan frontiére peut ne contenir aucun
point en commm avec le polyédre P. Par ailleurs, un hyperplan frontiére
peut contenir le polyédré P tout entier. Un hyperplan qui satisfait cette
dernidre propriété est dit singuliern. De méme, on dit qu'une inégalité . est
s4inguliere si 1'hyperplan frontiere correspondant est singulier.

2, FACES (FERMEES) DU POLYEDRE,

On appelle‘éade d'un polyedre P,flfintersectionvde P avec certains
hyperplans frontiére. L'ensemble vide est toujours considéré comme une face du
poly&dre P.

Si F est une face du poly&dre P, F lui-méme est un polyédre.
Par ailleurs, si F est une face de F, F est aussi une face de P.

Un poly&dre P est toujours une face de lui-méme. D'autre part,
si F, et F, sont deux faces de P, F.n F, est aussi une face de P.

La définition de face d'un poly&dre fait intervenir les hyperplans
frontiére et donc, la représentation du polyédre. Cependant, les faces d'un

poly&dre ne dépendent en fait que du polyé&dre lui-n€me. En effet, on a le
résultat suivant [24 Théoréme 2.4.7] : '

11 y a équivalence entre 1'ensemble des faces d'un polyé&dre P

et 1'ensemble des parties extrémales de P, ol W est wne partie extrémale de P
si

X o Xl ew = x,xew 2.1

0<x <1

J

En particulier, si W ne contient qu'un seul point, W est donc
un point extrime du polyddre P
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D'aprés la définitien d'une face, et du résultat ci-dessus, on

a donc que : le nombre de faces d'un poly@dre P est fini et ne dépend pas de
la représentation du polyédre.

3. CONES CONVEXES (HOMOGENES).

Un sous-ensemble- K de X est un cgne convexe si

¢ K } |
_ , => ‘>\1X1 + )\ZXZ € K 3.1
A1, Ay 2 0 r

Soit maintenant A un scus-ensemble de Y. On définit alors 1le
polaine de A, qu'on note A*, par :

Ar= {(XeX/AX20={XeX/YX20;V¥WeA 3.2
L'ensenble A* ainsi défini est un cOne convexe.

Si B est un sous-ensemble de X, on définit £'enveloppe conique de

B, qu'on note B., comme 1'ensemble de toutes les conbinaisons linéaires finies
positives (& coefficients positifs ou nuls) d'éléments de B. L'ensemble BL est
donc, le plus petit cOne convexe qui contient 1'ensemble B.

S1i K est un cbne convexe, un ensemble B tel que

K = BL 3.3

est appelé un ensemble de générateuns de K.

Remarque 3.1 : Les définitions ci-dessus se translattent de facon &vidente 2

1'espace VY.

Si K, et X, sont deux cOnes convexes, K1 *+ K, et K0 K2 sont
aussi des cOnes convexes. Par ailleurs, si K est un cbne convexe, K* (cOne
dual de K) est aussi un cOne convexe, et on a les relations suivantes :

==> K% ¢ K¥ 3.4

¢ K, 5 C Ky

1

* o= K¥q K% 3.5

(Ky + K)* = Ko Kb
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En particulier, si le cOne convexe K estiun sous-espace vectoriel,

on a que :
K = k* 3.6

Dans ce qui suit, on s'intéressera en particulier aux cOnes

convexes qui sont aussi des.polyédres i.e. aux cdines polyddiiques.

I, CONES POLYEDRIQUES .

L'ensemble des solutions d'un systéme fini d'inégalités lingaires
homogenes :

AX3:0;1i=1,...,n 4.1

est un cone polyédrique. Réciproquement,tout cone polyédrique est 1'ensemble

des solutions d'un systéme d'inégalités homogénes. En particulier, les faces
d'un cbne poly&drique sont aussi des cbnes poly&driques (&ventuellement
réduits a {0}).

Remarque : Tous les hyperplans frontiere d'un cbne polyédrique K ont une inter-
section non vide avec K (éventuellement réduite a {0}). '

Tout cbne polyédrique K dans X, est donc de la forme :
K = A* . 4,2
ol A est un ensemble fini d'éléments de ¥ : A= {A; €Y ; i =1,...,m},

D'aprés la relation (K1 + KZ)* = K? n K§, vérifiée par les cOnes

convexes en général, on a donc que :

K = A = ((A)L)* 4.3
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5, THEOREMES FONDAMENTAUX POUR LES CONES POLYEDRIQUES.

Lemme de Farkas.

Si A est un ensemble fini d’éléments de ¥, alors :
A% = (AR)* = AL 5.1
ou de fagon équivalente :
YeV/YX20lorsque AX 20} ={YeV /Y =UA Uz 0}

Théoreme de Minkowskd.

Etant donné un ensemble 4ini A de vectewws de V¥, AL existe un
ensemble §ini B de vecteuns de X tel que : o

A* = BL - 5.2
L.e. tout chne pokytdrique a un ensemble fini de générateuns.

Theoreme de Weyl.

Etant donné un ensemble fini A de vecteurs de V,' AL existe un
ensemble §ini B de vecteuns de X tel que :

AL = B* 5.3

L.e. tout cone convexe avec un ensemble find de générateuwrs est un cone
polydrique. ' ‘ ‘

D'aprés les théorémes ci-dessus, on peut définir indistinctement
un cone polyédrique comme 1'intersection d'un nombre fini de demi-espaces

homogénes ou comme la somme d'un nombre fini de demi-droites homogénes.

On dira qu'on dispose d'une doubfe description d'un cone

polyedrique K, lorsqu'on connait 3 la fois un ensemble fini A c Y et un
ensemble fini B ¢ X tels que : '
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P A
K:A"{'::B 5.4

D'aprés le lemme de Farkas et la propriété 4.3 ci-dessus,
on a que :

Proposition 5.1
S{ K est un cdne polyldnique ted que :

K = A% = BL

alons :

et néciproquement.

D'aprés ce résultat, lorsqu'on connait une double description
(A*, BL) d'un cbne polyédrique K, on connait en méme temps une double descrip-
tion (A% , B*) de son cOne dual K*.

6. DIMENSION ET LINEARITE D‘UN CONE POLYEDRIQUE.

Soit K un cBne polyé&drique, et soit [K1 £'enveloppe £inZaire de K
i.e. [Kl, le plus petit sous-espace vectoriel de X qui contient K, on définit
alors la dimension de K, qu'on note dim(K), par :

dim(K}=diﬁ([K]) 6.1

Soit par ailleurs, 1K[, le plus grand sous-espace vectoriel de X

contenu dans K. On appelle IKI[ la partie £inéaire de K, et on définit la
Lingarnite de K, qu'on note 1lin(K), par :

lin(K) = dim(IKD) 6.2

Proposition 6.1

Si{ K est un cone polyedrique, alonrs :
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i) K]l =K + (-K) R : ‘ 6.3

ii) IKI

K o (-K) 6.4

D'aprés cette propriété, si K = A* = BL on a d'une part :

[K]1 = BL + (-B)L = (Bu(—B,))Z a5
et donc : |

dim(K) = rang B | 6.6
et d'autre part :

IK[ = A*x A (-A%) = AL 6.7
d'ou :

lin (K) = n - rangA 6.8

Finalement, on a que 1a partie lindaire IK[ de K est

1'ensemble des solutions du systéme d'équations :
AX = 0E A%) o , 6.9

et par conséquent, IK[ est la face du cOne poly&drique K de dimension
minimale.

D'aprés la proposition 5.1, et les résultats ci-dessus, on a
que :

Proposition 6.2
S4 K est un cone polyedrique, alons :
dim(K) + 1in(KX*) = n = dim(K*) + 1in(K) 6.10

ol n est La dimension de L'espace.
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D'aprés cette propriété, dans le cas particulier ol le cdne

poly&drique K est un sous-espace vectoriel, on a que :
dim X + dim K* = n ' 6.11
propriété classique des sous-espaces vectoriels.

Un cbne poly&drique K est dit : sofide si dim(K) = n, salllant
si 1in(K) = O (i.e. sommet réduit 3 1'origine). Par conséquent, d'aprés
la proposition 6.2, un. cbne polyeédrique K est saillant si et seulement

si son polaire K* est solide.

PnoBoAiixon 6.3

S{ K est un cone polyedrnique dans X ; alons :

~

K=II®K 6.12

~

K=K a QK in@© = 0) 4 | 6.13

i.e. tout cOne poly&drique peut &tre exprimé comme la somme orthogonale

de sa partie linéaire et d'un cOne saillant.

7. TABLEAU DE DOUBLE DESCRIPTION,

Soit K un cdne polyédrique, et supposons que 1'on dispose d'une
double description (Af,(BJ)L) de K i.e.

K = &f = ()¢ 7.1

On définit maintenant une partition de 1'ensemble BJ de générateurs

de K en une partie linéaire BJ et une partie conique BJ suivant que les

€léments de BJappartiennent ou non 3 la partie linéaire IK[ de K.




11.9

: De méme, on définit une partition de 1'ensemble d'hyperplans
frontiére‘Ai,.en unéapartie singuliére Ap et une partie non-singuliére
Af, suivant que les hyperplans fronti€res soient ou non singuliers.
Concrétement, les inégalités singulidres correspondent aux in€galités
satisfaites en égalité dans le systéme d'inégalités AX x O, dont les

solutions définissent K.

D'aprés les définitions ci-dessus, il est facile de vérifier

les relations suivantes :

J

i) AB" =0 i.e AB =0 ;Viel, Vjeld. 7.2

ii) AB) = 00 i.e AB =0 ;viel, Vjed. 7.3
i

iii) A58 = M > Die ABI z0;viel, Vied. 7.4

ol les [] sont des matrices dont les él1éments sont nuls.et M est une matrice

non-négative dont aucune ligne ni colonne n'est identiquement nulle.

On peut résumer les relations ci-dessus, sous forme du

Tableau T : .
P |

A R
gy

avec M > [. On appelle T, fe Tableau de Double Description du Cine

polyedrique K.

- Remarque 7.1.

D'aprés la proposition 5.1,si K est un cne polyedrique tel que
K = A% = B4 alors K*¥ = AL = B* et réciproquement. Par conséquent, lorsqu'on
dispose d'un Tableau de Double Description d'un cOne poly&drique K, on
disposeen méme temps d'un Tableau de Double Description du cOne dual K*.
Par ailleurs, d'apré&s les relations 7.2, 7.3 et 7.4, on peut identifier
les générateurs dans la partie linéaire de K [resp. de K*] et les hyperplans
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singuliers de K* [resp. de Kl et donc les générateurs de la partie conique
de 1'un, avec les hyperplans non singuliers de son dual, ce qui justifie

la notation "—'" et "A" pour les différentes ‘ensembles d'indices dans le
tableau T.

8. ENSEMBLE ESSENTIEL DE GENERATEURS D’UN CONE POLYEDRIQUE.

“Soit K un cbne poly&drique dans X et soit BY un ensemble
(fini) de générateurs de K i.e.

K= (B)L 8.1

Un €lément Bk de BJ est dit nedondant dans BJsi :

@)t = @ 8.2
Proposition 8.1

SL BJ est un ensemble de génlrateuns d'un cine polyédrique K,

un éLément Bk & BJ est nedondant daM.BJ AL et seulement A4 :

- 7 B 8.3
jeJ-k “
Ajao;jeJ~k 8.4

i.e. si et seulement si, Bk est positivement lin€airement dépendant des
{BY/j € J-k}.

Proposition 8.2

SL BJ est un ensemble de générateuwrs du cone polyidrique X,

un GLement l§k e B st nedondant dans B) 5i ot seutement 54, BN est nedon-
dant dans BJ '

i.e. si et seulement si :




B¢ = J_ ijj 8.5

Proposition §.3

Si B est un ensemblLe de génénatewws d'un cone polyedrnique K,

alons :

K[ = (BJ)L, : g.6
ot K[ est La partie Einéaine de X.
Proposition §.4

SL BJ est un ensemble de générateurns d'un cone polyedrique
K, un 2lement Bk € BJ est nedondant dans BJ si et seulement si :

BX =X+ J. AjBJ 8.7
avee X € IKI.
Un ensemble B de générateurs d'un cOne polyé&drique K est dit
essentiel si aucun de ses &léments n'est redondant dans B. En particulier,

si le cOne poly&drique K est un sous-espace vectoriel de X, un ensemble

essentiel de générateurs de K est appelé une base positive du sous-edpace K.

9., BASES POSITIVES D'UN SOUS-ESPACE VECTORIEL,

Soit S un sous-espace vectoriel de dimension d de X.
La cardinalité des bases positives de S, contrairement aux bases linéaires
(au sens habituel), varie entre d+i (bases positives de carndinaliite minimale)
et 2d (bases positives de cardinalité maximale). Dans ce qui suit, on s'inté-

ressera particuliérement aux bases positives minimales et aux bases positives

maximales du sous-espace S.
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Proposition 9.1

si 1Y, ..., BY) est we base Lindaine (au sens habituet) du
sous-espace vectorniel S de dimension d de X alons :
oyl d ,1 d ..
i) B ,...,B ,-B,...,-B "} est une base positive de
candinalite maximale de S.

i) ', ...,8%, 397y avee :
d .
pd*1 = = ¥ B 9.1
=t
Aj>0;j=1,...,d 9.2

est une base positive de cardinalité minimale de S. En particullern, dans
(9.2), on peut considéren :

As=1 33 =1,...,d 9.3

Proposition 9.2

siB=1(8,...,8%, B3} est e base positive (de cardinatitz

minimale) du sous-espace vectoriel S de dimension d, alons :

B\ {85

ot B € B, est une base Rindaire (au sens habituet) de S.

10, DETERMINATION D'UME BASE LINEAIRE D'UN SOUS-ESPACE VECTORIEL
DEFINI PAR UN SYSTEME D’EQUATIONS HOMNGENES,

Soit S un sous-espace vectoriel de X défini par :

PR
S—AI 10.1
AI = {Ai e¥Y ;iel}, I={1,...,m

i.e. S est 1'ensemble des solutions du systéme homogéne de m équations

linéaires :




AX=03;i=1,...,m 10.2
Proposition 10.1 :
A;;T est nedondante dans A;kp) (L.e. A;;1_) A;kp)) 84 et seulement
A4 Ap+1 € [AI(p)] (i.e. A.p.+1 linéairement dépendant dans AI(p))‘

On définit maintenant un algorithme pour déterminer une
base linéaire du sous-espace vectoriel S :

ALGORITHME :

Supposons qu'a la fin de 1'étape p (p>m) 1'on dispose d'une base
linéaire BL(p) du sous-espace Af} ) des solutions des p premiéres €quations
du systéme (10.2) (BL(O), base ligéaire (canonique par exemple) de 1'espace
total X)

Etape p+l :

>

i) Si Ap+1BL(p) # 0, aller en ii)_  Sinon : Ap+1BL(p) =0
. 4 _
O est redondante (i.e. AI(p+1)_A&(p))

1'équation Ap+1 X
et donc : ‘
- Faire : BL(p+1) = BL(p)

- Aller en iii).

i) AB"®) # 0. choisir 85 ¢ B"®) te1 que : a, B¥ £ 0

p+1

et construire BL(p+1) de la facon suivante :

1- B9 ¢ BV 55 Bl ¢ BLOP) o A8l =0
2- B € BL(p+1)-si Bj est combinaison linéaire de Bk et
B¢ @t ¢ LP) k. Ap+1Bf # 0) telle que :

J 2
Ap+1B =0
iii) Si BL(p+1) # @, passer a 1'étape suivante avec p = p+1
si pb(P*!

=@, Fin : {0} est la seule solution du systéme
(10.2). '
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Interprétation de 1'Algorithme.-

Considérons le systéme d'équations homogénes dans R" :
AX =0 iel ={1,...,m} 10.3

oll 1a matrice AI est de rang r (rs<n).

Supposons d'abord que les r premiéres €quations du systeme

(0)

(10.3) soient lindairement indépendantes,et considérons le tableau initial T :

m

o
-~ S

”P‘IH Ti]

L(o) n
- ____QIU 1 10.4

Tapl ]
AIB.__,.._._

b

!

)

dont la partie supérieure est une base linaire quelconque de 1'espace total
R’ et dont la partie inférieure est le produit matriciel de la matrice des
coefficients du systéme et la matrice de base BL(O) . ‘

Etape 1 : supposons que le vecteur pivot soit la premiére colonne de BL(O)

(0)4 TON

ie. T ntl T A1 (B )1 # 0 (i.e pivot non nul) (quitte 3 faire éventuellement
o)

une permutation de collonnes de T ). Formons alors le Tableauq‘) de la fagon
suivante : -

(M, ()
el

j=1 10.5
( (Uj (0). (0) . : -
T°=Thsi T, =0 10.6
(1)3 (0)1 (o) .
p1: ] TJ= o T'+a, T (0) ;
si T, 10.7
(1) ; §
%5 cR (a1,ajf0) tels que : Tni1 =0
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et de facon générale :

(p)

Etape p+1 : Si0gspsgr-1, on peut supposer que T p+1 # 0 (i.e. pivot

n+(p+1)
non nul) (quitte d faire éventuellement une. permutation dans les n-p derniéres
colonnes de ). Formons donc le tableau % de la facon suivante :
(p+1)j (p)j
1< jsptt T = T

( (p;13 ®; @

10.9

#0 10.10

10,11

= J < J = .
.T ) S1 Tn+(p+1) 0
(p*1) ®) ., () .
. ) _ 1
j> pt 4T )= ape1 T P ety T J
ap+1, o € R.(ap+1, aj # 0) tels que: .(p)j
(p*1). St Tnd pe1)
T 4 = 0
n+(p+1)
\ (p)
A la fin de 1'é€tape p on aura donc un Tableau T de la forme :
pLr PRI
P n.p r ) n_r
vone. - M — .——L‘._._.“ —— N
(p) (p)
- T -
Pib r
T
m_p ma
2) b)

dont les n-p dernidres colonnes du Tableau 10.11 a) définissent une base

linéaire‘BL(p) du sous-espace vectoriel déterminé par les p (p < r) premiéres

équations du systéme 10.3 et dont les n-r colonnes du Tableau 10.11 b) définis-

sent une base linéaire BL(T) de sous-espace vectoriel déterminé par les r pre-

mieres (et donc par toutes) les équations du systéme 10.3.(En fait, les m-r

derniéres €quations du systémes (10.3) sont donc redondantes).
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Si BL(O) = Inxn (base canonique de RY), a la fin de 1'étape T
(p=r), la partie supérieure du tableau 1’ nous donne 1a matrice de post-
multiplication de Gauss pour la triangularisation inférieure de la matrice
A; du systéme (10.3), toujours sous 1'hypothé&se que les r premiéres lignes
de Aj sont linéairement indépendantes  (Méthode d'Elimi ?tion par Colonnes
de Gauss). En outre, la partie supérieure du Tableau est, 3 une permu-

tation de colonnes prés, une matrice triangulaire supérieure,d diagonale
L(o) _

_ nxn’
triangulaire supérieure 3 diagonale unitaire'si dans 1'algorithme ci-dessus

unitaire lorsque B En fait, elle est exactement une matrice
on ne fait pas de permutations de colonnes pour déterminer un pivot non nul.
Exemple : considérons le systéme d'équations\homogénes :

Xq * 2x2 + 3x3 =0

10.12
x1 + 2x2 + Sx3 =0

Zx1 + 4x2 + 8x3 =0
In' ]
100 1+-2 -3 1-34—%
t
010 0,1 0 00 : 1
001 00 1 0 110
- T - +
@23 1,0 0 1 01 Q
i » i
125 1: 0 2 1@, 0
2 48 2,0 2 2 2.0
] 4

Remarquons, par ailleurs que la derniére colonne de la partie
supérieure du tableau final, ( 1),est une base du sous-espace vectoriel défi-
ni par le systéme d'équations 10.12.

Cas général : Si le systéme (10.3) est de rang r mais les r premiéres
équations ne sont pas nécessairement linéairement indépendantes, on a les
memes réig}tats que c%ﬁiessus si 1'on convient de remettre 3 1% §%n du
Tableau T 1la ligne Tn+(p+1) lorsqu'a 1'é€tape p+1 (p+1 < 1) % J =0
. n+(p+1)
Vj € {p+l,...,n}, et de considérer donc, 3 1'étape p+1, la ligne n+(p+1)
du nouveau tableau. On rep€te ce procédé T}SQ_U'é 1'obtentjon d'une ligne
n+(p+1) telle que : 1j € {p+1,...,n} : ( ni(p+1) # 0, ou %) est le dernier
tableau T consi%é € dans ce proc&dé. Autrement dit, si & 1'étape p+1
(pt1¢r) on a que %ni(p+1j =0 Vj ¢ {p+1,...,n}, on convient de remettre la
(p*1)éme équation (qui devient en fait redondante) 3 la fin du systéme (10.3),
jusqu'a 1'obtention d'un pivot non nul.
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Remarque 10.1 : Dans 1'algorithme décrit précé€demment pour la détermination

d'une base BL(HD du sous-espace vectoriel défini par le systéme de m &équations 1li-

néaires homogénes:(10.2), on ne conserve en fait, 3 la fin de 1'étape p+1,

que les colonnes du tableau p%1) dont la partie supérieure est un élément

de BL(p+1) i.e. les colonnes définies dans (10.9) et (10.10). D'autre part,on peut
utiliser le méme schéma de calcul que ci-dessus (10.4) pour déterminer une telle base

linéaire BL(HD, sans effectuer né€cessairement les permutations de colonnes

lorsqu'on détermine un pivot non nul.

Exemple : Déterminer une base lin€aire du sous-espace vectoriel défini
par le systeme d'équations :

I
o

Xy - sz + 3x3

Xy - 2x2 + 4x3 =0

3
100 2 -3 2
010 1 0 1
001 0 1 0
——————— + o S ——— + j——
@2 3 0 0 0
1-2 4 o @ 0
2-4 7 0o 1 0
et la base lin€aire de sous-espace est : [

S =

Méthode d'Elimination Compléte.

Soient BL(O)

une base quelconque de 1'espace total R" et considé-
, n :
rons le tableau :

)

L[L) 0 10. 13
|

—
}
N e
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ol AI est la matrice des coefficients du systeéme (10.3),'rang (AI) =7

Supposons d'abord que les r premi€res équations du systéme (10.3)

soient linairement indépendantes, et définissons 1'algorithme suivant :

¢

(p)
Etape p+1 : si o < p s r-1, on peut supposer que : Tn521+1) #0 i.e.

pivot non.nu% fqu1tte a faire une permutatlon dans les (n-p) derniéres
colomnes de T). Formons donc le tableau pT de la facon suivante :

10.14

10.15

: @) @)
J=pt1 ¢ T = T
[ (p*1); (p) ) ;
S J s J -
T ™= T7,s1 Tn+(p+1) =0
. (p+1) . (p) (p):
JAp o T s e TP e T
(p+1)3 (P)j
up+], o € R.(up+1, a; # 0t.q. Tn+(p+1) <0 isi Tn+(p+1)#0
S
\

p
A la fin de 1'étape p on aura donc un tableau T de la forme :

P n-p r n-r1
N -\
n n
(n) _ ()
T= T !
P{ 1 rz I
m i m
I [
1
a) per b) pyr

i0.16

10.17

dont les (n-p) derniéres colonnes de la partie supérieure du tableau 10.17 a)

définissent une base lin€aire BL(p) du sous-espace vectoriel déterminé par

les p(p<r) premiéres équations du systéme (10.3). Par ailleurs, les (n-1)

dernidres colomnes du tableau 10.17 b) définissent une base linaire du sous-

espace vectoriel déterminé par le systéme (10.3).

Si le systéme (10.3) esr de rang n et ne comporte que n égquations,
la partie supérieure du tableau T nous donne (si B Lo) . =1 base canoni-

nxn?

que de R" } la matrice de post multiplication de Jordan pour la diagonalisation

de la matrice A; des coefficients du systéme (10.3).
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Cas général : 51 le systéme (10.3) est de rang r mais les r premiéres
€quations ne sont pas linfairement indépendantes,’on a les mémes résultats
que ci-dessus si 1'on convient, comme dans le cas généfg} de la mét?o e

de triangularisation, de remettr 4 la fin du tableau T 1la ligne ¥p+1
lorsqu'a 1'étape p+1 (p+i¢r) : - ?;11
1l'obtention d'un pivot non nul, ce qui revient 3 remettre 3 la fin du

=0Vj e {p+1,...,n} et cela, jusqu'a

systéme (10.3) les équations qui deviennent redondantes au cours de 1'algo-
rithme.

Exemple : Considérons le systéme d'équations homogénes :

Xy - 2X, *+ 3x3 =0
Ixy = Ax, ¥ bx; = O
Xy * o x; =0
100 12-3 1 2 -3 o 2 -1
010 010 010 11 1
001 00 1 0 0 1 0 0 1
- ——— > e ——— e > | ememmm—— > |m——————
@2 3 10 0 10 0 -2 0 0
2-4 6 200 1 (-2 020
101 12—2) 2 00 -4 0 0
et on a bien :
1 -2 3 0 2 -1 -2 0
1 0 1 11 11=1 0 20
2 -4 6 0O 0 1 -4 0 0

1 .

Nota :on a signak¥avec(*)1'équation qui devient redondante au cours de

et {{-} J} est une base de sous-espace des solutions du systéme.

1'algorithme.
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On verra maintenant des applications de ces méthodes 3 la résolu-

tion de systémes d'équations linéaires non homogeénes.

Résolution de Systémes Non-Homogénes d'Equations linéaires.

. . - Y -~ - . . - - n
Considérons le systéme non-homogéne d'équations lin€aires dans R :

AIX = bI ‘ 10.18

oﬁ.AI est une matrice (mxn) et bI e R". Les solutions du systéme (10.18)
définissent une variété linéaire V (éventuellement vide) dans Rn.

Theoneme 10.1
La négle :

(X | AX = by {(}) | AX - bt =0) 10.19
définit une corrnespondance biunivogque, monofone par rapport a L'inclusdion,
entre Les varnidtes Lindaines non-vides V dans X ef Les sous-espaces vectoriels
S de (X,t] dont £'intensection avec £'hyperptan {(}) | t = 13 de ce dernier

espace est non-vide.

Démonstration.

a) Soit V une variété linéaire non vide dans X définie par :
V={X| AX=0b}

0 0
Soit X € V. 1I1 est clair que (X,1) appartient au sous-espace vec-
toriel S de (X,t) défini par :

S={() | AX-bt =0
dont 1'intersection avec 1'hyperplan {(i) | t =1} est non-vide. Réciproquement,
si le sous-espace vectoriel S de (X,t) défini ci-dessus contient un point
o
(X,1), alors % e X | AX = b} et V est non-vide.

b) Montrons maintenant que la transformation

{XIAX=b}~+{()é) | AX - bt = O}
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est monotone par rapport 3 1'inclusion. Soit donc {X | AX = b} un sous-ensemble

non-vide de {X | CX = d}, et considérons

i

e{(fc() | AX - bt = O}.

+O O

o0 . : :
Sit #0, alors X/t € {X | AX = b} & {X | CX = d} et donc :

(%,%) € {(?) | CX - dt = 0}. Si £ - 0, alors AR=0ectona que :

N O
X+ X e {X| AX=b} V¥ e R, ol X est un vecteur arbitraire de {X | AX = b},

0] ) - 0
et donc : X +2X e {X ] CX=d} VA eR i.e. CX + ACX = d, V) € R.

Par conséquent, puisque X e {X | CX = d}, on a que Cg = 0 et finalement :

0
(X,0) € {(}) | ¢ - dt = 0}.
c) D'aprés la partie b) la transfofmation :

X | AX=b} > {(D) | AX - bt

0}

est bien définie. En effet, si {X | AX = b} = {X | CX

() | A -bt=0r=1) | ox-dt=o.

d} alors

d) La transformation {(i) | AX - bt = 0} > {X | AX = b} est monotone par

rapport a4 1'inclusion. En effet :

X € {X | AX = b} si et seulement si (?) € {(i) | AX - bt = 0}

e) D'aprés d) 1la transformation;{(i) | AX - bt = 0} » {X | AX = b} est donc

bien définie.
Le théoréme est donc démontré.

Remarque : Etant donné une variété linéaire non-vide V dans X, on peut, d'aprés

le théoréme 10.1, lui associer un sous-espace vectoriel S unique dans X,t) dont

1'intersection avec 1'hyperplan -Ki) | t =1 de cet espace est non-vide, et

réciproquement. On peut donc exprimer la correspondance induite par (10.19),

sous la forme :

V. >S(V)

]
wn

S~ V(S)

1}
<

10.20

10.21
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V(S) = (X | () e s} 10.22

Les résultats ci-dessus nous permettent de ramener le probléme de
résolution d'un systéme non-homogéne d'équations lin€aires dans R™ 3 un proble-
me de résolution d'un systéme homogéne dans R™ 1. Concrétement, dans la résolu-

tion du systéme non-homogéne (10.18), on considére le systéme homogene :

AIX - bIt =0 10.23

qui résulte du systéme (10.18) lors de 1'adjonction d'une variable supplémen-
tiare t € R.

Remarque : D'aprdsle théoréme 10.71, il est clair que si le systéme non-homo-
géne (10.18) est consistent (i.e. V # @) ; une &quation quelconque de ce sys-
téme est linéairement dépendante si et seulement si 1'€auation homogéne corres-

pondante est linéairement dépendante dans le systéme homogé€ne associé (10.23).

Par ailleurs, le systéme d'origine (10.18) est consistent si et
seulement si by € [{A% 1 j=1,...,n11 i.e. si et seulement si :

rang (AI) = rang (AI,bI) 10.24

Supposons maintenant que le systéme (10.18) soit de rang r (rsn).
L'algorithme défini précédemment pour la détermination d'une base lin€aire d'un
sous-espace vectoriel défini par un systéme d'é€quations homogénes, nous permet
de déterminer tme base BL de cardinalité (n-r+1), du sous-espace vectoriel
S(V) delR def1n1 par le systeme (10.23). D'autre part, le sysEeme (10.18)
est consistent si et seulement s'il existe au moins un vecteur B © ¢ B tel
que Bn+1 # 0. Par conséquent, d'aprus (10.22), la solution générale du systeme
d'origine (supposé consistent) est de la forme :

n-r+1

¥4
z o, B
e=1 L
X. = ci=1,...: 10.25
1 n-r+1 2
F ap B
221 n+1

Q
™
e
o)

I

Tyeee,(n-1+1)
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Par ailleurs, on peut considérer, sans perte de généralité,

L

que ‘tous les vecteurs Be € B~ sont tels que BK+1 # 0. En effet, s'il existe

Bk € BL tel que Bk 7 0, .11 suffit alors de remplacer Bk par (B +BJ) ol
B ¢ BL J 1. # O (si le systéme d'origine (10.18) est consistent il existe
au moins un B’ € BL avec BJ+1 # 0). La solution générale du systéme (10.18)

est donc de la forme :

= — s £ = 1,0..,(n-1+1)

n+] ‘ 10.26

ap €R £=1,...,(n-r+1)

Exemple : Déterminer la solution générale du systéme non-homogéne :

_‘H
+
N
bl
o
ol
TN
+
ted
~
]

1
(3]

+ - +
Zx1 X, 3x3 Xy
Considérons le systéme homog€ne associé :

x1 - XZ - 2x3 ~ x5 =0



~ o~ - <

— ~ — N

—~ = N 4 ~ o+ +

-t + + ~ (9] ~ o~

~— ~ o~ um N — —

LN LN e — N

] e N il g} 1

1] I 1 1] 1]

88 =l T &8 & F SN ONO
1.0 0 0 O O 1 0 0 1 0 0
o 1 0 0 O O o0 1 0O 0O 1 O
O 0 ¥ 0 O 0 0 0 1 0 o0 1
o0 o0 1 O T 0 0 0 0 -3 -1
O o0 0 0 1 o 1 -1 -2 1 -1 =2

e -

1 -1 -2 0 0O 0 0 O 0 0
1 2 -1 1 -1 @O o 1 0O 0 0
2 1 -3 1T =2 oo 1 0 1 * 0 0 0

Nota : Au-dessus de chaque tableau on a détaillé les différentes opé€rations
réalisées sur les colonnes du tableau précédent. D'autre part, on a signalé
avec (*) 1'équation qui devient redondante dans le systéme homogéne, et donc
dans le systéme d‘origine, lors de 1'introduction d'une nouvelle €quation
du systéme au cours de 1'algorithme.

Ia partie supérieure du dernier tableau nous donne une base linéaire du sous-

n+1

espace vectoriel S de R défini par le systéme homogéne associé au systéme d'

d'origine. La vari€té linéaire V (de dimension 2) est donc constitué des vec-
teurs X de R” de la forme :

3

3
z o =
=1 ¢
ol : {1 N
~ |0 ~2 1 ~2 1N
Br=lnl 83 =1 P = 1p
0 j 3 +1/2
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Commentaires

Dans la résolution de systémes d'équations linéaires (homogénes ou
non-homogénes) au moyen des méthodes décrites précédemment, il est intéres-
sant de choisir la ligne de pivotage dans le tableau (g)(i.e. la nouvelle
équation 3 1'étape p+1) comme celle qui comporte le plus grand nombre d'é1é-
ments nuls, de fagcon a diminuer le nombre total de combinaisons linéaires
de paires de.colonnes calculées au cours de’1'algorithme. Par ailleurs, il

est évident que les &quations caractérisées redondantes au dours de 1'algo-

rithme peuvent €tre €liminées du systéme.

11, REPRESENTATION ESSENTIELLE D'UN SYSTEME D’INEGELITES
LINEAIRES, (+ | “ |

Soit K un cbne polyédrique dans X défini par :
K = A¥ 11.1

1

Une contrainte A?, T € I, est dite nedondante dans A% si:

A = N 11.2

Proposition 11.1 [Lemme de Farkas]

Une contrainte A?, r € I, est nedondante dauns Af 84 et seulement

A4 @

A = ) A 11.3
T jel-r 1
Ay 3 O;iel-r 11.4

(f) Nota : Désormais on dira indistinctement inégalité ou contrainte.
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Remarque 11.1
Si K est un cOne polyédrique;'alors :

K = A} si et seulement si K* = (AI)L

Par conséquent, d'aprés les propositions 8.1 et 11.1, on a que :

Une contrainte A%, r € I, est redondante dans A%, si et seulement si, A, est

redondant dans AI.

Par ailleurs, du fait qu'on peut identifier les contraintes

singuliéres [resp. non-singuliéres] de K = A%,'aux générateurs de la partie

linéaire [resp. coniquel de K* = Aé, on a des résultats analogues 3 ceux de
la Section 8, pour caractériser les différentes contraintes qui définissent
un cone polyédrique :

Proposition 11.2
Soit K un cone polyédrique tel que

K= Af

Une contrainte A?, r € I, est nedondante dans A%, 84 et seulement 34,

A% est redondante dans A*.
I

Par ailleurs, du fait que JK*[ = A%, on a que :
I

 Proposition 11,3

S{ K est un cone polyédrique tel que :

K = A%
alors :
K] = A% = A

o = gt 11.5

=] Sk
H
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i.e. le sous-espace engendré [K] est 1'intersection des demi-espaces
singuliers.

Si K est un cOne polyédrique tel que K = A¥, on dira que A‘i est
une hreprésentation essentielle du cone polyedrique K, si aucune contrainte

A’I':‘, T € I, n'est redondante dans AI"

12, TRANSFORMATION D'UN SYSTEME D’EQUATIONS LINEAIRES EN UN
SYSTEME D'INEGALITES LINEAIRES. -

Considérons le systéme d'équations linéaires homogénes:
AX=0;iel={l,...,m} 1249

dont 1l'ensemble de solutions est le sous-espace A'IL, A;:' = [AI]J,‘ ol [AI]’

est le sous-espace engendré par les lignes de la matrice AI'

Soit maintenant B un ensemble de générateurs (au sens positif)
du sous-espace vectoriel [AI] i.e. [AI] = BL., On a donc :

A'%' = [AT* = (BY) " = B*i.eB‘est une représentation du sous-espace vecto-
riel A"IL. Par ailleurs, si B est une base positive du sous-espace vectoriel
[AI], B* est une représentation essentielle du sous-espace vectoriel A‘IL.

D'aprés la proposition 9.1, deux représentatiors essentielles
du sous-espace K;‘ sont particuliérement intéressantes :

Représentation Essentielle Maximale de A';' :

AiX;O iet

12.2
-AX %0 ied
Représentation Essentielle Minimale de A';"
AX>0 el
12.3

) AAX 20
- . 11
1€
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ol Ay est un sous-ensenble de rang maximal de AI’ et les Ai(ieY)
des constantes strictement positives fixées arbitrairement (&ventuelle-

ment, Ai =1; Vie T).

Remarque 12.1.

Les résultats ci-dessus nous permettent de transformer les
systémes d'équations homogenes en un syst&me d'inégalités homog&nes
équivalent. )

13, DETERMINATION D’UN ENSEMBLE DE GENERATEURS D’UN CONE

POLYEDRIQUE : IDEES DE BASE DE LA METHODE DE DOUBLE
DESCRIPTION

Soit K un cOne polyédrique dans X défini par le
systéme d'inégalités linéaires homogénes :

AX20;iel={1,...,m ' 13.1

Supposons que 1l'on dispose d'un ensemble BJ(p)(BJ(p) #0) de
générateurs du cdne polyédrique A%(p)’ déﬁigi par les p premiéres
ipégalités du systéme (13.1) (sip =0, B est un ensenble de générateurs
au sens positif, de l'espace total X). Un ensemble gl (P*1) ge générateurs

du cone polyé&drique A%(p+4) peut &tre défini par :

i) Si A*® [resp. AL x i % =A%

) e p p+1] est redondante dans AI(P+1) (i.e AI(p+1) AI(p))’
alors :

g (1) _ 5J(p)

c oy e A L . B .
ii) Si Aﬁ+1 {resp. Ap+1]' n'est pas redondante dans Af(p+1)’ alors :
(5 g ; ; )
B} ¢ B (p) : Ap+1BJ 3 0 [resp. Ap+1 B} _ 0]
I (D) _ppIGh) piCh) oy ghygk yja KR B pK ¢ pT(P)
p+l p+1 r
h
Ap+1B <0
k
Ap+1B > 0 |
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- J (p+1 - Y
i.e. 3/ (P*1) est constitué d'une part des générateurs BJ, B) « BJ(p),

- . ; 2 AK* ' L
qul sont dans le demi-espace fermé Ap+1’ (resp. dans 1 hyperplan.Ap+1), et

d'autre part, des combinaisons linéaires positives BJ(k’h), des vecteurs

k h

h .k J s .
B et B" (B', B ¢ B (p)) Situés de part et d'autre de 1'hyperplan frontidre

» combinaisons telles que A;1.Bj (h) 0.

Ap+1

Remarque 13.1.

si A Bl <ovBd e 3P, 1'ensembie 87 P*1) gsterming

- p+1 .
en 1i) est vide, et {0} est la seule solution du systéme 13.1.

L'ensenble B (P) (de générateurs du cdne polyédrique A¥( ))
considéré ci-dessus, n'est pas nécessairement essentiel. Par ailleurg,

méme dans le cas ol BJ(p) est essentiel, et du fait qu'on considére dans
11) toutes les combinaisons linéaires positives Bj(k’h), 1'ensemble BJ(p+1)
qui en résulte, n'est pas nécessairement essentiel. On verra plus loin,

des critéres qui permettent de déterminer, a chaque &tape de la méthode

ci-dessus, un ensemble essentiel de générateurs.

14, CARACTERISATION DES FACES D’UN CONE POLYEDRIQUE,
Soit K un cone polyédrique dans X défini par
K = Af = (BJ)L 14.1

Les faces (fermées) F d'un cbne polyédrique K sont-elles
aussi des cOnes polyédriques, contenus dans K. Par ailleurs, étant
donné que les faces d'un cOne polyédrique K correspondent aux sous
ensenbles extrémaux de K, on a que :

v

X= ) 2Bl eF
jeJ

Aj 305V ed b= B e 14.2

A >0 jO €d

i )

ol F est une face quelconque de K.
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Déééniiion 14.1

Soit Bl ¢ BY. On dit que BT deétermine wie face de K (K = (B)L)

84 La plus petite face de K qui contient B ne contlent aucun authe éLément
J
de B™.

Proposition 14,1

soit Bl ¢ B tet que BY deternmine ane face de K. Alons, si F est

La plus petite face de K qui contient BH, on a que :

|
gl =8lar |
\
&) F = BHL
Dem : La propriété i) est une conséquence immédiate de la définition 14.1. |
La propriété ii) résulte du caractére extrémal de F.
Pnopééizion 14.2

S{ F est wie face de K, alons BT degini pan :

Bl =rq B’

déetenmine F.
Dem : En effet, si Bl = F ap alors : F = (BH)L

i.e. F est la plus petite face de K qui contient BH.

Remarque 14.1 : Une condition nécessaire pour que BH, BH c BJ, détermine

une face de K(K = (BJ)L) est que_BH:D BJ; ol BJ est la partie linéaire de BJ.

Remarque‘14.2 : Soit K = (BJ)L. I1 est clair que BJ détermine K. Par ailleurs,

si B ost la partie lindaire de BY, B’ détermine IK[ (partie linéaire de K),
ot on a bien IK[ = (BY)%.

I
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Remarque 14.3 : Si F est une face fermée de K telle F = (BH)L, alors la
face ouverte F correspondante, est donnée par :
@]

F={X/X= 7 3B, 2, >0V, ¢H.
jeH ] J J

Proposition 14.3

Soit B’ un ensemble quel’.conque de génlrateurns d'un cone polyédni-

que K. Soit, parn ailleuns, g c B tet que BH détenmine une face F de K.

Alons : BJ e BH est nedondant dans BH AL et seulement a4 BJ est nedondant

dana BJ.
Dem :
p) ¢ B
j H — RJ J
B’ redondant dans B ==> B’ redondant dans B
H J
B c¢cB
réciproquement :
gl ¢ Bt
B =FnB | . ‘
Bl = 7 a8+ 7 At | =Bl a8t
V4 £ £
£eH LeJ-H £eH
L#j L#]

r\p 20 £ ¢ J-{j}
F, extrémal

J

Remarque 14.4 : Si BH, BH C BJ, détermine une face F de K, alors

dim F = dim (8™

ol [BH] est 1l'espace vectoriel engendré par BH. D'aprés la remarque 14.1,
si F est une face de K alors :

dim F > dim K[ = 1in(X) =
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Théoreme 14.1

S< K est un cone polyédrnique de £indanité d, K est egal s0it
a sa seule face de dimension d 504t a £'enveloppe convexe de ses faces de
dimension d+1.

Lemme 14.2

Un ensemble essentiel de générateurs d'ume face F de dimension
d+1 de K est constitué, d'une part, d'un ensemble essentiel de générateurs
de la partie linéaire de K et, d'autre part, d'un seul €lément xF contenu

dans F et non contenu dans IKI[. (XF e F est déterminé modulo un vecteur arbi-

traire de 1K[. En particulier, si I1K[ = {0}, xF est déterminé de {acon unique).

Théoneme 14.2

Si K est un cone polyddrique de Linganité d, K # {0}, un ensemble
essentiel de géneratewrs de K est comstitue, d'une part, des vecteurs XP
choisis dans chacune de différentes faces F de dimension d+1 de K (de sonte
que XFeFet XF ¢ ]K[) et, d'autrne pant, (84 d»0) d'un ensemble essentiel

de générateurns de La parntie Lingaire 1KL de K. Parn ailleuns ftout ensemble B’
de genenateurns de K contient un sous-ensemble edsentiel de  ginZrateurns e Y.

15, DETERMINATION DE TOUTES LES FACES D'UN CONE POLYEDRIQUE:
A PARTIR DE SON TABLEAU DE DOUBLE DESCRIPTION,

Supposons que 1l'on dispose d'un Tableau de Double Description
(AI,BJ) d'un cOne polyé&drique K (et donc d'un Tableau (BJ, AI) de K*) :

Y
A HEN T=AIBJ 15.1
a| O o M=AB:0
1 I

ol certaines des sous matrices peuvent €tre €ventuellement vides.

Les faces (fermées) F de K sont des cones polyédriques contenus
dans K, et donc dans Afj et qui résultent de 1'intersection de K avec un sous-
ensemble Ax (A.

IH I

!
H

éventaellement vide) de ses hyperplans frontiére non-singuliers
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(i.e. F=K f\Af').
\ I,

Remarque : Si (AI,BJ) est un Tableau de Double Description quelcqnque de K,

une méme face F de K peut &tre caractérisée par différentes sous-ensembles

AL de A..
IH I

Proposition 15.1‘

Soit (A*,(BJ)L) wie Double Description queleongue d'un cine
pakyedn&que K. S{ F est une face fermée de K donnée par : F = K ) At s alonrs
B de ginl par : Iy

H_omiepl /A B =03
I

H B
détermine F.
Denm : C'est une conséquence directe de la proposition 14.2.
. : = . B o= H _ oJ J a1z :
Remarque 15.1 : Si Ak =@, alors : F =K, B' =B’ et B” détermine K.
. Iy ) )
. . o H_ _J T o
Si Ax = A., alors : F = JK[, B = B et B” détermine K.
IH T .
On s 1nteresse maintenant au probléme rec1proque i.e. 3 caractériser,

a partir du Tableau (AI,B ) de K, les sous-ensembles B de BJ qui determlnent

des faces F de K :
Théoneme 15.1

Soit (AI,(BJ)L) une DoublLe Description queleonque d'un cdne polye-
drique K. Alons, une condition nécessaine et suffisante pour que g détermine
ute gace F de K est que :

1) si F=1K[ : BY = 8Y

I1) 44 F # IKL, d'wie part :

L) B > BJ g # B et, d'autre part, si 1'on définit :
o gin g
.= {i eI |AB" =0}

H
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L) s T =0 : B =p
H

si I 20 : B 2t peta Bl e B’ tet que
H )
AiBj =0 Viel

H

Dem : C'est une conséquence directe de la définition 14.1 et des
résultats ci-dessus compte-tenu du fait que .

. L
F=K0OA.

I

H

est la plus petite face de K qui contient BH.‘.

Remarque 15.2 : En fait, on peut reformuler le théoréme 15.3 sous une forme
plus synthétique, avec la convention suivante sur 1'hypothése :

A A

H) : 1 B e BJ'H tel que AiBJ =0 Viela
Convention : H

i) si gl H - f,H) est alors satisfaite.

~A A
-~

ii) si I. = @, H) devient : 78 ¢ B9 (i.e. B9 H = gy,
H

Théonreme 15.1 (bis)

Si (A%, (BJ)L) est une Double Description queleonque du cone
polyedrique K, une condition nécessaire et suffisante pour que BH, BHc. pJ
détermine une face F de K est que, d'wie part :

L) Bl5 B
et, d'autre part :

A A~

i) 183 ¢ B9 ok que - AB =0 Vie L

H
avee

fi=HOJ H

I.={iel | AB =0}

H 1

et compte tenu de la convention ci-dessus.
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Le théoréme 15.1 nous permet de caractériser les différents sous-
ensembles B de BJ qui déterminent des faces du cOne polyédrique
K = = (B )4‘ a partir du tableau (AI,BJ) de K (de la forme 15.1) et
plus concretement d partir de la matrice M du tableau (AI,BJ) . En effet

on peut encore reformuler le  théoréme 15.1 sous la forme :
Théoneme 15.1 (ten)

S& (A%, (B )4) est une Double Description queleonque de K, une
condition nicessaire et suffisante pour que BH Blc BJ determine une face
F de X est que, d’une part BH_: BJ et que, d' autre part, LL n'existe pas de
colonne MJ, j e J—H de M dont £'ensemble des indices des composantes nulles
contienne L'ens emb!,g des Lild/LC%AdM compos antes sdmultanement nulles powr

toutes Les colonnes W, j e H, oi H = H 0 J.

Par ailleurs, du fait que K= A“ = (B ) si et seulement si
* = (BJ)* = (AI)L, les résultats c1-—dessus nous permettent aussi de carac-
tériser les faces F de K*, 3 partir du tableau (AI,BJ) .

Theoneme 15.2

S4 (AI, (BJ)L) est une Double Description queleonque du cone
polyedrique K, une condition nécessaire et suffisante pour que AH, AH c AI’
détenmine une face F de K% est que, d:une port AH:> Af et que, d'autre panrt,
AL n'existe pas de Ligne Mi’ i €l -H, de M, dont L'ensemble des Andices
des composantes nulles contienne L'ensemble des Lng(/écels gezs compos antes
simultanment nulles pour toutes Les Lignes M., ieH, o H=HNTI.

Remarque 15.3 : Dans le théoréme 15.2 [resp. Théoréme 15.11, et d'aprés

la convention de la remarque 15.2, 1la seconde condition est satisfaite immé-
diatement lorsque E - H =AQ) [resp. 3 - ﬁ = (1, et elle devient : "il ntexiste

pas de ligne M » 1 € i - H, de M' [resp. "'il n'existe pas de colonne W,

j € J H, de M"] lorsque 1'ensemble des indices des composantes smultanement rulles
pour toutes les lignes M ,» 1 € H [resp. pour toutes les colonnes MJ, je€ H]

est vide.
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Remarque 15.4 : D'aprés les résultats ci-dessus pour caractériser les
différents sous-ensembles qui déterminent des faces d'un cOne polyé&drique,
i1 suffit de disposer d'un Tableau de Double Description Binaire d'un tel
cone i.e d'un Tableau ot 1l'on signale seulement si un &lément de la matrice
T (de la sous-matrice M, concrétément) est positif (+) ou nul (0).

Remarque 15.5 : On remarque finalement que si on s'intéresse 3 une détermina-

tion "efficace" de toutes les faces de K (resp. de K*) 3 part1r des sous-ensem-

bles B de B (resp. AH de AI) qui déterminent ces faces de K (resp. K*), il
est avantageux de disposer d'un ensemble BJ (resp. A ) dont tout les éléments

de B (resp. AA) soient essentiels dans BJ (resp. A )

16, REDUCTIOF DU TABLEAU DE DOUBLE DESCRIPTICH
(DETERMINATION DES GENERATEURS ET DES CONTRAINTES REDONDANTES)

Etant donné un Tableau de Double Description quelconque (AI,BJ)
d'un cdne polyédrique K, on s'intéresse maintenant a déterminer un ensemble
essentiel BJ de générateurs de K et, de facon duale, un ensemble essentiel

AI de générateurs de K* (i.e. ure représentation essentielle Af de K)

Théoneme 16.1

Sc B’ est wn ensemble quelconque de générateurs d'un cone
polyédrique K, une condition nécessaine et suffisante pour qu'un efement
Bk, Bk € B, 504t essentiel dans g’ est que BJ\J.{Bk } detenmine une face
F de K.

~

Den : Soit Bk € BJ, B" essentiel dans BJ et supposons que BJ V) {Bk}

ne détermine pas une face F de K.

k

v

Soit F la plus petite iace de K qui contient B L){B } Il existe

donc BZ € BJ -k tel que B € F. Par allleurs, puisque Bk € BJ dim F d+1

Considérons d'abord le cas ot dim F = d+1. On a donc que : ¥ o= (BJ U {B })A
et B est alors redondant dans'BJ Considérons ensulte : dim B > d+1 Pu1sque

¥ est la plus petite face de K qui contient BJ v {B }, on a que B € B

(intérieur relatif de B). Bk peut donc @tre exprimé comme combinaison lin€aire
-]

positive de vecteurs de BJ < appartenant 3 des faces de dimension d+1 de X

(voir théoréme 14. 1) Donc une contradiction et, par conséquent, si Bk est
essentiel dans BJ pJ V) {“L, } détermine une face F de K.
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Réciproquement si B’ U (BX} détermine une face F de K, alors
dim(F) = d+1 et BX est essentiel dans B® U {BX}, BK
dans BJ (voir proposition 14.3)

est donc essentiel

Si on dispose maintenant d'un Tableau de Double Description
(AI’B ) de K de la forme (15.1), on peut reformuler le théordme 16.1 sous
la forme :

Theoneme 16.1 (bis)

S4 (A%,(BJ)L) est une Double Description quelconque d'un cdne

- polyédriqug K, une condition nécessaire et suffisante pour qu'un &lément
B™, ?k € BJ, soit essentiel dans BJ est qu'il n'existe pas de colonne Mj,
j € J-k, de M dont 1'ensemble des indices des composantes nulles contienne :
1'ensegble des indices des composantes nulles de la colonne < de M i.e.

Bk € BJ est essentiel dans BJ si et seulement si :

VN

tel que : Ai € A, AiB

=0 = A.BJ = 0 16.1
I 1

~

k J-k

Nota : i) Si A;B" > O Vi ¢ I, la condition 16.1 devient : f B ¢ B

~

J-k

ii) Lorsque B = f, la condition 16.1 est immédiatement satisfaite.

Remarque 16.1.

On peut montrer, de facon plus directe, le résultat particulier
suivant :

Propriexe 16.1

Dans Le cas particulien od 2'we des hypothises suivantes
est satisgaite :

L) Bk Lineainement independant dans B’

A0) JA. € AL tel que A, Bk >0Oet A, B) =0 Vj e J-k
o I 1o 1o

( L4} 1A, € A. tel que A. BK =0et A B >0 Vj e J-k)
o I 1 1o

Bk est alors essentiel dans BJ.
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Dem 3 La condition i) est une conséquence directe de la proposition
8.1. I1 en est de méme de ii) compte tenu de la proposition 8.3. Par contre,
iii) n'est qu'une particularisation directe de 16.1.

ii) J iii) - J
k
I 4 °|Oio * OIOIO =M I i [+[F[Fo[*[*]**] =M
or o 0 |——
Exemple : Tous les générateurs canoniques (vecteurs unitaires) de 1'orthant

positif de R® sont essentiels d'apres 1) [resp. ii)l.
Théeoneme 16.2

Si (A%,(BJ)L) est une Double Description queleonque dg;aane polye-
drique K, une condition nécessaine et suffisante pour que A%, £ € I, s04it
essentielle dans A% est qu'il n'existe pas de Ligne M., ie f-z, de M dont
L'ensemble des indices des composantes nulles contienne L£'ensemble des indices
des composantes nulles de La Ligne lede Mi.e. Ai'eét essentielle dans A¥
A4 et seulement 5L :

3

IA, € A7 tet que : B) e 87, ABI =0 =>AB) =0 16.2

1-2 £

Nota : i) Si AZBJ > 0 Vj € J la condition 16.2 devient : iAi € A.
I-£

ii) Lorsque A. = @, la condition 16.2 est immédiatement satisfaite.
1-2 ‘

On peut montrer, de fagon plus directe, le résultat particulier
suivant :

Propriéte 16.2

Dans Le cas particulien ot £'une des hypotheses sulvantes est
satisfaite :

L) AZ Linainement indépendant dans AI
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i 5 j j .
) 1B7° e B tek que AB > 0 et ABC =0VieI-e

j j j -~
Liid) 3B7° e B tel que AB® =0 et ABC >0 Vie I-4]

Dem : Voir démonstration de la propriété 16.1.

11) 3 LLL) J

J Jo

0 +

le) ~ ‘+
~ 0 I 2 0 =M
I £ + =M +

0 +

o]

Exemple : Toutes les contraintes X, 3 0 ;1i=1,...n sont essentielles d'aprés
i) [resp. ii)].

On peut encore reformuler le théoréme 16.2 sous la forme équiva-
lente suivante :

Théoneme 16.2 [(bis)

Une condition nécessaine et suffisante pour que Ai, re i, S04t
rnedondante dans Af est que, d'une part, A.r s04t Linainement dépendant dans
AI et que, d'autne part, L'une de deux situations suivantes soit verifiée :
ou bien : '

o AR > 0Bl e’
ou bien : - )

) A e A et que Bl ¢ 87, AB) =0 =—>ABl -0,
Remarque 16.3 : Le th€oréme 16.2 (bis) a été démontré de facon directe dans
[5] 3 1'aide du lemme de Farkas et de la méthode de Double Description.

Si on considére les hypoth&ses suivantes :

H1) : A e A., AB > 0Bl ¢ B

T s . .
H2) : A e As, JA_ c A. tel que : B) ¢ B, ABJ =0 => A 8J =0
L . T s

On peut établir, d'aprés 1'équivalence des théorémes 16.2 et 16.2(bis),

les relations suivantes :
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i)

ii)

)

o

<

o o3 ‘

o O

o o

\O \QL

= = ,
H1) <Lz==> H1) <==> H )
A€ (A, Ax redondante dans Ax Ag—r ¢

@

erd

-

[g¥] o~

o <
' i H2)
‘HZ), <===> <m==> [HZ)]
A, e [A; ] Ax redqndante dgns Ay

ol : A e [A;_ 1 <=>A linéairement dépendant dans A;.

Remarque 16.4 : On peut reformuler le Théoréme 16.1 (bis) de faéon analogue
au théoréme 16.2 (bis).

Remarque 16.5 : D'aprés les résultats ci-dessus la situation AKBJ >0 VB ¢ BJ
[resp A Bk >0 VA. € Al et Az essentielle dans A” [resp. Bk essentiel dans

B ln est p0§51b1e que L Az est le seul €lément de AL [resp. Bk le seul
J I
€lément de B 1.

Exemple : Soit K un céne polyé&drique dans R défini par :

Ay 1 x 20
z
A 1yz0 z K K=A = (B 9t
A% I
Ay :-x~y 2 0 Z5 v4
; +B B = (8,20
A 2 Q0 z 0



) B = (g9} A,B 0> oet A, est essentielle dans

AI [resp. B © essentiel dans BJ].

Remarque 16.6 : Les résultats ci-dessus nous donnent des critéres pour dé-
terminer toutes les contraintes non singuliéres redondantes [resp. tous

les générateurs dans la partie conique redondants] d'un coéne polyédrique, 3
partir de son Tableau de Double Description.

I1 va sans dire que la détermination de telles contraintes
[resp. générateurs }Jdoit &tre faite une 4 une i.e une fois qu'une contrainte
Ar [resp. un générateur B'1 est caractérisée comme &tant redondante, la ligne
Mr [resp. la colonne M'] de la matrice M du Tableau, ne doit plus &tre consi-
dérée dans la recherche d'autres contraintes redondantes [resp. d'autres
générateurs redondantsl. En fait, la redondance de A dans Af [resp. de BY
dans BJ] est une propriété de A [resp. BT relatlvement a 1'ensemb1e A

I
[resp. B ] tout entier.

Exemple : Considérons le cbne polyédrique K = A? dans RZ ol
AI = {(1,0), ©O,-1), (1,1), (1,-1)}. 11 est clair que {(1,1)}* est redondante
dans A%. De méme, {(1,-1)}* est redondante dans A¥. Cependant, {(1,-1)}*

I
n'est plus redondante dans (AI N\ {1, D)%

Remarque 16.7 : Les critéres de détermination des contraintes non singuliéres
redondantes [resp. des générateurs dans la partie conique redondants]

sont indépendants de 1'ensemble particulier A_ [resp. BJ] qui définit

K] = A;' (resp. IKI = (BJ)L). I

Détermination des Contraintes Singuliéres Redondantes [resp. des

Générateurs dans la Partie Linéaire Redondants ]

Etant donné que si K = = (BY )L, alors JK*[ = (A )¢
(resp. 1K[ = (B )4) déterminer un ensemble essentiel A de con%ralntes
singuliéres (resp. un ensemble essentiel BJ de generate%rs dans la Partie
Linéaire) revient 4 déterminer une base positive de 1K*[ (resp. IKI[).
Par ailleurs, ce dernier probléme est intimément 1ié (voir section 9) a
la détermination du plus grand sous-ensemble de vecteurs linéairement indé-
pendants dans A_ (resp. dans BJ),‘Ce qu'on peut aborder par une méthode
d‘orthogonalisa{ion, par exemple.
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= r =
D'autre part, puisque A;g r & 1 (resp. B", r € J) est redondante dans

A% (resp. dans BJ) si et seulement si A¥ fresp. B )est redondante dans Af(iesp.
- ! I
dans Eh, et compte tenu de la remarque 16.6, on peut faire la détermination des

éléments singuliers redondants indépendamment de la détermination des €léments

non-singuliers redondants, et vice versa.

17 DETERMINATION DE TOUTES LES FACES D'UN CONE POLYEDRIALE K
DEFINI COMME L'ENVELOPPE CONVEXE D!UM ENSEMBLE FINI DE DEMI
DROITES. | |

Soit K un cBne polyédrique donné sous la forme X = (BJ)L, ou BJ
est un ensemble (fini) de générateurs de K, et considérons le cOne dual K*
de K, K* = (BJ)*. Soit, par ailleurs, ((BJ)*,YA%) une Double Description du
cbne polyédrique K*. On sait alors que (Af,(BJ)L) est une Double Description
du cOne polyédrique (K*)* = K. Par conséquent, si 1'on dispose d'une Double
Description ((BJ)*, A%) du cbne polaire K* de K, déterminer toutes les faces
(fermées) de K = (BJ)L revient i déterminer, 3 partir du Tableau de Double
Description associé a K*, tous les sous-ensembles BHvde B qui déterminent
des faces (fermées) de (K¥)* = K. Concrétement, pour la détermination de

toutes les faces de K = (BJ)L on procéde de la facon suivante :

i) On détermine d'abord,au moyen de la Méthode de Double Description (section
13) et des Critéres pour la détermination des Contraintes et des Générateurs
Redondants (section 16), une Double Description Essentiel ((BJ)*, ALY du_cdne
polyédrique K* = (BJ)* i.e. d'une part une représentation essentielie (BJ)* de
K* et d'autre part, un ensemble A} essentiel de générateurs de K*.

ii) On caractérise ensuite, & partir du Tableau Réduit déterminé dans ii), et
d 1'aide duThéoréme. 15.3 (section 15), tous les sous-ensembles BH de BJ qui

déterminent des faces ¥ de (K¥)* = K.
Rappel : Si BH détermine une face F de K alors F = (BH)L.

Remgrque 17.1 : La détermination d'une Double Description Essentiel

((BJ}%, Af) de K (et donc,d'un.Tableau Réduit - de X*) dans i), permet une
détermination "efficace' des sous-ensembles BH de BJ qui déterminent de faces
de K, dans ii). D'autre part, il est convenable d'appliquer les Criteres

de Redondance = 3 Posteriori (section 16) aprés chaque étape de la Méthode de
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Double Description (section 13) pourkéviter que les différents tableaux -
deviennent trop encombrants. A ce propos, il est avantageux de remplacer

la partie i) ci-dessus, par la Méthode de Double Description pour la
Détermination d'un Ensemble Essentiel de Générateurs avec Détermination des
Contraintes Redondantes, méthode‘qu'on verra plus loin (Sections 19-20-21).

18, CRITERE A PRIORI POUR DETERMINER LES CONTRAINTES REDON-
DANTES DANS LA METHODE DE DOUBLE DESCRIPTION

I) Cas ot le Systéme ne comporte que des Inégalités.

A la fin de 1'étape p de la Méthode de Double Description
(Section 13) 1'on dispose d'un ensemble BJ(p) de générateurs du cdne
polyédrique A%(p) des solutions des p premiéres inégalités du systéme
(13.17) . L'étape p+1 de la méthode consiste 3. adjoindre la contrainte
A§+1 aux p prem1eres contraintes {A ; 1€ I(p)} et & déterminer ensuite
un ensenble B J (p+ 1) de générateurs du cone polyedrlque AI( +1) des solu-
tions des (p+1) premiéres inégalités du systéme (13 7. Dans la détermi-
nation de BJ(p 1) on dlstlngue les deux situations suivantes :

i) A§+1 redondante dans AI(p+1)
ii) A§+ non-redondante dans AI( 1)
Dans la situation i) : Af}p) = A%(p+1}’ gl (P*1) _ BJ(p);

et A§+1 n'est plus considérée dans les étapes ultérieures de la Méthode.

Par contre, dans la situation ii), BJ(p+1) est déterminé au
moyen de la méthode de la Section 43
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Sous 1'hypothése ii) on s'intéresse maintenant a caractériser

les contraintes non-redondantes dans AI ) qui deviendront redondantes

% i 1! 3 1 i Qs
dans AI @+1) i.e. lors de 1'adjonction de la contrainte A +1

Lemme 18.1.

Soit A.r € AI(P)’ A% non redondante dans Af(p)' h Aﬁ+1
est non redondante dans Af(p+1)’ alors :

Une condition nécessaire pour que A¥ devienne redondante dans

A¥(p+1) rst que A.p+1 soit linéairement dépendant des {Ai / 1el(P)}i.e.

soit : B9 P = ¢ soit taA B =0 ¥R € gt 18.1
p+1 ! :
Dem :
Suppos‘ons que Ar dev1enne‘ redondante dans AI @)
D'aprés leLemme de Farkas,on a donc que :
A= )  aMA+ ) LA Q)
T i€l (p) i1 p+1 p+l
i#r
avec :
A;205ielP),ifr
Ap + 20
Par ailleurs, du fait que Ar n'est pas redondante dans Ay @)’
on a, d'aprés le Lemme de Farkas, que :

Ap+1 > Q

dans @ , et par conséquent :

1 1 Y A A,
A = A - L
p+1 )‘p+1 T >‘p+1 . iel(p) 1
i#r

d'ol le résultat.
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Remarque 18.1.

D'aprés la Proposition 10.1

A

p+1 € B!
(i.e. Ap 1 lin€airement dépendant des {A » 1 € I(p)}) si et seulement
] L A-
ST A o Ay

Par ailleurs, CP) fzp) = fBJ(p\)‘ et par conséquent
Ap+1 € [AI(p)] si et seulement si soit : ‘Rﬂ ? soit :
J®) .
AP =0,

d'ol la condition équivalente (18.1).

Lemme 18.2.

ooJ (D) L _Idy, -
Soit B =0 (i.e. AI(p) A¥ (p) (B )5) et sglt
A§+1 non redondante dans AT(p+1) Alors, si A} est non redondante dans

I(p)’ est non redondante dans AI( +
Dem :

Supposons que A soit redondante dans AI( 1) D'aprés 1le
lemme 18.1 on a donc que :

J‘ = ’;'\‘ ;
A1 2 Al o - T

ce qui contredit que A§+1 soit non redondante dans A¥(p+1), d'ol le
résultat.
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Theoneme 18.1.

Soit A§+

A¥ ¢at non-redondante dans A%, .. Alons
T I(p)*~

Une condition nécessuire pour que»A? devienne redondante dans Af(p+1) est
que : '

0P 49
{L) ou bien Bj(p) = () ou bien A +1Bj(p) =0

(L.e. Ap+1 Lindainement dépendant des {Ai ; 1€ I{(p)}
A.p+1 € [AI(p)])

i) a) 185 ¢ 9P tep que Aer =0
et -~
T NP DD
b) B e B7P), a8l =0 = a B <0

Dem :

Les conditions i) et ii) ne sont autres que le lemme 18.2 et
18.1 respectivement.

Montrons maintement que.iii) a) est nécessaire.
Supposons le contraire i.e. BJ(p) # 0 et

AB >0 Ve 18.2

J

1 non-redondante dans Aﬁ(p+1) et s0it Ar € AI(p) tel que
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D'aprés le théoréme 16.2, si A¥ est essentielle dans A?(p)

et si (18.2) est vérifié, Aa est constitué du seul élément Ar.
I(p) ~

Par conséquent :
ABTP) =0 vie1(p)-r 18.3
Par ailleurs, d'aprés ii) on a que :

soit BYP) = g soit Ap”.BJ(p) = 0 | 18.4

et par conséquent, du fait que K 1 €st non redondante dans A§ +1Y?
J J(p) p* (p+1)
il existe B"© ¢ B tel que :

B%<o0 18.5

Finalement, étant donné que A* est supposée redondante
dans AI( +1) et que, par ailleurs, A est non-redondante dans AI( ) on
a donc que :

A 18.6

avec :

A 2 O0;ielIlp) -r

A >0

p+1
ce qui, avec (18.2), (18.3) et (18,5), entraine que :
J j

0 <AB°= ] AAB O+

iel(p) - L_E.Y_J P
i#r =0 >0 <0

donc une contradiction,et la condition iil) a) est bien nécessaire.

Montrons maintenant que la condition iii) b) et nécessaire :
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En effet, soit B/ e‘BJ(p) tel que :

AB =0
T

D'aprés (18.6), on a que :

0=aB = § a AB 40 A o3
iel(p) i E— 2o P
. 0 =0 >0
ifr .

d'ol nécessairement :

J
Ap+1 B’ <O

et le théoréme est donc démontré.

Corollaire 18.1.

Sous les hypothéses du théoréme 18.1, si A_ € A

_ alors
I(p)
A €A
+1 -
P 1(p+1)
Dem :
En effet, si A_€ A_ alors :
' I(p)
AP <o
T
. ) .. 1) "
Par ailleurs, d'aprés ii) on a que soit B g sol
A +1BJ(p) = 0. Par conséquent d'aprés iij) b), on a que Ap+1B (p) < 0 et donc
p

(Méthode de Double Description)

J(p+1) _
Ap+1B 0.
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Remarque 18.2.

Le théoréme 18.1 nous donne une condition nécessaire pour
qu'une contrainte A » T € I(p), essentielle dans AI(p)’ devienne
redondante dans Af 1) lors de 1'adjonction de la contrainte A§+1 .
Cependant, cette condition n'est pas suffisante pour garantir la redon-
dance de A~' dans A“( +1)° comne le montrent les exemples suilvantes :

Exemple 1 : Soit :

A1 : X1 >0
A’I'\—(S) AZ : X2 x 0
A3 X3 0
et considérons B JG) 3(3) = {e1,e2,e3} ou les ei sont les vecteurs

unitaires dans lR .

Soit A4 I X2 2 0. I1 est clair que A4 est non-redondante
dans AI @)

a) Considérons A € AI (3) AZ est essentielle dans AI (3)°
D'autre part, la condition necessalre (i) »1ii)) du théoréme 18.1 est

vérifiée et cependant‘ﬁ?é’ n'est pas redondante dans AI 4"
(I1 est facile de vérifier dans cet exemple que : AZ’ A € AI ( 4))

b) Considérons A1 € AI (3) " A‘1'\‘ est essentielle dans A’I'\‘(S),
la condition nécessaire du théoréme 18.1 est vérifiée et cependant A1
n'est pas redondante dans A’]':“( e

(I1 est facile de vérifier dans cet exemple que : A, € Ax , A, € A=.,.).
. 1 1(4) 4 1(4)

Nota. Dans 1l'exemple ci-dessus on a choisi p’ (3) essentiel seulement pour

simplifier 1'interprétation géométrique des résultats.
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On va donner maintenant des conditions suffisantes pour

garantir la redondance de Ar (essentielle \dans A'f (p)) dans A‘I‘ p+1)

Théonéme 18.2.

So,otA A € AI( )? fel que A; est non nedondante dans A’f(p)’
Sé A; 41 @t non nedondamte dans A¥ p+1) 2 une condition suffisante,

pour que AX devienne nredondante dans A¥ (+1) ‘e/st que :

-~

L) ou bien BJ(p) = ou bien A +1 J(p) =0

(£.e. AP+1 Lindainement dépendant des {A; 3 iel(p)})
i) 1B* ¢ B I ) te@queABk 0

1) Sé : 1B © ¢ B9P) tor que At B ©5 0, alons :

Bl e 7P ArBj -0 =—> Ap”Bj <0

11) S : APHBJ(p)s 0, alors :

R I :
1)3A eAI(p)r’B €B tels que :

ASBh>0e,tA h

B =0

et L'une des situations suivantes s04it vEnifiée :
ou bien :

2) BJ e BJ(p), ArBJ = ) => Ap+
- ou bien :

2:)BJ€B(P) ABJ_

l
o
S
o=
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Nota : On rematque que A* est non singuliére dans A% i.e. A_ € A
" r I(p) 1(p)

Dem : On remarque d'abord que si la condition i),’ii), iii)—I) [resp. 11i)-11)]

est vérifiée, la condition nécessaire du théoréme 18.1 est alors vérifiée.

Hypothése H : On supposera dans tout ce qui suit que les conditions i) et
i1i) sont vérifiées.

D'apres la Méthode de Double Description (Section 13), 1'ensem-
ble BJ(p+1) défini par :

[BjeBJ(p):A B 50

p*1 «
5 (0+1) - !
By = A BB BR el s 8K pPes? @) 1.7
. pih) <8 Pl
{ BV B >0 |
' AP+1 Bh 0 |
\ e T |
L , J
est un ensemble de générateurs du cOne polyédrique Af(p+1)
On rappelle maintenant que :
Bj € BJ(p) 0 BJ(p'H) —_— Bj € BJ(p'H)

18.8

En effeti ]Af(p+1}[ c ]A?(p)[ et donc :

J o pd®) . pi .
B ¢ B > B ¢ mf(p) (=AY

o @) _ moplea 70D
ol o ) |
b e IO o

~

-~

j J(p)
B° € B




Par ailleurs, si Ap+1

dans des {Ai s 1€ 1)
Bj €

En effet :

A1€[A
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€ [A

I(p)] i.e. Ap+

}, alors :

@ q 7@ —, gl ¢ g7@)

c==> A‘L

J.
1(p)] p+12 A

p+

2 . s = & = ‘L - * .
Par conséquent : JA} (plﬂ)[ AL )= AI(p) = 1A% (p)[ et donc :

o O pT® =,

On va montrer d'abord que, sous 1'hypothéseH),iii)-I est

{8 ¢ B9 —, BI ¢ 1a%

fernt = M m

gl e 7@,

suffisante pour que Ar devienne redondante dans AI o+ :

1 linéairement dépen-

18.9

—> plep? @)

Supposons donc : 3Bh°e BJ(p) tel que Ap +1Bh°> 0

Bhoe BJ(p) )
A . B®s0 ) = goe 37 0 pd (Y pho. g/ ®@+1)
P (18.8)
(18.7) )
J —> AB]
Ap+1B >0 > ArB >0
1ii)-1I
ho 3(p+1) R
e e Aot € A1)
ho —
~ Ap+1B >0 ==> R
Bhoe BJ(P) 5 ArBhO> 0 BJ(p+1) e

(18.11)

18.10

18.11

18.12
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D'autre part :

pJ e pJ @) rSoit : B = Bj(k’h)
==> (18.']‘]) — ArBJ (k,h) >0
(18.7) (18.7)
Soit : Bj € BJ(p+1)‘] BJ(p) 18.1%
[A
Aug € gyl | O
: (18.9)
gl ¢ p7@) Soit : A B’ > 0
@ — api:o —
Ayt 3 0 it : AB - i
p+1 “801t : ATB =0 et Ap+1B =0
(18.11)
Par conséquent, d'aprés 18.13, on a 1'une des deux situations
suivantes :
Soit : A_rBJ > 0 vel e gl P*1)
Soit : B e BJ(p+1), AB =0 =s A Bl =0
T p+1
ce qui entralne, d'aprds (18.12) et 1é théoréme 16.2 que A¥ est redon-
dante dans A

pour que A? devienne redondante dans A%

I(p+1)"

Montrons ensuite que, sous 1'hypothése H, iiilllest suffisante

I(p+1)
(\J -~
D'apres 1'hypothése I1I-1) : JAS € A. s Bh € BJ(p) tels que :
’\v: }f\,l I(p)—r
h -
A" > 0 et A B = 0.
’\J -~
" ¢ pJ(P)
-
a N iy A, A_e AL
N e ? S )
: | 18.14
. > : -
18.7), (18.8) ! LI (1)
(18.7), (18.8) | ) 5 e
h
I1-1) _ AP 20
11-2) (resp. II-2') AR > 0

-
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.2 . ]
g e BJ(p+1) Ap+1B 0
J(p) _ -
A  .B <0 => .
p+l gl e 7@ N @) . (:>
(18.7) — ) ¢ 7P
(18.9)
- i
A.p+1 B 0
@ > Bj c BJ(p) = AI‘BJ >0 ' v 18.15
L
1I-2)

Par conséquent, d'apréé (18.15) :
AB >0 vl e p?PD
T

ce qui entraine, d'aprés (18.14) et le théoréme 16.2, que Ax est redondante

dans A?(p+1)‘
Finalement :
. I~ .
A .Bl =0 Soit : AB) >0
p+1 . T
@=> Bj € BJ(p) _— ' 18-16
I1-2") Soit : ArBJ =0 et ASBJ =0

et par conséquent, d'aprés 18.16, on a 1'une de deux situations suivantes :

soit : AB >0 VB e g’ (P*1)

soit : B) e 7D ap) -0 —> B -0

ce qui entraine, d'aprés (18.14) et le Théoréme 16.2, quevAi est redondante dans

A¥(p+1)'
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Remarque 18.3 : Dans [5], on a démontré, a 1'aide du Théoréme 16.2 bis, un
Théoréme analogue au Théoréme 18.2 ol 1'on avait considéré 1'hypothése
supplémentaire: V

0) AL e [AI(p)ur’ Ap+1] i.e. A lin€airement dépendantc

dans AI(p+1) et ot 1'on avait remplacé 1'hypothése II-1i
par : '

& - ~ &N
]Bh € BJ(p) tel que ArBh >0 et Ap+1Bh = 0,

On remarque, par ailleurs, que 1'hypothése 0) ci-dessus est

bien nécessaire pour la redondance de A¥ dans Af(p+1), d'aprés le Lemme
de Farkas. '
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II) Cas oll XK est défini par des Inégalités et des Equations Linéaires Homogénes :

Si K est défini 3 la fois par des iné€galités et des équations
lindaires homogénes, 3 la fin de 1'étape p le Tableau de Double Description
de AI ) contiendra aussi un ensemble A_ correspondant aux équations

distinguer les équations des inégalités singuliéres A . Néanmoins, pour

I(p)
la continuité des différents résultats, et compte tenu du fait que :

|
|
l
\
linéaires introduites au cours des différentes &tapes. En effet, il faut \
|
AiX = (0 <==> A X3z20et (-A )X 2 0, on conviendra d'enregistrer A et -A ‘]

dans A_ au 11eu d'enreglstrer A, dans A. . |
I(p) 1(p)

Lemme 18.3 : |
. A : |

Soit A € AI( E A non redondante dans AI ®)° Ap +1 e contient ‘;

pas AI ) (i.e Ap 1BJ(p) # 0), une condition nécessaire pour que A devienne ‘

redondante dans AI( +1) est que Ap +1 soit linéairement dépendant des

{A; | i e I(p)} i.e. soit BJ(p) = @ soit :

J) |
Ap”B = 0. |
Dem : Si A; devient redondante dans A‘f ) lors de 1'introduction de '
Ap+1’ on a alors : ' \
A= ) MAL YA A
ieI(p) * p*i P
ifr

Ai;O;’iel(p)-r

A

D+ € R, }‘p+1 #0

et : Ap+1 € ’[{Ai | i € I(p)}1, d'ol le résultat

lLemme 18.4 :

. J\a . 7‘\‘ ’ . ¢L .
Soit Ar € AI(p)’ Ar non redondante dans AI(p) . S5i qu'_1 ne contient

pas Aflc(p) (i.e. Ap+1 BJ(p) # 0), une condition négessaire peur
e . 7'\— (p) )
que Ar devienne redondante dans AI @+ est que B # 0.
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Dem : Supposons BJCp)‘=‘® i.e‘BJ(p) = BJ(p).

D'aprés le lemme 18.3 on a donc soit B J(p) . @ soit -

A J(p) = 0, ce qui contredit 1'hypothése sur A;:1, d'ol le résultat,

p+1

Théoneme 1§.3

Soit A € A 5 A non redondante dans AI( ) - SL Ap+1 ne contdient
paA'Af(p) (L.e. Ap pJ (P # O), une condition neceAAaLne pour que A devienne
rnedondante dans AI( ) est que :

i) BJ(P) £
1 rd@) J() _
L) B = @ ou Ap+1B =0
L) a)q Bk € pJ (P) tel que A.rBk =0
et ~
ion . R) < pJ(P) J o0 =— j
b) ou bien : B’ € B , ArB 0 > Ap+1B €0
o . R J(p) J o — J
ou bien : B’ € B » AB 0 > Ap+1B : 0
Dem : Les conditions i) et ii) ne sont autres que 1les lemmés 18.4 et

18.3 respectivement. Sous 1'hypothése Ap+iBJ(p) #0 on a donc les trois

situations possibles suivantes :

A . pl®@ <0

2 A, B0 ;o

R Bko B‘}(P) tel A ‘Bjo <0etA ‘Bko > 0
, € els que A, et A .

Par ailleurs : Ap+1 X =0 <==> Ap+1 X2 O,(-Ap+1)X 2

Dans la situation 1 (—Ap+1)X 2 0 2st redondante et on peut donc remplaéér
p+1 par A.p+1 et le théoréme résulte du théoréme 18.1. De méme, dans 1a*
situation 2), Ap+1X 2 O est redondante et on peut remplacer A;'1 par(-A 1)*

et le théoréme résulte donc du théoréme 18.1.
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Situation 3): Montrons d'abord que iii)a) est bien nécessaire :

Supposons le contraire i.e.
AB) > 0'Yj € J(p) 18.19

D'aprés le th€oréme 16.2 et du fait que ﬁ; est essentielle dans

A¥. o, si (18.19) est vérifiée As est constitué du seul &€lément A*.

1(p) . T
| o I(p) |

Par conséquent, on a que :

AP —0 VeI - x 18.20

D'autre part, du fait que A devient redondante dans A%(p+1)
lors de 1'introduction de A;+1, on a que :

A= §  MA +a_AL 18.21
Toef) U p+1 p+1
ifr

avec :

_'J\izO;ie:I(p)—r

Ao+ # O.

Supposons d'abord : A

pHl > 0. Alors, d'aprés (18.19), (18.20)
et (18.21) :

0<AB® - %0 ‘o

AB =1 MNABT+A LA BT<O

_ el (p) Llfo , “P“'">o “P‘“G—}<
ifr

donc une contradiction et (18.19) est impossible.

Supposons ensuite : Ap+1’< 0. Alors :
k0 Z k0 - kO
0 <AB "~ = A, AB T+ A A B~ <0
r i€ (p) L\(l),\z . P*;_,\_‘?“.‘ —
. = b3 b

ifr
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e (18.19) est impossible..Par Conséquent iii)a) est bien nécessaire.

Montrons ﬁinalement que la condition iii)b) est nécessaire :
en effet, soit BJ B J () tel que : A.rBJ = 0.

D'apres (18.21) on a que :

A ., B

=AB = J
O0=AB = ] a AB +), o+

T idp oy S~ B
ifr :0 20 #0

et on a donc que A.p+1BJ < O [resp. 201 si Ap+1 >0 [resp. <01, et le
théoréme est donc démontré. :

On va donner maintenant des conditions suffisantes pour que
A¥, non redondantvdi?s Af(p)’ devienne redondante dans Af(p+1) lors de
1'introduction de Ap+1

Théoneme 18.4

Soilt A € AA A non redondante dans AI( )" SL A 11 he con-

)
tient pas AI( ) (4.e Ap+1 J(p) # 0), une condition suffisante poun que A*

deuvienne nedondante dans AI( +1) est que :

L) ou bien BJ(p) = @ ou bien Ap+1BJ(p) =0

i4) 18K € BMP) top que Aer =0

ko S(p) jo
) S41 E B~ ¢3B Zel que : A B <0 et

pt1

p+1

Soit
N ep’® apl-0o—a_ 8 <o
S04LE :

2) B) e BJ(p), ArBj =0 ==> A Bj > 0.

A 1B >% 'une des situations suivantes so0it vérnifide :
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. J J
1I) Si Ap+1B (p) < 0 [resp. Ap+1B (p) > 01, alors

o ~
13 AS € A , Bh € BJ(p) tels que :
I(p)-r .
& K _
. AsB >0 et A.p+1 B =0

et 1'une des situations suivantes soit vérifiée :
ou bien :

J e pdP J o0 =— j j
2) B € B , ArB = 0 ==> Ap+1B < 0 [resp. Ap+1B > 0]

ou bien :

o) WD) i J i A o
2') B’ € B R ArB 0 et Ap+1B =0 > AsB =0

Nota.

On remarque que A¥ est non singuliére dans A% i.e. Ar e Al

I(p)

Dem : C'est une conséquence directe du théoréme 18.2 du théoréme 18.3 et du
fait que : Ap+1X = 0 <===> Ap*1 X2 0et (-Ap+1)X >0

Remarque 18.4 : 1orsque‘A?I';+1 =vA$;1 (i.e. lorsque A§+1 est une équation) si

Ap+1 BJ(p) < O [resp. Ap+1BJ(p) > 0], il suffit d'enregistrer seulement
Ap+1 [resp. (-Ap+1)] dans AT(p+1) car Ap+1 X > O [resp. (-Ap+1)X 2 0] est

alors redondante.

Remarque 18.5 : on remarque que la caractérisation "a priori" des

contraintes redondantes doit €tre faite séquentiellement i.e. lorsqu'une
contrainte est signalée a priori redondante elle ne doit plus &tre considérée
dans le test de redondance pour les autres contraintes. '

1)
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19 METHODE DE DOUBLE DESCRIPTION POUR LA DETERMINATION D’UN
ENSEMBLE ESSENTIEL DE GENERATEURS D’UN CONE POLYEDRIQUE DEFINI
PAR UN SYSTEME D' (IN)EGALITES LINEAIRES HOMOGENES,

Soit K un cfne poly@drique dans X défini par le systémé d'inégali-

tés lindaires homogénes :
AiXZO;i€I={1,...,m} 19.1

Méthode de Double Description :

Algorithme : supposons qu'a la fin de 1'étape d'ordre p(O < p < m) 1'on dis-

pose d'un ensemble essentiel BJ(p) de générateurs du cOne polyédrique Af(p)

des solutions des p premiéres inégalités du sytéme homogéne 19.1 (si p=0,

BJ(O) est une base positive de 1'espace total X) et donc, d'on Tableau de
s J %

Double Description (AI(p)’ B (p)) de Af(p) :

J®) 5I®)

- .
I(p) l:l D 19.2
A :
I(p) D M

Etape p+l : L'étape d'ordre p+! de la méthode consistera 3 adjoindre 1'iné-
galité Ap+1 X 2 O [resp. 1'équation A +1X = 0] au systéme AI(p)XZ Oeta

J

déterminer donc un ensemble essentiel B (p+1) de générateurs du cOne polyédri-

by b3 s - - J (p) o, e
que Ai(p+1) d partir de 1'ensemble essentiel B de générateurs de AI(p)’

On distingue alors les deux situations suivantes :
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J(p)
I) Ap+1B > 0 [resp. Ap+1

D3 B e g7 (®P) te1 que : A.p+13J <0

3P - 0

j
[resp. Ap+1B # 0]

At -L- » P h 7'\— . - =
D Ap+1 [resp. Ap+1] est singnalée redondante dans AI(p+1) et on passe a

1 'étape suivante avec :

@) _ I

- 1 o P
II)Af)+1 fresp. Ap+1] n'est pas redondante dans Af(p+1)' On distingue alors

les deux situations suivantes :

a) Ap+1

0 BF® fgern 5@

Situation a : (Ap+1BJ(p) -0 oup’®

19.3

Bj(p) = (0 ou Bj(p) =

£ 0.

= @). Un ensenble essentiel gJ (p+1)

de générateurs de Af(p+1) est défini par :

pJ @*1)

pI+1) _ (@)

et :

[ i) Bj € BJ(p) : Ap+

23 (k)

-~
gk, g ¢ p/(P)

3(p+1) _{ -+~ pl(k,h)

B =¢ i1) BV k
Ap+1B. >0

Bh<: 0

J
1B >0

Ap+1
k

(*) Nota : De facon générale Bj(k’h) =

A BN - g
pti

_ @) )

= |Ap+1

19.4

19.5

[resp. A, B = 01

p+1

h k k h
B8 a8 B e

19.6

B™, Bh,adjacents dans B’ (P (1

AKBk + AhBh ol Mo My ? O tels que
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(+) B J(p) sont adjacents dans B° 1(p) si et seulement si
J(p) {B B } détermine une face de Ai(p) i.e. si et seulement s'il
n'existe pas de colonne NP, j e J— {k,h}, de la matrice M du Tableau (19.2)

dont 1'ensemble des indices des composantes nulles contienne 1'ensenble

des indices des composantes simultanément nulles pour les colonnes.Mk et

Mh de M,

Nota : L'ensenble BJ(p+1) {resp. BJ(p+1)] défini dans (19.6) [resp. (19.5)1
peut €tre éventuellement vide.

si P 2 p e, PO LI g op gI@) | 5. 1

rithme se termine : K = A% = {0}.

algo-
si BT P 1 g (e P S pIP) £ g G BT £ gy on

passe a 1'étape suivante avec p = p+l.

Situation b : (B7(P) £ ¢ et Ap+1 37 4 ).

On suppose que B J(p) est une base p051t1ve de cardlnallte max1ma1e
de la partie linéaire ]AI( ) i.e. si fln(AI( )) dlm(]AI(pj[) = d(>£0 alors :

J(p) P I I I
- Sous. 1'hypothése b), il existe donc B. 9 e B (p) tel:que s st o
B 0 > 0. e s e 19.7 ps

Vs Con51derons B.° fixé :~uneensemb1e;essenxiel»BJcp+19:de(générateurs
de A¥( +1) est défini par : o

) L PGe ) e, o

| 1) B e BJ(P) Ap+1B'J -0 1
| s 1(J £) i lAp+1B£| Bjo IA 50| B
B ICEII SRIC IS W 9@ g2, gl | ? 199
| A‘p+1‘BjZ <0

Gt 3G®
iii) -B (B déterminé dans ii)). )
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J e )
0 % =
i) B [sauf si A.p+1 = Ap+1]
3450 j
B o’ =|A B O+|% BolBh
i (o) e O i
ii) B ° Bh e B'P
~ h
L A ..B 0
pI (1) - pr1” L 19.10
[ 3k, j | j
k\
B % = A 0L (A B (B0
J(k 'J ) k J( ) l
Hiii) B B* ¢ BY'P.
i Im B 0
\ iv) B ¢ B \P tels que Ap+1 BJ =0

@) .

= @, 1'algorithme se termine : K =
g

= {0}.

Si B J(p+1) # @, on passe 3 1'étape suivante avec p = p+l.

Remarques sur 1'algorithme de Double Description.

~1-  Sous 1'hypothése b) la fagon de déterminer BJ(p+1) varie suivant ie
type de base positive B (p) considérée. Ci-dessus, on a considéré le cas ou

J(p) est une base positive du type maximale de ]A?( )[. La facon de déter-
miner BJ(p ) est donc essentiellement la méthode de la section 10 pour -la
détermination d'une base linéaire (au sens habituel) d'un sous-espace vec-
toriel défini par un systéme d'équations linéaires homogénes. De fagon
générale, si BJ(p) est une base positive quelconque de ]AI( )[, la détermi-
nation de BJ(p D est toujours intimement 1iée 3 la détermination d'une base
linéaire, d'aprés le résultats de la section 9. Toutefois, il est avantageux
de considérer une base positive BJ(p) de type maximale, compte tenu de la

symétrie de cette derniére, et donc, de la simplicité des différents calculs
Sterminati J(p+1)
dans la détermination de B .

oM
-2-  Toujours sous 1'hypothése b), dans la détermination de B o’
j(k,-3,)

[resp. B

(19x1011))
(19.10 11i))] on peut considérer, de facon générale, un vecteur
arbitraire Xﬁ e (B (p))ﬁ [resp. X € (B (p))L] tel que A.p 1X§ > 0 [resp.

1 j
Ap+1 Xi < 01, au 11eu du vecteur BJo [resp. -B ©1. 11 en est de méme pour B ©
dans (19.101)). Il est intéressant de tenir compte de ce choix possible dans

la mise en oeuvre numérique de la Méthode.
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-3- On remarqué‘finalementbque sous 1'hypothése a), le critére pour déter-
miner ;'adjaCence de deux vecteurs n'est applicable que si tous les vecteurs
Bj € BJ(p) sont egsentiels dans BJ(p). En fait, si on appliquait ce critére
sur un ensemble gt (P) non essentiel, 1'ensemble BJ(p+1) déterminé a 1'étape

; x . J(p+1
p+1 serait incomplet 1i.e. Aftp+1) # (B (p ))L'

Schéma Ggnéral de calcul pour 1'Algorithme de Double Description,

Soit T(p) = AI(p) BJ(p) le Tableau de Double Description associé

au cOne poly&drique A% | défini par les ppemiéres (in)égalités du systéme
Y q 1(p) oS g
homogéne 19.1) : rJ ()

1@ | L@
A
I(p) O o

A. M(p)
I(p) D

AL p)

oa 87 (P) est un ensemble essentiel de générateurs du cbne polyédrique Af(p).

L'étape (p+*1) de la Méthode de Double Description consiste 2
adjoindre 1'inégalité Ap+1X > 0 [resp. 1'équation A +1 X =01 au systéme
AI(p)X 2> 0, et @ déterminer donc un ensemble essentiel BJ(p+1) de générateurs
du cdne polyédrique A?(p+1)'

Bétermination du Tableau T(p+1) :

Dans la détermination du Tableau T(p+1) on écrit d'abord les

L
coefficients de 1'hyperplan A comme une ligne additionnelle de la matrice

p+1
AI(p) du Tableau T(p), et on détermin¢ ensuite les produits scalaires de Ap+1
avec les différentes. colonnes de BJ(p). On distingue alors les situations
suivantes :
: J J PN

[)si Ap+1B @ 3 [resp. A ,.B () _ 01, 1'inégalité Ap+1X > 0 [resp.

1'équation Ap+1 X = 0] est redondante, la ligne additionnelle peut &tre

€liminée et on a que : T(p+1) = T(p). ‘
1) - - A
a) Si A BJ(p) = 0, ou bien BJ(p) = @, mais il existe des colonnes de BJ(p)

p*1
dont les produits scalaires avec Ap+1 est négatif [resp. non null , chacune
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de ces dernidres colonnes doit &tre éliminée. Cepedant, avant de les &liminer
on détermine toutes les combinaisons linéaires positives BJ (k, h) des vecteurs
Bk et Bh qui se trouvent de part et d'autre de 1'hyperplan Ap +1 (i.e. dont

les produits scalaires avec Ap+1 sont de signe opposé€) et qui sont adjacen‘chr

B/ (k,h) 0. Concrétement,

. k h .ok Lh
.Ap+1B >OetAp+1B <0 ; B, B

dans BJ(p), combinaisons telles due : Ap+1
B (k,h) AkBk + A Bh ol Bk h J(p)

adjacents dans B‘Hp) > €t Ao, Ay des coefficients réels positifs tels que :

Ap+1BJ (,h) 0 (A = IA hl, = IA Bk[, par exemple). L'ensemble essen-

tiel B J(p*1) est donc constitué, d'une part, des vecteurs BJ BJ(p) tels que

Ap+1BJ > 0 Iresp. A +1BJ = 0] et, d'autre part, des combinaisons linéaires

positives B/ (k,h) définies ci-dessus.

(+) Deux vecteurs Bk Bh € BJ (p) sont adJ acents dans B J (p) si et seulement

s'il n'existe pas de colonne (M(p))J (JeJ (p), j # k,h) de 1la matrice M(p) de
T(p) dont 1'ensemble des indices des composantes nulles contienne 1'ensemb1e
des 1nd1ces des composantes simultanément nulles pour les colonnes (M(p))

(M(p)) de M(p) .

1D |
b) Supposons maintenant que gt (P) 0 et Ap 1 J(p) # 0. S1 B J(p) est une

base positive du type maximale de 1a part1e linéaire de AI )’ il existe alors
J J
au moins un B ° € (p) tel que A +1B > 0 (s'il en existent plusieurs, on

en choisit un). Une base positive BJ(p+1) (du méme type que BJ(p)) est déter-
minée par :

i) les BJ € B J () tels que A B =0

p+1

.- j
ii) les combinaisons linéaires positives B’ (Jo’z) = >‘j BO+2a £B£
. 0
3 J
ol B‘i € BJ(p) (Bl# -B O), Ap+1Bz < 0, et dont les coefficients A, , A[sont
& "y . iG,0 - - L
des réels p(?51t1fs tels que : Ap+1B o’ = O(Ajo = |Ap+1B |,
J
= |Ap+1B °|, par exemple)
3G D) _
iii) les négatifs des combinaisons B déterminées dans 1ii)
(i.e. -8 U0ty
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Par ailleurs, un ensemble essentiel g (P*1) st déterminé par :
. Jo - S
i) le vecteur B ~ [sauf si A§+1 est une équationl

ii) les combinaisons lindaires positives

iGM. 5. wo h
B o’ AAJOB +>\hB

oll Bh € BJ(p), A.p+1Bh < 0, et dont les coefficients
Aj » A sont des réels positifs tels que : Ap+1BJ(Jo’hj =0
o} :
. o s j
iii) les combinaisons linéaires positives BJ(k"Jo)=AkBk+Aj (-B O)
» o}
ol Bk € BJ(p), Ap+1Bk >0, et dont les coefficients A

A, sont des réels positifs tels que : A +1Bj(k’"jo) = 0.
o 3l . P® j P
iv) les B ¢ ") t.q. A B! =0
Remarque 1 : d'aprés les résultats ci-dessus, 1l'ensemble des colonnes du
tableau T(pt+1) est donc constitué, d'une part, des colonnes (T(p))J'du Tableau
T(p) correspondant aux générateurs B ¢ BJ(p) tels que B ¢ BJ(p+1) et, d'autre
part, des combinaisons lindaires positives (T(p+1))3(k’h) = kk(T(p)}gqh(T(p))h

k

correspondant aux générateurs BJ(k’h)=AkB + AhBh (en effet, on a que :

A (OB © o B « o @Bt = @Dk + o aen®).

Remarque 2 : si & 1'étape (p*1) on s'intéresse & déterminer un ensemble guel-
congue gt (P*1) de générateurs de A¥( +1) (i.e. g’ (P*1) non nécessairement
essentiel) le schéma de calcul est agalogue avec la seule différence qu'on
détermine alors toutes les cambinaisons des paires de générateurs qui se
trouvent de part et d'autre de 1'hyperplan A 1 Par ailleurs, on remarque
que pour la détermination de BJ(p+1) essentiel il faut absolument que BJ(p)

soit essentiel.

Remar%ue 3 : 3 chaque étape p de la méthode de Double Descriptioh les éléments
de B°'P , et donc les colomnes respectives du Tableau T(p), sont déterminés i
une constante multiplicative positive prés; I1 faut tenir compte de ce fait |

13 dans la mise en oeuvre numérique de la méthode, pour &viter que - les &léments
des différents tableaux deviennent trop grands. En particulier, les coef-
ficients positifs A, A;, des combinaisons B +>thh doivent &tre choisis

convenablement.
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Lemme 19.1.

Soit BJ un ensemhle essentiel de générateurs du ctne polyedrigue
K = A? lin (K) = d, et soit F une face dp K. Alors, F est une face de dimension
d+2 de K si et seulement s'il existe B Bh € B‘j tels que BJ U {Bk, Bh}
détermine F,

-~

Nota : I1 suffit de supposer ci-dessus que g’ est essentiel.

F

Dem - : 801t F une face de dimension d+2 de K et soit B = BJ'ﬂ F. Etant
J

domné que 1K[ ¢ F, on a que B" ¢ BF, D'autre part, puisque dim(F) = d+2,
k

il existe B, Bh € BJ tels que :

aim @ v (BX, B")) = d+2

J {k,h}

J
Soit B ° ¢ B n B . On a alors :

J
B O = k h

X+akB '+ahB

avec oy, o € R, Xe IKI = (BJ)L. Par ailleurs, du fait que B e BJ . 11
existe Ai € AL tel que :

o I
J
AiB°>O i.e.
O .
J
O<A BO=A X +a A, BX+a A, BD
i, i, k i h ig
D =g R R
=0 >0 20

Par conséquent, 1'un au moins des coefficients oy ah est
strictement positif. Supposons donc que oy > 0. Si ay 2 2 O [resp. o, > o]

BJO [resp. Bk

] est alors redondant dans BJ (d'aprés la proposition 8.4) ce
qui contredit que B” soit essentiel. Par conséquent BF = B v {B", B},
d'ou le résultat.

Rec1proquement soient Bk Bh € B’ tels que g’ J {Bk, Bh}
détermine F. I1 est clair donc que d+1 ¢ dim (F) < d+2. Si dim (F)= d+1,
alors 1'un des générateurs Bk Bh Qst redondant dans BJ (voir lemme 14.2)

ce qui contredit 1'hypothé€se sur B d'ot dim (F)=d+2.
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Corollaire 19.1.
Soit BJ un ensemble essentiel de générateurs du cdne polyddrique
K = A%, 1lin (K) = d. Une condition nécessaire et suffisante pour que

’
Bk, B}Il € BJ soient adjacents dans g’ est que :

rang CAI(k,h)) =1 - (d+7)

ol
I(k,h) = fieT/ ABY =0 et AB" = 0)
Nota : I1 suffit de supposer ci-dessus que 53 est essentiel.
Dem : C'est une conséquence directe du lemme 19.1, de la définition

d'adjacence de deux générateurs et du fait que la dimension une face F
est la dimension du plus petit sous-espace vectoriel qui la contient.

Remarque : Le corollaire 19.1 nous donne‘un critére alternatif pour carac-

k Bh J
, € B

Contrairement au critére d'adjacence présenté précédemment, 3 saycir :si

BJ est essentiel ; Bk; Bh € BJ sont adjacents dans BJ si et seulement si

789 ¢ BT HOM o1 que Tah) € TG) o1 1) = fie T/ Al = o1,

le critére du corollaire 19.1 fait intervenir le rang de-AI(k h) et ne
’

rd - - - - ~ J .
tériser 1'adjacence de deux générateurs B , Ou B” est essentiel.

permet donc pas de caractériser 1'adjacence de deux générateurs 3 partir
de la seule connaissance du Tableau de Double Description. Néammoins la
condition nécessaire du corollaire 19.1 nous domne un critére qui peut

A ez - - . 4 .
eétre inté€ressanpt , si B” est essentiel : '"Une condition nécessaire pour

que Bk, Bh € BJ,soient adjacents dans B est que :

Card (I(k,h)) » n - (d+2)

i.e. que les colonnes Tk et Th du Tableau de Double Description associées

k

P h . - -
aux générateurs B" et B~ aient au moins n - (d+2) z€ros en commm.
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Théoreme 19.1.

S{ B J(p) est un ensemble essentiel de générateurs du cone
polyédriique A"f(p) des solutions des p premines inégalités du sysieme
homogeéne 19.1, £'ensemble B J (1) “determing a £'étape p+1 de La Méthode
de Double Description (Section 19) est un ensemble essentief de générateuns

du cone polyédnique AI( 1) des solutions des p+l premignes inégalités de c»
systeme.

Dem : Le cbne polyédrique Af( 1) résulte de‘l’intersection du cbne
polyédrique AI( ) avec le demi-espace fermé A§+1 (resp. avec 1'hyperplan

+1) défini par 1'inégalité Ap+1X 20 (resp.vpar 1'équation Ap+1X = 0) i.e.

% % A

M) = M O 8 (7P M) = Afp) O M)
Toute face de Af( +1) est donc 1'intersection d'une face de

Af(p) avec une face de A; 1 (resp. de A; 1) Par ailleurs, les seules faces

(différentes de {0}) de Ap+1 (resp. de A.p 1) sont le demi- espace fermé

A§+1 et 1'hyperplan frontiére A;;1 (resp. le seul hyperplan p+1)

1 e "" o 3 o - A
I) Si Aﬁ +1 (resp. Ap+1) est redondante dans AI(p+1) i.e. AI(p+1) AT(p)’

alors B Je+) . J(p) et le résultat est vrai de facon évidente.

s oA L . - . .
IT1) Si Aﬁ+1 (resp. Ap+1) n'est pas redondante dans AI(p+1)’ on distingue
alors les deux situations suivantes :

ST S I 1) B ® - g o Ap+1Bj(p) -0
b) A AL i B P) g et Ap+1Bj(p) #0

Soient d = 1lin (A i p )) d' = lin (A% (p+1))
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Situation a) :

I1 est clair que ]AT 1L = 1A§ . [ i.e. la partie linéaire
. . . (p+1)" " 1(p) J(p+1) J(p)
de;A%ép+1)’cqincrde avec la’‘partie ilnéalre‘de§A¥(ﬁ);*B P =
et d=d'. L'ensemble des$ faces de dimension dre de*Aﬁ(p;T) est donc cons-
titué, d'une part, des faces de dimension. d+% deﬂAf(pj»contenues dans le

demi-espace fermé Ab*

des faces qui résultent de 1'intersection de chacune des faces de dimension

1 (resp. dans 1'hyperplan A;;1) et, d'autre part,
d+2 de A%(p) (non contenues dans A4;1, et dont 1'intérieur relatif 3 une

intersection non.vide avec Ap+1)ﬁ)avec 1'hyperplan A;11, Par ailleurs,

puisque BJ(p) est un ensemble essentiel de générateurs de A% les faces

I(p)’
de dimension d+1 de A¥(p) sont de la forme (théoréme 14.2) :

F(j) = (B u BINe, B e 57 P
et les faces de dimension d+2 de A§(p), de la forme (lemme 19.1) :
F(k,h) = (8 v (8, B'he ; BX, B ¢ 37(P)

avec Bk et Bh adjacents dans BJ(p).

On a donc :

“F(J) e A%, (resp. F(j) c.A;+1j <=>A__ B30 ‘(reSpf»Ap+1B{ = 0)

P pt1
Blh) N A £ 0 et Flom) £A . = A B> 0, A BN <0
( ’ ) p+‘] e ( ") p+1 p+1 s p+‘|
(%) Rémargue : Si F(k,h) est une face de dimension d+2 de A%, . telle

que F(k,h) ¢Ap+1’ F(k,h) n Ap+1 # @ mais F(k,h) n A 1 @ (ot F(k,h)
est 1'intérieur relatif de F(k,h)), alors F(k,h) n A§;1 "F(k) ou F(h)
i.e. F(k,h) N A;+1 est une face de dimension d+1 de Af(p) contenue dans

L
Ap+1 -

D'aprés cette remarque, et compte tenu que les intérieurs
relatifs des différentes faces de A% sont disjoints (i.e. les faces

1(p)
ouvertes de Af(p) sont disjointes), toutes les faces de dimension d'+1

de Af(p+1) considérées ci-dessus sont différentes. Par conséquent,
sous 1'hypoth&se a), 1'ensemble BJ(p+1) déterminé dans la Méthode de Double
Description (section 19) est, d'aprés le théoréme 14.2, un ensemble essen-

tiel de gén€rateurs du cOne polyédrique A?rn$1).
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Situation b) :

[= 1A%, [N AY cIas, T
J(p+1) (p*1) - I(P) p+i tm"
d' = d-1, et 1'ensemble B déterminé par la Méthode de Double Description
(section 19) est, d'aprés les résultats des sections 9-10, une base positive
de ]AI( +1)[ Par ailleurs, du fait que d' = d-1, 1'ensemble des faces de
 dimension d'+1 de A fp +1) est constitué, d'une part, des faces qui résultent
de 1'1ntersect10n de chacune des faces de dimension d+1 de AI( )? avec

1'hyperplan Ap+1 et, d'autre part, si la (p+1)eme 1nega11te n'est pas une
equatlon, de 1a face qui résulte de 1'intersection de la partie linéaire

' Sous 1'hypothése b) on a que : ]A”

I(p)[ de A&( ) avec le demi-espace fermé A.p 1- Par ailleurs, étant domné
que les intérieurs relatifs des différents faces de AI(p) sont disjoints,
toutes les faces de dimension d'+1 considérées ci-dessus sont différentes.
Par conséquent, sous 1'hypothése b), 1l'ensemble BJ(p+1) déterminé dans la
Méthode de Double Description est, d'aprés le théoréme 14.2, un ensemble
essentiel de générateurs de A¥(p+1), ce qui compléte la démonstrgtion du
théoréme.

Corollaire 19.2 :

Si BJ(p) est un ensemble (quelconque) de générateurs du cOne
polyédrique Ai( ) des solutions des p premiéres inégalités du systéme
homogéne 19.1, 1'ensemble BY(P*1) gaterming 3 1'étape pt+1 de la Méthode
de Double Description (section 13) est un ensemble (quelconque) de géné-
rateurs du cone poly&drique A¥(p+1).

Dem : C'est une conséquence directe du théoréme 19.1 et de la facon
de déterminer B J(p+1) dans la Méthode de Double Description (section 13)
compte tenu du fait que si BJ(p) est un ensemble de générateurs de AI( )’
J(p) contient alors un ensemble essentiel de générateurs de Af(p) P
Remarque : Pour une démonstration directe du corollaire 19.1 le lecteur
est renvoyé a [181].
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Lemme 19.2 :

22 ¢ g @)
1 ) ¥

I(p) qui c;ntlentJB et B et si F est la plus petite face de AI(p+1)
gui contient B 1 et B 2, alors :

I
Soient B ',

. Si F est la plus petite face {fermée)

J J '
. _ L . 1 2 4
1) ?*‘—FOAPH, si {B ', B }c,ApJ‘L1

‘ o0y
11) %=F.nA§'+1,Sl{B B}¢ -

Nota : La situation ii) n'est possible que si la (p+1)éme inégalité

n'est pas une équation.

.L
Dem : Etant donné que AI(p+1) I(p) n Ax b1 (resp. AI(p+1) I(p) ”),
toute face de A" p+1) est 1'intersection d'une face de A‘I‘( ) avec une face de
p+1 (resp. de K£ +1) Par ailleurs, les seules faces (différentes
de {0}) de Ai;ﬂ (resp. de Ap 1) sont le dem1 -espace fermé Ap +1 €t 1'hyperplan

frontiére Ap+1 (resp. le seul hyperplan X +1)

j
i) Supposons d'abord que {B 1, B 2} c Ap+1. FN A; 1 est donc une
VU L IR e
face de Af(p+1) qui contient B " et B “ et on a que : ¥eF ﬂAp+1

J .
D'autre part, ¥=Fn A;‘1 ou F' est une face de A’f(p) qui contient B ! et

J2

B’etonadonc FNA-. c F'aAx, = ¥, d'od finalement ¥ = Fn A
p+1 p+1

p+1’

J
ii) Si {B 1 }8: At 1’ la démonstration est analogue.

Theoneme 19.2 :

Soient BI(P) yp ensemble essentiel de générnateurs du cone
polyédrique AI( ) §§+1 non redondante dans A f(p+1)? et 37 (P*1) L'ensemble
essentiel de générateurns de A tp+1) déterming par La Méthode de Doubly Des-
crndlption (section 19) (4L suffit de supposer ci-dessus que BHP) et BJ(p+1)
sont essentiels).
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o 3
a) Sé A,y DIl (e 7P = gou A B B/ ®) - 0), akons :
L) AL BI', B" € BJ(p) n BJ(p+1) , une condition nécessaire et sufgi-
¥4

sante pour que B™ et B™ s0ient adjacents dans BJ(pH)v est :

£

1) si (B°, M ¢ Ak —_p que BK et B™ sodient adjacents dans BJ(p).

2) AL {B B™ e A p+1’ que La plus petite face F de AI( ) qui con-
tient a La §o4s B[' et B® uwﬁw Les deux cond,c,twn/.s suivantes :

3B e ® LM A op que B € K

-1 Bk, Bh € BJ(p) n F, adjacenu’dané BJ(p) et de pa/z,t‘e/t
d'autrne de £'hypenplan A‘Il)‘+1 .

L) 8L B € BJ{p) N BJ(p+1) et pJ (k,h) J(p+1), une condition

nécessaine et suggisante pour que BK et BJ (k, h) Aowm‘, adjancem‘/s dans

1) s4 B ¢ A;1, que £ = k (i.e. BY= BY)

2) siBle A;-P que La plus petite face F de A () qui conuent
a La fois Les vecteurs BK k Bh € BJ(p) venigie :

-1 pl ¢ p7(P)-¢ N F tel que Bl ¢ A"I\J'+1

I B e @ A F, mn) # (h), adjacents dans B P et

de pant et d'autre de K\1;+1‘

L) Une condition nécessaine et sufpisante pourn que BJ (k, h)
BJ (m,n) J(p 1)AOL2M adjacents dans BJ(p D est que La p!,ws pe/t(/te 5ace
Fde A¥ fop) qui contient a La 504/5 Bk h , B™, B" verifie :

3w e ®® nF tetque e Do

-4 Bq, BP ¢ BJ(p) 0N F; (q,p) # (k,h) et (q,p) # (m,n), adjacents

dans BJ(p) et de parnt et d'autrne de A;H‘
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L . P J(p) J(p) .
b) SL Ap+1 i]AI(p)[ (i.e. B #0 et Ap+1B #0), alons :
1) BK, B" e BJ(p) n BJ(p+1) sont adjacents dans BJ(p+1) AL et seulement
L

54 BY et B™ sont adfacents dans BJ(p).

I®) g g 18 ; 0,3 5
2) gt ¢ 9@ n pT (1), i(Gosh)  pI(P*1) esp. 500 ¢ BT,
sont adjacents dans BT (P or seukement si BY et BN (nesp. B et Bk) sont
adjacents dans B’ (P)

(5 h g - komi e
3 BJ(JO, ), BJ(-Jo’ ) . BJ(p,,U nesp. BJ( , Jo)’ g 3o ¢ T @) (e
y - Je) . oh 2 k .m :
adfacents dans B 44 et seulement s4 B7, B~ (resp. B™, B) sont adjacents
dans BJ(p).

3G ,,h) P ik,-3 ) 7
48 % e BJ(p+1) et B 9 ¢plPD sont adjacents dans gJ (P+1)
k h

84 et seulement 54 B™ et B sont adjacents dans BJ(p).

j -~
5) S B e 8P (io. si ka (pr1)itme indgalits n'est pas une
¢quation), B ° est adfjacent a tous Les BJ € BJ(p+1)'JO.

Démonstration : Soient d = lin(Ai'\‘(p)), d' = lin (A“i'\‘(p + )). Considérons

1 D]AI(p)\[‘ On a alors : 4!

d'abord la situation a) i.e. Ap+

Rappelons par ailleurs, que :

'BJ(P""]) = Bj(p) *19.5

g

+1

W

(i) Bl end® . A, 0 (resp. A_.B) = 0) )

p+1

BJ (k’h) : -BJ (k’h) = )‘kBk + )\hBh

ii)
R gk gt e g7 (P)
RO
k h

Ap+'1B > 0, Ap+1B <0 L 19.6

Bk, -Bh adjacents dans BJ(p)

pIGh) 4L

Agr Ay 7 O tels que : o+
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ou la (p+1)iéme inégalité est de la forme Ap+1X 2 0 (resp. A__,X =0)

p+1

a.i) Bl g e @ PO (e, B, B e B7P 0 IO,
Soit F (resp. %) la plus petite fgce de Af(p) {resp. de A%(p+1)) qui

contient B~ et Bm.

a.i.1) {8, 8™} ¢ A

S LB o= A%
D'apreés le lemme 19.2 : F = F N0 Ap+1‘,

\
Condition Suffisante :

Soient BK et Bm'adjacents dans BJ(p) i.ed Bk € BJ(P)'{Z,m}
J(p+1) i.e.

Jo 20
A ¥. On a donc que B - € F et, par conséquent B ~ est

NF

et supposons que Bﬂ et B™ ne soient pas adjacents dans B
) 2 .

1B ° e BJ(pf1)—{£,m}

nécessairement de la forme B ° - BJ(k’h) (19.6 ii)). Par ailleurs,

BJ(k’h) € F = Bk, Bh € F, et on a finalement, d'aprés 19.6 :

Bh ¢ BJ(p)—{K,m} A F

ce qui contredit 1'hypoth€se sur BK et B".

Condition Nécessaire :

Soient BE, Bm’adjacents dans BJ(p+1). Etant donné que
¥=F r1A§+1, ¥ & A;;1, on a que dim(%) = dim(F) et, d'aprés le lemme 19.1

(pour A¥(p+1))
d+2 = dim(®) = dim(F).

£

Par conséquent, d'aprés le lemme 19.1 (pour A¥ .}, B et B™

I(p)
sont adjacents dans BJ(p).
a.1.2) 8%, B™ c At
.1.2) R o+

D'aprés le lemme 19.2 : ¥=Fa A;11.

Par conséquent, d'aprés 19.6, la condition est clairement

nécessaire.




Condition Sufflsante :

Supposons que sous les hypothéses i.2) BZ et B™ ne soient pas

£
adjacents dans g (P*1) 5 e, 18 © ¢ pl(P*1)-04,m} N F. 11 est clair donc
£ £ £ .
que B ©e¢ F. Par conséquent, B © est nécessairement de la forme B © = Bj(k’h)

(19.6 1i)). Par ailleurs, étant donné le caractére extremal de

a3 (k;h) : k h . k

E
€ F s1 et seulement si B, B ¢ F. On a alors B B € BJ

b
™) q ¥,
adjacents dans BJ(p) et de part et d'autre de A;;1, ce qul est impossible

d'apres les hypothéses, et la condition est donc suffisante.

.. ya A
a.ii.l) B~ ¢ Ap+1

Soit F (resp. %) la plus petite face de AI( ) (resp. de A

que contient BK et BJ(k’h). On a alors, d'aprés le lemme 19.2, que :

F=Fn A

I(p+l)

Condition Suffisante :

Soit £ = k. Etant donné que Bk et Bh sont adjacents dans BJ(p)

on a que 1 Bj € BJ(p)_{k h} OF. Supposons que Bk et Bj(k h) ne soient pas

adjacents dans BJ(p R . On a alors ]B 0 ¢ BJ(p -tk 0k, hJ}ﬂ F. Par
2 K _
ailleurs, puisque B ° ¢ F, B © est donc nécessairement de la forme

£ .
BO= BJ(m’n) avec (m,n) # (k,h). Supposons par exemple que m # k. Alors,

du fait que BJ(m’n) € F si et seulement si B" et B" ¢ F et puisque m # h

(car Ap+1Bm > 0 et A.pﬁBh < 0), on a finalement que :

g BJ(p)—{k,h}

J(p)

ce qui compléte la démonstration.

h soient adjacents dans B
(p)-{k,h}

ce qui contredit que Bk et . De facon analogue,

B
si n # h, on obtient B ¢ BJ

Condition Nécessaire :

-t — —— e e - ——

Soient Bp et BJ(k ) adjacents dans B J(p D et supposons £ # k.
Etant donne que, d'une part, B° (p) est essentiel et que, d'autre part, Bk
et Bh sont” adjacents dans BJ(p), on a d'aprés le lemme 19.1 (pour A*(‘)) que :

dim(F) » d+3
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Par ailleurs, du fait que ¥=F nAp+1 et ¥¢ A 412 On a que
dim(%) d+3 = d'+3 ce qui contredit, d'apres le lemme 19.1 (pour AI(p+1))’
que Bz et BJ(k h) soient adJacents dans B J(p* 1). La démonstration de a.ii.Z2)
est analogue a celle de a.i.2). Il en est de méme pour a.iii).

Considérons flnalement la situation b) i.e. A;;1;b IAI(p)
On a alors que d' = d-1. Rappelons par allleurs que :

(- jo . ,
i) B (sguf si A_p+1 X=0)
- s J o pd@ j_
ii) B € B t.q. Ap+1B =0
iG,h)  riG,sh i
i) B 0 i B 0 =, BO 4 B
4 Jo h
gh ¢ pJ(P)
~ h
. A B <0 .
BJ(p+1) = 4 p+1 r\ 19.10
3 (o)
}jo’ Ay, > O tels que : B € A.p+1
-3 ) i(k,-3) j
iv) B9 g O = kak s+ (B9
Jo
8K e (P
k
Ap+1B >0
ik,
A, A. > 0O tels que : B ° A
Ko o ® pr
. J
3 j j
o1 B°e¢ BJ(p), Ap+1B ° 50, B O £ixé arbitrairement.
b.1) gt, B e 7P n g7 (1),

Soit F (resp. %) la plus petite face de AI( ) (resp. AI(p+1)) qui
contient BE et . D'aprés 19.10, et compte tenu du lemme 19.2, on a que :

_ 1
%-Fn%ﬂ
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Condition Suffisante :

Soient BE et B" adjacents dans BJ(p) et supposons que BZ et B™
ne soient pas adjacents dans BJ(p+1). On a alors :

2 -
1B © ¢ BJ(P”)_{[’m}ﬂ%.

¥4 £
. Etant donné que B ®C¢F,ona que B © est nécessairement de la
forme : ‘ '
£ iGN £ jk,=3.)
=3 "% (uB°=8B .
i 3Ggoh) i)y
Par ailleurs, puisque B%e ]AI (p)[c F, B € F (resp. B € F)

si et seulement si B € F (resp. Bk € F). Par conséquent, on a, d'aprés
19.10 :

J(p) -{£,m}

/@ -m g g oqu Bk e B

Bh n F)

ce ‘qui contredit que Bz et B soient adjacents dans BJ(p), d'ol le résultat.

Condition Nécessaire :

Soienr B[’ et B" adjacents dans BJ(pH). D'aprés le lemme 19.1
(pour A’f(p”)) on a que :

dim(¥) = dr+2

W

Par ailleurs, étant donné que ¥=Fn Ak 1 et que F & Ap+1

| -
on a que dim(¥) = dim(F) -:1. D'od :

dim(F) = (d'+2) + 1 = d+2

ce qui d'aprés le lemme 19.1 (pour AI( )) entraine que B‘Z et B™ sont adjacents

dans BJ (p) .
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Soit F (resp. %) la plus petite face de A“i\‘(p) (resp. de Aff(pﬂ))
REGPNN:) 5 '
qui contient 3 et B 0>/, On a alors, d'aprés 19.10 et le lemme 19.2,

E=Fn Ap e Par ailleurs, étant donné le caractére extrémal de F et du fait
j j(G,5h)

que B ° ¢ ]A"I"‘(p)[ cF, onaque : B ° € F si et seulement si 8" ¢ .

Par conséquent, F est la plus petite face de A’I"‘(p) qui contient BY et Bh.

Condition Suffisante :

Soient B‘i et .Bh adjacents dans B’ (p) et supposons que Bz et
3 (G40 ~
B o’ e soient pas adjacents dans BJ (p+1) . On a donc que :
£ J(e+1)-{£,j(G )} £ 3
iB%¢B o’ 0 ¥. I1 est clair que B 0 ¢ BJ(_p). En effet
£

o} i . h L P
B e€FN ép+1 et !,0 # £ Par ailleurs, 1&0 # h car B ¢ Ap+1' Par conséquent,

¥4
si B 0 € BJ(p) alors :

£ 3
BO ¢ BJ(p) -{£,h} N F

ce qui contredit que BK et Bh soient adjacents dans BJ(p) . D'aprés 19.10,

e iGem &, i(m,-i)
B © est donc de la forme B © = B o’ (ou B °-p > “0”). Supposons d'abord

£ iGgom :

B2 =38 "% ". I1 est clair donc que, d'une part, m # h et, d'autre part,
puisque ApHBK =0 et Ap+1BIn < 0, m # £. Par conséquent, étant donné que
3G, sm)
B ° ¢ F si et seulement si B" ¢ F, on a finalement :

e g @-TLN) (g

ce qui contredit que B{Z, Bh soient adjacents dans B (p) .
SiB =8B , on a, d'une part, n # h (car AP*}B >0
h n
et Ap+1B < 0) et, d'autre part, n # £ (car Ap+1B >0etA +1 B* = 0)
et on obtient alors, de fagon analogue :

VN

B ¢ BJ(p)-{K,h} nF

donc une contradiction, d'ol finalement le résultat.
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Condition Nécessaire :

i)

Soient BZ et B adjacents dans BJ(p+1) et supposons que

2 h . . J®) peos P Jo .
B~ et B ne soient pas adjacents dans B . Etant donné que B ~ ¢ ]Ai(p)[czF,
J (350
alors B~ © € F si et seulement si Bh € F et F est donc la plus petite
face de A¥ qui contient Bz et Bh. '

I(p)

Par ailleurs, d'aprés le lemme 19:1, on a que dim(F) > d+2
et donc dim(%) = dim(F) -1 > d+1 = d'+2, ce qui d'aprés le lemme 19.1

2 BJ(Jo,h)

(pour A¥(p+1)) contredit que B~ et soient adjacents dans BJ(p+1),

d'oti le résultat.

La démonstration des parties b.3) et b.4) est analogue a celle
j(Gosh) Jk,-30)
€ F (resp. B € F)

si et seulement si Bh € F (resp. Bk € F), ol F est une face de

de b.2), compte tenu du fait que : B

oo

I(p)
jo 5 jo )3
b.5) SiB°e BJ(p+1), B % est adjacent 3 tous les B ¢ BJ(p+1) Jo.
5 IED-3
Soit B’ € B . Soit F (resp. %) la plus petite face

. - J
% o - - J (o] p -
de AI(p) (resp. de AI(p+1)) qui contient B° et B ~. Etant donné que

Jo _ - . .
Ap+1B > 0 on a que ¥=F ﬂ-Aﬁ+1- Par ailleurs, du fait que
j ‘ .
0 ¢ ]A%(p)[ ¢ F, F est donc 1la p}us petite face éi-A§£§) qui conti??; B?.)
; ; Ju ' JK,=]
D'aprés 19.10 on a que soit B? ¢ BJ(p) soit BJ =B © (ouB) =B °y.

Par conséquent, du fait que BJ(p) est essentiel, on a que dim(F) = d+1

. . 3G,
(en effet, c'est évident si B « BJ(p). SiBJ =B o’
. J (jo’h) J (k"jo)
cela résulte du fait que B € F (resp. B

. Jlk,-j)
(resp. B} = B ° ),

€ F) si et seulement

si Bh € F (resp. Bk € F)). Finalement, puisque E=F n A§+1 et ﬁ«i Ap+1’
on a que :

dim(® = dim(F) = d+1 = d'+2

; J
ce qui entraine, d'aprés le lemme 19.1 (pour A%(p+1))’ que B) et B © sont
adjacents dans BJ(p+1). '

Le théoréme est donc démontré.
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20 METHODE DE DOUBLE DESCRIPTION AVEC DETERMINATION DES CONTRAINTES
REDONDANTES.

Dans la section 13 on a présenté la Méthode de Double Description
pour la détermination d'un ensemble quelconque de générateurs d'un cdne polyédri-
que défini par un systéme d'inégalités linéaires homogénes et donc, pour la
détermination d'une Double Description (quelconque) d'un tel cdne polyé&drique.
Par ailleurs, dans la section 16 on a présenté des critéres qui permettent
la réduction d'un Tableau de Double Description (quelconque) d'un cOne polyé-
drique et donc, la détermination,bd'une part, d'un ensemble essentiel de géné-
rateurs et, d'autre part, d'une représentation essentielle d'un tel cOne
polyédrique. On appelera ces critéres : '"Critéres de Redondance a posteriori'.

D'autre part, dans la section 18, on a présenté des critéres pour
caractériser les contraintes non-redondantes 3 la fin de 1'étape p de la
Méthode de Double Description, qui deviennent redondantes lors de 1'introduction
d'une nouvelle contrainte (il est &lair que les contraintes redondantes a la
fin de l'étépe p sont toujours redondantes dans les &tapes ultérieures). On
appelera ces critéres : '"Critéres de Redondance a priori". Finalement, dans
la section 19 on a présenté la Méthode de Double Description pour la détermi-
nation d'un ensemble essentiel BJ(p+1) de générateurs de Af( +1) d partir «e
d'un ensemble essentiel BJ(p) de générateurs de A¥(p). P

En fait, puisque les lignes [resp. colonnes] du Tableau de Double
Description qui correspondent aux contraintes singuliéres [resp. générateurs
dans la partie lin€airel ne comportent que des €léments nuls, on peut s'intéres-
ser a4 déterminer seulement un ensemble essentiel de contraintes non-singuliéres
[resp. de générateurs dans la partie coniquel, c'est-a-dire, d déterminer
une matrice M ayant la plus petite taille, compte tenu du fait que, d'aprés
les résulta?s des sections 10 et 8, 1a redondance de A? (non-singuliére) dans
A? [resp. B’ (dans la pgrtie conique) dans 8)1 ne dépend pas de 1l'ensemble
particulier AT [resp. B”] considéré dans la définition de ka] = A%-[resp.

de IA?[ = (BJ)]. Un ensemble essentiel Az [resp. BJ] peut donc €tre déterminé

d la fin.de 1'algorithme ou éventuellement au bout d'un certain nombre d'é&tapes .




I1.83

Dans 1'exemple ci-dessous on montre la facon d'intégrer les Critéres de
Détermination des Contraintes Redondantes dans le Schéma de Calcul de la
Méthode de Bouble Description décrit précédemment. (Section 19).

Exemple : Déterminer toutes les solutions et une représentation essentielle
du systéme homogéne d'inégalités linéaires dans R4

3x1 - 4x2 + Xz >0

2x1 + 4x3 =Xy 2 0

-4x1 --‘7x2 + sz + 4x4 20

- Xy + 20x3+ 2x4 20
6x1 - sz ~ 4x.+ Zx4 2 0 1)
Xy 20 '

X, 20

Xz 20

Xy 2 0

Remarque : Etant donné que le systéme 1) contient les contraintes de signe
-S> 0

sur les variables (i.e. x

(1)
(2)
(3)
4)

1

1. 0 0 0
0O 1 0 O
0O 0 1 0O
O 0 0 1
3 -4 1 ¢
2 0 4 -
-4 -7 2 4
-1 0 20
6 -5 -4 72
1 v
T(4)

Tableau Initial

=

(M)
(2)
(3)
(4)

5)
*(6)

; i=1,...,4) il est clairement de rang maximal.

— RO
N
N~ 4 +
~ ~ XA Q8
oo §F
H ] 1] It ] L]
IR R
0O 0 1 1 0 O
O 0 0 0 2 4
1 0 2 0 7 O
O 1 0 1 0 7 |,
_________________________ ==>
1 0 5 3 -1-16
4 -1 10 1 28 - 7%
+ + 0 0 0 O
20 -2 39 1140 14
-4 2 -2 & -38 -6
T(5) = T(6)
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|
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(©)5+(=0) [0 v g | = o+ x o L{c)zp+(8)17*=(oL)
©+=) o 0 = = | ~ 0+ x s | _ [©oz@szi=(6)
@+)=() |~ © o o m mo x| & [($)11+(9)57=(8)
M=)} w o @ =t g+ o 0 (@) L)1)
(=@ ]c o -~ | ~ + + x O (1)=(9)
@=D|~ S o | m+oxs =)
c888 888c ot
. (©)=(9)
3 __ (2)=(2)
s+ Y=0) [+ © © = | = =w o x © (1)=(1)
(Ds+(9)=(S)jo =+ o .0 m 1,.mn1.u + x O
(D+(@p=(0) | 0 @ = | w2 0 x o
@2+ (=) |0 0 — « | ~ w4 x o €
D-@|- 00w | wmoxas|
@=]o 0o = | om 4 x4

~ N N 4+ o~~~
- N V= th O D~
(NN — N

13
10
30

43
46
55
96

16

14 21

4
e e e et e e e e e b 2 e o o 2 ]
T(9)
Tableau Final.

2

(2)
(3)
4)

Bl
Lhis
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Dans la résolution du systéme 1) ci-dessus, on a utilisé essentiel-
lement le Schéma Général de Calcul (II-a)) pour la Méthode de Double Description
décrit dans la section 19. A la fin de 1'étape p (4 < p £ 9),.1e Tableau T(p)
est constitué, d'une part, du Tableau de Double Descrlptlon % correspondant
aux p premiéres inégalités déja considérées au cours de 1'algorithme (- % est
le sous-tableau de T(p) formé des lignes numérotées (1), (2), ... , (p) sur la
partie‘gauche de T(p) et, d'autre part, des lignes correspondant aux inégalités
d considérer dans les €tapes ultérieures de l'algorithme. Par ailleurs, on a
signalé avec une fléche dans la partie gauche du Tableau T(p) la contrainte a
considérer @ 1'étape p+1. L'ensemble des colonnes du Tableau T(p+1) est consti-
tué, d'une part, des colonnes de T(p) dont 1'intersection avec la ligne signalde
avec (») dans T(p) est nulle et, d'autre part, des combinaisons linéaires positi-
ves des paires de colonnes adjacentes T de T(p) dont les intersections avec cette
méme ligne sont de signe opposé, combinaisons telles que 1'intersection de la
colonne engendrée avec la ligne correspondante dans T(p+1) est nulle. On a
explicité sur la partie supérieure de chaque tableau T(p+1), la facon de
déterminer ses différentes colonnes 3 partir des colonnes de T(p) (les coefficients
(positifs) des différents combinaisons ont été choisis de somte que les éléments
de T(p+1) soient tous entiers). Les colonnes de la partie supérieure de chaque
tableau!T(p) constituent donc un ensemble essentiel de générateurs du cbne polyé-
drique défini par les p inégalités déja considérées au cours de l'algorithme.

En effet, c'est €vident pour le Tableau Initial, ol les colonnes de la matrice
unité I, constituent un ensemble essentiel de générateurs de 1'orthant positif
de R4, défini par les conditions de signe sur les variables dans le systéme

1) ; pour les autres tableaux, cela résulte de la fagon de les générer.

(+) Deux colonnes du Tableau T(p) sont adjacents si elles correspondent 3 des
générateurs adjacents.

Remarque : le critére pour déterminer 1'adjacence de deux générateurs doit &tre
appli ue sur le sous-tableau de T(p) correspondant aux Tableau de Double Descrip-
tion ? (sous-tableau de T(p) formé des lignes (1), (2) ... (p)).
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A 1'étape (6), 1'inégalité Xyt 20x5 + 2x4 > 0 est immédiatement
sayisfaite, donc redondante (i.e. T(6) = T(5)) et elle n'est plus considérée
dansles étapes ultérieures de 1l'algorithme (elle a &€té signalée par (*) sur
la gauche du tableau T(6)). A 1'étape (7), la contrainte Xy 2 0 (signalée‘par
(#) sur la droite du Tableau T(6)) est caractérisée ''a priori redondante'
d'aprés les théorémes 18.1 - 18.2 de la section 18, et n'est plus considirée
dans les étapes ultérieures de 1l'algorithme. Cependant, on conserve la iigne
correspondant & cette contrainte dans les tableaux ultérieurs puisque ses
éléments sont les derniéres composantes des générateurs (on l'a donc signalée
par () sur la droite de ces derniers tableaux). On remarque, par ailleurs,
que la contrainte Xy O pourrait aussi bien &tre caractérisfe comme étant
redondante au moyen des Critéres de Redondance d Postériori appliqués sur 1'un
quelconque des tableaux qui suivent le Tableau T(6).

Finalement, un ensemble essentiel de générateurs du cdne polyédri-
que défini par le systéme 1) est donné par :

oo fpiyvoqoy sy gt 0 74 (0y 0, 143113
B .2, =1{o} ,[o 0 0 0 4 2| |1 46 |[10
J 0 1] \8/>\o/\1/°lo[>\8])\4/ »[55H 1

1 2 1 2 4 4 1776 ‘9¢/' \30

et la solution générale du systéme 1) est donc

Par ailleurs, le systeme :

3x1 - 4x2 + Xz > 0
Zx1 +4x3 - X, 2 0
—4x1 - 7x2 +2x3 +4x4 > 0
6x1 - SXZ —4X3 +2x4 > 0
Xy 2 0
X, > 0

> 0

Xz
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est une Représentation Essentielle du Systéme 1).

Remarque : On peut vérifier d 1'aide des Critéres de Redondance a Posteriori
que le Tableau Final T(q) privé des lignes (4) et (6) est effectivement essentiel.

Commentaires. Le systéme 1) ci-dessus a été considéré par Chernikova [ ! comme

exemple d'application de la Méthode de Double Description (sans Détermination

des Contraintes Redondantes) pour la détermination d'un ensemble essentiel de
générateurs du cbne polyédrique défini par ce systéme. Dans cet exemple,
Chernikova choisit comme nouvelle contrainte & 1'étape p+] (parmi les contraintes
non satisfaites) celle qui est ''la plus satisfaite' i.e. celle qui est satisfaite
par le plus grand nombre de générateurs d€ja déterminés. Par contre, dans la
résolution du systéme 1) ci-dessus, on a choisi'comme nouvelle contrainte a
1'étape p+1, celle qui est'la moins satisfaite par 1l'ensemble de générateurs

déja déterminés (i.e. celle dont la ligne correspondante du tableau T(p) a le
plus d'éléments négatifs) de facon 3 rendre redondantes le plus grand nombre

de contraintes dé€ja considérées. Ce dernier critére nous a -permis d'une part,

de gagner une &tape par rapport i Chernikova (i.e. de réduire d'un le nombre
total de tableaux) et, d'autre part, de réduire d'un le nombre total de combi-
naisons linéaires de paires de colonnes adjacentes (i.e. 17 contre 18). Ce
critére n'est évidemment pas valable de fagon générale.

21. MeTHoDE DE DouBLE DESCRIPTION POUR LES SYSTEMES DE RANG
MAXIMAL.

e e o i e i e S B e e e i i i s e ettt e e B i s S e ) e e e e s et S e e e e i

Considérons le systéme d'inégalités lin€aires homogeénes dans R" :
AiX >0;1iel={1,...,m} 21.1

oli la matrice A; est de rang maximal i.e. rang (A;) = n. La partie linéaire
du cbne polyédrique des solutions du syst2me (21.1) est donc réduite 3 {O}.
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Considérons maintenant le systéme d'équations homog€nes associé
au systéme (21.1) :

AX=0;iel={l,...,m 21.2

La Méthode d'Elimination Compléte de la section 10 nous permet
de déterminer, d'une part, un sous-systéme de 21.2 formé de n €quations
linéairement indépendantes et, d'autre part, la matrice de post-multiplication
de Jordan pour la diagonalisation de la matrice des coefficients de ce sous-

systéme. En effet, si on considére & 1'€tape initiale de cette méthode le

0)
tableau T :
I A
lnxn ' n
o [
\
AI m

(n)

on obtient, & la fin de 1'étape n, un tableau T de la forme suivante :
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dont.: la partie sUpérieure E est la matrice de post-multiplication de Jordan
pour ia diagonalisation de la matrice du sous-systéme régulier de 21.2 déter-
miné au cours de 1'algorithme, les n premiéres lignes constituent la matrice
diagonalisée de ce sous-systéme et les (m-n) derniéres lignes correspondent
aux équations linéairement dépendantes. Considérons ensuite le systéme d'iné-

galités équavalente au systéme (21.1) :

LY
AXz0,;,1el={1,...,m} 21.4

i
ou 1'ensemble d'indices f’est 1llensemble des indices des lignes de la
partie inférieure du tableau % dans (21.3). Les n premiéres inégalités
du systéme (21.4) sont donc linéairement indépendantes. Par conséquent,
les colonnes de la partie supérieure E du tableau % (21.3) constituent
(& des changements &ventuels de signe prés) un ensemble essentiel BJ(“)
de géndrateurs du cdne polyédrique A%k ,défini par les n premiéres iné-
galités du systéme (21.4). Par suitez(n)pour la détermination d'un ensemble
essentiel de générateurs du cone polyé&drique des solutions du systéme
complet (21.4) (et donc du systéme équivalent (21.1)) on peut appliquer
la Méthode de Double Description (section 19) pour incorporer les w-m
derniéres inégalités du systéme (21.4). On considére pour cela le Tableau
de Double Description initial :

Bj(n)

I(n)

ol rappelong le Ap n) est 1'ensemble des n premiéres inégalités du systéme
(21.4) et BJ(n) 1'ensemble essentiel de générateurs de A%tn) déterminé par :

(n).

R BsiTlos0
pl e B9 —, gl = @ 21.6
[ -8y si T) <o

n+j

(n)
ot E est la partie supérieure du tableau T dans 21.3.
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Remarque 21.1 : Dans le cas particulier ol le sy;;eme (21.1) contient les
contraintes de signe (xi >0;1ie{1,...,n}), B Jm) _ nxn et 1'on dispose
donc du tableau (21.5) de fagon immédiate.

II) Systeme d'(In)égalités linéaires (homogénes) de Rang maximal.
g hog ;

Si le systéme (21.1) (de rang maximai) comporte aussi un ensembic

AI d'equatlons linéaires (AI gm<A.), on peut toujours appliquer la variante
e

de la Méthode de Double Descr1pt10n.c1—dessus (au sSystéme d'(In)egallfes AN
moyennant les modifications suivantes : une fois déterminé le Tableau T (21.3)

on doit distinguer parmi les n premi€res lignes de la partie inférieure de
() )
T , 1'ensemble Ti des lignes qui correspondent a des équations du systeéme
) (n)
(21.1) de 1'ensemble Ta des lignes qui correspondent aux inégalités du
I(n) 3

systeme (21.1). D'autre part, 1'ensemble essentiel BJ(n) de générateurs du
cbne polyédrique AI( ) défini par les n premiéres (in)égalités du systéme (21.4)

est égal (2 des changements eventuels de signe prés) a 1'ensemble de colonnes.
EJ de E telles que :

A E=TJ =0 21.7
I(n) I(m)
Concrétement :
: (n) . - (),
B ,si TJ =0 et Tn3j>o ,
BJ € BJ(TI)<=> Bj= I(n) 21.8
-| (n)J (n)’
(B, si TJ =oet 11 <0
() J

Pour la détemmination d'un enscmble essentiel de générateurs du
systeme complet of (Injegalités (21.4), 1t e tous reste donc qu'appliquer
la Méthode de Double Description (Section 19}, pour incorporer les (m-n)
derniéres (in)égalités du systéme (21.4), avec le tableau de Double Description
Initial : |

Bj(n)
A_
[ 21.9
AL AN
I(m \\
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. - ) - 1 R T g 1 F
Remarque 21.2 : si dans le systéme d'(In)égalités (21.1), 1'ensemble AIe

d'équations corresponde aux premidres inégalités du systéme {ce qui est

toujours le cas aprés une permutatlon de lignes de la matrice AI des coeffi-.

Cients du systéme), dans la détermination du tableau (EJ (21.3) on peut .
€liminer définitivement (i.e. ne pas remettre i la fin du‘systeme) une .
€quation du systéme (21.1) (i.e. Aix =03;1ice Ie) qui est signal@e redon-
dante au cours de cet algorithme.

Cette remarque concerne, en particulier, le cas oll le systéme
(21.1) ne comporte que des équations linéaires homogénes.

Remarque 21.3 : On remarque que dans le cas ol le systéme (21.1) comporte
aussi des €quations lin€aires homogénes (situation 1I) on peut toujours

se ramener 3 la situation I) lors d'une transformation du sous systéme

A; X = 0 dans un sous systéme d'infgalités équivalent. On peut considérer,
enfr' autres, les sous systémes essentiels equlvalents :

1)
AI Xz0
© L
(- ) A)X =20 représentation essentielle minimale de.AI
jel "1
- € : ) 21 10
2) A; X2 0
e
(-Ale)x ; représentation essentielle maximale de A%‘
, e
21.11

[1])Systéme d'Inégalités Linéaires (Homogénes) de Rang r (r<n)

Si le systéme d'(in)égalités (21.1) est de ang r (r<n) on ﬁeut
toujours se ramener 3 la résolution d'un systéme de rang maximal. En effet,
on a vu plus loin (section 6, proposition 6.3) que tout cdne polyédrique K
peut &tre exprimé comme la somme orthogonale d'un cdne polyédrique saillant
K et de sa partie linéaire 1KI[ i.e. |

K= 1K &K 21

A2
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o : - K=Kn (]K[)"'.

On procéde donc (comme dans les situations I) et II)) a
diagonalisation de 1a matrice Ay des coefficients du systéme par la
Méthode d'Elimination Complete de'1a section 10. A 1a fin de cet algorlthme

on obtlent donc un tableau de la forme :
' r n-r

{cof |1

'y [

]

.

m-l’ -_"
freed -

i

(r)

dont les (n-r) derniéres colonnes de la partie sup€rieure E constituent
une base linéaire BL(r) de la partie lindaire IK[ du cne polyédrique K

des solutions du systéme d'inégalités (21.1) (i.e. une base lin€aire du sous-
espace vectoriel défini par le systéme d'équations homogénes (21.2) associé

i (21.1)). Le cbne saillant K (21.12) est donc défini par le systéme d'(in)éga-
lités de rang maximal :

21.14

ol BL(r) est une matrice (n-r,n), transposée de la matrice BL(r),dont les
colonnes constituent une base de 1K[. On a donc ramené le probléme de résolu-
tion du systéme d'(in)égalités (21.1) de rang r (r<n) 3 la résolution du
systéme d'(1n)ega11tes (21.14) de rang maximal 1 (situation II ci-dessus).

Par ailleurs, pour la détermination du tableau T) (de 1la forme (21.3))
correspondant au systéme (21.14), 1% uffit en fait d'intercaler les n-r
lignes ( BL(r) (r))dan< le tableau T (21.13) (4 la suite des r premi€res
lignes de sa partie inférieure) pour compléter ensuite la diagonalisation de
la matrice des coefficients du systéme (21.14), au moyen la Méthode d'Elimina-
tion Compléte (section 10). Finﬁlement, pour la détermination d'un ensemble

essentiel B~ de générateurs de K, on procéde comme dans la situation II)ci-des-
SUS.
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Remarque 21.4 : dans la situation I1II) on peut aussi remplacer le systéme
(21.14) par 1'un de deux systémes d'(in)égalités équivalents suivants :

i) AIX 0 B ii) AIX >0
Tl 3 o Tty 5 0 21.15
-3 TBhxso STy 5 0
"~ jeL(r) .
()
et on peut toujours detenmlner le tableau correspondant au systéme 21.15

i) [resp. 21.15 ii)] & partir du tableau T (21.13) de fagon analogue 3 ce
qui précéde. Par ailleurs, si le systéme AIX > 0 ne comporte que des inégali-
tés (ce qui est toujours le cas lors de la transformation des équations en
inégalités (voir Remarque 21.3)), le systéme de rang maximal 21.15 i)

[resp. 21.15 ii)] ne comporte que des inégalités et on est donc ramené 3 la
situation I ci-dessus.

Remarque 21.5 : dans la situation IIl)le cOne K des solutions du systéme (21.1)
est donné par :

~

K = [BL(r)] ¥ (BJ)/, ~ ' - 21,16
i.e.
K={X]|X= ] 0.B) + L BJ ; s € R(j € L(r)), A 20 (J e 3)}
: jeL(r) *i jeJ J j | J ,

Proposition 21.1 : - Considérons Le systeme d' ({n)egalités Lindaires homoge-
nes :

AIX 3 O. ' 21.17
Alons, une L{négalite A X 20 (rel) Lresp. une equat&on.A X =0 (reD] est
redondante dans Le Ayéteme (21.17) 84 et seulement 44 eﬂﬂe est nedondante
dans Le- systeme (21.14)

AIXAz 0

TBL(r)X -0
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Nota : méme résultat si au lieu du systéme (21.14) on considére 1'un des
systémes équivalents (21.15).

Dem : il est clair que si une (in)égalité est redondante dans le systéme
(21.17) elle est aussi, 3 plus forte raison, redondante dans le systéme (21.14).

La réciproque résulte du fait que : A?'= [BL(r)]. En effet,
si A X >0 est redondant dans le systéme (21.14) alors :

= TgJ
Ar iZ:I S igl YA LB
Tz = jeL(r) J
i#r

Xi 20; 1ie I2

a; €R; iel

aj €eR; jelL(r

et on a donc nécessairement : ) 0. 1B = 0, d'ol le résultat. Par ailleurs,
jeL(r)

ArX = 0 est redondante dans le systéme (21.14) si et seulement si ATX 20

et (—AT)X > O sont séparément redondantes dans le systéme qui résulte lors de

remplacer dans (21.14) ArX = 0 par ArX 20 et (-Ar)X 2 O respectivement, ce

qui compléte la démonstration de la proposition.

Remarque 21.6 : D'aprés la Proposition 21.1 ci-dessus, le probléme de détermina-

tion d'une représentation essentielle du systéme (21.1) est €quivalent au pro-
bléme de détermination d'une représentation essentielle du systéme 21.14 (resp.
21,15 i) ou ii)). Par conséquent, on peut intégrer £fes critenes pour La déten-
mination des inégalités nedondantes dans la résolution de 1'un quelconque de ces
derniers systémes (situation IIT) pour la détermination d'une représentation

essentielle du systéme d'origine (21.1).




11.95

22 METHODE DE DOUBLE DESCRIPTION ET SYSTEMES D' (IN)EGALITES
NON-HOMOGENES .

Considérons le systéme d'inégalités non-homogénes dans R"
~AIX 2 bI , | 22.1

oI ={1,...,m}, b ¢ R, Les solutions de ce systéme déflnlssent un
polyddre (éventuellement vide) dans R,

On se propose maintenant d'étendre les résultats des sections
précédentes pour les systdmes d'inégalités homogénes aux systemes non-homo-
génes, au moyen des procédes d'homogenelsatlon classiques, 3 savoir :
Theon2me 22.1

La regle :

X | AX 2 b} < {(t) / AX - bt > t 2 0} 22.2

Anduit une correspondanice biunivoque (monotone par rappont a K'incﬂabian)
entre Les polyedres  convexes non-vides P dans Z’eépace X ot Les cines
polyldriques (homogdnes) K contenus dans Le demi-espace {(t) / t 20} de
L'espace (X,t), dont £'intersection avee L'hyperplan {(t) / t =1} de ce
dernien espace est non-vide.

Démonstration :

Analogue 3 celle du théoréme 10.1. (voir [101). On peut exprimer cette
correspondance par :

K+ P(K) =P
K (1 = { X » JON R
. K(P) = {(1) / X € P}

P(K) = {X / (’1‘) e K}
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»kx

: P o
p : nolyédre non bornié dans X

P : polyédre borné dans X’

La relation définie dans le théoréme 22.1 permet d'étendre de

22.3

facon générale les résultats classiques pour les cbnes polyédriques (homogénes)

aux poly&dres convexes (non-homogénes). En particulier, on'a le résultat
suivant : ‘

Theoneme 22.2
'SP est un polyedre (convexe) non-vide-dans X dégini par :
" P =X | AX 3 b} - Co22.4
P peut alons etrhe exprimé par :
p= PHt + QML 22.5
1 (pHhA : , .
ot (P)" est £'enveloppe convexe d'un ensemble find de points de P et
(QL)L, un cdne polyddrique. Par ailleuns, dans toute décomposition de £a

gorme (22.5) on a que :

@)L = (X | AX 3 O},

Réciprogiement, tout ensemble de La forme (PH)A + (QL)L est un

polyédre convexe.
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Démonstration.

a) Considérons le cbne poly&drique K(P) dans le demi—espacé {t=0} de (X,t),
associ€ a P par la relation (22.2) du théoréme 22.1. D'aprds le théoréme de
Minkowski, il existe un ensemble fini B’ de générateurs du cOne polyédrique

K®). Soit BJ = BH v BL ou :
H_ . J j
B ={B e B / Bn+1 f 0}
ol = rrd J j - ‘
B {B” € B / Bn+1 0}

Notons que, puisque K(P) rencontre 1'hyperplan f{t=1} dans (X,t),
1'ensemble BH est non vide. Le cOne K(P) est donc constitué des vecteurs
(i) définis par :

X . o
) = AL ( + - (
(e jc—Z:H ] 1) jg,L "] o)

Aj 20 ;VjeH

“j >0 ; Vjel

J . j .
ot (P1)={—. BJVjeH, (%)=B3VjeL.
j

Par conséquent, du fait que :
P={XeX | ek
‘] b

P est donc constitué des vecteurs définis par :

X= 7 ap+ § oud
jeH J jeL J
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b) Réciproquement, supposons qu'on @it un ensemble de la forme (PH)A + (QL)L
dans X. On construit donc le c8ne polyédrique K dans (X,t) dont les éléments
sont de la forme :

X - . -

=2 »@h+ §  w@)
jeH 71 jel. 40

A, 0OV ¢ H

] j

uj >07Vjel.
. PH A |
I1 est clair donc que (P)” + (Q7) = {X eX/ (X,1) € K}.
Par ailleurs, le cbne K est, d'une part, contenu dans le demi-espace
{t 3 0} de (X,t) et a, d'autre part, une intersection non vide avec 1'hyper-

plan {t = 1} dans (X,t) (en effet, PH # ). D'aprés le théoréme 22.1,
(PH)A + (QL)L est donc un polyédre convexe non vide dans X.

c) Reste 3 montrer maintenant que si P est de la forme :
P={XeX/AX3bl=@H2+ QN
alors :

@9t = (X e X | AX 3 O}.

En effet, considérons le cOne K de la partie b) ci-dessus.
D'aprés le théoréme 22.1 on a que :

K=K(i5)={()t() | AX - bt 3 0, t 3 O}
et donc :
@)t =XexX | ek =Xe X| ek®)=(XeX | A0}
cqfd.
Remarque 22.1 Dans la décomposition (PH)A + (QL)L d'un po1yédre convexe

P non vide on a que (QL)L ={Xe X|AX20}={Xe X| (é) € K(P)}
est le cOne polyédrique des directions d'infinitude du polyédre P.
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Par ailleurs, la partic linfaire ]Hfjﬁ[ = {X € X | AXX = 0} de ce cbne est
le sous-espace vectoriel sous-jacent 3 la variété linéaire (éventuellement
vide) contenue dans le polyeédre P. Concrétement, on a que :

](QL)LE ={Xe X | AX=0}={Xe X | (g) e IK(P)[} 22,7

ou 'X(P) est la partie linéaire du cdne polyédrique K(P) (homogénéisé Jde P)
associ€ a P par la relation (22.2),

Corollaire 22.1
Si P={Xe X| AX 2 b} est un polyddre convexe non vide tel que
{Xe X | AX=0} =1{0} (i.e. rang (A) = n et le cone des directions d'infi-

nitude est donc saillant) alors :

. i
i) P} € P est un point extréme de P si et seulement si (p ) est
dans une aréte de K(P).

ii) QJ € QL est une direction d'infinitude extrémale de P si et
seulement si (%;) est dans une aréte de K(P).

Démonstration. C'est une conséquence directe de la relation (22.2) gompte tenu

du fait que, si rang (A) = n, alors :

lin (@)% = lin K(P) =

Remarque 22.2 : Dans le cas général od rang (A) < n (i.e. 1(Q )L[ # {O})
on peut décomposer le polyédre P de sorte que :

p=m)2+c+s 22.8

ol (PJ)A est un polyédre borné et C+S est une décomposition du cbne (QL)L
des directions d'infinitude de P (cOne asymtotique de P) en une sorme d'
cone saillant C et d'un sous-espace vectoriel S (i.e. (Q )L C+S ot

s = 1@LD).

Résolution du systéme d'inégalités non homogénes AIX 2 QI

D'aprés les résultats ci-dessus on peut ramener le probléme de
détermination de toutes les solutions du systéme d'indgalités nen-homogénes
(22.1)
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AIX > bI 22.9

au probléme de détermination de toutes les solutions du systéme homogéne
associé :

X g 20 2210
X e X, Xn+1 € R

D'autre part, on a que :

Corollaire 22.2 : Une 1inégalité A.i X : bi (io € 1) est redondante dans le
systéme non-homogéne (2Z.9) (supposéoconsis?ant) si et seulement si
Ai X - bi a1 2 0 est redondante dans le systéme homogéne (22.10).

) 0 :

Démonstration. C'est une conséquence directe du théoréme 22.7.

Par ailleurs, la Méthode de Double Description permet de déterminer un

ensemble BJ(BJ = BJ U BJ) de générateurs du cbne polyédrique K(P):des‘solu—

tions du systéme (22.10).

Définissons, de facon générale :

J, o) o nd J
Bv =) e 8’ /B, >0
8o =Bl e®) /B, =0}

n+1l

~

ol EJc: BJ est l'ensembie des générateurs dans la partie conique de K(P).

D'autre part, il est clair que si B e BJ, alors B%+1 = 0. On a alors les
résultats suivants :

1)si B =B U Blo (i.e. B+ = @) le polyddre P défini dans
(22.9) est vide i.e. le systéme (22.9) est inconsistent.

.~

ii) Si pJ+ # @, toute solution du systéme 22.9 est de la forme :

X=bo api e Louods 2o | S22
jeJ, jed jeJ
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avec .
)\j >0, Vjeld
) S
Jed,
et ol :
L T .
(P ) = o B pour j € J
1 BJ +
n+1
(Qj) =Bj : eJ Uj
0 - ) pOLlI"] Yo
j.e. P= P9+ C+s 22.12
avec [ a )
@4 = Xe X X= Ja aP, Tooa =1, 0 z0vied) 2213
C=Xex| X= J. uwd, p;20Vj e} | 22,14
: | . JeJO -
S=XeX| X= ) wQ,uz:0vjed 122.15

»Re rque 22.3 : sip) est un ensemble essentiel de générateurs de K(P)
) (determlne par exemple, au moyen de la Méthode de Double Descrlptlon

[sectlon 19]) la decomp051t10n (PJ+) +C+SdeP c1—desqus est essentielle.

Par allleurs, si le systéme (22.9) est de rang maximal (1 €. rang (AI) =n
et donc : J ¢) d'aprés le Corollaire 22.1, les vecteurs PJ (G ed,)
[resp. QJ (eJd )] sont les points extrémaux [resp. les d1rect10ns d'infi-
nitude extremales] du poiyeédre P, '

Remarque 22.4 :Si dans la résolution du systéme homogéne (22.10) associé

au systéme d'origine (22.9), on utilise la variante de la Méthode de Double

Description de la Section 21, pour des Systémeé de Rang Maximal, on déter-

minera alors, d'une part, une base linfaire du sous-espace vectoriel S sous-
jacent a4 la variété€ lin€aire contenue dans le poly&dre P, et, d'autre part,

un polyédre borné (PJ+)A et un cbne polyédrique C = (QJO)L tels que :

: A~

= () (€O S) 22.16

oﬁ(ZCDS est la somme orthogonale do O et S,
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Remarque 22.5 : De facon générale, si BJ est un ensemble de générateurs
du céne polyédrique K(F') des solutions du systéme (22.10) et si le systéme
(22.9) est consistant (i.e. BJ+ # ), la solution générale X = (X )
systéme (22.9) est de la forme :

i=1 du

YA p)
. JG«J J 1
A = e p i = 1,00 2727
jeg 3
2520V e

Remarque 22.6 : D'aprés le Corollaire 22.2, on peut appliquer les critéres
pour la Détermination des Contraintes }edondéntes sur le systéme homogéne
(22.10) pour déterminer une représentation essentielle du polyedre P défini
par le systéme non-homogéne (22.9).

Betermination des faces du polyédre P

Les faces fermées F d'un poly&dre convexe P sont aussi des polyé-
dres convexes, contenus dans P, et déterminés par 1'intersection de P avec
des hyperplans frontiére. Les résultats ci-dessus nous permettent aussi de
déterminer les faces F de P sous la forme F = (PH) + (QF)L du theoreme 22.2
d partir des faces ¥ de K(P). En effet, on a le résultat suivant :

Corollaire 22.3 : Il existe une correspondance biunivoque (monotone.par rapport

Eglfinclusion) entre les faces non-vides F du polyédre P, et les faces
F du cdne polyédrique K(P) dont 1'intersection avec 1'hyperplan {(i) | t=1}
est non vide.

Démonstration.

Soit F une face de P donnée par :

]
|

- x| Apg® % Pras A% = by

fs|
|
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, D'apres le théoréme 22.1, si F est non-vide, on peut lui associer
un cOne polyédrique unique K(F) (K(F) n {t= 1} #9) défini par :

K(F) = {( ) | ApX = brt 3 0, -AX + byt 2 O}

KE; = () | At = Dyt 2 0 AX - bt = 0}

qui est bien une face de K(P).

Réciproquement, si F est vne face de K(P) qui rencontre 1'hyper-
plan {t=1_} de (X,t), on peut lui associer (toujours d'aprés le théoréme 22.1)
un poly€dre non vide i(ﬂﬁj defini par :

P(¥) = (Xe X | Q) e

‘ I1 est clair que P(P’) < P. I1 nous reste donc 3 montrer que
P('l}‘) est extremal :
[ x

X, YeP (1), (1) € K(P)

> -

Ze A‘(X,Y) n P (%) c B —_ ()1()’ (\1{) ¢ B —® I

G e, M

ke

¥ extrémal
@ X, Ye P(?), d'oli le résultat.
Corpllaire 22.4 : SiP est un polyédre boiné, il existe une correspondance

biunivoque, monotone par rapport i 1'inclusion, entre les faces non-vides de
P et les faces non-vides de K(P).

Démonstration.
En effet, si P est borné, alors :

@)t=1Xe X | () € K@) = {0}
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i.e. le cone asymptotique‘de P est réduit a {0}, et toutes les faces non-vides
¥ de K(P) rencontrent 1'hyperp1an'{(§) | t=1} de (X,t). ’ -

Remarque 22.7 : "On peut exprimer la correspondance entre les faces F de P
et les faces ¥ de K(P) par : )

F > K(F) = I 22.18

¥>pd) =F 22.19
ol

KE) = () | X e Fpor | 22.20
et

¥ = e g
pd) = x| e B 22.21
'Par ailleurs, si F = (BH)L, P(¥) est non vide si et seulement si

g contient au moins un générateur dont la derniére composante (i.e. la |

composante t) est strictement positive .
Exemple 1. DEterminer toutes les faces du poly&dre P dans R? défini par :

X+Y > 1
X>0 1)
Y=zO

Considérons le systéme homogéne associ& au systéme 1) :

X+Y~-Z
X
Y
Z

N\

o o o o

W

,42)

I\

\'4

dont 1'ensemble des solutions définit le cbne polyédrique K(P) dans RS. La
Méthode de Double Description (section 19) nous permet de déterminer un ensem-
ble essentiel BJ de générateurs de K(P). En effet, si on considére le tableau
initial :
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= 8 &

1 0 0 .

0 1.0 %)
0 0 1

11 -

dont.les colonnes de la partie supérieure constituent un ensemble essentiel
de générateurs de 1'orthant positif dans Rs i.e. un ensemble essentiel de
générateurs du cdne poly&drique dans R; défini par les contraintes de signe
dans le systéme 2, on obtient, lors de 1'introduction de la contrainte

X+Y-Z > O le tableau final :

D
+ o+
S
H] 1] H fl
SRS
1 O O 1
0 1 1 0
0.0 1 1. 4
1 1 0 0

-~

dont les colonnes de la partie supérieure constituent un ensemble essentiel BJ

de générateurs du cBne poly&drique K(P) i.e.

o RN TR

Par ailleurs, d'aprés les résultats de la section 15, on peut

caractériser tous les sous-ensembles B de BJ qui déterminent des faces F

de K(P) (et donc : F = (BH)L]. Concrétement :

-] O () - o)

déterminent les différentes arétes du cdne K(P) (faces de dimension 1 de

K(P)),

o ) G- o) @1




IT.106

déterminent les différentes faces de dimension 2 de K(P) et finalement
1'ensemble B® détermine K(P), face de dimension 3 de K(P).

D'aprés les résultats ci-dessus, dans la détermination des faces
de P il faut considérer seulement les sous-ensembles BH de BJ qui contiennent
au moins un générateur dont la derniére composante (i.e. la composante t) est
strictement positive.

Les faces de P sont donc :

P = (O3, BW = ()

i.e. les points extrémes de P,

F(1’4) = {XeR

~
1

2 _ 1
| X = Q) + A, A 20

F53) - e w? | x

0 0
D + 2D, 120
i.e. les arétes extrémales infinies de P,

PG - xer? | x

A+ (10 (s € 10,10

i.e. 1'ar@te extrémale finie de P, et finalement :

P=xeR | x=00 + -0+, D+ b, (), 1 € 10,11,

— 05

€ ph € 0L

Hys Uy 3 0}

ce qui donne la solution générale du systéme 1) :

<
1

(-2 +
Y= a+

avec » € 10,11, Hys My 2 0.
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Graphiquement on a :

3 \
L7777 N X
G0 N7 KD
et on voit bien que les vecteurs (é), (?) sont les directions d'infinitude
extrémales du polyddre P.

Exemple 2 : Déterminer la solution générale du systéme non-homogéne

- 3x1 - 2x2 + x3 > -6

- 3x1 - 2x2 - 4x3 z =16

- 3x1 + 4x3 -3 )
1

- 9xi -.16x2 - 12x3 > -68

el
—_

1\

O
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Nota : Etant domné que le systdme non-homogéne 1) contient les contraintes de

signe sur les variables (xi >0;1i=1,...,3), il est clairement de rang

maximal i.e. le polyddre P défini par le systéme 1) ne contient pas de droites.

Considérons le systéme homogé€ne associé :

-3x1 - 2x, + Xz * 6x4 z 0

=

—3x1 - ZXZ - 4X3 +16x4 20
—3x1 + 4x3 + 3x4 >0
-9x1 -16x2 - 12x3 +68x4 >0 2)
Xy 2 0
X, > 0
Xz > 0
Xy 2 0
= A~ @
N o A —_
o &)
- [%e] —
+ +. +
=T == =
~~ r~ ~ ~ i n tl i}
o 9 0 2 E; EE EE ES
M 1 O O 0O (J) 0 10 0 O
(2) o 1 O O (2) 0 O § O
(3) 0O 0 1 0 (3) 0 0O 0O 10
M O 0 0 1|# €3 1 1 1 1
b—— 54
-3 =2 1 6 ' 6 -24 -4 16
-3 -2 -4 16 16 -14 6 -24
-3 0 4 3 ' 3 ~27 3 43
-9 -16 =12 68 > 68 ~22 -12 -52
/”;{3'+ -1 -2 -1 10 (5 + 0O O Of#
T(4) T(5)®

Tableau Initial




[ () + @EET (9)
m@:+h:ﬂwrﬁ&

[()z + (2)] hm = )

L) py+(L3sL] wa. = (¢)
o € =@
C

HA<VBP+APvm_ubw;u (¥)

(£ 1+(1)g12 = (€)

b —

(@ s+ ()11 @)

(L =)

17

5

10

-30 -10

6 ~10

15

-39 -9 19

12

3

0

(1

(2)
(3)
4

(7)

e

(6)
(5)

68

17

17

6 -150 -10 35

-60 30 -20

16

12 77

3 -177

0

(1)

(2)

(3)

(4)

(6)

sy

T(7)

T(6)

:.\.r@mmuas
(9)+(¥)=(6)

[@+W1E(®) |
(8)=(z) |
(L)=09) |

(5)=(9)
(r)=(¥)
(g)=(g)
(2)=(2)
(1=0)

0

0

4

0

(9

(9)z+(¥)=(8)
[(9)5+(£)15=(0)
[()+(1)513=(9)
[9)z+(2D)1=()

[ 5+ (1) §T4=()

(s)=(s) |

(1)=(2)
(D=0)

41 (M0

0

0
4

1

6{(3)10

6

0

04 (8
0} (N

0

0
9

0

+'.
0
19

21

3 14 -3

15

+

Mo o
(2)10

(3)|0

(41

(8) +

(M |+

> 13

6|+

(53

T(9)
Tableau Final

T(8)
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Explication des Différents Tableaux.

Pour la résolution du systéme homogéne 2) associé au Systeéme
non homogéne 1), on a appliqué le Schéma de Calcul pour la Méthode de Double
Description décrit dans la Section 19. A la fin de 1'étape p, le Tableau T(P)
est constitué, d'une part, des lignes correspondant aux inégalités déja consi-
déréas au cours de 1l'algorithme (lignes numérotées (1),...(p) sur la gauche.
de T(p)) et,d'autre part, des lignes correspondant aux inégalités.ﬁlgonsidérei
dans les étapes ultérieures de cet algorithme. Par ailleurs, les colonnes de
la partie supérieure du Tableau T(p) consituént un ensemble essentiel de géné-
rateurs du cOne polyédrique défini par les p inégalités d&ja considérées.

A 1'étape (5) la contrainte Xy > 0 est caractérisée "'a priori redon-
dante" d'aprds les résultats de la Section 18, et n'est plus considérée dans
les €étapes ultérieures de 1'algorithme. Cependant on conserve la ligne corres-
pondante 3 cette contrainte dans les tableaux ultérieurs puisque ses éléments
sont les dernidres composantes des générateurs (on 1l'a signalée avec (*) sur
la droite de ces Idernierstableaux). De méme, 3 1'étape (6) J= contrainte
~x1 - 2Xy = Xz * 10x4 2 O (mumérotée (5) sur la gauche de T(5)) est Caragte—
risée "a priori redondante' et n'est plus considérée dans les €tapes ultérieures.

On a signalé avec 'y dans chaque tableau la contrainte a
 considérer 3 1'étape (p+1).

Finalement, les colonnes de la partle supérieure du Tableau Final
T(9) définissent les arétes du cOne polyédrique K(P) des solutions du systéme
(2). K(P) est le cOne homogénéisé du polyédre P défini par le systéme non-
homogéne 1). L'ensemble des points extrémes de P est donc (Voir anarque 22.3):

e, 6 6)- (). 19)-() (-0 £ 9]

et une Représentation Essentielle du systéme non-homogéne (1) est donné par :

|
\

i
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~ 9x1 ~16x2 --12x3 z -68

x1 > 9
XZ = 0
x3 = 0O

1
Z Aj=1 AL 200 §=1,...,10
3

Commentaires : Le systéme non-homogéne 1) ci-dessus a été considéré par

Balinski [1 1comme exemple d'application de sa méthode, (du type Simplicial)
pour la détermination de tous les sommets d'un poly&dre. Les sommets dﬁ.polyédre
P défini par le systéme 1) ont &té déterminés aprés le calcul de 15 tabhleaux
simpliciaux. Ce méme systéme a &té considéré par Kuznetsov [1%] comme exemple
d'application de la Méthode de Double Description & la résolution de systémes
d'inégalités linfaires quelconques. Les sommets du polyédré P ont été déterminés
aprés le calcul de 4 tableaux de double description. Dans la détenmination

de ces différents tableaux, Kutznetsov choisit la nouvelle inégalité a chaque
étape de fagon 3 déterminer le ﬁoindre nombre de nouveaux générateurs i.e.

de fagonlé calculer le minimum de combinaisons 1linaires positives de paires de

colomnes adjacentes 3 chaque étape de 1'algorithme.
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Pour la résolution du systéme non-homogéne 1), on a considéré ci-dessus
la Méthode de Double Description avec Détermination des Inégalités Redondantes.
A chaque &étape de 1'algorithme la nouvelle inégalité a considérer a été choisie
Jde facon 3 rendre redondantes le plus grand nombre de contraintes parmi celles
déja considérées dans les étapes précédentes. Une représentation essentielle du
systéme 1) est alors déterminé & la fin de 1'&tape (5) de 1'algorithme (i.e.
aprés le calcul du premier tableau de double description, (%‘) alors que 1'ap-
plication des critéres pour la détermination des inégalités redondantes sur les
différents tableaux calculés par Kuznetsov nous permettrait de déterminer ume
représentation essentielle du systéme 1) seulement i la fin de la derniére
&tape considéré par ce dernier (i.e. apré@s le calcul du quatriéme tableau de
double description considéré par Kuznetsov). Par contre, pour le schéma de

calcul ci-dessus, le nombre total de combinaisons linéaires de paires de colomnes

déterminés au cours de 1'algorithme a &t€ de 18 contre 15 pour Kuznetsov.

Remarquons finalement qu'il est difficile de faire une comparaison entre
les performances entre la Méthode de Balinski [1 1 et la Méthode de Dbuble
Description dont 1l'esprit est différent. Cependant, lorsque le systéme‘d'inéga-
1ités comporte un grand nombre d'inégalités redondantes cette derniéré méthode

peut s'avérer plus intéressante. .

Détermination de Toutes les Faces d'un Poly&dre Convexe P domné sous la forme :
A
P- @h’+ L.

D'aprés les résultats précédents, si P est un poly&dre (convexe) non-vide

dans X, on peut déterminer les faces de P 2 partir des faces du cOne polyédrique
K(P) dans (X,t) associé a P par la correspondance biunivoque définie dans le
Théoréme 22.1. Par ailleurs, si P est donné sous la forme : P = (PH)A + (QL)L,

le cdne poly&drique K(P) est domné par : (voir démonstration du Théoréme 22.2)

j j
K(P) = {(Ec() / ()é) _ A,(P1) SRT (QO) :A: 20VjeH, u, 3 0Vj e L}
jen jeL ] J
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Par conséquent, dans la détermination de toutes les faces de P au moyen
de la Méthode de Double Description on est ramené 3 déterminer toutes les faces
du cone polyé&drique K(P) donné comme 1'enveloppe conique d'un ensemble fini de

générateurs. Ce dernier probléme a &té &tudié dans la Section 17.
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SCHEMA 1
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Methode de Double Description M.0.0
(section 19)
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Y R 1
Bj(p.q] BJ {n+1) B](DH)

E ssentiel Essentiel

Ce schéma montre la facon d'intdgrer les critéres de détermination

305 , ) o
(UL‘-‘;/ d'un ensemble essentiel de générateurs dans la Méthode de Double Description.
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II], APPLICATION DE LA METHODE DE DOUBLE DESCRIPTION AU PROBLEME
LINEAIRE COMPLEMENTAIRE GENERAL.

On applique la méthode de double description a la détermination de

toutes les solutions du probléme linéaire complémentaire général défini par :

Ax + b =2 ‘
1
A0
m Sit
Txr =0
i=1 1

£ =1,...,q ‘ 2)

eip = 0 ou 1

~i.e. 3 la détermination de toutes les solutions du systéme 1) qui vérifient
les conditions de complémentarité de la forme générale 2).

La méthode de double description est modifiée de sorte qu'd la fin
~de chaque &tape on ne conserve que les générateurs du cone polyédrique courant
qui vérifientfles conditions de complémentarité associées au sous-systéme
correspondant. De ce fait, I'algorithme qui en résulte sera d'autant plus.
- performant que les conditions de complémentarité seront plus restrictives.
D'autre part, des critéres supplémentaires permettent la simplification du
probléme au cours de 1'algorithme.

Une application analogue de cette méthode a &€té€ considérée par K. Tone [ 7]
dans le cas ou le systéme 1) comporte des conditions de non—hégativité sur toutes
les variables, et, en particulier, dans le cas du probléme lindaire complémen-

taire classique.
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Etant donné un programme quadratique non-convexe (i.e. non nécessai-
rement convexe) admettant une solution optimale, on peut ramener le probléme
de la détermination de sa valeur optimale & la détermination de la valeur
optimale de 1la forme quadratique sur 1'ensemble des solutions complémentaires
du prdbléme cdmplémentaire classique qui-lui est associé. L'algorithme ci-dessus
permet donc de déterminer en un nombre fini d'itérations la valeur optimale
de ce programme. Contrairement aux méthodes de pivotage pour résoudre ce pro-
bléme, la convergence finie de cet algorithme est assufée sans aucune hypo-
thése sur la matrice du probléme linéaire complémentaire correspondant. Un
exemple d'application est considéré. Si au cours de cet algorithme on intro-
duit la fonction économique comme une contrainte supplémentaire chaque fois
qu'une meilleure solution complémentaire est déterminée, on retrouve essentiel-
lement 1la méthode de E. Balas [ 1 ] pour la détermination de 1'optimum d'un
programme quadratique non-convexe ; cette derniére méthode est une méthode de
‘type simplicial avec activation des contraintes. Par ailleurs, une application
analogue de la méthode de double description au probléme linfaire "avec
contraintes de cardinalité sur les variables a ét€ constidérée par D.S. Rubin [ 6 ]
Ce dernier probléme englobe plusieurs autres problémes que 1'on trouve dans la
littérature.

Enfin, une application de la méthode de double description d la déter-
mination de toutes les solutions optimales d'un programme lin€aire a €té consi-
dérée entre autres par H. Uzawa [g ] et N.V. Chernikova [ 21, mais cette appli-

cation ne présente pas en général les avantages de la méthode simpliciale.
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Probléme Linéaire Complémentaire Homogéne Général

: Lo . ,." .‘ - +
Considérons le systéme d'inégalités linéaires homogénes dans R
défini par :
AX= )

A0 | | 1)

ol A est une matrice (mxn), et des conditions de complémentarité de la

forme générale :

a1, =0
i=1 i
Lel = {1,...,q} 2)

ei£=00u1 yi=1,...,m

. + “ PR s
Toute solution (X,X) e R™ du systéme 1) vérifiant les conditions de

complémehtarité 2) est appelée une solution complémentaire de ce systéme.

Dans ce qui suit on se propose de déterminer, au moyen de la
Méthode de Double Description, toutes les solutions complémentaires du

systéme 1) .
Considérons le systéme d'inégalités linéaires homogénes dans R"

Ax20;iel={1,...m 3)

Remarque 1 : I1 est clair que si x e R™ est une solution du systéme Sj
(x,2), avec A = AIX’ est une solution du systéme 1j, et récibrdquement.

Par ailleurs; si XJ est un ensemble (essentiel) de générateurs du cOne
polyédrique convexe K défini par le systeme 3, XJ = (Xg), avec AI —.A XJ

est un ensemble (essentiel) de generateurs du cone polyedrlque convexe K défi-
ni par le systéme 1), et réciproquement.

Par extension, une solution x du systéme 3) telle que (x,)), avec
A= AIX’ est solution complémentaire du systéme 1), est appelée solution

complémentaire du systeme 3).
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Lemme 1 : si %7 est un ensemble (essentiel) de générateurs du cone

polyédrique convexe K défini par le systéme 1), toute solution complémentaire

du systéme 1) appartient 3 1'enveloppe conique des générateurs complémentaires

dans X0 (4).
Dem : Soit (%,%) ¢ R™™ une solution complémentaire du systéme 1) :
X J
&=L
A jeJ JA
'\J .
(?) solution du systéme 1) => I
Y .
H3 x 0 jed
M oso

Supposons qu'il existe j0 e J tel que, d'une part, uj >0 et
j 0
d'autre part, A © ne vérifie pas les conditions de complémentarité. D'apres

’

-~ - Y - . . - . -
I), on a que, 3 plus forte raison, i ne vérifie pas les conditions de complé-

mentarité, ce qui contredit 1'hypothése.

(+) Nota : En général, 1'ensemble des solutions complémentaires est stricte-

ment inclus dans 1'enveloppe conique des générateurs complémentaires dans iJ.

Remarque 2 : Si JK[ est la partie linéaire du cdne polyédrique K (i.e.

KL = {(x,)) / Ax = 0, A =0}), IK[ est contenu dans 1'ensemble des solutions
complémentaires du systéme 1). Par ailleurs, si XJ est un ensemble de généra-
teurs de K, Xj € XJ est dans la partie linéaire (resp. conique) de K si et

seulement si XJ) ¢ X0 est dans la partie linéaire (resp. conioue) de K.

Notation : Si ?J est un ensemble de générateurs du cOne polyé&drique K,
on notera par XJ (resp. XJ) le sous-ensemble de XJ des générateurs qui sont

dans la partie linaire (resp. conique) de K J=JuJetJnJ=9) .
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Considérons maintenant le sous-systéme du systdme 3) comportant p
inégalités de ce systéme :

Ax 205 i€ I(p) T 3)I(P)

avec Card. (I(p)) =p s m.

Soit XJ(p) un ensemble essentiel de générateurs du cbne polyédrique
K(p) défini par le systéme S)I(p) (si p=0, XJ(O) est un ensemble essentiel

de générateurs de R" i.e. une base positive de R™).

x (P)

D'aprés la Remarque 1, XJCp) = J(p)), avec AI( ) I(p)XJ(p

I(p)
est un ensemble essentiel de générateurs du cbne polyédrique K(p) défini

par le systéme :

X =y , | |
\ 5 0 ! ie I(p) RET

i -

On associe maintenant au systame 1)I(p)’ toutes les conditions
de compiémentarité dans 2) qui font intervenir uniquement les variables

Ao ie I(pj i.e. les conditions de complémentarité dans 2) de la forme :

T A:it o

€4=0oul;iecli(p

On appelle ces conditions : Conditions de I(p)écomplémentarité.

Notation : Si YJ(Pj est un ensemble essent}el de generateurs du céne
. «
polyédrique K(p), on notera par X © 1'entsemble de tous les générateurs

1{p)-complémentaires dans KJ(p)

J.®) ,
L' ensemble X ¢ est appelé ensemble essentiel de solutions complfimentaiies

du systeme ’)I(p)‘
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_J.m
A1gor1thme général pour la Détermination d'un Ensemble Essentiel X

de Solutions Complémentaires du Systéme 1)

3 (O) _ | o
Initialement X XJ(O) ol XJ(O) est une base positive de

R T aall T Y TR I P i ases .
"R (ici, on considérera la base positive canonique de cardinalité maximale

deiRp).

A la fin de 1'étape p (O < Pc< nD on dlspose d'un - ensemble
J.®)
essentiel X ¢ de solutions I(p)*complementalres du systeme 1)1( )
;Jc(p) XJ (Y 3. () J®
A avec hyp) T A
I(p)

_J.(m)
- Si p=m, fin de 1'algorithme : on a déterminé X ¢

- 81 pam : Choisir 1 e I\ I(p), définir I(p+1) I1(p) U'{io}

. Jc(p+1)
et déterminer X ©  de la facon suivante :
| "XJC(p) )
0) Définir U = | ,Jc®
AT I
J. )
A, X €
i

1) 8i U 30, faire : PP - 7@ v = Y P at1er en 4.
n+p+1 : 7

2) Si ou bien J(p) - ou b1en UJ(p) = 0, faire :Vijcp+1) ()

n+p+1

et déterminer V de la facon suivante :
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)W, je J P n+p+1 3 O (resp. UJ_‘_p+1 0) (+) \
ii) v (o) o IUh_'_p*_1 [U +p+1' U, avec US, 1! « UJC(p)
tels que :
a) U p1 >0
b) U, g <O

V= c) M e J ) \ {k,h} tel que Tix,ny € Treys OO

h
-{k,h}={1e1(p)lAi=Oet>\i=O}

. L
Ipy = lie I [3] =0

Remarque : Si J C(p) = {k,h}, la condition c) est immédiatement
satisfaite.

(G J
Aller en 4).

3) 81 J(p) # ¢ et Ugfgzq # 0, déterminer )-(J(pﬂ) et V de la facon suivante :

J
Soit j e J(p) tel que U

+p+1 > 0. Avec jo fixé :
J N\
(D)W, j eI : n,,pﬂ =0
J(JO:E) O jO 2 "(
- s ‘ p)
Tpe) J11) U [Lfe+p+1l U®+ lUn+p-Jt1’ Uz, avec U° ¢ U7 :
B tel que : Uﬁ++1<0etU’€;‘—U°
30D J(J )
iii)-U U - déterminé dans ii)) ' J
et | )
J
[ i) U © (Sauf si A X = X. avec A. = 0) (1) )
G goh) Yo 1 o
.. ? o (»
ii) U = U pegl U+ | n+p+1| ", avec U e e
V= tel que : Uhn+p+1 <0 r
ik,-i) g . j
_ 0
iii)u J o 5 | n+p+1| U+ lUn+p+1l (-U ) avec
k . K
_ € UJ . tel que : Un+p+1 >0
. y J =
iv) U € u € tel que Un+p+1 0
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J (1) . . j j
4) Définir : X C(p ')=5{VJ e V/ V) est I(p+1) - complémentaire}
J.ov1)  Je) o I ()
X =X u X

5) - Si igc(p+1) = ¢, fin de 1'algorithme : le vecteur O e R™™ est 1a seule

solution complémentaire du systéme 1).

- Sinon, passer a 1'é&tape suivante avec p+1 au lieu de p.
(+) On a signalé entre "crochets' les modifications a effectuer 4 1'étape p+1
de 1'algorithme général lorsque dans le probléme complémentaire 1)-2) 1'on

a: Ai X = Ai avec Ai = 0,
) o} o]

J.m)
Théoneme 1 : L'ensemble X © déterminé par 1'algorithme général est un

ensenmble essentiel de solutions complémentaires du systéme 1).

Dem : C'est une conséquence directe de la facon de déterminer un ensemble
essentiel de générateurs du cbne polyédrique K au moyen de la méthode de

double description, compte tenu des considérations suivantes :

a) La partie linéaire de K est contenue dans 1'ensemble des solutions
complémentaires du systeéme 1).
b) Si a la fin de 1'étape p de la méthode de double description le généra-

teur X 0, jo e J(p), n'est pas I(p)-complémentaire, tout générateur déterminé

_J
a partir de X 0, d 1'étape p+1, ne sera pas I(p+1) - complémentaire.

c) Si dans la partie 2) de 1'étape p+1 de 1l'algorithme on détermine

j oK h k . . . > : . o
Vv o= TUn+p+1' U+ |U§+p+1! U", et s'il existe j e J(m) \ {k,h} (Jo ¢ Jc(p))

I - I
tel que I{k,h} e I y» ON @ que, d'une part, V' n'est

{j.
pas essentiel mais, d'autre part, V) n'est pas I(p+1) - complémentaire.

CQFD.
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Variante de 1'Algorithme Général

Considérons maintenant les modifications suivantes dans 1'algorithme

général :

i) Dans la partie 2) de 1'étape p+1on remplace la condition c¢) par
la condition suivante :

c') Card(I{k,h}) 2 n—(dp+2), oll dp est la dimension de la
partie linéaire JK(p)L de K(p). (dp = %—Card J@)), si
xJ(p) est une base positive de cordinalité maximale de
TK(p)L, comme c'est le cas dans la description ci-dessus
de 1'algorithme général.

J 1)

ii) Dans la partie 4) de 1'étape p+1, avant de définir X ¢ , Qn

J.(p+1)
introduit le critére supplémentairge suivant pour réduire 1'ensemble X ¢ :

% ol APy
%, j ¢ J_(p+1), est éliminé (de X'© ) Si

e . oy R o s
e I (1) \ {3} tel que : I{j} c T{E} ouA%{j} ={ie I(pt) / x% = 0}
J.(p+1)

(1'{”, défini de fagonl analogue) avec X =2 1(p*1)

Remarque : si X) est €liminé, on redéfinit Jc(p+1) avant d'appliquer 3
nouveau le critére.

[} "JC (m) . k 3
Théoneme 1 : L'ensemble X déterminé par 1l'algorithme général modifié est

un ensemble essentiel de solutions complémentaires du systéme 1).

Dem : Analogue a celle du théoréme 1 : en fait, la condition ¢') est une
condition nécessaire pour que Xk, Xh soeint adjacents dans XJ(p). Par

N J.(p+1)
ailleurs, 1'ensemble X

, qui résulte de 1'application du critére
supplémentaire de réduction, est 1l'ensemble essentiel de générateurs I(p+1)-

complémentaires dans XJ(p+1) : en effet, supposons que XJ, j e Jc(p+1),
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soit redondant dans XJ(p+1). I1 existe alors jo e Jp+t)-{j}, Jo ¢ SC(p+1),

tel que : T{j} c T{j y Ceci entraine que j ¢ Jc(p+1), donc une contradiction.
o

Remarque 3 : Dans la partie 2) de 1'étape p+1 de 1'algorithme général, on
peut aussi considérer la condition c') comme critére supplémentaire dans
la définition de 1'ensemble V, de sorte que cette condition précéde la

condition c¢) dans la définition de cet ensemble.

Remarque 4 : a) L'algorithme général pour déterminer un ensemble essentiel
de solutions complémentaires du systéme 1), n'est autre que la Méthode de
Double Description pour déterminer un ensemble essentiel X]ﬁn) de générateurs
du céne polyédrique K défini par le systéme 3) (et donc, un ensemble essen-
tiel XJ(m) de générateurs du cbne polyédrique K défini par le systéme 1))
modifide de sorte qu'a la fin de 1'étape p de cette méthode on ne conserve

J.(P)
en fait que 1'ensemble X ¢ de générateurs I(p) - complémentaires dans

xJ (P)

b) Pour simplifier la description de 1'algorithme, on a considéré la

Méthode de Double Description sous sa forme canonique. En particulier, on

a considéré a chaque étapé une base positive de cardinalité maximale pour
définir la partie linéaire du cOne polyédrique courant. D'autre part, rap-
pelons que les &léments d'un ensemble essentiel de générateurs de K(p) (et, -
donc les éléments d'un ensemble essentiel de solutions complémentaires) sont

définis modulo une constante multiplicative positive et modulo 1'additien

d'un vecteur arbitraire dans la partie linéaire de K(p).
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c) Comme dans la Méthode de Double Des;ription, la cgrdinalité de 1'ensemble
XJC(p+1) déterminé a 1'étape p+1 de l'élgérithmeigénéral, dépendra de 1'inéga-
lité activée dans cette étape. A ce propos, si P, Net Z sont respegtivement

le nombre de composantes positiveé, négativesetlnﬂles du vecteur Uiféf% s

P+ Z +PN (resp. Z + P*N) est une hofne supérieure de la cardinalité A=
1'ensemble V a déterminer dans la partie 2) de 1'étape p+1 (P-N est ume horne
supérieure du nombre total de comﬁinaisons 1iﬁéaires de paires de colonnes

de UJC(p) 5 déterminer dans 1a partie 2) de cette étape). Par ailleurs, suivant
les conditions de complémentarité particuliéres considérées, on peut introduire

des critéres supplémentaires, dans chaque étape de 1'algorithme, de facon i

diminuer le nombre total d'opérations & effectuer.

d) Supposons que 1'on dispose d'une base linéaire B ='{Bji?=1 de la partie
1inéairé:]Kf de X (K[ = {X / AIX = 0}. On peut ramener le probléme de
détermination de toutes les solutions complémentaires du systéme 3) au probléme
de détermination de toutes les solutions complémentaires du systéme :

BX =0
X g)

AX=0

I
dui est de rang maximal;>et considéfer donc la variante de la Méthode de Double
Description pour ce type de éystéme. L'ensemble des solutions complémentaires
wdﬁ systéme %) est la somme de i'ensemble des solutions complémentaires du

systéme 3) et de la partie linéaire K[ de X.
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Réduction du Probléme Complémentaire 1)-2)

a) &1 4 la fin de 1'étape p de 1'algorithme général 1'on a :

i e 1(p) tel que : lio

le probléme complémentaire 1)-2) peut étre modifié de la facon suivante :

205 Ve J ()

i) On élimine du systéme 1) 1'inégalité Ai X = A, i
' o "o o

i1)  On simplifie chacune des conditions de complémentarité par i, .
“o

b) Si a la fin de 1'étape p de l’algorithme général 1'on a :
3. e I(p) tel que : xg =0 ; Vj e J.(D)
v o v o
le probléme complémentaire 1)-2) peut &tre modifié de la facon suivante :
i) On élimine du systéme 1) 1'inégalité A, x = X, , x. = O

~ | i i

0 0 o

ii) On élimine toutes les conditions de complémentarité dans 2} qui font

intervenir Ai .
o

Remarque : Rappelons'que, comme dans la Méthode de Double Description, a
1'étape p+1 de 1'algorithme général il suffit de connaitre le tableau |

J.(p) |

A %(p) sous forme d'un tableau binaire ol i'on signale seulement si un &lément

de ce tableau est strictement positif ou nul.
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Problémes Linéaires Complémentaires Particuliers.

[} Considérons le systéme d'indgalités lin€aires homogénes :
o A
Ax = X
X 20 1)
Y
A

2 0

“~

gV .‘ PR ' - . i
od A est une matrice (sxn) avec des conditions de complémeniarit€ sur los

variables de la forme :

nos 61‘1’, 'be:i_f o

n i }ir A =
r=1 i=1

6r€ =0ou1;v=1,...,n L1 =1{1,...,q9} )]
€ = Qouli;1=1,...,8 B

Considérons maintenant le probléme de détermination de touies les sclutions
complémentaires du systéme %).
Ce probléme peut &tre reformulé sous la forme du probléme complémentaire

(homogéne) équivalent :

AX= )
3
Az 0
. N v ,
ol A = [’In nm]’ A= [‘A 1, avec les conditions de complémentarité (de la
| ' . l LA T
oA LA o
forme générale 2)) qui résultent de substituer X par A dans les conditions

de complémentarité 2) ci-dessus. L'algorithme général pour la détermination
d'un ensemble essentiel de solutions complémentaires du systéme 3) (et donc,

d1 systéme 1)) S€ particularise de 1a facon suivante :
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Je (n) I

- X

Initialement, on.dispose de 1'ensemble essentiel X = In n

a, ixi

de solutions I(n) - complémentaires du sous-systéme S)I(n) : L
AL = Al
ix i

ie Im)y={1,...,nb

Ay 20

oil AI(n) = Lnxn' (En effet, si parmi les condi?ionﬁ de complémentarité %) il v
a une de la forme x. =0, on peut ramener la résolution du probléme complémwm
taire 1) w§j a la‘résolution du probléme qui’résulte de supprimer, d'une part,
la variable X, du systéme ?) et, d'autre part, toutgs les conditigns de complé-
mentarité dans %) qui font intervenir cette variable).L'ensemble X C(n) ainsi

défini peut &tre considéré comme le résultat donné par 1'algorithme pénéral au

bout des n premiéres étapes.

~

Ensuite, dans la partie 2) de 1'étape n+tt (1 < t £ s), on détermine

J _{n+t)
un ensemble essentiel X © _de solutions I(n+t) - complémentaires du sous-
J (n+t)
- - l:z: 7 C -
systéme W)I(n+t)b (Noter que X ~ o¥t > 0).

Remarque : Dans la partie O) de 1'étape n+t il suffit de considérer le tableau

U défini par :

AJC(n+t)
T
U = ~
J (n+t)
A C
p+1 Im)
j {(n+t) I
En effet, on a X ¢ = A c(n+t)

) » 7t 2 0.

Par ailleurs, la partie 3) de 1'&tape n+t peut &tre négligée, car

jc(n+t) =9¢ : ¥Vt 3 0.
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Remarque 5 : Le probléme complémentaire Y -%) a &ts étudis par Tone [ 1J.
Si 1'on considére la variante de 1'algorithme général (avec les particulari-=.
sations ci-dessus) on retrouve essentiellement 1'algorithme proposé par Tone

pour résoudre ce probléme.

[I) Considérons le systéme linéaire homog&ne

Cx= A
Dx=0 : W)
Az0

(ot C et B sont des matrices (rxn) et (sxn) respectivement) avec des conditions

de complémentarité de la forme :

r i ]

o f=0
1=1 £ e L=1{1,...,q 2)
e. =0Ooulj;i=1,...,r

i, )

Considérons maintenant le probléme de détermination de toutes les

solutions complémentaires du systéme 7). I1 est clair que ce probléme peut étre
reformulé sous la forme du probléme complémentaire homogéne général 1) -2).
(En effet, il suffit deAremplacer, d'une part, Dx = O par Dx = %, X > 0 dans ?),
et d'incorporer, d'autre part, les conditions de complémentarité additionnelles
xi = 0, i=1,...,s, dans %)). L'élgorithme général nous permet donc de détermi-
ner un ensemble esséntiel de solutions complémentaires pour ce dernier probléme
et donc, pour le probléme d'origine 7) - 5). Cependant, si dans la définition de
1'algorithme général on considére la méthode de DoublelDescription adaptée 3 la
résolution de systémes comportant, 3 la fois,‘des inégalités et des équations

linéaires. homogénes, (ici : Cx > O, Dx = 0) on peut appliquer directement cet

algorithme a la résolution du probléme complémentaire d'origine ?) -3).

(L'algorithme correspondant résulte de considérer les modifications signalées

entre crochets dans la définition de 1'algorithme général).
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Probléme Linéaire Complémentaire Non-Homogéne Général :

Considérons le systéme non-homogéne d'inégalités lin€aires dans

n+m

R défini par :

AZ+Db = A
1)

(ol A est une matrice m n, b Bfn) avec les relations de complémentarité de

la forme générale :

Lel=1{1,...,9 2")

e. =0Ooutl;1i=1,...,m

Considérons maintenant le systéme homogénéisé du systéme 1')

défini par :

AZ + bg =2
Az 0 ' 1')h
£20 (£ eR) ‘ ‘

D'aprés les.relations classiques entre les solutions du systéme 1')
et les solutions du systéme homogénéisé correspondant 1‘)h, et compte tenu de
1'homogénéité des conditions de complémentarité, on peut ramener le probléme de
détermination de toutes les solutions cpmplémentaires du systéme 1') au probléme
de détermination de toutes 1esksolutions du systéme 1'); qui vérifient les

conditions de complémentarité 2'). En effet, si XJ =% u %
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zJ
(ou X = gJ Y¥j ¢ J) est un ensemble essentiel de générateurs du cOne

X7
polyédrique (homogéne) K défini par le systéme 1')h et si P est le polyédre

convexe défini par le systéme 1'), on a :

7 qem, . j .73 , 2N E -
P=A{GER /() = L, 201/ (AJ')] + Lo Loy =T,y 2 0Vjeg )

jeJ jed® 1A jeg J

on J* = {jed /‘Ej > 0}, J° =7 \ J*. Concrétement, P =4+ C, ol A est le
polyé&dre convexe borné dont 1'ensemble des points extrémes est {1/£j(2§)}j€J+

et C, le cOne polyédrique convexe des directions d'infinitude de P, e;gend;é
par 1l'ensemble essentiel de générateurs {(Zﬁ)}jEJO (Rappelons que A n'est défini
de fagon unique que si le cne C (ou équivglemment K) est saillant i.e. si J=¢).
Par ailleurs, il est facile de vérifier que toute solution complémentaire du
systéme 1') appartient au polyé&dre convexe €+ CC, ot A est le polyé&dre borné

engendré par les points extrémes complémentaires de A et CC, le cOne polyédrique

engendré par les générateurs complémentaires dans C i.e. si (i) est

z j 7 73
G = I /@1 Ty
JGJC X J€JC A
= . . + - 0
avec ), Aj =1 Aj >0, Vjed. s by 2 0, ¥j € J_,
C . .
+ " j 77 , : o_,. ., 27 P
JC ={jed /J 1/¢( j) est complémentaire} et JC ={jed /( j) est complé-
A ' A

mentaire}.

Finalement, puisquesJ; = CJC)+ ={j eJ_ /'gj > 0} et
Jg = (JC)o = {j e JC / gj = 0} ot JC ={jed/ Xj vérifie 2')}, on voit que 1l'on
peut rameﬁer la résolution du Probléme Complémentaire Non-Homogéne 1') -2') a la

résolution du probléme homogéne 1')h -2') correspondant.
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Remarque : I1 est clair que si IC[ est la partie linéaire du cOne polyédrique

C (i.e. ICL = {(i) / Az = 0, » = 0) et si (;) est une solution complémentaire

du systéme 1'), alors C%) + JC[ est contenu dans 1'ensemble des solutions

complémentaires du systéme 1').

Exemple d'Application : Programmation Qaudratique Non-Convexe.

Considérons le programme quadratique dans R" défini par :

Min f(x) = ch + %-XiQX
Ax > b | ' 1
x 20

ol Q est une matrice (n x n) symétrique quelconque et A1 une matrice (m x n).

Si X est un minimum local du programme quadratique 1), il existe

- = - n - = = = e e .« - .
(u, v, y) e R" xR® x R™ tel que (x, u, v, y) vérifie les conditions nécessaires

d'optimalité de Kuhn et Tucker :

c+Qx - ATu =V

AX -b =y

uy=0 2)
vTx =0

X, U, v, y 2 0

- 8i 1'on définit maintenant :

r-Q‘_A e X v
M=LA o as (2= w=

Le systéme 2) peut €tre reformulé sous la forme du probléme linéaire

complémentaire non-homogéne
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Mz +q=w

z20 3)
w20

Z;Ws = 0;1i=1,...,nm (Conditions de Complémentarité) 4)

Nota : Ce probléme est connu dans 1a littérature comme Probléme Linéaire
Complémentaire.
Si (z,w) = (X, u, v, y) est une solution complémentaire du systéme 3), x est

alors une solution réalisable du programme 1) et 1l'on a :

£x) = 5(c'x + blw) = he, 5)
avec h = %—(chT).
Théordme 2 : Si le programme quadratique 1) admet une solution optimale X
(qui n'est pas nécessairement unique), il existe un point extréme complémentaire

(Z, X) du polyédre convexe défini par le systéme 3) tel que :

f(®) = hZ = min {hz / (z,w) solution complémentaire de 3)}

Dem : Etant donné que R est évidemment aussi un minimum local du programme 1),

il existe une solution complémentaire (z, w) du systéme 3) telle que :

£®) = B3, o b = (0,0
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Par ailleurs :
x, solution réalisable
(z,w)=(x,u,v,y), solution complémentaire de 3) r=> | du programme 1)

5) | £() = h()

%, minimm global du programme 1) ;
' ' => f(X) < f(x)
X, solution réalisable du programme 1) :

On a donc :
|

f(x) = E(é) = min {E(é) / (z,w) solution complémentaire de 3)} 1))
D'autre part, puisque toute solution complémentarie du systéme 3)

appartient au polyédre convexe PC = 2€ + ct, o A est le polyédre borné

engendré par les points extrémes complémentaries du polyé&dre P défini par le

systéme 3) et CC, le cbne polyédrique engendré par les directions d'infinitude

extrémes complémentaries de P, on a :

Z, W =@, W+ @2, W II)
ol (%, %) € AC, et (g, %) e C°.

o 0
Etant donné que tout point de la forme (z,w) = (E,%) + A(z,w), avec

» > 0, est encore une solution complémentaire au systéme 3), on a nécessairement

o]

2
(o L.y _
h é > O (sinon, on aurait h(w) = h(é) + \h

> =0 51 A>+e, ce qui $ontre—
o}

2

(¢}
w

dit I)). Par conséquent, d'aprés I) et II), on a h | =0 (eneffet,si h g > 0,
- w n Nvoow
on aurait h i < H(é), ce qui contredit I)) et donc £(%) = h i , avec (ép e a°.
W -~ W -~
I1 est clair qu'il existe donc un point extréme [Z] de a° tel que E[“} = hZ.
W W

CQFD.
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Remarque : D'aprés le théoréme 2, si le programme quadratique 1) admet une
solution optimale, pour déterminer la valeur optimale (et une solution optima-
le) de ce programme il suffit de déterminer le minimum de la fonction (linéaire)
hz sur 1'ensemble des points extrémes complémentaires du poly&dre P défini par
%% systéme 3Y [en fajt, sur }es go%?t% gngémes complémentaires du polyédre g

finl1 par le systeme MZ + g 5
Exemple : Considérons le programme quadratique non-convexe dans R™:

Min £(x) = x; - 1/2x, - 2/5& + 1/2 xg

1

Xy 20

>
Xy % 0
Etant donné que le poly&dre convexe non-vide défini par les contraintes du

programme 1) est borné, le programme 1) admet une solution optimale (non-néces-

sairement unique).

Considérons :
- -4/3 0 ' 2 1
Q -a ‘
M= = __-_9_;L_L_Zl , q= |-1/2
A 0 -2 1,0 3

Le probléme complémentaire non-homogéne Fresp. homogénéisé ] correspondant

est défini par :

-4/321 + 223 + 1 [g]= W,
Zy) = Iz - 1/2[g] = W, 2)
- 221 *Z, +3 [g]= Wy
2; 20 i=1,...,3
w2 O0;1=1, »3
[e 201
zwy = 0.;1=1,...,3 (Cond. de Compl.) 3)

On détermine maintenant, au moyen de 1'algorithme général (avec les
particularisations correspondantes), un ensemble essentiel de solutions com-

plémentaries du systéme homogénéisé 2)
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j . . . .
p=max 2= /) >0}, J.=t3 /e >0etwl 20, 2wl =0 i-1,...,3)
jel,

Explication des Différents: Tableaux :

Initialement I(0) = ¢ et les colomes dans la partie supériéur du

(0)

tableau T constituent un ensemble essentiel de générateurs du cOne polyé-
drique défini par les conditions de signe sur'les variables zg (i=1,...,3)

et & du systéme homogénéisé 2). Ensuite, on active 1'inégalité Wy 2 0 (signalée
(0)

avec "' dans le tableau T ) et 1'on définit I(1) = {2}. Les colonnes (1),

(1) :
(3) et (4) dans la partie supérieure du tableau T constituent un ensemble

essentiel de solutions I(1)-complémentaires (i.e. vérifiant la condition

de complémentarité ZZWZ = 0 du sous~systéme :

Zi 20;1=1,...,3

€20

%
o

2, =24 1/2E

(1
La colome (2) du tableau T (signalée avex ''x'") correspond 3 un .

générateur qui n'est pas I(1)~-complémentaire. Cette colonne doit &étre en fait

8liminée de ce tableau.

Les tableaux (%) et (%) sont déterminés aprés avoir activé successivement
les iriégalitésw3 >0 etW, 2 0.0n a signalée avec "0" dans le tableau (%)
la ligne qui peut étre €liminée de ce tableau (et des tableaux uitérieurs)
d'aprés les critéres d?3§éduction. L.es colomes (1), (3) et (4) dans la partie

supérieure du tableau T constituent un ensemble essentiel de solutions

complémentaires du systéme :
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_4/3rz1 +223+ £30

22 - K- 1/2¢ > 0

- 2 Zf'% + 32320
%_ > 0;1=1, )3

£ 20

Les points extrémes complémentaires du polyédre défini par le systéme

non-homogéne correspondant sont donc :

3 : .
1 fo 5 3/4) < 9/4
z= {1/2| ,2=1|1/2{,2=]3/?2
lo | 0 1
Par ailleurs :
h =+ (1, -1/2, -3)_= (1/2, -1/4, -3/2)
1 2, 3 3
hz = -1/8, hZ = g, hZ = - 7

4

et on a donc :

hZ=*I=Iﬁn{hZ/ i=1,...,3}

Par conséquent, le programme quadratique 1) admet le point (21,‘i2)=(9/4,3/2)

comme solution optimale et la valeur optimale de ce programme est -3/4.

Remarque : Dans la partie inférieure des différents tableaux on a considéré
e} o .

1'inégalité -hz > -hZ ol Z est un point extréme complémentaire du polyeédre

défini par le systéme MZ + g > O, Z > 0, déterminé au cours de 1'algorithme.
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(¢]
I1 est clair que hZ constitue une lorne supérieure pour la valeur_ optimale
(1) 0
du programme quadratique 1). Dans le tableau T , le point [1/2 est un
0

point extréme complémentaire de ce poly&dre et 1'on a donc hz < -1/8. Cette iné-
galité est mise 3 jour chaque fois que 1'on détermine un point extréme complé-
mentaire qui donne une meilleure borne supérieure, et elle se transforme comme
une ligne quelconque du tableau. Il est clair que cette inégalité peut aussi
€tre activée au cours de 1'algorithme. Avec cette mbdification, 1'algorithme
ci-dessus coincide essentiellement avec 1'algorithme de type simplicial, avec
activation de contraintes, proposé par Balas [ ] pour déterminer la valeur
optimale d'un programme quadratique non-convexe. (Noter que, dans cette situa-
tion, le point extréme complémentaire est donné par le dernier ; considéré

r9/4 1.5 3
(ici 3/2 1) et le valeur optimale du programme, par 'Cg + é) = - j—.
‘l .
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CHAPITRE IV

PROJECTION (GENERALISEE) D'UN POINT
SUR UN POLYEDRE CONVEXE FERME
DEFINI PAR L'INTERSECTION D'UN NOMBRE FINI
DE DEMI-ESPACES




IV.A

IV, PROJECTION (GENERALISEE) D'UN POINT SUR UN POLYEDRE CONVEXE
FERME DEFINI PAR L'INTERSECTION D’UN NOMBRE FINI DE DEMI-ESPACES.

On définit .un algorithme général 3 convergence finie pour déterminer
la projection d'un point sur un polyédre convexe fermé défini par un systéme
fini.d'inégalités linéaires, et, plus généralement, pour déterminer le mini-

mum du programme quadratique dans R" :

Min qx) = ch + 1/2xTQx
1)

AIX > b

1
ou Q est une matrice définie positive.

Ce probléme a €té abondamment étudié dans la littérature ol plusieurs
algorithmes ont &té proposé€s pour sa résolution. En général, la convergence
finie de ces algorithmes est assurée sous une certaine hypothése;de‘régula—
Tité sur le polyédre ConveXe définj par les contraintes du programma 1), comme
c'est le cas lorsqu'on applique la méthode du gradient conjugué de
D, Goldfarb [ 3 1 (resp. la méthode du gradient projeté de J.B. Rosen [5 1,
lorsque Q = I).

L'algorithme géhéral propqsé’ici consiste essentiellement a ramener
la résolution du programme 1) 3 la résolption d'une suite finie de sous-pro-
grammes réguliers élémentaires, comportant au plus n+1 contraintes du programme
d'origine. A chaque itération, on détermine le minimum de la forme quadratique
q(x) sur le polyé&dre régulier élémentaire courant, au moyen d'une méthode
quelconque dont la convergence est finie dans le cas d'un programme régulier.

Si ce minimum est réalisable pour le programme d'origine, c'est la solution

optimale de ce programme. Sinon, on définit un nouveau sous-programme
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régulier élémentaire en activant une des contraintes non-satisfaites par

ce minimum. La convergence finie de 1'algorithme général (sans aucune hypo-
thése de régularité)est assurée compte tenu du fait que, d'une part, le mini-
mum de chague sous-programme régulier est détermin€ en un nombre fini d'ité-
rations et que, d'autre. part, on ne peut pas considérer deux fois un méme
sous-programme régulier (car la valeur optimale des différents sous-programmes

augmente strictement) et ceux-ci sont en nombre fini.

Lorsqu'on dispose initialement d'une solution réalisable du programme

d'origine, on considére en particulier la méthode de Goldfarb [ 3 1(resp. de

Rosen [5 1, si Q = I) pour la résolution des différents sous-programmes régu-
liers. L'algorithme qui en résulte est de nature semblable a 1'algorithme
proposé par P. Wolfe [ 6 ] pour la minimisation d'une forme quadratique stric-
tement convexe sur un polyédre convexe fermé défini comme enveloppe convexe
d'un ensemble fini de points. Par contre, dans le cas ol 1'on ne dispose pas
initialement d'une solution réalisable du programme d'origine, on considére
en particulier la Méthode de H. Theil-C.Van de Panne [ 1] (3 convergence finie
sans aucune hypoth@se de régularité sur le poly&dre) pour la résolution des
différents sous-programmnes réguliers. L'algorithme qui en résulte peut
présenter des avantages sur cette méthode appliquée directement au probléme

d'origine, si le nombre des contraintes actives 3 1'optimum est assez €levé.




I INTRODUCTION. RAPPELS ET DEFINITIONS.

Considérons le programme quadratique convexe danszP

Min q(x) = ch +'1/2xTQx

D
Ax =2Db I

I I

oll Q est une matrice symétrique définie positive, I = {1,...,m}.

Nota : La condition Q symétrique n'est pas restrictive. En effet, si Q ne
1'est pas, on peut remplacer Q par 1/2 (Q+QT), qui est alors stétriQue,_sans

modifier la forme quadratique q(x).

Remarque 1 : Etant donné qué Q est une matrice définie positive, la forme
quadratique q(x) est strictement convexe dans R". Par conséquent, si le polyédre
convexe K; défini par les contraintes du programme 1)I est non vide, il existe
ﬁne solution optimale unique % pourfcé programme. Par ailleurs, X est la solu-
tion optimale du programme 1)I “si et seulement si, d'une part X est une

solution réalisable pour ce programme (i.e. R € K ) et, d'autre part, il. existe

ueR" telque:

uz0
c+ QR - AI =0 Conditions de Kuhn et Tucker
Ter &
u [A IX b ]
(1)

Si § < I, on considére le programme 2)s défini par :

Min q(x) = ch + 1/2xTQx

2)
- s
AsX - bs .

Nota : Si S = ¢, le programme 2)s est défini par : NinHQ(x)

(t) Désormais, 1'ensemble S sera noté s lorsqu'il apparaitra en indice.
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Remarque 2 : La forme quadratique étant strictement convexe, si la variété
linéaire VS définie par le programme 2)s est non-vide, il existe une solution
optimale unique pour ce programme..Par ailleurs, % est la solution optimale
du programme 2)s si et seulement si, d'une part, X est une solution réalisable

pour ce programme (i.e. R e Vé) et, d'autre part, il existe u eﬁRJS] tel que :
c+ Q§ - AZu =0 (Condition de Lagrange)

Nota : On peut en fait considérer les conditions d'optimalité classiques
ciQdessus comme une particularisation des conditions d'optimalité de Kuhn et
Tucker. Si rang (AS) = |S|, avec S # ¢ (i.e. si les lignes de AS sont linéai-
rement indépendantes) et si X est la solution optimale du programme Z)S, le
vecteur u €:RJ5f vérifiant c + Q§ - AZu =0 est défini de facgon unique et on
le notera i. En effet :

rang(A)) = |S| Q -A;

=> , réguliére

Q, défini positive AS 0

et le vecteur lg] est la solution unique du systéme (régulier) d'équations
u

linéaires :
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Dans ces conditions :

x==Qlc +Q Alu=2+q"aTu
[ —— S S

%
_ _ L. 8 -1 ,T

bS = Asx = A_Sx + ASQ As u

P(s)
et puisque : |
rang (A)) = |S| - |

=> P(s), (symétrique) définie positive

Q (symétrique) définie positive
P(s) est réguliére et :

. T e
= (,Q AY7 by -AX)
%)

f=f+qtal o QAT o - A

Nota ; % = —Qqc est le point qui minimise q(x) sur Rr".

Lemme 1 : Si S # ¢, alors :

{ rang((A b 1) = [5]

‘rang (&) = |S] =>

{ Asx = bs’ compatible

Dem : C'est une conséquence du résultat classique suivant :

i

Ax = b, compatible <==> rang (A)) = rang ([A;b.T)

S
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Définition 1 : Un sous~ensemble S de I tel que %, solution optimale unique

du programme Z)S, est la solution optimale du programme 1)1, est appelé un

ensemble solution pour le programme 1)1.

Remarque 3 : Si X est la solution optimale du progfamme 1)1, 1'ensemble
E={iel/ A; R = b;} est un ensemble solution pourvcé programme .

Par ailleurs, si E # ¢, il existe en général plusieurs'ensembies soiufion
pour le programme 1)1. (Remarquons que si S est un quelconque de ces ensembles

onaf=2g.
Convention : rang(®) = card(¢) = O. .

Lemme 2 : Soit X la solution optimale du programme 1)1 et soit
E={iel/ Aii =b,} 1'ensemble des contraintes actives 3 1'optimum de ce
programme. Alors, sous 1'hypothése rangCAE) = |E|l, S est un ensemble solution

pour le programme 1)1 si et seulement si, d'une part :

i) A gX2B_g
et, d'autre part, (si S # ¢) :
ii) 420
Dem : C'est une conséquence directe des Remarques 1) et 2), compte tenu de
1'hypothése rang(A.) = |E| et du;fait que S < E.

Le lemme 2 peut reformulé sous la forme &quivalente suivante :

Lenme 2' : Soit R la solution optimale du programme 1)1 et soit
E={iel/ Aii = bi}' Alors, sous 1'hypothése rang(AE) = |El, S est un

ensemble solution pour le programme 1)I si et seulement si, d'une part,

AI4S§ 2 bI- set, d'autre part, (si S # @) % est solution optimale du sous-programme

1 :
s Min q(x)

ASx 2 bS
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®
Remarque 4 : Si S = ¢, x est la solution optimale du programme 1)I si et

seulement si Alg > bI‘

Rémarque 5 : La condition suffisante du lemme 2 (resp. du lemme 2') est vraie

sans aucune hypoth@se sur le rang de Ag.

Lemme.S : Soit X la solution 6ptima1e du progfammej)I et soit
E={ieI/A;X=b.}. Alors, sous 1'hypothdse rang(A;) = IE| il existe un
ensemble solution de cardinalité minimale unique g pour ce programme . Par
ailleurs, si S est un ensemble solution pour lé programme 1)1, S est de

. X ) s
cardinalité minimale si et seulement si soit S = ¢ soit S # ¢ et u > O.

- Dem : C'est une conséquence directe du lemme 2 et des remarques 1, 2 et 4.
N

Remarque 6 : Sous 1'hypothése rang(Ag) = |E|, si S est un ensemble solution

pour le programme 1)1, 1'ensemble solution de cardinalité minimale S pour

. ce programme‘est défini par :

«n
it

o, si§ =0
n "\a

ties/8; >0, si8 Ao

0
"

Par conséquent, sous cette hypothé&se, lorsqu'on connait un ensemble
N
solution S pour le programme 1)1; on comait tous les ensembles solutions pour
ce programme. En effet, S est un ensemble solution pour le programme 1)I si et

seulement si, d'une part, S < E et, d'autre part, S > S.

Remarque 7 : Si rang(AE) < |E{|, la condition ii) du lemme 2 n'est plus nécessaire
i.e. si S est un ensemble solution pour le programme 1)I on n'a pas nécessairement
3;; 0. Par ailleurs, dans cette situation on peut avoir plusieurs ensembles

solution de cardinalité minimale pour le programme 1)1, et ceux-ci ne sont plus
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caractérisés par le sighe des multiplicateurs de Lagrange associés. En fait,
dans cette situation, une condition nécessaire pour que S (S # ¢) soit’ﬁn
ensemble solution de cardinalité minimale est que, d'une part, rang(As) = |S|
et, d'autre part, ﬁi # 0 Vi e S . Cependant, puisque les conditions de Kuhn et
Tucker sont toujours nécessaires pour le programme 1)1, si R # %, il existera
toujours au moins un ensemble S pour le programme 1)I tel que rang(Aé)= [S|
etf>0 (en effet, puisque le systéme A%u =vq®), uz0, avec q(R) # O,
admet une solution, il existe S ¢ E tel que A:a =9q®), G >0 et rang@&i) = |§]|

d'aprés le théoréme Fondamental de la Programmation Linéaire) _ma}s yn tel ep-
semble ne sera pas nécessairement un ensemble solution de cardinalité minimale

pour le programme 1)1.

Définition 2 : On dira que le polyédre KI = {x / AIx > bI} est régulier si
et seulement si KI # 0 et

x e K; => rang(AIx) = IIXI,
ol L= {iel/ A;X = b;}. (Rappelons que par convention rang(¢) = le| = 0).

Définition 3 : Le programme T)I est aitrégulier si KI est régulier.

Remarque 8 : D'aprés la définition 2, si le poly&dre K. est régulier on a

I
rang(AE) = |E|, ol E est 1'ensemble des contraintes actives 3 1'optimum X

du programme 1)1.

Par ailleurs, une condition suffisante pour que le poly&dre KI(.KI # @)
soit régulier est que rang([A;b;]) = |I|. En effet, soit X ¢ K, et

. n
T=tierl/Ax=0b:
o # Yl , )
=> rang([Afbe]) = IT[
rang([AIbI]) =1 N
ATX = bT

kK = rang(i) = I1

Lemme 1
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Définition 4 : Si KI (KI~f ¢) est tel que rang([AIbI]) = |11, le polyédre

K; (resp. le programme 1)1) est dit régulier €lémentaire.

Lemme 4 : (thé€oreme 5.6 dans [ 1 ]) Soit X la solution optimale du programme
g et soit E = {i ¢ T/ A;X =b;}. Alors,sous 1'hypothdse rang(Ay) = |E],
si S est 1'ensemble solution de cardinalité minimale pour le programme 1)I

on a :

ScS,5-5#0=>A XAbs

Lemme 5 : [théoréme 5.1 dans [ 1 1]

i) Si rang(A_, ) = |S+r|, ot Tt ¢ I-S, alors :
<

] v [2]

ii) Si rang(As)'= S| et si t € S, alors :

S > — szt § <
ut[i) O-@—>Atx {;)t&

ANV

RemarQue 9 : D'aprés la Remarque 8, les résultats des lemmes 2, 3 et 4 sont,
a plus forte raison, vrais si 1'on remplace 1'hypothése rang(Ap) = |E| par

1'hypothése KI régulier ou,en particulier, KI régulier élémentaire.
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II ALGORITHME GENERAL POUR DETERMINER LA SOLUTION OPTIMALE DU
PROGRAMME 1)1'

Algorithme A :

Initialement : L[0] =29
S[0] = ¢
[0] ® -1 o 0
x = x = -Q ¢ (le point qui minimise q(x) sur R )

Etape [p+1] : On connait un ensemble solution S[pl et la solution optimale
[pl [pl sIpl
X

(x = x ) du sous-programme régulier élémentaire 1)L[p1
min q(x)
Augpy X 2 Bypp;
ol Llpl e I
[p] ' [p]

s . ' . . . .
Si AI—L[p] X 2 bI—L[p]’ fin de 1'algorithme : x est la solution optimale

du programme 1)I_

Sinon : [pl
On choisit r(p+1) € I - Llp] tel que : Ar(p+1) X < br(p41)‘

On définit L{p+1] = S{pl + r(p+1).

On applique le sous-algorithme S.A. (3 convergence finie) & la résolution du

sous-programme 1)L[p+1] :

i) Si le sous-algorithme S.A. signale que le domaine du sous-programme

1)L[p+1] est vide, fin de 1l'algorithme : le domaine du programme 1)I est vide.

ii) Sinon, on a déterminé un ensemble solution S[p+1] et la solution
(pt11  slp+1]
optimale x = X du sous-programme régulier élémentaire 1)L[p+1]: on passe

a 1'étape suivante avec p+1 au lieu de P-

Nota : Si initialement 1'on dispose d'une solution réalisable du programme 1)1,

le domaine du sous-programme 1)L[p+1] est nécessairement non-vide. La partie

i) de 1'algorithme peut donc &tre négligée.
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mme 1(A) : Si le sous-programme 1)L[p+1] est réalisable, ce programme est

régulier €lémentaire.

Dem : Montrons que rang([A LLp+17 L[p+1] 1) = |Lip+1]].

Pour p=0, le résultat est évident. En effet, L[1] = r(1) et [Arfl) br(i)] f 0.

Supposons que : rang([A Lip] L'p]]) = |Lp]|

[p] )
= b
S[P] slpl v |
[pl s, [Ar(p+1) r(p+1)] 11ne§1rement indépendant des 3
Ay X< Prpen) (TAP; 5 ¢ srpy
J
Stp] < Lip] => rang([Agbor ) = [SCpI] 2)
L(p+1] = S[p] + T(p+1)
15 => rang ([ [p+1] bL[p+1]]) = |Llp+11] 3)

2)

d'ol le résultat.

L")
Remarque 1(A) : Si initialement 1'on dispose d'une solution réalisable x du

programme 1)1, tout sous-programme 1)Lrp+1] est régulier élémentaire (En effet

X e K L[p+1])

Théoréme 1 : Si 1'on applique 1'algorithme A 3 la résolution du programme 1)I
cet algorithme détermine en un nombre fini d'étapes soit la solution optimale

X du programme 1)I soit que le programme 1)I n'admet pas de solution.
[p]
Dem : Soient S[p]l, x , un ensemble solution et la solution optimale du

programme régulier &lémentaire 1)L[pj respectivement.

[p1 [pl
Si A X x est la solution optimale du programme 1)I (Cela

1-Lip1 X % Prpppy o
résulte du fait que, d'une part, x est une solution réalisable pour le
programmeﬁ)I et que, d'autre part, le domaine du programme 1)L[p] contient

le domaine du programme 1)1).
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[pl
Sinon, soit T(p+1) e I - LIp] tel que A o gy X <bicqy.

On définit : Llp+1] = Sipl + r(p+1).

On applique le sous-algorithme S.A. (3 convergence finie) 3 la résolution
du sous-programme 1)L[p+1]' Si le domaine KL[p+1] du sous~programme 1)L[p*1j
est vide, le domaine KI du programme 1)I est vide (en effet KI o KL[p+1J Y
et 1l'algorithme se termine.

Sinon, soient SCp+11], [p§1] un ensemble solution et la solution optimale du

[p] [p+1]
sous programme 1)L[p+1] respectivement. On va montrer que q( x ) <q( x ):
Cpl
x solution optimale du programme régulier 1)

: Lip]
[pl slpl
X = X =>(1)
Lemme 2') '
[p]
(1) x solution optimale (unique) du programme 1) (o]
| [p+1] P
Llp+1] = S[pd + r(p*1) => x e {x/ As[p]x 2 bs[p]} (2)
[p]
A X <b_,
r(p+1) r(p+1) [p] [p+11]
=> X # X (3)
[px1] '
Arpr1) X EPrpe)
q(x), strictement convexe [p] [p+1]
=> q(x ) <q( x ) 4)
1), 2), 3) ‘

Etant donné que le nombre total de sous-programmesdu programme 1)I que 1'on
peut envisager est fini, et puisque, d'aprés (4) on ne peut pas rencontrer
un méme sous-programme au cours des différentes €tapes, 1'algorithme A déter-
mine en un nombre fini d'étapes soit la solution optimale du programme 1)I

soit que le programme 1)I n'admet pas de solution.

Remarque 2(A) : Si S[p+1] est un ensemble solution quelconque pour le programme

. . Cim o miz
1)L[p+1jon a: r(ptl) € ?;E:g] i.e. 1'inégalité Ar(p+1) r(p+1)

ment active a4 1'optimum x du sous-programme régulier 1)L[p+1]'

X=2b est stricte-
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Exeggle : Determlner la prOJectlon euclidienne du point P sur 1e polyedre

K au moyen de 1' algorlthme general A,

X est la projection euclidienne de P sur le polyédre K.

p Llp] SCp]
0 g @
1 (@} 1 {2}

2 | {@,m} (2,0
30 14@,m,@y | {4}
¢ {®,0)  [{®.6

/ ~
73S
\ ULLJ

'\-.-
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Exemples de Sous-Algorithme S.A. :

I) Sil'on ne dispbse pas initialement d'une solution réalisable du programme 1)

Sous-ALgonithme S.A. (T.V.P.).

|
On définit j,_ = r(p+1). ' \

b |

On calcule |
o} 213,500 Srpe = 65

Si A, X° 2 by, Vie LIpt1] - {j }, fin : x '= » W LP Jo’- |

| _—— |

{3} ‘

Sinon, soit R(G,) = {k ¢ Lp+11 - {j_} / A, X° < bl.
Uk G,k |
On calcule successivement x , u , ke R(jo) : : ’ '

$'il existe k e.R(jo) tel que, d'une part : |
. gk _ . ‘ |
i) Ai X > bi’ Vi € L{p+t1] - {Jo, ko} : !

et, d'autre part

{j ,k}
i) olo" L o,
Ipt1l okt o
fin : x = X~ , S(p+t1] = {jo’ko}

| | (Ggsk! .
- sinon, soit R(j_,k) ={Le LIp+11-(j ,k}/A, "°x <bg, VK € R(j)
k) Hoskst}

On calcule successivement Uog , ke R(jo),le R(jo,k) :

S'il existe ko € R(jo), £o € R.(jo,ko) tel que, d'une part :

_ {Ggrk ,0,} o ,
i) A, Tx > by, Vi e Llp+1] - {3y kg» £}
et, d'autre part :
{3,k .2}
ii)  %u® ° >0,
fin - Tk = Donerfel g

’ S[p+1 ]‘= {jo’kO’EO}

Remarque 1 :

{3 5...1}
%% =X avec S = {jo,...} i.e.

Dans la définition du sous-algorithme S.A. (T.V.P),
{j oreeet
X est la solution optimale du

programe 2) {jo’ T



Iv.13

Iﬁéonéme_g_; Si 1'on applique le sous-algorithme S.A. (T.V.P) 3 la résolution

du sous-programme 1)L[p+1]’ cet algorithme détermine en un nombre fini d'ité-
Lp+1]
rations soit la solution optimale x et 1'ensemble solution de cardinalité

minimale S[p+11 pour ce sous-programme soit que le sous-programme 1)LEp+1]

"'t 3. 93 2 -~ 7 1 1 =
n'adme: pas de solution optimale (i.e KL[p+1] 9).

Dem : Si le sous-programme 1)L[p+1] admet une solution optimale (i.e si
KIFp+11 # ©) 1'ensemble solution de cardinalité minimale SLp+1] pour ce
sous-programne est défini de facon unique. (S[p+1] est caractérisé par le

lemme 3). Initialement on considére S =V{j0}, avec jo = r(p+1), car cet
[p+1]
inégaliité est strictement active 3 1l'optimum x du sous-programme
{j 1
. 70 . .

,1)L[p*1] . Si X est une solution réalisable du sous-programme 1)L[p+1]’
31 ~ ,
est la solution optimale de ce sous-programme, S[p+1] = {jo} et le

sous-algorithme se termine (en effet, on a alors que S 0). Sinon,
{j 1}
d'aprés le lemme 4, au moins une des inégalités violées par 2 appartient
{jo,k} {jo,k}

a Slp+1]. On calcule donc successivement X |, u , k e‘R(jd). S'il
{j ,k.} )
existe k_ € R{j ) tel que d'une part O% © est une solution réalisable
0 ° {j_,ko} [p+1]  {j ,k.}
> o; o]
b4

du sous-programme 1)L[p+1] et, d'autre part, % " >0alors x =

Slp+1] = {j_,k } (d'aprds les lemmes 2 et 3) et le sous-algorithme se termine.

{j ,k?}
Sinon, d'aprés le lemme 4, au moins une des inégalités violées par °x pour
- {j ,k,2}
un certain k € R(jo) appartient 3 S [p+1]. On calcule successivement °'x s

k € R(G ), £ € R(j _,k) et ainsi de suite. Si le sous-programme admet une
° ° ~ [p+1] -
solution optimale, le sous-algorithme déterminera x et S[p+1], au plus

tard, au bout de n itérations. Si le domaine KL[p+1] du sous-programme 1)L[p+1]

est vide, le sous-algorithme se termine lorsqu'a une itération domnée, tous

le programmes 2)g sont incompatibles.
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Remarque 3(A) : Le sous-algorithme S.A. (T.V.P.) pour résoudre le programme

1)L[p+1] est une modification de la méthode de Theil-Van de Panne pour résou-
dre ce programme, compte tenu du fait que 1'inégalité Ar(p+1)x > br(p+1) est
strictement active a l'bptimum [p;1] de ce dernier. Si le domaine du programme
1)L[p+1] est non-vide, ce programme est régulier élémentaire et 1'ensemble
solution de cardinalité minimale §Ep+1] est défini de fagon‘unique, et il est
caractérisé par la stficte positivité des mu1£iplicateurs de Lagrange associés

S[paT]

3 cet ensemble (i.e. > 0).

Si 1'on applique directement la méthode de Theil Van de Pamme 3 la réso-
lution du programme 1)1, cette méthode détermine en un nombre fini d'itérations
soit 1'optimum de ce programme, soit que le domaine de ce programme est vide.
En effet, d'aprés la Remarque 7, si le programme 1)I admet une solution optima-
le il existera toujours au moins un ensemble solution g pour ce programme tel
que rang(A,) = |§| et % > 0 (rappelons qu'un ensemble $ vérifiant ces proprié-
tés n'est ;as nécessairement de cardinalité minimale). Par ailleurs, le

lemme 4 est toujours vrai si 1'on supprime 1'hypoth&se rang(Ap) = |E]

et si 1'on considére un quelconque de ces ensemble ERT place de S. Fihalement,

puisque dans la méthode de Theil Van de Panne les différents ensembles S sont
choisis de sorte que la cardinalité de ces ensembles augmente (au sens- large)
a chaque itération, avec S = ¢ initialement, cette méthode déterminera en un
nombre fini d'itérations un ensemble solution g pour le programme 1)I,qui est
de cardinalité minimale parmi tous les ensembles solutions ¥ tels que

rang(A ) = ]gl et g > 0. Par contre, si 1'on applique 1'algorithme général,
avec c:tte méthode au niveau du sous-algorithme, 4 la résolution du programme

1)I, cet algorithme convergera en général vers un quelconque des ensembles solu-

tion § ci-dessus.
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Il est en fa1t d1ff1c11e de comparer 4 priori ces deux algorithmes
par rapport a leur eff1cac1te Cependant compte tenu des con51derat10ns
ci-dessus, 1 algorlthme general (aVPC le sous- algorlthme S.A. (T.V.P)) peut
présenter des avantages sur la methode de Thell Van de Panne 1orsque de
contraintes actives d 1'optimum du programme 1)I est 8levé V&ﬂlpartiCu4‘
lier, si cet 6pfimum est un'Soimet du polyédrg Ki); Par contre, si le nombre
de ces contraintes est faible, la méthode de Theil Van de Panne semble plus

avantageuse.
IT) Si 1'on dispose initialement d'une solution réalisable du programme 1)1.

Sous-algorithme S.A (G.P.)

Soit KIp+11 = Ix / AprpiqqX » Brppeqyt-

On détermine & ¢ KIp+11 : [%,¥1 = Kp+11 o (TR} %1, B = (i  Lip+11 / A% = b3

Itération k(k > 0) : on a X ¢ Kip+11, B = {ieLlp] /AKX =0,

(1) Calculer : (A Q A ) E (x - x),

k, @ 5 B
X= x+ Q A k (x', minimum de q(x) sur V.

= {x/Ax=b_ })
B e

kL k k1 k1 k, k
(2) Six' #X : déterminer x tel que : [ x ,x] = K[p+1]1 n [x', X1,
EA {1eMwH\E /A“1—bm E
k+1 i k’
Passer a 1'étape suivante avec k+1 au lieu de k.
(3) Si §' = § :
s Kk . ( k
i) Si u % O : Choisir i, e Ek tel que u; < 0
, : : 0
Reféfinir Ek : Ek = Ek -

Aller en (1)

oy o K . [p+1]
ii) Si u 2 0, fin du sous-algorithme : Définir x = X,

SCp+11 = {i ¢ By / 51 > 0}
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Théondme 3 : Le sous-algorithme S.A. (G.P.) fournit 1'ensemble solution de

cardinalité minimale S[p+1] (et donc tous les ensembles solution) et la

[p;1]

solution optimale du sous-programme régulier élémentaire 1)L[p+13’

en un nombre fini dfitérations.

Dem : A) Montrons d'abord que, si § # [P§1]:, alors q(k§1);< q(&)»
K ¢ K[p+1l n
=> X ¢ K[p+1)
N,
X e K

et % € KIp+1] est alors bien défini.
.. k
Soit X ¢ Kip+11]

. . k
Ey = {1eL[p+T]/Aix=bi} } g

==> rang(AEk) = ‘Ek| ‘ 1)% = )g< est bieh
1)L[p+1]’ régulier’ —
: défini dans (1)

Remarque 2b)

i)  Considérons d'abord ko4 X

X.
a) Si %‘ e Klp+11, alors k§1 = %' dans (2) et k§1 # §.

b) Si ¥ ¢ KIp+11, alors T = (i e Lip+11 /A% < b3 # 9.
. X ,
E, = {i ¢ LIp+1] / A;X = b.} )

A ¥
Ey bEk

o= Aix > bi ; VieT
X € Klp+1]

-

Définition de T

J

Considérons maintenant x(1) = § + A(&' - §), A =0
L ——

#0

ie Llpt1l - T => Ax(2) 2 by, VA 30
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Déterminons maintenant la plus grande valeur de A telle que

x(2) € Klp+11, W € [0, X1 Considérons donc :

>0
k.
A.X - b1 o
A= - 1 — ; VieT
A, (X' - X)
in Y
<0
Ay = . ; Vi e Llp+1] - T

(Ai est la plus grande valeur de X telle que : Aix(k) > bi’ VA € [O,Ai]).
On a alors :
0<X= min A,
i
“ieT
K g xipr1) => % <1

k+1 k+1

X = § + %(§' - %) x € Klp+11]
Sguprg
#0 —
N k+1 X
0<X<1 , ol x #X
- | k+1
Dans la situation i) ona : x = § + t(%' - %), avec O < ﬁ <1
L T
. ke K #0
Montrons maintenant que q("x') < q(X) :
I}E', ]Z?% € VE o 3
k
ke . k :
) - = qd) <qd
X' minimise q(x) sur V.

E
k

. ok

q(x), strictement convexe r==>q(k§1)<q(x)

g(x) convexe
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ii} Considérons ensuite 1)%' = 1)§
a) Si 5 > 0, alors :
)
%E' = 1)% e Klp+1]
Kk [p+1]
uz0 L => .x = ]xs, solution optimale de 1)L[p+ﬂ'
lemme 2
.k o . k. .
b) Si u} 0, soit i € E t.q. uio <0 :
k - E, -i
u; <0 A KOsy,
o i, i
rang(A; ) = |IE | = iy
AEk k Ek i, _ ‘
lemme 5 ii) oi X minimise q(x) sur la variété VE —io
k

Par conséquent, si 1'on définit E_ : E_ = Ek—io, on obtiendra dans (1)

Ep k k
un nouveau point ]>§' = )é( tel que E'#%(c.

£ k+1 % k+1 k
Si X' ¢ K[p+1], on aura alors x = X' € K[p+1l et x #X.
Si X' 4 Kip+11, alors T = {i ¢ Lip*11 / AR < b} # ¢

k . =
A. X' >b, =1 ¢T
i i, o

Montrons maintenant que Ail§ > bi Vi ¢ T. Supposons le contraire i.e.
# e Tt.q. A%%E = b»z'.' On a alors £ e Ep -

Par ailleurs, puisque io {T,ona X# io et donc ¥ E_, ce qui est
impossible d'aprés la définition de T.

Cénme dans la situation i)b) plus haut, définissons

0 <3\'=mir_1 X.
ieT

i
v
o

>
1]
E
et

>0 ;VieT




o

' ¢ K[p+1] => X <1
k+1

 On a alors X :1§+ A (x' gi) € K[pH] et x # l)?
Qiitupgpoieiid)

Dans la situation ii), si X #

. -k vk

X' minimise q(x) sur VE :

k
kg X

- q(x)}, strictement convexe

k;’t --)‘kc-r-'ﬁ(%' - 1:%)
0<ust

- q(x), convexe
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#0

[p+11

X ,ona:

—x),avec0<u‘s1,

L = oy < o

o+ 0-Dad
0« gl

i,=>q

Kh«ad

On a donc montré que dans les deux situations possibles (i) et 'ii))

on a q( X ) < q(X)

B) Convergence finie du sous-algorithme S.A.(G.P.)

Les différentes €tapes k se classent en deux groupes caractérisés par :

iy Kok

i) =%
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Une séquence composée uniquement d'itérations du premier grdijpe ne peut
pas étre infiniméw 1ongue En fait, uma s;f;c’j;q11enceq;;f d' itératio,ns telles que
1)%' # Ket §' # ki1 G.e ' ¢ Klp+1]) ne ‘pglzt’pas &tre infiniment longue car a
chaque itération au moins une -coﬁtraiﬂfe active nouvelle s'ajoute a Ek

et Card(Ek) n, car le polyedre K[p+ﬂ est reguller D'autre part, si &

1' 1terat10n k 1'on a 1)(( # x et X % - kxT on ‘est assure d'avoir
k;-(1' k+1 (eneffet on a Ek+i > Fk’ et %% "X e VE' ) qui minimise q(x)
k+1 k+1
sur VE , minimise donc q(x) sur VE (car V. B © : VE ) et 1'on a ;%' = x').
k k+1 k+1 k ’
Par ailleurs, dans une itération du second groupe on a un point %’E qui
k # [p " (1 e. si § n'est pas la solution optimale

minimise g(x) sur VEk. Si X
du sous-programme 1,)‘i,[p+1 ]){o’»n est assuré de déterminer k;ZT tel que

q(k§1) < q(%%) . Par conséquent, puisque la fonction q(x) est diminuée stricte-
ment apres chaque itération, on ne pourra plus retrouver la variété V.

E
k-
cours des itérations ultérieures du sous-algorithme. Le nombre de variétés

au

VE envisageables &tant fini, les itérations seront toutes.du premier groupe
k

a partir d'un certain rang k ce qui implique que le sous-algorithme est 3

convergence finie. Fmalement 1a def1n1t10n de 1'ensemble solution de cardi-

nalité minimale S[p+1] resulte du lemme 3 et de 1la remarque 6.

Remarque 4(A) : a) le sous-algorithme S.A.(G.P.) pour déterminer la solution

optimale du programme ”L[p+1] est en fait une méthode de gradient projeté

pour déterminer c¢ette solution. ‘Concrétement, dans 1a partie 2)du 'sous-algorith-

me, on minimise la forme quadratique q(x), sous les contraintes dur programme
1)L[p+1] dans la demi-droite %(c +)\§()\ 2 0) dans V. E ou
d=% -k g% +q A Ceag gty T ke

k , Ek Ek Ek

| =[I - Q" 'A;Ek(AEkQ’*‘Agk):]i”AEg : Q-:’JVq()kc') , carlf(-% = 'Q_TVq(%g) .
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Par conséquent, dans le cas ol Q = I (resp. Q # I) le sous-algorithme
S.A. (G.P.) est en fait une particularisation de la Méthode de Gradient
Projeté de Rosen [5] (resp. de la Méthode de Goldfarb [3]) pour la détermina-
‘tion du minimum [p;T] du sous—proéramme qﬁadratique convexe régulier
1)L pl On sait que si 1'on applique directement la Méthode de Rosen (resp.
de Golfarb) d la détermination de la solution optimale X du programme
d'origine 1)1, avec Q = I (resp. Q # I), cetté méthode converge en un nombre
fini d'itérations vers i, pourvu que tous les points § du polyédre KI déter-
minés au cours des différentes itérations soient réguliers (i.e. vérifient

la condition de régularité : rang(AI ) = ]Ik! ol I ={iel/ A.§ =b.1).
L i i

b) L'algorithme général A (avec le sous-algorithme S.A.(G.P.)) est de nature
semblable 3 1'algorithme de Wolfe [61 pour la projection d'un point sur un

polyédre convexe défini comme 1'enveloppe convexe d'un ensemble fini de points.
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