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IHTRODUCTI ON 

Ce t r a v a i l  c o n c e r n e ,  d ' u n e  f a ç o n  g é r é r a l k ,  l e s  c ô n e s  e t  les p o l y è d r e s  
c o n v e x e s  e n  programmation mathémat ique  [ o p t i m i s a t i o n  d a n s  R n ) .  

Dans une  p r e m i è r e  p a r t i e .  on  B t u d i e  l e s  p r o g r a m e s  m a t h é m a t i q u e s  a v e c  cône- 
c o n t r a i n t e s .  On e n v i s a g e  d i f f é r e n t e s  h y p o t h è s e s  s u r  c e s  programmes p o u r  g a r a n -  
tir l ' e x i s t e n c e  d ' u n e  s o l u t i o n  du problème l a g r a n g i e n  a s s o c i é ,  a i n s i  q u e  l a u r s  
r e l a t i o n s  a v e c  d ' a u t r e s  h y p o t h è s e s  connues .  On é t u d i e  l a  d u a l i t é  p o u r  ce t y p e  
d e  programmes, e t  l ' o n  r e t r o u v e  l e s  r é s u l t a t s  d e  l a  p r o g r a m n a t i o n  convexe  ( e n  
p a r t i c u l i e r  l i n é a i r e )  a v e c  c ô n e - c o n t r a i n t e s .  e t  d e  l a  p rogrammat ion  g é o m é t r i -  
q u e  p r o t o t y p e  c o r n e  exemples  d ' a p p l i c a t i o n s .  

Dans une  deuxième p a r t i e ,  on  p r é s e n t e  l a  méthode d e  d o u b l e  d e s c r i p t i o n  p o u r  
la  r k s o l u t i o n  d e s  s y s t è m e s  d ' i n é g a l i t é s  l i n é a i r e s  a v e c  d é t e r m i n a t i o n  d e s  i n é g a -  
l i t é s  r e d o n d a n t e s .  e t  l ' o n  é t u d i e  d e s  c r i t è r e s  p o u r  l a  r é d u c t i o n  du volume d e s  
c a l c u l s .  On a p p l i q u e  c e t t e  méthode à l a  r é s o l u t i o n  du problème l i n é a i r e  com- 
p l 6 m e n t a i r e  g g n é r a l .  e t .  e n  p a r t i c u l i e r ,  à l a  d é t e r m i n a t i o n  d e  l 'op t imum g l o b a l  
d ' u n  programne q u a d r a t i q u e  non-convexe q u e l c o n q u e .  

E n f i n ,  o n  é t u d i e  un a l g o r i t h m e  g é n é r a l ,  à c o n v e r g e n c e  f i n i e ,  p o u r  d é t e r m i n e r  
la  p r o j e c t i o n  ( g é n é r a l i s é e )  d ' u n  p o i n t  s u r  un p o l y è d r e  c o n v e x e  d 6 f i n i  p a r  l ' i n -  
t e r s e c t i o n  d ' u n  nombre f i n i  d e  d e m i - e s p a c e s  f e r m é s ,  s a n s  a u c u n e  h y p o t h è s e  d e  
r é g u l a r i t é  s u r  le  p o l y è d r e .  



CHAPITRE 1 
PROGRAMMES MATHÉMATI QUES 

AVEC CÔNE-CONTRAI NTES 



1 , PROGRAMMES MATHEMATIQUES AVEC CÔNE-CONTRAINTES , 

On considère l e  programme mathérriatique dans lR" de l a  forme générale : 

P) Min f (x) 

r (x) E c 

1 n où C es t  un cône convexe homogène dan!;R , S un sous-ensemble quelconque deIR 

e e t  f ,  r des fonctions quelconques définies sur S à valeurs dans R e t  IR 

respectivement. 

On considère, par a i l leurs ,  l e  yroblème lagrangien associé au programne 

P) : 

P.L) Déterminer x r S, W r C* (c*, polaire négatif de C) t e l s  que : 

i )  r (X) E C 

4 
i i )  L(%,w) 6 L(K,W) 2 L(x,W) ; vx E S, vw E c 

L L Dans l e  cas particulier où C es t  l 'orthan négatif de IR ( C a , ) ,  l e  pro- 

gramme P) e s t  un programme mathématiclue ordinaire e t  l e  problème P.L.), l e  pro- 

blème de Lagrange habituel associé à ce programme. Dans cet te  situation, si 

l e  problème P. L.)  admet une solutio~i  (X,;), 2 es t  alors une solution optimale 

du programme P), sans aucune hypothèse supplémentaire sur ce programme. Dans 

L l e  cas général (C #IR,) cette propriété es t  également vérifiée. Par a i l leurs ,  

L si l e  programme P) (avec C = IR-) e s t  convexe, e t  s i  l es  contraintes de ce 

programme vérifient une certaine condition de régularité,  s i  x es t  une solution 

e optimale de P) , il existe W E R+ t e l  que (?,fi) e s t  solution du problème lagran- 

gien correspondant. Ce dernier résultat e s t  une conséquence des théorèmes clas- 

siques de séparation d'ensembles convexes e t ,  en particulier,  du théorème d ' h é  

gali tés Incompatibles de K.  Fan, 1. Glicksberg e t  A . J .  Hoffman Ciil pour 



des fonctions convexes (qui généralise le Théorème d'Inégalités Incompatibles 
L 

de Gordan pour des fonctions linéaires). Dans le cas général (C # IR-), ce 

dernier résultat reste vrai si l'on remplace, d'une part, l'hypothèse de con- 

vexité sur r par la cône-convexité de cette fonction par rapport au cône C i 
et, d'autre part, les conditions de régularité classiques par des conditions 

de régularité généralisées. La généralisation $J Théorème de K. Fan et Al. 

pour des fonctions cône-convexes a été étudiée par E . Eisenherg r 6 1 dans le 

cas de R~ (voir aussi M.S. Bazaraa [: LI, V.Sposito C 201). Des résultats ana- 

logues ont été obtenus par L. Hurwic:: C 91 L .W. Neudstadt C 1 7 i  et D.G. Luenber- 

ger C1d dans le cas des espaces plus généraux où un ordre partiel est défini 

au moyen d'un cône convexe homogène. En fait, cette généralisation du Théorè- 

me de K. Fan et Al repose sur une hypothèse plus faible que la cône-convexité 

de la fonction, à savoir la convexitS de la projection du C-épigraphe 

de cette fonction sur l'espace image, comme c'est le cas dans la deuxième 

démonstratioq de  ce théorème proposée par ses auteurs. 

Dans ce travail on étitdie la relation entre le programme P) et le problème Lagranpien 
- .  

P. L .), Les différents résultats reposent sur une généralisation du Theorème de 

Gordm pour des fonctions qui vérifient une certaine hypothèse qui fait inter- 

venir l'enveloppe convexe de ces fonctions. Cette hypothèse peut être considérée 

comme la généralisation d'une propriét6 analogue vérifiée par les fonctions 

convexes habituelles, propriété considérée par K. Fan et Al. dans la première 

démonstration de leur Théorème de Séparation. Cette hypothèse nous permet de 

relier différentes hypothèses que l'on trouve dans la littérature. Sous cette 

hypothèse on exavine la condition de régularité générale considérée par Bazaraa, 

dans le cadre des fonctions cône-convexes, et sa relation avec d'autres condi- 

tions de régularité (condition de régularité de Slater, de Uzawa, etc .) . 



En particulier, on examine l'affaiblissement de la condition de régularité 

de Uzawa dans le cas où le programme P) comporte des inégalités et des 

équations linéaires. Cet affaiblissement a été considéré par J.P. Ponstein 

et Al. C l 9 ]  dans le cadre des fonctionscône-convexes et par P. Huard C 8 1, 

O. Mangasarian Cl6 1 et T. Rockafellar r 2 3  dans le cadre des fonctions con- 

vexes habituelles. Par ailleurs, or envisage.la dualité pour les programmes 

P) de la forme générale ci-dessus.Comme exemple d'application, on retrouve 

les résultats de la Programmation (iéométrique Prototype sous cette formula- 

t ion générale. 

, Dans unedeuxième partie on étudie une autre condition pour 

garantir l'existence d'une solution du problème Lagrangien P . L . )  associé à 

P). Ce développement est parallèle à celui de S. Karlin r i 3 1  pour la dua- 

lité des programnies linéaires classiques. Un développement analogue a été 

présenté par V. Sposito C211 dans le cas général du programme P) ci-dessus-. 

Cependant la condition proposée par Sposito n'est pas suffisante pour parantir 

l'existence d'une solution de ce problème. Comme exemple d'application de 1 
cette nouvelle condition, on considère la dualité pour les programmes linéai- 

res de la forme générale P), où f, r sont des fonctions linéaires et C, S 

des cônes polyèdriques convexes. La dualité pour ces programmes (dans le cas 

des variables complexeS) a été considérée par A. Ben-Jsrael T. 2 1 au moyen 

d'une généralisation du lemme classique de Farkas. 



NOTATIONS - DÉFINITIONS - RAPPELS 

Etant donné un sous-ensemble non-vide S de R~ on notera : 

5 l a  fermeture de S dans IRn 
O 
S 1' intér ieur  de S par rapport à IRn 

gr . l ' i n t é r i eu r  r e l a t i f  de S i . e  l ' i n t é r i eu r  de S par rapport à la  
variété  aff ine engendrée par S 

CS7 : l'enveloppe convexe de S 

Par a i l l eu r s ,  .on notera : 

(ll?)t: l e  dual canonique de IRn 

R+ : l 'orthan pos i t i f  de Rn i .e .  R: = {xÉR n / xsO ( i .e .  xi?O, i.1, ..., n)} 
n W, : l 'orthan négatif de lRn i .e. IR? = hdRn / xs0 ( i  .e . xisO, i=1 . . . ,n) 1 

Avec ces notations l 'on a : 

De&itktion I : Un sous-ensemble C de e s t  un cGne homogPne si et seulement s i  : 



Ce cône es t  d i t  pointé (resp. épointé) s ' i l  contient (resp. s ' i l  ne 

contient pas) 1 ' origine O de IRn. S i  de plus C est  convexe, on di ra  que C es t  

un cane convexe homogène. 
t + 

V é ~ i W o n  2 : Un cône homogène C dans R~ e s t  d i t  sa i l lant  s i  e t  seulement s i  

C vér i f ie  l a  propriété suivante : 

X E C -  - x B C  

Propriété 1 : Un sous-ensemble C de IRn est  un cône convexe homogène si e t  

seulement s i  : l 

V é ~ i & n  3 : Si  S es t  un sous-ensemble non-vide de IRn, l 'erisetnble poeaihe 

néga/tid ( u s p .  poaLtid 1 de S est défini par : 

S* = (y E @ln)' / yx r 01 
+ 

(resp .S = { y  É @ln) ' / yx > O1 

Propriété 2 : Le polaire négatif (resp. posi t i f)  de S est un cône convexe 

homogène femê (pointé) dans @ln) ' . 
Dédi&on 4 : Si  S es t  un sous-ensemble non-vide de IRn, on appelle cône e n g e n h é  

pu& S (qu'on note sL)  l e  plus pe t i t  cône hanogène pointé dans IRn qui contient 

S i .e .  
n 

SL = I z  E IR / z = hx, x E S, ER+) 



Dé&MLion 5 : Si  S e s t  un sous-ensemble non-vide de lRn, on appelle enveloppe 

codque convexe de S (qu'on note P(S)) l e  plus pet i tcône conveTe homogène 

pointé qui contient S i .e .  

k k  
p(S) = jz c lkn/z = E> ikx , x E S, h 6 IR,, k=l, ..., p;p arbi t ra i re]  - [ s L ]  k k= 1 
Propriété 3 : S i  S e s t  im sous-ensemble rion-vide de IRn, on a : 

i )  S* = (SI*  

i i )  S* = ([SI)* = (sL)* = (P(s))* 

i i i )  S c s** = (s*)* 

iv) S * * = . ~ T  

s*** = s* 

(mêmes résul ta ts  pour l e s  polaires posi t i fs)  

Propriété 4 : S i  C e s t  un cône convexe homogène d t  intérieur non-vide dans lRn 

i) C* = (Cl* 
O O O 

i i )  x E C , X  E R +  => AX E C 
O O 

i i i )  x ~ c , y e C = > X + y E C  



Lemme 1 : 

Si K1 et K2 sont deux cônes homogènes non vides dans IRq et Elp respect i- 
vement, alors : 

ulxl + v2x2 5 O ; Vxl c KI , Vx2 E K2 

avec ul c I, u2 E mq) 

Montrons maintenant que ul c 9. 
Supposons le contraire i .e . lxl E K1 tel que ulXl > 0. 

. . 

0 j [:+], avec ii2 c K2 f*s arbitrairement. 
~~2 

i KI, cône homogène 

X1 C K1 

'T2 E K2 VA elR, A > O 

D'après 1) et 2) on a : 

ce qui est impossible pour h suffisamment grand. 



Par conséquent ul E Kr. 

Avec un raisonnement identique on peut montrer que : u2 E Kj, et donc : 

Réciproquement si u = (ul , u2) e ( , K), alors : 

d'où : 

u1 X1 

ce qui complète la démonstration. 

Considérons maintenant : 

S c Iln, S f m , un sous ensemble non vide quelconque de IRn 

K c g, K # m , un cône convexe homoggne d'intérieur non-vide dans IRp 

L c IRq, L # m , un cône convexe homogène non vide dans @ 

, enveloppe convexe dans R ~ + ~  du graphe de la fonction [i'''ixcd [:] : s+Rp+q 

ThEaaèrne 7 : avec L a  d é ~ i W a n h  c i - d e ~ h u n  : 



- 
Dem. i) Etant donné que [~(XII et 1:) sont 

xg- 
O 
K 

des ensembles convexes disjoints dans flf q, et puisque (L) est un c6ne homogène, 

il existe un hyperplan homogsne dans R ~ + ~  qui les sépare i .e. il existe 

(s,t) c , @ q ) l ) ,  (s,t) f O, tel que : 

Compte tenu du l e m  1, on a, d'après 2) : 

(s,t) c ((fi)", Ln) 

O 
et puisque (K);t = K.; : 

(s,t) e (K*, L*) 

et d'après l), la partie i) du théorème est démontrée. 

ii) Sous l'hypothèse : 

3) f(s,t) E (W, W),  s f O tel que : sm(x) + t+(x) 2 O Vx e S, 

supposons que : 



- 

11 existe donc !:] c [:/tel que : 

Y 

avec : 

et puisque, d'après 3) : 

i i s+(x) + t+(x) 3 O pour i =l ,... ,y 

Par ailleurs : 

et on aboutit donc à une contradiction. Par conséquent : 

ce qui complète la démonstration du théorème. 



S c IR", S + m , un n ow - e m  em6Le non vid e de IRn 

O 

K c IRp, K # m, cone convexe homogène dlintéhiewr non vide  dam IRP 

@ : S - IRP, @n&on vectohieUe quelconque. 

dtum : 
O * 

C@(S)I n K = Q, <=,--3s E K , s f O ;tel que : s+(x) ? o,  Vx e S 

Dem : Analogue à celle du Théorème 1. 

Considérons maintenant le programme mathématique P)suivant : 

où : f : S - IR est une fonction numérique quelconque, y : S - IRL une 

fonction vectorielle quelconque, S un sous-ensemble non-vide quelconque de 

L Iln et C, un cône convexe homogène non-vide dans R . 

On associe au programme mathématique P) les problèmes de col suivants : 

Problème de Col de Fritz-John (P.C.F.J) : 

Déterminer X r S, (Foy?) E @+, c*) tels que : 

Problème de Col de Kuhn et Tucker (P.C.K.T.) : 

Déterminer X e S, w c C+: tels que : 



Remarque 1 : 

a) Dans le problème P.C.F.J. on peut supprimer la condition i) Y (X) a C 

si le cône homogène convexe C est supposé fermé, car, si la condition ii) 

de ce problème est vérifiée, on a toujours ~(2) e C. En effet, d'après 

la première partie de l'inégalité ii) : 

ry(2) s :y(;), Vr e C;: 

d'où nécessairement : 

r y  (2) i O ; Vr E CF 

(Supposons le contraire i.e. 3? e (. tel que ?y(?) > O. Puisque 1;" E C" 

pour tout A > O, on aurait d'après 1) : O . A&(?), VA > O, ce qui est 

impossible) . 
- 

D ' après 2) on a finalement : y (2) e C'd: = C . 

b) Si la condition ii) du problème P.C.F.J. est vérifié, on a nécessairement: 

r i  (X) = O 

En effet : 

Remarque 1 a) => y (2) e C 
- r C>k 1 => m (2) ,< O 1 

condition ii) du P.C.F.J. 

=> ?y(%) :: O 

C':, pinté 2> 0 , C9: 

c) Les deux remarques a) et b) sont également valables pour le problème 

P.C.K.T, avec une démonstration identique. 



Hypothèse H) : Si 2 e S ,  on dira que les fonctions f, y vérifient l'hypothèse 
----- 

- 
Hl  en x si et seulemerit si : 

- - 

I f('l - f(;) 
f i '  - f (x) - f (2) 

= @ => 
I" i l ,  - - @ 1 Y ~ X )  

xeS [ 1.1 ]xlln 111 
Théatrème 3 : SoLt ic une a o W o n  opfimale du pwgtramme mathéma.tique P l .  

Abu, 60((6 l ' hypoZhè6~ H I ,  il! ieeubtie (To,f) E @+, C*), (go,?) # O, tel que 

(2, ?) b o W o n  du phoblèrne P. C .  F. J. et ?y(;) = O. 

Dem : soit a(x) = f(x) - f ( G ) .  Si 2 est solution optimale du programme P) 

on a, d'une part, 2 e S, Y(?) e C et d'autre part : 

ce qui, d'apres l'hypothèse H), entraîne que : 

lx e S tel que : 

et, d'après le théorème 1 partie i) : 

3 (fo,?) c (IR+, C*), (io, r) # O tel que : 

Toa (x) + FY-[x) 5 O ; vx E s 

a(x) < O 

Y(X> f C 



D' après 1) e t  2) on a alors : 

Fof(x) + fy(x) > fof(f(X) + ?y(%) 

Par a i  1 leurs 

e t  donc, d'après 2) e t  4) : 
l 
I 

I 

l 

l l 
Finalement, d'après 3).et 5) : 

i 

d'où l e  résultat.  

Remarque 2 : il e s t  intéressant de remarquer que s i  (2, , ) es t  une solution 

dc problème P. C. F. J. avec Go > 0, (2, w) = (2, f//fo) es t  alors une solution 

du problème P. C .  K. T. (En effe t ,  s i  fo > O, on peut simplifier par Fo l a  double 

inégalité i i )  du problème P. C. F. J. pour obtenir ensuite l a  condition i i )  

du problème P. C . K. T, en tennant compte du f a i t  que (1 /Co) C* = C*. 

Par ai l leurs,  il es t  c l a i r  que s i  (x, W) est  une solution du problème 

P. C. K. T. ,  (2, fo, 7) = (2, 1 ,  e s t u n e  solutionduproblème P. C. F. J. 

Condition de Régularité (R) : on di ra  que les  contraintes du programme mathéma- 

tique P) vérifient l a  condition de régularité (K) s i  : 

I Ir e C-:c\{Ol t e l  que : ry(x) 2 O Vx c S 

Théot~ème 4 : h o a  % une holuaZon opXimale du p&oghamme mathéma;tique P ) .  Mohh, 

exh;te c e C* keX que (2, c) ut ao&,tion du pfioblëme P. C .  K .  T .  e f  fi y (x) =O 



Dem : sous l'hypothèse H j  on a, d'après le théorème 3 qu'il existe 
- 
(rO, ?) c @$ C*), (Fo, f) # O tels que : 

+ ri(:) s Fof(?) + ?y(;) r fof(x) + FY(x) ; Vx E Sç, Vr e C;k 1) 

avec : 

?y(?) = o 

On va montrer maintenant que, si la condition de régularit6 (R) est 
- 

vérifiée, on a néçessairement : ro > O. En effet, si l'on suppose que fo = O 

on a d'après la deuxième partie de l'inégalité 1) , et compte tenu de 2), que : 

avec ? E C;k, # O (car : (fo, f) # O, fo = O => f # O) ce qui contredit 

l'hypothèse (R), d'où nécessairement F > 0. 
O 

Compte tenu de la remarque 2, et du fait que y (?) e C, on a donc le 

résultat. 

Remarque 3 : a) dans les théorèmes 3 et 4, l'hypothèse H) faite sur les 

fonctions f et y est indépendanté du point particulier X qui réalise 1 'optimum 

du programme mathématique P) . En fait, elle dépend de la valeur optimale f (X) 
de ce programme qui est évidemment unique. 

b) dans le théorème 4, la condition de régularité (R) ne concerne, par 

définition, que les contraintes du programme mathématique P) . Sous cette condi- 
tion, d'après le théorèine 4, le problème P. C. K. T. associé au programme mathé 

matique P) a toujours un sens quelle que soit la fonction économique E telle 

que f et y vérifient llhypot.hèse H). 



Théohème 5 : h i  (2,W) e (S, P) ebt bolLl/tion du phoblëme P.  C ,  K .  7. anbocié 

au yJrroghamme mcl;thémaAiyue P ) ,  2 ebt  dom so&on opfimale de ce pugnmme. 

Dem : si  (X,i) es t  solution du problème P. C. K. T. on a d.'une part : 

i )  y (X) c C 

e t  d'autre part : 

i i )  f(2) + w(>T) r f(x) + k ( Z )  c f(x) * Wy(x) ; VX e C, Vw E C* 

avec Gy (?) = O (voir Remarque 1 b) ) 

D'après l a  deuxième partie de l ' inégali té  i i ) ,  on a donc : 

(f(x) - f(2)) + 6y(x) z O, Vx e S 

0 O 
ce qui, d'après l a  partie i i )  du théorème 1 (avec K = R-,L = C, 

NX) = f (x) - f (2)  , $ (x) = y (x) ) , entraîne que : 

e t  puisque 

i .e . 2 es t  une solution optimale du programme mathématique P) , d'où l e  

résuktat . 



Remarque 4 : a) le théorème 5 est vrai sans aucune hypothèse sur les 

fonctions f et y du programme mathématique P) et sans aucune condition de 

régularité sur les contraintes de ce programme. 

b) D'après la démonstration du théorème 5, on a que si (2,:) est 

solution du problème P.C.K.T. associé au programme mathématique P), les 

fonctions f, y vérifient alors l'hypothèse H) au point x. L'hypothèse H) est 
donc une condition nécessaire pour que le problème P.C.K.T associé au program- 

me P) ait un sens. 

Dualité. 

Etant donné le programme mathématique prima1 P) défini précédemment 

P) Min f (x) 

Y(X) E: c 
x e S  

1 où, rappelons le, S c IRn, S # , S quelconque, C c IR , C cône convexe 
.? 

homogène et f : S +IR, y : S +IR des fonctions quelconques définies sur S, 

on lui associe le progrme mathématique dual D) défini par : 

D) Max 0 (w) 

w e C>t 

w c T  

où: e(x) = infff(x) +wy(x)~, T =  fwE 0~5'/0(w) > 
xeS 

Remarque 5 : si T f @, T est alors un sous-ensemble convexe de QR ) '  et 

0 : T -+IR est une fonction concave sur T. En effet, si T # @, l'hypographe de 

0, hypo(8) = (w,) c ( 5 ,  IR) / z 8 @(w) 1, est non vide. Par ailleurs, 

hypd 0) est convexe comme intersection des hypograihes (convexes) des fonctions 

linéaires affines ex(w) = f(x) + w (x), x E S i.e. 



e 
Finalement, T e s t  convexe comme projection de hYPo(0) sur IJR ) ' .  

Par conséquent, s i  T f Q, l e  programme dual D), associé au programme 

prima1 P),est toujours un programme mathématique convexe. 

'L 'L 
Par ailleurs, s i x  e t  w sont des solutions réalisables des progranunes 

5 
P) e t  D) respectivement, t e l l es  que e (G) = f (;) ,alors : x e s t  solution optimale 

du programme P) e t  $ es t  solution optimale du programme D). 

Dem : 

x, sol .  réal.  de P) => x e S 
I => f (x) b f (x) + wY (x) 9 

-> wy(x) s O 

w, so l .  réal. de D) 

D'après 1) e t  2) on a donc : 

quelconques de P) e t  D) respectivement 

e (G) = f(2) 

ce qui complète l a  démonstration du théorème. 

=> 
'L 'L 
x, w, sol.  réal.  de P) e t  D) resp. 

3 )  

f(2) = e(Z) 5 f(x) 

e(w) = f(X) z e(w) 

où x, w, sont des solutions réalisables 



Remarque -- 6 : les résultats  du théorème 6 sont vrais sans aunine hypothèse n i  

sur l a  fonction économique n i  sur l es  contraintes du programme prima1 B).  

Théahème 7 : b i  2 eh2 une hal?u.ZLan o p a m d e  du phaytamme P) dam, hum 

L'hypa;thèse ff ) , ex h i  La c o n m o n  de hégLLeUé R )  ut vétUaiée, l e  phablème 

dude D )  dmeX une ha&ZLan op$irnde W e t  t ' a n  a : 

f(2) = min {f(x) / x e S, y(x) e C l  = max {e(w)/w e T, w e Cik) = e( i )  

Dem : compte tenu des hypothèses on a, d'après l e  théorème 4 , qu ' i l  existe 

W e C t e l  que, d b e  part : 

e t  d'autre part  : 

D ' après 1) on a alors : 

- f(X) = inf (f(x) + Gy(x)) = e(G) 
xss 

e t  W f: T. Finalement, s i  w 6 T, on a d'après 3)et 2 ) :  

e'c$ = f(X) f(G) + wv(X) 2 inf (f(x) + w ~ ( ~ 1 1  = @(w) 
xeS 

e t  W es t  donc solution optimale du programme dual D), d'où l e  résultat .  

Remarque 7 : a) relation entre les problèmes en dualité P) e t  D) , e t  l e  

problème de col de Kuhn e t  Tucker : 

1) 
(>?,G) solution du L,=, i )  2, solution optimale de P) 

problème P.C.K.T J 1 i i )  G, solution optimale de D) 

[ i i i )  f(X) = e(G) 



Démonstration : 

1) => II) : 

1) => II-i) (voir théorème 5) 

1) => II-ii) 1 (voir démonstration du théorème 7) 

II) => 1) : 

2 sol. opt. de P) => 12 o S 

W sol. opt. de D) =, E C *  1 
f(2) = e(W) = inf (f(x) + &(x)) => f(2) f(x) +  GY(^), vx S 3) 

x£S 

D'autre part : 

et est donc solution du problème P.C.K.T. 



b) D'  après l a  remarque 7 a),  s ' il existe des solutions optimales 2 e t  ; des 

programmes P) e t  D) respectivement, t e l l es  que : f(Z) = O ( ; ) ,  X appartient 

alors à l'ensemble des solutions optimales du programme mathématique M) - . 
W 

Min f (x) + Gy (x) 
xcs 

Concrètement, sous les hypothèses ci-dessus, s i  W e s t  une solution 

optimale du programme dual D) , 1 ' ensemble des solutions optimales du programne 

prima1 P) es t  l e  sais-ensemble des solutions optimales du programme M); 

qui vérif ient  l a  condition supplémentaire y(x) c C. Ceci donne alors une façon 

de déterminer les  solutions optimales du programme P) (ou simplement une solu- 

tion de ce programme) à par t i r  d'une solution optimale du programme D),  qui 

a l'avantage d 'ê t re  toujours un programme mathématique convexe. 

Fonct ions cône -convexes : 

Considérons : S, un sous-ensemble convexe non vide de IRn 

A, un cône convexe homogène pointé dans IRq 

B : S -t IRq, une fonction vectorielle définie sur S 

Vé~LniXon  1 : avec la dé&Ltionn c i - d a h u ,  la ~ o n ~ o n  B eht ckte  

A-convexe 6U/t l 'ememble S bL e t  heuRement bh : 



Remarque 8 : a) S i n  =IRq - = { y  cIRq / y *  O), l a  fonction e s t h  -convexe 

(resp. (-A) -convexe) sur S s i  e t  seulement s i  6 es t  convexe (resp. concave) 

au sens habituel sur S. 

b) S i  A e s t  un cône polyédrique dansIRq, A = {y eIRq / Ky r O, où A e s t  

une matrice (pxq)), l a  fonction f3 e s t  A- convexe sur S s i  e t  seulement s i  

Ag(x) e s t  convexe sur S (i .e.  s i  e t  seulement s i  les  fonctions Aif3(x), i=1 ,  ...,p, 

sont convexes sur S) . 

c) s i  A = 101, l a  fonction B est  A - convexe sur S s i  e t  seulement s i  B es t  

affine (i .e.  convexe e t  concave à l a  fois) sur S. 

d) s i  A = IRq, toute fonction B définie sur S es t  A - convexe 

e> s i  A ' ,  A" sont des cônes convexes homogènes pointés dans IRq t e l s  que 

A '  c A'', e t  s i  B e s t  A'-convexe sur S, f3 e s t  alors A"-convexe sur S. 

En particulier,  s i  B es t  h - convexe sur S, B es t  alors A - convexe sur S. 

(A, fermeture de A) 

f )  si  A t  c IRq, A" c IRp sont des cônes convexes homogènes pointés e t  s i  a, 

B sont des fonctions définies sur S à valeurs dans IRq e t  IRp respectivement, 

a 
a est A'-convexe sur S e t  B es t  A'' - convexe sur S si  e t  seulement s i  (B) 

A '  es t  (AI,) - convexe sur S. 

g) l a  fonction B es t  A - convexe sur S s i  e t  seulement s i  (-6) es t  (-A) - con- 

vexe sur S. 

h) S i  f3 e s t  A - convexe sur S e t  s i  h es t  un vecteur arbitraire dans IRq, 
l 

B (x) + h es t  A - convexe sur S. 



V é ~ i n L t i o n  2 : h i  S eb t  un hou-enbemble non v ide  de 7l?, A un coae convexe 

honiogène pointé d m  7Rq, 6 une 6onc.tion vectoM&e dédinie 6~ S à v d e w  

dan, fi, on appelle A - épignaphe de 6, l ' emembte E, (8) dédini  p m  : 

~ ~ ( $ 1  = {(x,z) E s x R / ~ ( x )  - z e A I  

Lerne 2 : la fonction B e s t  A - convexe sur S s i  e t  seulement s i  Eh(@) e s t  

n+q un ensemble convexe dans R . 

Dem : (=>) 

A , cône convexe homogène 1 

B ,  A - convexe sur S 

1 2  
X , X  e s  2 1 2 

=> $ ( a 1  + ( 1 - h ) ~  )-hB(x ) - (1-h)$(x ) E A 2) 

h e 10,lI: 

A ,  cône convexe homogène 1 



S, convexe 

2 2 
+ (1-A)x E S 

1 2  2 2 
Par conséquent, s i  (x , x ), (x ,z ) c EA(@), on a : 

1 2 
x(x1, + A (x2, z ) c En(@), VA E [O,II  

d'où l a  convexité de Eh(@). 

1- -' 
[A 9 P[A J J ,  \A * P t A  J J  5- u ~ L p J  

A ,  pointé => O 4 A 

Déf 2) 
E (B), convexe 

A 

x e C0,lI 

Déf. 2) I 
2 

33  AX' + (1-A)x E S 

2 1 2 
f3(hx1 + (1-A) x ) - AE(X ) - (1-h)B(x ) f A 

e t  B e s t  donc A-convexe sur S. 



Lemme 2' ; Soit A un cône convexe homogène pointé d'intérieur non vide 

(r? f $ ) .  Si  l a  fonction 13 e s t  A - convexe sur S, l'ensemble 

*+q I(x,z) c S  x @ /  B(x) - z ~ . R ) e s t  convexedansEl . 

Dem : identique à cel le  de l a  condition nécessaire du lemme 2,  compte tenu 

des f a i t s  suivants : 

ii) A cône convexe homogène 

u e R = > u + v e R  

v E A 
J 

Remarque 9 : dans l e  cas particulier où A = IR - = Iy Ê IR / y s O), 

B : S +IR, 8 e s t  A - convexe sur S (i.e. convexe sur S) s i  e t  seulement 

s i  C(x,z) E: S x I R  / B(x) - z c (i.e. z > B(xf1 e s t  convexe. 

Remarque 10 : s i  S e s t  un sous-ensemble convexe de IRn, A wz cône convexe 

homogène épointé non-vide dans IRq e t  s i  6 e s t  une fonction définie sur S à 

valeurs dans IRq t e l l e  que : 

1 'ensemble I (x, z) E: S x  / B (x) - z E: A 1 es t  alors convexe (démonstration 

identique, à cel le  de l a  part ie  nécessaire du lemme 2 ) .  



O 

On remarque que, dans l e  cas par t icul ier  où A = IRq - = { y  e IRq / y < 01, 

l a  fonction B vér i f i e  l a  propriété P) s i  e t  seulement s i  f3 e s t  strictement 

convexe au sens habituel sur S. Par a i l leurs ,  il e s t  c l a i r  que s i  h e s t  pointé, 
1 

1 

R vé r i f i e  l a  propriété P) s i  e t  seulement s i  B e s t  A - convexe sur  S. 

Lemme 3 : soient : 

S, sous-ensemble non vide quelconque de fl 
K, cône convexe homogène pointé d t  intérieur non vide dans IRP 

L, cône convexe homogène pointé dans IRq 

4 : S a p  1 des fonctions vectoriel les  quelconque définies sur S. 
$ : s+IRq 

alors,  sous 1 'hypothèse fi) 
K 

) : l'ensemble P = (+) (S) - (L) e s t  convexe I 
'4 1 

1 

Dem : sous l'hypothèse fi, supposons, que l 'on a i t  A = 0 e t  B # 0 

K 
K,L pointés => O E (L) + ' ~ i  4 K 

=> ($1 (X 1 E ($1 (SI - 3) 
Q i + ' ~ i  + 
x c s => ($1 (X 1 E ($1 (SI 



1 1 
1. O 

5 3 -> @ (x) E K 

K, cône convexe homogène 1 

4 - 3: c s t e l  que : 
?r 

- hir(gi) + e L 
i=l  

et on aboutit donc a une contradiction, d'où l e  resul tat .  

2) 

1 - % 
-> $(x) e L 

L ,  cône convexe homogène 

X e s  1 

Remarque 11 : a) le résul ta t  du lemme 3 es t  v ra i  sans aucune hypo2hBse de 

convexité n i  sur  l'ensemble S n i  sur l e s  Eoncti.ons 9 e t  $ définies sur S. 

= > A # @  

b) avec l e s  définitions données dans le lemne 3, e t  sous l'hypothèse &) : 
9 

+CS) - K, convexe [resp. 9) : $(S) - L, convexel, on a que : 
'4 



Cresp. $(S) n L = $ => C $  (S)] n L = hl 

C) Avec les  définitionsdonnées dans l e  lemme 3 ,  e t  sous lfhypothèse 8 on a,  

d'après ce lemme e t  l e  théorème 1 ,  que : 

d) D'après l e  l e m e  3,  dans l e  cas par t icu l ie r  où K = IR = l y  e IR / y  c O), - 
4 L 

L = C c  IR , @(x) = f(x) - f e ) ,  $(x) = ~ ( x )  (oit f : S 3 i R ,  y : S + l R  , 
quelconques) s i  1 'hypothèse a) e s t  vérif iée,  1 'hypothèse H) déf inie  plus loin 

e s t  alors vérifiée.  

berne 4 : Soient : 

S, sous-ensemble convexe non-vide de IRn 

e C, cône convexe homagêne pointé dansIR 

e r : S -+IR , fonction C-convexe s u r  S, on 3 alors qpe : 

e i )  r (S) -C , e s t  convexe dans R 
O O e i i )  s i  C # $9, r(S) - C e s t  convexe dans IR 

Dem : i )  

e 
r(S) - C = l z  c,lR / r(x) - z c C, pour un certain x c SI 

e 
1) r (S) - C = Ec (r)  /Rl (projection du C-épigraphe de r sur  IR ) 



Lemme 2 n+e  1 
====> E (r)  convexe dans IR c - -> 

r ,  C-convexe sur  S 
2 1 

1 > 

e 23 r (S) - C, convexe dans R 

i i )  Identique à ce l l e  de l a  par t ie  i )  , compte-tenu du lemme 2'  . 

Lemme 5 : Soient : 

S, sous-ensemble convexe nan-vide de IRn 

K, un cône convexe pointé d1 intér ieur  non vide dans IRp 

L, un cane convexe pointé dans l f l  

4 : S -+ I@, fonction K--convexe sur S 

i ~ ,  : S -+ fl, fonction L-.convexe sur S 

on a alors  : 

Dern : C'est une conséquence directe  du lemme 4 (partie i)) e t  du lemme 3.  

Remarque 12 : Soient : 

S, sous-ensemble non-vide de lRn 

P K, cône convexe homogène pointé d' intér ieur  non-vide dans R 

L, c k  convexe homogène pointé dans IRq 

\. des fonctions idectorielles définies sur S 
ly : S - + R ~  

1 

on a alors  l e s  relations suivantes : 

+ , f onct i on K-conveie s u r  S 



Définition 3 : si A e s t  un cône convexe pointé dans IRq, un sous-ensemble 

non vide E de IRq e s t  d i t  A -convexe s i  e t  seulement E-A e s t  un ensemble 

convexe dans IRq. 

Rcin~rque 13 : a) s i  E est un sous-ensemble non-vide de IRq? E e s t  convexe si 1 
--.- 

e t  seulement si  E es t  (01 -convexe. 

b) s i  A ' ,  A" sont dei; cones convexes homogènes pointés dans 

$Iq t e l s  que A 'c A l1 e t  s i  E e s t  A '-convexe dans IRq, E es t  alors A1lconvexe 

dans IR9 . 
C) S i  E e s t  un sous-ensemble non-vide de IRq t e l  que E-A' es t  

convexe, où A' e s t  un cane convexe homogène épointé non-vide dans IR'!, e t  

s i  A = A '  u l O l ,  alors E-A n 'est  pas nécessairement convexe dans R ~ .  
O 1 .. y1 2 (Considérer par exemple : E={ 1 c IR2, A t  = - = { ( ) c R / y ,  < O9 y2<01 

0 2 2 Y2 
On a alors que E-A ' = M+ est  convexe, mais E-h = *+ u E n 'est évidemment 

i 
pas convexe) . 

d) D'apres l a  définition 3), e t  compte tenu du lemme 2) ,  si S 

est un sous-ensemble non vide IRn, A un cône convexe homogène pointé dans 

$ e t  8, une fonction définie sur ,S à valeurs dans lRq (B : S + IRq), alors : 

l a  fonction 6 e s t  A-convexe sur S (définition 2) s i  e t  seulement si l e  1 
graphe de 6 ( i .e .(  ) B(x) x c S 

8i. ) e s t  ( A )-convexe dans lRn x IRq. 

Par ailleurs, d'après ce t te  définition, l a  fonction B vér i f ie  l'hypothèse 

$) Y )  6 (S) - A e s t  g:omexe dans ~ q ?  s i  e t  seiilenent s i  1' image de Ç sous 

e )  D1apr2s les remarques c j  e t  d) ci-dessus, il e s t  c l a i r  que 

l a  propriété réciproque du leme 2 '  n 'es t  pas vraie. 



Exemples : a) Soient K = R ,  - L = R ,  - S = C-1,13 CR. 

Considérons les fonctions p : S -t IR, JI : S -t IR définies par : 

4 K Il est clair que la fonction ( ) (t) n'est pas -convexe (i .e . convexe) 
'4 

K sur S. Par ailleurs, il est facile de vérifier que l'ensemble P = (')s- (L) 
Ji 

n'est pas convexe dans : 

4----- 
L 

O O 

4 K Par contre, on a que ( )S n CL) = $ , 
Ji 

C(;)SI n (:) = 5 et la propriété 

H) est donc vérifiée 

b) Si dans l'exemple a? L'OR considère S = 1-2,ZJ au lieu de C-1,11, il est 

clair que la propriété Hl n'est alors plus vérif iie 

c) Soient K = Hi - , L = W - , S = CO, 1 1. Consid6rons les fonctions 4 (t) = c e t  

4) $(t) = t définies sur S. 11 est clair que la fonction ( )(t) n'est pas convexe 
Ji 

Q, K sur S. Par contre, on peut vérifier que P = ( )S  - (L) est alors convexe d y n s  
Ji 

2 W , et la propriété H) est nécessairement v6rifiée. 



Rela t ion  e n t r e  l a  Condition de Régu la r i t é  1R_Z_fi d ' a u t r e s  Condi t ions  de  ---- - ---- 
Régular i té  s u r  l e s  Con t r a in t e s  du Programme P) -. --- 

Considérons le programme mathématique P) défini plus haut : 

P) Min f (x) 

Y (x) E C 

X € S  

Dans ce qui suit in étudira la relation entre la condition de régula- 1 
l 

rité (R) sur les contraintes de P) avec d'autres conditions de rggularité 
I 

que l'on peut considérer sur ces contraintes, lorçqu'on fait des hypothèses 

supplémentaires sur le programme P) : 

1) Le programme P) est tel que le cône convexe homogène C est d'intérieur 
O 

non-vide (i.e. C # 9 ) .  

Appelons P) ce programme. 1 

Condition de Réqulari  t é  de S l a t e r  ( R . S )  : - 

Cii dit que les contraintes du programme P)I vérifient la condition de régularit6 
O 

de Slater (R.S.) s'il existe X E  S tel que Y (2) E C. 

Lemme 6 : Si les contraintes du progrannie P) vérifimt la condition de régula- 1 

rité (R.S.), elles vErîfient alors la condition de régularité (R) définie 

plus haut. 

Dem : Sous l'hypothsse : (R.S.) vérifiée, supposons que (R) n'est pas vérifiée : 

* (R), non vérifiée => 3r E C , r # O, tel que ~{(x) 2 O, Vx E S 

(R.S.) vérifiée =, T 3% s S tel que : 

et m a. donc une contradiction, dloG nécessairement : 

(R.S), vérifie ===> (R), vérifiée. 



II) Le programme P) est tel que : 

K un cône convexe homogène dl intérieur non vide dans fl et L, un cône convexe 
homogène pointé d ' intérieur vide dan:; S. 

Appelons P) II ce progrne. 

Condit ion de Régular i té de S l  a t e r  Modif iée (R.S .M) : 

On dit que les contraintes du programme P)II vérifient la condition 

de régularité (R.S.M.) si : 

ii) $1 h f O, tel que Ah(x) 2 O, Vx 'x S 

Lerne 7 : Si les contraintes du programme P)II vérifient la condition de 

régularit6 (R. S .M.) elles vérifient la condition de régularité (R) d6f inié 

plus haut. 

Dem : sous l'hypothèse (R.S.M.) vérifiée, supposons que (R) n'est pas vérifiée : 

(R) , non véri£iée q(u,h) E ( K * ,  L*), (u,~) # O tel que : 
Lemme 1) -7  

? : & ; [ x )  + ~h(x) > 0 ,  Vx E r" i -.r I l  



Par conséquent on a que u=O dans 1 1. 

I * 
= > R E L  y h # O y  tel que hh(x) 5 0, Y X E  S 

u=o] 

et 2) contredit l'hypothèse (R. S.M) i i) , d'où nécessairement : 
(R.S.M) vérifiée => (R) vérifiée. 

Dans le cas particulier où le cône L  du programme P)II est un sous espace 

vectoriel V de IRp on peut considérer la condition de régularité suivante 

sur les contraintes de P)II : 

Condit ion de Régular i té (R.N .) : On dira que les contraintes du programme 

P)II (avec L = V) vérifient la condition de régularité (R.N.) si : 

L 
ii) O E int+(h(S) o fi, oùV est l'homologue de v dans IRp. 

h h h 

Lemme 8 : Si les contraintes du programme P) II (avec L = V, V sous-espace 

vectoriel de IRp) vérifient la condition de régularité (R.N.) ,elles vérifient 

alors la condition de régularité (R.S.M) et donc, la condition de régularité 

(RI 

Dem : Supposons que (R.N.) ii) est vérifiée et que (R.S.M) ii) n'est pas 

vérifiée : 

L 
(R.S.M) ii) , non vérifiée: -> Ah E V , h f O tel que : 

hh(x) 5 O Vx E S 



e t  on zboutit donc à une contradictiori, d'où l e  résultat.  

2)=> 3j: E s t e l  que hQ) = - E l T ,  c > O  i => , ] h l 2  < O 

Remarque : Dans l e  cas part iculier  où V es t  l e  sous-espace t r i v i a l  de lRP 
O - 

( i .e .  V = 101) la-condition (R.N) ii) s ' é c r i t  : O E i n k p  (h(S)) = h(S). 

A vérif ie  1) 

Considérons l e  p rog rme  mathématique 8) dans d : 

€ > O  

A # O  

8) Min f (x) 

g(x> E C 

h(x) 2 O 

e(x) = O 

X E S  

où S es t  un ensemble convexe non-vide dans El?, C un cône convexe homogène 

pointé d' intérieur non-vide dans lR?, f : S -+ IR e t  g : S -+ fl des fonctions 

quelconques définies sur S, h : S -+fip e t  e : S +lRq des fonctions affines 

définies sur S. 

Problème P.C.K.T. associe au proqrame p) : Déterminer X E S, (Ü, x ,  i) 
P 9 (c*, R+, IR ) t e l s  que : 

Condi t ion de Régul a r i  t é  de Uzawa (R. U. ) : on d i t  que les  contraintes du programme 
O 

P) vérif ient  l a  condition de régularité (R.U.) s' il existe 2 E sr (intérieur 

re la t i f  de S) t e l  que : 
I 



Théohème B : Si  2 es t  une solution optimale du programme $1, alors sous 

l'hypothèse H) e t  s i  l a  condition de régularité (R.U.) e s t  vérif iée,  il 

* P 9  existe (6, h, L) (C , IR+, IR ) t e l  que (2, 6 ,  X ,  ri) e s t  solution du problème 

P.C.K.T associé au programme P) e t  l'on a ~ ( 2 ,  Ü, X ,  G) = f (2) .  

Dem : Soient 

A 

Io = i i  / hi(lî) < O ,  Io = f i  / hi(2) = 01, 1 1 ~ 1  = e, où 2 e s t  t e l  que 

l a  condition de régularité (R.U.) est vérifiée. 

Définissons : 

Avec ces définitions l e  programne 8)  s 'écri t  : 

3)  Min f (x) 
O 

G(x) E K 

H(x) E L 

X E  S 

e t  l a  condition de régularité (R.U.) devient : 
O O 

82 E sr t e l  que G(2) e K ,  H(2) = O 



% 
?, solution optimale de P) => 

2 1 

Hypothèse H) 

?x E S t e l  que : 

a (x) < O 

G(x) a K 

H(x) E L 

Lemme 1 J 

3 
s , t , r  a (IR:, K*, L*), ( s , t , r )  + O : 

Faisons momentanément 1 'hypothèse Q) suivante : 

Théorème 1 

.e Hypothèse Q) : i )  b(X,u) E (IR+, IR ) ,  A # O, t e l  que : 

sa(x) + t G(x) + r H(x) 5 0, Vx a S 

i i )  du a IRq, u # O, t e l  que : ue(x) = O, Vx a S. 

On va montrer maintenant que sous l'hypothèse Q) on a nécessairement 

que s > O dans 4). SCîpposons l e  contraire 

1 (R.U.) 



Remarque 1 : D'après l a  démonstration ci-dessus, s i  l e  programme e s t  

t e l  que H(x), L ne figurent pas dans sa définition, l e  théorème es t  alors 

démontré. (En e f fe t  il suf f i t  de négliger l e s  termes concernant H(x) e t  L 

dans l e s  expressions ci-dessus). (Voir aussi théorème 4) avec l a  condition 

de régularité de Slater (R.S.) 5 l a  place de (R)) 

t = O  = > r ~ L , r # O e t r H ( x ) 2 0 , V x ~ S  s = o  1 * 8) 

4) 

X E  S ) ( 3 ~ > 0  t e l  que : 

> ' ( 2  - EX-SC)) E s 9) i => H (SC- €(x-X) ) = (1 +E) L (2) - EL (x) +q 1 
H (x) , affine => 11, (x) , l inéaire l 9 = (1 + ~ ) q  - a 

X ,  vérif ie  (R.U.) 1) =% H(?) = O 1 
e t  puisque E > O ,  on a d'après 8),9)et 11) : 

e t  1 ' on peut donc reformuler 8) sous l a  forme : 

ou de façon équivalente, d'après l a  définition de H(x), L : 

r = (ho, pO) E @:, IRq), (ho, pO) # O e t  hOhI (x) + poe(x) = O ,  Vx E S 12') 
O 

Hypothèse Qi) 

e t  l 'on a donc finalement : u O ~ q ,  p " ~ #  O e t  p0 e(x) = O Qx E S, ce qui 

contredit l'hypothèse Qii). Par conséquent s > O dans 4) . 



* p-.t Définitionde K => t = (u, A,) E (C ,lR+ ) 

Lemme 1 Io 

e s DGfjnition de L => r = (AI , p )  a @+, R ) 
O 

Lemme 1 Définition de a(x), G(x), Hjx) 

et la démonstration du théorème s'acliève de façon analogue à la démonstration 

du théorème 4). 

Remarque 2 : i) Dans le cas où Io = @, on obtient le même résultat si dans la 

démonstration ci-dessus l'on remplace l'hypothèse Q) par l'hypothèse suivante : 

bu  ER^, + O t.q. ve(x) = O vx E s 

ii) Dans le cas où 1 # 3 et si le programme 8)o ne comporte pas d'équations, 
O 

le théorème est démontré de façon analogue si l'on remplace l'hypothèse Q) par 

1 'hypothèse suivante : 

L 
B A  E R+ tel que AhI (x) = O, Vx e S 

O 

Reste à montrer finalement que le théorème est vrai dans le cas où les 

contraintes du programme 8) ne vérifient pas 1 'hypothèse Q) . 

2 s d) Supposons que 1' hypothèse Q i) n'est pas vérifiée. Soit (A0, uO) e @+, IR ) 

tel que : 
4 

A' # O et h0hI (x) + uc'e(x) = O, Vx E S 
O 



IO E R+, h o  # O => 3 E I~ t e l  que A~ > O 
io O 

h1 (x) 6 0 

'L 

x, solution réalisable de P)o => => hi (x) = O 
X € S  O 

i .e .  l ' inégali té  h. (x) r O e s t  singulière dans ?)O. On peut donc définir l 

lo  I 

l e  programme ?) , équivalent à $) qui résulte de remplacer 1 ' inégalité l 

l l 

1 
'-b 

h. (x) 5 O dans P) par 1 'équation h. (x) = 0. 
l o  O lo  - 

'-' , IR' ,  IR^) t e l  que : o i t  ( A  , a ,  v 1  QI, 
1 1 1 1 h # O e t  h hI (x) + o h. (x) + ri e(x) = O, Vx E S 

1 lo 

oi3 Il = Io \ {io l .  

1 Soit il r 1, t e l  que h i  > O. Avec l e  même raisonnement que ci-dessus, 
l 

1 
on défini t  l e  programme 8) 2, équivalent à ?) , qui résulte de remplacer 

'L 
1 ' inégalité sin@lière h. (x) 6 O dans P) , par 1 ' équation hi (x) = 0. 

l 1  1 
k k k) 1-k k q 

De façon générale, soi t  (A , a , ~i E QR + , R , IR ) t e l  que : 

k k 
hk # O e t  ~~h + o hI -I (x) + Y e(x) = O, V x  'x S où Ik = Ik-, \ {ik - , l .  

I k o k  

Soit ik E Ik t e l  que hk > O. On défini t  alors l e  programme 8) k+l , 
ik 

équivalent à $)k, qui résulte de remplacer l ' inégali té  singulière h. (x) 6 O 
l k  

dans ?) par 1 ' équation h. (x) = 0. 
lk 

l I l  est  c l a i r  maintenant que si  l 'on applique ce procédé de transfo.mation 
'b 

eu programme il existera k, (O < % < l), t e l  que l e  programme 8 ) ~ + ~  , 

équivalent à 8) vérif ie  l'une de deux propriétés suivantes : 



i) I;+l = $ (i.e. %+1 = 1) et $)k+l ne comporte pas d'inégalités hi(x) s 0, 

i E IO. 
% 

ri, 

'-('+'), R~+', ~ q )  tel que : ii) IZ+~ # + (i.e. k+l < 1) et (A, a, 11) E @+ 

i + O e t  ~h~ (x) + ah% (x) + rie(x) = O ,  ~ x e  ~ o ù Î ~ + ~  = T* - 1% 
k+ 1 Ik+l k +l 

Le programme résulte de remplacer H(x) et L dans la dEfinition 
% 

de P)o respectivement par : 

ou de façon équivalente : 

'L 
'L 

J 

où la fonction h(x) (resp. le cône R'-(~+')) - ne figure pas dans la définition 

de h(x) (resp. de t) lorsque &1 = $ . 

% 

b) Supposons que le programme ne vérifie pas l'hypothèse Qii). Soit 
Q .  

donc p0 E IRq+(&') tel que : p0 f O et (x) = 0, Yx S oOÙ JO = fl , . . . ,q+( kt')] 
O 

p0 # O =>.4 j e J tel que ri0 
O O j O 

% e. (x) = O, V j  E JO \ I j i  
J 

X € S  

% 
i . e . 1 ' équation e (x) est redondante dans a)%+, . On peut donc définir le 

IL 1 jo % 

programme P) 
k+12 équivalent à P)$+l qui résulte d'éliminer l'équation%. (x) = O 

JO 
du programme P) z+l . 

Soit pl  IR^+^ tel que : 



1 IL 2 
1 

On peut donc définir le programme PX équivalent à 81, , qui résulte l 
l 

k+ 1 k+ 1 I 

% 1 ,1 
d'éliminer l'équation e (x) = O ( A .  > O) du programme P), . Il est clair 

j 1 1 Y k+l , PIi 

que si l'on répète ce procédé d'éljmi~lation, il existera h, O < h s q+ (k+l) , 

tel que le programme équivalent à 8), (et donc à ?)O) vérifie 1 'une 
k+ 1 

des deux proprlêtes suivantes : 1 
fi 

i)' Si 8 = q + (E+l) : P), ne comporte pas d'&luations 
k+ 1 

J Pi q+ (%+1) -l; 1 

% 
ii)ll Si $ < q + (k+l) : ?), est tel que : ,IV E R  tel que iieJ,(x) = O, 1 

h l k+ l I 

Remarque 3 : Si le progrme vérifie l'hypothèse Qi) mais ne vérifie l 

pas l'hypothèse Qii), le procédé d'élimination d'équations b) est appliqué 
l 
l 

l 

directement au programme 8) o. (i+l=û) . ! 

l 
, 'L 

Il est clair maintenant que le progranune P), , équivalent à P)o qui 
k+ 1 

i résulte d'appliquer les transformations a) et b) (dans cet ordre) au programme 

vérifie l'une des deux situations suivantes : 

I Min f (x) 

ii et ?) vérifie l a  condition de régularit6 : 
% 
k+ l 

O O 

12 E sr tel que ~ ( 2 )  c K 



$ 11) 8 )  , vérifie, d'une part, la condition de régularité (R.U.) : 
or ki.1 O 

'L 34 E S t.q. G(2) E K, hI, (4) 6 0, eJQ[4) = O et, d'autre part, l'hypothèse : 
k+ 1 fi 

'L 

AhIQ (x) + ueJ,,[x) = O .  Qxt S 
k+ 1 h 

'L 

ii) du E R  q+(k+ll-', u # O tel que : 

où l'hypothèse Qi! coïncide avec Qii) lorsque 1$+1 = @, et devient : 

'-(Y<+1), A # O, tel que AhI, ($=O, Vx E S, lorsque JI; = 4 .  A A  E JR+ 
k+ 1 

<L <b L- (LI) (Qi) est vérifiée : supposons le contraire. Il existe alors @,LI) E @+ 3 

R q+(") , x # O tel que 'L m 

h't, (x) + veJ,,(x) = O, bTX E S. i.e. tel que 
'L ?n, 'L h 'L % 

"TL+l + pe 
JI; 
(x) + O e Js [x) = O, Vx E S et le vecteur (A, u , O) contredj t 

o h  
donc la situation ii) a la fin du procédé de transformation a), d'où le résul- 

tat. 

Qii) est vérifiée ; d'après le procédé d'élimination b)).. 

Par ailleurs on peut constater que si le programne vérifie l'hypothèse 
m 

fi H) , le programme équivalent ?) vérifie l'hypothèse du même type correspondante. 
kl , 

En effet, 2 est solution optimale de P)o si et seulement si x est solution opti- 
% 

male de ?lh et l'on a donc : 
E+ 1 



où u(x) = f(x) - f[P). Supposons maintenant qu ' i l  existe xr e S, Arr O, 

r = 1 ,  ..., ro t e l s  que : - 

(xr) = 0 procédé b) 

e t  l 'on a donc, d'après l a  définition de :[x) : 

% 

ce qui e s t  impossible, d'après 15, si P)o vér i f ie  l'hypothèse H ) ,  d'où l e  

résultat .  
A J  

D'après ces résultats ,  l e  programme $15 vér i f ie  (dans l e s  situations 
k+ 1 

I e t  II)  l e s  hypothèses considérées dans l a  première part ie  de l a  démonstration 

du théorème. 



e- (%+ 1 ) Rq+ ($+ 1 1 -!il Il existe donc (U, 2' , If', ;) E (c*, IR!-', IR'+ 9 

tel que : 

ou de façon équivalente : 

'L 
a(x) + Ug(x) + I1hA (x) + ?lfhI'L (x) + v1h1 -I,b (x) + c ( x  O 1 7 )  

Io  k+ 1 O k+l 

où l'on convient de définir : 

"' = O, si 1 ' inégalité singulière h.i (x) s O a été éliminée daiis b) ' i 
2> p'! = 
1 

O, si 1 ' équation ei (x) = O a éi:é éliminée dans b) . 
Si le vecteur ;' dans 17) a toutes ses composantes positives ou nulles, 

le théorème est alors démontré. Sinon, on choisit parmi les composantes néga- 

tives de :' celle dont l'indice correspond à la dernière inégalité singulière 

transformée en équation dans le procédé a). Supposons, pour fixer Ics idées, 
'L 

que i fd< O : d'après les relations dans le procédé a) l'on a : 
t 

avec X k > O, I t  = Ig+, u fi%,. ig 

"k Si l'on additionne maintenant l'équation 18), multipliée par [-;! 
1% 
k k  

à 1' inégalité 171 on pourra définir un nouveau vecteur de multiplicateurs 
'L 'L 2. 'L 'L 

, 1 , 1 ,  ( , 1 )  c (c*, RI-',  IR:-^,  IR^+^) tel que : 



2. 

Si le vecteur IJ '  dans 19)a toutes ses composantes positives ou nulles, 

le théorème est alors démontre. Sinon , on répète le procédé ci-dessus avec 
% 
% ?, 
u ' à 13 place de IJ ' . 

I l  est clair qu'avec ce procédé lvon arrivera à constniire lm vecteur 

de multipliçateurs ver i f idr i t  la propriété du théorème, après un nombre fini 

de transformations de ce type. 

CQFD . 

Remarque 14 : Le théorème 8, d'après sa démonstration, est vrai dans le cas 

particulier où le programne $) ne comporte pas d'  équations linéaires (resp. 

d'inéquations linéaires) (Il suffit,dans ce cas là, de négliger les termes con- 

cernant e(x) (resp. h(x)) dans le problème P.C.K.T. et dans la condition de 

regularité (R.U.) considérés plus haut). 

Par ailleurs, dans le cas particulier où le programne 8) ne comporte ni équa- 
tions linéaires ni inéquations linéaires, le théorème 8 reste vrai si l'on 

considère la condition de régularité de Slater : 

O 
32 E S tel que g(2) E C 

à la place de la condition (R.U.) correspondante : 

O 
22 c Er tel que g(2) E c 

Programmation _ _ _ _ _  Géornétriqu~. _ ___ _ _  - _  - _ 

Considérons le Programme Géométrique Prototype : 

PG) Min go(t) 

gk(t) s 1 ; k = 1, ...,p 

t > @  

t E lRm 



gk(t) ' 1 ui (€1 
ie J (k) 

Considérons maintenant la tran$fonnation de variables definie par : 

Le programme géométrique PG) est alors Quivalent au programme 

mathematique convexe d4fini par : 

gk(z) " 1, I,**.,p 

z E 3Rm T .ijZj 
où gk(z) = 1 ci e p l  , k * O ,  1, . . . , p  

ié J (k) 

Par ailleurs, si 1 'on d6finit de nouvel les variables 

ce dernier progrme peut encore être refomld sws la forme du programme 

mathématique convexe à variables s4par&-lqs suivant : 

Min go(xl 



n 
e t  X,  i e  sous-espace vectoriel de R P engendré par l es  colonnes de l a  

On s' intéresse maintenant à d6t:enninqr Je p rog r~me  dual du programe 

géométrique PG). D'après l es  résultats  ci-dessus on peut reformuler ce 

programme sous l a  forme ' : 

P) 'Min f (x) 

r (XI E C 

Le programne dual D) associé à P) est donc défini par : 

D) Max 0 (r,v) 

P .  r E IR+ 

X X i e (r,v) = inf, 1 (Cie - vixi) + 1 (r  k c .e  1 - V - x . )  - 
p J(0) k=l J(k) 

1 1  k=l 

xaR x 
= L inf (cie - v.x.) + 1 inf (rkcie -v .X- )  1 1  - r k  

y i 
1 1  

J(o)  xi& k=1 J (k) xi€R k= 1 



i O, si vi = O 
Xi i E J(u)  : inf (cie -v.x.) = 

1 1  i-l~g(~i/~i)), si vi > O 
x& 

- ailleurs 

Par conséquent : 
n 

T = { (r,s) E @y? qP) / rk > O slil existe io E J(k) tel que vi > 01 
O 

ete(r,v) = 1 vi (1 -log(vihi)) + 1 vi(l-log(vi/rkci)) - El rk 
J (0) k= 1 J (k) k= 1 

où l'on convient que : vi log[vi/rkci) = O si vi = O ,  r0 = 1. 

Rappelons que le programne dual D) défini ci-dessus est un progrme 

mathématique convexe. 

Dans ce qui suit on se propose de retrouver le programme géométrique dual 

prototype à partir du progrme du al'^), à l'aide des techniques simples du 

calcul différentiel pour la maximisation sans contrainte d'une fonction diffé- 

rentiable : si l'on maximise partiellement le programme D) par rapport à r, v 

restant fixé, le point F(v) qui réalise ce maximum est donné par : 

fk(v) = O si vi = O Vi E J(k) 
k = l,.,.,p 

Fk(v) = 1 vi, sinon 
J (k) 



si 1 l on définit 0 (v) = % (F (v) , v) , le programme dual D) peut donc être 
reformulé de façon équivalente sops la forme : 

Max 0 (v) 

avec e (v) = iO(v) - f 1 vi log(vi/ci) + 

k=O J(k) k= 1 

où l'on convient que : x log x = O s i  x = O 

Par ailleurs, ce dernier programme est équivalent au progrme : 

M a x  e(!J6) 

Si l'on maximise partiellement ce programne par rapport à p, 6 restant fixé, 

le point ;(6) qui realise ce maximum est donné par : 

1 
u(6) tel que : log u(6) = - C hk(6) 10ghk(6)- y 1 G ~ ~ o ~ ( * ~ / c ~ )  1 

hop) k=l k=o J (k) 



si l'on définit e(6) = @ ( i ( â ) 6 )  i,e. 

ce dernier programme, et donc le programme D), est équivalent au programme 

géométrique dual prototype : 

DG) Max V(6) 

A (6) = 1 
O 

P 6i P 
où v(a) = n n (ci/&) "pi) 

k=O J (k) k= 1 

hk(6) = Si ; k = O,l, ...,p. 
J (kl 

Dé@ktion  : Le programme g6métrique (primal) P.G.) est dit superconstitant 
h 

s'il existe une solution réalisable t pour ce programme telle que : 
A 

gk(t) < 1 ; k = 1, ...,p. 

D'après cette définition, si le programme P.G.) est superconsistant, les 

contraintes du programme convexe P) défini plus haut, P) équivalent a P .G .) , 

vérifient alors la condition de regularité (R) : 

J- n 
d (r,~) E w:, xh), (r,~) J. O tel que r g(x) - vx z O, vx r R~ 



% 'L % % 

(supposons le contraire :3(r,v) r (Rt,Xh), (:,Y) # 0 tel que : rg(x)-vx 3 0, 

A A A 

3t é R ~ ,  t > O tel que gk(t) < 1 ; 
= 1,***9p-l -2 12 é x tel que g(2) < O 2) 

Définition du programme P) 1 
-F 

J 
supposons que Y f O 

'L 
ce qui contredit 3). Par conséquent r = O et 1 devient donc : 

rL L %  
n 

av E xh, v + O, tel que : Y x  6 Q, YX c R P, ce qui est impossible, d'où le 

résultat). 

~'après le théorème 7, si le programne géométrique P.G.) 

est superconsistant, et si f est une solution optimale de ce programme, le 
- 

programme géométrique dual D.G.) admet une solution optimale 6 et l'on a : 

Remarque 15 : a) Le programme géométrique dual D.G.) , déterminé initialement par 
l'intermédiaire de l'Inégalité Géometrique, est un progranune mathhatique essen- 

tiellement convexe. En effet, si l'on remplace la fonction économique V(6) 

dans le programme D.G) par log V(a)  1' on obtienf alors un programme mathémît ique 

convexe à contraintes liiiêaires. 

b) Le programme géométrique dual prototype D.G) présente des 

avantages, au niveau de la résolution nm6rique, sur le programme équivalent 

D) défini plus haut. En effet, le programme D.G) rê&lte du programme D) , 'lors 

de la maximisation partielle de ce dernier par rapport à certaines variables, 



ce qui se traduit finalement par la diminution du nombre total de variables 

dans la définition de ce programme. 

Par ailleurs, l'inégalité géométrique permet d'établir des relations 

explicites entre les solutions optimales du programme géométrique prima1 P.G) 

et les solutions optimales du programme géométrique dual D.G) .  

Lemme 9 : Soien;t : 

n 
Sc IRn, S # m, un suus-eraetnble non-vide de R 

K c  s, L c  IRq des c6na  convexa po in ta  

t e &  que l' hypothè~ e  (s u i v m t e  U R :  vékidiée : 

~1~32 E S t e l  que +(;) t L et +(a = 0. On a a l o u  : 
[ 

Dem : a) Montrons dl abord que (1:) c  T : 

L, cône convexe homogène k  -k 
( )= (  ) - ( + ( ; ) - l )  G T  +(XI 

hypothèse H)o => 

d'où: (1;) C T  1) 

b) Soit w = j(s,t c (K*, ) / sy.+ ts s O, Y(:) E ( ' ) S I .  + 
+ 

Montrons que T+ = W, où T est le cône polaire positif de l'ensemble T : 



'b % K ( 1  i T - 3 )  ($s t e l  que : ) E (L) 1 

Dta@s 4)et 6) on a donc : T* = W 

c) Montrons f inalenlent que 1) es t  equivalent à II) . D' après b) , ' 
T* = {(S,t) E (K*, L*) / s$(x) + t $ ( ~ )  1 O, VX € SI* 

On a alors : 

Par ailleurs : 

i i )  T+ (L*) (=> g) T++ 

En effet  : 

L cône convexe L** = T J ' 



Réciproquement : 

+++ 
T+, cane convexe fermé =, T = (T+) ++=T 

* 1 

Lemme 1 

* 
L cône convexe => (L) = L* 

e t  i i )  es t  donc vérifié. 

-> T+ @) 

* * 
Finalement, puisque T = m, on a, d'après l es  relations i )  e t  i i ) ,  

que : 

dt 03 l e  résultat du lemme. 

Théorème 9 
- ,  

: Soient : 

S c IRn, S # m, un sous-ensemble non-vide de R" 
K c IRp, U, c, convexe homogène pointé dans IRp, K # { O  1 

L c Rq, un cône convexe homogène fenné dans lRq 

4 : S + R P  1 des fonctions vectorielles définies sur S 
$ :  s + R q  1 

4 K T = ($)Ç - (LI, 

t e l s  que les  hypothèses suivantes sont vérifiées : 

i )  3; E S t e l  que $(:) E L e t  m(2) = O 
O 

O K i i )  K # $  e t  C f:)~1 n (L) = m 

m K\fO}) - $,) (resp. i i )  ' K, sai l lant  e t  C (,,)SI n ( - 

i i i )  PV), femé 

alors, il existe (s, t) r (K*, L*) , s # O, t e l  que : 



Dem : Sous les hypothèses i) , iii) , et du fait que L est femé, on a - 
d'après le lemme 9 : 

Pour compléter la démonstration du Théorème il suffit donc de montrer que, 

sous lthypoth@se ii) (resp. ii) ') ].a condition II est vérif i&e. 

RP Supposons le contraire i .e . ( ) c P (T) . 
O 

Soit maintenant no E K (resp. no E K \ {O}) 

1 avec : 

J. 

hi 2 O 

pour i = 1, ...,p 
I- 

K (L), cane convexe homogène 

(resp. K, s i l lan t )  

1- 

ce qui contredit S8'hypothèse ii) (resp. ii) ') , droù nécessairement 

JRP 
(-L ) P(T) # $, ce qui complète la démonstration. 

I 



Remarque 16 : a) Dans l e  cas part iculier  oil p = 1 , K = W - = fx E W x s QI, 

il es t  c l a i r  que les hypothèses srrbstituables i i )  e t  i i )  ' du théorème 4 
O O 

sont alors équivalentes, En e f fe t ,  on a alors K # $, K = K \ COI e t  K 

sa i l lant .  
O 

b) Drms l e  cas général, s i  K f @, il e s t  évident que l 'on peut supprimer 

Pa condition que K so i t  s a i l l a i t  dans i i ) ' ,  sans nodifier l e  resultat  clu 
O 

théorème 9.  Par contre, s i  K = @, cette condition e s t  indispensable dans 

i i )  ' pour l a  validi té  du Théorème 9. 

Remarque17 : l e  théorème 9 e s t  une génériilisation du lemme 5.31 de 

Karlin C 1, à savoir : 

Si  S e s t  un polyèdre convexe fermé dans 3 x IRnvérifiant les  hypothèses 

suivantes 

i )  Si  z = (yl, .  . . ,ym, x1,.  . . ,X )T = ( y , ~ )  r S, alors : n 

O O i i )  I l  existe s0 6 IRn t e l  que (O,xO) r S alors, il existe (v ,il ) E (@) l ,  

mn)l) t e l  que : 

En f a i t ,  l'hypothèse i )  de ce lemme est plus forte que l'hypothèse i i )  

du théor* 9 , ce qui explique que dans l e  cas du lemme 5.31 de Karlin 1' on 

a i t  le résultat  plus fo r t  v0 >> 0. 



, - 1  

Considérons maintenant l e  progr- mathématique k) : 
' +  

j . .  

p) Min f (x) 

c -  ? ,  

où f : S + I R  e s t  une foncti9n,numériclue quelconque, v : S +IR une fonction 

vectorielle quelconque, $ un sous-ensemble non vide quelconque de IRn e t  C, 1 
I 

L 
un cône convexe homogène non vide fermé dans lR . l 

1 

1 

Remarque 18 : La seule différence entre l e  programme P) défini plus haut e t  

l e  progr- P) çi-dessus, e s t  que dans ce dernier, l e  cône convexe hanogène 
l 

C e s t  supposé fermé. Le problèw P.C.K.T associé au programne P) e s t  donc : 
, I 

* 
Déterminer x E S, Y C t e l  que L(?,w) 5 L(;,;) 5 L ( x , ~ ) ,  Vx E S, Vwc Cf où 

L(x,w) = f(x) + wv(x). 

Condition (R.P.) : On dira que l e  programme mathématique P) vér i f ie  l a  condi- 

tion de régularité (R.P.) s i  P(T) est fermé dans lR x IR!, où T = (;)S - e-), 
ai = f (x) - f (g) e t  2 ,  iqie solution optimale quelconque du programne P) . 

ThEmëme 10 - : Soit x e s t  une solution optimale du progranone mathématique P).  

Alors, sous l'hypothèse H) ,  e t  s i  l a  condition de régularité (R.P.) e s t  vér i f ié ,  
* 

il existe w t C t e l  que (s,G) e s t  solution du problème P.C .K.T associé à P) . 



Dem : Soit a(x) = f(x) - f(X), 

X E  S ,  a(X)  = O ,  Y(%) E C 
%. 

?, s o l ,  optimale de Pl => 
O 

O 

-> [(')SI n c-1 = m 2 )  
Y 

hypothèse H) 

DtaprSs 3, 9, 5) on a finalement ; 

1 

Remarque 19 : On rappelle que si est solution du problème P.C.K.T 

1) 

2 

Cditian (R.P.) 

théorème 9 x 

associé au progrme p) ,  est solption optimale de P) sans aucune hypothèse 

* 
=> 36 E C tel que : f(x) + %(x) 2 f ( X ) 9  VX E S 3) 

supplémentaire sur ce programme (voir theorhe 5) .  



Considérons maintenant le programne dual 0) a.s$ocié au progrme P) : 

D) : ~a.x e (w) 

L 
où e(w) = inf If(x) + wy(x)l, T = Iw c @? ) '  / e(w)> - m l  

xes 
1 

i Théoiterne 1 1  : ( V u U e )  : Si 2 est une solution optimale du programne prima1 

1 (P) alors, sous l'hypothèse H), et si la condition de régularité (R.P.) est 

vérifiée, le problème dual n) admet une solution optimale k et l'on a : 

f (2) = 0 (W) . 
Dem : Identique à celle du théorème 7, compte tenu du théorème 10. 

Remarque 20 : si dans le programme P) considéré plus haut l'on suppose que C 

est un cône convexe homogène fermé, les théorknes 4 et 10(resp. les théorèmes 

7 et 11) ne diffèrent qu' au niveau de la  condition de régularité considérêe, 

à savoir (R) QU (R.P.) : 

Lemme 10 : si P est un polyèdre convexe fe* dqs R" contemant l'origine, 
l'enveloppe conique convexe P(P) de P est fermée dans IRn. 

Dem : Si P est un polyèdre convexe fermé daps IRn, P peut être e x p r ~  sous la 

forme : 

P = A + C  1) 



où A  es t  un polyèdre convexe fermé borné e t  C,  l e  cône polyedrique fermé 

homogGne des directions d'infinitude de P. 

P, convexe => PIPI = PL 

';r F ' e t ; t  borné l e  résultat du lemme e s t  immédiat. En e f fe t  a P, borné 

S i  P n 'est  pas borné, on va montrer que : 

E A ,  y E C t e l s  que : 

h' E pL => 
w = Au = Xx + Xy 



1 On considère maintenant les  deux cas possibles dans 4) : 
l 

e t  on a donc + C c P' SI 

1 w  = A(* + l/h y) 

X E  A 

=> l/Ay E C 
=> X * 1/Ay E P 

C,  cône honogsne 

i 

- -> PL = AL + c 
5) "1 AL, c cônes polyédriques fermés 

r - > W E P  L 

L femé 

Remarque 21 : D'après l a  dénonstrqtion du lemme 10, s i  P  es t  un polyèdre convexe 

femé dans le, l'enveloppe conique cmvexe P(P) de P e s t  un cane polyédrique 

fem6 dans; ]FIn. 



Considérons l e  programma mathanatique lingaire PlL dans IRn : 

P), Min cx 

X E Cl 

l 

où A e s t  une matrice réel le  (m x n), c r lR" , b r fl e t  C l ,  C2 dos c8nes 

polyédr iques fermés homogènes dms pn e t  lR? rsspeçt ivenent. 

Remarque 22 : l e  programme linGaire FIL e s t  qn cas part iculier  du programme 

P) , ci-dessus. 

TheohErne 12:  un vecteur 2 es t  solution optimale du programme mathhatique 

l inéaire p)L si  e t  seulement s'il existe 6 r Ci t e l  que (>;,c) est  solution 

du problème P .C .K.T. associé au programme p)L, 

Dern : Soit 2 une solution optimale du p rog rme  P)L. 
a. 

Soit a(&) = cx - &, Y(X) = AX - b. I l  eqt c l a i r  que (y) Cl est  un polyèdre 

convexe f emé dans IR"'+' 

z lon I ,-> LtY)L1)J n 

( y )  cl , convexe 2 

L 

s o i t  T = (;)ci - ci) : 
- 

(O) cl , polyèdre convexe fermé 
Y 5 1 

CS), cene poly6drique fermé fenné 



l )=> O E T 

=, P(T), fermé 
* 

E C2 tel que : 4) 

cx - W(h-b) 2 G, VX cl l 

i théorème 9 

et on a donc (voir démonstration du théorhe 10) : 

où L(x,w) = cx + w(Ax - b), ce qui conplète la démonstration de la condition 

nécessaire du théor&. &a condition sdfis~te du théorème est une conséquence 

du théorème 5 cnisidéré précêdemmenf (voir aussi F&arque 19 ci-dessus) . 

Remarque 23 : D'après la démonstration du théorème 12, l'hypothèse H) et la 

condition de régularité (R.P.) sont vérifiées dans le cas du programme mathéma- 

tique linéaire P) L. 

Programmes Linéaires en Dualité, 

' Etant doriné le progranme linéaire P)L, le programle dual fi) associé 

2 p)L est donné par : 

fi), Max - Wb 



En effe t ,  d' après l a  définition de : 

6 (w) = inf C wc + w (Ax - b) 1 = inf { (c*wA)x - wb 1 
xEC1 xeC1 

~ ( w )  > -- <=> inf (c + wA)x > -ao 

xec1 

e t  puisque Cl e s t  un cône homogène : 
\ 

o(w) > -- <=> (C + WA)X 2 0, Yx E Cl <-> (C * wA) E -c; 

-wb, s i  w E T 
O (w) = 

--, ail leurs 

d'où l e  résultat,  d'après l a  d é f i n i t i ~ n  générale du p rog rme  dual. 

Par ai l leurs,  il es t  c l a i r  que D)L e s t  aussi un programne linéaire. 

Théorèmesde Dualité pour l es  programmes linéaires P)L e t  D)L, 

ThGorème 1 : Si  x e t  w sont des solutions réalisables du progrme prima1 

P)L e t  du programne dual DlL respectivement on a alors : 

Par ailleurs, s i  X e t  Y sont des solutions réalisables des programmes 
"L % 

p) e t  DlL respectivement, t e l l e s  que -wb = cx, alors x e s t  solution optimale L 
<L 

du programme F) e t  w e s t  solution optimale du programme D) L. 

Dem : (voir théorème 6 ) .  - 
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Théorème 2 : Si 2 est solution optimale du programme prima1 Ï?)L, le programme 

dual n)L admet une solution optimale W et l'on a : 6 = -bc. 

Dem : Identique à celle du théorème 7, compte tenu du théorème 

Théorème 3 : 1) Si les programmes P)L et fi)L admettent des solutions réalisa- 

bles, ils admettent chacun une solution optimale,soit respectivement 2 et U, 

et l'on a = -bW. 

2) Si le programme PlL (resp. 0) 2) n'admet pas de solution réalisable, le 

programme fi)L (resp. P)S n'admet pas de solution optimale (i .e. ou bien le 

domaine de n)L (resp. P)L) est vide ou bien ce domaine est non vide et la fonc- 

tion économique -wb (resp . cx) n ' est pas bornée supérieurement (resp . inférieu- 
rement) sur ce domaine. 

Dem : Identique à celle du théorème homologue pour les programmes linéaires ordi- 

naires. 

+ + 
Remarque 24 : Dans le cas où C2 = Di,, Cl = %, 1 'on retrouve les programmes 
linéaires ordinaires en dualité dans : 

P)L Mincx n), Max - wb 

Remarque 25 : Etant donné que les cônes Cl, C2 (resp. c;, c;) figurant dans 

le P)L resp. n)L sont des cônes polyédriques , on aurait pu déter- 

miner les résultats ci-dessus à partir des résultats classiques de la Program- 

mation linéaire. En effet, si Cl = (X c IRn / BIX 3 01, C2 = {Y c fl / B2y à 01 

où B et B2 sont des matrices (p n) et (q * n) respectivement, le progrme 
1 

P), est donc équivalent au programme : 
Min cx 

B2(Ax - b) 2 0 
B x  20 1 

qui est alors un programme linéaire ordinaire. Néanmoins, dans ce travail on 

a fait la démarche inverse i.e. retrouver les résultats classiques à partir 

des résultats plus généraux. 
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CHAPITRE I I  
METHODE DE DOUBLE DESCRIPTION 

POUR LA RÉSOLUTION DES SYSTEMES D' INÉGALITCS L I  N ~ A I  RES 

AVEC DETERMINATION DES I N ~ G A L I T É S  PEDOF~DAPTES 



11 ,METHODE DE DOUBLE DESCRIPTION POUR LA  R~SOLUTION DE SYSTZMES 

D'  IN~!GALIT~S LINÉAIRES AVEC DÉTERMI NATIOb! DES INCGALITÉS 

REDONDANTES, 

Un cône polyédrique convexe homogène K dans lRn peut être défini indis- 

tinctement comme l'intersection d'un nombre fini de demi-espaces fermés homo- 

gènes ou corne la somme d'un nombre fini de demi-droites homogènes. On dit 

alors que l'on dispose d'une double description -- de K si l'on connait, à la 

fois, un système fini d' inégalités 1 inéaires homogènes dans IRn dont l'ensem- 

ble des solutions est égal à K (système appelé représentation - de - K).et un 

ensemble fini de vecteurs de IRn dont 1 'enveloppe linéaire positive est aussi 

égale à K (ensemble appelé ensemble - de générateurs - de - K). Il est clair donc 

que l'on peut associer plusieurs doubles descriptions à un même cône polyé- 

drique . 
La Méthode de Double Descript ion (M.D .D .) , considérée initialement 

par T.S. Motzkin dans un but puremerit théorique, permet de déterminer un en- 

semble de générateurs d'un cône polyédrique K lorsqu'on connait une reprgsen- 

tation de K ou, de façon duale, une représentation de K lorsqu'on connait un 

ensemble de générateurs de K. En d'autres termes, étant donné un système fini 

d'inégalités linéaires homogènes, cette méthode permet de déterminer inducti- 

vement un ensemble de générateurs du cône polyédrique défini par ce système. 

Initialement l'on dispose d'un ensemble de générateurs du cône ~oly6drioae 

défini par certaines inégalitésduisystème d'origine (éventuellement, d'un ensem- 

ble de générateurs de 1 'espace totaï IRn) . A chaque étape de la méthode une 
nouvelle inégalité du système est incorporée, de sorte que l'on a à déterminer 

un ensemble de générateurs du cône polyèdrique qui résulte de l'intersection 

du cône polyédrique défini par les Inégalités df jà  considérées, et du demi-es- 

pace fermé associé à cette nouvelle inégalité. La méthode se termine lorsque 

toutes les inégalités du système ont été considérées. Cette methode permet donc 



une démonstration constructive des théorèmes Fondamentaux pour l e s  Cônes 

Polyédriques (voir H. Uzawa Cl81 ) .  

Par l a  sui te ,  T.S. Motzkin e t  A l .  Cl51 ont proposé une variante de 

cet te  méthode pour l a  détermination de toutes les solutions d'un système 

(homogène ou non-homogène) d'inégalités l inéaires,  variante qui permet de 

déterminer, à chaque étape, - un ensemble essentiel - de générateurs du cône polyé- 

drique courant, ce qui réduit considérablement l e  nombre t o t a l  de générateurs 

déterminés au cours de l'algorithme. Cet algorithme a été aussi considéré l 

1 
l 

par N.V. Chernikova C3,41 e t  V.G. Kuznetsov C13,141 . 1 
Dans ce t ravai l ,  on se propose, d'une part,  de présenter de façon unifiée i 

1 
l a  Méthode de Double Description pour l a  détermination de toutes l e s  solutions 

l 

de systèmes(homogènes ou non-homogènes) d ' équations 1 inéaires, d ' inégalités li- 

néaires e t  de systèmes mixtes, e t ,  d'autre part ,  d 'établir  des cr i tères  pour 

l a  détermination des inégalités redondantes. Ces nouveaux cr i tères  permettent 

de ne conserver, à chaque étape de l a  méthode, qu'une représentation essentielle 

du cône polyédrique courant, ce qui se traduit  par une réduction du volume 1 
de calcul demandé par l a  méthode. Plus généralement, on é tab l i t  des cr i tères  

pour l a  détermination d'une double description essentielle d'un cône polyé- 

drique K,  à par t i r  d'une double description quelconque de K. Par ai l leurs,  

étant donné que l e  nombre to ta l  de générateurs déterminés du cours de l 'algo- 

rithme dépend de l 'ordre dans lequel les  différentes inégalités sont considérées, 

on étudie des cr i tères  pour l e  choix de l a  nouvelle inégalité. Concrètement, 

à chaque étape, l a  nouvelle inégalité es t  choisie, d'une par t ,  de façon à mini- 

miser l e  nombre de générateurs engendrés e t ,  d'autre part,  de façon à rendre 

redondantes l e  plus grand nombre'd'inégalités parmi cel les déjà considérées au 

cours des étapes précédentes. Un cr i tère  analogue pour déterminer a pr ior i  l e s  

inégalités qui deviennent redondantes après l'introduction d'une nouvelle iné- 



gal i té ,  a é té  étudié par H. Greenberg Clln ; cependant, l e  c r i t è re  de Greenberg 

n 'est  valable que si  l e  système ne comporte pas d'inégalités singulières. 

Finalement, on applique l a  Méthode de Double Description à l a  détermination 

de toutes les  faces d'un polyèdre convexe fermé défini sous une forme quelcon- 

que. Des algorithmes de type simplicial ont é té  proposés par C.A. Burdet C23, 

R.J.B. Wets and C. Witzgall Cl91 pour résoudre -ce problème. En part iculier ,  on 

applique l a  Méthode de Double à l a  détermination de tous l es  points extrêmes 

(et l e s  directions d'infinitude extrêmes) d'un polyèdre défini par un système 

f i n i  d'inégalités linéaires. Une méthode du type simplicial a é té  proposée 

par M.L. Balinski Cl1 pour résoudre ce problème. I l  es t  d i f f i c i l e  de comparer 

a p r io r i  l e s  performances de cet te  dernière méthode e t  de l a  Méthode de Double 

Description dont l ' e spr i t  e s t  différent. Cependant, lorsque l e  système qui dé- 

f i n i t  l e  polyèdre comporte un grand nombre d'inégalités redondantes, l a  Métho- 

de de Double Description avec Détermination des Inégalités Redondantes peut 

s' avérer plus intéressante. 



Soient X, Y deux espaces vectoriels à n dimensions, en dualité 

pour l a  forme bilineaire : a 

Dans ce qui su i t  on considérera l'espace X comme 1 'espace des 

vecteurs colonnes à n composantes réelles, l'espace Y comme l'espace des 

vecteurs lignes à n composantes réelles, e t  l a  forme bil inéaire YX, comme 

l e  produit matriciel habituel de deux vecteurs Y,X des espaces Y e t  X 

respectivement. Cependant, pour l ' interprétation géométrique des différents 

r6sultats,  on peut considérer les deux espaces X e t  Y comme en faisant un 

seul, e t  l a  forme bilinéaire n[ corne l e  produit scalaire habituel de deux 

vecteurs. 

1, ENSEMBLES POLY EDRIQUES , 

Considérons l e  système d' inégalités linéaires : 

où A e s t  une matrice m x n, b c X .  

Les solutions de ce système définissent dans X l e  polyëhe P, 
t intersection des m detri-apaca barnés : 

ûn appelle tteptrébenta;tion d ' w l  potyi?dhe P, un ensemble f i n i  

d'inégalités linéaires dont l'ensemble des solutions e s t  P. I l  e s t  donc 

évident qu'on peut associer plusieurs repfisentations à un même polyèdre P. 

Etant donné une reprgsentation AX b d'un polyèdre P, on 

appelle hypetrplan ~trontiëtre l'ensemble des solutions de l'équation : 

pour un certain i, 

t Nota : ûn dira polyèdre e t  on sous-entendra polyèdre convexe. - 



On remarque qu'un hyperplan frontière peut ne contenir aucun 

point en c o r n  avec l e  polyèdre P. Par ai l leurs,  un hyperplan frontière 

peut contenir l e  polyèdre P tout entier. Un hyperplan qui s a t i s f a i t  cette 

dernière propriété e s t  d i t  b ingu l i en .  De même, on d i t  qu'une inég&é . 

b i n g f i h e  s i  l'hyperplan frontière correspondant e s t  sb~gul ie r .  

2 , FACES (FERMEES) D'UN POLY EDP.E, 

ûn appelle dace d'wz paQèd/re P ,  .l ' intersection de P avec certains 

hyperplans frontière. L'ensemble vide e s t  toujours considéré comme une face du 

polyèdre P. 

S i  F e s t  une face du polyèdre P, F lui-&me e s t  un polyèdre. 

Par ailleurs, s i  F es t  une face de F, F e s t  aussi une Sace de P. 

Un polyèdre P es t  toujours une face de lui-même. D'autre part,  

s i  FI e t  F2 sont deux faces de P, Fl f) F2 e s t  aussi -me face de P. 

La définition de face d'un polyèdre f a i t  intervenir les  hyperplans 

frontière e t  donc, l a  représentation du polygdre. Cependant, les  faces d'un 

polyèdre ne dépendent en f a i t  que du polyèdre lui-même. En effet ,  on a l e  

résultat suivant C21 Théorème 2.4.71 : 

I l  y a équivalence entre l'ensemble des faces d'un polyèdre P 

e t  l'ensemble des parties extrémales de P, où W e s t  une pcvdie exlttrémde de P 

s i  : 

En particulier,  s i  W ne contient qu'un seul point, W es t  donc 



D'après l a  définition d 'me face, e t  du résultat ci-dessus, on 

a donc que : l e  nombre de faces d'un polyèdre P e s t  f i n i  e t  ne dépend pas de 

l a  représentation du polyèdre . 

Un sous-ensemble K de X es t  un c9ne convexe s i  : 

Soit maintenant A un scus-ensemble de Y. On défini t  alors l e  

po&ai/re de A, qu'on note A.;, par : 

L1ensenS31e A+: ainsi défini e s t  un cône convexe. 

S i  B e s t  un sous-ensenhle de X, on défini t  L'enveLoppe conique de 
B ,  qu'on note Bk ,  comme l'ensemble de toutes les conbinaisons linéaires finies - 
positives (à coefficients posi t ifs  ou nuls) d'éléments de B. L'ensemble BL e s t  

donc, l e  plus pe t i t  cône convexe qui contient 1 'ensemble B. 

S i  K e s t  un cône convexe, un ensemble B t e l  que 

e s t  appelé un membLe de g ë n é t a t e w  de K .  

Remarque 3.1 : Les définitions ci-dessus se translattent de façon évidente à 

1 'espace Y. 

Si  K1 e t  K2 sont deux cônes convexes, K1 + K2 e t  Kl  n K sont 2 
aussi des cônes convexes. Par ailleurs, s i  K e s t  un cône convexe, Gk (cône 

dual de K) e s t  aussi un cône convexe, e t  on a les relations suivantes : 



En particulier,  s i  l e  cône convexe K e s t  un sous-espace vectoriel, 

on a que : 

Dans ce qui su i t ,  on s ' intéressera en part iculier  aux cônes 

convexes qui sont aussi des polyèdres i .e .  aux c6ne-A p o t y E d r t i q u e ~ .  

L'ensemble des solutions d'un système f i n i  d'inégalités linéaires 

homogènes : 

e s t  un cône polyèchlque . Réciproquemerjttout cône polyèdrique es t  1 'ensemble 

des solutions d'un système d'inégalités homogènes. En part iculier ,  les  faces 

d 'un cône polyèdrique sont aussi des cônes polyèdriques (éventuel lement 

réduits à { O ) )  . 

Remarque : Tous les hyperplans frontière d'un cône polyèdrique K ont une inter- 

section non vide avec K (éventuellement ré chite à {O)) .  

Tout cône polyèdrique K dans X ,  es t  donc de l a  forme : 

K = A;: 4.2 

où A es t  un ensemble f i n i  d'éléments de Y : A = {Ai E Y ; i = 1 ,  ..., ml. 

D'après l a  relation (KI + K 2 ) L  = K ,  fl K;k, 2 vérifiée par les  cônes 

convexes en général, on a donc que : 



II. 5 

THEOREfqES FQMDAPENTAUX POUR LES COitlES PQLYEDRIQUES , 

Lemme d e  Farkas . 

S i  A e s t  un ensemble f i n i  d 'é léments  de Y, a l o r s  : 

firit = (A;:)$: = AL 5.1 

ou de  façon équiva len te  : 

(Y E: Y / YX 3 O lorsque AX 2 0 )  = (Y e Y / Y = UA, U 2 0) 

E t &  donné un emembte héni A de vec/tem de Y, il exinte un 

ememble B de vec:tem de X t e l  que : 

i . e .  toLLt câne polyéMque a un ememble &&i de généha;teum. 

€;tant donné un ememble d i n i  A d e  vec/tewln de Y, iR exinte un 

ememble B de v e a t e m  de X t e& que : 

AL = B.' 5.3 

i . e .  tou;t câne convexe avec wz ememble & n i  de gEnéhatewln UR: un cône 
poly2chique. 

D'après l es  théor2mes ci-dessus, on peut définir indistinctement 

un cône polyèdrique c m e  l ' intersection d'un nonbre f i n i  de demi-espaces 

homogènes ou comme l a  somme d'un nombre f i n i  de demi-droites homogènes. 

On dira qu'on dispose d'une double dactM.pfion d'un cône 
polyècMque K ,  lorsqu'on connait à l a  fois  un ensemble f i n i  A c Y e t  un 

ensemble f i n i  B c X t e l s  que : 



D'après l e  lemme de Farkas e t  l a  propriété 4.3 ci-dessus, 

on a que : 

Si K aX un câne polyédnique Xel que : 

et hé c iphoq  uement. 

D'après ce résul tat ,  lorsqu'on connait une double description 

(A.;, BL) d'un cône polyédrique K,  on connait en même temps une double descrip- 

t ion (AL , Bk) de son cône dual K;':. 

6 .  DIMENSION ET LINEARITE D'UN CONE POLYEDRIQLJE . 
Soit  K un cône polyédrique, e t  s o i t  [KI l'enveloppe finéaite de K 

i .e . [KI, l e  plus p e t i t  sous-espace vectoriel de X qui contient K ,  on déf in i t  

alors l a  dCmemion de K, qu'on note dim(K), par : 

Soi t  par a i l leurs ,  IKC, l e  plus grand sous-espace vectoriel de X 

contenu dans K.  On appelle IKC l a  pcui;tie finéuike de K, e t  on défini t  l a  

LinéatUXé de K, qu'on note lin(K) , par : 

Si K ut un câne po&édnique, d o m  : 



i )  [KI = K + (-K) 6.3 

i i )  1KC = K (-K) 6.4 

D'après ce t te  propriété, s i  K = = BL on a d'une part  : 

[KI = BL + ( - B ) ~  = (BU ( - B ) ) L  6?,5 

e t  donc : 

dim(K) = rang B 6.6 

e t  d' autre part  : 

d'où : 

l i n  (K) = n - rangA 

Finalement, on a que l a  par t ie  l inéaire 4K[  de K e s t  

l'ensemble des solutions du système d'équations : 

e t  par conséquent, IK e s t  l a  face du cône polyedrique K de dimension 

minimale. 

D'après l a  proposition 5.1, e t  l e s  résul tats  ci-dessus, on a 

que : 

où n eclt .ta dimevinion de. l ' e ~ p a c e .  



D'après cet te  propriété, dans l e  cas part iculier  où l e  cône 

polyèdrique K e s t  un sous-espace vectoriel, on a que : 

dim K + dim K' = n , 6.11 

propriété classique des sous-espaces vectoriels. 

Un cône polyèdrique K e s t  d i t  : bolide s i  dim(K) = n, a&Lco/Lt 

si  lin(K) = O (i.e. sommet réduit à l'origine) . Par conséquent, d'après 

l a  proposition 6.2, un cône polyèdriqire K e s t  sa i l lant  si  e t  seulement 

s i  son polaire K'C e s t  solide. 

Si K e ~ ; t  un câne p o ~ y ë ~ q u e  d m  X ; d R o ~  : 

A 

K = IKC @ K 

i .e .  taut cône polyèdrique peut ê t re  exprimé comme l a  somme orthogonale 

de sa  partie linéaire e t  d'un cône sa i l l an t -  

7,  TABLEAU DE DOUBLE DESCRIPTION, 

Soit K un cône polyèdrique, e t  supposons que l 'on dispose d'une 
J double description (AI, (B ) L) de K i .e. 

ûn défini t  maintenant une part i t ion de l'ensemble B~ de pénérateurs ,. 
5 de K en une partie linéaire B e t  une partie conique B~ suivant que les  

élévents de +appartiennent ou non à l a  partie linéaire IKC de K .  



De mêm, on défini t  une part i t ion de l'ensemble d'hyperplans 

frontière AI, en une part ie  singulière Ar e t  une part ie  non-singulière 

A-, suivant que les hyperplans frontières soient ou non singuliers. I 
Concrètement, les  in&,alités singulières correspondent aux i n g ~ a l i t é s  

sa t is fa i tes  en égalité dans l e  système dl inégalités AX 2 O, dont les 

solutions définissent K.  

Dl  après les  définitions ci-dessus, il e s t  faci le  de vér i f ier  

les  relations suivantes : 

i i )  A BJ = 11 i .e  A . B ~  = O ; V i  r Ï, V j  e J. 
1 

7 . 3  
Ï 

où les Ci sont des matrices dont les éléments sont nuls-et  M e s t  une matrice 

non-négative dont aucune ligne n i  colonne n 'es t  identiquement nulle. 

On peut résumer les relations ci-dessus, sous forme du 

Tableau T : 

avec M z O. (hi appelle T, l e  Tableau de Double Deschip~2on du Cône 

D l  après l a  proposition 5.1, si  K e s t  un cône polyèdrique t e l  que 

K = A" = BL alors F: = A~ = B 1  e t  réciproquement. Par conséquent, lorsqu'on 

dispose d'un Tableau de Double Description d'un cône polyèdrique K,  on 

dispose en mêm temps d'un Tableau de Double Description du cône dual W. 

Par ai l leurs,  dl après les relations 7.2, 7.3 e t  7.4, on peut identif ier  

les  générateurs dans l a  partie linéaire de K Cresp. de K*l e t  l e s  hyperplans 



singuliers de P r  Cresp. de KI e t  donc l e s  générateurs de l a  pa r t i e  conique 

de l 'un, avec les  hyperplans non s ingul iers  de son dual, ce qui  ju s t i f i e  

l a  notation "-" e t  "A" pour l e s  différentes ensembles d' indices dans l e  

tableau T. 

8.  ENSEPîBLE ESSEilTI EL DE GERERATEUPS D 'U?I CÔNE POLYEDRIQUE . 
Soi t  K un cône polyèdrique dans X e t  s o i t  B~ un ensemble 

( f in i )  de générateurs de K i . e .  

K = ( B ~ )  8.1 

k J J 
Un élément B de B e s t  d i t  hedondant d m  B s i  : 

J S i  B  U;t un enbemble de g é n é h u X e ~  d'un câne palyédiUque K, 
k J J un élément B  B  ut hedondwt d m  B n i  e t  bedemen;t b i  : 

k i .e. s i  e t  seulement s i ,  B  e s t  positivement linéairement dépendant des 

j~ j1- j  e J-kl .  

J S i  B  ~ ; t  un ememble de généhateuhcl du cône polyéddque K ,  
k J k un élernent B r: B  ut hedond& d m  BJ n i  e t  nedemevLt n i ,  B  en t  hedon- 

dmt d m  B 5 

i . e .  s i  e t  seulement s i  : 



J S i  B  u;t un evuemble de généhd;t&m d'un cône polyèdttique K, 

aeot~rl : 

où IKC a i t  la pahtie finéaine de K .  

J Si B  e.h;tAun enaemble de génénaZ:em d'un câne p o l y è ~ g u e  
k J J K , wz élément  B  c B caX nedondant davin B  s i  e t  seulement s i  : 

k B  = X + 1 h . ~ j  8.7 
j d - k  

avec X E: IKC.  

Un ensemble B de générateurs d'un cône polyédrique K e s t  d i t  

a a e n f i e l  s i  aucun de ses éléments n 'es t  redondant dans B .  En particulier,  

s i  l e  cône polyédrique K e s t  un sous-espace vectoriel de X ,  un ensemble 

essentiel de générateurs de K e s t  appelé une babe poaLiXve du sou-Upace K.  

9 ,  BASES POSITIVES D'UFI SOUS-ESPACE VECTOEIEL, 

Soit S un sous-espace vectoriel de dimension d de X .  

La cardinalité des bases positives de S, contrairement aux bases linéaires 

(au sens habituel) , varie entre d+ l (bab u poaLiXva de catt&n&X& mLnirn&e) 

e t  2d ( b a u  p o b i ~ v ~  de cm&n&é muxim&e) . Dans ce qui su i t ,  on s ' inté- 

ressera particulièrement aux I3ases positives minimales e t  aux bases positives 

maximales du sous-espace S. 



d S i  lB1 , . . . ,$ l es* une ban e J?héaihe ( au 6 e ~ b  habitueX) du 

h o u  -upace vectotUel S de dimennion d de X dos : 

1 
i i )  {B , . . . ,gd, gd+' avec : . 

eb;t une banc pos&ve de catrclinaeité minimule de S .  En parrRh~Aeh, d m  

( 9 . 2 1 ,  an peu2 conhidéhen : 

1 S i  B = {B , .. .,Bd, Bd*' l ut w e  base posiXive (de c a h c l i n ~ é  

minimule) du b o a  -apace vec;to~e.l S de d i m m i a n  d,  da^ : 

k aù B e B, ehk w e  babe LLnéahe (au sens habituel)  de S .  

10, DETEPNINATION D'UME B'SE L I  NEAI RE DY?/ SOL'S-ESPACE VECTORIEL 
DEFINI PAR UN SYSTEI'lE D 'ER1 IATI ONS Hnrf)EE!{ES , 

Soit S un sous-espace vectoriel de X défini par : 

AI = {Ai E Y  ; i s I l ,  1 = { l ,  ..., ml 

i . e .  S es t  l'ensemble des solutions du système hmogène de m équations 

linéaires : 



I $+1 e ~ t k e d o n d a n t e d a n o ~ ~  l i .e .  A L A '  ) n i e t s e d e m e n t  
T (PI p+l 1 (PI 

n i  A E [AI 1 ( i .  e. A linéairement dépendant dans A 
p+l p+1 1 (Pl) 

On défini t  maintenant un algorithme pour déterminer une 

base linéaire du sous-espace vectoriel S : 

supposons qu'à l a  f i n  de l 'étape p (p>m) l 'on dispose d'une base 

linéaire B L (PI du sous-espace A des solutions des p premières équations 
1 (PI 

du système (10.2) (BL(0) , base linéaire (canonique par exemple) de 1 'espace 

to ta l  X) : 

Etape p+l : 

i )  S i  A BL(p) # O, a l l e r  en i i ) .  Sinon : A B ~ ( P )  = O, 
p+1 p+l 

.l Z1équationA X = O e s t  redondante ( i .e .  A 
p+l 1 (p+l ) =4 (p) ) 

e t  donc : 

- Faire : B L(P+~)  = BL(P) 

- Aller en i i i )  . 

i i )  A B ~ ( P )  # O. Choisir B E B k 
p+l 

L(p) t e i q u e : ~  B # O  
p+l 

e t  construire B L(p+l) de l a  facon suivante : 

k 2- Bj E B ~ ( ~ + ~ )  s i  ~j e s t  combinaison linéaire de B e t  ' 
B' # O) t e l l e  que : B (B el3 Ap+l 

i i i )  S i  BL(p+') # , passer à l 'étape suivante avec p = p+i 
si BL(~+l !  = g, Fin : { 0 1 e s t  l a  seule solution du système 

(10.2). 



11.14 

I n te rp ré ta t i on  de 1'Alqori thme. 

Considérons l e  système d 'équations homogènes dans R" : 

où l a  nia.trice AI e s t  de rang r (rsn) . 

Supposons d1aborc2 que les r premi'ères équations du système 
(0) 

(10.3) soient linéairement indépendantes,et considérons l e  tableau i n i t i a l  T : 
n - 

dont l a  part ie  supérieure e s t  une base linéaire quelconque de l'espace to ta l  

R? e t  dont l a  partie inférieure e s t  l e  produit matriciel de l a  matrice des 
L (0) coefficients du système e t  l a  matrice de base B . 

Etape 1 : supposons que l e  vecteur pivot so i t  l a  première colonne de B L (0) 

(0) 1 
i . e .  T n+ 1 = Al (B~(o ) )  ' # O (i .e ivot non nul) (quitte à fa i re  éventuellement 

(07 
une permutation de collomes de T ) .  Formons alors l e  ~ableau(4) de l a  façon 

suivante : 
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e t  de façon générale : 

Etape p+l : Si O i p s r-1, cm peut supposer que (y)P+' + O (i.e. pivot 
n+ (p+l) 

non nul) à fa i re  éventuellement une. mutation dans les n-p dernières 

. Formons donc le tableau (?'de l a  façon suivante : 

a p+l 9 aj II (y,+l 9 a # O) te l s  que: 
j (PI j 

( ~ + l )  j li T n+ (p+l) +O 10.10 

Tn+ (p+l) 
:= 0 

I 
(PI 

A l a  f i n  de l 'étape p on aura donc un Tableau T de l a  f o m  : 

y ( P l  
: T ,  ( P I  

C 

P r 'I 

.-P IlEl 
a 1 b 1 

dont les  n-p dernières colonnes du Tableau 10.1 1 a) définissent une base 

linéaire B L(p) du sous-espace vectoriel déterminé par les  p (p < r )  premières 

éqiiations du système 10.3 e t  rlont les  n-r colonnes du Tableau 10.11 b) définis- 

sent une base linéaire B ~ ( ~ )  de sous-espace vectoriel déteminé par l es  r pre- 

mières (et donc par toutes) les équations du système 10.3. (En f a i t ,  l e s  m-r 

dernières équations du systèmes (10.3) sont donc redondantes). 
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S i  $J(o) = 
'nxn (base canonique de  IR^), à l a  f in  de l 'é tape r 

(!il (p=r), l a  part ie  supérieure du tableau nous donne l a  matrice de post- 

multiplication de Gauss pour l a  triangularisation inférieure de l a  matrice 

AI du système (1 0.3) , toujours sous l'hypothèse que les r premières lignes 1 
de AI sont linéairement indépendantes (Méthode dlElim tion par Colonnes q 7  
de Gauss). En outre, l a  part ie  supgrieure du Tableau e s t ,  à une permu- 

tation de colonnes près, une matrice triangulaire supérieure,; diagoraale 

unitaire lorsque B L(0) 
Inxn . En fa i t ,  e l l e  es t  exactement une matrice 

triangulaire supérieure à diagonale un i ta i re - s i  dans l'algorithme cl-dessus 

on ne f a i t  pas de permutations de colonnes pour déterminer un pivot non nul. l 

Exemple : considérons l e  système d'équations homogènes : I 

Remaiquo3 par ailleurs,que l a  dernière colonne de l a  part ie  - 2 
supérieure du tableau final,  ( 11, e s t  une base du sous-espace vectoriel défi- 

O 
n i  par le  système d'équations 10.12. 

C a s  général : Si l e  système (10.3) e s t  de rang r mais les r premières 

équations ne sont pas nécessairement linéairement indépendantes, on a les 

mêmes rétbj tats  que c essus s i  l'on convient de remettre à l a  f i n  du t6ri 
Tableau T l a  ligne Tn+(p+l) lorsqu'à l 'étape p+l (p+l 6 r )  j = O 

n+ (p+l) 

trj cs Cp+l, . . . ,nl, e t  de considérer donc, à l 'étape p+l, l a  ligne n+(p+l) 

du noiiveau 

n+(p+l) t e l  

tableau (4) 

tableau. On repète ce d'une ligne 

l e  que : 3 j e (p+l, . . . ,nl : es t  l e  dernier 

considé é dans ce procédé. Autrement d i t ,  s i  2 l 'étape p+l 

(p+lrr) on a que = ~ ~ j c c i p + l ,  ..., n1 ,onconv ien tde reme t t r e l a  n+ (p+l) 
( p l )  ème équation (qui devient en f a i t  redondante) à l a  f i n  du système (10.3)) 

jusqu'à l'obtention d'un pivot noil nul. 



Remarque 10.1 : Dans l'algorithme décri t  précédernrnent pour l a  détemination 

d'une base B ~ ( ~ )  du sous-espace vectoriel défini par l e  système de m équations li- 

néaires homogènesf10.2), on ne conserve en f a i t ,  à l a  f in  de 1 'étape p+l , 
que les colonnes du tableau ('+') dont l a  part ie  supérieure e s t  un élément 

de B~(P+ ' )  i .e. les colonnes définies dans (10.9) e t  (O.  O). D'autre part,on peut 

u t i l i ser  l e  même schéma de calcul que ci-dessus (10.4) pour déterminer une t e l l e  base 

linéaire B ~ ' ~ ) ,  sans effectuer nécessairement les permutations de colonnes 

lorsqu'on détermine un pivot non nul. 

Exemple : Déteminer une base linéaire du sous-espace vectoriel défini 

par l e  système d'équations : 

Méthode d1Elimination Complète. 

Soient B L(") une base quelconque de l'espace to ta l  R~ e t  considé- 
n 

rons l e  tableau : 

10.13 
B 

( 0  1 I I I 
T = < L - - - - -  

'I 

I 
3 - 



où AI est la matrice des coefficients du système (10.3), rang (AI) = r. 

Supposons d'abord que les r premières équations du système (10.3) 

soient linéairement indépendantes, et définissons 1 ' algorithme suivant : 
< 

(P)~+I 
Etape p+l : si O 5 p s r-1, on peut supposer que : Tn+(p+l) f O i.e. 
pivot non nut $quitte à faire une permutation dans les (n-p) dernières 

P 
colonnes de T). Formons donc le tableau (*;') de la facon suivante : 

I -4 
('PI 10.16 

A la fin de l'étape p on aura donc un tableau T de la forme : 

n-r 

dcnt les (n-p) dernières colonnes de la partie supérieure du tableau 10.17 a) 

définissent une base linéaire B~(P) du sous-espace vectoriel déterniiné par 
les p(p<r) premières équations du système (10.3). Par ailleurs, les (n-r) 

dernières colonnes du tableau 10.17 b) définissent une base linéaire du sous- 

espace vectoriel déterminé par le système (10.3). 

Si le système (10.31 est de rang n,et ne comporte que n équations, 
(n) 

la partie supérieure du tableau T nous donne (si 3 L(0) = 
Inxn? base canoni- 

que de IR") la matrice de post multiplication de Jordan pour la diagonalisation 
de la matrice AI des coefficients du système (10.3). 



Cas général : Si le système (10.3) est de rang r mais les r premières 

équations ne sont pas linéairement indépendantes, on a les mêmes résultats 

que ci-dessus si l'on convient, canne dans le cas géné~f de la rn(tV;c$e 
de triangularisation, de remettr à la fin du tableau T la ligne 
lorsqu'à l'étape p+l (p+lfr) : 

p+1 
= O v j  E ep+i,. . . ,nI et cela, jusquta 

p+1 
l'obtention d'un pivot non nul, ce qui revient à remettre à la fin du 

système (10.3) les équations qui deviennent redondantes au cours de l'algo- 

rithme. 

Exemple : Considérons le système d'équations homogènes : 

et on a bien : 

et {(-j )} est une base de sous-espace des solutions du système. 
Nota : on a signaléavec ("1 1 'équation qui devient redondante au cours de - 
l'algorithme. 



On verra maintenant des applications de ces méthodes à la résolu- 

tion de systèmes d'équations linéaires non homogènes. 

Résolut ion de Systèmes Non-Homogènes d1Equations l i n é a i r e s .  

Considérons le système non-homogène d'équations linéaires dans ïRn : 

où AI est une matrice (mm) et bI E Ilm. Les solutions du système (10.18) 

définissent une variété linéaire V (éventuellement vide) dans pn. 

déainit  une cornenpondance biunivoque, monotone patr nappotr;t à l ' i n d u h i o n ,  

X 
S de (X,t) d o n t  llinte.meot*on avec lfhypeh&n {(t) 1 t = 1 de ce d a n i e h  

apace  a2 non-vide. 

Démonstration. 

a) Soit V une variété linéaire non vide dans X définie par : 

O O 
Soit X c V. Il est clair que (X,l) appartient au sous-espace vec- 

toriel S de (X, t) défini par : 

X dont 1' intersection avec 1 'hyperplan i (t) 1 t = 1 1 est non-vide. Réciproquement, 
si le sous-espace vectoriel S de (X,t) défini ci-dessus contient un point 
O 
(XI), alors 2 E 1X 1 AX = b} et V est non-vide. 

b) Montrons maintenant que la transformation 



est mnotone par rapport à l'inclusion. Soit donc {X 1 AX = b) un sous-ensemble 

non-vide de {X 1 CX = dl, et considérons 

fol 

X O O (a,?) c r (,) 1 CX - dt = 01. Si t = O, alors AX = O et on a que : 
% O w 
X + AX c {X 1 AX = b) VA c: IR, où X est un vecteur arbitraire de {X 1 AX = bl, 

O O 
et donc : 2 + AX E {X 1 CX = dl VA E R i.e. C% + ACX = d, VA EIR. 

O 
Par conséquent, puisque 2 E {X 1 CX = dl, on a que CX = O et finalement : 

(?,O) E {(t) 1 CX - dt = O}. 

c) D'après la partie b) la trans.Konnati.on : 

est bien définie. En effet, si {X ( AX = bl = {X 1 CX = dl alors 

X c (X) 1 AX - bt = O} = (t) 1 CX - dt = O}. t 

X 
d) La transformation { (t) 1 AX - bt = 01 - {X 1 AX = bl est monotone par 

rapport à l'inclusion. En effet : 

X X X E {X 1 AX = bl si et seulement si (,) E {(t) 1 AX - bt = 01 

X 
e) D'après d) la transformation {(t) 1 AX - bt = O) -+ {X / AX = bl est donc 

bien définie . 
Le théorème est donc démontré. 

Remarque : Etant donné une variété linéaire non-vide V dans X , on peut, d' après 

le théorème 10.1 , lui associer un sous-espace vectoriel S unique dans 6 , t) dont 
X 1 ' intersection avec l'hyperplan {( ) 1 t = 1) de cet espace est non-vide, et t 

réciproquement. On peut donc exprimer la correspondance induite par (10.19), 

sous la forme : 
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Les résultats ci-dessus nous permettent de ramener le problème de 

résolution d'un système non-homogène d'équations linéaires dans IRn à un problè- 

me de résolution d'un système homogène dans  IR^". Concrètement, dans la résolu- 
tion du système non-homogène (10.18), on considère le système homogène : 

qui résulte du système (10.18) lors de l'adjonction d'une variable supplémen- 

tiare t E IR. 

Remarque : D'aprèsle théorème 10.1, il est clair que si le système non-homo- 

gène (10.18) est consistent (i.e. V # @) ; une équation quelconque de ce sys- 

tème est linéairement dépendante si et seuleillent si l'éçiuation homogène corres- 

pondante lest linéairement dépendante dans le système honogène associé (10.23). 

Par ailleurs, le système d'origine (10.18) est consistent si et 

seulement si bI c [{A: 1 j = 1,. . . ,nll i.e. si et seulement si : 

Supposons maintenant que le système (10.18) soit de rang r (rin). 

L'algorithme défini précédemment pour la détermination d'une base linéaire d'un 

sous-espace vectoriel défini par un système d'équations homogènes, nous permet 

de déterminer Ime base B ~ ,  de cardinalité ( n - 1 ,  du sous-espace vectoriel 

S(V) de IR"+' défini par le système (10.23) . D'autre part, le système (10.18) 
P L 

est consistent si et seulement s'il existe au moins un vecteur B O a B tel e 
que B 0 # O. Par conséquent, d'aprcs (10.22), la solution générale du système n+ 1 
d'origine (supposé consistent) est de la forme : 
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Par ailleurs, on peut considérer, sans perte de généralité, 
L L que tous les vecteurs B E B sont tels que f O. En effet, s'il existe 

k  L k  k j  B o B tel que = O, il suffit alors de remplacer B par (B +B ) où 

Bj c BL, B # O (si le système dlorigine (10.18) est consistent il existe 
j L au moins un B E B avec f O). La solution générale du système (10.18) 

est donc de la forme : 

Exemple : Déterminer la solution générale du système non-homogène : 

Considérons le système homogène associé : 



- u +  
T t + + / ?  
w n n m  

LOLnV 
II - U N  

II II II 
n n n  n n n  
? N M b l O  7 N 
V U V U V  V V  

n n 

V Y + + 
N n n  
u - -  

1 

Nota : Au-dessus de chaque tableau on a détaillé les différentes opérations - l 
réalisées sur les colonnes du tableau précédent. D'autre part, on a signalé i 
avec (9;) l'équation qui devient redondante dans le système homogène, et donc 

dans le système dlorigine, lors de l'introduction d'une nouvelle équation 

du système au cours de l'algorithme. 

l 
L ~ I  partie supérieure du dernier tableau nous donne une base linéaire du,sous- 

espace vectoriel S de défini par le système homogène associé au système d1 

d'origine. La variété linéaire V (de dimension 2) est donc constitué des vec- 
teurs X de fRn de la forme : 
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Commentaires : 

Dans l a  résolution de systèmes d'équations linéaires (homogènes ou 

non-homogènes) au moyen des méthodes décrites précédemment, il e s t  intéres- 
(PI 

sant de choisir l a  ligne de pivotage dans l e  tableau T (i.e. l a  nouvelle 

équation à l 'étape p+l) corne cel le qui comporte l e  plus grand nombre d'élé- 

ments nuls, de façon à diminuer l e  nombre to ta l  de combinaisons linéaires 

de paires de-colonnes calculées au cours de l'algorithme. Par a i l leurs ,  il 

es t  évident que l e s  équations caractérisées redondantes au dours de l 'algo- 

r ithme peuvent ê t re  é l  iminée s du système . 

Il, REPRESENTATION ESSENTiELLE D'UN SYSTEPE D' INEGBLITES 
LINEAI RES , (t) 

Soit K un cône polyédrique dans X défini par : 

Une contrainte g, r E 1, e s t  d i te  aedonefante d m  A{ s i  : 

PtropohiZion 7 7 . 7  [Lemme de Farkasl 

Une con&a,inte y, r e 1, tedondante daah fi? h i  e t  h ~ u k m e &  

h i  : 

(t) Nota : Désormais on dira indistinctement inégalité ou contrainte. - 
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Remarque 1 1.1 : 

S i  K e s t  un cône polyédrique, alors : 

K = A t  s i  e t  seulement s i  K" = (AI)L 

Par conséquent, d ' après les propositions 8.1 e t  1 1 . l ,  on a que : 

Une contrainte Ar, r e 1, es t  redondante danS A!, s i  e t  seulement si,  q es t  

redondant dans AI. 

Par ailleurs, du f a i t  qu'on peut identif ier  l es  contraintes 

singulières [resp. non-singulières] de K = RF, aux générateurs de l a  part ie  

linéaire Cresp. conique1 de K "  = A$, on a des résultats analogues à ceux de 

l a  Section 8, pour caractériser les différentes contraintes qui définissent 

un cône polyédrique : 

SoLt K un câne poLyi!dtLique .tel que 

Une con;Dr.ainA:e A*, r E Ï, e6.t aedondante d w  kf, s i  et nedement s i ,  
A: es t  tedondante d m  A"; 

Ï 

Par ailleurs, du f a i t  que 3P[ = A ~ ,  on a que : 
Ï 

Si K e6;t un cône po&éd~que ;tel que : 

K = 9  
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i .e . l e  sous -espace engendré [KI es t  1 'intersection des demi-espaces 

singuliers. 

Si  K e s t  un cône polyédrique t e l  que K = Rf, on dira que A? e s t  

une ~ p h ~ ~ ~ ~ 0 Y t  aaenti&e du cône p o ~ ê ~ q u e  K, si aucune contrainte 

A* r E 1, n 'est redondante dans 9. ry  

12, TRANSFORMATION D 'UN SYSTEME D'EQUATIONS L I N E A I  RES EN UN 
SYSTEME D ' 1 NEGALITES L I  NEAI  RES , . 

Considérons l e  système d'équations linéaires homogènes: 

dont 1 'ensedle de solutions e s t  l e  sous-espace A$ J$ = [AI]> où [AI], 

e s t  l e  sous-espace engendré par les lignes de l a  matrice AI. 

Soit  maintenant B un ensed le  de générateurs (au sens posi t i f )  

du sous-espace vectoriel [AI] i .e .  CAI] = B ~ .  (hi a donc : 
3; 

= [AlIf = (BL) = B* i .e  %est  une représentation du sous-espace vecto- A~ 
I r ie1  AI. Par ai l leurs,  si B e s t  me  base positive du sous-espace vectoriel 

1. CAI], Bk e s t  une représentation essentielle du sous-espace vectoriel AI. 

Dl après l a  proposition ci. 1 , deux représentations essentielles 

du sous-espace sont particulièrement intéressantes : 

Représentation Essentielle Maximale de A: : 

A ~ X ~ O  i e l  

J, Représentation Essentielle Minimale de AT 



où A? e s t  un soiis-ensemble de rang maximal de AI, e t  les  ~ ~ ( i $ )  

des cons tantes strictement positives fixées arbitrairement (éventuelle- 

ment, A = 1 ; Y i  c ?). i 

Remaraue 1 2.1 . 

Les résultats ci -clessus nous permettent de transfomer 1 es 

systèmes d'équations homogènes en un s y s t h e  dlinégalit$s homogènes 

équivalent. 

13,  DETEPMINATION D'UN ENSEVBLE DE GENERATEURS D 'UN CÔNE 
POLYEDRIQUE : IDEES DE BASE DE LA. PETHODE DE QOUBLE 
DESCPIPTION 

Soit  K un cône polyédrique dans X défini par l e  

système d'inégalités linéaires homogènes : 

Supposons que l 'on dispose d'un ensemble B J(p) (BJ(~) # @) de 

générateurs du cône polyédrique g: 
1 (PI ' défini par les p premières 

i ~ é g a l i t é s  du système (13.1) ( s i  p = O, B J(") e s t  un ensemble de générateurs 

au sens posit if ,  de l'espace to ta l  X) . Un ensemble B' ' (P+' ) de générateurs 

du cône polyédrique A;? 
1 (P+ 11 

peut ê t re  défini par : 

i )  Si A.; 
p+l 

['esp. AI 1 e s t  redondante dans AF(p+l) ( i  .e A" 
P+ 1 

alors : 
BJ (P+' ) = BJ (P) 

i )  si : [resp. AL 1 n 'es t  pas redondante dans A-'- ï (p+l j ' alors : 
~ ' 1  P+1 
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i . e .  B J(p+l)  es t  constitué d'une part des générateurs Bj , Bj E BJ(~)  , 

qui sont dans l e  demi-espace fermé , (resp . dans 1 ' hyperplan Ap+l) L , e t  
d'autre part ,  des combinaisons linéaires positives B j (kyh) ,  des vecteurs 

Bk e t  Bh (Bk, gh e B ~ ( P ) )  situés de part e t  d'autre de l'hyperplan frontière 

Ap+l, combinaisons t e l l es  que A Bj(k,h) = 0. 
p+l 

Remarque 13.1 . 

Si A Bj < O V B ~  E g J ( ~ ) ,  I f e n s e d i e  B 
p+l 

J(pil) déteminé 

en i i )  e s t  vide, e t  { O 1  e s t  l a  seule solution du système 13.1 . 

L'ensemble B J(p) (de générateurs du cône polyédrique A*. 
1 (Pl) 

considéré ci-dessus, n ' es t  pas nécessairement essentiel.  Par ai l leurs,  

même dans l e  cas où B J(p) e s t  essentiel, e t  du f a i t  qu'on considère dans 

i i )  toutes les combinnisons linéaires positives B j (k,h), l'ensemble B J (pil ) 

qui en résulte, n 'est  pas nécessairement essentiel.  On verra plus loin, 

des cri tères qui permettent de déterminer, à chaque étape de l a  méthode 

ci-dessus, un ensemble essentiel de générateurs. 

1 4 .  CARACTERISATION DES FACES D'UN CÔNE POLYEDPIQUE.  

Soit K un cône polyédrique dans X défini par 

Les faces (fermées) F d'un cane polyédrique K sont-elles 

aussi des cônes polyédriques, contenus dans K. Par ailleurs, étant 

donné que les faces d'un cône polyédrique K correspondent aux sous 

ensembles extrérnaux de K,  on a que : 

où F e s t  une face quelconque de K .  



H J S o i t  BH c BJ. On d i t  pue B dZt&ne une dace de K (K = (B )L)  

n i  Ra ~JLUA pe-ti;te dace de K q u i  contient B~ ne confievLt aucun autke élément 
de gJ. 

H J H 
S u a  B c B t e l  que B détet~mine Une dace de K. ARonn, .il,i F e ~ 2  

H Ra plun p e W e  dace de K q u i  condienX B , on a que : 

i) B~ = gJ, F 
1 
1 
l 
l 

4x1 F = (BH)L 
1 

1 1 
1 

l 

Dem : La propriété i )  e s t  une conséquence immédiate de l a  définition 1 4 . 1 .  
l i 

La propriété i i )  résulte du caractère extrémal de F. 

PnoponiZLon 1 4.2 

H S i  F e~;t  une dace de K, d u h n  B dédini pah : 

Dem : J H En e f fe t ,  s i  B~ = F tl B alors : F = (B ) L  

H i .e .  F e s t  l a  plus pet i te  face de K qui contient B . 

Remarque 14.1 : Une cmdition nécessaire pour que BH, BH c BJ, détermine 
J H 3 J J une face de K(K = (B ) L )  est  que B 3 B , où B e s t  l a  part ie  linéaire de B . 

J Remarque 1 4.2 : Soit K = (B ) . I l  e s t  c la i r  que B~ détermine K.  Par ai l leurs,  

c j  2 c s t  l a  part ie  linéaire de B ~ ,  d détermine IKC (partie linéaire de K) , 
S c t  cm 3 bien IKC = (B )L. 



H Remarque 1 4. 30 : Si F e s t  une face fermée de K t e l l e  F = (B ) , alors la  

face ouverte F correspondante, e s t  donnée par : 

J S o i t  B B enemble quelconque de g é n é h a t e w  d ' u n  c&e po&éd,q,i- 
H J  k pue K. S o d ,  p m  a iUeum,  B c B tel que B dét~tetunine une dace P de K .  

- H H A l o ~  : r B e s t  4edondanX d a m  B a i  e t  seulement a i  BJ e n t  nedondant 
J d m  B . 

Dem : 

Bj E BH 

BJ redondant dans B => 1gJ redondant dans B J 

BH c BJ 

réciproquement : 

J Remarque 14.4 : Si  $1, B~ c B , détermine une face F de K,  alors 

H dim F = dim CB 1 

H où CB 1 e s t  1 'espace vectoriel engendré par BH . D après l a  remarque 1 4.1 , 
s i  F e s t  une face de K alors : 

dirn F 2 dim IKC = lin(K) = d. 



S i  K ut un câne polyédtrAque de finéatM.té - d, K ut é g a l  b o i t  

à b 0  deule dace de dimennion d 6 o i t  à l'enveloppe convexe de beh 6ac~h de 

dimenhion d+l . 

Un ensemble essentiel  de générateurs d'une face F de dimension 

d+l de K e s t  constitué, d'une par t ,  d'un enseirble essentiel  de générateurs 
F de l a  partie l inéaire de K e t ,  d'autre pa r t ,  d'un seul élément X contenu 

F l 
dans F e t  non contenu dans IKC. (X e F e s t  déterminé modulo un vecteur arbi-  i 

F l 

t r a i r e  de 1K[. En part icul ier ,  s i  l K [  = 101, X e s t  déterminé de faqon uniqi~e) . i 
1 

S i  K u.t un cône po&échique de LLnéanARé d, K f FOI, un ~memble 
ehnen,fiel de  généhateu4h de K es.t c o n b ~ u é ,  d'une paht ,  den vcoteunh X F 

E h o i 6 h  d m  chacune de diddënen-ta daces F de dunenhion d+l de K (de  bo&e 
pue xF E F et xF & IK[ )  et, dlaU-tne p a h t ,  [ h i  d70) d'un erisedle e o n e d e l  
de généh&m de l a  p&e k'i,né&te lK[ de K .  aA%ah.b t o l L t  enbernble d 
de génehateuhh de K con,tient un sou-ennewb-te e.û.ie!t+ief J e  ((Enénat~uhn ?e Y .  

15. DETEPJ~INATION DE TOUTES LES FACES D'UN CÔNE POLYEDRIQUE 
A PARTI P DE SON TABLEAU DE DOUBLE DESCPIPTION , 

Supposons que l 'on dispose d'un Tableau de Double Description 
J (AI,B ) d'un cône polyédrique K (et  donc d'un Tableau (gJ, AI) de K") : 

ofî certaines des sous matrices peuvent ê t r e  éventuellement vides. 

Les faces (fermées) F de K sont des cônes polyédriques contenus 

dais L, e t  donc dans A!, - e t  qui résultent de l ' intersect ion de K avec un sous- 
1 ensemble A. (A. , éventuellement vide) de ses hyperplans frontière non-singuliers 

T T 



L 
(i .e.  F = K  n k ) .  

IH 
J Remarque : Si  (AI,B ) e s t  un Tableau de Double Description quelconque de K, 

une même face F de K peut ê t re  caractérisée par différentes sous-ensembles 

A, d e k .  

IH 1 

J SoLt (Af, (B ) L )  une Double Deschipiion y udconque d'un cGne 
I po@ëchique K. S i  F e s t  une dace &mrnée de K donnée pair : F = K fl A, ,  do^ 

BH dé@ pair : IH 

$1 = I B ~  E BJ / k Bj = O }  

Dem : C'est une conséquence directe de l a  proposition 14.2. 

J J Remarque 15.1 : Si  k = @, alors : F = K, BH = B e t  B détemine K.  

- - IH 
J 5 S i  b = L, alors : F = I K C ,  B~ = B e t  B détermine K. 

IH 1 
On s 'intéresse maintenant au problème réciproque i .e. à caractériser, 

J H J à pa r t i r  du Tableau (AI,B ) de K,  les  sous-ensenbles B de B qui déterminent 

des faces F de K : 

J Soi$ (AI, (B ) L, une Double D e 6  chiption qu&conque d 'un cône pot@- 
H f ique K. Aloa ,  une concldion n é c ~ ~ a i h e  & ~ u ( @ a n t e  pow.  que B détemine 

une dace F de K e s t  que : 

1 7 )  n i  F # IKC , d'une patrR. : 

il BH A 3 BJ, BH # 8' et, d'autre part ,  s i  l'on déf ini t  : 
A 

= BJ A 

.CI A 

= (i E I J A ~ B ~  = 0 )  
H 



Dem : C 'es t  une conséquerice directe de l a  définition 14.1  e t  des 

résultats ci-dessus cmpte-tenu du f a i t  que . 

H, 
e s t  l a  plus pet i te  face de K qui contient B . 
Remarque 15.2 : En f a i t ,  on peut reformuler l e  théorème 15.3 sous une forme 

plus synthétique, avec l a  convention suivante sur 1 'hypothèse : 

A A 

A 

H) : j B e B ~ - ~  t e l  que A ~ B ~  = O vi I~ 
Convention : A A 

H 

J-H i )  s i B  = q H )  e s t  alors sa t is fa i te .  

A J-H i i )  s i  1, = @, H) devient : 3Bj E B ( i  .e. B ~ - ~  = @) 
H 

J S i  (y, (B ) L )  e6C une Double VehchipZion quelconque du cône 

polqé&que K, une con&.tion néces* aiire e t  4 uddh unte poun que $1, BH c B ~ ,  

detehmine une dace F de K e 6 t  que, d'une pah/t : 

e t ,  dla&e pu& : 

A A 

A 

j ii) d ~ j  E B ~ - ~  X& que : A - B  1 = O ~i 'i I~ 
H 

e t  compte tenu de l a  convention ci-dessus. 
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Le théorème 15.1 nous permet de caractériser les différents sous- 
H J ensembles B de B qui déterminent des faces du cône polyédrique 

T 7 

K(K = Af = (BJ) L) à pa r t i r  du tableau (AI ,BJ) de K (de l a  forme 15.1 ) e t  
T 

plus concrètement, à pa r t i r  de l a  matrice M du tableau ( A ~ , B ~ ) .  En effe t  

on peut encore r e f o m l e r  le  théorème 15.1 sous l a  forme : 

S i  (9, (BJ)~)  e6.t w e  V o d l e  D~ciMpf ion  quelconque de K, une 
J condifion nécesnuhe e.t subdiAan.te p o a  que BH, B H c  B , déXemine une dace 

H 5 F de K en;t que, d'une patct B 3 B e i  que, d ' d e  p&, h l  n1exin;te pa6 de 
A A 

colonne MI, j E J-H, de M dont llenbembRe des indicen des cornponanten n&en 

confienne l ' e m  emble den indices d a  compob a n t a  a i m ~ m & m e n ~ t  nuRees p o u  
A A A 

.tou.tes les  colonnes ~ j ,  j E H, où H = H 0 J. 

J L Par ai l leurs,  du f a i t  que K = AT = (B ) s i  e t  seulement s i  
K9: = (B J )* = (AI) L ,  les  résultats ci-dessus nous permettent aussi de carac- 

J tér iser  les faces F de Kn, à pa r t i r  du tableau (AI,B ) .  

J S i  (A;, (B ) L )  e s t  une Double D e h d p ü o n  quelconque du cône 
polyédhique K, une c o n U o n  nécennaUre et su66iAan;te pouil que %, C AI, 
dé,tmmine une dace F de K* ent  que, d'une p a b t  + D  Ar et que, d 1 ~ e  p(M*# 

4 A 

*e nVerin.te pa6 de eigne Mi, i E 1 - H, de M, dont R'euembRe d a  indices 

d a  componantes nulles consenne l'emenible den indices den cornponantes 
A A A 

nim&anément n a e s  pom totLtes l e s  figea Mi, i E H, où H = H 1. 

Remarque 15.3 : Dans l e  théorème 1 5.2 [resp. Théorème 1 5.1 1, e t  dl après 

l a  convention de l a  remarque 15.2, l a  seconde condition e s t  sa t i s fa i t e  imé-  
A A A A 

diatement lorsque 1 - H = @ Cresp. J - 1-1 = p l ,  e t  e l l e  devient : "il n'existe 
A A - - 

pas de ligne Mi, i E 1 - Id, de M' [resp. "il n'existe pas de colonne M', 
A A 

j c: J - H, de M"1 lorsque l'ensemble des indices des composantes simultanément nulles 
A A 

pour toutes les  lignes Mi, i e H [resp. pour toutes les colonnes ~ j ,  j E Hl 

e s t  vide. 



Remarque 15.4  : D'après les  résu l ta t s  ci-dessus pour caractér iser  les  

d i f fé rents  sous -ensembles qui déteiminent des faces d'un cône polyédrique , 
il s u f f i t  de disposer d'un Tableau de Double Description Binaire d'un t e l  

cône i . e  d'un Tableau où l 'on signale seulement s i  un élément de l a  matrice 

'r (de l a  sous-matrice My concrètement) e s t  pos i t i f  (+) ou nul (O) . 
Remarque 15.5 : On remarque finalement que s i  on s ' in té resse  à une détermina- 

t ion  "efficace" de t.outes l e s  faces de K (resp. de K*) à p a r t i r  des sous-ensem- 

H J bles  B de B (resp. % de AI) qui déterminent ces faces de K (resp. K*), il 

e s t  avantageux de disposer d'un ensemble B~ (resp. Al) dont tout  l e s  élements 
A 

J J de B (resp. A-) soient essent ie l s  dans B (resp. AI). 
T 

16,  R E D U C T ~ ~ N  CtU:I TK3LEP.C 3E DOUBLE PESCKIrTIû;: i (DÉTERMI NATI ON DES GÉNÉRATEURS ET DES CCNTRAINTES REDONDANTES) , 
J Etant donné un Tableau de Double Description quelconque (AI,B ) 

d'un cône polyédrique K y  on s '  intéresse maintenant à déterminer un ensemble 
J essent ie l  B de générateurs de K e t ,  de façon duale, un ensemble essent ie l  

AI de générateurs de K;? ( i . e .  ure représentation essent ie l le  AT de K) 

J Si B en2 wl ememble quelconque de 9évtéta;teunil d'un cane 

p,alyédGqug K, une candi.tion nécaa & t e  e t  nuidhanXe pouh qu' un élémevd 
J B', Bk E B ~ ,  6oiA es6entie.t d a m  B e a t  que 5 k R U { B 1 dE2eMne une dace 

F de K. 
h 

Dem : 
k k J 5 k So i t  B E BJ, B essent ie l  dans B e t  supposons que B U {B 1 

ne détermine pas une face F de K .  

'L 
k So i t  F l a  plus pz t i t e  t ace de K qui contient BJAU {B 1 .  I l  ex is te  

e S-k % 

donc B E B t e l  que B' e F. Parbailleurs,  puisque Bk E BJ, dim - F 2 d+l . 
Considérons d'abord l e  cas où dim F = d+l.  On a donc que : ? = (BJ U 

k e t  B e s t  alors redondant dans BJ. Considérons ensuite : dim $ . d+l .  Puisque 
k ? e s t  l a  plus p e t i t e  face de K qui contient BJ V {B 1 ,  on a que Bk E 

k ( intér ieur  r e l a t i f  de $) . B peut donc ê t r e  exprimé corne combinaison l inéa i re  

posit ive de vecteurs de ap~ar t enan t  à des faces de dimension d+l de 
k 

(voir  théorème 14.1 ) . Donc une contradiction e t ,  par conyéquent, s i  R es r 
J 5 essentiel  dans R , B U {B"? détermine une face F de K.  



k Réciproquement s i  B' 0 (B 1 détermine une face F de K, alors 
k 3 k k  dim(F) = d+l e t  B e s t  essentiel dans B U CB 1. B e s t  donc essentiel 

J dans B (voir proposition 14.3) 

Si  on dispose maintenant d'un Tableau de Double Description 
J (AI,B ) de K de l a  forme (15.1), on peut r e f o m l e r  l e  théorème 16.1 sous 

l a  forme : 

J S i  (Ai, (B ) L )  es t  une Double Description quelconque d'un cône 

polyédriqug K, une condition nécessaire e t  suffisante pour qu'un élément 
J Bk, Bk CE BJ, s o i t  essentiel dans B e s t  qu ' i l  n 'existe pas de colonne M', 

A 

j o J-k, de M dont l'ensemble des indices des composantes nulles contienne : 

l'ensegble des indices des composantes nulles de l a  colonne Mk de M i .e .  
k J J B c B e s t  essentiel dans B s i  e t  seulement s i  : 

A 

é ~j gJmk t e l  que : E L, A ~ B ~  = O -, AiBj = O 
1 

A 
A 

Nota : i )  Si  A ~ B ~  > O V i  'i 1, l a  condition 16.1 devient : jj Bj E B ~ - ~  

A 

i i )  Lorsque B ~ - ~  = 0, l a  condition 16.1 e s t  immédiatement sa t is fa i te .  

Remarque 1 6.1 . 

On peut montrer, de façon plus directe, l e  résultat part iculier  

suivant : 

l e  c a  p W c & ~  où l'um den h y p o t h è n a  bu.i.vdYLted 

alt baAih&i.te : 

A 

ü) ]Ai ' A, t e l  que A. Bk > O  e t  A. ~j = O vj j-k 
O 1 lo  l o  

A 

t e l  que A. B~ = O e t  A. Bj > 0 j E J-k) 
lo  l o  

k J B e s t  alors essentiel dans B . 



Dem a La condition i )  e s t  une conséquence directe de l a  proposition 

8.1 . I l  en es t  de même de i i )  compte tenu de l a  proposition 8.3. Par contre, 

i i i )  n ' e s t  qu'une particularisation directe de 16.1 . 
A 

i i )  J 

k 

Exemple : Tous les  générateurs canoniques (vecteurs unitaires) de 1 ' orthant 

positif  de Dl? sont essentiels d' aprPs i )  [resp. i i )  1 . 

J S i  (AT, ( B -  ) L )  es2 wre VuubLe Desfhipfion quelconque du A c.Ône pot@- 

dhique K ,  une condiAion nécesbdnc et suddisante p o u  que AI,,^L e 1, 6oL-t 

ensenti&e d m  A? es2 q u ' i l  n'ewiste pas de Ligne Mi, i E 1-1, de M don* 
t1 emembLe d e s  indices d e s  coqosan;tes n&es confienne l1  emembte d e s  indices 
d e s  comp06 antes nulles de t a  Ugne M L  de M i. e. As: R e6.t es6 en t i eue  d m  Ai 

6 i  eA sedernent a i  : 
A 

f~~ E A ; - ~  &tee pue : BJ E B ~ ,  A ~ B ~  = O  => A - ~ j  1 = O 16.2 

A 

Nota : i )  Si  A ~ B ~  > O  V j  r J l a  condition 16.2 devient : $Ai c A. 
1 -1 

i i )  Lorsque k = $3) l a  condition 16.2 e s t  immédiatement sa t is fa i te .  
1 -L 

On peut montrer, de façon plus directe, l e  résultat  particulier 

suivant : 

Dari6 t e  cas pah t i c f im  où t1  une d e s  hypofitheo en 6 ui.van;tes ut 
antin~ai;te : 

i) AR LinéaitLement indépendant danh AI 
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A 

jo j O A LI i~ c ~ ~ t e , t  que AP > O e t A i ~ ' 0  = O V ~  e 1-tee 

A 

A 

r j ü i  ~ B ' O  c gJ t e 9  que A Hjo = O e f  x i ~ j o  > O 1-el 

Dem : Voir démonstration de l a  propriété 1 6.1 . ' 

Exemple : Toutes les contraintes x 3 O ; i = 1 ,  . . .II sont essentielles d'après i 
i )  Cresp. i i )  1 . 

On peut encore r e f o m l e r  l e  théorème 16.2 sous l a  forme équiva- 

lente silivante : 

A 

Une c o n w o n  nécesdaine et aub@ante p o w i  que A:, r E 1, soi2 
mdondante d m  &{ e s t  que, d ' w e  p a h t ,  A so*t Unéahement dépendant dam 

r 
AI et que, d 'a&e p a h t ,  l'une de deux h i2ua ; t i o~  duivanten 6 o L t  véhidiée : 

ou bien : 

i) A,B~ > O m j  c BJ 

OU bien : A 

LI i~~ C A  tetee que : ~j E B ~ ,   AB^ = O  =>  AB^ = 0. 
1 -r r s 

Remarque 16.3 : Le théorème 16.2 (bis) a é té  démontré de façon directe dans 

Cs1 à l 'aide du leme de Farkas e t  de l a  méthode de Double Description. 

Si on considère l e s  hypothèses suivantes : 
A 

HI) : E A,, A ~ B ~  > O V B ~  B~ 
1 A 

J HZ) : Ar E A&, ]AS E AA t e l  que : Bj E B , A ~ B ~  = O   AB^ = O  
1 1 -r s 

On peut é tabl i r ,  d'après l'équivalence des théorèmes 16.2 e t  16.2(bis), 

les  relations suivantes : 



redondante dans AI 1 

HZ) 

redondante dans Af 

où : Ar E CAI-..] <=5 Ar linéairement dépendant dans AI. 

Remarque 16.4 : On peut reformler leThéor6me 16.1 (bis) de façon analogue 

au théorème 16.2 (bis) . 
A 

Remarque 16.5 : D'après les résultats ci-dessus l a  situation A , B ~  > O V B ~  c B J 
k L  [resp. A ~ B ~  > O VAi e Al e t  An essentielle dans Af [resp. B essentiel dans 

J L k B 1 n'est possible que 4 i  AL e s t  l e  seul élément de A, [resp. B l e  seul 

élément de BJI  . 1 

3 Exemple : Soit  K un cône polyédrique dans R défini par : 

A ' i X Z O  
z 

A'3 : )7 3 O z K = AI = (B O)L 

z 
O 

A ; : :  z 2 0  
B O = (o), Z.,>O 

4 
z 
O 



IL = { A ~ } ,  gJ = { B O \ A4B O > O e t  A4 e s t  essent ie l le  dans 
Z T 

-ol J AI Iresp. B essent iel  dans B 1. 

Remarque 16.6 : Les résul ta ts  ci-dessus nous donnent des c r i t è res  pour dé- 

terminer toutes l e s  contraintes non singulières redondantes Iresp. tous 

l e s  générateurs dans l a  pa r t i e  conique redondantsl d'un cane polyédrique, à 

p a r t i r  de son Tableau de Double Description. 

I l  va sans clire que l a  détermination de t e l l e s  contraintes 

C resp . générateurs 1 doi t  ê t r e  f a i t e  une à une i .e une fo i s  qu 'une contrainte 
r Ar Cresp. un générateur B 1 e s t  caractérisée comme é tant  redondante, l a  ligne 

Mr Cresp. l a  colonne M ~ I  de l a  matrice M du Tableau, ne doi t  plus ê t r e  consi- 

dérée dans l a  recherche d'autres contraintes redondantes Cresp. d'autres 

gériérateurs redondants]. En f a i t ,  l a  redondance de A.; dans kt Cresp. de R' 
J r T 

dans B 1 e s t  une propriété de Ar Iresp. B ~ I  relativement à l'ensemble AI 
J Cresp. B 1 tout en t i e r .  

2 Exemple : Considérons l e  cône polyédrique K = A'; dans R où 
1 

AI = { (1 ,O), (0,-l) , (1,1), (1 ,-1) 1 .  I l  e s t  c l a i r  que { ( 1 , 7 )  e s t  redondante 

dans kf . De même, (1 , -1 ) }* e s t  redondante dans A';. Cependant, i (1 , -1 ) }^ 1 
n 'es t  plus redondante dans (AI \ { ( l , l ) l ) %  

Remarque 16.7 : Les cr i tè res  de détermination des contraintes non singulières 

redondantes Cresp . des générateurs dans l a  pa r t i e  conique redondants 1 
5 sont indépendants de l'ensemble par t icu l ie r  A Cresp. B 1 qui dé f in i t  

5 [KI = A' (resp. IKC = (B ) L ) .  Ï 

9 

Détermination des Contraintes S ingulières P.edondantes Cresp . des 
- .C 

Générateurs &î Part ie  Linéaire Redondants 1 : - -. 

J Etant donné que s i  K = 9- = (B ) L ,  alors lK*[ = (A-) 
S (resp . IKC = (B ) L )  , déterminer un ensemble essent iel  A de coniraiiltes 

Ï singulières (resp. un ensemble essent iel  B~ de générateurs dans l a  Par t ie  

Linéaire) revient à déterminer une base posi t ive de 1K;'~I (resp. IKC) . 
Par a i l leurs ,  ce dernier problème e s t  intimément l i é  (voir section 9) à 

l a  détermination du plus grand sous-ensemble de vecteurs linéairement indé- 
J pendants dans A - (resp. dans B ), ce qu'on peut aborder par  une méthode 

d '  orthogonalisa$ion, par exemple. 



D 1 autre part, puisque A*, r r Ï (resp . B' , r e 3) est redondante dans 
J AT (resp. dans B ) si et seulement si R; 6-esp.  est redondante dans Ait - &esp. - I 

dans ~ 3 ,  et compte tenu de la remarque 16.6, on peut faire la détermination des 

éléments singuliers redondants indépendamment de la détermination des éléments 1 
non-singuliers redondants, et vice versa. 

17 DETERMINATION DE TOUTES LES FACES D I L I N  CÔNE POLYEDRICUE K 
DEF I N I COMME L 'ENVELOPPE CONVEXE DI UPl ENSEYELE F I  1 DE DEN I 
DROITES, 

Soit K un cône polyédrique donné sous la formc K = (B") L ,  où d 
est un ensemble (fini) de générateurs de K, et considérons le cône dual &': 

de K, @ = J J (B )*. Soit, par ailleurs, ((B )*, A$) une Double Description dii 
J cône polyédrique IP. hi sait alors que (Al, (B )L) est une Double Description 

du cône polyédrique (P)* = K. Par conséquent, si l'on dispose d'une Double 
T 

Description ( (B~)" ,  ~ f . )  du cône polaire Kit de K, déterminer toutes les faces 

(fermées) de K = (B~)L revient à déterminer, à partir du Tableau de Double 
H J Description associé à K't, tous les sous-ensembles B de B qui déterminent 

des faces (fermées) de (IQ':)y: = K. Concrètement, pour la détermination de 

toutes les faces de K = (BJIL on procède de la fason suivante : 

i) On détermine dlabord,au moyen de la Méthode de Double Description (s.ection 

13) et des Critères pour la détermination des Contraintes et b,es Générateurs 
J Redondants (section 16), une Double Description Essentiel ((B )*, AL) duecône 

J polyédrique K* = (B )$: i.e. d'une part une représentation essentiel 1 e (B )* de 

P k  et d'autre part, un ensemble A; essentiel de générateurs de Pt. 

ii) On caractérise ensuite, à partir du Tableau Réduit déterminé dans i&et 
H J à 1 ' aide du Théorème- 15.3 (section 15) , tous les sous-ensembles B de B qui 

déterminent des $accs 1': de (K;?);': = K. 

H Rappel : Si B détemine une face F de K,alors F = ($1)~. 

Remgque 17.1 : La détermination d'une Double Description Essentiel - 
( ( B ~  , A:) de K (et donc ;d'un Tableau Réduit des*) dans i) , permet une 

H J déterrninationr+fficace" des sous-ensembles B de p, qui déterminent de faces 

de K, dans ii). D'autre part, il est convenable d'appliquer les Critères 

de Redondance à Posteriori (section 16) après chaque étape de la Méthode de 



Double Description (section 13) pour éviter  que les  différents tableaux . 
deviennent trop encombrants. A ce propos, il e s t  avantageux de remplacer 

l a  part ie  i )  ci-dessus, par l a  Méthode de Double Description pour l a  

Détermination d'un Ensemble Essentiel de Générateurs avec Détermination des 

Contraintes Redondantes , méthode qu'on verra plus loin (Sections 19-20-21) . 

18. CRITERE A PRIORI POUR DETERMINER LES CONTRAINTES REDON- 
DANTES DANS LA FIETHOPE DE DOUBLE DESCRIPTION 

1) Cas où l e  Système ne comporte que des Inégalités. 

A l a  f in  de l 'étape p de l a  Méthode de Double Description 

(Section 13) l'on dispose d'un ensemble B ~ ( P )  de générateurs du c8ne 

polyédrique A* des solutions des p premières inégalités du système 
1 (Pl 

( 13.1) . L'étape p+l de l a  d thode consiste à adjoindre l a  contrainte 

An aux p premières cantraintes {Ai ; i E 1 (p) 1 e t  à déterminer ensuite 
p+l 

un ensemble B J(p+l! de générateurs du cône polyédrigue &k I(p+l) des solu- 

tions des (p+l ) premières inégalités du système ( 13.1) . Dans l a  détermi- 

nation de B J(p'l) on distingue les deux situations suivantes : 

i )  A* redondante dans A;: 
p+1 1 (P+J 1 

i )  non-redondante dans An 
P+ 1 1 (p+l) 

-L 

Dans l a  situation i )  : - - ~k BJ(P+~)  = BJ(P) 
1 ( p l )  ' et A.' 

P+ 1 
n 'es t  plus considérée dans les étapes ultérieures de l a  Méthode. 

Par contre, dans l a  situation i i ) ,  B J(pcl ) est  déterminé au 

moyen de l a  méthode de l a  Section 13 



Sous l'hypothèse i i )  on s ' intéresse maintenant à caractériser 

les  contraintes non-redondantes d a .  A;. qui deviendront redondantes 
1 (PI 

dans A.' 
1 (p+l) 

i . e .  lors de l'adjonction de l a  contrainte &': p+1 

Lemme 1 8.1 . 

S o i t  Ar e A &': non redondan te  d a n s  A* si A;: 
1 (PI ' r 1 (PI ' P+l 

e s t  non redondan te  d a n s  fi': 
1 (p+l) ' 

a l o r s  : 

Une c o n d i t i o n  n é c e s s a i r e  pour  que A.' r dev ienne  redondan te  d a n s  

A.; 
1 (p+l) 

a s t  que  A s o i t  l i n é a i r e m e n t  dépendan t  d e s  {Ai / i c 1 (p) 1 i .e .  
p+1 

- 
s o i t  : B ~ ( P )  = s o i t  : A *j = O B J t ~ )  

p+1 I 

Dem : 

Supposons que devienne redondante dans #: 
1 (P+U ' 

D ' après l e  Lemme de Farkas, on a donc que : 

= 1 A . A . + X  A 
Ar ici (pl 1 1 p+l p+l Q 

i f r  

avec : 

Par ailleurs, du f a i t  que A; n'est  pas redondante dans A" 
1 (PI ' 

on a, d'après l e  Lemme de Farkas, que : 

dans @ , e t  par conséquent : 

d'où le résultat.  



TI. 45 

D'après Pa Propositi'on 10.1 : 

( i . e .  A linéairement dépendant des {Ai, ï E I(p) 1) s i  rt seiilcmcnt 
L p+l 

si $,+1 3 

- 
Par ai llcilrs, 3.V: ~ ( p ) '  = A (p$k& = ( B ~ ' P ' ) ~ $  et  par con:igqiient 

%+1 E [AI l s i  e t  seulement s i  s o i t  . - f l ç o i t  : 

d'où l a  condition équivalente (1 8.1 ) . 

A 

s o i t  B ~ ( P )  = @ ( i . e .  g c  = A = (B'(P))L) e t  s o i t  

A;. non redondante dans#.  
I(P) 1 (PI 

~ + l  I(p+1) ' Alors ,  s i  A:" e s t  non redondante dans r 
&:: I (p l ,  Air e s t  non redondante dans Af: 

r I(P+O ' 

Dem : 

Supposons que Ar s o i t  redondante dans A" 
1 (p+l) 

D'après le  
lemne 18.1 on a donc que : 

ce qui contredit  que $+ s o i t  non redondante dans A" 
1 (p+l) 

d'où 1.e 
r é s u l t a t  . 



Théotlème 7 b . 7  . 

S a d  A'C non-nedondante danh A'; 
I(P+l) 

e* n a d  Ar E A ZeP gi~c 
p+1 

A; ent  non-tledondante d a u  -. Ak?aio, : 

I >  d a r ~  A:'c une condiXion n é c e n a d e  p o w  que 5 devienne teciondavLtG I(p+l) 
que : 

- 
ü] ou bien B'(P) = (3 ou bien A BJ(~) = O 

p+l 
(i. e. A finéaihunent dépendant d e s  {Ai ; i c 1 (p) 1 

p+1 
*p+ 1 c A ~  (p) ' ) 

* 

k 
J(p) que A+B = O iX) a )  3B e B 

ex 6 

b ]  ~j E B ~ ( P ) ,  A ~ B ~  = O => A Bj I O 
p+l 

Les conditions i) et ii) ne sont autres que le lemme. 18.2 et 

18.1 respectivement. 

Montrons mainteme~t que iii) a) est nécessaire. 

Supposons le contraire i.e. B J(p) # 0 et 



D'après l e  théorème 16.2, s i  A; e s t  essentielle dans A  ̂
(PI 

e t  s i  (18.2) es t  vérif ié ,  A, e s t  constitué du seul élément A . 
1 (PI r 

Par ccnséquent : 

Par ai l leurs,  d'après i i )  on a que : 

- 
&PI = 0 soi t  B'(P) = soi t  A ~ + ~ .  18.4 

e t  par conséquent,, du f a i t  que i? es t  non redondante dans A% 
P+I 

il existe B'O c B ~ ( P )  t e l  que : 
1 C P + ~  1 ' 

A Bj0 < O 
p+1 18.5 

Finalement, étant donné que &k e s t  supposée redondante r 
dans A4' 

1 (p+l) 
e t  que, par ailleurs, A'i est  non-redondante dans i2'; r I (p) ' O" 

a donc que : 

i f r  

avec : 

hi  3 O ; i e T(p) - r 

X > O  
p+l 

ce qui,  avec (18.2), (18.3) e t  (18,5), cntra?ne que : 

donc une contradiction,et l a  condition iii) a) es t  bien nécessaire. 

Montrons maintenant que l a  condi-tion ili) b) est nécessaire : 



A 

En e f fe t ,  s o i t  BJ E BJ(') t e l  que : 

D'après (18.6), on a que : 

O = A B J  = A .  A - B J  + A  A ~j 
iaI (pl + L+ .pf! ~ + l  

i f r  a 0  2 0  
>O 

d'où nécessairement : 

e t  l e  théorème e s t  donc démontré. 

Corollaire 1 8.1 . 

Sous les hypothèses du théorème 18.1 , s i  Ar E A alors 
Ï (PI 

Dem : 

En ef fe t ,  s i  Ar E A - alors : 
1 (PI 

- 
Par a i l l eu r s ,  d'après i i )  on a aue s o i t  BJ(~'  = $8 s o i t  

A B J ( ~ )  = O. Par conséquent d'après iii) h ) ,  on a que A BJ (P) s O e t  donc 
p+l p+l 

(Méthode de Double Description) : 



Remarque 1 8.2. 

Le théorème 18.1 nous danne une condition nécessaire pour 

qu'une contrainte A r E I(p),  essentielle dans devienne r' 
redondante dans A.; 

1 (p+l) 
lors de l'adjonction de l a  contrainte K;,l . 

Cependant, cet te  condition n 'es t  pas suffisante pour garantir l a  redon- 

dance de A: dans A* 
1 (P+l ' c o r n  l e  montrent les exemples suivarites : 

Ekemple 1 : Soit : 

q : x 1 2 0  

e t  considérons B 1 2 3  i J(3) = B ~ ( ~ )  = l e  ,e ,e 1 où les e sont les vecteurs 
3 unitaires dans 82 . 

Soit A'; : - X2 2 O. I l  e s t  c l a i r  que Pi e s t  non-redondante 
4 

dans ~: 
I (4 ) '  

a) Considérons A2 E AI(3). 9 e s t  essentielle dans A+: 
I(3) ' 

D'autre part,  l a  condition nécessaire ( i)  + i i i ) )  du théorème 18.1 e s t  

vérif iée e t  cependant n 'est  pas redondante dans A" 
I(4) ' 

( I l  e s t  faci le  de vér i f ier  dans cet  exemple que : A2, A4 E A- 
1(4)). 

b) Considérons A., e AI(S). AT e s t  essentielle dans A" 
I(3) ' 

l a  condition nécessaire du théorème 18.1 e s t  vérifiée e t  cependant A ,  

n 'est  pas redondante dans A.; 
I(4) ' 

(1 1 e s t  faci le  de vér i f ier  dans cet  exemple que : Al e A, , A4 E Ar (4) ) . 
I(4) 

Nota. ---- Dans l'exemple ci-dessus on a choisi B ~ ( ~ )  essentiel seulement pour 

simplifier 1 'interprétation géomél~ique des Ssu l t a t s  . 



On va donner maintenant des conditions suffisantes pour 

garantir l a  redondance de 9 (essentielle dans A*A ) dans Nc 
1 (Pl I(p+l)' 

s o c t  Af Ar E AI 
1 (PI' 

t e l  que e s t  non tedondante  d m  A* 
1 (PI* 

S i  A* es t  non mdondante  dari6 AT(p+l) . 
p+1 

une candiLion suddihan&, 
p o m  que A; devienne iredondante d m  Af e ~ i t  que : 

(P*l) . 
A - 

il o u  b i e n  BJ(~)  = (3 ou b i e n  A B ~ ( P )  = 0 
P+l 

ii. e .  A Unéaihement  dépendant den {Ai ; ieI  (p) 1) 
P+l 

k 21 I B ~  c gJ(p) tee que A ~ B  = O 

Lü) h A h 
1 )  S i :  3Bo6BJ(p)  t d g u e A  B O  > O ,  d o m  : 

A P+l 
gj BJ(P), = O -> A ~j O 

A 

P+ 1 

1 1 )  S i :  A E?'(P)~ 0, d o u  : 
p+l 

eX L'une des  sLtuaAkonh s u i v a n t e s  sa& v é ~ d i é e  : 
ou b i e n  : 

ou b i e n  : 
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Nota : On rematque que A'r es t  non singulière dans A"- i .e .  A e A.. - 1 (PI r r 
1 (PI 

Dem : On remarque d'abord que s i  l a  condition i ) ,  i i ) ,  i i i ) -1)  Cresp. i i i ) - I I ) ]  - 
es t  vérifiée, l a  condition nécessaire du théorème 18.1 es t  alors vérif iée.  

Hypothèse H : On supposera dans tout ce qui s u i t  que l e s  conditions i )  et 

ii) sont vérifiées. 

D'après l a  Méthode de Double Description (Section 13), l'enseni- 

ble B ~ ( ~ " )  défini par : 

e s t  un ensemble de générateurs du cône polyédrique A* 
1 (p+l) - 

On rappelle maintenant que : 

En effe t ,  IAtC 
1 (P+K 

C c ]A.: [ e t  donc : - I(P> 
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Par ai l leurs,  s i  A 
P+l (pl 

1 i .e .  A linéairement dépen- 
P+1 

dans des b-li ; i E 1 (p) 1, alors : 

1 1. 
En ef fe t  : A c [AI 1 <=> Ap+l 3 AI 

p+l 
Par conséquent : IA" I(pill) [ = A ; ( ~ + ~ ) =  $(pl = C e t  donc : 

On va montrer d'abord que, sous l thypothèse~), i i i )  -1 e s t  

suffisante pour que devienne redondante dans A$: 
I ( P + ~ )  ' 

A 

Supposons donc : .lBbc BJ(p) t e l  que A B ~ O >  O 
p+1 

A 

,j B J ( ~ )  

A B j . 0  => A Bj > O 18.11 
p+1 r 

i i i )  -1 

s ( 1  ) => B e B  
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D'autre p a r t  : 

P a r  conséquent, d'après 18.1 3, on a l 'une des deux s i tua t ions  

suivantes : 

-4 

Soi t  : A B  > O m j  ç B'(P+') 

A 

Soi t  : ~j e B ~ ( P + ' ) ,  A,B~ = O => A ~j = O 
P+l 

ce qui  entraîne,  d'après (1 8.12) e t  l e  théorème 16.2 que est redon- r 
dante dans A4i 

1 (P+l) ' 

Montrons ensuite que, sous 1 'hypothèse H, iii)lIes t suff isante  

pour que A: devienne redondante dans A* 
1 (p+l) ' 

A 

D'après l'hypothèse 11-1) : 3AS E AA B e B  J(p) t e l s q u e  : 

h 8 1 (PI -r 
AsB > O e t  Ap+,B = 0. 

I '  
ti L i ( p + l )  1 4 ~ + ~  B = O E B 

I 

I -> 
A 

18.14 
( 1 .  (18.8) i 

2 

i-i 1 .  

11-11 ASB > O => 
11-21 ( resp.  11-Zr) ABi- i .0  

r 



Par conséquent, d' après (1 8.1 5) : 

A 

ce qui entraîne, d'après (18.14) et le théorème 16.2, que A; est redondante 

dans Mc 
I(P+~) ' 

Finalement : 

et par conséquent, d'après 18.16, on a l'une de deux situations suivantes : 
A 

J (p+l) soit : A ~ B ~  > A O V B ~  c B 

soit : Bj c BJ(P+~), ArBj = O => A s ~j = O 

ce qui entraîne, d'après (18.14) et le Théorème 16.2, que k; est redondante dans 
#: 
I(p+l) ' 

CQFD , -- 
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Remarque 18.3 : Dans C51, on a démontré, à l'aide du Théorème 16.2 bis, un 
Théorème analogue au Théorème 1 8.2 où 1 ' on avait considéré I 'hypothèse 
s~~pplémentaire : 

O) Ar G [AI -r, Ap+l 1 i .e .  A lineairement d6~niidaiir 
?- 

par : 

dans A 
1 (p+l) 

et où l'on avait remplacé l'hypothèse 11-1 

A 
a4 

3B e B (P) tel que A ~ B  h f i  ' O et A*+lB = O* 

On remarque, par ailleurs, que 1 V~ypothèse 0) ci-dessus est 

bien nécessaire pour la redondance de A? dans A:r r 1 (P+l) ' d'après le Lemme 
de Farkas. 



I I )  Cas où K es t  défini par des 1 négalités e t  des E quations Linéaires Homogènes : 1 
Si  K e s t  défini  à l a  fois par des inégalités e t  des équations 

linéaires homogènes, à l a  f in  de l 'étape p l e  Tableau de Double Description 

de A 
(PI 

contiendra aussi un ensemble A, correspondant aux équations 
(PI 

linéaires introduites au cours des différentes étapes. En effe t ,  il faut 

distinguer les équations des inégalités singulières A . Néanmoins, pour 
s FD) 

l a  continuité des différents résultats,  e t  compte tenu dG f a i t  que : 

Aix = O <=> A.X 2 O e t  (-A.)X 3 O, on conviendra d'enregistrer Ai e t  -Ai 
1 1 

dans A au lieu d ' enregistrer Ai dans A= . 
r (PI 1 (PI 

Lemme 18.3 : 

Soit Ar E AI , A; non redondante dans A* 
1 (PI ' 

Si  ne contient 
P+l * 

pas ( i .e  A B J ( ~ )  # O) ,  une condition nécessaire pour que Ar devienne 
p+1 * 

redondante dans AI (p+l ) es t  que 9 + 1  
so i t  linéairement dépendant des 

{Ai 1 i e I(p)I i.e. so i t  B'(P) = @ soi t  : 

Dem : S i  devient redondante dans Af: lors de 1 'introduction de 
1 (PI 

Ap+l, on a alors ; 

Ar = A.A. + A A 
i e I  (PI 

i l  p+l p+l 

e t  : A E [ { A ~  1 i E 1 (p) I l ,  d f  où l e  résultat  
P+l 

S o i t  Ar € A A* non redondan te  d a n s  kk 
I(P)' r 1 (PI ' 

S i  AI ne c o n t i e n t  
P+l 

pas A$ l i m e .  A BJ (~ )  # O), une c o n d i t i o n  
1 (PI p+1 

que A* d e v i e n n e  redondan te  d a n s  A'1i r ~ ( p + l )  est que 



A 

Dem : Supposons B J(p) = p iae B J (PI = B j ( ~ )  

D'après l e  lemme 18.3 on a donc s o i t  B J(p) = pl s o i t  
-L A B J ( ~ )  = O, ce qui contredit l'hypothèse sur  APil, d'où l e  résul tat .  

p+l 

Théotrème 1 6 . 3  

Soi2 Ar E A non tredondante dana Ar 
1 (PI ' Si A ne cortAien,t 

pas 'A.C ( i . e .  A B p91 
1 (PI p+l 

J ( ~ ~ ~ ~ ' O ) ,  une condLtio néceAdahe povl que rZ: devienne 
tredonda&e dam CUZ que : 

1 (pl 

üi) a) 3 gk e gJ(p) pue A ~ B ~  = O 
e;t Li 

b) ou bien : B j  E BJ(p),  AB^ = O  - > A  ~j g O r 
A 

p+1 

ou bien : ~j E gJ(p), \BJ = O => A ~j 2 O 
p+1 

Dem : Les conditions i )  e t  i.i) ne sont autres que les  lemmes 18.4 e t  
18.3 respectivement. Sous l'hypothèse Ap+iB J(p) # O on a donc les tmi i  
s i tuat ions possibles suivantes : 

k A 

k 
3) ~B'O,  B O E ~ ~ ( 1 ' )  t e l s  que A B" < O e t  A B > O. 

p+1 p+1 

Par a i l leurs  : A X = O <=> A X 2 O,  (-Ap,l)X 2 0.  p+l p+l 
Dans l a  s i tuat ion 1 (-A ) X 2 O rs t redondante e t  on peut donc remplager 

p+l 
A~ par A" e t  l e  théorème résulte du théorème 1 8.1 . De même, dans la '  

P+l p+1 
si tuat ion 2 ) ,  A X 2 O e s t  redondante e t  on peut remplacer AL par (-Ap+l )* 

P+l 
e t  l e  théorème résul te  donc du théorème 18.1. p+1 
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Situation 3) : Montrons d' abord que i i i )  a) e s t  bien nécessaire : 

Supposons le  contrgire i .e . 

D'après l e  théorème 16.2 e t  du f a i t  que ti e s t  essentielle dans 
A$: 
1 (PI ' s i  (1 8.19) e s t  vérifiée L es t  constitué du seul élément Ar .  

1 (PI 
Par conséquent, on a que : 

D'  autre part,  du f a i t  que Ar devient redondante dans Aj(p+l) 

lors de l l in t roduc t ionde& p+l ' o n a q u e  : 

avec : 

Supposons d'abord : h > O. Alors, d' après (1 8.19) , (1 8.20) 
p+l 

e t  (18.21) : 

donc une contradiction e t  (1 8.19) est impossible 

Supposons ensuite : h < O. Alors : 
p+l 
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a (18.19) e s t  impossible. Par conséquent i i i ) a )  e s t  bien nécessaire. 

Montrons finalement que l a  condition i i i )b )  e s t  nécessaire : 

en effe t ,  so i t  BJ e B J(p) t e l  que : A ~ B ~  = O. 

D l  après (1 8.21) on a que : 

e t  on a donc que A Bj s O [resp. 201 si  A > O [resp. ~ 0 1 ,  e t  l e  P+ 1 
théorème es t  donc démontré. 

p+l 

On va donner maintenant des conditions suffisantes pour que 

A+, non redondant dans A*. 
1 (PI ' devienne redondante dans A:'c 1 (p+l) lors de 

l'introduction de 

S o L t  Ar e A, , k$ non iredondante dam A" 
1 (PI ' 

s i  AI ne con- 
p+1 

l t i e n t p a e l ~ i  I i . e A  
1 (PI 

I (Pk(p) + O), une c o n m o n  a u d ~ a ~ r  p o u  qui A: 
p+l 

devienne /redondante d m  A;' ~ ( p + l )  pue : 

i l  ou bien = fl ou bien A BJ(p) = 

A 

P+ 1 

EI  j ~ k  tz gJ(p) que A ~ B ~  = O 

Lü) k A 

I) S i  1 ajo, B O 6 gJ(p) ,, que : A 20 < O et 
p+l 

A B O>~;~une des s i ~ u a t i o m  suivantes ~ o * t  véaidiée : 
p+l 



A 

1) 3 As e A- B R e B  J(p) t e l sque  : 
1 (pl -r 

e t  l'une des situations suivantes so i t  vérif iée : 

ou bien : 

2) Bj E B J ( ~ )  A B j  = o = > A  ' r ~j < O [resp. A ~j > 01 
p+l p+1 

ou bien : 

Nota: - 

On remarque que A';: e s t  non singulière dans A'* i .e .  Ar e A ,  . 
1 (PI 1 (PI 

Dem : C'est une conséquence directe du théorème 18.2 du théorème 18.3 e t  du - 
f a i t  que : A X = O <=> A 

p+l P+I 
X 2 O e t  (-A )X 3 O 

p+1 

Remarque 1 8.4 : lorsque ~: = A~ (i . e . lorsque Ah e s t  une équation) s i  p+1 p+l p+l 

gJ(p) $ 0  [resp. %+ 1 
BJ (~ )  2 01, il su f f i t  d'enregistrer seulement 

Cresp. (-A ) 1 dans A 
p+1 

car A X 2 O [resp. (-%+l)X 3 01 e s t  
r @+Il  p+l 

alors redondante. 

Remarque 18.5 : on remarque que l a  caractérisation "a priorit '  des 

contraintes redondantes doi t  ê t r e  fa i t e  séquentiellement i .e .  lorsqulune 

contrainte e s t  signalée à prior i  redondante e l l e  ne doit plus ê t r e  considérée 

dans l e  t es t  de redondance pour l es  autres contraintes. 





II)3 Bj E t e l  que : A ~j < O [resp. A ~j # 01 
P+l p+l 

1) $+1 [resp. AL 1 es t  singnalée redondante dans A'i 
P+l 1 (p+l) 

e t  on passe 3 

I 'étape suivante avec : 

I I )@ pesp. AL ] n'est  pas redondante dans A* 1 (P+l) ' 
On distingue alors 

p+1 P+l 
les deux situations suivantes : 

B J ( ~ )  = O ou B J(P) = @ "1 Ap.1 

b) B ~ ( P )  + 0 e t  B ~ ( P )  + O. 

S i tua t i on  a : (A B'(P) = O ou B '(pl = . un ensed ie  essentiel B J (P+%> 
P+l 

de générateurs de kf( e s t  défini par : 
p+l) 

A 

B J ( ~ + l )  = B j ( ~ + l )  y B J ( ~ + l )  19.4 

(*) Nota 

A P 
p+l 

A 

i )  ~j e B ~ ( P )  : A ~j 2 O [resp. A ~j 
P+l P+l - 

(k,h) = IA ghl Bk + \Ap+ 
* p+1 

Bk Bh BJ(P) 

A B k > O  
P+l 

A B h <  O 
P+l 

Bk, Bh adjacents dans B J (PI 

: De façon générale B 
',hl = 0 

h k ,  Ah  > O te ls  que 



J(p) sont adjacents dans B ( t ) B , B  e B  J (p )  s i  e t  seulement s i  
k h  BJ(~)  U { B  ,B 1 détermineune face de A;? i .e .  s i  e t  seulement s ' i l  

A I (PI 
n'existe pas de colonne d, j E J- {k,hl, de l a  matrice M du Tableau (19.2) 

dont l'ensemble des indices des composantes nulles contienne 1 'ensemble 

des indices des composantes sirmiltanément nulles pour les colonnes Mk et 

& de M. 

A - 
Nota : L'ensemble B - J(p+l ) Cresp . KJ(~+' ) 1 défini dans (1 9 .6) Cresp . (1 9.5) 1 
peut ê t re  éventuellement vide. 

- A 

si B~(P+' )  = 0 ( i  .e. B J(P+') = B J ( ~ )  = @ e t  B J ( ~ + l )  = , 1 'algo- 

rithme se termine : K = Af = {O}. 

A 

si B~(P+ ' )  + ( i  .e. B j ( ~ + l )  = B 5 ( ~ )  + 0 ou B 

passe à l 'étape suivante avec p = p+l. 

S i t u a t i o n  b : (B'(P) # @ e t  A 
P+ 1 

B ~ ( P )  # O ) .  

On suppose que B '(PI e s t  une base positive de cardinalité maximale 

de l a  part ie  linéaire l&+ i i .e. s i  4 i n ( ~ c  ) = di~n(I?(~j  i) = d(>O) alors : 
1 (PI 1 (PI 

Sous 1 'hypothèse b) , il ex 

jo A B > O .  
p+1 

jo Considérons fixé : un ensemble essentiel BJ@+l? de g b é ~ a t a u r s  
de &:: 

1 (p+l) 
e s t  défini par : 

où : r 

i )  ~j E B '(PI : A B j  = O 
P+l 1 ( j  o , e~  e jo + 

= lAp+lB I B 

=( -if) B (j0,Q, , B B j ( ~ ) ,  Be + - Bjo 

A B ~ < O  
p+1 

j (jo,e) j (jo,e) 
\ i i i )  -B (B dé terminé dans i i )  ) . 



si ) # @, on passe à 1 ' étape suivante avec p = p+l . I 

Remarques sur 1 ' al gori thme de Double Description. 

19.10 

e t  : 

A 

BJ(~*I )  = .  

-1- Sous l'hypothèse b),  l a  façon de déterminer B j@+l)  varie suivant l e  

considérée. Ci-dessus, on a considéré l e  cas où type de base positive B 

B ~ ( P )  e s t  une base positive du type maximale de IA" [. La facon de déger- 
1 (PI 

miner B '(p+') e s t  dmc essentiellement l a  méthode de l a  section 10 pour l a  

détermination d'une base linéaire (au sens habituel) d'un sous-espace vec- 

to r ie l  défini par  un système d'équations linéaires homogènes. De façon 

générale, s i  gJ(p) e s t  une base positive quelconque de ]A*. [, l a  détermi- 
1 (PI 

nation de B J@*l) es t  toujours intimement l iée  à l a  détermination d'une base 

linéaire, d'après l e  résultats de l a  section 9. Toutefois, il e s t  avantageux 

de considérer une base positive B '(PI de type maximale, compte tenu de l a  

symétrie de cet te  dernière, e t  donc, de l a  simplicité des différents calculs 

dans l a  détermination de B J(P+lI 

i i i )  B 

iv) B' E B J 
1 

Si  gJ@+l) = , l'algorithme se  termine : K = A" = 1 COI. 1 
1 

j (jo,h) 
-2- Toujours sous l'hypothèse b ) ,  dans l a  détermination de B (19alOii)) 

j (k,-jo) 
Cresp. B (19.10 i i i ) ) l  on peut considérer, de façon générale, un vecteur 

arbitraire XE E (B'(P))L [resp. X: c (B'(P))LI t e l  que Ap+,x; 7 O Iresp. 

j 
i 

A X E <  01, au l i euduvec teur  B o  [resp. - R * ~ I .  11 e n e s t  demêmepour B 
j O 

P+' 

f 
jo L i )  B CsaufsiA'; = A  1 p+1 p+l 

dans (1 9. loi))  . I l  e s t  intéressant de tenir  compte de ce choix possible dans 

j (jo,h) 
i i )  B . 

l a  mise en oeuvre numérique de l a  Méthode. 

- 
j (jo,h) 

B 
A 

$EBJ(pf 

A B h < O  
p+1 



-3- On remarque finalement que sais l'hypothèse a), le critère pour déter- 

miner J,' adjacente de deux vecteurs n'est applicable que si tous les vecteurs 

Bj E gJ(p) sont egsentiels dans B~(P). En fait, sj on appliquait ce critère 
J(p) non essentiel, l'ensenïbïe B sur un ensemble B J(p*l) déteminé à l'étape 

p+l serait incomplet i.e. Aflp+l) -p (BJ (P*' ) L @ 

Sch6ma GQiéral de calcul pour 1'~lgorithrrte ile Double Description, 

Soit T(p) - - (pl 
BJ(~) le  ablea au de Double Description associe 

au cône polyèdrique k k  défini par les p ~eniières (in)égalités du système 
1 (PI 

homogène 1 9.1 ) : RJ (PI 
A 

où BJ(~) est un ensemble essentiel de générateurs du cône polyédrique A" 
1 (PI " 

L'étape (p+1) de la Méthode de Double Description consiste à 

adjoindre l'inégalité A X s O Cresp. l'équation A X = 01 au système 
p+l P+l 

(PI X s O, et à déterminer donc un ensemble essentiel de générateurs 

du cône polyédri.que A;' 
1 (P+l) ' 

Détermination du Tableau T(p+l) : 

Dans la détermination du Tableau T(p+l) on écrit d'abord les 
J. 

coefficients dellhyperplan A comme une ligne additionnelle de la matrice 
p+l 

(PI du Tableau T(p), et on détermine ensuite les produits scalaires de A 
avec les différentes. colonnes de BJ(~I. On distingue alors les situations 

p+1 

suivantes : 

IlSi A B~(P) 2 0 Cresp. A gJ(p) = 01, ilinégalitéA X s O [resp. 
~'1 p+l p+1 

l'équation A X = 0 1 est redondante, la ligne additionnelle peut être 
p+l 

éliminée et on a que : T(p+l) = T(p). 

II 1 - - 
a) Si A gJ(p) = O, ou bien B~(P) = @, mais il existe des colonnes de R 

P+ 1 
j (Pl 

dont- les produits scalaires avec A est négatif [rcsp. non nu11 , chacune 
P+' 



de ces dernières colonnes doit être éliminée. Cepedant, avant de les éliminer 

on détermine toutes les combinaisons linéaires positives B j(kyh) des vecteurs 
k L 
B et Bh, qui se trouvent de part et d'autre de l'hyperplan A (i.e. dont 

P+l 
les produits scalaires avec An+l sont de signe opposé) et qui sont adjacents t 

r 

dans BJ(~), combinaisons telles que A : A p+l B ~ ( ~ ~ ~ )  = O. Concrètement, 

k Bj(k,h) = hkB + Bh où Bk, Bh BJ(P) . 
n Ap+i B~ > O et A PI B~ < O ; gk9 gh 

J (PI adjacentst dans B , et hk, hn des coefficients réels positifs tels que : 

h k A ~ j ( ~ ~ ~ )  = O (hk = I A  B 1 ,  = I A  B 1, par exemple). L'ensemble essen- 
P+' p+1 P+1 
tiel BJ(~+') est donc constitué, d'une part, des vecteurs B j E B J(p) tels que 

A Bj :: O [resp. A Bj = 01 et, d'autre part, des combinaisons linéaires 
P+1 P+l 
positives ~j (kyh) définies ci-dessus. 

A 

J(p) si et seulement (t) Deux vecteurs Bk, Bh E BJ(~) sont adjacents dans B 
slil n'existe pas de colonne (~(p))j (j$(p), j # k,h) de la matrice M(p) de 

T(p) dont l'ensemble des indices des composantes nulles contienne l'ensemble 

des indices des composantes simultanément nulles pour les colonnes (~(p))' 

de NP) 

I I )  
'(PI + 0 et A~+, b) Supposons maintenant que B BJ(P) + 0. si BJ(P) est une 

base positive du type maximale de la partie linéaire de A.C 
1 (PI ' il existe alors 

au moins un $O E B'(P) tel que A Ho > O (s'il en existent piusiys, on 
P+Z 

'(PI) est déter- en choisit un). Une base positive B'(P+') (du même type que B 

minée par : 

ii) les combinaisons linéaires positives B 
jo ' = B + ,'B a. 

J O  
j O où B' c B'(P) ($# -B ) , A B' < O, et dont les coefficients h , hl sont 

P+l e j0 des réels positifs tels que : A Bj(jo9') = O(Aj - 
P+1 O - IAp+p I >  

1 
J~ i, = 1 A B 1 , par exemple) 

P+l 
j (jo A) 

iii) les négatifs des combinaisons B déterminées dans ii) 
j(j ,e l) .  (i.e. -B O 



* 

Par ailleurs, un ensemble essentiel BJ(~+') est déterminé par : 

j O i) levecteur B [sauf si A" est une équation1 
p+1 

ii) les combinaisons linéaires positives 

h J(g1 
O ù B C B  , p+l 

B" O, et dont les coefficients 

h , hh sont des réels positifs tels que : A Bj (jo91i) = O 
j O p+l 

iii) les combinaisons linéaires positives B j(k'-jo).A Bk+A (-B 'O 1 
A k jo 

où Bk c BJCp) A gk > O, et dont les coefficients A 
p+l K 

h sont des réels positifs tels que : A ~j(~>-jo) = 0. 
j O ~ + 1  

iv) ies ~j e ~'(p) t.q. \+,~j = O 

Remarque 1 : d'après les résultats ci-dessus, l'ensemble des colonnes du 

tableau T(p+l) est donc constitué, d'une part, des colonnes (T(p)) j du Tableau 

T(p) correspondant aux générateurs ~j c BJ(~) tels que Bj E BJ(~+') et, d'autre 

part, des combinaisons linéaires positives (T (p+l ) ) j(ksh) = A~(T(~)J<+~~(T(~))~ 
correspondant aux générateurs B j (k*h)=hb~ k + h , ~  h (en effet, on a que : 

Remarque 2 : si à l'étape (p+l) on s'intéresse à déterminer un ensemble quel- 

conque B J(p+l) de générateurs de Ar (P*' ) non nécessairement (pl) (i*e* 
essentiel) le schéma de calcul est analogue avec la seule différence qu'on 

détermine alors toutes les conbinaisons des paires de générateurs qui se 

trouvent de part et d'autre de l'hyperplan Ap+l. Par ailleurs, on remarque 

que pour la détermination de B J(p*l) essentiel il faut absolument que B J (PI 
soit essentiel. 

Remar ue 3 : à chaque étape p de la méthode de Double Description les éléments A, et donc les colonnes respectives du Tableau T(p), sont déterminer à 

une constante multiplicative positive près. Il faut tenir compte de ce fait 

là dans la mise en oeuvre numérique de la méthode, pour éviter que les éléments 
des différents tableaux deviennent trop grands. En particulier, les coef - 

k h ficients positifs hk, hh des combinaisons A B + hhB doivent être choisis 
k 

convenablement. 



Lemme 19.1.  

J 
Soit B un ensemble e s s ~ r l t i e l  d e  g é n é r a t e u r s  du cône poly6driqide 

K = k? lin (K) = d. e t  s o i t  F une f o c 0  rie K .  A l o r s ,  F e s t  une f a c e  d e  dimension 
3 J di2 cio K  si e t  seulement  s'il e x i s i e  Bk, B" E B t e l s  que  B U ink$ B ~ I  

Nota : 11 suffit de supposer ci-dessus q~ic R~ est essentiel. 
l 

Dem : 
J Soit F une face de dimension d+2 de K et soit BF = H CI F. Et& 

5 donné que l K [  C F, ~n a que B C BF. D'autre part, puisque di.m(P) = d+?, 
J il existe Hk, Bh E B tels que : 

J dim (B LJ {Bk, Bh1) = d+2 

A 

Soit B" E B~ n ~ ~ - ' ~ p ~ ~  . On a alors : 

avec ak, ah 5 c R, X E l K [  = (B )k  Par ailleurs, du fait que ~j F B~ > il 

existe Ai E A, tel que : 
O 1 

Ai 
O 

Par conséquent, l'un au moins des coefficients ak, ah est 

strictement positif. Supposons donc que ak > O. Si ah s O  Cresp. ah > 01 
J k B 0 Cresp. B 1 est alors redondant dans d (d'après la proposition 8.4) ce 

3 3 qui contredit que B soit essentiel. Par conséquent BF = B u {gk, gh}, 
d'où le résultat. 

A 

J 5 Réciproquement, soient Bk, Bh F B tels que B iJ {Bk, Bh} 

détermine F. Il est clair donc que d+l 5 dim (F) s d+2. Si dim (F)= d+l, 

alors l'un des générateurs Bk, Bh est redondant dans BJ (voir lemme 14.2) 
J ce qui contredit l'hypothèse sur B , d'où dim (F)=d+2. 



Corollaire 19.1. 

J Soit R un ensemble essentiel de générateurs du cane polyédriquc 

K = A5. lin (K) = d. Une condition nécessaire et suffisante pour que 
k A' J J B , B e B soient adjacents dans B est que : 

Nota : - Il suffit de supposer ci-dessus que B~ est essentiel. 

Dem : C'est une conséquence directe du lemme 19.1, de la définition 

d'adjacence de deux générateurs et du fait que la dimension une face F 

est la dimension du plus petit sous-espace vectoriel qui la contient. 

Remarque : Le corollaire 19.1 no~is donne un critère altematif pour carac- 
J tériser lladjacence de deux générateurs Bk, Rh E B ~ ,  où B est esseiitiel. 

C~ntrairement au critère dladjacence présenté précédemment, à savoir : si 
J B est essentiel ; Bk, Bh c BJ sont adjacents dans B~ si et seulement si 

jf ~j E B ~ - ' ~ ~ ~ '  tel que I(k,h) c I(j) où I(j) = {i E 1 / A ~ B ~  = 01, 

le critère du corollaire 19.1 fait intervenir le rang de A I(k,h) et ne 
permet donc pas de caractériser lladjacence de deux générateurs à partir 

de la seule connaissance du Tableau de Double Description. Néampins la 

condition nécessaire d~~corollaire 19.1 nous donne un critère qui peut 
J être intéress%t , si 3 est essentiel : "Une condition nécessaire pour 

J J que Bk, Bh c B soient adjacents dans B est que : 

k h i.e. que les colonnes T et T du Tableau de Double Description associées 
h aux générateurs Bk et B aient au moins n - (d+Z) zéros en comnun. 



S i  BJ(~) ut un eris emble a a e n t i e l  d e  g é n é a a t e m  du cône 

polqédruque A.; d u  b o M o r i s  d a  p pmmièrtu i n é g a l L t é a  du bybtème 
1 (PI 

J(p+l ) . d é t e m i n é  à l ' é t a p e  pl d e  la Méthode homogène 7 9 . 7 ,  l l e m e m b l e  B 
d e  Double De.hctupitiun ( S e c t i o n  1 9 )  e ~ k  un emernble cinaen~Ye1 de giirréndereh~ 

du cane poLyédtUque A.c 
1 (pi1 1 d a  b o U o m  dea p+l p h ~ m i è & ~ n  i n E g n G t 5 ~  de c g  

aybtème.  

Dem : Le cône polyédrique A;'c 
1 (p+l) 

résulte de l'intersection du cône 

polyédrique A.; avec le demi-espace fermé A;' (resp. avec llhyperplan 
1 (PI P+l 

) défini par 1' inégalité A X s O (resp. par 1 'équation A X = O) i .e . 
P+1 P+1 

Toute face de Af(pl) est donc l'intersection d'une face de 

A'< avec une face de A;' (resp. de AI ). Par ailleurs, les seules faces 
1 (PI P+l 
(différentes de {QI) de A" (resp. de A~ ) sont le demi-espace fermé 

P+1 P+l A 
As; et l'hyperplan frontière A~ (resp. le seul hyperplan Ap+l). 
P+l P+1 

1 I) Si A+: (resp. A ) est redondante dans A-'- - Ad. I(p+l) i.e. A" - 
p+l P+1 f (P+l) ?(PI ' 

alors B J(p+l) = B~(P) et le résultat est vrai de fason évidente. 

II) Si Aa (resp. A' ) n'est pas redondante dans A-'- 
f (p+l) ' on distingue P+l P+l 

alors les deux situations suivantes : 

Soient d = lin (A;' ), d' = lin (A;k 
1 (PI 1 (P+l)) 
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Situation a) : 

I l  es t  c l a i r  que ]A'; 
1 (p+l) 

C = 1A;'r C i.e. l a  part ie  l inéaire 
1 (pl 

de A'i coïncide avec l a  par t i r  l inéaire de Af ,j(p+l) = &P) 
1 (p+l) L (pl" 

e t  d=dl. L'ensemble des faces de dimension d l+ l  'de A;! 
1 CP+ï 

e s t  donc cons- 

t i tué ,  d'une part,  des faces de dimension .d+l de An contenues dans le  
1 (PI 

demi-espace fermé &k (resp. dans 1 'hyperplan A ) e t ,  d'autre part,  
P+l 'p+l 

des faces qui résultent de l ' intersection de chacune des faces de dimension 

d+2 de A* (non contenues dans Apil, 
1 (PI 

e t  dont l ' in tér ieur  re la t i f  à une 
intersection non vide avec A )@) avec l'hyperplan Ap+l. 

P+l 
Par a i l leurs ,  

puisque B J(p) e s t  un ensemble essentiel de générateurs de A" (pl , les  faces 

de dimension d+l de sont de l a  forme (théorème 14.2j : 
1 (PI 

l e t  les  faces de dimension d+2 de A;'- 
I' (PI ' de l a  forme ( l e m  19.1) : 

k h J (P) avec B e t  B adjacents dans B . 

On a donc : 

F(j) CA* (resp. F(j)  CA^+^)<=> A Bj 2 O (resp. A ~j - 0) 
P+l p+1 P+1 

O 

~ ( k , h )  n A # e t  ~ ( k , h )  k~ - A B~ > O, A B~ < O 
p+l P+1 p+1 P+l 

(t) Remarque : Si  F(k,h) es t  une face de dimension d+2 de A.; t e l l e  
O 1 (PI 0 

que F(k,h) $ A ~ + , ,  F(k,h) n A' # @ m a i s  F(k,h) n = fl (où F(k,h) 
P+1 

e s t  1 'intérieur re la t i f  de F (k,h) ) , alors P(k,h) n AE = F(k) ou F (h) 
p-+l 

i .e . F (k,h) fi AJ. es t  une face de dimension d+l de A" contenue dans 
p+l 1 (PI 

D'après cet te  remarque, e t  compte tenu que les intérieurs 

re la t i f s  des différentes faces de sont disjoints (i.e. les  faces 
1 (PI 

ouvertes de A+ sont disjointes),  toutes l es  faces de dimension d l+ l  
de &:ï 

1 (pl 

1 (p+l) 
considérées ci-dessus sont différentes. Par conséquent, 

sous l'hypothèse a) ,  l'ensemble B J(p+l) déterminé dans l a  Méthode de Double 

Description (section 19) e s t ,  d'après l e  théorème 14.2, un ensemble essen- 

t i e l  de générateurs du cône polyédrique #: 
T f'pc?) ' 
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1 

Situation b) : 

I 
1 

I(p+l) [ = ]A" Sous l'hypothèse b) on a que : ]A* I(p)[ 0 $+1 C ]y(p,)L l 1 
d1 = d-1, et l'ensemble B J(p+l ) déterminé par la Méthode de Double Description 1 
(section 19) est, d'après les résultats des sections 9-10, une base positive 

de 3 9  @+l )[ . Par ailleurs, du fait que d' = d-1, l'ensemble Ses faces de 
dimension dt+l de est constitué, d'une part, des faces qui resulteni 

de l'intersection de chacune des faces de dimension d+l de I(~) 8 ElVeC 
1 'hyperplan et, d'autre part, si la (p+ljème inégalité n'est pas une 

équation, de la face qui résulte de l'intersection de la partie linéaire 

IN? [ de Nt avec le demi-espace fermé A';+, . Par ailleurs, étant donné 
1 (PI 1 (PI 

que les intérieurs relatifs des différents faces de A* sont disjoints, 
1 (PI 

toutes les faces de dimension dl+l considérées ci-dessus sont différentes. 

Par conséquent, sous 1 'hypothèse b) , 1 'ensemble B ~ ( P + ' )  déterminé dans l a  

Méthode de Double Description est, d'après le théorème 14.2, un ensemble 

essentiel de générateurs de Ait 
1 (p+l) ' ce qui complète la démonstration du 

théorème. 

Corollaire 19.2 : 

Si gJ(p) est un ensemble (quelconque) de générateurs du cône 

polyédrique A? des solutions des p premières inégalités du système 
1 (PI 

homogène 1 9.1 , 1 'ensemble B J(p+l) déterminé à l'étape pl de la Méthode' 

de Double Description (section 13) est un ensemble (quelconque) de géné- 

rateurs du cône polyédrique Nt 
I(P+~ 1 ' 

Dem : C'est une conséquence directe du théorème 19.1 et de la façon 

J(p+l ) dans la Méthode de Double Description (section 13) de déterminer B 

compte tenu du fait que si B~(P) est un ensemble de générateurs de A" (PI ' 
gJCp) contient alors un ensemble essentiel de générateurs de An 1 (PI ' 

Remarque : Pour une démonstration directe du corollaire 19.1 le lecteur 

est renvoyé à Cl8l. 



Lemme 19.2 : 

h 

Soient  B , si F e s t  l a  p l u s  p e t i t e  face  ( f e n é r l  

j 1 j 2  de A?: q u i  cont ient  B e t  B e t  s i  P e s t  l a  plus p e t i t e  f a ce  de A*. 1 (pl 
j, j, 1 (p+l) 

L qui cont ient  B ' e t  B . a lo r s  : 

Nota : - La si tuat ion i i )  n 'es t  possible que si l a  (p+l)Sne inggalité 
n ' e s t  pas une équation. 

Dem : Etant donné que A;'r = A" 0 &': (resp. kf(p,l) = A.; L - I(p+l) I(P) p+l ~ ( p ) "  Ap+l)' 
toute face de &k 

1 p+l) 
e s t l t i n t e r s e c t i o n d ' u n e  facedeA* avecuneface  d e  

1 (pl 
iresp. de b+, ) . par a i l leurs ,  les  seules faces (diff i rentes  

P+l 
de { O } )  de A* (resp. de A~ ) sont l e  demi-espace fermé An e t  llhyperplan 

A ~ +  l P+I P+ l 
f ront ière A (resp. l e  seul hyperplan AA ) . 

p+l p+1 

j1 j, 
i 1 Supposons d'abord que IB , B 1 c Ap+l. F n A* e s t  donc me 

j 1 j 2  
P+l 

face de Ai" I 
1 (P+l) 

qui contient B e t  B e t  on a que : $ c F nAp+l. 
j i 

D'aut repar t ,  8 = F ' n A L  oÙF1 e s t u n e  f a c e d e @  q u i c o n t i e n t B  e t  
P+l 1 (PI 

A 2' e t  on a donc F ri A~ c i' n AA = 8, d'a9 finalement 8 = F 0 Ap+l. 
p+l p+1 

j, j, 
ii) I S i  (B , B 1 & Ap+l, l a  démonstration e s t  analogue. 

Théonème 7 9 . 2  : 

Soient B'~(P) uu ememblc u h ~ n f l e i ?  de génék&euils du cône 
poLgéd/Uque A;: A.; non nedondante d m  A:l' 

UP)' P+l I(p+l) ' et ) L'emembnbee 
cusevi/tieL de généndeuu de A.; 

1 (p+l) 
dézeminé pm la MéZhode-de DoubLg V u -  

chip-tion (sect ion 191 aud6.a de supposefi c*-de66u6 que BJ(P) et B~(P+ ' )  
sont cusentLe.b). 



A 

i 1 d i  BL, Bm E B J ( ~ )  f) B J ( ~ + l ) ,  une condidion nécadaihe et suddi- 

hante pom pue B' et Bm doient adjacents dam B J ( ~ + l )  a Ç  : 

7 1 L m L J (PI 
d i  {B , B 1 d A $ ~ ,  que B e* Bm noient adjacentb dam B . 

2 
L m oi {B , B 1 C que La phu ped%o. dace F de Aa qui con- 
L 1 (PI 

,tient a t a  do& B B etrn véhidie LU deux coM&om suivantes : 

A 

- 3 Bj  e BJ(P) -{&mi n , ,& ,j , AL 
p+1 

A 

k h  - jf B , B c B ~ ( P )  n F, adjacena d m  B J(p) et de p a h t  e* 

d l W e  de L1hypehpLan 
A 

L i )  S i B  1 e B  J<P) 0 BJ (p+l ) et Bj  ('9') BJ (~'1) , ,e c o n m o n  

n é c e d d d e  et duddhisante pom que Be et B j (k2h) *oient adjancents dam 
B J ( ~ + l )  a f  

2 1 d i  Be e AL , que la pkhh,p&e dace F de A" 1 (PI q u i  contient 
'+le Bk (p) v é h i y e  : à La do& Lecl vec;tem B ,  , B e B 

- J ~j E B~(P)-' , F tee que ~j E 

A 

- 9 Brn, B* E B ~ ( P )  F , (m,n) # (k,h), adjacents dam B J(P) e t  

de p a h t  et dl&e de I$+~. 

Une c o n ~ ~ o n  nécanaine e t  dud6hante powr que B j (k,h) 

~ ~ ( ~ * l ) d o i e n t  adjacents dam B J(p*l) e ~ t  que La  plu^ p U e  dace 
q u i  contient à La do& idk, B ~ ,  B ~ ,  B" véhidie : 

A 

- j ~j e gJ(p) 0 F 2e.t pue ~j E AI 
p+1 

A 

- J ~ q ,  BP , B ~ ( P )  O F, (,,pl z (k,h) e* (q,p) z (m,n), adjacents 
dam B J(p) et de p a h t  eÇ dl&e de 
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S i  A~ (i .e.  B 
P+l 

J(p) # @ et Ap+lB J(p) # O), d o m  : 

7 1 B', B" e BJ(~)  n BJ(~") sont adjacents d m  B ' ) s i  et s eulement 
J (PI 6 i  B' e t  Bm sont ad jacents dan6 B . 

A A A 

BJ(P) 0 BJ(~+l)et  ,j(jO,h) B J ( ~ + l )  ( kqp .  j k 0  ;(p+l)) 2 1 e B 

sont adjacevu2 d m  B J (p+l)s i  et sedement s i  B' et B~ (kenp. ~j et B k ) aont 
J (PI adjacents dan6 B . 

A 

j(jo,h) j(jo,') J(p+l) (nup. - j 0  I (m,-j,) B J ( ~ + l ) ,  
3 I B Y B .  c B 3 B 

J(p+l) 
adjacewb d m  B s i  et s&ement a i  B ~ ,  B' Ikesp. Bk, Bm) sont adjacent6 

J (PI dan6 B . 
A 

j (jo,h) j (k, -jo) CI 

4 )  B e BJ(~+l )  et B c B ~ ( ~ + ~ )  sont adjacents dan6 B J (p+l) 
k h J(P)- si ef :  seulement h i  B et B aont adjacen& danb B . 

A 

5 1 ~i B" F B~(P+ ' )  ( L e .  s i  t a  (p+ilième u t é g a é  n l e s t  parune 
équation), BJO es t  adjacent à f : o u  les Bj c B J(pt1)-j0. 

Démonstration : Soient d = lin(A$(p)), dl = lin (A* 
1 (P+l) 

) . Considérons 
d'abord l a  s i tuat ion a) i.e. A 

p+l 
31AI(pt[. On a alors : d t  = d. 

Rappelons par ai l leurs ,  que : 

Bk, Bh adjacents dans B J (PI 

A > O t e l s  que : ~j f i s h )  r A' Xk> h i P+l 



où l a  (p+l) ième inégalité es t  de l a  forme A X a O (resp. Ap+lX = 0) 
p+1 

A h A 

a. i>  B', B~ E gJ(p) I\ B~(P*" )  ( i .e .  B 1 , Bm ~ J ( P )  n B J ( ~ + l ) ) .  

Soit F (resp. 8) l a  plus pet i te  face de (resp. de A': 
l 1 (PI 1 ( ~ + 1 ) )  qui 

contient B e t  Bm. 

% 

D'après l e  lemme 19.2 : F = F RA.'  p+l 

\ 
Con-dition Suffisante : .................... 

A 

e Soient B e t  Bm adjacents dans B 
k J(p)-(',ml J(p) i .e  2. B E B i I F  

e t  supposons que Be e t  Bm ne soient pas adjacents dans B J ( P + ~ )  iee. 
L A e 

I B  O e ?. , a donc que Bjo E F e t ,  par conséquent B O e s t  
.L 

O - ~ j ( ~ ~ ~ )  (19.6 i i ) ) .  Par ai l leurs,  nécessairement de l a  forme B - 

Bj(ksh) g F => gk, Bh e F, e t  on a finalement, d'après 19.6 : 

ce qui contredit l'hypothèse sur Be e t  Bm. 

Condition Nécessaire : .................... 

Soient Be, Bm adjacents dans B J(p+l).  Etant donné que 
. 

% 

$ = F  nRt  p+l,  8 A;+~, on a que dim(F) = dim(F) e t ,  d'après l e  lemme 19.1 

(pour q (p+l ) : 

Par conséquent, dl après l e  lemme 19.1 (pour A+: ) , Be e t  Bm 
J (PI 1 (PI 

sont adjacents dans B . 

a.i.2) i~ ' ,  ,ml c AI 
p+l 

I 
Dl après l e  lemme 19.2 : ? = F fi Ap+l . 

Par conséquent, d' après 19.6, la  condition e s t  clairement 

nécessaire. 



Condition Suffisante : .................... 

e Supposons que sous l e s  hypothèses i. 2) B e t  Bm ne soient pas 
1 A 

adjacents dans 8 J(p+l) i . e .  IB O c B ~ ( ~ + ~ ) - { ~ ~ ~ '  . I l  e s t  c l a i r  donc 
e 

j.0 I 0 - Bj (k,h) que B e F. Par conséquent, B O e s t  nécessairement de l a  forme B - 

(19.6 i i ) ) .  Par a i l l eu r s ,  é tan t  donné l e  caractère extrémal de E ,  
B J ( ~ , ~ )  E F s i  e t  seulement s i  R ~ ,  B~ E F. On a a lors  R ~ ,  B~ E B ~ ( P )  Q F,  

adjacents dans B J(p) e t  de p a r t  e t  d 'autre de A;, , ce qui e s t  impossible 

d'après l e s  hypothèses, e t  l a  condition e s t  donc suff isante .  

Soi t  F (resp. 3) l a  plus p e t i t e  face de A" (resp. de A? 
L 1 (PI 1 (P+ 1 

1 
que contient B e t  B j (k9h) .  On a alors ,  d'après l e  lenme 19.2, que : 
j. = F f-, A;? 

p+1' 

Condition Suffisante : .................... 

k h J (P) Soi t  = k. Etmt donné que B e t  B sont adjacents dans B , 
on a que jf B' e B J(p)-{k,h' n ~ .  supposons gue B~ e t  ~ j ( ~ > ~ )  ne soient pas 

adjacents dans B e J(p+'). On a alors  1B 0 E B J(pt l ) -(k, j  (k,h)J F. 
e l 

a i l l eu r s ,  puisque B O c F, B O e s t  donc nécessairement de l a  forme 
e 

B O = Bj (my n, avec (m,n) # (k,h) . Supposons par exemple que m # k. Alors, 

du f a i t  que B j(m,n) E F s i  e t  seulement s i  Brn e t  Bn E F e t  puisque m # h 

(car A Bm > O e t  A B~ < O), on a finalement que : 
p+1 p+l 

A 

Brn BJ(~)-{k ,h}  

k h ce qui contredit  que B e t  soient adjacents dans B J ( ~ ) .  De fagon analogue, 

s i  n # h, on obtient Bn c B J(p)-{k9h' ce qui complète l a  démonstration. 

Condition Nécessaire : -- ---- -------------- 

P 
Soient B e t  B j (kyhl A adjacents dans B J(p+') e t  supposonse# k.  

Etant donné que, d'une part ,  B<'(P) e s t  essent ie l  e t  que, d 'autre par t ,  B k 
h e t  B sont adjacents dans B ~ ( P )  , on a d'après l e  l e m e  19.1 (pour que : 
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Par ai l leurs,  du f a i t  que? = F  fi^: e t  ? #  Ap+l,  on a que 
P+l 

dim(?) 2 d+3 = d1+3 ce qui contredit, d'après l e  lemme 19.1 (pour An 
e 1 (p+l)) ' 

queB e t B  j(kyh) soient adjacents dans B J(p+l).  La démonstration de a.ii .2) 

e s t  analogue à celle de a.i.2). I l  en e s t  de même pour a . i i i ) .  

Considérons finalanent l a  situation b) i. e. AL $ l#: p+l 1 (Pl le 
On a alors que d' = d-1. Rappelons, par ai l leurs,  que : 

où B j" c B'(P) ' A p+l k" > O ,  20 arbitrairement. 

CI 

b.1) Be, $n c BJ@) fl B 

S o i t F  (resp. ?) 1 a p l u s p e t i t e f a c e d e W  ( r e ~ p . ~ ( ~ + ~ ) )  qui 
e 1 (PI 

contient B e t  9. D'après 19.10, e t  compte tenu du lemme 19.2, on a que : 

l. F = F n 

I 

I 
1 

1 

1 
l 
1 

c t  19.10 

J 

20 s s i  A = 0) 
1 

p+1 
A 

Bj c BJ(~)  t.q. A Bj = O 
P+l 

j (jo,h) 
B : 

j - j 0  
B : 

- j (jo,h) 
B = A .  B + Ah Bh 

CI 

J O  

Bh c BJ(p) 

A B h < O  
p+1 

j (jo,h) 
h , A h  > O te l s  que : B e A 

p+l - jo 
- j (k,-jo) 
B 

k jo 
= AkB + h (-B ) 

jo 

k ;(Pl B c B  

A ~ ~ B ~  O 

j (k,-jo) 
h h > O te l s  que : B 
k' jo 
i 
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Condition Suffisante : .................... 

L e Soient B e t  9 adjacents dans B ~ ( P )  e t  supposons que B e t  B~ 

ne soient pas adjacents dans B J(p+l). (hi a alors  : 

L L 
Etant donné que B O c F, on a que B O e s t  nécessairement de l a  

forme : 

L ' j(jo,h) L j (k,-jo) 
B O = B (ou B O = B 

j (jo,h) j (k,-jo) 
Par a i l leurs ,  puisque B j o  e IA* [ c F, B 

1 (PI 
e F (resp. B c FI 

h k s i  e t  seulement si B 4 F (resp. B G F). Par conséquent, on a ,  d'après 

L ce qui contredit que B e t  9 soient adjacents dans B ~ ( P ) ,  d'où le résul ta t .  

L Soienr B e t  9 adjacents dans B J(p+l).  D'après l e  lemne 19.1 

(pour AT (p+ 1 ) ) on a que : 

Par a i l leurs ,  étant  donné que 8 = F Q A:+~ e t  que F 4 A L 
p+1 

on a que dim(8) = djm(F) -:1. D'où : 

dim(F) = (d1+2) + 1 = d+2 

l ce qui d'après l e  leme 19.1 (pour A* ) entraîne que B e t  B~ sont adjacents 
J (pl dans B . 1 (PI 



Soit  F (resp. $) l a  plus pet i te  face de A" (resp. de A* 
1 (PI 1(P+1)) 

qui contient B' e t  B j ( joyh) .  On a alors, d'après 19.10 e t  l e  lemme 19.2, 

I e = F n AP+, . Par ai l leurs,  étant  donné l e  caractère e x t r h a l  de F e t  du f a i t  

j 0 j (jo,h) que B c ]A" C F ,  on a que : .B 
h 

1 (Pf 
e F s i  e t  seulement s i  B e F. 

h 
Par conséquent, F es t  l a  plus pe t i t e  face de A" qui contient Be e t  B . 

1 (PI 

Condition Suffisante : ------- -- ---- -------- 

i L h Soient B e t  B adjacents dans B (pl e t  supposons que B' e t  
j (jo,h) I 

B ,ne soient pas adjacents dans B (P+' ) . On a donc A que : 1 

l o  J (P+~)-IL,  j (jo,h) 1 3 B  c B n 9 .  I l  es t  c l a i r  que t0 BgJp). En effe t  
1 

1 

h Bo c F A'. e t  eo # P Par ai l leurs,  Lo f h car B f A:~. Par conséquent, 
,p+l 

s i  t0 c gJ@) alors : 

1 
h ce qui contredit que BL e t  B soient adjacents dans B J ( ~ )  . Dtaprès 19.10, 

L L j (jo,m) c 
B O e s t  donc de l a  forme B O = B (ou B O = B j O )  . Supposons d ' abord i 

L~ j (jo,m) B = B  . I l  es t  c la i r  donc que, d'une part ,  m # h e t ,  d'autre part,  i 
L puisque A B = O e t  A B~ < O, m f L. Par conséquent, étant donné que ' 

j (jo,m) p+1 p+1 
B c F s i  e t  seulement s i  Bm f: F, on a finalement : 

J (PI ce qui contredit que Be, Bh soient adjacents dans B . 
Lo j (n,-jo) S i B  = B  , on a, d'une part,  n # h (car Bn > O 

e t  A Bh < O) e t ,  d'autre part,  n # L (car A Bn > O e t  A 
p+1 p+1 

e t  on obtient alors, de façon analogue : 

donc une contradiction, d'où finalement l e  résultat.  



Condition Nécessaire : .................... 
1 j(jo,h) 

Soient B e t  B adjacents dans B J(pcl) e t  supposons que 

1 h B e t  B ne soient pas adjacents d.ans B J ( ~ ) .  Etan; donné que BjO r I c F ,  
j (jo,h) 

alors B h e F s i  e t  seulement s i  B e F e t  F es t  donc l a  plus pet i te  
L h face de &k qui contient B e t  B . 

1 (PI 

Par ai l leurs,  d' après l e  lemme 1 9 : 1 , on a que dim(F) > d+2 

e t  donc dim($) = ddi(F) -1 > d+l = d1+2, ce qui d'après l e  lemne 19.1 

(pour A'; ) contredit que B e t  B soient adjacents dans B J ( P + ~ )  
I(P+l) 9 

d'où l e  résultat .  

La démonstration des par? ies b .3) e t  b .4) e s t  analogue à cel le  

de b.2), compte tenu du f a i t  que : B J ( J ~ ' ~ )  E F (resp. B j (k, -jo) 
h k s i  e t  seulement s i  B e F (resp. B E F), où F es t  une face de Rk 

1 (PI ' 
A A 

J (p+l) -jo S i  Bjo c BJ(~+') ,  Bjo e s t  adjacent à tous l es  BJ 6 B 

J(p+l 1-jo 
so i t  ~j c B . Soit F (resp. 3) l a  plus pet i te  face 

de A* (resp. de A* 
1 lp) 1 (p+l) 

) qui contient Bj e t  BJo. Etant donné que 

A ~ ~ ' > ~ o n a q u e ? = F n A n  
P+ 1 p+l ' 

Par a i l leurs ,  du f a i t  que 
1 

1 (PI 
j BJO e ]A*. [ C  F, F e s t  donc l a p l u s  pet i te  face de A* qui contient B . 

A I (P) - j(jo,h) 
J(p) soi t  BJ = B 

- j(k,-j0) 
D'après 19.10 on a que so i t  Bj c B 

A 
(ou BJ = B I 

Par conséquent, du f a i t  que B ~ ( P )  e s t  essentiel,  on a que dim(F) = d+l 
A - j(jo,h) - j (k,-jo) 

(en effe t ,  c 'es t  évident s i  Bj r B J ( ~ ) .  Si BJ = B (resp. BI = B 1,  
j (jo,h) j (k, -jo) 

cela résulte du f a i t  que B e F (resp. B e F) s i  e t  seulement 
h k si B E F (resp. B c F) ) . Finalement, puisque 3 = F n ~: 

p+l 
on a que : 

ce qui entraîne, d'après l e  lemme 19.1 (pour Af(p+l) ), que Bj e t  B j O sont 

adjacents dans B J ( P + ~ )  

Le théorème es t  donc démontré. 
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20 METHODE DE DOUBLE DESCRI PT ION AVEC DETERFI NATION DES CONTRAINTES 1 
REDONDANTES, l 

Dans la section 13 on a présenté la Méthode de Double Description 

pour la détermination d'un ensemble quelconque de générateurs d'un cône polyédri- 

que défini par un système d'inégalités linéaires homogènes et donc, pour la 

détermination d'une Double Description (quelconque) d'un tel cône polyédrique. 

Par ailleurs, dans la section 16 on a présenté der; critères qui permettent 

la réduction d'un Tableau de Double Description (quelconque) d'un cône polye- 

drique et donc, la détermination, d'une part, d'un ensemble essentiel de génés- 

rateurs et, d'autre part, d'une représentation essentielle d'un tel cône 

polyédrique. On appelera Ces critères : "Critères de Redondance a posteriori". 

D'autre part, dans la section 18, on a présenté des critères pour 

caractériser les contraintes non-redondantes à la fin de l'étape p de la 

Méthode de Double Description, qui deviennent redondantes lors de l'introduction 

d'une nouvelle contrainte (il est Clair que les contraintes redondantes à la 

fin de l'étape p sont toujours redondantes dans les étapes ultérieures). On 

appelera ces critères : "Critères de Redondance a priori". Finalement, dans 

la section 19 on a présenté la Méthode de Double Description pour la détermi- 

nation d'un ensemble essentiel B J(p+l) de générateurs de A* 
1 (p+l) 

à partir c,e 

J(p) de générateurs de H: d'un ensemble essentiel B 
1 (PI 

En fait, puisque les lignes Cresp. colonnes1 du Tableau de Double 

Description qui correspondent aux contraintes singulières Cresp. génsrateurs 

dans la partie linéaire] ne comportent que des éléments nuls, on peut s'intéres- 

ser à déterminer seulement un ensemble essentiel de contraintes non-singulières 

Cresp. de générateurs dans la partie conique], c'est-à-dire, à déterminer 

une matrice M ayant la plus petite taille, compte tenu du fait que, d'après 

les résultats des sections 10 et 8, la redondance de A* (non-singulière) dans 
J 9 Cresp. ~j (dans la partie conique) dans B 1 ne dépend pas de 1 'ensemble 

7 

particulier AT Cresp. B ~ I  considéré dans la définition de Cql = Af [resp. 

5 5 de kViC = (B )l. Un en3emble essentiel AI Cresp. B 1 peut donc être déterminé 
à la fin.de l'algorithme ou éventuellement au bout d'un certain nombre d'étapes . 



Dans l'exemple ci-dessous on montre la façon d'intégrer les Critères de 

Détermination des Contraintes Redondantes dans le Schéma de Calcul de la 

Méthode de Bouble Description décrit précédemment. (Section 19). 

Exemple : Déterminer toutes les solutions et une représentation essentielle 
4 du système homogène d'inégalités linéaires dans R : 

Tableau Initial 

Remarque : Etant donné que le système 1) contient les contraintes de signe 
sur les variables (i .e. xi 3. O ; i=1, . . . ,4) il est clairement de rang maximal. 

n n 
n M - U z  M 
u b b b  
N U +  + + + h 

h N N  
M u -  
U U U U N ~  
II II II II II II 
n n n n n n  
l - N M * V ) \ D  
~ V V V U W  

(1 

(2) 

(3) 

(4) 
=> 

-+ (5) 

ik(6) 
-+ 

T (4) T(5) = T(6) 

( 1 ) 0 0 1 1 0 0  

( 2 ) 0 0 0 0 2 4  

( 3 ) 1 0 2 0 7 0  

( 4 ) 0 1 0 1 0 7 x  
......................... 

1 0 5 3 - 1  -16 

4 - 1  70 7 2 b - 7  

+ + O 0 0 0  

20  2 39 1 140 14 

-4  2 -2 8 -38 -6 

* 

=> 



n  
N 
V 

ml + 
n n n 
N 
V  =t, c 
II II II 
n n n  
t - N M  
id V V  

- - U t  

O 1 0 5 0 3  

O 0 0 0  4 1 6  

O 0 1 8 0 0  

1  1 2 1 1 0 3 1  

U 3  7 2 3 - 7 6 - 5 5  

- 7  7 2 41 -70 -25 

+ o + o + o  
X X X X X X  

+ + O 0 0 0  

( X X X X X X X  I 

n 
n 
M 

n 
n O n 
n n  - P- 
N V )  (V - 
V U  + N 
Y - n Tf 
- Y - -  tO + + + u n  
n  M  03 
a u 2  N 

n n n n n n w u  L-l 
7 N 

II II II II II II It 
n n n n n n n n  n n  
- m l M  0 u - V V V S Z  c - 

V 

I 

Tableau Final.  



Explication des différents tableaux. 

Dans la résolution du système 1) ci-dessus, on a utilisé essentiel- 

lement le Schéma Général de Calcul (II-a)) pour la Méthode de Double Description 

décrit dans la section 1.9. A la firi de 1 'étape p (4 5 p s 9 , le Tableau T(p) b) est constitué, d'une part, du Tableau de Double Description correspondant 
( 1  aux p premières inégalités déjà considérées au cours de l'algorithme ( *?  est 

le sous-tableau de T(p) formé des lignes numérot6es (1) , (2), . . . , (p) sur la  

partie gauche de T(p) et, d'autre part, des lignes correspondant aux inegalit6s 

à considérer dans les étapes ultérieures de l'algorithme. Par ailleurs, on a 

signalé avec une flèche dans la partie gauche du Tableau T (p) la contrainte à 

considérer à l'étape p+l. L'ensemble des colonnes du Tableau T(p+l) est consti- 

tué, d'une part, des colonnes de T(p) dont l'intersection avec la ligne signalée 

avec (+) dans T(p) est nulle et, d'autre part, des combinaisons linéaires positi- 

ves des paires de colonnes adjacentes ' de T(p) dont les intersections avec cette 

même ligne sont de signe opposé, combinaisons telles que l'intersection de la 

colonne engendrée avec la ligne correspondante dam T(p+l) est nulle. On a 

explicité sur la partie supérieure de chaque tableau T(p+l ) , la façon de 
déterminer ses différentes colonnes à partir des colonnes de T(p) (les coefficients 

(positifs) des différents combinaisons ont été choisis de so-nte que les éléments 

de T(p+l) soient tous entiers). Les colonnes de la partie supérieure de chaque 

tableau~T(p) constituent donc un ensemble essentiel de générateurs du cône polyé- 

drique défini par les p inégalités déjà considérées au cours de l'algorithme. 

En effet, c'est évident pour le Tableau Initial, où les colonnes de la matrice 
unité I4 constituent un ensemble essentiel de générateurs de l'orthant positif 

4 de R , défini par les conditions de signe sur les variables dans le système 
1) ; pour les autres tableaux, cela résulte de la façon de les générer. 

(t) Deux colonnes du Tableau T(p) sont adjacents si elles correspondent à des 

générateurs adjacents. 

Remarque : le critère pour déterminer l'adjacence de deux générateurs doit être 

appli ué sur le sous-tableau de T(p) correspondant aux Tableau de Double Descrip- 

t ion 'Y) (sous-tableau de T(p) formé des lignes (l), (2) ... (p)). 



A l'étape (6), l'inégalité -xl + 20x3 + Zx4 3 O est hédiatemeiit 

sayisfaite, donc redondante (i.e. T(6) = T(5))  et elle n'est plus considérée 

dansles étapes ultérieures de l'algorithme (elle a été signalée par (;:) sur 

la gauche du tableau T(6 ) ) .  A l'étape ( 7 ) ,  la contrainte x 3 O (signalée pal 4 
(#) sur la droite du Tableau T(6)) est caractérisée "a priori redondante" 

d'après les théorèmes 18.1 - 18.2 de la section 18, et n'est plus ~onçid6~ii. 
dans les étapes ultérieures de l'algorithme. Cependant, on CIUII~OYL'\: la i i , . l t  

correspondant à cette contrainte dans les tableau irltérieurs puisque sec 

éléments sont les dernières composantes des gencrateurs (on l'a donc signalce 

par ( ) sur la droite de ces derniers tableaux). On remarque, par ailleurs, 

que la coiitrainte x4 O pourrait aussi bien être caractérisée corn étant 

redondante au moyen des Critères de Redoridanee à Postériori appliquéç sur 1'1.n.n 

quelconque des tableaux qui suivent Pe Tableau T(6). 

Finalement, un ensemble essentiel de générateurs du cône polyédri- 

que défini par le système 1) est donné par : 

et la solution générale du système 1) est donc 

Par ailleurs, le système : 
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est une Représentation Essentielle du Système 1). 

Remarque : On peut vérifier à l'aide des Critères de Redondance a Posteriori 

que le Tableau Final T(q) privé des lignes (4) et (6) est effectivement essentiel. 

Commentaires. Le système 1) ci-dessus a été considéré par Chgrnikoira C 7 %!xme 
*- 

exemple d'applicatian de la Méthode de Double nescript-ion (sans D6tcmiinüt1or~ 

des Contraintes Redondantes) pour la détermination d'un ensemble essentiel de 

générateurs du cône polyédrique défini par ce système. Dans cet exemple, 

Chernikova choisit comme nouvelle contrainte à l'étape p+l (parmi les contraintes 

non satisfaites) celle qui est "la plus satisfaite" i.e. celle qui est satisfaite 

par le plus grand nombre de générateurs déjà determinés. Par contre, dans la 

résolution du système 1) ci-dessus, on a choisi corne nouvelle contrainte à 
II 

l'étape p+l, celle qui est la moins satisfaite par l'ensemble de générateurs 
Y 

déjà déterminés (i.e. celle dont la ligne correspondante du tableau T(p) a le 
plus d'éléments négatifs] de façon à rendre redondantes le plus grand nombre 

de contraintes déjà considérées. Ce dernier critère nous a permis d'une part, 

de gagner une étape par rapport Ci Chernikova (i. e. de réduire d'un le nombre 

total de tableaux) et, d'autre part, de réduire d'un le nombre total de combi- 

naisons linéaires de paires de colonnes adjacentes (i. e. 1 7 contre 18) . Ce 
critère n'est évidement pas valable de façon générale. 

1 ) , Système - ----------- d' Inégalités ----------------- linéaires /homogènes] ---- ---- ------- de Rang -------- Maximal. 

Considérons le système d'inégalités linéaires homogènes dans R" : 

où la matrice A est de rang maximal i.e. rang (AI) = n. La partie linEaire 1 
du cône polyédrique des solutions du système (21 .l) est donc réduite à (01. . 



Considérons maintenant le système d'équations hom~gènes associe 

au système (2 1 .l) : 

Aix = O ; i E 1 = f l ,  ..., ml 21.2 

La Méthode d1Elimination ~omplète de la section 10 noiis permet 

de déterminer, d'une part, un sous-système de 21.2 f o d  de n eyuations 
linéairement indépendantes et, d'autre part, la matrice de post-multiplication 

de Jordan pour la diagonalisation de la matrice des coefficients de ce sous- 

système. En effet, si on considère 3 l'étape initiale de cette methode le 
(0) 

tableau T : 

(n) 
on obtient, â la fin de l'étape n, un tableau T de la forme suivante : 

ri 

m-n 
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dont : la partie supérieure E est la matrice de post-multiplication cle Jordan 

pour la diagonalisation de la matrice du sous-.système régulier de 21.2 déter- 

miné au cours de l'algorithme, les n premières lignes constituent la matrice 

diagonalisée de ce sous-système et les (m-n) dernières lignes correspondent 

aux équations linéairement dépen&ntes.Considérons ensuite le système d'inf- 
galités équavalente au système (21 .l) : 

rr/ 
où l'ensemble d'indices 1 est l'ensemble des indices des lignes de la 

(4 
partie inférieure du tableau T dans (21.3). Les n premières inégalités 

du système (21.4) sont donc linéairement indépendantes. Par consequent, 
(n) les colonnes de la partie supérieure E du tableau T (21.3) constiLuent 

J (1x1 (à des changements dventuels de signe près) un ensemble essentiel B 
de générateurs du cône polyédrique A?? ,défini par les n premières iné- 
galités du système (21 .4) . Par suite! la détermination d'un ensemble 
essentiel de générateurs du cône polyédrique des solutions du système 

complet (21.4) (et donc du système équivalent (21.1)) on peut appliquer 

la Méthode de Double Description (section 19) pour incorporer les m-n 

dernières inégalités du système (21.4). ûn considère pour 'cela le Tableau 

de Double Description initial : 

où rappelon2 le A* est l'ensemble des n premières inégalites du système 
1 (n) 

(21.4) et B J(n) l'ensemble essentiel de générateurs de A% déteminé par : 
1 (n) 

(n) 
où E est la partie supérieure du tableau T dans 21.3. 






































































































































































