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Nous avons voulu essaye* de jeter un regard neuf sur les milieux 

de structure aléatoire envisagés du point de vue de leu orts avec 

l'él~ctromagnétisme et la mécanique des fluides. 

Notre premier intérêt, qui fut le point de ddpart de cette rhêse, 

était l'étude des milieux poreux et en particulier de leur résistivitil et 

de leur perméabilifs hydraulique avec c m e  but final la conception d'une 

sonde de diagraphie permettant: la mesute in situ de la petméabilité 
roches traversées par un forage pétrolier. 
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EII e s s a y a E t  de  f a i r e  l a  s y n t h è s e  cies r s ~ ü 7 i c t s  épa r s  d~:,.> t:,,,-, 

~ c e s  l i t t 6 r a t u r c s ,  nous  avons  l ê c o u v e r t  à p l u s i c ü r s  r e p r i s e s  qtc ~cr : ,~ ; ; . .  

. . r C s u l t a t s  b i e n  é t a b l i s  e t  u t i l i s é s  a a n s  c e r t a i n s  d o n a i n e s  e:ü;cn: l ? L ~ u ~ . z , d s  

d a n s  d ' a u t r e s  ou comniençaient à p e i n e  à ê t r e  r e d é c o u v e r t s  a l o r s  que  ;a 

t r a n s p o s i t i o n  p u r e  e t  s i m p l e  é t a i t  souvenr  p o s s i b l e  d 'un  d o z a i n e  Guns 

l ' a u t r e .  

De l ' c n s t n i b l c  d e  c c t t c  l i t t C r a t ~ i r - e  s e  dGgage 1'c:i-i d é s  t > i ~ t : ~  SC; . . -  

c i p a u x  d e  l ' 6 t u d e  d e s  m i l i e u x  poreux  : d c i u i r e  l e s  p r o p r i 6 ~ 6 s  nzcroscopi -  

1 ,  q u e s  du m i l i e u  d e  s e s  p r o p r i ê t c s  n i c r o s c o p i q u e s .  C e c i ' s e  c o n c r e t l s e  ;,ar ;e 

I c a l c u l  ou l a  mesure  d e  c c e f f i c i e n t s  m a c r o s c o ? i q u e  c a r a c t é r i s a n t  pou r  l e ,  

b e s o i n s  t e c h n o l o g i q u e s  l e s  p r o p r i é t é s  g l o b a l e s  d e s  m i l i e u x  ; r é s i s ~ i v l c E  

é l e c t r i q u e ,  c o n d u c t i v i t é  the rmique ,  p e r m é a b i l i t é  h y d r e u l i q u e ,  CGilStante 

d i é l e c t r i q u e ,  p e r m é a b i l i t é  magné t ique  ..... e t c .  

< 

l Pour l a  t e c h n o l o g i e ,  l a  r e c h e r c h e  à e s  r e l a t i o n s  p o n a n t  ê t r e  

l / .  
é t a b l i e s  encl-e c e s  c œ f f i c i e n t s  e t  l a  s t r u c t u r e  m l c r o s c o p i q ü e  du  ca:ctr,,u 

l ou e n t r e  c c c i f i c i e n t s  c a r a c t é r i s a n t  d i v e r s e s  p r o ? r i é t é s  du n&,c niacér isü  

e s t  d e  p remi2re  impor tance  : e l l e  p e u t  en  e f z e t  donner  lieu 2 d e s  o p p i i -  

c a t i o n s  a u s s i  u t i l e s  que l ' a m é l i o r a t i o n  du r e n d e n e n t  d ' e x p l o l t a c i o n  d e s  

I g i s e m e n t s  p 5 t r o l i f è r e s  ou l a  d é c o u v e r t e  d e  nouveaux m a t é r i a u x  i s o l a n t s  

t h e r m i q u e s  ou a c o u s t i q u e s .  

Mathématiquement,  t o u t  c e  q u i  s u i t  p e u t  s e  ramener à ;a reckersb ,e  

I d ' u n e  aoyenne s p a t i a l e  d e s  s o l u t i o n s  d e  l ' é q u a t i o n  d e  L a p l a c e  ou d e  l ' é q ~ a -  

t i o n  d e  Poissori  d a n s  un m i l i e u  d e  s t r u c t u r e  a l é a t o i r e  s t a t i s t i q u e n e n t  hoz'o- 

gène  e t  i s o t r o p e  soumis à un g r a d i e n t  macroscopique d e  p o t e n c i e l .  

La : ; i i i ip l ie i té  a p p a r e n t e  d e  l ' é n o n c é  du problème ? o s 5  ne d o i t  pas.' 9 
f a i r e  o u b l i e r  q i i ' i l  n'ri j a m a i s  é t é  r é s o l u  théor iquement  e t  ii e s t  f o r :  pos- 

s i b l e  qu lnuc \ inc  s o l u t i o n  e x a c t e  n ' e n  e x i s t e ,  L 'une d e s  d i f f i c u l t 6 s ,  e t  non 

l a  moindre ,  e s t  q u ' u n e  m u l t i t u d e  d e  p a r a m è t r e s  peuven t  s e r v i r  à d j f i c i r  ie 

m i l i e u  a l é a t o i r e ,  parmi t o u s  ceux- là  s e u l s  c e r t a i n s  s o n t  d ' u n e  u t i l i t e  ; > O u i  

l e  problème p o s f ,  e t  à p r i o r i  il n ' e s t  n u l l e m e n t  é v i d e n t  d e  c h o i s i r  ceux-c i  

p a r s i  ceux- là .  
l 



Le problCrne posé ayant for~ément une solution physi:iür puisqug 

les isolants t11cr:nic~ues hétérogCnes isolent, que les cond~cteurs Gfectq5q~es  

formés de grains coniprimiis conduisent bien l'électricité et 05" eissen; 

apparemment à la loi d'Ohm, nous avons délibérément choisi le point d e  - JLC  

du physicien et non celui du mathématicien c'est-à-dire que nous avon6,;lLr 

exemple,utilisC. des principes d'ergodicit6,là où ils nous scnbiaicnc Litiles, 

sans dCmontrer que les passages 3 la limite étaient licites. Mous avons 

supposé qu'il existait des milieux "statistiquenent" homog2nes et qu'ils 

pouvaient devenir de dimensionsinfinies, de façon à utiliser Les principes 

d'ergodicité. 

Conimc pour tous les problèmes mathématiques ou physiques ardus, l 
ce sont des solutions approximatives qui apparaissent en premier. Sous ne 

faisons pas exception à cette règle mais dans certains cas particulisrs 

nous avons Gtabli des résultats théoriques nouveaux que nous croyons exacts. 

Dans le cas général nous avons montré qu'il était possible d'encadrer le 

résultat cxnct par dcs so~uti.ons approximatives. 

De la diversité des origines scientifiques des auteurs traitant 

de milieux aléatoires découle une grande diversité de méthodes d'approche 

et de formalismes utilisés : nous avons repris certaines théories exlstantes 

en les approfondissant ou en les améliorant, mais la diversité des modes 

d'approche utilisés risque de disperser l'attention du lecteur aussi avons- 

nous regroupé , quand c'était possible, en annexe, les notions nécessaires 
à la compréhension des théories utilisées. 

Enfin ne perdant pas de vue l'étude des milieux poreux et de 

leur perméabilité, nous donnerons finalement les principes permettant de 

concevoir une méthode de mesure in situ de la perméabilité d'un forage. 

Cette méthode nouvelle devra faire l'objet de recherches techno- 

logiques que nous n'avons pas entreprises, qui permettront de vérifier son 

bien fondé et de déterminer ses possibilités d'exploitation. 



L ' c n s c c ~ b l c  d e  cc t r a v a i l ,  s ' i l  o u v r e  Seaucou? ~ c  p G ç i e s  ( e t  dg 

d i r c c t i o , ~ , ,  :le r cc l i c rchcs  f i i ~ i ~ r c ç )  n ' e n  f c r n e  que q u c l q ~ e s  i;i:i.,, c ' es t -a- . .  L r l  
'' 

O ' 1 1 I I  c t dc rési11 t ;a ts  r i g o u r e u x .  Hais noaz yenroi):, 

qucl I C S  ;àta:rcs r 6 t ; ~ ~ l t a t s  cjuc nous  avons obtenus p a r  d e s  npproxl:nat;oncn 

;illis ou iiioiil:; l<irf;c:, i-i'cn s o n t  pas  m o i n s  u c i 1 i s r i : j l . c ~ .  S i  1 ' o l i  ~ c ~ i t g e  

E.:AXI.I'Iil,I, !$II 1837 a v a i  L (li.jh con1,iicncé 5 Ct t id ic r  1 ' C 1 c c : ~ r o c i n ~ n c t  i :,{lie d:&;i:,  il^,. 

i l  L X  , L I  , i  I , ? L :  l c s  prcjgr: ., c l ~ ~ u i s  c c t t e  d a t e  n 'o r i i  é t é  cjue !en;:, 

e t  p n r t i c L s ,  i ious ,~~- ic .~ .~ ; , ,  - i \ t ' i :  esi  :i ?;,a?. ciüe n o t r e  t r a v a i l  i , ' a i z  p ~ s  r c s o -  

i u  t o u s  Les pro'ÙlêfiAe; mals q u ' i l  c ~ c . . ~ ; i  n6anriioins une é ta ;>e  i i ïL?or îzn îe  

v e r s  l e u r  s o l d t i o z .  



P R E M I E R E  P A R T I E  

PRINCIPES DE MOINDRE ACTION 
e 

E T 
CALCUL DES COEFFIC IENTS PHENOMENOLOGIQUES 

DES PHENOMENES DE TRANSPORT 



1.1. GEXtRiiLlTES - PRIiXIPE Et: ElOllllERE P2CDIICT;Û:4 J'i:;TFtC?IE 

Les principes de moindre action perorêttent d'expliquer une banne 

partie des phénomènes physiques. 

S .  Les principes de la thermodynamique des phécoscnes i r r S v ~ r . , , > ~ - ~  

a??liqufs aux ph6nornènes de transport conduisenr à définir d e s  "forcps" 
-* 4 

g6nGralisées X ct dcs "flux" généralisés J que relie un coefflcienc p h h o -  

niénologiquc L (DE GWOT (11) .  

3 -t 
Cette formule définit une relation entre J et X à :'éc?.elie des 

phénomènes étudiés, c'est-à-dire qu'elle peut aussi bien stap?liquer a des 

phénonènes microscopiques qu'à des phénomènes niacroscopiques observ~bles 

expérimentalement. 

Une production d'entropie s par unité de volume et par uniré d e  
\. 3 

temps résulte de la présence simultanée d'un flux J et d'une force 2 au 
sein du milieu matériel : 

-+ -t 

La présence en un point du milieu, d'un flux J et d'une for ï s  X 

ne peut se concevoir que si le milieu est relié à un "générateur" c'esc-5- 

dire si une force externe ou un flux externe lui est imposé sur certaines 

frontières. 

Dans un élément de volume dv suifisarntlent petit pour que Li:,x 

et forces y soient considérés comme constants, l'énergie aissi?és ?xr unit2 

de temps, c'est-à-dire lalpulssance est : 
(i 

Dans le volume v, la puissance totale dissipée est alors ; 

Le principe de nioindre action consiste ici à dits, que, en &tac 

la production dlen;ropie.torale S dans le systèmz est ainima. 



Lec L sigui £ ie que, l e s  conditions cxtCricurc~ étant precisées, e'rsst-5 4 x r~ 
* 

la façon dont le systkc est connecté au "génératzur", les f l u x  OL ?es : 
forces s'ajustent à l'intérieur du système, p u r  qi;e PÎ pr&~cclor z o L ; l ~  

d'entropie soit minimum. 

1 Cas d'un milieu hmogène 

Si le milieu matériel, siège d'un phénomène de trairspsrt, as; 

horwg@ae c'est-à-dire si le cœfficient phéaonémlogique caraci&riss:.: 

le milieu est constant en tout point, (1.4) s'écrit : 

11 est ici indifférent de dire que ce sont les F P u  in~ernes 

plutôt que les forces internes qui se répartissent pour qüe Ia puissonce 

soit minianmi puisque flux et force, en tout point sont reliés par Pe faç'ieur 

constant L. 

a 

Nous allons voir dans ce qui suit, qu'il n'en est plus de nske 

si le milieu n'est plus homogène, et qu'il faut préciser la façon donc il 

est cornecté au "générateurn. 

1.1.2. Cas d'un milieu hétérogène 
- - -  - 

Par milieu hétérogène, m u s  entendons un ailieu dont le caÈzrrc;ctnc 

phénosénologigue L est une fonction de point L(x, y, a). 

Nous supposons que le milieu occupe un cube conneccé au "gér.Zït-  

teur" par deux faces opposées, et que sur les faces latérales, non cosnec- 

tées au géaérateur, le vecteur "flux" est tangent en tout point à la silr- 

face ; c'est-à-dire qu'aucun "flux" ne peut traverser les faces latéraies. 
r. 

1.1.2.1. Puissance dissipée quand le  f l u x  est conservatif et la force jrrato- 

Dans la plupart des p h é d n e s  physiques ;encontrës, le "f lcx" 
4 
3 est une grandeur conservative : 



àul:~?t:"oris égalcrnc*rit, cjuc l a  gt.iil:ieilr " f o r c e "  2 s,,i r i r rGia- .  

t iot inci2c c ' c c r - 3 - d i r c  qiiOeltc  d é r i v e  d ' u n  p o t e n t i e l  e c a i a i r c  : Y 

La p u i s s a n c e  d i s s i p t e  d a n s  l e  m i l i e u  s ' é c r i t  alors  : 

e t  e n  u t i l i s a n t  1' i d e n t . i t 6  : 

-F -+ 4 

d i v  (yj) - d i v  J + grad if t l  

e t  l a  r e l a t i o n  (1 .61 ,  ( 1  .RI d e v i e n t ,  en i i t ~ l i s a n t  l e  théorilme de  G-,.. : 

où S e s t  I d  . u r f a c e  e x t e r n e  dii voltirne v c u b i q u e .  

En d é s i g n a n t  p a r  S1 e t  S2 les s u r f a c e s  t e r m i n a l e s  c o n n e c t é e s  au g é n é r a t e u r  

e t  p a r  SL l a  s u r f a c e  l a t é r a l e  (1.9)  s ' é c r i t  : 

3 4 

Comme s u r  5' l e  flux J e s t  o r t h o g o n a l  au v e c t e u r  surface dS, 1a t r o i ü i ~ ~ . .  

i n t é g r a l e  s ' a n n u l e  e t  il v i e n t  : 

1.1.2.2. Condi t ions aux 1 i m i t e s  imposées par l e  générateur  

On p e u t  c o n c e v o i r  deux t y p e s  de  " g é n é r a t e u r s f s  conncçc6s au 

m i l i e u  : 

a)  Un g é n é r a t e u r  q u i  impose des p o t e n t i e l s  c o n s t a n t s  s u r  les  surfaces 

SI e t  S2 

b )  Un g é n é r a t e u r  q u i  impose l a  v a l e u r  L d e  l ' i n t é g r a l e  du  " f i u x "  s1.r 
0 

l e s  s u r f a c e s  S. e t  S2 (il f a u d r a i t  d i r e  f l u x  du "f lux")  



REMARQUE 

Les surfaces S1 et S2 sont orientées en sens inverse, ce q u ~  

entraîne la présence du signe - dans la seconde intégrale. L'égalité 

des'deux intégrales résulte du fait que le flux est conservatif. 

Voyons ce que deviennent la puissance et le principe du minimum 

d'entropie dans chacun de ces cas. 

Dans le cas -a- la puissance (1.10) s'écrit : 

Puisque le flux est consematif on a d'après le théorème de Gauss : 

3 . 3  -b + I+ 4 
~ d i v ~ d v = O m ~  J d S m k l  J d S + I  J d S  
v s S2 

D'oa on tire : 

3 -b + -t J J d S - - J  J d S  
s 1 s2 

et (1.13) s'écrit finalement : 

la différence des potentiels (Go - ylO) est ici une constante imposée 
par le générateur. 

Tout plan i qui coupe le cube parallèlement aux faces externes 

délimite une surface Si égale à SI et S2 et puisque le flux est conser- 

vatif, on a en orientant Si comme SI 

Minimiser la puissance P revient à minimiser les intégrales étendues 

à tout plan de coupe, mais on a = 
3 3 3 3 
J dS = LX dS 

Si Si 

c'est-à-dire que sur tout élément de surface où L est imposé il faudra 
3 

que ce soit X qui soit minimum. 
On en conclut : 

Dans un matdriau hétbrogdne 02 Ze c a f f i c i e n t  phénoménologique L 
3 e s t  une fonction de point, ce sont l e s  forces internes X qui s t a j ~ s -  

t en t  pour minimiser la puissance produite quand te systdme est - 
connecté à un '$éndrateur de potentiel".  

Examinons maintenant le second cas qui est celui du générateur 

qui impose la grandeur 1. définie en ( l u  et 18 - 0 - 
rateur de courant". 



Par suite du cûrac  tCrc conse rva t i f  du  vecteur "f lux1', on y c u t  

encore écrire pour toute  su r face  i n t e r n e  Si de forme quelconque coupant 

les f a c e s  l a t é r a l e s  du cube : 

L'équation (1.10) e s t  toujours valable  : 

Comme les f a c e s  terminale8 du cube cons t i tuen t  des  su r faaes  

é q u i p o f e n t i e l l e s  aux p o t e n t i e l s  y, e t  y2. on peut é c r i r e  d 'après  (1.10) 

e t  (1*12) : 

La d i f f é r e n c e  de  p o t e n t i e l  'Q2 - 'P, e s t  égale à l& c i r c ~ ~ a t i o ; .  .?L 
-+ 

vec teur  X, i r r o t a t i o n n e l  d e  l a  face i à l a  face 2 e t  e l l e  ne dépend pas Lu 

chemin s u i v i  : 
-f -t - - brx d l  = LI 2 d l  (1 .19)  

r 
Dans l a  formule (1.18) l e  terme Io é t a n t  imposé p a r  Ee génera teur .  

l a  minimisation de  P s e  f e r a  en minimisant - e t  d 'après  l'int8Grale 
2 

(1.19) on v o i t  que, quelque s o i t  l e  t r a j e t  s u i v i  de 51 a s2, piiisque les 

cae f f i c i e n t s  phénoménologiques lo iaux  L-' sont  f i x é s  par l a  s t r u c t u r e  du 
-P 

m i l i e u , :  c ' e s t  l e  vecteur  f l u x  J q u i  d o i t  ê t r e  minimum en  cous p o i n ~ s .  

On en conclut  donc : . 
Dans un milieu hdtdrogène dont Ze c œ f f i c i e n t  phdnoménologiqïe i -  

-+ 
e s t  une fonction de point, ce sont t e s  f l u x  internes c, qui s'crjuote, + 

pour minimiser la puissants produite quand Zo systarne est ronneotd ; 

un 'kdnérateur de courant". 

REMARQUE : Pour un m i l i e u  homogène, on peut  s o r t i r  l e  cœ f f i c i e n t  i derr 

A 

Il est a l o r s  i n d i f f é r e n t  de  d i r e  que ce son t  l e s  f l u x  où l e s  

f o r c e s  i n t e r n e s  q u i  s ' a j u s t e n t ,  



f .1.3. Exemples de phénoniènes physiques régis par les principes de moindre 

production d 'entropie. 

Nous donnons ci-dessous sous forme de tableau, quelques phéno- 

mènes physiqresen régime permanent susceptibles de bénéficier du traite- 

ment précédent. Les grandeurs h l o g u e s  se situent dans les mêmes 

colonnes. 
- - --- - 

I ' '*~arca" ~otcntiel ' " P ~ U X ~  
I ' CocCficien~ 

I 
Nom de 1;i l r v i  

1 
I Flux , 

1. ! ! 
II ! I :du "Fluxw ph6noménologique ! ! 

physique 

E 
,Forœulation gén6-' ! 
irale therdyna- , 
;mique irréversi- - ! 
;ble, I 

I -P 

E 
! v ! -t 

! I- JJI~s II 
! ! 

1 1 ! 1 1 I o 
,champ éle~-'~otentiel 1 ! *densité du ' conductivité ! 

Loid'Ohm - 
! courant ! ! ; trique ,électrique !courant I électrique , ! 

! 4 ! ! -# 
E V D 

! ! ! 1 . € équations de 
! !. I ' HaxwePl de ! , chap élec-j potentiel , induction I * permittivité . * .a ! 1 ; trique , elec trique electrique ! ! 

! diélectrique ! 1' élee trosrrciqué I 
! -b ! 1 -# 9 H B ! y= l f ~ s  1 ! 1. 
! ii équations de ! ! ! 
,champ ma- 'potentiel linduetion l flux aa- : pedabilité ! ! 1 

Maxwell de la , 
'gné tique ! scalaire ,magnétique gnétique 1 magnétique , magnétostatique ' 
I ,magnétique , I (I I I 

II 
s a 

1 ! g&d T , T ! + J ! Q=J@> : X ! 
1 

I ! ! 1 ! 
'gradient de' l ,vitesse du 

!température. ! flux de ! conductivité ! ! 
! 
température II fluxde ! chaleur ! thermique I ! 

Loi de Fourier 

! ! fchaleur ! ! ! ? - 
I + ! ! -# ! I I I 

C D - grad C , ! 1 J I Jfii ! ! I 

! gradient de; vitesse du - concentra-! flux de coefficient de ! ! !concentra- 1 de ! mSSe ! diffusion ! 
Loi de Fick 

tion ! 1 
- II tion ! masse II ! ! ! 

I ! ! 1 ! ! - grid v I V ! T 1 9 ! , gradient de! - ! 
,contrainte I vitesse . I ! viscosité ! Loi de Newton ? 

I vitesse ! Itangen' ! ! I 

! I I 1 I I - tielle de 

t II I ciaaillemenç I ! 1 

! +  I 1 ! I ! 1 
dx ! grad x = -! x I u ! ! 1 /E I ! 

! I 1 ! ! I 1 
1 tension 1 déplace- ;contrainte ! ! Loi de Hooke module d'Young ! ! 
I ment ! ! ! ! ! a 

! + ! ! -t ! + !  
Q=J@s 1 K 

I ! 
I grad P P I u I! ! 

débit voly- del pressionlvitesse de ! perméabilité 1 Loi de ikarcy ! 
1 pression 1 !filtration 1 aique 1 1 

TABLEAU I 



1.2. Ai',': ;i:AÏ:ùi /,'LX r;'i{ENOi.ifNES DE TRANSi 'ORi  E L E C T R I Q l l E  - - --------- -- 
-4- 

f n i i r  l e s  phénomènes d e  t r a n s p o r t  é i e c t r i q u e ,  l e  f l u x  LJ e s t  
3 -+ 

xf-prc:;e;ité ;,lu l a  d e n s i t é  d e  cou ran t  1, l a  f o r c e  X par  l e  ct,amp é l r z c ~ r i -  
(::) 

<,tic ?, ie y e s t  l e  p o t e n t i e l  é l e c t r i q u e  y> er  l e  c o e f f i c i e n t  

;~h~innménoln,;ique e s t  l a  conduc t iv i  t e  0 .  

Les 6qua t i ans  ( 1 , l )  à (1.4) rlevierineizt i c i  : 

-t + 
l m -  agrad 

- 2  
9 es 1.z m C;i2 n L 

c f  

Cependant il y 4 u n e  symé t r i e  p a r f a i t e  ,711 i l ivc 1 i 1  a!rs înn i i i i~ tZ .  
.$ 

ctttre i e t  è s i  on  i n t r o d u i t  comme c e  f f i c i e n t  phénou&nol igi<i l i :B i . i , c s i s -  

chvit6 ,P I/a au l i e u  d e  n. 

S i  on connecte  l e  système à un géné ra t eu r  de c o u r z n t ,  u n  - , !  

i d ' a p r è s  c e  q u i  préci2d.e que l e s  d e n s i t é s  d e  cou ran t  i s e  r é p a r t i r n , ~ '  2 

l ' i n t é r i e u r  pour minimiser  l a  pu issance  P. S i  on corinecte l e  systsice <-i 

un géné ra t eu r  d e  t e n s i o n ,  on s a i t  de  même que c e  s o n t  l e s  chaqps éie(*.tri.- 

ques i n t e r n e s  q u i  vont  s ' a j u s t e r  pour minimiser  P. 

Considérons a l o r s  un mi 1 ieu d e  conduc t i v i  k 4  i r t l . i ~ n i  sgGnc- d h r i ~  :a 

c o n d u c t i v i t é  c t  l a  r é s i s t i v i t é  microscopiqiie son t  dcs  fonc t i c n s  
- 1 

0 = ~ ( x ,  y ,  z )  ; p = (x ,  y, z )  = U (x, y, z ) ,  e t  d o n t  l a  conductdfice 
- 1 macroscopique e s t  G e t  l a  r é s i s t a n c e  niacroscoyiq~tr  e s t  R = G 

S i  on m a i n t i e n t  une d i f f é r e n c e  d e  p o t e n t i e l  c o n s t a c t c  ':, a>>. 
b<s...?i, ,:(= ce m i l i e u  l a  pu issance  d i s s i p é e  est  : 

P = G V$ = VOIR ( 1  . zn ,  
. ' 

e t  en é c r i v a n t  c e t t e  pu issance  en f o n c t i o n  des  champs i n t e r n e s  à x,,n:rnaa4 

dans  c e  c a s  on o b t i e n t  : 

G dv + 2  
k g r a d  Y odv 1 

IG-Psm a i 

-*-A-"- ...-- .- -..- 

(::) Nous gardons y pour  i e  p o t e n t i e l  6Pec t r ique  pour q u ' i l  n ' y  a i ;  *+:fia 

cie c î~r t fus ion  p o s s i b l e  avec ka f o r c e  é l e c t r o m o t r i c e  V du g é r 1 6 ~ ~  . A S . .  



Si on alimente le milieu par un générateur de courant 1,, la 

puissance dissipée est : 

et en exprimant cette puissance en fonction des densités de courant internes 

à .minimiser, on obtient : 

Le calcul de G selon la formule (1.27) nécessite de connaître 

'parfaitement la répartition du potentiel y dans le système de volume v 
-+ 

(ou celle du champ E) mais, en général, le calcul de la répartition exacte 
3 

de 9 OU E demande un travail tellement considérable que l'utilisation 
de la formule (1.27) pour calculer la conductance macroscopique G à partir 

de la conductivité microscopique 6 est impraticable. 11 en est de même 

pour la formule (1.29). 

Supposons alors qu'on ne connaisse qu'une répartition approchée 
-C 4 9' du potentiel (ou E' du champ E), à l'intérieur de v, satisfaisant 

néanmoins aux conditibns aux limites, 

posons : 

3 y, E et G sont.les valeurs exactes du potentiel, du champ et la conduc- 

tance macroscopique exacte qui en résulte. 
3 3 y ' ,  E', G' sont les valeurs approchées correspondantes. 

4 
f, E, g sont les erreurs commises sur y, E et l'erreur qui en résulte 

sur G en calculant G' selon la formule (1.27) avec la valeur approchée 

y' (ou t'). 
Le numérateur de (1.27) est l'intégrale représentant la puissance 

dissipée et on sait qu'elle doit être minimum pour la répartition correcte 

de 9 : toute répartition incorrecte telle que p' la majore et la 

conductance approchée G' sera supérieure à la conductance exacte G. 

G' > G  g > o  (1 '31) 

On peut faire le même raisonnement avec l'autre formule 

(1.29) quand le milieu est connect6 B un gi5nérateur .de courant et qu'on 
minimise les densités de courant internes. 

7 
Soit 1 et R la densité exacte de courant interne et la résis- 

+, tance macroscopique qui en réeulte , i , R' les valeure approchées corrcs- 
Lt pondantes, J et r les erreurs commisea en utilisant les valeurs approchées : 



~ ' i u t e g r a l e  de  l a  puissance f i g u r a n t  au numérateur d e  (1 .29)  
-t e s t  minimum pour l a  r é p a r t i t i o n  exacte  de  l a  d e n s i t é  de courant  i ; toute  

r 6 p a r e i t i o n  i n c o r r e c t e  majore c e t t e  i n t é g r a l e  e t  on trouve a i n s i  puisque 

l e  dénouiinateur 'b2 e s t  imposé : 

R' > R  r > O  (1.33) 

Mais l e  mi l i eu  dans i e q u e l  on a approximé c e t t e  f o i s  l a  r r p a r -  
1 

t i t i o n  dcs courants  au l i e u  de l a  rGpar'cition des  p o t e n t i e l s  e s t  b ien  l e  

mCmr dans l e s  deux c a s  e t  de  (1 .33)  on peu t  c h o i s i r  de t i r e r  l a  conduc- 

tance approchée équ iva len te  à R '  : 

e t  on tire f inalement d e  (1.31) e t  (11.34) : 

>c 
en dés ignant  par  G ' i  l a  conductance approchée obtenue en approximant l e s  

3 d e n s i t é s  de courant  i e t  par  G ' y ,  l a  conductance approchée obtenue en 

approximant l e s  p o t e n t i e l s  i n t e r n e s  a 

On pourra  d e  même é c r i r e  e n  posant  : 

On peut t i r e r  de  c e c i  un théorème f o r t  u t i l e  pour l e s  cas où on ne s a i t  
3 -? 

t rouver  que des  v a l e u r s  approchées pour $7, E ou 1. 

THEOREME : On encabe  la valeur exacte de la conductance G ou de Za rdsis-  

tance R d'un milieu hétérogène par des valeurs approchées obte- 

nues d'une part en approx-imant Za dis tr ibut ion interne des 

potentiels (ou des champs) diuutre p a r t ,  en approzimnt la  
d is t r ibut ion  interne das densité8 de courant. Les bornes eupé- 

meures e t  inférieures de R ou G sont données pax l e s  f o m l e s  
I ( 1 . 3 5 )  et ( 1 . 3 6 ) .  

I 

Nous n'avons pas connaissance d 'une  formulat ion de  c e  théorème 

en é l e c t r i c i t é  mais l e  f a i t  de  i ' avo i r (ob tenu  après  une é tude  p lus  généra le  

s u r  des  phénomènes de t r a n s p o r t  nous a i n c i t é  à rechercher  s' i l  n ' a v a i t  

pas é t é  fo&ulé ,dans d ' a u t r e s  branches d e  l a  physique. 



Nous avons trouvé dans un ouvrage de MANDEL E21 sur la mécanique 

des milieux continus un résultat pouvant s'apparenter à celui-ci, relatif 

au calcul des constantes de torsion appliqué à un prisme de section carrée. 

L'approximation est faite à l'intérieur du prisme tantôt sur un potentiel 
+ + 

de déformation (iP(x,y) Ir: -t k gr ad^] tantôt sur un potentiel de contraiate 
-F -+ + -w tel que a = grad 9. La contrainte O et la déformation € étant reliées 

par le module de cisaillement v : 

MANDEL introduit deux fonctionnelles 1 et K qui expriment l'énergie respec- 

tivement en fonction de ee et qui doivent être minimisées en vertu 

du principe des travaux virtuels dans le cas où les déplacements sont - 
imposés aux limites et dans le cas où ce sont les contraintes qui sont 

fixées . 
Il choisit pour et 9 'des variations arbitraires mais satis- 

faisant néanmoins aux conditions aux limites et aux conditions de symétrie ' 

du problème et encadre de cette façon la valeur exacte de la constante 

de torsion du prisme par deux valeurs approchées. 

En fait, pour les fonctions v(x,y) et $(x,y), MANDEL utilise 

des expressions fonctions de plusieurs paramètres dont il cherche le 

minimum absolu en fonction des paramètres (Méthode de RITZ) ce qui donne 

avec seulement deux paramètres des bornes supérieures et inférieures très 

proches de la valeur exacteconnuepar le calcul (5 0,l  A). 

Il s'agit chez MANDEL de calculer un cœfficient macroscopique, 

relatif à un milieu dont la forme relativement simple, parfaitement définie, 
t 

ne permet pas néanmoins un traitement analytique simple du problème. 

Nous avons trouvé même très récemnent d'autres exemples d1enca4* 

drement d'une valeur macroscopique par des bornes supérieures et inférieures 

déduites de la minimisation de fonctionnelles camplémentaires [3] mais 

il ne semble pas qu'on ait cherché à appliquer ces principes à des cas où 

la difficulté ne réside pas seulement dans une approche analytique diffi- 

cile mais surtout dans une structure aléatoire du milieu qui défie toute 

formulation exacte et n'est abordable que par voie statistique. 

C'est ce que nous allons étudier dans ce qui suit, en cherchant 

d'abord quel est le degré d'approximation obtenu sur le coefficient 

mmacroscopique cherché, en fonction de l'erreur relative commise sur les 

distributions approchées utilisées : nous aboutirons .au résultat très 

intéressant que l'erreur commise sur la valeur exacte est du second ordre 

par rappoft B l'approximation faire sur les potentiels 03 les courants. 
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' APPRUXIMAI ION SUR LES D ISIRIBUT IONS DE POTEFiTIEL ET 
--a - ----.- .- W.--- 

i- ' :::, !i :if\ 2ESii l .  r!\i?iTS JUii LA RESISTANCE MACROSCCi?IQIIE ----- . --..-. ---.* .-.* -- W..----- --- --- - 
011 , )eu t  i n t u i  t i~~c :o ien t  p révo i r  qac? 1 ' approxirn;it:io!i crbt~rilrr s u i  

G a  ~"6.1 s t a n c o a c r o ç c o p i  ~ i i r '  s e r a  m e i l l e u r e  qiie c e l l e  f a j  r c sirr i :I c . 4  s e r i  - 

i i 1 a p r ? ç  ( 1  . ? 9 ) ,  cn e f k e t ,  R c s t  p r o l i o r t i o n n e l  à !,a p s l i s s , i :  i* 

4 i',&ni:-r-,lt:eur inipost? uri coura::t 1 , .  Oi* ,  011 ç a i  t que,  po i r r  l a  rCaar- 

t-i.!.ion 1-orrclcte des  p o e e n t i e l s ,  l n  puisçancc i2 e s t  minimum. Cct!nn:c t o u t 6  

' oitr  C l  c)n passant  par  un r n i n i m i l ~ n ,  P - ~ : i r  i e  pell ; i! i i  olir de  son niinimun c r  uiaix 
t 

~ C p a r t i t i o n  i n c o r r e c t e  d e  1 approchée au prcil ier oxd re  ne f e r a  va r i e r  

qu'au second o r d r e ,  OU mieux, l a  puissailcc 6" el: donc I n  r c r ; i s r ~ n < - o  R 

11 en e s t  de  ui?trncr pour G d é d u i t  dtr (1.37) pour c.nr ~ G r ~ d i t L '  : o : t  

i n c o r r e c t e  de y. 
Nous a l l o n s  p r é c i s e r  ceci par une démonst ra t ion  i n s p i r é e  d t  

FEYNEiAN [ 4 ]  e t  d e  SMYTHE 151 
Supposons iine r é p n r t i t i o i ~  approcliée y '  du  p o t . c n t i c  l ( 1  0 s  tir: 

m i l i e u  hé térogène  de c o n d u c t i v i t é  o(x,  y ,  z) don t  on veut ca1culr.r 6:4 

conductance équ iva l en te  : en  r ep renan t  l e s  n o t a t i o n s  (1.30) : 

que nous r t i l o r tons  dans l ' i n t é g r a l e  ( 1 . 2 7 ) ,  nous obtenons : 

En développant  l ' i n t e p r a n t ,  on o b t i e n t  : 

D'où on t i r e  : 

1 -3" G 1 P G + 8 P -  ograd2ydv + 21 agiad 9 g;Ld f dv + 1 og&i2 f dvj 
v V 

La première i n t é g r a l e  r e p r é s e n t e  Ja v a l e u r  exacte  G d k C  : 

1 -+ 3 
G - 1 2 j  ugrad IQ . grad f (IV i j og&d2 f ùv] 

v 
( 1  " 3 5 )  

v 

3 3 
En remplaçant ugrad pa r  -1 1-j 3 s .  l a  premiere i n t é g r a l e ,  c e l l e - c i  

d e v i e n t  : 

En u t i l i s a n t  l ' i d e n t i t é  : 

3- 3 f 3 
r . grari E a ciiv ( f  l j  - f t l iv  1. 



et compte tenu de : 
8 

div 1 = O 

' l'intégrale s'écrit, d'après la formule de Gauss : 

d=-j: . &d f dv = -1 div ( f:) dv - -[ f: & 
v v 8 

où a est la surface externe du volume v. 

L'intégrale 3 peut se décomposer en trois intégrales étendues 

aux surfaces terminales S, et S2 et à la surface latérale SL (tig. 4). 

d 5, 
Figure 1 

-t Sur la surface latérale SL, le vecteur i est constamment tangent 

à la surface et donc orthogonal au vecteur dS l'intégrale correspondante L *  
s'annule et il reste : 

Nous avons supposé que, puisqu'il s'agissait de minimiser les 

potentiels internes, le milieu était relié à un générateur de tension V, 

Les potentiels sur les faces S et S sont donc parfaitement connus puis- 1 2 
que imposés par le générateur et l'erreur f commise sur ces faces est 

nulle. D'oii t 

Et nous reportant à (1.38), il reste : 

La formule (1 .41)  montre bien que l'erreur commise sur g est 

positive ce qui signifie qu'en introduisant une erreur f sur la distri- 

bution des potentiels, V. étanv imposé, la puissance a 6ré majorée. 



Sur le simple plan du calcul et des valeurs numériques, on 

cons ta te  que l'erreur commise g ou r est du second ordre par rapport 

Pkesreur f faite sur les potentiels : 

Bvaluons les erreurs relatives sur G et R 

1 La formule (1.43) exprime l'erreur relative sous forme d'un 

rapport de moyems de oz2 à oz2 prises sur le volume v, et montre 

que l'erreur commise sur G est grosso modo proportionnelle au carré de 

l'erreur relative commise en approximant les champs E. 

Dans le cas particulier où le milieu est composé d'un volume 

v i  de conductivité nulle et d'un volume v2 de conductivité o,  ce qui 

serait le cas d'un milieu poreux de matrice isolante rempli d'un fluide 

conducteur de. conductivité a, on peut dans l'expression (1.4 1) 

sortir a de l'intégrale étendue au volume v2 : on obtient : 

11 apparait ici plus nettement que : t'erreur re la t ive  comise  

 su^ les  cœf f i c i en t s  macroscopiques cS ddterminer e s t  du second ordre par 

rapport cl Z'erreur faite en approxikant l e s  champs interues. 

Voyons maintenant le cas où le générateur est un générateur 

de courant et où il faut donc minimiser les densités de courant interne. 
ta résistance équivalente R sera calculée par la formule (1.29). 

7 7 Appliquons une distribution incorrecte :' = r + J de la densité 

l de courant et évaluons la résistarze approchée R i  : 

La première intégrale représentant encore la valeur exacte R 

on obtient l'erreur r commise sur R sous la forme : 



Reep ( rgons dans la prmière intbgritc par 
elle r'bcrit alors : 

t -k K - I  p i 3 d v - -  1 p .  ug&dy.f  d v œ - ~  srf.dyydvv' 
v v V 

I en appliquant l'identird : 

1 Si 1. diatributiop de courant approchge 1' satisfait 

div 2' - O 
On. a r 

div 1 - div (1' - f) div f '  - div t - O 
"et on obtient pour l'intbgrale K en appliquant la formule de auss : 

On peut encor6 ddcomposer K en trois intégrales étendues à 

S I ,  S2, SL.  intégrale Btendua P SL sera encore nulle car f et :* donc 
+ 3 ione orthogonaux L da sur SL. 11 resta : 

' K = - [J ipJ d. + Jp$3d.1 
s 1 

Les faces S1 e t  S2 Otant 6quipoten tiel respea- 

tit y, et fi, on a : 

Et comtne on a connecté le milieu B un générateur de courant 1, 
et qua la donrit6 de courant approch6e 1' satisfaik aux conditions aux 

limites, on a : 

c t  l'intégrale K s'annule, 

On obtient donc d'après (1.49) : 

La résistance R '  approch6e est superieure B la résistance 

exacte R ce qui d'apri5s (1.29) montre que la puissance approchQe P' 



-7 ~ 4 t  1 ' 6 ~ ~ 1 l ) e t  CE (lui p -6ccde. , en a f f ec t an t :  j.ndice. a ou 

$ . t r i  cm Vn h ~ i o n  l e s  grande\rrn crnptoyce; pcrrir Le ca lcu l ,  on obtieaxt : 

'ïr>ii t ce qti i  p r C c k l e ,  j 2 t . i  ~ i r . r  (Ih c:oniprericli-e pos rquo i ,  p o u r  l ' r i L c . ~ r - -  

i . i :  c!t '  r r c  i ; j c i en t s  1liacrQt;;copi ( ~ t i ~ s -  ' s'L:; q u e  c o n d u c t i v i t é ,  yerméabil i i e ,  
:..; i i9 '  r : a : t i  C S ) ,  etc.. . . dans  d~:i; ~ ; 1  i< i17c  Iif r i!i , ?ner -  des  c a l c u l s  tr6.' a,:pro 

c ~ I ~ ; ; G  s : * i  ;Ij>)r;ll t n c e  Jonnt?rit S i n n 1  rrric-rt d ~ s  zraleirrs r r k s  procilies dcs va; r 2 u r i  

cx.a:st e î  : Sr. zi'ese quPiinr. er.rns<r;:i-~ir c a l t a  cri  n c j  pe ci.: r n ~ ~ i r i d ~  rc actast i  qu; 

.~r.i-il:cl, d ' o b i  e.,i~ir une  pl-6~: i s j o t r  :.rc 4 - 1 l 1 4  crclre s u r  l e  cta: F f  i c i en t .  qti&Xiia 

1 : ~  1 . i - k  ;si«ra s u r  l e s  ch are;,^ oix criirlaantu i r t l l i s é s  i ~ ' s ' s t  que dii preri)i e r  i ~ u r > ï  c . 
T\6ciproque11ic~iii-, I c  b n i t  qil'un ci= E f l c i c t x ~  rfis~roscopique ca1::ti.é 

à L ' a i d e  d'une t h é o r i e  donrkée se rapproche b ien  d e  va l curs  experirncnt-aies 

n ' e s t  pas   i indication que Pa d i s r r i b u r i o n  de potentiels ou de champs 

ut. . i l isGç dans c e t t e  t h é o r i e  é t a i t  exacte mais n ' e s t  qu 'une  conséquence 

du p r i n c i p e  de moindre a c t i o n .  

Ceci j u s t i f i e ,  B posteriori, d e  nombreuses t hCar i e s ,  --- en pa~&& 

cor ro l~orécs  par  l'expérience,-m_a&~Jtr;,i~uécç parce q u ' u r i i i s n r i t  d e s  - --------- - 
l ~ v - ~ o  t:h;;s.?s. t rop  sommaires. .&.A --.. "-.- .*- 

Ces c o n s i d é r a t i o n s  montrent  que  pour l V % t u d e  des  m i l i e u x  Cie 

s t r i i c ~ u r e  a l é a t o i r e ,  il es t  tout à fait:  légi t i .me,  et: i I  n'y a d'ailleurs 

pas d ' a u t r e s  ressources, que d'utiliser dcs t h c a r i e s  approchées, consis- 

1:arrl à faire  d e s  moyennes de diarkilnutians agprcach6es de champs au d e  



En ccmb:nant les cas a) et b) on voit qu' il se présente 

quatre possibilités : 

1)  Des résistances égales disposées sur un réseau régulier. 

2) Des résistances aléatoires disposées au hasard dans un réseau 

de structure régulière. 

3) Des résistances égales disposées dans un réseau de structure 

aléatoire. 

4) Des résistances aléatoires disposées au hasard dans un réseau 

de structure aléatoire. 

XI .2. CONSTRUCTION DE RESEAUX DE STRUCTüRE ALEATOIRE 

Avant de définir des réseaux de structure aléatoire, nous défi- 

nissons rapidement leur opposé, c'est-à-dire des réseaux de structure 

régulière. 

I l  .Z.I. Réseaux de structur.e regul ière 

Ils sont caractérisés par un "motif" régulier se répétant 

indéfiniment à la manière d'une tapisserie. Les nœuds sont en général 

tous de même degré. 

Nous portons dans le tableau ci-dessous les noms des réseaux 

les plus utilisés avec le degré de leurs nœuds et nous renvoyons le 

lecteur aux figures qui suivent pour une représentation graphique de 

ces réseaux : 

I Nom du réseau ! Degré des noeuds ! 
! ! ! 
t4 ! 1 

R6senu$ p l a n a i r e s  
v ! ! 

1 
carré 

! 
1 ka goni6 

! ! 1/3 noeuds : 6 ! 

I 

! double hexagonal . . I 
2/3 noeuds : 3 ! 

1 - * 
II 

Réseau* à 3 dimensions ! 
. ! ! 

! dianiant ! 4 ! 

I cubique simple ! 
1 ! 
! cubique centré ! 8 ! 

1 

f cubique à faces centrées: 12 
! 
1 



CARRE KAG OME TElANGULAiRE 

HEXAGONAL 

re 3 : Résenux réguli 

DOUBLE HLXAGGNAL 

.ers planaires 

DIAMANT C U B I Q U E  C U B I Q U E  C U B I Q U E  A FACES 

SIMPLE CEElTRE C E N T R E E S  

Figure ,4 : Réseaux réguliers tridimensionnels 
(mailles élémentaires) 

11.2.2.. Réseaux de s t ruc ture  a léa to i re  

Pour obtenir un réseau de structure aléatoire, on peut désor- 

ganiser progressivement des réseaux réguliers soit en retirant au hasard 

un nombre plus ou moins grand de branches, soit en retirant, toujours au 

hasard un nombre plus ou moins grand de n e u d s ,  enlevés avec les branches 

qui leur SOIIL conncctFcs : ces procéd6s ont été popularisésrécemmcnr par 

des théoriciens du solide et sont connus sous le nom g6néral d e  "processus 

de percolation" [ 6 ]  [71 .  

Le premier procédé est baptisé "percolation par branches" - et le 
(2:) 

second "~ercolation Dar nmuds " 

Ce procédé de création d'un réseau aléatoire par désorganisation 

d'un réseau régulier peut être <;ualifié de processus destructif. 

On peut envisager des processus constructifs de création de 

rés,:,;ux aléatoires. 

(::) Les termes correspondants consacr6s par l'usage en anglais sont : 
~ ~ c ~ ~ c n l  a rion" r l  r " S i  t : ~  ~ C Î Y P P ' ~ ~  nf:innt'. 



Les nwuds servent tic points de départ : ils ne sont plus 

régulièrement agences mais aléatoircmcnt répartis dnns un plan où dnns  

. l'espace. On peut utiliser une distribution de Poisson à deux ou trois 

dimensions, c'est-à-dire une distribution de points dont les coordonnées 

sont des variables aléatoires suivant une loi uniforme sur un segment 

donné. Pour obtenir les branches, on peut choisir au hasard des couples 

de nauds et les relier par une branche : si le nombre de branches ainsi 

tracées n'est pas très grand, on obtiendra plutôt un enchevêtrement de 

segments de droites qui ne formeront pas un réseau. 

On peut aussi connecterTchaque nacud à ses n plus proches 

voisins par n branches : on obtient ainsi un réseau de degré minimum n. 

On peut ausqi ne connccter à choque noeud que les nacuds qui 

se trouvent plus près qu'une distance donnée d max. La longueur des 

branches est alors bornée supérieurement par d max et le degré est 

aléatoire (Fig. 5 et 6). 

Il existe d'autres modes constructifs de réalisation d'un réseau 

de structure aléatoire -nous ne les aborderons pas ici. 

Le choix d'un processus destructif ou constructif, et parmi ces 

deux catégories le choix d'un procédé particulier est lié au processus 

physique que doit, simuler le réseau aléatoire. Par exemple, pour l'étude 

d'un cristal présentant des défauts on s'adressera au processus destruc- 

tif et pour l'étude d'un matériau amorphe où les atomes (représentés par 

les nœuds) sont disposés au hasard, on envisagera un processus constructif. 

I I  .3.  APPLICATION DES PRINCIPES DE MOINDRE PRODUCTION D'ENTROPIE AUX RESEAUX 
DE RESISTANCES 

-- - 

Parmi les méthodes de calcul que nous utiliserons pour les 

réseaux de résistances, figurent les techniques d'approximation décrites 

dans la première partie et nécessitant soit de connecter le réseau à un 

générateur de courant, et de minimiser les densités de courant internes, 

soit de connecter le réseau à un générateur de tension et de minimiser 

les différences de potentiel internes. 
La difficulté pour un rgseau, est que le milieu n'est pas 

continu mais discret, c'est-à-dire que le courant ne circule que dans 

des portions filiformes de l'espace que constituent les branches du 

réseau. 
Il faut donc transposer au cas du réseau, les principes précédents. 
Si on réécrit les équations d6finissant la conductance équiva- 

lente et la résistance équivalente : (1.27) et (1,29) : 



Figure 5 : Distribution de  Poisson de  100 points 

Les points séparés par d 4 2//$ cm 
sont r e l i é s ,  

Figure 6 : Distribution d e  Poisson d e  IO0 points 

Les po in t s  sépari;_s par d 6 4 / h  c m  
sont re1i.G~ 



an v o i t  que dans l e  premier cas  on est conduit pour minimiser 1' i n t eg ra l e  

du numérateur à minimiser dans tous l e s  él6ieents de  volume dv l e  produit 
.' t2 a-', e t  dans l e  second cas  11 fau t  minimiser dans tous l e s  Ll ihents  

4 3 
de volume l e  produit  E' u = u grûd2 y. 

Danst1e cas  d'un milieu continu les éléments de  volume sont  en 

nombre i n f i n i  e t  juxtapos&s - pour l e  réseau, l a  plus  p e t i t e  p a r t i e  disso- 

c i a b l e  du réseau e s t  l a  branche e t  le  nombre de branches e s t  f i n i .  

Pour pa r f a i r e  l 'analogie,  on considèreta donc que l'"élément de  

volume" du réseau est cons t i tué  par la  branche ec  que l e  réseau est de 

r rbs  grande t a i l l e  pour que l e  nombre de branches tende ve r s  l ' i n f i n i .  
Cherchons a l o r s  quels son t  en termes de  var iab les  du réseau 

+ O les 6quivalenrr da. u p r e ~ r i o n ~  0' 3 dv e t  a grad cf dv pour les 

branches. 
S i  l a  branche représente  une rb s i r t eace  de volume dv = d l  d s  

on a 'pour l a  première expresoion : 
3 

(d1) d l  ds =- d l  tir 0 d u crds 

et pour l a  seconde : 

11 s ' a g i t  b i en  sûr des puissances b l iben ta i res  diss ipdea par 

chaque branche de r6s i s tance  dR = Rk trevexr4e 'per  le  courant dI - Tk 
e t  ayant B se s  bornes la tension dV = W. . 

. Pour un rbseau, les acprercri,em (1 ,27) et (1.39) rerunt  dane 
rar~plac4eo par r , î I r  > , .  

e t  l e s  grandeurs à minimiser 8eroot ~r.1~' quand l e  rduau e6t co~aact i  
à un générateur de courail(. Z1 e t  vk&% qami ic réseau car cm@-& i -- 
un générateur de tension V., 

. . 
> , - ,  " -,,..a --L.&L-**- -- ., 



11.4. ETUDE D ' U N  RESEAU DE STRUCTURE ALEATOIRE A RESISTANCES IDEXTIQLES 

S o i t  un réseau  à t r o i s  dimensions,  i n s c r i t  dans un cube d ' a r ê a o  

L, composé dc  B rCs i s t ances  i d e n t i q u e s  d e  v a l e u r  r o ,  r i 3 p a r t i ~ s  de faqon 

û l f a t o i r e  mais mricroscopiqucment homogène e t  i s o t r o p e  dans  l e  ciibe. Cc:, 

r C s i s t a n c e s  SOI~L- r e l i é e s  par  N nœuds également r é p a r t i s  d e  façon  nacros-  

copiquement homogène. 

On suppose q u ' i l  n ' y  a pas  de branches pendantes ,  c'est-8-dLrc 

de  branches q u i  n e  s e r a i e n t  connec tées  que par  une ex t r êmi t é .  On suppose 

en  o u t r e  que t o u t e s  l e s  B b ranches  du r é seau  s o n t  e f f ec t i vemen t  parcou- 

r u e s  pa r  un cou ran t .  Le réseau  e s t ,  comme tous  ceux que nous cons idere-  

r o n s  désormais ,  supposé t r è s  grand  c ' e s t - à -d i r e  que B e t  N s o n t  des  

nombres tendant  v e r s  l ' i n f i n i .  

Les r é s i s t a n c e s  des  f a c e s  s u p é r i e u r e s  e t  i n f é r i e u r e s  son t  r e l i é e s  

à des.  p1an.s conducteurs  e t  connec tées  s e l o n  l e  c a s  à un g é n é r a t e u r  de 

t e n s i o n  Vo ou à un géné ra t eu r  d e  cou ran t  1,. 

Le p r i n c i p e  d e  moindre e n t r o p i e  app l iqué  au r é s e a u  condu i t  à 

minimiser  l a  pu i s sance  d i s s i p é e  q u i  s 'écr i t  d ' a p r è s  (2.3) e t  (2.4) : 

Toutes  les r é s i s t a n c e s  é t a n t  i d e n t i q u e s  on a : 

! a  a r r l i c tu re  du réseau  é t a n t  a l é a t o i r e ,  l e s  couranLs 1 dans k 
l e s  branches e t  les t ens ions  V aux  bornes  des  branches peuvent S t r e  k 
c o n s i d é r é e s  comme des  v a r i a b l e s  a l é a t o i r e s  don t  on  peu t  d é f i n i r  l a  

2 (:O moyenne, l e  moment d ' o r d r e  deux e t  l a  v a r i a n c e  d . 
. B 

- 
(:O Nous u t i l i s o n s  l a  n o t a t i o n  s t a n d a r d i s é e  o2 p a r  l a  vûr inncc en nous 

cxcu~rant-  d e  fa confuoier, p o s s i b l e  avec  î a  csncluct iv i  l-? 6 



les expressions (2.7) et (2.8) de G et R peuvent alors s'écris$ 
-i( en fonction de (2.9) - (2.12) : 

5 
G o -  ak2> - - 9'9 [, + L B k L ]  

r,'2 rov akz' 

11.4.1. U t i l i s a t i o n  d ' u n  p l a n  d e  coupe  

Considérons la première formule (2.13). 

Nous avons introduit la variable aléatoire 1 mais nous n'avons 
k 

pas défini son signe : ceci peut être fait de la façon suivante. 

Soit un plan P. parallèle aux faces terminales du cube et qui 
1 

coupe le réseau : on convient de compter positivement les courants 1 qui k 
traversent ce plan du haut vers le bas et négativement les courants en 

sens inverse (fig. 7). Le signe de chaque courant 1 est ainsi défini k 
sans ambiguite en translatant Ye plan Pi. 

Figure 7 : Orientation des courants Ik 

Soit ni le nombre de résistances quicoupentle plan P. : si 1. 
1 

est le courant débité par le générateur tel que : 

8 I o  =. GVo (2.15) 

on aura quelque soit le plan P. : 
1 

et en notant < 1 >. la moyenne des ni courants coupés par Pi on pourra 
k 1 - 

Qcrire : 



Le réseau étant dc structure homogène, nous supposerons que la 

variable aléatoire n. nombre de branches coupées par un p l a ~  P est 
I ' i 

ergodique ainsi qu'il est défini en Annexe 1. Ainsi, si la se~tion du 

cube est suffisamment importante, lenombren. de résistances coupées est 
1 

très grand et est équivalent à la moyenne du nombre de résistances coupées 

par un grand nombre de plans indépendants qu'on peut noter < n > ce que 
nous écrirons : 

Mais lVéchantillonnageconsistant à prélever les courants Ik rencontris par 

une section de coupe perpendiculaire à l'axe est biaisé à cause de l'incli- 

naison des branches car un courant Ik est rencontré par la coupe avec: une 

probabilité proportionnelle à lcos ekl, 9, étant l'angle de cette branche k 

avec 1' axe. 

Au lieu que la moyenne < Ik >; des courants prélevés par la coupe i repré- 

sentela moyenne des courants Ik du réseau,elle sera une moyennepondérée par 

les cos0 en supposant que la distribution des 0, de l'echantillon est repré- - -  k 
sentative de celle du réseau entier : 

< Ik 1 cos e,l .> 
< I~ >i = (2.19) 

< [cos ekl > 

et comme cette moyenne est égale à Io/ni, on obtiendra en identifiant ni 

et < n > par ergodicité, 

on peut tirer de ceci une limite inférieure pour < 1 > en utilisant 
k 

l'inégalité de Schwartz : 

soit : 

on en déduit : 

avec C lcos ekl >' 1 <cos2 O,> 6 1 



REMARQUE 1 : 11 e s t  relativement surprenant de trouver une rés is tance ' 

.. . -  

. . approchée R'.' i n fé r ieure  à l a  r6sis; tancebxacte R en appro- 

l o r s  que ,dans 

ue l a  rés is tan-  

supérieure à 

ourantç. Si  on 

a i t  arbi t ra i rement  imposé des s i ,  dans toutes  l e s  

- bta'nches e t  qu'on c a l c u l a i t  1 n t  on trou- 
\ * 

" v e r a i t  évidehunent une puissan puissance 

r é e l l e  P ke qui  avec un générateur 'de c'ourant 't, ent ra îne  : 

R' > R 

Mais i c i  on a f a i t  une hypothèse s u t  i a  moyenne des coulants 

_ * .  .' eR remplapank l a  moyenne des ca r r é s  des courants par l e  c a r r é  

de  l a  moyenne qui  l u i  e n about i t  donc à une 

puissance' Fi" apProch6e P e t  on trou- 
i , '  - " X 

J ' '  ve a l h s  une valeur  ff' 

REMARQUE 2 : c e t t e  formule . approch6e n' e 

- .  dlun réseLu hmogàne e t  de var iab les  a lgh to i res  ergodiques. 

-- ooogénéït6 en p a r t i c u l i e r ,  n6eess i te  que s i  des plans P i l ,  

. Pi3 ...* coupent l e  r b a a u  de  façoniindi5pendant 

a i t  quelles. que so i en t  leul-s posi tlans, t gqiaivalenc 
r r r r  quand l e  réseau 

.' -. > . 



En un naud : 

Lcos Bk = O E l k  = O 

Autour d'une m a i l l e  : 

C l k  C O S  Bk = O Lrk I k  
= O 

Dans c e  cas ,  puisque 1 e t  cos  Bi son t  proport ionnels  on a : k 
2 < Ik cos Bk >? = < Ik2 > < cos 

Bk > 
e t  on peut é c r i r e  : 

S i  tou tes  l e s  branches sont  de  même longueur, rk = r. e t  on a : 

L a  borne i n f é r i e u r e  de  (2.22) c o n s t i t u e  i c i  une va leur  exacte.  

REMARQUE 4 : La formule (2.22) e s t  v a l a b l e  quel que s o i t  l e  nombre de 

dimensions du réseau c 'est-à-dire pour un "réseau" l i n é a i r e  

(une dimensiin), pour un réseau i n s c r i t  dans un c a r r é  ( deux 

dimensions) ou pour un réseau i n s c r i t  dans un cube ( t r o i s  

dimens ions)  . 
En u t i l i s a n t  l e s  r é s u l t a t s  d e  p r o b a b i l i t é s  géométriques donnés 

en annexe 2,pour l e  nombre moyen de branches coupées,dont nous 

rappelons l e s  no ta t ions  : 

LB = longueur t o t a l e  de  branches dans l e  réseau 

\ B = nombre de  branches du réseau 

b = d e n s i t é  de  branches (b/L2 en deux dimensions, 
b / ~ ~  en t r o i s  dimensions) - 

la = LB/8 0 longueur moyenne d'une branche. 

On peut  é c r i r e  l a  formule (2.22) en fonc t ion  des paramètres 

géométriques du réseau . ' 
Réseau à 1 dimension : B r é s i s t a n c e s  en s é r i e  : 

Réseau à 2 dimensions : B r é s i s t a n c e s  dans un c a r r é  de c ô t é  L 
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REscau 2 3 dinicnsions : B résistances dans un cube de côté L --.- 

REMARQUE 5 : si on écrit la formule classique donnant la résistance 
R = pL / S en introduisant le volumo v = L . S de l a  résis- 
tance on obtient : 

ER comparant (2.27) avec 2.22) on voit qu'on peut identifier 

- la résistivité p avec la valeur commune r, des résistan- 

ces du réseau 

- le volume v du conducteur avec le nombre de branches B 
l 

présentes dans ce volume 

- la section S du conducteur avec < n >, valeur moyenne du 
nombre de branches coupées par un plan selon une section S. 

- le coefficient C est fonction de la structure du réseau 

11.4.2. U t i  1 i s a t i on  d'un chemin entre l es  faces extrêmes 

Nous allons faire un raisonnement dual du.raisonnemen~ précédent : 

plutôt que de couper le réseau par des plans parallèles aux faces extrêmes 

nous allons chercher iî relier ces faces extrSmcs.par un "cheniin" de résis- 

tances. Partons de la face inférieure et rejoignons la face supérieure en 

suivant un chemin de résistances et en ajoutant les différences de poten- 

tiel rencontrées algébriquement. 

Si la différence de potentiel edtre les faces extrêmes est Vo 

et si le chemin utilisé comporte mi résistances on aura : 

Cctte relation est: algébrique car on peur emprunter des branches I 
où la différence de potentiel est en sens inverse du sens de parcours. 

La relation (2.28) peut s'écrire en introduisant la moyenne des 

différences de potentiel rencontrée dans le parcours i: I 
~ ~ ~ l i ~ u o n s  encore ici un principe d'ergodicité : si le réseau est su£ fisam- I 
ment grand, ergodique, homogène nous identifierons le nombre m. de bran- 

1 t 



On é c r i r a  donc : 

La d i f f i c u l t é  e s t  i c i  de dé t e rmine r  l a  façon de t r a c e r  l e  cncr , iz  

d ' une  extrCmité  à l ' a u t r e ,  l a  r e l a t i o n  ( 2 . 2 8 )  é t a n t  v a l a b l e  quel  que  soit 

l e  nombre d e  pas : on p o u r r a i t  p r endre  des  chemins to r tueux  sans c c s s c r  

dc v 6 r i f i c r  (2 .28 )  - mais c e s  chemins cmpruntcrn icn t  forcFrn(:nt d e s  brnn-  

cl\cs avcc dct; diiZ;!i.cnccs d c  p o c c n t i c l  ni.gncives C L  l n  moycrir,c < V 2. k L 

obtcnuc  s u r  C C  parcoui-s s c r a i t  beaucoup p l u s  p c r i t e  que l a  noy(2nnc oi , tcni~c 

s u r  un ckciiiin nc comportant  quc des  d i f f h r c n c c s  dc p o ~ c n r i c l  po:,i~i?tc:,, 

Or quc chcrchons-nous à o b t e n i r  : comme dans l c  paragraphe prc- 

céden t  nous voulons e s t imer  l a  moyenne de6 c a r r é s  cic l a  v a r i a b l e  Vk 5 

p a r t i r  d e  l a  moyenne d e  Vk en  n é g l i g e a n t  l ' é c a r t  t ype ,C1es t - à -d i r e  é c r i r e  : 

' vk 
> = < Vk 3 + a2 (Và) 'ù < Vk Y? ( 2 . 3 1 )  

Pour que l ' e r r e u r  f a i t e  e n  n é g l i g e a n t  l ' é c a r t - t y p e  s o i t  min ica l e  

il f a u t  que < V >2 s o i t  maximal. . 
k 

Or,  s i  on  i n t r o d u i t  dans l a  d i s t r i b u t i o n  des  V, des  v a l e u r s  néga- 
<( 

c i v e s  e n  i n v e r s a n t  l e  s i g n e  d e  c e r t a i n s  V - l e  second moment < vk2 Z 
k. 

s e r a  inchangé mtais l a  moyenne < V > va diminuer  e t  l ' é c a r t  type augnenrer .  
k 

L'approximation d e  < V > par  < Vk s e r a  donc l a  n e i l i e u r e  
k  

p o s s i b l e  s i  t o u t e s  l e s  v a r i a b l e s  V son t  p o s i t i v e s  e t  c e c i  condu i t  à pren-  k  
d r e  pour  m l e  p l u s  c o u r t  chemin d ' une  e x t r ê m i t é  à l ' a u t r e  c a r  on e s t  sûr 

q u ' i l  ne comportera que des  v a r i a b l e s  Vk p o s i t i v e s .  , 

Mais on s e  h e u r t e  à l a  même d i f f i c u l t é  que pour l e  p l an  de  coupe 

c a r  l ' é c h a n t i l l o n  c o n s t i t u é  par  l e s  m .  v a r i a b l e s  Vk du chemin i e s t  b i a i s é  
1 i 

par  r a p p o r t  à l a  d i s t r i b u t i o n  des  Vk de l 'ensemble du réseau  : en  e f f c r ,  l a  

r eche rche  dcsplus  courtschemins f a i t  que l e s  branches proches de  l a  v z c c l c a i e  

sont  p r i v i l é g i é e s  p a r  r a p p o r t  aux branches q u i  s ' e n  é c a r t e n t  : d e  ce i a i ~ ,  

l a  d i s r r i b u t i o n  d e s  ang le s  eki des  branches du chcmin avec l n  ve r t i ca i c?  c s ~  

b i n i s é c  par  r appor t  à c e l l e  des  O,' du r e s c a u ,  ce  q u i  nc s e  p r o d u i s a i t  zns 

avec l e  p lan  de coupe. Une formule s i m i l a i r e  à (2.20) u t i l i s a n t  l e s  cos 6k 

comme c o e f f i c i e n t  d e  pondéra t ion  ne s e r a  donc qu 'approximative puisque ;es 

a n g l e s  des  branches de  l ' é c h a n t i l l o n  avec l a  v e r t i c a l e  ne s o n t  pas  repré-  

s e n t a t i f s . d e  l a  d i s t r i b u t i o n  des  ang le s  du réseau ,  e t  on é c r i r a  : 

v < vk lcos  ekl > - 
< m >Li < cos  ek > 



Dans l e s  c a s  où c e t t e  approximation peut ê t r e  u t i l i s é e  ( c e r t a i n s  reseauk 

r é g u l i e r s ,  par  exemple), on peut t i r e r ,  corne  en (2.21) une borne i n f é r i e u r e  

pour < V > : 
k 

2 v o  
< I C O S  e,l >2 

< V k  > 3 - 
2 < m >' < cos Bk > 

e t  on o b t i e n t  c e t t e  f o i s ,  une borne supér ieure  pour R : 

I 

où l e  coefficient C < 1 a l a  même s i g n i f i c a t i o n  que précédemment. 

REMARQUE 1 : I c i  encore s i  on compare l 'approximation (2.34) avec la  for- 

mule c l a s s i q u e  donnant l a  r é s i s t a n c e  R = pL / S, où o n  in t ro-  

d u i t  l e  volume v de l a  r é s i s t a n c e ,  on o b t i e n t  : 

On v o i t  en  comparant avec (2.34) que : 

. G, joue l e  r ô l e  de  l a  r é s i s t i v i t é  p . < m > joue l e  r ô l e  de  l a  longueur L de l a  r é s i s t a n c e  
, 8 joue l e  r ô l e  du volume v de l a  r é s i s t a n c e  

S i  on r é u n i t  l e s  r e l a t i o n s  (2.22) e t  (2.35) on o b t i e n t  des  

bornes supér i eu res  e t  i n f é r i e u r e s  pour l a  r é s i s t a n c e  équiva- 

l e n t e  exac te  du réseau : 

Puisque l a  r é s i s t a n c e  exacte  R s e  t rouve quelque p a r t  e n t r e  

s e s  bornes i n f é r i e u r e s  e t  supér i eu res ,  s i  on prend comme nou- 

v e l l e  e s t ima t ion  l a  moyenne géométrique de ces bornes o n  

ob t i endra  une va leur  approchée R:' qu i  s e r a  moinr é l o i ~ n f e  que 

l a  p lus  é lo ignée  des  bornes, 

On aura  a l o r s  : 



REMARQUE 1 : La formule (2.38) est cette fois une généralisation de 
R = PL / S avec les correspondances : 

. < m >  * L 
< n >  * S 
. - P  

REMARQUE 2 : On peut obtenir directement la formule (2.38), en combinant les 

modes d'évaluation de < n > et < m >. On a en effet : 
< Iklc0sek( > 

1 O < vklcosO / > 
-a v O et - k 
< n >  < cos > < m >*- < ~ C O S ~ * (  > 

Comme toutes les résis tances valent ro, on a : 

< V ~ ~ C O S B ~ ~  > = < r o ~ k l ~ ~ ~ e k l  > = ro < I ~ ~ c o s ~ ~ ~  > 

et 

On en tire une relation identique à (2.38) : 

1.1.5. EXPRESSIONS GEOMETRIQUES DE < m > ET c n > 

La valeur moyenne < m > du plus petit nombre de pas reliant une 
extrêmité du réseau à l'autre est fonction de la géométrie de celui-ci. 

Appelons 1 la longueur d'une branche et 6 le plus petit angle 
i ( ::) i 

que fait cette branche avec l'axe du réseau . 
Dans un pamours donné "kt' comprenant % pas, on peut écrire si 

L est la distance en ligne droite parcourue selon l'axe : 

="k 
lik COS Bk = L 

i= 1 

qui peut encore s'écrire : 

Appliquant encore un principe d'ergodicité, si q est suffisamment 
grand et si on suppose l'échantillon Ge % branches représentatif, en lon- 
gueur et direction, des B branches, on a : 

(::) Nous appelons "axe du réseaii" toute droite reliant une extrêmi~k du 
réseau 2 l'autre, orthogonalemcnt aux électrodes collectrices de cou- 
rant situCe6 aux limites du reseau. 



e t  (2.41) s ' é c r i t  a l o r s  : 

< 1; lcos cli l  > 

S i  tou tes  les branches o n t  même longueur ï, on a : 

Le nombre moyen < n > de branches coupées par  un plan peur également 

s 'exprimer géométriquement, 

La d r o i t e  de longueur L parcour t  l e  réseau paral lèlement à e l l e -  

même : une branche p a r t i c u l i è r e  de longueur 1 f a i s a n t  un angle Bi  avec i 
l ' a x e  du réseau ne s e r a  coupée par l a  d r o i t e  id, que dans un déplacement 

v e r t i c a l  de c e l l e - c i  de 1 . ~ 0 s  0 . .  
1 1 

On obt iendra  donc l e  même nombre d ' i n t e r s e c t i o n s  que s i  tou tes  l e s  

branches du réseau é t a i e n t  v e r t i c a l e s  e t  de longueur 1 . ~ 0 s  B i .  
1 

S i  on donne à une branche l ' épa i s seur  i n f i n i t é s i m a l e  E e t  s i  n(,) 

e s t  l e  nombre de branches coupées lorsque  l a  d r o i t e  L e f f e c t u e  un déplacement 

d z  à l 'ordonnée z,  l a  somme dS(z) des su r faces  découpées s u r  l e s  branches e s t  

dS(,) = n(,) . dz . L (2.45) 

Lorsque l a  d r o i t e  b a l a i e  l a  longueur L, toutes  l e s  branches redres-  

s é e s  ver t ica lement  s e r o n t  coupées e t  l a  somme des  surfaces  é lémenta i res  

dS(Z) r ep résen te ra  l a  su r face  de  tou tes  c e s  branches on aura  donc : 

S i  on désigne par  < n > l a  v a l e u r  moyenne du nombre de branches 

coupées pa r  l a  d r o i t e ,  on pourra é c r i r e  : 

d'où ; 

q u i  peut encore s ' é c r i r e  s i  tou tes  les branches o n t  même longueur 1 : 

* B 1 
< n >  = - <  L lcos ei/ > (2.48) 

e t  en réun i s san t  (2.43) e t  (2.47) on o b t i e n t  l a  formule remarquable : 

< m >  < n > = B  ( 2 . 4 9 )  

q u i  n ' e s t  v a l a b l e  que s i  < cosei > est l e  même pour l e s  angles  rencontrés  

s u r  une coupe e t  s u r  un chemin. 



Ir*&. R E L A T I O N  F N i i i E  L A  RE-S-ISTANCE E Q U I V A L E N T E  E T  L E  D E G R E  MOYEN D ' I J N  R E S E N  
P - 

La formule (2.38) donnant  l a  r é s i s t a n c e  é q u i v a l e n t e  approchée h'", 

pcrrnci: d ' n l ~ t e n i r  pour un r é s e a u  à deux dimerisions un r é s u l t a t  intéressant, 

i.ir sa s i m p l i c i t é  d 'une  p a r t ,  e t  pa rce  q u ' i l  gGnéral.ise un r g s u l t a t  obtenu 

p a r  l a  bi16orie du "mil ieu e f f e c t i f t s  que rious analyseror is  p l u s  l o i n .  

Considérons un réseau  de  graiide t a i l l e ,  i n s c r i t  dans un c a r r é  

d e  c o t e  L, coinposé de €3 branches  r e l i é e s  pa r  N n e u d s  . 
Coupons c e  réseau  p a r  deux segmeiits de longiietir L ,  p a r s l l G l e s  

au c ô t é  du c a r r é  e t  p e r p e n d i c u l a i r e s  e n t r e  cun ( f i g .  8 ) .  

I Par s u i t e  d e  l'homogéiiEïtC du r é seau ,  l e  nombre ri c t  nii de v 
~ L . ~ ~ P ~ : ~ I C S  coupées pa r  c e s  deux segments sera é q u i v a l e n t  c ' e s  i ' diae@. 0;11'/*11 

0' ' : 

'nv 

Figu re  8 

1iv;iliion:i iii:iiiiLcQiiaiiL l c  nori~l~rc in (Ic l>riin<:lic:; rcliiirit: 1c.r; c :<~rCi, i i  ~ 6 n  

s u p ~ r i e u r e s  e t  i n f G r i c u r e s  du c a r r é .  Puisque ce s  branches  do iven t  c o n s t i t u e r  

un p l u s  c o u r t  chemin, nous a l l o n s  c o v ; i d é r c r  l e s  branches q u i  dcsccndcnr  d e  

p a r t  e t  d ' a u t r e  du segment v e r t i c a l  L e t  qui en s o n t  les p l u s  proches.  

Les ?, branches q u i  coupent  l a  l i g n e  v e r t i c a l e  L s o n t  r e l i é e s  a 
des  ncruds de  p a r t  e t  d ' a u t r e  de  c e  segment e t  appart iennent :  à des  polygones 

p a r t a g é s  e n  deux p a r t i e s  s u r  l a  l i g n e  L (fig. 8). 



@ o ~ Y ~ P -  +ma ndJrrrntr et .%&u~s è 8 t !  q u i  ne sbn t  pas 
' 

en C-un forment de pare e t  d ' au t re  de  L une c h ~ î n e  de 'branches q u i  j o in t  

les côtés rup6rieurs et inférieur. : c a l c u l o ~  es fonct ion da nV le nwbri 

=Yen de branches de c e t t e  c h a h a .  
Le réseau e s t  p lana i re  et &es 8 branche. e t  N m u d s  f0me.t un 

nombre da ~o lygones  ind4pendants (gai 1 B - N + 1 [a]. 
Le nombre moyen de c6t41 par  pqlygone est donc r 

e a r t i f i c i e l l e a e n t  s4parés en d€doublant l eur@ nV branches 

r a  % polygone. coup&s dont l e  nombre t o t a l  de c ô t b s c r a  , 

(2.51) 

mbre de c ô t é s ~ n  coupés par L se ra  obtenu en  r e t i r a n t  l e s  

blé8 coupés par L s o i t  : 

m de pas cherché : ,& 

nœud a il vaut  : 

d = 2 8 / ~  

Appppliquotu alors l a  t e l a r i o n  (2.3Br' avec 4 n 7 - n; ' 

+ ,  ' ; 7 > 5 , ' 



Ln r e l a t i o n  (2 .55 )  , f o r t  s i m p l e ,  obtenue par ilne méti- ode Cgalcrnent 
O 

s imple  e s t  i den t ique  au r é s u l t a t  d é d u i t  d e  l a  t h é o r i e  du m i l i e u  c f f c c t i f  

parKIRKPATRICK [ 9 ]  dans l e s  ca s  p a r t i c u l i e r s  q u ' i l  a  é t u d i é ;  e t  qul sont 

b i e n  v é r i f i é s  expérimentalement pour l e  r é seau  de s t r u c t u r e  c a r r é e  ( d  = 4 ;  

e t  pour l e  réseau  d e  s t r u c t u r e  cubique (d = 6 ) .  

La r e l a t i o n  (2.55) p r é v o i t  que l a  r é s i s t a n c e  du reseau  d e v i e n t  

i n f i n i e  l o r sque  son  deg ré  moyen e s t  éga l  à 2 .  Ce r é s u l t a t  ec: obtenu ?out 

un r é seau  à deux dimensions.  11 e s t  d i f f i c i l e  de  l e  t r anspose r  dans  u n  

r é seau  t r i d imens ionne l  c a r  ii f a u d r a i t  pouvoi r  y dénombrer l e  nombre d s  

po lyèdres  i n t e r n e s  au r é seau ,  l e  nombre d e  f a c e s  d e  c e s  p o l y è d ~ e s ,  e t c  . . .  
e t  nous n'avons pas  t rouvé  d e  formules  permet tan t  d e  c a l c u l e t  cea  gtpndeurs 

La s e u l e  formule de  c e  gen re  e s t  l a  formule d'EULER [81 qu i  donne Àe nor:.- 

b r e s  d e  f a c e s  d'un po lyèdre  i s o l é  i n u t i l i s a b l e  i c i  (F a B - N * 2 ) .  
-1 

11.7.  ETUDE DE RESEAUX DE STRUCTURE REGULIERE A RESISTANCES ALEATOIRES 

11.7.1. R é s e a u  de résistances en série mises en parallèle 

Considérons un r é seau  p l a n a i r e  i n s c r i t  dans  un caxré .  G.. c a =  

extrême d e  s t r u c t u r e  est  c e l l e  qu'on obtient: en  m e t t a n t  e n  , a r a i i è i e  k 

c h a i n e s  d e  k r é s i s t a n c e s  ( f i g .  9 ) .  

F i g u r e  9 : Réseau de  r é s i s t a n c e s  s é r i e s  
e n  p a r a l l è l e  (k = 3) 

Le  dcgre  moyen d ' un  t e l  réseau  es t  2 mais i l  e s t  fortemrnt a n i s o -  

t r o p e ,  Ce r6seau c o n t i e n t  k2  r é s i s t a n c e s ,  don t  l a  v a l e u r  s u i t  une l o i  d e  

d i s t r i b u t i o n  connue, r é p a r t i e s  au  hasard  dans  l e  réseau .  

En supposant  que k tende  v e r s  l ' i n f i n i ,  l a  v a l e u r  moyenne de  ka 

r é s i s t a n c e  Rs d 'une  c h a î n e  d e  k r é s i i r a n c e s  est : 

e t  l a  r é s i s t a n c e  é q u i v a l e n t e  aux k cha ines  e n  p a r a l l è l e  est  donc ; 



avec ;A désignant la moyenne erithm6tigue de 1s distribution des résisrun- 

ccs du réseau. 

THEOREME : La rtsistance dquivalente au rdseau de ré~ is tances  séries  misse 

en paraZZdles e s t  la -- moyenne ar i thbt ique de ta distribution 
des valeurs des résistances du rdseau. 

Réseau de rés i s tances  en p.ara1 lèles mises en s é r i e s  - 
 autre cas extrême de structure répartie est celui d'un réseau 

de k2 résiseances obtenu en mettant en série k groupements de k résistances 

en parallèle ( f ig .  10). 

Figure 1 0  : Réseau de résistances parallèles 
, en série (k = 3) 

Quand k tend vers l'infini, le degré moyen de ce réseau tend 

également vers l'infini puisque 2k résistances sont connectées B chaque 

nœud interne. 

La valeur moyenne de la résiac;ance R d'un groupement de k résis- 
P 

tances en parallèle vaut : 

La résistance équivalente au réseau est donc : 

en désignant par zH la moyenne barmonigue de la distribution des résistan- 
ces du réseau. , , 

THEOREME : La résistance kquivalente au réssau de r 8 s i s k m c ~ s  parallèles 
mises en série  est Za moyenne hamon.ique de Za dSstAbution 
dss vatsurs des rdsistances du rdseau. a 



REMARQUE 1 : La moyenne a r i t hmé t ique  des  r é s i s t a n c e s  e s t  é g a l e  à l ' i n v e r s e  

de l a  moyenne harmonique des conductances e t  r é c i p r o q u e ~ c n t  : 

on peu t  donc é c r i r e  indifféremment  : 

Réseau s é r i e j p a r a l l è l e  RsP ;A 1 '.SP * -il 1 

-H g ='_A 
(2.60) 

t2 r 

Réseau p a r a l l è l e / s é r i e  -A 1 RPS I ;H I ' GPS . g  = - 
-A - H ( 2 . 6 1 )  
S r 

REMARQUE 2 : Les r e ç u l t a t s  prCc6dents ont: déj ;  é t é  é t a b l i s  p a r  SCIIOPI'ER f 4  61 

Il c s t  b i e n  connu que l e s  moyennes a r i thm6t iqucs  c t  harmoniciucs 

c o n s t i t u e n t  l e s  deux moyennes excrêmes d 'une  d i s t r i b u t i o n  d e  v a r i a b l e s  

a l é a t o i r e s  p o s i t i v e s ,  l a  moyenne harmonique é t a n t  t ou jou r s  i n f é r i e u r e  à 

l a  moyenne a r i t hmé t ique  [annexe 31 .  

-H 
Comme l a  moyenne harmonique des conductances g corresnond au  

-A 
rGseau de degré 2 e t  l a  moyenne a r i t h m é t i q u e  des conductanccs g au r6;ésu 

d c  degré  i n f i n i ,  il e s t  i n t u i t i f  d e  penser  que t o u t  réseau  d e  degré  coycn 

' - e n t r e  2 e t  l ' i n f i n i ,  i n s c r i t  dans un  c a r r é  au ra  une conciuctance 4 

. , ~ ~ v a i e n t e  comprise e n t r e  l a  moyenne harmonique e t  l a  moyenne a r i t hmé t ique  
- 

des  conductances du r é seau .  

La moyenne géométrique [annexe a] é t a n t  e l l e  a u s s i  comprise enc re  

l e s  moyennes harmoniques e t  a r i t hmé t iques ,  on  s ' a d r e s s e  s u r t o u t  à e i l e  

comme moyenne i n t e r m é d i a i r e  

On peut  cependant  s e  demander à q u e l l e  s t r u c t u r e  de r é seaa ,  r2- 

g u l i e r  ou non, d e  r é s i s t a n c e s a l é a t o i r g ,  s ' a p p l i q u e r a i t  rigourc?usenient 12 

moyenne géométrique. Nous montrons ci-dessous que pour un r é seau  de  szrüs-  

t u r e  r é g u l i è r e ,  c a r r é e  c ' e s t - à - d i r e  de d e g r é  4 ,  p u i s  pour un réseau  ce 

s t r u c t u r e  i r r é g u l i è r e  mais de  d e g r é  moyen 4 ,  l a  r é s i s t a n c e  équ iva l en te  e s t  

é g a l e  à l a  moyenne géométrique de l a  d i s t r i b u t i o n  des  r é s i s t â n c e s  s i  

c e l l e - c i  e s t  log-symétrique [annexe 31. 

11.7.3.- Réseau planaire de s t ruc ture  carrée d e  résistances a léa to i res  

S o i r  un r é seau  p l a n  de  r é s i s  tances,  C , d e  s t r u c t u r s  c a r r é e  cox2or- 

t a n t  m branches v e r t i c a l e s  par  rangée  e t  m branches v e r t i c a l e s  par  co10.1r.e 

( f i g .  1 1 ) .  

Figure  1 1  ; Réseau de s t r u c t u r e  c a r r é e  
(m - 3 )  



Nous rappelons, sans démonstration, l e s  r é s u l t a t s  obtenus concerg 

nant  c e  type de  réseau que nous avons d é j à  publ iés  en [IO]. 

TWEOREME : Un rdseau de structure carrée de grandes dimensions comp~2Lant 

des rbsistances i? aléatoirement réparties dans l e  rdseau rhnt la 

densité de probabilité f(R)dRn est  Zog-symétrique, a pour résis- 

tance équivalente la moyenne géométrique de Za distritutior.,  

S i  l e  réseau se compose de r é s i s t a n c e s  R e t  R en proport ion p A B 
e t  1-p r e ~ ~ c c t i v e m c n t ,  s i  R(p) e s t  s a  r é s i s t a n c e  équivalente ,  on a : 

R(0) a Rg , R(1) = RA , R(112) = 4 ~ ~ s  (2.66) 

e t  pour p # 1 /2  

Pour p quelconque, on a : 

11.8.- ETUDE D'UN RESEAU DE STRUCTURE ALEATOIRE "CARREE EN MOYENNE" 

COMPOSE DE RESISTAKCES ALEATOIRES 

Le r é s u l t a t  , n ' e s t  v a l a b l e  que pour 

un réseau de s t r u c t u r e  r é g u l i è r e  c a r r é e  : c e c i  r e s t r e i n t  s a  por tée  p r a t i q u e  

c a r  l e s  phénomènes physiques que l ' o n  peut  s imuler  par  un réseau de r é s i s -  

tances  a l é a t o i r e s  s'accompagnent souvent d'une s t r u c t u r e  a l é a t o i r e .  

On peut é tendre  ce  r é s u l t a t  à un réseau de  s t r u c t u r e  i r r é g u l i è r e  

à cond i t ion  q u ' i l  s o i t  "car ré  en moyenne'' c ' es t -à-d i re  que, s ' i l  comporte 

B branches e t  N nœuds ,  son degré moyen 2 = SB/N s o i t  égal  à 4. 

Nous avons pub l i é  en [13] ce r é s u l t a t  que nous rappelons i c i  sans 

démonstration 

THEOREME : Un rdseau planaire "carré en moyenm", de forme carrée, mmpoaé 

de résistances dont la  distribution des logarithmes es t  symétri- 

que par rapport à une valeur Ro a pour rdsistance équivalente Re, 

moyenne géométrique de cette distribution. 

COROLLAIRE 1 : S i  toutes tes résistances du rdseau sont identiques e t  égales 

à R, ta résistance dquivaZsnti du rdseau "carrd en moyenne" 

uaut R. 

Le réseau dual  d'un réseau hexagonal en moyenne ( Q 3 ) é t a n t  un réseau 

t r i a n g u l a i r e  en moyenne ( d = 6 ) on a : 

COROLLAIRE 2 : Si  ta distribution des logarithmes des résistances reste 

symétrique par rapport à R a ,  
2 2 * . R- = Ro = R- t r ~  c a r  (2.69) 

aux réneaux hexur/onau=~: trianguIaires,  carré^ an mMonne. 



P 

- APPLICATION DE LA THEORIE DES GRAPHES AUX RESEAUX ALEATOIRES DE RESISTAACES 

Le c a l c u l  r igoureux d e  l a  r é s i s t a n c e  équ iva l en t e  d 'un réseau  quel- 

conque ne peut  être abordé que pa r  des  méthodes m a t r i c i e l l e s .  Cependant 

pour que l e s  c a l c u l s  f a i t s  a i e n t  une s i g n i f i c a t i o n  s t a t i s t i q u e ,  il f a u t  

t r a i t e r  a i n s i  des réseaux  de grande dimension : l e s  ma t r i ce s  u t i l i s i c s  son t  

a l o r s  t r è s  grandes e t  l e u r  i n v e r s i o n  s u r  o r d i n a t e u r  condui t  â J e s  temps de 

c a l c u l  t r è s  longs [25 ] .  

Mais u t i l i s e r  de  t e l l e s  méthodes, c 'est  méconnaî t re  l e  c a r a c t è r e  

fondamental du problème q u i  e s t  a l é a t o i r e  : en  e f f e t  les termes de l a  ma- 

t r i c e  d é c r i v a n t  l e  réseau  s o n t  a l é a t o i r e s  e t  s e u l e  l e u r  d i s t r i b u t i o n  s t a t i s -  

t i q u e  a  un sens .  
Aussi ,  nous avons adap té  des  méthodes de  c a l c u l  de l a  t h 6 o r i e  d e s  

graphes  appl iquée  aux réseaux êiectr iques au problème s t a t i s t i q u e  du c a l c u l  

de l a  r é s i s t a n c e  équ iva l en t e  d 'un  réseau  d e  grande t a i l l e ,  composé d e  r é s i s -  

t ances  a l é a t o i r e s .  
Nous p r ions  l e  l e c t e u r  d e  s e  r e p o r t e r  à l ' annexe  4 pour un r appe l  

de s  d é f i n i t i o n s  e t  des  r é s u l t a t s  déjà connus de l a  t h é o r i e  des  graphes 

app l iquée  aux réseaux  é l e c t r i q u e s .  

11.9.2.- Théor ie  s t a t i s t i q u e  des graphes appl iquée aux réseaux a l é a t o i r e s  

de rés is tances .  

Les r é s u l t a t s  de  l a  t h é o r i e  des  graphes appl iquée  aux réseaux 

électr iques , d é c r i t s  dans l ' annexe  4,n10nt  à n o t r e  connaissance  é té  u t i l i s é s  

que pour des  réseaux  de  s t r u c t u r e  dé te rminée .  

Pour des  réseaux  de  p e t i t e  t a i l l e , t e l s  que c e l u i  que nous avons 

donné en exemple dans l ' annexe  4 l e  dénombrement d e s  a r b r e s  du graphe > 
"or ig ina l1 '  e t  du graphe " r e p l i é "  est r e l a t i vemen t  a i s é  e t  on o b t i e n t  r a p i -  

dement un r é s u l t a t .  
Pour des  réseaux d e  grande  t a i l l e ,  des  programmes de  recherche  

d ' a r b r e s  s u r  o r d i n a t e u r  s o n t  n é c e s s a i r e s  : dès  l o r s ,  l e s  moyens m i s  e n  

œuvre  deviennent  presque a u s s i  l o u r d s  que les méthodes c l a s s i q u e s  d ' i nve r -  

s i o n  d e  mat r ice .  
L 'avantage des  méthodes to,ologiques de c a l c u l  des  dé t e rminan t s  

à p a r t i r  des  v a l e u r s  des  a r b r e s  e s t  qu'on n e  f a i t  qu'une somme de  monomes 

p o s i t i f s  : tous l e s  termes d e  s i g n e s  c o n t r a i r e s  q u i  a p p a r a i s s e n t  dans l e s  

méthodes c l a s s i q u e s  d e  c a l c u l  d e s  dé t e rminan t s  e t . s e  s i m p l i f i e n t ,  n'appa- 

r a i s s e n t  pas i c i .  Le désavantage ,  pa r  c o n t r e ,  e s t  q u ' i l  f a u t  m e t t r e  au 

p o i n t  un a lgor i thme de  recherche  sys témat ique  des  a r b r e s  du graphe,  e t  l e  

nombre d ' a r b r e s  d e v i e n t  énorme d è s  que l a  t a i l l e  du réseau  augmente. 



s 

Nous avons remarqué, pour des réseaux de grande t a i l l e ,  remplis  

de r é s i s t a n c e s  a léa to i rement  r é p a r t i e s  dans ce  réseau,  q u ' i l  é t a i t  poss ib le  

de donner aux formules de l 'annexe 4 (A4.16) e t  (A4.17)  donnant l a  r é s i s -  

tance équivalente  au réseau une i n t e r p r é t a t i o n  s t a t i s t i q u e  en é c r i v a n t  : 

où T e t  T' désignent  respectivement l e  nombre d 'a rbres  du réseau "original* '  

e t  du réseau " r2p l i éW e t  où < Vk > e t  < VI1 > représentent  l e s  moyennes 

des va leurs  des a rb res  du réseau "or ig inal"  e t  du réseau "replié". 

Pour t rouver R à p a r t i r  de l a  formule (2.70) nous sommes rame- 
e q 

nés aux problèmes su ivan t s  : 

a )  évaluer  l e  rappor t  Tt /T 

b) évaluer  l e  rappor t  < V' > / < Vk > 
1 

Le premier problème s e  r a t t a c h e  à l a  s e u l e  s t r u c t u r e  du réseau : 

. Pour des  réseaux de s t r u c t u r e  r é g u l i è r e ,  on peut c a l c u l e r  T'/T sans 

d i f f i c u l t é .  

. Pour des réseaux de s t r u c t u r e  a l é a t o i r e ,  l e  c a l c u l  de T'/T s e  ramène 

au c a l c u l  de l a  r é s i s t a n c e  d'un réseau de s t r u c t u r e  ident ique  conte- 

nant des r é s i s t a n c e s  de même va leur .  

Le second problème e s t  l e  c a l c u l  du rappor t  des va leurs  moyennes . * 

des a rb res  du réseau "replié1'  e t  du réseau "or ig inal"  : il est d'un degré 

de complexité supér i eu r  c a r  il dépend à l a  f o i s  de l a  d i s t r i b u t i o n  des 

r é s i s t a n c e s  q u i  on t  été disposées dans l e  réseau e t  de l a  s t r u c t u r e  du 

réseau comme nous l e  montrerons plus l o i n .  

Nous envisagerons donc par  o r d r e  de complexité c r o i s s a n t e  les 

problèmes su ivan t s  dont c e r t a i n e s  s o l u t i o n s  approchée o n t  é t é  données dans 

l e s  paragraphes précédents: 

a )  Un réseau de s t r u c t u r e  quelconque composé de r é s i s t a n c e s  ident iques  

b) Un réseau de s t r u c t u r e  r é g u l i è r e  composé de  r é s i s t a n c e s  a l é a t o i r e s  

c )  Un réseau de s t r u c t u r e  a l é a t o i r e  composé de  r é s i s t a n c e s  a l ê a r o i r e s .  

11.9.3.- Réseaux se composant de résistances identiques 

Le réseau comporte B branches e t  N nœuds e t  s e  compose de ré s i s -  1 
tances tou tes  ident iques  r - I/g. 



La v a l e u r  de  tous  l e s  a r b r e s  du r é seau  e s t  i den t ique  e t  vau t  : 

V k = V = g  N- 1 ( 2 . 7 1 )  

e t  pour le  réseau  " r ep l i é "  : 

V I ,  . VI = gN-2 (2 .72)  

La r é s i s t a n c e  é q u i v a l e n t e  v a u t  donc : 

T 

Nous sommes ramenés au c a l c u l  du r a p p o r t  T t /T  q u i  dépend d e  l a  

s t r u c t u r e  du r é seau .  

II.9.3,1..- Réseaux réguliers 

Pour d e s  réseaux  r é g u l i e r s  p l a n a i r e s ,  on a : 

- Réseau de s t r u c t u r e  hexagonale : T'/T = 6 
- Réseau de s t r u c t u r e  c a r r é e  : T'/T = 1 

- Réseau de s t r u c t u r e  t r i a n g u l a i r e  : T' /T = 116 
Pour un r é seau  d e  s t r u c t u r e  cubique,  t r i d imens ionne l ,  composé de  

3m3 - 4m2 + 2m branches ( r é seau  contenu dans un cube p o r t a n t  m branches en 

a r G t e ) ,  on peut  mont re r  que T'/T = I/m. 

Pour l e s  réseaux  p l ans ,  on  remarque que l e  r a p p o r t  Tq /T  va dimi- 

nuant  quand l e  dcgt-6 dcs n a u d s  di1 réscnu  augmente. 

Pour l e  r é seau  cubique de degré  6 ,  l e  r a p p o r t  T'/T tend v e r s  

zé ro  quand l a  t a i l l e  du r é s e a u  augmente. 

11.9.3.2,- Réseaux de structure aléatoire 

Pour o b t e n i r  un réseau  de  s t r u c t u r e  a l é a t o i r e ,  on peut  u t i l i s e r  

l e  processus d e s t r u c t i f  du paragraphe 11 .2 .2 .  en  e f f e c t u a n t  s u r  un réseau  

r é g u l i e r  de r é s i s t a n c e s  i d e n t i q u e s  une " p e r c o l a t i o n  par  branches".  

Enlever  d e s  branches d 'un  r é seau  r é g u l i e r ,  c ' e s t  remplacer  un 

c e r t a i n  nombre de  r é s i s t a n c e s  par  d e s  r é s i s t a n c e s  dont  l a  v a l e u r  tend ve r s  

l ' i n f i n i .  
On peut  donc c o n s i d é r e r  un réseau  a l é a t o i r e  de r é s i s t a n c e s  

i d e n t i q u e s  r ,  comme l e  r é s u l t a t  d ' u n  processus  de  p e r c o l a t i o n  pa r  branches 

s u r  un réseau  r é g u l i e r ,  comprenant une p ropor t i on  p de r é s i s t a n c e s  r e t  

une p ropor t i on  1-p de  r é s i s t a n c e s  r '  dont  l a  v a l e u r  tend v e r s  l ' i n f i n i ,  

l a  p o s i t i o n  des r e t  des r '  é t a n t  a l é a t o i r e  dans l e  réseau .  

On s a i t  que l a  destruction d 'un  rcseau  par  un t e 1  ~ ~ O C C S S U S  d e  

pc rco l a  t i o n  par bronchcs mGne à un s e u i l  pour l a  r é s i s t a n c e  c ' e s  t-8-dirc 

qu'au d e l à  d 'une c e r t a i n e  p ropor t i on  d e  r é s i s t a n c e s  r e t i r é e s  au hasa rd ,  

l a  r é s i s t a n c e  du r é seau  d e v i e n t  i n f i n i e .  



S i  on considère que l e  réseau a une s t r u c t u r e  a l é a t o i r e  e t  des 

r é s i s t a n c e s  ident iques ,  d 'après l a  formule ( 2  7 3 )  , c ' e s t  l e  rapport  T t /T  

qui  tend vers  l ' i n f i n i  au s e u i l  de percola t ion .  
S i  on considère  que l e  réseau a une s t r u c t u r e  r é g u l i è r e  e t  une 

d i s t r i b u t i o n  de r é s i s t a n c e s  r e t  r '  + m ,  l e  rappor t  T'/T e s t  cons tant  

puisque l a  s t r u c t u r e  du réseau r e s t e  r é g u l i è r e  quand r '  tend vers  l ' i n f i n i  

e t  dans l a  formule (2.70) c ' e s t  l e  rappor t  < V t l  > / < Vk > q u i  tend vers  

l ' i n f i n i  quand l a  propor t ion  de r é s i s t a n c e  r' a t t e i n t  l e  s e u i l  de percola- 

t ion .  
Nous t r a i t e r o n s  dans c e  qui  s u i t  l e  réseau a l é a t o i r e  de r é s i s -  

tances ident iques  comme l a  l i m i t e  d'un réseau r é g u l i e r  contenant une d i s -  

t r i b u t i o n  b i n a i r e  de r é s i s t a n c é s  r e t  r '  lorsque  r' tend v e r s  l ' i n f i n i -  ce  

q u i  r e v i e n t  à c h o i s i r  l e  processus d e s t r u c t i f  de pe rco la t ion  par branches 

comme mode de cons t ruct ion  d'un réseau de s t r u c t u r e  a l é a t o i r e .  
Remarquons néanmoins dès maintenant,  que s i  p e s t  l a  propor t ion  

de r é s i s t a n c e s  r dans l e  réseau e t  R(p) la r é s i s t a n c e  équivalente co r res -  

pondante, on a : 

d'où 

e t  en exprimant l a  conductance équivalente  G(p) 1 / ~ ( p )  en fonc t ion  de 

g * l / r  : 

I I  .9.4, - Réseaux composés de résis tances aléatoires 

I I .  9.4.1. - Procédé d '  évaluation de 1 a valeur moyenne des arbres 
du graphe. 

Nous avons f a i t  l 'hypothèse que l a  r é p a r t i t i o n  des B r é s i s t a n c e s  

d e  d i f f é r e n t e s  va leurs  a v a i t  é t é  f a i r e  au hasard dans le  réseau,  

Un a r b r e  e s t  un ensemble de N-1 r é s i s t a n c e s  du réseau répondant 

à c e r t a i n e s  cons idéra t ions  d 'o rd re  topologique ( i l  d o i t  passer  par  tous 

l e s  nœuds e t  ne pas comporter de cyc les ) .  

Les r é s i s t a n c e s  é t a n t  disposées au hasard dans l e  réseau, on peut 

f o r t  b i en  considérer  l ' a r b r e  comme un échan t i l lon  a l é a t o i r e  de  N-1 r é s i s -  

tances p r i s e s  parmi l e s  B r é s i s t a n c e s  du réseau. 



Certes, tous les échantillons de N-1 résistances ne sont pas des 

arbres car certains forment des cycles : le nombre C de combinaisons de N-& 

résistances prises parmi B étant : 

on a certainement : 

T < C  
oG T est le nombre d'arbres du graphe. 

Mais les C-'L combinaisons interdites sont aussi composées de fu'-1 résistances 

aléatdires issues de la même distribution que les T combinaisons permises 

si bien qu'il devrait y avoir identité entre la moyenne des valeurs des 

arbres calculée sur les T combinaisons exactes et la moyenne calculée sur 

les C combinaisons possibles de N-1 résistances, les nombres T et C étant 

très grands dès que le réseau est de taille suffisance. Nous verrons plus 

loin que ceci n'est qu'une approximation mais qu'elle conduit à des résul- 

tats intéressants. 
Les résistances sont disposées aléatoirement , de façon indépcndan- 

te dans le réseau, c'est-à-dire que la présence d'une résistance d'une 

certaine valeur en un point du réseau est indépendante de la valeur de la 

ou des résictances voisines : ceci est vrai à l'échelle du réseau mais ne 

l'est pas pour un échantillon de (N-1) résistances prises parmi les B résis- 

tances. En effet, le tirage au hasard de (N-1) branches parmi une popula- 

tion totale finie de B branches pour constituer un arhre est un tirage 

exhaustif - ce qui signifie qu'une branche d'arbre une fois choisie ne peut 
plus être choisie puisque toutes les branches d'un arbre sont distinctes. 

En assimilant le réseau à une urne, remplie de branches, le tirage des 

branches qui constituent un arbre se fait donc sans remise dans l'urne. 

 effectif de la population diminue au fur et à mesure du tirage des bran- 

ches et sa composition se modifie donc en fonction de l'échantillon déjà 

tiré. 
Le cas contraire serait celui du tirage non exhaustif dans lequel 

chaque tirage ne modifie pas la population, soit parce que celle-ci est 

infinie, soit parce que le nombre N d'éléments tirés est très petit devant 

l'effectif B de la population. 
C' est donc en fait le rappc;t du nombre d'éléments tirés N 21 

l'effectif de la population B qui permet de considérer le processus comme 

exhaustif ou non exhaustif. Ceci est directement lié au degré moyen du 

réseau car on a : 



s i  l e  degré moyen du réseau e s t  t r è s  grand, N « B e t  l e  t i r a g e  peut  ê t r e  

cons idéré  comme non exhaust i f .  Dans l e  c a s  c o n t r a i r e ,  il f a u t  l e  cons idérer  

comme exhaust i f .  
, 

11.9.4.2.- D i s t r i b u t i o n  b i n a i r e  des rés is tances 

Nous supposons un réseau de s t r u c t u r e  quelconque où sont  r é p a r t i e s  

a léa to i rement  des conductances x en propor t ion  p e t  des conductances y en 

propor t ion  1-p = q. 
S o i t  R(p) l a  r é s i s t a n c e  équivalente  au réseau.  

Lorsque p = 1 l e  réseau ne c o n t i e n t  que des  conductances x e t  

s a  r é s i s t a n c e  e s t  R(1) . 
Le c a l c u l  de  l a  r é s i s t a n c e  équivalente  au r é s e a u s e  f a i t  d 'après 

f a  formule ( 2 . 7  0) en c a l c u l a n t  l e  rappor t  des v a l e u r s  moyennes des  a rb res  

du réseau "repl ié"  e t  du réseau "originalg '  

s o i t  : 

B(1-p) conductances y .  

La p r o b a b i l i t é  d 'ob ten i r  k conductances x dans un t i r a g e  exhaus- 

t i f  d'un é c h a n t i l l o n  de (N-1) branches panni les B est donnée p a r  l a  dis -  

t r i b u t i o n  hypergi5ométrique [annexe 51 : 

L'arbre  a i n s i  c o n s t i t u é  comporte k conductances x e t  N-1-k conduc- 

tances y : s a  va leur  e s t  donc : 

L'espérance de l a  va leur  d'un t e l  a r b r e  s e r a  : 

avec l a  p r o b a b i l i t é  ( 2 . 8  1 ) 



(,et t e  express ion  c s t  l e  développement d e  1 a f o n c t i o n  g é n é r a t r i c e  

t i r *  i ' ( l c . 1  q u i  CS t une fonc t ion  hypergéornétrique de Gauss. 

A i n s i ,  on peut t i c r i r e ,  t ous  c a l e u l s  e f f e c t u é s  [annexe 51  e t  

[ A 3 , 1 1 1  : 

où B ~ ~ ~ - ~ ~  r e p r é s e n t e  un polynornc f a c t o r i e l  : 

e t  F (a, b ,  c  ; z) e s t  l a  f o n c t i o n  h y ~ e r ~ é o m é t r i q u e  de  Gauss. 
2  1 

On é c r i r a  de même pour l a  v a l e u r  moyenne des  a r b r e s  du  réseau  

r e p l i é  qu i  comportent (N-2) branches : 

N-2 nq IN-2 1 
E(Vf l )  = y F (- Bp, 2-N, Bq-N+3 ; z) 

B 
EN-21 2 1 

I L'express ion  ( 2 . 8  6 )  s ' é c r i t  a l o r s  : 

on ; ~ c u t  si.mp1i.f i e r  l e  r appor t  d c s  polynômes f a c t o r i e l s  : 

[Fi- i '1 
x x(x-i ) (x-2) . . . . . . (x-nt?) (x-n+2) _ (x-n+2) - - -  I -- 

- 2  j x (x- i ) (x-2) . . . . . . (x-ni-3) 
X 

el: ( 2 . 8 7 )  s ' é c r i t  : 

I q u i  sqexpr imc  en f o n c t i o n  de  z e t  d e  p : 

ru = Z 
F (a ,  b + l ,  c+l ; z) 2 1 

R(1) 
. - - -  

2 ~ 1  (a,  b .  c ; ZK ( 2 . 8 9 )  
B P 1 - -  

B-N+2 

en  posant  : 



Cas particulier d'un réseau de structure carrée ou carrée en moyenne 

~ i * ' $ e  "riideau es td>d&:stkuèf~r0 "cakrée (f i k .  1 1 ) ,  'oh3& : f *  

Cette relation peut également s'appliquer à un réseau carre en 

ans 

cribns ' hypeigéométrf ier a 

F"'(IP~&u, 16&, 3 j 2 ; *  x2) = 2 1 

S i  on pose a = N-l e t  x2 = z, on obtien-t ; 

, ,  et en r e p 0 r d a n t " ( ~ . 9 3 )  èt ! ' ( !ZZ.94)  dans ( 2 . 9 0 )  -: 

3 2.$- 9$& e'beric' e*cbr<? en divisant numérateur et  'd8d&fnat&ut par '( l+&) 2(N-1) 

- Le: X s m  + ( i -&II( (I +/E) ktat infErieur iî 1 en vrl2ur abs 

tend vers 1'-infini les t 

vers z4ro. O n  obtient donc P 



Pour 1c r6seau de s t r u c t u r e  co r r&e  on s a i t  que p o t ~ r  p - 1 

(~:oriclucc;~rices x seulement) : 

ihns l e  cas  simple où il n ' y  a  que deux types de  r 6 s l s t a n c e s  

:-- 3 % .  y (*n propor t ions  é g a l e s ,  on o b t i e n t  donc une r é s i s t t i nce  égi3le h Pa 

~i~o jc t i i i c~  2.konié~ricjue de l a  d i s t r i b u t i o r i  des  r é s i s t a n c e s .  

Ce r e s u l t a t  e s t  obtenu pour un réseau t e l  que B = 2 N  - 3 de 

s t r u c t u r e  c a r r é e  ou c a r r é e  en  moyenne e t  r e j o i n t  l e  r é s u l t a t  obtenu p<ir 

d ' a u t r e s  inéthodes en 11.7.3. e t  11.8. 

Dans l e  c a s  g é n é r a l ,  reprenons l a  formule ( 2 . 6 9 )  pour ob ten i r  

un r é s u l t a t  plus u t i l i s a b l e .  

Le r appor t  des  f o n c t i a n s  hypergGométriques du second ~ e m h r e  de  

( 2 . 8  9 )  peut  s e  m e t t r e  sous l a  forme d'un développement en f r a c t i o n  conri- 

nue d u  à Gauss [ 1 6 ] .  

F ( a , b , c ; z )  2 1 
u  z 

= 1 -  
1 

2F1 (a ,  b + l ,  c+l;  z 1 - v z  8 2 . 9 5 )  
1 

avec : 

v = (b+k) (c-a+k) 
k (c+2k- 1 ) (c+2k) 

en  remplaçant a ,  b ,  c ,  par  l e u r s  exp res s ions ,  on o b t i e n t  : 

Uk 
c t  v par  N~ au  numérateur e t  au dénominateur : 

k 
7 

- ( d q + 2 k / ~ ) ( d p - L ,  ;k-1) 



Dans le développement (2.99) en fractions continuce, les derniers 

termes, corrcspondûnt aux grandes valeurs de kt apportent peu de modifice- 

tions nti rcstrt t n t  Finnl, , 

Iursquc le r6scne est iras grand (N @) les temas en k/N de 
(2. 1 02) peuvent êf re considérés comme in£ iniment petit8 et les u et vk 

k 
deviennnent donc indépendants de k : 

L'expression ( 2 .8 9) peur alors s'écrire quand N .+ 

Nous exprimerons par la suite le rapport G(p) / G(1) inverse de 

R(p) / R(1) car c'est sous cette forme que les vérifications expi-irimentales 

ont été faites : 

La l imd Le C du développement en fractions continue8 ea t ohtenue 

en écrivant : 

C 

En développant (2. 1 06) on obtient une i-iquation du second degrb 

dont c est solution : 

c2 - c (Z (ru) + 1 )  + vz = O (2.107) 

on obtient : 

En remplaçant dans (2.108),u et v par k w s  valeurs (2. 103) et en reportant 

dans (2.105)on tire : 



Si la conductance y tend vers O, ce qui équivaut à retirer la 

branche qui la porte, le rapport z - x / Y tend vers l'infini e t  (2.109) 

devient : 

en retenant la solution qui ne s'annule pas, on obtient, après simplifi- 

cation : 

L'expression asymptotique ( 2 . 1 1 0) prévoit une décroissance liné- 
aire de G(p) / G(1)  depuis la valeur 1 pour p - 1 jusqueà la valeur O pour 

p = 2/d. 

Pour des valeurs de z non infinies, nous avons tracé pour plusieurs 

valeurs de d les courbes G(p) / G(1) - d'après la formule (2. 109) 
La figure 1 2  montre pour z = 2, 5, 10, 100, 1000, oo la variation 

du rapport G(p) / G(1) pour d = 4. 
La figure 13 est relative à d = 6. 

La figure 14 montre les valeurs asymptotiques pour d = 3, 4, 6, 8. 

On remarquera que pour p ,= 0,5, toutes les courbes G(p) / G(1) 
passent par il&, et que pour p = O G(o) / G(1) vaut 112. 

~'interru~tion du trait sur les courbes correspond à une annula- 

tion du radical dans la formule(2, 109) et au changement de signe qu'il 

faut effectuer. 

Si on compare les courbes asymptotiques avec les courbes G(p)/C(I) 

expérimentales trouvées dans la littérature, on s'aperçoit : 

- qu'il y a une excellente coïncidence entre courbes théoriques et 
points expérimentaux dans la zone p > 2/d dans le cas où des études 
expérimentales ont été faites (d.= 4, d = 6) 191. 

- que l'annulation de la conductivité pour Pc = 2/d donne un seuil de 

percolation par branches différent des euils généralement admis. 
\ 

Le tûblcûu ci-dcssous donne les valcurs théoriques ou généralement 

admises des seuils de percolation pour quelques réseaux réguliers, avec 

les valeurs critiques pc = 2/d que noiis trouvons : 

La comparaison entre les résultats de notre méthode et celle des 

résultats expérimentaux -(que nous reportons à un paragraphe ultérieur)- 

montre que la méthode des arbres donne des résultats de plus en plus 

inexacts au fur et à mesure que l'on s'approche du seuil de percolation 

.c'est-à-dire lorsqu'on a retiré suffisamment de branches du réseau pour 

qu'il cesse d'être conducteur, 



Figure 1 2  

s - 2,S;lO; 



! 2B 
! ! ! 

! d = - ! pC = t héo r ique  ! pc = 2/d ! 
! * !  ! ! 
! ! ! ! 

Tableau 2 

Il  f a u t  chercher  l a  r a i s o n  d e  c e c i  dans l e  f a i t  que, dans l e  

t i r a g e  des a r b r e s  au  hasard ,  t ou te s  l e s  branches o n t  l a  même p r o b a b i l i t é  

d ' ê t r e  c h o i s i e s  comme s i  e l l e s  p a r t i c i p a i e n t  t ou te s  à l a  conduct ion a l o r s  

que,en réa l i té , lo rsqu 'on  r e t i r e  des  branches au hasard dans l e  réseau ,  il 

s e  forme, quand on approche du s e u i l  d e  p e r c o l a t i o n  pc, des  i l ô t s  d e  bran- 

ches assemblées ( c l u s t e r s )  i s o l é e s  du groupe p r i n c i p a l  des  branches q u i  

r e l i e n t  l e s  deux ex t r êmi t é s  du r é seau .  S i  l e  nombre i n i t i a l  d e  branches 

du r é seau  e s t  B,  quand l a  p ropor t ion  d e  branches r e s t a n t e s  e s t  p ,  l a  pro- 

p o r t i o n  de branches e f fec t ivement  connectées  aux ex t r êmi t é s  du réseau  e s t  

p. P(p)  où P(p)  e s t  dénommé " p r o b a b i l i t é  de  percola t ion"  e t  e s t  i n f é r i e u r  

à 1 .  

Quand p e s t  proche de 1 ,  P (p)  tend v e r s  1 ,  c a r  t o u t e s  l e s  

branches s o n t  connectées  aux deux e x t r ê m i t é s  du réseau .  Quand p tend v e r s  . 

pc, appa ra i s sen t  des  i l ô t s  i s o l é s  e t  P(p) d e v i e n t  i n f é r i e u r  à 1 .  

Le nombre de  nœuds N '  contenu dans l e  groupe p r i n c i p a l  d e  

branches,  e s t  lui-même i n f é r i e u r  au  nombre N i n i t i a l  d e  nœuds .  Le nombre 

de branches d e  l ' a r b r e  r e p r é s e n t a t i f  d e  l a  p a r t i e  conduc t r i ce  du r é seau  

e s t  donc également f o n c t i o n  de  p e t  i n f é r i e u r  à N-1.  

S i  on cons idère  l e  processus  de t i r a g e  au s o r t  des  branches pour 

c o n s t i t u e r  un arbre,quand y tend v e r s  l l i n f i n i , i l  f a u t  donc c o n s i d é r e r  un 

é c h a n t i l l o n  de  N'-1 < N-1 branches p r i s  parmi une popula t ion  de p.P(p1.B 

branches d e  v a l e u r  x au l i e u  de pB branches d e  v a l e u r  x c a r  l e s  (1-p)B 

branches q u i  prennent  l a  v a l e u r  y = e n t r a i n e n t  l a  s é p a r a t i o n  d'un nombre 

supplémenta i re  d e  branches du groupe p r i n c i p a l .  

Ceci r e v i e n t  encore à d i r e  que l e  degré moyen du graphe au s t a d e  

P,  au l i e u  d ' ê t r e  d (p )  = 2pB/N s e r a  é g a l  à : 



La fonction P(p) n'ayant jusqu'ici pu être connue qu'après expé~ 
1 rimentation sur de très grands réseaux - par méthode de Monte Car10 - il 

en est de même de N'(pl nombre de nœuds présents dans le groupe principal 

de branches- et il semble qu'il y ait peu d'espoir d'obtenir pour l'instant 

une formulation exacte du produit P(p) . N / N'(p) - et donc une allure 
exacte pour la courbe G(p) 1 G(1) jusqu'au seuil de percolation pc. 

Néanmoins, comme l'expérience montre que les résultats obtenus 

par la théorie ci-dessus sont très proches des valeurs exactes tant que 

p n'atteint pas pc, nous allons les étendre à une distribution quelconque 

de conductances - plus générale que :a distribution binaire x et y que 

nous venons d'utiliser. 

II .9.4.3.- Distribution auelconaue de résistances 

Nous considérons maintenant un réseau peuplé de conductances de 

valeurs x I, x2 ...... xn en proportions respectives pl, pî ........ pn 
(pl + p2 + ......... * pn = 1) dont nous cherchons la conductance équiva- 

lente. 
La composit'ion d'un échantillon de N-1 conductances simulant un 

arbre, tirées parmi les B branches est maintenant donnée par une loi hyper- 

géométrique à n dimensions [annexe 51. 
Le produit de la valeur de ces N-1 conductances constitue la 

valeur de l'arbre et nous en cherchons la valeur moyenne. 

Résoudre analytiquement ce problème, c'est-à-dire introduire la 

distribution théorique des conductances x dans la loi hypergéométrique et 

calculer la valeur moyenne du produit des valeurs de l'échantillon résul- 

tant d'un tirage exhaustif de N-1 éléments parmi B est extrêmement ardu 

dans le cas général, aussi, nous avons utilisé une voie différente, faisant 

appel à la théorie des équations algébriques. 

Ce n'est que pour des valeurs particulières de N-1 vis-a-vis de 

B que nous utiliserons des résultats de probabilités établis sur la loi 

hypergéométrique à n dimensions. 

Considérons une équation algébrique du ~ième degré f ( x )  a O, dont 

les racines sont x ,, x2 ..... x identiques aux valeurs des conductances B ' 
peuplant le réseau. 

S'il y a k conductances x , la racine x sera considérée comme 
J j 

une racine multiple d'ordre k. 

On considère les fonctions symétriques des racines qui sont : 

am = somme des produits m à m des racines 

Sm = somme des puissances mieme8 des racines. 



Le nombre de combinaisons des racines m à m est égal au cœfficlent 
n B binomial ( ) et am est donc une somme de ( ) termes. 
m m 
La somme Sm est, elle, une somme de B termes puisqu'il y a B 

racines à l'équation f (x) = O. 
Si on considère la distribution statistique des racines x 1~ X2 0 . '  

... xg, on aura donc : 

où pk est le moment d'ordre m de la distribution des racines c'est-à-dire 

des conductances du réseau. 

Pour le produit am, on aura : 

La moyenne arithmétique du produit d'un échantillon de m conduc- 

tances du réseau peut donc être considérée comme la somme O, de tous les 
B 

produits m à m possibles divisée par le nombre (,) de ces combinaisons. 

La valeur moyenne d'un arbre de (BI-1) conductances s'exprimera 

donc par : 

et pour un arbre extrait du réseau replié de N-2 branches : 

Ce qui donne pour la résistance équivalente d'après la formule (2.70) : 

O 
B 

Tt N-2 N-1 a 
Req = - ( ) T' N-2 B-N+2 

B T - ON-1 N- 1 
N-l (N-2) 

Il est théoriquement possible de relier les valeurs de u et 
N- 1 

a aux moments & de la distribution des conductances grâce aux formules N-2 
de Newton qui relient les fonctions symétriques des racines am et Sm par 

l'intermédiaire des coefficients de l'équation f(x) = 0. 
En ettet, si on écrit l'équation f(x) = O sous la forme : 

(x-x ] ) (x-x2) (x-x3) . 0 . .  . (x-xB) ' O 
on obtient en développant : 



avec : 

1 -a,  , u2 * a2 , ........ u - (-1)P a 
P P (2.118) 

S I  + a l  + O 

S + a S  + 2 a 2 - O  
2 1 1  (2.1 1 9 )  

S 3 + a S  + 
1 2  a2S1 f 3a = O 3 

Mais l a  n é c e s s i t é  d e  résoudre  l e  système d 'équat ions  ( 2 . 1 1 9 )  

pour o b t e n i r  l e s  u en fonc t ion  de  SI P S2 . . . . . .Sn rend d i f f i c i l e  l ' expres-  

s i o n  d e  < Vk > ou < V'l > en  f o n c t i o n  des  moments de  l a  d i s t r i b u t i o n  des 

conductances.  

Il e s t  p l u s  s imple d ' u t i l i s e r  l e s  s e u l e s  formules , 2 . l l d i q u i  

pe rme t t en t  d 'exprimer < Vk > ou < VI1 > e n  fonc t ions  des c œ f f i c i e n t s  de 

1' &qua t ion (  2 .  1 1 7 ) - c œ f f  i c i e n t s  qu' il r e s t e r a  B c a l c u l e r  connaissant  

l a  d i s  t r i b u t i o n  des  conductanees.  

On o b t i e n d r a  a l o r s  d ' a p r è s  ( 2 .  1 1 6 )  e t  ( 2 .  1 18)  : 

Tt (-1)N-2a?J-2 B-N+2 T' %-2 B-N+2 
Req = - - =-- .-- , 2 . 1 2 0 ,  T *  N- l  N- l %-1 

N- l 
(-1) a p I  

Pour un r é seau  composé d e  r é s i s t a n c e s  i den t iques  r 0 I/g, on a : 

u / (8) - gm ' 2 . 1 2 . )  

e t  le r a p p o r t  Req / Rr que nous appe l l e rons  " r é s i s t a n c e  équ iva l en te  rédt.,~ce' 

p e u t  s ' é c r i r e  d'apr2ls ( 2 , 1 2 0 )  e t  ( 2 . 1 2 2 )  : 

S i  on i n t r o d u i t  une v a r i a b l e  r é d u i t e  pour les  conductance du 

r é seau ,  normalisée par  r appor t  B la. conductance g 

z p x / g  

l t é q u a t i o n ( 2 .  1 1 7 )  d e v i e n t  : 

e t  l e s  B+1 c o e f f i c i e n t s  a, Sans dimension s 'expriment  en  f a n e r i o n  d e s  an 

de  ( 2'. I 17) p a r  : 



Nous allons désormais utiliser la population des variables réduites 

z et nous noterons par Z le produit de N éléments z; tirés de la populqi N 
tion finie B et par Z- , le produit des B-N éléments restant après tirage B-N 
de N éléments parmi B. 

On montre en annexe 5 que dans ce cas on a : 

-K -A 2- = 
B-N ($1 

-A où ZN est la moyenne arithmétique du produit Z 
N 

-H 
Z- est la moyenne harmonique du produit 2- B-N B-N 

2 est la moyenne géométrique de la variable réduite z 

2 est la moyenne géométrique des conductances x 

Pour N = 1 ,  on aura : 

(2. 126) et (2.1 27),sqécrivent dans ce cas : 

Avec ces notations (2.113),(2. 118) et (2. 1 25),sqécrivent : 

B -A um - ( 1  Z, . gm = - 1  am = (-I)~ amgm 

d'où on déduit : 

B -A 
9, = (-Orn ( 1  zm 

La "résistance équivalente réduite'' Req / Rr donnée par (2, 123) 

s'écrit en fonction des % : 

Req %-2 B-N+2 
t - -  .- O%r-2 d-2 * - -  - 
R r 5-1- 1 N- I %- I 2 

Dans trois cas particuliers, N = 2, N = B + 1, B = 2N - 3, le 
rapport %-2 ' O L W l  * et donc la résistance équivalente réduite est suscep- 1 
tible d'une interprétation simple en fonction de la distribution des varia- 

bles réduites z .  

Examinons d'abord le cas W = 2 : c'est par exemple celui d'un 

réseau composé de B branches en parallèle : son degré moyen tend vers 

l'infini avec B.  
On a dans ce cas d'après (2. 129): 



et (2.174) s'écrit alors : 

ou si on choisit d'exprimer la ''conductance équivalente réduite" : 

La résistance Rr équivalente au réseau de même structure rempli 

de résistances identiques r = I/g 'vaut ici : 

on a donc : 

-A Geq = B x (2.133') 
On peut donc énoncer la propriété suivante : 

Un réseau de degré moyen tendant vers  l ' i n f i n i  a pour conductance Qquiva- 

lente réduite,  la  moyenne arithmétique des con duo tance^ réduites du réseau. 

En utilisant dans (2. 13 2 )  la relation [annexe 33 

on pourra énoncer pour la résistance équivalente réduite : 

Un réseau de degré moyen tendant vers  l ' i n f i n i  a pour résistance dquiuclente 

réduite la  moyenne harmonique des résistances réduites du réseau. 

On retrouve les résultats obtenus au paragraphe 11.7.2. pour un 

réseau régulier de degré infini. 

L'autre cas extrême est celui où N = B + 1 .  c'est celui d'une 

chaîne de B résistances en série : le degré moyen tend vers 2. 

On a dans ce cas d'après(2.129) et (2.128): 

et(2, 130) s'écrit : 

et en exprimant la conductance équivalente réduite : 



La r é s i s t a n c e  équ iva l en te  au r é seau  de même s t r u c t u r e  rempli de 

r é s i s t a n c e s  i den t iques  r v a u t  i c i  : 

- R r P B . r = B / g  

e t  on a donc : 

R r * g .  B 
Req = 3 -  

-H 
1" * = B (-1 
X 

X X 

soit encore : 

X Geq = - ( 2 . 1 3 7 ' )  
B 

On p e u t  i c i  énoncer de même que précédemment : 

Un rCseau de degré moyen tendant ve r s  2 a pour conductance équivalente 

rédu i te  Za moyenne harmonique des conductances rédu i tes  du réseau. 

Un réseau de degré moyen tendant ve r s  2 a pour rés is tance équivalente 

rédui te  la  moyenne arithmétique des  rés is tances  rbdui tes  du réseau. 

On re t rouve  c e t t e  f o i s  les r é s u l t a t s  obtenus au paragraphe 11.7.1. 

pour l e  réseau  r6r,ii'lier d e  degré 2 .  

Le cas  i n t e r m é d i a i r e  e s t  e n f i n  c e l u i  où B " 2N - 3 : c ' e s t  c e l u i  

d ' u n  réseau  c a r r é  ou c a r r é  en  moyenne. 

On a a l o r s  d 'après  ( 2 . 1 2 9 ) e t  ( 2 .  1 2 8 ) :  

e t  ( 2 .  1 3 0 )  s ' é c r i t  c e t t e  f o i s  : 

Mais d1après (2 . ' 1  2 7 ) ,  on a : 

-A . . .  fl 
Req 'N-2 2N-2 - =  

D'après l 'annexe 5 ,  il y a i d e n t i t é  e n t r e  une moyenne p r i s e  s u r  

un é c h a n t i l l o n  d e  (N-2) éléments p ~ t 5  p a r m i  B e t  l a  même moyenne p r i s e  s u r  

leç(N-2) éléments r e s t a n t  après  t i r a g e  de B-(N-2) éléments ,  on a donc : 



Cette formule s'applique 21 un réseau carré ou carré en moyenne 

pour une distribution quelconque de conductances. 

Dans le cas particulier où la distribution des conductances est 

log symétrique, on sait d'après l'annexe 3 que le produit de (N-2) variables 

suivant une loi log-symétrique suit lui-même une loi de distribution log- 

symétrique et on a donc d'après ( A 3 . 4 3 )  : 

La formule ( 2. 1 4  O)sqécrit alors dans ce cas : 

Soit pour la conductance équivalente réduire : 

Pour un réseau carré ou carré en moyenne, la conductance équiva- 

lente au réseau peuplé uniquement de conductances g étant : 

Ga = g 

C 2 . 1 4 2 )  permet d'écrire : 

Geq = 2 ( 2 . 1 4 3 )  

Nous retrouvons ici, la propriété remarquable démontrée aux 

paragraphes 11.7.3. et 11.8,1. pour un rdseau carrd e t  un rgseau carré en 

moyenne : s i  Za dis t r ibut ion  des conductances x du réseau e s t  Zog-symétri- 

que, l a  conductance équivalente au réseau e s t  dgale à la moyenne gdométri- 
que des conductances du réseau. 

Hormis les trois cas particuliers que nous venons d'étudier et l 
qui se rapportent à des réseaux de degré moyen 2.4. et a avec des conduc- l 
tances équivalentes réduites égales respectivement aux moyennes harmoniques 

géométriques et arithmétiques de la distribution des conductances réduites 

individuelles, il est nécessaire de pouvoir pré.%oir la conductance équiva- 

lent,e à un réseau de degré moyen quelconque, 

Nous supposons dans ce qui suit (et dans ce qui précède) que les 

B branches du réseau sont toutes reliées au générateur et qu'il n'y a donc 

pas de branches ou d'ensembles de branches isolés pour éviter les problèmes 

dus aux probabilités de percolation. 



Pour une v a l e u r  quelconque de N pa r  r appor t  à B ,  c ' e s t - à -d i r e  

pour  un degré  moyen quelconque du r é seau ,  l e  problème c o n s i s t e  à t rouver  

l e  r appor t  des  deux c o e f f i c i e n t s  s u c c e s s i f s  a N-2 e t  UN-, q u i  f o n t  p a r t i e  

d e s  B c œ f f i c i e n t s  de  1 1 é q u a t i o n ( 2 .  1 2 4 ) d o n t  l e s  conductances r é d u i t e s  

z ; s  22 ' " " '  
zB s o n t  l e s  r a c i n e s .  

Une c o n s t r u c t i o n  graphique va  permet t re  d ' i l l u s t r e r  l a  s o l u t i o n  

de  ce  problème : 
Portons e n  a b s c i s s e  B graduat ions  é q u i d i s t a n t e s  e t  e n  ordonnée, 

correspondant  à l ' a b s c i s s e  e n t i è r e  rn l e  terme Om / (z )  = 1 ~ 1  1 

r e p r é s e n t a n t  l a  v a l e u r  moyenne du ~ r o d u i t  d e  m éléments de l a  d i s t r i b u t i o n  

des  B conductances r é d u i t e s .  
On graduera  logarithmiquement 1' axe des O rdonr i é  e s  d e  façon que 

B l a  grandeur  p o r t é e  e n  .ordonnée l i n é a i r e  s o i t  en  f a i t  Log (a, / (,))- 

Deux p o i n t s  s u c c e s s i f s  cor respondant  aux a b s c i s s e s  m e t  m+l  

au ron t  donc comme ordonnées l i n é a i r e s   log[^^+^ / (m:l ) ] e t  Log[um/ (:) e t  s i  

on t r a c e  l a  d r o i t e  q u i  l e s  j o i n t ,  sa pente  s e r a  d ' ap rè s  ( 2 .  1 1 6 )  : 

1 (3 
Log [- . -1 = Log [ Geq (m) 

B 
(m+l) Gg 

Pour une v a l e u r  p a r t i c u l i è r e  N correspondant  au deg ré  moyen 

d a 2B / N ,  on t r a c e r a  donc l a  d r o i t e  j o ignan t  l e s  p o i n t s  d ' a b s c i s s e  

(N-1) e t  (N-2) : s a  pente  r e p r é s e n t e r a  l e  logar i thme de  l a  conductance 

équ iva l en te  r é d u i t e  du réseau .  
Le r é seau  é t a n t  supposé d e  t r è s  grande t a i l l e ,  l e  nombre B de  

branches tend v e r s  l ' i n f i n i  : l e  nombre de graduat ions  en a b s c i s s e  dev ien t  

i n f in imen t  grand e t  l a  d r o i t e  j o i g n a n t  l e s  p o i n t s  d ' a b s c i s s e s  N-l e t  N-2 

s e  t ransforme en  tangente  e n  (N-312) ) à l a  courbe enveloppe des  p o i n t s  

d 'ordonnée Log[a 1 (i)] q u i  deviennent  in£ iniment rapprochés ( f i g .  1 5 ) N 

CAS PARTICULIER N = 2 

On a a l o r s  d 'après  ( 2 . 1 3  1)  : 

a = a , = I  N-2 a 1 - al  - B Z* 
Les ordonnées des  p o i n t s  cor respondants  s o n t  respect ivement  

a0 Log [-] = Log 1 = O 
(0) 

e t  la d r o i t e  qui j o i n t  l e  p o i n t  d 'ordonnée Log ( ] a  1 / B) à l ' o r i g i n e  a 
1 

donc pour pente  l e  logar i thme de  l a  moyenne a r i t hmé t ique  d e s  conductances 
-A r é d u i t e s  z du r é seau .  



Quand B tend vers l'infini, la longueur de l'axe des abscisses 

restant inchangée, le point d'abscisse N-1 = 1 tend asymptotiquement vers 

le point d'abscisse N-2 = O et la droite précéderte devient la tangente à 

l'origine de la courbe enveloppe des points d'ordonnée log[om 1 (El1 : sa 
pente qui est le logarithme de la moyenne arithmétique des conductances 

réduites du réseau représente donc le logarithme de la conductance équiva- 

lente réduite d'un réseau de degré tendant vers l'infini puisque : 

B- 
On retrouve graphiquement le résultat obtenu plus haut. 

CAS PARTICULIER N = B + 1 

A l'autre extrêmité de la courbe enveloppe, on trouve dans ce 

cas les points d'ordonn6e : 
B B 'Og(laN-îI (N-~)) (]aB-ll 1 (B-l)) = Log (lCiB_,I / B) 

LO~(I%-,I I (NBI)) L O ~  (IaBI I (Bg)) 5 L O ~ I ~ B ~  

or on sait que le dernier cefficient a de l'équation du Bi'" 
B 

degré, 

f(z) = O, est égal au produit des racines, d'où, par définition de la 

moyenne géométrique de ces racines t 

Le coefficient lag-ll peut s'écrire d1après(2. 1131, (2. i18)et ( 2 . 1 2 0 )  : 

et par définition de la moyenne harmonique des.zk, on aura : ~ 
La droite qui joint les points d'ordonnée 1og(la 1 / 0) et B- 1 

LogloBl a donc comme pente : 

Quand B tend vers l'infini, le point d'abscisse N-2 = B-l tend 

asymptotiquement.vers le point d'abscisse N-1 = B et la droite précédente 

devient la tangente à l'extrêmité de la courbe enveloppe des points d'or- 
B donnée log (am / (rn)). Sa pente égale au logarithme de la moyenne harmo- 

nique des conductances réduites du réseau représente donc le logarithme 

de la conductance équivalente réduite d'un réseau de degr6 tendant vers 

2 puisque : 

N=B+I , 

on retrouve encore graphiquement un résultat simple établi plue haut. 



REMARQUE : Les conductances réduites z s'obtiennent en normalisant la condw- 
tance x par rapport à une conductance arbitraire g. On peut choi- 

sir comme conductance de normalisation la moyenne géométrique 

des conductances du réseau : 

g = X  
l et dans ce cas, compte tenu de la relation classique (A3.5) 

on aura pour les moyennes harmoniques, géométriques, arithmétiques 

de la variable réduite z : 

X X y,-=- p 1 Log 2 = O 
xC 

-A La tangente à l'origine (N=O), de pente log(z ), a donc une 

pente positive et la tangente à l'extrêmité (N = B), de pente 

Log 2, une pente négative (fig. 15). 
4 L'introduction de la moyenne géométrique x comme conductance 

de normalisation présente également l'intérêt d'annuler l'ordon- 

née de l'extrêmité de la courbe enveloppe : on a en effet pour 

m = B d'après (2. 145) : 

B ta courbe enveloppe des points d'ordonnée log(\ / passe 

donc par zéro à ses deux extrêmités et, étant données les pentes 

des tangentes à ses deux extrêmités, elle passe par un maximum 

pour O < N < B c'est-à-dire pour un degré moyen 

En ce maximum, la tangente est horizontale et a donc conune pente : 

4 2  Log z = O 

Ce maximum est obtenu pour une abscisse correspondant au degré 

moyen d'un réseau dont la conductance équivalente réduite sera 

alors la moyenne géométri~tie des conductances réduites du réseau. 

Ce maximum est nécessairement unique car la conductance doit 

varier de fason monotone de 2 à xA en passant par 2 quand le 
degré du réseau passe de 2 à l'infini : ceci est physiquement 

justifiable puisque dans un réseau quelconque, le fait d'ajouter 

une branche entre deux nœuds quelconques augmente le degré 

moyen et fait croître, ou laisse inchangée, la conductance équi- 

valente du réseau. 



Pour une d i s t r i b u t i o n  quelconque de conductances, on a : 

c '  est-à-dire,  d 'après  ( 2 ,  1 4 8 )  : 

~ o g ( 2 )  # - ~ o g t z ~ )  

Les va leurs  absolues des tangentes aux deux extrêmités de l a  courbe enve- 

loppe son t  a l o r s  d i f f e r e n t e s  ( f i g .  1 5 ) .  

F igure  15 

Pour une d i s t r i b u t i o n  log-symétrique, [annexe 31 on  sai t  que : 

2' .i (;0>2 

d'où : 

Les v a l e u r s  absolues des   entes des tangentes aux deux ex t rêmi tés  

s o n t  c e t t e  f o i s  iden t iques  ( f i g .  16) e t  l a  courbe enveloppe p résen te  un 

axe de symétr ie  en B / Z  où e e  trouve le  maximum e t  l a  tangence y e s t  donc 

hor izon ta le .  



+ Log 
1 8 ,  

F i g u r e  1 6  

On s a i t  que pour un nombre N d e  nœuds ,  l o r sque  B tend v e r s  l ' i n -  

f i n i ,  l e  logar i thme de l a  conductance équ iva l en t e  r é d u i t e  e s t  l e  logari thme 

de l a  pente  de l a  t angente  à l ' a b s c i s s e  N-312. 
La t angen te  h o r i z o n t a l e  cor respondant  B une conductance équivalen-  

te  r é d u i t e  éga l e  à l a  moyenne géométr ique d e s  conductances r é d u i t e s  s e  trou- 

v e  donc à l ' a b s c i s s e  : 

N - 312 = BI2 

D'où on d é d u i t  : 

B Z 2 N - 3  

C e t t e  r e l a t i o n  e s t  c a r a c t é r i s t i q u e  d'un réseau  de  s t r u c t u r e  c a r r é e  

ou c a r r é e  en moyenne e t  on r e t r o u v e  donc simplement i c i  l e  r é s u l t a t  : 

La conductance équivalente réduite d'un rdseau de grande t a i l l e  de struc- 

ture carrée ou carrée en moyenne don6 ta dis tr ibut ion deçconductances des 

branches e s t  log-symétrique, e s t  égale à Za moyenne gdométrique des conduc- 

tances réduites du réseau. 

Nous n'avons f a i t  j u s q u ' i c i  que r e t r o u v e r  e t  i1 , lustrer  par  une 

c o n s t r u c t i o n  géométrique des  r é s u l t a t s  d é j à  é t a b l i s  précédemment mais c e t t e  

c o n s t r u c t i o n  géométrique peut  pe rme t t r e  d e  dé t e rmine r  l a  conductance équi- 

v a l e n t e  r é d u i t e  d ' un  réseau  de d e g r é  moyen quelconque s i  on peut  t r a c e r  

avec suffisamment de  p r é c i s i o n  l a  courbe enveloppe ou s a  d é r i v é e  pour une 

d i s t r i b u t i o n ' d o n n é e  de conductances ,  

La méthode s u i v i e  e s t  l a  s u i v a n t e  : 

On p a r t  de  l a  d i s t r i b u t i o n  des B conductances r é d u i t e s  z i  e t  on 

suppose,  pour s i m p l i f i e r ,  q u ' e l l e  s o n t  normal i sées  pa r  r a p p o r t  à l a  moyenne 

géométrique de  l a  d i s t r i b u t i o n  g d e  s o r t e  que : 



2 
Il f au t  a lo r s  calculer  l e s  coeff is ienta  am pouf OC m 4 0 

II. ca lcu l  d i r e c t  e s t  d i f f i c i l e  puisqu'il f audra i t  soamter 'ta) produits des 

conductanees riiduites p r i ses  m èi a, ce qui  doanarait  un nombre d 'addit ions 

énorme dès que B e s t  un peu grand. 

Mais puisque d'apr8s ( 2 . 1 1 8 ) on a : 

am - (-1). a, 
il s u f f i t  de ca lcu le r  les eoef f i c i en r s  de l 'équation f (z) - O dont l e s  

signes des coeff ic ients  sont  a l t e rnés  puisque toutes s e s  racines son t  posi- 
r; ' 

2 ? 
, ' ?  ,, + $ . +  t i ve s  . 
.,, ,y, ,.:FJ; ; t., . 

" 2 - " 'i'+ ,fi:., .+-; 

- Nous avons programmé s u r  un calculateur  Hewlett-Packard 9820 c e  
> 

I ?. , P  . O,* - 
- - ca lcu l  relativement simple. 

< ;;bx$*< .; ?;:gr63 :T$ L Z  

, ar,43*fi$&;$&$+ :;-G &p"* . 
l v::u;;Fz,m4~$2L , Les racines  z I .  z2 ..... z de moyenne géométrique I & t a n t  i i s e a  

i , . .+er2p",3;; - i. B 
\ ~ : @ % ~ ~ ~ ~ ~ @ % ~ e n  mémoire, l 'algorithme de c ~ l c u l  de q, est basa aur l e  d6valoppemcnt de !. . ?  .$ , t , ~ * + M t & 9  -&,!L - . - " "%Ct -27% .P:qi.:-7z <.. * "&2-L;pf -r  a-- 

, i d ,  -++;.a;kii ~.,~.-,l '.,l 'équation f ( z j  = O SOUS l a  forme 
i '  .~.+,,t, ' f f ,  , 

l > '  ,!, S .  

, . 3L 1,4 > c  F ~ V ~ $ ,  t b : ~ ~  ,. 1 
- f ( z )  = (z-el)(.-z2)(z-z3) ......,. (mB) 

.. ' ,A r ; p*;j..\;3y y ,  

Les B+i coeff ic ients  a,,, sont imprimés e t  comme le r o s u l t a t  fina- 

lement cherché est : 

on peut ca lcu le r  immédiatement Geq(N)/Gg pour 1 < El < B. 

Pour .obtenir  d e s - r é s u l t a t s  s i g n i f i c a t i f s ,  il f aud ra i t  f a i r e  tenarw 

B vers 1' in£ in t ,  c 'es  t-&dire remplacer l a  d i s t r i bu t ion  diserilte des B conduc- 

tances par une d i s t r i bu t ion  continue. Ceci e s t  b ien sûr impossible, mais 

nous avons v é r i f i é  que pour 0 - 48 l a  prgcision a t t e i n t e  est s u f f i s & s t e  ptmt i .  ( 
que l a  courbe ~og(GeqkGg) en fonction de h a t t e igne  une prlc  i s i oa  da t t d  1 
ru-tf isante.  La f igure  1 7 montre un exemple t rac4  pour 8 * 24, SB, a1&, BO, 
72 e t  on cons t a t e  que sur i i r  majeure p a r t i e  du troc@ ter e6utwe -6 - 1  

confondues pour B 3 48. - I 

I 
- d 



Nous avons u t i l i s é  c e  procédé pour une d i s t r i b u t i o n  de conduct$hies  

s u i v a n t  une l o i  log-uniforme [annexe 7 1  d e  moyenne géométr ique éga l e  à 1 ,  
-A A don t  l e s  v a l e u r s  s ' é che lonnen t  e n t r e  10 e t  10 pour A v a r i a n t  de  O à 8 .  

La f i g u r e  18 montre les courbes Log(Geq/Gg) en f o n c t i o n  d e  X 

( O  < N < B) avec A comme paramèt re  : e l l e s  d é c r o i s s e n t  de L O ~ ( T ~ )  jusgu 'à  

L o g ( Z )  en pas san t  pa r  l a  moyenne géométr ique (Log 2 = 0) . 
Pour des  p e t i t e s  v a l e u r s  de A (A < 1 ) l a  courbe Log(~eq/Gg) e s t  

p ra t iquement  une d r o i t e  j o i g n a n t  Log L pour N=O à l o g  2 pour N - 8, c e  

q u i  donne comme équa t ion  approchée : 

Mais quand l a  l a r g e u r  d e  l a  d i s t r i b u t i o n  augmente, t o u t  en con t inuan t  de 

p a s s e r  pa r  2, pour  N - B/2 (d - 4). les courbes prennent  une a l l u r e  s i g -  

moïde. 

F igu re  18 

Nous avons c h o i s i  c e t t e  d i s t r i b u t i o n  p a r t i c u l i è r e  de conductances 

c a r  e l l e  a f a i r  l ' o b j e t  d ' é t u d e s  expér imenta les  de  KIRKPATRICK [ 9 ]  e t  

SEAGER e t  PIKE [ t g ]  q u i ,  pour un r é seau  cubique (d = 6) de  grande t a i l l e  

o n t  c a l c u l é  s u r  o r d i n a t e u r  log(Geq/Gg) pour  p l u s i e u r s  v a l e u r s  de A. 

Sur l e  graphique de  l a  f i g u r e  1 7 ,  on peu t  f a i r e  cor respondre  à 

l ' é c h e l l e  l i n é a i r e  des  N une é c h e l l e  des  degrés  moyens du r é seau  ci = 2B/H 

e t  trouver a i n s i  pour un deg ré  quelconque du r é seau  l a  v a r i a t i o n  de  

log(Geq/Gg) en  f o n c t i o n  d e  A. 



C'cs t cc  q u i  c s t  r ep résen té  s u r  l a  f i g u r e  1 9 pour l c  cas partiçp- 

l i c r  d = 6 : on v o i t  que pour A > 2 l a  courbe e s t  asymptotique à une droPte  

de pente  1 / 3 .  
Nous avons r e p o r t é  s u r  ce graphique les po in t s  expérimentaux de  

Ki rkpa t r i ck  e t  Seager e t  Pike  : on c o n s t a t e  pour A > 2 une d ivergence  e n t r e  

les pentes  des asymptotea. 

log / 

3 1 Gg 

Figure  1'9 

KIRKPATRICK 191 a comparé dans son é tude  s e s  r é s u l t a t s  expérimen- 

taux avec ceux d é d u i t s  de l a  t h é o r i e  approchée du m i l i e u  e f f e c t i f  : l'asymp- 

t o t e  d é d u i t e  de  c e t t e  t h é o r i e  est  donnée par l a  formule : 

s o i t  avec des ordonnées logari thmiques : 
l og  (Geq/Gg) = -0,301 * A/3 

Cette équat ion  correspond parfa i tement  à celle de  n o t r e  asymptote 

d é d u i t e  de l a  t h é o r i e  des  "arbres" ( f i g .  1 9 ) ,  c e  q u i  l a i s e e  B penser  que l a  

t h é o r i e  du mi l i eu  e f f e c t i f  e t  l a  t h é o r i e  des  a r b r e s  corncident  t o u t  au 

moins au po in t  de vue des r é s u l t a t s .  

I I .  9.5. - CONCLUSION 
La méthode ci-dessus peut s ' app l iquer  à une d i s t r i b u t i o n  quelcon- 

que dc conductanccs en u t i l i s a n t  le programme d e  c a l c u l  m i s  au p o i n t  - c e c i  

pour un réseau de degré quelconque - e l l e  devient  melheurcusemcnt inexacte  

dès que l a  d i s t r i b u t i o n  des conductances est  t r o p  é t a l é e  c e  qui  dans l e  - # . .  . 
r q n r n r c ? d n e  . . - .  -3 , .- 

3 10 environ - c e  q u i  donne d é j à  une gamme re la t ivement  l a r g e .  



Bous avions déjà observé c e t t e  inexacti tude avec 1. dftstribarrioq 

b ina i r e  au paragraphe 11.9.4.2. : 

- ou h i c n  on u t i l i s a i t  des conductances identiques e t  des conductances 

nu1Pes (branches r e t i r ée s )  e t  on se heu r t a i t  à des problêmes de 

probabili té de percola t ion 

- ou bien on u t i l i s a i t  des conductances x constantes e t  des conductanc-es 

y tendant vers O. mais les r é s u l t a t s  devenaient inexacts pour des va- 
leurs  grandes du rapport  x/y quand l a  proportion de conductances y 

devenait su f f i s an t e  

A l a  base de ces er reurs  il y a l e  f a i t  que l a  théorie  des "arbres" 

ignore toute  cor ré la t ion  en t r e  les conductances des dif férences  branches - 
c%st-à-dire que nous avons considéré les-PV-I conductances des branches 

cons t i tuan t  un a rb re  corne des var iables  indépendantes, el le:  ne le  soné 

pas en r é a l i t é  puisque l a  dé f in i t i on  d'un a rbre  impose c e r r a ~ n e s  contrainrcs 

topologiques, cec i  explique que n'intervienne pas ici l a  dimension du réseab; 

avec un degré 6 par  exemple on peut avoir  un réseau t r iangula i re  en deux 

dimensions ou un rés- cubique en  t r o i s  dimensions : la  théorie  des arbres  

donnera le même r é s u l t a t  pour la  conductance équivalente r é d t i t e  de ces  

deux réseaux. 

Tant que lesdis t r ibut ionsdes  conductances u t i l i s é e s  ne sont pas 

t rop  é ta lées ,  ne pas t e n i r  compte de  la  cor ré la t ion  introduare par P a  

s t r u c t u r e  f i x e  d'un arbre, revient ,  par exemple, à remplacer 2ansiSopi;a- 

t i o n  de t i r age  au s o r t  une conductance exacte de p e t i t e  valeur 2ar uri2 

conductance trop grande t i r é e  au s o r t  ou à f a i r e  l ' e r reur  inverse. 

L'erreur qui  en r é s u l t e  s u r  les moyennes des produics va c r o f t r e  

d 'autant plus que l a  d i s t r i bu t ion  u t i l i s é e  est étalée. 

Cette e r r eu r  systématique due à l'emploi de  la  théc-ie des arbres 

j e t t e  un doute s u r  les r é s u l t a t s  "exacts" que nous avons obtenus comme cas 

p a r t i c u l i e r s  pour d =", d = 2 e t  d = 4. 

De - toute  évidence les deux pr-iers r é s u l t a t s  (mye~ne  arithiaPéti- 

que pour d = -  et  moyenne harmonique pour d = 2) ne peuvent être m i s  en 

doute car  on les retrouve très simplement par d 'autres méthodes (5 II -7 -  1, 

e t  11.7.2). 
Le troisième r é s u l t a t  obtenu pour d = 4, qu i  donne ~a m y e m e  

géométrique des conductances rédui tes  pour conductance équivaiente r édu i t e  

quand l a  d i s t r i bu t ion  est log-symétrique peut être j u s t i f i é  G- la faço t  

suivante  : 

Au l i e u  de t r ace r  l a  courbe de log(% / (i)) en  fonction de N, r e p r e  

sentons les valeurs réelles p r i s e s  par  la  moyenne des valeurs des 

arbres  du réseau (en supiposant qu'on puisse  les calculer) .  



S i  on a encore employé des conductances réduites,noratEes par 

rapport  8 l a  moyenne géométrique, ,on obtiendra encore une courbe dont l a  

pente pos i t ive  en Pi = O s e r a  toujours $%ale au logarithme de l a  myepine 

ari t l ioetique des conductance* rCduites, e t  dont l a  pente négative en N = I 

s e r a  égale au logarithme de l e  moyenne harmnique des conductances réduites.  
Pour O < N < B, c e t t e  courbe se sbparera de l a  courbe tracGe 

précédemment - e l l e  s e r a  probablement, au-dessus- mais e l l e  passera Bgalearent 
! . . ' 

aximum unique. 
I '  

S i  :la d i s t r i bu t ion  des  conduc tances e s t  toujours log-symétrique, 

a i d e n t i t é  des valeurs  absolues des pentes en N 0 - e l :  N = B e t ,  
'4 1 a i '  ? >  Y < < ,  

r aymétrie, le  maximum de l a  coutbe s e  trouvera encore en 0/2, corres- 

dont à un réseau de degré moyen 4 dont l a  conductance &quivalente 

ui%e se ra  *- *ne égale 8. l a  moyenne g é d t r i q u r  des conductan& réduites.  

11.10.- LA THEORIE DU MILIEU EFFECTIF 

11.10.1.- La theorje de Bruggeqan 

La thgorie du milieu e f f e c t i f  e s t  ancienne : e l l e  a Bté foratulae 

pour l a  première f o i s  par BRUGGEMAN en 1935 [19]. E l l e  a pour but de  calcu- 

l e r  les constantes macroscopiques r e l a t i v e s  B des matériaux h6téroggnes 
In fonction de l eu r  composition. Bruggeman a développé c é t t e  thborie, en 

vue du ca lcu l  de l a  constante d i é l ec t r i que  équivalente d'un 86laage de 
$ 

substances d ié lec t r iques  de permi t t iv i t6s  connues. 

Les hypothèses de Bruggenran sont  l e s  suivantes : 
0 )  le  corps s e  compose de  deux types d'6léu1antti hmog&nes e t  i i o t r o p a  

b) tous Ced éléments sont  de  p e t i t e  dimension v i s - a l t i r  de 4 8 l l e  de 

l'ensemble 

C) l e s  éléments sont  aléatoirement di rporés  

d) l e s  é l h c n t s  sont  de forme comperablr 

e3 les condit ions aux limites en t r e  diî i lsctr iqueu dif%€rent$ sont s 

- composantes tangent ie l les  du cb.p 3 concinues 
+ - composantes noraiales du déplaceastent 13 continues 

La mgthode cons i s te  2L supposer un milieu b @ n o  d i t  "mr1i.u 

e f f e c t i f "  dont on a j u s t e  I a  cons tante  d iç lec t r ique  de  façon qu'une c a p o -  

t a n t e  d o n d e  du champ P l ' i n t g r i e u r  du milieu e f f e e t i f  ioit  égale > 1. 
moyenne de le  même composante du ch+@ prtre minta du ailieu 
h&t&rag5ne. 



Pour calcul .er  l a  moyenne de  cachamps ,  on suppose qu'en 

t-cil: p o i n t  d u  c i i l i eu  hétérogène l e  champ dans un élément x  e s r  l e  même sue  

s i  cet  6;émeat x é t a i t  plongé dans l e  "mil ieu e f f e c t i f "  dont  l a  constance 

( i  it? e c  il*; quc s e r a i t  l a  cons t a n t e  &qu iva l en te  cherchée e t  où l e  champ l o i  n 

<:tX 1 %i4rrierit x s e r a i t  égal  au champ moyen. 

Pour ê t r e  u t i l i s é e ,  c e t t e  méthode n é s e s s i t c  que  tous l e s  é1Cmctirs 

\ ; i r :  n ù ï ~ s  appcl lons x a i e n t  mSme forme e t  même o r i e n t a t i o n  pour que puisse  

~ r r  cdlcui i?  l e  champ dans chaque elgrnent quand il e s t  plonge dans l e  m i l ~ e t i  

csf ie< : t i f .  

Ains i ,  Bruggeman a é t u d i é  d r s  aggréga ts  de  lamel les  platc>ç, d e  

c y l i n d r e s  ou de pr ismes iden t iques  à axes p a r a i i è l e s .  

Ce t t e  t h é o r i e ,  r ep r i s e  en 1952 par  LANDAIiEK [SOI pciir lg6tii.!c~ tics 

mélanges de matér iaux conducteurs  a  é t é  récemment Gtendue par  XXRE;rnATKL?,~ 

[ 2  1 ] 5 des  réseaux d e  r é s i s t a n c e s ,  d e  s t r u c  t u r e  r é g u l i è r e ,  car:& ou ci lOia ; i l : .  . 
Dans ce  c a s ,  en e r f e t ,  l e s  cond i t i ons  s o n t  seniplies pour ap,:iiqi~er 

l a  t h é o r i e  de Bruggeman, à des  rGscaux de r é s i s t a n c e s  

- l e s  r é s i s t a n c e s  r e p r é s e n t e n t  des  éléments de même t a i l L e  et. de furme 

ident ique  : l e  champ é l e c t r i q u e  e n t r e  deux p o i n t s  peut ê t r e  remplacé 

par  l a  t e n s i o n  e n t r e  ex t r êmi t é s  d'une r é s i s t a n c e  é lémenta i re .  

- l e  réseau  e s t  grand c ' e s t - à -d i r e  s e  compose d'un grand nombre d e  

r é s i s t a n c e s .  

- l e s  r é s i s t a n c e s  peuvent ê t r e  d e  deux types d i f f é r e n t s  (Bruggenian 

n ' a v a i t  prévu que des  mélanges de deux composants) mais l a  t h e n r i e  

peut  s ' é t e n d r e  à des  d i s t r i b u t i o n s  con t inues .  

- l a  r é p a r t i t i o n  des v a l e u r s  des  r é s i s t a n c e s  dans l e  réseau  est  alGa- 

t o i r e .  

- à l a  j onc t ion  de p l u s i e u r s  r é s i s t a n c e s  (nœud)  i l  y  a l d c n t i t é  ciu 

p o t e n t i e l  e t  c o n t i n u i t é  du couran t  ( l o i s  de Ki rchof f ) .  

K i rkpa t r i ck  qui  n ' a  u t i l i s é  que des  réseaux r 6 g u l i e r s  carrGs n u  

cubiques ne s ' i n t é r e s s e  qu ' à  l a  composante v e r t i c a l e  du champ c:'est-+dire 

aux tens ions  aux bornes des  r é s i s t a n c e s  v e r t i c a l e s  du réseau  q u i  r e s t e r a  

de s  t r u c  t u r c  r tg i i l  i c r c .  

Nous a l l o n s  dans c e  qui s u i t  reprcridrc i n  f-hGorie dri  rii il irii 

e f f e c t i f  t e l l e  q u ' e l l e  a  ét15 remaniée e t  u t i l i s é e  par  K i rkpa t r i ck  - xiontxei 

q u ' e l l e  peut par fa i tement  s ' a p p l i q u e r  à des  réseaux de  s t r u c t l i r e  i r r égu -  

l i è r e  puisque seu l  l e  degré  moyen du réseau  i n t e r v i e n t  e t  qu'en d é f i n i t i v e  

e l l e  s e  ramène à l a  t h é o r i e  approchée des  a r b r e s  - ce  qu i  expl ique  l ' i d e n -  

t i t é  des  r E s u l t a t s  auxquels  on p a r v i e n t  pa r  c e s  deux méthodes. Nous é t a b l i -  

rons au passage quelques théorèmes nouveaux s u r  l e s  réseaux. 



11.10.2.- Applicatio-n de l a  théorie du milieu effect if  6 un réseau régulier , 

Nous reprenons dans c e  paragraphe l a  démonstration de Ki rkpa t r i ck ( l81  
S o i t  un réseau r é g u l i e r  de s t r u c t u r e  c a r r é e  ou cubique, comprenant 

des conductances su ivant  une c e r t a i n e  d i s t r i b u t i o n ,  r é p a r t i e s  aléatoirement 

dans l e  réseau.  

Nous supposerons que l e  "milieu e f f e c t i f "  correspondant à c e  

réseau e s t  un réseau de s t r u c t u r e  ident ique  comportant des  conductances 

tou tes  ident iques  g, t e l l e s  que l a  conductance équivalente  aux deux réseaux 

s o i t  l a  même. Onalimente l e  réseau " e f f e c t i f "  par  un générateur de courant  

1 , t o u t e s  l e s  conductances v e r t i c a l e s  o r i e n t é e s  s e l o n  l e  champ ont  3 l e u r s  

bornes une tens ion V,  l a  tens ion aux bornes des conductances hor izon ta les  

perpendicula i res  au champs é t a n t  nu l l e .  

Si on s ' i n t é r e s s e  à une conductance g, v e r t i c a l e ,  on peut repré-  

s e n t e r  l e  réseau vu de c e t t e  conductance par  un gênérateur de Norton équi- 

v a l e n t  composé d'une source de courant  i en  p a r a l l è l e  avec une conductance 

G r ep résen tan t  l a  conductance équivalente  mesurée des bornes de $, une f o i s  

%, e t  le généra teur  de couran t  r e t i r e s  (fia;. 2 0 ) .  
1 
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Figure  20 

Si V e s t  l a  d i f f é r e n c e  de  p o t e n t i e l  aux bornes de  g, on a : 

i - (G + &)V ( 2 . 1 4 9 )  

Remplaçons, a l o r s  dans ce 'béseau e f f e c t i f "  l a  conductance g, par une conduc- 

tance  a l é a t o i r e  g du réseau,  l e  r e s t e  du réseau r e s t a n t  inchangé ; l a  ten- 

s i o n  aux bornes de g d e v i e n t  V' te l le  que : 

i = (G + g)V1 
( 2 . 1 5 0 )  

La conductance G vue de  chaque conductance g, peut  ê t r e  c a l c u l é e  simplement ; 

dans l e  réseau r é g u l i e r  de  degré  d . ( d  = 4 ou 6 ) .  non a l imenté  appliquons 
I 

aux bornes d'une conductance g, un généra teur  de courant  i ( f i g .  2 1 )  



Figure  2 1 

Le courant  i n j e c ~ é  en  A s e  pa r t age  en  d p a r t i e s  éga l e s  e t  l e  

cou ran t  i / d  c i r c u l e  dans AB. 
Le couran t  c o l l e c t é  en B p rov ien t  d e  d cou ran t s  égadx 2 i / d  

indépendants  des  précédents .  
Le couran t  qu i  passe  dans l a  branche AB e s t  donc éga l  à 2 i /d  

e t  l a  t ens ion  V aux bornes AB e s t  donc : 

Mais d e ( 2 .  1 4 9 )  on t i r e  : 

i d  - = G + gm zs 5gm v 
d 'où on dédu i t  G : 

e t  ( 2 .  1 4 9 ) e t  ( 2 .  150)  peuvent s ' é c r i r e  : 

d  d  
i = - g V = (g, (2 - 1 )  + g) V '  2 m 

d'où on dédu i t  V'  aux bornes de g e n  f o n c t i o n  de V : 

La t h g o r i e  du mi l i eu  e f f e c t i f  c o n s i s t e  à é c r i r e  que l a  moyenne 

de t o u t e s  l e s  d i f f é r e n c e s  de  p o t e n t i e l  V' aux bornefi d c  t o u t e s  l e s  conduc- 

tances  a l é a t o i r e s  g,  c a l c u l é e s  s e l o n  ~o méthode pri!cédcnte,esc éga le  ù l a  

d i f f é r e n c e  de p o t e n t i e l  V q u i  e s t  l a  même aux b o r n c ~  de  t ou t e s  l e s  conduc- 

tances  g, du m i l i e u  e f f e c t i f  : on o b t i e n t  grn s o r i ü  IOTIMQ d'une équa t ion  i n t é -  

g r a l e  en  é c r i v a n t  : 



où f ( g ) d g  est  l a  d i s t r i b u t i o n  des  conductances a l é a t o i r e s  g. Après s imp l i -  

f i c a t i o n  ( 2 .  1 5 4 ) s e  ramène à l ' é q u a t i o n  i n t é g r a l e  où g e s t  l ' i nconnue  : 
m 

Pour une d i s t r i b u t i o n  f ( g ) d g  donnée analyt iquement  on peut  c a l c u l e r  gm. 

Le c a l c u l  est p a r t i c u l i è r e m e n t  s imple  pour une d i s t r i b u t i o n  b i n a i r e  d e  

conductances x e t  y ,  e n  p ropor t i ons  p e t  1-p : ( 2 .  1 5 5 )  s 'écr i t  a l o r s  : 

c e  q u i  développé donne une équa t ion  du second deg ré  dont  l a  s o l u t i o n  est  : 

( 2 . 1 5 7 )  
S i  l a  conductance y tend v e r s  O,  l e  réseau  ga rdan t  l a  m ê m e  a t r i i c t u r e ,  on 

o b t i e n t  : 

On o b t i e n t  une formule s i m i l a i r e  à ( 2 .  1 1 O )  obtenue dans les mêmes c o n d i t i o n s  

à p a r t i r  de  l a  t h é o r i e  des  "arbres" e t  s i m i l a i r e  également à ( 2  - 551, obtenue 

à p a r t i r  des  méthodes d e  moindre a c t i o n  d e  l a  première  pa r t i e , pou r  un  réseau  

c a r r é .  

Sous c e t t e  p r é s e n t a t i o n ,  l a  t h é o r i e  du m i l i e u  e f f e c t i f  ne semble 

a p p l i c a b l e  qu 'à  des  réseaux  d e  s t r u c t u r e  r é g u l i è r e  e t ,  e f f ec t i vemen t ,  

K i r k p a t r i c k  q u i  l'a u t i l i s é e  de  ce t te  façon  n 'en  a e n t r e p r i s  ;a v é r i f i c a t i o n  

que s u r  ces réseaux  d e  s t r u c t u r e  c a r r é e  e t  cubique c a l c u l é s  p a r  o r d i n a t e u r  

pour  a i v e r s e s  d i s  t r i b u  t i o n s  de  conduc tances  f (g)dg . 
Nous montrons ci-dessous que c e t t e  t h é o r i e  peut  très b i e n  s ' a p p l i -  

que r  à des  réseaux  de  s t r u c t u r e  i r r é g u l i è r e  car l e  degré  d q u i  i n t e r v i e n t  

est en  f a i t  l e  degré  moyen du réseau .  

11.10.3.- Application de l a  théorie du milieu effect i f  à des réseaux de 
structure irrégulière 

La r é s o l u t i o n  du problème du m i l i e u  e f f e c t i f  pour un r é s e a u  

quelconque peu t  ê t re  considérablement  s i m p l i f i é e  s i  on u t i l i s e  deux 

r e l a t i o n s  é t a b l i e s  p a r  FOSTER [22] r e l a t i v e m e n t  peu connues mais qu 'on 

p e u t  r e t r o u v e r  dans CHEN EA4.21 e t  SPINEI [231. 

S o i r  un r é seau  d e  B branches e t  N nœuds dont  l a  branche h po r t e  

1' impédance zh (ou l ' admi t t ance  yh - 1 /zh) . S i  on dés igne  par Zhh 1' impé- 

dance vue aux bornes d e  l a  branche h,  c e l l e - c i  é t a n t  en p l a c e  e t  Yhh l ' admi t -  

t ance  vue aux bornes d 'une coupure fa i te  en ouvran t  l a  branche h. o n  a l e s  



deux r e l a t i o n s  dua le s  : 

B 
1 Yh Zhh = N - 1 ( 2 .  1 6 0 )  

En dés ignan t  par  Zh l ' impédance vue des bornes de  zh, zh é t a n t  

7- - i c - .  on peut  exprimer Zhh e t  Yhh en f o n c t i o n  de  zh e t  Zh ( f i g u r e  2 2 ) .  

Figure  2 2 

En u t i l i s a n t  ( 2 .  16  1 ) on p e u t  donc é c r i r e  les r e l a t i o n s  ( 2 . 1 5 9 )  e t  

( 2 1 6 0 )  sous la forme : 

E t  pour un réseau  d e  grande t a i l l e ,  on pourra  é c r i r e  : 

en dés ignan t  pa r  d  l e  deg ré  moyen du réseau.  

D'où l e s  moyennes : 

Ces r e l a t i o n s  peuvent ê t r e  s i m p l i f i é e s  dans d i f f é r e n t s  ca s .  

a )  Réseau de  s t r u c t u r e  r é g u l i è r e  ...................... ------ 
Pour un réseau r é g u l i e r  d e  degré d contenant  des  impédances iden- 

t i ques  z - z ,  l e s  impédances i n t e r n e s  Zh s e r o n t  également iden- h 
t i ques  c t  Cgcilce ii Z c t  ( 2 . 1 6 4 )  e ' 6 c r i r a  : 



ce qui donne : 

OU encore : 

On retrouve bien la relatioa(2.152)obtenueprun réseau régulier. 
b) Réseau de s t ~ c t u r e i r ' é w ~  

Dans un réseau de structure irréguliara, darie si toutes les 

impédances de branches sont Egales 1 Zme Lei iipéaancea i vues 
de ces branches sont différentes et on aura d'aprss (2.164)et 

(2 . 165)en fonction du degré -yen d : 

1 on a ici introduit les adPittances y- = - 1 
et Yb=- 

4 %' 
Insque, 4, le réseau possède d u  -es % différentes, 
les fondes générales (2 . 164) et  (2.165) seappliquent et on a : 

Les relations ci-dessus sont exactes. Les moyennes indiquées ne 

peuvent être explicitées plus avant même si on connaît la distri- 

bution des admittances yh w r  on igaore celle des admittances Yh 

vues des bornes des yh. 

Xais ces relations vont permettre de comprendre quelle est leappro- 

ximation réelleilent faite dans la théorie du milieu effectif. Dam 

la théorie du milieu effectif on va remplacer la distribution den 

Y qu'on ignore par une valeur unique Y obtenue en considérant h 
le réseau effectif de dime structure ne comportant que des admit- 

tances identiques ym.Dans k cas où le réseau est régulier - ce 
qii est le seul cas traité par Kirkpatrick -on remplacera donc la 

distribution des Yb par la valeur unique Y déduite de (2 1 62) 



et Pa relat ion ( 2. 17 0 )  par exemple s 'écrira : 

l Ce qui peut se simplifier et donne : 

Ayant a ins i  éliminé l a  distribution inconnue des Yb, on peut intro- 

duire La distribution des yh dans l e  calcul de l a  moyenne selon 

l a  formule ( 2 1 7 4 )  et tirer y en résolvant 1 'équation intégrale 
m 

qui en résulte : ceci n'est autre que l e  résultat(2.155) qu'am 

retrouve à par t i r  des fortmules de Foster. 

On voit  ainsi  à quel niveau se  s i tue  l'erreur-conraise dans P a  

théorie du milieu effectif  : remplacer l a  distribution des Yh 

par une valeur unique Y, aPPènera une erreur d'autant plus g rade  

que la distribution des Yh sera plus étalée - e t  ceci s e  produira 
a 

d'autant pllus v i t e  que l a  distribution des adoittances de branches 

y sera e l l e  r̂ epe plus étalée - on conçoit donc que les  résultats h 
de l a  t h h r i e  du Pi l ieu effectif  pair un réseau dont on f a i t  ten- 

dre l'une des adhttauces vers O, soient de plus en plus inexacts 

quaad ce t te  admittance devient p l u  peti te  et condu~se ainsi  3 

un seui l  inexact de pereolation. 

Dans l e  cas où l e  réseau n'est plur régril!t.r, dans l e  réseau effec- 

t i f  de &me structure il n'y a p lus  de valeur unique p u r  Yh 

mais une distribution, certainement plus é t roi te  que cel le  des Yb 

du réseau d'origine, et on m t  une erreur suppléamentaire en 

remplaçant d a m  l a  f o r u l e  ( 2 - 169) Yb par Y = ym (dl2 - 1). 

En outre, seul l e  degré moyen d du réseau intervient dans l a  théo- 

r i e  du milieu effectif  e t  on y f a i t  complètement abstraction de 

la dimension 2 ou 3 du réseau. 
HP y a nés-ins un cas part iculier  où la métbode du milieu effec- 

t i f  donne des résultats  qui s a d l e n t  exacts : c'est celui du réseau 

de degré -yen 4. 
Eeg relations précédentes vont pexaettre de préciser pourquoi. 



II.10.4.- Application de la théorie du a i l ieu  ef fect i f  I un r9seau de deqrC - 
moyen égal b 4 _ - 

Il s'agit ici d'un réseau tel que : 

B - N + l  = N - 1  

ce qui entraîne : 

2 Les relations(2.170)et(2.171)s'~rivent dans ce ur, puisque - 112 

"h 

en posant x - a 1 Zh, ( 2 .  175)s1&rira : 

Reprenons maintenant la méthode qui conduit au calcul de la 

conductance effective yp à placer dams le réseau effectif, on constate 

qu'elle est basée sur l'identification des formules (2*173)et(2.170). 

7.a valeur trouvée pour y, n'est qu'approximative car la deuxième 

égal; tg de (2.1 7 7) n' es t qu'approchée puisque la distribution des Y,, a Eté 

remplacée par la valeur unique y, (d/2 - 1). 
Pour un réseau de degré amyen d = 4, ( 2.1 7 7 ) va s' écrire : 

Hais, si la dis tributaon des yh est loksymétrique, et si on prend 1 
pour ym la myenue $&métrique de cette diatribution, ecttc relation devient 1 
exacte, l 



0 

En effet, la distribution de yh/ymœ x' est également log-symétbi- 

que de moyenne géométrique x t o  = 1. 

Montrons que ceci entraîne : 

Soit f(xf)dx' la distribution de x '  : puisqu'elle est log-symétri- 

que on a (annexe 3) : 

Développons alors le second terme de (2.178) : 

En posant y = 1 lx', (2.180) s'écrit en utilisant (2.179) : 

x ' f(l/y) dy f(xf) dx' < 
< i + X I  "q- Y(l + Y )  y - 6  ] + X I  I + x  l p >  

et comme on a : 

On obtient : 

x ' > = <  1 1 
< 1  + X I  1 + X' > = 2  

Soit encore : 



et  dans (2.1.77) on a ce t t e  f o i s  deux égalités rigoureuses : 

Ceci explique, une nowel le  fo is ,  par une dithode différente,  que 

l a  méthode du milieu e f fec t i f  conduit à un résu l t a t  exact pour un réseau 

de degré moyen 4 e t  de grande taille contenant des conductances de d i s t r i -  

bution log-symétrique : l a  conductance y,, à introduire dans le réseau effec- 

t i f  de même s t ruc ture  que le réseau original,  est l a  moyenne géométrique 

des conductances de ce réseau. 

L'inconvénient de la méthode est que l a  dimension du réseau n'in- 

tervient  pas - et nous avons montré précédemment par d'autres méthodes que 

ce  r é s u l t a t  s'appliquait à un réseau planaire - donc de dimension 2, 11 

ex i s t e  des réseaux de dimensions trois de degré moyen 4 (s tmcture  diamant) 

et  il semble que le r é s u l t a t  ci-dessus ne s'applique pas, 

En par t icul ier ,  l e  seu i l  de percolation trouvé expérimentalement 

pour un tel réseau est voisin de 0,39 qui d i f fè re  notablement du s e u i l  de 

0,s trouvé par l a  méthode du milieu ef fec t i f  et qui est un résu l t a t  exact 

pour un réseau de s t ruc ture  carrée, 

11.10.5.- Relation entre l a  théorie du milieu effectif  e t  l a  théorie des 
"arbres" 

Le f a i t  qu'on obtienne des résul ta ts  s imilaires  en u t i l i s a n t  l a  

théorie des "arbresv' e t  l a  théorie du milieu ef fec t i f  est dû à l ' u t i l i sa t ion  

d'hypothèses - approchées - voisines. 

La  théorie du milieu ef fec t i f  cherche à ident i f ie r  la moyenne des 

différences de potentiel  aux bornes des branches du réseau e f fec t i f  avec 

une moyenne des différences de potentiel  des branches du réseau réel, mais 

ces différences de  potentiel  sont calculées de façon inexacte en supposant 

que la différence de potentiel  aux bornes d'une impédance t du réseau est 

l a  d e  que si c e t t e  impédance z é t a i t  disposée seule dans le réseau effec- 

t i f  ne comportant que des impédances S. 

Ceci constitue ce qu'on appelle "approximation de l a  branche 

unique'' (single bond approximation) dans l a  l i t t é r a t u r e  anglo-saxonne ce 

qui revient à d i r e  que chaque branche est considérée de façon indépendante 

de toutes les autres. C e t t e  ignorance volontaire de l a  corrélation qui exis- 

te ent re  toutes les branches et entre  les tensions à leurs  bornes est tout 

à f a i t  s imi la i re  à l'hypothèse qu'on u t i l i s e  dans l a  théorie des arbres - 
qui consiste à considérer un arbre comme constitué de (W-1) branches indé- 

pendantes prises  parmi B sans t en i r  compte de l a  s t ruc ture  réelle du réseau. 
Ceci explique la sUPilltude des résu l t a t s  obtenus. 
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11.11.- VERIFICATIONS EXPERIMENTALES 

Les vérifications expérimentales que l'on peut faire des théories 

précédentes se heurtent au fait que les résultats théoriques sont asympco- 

tiques c'est-à-dire obtenus pour des réseaux de taille tendant vers l'infi- 

ni et, par conséquent, l'expérimentation doit se faire sur de très grands 

réseaux. 
Nous avons envisagé trois voies d'approche de ce problème. 

a) On peut chcrcher à confronter les résultats théoriques obtenus, 

avec des prévisions, également théoriques, qu'on peut faire sur 

des réseaux réguliers : ce qui est valable pour un réseau de struc- 

ture aléatoire devrait l'être, à fortiori, pour le problème plus 

simple du réseau de structure régulière 

~'ex~érirnental se résume ici à ,des considérations géométriques et 

topologiques. 

b) On peut effectuer une simulation analogique consistant à construire 

effectivement un réseau en assemblant des résistances de distribu- 

tionconnueselon une structure préalablement définie. 

Si la phase de construction est très laborieuse, le résultat en est 

par contre instantanément connu puisqu'un ohmmètre permet d'obtenir, 

avec toute la précision souhaitable,la résistance équivalente au 

rés eau. 

Des réseaux de résistance de très grande taille ont été construits 

- par d'autres que nous - : nous utiliserons leurs résultats. Nous 
avons cependant construit un petit réseau de résrstances identiques 

qui permet de préciser 1' importance des di£ férents facteurs entrant 

en jeu. 

c) Enfin, en travaillant sur ordinateur, on peut calculer la résistance 
4 

équivalente à un réseau de structure aléatoire - ou non - comportant . 

dee réeistnncce de difitribution donnée. 

11 faut trouver des algorithmes de calculs adéquats tels qu'avec une 

taille de mémoire donnée, le calcul de très grands réseaux puisse 

être fait en des temps qui ne soient pas prohibitifs. En g6nGra1, 

on se livre à plusieurs calculs sur des réseaux similaires et on en 

. moyenne les résultats. Nous appelons cet te  méthode, Méthode de 



Honte-CarIo, car il faut préalablement au calcul fait par des voies 

class.ques d'analyse numérique introduire en machine 1'aléato.rc 

dans la structure du réseau et (ou) dans la distribution des résbs- 

tances. 
Plusieurs auteurs ont abordé, avec des moyens très puissants, ce 

type de calcul. Nous n'avons pas essayé de refaire - avec des 
moyens modestes - ce qui avait été hien falt dans ce donaine mals 
nous cirerons profit de leurs résultats. 

~o.ts . +i suit, nous passons donc en revue les méthodes 

p r e ' ~ e . ~ t " . ~ t ' s .  en £**sant le point des résultats connus, en y ajoutant 

ies .Ga;: i es et en les confrontant avec aos résultats théoriques. 

II.1P.i.- Rcse.*~h -- ~ @ ~ l i e r ~  de résistances identiques - Résultats exacts 
et approchés 

1I.ll.i.i.- ~e reseau de structure carrée 

K.DUS sapposons ce réseau inscrit dans un carré c*est-à-dire qu'il 

comporte rn brancnes verticales par rangée et n = m branches verticales par 

colonne ( F i g .  23-a). Pour m = 2, il s'agit d'une structure en pont bien 

connue (Plg. L a - b ) -  

S i  ;..alrus les résistances sont identiques, les nœuds d'une &me 

ligne horlzonr,re sont équipotentiels et aucun courant ne circule dans les 

branches bor A z,~,it a l es qu'on peut donc supprimer ou court-circuiter sans 

rmdif ier la rc.p.ir t i tion des potentiels et la résistance équivalente, 
dn voir aisknt que ei on retire res résistances horiwntales 

(f ig . 2 3-49 r  a rzs 1s tance équivalente est égale à la valeur m n e  r des 

résistances au réseau. 

Req = r 1 i 
Geq - - - g - ;  

Req 

REWUQUE : relation n'est valable que pour un réseau de structure carrée 

~naa - ra t  dans un carré. S'il n'en était pas ainsi et ri le réseau 

comportait m résistances verticales par colonne et n résistances 

verticales par rangée (réseaux m x n) on aurait : 
m Req = r. - Geq = 
n Ei; 

Considérons alors les formules appraximativea Btablies en I1.3 

que nous rappelons ci-dessous : 



Figure 23 - Réseau c a r r é  

e t  appliquons l e s  au réseau de s t r u c t u r e  ca r rée  (m x n).  

Le nombre de branches coupées par  une d r o i t e  p a r a l l è l e  aux ext rê-  

mi tés  s e r a  i c i  tou jours ' éga l  il n. On a donc : 

< n >  = n ( 2 . 1 8 3 )  

Le nombre de branches d'une ext rêmité  B l ' a u t r e  est constant  

e t  éga l  à in d'où : 

< m >  = m ( 2 . 1 8 4 )  

Dans l e  réseau c a r r é ,  la  moi t ié  des  branches f a i t  un angle  nu l  

avec l a  v e r t i c a l e  e t  l ' a u t r e  moi t i é  un angle  d e  r12. On a donc : 

1 < cosûk > - - (cos n/2 + cos  0 )  - 112 < c 0 s ~ 6 ~  > - 112 
2 

Le nombre de branches B vau t  2 mn ( f ig .  23).  

Les formules approchées (2.18 1 )  e t  (2.182) s' écrivent a l o r s  : 

< m > m r -  = r . -  < n >  n 

El le$  donnent t o u t e s  des  r é s u l t a t s  exacts .  



If .11.1.2.- Le réseau de structure hexagonale - Résultats exacts 

Ce &seau est anisotrope d'apparence (Fig.24). atmsi aourr cxui- 

neroae sa  résistance équivalente wue entre les extr^eritéa A et B rt celle 

vue entre lee cxtrâitiLs C e t  D. 
Noua l e  supposons encore inscr i t  daas un carre. 
La figure 24-b wnt re  qu'il peut se ramener a un raileau de .truc- 

ture carrée dont on aurait retira des résistances varticalsr, en quimeonce. 

Figure 24 

S i  on mesure sa  r.(5sistance entre les côtés C e t  D, on mit,  en 

considérant le réseau carré auquel il équivaut, que lea brancheci re t i rées  

sont cel les  qui ne conduisent aucun courant quand lu côté. C e t  D consti- 

tuent lea extrc.eiPités du dipole. 
La r6sist-e entre Q) est dane : 

où m e s t  le d r e  de résistances joi-nt le  &té C au côté D e t  am CD 
le nombre de chaînes de ma résistances entre lu cÔt& A et B. 

ûn peut calculer r ei n pour un r6-u trb .rua de cÔt6 L 
Q) CD 

coawtitug d'hexagones de côté a. 
On mit d'eprb la figure 24- que : 

On en tire : 



11.11.1.3.- Le réseau de structure triangulaire - Résultats exacts 

11 e s t  également d'apparence anisotrope (fig.25) aussi  nous 

calculerons s a  résis tance équivalente entre  l e s  faces A e t  B e t  en t re  l e s  

faces C e t  D. 
Nous l e  supposons encore i n s c r i t  dans un carré. 

La f igure25b montre q u ' i l  peut se ramener B un réseau de struc- 

tura cnrrCc dont on au ra i t  court-circuité en quinconce des r6eietances hori- 

zontales. 

Figure 25 : Réseau t r iangulaire  

En connectant un générateur entre A e t  B, on s 'aperçoit  que l e s  

branches horizontales sur  l e  réseau carré équivalent ne sont parcourues 

par aucun courant, qu'elle soient court-circuitées ou non. 

S i  mTR1 . e s t  l e  nombre de résistances qui joignent A à B e t  n TRI AB CD 
l e  nombres de chaînes mTR1 résistances s i tuées  entra  C e t  D,  on aura encore : 

AB 

m TRI  
AB r. -- 
TRI n 
CD 

De même que pour l e  réseau hexagonal, on peut calculer mTR1 e t  AB 
nTR1 pour un réseau t r è s  grand, i n s c r i t  dans un carr6 de côté L e t  ~ n s t i -  CD 
tué de triangles de côté a : on aura : 

TRI 
m 

L 2 L 
AB =acosn3 

n TRI L 2L 
CD am * y 

O n  en t i r e  d'après ( 2.1  9 33 : 
- 



CepeEdant, les rés- h e r a d  et laira sont daaux 

[II 1 et urr &th A et r de I'uu, eo~fe-~t l& 4.b C et D & l m i t r c  

et  -sr (fig. 26). - 

c 
#' 

i 
1 
I 

I 
1 
I 
I 
I - 
\ 

\\ / / '----- b---- -- i 
Figure 26 : Dualité d u  rés- triaugmliires 

et hexagonaux, 

Lu résistances des deux réseaux &.nt identique* et C g r l a  1 r. 
on r [II] p a r  les résistances i5quivalentes IU r e l a t M  : 

~ e r  résistances R~ et R 
.AB 

trouvées ca(2.196)ct(2.192) 
C D '  

sa t is font  bien à la relat ion (2.1 98). l 

Pour calculer R- et R- on peut remarquer qu'une transfo- 
CD Al# L 

I - rion é t o i l e t r i a n g l e  p e n t  de p u i e r  du r é s u u  hexagoml au rgs- t r h -  

gulaire ( f ig  27.) : du réseau hexagonal comp0a.é de r6siitancem r a  p..^ 

au rbcu triangulaire eapoié de r6iistancea 3r (fia. 27 b). c u  deax 

réaeuor ont donc &me réiirt.we &quivalente. 

Figure 2 7 : Passage du réseau k g o n a l  i. r6sar 
triangulaire pu transoiutim éroilctriWe 



031 a risne d'après (2,245) : 

lZRn (r) - IRE (3c> - 
AB la 

kvanisotropie des rbeaux hexagonaux e t  triac~gulaites n'est donc 

quvapporente puisque leur r&istance écpuhlente est identique aiesuriee s d e n  

deux directions ortbgsaaPes. 

l7,xad-m mintewmt ooaient mus pouvons appliquer les fonmles 

approximatives (2,230) e t  ( 2 . 1 8 2 )  au réseau hexagonal considéré seion deux 

directions orthogonales. 

II.ll,1.4,- Réseau hexagonal - Résultats appmcMs 

les formules approchées que lvon peut tenter de v&rifier s'écd- 
BEJ( 8&P 

vent p u r  les  résistances équivdenten RD e t  BQ> . 

le réseau hexagonal mesuré selon AB (fig. 24) 1/3 des bran- 

ebes sont verticales e t  2/3 inelin6es de r / 3  sur lvaxe vertical AB, on a 

1 2 ~ 1 2 1 2  < cosBk > = - CO. 0 + - cos - - - + - 
3 3 3 3 3 " T m 3  

I Pour P e  réseau mesuré selsu CD, 213 des branches Pont am angle 

de 4 6  avec CD e t  113 un angle de ~/j! avec CD, on a donc : 
2 9 2a 1 a C O S Q ~  s - .j- cos r16 + - cos rl2 = - - + - O - 1//i 

3 3 2  3 



&'&&at&n d& différents < n > et < m > donne : 

< mAB > a 2 L / h  
< -CD 

>=41. /3a  
AB 

Pour < na > qui do i t  représenter l a  1oyem.w du. nombre' de brakhem coup&& . 
par une droite joignant CD, on pourra u t i l i s e r  la formle 0.4n a 

on obtient alqrs, pour le. f o m l e a  apporch6es t - 

Ellea donnent toutes des résultats  exacts. 

II. 11.1.5. - Réseau tri angulaire. Résul tats approches ' Pour l e  réeeau triangulaire, on obtient de la &me façon pour la I 
l WtskarPce entre A e t  B : 

Cm - 2/3 
Ce quiune fo i s  u t i l i s é  dans l es  formules approchéee précédentes donne : 

9 R':: I R 
AB meq = r i a  - 

I c i  encore, l e s  formules approchées donnent des résultats  exact.. Pour l a  

ribistance entre les cÔt&s C et D on obtient : 

Par m si on prend l e  plus court chemin de C B D, il emprunte uniquement 
CD' 

des branches dirigées selon l'axe e t  la distribution de ces angles par 

rapport 3 ce l le  du réseaun'est pas représentative prisqu'il y a 213 dea 

branches qui font un angle de ni3 avec l'axe CD a oa a dana ce cae 

%D - L i a  ce qui donne : 



Si  on prend pour m- Pa moyenne d'un chemin court e t  d'un chemin tortueux 
CD 

on aura alors une représentation correcte de  l a  valeur moyenne des V 
k ' 

On obtient alar  un sens correct d'inégalité conforme 3 (2.34) : 

Dans l e  cas des réseaux plsnaires, oous avons é tabl i  l a  fornule 

approchée { 2.5 5 1 : 
2 RXPI  r -  

d-2 

Pour le r é s a u  hexagonal de degré 3, on obtient : 

Pour le réseau triangulaire de degré 6, an obtient : 

Ces valeurs sont relativement proches des valeurs tnéoriques 

(13,s X )  ce qui est intéressant caipte tenu de la simplicité de la foriule. 

II, 11 -2.- Etude malogique d'un réseau irrégulier de petite tai 1 l e  

Nous avons construit un réseau planaire composé de 140 résistan- 

ces de 150 Q Jt 1 X ,  assemblées selon une structure irrégulière,cautant que 

représente 

Figure 28 : Réseau planaire de structure 
irrégulière 



Deux mesuresde résistance equivalente ont é t é  f a i t e s  sur  ce  
i 

réseau d'une par t  en t re  l e s  points A e t  B, d'autre part  en t re  les  points 

C e t  D : on obt ient  : 

Ce qui dénote une certaine anisotropie dans ce réseau. 

Nous allons évaluer sur ce réseau, l e s  résistances approchées : 

RL. R ,  R * ~ ,  RkD, R?;, R:: introduite dans l a  première par t ie .  CD 
Les grandeurs à évaluer sont < m > e t  < n > selon l e s  deux 

axes AB e t  CD. 
On trouve comrne nombre moyen de pas menant de A 3 B, en moyen- 

nant 7 chemins : 
< m m >  = 9 

et en t re  C e t  D, en moyennant 6 chemins : 
< m  > = 8,16 . 

CD 
En coupant l e  réseau par des dro i tes  e t  en dénombrant l e s  

branches coupées, on trouve en moyenne : - 13.1 < nCD > = 12,4 

Le nombre de branches réellement u t i l i s é e s  quand on connecte l e  

réseau entre  A e t  B e s t  140, e t  138 quand on l e  connecte en t re  C e t  D. 

Une mesure de < cos0 > e t  < coszk> f a i t e  sur toutes l e s  branche. 

de l a  f igure 34 donne : 

2 < cos8 >AB - 0,637 < cos 0 = 0.503 CAB - 0,809 

< cos8 >CD - 0,627 < cos20 >CD = 0,490 C, - 0,803 

Les résistances approchées qu'on en déduit sont : 

S i  on a bien R':: AB < R~~ 
= 1270 e t  R ' : ~  < RCD = l l l Q  comme prévu, on a par 

8 8 
contre R > R& > Rg e t  Ra > > Rci, c e  qui est  en sens inverse des 

AB a CD 1 

inégal i tés  prévues* 



Ceci t i en t  au fair. que l e s  tensions V relevées sur l es  plus courts 
k 

chemins u t i l i ses  constituent des échantillons biaisés de P a  distribution des 

Vk du réseau. Hous avons relevé les différences de potentiel aux barnes de 

toutes l e s  branches e t  calculé < Vk > < vk2 > : ceci donne en imposant 

Y, = i O  volt  entre A e t  B : 

Ceci donnerait pour résistance appraehée Re en appliquant l a  formule appro- 

chée t irée de (2.14) ut i l i sant  < 'B%, > : - 

B' = reVez t- E 50 ''O = 161.3Q 
8 < Vk >2 14' (0,8151~ 

~'errcour relat ive tamise en faisant  certe approximation es t  : 

th obtient donc bien avec une vaPeur e q & r k n t a l e  corriticte p t  < V  >. k 
B' > B comme prévu. 

Hais si on u t i l i s e  Leexpression : 

< v p = v *  / a m >  
avec la valeur expérimentale < n > = 9, on trouve < V k >  = 1 ,J I  trop: 

grand de 36 X par rapport à l a  valeur expérimentale < V k >  = 0.815. 

Si on essayait de-podérer l e s  V de l'échantillon, en utilisant l'expression 
k 

(2.33) contenant l e s  cos0 du réseau, on d e a a i t  avoir : 

Cc qui est  visiblcgicat inexact puioque < V >vaut 0,850. k 
Le d e  d'&alusntion de < m > eet  donc en cause. 

Mais si on exprime < P  > à par t i r  de la  formule (2.43) u t i l i s s a t  Psi empenne 

des cosinus du réseau, on obtient : 

Ce qui, reporté dans les  foraules prikédentes danne : 

C'est donc i c i  la formule : 

qui dome les  résultats  théoriques l e s  plus proches des résultats  expérimen- 

taux par sui te  de la diff icul té  de  trouver erpérbexktalement une valeur 

correcte pour < ss > dans le ces g&x&rol, 



On peur encore ici eesayer d'appliquer la formule 

La risecnu utilirio comportant 140 branche8 et 57 noreudr , sori 

degré moyen est t 

et on obtient : 

R': = r . 2 
4.91 - 2 = 150 . 0,686 = 103 n 

Cette valeur est proche de RCD = 1 1 1  fi mais le réseau est . , 

légèrement anisotrope puisque on a : RAB - 127 

1111.3.- Etude analogique de r6seaux de grande tail le.  

La construction de grands réseaux de résistance n'a à notre 

connaissance été entreprise que par SHANKLAND et WAFF 1241.  Pour étu- 

dier la conductivité de milieucporeux imbibés de fluide conducteur 

en fonction de leur porosité, ils ont construit des réseaux de struc- 

ture carrée et cubique composés de résistances identiques et ont 

étudié la loi de décroissance de la conductance équivalente au réseau 

quand on retire au hasard des branches du réseau. 

Le réseau de structure carrée comprend 1034 résistances et 
8 

celui de structure cubique 2340 résistances de 702 f 15 R. Les résis- 
tances étant numérotées, elles sont retirées à partir d'une table de 

nombres aléatoires. 

En appelant G(p) la conductance équivalente au rdseau qui 

ne contient qu'une proportion p de branches et G(1) = Go la conduc- 

tance équivalente au réseau complet, Shankland et Waff ont tracé les . 

courbes 'G (pl / G( 1 )  qui sont portées sur les figures 3 0 et 29 pour 

les réseaux carrés et cubiques respectivement, 
* 

On est frappé par le fait que pendant la plus grande partie 

des courbes ~ ( p )  / C(1) cellea-ci sont assirnilablee h des droites, 
Pour le reseau cubique, Shankland et Waff trouvent pour 

équation de cette droite expérimentale r 

et pour le réseau carré : 



Figure 29 : 'Beseau cubique - ~ u c t a n c r e  6quivalente 

P b r e  3 0 : Usau carre - Coirluctanca équivalente 



Si on rapproche ces courbes et équations des résultats th6ori- 

*es obitenus par la mitéthde des arbres ou par la mPéthode dan milieu effec- 

tif, pur am Itéseau contenant des condluctainces x et y en proportion p et 

P-p quand y tend vers zéro, on a la formule théorique (2.1 PO): 

ce qui dome pur lm réseau cubiques et carrés respectivement : 

ka co?ncidence avec les résultats expérimentaux de SIhanPrlaInB es 

Waff est remarquablle s;wf dans la "'queue'" de la courbe pour Be réseau 

cubique au voisinage du seuil de percolation. 

ûun voit en effet Pa courbe expérimentale se séparer de la droite 

rWorPcpe au voisinage du seuil de percolatiw : pour le réseau cubique 

le seuil de percolati~n expérimentai est trouvé voisin de 8, = 0,22 
C 

alors que la droite théorique coupe l'axe en p' = 0,333. 
C 

(Le sail de percolation généralement admis paur des réseaux cubiques 

est p " 0,25). 
c 

Ceci est dû à l'effet de corrélation entre branches ¶ui devient 

bportarnt lorsque la majeure partie de celles-ci a été enlevée et Pa 

théorie des arbres c-e celle du- nilseu effectif, nous l'avons vu, consi- 

dère les branches c-e indépendantes les unes des autres. 

Pour le réseau carré, par contre, le seuil théorique pc - 0.5 
(résultat exact) est corroboré par la courbe expérimentale et la courbe 

tlhéoriique déduite de ( 2 1 1 0). 

II. 11.4.- Etude sur ordinateur de grands réseaux par méthode de Monte-Carlo 

Ea nécessité d'utiliser des réseaux de taille très grande pour 

obtenir des résultats statistiquement significatifs a d u i t  à envisager 

leur calcul exact sur ordinateur. - .  

IP.ll.4.1.- Les calculs de RIWK et XWPER 

Le premier essai, 2 notre conaaisapapce, de calcul de la résis- 

tanee équivalente d'un réseau aléatoire par ordinateur semble être celui 



Ils utilisent des rCseaux plans de structure régulière, remplis 

de r&sistances suivant une distribution uniforme canprise entre 0,s r et 
O 

2 rOe 

k calcul est fait en inversant par la méthode de WLESKY Pa 

aaetice symétrique des impédances de maille du réseau dont tous les ternes 

ortc été introduits en m h i r c .  

Ln taille [Ce la mthoirc de l'ordinntcur utilin6 (ZW 7030) l i ar i~e  

c e l l e  du réseau à 120 x 120 mailles et le tm.ps de calcul est alors en 

moyenne de 5h. 
Ce calcul est fait p r  des réseaux planasres de structure hera- 

gonale, carrée, triangulaire, 

SWOPPER a supposé que la résistance éwivalente R pouvait apprcr 

xhative~ient s'exprimer sous la forme : 

où a est un facteur de forme lié à la structure du réseau, rr est la moyen- 

ne aritlnuétique de la distribution des résistances et $(r) est la variance 

de cette distribution (s est défini ci-dessous). 

Si on appelle L le résistance du réseau ne carportant que des 

résistances identiques r,. on aura : 

R; = ara 

d'où 

R / R .  - 1 -  E u2 (r) 
r, 

avec la distribution de résistances utilisées, on a u2 (r) / r. = I / P2 

d'où : 

E 
R f R .  = 1 - -  12 

Le coefficient € est déterminé expfrimentalement à partir des 

résultats du calcul sur ordinateur qui donnent R / R .  

Les résultats obtenus par RXNK et SWOPPER sont résumés dans le 

tableau 3 ci-dessous : 

!- ! . !  ! ! 1 I ; R/R, thé*; 
! R E S E A U  ! E ! k ! R J X *  1 R / R . , ~ ~ - R / R . ~ ;  rique - 
? ! ! ! ! t 
! I ! 1 t 
hexagonal ! 

' 0,364 : 0,037 ; 0,9696 0,9665-0.9727 , 0,9703 
I 

(1 carré 1 0,500 1 0,038 10,9583 1 0,9551-0,9615 1 0,9555 1 
I f 1 
I triangulaire ! 0,677 : O, 124 0,943 0,9332-0.9539 1 0,9393 , 

t 

Tableau 3 



Pour retrouver théoriquement: ces résultats on peut procéder de plusieurs 

façons . 
a) Le réseau carré a pour résistance équivalente théorique la moyenne 

géométrique de la distribution des résistances lorsque celle-ci 

est log-symétrique : ce n'est pas le cas ici, mais, la distribu- 
1 

tion n'étant pas très étalée, l'erreur c m i s e  en la supposant 

log-sgsrétrique doit être faible. 

La moyenne géométrique théorique de la distribution uniforme précé- 

dente est égale à 0,95578 : ceci est très proche de la valeur expé- 

rimentale de 0,958 trowde par RïNK et SCBOPPBB. 

b) Le réseau triangulaire et le réseau hexagonal étant duaux l'un de 

l'autre et la distribution des résistances sur les réseaux carrés 

triaagulaires et hexagonaux étant les mêmes, on devrait avoir, si 

cette distribution était log-symétrique d'après le corollaire 2 

du paragraphe 11.7.1. : 

Avec les valeurs d r i q u e s  trouvées par KïiK et SCüûPPEB, on trouve : - d0.969 . 0,943 * 0,9559 

BcAa = 0,958 

Les deux valeurs trouvées sont très proches car la distribution 

non log-symétrique est néammoins peu étalée. l 
c) ûn peut enfin utiliser la théorie des exposée plus haut 

pour calculer ?î l'aide du programne décrit précédemaent avec la 

, distribution uniforme utilisée par RiNK-SCüûPPER, les valeurs de 

la résistance équivalente réduite des réseaux de degré moyen 3, 4 

et 6. 

Le progr- étant initialement conçu pour accepter des distribu- 1 
rions de conductances, il faut le aifier légèrement pour y I 
introduire une distribution de résistances : en fait nous partons 

d'une distribution de 60 résistances régulièrement réparties entre 

0,s et 1,s et nous introduisons enmémoire les iuverses de leurs 

valeur S. 

tes valeurs de Ji/& qu'on déduit de ce calcul sont portées dans 

la dernière colonne du tableau 3 : on voit qu'elles se trouvent 

toutes à l'intérieur des fourchettes exp€riPentrlem da RîNK-SCEûPPER. 



I I  .11.4.2. - Les calculs de KIRKPATRICK 

KIRKPATRICK [9][21] a en t r ep r i s  l 'étude sur  calculateur  de 

grands réseaux de s t ruc ture  car rée  et cubique a f i n  de v é r i f i e r  que l a  

théor ie  du milieu e f f e c t i f  qu ' i l  avait appliquée B des r é s e a s  donnait des  

r é s u l t a t s  corrects .  

Sa méthode de ca lcu l  de  la  conductance équivalente d 'un réseau 

est  basée sur une procédure de re laxa t ion  v i s an t  à a t t r i b u e r  à chaque 

branche des courants de sens e t  d ' ir .censit6 convenable e t  à chaque nœud 

des po ten t ie l s  tels que l e s  l o i s  d e  Kirchoff soient  s a t i s f a i t e s ,  cec i  e s t  

obtenu après de nombreuses i t é r a t i ons .  La di f férence de po ten t ie l  externe 

é t an t  imposée, l a  sorme des  courants en t ran t  par l e  neud externe permet 

de ca lcu le r  l a  conductance équivalente. 

Les réseaux étudiés  comportaient 750 nœuds pour le  réseau 

ca r r é  e t  3375 nœuds pour l e  réseau cubique. 

KIRKPATRICK a u t  il i sé  d ' abord' ilne d i s  t r i b u t  ion b ina i r e  de  conduc- 

tances o = 1 ,  o < 0 en proportionsrespectives p et I-p en donnant 3 1 2 1 
a des valeurs  tendant progressivement v e r s  O. 2 

Pour une valeur  de a considéré connne paramètre, KIRiCPATRICK 
2 

ca lcu le  l a  conductance équivalente rédui te  ~(p)/(3(1) pour d i f f é r en t e s  

valeurs  de  p. 

-5 
Ga courbe t racée pour o2 tendant vers  O - 10 1 en joignant 

l e s  points  expérimentaux montre un seu i l  de  percolation. 

Les f i gu re s  3 1 et  3 2  t i r é e s  de  193 montrent l a  t r è s  bonne 

coïncidence obtenue en t r e  courbes théoriques rgsu l tan t  de  l a  théor ie  

du milieu e f f e c t i f  e t  points  expérimentaux. Pour l e  réseau cgbique, 

cependant, au voisinage du s e u i l  d e  percolation,  l e s  po in t s  expérimentaux 

s ' écar ten t  de l a  d r o i t e  donnée par l a  théor ie  du milieu e f f e c t i f ,  qui  

donne un mauvais s eu i l  de  percolat ion comme nous l'avons dé:à remarqué 

dans l 'étude expérimentale de SHAMKLAND e t  WAFF. 

Notre théor ie  des "arbres" donnant des r ê s u l t a t s  identiques à 

c e l l e  du milieu e f f e c t i f ,  ce  que confirment les f igures  12 , i 3, 1 4 noiis 

considérons que l e s  données expér im~nta les  de KIRKPATRICK l a  vé r i f i en t  

également, avec l e s  mêmes r e s t r i c t i o n s  que l a  théor ie  du milieu e f f e c t i f .  

Pour l e  réseau de s t ruc tu re  carrée ,  planaire,  nous avons é t a b l i  

que l a  conductance équivalente étai t  égale  à l a  moyenne géométrique de la  

d i s t r i bu t ion  des conductances quand cel le-c i  é t a i t  log-symétrique : pour 

une d i s t r i b u t i o n  b ina i re  cec i  n * a  l i e u  que pour p = 0,s e t  on peut a l o r s  

é c r i r e  d'après ( 2 . 6 6 )  



en outre on a : 

Ces deux relat ions eont parfaitement vérif iées par l e s  donni5ee 

de KIRKPATRICK (fig. 3 1 5 .  

Figure 3 1 Figure 3 2  

Réseau de s tructure carrée Réseau de s tructure cubique 

En dehors du point p * 1/2 nous fais ions r d r q u e r  au paragraphe 

11.7.3. que l a  dis tr ibut ion n'étant plus log-symétrique le résu l t a t  donné r 
par l a  moyenne géométrique ne pouvait plus s'appliquer rigoureusement, 

cependant, pour des distributions pas trop étalées (0 /O < 0,2) il d o i t  2 1 
y avoir une différence assez fa ib le  entre l a  courbe exacte o(p)/a(l) et  

la courbe résul tant  de la  moyenne géaœétrique : 

La courbe exacte n'étant pasconnueanalytiquement mais c e l l e  

déduite de l a  théorie dti milieu ef fec t i f  en é tant  visiblement une bonne 

approximation, nous avons tracé su r  l e  même graphique la courbe donnée 

par l a  théorie du milieu ef fec t i f  d'équation ( 2 1 5 7) et L a  courbe donnée 

par l a  moyenne géométrique d'équaticn ( 2 - 6 7 )  (fig.33).  

On peut v é r i f i e r  que pour p = 1/2 ces deux courbes sont confon- 

dues, ce qui s ign i f i e  que l a  théorie du milieu e f fec t i f  prévoit bien pour 

une d is t r ibut ion  log-symétrique dans un réseau de structure carrée une 

conductance équivalente égale à la moyenne géométrique des  conductuaces. 



Figure 3 3  

Ce r é su l t a t ,  cependant, n'a pas été owntionné par KIRRfATRfCK . 
Pour des rapports  u2/a1 compris e n t r e  I et  0.2. les courbes "milieu effec- 

t i f ' " ~  *'myeme geiwPi5triquew son t  proches l'une de l ' au t re  mais dès que 

la d i s t r i bu t ion  des  conductances devient t rop  étalée, la divergence s'ac- 

centue, l a  courbe "swyeone géolpétrique'' ne tendant ve r s  aucune a s p p t o l e  

oblique n i  vers aucun s e u i l  de  percolation. 

XTRXPATRICK s ' e s t  Cgalcmcnt i n t é r e s sé  à des dis t r ihu t ions  conci- 

nues de conductances dans un réseau cubique, en p a r t i c u l i e r  à une d i s t r i -  

bution log-uniforme de moyenne gGométrique 1 ,  comprise en t r e  I J A  e t  A : 

if a camparé ses r é s u l t a t s  expGrimentaux avec ceux q u a i l  a dédui t  de  la  

théor ie  du milieu e f f e c t i f ,  en t r a san t  l a  courbe ~ ( A ) / a ( l ) .  
? - 

Nous avons déjà,à propos de  l a  théor ie  des  "arbres", examiné au 

paragraphe 11.9.4.3. les r é s u l t a t s  ~ 3 r e n u s  dans ce cas e t  nous en avons 

conclu à l ' i d e n t i t é  des r é s u l t a t s  en t r e  théorie des arbres  et théorie du 

milieu e f f e c t i f .  



II. 12.- CONCLUSION DE LA SECONDE PARTIE 

Nous avons dans c e t t e  seconde par t ie  é tudié  l e s  réseaux de r f s i s -  

tance,a léatoires ,  par l eu r  s t ruc tu re  ou par l e s  rés is tances  dont ils s e  

composent. 
Nous avons m i s  au point  pour des réseaux contenant des rés is tan-  

ces  identiques une méthode basée sur  la  topologie de ces  réseaux permettant 

d'encadrer l a  valeur exacte de l a  rés is tance équivalente. La méthode u t i l i -  

sée  cons i s t e  à f a i r e  une approximation s u r  l a  moyenne des courants e t  des 

tensions de branche 
Ces r é s u l t a t s  sont nouveaux e t  const i tuent  une général isa t ion 

de l a  l o i  d'ohm à des réseaux de s t ruc tu re  a léa to i re .  

Pour des réseaux contenant des rés is tances  a léa to i res ,  nous avons 

m i s  en évidence l e  cas p a r t i c u l i e r  des réseaux planaires ,  de s t ruc tu re  

car rée  ou "carrée en moyenne". 
Nous avons montré dans ce ca s  que leur  f é s i s t a n c e  équivalente 

est l a  moyenne géométrique de l a  d i s t r i bu t ion  des rés is tances ,  s i  cel le-c i  

e s t  log-symétrique. Ces r é s u l t a t s  sont également nouveaux. 
Dans l e  cas d'un réseau de s t ruc tu re  quelconque nous avons u t i l i s é  

des principes de l a  théor ie  des graphes appliquée aux réseaux é lec t r iques  

pour ob ten i r  une méthode approchée de ca lcu l  de l a  rés is tance équivalente 

que nous avons appelEe "théorie des arbres". 
Nous l'avons complétée par une méthode de ca lcu l  simple qui  permet 

que l le  que s o i t  l a  d i s t r i bu t ion  des rés is tances  u t i l i s é e s ,  de ca l cu l e r  l a  

rés i s tance  équivalente rédui te  d'un réseau connaissant son degré moyen. 
La théor ie  des arbres s e  révèle  au point  de vue des hypothèses 

e t  des r é s u l t a t s  s imi l a i r e  à l a  théor ie  du milieu e f f e c t i f  dont nous rappe- 

lons l ' o r i g ine  e t  que nous prolongeons en montrant qu ' e l l e  peut s 'appl iquer  

à des réseaux non régul iers ,  en considérant l eur  degré moyen, e t  en  montrant 

que ,pour l e  réseau de degré moyen 4,de grande ta i l l e ,  porteur d'une d i s t r i -  

bution log-symétrique, e l l e  permet de  retrouver l e  r é s u l t a t  rigoureux 

précédent. 
des r é s u l t a t s  expérimentaux trouves dans l a  l i t t é r a t u r e  

a permis de v g r i f i e r  que les théor ies  approch6es des arbres et  du mil ieu 

e f f e c t i f  donnent de bons résul tace  t a n t  que la  d i s t t i b u t i o n  des réa i s tances  

du rdseau n ' e s t  pas t rop  &talée. 





III -1.- PROBLEMES MACROSCOPIQUES 
1 

L' écoulement djun fluide dans un milieu poreux sous 1' effet d'un 

gradient de pression esqdécrit par la Zoi macroscopique de DARCY, analogue 

dans sa formulation a la loi d'Ohm. 

où Q est le débit volumique de l'écoulement, S la section du milieu poreux, 

L sa longueur, AP la différence de pression entre extr'aoiités du milieu, 

k sa perméabilité et II la viscosité du fluide- 

On voit en camparant les équations (3.2) et (3.1) que la conduc- 
3 

tivité élec triq la perméabilité k du milieu poreux 
si on fait corr AV . 

Un des problèwes a .> posés en hydrogéologie, en eyploitation pétro- 

lière, pax exemple, est ,de calculer la perméabil lente d'un milieu 

poreux composite fowé d'un certain nar~bre de bloc pedabi- 
# 

lités différentes et d'arrangement aléatoire. 

Un certain nombre d'auteurs ont étudié ces problèmes, tant théo- 

riquei~eat qulexpérimenta$ement. 

MORINEAU, SIUANDOUX mesuré les variations de 

perméabilité locale à l'échelle centimétrique dans un échantillon et véri- 

fié que la distribution des perméabilit6s lacales était sensiblement 

log-normale 

BOüPEURT [27] cite plusieurs travaux de shlgtion 1281 ou d' ex- 

périmentation 1291 qui concluent que la perméabilité équivalente est très 

proche de la moyenne géométrique de la distribution desaperméabilités uti- 

lisées. 

HATHEROI [A2 -91, enfin, dans le cas des écoulements plans, a 

établi théoriquement que pour un milieu infini, à deux dimensions, caracté- 

risé par une perméabili;é locale k(x) aléatoire et stationnaire, de loi 

spatiale invariante p s c  -rotation de 90*, la periaéabili té macroscopique 

était égale à la nmyetrne géométrique dleppe~bilitéaslocales, à condition 

que les distributions des perméabilités locales k et de leurs inverses 

h = I/k, réduites par rapport à leurs moyennes arit-tiques respectives 

E(k) et E(h) poss2dent la même loi. 

Ce résultat d t  tout à fait semblable bu nôtre, obtenu pour un 

réseau planaire, carré, composé de conductances suivant une loi log-symé- * 



f l by .a et1 CZLCC dans n a t t e  cas, invariancc par r a ~ i a t  i o n  tic "Iri"' 

puisque le rcscau car ré  est son propre dual et le milieu hCtérog&nc peut 

toujours Ctre représenté par  une damier de car rés  infinitésimaux, de p e d a -  

b i l i t é  constanre, dont la  représentat ion sous forme de réseau équivalent 

s e r a  le réseau d e  s t ruc tu re  car rée  que nous u t i l i sons .  

~~R~ étudiant  ensu i te  les mi l i eux  en t r o i s  dimemiuns étab"ac 

une l o i  approximative donnant pour perméabilité équivalente ?sur une espace 

de  dimension D : 

* ' S p  + L p  keq = - 
D D 

G e  qui  pour l 'espace à trois dimensions devient : 

e t  HATtZERON érwnce que "dans l 'espace à t r o i s  dimensions la  perméabilité se 

s i t u e  aux deux tiers du chemin e m r r e  moyenne harmonique e t  myeme a r i  th- 

Bletique'-'. 

Ce t te  loi,obtenue par  une approximation au second ordre  ne peut 

être valable  que pour des d i s t r i b u t i ~ n s  extrn-nt resserrées : en e f f e t ,  

en  deux dimensions, elle s'écrit : 

a l o r s  que l a  l o i  de  l a  moyenne géo&trique,considérée coPiriPe exacte dans 

ce cas,dome pour une l o i  log-symétrique 8 

keq = & r F  
Ce  n 8 e s t  que pour des d i s t r i bu t ions  très étroites qu ' i l  peut y 

avoi r  équivalence de (3.5) e t  (3.6). 

HATüERON envisage ensu i te  pour la  perméabilité équivalente d'un 

mil ieu à D dimensions une au t r e  f o m l a t i o n  r 

Cette formulation est meilleure que ia  précédente c a r  e l l e  permet 

de  retrouver l e  r é s u l t a t  exact  (3.6) pour un milieu à deux dilsensions. Dans 

l e  cas  général, puisqn'un milieu B deux dimcnalons est  siraulablr par uin 

réseau car ré  de degré 4, un si 1 ieu à D di~rens i w a  e e t  simulable p.ir uiw 

réseau de  degré 2D. 

Appliquons à ce problGme l a  c o ~ u i t r u c ~ i o n  géométrique étudiCe en 

deuxième p a r t i e  à propos d e  la théor ie  des arbres. 



01) Lrrtcc C C < ~ / C ~  on fonction do N / H  : l 'oxc dcli nhscistre:~  CUL 

etre graduf directement en degrés moyens e t  l a  conductance approchée rEdui- 

te Geq/Gg d'un réseau de degré 2D se s i t u e r a  Zi l ' absc i sse  N I B  = 1/D,  s o i t  

en N a B 1 3 pour un réseau à t r o i s  dimensions. 
Mais dans l 'é tude des  d i s t r ibu t ions  log-symétriques unifonnes,de 

-A largeur  c ro i ssan te  comprise e n t r e  10 e t  I&, f a i t e  au 11.9.4.3.. 

nous avons vu que pour des d i s t r i bu t ions  pas t rop é t a l ée s  (A Q l ) ,  on pou- 

v a i t  effectivement obtenir  1 ' approximation : 

On retrouve a lo r s  l a  formulation (3.7) de  MATHERON. 

C e t t e  approximation consis te ,  en f a i t ,  s u r  l e  graphique 

Log(Geq1Gg) à joindre par une d r o i t e  log* à L o g 2  et à prendre l'ordonnée 

correspondant à l ' abscisse  N/B,mais,caomne l a  courbe exacte n 'es t  pas une 
d-4) 

d r o i t e  mais une s ig rn ide  passant par I/B = 1/2 (D*2 , on aura avec cette 

approximation, pour d > 4 (D > 2) une conductance t rop  f a i b l e  e t  pour 

d < 4 (D < 2) une conductance t rop f o r t e  par rapport  B la  valeur prgvue par 

la  théor ie  des arbres.-Or on s a i t ,  que pour D = 3, la  théor ie  des a rbres  

identiques à c e l l e  du mil ieu e f f e c t i f  donne dé jà  une conductance t rop  

f a i b l e  par rapport  à l a  valeur  exacte. 

En conclusion, la f o m l e  (3.7) de MATHERON, meil leure de toute  

façon que l a  formule (3.3), n ' es t  qu'une formule approchée valable  pour 

des d i s t r i bu t ions  de perméabil i tés loca les  relativement resserrées. 

II 1.2. - PROBLEMES MICROSCOPIQUES 

I I  1.21 1. - Synthese des travaux antbr i  eurs . 
Depuis longtemps, déjà ,  des auteurs  ont  essayé de  simuler l e  

comportement d'un milieu poreux par un réseau de  c a p i l l a i r e s  interconnectés 

en cherchant à expliquer par ce modèle les d i f f é r en t s  r é s u l t a t s  e t  paramè- 

t r e s  obtenus par  l 'étude expérimentale des m i l i e u x  poreux : 

- In jec t ion  de mercure dans l e  milieu poreux [annexe 71 qui  cons i s te  Zi f a i r è  

pénétrer  sous des pressions croissantes  du mercure, f l u i d e  non mouillant, 

dans les pores : on mesure l e  volume de mercure i n j e c t é  en fonct ion de l a  

press ion appliquée. 

- Courbes de  press ion  c a p i l l a i r e  [annexe 7) similaires aux courbes d'injec- 

t i o n  de F r c u r e  e l l e 8  sont  'obtenues avec des couples de f l u ide  a p i l l a n t -  

non mouillant tels que : egu-air, eau-huile. 



- i'crmC.nt,i l i te mrrnpliasique du m i l  isu poreux : c 'es t  l e  cmf f icicnt wrrz,s- 

~opiquc~carac tCr is t iquc  du a r i  l ieupqui apparaî t  ddna la  l o i  de Barry lori- 

qu'un seul f lu ide  c i rcu le  dans le milieu, 

- Perméabilités re la t ives  en écoulement biphasique lorsque deux phases non 

miscibles, l'une aiouillante, l ' au t r e  non mouillante c i rcu lent  dans l e  

vai  b ieu poreux. 

- Facteur de formation : c\st le rapport de l a  r é s i s t i v i t é  macroscopique 

à b n  milieu poreux imbibé de l iquide  coadlucteur à la  r i k i s t i v i t é  de ce 

1 iquide seul, 

La première tentat ive,  e t  la plus complète, e s t  c e l l e  de FATP"l30j 

q u i  a étudiié tous ces p h é d n e s  à 13aide  de  réseaux de r4sistances mals 

c e t t e  étude e s t  unigueaeot expéziaaeatlzle et  f a i t e  su r  de pctnts  réseaux 

réguliers plans. 
FA= a étudié S'influence de paramètres tele que La dis t r ibut ion  

des d i d t r e s  des capi l la i res ,  l a  d is t r ibut ions  de leurs  Largeurs, la for- 

pl ne du réseau u r i l i s é .  
Les courbes qu ' i l  a tracées s h l e n t  l a i n j c c t i o a  de mercure, les 

perméabilités relatives et  les conductivités relatives en phgse aumilBaalte 

e t  noa mouillante. 
Les courbes obtenues sont d 'allure similaire aux courbes b b i -  

tuelIlesment obtenues expérhentalemaent mais l 'étude de FATT n'étant su iv ie  

d'aucun essai d ~ n e e r i p r 6 t a t i s n  théorique ne peut que watrer qualitative- 

ment que l e  utde d e  s k u l a t i o n  u t i l i s é  représente assez bien Pe ph& 

rée l .  
A 2a s u i t e  de FATT, WDD et KIEL C311 étudièrent à nouveau à 

l ' a ide  de réseaux d e  s t ructure régul ière  représentant des c a p i l l a i r e s  de 

d i a s t r e  a léa to i re ,  Les courbes de  désaturation d'un f lu ide  mouillant 

par un f lu ide  moui9lant mais à la diÉférence de FATT qui  in t roduisa i t  par 

les quatre côtés de son reseau plan le f lu ide  non mouillant et. about issai t  

à un remplissage complet des  pores par le f lu ide  nsnmmi l i an t ,  DaDD et 

KIEL introduisent le f lu ide  non mouillant par t r o i s  câéés, en Paissant 

s'échapper Pe f lu ide  aiouillant par l e  quatrième côté  : ils trouvent a i n s i  

une saturat ion i r réduct ib le  en f lu ide  mouil l a n t  . 
On trouve en outre ,  indépend n t  de FA=, un essai de PROBUNE 

1331 d e  s h l a t i o n  d'un mii ieu  poreux non saturé,  par un réseau de rGsis- 

tances,dans Le bric de calculer  sa peameabiiité relat ive.  

Plus rGcemment, S3XW et KELSaY 2321 (1971) u t i l i s è r e n t  un ordi- 

nateur pour étudier  le dépalcement d'un f l u i d e  par un aut re  f luide,  misci- 

b le  et de  m&e viscos i té  dans un réseau de capillaires de s t ruc ture  r a u -  

Zière en cherchant quel est le volume d'un des fluides B i n j ec t e r  pour 

qu'il traverse le m i l i e u .  



Enfin, HARRIS C341 utilise un ''carré latin" cmne srihstitut d'un 

réseau plan où chaque pore est connecté à ses quatre voisins et ses quatre 

plus proches voisins, de sorte que dans chaque ligne et colonne, il y ait 

la même distribution de tailles de "pores" et il étudie le nombre de pores 

envahis par la phase déplaçante (non mouillante) selon qu'elle pénètre 

par 1, 2 ou 3 faces du carré, la phase déplacée (mouillante) s'échappant 

par 3, 2 ou 1 faces : cette expérience simple montre que la saturation 

irréductible en fluide mouillant à la fin de la pénétration du fluide non 

mouillant est fonction du nombre de faces dont dispose la phase oiouillan- 

te pour s'échapper. 

Bien que l'ensemble de ces études se rattache à- des modèles 

simplifiés de la réalité complexe d'un milieu poreux, ils ont permis de 

faire progresser la connaissance des phénmènes physiques mis en jeu et 

de prévoir, au moins qualitativement dans quel sens ils évoluaient. 

L'obstacle auquel on se heurte quand on veut raffiner l'étude 

de ces réseaux ou envisager des réseaux de plus grandes taille est le 

manque de théorie générale sur les réseaux aléatoires et les milieux 

aléatoires en général. 
Cependant depuis quelque temps, sont apparues en physique du 

solide, des théories connues sous le nom de "théories des phénomènes de . 

Percolation" [annexe 8 1 : ces théories, extrêmement fécondes, permettent 
d'aborder les problèmes liés aux milieux aléatoires avec un regard neuf 

et de regrouper des phénomènes jusqu'ici traités séparément. 

A notre connaissance, leur application aux milieux poreux n'a 

jamais été faite : GANOULIS 1351 (1974) cite simplement BROADBENT et 

MMMERSLaP IA8.81 (1 957) qui sont à l'origine de l'étude des phénomènes 

de percolation niais n'envisage pas la possibilité d'utiliser leurs -résul- 

tats. 

Nous n'allons pas entreprendre une étude exhaustive des phénoiaè- 

nes de percolation mais montrer en utilisant des résultats déjà établis 

coiment ils permettent d'expliquer,au moins q~alitativement~des résultats 
- 

obtenus dans l'étude des milieux poreux. 

La difficulté est ici de simuler le milieu poreux par un réseau, 

car, pour l'instant, les théories de percolation ne peuvent s'appliquer 

qu'à des réseaux ; les tentatives d'applications B des milieux continus 

s 'étant réGélées inf ructueuses. ' 

Les résultats que nousobtiendrons de cette fapr. ne sont que 

pcrtiels ou approchés car les études jusqu'ici entreprises sur les phho- 

mènes de percolation n'ont servi qu'a simuler des p h 6 d n c s  concernant 

la physique de solide et un certain nombre de fonctiona qui noue seraient 



utiles pour simuler des phénomènes relatifs aumilieu poreux, n'ont pas 

encore été étudiées théoriquement. Aussi nous espérons, que l'application 

possible des phénomènes de percolation aux milieux poreux stimulera une 

recherche dans ce sens. 

111.2.2.- Etude des courbes de pression capillaire en drainage 

IZI.2.2.1.- Représentation sous forme de réseau du m i l i e u  poreux. 

Nous avons montré en annexe 7 comment il était possible de subdi- 

viser théoriquement le milieu poreux en une infinité de vo7,umes élémcntai- 

re égaux, caractérisés chacun par une pression pz.: d'ouverture à laquelie 
1 

un fluide déplaçant, d'angle de mouillage 8 = 0,présent à une extrhité 

ou l'autre de l'élément de volume,peut le traverser en chassant le £luide 

mouillant qui 1 'occupe. 

Cette distribution théorique en éléments de volume de pression 

d'ouverture p:.: permet de tracer un "graphe" en deux ou trois dimensioas : 
1 

chaque élément de voltvme constituant une-branche du graphe et portant la 

valeur de la pression d'ouverture correspondante. 

La structure de ce graphe et son degré moyen sont fonctions du 

type de milieu considéré : 

Pour un milieu de structure microscopiquement hétérogène,cqest- 

à-dire présentant une "granulométrie" de rayonshydrauliques très étalée, 

on supposera que deux éléments de volumes adjacents sont peu corrélés et 

ont donc des pressions d'ouverture (figure 34) considérées comme des varia- 

bles aléatoires indépendantes : 

Figure 34 



Entre deux nawds où se rencontrent plusieurs branches, il y - 1  
- aura donc un cer ta in  nombre de branches en sé r i e  et le degr& moyen du gta- 1 

phe sera proche de 2. 

Pour un milieu plus régulier, c'est-à-dire dont l a  "granulomé- l 
t r i en  des rayons hydrauliques serait plus resserrée on peut emrisager des I 
éléments de volume de kmgueur plus grande car  la variation de rayon hydrau- 1 
l ique des pores sera moins rapide : le aaabre de branche$ en série entre l 
deux pores diminuera et: l e  degré moyen s'éloignera de 2 en augmentant 

(f ïg. 35 ) 

Figure 35 I 
II graphe é tant  t racé avec ses branches et leurs  pressions d'ai- 1 

verture, on supposera, étant  donné l e  caractère a léa to i re  des mil iëux.  

poreux,que l a  position re la t ive  des branches munies de l eu r  pression 

d'ouverture eatégaleppent aléatoire,  

Le milieu poreux, représenté par l e  graphe va être soumis par 

l 'extérieur à une pression pz! croissante de O 3 fl- qui va s'appliquer 
1 I 

selon une, plusieurs ou toutes les faces externes de l 'échantillon, 

A une pression donnée, pz: on ne considèrera came présentes que i ' 
les nz(pT) branches dont la pression d'ouverture est inférieure ou égaie 

à p': - [ a ~ e x e  71 mais le nombre n. (p?) de branches r+lleaient accessibles 
1 1 1  

au f lu ide  déplaçant à cette pression, correspondra iî l a  fract ion de I 
n?(+) qui est accessible en partant des "facesn du graphes par lesquelles 
1 1  

le  f lu ide  peut envahir l'échantillon. 

L 



S i  ce graphe contient B branches, on obtiendra Pa saeuraéion 

ef Éective ~($1 e n  f Huide dépIagant, inférieure 3 Ha saturacion théorique 
1 

Si on considère que les branches qu'on ajoute en augmentant ia 

pressioii p? sont disposées au hasard, le prmessus a ins i  dé i in i  apipiarcirient 
IL 

2 ka classe des pbi5nm2nnes de plercolatioa [annexe 81, - -  

La saturation tb6srrique ox(p?) regrêseimte la proportion p de  
3. 

branshes preseaaes dans l e  riéseau (O < p < 1 )  à la pression p? a lo r s  que. 
B 

Ha saturation effect ive s ( p 5 )  est représentée par l a  fonction pPÇp) 
n 

-A - r - e3 P(p) est la probabili té de percolation (O i P(p) < 1) c ' e s t -  

à-dire le rapport du aopbre de branches cormectées B l'amas infini au nom- 

bre de branches présentes dans le réseau au stade p. 

Pour déiduire la courbe d e  saturation effect ive s0p::)de l a  cadrSe 
1 

de saturation théorique sx(p?) il faut  donc connaître P(p), probabPii~Él 
1 

cie ~ercoZation, r e l a t ive  au réseau considéré, qui dépend sureout de la 

dimeinsion et du degré moyen du r4rseau [annexe 81. 

ûn aura a lors  : 

Le seuil de percolatisrz tannexe $3 sera a t t e i n t  pour une pressir3n 

c r i t ique  t e l l e  que l e  ncatbre de branches placées soit  suff isant  pcwtar quxi; 

exisiee un chamin continu re l i an t  une extrêmité à PPautre du miLieu, 

Ce s e u i l  correspond à L"exisfernce d'une conductivité m a  nulle 

à t ravers  Pe milieu si  B e  f1uide <PG;3apnt est conüuctgur et le f l u i d e  

déglacé m e  l ' e s t  pas eé à PRétabZissanent d'une pemGabilité r e l a t ive  non 

nulle  p u r  l a  plhase déplasante, 



111.2.2.2.- Les conditions d'entrée du f lu ide  deplaçant 

Avant que s o i t  a t t e in te  l a  pression wrrespondant au seu i l  de 

percolation, il y a déjà du f luide déplaçant qui a pénétré dans le milieu 

par l e s  daces d'acch et qui forme des "amas f in isn  re l iés  h ces faces. 

Ceci n'est pas p r h  habituellement dans l a  théorie des phénumènes de 

percolation : en effet ,  la fonction P(p) est nulle quand la  concentration 

p en branches posées est inférieure au seui l  de percolation p car elle ne 
c 

prend en c q t e  que les branches de l'amas infini.  I 

Il faudrait dane ajouter à P<p) une fonction P"(p) représentant 

P a  proporeion de branches placées, connec tées aux faces d'accès, en fonction 

de p. C e t t e  fonction sera déf2nie pour p variant de O à 1, car même quand 

l'amas i n f in i  existe (p > p ) i l 'peut  y avoir des branches qui se co~nec- 
C 

tent  à des amas f i n i s  reliés 9nu faces d'accès et iron encore re l iés  2 

l'amas infini. 

OP devra dooc écr i re  plutôt : 

La foncéion P'(p) es t  d i f f i c i l e  il évaluer :on peut avancer 

qu'elle e s t  proportionnelle au nombre de faces par lesquelles le f luide 

déplaçant peut avoir accès au milieu par su i te  de I'haurgénéité et  de 

l 'isotropie du milieu et on peut donc écrire, e i  on mte par P' (p) l a  

probabilité d'entrée du fluide sur  toute la  surface externe S de 1' échan- 

t i l lon,  - et par P1'(p) la iâe fonction quand la  surface d'accès e s t  SA < S: 

pl?' (p) représente a lors  la saturation par t ie l le  due aux branches accessibles 

par tout le pourtour du réseau. 

S i  pP(p) . B est le  nombre de branches appartenant â l'aiaas infi- 
n i  au stade p, l e  xmabre de braachec appartenant B der, riras f in is  est égal 



h p i $ ( i - i ' ( p ) >  e t  parmi ces  L r a ~ ~ c h ~ s ,  c e r t ü i n c s  s o n t  connectCcs ii 1;1 pc: r ia  

ph6ri.e d u  sCscau. 

Lorsque p  c r o î t  a p n r t i r  d e  zero, Les branches access ibles  :t 

partir d e  l a  f r o n t i è r e  s o n t  d ' abo rd  des brnnchcs i s o l e e s  donc ie  rior,iiii.tq 

c r o i t  p ropor t ionne l lement  2 p ; lo rsquo  p n\il:riicnte, il v icnt  sc gctsi i t%r  

s u r  ce s  branches des  branches supplhrnantnirés  et; il a p p a r a r t  aloro dc.8 

amas pé r iphé r iques  de  2 branches pu i s  3 branches ,.... etc ..... 
La c r o i s s a n c e  du nombre de branches connectées  8 l a  p6riphGrie  

d e v i e n t  a l o r s  p l u s  r a p i d e  qu'une c r o i s s a n c e  l i n g a i r e  mais on  au ra  t o u j o ~ s s  : 

c a r  p ( l  - P(p) )  r e p r é s e n t e  l a  t o t a l i t e  de s  amas f i n i s ,  y compris ceux q u i  

ne s o n t  p a s . r e l i é s  B l a  p é r i p h é r i e .  

111.2.2.3.- - Les cond i t i ons  de s o r t i e  du f l u i de  deplacé 

Le début  d e  l a  courbe d e  p r e s s i o n  c a p i l l a i r e  dépend des candi-  

t i o n s  d ' e n t r é e  du f l u i d e  d é p l a ç a n t  mais l a  f i n  d e  l a  courbe de p r e s s i o n  

c a p i l l a i r e  ( f o r t e s  p r e s s i o n s )  va ê t r e  reliee aux c o n d i t i o n s  de s o r t i e  du 

f l u i d e  déplacé.  11 f a u t  a l o r s  env i sage r  deux ca s  q u i  ne semblent pas  suf- 

f i s a m e n t  s épa ré s  dans l a  l i t t e r a t u r e  : 

a )  Le f l u i d e  dép lacé  e s t  l e  "vide". 

. Le f l u i d e  dép laçan t  p é n è t r e  dans un  iLlément de volume "ouvert'" 

une p r e s s i o n  p:: s ' i l  e x i s t e  un chemin r e l i a n t  cet élément d e  volume i 
aux f a c e s  d ' e n t r é e  du f l u i d e  dép laçan t ,  

b)  Le f l u i d e  déplacg  e s t  un f l u i d e  m a t é r i e l  incompress ib le  : le  f l u i d e  

dép laçan t  p ë n è t r e  dans une éldment d e  volume o u v e r t  a une p r e s s i o n  

- s ' i l  e x i s t e  un chemin re? !.ant cet  klement de  volume aux  f a c e s  

d ' e n t r é e  du f l u i d e  c a p i l l a i r e .  

- - e t  s ' i l  e x i s t e  un chemin pe rme t t an t  au f l u i d e  dep lacé  q u i  occupe 

c e t  élgment d e  volume d e  s o r t i r  pa r  l e s  f a c e s  d e  aortie réservées 

au f l u i d e  dép lac6 . .  



Le cas a) est celui de l'injection de mercure : on a préala- 

blement fait le vide danai, l'échantillon, il n'y a donc pas de fluide d6pla- 

cé B chasscr iarit6riellement et il suffit d'augmenter euffisûampent la prcre- 

sion pour que tow les porcs du milieu finissent par s'emplir : la oaru- 

ration résiduelle en fluide déplacé est nulle dans l'injection de mercure. 

Si elle sernble parfois se produire, c'est qu'on n'a pas atteint des pres- 

sions suffisantes. 

Le cas b) est celui de la mesure de pression capillaire par 

la méthode dite "des états restaurés" ou par des méthodes similaires : 

le fluide déplaçant (non muillant) pénètre par la surface latérale et le 

dessus de l'échantillon cylindrique et le fluide déplacé (muillant) 

s'échappe par le fond du cylindre mais ici, le fluide déplacé 6tant i n c e  

préssible, il est nécessaire qu'il puisse s'échapper d'un élément de volu- 

me pour que le fluide non mouillant puisse y entrer. 

Si un é l k n t  de vol- empli de fluide millant se trouve 

entouré d'éléments de volume emplis de fluide non mouillant, il lui sera 

impossible d'être eipli de fluide non mouillant B des pressions supérieures 

et il contribuera à créer une saturation résiduelle en fluide rouillant. 

Le fluide non iouillant continuera donc de repousser le fluide 

mouillant jusqu'à ce que la saturation en fluide mouillant soit assez 

petite paur qu'il n'y ait plus de connexion entre le fluide iouillant inter- 

ne et les faces externes par lesquelles il peut rortir pais seulement des 

amas finis internes de fluide mouillant. 

Ceci se produit lorsque la saturation en fluide mouillant devient 

égale ou inférieure au seuil de percolatioi du r i e u  pc. 

Si on appelle respectivement S e t  S les eaturatioru en fluide H HM 
somaillant et m n  mouillant, on a doac : 



;EdP rn&.um&&~x11 m?~UdirirrLk m f l u a  d Z E c u r L  eat dgczte au seuil .  de perc f- 
la tM pc du résemr & Q u i z > ~ l o i t  au i i Z h  porno et 24 satlorntiai Zimith 

m mm mndZknt uttekte torsque Za pe8sion temi vers t ' i n f i n i  

esé 1%. 

La simplici té  de ce  r é s u l t a t  ne d o i t  pas f a i r e  oublier c y ~ i ' i l  

est idéîaliisé : la façon dont le f lu ide  mouillant peut q u i t t e r  1c miliVao 

poreux est en e f f e t  t r ibu ta i r e  de l a  g é d r r i e  du système de mesure : ce 

type de  raisonznement pourrait  s'appliquer si P e  f lu ide  oon m u i l l a n t  é t a i t  

inénduii t  au cent re  de P'échaiatiPlon car  la probabili té de percolation en 

f l u i d e  awmilIant représente Pa  probabi l i té  qu'une branche interne s o i t  

connectée à la périphérie, mais pour l e s  géométries habituellement u t i l i -  
0 

sées le f lu ide  r p o ~  m u i l l a n t  est in t rodui t  par cer ta ines  faces e t  l e  f lu i -  

de  amui11 Pant s "écehrippe par d'autres. 

~ ' 9 i l E e u r s ,  HARLE, ALSET, LbPDE [361 ont montré que les ré su l t a t s  

de mesure de pression c a p i l l a i r e  powaient  varier dans de grandes propor- 

t ions selon l e  type d'appareil lage u t i l i s é  et la  métûodologie de mesure. 

La plupart des  r&sultats s u r  les phénapènes de percolation ayant 

é té  obtenus par simulatian sur  ordinateur, il n'est  pas impossible d'envi- 

sager qu'on puisse recalculer cer ta ins  r é s u l t a t s  avec des conditions aux 

PPamites qui comes@raient aux c d i g u r a t i o n s  u t i l i s é e s  dans l a  mesure 

des pressions capPPPaires : on pourrai t  a l o r s  é tudier  l a  fonction ~ ' ( p )  

P ~ a o r d u i t e  plus b u t  ou plu tô t  l a  somme F ( p )  = P(p) + P'(p) en essayant 

d'en dggager des paramètres universels tels que ceux qui  ont  récement é t é  

e r o u o r ~  p m r  l a  fonction P(p) [annexe 83. 

En l'abseace d e  tels résu l ta t s ,  nous n'étudierons pas plus avant 

la foniirpe de  P a  courbe de pression c a p i l l a i r e  obtenue lorsque le  f lu ide  

g~~~pllPlPmt est Pagwqr,~~syibii6^ ; amus IU)UB contentons d 'é tabl i r  la saturat ion 

résP&ePPe en f l u i d e  mouillant, en drainage et en imbibition. 

E x a P n n ~ n s  maintenant les re la t ions  en t r e  la  courbe de pression 

u p i Y P d r e  r (pF> et l n  corabe de sa tura t ion  théorique sr(*). 



111.2.2.4.- Pressions inférieures à la pression de percolation 

La pression croissant B partir de zéro, elle devra atteindre 

la pression d'entrée minimum pz: [annexe 71 pour que le fluide déplaçant 
min 

puisse pénétrer sur la périphérie de l'échantillon : la saturation en 

fluide dcplaçant va d'abord augmenter avec la pression sans qu'il se crée 

d8amae infini, la proportion de branches posées égale h la saturation théo- 

rique sx(pz5) étant inférieure à la concentration critique p . La saturation 
1 C 

en fluide déplaçant sera en outre proportionnelle à la surface d'accès et 

sera donc maximum dans la méthode d'injection de Ppercure traditionnelle où 

le fluide déplaçant entre par toutes les faces de l'échantillon. 

La pression critique p? correspondant au seuil de percolation 
1 

est obtenue lorsque sx(p?) = 
1 Pc 

On peut évaluer le seuil de percolation en utilisant le r(osu1uit 

approché [annexe 81 : 

Nous avons,en construisaat le graphe représentatif du milieu po- 

reux, indiqué que le degré moyen de ce réseau était supérieur à 2, d'autant 

plus que le milieu avait une '8granulométrie8' étalée de rayons hydrauliques. 

Le seuil de 'percolation est donc inférieur à 0,75 en trois dimen- 

sions d'après (3.15) et avant qu'il soit atteint, la saturation effective 

est : 

A la saturation critique s (p?) obtenue pour p r p  correspond 
c 1 2  CR 

l'établissement d'un chemin continu de fluide déplaçant d'une extrndté 

à l'autre du réseau : il s'agit du seuil de perméabilité relative en flui- 

de non mouillant en drainage, qui est aussi le seuil de conductivit6 du 

fluide non mouillant. 
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t n u ~  en niesurant l a  sa tura t ion  en mercure en fonction de l a  pression, ont 

tiotc 3 qucllti prcssioi i  s*Gtab l i s sa i t  une phase conductrice continue de 

mercure, d'une ex t r&i té  à l ' a u t r e  de l 'échanti l lon.  

Les figures 3 6 a e t  b ( t i r é e s  de 1371) montrent la  sa tura t ion  

en mercure en  fonction de la  pression pour 6 échanti l lons de roches 

poreuses. 

Figure 3 6 

On constate  qu ' i l  s u f f i t  d'augmenter l a  pression pour a t t e ind re  

une sa tura t ion  complète en f l u i d e  non mouillant ( f ig .  36b). 

Les flèches horizontales s u r  les courbes de la  f igure  36a indi- 



quent I n  pression à laquelle lc mercure traverse le milieu, pression qu'on - 

peut ident i t icr  3 la prc~eion de pcrcolation. 

JI Selon les échantillons, l a  saturation correspondant à la pression 

de percolation varie de 5 à 31 X ,  l'accès du f luide déplaçant ayant lieu 

par l a  face inférieure de l'échantillon. 

Dans les expériences de PACSIBSEY et a l i i  1371, l a  configuration 

d'entrée du f lu ide  non mouillant était toujours l a  même pour des milieux 

poreux différents,  et on peut donc comparer d'unmilieu à l 'autre les 

"seuils de percolation" en fonction de la  structure du milieu. 

S i  la surface d'accès du f luide déplaçant varie on do i t  obtenir 

d'après la formule (3.16) des saturations variant awec la surface d'accès, - 

pour des pressions inférieures à l a  pression de percolation. 

GAEJOULIS [35] a effectué des expériences corroborant quali tat i -  

vement ce résul ta t  en étudiant l 'influence de l a  géométrie d'accès du 

milieu poreux par le f lu ide  non mouillant : il a tracé plusieurs courbes 

d'injection de mercure dans des échantillons poreux de même nature soumis 

à l a  phase -mn mouillante sur  des part ies  croissantes de l eur  surface 

externe. 

On constate (fig. 3 7 ) que pour une pression donnée l a  saturation 

est d'autant plus grande que l a  surface d'entrée du f luide non m u i l l a n t  

augmente, mais le début des courbes est trop resserré pour qu'on puisse en 

déduire une éventuelle proportionnalité de la saturation avec la surface 

d'entrée pour px < p? , 
i lc 

On constate en outre que la pression de percolation e s t  d'autant 

plus pe t i t e  que le  Mppbre de faces d'accès est grand car le f luide enta 

par une face rencontre alors  plus facilement le f luide ent ré  par d'autres 

faces . 
Pour vér i f i e r  ceci sur  un modèle, nous avons u t i l i s é  un réseau 

carré pouvant contenir 612 branches sur  lequel celles-ci sont déposées 

au hasard, 



Figure 37  
* 

d'après GWh'OULIS [35] 



La simirln~iun cat f i r i le  B l'aide d'un cnlcirlntrrur 4kZO lkrrlett- 

I'riçknrd, les bru~,clrcrr poeées 6 t n n ~  JeasinEca par la table LrrçairLc arrlroc i k  

au calculateur, 2 l a  position d é t e ~ n é e  par un générateur de nombres aléa- 

toires. 

Le décompte des branches connectées se f a i t  "manuellement" au fur 

et à mesure que s e  remplit-le réseau. 

La figure 38 nmntre l'état du réseau pour p-0,25 e t  p = 0,50 

qui e s t  le seui l  thhr ique de percolation du réseau carré. 

La figure 39 montre l e  résultat  des mesures fa i tes  donnant la 
e l  saturation" en branches connectées à 1, 2, 3 ou 4 faces en fonction de l a  

proportion p de branches posées pour O < p < 0,s. 

On voit que ces courbes vérifient assez bien l a  foxmule (3.16) : 
* 

la sabrat ion,  pour p < pc, augmente de façon sensiblement proportionnelle 

au nombre de côtés d'accès du fluide non -illant et c r o i t  avec le  nombre 

de branches posées, jusqu'au seui l  de percolation. Cependant, l e s  fluctua- 

tions dans l e  nombre des branches comptées dues à l a  pet i te  t a i l l e  du réseau 

u t i l i sé ,  amsquent un peu l a  l o i  de croissance de la saturation. 

Les seuils  expérimentaux de percolation augmentent quand l a  s u r  

face d'accès diminue irais ceci e s t  peu visible à l 'échelle ut i l isée.  

Le début de la courbe d'injection de mercure exprimant s(p?!) se 
1 

déduira donc de la fonaule (3.16) en remplaçant p par sZ<<), saturation 

théorique, ce qui permet de déduire la pression fi à laquelle la saturation 
1 

rée l le  en f luide m n  nmuillant* vaut s (p?) - PZ' (p) SAIS. 



Figure 38 



Figure 39 

Figure 40 



La région de percolation, où P(p) tend vers zéro quand p tend 

vers p est très étroite et, pour p > p P ( p )  tend trgs rapidemeni 
c ' c ' 

La' fonction pP(p) qui décrit la saturation en fluide non mouillant 

est donc très peu différente de p dès que p > 1,2p et la saturation effec- 
C 

tive vaut d'après (3.11) : 

La partie de la courbe de s(p:.:) correspondant à des pressions 
1 

supérieures à la pression de percolation est donc une réplique assez fidèle 

de la courbe théorique s::(p:.:) qui peut donc, ainsi, être déduite de la cour- 
1 

be expérimentale d'injection de mercure pour des pressions supérieures à la 

pression de percolation. 

Sur les figures 36a et b, on peut très bien s'apercevoir de la 

différence de comportement des milieux étudiés pour des pressions très 

grandes : certains, tels que l'alundum ont atteint leur saturation pour des 

pressions très faibles telles que 5 kg/cm2 alors que pour le grès des Vos- 

ges, par exemple, il faut une pression d'environ 250 kg/cm2 pour atteindre 

la saturation complète. 

Cecimrrespond, pour le grès des Vosges, à un très grand nombre 

d'élénents de volume de forte pression d'ouverture et selon notre hypothèse 

de constitution du réseau, l'élargissement de la distribution des pressions 

d'ouverture s'accompagne d'une diminution du degré moyen du réseau c'est-à- 

dire d'un seuil théorique de percolation plus important. 

Si le seuil de percolation correspond à la saturation à laquelle 

s'établit une phase continue de fluide non mouillant d'une extrêmité à 

l'autre du réseau, alors cette saturation doit être plus importante pour 
1 

le matériau dont la courbe "porométique" est plus étalée. 



 est ce tiueoii coiin tnte mir les caurbee de In îiy,sirr li i. : In  

G~0fir;~t iaiia dc perçniaL i t r i r  cbrrelll~n~rirlrinl ii 1 a f l&rrlrc I ~ c r r i ~ c r i m l  ot I rm, eSdr de 

5 Z pour 1"aPuiidiim et devieiit nectement plus irnlmrlaiitc pouf Ic gr i s  dr-s 

Vosges (22 X )  et pour le grès de Fontainebleau (32 2) dont la distribution 

psrdtriquc c s ~  plus ftaléc. 

On constate en outre, que pour deux inatériainc de snGmcarrgine 

(grès de Fontainebleau a et b, par exaaple) celui dont la courbe d'injec- 
e 

tian de mercure indique une pordtrie plus gtalée a la plus grande satura- 

tion de pereolation, c'est-à-dire le degré moyen du réseau équivalent le 

plus petit. 

Ces considération, pour qualitatives qu'elles soient, permettent 

de relier les seuik de perméabilité relative avec la structure du milieu 

grâce à l'emploi des théories de pereolation, ce qui ne semblait pas avoir 

été étudié jusqu'ici. 

I I I  -2.3,- Etude des  courbes de  pression capi l la ire  en imbibition 

III.2.3,l .-  Courbes d' inject ion de mercure 

Si la pression est suffisamment élevée, la saturation résiduelle 

en fluide mouillant est nulle dans l'injection de mercure, c'est-à-dire 

que le milieu est entièrement saturé en fluide non mouillant. 

Si on Paisse décroître la pressiorqle mercure sort des "pores" de 

l'échantillon dont la pression d'owerture est supérieure à la pression 

appliquée, s'il existe un chemin joignant ces pores aux faces externes, 

Lors de la désaturation, les branches représentant les "pores" 

emplis de fluide non mouillant doivent se retirer dans l'ordre inverse de 

celui de remplissage mais comme l'ordre de remplissage a Lté simulé par 

une pose au hasard de branches sur le réseau, on simulera de même la désa- 

turation en retirant au hasard des branches de fluide non mouillant,,ou ce 

qui revient au même en posant au hasard des branches de fluide muillant 

représentant des pores vidés de leur mercure, 



Les pore:; qui polirronc commcnccr a s c  v i d e r  nont çeiix ri ir i  sorit 

çoiiiicc tés A l a  pé r i  yllitir i c e t  l e  proccesus Rcrn idcnt  iqiic: rrii i i r o c c g f ; f ~ ~ ~ n  t l*  i ri- 

jcccion cn reniplaçnnt l a  pose dc brancI\es "non mouillantes" par  l a  pose de 
' 1  branches mouillantes". 

A l a  press ion  p;: où une proportion p de  branches non mouil lantes 
i 

e t a i e n t  posées l o r s  de l ' i n j e c t i o n ,  une propor t ion  (1-p) de branches non 

mouil lantes e s t  posée l o r s  de l a  désa tura t ion .  

La s a t u r a t i o n  en  branches mouillantes connec t é e s  au pourtour e s t  . 

a l o r s  : 

e l l e  r ep résen te  l e s  pores qui  se son t  v idés  e t  l a  s a t u r a t i o n  en f l u i d e  non 

m o u i l l a n t . e s t  donc, en  imbib i t ion  : 

Cormne 'en drainage on a v a i t  (3.1 1 ) : 

on peut donc é c r i r e  : 

Pour v é r i f i e r  c e t t e  r e l a t i o n  nous avons, pour un réseau de s t r u c -  

t u r e  hexagonale, r e t i r é ,  au hasard ,  des branches en comptant, d'une p a r t ,  

l a  proport ion dc branchcs r e s t a n t e s  conncctécs 3 l ' c x t 6 r i c u r ,  d ' a u t r e  p a r t ,  

l a  proport ion des p laces  l a i s s é e s  par  les branches r e t i r é e s  e t  qu i  sonr  

connectées à l ' e x t é r i e u r .  

La f i g u r e  4 0  montre l e  r é s u l t a t  de c e t t e  s imulat ion.  

La symétrie des courbes s ( p )  e t  s ( p )  n'y  est pas p a r f a i t e  
NM M 

mais il s ' a g i t  d'une mesure unique f a i r e  s u r  un é c h a n t i l l o n  de p e t i t e  t a i l 1 1  



large parcs' qiie 1i. aeriil tlc percolntion mir lin T ~ H C ~ U  hcxngorinl r r r i t  da 

0,65 (il cst en réalith ici plus petit B ause de la petite taille du 

réseau [A0 -31) , 

La partie montante du cycle (drainage) correspondant à p < p < 1 
c 

et la partie descendante (imbibition) cotrespondant P O < p < 1-p, sont 

asymptotiques à la diagonale s(p) = p. 

Des réseaux de degré moyen plus important donneraient des cycles 

dWhystéresis plus étroits, la courbe de drainage étant néanmoins toujours 

en dessous de la droite s(p) = p et la courbe d'imbibition toujours au 

dessus. 

Afin d'obtenir une courbe de saturation fonction de la pression 

et non plus de la proportion de branches connectées nous avons simulé la 

saturation s="(p.) par la fonction : 
1 

et la fonction pP(p) par la fonction : 

qui d o ~ e  un seuil de percolation voisin de 0,66. 

nous avons donc tracé sZ(p.) et sx(pi) P(sX(pi)> en fonction de 
L 

p : (figure 4 1 ) . 

On obtient de part et d'autre de la courbe théorique sx(p.) la 
D 1 1 

courbe sm (pi) en drainage qui est en dessous de sX(p.)et la courbe 5M(pi) 
1 

en imbibition qui est au-dessus de sz(p ). On constate que, au-dessus de 
i D  

la pression de percolation p. , la courbe s (p.) est équivalente 3 la cour- - lc NM 1 

be théorique sx(p.) et que en Mibition en dessous de la pression pi telle 
1 I 

que sX(pi) = 1-pc, la courbe sm(pi) est égalaent équivalente P la courbe 

théorique sX(pi) . 
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Figure 42 



Nous n'avons pas trouvé dans la littérature de courbes d'injection 

de mercure tracées en drainage et en imbibition qui se prêtent B la compa- 

raison avec nos prévisions théoriques, la plupart des courbes montrant des 

cycles d'hystérésis sont en effet tracées en utilisant de l'eau comme flui- 

de mouillant et présentent des saturations résiduelles. 

Le-tracé de telle courbes permettrait le cas échéant, 

à l'aide des saturations auxquelles se produisent les zuils de percola- 

tion montants et descendants de déterminer un degré moyen du réseau équiva- > 
lent au milieu poreux. 

111.2.3.2.- Courbes de pression capillaire utilisant un fluide mouil- 
1 ant incompressible 

Nous avons vu en 111.2.2.3. que si le fluide mouillant était in- 

compressible, il ne pouvait s'échapper, chassé par le fluide non mouillant 

que si sa saturation était supérieure au seuil de percolation p du réseau, 
C 

ce qui donnait une saturation résiduelle en fluide mouillant égale à p c ' 
cette prévision théorique étant sujette à modifications en fonction de la 

géométrie d'entrée et de sortie des fluides non mouillants et mouillants. 

Lors de la désaturation en fluide non mouillant f'imbibition en 

fluide mouillant), le réseau part du stade où il possède déjà une satura- 

tion p en branches mouillantes, cette saturation est formée d'ilots finis 
C 

de fluide mouillant non connectés à la face reliée au fluide mouillant. 

La désaturation en fluide non mouillant peut être simulée en re- 

tirant au hasard des branches non mouillantes : seules représenteront des 

branches non mouillantes réellement supprimées, les branches non mouillantes - 

retirées qui sont reliées par une extrêmité aux faces de sortie du fluide 

non mouillant et par l'autre aux faces d'entrée du fluide mouillant. Quand 

on aura retiré suffisamment de branches non mouillantes pour que les bran- 

ches non mouillantes restantes forment des amas isolés non connectés aux 

faces de sortie on obtiendra une saturation irréductible en fluide non 

mouillant. 7 

On peut supposer que ceci se produira lorsque la de 

branches non moulllantes restantes, par rapport aux branches initialement 

présentes et retirables, sera inférieure à p 
c - 

Le degré moyen initial de l'amas infini initial de branches rnouil- 

lantes &tant supposé égal au degré moyen du réseau complet [annexe 81, les 

seuils d e  prrolation, liés approximativement au degré moyen initial du 

réseau seront pratiquement les mêmes pour le réseau avant drainage et pour 
l 



Comme la proportion de branches non mouillantes était en fin de 

drainage égale à (I-p ) la saturation irréductibken fin d'imbibition sera 
c 

égale à la fraction p de cette quantité initiale soit : c 

= S D (1's 
D 

Wres 
D 

&es) < 

Cependant, il faut encore être très prudent dans l%tilisation de 

cette prévision th6orique car la surface de sortie du fluide mouillant en 

drainage est en g6néral différente de la-surface de sortie du fluide non 

muillant en imbibition et le seuil de percolation dans ces conditions 

peut être différent du seuil p trouvé dans les théories de physique du 
C 

solide : les courbes expérimentales de WOULIS (fig. 37) montrent bien que 

la montée rapide en saturation qui correspond au seuil de peaxoration est 

située à des pressions croissantes quand la surface d'accès du fluide dé- 

pla~ant diminue. 

Les courbes de notre figure 39 vont également dans ce sens mais 

l'effet est peu marqué à cause de la petitesse du réseau. 

Pawi les d r e u s e s  courbes de pression capillaire publiées en 

drainage et en <dibition on trouve en général une saturation irréductible 

en fluide non mouillant,in£érieure à la saturation résiduelle en fluide 

wuillant comme prévu par la formule (3.18)- 

sous avons extrait de la littérature des courbes publiées par 

MARLE, ALBET, W E  1361 (fig.42) de pression capillaire en imbibition et 

en drainage, 

Ces courbes sont intéressantes car mesurées par deux méthodes 

différentes, les courbes marquées A sur la figure sont mesurées par la k- 

thode classique des états restaurés (sortie du fluide mouillant par Pa base 

de l'échantillon et entrée du fluide non muillant par le reste de la sur- 

face externe), les courbes marquées Ç sont mesurées sur une colonne où le 

fluide muillant baigne une extrêmïté et le fluide non mouillant l'autre. 

On s'aperçoit sur ces courbes que la "pression de percolation'" 

cn drainage cst plus faible quand la surface relative d'entrée du fluide 

non mouillant est plus grade (mode A) ainsi qu'on pouvait déjà le remarquer 

sur les courbes de GANOULPS (fig. 37) et on remarque, sur la courbe tracée 

selon le mode C, où les surfaces d'entrée du fluide mouillant et du fluide 

non muillant sont identiques, que la saturation résiduelle en fluide inouil- 

lant est de 17 X ,  et la saturation irréductible en fluide non pouillant de 

14 X : ces saturations vérifient parfaitement l'équation (3.18). 



Ceci montre en tous cas l'importance de la géométrie d'entrée de . 

des résultats qu'on obtient lorsque le fluide mouillant et le fluide non 

e fluides dans les expériences de pression capillaire et confirme la diversi é 

mouillant ne jouent pas des rôles symétriques. 

111.3.- Conclusion de la troisième partie 

Cette troisième partie a eu pour but de montrer que l'utilisation' 

des réseaux pouvait être d'un intérêt certain dans l'étude de milieux conti- 

nus tels que les milieux poreux. 

Nous avons d'abord, pour l'étude de problèmes macroscopiques dont 

le formalisme se ramène à celui de la loi d'Ohm montré qu'on parvenait,en 

util4sant les résultats que nous avons obtenus dans la seconde partie,à 

retrouver des résultats déjà publiés concernant la perméabilité équivalente 

de milieux hétérogènes. 

h s  l'étudede problèmes microscopiques, nous avons, à la suite de 

nombreux auteurs remplacé le milieu poreux par un réseau équivalent, mais à 

la différence de ces auteurs nous avons indiqué une méthode pour faire cor- 

respondre à chaque branche du réseau un élément de volume du milieu,de 
' 1  pression d'ouverture" donnée,et appliqué à ce réseau aléatoire des résul- 

tats connus récents des théories sur les phénomènes de percolation. Notre 

étude a surtout eu pour but de montrer qu'il était possible de retrouver, 

tout au moins qualitativement, en utilisant les théories de percolation, 

un certain nombre de résultats expérimentaux, concernant en particulier 

les courbes de pression capillaire, avec leurs particularités liées à la 

méthode de mesure utilisée. 

La fécondité des théories de percolation est telle que nous pensons 

qu'il est possible de traiter, grâce à elle, la plupart des phénomènes dont 

sont le siège les milieux aléatoires. 

Notre approche présente - appliquée aux milieux poreux - que nous 
croyons originale - est pour l'instant limitée par les résultats théoriques 
publiés des théories de percolation et nous pensons que l'intérêt du sujet 

pourrait justifier que des calculs théoriques sur les phénomènes de perco- 

lation soient entrepris avec l'étude des milieux poreux comme finalité, 

alors que jusqu'ici, ils n'avaient pour seul but que l'explication de phé- 

nomènes propres à la physique du solide. 



Q U A T R I E M E  P A R T I E  

ETUDE DES RELATIONS ENTRE LES PROPRIETES HYDRAULIQUES 

ET LES PROPRIETES ELECTRIQUES DES MILIEUX POREUX 

APPLICATION A UNE METHODE DE 

DIAGRAPHIE DE PERMEABILITE 



I V . 1 . d  LA LOI DE DARCY 

1 V. 1.1. - Conductivité hydraul ique, perméabi 1 i té .  

En 1856, Henri DARCY, étudiant l'écoulement de l'eau à travers 

un filtre à sable vertical trouva expérimentalement que le débit volumique 

d'eau Q traversant le filtre était : 
- proportionnel à la surface S du sable 

- proportionnel à la perte de charge motrice Ah:: [annexe 91 entre les 
exkrêmités du filtre. 

- imrsement proportionnel à la longueur L du filtre 
Il rassembla ces résultats expérimentaux en une formule qui devint la 

"loi de DARCY" : 

ient K introduit par DARm porte le nom de "perméabili- 

hydraulicien la loi de Darcy sous cette forme en 

/L sans dimensions, le nom de "gradient i?ydraulique" S. 

La perméabilite de dimensions LT-' eat alors identique 

une vitesse et s'exprime couramnent en cm/sp on la nomme plutôt actuelle- 

ment "conductivité hydraulique" : 

V I  (4.2) 

Q en cm3/s, K en cm/s, S en cm2. 

Si on reiie le débit en volume à la chute de pression motrice 

entre extrêmités du milieu, l'éauation (1 )  s'écrit : ' 

-1  3 Le coefficient K' est de dimensions M î, T et était appelé "cons- 

tante de perméabilité". 

a surface d'éco nt S les deux membres des 

tient la "vitesse de filtration" U, équivalen- 

du fluide qui s'écoulerait dans un tuyau de même 

section S avec le même débit. 



1.c Flrride u t i l  irié daris les cxpCric:riccs, tlc Dnrcy G t r r i t  t1c IVc.nri 

dont la viscasitC est  d e  1 centipoise à 2 0 - 2 ~ .  

Les équations (4.1) à (4.5) ne font pas intervenir Pa viscosi té  

du f luide e t  les hydrauliciens, hydrologues et hydrogéologues l e s  u t i l i sen t  

t e l l e s  quelles à l a  température ambiante. 

C' e s t  surtout sous 1 ' in.£ luence des pétrol iers  que fu t  introduite 

la  viscosité v du fluide, car ils s ' intéressent à des fluides aussi variés 

que gaz, eau, pétrole à des tempéramres très variables : le cœfficient  

de peméabil i té  précédent (K ou K') s k é c r i t  a lors  de diverses façons : 

k K' = - où p e s t  l a  v iscos i té  dynamique 
Pi 

(4.6) 

K = -  kg où v = e s t  l a  viscosi té  cinématique v P ( 4 . 7 )  

M g  g e s t  l a  masse volrneique du f luide K = -  (4-8) 
'Ci 

Dans ces fornailes dont l a  première e s t  l a  plus usi tée chez l e s  

pétrol iers  intervient  le eaefficient k qu'on appelle "prrnéabilité spécifi- 

que" ou "pewéabilité géométrique" : il est indépendant du f l u ide  u t i l i s é  

e t  ne dépend que des propriétés du milieu poreux. 11 e s t  homogène au carré 

d'une longueur. 

C e c i  conduit pour l'équation de Darcy aux diverses fornriles : 

IV.1.2.- Unités d e  perméabilité 

Les unités proposées e t  u t i l i sées  pour l a  perméabilité ont é t é  

nombreuses : l e  tableau 4 l e s  résume avec l e s  unités correspondant aux 

autres grandeurs intemenant dans l a  l o i  de Darcy. 

Ac tuellement, l e  "darcf e l  son sousmul t ip le  l e  "millidarcy" sonr 

surtout employés dans l ' indust t ie  pétrolière. Les hydrologues emploient le 

cm2 pour k et le c m l s  pour K. 



Etude des sols! 

I - 
TABLEAU 4 : UNITES DE PEmAùItITE W 

Cn 



IV.1.3.- Expression d i f f é r e n t i e l l e  de l a  loi  de DARCY 

Lcs i'c111;it ioiiw priiciGcir*nt c*n üupposnicat un Gcoulcmcnt iini di rncrirr ion- 

ncl : la giinérûlisation se Fait aisément à des 6coulements volumiques ou 

surfaciques et on écrit sous forme différentielle : 

XV.1.4.- Limitations de l a  l o f  de DARCY 

Les hypothèses implicitement faites pour l'énoncé de la loi de 

DARCY sont les suivantes : 

- Le fluide est incompressible (p = cste) 

- Sa viscosité p est constante 

- L'écoulement est lent 
- Le fluide est newtonien 
- Le milieu poreux n'est pas le siège de phénomènes électro-chimiques 
dus par exemple à la présence d'argiles. 

8 En outre, pour définir une perméabilité k scalaire il faut suppo- 

ser que le milieu est homogène et isotrope c'est-à-dire que la perméabilité 

d'un élément infiniment petit pris au sein de ce milieu est indépendante de 

sa position et de son orientation. C'est loin d'être le cas pour des milieux 

naturels de grande dimension mais on peut se rapprocher autant qu'on le 

désire de la condition d'homogéné"ié en travaillant sur des échantillons 

de petite dimension, 

En ce qui concerne l'isotropie, la taille de l'échantillon ne la 

modifie pas et si le matériau est anisotrope la perméabilité k devient 

une grandeur tensorielle. 

Dans ce- qui suit, nous ne considérons que des milieux macroscopi- 

quement homogènes et isotropes et nous supposerons les autres hypothèses de 

validité satisfaites. 

IV.1.5.- Analogie entre l a  l o i  de DARCY e t  l a  l o i  d'OHM 

La loi de DARCY est une loi macroscopique dont l'expression est 

tout à fait identique à celle de la loi d'OHM. En effet, en écrivant les 

équations (4.15) et (4.16) 



et en écrivant la loi d a o h  sous formedifférentielle : 
t 
1 = -a grad V = d (4.17)  

On constate une analogie de for~~ularion que préciee le tablcnu 

Iç; ri-dcssici~ira : 

! Loi de DABCY ! Loi de MRCY ! Lo l  d'ml4 I 

!différence de charge !différence de pressim!différence de potentiel1 
!motrice bb:: !motrice A g  ! V 
1 

! 
dv ! *débit voPumique Q = - 1 débit v o l ~ q u e  Q = - :courant 1 - - dq ! 
dt ! dt 1 

I 
;voluale v ! ,volume v ! ,charge electrique q ! 

l ! ! ! - ;gra$ient hydraulique ,gradient de pression droq+élktrique : 
! J = -g&d y E = -gpad V ! ;-trice : -grad pi: 
I 1 

!vitesse de filtration !vitesse de filtration !densité de courant ! 
r + q  ! + Q ! I 131- ! ! U -- s ! S I S I U = -  

Tableau 5 

IV.1.6.- Les bases thGsriques de la  loi" de DARCY 

Le caractère macroscopique de la loi de DAüCY et la 1inéarirG 

de l'équation reliant la vitesse de l'écoulement avee le gradient de pres- 

sion ont conduit cosme nous l'avons vu plus haut à me analogie avee le 

loi d'OHM électrique. 

Cette analogie est d'ailleurs très féconde puisqu'elle permet la 

simulation électrique des écouleppents macroscopiques dans les milieux 

poreux par l'intermédiaire de cuves à équipotentielles. 

#ais si cette analogie est parfaite au niveau macroscopique, il 

n'en est plus de même au niveau microscopique. 

On a essayé depuis longtemps, en effet, de relier la coductivi- 

té macroscopique d'un milieu poreux imbibé de fluide conducteur à la per- 

méabilité hydraulique de ce matériau. 

La loi d'&chie relie de façon approximative le facteur de f o m -  

tion F du milieu saturé en liquide conducteur à sa porosité par la formule : 
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Hais k a o s  les efforts de corrG1ation entre porosité et permf.alri~ 

l i th, et par cuaan&rpiient entre coductivi té. aaicroscuyirpue et yerm&ati 1 it6 B 

se sont avérés infructueux en général ; les seules corrélations acceptables 

avaient Pieu pour des échantillons de roche de &e origine et donc de 

&?ire structure 

11 n'y a 5 ceci rien d'étonnant et MTRERûN [A2.9] montre- qu'au 

niveau nicroscopique, Pes équations de la mécanique des fluides et celies 

de Ea coductionu de Prélectricité sont totalement différentes. Si Pe flui- 

de ""éectriqueg6 et le fluide "bydrauliquem' circulent bien dans les mêmes 

canaux du milieu preuxIlwun sous l'influence d'un gradient de potentielr 

Bhautlre sous l'influence d'un gradient de pression, les équations locales 

régissane leur mouvement sont différentes et- il ne peut être question au 

niveau macroscopique de relier complètement des pbénoipènes ppicroscopique- 

ment différents : ceci explique l'échec de toutes les tentatives de corré- 

lation entre facteur de foxmation et perméabilité, 
c 

La clef du problême se trouve au niveau des équations mricrosco- 

piques que nous allons étudier soigneusement &us ce qui suit.- 

HV.2.- LES EQUAYIONS MICROSCOPIQUES DANS LES MILIEUX PORNX 

nV.2.1.- Les équations électriques 

La circulation du fluide "électrique" dans le milieu poreux 

satisfait localement aux équations de l'électrocinétique. 

+ 
I - & = , grad V 

(4.19) 

a div 1 = O 

t 
1 est Pa densité de courant locale, a la conductivité du fluide saturant 

-P 

les canaux du milieux poreux, le est le champ électrique local dérivant du 

potentiel électrique V qui satisfait localement à l'équation de Laplace 

A l'interface d'un milieu conducteur et d'un milieu non conduc- 
7 teur, la composante normale de 1 s'annule : 4 = 0. 

3 
Le champ électrique local E ne doit pas être confondu avec le 

3 
champ électrique macroscopique équivalent + résultant de l'application 
d'une différence de potentiel P externe aux bornes d'un échantillon de 

longueur L tel que :. 



Les équations regissant l'écoulement d'un fluide visqueux sont 

celles de NAVIER-STOKES qu'on peut écrire sous la forme 1141 : 

3 
u est le vecteur vitesse local 

p la masse volumique du fluide suppos&constante (fluide incompressible) 

la viscosité dynamique du fluide supposée indépendante des coordonnées 

p la pression 
3 
f la force s'exerçant à distance par unité de volume de fluide 

(force de pesanteur par exemple) 

Si les composantes en coordonnées cartésiennes de la vitesse 
+ 

locale u sont u u u , on a d'autre part : 
X' y' z 

-t 
Si l'écoulement considéré est permanent, la vitesse v est indé- 

pendante du temps et les dérivées de ses composantes par rapport au temps 

s'annulent dans (4.23). 

Les termes quadratiques qui dans (4.23) suivent les dérivées par 

rapport au temps représentent l'accélération due aux forces d'inertie. 

On fait intervenir en mécanique des fluides un nombre sans dimen- 

sions appelé nombre de Reynolds : 

u, p, ï~ ont les significations précédentes et 1 est une longueur caracté- 

ristique de l'écoulement. 

On constate expfirimcntalcment qcic pour dcs petites valeurs du 

nombre de Reynolds, l'écoulement est laminaire c'est-à-dire que les filets 

fluides glissent les uns sur les autres parallèlement, sans former de tour- 

billons : ceci peut être réalisé pour une vitesse u três petite, ou une 

viscosité très grande pour le fluide ou pour une dimension transversale 

petite pour le tuyau où s'écoule le fluide (tube capillaire). 



La p e t i  t e s s e  di1 tiarnbre de I{r-ytio 1 tlri 1 r:i~Ici i t qtie les Forses r l '  i nrrg- 

nCgligeablcs par rapport aux forces de frottement introduites par la visco- 

sité du fluide. 

Dans un milieu poreux où un fluide visqueux circule dans des 

canaux extrêmement étroits, ces conditions sont remplies aux faibles gra- 

dients de pression où la vitesse du fluide est petite, d'autant mieux que 

le fluide est plus visqueux. 

On peut dans ce cas simplifier les équations de Navier Stokes 

en négligeant les termes quadratiques d'inertie ce qui revient en régime 

permanent à annuler le membre de gauche de ( 4 . 2 2 )  qui s'écrit alors : 
4 -+ 

UA; = grad p - pf ( 4 .25 )  
+ 

pf est la résultante des forces agissant par unité de volume sur le fluide : 

elle se réduit pratiquement aux forces de pesanteur. 

Ces forces dérivant d'un potentiel de pesanteur, il est toujours 

possible de poser : 

et le deuxième membre de ( 4 . 2 5 )  devient : 
+ + + + 

grad p - pf = grad p + p grady - gTad (p + p p )  

Pour un écoulement horizontal le potentiel de pesanteur est 

une constante et son gradient s'annule : il n'a aucun pouvoir moteur sur 

le fluide. 

Pour un écoulement non horizontal, on introduira la pression 
18 motrice'' : 

p:: = P + P Y  = P + Pgz ( 4 . 2 7 )  

g est le module de l'accélération de la pesanteur 

z est l'altitude du point considéré, par rapport à une référence 
arbitrairement choisie. 

Les hydrologues introduisent également la charge hydraulique h 

homogène à une hauteur : 

p:: h E- .: (2 + l) 
Pt3 Pi3 

Dans tout ce qui suit nous supposerons l'écoulement horizontal 

de sorte que l'équation du .mouvement s'écrive d' après ( 5 . 2 5 )  : 
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A c e t t e  équation qui  d é c r i t  le mouvement d'un f lu ide  visqueux 

sous l ' e f f e t  d'un gradient de pression il fau t  a jou te r  l 'équation d e  conser- . 
vat ion dc l a  mnssc qui  s'&rit  : 

-* C ~ P  d i v p u  + - - O 
d t  

( 4.90) 

C e t t e  équation s e  r édu i t  pour un f l u i d e  incompressible (0 = cste)  à : 

Sur l e s  parois  so l ides  en contact  avec le f lu ide  il fau t  en  ou t re  

a jou te r  comme condition aux l i m i t e s  l 'immobilité du f lu ide  : 

O s u r  l e s  parois e t  
dans l e  so l ide  

L'ensemble des équations encadrées e t  de  l a  condition aux l imites  
/- 

cons ti tuent  les équations "microscopiques" de 'circulation du f lu ide  dans 

un milieu poreux. 

S i  on compare (4.29), (4.31) e t  (4.32) aux équations micrpsco- 

piques é léctr iques  (4.19) on s 'aperçoit  qu'elles n'ont r i e n  de coamiun 

alors que les Squations macroscopiques sont  quasiment identiques. 

Le tableau 6 résume ceci en opposant les deux s y s t b s  d'équa- 

t ions. 
- 

! ! ! ! 

! ! EQUATIONS ELECTRIQUES 1 EQUATIONS HYDRAULIQUES ! 
1 ! ! I 

! ! t 4 - ! 4 -k 4 ! 
! ? 54 = e q  uM = - grad P ( l o i  de  ! V Darcy ) ! 

-t l *  ! EQUAT1oNs grad V : gradient  de po- ! grsd P : gradient de pres- ! 
;MAcRoscoPzqvEs; t e n t i e l  externe ! s i o n  externe ! 

! ! ! 
! aeq : conductivité équi- k : perméabilité du maté- ! 
! valente  au milieu ! r i a u  ! 
! sa tu ré  en f l u i d e  ! p : v i scos i t é  du f l u i d e  ! 

! 
Av = O 

1 : - O sur les parois  
! EQUATIONS , 1 i r j  = O s u r  les parois ! Ap = 0 I 
MICROôCOPIQUES ; ! ! 1 

! 1 V - poten t ie l  in te rne  IoeP! p - pression in te rne  locale;  

! ! a = conductivité du f luide!  p = v i scos i t é  du f l u i d e  ! 
! 1 ! ! 
I = composante normale de I 'n t I 1 
1 ! 1 

Tableau 6 : Equations é lec t r iques  et: hydrauliques 



IV.3 . -  L'ANALOGIE MACNETOSTAT1C)UC DES EQUATIONS MICROSCOPIQUES DE 
-- 

CIIICULRT ION D'\IN FI-II 1111: V ISQUC\IX 

-t 

IV.3.1.- Le potentiel  vecteur A de 1 'électromagnétisme 

Ce qui précède montre qu'au niveau microscopique les équations 

de conducéion de l*électricité et celles de circulation d'un fluide diffé- 

rent totalement. MAmERON l'avait déjà montré IA2.91 et en avait déduit 

qu'il était vain de chercher à relier au niveau macroscopique la conducti- 

vité équivalente et la perméabilité d'un milieu poreux. 

71 y a cependant une analogie qui semble avoir échappd à tous 

les investigateurs qui permet de relier les propriétés électriques du 

milieu à sa perméabilité : il s'agit cette fois de comparer avec les équa- 

tions de la mécanique des fluides, non plus les équations de l'électroci- 

nétique, mais les équations de la magnétostatique. 

11 existe en effet un être physique dont on va voir que les pro- 

priétés 
+ 

sont tout à fait identiques à celles de la vitesse u de ciicula- 
+ 

fluide : c'est le potentiel vecteur A. 
+ 

On sait que le potentiel vecteur A est introduit à la suite 
-+ 

'du champ magnétique B : celui-ci devant satisfaire à : 

-b -t 
on en déduit que B dérive d'un potentiel "vecteur" A tel que : 

-r -+ + 
B = rot A (4.34) 

puisque div 3 = dTv (rzt x) = O ( 4 . 3 5 )  
-+ 

Le potentiel vecteur A n'est pas lui-même défini de façon unique 

mais au gradient d'un scalaire près puisque : 

11 est possible de traiter les problèmes de magnétostatique à 
-+ 

l'aide du seul potentiel vecteur A qui est relié à la densité de courant 
-t 
1 qui en est la source,par l'équation de Poisson vectorielle : 

J 

où 11 est'la perméabilité magnétique d:i milieu. 
4 

On impose en outre au potentiel vecteur A de satisfaire : 



Les equntions ( 4 . 3 6 )  et (4.37) bicn connues nc prfscntcnt aucune 

origiiiiilit6. Ccpc~iclnnt: ~i o ~ i  se pci~clrc eur 1 'origine dc l n  dt-nirit6 dc co~i- 
-? rriit i qui crée l c  p o t e n t i e l  v<*c:it.iir A. on coiiqoir ninGuiciiï qu'cl le ti'e~~ 

ditFerenire de zéro cltic dutis uii mi Lieu conducteur. 04 s'applique la loi 

d'Ohm : 

où d est la conductivité du milieu. 

En combinant les équations ( 4 . 3 6 )  et ( 4 . 1 9 )  on obtient donc : l 
-+ 

Le potentiel vecteur A relié cette fois au gradient de potentiel 1 
qui en est la source satisfait donc les équations locales : I 

Si on compare ce système avec les équations microscopiques de 

la mécanique des fluides ( 4 . 2 9 )  et (4.31) : 

On constate cette fois une analogie parfaite entre le potentiel 1 
-* 

sse u, entre le potentiel électrique V et la pression p, 

a viscosité I /u  et le produit PU. 

REMARQUE : il apparaît dès maintenant un risque de confusion entre le sym- 
bôle y désignant la viscosité et le même symbôle désignant la 

perméabilité magnétique : nous l'éviterons dorénavant en dési- 

gnant par rl la viscosité. 'cette dénomination étant d'ailleurs 
1 

utilisée en chimie physique 

La secande' condition qui n* appa ns du 

potentiel vecteur, c'est l'êquivalent de " sur et dans les parois". 
J 

Nous allons donc examiner un exemple simple en comparant l'écoulement lami- 

naire d'un fluide dans un cylindre indéfini avec le 'phénomène iiagnétostati- 1 
que homologue. 

Soita un cylindre conducteur' indéfini dont la section droite est 

une surface S limitge par ud contour C (fig. 4 3 ) .  
f - -t La densité de courant 1 dans indre est supposée constante 

-b 
dans la section et orientée selon l'axe t du cylindre : I 



Figure 43 

f A l'extérieur du cylindre 1 = 0. 

Soit pis Pa perméabilité magnétique du cylindre, pr celle du 
2 

milieu extérieur. 
* 

Le potentiel vecteur A satisfaft aux équations : 

à l'intérieur du cylindre 

(14.39) 

à l'extérieur du cylindre 
4 t A ne possède qu'une composante dirigée selon oz d i m e  le courant 1 qui en 

est Pa eause et on aura done : 

intérieur 

1 %  O extérieur 
-+ * 

Le ch- -étique B qui dérive de A d'après (4.34) est de ce 

fait csü. - Pe plan perpendiculaire à oz et n'a pas de camposante 

selon oz. 

Puisque le potentiel vecteur n'est défini qu'à une constante près, 

on peut choisir celle-ci de façon que lepotentiel vecteur s'annule en un 

point particulier du contour du cylindre. 

Pour une distribution de courant invariante par translation 

-riut c'est- i c i  l e  a a ,  I n  r n a l u t i m n  g6nbrale de l'&arion (4.316) cp'ierit 

p u r  un point P intérieur au cylindre (DURAND 1381) : 

dS étant P'éPibent de surface qui entoure le point courant M. M 
PH étant la distance du point P,où l'on calcule AZ,m point 11 et l'intégrale 

étant etendue à tous les points M de la surface S de la section droite du 



:* 
S i  on désire  que le potentiel  vecteur A i ' amule  en un m i n t  P.. 

O 

du contour C, il s u f f i r a  d 'écrire  : 

Ce qui revient à retrancher de  l'équation (4.41) une constante 

égale au potent iel  vecteur qu'elle au ra i t  d o ~ é  en  P. : 

Cependant le f a i t  que AmZ(P) s'annule e n  P. sur  le contour C ne 

s i g n i f i e  aucunement qu ' i l  va s'annuler s u r  tout le contour C. 

Considérons a lors  la conditions au l i m i t e s  su r  l ' interface ent re  
+ 

les milieux de perméabilité li et 3 pai r  le potentiel  vecteur A et  les 
-+ + 

ch& i ~ g n é t i q u e s  B et 8. 

 angle 8 et l'angle 8 sont respectivement les angles que font 
+ + 1 2 
B e t  B2 êvec l a  normale à C : ils sont liés par : 1 

lil cotg = 1i2 cotg 8 2 (4.48) 

S i  l a  perméabilité li est beaucoup plus grande que v2 (yl + -1, 
I + 

comme le courant ne ci rcule  que dans le  cylindre, l e  champ magnétique B à 

l ' i n t é r i eu r  du cylindre s a t i s f a i t  ta ifours  au théorème deibnpèreet si ï e s t  

un contour in tér ieur  à C délimitant une surface F, intér ieure à l a  see t ion  S 

(fig. 43) on obtiendra en appliquant le théorème d'Ampère : 



-f 
Pour 1' induction B on obtiendrait de même : 1 

et si pl tend vers l'infini, B I  tend vers l'infini également. 

A l'extérieur du cylindre par contre, en appliquant le 

théorème d'Ampère à un contour ï' extérieur à C (fig. 43), on a : 

-b 

p étant fini ainsi que 1, B ne peut être infini. 
2 2 

Mais d'après (4.46) les composantes normales de BI et B doivent 
2 

être identiques : 

1 
cos e2 

--ii P 

cos 8 
(4.52) 

2 1 

Ceci n'est possible B tendant vers l'infini que si 8 tend vers 1 1 
al2 c'est-à-dire si le vecteur f est en tout point tangent au contour C .  

1 
+ -C 

La composante normale de BI, 
Bn i 

est donc nulle et en tout point 

de C : 

(5 est un vecteur unitaire tangent à C) 
a 

La condition (4.53) entraîne que A - cste sur le contour C, et z 
comme on a fixé A' = O en un point P. de C par l'équation (4.42) on voit 

que lorsque pl 
z 

tend vers l'infini, le potentiel vecteur tend à s'annuler 

sur le contour C. 

En posant p I 'r . p, l'expression (4.42) peut s'écrire : 

Le potentiel vecteur réduit A=(P)  est identique au potentiel 

vecteur AfZ(P) qu'on aurait à l'intérieur de S si la perméabilité y était 

p. 'mais en outre il s'annulera sur C et ne sera plus infini dans S si p 
r 

tend vers l'infini. 



A llcxtCrieur du cylindre, le potentiel vecteur A n'est pas 

-* 2, 
nul Car B2 ne l'est pas : il sera donné parl'expression (4.42) en rempla- 

Gant v, par LJ29 

-U2 
A (QI = - QM 
z2 

2n iz Log (-1 dsH 
s QOM 

Q est un point extérieur à S, Qo un point de C, M un point 

intérieur à S. 

A étant continu sur C on a A = A sur C et si v -+ a, z z1 22 1 

1 
+ O sur C avec A 

=2' 

Lorsque Q s'éloigne de S, le rapport QM/Q,M dans (4.55) devient 

très grand et l'intégrale de A tend vers -a, comme -Log (QM/Q,M), en effet 
22 

le conducteur étant indéfini selon l'axe des z, le potentiel vecteur A, (Q) 
2 

est du type logarithmique qui ne s'annule pas quand on s'éloigne indéfini- 

ment du conducteur de même que le potentiel électrique crée par une ligne 

chargée indéfinie. 

Si on se reporte à l'analogie avec la vitesse de circulation du 

fluide dans les canaux d'un milieu poreux il semble qu'il y ait incompati- 
3 3 + 

bilité entre A et u car, si le vecteur u est bien nul en dehors du canal 

d'un milieu poreux (il ne peut y avoir de circulation de fluide dans la 
-t 

partie solide) le potentiel vecteur A n'est pas nul en dehors du conducteur 

et tend même vers l'infini si on s'éloigne suffisamment. 

Remarquons d'abord que la croissance vers l'infini ist  lente car 

elle se fait en Log r. 

Mais dans l'équation (4.54) plutôt que A'= nous avons considéré 

un potentiel vecteur réduit = A'~/V,. 

Si ur tend vers 1 ' infini A:: = lim *' 
est fini . 

'1 Cir- jlr 

Si on considère de même à l'extérieur de S le potentiel vecteur 

réduit obtenu en divisant Az2 par p, on aura : 

et, si, à l'extérieur du conducteur de perméabilité relative vr tendant 
vers l'infini, la perméabilité est v2 - u., on aura : 

A une distance finie du cylindre, le potentiel vecteur réduit 

A 2  pourra être aussi ~etit que l'on veut si tend vers l'infini. 
2 r 



Tout ceci rev ient  cn Fait à d i r e ,  q u e  si l a  p e r m é a b i l i t é  du 

cy l indre  t end  v c r s  f ' i n f  i n i ,  t o u t  l e  f l u x  du champ m g n é t i q u e  se concen t r e  

à l ' i n t é r i e u r  du  c y l i n d r e  e t  qu'aucune l i g n e  d e  f o r c e  ne s ' e n  échappe 

(conducteur  magnetique p a r f a i t ) .  
-+ 

Le remplacement du p o t e n t i e l  v e c t e u r  A par un p o t e n t i e l  vec t eu r  
-+ 

r é d u i t  i:: = A / p  permet cette f o i s  de s a t i s f a i r e  à d e s  c o n d i t i o n s  aux 
ci ,- r 

-+ 
l i m i t e s  i d e n t i q u e s  â celles du vec t eu r  v i t e s s e  u : 

3 
~: + 0 s u r  les parais 

et dans les p a r o i s .  

Nous a l i o n s  ma in t enan t  par u;i exemple s i m p l e  v é r i f i e r  qu'on p e u t  

o b t é n i r , p a r  tes lois d e  l ' é lec t romagnét i sme s ' a p p l i q u a n t  au  p o t e n t i e l  vec- 

t e u r  r édu i t l de s  r é s u l t a t s  i den t iques  à d e s  r é s u l t a t s  c l a s s i q u e s  d e  1% k c a -  

nique  des f l u i d e s .  

I V " 3 . 3 .  - Appl icat ion de 1 'analogie magnetostatique à un cylindre circulaire- 

Loi de Poiseuille - 
Soit un c y l i n d r e  c i r c u l a i r e ,  indé- 

Figure 44  

f i n i  de rayon a, de perméabilité 

P I  = ii Uo parcouru par u n  c o u r a n t  I r 
(fig. 44 ). 

t 
La densité de c o u r a n t  r à l ' i n t é r i e u r  

est : 

Le champ aagnétique H en un po in t  i n t é r i e u r  d i s t a n t  de r du cerr 

tre est donné par  le théorème d'Ampère,il est à symé t r i e  r a d i a l e  : 

Le p o t e n t i e l  v e c t e u r  A es t  donné pa r  : 
Z 

-aAZ (r) 
3 = r o t  A B#r) = a r  

-an 
2 

E n r - O  B (r) = - ar = O 



- 2  œ"I?"'iz < O 1 A (r) est maximum aB,(r) - 
ar 2 z 

ar2 e n r u O  

Si on choisit la constante dans (4.60) defaçon que Az s'annule 

en un point du contour externe (r = a), il sera nul en tout point du contour 

par symétrie et on aura pour r < a : 

A l'extérieur du cylindre circulaire, la perméabilité est " a .  

La circulation du champ H sur un contour extérieur circulaire 

r > a e s t  : 

Puisque ~ ( a )  = O, on aura : 

La figure 45 montre l'allure de AZ(r) et de ~"(r) pour des valeurs z 
de p allant de 1 à 10 et montre comment A::(r) pour r > a tend vers zéro 

r z 
quand tend vers l'infini. 

r 

Relions maintenant le courant 1 à la différence de potentiel qui 

le fait circuler : si le conducteur circulaire a une longueur L, une conduc- 

tivitésa sa résistance est : 

I l '  R e - -  
0 .a * 

le courant 1 créé par une différence de potentiel V - V, appliquée entre 
2 

les extrêmités du conducteur est donc : 



Lc po lc t i t i c l  vcc tc~ ir  ( 4 . 6 2 )  s ' f cr i t  cn rcn~plaçnnt 1 par (4 .66 )  
I 

c 

Calculons l e  flux du vecteur 3 à travers l a  sect ion du cylindre : 

Figure 45 



i 

Calci11 onn i.):nl cmciit l n  vel cur rnoycrinc du potentiel vec tcur ri.diii 

A:: sus la surface S = na 2 
F 

Comparons maintenant les résultats (4.67), (4.68). (4.69) avec 

1 

- 1 A ,JO O 
(V -V ) 2 A:: 

A:: = - 11 n::ds = - = - 2 1 a p  z mûx 
S S 8 1 2 

les résultats classiques en mécanique des fluides,concernant l'écoulement 
I 

laminaire d'un fluide visqueux dans une conduite circulaire et connus sous 

le nom de loi de Poiseuille. 

(4.69) 

On obtient : (BRUN , MARTINOT-LAGARDE et MATHIEU [14 1) 
Prof il des vitesses dans le tuyau : 

r 1 u(r) - u(0) [ I  - (--)2] 0 - 
- 

4r7 ' 1 a 1 I (4.70) 

Débit en volume 

Vitesse moyenne du fluide dans le tuyau : 

La comparaison des équations (4.67), C4.68), (4.69) d'une part et 

(4.70), (4.71), (4.72) d'autre part permet de vérifier sur l'exemple de la 

loi de Poiseuille le bien fondé de l'analogie magnétostatique de l'écoule- 

ment d'un fluide visqueux. 
Le tableau 7 résume quelles sont les grandeurs homologues dans 

cette analogie. 

! M A G N E T O S T A T 1 Q U E ! ECOULEMENT D'UN FLUIDE VISQUEUX f 
! 1 ! 
1 1 4 
'Potentiel vecteur réduit : 1 

! ; vitesse : u 
4 ! 

! 4 lim A I I 
1 

pb" = (-1 
Fr- 'r ! ! 

! ! 1 

! potentiel scalaire V ! pression : p 
1 

1 ! 
I -=L 

! 
I v i s c 0 s i r 6  tlynnn~iquc : 0 

! CteG Il0 ! 
1 
! 

! flux du potentiel vecteur réduit : ! débit en volume : P = : dS 
! 

! 

OA:: = 1 3: ds ! S 
1 

! 

S 
! 

I 
! 

! - Q ! 
! potentiel vecteur réduit moyen : ! vitesse moyenne : u - S t 

! - @A:: ! 
1 A:: P - !,* 

! 
! S 3 ! 

1 
3 Au = l / r7  glad p 

! 
! 

A = u.0 grad V ! I 

Tableau 7 : Grandeurs homolo~ues dans l'a-@.. 

de l'écoulement d'un fluide visqueux 



IV.4. -  RELATION ENTRE SELF ET FLUX DU POTENTIEL VEC)FUR 
s- 

t e  flux du potentiel  vectcur réduit @A:: c t  l e  potentiel vecteur 

réduit  moyen jouent i c i  un rô le  important puisqu'ils sont les  analogues 

respectivement du débit  en volume e t  de l a  v i tesse  moyenne du f luide,  mais 

ils ne sont pas des grandeurs qu'on étudie classiquement en électromagné- 

tisme : aussi nous allons l e s  rat tacher  à des grandeurs plus connues. 

On s a i t  que l 'énergie magnétique enrnagasinée dans un conducteur 

parcouru par un courant 1 peut s ' éc r i r e  (DURAM) 1381) : 

Cette relat ion permet de dé f in i r  l a  se l f  L du conducteur à par t i r  

de considérations énergétiques. 

Comme nous travaillons avec un potentiel  vecteur réduit ,  A:: nous 

u t i l i serons  de même une énergie magnétique réduite  wx et une se l f  réduite 

Lx, car  lorsque l . ~  tend'vers 1' in f in i  W e t  L tendent également vers l ' i n f in i .  r 

S i  l e  conducteur e s t  un cylindre de longueur 1, de section de 
a 

i 
forme quelconque mais de surface S, l a  densité de courant 1 e s t  constante 

-% 

dans f a  section e t  indépendante de l 'abscisse. A e s t  également indépendant 

de l 'abscisse, e t  en intégrant par rapport à la longueur (4 .74)  devient : 

On obtient,  en simplifiant,  l a  se l f  réduite L:: : 

En posant A:: = Lx/ l  : se l f  réduite p a r  unité de longueur, on a : 

Lx1 @A:: - x::~ =. ,, = - JJA%S - -  .. A:: 
S s  S 

Le flux qu'on considère habituellement en électromagnétisme est 

l e  f lux de l'induction magnétique B : il s e r t  également ai l a  défini t ion de 

l a  se l f  car  on a : 

0, = L . 1  . 

s o i t  i c i  : 

L::I 
On obtient  finalement en réunissant l e s  expressions égales à - 

1 



REMARQUE 1 : La s e l f  L:: ca lcu lée  de l a  façon ci-dessus e s t  ident ique  à ce  

qu'on nomme p a r f o i s  l a  " se l f  interne' '  [SI en e f f e t  l ' o p é r a t i o n  

c o n s i s t a n t  à f a i r e  tendre v vers  l ' i n f i n i  e t  à d i v i s e r  par  u r r 
l e s  grandeurs obtenues r e v i e n t  à concentrer  l e  f l u x  b dans l e  B 
conducteur en annulant l e  f l u x  e x t é r i e u r ,  

En e f f e t ,  en a f f e c t a n t  d 'un ind ice  l e s  grandeurs obtenues 

avec un conducteur de perméabi l i té  p o p  e t  en séparant  l e  f l u x  

t o t a l  en f l u x  i n t e r n e  e t  f l u x  externe  au conducteur. on o b t i e n t  

deux con t r ibu t ions  pour l a  s e l f  t o t a l e  Lo, l a  s e l f  i n t e r n e  

Lo in t  e t  l a  s e l f  externe  Loext ; c e t t e  de rn iè re  e s t  hab i tue l -  

lement prépondérante. 

b = m o i n t  + ooext - I o  1 - BO (Loint  + Ioext) 1 (4.77) 

S i  l e  conducteur e s t  maintenant de  perméabi l i té  r e l a t i v e  p W 1  r 
la  s e l f  i n t e r n e  va devenir  prépondérante : 

L i n t  "r 'Oint Lex t * "ext (4.78) 

S i  o n  u t i l i s e  les va leurs  r é d u i t e s  en  d i v i s a n t  par  Y,. 

Q l i m  B 1 i m  @ O 
@,$: - (-1 = @ o i n t  + - e x t )  - L::I - (Lo + (- 

i i m f Z i t  
Pr- U r  r U r  i n t  ~i * p 11 r r 

d'où : 

La not ion  de s e l f  i n t e r n e  e s t  habituel lement d 'ordre  académi- 

que c a r  les conducteurs usuellement u t i l i s é s  son t  en matér iau  

non magnétique e t  l e u r  s e l f  i n t e r n e  e s t  négligeable p a r  rappor t  

à l e u r  s e l f  externe .  Mais pour un matériau conducteur de grande 

perméabi l i té  magnétique ce s e r a i t  l ' i n v e r s e  e t  l a  s e l f  i n t e r n e  

s e r a i t  prépondérante. 

S i  on r e p o r t e  l e s  r é s u l t a t s  pracédents  dans l 'exemple du cyl in-  

d r e  c i r c u l a i r e  q u i  a v a i t  s e r v i  3 r e t rouver  l a  l o i  de P o i s e u i l l e  

on t i r e  de l t 6 q u a t i o n  (4.69) e t  de  l ' équa t ion  (4.66) : 

S o i t  : L:: O s - 1  VO A:: = -  PO 
8n 8n (4.80) 

La s e l f  i n t e r n e  du conducteur c i r c u l a i r e  e s t  p ropor t ionne l l e  

à s a  longueur mais ne depend pas d e  s a  sec t ion .  



REbWQUE 2 : la I o  i rIe Pmi seui 1 e n'es t  va iabl c que polir rlr-n i.#iy:au~x de sec- 

~ i o i ~  c:i r r ' i i l  :r i rr. ,  potir c l < . s  tiiy;iux r lc  fcarrnc <I i f f r i r r - r i ~ c  i l  f acit 

intégrer pour chaque cas : on a néanmoins cherché à obtenir 

des foraules approximatives en se basant sur le fait que les 

pertes d'énergie par viscosité avaient surtout lieu à la péri- 

phérie du tuyau au contact avec la paroi et devaient dans une 

certaine mesure dépendre du périmètre mouillé par le fluide ; 

on introduit ainsi un rayon hydraulique m : 

section du tuyau 
m = périr& tre du tuyau 

et on écrit la formule de Poiseuille sous la forme : 

Pour une section circulaire de rayon a le rayon hydraulique 

vaut m = a/2 et on retrouve la formule (4.72). 

La précision de la formule approximative (4.79) est mauvaise 

dès que la section du tuyau s'éloigne de la fowe circulaire et 

en particulier dès qu'apparaissent des angles morts où le vites- 

se du fluide est peu élevée. 

Puisçue.lSanalogie magnétostatique permet d'identifier self inter- 

ne d'un conducteur et "perméabilité" d'une conduize, on peut imaginer qu'elle 

est transposable, telle quelle, à un milieu poreux et qu'en emplissant les 

pores d'un corps qui serait électriquement conducteur et de grande perméa- 

- bilité magnétique, il suffira de mesurer la self réduite par unité de lon- 

gueur de ce milieu pour obtenir une grandeur proportionnelle à sa perméabi- 

lité hydraulique. 

Hais la définition de self interne réduite n'a de sens que pour 

un conducteur cylindrique et ne peut être transposée à un milieu poreux 

qui constitue un conducteur de forme très particulière, 

En effet, d'après la définition énergétique (4.74) de la self 

réduite, ce n'est que pour un conducteur cylindrique que la densité de 
-t 

courant i est constante dans la section du conducteur et peut être sortie 

de l'intégrale (4.75). 

Pour un milieu poreux, en supposant une tranche d'épaisseur dl, 

de section totale S, percée par n canalicules de section élémentaire Sk, 
-f 

la densité de courant i dans chaque canalicule est fonction du gradient 
k 

local de potentiel, différent du gradient macroscopique et,en supposant 

cette densité de courant constante dans la section Sk, on aura : 



e t  si oui veut, came précGdemment, e x p r k r  dLx/dl = ÀA, on aura : 

où représente la valeur moyenne de 4 sur l a  section du canalicule k. 

C e t t e  expreçsCon est wisiblement difdérente de (4.76) où on trouvait : 

AZP égal ài a:: 
t4 

La seule f ason de trouver, par 1' analogie mmagnétos tarique, l 'ana- 

logue du cœfficieint k, pour un milieu poreux est d'appliquer directement 

P a  définition issue de l'analogue magnétostatique de l'équation de Darcy, 

u,a GA v 
4 

oii S e s t  l a  section du milieu poreux ~~aeroscopique, Grad V l e  gradient M 
macroscopEqlue de tensian, a l a  conductivité du liquide saturant l e s  pores 

et l ' intégrale du numérateur reprhentant: le flux tota l ,  à travers les 

sections des pores, du potentiel vecteur réduit A%. 

(Pl est implicite i c i  que nous supposons le  milieu homogène, c'est-à-dire 

que le flux de AX à travers toute section S e s t  le &&ne), M 

]Le but de notre étude étant de définir  une méthode de nesure élec- 

trique de la peméabilité hydraulique, on peut se d d e r  par quel =yen 

il est possible d'évaluer l e  flux du potentiel 1% à travers l a  section S H 
du milieu preux, la quantité Ax n'étant pas habituellement accessible 

aux lwsures, 

Pour contourner ce t te  diff iculté,  nous allons envisager une 

nouvelle analogie, entre deux grandeurs électriques, ce t te  fois, qui va 

nous permettre de raiplacer l a  mesure du flux de 2, par cel le  du flux 

de l' induction magnétique Sx, aBX, qui elle, est plus aisée à faire.  

Cette analogie est basée s m r  l a  correspdance formelle existant 

entre phé&nes de translation e t  phénomènes de rotation. 

I V  -4.1, - L ' anal qi e nagnéeodyn;iawique mi croscop3que 

S i  napis partons de l'équation vectoriel le de Poisson définissant 

P e  poeenrtiel vecteur AX ~croscopPque : 



-@ d.: = = -p,crE " (4 .851 

cii prcsnnr lc rata t ioiinc-1 des cPrrix rarc.mbrcit; noiir; obt icndronril aine 6rllirn t ion 
-S.* 

tlv Po i N;s.irii veul toi -  i 4 -  l l e pirai r I ' i inducci oa uir~~:iié t iqrie 14'- : 

* -a. -km. + -t 
;<ft (&) - h(rot An) = AB0- = -va rot I 

-t -+ = -W,Q rot E (4. $6) 
-P 

Si le champ E est un champ électrostatique, constant, son rota- 

tionnel est nul et (4.86) devient : 

Ce qui ne présente aucune analogie avec (4.85). 

XaPs si le champ électrique est variable dans le temps, on- 

aura(=) : 

et l'équation (4.86) devient alors : 
0 
4 

A%= = pou B 

qui présente cette fois une analogie avec (4.85). 

comme le temps intervient, naus appellerons "magné&odpamïque" 

cette analogie. 

Dans cette analogie microscopique entre grandeurs magnétostatiques 

et magnétodyaamiques, les grandeurs Piamologues sont précisées par le taaleau 

8 suivant : 

! ! JJ %dS = aBX = eB/IJr ! 
! ! ! 

S r 
4 

1 

! E ! -b - ! 
at 

= rot E 1 ! 

Tableau 8 : Analogie microscopiqur 
- - -- 

(=) Pour simplifier les nortations, nous notons la dérivée par rapport au 
ax & temps d'un point : - = 
dt 
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HV.4.3.- Obtention de la peméabilité k à l'aide des deux analogies 

S i  on calcule l e  flux to ta l  du vecteur Àz sortant de tous les  

canaux de l a  section S il aura p u r  analogue m a g n é t o d ~ q u e  par défini- 
RI' 

tim de l ' iduc t ion  ;~~acroscopique : % 

e t  la p e d b i P i t é  hydraulique Pr, à la  sui te  4es deux analogies successives 

aura coaiiae analogue d'après (4.84) et  (4.98) : 

Ce sont l e s  courants de Foucault twrbillorniaires,créés à l'inté- 

r ieur des pores remplis de la té r iau  conducteur par la variation de S. qui 

créent lvioduction isroscopique % : l a  mesure de k nécessite donqconnair  

sant %(t) imposée par un générateur, de Prorer %(t). 

5; a;.a place une M i n e  captrice de B spires, de section S de 

façon quk@lle so i t  traversée par l'induction B (t), on obtiendra à ses x 
bonies une tension e ( t )  t e l l e  que : 

+ s a B ~ ( C )  
e(t)  = (4.92) 

d t  

S i  19 courant I(t) dans le s o l é d d e  externe comportant n spires 

par unité de longueur es t  sinuo?dal de p lba t ion  U, on aura : 



k -  e(t) _ (4  -95) 
2 u lJ. Ii. Iiq n @l S I(t) 

La tension e(t) e s t  sinuso?dale en phase avec I(t). 

Ziais il exis te  une tension el(t) obtenue directement par o~utuelle induction 

entre l a  bobine excitatr ice et  la bobine captrice couplées par le ra tér iau  

de peraézbilité macroscopique pru : 
eq 

C e t C e  tension e l ( t )  est en quadrature avec le courant 1. 

Le rapport: de ces deux tensions d o ~ e  : 

où ep et e reprgsentent respectivement l a  tension en phase e t  la tension rri 
Q 

quadrature induite aux bornes de l a  b o b h  captrice et 6 l'épaisseur de peau 

re la t ive  au matériau a, p présent dans les pores, à l a  pulsation u. r 

Cependant nous avons exigé,pour l a  va l id i t é  des analogies.que u, 
s o i t  t r ès  grand pour que l e  flux magnétique s o i t  canalisé dans les pores : 

ceci conduit à une épaisseur de peau tendant vers zéro - et les courants de 

Foucault tourbillonnaires ne circulent plus alors  qu'à la périghérie des 

pores. 11 faut  donc trouver un compromis entre perméabilité \r et fréquence r 
de t ravai l  pour que l'épaisseur de peau s o i t  supérieure à la d a i o n  des 

plus gros pores; 

Ce calcul, très simplifié, suppose que le matériau poreux est 

disposé dans un so1éno"ie de grande longueur - ce qui ne sera pas &id-ent 

la disposition u t i l i sée  dans une diagraphie i n  s i t u  pour laquelle une g é d -  

trie adéquate de sonde devra être trouvée. 

La val id i té  de l a  forspule (4.98) devra ê t r e  testée expérimentale- 

ment avec des échantillons de roche de perméabilité connue, a f in  de  vér i f i e r  

l 'influence re la t ive  de ur et o. 
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Le but de ce qui précède é t a i t  de trouver des paramètres é lec t r i -  

ques susceptibPes d 'etre  reliés à la pem&biPité hydraulique d'un irnPiIPr~ 

poreux a f i n  de pouvoir disposer d'une méthode de diagraphie permettant de 

mesurer Pn s i t u  dans un forage pétrol ier  P a  perméabilité de P a  roche en 

fonction de l a  pmfonndeur. 

Pa thgorie que nous venons de développer nécessite de saturer l e s  

pores de Pa roche d'un corps qui s o i t  à l a  f o i s  conducteur de lléPectrPcité 

(conductivité # O) e t  de grande perméabilité magnétique (iir B 1). 

8irr sait que pendlaimit P e  forage d'un puits  pétrolier,  c ircule en 

permanence une boue donia: l e  rôle est à l a  Pois de lubr i f i e r  et ref ro id i r  

PkutPP de forage, de rewrrer lez debris de forage et  de maintenir les 

parois du forage en empn&hnt Leur elhoulement [3gK 

Cette boue sous pression dans P e  puits,  s ' i n f i l t r e  dans les pre- 

m i e r s  c e n t i d t r e s  de Ba roche autour du puits,  dont elle colmate plus ou 

moins l e s  pores (mud-cake interne) puis foxme une croûte externe (md-cake 

externe) s u r  les parois du forage 8391, 

Cette boue conductrice de 1'éPectrPcité a une perméabilité magné- 

tique re la t ive  &gole à !. 

Puisque de toutes façons, l a  boue do i t  colmater les premiers 

centimètres de roche, on peut imaginer de l u i  incorporer des produits magné- 

tiques susceptibles de l u i  donner une perméabilité r e la t ive  supérieure à 1, 

qui i ront  s e  f ixer  dans l e s  pores de l a  roche, réa l i sant  a ins i  notre hypo- 

thèse de départ. 

Ee prob lhe  s e  pose donc d'obtenir pour l a  boue, l a  plus grande 

perméabilité magnétique possible, dans des conditions acceptables de renta- 

b i l i t é ,  e t  sans changer l e s  autres paramètres physico-chimiques de cette 

boue. 



En cherchant des matCriaux de grande permé;ibilitê œagnêtiqua, e t  

wducteurs ,  on trouve des alliages t e l s  que le permalloy, l e  super~oallo~,  

etc.... mais leur prix semble devoir l es  écarter de ce genre d'usage. 

Pawi les  matériaux de grande perméabilité magnétique se  trouvent 

également l es  ferr i tes ,  mais ils ne sont pas conducteurs de l 'é lect r ic i té ,  

Ces fe r r i t es  s e  trouvent facilement à l ' é ta t  pulvérulent puisque 

les  noyaux en f e r r i t e  u t i l i sés  en électronique sont obtenus par f r i t t age  

de ce t te  poudre. 

Le prix de l a  f e r r i t e  semble à première vue pour notre 

ut i l i sa t ion ; cependant notre attention a é té  récerment a t t i r ée  par les 

résultats  d'une lu t te  contre P a  pollution industrielle menée à bien dans 

une usine française de fe r r i t es ,  qui permettait de récupérer des parricules 

de fe r r i t e ,  rés idus de fabrication qui s'échappaient jusqu'alors dans l'eau 

des égouts e t  dans l'air. 

Le résuptat.de ce t te  opération e s t  une boue ferri t ique qui, étant 

un déchet de fabrication doi t  pouvoir ê t r e  obtenue en quantités importantes 

dans des conditions avantageuses. 

Renseignements pris,  s a  densité est de 1,9 f 0,2 e t  sa composition 

moyenne approximative e s t  la suivante : 

CUO. SiO,; Ni0 < 1 X chacun 

Nous n'avons pu ccpcndant obtenir sa p e d a b i l i t é  relative. 

La densité de ce t te  boue ferri t ique est proche de ce l le  des boues 

de forage : e l l e  peut donc ê t r e  incorporée sans modification profonde de ce 

paramètre important d'une boue. 



Le f a i t  que lcs f e r r i t e s  ne s o i e n t  pas des conducteiirs é l e c t r i q u e s  

n ' e s t  pas gênant puisque l ' i ncorpora t ion  de l a  boue f e r r i t i q u e  à l a  boue de 

forage  s e  f e r a i t  en  remplaçant une p a r t i e  des  s o l i d e s  qui  c o n s t i t u e n t  l a  

boue e t  q u i  ne s o n t  pas conducteurs ( b a r s i n e )  par  des f e r r i t e s  q u i  ne l e  

s o n t  pas p lus  : la  r é s i s t i v i t é  de l a  boue q u i  dépend en  grande p a r t i e  de s a  

teneur en ben ton i t e  e t  e n  sels minéraux ne s e r a i t  donc pas changée ce q u i  

est nécessa i re  pour que ne s o i e n t  pas modif iées les  a u t r e s  d iagraphies  dont 

l a  r é s i s t i v i t é  de la  boue est un paramètre important.  

La s e u l e  inconnue est  l a  perméabi l i té  r e l a t i v e  g lobale  d e  l a  boue 

addi t ionnée  de p a r t i c u l e s  de f e r r i t e  e t  l e  pourcentage en  volume de  f e r r i t e  

q u ' i l  f a u d r a i t  a j o u t e r  pour o b t e n i r  une perméabi l i té  r e l a t i v e  p s u f f i s a n t e  r 
pour e f f e c t u e r  l a  mesure d é c r i t e  p lus  haut .  , 

On s a i t  que l a  perméabi l i té  magnétique d'un matériau pulvérulent  

est toujours  i n f é r i e u r e  à c e l l e  du même matériau massif  c e c i  d ' au tan t  p lus  

que la  t a i l l e  'des p a r t i c u l e s  est p e t i t e  e t  s 'approche d e  c e l l e  des domaines 

é lémenta i res .  

11 y a donc une op t imisa t ion  à o b t e n i r  pour l a  ta i l le  des  p a r t i -  

c u l e s  de f e r r i t e  nécessa i re  : 

- de façon q u ' e l l e s  ne s o i e n t  pas t rop  p e t i t e s  pour o b t e n i r  une perméa- 

b i l i t é  r e l a t i v e  s u f f i s a n t e .  

- de  façon q u ' e l l e s  ne s o i e n t  pas t rop  grosses  pour pouvoir péné t re r  

dans l e s  pores de l a  roche. 

Cependant, l a  perméabi l i té  hydraulique é t a n t  s u r t o u t  fonc t ion  des 

p lus  gros  pores de  l a  roche, on pourra se con ten te r  de  ne rempl i r  que ceux- 

là de  f e r r i t e  pour a v o i r  une v a l e u r  approchée de  l a  perméabi l i té  hydraulique 

cherchée. 

Nous ne pouvons pas pour l ' i n s t a n t  a f f i rmer  que l e  p r i n c i p e  que 

nous avons trouvé condui t  à une méthode de  mesure réel lement u t i l i s a b l e  : 

il f a u t  en  e f f e t  m a î t r i s e r  de  nombreux paramètres matériels e t  technologiques 

r e l a t i f s  à l ' i ncorpora t ion  de  f e r r i t e s  dans l a  boue d e  forage. 
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Mais nous pensons qu'une étude préalable en laboratoire sur des 

échantillons de roches, de perméabilité connue,: imprégnés de boue ferriti- 

que, permettra de vérifier si la perméabilité relative pr obtenue permet 

d'appliquer la tnéorie précédente et si les perméabilités hydrauliques ainsi 

trouvées ont une précision acceptable pour un usage en diagraphie. 

V.7.- CONCLUSION DE LA QUATRIEME PARTIE 

Cette quatrième et dernière partie fut primitivement à l'origine 

de notre intérêt pour les milieux poreux puisque, nous avons cherché initia- 

lement les moyens de concevoir une diagraphie de perméabilité. 

Aussi son intérêt est centré, non pas, cornole dans les parties 

précédentes, sur l'établisseiiient d'une relation théorique entre perméabili- 

té et caractéristiques du milieu, mais sur l'obtention d'analogies électri- 

ques utilisables entre équations microscopiques et macroscopiques dans le 

milieu poreux et équations microscopiques et macroscopiques électriques 

équivalentes. 

Ainsi par le biais de deux analogies successives, nous parvenons 

à une méthode de mesure électrique de la perméabilité. 

. 
Cependant, cette méthode nécessite d'introduire dans les pores de 

la roche un corps de grande perméabilité magnétique et nous discutons de 

la possibilité d'effectuer ceci en introduisant une proportion à déterminer, 

de particules de ferrite dans la boue de forage, 

Ce sont finalement des mesures en laboratoire,que nous ne pouvons 

effectuer, qui diront si ce procédé présente yn intérêt économique, en ne 

perdant pas de vue, toutefois, qu'il n'existe actuellement pas de méthode de 

diagraphie de perméabilité, et- que les pétroliers seraient déjà satisfaits 

si une méthode permettait de classer les roches en trois classe de perméa- 

bilité : 

O - 10 m Darcys 

10 - 100 m Darcys 

100 - 1000 m Darcys 



C O N C L U S I O N  G E N E R A L E  

Ce travail, qui était primitivement destiné à l'étude des seuls 

milieux poreux a pris finalement une orientation plus générale vers les 

milieux de structure aléatoire, dont les milieux poreux constituent un 

cas particulier. 

Nous l'avons divisé en quatre parties dont les deux dernières sont 

plus spécialement consacrées aux milieux poreux : nous avons en effet cons- 

taté, que les problèmes posés dans l'étude des milieux poreux se retrou- 

vaient dans d'autres domaines, sans que la liaison ait apparamient été 

faite entre les résultats obtenus dans ces différents domaines. 

Le point coaiiniun entre ces problèmes étant la nature aléatoire 

du milieu matériel utilisé, nous avons, dans une première partie, en nous 

basant sur la terminologie de la thermodynamique des phénomènes irréversi- 

ble, montré que le principe de moindre action qui sous-tend tous les phéno- 

mènes de transport, conduit, selon que le "générateur" externe applique 

au milieu aléatoire étudié un flux constant ou une différence de potenthel 

constante, à une minimisation desBux ou des forces internes respectivement. 

L'application du principe de moindre production d'entropie aux 

phénomènes de transport électrique permet de montrer qu'on peut encadrer Pa 

valeur du coefficient phénoménologique macroscopique (résistance ou conduc- 

tance équivalente) en utilisant deux approximations, l'une sur les densités 

de courant interne avec un générateur de courant externe, l'autre sur les 

champs internes avec un générateur de tension externe. 

Nous montrons que l'erreur faite sur le cœfficient macroscopique 

est alors du second ordre par rapport 3 l'approximation faite. 

Dans la seconde partie, qui est la plus importante de ce travail, 

nous étudions les réseaux aléatoires de résistances 



Après avoir mentionné quelques modes de construction de ces 

réseaux, nous étudions des réseaux de structure aléatoire composés de 

résistances identiques et aboutissons à une approximation généralisant la 

loi d'Ohm pour ces réseaux 

Dans l'étude de réseaux copposés de résistances aléatoires, nous 

obtenons d'abord un résultat exact pour des réseaux planaires de structure 

carrée ou "carrée en moyenne", reliant leur résistance équivalente à la 

moyenne géométrique de la distribution de leurs résistances, pourvu que 

celle-ci soit log-symétrique. 

Appliquant ensuite la théorie des graphes au circuit que consti- 

tue le réseau aléatoire, nous obteuons, par des considérations statistiques 

sur la valeur moyenne des arbres du réseau, la résistance équivalente à 

un réseau de degré -en quelcoague,comportant une distribution binaire 

de résistances, puis une distribution quelconque. Ceci se fait B l'aide 

d'un algorithe se prêtant au calcul drique. 

Nous vérifions en outre que les résultats précédents pour un 

réseau de degré moyen 4 sont bien retrouvés si la distribution des résistan- 

ces est log-symétrique et montrons que notre "théorie des arbres" 

conduit aux mêmes résultats que la "théorie du milieu effectif" utilisée en 

physique du solide. 

Examinant ensuite cette tsorie du milieu effectif, nous en 

dégageons les bases théoriques liées à un théorème de la théotie des cir- 

cuits, donnant à cette théorie une base plus sûre que les hypothèses habi- 

tuellement utilisées et montrant qu'elle peut s'appliquer à des réseaux 

non réguliers .bus expliquons alors pourquoi la théorie des arbres 

conduit aux m-eioes résultats approchés que celle du milieu effectif. *us 

terminons la seconde partie par une vérification expérimentale des théories 

précédentes. 

Les études faites sur de grands-réseaux,tirées de la littGrature, 

que nous rappelons,confirment nos résultats. 

La troisième partie est consacrée aux milieux poreux et mntre 

comrPent l'étude précédente des réseaux peut être profitable dans ce cas 

que ce soit pour l'étude de phéMIénes macroscopiques ou microscopiques. 



Dans 1'6 tude macroscapigue de 1 ' assemblage alGatoi re de blocs 
poreux, nous montrons que nos résultats génCralisent avec cinr précision 

supCrielarc des résultata trouvés dans la littérature. 

Nous montrons ensuite que l'étude microscopique des milieux poreux 

peut être faite dans le cadre des "phénomènes de percolation" jusqueici 

utilisés en physique du solide. 

Nous interprétons, à lBaid: de ces théories les courbes d'injec- 

tion de mercure et pression capillaire en montrant l'importance de la géo- 

métrie du système utilisé pour lrinterprétation de ces courbes. 

Nous montrons comment les théories de percolation expliquent 

l'existence d'un cycle d'hystérésis dans les courbes de pression capillaire 

en drainage puis, imbibition, l'existence d'une saturation résiduelle en 

fluide mouil lant et d 'une saturation irréductible en fluide non mouillant, 

et la présence de seuils de perméabilité relative en fluide millant et 

en fluide non mouillant. 

Les résultats obtenus ne sont , pour 19instant,que.qualitatifs, 
les probabilités de percolation utilisées en physique du solide ayant besoin 

d'être rccnlcn2Crs nvcc les contlitions aux limites, habituelles dans l'&tu- 

de des courbes de pression capillaire. 

La quatrième partie, enfin, est consacrée à l'étude de la perméa- 

bilité hydraulique d'un milieu poreux et à la façon d'en tirer une analogie 

électrique permettant d'obtenir une méthode de mesure de cette perméabilité. 

Après avoir montré que les équations microscopiques de l'écoule- 

ment d'un fluide visqueux dans un capillaire étaient différentes de celles 

de 1 *électrocinétique alors que les formulations macroscopiques de la loi 

d'Ohm et de la loi de Darcy étaient identiques, nous montrons l'analogie 

qui existe entre la vitesse locale de l'écoulement d'un fluide dans un 

capillaire et le potentiel vecteur rrduit, à l'intérieur d'un conducteur 

de même forme et de grande perméabilité magnétique souais à un gradient ex- 

terne de potentiel. 



Cette analogie magnétostatique n'étant pas susceptible de conduire 

2 une méthode de mesure macroscopique de la perméabilité, nous établissons 

une seconde analogie entre phénomènes magnétostatiques et magnétodynamiques 

qui permet, cette fois, par l'intermédiaire de la mesure du flux d'induction 

de retrouver Ba perméabilité équivalente au milieu poreux. 

Nous donnons alors Pe principe d'une méthode de diagraphie de 

p e ~ a b ~ l i t é  qui nécessite l'introduction dans les pores de la roche d'un 

milieu de perméabilité magnétique grande pouvant être constitué de parti- 

cules de ferrite mêlées 5 la boue de forage. 

Dans cette étude, nous nous solinies volontairement attachés au cas 

particulier des nilieux poreux et à leur utilisation dans le domaine pétro- 

1 ier . 

Il est certain que les méthodes utilisées peuvent être transposées 

à d'autres phénomènes de transport dans des matériaux de structure aléatoire 

et à l'étude d'autres cœfficients macroscopiques tels que la conductivité 

themique, le module d'Young, etc.... 

Nous pensons en outre, qu'il est nécessaire d'étendre le £onnalis- 

mes des "'phénomènes de percolation" à l'ensemble des dunaines physiques 06 

ils peuvent intervenir, car ils sont susceptibles, non seulement d'expliquer 

des résultats connus, mais aussi de prévoir l'existence de seuils dont on 

cornait mal, actuellement, la position, et qui sont de première importance, 

s'il s'agit par exemple de seuils de rupture. 

Conme nous le précisions dans l'introduction ce travail ne résout 
1 

qu'une partie des problhes posés mais, par la mise au point de méthodes 

approchées de calcul dans des domaines où les solutions exactes sont peu 

probables il permet une prévision, parfois excellente, du comportement 

macroscopique des phénomènes étudiés. 

Les résultatsobtenus sont essentiellement théoriques car nous 

n'avions pas la possibilité de mener 3 bien les expérimentations nécessai- 

res pour les corroborer, cependant, à chaque fois que c'était possible, 

nous les avons comparés à des résultats expérimentaux tirés de la litté- 

roture qui montrent que, dan4 bien des cas, nos prévisions rejoignent la 

réalité et: permettent parfois d'expliquer des comportements expérimentaux 

e w  jusqu' ici de justifications théoriques. 



On petit f a i r e  aux réseaux  que nous u t i l i s o n s  le  reproche  d e  

n ' ê t r e  que des  modèles i m p a r f a i t s  d 'une r é a l i t é  physique complexe : noiis 

pensons a v o i r  montré que, dans b i e n  des  c a s ,  l e  nombre d e  pa rami t r e s  u t i l e s  

pour l ' e x p l i c a t i o n  d e s  phénomtnes r é e l s  e s t  suffisamment p e t i t  pour q i i ' i l s  

p u i s s e n t  ê t r e  t r a n s p o s é s  en  r é seaux  pour l e s q u e l s  nous avons donné d e s  nC- 

thodes de  c a l c u l  géné ra l e s  pe rme t t an t  avec une p r é c i s i o n  souvent  s u f f i s a n t e ,  

d'cn o b t e n i r  l a  conductance é q u i v a l e n t e .  Les réseaux p r é s e n t e n t ,  e n  o u t r e  

l ' i n t é r ê t  de pouvoir  ê t r e  é t u d i é s  daiis l e  cad re  des phénomènes d e  percola-  

t ion .  

L'érude des  mi l ieux  d e  s t r u c t u r e  a l é a t o i r e  n 'en es t  encore  qu 'à  

ses débu t s  f a u t e  d 'un formalisme mathématique adéquat  e t  d e  la  grande diver- 

s i t é  d e s  phénomènes physiques dont  i l s  peuvent être l e  s i è g e .  

En i n t r o d u i s a n t  l a  t h é o r i e  s t a t i s t i q u e  des  graphes appl iquée  aux 

r é seaux  e t  l a  t h é o r i e  des  phénomènes de p e r c o l a t i o n  app l iquée  aux mi l i eux  

poreux, nous pensons a v o i r  f a c i l i t é  en  p a r t i e  c e t t e  é t u d e  e t  nous espérons  

que d ' a u t r e s  domaines que ceux que nous avons é t u d i é s ,  pour ront  tirer pro- 



PRINCIPES D'ERGODICIHE * 

La theorie ergdique est habituellement appliquée à des 

phééad~ies aléatoires stationnaires d a s  le temps et permet d'identifier 
.a 

des myennes renporelles avec des ayennes en probabilité [61.1] [AI -21 . 

Ainsi, si n(t) est une fonction aléatoire du temps t, P>spé- 

rance mathhatique de n(t) peut être obtenue en faisant la amyenne d'un 

n d r e  rrès grand d'échantillons n t  n t  - . . n ) pris à des. instants 

tg* t2 .o. 

5 s  
t espacés pour que les valeurs des échantillons 

n(t . ) puissent être coolsidéoées comme indépendantes. 
1 

Si on dispose de plusieurs processus identiques nl(c) q(t) ... 
n, (t), indépendants mais de même loi, ou bien de plusieurs "enregis- 

rC 

trementsqn du processus n(t), on peut de même, pour m e  valebr t de la 
1 

variable t q s  obtenir 

On peut calculer la rpke espérance pour un autre instant t2 ... etc et 
si le processus est stationnaire on a 

- 
La moyenne temporelle n(t) sera obtenue en intégrant sur un intervalle "r 

très grand, n(t) 



Ici encore si le processus est stationnaire, ;j-(t); est iwtépedant de 
l'instant d'origine t.. 

M i n  on dit que le processus est ergodique s'il y a identitÉ entre les 

rcoyemee temporelles et 1' espérance probabilis te c' es t;-àdircr ai 

Ici naus ne nous intCressons pas B des phénomènes fonction du 

temps mais B des phénomènes spatiaux et il faut transposer les dgfini- 

tions précédentes. 

La notion de stationnarité peut "ere ais€ment transposée en 

ha~iog6néité pour des p M d n e s  spatiaux. 

L numugeneire appose eu erre& que res proprreces s~arrsraques 

. d'un échantillon d'un milieu aléatoire sont iwtépendantes de 16 position 

de cet échantillon dans le milieu. 

8 ûn peut ajouter 1'iaotropie O; milir qui uupp~set que les 

proprilites statiques d'un ihhantilkm sont $ad&pandrotes de son @rien- 
< ,  

tation. Il n'y a pas d'6quivalent 1 l'i.otroPie les pbcd&s 
teaparelc car le temps est unidhemionnel. Quant 11erjpq#icit6 d'un 

ailieu algatoira elle aUp3o.e 'l?ad$Oepee B'uiwrPlieu dW6tQaaue infinie 

las b -y-s , . tmpre%l~e , A , 1 1  g=Oqae itra i.a.tl~lfrllq . , iriSWqpt 1-3 
&mmont ttrc reapiic&~a par d u  a 1 . p l ~ u  , , -  l pr*s (.fi$., .4 , .. au: 1-0 
piar., des n d a r u  o. des ml& ~ i h t  ~p:amb. 

.. 1 I I 

Nous alloas sur un erepple se rapportant aux ailiein poreux, 

*nr 
efectuer la transpositioo entre un p h é h  t-ral qtraodiqwa at un 

g h B d n e  spatial ergodique. 

ïm&n~ns um milieu peretn, bmg€o8 et isotrope, tailld en 

fanu de .prima Infisihnc l&g da . e c b  -L. oaicl. 



- S i  on çoupc cc milicu par un plan perpendiculaire 2 l'aac 

du prisme, ce plan rcncontre et coupe un nornbre n de "pores" disjoints 

c'est-à-dire de parties non solides du milieu (Fig. 1). Ce nombre n 

est une variable aléatoire qui dépend de la position du plan. 

Déplaçons selon l'abscisse x ce plan : on obtient le processus 

aléaroire n(x) dont Pa figure A 1 . I  donne une illustration, et qui e s t  

une transposition de n(t) où x joue le rôle de t. 

Figure A l . ]  

La moyenne probabiliste de n(x) sera obten*r:- en positionnant 

le plan à des abscisses x l  x2 .... \ suffisamment espacées à l'échelle 

des pores pour que les grandeurs n(r ), n(x2) .... a( ) uissent être 1 
supp~sées indépendantes. 

3' 

En faisant la moyenne des k échantillons obtenus et si k est 

très grand on obtient : 

Si le milieu poreux est homogène, on peut couper les k prismes 

à d'autres abscisses x2 xj ... on obtiendra : 

Quant à la moyenne spatiale, elle est obtenue en déplaçant 

le plan x de façon continue sur une distance X tendant vers l'infini 



Dire que le ioiilieu poreux est homogène et ergodique revient à 

poser : 

Les propriétés d9hmgéné?té du milieu, permettent de juxta- 

poser les k tranches prismatiques de section unité pour constituer un 

prisnie de section Ir gui constituera encore un milleu homogène (Fig. 61.2). 

~'intersectiom de cet ensemble de prismes accolés par le plan P! 

situé à l'abscisse x donne alors coume n d r e  de pores rencontrés : 1 

et quand le nombre k de prismes accolés devient très grand on a : 

Ainsi pour un milieu poreux homogène et ergodique il est équi- 

valent de calculer le nombre moyen de pores coupés par unité de surface : 

- en déplaçant un plan selon x dans un prisme de section unité : - 
on obtient alors la moyenne spatiale n(x) 

- en coupant par un plan quelconque un milieu de section S 

grande et en évaluant le nombre de pores coupés par unité 
air (xi) 

de surface de ce plan, -, qui doit être indépendant de 
S 

l'abscisse x. si le milieu est homogène. 
1 



A N N E X E  2 

1.- SYNTHESE DES RESULTATS EXISTANTS 

Les probabilités géométriques sont une partie de la théorie 

des probabilités relativement peu développées =ais qui semble trouver 

un regain d'intérêt si on en juge par quelques publications récentes 

[~2,43-E~2.83[A2.~03 traitant dknselnbles aléatoires, 

Connne son nom l-ndique, la théorie des probabilités géomé- 

triques se propose -dans les cas les plus simples- de déterminer la 

probabilité de certains événements liés à la rencontre aléatoire de 

plusieurs êtres gGométriques et dans lescas plus complexes d'évaluer 

la moyenne, ou certains moments, voire la loi de distribution de la 
II mesure'' de l'intersection de plusieurs êtres géométriques. 

La théorie des probabilités géométriques est jalonnée des 

travaux des mathéaaticiens suivants : CROFTON, DELTHEIL ( 1936) EA2 . 1 1, 
KENDALL-MORAN (1963) 1~2.21, MILES (1964)- (1975)  fA2.31-[~2.8], 

MATHERON (1975) [A.2.10] 

Les applications pratiques des théories précédentes ont été 

peu nombreuses mais elles se sont révélées fructueuses. On peut citer : 

CHALKLEY, CORNFIELD, PARK [A2.11] qui appliquent à la numération globulaire 

les résultats théoriques de CROPTON sur la surface spécifique d'un corps, 

PEREZ-ROSALES IA2.121-IA2.141 qui, prolongeant les résultats de CRALKLEY 

et al., trouve une méthode d'étude de milieux poreux en lame mince au 

microscope permettant de déduire la porosité, la surface spécifique, la 

largeur moyenne des pores etc., . par voie statistique - MILES CA2-31 
applique ses propres résultats sur les polygones formés par des droites 

enchevêtrées sur un plan, à la structure fibreuse du papier. PIEKAAR et 

CLARENBUBG [A2,15] utilisent les résultats de MUES, pour l'étude de 

filtres pour aérosols et déterminent que la distribution des surfaces 

de pores est sensiblement log normale. 

Enfin MA'MERON IA2.91 partant d'une étude de lames minces de milieux 

poreux tente de rattacher un certain nombre de propriétés du milieu 

poreux à des moyennes qu'on peut obtenir par l'étude statistique auto- 

matique de lames minces à l'aide d'un "analyseur de structures" (DELFI- 



Dans cc qui s u i t ,  nous rappelons un ce r t a in  nombre de résui- 

t n t s  connus que  nous modifions pour obtenir  quelques r e l a t i ons  nauvellcs 

qu i  nous scroat u t  i lcs. 
Donnons d'abord l c  r c s u l t a t  o r ig ina l  de CROJTïON. 

Soi t  un contour fermé de périmètre P entourant une surface S 

s i t u é  sur  un plan : s i  on jette au hasard des  d r o i t e s  indéf in ies  sur Pa 

surface,  l a  longueur A de l a  corde interceptée  est en moyenne : 

en notant Ps l e  périmètre spécif ique de l a  surface S, c'est-à-dire son 

périmètre par un i t é  de surface. 

Ce r é s u l t a t  de  CROFTON est é t a b l i  pour des f igures  convexes 

du plan. 

CHALKLEY e t  a l .  EA2.111 étendent c e  r é s u l t a t  à des f igures  

planes convexes ou non, en considérant,au l i e u  de d r o i t e s  indéf inies ,des  

segments d e  d r o i t e  de longueur L, j e t é s  au hasard : si  h est l e  nombre 

de f o i s  où une ex t rêmi té  du segment tombe à l ' i n t é r i e u r  de l a  surface 

e t  c le  nombre de f o i s  où le segment coupe l e  contour, on a après un 

grand nombre de jets. 

Cette méthode appliquéeen t r o i s  dimensions à un volume V de  

surface externe S donne : 
s 

en notant Ss l a  surface spécif ique du volume V, c ' e s t - à ~ d i r e  l a  surface 

par u n i t é  de  volume. 

J e t e r  au hasard un segment L dans un volume, est identique 

au f a i t  de  couper l e  volume au hasard par un plan P puis  j e t e r  l e  seg- 

ment L sur le  plan. 

A chaque f o i s  que l e  segment L est i n t é r i eu r  au volume il est 

in t é r i eu r  au contour découpé par l e  volume su r  l e  plan, Il en est: de  

même à chaque f o i s  que l e  segment coupe l e  volume.: 11 e s t  a lo r s  ex té r ieur  

au contour. 
- - 

Le rapport Lh/c = 4V/S est donc a u s s i  égal à s/Ps, Ps é t a n t  

l e  périmètre spécifique moyen des surfaces découpées par l e  plan aléa- 

t o i r e  P sur  l e  volume V, 

h 4 7 4  B TI 
P a -  

P - I c  Ss E(~) Ps 



S ' i l  n'y a plus un seul volume pais un ensemble de volumes Vi 

e t  des surfaces Si d is jo in ts ,  on aura encore : 

en considérant GV; comme l e  volume to ta l  dont CS5 est l a  surface. 

En deux dimensions pour un ensemble de contours plans de  

p é r h g t r e  P i  e t  de surface Si, on a de même : 

If ,- APPLICATION DES RESULTATS PRECEOENTS A DES RESEAUX MEATOIRES 

Nous al lons appliquer les résul ta ts  précédents au cas par t icul ier  

de wilieu a léa to i re  que constituent des réseaux aléatoires  en  deux ou t ro i s  

Considérons d'abord un réseau plan (Fig. M , l )  Réseau I : ses 

branches et  ses nœuds constituent une mosaïque de polygones, consid6mns 

l e s ,  pour les besoins de P a  d w n s t r a t i o n  légèrement d i s jo in t s  de façon 

* que toutes les branches soient  dédoublées (f ig. A2.2) (RéseauII). 

Figure 82.1 

Réseau I 

Figure A2.2 

Réseau II 

Posons un segment de longueur L sur  le réseau dont l a  s t ruc ture  

est supposée a léa to i re  : s o i t  n le nombre de branches que coupe L dans l e  

réseau 1, le nombre de branches coupées sera  2n dans l e  réseau 2. 

Considérons l e  réseau II eonane un assemblage de surfaces sur un 

plan e t  appliquons- l u i  les résu l t a t s  de ClULKLEP : Dans un grand -bre N 

de j e t s  de l a  l igne L,' si n i  e s t  l e  d r e  de branches coupées dans l e  

réseau 1, l e  nosabre de coupures du contour des surfaces du réseau 11 est : 



Les-contours é tant  aussi rapprochik que l'on veut, 2 chaque j e t  

de Pa ligne L scs dieux exétSmités tombent dans des surfaces et  on a donc, 

avec l e s  définitioaç précaentes : h = 2N 

ûn obtient donc après un grand nombre 'eV de j e t s  d'après l a  fofislule (73 : 
- 

15 gui représente Pa somme de toutes les surfaces des pl jgones est 

égale à L a  surface du réseau puisque les polygones sont infiniment proches. 

IP same des p é r i s t r e s  des polygones e s t  égal à deux fo i s  Pa longueur de 

toutes les branches du rikeau pisqu'eBles ont été dédoublées. 

On a donc en notant La longueur to ta le  des branches 

S i  ïe rkeau e s t  LPnscrie dans un carré de côté E et de surface L~ 59) 

S i  le  réseau comporte B branches, la longueur moyenne d'une branche est : 

- 
et  (10) s 'écr i t  : 

6in peur encore introduire l a  deasi té  de branches par unité dè surface b : 

e t  (10) s * é c r i t  encore : 

Reprenons ce t t e  déeionstratioa p u r  un réseau tridimensionnel 

i n sc r i t  dans un volmue V. 

Us Branches.du réseau constituent l e s  arêtes  de polyèdres 

adjacents - séparons Pes encore en dédoublant Beurs faces coimaunes. 

S i  on jette une ligne L dans le réseau un nombre B de fo is ,  P e  

nombre de coupures de faces de polyèdres est : 



Le nombre de f o i s  où l e s  extrêmités de l a  l igne tombent à l ' i n t é -  

r i e u r  des polyèdres est encore : h = 2N 

e t  l a  sur tace  spécifique des polyèdres e s t  : 

d'où on déduit  : 

LEsi L-SF. 
E(m) = - = - (A2.13) 

41vi zv 
où Sf e s t  l a  surface de toutes  l e s  faces de polyèdres du volume V. S i  l e  

volume V e s t  un cube d ' a rê te  L e t  de volume L ~ ,  on a : 

Coupons maintenant l e  réseâu tridimensionnel par un plan P, l ' in ter-  

s e c t i o n .  des polyèdres avec l e  plan dessinera sur  ce lu i - c i  une mosaïque 

ple ine de polygones adj.acents s imi la i re  à c e l l e  des f igures  1 e t  2 : l e s  

t races  Lis branches coupées s u r  l e  plan const i tuent  l e s  nœuds du réseau 

plan, l e s  faces  des polyèdres coupés donnent l e s  branches. 

Le nombre de branches coupées par l e  plan P e s t  donc égal  au 

nombre de nœuds dâns l e  réseau plan indui t  sur  P. 

Nous a l lons  obtenir  ce nombre de branches coupées en considérant l 
l e s  branches i n t é r i eu re s  au volume V comme des s e s e n t s  aléatoirement I 
r é p a r t i s  en posi t ion e t  en or ien ta t ion  - hypothèse raisonnable puisque nous I 
supposons l e  réseau tridimensionnel de s t ruc tu re  a l éa to i r e .  

Supposons pour s impl i f ie r  que toutes l e s  branches ont même lon- 

gueur 1, s o i t  S l a  surface externe du volume V, h l e  nombre d'extrêmités 

de branches i n t é r i eu re s  au volume e t  c l e  nombre de branches qui coupent 

l a  surface externe S, en appliquant l a  formule de CHALKLEY (5) on ob t ien t  : I 

e t  l e  nombre de coupures de  l a  surface S par u n i t é  d e  surface e s t  donc : 

s' il y a B branches dans l e  volume V on a : h = 2B' + c I 
c a r  l e s  cbranches qui o n t  coupé l a  surface externe S avaient une extrêmité 

à 1' intérieur. .  

S i  l e  volume e s t  suffisamment .grand, on peut négliger c vis-à-vis 

de  h, c a r  c e s t  proportionnel à l a  surface externe, h au volume <interne e t  : 



A. il0 

on a donc h#2B e t  ( l6 )  s'écrie : 

sii EB = 1 . B  e s t  la longueur totale des branches dans l e  volune 8 .  

Si. on rappelle Ày f a  longueur d e  branches par unité de volmne : 

~ on obtient pour le nonbre de coupures par unit6 de surface : 

Les branches étant reparéles de  façon isotrope dans Ie vo8wr;;e V, 

l a  densité yS des  coupures par u n i t é  de surface ést l a  meme pour fout plan 

de coupe. 

S i  Pe volume V est un cube de volume L~ et si l e s  p h a s  de coupe 

sont paralPèles awifaces de surface L=, le nombre moyen de coupures par inin 

plan e s t  : 

D'o2 les relations : 

02 on a posé cet te  fois : 

b a - =  densité de branches par unité de volume. 
L~ 



A N N E X E  3 

P.- PROPRIETES DES û40YENIPYIES ARHPWIEBPQUES, 
D PSTR HBUBPONS WELcoNwes 

La. moyenne P a  plus utPPisée en s t a t i s t ique  est la moyenne arith- 

anstique qui se confond avec l'espérance mathématique de l a  variable alé- 

atoire.  

La planprt des ouvrages de s ta t i s t iques  e t  probabilités ( [ P U . I ]  

a LA3.181) ne définissent que Pa  moyenne a r i t b g t i q u e  et ignorent tota- 

lement les myemes 1P;~monPques et géo&rriques. 

Seuls quelques ouvrages [A3.11][A3.12] définissent Pa moyeüaiae 

g b 6 t n i q u e  e t  la moyenne PIcrrmnique a i s  P e s  propriétés énoncées en sont 

peu nombreuses. 

mious noterons dans ce qui s u i t  pour s i s p l i f i e r  l ' écr i ture  : 
-A x = moyenne arStbi2tique de Pa variable x, +!? 
x = moyen& harmonique de B a  variabBe x, 

2 = moyenne g&mGtrique de l a  variable r. 

Us d é f i ~ t i o ~ l s  de ces mmye~r~~nes sont, rea;pective*nt p r  des 

disttPbutioil~-r discrztes e t  pour des densités de probabilité coat imes de 

variables x positives : 

l ima B Da 
;P=EG) = - xi = q'" f ( ~ )  dx - * j=j O 

-G lim P PP 

(x 1 = E(Ug x) - -; 1 Log xi = J- lo* f(=)dr (1U.Z) 
i-m O 

s o i t  encore : 
dI 



u - -.. 3-c .ji t iuri "ciass ~ _ ~ ~ e ' '  e~y~te ccs G O ~ C ~ G L * C S  LI.; : - . . - 

<I -4 rrd; - 
x x < * %  

" . , . J #  

PL c'y a >;ail:& qüc si Ba disrribution de x est csncezütrCc CL w f i  2 0 ~ ~ 2  

c'est-9-dixc s i  ~ o u s  ; C S  x -  soct Cgaux. 
1 

IV.- 9;STRIBUTIÇkS ""LX-SYl4ETRàQUESU - LEURS PROPAIETES 

Saas Girons que La fonction dc distribution d'une v~rtolûie 

a1Satoire x est "log-symétrique" si la fonction de distriburi~s; &c LA 

varia3le y = -mg x est symétrique. 

Soit GE = I(y) dy 3 2  d a n ~ ; t e  de probabiàité de y = Log x, wz 

2eut écrire en sevenant 5 Pa vcl;iaiDLe x : 

Si la ~iscrihution f (y;  es8sy~(rtr iqi , ie  par rapport à une v a ~ e ~ r  

yo, on a z 

ou fiy,, + a) = f(yo - a) (a - JP 
eé Ya dis tribu~rion x g(x) = f (Log x) = f [y) est égalmené spétrique pôr 

rapport à La valeur xo telle que y. = Log x o .  

y. est moyenne anithmécique de la distribution P(y) et xo est myenoe 

géonétrique de la distribmtion g(x) en effet, : 

Mo~trons maintenant que si une diseribution est log-sym6trique 

sa m y e m e  géoaétrique est moyenne géométrique de sa moyenne arithétàqüe 

et de sa noyenne harmonique, 

La distribution étanc log-sp6trique on a d'après (7) : 

-A 
f (yo + a) = f (y, - a) avec y., = Logx* = y 

.'osons : Q = Log Ir, on obtient : 

;(hg xo + L . O ~  %) f ( h g  h o )  E ( h g  x-Log k) f(Eog (+)j 
A 

et en remplaçanc f ( h g  x) par xg(x) d'après ( 6 )  , on obtient : 



S i  on remplace g(yxo) par g(~,,/~) / tiré de (9) , (P 1) deviene : 

POSOUS alors x' = x,/y, (12) s'écrit : 

on obtient f i n a l ~ e n t  : 

D'où Be théorsme : 

TrfEUENE : &a mye?lt~e géanrék.ique d'une dis&rCbu.P:ion tog sopré- esiG 

moyenne g&n~&- de ta nuyemne aritlneCiqus e t  de Zc: myeme 

iaaPnramqus de cstis disk.ibection. 



A N N E X E  4 

T H E O R I E  D E S  G R A P H E S  A P P L I Q U E E  

AUX R E S E A U X  E L E C T R I Q U E S  (::) 

1 .- D E F I N I T I O N S  

On appelle graphe d'un réseau éléctrique, .l'ensemble des E 

branches (qui portent des résistances ou des générateurs) et desS nœuds 

(qui les connectent). 

La valeur d'une branche est selon le cas égale à l'impédance 

ou à l'admittance qu'elle supporte. 

Un arbre d'un graphe de N nœuds est un ensemble de ( P l )  brai;- 

ches joignant cous les nceuds du graphe sans former de chemin fermé (cycle). 

On appelle cordes d'un arbre les B-N+l branches qui n'appartien- -- 
nent pas à cet arbre. 

Nous zppellerons valeur d'un arbre le produit des admittances 

de ses (N-1) branches. 

l La figure A4.1 montre les arbres du graphe d'un réseau simple 

avec leurs valeurs. 

3 c +  I I 
I 

2 3 4 .  y, y2 y4 y, y4 y5 y, y3 y5 i 
3 f.69 i 

l i Figure A4.1 = Arbres d'un graphe avec leurs valeui-s 

(;:) Nous ne donnons ici que des résultats essentiels pour la compréhension 
de notre méthode de calcul. Pour un exposé plus complet, naus renvoyons 
le lecf eur aux ré fé rences  IA4,lI [A4,2][A4,3], 



11.- M A T R I C E  D E S  A D M I T T A N C E S  DE NCEUDS 

S o i t  un réseau de N nœuds dont l e s  nœuds numérotés 2;-1 e t  S 

s o n t  r e l i é s  à un générateur de courant  d'impédance in te rne  i n f i n i e .  

On appe l l e  matr ice  des  admittances de nœuds Y (::) une matr ice  

c a r r é e ,  symétrique de N-1 l i gnes  e t  colonnes dont l e s  termes diagonaux Y . .  
i 1 

r ep résen ten t  l a  somme des admittances about issant  au nœud i e t  dont  l e s  

termes Y s o n t  n é g a t i f s  e t  représentent  l e s  admittances r e l i a n c  l e  nœud i i j  
au nœud j .  

Les l o i s  de Kirchoff s ' é c r i v e n t  sous forme m a t r i c i e l l e  : 

(J) = (Y) (v) (A4.1) 

où ( J )  e s t  une matr ice  colonne des courants  de source de nœuds dont  l ' & l é -  

ment Jk r ep résen te  l e  courant  de source i n j e c t é  au nœud k. 

Dans l e  cas p résen t ,  l a  s e u l e  source de courant  é t a n t  r e l i é e  

aux nœuds N- 1 e t  N (N e s t  p r i s  comme référence) ,  on a : 

(V) e s t  la mat r i ce  colonne des tensions de nœuds , V .  e s t  donc 
3 

la  tens ion du nœud j p r i s e  par  r appor t  au nœud N de  référence .  

La f i g u r e  A 4 . 2  montre un réseau simple à 4 nœuds e t  l ' é q u a t i o n  

( J )  = (Y) (V)  correspondante : 

4 
~ i ~ L r e  A 4 . 2  : Matrice Y des admittances de nasuds 

Les tensions de nœud son t  obtenues par  invers ion  de l a  mar r i  ce Y : 

(V) = (Y)-' (J) (A4.3) 

En p a r t i c u l i e r ,  l a  tens ion du nœud N-1 par  rappor t  au nœud de 

ré fé rence  N e s t  donnée par  : 

(::) Cet te  ma t r i ce  e s t  habituel lement notée  (Y ) dans l e s  ouvrage's de  théo- n 
r i e  des graphes appliquée aux réseaux é l e c t r i q u e s .  Comme nous n'em- 
ployons que c e t t e  ma t r i ce  nous l a  notons (Y) pour s i m p l i f i e r .  



où  YI e s t  l c  dCtcrniinnnt dc 13 matr icc  Y c t  Y le min( .~ i i -  dc: ('0 y-1 ,N-1 h i c  ol>tciiii 1211 rnynritl l a  (N-1) l igne  c t  la (N-l)"me colonne de  'f. 

L a  rCsis1ancc  quiv val ente du  rcseau e n r r c  l c s  nwuds S-1 ci :; 
c s t  donc : 

R c q  = 
" H - 1 , ~  - Y ~ - ~  ,N-1 - --- 

J I Y  I 

I V . -  CALCUL DE LA R E S I S T A N C E  EQUIVALENTE D U  RESEAU A P A R T I R  D E S  VALEURS D E  SES 

ARBRES 

Un c e r t a i n  nombre de théorèmes on t  é t é  é t a b l i s  [~4.1][~4.2][~4.3] 

q u i  permettent de c a l c u l e r  l e s  déterminants  Y  YI, à p a r t i r  des  
N-1 ,N-1 , 

va leurs  des arbres  du réseau. 

THEOREME 1 : Le déterminant [ Y I  de Za matrice des admittances ce r,œuZs 

d'un réseau sans impédances rnutueZZes e s t  égal 2 Za somrne 

des valeurs des arbres du réseau. 

THEORENE 3 : Le mineur Y de Za matrice des adnittances de nœuds slohtier,t 
ji 

à part ir  du réseau1i-epZié" obtenu en court circui tant  Ze r,ceud 

j au nceud de référence : i Z  e s t  égal à Za somme des vaZeurs 

des arbres de ce réseau "repZié". 

On peut déduire de ce  q u i  précède l a  r é s i s t a n c e  équivalente  

vue e n t r e  l e s  bornes N et N-1, 

Y ~ - l  ,N-1 somme des va leurs  des a rb res  du réseau " rep l i é"  
Req = i= ( A 4 . 6 )  

\Y 1 souune des  va leurs  des  a rb res  du réseau "or ig inel"  

S i  on a p p e l l e  T l e  nombre d ' a rb res  du réseau o r i g i n e l ,  T' l e  

nombre d 'a rbres  du réseau r e p l i é ,  e t  s i  on no te  Vk l a  va leur  d 'un a r b r e  

du réseau o r i g i n e l ,  V I l  l a  va leur  d 'un a r b r e  du réseau r e p l i é  

T' Tt N-2 
L v; 1 ( g j l )  

Req = 
'N-I ,N-I  = 1=1 = 1=1 j= l  

T T N-1 ( A 4 . 7 )  
1y I 

k= 1 k=l i-1 

Les g e t  gik s o n t  des conductances du réseau appartenant  respec- 
j l  

tivement aux a rb res  du réseau "repl ié" ,  e t  aux a rb res  du réseau "originel" .  



La figureA4.3 illustre le calcul de Req par cet deux réthodes 

pour le réseau de la  figure A4.2 
- > " - 

3 
Ir 1 = Y Y Y + Y Y Y + Y,Y4Y, + Y2Y,Y, + Y,Y,Y, 

2 3 4  1 2 4  - 

lE2 + Y Y Y  1 2 3  + Y Y Y  1 3 4  

4 (saoipe des valeurs des arbres de  l a  figure ~ 4 . 1 )  nEnrru 'cas~l* 
6 .  

, . 

v w v v  , , * 3 . r. - 

+ I - 1 
r< , . <  

+ Y , Y ~  + Y2Y4 + Y2Y3 + Y1Y4 
P .  

1 

$, 

Figure A4.3.: Calcul de la  résistance équivalente au réseau 

Q - 



A N N E X E  5 

SoPih: une poplatican de B S ~ h e n t s  camportant deam ty-pes d%Xé- . 
ments x et x en proportions respectives p B 2 

e t  p2 = P - p l .  

0x1 tire de c e t t e  population ~ n n n  6chantiPlon de nn i51Gmcnts ec oz 

cherche P a  probabili té d'avoir k élZmennts x dans c e t  &chnt%llsn .  f 
le nmbre de fagonsde prélever n él&ennrs $is t%ncts  parni S e s t  

donné par P e  c e r f  ie ient  bin~cspial. 

Le nombre d'él&nts x, dans l a  populatkn est Npl et l e  nombre 

k él ihents  x, peuvent ê t r e  choisis parmi l e s  Np de ('LI) facpos 
1 a - 

et s'il y a Pt é"Yents x, dans l ' é c b n t i l l o n  il y aura (a-k) él&encs 
Y 

x2 qui pewennt être choisis  parmi les Mg de ( 2) f asons différentes ,  2 wBc_ Wnisqu'insn choix de Pr é l b e n t s  x peut ê t r e  ~0RIinbl~e avec n'importe quel D 
choix d'éléments x le nombre de façons de t i r e r  Pr: él&aenes r dans 2' P 
B e é c ~ n t i l l o n  n est : 

ee. la probabili té de Pt él&ents x, dans 11échanti180n n e s t  obtenue en 

divisant  (2) par le  m b r e  t o t a l  de  choix de  l 'échantil lon : 

. le systènie de probabil i tés~ '  esr appelé "distribution hyper- 
(n) 

géomï5trPque" ce9 s a  fonction gén6ratrice eslt une fonction hypergéméérique. 

S i  x et  x représentent des valeurs astacln6es aüar -?!&-ai~ss de P 2 
m k e  ~ l ~ v a l u o n s  l e  produit Zndes  valeurs des n él&ents tr~rfos : 



rei kn - --. - - > . . - -  
$a peut ulhricr 1-'e.pirioce dm tt raziabt albtoirei kn 

. I _ -  = x . . - 3  .,. r.- - - --. - - >  . . - -  

(A5 -51 
kiQ 

(BPI) (NP~) 
n f L PL (AS.7.) 

B(ZO) *- x2 irO 8 
1 

L'expression (7) a' est antre que la fonction gidratrice de l a  
k i n  probibilitZi p~ ultîpli6c pax < : mrmuodi& qu'il s'agit du dhreloipe- 

.- < 

iaent dumm fmctisa trjiqae, ce qui n'est pyt &vident B prea~i8rc 
ma. 

du coefficient de PwSmmer par la foxmule suivante (TmtE 11 51) t 

oii (-alii esi un carff icient de Pochhamer tel que : 

Nous attirorup cependant l'attention sur l a  coPfusion facile ;i - 
9.' "PL " i i  ' 

faire hotte le  ecefficimt de r (a), et le  cœff icient ($, oti- . 
., . A'&+ 

t . r i  
+C' *?*' 

. - 1  1. n 

. -. ",+ - ,++a 
fA3.ilf et qui waut .: - *ti :. 

- r* 

, . 
peu coura;rtt, c a r  ies Lorvctioas ttiqrrss $bat d@!Uritr, hotritue&- -d'', 4 -  

,prtir &ES ws$Pieimq - dr $edsr@-~. . + 

4 =. 

U .* & .  
'* , . 

Y ft3 nt f ,  m, - fa1 F , - n -  ='Ta-P(P~><ra). -.  . .... a (-1) 8 i ~ . ~ o )  I , .  Y 4 ,. L 
: ? .. '. C j* 

Ite df %cima ' 9"iit c - -  * - w* i,J:-:% ~:?2?c , * , *~g.~!;&, , > , w, 

c i Y ( i t  . 7 .  
(a), - IJ? a . >  + ; . <.. . i <' l4 

' '. 
* \ >  - h:;j' 23 et aa mit émrrrc avec les notations 6e hrge que : 4: 

- .  ,. ., 3<h 
* 3 

, ' , < + L ' * i  6 1 ,  <-l)kc,nlk - .f?% 
(:) - -dr = kl (kli. 11) . $ kl -g 

, '2.D 

d'où on dihait  t . % h ib - 4  - " .--....-AMP. 

. , k]i * ~ * f  = - - ,  a - . - - 



Nous n'utiliserons pas cependant la notaéisn de BEXGE, celle dé 

Pochliamcr Grant consacr8e par I'usagc dans l ' é r i i d e  des foneéi~ns hyper- 

- géométriqu~s. 

Avec la notation de Pochhamer, (7) s'écrit d'après ( 8 )  : 

k 
( - 1 )  nt 

E(Z,) = xi 1 zP (AS. 12) 
k=O k! (n-k)! . (-N)* ~ - 1 ) ~  

et en appliquant l'identité (UKE 1153) 

(-W2) n-k s'écrit : 
k 

(-1) (-Kp2In - - 
(-Np2) n-k . ( I +Np2-II) 

et (13) s'écrit alors : ~ 
La fonction hypergéûmécrique de Gauss F (a,b,c;z) adsetéant le 2 I 

développement suivant en polynôme lorsque a est un entier négatif : 

(15') peut à i a  f i n  s'écrire : 

11.- DISTRIBUTION HYPERGEOMETRIOUE A PLUSIEURS VARIABLES 

Examinons maintenant le cas où il y a plusieurs types d'éléments 

dans la population N, soit les ÊIémr .ts x x x x en proportions 
1' 2' i' n 

respectives p 
1 '  

p2 ... pi . .. p, telles que : Cpi = 1 

En suivant Le insrne raisonnement que précédemment, la probabilizé 

d'avoir dans un échantillon de n éléments,pris parsi S,un nombre k d'élé- 
1 

ments x , un nombre k dTÊléments x . . . . . k d'éléments x teuque : f 2 2 n in ' 



est 

La disiribution de probabilités (1 8) est appelée dis tribution 

fiypergéornétrique à ( p l )  dimensions (WILKS CA3.41) caril n'y a que m-l 

variables indépendantes* puisque, d'après (1  7) : 

k = n - (kl + k2 + .... + km-i) 
'10i 

Soit encore Zn le produit des valeurs des é1' ents de l'échan- 

tillon, on aura : 

Zn = x;1 x p  ..o... x km-' ;x, m-1 m 

L 
(AS. 19) 

avec la probabilité (1 8) 

L'espérance de Zn s'écrit alors : 

III.- DISTRIBUTIOK DES ELEMENTS RESTANT APRES TIRAGE EXHAUSTIF 

La loi hypergéornétrique à une dimension donne la probabilité 

qu'on obtienne r éléments x dans un tirage de n éléments fait parmi une 

population de N élhents contenant une proportion p d'éléments x et 

q = 1-p d'éléments y, 

celte probabilité s'énonce (AS -3) : 

(r) = 
(9 ( Rq ) (9 ( r n-r = r Np-r 

'n N 
(NJ 

Quand on tire un échantillon de n éléments, il reste N-n éléments 

non tirés de la population. 

Si on tirait un échantillon de N-n éléments, il resterait n 

éléments non tirés, 

Il est intuitif de penser que la ~roportion d'éléments x dans un 

échantillon n tiré de la population au hasard est identique à la proportion 

d'éléments x restant dans les n éléments non tirés quand on a prélevé un 

échantillon de N-n gléments également au hasard : montrons le simplement. 



Ida g10puPa~ncpn P\ji ccpntneiimt 3Jg-u bl6mirn~s x, aussi la ;Broianir: 2 d c  

t i r e r  r élémcnts x dans un échantillon n e s t  identique 5 l a  pro%abilPtG l e  

trouver (Np-r) El6munenlts x dans les  R-n éléments restants  ce que pkous note- 

rons par : 

Dans un t i rage de B-n éBémenés, par conséquent, h a  probabilii~é 

d'avoir r éléments x dans l e s  n éléments non t i r é s  sera : 

- p(M~-r) F(r)  - 
n N-n 

e t  en remplaçant dans (1) n par N-n e t  r par Np-r, on obtient : 

On déduit de (23) e t  (24) que : 

On peut donc affirmer que : 

THEOREME : La p r o W Z i t é  cile t i r e r  r é Z b n t  z daPrs un éc 

p r i s  daPzs une ~ Z c m t ~ a n  de 111 e s t  Zdentiqm & IrE prahB.iEit& 

de h i s s e r  r ékénmentk z dans Zes éZéIIPats restants q r è s  tim- 

ge de N-n éZéma.Gs dans la même poplut ion.  

Ce  théorErne peut s'étendre à une l o i  hypergémétrique à plusieurs 

dimensions Porsqu'PB y a dans l a  population B des éléments x i *  *2 " O -  liP 

en proportions p , ,  P2 O--  Pm- 

la probabili té de t i r e r  r1 éléments x 1 ' r2 éléments x2 .... r 
PPP 

éPihents x dans un échantillon n s ' é c r i t  (A5.18) : 
rn 

On peut effectuer l a  mnae  démonstration en écrivant que l a  proba- 

b i l i r é  de trouver (NpI-rI) éléments x (Np -r ) éléments x2 . . . . (Npmlrm) 
1' 2 2 

éléments x dans les (N-n) éléments non tirés e s t  l a i  même que ( 18) : 
m ' 

E t  dans rnnn t irage de (N-n) éléuaents, l a  probabili té d'avoir r 
i 

éléments x. dans les n éléments res tants  e s t  donc : 
n 



( " P i  'PZ j P .  , 
Np -r  N p 2 - r 2  

i ! N ~ r n - r n  ? ( X ? l - r I  . . . . Sp--r ) = N-n m N (i.,; . : 6 )  
(l<-n 1 

st  c n  ro i sùn  cle l ' i d e n t i z é  pour l e s  c œ f f i c i e n t s  binomiaux : 

( 1  = ( * )  
,,I n-m 

( 2 5 )  c r  ( 2 6 )  s o n t  égaux e t  pzr cons6qucnl on a  encore p o u r  l:, d i s t r i b u t i o n  

hypcrg6ométrique 2 p l u s i e u r s  va r iûb l< , s  : 

Puisque l e s  p r o b a b i l l t f s  d ' a v o i r  des 6lEnen:s x , ,  2, ... x  en 
3 

, r ,  . r s o n t  i den t iques  dans l ' é c h a n t i l i o n  n e ;  daos 2ropor t ion  * 
ni 

les n  S lêacn t s  r e s t a n t s  ap rê s  t i r a g e  de N-n éléments on peut  ers conc lu re  

a e  façon  p lus  généra le  que l a  d i s t ~ i b u t i o n  des v a r i a b i e s  x d z r s  ; l échan-  

t i l l o n  n ou dans l e s  n  éléments r e s t a n t s  e s t  l a  s ê z e .  

IV. - f { 3 y ~ ; p ( ~  DU PRODUIT DES V A L E U R S  D'UN E C H A N T I L L O N  R E S G L T A N T  D'CN T I R f i G E  

E X H A U S T I F  

1, x2> 
. . ..> X Supposons que l e s  c a r a c t è r e s  x in q u i  é t a i e n t  ü'c;;,m 

chés aux é l é z e n t s  t i r é s  s o n t  des  nombres p o s i t i f s  e t  ca lcu lons  l e  ?ro?,uit 

d e  ces  nornhres. 

On n o t e r a  Z n  l e  p r o d u i t  des  v a l e u r s  de n éléments t i r é s  

et Z- l e  p rodu i t  des  v a l e u r s  des  N-n éléments r e s t a n t s  non tirés : 
X-n 

Supposons l a  popula t ion  N f i x e  : l a  moyenne géométrique d e s  

valeurs x des éléments de  l a  popula t ion  sera : 

-G K x = ( IT x . )  
1 i n1  

et: par coiisciciucnt : 

N 
r x .  = (X)N = c.% n s t a n t e  

L=] 1 

On peut  donc Gcr i r e  : 



Zn é tan t  l a  valeur du produié d'ün'échantillon Ge n CLk.L.:;, 

si on tire un grar.~ nonbre d'échanti l lons e t  qu'on effectue 1, zoycar.P cLs 

-G x 
Z a  abtenus, on ?eut éc r i r e ,  puique (x ) e s t  ünre constante G e  La 2cpu;a.- 

riofi : 

-A Ce qui s ' é c r i t  en introduisant  Za moyenne arithmétics\ie dzs Z- 
& -  

4 
e t  Z- moyenne harmonique des Z- 

N-n N-n' 

-A -H Zn - z- = 
N-n (fi .34; 

Kais (A5.32) peut auss i  s ' é c r i r e  : 

e t  en passant aux espérances on ob t i en t  : 

D'oii on déduit ,  avec l e s  mêmes notat ion que précédemment : 

En appliquant l e s  r é s u l t a t s  da paragrsphe précedent, pufsq~z ;a 
a 

d i s t r i bu t ion  des valeurs  de x au s e i n  d'un échant i l lon de n est Pa aezz 

qu'au se in  des n restarits après tirage d'un échant i l lon de X-r i ,  or& peut 

é c r i r e  : 

E ( Z d  = E(Z'n) s o i t  -A Zr; = -A Zn (*A. 36) 

E(B/&) = E ( ~ / z , P )  s o i r  znH = zn (225.371 
- 

E ( h g  2,) = E (Log q.) s o i t  -4 Zn = zn ~ ~ 5 . 3 3 )  

L'ensemble de ces re la t ions  es: va lab le  quelque s o i t  O d n  <N. 

La s é ~ 2 i o n  22 (34) ec (35) pemdt  d'écrire : -- 
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- 

h w n t e s ,  on peut 

-*F wXz-7  *%*'R"" ,--. $,"$-il : ~ , ~ ~ z Z Z ~ ~ ~ R ~  
) peut done s'écrire e~~ -*O- -1 



A N N E X E  6 

LGI GE D ISTRiBUT ION "LGG-UN IFORME" 

Par aaa?ogle avec ia l o i  "log-nonna: 2" rious appelons i o l  

"log-uniforne" la loi de distribution d'une variable aléa~oire ?~sL:lve 

x dont le logarithme y est distribué selon uae loi unifonle. 

La figure A6.1 donne la forme la pius générale de la distri- 

bution de y dont la msyennc arithmétique est M 

Figure A6.1 

1,'écjuation en est : 

1 
g(y)  = - 2A 

M-A < y < M+A (t16.1) 

La loi de distribution f ( x )  de la variable x est obtence en 

identifiant les densités de probabilité : 

1 f (x) dx = g (y) dy = - 1 dx dy = - -  
2A 2A x 

On en déduit : 

1 dx 
f ( x )  dx = - - c (M-" ) < (M+A) 

2 A  ' x 
( A h .  2)  

e t  si on pose m =sM et A Log a on obtient : 

La figure A6.2 represente la distribution f ( x )  



>: X est la ùimyeiuie arith6ti<iue de la distribution de y, zû =e 

Y est donc lai nimyeme g6~~énrique de  celle de x = e . 

La moyenne ;nniPt~éique de f(x) esé domGe par : 

La moyenme hamoniçtpne dle f(x) sera telle que : 

2 . ;B = (2'2 

quami a temi vers 1, Î + ;B + 1. 

% -PB quand ai tend vers l'infini, x tend vers O et x vers lwiirP1Eini. 



kant qui  O C C U ; ) ~ ~ ~  p r L ~ i t i v ~ z e , ~ t  ;a to~zàlt8 d e s  pores. 

des  pores esz V = OV ert on appe l le  sacilsacion s la  r 'raction de ce w s Z - e  
P 

remplie par  uin f l u i d e  : si V est le  voPume de  f l u i d e  oceupannt Les porss f 
oa  a donc : 

Oa désigne sous B e  nom de "courbes de p r e s s i o n  ezpi~fl,aPre"les 

courhes r e l i a n t  P a  çatunaèion en f l u i d e  non mouillant  s  à 1a pression 
S 

impssge 2. ce f l u i d e  pour P e  f a i r e  péagtrer. 

S$ au l i e u  de mesurer B e  volume de f l u i d e  ns i~  mouiYlaat ené~G, 

on mesure I e  volume de f l u i d e  mouiPllant ctîsscé des pores, on t racera  l a  

courbe de sa tura t ion  en f l u i d e  izpsuiBlant s en fonction de l a  pressEsn : B!! 
onauraév idemien t  : s + s = 1 

lu' M 
S i  l a  courbe e s t  t racée polir des csoissantes  en paxZacC 

de sW = O (sX = 11, on laappelle courbe l e  d ra inage  e t  s i  on f a i t  redécroi- 

ère l a  pression à p a r t i r  d'un maxlïnvm arileint,jusque zsro, l e  f l u i d e  
1 

mouillant  chassé, repénètre e t  on obt ien t  alors l a  courbe l8faûbiSPtZan. 

Dans l a  mnnééhode d ' In jec t ion  de mercure, l e  milieu poreux e s t  

prealablmené v idé  d ' a i r  e t  le rôle du Lluide mouillant est donc joué 

par le  v ide  : on fonce du mercure, f l u i d e  rnon mouillant à pi5ncéérer : 
1 

l seu le  l a  satunaéioo s en f l u ide  no,. noui l lant  peüs être mesurée, en drai -  
N 

nage, c o m r  en imbibition. 

Dans les mét.iodes c lass iques  de mesure de pressions c a p i l l a i r e s ,  

te l le  que c e l l e  des  "é ta t s  resraüïés"  l e  f l u i d e  mouillant es: bBituePke- 

=..né de l ' eau  e t  l e  f lu ide  non msu5llant de l ' hü i l e  ou du gaz. 



t 
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f l u i 6 e  M n  mouillant p&>6aBtre par l a  rurfaee Eatttrtile e t  par Ic  d e n ~ i i a  du 

cylindre,  chassant l e  f l u i d e  mouillane qui ~ i t  Clvan6 par lo base du 

cylindre.  

Dans c e t t e  méthode il e s t  p lus  fréquent de mesurer Ic voluae 

du f l u ide  mouillant évacué ou en t ré  d'où on dédui t  l a  sa tura t ion  sX en 

drainage, comme en imbibition. 

Q d e q u e s o i t  l a  méthode u t i l i s é e ,  l a  progression du f l u i d e  con 

mouillant e s t  consid6rÉe comme quasi-statique c'est-à-dire infiniment 

l en te .  

II. -, LOIS DE LAPLACE - LOI DE GJHASBURN, - 

. , - , Y 1  , - %A l a  base 'des, méthodes de mesu 
, . 

< ' *  
; trouvé' l a  p rop t ié té  physique suivante : 

L' interface séparant deux f l u ides  nonrmaZbles e s t  une surface dont 

l a  forme e s t  t e l l e  que son énergie l i b r e  s o i t  minimum, coiapte tenu 

des  condit ions aux l im i t e s  imposéies par l e  réc ip ien t  contenant les 

deux f lu ides .  
- 2  

Cette  surface e s t  une surface à courbure moyenne constante en 

tous points  donnée par l a  l o i  de LAPLACE : 

2 1 2G1 2 F,! t 4 (A7.1) (- + -) = - 
Pc-G12 RI Rî R 

:+ G * ,  
#?y + 

m gv?;G 

r l a  di f férence d e  pression régnant de pa r t  et d 'autre  de  l a  
fh4 ,. .. 

(pression c a p i l l a i r e ) .  

5 2  arst l a  tenasion in t e s f ac i a l e  en t r e  les l iqu ides  1 a t  2, fonct ion du 

çoupba de l iqu ider  u r i l i s & s .  

RI e t  R2 sont l e s  rayons de courbure principaux aelon des p l m s  psl-pendi- 

eula i fes ,  en tout point  da l a  surfsea. 

(te rafla de courbure moyen Bm est la  myenne hammnique 4.1 r iyens  de 

courbure pqinaipaux) . 
La l o i  de  hplace &sr relative aux propriétgr de l ' in t le r fwa  

f  Xwide 1 - f l u i d e  2 mais ne d i t  tien sur l e t  comlitioae de raçe@rdmaae 
P V ~ C  un &entuel so l ide  enf ennant les deux pbrtrep f iuides.  

S i  on considère l ' i n t e r a c t i o n  en t r a  le@ deux f l;i4ss aC uns 

paro i  sol ide ,  on f a i t  in te rven i r  les tensions Snratfaciales rruivsntos : 

*1 s = tension in texfac ia le  snFre f l u i d e  i é~ so l ide  

62S = tension i n t e r f a c i a l e  en t r e  f l u i d e  2 e t  solide 

g 2  = tansion i n c & f r c i a l r  oarre f l u i d e  1 ac gluidc 2 



ta c o ! x ? ~ s i t i o n  Ge c e s  t c n s i o n s  ( f  i g .  t.7.1) ,'I l ' c n d r o i  r OG s e  

r cncon t r cn t  t c s  CI-ûi c; :>hasts d ~ r . 3 ~  un Ccluilibre d e  1' i z ~ c r f a c r -  si oz s : 

CriS = "  
2 S + Gi2  cos  6 fi17 - 2 ,  

Figure  A 7 . 1  

a é t a n t  l ' a n g l e  sous  l eqüe i  ss  fait f e  r ~ c c o r d e r , e o t  d e  l ' i c t e r f a c e  avec 

l e  s o l i d e .  

C e t t e  r e l a t i o n  d i t e  relac<ûr: d " f ~ i : n g ,  î&.7.1][~7.2] donne : 

c o s  0 = 
5 s  - G2s 

- 

e t  montre que l e  raccordement de  l ' i n t e r f a c e  avec les p a r o i s  s o l i à e s  se 

f a i t  'avec un ang le  d e  c o n t a c t  c o n s t a n t  8 q u i  ne dépend que d e s  p r o p r i é t é s  

r e l a t i v e  du t r i p l e t  f l u i d e  1 ,  f l u i d e  2 ,  s o l i d e .  

Avec n o t r e  n o t a t i o n ,  l e  f l u i d e  1 est non n o u i l l a n r  e t  l e  f l u i d e  2 

m o u i l l a n t  s i  6 e s t  i n f é r i e u r  à n / 2 .  

Dans l e  c a s  t r è s  s imple d ' u n  tube  c a p i l l a i r e  c y l i n d r i q ü e  G e  

s e c t i o n  c i r c u l a i r e ,  on peut  c a l c u l e r  exactement l a  forme d e  f ' i n c e r f â c e .  

S i  l e  rayon du c a p i l l a i r e  e s t  r ,  l e  reccordeirient du ménisqiie 

d e  l ' i n t e r f a c e  avec l a  p a r o i  s o l i d e  s e  f a i t  s e lon  un c e r c l e  e t  l a  s u r f a c e  

à e  courbüre moyenne cons t an te  q u i  s ' appu ie  s u r  c e  c e r c l e - n e  peu t  être 

qu'une c a l o t t e  spher ique  dont  les deux rayons d e  courbure  s o n t  égaux : 

RI = R2 = R (A7.4) 

S i  l ' a n g l e  d e  c o n t a c t  e s t  8, on a ( f i g .  A7.2) : R c o s  8 = r 

F igu re  A7.2 



e t  l a  différence de pression d e  part et d'autre de 1"iinrtenEar-2 est : 

Si l e  capi1Banne é ta i t  conique, de demi-angle rppn scmmeé a (fig.  W7.3) 

P8gnre A7.3 

on aurait cetite fois  : 

R cos (8 + a) = r 

n: étant l e  rayon du cône au niveau du b u t  du ménisque. 

2aI2 cos (8  9 ci) 
d'oG : - P, = Pn - P2 - r (A7.5'9 

Le mG11pisque Gtant partout en c o ~ ~ t a c t  avec l e  solide, on peué 

àcrn~en: une innrterprétationnmdcani~e simple de ces relations en Gcrivciné 

que l a  force exercée p a r l a  difE6rence de pression p -p sur l'?interface 
1 2  

de section s est  éqi~niPBbrée par Ba cimnposanite vertticale de la Lorce exer- 

cée par l a  tension PnserfaciaPe a sur Be contour de raccordement de 
8 2 

Pciirneerdace avec l e  solide c'est-Z-dEre Pe "périmètre mouiBPé9' E. 

On obéient ainsi  pour l e  capillaire cylindrique c8rcuBcrire, 

(pl - p*) m2 = Crl2 cos0 . 2m 

et potan l e  capillaire conique de section c i raPai re  : 

relations qui, une fo is  shplEiSes rdoment  l e s  formules (~7 .5 )  et (~7.5'9. 

Dans Be cas gdnéral pour une seetÉon non circulaire et à condi- 

tion qu'PB y a i t  paraout contact entre Pe pourtour de l'interface e t  le 

solide, on voit  qu'il d f i t  d'&rire : 

soi t  : 



- -. oG L/S va reprasen~er Pc pérkètre par uzité l e  surface, c'es:-;.-~;ra 

le périnè~re spécifique, de la seccion droite d-J capillaire 2 "i'ezC~olc 

où est arrêté le aénisque de l'interface. 

Le ' k zyyo  hydraulique" tz d'un capillaire étant Céf%i ;inaZit;rel- 

lenent par lA7.331~1,7.4] 

On écrira (67-6) sous .la forisle : 

o ços(6  + a) - i 2 
P I  - P* - n 

(A7.2) 

La l o i  de Washburn ütiiisc la relation (67.5) er. sess invers2 
- - 

et enonce qce, pour faire pénétrer un fluide =an nouillant dacs u-n ~ 6 2 ; ~ -  

'Laire cyf5ndrique circulaire de rayon r, rerpll de  f ir; lde aoz~liant, si 

l'angle de contact est 0 et la. tension interfaciale entre le fluide G.,, - 
il faut exercer sur le fluide non nisuillant une surpression par TÜ~~OL'I 

au fluide ros~ilnant (pression d'entrée) celle que : 

20i2 cos8 - 
Pc - Pl - P2 2+ r (A7. F I )  

relation qu'on peut généraliser à un capillaire cylindrique non circu?aire 

en remplaçant 2/r par I/m à condition que les fluides niouilienz Pa.éota2i- 

té du périmètre du capillaire. 

Une fois la condition (A7.8) remplie, le fluide non nouifiact 

pénètre, l'interface progresse et ne s'arrêtera qu'en ur;e positfoa 03 1s 

I a rayoa hydraulique -na est tel que la relation A7.8 n'est plus satisfa'- 
. - 1  

l 

la pression p . 
C 

l Cette relation n'est valable rigoureusement que pour un capiilai- 

I re cylindrique (non conique) dont la section est entièrement occun>Ge psr 

l' interface entre les fluides : c'est loin d'être le cas dans les 

milieu naturels. 

En effez si Le capillaire, supposé cylindrique et rectiligne, 

I présente dans sa section droite, des parties du périmètre dont Pe rayon 

l de courhre est inférieur au rayon de courbure minimum accessible à la 

pression considérée, et,en particulier,slil y a des parties anguleuses 

dans la section droite, le fluide non mouillant ne peut y pé~étrer(fig.A7.S.) 



.LC;bC. 
A chaque zugmen~arion infinitésimale de pression, i'tnte-=--P. 

progresse atteignant des sections de canaux de rayon hydraulLc;r;e r.. 22üs 
1 

petit, d'angle de conicité ei dont on pourra définir la "prcssicn i ' 
d ' ouverture" : 

En outre, dans des sections déjà occupées par le f lü ide  noc 

mouillant l'interface prend un rayon de courbure moyen plus petit qui l ~ i  

permet d'occuper des anfractuositésétroites qui n'étaient pas encore 

emplies à des pressions inférieures, 
* -. Théoriquement, on pcrut donc diviser le milieu poreux en une irkzi- 

nité dlCICmenrs de volumes AV, qu'on peut prendre égaux, 

caractérisés chacun par un angle de conicité a. et un rayon hydraulique 
I - 

m. dont la pression d'ouverture p. est domée par (A7.9). 
1 * 1 

Si V est le volume total des pores, le nombre de ces él5aents 
P 

de volume sera : 

La distribution du nombre ni de ces éléments de volurïies enconc- 

tion de leur pression d'ouverture p permettrait de caractériser utlic- i ' 
ment la structure interne du milieux poreux. Cependant, dans ia pratique, 

des éléments de volume internes théoriquement accessi'~1es à la pression 

p. ne pourront être envahis par le fluide non mouillant que s'ils co~;?:u- 
1 

niquent déjà avec celui-ci, par une extrêmité ou par une autre. 

Si on trace donc la courbe expérimentale du nombre d're Gchlr;rn2s 

élémentaires envahis à la pression pi, c' est-à-dire la sa tucac;or effective 

en fluide non mouillant s(pi), on obtient la courbe classique d'injection 

de mercure ou de pression capillaire différente de la courbe : 

ni (pi) 
s"(pi) = 

N 
( A 7 - 1 0 )  

Et pour cette courbe expérimentale, les conditions 3ux limites, 

c'est-à-dire les faces par lesquelles entrent ou sortent les fluides 

mouillants et non mouillants, et qui sont fonction de l'apparelllage utill- 

sé, sont de première importance. 

La saturation théorique s::(p.) pourrait être obtenue par les 
l. 

méthodes précédentes si on utilisait comme échantillon de milieu poreux 

une lame infiniment mince. 



Lcs problCmcs de connexité e n t r e  porcs  q u i  fon t  d i i F C r ~ r  ~ ( 2 . 1  

c t  s::(p.) n c  j o u c r a i c n t  a l o r s  p lu s  e t  n. é l é n e n ~ s  de  volüaes  ;,odrrsicr,t 
1 1 

effectivement s c  r empl i r  à l e u r  p r e s s i o n  p.  d ' o u v e r t u r e .  
1 

Flnlheureusement, s a n s  doute  à cause  des d i f f i c u l t é s  éz?Crir,ccta- 

 CS, nous n'avons jamais entendu p a r l e r  d 'une  t e l l e  mesure, f o i t e  s u r  c ; ~ s  

lames minces.  

Cc r t a in s  a u t e u r s  (DULLIEN BATRA [ ~ 7 . 5 ]  pour a v o i r  acces  à l a  

v f r i t a b l e  "granulométr ie"  des  pores  o n t  imprégné dcs  mi l ieux  poreüx de  

méta l  à bas p o i n t  de  f u s i o n  p u i s  d i s sous  l a  m a t i è r e  s o l i d e  du a i l i e u  

poreux, ob tenant  a i n s i  un " s q u e l e t t e "  s o l i d e  du volume des pores .  

Une é tude  microphotographique s u r  une coupe de  c e  " sc ,üe l e t t eW 

l e u r  a  permis d ' o b t e n i r  une courbe  de  d i s t r i b u t i o n  des  "largeui-s de pores"  

e f f ec t i vemen t  t r è s  d i f f é r e n t e  d e  c e l l e  qu'on p o u r r a i t  dédu i r e  des  courbes 

d ' i n j e c t i o n  de  mesure. 

Cependant, c e  genre  de mesures ne  permet pas  d ' a ccéae r  à l a  

courbe s::(p. ) c a r  il . f a u d r a i t  mesurer  l e s  pé r imè t r e s  s p é c i f i q u e s  Qes  po r s s .  
1 

I I I . -  OBTENTION DE LA COURBE s::(p.) SUR U N E  LAME MINCE 
1 

l 
I On peu t ,  p o u r t a n t ,  e n v i s a g e r  d ' u t i l i s e r  une coupe d e  m i l i e u  

poreux pour mesurer s::(p.) de  l a  f açon  s u i v a n t e .  
1 

Imaginons que dans l e  m i l i e u  poreux, en t r o i s  dimensions on a i t  

pu r e m p l i r  de  f l u i d e  non iriau;flant , à une p r e s s i o n  donnée p .  tous l e s  
1 ' 

éléments  de  volume a c c e s s i b l e s  à c e t t e  p r e s s i o n  ou à des  p re s s ions  i n f é -  

r i e u r e s  sans  t e n i r  compte des  r e l a t i o n s  de connex i t é  e n t r e  pores  i n t é r L e u r s .  

Coupons a l o r s  pa r  un p l a n  l e  m i l i e u  poreux, on t rouve ra  corne  

t r a c e  s u r  l e  p l an  de  coupe l a  s e c t i o n  des  "pores" avec  c e r t a i n s  pores 

emplis  p lu s  ou moins complètement d e  f l u i d e  non m o u i l l a n t  e t  c e r t a i n s  

porcsv ides  de c e  f l u i d e .  

S i  l a  s u r f a c e  des  po re s  a p p a r a i s s a n t  s u r  l e  p lan  d e  coupe de 

s e c t i o n  S e s t  S e t  s i  l a  ' su r f ace  t o t a l e  de  f l u i d e  non mou i l l an t  e s t  
P 

SN(pi) < S on en  dédu i r a ,  s i  l e  m i l i e u  e s t  homogène e t  s t a t i o n n a i r e  
P ' 

pour qu 'on p u i s s e  app l ique r  une hypothèse d ' e r g o d i c i t é ,  que : 

Mais l a  p r e s s i o n  p d ' ouve r tu re  d ' un  élément  de volume e s t  fonc- i 
t i o n  de  l ' a n g l e  de mouil lage 8, dépendant d e s  p r o p r i é t é s  r e l a t i v e s  des  

f l u i d e s  e t  du m i l i e u .  



P@wi a;*affzomchir de ces pzapriétLo rekati- et abtenir urrn 

-.- *rrt,w 4&%& #&a! a&xg 

peut introduire uoe preasiorp te plr t k l e  cpue r 

* &  U7.i2> 

ceci revient 2 supposer qsae l a  pression fl est relaltive li l 'injecrian dnua 

fluide *plaçant d ' m e  de -illage Q)r O (-6 * 11, ekest-%-dire d'-a 

fluide iwuillant, dans un milieu dgjà sakre en fluide pouillant nion misci- 

ble  avec le pr6cédent (couple eau-air par qseigle), 

IWEELL [47.6] a périf ii5 daus cer conditions qu'en atilisaat Ea 

pression réduite gP et eoqte teim des C@OP. interfaciales GI2 di f  f 0- 

.. rentes, on pwnnrait pratiquement superposer les courbes de pression capil- 

re relatives au couple eau-air (8 = O) et les courbes d ' in jec t%o~~ de 

rcure (8 140.). 

U n e  approche siPrilaire a c~nàuit  STïEMîW e t  LE POUEWifEW h7.7JI 

ioPpr8gaer un d l i e u  poreux de deux r i b i ~ r e a  diffdrenmmt color6esS toutes 

drwu, imuillantes, 1'- jouant le ni;ler de fluide dsplaçaaf %'autre ,&t 

Ela* ~ ~ j E .  

ils dilFterrf&mt la satur~~tlon en dsiae "d&plaçultran en boûcrion de 



mais l c  f a i t  q u ~ ~ d a n s  l e s  dcüx expériences prCcEdci-,tes dt ?L?C;X. 

e t  CTIBNKE e t  LE FOCrZVIER, quand on ne t i e n t  coaptc 5ue d 'angies 

0 c o n s  t a n t s  e t  de tcnsi0i.s i n t e r f a c i a ï e s  G d i f f c r c c ~ e s ,  G E  
12 

obtienne une bonne coïncidence e n t r e  l e s  courbes obzenües p û ~ r  

d e s  f l u i d e s  d i f f é r e n t s ,  montre que l ' a n g l e  de c o n i c i t é  u joi;c, 1 
tout  au moins s u r  un matér iau  macroscopique, un r ô l e  de  peu 

à' importance. 

+ ~ . . L L  diias La forme des ménisques q u i  terminent l a  phase non n o u i i l  -'- 

l e s  étranglements où e l l e  n 'a  pas ericore pénét ré  n ' e s t  pas t r è s  é lo igcce  

d'une c a l o t t e  sphérique SI l e s  s e c t i o n s  de pores ne s o n t  ?as crop a;iongezs, 

a u s s i  2 l a  p ress ion  p:.: = oi2  . 2/R,, on pourra évaluer  l a  s a t u r a t i o n  ~ ' ' ( 2 ~ ;  
1 1 . - 

en f l u i d e  non moulllant,sur l a  c a p e  en deux dimensions,en cherchazt  c. ?la- 
. . 

c e r  dans l e s  s e c t i o n s  des pores,cies su r faces  de rayon de  courbare ïûl~ïr.~r;i 

R c o a s t i t u ~ e s  par  l 'enveloppe de l a  f a a i l l e  de c e r c l e s  de rayon R qu'on 
Ii1 x 

a u r a i t  pu i n t r o d u i r e  dans l e s  s e c t i o n s  d e s  pores. 

P lus  la p ress ion  py augmente, p lus  l e  rayon R diminue e t  pl i i s  
A m 

les contours des s u r f a c e s  d e  rayon d e  courbure minimum R s 'approchent des 

contours i r réguf  iers des s e c t i o n s  d e  pores. 

Ce mode de remplissage p a r  des c e r c l e s  de l a  sec r ion  du railieu 

poreux a é t é  d é f i a i  par  MATHERON [A2.9] de façon mathématique, à l ' a i d e  d 'un 

formalisme que nous n'aborderons pas  i c i ,  comme " l 'ouver ture  des pores" 

s e l o n  des  c e r c l e s  de rayon R déc ro i s san t s  c t  nous l ' u t i l i s o n s  i c i  en sup?o- 

s a n t  que l e s  sec t ions  des ménisques de  f l u i d e  non moui l lant  son t  assirnila- 

b l e s  à des por t ions  de c e r c l a  tangents  aux parois  puisque l 'usage  de p:: 

e n t r a î n e  8 = 0. 

L 'analogie de c e t t e  opéra t ion  mathématique avec l e  reuiplissage 

des pores pa r  du ne rcure  a été s i g n a l é e  pa r  DELFIXER, ETIEhXE, ZOKCK f~7.8: 

qu i  o n t  remarqué que l ' opé ra f ion  "d'ouverture" n'était pas t r i b u t a i r e  de 

l a  connexité  e n t r e  pores a l o r s  que l ' i n j e c t i o n  de mercure l ' e c a i t  f o r t e c e n t ,  

c ' e s t  ce g u i  conduit  aux s a t u r a t i o n s  d i f f é r e n t e s  s::(p.) e t  s ( p . )  que nous 
1 1 

avons d é f i n i e s  p lus  haut.  

La f i g u r e  A7.5 t i r é e . d e  lA7.81 i l l u s t r e  c e t t e  d i f f é r e n c e  dans 

l e  cas  où lemercure pénèt re  par l e  haut  de la  f i g u r e  de gauche. 

A l a  s u i t e  des travaux d e  MATUERON, un a p p a r e i l  &nommé "Analy- 

s e u r  de textures"  commercialisé p a r  LEITZ, a é t é  m i s  au po in t  par  DELFI- 

BER [~7.8]. 



m.... . . . . . 

1-1 Nnun 

m r  

C 

Purcell Ouverture 

Figure A7.5 

- .  
Cet appareil réal ise ,  par traitement vidéo, à Parr' de micro- 

" < 

photographies de lames minces de milieu poreux dont los  pores sont  iml - 
8nss de résines fluorescentes, l 'opération mathénutique "d'ouver~ure" d 

sections de pores par des cercles de rayons décroissants : pour un rayon 

le &'%.-erture des pores I 

i 1A7.81 montre a i n s i  une sect ion de I 
milieu poreux e t  son ouverture selon des hexagones de t a i l l e  croissante 

<le r é s u l t a t  e s t  peu d i f férent  de ce lu i  qu'on obtiendrai t  avec des cercles). 

4: 
,, m> -8 - 
.*U*' <R LJL* 

h.* a ,, 1 - 
On vai  t qul il s u f f i t  de mesurer l a  '%rfi%e de 1 opverture des 

pores1' (apparaissant en blaac s u r  l a  f i s r e )  correspondant P un rayon de - 
- 

cercle dom& 8. pour collpaîrre l a  saturat ion thgorique as<@) 1 Xa pression 
1 , !i r 

p? - UIZ I Pi' 2: $$$3,. 
1 

Ir va1eur.de Ri la plus grande permettu c'te de  p W t r e r  

dana l'un d u  pore. de la sect ion d&finira  une p r e u i o n  d' eatrde dnini. : 

P' - 1 P- DB1n 

et  en f a i s a n t d é c r ~ î t r e  Ri, cVest-Pdire en augrentant 9 on pourra tracer 
i ' 

de c e t t e  façon toute l a  courba sx<pT). J 

Une limite supérieure 3 p? e s t  n8mioins unposée- par le  pouvoir 
1 

de résolution de l 'appareil  limité P un cercla  de rayon i i n b  P 
. da' I 
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donnée, dont on r e t i r e  au hasar 

u des nœuds (percolation par 

ressons i c i  qu'a la p ar brarrcnies . - 
la proportion de branches res tant  dans le 

obabi l i té  de percolation P(p) [71 cmme l a  
ér ieur  du réseau s o i t  connecté à N aut res  

. .,. .- .h<%. i? ,  
. . .. ..- 

: S . ? ' .  .., \,a,* k% , -. . - - 

1 .-- - -* ? . - ,  - .  
6. 

--- 
, en e f fe t ,  quand on continue 3 r e t i r e r  des branches du rsseau, pour une 

oportion cr i t ique  p = pC, il n'existe plus de poss ib i l i té  de passer 

une e x t r k i t é  à l ' au t re  du réseau : ceci  d é f i n i t  le  s e u i l  de petcalztiûc 

pc OS l a  probabili té qu'un noeud intér ieur  s o i t  connecré 3 un nombre très 

grand de nœuds s'annule 

P(P,) Z 

S i  on canaidère l'ensemble des branches e t  des naeuds connect6s 

qui r e l i e n t  deux e x t r h i t é s  opposées du réseau, on vo i t  que c 'es t  c e t  

ensemble qui  devient non connace w d  p a t t e i n t  pc. On l u i  donne le  n a  

d'amas (cluster) i n f i n i  [A8.11 ear le rgsoru est aipposC de trgs gronde - 
taille. 

S i -  cet anas comporte N nœuds , chacun des N nœuds peut 'être 

relié à t-s les autres  : l e  rapport du nombre de nœuds présents dans 

l'amas in f in i  au naabre t o t a l  de IIQUds prés-ts dans le  réseau peut 

donc être iden t i f i s  avec 1. probabili té de pereolation PN(p) ~ é f i n i e  

ci-dessus. 

La f ~ r ~ r e  de la  courbe E(p) obtenue d'aprlii cette défini t ion 

n'a pu- être definie  e o i e  l imi te  de PN(p) queaprès-des études par met 

d e  Monte-Carlo sur des réseaux de plus en plus grands en donnant à 3 des 

v,al&rs croissantes CA8.21 fa. 31 : elle d é p d  de Ia 'dimeasion du réseau 

e t d e s a s t r u c t u r e .  .$ . 



qtte $&a courbes P(p),  eau voisinage du seuil de persolacion pouvaienr 
84 ,diScrire par la fonction : 

%'esposant B verut abIron 0,14 en deux dimensians e t  0,42 en 
' "' 

:are&U,rçLbensiana &t l e  co4fficient B est mi&in.de i A pour des . #P - , X i  

rlbsdlauw an diiux di&kh$id&s: @etle que kbi t  leUr struciure. 

tted ,qur p&r &es p8rcainri~ns bai' nm&s . ,- .+- 

Q r 

' En t r ~ &  dbeiirfand 14 &a ooajaohlle a #ire ici;? mais n 'a  pu 

en 1 @tee vbr if%&& &pl$ i~rkntai em6n1:. 
L 

Enfin, on a conitaté 1~8 .21  une' relation empirique reliant le  
. >.C.l,, , l ,<"I - I I I h+ .a.r ," ,  , L n "  m -  P ,. " , , r r ,  " * ,  * = .  , ,,mA,r, ,,.7, ", !, - ,  8 , * W "  P .,,." , , ,>-w,<w B".W,, 4 

..rit de percolation pç - - - -T . - degr6 moyen'd. du r seau e t  P sa dimensLon D - -- 

W& w m t  de pzl.troir; p, avac ttnr pii lqirih &s qalelqurs pour ce%- : 

et  I$ &ais dimensions : 

+ :  j ". , , r ,# 1 .  i; * , l ~ .  . 4 
- -  , ' d '  . $3'$ < 

&bar li dd&~a%ra.on proe6de&té da Ii prob&bilit4$ de prteocicaon 
'1. , i 6 i. d i  . ' \ ,  > ' *  

, n X * "  -.- t 
, , , i. [l!.? J, A $ 9 Ek:? , - -&%*%k~~~r:k~oae.  q&$lma &d; e t ,  ~"ii cet i o e i v + & o r r  q'<p8;p21Flp~9eion 

:r t l P d r  ' ' 
f , , C,.i i , \ l * . ~ 6 U > i l i  i c e y " i x r  t-%t+wif2, .& e A 4&g;iGi& 1.3 &ik~cti dc i31ars i-ii~%i~'. ar ~ ' n i s e ~ i c a r  49s 

\ l  . 



des nceuds : seul KIRKPATRICK, dans un seul article [AB. 71, ticzne pocr 

une percolation par branches la diZi£iaiq$np suivante de PCp) : 

*&a -t&n dos b m k c  qut sont ài ta fais p d e m d s ~  st EO-ct&.r 
par aoze t=h&ze amptclte de bmmches d t 'ias &es sur-foc(ss d'un dsm 
é n f t n h t  $,p?dn. 

Ceci coincide avec notre déf inirion (A8.4) . 
L'identification des deux définitions conüuit àI : 

f (PI Ba (PI 
F ( p )  = - - 

N P )  = ~m (M. 4 )  

-:' où ~ ~ ( p )  est l e  nombre de branches de l'amas infini 

B(p) - Bp le -bre de: branches présentes dans le réseau 

Na(p) l e  no~bre de nœuds de l'amas infini 

, ~ ( p )  le nombre de noeuds présents dans le réseau 

Si l'bgo.lit& (A8.4) est vraie, on o. : 

l' idAtit6 (A8.5) est vrriisemblabl 



. . 
C:; a donc égallemenr, pres c in ,  s e u i l  d e  -,ercoPaticr., rccczlr& CL::? 

Es2 degré noyen de  P'air;ras in f in i  ea: cePari du réseari e t  ce:Ee LdenzPS se 

F Û U ~ S P J ~ L  Ijorsque c e t  anas inF in i  vPent se grossir d'azas f i n i s .  

O n  peuz donc identifier Pdp) et P::(p) et ceci geLi,cr d'uclIlser 

Ics courbes de P(p) établ ies  cxpGriméntalenent pour cakulcr  le r~ci%3ré Le 

branches dans l'aaas i n f i n i  puisque d'après (h8.4) e e  (A8.5) : 

= ~ ( p )  - P2:(p) = B . p . ?(p) (AS. 82 

et quand on identifiera les branches d'un réseau avec des élénents de volu- 

me de f 'luide ài 1' intérieur d'un milieu poreüx, 'iâ saturaéioa effect ive ea 

fkuicie rapport du nombre de  brariches connectées à I 'aas  iirziai sur le 

nonbre total de branches sera doaprès (A.8 .8)  représentée par 22  fonction : 



"charge" h é g a l e  B l a  p ress ion  d i v i s é e  p a r  l e  poids spec i f ique  du f l u i d e  : 

La "charge" est homogène à une longueur e t  eome l e  poids spécifipw 

de  l ' e a u  est  1 ,  les v a l e u r s  numériques de  p e t  h s o n t  les ahes  n p r i m 8 a  cD 

u n i t é s  correspondantes. 

- S i  l 'écoulement est hor izon ta l ,  l e  p o t e n t i e l  de pesanteur es t  idenéi -  

que en  tous p o i n t s  e t  la d i f f é r e n c e  de  p ress ion  motr ice  est  iden t ique  

à l a  d i f f é r e n c e  de  p ress ion  simple. 

- S i  l 'dcoulement e s t  v e r t i c a l  comme dans l ' expér i ence  de  Darcy il n'y 

a p lus  i d e n t i t é  e n t r e  p:: e t  p. 
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