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IRNTRADUECTTON

Ce travail est une contribution a 1'@tude des milieux de struc-—

ture aléatoire.

Nous avons voulu essayer de jeter un regard neuf sur les milieux
de structure alé@atoire envisagés du point de vue de leurs rapports avec

1'électromagnétisme et la mécanique des fluides.

Notre premier intérét, qui fut le point de départ de cette thése,
était 1'étude des milieux poreux et en particulier de leur résistivité et
de leur perméabilitéd hydraulique avec comme but final la conception d'une
sonde de diagraphie permmettant la mesure in situ de la perméabilit@ des

roches traversées par un forage pétrolier.

L'énorme littérature consacrée aux milieux poreux et @ leur per-
méabilité nous a montré que si le sujet n'était pas neuf, il &tait loin
-d'@tre épuisé puisque chaque année, de nouveaux auteurs venaient apporter
une pierre i 1'é@difice, retirant au besoin celles que leurs prédgcesseurs

avaient posées.

La diversité des approches dans 1'étude des milieux poreux en
particulier et des milieux de structure al&atoire en général provient du
large éventail des utilisateurs potentiels : géophysiciens, géologues,
hydrogéologues, pétroliers, agronomes, céramistes, chimistes, physiciens
du solide, thermiciens, spécialistes de la pollution.... et cette liste

est loin d'étre limitative.

Chacun de ces utilisateurs a, en général, en fonction-de son
centre d'intérét, introduit ses propres grandeurs, ses propres unités et
a &tabli ses propres formules, empiriques,de précision suffisante pour
1'usage qu'il en fait : il sémble aussi ignorer tout de la litté@rature et

des théories employées dans les branches voisines.




En essayant de faire la synthése des ré&suliat
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ces littératures, nous avons d&couvert 3 plusicurs reprisces que CLllilns
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résultats bien établis et utilisés dans certains comaines étaicnt
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dans d'autres ou commengalent 3 peine a étre redécouverts alors quc .a

transposition pure et simple &tailt souvent possible d'un domaine dans
1'autre.

De 1'ensemble de cette littérature se dégage 1'un des buls pr.i-
cipaux de 1'&tude des milieux porecux : déduire les propridté€s macroscopi-~
ques du milieu de ses propriétés microscopiques. Ceci se concrétise par .e
calcul ou la mesure de ccefficients macroscopiques caractérisant pour les
besoins technologiques les propriétés globales des milieux : résistivité
électrique, conductivité thermique, perméabilité hydreulique, constante
diélectrique, perméabilité magnétique..... etc.

.

Pour la technologie, la recherche des relations pouvant etre
établies entre ces ccefficients et la structure microscopique du macérisu
ou entre coefficients caractérisant diverses propriétés du méme matériau
est de premilre importance : elle peut en effet donner lieu & des appii~
cations aussi utiles que l'amélioration du rendement d'exploitation des
gisements pétroliféres ou la découverte de nouveaux matériaux isolants

thermiques ou acoustiques.

Mathématiquement, tout ce qui suit peut se ramener 3 La recherche
d'une moyenne spatiale des solutions de l1'équation de Laplace ou de 1l'égua-
tion de Poisson dans un milieu de structure aléatoire statistiquement homo-

géne et isotrope soumis A un gradient macroscopique de potentciel.

La simplicité apparente de 1'énoncé& du probléme posé ne doit pas:g
faire oublicr qu'il n'a jamais 8té résolu théoriquement et il est fort pos-
sible qu'aucune solution exacte n'en existe. L'une des difficultés, et non
la moindre, est qu'une multitude de paramé@tres peuvent servir 3 définir le
milieu aléatoire, parmi tous ceux-1d seuls certains sont d'une utilité pour
le probléme posi, et 3 priori il n'est nullement &vident de choisir ceux-ci

parmi ceux-1a.




Le probléme posé ayant forgément une solution physigue puisqug
les isolants thermiques hétérogénes isolent, que les conducteurs Zlectgiques

@

formés de grains comprimés conduisent bien 1'@lectricité et obéissent

PO

apparcmment & la loi d'Ohm, nous avons délibérément choisi le point de vue

.

du physicien et non celui du mathématicien c'est-a~-dire que nous avong, par
exemple, utilisé@ des principes d'ergodicité,la ol ils nous semblaient btilegl
sans démontrer que les passages a la limite &taient licites. Nous avons
supposé qu'il existait des milieux "statistiquement" homogénes et qu'ils
pouvaient devenir de dimensions infinies, de fagon a utiliser les principes

d'ergodiciteé.

Comme pour tous les problémes mathématiques ou physigues ardus,
ce sont des solutions approximatives qui apparaissent en premier. Nous ne
faisons pas cxception 3 cette régle mais dans certains cas particuliers
nous avons établi des résultats théoriques nouveaux que nous croyons exacts.
Dans le cas général nous avons montré qu'il &tait possible d'encadrer le

résultat exact par des solutions approximatives.

De la diversité des origines scientifiques des auteurs traitant
de milieux aléatoires découle une grande diversité de méthodes d'approche
et de formalismes utilis@s : nous avons repris certaines théories existantes
en les approfondissant ou en les améliorant, mais la diversité des modes
d'approche utilisés risque de disperser 1l'attention du lecteur aussi avons-
nous regroup? , quand c'é@tait possible, en annexe, les notions nécessaires

d la compréhension des théories utilisées.

Enfin ne perdant pas de vue 1'@tude des milieux poreux et de
leur perméabilité, nous donnerons finalement les principes permettant de

concevoir une méthode de mesure in situ de la perméabilité d'un forage.

Cette méthode nouvelle devra faire 1'objet de recherches techno-

logiques que nous n'avons pas entreprises, qui permettront de vérifier son

bien fondé et de déterminer ses possibilités d'exploitation.




L'ensemble de ce travail, s'il ouvre beaucoup ce portes

directions de recherches futures) n'en ferme que quelques uncs, ¢

N . . N o o 7 - . .
n'aboutit qu'd un nowbre limite de résultats rigoureux. Mais nous

(et dg

est-A-dire

pensons

que les autres résultats que nous avons obtenus par des approximations

plus ou moins larges n'en sont pas moins utilisables. Si 1'oa songe que

.y . 4\0 - - - - . - - .
MAXWELL on 1887 avait d¢ja commencé a érudicer 1'¢lectromagnétisme

milicux oldatvires ou gque les progris depuls cette date n'ont été

B v

et partiels, nouspensouns gu il est o rmal que notre travail n'ait

dans des
que lents

pas riso-

lu tous les problémes mais qu'il conwiitue néanmoins une &tape importante

vers leur solution.

Lo




PREMIERE PARTIE

PRINCIPES DE MOINDRE ACTION
N :
ET
CALCUL DES COEFFICIENTS PHENOMENOLOGIQUES
DES PHENOMENES DE TRANSPORT
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[.1.

GENERALITES - PRINCIPE DE MOINDRE PRODUCTION 5'iliTRGPIE

Les principes de moindre action permettent d'expliquer ume hanne

partie des phénoménes physiques.

Les principes de la thermodynamique des phénomtnes irréversinios
appliqués aux phénoménes de transport conduisent i défimir des "forces"
généralisées X ct des "Elux" généralisés J que relie un coefficient phéno-
ménologique L (DE GROOT [1]).

-+ - F
Jd=LX G
P ) » - ->\ Ve v .
Cette formule définit une relation entre J et X a 1'échelle des
phénoménes étudiés, c'est—a—dire qu'elle peut aussi bien s'appliquér a des
phénomeénes microscopiques qu'a des phénom@nes macroscopiques observables

expérimentalement.

Une production d'entropie s par unité de volume et par unité de
-r

temps résulte de la présence sxmultanee d'un flux d et d'une force X au

sein du milieu matériel :

{1.2)

-> -r

La présence en un point du milieu, d'un flux J et d'une force X
ne peut se concevoir que si le milieu est relié 3 un "générateur’” c'est-za-
dire si une force externe ou un flux externe lui est imposé sur certaines

frontiéres.

Dans un é€lément de volume dv suffisamflent petit pour que Elux
et forces y soient considérés comme constants, 1'énergie dissipée par unité

de temps, c'est-a-dire lajpuissance est :

—)2'

dP = s dv = J.X dv = LX2 dv=-‘5—dv (1.3)

Dans le volume v, la puissance totale dissipée est alors :

N
P=2Svs= fs dv = fj.i dv = ILKZ dv = f%? dv (1.4)
v v v v

Le principe de moindre action consiste ici & dire, que, en etat

¢ - . - . .
permanent, la production d'entropie-totale $ dans le systéme est minimum.
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Cect signifie que, les conditions extéricures etant précisees, < est-3 4:r g
la facon doat le systeme est conanecté au “générateur", les flux ou les
forces s"ajusteat 3 l'intérieur du systéme, pour que la production ioiale

d'entropie soit minimum.

I.1.1. Cas d'un milieu homogéne

Si le milieu matériel, siége d'ua phénoméne de trausport, &si
homogéne c'est-id-dire si le ca fficient phénoménologique caraciérisaii

le milieu est constant en tout point, (1.4) s'é&crit :

P=sv=L fX2av =1 f32av (1.5)
v

Il est ici indifférent de dire que ce sont les flux internes
plutdt que les forces intermes qui se répartisseant pour que la puissance
soit minimum puisque flux et force, ea tout point soat reliés par le facteur
constant L.

Nous allons voir dans ce qui suit, qu'il n'en est plus de méame

si le milieu n'est plus homogéne, et qu'il faut préciser la fagom doni 1i

est connecté au "générateur".

I.1.2. Cas d'un milieu hétérogéne

Par milieu hétérogéne, nous entendons un milieu doat ie cae ificient

phénoménologique L est une fonction de poiant L(x, y, z).

Nous supposons que le milieu occupe un cube connecté au "généra—

teur” par deux f a ces opposées, et que sur les faces lat@rales, non connec—
tées au générateur, le vecteur "flux" est tangent en tout point a ia sur-—

face ; c'est-i~dire qu'aucun "flux" ne peut traverser les faces latéra.es.

X

I.1.2.1. Puissance dissipée quand le flux est conservatif et la force irrots-
‘ tionnelle

Dans la plupart des phénowénes physiques reancoatréds, le "flux"

-+ .
J est une grandeur conservative :




P ¥ .
Supposons également, que la grandeur "force'" K soit irrota~

tioanelle ¢'est~d-dire qu’elle dérive d'un potentiel scalaire P

-r

-> > -+
rot X = 0 X = = grady (1.7)
La puissance dissipée dans le milieu s'écrit alors :
P = Lrj . X dv = ~f J . ngd vy dv (1.8.)
v

et en utilisant 1'identité ¢

-

. -+ . - ‘
div (§J) = div J + grad v
et la relation (1.6), (1.8) devient, en utilisant le théoréme de GHou.n

P == div (J) dv = - [ ¢ J ds (1.9.)
v S

oi S est la rurface externe du volume v cubique.
En désignant par S| et Sy les surfaces terminales connectées au générateur

et par S la surface latérale (1.9) s'écrit

> > <> -+ Y
P = -fsl\fd ds - [sz\au ds - jSpru ds

-+ -+ - v
Comme sur S_ le flux J est orthogonal au vecteur surface d4S, la troisiéms

intégrale s'annule et il vient :

P ==~ J \fj Es - f I(j 38 (1.1
Si S2

1.1.2.2. Conditions aux limites imposées par le générateur

On peut concevoir deux types de '"générateurs" connectés au

milieu :
a) Un générateur qui impose des potentiels constants sur les surfaces

S; et S2
Y = \rlO sur S]

¢ = f&p sur S,

(1.11)

b) Un générateur qui impose la valeur Iode 1'intégrale du "fiux" sur

les surfaces Si et 52 (11 faudrait dire filux du "flux")

Y -
[ Gda==] TUds=I, (i.12)
c.l! Sz




REMARQUE
Les surfaces Sl et 52 sont orientées en sens inverse, ce Gu:
entraine la présence du signe - dans la seconde intégrale. L'é&galité

des 'deux intégrales résulte du fait que le flux est comservatif.

Voyons ce que deviennent la puissance et le principe du minimum
d'entropie dans chacun de ces cas.

Dans le cas =a- la puissance (1.10) s'écrit :

P==Yof Jds -t f Jds (1.13)
S S2

Puisque le flux est conservatif on a d'aprés le théoréme de Gauss :

faividaveo=[Jds=f Jds+f Ud5
v 'S Sy Sp
D'ol on tire :
f Jds=={ Jds (1.14)
S S2

et (1.13) s'écrit finalement :

.

-

P = (fyo - %i0) js,j ds = (Y0 - i) ]51 Xds  (1.15)

La différence des potentiels (Y;o - Vﬁo) est ici une constante imposée
par le générateur. -

Tout plan i qui coupe le cube parallélement aux faces externes
délimite une surface Si égale a S, et 5, et puisque le flux est conser-

vatif, on a en orientant Si comme S]

+> > 3+ > p '
J dJas=f Ja ol (vt (1.16)
S S %o - %o
Minimiser la puissance P revient & minimiser les intégrales étendues
a tout plan de coupe, mais on a =
-5
f Jd5 =/ LXds
i 5§
c'est-3-dire que sur tout élément de surface ol L est imposé il faudra

L -r L L3 [ .
que ce soit X qui soit minimum.
On en conclut :

Dans un matériau hétérogéne ol le ce fficient phénoménologique L

est une fonction de point, ce sont les forces internes X qut s'ajis-
tent pour minimiser la puissance produite quand le systéme est
connecté d un "générateur de potentiel’.

Examinons maintenant le second cas qui est celui du générateur

qui impose la grandeur I, définie en (1.12) et que nous appellerons "géné=

rateur de courant'.
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Par suite du caractére conservatif du vecteur 'flux'", on pecut
encore écrire pour toute surface interne S; de forme quelconque coupant

les faces latérales du cube :

[ Jds=f J&5 =1, (1.17)
Si S1
L'équation (1.10) est toujours valable :
Ppu-f@lds-[ Jds (1.10)
5 S2

Comme les faces terminales du cube constituent des surfaces

équipotentielles aux potentiels‘-fl et\fz, on peut écrire d'aprés (1.10)
er (1.12) :

!

Pt =¥ f Tas- b, - 1 (1.18)
: I

La différence de potentiel YE ~ Vﬂ est égale a la circuiation du

e . . - N
vecteur X, irrotationnel de la face 1 & la face 2 et elle ne dépend pas du

chemin suivi ¢

¥ - = ér’ici'l: fLtda (1.19)
r

Dans la formule (1.18) le terme I, &tant imposé par le geénérateur.
la minimisation de P se fera en minimisant Y; - yﬁ et d'aprés 1l'intégrale
(1.19) on voit que, quelque soit le trajet T suivi de S; & 5,, puisque les
ce fficients phénoménologiques locaux Lf‘ sont fixés par la structure du
milieu,: c'est le vecteur flux J qui doit €tre minimum er rous points.

On en conclut donc : .,

Dang un milieu hétérogéne dont le e fficient phénoménolcgique LT

’ - L] -* .
est une fonction de point, ce sont les flux internes v qui &'aguste.*

pour minimiser la putssance produite quand le systéme est connecté .

un "générateur de courant”.

REMARQUE  : Pour un milieu homogéne, on peut sortir le cee fficient L des

intégrales ¢

-+
5
Pal,.Ll § Jdl

r
Il est alors indifférent de dire que ce sont les flux ol les

forces internes qui s'ajustent,




I.1.3. Exemples de phénoménes physiques régis par les principes de moindre

production d'entropie.

Nous donnons ci-dessous sous forme de tableau, quelques phéno-

ménes physiques en régime permanent susceptibles de bénéficier du traite-

ment précédent. Les grandeurs homologues se situent dans les mémes

Oim 1= 1w 1w s 1w e pm w tm s S W VW e

mique "
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colonnes.

1 1 3 . . T T
. "Force" y Potenticl : "Flux" : Flux : Cocfficient : Nom de }a loi
1 ' ' !du "Flux"! phénoménologique | physique
! ]
{ : : : : JFormulation géné-

- ° -
X 1 3 1 ffd ds L yrale thermodyna

)

1 1 . 1 ' ,mique irréversi~
: Y ' ' ' 1ble.
! > ] ]
. E . v 1 li=ffas | o !
(Champ élec~ potenticl  densité du conductivité ' Loi d"Ohm
LI | Bt . ! ! courant ! - - !
jtrique yElectrique courant 1 ' électrique .
! - ! ! > ! 1 [ -
1 (3 1 \'/ ' . D 1 1 . € 1 équations de
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1 2 ! ! . ! '
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, grad P i P l u : Q= ffuds i K ;
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1
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TABLEAU I




L2 APPLICATION AUX PHENOMENES DE TRANSPORT ELECTRIQUE

Pour les phénoménes de transport électrique, le flux j est
représenté pav la densité de courant T, la force X par le champ &lectri=
Gue E, le potentiel | est le potentiel électrique YJK)‘ec le coaﬁficieﬂt
phénoménologique est la conductivité O,

Les équations (1.1) a (1.4) devieunent ici

-+ -+ - >
1 = OF E = - grad ¢y {1.20)
<+ e
i = - ograd ¢ )
s = 1.6 = of2 = 1_ (1.21)
g
TR e 4 / - {2 Sr eyt
PmsSy=f1Edv=foE?dvn[=dv (.77
v v v ©

Cependant il y a une symétrie parfaite au niveau des formuics
on T £ i . . . s PP : ..
entre 1 et E s1 on introduit comme cee fficient ph&noménologatie (i« rigis=

tivité P = ]/ au lieu de 0.

E= ol T-/14ds (i.2%)
5
s =E1=pl2=oi2 (1.24)
-3
ozt + E?
P—{,Eldv=fpxzdv-fv-—5-dv (1.25)

Si on connecte le systéme 3 un générateur de courant, oa si,!
d'aprés ce qui précéde que les densités de courant T se répartiron: &
1'intérieur pour minimiser la puissance P. Si on connecte le systiue i
un générateur de tension, on sait de méme que ce sont les champs éieatri~
Gues internes qui vont s'ajuster pour minimiser P.

Considérons alors un milieu de conductivité inhomoegéne dont la
conductivité ct la résistivité microscopique sont des fonctions
O =0(x, ¥, 2) ; p= (x, vy, 2) = 0_1(x, y, z), et dont la conductance
macroscopique est G et la résistance macroscopique est R = Gﬂla

Si on maintient une différence de potentiel constante Y, aux
P
bornes de ce milieu la puissance dissipée est :

P =G V2 =VR (V.25

et en écrivant cette puissance en fonction des champs iunternes a minim.ot:

dans ce cas on obtient :

f Ez o dv .[ gégdz odv
G n.E—- v ™ hd ‘f (].27)
3 \? V2

(*) Nous gardons ¢ pour le potentiel électrique pour qu'il n'y ai: pas
de confusion possible avec la force électromotrice V du généritowi.
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Si on alimente le milieu par un générateur de courant I,, la

puissance dissipée est :

et en exprimant cette puissance en fonction des densités de courant internes

& minimiser, on obtient :

p f Iz p dv
RePal  — (1.29)
12 12

Le calcul de G selon la formule (1.27) nécessite de connaitre
‘parfaitement la répartition du potentiel {f dans le systéme de volume v
(ou celle du champ E) mais, en général, le calcul de la répartition exacte
de Y ou £ demande un travail tellement considérable que 1'utilisation
de la formule (1.27) pour calculer la conductance macroscopique G & partir
de. la conductivité microscopiéue 0 est impraticable. Il en est de méme

pour la formule (1.29).

Supposons alors qu'on ne connaisse qu'une répartition approchée
+ -* N & rd [ [ [ d
¢' du potentiel (ou E' du champ E), & 1l'intérieur de v, satisfaisant
néanmoins aux conditions aux limites.

posons ¢
§' = @+ £ Et=E+¢ G' =G+g (1.30)

Y, [ et G sont les valeurs exactes du potentiel, du champ et la conduc=
tance macroscopique exacte qui en résulte.
'p', E', &' sont les valeurs approchées correspondantes.
£, E, g sont les erreurs commises sur , E et 1l'erreur qui en résulte
sur G en calculant G' selon la formule (1.27) avec la valeur approchée
?' (ou E').

Le numérateur de (1.27) est 1'intégrale représentant la puissance
dissipée et on sait qu'elle‘doit étre minimum pour la répartition correcte
de \p : toute répartition incorrecte telle que ' 1la majore et la

conductance approchée G' sera supérieure & la conductance exacte G.

G'>6G g>0 _ (1.31)
On peut faire le méme raisonnement avec 1'autre formule
(1.29) quand le milieu est connecté 3 un générateur de courant et qu'on .
minimise les densités de courant internes .
Soit I et R la densité exacte de courant interne et la résis-
tance macroscopiqug qui en résulte ,I‘. R' 1les valeurs approchécs corres-
pondantes,v} et r les erreurs commises en utilisant les valeurs approchées :

.r
1" =1+ 3

R' mR + 1 - ‘ (1.32)




L'intégrale de la puissance figurant au numérateur de (1.29)
est minimum pour la répartition exacte de la densité de courant 1 ; toute
répartition incorrecte majore cette intégrale et on trouve ainsi puisgue
le dénominateur I? est imposé :

R' >R r>0 (1.33)

Mais le milieu dans fequel on a approximé cette fols la répar-
tition des courants au lieu de la répafﬁition des potentiels est bien le
méme dans les deux cas et de (1.33) on peut choisir de tirer la conduc~
tance approchée équivalente & R' !

2 _ 1 1 »
"' — — : — .
6= < 6= (1.34)

et on tire finalement de (1.31) et (1.34) :

Y < 6 < G} (1.35)

. . ® . .
en désignant par Gg’ la conductance approchée obtenue en approximant les

. +
densités de courant 1 et par G'p. la conductance approchée obtenue en

approximant les potentiels internes .

On pourra de méme écrire en posant :

ar
53 .
R .

1
G'V

R"s; < R < RY (1.36)

On peut tirer de ceci un théor&me fort utile pour les cas ol on ne sait

. o s -+
trouver que des valeurs approchées pour ¥, E ou 1.

THEOREME : On encadre la valeur exacte de la conductance G ou de la résis-
tance R d'un milieu hétérogéne par des valeurs approchées obte-
nues d'une part en approximant la distribution interne des

potentiels (ou des champs) d'autre part, en approximant la
distribution interne des densités de courant. Les bornes supé-

rieures et inférieures de R ou G sont données par les formules
' (1.35) et (1.36).

s
Nous n'avons pas connaissance d'une formulation de ce théoréme
en électricité mais le fait de 1'avoir ‘obtenu aprés une étude plus générale
sur des phénoménes de transport nous a incité & rechercher s'il n'avait

pas été fofmulé,dans d'autres branches de la physique.
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Nous avons trouvé dans un ouvrage de MANDEL [2] sur la mécanique
des milieux continus un résultat pouvant s'apparenter 3 celui—ci, relatif
au calcul des constantes de torsion appliqué 3 un prisme de section carrée.
L'approximation est faite i 1'intérieur du prisme tantdt sur un potentiel
de deformatxon fP(x,y) (€ =k grad !f] tantdt sur un potenuel de contrainte

¥y tel que 0 = grad Y. La contrainte a et la déformation e étant reliées
par le module de cisaillement j :

-> -»>

O=}c€
MANDEL introduit deux fonctionnelles I et K qui expriment 1'énergie respec—
tivement en fonction de P et ¥ et qui doivent étre minimisées en vertu
du principe des travaux virtuels dans le cas oili les déplacements sont
imposés aux limites et dans le cas oii ce sont les contraintes qui sont
fixées.

I1 choisit pour ¢ et ¥ "des variations arbitraires mais satis-
faisant néanmoins aux conditioms aux limites et aux conditions de symétrie
du probléme et encadre de cette fagon la valeur exacte de la constante
de torsion du prisme par deux valeurs approchées. )

En fait, pour les fonctions {(x,y) et Y(x,y), MANDEL utilise
des expressions fonctions de plusieurs paramétres dont il cherche le
minimum absolu en fonction des paramétres (Méthode de RITZ) ce qui donne
avec seulement deux paramétres des bornes supérieures et inférieures trés
proches de la valeur exacte connue par le calcul (* 0,1 Z).

I1 s'agit chez MANDEL de calculer un cce fficient macroscopique,
relatif 3 un milieu dont la forme relativement simple, parfaitement définie,

T
ne permet pas néanmoins un traitement analytique simple du probléme.

Nous avons trouvé méme trés récemment d'autres exemples d'encaﬂi
drement d'une valeur macroscopique par des bornes supérieures et inférieures
déduites de la minimisation de fonctionnelles complémentaires [3] mais
il ne semble pas qu'on ait cherché 3 appliquer ces principes 3 des cas ol
la difficulté ne réside pas seulement dans une approche analytique diffi-
cile mais surtout dans une structure aléatoire du milieu qui défie toute
formulation exacte et n'est abordable que par voie statistique.

C'est ce que nous allons étudier dams ce qui suit, en cherchant
d'abord quel est le degré d'approximation obtemu sur le coefficient
'macroscopiqugFéberché, en fonction de 1'erreur relative commise sur les
distributions approchées utilisées : nous aboutirons .au résultat trés
intéressant que l'erreur commise sur la valeur exacte est du second ordre

par rapport 3 1'approximation faite sur les potentiels ol les courants.
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ENi T 'APPROXIMATION SUR LES DISTRIBUTIONS DE POTENWTIEL ET

JK RESUL /ANTE SUR LA RESTSTANCE MACROSCOPIGUE

On peut intuitivement prévoir que 1'approximation obtenue suy
i

ia résigtance macroscopique sera meilleure que celle faite sur ja disiri-

bation des potentiels internes.

D'aprés (1.29), en effet, R est proportionnel & la puissarce ©
=1 1¢ géndvateur impose un courant I.. O, on sait que, pour ia répar=
tition correcte des potentiels, la puissance F est minimum, Comme toute
fonction passant par un minimum, P varie pen autour de sonminimum et umne
vépartition incorrecte de 1 approchée au prewier ovdre ne fera varier

qu'au second ordre, ou mieux, la puissance P et donc la résistance R,

Il en est de w8me pour G déduit de (1.33) pour une répartifiom
incorrecte de .
Nous allons préciser ceci par une démonstration inspirée de

FEYNMAN [4] et de SMYTHE [5].
Supposons une répartition approchée Y' du potentiel d.ns un

milieu hétérogéne de conductivité o(x, y, z) dont on veut calculer ia

conductance équivalente : en reprenant les notatiocns (1.30) :

' =Y+ £ G =G+g (1.30)
que nous reportons dans 1'intégrale (1.27), nous obtenons
G' = ~L-f g ngd? ?'dv =L f o ngdz (Y+£) dv (1.47)

En développant 1'intégrant, on obtient :

o2 > - > " R
grad® (@+ £) = (grad P+ grad £)? = grad®(f + 2 grad @ prad € + grad? f
D'ol on tire :

N - > > - R .
G' =G+ g = = _[f Ogradzydv + 2[ ngéd(p grad £ dv + j ograd® £ dv]j
. VQ v v v

La premiére intégrale représente ja valeur exacte G d'ou :
} ’ -+ -+ >
g ™ — [2f ograd ¢ . grad £ dv + f ograd® £ dv] (1.38)
2 v v -
. > -+ .
En remplagant Ograd Y par =1 d 95 la premiére intégrale, celle-ci
devient :

-> -+ . +
U . f Ograd(f . grad £ dv = ~j 7. grad £ dv
v v

En utilisant 1'identité :

+ -+ . L .
1, grad £ = div (£1) - f£div 1
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et compte tenu de ¢

' div T = 0
" 1'intégrale s'écrit, d'aprés la formule de Gauss :

J==f1 ., grad fdv =~ div (£1) dv = -f £1 ds (1.39)
v ' v ]

ou 8 est la surface externe du volume v,
L'intégrale J peut se décomposer en trois intégrales étendues

aux surfaces terminales Sl et 52 et & la surface latérale SL (fig. 4).

I

l Tds,1

)

- wm we e - ==

" aee

s - oam e W W
rd

’

’/
2 g

‘Lds,_

Figure |

Sur la surface latérale SL, le vecteur I est cbnstamment tangent
a la surface et donc orthogonal au vecteur dSL ¢ 1'intégrale correspondante
s'annule et il reste :
Jeef Tds=-f Tds-f Tas (1.40)
S 4 S2 '

Nous avons supposé que, puisqu'il s'agissait de minimiser les
potentiels internes, le milieu était relié a un générateur de tension V,
Les potentiels sur les faces Sl et 52 sont donc parfaitement connus puis=
que imposés par le générateur et l'erreur £ commise sur ces faces est
nulle., D'ol ¢ '

Jm [ £fds+{ €T ds =0
S S2
Et nous reportant 4 (1.38), il reste :

g =-fograd fav > 0 (1.41)
v v ‘

La formule (1.41) montre bien que 1'erreur commise sur g est

positive ce qui signifie qu'en introduisant une erreur f sur la distri-

bution des potentiels, V, étang.imposé, la puissance a été majorée.
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Sur le simple plan du calcul et des valeurs numériques, on
constate que l'erreur commise g ou r est du second ordre par rapport

a 1'erreur £ faite sur les potentiels :

fvaluons les erreurs relatives sur G et R

L, ograd? f dv

.r.. (1.42)
r 2
Ograd dv
J, osrad® ¢
1 ﬂ,o €2 dv < o e >y
-&- v L i s st et (].43)
G l-f o B2 v < g B? >y
v v

La formule (1.43) exprime l'erreur relative sous forme d'un
vapport de moyemes de dgz a OEZ prises sur le volume v, et montre
gque 1'erreur commise sur G est grosso modo proportionnelle au carré de
1'erreur relative commise en approximant les champs E.

- Dans le cas particulier ol le milieu est composé d'un volume
v, de conductivité nulle et d'un volume v, de conductivité o, ce qui
serait le cas d'un milieu poreux de matrice isolante rempli d'un fluide
conducteur de.conductivité o, on peut dans 1l'expression (1.41)

sortir 0 de 1'intégrale &tendue au volume v, : on obtient :

g = = f grad? f dv (1.44)
vz v
o 2
2
& . Z€E 2>V ‘ (1.45)
G < gz >*%

I1 apparait ici plus nettement que : l'erreur relative commise
sur les ca fficients macroscopiques d déterminer est du second ordre par
rapport d l'erreur faite en approximant les champs internes.

' Voyons maintenant le cas ol le générateur est un générateur
de courant et ou il faut donc minimiser les densités de courant interne.

La résistance équivalente R sera calculée par la formule (1.29).

T2
1 dv !
R=P w fx P - (1.29)

. . . . . >
Appliquons une distribution incorrecte 1' = T + 3 de la densité

de courant et évaluons la résistanze approchée R' :

I I :
RU=— [ p A+ D%ve—I(fpi2dav+2fpl]dv+pI?avl(i.46)
2 v 2V v v ;

La premiére intégrale représentant encore la valeur exacte R

on obtient 1l'erreur r commise sur R sous la forme :

rel (ol TavelfpT2ay (1.47)
2V 2 v
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Remplacons dans la premiére intégrale { par -ogEEdg’

elle s'écrit alors :

—r—r -]
K=fpijdve=/p.ograd¢. ] dv=~f gradg ] dv
; v v v
en appliquant 1'identité :
-:]rgx:;d(f- (pdiv:]r-div (V:]r) (1.48)

. ; : : TR ; :
Si la distribution de courant approchée 1' satisfait

divi' = 0
On-a :
div ] =div I' = 1) = divi -divi=0
et on obtient pour 1'intégrale K en appliquant la formule de Gauss :
K = -fvgr.:tad\p-}dv = -f‘,div (t(:{) dv = -fq*(’-_{ci’s

On peut encoré décomposer K en trois intégrales étendues a
i ™ < i -+ r
Si» Sgs SL. L'intégrale étendue a SL sera encore nulle car 1 et 1' donc

3 sont orthogonaux a ds sur S_- Il reste :
* ¥
K== [ ds + ds]
ke Isz“’ 3

Les faces §; et S, étant équipotentielles de potentiel respec~
tif \PI et \02, on a :

3 -

Kes=10, f Tdas+@, [ 73 ds] (1.49)
Sy %

Et comme on a connecté le milieu & un générateur de courant I,

L - -~ ’r [ . . i
et que la densité de courant approchée 1' satisfait aux conditions aux

limites, on a :

: + Y
f Jas=f @ =Dasef Tas=-f Tas=n-1,%0
SlouS2 SjouS,y 510“52 Slousz

et 1l'intégrale K s'annule. °

On obtient donc d'aprés (1.49) :

r=2f{p32av>o0 (1.50)
iy ¥

La résistance R' approchée est supérieure @ la résistance
exacte R ce qui d'aprés (1.29) montre que la puissance approchée P’
est supérieure 4 P exacte. Le principe de moindre entropie est bien

satisfait.

-




"

uT résumer ce qui préceéde , en affectant en indice 1 ou

ts Ou Vo selon les grandeurs emplovies pour le calcul, on obtient 3

?

: Lo o a
PrVe TR Rpg mRYT (1.51)

LT ST <6 6L, G g {1.52)

P e e e e el e et
-
a

Tout ce qui priécéde, permet de compréndre pourquoi,pour 1'nbten-
fion de ceilicients macroscopiques oLs que conductivité, perméabilité,
povElifivitd, ete.... dans des wilicwx bérdveEnes, des caleculs trés appro-
chfg en apparence donnent finalement des valeurs trés proches des valeurs
exactes .~ £ n'est qu'une conséguonce du principe de meindre action qui
perwet d obtenir une précision o zecond cvdre sur le cwe £ficlent quand
in précision sur les chawps ou courants utilisés n'est que du premier ordro,

Réciproquement, le fait gqu'un cee fficient macroscopique calculé
i i'aide d'une théorie donnée se rapproche bien de valeurs expérimentales
n'est pas i'indication que la distribution de potentiels ou de champs
utilisés dans cette théorie était exacte mais n'est qu'une conséquence

du principe de moindre action.

Ceci justifie, 3 postériori, de nombreuses théories, en partie

corroborées par 1l'expérience, mais critiquées parce qu'utilisaut des

hvpothitfses trop sommalres.

Ces considérations moutrent que pour l'étude des milieux de
structure aléatoire, il est tout a fait légitime, et il n'y a d'ailleurs
pas d'autres ressources, que d'utiliser des théories approchées, consis~
tant 4 faire des moyennes de distributions approché@es de champs ou de

potentiels.
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En ccmbinant les cas a) et b) on voit qu'il se présente
quatre possibilités :

1) Des résistances &égales disposées sur un réseau régulier.

2) Des résistances aléatoires disposées au hasard dans un réseau

de structure réguliére.

3) Des résistances égales disposées dans un réseau de structure
aléatoire,

4) Des résistances aléatoires disposées au hasard dans un réseau

de structure aléatoire.

II.2. CONSTRUCTION DE RESEAUX DE STRUCTURE ALEATOIRE

Avant de définir des réseaux de structure aléatoire, nous défi-
nissons rapidement leur opposé, c'est-d~-dire des réseaux de structure

réguliére.

I11.2.1. Réseaux de structure régquliére

Ils sont caractérisés par un "motif" régulier se répétant

indéfiniment 3 la maniére d'une tapisserie. Les nceuds sont en général

tous de méme degré.

Nous portons dans le tableau ci-dessous les noms des réseaux
les plus utilisé@s avec le degré de leurs nceuds et nous renvoyons le
lecteur aux figures qui suivent pour une représentation graphique de

ces réseaux 3

Nom du réseau Degré des noeuds

! ! !
! ! !
! ! !
. ! . ! !
Réseaux planaires 1 Y
! hexagonal ! 3 !
! < ! !
, carré 1 4 ]
I kagoml ! 4 !
: triangulaire : 6 5
t ! g 1/3 noeuds : .6 !
! ! 1
; ?ouble hexagonal - 2/3 noeuds : :
! ] !
Réseaux & 3 dimensions 1 \
! diamant ! 4 !
! t
i cubique simple i 1
! cubique centré. ! !
: !
i cubique 3 faces centrées; 12 :
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NAVAVAYAYAYA

TRIANGULAIRE

HEXAGONAL . DOUBLE  HEXAGGHAL

Tigure 3 : Réseaux réguliers planaires

\

T

o m————— -

...... s’

DIAMANT CUBIQUE Ccuglae  CUBIGUE A FACES
SIMPLE CERTRE CENTREES

Figure 4 : Réseaux réguliers tridimensionnels
(mailles &lémentaires)

I1.2.2. Réseaux de structure aléatoire

Pour obtenir un réseau de structure aléatoire, on peut désor-
ganiser progressivement des réseaux réguliers soit en retirant au hasard
un nombre plus ou moins grand de branches, soit en retirant, toujours au
hasard un nombre plus ou moins grand de ncuds, enlevés avec les branches
qui leur sont connect@es : ces procédés ont &té popularisés récemment par

des théoriciens du solide et sont connus sous le nom général de 'processus
de percolation" [6] [7].

Le premier procé&dé est baptisé "percolation par branches" et le

" (::) .

second "percolation par ncuds

Ce procédé de création d'un réseau aléatoire par désorganisation

d'un réseau régulier peut etre qualifié de processus destructif.

On peut envisager des processus constructifs de création de

réscaux aléatoires.

(*) Les termes correspondants consacrés par l'usage en anglais sont :
"Band pereolation” et "Site pereolatien'.
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Les nauds servent de points de départ : ils ne sont plus
régulic¢rement agencés mals aléatoirement répartis dans un plan ol dans
. 1'espace. On peut utiliser une distribution de Poisson i deux ou trois
dimensions, c'est-a-dire une distribution de points dont les coordonnées
sont des variables aléatoires suivant une loi uniforme sur un segment
donné, Pour obtenir les branches, on peut choisir au hasard des couples
de nceuds et les relier par une branche : si le nombre de branches ainsi
tracées n'est pas trés grand, on obtiendra plutdt un enchevétrement de
segments de droites qui ne formeront pas un réseau.

On peut aussi connecterjchaque neud 4 ses n plus proches
voisins par n branches : on obtient ainsi un réseau de degré minimum n.

On peut aussi ne connecter a& chaque nmud que les ncuds qui
se trouvent plus prés qu'une distance donnée d max. La longueur des
branches est alors bornée supérieurement par d max et le degré est
aléatoire (Fig. 5 et 6).

I1 existe d'autres modes constructifs de réalisation d'un réseau
de structure aldatoire —nous ne les aborderons pas ici.

Le choix d'un processus destructif ou constructif, et parmi ces
deux catégories le choix d'un procédé particulier est 1ié au processus
physique que doit simuler le réseau aléatoire. Par exemple, pour 1'étude
d'un cristal présentant des défauts on s'adressera au processus destruc-
tif et pour 1'étude d'un matériau amorphe ol les atomes (représentés par

les nceuds ) sont disposés au hasard, on envisagera un processus constructif,

I1.3. APPLICATION DES PRINCIPES DE MOINDRE PRODUCTION D'ENTROPIE AUX RESEAUX
DE RESISTANCES ’

Parmi les méthodes de calcul que nous utiliserons pour les
réseaux de résistances, figurent les techniques d'approximation décrites
dans la premidre partie et nécessitant soit de comnecter le réseau 3 un
générateur de courant, et de minimiser les densités de courant internes,

soit de connecter le réseau 3 un générateur de tension et de minimiser

les différences de potentiel internes.
La difficulté pour un réseau, est que le milieu n'est pas

. continu mais discret, c'est-d-dire que le courant ne circule que dans

des portions filiformes de 1l'espace que constituent les branches du

réseau.
I1 faut donc transposer au cas du réseau, les principes précédents.
Si on réécrit leés équations définissant la conductance équiva-

lente et la résistance équivalente : (1.27) et (1.29) :




Figure 5 : Distribution de Poisson de 100 points

Les points séparés par d < 2//7 cm
sont reliés.

Figure 6 : Distribution de Poisson de 100 points

Les points séparés par d g 4/Vr cm
sont relifs
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f Tz 0-1 dv
R s_v__...______- (I.Zr))
L] Lz
LIEZ o dv
G = (1.27)
W

on voit que dans le premier cas on est conduit pour minimiser 1'intégrale
du numérateur 4 minimiser dans tous les éléments de volume dv le produit
.Tz o-l, et dans le second cas fl faut minimiser dans tous les éléments

de volume le produit E2g=o0 gfzdz‘f.

Dans'le cas d'un milieu continu les éléments de volume sont en
nombre infini et juxtaposés =~ pour le réseau, la plus petite partie disso-
ciable du réseau est la branche et le nombre de branches est fini.

Pour parfaire l'analogie, on considérera donc que 1'"élément de
volume" du réseau est constitué par la branche et que le réseau est de
trés grande taille pour que le nombre de branches tende vers l'infini.

Cherchons alors quels sont en termes de variables du réseau

o e s = 3
les équivalents des expressions © . I’ dv et ¢ gra.dz ¥7dv pour les
branches.
Si la branche représente une résistance de volume dv = dl ds

on a pour la premiére expression :

2 2
5—‘(—,)— a1 as = $41_ 41 gg = a12 idl— w RS w aP  (2.1)

et pour la seconde :

2
ograd®(fdv = o. & )2.d1 ds = (dv)? 248 °ds -(-‘-’-:i’—l)z- =dP  (2.2)

I1 s'agit bien slir des puissances élémentaires dissipées par
chaque branche de résistance dR = Rk traversée par le courant dI = Ik

et ayant 3 ses bornes la tension dV = Vk.

Pour un réseau, les expressions (1.27) et (1.29) seront donc
remplacées par :

8 2
kzl R (I,) .
12
B 2
Lo R
G = - (2.4)
\6
et les grandeurs a4 minimiser seront R oI quand le réseau est connccté

k
a un générateur de courant I, et szle quand le réseau est connecté a

un générateur de tension V,.
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I1.4. ETUDE D'UN RESEAU DE STRUCTURE ALEATOIRE A RESISTANCES IDZNTIQUES

Soit un réseau a trois dimensions, inscrit dans un cube d'arete
L, composé de B rdésistances identiques de valeur r,, réparties de fagon
aléatoire mais macroscopiquement homogéne et isotrope dans le cube. Ces
résistances sonlt reliées par N nceuds également répartis de fagon macros=
copiquement homogéne.

On suppose qu'il n'y a pas de branches pendantes, c'est~ia-d.rc
de branches qui ne seraient connectées que par une extrémité. On suppose
en outre que toutes les B branches du réseau sont effectivement parcou-
rues par un courant. Le réseau est, comme tous Ceux que nous considére-
rons désormais, supposé trés grand c'est-id-dire que B et N sont des
nombres tendant vers 1l'infini.

Les résistances des faces supérieures et inférieures soat reliées
a des plans conducteurs et connectées selon le cas a un générateur de

tension V. ou a un générateur de courant I,.
Le principe de moindre entropie appliqué au réseau conduit 3

minimiser la puissance dissipée qui s'écrit d'aprés (2.3) et (2.4) :
B 2 2 |
P = kzl Rk Ik = RI2 . (2.5)

B .
pa ¥ Vi 2/R, = GV3 . (2.6)
k=1 '
Toutes les résistances étant identiques on a :

B
R =Io.¥ 16y A (2.7)
I k=l
G =— ] V2 (2.8)
LV k=l
ta structure du réscau étant aléatoire, les courants Ik dans
les branches et les tensions Vk aux bornes des branches peuvent étre

considérées comme des variables aléatoires dont on peut définir la

5
moyenne, le moment d'ordre deux et la variance 02( ).

1 B

<I >=3 LI _ (2.9)
k=1
1 B

= e 2-]0

<V >=z v (2.10)
k=1

' 1 2 2 2

<1k2>=-—€k§I 13 <1 >+ 0%(1) (2.11)

] B 2 2 2 » '

L = .12

< V2> Bkzl Vi <v, >+ gt (V) (2.12)

(*) Nous utilisons la notation standardisée o pcur la variance en nous
excusant de la confugien pessible avec la conductivité @
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Les expressions (2.7) et (2.8) de G et R peuvent alors s'écriﬂg

en fonction de (2.9) - (2.12) : $
2
R -5’; . B<Ik2>-§f-°<1k>’ (1 + Sy ' (2.13)
L L? <1, >2
: k
2
6o >t M) (2.14)
o\ o W6 v, >

II.4.1. Utilisation d'un plan de coupe

Considérons la premiére formule (2.13).

Nous avons introduit la variable aléatoire Ik mais nous n'avons
pas défini son signe : ceci peut &tre fait de la fagon suivante.

Soit un plan Pi paralléle aux faces terminales du cube et qui
coupe le réseau : on convient de compter positivement les courants Ik qui
traversent ce plan du haut vers le bas et négativement les courants en
sens inverse (fig. 7). Le signe de chaque courant I est ainsi défini
sans ambiguité en translatant Ye plan .. -

:
/ \

Figure 7 : Orientation des courants Ik

Soit n, le nombre de résstances quicoupentle plan Pi s 81 I,

est le courant débité par le générateur tel que

' Ie = GV, (2.15)

on aura quelque soit le plan Pi :

I =1 - . (2.16)

et en notant < Ik >i la moyenne des n. courants coupés par Pi on pourra
écrire ‘

n, < Ik >i w I (2.17)
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Le réseau étant de structure homogéne, nous supposcrons que la
variable aléatoire n., nombre de branches coupées par un plan Pi est
ergodique ainsi qu'il est défini en Annexe I. Ainsi, si la section du
cube est suffisamment importante, 1enombrerH'de résistances coupées est
trés grand et est équivalent & la moyenne du nombre de résistances coupées
par un grand nombre de plans indépendants qu'on peut noter < n > ce que
nous é€crirons :

i
— ]

e i (2.18)

Mais 1'échantillonnageconsistant & prélever les courants I, rencontrés par
une section de coupe perpendiculaire 3 1'axe est biaisé & cause de 1'incli-
naison des branches car un courant Iy est rencontré par la coupe avec une
probabilité proportionnelle & |cos le, 0, étant 1'angle de cette branche k
avec 1'axe.
Au lieu que la moyenne < I, >; des courants prélevés par la coupe i repré-
sente la moyenne des courants I du réseau,elle sera une moyennepondérée par
les co%ekgn supposant que la distribution des Gk de 1'échantillon est repré-
sentative de celle du réseau entier :

<1 | cos 6k|.>

< Ik >i = - _ (2.19)
< [cos ekl >

et comme cette moyenne est &gale & Io/n;, on obtiendra en identifiant nj

et < n > par ergodicité,

<1, lcos 0 | >
Io - k k (2.20)

<n> < |cos ekl >

on peut tirer de ceci une limite inférieure pour < Ik2 > en utilisant

1'inégalité de Schwartz :

12 _ <Ik Jeos Ok| >2 _ < Ix* > < cos® Bk >

<n>? < |cos 8, | >? < |cos? 8, >2
soit
< |cos 8, | >?
2
< n >? < cos? ek >
on en déduit :
B < |cos 8, | >? B :
To 2 To k To , A
- > = . C 2-‘2
R= 17 <L > =2 (2.2%)

<n>* < cosg? ek > < n >?

avec C =< |cos ekl >2 | < cos? ek > L1
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e

REMARQUE 1 : 11 est relat1vement surprenant de trouver ‘une résistance
AN approchée R'™ inférieure 3 la resxstance ‘exacte R en appro-

xlmant les repartltlons 1nternes de\courant alors que,dans

uF

1a premlere partle 1‘ galxte (I 36) prevolt que. la re51stan-
ce approchee obtenue de cette fagon doxt etre superleure a

la valeur exacte.

. o
[T S SO

Cec1 t1ent a la methode d'approxlmatlon des courants. Si on

ava1t arb1tra1rement 1mpose des courants 1k dans toutes 1es

i}
e brdnches et qu'on calculalt la pu1ssance en resuhnnt on trou-

IV ha g

‘Verait’ év1demment ‘une puzssance pr superleure 3la pulssance

‘réelle P 'ce qui‘aveéc un generateur ‘de ‘courant L entralne :
. ‘1:)‘1;—7*‘ AR

P . R13 ii“;' P' ; R L? >p

ERE RN S
R' > R o A
Mals 1c1 on a  fait une hypot:hese sur la moyenne des counmnts
TERUER SRS B R P AURY 1 . & remplacant 1a’ moyenne des carres des courants par -le carré
de la moyenne qui lui est 1nfer1eur. On aboutlt donc i une
TS puxssance po apptochee 1nfer1eure E la pu1ssance P et on, trou-
- 've "alors une valeur R‘ plus petlte que R.

U Cette formule" approchee n'est valable que dans 1 hypochese

:fv;,d~unmreseéu homogéne et\de variables aléatoires ergodiques.

. L"homogéndité en particulier, nécessite que si des plah&“Pil,
oo Pygw Bag vhien o
ait quelleSeque~soienc‘leurSfpusitians;ﬁl’éqﬁivaleﬁceﬁdhf

suee coupent ‘le réseau de ‘fagon’indépendante, oi

nombre de branches coupées LIPS “‘2’ ni3c.... quand le réseau

‘ dev1ent tres grand c'est=d-dire s . . ;oo
K IC L T ' Sy i:lt» % niz ;f,;;ani:.} b GV oseh ooldwlorigih &4
n. H H q étc‘.... .———-—-hﬂ l ’ . o
o o v kel 13 SENS ¥ THEI I Dot oo 0l sl ownn otnTnn e

o ':;;“; T -'; " TR

;“BEMARQUE‘333 Dans un reseau, ol les branches 301gnant une. extrem1te a 1'autre |

v 56 s';‘l iﬁ LEAY t,’i‘i?‘?«

du reseau sont en lxgne dr01te et se coupent donc en des nceuds

SV wianliy

p01ssonn1ennes), les courants dans les branches sont _propor-

o tlonne s au c031nus de 1 angle de cette branche avec la verti-
e

~cale 51 les reslstances des branches sont proportxonnelles a

‘ 1eur longueur { on a eu en effet les relat1ons suivantes corres-
pondant aux équatxons de KIRCHOFF 3
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En un neeud

Lcos ek = 0 : ZIk = 0
Autour d'une maille :
Zlk cos Gk = 0 Erk Ik- = 0

Dans ce cas, puisque Ik et cos Gk sont proportionnels on a :

< I, cos Gk >? s <1

2 2
K > < cos ek >

k
et on peut écrire :

2 2 2
B<r,I > B <1 I%>< |cos ekl >

2 2 2
<n> < .
1. n Ik cos K >

g < rk1k2> < |cos ek[ >

R =

<n> <1.?>« 2 >
n Ik cos ek

Si toutes les branches sont de méme longueur, r, = T. et ona:

2
.. B < |cos ekl >

—_— (2.23)
< n>? < coszek >

La borne inférieure de (2.22) constitue ici une valeur exacte.

REMARQUE 4 : La formule (2.22) est valable quel que soit le nombre de
dimensions du réseau c'est-a-dire pour un “réseau'" linéaire
(une dimensdn), pour un réseau inscrit dans un carré ( deux
~ dimensions) ou pour un réseau inscrit dans un cube (trois
dimensions) .
En utilisant les résultats de probabilités géométriques donnés
en annexe 2’pour le nombre moyen de branches coupées,dont nous

rappelons les notations :

LB = longueur totale de branches dans le réseau

B

b = densité de branches (b/L? en deux dimensions,
b/L?® en trois dimensions)

nombre de branches du réseau

TB = LB/B = longueur moyenne d'une branche.

On peut écrire la formule (2.22) en fonction des paramétres

géométriques du réseau .’

Réseau a4 | dimension : B résistances en série :

<n>=1 R' = 5B (C=1) (2.24)

Réseau a 2 dimensions : B résistances dans un carré de coté L

281 2bL1

. 2.2 2 .
< n > - ~_B - B R'n - ro L—W - L fo (2.25)
L w C 481 2 4 bl ?

8 8
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Résecau & 3 dimensions ¢ B résistances dans un cube de coté L

BI; bLZ1, . 412 br,
<n>8 —m ﬁ}? B g B (2.26)
2L 2 C 3182 LIBZb

REMARQUE'S : Si on &crit la formule classique donnaat la résistance
‘ R=pL /S en introduisant le volume v = L ., S de la résis-

tance on obtent :

52

En comparant (2.27) aves 2.22) on voit qu'on peut identifier

- la résistivité p avec la valeur commune ro des résistan-

ces du réseau

le volume v du conducteur avec le nombre de branches B

présentes dans ce volume
la section S du conducteur avec < n >, valeur moyenne du

nombre de branches coupées par un plan selon une section S.

le coefficient C est fonction de la structure du réseau

I1.4.2. Utilisation d'un chemin entre les faces extrémes

Nous allons faire un raisonnement dual du raisonnement précédent

plutdt que de couper le ré&seau par des plans paralldles aux faces extrémes
nous allons chercher 3 relier ces faces extr®mes. par un "chemin" de résis-
tances. Partons de la face inférieure et rejoignons la face supérieure en
suivant un chemin de résistances et en ajoutant les différences de poten-
tiel rencontrées algébriquement.'

Si la différence de potentiel entre les faces extrémes est V,
et si le chemin utilisé comporte m, résistances on aura :
i .
1 V.. =V, (2.28)
-
Cette relation est algébrique car on peut emprunter des branches

ot la différence de potentiel est en sens inverse du sens de parcours.
La relation (2.28) peut s'écrire en introduisant la moyenne des

différences de potentiel rencontrée dans le parcours i:
m, < >, =V .
Appliquons encore ici un principe d'ergodicité : si le réseau est suffisam=

ment grand, ergodique, homogéne nous identifierons le nombre m. de bran-
i

ches utilisé pour un parcours i avec la moyenne des m, d'un grand nombre

de-parcoursquiconstitusront ' espérance de la variable aléatoire m.
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On écrira donc :

oS Tow (2.30)
i

La difficulté est ici de déterminer la fagon de tracer le chemin

P

d'une extrémité a 1l'autre, la relation (2.28) étant valable quel que soit

le nombre de pas : on pourrait prendre des chemins tortueux sans cesser

de vérifier (2.28) -~ mais ces chemins emprunteraient forcément des bran-

ches avec des diffdérences de potenticl népgatives et la moycnnc <uV¥“>l
obtenue sur ce parcours scrait beaucoup plus petite que la moyenne obtenue
sur un chemin ne comportant que des différences de potentiel positives,

Or que cherchons-nous a obtenir : comme dans le paragraphe pré-~

cédent nous voulons estimer la wmoyenne des carrés de la variable Vk a
partir de la moyenne de Vk en négligeant 1l'écart type, C'est-a-dire écrire :

2 — 2 2
<V E> =<y e et (v) PV, P (2.31)

Pour que 1'erreur faite en négligeant 1'écart-type soit minimalie

il faut que < Vi > soit maximal.

Or, si on introduit dans la distribution des Vk des valeurs néga-

tives en inversant le signe de certains Vk =~ le second moment < sz >

sera inchangé mais la moyenne < Vk > va diminuer et l'écart type augmenter.

L'approximation de < sz > par < Vk > sera donc la meilieure
possible si toutes les variables Vk sont positives et ceci conduit a pren-
dre pour m le plus court chemin d'une extrémité & 1'autre car on est

qu'il ne comportera que des variables Vk positives. ‘

Mais on se heurte a la méme difficulté que pour le plan de coupe

car 1l'échantillon constitué par les m, variables Vi du chemin i est biaisé
i

par rapport 3 la distribution des Vy de 1'ensemble du réseau : en effet, la

recherche des plus courtschemins fait que les branches proches de la vertica

~—t

e

sont privilégides par rapport aux branches qui s'en &cartent : de ce {fait,
la distribution des angles eki des branches du chemin avec la verticale est
biaisée par rapport a celle des 0y du réscau, ce qui ne se produisait pas
avec le plan de coupe. Une formule similaire 3 (2.20) utilisant les cos 6k
comme coefficient de pondération ne sera donc qu'approximative pulsque .ies
angles des branches de 1'échantillon avec la verticale ne sont pas repré-
sentatifs.de la distribution des angles du réseau, et on écrira :
v <.Vklcos le >
<o >Y < cos Bk > (2.32)
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Dans les cas ol cette approximation peut Stre utilisée (certains réseaux

réguliers, par exemple), on peut tirer, comme en (2.21) une borne inférieure
pour < V 2 > |

k
2 < |cos 8 | >?
\J
<yl oy e k (2.33)
<m> < cos? Gk >
et on obtient cette fois, une borne supérieure pour R :
2

2 < cos® 0, > 2

ro<m > k <m>
R g =3 = 20 (2.34)

< lcosek] >2 B.C
ot le coefficient C £ | a la méme signification que précédemment.
REMARQUE 1 ¢ Ici encore si on compare 1'approximation (2.34) avec la for-

mule classique donnant la résistance R = pL / S, ol on intro-

duit le volume v de la résistance, on obtient :

R=pL/S (2.35)

2
R = p .l—;’_ (2.36)

On voit en comparant avec (2.34) que :

. To joue le rdole de la résistivité p :
. <m > joue le rdle de la longueur L de la résistance
. B joue le role du volume v de.la résistance

Si on réunit les relations (2.22) et (2.35) on obtient des
bornes supérieures et inférieures pour la résistance équiva-

lente exacte du réseau

2
<R<R'eBSD> (2.37)

< n >? B C

R' = C B

Puisque la résistance exacte R se trouve quelque part entre
ses bornes inférieures et supérieures, si on prend comme nou-
velle estimation la moyenne géométrique de ces bornes on
obtiendra une valeur approchée R qui sera moins éloignée que

la plus &loignée des bornes.
On aura alors :

e TR L B m<uw>?

< n >? 8 C

.
-

A
8
v

RU=m TR o (2.38)
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REMARQUE 1 : La formule (2.38) est cette fois une généralisation de
R = pL / S avec les correspondances :
.<m>+—*l_
e <n> 5
. L ~ P
REMARQUE 2 : On peut obtenir directement la formule (2.38), en combinant les
modes d'évaluation de < n > et <m >. On a en effet :

< Ik!cosekl > < Vklcosekl >

Io et Vo

= NS
< n > < ¢coSs > < >
°% K m < lcosekl >

Comme toutes les résistances valent ro, On a :
< Vk|c096k| >=< rolklcosek! > =r, < Iklcosekl >

et

Vo

o < I,|cose, | > I,
<m>"

(2-39)

< |cos le >

Ou en tire une relation identique & (2.38) :

A <m>

Req = T, ¥Te 1S

ff.B. EXPRESSIONS GEOMETRIQUES DE <m > ET < n >

La valeur moyenne < m > du plus petit nombre de pas reliant une

extrémitd du réseau a l'autre est fonction de la géométrie de celui-ci.
Appelons 1i la longueur d'une branche et Gi le plus petit angle

()

que fait cette branche avec 1'axe du réseau’ %
Dans un parcours donné "k" comprenant m, Pas, on peut écrire si

L est la distance en ligne droite parcourue selon 1'axe :

m .
.2 1ik cos Gk = L (2.40)
1=]
qui peut encore s'écrire
m <l].k .coa&ik> -

<[i cos Gi > w (2.41)

k k

Appliquant encore un principe d'ergodicité, si m est suffisamment
grand et si on suppose 1'échantillon de m branches représentatif, en lon-
gueur et direction, des B branches, on a :

m < 1i‘|cos 6i| >k
] -»1 (2.42)

<1, |cos 8.]>
i i

k .
<m> mk*w'

(**) Nous appelons '"axe du réseau' toute droite reliant une extrémité du
réscau a l'autre, orthogonalement aux électrodes collectrices de cou-
rant situdes aux limites du réseau.
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et (2.41) s'écrit alors :

<m>= L - ; (2.43)

<1, |cos 6. >
1 1

Si toutes les branches ont méme longueur 1, on a :

<m>= L (2.44)

1< |cos 8.] >
i

Le nombre moyen < n > de branches coupées par un plan peut également

s'exprimer géométriquement.

La droite de longueur L parcourt le réseau parallélement a elle-
méme : une branche particuli&re de longueur 1i faisant un angle Gi avec
1'axe du réseau ne sera coupée par la droite L, que dans un déplacement
vertical de celle-ci de 1ic°5 ei.

On obtiendra donc le méme nombre d'intersections que si toutes les
branches du réseau étaient verticales et de longueur licos Bi.

Si on donne a une branche 1'épaisseur infinitésimale € et si N,y
est le nombre de branches coupées lorsque la droite L effectue un déplacement
dz & 1'ordonnée z, la somme dS(z) des surfaces découpées sur les branches est

dS(z) = n(z) . dz . € 7 (2.45)

Lorsque la droite balaie la longueur L, toutes les branches redres-

sées verticalement seront coupées et la somme des surfaces élémentaires

dS () représentera la surface de toutes ces branches om aura donc :

L L B
fo dS(,) = € fo n(z)dz = € Z lilccs Qi‘ (2.46)

Si on désigne par < n > la valeur moyenne du nombre de branches

coupées par la droite, on pourra écrire :
B B
1 (L 1
L ‘T i} n(z)dz =L <n>= E li‘coaeil = B(E z li]cos Gil)
d'ol

B
<a> =1 < 1i |cos eil > (2,47)

qui peut encore s'écrire si toutes les branches ont méme longueur 1 :

L}

<an>=2¢ |cos 6.] > (2.48)

L 1 :
et en réunissant (2.43) et (2,47) on obtient la formule remarquable :
<m> <n>=8B (2.49)

qui n'est valable que si < cosb; > est le méme pour les angles rencontrés
sur une coupe et sur un chemin.
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11.6. RELATION ENTRE LA RESISTANCE EQUIVALENTE ET LE DEGRE MOYEN D'UN RESEAU

La formule (2.38) donnant la résistance équivalente approchée R,

permet d'obtenir pour un réseau 3 deux dimensions un résultat intéressant,

=3

2 Sa simplicité d'ume part, et parce qu'il généralise un résultat obtenu
par la théorie du "milieu effectif' que nous analyserons plus loin.

. Considérons un réseau de grande taille, inscrit dans un carré
de cote L, composé de B branches reliées par N nceuds .
Coupons ce réseau par deux segments de longueur L, paralléles

au coté du carré et perpendiculaires entre cux (fig. 8).

Par suite de 1'homogénéité du réseau, le nombre 0, et n, de
braccies coupées par ces deux segments sera équivalent c'esi-i-dire qu'on
PO N

1
s e |
H
| ||/ ; |
5;@ T e
/ 74
~

LN 2000 10 DO 0 W 2.« SN '

Ny \ AR AN c%:% N7 Qcéi
/? -t m
y & |
Ny
Figure 8
Evaluons maintenant le nombre m.de branches reliant les extrénités

supérieures et inférieures du carré. Puisque ces branches doivent constituer
un plus court chemin, nous allons corsidérer les branches qui descendent de
" part et d'autre du segment vertical L et qui en sont les plus proches.
Les 0y, branches qui coupent la ligne verticale L sont reliées &
des neeuds de part et d'autre de ce segment et appartiennent a des polygones

partagés en deux parties sur la ligne L (fig. 8).
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Ces polygones sont tous adjacents et leurs coté qui ne sont pas
en commun forment de part et d'autre de L une chaine de branches qui joint '
les cOtés supérieurs et inférieurs : calculons en fonction de n, le nombre
moyen de branches de cette chalne. :

Le réseau est planaire et ses B branches et N neceuds forment un
nombre de polygones indépendants égal & B - N + 1 [8].

Le nombre moyen de cG6tés par polygone est donc ;

ey 2 B
s g ' * (2.50)

car chaque branche est commune & deux polygones. Considérons les polygones
coupés par L comme artificiellement séparés en dédoublant leurs n, branches
coupées : il y aura ny polygones coupés dont le nombre total de cdtéssera

en moyenne &

2B
Oy * B=N*T

Le nombre de cOté non coupés par L sera obtenu en retirant les

(2.51)

2n,, cotés dédoublés coupés par L soit :

28 - T
“V'BN+1 20, = 2“v(en\m L Z"V'BNH#Z“V

Le nombre de cdtésnon coupés formant une chaine de part et d'autre
de L sera la moitié du nombre total précédent et est égal au nombre minimal

m de pas cherché :

N

m stk n, BN (2.52)

Le degré moyen du réseau est le nombre moyen de branches par

neeud : il vaut :
d=28/N : (2.53)
La relation (2.52) s'écrit alors en fonction de d @

LI (2.54)
LRV
2
Appliquons alors la relation (2.38) avec < n > = n,
Wiaaicy BINE & wesilbins By 2
. el A i Sl 7
<n> nH nH 2
et par suite de 1'équivalence de n, et n, on obtient :
“ £2455)

R” = 1o :;E—
-2

ce qui 8'écrit en conductances :

Feg(@/2-1) : (2.56)




La relation (2,55), fort simple, obtenuc par une méthode Cpalement
simgle est identique au résultat déduit de la théorie du milieu effcctif
parKIRKPATRICK {9] dans les cas particuliers qu'il a étudiés et qui sont
bien vérifiés expérimentalement pour le réseau de structure carrée (d = 4,
et pour le réseau de structure cubique (d = 6).

La relation (2.55) prévoit que la résistance du réseau devient
infinie lorsque son degré moyen est égal 3 2. Ce résultat es¢: obtenu pour
un réseau a deux dimensions. Il est difficile de le transposer dans un
réseau tridimensionnel car il faudrait pouvoir y dénombrer le nombre de
polyédres internes au réseau, le nombre de faces de ces polyédres, ete...
et nous n'avons pas trouvé de formules permettant de calculer ces gr?ndeurs
La seule formule de ce genre est la formule d'EULER [8] qui donne lg-nom~

bres de faces d'un polyédre isolé)inutilisable ici (F =B ~-N=+ 2).

11.7. ETUDE DE RESEAUX DE STRUCTURE REGULIERE A RESISTANCES ALEATOIRES

I1.7.1. Réseau de résistances en série mises en paralléle

Considérons un réseau planaire inscrit dans un cairé. . ca-
extréme de structure est celle qu'on obtient en mettant enm ,arailille k

chaines de k résistances (fig. 9).

o O P

E \
:

Figure 9 : Reéseau de résistances séries
en paralléle (k = 3)

AT
< v -

Le degré moyen d'un tel réseau est 2 mais il est fortement aniso-
trope. Ce réseau contient k? résistances, dont la valeur suit une lei de

distribution connue, réparties au hasard dans le réseau.
En supposant que k tende vers 1'infini, la valeur moyenne de la

résistance R, d'une chaine de k ré@si:tances est :
k
R =) r. =k E(r)
s . i
1=1
et la résistance équivalente aux k chaines en paralléle est donc

R -
RSP ™ -1-;?- = E(r) = rA (2.58)
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avec r désignant la moyenne arithmétique de la distribution des résistan~
ces du réseau.
THEOREME : Za résistance équivalente au réseau de résistances séries miseg

en paralléles est la moyenne arithmétique de la distribution
des valeurs des résistances du réseau.

I1.7.2. Réseau de résistances en paralldles mises en séries

L'autre cas extréme de structure répartie est celui d'un résecau

de k? résistances obtenu en mettant en sdrie k groupements de k résistances
en paralléle (fig. 10).

1

Figure 10 : Réseau de résistances paralléles
en série (k = 3)

Quand k tend vers 1'infini, le degré moyen de ce réseau tend
également vers 1'infini puisque 2k résistances sont comnectées & chaque
neeud interne. _ .

La valeur moyenne de la résistance Rp d'un groupement de k résis-

tances en paralléle vaut :
ok

L ) L
Rp  ja1 T4

La résistance équivalente au réseau est don¢c

RPP kR =
P

—

- (2.59)
1

rl
1

8~

L
k .
© o i=]
en désignant par ;H la moyenne Jlarmonique de la distribution des résistan=

ces du réseau. N

THEOREME : La résistance équivalente au réseau de résistances paralléles
mises en série est la moyenne harmonique de la distribution‘

des valeurs des résistances du réseau.




REMARQUE 1 : La moyenne arithmétique des résistances est égale & l'inverse
de la moyenne harmonique des conductances et réciproquement :

on peut donc écrire indifféremment :

Réseau série/parallele  R> = 7' =—= G =g ' =-%  (2.60)
g r

Réseau paralléle/série RPs = ;H --QK GPS = EA =':% (2.61)
_ e T

.~ .

REMARQUE 2 : Les résultats précédents ont déja été établis par SCHOPPER [46].

I1 est bien connu que les moyennes arithmétiques et harmoniques
constituent les deux moyennes extrémes d'une distribution de variables
al@atoires positives, la moyenne harmonique &tant toujours inférieure &

la moyenne arithmétique [annexe 3].

Comme la moyenne harmonique des conductances gH corresnond au
réscau de degré 2 et la moyenne arithmétique des conductances iA au réscau
de degré infini, il est intuitif de penser que tout réseau de degré moyen

entre 2 et 1'infini, inscrit dans un carré aura une conductance

.yuivalente comprise entre la moyenne harmonique et la moyenne arithmétique

des conductances du réseau.

La moyenne géométrique [annexe 3] étant elle aussi comprise enire
les moyennes harmoniques et arithmétiques, on s'adresse surtout & elle
comme moyenne intermédiaire

On peut cependant se demander 3 quelle structure de réseau, ra-
gulier ou non, de résistancesaléatoires s'appliquerait rigoureusement iz
moyenne géométrique. Nous montrons ci-dessous que pour un réseau de struc-
ture réguliére, carrée c'est-a-dire de degré 4, puis pour un réseau Ge
structure irréguliére mais de degré moyen 4, la résistance &quivalente est
égale 3 la moyenne géométrique de la distribution des résistances si

celle-ci est log-symétrique [annexe 3].

I1.7.3.- Réseau planaire de structure carrée de résistances aléatoires

-

Soit un réseau plan de résistances, €, de structure carrée compor-

tant m branches verticales par rangée et m branches verticales par coloarne

(fig. 11).
=

P

Figure 11 : R&seau de structure carrée
(m = 3)

-0
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Nous rappelons, sans démonstration, les résultats obtenus concery

nant ce type de réseau que nous avons dé&ja publiés en [10].

THEOREME : Un réseau de structure carrée de grandes dimensions compcrtant
des résistances R aléatoirement réparties dans le réseau dont la
densité de probabilité £(R)dR' est log-symétrique, a pour résis-
tance équivalente la moyenne géométrique de la distributior.

Si le réseau se compose de résistances RA et RB ;n proportion p
ét l-p respectivement, si R(p) est sa résistance équivalente, on a :
R(0) =Ry , R(1) =R, , R(1/2) = /RARB (2.66)
et pour p H= 1/2

p I-p
Ripy = R, Ry (2.67)
Pour p quelconque, on a : .
R(p) . R(1=-p) = RA RB (2,68)

11.8.- ETUDE D'UN RESEAU DE STRUCTURE ALEATOIRE "CARREE EN MOYENNE"
COMPOSE DE RESISTANCES ALEATOIRES

Le résultat précédent , n'est valable que pour
un réseau de structure réguliére carrée : ceci restreint sa portée pratique
car les phénoménes physiques que l'on peut simuler par un réseau de résis-

tances aléatoires s'accompagnent souvent d'une structure aléatoire.

On peut étendre ce résultat 4 un réseau de structure irréguliére
a condition qu'il soit "carré en moyenne" c¢'est-d~dire que, s'il comporte
B branches et N nceuds , son degré moyen d = 2B/N soit égal a 4.
Nous avons publié& en [13] ce résultat que nous rappelons ici sans
démonstration ,
THEOREME : Un réseau planaire "carré en moyenne', de fbrme carrée, composé
de résistances dont la distribution des logarithmes est symétri-

que par rapport d une valeur R. a pour résistance équivalente R,

moyenne géométrique de cette distribution.

COROLLAIRE 1 : S7 toutes les résistances du réseau sont identiques et égales

d R, la résistance équivalente du réseau "carré en moyenne"
vaut R.
Le réseau dual d'un réseau hexagonal en moyenne ( d = 3 ) étant un réseau

triangulaire en moyenne ( d = 6 ) on a :

COROLLAIRE 2 : S7 la distribution des logarithmes des résistances reste
symétrique par rapport d R,

REE§ * Rtri Ro Rcar (2.69)

en désignant par Ry Re=Ts Rcar les résistances équivalentes

aux réseaqux hexagonaux triangulairves, carrés en moyerme.
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I1.9.- APPLICATION DE LA THEORIE DES GRAPHES AUX RESEAUX ALEATOIRES DE RESISTANCES

11.9.1.- Introduction

Le calcul rigoureux de la résistance &quivalente d'un réseau quel-
conque ne peut étre abordé que par des méthodes matricielles. Cependant
pour que les calculs faits aient une signification statistique, il faut
traiter ainsi des réseaux de grande dimension : les matrices utilisées sont
alors trés grandes et leur inversion sur ordinateur conduit a des temps de
calcul trés longs [25].

Mais utiliser de telles méthodes, c'est mécounaitre le caractére
fondamental du probléme qui est aléatoire : en effet les termes de la ma-
trice décrivant le réseau sonf aléatoires et seule leur distribution statis=-
tique a un sens.

Aussi, nous avons adapté des méthodes de calcul de la théorie des
graphes appliquée aux réseaux &lectriques au probléme statistique du calcul
de la résistance équivalente d'un réseau de grande taille, composé de résis-
tances aléatoires.

Nous prions le lecteur de se reporter d 1'annexe 4 pour un rappel
des définitions et des résultats déja connus de la théorie des graphes

appliquée aux réseaux électriques.

11.9.2.- Théorie statistique des graphes appliquée aux réseaux aléatoires
de résistances.

Les résultats de la théorie des graphes appliquée aux réseaux
électriques ,décrits dans 1l'annexe 4,n'ont & notre connaissance &té utilisés
que pour des réseaux de structure déterminée.

Pour des réseaux de petite taille,tels que celui que nous avonms
donné en exemple dans 1'annexe 4 )le dénombrement des arbres du graphe
"original" et du graphe "replié" est relativement aisé et on obtient rapi-
dement un résultat.

' Pour des réseaux de grande taille, des programmes de recherche
d'arbres sur ordinateur sont nécessaires : dés lors, les moyens mis en
®uvre deviennent presque aussi lourds que les méthodes classiques d'inver-
sion de matrice.

L'avantage des méthodes topologiques de calcul des déterminants
a partir des valeurs des arbres est qu'on ne fait qu'une somme de monomes
positifs : tous les termes de signes contraires qui apparaissent dans les
méthodes classiques de calcul des déterminants et se simplifient, n'appa-
raissent pas ici. Le désavantage, par contre, est qu'il faut mettre au
point un algorithme de recherche systématique des arbres du graphe, et le

nombre d'arbres devient &norme d&s que la taille du ré&seau augmente.




- 45 =~

Nous avons remarqué, pour des réseaux de grande taille, remplis
de résistances aléatoirement réparties dans ce réseau, qu'il était possible
de domner aux formules de 1l'annexe 4 (A4.16) et (A4.17) donnant la résis-

PO P . . - ’ ¢ T . - .
tance equ:LVBIEnte au reseau une lnterpretatlon statlsthue en ecrivant :

T! T!
i
121Vﬁ_ T'c~'1ilv'1) " <V'.>
- = = = ......._.~_.._.1
eq T #— (2.70)

T
l m
v 1L ovp  f <%
k=1 k=]
ol T et T' désignent respectivement le nombre d'arbres du réseau "original"
et du réseau "replié" et ol < Vk > et < V'1 > représentent les moyennes
des valeurs des arbres du réseau "original" et du réseau "replié".

Pour trouver Req a partir de la formule (2.70) nous sommes rame-
nés aux problémes suivants :

a) évaluer le rapport T'/T

b) évaluer le rapport < V'1 >/ < Vk >

Le premier probl&me se rattache & la seule structure du réseau :
. Pour des réseaux de structure réguliére, on peut calculer T'/T sans
difficulté. |
. Pour des réseaux de structure aléatoire, le calcul de T'/T se raméne
au calcul de la résistance d'un réseau de structure identique conte-
nant des résistances de méme valeur. |
Le second probléme est le calcul du rapport des valeurs moyennes
des arbres du réseau "repli&" et du réseau "original" : il est d'un degré
de complexité supérieur car il dépend 3 la fois de la distribution des
résistances qui ont été disposées dans le réseau et de la structure du

réseau comme nous le montrerons plus loin.
Nous envisagerons donc par ordre de complexité croissante les

problémes suivants dont certaines solutions approchée ont été données dans
les paragraphes précédents:
a) Un réseau de structure quelconque composé de résistances identiques
b) Un réseau de structure réguliére composé de résisténceg aléatoires

¢) Un réseau de structure aléatoire composé de résistances aléatoires.

11.9.3.- Réseaux se composant de résistances identiques

Le réseau comporte B branches et N nceuds et se compose de résis-

tances toutes identiques r = 1/g.
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La valeur de tous les arbres du réseau est identique et vaut :
N-1

Ve, =V =g (2.71)
et pour le réseau ''replié" :
V'l = V' o= gN—z (2.72)
La ré@sistance équivalente vaut donc :
T'
LV T 1 T
R = ~ = | e m— T (2.73)
eq T T.V T g T
v

Nous sommes ramenés au calcul du rapport T'/T qui dépend de la

structure du réseau.

I1.9.3.1.- Réseaux réguliers

Pour des réseaux réguliers planaires, on a :
- Réseau de structure hexagonale : T'/T = V3
- Réseau de structure carrée : T'/T = 1
- Réseau de structure triangulaire : T'/T = 1/v3
Pour un réseau de structure cubique, tridimensionnel, composé de
3m® - 4m? + 2m branches (réseau contenu dans un cube portant m branches en

aréte), on peut montrer que T'/T = 1/m.
Pour les réseaux plans, on remarque que le rapport T'/T va dimi-

nuant quand le degré des naouds du réseau augmente.
Pour le réseau cubique de degré 6, le rapport T'/T tend vers

zéro quand la taille du réseau augmente.

11.9.3.2.~- Réseaux de structure aléatoire

Poutr obtenir un réseau de structure aléatoire, on peut utiliser

le brocessus destructif du paragraphe I11.2.2. en effectuant sur un réseau

. PR . . . . "
régulier de résistances identiques une "percolation par branches .

Enlever des branches d'un réseau régulier, c'est remplacer un
certain nombre de résistances par des résistances dont la valeur tend vers
1'infini.

On peut donc considérer un réseau aléatoire de résistances
identiques r, comme le résultat d'un processus de percolation par branches
sur un réseau régulier, comprenant unme proportion p de résistances r et
une proportion I-p de résistances r' dont la valeur tend vers 1'infini,

la position des r et des r' &étant aléatoire dans le réseau.

On sait que la destruction d'un réseau par un tel processus de
percolation par branches méne a un seuil pour la résistance c'est-a-dire
qu'au deld d'une certaine proportion de rvésistances retirées au hasard,

la résistance du réseau devient infinie.



Si on considére que le réseau a une structure aléatoire et des
résistances identiques, d'aprés la formule (2.73), c'est le rapport T'/T

qui tend vers 1'infini au seuil de percolation.
Si on considére que le réseau a une structure réguliére et une

distribution de résistances r et r' + ®, le rapport T'/T est constant
puisque la structure du réseau reste régulidre quand r' tend vers 1'infini
et dans la formule (2.70) c'est le rapport < vViy>/< Vk > qui tend vers

1'infini quand la proportion de résistance r' atteint le seuil de percola-

tion.
Nous traiterons dans ce qui suit le réseau aléatoire de résis-

tances identiques comme la limite d'un réseau régulier contenant une dis-
tribution binaire de résistancés r et r' lorsque r' tend vers 1l'infini- ce
qui revient 3 choisir le processus destructif de percolation par branches

comme mode de construction d'un réseau de structure aldatoire.
' Remarquons n&anmoins dés maintenant, que si p est la proportion

de résistances r dans le réseau et R(p) la résistance équivalente corres-

pondante, on a :

R(p) = L v > (2.74)
T <V > |
e I 2.75)
R(1) = T (
d'ou
R(p _ 1 <V > .
R(H 1 <V (> (2.76)

et en exprimant la conductance &quivalente G(p) = 1/R(p) en fonction de
g=1/r:
<V (p) >
(p) _ 1 kP

G = 4 2.77)
G(1) g<V'1(p)> ( )

11.9.4.- Réseaux composés de résistances aléatoires

11.9.4.1.- Procédé d'évaluation de la valeur moyenne des arbres

du_graphe.

Nous avons fait 1'hypothése que la répartition des B résistances

de différentes valeurs avait été faite au hasard dans le réseau.
Un arbre est un ensemble de N~l résistances du réseau répondant
d certaines considérations d'ordre topologique (il doit passer par tous

les neceuds et ne pas comporter de cycles).

Les résistances étant disposées au hasard dans le réseau, on peut
fort bien considérer 1'arbre comme un échantillon aléatoire de N-1 résis-

tances prises parmi les B résistances du réseau.
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Certes, tous les échantillons de N-l résistances ne sont pas des

arbres car certains forment des cycles : le nombre C de combinaisons de N-§

résistances prises parmi B étant :
_ B B1
¢ = G DT DT (2.78)

on a certainement :

T<C
ot T est le nombre d'arbres du graphe.

Mais les C-i combinaisons interdites sont aussi composées de N~l résistances
aléatoires issues de la méme distribution que les T combinaisons permises

si bien qu'il devrait y avoir identité entre la moyenne des valeurs des
arbres calculée sur les T combinaisons exactes et la moyenne calculée sur
les C combinaisons possibles de N-1 résistances, les nombres T et C étant
trés grands dés que le réseau est de taille suffisante. Nous verrons plus

loin que ceci n'est qu'une approximation mais qu'elle conduit 3 des résul-
tats intéressants.

Les résistances sont disposé@es aléatoirement , de fagon indépendan-~
te dans le réseau, c'est-d-dire que la présence d'une résistance d'une
certaine valeur en un point du réseau est indépendante de la valeur de la
ou des résistances voisines : ceci est vrai a4 1'échelle du réseau mais ne
1'est pas pour un échantillon de (N-1) résistances prises parmi les B résis-
tances. En effet, le tirage au hasard de (N-1) branches parmi une popula-
tion totale finie de B branches pour constituer um arbre est un tirage
exhaustif - ce qui signifie qu'une branche d'arbre une fois choisie ne peut
plus etre choisie puisque toutes les branches d'un arbre sont distinctes.
En assimilant le réseau & une urne, remplie de branches, le tirage des
branches qui constituent un arbre se fait donc sans remise dans 1l'urne.
L'effectif de la population diminue au fur et 3 mesure du tirage des bran-

ches et sa composition se modifie donc en fonction de 1'échantillon déja

tiré,

Le cas contraire serait celui du tirage non exhaustif dans lequel
~chaque tirage ne modifie pas la population, soit parce que celle-ci eét
infinie, soit parce que le nombre N d'éléments tirés est trés petit devant
1'effectif B de la population.

C'est donc en fait le rappcst du nombre d'éléments tirés N a
l'effectif de la population B qui permet de considérer le processus comme
exhaustif ou non exhaustif. Ceci est directement 1ié au degré moyen du

réseau car on a
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si le degré moyen du réseau est trés grand, N << B et le tirage peut &tre:
considéré comme non exhaustif. Dans le cas contraire, il faut le considérer

comme exhaustif.,

11.9.4.2.~ Distribution binaire des résistances

Nous supposons un réseau de structure quelconque ou sont réparéies
aléatoirement des conductances x en proportion p et des conductances y en
proportion I-p = q.

Soit R(p) la résistance &quivalente au réseau.

Lo¥sque p = 1 le réseau ne contient que des conductances x et
sa résistance est R(l).

Le calcul de la résistance équivalente au réseau se fait d'aprés
la formule (2.70) en calculant le rapport des valeurs moyennes des arbres

du réseau "replié" et du réseau "original™

<V, >
T' 1
R(p) = 5 EaA - (2.79)

O

R =5 ®T°7 ' %
X
soit :
~ <v'. >
R(p) _ 1 o (2.80)
R(1) <V > ’

Le régeau comporte B branches, il y a donc Bp conductances x et
B(1-p) conductances y. .

La probabilité d'obtenir k conductances x dans un tirage exhaus-
tif d'un échantillon de (N-1) branches pérmi les B est donnée par la dis-
tribution hypergéométrique [annexe 5] : ” '

‘P(k) = B . (2.81)
(N—l) ‘ :
L'arbre ainsi constitu@ comporte k conductances x et N-l-k conduc~

tances y : sa valeur est donc
v, = xS yhoitk (2.82)

L'espérance de la valeur d'un tel aibre sera :

Bp. ,B(1-p), .
N-1 N-1 iy GG 2 .
E(V,) = [ Vv ..p(k) = ] x& gk Kk BN 1~k (2.83)
k=0 . k=0 (N_l)

avec la probabilité (2.81)
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8i on pese z = x/y, (2.83) devient

_ Bp. B (1-p)
N-~1 Nyl Zk(i )<N~i"k)

k=0 (

BV, =y (2.84)

B
N-1?

Cette expression est le développement de la fonction génératrice

de ¥(k) qui cst une fonction hypergéométrique de Gauss.
Ainsi, on peut écrire, tous calculs effectués [annexe 5] et

ta3,11]
yp BalN-1]
E(Vk) =y ~gf§:TT- 2F](-Bp, 1-8, Bq-N+2 ; z) (2.85)
ol Bq[N-l] représente un polynome faétoriel :
x[NJ = (ﬁ)n! = x(x~1)(x=2) ..... (x-n+l)

et ZFl (a, b, ¢ ; z) est la fonction hypergéométrique de Gauss.

On écrira de méme pour la valeur moyenne des arbres du réseau

replié qui comportent (N-2) branches :

N-2 Bq[NWZ]

E(V 1) = ];ﬁ@?fT’zFl (- Bp, 2-N, Bg-N+3 ; 2) (2.86)

L'expression (2.86) s'écrit alors

- v }v_. n - - —N+4 3 .
yN 2 Bq[h 2] B[« 1] ZFI( Bp,2-N,Bq-N+3 ; z)

R(p)

EURY LA - . : —— (2.87)

R(I) y“”l Bq[N-lj B{NNZJ ZFI(“BP,I“N,Bq”‘N'fz M z)

on peut simplifier le rapport des polyndmes factoriels :

IN=11] -

X Tox(x=1)(x2) e (x-n+3) (x=-n+2) = (x-n+2)

L2 T ox(x-1)(x=2) ... (x7n¥3)

et (2.87) s'écrit :
R(1) y "Bg-N+2 ° ,F (-Bp, I-N, Bq-N+2 ; z)

qui s'exprime en fonction de z et de p :
R(p) _ ____ =z oFp (@, b¥l, el 5 2) (259
R(1) . Bp 2F1 (a, b, ¢ ; z) .

B-N+2

en posant :

a = -Bp s b = I-N ; ¢ = Bq-N+2
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Cas particulier d'un réseau de structure carrée ou carrée en moyenne

Sinferréseau estvdE sEructura” carrée (fxg:’ll):”bh‘é“!”“” SRR
o R DRy BUITC F IS A SR R DRI B Ly

Cette relation peut également s'appliquer 3 un réseau carré en"
moyenne tel qu'il est def;i“’“ 11.8: ‘-~:ﬁf;*ftw“’*

Supposons en outre que pﬂa q = 1/2 et reportons'ces valeurs dans
17 express1on generale (2 89) on obtlent : '

R(l/Z) iz F (-N+3/2, 2-N, 3/2 ; z)w X . 903
R(T) I_NWT ZF (w372, T, 2
N-1 ,
“Les fonctions' hypetgéometriques peuvent alors se slmplelerray
1taide des” ‘fotmules donnkes par LUKE [15] S

zav P T T
i gBy (x/zaa, o123 TOR (14x)2% ”2’““«"")““ 2.9

§opii g s ©ogernne ~.,,M mA RO nw

A B ; U’ Pj'. ﬁ za Ll - za FR AR L?""
: f.»f_szv;ﬂ(mzaa,aua, “3]23”‘"1{2) ('*’0 lm(: x? - (e

Si on pose a = N~-] et x? = z, gnwobtient-'

R <-,.N.~‘~,3/2s§; N,y S A VB (53

""" Z(N I) Z(N l) LEormer T o e

( N+3/2 2—N 3/2‘ Z) > ]+Vh.) lﬁ(N“])/(zI fé)’ i (2. 9")

et ~r‘iéﬁtfeﬁdfeant*-{ 293)e€(2 94) dars (2,90)7F © |
framn i oRETAY -4 52 i )‘2(l+/7:)2(N-l) %(I“E)Z(N-l)

R(1) d= Eﬁé’g}“ . ‘4 (N=1) ¥z (l+vrz')%(u‘l)» (]n&)zgu?‘; Feirom s igne

oy iy VY ererdd TR M A NS a0 FRRE IR RS

o BCLA2) s (Hﬂ&z‘m ” (?-ﬂ/‘)m D
R(1) (‘*¢~32(N 1) * G-72) 2(N=1)::

‘ﬁcz gg)as'ecrlt eticoré en dxvxsént numerateur et dénbm1natéur par (3+JF)Z(N—1)

Tegv i ]-& Z(N—I—y SR RFIPNE I AN I A S
-»rQT;VE) S S

+ Le terme; (I~ »Kl+ z) est:inférieur & 1 'en vdleur absolue et

lorsque»u tend vers 1'infini les termes ((:-/‘) / (1+/~))2(N 1) - tendent
vers zéro. On obtient donc ¢ it shas el

Rppemior R Ry RO R

Rx({(lﬁ) u-u.' O B | . (2.97)




Pour le résecau de structure carrée on sait que pour p = |

{conductances x seulement)

R(1) = %

on obtieni donc :

R(1/2) =_:.<_V~Z;t=.___]_..._ \2.98)
Yx .y

Dans le cas simple o0 il n'y a que deux types de radsistances
¥ et vy en proportions égales, on obtient donc une résistance égale a la
woyenne péométrique de la distribution des résistances.

Ce résultat est obtenu pour un réseau tel que B = 2N ~ 3 de
structure carrée ou carrée en moyenne et rejoint le résultat obtenu par
d'autres méthodes en I1.7.3. et II.8,

Dans le cas général, reprenons la formule (2.89) pour.obtenir
un vésultat plus utilisable.
' Le rapport des fonctions hypergéométriques du second membre de
(2.89) peut se mettre sous la forme d'un développement en fraction conti=-

nue du 3 Gauss [16].

2Fl (a, b, ¢t 2) u .z
2F14(é, b+l, c+l; z =1 I v,z ' 12.99)
1 - uzz
i - vzz
I - u3z beeiasane

avec

_ (a+k-1) (c=b+k-1)
Kk (c+2k=2) (c+2k-1)

(2.100)

o (b+k) (c-a+k)

k (c+2k-1) (c+2k)

en remplagant a, b, c, par leurs expressions, on obtient :
- (k=Bp~1) (k+Bq)

k (2k+Bq=N) (2k+Bq-N+1)

V.

u

(2.101)
_ (k~N+1) (k+B-N+2)
Yk = (2k+Bq-N+1) (2k+Bq-N+2)

81 on introduit le degré moyen d = 28 / N, on obtient en divisant

u, et v. par N? au numérateur et au dénominateur :

k k
2
- (dq+2k/N) (dp = 5 {=1) .
g = (2.102)

k (dq+4k/N—2)(dq-2+3£?§*‘))

_20e 2(+2)
E N

-2 (a2 +

v, = BT
k (dq-2 + 2(2;-‘-1)

) (dq—z + 2'—(-3-5-‘:—2—)_)
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Dans le développement (2.99) en fractions continues, les derniers
termes, correspondant aux grandes valeurs de k, apportent peu de modific§-
tions au résultat final. .,

Lorsque le réscau est trés grahd (N + ®) les termcs en k/N de

(2.102) peuvent @tre considérés comme infiniment petits et les u, et v,

k k
deviennnent donc indépendants de k : '
= dq . dp - - pq
" {4472) (dq-2) (q-2/d)?
(2.103)
v - 2(d-2) -2/d(l~2/d)*
T @D Wq-2) T T (q2/d
L'expression (2.89) peut alors s'écrire quand N =+ =
R(p) z (2.104)
R(l) —a-% (l - Uz
I -~ vz

I - uz
Nous exprimerons par la suite le rapport G(p) / G(1) inverse de

R(p) / R(1) car c'est sous cette forme que les vérifications expérimentales
ont &té faites :
‘

i
Gy "z ('" )('_ T ) (2.105)

1 - uz

Ia {imite C du développement en fractions continues est obtenue

en écrivant
1 = uz
—T—_—;’;-c , (2.106)
c
En développant (2.,106) on obtient une &quation du second degré

dont ¢ est solution :

c2-c(z (vvu) +1) + vz =0 (2.107)

on obtient :

c = z(v-u)+l * vz 0;;0 2z (v+u) + 1 (2.108)

En remplagant dans(2.108) u et v par lws valeurs (2. 103) et en reportant

dans (2.}105)on tire :

¢p) . L k. 2 (pg-2/d+4/d%) , lvzz(pq-zldwldz)z , 2z(pq+2/d-=4/d?)
c(p) . dq-2 1(_93*2/d+4/d ) 4 (pq-2/d+4/d®)2 2(pg+2/d-4/d?)
R = vy el | ey @2t

(2 169)

. ®
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Si la conductance y tend vers 0, ce qui équivaut 3 retirer la
branche qui la porte, le rapport z = x / ¥ tend vers 1'infini et (2. 109)
devient : '

G(p) __ _dq-2 (q-2/d+4d2 . pq-2/d+4/d2)
G(1) zv» 2(d-2) * (q-2/d)2 ~ (q-2/d)*

en retenant la solution qui ne s'annule pas, on obtient, aprés simplifi-

cation

—_——

. ) zoo (d-2) (a-2/d)2 3 (2.110)

G(p) (dq-2) (pgq-2/d+4/d>) _ dp-2
G(1

L'expression asymptotique (2.110)prévoit une décroissance liné-
aire de G(p) / G(1) depuis la valeur 1 pour p = 1| jusqu‘i la valeur 0 pour
p = 2/d. |

Pour des valeurs de z non infinies, nous avons tracé pour plusieurs
valeurs de d les courbes G(p) / G(1) ~ d'aprés la formule (2. 109)

La figure 12 montre pour z =2, 5, 10, 100, 1000, ©» 1la variation
du rapport G(p) / G(1) pour d = 4.

La figure 13 est relative i d = 6.

La figure 14 montre les valeurs asymptotiques pour 4 = 3, 4, 6, 8.

On remarquera que pour p = 0,5, toutes les courbes G(p) / G(1)
passent par 1/Yz, et que pour p = 0 G(o) / G(1) vaut 1/z.

L'interruption du trait sur les courbes correspond @ une annula-
tion du radical dans la formule(2,109) et au changement de signe qu'il

faut effectuer.

Si on compare les courbes asymptotiques avec les courbes G(p)/G(l)

expérimentales trouvées dans la littérature, on s'apergoit :

- qu'il y a une excellente coincidence entre courbes théoriques et
points expérimentaux dans la zone p > 2/d dans le cas ol des études

expérimentales ont été faites (d.= 4, d = 6) [9].

- que l'annulation de la conductivité pour Pc = 2/d donne un seuil de

percolation par branches différent des ssuils généralement admis.

Le tableau ci~dessous doﬁne les valeurs théoriques ou généralement
admises des seuils de percolation pour quelques réseaux réguliers, avec
les valeurs critiques p; = 2/d que nous trouvons :

La comparaison entre les résultats de notre méthode et celle des
résultats expérimentaux -(que nous reportons i un paragraphe ultérieur)=-
montre que la méthode des arbres donne des résultats de plus en plus
inexacts au fur et 3 mesure que 1l'on s'approche du seuil de percolation

-c'est-3-dire lorsqu'on a retiré suffisamment de branches du réseau pour

qu'il cesse d'étre conducteur.
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Figure 12

d =4

z =2,5;10;100;1000;

Figure 13

d =6
z = 2,5;10;100;1000;%

Figure 14

d =3, 4, 6,8

Utis
\\..d-’/




! o ! ] B
1d = 2B ! po = théorique | pe = 2/d !
! Ny ! !
! 1 ] !
! 3 1 00,6527 ! 0,6666 !
! ! ! |
! ! ] !
A 0,5 1 0,5 !
1 1 | !
t 1 ! !
! 6 ! 0,3473 ! 0,333 !
! ! ! 1
! ! ] !
! 8 ! 0, 178 ! 0,25 !
! 1 1 . ! {
Tableau 2

I1 faut chercher la raison de ceci dans le fait que, dans le
tirage des arbres au hasard, toutes les branches ont la méme probabilité
d'étre choisies comme si elles participaient toutes i la conduction alors
queyen réalité,lorsqu'on retire des branches au hasard dans le réseau, il
se forme, quand on approche du seuil de percolation P> des i16ts de bran-
ches assemblées (clusters) isolées du groupe principal des branches qui
relient les deux extrémités du réseau. Si le nombre initial de branches
du réseau est B, quand la proportidn de branches restantes est p, la pro-
portion de branches effectivement connectées aux extreémités du réseau est

p. P(p) ol P(p) est dénommé& "probabilité de percolation" et est inférieur

~

al.

Quand p est proche de 1, P(p) tend vers 1, car toutes les
branches sont connectées aux deux extrémités du réseau. Quand p tend vers
Pcs apparaissent des ilGots isolés et P(p) devient inférieur a 1.

Le nombre de neeuds N' contenu dans le groupe principal de
branches, est lui-méme inférieur au nombre N initial de neceuds . Le nombre
de branches de l'arbre représentatif de la partie conductrice du réseau
est donc également fonction de p et inférieur a N-IJ. '

Si on considére le processus de tirage au sort des branches pour
constituer un arbre,quand y tend vers 1'infini, il faut donc considérer un
échantillon de N'~1 < N-1 branches pris parmi une population de p.P(p).B
branches de valeur x au lieu de pB branches de valeur x car les (i-p)B
branches qui prennent la valeur y = o entrainent la séparation d'un nombre
supplémentaire de branches du groupe principay.

Ceci revient encore d dire que le dégré moyen du graphe au stade
p, au lieu d'étre d(p) =2pB/Nsera égal 3 : '

' - 2pP(p) B N
d' () = b= = 4 (@) gy - PR (2.111)




- 57 =

La fonction P(p) n'ayant jusqu'ici pu &tre connue qu'aprés expér
rimentation sur de trés grands réseaux - par méthode de Monte Carlo - il *
en est de méme de N'(p) nombre de neeuds présents dans le groupe principal
de branches- et il semble qu'il y ait peu d'espoir d'obtenir pour 1'instant
une formulation exacte du produit P(p) . N / N'(p) - et donc une allure
exacte pour la courbe G(p) / G(1) jusqu'au seuil de percolation Pc-

Néanmoins, comme 1'expérience montfe que les résultats obtenus
par la théorie ci-dessus sont trés proches des valeurs exactes tant que
p n'atteint pas p., nous allons les &tendre 3 une distribution quelconque

de conductances - plus générale que la distribution binaire x et y que
nous venons d'utiliser.

11.9.4.3.~ Distribution quelconque de résistances

Nous considérons maintenant un réseau peuplé de conductances de

valeurs Xis Xy eovees X en proportions respectives Pys Py scececee Pp

(p; + Py * ceceveens +pp = 1) dont nous cherchons la conductance équiva-
lente, .
La composition d'un échantillon de N-l conductances simulant un

arﬁre, tirées parmi les B branches est maintenant donnée par une loi hyper-
géométrique 3 n dimensions [annexe 5].

Le produit de la valeur de ces N-1 conductances constitue la
valeur de 1l'arbre et nous en cherchons la valeur moyenne.

Résoudre analytiquement ce probléme, c'est~d~-dire introduire la
distribution théorique des conductances x dans la loi hypergéométrique et
calculer la valeur moyenne du produit des valeurs de 1l'échantillon résul-
tant d'un tirage exhaustif de N-1 éléments parmi B est extrémement ardu
dans le cas général, aussi, nous avons utilis& une voie différente, faisant
appel a la théorie des équations algébriques.

Ce n'est que pour des valeurs particulidres de N~1 vis-d-vis de
B que nous utiliserons des résultats de probabilités &tablis sur la loi
hypergéométrique & n dimensions.

Considérons une équation algébrique du Bime degré f£(x) = 0, dont
les racines sont Xy Xy seses Xpy identiques aux valeurs des conductances

peuplant le réseau.
8$'il y a k conductances xJ, la racine xj sera considérée comme

une racine multiple d'ordre k.

On considére les fonctions symétriques des racines qui sont :

O, = somme des produits m & m des racines

Sy = somme des puissances miémes des racines.
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Le nombre de combinaisons des racines m a4 m est égal au cmffic%ent
binomial (2) et Oy est donc une somme de (ﬁ) termes.

La somme Sy est, elle, une somme de B termes puisqu'il y a B
racines a 1'équation f(x) = 0. '

X s

Si on considére la distribution statistique des racines Xy X,

..+ Xg, on aura donc :
B m 1 B m ' '
. = = — = )
Sn kzl Xy B (B kzlxk) Bum . (2.112)

oli u; est le moment d'ordre m de la distribution des racines c'est-id-dire
des conductances du réseau.

Pour le produit Oy, on aura :

Sy
o = )
B k=1 i

La moyenne arithmétique du produit d'um échantillon de m conduc-

t ag

m
Ry s X e ka) =@ E (iv_rl X] - Xy ee. Xp)  (2.113)

tances du réseau peut donc €tre considérée comme la somme O, de tous les
. - . e e . B . .
produits m 3 m possibles divisée par le nombre () de ces combinaisons.
La valeur moyenne d'un arbre de (N-1) conductances s'exprimera

donc par @

(o
N-1
<V >-= (2.114)
(2
N-1
et pour un arbre extrait du réseau replié de N-2 branches :
(¢
' = N-z
<Vi> B, (2.115)
N-2
Ce qui donne pour la résistance équivalente d'aprés la formule (2.70) :
R ) (N?l) 7' N-2 B-N+2
Req = = o, — = — = o % (2.116)
T "oy (B, T oy, ~§I
N-2
Il est théoriquement possible de relier les valeurs de Oy-; &t

Oy-p 3ux moments Uy de la distribution des conductances grice aux formules
de Newton qui relient les fonctions symétriques des racines Op et S, par

1'intermédiaire des ceefficients de 1'équation f(x) = 0.
En etfet, si on écrit 1'équation f(x) = 0 sous la forme :

(x—x] ) (x-xz) (x—x3) ceene (x-xB) =0

on obtient en développant :

B B-1 B-2 - 2.117
X" ta x4, X Tk aentag xta, =0 ( )
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avec :
Ol ""a‘ ,02“82 3 sssessay Up‘("l)p ap (2.118)
Sl + a, + 0
32 + alsl + 262 = 0 . (2.119)
83 + aIS2 + azsl + 3a3 = 0
Mais la nécessité de résoudre le systéme d'équations (2.119)

pour obtenir les o, en fonction de S1 82 ceess.S, rend difficile 1'expres-

sion de < Vi > ou < V'1 > en fonction des moments de la distribution des
conductances.

1l est plus simple d'utiliser les seules formules .2.118) qui
permettent d'exprimer < v, > ou< V'1 > en fonctions des ceefficients de

1'équation(2.117) - cefficients qu'il restera & calculer connaissant
la distribution des conductances.
On obtiendra alors d'aprés(2.116)et (2.118):

N-2
v D ey pawez 1 -2 Bne2

B e . — 2-]2“)
Req =~ . ¥ N-1 T ", ¥ :
aN-1
Pour un réseau composé de résistances identiques r = 1/g, on a.:
On / (B) = go : ’2.124)
et.(2.l 16)s'éerit :
' N-2
- 1 _T'g I 1 i,
Req(t) Rr = Gg T _———gN"'l “T" . -g" -20 i 22)

et le rapport Req / R, que nous appellerons "résistance éﬁuivalente réduice’
peut s'écrire d'aprés (2.120) et (2.122):

Req , _ N-2 g | BeN+2 | (2.123)

Re N2 " g N-1 .

Si on introduit une variable réduite pour les conductance du

réseau, normalisée par rapport 3 la conductance g

| z=x/g
1'équation(2.117) devient :
B B-1 B-2 : :
L) - » 2
z +a z o,z Foeceeesens Oy 2+ 0 =0 (2.124)

et les B+l coefficients o, sans dimension{s'expriment en fonction des aj
de (2.117) par :

an-——;-‘- (2.125)
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Nous allons désormais utiliser la population des variables rédujtes

z et nous noterons par ZN le produit de N &€l&ments z; tirés de la popular

tion finie B et par Zﬁiﬁ s le produit des B-N Eéléments restant aprés tirage

de N éléments parmi B.

On montre en annexe 5 que dans ce cas on a @

T = GO - )) (") (2.126)
8
-z-g . 'Z%ﬁ_-_- B (2.127)
ol Eg est la moyenne arithmétique du produit ZN
Z%:ﬁ est la moyenne harmonique du produit Zﬁfﬁ
EG est la moyenne géométrique dé la variable réduite z
-G
X

est la moyenne géométrique des conductances x .

Pour N = I, on aura :

(2.126)et (2.127)s'écrivent dans ce cas 3

—G. B
A cH__-H A _ =GB _ (x)
5] z . ZB-j (z") 3 (2.128),

4
Avec ces notations (2.113),(2.118) et (2.125)s"'écrivent :

By wA m
Op = @ Zy - g = (=D ay = (-D" o g"
d'ol on déduit :
B, -A
ap = D" () 7T (2.129)

La "résistance &quivalente réduite" Req / R, donnée par (2.123)

s'écrit en fonction des o :

Req | _N-2 B2 . -2 d-2 (2
Ry o, - NI oy 2 :

Dans trois cas particuliers, N = 2, N=B + 1, B = 2N - 3, le

130)

rapport 0o / Op-ps et donc la résistance équivalente réduitg)est suscep-

tible d'une interprétation simple en fonction de la distribution des varia-

bles réduites z.

Examinons d'abord le cas N = 2 : c¢'est par exemple celui d'un
réseau composé de B branches en paralléle : son degré moyen tend vers
1'infini avec B.

On a dans ce cas d'aprés (2,129):

=g = =B Z* = -p.7P
N-1 1 i
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et (2.174) s'écrit alors

Req _ 1 B-N+2 _ 1 _ (2.132)
Ry A "B(N-1) 2 A | )

ou si on choisit d'exprimer la "conductance &quivalente réduite" :
——-—Geq = ...___Rr = .EA = E(:.A. '
Ca Req g (2.132 )

La résistance R, équivalente au réseau de méme structure rempli

de résistances identiques r = 1/g vaut ici :

r 1
Ry = 3 =5
on a donc ¢
R Rrg i P T
eq = —p = = = (=) (2.133)
xA BxA B 'x )
Geq = B ¥* (2.133")

On peut donc énoncer la propriété suivante :
Un réseau de degré moyen tendant vers l'infini a pour conductance équiva-
lente réduite, la moyenne arithmétique des conductances réduites du réseau.
En utilisant dans (2.132) la relation [annexe 3]
Re ] TH
Rq . Lo ¢y (2.134)
Rr - FA
z
on pourra énoncer pour la ré@sistance &quivalente réduite 3
Un réseau de degré moyen tendant vers l'infini a pour résistance équivalente
réduite la moyenne harmonique des résistances réduites du réseau.
On retrouve les résultats obtenus au paragraphe 11.7.2. pour un
réseau régulier de degré infini.
L'autre cas extréme est celui ol N =B + 1. C'est celui d'une
chaine de B résistances en série : le degré moyen tend vers 2.

On a dans ce cas d'aprés (2.129) et (2.128):

T G M- BN CLALIN S Co L
Gy = % = (--1)B (g) Eg = (-l)B . ('z'G)B (2.135)

et(2.130) s'éerit :

Req B B~ (B+1)+2

=-———.-—-—-—-—-—————=

J .8 (2.136)
R, —H B T
Z Z X

et en exprimant la conductance é&quivalente réduite :

=H
_G—eﬂ.nzﬂu?.‘._ ' (2’136')
Gg 8
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La résistance équivalente au réseau de méme structure rempli de
résistances identiques r vaut ici @
R.=B.r=B/g

et on a donc :

R. . g, B TA
Req = ——r— = = = B(;) (2.137)
X X
solt encore :
. -H
Geq =X_B- (2.‘37')

On peut ici énoncer de méme que précédemment :
Un réseau de degré moyen tendant vers 2 a pour conductance équivalente

réduite la moyenne harmonique des conductances réduites du réseau.

Un réseau de degré moyen tendant vers 2 a pour résistance équivalente
réduite la moyenne arithmétique des résistances réduites du réseau.

On retrouve cette fois les résultats obtenus au pafagraphe 11.7.1.
pour le réseau répulier de degré 2.

Le cas intermédiaire est enfin celui od E_:;ZH_:_Q : c'est celui

d'un réseau carré ou carré en moyenne.
On a alors d'aprés (2.129)et (2.128):

C Re (N~ B
1B

—A
ON-1 % %p-w+2 T Op-(n-2) T (8-2) “B-(N-2)

s N2 B A _ . B=(N-2) , B, A
Oy-p = D) (N-2) Zy-y -1 (N-2) Zp_y-2
et (2.130)s"écrit cette fois : v '
o \N=2 =A =A
Req _ (-1 ZN-Z B-N+2 ZN-’Z (2.138)
Re (B (F2D)zA ERCETOLT =Y
B-(N-2?} B-(N-2)

Mais d'aprés(2.127), on a :

<A _ ~GB , =N
Zg-n-2) = (2 [ g

et (2.138)s'écrit :

ZA- S
Req _ ZN—2 N-2
Ry (;G)B

D'aprés 1'annexe 5, il y a identité entre une moyenne prise sur

(2.139)

un échantillon de (N-2) éléments pris parmi B et la méme moyenne prise sur

les (N~2) éléments restant aprés tirage de B-~(N-2) &léments, on a donc :

—H -—H
N3 ZN-2
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et (2.139) devient :

A +H
Req _ ZN-Z ZN-Z (2.140)
Rr %P | ’

Cette formule s'applique & un réseau carré ou carré en moyenne

pour une distribution quelconque de conductances.

Dans le cas particulier oli la distribution des conductances est

log symétrique, on sait d'aprés 1'annexe 3 que le produit de (N-2) variables
suivant une loi log-symétrique suit lui-méme une loi de distribution log-
symétrique et on a donc d'aprds (A3.43) :

<A =H =G 2 G (N=2 -
ZN-2 cZy o, = (ZN—Z) - (z )( )2 - (z-G)ZN 4

La formule (2.140)s'écrit alors dans ce cas ¢

—G, 2N~4
Req _ (z) s . 8 (2.141)
| Re (56,283 = =G
Soit pour la conductance équivalente réduite :
—G
..___CGeq = 2° o X : : (2.142)
g g

Pour un réseau carré ou carré en moyenne, la conductance &quiva-

lente au réseau peuplé uniquement de conductances g étant :

Gg =g
(2.142) permet d'écrire :
Geq = X° C(2.143)

Nous retrouvons ici, la propriété remarquable démontrée aux
paragraphes II1.7.3. et II.8.1. pour un réseau carré et un réseau carré en
“moyenne : 81 la distribution des conductances x du réseau est log-symétri-
que, la conductance équivalente au réseau est égale d la moyenne géométri-

que des conductances du réseau.

Hormis les trois cas particuliers que nous venons d'étudier et
qui se rapportent 3 des réseaux de degré moyen 2.4. et ® avec des conduc-
tances équivalentes réduites égales respectivement aux moyennes harmoniques
géométriques et arithmétiques de la distribution des conductances réduites
individuelles, il est nécessaire de pouvoir préboir la conductance équiva-
‘lente & un réseau de degré moyen quelconque,

Nous supposons dans ce qui suit (et dans ce qui précdde) que les
B branches du réseau sont toutes relides au générateur et qﬁ'il n'y a donc
pas de branches ou d'ensembles de branches isolé@s pour éviter les problémes
dus aux probabilités de percolation.
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Pour une valeur quelconque de N par rapport a B, c'est-a-dire
pour un degré moyen quelconque du réseau, le probléme consiste a trouver
le rapport des deux ccefficients successifs Ogp ©F O, qui font partie
des B ceefficients de 1'équation (2.124)dont les conductances réduites

L]

Zis Zy +se.. 2y sont les racines.

Une construction graphique va permettre d'illustrer la solution
de ce probléme : )

Portons en abscisse B graduations équidistantes et en ordonnée,
correspondant 3 1'abscisse entiére m le terme oy / (g) = ]aml / (g)
représentant la valeur moyenne du produit de m &léments de la distribution

des B counductances réduites.
On graduera logarithmiquement 1'axe des ordonnées de fagon que

la grandeur portée en -ordonnée linéaire soit en fait Log (op / (2)).
Deux points successifs correspondant aux abscisses m et m+i
- PR B B .
auront donc comme ordonnées linéaires Log[0m+]/(m+|)] et Log[Om/(m) et si
on trace la droite qui les joint, sa pente sera d'aprés (2.116):

o 3
Log[lg"‘ i ‘; 1 = Log [E%Sﬁ] (2.144)
8
m (e 1)

Pour une valeur particulidre N correspondant au degré moyen
d = 2B / N, on tracera donc la droite joignant les points d'abscisse
(N-1) et (N-2) : sa pente représentera le logarithme de la conductance

équivalente réduite du réseau.
Le réseau étant supposé de trés grande taille, le nombre B de

branches tend vers 1'infini : le nombre de graduations en abscisse devient
infiniment grand et la droite joignant les points d'abscisses N~1 et N-2
se transforme en tangente en (N-3/2) ) & la courbe enveloppe des points

d'ordonnée I.og[oN / (ﬁ)]qui deviennent infiniment rapprochés (fig.15).

CAS PARTICULIER N =2

On a alors d'aprés (2.131) ¢

O.N_z = Qo = 1 : ‘(IN_‘l - al - B ;A
Les ordonnées des points correspondants sont respectivement
- la, | | A
LOg [———] = LOg 1 =0 Log B = Log (lali / B) = LOg (Z )
3) M

et la droite qui joint le point d'ordonnée Log (Ial]./B) 3 1'origine a
donc pour pente le logarithme de la moyenne arithmétique des conductances

PR —A -
réduites z du réseau.




- 065 ~

Quand B tend vers 1'infini, la longueur de 1'axe ces abscisses
restant inchangée, le point d'abscisse N-1 = | tend asymptotiquement vers
le point d'abscisse N-2 = 0 et la droite précédene devient la tangente a
l'origine de la courbe enveloppe des points d'ordonnée logloy, / (g)] : sa
pente qui est le logarithme de la moyenne arithmétique des conductances
réduites du réseau représente donc le logarithme de la conductance équiva-

lente réduite d'un réseau de degré tendant vers 1'infini puisque :

B

On retrouve graphiquement le résultat obtenu plus haut,

CAS PARTICULIER N =8B + 1

A 1'autre extrémité de la courbe enveloppe, on trouve dans ce

cas les points d'ordonnée :
Log(lay ol / 3)) = Lo (lay_,1 /7 G2)) = Log (Joy_,| 7 B
Log(lay 11 7 G2 = Log (Jog| 7 B)) = Logloy]

or on sait que le dernier coefficient oy de 1'équation du pleme degré,
£(z) = 0, est égal au produit des racines, d'oli, par définition de la
moyenne géométrique de ces racines
o = Bz = GO (2.145)
i=|]

Le coefficient laB—ll peut s'écrire d'aprés(2.113),(2.118)et (2.120):

B
lc‘ I ™ -0..‘_3.:_1_ = g (B;[l z ) = % (..i.'—g_‘_:z_l;) - 7 _Q—G)‘-B.
BT kmrim O kd % k=l %k
et par définition de la moyenne harmonique des .z, on aura :
fog | B
Bl GZ5E Ly L. 68, FH 2.146)
= ORIl C R A (

k=1
La droite qui joint les points d'ordonnée Log(laB_l] / B) et

LogIaBl a donc comme pente :
o .B (—G B

Logla | = Log(|a;_,| / B) = Log(——) = Log:Z) . 7 - LogEh (2.147)
B B-1 fog | 5B

Quand B tend vers 1'infini, le point d'abscisse N-2 = B~1 tend
asymptotiquement.vers le point d'abscisse N-1 = B et la droite précédente
devient la tangente 3 1'extr@mité& de la courbe enveloppe des points d'or-
donnée log (o, / (g)). Sa pente égale au logarithme de la moyenne harmo-
nique des conductances réduites du réseau représente donc le logarithme
de la conductance &quivalente réduite d'un réseau de degré tendant vers
2 puisque :

2B,
d N Bl+'wf“2”’
N=B+1

on retrouve encore graphiquement un résultat simple établi plus haut.
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Les conductances réduites z s'obtiennent en normalisant la condyg-
tance X par rapport a une conductance arbitraire g. On peut choi-
sir comme conductance de normalisation la moyenne géométrique

des conductances du réseau :

-G
g =X

et dans ce cas, compte tenu de la relation classique (A3.5)

<X <A

on aura pour les moyennes harmoniques, géométriques, arithmétiques

de la variable réduite z :

~H —H . :
—H X X —H
z 3 §5 < 1 log z <0
- x° . %° -G
z = 2 "= - ] log z =0

X

—-A A

—-A _ x X —A
=2 =X 2.148

z g5 > 1 log z >0 ( )

La tangente 3 l'origine (N=0), de pente 1og(§A), a donc une
pente positive et la tangente 34 1'extrémité (N = B), de pente
Log‘EH, une pente négative (fig. 15).

. . .. -G
L'introduction de la moyenne géométrique X comme conductance

de normalisation présente également 1'intérét d'annuler 1'ordon-
née de 1'extrémité de la courbe enveloppe : on a en effet pour
m =B d'aprés (2.145):

Log(oy / (§)) = LoglaBI = Log(z®)® = B Log(z%) = 0

La courbe enveloppe des points d'ordonnée log(o / (g)) passe
donc par zéro a ses deux extrémités et, étant données les pentes
des tangentes 3 ses deux extrémités, elle passe par un maximum
pour 0 <N < B c'est-a~dire pour un degré moyen

Z<d<w

En ce maximum, la tangente est horizontale et a donc comme pente :

—G
Log z =0
Ce maximum est obtenu pour une abscisse correspondant au degré
moyen d'un réseau dont la conductance &quivalente réduite sera

alors la moyenne géométrirue des conductances réduites du réseau.

Ce maximum est nécessairement unique car la conductance doit
varier de fagon monotone de §H a ;A en passant par ;G quand le
degré du réseau passe de 2 3@ 1'infini : ceci est physiquement
justifiable puisque dans un réseau quelconque, le fait d'ajouter
une branche entre deux necuds quelconques augmente le degré‘

moyen et fait croitre, ou laisse inchangée, la conductance équi-

valente du réseau.
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Pour une distribution quelconque de conductances, on a

-H ~G
o X

A
X X

c'est-a~dire, d'aprés (2.148):

Log(;H) # -Log(EA)

Les valeurs absolues des tangentes aux deux extrémités de la courbe enve-
loppe sont alors différentes (fig.15).

- Figure 15

Pour une distribution log-symétrique, [annexe 3] on sait que :

FLE - @62

X « X

d'od :
—H -G
X X -H —
< " =X Log(z') = - Log(zA)
X X

Les valeurs absolues des pentes des tangentes aux deux extrémités
sont cette fois identiques (fig. 16) et la courbe enveloppe présente un

axe de symétrie en B/2 ol se trouve le maximum et la tangente y est donc
horizontale.




0 N-35 B
= 8/2

Figure 16

On sait que pour un nombre N de nceuds , lorsque B tend vers 1'in-
fini, le logarithme de la conductance équivalente réduite est le logarithme
de la pente de la tangente 3 l'abscisse N-3/2,

La tangente horizontale correspondant & une conductance équivalen-
te réduite égale 3 la moyenne géométrique des conductances réduites se trou-
ve donc & 1'abscisse :

N - 3/2 = B/2
D'ol on déduit :
B=2N-3
Cette relation est caractéristique d'un réseau de structure carrée

ou carrée en moyenne et on retrouve donc simplement ici le résultat :

La conductance équivalente réduite d'un réseau de grande taille de struc-
ture carrée ou carrée en moyenne dont la distribution desconductances des

branches est log-symétrique, est égaZe d la moyenne géométrique des conduc-
tances réduites du réseau.

Nous n'avons fait jusqu'ici que retrouver et illustrer par une

construction géométrique des résultats déja établis précédemment mais cette

construction géométrique peut permettre de déterminer la conductance équi-
valente réduite d'un réseau de degré moyen quelconque si on peut tracer
avec suffisamment de précision la courbe enveloppe ou sa dérivée pour une
distribution donnée de conductances.

La méthode suivie est la suivante :

On part de la distribution des B conductances réduites z; et on

suppose, pour simplifier, qu'elle sont normalisées par rapport & la moyenne
géométrique de la distribution g de sorte que :
- R

g=x =] H z = — = ]
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Il faut alors calculer les coefficients Oy pour 0 < mg B : 1‘
calcul direct est difficile puisqu'il faudrait sommer (3) produits des
conductances réduites prises m a4 m, ce qui donnerait un nombre d'additions
énorme dés que B est un peu grand.

Mais puisque d'aprés (2.118)on a :
o = (=D" o
il suffit de calculer les coefficients de 1'équation £(z) = O dont les

signes des coefficients sont alternés puisque toutes ses racines sont posi-
tives,
Nous avons programmé sur un calculateur Hewlett-Packard 9820 ce

calcul relativement simple.

Les racines Zys 2y senee Zp de moyenne géométrique | &tant mises
en mémoire, 1'algorithme de calcul de o, est basé sur le développement de
1'équation £(z) = O sous la forme

f(z) = (z-zl)(z-zz)(z-z3) S (z-zB)

Les B+l coefficients oy sont imprimés et comme le résultat fina-

lement cherché est :

Geq _ loyy | o) _N-1 N-l
Gg Jo ol ° W2, & _, B-N+2

on peut calculer immédiatement Geq(N)/Gg pour 1 < N < B.

Pour obtenir des résultats significatifs, il faudrait faire tendre

B vers 1'infini, c'est-d-dire remplacer la distribution discréte des B conduc-

tances par une distribution continue. Ceci est bien siir impossible, mais
nous avons vérifié que pour B = 48 la précision atteinte est suffisante pour
que la courbe Log(Geq/Gg) en fonction de N atteigne une précision de tracé
suffisante. La figure 17 montre un exemple tracé pour B = 24, 36, 48, 60,
72 et on constate que sur la majeure partie du tracé les!coufyea sont
confondues pour B > 48,

log Geq(N)
0g
\4———8 = 24

~NOWw oo

| 8=48,60, 72

Figure 17




A Ve

Nous avons utilisé ce procédé pour une distribution de conduct#nces
suivant une loi log-uniforme [annexe 7] de moyenne géométrique égale a 1,

dont les valeurs s'échelonnent entre lO-A et IOA pour A variant de 0 a 8.

La figure 18 montre les courbes Log(Geq/Gg) en fonction de N
(0 < N < B) avec A comme paramétre : elles décroissent de Log(EA) jusqu'a
Log(EH) en passant par la moyenne géométrique (Log ;C = 0).

Pour des petites valeurs de A (A < 1) la courbe Log(Geq/Gg) est
pratiquement une droite joignant Log EA pour N=0 3 Log z0 pour N = B, ce
qui donne comme équation approchée :

Geq/Gg = FA( = N/B)  ZHQN/B)

Mais quand la largeur de la distribution augmente, tout en continuant de

passer par ;G, pour N = B/2 (d = 4), les courbes prennent une allure sig-

moide.

4 log ( Geq /69 )

%

BN
W\,

<

Nous avons choisi cette distribution particuliére de conductances

Figure 18

~car elle a fait 1'objet d'études expérimentales de KIRKPATRICK [9] et
SEAGER et PIKE [1}8] qui, pour un réseau cubique (d = 6) de grande taille
ont calculé sur ordinateur log(Geq/Gg) pour plusieurs valeurs de A.

Sur le graphique de la figure 17, on peut faire correspondre a
1'échelle linéaire des N une échelle des degrés moyens du réseau a = 2B/N
et rouver ainsi pour un degré quelconque du réseau la variation de

log(Geq/Gg) en fonction de A.
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C'est ce qui est représenté sur la figure 19 pour le cas partigu-
lier d = 6 : on voit que pour A > 2 la courbe est asymptotique a une droite

de pente 1/3.
Nous avons reporté sur ce graphique les points expérimentaux de

Kirkpatrick et Seager et Pike : on constate pour A > 2 une divergence entre

les pentes des asymptotes.

A log.
95 y
J bk : ///// ,Efi,’
_ . j .
,)
° 7
2 L e
0,,/. d=6
o,a” )
1k Pl
/ﬂl’
I'Q/
0 _—'.’ 1 1 1 [} ] 1 i -
12 3 &4 5 6 7 3§ A

Figure 19
KIRKPATRICK [9] a comparé dans son étude ses résultats expérimen-
taux avec ceux déduits de la théorie approchée du milieu effectif : 1'asymp—

tote déduite de cette théorie est donnée par la formule :

1
Geq/Gg = 3 10*/3

soit avec des ordonnées logarithmiques :
log (Geq/Gg) = -0,301 + A/3 ,
Cette équation correspond parfaitement i celle de notre asymptote
déduite de la théorie des "arbres" (fig. 19), ce qui laisse & penser que la
théorie du milieu effectif et la théorie des arbres coincident tout au

moins au point de vue des résultats.
I1.9.5.- CONCLUSION

La méthode ci-dessus peut s'appliquer & une distribution quelcon-
que de conductances en utilisant le programme de calcul mis au point - ceci
pour un réscau de degré quelconque - elle devient malheureusement inexacte

dés que-la distribution des conductances est trop étalée ce qui dans le
; _ -3

3 . . . FEES ) :
10 environ - ce qui donne déjd une gamme relativement large.
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Nous avions déja observé cette imexactitude avec 1. distribution

binaire au paragraphe 11.9.4.2. :

~ ou bien on utilisait des conductances identiques et des conductances
nuiles (branches retirées) et on se heurtait a des problemes de
probabilité de percolation

- ou bien on utilisait des conductances x constantes et des conductances

y tendant vers 0, mais les résultats devenaient inexacts pour des va-
leurs grandes du rapport x/y quand la proportion de conductances y

devenait suffisante

A la base de ces erreurs il y a le fait que 1a théorie des "arbres”
ignore toute corrélation entre les conductances des différentes branches -
c'est-a-dire que nous avons considéré les- N—1 conductances des branches
constituant un arbre comme des variables indépendantes, elle: ne le sont
pas en réalité puisque la défimition d'un arbre impose certa.nes contraintes
topologiques, ceci explique que n'intervienne pas ici la dimension du réseau:
avec un degré 6 par exemple on peut avoir un réseau triangulaire en deux
dimensions ou un réseau cubique en trois dimensions : la théorie des arbres

donnera le méme résultat pour la conductance équivalente réduite de ces

deux réseaux.

Tant que les distributions des conductances utilisées ne sont pas
trop étalées, mne pas tenir compte de la corrélation introduiie par la
structure fixe d'un arbre, revient, par exemple, & remplacer Zamnsi'opc:a—
tion de tirage au sort une conductance exacte de petite valeur par une

conductance trop grande tirée au sort ou 3 faire 1'erreur inverse.

L'erreur qui en résulte sur les moyennes des produ.is va croitre
d'autant plus que la distribution utilisée est étalée. .

Cette erreur systématique due 3 1'emploi de la théc-ie des arbres
jette un doute sur les résultats "exacts" que nous avons obtenus comme cas
particuliers pour d =, d =2 et d = 4,

De .toute évidence les deux preémiers résultats (moyenne arithméti-

que pour d = ® et moyenne harmonique pour d = 2) ne peuvent 2tre mis en

doute car on les retrouve trés simplement par d'autres wméthodes (§ I1I.7.i.
et 11.7.2). :

Le troisiéme résultat obtenu pour d = 4, qui donne .a woyenne
géométrique des conductances réduites pour conductance &quiva:ente réduite
quand la distribution est log-symétrique peut &tre justifié G~ la fagor
suivante :

Au lieu de tracer la courbe de log(oN / (ﬁ)) en fonction de N, repré—
sentons les valeurs réelles prises par la moyenne des valeurs des

arbres du réseau (en supposant gqu'on puisse les calculer).
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Si on a encore employé des conductances réduites,normées par
rapport & la moyenne géométrique, on obtiendra encore une courbe dont la
pente positive en N = 0 sera toujours égale au logarithme de la moyenne
arithmétique des conductances réduites, et dont la pente négative en N = B

sera égale au logarithme de la moyenne harmonique des conductances réduites.
Pour 0 < N < B, cette courbe se séparera de la courbe tracée

précédemment -elle sera probablement au~dessus- mais elle passera également
par un maximum unique.

§i la distribution des conductances est toujours log-symétrique,
il y aura identité@ des valeurs absolues des pentes en N = 0 et N = B et,
par symétrie,le maximum de la courbe se trouvera encore en B/2, corres-
pondant & un réseau de degré moyen 4 dont la conductance équivalente

réduite sera donc égale & la moyenne géométrique des conductances réduites.

I1.10.- LA THEORIE DU MILIEU EFFECTIF

I1.10.1.- La théorie de Bruggeman

La théorie du milieu effectif est ancienne : elle a été formulée
pour la premiére fois par BRUGGEMAN en 1935 [19]. Elle a pour but de calcu-
ler les constantes macroscopiques relatives a des matériaux hétérogénes
en fonction de leur composition. Bruggeman a développé cette théorie, en
vue du calcul de la constante diélectrique équivalente d'un mélange de
substances diélectriques de permittivités connues.

Les hypothéses de Bruggeman sont les suivantes :

a) le corps se compose de deux types d'éléments homogénes et isotropes

b) tous ces &léments sont de petite dimension vis~3-vis de celle de
1'ensemble

¢) les &léments sont aléatoirement disposés

d) les éléments sont de forme comparable

e) les conditions aux limites entre diélectriques différents sont :

= composantes tangentielles du champ ﬁ continues

= composantes normales du déplacement D continues

La méthode consiste 3 supposer un milieu homogéne dit "milieu
effectif" dont on ajuste la constante diélectrique de fagon qu'une compo-
sante donnée du champ a 1'intérieur du milieu effectif soit égale a la

moyenne de la méme composante du champ prise en tous les points du milieu
hétérogéne.




Pour pouvoir calculer la moyenne de ces champs, on suppose qu'en
tout point du milieu hétérogéne le champ dans un €lément x est le méme gue
si cet €lément x €tait plongé dans le "milieu effectif" dont la constante
di€lectvique serait la constante équivalente cherchée et ol le champ loin

de J'elément x serait égal au champ moyen.

Pour étre utilisée, cette méthode nécessite que tous les éiéments
;e nous appellons x aient méme forme et méme orientation pour que puisse
Stre calculé le champ dans chaque élément quand il est plongé dans le milieu
effectif.

Ainsi, Bruggeman a &tudié des aggrégats de lamelles plates, de
cylindres ou de prismes identiques a axes paraliéles.

Cette théorie, reprise en 1952 par LANDAUER [20] pour 1'étude des
mélanges de matériaﬁx conducteurs a &té récemment €tendue par KIRKFATRICK
{21] 3 des réseaux de résistances, de structure réguliére, carcée ou cublgue.

Dans ce cas, en effet, les conditions sont remplies pour applique:

la théorie de Bruggeman, a des réscaux de résistances

- les résistances représentent des éléments de weéme taille et de forme
identique : le champ électrique entre deux points peut @tre remplacé
par la tension entre extrémités d'une résistance élémentaire.

-~ le réseau est grand c'est-a-dire se compose d'un grand nombre de
résistances.

=~ les résistances peuvent étre de deux types différents (Bruggeman
n'avait prévu que des mélanges de deux composants) mais la théorie
peut s'étendre 3 des distributions continues,

~ la répartition des valeurs des résistances dans le réseau est aléa-
toire.

- & la jonction de plusieurs résistances (noeud ) il y a identité du
potentiel et continuité du courant (lois de Kirchoff).

Kirkpatrick qui mn'a utilisé que des réscaux réguliers carris ou
cubiques ne s'intéresse qu'd la composante verticale du champ c¢'est-a~dire
aux tensions aux bornes des résistances verticales du réseau qui restera
de structure régulicére.

Nous allons dans ce qui suit reprendre la théorie du wmilieu
effectif telle qu'elle a été remaniée et utilisée par Kirkpatrick - montrer
qu'elle peut parfaitement s'appliquer 3 des réseaux de structure irrégu-~
liere puisque seul le degré moyen du réseau intervient et qu'en définitive
elle se raméne a& la théorie approchée des arbres - ce qui explique 1'iden-
tité des résultats auxquels on parvient par ces deux méthodes. Nous établi-

rous au passage quelques théor&mes nouveaux sur les réseaux.
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I1.10.2.~ Application de la théorie du milieu effectif & un réseau réqulier

Nous reprenons dans ce paragraphe la démonstration de Kirkpatrick[18]
Soit un réseau régulier de structure carrée ou cubique, comprenant

des conductances suivant une certaine distribution, réparties aléatoirement
dans le réseau. »

Nous supposerons que le "milieu effectif" correspondant & ce
réseau est un résegu de structure identique comportant des conductances
toutes identiques g, telles que la conductance équivalente aux deux réseaux
soit la méme. Onalimente le réseau "effectif" par un générateur de courant
I,toutes les conductances verticales orientées selon le champ ont 3 leurs
bornes une tension V, la tension aux bornes des conductances horizontales
perpendiculaires au champs &tant nulle.

Si on s'intéresse i une conductance 8m verticale, on peut repré-
senter le réseau vu de cette conductance par un générateur de Norton &qui-
valent composé d'une source de courant i en paralléle avec une conductance
G représentant la conductance équivalente mesurée des bornes de gy une fois

8m et le générateur de courant retirés (fig. 20).

r---.-—a---—--‘--‘-T

Lt
<
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R

Figure 20

Si V est la différence de potentiel aux bornes de g, on a :

i= (G+ gyV (2.149)
Remplagons, alors dans ce 'réseau effectif" la conductance g, par une conduc=
tance aléatoire g du réseau, le reste du réseau restant inchangé ; la ten-
si;n aux bornes de g devient V' telle que : _

{=(C+ gV (2.150)
La conductance G vue de chaque conductance g, peut eétre calculée simplement :

dans le réseau régulier de degré d.(d = 4 ou 6), non alimenté appliquons

.

aux bornes d'une conductance g; un générateur de courant i (fig. 21)
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Figure 21

Le courant injecté en A se partage en d parties égales et le
courant i/d circule dans AB.

Le courant collecté en B provient de d courants &gaux a i/d
indépendants des précédents.

Le courant qui passe dans la branche. AB est donc égal a 2i/d

et la tension V aux bornes AB est donc :

v = 21 (2.151)
Mais de(2.149) on tire :

i d

v=6* 8m = 38m
d'ou on déduit G :

G =gy (d/2 = 1) (2.152)

et (2.149)et (2.150) peuvent s'écrire :

. d d v
1=5ng=(gm(-2—"1)+8)V

d'ot on déduit V' aux bornes de g en fonction de V :
d
] gm_i_ v
V'(g) = (2.153)
8m (d/2 - 1) + g

La théorie du milieu effectif consiste = & écrire que la moyenne
de toutes les différences de potentiel V' aux bornes de toutes les conduc-
tances aléatoires g, calculées selon ia méthode prccédente est égale 0 la
différence de potentiel V qui est la mCme aux bornes de toutes les conduc-

tances gp du milieu effectif : on obtient @y sous forwme d'une équation inté-
grale en écrivant :

d

o gm [ f(g) d
! = ! £ d R __,.__,g_.___g._...g .
<V’ > £ V' (g)f(g)dg 5 - v f S (d/2-1)7g \'s (2.154)
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ou f(g)dg est la distribution des conductances aléatoires g. Aprés simpli-é

fication (2.154)se raméne & 1'équation intégrale od g, ost 1'inconnue :

o f(g)dg 2
(f,, @z =1y +glg_ "1 (2.153)

Pour une distribution f(g)dg donnée analytiquement on peut calculer g .
m

Le calcul est particulidrement simple pour une distribution binaire de

conductances x et y, en proportions p et I-p :(2.155) s'8crit alors

P (1-p) 2 .
(d/2-1) + x/gm t @ . ylg_ =9 (2.156)

ce qui développé donne une &quation du second degré dont la solution est :

- (pd/2 = Dx + ((1-p)d/2 = 1)y , Y(x(1-pd/2)+y(1-(1-p)d/2)) +4xy(d/2-1)

m d-Z d-2
. (2.157)
Si la conductance y tend vers 0, le réseau gardant la méme structure, on
obtient :
. dp-2 ;
& 355 a7 * (2-138)

On obtient une formule similaire a (2.110) obtenue dans les mémes conditions
a partir de la théorie des "arbres" et similaire également & (2.55),obtenue
3 partir des méthodes de moindre action de la premiére partie,pour un réseau
carré,

Sous cette présentation, la théorie du milieu effectif ne semble
applicable qu'a des réseaux de structure réguliére et, effectivement,
Kirkpatrick qui 1'a utilisée de cette fagon n'en a entrepris ia vérification
que sur ces réseaux de structure carrée et cubique calculés par ordinateur
pour diverses distributions de conductances £(g)dg.

Nous montrons ci-dessous que cette théorie peut trés bien s'appli-
quer a des réseaux de structure irréguliére car le degré d qui intervient
est en fait le degré moyen du réseau.

11.10.3.~ Application de la théorie du milieu effectif & des réseaux de
structure irréguliére

La résolution du probléme du milieu effectif pour un réseau
quelconque peut étre considérablement simplifiée si on utilise deux
relations établies par FOSTER [22] relativement peu connues mais qu'on
peut retrouver dans CHEN [A4.2] et SPINEI [23].
' Soit un réseau de B branches et N noeuds dont la branche h porte
1'impédance zy, (ou 1'admittance ¥, = }/zh). Si on désigne par Z,, 1'impé-
dance vue aux bornes de la branche h, celle-ci &tant en place et Yon 1'admit~

tance vue aux bornes d'une coupure faite em ouvrant la branche h, on a les
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deux relations duales

B
YzpYpp = B-N+ 1 (2.159)
B
L YhZy = N - (2.160)

En désignant par Z, 1'impédance vue des bornes de zp,, 2, étant

o -
st TrE e

.- On peut exprimer Zp; et Yy en fonction de z, et Z, (figure 22).

*—ANWWW—ry
zh J
Zhhy — zh Zh Yhh — glh
°
Figure 22
zy - Zh 1
Zhh='—m Yhh"m (2-]6])

En utilisant (2.161) on peut donc écrire les relations(2.159) et
(2.160) sous 1a forme :

B z,
Zzh+zh=B—N+1 (2.162)
B Zy
) o———— =N -1 (2.163)
Zh+Zh
Et pour un réseau de grande taille, on pourra écrire :
B z
1 h B~N+1 N 2
B 2 Zh + 2z B B d
l% “h N1 N_ 2
B Zh+ Zh B B
en désignant par d le degré moyen du réseau.
D'ol les moyennes :
z
< ;——jl~— > = 1 - 2- ' (2.164)
Zh+zh d
Zh
<> = L (2.165)
Zh*"‘h d .

Ces relations peuvent &tre simplifiées dans différents cas.

a) Réseau de structure réguliére

Pour un réseau régulier de degré d contenant des impédances iden-

tiques z, =2, les impédances internes Zh seront également iden-

tiques ct égales & Z et (2.164) g'éerira :

A
h
&K e > = z

-—-——-—a]-—-z—
Zh+zh Z + z d
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ce qui donne :
2

. Z =2z (ﬁ) (2.166)
ou encore
Y = y(d/2-1) (2.167)

On retrouve bien la relation (2.152)obtenue pour un réseau régulier.
b) Réseau de structure irrégulidre

Dans un réseau de structure irréguliére, wméme si toutes les
impédances de branches sont égales A z - les impédances Z, vues
de ces branches sont différentes et on aura d'aprés (2.164)et
(2.165)en fonction du degré moyen d :

Z 1 i 2 68)
K e > L > =L >=1 == (2.1
L, + z, Zy, Y d
1+— 1+—
Zy Th
_____.._.zh s=<t s 1 -2 (2.169)
7y + 2, z " Y d
14— 14— -
Zp Ya

on a ici introduit les admittances y, = L et Y, = —zl—h-.
Iorsque, enfin, le réseau posséde des impédances z;, différentes,
les formules générales (2.164) et (2.165) s'appliquent et on a :

< L >=< L >-|-_2. . (2.170)
5 Th d
I + — ] 4+ —
Zh pEN
1 _ I _2
ST YT > 79 (2.171)
I + 1 + —
Z yh

Les relations ci—dessus sont exactes. Les moyennes indiquées ne
peuvent €tre explicitées plus avant wméme si on comnait la distri-
bution des admittances Y, Gar on iguore celle des admittances Y,
vues des bornes des

Mais ces relatiomns vont permettre de comprendre quelle est 1'appro-
ximation réellement faite dans la théorie du milieu effectif. Dans
la théorie du milieu effectif on va remplacer la distribution des
Yh qu'on ignore par une valeur unique Y obtenue en considérant

le réseau effectif de méme structure ne comportant que des admit-
‘tances identiques ) A Dans le cas oi le réseau est régulier - ce
Qi est le seul cas traité@ par Kirkpatrick ~on remplacera donc la

distribution des Y}, par la valeur unique Y déduite de (2.162)

Y =y, (%- 1 (2.172)




et la relation (2.170) par exemple s'écrira :

1 2
< .
A >~ 1=-3 (2.173)
I+ 3
7-(‘2"' 1)
Ce qui peut se simplifier et donme :
<_.______l > :21- (2-]7’!)
da-2  Yn
2ty
Yo

Ayant ainsi €liminé la distributiom inconnue des Yh’ on peut intro-
duire la distribution des ¥, dans le calcul de la moyemne selon
la formule (2.174) et tirer y, en résolvant 1'équation intégrale
qui en résulte : ceci n'est autre que le résultat (2.155) qu’'on

retrouve a partir des formules de Foster.

On voit ainsi 3 quel niveau se situe 1'erreur commise dans la
théorie du milieu effectif : remplacer la distribution des Yy,

par une valeur unique Y, aménera une erreur d’'autant plus grande
que la distribution des Y, sera plus étalée — et ceci se produira
d'autant plus vite que la distribution des admittances de branches
¥y, sera elle méme plus &talée — on congoit donc que les résultats
de la théorie du milieu effectif pour un réseau dont on fait tea-
dre 1'une des admittances vers 0, soient de plus en plus imexacts
quand cette admittance devient plus petite et condu.se ainsi 3

un seuil inexact de percolation.
Dans le cas od le réseau n'est plus régulivr, dans le réscau effec-

tif de méme structure il n'y a plus de valeur unique pour Y;
mais une distribution, certainement plus étroite que celle des Y,
du réseau d'origine, et on commet une erreur supplémentaire en

remplacant dans la formule (2-169)Y, par Y =y_ (d/2 - 1).

En outre, seul le degré wmoyen d du réseau intervient dans la théo—
rie du milieu effectif et on y fait complétement abstraction de

la dimension 2 ou 3 du réseau.

I1 y a néammoins un cas particulier ot la wméthode du milieu effec~
tif donne des résultats qui semblent exacts : c'est celui du réseau
de degré moyen 4.

Les relations précédentes vont permettre de préciser pourquoi -
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I1.10.4.- Apphcatwn de 1a_théorie du milieu effectif d un réseau de degré
moyen égal a 4

I1 s'agit ici d'un réseau tel que :
B-N+1 = N-1

ce qui entraine :
B = 2N-2 ds—. ¥E 4

Les relations (2.170) et (2.171) s'&crivent dans ce cas, puisque -ﬁ- - 1/2

1 S |
< yh> -2 __ (2.175)
1 + — .
b
1 1
< Yh> T2
1 4+ —
n
en posant X = z, / Zy» (2.175) s'écrira :
] -l 2.176
<l+x> <l+ > 2 ( )

Reprenons maintenant la wméthode qui conduit au calcul de la
conductance effective y 3 placer dans le réseau effectif, on constate

qu'elle est basée sur 1'identification des formules (2.173)et(2.170).

< — ! > = 1--2- N < L > (2.177)

Ya d Yh _
l+-Y— |+._T__._
h yn(_i._l)

T.a valeur trouvée pour n'est qu'approximative car la deuxiéme
égalste de (2.177) n'est qu'approchée puisque la distribution des Y, a été

remplacée par la valeur unique yg (d/2 - 1).
Pour un réseau de degré moyen d = &, (2.177) va s'écrire :

LR
2 Yh
1 + —

yﬂ

Mais, si la distribution des ¥, est log-symétrique, et si on prend

>

pour y_ la moyenne géométrique de cette distribution, cette relation devient

exacte,
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En effet, la distribution de yh/ym = x' est également log-symétii—
que de moyenne gé&ométrique x', = 1.

Montrons que ceci entraine !

1 x' ;
<—l——;—’-c—r> - <W> = /2 (2.178)

Soit £(x')dx' la distribution de X' : puisqu'elle est log-symétri-

que on a (annexe 3) :

x' £(x') =;‘.- f(;]-.) (2.179)

Développons alors le second terme de (2.178) :

x' ' - (@ x"f(x")
AR S (2.180)

En posant y = 1/x", (2.180) s'écrit en utilisant (2.179) :

x' w y f(1/y) dy o f(x') dx' 1
T x % (O+y)y g T+x <7+ x >
et comme on a :
x' 1 !
STE R TSTER T T ST T T
On obtient :
<X scec 5ol
1 + x T + x -2
Soit encore :
< >-l
Y}" 2 »
o+ —
y
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et dans (2.1.77) on a cette fois deux égalités rigoureuses : :
1 1 1 ?
Yh Yh 2 4

T 4+ = 1 + —

Yh Ya

Ceci explique, une nouvelle fois, par une méthode différente, que
la méthode du milieu effectif conduit 3 um résultat exact pour un réseau
de degré moyen 4 et de grande taille contenant des conductances de distri-
bution log-symétrique : la conductance Yp 3 introduire dans le réseau effec-
tif de wéme structure que le réseau original, est la moyenne géométrique
des conductances de ce réseau.

L'inconvénient de la méthode est que la dimension du réseau n'in-
tervient pas - et nous avons wontré précédemment par d'autres méthodes que
ce résultat s'appliquait 3 un réseau planaire - donc de dimension 2. 11
existe des réseaux de dimensions trois de degré moyem 4 (structure diamant)
et il semble que le résultat ci-dessus ne s'applique pas. v

En particulier, le seuil de percolatlon trouvé expérx-entalenent

pour un tel réseau est voisin de 0,39 qui différe notablement du seuil de
0,5 trouvé par la méthode du milieu effectif et qui est un résultat exact
pour umn réseau de structure carrée.

I1.10.5.- Relation entre la théorie du milieu effectif et la théorie des
warbres®

Le fait qu'on obtienne des résultats similaires em utilisant la
théorie des "arbres" et la théorie du milieu effectif est di 3 1'utilisation
d'hypothdses - approchées — voisines.

La théorie du milieu effectif cherche 3 identifier la moyenne des
différences de potentiel aux bornes des branches du réseau effectif avec
une moyenne des différences de potentiel des branches du réseau réel, mais
ces différences de potentiel sont calculées de facom inexacte en supposant
que la différence de potentiel aux bormes d'une impédance z du réseau est
la méme que si cette impédance z &tait disposée seule dans le réseau effec-
tif ne comportant que des impédances Zye

Ceci constitue ce qu'on appelle "approximation de la branche
unique" (single bond approximation) dans la littérature anglo—-saxomne ce
qui revieant a dire que chaque branche est considérée de fagon indépendante
_de toutes les autres. Cette ignorance volontaire de la corrélation qui exis-
te entre toutes les branches et entre les tensions @ leurs bormes est tout
a fait similaire 3 1'hypothése qu’'on utilise dans la théorie des arbres -
qui consiste 3 considérer un arbre comme constitué de (N-1) branches indé-

pendantes prises parmi B sans tenir compte de la structure réelle du réseau.
Ceci explique la similitude des ré&sultats obtemus.
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II.11.- VERIFICATIONS EXPERIMENTALES

Les vérifications expérimentales que 1'on peut faire des théories
précédentes se heurtent au fait que les résultats théoriques sont asympto=
tiques c'est-d-dire obtenus pour des réseaux de taille tendant vers 1'infi-

ni et, par conséquent, 1'expérimentation doit se faire sur de trés grands
réseaux.
Nous avons envisagé trois voies d'approche de ce probléme.

a) On peut chercher 3 confronter les résultats théoriques obtenus,
avec des prévisions, également théoriques, qu'on peut faire sur

des réseaux réguliers : ce qui est valable pour un réseau de struc-

ture aléatoire devrait 1'€tre, d fortiori, pour le probléme plus
simple du réseau de structure réguliére

L'expérimental se résume ici a des considérations géométriques et

topologiques.

b) On peut effectuer une simulation analogique consistant 3 comstruire

effectivement un réseau en assemblant des résistances de distribu-

tion connue selon une structure préalablement définie.

Si la phase de construction est trés laborieuse, le résultat en est
par contre instantanément connu puisqu'un ohmmétre permet d'obtenir,

avec toute la précision souhaitable,la résistance &quivalente au

réseau.

- Des réseaux de résistance de trés grande taille ont été construits
- par d'autres que nous — : nous utiliserons leurs résultats. Nous
avons cependant construit un petit réseau de résistances identiques

qui permet de préciser 1'importance des différents facteurs entrant

en jeu.

¢) Enfin, en travaillant sur ordinateur, on peut calculer la résistance
équivalente a un réseau de structure aléatoire - ou non ~ comportant

des résistances de distribution donnée,

I1 faut trouver des algorithmes de calculs adéquats tels qu'avec une
taiile de mémoire donn@e, le calcul de trés grands réseaux puisse
étre fait en des temps qui ne soient pas prohibitifs. En général,
on se livre 3 plusieurs calculs sur des réseaux similaires et on en

moyenne les résultats. Nous appelons cette méthode, Méthode de
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Monte-Carlo, ‘car il faut préalablement au calcul fait par des voies
class.ques d'analyse numérique introduire em machine 1'aléato.re

dans ia structure du réseau et (ou) dans la distribution des résis-
tances .

Plusieurs auteurs ont abordé, avec des woyens trés puissants, ce
type de calcul. Nous n'avons pas essayé de refaire - avec des
woyens modestes — ce qui avait &té bien fait dans ce domaine mais

nous Girerons profit de leurs résultats.

vaus <« ul Suit, nous passons donc en revue les méthodes
preceuenivs, en fausant le point des résultats connus, en y ajoutant

ies aalies et en les coufrontant avec nwos résultats théoriques.

I1.11.3.- Réseaur viquliers de résistances identiques - Résultats exacts
el approches

I1.11.1.1i.- ce réseau de structure carrée

Nuus suapposons ce réseau inscrit dans un carré c'est-a-dire qu'il
comporte m brancnes verticales par rangée et n = m branches verticales par

colonne (Fig. 73-a). Pour m = 2, il s'agit d"une structure en pont bien
connue (Fig. /:-b).

S: iwules les résistances sont identiques, les nocuds d'une meme
ligne horizomtaie sont &quipotentiels et aucun courant ne circule dans les
branches horizuatales qu'on peut donc supprimer ou court-circuiter samns

modifier la repartaition des potentiels et la résistance équivalente.
Un vo:i aisément que 8i on retire ies résistances horizontales

(fig. 23-c) ia résistance &quivalente est égale 3 la valeur commune r des
résistances du réseau.

REMARQUE : Cette relation n'est valable que pour un réseau de structure carrée
inscrit dans un carré. S'il n'en était pas ainsi et si le réscau
comportait m résistances verticales par colonne et n résistances

verticales par rangée (réseaux m x n) on aurait :

Req-r.i3 Geq = g

813

Considérons alors les formules approximatives &tablies em II.3
que nous rappelons ci-dessous :
'S - C rB
<na>

' < m>2
<Req <B¥ = T2 (2.181)

a o <m> ‘432)——4‘4
Jteq-;<n> {21




Figure 23 - Réseau carré

et appliquons les au réseau de structure carrée (m x n).
Le nombre de branches coupées par une droite paralléle aux extvre-

mités sera ici toujours égal a n, On a donc :

< n> = n (2 . 183)
Le nombre de branches d'une extrémit@ & 1'autre est constant
et égal a m d'ol :

<m> = m (2.184)

Dans le réseau carré, la moitié des branches fait un angle nul

avec la verticale et l'autre moiti& un angle de w/2. On a donc :

< cosek > --;— (cos 1/2 + cos Q) = 1/2 < coszﬂk > = 1/2
C = < cosB, > /< coszek > = 1/2 (2.185)

Le nombre de branches B vaut 2 mn (fig. 23).

Les formules approchées (2.181) et (2.182) s'écrivent alors :

R-x.&_ﬂ:.%_&_&;&.rﬂ (2.186)
< n>? n? n
2 2
Rt - LS W > L2.xm «r® (2.187)
B.C 2 m.n n
e A anon

Elles donnent toutes des résultats c¢xacts.
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11.11.1.2.- Le réseau de structure hexigonale - Résultats exacts

Ce réseau est anisotrope d'apparence (Fig.24), sussi nous exami-
nerons sa résistance équivalente vue entre les extrémités A et B et celle
vue entre les cxtrémités C et D.

Nous le supposons encore imscrit dans un carré.

La figure 24-b montre qu'il peut se ramener 3 un réseau de struc~

ture carrée dont on aurait retiré@ des résistances verticales en quinconce.

T

mn?

| _ l' 2In _“l
B

_ ©®

Si on mesure sa résistance entre les cotés C et D, on voit, en

considérant le réseau carré auquel il &quivaut, que les branches retirées

Figure 24

sont celles qui ne conduisent aucun courant quand les cotés C et D counsti-
tuent les extrémités du dipole. -

La résistance entre CD est domnc @

JHEX
ng‘ - r. gl:?x (2.189)
"AB

0d m., est le nowbre de résistances joignant le c6té C au c3té D et n

CD
le nombre de chaines de Lo résistances entre les cOtés A et B.

On peut calculer m._ et n

D cp Pour um réseau trés grand de coté L
constitué d'hexagones de c5té a.

On voit d'aprés la figure 24~c que :

HEX
2L
Bp etk . 2.190)
1! a cos %/6 av3 (
. L -z (2.191)
a1 -%[2;-!-2&:08![3] .

On en tire :

R -t.-z-l-'-.-;%-r,f:

- (2.192)
a/3

EN




- 88 -

11.11.1.3.~ Le réseau de structure triangulaire -~ Résultats exacts

Il est également d'apparence anisotrope (f£ig.25) aussi nous
calculerons sa résistance équivalente entre les faces A et B et entre les
faces C et D.

Nous le supposons encore inscrit dans un carré.

La figure 25b montre qu'il peut se ramener & un réseau de struc-
ture carrde dont on aurait court-circuité en quinconce des résistances hori-

zontales.

Figure 25 : Réseau triangulaire

En connectant un générateur entre A et B, on s'apergoit que les
branches horizontales sur le réseau carré €quivalent ne sont parcourues

par aucun courant, qu'elle soient court-circuitées ou non.

Si migI.est le nombre de résistances qui joignent A 3 B et nggl
le nombres dg chalnes ngl résistances situées entre C et D, on aura encore :
TRI
TRI "AB
Ch
~ - ' TRI
~ De méme que pour le réseau hexagonal, on peut calculer W, et
TRI '

n., Pour un réseau trés grand, inscrit dans un carré de coté L et %gnsti-
tué de triangles de coté a : on aura @

oTRL _ L -2L (2.194)
AB a cos /6 /38 |
TRI L 2L !
= - =2 2.195)
“cp a cos 1/3 a ’ ¢
On en tire d'aprés (2.193) :

RE;‘I - r/f . (2.196)




Cependant, les réseaux hexagonaux et tria%unhiru sont duaux
[11] et aux cotés A et B de 1'un, correspondent les cotés C et D de 1'autre
et vice-versa (fig. 26).

’,_—————s\

’/

Figure 26 : Dualité des réseaux triangulaires
et hexagonaux.

Les résistances des deux réseaux €tant identiques et égales i r,

on a [11] pour les résistances &quivalentes les relations :

»

HEX TRI 2

RAB . RC’D " Y (2.197)
 MEX TRI _ 2
_ Les résistances R::I et Rgx, trouvées en (2.196) et (2.192)
satisfont bien 3 1la relation(2.198).

Pour calculer Rgl et R;n;x on peut remarquer qu'une transforma-

tion &toile-triangle permet de passer du réseau hexagonal au réseau trianm~
gulaire (fig 27a) : du réseau bexagonal composé de résistances r on passe
au réseau triangulaire conpo;:é de résistances 3r (fig.27b), ces deux
réseaux ont donc miéme résistance &quivalente.

1
Jr

. Figure 27 : Passage du réseau hexagonal au réseau
triangulaire par transformation étoile~tri e




Oa a donc d"aprés {2.245) :

g HEX TRI T 3¢ :

Ry (0 =R, (1) r /3 (2.248)

et d'aprds{2.197), -on obtieat :

2 2
'Rgl- EI;EX'L‘L | {2.200)
Ry 3 /3

et ea résumant, on a finalement :
TRI _ pTRIL (2.201)
RCD RAB r ! 3
HEX _ HEX _ (2.202)
Ry = R /3

L'anisotropie des réseaux hexagomaux et triangulaires n'est donc
qu'apparente puisque leur résistance £quivalente est identique mesurée sclon
deux directions orthogonales.

Examinons maintepnant comment nous pouvons appliquer les formules
approximatives (2.230) et (2.182) au réseau hexagonal considéré seion deux

directions orthogonales.

11.11.1.4.- Réseau hexagonal - Résultats approchés

Les formules approchées que 1'on peut tenter de vérifier s'écri~

- - e HEX HEX
vent pour les résistances &quivalentes RAB et ch :

HEX HEX

r < >2
HEX <®p B C HEX _ < ®an
Byp ™~ T TTEEX L X, P ST 3¢
< L > < B >2

HEX HEX
HEX r < mCD > B HEX r < mCD >2

B ™ HEX X, <Fo < B C

<o

Dans le réseau hexagonal mesuré selon AB (fig. 24) 1/3 des bran—
ches sount verticales et 2/3 inclinées de %/3 sur 1'axe vertical AB, on a
donc 3

1 2 w 1
<cosek> a-coso+3cos—3---3-+

2 el o2 1
<cosek> 34-3.4

winN

1.2
273

N | o

i
c = &2 /5=8/9
AB
Pour le réseau mesuré selowu CD, 2/3 des branches font un angle

de u/6 avec CD et 1/3 un angle de ®/2 avec CD, on a donc :
2 i . 243 1

cosﬂk 3 cos n/6 + 3 cos u/2 373 *3 0=1//3

2

<cos6k> 3‘4+3(9) 1/2

1,12
C ne [ ===
ep 3273




L' evaluatl.on des d1fferents <n> et <m > donne :

<mo > =2L : - | - g
AB /3a <m > 2L/a/3 <:'hB > = 4L/3a

Pour < n > qui doit représenter la moyenne du. nombre de branches eonpéei
- par ‘une droite joignant CD, on pourra utiliser la formule (2. 67) :
212 a 2 4 1L

— e SR geean

<n i>---l!—<<:osﬂ.>-

e L 1,', Eaz.l'.a 33 *
~ on obtient alors, pour les formules apporchées :
« Cd
4 B . ;
RE- A8 i -"8' + T o 21.2 . 9382-:5
<ag * 7 /3 a? 1612
Rt F<mp > A.al LI [ S
AB B.C 2 ¢ —8- 2 = T.
AB 2L %a
r<m,_. > o
R\p= <'ncn > T*3a " &L o3
px @2 wr sat g
cb 2 3° 2 ° 2
< L Y3a 4L g
2
« . FT<®p> r./3a? 3 42 ‘
R~ —5c - e —= 3
: S - : B 2n? 3a® -

Elles donnent toutes des résultats exacts.

II.11;1.5.- Réséau triangulaire. Résultats fépprm’:hés,

Pour le réseau triangulaire, on obtient de la méme fagon pour la

resistance entre A et B @
c..=2/3 B = 2/3 L%/a?

AB
CD ﬂu - 21‘//5&

“Ce qu:, une fom utilisé dans les formules apptochées ptécédentes donne :

’ - X = -
Ryp = Ry% RABq r/la'_»

Ici encore, les formules apptocheeé donnent des résultats exacts. Pour la

= 2L/a

résistance entre les cGtés C et D on obtient :

B . C
B R, §

AB <nAB>?

= 8/9 n

Cep By~ 4L/ 3a et

Par B 8i on prend le plus court chemin de C 2 D, il enprnhte uniquement
des branches dirigées selon 1'axe et la distribution de ces angles par
rapport @ celle du réseaun'est pas représentative puisqu'il y a 2/3 des
branches qui font un angle de ¥/3 avec 1'axe CD : on a dans ce cas

B.p L/a ce qui domne :

z,
r<ncn> 9
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Si on prend pour ®eD ia moyenne d"un chemin court et d'un chemin tortueux

on aura alors une représentation correcte de la valeur moyenne des Vk.
1L 2L 3L

"0~z G * "33

On obtient alor umn sens correct d'inégalité conforme 3 (2.34) :

- T 9 9 1,265r
Rﬁ‘ | e L = e — e > R
B 3 84 g AB

Dans le cas des réseaux plamaires, nous avons établi la formule
approchée (2.55): )

- 2 "
R ta-__—z' (2-55)

Pour le réseau hexagonal de degré 3, on obtient :

R“==r.-—§_-2_—2—-2r > R=1r/3 = 1,732r

Pour le réseau triangulaire de degré 6, on obtient :

. 2 T
R¥ =y, — =0,5vr < R=—=0,57/r
6-2 7 53

Ces valeurs sont relativement proches des valeurs tnéoriques

(13,5 Z) ce qui est intéressant compte temu de la simplicité de la formule.

11.11.2.- Etude ana]ggique d’un réseau irréqulier de petite taille

Nous avons construit un réseau planaire composé de 140 résistan—
ces de 150 @ £+ 1 Z, assemblées selon une structure irréguliére, autant que

possible homogéne, et grossidrement inscrite dams un carté, que représeante

la figure 28.

Figure 28 : Réseau planaire~ de structure
irréguliére '
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Deux mesuresde résistance &quivalente ont été faites sur ce

réseau d'une part entre les points A et B, d'autre part entre les points

C et D : on obtient :

RAB = 127 Q RCD = 111 Q

Ce qui dénote une certaine anisotropie dans ce réseau.

Nous allons évaluer sur ce réseau, les résistances approchées :

RAB’ A;, R'B, R'D, Rés, RED introduite dans la premiére partie.

Les grandeurs 4 évaluer sont < m > et < n > selon les deux
axes AB et CD. ' |

On trouve comme nombre moyen de pas menant de A & B, en moyen~
nant 7 cheminsg :

< mAB > = 9

et entre C et D, en moyennant 6 chemins :

<my, > = 8,16

En coupant le ré@seau par des droites et en dénombrant les
branches coupées, on trouve en moyenne :

<nAB> = 13,1 <ng > = 12,4

Le nombre de branches réellement utilisées quand on connecte le
réseau entre A et B est 140, et 138 quand on le connecte entre C et D.

e

Une mesure de < cosd > et < cos? > faite sur toutes les branches

k
de la figure 34 donne ¢

< cosb > _ = 0,637 <cos?®>_=0,503 €, = 0,809

AB AB ’ AB
< cos® >, = 0,627 < cos?d >cp = 0,490 C,p = 0,803

Les résistances approchées qu'on en déduit sont 3

R'® = r.B,C,_ / <mn__>2 = 110,5Q

AB AB CD

RAB'- r<m, >2 / B.F!AB = 107,33 Q

Rip =t <m,, > / < n., > = 108,9 Q

R(':D-rB CD/<nCD>2_- 96,8 Q

RCD =r<m. > /B.C, = 90,18

RED =T < mCD > / < nAB > = 93,4 Q
Si on a bien RL% < RAB = |27 et R’éD < RCD = lllﬂ’commé prévu, on a par
contre R, . > RiB > Réi et RCD >3R§D R&%, ce qui est en sens inverse des

inégalités prévues. :
4

i
1
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Ceci tient au fait que les tensions Vk relevées sur les plus courts
chemins utilisés constituent des échantillons biaisés de la distribution des
Yk du réseau. Nous avons relevé les différences de potentiel aux bormes de

toutes les branches et calculé <V, > <V?2 > : ceci donne en imposant

k k
Ve = 0 volt entre A et B :
< v.>-= 0,815V < vk2 > = 0,850v2

Ceci dommerait pour résistance approchée R® en appliquant la formule appro-

chée tirée de (2.14) utilisant <V, > °

k
R® = ToVo? _ 150 1060 = 161.3Q
. s
B<vy, >? 140~ (0.815)2

L'erreur relative commise en faisant cette approximation est :
2
<V.Z>-< >2
(s (Vk) v Vk

'k _ 0,850 _1;27,91
<v, >? <v, >?2 (0,815)

On obtient donc bien avec une valeur expérimentale correcte pour < vk >,
R' > R comme prévu. "
Mais si on utilise 1'’expression :

<V, >=V. /<m>
avec la valeur expéri mentale < m > = 9, on trouve < vk >= 1,11 trop
grand de 36 7 par rapport i la valeur expérimentale < Vk > = 0,815.
Si on essayait de pondérer les Vk de 1'échantillon, en utilisant 1'expression

(2.33) contenant les cosd du réseau, on devrait avoir :
v.2 ¢ _ 100
< m >? 81
Ce qui est visiblement inexact puisque < V.2 > vaut 0,850.

k
Le mode d'évaluation de < m > est donc en cause.

<Vv.2> > . 0,809 = 0,998

k

Mais si on exprime < m > 3 partir de la formule (2.43) utilisant la moyenne

des cosinus du réseau, on obtient @

L 10

B> i cos6> " T.2. 0,637

~ 13

Ce qui, reporté dans les formules précédentes donne :

i0
< Vk > - 3 = 0,76 off= < Vk >exp 0,815 .
C'est donc ici la formule :
+ye . _XB.C
AB < n ><

‘qui domne les résultats théoriques les plus proches des résultats expérimen—
taux par suite de la difficulté de trouver expérimentalement une valeur

correcte pour < m > dans le cas général.
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On peut encore ici essayer d'appliquer la formule

2
-2

Le réscau utilis® comportant 140 branches et 57 nocuds, son
degré moyen est

R = p ,

2B _ 2,140

d = N 55— - 4,91
et on obtient :
2
X o= sttt 58 -
R N T 150 . 0,686 103 Q

Cette valeur est proche de R = 111 Q mais le réseau est

légérement anisotrope puisque on a : RAB = 127 Q

I111.3.- Etude analogique de réseaux de grande taille.

-

La construction de grands réseaux de résistance n'a i notre
connaissance été entreprise que par SHANKLAND et WAFF [24]. Pour é&tu-
dier la conductivité de miliew poreux imbibés de fluide conducteur
en fonction de leur porosité, ils ont construit des réseaux de struc-
ture carrée et cubique composés de résistances identiques et ont
étudié la loi de décroissance de la conductance équivalente au réseau
quand on retire au hasard des branches du réseau.

Le réseau de structure carrée comprend 1034 résistances et
celui de structure cubique 2340 résistances de 702 + 15 Q. Les résis=-

tances &tant numérotées, elles sont retirdes & partir d'une table de

-

nombres aléatoires.

En appelant G(p) la conductance &quivalente au réseau qui
ne contient qu'une proportion p de branches et G(1) = Go la conduc-
tance &quivalente au réseau complet, Shankland et Waff ont tracé les .
courbes G(p) / G(1) qui sont portées sur les flgures<30 et 29 pour
les réseaux carrés et cubiques respectivement.

On est frappé par le fait que pendant la plus grande partie
des courbes G(p) / G(1) celles-ci sont assimilables 2 des droites.

Pour le réseau cubique, Shankland et Waff trouvent pour

équation de cette droite expérimentale

0,31
6 / 6(1) = Fmipsr

et pour le réseau carré :

&) / 6(1) = Bg2
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Figure 30 : Réseau carré - Conductance €quivalente
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Si on rapproche ces courbes et €quations des résultats théori-
ques obtemus par la méthode des arbres ou par la méthode du milieu effec~
tif, pour um réseau contenant des conductances x et y en proportion p et
1-p quand y tend vers zéro, on a2 la formule théorique (2.110):

6(p) / c(1) =dp2 _p - 2/d :
a2 1-2/a (2:110)

ce qui domne pour les réseawx cubiques et carrés respectivement :

, c(e) / 6(1) = 22 0:333 @ = 6)

=0,333
-pP~-0,5 -
6@ 7 6(1) - 2203 @=%

La coincidence avec les résultats expérimentaux de Shankland et
Waff est remarquable sauf dams la "queue" de la courbe pour le réseau
cubique au voisinage du seuil de percolation. )

On voit en effet la courbe expérimentale se séparer de la droite
théorique au voisinage du seuil de percolation : pour le réseau cubique
le seuil de percolation expérimental est trouvé voisin de - 0,22
alors que la droite théorique coupe l1l'axe en p'c = 0,333.

(Le seuil de percolation généralement admis pour des réseaux cubiques
est p_ ‘b 0,25).

Ceci est di 3 1'effet de correlation entre branches qui devient
important lorsque la majeure partie de celles-ci a été enlevée et la
théorie des arbres comme celle du- milieu effectif, mous 1'avons vua, consi-

dére les branches comme indépendantes les unes des autres.

Pour le réseau carré, par contre, le seuil théorique P. = 0,5
(résultat exact) est corroboré par la courbe expérimentale et 1la courbe
théorique déduite de (2.110), ’

I1.11.4.- Etude sur ordinateur de grands réseaux par wéthode de Monte—Carlo

La - nécessité d'utiliser des réseaux de taille trés grande pour
obtenir des résultats statistiquement significatifs a conduit 3 emnvisager

leur calcul exact sur ordimateur.

11.11.4.1.- Les calculs de RINK et SCHOPPER

Le premier essai, i notre connaissance, de calcul de la résis-
tance €quivalente d"un réseau aléatoire par ordinateur semble &tre celui
de RINK et SCHOPPER [25] em 1968.
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Ils utilisent des réseaux plans de structure réguliére, remplis
de résistances suivant une distribution uniforme comprise entre 0,5 r, et
2 L

Le calcul est fait en inversant par la méthode de ({HOLESKY ia
matrice symétrique des impédances de maille du résedu dont tous les termes
ont été introduits en mémoire.

La taille de la mfwmoire de 1Yordinateur utilisé (I8M 7090) limite
ceile du réseau a 120 x 120 mailles et le temps de calcul est alors en

moyenne de 5h.

Ce calcul est fait pour des réseaux planaires de structure hexa-
gonale, carrée, triangulaire. .

SCHOPPER a supposé que la résistance &quivalente R pouvait appro-
ximativement s'exprimer sous la forme : -

R’at. (I

_ e’ ),
2
To
oi 0 est un facteur de forme 1ié 3 la structure du réseau, re est la moyen—
ne arithmétique de la distribution des résistances et 02(r) est la variance
de cette distribution (€ est défini ci-dessous).

Si on appelle Re le résistance du réseau ne comportant que des
résistances identiques r,, On aura :

Re = are
d'oi
R/Re = 1500
® r.

avec la distribution de résistances utilisées, on a8 02(xr) / re = 1 / 12

€
RIR.-I""I"Z‘

Le coefficient € est déterminé expérimentalement 3 partir des

résultats du calcul sur ordinateur qui donnent R/R..

Les résultats obtenus par RINK et SCHOPPER sont résumés dans le
tableau 3 ci-dessous :

1 T i ] ] ! . !
. . . . R/R.théor,
T - ] 1

5 RESEATU s € 5 Ae E Rs Re ;RlR,min R/R.HAX; rique i
! hexagonal | 0,364 | 0,037 !0,9696 | 0,9665-0,9727 | 0,9703 |
! carré 1 0,500 t 0,038 10,9583 1 0,9551-0,9615 1 0,9555 !
1

! triangulaire | 0,677 | 0,124 | 0,943 | 0,9332-0,9539 | 0,9393 |

Tableau 3
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Pour retrouver théoriquement ces résultats on peut procéder de plusieurs

facons.

a)

b)

Le réseau carré a pour résistance é€quivalente théorique la moyenne
géométrique de la distribution des résistances lorsque celle-ci

est log-symétrique : ce n'est pas le cas ici, mais, la distribu-
tion n'&tant pas trés étalée, 1'erreur commise en la supposant
log-symétrique doit étre faible.

La woyemne géométrique théorique de la distribution uniforme précé-
dente est égale a 0,95578 : ceci est trés proche de la valeur expé-
rimentale de 0,958 trouvée par RINK et SCHOPPER.

Le réseau triangulaire et le réseau hexagonal étant duaux 1'un de
1'autre et la distribution des résistances sur les réseaux carrés
triaogulaires et hexagonaux &tant les mémes, on devrait avoir, si

cette distribution &tait log-symétrique d'aprés le corollaire 2
du paragraphe II.7.1. :

"

Avec les valeurs mmériques trouvées par RINK et SCHOPPER, on trouve :

Bopy « Bppg = V0,969 . 0,943 = 0,9559 { BUs

i
RCAR = 0,958

Les deux valeurs trouvées sont trés proches car la distribution

non log-symétrique est néanmoins peu étalée.

‘) On peut enfin utiliser la théorie des "arbres" vexpos_ée plus haut

pour calculer 3 1'aide du programme décrit précédemment avec la
distribution uniforme utilisée par RINK-SCHOPPER, les valeurs de
la résistance équivalente réduite des réseaux de degré moyen 3, 4
et 6.

Le programme &tant initialement congu pour accepter des distribu-
tions de comiixctances; il faut le modifier légérement pour y
introduire une distribution de résistances : en fait nous partoms
d'une distribution de 60 résistances réguliérement réparties entre
0,5 et 1,5 et nous introduisons en mémoire les inverses de leurs
valeurs. |

Les valeurs de R/Re qu'on déduit de ce calcul sont portées dans
la derniére colonne du tableau 3 : on voit qu'elles se trouvent

toutes & 1'intérieur des fourchettes expérimentales de RINK-SCHOPPER.




- 100 -

11.11.4.2.- Les calculs de KIRKPATRICK

KIRKPATRICK [9]1[21] a entrepris 1'étude sur calculateur de
grands réseaux de structure carrée et cubique afin de vérifier que la
théorie du milieu effectif qu'il avait appliquée & des résea.x donnait des
ré€sultats corrects.

Sa méthode de calcul de la conductance €quivalente d’un réseau
est basée sur une procédure de relaxation visant 3 attribuer a chaque
branche des courants de sens et d'irtensité convenable et a chaque nceud
des potentiels tels que les lois de Kirchoff soient satisfaites, ceci est
obtenu aprés de nombreuses itérations. La différence de potentiel externe
étant imposée, la somme des courants entrant par le nceud externe permet
de calculer la conductance Equivalente.

Les réseaux €tudiés comportaient 750 nmuds pour le réseau
carré et 3375 nceuds pour le réseau cubique.

KIRKPATRICK a utilisé d'abord une distribution binaire de conduc-
tances @, = 1, o, < o, en proportiom respectives p et 1-p en donnant 3

g, des valeurs tendant progressivement vers 0.

Pour une valeur de g, considéré comme paramétre, KIRKPATRICK
calcule la conductance équivalente réduite O(p)/o(l) pour différentes

valeurs de p.

La courbe tracée pour g, tendant vers 0 (02 - 10-5\ en joignant
les points expérimentaux montre un seuil de percolation.

Les figures 31 et 32 tirées de [9] montrent la trés bonne
colncidence obtenue entre courbes théoriques résultant de la théorie
du milieu effectif et points expérimentaux. Pour le réseau cubique,
cependant, au voisinage du seuil de percolation, les points expérimentaux
s'écartent de la droite donnée par la théorie du milieu effectif, qui
donne un mauvais seuil de percolation comme nous l'avons dé 3 remarqué
dans 1'@tude expérimentale de SHANKLAND et WAFF,

Notre théorie des "arbres" donnant des résultats identiques a
celle du milieu effectif, ce que confirment les figures 12, :3, 14 nous
considérons que les données expérimentales de KIRKPATRICK la vérifient
également, avec les mémes restrictions que la théorie du milieu effectif.

Pour le réseau de structure carrée, planaire, nous avons établi
que la conductance équivalente &tait égale 3 la moyenne géométrique de la
distributiqn des conductances quand celle-ci était log-symétrique : pour
une distribution binaire ceci n'a lieu que pour p = 0,5 et on peut alors
écrire d'aprés (2.66)
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ai/2) /%2
Ozls (Il
en outre on a : o
o) _ %2
o(1) ol
Ces deux relations sont parfaitement véri_fiées ﬁat les données
de KIRKPATRICK (fig.31). | ‘

Figure 31} Figure 32

Réseau de structure carrée Réseau de structure cubique

En dehors du point p = 1/2 nous faisions remirquer au paragraphe
I1.7.3. que la distribution n'é&tant plus log*symétrique? le résultat donné
par la moyenne géométrique me pouvait plus s'appliquer rigourcusewent,
cependant, pour des distributions pas trop étalées (0210"'< 0,2) il doit
y avoir une différence assez faible entre la courbe exacte o(p)/o(l) et
la courbe résultant de la moyenme géométrique :

o _ J2,1P | o ’
s " ) (2.67)

La courbe exacte n'étant pas connue analytiquement mais celle

déduite de la théorie du milieu effectif en &tant visiblement une bonne
approximation, nous avons tracé sur le méme graphique la courbe donnée
Par la théorie du milieu effectif d'équation (2.157)et la courbe donnée
par la moyenne géométrique d'équaticn (2.67) (fig.33). ’

On peut vérifier que pour p = 1/2 ces deux courbes sont confon-
dues, ce qui signifie que la théorie du milieu effectif prévoit biem pour
une distribution log-symétrique dans un réseau dé structure carrée une

conductance équivalente &gale i@ la moyeunne géométrique des conductances.
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Figure 33

Ce résultat, cependant, n'a pas &té meantionné par KIRKPATRICK .
Pour des rapports 02/0l compris entre | et 0,2, les courbes "milieu effec~
tif" et "moyenne géométrique” sont proches 1'une de 1'autre mais dés que
la distribution des conductances devient trop étalée, la divergence s'ac-
centue, la courbe "moyeune géométrique" ne tendant vers aucune asymptote
oblique ni vers aucun seuil de percolatiom,

KIRKPATRICK s'cst également intéressé a des distributions conti~
nues de conductances dans un réseau cubique, en particulier 3 une distri-
bution log-uniforme de moyenne géométrique 1, comprise entre i/A et A :

il a comparé ses résultats expérimentaux avec ceux qu'il a déduit de la

théorie du milieu effectif, en tragant la courbe o(A)/c(1).

Nous avons déji, 3 propos de la théorie des "arbres", examiné au
paragraphe 11.9.4.3. les résultats chtenus dans ce cas et nous en avons

conclu 3 1'identité des résultats entre théorie des arbres et théorie du

milieu effectif.
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11.12.~ CONCLUSION DE LA SECONDE PARTIE :

Nous avons dans cette seconde partie &tudié les réseaux de résis=
tance,aléatoires, par leur structure ou par les résistances dont ils se
composent. ' '

Nous avons mis au point pour des réseaux contenant des résistan-
ces identiques une méthode bas@e sur la topologie de ces réseaux permettant
d'encadrer la valeur exacte de la résistance équivalente. La méthode utili-
sée consiste 3 faire une approximation sur la moyenne des courants et des
tensions de branche

Ces résultats sont nouveaux et constituent une généralisation
de la loi d'ohm & des réseaux de structure aléatoire.

Pour des réseaux contenant des résistances aléatoires, nous avons
mis en &vidence le cas particulier des réseaux planaires, de structure

carrée ou "carrée en moyenne".
Nous avons montré dans ce cas que leur résistance équivalente

est la moyenne géométrique de la distribution des résistances, si celle-ci

est log-symétrique. Ces résultats sont également nouveaux.
Dans le cas d'un réseau de structure quelconque nous avons utilisé

des principes de la théorie des graphes appliquée aux réseaux &lectriques
pour obtenir une méthode approchée de calcul de la résistance &quivalente

que nous avons appelée "théorie des arbres".
Nous 1'avons complétée par une méthode de calcul simple qui permet

quelle que soit la distribution des résistances utilisées, de calculer la

résistance équivalente réduite d'un réseau connaissant son degré moyen.
La théorie des arbres se révéle au point de vue des hypothéses

et des résultats similaire 3 1a théorie du milieu effectif dont nous rappe-
lons l'origine et que nous prolongeons en montrant qu'elle peut s'appliquer
d des réseaux non réguliers, en considérant leur degré moyen, et en montrant

que pour le réseau de degré moyen 4,de grande taille,porteur d'une distri-~

bution log-symétrique, elle permet de retrouver le résultat rigoureux
précédent.
L'examen des résultats expérimentaux trouvés dans la littérature

a permis de vérifier que les théories apprqchées des arbres et du milieu
effectif donnent de bons résultats tant que la distribution des résistances

du réseau n'est pas trop é&talée.




TROISIEME PARTIE

APPLICATION AUX MILIEUX POREUX
'DE RESULTATS OBTENUS SUR DES RESEAUX
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III 1.- PROBLEMES MACROSCOPIQUES

L ecoulement d; un fluide dans un milieu poreux sous 1'effet d'un
gradient de pression est; décrit par la loi macroscopique de DARCY, analogue
dans sa formulation 5 la loi d'Ohm.

i I= o-i AV ! | G

ol Q est le débit volumique de l'écoulélnent, S la section du milieu poreux,
L sa longueur, AP la différence de pression entre extrémités du milieu,
k sa perméabilité et u la viscosité du fluides

On voit en comparant les équauons (3 2) et (3 l) que la conduc-

si on fait correspondre Q a I et: AP av,

. Un des problemes poses en hydrogéologle, en explol.tatxon pétro-

; lxere, par. exemple, est de calculer la perneabllxté équlvalente d'un milieu
poreux composite formé d'un certain nmbre de l}].ggs gcg?lés de pgrmeabx-
lités différentes et d'arrangement aléatoxre. -

“ Un certain nombre d'auteurs ont etndxe ces problémes, tant théo-

thuenent qu experlnenta}enent.» _
MORINEAU, SIHANDOUX et DUI’UY [26] ont mesuré les vanauons de

pemeab111te locale & 1'é helle centunetrlque dans un echantxllon et véri—
fié que la distribution des petmeabxlltés locales était sensiblement

log—normale.

HOUPEUR? [27] cite plusleuts travaux de 81nn1at10n [28] ou d'ex-
périmeqtat;pn [29] qu}‘ gonclpen_lﬁ:_gue 1a spetméabxll_,_;.‘l:}e qu;valente est trés
proche de la moyéﬁné géonétthue ‘_d:e la dis‘t:ibut‘iqle} gg;‘fpgméabilités uti-
lisées. - o -

” MATHERON [A2.9], enfin, dans le §a§ des &coulements plans, a
établi théoriquement que pour dn milieu infini;' i deux kéﬁnensions, caracté-
risé par une 'perméabilit‘lé«locdle k(x) aléatoire et stationmaire, de loi
spatiale invariante par rotation de 90°, la perméabilité macroscopique
était é&gale 3 la moyenne géométrique des perméabilités locales, 3 condition
que les distributions des perméabilit@s locales k et de ‘leurs inverses
h = 1/k, réduites par rapport i leurs moyennes arithmétiques respectives

E(k) et E(h) possédent la méme loi. A s

Ce résultat ‘es't tout 3 fait semblable au nGtre, obtenu pour un
réseau planaire, carré, composé de conductances suivant une loi log-symé-
triqng. .
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il y a cn elict dans notre cas, invariance par rotation de 946°
puisque le réscau carré est son propre dual et le milieu hétérogéne peut
toujours &tre représenté par une damier de carrés infinitésimaux, de perméa—
bilité comstante, dont la représentation sous forme de réseau équivalent

sera le réseau de structure carrée que nous utilisons.

MATHERON étudiant ensuite les milieux em trois dimensions étabiit

une loi approximative donnant pour perméabilité équivalente pour une espace

de dimension D :

D-1A , 1gH

keq = kK + 3 3.3)
Ce qui pour l'espace 3 trois dimensions devient :
keq = %—i{“ + %iﬁ (3.4)

et MATHERON énonce que "daus 1l'espace 3 trois dimensions la perméabilité se
situe aux deux tiers du chemin entre moyenne harmonique et moyenne arith-
métique®.

Cette loi,obtenue par une approximation au second ordre ne peut
&tre valable que pour des distributions extrémement resserrées : en effet,
en deux dimensions, elle s'écrit :

keq = ‘;—(T(.A + T(ﬂ) (3.5)

alors que la loi de la moyenne géométrique,considérée coume exacte dams

ce cas donne pour une loi log-symétrique i

keq = Y@ . Eﬂ (3.6)

Ce n'est que pour des distributions trés étroites qu'il peut y

avoir équivalence de (3.5) et (3.6).

MATHERON envisage ensuite pour la perméabilité &quivalente d'un

milieu i D dimensions une autre formulatiom 3

D—-1 i

keq = @2 . &P (3.7

Cette formulation est meilleure que la précédente car elle permet
de retrouver le résultat exact (3.6) pour un milieu @ deux dimensions. Dans
le cas général, puisqu'un milieu 3 éeux dimenalons est siwmulable par un
réseau carré de degré 4, un milieu 3@ D dimensivns est simulable par wuc
réseau de degré 2D.

Appliquons @ ce probléme la construction géométrique étudice en

deuxiéme partie 3@ propos de la théorie des arbres.
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On Lrace Geq/Cg en fonction de N/B : 1'axe des abscisses peut
étre gradué directement en degrés moyens et la conductance approchée rédui-
te Geq/Gg d'un réseau de degré 2D se situera & 1'abscisse N/B = 1/D, soit

-

en N = B / 3 pour un réseau i3 trois dimensions.

Mais dans 1'étude des distributions log-symétriques uniformes,de
largeur croissante comprise entre IO-A et lOﬁ,faite au paiagraphe 11.9.4.3.,
nous avons vu que pour des distributions pas trop étalées (A < 1), on pou-
vait effectivement obtenir 1'approximation :

D-1
)

)

Geq/Gg = ZA(I-N/B) JH(N/B) ;A( . Aa/m

(3.8)
On retrouve alors la formulation (3.7) de MATHERON.
Cette approximation consiste, en fait, sur le graphique

Log(Geq/Gg) 3 joindre par une droite Log;A a Logzn et 3@ prendre 1'ordonnée
correspondant 3 1'abscisse N/B mais,comme la courbe exacte n'est pas une
droite mais une sigmoide passant par N/B = 1/2 (g:g))on aura avec cette
approximation, pour d > 4 (D > 2) une conductance trop faible et pour
d <4 (D<2) une conducténce trop forte par rapport i la valeur prévue par
la théorie des arbres.-Or on sait, que pour D = 3, la théorie des arbres
identiques 3 celle du milieu effectif donne déjd une conductance trop
faible par rapport & la valeur exacte.

En conclusion, la formule (3.7) de MATHERON, meilleure de toute
fagon que la formule (3.3), n'est qu'une formule approchée valable pour
des distributions de perméabilités locales relativement resserrées.

v

IT1.2.~ PROBLEMES MICROSCOPIQUES

I11.2.1.- Synthése des travaux antérieurs.

Depuis longtemps, déjad, des auteurs ont essayé de simuler le

comportement d'un milieu poreux par un réseau de capillaires interconnectés

en cherchant a expliquer par ce modéle les différents résultats et paramé-

tres obtenus par 1'étude expérimentale des milieux poreux :

= Injection de mercure dans le milieu poreux [annexe 7] qui consiste 3 faire

pénétrer sous des pressions croissantes du mercure, fluide non mouillant,
dans les pores : on mesure le volume de mercure injecté en fonction de la

pression appliquée.

= Courbes de pression capillaire [amnmexe 7] similaires aux courbes d'injec-

tion de mercute elles sont obtenues avec des couples de fluide wmouillant—
non mouillant tels que : egu-air, eau-huile.
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= Ieracabilité monophasique du milicu poreux : c'est le ccfficient wacros-

copique,caractéristique du wilieu,qui apparait dans la loi de Darcy lors-

qu'un seul fluide circule dans le milieu.

- Perméabilités relatives em €coulement biphasique lorsque deux phases non
miscibles, 1'une mouillante, 1'autre non mouillante circulent dans le
milieu poreux.

~ Facteur de formation : c'est le rapport de la résistivité macroscopique

é'un milieu poreux imbibé de liquide conducteur 3 la résistivité de ce
liquide seul.

La premiére teatative, et la plus compléte, est ceile de FATT {30]
qui a étudié tous ces phénowénes 3 1'aide de réseaux de résistances mais
cette étude est uniquement expérimentale et faite sur de petits réseaux
réguliers plaas.

FATT a étudié 1'influence de paramétres tels que la distribution
des diamétres des capillaires, la distributions de leurs largeurs, la for-
me du réseau utilisé.

Les courbes qu'il a tracées simulent 1l'injection de mercure, les
perméabilités relatives et les conductivités relatives emn phase mouillante
et nom wmouillante.

Les courbes obtenues sont d'allure similaire aux courbes habi-

tuellement obtemues expérimentalement mais 1'étude de FATT n'étant suivie
d'aucun essai d'interprétation théorique ne peut gque moatrer qualitative-

went que le mode de simulation utilisé représente assez bien le phénomine

réel.
A ila suite de FATT, DODD et KIEL [31] étudiérent 3 nouveau A

1'aide de réseaux de structure régulidre représentant des capillaires de
diamétre aléatoire, les courbes de désaturation d’un fluide mouillant

par un fluide mouillant mais 3 la différence de FATT qui introduisait par
les quatre cGtés de son réseau plan le fluide nom mouillant et aboutissait
a un remplissage complet des pores par le fluide non mouillant, DODD et
KIEL introduisent le fluide non mouillant par trois cOtés, en laissant
s'échapper le fluide mouillant par le quatriéme cdté : ils trouveat ainsi
une saturation irr@ductible en fluide mouillaat.

On trouve en outre, indépendamment de FATT, un essai de PROBINE
{33] de simulation d'un milieu poreux noa saturé, par uan réseau de résis-
tances,dans le but de calculer sa perméabilité relative.

Plus récemment, SIMON et KELSEY [32] (i971) utiliséreat um ordi-
nateur pour étudier le dépalcement d'un fluide par un autre fluide, misci-
ble et de méme viscosité dans un réseau de capillaires de structure régu-
liére en cherchant quel est le volume d'un des fluides & injecter pour

qu'il traverse le milieu.
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Enfin, HARRIS [34] utilise un "carré latin” comme substitut d'un
réseau plan oli chaque pore est connecté i ses quatre voisins et ses quatre
plus proches voisins, de sorte que dans chaque ligne et colomne, il y ait
la méme distribution de tailles de “pores" et il étudie~le nombre de pores
envahis par la phase déplagante (non mouillante) selon qu'elle péndtre
par 1, 2 ou 3 faces du carré, la phase déplacée (mouillante) s'échappant
par 3, 2 ou 1 faces : cette expérience simple montre que la saturation
irréductible en fluide mouillant i la fin de la pénétration du fluide non
mouillant est foaction du nombre de faces dont dispose la phase mouillan-
te pour s'échapper.

Bien que 1'ensemble de ces &tudes se rattache i des modéles
simplifiés de la réalité complexe d'un milieu poreux, ils ont éernis de
faire progresser la connaissance des phénoménes physiques mis en jeu et
de prévoir, au moins qualitativement dans quel sens ils &voluaient.

L'obstacle auquel on se heurte quand on veut raffiner 1'é&tude
de ces réseaux ou envisager des réseaux de plus grandes taille est ie
manque de théorie générale sur les réseaux aléatoires et les milieux
aléatoires en général. '

Cependant depuis quelque temps, sont apparues en physique du
solide, des théories connues sous le nom de "théories des phénoménes de
Percolation" [annexe 8] : ces théories, extrémement fécondes, permettent
d'aborder les problémes 1iés aux milieux aléatoires avec un regard neuf
et de regrouper des phénoménes jusqu'ici traités séparément.

A notre connaissance, leur application aux milieux poreux n'a
jamais été faite : GANOULIS [35] (1974) cite simplement BROADBENT et
HAMMERSLEY [A8.8] (1957) qui sont 3 l1'origine de 1'étude des phénoménes
de percolation mais n'envisage pas la possibilité d'utiliser leurs résul-
tats. )

Nous n'allons pas entreprendre une &tude exhaustive des phénomé-

nes de percolation mais montrer en utilisant des résultats déja é&tablis
comment ils permettent d'expliquer,au moins qualitativement,des résultats
obtenus dans 1'étude des milieux poreux. )

La difficulté est ici de simuler le milieu poredx par un réseau,
car, pour l'instant, les théories de percolation ne peuvent s'appliquer
qu'3 des réseaux ; les tentatives d'applications 3 des milieux continus
s'étant révélées infructueuses.

Les résultats que nousobtiendrons de cette fagor ne sont que
pertiels ou approchés car les études jusqu'ici entreprises sur les phéno-
wménes de percdlacion n'ont servi qu'a simuler des phénoménes coacermant

la phiaique de solide et un certain nombre de fonctions qui nous seraient
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utiles pour simuler des phénoménes relatifs aw milieu poreux, n'ont pas
encore été étudi€es théoriquement. Aussi nous espérons, que l’application
possible des phénoménes de percolation aux milieux poreux stimulera une

recherche dans ce sens.

I11.2.2.- Etude des courbes de pression capillaire en drainage

I11.2.2.1.- Représentation sous forme de réseau du milieu poreux.

Nous avons montré en amnexe 7 comment il &tait possible de subdi-
‘'viser théoriquement le milieu poreux en une infinité de volumes élémentai-
re 8gaux, caractérisés chacun par une pression p? d'ouverture 3 laquelie
un fluide déplagant, d'angle de mouillage 6 = 0, présent d une extrémité
ou l'autre de 1'élément de volume peut le traverser en chassant le fluide

mouillant qui 1'occupe.

Cette distribution théorique en €léments de volume de pression
d'ouverture p? permet de tracer um "graphe" en deux ou trois dimensions :
chague élément de volume constituant une branche du graphe et portant la

valeur de la pression d'ouverture correspondante.

La structure de ce graphe et son degré moyen sont fonctions du

-

type de milieu considéré :

Pour un milieu de structure microscopiquement hétérogéne,c’'est-
i-dire présentant une "granulométrie" de rayonshydrauliques trés étalée,
on supposera que deux &léments de volumes adjacents sont peu corrélés et
ont donc des pressions d'ouverture (figure 34) considérées comme des varia-

bles aléatoires indépendantes :

Figure 34
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Entre deux nceuds oii se rencontrent plusieurs branches, il y
aura donc un certain nombre de branches en série et le degré moyen du gra-~
phe sera proche de 2. '

Pour un milieu plus régulier, c'est-di-dire dont la "granulomé-
trie" des rayons hydrauliques serait plus resserrée om peut envisager des
€éléments de volume de longueur plus grande car la variation de rayon hydrau-
lique des pores sera moins rapide : le nombre de branches en série entre
deux pores diminuera et le degré moyen s'éloignera de 2 en augmentant

(fig. 35)

o ay

// V)
//4' Z

\\\/\

Figure 35

Le graphe étant tracé avec ses branches et leurs pressions d'ou-
verture, on supposera, &tant donné le caractére aléatoire des milieux ,
poreux,que la position relative des branches munies de leur pression
d'ouverture est également aléatoire.

Le milieu poreux, représenté par le graphe va étre soumis par
1'extérieur i une pression p’.: croissante de 0 3 p¥ qui va s'appliquer

selon une, plusieurs ou toutes les faces externes de l'échantillonm.

A une pression donnée, p » on ne considérera comme présentes que
les n"(p") branches dont la pression d'ouverture est inférieure ou égaie
i p-i- [annexe 7] mais le nombre ni(p'i') de branches réellement accessibles
au fluide déplagant 3 cette pression, correspondra 3 la fraction de

n’{(p’i‘) qui est accessible en partant des "faces” du graphes par lesquelles

le fluide peut envahir 1'é&chantillon.
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Si ce graphe contient B branches, on obtiendra la saturation
effective s(pﬁ) en fluide déplagant, inférieure 3 la saturatiom théorique

s*5(p7) :
RN

n(p¥) 0¥ (p¥) (3.9.)
S(P?i") = ‘T < Sx(l’:i:) =— {3.10)

Si on coomsidére que les branches qu'on ajoute en augmentant ia

pression pT sont dispos@es au hasard, le processus ainsi déiini appartient
i

-

é@ la classe des phénoménes de percolation [annexe 8].

La saturation théorique sx(pi) représente la proportion p de
branches présentes dams le réseau (0 < p < I) 3 ia pression p? alors que

la saturation effective s(p?) est représentée par la fonction pP{p)

"

p2roo2 27 ot P(p) est la probabilité de percolation (0 < P(p) < 1) c’est-
d~dire le rapport du nombre de branches connectées i 1'amas infini au nom-

bre de branches présentes dans le réseau au stade p.
Pour déduire la courbe de saturation effective s(p**)de ia courbe
i
de saturation théorique sx(p?) il faut donc connaitre P{p), probabiiité
de percolation, relative au réseau considéré, qui dépend surtcout de la
dimension et du degré moyen du réseau [annexe 8].
On aura alors :

s(pﬁ) =p - P(P) = s¥(p¥) . P (sx(p?)) (3.11)

Le seuil de percolation [annexe 8] sera atteint pour ume pression

- x

critique telle que le nombre de branches placées soit suffisant pour gqu'il

-

existe un chemin countinu reliant une extrémité 3 1’auntre du milieu.

Ce seuil correspond 3 1'existence d'une conductivité non neile
a travers le milieu si le fluide dé;lagant est conducteur et le fluide

déplacé ne 1'est pas et 4 1"établissement d’une perméabilité relative non

nulle pour la phase déplagante.
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I11.2.2.2.- Les conditions d'entrée du fluide déplacant

Avant que soit atteinte la pression correspondant au seuil de
pemélation, il y a déja du fluide déplagant qui a pénétré dans le milieu
par les faces d'accés et qui forme des "amas finis™ reliés 3 ces faces.
Ceci n'est pas prévu habituellement dans la théorie des phénoménes de
percolation : en effet, la fonctiomn P(p) est mulle quand la concentration
P en bramches posées est inférieure au st;uil de percolation P, car elle ne

prend en compte que les branches de 1'amas infini.

I1 faudrait donc ajouter 3 P(p) une fonction P'(p) représentant
la proportion de branches placées,connectées at;x faces d'accés‘en fonction -
de p. Cette fonction sera définie pour p variant de 0 3 1, car méme quand
1'amas infini existe (p > pc) il peut y avoir dgs branches qui se connec—
tent 3 des amas finis reliés aux faces d'acci@s et non encore reliés a
1'amas infini.

On devra donc écrire plutot :

s(pY) = p(®(p) + P'(p)) (3.12)

La fonction P'(p) est difficile 3 évaluer Son peut avancer
qu'elle est proportionnelle au nombre de faces par lesquelles le fluide
déplagant peut avoir accés au milieu par suite de 1'homogénéité et de
1"isotropie du milieu et on peut donc écrire, si on mote par P'(p) 1a
probabilité d'entrée du fluide sur toute la surface externe S de 1'é&chan-

tillon, et par P"(p) la méme fonction quand la surface d'accés est § A < S:

S, .
() = P'(p) . 3 . (3.13)
Sa
s(v"i') = p(P(p) + P"(p)) = p(P(p) + P’ (p) -§-) (3.14)

PP’ (p) représente alors la saturation partielle due aux branches accessibles
par tout le pourtour du réseau.

Si pP(p) . B est le nombre de branchés appartenant 3 1"amas infi-
ni au stade p, le nombre de branches appartenant 3 des amas finis est &gal
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a pB{1-P(p)) ct parmi ces branches, certaines sont connectées i la pirin

phérie du réscau.

Lorsque p croit dpartir de zéro, les branches accessibles &
partir de la frontiére sont d'abord des branches isolées dont le noubre
croit proportionnellement & p ; lorsque p aupmente, il vient se gretfer
sur ces branches des branches supplémentaircs et il apparait alors des

amas périphériques de 2 branches puis 3 branches ..... etc .....

La croissance du nombre de branches connectées & la périphérie

devient alors plus rapide qu'une croissance linéaire mais on aura toujours :
pP'(p) < p(l - P(p))

car p(l - P(p)) représente la totalité des amas finis, y compris ceux qui

ne sont pas reliés & la périphérie.

I11.2.2.3.- Les conditions de sortie du fluide déplacé

Le début de la courbe de pression capillaire dépend des condi-
tions d'entrée du fluide déplagant mais la fin de la courbe de pression
capiliaire (fortes pressions) va @tre relide aux conditions de sortie du
fluide déplacé. 11 faut alors envisager deux cas qui ne semblent pas suf-

fisamment séparés dans la littérature :

a) Le fluide déplacé est le “vide".
Le fluide déplagant pénétre dans un élément de volume "ouvert™ 2

une pression p? s'il existe un chemin reliant cet &lément de volume

aux faces d'entrée du fluide déplagant,

b) Le fluide déplacé est un fluide matériel incompressible : le fluide
déplagant pénétre dans une &lément de volume ouvert & une pression
p¥.

as
-~

P

~ 5'il existe un chemin reliant cet &lément de volume aux faces

d'entrée du fluide capillaire.

- et s'il existe un chemin permettant au fluide déplacé qui occupe

cet &lément de volume de sortir par les faces de sortie réservées
au fluide déplacé..
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Le cas a) est celui de 1'injection de mercure : on a préala-
blement fait le vide dans 1'échantillon, il n'y a donc pas de fluide dépia-
cé i chasscr matériellement et il suffit d'augm.entet suffisamment la pres—
sion pour que tous les pores du milicu finissent par s'ecmplir : la satu-
ration résiduelle en fluide déplacé est nulle dans 1'injection de mercure.
Si elle semble parfois se produire, c'est qu'on n'a pas atteint des pres-

sions suffisantes.

Le cas b) est celui de la mesure de pression capillaire par
la méthode dite "des &tats restaurés™ ou par des méthodes similaires :
le fluide déplacant (non mouillant) pénétre par la surface latérale et le
dessus de 1'échantillon cylindrique et le fluide déplacé (mouillant)
s'échappe par le fond du cylindre mais ici, le fluide déplacé étant incom
préssible, il est nécessaire qu'il puisse s'échapper d"un &lément de volu-

me pour que le fluide non mouillant puisse y entrer.

Si un élément de volume empli de fluide mouillant se trouve
entouré d'éléments de volume emplis de fluide non mouillant, il lui sera
impossible d'étre empli de fluide non mouillant 3 des pressions supérieures

et il contribuera i@ créer une saturation résiduelle ean fluide mouillant.

Le fluide non mouillant continuera donc de repousser le fluide
wouillant jusqu'd ce que la saturation en fluide mouillant soit assez
petite pour qu'il n'y ait plus de connexion entre le fluide mouillant inter- ..
ne et les faces externmes par lesquelles il peut sortir mais seulement des

amas finis internes de fluide mouillant,

Ceci se produit lorsque la saturation en fluide wmouillant devient

égale ou inférieure au seuil de percolation du réseau P.-

Si on appelle respectivement Su et Sm lea saturations em fluide
mouillant et non mouillant, on a donc @
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ta saturation résiduclle en [luide mouillant est égale au seuil de pere
lation p_ du réseau équivalent au milieu porcux et la saturation Limiic i
en fluide non mouillant atteinte lorsque la pression tend vers l'infini
est 1-pg-

La simplicité de ce résultat ne doit pas faire oublier qu'il
est idéalisé : la fagon dont le fluide mouillant peut quitter le milicu
- poreux est en effet tributaire de la géométrie du systéme de mesure : ce
type de raisonnement pourrait s'appliquer si le fluide non mouillant &tait
introduit au centre de 1'échantillon car la probabilité de percolation en
fluide wouillant représente la probabilité qu'une branche internme soit
connectée 3 la périphérie, mais pour les géométries habituellement utili-~
sées le fluide non mouillant est introduit par certaines faces et le flui-

de mouillant s'échappe par d'autres.

D'ailleurs, MARLE, ALBET, LARDE [36] ont montré que les résultats
de mesure de pression capillaire pouvaient varier dans de grandes propor-

tions selon le type d'appareillage utilis@ et la méthodologie de mesure.

La plupart des résultats sur les phénoménes de percolation ayant
été obtenus par simulation sur ordinateur, il n'est pas impossible d'envi-~
sager qu'on puisse recalculer certains résultats avec des conditions aux
limites qui correspondraient aux configurations utilisées dans la mesure
des pressioms capillaires : on pourrait alors &tudier la fonction P’ (p)
introduite plus haut ou plut6t la somme P¥(p) = P(p) + P'(p) en essayant
d"en dégager des paramétres universels tels que ceux qui ont récemment é&té

trouvés pour la fonctiom P(p) [annexe 8].

En 1"absence de tels résultats, nous n'étudierons pas plus avant
la forme de la courbe de pression capillaire obtenue lorsque le fluide
mouillant est ingowgre:isTkle ; nmous mous contentoms d'&tablir la saturation

résiduelle en fluide mouillant, en dréinage et en imbibition.

Examinons maintenant les relations entre la courbe de pression

capillaire s(p"i‘) et la courbe de saturation théorique sx(p?).
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I11.2.2.4.- Pressions inférieures a la pression de percolation

La pression croissant @ partir de zéro, elle devra atteindre
la pression d'entrée minimum pﬁin [annexe 7] pour que le fluide déplagant
puisse pénétrer sur la périphérie de 1'échantillon : la saturation en
fluide déplagant va d'abord augmenter avec la pression sans qu'il se crée
d'amas infini, la proportion de branches posées égale 3 la saturation théo-
rique sx(pﬁ) étant inférieure 3 la concentration critique p.- La saturation
en fluide déplacant sera en outre proportionnelle & la surface d'accés et
sera donc maximum dans la méthode d'injection de mercure traditionnelle ol

le fluide déplagant entre par toutes les faces de 1'échantillon.

La pression critique pf correspondant au seuil de percolation

est obtenue lorsque s“(p?) =P

On peut &valuer le seuil de percolatioun em utilisant le résultat

approché [annexe 8] :

1 D 2 3
P 307 72 4 53 %4 (3.15)

Nous avons,en construisant le graphe représentatif du milieu po-
) - * . - - - - - -~ ]
reux, 1ndique que le degré moyen de ce réseau é€tait supérieur a 2, d autant

plus que le milieu avait une "granulométrie" étalée de rayons hydrauliques.

Le seuil de percolation est donc inférieur i 0,75 en trois dimen-
sions d'aprés (3.15) et avant qu'il soit atteint, la saturation effective

est ¢

- . S pP'(p)SA
s (p¥) p"’xﬁ’?if)@c p(B(p) + B'(p) 5) = —5— (3.16)

A la saturation critique sc(pf))obtenue pour p-=pc,correspond
1'établissement d'un chemin continu de fluide déplagant d'une extrémité

3 1'autre du réseau : il s'agit du seuil de perméabilité relative en flui-

de non mouillant en drainage, qui est aussi le seuil de conductivité du

fluide non mouillant.
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l.a seule expérimentation a notre connaissance qui permetts ds
mettre en évidence cel effel eat celle de PACSIRGEY, GAULIER, MARLE [737]
qui ont injectle du mercure par une face terminale d'un eyliwdre poreux, ct,
tout en mesurant la saturation en mercure cn fonction de la pression, ont
notdé i quelle pression s'établissait une phase conductrice coantinue de

mercure, d'une extrémité 3 1'autre de 1'é&chantillon.

Les figures 36a et b (tirées de [37]) montrent la saturation

en mercure en fonction de la pression pour 6 échantillons de roches

poreuses.
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Figure 36

On constate qu'il suffit d'augmenter la pression pour atteindre

une saturation compléte en fluide non mouillant (fig. 36b).

Les fléches horizontales sur les courbes de la figure 36a indi-
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quent la pression & laquelle le mercure traverse le milieu, pression qu'on
peut identifier i la pression de percolation.

Selon les échantillons, la saturation correspondant i la pressioni .
de percolation varie de 5 3 31 Z, 1'accés du fluide déplagant ayant lieu

par la face inférieure de 1'échantillon.

Dans les expériences de PACSIRSKY et alii [37]), 1a configuration
d'entrée du fluide non mouillant &tait toujours la méme pour des milieux
poreux différents, et on peut donc comparer d'un milieu i 1'autre les

"seuils de percolation" en fonction de la structure du milieu.

Si la surface d'accés du fluide déplagant varie on doit obtenir
d'aprés la formule (3.16) des saturations variant avec la surface d'accés ,
pour des pressions inférieures i la pression de percolation.

GANOULIS [35] a effectué des expériences corroborant qualitati-
vement ce résultat em &tudiant 1'influence de la géométrie d'accés du
milieu poreux par le fluide non mouillant : il a tracé plusieurs courbes
d'injection de mercure dans des &chantillons poreux de méme nature soumis

d la phase non mouillante sur des parties croissantes de leur surface

externe.

On constate (fig.37) que pour une pression donnée la saturation
est d'autant plus grande que la surface d'entrée du fluide non mouillant
augmente, mais le début des courbes est trop resserré pour qu'on puisse en
déduire une éventuelle proportionnalité de la saturation avec la surface

d'entrée pour p¥ < p¥ .
i ie

On constate en ogutre que la pression de percolatiom est d’autant
plus petite que le nowbre de faces d'accés est grand car le fluide ent..

par une face rencontre alors plus facilement le fluide entré par d'autres

faces.

Pour vérifier ceci sur un modéle, nous avons utilisé un réseau
carré pouvant contenir 612 branches sur lequel celles-ci sont déposées

au hasard.
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L2 simulation est faite & 1'aide d'un calculateur 9620 Hewlett -
Packard, les branchces posées €tant dessinées par la table Lragante ansociée
au calculateur, 3 la position déterminée par un générateur de nombres aléa-

toires.

Le décompte des branches connectées se fait “manuellement” au fur

et 3 mesure que se remplit le réseau.

La figure 38 montre 1'état du réseau pour p=0,25 et p = 0,50

qui est le seuil théorique de percolation du réseau carré.

La figure 39 montre le résultat des mesures faites domnmant la
"saturation” en branches comnectées 3 1, 2, 3 ou 4 faces en fonction de la

proportion p de branches posées pour 0 < p < 0,5.

~ On voit que ces courbes vérifient assez bien la formule (3.16) :
1a s;turation, pour p < P.» augmente de facon sensiblement proportionnelle
au nombre de cotés d'accés du fluide non mouillant et croit avec le nombre
de branches posées, jusqu'au seuil de percolation. Cependant, les fluctua-
tions dans le nombre des branches comptées dues 3 la petite taille du réseau

utilisé, masquent un peu la loi de croissance de la saturation.

Les seuils expérimentaux de percolation augmentent quand la sur-

face d'accés diminue mais ceci est peu visible 4 1'échelle utilisée.

Le début de la courbe d'injection de mercure exprimant s(p"i‘) se
déduira donc de la formule (3.16) en remplagant p par s"‘(p"{), saturation
théorique, ce qui permet de déduire la pression pv"i‘ i laquelle la saturation
réelle en fluide non mouillant vaut s(p*i') = pP’ (p) SAIS.
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I11.2.2.5.- Pressions supéricurcs a la pression de percolation

C'est la saturation théorique u”(p?) qui représente le pourcenta=-

ge p de braunches poudesn,

La région de percolation, oli P(p) tend vers zéro quand p tend

vers p_, est trés étroite et, pour p > Pes P(p) tend trés rapidement

La fonction pP(p) qui décrit la saturation en fluide non mouillant
est donc trés peu différente de p dés que p > E,ch et la saturation effec~

tive vaut d'aprés (3.11) :

s(p¥) = pP(p) & p = s*(p¥)
i 1
P>Pc

La partie de la courbe de s(pi) correspondant a des pressions
supérieures 3 la pression de percolation est donc une réplique assez fidéle
de la courbe théorique s“(p?) qui peut donc, ainsi, @étre déduite de la cour-
be expérimentale d'injection de mercure pour des pressions supérieures a la

pression de percolation.

Sur les figures 36a et b, on peut trés bien s'apercevoir de la
différence de comportement des milieux étudiés pour des pressions trés
grandes : certains, tels que 1'alundum ont atteint leur saturation pour des
pressions trés faibles telles que 5 kg/cm2 alors que pour le grés des Vos—

ges, par exemple, il faut une pression d'environ 250 kg/cm? pour atteindre

la saturation compléte.

Ceci correspond, pour le grés des Vosges, @ un trés grand nombre
d'éléments de volume de forte pression d'ouverture et selon notre hypothése
de constitution du réseau, l'élargissement de la distribution des pressions
d'ouverture s'accompagne d'une diminution du degré moyen du réseau c'est-a-

dire d'un seuil théorique de percolation plus important.

Si le seuil de percolation correspond 4 la saturation a laquelle
s'établit une phase continue de fluide non mouillant d'une extrémité a
1'autre du ré@seau, alors cette saturation doit 2tre plus importante pour

\ /
le matériau dont la courbe '"porométique' est plus étalée.
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C'est ce qu'on constate sur les courbes de la Fignre 36 3 la
saturation de perceolation correspondant it In fleche horizontale, esr de
5 Z pour 1'aluudum et devient nettement plus importante pour le gries des
VYosges (22 Z) et pour le grés de Fontainebleau (32 Z) dont la distribution

porowétrique est plus étalée.,

On constate em outre, que pour deux matériaux de mewe oTigine
(gré§ de Fontainebleau a et b, par exemple) celui dont la courbe d'injec—
ticn de mercure indique une porométrie plus &talée a la plus grande satura-
tion de percolation, c'est-d-dire le degré moyem du réseau &quivalent le

Plus petit.

Ces considération, pour qualitatives qu'elles soient, permettent
de relier les seuik de perm@abilité relative avec la structure du milieu
grice 3 1'emploi des théories de percolatiom, ce qui ne semblait pas avoir

été étudié jusqu'ici.

III.2.3.- Etude des courbes de pression capillaire en imbibition

111.2.3.1.- Courbes d'injection de wmercure

Si la pression est suffisamment élevée, la saturation résiduelle
en fluide mouillant est nulle dans 1'injection de mercure, c'est—-d—dire

que le milieu est entiérement saturé en fluide non mouillant.

Si on laisse décroitre la pression, le mercure sort des "pores™ de
1'échantillon dont la pression d'ouverture est supérieure a la pression

appliquée, s'il existe un chemin joignant ces pores aux faces externes.

Lors de la désaturation, les branches représentant les "pores”
emplis de fluide non mouillant doivent se retirer dans 1'ordre inverse de
celui de remplissage mais comme 1'ordre de remplissage a été simulé par
une pose au hasard de branches sur le réseau, on simulera de wmeme la désa-
turation en retirant au hasard des branches de fluide non mouillant, ou ce.
qui revieant au méme en posant au hasard des branches de fluide mouillant

représentant des pores vidés de leur mercure.
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Les pores qui pourront commencer & se vider sont ceux qui sont
connectés & la périphéric et le proceasus sera identique au processus d'in-
jection en remplagant la pose de braanches "non mouillantes" par la posc de

"branches mouillantes'".

A la pression pg ol une proportion p de branches non mouillantes
&taient posées lors de 1'injection, une proportion (l1-p) de branches non

mouillantes est posée lors de la désaturationm.

La saturation en branchesmouillantes connectées au pourtour est
alors :

sy = (1=p) P(i-p)

elle représente les pores qui se sont vidés et la saturation en fluide non

mouillant -est donc, en imbibition :

S;’M P)=1- én(p) = ] = (1-p) P*(i-p)

Comme en drainage on avait (3.11) :

g () = B PX(P)

on peut donc écrire :

sfm (p) + s;M (-p) = I (3.17)

Pour vérifier cette relation nous avons, pour un réseau de struc-
ture hexagonale, retiré, au hasard, des branches en comptant, d'une part,
la proportion de branches restantes connectées 3 1l'extéricur, d'autre part,
la proportion des places laissées par les branches retirées et qui sont

connectées 3 1'extérieur.
La figure 40 montre le résultat de cette simulation.

La symétrie des courbes sNM(p) et sM(p) n'y est pas parfaite

mais il s'agit d'une mesure unique faite sur un échantillon de petite taill.
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On voit néanmoins apparaitre:hné'boucle d'hystérésis trés Visible,
large parce que le seuil de percolation pour un réseau hexagonal est de
0,65 (il est en réalité ici plus petit & cause de la petite taille du
réseau [A8.3]).

La partie montante du cycle (drainage) correspondant a P, <p<l
et la partie descendante (imbibition) cotrespondant 3 0 < p < I—pc sont

asymptotiques 3 la diagonale s(p) =

Des réseaux de degré moyen plus important dommneraient des cycles
d'hystéresis plus étroits, la courbe de drainage &tant néanmoins toujours
en dessous de la droite s(p) = p et la courbe d'imbibition toujours au

dessus.

Afin d'obtenir une courbe de saturation fonction de la pression
et non plus de la proportion de branches connectées nous avons simulé la

saturation sx(pi) par la fonction :

x-2,.1,2
-5

sé(x) = =g

et la fonction pP(p) par la fonction :

Plp) = I“,_—(:s(n—p))'2

qui donne un seuil de percolatiom voisin de 0,66.

Nous avons donc tracé s"(p ) et s“(p ) P(s‘(p )) en fonction de
: (figure 41).

On obtient de part et d'autte de la courbe théorique s"(p ) la
courbe sgu (pi) en drainage qui est en dessous de s"(pi)et 1a courbe s (p )
en imbibition qui est au—dessus de sx(pi). On constate que, au-dessus de
la pression de percolation Pi.* la courbe sD (p ) est équivalente 5 la cour-
be théorique S“(p ) et que en 1mb1b1t10n en dessous de la press1on p. telle
que s"(pi) = l—pc, la courbe s (p ) est également &quivalente 3 la courbe

théorique sx(pi).
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Nous n'avons pas trouvé dans la littérature de courbes d'injection
de mercure tracées en drainage et en imbibition qui se prétent i la compa—
raison avec nos prévisions théoriques, la plupart des courbes montrant des
cycles d'hysﬁérésis sont en effet tracées en utilisant de 1'eau comme flui-
de mouillant et présentent des saturations résiduelles.

Le "tracé de telle courbes permettrait le cas &chéant, _

~a 1'aide des saturations auxquelles se produisent les suils de percola-
tion montants et descendants)de déterminer un degré moyen du réseau équiva-

lent au milieu poreux.

111.2.3.2.- Courbes de pression capillaire utilisant un fluide mouil-
lant incompressible

Nous avons vu en III.2.2.3. que si le fluide mouillant &tait in-
compressible, il ne pouvait s'échapper, chassé par le fluide unon mouillant
que si sa saturation était supérieure au seuil de percolation P, du réseau,
ce qui donnait une saturation résiduelle en fluide mouillant égale a P
cette prévision théorique étant sujefte 3 modifications en fonction de la
géométrie d'entrée et de sortie des fluides non mouillants et mouillants.

Lors de la désaturation en fluide non mouillant {imbibition en
fluide mouillant), le réseau part du stade ol il posséde déj3 une satura-
tion pen branches mouillantes, cette saturation est formée d'ilots finis
de fluide mouillant non connectds i la face relide au fluide mouillant.

La désaturation en fluide non mouillant peut @tre simulée en re-
tirant au hasard des branches non mouillantes : seules représeanteront des
branches non mouillantes réellement supprimées, les branches non mouillantes
retirées qui sont reliées par une extremité aux faces de sortie du fluide
non mouillant et par l'autre aux faces d'entrée du fluide mouillant. Quand
on aura retiré suffisgmment de branches non mouillantes pour que les bran—
ches non mouillantes restantes forment des amas isol@s non connectés aux

faces de sortie on obtiendra une saturation irréductible en fluide mnon

mouillant. : '

On peut supposer que ceci se produira lorsque la propeortion de
branches non mouillantes restauntes, par rapport aux branches initialement

présentes et retirables, sera inférieure a P,

Le degré moyen initial de 1'amas infini initial de branches mouil-
lantes Ztant supposé &gal au degré moyen du réseau complet [annexe 8], les
seuils de percofation, 1iés approximativement au degré moyen initial du

réseau seront pratiquement les mémes pour le réseau avant drainage et pour

1 . e g sy sis
leréseaun—avant tmbibition:
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Commc la proportion de branches non mouillantes &était en fin de
drainage égale a (l-pc) la saturation irréductibleen fin d'imbibition sera

égale 3 la fraction P. de cette quantité initiale soit :

sI = Q1 ) <
NMirr  Pe ‘V'7P¢ P, (3.18)
D D
SMres a sMres) < sD
Mres

Cependant, il faut encore &tre trés prudent dans 1'utilisation de
cetle prévision théorique car la surface de sortie du fluide wouillant en
drainage est en général différente de la. surface de sortie du fluide non
mouillant en imbibition et le seuil de percolation dams ces conditions
peut etre différent du seuil P, trouvé dans les théories de physique du
solide :les coutbes'expétimentales de GANOULIS (fig. 37) mountrent biem que
la montée rapide en saturatioan qui correspond au seuil de pei:viation est
située 3 des pressions croissantes quand la surface d'accés du fluide dé-
placant diminue.

Les courbes de notre figure 39 voant &galement dans ce sens wmais
1'effet est peu marqué i cause de la petitesse du réseau.

Parmi les nombreuses courbes de pression capillaire publiées en
drainage et en imbibition on trouve emn général ume saturation irréductible
en fluide non mouillant, inférieure 3 la saturation résiduelle en fluide
mouillant comme préwvu par la formule (3.18).

Nous avons extrait de la littérature des courbes publiées par
MARLE, ALBET, LARDE [36] (fig.42) de pressioun capillaire en imbibitiom et
en drainage.

Ces courbes sont intéressantes car mesurées par deux wéthodes
différentes, les courbes marquées A sur la figure sont mesurées par la mé-
thode classique des états restaurés (sortie du fluide mouillant par la base
de 1'échantillon et entrée du fluide non wouillant par le reste de la sur-
face externe), les courbes marquées G sont mesurées sur une colonne ou le
fluide mouillant baigne une extrémité et le fluide non mouillant 1'autre.

On s’apercoit sur ces courbes que la “pression de percolation”
en drainage est plus faible quand la surface relative d'entrée du fluide
non mouillant est plus grande (mode A) ainsi qu'on pouvait déja le remarquer
sur les courbes de GANOULIS (fig. 37) et on remarque, sur la courbe tracée
selon le mode C, oli les surfaces d'entrée du fluide mouillant et du fluide
non wouillant sont identiques, que la saturation résiduelle en fluide wouil-
lant est de 17 Z, et la saturation irréductible en fluide non wmouillant de

14 Z : ces saturations vérifient parfaitement 1'équation (3.18).
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Ceci montre en tous cas 1'importance de la géométrie d'entrée deg

T,

fluides dans les expériences de pression capillaire et confirme la diversité
des résultats qu'on obtient lorsque le fluide mouillant et le fluide non

mouillant ne jouent pas des rbles symétriques.

ITI.3.~ Conclusion de la troisiéme partie

Cette troisiéme partie a eu pour but de montrer que l'utilisation”
des réseaux pouvait étre d'un intérét certain dans 1'étude de milieux conti~-

nus tels que les milieux poreux.

Nous avons d'abord, pour 1'étude de problémes macroscopiques dont
le formalisme se raméne & celui de la loi d'Ohm montré qu'on parvenait, en
utilisant les résultats que nous avons obtenus dans la seconde partie,a
retrouver des résultats dé&ja publiés concernant la perméabilité équivalente
de milieux hétérogénes.

Dans 1'étude de problémes microscopiques, nous avons, 3 la suite de
nombreux auteurs remplacé le milieu poreux par un réseau équivalent, mais 3
la différence de ces auteurs nous avons indiqué une méthode pour faire cor-
respondre d& chaque branche du réseau un élément de volume du milieu,de
"pression d'ouverture" donnée,et appliqué i ce réseau aléatoire des résul-
tats connus récents des théories sur les phénoménes de percolation. Notre
étude a surtout eu pour but de montrer qu'il était possible de retrouver,
tout au moins qualitativement, em utilisant les théories de ﬁercolation,
un certain nombre de résultats expérimentaux, concernant en particulier
les courbes de pression capillaire, avec leurs particularités liées a la
méthode de mesure utilisée,

La fécondité des théories de percolation est telle que nous pensons
qu'il est possible de traiter, grdce a elle, la plupart des phénoménes dont
sont le sidge les milieux aléatoires.

Notre approche présente - appliquée aux milieux poreux — que nous
croyons originale - est pour 1'instant limitée par les résultats théoriques
publiés des théories de percolation et nous pensons que 1'intérét du sujet
pourrait justifier que des calculs théoriques sur les phénoménes de perco-
lation soient entrepris avec 1'é@tude des milieux poreux comme finalité,
alors que jusqu'ici, ils n'avaient pour seul but que l'explication de phé-

noménes propres 3 la physique du solide.




QUATRIEME PART I E

ETUDE DES RELATIONS ENTRE LES PROPRIETES HYDRAUL IQUES
ET LES PROPRIETES ELECTRIQUES DES MILIEUX POREUX

. APPLICATION A UNE METHODE DE
DIAGRAPHIE DE PERMEABILITE
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IV.1.- LA LOI DE DARCY

[V.1.1.- Conductivité hydraulique, perméabilité.

En 1856, Henri DARCY, étudiant 1'écoulement de l'eau 3 travers
un filtre 3 sable vertical trouva expérimentalement que le débit volumique
d'eau Q traversant le filtre &tait :

~ proportionnel 3 la surface S du sable

= proportionnel 3 la perte de charge motrice Ah¥* [annexe 9] entre les
extrémités du filtre.

- imersement. proportionnel i la longueur L du filtre
Il rassembla ces résultats expérimentaux en une formule qui devint la

"loi de DARCY" :

‘ Q = KS é%: th.1)

- Le coeff1c1ent K introduit par. DARCY porte le nom de "perméabili-
te" du m111eu poreux. « 4 :
Les hydraUILC1ens utlllsent la loi de Darcy sous cette forme en
, Vdonnant‘au rapport bOh/L sans dimensions, le nom de "gradient hydraulique" J.
. La,pe:meablllte,de,dlmenslons,LT ,,mest alors identique i
1‘une vitesse et s'exprime couramment en cm/s, on la nomme plutét actuelle-

. ment "conductivité hydraulique" :

Q = KSJ | | ‘ (4.2)

Q en cm3/s, K en cm/s, § en cmz.

Si on relxe le débit en volume 5 la chute de pression motrlce

" entre extremltes du m111eu. 1'équation (1) s écr1§>:

B TP Apx § : .
i O

Le coefficient K' est de dimensionsﬂM~1t3T et &tait appelé "cons-
tante de permeab111te , , ‘ :
Si on d1v15e par la surface d'ecoulement S les deux membres des
'?'equatlons precedentes, on obtient la "vitesse de f11trat10n" U, équivalen-
';te a la vitesse moyenne du fluide qui s'ecouleralt dans un tuyau de méme

section S avec le méme débit.

:-.-Q: .éll-zj-s . 4.[0
4] 3 KL KJ (4.4)

(4.5)
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Le Fluide utiliné dans les expériecnces de Darcy était de 1'ean
dont la viscosité est de 1 centipoise a 20°2C.

Les équations (4.1) 3 (4.5) ne font pas intervenir la viscosité
du fluide et les hydrauliciens, hydrologues et hydrogéologues les utilisent
telles quelles 3@ la température ambiante.

C'est surtout sous 1'influence des pétroliers que fut introduite
la viscosité p du fluide, car ils s'intéressent 3 des fluides aussi variés
que gaz, eau, pétrole i des températures. trés variables : le cefficient

de perméabilité précédent (K ou K') s'écrit alors de diverses fagons :

K' =% ol U est la viscosité dynamique {(4.6)

K = -%g- oi Vv = -l-lp- est la viscosité cinématique (4.7)

K = kpg g est la masse volumique du fluide (4.8)
u

Dans ces formules dont la premiére est la plus usitée chez les
pétroliers intervient le coefficient k qu'on appelle "perméabilité spécifi-
que" ou "perméabilité géométrique" : il est indépendant du fluide utilisé
et ne dépend que des propriétés du milieu poreux. Il est homogéne au carré

d'une longueur.

Ceci conduit pour 1'équation de Darcy aux diverses formules :

Q = L (4.9)
k Ap®

u ¥ L (4.10)

- kgS Ah* _  kgS

Q v I > . J ., (4.11)

U = 35“5 J (5.12)

qQ = kpg S An=  _ kpgS 3 (4.13)
u L U

U = 5“-}& J (4.14)

IV.1.2.- Unités de perméabilité

Les unités proposées et utilisées pour la perméabilité ont été
nombreuses : le tableau 4 les résume avec les unités correspondant aux
autres grandeurs intervenant dans la loi de Darcy.

Actuellement, le "darcy' et son sous-multiple le "millidarcy" sont
surtout employés dans 1'industrie pétroliére. Les hydrologues emploient le
cm? pour k et le cm/s pour K.




! ! 1 T . 4 | P ! . ] { ! !
om du . . ' oco E ..«  débit vitesse de gradient pression . ‘2 .q s
: coafficient : dimensions ' symbole ) unité ! volumique i surface : filtration : hydraulique : Tongueur 5 viscosité : vtilisateurs ;
1 P ! ! ! ! ! ! ! ! !
confluctivité -1 3 3

! R LT ! K t em/s Y em’/s t ch { cm/s { J=1 ! { tEtude des sols

g hydraulique ' ]! ] ' ! { | ! ' :
! . . ] ] ! ! ! ! { ! ! ! !

confuctivité -1 . 3. 2 . .
! X ! LT ! K n/jour | m*/jour ! m ! w/jour ! J=| ! ! l8ydrologie !
y hydraulique | ! ! t ! ! ! ! ! X
[} R
!conductivité ! : : 'meinzer! ! ! ! ! ! ! !
! hyd . ! -1 ! i ! . | S ! ! { 1 PO | . !
y hydraulique { LT ; K gellon?l allon/Jour! pied | " J=1 " ; €au i 60°F !ﬂydmlogle 1
standard jour/ carré (Usa)

| N ! pied 1 ! { { H ! ! !
! ! ! carré { H | ! ! 1 ! 1
] ! ! ! 1 ! { ! ! ! !
:condluctivité: -1 : gallon/ !L : 1 pied : : : i eau & la : :
t hydraulique ’ LT 1 K jour/ { allon/jourlépaisseur, g un pied par i !température;ﬂydrologie y
f d'aquifére ) " pigd !l mile del : { mile " " de l'aqui-; (usa) |
" 1 1 carré { o large { 1 ! " fére ) !
| A { { | | { { ] ! t
t Soefficlent wldp U g ! ! ! ! ! ! ! pas utilisé !
! 1its ! ! { ! { t 1 ! ! pratiquement !
t 1 ! ' 1 { ! 1 ! ! ! !
: . : 5 : Darcy ! em®/s : cm? : cm/s T :atmosphére/: centipoise : pétroliers :
‘penTéab:.hté { L ! L n::::- m?/s 1 em? I em/s - 1. ! ‘i:n ! centipoise ! pétroliers !
{ | 1 ! Yy ! ! ! | ! ! !
:pem*éabilité : L2 : k Darce |  cm/s 7 cm? : cm/s : : Bar/cm : centipoise 3 1 Darce = :
! | ! (W7m) t ! ! ! ! g 1,013 Darey
! i ] 1 1 ! ! { ] . !
! r ! e | ! ! 1 ! ! Ly gy oned oo !
! pernjéabilité ! 12 1 k P 2, ! em®/s ! cm? { em/s ! ! Barye/cm | Poise 1 gl -4 Cw =
! o ! C | ' ! ! ! ¥l 10 S
| ! ' | ! | ! ! | y (eau ) |

mn
Shg

TABLEAU 4 : UNITES DE PERMEABILITE

- S¢! -
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IV.1.3.- Expression différentielle de 1a loi de DARCY

Les Equations précédentes supposaient un écoulement unidimension—
nel : la généralisation se fait aisément 3 des écoulements volumiques ou

surfaciques et on écrit sous forme différentielle :

> [} > Y .

U = -K' grad p¥ (4.15)
> -> -

U = =-k/u grad p¥ (4.16)
-> . -> >

U = -K grad ¢ = KJ

" IV.1.4.- Limitations de 1a lof de DARCY

Les hypothéses implicitement faites pour 1'énoncé de la loi de
DARCY sont les suivantes : .
-~ Le fluide est incompressible (p = cste)
~ 8a viscosité U est constante
- L'écoulement est lent

- Le fluide est newtonien

Le milieu poreux n'est pas le siége de phénoménes électro-chimiques
dus par exemple 3 la présence d'argiles.
! En outre, pour définir une perméabilité k scalaire il faut suppo-
ser que le milieu est homogéne et isotrope c'est—i-dire que la perméabilité
d'un élément infiniment petit pris au sein de ce milieu est indépendante de
sa position et de son orientation. C'est loin d'étre le cas pour des milieux
naturels de grande dimension mais on peut se rapprocher autant qu'on le
désire de la condition d'homogénéité en travaillant sur des &chantillons
de petite dimension.

En ce qui concerne 1'isotropie, la taille de 1'échantillon ne la
modifie pas et si le matériau est anisotrope la perméabilité k devient
une grandeur temnsorielle.

Dans ce qui suit, nous ne considérons que des milieux macroscopi-
quement homogénes et isotropes et nous supposerons les autres hypothéses de

validité satisfaites.

IV.1.5.- Analogie entre la loi de DARCY et la loi d'OHM

La loi de DARCY est une loi macroscopique dont 1'expression est
tout i fait identique 3 celle de la loi d'OHM. En effet, en &crivant les

équations (4.15) et (4.16)

= =K' gPZd p* . (4.15)

oy o4

= -K grad © = KJ (4.16)
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et en &écrivant la loi d'Ohm sous formedifférentielle :
+ -+
1 = ggrad V = 0E (4.17)

On constate une analogie de formulation que précise le tableau

S gi~dessous

! 1 ! 1
! Loi de DARCY ! Loi de DARCY ! Loi d'ouM !
4 ! ! !
! !

charge wotrice h¥ .pressnon motrxce P !potenuel v :
!dlfference de charge !différence de pression!différence de potentieli
'motrice An= Imotrice Ap® ! V. !

*débit volumi = v ! ebit vol dv ! dq :
1 umique Q —E!extvomqueQaa—E'courant IEEE 1
! !

volume v _ volune v . Echarge eléctrique q :
!conduct1v1té hydrauli=- !coefflclent de perméabitconductivité électri- !
! K 1
'que slité K -k lque © !
: ! M ! !
! ! . .
!graglent hydrauhque ;gradient de pression chanp €léctrique : :
y I = -grad ' jmotrice : —grad p* ! E= -grad V ;
lvitesse de filtration !vitesse de filtration !densité de courant !
' > Q ! 2> _Q ! T _I !

U== =™ — ot - e -

1 5 ! U=3 ! 1=3 !

Tableau 5

IV.1.6.- Les bases théoriques de la loi de DARCY

Le caractére macroscopique de la loi de DARCY et la linéarité
de 1'équation reliant la vitesse de 1'écoulement avec le gradient de pres-—
sion ont conduit comme nous 1'avons vu plus haut i une analogie avec le
loi d'OHM électrique. ]

Cette analogie est d'ailleurs trés féconde puisqu'elle permet la
simulation &lectrique des &coulements macroscopiques dans les milieux
poreux par l'intermédiaire de cuves 3 équipotentielles.

Mais si cette analogie est parfaite au mniveau uacroscoplque, il

n'en est plus de méme au niveau microscopique.
On a essayé depuis longtemps, en effet, de relier la comductivi-

té macroscopique d'un milieu poreux imbibé de fluide conducteur 3 la per—

méabilité hydraulique de ce matériau.

La loi d'Archie relie de facon approximative le facteur de forma—

tion F du milieu saturé em 1iquide'conducteur i sa porosité par la formule :

4] .
F = fluide n _% (4.18)

Omilieu - )
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Mais tous les efforts de corrélation catre porosité et permﬁahiﬁ

Y

lité, et par coniéquent entre conductivité macroscopique ct perméabilité
se sont avérés infructueux ea général ; les seules corrélations acceptables
avaient lieu pour des échantillons de roche de méme origine et donc de

meme siructure

I1 n'y a & ceci rien d"étonnant et MATHERON [A2.9] montre. qu’au
niveau microscopique, les équations de la mécanique des fluides et celies
de la conduction de 1'€lectricité sont totalement différentes. Si le flui-
de "électrique” et le fluide "hydraulique™ circulent bien dans les mémes
canaux du milieu poreux;1'un sous 1'influence d'un gradient de potentiel,
1'autre sous 1'influence d'un gradient de pression, les équations locales
régissant leur mouvement sont différentes et il ne peut &tre question au
niveau macroscopique de relier cowplétement des phénoménes microscopique~
ment différents : ceci explique 1'échec de toutes les tentatives de corré-
lation entre facteuE.de formation et perméabilité.

La clef du probléme se trouve au niveau des &quations microsco-

pPiques que nous allons étudier soigneusement dans ce qui suit.

IV.2.- LES EQUATIONS MICROSCOPIQUES DANS LES MILIEUX POREUX

IV.2.1.- Les équations &lectriques

La circulation éu fluide "électrique” dans le milieu poreux

satisfait localement aux &quations de 1'é&lectrocinétique.

-+ -5 >
i = OE = ~ograd V
. (4.19)
. divi = o0

I est la densité de courant locale, 0 la conductivité du fluide saturant
les canaux du milieux poreux, E est le champ électrique local dérivant du
potentiel électrique V qui satisfait localement 3 1'équation de Laplace
AoV = O } - (4.20)
A 1'interface d'un milieu conducteur et d'un milieu non conduc-—

T .
teur, la composante normale de 1 s'annule : iy = 0.

-

Le champ électrique local E ne doit pas étre confondu avec le

champ €lectrique macroscopique équivalent ﬁh résultant de 1'application
d'une différence de potentiel V externe aux bornes d'un échantillon de

longueur L tel que :-

> v
Bl = 1 (4.21)
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1V.2.2.- Les équations hydrauliques

Les &quations régissant 1'écoulement d'un fluide visqueux sont

celles de NAVIER-STOKES qu'on peut écrire sous la forme [14] :

>
Du
— N0

5t .f--:)-gt::'id p +%Au (4.22)

est le vecteur vitesse local

la masse volumique du fluide supposé constante (fluide incompressible)

la viscosité dynamique du fluide supposée indépendante des coordonnées
la pression '

mie T o e

la force s'exergant i distance par unité de volume de fluide
(force de pesanteur par exemple)

" 8i les composantes en coordonnées cartésiennes de la vitesse

-
locale u sont u_» uy, u, on a d'autre part :

D; - Bux BuX Sux 3ux
.ITE:: x(—a—t—:—--i-ux—a-;‘—'ﬁ'uy-a-;-'fuz—a—é—) (4.23)

Ju ~ Ju du . du

- z z Z 2
MR R T IR T

e . - - . g 3 -
Si 1‘écoulement considéré est permanent, la vitesse v est indé-

pendante du temps et les dérivées de ses composantes par rapport au temps
s'annulent dans (4.23).

Les termes quadratiques qui dans (4.23) suivent les dérivées par
rapport au temps représentent 1l'acc@lération due aux forces d'inertie.
On fait intervenir en mécanique des fluides un nombre sans dimen-

sions appelé nombre de Reynolds :

upl
- o — 4.24
R o . o )

u, p, U ont les significations précédentes et 1 est une longueur caracté-
ristique de 1'écoulement.

On constate expérimentalement que pour des petites valeurs du
nombre de Reynolds, 1'écoulement est laminaire c'est-a~dire que les filets
fluides glissent les uns sur les autres parallélement, sans former de tour-
billons : ceci peut &tre réalisé pour une vitesse u trés petite, ou une
viscésité trés grande pouryle fluide ou pour une dimension transversale

petite pour le tuyau ol s'écoule le fluide (tube capillaire).
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La petitesse du nombre de Reynolds traduit que les forces rl'inegé
tie proportionnelles a la massc et asu carré de la vitegse du Fluide sout
négligeables par rapport aux forces de frottement introduites par la visco-
sité du fluide.

Dans un milieu poreux ol un fluide visqueux circule dans des
canaux extrémement &troits, ces conditions sont remplies aux faibles gra-
dients de pression ol la vitesse du fluide est petite, d'autant mieux que
le fluide est plus visqueux.

On peut dans ce cas simplifier les équations de Navier)Stokes
en négligeant les termes quadratiques d'inertie ce qui revient en régime
permanent 3 annuler le membre de gauche de (4.22) qui s'écrit alors :

uA; = gr..‘*adp - p_f (4.25)

_* . - g
pf est la résultante des forces agissant par unité de volume sur le fluide:
elie se réduit pratiquement aux forces de pesanteur.

Ces forces dérivant d'un potentiel de pesanteur, il est toujours

possible de poser :

T - —grad (4.26)

et le deuxiéme membre de (4.25) devient :

grad p - pt = gﬁdp+pgﬁdf= grad (p +py)

Pour un écoulement horizontal le potentiel de pesanteur ¥7est
une constante et son gradient s'annule : il n'a aucun pouvoir moteur sur
le fluide, ‘

Pour un écbulement non horizontal, on introduira la pression

Ymotrice" :

pP* = p+pyY = p+pgz (4.27)
g est le module de l'accélération de la pesanteur

z est 1'altitude du point considéré, par rapport & une référence
arbitrairement choisie,

Les hydrologues introduisent également la charge hydraulique h
homogéne & une hauteur :
pt p ’ .
h =& = (z + — 4,28)
g ( 08) (
Dans tout ce qui suit nous supposerons 1'écoulement horizontal

de sorte que 1'équation du.mouvement s'écrive d'aprés (5.25) :

M o= % grad p (4.29)
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A cette &quation qui décrit le mouvement d'un fluide visqueux
sous 1'effet d'un gradient de pression il faut ajouter 1'équation de conser-

vation de la masse qui s'écrit :

divpﬁf-‘lg-o

/
dc (4.30)

Cette équation se réduit pour un fluide incompressible (p = cste) a :

. -> »
divu = 0 (4.31)

Sur les parois solides en contact avec le fluide il faut em outre

ajouter comme condition aux limites 1'immobilité du fluide :

3 =0 sur les parois et ' (4.32)
dans le solide

L'ensemble des équations encadrées et de la condition aux limites
constituent les &quations “microscopiques” de:;irculation du fluide dans
un milieu poreux.

Si on compare (4.29), (4.31) et (4.32) aux équations microsco-
piques éléctriques (4.19) on s'apercgoit qu'elles n'ont rien de commun
alors que les Zquations macroscopiques sont quasiment identiques.

Le tableau 6 résume ceci en opposant les deux systémes d'’équa-

iy = composante normale'de!
1

tions.
! ! 1 A . !
! - ! EQUATIONS ELECTRIQUES ! EQUATIONS HYDRAULIQUES !
1 ! ! !
1 1 : i - !
, , i, - . gradv , u, = -‘-l'-‘— grad P (loi de
! 1 1 Darcy) ,
'MA:QOUSAC'IJI?E SUES! gt-"ad V : gradient de po— ! g?ad P : gradient de pres- !
| i q ! tentiel externe ! sion externe !
! ey easn P |
i : Oeq conductivité équi- 1 k : perméabilité du maté-
= ' valente au milieu riau '
! ! saturé en fluide ! u : viscosité du fluide !
! } ! !
! 1 (1= gf;d v ! (A= l-gszd P !
! ! ! u !
! ttaivl = 0 t fdivu = 0 1
! ! 1 > . !
1 ) v = 0 y $ v = 0 sur les parois '
EQUATIONS . . . .
] 1 = = !
;MICROSCOPIQUEs; iy 0 sur les parois : Ap 0 P
' i V = potentiel interne locd, p = pression interne locale,
t ! 0 = conductivité du fluide! p = viscosité du fluide !
! i !
! ! !
! ! !

Tableau 6 : Equations &lectriques et hydrauliques

dans_nn4n1lleugpnreu;_
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IV.3.- L'ANALOGIE MAGNETOSTATIQUE DES EQUATIONS MICROSCOPIQUES DE
CIRCULATION D'UN FLUIDE VISQUEUX

IV.3.1.- Le potentiel vecteur A de 1'électromagnétisme

Ce qui précéde montre qu’au niveau microscopique les équations
de conduction de 1'électricité et celles de circulation d'un fluide diffé-
rent totalement. MATHERON 1'avait dé&ji montré [A2.9] et ea avait déduit
qu'il &tait vain de chercher 3 relier au niveau macroscopique la conducti-

vité équivalente et la perméabilité d'um milieu poreux.

11 y a cependant une analogie qui semble avoir échappé a tous
les investigateurs qui permet de relier les propriétés électriques du
milieu 3@ sa perméabilité : il s'agit cette fois de comparer avec les équa-
tions de la mécanique des fluides, non plus les &quations de 1'é&lectroci-
nétique, mals les Zquations de la magnétostatique.

Il existe en effet un @tre physique dont on va voir que les pro-
priétés sont tout 3 fait ideritiques 3 celles de la vitesse u de circula-
tion du fluide : c'est le potentiel vecteur Z.

-3
On sait que le potentiel vecteur A est introduit 3 la suite

->
du champ magnétique B : celui-ci devant satisfaire a :

divB = 0 (4.33)
on en déduit que B dérive d'un potentiel “vecteur" Z tel que :

B = rot A (4.34)
puisque di; B = div (fzt K) = 0 (4.35)

Le potentiel vecteur K n'est pas lui-méme défini de fagon unique
mais au gradient d'un scalaire prés puisque :
rot (Z + ngd f) = rot A + 0
I1 est possible de traiter les problémes de magnétostatique a
1'aide du seul potentiel vecteur A qui est relié 3 la densité de courant

1 qui en est la source, par 1'équation de Poisson vectorielle :

Y

> +
AA = -m1 (4.36)
ol U est la perméabilité magnétique du milieu.
L3 - + - -
On 1mpose en outre au potentiel vecteur A de satisfaire : -

divi = 0 (4.37)
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Les &quations (4.36) et (4.37) bicn connues ne préscatent aucune
originalité. Cependant si on se penche sur 1'origine de la densité de cou-
-r L3 - » .
vant 1 qui ¢rée l¢ potentiel vecteur K. on congoit aistment qu'elle n'esnt

"différente de zéro quc dans un milieu conducteur ol 8'applique la loi
d'Ohm :

+ > :
1 = OE = -g gEEd v (4.19)
ot U est la conductivité du milieu,
En combinant les équations (4.36) et (4.19) on obtient donc :
- A .
A = -uo E = uo gfgd v
+ . . » . [d
Le potentiel vecteur A relié cette fois au gradient de potentiel

qui en est la source satisfait donc les équations locales :

-> ->
AA = yo grad V
aivk = o (4.38)

Si on compare ce systéme avec les équations microscopiques de
la mécanique des fluides (4.29) et (4.31)

M = 1/ugrad p (4.29)

-> . B .

C et 6 e omon tefidiviusees Qoo b oo aniy T o (4.31)

e iant o o One constate cette'fois*une analogie ﬁarfaite;ehtré le potentiel
vecteur A et la v1tesse u, entre le potent1el electrlque V et la pression p,

entre 1 1nverse de la v1sc031te 1/u et le produit uo.

REMARQUE : il apparait dés maintenant un rlsque de confusion entre le sym-
SN bble u désignant la viscosité et le méme symbole désignant la
perméabilité magnétique : nous 1 ev1terons dorenavant en dési~-
gnant par n la v1sc051te; Cette dénom1nat1on etant d'ailleurs
utilis@e en chimie physlque. R L;'v )
“La seconde’ condition qu1 o' appara1sse pas dans les equatlons du
petentiel: vecteur, clest l'equlvalent de ' u ‘= 0 sur et dans les parols
Nous allons donc examiner un exemple simple en comparant l'ecoulement lami~

naire d'un fluide 'dans un cylindre indéfini avec le'phenOmene magnetostatx-

que homologue.
. L‘?v“;

IV32 Calcu] du pd"f:'e—r‘wtiél v‘écxteu'r dans uin cy]indré indéfini.

g

faliooing vo Soittund cyiindre conducteur’ 1ndef1n1 dont 1a sectlon dto1te est
. une:surface $ limitée par un contour C (f1g. 43)

"La densxte de” couranc 1 dans ce cylxndre est supposee constante

dans la section et orientée selon 1l'axe z du cylxndre H

‘*0
i = Z . 1
Z
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Figure 43

A 1'extérieur du cylindre 1=0.

Soit u, la perméabilité magnétique du cylindre, n, celle du
milieu extérieur.

-~ + L3 - - -
Le poteantiel vecteur A satisfait aux équations :

_* X 1 - - - - -
A = My 2 3 1'intérieur du cylindre
. ) (4.39)
- tM =0 3 1'extérieur du cylindre

-
A ne poss@de qu'une composante dirigée selom o0z cozme le coutant'z qui en
est la cause et onaura donc :

. Mz = —ul i intérieur
(4.40)
Mz = 0 extérieur

Le champ magnétique B qui dérive de a d'aprés (4.34) est de ce
fait cow : le plan perpendiculaire 3 oz et n'a pas de composante
selon oz.

Puisque le potentiel vecteur n'est défini qu'ad une constante prés,
on peut choisir celle-ci de fagom que lepotentiel vecteur s'annule ea un
point particulier du contour du cylindre.

Pour une distn:bution de courant invariante par tramslation
comme c'est ici le cas, la solution génér&,le de 1'équation (4.36) s'écrilt
pour un point P intérieur au cylindre (DURAND f381) :

e ™y
A () =—5— ﬂs i, Log(PM)ds, = T i J rog(mnas,  (4.41)
M
dSM étant 1"élément de surface qui entoure le point courant M.

PM &tant la distance du point P,oii 1'on calcule A_,au point M et 1'intégrale
- z
étant étendue 3 tous les points M de la surface S de la section droite du

cylindre.
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Si on désire que le potentiel vecteur Az 8'aonule en un point P, °
du contour C, il suffira d'écrire :
~u
. s PM
b, @ =i, [ 1o G asy (4.42)

Ce qui revient 3 retrancher de 1'équation (4.41) une co;lstante
égale au potentiel vecteur qu'elle aurait donné em P, :
U,
A ®R) =—5—i [| Log (P ds,, (4.43)

Cependant le fait que A'z(P) s"annule en Pe sur le contour C ne
signifie aucunement qu'il va s'annuler sur tout le contour C.

Considérons alors les conditions aux limites sur 1'interface entre
les milieux de pexm_c‘:abilité ¥, et B, pour le potentiel vecteur et les
champs magnétiques B et H.

gAzl ) Azz '
3A éAz (4.54)
B R I S
Wy gn ¥, on
H, = :
e T 2, |  (4.45)
W, wH,
n
( Bl sin 0] K _112_ cin 6
I, U, 2 " ~-
. (4.46)
g l!»l cos 61 = Bz cos 02
Bre | Dae
By Hy (4.47)

B = B
FBi, = By

L'angle 0l et 1'angle 92 sont respectivement les angles que font
-il et _l'iz svec la normale 3 C : ils sont liés par :

u, cotg Gl = uz cotg 02- (4.48)

Si la perméabilité u i est beaucoup plus grande que u, (ul > :),
comme le courant ne circule que dans le cylindre, le champ magnétique H a
1'intérieur du cylindre satisfait toujours au théoréme dAmpéreet si T est
- un contour intérieur & C délimitant une surface I intérieure 3 la section §

(fig. 43) on obtiendra en appliquant le théoréme d'Ampére :




> %
fu aa = {1 = 12 (4.49)
Lo S

* » + . 4 -~
Pour 1l'induction Bl on obtiendrait de méme :

(B dl = u 12

et si M tend vers l'infini, Bl tend vers 1'infini également.

A 1'extérieur du cylindre par contre, en appliquant le

théoréme d'Ampére 3 un contour I'' extérieur 3 C (fig. 43), on a :

R ,
= 4.51
£'B2 d1 My I (4.51)

_* - » »
My étant fini ainsi que I, B, ne peut étre infini.

Mais d'aprés (4.46) les composantes normales de B, et B2 doivent

1
etre identiques

B] cos 62
—_ = _;..TT_ (4.52)
B2 cos i ) _

Ceci n'est possible B, tendant vers 1l'infini que si 6l tend vers

/2 ¢'est-d-dire si le vecteur 31 est en tout point tangent au contour C.

—> -
La composante normale de El’ Bn1 est donc nulle et en tout point
de C :
> BAZ

B - 2 =
Ny T 85 0 (4.53)

+ N » [ -~
(S est un vecteur unitaire tangent & C)

La condition (4.53) entraine que Az = cste sur le contour C, et
comme on a fixé A'z = 0 en un point P, de C par l'&quation (4.42) on voit
que lorsque M tend vers 1'infini, le potentiel vecteur tend 3 s'annuler

sur le contour C,

En posant My =M. e 1'expression (4.42) peut s'écrire :

ALY PM
A%(P) = S tan i g Log (53) dSy (4.54)

M

Le potentiel vecteur réduit A§(P) est identique au potentiel
vecteur A'Z(P)‘qu'on aurait & 1l'intérieur de S si la perméabilité y était
Uo mais en outre il s'annulera sur C et ne sera plus infini dans S si U
tend vers 1l'infini. k
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A 1'extérieur du cylindre, le potentiel vecteur A n'est pas

2,
> . )
nul car B2 ne 1'est pas : il sera donné parl'expression (4.42) en rempla-

gant U, par U,.

A (Q = -ﬂg-i § rog Ly as (4.55)
z, ow tz 8 Qo) “°u .

Q est un point ext@rieur 3 S, Qo un point de C, M un point
intérieur a S.

Az eétant continu sur C on a AZI = Az2 sur C et si uI + ©o,
Azl + 0 sur C avec Az,.

Lorsque Q s'éloigne de S, le rapport QM/Q.M dams (4.53) devient
trés grand et l'intégrale de Azz tend vers -« comme -Log (QM/Q.M), en effet

le conducteur étant indéfini selon 1'axe des z, le potentiel vecteur A, (Q)
. 2

est du type logarithmique qui ne s'annule pas quand on s'éloigne indéfini-
ment du conducteur de méme que le potentiel électrique crée par une ligne
chargée indéfinie.

Si on se reporte i 1'analogie avec la vitesse de circulation du
fluide dans les canaux d'un milieu poreux il semble qu'il y ait incompati-
bilité entre A et u car, si le vecteur u est bien nul en déhors du canal
d'un milieu poreux (il ne peut y avoir de circulation de fluide dans la
partie solide) le potentiel vecteur K n'est pas nul en dehors du conducteur
et tend méme vers l'infini si on s'éloigne suffisamment.

Remavquons d'abord que la croissance vers 1l'infini est lente car
elle se fait en Log r.

Mais dans 1'équation (4.54) plutdt que A'z nous avons considéré

un potentiel vecteur réduit A¥ = A',/u..

81 up tend vers 1'infini A} = lin A5 est fini.
2] Y T
Si on considére de méme 3 1l'extérieur de S le potentiel vecteur
réduit obtenu en divisant Az, par ur on aura
¥ oal L QM
A%, i 7 § L8 G sy | (4.56)
et, si, @ 1l'ext&rieur du conducteur de perméabilité relative u, tendant

vers 1'infini, la perméabilité est My = Uo, oOn aura

ag o= Mmoo rogy o (W g (4.57)
23 M U 2n QoM M _ .

A une distance finie du cylindre, le potentiel vecteur réduit

A§2 pourra €tre aussi petit que 1'on veut si M. tend vers 1'infini,
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Tout ceci revient cn fait 3 dire, que si 1a perméabilité du
cylindre tend vers 1'imfini, tout le flux du champ magnétique se concentre

d 1'iatérieur du cylindre et qu'aucune ligne de force ne s'en échappe

(conducteur magnétique parfait).

-,
Le remplacement du potentiel vecteur A par un potentiel vecteur

+\l -* - 3 . - - -
réduit A™ u- A/ur permet cette fois de satisfaire a des conditions aux
r

e
limites ideatiques i celles du vecteur vitesse u !

*>., sur les parois
A¥ + 0 P .
et dans les parois.

Nous allons maintenant par ua exemple simple vérifier qu'on peut
obtenir, par les lois de 1'électromagnétisme s'appliquant au potentiel vec-—

teur réduit,des résultats identiques 3 des résultats classiques de la méca-

nique des fluides.

1V.3.3.- Application de 1'analogie magnétostatique a un cylindre circulaire-
Loi de Poiseuille

Soit un cylindre circulaire, indé-
fini de rayom a, de perméabilité

u] = uruo parcouru par un courant I

3 (fig. 44 ). :
N La densité de courant —{ i 1'intérieur
est :
+ o+ > 1
i 4l { =zi, =z.—= (4.58)
igure A na?

Le champ magnétique H en un point intérieur distant de r du cen—
tre est donné par le théoréme d'Ampére,il est 3 symétrie radiale :
2 2
{ H(r)dl = 2meH(r) =1 . 2 = 1 -
r

wa? aZ.
I r? ir yg r
= — B2 —— I .« = 4,
RY(r) Znc of  2mal  tz 2 - (4.59)
= - ; L
Bp(r) =« Yo Hy(r) = u e 1, 5
Le potentiel vecteur Az est donné par :
—BAz(r)
= (1) = —————
B = rot A Beg r) .
‘ iz r?
- = e ———— —— k.6
Az(r) f Bv(r)dr U Mo gz + cste) (4.60)
-3A

Ear =0 B (r) = Brz = 0




=~ 149 -

525 - :
3Byp(r) _ 9 A, - urE:%z <0 Az(r) est maximum
or 3e? 2 enr =0

S8i on choisit la constante dans (4.60) defagon que A s'annule
en un point du contour externe (r = a), il sera nul en tout point du contour

par symétrie et on aura pour r < a

upi u_u

A = - D2 (46D
A (r). :

2 = & =uoI - (X
A% (r) T %] (4.62)

A 1'extérieur du cylindre circulaire, la perméabilité est uo.

La circulation du champ H sur un contour extérieur circulaire
r > aest : '

[ H(r)dl = 2mr H(z) = I

r"
I
H(x) T r>a
B(r) = Bol o “2A, (1)
27r 9T

- OI dl’.' - oI
A0 = 2= [ T = og r+ este) r>a (4.69)

Puisque Az(a) = 0, on aura :

- ~Ue I T (4.64)

Az(r) o Log (a) | r>a , |
A% = He ._I_I L S 4,65
z(r) ur 2 98 (a) r>a ¢ )

La figure 45 montre 1'allure de Az(r) et de Az(r) pour des valeurs
de o allant de 1 & 10 et montre comment Aﬁ(r) pour r > a tend vers zéro

quand u tend vers 1'infini.
(]

Relions maintenant le courant I 3 la différence de potentiel qui

le fait circuler : si le conducteur circulaire a une longueur L, une conduc-
tivité o sa résistance est :

R
O na?

R =

le courant I créé par une différence de potentiel V2 - Vl appliquée entre

les extrémités du conducteur est donc :

Im= ln

- - 2 :
V2 v (V2 Vl)qwa | h.66)
R : L *




-~ 150 -

Le potentiel vectewr (4.62) s'éerit en remplagant 1 par (4.66)

o O VZ - I 2 .2
=3 d = o e i o - Pl < [‘_
Az(r) % 1 a‘ [ (a) 1 r ‘a (4.67)

+" - 3 -
Calculons le flux du vecteur A¥ 3 travers la section du cylindre

v, - 2na
@, = ffavas =@ 21 2] [1-G)21r dr 46
A s 2 4 1 9f=0,r=0 a

- VZ—V] .
-heo - ¥ . 4.68
D,.: = UoO 3 1 a ( )

Az

Figure 45
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f W
Calcu]onq ¢galement la valeur moycanc du potentiel vecteur rLduyF
A* sur la surface § = Ta2

o . (V.=V.) 2 A% :
. u. =N _ U 0O 2 17 a® _ 7z max
X [ wtas = — = —1 == (4.69)

Comparons maintenant les résultats (4.67), (4.68), (4.69) avec
~les résultats,classiques en mécanique des fluides)concernant 1'écoulement
laminaire d'un fluide visqueux dans une conduite circulaire et connus sous
le nom de loi de Poiseuille.
On obtient : (BRUN , MARTINOT-LAGARDE et MATHIEU [14])

Profil des vitesses dans le tuyau :

275 |
u@) = u©) [ - G2l et 2L - G2 @0
Débit en volume
P, - P
= ff Tas=lT 2 1 s
Q ffsuds e (4.71)

Vitesse moyenne du fluide dans le tuyau :

P, - P,
s g AL (4.72)
La comparaison des équations (4.67), (4.68), (4.69) d'une part et
(4.70), (4.71), (4.72) d'autre part permet de vérifier sur 1'exemple de la
loi de Poiseuille le bien fondé de l'analogie magnétostatique de 1'écoule~
ment d'un fluide visqueux.
Le tableau 7 résume quelles sont les grandeurs homologues dans

cette analogie.

! ' ! » !
{ MAGNETOSTATIQUE ! ECOULEMENT D'UN FLUIDE VISQUEUX !
! ! {
' . > !
xPotem:1e1 vecteur réduit : ; Vitesse : u )
-> ° .
! +e _ lim ,A ! !
! AX ~ P-W ('ﬁ'-) i 1
! r r ! !
! potentiel scalaire V ! pression : p !
! i : !
1 LY A | viscosité dynamique : n 1
' o Hed e
! v N !
! flux du potentiel vecteur réduit :)'débit en volume : P = ﬂ'u ds !
] >, ! S !
! QAA = ﬂ A% ds ! !
! 5 4 L - Q !
! potentiel vecteur réduit moyen : ! Vitesse moyemne : u = 5 S
! : 9 . ! .
! AN = 20 ! : |
l ' N ! M = 1/n gt?ad P 1
-+
! AA* = o0 grad V ! !
Tableau 7 : Grandeurs homologues dans 1'analogie magnétostatique.

de 1'écoulement d'un fluide visqueux
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IV .4.- RELATION ENTRE SELF ET FLUX DU POTENTIEL VEC%{UR

L.c flux du potentiel vecteur réduit ¢Ax ct le potentiel vecteur
réduit moyen jouent ici un rdle important puisqu'ils sont les analogues
respectivement du débit en volume et de la vitesse moyenmne du fluide, mais
iis ne sont pas des grandeurs qu'on &tudie classiquement en électromagné-
tisme : aussi nous allons les rattacher 3 des grandeurs plus connues.

On sait que 1'énergie magnétique emmagasinée dans un conducteur

parcouru par un courant I peut s'@crire (DURAND [38]) :
1 i
W=‘2—L12=‘-2-Hf-1r.zdv (4.73)
v

Cette relation permet de définir la self L du conducteur i partir
de considérations énergétiques.

Coume nous travailloms avec un potentiel vecteur réduit, A®* nous

utiliserons de méme une énergie magnétique réduite W¥ et une self réduite

L¥, car lorsque M tend vers 1'infini W et L tendent également vers 1'infini.

. 1 .
W= u ol (ﬁ—) 1? =5 fff 1A% av (4.74)

Si le conducteur est un cylindre de longueur 1, de section de
. .o +
forme quelconque mais de surface S, la densité de courant 1 est coanstante
.-) - -
dans la section et indépendante de l'abscisse. A est &galement indépendant

. de 1'abscisse, et en intégrant par rapport 3 la longueur (4.74) devient :
* 1d I 13
We = o L¥1? =—-j AdS=—- [[ ds-——[[Ads (4.75)

On obtient, en simplifiant, la self réduite L¥* :

L = 1 . % || a%das
S

En posant A¥ = L¥/1 : self réduite par unité de longueur, on a :
L"I @ %

s . A* o
A*I “-'—1-=‘-HAdS=—-é- A

Le flux qu'on considére habituellement en &lectromagnétisme est
le flux de 1'induction magnétique B : il sert également 3 la définition de
la self car on a :

¢B = L.I

soit ici :

lim

On obtient finalement en réunissant les expressions égales 3 L1

L ]

1

o A:: (pr L::I

AR =g = = S = ‘  (4.76)
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La self L¥* calculée de la fagon ci-dessus est identique 3 ce
qu'on nomme parfois la "self interne'" [5] en effet 1'opération
consistant 3 faire tendre u_ vers 1'infini et a diviser par M
les grandeurs obtenues revient 3 concentrer le flux ¢B dans le
conducteur en annulant le flux extérieur.

En effet, en affectant d'un indice o les grandeurs obtenues
avec un conducteur de perméabilité u,, et en séparant le flux
total en flux interne et flux externe au conducteur, on obtient

deux contributions pour la self totale L., la self interne

Loint et la self externe L°ext s cette derniére est habituel-
lement prépondérante.
¢Bo = ¢°ﬁnt * ¢°ext =L I-= (L°int * L’ext) I .77

Si le conducteur est maintenant de perméabilité relative ur;>l

la self interne va devenir prépondéraante :

* ®°ext é L L= (urL°inth°ext)I = (Lint+ Lext)I

Lint = My L°int \ . Lext = L°ext (4.78)

Si on wutilise les valeurs réduites en divisant par M

» Q . ¢o ) L3 LO
lim , B lim ext . lim ' ext
a2 = . (—-—-) = ¢° . L3 (—.———__—.) = leI = (L° . o+ -—-—-———)I
‘B ur+w ur int ur+w ur int ufﬁn ur
d'ol X a (4.79)
. L L°int ‘

La notion de self interne est habituellement d'ordre académi-

que car les conducteurs usuellement utilisés sont en matériau

- non magnétique et leur self interne est négligeable par rapport

3 leur self externe. Mais pour un matériau conducteur de grande
perméabilité magnétique ce serait 1l'inverse et la self interne

serait prépondérante.

Si on reporte les résultats précédents dans 1l'exemple du cylin-
dre circulaire qui avait servi i retrouver la loi de Poiseuille

on tire de 1'équation (4.69) et de 1'équation (4.66) :

Xay_&
8n L

Soit N o= = yﬁ. - * o= B_°.
L L°int 8m 1 A 8 (4.80)

La self interne du conducteur circulaire est proportionnelle

d sa longueur mais ne dépend pas de sa section.
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REMARQUE 2 : 1.a loi de Poiseuille n'est valable que pour des tnyauz de sec—
tion circulaire, pour des tuyaux de forme différente il faut
intégrer pour chaque cas : on a néanmoins cherché a obtenir
des formules approximatives en se basant sur le fait que les
pertes d'énergie par viscosité avaient surtout lieu 3 la péri-
phérie du tuyau au contact avec la paroi et devaient dans une
certaine mesure dépendre du périmétre mouillé par le fluide :
on introduit ainsi un rayon hydraulique m :

- section du tuyau
périmétre du tuyau

2t on @écrit 1la formule de Poiseullle sous la forme :
2 PZ—P]
1

-3
u

m
m-iﬁ . (4.81)

Pour ume section circulaire de rayon a le rayon hydraulique

vaut m = a/2 et on retrouve la formule (4.72).

La précision de la formule approximative (4.79) est mauvaise

dés que la sectioun du tuyau s'éloigne de la forme circulaire et
en particulier dés qu'apparaissent des angles morts oii le vites—

se du fluide est peu élevée.

Puisque 1'analogie magnétostatique permet d'identifier self inter-
ne d'un conducteur et "perméabilité&" d'ume conduite, on peut imaginer qu'elle
est transposable, telle quelle, 3 un milieu poreux et qu'en emplissant les
pores d'un corps qui serait €lectriquement conducteur et de grande perméa-

- bilité magnétique, il suffira de mesurer la self réduite par unité de lon-—

gueur de ce milieu pour obtenir une grandeur proportionnelle 3 sa perméabi-

1lité hydraulique.

Mais la définition de self interne réduite n'a de sens que pour
un conducteur cylindrique et ne peut étre transposée 3 un milieu poreux

qui constitue un conducteur de forme trés particuliére.

En effet, d'aprés la définition énergétique (4.74) de la self
réduite, ce n'est que pour un conducteur cylindrique que la densité de
courant ; est constante dans la section du conducteur et peut &tre sortie

de 1'intégrale (4.75).

Pour un milieu poreux, en supposant une tranche d'épaisseur dl,
de section totale S, percée par n canalicules de section &lémentaire Sk.
la densité de couraat 2; dans chaque canalicule est fonction du gradient
local de potentiel, différent du gradient macroscopique et,en supposant

cette densité de courant coanstante dans la section Sk, on aura 3




n

n
W = - a3 = ﬁzl ) ﬂs 'fk ‘K;z ds, = 1'5" kjlikﬂl\;; s, (4.82)

et si ou veut, comme précédcmment, exprimer dL*/dl = A¥, on aura :

%ikgAkdsk ciSos Iaes, Ik
dL= k k

ri = = 4.83
dl 1 = = ( )

ol An"i représente la valeur moyenne de Ak sur la section du canalicule k.

Cette expression est visiblement différente de (4.76) oti on trouvait :
A¥I égal 3 A¥

) ‘La seule facon de trouver, par 1'analogie magnétostatique }l'ana-
logue du ceefficient k, pour un milieu poreux est d'appliquer directement
la définition issue de 1'amalogue magnétostatique de 1'équation de Darcy.

.l._[ A= dS .
MSH

i

k (4.84)°

—_—

oii SM est la section du milieu poreux macroscopique, Grad V le gradient
macroscopique de temsion, 0 la conductivité du liquide saturant les pores
et 1'iantégrale du numérateur représentant le flux total, @ travers les
sections des pores, du potentiel vecteur réduit A*.

(I1 est implicite ici que nous supposons le milieu homogéne, c'est-d-dire

que le flux de A* 3 travers toute section S, est le méme).

IV.4.- L'ANALOGIE MAGNETODYNAMIQUE

Le but de notre &tude étant de définir une méthode de mesure &élec-
trique de la perméabilité hydraulique, on peut se demander par quel moyen
il est possible d'évaluer le flux du potemtiel A= a travers la section SH
du milieu pdteux, la quantité A¥ n'étant pas habituellement accessible
aux mesures. ) )

Pour comtourmer cette difficulté, nous allons envisager une
nouvelle anmalogie, entre deux grandeurs électriques, cett-e fois, qui va
nous permettre de remplacer la mesure du flux de Kx, QA?F par celle du flux

de 1'induction magnétique 7{::’ @B’-’ qui elle, est plus aisée 3 faire.

Cette analogie est bas@e sur la correspondance formelle existant

entre phénoménes de tramnslatiomn et phénoménes de rotation.

IV.4.1.- L'analogie magnétodynamique microscopique

Si nous partons de 1'équation vectorielle de Poisson définissant

le potentiel vecteur A*¥ microscopique :
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-» . -
AR = i = OB - (h.85)
en prenant le rotationnel des deux membres nous obticndrons une équation
"cl
de Poisson vectorielle pour 1"induction magnétique B :
-» -)‘.' - bt .o - br ¢
rot (AA*) = A(rot A*) = AB® = ~}is Tot 1
-, > >
AB™ = =li,0 rot E (4.86)
> - »
Si le champ E est un champ électrostatique, constant, son rota-

tionmel est nul et (4.86) devient :
—’-. .
Ce qui ne présente aucune analogie avec (4.85).

Mais si le champ électrique est variable dans le temps, on-

aura(*) :

g T
otk = -8 _ -3 (4.88)
ot
et 1'équation (4.86) devient alors :
>, b ]
AB~ = HoO B (ll .89)

qui présente cette fois une analogie avec (4.85).

Comme le temps intervient, nous appellerons “magnétodynamique™
cette amalogie. i

Dans cette analogie microscopique entre grandeurs magnétostatiques
et magnétodynamiques, les grandeurs homologues sont précisées par le tahleau

! suivant :

MAGNETOSTATIQUE MAGNETODYNAMIQUE

. tam

; ]

" !

‘ !

: A= = R : Bx = B/ :

- r © r

' ! :

! 2, ! B = :

, f3=as =0, = 0,/u_ ' J weas = e = OV !
5 : S i

' N ! !

: 1 —a—E = i rot E 1

| !

. —1? =0k : 'ﬁ =" m lu 'ﬁ ;

- o
! ! £ !
! - ! 3 1 £ 4 '
. L !

1 fid =1 1t ffias = ffBas = —2 !

' S : 1 s Bolly s Hell !

! ! -3 !

! ! -1 3. * !

! ! =30 I p=as - u !

] S i

! ! !

Tableau 8 : Analogie microscopique

(*) Pour simplifier les motatioms, mous notons la dérivée par rapport au

, . dx .
temps d"un point : qc - X
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La fFigure 44 indique 1a correspondnnce BémiLrique entre les
grandeuras gnal ogues .

Figure 46

1v.4.2.- L'analogie magné todynamique macros copique

Cette analogie peut cette fois @tre poursuivie jusqu'au niveau
macros;:opique dans un milieu de Structure complexe tel qu'un milieu poreux.

Si le milieu Poreux d'origine est constitué d'un cylindre de lop-
gueur L, de sectiom SM’ de conductivite €quivalente Oeq et qu'on lui appii-
que une différence de Potentiel externe V créant un champ wacroscopique E“
faisant circuler UR courant I'H’ on peut transposer ceci i un cylindre de

weme dimensions du méme milieu poreux, dont la perm@abilits magnétique rela-

! i !
! MAGNETOSTATIQUE 1 MAGNETODYNAMIQUE 1
! ! !
s i . !
. v . NI = NdI/dt ;
' T 3 3 N
1 B = VL P T THeleg By = e
' s v ! !
! geq M ! A oo Sy . !
1 Iy=0Oeq Sy K, = L ' "]'n“" Sy = —¢ I !
! ! !
; ! o. ¢ . g
o BX

) . - ! - <

1 -é-!—ﬂz-ds=s¢ = AR '—gLﬂﬁndstB asHSSBMai:
; M ' [ M M M S "r,

Tableau 9 : Analogie macroscopique
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Figure 47
IV.4.3.- Obtention de la perméabilité k a 1'aide des deux analogies

- +§’
Si on calcule le flux total du vecteur A* sortant de tous les

canaux de la sectiom SH’ il aura pour analogue magnétodynamique par défini-

tion de 1'induction macroscopique B, :

o Jias = - ff Bas = “nfds--:E (4.90)
M S M S irT S r

et la perméabilité hydraulique k, 3 la suite des deux analogies successives

aura comme analogue d'aprés (4.84) et (4.90) :

o JJ a%as .
-B.
i S M  (4.90)

> -»
u.o EH Blrllod uoueqﬂn

Ce sont les courants de Foucault tourbillonmaires, cxéés 3 1'inté-
Trieur des pores remplis de matériau conducteur par la variatiom de HH’ qui
créent 1'induction macroscopique BM : la mesure de k nécessite donc, connais-

sant Hu(t) imposée par un générateur, de mesurer Bu(t).

57 on place une bobine captrice de N spires, de section S de

fagon qu'elie soit traversée par 1'induction Bu(t), on obtiendra i ses
bornes une teunsion e(t) telle que :

-N s.d BM(t)

e(t) = (4.92)
dt

Si le courant I(t) dans le solénoide exterme comportant m spires

par unité de longueur est simusoidal de pulsation W, on aura :

e(t) =~juN S BH(t) {(4.93)
Hu(t) = jun I (t) ) (4.94)
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d'od on diduit en portant (4.93) et (4.94) dans (4.91) :-

K= e(t) (4.95)
w® O Ue W_ Ve Meq @ N 5 1(0)

La tension e(t) est sinusoldale en phase avec I(t). -

Mais il existe une teansiomn e'(t) obteme’ditectément par mutuelle induction
- entre la bobine excitatrice et la bobine captrice couplées par le matériau
de perméabilité wmacroscopique ﬁ.ueq H

d .

e"(£) = -NS Yol —— = ~NS |

eq dt j wn I(t) (4.96)

oue q

Cetie tension e'(t) est en quadrature avec le courant I.

Le rapport de ces deux tensions donne :

fr(—(% -.:.z. - K uon 0w A_ (4.97)
d'ou :
“p 1 ¢ &2
k TR et — R w—— L avm—— (4-98)
eq Mo X € 2 ,

ol e et eQ représentent respectivement la temsion en phase et la temsion en
quadrature induite aux bormes de la bobine captrice et § 1'épaisseur de peau

relative au matériau O, u présent dans les pores, i la pulsation W.

Cependant nous avons exigé, pour la validité des analogies,que u_
soit trés grand pour —que le flux magnétique soit canalisé dans les pores :
ceci conduit 3 une épaisseur de peau tendant vers zéro — et les courants de
Foucault tourbillomnaires me circuleat plus alors qu'd la périphérie des
pores. I1 faut donc trouver un comprowmis entre perméabilité w et fréquence

de travail pour que 1'épaisseur de peau soit supérieure 3 la dimension des
plus gros pores.

Ce calcul, trés simplifié&, suppose que le matériau poreux est
disposé dans un solénolde de grande longueur - ce qui ne sera pas évidemment
la disposition utilisée dans une diagraphie in situ pour laquelle une géomé-

trie adéquate de sonde devra é€tre trouvée.

La validité de la formule (4.98) devra étre testée expérimentale-
ment avec des &chantillons de roche de perméabilité connue, afin de vérifier

1'influence relative de u_ et .
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Iv.5.- PROJET D'UNE MITHODL ﬁ{ DIAGRAPHIE CLECTRIGQUE DE PERMEABILITE
HYORAUL IQUE

Le but de ce qui précéde &était de trouver des paramétres électri-
ques susceptibles d'@tre reliés 3 la perm@abilité hydraulique d'um milieu
poreux afin de pouvoir disposer d'ume méthode de diagraphie permettant de
mesurer im situ dans un forage pétrolier la perméabilité de la roche en

founction de la profondeur.

La théorie que nous venons de développer nécessite de saturer les
pores de la roche d'un corps qui soit 3 la fois conducteur de 1'électricité

(conductivité ¢ 5~ 0) et de grande perméabilité magnétique (ul_ >1).

On sait que pendant le forage d'um puits pétrolier, circule en
permanence une boue dont le role est a la fois de lubrifier et refroidir
1'outil de forage, de remontzr les débris de forage et de maintenir les

parois du forage en empéchant Jeur eboulement [39]"

Cette boue sous pression dans le puits, s'infiltre dans les pre-
miers centimétres de 1a roche autour du puits, dont elle colmate plus ou

moins les pores (mud-cake interme) puis forme une croiite externe (mud—cake

externe) sur les parois du forage {39].

Cette boue conducirice de 1'électricité@ a une perméabilité magné-

tique relative égale i {.

Puisque de toutes facoms, la boue doit colmater les premiers
centimétres de roche, on peut imaginer de lui incorporer des produits magné-
tiques susceptibles de lui donner une perméabilité relative supérieure i 1,

qui iront se fixer dans les pores de la roche, réalisant ainsi notre hypo-

these de départ.

Le probléme se pose donc d'obtenir pour la boue, la plus grande
perméabilité magnétique possible, dans des conditions acceptables de renta-

bilité, et sans changer les autres paramétres physico—chimiques de cette

boue.
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En cherchant des matériaux de grande perméabilité magnétique, et
conducteurs, on trouve des alliages tels que le permalleoy, le supermalloy,

etc.... mais leur prix semble devoir les é€carter de ce genre d'usage.

Parmi les matériaux de grande perméabilité magnétique se trouvent
€galement les ferrites, mais ils me sont pas conducteurs de 1'électricité.
Ces ferrites se trouvent facilement i@ 1'&tat pulvérulent puisque

les noyaux en ferrite utilisés en &lectronique sont obtenmus par frittage
de cette poudre.

Le prix de la ferrite semble i premiére vue prohibitif pour notre
utilisation ; cependant notre atteantion a &té récemment attirée par les
résultats d'une lutte coantre la pollution industrielle menée i bien dans
une usine frangaise de ferrites, qui permettait de récupérer des’particules
de ferrite, résidus de fabrication qui s'échappaient jusqu'alors dans 1'eau

des égouts et dams 1'air.
Le résultat: de cette opération est une boue ferritique qui, &€tant

un déchet de fabrication doit pouvoir &tre obtemue en quantités importantes

dans des conditions avantageuses.

Renseignements pris, sa densité est de 1,9 t 0,2 et sa composition

woyenne approximative est la suivante 3

Fe. O 72 Z

273

Mn O 18 Z
Xy

Zn0 8 Z

Cu0, Siozj NiO < 1 Z chacun

Nous n'avons pu ccependant obtenir sa perméabilité relative.
La densité de cette boue ferritique est proche de celle des boues

de forage : elle peut donc étre incorporée sans modification profonde de ce
paramétre important d'une boue.
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Le fait que les ferrites ne soient pas des conducteurs électriques
n'est pas geénant puisque 1'incorporation de la boue ferritique 4 la boue de
forage se ferait en remplagant une partie des solides qui constituent la
boue et qui ne sont pas conducteurs (baryine) par des ferrites qui ne le
sont pas plus : la résistivité de la boue qui dépend en grande partie de sa
teneur en bentonite et en sels minéraux ne serait donc pas changée ce qui
est nécessaire pour que ne soient pas modifiées les autres diagraphies dont

la résistivité de la boue est un paramétre important.

La seule inconnue est la perm@abilité relative globale de la boue
additionnée de particules de ferrite et le pourcentage en volume de ferrite
qu'il faudrait ajouter pour obtenir une perméabilité relative ¥, suffisante
pour effectuer la mesure décrite plus haut. ,

On sait que la perméabilité magnétique d'un matériau pulvérulent
est toujours inférieure 3 celle du méme matériau massif ceci d'autant plus

que la taille des particules est petite et s'approche de celle des domaines

élémentaires.

Il y a donc une optimisation & obtenir pour la taille des parti-

cules de ferrite nécessaire :

-~ de fagon qu'elles ne soient pas trop petites pour obtenir une perméa-

bilité relative suffisante.

- de fagon qu'elles ne soient pas trop grosses pour pouvoir pénétrer

dans les pores de la roche.

Cependant, la perméabilité hydraulique étant surtout fonction des
plus gros pores de la roche, on pourra se contenter de ne remplir que ceux-

13 de ferrite pour avoir une valeur approchée de la perméabilité hydraulique
cherchée,

Nous ne pouvons pas pour 1l'instant affirmer que le principe que
nous avons trouvé conduit & une méthode de mesure réellement utilisable :
il faut en effet maltriser de nombreux paramétres matériels et technologiques

relatifs d& 1'incorporation de ferrites dans la boue de forage.
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Mais nous pensons qu'une étude préalable en laboratoire sur des
échantillons de roches, de perméabilité connue,, imprégnés de boue ferriti-
que, permettra de vérifier si la perm€abilité relative u obtenue permet
d'appliquer la théorie précédente et si les perméabilités hydrauliques ainsi

trouvées ont une précision acceptable pour um usage en diagraphie.

V.7.- CONCLUSION DE LA QUATRIEME PARTIE

Cette quatriéme et derniére partie fut primitivement i 1'origine
de notre intérét pour les milieux poreux puisque, nous avons cherché initia-

lement les moyens de concevoir une diagraphie de perméabilité.

Aussi son intérét est centré, nom pas, comme dans les parties
précédentes, sur 1'établissement d'une relation théorique entre perméabili-
té et caractéristiques du milieu, mais sur 1'obtention d'analogies &électri-
ques utilisables entre équations microscopiques et macroscopiques dans le
milieu poreux et &quations microscopiques et macroscopiques &lectriques

équivalentes.

Ainsi par le biais de deux analogies successives, nous parvenons

a une méthode de mesure &lectrique de la perméabilité.

Cependant, cette méthode nécessite d'introduire dans les pores de
la roche un corps de grande permé@abilité magnétique et nous discutons de
la possibilité d'effectuer ceci en introduisant une proportion i déterminer,

de particules de ferrite dans la boue de‘forage.

Ce sont finalement des mesures em laboratoire,que nous ne pouvons
effectuer, qui diront si ce procédé présente yn intérét &conomique, en ne
perdant pas de vue, toutefois, qu'il n'existe actuellement pas de méthode de
diagraphie de perméabilité, et. que les pétroliers seraient déji satisfaits
si une méthode permettait de classer les roches en trois classe de perméa-
bilité :

0 - 10 m Darcys
10 = 100 m Darcys
100 - 1000 m Darcys
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CONCLUSION GENERALE

Ce travail, qui était primitivement destiné i 1'étude des sculs
milieux poreux a pris finalement une orientation plus générale vers les
milieux de structure aléatoire, dont les milieux poreux constituent un

cas particulier.

Nous 1'avons divisé en quatre parties dont les deux dernieres sont
plus spécialement consacrées aux milieux poreux : nous avons en effet cons-
taté, que les problémes posés dans 1'étude des milieux poreux se retrou-
vaient dans d'autres domaines, sans que la liaison ait apparemment &été

faite entre les résultats obtenus dans ces différents domaines.

Le point commun entre ces problémes étant la nature aléatoire

du milieu matériel utilisé, nous avons, dans une premiére partie, en nous

basant sur la terminologie de la thermodynamique des phénoménes irréversi-

ble, montré que le principe de moindre action qui sous—tend tous les phémo—

ménes de transport, conduit, selon que le "générateur"” exterme applique
au milieu aléatoire étudié un flux constant ou une différence de potentiel

constante, 3 une minimisation des flux ou des forces internes respectivement.

L'épplication du principe de moindre production d'entropie aux
phénoménes de transport électrique permet de montrer qu'on peut encadrer la
valeur du coefficient phénoménologique macroscopique (résistance ou conduc-
tance équivalente) en utilisant deux approximations, l'une sur les demsités
de courant interne avec un générateur de courant externe, 1'autre sur les

champs internes avec un générateur de temsion externe.

Nous montrons que 1’erreur faite sur le ceefficient macroscopique

est alors du second ordre par rapport 3 1'approximation faite.

Dans la seconde partie, qui est la plus importante de ce travail,
nous &tudions les réseaux aléatoires de résistances ‘
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Aprés avoir mentionné quelques modes de construction de ces
réseaux, nous étudions des réseaux de structure aléatoire composés de’

résistances ddentiques et aboutissons 3 une approximation généralisant la
loi d4d'Ohm pour ces réseaux

Dans 1'étude de réseaux composés de résistances aléatoires, nous
obtenons d'abord un résultat exact pour des réseaux planaires de structure
carrée ou "carrée en moyemne", reliant leur résistance &quivalente 3 la
moyenne géométrique de la distribution de leurs résistances, pourvu que

celle—ci soit log-symétrique.

Appliquant ensuite la théorie des graphes au circuit que consti-
tue le réseau aléatoire, nous obtenons, par des considérations statistiques
sur la valeur moyenne des arbres du réseau, la résistance équivalente i
un réseau de degré moyen quelconque,comportant une distribution binaire
de résistances, puis une distribution quelconque. Ceci se fait i 1’aide

d'un algorithme se prétant au calcul numérique.

Nous vérifions en outre que les résultats précédents pour un
réseau de degré moyen 4 sont bien retrouvés si la distribution des résistan—
ces est log-sywmétrique et nous montrons que notre "théorie des arbres”
conduit aux mémes résultats qué la "théorie du milieu effectif™ utilisée en

physique du solide.

Examinant ensuite cette théorie du milien effectif, nous en
dégageons les bases théoriques liées i un théoréme de la théorig¢ des cir-
cuits,rdonnant 3 cette théorie une base plus sire que les hypothéses habi-
tuellement utilisées et montrant qu'elle peut s'appliquer 3 des réseaux
non réguliers .Nous expliquons alors pourquoi la théorie des arbres
conduit aux mémes résultats approchés que celle du milieu effectif. Nous

terminons la seconde partie per une vérification expérimentale des théories
précédentes.

Les études faites sur de grands réseaux,tirées de la littérature,

que nous rappelons,confirment nos résultats.

La troisiéme partie est consacrée aux milieux poreux et montre

comment 1'étude précédente des réseaux peut @tre profitable dans ce cas

que ce soit pour 1‘'étude de phénoménes macroscopiques ou microscopiques.
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Dans 1'étude macroscopique de 1'assemblage aléatoire de blocs
poreux, nous montrons que nos résultats généralisent avec uner précision

supéricure des résultats trouvés dans la littérature.

Nous montrons ensuite que 1'étude microscopique des milieux poreux

peut eétre faite dans le cadre des "phénoménes de percolation” jusqu‘ici

utilisés en physique du solide.

Nous interprétons, 3 1'aid~ de ces théories les courbes d’'injec-—
tion de mercure et pression capillaire en montrant 1'importance de la géo-

métrie du systéme utilisé pour 1'interprétation de ces courbes.

Nous montrons comment les théories de percolation w=xpliquent
}'existence d'un cycle d'hystérésis dans les courbes de pression capillaire
en drainage puis, imbibition, 1'existence d'une saturation résiduelle en
fluide mouillant et d'ume saturation irréductible en fluide non mouillant,
et la présence de seuils de perméabilité relative en fluide mouillant et

en fluide non mouillant.

Les résultats obtenus ne sont ,pour 1'instant, que _qualitatifs,
les probabilités de percolation utilisées en physique du solide ayant besoin
d'étre recaleuldes avec les conditions aux limites, habituelles dans 1'étu—

de des courbes de pression capillaire.

La gquatriéme partie, enfim, est consacrée i 1'étude de la perméa-

bilité hydraulique d'un milieu poreux et & la fagon d'en tirer ume analogie

électrique permettant d'obtenir une méthode de mesure de cette perméabilité.

Aprés avoi; montré que les équations microscopiques de 1'écoule-
ment d'un fluide visqueux dans un capillaire étaient différentes de celles
de 1'Electrocinétique alors que les formulations macroscopiques de la loi
d’Ohm et de la loi de Darcy étaient identiques, nous montrons 1'analogie
qui existe entre la vitesse locale de 1'écoulement d'un fluide dans un
capillaire et le potentiel vecteur rcduit, 3 1'intérieur d"un conducteur

de méme forme et de grande perméabilité magnétique soumis 3 un gradient ex-

terne de potentiel. -
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Cette analogie magnétostatique n'étant pas susceptible de conduire
a une méthode de mesure macroscopique de la perméabilité, nous établissons
une seconde analogie entre phénoménes magnétostatiques et magnétodynamiques
qui permet, cette fois, par liintermédiaire de 1a mesure du flux d'induction
de retrouver la perméabilité équivalente au milieu poreux.

Nous donnons alors le principe d'une méthode de diagraphie de
perméabilité qui nécessite 1'introduction dans les pores de la roche d'un
milieu de perméabilité magnétique grande pouvant étre constitué de parti-

cules de ferrite mélées 3 la boue de forage.

Dans cette étude, nous nous sommes volontairement attach@s au cas
particulier des milieux poreux et i leur utilisation dans le domaine pétro-

lier.

Il est certain que les méthodes utilisées peuvent étre transposées
3 d'autres phénoménes de transport dans des matériaux de structure aléatoire
et 3 1'étude d'autres coefficients macroscopiques tels que la conductivité

thermique, le module d'Young, etc....

Nous pensons en outre, qu’'il est nécessaire d’'étendre le formalis—
mes des "phénoménes de percolation” i 1'ensemble des domaines physiques oii
ils peuvent intervenir, car ils sont susceptibles, non seulement d’expliquer
des résultats connus, mais aussi de prévoir 1'existence de seuils dont on
connait mal, actuellement, la position, et qui sont de premiére importance,

s'il s'agit par exemple de seuils de rupture.

Comme nous le précisions dans 1'introductio§>ce travail ne résout
qu’une partie des problémes posés mais, par la mise au point de méthodes
approchées de calcul dans des domaines oii les solutions exactes sont peu
probables il permet ume prévision, parfois excellente, du comportement

macroscopique des phénoménes étudiés.

Les résultatsobtenus sont eseentiellement théoriques car nous
n'avions pas la possibilité de mener 3 bien les expérimentations nécessai-
Tes pour les corroborer, cependant, i chaque fois que c'était possible,
nous les avons comparés 3 des résultats expérimentaux tirés de la litté-
rature qui montrent que, dané bien des cas, nos prévisions rejoignent la

réalité et permettent parfois d'expliquer des comportements expérimentaux

~qai n'avaient pas Tegu jusqu'ici de justifications théoriques.
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On pecut faire aux réseaux que nous utilisons le reproche de
n'Ctre que des modéles imparfaits d'une réalité physique complexe : nous
pensons avoir montré que, dans bien des cas, le nombre de paramétres utiles
pour 1'explication des phénoménes réels est suffisamment petit pour qu'ils
puissent €étre transposés en réseaux pour lesquels nous avons donné des mé-
thodes de calcul générales permettant avec une précision souvent suffisante,
d'en obtenir la conductance &quivalente. Les réseaux présentent, en outre

1'intérét de pouvoir 8tre étudiés daas le cadre des phénoménes de percola-

tion.

L'étude des milieux de structure aléatoire n'en est euncore qu'a
ses débuts faute d'un formalisme mathématique adéquat et de la grande diver—

sité des phénoménes physiques dont ils peuvent &tre le siége.

En introduisant la théorie statistique des graphes appliquée aux
réseaux et la théorie des phénoménes de percolation appliquée aux milieux
poreux, nous pensons avoir facilité en partie cette étude et nous espérons
que d'autres domaines que ceux que nous avons étudiés, pourromt tirer pro-

fit des méthodes que nous avons utilisées.,




ANNEXE 1

PRINCIPES D’ERGODICITE -

La théorie ergodique est habituellement appliquée i des
phénoménes aléatoires stationmaires dans le temps et permet d'identifier

o
des moyennes temporelles avec des moyennes en probabilité [Al.l] {Al.Zﬂ -

Ainsi, si n(t) est une fonction aléatoire du temps t, 1'espé—
rance mathématique de n(t) peut €tre obtenue en faisant la wmoyeane d'um
nombre trés grand d'échantilloms n(t]), n(tz) ces n(tk) pris 3 des, instants
t &y oo & suffisamment espacés pour que les valeurs des échantillonms

n(ti) puissent étre considémfes comme indépendantes.
Lim 1 5
Ha(t)] = o Loy 0CEy)

Si on dispose de plusieurs processus identiques n, (v) nz(t‘)...
nk(t), indépendants mais de méme loi, ou bien de plusieurs "emregis-
trements” du processus n(t), on peut de méme, pour une valeur t, de la

variable temps obtenir
1lim 1 k
E[n(tl)] = oo & o= %58

On peut calculer la méme espérance pour um autre instant t, ... etc et

si le processus est stationnaire on a

Eln(t))]= Eln(ty))] = .... = E[n(0)]

La moyenne temporelle n(t) sera obtenue en intégrant sur un intervalle T

trés grand, n(t)
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Ici encore si le processus est stationnaire, n(t) est indépendant de

1'instant d'origine to.

Enfin on dit que le processus est ergodique s'il y a identité& entre les

moyennes temporelles et 1'espérance probabiliste c'est-a-dire si
n(t) = E[n(t)]

Ici nous ne nous intéressons pas d des phénoménes fonction du
temps mais 3 des phénoménes spatiaux et il faut transposer les défini-

tions précédentes.

La notion de stationnarité peut €tre aisément transposée en

homogénéité pour des phénoménes spatiaux.

L'homogénéité suppose en effet que les propriétés statistiques
d'un échantillon d'un milieu aléatoire sont indépendantes de la position
de cet échantillon dans le milieu.

1 On peut ajouter 1l'isotropie du milieu qui suppose que les
propriétés statiques d'un @chantillon sont indépendantes de son orien—
tation. Il n'y a pas d'équivalent & 1'isotropie pour les phénoménes
temporels car le temps est unidimensionnel. Quant 3 1'ergodicité d'un
milieu aléatoire elle suppose 1l'existence d'un milieurd'étendue infinie

puisque la variable temps &tant remplacée par une variable d'espace,

les moyennes temporelles prises sur des intervalles infiniment longs

devront étre remplacées par des moyennes spatiales prises sur des lon-

gueurs, des surfaces ou des volumes infiniment grands.

e ——y

Nous allons sur un exemple se rapportant aux milieux poreux,
effectuer la transposition entre un phénoméne temporel ergodique et un

phénoméne spatial ergodique.

Imaginons un milieu poreux, homogéne et isotrope, taillé en

forme de prisme infiniment long de section carrée unité.
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- 8i oun coupc ce milicu par un plan perpendiculaire i 1'axe
du prisme, ce plan rencontre et coupe un nombre n de "pores" disjoints
c'est—i-dire de parties non solides du milieu (Fig. 1). Ce nombre n

est une variable aléatoire qui dépend de la position du planm.

Déplagons selon 1'abscisse x ce plan : on obtient le processus
aléatoire n{x) dont la figure Al.! doune une illustratiom, et qui est

une transposition de n{t) oli x joue le rdle de t.

(T A AT

R BN | ___},_7_4 =T ’5.

A Jorgi Tl (575 /C/Cnf

‘/wx \v(,

Figure Al.l

La moyenne probabiliste de n(x) sera obter '~ en positionnant
le plan a des abscisses Xy Xy eeee X suffisamment espacées 4 1'échelle

des pores pour que les grandeurs n(xl), n(xz)....n(xk) puissent étre

L] - * -
supposées indépendantes.

En faisant la moyenne des k échantillons obtenus et si k est

trés grand on obtient :

m1 k-
o] = ot £, mGx)

Si le milieu poreux est homogéne, on peut couper les k prismes

34 d'autres abscisses Xy Xy .o on obtiendra :

E[Mﬁﬁ =E&&£}=.”.=E@&ﬂ

Quant i la moyenne spatiale, elle est obtenue en déplagant

le plan x de facon continue sur une distance X tendant vers 1'infinmi

1
x

n(x) = %mngin(x)dx




A.4

Dire que le milieu poreux est homogéne et ergodique revient i
poser :

a(x) = Efn(x)] = E[n(xi)]

Les propriétés d'homogénéité du milieu, permettent de juxta-
poser les k tranches prismatiques de section unité pour constituer um

prisme de section k qui comstituera encore un milieu homogeéne (Fig. Al.2).

oty
[ 1
R L5 L
ﬂk(x
y
X

Figure Al.2

L'intersection de cet ensemble de prismes accolés par le plam P

situé 3 1'abscisse x, doune alors comme nombre de pores rencontrés :
N(xl) = nl(x]) + nz(xl) * caee n.k(xl)
et quand le nombre k de prismes accolés devient trés grand on a :

lim N(xl) N(xl)
b0 E =—s= E[n(x)] = a(x)

Ainsi pour un milieu poreux homogéne et ergodique il est équi-

valent de calculer le nombre moyen de pores coupés par unité de surface :

- en déplagant un plan selon x dans un prisme de section unité :
on obtient alors la moyenne spatiale n(x)
- en coupant par un plan quelconque un milieu de section §
grande et em &valuant le nombre de pores coupés par unité
‘N(xi)

de surface de ce plan, , qui doit €tre indépendant de

S
1'abscisse x, 8i le milieu est homogéne.

Y




ANNEXE 2

PROBABILITES GEOMETRIQUES

I.~ SYNTHESE DES RESULTATS EXISTANTS : .

Les probabilités géométriques sont une partie de la théorie
des probabilités relativement peu développées mais qui semble trouver
un regain d'intérét si on en juge par quelques publications récentes
[A2.4]-[A2.8][A2.10] traitant d'ensembles aléatoires.

Comme son nom 1'indique, la théorie des probabilités géomé-

triques se propose —-dans les cas les plus simples- de déterminer la
probabilité de certains événements liés 3 la rencontre aléatoire de
plusieurs @tres géométriques et dans lescas plus complexes d'évaluer

. la moyenne, ou certains moments, voire la loi de distribution de la
"mesure" de 1'intersection de plusieurs &étres géométriques. |

La théorie des probabilités géométriques est jalonnée des

travaux des mathématiciens suivants : CROFTON, DELTHEIL (1936) [A2.1],
KENDALL-MORAN (1963) [A2.2], MILES (1964)-(1975) [A2.3]1-[A2.8],
MATHERON (1975) [A.2.10]

Les applications pratiques des théories précédentes ont été
peu nombreuses mais elles se sont révélées fructueuses. On peut citer :
CHALKLEY, CORNFIELD, PARK [A2.11] qui appliquent 3 la numération globulaire
les résultats théoriques de CROFTON sur la surface spécifique d'un corps,
PEREZ-ROSALES [A2.12]-[A2.14] qui, prolongeant les résultats de CHALKLEY
et al., trouve une méthode d'étude de milieux poreux en lame mince au
microscope permettant de déduire la porosité, la surface spécifique, la
largeur moyenne des pores etc... par voie statistique . MILES [A2.3]
applique ses propres résultats sur les polygones formés par des droites
enchevétrées sur un plan, a la structure fibreuse du papier. PIEKAAR et
CLARENBURG [A2.15] utilisent les résultats de MILES, pour 1'étude de
filtres pour aérosols et déterminent que la distribution des surfaces
de pores est sensiblement log normale. )

Enfin MATHERON [A2.9] partant d'une &tude de lames minces de milieux
" poreux tente de rattacher um certain nombre de propriétés du milieu
poreux i des moyennes qu'on peut obtenir par 1'é&tude statisiique auto-

matique de lames minces 3 1'aide d'un “analyseur de structures” (DELFI-

NER, ETIENNE, FONCK [A2.16]).
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Dans ce qui suit, nous rappelons un certain nombre de résul-
tats connus que nous modifions pour obtenir quelques relations nouvelles
qui nous scront utiles,

Donnons d'abord le résultat original de CROFTON.

Soit un contour fermé de périmétre P entourant une surface S
situé sur un plan : si on jette au hasard des droites indéfinies sur la

surface, la longueur A de la corde interceptée est en moyenne :

EQA) = _g_i = %s- (A2.1)

en notant Ps le périmétre spécifique de la surface S, c'est-d-dire son
périmétre par unité@ de surface.

Ce résultat de CROFTON est établi pour des figures convexes
du plan.

CHALKLEY et al. [A2.11] &tendent ce résultat 3 des figures
planes convexes ou nom, en considérant,au lieu de droites indéfinies, des
segments de droite de longueur L, jetés au hasard : si h est le nombre
de fois ol une extrémité du segment tombe i 1'intérieur de la surface

et ¢ le nombre de fois ol le segment coupe le contour, on a aprés un
grand nombre de jets.

h _ 78 _w
AL (42.3)

Cette méthode appliqué@ en trois dimensions i un volume V de
surface externe S donne :

LE'=‘§—‘-‘?S- (A2.4)
en notant Ss la surface spécifique du volume V, c'est—-a—dire la surface
par unité de volume.

Jeter au hasard un segment L dans un volume, est identique
au fait de couper le volume au hasard par un plan P puis jeter le seg-
ment L sur le plan.

A chaque fois que le segment L est intérieur au volume il est
intérieur au contour découpé par le volume sur le plan. Il en est de

méme a chaque fois que le segment coupe le volume.: I1 est alors extérieur

au contour.

Le rapport Lh/c = 4V/S est donc aussi &gal 3 w/Ps, Ps étant
le périmétre spécifique moyen des surfaces découpées par le plan aléa-

toire P sur le volume V,

h _&v _ & L] L (A2.5)

L—=~—— == =:_.
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$'il n'y a plus un scul volume mais un ensemble de volumes v;

et des surfaces S; disjoints, on aura encore

L h _ 43vj

c LS; -

4 (A2.6)
-s-s—- «O

en considérant IVj comme le volume total dont IS; est la surface.

En deux dimensions pour un ensemble de contours plams de

périmétre P; et de surface S;, on a de méme

—_— A2.
= ‘ (A2.7)

II.- APPLICATION DES RESULTATS PRECEDENTS A DES RESEAUX ALEATOIRES

Nous allons appliquer les résultats précédents au cas particulier

de milieu aléatoire que constituent des réseaux aléatoires en deux ou trois

dimensions.

RESEAU PLAN

' Considérons d'abord un réseau plan (Fig. A2.1) Réseau I
branches et ses neuds constituent une mosaique de polygones, coansidéromns

les, pour les besoins de la démonstration légérement disjoints de fagon

s Ses

que toutes les branches soient dédoublées (fig. A2.2) (Réseaull).

Figure A2.1

Réseau 1

Posons un segment de longueur L sur le réseau dont la structure

est supposée al&atoire :

Considérons le réseau II comme un assemblage de surfaces sur un
plan et appliquons lui les résultats de CHALKLEY

de jets de la ligne L, si nj est le nombre de branches coupées dans le

réseau I, le nombre de coupures du contour des surfaces du réseau II est

N
c= 2 2nj
i=}

soit n le nombre de branches que coupe L dams le
réseau I, le nombre de branches coupées sera 2a dans le réseau 2.

Figure A2.2

Réseau I1

-
-

Dans un grand nombre N

-
-
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u Les-contours &tant aussi rapprochés que 1'on veut, i chaque jet
de la ligne L scs deux extrémités tombent dans des surfaces et on a donc,

avec les définitions précédentes : h = 2N

On obticnt donc aprés un grand nombre N de jets d'aprés la formule (7) :

-

j h 2% L L
C

=L. = = E(np) (42.8)

2
i

et}
g
=]
I =12

| N
ot ﬁ__z_ i

{Sj qui représente la somme de toutes les surfaces des polygones est
égale 3@ la surface du réseau puisque les polygones sont infimiment proches.
zP somme des périmétres des polygones est &gal i deux fois la longueur de
toutes les bramches du réseau puisqu'elles ont été dédoublées.
On a donc en notant Ly la longueur totale des branches

_21% -5 ﬁi : ) " (A2.9)
Si le réseau est inscrit dams un carré de coté L et de surface 1.7 (9)

devient 3
21g
E(n;) = i (A2.10)

Si le réseau comporte B branches, la longueur moyenne d'une branche est :

IBa....._

et (10) s'écrit :

281y
Y = A2.11
E(nj) oL ( )
On peut encore introduire la densité de branches par unité dé surface b :
B
=3
et (10) s'écrit encore :
2b1; . L
E(nj) = - (A2.12)

RESEAU TRIDIMENSIONNEL

Reprenons cette démonstration pour un réseau tridimensionnel
inscrit dans un volume V.

Les branches .du réseau constituent les arétes de polyédres
adjacents - séparons les encore en dédoublant leurs faces communes.

Si on jette une ligne L dans le réseau un nomwbre N de fois, ie

nombre de coupures de faces de polyédres est :

N
c =2 E w;
i=1
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Le nombre de fois ou les extr@mités de la ligne tombent & 1'inté-
rieur des polyédres est encore : h = 2N

et la surtace spécifique des polyédres est :
&)V,

- = L Icl.. = 1 2N . = Eg:n)
185 2]m;
d'ol on déduit : .
L)S; L.Sg,
E(m) = =— (A2.13)
4)vy  2v

ol S¢ est la surface de toutes les faces de polyédres du volume V. Si le

volume V est un cube d'ar@te L et de volume L3, on a :

Coupons maintenant le réseau tridimensionnel par un plan P, 1'inter—
section des polyddres avec le plan dessinera sur celui-ci une mosaique
pleine de polygones adjacents similaire & celle des figures 1 et 2 : les
traces <<s branches coupées sur le plan comstituent les nceuds du réseau

plan, les faces des polyédres coupés donnent les branches.

S
£ (A2.14)

E(m) =
. B A

Le nombre de branches coupées par le plan P est donc égal au
nombre de nceuds dans le réseau plan induit sur P.

Nous allons obtenir ce nombre de branches coupées en considérant
les branches intérieures au volume V comme des segments aléatoirement
répartis en position et en orientation - hypothése raisonnable puisque nous
supposons le réseau tridimensionnel de structure aléatoire.

Supposons pour simplifier que toutes les branches ont méme lon~
gueur 1, soit S la surface externe du volume V, h le nombre d'extrémités
de branches intérieures au volume et ¢ le nombre de branches qui coupent

la surface externe S, en appliquant la formule de CHALKLEY (5) on obtient :

1_k_1_ ) . (A2.15)
c S _
et le nombre de coupures de la surface S par unité de surface est donc :
¢ . 1n (A2.16
S 4y )
s"il y a B branches dans le volume V on a : h=28+c¢

car les ¢ branches qui ont coupé la surface externe S avaient une extreémité
i 1'intérieur. i

Si le volume est suffisamment grand, on peut négliger ¢ vis-a-vis
de h, car c est proportionnel 3 la surface externe, h au vblumeéintgrne et :

c S 1.2 1
— —_ o= e ud
R~ v 13 L Lo 0
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on a donc h #2B et (16) s'écrit :

L
2531 B
WO W (#2.17

wnln

oi Ly = 1.B est la longueur totale des branches dans le volume V.

Si on appelle RV la longueur de branches par unité de volume :

Ay = — (A2.18)

on obtient pour le mnombre de coupures par unit? de surface :

Les branches &tant réparties de fagom isotrope dans le volume V,
la demsité Yg des coupures par unité de surface est la méme pour tout plan
de coupe.

Si le volume V est un cube de volume L? et si les plauns de coupe

sont paralléles aux faces de surface Lz, le nombre moyen de coupures par un

plan est :
A L Lp
V . 2z B 2
¢c=E(n) =vyg . L =51 =— . L% = —
, 2 2L3 2L
D'ou les relations :
Bl bl.
E(n) e s s (A2.19)

oi on a posé cette fois :

b = = densité de branches par unité de volume.

2
-L3




ANNEXE 3

MOYENNES ARITHMETIQUES,
GEOMETRIQUES, HARMONIQUES

I.~ PROPRIETES DES MOYENNES ARITHMETIQUES, HARMONIQUES, GEOMETRIQUES POUR -
DISTRTBUTIONS QUELCONGUES

La moyenme la plus utilisée en statistique est la moyemme arith—

métique qui se confond avec 1'espérance mathématique de la variable alé-
atoire.
" La plupart des ouvrages de statistiq&es et probabilités ([A3.1]
a [A3.10]) ne définissent que la moyenne arithmétique et ignorent tota-
lement les moyennes harmoniques et géométriques.
Seuls quelques ouvrages [A3.11][A3.12] définissent la moyemne
géométrique et la ﬁoyenne harmonique mais les propriétés énoncées en sont

peu nombreuses.

Nous mnoterons dams ce qui suit pour simplifier 1'écriture :

moyenne arithmétique de la variable x,

moyenne harmonique de la variable X,

"& Mk H

moyenne géométrique de la variable x.
Les définitions de ces moyennes sont, respectivement pour des

distributions discrétes et pour des demsit@s de probabilité continues de

variables x positives :

;A=E(x)=n;2%i§ i=£°"xf(x)dx *3.1)
Log G°) = E(log x) = 121 z x; = [ Logx £Gx)ax (3.2)
soit encore : )
R S N B (43.3)
i=} .
B . E““/x) =£’"f(;‘) dx | (83.4)

1
—
2 (1/x;)

im 1
mPe n .
b
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1l @'y a ¢gaiice que si la disiribution de x est conCentrée i un PGl

L po he : M P
< est-a-dire si1 tous ies X sont Cgaux.

iV.- DISTRIBUTICONS “LOG-SYMETRIQUES™ - LEURS PROPRIZTES

Nous dirvoms que la fonctiom de distributiom d'une varianle
aidatoire x est "log-symétrique™ si la fomction de distributicn G& .a
variable y = Log x est symétrique.

Soit ¢F = £{y) dy 11 Aensite de probabilité de y = Log x, on

peut €écrire en revenant 3 la veciaoie x :

dF = [ (Log x) %§-= g{x) dx {A3.H)

Si la distribution f£(y) esksymelrique par rapport A ule Vaieul

Yo, O01 3 =

£y) = £Q2yo ~ y)
ou f{yo +a) = £(yo — @) (A3.7)
et la distribution x g(x) = f(log x) = f{y) est également symétrique par
rapport a la valeur %o telle que yo = Log %o.

Yo st moyenne aritimétique de la distributiom f{y) et x, est moyeune

zeométrique de la distribution g(x) en effet, :
7400 o0 J .
Yo = ; yi({y)dy = 5 Logx§££§5§ldx = fm Log(x)g(x)dx = Logxe (&3.8)
“-Q0 [e] O

Montrons maintenant que si une distribution est log-symétrique
sa moyenne géométrique est moyenne géométrique de sa moyenne arithmétique
et de sa moyenne harmoanique.

La distribution étant log-symétrique om a d'aprés (7) :

f(yo + @) = £(yo — @) avec yo = Logxe =';A
sosons : O = Log k, on obtient :

(Log xe + nog k) = £(Log kxo) = £(Log x - Log k) = f{log (5*))
et em remplagant £(Log x) par xg(x) d'aprés (®) omn obtieat :

kxo g(kxe) =L{ g (Ek"-)

) 4
glkx,) = “;‘5(7:9 (A3.95)




La moyeane aritimétigue ;A de g(x) est :

;A = ,rbx g(x) ¢x (:3.10)
o

205005 X = YXao , (10) s'écrit alors :

[ uad LD
= 17 yxe glyxedxedy = x2 [ y glyxe) dy (R3.115
o] o

Si on remplace g(yxo) par g(xo/y) / y? viré de (9) , (11) devieant :

;A=xf rn —g—(-]%/ﬂdy (A3.12)

o

Posons alors x' = xo/y, (12) s'&crit :

» L e 1 ] .
A2 io x" gx")xodx"' _ x2 r' gx ?dx (A3.13)
xox.z o X
et comme par définition de la moyenne harmonique on a :
I g(x)dx
—H !,“' x
x

on obtient finalement :

R . A =x2=G5H2 (A3.14)

D'ou le théoréme :

THECREME : La moyenme géométrique d'une distribution log symétrique est
moyerme géométirique de la moyerme arithmétique et de la moyenne
harmonique de cette distribution.




ANNEXE 4

THEORIE DES GRAPHES APPLIQUEE
AUX RESEAUX ELECTRIQUES (%)

I.- DEFINITIONS

On appelle graphe d'un réseau &léctrique, 1'ensemble des B
branches (qui portent des ré@sistances ou des générateurs) et desN noceuds

{qui les connectent).

La valeur d'une branche est selon le cas égale & 1'impédance

ou 3 l'admittance qu'elle supporte.
Un arbre d'un graphe de N ncuds est un ensemble de (N-~1) bran-

ches joignané tous les nceuds du graphe sans former de chemin fermé (cycle).

On appelle cordes d'un arbre les B-N+l branches qui n'appartien-
nent pas d cet arbre.

Nous appellerons valeur d'un arbre le produit des admittances

de ses (N-1) branches.

La figure A4.] montre les arbres du graphe d'un réseau simple

avec leurs valeurs.

RV

B9 % WYY %%V % %Y,
Figure A4.1 = Arbrés d'un graphe avec leurs valeuis

(*) Nous ne donnons ici que des résultats essentiels pour la compréhension

de notre méthode de calcul. Pour un exposé plus complet, nous renvoyens
le lecteur aux références [A4,1][A4.2][A4.3].




I1.- MATRICE DES ADMITTANCES DE NCEUDS

Soit un réseau de N nceuds dont les nceuds numérotés N~

v

et N
sont reliés & un générateur de courant d'impédance interne infinie.

On appelle matrice des admittances de nceuds Y(**) une matrice
carrée, symétrique de N-1 lignes et colonnes dont les termes diagonaux Y, .
i

repréesentent la somme des admittances aboutissant au neceud i et dont les

termes Yij sont négatifs et représentent les admittances reliant le nceud i
au noeud j.

Les lois de Kirchoff s'é@crivent sous forme matricielle :

@ = @ W (A4.1)

oti (J) est une matrice colonne des courants de source de nceuds dont 1'é&lé-

- - . ”~
ment Jk représente le courant de source injecte au nceud k.

Dans le cas présent, la seule source de courant étant reliée

aux nceuds N-1 et N (N est pris comme référence), on a :
Jk = I Gk,N—l (A4.2)

(V) est la matrice colonne des tensions de neeuyds , V. est donc

la tension du nceud j prise par rapport au neud N de référence.

La figure A4.2 montre un réseau simple 3 4 neuds et 1'équation
(J) = (Y)(V) correspondante :

N Ys Vs <% |
Y5 %% =Y, \|sz
Y <Y V)|

L L d

o

e e end

1

1

e e e
— o

-
L.

Figure A4.2 : Matrice Y des admittances de nceuds

Les tensions de neceud sont obtenues par inversion de la matrice Y
-1
vy = (0 O (A4.3)
En particulier, la tension du neud N-1 par rapport au nceud de

référence N est donnée par :

(**) Cette matrice est habituellement notée (Y_) dans les ouvrages de théo-
rie des graphes appliquée aux réseaux électriques. Comme nous n'em—
ployons que cette matrice nous la notons (Y) pour simplifier.
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Y
N-1,N~1
Va1 N = SN S0 AR ¢ (A4 4)
g Y|
od |Y| est lc déterminant de la matrice Y ct Yool | le mincur de (Y)
-~ NTH G INT
cme

obteuu en rayant la (N-1) ligne et la (N=1)CMC colonne de Y.
La résistance Cquivalente du réseau entre les nceuds N-1 ¢t

cst donce ¢

ch = = — (A[#.S)

IV.- CALCUL DE LA RESISTANCE EQUIVALENTE DU RESEAU A PARTIR DES VALEURS DE SES
ARBRES

Un certain nombre de théordmes ont été& &tablis [A4.1]1[A4.2][A4.3]

qui permettent de calculer les déterminants Y lY|, & partir des

N-1,N-1,
valeurs des arbres du réseau.

THEOREME 1 : Le déterminant |Y| de la matrice des admittances de nceuds
d'un réseau sans impédances mutuelles est égal & la somme

des valeurs des arbres du réseau.

THEOREME 3 : Le mineur ij de la matrice des admittances de naeuds s'obtient
a partir du réseau Peplié" obtenu en court circuitant le rceud
J au neud de référence : 1l est égal a la somme des valeurs

des arbres de ce réseau ''replié'.

On peut déduire de ce qui précéde la résistance équivalente

vue entre les bormes N et N-1,

e (P31
YV-I N-1 somme des valeurs des arbres du réseau "replié
v )
= =

Req (AL4.86)

lY| somme des valeurs des arbres du réseau "originel"

Si on appelle T le nombre d'arbres du réseau originel, T' le

nombre d'arbres du réseau replié, et si on note Vk la valeur d'un arbre

du réseau originel, V'1 la valeur d'un arbre du réseau replié

'i" 'i?' N-2
' v (7 g:4)
Y 1 . 31
_ _N-1,N-1 _ 1=] o 1=1 j=I
k (7™ g..)
k=1 k=] i=] 1K

Les gj1 et gik sont des conductances du réseau appartenant respec-—

tivement aux arbres du réseau "replid&", et aux arbres du réseau “originel".
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la figure A4.3 illustre le calcul de Req par ces deux méthodes

pour le réseau de la figure A4.2

3
W, = :
1 : vl = Y Y Y, + Y Y Y, +.Y]YQY5 Y YY Y VY
+ Y Y Y, +
PNILS 'y Ny
&

pa s > d 1 d b a - :
RESEAU *CRIGINEL (somme des valeurs des arbres de la figure A4.1)

2
A2 7 :
3L Y SY Yok VYo # Y Yok Y Yo+ YiYo + YoV, Y ¥ + VY,
RESEAU “REPLIE
Y
Req = —2%
; [y

Figure A4.3 : Calcul de la résistance &quivalente au réseau




ANNEXE S

DISTRIBUTIONS HYPERGEOGMETRIQUES

I.- DISTRIDUTION HYPERGECMETRIQUE A UNE DIMENSION

Soit une population de N &ifments comportant deux types d'€ié-

ments X, et x, em proportions respectives P, et p, = 1 - -

On tire de cette population un &chantillon de n &léments et on
cherche la probabilité d'avoir k &léments xy dans cet &chantiilion.
Le nombre de facomsde prélever m &léments distincts parmi N est

dooné par le cefficient binomial.

N, _ N!- AS5.1
(n) T a! (N-m)! (

Le nombre d'éléments x, dams la population est Np1 et le nombre

1
d'éléments x., est Np,.
v 2 2

k éléments X, peuvent étre ch0131s parmi les Wp] de ( pl) fagons

et s'il y a k éiéments x, dans 1’ chantlllon il y aura (a-k) éléments

1
x, qui peuvent etre choisis parmi les sz de ( p2) fagons différentes.
vk,

Puisqu'un choix de k &léments x peut étre combiné avec n'importe quel

|

choix d'éléments Xy» le nombre de fagons de tirer k €léments X dans

1'échantillon n est :
N Np )
( il)(nri) (A5.2)

et la probabilité de k &léments x, dans 1'échantillon n est obtenue en

1
divisant (2) par le nombre total de choix de 1'échantillon :

Np]
( )
P‘(‘) - ______( )“‘k (AS5.3)
A0
(n)

- wge o oK - . - .
. Le systéme de probabllltesP(n) est appelé "distributiom hyper-—
géométrique” car sa fonction gémératrice est ume fonction hypergéométrique.
Si x, et x, représentent des valeurs aitachées aux Zlérents de

méme nomyévaluons le produit Z, des valeurs des n éléments tirés :

) k _n-k "
z, = x, x, (A5.4)
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On peut calculer 1'espérance de la variable aléatoire Zn :

Npiy P2
n 5 ¢ 0HE)
E(Zgy) = xT x; ¥ i ——JL—EELEE- (25.5)
k=0 ()
- Np Xp
( 1)( 2)
i k -
i JRBY g L e < (85.6)
k=0 *2 (n) ?
et en posant xl/x2 =z
Np:. Np
( 1)( v2)
E(Zy) = xp )j s (35.7.)
k=0 (n)

L'expression (7) n'est autre que la fonction génératrice de la
probabilité plfn) multipliée par x;_l : montrons qu'il s'agit du développe-
ment d'une fonction hypergéométrique, ce qui n'est pas &vident 3 premiére
vue.

Les ceefficients binomiaux de (7) peuvent s'exprimer en fonctiom

du coefficient de Pochhammer par la formule suivante (LUKE [15]) :

k
: 0¥,
W~ B~ g (45.8)

ol (—n)k est un cefficient de Pochhammer tel que :

I'(a+r)

Nous attiroms cependant 1'attention sur la confusion facile 3

= a(a+l) ..... (a+tn-1) (A5.9)

faire entre le cefficient de Pochhammer (a), et le ceefficient (n) . uti-
lisé par Feller [A3.3] noté [n], par Berge [AS5.1] et alr] par Kendall
[A3.11] et qui vaut :

Nous utilisons ici le développement (8), qui est relativement
peu courant, car les fonctioms hypergéométriques sont définies habituel-

lement 3 partir des ceefficients de Pochhammer.

(n)r = [n]r = n[_r] = (n_r_xr':)_'_ = a(n-1)(n-2) .... (n-r+1) (A5.10)

Le ceefficient de Pochhammer est noté par Berge [AS5.1]
(@ = [a]l®

et on voit donc avec les notations de Berge que :

: k k [n]
R n! _ =B [-n] k
G YT ey < ik Y] (5.11)

d'ol on déduit :

[al, = (DX [-nl*
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Nous n'utiliserons pas cependant la notation de BERGE, celle de
Pochhammer &tant consacrée par 1'usage dans 1'étude des fonctions hyper—
géométriques.

Avec la notation de Pochhammer, (7) s'écrit d'aprés (8) :

n~k k

n . (-Np,), (-Np,) (-1) -1 ;
E(Zg) = x, 2~ Ve 727 nck A (A5.12)
X=0 Kl (@)l . (W (-»°
x; 113 zk K
RN RZO w Ry () ), (1) (A5.13)

et en appliquant 1'identité (LUKE [15])

D* @
@i = (=a—n)_ (A5.14)
(-Np,)__, s’&crit :
0% (=%,
(-NPZ)n—k (I+Np2-n)k
et (13) s'écrit alors :
(-Np,)_ n _k (-Np,), (-n),
n 2'n z 17k k
E(Z) =%, « o RZO T, (A5.15)

La fonction hypergéométirique de Gauss 2Fx(a,b,c;z) admettant le

développement suivant en polyndme lorsque a est un entier négatif :
) t hant 1 b
m (), (b)), k

F,(a,b,c3z) = F._(-n,b,c;z) = —_—
2" 2°1 Lo @ ©
(15) peut & la fim s'@crire :
(-Np,,) .
| n 2’n
= =N - - J - e o‘
E[Zn] %, (_N)n . ZFI( n, Npl,xpz n+l;z) {A5.16)

I1.- DISTRIBUTION HYPERGEGMETRIQUE A PLUSIEURS VARIABLES

Examinons maintenant le cas o il y a plusieurs types d'éléments

dans la population N, soit les &lémr its X1y Xyy X5 X_oem proportions

2
respectives cee Pr oaee tell : . o=

En suivant le méme raisonnement que précédemment, la probabilité
d'avoir dans un &chantillon de n élémentg}pris parmi N,un nombre kl d'éleée-

ments x, , un nombre k, d'é&léments Xy wenes km d'éléments X s telsque :
!

1 2
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k., + k), + ... +k = n (AS5.17)
1 2 m
est \
N
Py P2y L. ("\Pm) |
K,k Ky s m
p(is 2”"! = (AS-XB)
" &
1

La distribution de probabilité&s (18) est appelée distribution
hypergéométrique a (m—1) dimensions (WILKS [A3.4]) caril n'y a que m—I

variables indépendantes’puisque’d'aprés (7)) :

y = -
K n-(k +k, +.... ko)
: Soit encore Z, le produit des valeurs des Elépents de 1'&chan-
tillon, on aura : etl\v////”
= K1 Ko kn-1 _Xm
Z, = %" %% ... x T % (A5.19)

avec la probabilité (18)

L'espérance de Z, s'écrit alors :

Npy, (NP2 Npgy
(kl)(kz) (km)

el k k
E[z.] = IIx;' x,° .... x'®m (A5.20)
m . N
k,,k,y.. k =0 o)
1272 m n

II1.- DISTRIBUTION DES ELEMENTS RESTANT APRES TIRAGE EXHAUSTIF

La loi hypergéométrique 2 une .dimension donne la probabilité
qu'bn>obtienne r &éléments x dans un tirage de n &léments fait parmi ume
population de N éléments contenant une proportiom p d'éléments x et
q = l-p d'éléments ¥y.

Cette probabilité s'énonce (A5.3) :
Np, Nq n, . N-a
(© _ (r G- QG p-r)
P, = (A5.21)
n & )
n Np

Quand on tire un &chantillon de n éléments, il reste N~n éléments
non tirés de la population.

Si on tirait un échantillon de N-n éléments, il resterait mn
€léments pon tirés.

Il est intuitif de penser que la proportion d'éléments x dans un
€chantillon n tiré de la population au hasard est identique 3 la proportion
§'é1éments X restant dans les n éléments non tir@s quand on a prélevé un

échantillon de N-n éléments &galement au hasard : montrons le simplement.
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La population N conticnt Np €léments x, aussi 1a probabilité de
tirer r éléments x dans un échantillon n est identique 3 la probabilité ce
trouver (Np-r) &éléments x dans les N-n €léments restants ce que nous note-—

TOnS Ppar :

(r) _ =(Np~-1x)
l')n - _PN-n (a5.22)

Dans un tirage de N—n éléments, par coms@quent, la probabilité

d'avoir r éléments x dans les n éléments non tirés sera :

= _ o(Np—r) \
PI(‘I‘) = PN—n (A5.23}

et en remplagant dans (1) m par N—n et r par Np-r, on obtient :

N—n)(n) \
.y _ Np—r''r’ _ p(r)
PN—n(Np r) —-———235;——— = Pn (AS.24)
Np

On déduit de (23) et (24) que :

P(r) = —P_ér)

On peut donc affirmer que :

THEOREME : La probabilité de tirer r élément x dans un échontillon de n
pris dans une population de N est identique a la probabiliié
de laisser r éléments x dans les éléments restants aprés tira-

ge de N-n éléments dans la méme population.

Ce théoréme peut s'&tendre 3 une loi hypergéométrique & plusieurs

dimensions lorsqu'il y a dans la population N des éléments Kip Xy eeee X

en proportions P> Py =-cc- P-

La probabilité de tirer r, &€léments Xy T éléments Xy eeee T

i 2

éléments X dans un échantillon n s'écrit (AS5.18) :

Npy, Np Npm
EHED oo (71
(A5.25)

Py (rysTy-ety) = &
n -
On peut effectuer la méme démonstration em &crivant que la proba-

bilité de trouver (Npl—r]) éléments X, (sz—rz) éléments X, .... (Npm—rm)

2
éléments X s dans les (N-n) éléments non tirés est la méme que (18) :

Pn(rl,tz,...,rm) = PN—n(Npl_rl’ sz—rz, cens Npm—rm)

Et dans un tirage de (N-n) éléments, la probabilité d'avoir r,

éléments xi dans les n éléments restants est donc :

Pn(ri’TZ""’rm) = PN_n(Np]—rl, sz—rz, enes Npm-rm)



Lt ¢n remplagant dans (4) » par N-n et les t.opa i
on obtient
( Npj 3 ( Np,, ) ( Npo
5 ,“ . Np —ry " WNp,-r, NPm‘rm)
“Nen (A\pl—rl REETE Pm—rm) = N (&85 . 08)
(N—n

et en raison de !'identité@ pour les cefficients binomiaux :

o i

m n-m
(25) et (206) sount &gaux et par conséquent on a encore pour la distribution
hypergéométrique a plusieurs variables

= 7 e T LS. 2t
Pn(rlrz e rm) n(rl’ T, ) {4 7

v A en
1772’ b

proportion T Tos eens T sent identiques dans 1'échantilion n et dans
i

Puisque les probabilitds d'avoir des él&ments x %
les n €léments restants aprés tirage de N~n éléments on peut ea conclure
de fagon plus générale que la distribution des variables x dans :'é&chan-
tillon n ou dans les n &léments restants est la méme.

TIRAGE

MOYENNE DU PRODUIT DES VALEURS D'UN ECHANTILLON RESULTANT D'UN
EXHAUSTIF

Supposons que les caractéres X5 Kgy erees X qui étalent atiame
chés aux 6léments tirés sont des nombres positifs et caleulons le produit
de ces nomhres.

On notera Z, le produit des valeurs de n &léments tirés

%‘ (A5.28)

i=1

YA =

n X.

i
et ZE_E le produit des valeurs des N-n éléments restants non tirés :
4 - .

N
i

1=n+1

X.
1

(A5.29)

Supposons la population N fixe : la moyenne géométrique des

valeurs x des éléments de la population sera :

e N
x = (7 xi) (A5.30)
i=]
¢t par consdéquent
N - ~G.N ;
Tox; = x) = constante (A5.31)
i=1
On peut donc écrire :
n N N N
2y o lg— = T X, . T X%, = T X, = &)
[Chud . 1 . . 1
i=1] 1=n+] i=]
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soit :

VA = (~5.32,

Zn étant la valeur du produit d¢'un échantillon de n &liments,
si on tire un grand nombre d'&chantilloms et qu'on effectue ia moycane s
Zn obtenus, on peut &écrire, puique (§G)N est une coastante de¢ la sopuia—
tion :
—G\N I

E(Zy) = (x) E(Z ) (~5.33)
N——m

. . s . . A . P :
Ce qui s’&crit en introduisant Zn moyenne arithmétique des A

—=H 5 .
et Z-— moyenne harmonique des Z—.
puey N-n

N
—A =1 ~G\N .
Zn - Iy = x) (45.34;
Mais (A5.32) peut aussi s'écrire :
—~G\N
- &)
X-n in

et en passant aux espérances on obtieamt

Bz = GOV EGD

D'oli on déduit, avec les mémes notation que précédemment :
=H

]
LA ~G\N
| i A =

ZN—n ° 0 )

{(A5.35)

En applicquant les r@sultats du paragraphe précédent, puisque .a
distribution des valeurs de x au sein d'un &chantillon de n est la méme
qu'au sein des n restants aprés tirage d'um &chantillom de N-n, on peut

écrire :

E(Zp) = E(Zp) soit  Zmt = Z2 (45.36)
E(1/23) = E(1/Z3) soit Zoh = zﬁﬂ ~ {A5.37)
E(Log Z;) = E{Log Z;) soit Zn = Zg ” {A5.38)

L'ensemble de ces relations est valable quelque soit O £ n € N.

La réunion de (34) et (35) peract d'écrire :

——A G _ A H _  —G\N ‘o

0 - Ly =l - 4y = (k) (A5.39)
501C ¢

—f ii_

e = 2 (45.40)

B3
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et pour m = 1, on obtient, puisque ZI est la valeur d'une seule variable

tirée : o
;i : 33
B2 RS — (45.41)
Zy-1 Z

Méme si les variables X, me sont pas indépendantes, on peut
7 toujours écrire : :

Log Z; = Log (x; x, .... xn) = Log x; + Log X, + .... + Log x_

et

=G .7 T :
Log Zn = E(log ;) = E( ] Log x;) = ] E(Log x.) = n E(Log x)
i=1

i= i=1
= n Log ;G
c'est-3-dire :
'z'i R L (A5.42)
(39) peut donc s'écrire sous la forme :
A =H ~6,n—G.N-n =G =C
- Zﬁ:; = (x) (x) =Zn e zN-n (A5.43)
soit emcore d'aprés (37) :
G G
I 5e (A5.44)
e ;
o -n =




m
[«a]

ANNEX

LGOI DE DISTRIBUTION "LOG-UNIFORME"

Par analogie avec la loi "log-normal:" nous appelons loi

"log~uniforme" la loi de distribution d'une variable aléatoire positive

x dont le logarithme y est distribué selon une loi uniforme.

La figure A6.1 donne la forme la plus générale de la distri-

bution de y dont la moyenne arithmétique est M

Y
‘}9( )
1
/ZA?
1
{
‘ i
i & : o en
M- A M M+ A y = Log x
Figure A6.1
L'équation en est
o . PR
s(y) = 5% M-A < y < M+A (A6.1)

La loi de distribution f(x) de la variable x est obtenue en

identifiant les densités de probabilité

T 1
£Go) dx = g(y) dy = op dy = 5 X

On en déduit

1 dx (Ii A) . . (MlA)
[ R ———— - 6.‘
f(x) dx 2/ . (s X N e (A 2)

. M ' :
et si on posem =e et A = Log a on obtient

.

1 1 m .
'-ZL———O-é—-g ; ;<x<m.a (A6-3)

f(x) =

La figure A6.2 représente la distribution £(x)




Hx)
{

m N > x
% Wit
Figure 46.2
‘I
X est la moyemne arithmétique de la distribution de y, m =e
est donc la moyemne g@ométrique de celle de x = &7. )
X = m (58.4)
La moyemne arithm@rique de £(x) est domnée par :
e .
= -t dx _ma -w/a
X E(x) Tiog 2 };nlax o 108 a
d "ot
x 08 a (46.5)

La moyenne harmonique de £(x) sera telle que :

dopdy -t g iéx_ 1 4™ al/a
e x 2log & Jﬁ[a X X 2Log & x'm/a 2mlog a
d'od :
~H _ Zm Log a
x a‘lla > {76.6)

La distribution étant log-symétrique [ammexe 3] om peut vérifier
qu'on a biem :

20 E = @52
guand & tend vers 1, ;:-A-'-;H -+ 1.

quand a tend vers 1"infimi, ;ﬂ tend vers 0 et ;A vers 1'"infini.




e

prad
45!
p-3

f*ri
~d

STRUCTURE INTERNE
[RALVI V'R VIR ColF SRl 08 F ol

Une des mathodes &'investi

<)
-t
IR
©
o
[«W
9]
7]
~J
[
¢
~
e
[0
t
(1
(7]
a{
4
5
H-
pJ.
ﬁ

poreux consiste a faire pinfirer dans ce milicu um

Ph

C"
e

50U5 une Pression exXterne Srelssante, co fluide chassant uwn fluide moui.o—

lant qui occupait primitivemenli iLa toralité des pores.

51 la porosité <du milieu poreux est® et son volume V, le volume
des pores est VP = QV et on appellie saturazticon s 1a fractiom de ce volume
remplie par un fluide : si Vf est le volume de fluide occupant les pores
on a donc :

s = Vf !/ Vp = Vf ] &V

On désigne sous le nom de "courbes de pression capll aire" les

courbes reliant la saturaulon en fluide nom mouillant Sy d la pression

imposée 3 ce fluide pour le faire pénétrer.
Si, au lieu de mesurer le volume de fluide non mouillaat entrd
on mesure le volume de fluide mouillaat chassé des pores, om tracera .a -

courbe de saturation en fiuide mouillant s, en fonction de la pressiom :

M :
on aura évidemment : s, + s, = |
N M K
Si la courbe est tracée pour des pressions croissantes em partant
de Sy = f] \(s\ﬁ = 1), on l'appelle courbe de drainage et si on fait redécroi-

tre la pressiog}i partir d'un maximum atteint, jusque zéro, le fluide

mouillant chass&, repénétre et on obtient alors la courbe d'imbibitionm.

Dans la méthode d'Injection de mercure, le milieu poreux est

préalablement vidé d'air et le rdle du fluide mouillant est domec joué
par le vide : on force du mercure, fluide non mouillamnt a3 pénétrer :
seule la saturation sy en fluide no.. mouillant peut etre mesurée, en drai-
nage, comme en imbibition.
Dans les méthodes classiques de mesure de pressiomns capillaires,

telle que celle des ™dtats restaurés” le fluide mouillant est habituelle—
q

went de 1'eau et le fluide non mouillant de 1'huile ou du gaz.
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On utilise un échantillon cylindrique de milicu poreux : le
fluide non mouillant pénétre par la surface latérale et par lc dessus du
cylindre, chassant le fluide mouillant qui est évacué paf la base du
cylindre.

Dans cette méthode il est plus fréquent de mesurer le volume
du fluide mouillant &évacué ou entré d'ol on déduit la saturation s, en
drainage, comme en imbibition.

Qudle que soit la méthode utilisée, la progression du fluide non
mouillant est considérée comme quasi-statique c'est-i-dire infiniment

lente.

I1.- LOIS DE LAPLACE - LOI DE WHASBURN

A la base des méthodes de mesure de pression capillaire se

trouve la propriété physique suivante :

L'interface séparant deux fluides non miscibles est une surface dont
la forme est .telle que son énergie libre soit minimum, compte tenu
des conditions aux limites imposées par le récipient contenant les
deux fluides.

Cette surface est une surface 3 courbure moyenne constante en

tous points donnée par la loi de LAPLACE :

20
V= 1 1 2 12 ‘
pc--O'lz (R +R) ==z (K751
1 2 m

ol p, est la différence de pression régnant de part et d'autre de la

surface (pression capillaire).
g,, est la tension interfaciale entre les liquides 1 et 2, fonction du
couple de liquides utilisés.

R1 et R2 sont les rayons de courbure principaux selon des plans perpendi-
culaires, en tout point de la surface.

(Le rayon de courbure moyen Rm est la moyenne harmonique des rayons de
courbure principaux). ‘

La loi de Laplace est relative aux propriétés de 1l'interface
fluide 1 - fluide 2 mais ne dit rien sur les conditions de raccordement
avec un éventuel solide enfermant les deux phases fluides.

Si on considére l'interaction entre les deux fluides et une

paroi solide, on fait intervenir les tensions interfaciales suivantes :
OIS = tension interfaciale entre fluide 1 et solide
028 = tension interfaciale entre fluide 2 et solide

I19 = tension interfaciale entre fluide 1 et fluide 2.
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La composition de ces tensions (fig. A7.1) 4 1l'endroit oit se
rencontrent les trois phascsdonne un &quilibre de 1'interface si on 2
cos 6 : {n7.2;

Tis T %5t 9

4
<::>“ﬁ

Figure A7.1

8 étant 1'angle sous lequel se fait le raccordement de 1l'interface avec

le solide.

Cette relation dite relation d&'Young, [A7.11{47.2] donne :
cos § = —S_ 25 (A7.3)

et montre que le raccordement de l'interface avec les parois solides se

fait ‘avec un angle de contact constant § qui ne dépend que des propriétés

relative du triplet fluide 1, fluide 2, solide.

Avec notre notation, le fluide 1 est non mouillant et le fluide 2
mouillant si 6 est inférieur a T/2.

Dans le cas trés simple d'un tube capillaire cylindrique de
section circulaire, on peut calculer exactement la forme de 1l'interface.

Si le rayon du capillaire est r, le raccordement du ménisque
de l'interface avec la paroi solide se fait selon un cercle et la surface
de courbure moyenne constante qui s'appuie sur ce cercle ne peut &tre

qu'une calotte sphérique dont les deux rayons de courbure sont &gaux :

R, =R, =R (A7.4)

Si 1'angle de contact est §, on a (fig. A7.2) : Rcos § = r

7 /’T\\f 7

/ N7

RARMNNNENN

Figure A7.2
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et la différence de pression de part et d'autre de 1'imterface cst :

2G 20, cosH
= - = | R I V' 12
Pe 5P TPy T 0y, (jﬁu‘ TE) g = (27.5)

Si le capillaire &tait comique, de demi-angle au sommet « (fig. £7.3)

Figure A7.3

on aurait cette fois :
Rcos (8B+a) =t
r étant le rayom du cOme au miveau du haut du ménisque.

20?2 cos (6 + o)
(a7.5")

d'ot : P. =P 7Py = T
Le ménisque étamt partout em comtact avec le solide, on peut
donner ume interprétation mécanique simple de ces relatioms em &crivant
que la force exercée par la différence de pression P;"P, Sur 1'interface
‘de section s est équilibrée par la composante verticale de la force exer-
cée par la temnsion interfaciale 0,, sur le contour de raccordement de

12
1'interface avec le solide c'est-d~dire le “périmétre mouillé™ L.

On obtient ainsi pour le capillaire cylindrique circulaire,
- 2
(p; = py) w” = 0, cosb . 2ur
et pour le capillaire comique de section circulaire :

- 2 =
(1)u pz) T P cos(® + o) 2mr

relations qui, une fois simplfifes redounent les formules (A7.5) et (47.5°).

Dans le cas général pour umne section nom circulaire et 3 condi-
tion qu'il y ait partout contact entre le pourtour de l'imterface et le
solide, on voit qu'il suffit d'écrire : "

ipl - pz)s =0, cos(0 + o)L

soit : (pl - PZ) = 012 cos(0 + u)~%’- ’ (A7.6)




ot L/s va reprisenter le périm@tre par unité de surface, c'esi—i-
le périmétire spécifique, de la seciion droite du capilliaire % i'endroit
oi est arrété le ménisque de 1'interface.
1" R - . . - - om g . - -

Le "rayon hydraulique” m d'un capillaire étant d&fini habituei-

lement par [A7.3]{A7.4]
m = = -

On écrira (A7.6) sous la forme :

0}2 cos{(6 + a)
- = (a7
23 Py @[ ai.n

La 1oi de Washburn utilise la relation (A7.5) en sens iaverse

et Enonce que, pour faire pénétrer un fluide non mouillaat dams un capili-—
laire cylindrique circulaire de rayon r, rempli de fiuide mouillaat, si
-2 - - - - - 1 » .
1"angle de contact est § et la tension interfaciale eatre le fluide ©_ .,
il faut exercer sur le fluide non mouillant une surpression par rapport

au fluide mouiliant (pression d'emtrée) telle que :

2 cosd

%2
T

LY hY
c (A7.8)

P, =P —p, >
relation qu'oa peut généraliser i un capillaire cylindrique non circulaire
en remplagant 2/r par 1/m 3 condition que les fluides mouillent la totali-

té du périmétre du capillaire.

pénétre, 1'interface progresse et me s'arrétera qu'en ume position oG 1e
rayon hydraulique m est tel que la relation A7.8 n'est plus satisfaite a
ia pression ﬁc.

Cette relation n'est valable rigoureusement que pour un capiilai-
re cylindrique (non counique) dont la section est entiérement occupde par
i'interface entre les fluides : c'est loin d'dtre le cas dans les
milieux naturels.

En effet si le capillaire, supposé cylindrique et rectiligne,
présente dans sa section droite, des parties du périmétre dont le rayon
de courbure est inférieur au rayon de courbure minimum accessible 3 la
pression considérée, et,en particulier,s'il y a des parties anguleuses

dans la section droite, le fluide non mouillant ne peut y pénétrer{fig.A7.4.)

Figure A7.4
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A chaque augmentation infinitésimale de pression, 1'interface
progresse atteignant des sections de canaux de rayon hydraulique =N plus
petit, d'angle de conicité ®., dont on pourra dé&finir la "presszion
d'ouverture" :

a., cos{(f + ai)

_ %
Pi- m.
i

(47.9)

En outre, dans des sections déj3d occupées par le fluide nomn
mouillant 1'interface prend un rayon de courbure moyen plus petit qui lui
permet d'occuper des anfractuosit@sétroites qui n'étaient pas eacore
emplies 3 des pressions inférieures.

Théoriquement, on peut donc diviser le milieu poreux en une inii-
nité d'éléments de volumes AV, qu'on peut prendre égaux,
caractérisés chacun par un angle de conicitérai et un rayon hydraulique

m., dont la pression d'ouverture p; est donnée par (A7.9).

Si Vp est le volume total des pores, le nombre de ces &l&ments

de volume sera :

v
N = —
AV

La distribution du nombre n, de ces &léments de volumes en fonc—
tion de leur pression d'ouverture P;» permettrait de caractériser utile-
ment la structure interne du milieux poreux. Cependant, damns la pratique,
des &léments de volume internes théoriquement accessibles 3@ la pression
- . . . -

P, me pourront etre envahis par le fluide non mouillant que s'ilis comu-

niquent d&j3a avec celui-ci, par une extrémité@ ou par une autre.

Si on trace donc la courbe expérimentale du nombre de volumes
€lémentaires envahis 3@ la pression P;» c'est-d~dire la saturation effective
en fluide non mouillant s(pi), on obtient la courbe classique d'injection
de mercure ou de pression capillaire différente de la courbe :

n. (p.
;(p;)

5 (A7.10)

s*(p;)
Et pour cette courbe exp&rimentale, les conditions aux limites,
c'est-i-dire les faces par lesquelles entrent ou sortent les fluides
mouillants et non mouillants, et qui sont fonction de 1‘'appareillage utili-
s&, sont de premilre importance.
La saturation théorique sx(pi) pourrait étre obtenue par les
méthodes précédentes si on utilisait comme &chantillon de milieu poreux

" une lame infiniment mince.
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Les problémes de connexité entre pores qui font difidrer s{o.)
et s“(pi) ne joueralent alors plus et n. &léments de volumes pourraien;
effectivement se remplir a leur pression P; d'ouverture.

Malheureusement, sans doute 4 cause des difficultés czpérimenta-
les,Anous n'avons jamais entendu parler d'une telle mesure, faite sur des
lames minces.

Certains auteurs (DULLIEN BATRA [A7.5] pour avoir accés & la
véritable "granulométrie" des pores ont imprégné des milieux poreux de
métal 3 bas point de fusion puis disscus la matiére solide du milieu
poreux, obtenant ainsi un "squelette" solide du volume des pores.

Une étude microphotographique sur une coupe de ce "'squelette"
leur a permis d'obtenir une courbe de distribution des "largeuts de pores"
effectivement trés différente de celle qu'on pourrait déduire des courbes
d'injection de mesure.

Cependant, ce genre de mesures ne permet pas d'accéder a la

courbe s”(pi) car il .faudrait mesurer les périmétres spécifiques des pores.

|\ III.~ OBTENTION DE LA COURBE s¥(p;) SUR UNE LAME MINCE

On peut, pourtant, envisager d'utiliser une coupe de milieu

poreux pour mesurer sx(pi) de la fagon suivante.

Imaginons que dans le milieu poreux, en trois dimensions on ait
pu remplir de fluide non meuiflant , 3 une pression donnée P tous les
éléments de volume accessibles 3 cette pression ou & des pressions infé-
rieures sans tenir compte des relations de connexité entre pores intérieurs.

Coupons alors par un plan le milieu poreux, on trouvera comme
trace sur le plan de coupe la section des '"pores' avec certains pores
emplis plus ou moins complétement de fluide non mouillant et certains
pores.vides de ce fluide. '

Si la surface des pores apparaissant sur le plan de coupe de
section § est Sp et si la surface totale de fluide non mouillant est
SN(pi) < Sp’ on en déduira, si le milieu est homogéne et stationnaire

pour qu'on puisse appliquer une hypothése d'ergodicité,'que :

¢ = s_/s
o/

s(p.) = : _
1 s . (A7.11)

Mais la pression P; d'ouverture d'un &lZment de volume est fonc—
tion de 1'angle de mouillage 6, dépendant des propriétés relatives des

fluides et du milieu.
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Pour s'affranchir de ces propriétés relatives et obtemir un
résultat qui ne soit fonction que de la structure interne du wilieu on

peut introduire ume pressiom réduite P telle que :

% _ P
P cosb

(£7.12)

ceci revient 3 supposer que la pressiom p* est relative 3 1'injection ¢'um
fluide déplagant d"angle de mouillage 8= 0 (cos8 = 1), c'est-a-dire d'un
fluide mouillant, dans un milieu déj3 saturé enm fluide mouillzat con misci-
ble avec le précédent (couple eau—air par exemple).

PURCELL [A7.6] a vérifié dams ces conditioms qu'en utilisaat la

pression réduite p* et compte temu des temsioms imterfaciales G,

2 diffé-
rentes, on pouvait pratiquement superposer les courbes de pressiomn capil-
laire relatives au couple eau—air (6 = C) et les courbes d'injectiom de
mercure (8 = 140°).

Une approche similaire a conduit ETIENNE et LE FOURNIER [A7.7]

3 imprégner un milieu poreux de deux résines différemment colorées, toutes
deux mouillantes, 1'ume jouant le rdle de fluide déplacant, 1'autre de
fluide déplaceé.

En travaillant emsuite sur des plaques minces du wmatériau impré-
gné ils déterminérent la saturation em résime "déplacgante" em fonction de
la pression.

Une comparaison avec une courbe d'injection de mercure damns le
méme matériau a permis de voir que les deux courbes &@taient trés proches

1"une de 1'autre si om corrigeait les &chelles debpression de facom a

avolir =
i L NG
(v} o_ cosb =
T m m

les indices r se rapportant 3 la résime et les indices m au mercure.

Mais 1'impr@gnation ayant été faite imitialement dams le matériau
massif et mom pas sur la plaque mince, la courbe sx(pi) ne peut étre obte—
nue 3 partir de cette mesure.

REMARQUE : La relatiom exacte pour la "pressiom d'ouverture" d'um capillaire

conique &étant (A7.9) :

(0]
e T |
P _'TE;_ cos (O + “i)

1'introduction de la pression pﬁ devrait dommer :

x O12 cos(0 + a;)

# i m. cos 0O
1




mais le fait que,dans les deux expéricnces précécentes de PUZCRLL
et ETIENNE et LE FOURNIER, quand on ne tieat compte que d'angles
0 constants et de tensionsinterfaciales G, différente

12
obticnne une bonne coilncidence entre les courbes obtenues pour

9]
-
o]
o]

des fluides différents, montre que 1'angle de conicité @, joue,
tout au moins sur un matériau macroscopique, un role de peu
d'importance.
La forme des ménisques qui terminent la phase non mouillaate dans
les étranglements ol elle n'a pas encore pénétré n'est pas trés éloignie
d'une calotte sphérique si les sections de pores ne sont pas trop ailongées,

~

aussi;a la pression p¥ = . 2/R_, on pourra évaluer la saturation s*{p
i

g -
12 m 1
en fluide non mouillant,sur la coupe en deux dimenslons,en cherchant

f
"

bt

[

cer dans les sections des pores,des surfaces de rayon de courbure minimunm
Rm constitudes par 1'enveloppe de la famille de percles de rayon Rm qu'on
aurait pu introduire dans les sections des pores.

Plus la pression p? augmente, plus le rayon Rm diminue et pilus
les contours des surfaces de rayon de courbure minimum R s'approchent des

contours irréguliers des sections de pores.

Ce mode de remplissage par des cercles de la section du milieu
poreux a &té défini par MATHERON [A2.9] de facon mathématique,3 1'aide d'un

formalisme que nous n'aborderons pas ici, comme "1'ouverture des pores”

selon des cercles de rayon R décroissants et nous l'utilisons ici en suppo-
sant que les sections des ménisques de fluide non mouillant sont assimila-
les a des portions de cercléstangents aux parois puisque l'usage de p*

entraine 6 = 0.

L'analogie de cetée opération mathématique avec le remplissage
des pores par du mercure a &té signalée par DELFINER, ETIENNE, FONCK [A7.8]
qui ont remarqué que l'opération "d'ouverture" n'était pas tributaire de
la connexité entre pores alors que l'injection de mercure 1'&tait fortement,
c'est ce qui conduit aux saturations différentes s”(pi) et s(pi) que nous

avons définies plus haut.

La figure A7.5 tirée de [A7.8] illustre cette différence dans

le cas ol lemercure pénétre par le haut de la figure de gauche.

A la suite des travaux de MATHERON, un appareil dénommé "Analy-

seur de textures" commercialisé par LEITZ, a &t& mis au point par DELFI-
NER [A7.8]. ‘
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Purcell Quverture

Figure A7.5

Cet appareil réalise, par traitement vid@o, 3 partir de micro—
photographies de lames minces de milieu poreux dont les pores sont impré—
gnés de ré&sines fluorescentes, 1l'op@ration mathématique '"d'ouverture" des
sections de pores par des cercles de rayons décroissants : pour um rayon
donné Ri de cercles, 1l'appareil ne rend visible que l'ouverture des pores

selon les cercles R]._.

La figure A7.6, tir@e de [A7.8] montre ainsi une section de
milieu poreux et som ouverture selon des hexagomes de taille croissante

(le résultat est peu différent de celui qu'on obtiendrait avec des cercles).

On voit qu'il suffit de mesurer la surface de "1'ouverture des
pores" (apparaissant en blanc sur la figure) correspondant 3 un rayon de
cercle domné Ri pour connaltre la saturation théorique sx(p’i‘) a la pressionm

Py = 0y / R;-

La valeur de Ri la plus grande permettant a um cercle de pé&nétrer

dans 1'un des pores de la section définira une pression d'eatrée minimum :

p;x;in g3 0‘12 / Rmax

et en faisant décroitre Ri’ c'est-3-dire en augmentant p?i‘, on pourra tracer

de cette fagon toute la courbe sx_(p:].f).

Une limite supérieure 3 p:i‘ est néanmoins imposée par le pouvoir

- - “ - - - s’ -~ - »
de résolution de 1'appareil limite 3 un cercle de rayon minimum Rmin'
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Evolution de pores par ouvertures hexagonales.
Figure A7.6




ANNEXE 8

PHENOMENES DE PERCOLATION

L'étude des phénoménes de percolation, que 1'on ne sait faire
pour 1'instant que sur des réseaux, prend pour point de départ un réseau
de structure donnée, dont on retire au hasard des branches (percolation
par branches) ou des nceuds (percolation par nceuds).

Nous ne nous intéressons ici qu'a la percolation par branches.

On désigne par p la prOpértion de branches restant dans le
réseau et on définit une probabilitéd de percolation P(p) [7] corme 1a
probabilité qu'un neeud intérieur du réseau soit connecté i N autres
nceeuds quand N tend vers 1'infini.

Pp) » By (p) (a8.1)
N °N

en effet, quand on continue 3 retirer des branches du réseau, pour une

proportion critique p = p., il n'existe plus de possibilité ce passer

c’
d'une extrémité 3 1'autre du réseau : ceci définit le seuil de percolatiorn

Pc Ol la probabilité@ qu'un noeud intérieur soit connect@ 3 un nombre trés
E;;nd de noeuds s'annule
P(Pc) = 0 {A8.2)

Si on considére 1'ensemble des branches et des nceuds connectés
qui relient deux extrémités opposées du réseau, on voit que c'est cet
ensemble qui devient non connexe quand‘p atteint p,. On lui donne le nom
d’amas (cluster) infini [A8.1] car le réseau est supposé de trés grande
taille. :

Si-cet amas comporte N neuds , chacun des N neuds peut atre
relié 3 tous les autres : le rapport du nombre de nceuds présents dans
1'amas infini au nombre total de nceuds présents dans le réseau peut
donc 8tre identifié avec la probabilité de percolation PN(p) ééfinie

ci-dessus.
La forme de la courbe PB{p) obtenue d'aprds cette définition

n'a pu- étre définie comme limite de PN(p) qu'aprés des &tudes par méthode
de Monte—Carlo sur des réseaux de plus en plus grands en donnant a N des
valeurs croissantes [A8.2][A8.3] : elle dépend de la dimension du réseau

et de sa structure.
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Les seulls i de percolation sont maintenant connus avec une
asscz bonne pricision (<1 %) : seules trois valeurs sont connues rigou=—
reuscment : elles correspondent aw réseauxplanaires de structure hezajo-
nale, carrée, triangulaire [A8.4].

Il a été trouvé récemment [A8.5][A8.6] de fagon expérimentale,
que les courbes P(p), au voisinage du seuil de percolation pouvaient

se décrire par la fonction :
Pip), . = B(p—pc)8 : (A.3)

L'exposant 8 vaut envirom 0,14 en deux dimensions et 0,42 en
trois dimensions et le coefficient B est voisin de 1,54 fA8.5] pour des
réseaux en deux dimensions, quelle que soit leur structure.

La formule (A8.3) semble valable aussi bien pour des percolations
par branches que pour des percolations par nceuds .

En trois dimensions la méme conjecture a été faite mais n'a au

s

encore étre vérifile expérimentalement.
Enfin, on a constaté [A8.2] une relation empirique recliant le

seuil de percolation p, au degré moyen d du réseau et i sa dimension D

qui permet de prévoir P, avec une précision de quelques pour cents :
D

e BT
ce qui donne en deux dimensions :
Z
Ll
et en trois dimensions :
3
Pe 2d

Dans la définition précédente de la probabilité de percolation
n'interviennent que les nceuds et, s'il est logique lors d'unme percolation
par noeuds, de dénombrer les moeuds de 1'amas infini et 1'ensemble des
nceuds restants pour obtenir leur rapport P(p), par contre lors d'une
percolation par branches, il est moins évident de faire le méme dénombre-
ment car on connalt surtout le nombre de branches restantes.

Il serait donc plus intéressant d'utiliser comme probabilité
P P

de percolation le rapport :

P%(p) = lim nombre de branches de 1'amas infini
P B+© branches restant dans le réseau = pB

(A8.4)

Mais y a t-il alors identité entre P(p) défini plus haut et
,p::(p) ?
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La plupart des auteurs se contente de d&finir P{p, & partir
des nocuds : scul KIRKPATRICK, dans un seul article [AB.7]), denne pour
une percolation par branches la définition suivante de P(p) :

"La fraction des branches qui sont & la fois présentes et cormeciie:
par une chaine compléte de branches a l'une des surfaces d'un részau
infiniment grand”.

Ceci coincide avec notre définition (A8.4).

L'identification des deux déiinitiomns conduit 3 :

i Ba(p) Na(p)
P{(p) = 7 gt P(p) = o) (a8.4)

ou Ba(p) est le nombre de branches de 1'amas infini
B(p) = Bp le nombre de branches présentes dans le réseau
Na(p) le nombre de noeuds de 1'amas infini
N(p) le nombre de nocuds présents dans le réseau.

Si 1'&galité (A8.4) est vraie, on a :

2B,(P)  om(p) _ 2pB
N - NG N

d () = = d(p) (a8.5)
en notant par Eg(p) le degré moyen de 1l'amas infini et par d(p) le degré

moyen du réseau au stade p > P.-

L'identité (A8.5) est vraisemblable pour p proche de 1 car,
alors, 1'amas infini renferme une fraction importante des branches et Jes
noeuds du réseau, et le rapport ZBa/Na relatif 3 cet amas est proche du
degré moyen 2B/N du réseau. :

. Lorsque p s'approche du seuil de percolation,rpar contre, l'amas
infini est formé de la réunion par quelques branches d'un certain nombre

d'amas plus petits.
Si on appelle b la moyenne dunombre de branches des amas cu
réseau et n la moyenne du nombre de nceuds des amas et si pour p < P,

il y a m amas séparés, on a :

Blpy "~ Wb LB A (A8.6)
N(p) m.n n

Si on réunit k amas de B. branches et Ni noeuds par k branches

pour former 1l'amas infini, s'il comporte Ba(p) branches et Na(p) aceuds ,

on aura :



>
.

o
[3*]

N E B. + k
B 5 1 L KEED U va s B
X {p) % ] K S> k E(ni) n o N{p)

L :\i

i=l

Cn a dong également, prés du seuwil de percolaticn, identité& entre
le degré moyen de 1'amas infini et celui du réseau et ce:ite identité se

inis.

L4

poursuitc lorsque cet amas infini vient se grossir d'amas

On peut donc identifier P{p) et P¥(p) et ceci permci d'utiliiser
les courbes de P(p)} établies expérimentalement pour calculer le noabre de

branches dans 1'amas infini puisque d'aprés (A8.4) et (A8.5) :
B (p) = B(p) - P*(p) = B . p . P(p) (48.8)

et quand on identifiera les branches d'un réseau avec des éléments de volu—
me de fluide 3 1'intérieur d'un milieu poreux, la saturation effective en
fluide rapport du nombre de branches conmect@es i 1'amas infini sur le

nombre total de branches sera d'aprés (A.8.8) représentée par ia fonctionm :

B_(2) :
s?) = —5— =p - P(p) . 8.9)




ed=N-EX 9

PRESSION MOTRICE, CHARGE MOTRICE

Pour tenir compte de 1l'effet de la pesanteur sur le fluide circu-
lant dans le milieu poreux, il est nécessaire de faire intervenir la "pres-
sion motrice" plutdt que la pression simple, car selon 1l'inclinaison du

milieu poreux, les forces de pesanteur interviennent différemment.

La pression motrice p* dans un fluide de masse spécifique 0 en un

point ol le potentiel de pesanteur est p, est :
- i A0 A ; (A9.1)

Le potentiel de pesanteur (¢ n'étant défini qu'ad une constante preés,
on peut se fixer arbitrairement un niveau de référence et compter les distan-

ces z a partir de ce niveau : on a alors :
P= gz . '(1\9.2‘)
g étant 1'intensité uniforme du champ de pesanteur et :
; Proo®p.* Do , ' (49.3)

Les hydrauliciens emploient de préférence ila pression motrice la
"charge" h égale a la pression divisée par le poids spécifique du fluide :

on a alors :

) R e Rl AR N (A9.4)

La "charge" est homogéne 3 une longueur et comme le poids spécifique
de l'eau est 1, les valeurs numériques de p et h sont les mémes exprimés en

unités correspondantes.

- Si 1'écoulement est horizontal, le potentiel de pesanteur est identi-
que en tous points et la différence de pression motrice est identique

3 la différence de pression simple.

~ 8i 1'@coulement est vertical comme dans 1'expérience de Darcy il n'y

a plus identité entre p* et p.
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