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Nous avons voulu essaye* de jeter un regard neuf sur les milieux 

de structure aléatoire envisagés du point de vue de leu orts avec 

l'él~ctromagnétisme et la mécanique des fluides. 

Notre premier intérêt, qui fut le point de ddpart de cette rhêse, 

était l'étude des milieux poreux et en particulier de leur résistivitil et 

de leur perméabilifs hydraulique avec c m e  but final la conception d'une 

sonde de diagraphie permettant: la mesute in situ de la petméabilité 
roches traversées par un forage pétrolier. 
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EII e s s a y a E t  de  f a i r e  l a  s y n t h è s e  cies r s ~ ü 7 i c t s  épa r s  d~:,.> t:,,,-, 

~ c e s  l i t t 6 r a t u r c s ,  nous  avons  l ê c o u v e r t  à p l u s i c ü r s  r e p r i s e s  qtc ~cr : ,~ ; ; . .  

. . r C s u l t a t s  b i e n  é t a b l i s  e t  u t i l i s é s  a a n s  c e r t a i n s  d o n a i n e s  e:ü;cn: l ? L ~ u ~ . z , d s  

d a n s  d ' a u t r e s  ou comniençaient à p e i n e  à ê t r e  r e d é c o u v e r t s  a l o r s  que  ;a 

t r a n s p o s i t i o n  p u r e  e t  s i m p l e  é t a i t  souvenr  p o s s i b l e  d 'un  d o z a i n e  Guns 

l ' a u t r e .  

De l ' c n s t n i b l c  d e  c c t t c  l i t t C r a t ~ i r - e  s e  dGgage 1'c:i-i d é s  t > i ~ t : ~  SC; . . -  

c i p a u x  d e  l ' 6 t u d e  d e s  m i l i e u x  poreux  : d c i u i r e  l e s  p r o p r i 6 ~ 6 s  nzcroscopi -  

1 ,  q u e s  du m i l i e u  d e  s e s  p r o p r i ê t c s  n i c r o s c o p i q u e s .  C e c i ' s e  c o n c r e t l s e  ;,ar ;e 

I c a l c u l  ou l a  mesure  d e  c c e f f i c i e n t s  m a c r o s c o ? i q u e  c a r a c t é r i s a n t  pou r  l e ,  

b e s o i n s  t e c h n o l o g i q u e s  l e s  p r o p r i é t é s  g l o b a l e s  d e s  m i l i e u x  ; r é s i s ~ i v l c E  

é l e c t r i q u e ,  c o n d u c t i v i t é  the rmique ,  p e r m é a b i l i t é  h y d r e u l i q u e ,  CGilStante 

d i é l e c t r i q u e ,  p e r m é a b i l i t é  magné t ique  ..... e t c .  

< 

l Pour l a  t e c h n o l o g i e ,  l a  r e c h e r c h e  à e s  r e l a t i o n s  p o n a n t  ê t r e  

l / .  
é t a b l i e s  encl-e c e s  c œ f f i c i e n t s  e t  l a  s t r u c t u r e  m l c r o s c o p i q ü e  du  ca:ctr,,u 

l ou e n t r e  c c c i f i c i e n t s  c a r a c t é r i s a n t  d i v e r s e s  p r o ? r i é t é s  du n&,c niacér isü  

e s t  d e  p remi2re  impor tance  : e l l e  p e u t  en  e f z e t  donner  lieu 2 d e s  o p p i i -  

c a t i o n s  a u s s i  u t i l e s  que l ' a m é l i o r a t i o n  du r e n d e n e n t  d ' e x p l o l t a c i o n  d e s  

I g i s e m e n t s  p 5 t r o l i f è r e s  ou l a  d é c o u v e r t e  d e  nouveaux m a t é r i a u x  i s o l a n t s  

t h e r m i q u e s  ou a c o u s t i q u e s .  

Mathématiquement,  t o u t  c e  q u i  s u i t  p e u t  s e  ramener à ;a reckersb ,e  

I d ' u n e  aoyenne s p a t i a l e  d e s  s o l u t i o n s  d e  l ' é q u a t i o n  d e  L a p l a c e  ou d e  l ' é q ~ a -  

t i o n  d e  Poissori  d a n s  un m i l i e u  d e  s t r u c t u r e  a l é a t o i r e  s t a t i s t i q u e n e n t  hoz'o- 

gène  e t  i s o t r o p e  soumis à un g r a d i e n t  macroscopique d e  p o t e n c i e l .  

La : ; i i i ip l ie i té  a p p a r e n t e  d e  l ' é n o n c é  du problème ? o s 5  ne d o i t  pas.' 9 
f a i r e  o u b l i e r  q i i ' i l  n'ri j a m a i s  é t é  r é s o l u  théor iquement  e t  ii e s t  f o r :  pos- 

s i b l e  qu lnuc \ inc  s o l u t i o n  e x a c t e  n ' e n  e x i s t e ,  L 'une d e s  d i f f i c u l t 6 s ,  e t  non 

l a  moindre ,  e s t  q u ' u n e  m u l t i t u d e  d e  p a r a m è t r e s  peuven t  s e r v i r  à d j f i c i r  ie 

m i l i e u  a l é a t o i r e ,  parmi t o u s  ceux- là  s e u l s  c e r t a i n s  s o n t  d ' u n e  u t i l i t e  ; > O u i  

l e  problème p o s f ,  e t  à p r i o r i  il n ' e s t  n u l l e m e n t  é v i d e n t  d e  c h o i s i r  ceux-c i  

p a r s i  ceux- là .  
l 



Le problCrne posé ayant for~ément une solution physi:iür puisqug 

les isolants t11cr:nic~ues hétérogCnes isolent, que les cond~cteurs Gfectq5q~es  

formés de grains coniprimiis conduisent bien l'électricité et 05" eissen; 

apparemment à la loi d'Ohm, nous avons délibérément choisi le point d e  - JLC  

du physicien et non celui du mathématicien c'est-à-dire que nous avon6,;lLr 

exemple,utilisC. des principes d'ergodicit6,là où ils nous scnbiaicnc Litiles, 

sans dCmontrer que les passages 3 la limite étaient licites. Mous avons 

supposé qu'il existait des milieux "statistiquenent" homog2nes et qu'ils 

pouvaient devenir de dimensionsinfinies, de façon à utiliser Les principes 

d'ergodicité. 

Conimc pour tous les problèmes mathématiques ou physiques ardus, l 
ce sont des solutions approximatives qui apparaissent en premier. Sous ne 

faisons pas exception à cette règle mais dans certains cas particulisrs 

nous avons Gtabli des résultats théoriques nouveaux que nous croyons exacts. 

Dans le cas général nous avons montré qu'il était possible d'encadrer le 

résultat cxnct par dcs so~uti.ons approximatives. 

De la diversité des origines scientifiques des auteurs traitant 

de milieux aléatoires découle une grande diversité de méthodes d'approche 

et de formalismes utilisés : nous avons repris certaines théories exlstantes 

en les approfondissant ou en les améliorant, mais la diversité des modes 

d'approche utilisés risque de disperser l'attention du lecteur aussi avons- 

nous regroupé , quand c'était possible, en annexe, les notions nécessaires 
à la compréhension des théories utilisées. 

Enfin ne perdant pas de vue l'étude des milieux poreux et de 

leur perméabilité, nous donnerons finalement les principes permettant de 

concevoir une méthode de mesure in situ de la perméabilité d'un forage. 

Cette méthode nouvelle devra faire l'objet de recherches techno- 

logiques que nous n'avons pas entreprises, qui permettront de vérifier son 

bien fondé et de déterminer ses possibilités d'exploitation. 



L ' c n s c c ~ b l c  d e  cc t r a v a i l ,  s ' i l  o u v r e  Seaucou? ~ c  p G ç i e s  ( e t  dg 

d i r c c t i o , ~ , ,  :le r cc l i c rchcs  f i i ~ i ~ r c ç )  n ' e n  f c r n e  que q u c l q ~ e s  i;i:i.,, c ' es t -a- . .  L r l  
'' 

O ' 1 1 I I  c t dc rési11 t ;a ts  r i g o u r e u x .  Hais noaz yenroi):, 

qucl I C S  ;àta:rcs r 6 t ; ~ ~ l t a t s  cjuc nous  avons obtenus p a r  d e s  npproxl:nat;oncn 

;illis ou iiioiil:; l<irf;c:, i-i'cn s o n t  pas  m o i n s  u c i 1 i s r i : j l . c ~ .  S i  1 ' o l i  ~ c ~ i t g e  

E.:AXI.I'Iil,I, !$II 1837 a v a i  L (li.jh con1,iicncé 5 Ct t id ic r  1 ' C 1 c c : ~ r o c i n ~ n c t  i :,{lie d:&;i:,  il^,. 

i l  L X  , L I  , i  I , ? L :  l c s  prcjgr: ., c l ~ ~ u i s  c c t t e  d a t e  n 'o r i i  é t é  cjue !en;:, 

e t  p n r t i c L s ,  i ious ,~~- ic .~ .~ ; , ,  - i \ t ' i :  esi  :i ?;,a?. ciüe n o t r e  t r a v a i l  i , ' a i z  p ~ s  r c s o -  

i u  t o u s  Les pro'ÙlêfiAe; mals q u ' i l  c ~ c . . ~ ; i  n6anriioins une é ta ;>e  i i ïL?or îzn îe  

v e r s  l e u r  s o l d t i o z .  



P R E M I E R E  P A R T I E  

PRINCIPES DE MOINDRE ACTION 
e 

E T 
CALCUL DES COEFFIC IENTS PHENOMENOLOGIQUES 

DES PHENOMENES DE TRANSPORT 



1.1. GEXtRiiLlTES - PRIiXIPE Et: ElOllllERE P2CDIICT;Û:4 J'i:;TFtC?IE 

Les principes de moindre action perorêttent d'expliquer une banne 

partie des phénomènes physiques. 

S .  Les principes de la thermodynamique des phécoscnes i r r S v ~ r . , , > ~ - ~  

a??liqufs aux ph6nornènes de transport conduisenr à définir d e s  "forcps" 
-* 4 

g6nGralisées X ct dcs "flux" généralisés J que relie un coefflcienc p h h o -  

niénologiquc L (DE GWOT (11) .  

3 -t 
Cette formule définit une relation entre J et X à :'éc?.elie des 

phénomènes étudiés, c'est-à-dire qu'elle peut aussi bien stap?liquer a des 

phénonènes microscopiques qu'à des phénomènes niacroscopiques observ~bles 

expérimentalement. 

Une production d'entropie s par unité de volume et par uniré d e  
\. 3 

temps résulte de la présence simultanée d'un flux J et d'une force 2 au 
sein du milieu matériel : 

-+ -t 

La présence en un point du milieu, d'un flux J et d'une for ï s  X 

ne peut se concevoir que si le milieu est relié à un "générateur" c'esc-5- 

dire si une force externe ou un flux externe lui est imposé sur certaines 

frontières. 

Dans un élément de volume dv suifisarntlent petit pour que Li:,x 

et forces y soient considérés comme constants, l'énergie aissi?és ?xr unit2 

de temps, c'est-à-dire lalpulssance est : 
(i 

Dans le volume v, la puissance totale dissipée est alors ; 

Le principe de nioindre action consiste ici à dits, que, en &tac 

la production dlen;ropie.torale S dans le systèmz est ainima. 



Lec L sigui £ ie que, l e s  conditions cxtCricurc~ étant precisées, e'rsst-5 4 x r~ 
* 

la façon dont le systkc est connecté au "génératzur", les f l u x  OL ?es : 
forces s'ajustent à l'intérieur du système, p u r  qi;e PÎ pr&~cclor z o L ; l ~  

d'entropie soit minimum. 

1 Cas d'un milieu hmogène 

Si le milieu matériel, siège d'un phénomène de trairspsrt, as; 

horwg@ae c'est-à-dire si le cœfficient phéaonémlogique caraci&riss:.: 

le milieu est constant en tout point, (1.4) s'écrit : 

11 est ici indifférent de dire que ce sont les F P u  in~ernes 

plutôt que les forces internes qui se répartissent pour qüe Ia puissonce 

soit minianmi puisque flux et force, en tout point sont reliés par Pe faç'ieur 

constant L. 

a 

Nous allons voir dans ce qui suit, qu'il n'en est plus de nske 

si le milieu n'est plus homogène, et qu'il faut préciser la façon donc il 

est cornecté au "générateurn. 

1.1.2. Cas d'un milieu hétérogène 
- - -  - 

Par milieu hétérogène, m u s  entendons un ailieu dont le caÈzrrc;ctnc 

phénosénologigue L est une fonction de point L(x, y, a). 

Nous supposons que le milieu occupe un cube conneccé au "gér.Zït-  

teur" par deux faces opposées, et que sur les faces latérales, non cosnec- 

tées au géaérateur, le vecteur "flux" est tangent en tout point à la silr- 

face ; c'est-à-dire qu'aucun "flux" ne peut traverser les faces latéraies. 
r. 

1.1.2.1. Puissance dissipée quand le  f l u x  est conservatif et la force jrrato- 

Dans la plupart des p h é d n e s  physiques ;encontrës, le "f lcx" 
4 
3 est une grandeur conservative : 



àul:~?t:"oris égalcrnc*rit, cjuc l a  gt.iil:ieilr " f o r c e "  2 s,,i r i r rGia- .  

t iot inci2c c ' c c r - 3 - d i r c  qiiOeltc  d é r i v e  d ' u n  p o t e n t i e l  e c a i a i r c  : Y 

La p u i s s a n c e  d i s s i p t e  d a n s  l e  m i l i e u  s ' é c r i t  alors  : 

e t  e n  u t i l i s a n t  1' i d e n t . i t 6  : 

-F -+ 4 

d i v  (yj) - d i v  J + grad if t l  

e t  l a  r e l a t i o n  (1 .61 ,  ( 1  .RI d e v i e n t ,  en i i t ~ l i s a n t  l e  théorilme de  G-,.. : 

où S e s t  I d  . u r f a c e  e x t e r n e  dii voltirne v c u b i q u e .  

En d é s i g n a n t  p a r  S1 e t  S2 les s u r f a c e s  t e r m i n a l e s  c o n n e c t é e s  au g é n é r a t e u r  

e t  p a r  SL l a  s u r f a c e  l a t é r a l e  (1.9)  s ' é c r i t  : 

3 4 

Comme s u r  5' l e  flux J e s t  o r t h o g o n a l  au v e c t e u r  surface dS, 1a t r o i ü i ~ ~ . .  

i n t é g r a l e  s ' a n n u l e  e t  il v i e n t  : 

1.1.2.2. Condi t ions aux 1 i m i t e s  imposées par l e  générateur  

On p e u t  c o n c e v o i r  deux t y p e s  de  " g é n é r a t e u r s f s  conncçc6s au 

m i l i e u  : 

a)  Un g é n é r a t e u r  q u i  impose des p o t e n t i e l s  c o n s t a n t s  s u r  les  surfaces 

SI e t  S2 

b )  Un g é n é r a t e u r  q u i  impose l a  v a l e u r  L d e  l ' i n t é g r a l e  du  " f i u x "  s1.r 
0 

l e s  s u r f a c e s  S. e t  S2 (il f a u d r a i t  d i r e  f l u x  du "f lux")  



REMARQUE 

Les surfaces S1 et S2 sont orientées en sens inverse, ce q u ~  

entraîne la présence du signe - dans la seconde intégrale. L'égalité 

des'deux intégrales résulte du fait que le flux est conservatif. 

Voyons ce que deviennent la puissance et le principe du minimum 

d'entropie dans chacun de ces cas. 

Dans le cas -a- la puissance (1.10) s'écrit : 

Puisque le flux est consematif on a d'après le théorème de Gauss : 

3 . 3  -b + I+ 4 
~ d i v ~ d v = O m ~  J d S m k l  J d S + I  J d S  
v s S2 

D'oa on tire : 

3 -b + -t J J d S - - J  J d S  
s 1 s2 

et (1.13) s'écrit finalement : 

la différence des potentiels (Go - ylO) est ici une constante imposée 
par le générateur. 

Tout plan i qui coupe le cube parallèlement aux faces externes 

délimite une surface Si égale à SI et S2 et puisque le flux est conser- 

vatif, on a en orientant Si comme SI 

Minimiser la puissance P revient à minimiser les intégrales étendues 

à tout plan de coupe, mais on a = 
3 3 3 3 
J dS = LX dS 

Si Si 

c'est-à-dire que sur tout élément de surface où L est imposé il faudra 
3 

que ce soit X qui soit minimum. 
On en conclut : 

Dans un matdriau hétbrogdne 02 Ze c a f f i c i e n t  phénoménologique L 
3 e s t  une fonction de point, ce sont l e s  forces internes X qui s t a j ~ s -  

t en t  pour minimiser la puissance produite quand te systdme est - 
connecté à un '$éndrateur de potentiel".  

Examinons maintenant le second cas qui est celui du générateur 

qui impose la grandeur 1. définie en ( l u  et 18 - 0 - 
rateur de courant". 



Par suite du cûrac  tCrc conse rva t i f  du  vecteur "f lux1', on y c u t  

encore écrire pour toute  su r face  i n t e r n e  Si de forme quelconque coupant 

les f a c e s  l a t é r a l e s  du cube : 

L'équation (1.10) e s t  toujours valable  : 

Comme les f a c e s  terminale8 du cube cons t i tuen t  des  su r faaes  

é q u i p o f e n t i e l l e s  aux p o t e n t i e l s  y, e t  y2. on peut é c r i r e  d 'après  (1.10) 

e t  (1*12) : 

La d i f f é r e n c e  de  p o t e n t i e l  'Q2 - 'P, e s t  égale à l& c i r c ~ ~ a t i o ; .  .?L 
-+ 

vec teur  X, i r r o t a t i o n n e l  d e  l a  face i à l a  face 2 e t  e l l e  ne dépend pas Lu 

chemin s u i v i  : 
-f -t - - brx d l  = LI 2 d l  (1 .19)  

r 
Dans l a  formule (1.18) l e  terme Io é t a n t  imposé p a r  Ee génera teur .  

l a  minimisation de  P s e  f e r a  en minimisant - e t  d 'après  l'int8Grale 
2 

(1.19) on v o i t  que, quelque s o i t  l e  t r a j e t  s u i v i  de 51 a s2, piiisque les 

cae f f i c i e n t s  phénoménologiques lo iaux  L-' sont  f i x é s  par l a  s t r u c t u r e  du 
-P 

m i l i e u , :  c ' e s t  l e  vecteur  f l u x  J q u i  d o i t  ê t r e  minimum en  cous p o i n ~ s .  

On en conclut  donc : . 
Dans un milieu hdtdrogène dont Ze c œ f f i c i e n t  phdnoménologiqïe i -  

-+ 
e s t  une fonction de point, ce sont t e s  f l u x  internes c, qui s'crjuote, + 

pour minimiser la puissants produite quand Zo systarne est ronneotd ; 

un 'kdnérateur de courant". 

REMARQUE : Pour un m i l i e u  homogène, on peut  s o r t i r  l e  cœ f f i c i e n t  i derr 

A 

Il est a l o r s  i n d i f f é r e n t  de  d i r e  que ce son t  l e s  f l u x  où l e s  

f o r c e s  i n t e r n e s  q u i  s ' a j u s t e n t ,  



f .1.3. Exemples de phénoniènes physiques régis par les principes de moindre 

production d 'entropie. 

Nous donnons ci-dessous sous forme de tableau, quelques phéno- 

mènes physiqresen régime permanent susceptibles de bénéficier du traite- 

ment précédent. Les grandeurs h l o g u e s  se situent dans les mêmes 

colonnes. 
- - --- - 

I ' '*~arca" ~otcntiel ' " P ~ U X ~  
I ' CocCficien~ 

I 
Nom de 1;i l r v i  

1 
I Flux , 

1. ! ! 
II ! I :du "Fluxw ph6noménologique ! ! 

physique 

E 
,Forœulation gén6-' ! 
irale therdyna- , 
;mique irréversi- - ! 
;ble, I 

I -P 

E 
! v ! -t 

! I- JJI~s II 
! ! 

1 1 ! 1 1 I o 
,champ éle~-'~otentiel 1 ! *densité du ' conductivité ! 

Loid'Ohm - 
! courant ! ! ; trique ,électrique !courant I électrique , ! 

! 4 ! ! -# 
E V D 

! ! ! 1 . € équations de 
! !. I ' HaxwePl de ! , chap élec-j potentiel , induction I * permittivité . * .a ! 1 ; trique , elec trique electrique ! ! 

! diélectrique ! 1' élee trosrrciqué I 
! -b ! 1 -# 9 H B ! y= l f ~ s  1 ! 1. 
! ii équations de ! ! ! 
,champ ma- 'potentiel linduetion l flux aa- : pedabilité ! ! 1 

Maxwell de la , 
'gné tique ! scalaire ,magnétique gnétique 1 magnétique , magnétostatique ' 
I ,magnétique , I (I I I 

II 
s a 

1 ! g&d T , T ! + J ! Q=J@> : X ! 
1 

I ! ! 1 ! 
'gradient de' l ,vitesse du 

!température. ! flux de ! conductivité ! ! 
! 
température II fluxde ! chaleur ! thermique I ! 

Loi de Fourier 

! ! fchaleur ! ! ! ? - 
I + ! ! -# ! I I I 

C D - grad C , ! 1 J I Jfii ! ! I 

! gradient de; vitesse du - concentra-! flux de coefficient de ! ! !concentra- 1 de ! mSSe ! diffusion ! 
Loi de Fick 

tion ! 1 
- II tion ! masse II ! ! ! 

I ! ! 1 ! ! - grid v I V ! T 1 9 ! , gradient de! - ! 
,contrainte I vitesse . I ! viscosité ! Loi de Newton ? 

I vitesse ! Itangen' ! ! I 

! I I 1 I I - tielle de 

t II I ciaaillemenç I ! 1 

! +  I 1 ! I ! 1 
dx ! grad x = -! x I u ! ! 1 /E I ! 

! I 1 ! ! I 1 
1 tension 1 déplace- ;contrainte ! ! Loi de Hooke module d'Young ! ! 
I ment ! ! ! ! ! a 

! + ! ! -t ! + !  
Q=J@s 1 K 

I ! 
I grad P P I u I! ! 

débit voly- del pressionlvitesse de ! perméabilité 1 Loi de ikarcy ! 
1 pression 1 !filtration 1 aique 1 1 

TABLEAU I 



1.2. Ai',': ;i:AÏ:ùi /,'LX r;'i{ENOi.ifNES DE TRANSi 'ORi  E L E C T R I Q l l E  - - --------- -- 
-4- 

f n i i r  l e s  phénomènes d e  t r a n s p o r t  é i e c t r i q u e ,  l e  f l u x  LJ e s t  
3 -+ 

xf-prc:;e;ité ;,lu l a  d e n s i t é  d e  cou ran t  1, l a  f o r c e  X par  l e  ct,amp é l r z c ~ r i -  
(::) 

<,tic ?, ie y e s t  l e  p o t e n t i e l  é l e c t r i q u e  y> er  l e  c o e f f i c i e n t  

;~h~innménoln,;ique e s t  l a  conduc t iv i  t e  0 .  

Les 6qua t i ans  ( 1 , l )  à (1.4) rlevierineizt i c i  : 

-t + 
l m -  agrad 

- 2  
9 es 1.z m C;i2 n L 

c f  

Cependant il y 4 u n e  symé t r i e  p a r f a i t e  ,711 i l ivc 1 i 1  a!rs înn i i i i~ tZ .  
.$ 

ctttre i e t  è s i  on  i n t r o d u i t  comme c e  f f i c i e n t  phénou&nol igi<i l i :B i . i , c s i s -  

chvit6 ,P I/a au l i e u  d e  n. 

S i  on connecte  l e  système à un géné ra t eu r  de c o u r z n t ,  u n  - , !  

i d ' a p r è s  c e  q u i  préci2d.e que l e s  d e n s i t é s  d e  cou ran t  i s e  r é p a r t i r n , ~ '  2 

l ' i n t é r i e u r  pour minimiser  l a  pu issance  P. S i  on corinecte l e  systsice <-i 

un géné ra t eu r  d e  t e n s i o n ,  on s a i t  de  même que c e  s o n t  l e s  chaqps éie(*.tri.- 

ques i n t e r n e s  q u i  vont  s ' a j u s t e r  pour minimiser  P. 

Considérons a l o r s  un mi 1 ieu d e  conduc t i v i  k 4  i r t l . i ~ n i  sgGnc- d h r i ~  :a 

c o n d u c t i v i t é  c t  l a  r é s i s t i v i t é  microscopiqiie son t  dcs  fonc t i c n s  
- 1 

0 = ~ ( x ,  y ,  z )  ; p = (x ,  y, z )  = U (x, y, z ) ,  e t  d o n t  l a  conductdfice 
- 1 macroscopique e s t  G e t  l a  r é s i s t a n c e  niacroscoyiq~tr  e s t  R = G 

S i  on m a i n t i e n t  une d i f f é r e n c e  d e  p o t e n t i e l  c o n s t a c t c  ':, a>>. 
b<s...?i, ,:(= ce m i l i e u  l a  pu issance  d i s s i p é e  est  : 

P = G V$ = VOIR ( 1  . zn ,  
. ' 

e t  en é c r i v a n t  c e t t e  pu issance  en f o n c t i o n  des  champs i n t e r n e s  à x,,n:rnaa4 

dans  c e  c a s  on o b t i e n t  : 

G dv + 2  
k g r a d  Y odv 1 

IG-Psm a i 

-*-A-"- ...-- .- -..- 

(::) Nous gardons y pour  i e  p o t e n t i e l  6Pec t r ique  pour q u ' i l  n ' y  a i ;  *+:fia 

cie c î~r t fus ion  p o s s i b l e  avec ka f o r c e  é l e c t r o m o t r i c e  V du g é r 1 6 ~ ~  . A S . .  



Si on alimente le milieu par un générateur de courant 1,, la 

puissance dissipée est : 

et en exprimant cette puissance en fonction des densités de courant internes 

à .minimiser, on obtient : 

Le calcul de G selon la formule (1.27) nécessite de connaître 

'parfaitement la répartition du potentiel y dans le système de volume v 
-+ 

(ou celle du champ E) mais, en général, le calcul de la répartition exacte 
3 

de 9 OU E demande un travail tellement considérable que l'utilisation 
de la formule (1.27) pour calculer la conductance macroscopique G à partir 

de la conductivité microscopique 6 est impraticable. 11 en est de même 

pour la formule (1.29). 

Supposons alors qu'on ne connaisse qu'une répartition approchée 
-C 4 9' du potentiel (ou E' du champ E), à l'intérieur de v, satisfaisant 

néanmoins aux conditibns aux limites, 

posons : 

3 y, E et G sont.les valeurs exactes du potentiel, du champ et la conduc- 

tance macroscopique exacte qui en résulte. 
3 3 y ' ,  E', G' sont les valeurs approchées correspondantes. 

4 
f, E, g sont les erreurs commises sur y, E et l'erreur qui en résulte 

sur G en calculant G' selon la formule (1.27) avec la valeur approchée 

y' (ou t'). 
Le numérateur de (1.27) est l'intégrale représentant la puissance 

dissipée et on sait qu'elle doit être minimum pour la répartition correcte 

de 9 : toute répartition incorrecte telle que p' la majore et la 

conductance approchée G' sera supérieure à la conductance exacte G. 

G' > G  g > o  (1 '31) 

On peut faire le même raisonnement avec l'autre formule 

(1.29) quand le milieu est connect6 B un gi5nérateur .de courant et qu'on 
minimise les densités de courant internes. 

7 
Soit 1 et R la densité exacte de courant interne et la résis- 

+, tance macroscopique qui en réeulte , i , R' les valeure approchées corrcs- 
Lt pondantes, J et r les erreurs commisea en utilisant les valeurs approchées : 



~ ' i u t e g r a l e  de  l a  puissance f i g u r a n t  au numérateur d e  (1 .29)  
-t e s t  minimum pour l a  r é p a r t i t i o n  exacte  de  l a  d e n s i t é  de courant  i ; toute  

r 6 p a r e i t i o n  i n c o r r e c t e  majore c e t t e  i n t é g r a l e  e t  on trouve a i n s i  puisque 

l e  dénouiinateur 'b2 e s t  imposé : 

R' > R  r > O  (1.33) 

Mais l e  mi l i eu  dans i e q u e l  on a approximé c e t t e  f o i s  l a  r r p a r -  
1 

t i t i o n  dcs courants  au l i e u  de l a  rGpar'cition des  p o t e n t i e l s  e s t  b ien  l e  

mCmr dans l e s  deux c a s  e t  de  (1 .33)  on peu t  c h o i s i r  de t i r e r  l a  conduc- 

tance approchée équ iva len te  à R '  : 

e t  on tire f inalement d e  (1.31) e t  (11.34) : 

>c 
en dés ignant  par  G ' i  l a  conductance approchée obtenue en approximant l e s  

3 d e n s i t é s  de courant  i e t  par  G ' y ,  l a  conductance approchée obtenue en 

approximant l e s  p o t e n t i e l s  i n t e r n e s  a 

On pourra  d e  même é c r i r e  e n  posant  : 

On peut t i r e r  de  c e c i  un théorème f o r t  u t i l e  pour l e s  cas où on ne s a i t  
3 -? 

t rouver  que des  v a l e u r s  approchées pour $7, E ou 1. 

THEOREME : On encabe  la valeur exacte de la conductance G ou de Za rdsis-  

tance R d'un milieu hétérogène par des valeurs approchées obte- 

nues d'une part en approx-imant Za dis tr ibut ion interne des 

potentiels (ou des champs) diuutre p a r t ,  en approzimnt la  
d is t r ibut ion  interne das densité8 de courant. Les bornes eupé- 

meures e t  inférieures de R ou G sont données pax l e s  f o m l e s  
I ( 1 . 3 5 )  et ( 1 . 3 6 ) .  

I 

Nous n'avons pas connaissance d 'une  formulat ion de  c e  théorème 

en é l e c t r i c i t é  mais l e  f a i t  de  i ' avo i r (ob tenu  après  une é tude  p lus  généra le  

s u r  des  phénomènes de t r a n s p o r t  nous a i n c i t é  à rechercher  s' i l  n ' a v a i t  

pas é t é  fo&ulé ,dans d ' a u t r e s  branches d e  l a  physique. 



Nous avons trouvé dans un ouvrage de MANDEL E21 sur la mécanique 

des milieux continus un résultat pouvant s'apparenter à celui-ci, relatif 

au calcul des constantes de torsion appliqué à un prisme de section carrée. 

L'approximation est faite à l'intérieur du prisme tantôt sur un potentiel 
+ + 

de déformation (iP(x,y) Ir: -t k gr ad^] tantôt sur un potentiel de contraiate 
-F -+ + -w tel que a = grad 9. La contrainte O et la déformation € étant reliées 

par le module de cisaillement v : 

MANDEL introduit deux fonctionnelles 1 et K qui expriment l'énergie respec- 

tivement en fonction de ee et qui doivent être minimisées en vertu 

du principe des travaux virtuels dans le cas où les déplacements sont - 
imposés aux limites et dans le cas où ce sont les contraintes qui sont 

fixées . 
Il choisit pour et 9 'des variations arbitraires mais satis- 

faisant néanmoins aux conditions aux limites et aux conditions de symétrie ' 

du problème et encadre de cette façon la valeur exacte de la constante 

de torsion du prisme par deux valeurs approchées. 

En fait, pour les fonctions v(x,y) et $(x,y), MANDEL utilise 

des expressions fonctions de plusieurs paramètres dont il cherche le 

minimum absolu en fonction des paramètres (Méthode de RITZ) ce qui donne 

avec seulement deux paramètres des bornes supérieures et inférieures très 

proches de la valeur exacteconnuepar le calcul (5 0,l  A). 

Il s'agit chez MANDEL de calculer un cœfficient macroscopique, 

relatif à un milieu dont la forme relativement simple, parfaitement définie, 
t 

ne permet pas néanmoins un traitement analytique simple du problème. 

Nous avons trouvé même très récemnent d'autres exemples d1enca4* 

drement d'une valeur macroscopique par des bornes supérieures et inférieures 

déduites de la minimisation de fonctionnelles camplémentaires [3] mais 

il ne semble pas qu'on ait cherché à appliquer ces principes à des cas où 

la difficulté ne réside pas seulement dans une approche analytique diffi- 

cile mais surtout dans une structure aléatoire du milieu qui défie toute 

formulation exacte et n'est abordable que par voie statistique. 

C'est ce que nous allons étudier dans ce qui suit, en cherchant 

d'abord quel est le degré d'approximation obtenu sur le coefficient 

mmacroscopique cherché, en fonction de l'erreur relative commise sur les 

distributions approchées utilisées : nous aboutirons .au résultat très 

intéressant que l'erreur commise sur la valeur exacte est du second ordre 

par rappoft B l'approximation faire sur les potentiels 03 les courants. 
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' APPRUXIMAI ION SUR LES D ISIRIBUT IONS DE POTEFiTIEL ET 
--a - ----.- .- W.--- 

i- ' :::, !i :if\ 2ESii l .  r!\i?iTS JUii LA RESISTANCE MACROSCCi?IQIIE ----- . --..-. ---.* .-.* -- W..----- --- --- - 
011 , )eu t  i n t u i  t i~~c :o ien t  p révo i r  qac? 1 ' approxirn;it:io!i crbt~rilrr s u i  

G a  ~"6.1 s t a n c o a c r o ç c o p i  ~ i i r '  s e r a  m e i l l e u r e  qiie c e l l e  f a j  r c sirr i :I c . 4  s e r i  - 

i i 1 a p r ? ç  ( 1  . ? 9 ) ,  cn e f k e t ,  R c s t  p r o l i o r t i o n n e l  à !,a p s l i s s , i :  i* 

4 i',&ni:-r-,lt:eur inipost? uri coura::t 1 , .  Oi* ,  011 ç a i  t que,  po i r r  l a  rCaar- 

t-i.!.ion 1-orrclcte des  p o e e n t i e l s ,  l n  puisçancc i2 e s t  minimum. Cct!nn:c t o u t 6  

' oitr  C l  c)n passant  par  un r n i n i m i l ~ n ,  P - ~ : i r  i e  pell ; i! i i  olir de  son niinimun c r  uiaix 
t 

~ C p a r t i t i o n  i n c o r r e c t e  d e  1 approchée au prcil ier oxd re  ne f e r a  va r i e r  

qu'au second o r d r e ,  OU mieux, l a  puissailcc 6" el: donc I n  r c r ; i s r ~ n < - o  R 

11 en e s t  de  ui?trncr pour G d é d u i t  dtr (1.37) pour c.nr ~ G r ~ d i t L '  : o : t  

i n c o r r e c t e  de y. 
Nous a l l o n s  p r é c i s e r  ceci par une démonst ra t ion  i n s p i r é e  d t  

FEYNEiAN [ 4 ]  e t  d e  SMYTHE 151 
Supposons iine r é p n r t i t i o i ~  approcliée y '  du  p o t . c n t i c  l ( 1  0 s  tir: 

m i l i e u  hé térogène  de c o n d u c t i v i t é  o(x,  y ,  z) don t  on veut ca1culr.r 6:4 

conductance équ iva l en te  : en  r ep renan t  l e s  n o t a t i o n s  (1.30) : 

que nous r t i l o r tons  dans l ' i n t é g r a l e  ( 1 . 2 7 ) ,  nous obtenons : 

En développant  l ' i n t e p r a n t ,  on o b t i e n t  : 

D'où on t i r e  : 

1 -3" G 1 P G + 8 P -  ograd2ydv + 21 agiad 9 g;Ld f dv + 1 og&i2 f dvj 
v V 

La première i n t é g r a l e  r e p r é s e n t e  Ja v a l e u r  exacte  G d k C  : 

1 -+ 3 
G - 1 2 j  ugrad IQ . grad f (IV i j og&d2 f ùv] 

v 
( 1  " 3 5 )  

v 

3 3 
En remplaçant ugrad pa r  -1 1-j 3 s .  l a  premiere i n t é g r a l e ,  c e l l e - c i  

d e v i e n t  : 

En u t i l i s a n t  l ' i d e n t i t é  : 

3- 3 f 3 
r . grari E a ciiv ( f  l j  - f t l iv  1. 



et compte tenu de : 
8 

div 1 = O 

' l'intégrale s'écrit, d'après la formule de Gauss : 

d=-j: . &d f dv = -1 div ( f:) dv - -[ f: & 
v v 8 

où a est la surface externe du volume v. 

L'intégrale 3 peut se décomposer en trois intégrales étendues 

aux surfaces terminales S, et S2 et à la surface latérale SL (tig. 4). 

d 5, 
Figure 1 

-t Sur la surface latérale SL, le vecteur i est constamment tangent 

à la surface et donc orthogonal au vecteur dS l'intégrale correspondante L *  
s'annule et il reste : 

Nous avons supposé que, puisqu'il s'agissait de minimiser les 

potentiels internes, le milieu était relié à un générateur de tension V, 

Les potentiels sur les faces S et S sont donc parfaitement connus puis- 1 2 
que imposés par le générateur et l'erreur f commise sur ces faces est 

nulle. D'oii t 

Et nous reportant à (1.38), il reste : 

La formule (1 .41)  montre bien que l'erreur commise sur g est 

positive ce qui signifie qu'en introduisant une erreur f sur la distri- 

bution des potentiels, V. étanv imposé, la puissance a 6ré majorée. 



Sur le simple plan du calcul et des valeurs numériques, on 

cons ta te  que l'erreur commise g ou r est du second ordre par rapport 

Pkesreur f faite sur les potentiels : 

Bvaluons les erreurs relatives sur G et R 

1 La formule (1.43) exprime l'erreur relative sous forme d'un 

rapport de moyems de oz2 à oz2 prises sur le volume v, et montre 

que l'erreur commise sur G est grosso modo proportionnelle au carré de 

l'erreur relative commise en approximant les champs E. 

Dans le cas particulier où le milieu est composé d'un volume 

v i  de conductivité nulle et d'un volume v2 de conductivité o,  ce qui 

serait le cas d'un milieu poreux de matrice isolante rempli d'un fluide 

conducteur de. conductivité a, on peut dans l'expression (1.4 1) 

sortir a de l'intégrale étendue au volume v2 : on obtient : 

11 apparait ici plus nettement que : t'erreur re la t ive  comise  

 su^ les  cœf f i c i en t s  macroscopiques cS ddterminer e s t  du second ordre par 

rapport cl Z'erreur faite en approxikant l e s  champs interues. 

Voyons maintenant le cas où le générateur est un générateur 

de courant et où il faut donc minimiser les densités de courant interne. 
ta résistance équivalente R sera calculée par la formule (1.29). 

7 7 Appliquons une distribution incorrecte :' = r + J de la densité 

l de courant et évaluons la résistarze approchée R i  : 

La première intégrale représentant encore la valeur exacte R 

on obtient l'erreur r commise sur R sous la forme : 



Reep ( rgons dans la prmière intbgritc par 
elle r'bcrit alors : 

t -k K - I  p i 3 d v - -  1 p .  ug&dy.f  d v œ - ~  srf.dyydvv' 
v v V 

I en appliquant l'identird : 

1 Si 1. diatributiop de courant approchge 1' satisfait 

div 2' - O 
On. a r 

div 1 - div (1' - f) div f '  - div t - O 
"et on obtient pour l'intbgrale K en appliquant la formule de auss : 

On peut encor6 ddcomposer K en trois intégrales étendues à 

S I ,  S2, SL.  intégrale Btendua P SL sera encore nulle car f et :* donc 
+ 3 ione orthogonaux L da sur SL. 11 resta : 

' K = - [J ipJ d. + Jp$3d.1 
s 1 

Les faces S1 e t  S2 Otant 6quipoten tiel respea- 

tit y, et fi, on a : 

Et comtne on a connecté le milieu B un générateur de courant 1, 
et qua la donrit6 de courant approch6e 1' satisfaik aux conditions aux 

limites, on a : 

c t  l'intégrale K s'annule, 

On obtient donc d'après (1.49) : 

La résistance R '  approch6e est superieure B la résistance 

exacte R ce qui d'apri5s (1.29) montre que la puissance approchQe P' 



-7 ~ 4 t  1 ' 6 ~ ~ 1 l ) e t  CE (lui p -6ccde. , en a f f ec t an t :  j.ndice. a ou 

$ . t r i  cm Vn h ~ i o n  l e s  grande\rrn crnptoyce; pcrrir Le ca lcu l ,  on obtieaxt : 

'ïr>ii t ce qti i  p r C c k l e ,  j 2 t . i  ~ i r . r  (Ih c:oniprericli-e pos rquo i ,  p o u r  l ' r i L c . ~ r - -  

i . i :  c!t '  r r c  i ; j c i en t s  1liacrQt;;copi ( ~ t i ~ s -  ' s'L:; q u e  c o n d u c t i v i t é ,  yerméabil i i e ,  
:..; i i9 '  r : a : t i  C S ) ,  etc.. . . dans  d~:i; ~ ; 1  i< i17c  Iif r i!i , ?ner -  des  c a l c u l s  tr6.' a,:pro 

c ~ I ~ ; ; G  s : * i  ;Ij>)r;ll t n c e  Jonnt?rit S i n n 1  rrric-rt d ~ s  zraleirrs r r k s  procilies dcs va; r 2 u r i  

cx.a:st e î  : Sr. zi'ese quPiinr. er.rns<r;:i-~ir c a l t a  cri  n c j  pe ci.: r n ~ ~ i r i d ~  rc actast i  qu; 

.~r.i-il:cl, d ' o b i  e.,i~ir une  pl-6~: i s j o t r  :.rc 4 - 1 l 1 4  crclre s u r  l e  cta: F f  i c i en t .  qti&Xiia 

1 : ~  1 . i - k  ;si«ra s u r  l e s  ch are;,^ oix criirlaantu i r t l l i s é s  i ~ ' s ' s t  que dii preri)i e r  i ~ u r > ï  c . 
T\6ciproque11ic~iii-, I c  b n i t  qil'un ci= E f l c i c t x ~  rfis~roscopique ca1::ti.é 

à L ' a i d e  d'une t h é o r i e  donrkée se rapproche b ien  d e  va l curs  experirncnt-aies 

n ' e s t  pas   i indication que Pa d i s r r i b u r i o n  de potentiels ou de champs 

ut. . i l isGç dans c e t t e  t h é o r i e  é t a i t  exacte mais n ' e s t  qu 'une  conséquence 

du p r i n c i p e  de moindre a c t i o n .  

Ceci j u s t i f i e ,  B posteriori, d e  nombreuses t hCar i e s ,  --- en pa~&& 

cor ro l~orécs  par  l'expérience,-m_a&~Jtr;,i~uécç parce q u ' u r i i i s n r i t  d e s  - --------- - 
l ~ v - ~ o  t:h;;s.?s. t rop  sommaires. .&.A --.. "-.- .*- 

Ces c o n s i d é r a t i o n s  montrent  que  pour l V % t u d e  des  m i l i e u x  Cie 

s t r i i c ~ u r e  a l é a t o i r e ,  il es t  tout à fait:  légi t i .me,  et: i I  n'y a d'ailleurs 

pas d ' a u t r e s  ressources, que d'utiliser dcs t h c a r i e s  approchées, consis- 

1:arrl à faire  d e s  moyennes de diarkilnutians agprcach6es de champs au d e  



En ccmb:nant les cas a) et b) on voit qu' il se présente 

quatre possibilités : 

1)  Des résistances égales disposées sur un réseau régulier. 

2) Des résistances aléatoires disposées au hasard dans un réseau 

de structure régulière. 

3) Des résistances égales disposées dans un réseau de structure 

aléatoire. 

4) Des résistances aléatoires disposées au hasard dans un réseau 

de structure aléatoire. 

XI .2. CONSTRUCTION DE RESEAUX DE STRUCTüRE ALEATOIRE 

Avant de définir des réseaux de structure aléatoire, nous défi- 

nissons rapidement leur opposé, c'est-à-dire des réseaux de structure 

régulière. 

I l  .Z.I. Réseaux de structur.e regul ière 

Ils sont caractérisés par un "motif" régulier se répétant 

indéfiniment à la manière d'une tapisserie. Les nœuds sont en général 

tous de même degré. 

Nous portons dans le tableau ci-dessous les noms des réseaux 

les plus utilisés avec le degré de leurs nœuds et nous renvoyons le 

lecteur aux figures qui suivent pour une représentation graphique de 

ces réseaux : 

I Nom du réseau ! Degré des noeuds ! 
! ! ! 
t4 ! 1 

R6senu$ p l a n a i r e s  
v ! ! 

1 
carré 

! 
1 ka goni6 

! ! 1/3 noeuds : 6 ! 

I 

! double hexagonal . . I 
2/3 noeuds : 3 ! 

1 - * 
II 

Réseau* à 3 dimensions ! 
. ! ! 

! dianiant ! 4 ! 

I cubique simple ! 
1 ! 
! cubique centré ! 8 ! 

1 

f cubique à faces centrées: 12 
! 
1 



CARRE KAG OME TElANGULAiRE 

HEXAGONAL 

re 3 : Résenux réguli 

DOUBLE HLXAGGNAL 

.ers planaires 

DIAMANT C U B I Q U E  C U B I Q U E  C U B I Q U E  A FACES 

SIMPLE CEElTRE C E N T R E E S  

Figure ,4 : Réseaux réguliers tridimensionnels 
(mailles élémentaires) 

11.2.2.. Réseaux de s t ruc ture  a léa to i re  

Pour obtenir un réseau de structure aléatoire, on peut désor- 

ganiser progressivement des réseaux réguliers soit en retirant au hasard 

un nombre plus ou moins grand de branches, soit en retirant, toujours au 

hasard un nombre plus ou moins grand de n e u d s ,  enlevés avec les branches 

qui leur SOIIL conncctFcs : ces procéd6s ont été popularisésrécemmcnr par 

des théoriciens du solide et sont connus sous le nom g6néral d e  "processus 

de percolation" [ 6 ]  [71 .  

Le premier procédé est baptisé "percolation par branches" - et le 
(2:) 

second "~ercolation Dar nmuds " 

Ce procédé de création d'un réseau aléatoire par désorganisation 

d'un réseau régulier peut être <;ualifié de processus destructif. 

On peut envisager des processus constructifs de création de 

rés,:,;ux aléatoires. 

(::) Les termes correspondants consacr6s par l'usage en anglais sont : 
~ ~ c ~ ~ c n l  a rion" r l  r " S i  t : ~  ~ C Î Y P P ' ~ ~  nf:innt'. 



Les nwuds servent tic points de départ : ils ne sont plus 

régulièrement agences mais aléatoircmcnt répartis dnns un plan où dnns  

. l'espace. On peut utiliser une distribution de Poisson à deux ou trois 

dimensions, c'est-à-dire une distribution de points dont les coordonnées 

sont des variables aléatoires suivant une loi uniforme sur un segment 

donné. Pour obtenir les branches, on peut choisir au hasard des couples 

de nauds et les relier par une branche : si le nombre de branches ainsi 

tracées n'est pas très grand, on obtiendra plutôt un enchevêtrement de 

segments de droites qui ne formeront pas un réseau. 

On peut aussi connecterTchaque nacud à ses n plus proches 

voisins par n branches : on obtient ainsi un réseau de degré minimum n. 

On peut ausqi ne connccter à choque noeud que les nacuds qui 

se trouvent plus près qu'une distance donnée d max. La longueur des 

branches est alors bornée supérieurement par d max et le degré est 

aléatoire (Fig. 5 et 6). 

Il existe d'autres modes constructifs de réalisation d'un réseau 

de structure aléatoire -nous ne les aborderons pas ici. 

Le choix d'un processus destructif ou constructif, et parmi ces 

deux catégories le choix d'un procédé particulier est lié au processus 

physique que doit, simuler le réseau aléatoire. Par exemple, pour l'étude 

d'un cristal présentant des défauts on s'adressera au processus destruc- 

tif et pour l'étude d'un matériau amorphe où les atomes (représentés par 

les nœuds) sont disposés au hasard, on envisagera un processus constructif. 

I I  .3.  APPLICATION DES PRINCIPES DE MOINDRE PRODUCTION D'ENTROPIE AUX RESEAUX 
DE RESISTANCES 

-- - 

Parmi les méthodes de calcul que nous utiliserons pour les 

réseaux de résistances, figurent les techniques d'approximation décrites 

dans la première partie et nécessitant soit de connecter le réseau à un 

générateur de courant, et de minimiser les densités de courant internes, 

soit de connecter le réseau à un générateur de tension et de minimiser 

les différences de potentiel internes. 
La difficulté pour un rgseau, est que le milieu n'est pas 

continu mais discret, c'est-à-dire que le courant ne circule que dans 

des portions filiformes de l'espace que constituent les branches du 

réseau. 
Il faut donc transposer au cas du réseau, les principes précédents. 
Si on réécrit les équations d6finissant la conductance équiva- 

lente et la résistance équivalente : (1.27) et (1,29) : 



Figure 5 : Distribution de  Poisson de  100 points 

Les points séparés par d 4 2//$ cm 
sont r e l i é s ,  

Figure 6 : Distribution d e  Poisson d e  IO0 points 

Les po in t s  sépari;_s par d 6 4 / h  c m  
sont re1i.G~ 




































































































































































































































































































































































































