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IRNTRADUECTTON

Ce travail est une contribution a 1'@tude des milieux de struc-—

ture aléatoire.

Nous avons voulu essayer de jeter un regard neuf sur les milieux
de structure alé@atoire envisagés du point de vue de leurs rapports avec

1'électromagnétisme et la mécanique des fluides.

Notre premier intérét, qui fut le point de départ de cette thése,
était 1'étude des milieux poreux et en particulier de leur résistivité et
de leur perméabilitéd hydraulique avec comme but final la conception d'une
sonde de diagraphie permmettant la mesure in situ de la perméabilit@ des

roches traversées par un forage pétrolier.

L'énorme littérature consacrée aux milieux poreux et @ leur per-
méabilité nous a montré que si le sujet n'était pas neuf, il &tait loin
-d'@tre épuisé puisque chaque année, de nouveaux auteurs venaient apporter
une pierre i 1'é@difice, retirant au besoin celles que leurs prédgcesseurs

avaient posées.

La diversité des approches dans 1'étude des milieux poreux en
particulier et des milieux de structure al&atoire en général provient du
large éventail des utilisateurs potentiels : géophysiciens, géologues,
hydrogéologues, pétroliers, agronomes, céramistes, chimistes, physiciens
du solide, thermiciens, spécialistes de la pollution.... et cette liste

est loin d'étre limitative.

Chacun de ces utilisateurs a, en général, en fonction-de son
centre d'intérét, introduit ses propres grandeurs, ses propres unités et
a &tabli ses propres formules, empiriques,de précision suffisante pour
1'usage qu'il en fait : il sémble aussi ignorer tout de la litté@rature et

des théories employées dans les branches voisines.




En essayant de faire la synthése des ré&suliat
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ces littératures, nous avons d&couvert 3 plusicurs reprisces que CLllilns
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résultats bien établis et utilisés dans certains comaines étaicnt
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dans d'autres ou commengalent 3 peine a étre redécouverts alors quc .a

transposition pure et simple &tailt souvent possible d'un domaine dans
1'autre.

De 1'ensemble de cette littérature se dégage 1'un des buls pr.i-
cipaux de 1'&tude des milieux porecux : déduire les propridté€s macroscopi-~
ques du milieu de ses propriétés microscopiques. Ceci se concrétise par .e
calcul ou la mesure de ccefficients macroscopiques caractérisant pour les
besoins technologiques les propriétés globales des milieux : résistivité
électrique, conductivité thermique, perméabilité hydreulique, constante
diélectrique, perméabilité magnétique..... etc.

.

Pour la technologie, la recherche des relations pouvant etre
établies entre ces ccefficients et la structure microscopique du macérisu
ou entre coefficients caractérisant diverses propriétés du méme matériau
est de premilre importance : elle peut en effet donner lieu & des appii~
cations aussi utiles que l'amélioration du rendement d'exploitation des
gisements pétroliféres ou la découverte de nouveaux matériaux isolants

thermiques ou acoustiques.

Mathématiquement, tout ce qui suit peut se ramener 3 La recherche
d'une moyenne spatiale des solutions de l1'équation de Laplace ou de 1l'égua-
tion de Poisson dans un milieu de structure aléatoire statistiquement homo-

géne et isotrope soumis A un gradient macroscopique de potentciel.

La simplicité apparente de 1'énoncé& du probléme posé ne doit pas:g
faire oublicr qu'il n'a jamais 8té résolu théoriquement et il est fort pos-
sible qu'aucune solution exacte n'en existe. L'une des difficultés, et non
la moindre, est qu'une multitude de paramé@tres peuvent servir 3 définir le
milieu aléatoire, parmi tous ceux-1d seuls certains sont d'une utilité pour
le probléme posi, et 3 priori il n'est nullement &vident de choisir ceux-ci

parmi ceux-1a.




Le probléme posé ayant forgément une solution physigue puisqug
les isolants thermiques hétérogénes isolent, que les conducteurs Zlectgiques

@

formés de grains comprimés conduisent bien 1'@lectricité et obéissent

PO

apparcmment & la loi d'Ohm, nous avons délibérément choisi le point de vue

.

du physicien et non celui du mathématicien c'est-a~-dire que nous avong, par
exemple, utilisé@ des principes d'ergodicité,la ol ils nous semblaient btilegl
sans démontrer que les passages a la limite &taient licites. Nous avons
supposé qu'il existait des milieux "statistiquement" homogénes et qu'ils
pouvaient devenir de dimensions infinies, de fagon a utiliser les principes

d'ergodiciteé.

Comme pour tous les problémes mathématiques ou physigues ardus,
ce sont des solutions approximatives qui apparaissent en premier. Nous ne
faisons pas cxception 3 cette régle mais dans certains cas particuliers
nous avons établi des résultats théoriques nouveaux que nous croyons exacts.
Dans le cas général nous avons montré qu'il &tait possible d'encadrer le

résultat exact par des solutions approximatives.

De la diversité des origines scientifiques des auteurs traitant
de milieux aléatoires découle une grande diversité de méthodes d'approche
et de formalismes utilis@s : nous avons repris certaines théories existantes
en les approfondissant ou en les améliorant, mais la diversité des modes
d'approche utilisés risque de disperser 1l'attention du lecteur aussi avons-
nous regroup? , quand c'é@tait possible, en annexe, les notions nécessaires

d la compréhension des théories utilisées.

Enfin ne perdant pas de vue 1'@tude des milieux poreux et de
leur perméabilité, nous donnerons finalement les principes permettant de

concevoir une méthode de mesure in situ de la perméabilité d'un forage.

Cette méthode nouvelle devra faire 1'objet de recherches techno-

logiques que nous n'avons pas entreprises, qui permettront de vérifier son

bien fondé et de déterminer ses possibilités d'exploitation.




L'ensemble de ce travail, s'il ouvre beaucoup ce portes

directions de recherches futures) n'en ferme que quelques uncs, ¢

N . . N o o 7 - . .
n'aboutit qu'd un nowbre limite de résultats rigoureux. Mais nous

(et dg

est-A-dire

pensons

que les autres résultats que nous avons obtenus par des approximations

plus ou moins larges n'en sont pas moins utilisables. Si 1'oa songe que

.y . 4\0 - - - - . - - .
MAXWELL on 1887 avait d¢ja commencé a érudicer 1'¢lectromagnétisme

milicux oldatvires ou gque les progris depuls cette date n'ont été

B v

et partiels, nouspensouns gu il est o rmal que notre travail n'ait

dans des
que lents

pas riso-

lu tous les problémes mais qu'il conwiitue néanmoins une &tape importante

vers leur solution.

Lo




PREMIERE PARTIE

PRINCIPES DE MOINDRE ACTION
N :
ET
CALCUL DES COEFFICIENTS PHENOMENOLOGIQUES
DES PHENOMENES DE TRANSPORT

£y




[.1.

GENERALITES - PRINCIPE DE MOINDRE PRODUCTION 5'iliTRGPIE

Les principes de moindre action permettent d'expliquer ume hanne

partie des phénoménes physiques.

Les principes de la thermodynamique des phénomtnes irréversinios
appliqués aux phénoménes de transport conduisent i défimir des "forces"
généralisées X ct des "Elux" généralisés J que relie un coefficient phéno-
ménologique L (DE GROOT [1]).

-+ - F
Jd=LX G
P ) » - ->\ Ve v .
Cette formule définit une relation entre J et X a 1'échelle des
phénoménes étudiés, c'est—a—dire qu'elle peut aussi bien s'appliquér a des
phénomeénes microscopiques qu'a des phénom@nes macroscopiques observables

expérimentalement.

Une production d'entropie s par unité de volume et par unité de
-r

temps résulte de la présence sxmultanee d'un flux d et d'une force X au

sein du milieu matériel :

{1.2)

-> -r

La présence en un point du milieu, d'un flux J et d'une force X
ne peut se concevoir que si le milieu est relié 3 un "générateur’” c'est-za-
dire si une force externe ou un flux externe lui est imposé sur certaines

frontiéres.

Dans un é€lément de volume dv suffisamflent petit pour que Elux
et forces y soient considérés comme constants, 1'énergie dissipée par unité

de temps, c'est-a-dire lajpuissance est :

—)2'

dP = s dv = J.X dv = LX2 dv=-‘5—dv (1.3)

Dans le volume v, la puissance totale dissipée est alors :

N
P=2Svs= fs dv = fj.i dv = ILKZ dv = f%? dv (1.4)
v v v v

Le principe de moindre action consiste ici & dire, que, en etat

¢ - . - . .
permanent, la production d'entropie-totale $ dans le systéme est minimum.
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Cect signifie que, les conditions extéricures etant précisees, < est-3 4:r g
la facon doat le systeme est conanecté au “générateur", les flux ou les
forces s"ajusteat 3 l'intérieur du systéme, pour que la production ioiale

d'entropie soit minimum.

I.1.1. Cas d'un milieu homogéne

Si le milieu matériel, siége d'ua phénoméne de trausport, &si
homogéne c'est-id-dire si le ca fficient phénoménologique caraciérisaii

le milieu est constant en tout point, (1.4) s'é&crit :

P=sv=L fX2av =1 f32av (1.5)
v

Il est ici indifférent de dire que ce sont les flux internes
plutdt que les forces intermes qui se répartisseant pour que la puissance
soit minimum puisque flux et force, ea tout point soat reliés par le facteur
constant L.

Nous allons voir dans ce qui suit, qu'il n'en est plus de méame

si le milieu n'est plus homogéne, et qu'il faut préciser la fagom doni 1i

est connecté au "générateur".

I.1.2. Cas d'un milieu hétérogéne

Par milieu hétérogéne, nous entendons un milieu doat ie cae ificient

phénoménologique L est une fonction de poiant L(x, y, z).

Nous supposons que le milieu occupe un cube connecté au "généra—

teur” par deux f a ces opposées, et que sur les faces lat@rales, non connec—
tées au générateur, le vecteur "flux" est tangent en tout point a ia sur-—

face ; c'est-i~dire qu'aucun "flux" ne peut traverser les faces latéra.es.

X

I.1.2.1. Puissance dissipée quand le flux est conservatif et la force irrots-
‘ tionnelle

Dans la plupart des phénowénes physiques reancoatréds, le "flux"

-+ .
J est une grandeur conservative :




P ¥ .
Supposons également, que la grandeur "force'" K soit irrota~

tioanelle ¢'est~d-dire qu’elle dérive d'un potentiel scalaire P

-r

-> > -+
rot X = 0 X = = grady (1.7)
La puissance dissipée dans le milieu s'écrit alors :
P = Lrj . X dv = ~f J . ngd vy dv (1.8.)
v

et en utilisant 1'identité ¢

-

. -+ . - ‘
div (§J) = div J + grad v
et la relation (1.6), (1.8) devient, en utilisant le théoréme de GHou.n

P == div (J) dv = - [ ¢ J ds (1.9.)
v S

oi S est la rurface externe du volume v cubique.
En désignant par S| et Sy les surfaces terminales connectées au générateur

et par S la surface latérale (1.9) s'écrit

> > <> -+ Y
P = -fsl\fd ds - [sz\au ds - jSpru ds

-+ -+ - v
Comme sur S_ le flux J est orthogonal au vecteur surface d4S, la troisiéms

intégrale s'annule et il vient :

P ==~ J \fj Es - f I(j 38 (1.1
Si S2

1.1.2.2. Conditions aux limites imposées par le générateur

On peut concevoir deux types de '"générateurs" connectés au

milieu :
a) Un générateur qui impose des potentiels constants sur les surfaces

S; et S2
Y = \rlO sur S]

¢ = f&p sur S,

(1.11)

b) Un générateur qui impose la valeur Iode 1'intégrale du "fiux" sur

les surfaces Si et 52 (11 faudrait dire filux du "flux")

Y -
[ Gda==] TUds=I, (i.12)
c.l! Sz




REMARQUE
Les surfaces Sl et 52 sont orientées en sens inverse, ce Gu:
entraine la présence du signe - dans la seconde intégrale. L'é&galité

des 'deux intégrales résulte du fait que le flux est comservatif.

Voyons ce que deviennent la puissance et le principe du minimum
d'entropie dans chacun de ces cas.

Dans le cas =a- la puissance (1.10) s'écrit :

P==Yof Jds -t f Jds (1.13)
S S2

Puisque le flux est conservatif on a d'aprés le théoréme de Gauss :

faividaveo=[Jds=f Jds+f Ud5
v 'S Sy Sp
D'ol on tire :
f Jds=={ Jds (1.14)
S S2

et (1.13) s'écrit finalement :

.

-

P = (fyo - %i0) js,j ds = (Y0 - i) ]51 Xds  (1.15)

La différence des potentiels (Y;o - Vﬁo) est ici une constante imposée
par le générateur. -

Tout plan i qui coupe le cube parallélement aux faces externes
délimite une surface Si égale a S, et 5, et puisque le flux est conser-

vatif, on a en orientant Si comme S]

+> > 3+ > p '
J dJas=f Ja ol (vt (1.16)
S S %o - %o
Minimiser la puissance P revient & minimiser les intégrales étendues
a tout plan de coupe, mais on a =
-5
f Jd5 =/ LXds
i 5§
c'est-3-dire que sur tout élément de surface ol L est imposé il faudra

L -r L L3 [ .
que ce soit X qui soit minimum.
On en conclut :

Dans un matériau hétérogéne ol le ce fficient phénoménologique L

est une fonction de point, ce sont les forces internes X qut s'ajis-
tent pour minimiser la puissance produite quand le systéme est
connecté d un "générateur de potentiel’.

Examinons maintenant le second cas qui est celui du générateur

qui impose la grandeur I, définie en (1.12) et que nous appellerons "géné=

rateur de courant'.
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Par suite du caractére conservatif du vecteur 'flux'", on pecut
encore écrire pour toute surface interne S; de forme quelconque coupant

les faces latérales du cube :

[ Jds=f J&5 =1, (1.17)
Si S1
L'équation (1.10) est toujours valable :
Ppu-f@lds-[ Jds (1.10)
5 S2

Comme les faces terminales du cube constituent des surfaces

équipotentielles aux potentiels‘-fl et\fz, on peut écrire d'aprés (1.10)
er (1.12) :

!

Pt =¥ f Tas- b, - 1 (1.18)
: I

La différence de potentiel YE ~ Vﬂ est égale a la circuiation du

e . . - N
vecteur X, irrotationnel de la face 1 & la face 2 et elle ne dépend pas du

chemin suivi ¢

¥ - = ér’ici'l: fLtda (1.19)
r

Dans la formule (1.18) le terme I, &tant imposé par le geénérateur.
la minimisation de P se fera en minimisant Y; - yﬁ et d'aprés 1l'intégrale
(1.19) on voit que, quelque soit le trajet T suivi de S; & 5,, puisque les
ce fficients phénoménologiques locaux Lf‘ sont fixés par la structure du
milieu,: c'est le vecteur flux J qui doit €tre minimum er rous points.

On en conclut donc : .,

Dang un milieu hétérogéne dont le e fficient phénoménolcgique LT

’ - L] -* .
est une fonction de point, ce sont les flux internes v qui &'aguste.*

pour minimiser la putssance produite quand le systéme est connecté .

un "générateur de courant”.

REMARQUE  : Pour un milieu homogéne, on peut sortir le cee fficient L des

intégrales ¢

-+
5
Pal,.Ll § Jdl

r
Il est alors indifférent de dire que ce sont les flux ol les

forces internes qui s'ajustent,




I.1.3. Exemples de phénoménes physiques régis par les principes de moindre

production d'entropie.

Nous donnons ci-dessous sous forme de tableau, quelques phéno-

ménes physiques en régime permanent susceptibles de bénéficier du traite-

ment précédent. Les grandeurs homologues se situent dans les mémes

Oim 1= 1w 1w s 1w e pm w tm s S W VW e

mique "
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colonnes.

1 1 3 . . T T
. "Force" y Potenticl : "Flux" : Flux : Cocfficient : Nom de }a loi
1 ' ' !du "Flux"! phénoménologique | physique
! ]
{ : : : : JFormulation géné-

- ° -
X 1 3 1 ffd ds L yrale thermodyna

)

1 1 . 1 ' ,mique irréversi~
: Y ' ' ' 1ble.
! > ] ]
. E . v 1 li=ffas | o !
(Champ élec~ potenticl  densité du conductivité ' Loi d"Ohm
LI | Bt . ! ! courant ! - - !
jtrique yElectrique courant 1 ' électrique .
! - ! ! > ! 1 [ -
1 (3 1 \'/ ' . D 1 1 . € 1 équations de
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1 2 ! ! . ! '
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, grad P i P l u : Q= ffuds i K ;
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1
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TABLEAU I




L2 APPLICATION AUX PHENOMENES DE TRANSPORT ELECTRIQUE

Pour les phénoménes de transport électrique, le flux j est
représenté pav la densité de courant T, la force X par le champ &lectri=
Gue E, le potentiel | est le potentiel électrique YJK)‘ec le coaﬁficieﬂt
phénoménologique est la conductivité O,

Les équations (1.1) a (1.4) devieunent ici

-+ -+ - >
1 = OF E = - grad ¢y {1.20)
<+ e
i = - ograd ¢ )
s = 1.6 = of2 = 1_ (1.21)
g
TR e 4 / - {2 Sr eyt
PmsSy=f1Edv=foE?dvn[=dv (.77
v v v ©

Cependant il y a une symétrie parfaite au niveau des formuics
on T £ i . . . s PP : ..
entre 1 et E s1 on introduit comme cee fficient ph&noménologatie (i« rigis=

tivité P = ]/ au lieu de 0.

E= ol T-/14ds (i.2%)
5
s =E1=pl2=oi2 (1.24)
-3
ozt + E?
P—{,Eldv=fpxzdv-fv-—5-dv (1.25)

Si on connecte le systéme 3 un générateur de courant, oa si,!
d'aprés ce qui précéde que les densités de courant T se répartiron: &
1'intérieur pour minimiser la puissance P. Si on connecte le systiue i
un générateur de tension, on sait de méme que ce sont les champs éieatri~
Gues internes qui vont s'ajuster pour minimiser P.

Considérons alors un milieu de conductivité inhomoegéne dont la
conductivité ct la résistivité microscopique sont des fonctions
O =0(x, ¥, 2) ; p= (x, vy, 2) = 0_1(x, y, z), et dont la conductance
macroscopique est G et la résistance macroscopique est R = Gﬂla

Si on maintient une différence de potentiel constante Y, aux
P
bornes de ce milieu la puissance dissipée est :

P =G V2 =VR (V.25

et en écrivant cette puissance en fonction des champs iunternes a minim.ot:

dans ce cas on obtient :

f Ez o dv .[ gégdz odv
G n.E—- v ™ hd ‘f (].27)
3 \? V2

(*) Nous gardons ¢ pour le potentiel électrique pour qu'il n'y ai: pas
de confusion possible avec la force électromotrice V du généritowi.
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Si on alimente le milieu par un générateur de courant I,, la

puissance dissipée est :

et en exprimant cette puissance en fonction des densités de courant internes

& minimiser, on obtient :

p f Iz p dv
RePal  — (1.29)
12 12

Le calcul de G selon la formule (1.27) nécessite de connaitre
‘parfaitement la répartition du potentiel {f dans le systéme de volume v
(ou celle du champ E) mais, en général, le calcul de la répartition exacte
de Y ou £ demande un travail tellement considérable que 1'utilisation
de la formule (1.27) pour calculer la conductance macroscopique G & partir
de. la conductivité microscopiéue 0 est impraticable. Il en est de méme

pour la formule (1.29).

Supposons alors qu'on ne connaisse qu'une répartition approchée
+ -* N & rd [ [ [ d
¢' du potentiel (ou E' du champ E), & 1l'intérieur de v, satisfaisant
néanmoins aux conditions aux limites.

posons ¢
§' = @+ £ Et=E+¢ G' =G+g (1.30)

Y, [ et G sont les valeurs exactes du potentiel, du champ et la conduc=
tance macroscopique exacte qui en résulte.
'p', E', &' sont les valeurs approchées correspondantes.
£, E, g sont les erreurs commises sur , E et 1l'erreur qui en résulte
sur G en calculant G' selon la formule (1.27) avec la valeur approchée
?' (ou E').

Le numérateur de (1.27) est 1'intégrale représentant la puissance
dissipée et on sait qu'elle‘doit étre minimum pour la répartition correcte
de \p : toute répartition incorrecte telle que ' 1la majore et la

conductance approchée G' sera supérieure & la conductance exacte G.

G'>6G g>0 _ (1.31)
On peut faire le méme raisonnement avec 1'autre formule
(1.29) quand le milieu est connecté 3 un générateur de courant et qu'on .
minimise les densités de courant internes .
Soit I et R la densité exacte de courant interne et la résis-
tance macroscopiqug qui en résulte ,I‘. R' 1les valeurs approchécs corres-
pondantes,v} et r les erreurs commises en utilisant les valeurs approchées :

.r
1" =1+ 3

R' mR + 1 - ‘ (1.32)




L'intégrale de la puissance figurant au numérateur de (1.29)
est minimum pour la répartition exacte de la densité de courant 1 ; toute
répartition incorrecte majore cette intégrale et on trouve ainsi puisgue
le dénominateur I? est imposé :

R' >R r>0 (1.33)

Mais le milieu dans fequel on a approximé cette fols la répar-
tition des courants au lieu de la répafﬁition des potentiels est bien le
méme dans les deux cas et de (1.33) on peut choisir de tirer la conduc~
tance approchée équivalente & R' !

2 _ 1 1 »
"' — — : — .
6= < 6= (1.34)

et on tire finalement de (1.31) et (1.34) :

Y < 6 < G} (1.35)

. . ® . .
en désignant par Gg’ la conductance approchée obtenue en approximant les

. +
densités de courant 1 et par G'p. la conductance approchée obtenue en

approximant les potentiels internes .

On pourra de méme écrire en posant :

ar
53 .
R .

1
G'V

R"s; < R < RY (1.36)

On peut tirer de ceci un théor&me fort utile pour les cas ol on ne sait

. o s -+
trouver que des valeurs approchées pour ¥, E ou 1.

THEOREME : On encadre la valeur exacte de la conductance G ou de la résis-
tance R d'un milieu hétérogéne par des valeurs approchées obte-
nues d'une part en approximant la distribution interne des

potentiels (ou des champs) d'autre part, en approximant la
distribution interne des densités de courant. Les bornes supé-

rieures et inférieures de R ou G sont données par les formules
' (1.35) et (1.36).

s
Nous n'avons pas connaissance d'une formulation de ce théoréme
en électricité mais le fait de 1'avoir ‘obtenu aprés une étude plus générale
sur des phénoménes de transport nous a incité & rechercher s'il n'avait

pas été fofmulé,dans d'autres branches de la physique.
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Nous avons trouvé dans un ouvrage de MANDEL [2] sur la mécanique
des milieux continus un résultat pouvant s'apparenter 3 celui—ci, relatif
au calcul des constantes de torsion appliqué 3 un prisme de section carrée.
L'approximation est faite i 1'intérieur du prisme tantdt sur un potentiel
de deformatxon fP(x,y) (€ =k grad !f] tantdt sur un potenuel de contrainte

¥y tel que 0 = grad Y. La contrainte a et la déformation e étant reliées
par le module de cisaillement j :

-> -»>

O=}c€
MANDEL introduit deux fonctionnelles I et K qui expriment 1'énergie respec—
tivement en fonction de P et ¥ et qui doivent étre minimisées en vertu
du principe des travaux virtuels dans le cas oili les déplacements sont
imposés aux limites et dans le cas oii ce sont les contraintes qui sont
fixées.

I1 choisit pour ¢ et ¥ "des variations arbitraires mais satis-
faisant néanmoins aux conditioms aux limites et aux conditions de symétrie
du probléme et encadre de cette fagon la valeur exacte de la constante
de torsion du prisme par deux valeurs approchées. )

En fait, pour les fonctions {(x,y) et Y(x,y), MANDEL utilise
des expressions fonctions de plusieurs paramétres dont il cherche le
minimum absolu en fonction des paramétres (Méthode de RITZ) ce qui donne
avec seulement deux paramétres des bornes supérieures et inférieures trés
proches de la valeur exacte connue par le calcul (* 0,1 Z).

I1 s'agit chez MANDEL de calculer un cce fficient macroscopique,
relatif 3 un milieu dont la forme relativement simple, parfaitement définie,

T
ne permet pas néanmoins un traitement analytique simple du probléme.

Nous avons trouvé méme trés récemment d'autres exemples d'encaﬂi
drement d'une valeur macroscopique par des bornes supérieures et inférieures
déduites de la minimisation de fonctionnelles complémentaires [3] mais
il ne semble pas qu'on ait cherché 3 appliquer ces principes 3 des cas ol
la difficulté ne réside pas seulement dans une approche analytique diffi-
cile mais surtout dans une structure aléatoire du milieu qui défie toute
formulation exacte et n'est abordable que par voie statistique.

C'est ce que nous allons étudier dams ce qui suit, en cherchant
d'abord quel est le degré d'approximation obtemu sur le coefficient
'macroscopiqugFéberché, en fonction de 1'erreur relative commise sur les
distributions approchées utilisées : nous aboutirons .au résultat trés
intéressant que l'erreur commise sur la valeur exacte est du second ordre

par rapport 3 1'approximation faite sur les potentiels ol les courants.
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ENi T 'APPROXIMATION SUR LES DISTRIBUTIONS DE POTENWTIEL ET

JK RESUL /ANTE SUR LA RESTSTANCE MACROSCOPIGUE

On peut intuitivement prévoir que 1'approximation obtenue suy
i

ia résigtance macroscopique sera meilleure que celle faite sur ja disiri-

bation des potentiels internes.

D'aprés (1.29), en effet, R est proportionnel & la puissarce ©
=1 1¢ géndvateur impose un courant I.. O, on sait que, pour ia répar=
tition correcte des potentiels, la puissance F est minimum, Comme toute
fonction passant par un minimum, P varie pen autour de sonminimum et umne
vépartition incorrecte de 1 approchée au prewier ovdre ne fera varier

qu'au second ordre, ou mieux, la puissance P et donc la résistance R,

Il en est de w8me pour G déduit de (1.33) pour une répartifiom
incorrecte de .
Nous allons préciser ceci par une démonstration inspirée de

FEYNMAN [4] et de SMYTHE [5].
Supposons une répartition approchée Y' du potentiel d.ns un

milieu hétérogéne de conductivité o(x, y, z) dont on veut calculer ia

conductance équivalente : en reprenant les notatiocns (1.30) :

' =Y+ £ G =G+g (1.30)
que nous reportons dans 1'intégrale (1.27), nous obtenons
G' = ~L-f g ngd? ?'dv =L f o ngdz (Y+£) dv (1.47)

En développant 1'intégrant, on obtient :

o2 > - > " R
grad® (@+ £) = (grad P+ grad £)? = grad®(f + 2 grad @ prad € + grad? f
D'ol on tire :

N - > > - R .
G' =G+ g = = _[f Ogradzydv + 2[ ngéd(p grad £ dv + j ograd® £ dv]j
. VQ v v v

La premiére intégrale représente ja valeur exacte G d'ou :
} ’ -+ -+ >
g ™ — [2f ograd ¢ . grad £ dv + f ograd® £ dv] (1.38)
2 v v -
. > -+ .
En remplagant Ograd Y par =1 d 95 la premiére intégrale, celle-ci
devient :

-> -+ . +
U . f Ograd(f . grad £ dv = ~j 7. grad £ dv
v v

En utilisant 1'identité :

+ -+ . L .
1, grad £ = div (£1) - f£div 1
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et compte tenu de ¢

' div T = 0
" 1'intégrale s'écrit, d'aprés la formule de Gauss :

J==f1 ., grad fdv =~ div (£1) dv = -f £1 ds (1.39)
v ' v ]

ou 8 est la surface externe du volume v,
L'intégrale J peut se décomposer en trois intégrales étendues

aux surfaces terminales Sl et 52 et & la surface latérale SL (fig. 4).

I

l Tds,1

)

- wm we e - ==

" aee

s - oam e W W
rd

’

’/
2 g

‘Lds,_

Figure |

Sur la surface latérale SL, le vecteur I est cbnstamment tangent
a la surface et donc orthogonal au vecteur dSL ¢ 1'intégrale correspondante
s'annule et il reste :
Jeef Tds=-f Tds-f Tas (1.40)
S 4 S2 '

Nous avons supposé que, puisqu'il s'agissait de minimiser les
potentiels internes, le milieu était relié a un générateur de tension V,
Les potentiels sur les faces Sl et 52 sont donc parfaitement connus puis=
que imposés par le générateur et l'erreur £ commise sur ces faces est
nulle., D'ol ¢ '

Jm [ £fds+{ €T ds =0
S S2
Et nous reportant 4 (1.38), il reste :

g =-fograd fav > 0 (1.41)
v v ‘

La formule (1.41) montre bien que 1'erreur commise sur g est

positive ce qui signifie qu'en introduisant une erreur f sur la distri-

bution des potentiels, V, étang.imposé, la puissance a été majorée.
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Sur le simple plan du calcul et des valeurs numériques, on
constate que l'erreur commise g ou r est du second ordre par rapport

a 1'erreur £ faite sur les potentiels :

fvaluons les erreurs relatives sur G et R

L, ograd? f dv

.r.. (1.42)
r 2
Ograd dv
J, osrad® ¢
1 ﬂ,o €2 dv < o e >y
-&- v L i s st et (].43)
G l-f o B2 v < g B? >y
v v

La formule (1.43) exprime l'erreur relative sous forme d'un
vapport de moyemes de dgz a OEZ prises sur le volume v, et montre
gque 1'erreur commise sur G est grosso modo proportionnelle au carré de
1'erreur relative commise en approximant les champs E.

- Dans le cas particulier ol le milieu est composé d'un volume
v, de conductivité nulle et d'un volume v, de conductivité o, ce qui
serait le cas d'un milieu poreux de matrice isolante rempli d'un fluide
conducteur de.conductivité o, on peut dans 1l'expression (1.41)

sortir 0 de 1'intégrale &tendue au volume v, : on obtient :

g = = f grad? f dv (1.44)
vz v
o 2
2
& . Z€E 2>V ‘ (1.45)
G < gz >*%

I1 apparait ici plus nettement que : l'erreur relative commise
sur les ca fficients macroscopiques d déterminer est du second ordre par
rapport d l'erreur faite en approximant les champs internes.

' Voyons maintenant le cas ol le générateur est un générateur
de courant et ou il faut donc minimiser les densités de courant interne.

La résistance équivalente R sera calculée par la formule (1.29).

T2
1 dv !
R=P w fx P - (1.29)

. . . . . >
Appliquons une distribution incorrecte 1' = T + 3 de la densité

de courant et évaluons la résistanze approchée R' :

I I :
RU=— [ p A+ D%ve—I(fpi2dav+2fpl]dv+pI?avl(i.46)
2 v 2V v v ;

La premiére intégrale représentant encore la valeur exacte R

on obtient 1l'erreur r commise sur R sous la forme :

rel (ol TavelfpT2ay (1.47)
2V 2 v
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Remplacons dans la premiére intégrale { par -ogEEdg’

elle s'écrit alors :

—r—r -]
K=fpijdve=/p.ograd¢. ] dv=~f gradg ] dv
; v v v
en appliquant 1'identité :
-:]rgx:;d(f- (pdiv:]r-div (V:]r) (1.48)

. ; : : TR ; :
Si la distribution de courant approchée 1' satisfait

divi' = 0
On-a :
div ] =div I' = 1) = divi -divi=0
et on obtient pour 1'intégrale K en appliquant la formule de Gauss :
K = -fvgr.:tad\p-}dv = -f‘,div (t(:{) dv = -fq*(’-_{ci’s

On peut encoré décomposer K en trois intégrales étendues a
i ™ < i -+ r
Si» Sgs SL. L'intégrale étendue a SL sera encore nulle car 1 et 1' donc

3 sont orthogonaux a ds sur S_- Il reste :
* ¥
K== [ ds + ds]
ke Isz“’ 3

Les faces §; et S, étant équipotentielles de potentiel respec~
tif \PI et \02, on a :

3 -

Kes=10, f Tdas+@, [ 73 ds] (1.49)
Sy %

Et comme on a connecté le milieu & un générateur de courant I,

L - -~ ’r [ . . i
et que la densité de courant approchée 1' satisfait aux conditions aux

limites, on a :

: + Y
f Jas=f @ =Dasef Tas=-f Tas=n-1,%0
SlouS2 SjouS,y 510“52 Slousz

et 1l'intégrale K s'annule. °

On obtient donc d'aprés (1.49) :

r=2f{p32av>o0 (1.50)
iy ¥

La résistance R' approchée est supérieure @ la résistance
exacte R ce qui d'aprés (1.29) montre que la puissance approchée P’
est supérieure 4 P exacte. Le principe de moindre entropie est bien

satisfait.

-




"

uT résumer ce qui préceéde , en affectant en indice 1 ou

ts Ou Vo selon les grandeurs emplovies pour le calcul, on obtient 3

?

: Lo o a
PrVe TR Rpg mRYT (1.51)

LT ST <6 6L, G g {1.52)

P e e e e el e et
-
a

Tout ce qui priécéde, permet de compréndre pourquoi,pour 1'nbten-
fion de ceilicients macroscopiques oLs que conductivité, perméabilité,
povElifivitd, ete.... dans des wilicwx bérdveEnes, des caleculs trés appro-
chfg en apparence donnent finalement des valeurs trés proches des valeurs
exactes .~ £ n'est qu'une conséguonce du principe de meindre action qui
perwet d obtenir une précision o zecond cvdre sur le cwe £ficlent quand
in précision sur les chawps ou courants utilisés n'est que du premier ordro,

Réciproquement, le fait gqu'un cee fficient macroscopique calculé
i i'aide d'une théorie donnée se rapproche bien de valeurs expérimentales
n'est pas i'indication que la distribution de potentiels ou de champs
utilisés dans cette théorie était exacte mais n'est qu'une conséquence

du principe de moindre action.

Ceci justifie, 3 postériori, de nombreuses théories, en partie

corroborées par 1l'expérience, mais critiquées parce qu'utilisaut des

hvpothitfses trop sommalres.

Ces considérations moutrent que pour l'étude des milieux de
structure aléatoire, il est tout a fait légitime, et il n'y a d'ailleurs
pas d'autres ressources, que d'utiliser des théories approchées, consis~
tant 4 faire des moyennes de distributions approché@es de champs ou de

potentiels.
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En ccmbinant les cas a) et b) on voit qu'il se présente
quatre possibilités :

1) Des résistances &égales disposées sur un réseau régulier.

2) Des résistances aléatoires disposées au hasard dans un réseau

de structure réguliére.

3) Des résistances égales disposées dans un réseau de structure
aléatoire,

4) Des résistances aléatoires disposées au hasard dans un réseau

de structure aléatoire.

II.2. CONSTRUCTION DE RESEAUX DE STRUCTURE ALEATOIRE

Avant de définir des réseaux de structure aléatoire, nous défi-
nissons rapidement leur opposé, c'est-d~-dire des réseaux de structure

réguliére.

I11.2.1. Réseaux de structure régquliére

Ils sont caractérisés par un "motif" régulier se répétant

indéfiniment 3 la maniére d'une tapisserie. Les nceuds sont en général

tous de méme degré.

Nous portons dans le tableau ci-dessous les noms des réseaux
les plus utilisé@s avec le degré de leurs nceuds et nous renvoyons le
lecteur aux figures qui suivent pour une représentation graphique de

ces réseaux 3

Nom du réseau Degré des noeuds

! ! !
! ! !
! ! !
. ! . ! !
Réseaux planaires 1 Y
! hexagonal ! 3 !
! < ! !
, carré 1 4 ]
I kagoml ! 4 !
: triangulaire : 6 5
t ! g 1/3 noeuds : .6 !
! ! 1
; ?ouble hexagonal - 2/3 noeuds : :
! ] !
Réseaux & 3 dimensions 1 \
! diamant ! 4 !
! t
i cubique simple i 1
! cubique centré. ! !
: !
i cubique 3 faces centrées; 12 :
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Tigure 3 : Réseaux réguliers planaires
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DIAMANT CUBIQUE Ccuglae  CUBIGUE A FACES
SIMPLE CERTRE CENTREES

Figure 4 : Réseaux réguliers tridimensionnels
(mailles &lémentaires)

I1.2.2. Réseaux de structure aléatoire

Pour obtenir un réseau de structure aléatoire, on peut désor-
ganiser progressivement des réseaux réguliers soit en retirant au hasard
un nombre plus ou moins grand de branches, soit en retirant, toujours au
hasard un nombre plus ou moins grand de ncuds, enlevés avec les branches
qui leur sont connect@es : ces procédés ont &té popularisés récemment par

des théoriciens du solide et sont connus sous le nom général de 'processus
de percolation" [6] [7].

Le premier procé&dé est baptisé "percolation par branches" et le

" (::) .

second "percolation par ncuds

Ce procédé de création d'un réseau aléatoire par désorganisation

d'un réseau régulier peut etre qualifié de processus destructif.

On peut envisager des processus constructifs de création de

réscaux aléatoires.

(*) Les termes correspondants consacrés par l'usage en anglais sont :
"Band pereolation” et "Site pereolatien'.
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Les nauds servent de points de départ : ils ne sont plus
régulic¢rement agencés mals aléatoirement répartis dans un plan ol dans
. 1'espace. On peut utiliser une distribution de Poisson i deux ou trois
dimensions, c'est-a-dire une distribution de points dont les coordonnées
sont des variables aléatoires suivant une loi uniforme sur un segment
donné, Pour obtenir les branches, on peut choisir au hasard des couples
de nceuds et les relier par une branche : si le nombre de branches ainsi
tracées n'est pas trés grand, on obtiendra plutdt un enchevétrement de
segments de droites qui ne formeront pas un réseau.

On peut aussi connecterjchaque neud 4 ses n plus proches
voisins par n branches : on obtient ainsi un réseau de degré minimum n.

On peut aussi ne connecter a& chaque nmud que les ncuds qui
se trouvent plus prés qu'une distance donnée d max. La longueur des
branches est alors bornée supérieurement par d max et le degré est
aléatoire (Fig. 5 et 6).

I1 existe d'autres modes constructifs de réalisation d'un réseau
de structure aldatoire —nous ne les aborderons pas ici.

Le choix d'un processus destructif ou constructif, et parmi ces
deux catégories le choix d'un procédé particulier est 1ié au processus
physique que doit simuler le réseau aléatoire. Par exemple, pour 1'étude
d'un cristal présentant des défauts on s'adressera au processus destruc-
tif et pour 1'étude d'un matériau amorphe ol les atomes (représentés par

les nceuds ) sont disposés au hasard, on envisagera un processus constructif,

I1.3. APPLICATION DES PRINCIPES DE MOINDRE PRODUCTION D'ENTROPIE AUX RESEAUX
DE RESISTANCES ’

Parmi les méthodes de calcul que nous utiliserons pour les
réseaux de résistances, figurent les techniques d'approximation décrites
dans la premidre partie et nécessitant soit de comnecter le réseau 3 un
générateur de courant, et de minimiser les densités de courant internes,

soit de connecter le réseau 3 un générateur de tension et de minimiser

les différences de potentiel internes.
La difficulté pour un réseau, est que le milieu n'est pas

. continu mais discret, c'est-d-dire que le courant ne circule que dans

des portions filiformes de 1l'espace que constituent les branches du

réseau.
I1 faut donc transposer au cas du réseau, les principes précédents.
Si on réécrit leés équations définissant la conductance équiva-

lente et la résistance équivalente : (1.27) et (1.29) :




Figure 5 : Distribution de Poisson de 100 points

Les points séparés par d < 2//7 cm
sont reliés.

Figure 6 : Distribution de Poisson de 100 points

Les points séparés par d g 4/Vr cm
sont relifs






































































































































































































































































































































































































































































































































































































