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INTRODUCTION

I - GENERALITES

Toutes les expériences concernant 1'apparition et le développement
des instabilités montrent qu'un écoulement peut présenter un caractére
laminaire stable lorsque le mouvement est trés lent. Par contre, si la
vitesse du fluide dépasse une certaine limite critique, 1'écoulement laminaire
stable laisse place d& un &coulement a caractére tourbillonnaire dont la

complexité croit avec la vitesse. Cette limite est fonction de 1'importance

relative des deux types de forces agissant sur les particules fluides :

- Les forces de surface comme la pression et les tensions visqueuses ;
- Les forces de volume comme les forces de pesanteur (convection 1ibre),

les forces centrifuges, les forces électriques et magnétiques.

Dans 1'écoulement entre deux cylindres coaxiaux, ce régime se
caractérise par des instabilités symétriques et périodiques dans la direction
axiale. Elles consistent en une structure de tourbillons toriques réguliérement
superposés selon la direction des génératrices des cylihdres et tournant
alternativement dans des directions opposées.

Ce régime d caractére tourbillonnaire est lui-méme un régime inter-

médiaire d'écoulement. En effet, on peut constater, par visualisations, qu'il
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précéde un régime @ "caractére turbulent" mais toujours & 1'intérieur

des mémes tourbillons toriques réguliérement superposés (voir photos).
C'est pourquoi on 1'appelle "régime secondaire" ou "régime transitoire".
Traiter un tel probléme se révéle d'une grande complexité, c'est pourquoi,
i1 convient de choisir un écoulement qui posséde un grand degré de symétrie.
C'est le cas des écoulements dans un tube circulaire ou sur une plaque
plane, mais alors on constate que le domaine transitoire est trop restreint

pour que 1'on puisse en observer le régime.

Par contre 1'é@coulement entre deux cylindres coaxiaux a 1'intérét
de posséder un large domaine tout en @tant relativement simple. Les théories
existantes ont pour but de comprendre comment nait I'instabilité & partir
du régime Taminaire permanent. Elles déefinissent un critére de son apparition
et permettent de suivre son evolution jusqu'a 1'établissement d'un écoulement

de caractére turbulent.

II - THEORIES SUR LA STABILITE

La stabilité d'un écoulement est définie par rapport & une perturbation
existante ou introduite dans le fluide. Le mouvement est stable s'il tend
d revenir & son état initial ; i1 est instable dans le cas contraire et
donne naissance @ un nouveau type d'é@coulement. Mathématiquement i1 faudra
prévoir la forme et faire une hypothése sur 1'amplitude de la perturbation.
Si la forme est observable par 1'expérience, on peut faire deux hypothéses

différentes sur 1'amplitude :

- La perturbation est trés petite et n'a pas d'influence sur le
mouvement moyen (théorie linéaire) ;
- La perturbation est d'amplitude finie et agit sur le mouvement

moyen (théorie non linéaire).




1 - La théorie 1inéaire

Avant de décrire la théorie linéaire, il convient de donner 1la
solution en régime laminaire stable et permanent de 1'écoulement entre deux
cylindres coaxiaux. COUETTE (1890) a é&té le premier & faire 1'étude de ce
probléme pour déterminer une propriété caractéristique de chaque fluide, &
savoir sa viscosité et donner sa valeur. Dans le méme temps, i1 vérifie
que la courbure de la surface mobile, entrainant 1'existence de forces
centrifuges, influe sur la limite de vitesse 3 ne pas dépasser pour laquelle
les résultats obtenus sont compatibles avec 1a solution laminaire du

mouvement. I1 ne fournit cependant pas de réponse a ce phénoméne. Le premier,

LORD RAYLEIGH (1) 1'explique et établit ainsi un critére de stabilité des

fluides non visqueux. On peut le présenter comme suit :

Soit ¥y la vitesse tangentielle & la distance Yy du centre de
courbure d'une particule fluide et soit (%%) le gradient radial de pression
r
d la distance r. En écoulement non perturbé on a la relation d'équilibre de 1la

particule fluide :

(@ s
dr’r ro 2%
Si la particule se déplace de Py a r, le moment par rapport au centre de la

quantité de mouvement de la particule se conservant, on a pvr = oV ol v

est 1a nouvelle vitesse. Par suite 1a force centrifuge s'écrit

Yi % ro2
By R Ve ;3_

- Lorsque dans 1'écoulement, 1a quantité vr reste constante quand




r augmente, on a vr = v ro pour r>r, ol v est la vitesse en r et

0

2
2 r .72 -2
Vo o_ 2 _0 _ dp: oyl y = ¥
— Vol ;fr- it Cela montre que (dr)r - (p: ) et dans

ce cas 1'écoulement est dans un état de stabilité marginale.

- Par contre, si la quantité vr décroit quand r augmente, on a

=2
2 r.2 vee _ .2 r2
r<v,r, et_;_ < voz. O avec — =V, g . On voit que
dans ce cas (HE) < p V_ . La force centrifuge de la particule est
r=r r :

alors supérieure au gradient de pression radial qui régne au sein du fluide.
Un tel mouvement est instable et 1a particule s'éloigne de sa position d'équi-
libre primitive.

2

- Enfin si vr > v_ r_on trouve(gﬂ) > p-!— . Un tel mou-
0 o FMe - p r

~ vement est toujours stable.

Le critére de stabilite dfun fluide non visqueux dans 1'écoule-
ment de COUETTE peut donc se formuler sous la forme wo rg > W r% , les
indices 1 et 2 s'attachant respeétivement aux cylindres intérieur et extérieur.
Dans le cas le plus général, 1a résolution de ce probléme d symétrie de révolu-
tion de 1'écoulement d'un fluide incompressible en régime instationnaire,
s'effectue i partir des équations de NAVIER-STOKES écrites en coordonnées

cylindriques. (Fig. 1.1.). En tenant compte de la symétrie de révolution qui
d

s'exprime par 36 = 0, il vient :
2 5t
Vo oo au 1 op 3 1 3 1 3
Tt WS E e -ty (—y b - + =) u;
r F3 p ar R r ar ';Z azg
v BV ) 1 1 :
5 uv v 3 3 3
t—tw o= v (ot = - + = ) Vv
r
z ol T oar (27
1 2 1 2
W LU - 9 = 8,3 .
FWa "o szt V=t gpt 2w (L)

ar 9Z
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et 1'équation de continuité

ou . u oW _
ﬁ-'. ?+>—a—-0 (].2)

a) Solution de 1'écoulement en régime laminaire stable et
permanent.

Comme le montrent les visualisations, i1 est supposé qu'il n'y a pas de

0. On obtient alors le systéme suivant :

mouvement secondaire, soit u = w

Voo
| s ar
1.3
az 1 1 ) ( )
(— + = £ - +—, ) v=0
ar roar A

muni des conditions aux limites :

<
[

= wl ry pour r
et
V= “2 r, pour r =

[
-
N




Moyennant 1'hypothése v indépendant de z, on trouve la solution :

B

v =Ar t T ou
2 W r.
A = Wye L-my avec m =-ag et X = ?g
_L '1 1
N\
B=w, r;y l-m
XZ

I1 reste que 1'indépendance de v vis & vis de la variable axiale z est

une hypothése liée @ u = w = 0. Nous verrons dans les prochains chapitres,
si cette hypothése conduit toujours & 1a solution (1.4)

La solution (1.4) représente donc la superposition d'un tourbillon potentiel

et d'un écoulement ou le fluide tourne en bloc.

~En régime instationnaire, le systéme (1.3) n'a été résolu, a
notre connaissance, que dans le cas oi le cylindre intérieur passe
brusquement de “5 a ®, (impulsion) par COGNET(12). Nous aborderons ce
probléme pour le cas d'une variation quelconque de la vitesse du cylindre

intérieur en nous limitant cependant aux faibles vitesses.

b) Solution de 1'écoulement en régime laminaire perturbé.

Par la suite, G.I. TAYLOR (2) reprend les travaux de LORD RAYLEIGH. En
1923 i1 publie ses résultats ol i1 décrit 1a forme des instabilités et
le régime a partir duquel elles apparaissent. I1 arrive & la conclusion
que 1'écoulement secondaire consiste en une structure de cellules
réguliérement superposées suivant la direction des génératrices du
cylindre et d'axe OZ. I1 prévoit également que 1'instabilité se situe

dans le domaine prévu par Lord RAYLEIGH (fig.l1.2).
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Fig. 1.2

)
1 é&coulement tourbilionnaire simpie.

2 écoulement tourbillonnaire double.

La théorie T1inéaire peut étre présentée comme suit. G.I. TAYLOR
suppose que le régime tourbillonnaire se compose du mouvement moyen Vo
déterminé en (1.4) et d'une perturbation de petite amplitude devant Vo
Cette perturbation ne dépendant que des variables d'espace et de temps

r, z, t est sans action sur 1'écoulement moyen. Soit

u=uy cos A* z ekt
= t kt - 7
{v Vo tvyces ) ze =V, +V
W =Wy sin ' z ekt (1.5)

avec v =/¢n'-+E
0 r

En négligeant les termes quadratiques, produits de perturbations, on obtient

le systéme linéarisé suivant a partir de (1.1) :




v 2 2v_ v 2 2
u_ o _ "o __13 3- 1 5 _1 d
B T r b 3% ¥ V(:Té v oa 2 * . ) us
ar 9z
v v 2 2
v 4 ) o d 1 5 _1 3
Ftu(—0 +—) = vi—, + = -+ —,)) v;
at ar r 2 roo 2 572
2 2
1 3p d 1 5.3
W === Pt s =) w (1.6)
X p 9z arz r ar 32,2

oW _
+ =0 (L7)

|
+
~Sis

Si ui; Vys Wy ne dépendent que de r et en éliminant 1la pressidn p dans Tes

équations (1.6) on aboutit au systéme linéarisé :

T
1 1 _n .
Forar T W =0
’(dz +1 L 2 kg oy a0 (1.8)
(v g r ar ) vV 1° V> :
vd (_d_2.+ld - A2 -i)w +2(A+§')V+V(£ +_1.d-.l
\ A dr a2 T ar ~ 07 351N p2! VT2 YT G 2

.l K
'12-:)U1=0.

avec les conditions aux limites Uy =Vvy=wppourr=ryetrs= ro.

=
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Pour résoudre ce systéme G.I. TAYLOR suppose que ugs v1 et Wy sont développables
en séries de fonctions de BESSEL d'ordre O et 1. Les conditions aux limites
fournissent donc un systéme linéaire et homogéne entre les coefficients et
ces séries. L'existence d'une solution différente de zéro impdse un

déterminant nul d'ol 1'équation caractéristique des valeurs propres k : F ('
r.¢.d
11

A',Re, A, m) =0 ou Re est un nombre de REYNOLDS défini par Re =

avec d = ry = ry- On peut .donc déterminer le coefficient d'évolution insta-
tionnaire k(*) Torsque Re,2',A et m sont fixés. La figure (1.2) donne la
courbe limite & laquelle apparait 1'instabilité (stabilité marginale, k =0).
Pour déterminer 1A' TAYLOR suppose que d est trés petit devant ry et définit
un paramétre :

y 2
P = 5 Vv (1 +2‘ ) . 1
243 (1-m 2)(1-m)  wy°r

dont la valeur critique Pc détermine la vitesse Wy au-dela de laquelle
apparaissent les tourbillons. Ainsi pour 1> m 30, cette valeur est donnée

par :

1+m -5/ 1 1+mi
PC = 0,0571. im 0,652 (A~ 1)] + 56,10 // [Tﬁi - 0,652 (A-li]

comme A v1 on peut &crire que

+
P v 0,0571, (1)
- Pour m = 0 (wp= 0) il trouve P. = 0,0571, ce qui correspond & 2' = ;%; .
Par conséquent la répartition axiale des tourbillons s'effectue suivant une
période'1=-§$ = 2d. Autrement dit, & sa naissance, la perturbation a une

hauteur égale & 1'espace annulaire. On en déduit ensuite le champ des vitesses

u, v, w et les lignes de courant (fig 1.3.)

o - .- -

k(*)est toujours un nombre réel.
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Fig. 1.3

- Pour m<o, le f]uide se divise en deux régions séparées par une surface

cylindrique de vitesse nulle.
Aprés TAYLOR d'autres théories lindaires ont &té élaborées, ne différant
entre elles que par leur‘méthode de résolution. Ainsi celle de MEKSYN (1946)
consiste a prendrevdes solutions sous forme de développement en séries entiéres
de 'g.. I1 établit un critére pour o<m<1l et a=l mais qui reste valable
Jjusque A= 2, soit

243, (l-mxz).[(1+m) .

[52)
w
!
=3
|
[ZM]

V(1 )
dont 1a valeur critique est TM = 1712. Pour mco il établit un autre critére

soit :

T - 2(1_m2)2 . dl5
M v?(xz-l)z R'

w] avee ¢ = g et R = Ay

dont l1a valeur critique est T, = 283.

M
La méthode de CHANDRASEKHAR (3) consiste & écrire le systéme (1.8)

sous 1a forme (D 0% - ®% X2 (0 0% - 32),v; = anx2 (A +B w

R AV . —-—2—-- —2 . 1

r
Y

— + = ), les conditions aux limites devenant dans ce cas :
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2

1=0, (DD* -Az) Vi =0, D.(DD* -\ - %-) vp=opourr=retr,

Posant r = ro + ed et evariant de - %- a-% »i1 montre que la solution

vy dépend d'une fonction S (e) définie par :

2

1 1 ) Cos #e A 1 1 2w
S = - + + —, + =+ I+ cop 21 ¢) = — (1 + z— A
T T ey T (eerEra g (e h)
. ch we
ch %
oi A = - 0,02686.
I1 obtient alors Uy =-aryu P
_ 2 2 d
vp=arg w ;fs (1.9.)
_ ars w
=Ll g
da

2 d2).S, a étant un coefficient arbitraire défini comme

avec P = (D2- A

1'amp1itude.

Enfin, i1 établit un critére de stabilité pour m = o :
4

c dont la valeur critique est TC = 3390.
2 2
(x"= 1)

Nous pourrions enfin citer les travaux de GOLDSTEIN (4) et de DIPRIMA (5)

qui ont montré qu'un &coulement axial stabilisait le mouvement du fluide.

2 - La théorie linéaire et 1'expérience

Les résultats obtenus par cette théorie sont souvent trés
proches de ceux observés expérimentalement par visualisation et par mesure
du frottement sur les cylindres (voir paragraphe II ). Cependant, si on

1'applique a 1'écoulement entre deux plaques paralléles dont 1'une est mobile,
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elle laisse prévoir que le mouvement est toujours stable, alors que 1'on
constate 1'existence d'une transition. Cette anomalie peut s'expliquer par

les hypothéses servant de base & 1a théorie :

a) On utilise un développement 1imité au premier terme de la
perturbation ;

b) On ne tient pas compte des tensions de REYNOLDS (termes quadratiques
des &quations du mouvement) ;

c) Toutes les longueurs d'onde A' &tant possibles, on ne peut
prévoir celle qui est observée expérimentalement.

Enfin la théorie linéaire laisse indéterminée 1'amplitude a de la perturbation.

3 - La théorie non linéaire

Considérons un écoulement 3 nombre de REYNOLDS fixé, affecté par
une petite perturbation. Selon la théorie linéaire nous savons qu'elle va
croitre exponentiellement selon t depuis son apparition. Par la suite elle
va atteindre une amplitude telle que la quantité de mouvement qu'elle
transporte ne sera plus négligeable. Les tensions de REYNOLDS associées & ce
mouvement doivent &tre prises en considération. Elles auront pour effet de

déformer le mouvement moyen ce qui a pour résultat de modifier le transfert

dfénergie de cet &coulement moyen d@ la perturbation. Comme ce transfert
conditionne la croissance exponentielle, il y aura une modification de

cette loi. J.T. STUART (6) a été le premier a mettre en évidence cette
intéraction. On peut encore séparer 1'écoulement entre une partie moyenne et
une perturbation de valeur moyenne nulle mais les deux parties seront dépen-
dantes par 1'intermédiaire des tensions de REYNOLDS. Par conséquent,
1fécou1ement moyen n'est plus 1'écoulement laminaire original, il en

différe dfautant plus que 1'amplitude de la perturbation est grande. Pour tenir
compte de la distorsion de 1'écoulement, i1 définit la perturbation par les

expressions suivantes :



- 13 -

ir'z 2i)r'z ir'z * 2ir'z +..
u=u'-= Uy (rlt) e + U, (r)t) en T+ ugx (r)t) e'r 244 Uy (r,t) e~

et des formes identiques pour v' = v - v (rlt) et w' = w.( % dénote un
nombre imaginaire conjugué et - une valeur moyenne par rapport a z).

On obtient alors les équations du mouvement moyen V (rlt) a partir de (1.1) :

1 0.
5 ir (@)
(1.10)
2
Al 1,5 (b
3,.2 roar 2

L'équation (1.10 a) donne le gradient de pression radial équilibrant les
tensions de REYNOLDS et la force centrifuge, tandis que 1"équat1’on

(1.10 b) montre que 1'@coulement moyen vV est fonction des tensions‘de
REYNOLDS. D'autre part, on retient la dépendance de t car, la perturbation
variant en fonction du temps, le mouvement moyen se déforme pour maintenir
1'équilibre de 1'énergie. Pour un &tat d'équilibre gﬁ% = 0) (1.10. b) peut

s'intégrer et on a :

r
V=Ar+%+-§J E—;‘Fdr (1.11)
"
avecw ) r,
A l(lém)\)+ 21 J' Wdr ry+r
1 -2 v(r©-1) o ( Y‘o____z_.__)

2 2 "2
w r r ]
_ 1 (1-m)'1 u' vt
B = ___(.2__)_ + _J___.fr __..._r_.___ dr

12 v“(l-xz) 1

Le mouvement moyen étant connu, on peut alors calcuyler les perturbations
u', v', w' @ partir des équations (2.1) et exprimer le transfert

de 1'énergie par : ‘ L




- 14 -

a‘%ff%p(u'2+v|2+w|2) r dr dz =f (-pu'v') (—g-\ré -%)Y‘dl" dz -

- E{)r(g'z + n.2 + ;;2) r dr dz (1.12)

ol les composantes ‘rotationnelles de la perturbation sont :

ol )

FY3 ) r ar

E' ‘—"—?—v-' n. =

a ]

Q

L'équation (2.12) montre alors que 1'accroissement d'énergie apporté par

1a perturbation sur un intervalle dt est &gal 3 la différence entre
1'intégrale du produit des tensions de REYNOLDS, par le cisaillement

(gg: - g:) (qui représente le transfert d'énergie cinétique de 1'écoulement

moyen & la perturbation) et la dissipation visqueuse d'énergie cinétique.

I1 ne reste alors qu'é déterminer 1'amplitude a de l1a perturbation).
Pour cela J T STUART suppose que le fondamental Ups Vis Wq» est donné par

1a theor1e Tinéaire de CHANDRASEKHAR (1.9) et qu'ad tout instant on peut

v

négliger le terme < =t Dans 1le cas m=0 (wz = 0) et pour d << ro 1'équation

(1.12) conduit a
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S est donné par la théorie linéaire de CHANDRASEKHAR.

Les intégrales Yi2 Yoo Y30 Yg» utilisées par STUART ont pour valeur numérique :

7 -5 10

Yl =6,73. 10 * , 72 =1,33. 10 © , Y3 = 2,45. 10 > Y4 = 0,22473

2

Sion néglige a4, le nombre de TAYLOR critique est donné par A' T =-? = 1708

L'amplitude d'équilibre (pour laquelle %f = 0) est alors définie par:

2 _
a, = 5,425.10

Re

4 (1 _ 1708 )

Aprés STUART, d'autres théories ont é&té élaborées. Ainsi DAVEY (7) a développé
1fétude de STUART et montré que pour un coefficient d'amplification k petit,
1'amplitude d'équilibre est donnée par une relation de la forme :

2 _ 4
k ag + (k1 + k2 + k3) a, = o

ol kl’ k2 et k3 représentent les d1fferents transferts d enera1b du rouvement
moyen au fondamental Ups Vps Wy, du fondamenta] au premier harmon1que

Ups Vs Wy et enfin de la distorsion au fondamental.

4 - La théorie non linéaire et 1'expérience

La théorie non linéaire permet de déterminer le frottement supplémentaire
di & la perturbation. Pour de petits espaces annulaires les théories de STUART
ou de DAVEY donnent les mémes résultats et concordent avec les expériences
de TAYLOR & 7 % prés dans un domaine w<3 w.. Rappelons que 1a méthode de TAYLOR
se fonde sur la mesure du couple G di au frottement exercé par le fluide sur

les cylindres (fig. 1.4).
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Fig. 1.4

L'analyse de DAVEY fournit des résultats non conformes aux
mesures pour w > 3 wes C€ qui peut signifier que 1'écoulement se fait selon
un mode différent de celui prévu par la théorie & partir d'une certaine
vitesse au-deld de Wee En effet, les expériences de SCHULTZ (8) et de DONELLY (9)
montrent qu'il peut apparaitre un second type d'instabilité périodique suivant
©. DI PRIMA (5) a établi une théorie lingaire pour une telle perturbation et
montré qu'elle apparait @ une vitesse 1égérement supérieure 3 la vitesse
critique donnée par le nombre de TAYLOR Te- Enfin DAVEY, DI PRIMA et
STUART (10) ont étudié la stabilité des tourbillons de TAYLOR d'une longueur
d'onde donnée par rapport d une perturbation périodique en z et en 6. Ils
montrent que ces tourbillons sont instables si la perturbation a le méme
nombre d'onde mais déphasée de —% en 8. Aucune instabilité n'a été trouvée
pour une perturbation de méme phase et le nombre de TAYLOR oii apparait cette
instabilité est supérieur de 8 % & la valeur critique de Tc (pour wy =‘o).
La théorie prévoit également une configuration en spirale qui n'a pu &tre
mise en évidence par d'autres auteurs. Enfin, pour des nombres de TAYLOR
supérieurs & la valeur critique d'instabilité, un nouvel équilibre s'instaure
avec des frontiéres oscillantes entre les cellules comme observées par COLES.
Nous reviendrons sur ces résultats lors des mesures du gradient pariétal de

vitesse effectuées par polarographie.
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IIT - RECHERCHES EXPERIMENTALES

Trois méthodes ont été utilisées pour vérifier les prévisions des

théories linéaires et non linéaires.

1 - Visualisation

=~

Nous avons déja cité cette méthode qui consiste a visualiser 1'écoule-
ment par colorant ou par suspension de particules métalliques. Elle a été
utilisée par J.T. TAYLOR et Tui a permis de déterminer la vitesse de rotation

critique, la longueur d'onde des tourbillons ainsi que leur forme.

2 - Mesure du frottement pariétal

WENT et TAYLOR ont uti]fsé cette méthode en essayant d'éliminer les
frottements parasites qui s'exercent aux extrémités des cylindres et DONNELLY (9)
a congu un systéme avec cylindres de garde destinés a éliminer cet effet. On
peut dire que leurs mesures concernént des valeurs moyennes au sens de la
théorie non linéaire puisqu'elles sont prises dans le sens de la périodicitée.

Ces derniéres années, des méthodes permettant des mesures locales ont
été présehtées :

a) Technique_d_ions : Elle consiste & recueillir sur un¢é&lectrode de
surface, le courant traversant le liquide conducteur de 1'é@coulement.

DONNELLY et SCHWARZ ont montré que cette méthode est sensible & la vitesse

radiale et ont pu suivre 1'évolution de 1'amplitude de la perturbation.

b) Sonde_chauffée : L'instrument utilisé par SNYDER et LAMBERT (11)
est une sonde 3 thermistance chauffée et placée d la surface dfun cylindre.
E1le mesure 1a variation relative de 1'&cart de température entre le fluide
et la sonde lorsqu'il y a mouvement. Cet &cart est proportionnel & la

puissance %-du gradient de vitesse pariétal.

c) Polarographie : C'est une méthode &lectrochimique dans laquelle

la réaction est contrdlée par la diffusion ionique au niveau d'une microcathode

nod
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-~

située @ la paroi d'un cylindre. Elle peut étre représentée par un modéle
simple de transfert de matiére entre 1'infini (loin de 1'@lectrode) ou la
concentration C du corps actif reste constante et la microélectrode oi C
est nulle. Une telle relation est fournie par 1'équation du bilan instantané

de matiére appliquée au cas d'un fluide en mouvement :

@

- div(D.dFEafc) - 7. grad ¢

Qi
Pa s

>
ol D représente le coefficient de diffusion de 1a substance active et ¥ le

vecteur vitesse.

Cette méthode a &té utilisée par COGNET (12). Pour une géométrie donnée

il a pu identifier les différents types d'instabilité et les régimes

auxquels elles apparaissent. La premiére instabilité est différente de celle
attendue (mouvement hélicoidal au lieu de cellules toriques) mais 1'instabilité
doublement périodique eno et en z est conforme aux autres observations. Enfin
les mesures de transfert moyen ont permis de calculer le frottement du fluide

sur Te cylindre extérieur.

VON ATTA a le défaut de perturber 1'écoulement et de plus 1'interprétation des

mesures obtenues est tré&s difficile vu la complexité du champ des vitesses.

3 - Méthode numérique de traitement

Parmi les méthodes proposées pour 1a résolution numérique des
équations régissant les écoulements bidimensionnels d'un fluide visqueux
incompressible, on peut distinguer celles quiyutilisent comme inconnues les
fonctions de courant et le tourbillon et celles qui considérent la vitesse
et 1a pression. Par ailleurs, les écoulements stationnaires sont calculés selon
deux méthodes : ou bien & partir des équations stationnaires ou bien & partir
des équations dfévo]ution en laissant tendre le temps vers 1'infini. On sait,
dans certains cas, montrer la convergence de la solution évolutive vers la

solution stationnaire et il est naturel de chercher d utiliser cette propriété

pour calculer cette derniére. Cependant, si 1'on s'intéresse uniquement 3 la
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solution stationnaire, il importe peu qué la méthode utilisée décrive
correctement 1'état transitoire ; par exémp]e, il n'est pas nécessaire que
la solution iransitoiré soit a divergéncé nulle, i1 suffit que cette
divergence tende vers zéro. La premiére méthode a &té utilisée par

GREENSPAN (14) AMIEL (15) pour résoudre le probléme de 1fécou1ement dans une
cavité carrée a trois cétés fixes. Pour 1a deuxiéme méthodé, on peut citer
les travaux de TEMAN; FORTIN, PEYRET (16) concernant 1'&coulement dans une
cavité carrée ou réctangulaire, ceux de THOMAN et SCZWCZYK (17) concernant
1fécou1ement autour d'un cylindre. L'étude des écoulements dans une cavité
cylindrique a été entreprise ces derniéres années 3 1faide de méthodes
dérivées de celles citées ci-dessus, en particulier par ALONZO, MACAGNO (18)
et GRILLAUD (19) utilisant comme inconnues les fonctions de courant dans

les équations d'évolution sans chercher 3 reproduire 1'évolution avec

précision.

IV - DEFINITION DE CETTE ETUDE

Dans cette étude, nous allons aborder analytiquement et numériquement

1'écoulement d'un fluide visqueux et incompressible entre deux cylindres coaxiaux

le cylindre intérieur tournant & une vitesse angulaire quelconque , (t)

fonction du temps ou éventuellement constante, le cylindre extérieur étant

au repos.

Dans une premiéré partie, nous suppoSéron§ que ce systéme est de
longueur infinie et que 1'écou]ement_sfeffectue dans le domaine laminaire
stable (“<“c)' Nous étudierons alors 1finf1uence de différents modes de rotation
instationnaire du cylindre intérieur sur 1'écoulement de CbUETTEaSSOC1é défini

par la solution (1.4), c'est-d-dire :
= B
v = Ar + =

Nous pourr ons ainsi mettre en évidence la différence qui existe entre un &

&tat instationnaire a un instant donné et 1'état stationnaire associé .
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Celui-ci étant défini comme 1'état stationnaire dont la vitesse angulaire

-

W est égale & celle qufaurait le systéme dans une évolution instationnaire
d un instant donné. Pour cela, nous émettrons 1'hypothé&se que v est

fonction de la variable r seulement et nous déterminerons 1'écoulement

par trois fonctions qui feront 1'objet d'un traitement numérique.

Dans la deuxiéme partie nous aborderons le probléme réel de
1'&coulement entre cylindres de longueurs finies. Nous appliquerons alors la
méthode numérique mise au point par TEMAM - FORTIN - PEYRET & ce probléme
qui peut étre contrdlé expérimentalement et nous utiliserons comme inconnues
le champ des vitesses, u, v, w ainsi que la pression p. En faisant varier
la hauteur des cylindres et en supposant que les parois horizontales sont
mobiles ou restent fixes, nous pourrons étudier différentes configurations
d'écoulement. Ainsi, nous mettrons en évidence 1'influence des parois
horizontales sur 1fécou1ement de TAYLOR et 1'échelle de grandeur pour

laquelle v est indépendante de z. Ces effets de bord ne sont en général

abordés que de facon empirique dans 1'é@tude des paliers fluides.

Dans la derniére partie de ce travail, nous appliquerons une
méthode expérimentale & 1'@tude de notre systéme : la polarographie

[

nous permettra de déterminer le gradient pariétal de vitesse & la paroi fixe.

Ayant ainsi défini notre étude, nous pouvons la justifier comme
ceci. Expérimentalement le cas de cylindres infinis n'existe pas et il
faut toujours tenir compte de la présence de parois perpendiculaires a
1'axe de rotation. Par conséquent, 1'écoulement deCQUETTE doit se trouver
perturbé et i1 convient de déterminer dans quelle mesure. De plus nous ratta-
cherons notre étude a celle effectuée par P. FLORENT (20) sur 1'écoulement
entre deux disques avec soufflage axial. Ainsi nous serons en mesure de
déterminer 1'é&coulement d'un fluide incompressible dans un palier fluide
avec injection. Aussi 1a formulation du probléme en fonction des inconnues
u, v, w et p est intéressante car elle nous permettra d'envisager ultérieure-

ment un soufflage entre les deux parois.
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CHAPITRE I

EQUATIONS DE BASE ET CONDITIONS AUX LIMITES

I - CHOIX DES COORDONNEES DE REFERENCE

Considérons deux cylindres coaxiaux, de rayons respectifs ry et r,
tels que ro >.r1, et limités par deux parois horizontales appartenant a
1'un ou @ 1'autre des cylindres et situées & une distance H 1'une et 1'autre.
Nous définissons ainsi une cavité torique axisymétrique, de section rectangu-
laire, dans laquelle 1'écoulement est engendré par les parois pouvant tourner
d des vitesses de rotation différentes. Enfin, nous supposons que le fluide
est incompressible, que sa viscosité cinématique v et sa masse volumique p
restent constantes. ‘

Le probléme étant ainsi posé, nous pouvons dire que 1'hypothése de.
cylindres infinis est & rejeter dans le cas qui nous concerne sauf, si la
distance entre les deux parois horizontales est trés grande devant 1'entrefer.
Nous pouvons alors prévéir que 1'écoulement sera du type de COUETTE avec,
ultérieurement, apparition de tourbiilons de TAYLOR. Nous utiliserons dans
notre &tude le systéme de coordonnées cylindriques (r, @, z), fixe par
rapport au fluide et nous porterons son origine sur 1'axe des deux cylindres.
Comme 1'indique la figure (2.1), le champ des vitesses admet trois
composantes u (t, r, z,0) v (t, r, z,0), w (t, r, z,0) qui sont

respectivement la vitesse radiale, la vitesse tangentielle et la vitesse

axiale.

y
<

|
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IT - EQUATIONS DE NAVIER-STOKES -

En négligeant les forces extérieures, les équations générales
de NAVIER-STOKES s'é@crivent en coordonnées cylindriques et en

régime instationnaire (rappel des équations déja écrites en 1.1 et 1.2)

du . . du 3u . v su _ve _.1 pp 3°u . 1 3u _u
—_— o—— — — —— o = — —— -
st YsrtY¥azty 3 r 5 ar VY (ar2 *T 3 2
3
r2 59° re 9% 52
v Vv 3V vV 3V uv - 1 p /3 Vv 1 5v _v
—_— — — — — — D . e e ——— e e com— = —
at u ar W 9z + r 36 + r pr 236 + v(arz r ar r2
+132v +§_a_u_+32v)
]
2 a0 T 38 2
My, o, voaw _ _1ap oy 2%, 1 oaw
ot ar 32 r 38 p 93z ar2 r ar
2 2
1 3w 3w
+ + ) s (2.1)
2 0% a2

Le champ de composantes u (t, r, z, 8), v (t, r, z, 8) » W (t,r,z,e )

devant &galement satisfaire 1'équatior de continuité :

u o u,
3r r

LAV

: =0 (2.2)

S|

o;|0)

N|E
[l

Ces équations munies des conditions aux limites et initiales que nous
allons fixer, définissent le modéle mathématique du probléme de
1'écoulement entre les deux cylindres. Nous pouvoﬁs'cependant ramener

ce probléme d trois variables indépendantes & un probléme bidimensionnel :
du fait de Ta symétrie de révolution, les champs de vitesse et de

pression ne dépendent pas de la variable azimutale 6. Les é&quations (2.1.)
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et (2.2) deviennent alors : |

U du U v 1 3p U 1 su, 5u .U
TtU—= +Wso = — === + v— += =+ 9
ot ar Z r p ar ar2 r ar 322 r
vV oV 3V , uv azv l a3v v 32v
U Pty vty v )

, ar r 3z

)’” 5 2
awtugw oW L _1oap, %W 1 oow  atw .
st or " Y 32z s 3zt Wz ty o vz ) (23

ar 32
et

3u u W _
ar Pyt ez 0 (2.4.)

Nous aboutissons alors & un systéme de quatre équations aux dérivées partielles
a quatre inconnues u, v, w et p. Pour le résoudre nous devons fixer les
conditions aux limites et initiales auxquelles doivent satisfaire ces

inconnues.

ITI - CONDITIONS AUX LIMITES ET INITIALES

1 -~ Les conditions aux limites se déduisent de 1a condition d'adhérence

du f]uide sur les parois du domaine :

a) Sur le cylindre extérieur que nous supposerons toujours fixe,
les composantes radiale, tangentielle et axiale de 1a vitesse des particules
" fluides sont nulles :

u (t, Fos z) = v (t, ros z) =w (t, ros z) =0 (2.5)

b) Sur le cylindre intérieur tournant @ la vitesse angulaire
w (t), les composantes radiale et axiale sont nulles et la vitesse tangentielle

doit étre égale & Ta vitesse 1inéaire du cylindre :

u (t, rys z) =w (t, rys z) =0 et v (t, rys z) = ryw (t) (2.6)

c) I1 en est de méme sur les parois horizontales (Z=0 et Z = H )
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qui, selon la nature du probléme envisagé, seront fixes ou animées d'une

vitesse angulaire w constante ou fonction du temps.

- parois (z = o) fixes > u (t, ry 0) =v (t, ry, 0) =w (t,r,0)=0
- parois (z =0) mobiles —> u (t,r,0) =w (t,r,0) =0 A
et v (t,r,0) = r.o (t) (2.7)

I1 en est de méme pour les parois z = H.
Bien entendu nous pourrons toujours supposer que 1'une des parois tourne

quand 1'autre reste immobile.

2 - La résolution du systéme dféquation (2.3), (2.4) nécessite la connaissance
de conditions initiales. Nous prendrons @ t = o un é&tat stationnaire de
référence & partir duquel 1'écoulement évolue. Cet état stationnaire sera
caractérisé par une vitesse de rotation angulaire g constante ou éventuel-
lement nulle et par la valeur du champ de vitesses stationnaires qui 1&1

correspond. Nous aurons donc les conditions initiales suivantes :

w(o) = mO;
u(o.riz) = ug (riz)
viorz) = v (r2) (2.8)
w (o,r,z) = wo (r,z).

IT convient & présent de rendre le systéme d'équation (2.3) et (2.4) ainsi
que les conditions aux limites et initiales (2.5), (2.6), (2.7) et (2.8)

adimensionnels avant de procéder & 1'établissement de 1a solution.

IV - FORMES ADIMENSIONNELLES ET PARAMETRES DE REFERENCE

Nous allons rapporter nos variables aux grandeurs qui définissent
le probléme, c'est-d-dire le rayon du cylindre intérieur rys la vitesse de

rotation w (t) du cylindre extérieur, la viscosité cinématique v et la
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masse volumique p du fluide.

En général, dans les études stationnaires on choisitﬁ comme
longueur de référence et vvw comme vitesse de référence. Pour (fe probléme
instationnaire qui nous intéresse, w étant une fonction du temps, nous
choisissons les trois grandeurs constantes p, v et rq a cause des
dérivées temporelles des vitesses qui apparaissent au niveau des

équations (2.3). Nous prendrons donc le rayon ry comme Tongueur de

-

référence et le rapport P comme vitesse de référence. Ce qui donne

les variables- et inconnues suivantes.

- _r -_2 + v
r=—= , z2== 3 t=t—= 3
" " r%
i R [ R '”21
U—UT,V=VT,W-WT,p=pp'\?—'

Le choix de ces nouvelles variables et fonctions inconnues, fournit le

systéme aux dérivées partielles suivant :

/aﬁ+ﬁ'aﬁ+—aﬁ ¥ _ 3p 220 1 su U + 2% H
- —tW—=-= = -~— t—Qmtg = " 7

ot ar 3z r ar ar ar r 3z

_ ) 2. - - 2=

] aV , — av uv = -3 l v _ VvV 3 v
<-—+u—_+wi_:+—r -;Z"'Fa?‘ —2+ =2

)3 ar 3z ez (2.9)
W~ oW . =W 5. 2% ., 1 oW, oW

MU ZHW= = - —t——> + = —t— 3

ot ar 32 3z ar r o sz

—

ou , U oW
=4 = 0
- 7 (2.10)
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Nous utiliserons également les conditions aux Timites suivantes :

r
Felodem (62,2 =7 (T4, 2) =W (E2,2) = 0

1

r Y‘z
Fel-s1l—T(LLD =W (61, =o0etV (51,37 -—ult)

. | .

i o
. — W U=v=w=o0 2 (2.11)
Z=0,2=-—=k==4q0U - "wit). =

ri U=W=0, V =-——:7i— T

La définition du probléme fait donc intervenir trois paramétres :

- le nombre A qui définit 1'entrefer des deux cylihdres (x>1) 3
- le nombre k qui définit la hauteur des deux cylindres par
rapport au rayon intérieur. Nous dirons que les cylindres sont infiniment
longs si le rapport %— est trés grand devant 1'unité ;2
- le nombre de REYNOLDS de rotation R, (%) = "1, u(®).
v

En plus de ces conditions aux limites (2.11), 1'é&tude du probléme
instationnaire nécessite encore la connaissance des conditions initiales
a partir desquelles évolue 1'écoulement considéré.

Nous prendrons : 2

r
1 Yo

R = Rer (o) -~

v, (FZ) 5 W (o,?,'z') = W, (F,2) (2.12)

u (o,r,z) =u_. (r,z) ;3 v (0,r,z)

Les composantes ﬁ; , V. et w_ sont solutions du systéme stationnaire (2.9),
(2.10).

En résumé nous abordons ici 1'étude d'un écoulement de fluide visqueux
incompressible dans une cavité torique. Nous nous bornerons 3 faire

varier trois paramétres i, k, Rer (t) en considérant que les parois hori-
zontales tournent i une vitesse angulaireu, égale & celle du cylindre
intérieur ou restent fixes. On peut ainsi étudier un‘gran&mﬁbﬁﬁ;gm -

d'écoulements - Fig. 2.2).
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CHAPITRE II

SOLUTIONS DE L'ECOULEMENT

ENTRE DEUX CYLINDRES INFINIS

Nous considérons ici le cas ol 1'influence des parois horizontales
peut &tre négligée.

Si nous voulons résoudre analytiquement ou numériquement le
prob1éme instationnaire défini par les équations aux dérivées partielles (2.9)
et (2.10) munies des conditions aux limites et initiales (2.11) et (2.12),
il apparait nécessaire de réduire les équations de NAVIER-STOKES en un systéme
d'équations différentielles ordinaires. Cette réduction ne peut se faire
qu'en adoptant certaines hypothéses déduites de la considération du probléme

physique. Nous exposerons ces hypothéses aux paragraphes (I) et (II).

Nous avons vu au chapitre précédent que 1'étude du cas instationnaire
nécessite des données initiales qui seront les résultats du cas stationnaire
d partir duquel évolue le mouvement du fluide. Pour cette raison, nous

commengons par étudier 1'@coulement stationnaire.

I - ECOULEMENT STATIONNAIRE
1) Hypothése

N §éﬁbnl{fhy§§tﬁésg @'indépendance de 1a vitesse

tangentielle par rapport & 1a variable Z pour des cylindres infinis (ce
qui signifie que le rapport hauteur/entrefer est trés grand) et en cherchant

une solution de 1a forme :

VE = - (3.1)

nous obtenons, en substituant v (r) dans la deuxiéme équation (2.9), une

solution de la forme :
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u (r) =g (F) (3.2)

Avec 1'équation de continuité (2.10) qui s'écrit :

- arg —
'rl“T _5 + __9__@ = o,
3r 3Z
il vient :
T S
52 3T Fos

+2g.) +h () (3.3)

On voit tout de suite que h (r) représente une vitesse de soufflage axijal
entre les deux cylindres a une cdte de référence ? = 0. Cette vitesse peut étre
constante W, Ou une fonction de r dépendante des conditions aux limites.
Supposons ici que h (r) = 0. I1 vient :

W (F,2Z) = Z.kg (T) (3.4)

—\o _ _ 1
avec kS (r)= g's; 7 95 (3.5)

En reportant les solutions (3.1), (3.2) et (3.5) dans les é&quations de base (2.9

nous obtenons le systéme suivant :

1 .2 3p . w1 . 1
959 ~ oo =-E+dy t5q -39
s @3 % Y s TFY =2 s
1 _1_‘1 "
9 Fg=- 7 Fls + 5
' 2 __1 3 " 1
9o ks *kg=-3 35 +K gk (3.6)
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Dfaprés la troisiéme équation (3.6) nous voyons qué

Pozxm,
az
soit
2
P (F.Z) = 5+% (F) +v (F) (3.7)

Comme, selon la premiére équation (3.6) on doit avoir :

NG
ar

il vient :
X =0

La fonction™X (r) doit &tre une constante et il s'ensuit que

2—
_a_P_ = 0.
ar 3z
Nous utilisons ce résultat pour &liminer la pression de la troisiéme
équation (3.6) et nous obtenons le systéme suivant :

' - al __2_ 1 " _1 - bk - .
ks (=95 - % 9% +;,,.'Z)J'ks'(gs AL L

1 1 1 n - o
gs.fS +--fS - fs =0 ;

' 1 _
ks t9s *F9 < 0

Au systéme (3.8) i1 faut associer les conditions aux limites suivantes
déduites de (2.11).
gs (1) = kg (1)
gs (1) = kg (V)

Yo r%

0 et f, (1) = =R :

er
fo (3) = 0. (3.9)
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Ainsi, connaissant le champ des vitesses par la résolution du systéme (3.8),

nous pouvons calculer la pression par le systéme suivant :

1 v
( 1 1

to ah ' i . L 2 .
y 95 *t 9 F gs) 22 95 + =3 fs H

X = k"

' 2
s + ks'(

1
7o 9s) - kg (3.10)

Nous pouvons également déterminer la contrainte tangentidle de frottement

sur le cylindre fixe par la relation :

g e

2
soit en variable adimensionnelle :
- d v
T = [r‘-—_' (%)J
dr r e
2
PV —
avec 1 = z T
"
Sous 1'hypothése (3.1) on aura :
- _ 1 .
T= T g (2) (3.11)

ou f! () est 1a valeur de 1a derivée de f_ (T) pour T = )

Dans ce cas le couple de frottement exercé sur un cylindre extérieur de
hauteur H est donné par la relation
2
C=2mov J\fs (2) (3.12)
Comme la valeur de E' (1) dépend du nombre de REYNOLDS de rotation, la mesure
de C permet de mettre en évidence la différence qui existe entre un &tat

intationnaire & un instant donné et 1'état stationnaire associé.
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2)- Recherche d'une solution du systéme (3.8)

Pour le cas stationnaire caractérisé par le systéme (3.8) muni des
conditions aux limites (3.9), nous cherchons une solution de la

forme d'un développement en série entiére du nombre de REYNOLDS :

fo (V) = ‘1n= Rer! f s ()
g  (7) = 2; Rer’ g, (F)
ke (T) - :‘1 Rer' kg; (V) (3.13)

-Les solutions fsi > 9gq k_. doivent vérifier les conditions aux Timites

suivantes :

fs1 (1)

fos (1)

letg_. (1) = ksi (1) =0 wi ;

si

o vi#1l; f.. (A) = 9 () = ksi‘(x) = ovi. (3.14)

En introduisant fs’ 9 et kS dans le systéme d'équations (3.8) nous
obtenons différents systémes d'ordre 1,2.... n.

a) Pour i =1 i1 vient :

1 [ ] - l H - 1] - .
2 k1 - FKp -~ Kg =03
1 1 n - .
1 -~ %o
' 1 T
k1 *%1 *7% =° (3.15)

La deuxiéme équation (3.15) admet la solution générale :

- 2
£, (M =A+B %

Compte-tenu des conditions aux limites (3.14) la solution s'écrira

g () = ‘521‘_'1' (2= 7 ) (3.16)
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Enfin, 3 partir des premiére et troisiéme équations (3.15), il est

possible d'obtenir une seule équation pour dg1 soit :

gy * % 951 '%2921 * %5 91 - %4 9gp =0 (3.17)
cette équation admet‘la solution générale :
gsl(F) ="%F n F+§:r: +-g- ¥ + Dr (3.18)
On en déduit :
kg (Fl =3 (1+2TF)-2CF -20 (3.19)

Compte-tenu des conditions aux limites (3.14), nous obtenons quatre équations
identiquement nulles d quatre inconnues A,B,C et D.
Par conséquent, on obtient :

951 (r) = Kgq (r) = o

b) Pour tout i £#1 i1 vient en tenant compte des termes nuls

1 1 kll. - klll. = 0 .
= k' . -~-= si si ’
e St ¥
1 ' - £ _ .
7 fsi sj 93
1 -
= 0 (3.20)

Ainsi les solutions générales de ce systéme sont celles du systéme (3.15)

précédent. Mais compte-tenu des conditions aux limites, nous obtenons

toujours :
fsi (r) = e Jp (r) = ksi (r) =0 Vigl




- 35 -

Par conséquent, la forme générale (3.13) se limite au terme d'ordre i =1

et la solution de 1'écoulement peut s'écrire :

- - R o —
V()= S—(=-T)
A -1 T
u(r)y=w(r)= o (3.21)
La pression est donnée par la relation :
: 2, 2 . =2 2
=y _ A"Rer r- ~
P. (F) = ( - -4 1n¥r) (3.22)
s 20 2-1)2 A2 @
et le couple de frottement nar :
2. _
72 pof
C = - 2PV per (3.23)

AT-1

3) Conclusion

Nous voyons que 1'hypothése d'1indépendance de Vv par rapport i z
et 1a recherche de solutions sous forme de développement en série du nombre
de REYNOLDS (3.13) nous conduit finalement 3 la solution deCAUETTEIOrsqu'il
n'y a pas de souffliage entre les deux cylindres. o

Nous allons étudier 1'écoulement instationnaire et voir ce que

devient le cas stationnaire étudié comme cas limite d'une évolution

instationnaire.

IT - ECOULEMENT INSTATIONNAIRE
1) Hypothése

Nous conservons 1'hypothése de TAYLOR sur 1'indépendance de la

vitesse tangentielle par rapport & la variable Z mais nous supposons en plus
que la vitesse de rotation du cylindre intérieur est une fonction du temps

w (t). Autrement dit,‘nous cherchons une solution de 1'écoulement instationnair :
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sous Ta forme :

v(r,®)

]
~sp} =
—h
o
=]

-
lasl
-

-

W(rLI) =7k (F.I) (3.24)

En reportant ces solutions dans les équations de base (2.9), nous obtenons

le systéme suivant :

. 1 2 __3p + ¢g"=2 1, 1
gty -z f === °7r +=29g'-->9;
t R ar Frw
TS, S P
t F r
k'-f+gk'—+k2=-é3_9_-+k"—2 + = k' (3.25)
Z 9z r

D'aprés la troisiéme équation (3.25) nous voyons que

B o7 FI,
0

soit =2 L (3.26)
(F.Z2,%) = 5% (F, T) + ¥ (%,

!

Comme, selon la premiére &quation (3.25) on doit avoir

3_ = F'(F:_f)
or

il vient
'X—? = 0

Par conséquent :

323

araz
Nous utiliserons ce résultat pour éliminer la pression de la troisiéme

= 0

équation (3.6) et nous obtenons finalement :




g+ ) ek g1y ckm -0
Y‘ r r

(3.27)

Au systéme (3.8) i1 faut associer les conditions aux limites et initiales

suivantes :

=2
w(t)r] - Ry () et g (1,E) = k (1,%)

f (1,t) = =
g (asE) =k (As%) = f (AE) =
w r%
0
Rer (o) = " = Ry
r (3.28)

f (Fi0) = f5 (F) , g (v,0) = g, (V) et k (F,0) = kg (V)
ou fs’ 9 et k_ sont des états statibnnaires de référence a partir desquels
le mouvement peut évoluer.

2) Recherche d'une solution du systéme (3.27)
Pour le cas instationnaire caractérisé par le systéme (3.27) muni

des conditions aux limites et initiales (3.28), nous cherchons une solution

de 1a forme d'un développement en série entiére du nombre de REYNOLDS de

rotation :

CF(RE) = gle (®) f; (7

TR (B 9

1=

Do
3 Rer (B K,

w
—~
&l
"
ot
~r
1

(¥) ; (3.29)

x.
—
-1
-
(s
j
n
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Les solutions fi’ 9is ki doivent vérifier les conditions aux limites

suivantes :

fi(l) =letg, (1) =k (1) =0 ¥i;
fi (1) =0 ¥1i#£1;

| . (3.30)
fs (r) = g4n= ks (x) =0 Vi

Si nous introduisons f, g et k données en (3.29) dans le systéme d'équations

(3.27), nous obtenons différents systémes d'ordre 1,2..... n.
a) Pour i =111 vient :

k' dRer 1 1 1 n o _ ! =
O -;Z'Rerkl'?Rerkl Rer'kul =0

dRer 1 f " -
f1 a v F Rer T'1 fRerfl =0
. 1 |
k'1+gl+ 9, =0 (3.31)

La deuxiéme équation (3.31) peut s'écrire sous la forme :

1l Rer = 1
R, @ T, (f, -

or 1 ( 1 f'l) =C (3.32)

~{

ol ¢ est une constante indétekminée. La solution de cette équation impose une
expression du nombre de REYNOLDS de rotation parfaitement définie ; en effet,

si nous posons ¢ = + k2, nous obtenons :

- KT
Rap (t) =R__ . e (3.33)
2
ou _ - 'E-,E
Rer (t) = eo "’ (3.34)

|
e
o

K atant un paramétre qui fixe le taux d'accélération (solution 3.33) ou de

décélération (solution 3.34) du cylindre intérieur.

2
- Dans le cas d'une décélération (c ==k ) 1la deuxiéme équation (3.32)

s'écrit :




-39 -

n 1 2 _
£ -2 +Kf =0 (3.35)

Par le changement de variable x = kK ¥ on obtient :

2

d d d 2d

— =k et —=X"—,

dr dx P dxP
d'ol

" 1 .

f1 -3 fi + fl =0, (3.16)
avec

fi (k) =1, f; (ka) = o
Nous pouvons encore écrire (3.36) sous la forme :

X f; - fi + X f1 =0 (3.37)

et en effectuant le changement de fonction inconnue f1 =x F il vient

successivement :

fy =F+xF'

A

2F' + x F*

d'ol 1'équation :
X2

F'+xF' + (x>~ 1)F=0 (3.38)
qui est une &quation de BESSEL du ler ordre de solution générale :
F = C1 Jq (x) + C2 Y1 (x) (3.39)
ol C1 et C2 sont deux constantes.
Nous avons alors:
f=KT [:cl 3 (R¥) + ¢, ¥ (K ?)] (3.40)
Les conditions aux limites imposent aux constantes C1 et C2 les valeurs :

. 1K) P WLy
E[Jl(‘k‘),vl (K)-J4 (AF)YI(F)l F[Jl (k) Y; 6GR)- 3;0K)Y, (15)]

¢ Cs

En définitive lorsque le cylindre intérieur est décéléré de fagon exponentielle,

nous trouvons :
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k2%

R . e '

V (7,T)= €0 Y, (AK) J,(K F)-d,(3K) Y, (K V)
[Jl (K) Y; (Kn) - J; (OF) ¥, (E)][ ! ! B }

(3.41)
On trouvera une représentation de (3.41) sur les courbes (III.1)

- Dans le cas d'une accélération (c = Ez) la deuxiéme

équation (3.32) s'écrit :

1] 1 2
- =f -K f=o. (3.42)

| |-

Les conditions aux limites sont identiques au cas précédeﬁt. En effectuant
le méme changement de variable x ='F'F, puis le méme changement de fonction
inconnue fl = xH, nous aboutissons @ 1'équation de BESSEL du ler ordre
modifié :

X2 HY xH - X+ 1) H=o0. (3.43)

Sa solution générale est :

H =Dy J; (ix) + D, Ky (x) (3.44)

D; et D, étant deux constantes.
Nous avons alors : -
f=kF [01- J; (i K¥F) +0, K, (E?)J, (3.45)
Les conditions aux limites imposent aux constantes D, et D, les valeurs :
- J. (irk
K; (AK) y (1K)

D. = D, =
1 2
K [3 (0 kg OR)=9y GED) k@] R [0,k 000, (11R0K; (B)]

En définitive lorsque le cylindre intérieur est accéléré de fagon exponen-
tielle, nous trouvons :
Reoe

3y (KK (OK)= 94 (AT)K, (K)

v (r,t)=

[Klmk(ﬂZ)al (k7)) - 9; (KK, (K F)] .

(3.46)




< 4t =

On trouvera une représentation de (3.46) sur les courbes (III.2).

La premiére équation (2.31) peut se mettre sous la forme :

dR
1 er 1 1 1 =2
= = (k" +=Kky - = k'y )=% k (3.47)
R;r dt k& 1 S | 2e 1
On retrouve donc :
2
Eon g1 kR

- Dans le cas d'une décélération nous obtenons 1'é@quation :

" 1 n —2_ 1 1 =
Posons k& = H + 11 vient :
g e
Kook + & -1 )k =0. (3.49)
r

Effectuons le changement de variable x =k r, il vient:

1] 1 ] 1 £
K1+-x-K1+(1-;2)K1-o (3.50)

S0t @

2II ] 2
X K1 + X K1 +.(x" = 1) K1 =0. (3.51)

La solution générale de cette &quation est de la forme :

Ky (x) = E1 Jl (x) + E, Y1 (x) -
On en déduit que :

K, ()= 3; (RPI+E, ¥, (KF).

En intégrant une nouvelle fois nous obtenons :

Ky (r) = E.l 9o (kr) + EZ L (kr) + 'E3 : (3.52)

Dans ces conditions on montre, par variation des constantes, que 99 (r)

vérifie la relation :

=

4

g; (1) = D; Jq (kr) + D, Y (kr) + D, T+ ;;— (3.53)

FERE __1%__
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Compte-tenu des conditions aux limites (3.30), nous obtenons quatre
équations identiquement nulles & quatre inconnues tl’ Fz, E3, T54. Par
conséquent nous aurons :

ky (F) =g (F) = o (3.54)

- Dans Tle cas d'une accélération nous obtenons une solution de
la forme : ‘
Ky (r) =}'1 Jo (ikr) +F2 Ko (kr) + 'F'3 (3. 55)
o G
- . T = - ~, 4 (3.56)
gy (r) =6, d; (ik7r)+6, K, (KT) + G, 7+ — ,
| 1 171 2 "1 3 =

Comme pour une décélération, on vérifie que la solution se réduit a :

Ky (r) = 9 (M=o (3.57)

b) Pour tout i # 1 nous obtenons un systéme identique au systéme

(3.31) en tenant compte des termes nuls. La solution de ce systéme, compte-

tenu des conditions aux limites nuHés, est la solution identiquement nuHef
Par conséquent, une solution de la forme générale (3.29) se limite

au terme d'ordre i = 1 et la solution de 1'écoulement instationnaire peut

s'écrire sous la forme suivante, qui n'est plus un développement en série :

| X%
v (r,%) = oo © ' [Y (%), (K 7)=d1 (*K)Y,(K F) ] :
3R (kN)-0; 08y (") L1 L S |
u (r,8) =W (r¥)=o0 (3.58)

pour une décélération exponentielle (courbes I1I1I.1);

R o %53
v (¥, )= €0 K)d, (i K ¥)- J,(irk E"};
v (7T Ny [zl (WK, (1 K F)- 3, (ixR) gy (K T)
TF, T)=w (Fs T) = o (3.59)

pour une accélération exponentielle (courbes III.2) .
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3 - Conclusion

Nous avons cherché dans un premier temps une solutiocn de la forme :

_ - 1 T
V(T =% ) R, (BFf, (F)
i=1
n .
— — 1
i (7, T) = ?;-IRer (B)g; 7
—_ -1 i —
wi(r,t) =2 ggiRer (%) k; (r)
qui nous a conduit & la solution exacte
+ kKt
vV (F, T)=R_e £ (F)

On constate donc que 1a recherche d'une solution sous la forme
présentée ne conduit pas & un développement en série mais 3 une forme
analytique bien définie indépendante des considérations habituelles sur sa
validité fonction de 1a petitesse du nombre de REYNOLDS.

IT en résulte qu'une comparaison avec le traitement numérique du
systéme (3.25), au paragraphe suivant, permettra de vérifier si la solution
trouvée est bien celle obtenue numériquement pour des lois d'accélération
ou de décélération exponentielle, sans que 1'on ait eu & choisir un
type particulier de solution pour u, v, w sous la forme (3.29).

Remarquons dés & présent que 1'é@tude numérique aura 1'avantage
de traiter 1'accélération ou de décélération d'un type quelcohque. Notons
qu'il est encore possible de trouver une solution au probléme Torsque
1'on passe brusquement d'un état stationnaire caractérisé par une vitesse
de rotation woa un autre &tat stationnaire caractérisé par wy - Cette
solution a &t& donnée par G. COGNET (12) ; elle peut s'écrire :

-ﬁ:E_ _
e ]_Hn (F)J}+ v, (F)

[}

(3.60)

1

-1

- = e A2
v (r', t) =(V1"Vo) T) + 2
r
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e Ji(a,T) Yi(a A)=dq(a )Y, (0 T)

= Y1leg") Yilepd)=dylapp)¥qlayr) s
Ha(r) = o (AyAy)
Al = Jl (an)‘) Y2 (an) - J2 (an) Yl (anz\) 5

P

= A [ 3; (ap) Yy () = 3y (ad) ¥y (o) J

N
[

a_ sont tabulées.

Toutes ces solutions ne nous permettent pas d'étudier 1'écoulement & grande
vitesse car U et w cessent d'é&tre nulles . Enfin, il n'a été possib]e.
d'établir 1a solution qu'en supposant les cylindres de hauteur infinie.
Cette restriction nous a permis de ramener le probléme bidimensionnel &
un probléme unidimensionnel, et par 13 méme nous ne pouvons prévoir 1'influ-
ence de parois horizontales Timitant le domaine torique sur 1'@coulement
de base laminai}e. 4H -

| I1 s'avére donc nécessaire de reprendre le probléme des cylindres
infinis en régime laminaire stable et instationnaire et d'étudier
différents types d'accélérations ou de décélérations. 11 sera alors intéres-
sant de comparer 1'évolution du mouvement par rapport au régime stationnaire
associé. |
| Etant donné la complexité d'une étude analytique, il nous
a paru bon de traiter les équations par une méthode numérique. Cétte
méthode a été utilisée par P. FLORENT (21) pour déterminer 1'écoulement
entre deux disques.

II1 - RECHERCHE D'UNE SOLUTION NUMERIQUE EN ECOULEMENT INSTATIONNAIRE

Pour résoudre les équations (3.27) munies des conditions aux

Timites et initiales (3.28) nous utilisons la méthode de NEWTON

qui n'implique pas qu'une forme particuliére soit donnée & Rer (%).

1) Schéma implicite de différences finies
Nous devons intégrer le systéme aux dérivées partielles suivant :
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" ] 2 1 1 1 ‘lll
K gt KF (95 -29+35) +k"R (9-3) - k"3 =0 (1)
r r r
k+g'-F+ég=o (2)
r
f' o+ gf' + %:fl_- %; f:z =0 (3)
T r rr r T (3.27)

En remplacant les différents termes de ce systéme par leur approximation en
différences finies et en appelant 015 > 240 934 les trois équations (3.27),
nous obtenons le systéme suivant :

¢ =1 ["11+1“<1 i-1 " 1+1+'<.1] ["1141"‘11'-1]'
11 ZATA_Y'- 2Ar‘

1 T _ 2 1
6 - G == Gy i +22 3 + K s 1= 2K <+
{ZAr [ 1,i+1 1,i-1 | ?1' 1,i re } -A—r'“y [ 1,i-1 1,i

. e 1 .
* '<1,1'+1]- CRESIE r— A?s[ Kl,i-2 2Ky, a1 2K e '(1,1+2] ’
N

~5| |

. 1
¢.=k.+..1_[".-G.]+:G.;
2i Li o ar G1,,'|+-1 1,i-1 ry "1,i

G .
1 T 1 . -F, . +
Pas = — F, «: - F. F - F s + — 1,i+1 1,i-1
3i K3 [ 1,i 1} 24T [ 1,i+1 1,1 1] 2Y‘1-AY‘ [F

+A—F? [ZF]_,i‘ - Fl,'i+1 ! Fl,i_l]o (3-28)

pour 3¢ ign+1

et ol F1 :s G1 ; et Kl,i sont les valeurs de F1. ,G_i et l(1. a 1'instant

T + a%; Fy» G;» K, &tant prises & 1'instant T.

Si nous considérons un grillage limité & 1'intérieur d'une bande demi-infinie
en ordonnée, de largeur (A -1) correspondant & 1'entrefer et si nous désignons
par ir =)‘—%-1- et AT les dimensions du maillage suivant les axes r et T,

nous obtenons la figure ci-dessous :




jat
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2 3 i n+1 n+2 n+3

r=1 r =2
L'introduction des points i =1 et i = n + 3 se justifie par 1'utilisation
de formules centrales dans les approximations des dérivées spatiales. La
valeur des inconnues Fi’ Gi’ k% en ces points est déterminée en annexe II
ainsi que la méthode de NEWTON.
Les conditions aux limites (3.28) entrainent :

-pourr =1so0iti=2

f(1,E) = R (}) = F, = R, (F)

"9 (L) =k (L) =0—G, =1k =0

- pour r = A soit i =n + 2

f (A,F) = g (A,T) =0

k (1) =0=Fp=Gyp =K,

On imposera des lois Rer (t) dans ce qui suit.

2) Analyse des résultats numériques

Ce probléme a &té intégré sur un ordinateur C.I.I 10070 avec un
pas Ar = 0,01 pour un entrefera- 1 = 0.2.
Nous avons donc utilisé n = 20 dans nos calculs. L'organigramme de calcul

se trouve en annexe 1.

Différentes formes d'accélération ou de décélération du cylindre intérieur
caractérisée par le nombre de REYNOLDS Rer(f) ont &té réalisées. Nous avons

ainsi déterminé le mouvement pour :
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137 2

Rop (B) = Ry, © avech

f
€ aveCAEz"

+ 1 (courbes III.3) ;

Rep (%) = Rao = + 1 (courbes 1;1;4)”"{
Rep (B) = Ry (I-E'Fz_f) avec K2 = 1 (courbes II1.5);
Ry, (t) = Ry, sin w T avec w=rn (courbes III.6) ;

Ry (¥) = Ry, sh w T avec w=n (courbes IIL.7) ;

Raye (T) = Reo (1 -sinwt) avec a=n (sourbes I11.8).

Nous avons limité 1'étude & six formes de Rep (). En fait, la méthode
permet'de traiter n'importe quel régime instationnaire.

Nous pouvons alors comparer la solution trouvée numériquement avec la
solution analytique (3.58) et (3.59) pour un taux d'accélération ou de
décélération exponentielle F? = 1. Nous constatons que la précision

des résultats dépend essentiellement du choix de ¢ et du nombre d'itérations
maximum si les calculs convergent. Ainsi, nous avons pu prendre ¢ = 0.01,

4 avec les

0.005, 0.001 sans obtenir de différence supérieure & 10~
résultats analytiques du paragraphe précédent (tableau numérique en
annexe II).

Enfin, i1 est @ noter que la solution trouvée est indépendante du choix
des valeurs de départ pour f, g et k. Le méme résultat est trouvé
simplement au bout d'un nombre d'itérations plus grands si 1'on est

plus loin de 1a solution. C'est le cas de 1'approximation triangulaire

ci-dessous:
F.

A-F'i r i
R

eo eo0

2 n+2 2 n+2

Rep = 100 (41 itérations) Rop = 100 (4 itérations)
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Le nombre d'itérations nécessaires pour rendre les résidus tous
inférieurs @ ¢ varie également avec le nombre de REYNOLDS. Ainsi pour

Rer = 10 i1 faut 2 itérations et pour Rer = 150 i1 faut 4 itérations.

Nous pouvons encore souligner le point suivant : il est toujours

possible de trouver une solution du type {”“4)faux grands nombres

de REYNOLDS supérieurs a Rer critique qui est de 480 poura= 1.2.
Pourtant 1'expérience montre que 1'écoulement laminaire stable a laissé

-~

1a place 3@ un &coulement tourbillonnaire.

3) Régime stationnaire associé

I1 est possible de mettre en évidence la différence qui

existe entre un &tat instationnaire a un instant donné et 1'état
stationnaire associé. Celui-ci est défini comme 1'état stationnaire dont
la 'vitesse angulaire Wy est égale 3 celle qu'aurait le systéme dans
une évolution instationnaire & un instant donné. Nous avons réalisé
cette expérience entre un état stationnaire et un état instationnaire
obéissant & la loi Rer (%) = Reo (1-e;f) (courbe I1I1.9), puis entre
deux états instationnaires obéissant & 1a méme loi R, (€) =R, sinw¥

(courbes II. 10). Dans les deux cas, on montre 1'avance ou le

retard de 1'évolution instationnaire.

IV - CONCLUSION ~~ ~ D
A partir de 1'hypothése d'indépendance de Vv vis i vis de la
coordonnée axiale, nous aVons étudié 1'écoulement entre deux cylindres

infinis en cherchant d'abrod une solution de la forme :

—_—— 1 n i _ _

v (r,t) =%~ 1 1Rer (t).f5 (r)
RE

D = 0 Ry (B9 ()

w (r,t) =72 Rap (B)- ks (¥)
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Nous avons pu constater que le choix d'une telle solution conduit

analytiquement & la solution :

pour une accélération ou décélération exponentielle. Ce résultat a été
trouvé sans qu'il soit nécessaire d'imposer au départ u = w = o.

L'étude numérique du systéme d'équations (3.25), outre qu'elle
permet d'envisager n'importe quelle forme d'acéé1ération ou de décéléeration
du cylindre intérieur, confirme le résultat analytique pour une

rotation du type :

{ 8is
Mais, de plus, nous pouvons constater que seule est trouvée la solution Qe
dans laquelle U = w = 0, méme aux nombres de REYNOLDS supérieurs & Roc = 480
d partir duquel apparaissent des tourbillons. La solution trouvée est 1la
solution de similitude qui ne représente 1'écoulement réel que dans une

gamme de nombresde REYNOLDS.

Un essai de perturbation conformément & la théorie linéaire
a été envisagé, mais il n'a pas été possible de trouver une solution du
fait des instabilités numériques rencontrées ;
Par conséquent, nous avons choisi de changer de méthode de calcul et de
traiter directement les équations de NAVIER-STOKES. Cette méthode
nécessite la connaissance du vecteur vitesse U sur des frontiéres z ;
il faut donc envisager le cas de cylindres finis.

Cependant 1'écoulement laminaire tel que nous 1'avons défini se
rencontre dans les paliers fluides et peut se maintenir & de grandes

vitesses. Nous avons tracé ci-dessous la limite du régime laminaire
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stable définie par le nombre de REYNOLDS ReC =

ry = 40 mm.
AN (t/mn)
160 |

120 L

80 |

40 L

20

d
pour un palier

wp M
A

A — X

1 1,05

1,1

Tous ces résultats concernent 1'écoulement entre cylindres

de longueur infinie, ce qui n'est qu'une approximation d'autant meilleure
q Y

que 1'allongement est grand. Dans le chapitre suivant nous allons étudier

le cas des cylindres de longueur finie.
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CHAPITRE III

METHODE DE CALCUL DE L'ECOULEMENT STATIONNAIRE ENTRE DEUX
CYLINDRES DE LONGUEUR FINIE

Dans la réalité, i1 faut constater que des cylindres de longueur
infinie n;existent pas et si 1'allongement est insuffisant, i1 faudra toujours
tenir compte de la présence d'extrémités fermées par des joints d'étanchéité
ou d'autres systémes. I1 n'est plus alors possible de faire les hypothéses
du chapitre précédent. (voir figure 2.2). -

Auséi, nous allons aborder 1'é@tude directe du syétéme d'équations
aux dérivées partielles (2.9), (2.10) appliquées a 1'écoulement dans

une cavité torique. Ce domaine est 1imité par quatre parois mobiles autour

d'un axe vertical commun.

Nous nous limiterons a faire.varier les trois paramétres définis
dans les conditions aux limites (2.11), a savoir : 1'entrefer des deux
cylindres défini par (A= 1), 1a hauteur de la cavité définie par k‘et
enfin Te nombre de REYNOLDS de rotation du cylindre intérieur, le cylindre
extérieur étant fixe. Ce choix des paramétres définissant le domaine
d'écoulement nous permettra d'effectuer la liaison avec le probléme des cylin-
dres infinis pour lesquels kjp(x-l). I1 sera alors possible de déterminer
le role des extrémités fermées et leur influence sur 1'écoulement de TAYLOR.

Cela nous aménera a définir le rapport X d partir duquel on trouve une région

, A-1
d'écoulement de ce type.

I - CHOIX D'UNE METHODE NUMERIQUE

Nous devons trouver une solution du systéme d'équations aux dérivées

partielles suivant :

E




2
- — _ _ 2 - — 2.
E L
ar 2 Ir dr r ar r ¥z
- _— —— o_ - - o
[ AL AR A %:-gé - %2 + —3:5 ;
ar Y3 r ar r ar r 9z
— 2 2
T g - 2Py a_g + %: M 42 LI
3 3z ar ar r ar 3z
_ _ _ (4.1)
a LT, W
ar r 3z
tel que u, V et w satisfassent aux conditions sur le contour :
rYr=r=>U=V=w=o0,
r=1=—=u=w=o0etvs= REO'
_ _ u=v=w=o
z=o0oetz=k ={ ou (4.2)
u=w=0etvs=R

-

La résolution numérique d'un tel systéme se heurte & plusieurs difficultés

inhérentes aux équations dé NAVIER-STOKES. El1les sont non linéaires d'une
part et d'autre part les simplifications diffici]es car si les termes
de convection peuvent devenir prépondérants aux grands nombres de
REYNOLDS, cela nfest plus vrai au voisinage d'une paroi.

Le probléme direct peut étre formulé de deux fagons différentes qui
dépendent des conditions aux limites :

- Soit que 1'on transforme les équations en introduisant des fonctions
de courant ;

- Soit que 1'on conserve les inconnues de départ ; a savoir : la
vitesse et 1a pression.

Si 1a premiére formulation diminue le nombre de fonctions inconnues,

elle é&léve par contre 1'ordre de dérivation du systéme d'é&quations aux

dérivées partielles ce qui peut entrainer des imprécisions d'ordre numérique

au niveau de la discrétisation de ces dérivées. L'utilisation de la vitesse et

de la pression rend plus aisée la compréhension des résultats mais nécessite

la résolution de quatre équations.
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Parmi ceux qui ont utilisé ces différentes méthodes on peut citer
FORTIN,‘PEYRET, TEYMAM (17) qui ont calculé le champ des vitesses dans une
cavité carrée a partir d'une méthode de perturbation des équations de
NAVIER-STOKES et GRILLAUD, ALZIARY DE ROQUEFORT (19) qui ont déterminé
les lignes de courant entre deux cylindres coaxiaux finis et entre deux
sphéres cbncentriques.

La plupart des problémes ayant fait 1'objet d'une résolution numérique

en formulation vitesse-pression concernaient des écoulements plans. L'extension

de cette méthode aux systémes nécessitant 1'utilisation des coordonnées
cylindriques est plus récente. On peut citer dans ce cas les travaux de
FLORENT, NGUYEN DINH et VON DINH qui ont déterminé 1'é&coulement entre

deux disques coaxiaux de dimensions finies avec soufflage axiai ou non (20)
par une extension de 1a méthode de PEYRET au cas d'un écoulement non borné.
C'est cette méthode que nous allons appliquer au cas de cylindres coaxiaux de

hauteur limitée et pour différentes configurations.

IT - ETUDE D'UN SCHEMA NUMERIQUE

1) Formulation de 1a méthode

Considérons les équations de NAViER-STOKES régissant les écoulement
d'un fluide visqueux incompressible dans un domaine borné (@) & deux
dimensions, de frontiére (™). Dans le cas stationnaire les équations (4.1) et
(4.2) s'écrivent sous la forme générale.

U.v- AU +9p =0
9. Y =0

Ul_l =a (4.3)
l

ou U est le vecteur vitesse de composantes u, v, w. Le vecteur o figurant
dans les conditions aux limites est donné.

-

Dans cette étude nous cherchons & appliquer une méthode indépendante

de 1'hypothése utilisée au chapitre (III), & savoir v indépendante de z.




- 54 -

La méthode de FORTIN, PEYRET, TEMAM permet de traiter directement le systéme aux
dérivées partielles (4.3). Son application nécessite la connaissance de la
vitesse sur le contour fermé (I"). Ces conditions au contour sont données en

(4.2) a savoir :

u (rz, Z) =W (rz, z) =0, V (rz,z) = Rer

u (rl,z) v (rl, zZ) =w (rl,z) =0

u(r, o) =w(r,0) =0, v(r,0) = r‘Rer ou o

u (rsH) =w (r,H) =0, v (r,H) = r.Ry. 0U 0 (4.4)

La méthode numérique que 1'on applique est une méthode de perturbation des
équations du mouvement faisant apparaitre des termes analogues aux gradients
temporels des vitesses et des pressions. Avec ces perturbations, les équations
“de NAVIER-STOKES s'&crivent sous forme vectorielle :

3y

T)S—+u. W-aU+Vp =0 ;

1 .93p .
'Ez° as + V~.U-0,

U, = | (4.5)

Le systéme (4.5) ne représente 1'écoulement que lorsque ce qui correspond
d un état "stationnaire" est atteint.

2) Discrétisation spatiale

Le choix de l1a discrétisation doit étre déterminé par la précision
que nous voulons atteindre. Les dérivées spatiales sont approchées par des

différences centrées de facon 3 obtenir une précision du second ordre.

Afin de s'affranchir des conditions de pression sur la frontiére (pr)

du domaine d'@coulement () tel qu'il est défini dans les conditions aux

limites (4.2), nous considérons deux réseaux U, et P décalés 1'un par rapport
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d 1'autre de gw h étant le pas spatial. Les composantes u, v, w de la
vitesse U sont définies sur Uh’ la pression p étant définie sur Ph comme

1'indique la figure ci-dessous.

Dans ces conditions, en un point d'espace (i,j) et a 1a n°™ itération,

la vitesse est fonction des points :

U? j = U (nds, ih, jh) soient ;

[
3
|

= u (nBs, ih, jh) ;

m=u (n8s,ih,jh) ;

<
i

= w (nés, ih,jh) ; (4.6)

=
|

et la pression, une fonction de 1a forme :

n_ 2 . T . .
SR SRES T LN I N (4.7)

Si nous choisissons un maillage tel que pour

r=1—i=1

et
Z

0—»Jj=1
1a position d'une particule fluide sera déterminée par -

1+ (i-1)aR 1igN (4.8)

7 =(j - Vaz 1IN (4.9)

r
et
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avec éventuellement AR = AZ = h.

3 - Calcul de 1a vitesse et de la pression

. . = & e .
La vitesse et 1a pression é&tant connues & 1a (n - 1) e itération,

Te passage @ 1a n“™®jtaration est donné par les relations suivantes :

n?l

M= ™t s s

t=p"lisp. (4.10)

-

Les termes de correction 8U et &P sont calculés d partir du systéme

(4.5) perturbé. La vitesse Unflétant'connue ala (n-l)éme itération, 1'équa-

tion de continuité donne :

6P = - c%s. (w)™! (4.11)
La n™ jtsration de p" est alors déterminge. On calcule ensuite 8U

d partir des équations du mouvement :

8U = - &s [ . w)" L - @uy™l s ()" J (4.12)

{

Le processus itératif est arrété lorsque les termes correctifs &U
et &P sont inférieurs d une constante ¢ arbitrairement petite, fixée i
1'avance. I1 est alors évident que le choix des valeurs de départ u°
satisfait aux conditions aux limites et de po influera sur la rapidité
d'obtention des résultats quand n-»«.

Le choix des valeurs respectives de &s et c2 est guidé par la stabi-
1ité du schéma que nous choisissons et par la rapidité de convergence

vers 1'état stationnaire.

4 - Approximation par différences centrées

Les dérivées premiéres des vitesses u, v, w intervenant dans les
termes 86U et 6P & chaque itération sont approchées par des différences

centrées aux points (i,J).
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Un-l Un—l o

U . . . . = U, .

— 1) — _i*l,J _ i-1,]

ar 2AR (4.13)
n-1 n-1 n-1

Wi 5 Yign ~Yga (4.14)

IT en est de méme pour les dérivées premiéres de la pression p, mais

il faut tenir compte du décalage de g-du réseau Ph :

n
_f_'l_l_—_;,_l_ Pl1.1 +pPm1.1,- "1 .1+P0 1.1
oF 2R | Ciepity 7 Titgdg ) T (i T Tingdy ) |7 (4.19)

Nous introduisons ainsi une erreur de discrétisation de 1'ordre de o (hz).

De méme, les dérivées secondes sont approchées par des différences centrées

o -1 n-1 n-1 n-1

3 U: & U. .= 2U. . + U. .

R I 2 i P s B P (4.16)
2 n-1 n-1 - n-1 n-1

2 o Vi T Wiyt Y (4.17)
322 AZZ :

Nous introduisons également une erreur de discrétisation de 1'ordre o (h2).
Par conséquent, les termes correctifs de chaque composante du vecteur

vitesse et de la pression seront donnés par les relations suivantes :

n-1 n-1 n-1
Su = §s u"-1 Yie1,5 7 Yi-1,j "ol 1 - Y4,35-1
— - _i j . ’J 1- ,J - w.i j. 1 $J+ - 1 SJ_
> 2AR ’ 2A2
n-1,2 n n n,l ,1_n .1
R T s s B
28R
n-1 n-1 n-1 u"'l ) u"'l
. ui+1,j - 2ui’j + Uj-1,j + i+l,] i-1,J
s R 2R [1+(i-1aR]
n-1 n-1 n-1 n-1 ~ |
U s Ug 541 " 5.5 Y Y5 5.1 )
S R ’ (4.18)
[1+(i-1)2R ] Az

{
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n-1 n-1 n-1 n-1
" N1 v, .. - V. o . n-1 v, .., =V, .
_ _ i+l,] i-1,3 _ i,j+1 i,j-1
n-1 n-1 n-1 n-1 n-1 n-1 n-1
Codiag Vig o, Vil - g e Vieg L Vielg T Vielg
+H-1)a AR 2R [1 + (i-1) ]
n-1 : n-4 a1 N-1
Lo, Y TPt g ) (4.19)
- [+ (i-1)aR] A7 |
n"]. n"]. n"].
A Lo T R T W B B TS Bl T
Sw = §s 4 - uy i - Wy i
’ 28 R ’ 24 7
n n n n
“ps,l sl -p. 1 21 p.1 1 _ by 1 .1
_ 1"‘2‘33"‘2‘ 1"‘2‘9 J‘z‘ + 1"2‘9 J"‘Z' 1‘2‘: 37
2aZ
n-1 n-1 n-1 n-1 n-1
R 15 V% Bl T B S OF S YO IR Bl O O
AR® 2aR T1 + (i-1)aR]
n-1 n-1 n-1
£ Wiger T My 5t e } : 54.20)
NG |
et
2 ( . ') n-1 n-1
gp = L8 { - L1tiaR ) Uz, v s + U, )
1+(i—%)AR 2AR i+1,j+1 i+1,J

. 1wl (1e(i-har] s
n-1 n-1 n-1
Wi g+l T Wi,y T Wiy )

+ (4.21)

Nous aurons alors successivement le passage de la (n-l)emeitération

éme ., . . R P
& 1a n®™ jteration par 1'intermédiaire des formules :
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n _ .n-1
Ui,j =VYj,j *+8u
n _ n-1
vi,j = vi,j + 8v
n _ n-1
W; g wi,j + &w
] n-1
p;,.1 .1 _ p..1 .1
i+, J+5 Ty, J+s + &P (4.22)

5 - Organigramme de calcul

Le processus itératif est représenté par le schéma de calcul suivant

DEBUT
{

—

Lire AR, AZ, §s, c285, k,2, R
ITERMAX, ¢

er

Lire les conditions aux 1imites

Initialisation
o o 0 0
1,50 Vi.g Mg ikl
n = n+l
|
PQUI n}ITERMAX
NON

Calcul de &P

: .
n_ n-1
Po=p + 5P

3RO ©




- 60 -

B @ c

Calcul de 8V

VLTI PPT

sup | 8U | <e NON -

oul

IMPRESSION DES RESULTATS

FIN

Le programme est arrété lorsqu'est vérifiée la condition de convergence

suivante sur les résidus de vitesse :

n

n-1
i, "V

1,0 | F

sup PJ

ou ¢ est fixé de facon arbitraire et trés petit.
Si cette condition n'est pas respectée au bout d'un certain nombre
d'itérations défini par ITERMAX, nous arrétons le programme et conservons

les résultats pour un calcul ultérieur.

6) Points singuliers

Etant donné la forme rectangulaire du domaine d'écou]ement lTimité
par des parois horizontales qui peuvent tourner & des vitesses différentes
des parois verticales qu'elles joignent, la vitesse U subit une discontinuité
et ses dérivées d'espaces sont alors infinies. Nous éliminons ces singularités
en considérant que le point singulier appartient & 1'une ou & 1'autre
des parois ; dans ce cas les dérivées d'espace sont finies et nous

tendrons vers 1'infini lorsque le pas h sera de plus en plus petit.
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w=w w = wg w =0

=~ N

(.u_'—_u)o

Dans le. cas de la figure (a) par exemple, la condition d'adhérence

d la paroi impose pour la vitesse tangentielle de vérifier en tout point

Nj

=00l z = k la relation :

V=R, (4.23)

~

déduite des conditions aux Timites (4.2). De plus on doit avoir bour'F = A

la valeur

V=o (4.24)

Nous supposons alors que la relation (4.23) est valable jusqu'a

i = N-1 c'est-a-dire un pas avant la paroi verticale fixe.

\')
(z=0)

eo v AR

On a alors :

V= Ry, [ 1+ (1-1)43le pour 1 <;i N1

v=o0pouri-=N

et

=1
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I1TI - MISE AU POINT DU PROGRAMME

Nous avons mis au point Te programme de calcul selon le processus
décrit dans 1'organigramme simplifié du paragraphe précédent pour unﬂmai11age
(20 x 20). Nous avons alors choisi dans un premier temps des pas radiaux et
axiaux égaux : AR = AZ = 0,01 ce qui correspond & un entrefer » - 1 = 0,2

et un rapport hauteur/entrefer égal & 1, c'est-d-dire @ une cavité carrée.

La vitesse de rotation du cylindre intérieur est fixée a Rer = 100.

Par la suite, nous avons &tudié 1'@coulement dans différentes
~cavités rectangulaires pour lesquelles le rapport hauteur/entrefer varie
de 2 & 8. Dans chaque cas nous avons conservé A -1=0,1 c'est-a-dire
fixé AR = 0.005. Pour toutes les géométries envisagées la vitesse de rotation
du cylindre intérieur est égale 3 Rer = 100, mais la cavité dont le rapport
hauteur/entrefer est égal @ 8, a fait 1'objet d'une étude 3 différentes

vitesses comme nous le verrons au paragraphe VI.

Cette &tude a &té rendue possible par 1'utilisation d'un ordinateur
C I.I. 10070 et d'un ordinateur TELEMECANIC T.1600. Le temps de résolution
étant parfois trés long (de 1'ordre de 120 minutes pour certaines configura-

4 et étudié 1'influence de ce

tions) nous avons fixé ¢ = 107 oue= 10"
paramétre sur la solution obtenue pour des nombres de REYNOLDS n'excédant

par Rer = 100.

IV - ANALYSE DE LA METHODE

Nous devons souligner plusieurs problémes inhérents & la méthode de
perturbation qui nous sont apparus au cours de la réalisation du programme
de calcul.

L'erreur est définie sur chaque composante du vecteur vitesse U par
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1'écart maximum entre deux itérations successives et en tout point de

1'écoulement, c'est-d-dire :

n n-1
V- s - v. -
1,J 1.J

n n-1; _ n _ n-l
Sup ‘Ui,j - Ui," = Sup { 'ui,j ui 5|

n n-1
Wisi T M, }

Nous avons constaté que cette erreur est 1iée au choix des valeurs de

€y 8S, c2, AR et AZ que nous allons &tudier successivement.

1 - Influence de §s et c2 sur les résultats

Pour une méme cavité torique, nous avons pu constater que pour
§ = 25.10'7 1a rapidité de convergence ne varie pas jusque e =

S
= 10-3 9.
= sup) u"-u“‘ll' 10 2(F=4et =10,

Ceci n'est plus vrai si 1'on désire atteindre une précision de 1'ordre

avec deux valeurs différentes de ¢

de 1074 comme 1e montrent les courbes (IV.1).

Par contre, la convergence se fait de fagon uniforme pour des nombres
de REYNOLDS de Rer = 100 et nous obtenons les mémes valeurs des fonctions
3 prés (tableau en annexe III) pour ¢ = 10'4 avec c2 =4 ou

1 pour ¢ = 1,5. 1073

inconnues 3 10~

¢ = 10. Par contre les résultats différent de 10~

2 2

avec ¢ = 4 ou c© = 10 od pourtant 1a vitesse de convergence est la méme
{cfpara.4). Ceci est 1ié au fait que les composantes des vitesses n'ont pas
atteint un palier horizontal en fonction du nombre d'itérations (courbes IV-1

bis).

2) Influence du pas

Pour une cavité torique qui posséde un entrefer constant, avec AR = 0.005,
et pour une méme vitesse de rotation du cylindre.intérieur, nous avons pu
constater que la vitesse de convergence varie avec la valeur du pas axial
AZ. Ainsi pour ¢ = 10'3 et pour différents pas, nous trouvons le nombre

d'itérations suivant : }
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AZ 0.005 0.01 0.02 0.04

[térations 458 778 1492 1948

Le pas radial AR n'influe pas sur le nombre d'itérations sauf aux

grands nombres de REYNOLDS (Re;>1500) dont nous parlerons au paragraphe (V).

Par contre, pour c? constant et égal & 10, la vitesse de convergence

pour AZ =0,04 n'est pas 1a mére que pour AZ = 0,02 ainsi que le montre la

courbe (IV.1), toutefois les résultats sont lesmémes pour ¢ = 10'4

3)Influence du nombre de REYNOLDS sur le nombre d'itérations.

Pour une cavité torique qui présente toujours la méme géométrie

nous constatons que 1'état stationnaire est atteint a 10'3

prés au bout
d'un nombre d'itérations qui varie avec la vitesse de rotation Rer' Ainsi
pour un entrefer A-1 = 0.1 et un rapport hauteur/entrefer égal a 8

nous trouvons :

Ry 1 10 100

Itérations (424 951 1948

Ces résultats des paragraphes 2 et 3 ne sont d'importance que quant
au choix de ¢ qui se révéle étre primordial pour 1'obtention d'une solu-

tion approchée. C'est ce que nous allons montrer au paragraphe suivant.

.4) Variation des grandeurs physiques en fonction du nombre d'itérations.

Choix de ¢.
Nous allons voir ce que nous considérons comme le critére fondamental

d‘'obtention d'une solution par arrét non arbitraire, du processus itératif.
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Si nous comparons 1‘é@volution vers 1'état stationnaire des composantes
u et vV de la vitesse, il apparait que v peut encore varier méme si u a
atteint un &tat permanent et réciproquement (Courbes IV. 1bis,2) quel que
soit le nombre de REYNOLDS. Par conséquent, la vitesse de convergence
n‘est pas la méme en tout point de 1'écoulement et nous constatons qu'elle

est plus rapide si la solution finale est plus prés des conditions de départ
o v

i,d°
petite et de veiller & effectuer un nombre d'itérations suffisant afin que

U IT est alors nécessaire de choisir une valeur de ¢ suffisamment

chaque point du maillage soit dans les mémes conditions de non variation

des composantes de vitesse en fonction du nombre d'itérations. Ceci |

apparait_su? Tes ¢qqrbe§ (IV.2) représentant 1'évolution de Tet v en deux pointg

[1' =10 (r = 1.05), j =10 (z=0.4) et i=19 (r=1.095), j = 10 (z = 0.4)

dans une cavité rectangulaire d'entrefer A - 1 = 0.1 et de rapport hauteur/

entrefer = 8 pour Rer = 1700.

V - CAS DES GRANDS NOMBRES DE REYNOLDS

Pour les grands nombres de REYNOLDS (Rer:>1500) le schéma s'est
révélé trés 1ong’en temps machine et de plus les résultats obtenus présen-
tent des instabilités au voisinage de la paroi du cylindre extérieur comme
le montrent les courbes (IvV.3) obtenues pour Rey = 1700.

Nous observons également que 1a convergence n'est plus uniforme

(courbe IV.4). En effet, les calculs convergent jusque ¢ = 0.1 puis divergent |
jusque ¢ =1.025. Par la suite la convergence s'effectue de fagon uniforme
jusque ¢ = 10'4 ce qui est & relier @ la variation des composantes en fonction

du nombre d'itérations seul critére d'obtention d'une solution.

VI - ANALYSE DES RESULTATS NUMERIQUES

Nous étudions 1'écoulement dans diverses cavités toriques.

1) Cavité carrée

Les calculs ont été effectués pour un entrefer A-1 = 0.2. La hauteur

adimensionnelle correspondante est alors de 0.2. Le cylindre extérieur est
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fixe.

a) Les parois intérieure et inférieure tournent 3 1a méme vitesse

angulaire (e Le calcul montre que 1'écoulement ne présente pas de symétrie
axiale comme remarqué égé]ement par GRILLAUD avec 1a méthode des fonctions
de courant. Les courbes (IV.5-a-b-c) qui le représente indiquent une
symétrie par rapport & une génératrice ¥ = 1.1 et portant sur u et w. La
figure (b) montre le développement de la vitesse tangentielle v & partir
de la paroi horizontale fixe.

Sur la figure (c) nous constatons que la vitesse w est positive dans
le coin gauche de la paroi inférieure. Nous retrouvons donc ici une
caractéristique de 1'écou1ement/dans un diédre ainsi que A. EICHELBRENNER
(22) 1'a montré dans une cavité rectangulaire. (cf allure des lignes de

courant IV. 5 c).

b) Les parois intérieure, inférieureet supérieure tournent a la méme

vitesse angulaire Wy Nous constatons que 1'écoulement se partage en deux

régions symétriques et de hauteur 0.1. A la limite la vitesse radiale J

est maximale et la vitesse axiale W'voiﬁine de zéro. En comparant avec la
courbe (IV.5a), i1 apparait que la plus grande vitesse radiale est

obtenue pour cette configuration. (courbes IV,6 a-b-c)

Unax (a) = 14,5 Unax (

b) = 21,3

c) La paroi intérieure tourne seule 3 la vitesse angulaire Wy

Nous constatons que 1'écoulement se partage encore en deux régions

symétriques séparées par un plan tel que w = 0. A 1a limite la vitesse

radiale u (c) = 9. La vitesse tangentielle v évolue de zéro sur les parois

max
horizontales fixes et atteint son maximum dans le plan limite Z = 0.1.

(courbes IV.7 a-b-c)

2) Cavité rectangulaire

Les calculs ont été effectués pour un entrefer A-1 = 0.1. La hauteur
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correspondante aux trois cas envisagés varie de 0.2 & 0.8. Le cylindre exté-

rieur est toujours fixe.

a) Les parois intérieure et inférieure tournent @ 1a méme vitesse

angulaire w ..
—= 0

Les résultats montrent que cette fois encore 1'écoulement
ne présente pas de symétrie axiale. Les courbes (IV.8.9.A0. a.b.c) qui donnent
les valeurs de U, v et w pour des rapports hauteur/entrefer &gaux a 2.4 et
8 montrent que le maximum de U = 6.25 et de W = 25.10'3 ne varient pas
quelle que soit la configuration. Pour une géométrie telle que hauteur/entre-
fer = 8 nous trouvons un domaire 0,24 S;E'$;0,68 oi w =~oetu# o ce qui
montre 1'influence des parois horizontales. Sur les courbes (IV.9.c) et
(IV.10.c) nous retrouvons une caractéristique de 1'écoulement dans un diédre

comme nous 1'avons déja vu pour une cavité carrée.

b) Les parois intérieure, inférieure et supérieure tournent 3 la

méme vitesse angulaire Wy

Nous constatons que 1'écoulement se divise en deux régions
symétriques suivant la direction axiale. Sur les courbes (IV.11 a-b-c)
qui représentént 1'écoulement dans une cavité dont le rapport hauteur/
entrefer = 8, il apparait que Te profil des vitesses ne varie pas
pour 0.12 g'z' < 0.68. Dans cette région nous trouvons w = o et

Upax = 6,5. Le méme phénoméne se reproduit avec les courbes (IV. 12 a-b-c)

qui représententf{éépﬂféﬁéﬁ{fﬁans une cavité telle que hauteur/entrefer = 4.
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Nous trouvons une région Q1 <?Q.3 dans 1aqué1]e W=oet Umax = 6,8f
Dans une cavité telle que hauteur/entrefer = 2 cette région se limite & un
planz =0.letu =6.8(courbes 1V.13.a.b.c).

On se rapproche de 1a so]utioq de TAYLOR avec un &cart maximum pris sur v
de 12 % pour ¥ = 1.05 et hauteur/entrefer = 8. |

¢) La paroi intérieure tourne seule 3 la vitessé'angu]aireggo.

Dans chaque configuration, 1'écoulement se divise en deux régions
symétriques, séparées par un plan ou un domaine dans lequel on trouve W'é 0.
A Ta limite u est maximum et v correspond 3 la solution. de TAYLQR ( courbes IV.
14-15-a.b.c.).

Pour des cylindres tels que le rapport hauteur/entrefer = 8 nous avons
cherché & obtenir lfécoulemént entre deux cylindres infinis en faisant

varier R, de 100 & 1 (courbes IV 16-17 a.b.). Nous constatons que la

solution obtenue tend vers celle des cylindres infinis : V'='—%—- .
; = ‘ 32
Qé - r). La vitesse radiale U est trés petite : on trouve Uﬁéx = 0.27 pour

r
Rer = 10 et Unax = 0.17 pour Rer = 1. La vitesse axiale w est nulle. Par

conséquent, i1 est possible d'obtenir u = o pour des cylindres plus longs

tels que le rapport hauteur/entrefer soit supérieur i 8.

VII - CONCLUSION '

Au chapitre II, nous avons négligé lfinfluence des parois horizontales
limitant le domaine d'&coulement entre deux cy]indrés coaxiaux. Pour résoudre
le probléme, i1 a été nécessaire d'adoptér une hypothésé d'indépendance de
la vitesse tangentielle V vis & vis de 1a coordonnée axiale Z, ce qui nous
a conduit & une solution instationnaire du typé (,i.!). Cette hypothése
n'est'qu'uné approximation d'autant meilleure qué 1'allongement est grand.

Par contre, 1a méthode de pérturbation nous a permis, sans faire aucune

hypothése sur la forme de 1a solution, de déterminer 1'écoulement dans diffé-

rentes cavités toriques en formulation vitesse-pression.
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D'une maniére générale, nous constatons que les composantes u,v et w
de la vitesse sont fonctions des coordonnées radiale et axiale, sauf pour
cértaines configurations dans lesquelles i1 existe un domaine oﬁ'W<<10'4.
Dans ce cas nous trouvons que u et v varient trés peu avec z et v est

égale & la solution laminaire de 1'écoulement entre deux cylindres infinis.

Par conséquent, les parois horizontales, qu'elles soient fixes ou
entrainées 3 la méme vitesse angulaire que le cylindre intérieur, ont pour
effet de déformer 1'écoulement de TAYLOR, entrainant 1'apparition d'un

champ de vitesse @ trois composantes.

-

La méthode s'est révélée particuliérement délicate @ mettre en oeuvre
car elle nécessite de déterminer les valeurs de §s et c2 8s pour chaque
nombre de REYNOLDS. Mais elle fournit toujours un champ de vitesse qui
dépend de ¢. L'avantage de notre procédé est de n'avoir pas choisi ¢
arbitraire mais de 1'avoir déterminé en fonction du nombre d'itérations
nécessaire a une stationnarisation de chaque composante de la vitesse.

Cependant nous n'avons pu, par cette méthode, montrer 1'existence
de 1'écoulement tourbillonnaire & grands nombres de REYNOLDS. L'objet
du prochain chapitre sera de montrer que cet &coulement peut étre

mis en évidence par une technique expérimentale autre que les visualisations.
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CHAPITRE IV

ETUDE EXPERIMENTALE SUR DES CYLINDRES DE
LONGUEUR FINIE |

Nous allons aborder 1'étude de 1'@coulement stationnaire entre
deux cylindres de longueur finie par une méthode expérimentale. Nous nous
propbsons de déterminer le gradient pariétal de vitesse sur le cylindre
extérieur par une méthode électrochimique ne perturbant pas 1'écoulement et
donnant le frottement local. Nous serons alors en mesure de reprendre,
ultérieurement, les calculs du chapitre IIl précédent pour des grands
nombres de REYNOLDS de rotation en initialisant un champs de vitesse
possédant le gradient pariétal que nous allons déterminer par cette
méthode. En effet, 1'importance de ce gradient, devient primordiale
vpour la convergence de la méthode numérique de perturbation comme nous
1'avons constaté aux nombres de REYNOLDS élevés (courbe IY).

La technique utilisée permet de relier par une réaction électrochi-
mique le gradient pariétal de vitesse au flux de diffusion d'une espéce

chimique bien déterminée.

I - DESCRIPTION DU MONTAGE EXPERIMENTAL

Nous avons réalisé un dispositif expérimental comprenant
essentiellement les cylindres d'étude et Ta chaine de mesure.

1 - Cylindres d'é@tudes

La méthode utilisée nécessitant des matériaux chimiquement inertes,
nous avons réalisé deux cylindres en altuglas (Fig. 5.1) tournés puis

polis jusqu'a leur cotes définitives :




—
(4) g /
(1) & %
(5) — P
(3)— o //
oz n
(2)— 4

(Fig. 5.1)

Le domaine dfécou1ement (1) est Timité par le cylindre intérieur (2)
de diamétre 62 mm (+ 0,02) et le cylindre extérieur (3) de diamétre 72 mm
(+ 0,02), ce qui correspond & un entrefer de 5 mm et d un rapport des rayons

A =1.16. La cavité terique est limitée par la présence de parois horizontales

fixes et distantes de 250 mm, ce qui correspond & un rapport hauteur/entrefer
de 50.

Une anode en platine (4) de grande dimension (20 x 225) est fixée
& la partie supérieure du cy1indré extérieur qui est percé en deux endroits
pour le passage de la sonde (5) et de 1'anode.

Le cylindre intérieur est mis en mouvement par un moteur régulé
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-

par 1‘'intermédiaire d'un réducteur %b et d'une transmission a poulies.
Ceci nous permet de faire varier la vitesse de rotation de 0 & 100 t/mn.
Les sondes polarographiques sont constituées d'un fil de diamétre
0,2 mmnoyé dans un support d'altuglas tourné au diamétre 5 mm. Ensuite,
elles sont montées sur le cylindre extérieur, usinées et polies pour leur
donner la courbure nécessaire et ne pas perturber 1'écoulement. Puis elles
sont dégraissées avant utilisation. L'électrode présente alors une surface

active circulaire afflieurant a la paroi du cylindre extérieur.

2 - Chaine de mesure

L'auode est portée & un potentiel constant de 0,4 volts contrdlé sur un
voltmétre. L'électrode est maintenue & un potentiel nul. Les courants sont
transformés en tension puis filtrés pour &liminer les parasites a haute
fréquence et lus sur un voltmétre intégrateur. Un oscilloscope permet de

visualiser 1a tension d'électrode .

"~ II - PRINCIPE DE LA METHODE

Ce n'est qde récemment grdce aux travaux de REISS-HANRATTY (23) G. COGNET
(12) C. TOURNIER (24) et B. PY (25), par analogie entre transfert de chaleur
et transfert de masse, que 1'on a développé comme pour 1'anémométrie & fil
chaud, une technique électrochimique.'.

Soit un coupe oxydo-réducteur :

(a-n)+

a+ -

X

en présence d'une électrode inattaquable. En circuit ouvert ., 1'électrode

atteindra un certain potentiel d'équilibre. Si on polarise cette électrode,
on déplace 1'équilibre (5.1). Si cette réaction est suffisamment rapide, 1'apport
de courant sur la cathode est uniquement 1imité par le déplacement des ions
au sein de la solution. Ce déplacement se fait par migration gréce au champ

électrique, par convection grdce au mouvement du fluide et par diffusion grice

L‘ﬁ




au gradient de concentration. En ajoutant un fort excés d'électrolyte

indifférent tout se passe comme si on éliminait la migration. Le courant

regu sur 1'é@lectrode ne dépend donc que du mouvement de 1a solution.

Si,1'on trace la courbe de polarisation (polarogramme) de

1'électrode, elle présentera un palier dans la plage de tension qui satisfait

aux conditions précédentes. La hauteur du palier de 1a courbe Ic = Ic (Ec'Ea)

constitue une mesure du flux de matiére de 1'électrode. Le courant Timite est

atteint lorsque la concentration du corps actif au niveau de 1'électrode est

nulle. Nous verrons au paragraphe IV, comment on obtient le courant Timite.

Cette méthode électrochimiqué qué 1'on appelle polarographie

peut donc étre représentée par un transfert de matiére entre la

microcathode oil C = 0 et 1'infini (loin de 1'électrode) ol la concentration

est maintenue constante.

ITT - APPLICATION A L'ETUDE DES ECOULEMENTS DANS LES CYLINDRES

Dans le dispositif qui a été réalisé, le cylindre extérieur est fixe,

le cylindre intérieur est seul mobile. La microcathode circulaire

est située d la paroi du cylindre extérieur et ne perturbe pas 1'écoulenment.

1 - Modéle de transfert

Considérons un fluide en mouvement contenant une substance en

concentration C0 au-dessus d'un plan y§>o. Dans ce plan se trouve une

surface active circulaire de rayon ros capable d'échanger des é&lectrons avec

1a solution grace & une réaction trés rapide d'oxydo réduction, telle que

C=o0 pbur Yy = 0. Le flux de matiére est nul & travers le plan sauf pour

|r] <:r0 (fig. 5.2).

4y
C =i CO
l‘i =0 e
) -r C = r
Y 0 ° 0 o (X)
77 77777774 0 V77 77 7777777777

Fig.

5.2
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La relation entre le champ des vitesse et le champ des concentrations

est fournie par 1'équation du bilan instantanée de matiére, soit :

(]

D, AC = V.Grad ¢ + g

(5.2.)

‘-.-

o0 D est le coefficient de diffusion de 1a substance éctive,. La solution -

générale du probléme doit satisfaire aux conditions aux limites

lrlgr'oety=c — C=o0

r|>roetys o —» C=C,
= 3¢ -

[r|> rpety=o —» 5y = ©

(5.3)
Le champ des vitessesu, v, w est donné pnar les équations de NAVIER-STOKES -
> > = >
v =

~+v,grad'v = - 1 grad p + vAV
at P

Par analogie au transfert de chaleur G. COGNET (12) a résolu le probléme pour

un régime de diffusion établi (-g—% = 0).

- Lorsque le fluide est au repos et en négligeant la convection
naturelle, 1'équation (5.2) devient AC = o0 soit en coordonnées cylindriques :

2 2

5 C , 9°C 1 3C
4 + = — =0 (5.4)
ayz arz r ar
IT trouve une solution de 1a forme :
c 1-2 2 %o }(5 5)
=C { - — arc sin .
2 4 23
0 " [(r-ro)2+y]i'+[(r+ro) +y]%
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Dans ce cas, 1a densité de courant limite &tant par la premiére loi
de FICK :

(3C

1=0-Gyly=o0

I1 vient, pour une réaction dans laquelle n est le nombre d'électrons

mis en jeu et F le nombre de FARADAY (96 500 coulomby

j=4C r. D.n.F (5.6)

Pour comparer les résultats entre eux, on définit le coefficient de

transfert K par la relation :

K=A% avec I =fj dA
0O A
soit A'Cf(ayy-o

IT représente le flux de matiére par unité de concentration C0

et par unité de surface A de la sonde. Dans ce cas on trouve :

K= ?ﬁg (5.8)

- Lorsque le fluide est en mouvement permanent dans la direction o x,

1'@coulement occasionne 1'existence d'une couche limite hydrodynamique

grande devant 1'épaisseur de la couche limite de diffusion. L'épaisseur

de l1a couche limite de diffusion selon NERNST est fonction du nombre de
SCHMIDT SC =~% . Dans notre cas le rapport des épaisseurs de couche limite
est supérieur 3 10. On peut écrire dans ces conditions au voisinage de
1'&lectrode.

u=S, .y (5.9)

ou SX est le gradient de vitesse de 1'écoulement selon les lignes de courant.

L'équation (5.2) devient :
2

2C 3 C

D (25 + )=5S..y 5.10)
(;;z v < Y 3% (
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Cette équation n'est valable que pour une électrode d'allongement
infini dans la direction z, ce qui permet de négliger la diffusion selon z.
Pour une électrode de largeur L, REISS et HANRATTY ont donné une
solution numérique pour C et en déduit la valeur du coefficient de transfert
2 1
KL L* L .
T 0,807.(Sx~—D- )3 (5.11)
. . L2
pour une valeur du gradient pariétal telle que SiES ;;5000
Pour une électrode circulaire, REISS et HANRATTY ont obtenu un résul-

tat équivalent en prenant une longueur effective :

Le = 0,820.d, : (5.12)

do étant le diamétre de la sonde. Dans leur étude ils supposent en plus que

la vitesse de 1'&coulement est assez grande pour négliger la diffusion

~ tangentielle.
2 2~
3 C <g: 3 C
ol T ay?

2 - Conclusion

Pour des électrodes suffisamment petites et en dehors d'un point de
frottement nul, la vitesse instantanée peut toujours localement &tre
représentée par un profil linéaire sans qu'aucune hypothése ne soit faite
sur le régime d'écoulement. Dans ce cas au signal K mesuré, correspond le
paramétre Sx qui est le gradient pariétal 3 la surface de 1'électrode.

Lorsque 1'@coulement posséde une compoSante normale 3 la paroi
G. COGNET a montré que celle-ci a peu d'influence sur le coefficient de
transfert qui est essentiellement déterminé par le gradient de vitesse
tangentielle.

Par conséquent, 1a méthode polarographique permet de faire des
mesures absolues du gradient pariétal de vitesse. Mais ces mesures sont
conditionnées par 1'état de surface des électrodes qu'il est trés difficile

de contrdler. C'est pourquoi nous avons toujours opéré par étalonnage
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des sondes aprés un veillissement assurant une bonne stabilité des

caractéristiques.

IV - ETUDE EXPERIMENTALE

Nous avons utilisé un systéme rédox iodure-triodure dans une

solution iodure de potassium. La réaction chimique est la suivante :

-

13 +2e T—= 31 | _ (5.13)
L‘oxydant est le triodure I; et le réducteur 1'iodure I .

Dans le cas de mesures absolues on aurait ici n = 2, A 25 °C

5

le coefficient de diffusion de 1'iode est D = 1,13.10° cmz/s ; i1 varie

d'environ 2 % par degré. La concentration du corps actif le triodure est

5

C =10 mo]e/cm3.

0

La sonde circulaire utilisée a un rayon r_ = 0,1 mm. La surface

0
de 1'anode est grande (environ 2500 mmz) devant la surface de la cathode

-2

(environ 3,2. 10 mmz) si bien que la densité de courant regue par 1'anode

est négligeable. On peut donc se servir de son potentiel E, comme référence.

1 - Tracé d'un polarogramme

Pour obtenir la courbe de polarisation IC en fonction de(Ec - E))
on.fait varier le potentiel de 1'anode de OV & 0,6 V avec un pas de
0,05 V. A chaque mesure, i1 faut attendre que le courant se stabilise.

Un exemple de polarogramme est donné courbe (V.I). Les mesures
ont été effectuées & 21° C pour différents nombres de REYNOLDS.

Lorsque le palier est atteint, la concentration du corps actif
au niveau de lfélectrode est nulle. L'apport d'ions actifs ne dépend
plus que des conditions hydrodynamiques c'est-d-dire du gradient de vitesse

S. Nous pouvons donc, & partir d'une mesure du courant, en déduire S.

2 - Etalonnage de la sonde

Nous avons effectué 1'@talonnage de 1a sonde circulaire a partir

de 1a relation que nous avons obtenu analytiquement au chapitre I en régime
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stationnaire.
Soit : d
- Qv _ v
S = I - (5.14)
avec 12“1 flz
V‘731r+77 (5.15)
r
et A = ;g =1.16
) 1
Nous trouvons : "
-lew r
S = 1 1 (5.16)
o oF ©

Au niveau du cylindre extérieur r = ros nous aurons

- Zmi
S (5.17)
A-1

En fonction du nombre de tounsnous utiliserons la relation

S = 0,598 N,

Nous savons que Ta tension E de 1'&lectrode est fonction de S dont nous avons

les valeurs théoriques dans le tableau ci-dessous.

N

L t/mm) 2,1 3 3,9 4,65 5,4 6,6

Ss - 1) 1,25 1,79 | 2,33 | 2,79 3,22 3,94
8 do®

=58 | 44,2 63,3 | 82,47 | 98,76 |113,98 139,46

E (v) 0,274 0,293} 0,311 0,325 0,337 0,349
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Par conséquent nous voyons que 'S'( 5000. Nous ne pouvons donc pas
utiliser 1a loi (5.11) X = 0,807 S3.

Dans ce cas nous utilisons la courbe du coefficient de transfert
K en fonction de S pour S {5000. Cette courbe a &té établie par plusieurs
auteurs (G. COGNET, M. LABBE) et nous avons calculé S & partir de leurs

résultats.

3 2,94 1 9,80 | 49 106 | 197 395 | 793 | 1590

K = k1%9 1,72 | 2,19} 3,37 | 4,24 | 5,12 6,371 7,99]9,78

Nous savons que le coefficient de transfert K est proportionnel 3 la
tension de 1'électrode E : E = o K.
Donc lrnE = ]'”na + 1nK. Nous déterminons alors 1no.

Les résultats sont rassemblés dans le tableau ci-dessous :

S 44,24 63,36 82,47 98,76 - | 113,98 139,46
InE - 1,294 |- 1,227 |- 1,167 |- 1,123 |-+ 1,087 |- 1,052
tnK 1,170 1,280 1,350 1,410 1,455 1,515
Tna - 2,464 |- 2,507 }- 2,517 |- 2,533 |- 2,542 |- 2,567
Nous trouvons alors une vé]eur moyenne fna = - 2,521.
Nous en désuisons 1nE = - 1,156 pour 1nK = 1,362 calculées sur un

intervalle A% pour 82,47 { S { 98,76. Cet &talonnage nous permet ensuite de
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faire une étude de 1'écoulement au-deld du nombre de REYNOLDS critique et
de déterminer le gradieht pariétal sur le cylindre extérieur.

3 - Mesure du gradient pariétal en régime supercritique

Lorsqu'on augmente la vitesse de rotation du cylindre intérieur,
on voit apparaitre des oscillations dans 1'enregistrement du signal de
la sonde & partir de Rec = 141. Ceci indique que le gradient de vitesse
n'‘est plus constant mais varie périodiquement dans le temps (Fig. 5.5).51 1'on
dépasse cette vitesse, 1'amplitude des oscillations augmente,‘mais elle
s'annule si 1'on diminue le régime. Par conséquent, le mouvement est devenu
instable et nous constatons qu'il apparait des ondes azimutales dans la
direction 6. Les visua]isation§ montrent que ce type d'instabilité apparait
d une vitesse trés peu supérieure & 1'apparition des tourbillons réguliérement
superposés (Rec = 131).

Grdce aux mesures, nous remarquons €galement que le mouvement change
de caractére pour R, = 327 (Fig. 5.5). Le signal commence par &tre fortement
instable puis i1 devient périodique, enfin i1 se déforme et i1 apparait
une nouvelle onde superposée. D'ailleurs, les visualisations montrent
qu'il apparait une nouvelle onde azimutale‘déphasée par rapport & celle exis-
tante. Par la suite, cette configuration ne se modifie plus dans 1a gamme de
vitesses que nous avons envisagées. _

Notre sonde étant fixe nous mesurons la tehsion E pour différentes
vitesses et nous calculons S puis S & 1'aide de 1a courbe d'étalonnage.

Les résultats d'expériences sont regroupés dans le tableau ci-dessous.

ReC -
Ny Jepd | R/ E 3 S T
("/mn) v (v) (s™")
9 141 | 56,62 | 0,420 | 210 5,93 |1,92.1072
12 187 | 74,8 0,463 | 283 8,13 1,58 1072
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15 234 93,6 | 0,492 345 9,74 1,25 1072
13 2§1;‘ 112,4 3,5354» 437 | '"%_95_10'2
a1 |3 |30, |o.638 [765 21,6 |12 102
24 374 149,6 | 0,728 | 1394 39,38 [1,79 107
28 437 174,8 | 0,786 | 1929 |s4,49 |1,82 1072
30 468 17,2 | 0,820 | 2440 |68,93 [2,01 1072
33 515 206 | 0,889 | 2683 74,66 |1,80 1072
36 561 224,4 | 0,913 | 3533 | 99,80 |2,02 1072
2
42 655 | 262 0,944 | 4105 |115,96 | 1,72 1072
45 702 281 | 0,973 | aa05 127 1,65 1072
50 780 312 1,003 | 5663 |160 1,68 1072

La valeur de S nous permet de calculer la contrainte tangentielle
de frottement t sur le cylindre extérieur. Nous savons en effet que

t=uS et sous forme adimensionnelle nous aurons T = -* avec 1~ = pw% r%.
d »

wyhy \/g‘
T

(courbe V.3). Nous constatons que la courbe présente une discontinuité pour

Nous tragons alors T en fonction du nombre de TAYLOR W=

VT = 44,5 correspondant & 1'apparition des tourbillons. Nous trouvons alors
que T est proche des valeurs correspondantes au domaine laminaire stable.

Par contre pour R = 327 (Vf 131). Les valeurs ¢ augmentent .
Ceci correspond il appér1t1on d'un nouveau tjpe d instabilité doublement

~ périodique (Fig. 5.3) avec des valeurs proches de celles trouvies -
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Par conséquent, i1 semble que dans notre montage expérimental le

frottement supp]éméntairé introduit par la perturbation serait di essentiel-
lement au mouvement circonférentiel dans une cellule et non au mouvement

de déplacement des ondes azimutales tant que V$-< 13ﬂwCependant Torsque
\/‘F) 1341e développement de 1a seconde instabilité conduit & des valeurs

du frottement beaucoup plus grandes qué celles que 1'on aurait en

régimé non perturbé. Ceci semble indiquer que le déplacement des ondes

devient important.

V - CONCLUSION
La méthode polarographique nous a pérmis d'étudier 1'écoulement
entre deux cylindres coaxiaux & des nombres de REYNOLDS correspondants
au régime perturbé qué nous n'avons pu trouver numériquement. On remarquera
djai]]euks que 1finstabi]ité de 1'écoulement corréspond a 1'apparition
dfune instabilité numérique.
Nous avons alors identifié 1'instabilité périodique selon 1a direction

z puis 1'instabilité périodique puis doublement périodique selon la
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1a direction 6. Les mesures du gradient pariétal et du frottement
sur le cylindre extérieur pourront alors étre utilisées ultérieurement
dans la recherche du champ des vitesses par la méthode de perturbation
puisque 1'initialisation correcte du gradient semble primordiale par la
convergence de cette méthode. I1 faut cependant tenir compte du fait
qu'un tel calcul ne peut plus se faire moyennant une indépendance par
rapport a o pour des valeurs de Rec supérieures a Rec = 141 (Rer = Rec /
(» = 1) = 880 pour A = 1'1§/Rer = 1800 pour A = 1.1). Cependant nous
pourrons utiliser ces résultats pour une plage de nombres de REYNOLDS

1400<Rer< 1800 correspondants & un entrefer A -1 = 01
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CONCLUSION

Ce travail a éte cdnsacré d 1'@tude d'écoulements produits par
1a rotation des parois dans une cavité torique dont le rapport hauteur/entrefer
pouvait varier de 1'unité d de trés grandes valeurs permettant de considérer
les cylindres infinis.

Dans ce dernier cas nous avons supposé que la composante tangentielle
de la vitesse n'est fonction que de r et de t. Cette hypothése nous a permis
de donner une solution analytique de 1'&coulement stationnaire puis de 1'écoulement
instationnaire lorsque la.vitesse de rotation du cylindre intérieur o (t) est une
fonction exponentielle. Pour tout autre type d'accélération ou de décélération
arbitraire, nous avons utilisé une méthode numérique de NEWTON. Elle nous a
permis de mettre en évidence 1a différence entre un état instationnaire & un instant
donné et 1'état stationnaire caractérisé par le méme nombre de REYNOLDS de rotation
et de retrouver quel que soit le nombre de REYNOLDS']a éolution analytique dans le
cas d'éccé]ération ou de décélération exponentielle.

Par contre, la recherche d'une solution dans une cavité torique
de hauteur finie ne peut plus se faire moyennant une hypothése d'indépendance
de la vifesse tangentiei]e pér rapport d z. Dans ce cas, nous avons cherché
une solution numérique en utilisant une méthode de perturbation des équations
de NAVIER-STOKES. Ceci nous a permis de définir le rdle des parois limitant
les cylindres et de montrer que 1'on tend vers la solution de;type”CQQETTE Torsque le
rapport hauteur/entrefer devient grand. L'intérét de notre méthode, outre sa |
formulation en vitesse-pression, est d'avoir permis de définir un critére de
convergence basé sur une stationnarisation de chaque composante de la vitesse en
tout point de 1fécou1ement.

L'obtention d'une solution se révélant impossible aux grands nombres
de REYNOLDS, nous avons cherché & monter que 1'écoulement s'effectue selon un -
autre mode. Nous avons alors réalisé une expérience mettant en oeuvre une
technique &lectrochimique ne perturbant pas 1'écoulement. Ceci nous a permis

de contrdler la variation du frottement pariétal sur le cylindre extérieur et de

montrer 1'existence de trois typesd'instabilités. Nous avons localisé les nombres
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de REYNOLDS d partir desquels elles apparaissent. Ces résultats seront
utilisés ultérieurement comme initialisation de la méthode de perturbation
qui ne nous a pas donné de résultats aux grands nombres de REYNOLDS.

Une extension de ce travail est d'introduire un débit dans les coins
de la cavité, et de relier les cylindres & des disques coaxiaux pour
schématiser un palier fluide, ou pour schématiser un labyrinthe de |

turbomachine.
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_ PROGRAIGIE PRINCIPAL

ANNEXE I

CAS INSTATIONNAIRE

Donnée des pas de calcul
n,e, At

Donnée de T fin

Lecture des paramétres du
cas staticnnaire de départ

Reo’ A

Initialisation du cas stationnaire de départ
Lecture de fj, gj, k.

J
0 _ 0 -
.f2 = Reo? faez =0
T=o0
Conditions aux limites
0 _ (0 0 _ 0
f1=" BT T N
o_ .0 o _ .0
91793 In+3 = 9n+l
o_,0 o _,0
ki = k7 Knt3 = Kneo
T fin - T {o
[ R'¢
Donnée de la loi de variation
(1) =
Re Re (T)
Re (o) = Re0

sToP

ATl

—

{ BYS
U ;Li



Q

1_
f2 " Res(T)

matrice singuliére

~

sous programme ITERATION

n
—

LL

AI.2

STOP

.calcul divergent

calcul des dérivées par
différences finies (j=2,n+2)

Impressions
n I
R,T,Fi,ci,Ki,ﬁ

STOP

STOP

®
LILiE



SOUS PROGRAMME ITERATION

LL=o
IC=o0

f15 = To3® 910 = 957 k15 = Koj
J=1,n+3

foi = T1g> 905 = 9157 K05 = *13

IC

IC

1, n+ 3

Cute
[}

Calcul de Flj’ sz, F3j par les

formules (5.1) j =3, n+ 1

F3j|<e oui

Al

non
sous programme MATRICE

|
sous programre GAUSS-JORDAN

KS =2 b—tdLL=-1

RETOUR

Prog. Princ

RETOUR
Prog. Princ.

o
Calcul de la norme du vecteur 'Flj
par FN = (F ) +(F21) +(F3Jf FéJ
l F35
|
FN - FN1 20 Jii=1
lo
FN = FN1
]
fj = fj + Af], gj = gj + Agj
kj = kj + Akj J=3,n+l

RETOUR
Prog. Princ.

\\Q
@)




AILL 1

- METHODE DE NEWTON

En prenant les dérivées partielles des équations (3.28),

par rapport aux fonctions inconnues, nous obtenons les systémes suivants :

39, . 1 1§ 1 2 1
1§ = - - — G s 9 = G, . -= G,. + = +
3Ky5_1 2aTar 2 A-I:l ZAF[ li-1 1”1] rs 1 r% }

(WY

4

N,
+

39, .
) ¥ Gy5-1 ~ Gp4 - = 6. +
8k11+1 2atar 2AT { > [ 1i-1 11+]:l =, 14

-
-l

1 |1
) -3 °?

kieg 207
1 [ o]
59, . — -

1§ 1 1

E K . - K 'Y + ———r K . - 2 K . + K s : ;

3611' FiA? _11+; 11-1_ A—Y;Z [11-1 1i 11+1]

%1 1T
= - K . - K 3 -




A2

1
= = H ' (II.Z)
36y ; 7

93 =.L [Gh. + é] -1 (I1.3)
. r. r

L'utilisation des formules centrales suivant T assure une précision du
second ordre et nécessite 1'introduction de deux points imaginaires de
cdtes r=1-Aretr =2 +AT

r=1 F‘i = 1+(i-2)Ar r =2
I 73 'iﬂi T el nJ; 3

Les valeurs de g en ces points sont données par :

gl

'=opourr=1 — G, =G
- 17 5%

o pour T

gl

A\ = 6 . =G
T n

+1 n+3 (I1.4)



AII.3

Les autres conditions aux limites pour g donnent :
g (1) = 0=G, = 0 ;
g (1) =0=G =03 (11.5)

Les valeurs de f et k n'apparaissent pas aux points 1 et n + 3 dans
la résolution du systéme. Nous prenons pour simplifier

F, =F

0

1 n+3

Ky = Koy = © (11.6)

Les conditions aux limites pour f et k donnent :

f Q)= Rersz = Rer

f(A)=0==F ,=0

k (1) =o0 —K, =0

k (A) =0—=K =0 (I11.7)

I1 y a donc un ensemble de (n + 3) inconnues G; et (n + 1) inconnues

Fi et Ki' Avec les relations (I1.4.5.6.7) nous avons (3n + 5) équations
non linéaires.

Nous supposons en premiére approximation que les inconnues varient linéai-

rement entre leurs conditions aux limites ; c'est-d-dire que nous prenons

Fi-EE_r: [(n+2)-i:|

G; =K, =0 2 $fi'<'n+2 (11.8)

Ces valeurs supposées sont situées @ un écart L\I-éi,AGi ’AKi’
‘des valeurs réelles Fi’ G; » Ki ; c'est-d-dire :
Fi = F; + oF;
Eﬂ = G5 + AG;
Fq = K; + AKi f | (11.9)

Selon les critéres du développement en série de TAYLOR Timitée

au terme du premier ordre, les écarts AFi’ AGi et AK,i seront donnés



AlI.4

par la résolution du systéme linéaire suivant (3\(1'\<n+1)

[wl]

et

[.i"i(x)] ]
X

[ 24 X) + ‘ o
ETAR T
AF3 *13
! !
l .
AFn+1 ¢1n+1
¢
AGg 123
\ |
! Vo
26 [(® . = %2n+1
n+l @ J |
|
23 43 3
' i
{ '
AI(n+1 ¢3 n+1l
13 %13 dp3 B3 33 ]
al' 3 aFn+1 BGB BKB ‘ak:n+1
) ! {
] ' i
1, m1 1, 991n+1
? 3 9 n+1 aIEn+1
%3 %3 %2 3
all 3 o n+l aIEn+1
I |
! ! .
i { |
el o1 902 n+l
3] 3 -3 n+l aIEn+1
%33 %33 %3 3
3] 3 3l n+l "3'En+1
| |
| ] (L
a<"3,n+_1 _ a‘1’§,n+_1__ o ? 3,n+l
oF; o+ Kn+1




AII.5

Les valeurs ainSi calculées par (I1.9) seront une meilleure
approximation des valeurs réelles que 1'approximation précédente. Nous utilisons
%24 l

ces nouvelles valeurs et recommengons le cycle jusqu'd ce que les I¢li

et|¢3i! soient toutes plus petites ou égales a ¢ erreur que nous imposons

a 1'avance.
¢ s |dns| €t |dg.
Ihl |21| ’31| < e



111.1
ANNEXE 111

CHOIX DE §s et c°

Pour une cavité torique qui posséde un entrefer A - 1 =0.1 et

pour un rapport hauteur/entrefer = 4, nous constatons que la valeur

€ =.10-

4

le choix de c2 pour &s = 25.10‘7.'Cépendant les résultats différent

peu comme le montre le tableau ci-dessous.

est atteinte au bout d'un nombre d'itérations différent selon

Pour v = 1.05 et Ryy = 100 nous obtenons pour v :
'z 0.00 0.02 10.04 |0.06 0.081 0.10 | 0.12 | 0.14 | 0.16 |0.18 0.20
=4 105 85.529) 72.225| 64.437}60.130]57.787}56.518]55.830}55.465 |55.287 |55.233
= 10 105 85.524) 72.220f 64.432]60.125}57.783}56.513|55.825 |55.461 |55.284 [55.231
z 0.22 0.24 10.26 }|0.28 0.30 ] 0.32 | 0.34 | 0.36 | 0.38 |0.40
=4 557287 55.465 | 55.831] 55.517] 55.786]60.130|64.437 72.225 85.529 | 105
= 10 }55.284 F5.461 55.826) 56.513} 57.783}60.125}64.432}72.221 |85.525 105

Par contre pour ¢ = 1,5. 10-3, 1'&cart entre les solutions peut

attendre 10'1comme le montre le tableau ci-dessous :

zZ 0.00 0.0210.04 j0.06 |0.08 0.10 ] 0.12] 0.14] 0.16 |J0.18 |0.20
=4 105 85.4 |72.0 |64.2 |59.8 |57.4 56.1 55.4 | 55.0 |54.8 54.8
= 10 105 85.4 |72.0 |64.1 |59.8 }57.4 |56.0 |55.3 |54.9 [54.8 54.7
2' 0.22 {10.24 |0.26 (0.28 |0.30 |0.32 |0.34 |0.36 }0.38 |0.40
=4 54.8 | 55.0 55;4 56.1 |57.4 }59.8 |64.2 }72.0 |85.4 }105
= 10 54.8 154.9 }55.3 |56.0 |57.4 }]59.8 }|64.1 |72.0 }85.4 |105
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