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1 - GENERALITES 
- -**, 

Toutes 1 es expéri ences concernant 1 ' apparition e t  le  dCvel oppenrent 

des instabi i i tés montrent q u a  un bcou iement peut prgsenter un caractère 

laminaire stable lorsque le mouvement est tres lent. Par  contre, si  la 
I . 1  

vitesse du fluide dbpasse une certaine 1 imite critique, 1 'Bcoulement laminaire 

stable 1 aisse place a un écou lenient a caractam tourbillonnaire dont 

complexi te crolt avec la vitesse. Cette limite est  fonctlon de 1 'ifftportance 
h .% 

relative des deux types de forces agissant sur les particules fluides : 

- Les forces de surface corm la pression e t  les tensions visqueuses ; 

- Les forces de volume c m e  les forces de pesanteur (convection libre), 

les forces centrifuges, les forces @lectrïques e t  magnétiques. 

Dans 1 '@cou lenient entre deux cylindres coaxiaux, ce rggtnie se 

caractérise par des ins tabi 1 i Us symétriques e t  périodiques dans 1 a di rectlon 

axiale. E l  les consistent en une structure de tourbi 1 lons toriques régul iemment 

superposes selon 1 a direction des génératri ces des cy 17 ndres e t  tournant 

alternativement dans des directions oppos8es. 

Ce regime a caractere tourbillonnaire est ïui-mi!me un regime inter- 

mediaire d'ecoulement. En effet, on peut constater, par visua i isations, qu', i l  



précède un régime à "caractère turbulent" mais toujours à 1 ' intérieur 

des mêmes tourbi 1 l ons toriques régulièrement superposés (voir photos). 

C'est pourquoi on 1 'appel le  "rëgime secondaire" ou "régime transi toi re". 

Traiter un tel problëme se révèle d'une grande complexitd, c'est pourquoi, 

i l  convient de choisir un écoulement q u i  possède un grand degré de symétrie. 

C'est le cas des écoulements dans un tube circulaire ou sur une plaque 

plane, mais alors on constate que le domaine transitoire es t  t r o p  restreint 

pour que 1 'on puisse en observer l e  régime. 

Par contre l'écoulement entre deux cylindres coaxiaux a l ' in térê t  

de posséder un large domaine t o u t  en étant relativement simple. Les théories 

existantes o n t  pour b u t  de comprendre comment nait i ' instabili te à partir  

du régime 1 ami nai re permanent. El 1 es dëf i n i  ssent un cri tëre de son apparition 

e t  permettent de suivre son évolution jusqu' à 1 'établ issement d'un écoulement 

1 de caractère turbulent. 

II - THEORIES SUR LA STABILITE 

La stabi l i té  d ' u n  écoulement est  définie par rapport à une perturbation 

existante ou introduite dans l e  fluide. Le mouvement es t  stable s ' i l  tend 

à revenir à son état  ini t ia l  ; i l  es t  instable dans le  cas contraire e t  

donne naissance à un nouveau type d'écoulement. Mathématiquement i 1 faudra 

prévoir la forme e t  faire une hypothèse sur 1 'amplitude de la  perturbation. 

S i  la forme es t  observable par 1 'expérience, on peut faire deux hypothèses 

différentes sur 1 'ampli tude : 

- La perturbation es t  trës petite e t  n'a pas d'influence sur l e  

mouvement moyen (théorie 1 i néai re) ; 

- La perturbation est  d'amplitude finie e t  agit sur l e  mouvement 

moyen (théorie non 1 i néai re) . 



1 - La théorie lineaire 
! 

Avant de décrire la théorie linéaire, i 1 convient de donner 1 a 

solution en régime laminaire stable e t  permanent de 1 'écoulement entre deux 

1 indres coaxiaux. COUETTE (1890) a été le premier faire 1 'étude de ce 

problème pour déterminer une propriété caractéri chaque fluide, a 
savoir sa viscosité e t  donner sa valeur. Dans le s ,  i l  vérifie 

que la courbure de la surface mobile, entrai nant 1 'existence de forces 

centrifuges, influe sur la limite de vitesse a ne pas dépasser pour laquelle 

les resultats obtenus sont compatibles avec la solution laminaire du 

mouvement. 11 ne fournit cependant pas de r - Inse a ce phénomiine. Le premier, 

LORD RAYLEIGh' (1) l'explique e t  établi w a nsi un critere de stabilité des 

fluides non visqueux. On peut le présenter comne suit : 

S o i t  vo la  vitesse tangentiel le a l a  distance ro du centre de 

courbure d'une particule fluide e t  soit (g) le gradient radial de pression 
r 

a l a  distance r. En écoulement non perturbe on a la relation d'équilibre de l a  

parti cul e f 1 u i  de : 

-, 

1 

.* 
Si  la particule se deplace de ro ti r, le moment par rapport au centre de la 

quantité de mouvement de la particulese conservant, on a PTr = pvOrO 00 7 

est  la  - ~ 

nouvel_!e.v*@sse. Par suite la force centrifuge s 'écrit  : 

Y2 p "  
2 ro2 

r "O' 3 r 

- Lorsque dans i 'ecou lement, 1 a guantt te vr reste constante quand 
. .', 



r augmente, on a vr = vo ro pour r > ro où v est la vitesse en r e t  

v 2 r,2 # 2 -2 . Cela montre que ($jr = v 
r - =  vo2*-=-  3 r ( p  ) = e t  dans r ." 1- 

ce cas l'écoulement est dans un état de stabilité marginale. 

- Par contre, s i  la quantité vr décroit quand r augmente, on a 
#. I 

2 -Z 
vr < vo ro e t  - v < vo2* '02 avec - v = v 2 r02 - 

r 3 r O 2 . On voit que 
r 

dans ce cas ($1 < . La force centrifuge de la particule est 
r = r  r 

alors supérieure au gradient de pression radial q u i  règne au sein du fluide. 

Un tel mouvement est instable e t  la particule s'éloigne de sa position d'équi- 

1 i bre primi ti ve. 

-2 - Enfin s i  vr > vo ro on trouve($) > P Y  . un tel mou- 
r = r  

vement est toujours stable. 

Le critère de stabilité d 'un  fluide non visqueux dans 1 'écoulr- 
2 ment de COUETTE peut donc se formuler sous la forme u2 r2 > rl , les 

indices 1 e t  2 s 'attachant respectivement aux cylindres intérieur e t  extérieur. 

Dans le cas le plus général, la résolution de ce problème à symétrie de révolu- 

tion de 1 'écoulement d 'un fluide incompressible en régime i nstationnaire, 

s'effectue à partir des équations de NAVIER-STOKES écrites en coordonnées 

cylindriques. (Fig. 1.1.). En tenant compte de la symétrie de révolution q u i  
a s'exprime par - E O ,  i l  vient : a o 



e t  1 'équation de continuité 

Fig. 1.1 

a) Solution de l'écoulement en régime laminaire stable e t  

Comme l e  montrent les visualisations, i 1 e s t  supposé qu' i l  n'y a pas de 

mouvement secondaire, s o i t  u = w = O. On obtient alors l e  système suivant : 

muni des conditions aux limites : 

V = u l  rl pour r = 
e t  rl 

v = ü2 r2 pour r = r2 



Moyennant 1 'hypothèse v indépendant de z, on trouve 1 a solution : 

I l  reste que 1 'indépendance de v vis à vis de la variable axiale z es t  

une hypothèse liée à u = w = O. Nous verrons dans les prochains chapitres, 

s i  cette hypothèse conduit toujours à la solution (1.4) 

La solution (1.4) représente donc la  superposition d 'un tourbillon potentiel 

e t  d 'un  écoulement ou le fluide tourne en bloc. 

En régime instationnaire, le système (1.3) n'a été résolu, à 

notre connaissance, que dans le  cas où le  cylindre intérieur passe 

brusquement de u, à w l  (impulsion) par COGNET(12).  Nous aborderons ce 

problème pour le cas d'une variation quelconque de la vitesse du cylindre 

intérieur en nous l i m i t a n t  cependant aux faibles vitesses. 

b )  Sol ution de 1 'écoulement en régime 1 ami nai re perturbé a 

Par la  suite, G.I. TAYLOR (2) reprend les travaux de LORD RAYLEIGH. En 

1923 i l  publie ses résultats où i l  décrit la  forme des instabilités e t  

l e  régime à partir duquel elles apparaissent. I l  arrive à la conclusion 

que 1 'écoulement secondaire consiste en une structure de ce1 lules 

régul i èrement superposées sui vant 1 a d i  rection des génératri ces du 

cylindre e t  d'axe OZ. I l  prévoit également que l ' instabi l i té  se situe 

dans l e  domai ne prévu par Lord RAYLEIGH ( f i  g .1.2) . 



2 2 
u2r2 = u l r l  écoulement tourbi 11 onnai re 

TAYLOR LORD RAY LE 1 GH 

écoulement non p h = 1 .2  
* - 2 

8 1000 2000 - W2r2 
v 

Fig. 1.2 

1 

1 écoulement tourbillonnaire simple. 

2 écoulement tourbi 11 onnai re double. 

La théorie linéaire peut être présentée conime suit. G. 1. TAYLOR 

suppose que le régime tourbillonnaire se compose du mouvement moyen vo 

déterminé en (1.4) e t  d'une perturbation de petite amplitude devant vo. 

Cette perturbation ne dépendant que des variables d'espace e t  de temps 

r ,  z, t est sans action sur 1 'écoulerrient moyen. Soit : 

B avec vo = P r  + - r 

En négligeant les termes quadratiques, produits de perturbations, on obtient 

le  système linéarisé suivant à partir de (1.1) : 



e t  1 'équation de cont inui té  

- 
s i  U1, vls W1 ne dépendent que de r e t  en é l i ~ i n a n t  l a  pression p dans l e s  

équations (1.6) on about i t  au s y s t è ~ e  l i n é a r i s é  : 



Pour résoudre ce système G.I. TAYLOR suppose que ul,  vl e t  wl sont développables 

en séries de fonctions de BESSEL d'ordre O e t  1. Les conditions aux limites 

fournissent donc un systè~ie linéaire e t  homogène entre les coefficients e t  

ces séries. L'existence d'une solution differente de zéro impose un 
i 

déterminant nul d'où l'équation caractéristique des valeurs propres k : F (' 
_.1 rlYld - 

A ' , Re , A , n ) = O où Re es t  un nombre de REYNOLDS défini par Re - v 

avec d = r2 - rl. On peut donc déterminer l e  coefficient d'évolution insta- 

tionnaire k(*) lorsque R ~ , A ' , &  e t  a sont fixés. La figure (1.2) donne la 

courbe limite à laquelle apparaft l ' instabi l i té  (s tabi l i té  marginale, k =O) .  

Pour déteminer A '  TAYLOR suppose que d es t  très petit  devant rl e t  définit 

un paramètre : 

dont la valeur cri tique Pc  détermine la vitesse ol au-delà de laquelle 

apparaissent les tourbillons. Ainsi pour l> m 20, cette valeur est donnée 

par : 

comme x $1 - on peut écrire que : 

- It - Pour m = O (u2= O) i l  trouve PC = 0,0571, ce q u i  correspond â n i  = 7 . 
Par conséquent 1 a répartition axiale des tourbi 1 lons s 'effectue sui vant une 

période r=  1: = 2d. Autrement d i t ,  à sa naissance, la  perturbation a une 
X 

hauteur égale à' 1 'espace annul aire. On en déduit ensui t e  le  champ des vitesses 

u,  v,  w e t  les lignes de courant (fig 1.3.) 

------------------ 
(8) k es t  toujours un nombre réel. 



Fig. 1.3 

- Pour m<o, l e  f l u i d e  se d i v i se  en deux régions séparées par une surface 

cy l indr ique de vi tesse nul  1 e. 

Après TAYLOR d'autres théories 1 inéai  res on t  é té  é l  aborées, ne d i f f é ran t  

entre e l l e s  que par l e u r  méthode de résolut ion. A ins i  c e l l e  de MEKSYN (1946) 

consiste à prendre des solut ions sous forme de développement en sér ies ent ières 

ae . 11 é t a b l i t  un c r i t è r e  pour o<m<l e t  ~ = 1  mais qui  res te  valable 

jusque A= 2, s o i t  

dont l a  valeur c r i t i q u e  es t  TM = 1712. Pour m o  il é t a b l i t  un autre c r i t è r e  

s o i t  : 

TM = 2$1-?~)2 d l 5  a . - . U: avec d' = -, e t  R '  = dU+rl 
V.(A -1) R ' 

dont l a  valeur c r i t i q u e  e s t  TM = 283. 

La méthode de CHANDRASEKHAR (3) consiste à é c r i r e  l e  système (1.8) 

2 2 sous l a  forme (D D* - g 2  k 12. (D D* - A ). vl = 4A A' (A + B 
v P. 

2 
-2)* VI 
r 

d. d. 1 avec D = - e t  DI = (z 
a r + - ) , 1 es condi ti ons aux 1 i m i  tes devenant dans ce cas : r 



* 2  '1 = O , ( D D  - A  ) vl = O,  D.(DD* - A' - k )  v1 = O pour r = rl e t  r2 v 

Posant r = ro + cd e t  €variant de - à , i l  montre que l a  solution 

v1 dépend d'une fonction S ( E )  définie par : 

I l  obtient alors ul  = - a r u P 1 1  

w = D.P. 
d A '  

2  2 2  avec P = (D - A d ), S, a étant un coefficient arbitraire dé f in i  cotrme 

1 ' ampl i tude. 

Enfin, i l  é tab l i t  un cri tère de s tab i l i té  pour m = O : 

- 4 d4 
T c -  - dont l a  valeur critique es t  Tc = 3390. 

2 
(A - 1) v 

2 

Nous pourrions enfin c i te r  les travaux de GOLDSTEIN (4)  e t  de DIPRIMA (5)  

q u i  ont montré q u ' u n  écoulement axial s tabi l isai t  l e  mouvement du fluide. 

2 - La théorie linéaire e t  1 'expérience 

Les résultats obtenus par cette théorie sont souvent très 

proches de ceux observés expérimentalement par v i  sua1 i sati on e t  par mesure 

du frottement sur les cylindres (voir paragraphe I I  ) . Cependant, s i  on 

1 ' applique à 1 'écoulement entre deux plaques para1 lëles dont 1 'une e s t  mobile, 



l el le  laisse prévoir que le  mouvement est toujours stable, alors que 1 'on 

constate 1 'existence d' une transition. Cette anomalie peut s 'expliquer par 

les hypothèses servant de base à la théorie : 

a) On utilise un  développement limité au premier terme de la 

perturbation ; 

b) On ne tient pas compte des tensions de REYNOLDS (termes quadratique: 

des équations du mouvement) ; 

c) Toutes les longueurs d'onde A '  étant possibles, on ne peut 

prévoir ce1 1 e qui est observée expérimentalement. , 

Enfin la théorie 1 inéaire laisse indéterminée 1 'ampli tude a de l a  perturbation. 

3 - La théorie non linéaire 

Considérons un écoulement à nombre de REYNOLDS fixé, affecté par 

une petite perturbation. Selon la théorie linéaire nous savons qu'elle va 

croître exponentiel lement selon t depuis son apparition. Par la suite el le  

va atteindre une amplitude telle que la quantité de mouvement qu'elle 

transporte ne sera plus négligeable. Les tensions de REYNOLDS associées à ce 

mouvement doivent être prises en considération. Elles auront pour effet  de 

déformer le  mouvement moyen ce qui a pour résultat de modifier le transfert 

d'énergie de cet écoulement moyen à la perturbation. Comme ce transfert 

conditionne l a  croissance exponentiel le,  i 1 y aura une modification de 

cette loi. J.T. STUART (6) a été le  premier à mettre en évidence cette 

intéraction. On peut encore séparer 1 'écoulement entre une partie moyenne e t  

une perturbation de valeur moyenne nulle mais les deux parties seront dépen- 

dantes par l'intermédiaire des tensions de REYNOLDS. Par conséquent, 

1 'écoulement moyen n'est pl us 1 'écoulement 1 aminaire origi na1 , i l  en 

diffère d'autant plus que 1 'amplitude de la perturbation es t  grande. Pour tenir 

compte de la distorsion de 1 'écoulement, i l  définit la perturbation par les 

expressions suivantes : 



C 

e t  des formes identiques pour v '  = v - v (rit) e t  w' = W . (  x dénote un 

nombre imagi nai re conjugué e t  - une valeur moyenne par rapport à z) . 
On obtient alors les équations du mouvement moyen 7 (r ,  t) à partir de (1.1) : 1 

2 a 2 1 - a ( r v r  V -  a r2  r v ar ; (b)  

L'équation (1.10 a) donne le gradient de pression raaial équilibrant les 

tensions de REYNOLDS e t  1 a force centrifuge, tandis que 1 'équation 

(1.10 b )  montre que l'écoulement moyen T est fonction des tensions de 

REYNOLDS. D'autre part, on retient la dépendance de t car, la perturbation 

variant en fonction du ten,ps, le mouvement moyen se déforme pour maintenir 

1 'équilibre de l'énergie. Pour un état d'équilibre ($ = 0) (1.10. b) peut 

s'intégrer e t  on a : 

avec P rr, 

Le filouvement moyen étant connu, on peut alors calculer les perturbations 

u', v ' ,  w '  à partir des équations (2.1) e t  expriizer le  transfert 

de 1 'énergie par : I 



où les composantes *rotationnelles de la perturbation sont : 

a v '  5 '  = - - , O 8 =  - a u '  - - a w '  1 a ( r v ' )  
az a r ,  < ' = - . -  a z  r ar 

L'équation (2.12) montre alors que 1 'accroissement d'énergie apporté par  

l a  perturbation sur un intervalle d t  es t  égal à l a  différence entre 

1 'intégrale du produit des tensions de REYNOLDS, par le cisaillement 
aV 

- 
(TF - ) ( q u i  represente l e  transfert d'énergie cinétique de 1 'écoulement r 
moyen à la perturbation) e t  1 a dissipation visqueuse d'énergie cinétique. 

I l  ne reste alors qu'à déterminer 1 'amplitude a de la perturbation). 

Pour cela J.T. STUART suppose que le  fondamental u l ,  vl, wl,  es t  donné par 

la théorie linéaire de CHANDRASEKHAR (1.9) e t  qu'à tout instant on peut 
a 7  négliger l e  terme -aF . Dans l e  cas m = O (u2 = O )  e t  pour d << ro 1 'équation 

(1.12) conduit à : 



S est  donné par 1 a théorie 1 i néai re de CHANDRASEKHAR. 

Les intégrales yl, y2, y3, y4, utilisées par STUART ont  pour valeur numérique : 

- 10 
y = 6.73. 10-~  , y2 = 1,33. 10-~ , y3 = 2,45. 10 , Y4 = 0,22473 1 

2 Y4 = 1708 1 Si on néglige a4, l e  nombre de TAYLOR cri tique est  donné par A '  Tsc = VZ 

l L'amplitude d'équilibre (pour laquelle a = 0) est  alors définie par: a t  

Après STUART, d '  autres théories ont  été élaborées . Ainsi DAVEY (7)  a développé 

1 'étude de STUART e t  montré que pour un coefficient d'amplification k petit,  

1 l'amplitude d'équilibre es t  donnée par une relation de la forme : . 1 

\ 

ou kl ,  k2 e t  kg représentent les differents transferts d'énergik du nouvenent 

moyen au fondamental u l ,  v l ,  wl ,  du fondamental au premier harmonique 

i u2, v2, w2 e t  enfin de 1 a distorsion au fondamental . 

4 - La théorie non 1 inéaire e t  1 'expérience 

La théorie non 1 inéai re permet de déterminer l e  frottement supplémentaire 

dû à la perturbation. Pour de petits espaces annulaires les théories de STUART 1 

se fonde sur la mesure du couple G dû au frottement exercé par le  fluide sur 

les cylindres (fig. 1.4). 

ou de  DAVEY donnent les mêmes résultats e t  concordent avec les expériences 

de TAYLOR à 7 % près dans un domaine w 3  u,. Rappelons que la méthode de TAYLOR - 





III - RECHERCHES EXPERIMENTALES 

Trois méthodes on t  été u t i  1 isées pour vérifier les prévisions des 

théories 1 i néai res e t  non 1 i néai res . 

1 - Visualisation 

Nous avons déjà cité cette méthode q u i  consiste à visualiser 1 'écoule- 

ment par colorant ou par suspension de particules métalliques. Elle a été 

utilisée par J.T. TAYLOR e t  lui a permis de déterminer la vitesse de rotation 

cri tique, 1 a longueur d'onde des tourbi 1 lons ainsi que leur forme. 

2 - Mesure du frottement pariétal 

MENT e t  TAYLOR on t  utilisé cette méthode en essayant d'éliminer les 

frottements parasites q u i  s'exercent aux extrémités des cylindres e t  DONNELLY (9) 

a conçu un système avec cylindres de garde destinés à éliminer cet effet.  On 

peut dire que leurs mesures concernent des valeurs moyennes au sens de la 

théorie non 1 inéaire puisqu'el les sont prises dans le  sens de la périodicité. 

Ces dernières années, des méthodes permettant des mesures locales ont 

été présentées : 

a )  T g c S c j g ~ ~ e à - i g c s  : Elle consiste à recueillir sur uneélectrode de 

surface, le courant traversant 1 e 1 iquide conducteur de 1 'écoulement. 

DONNELLY e t  SCHWARZ o n t  montré que cette méthode est sensible à la vitesse 

radiale e t  on t  pu suivre 1 'évolution de 1 'ampli tude de la perturbation. 

b)  Sg~~g-cr~~yffeg : L'instrument utilisé par  SNYDER e t  LAMBERT ( I I )  

est une sonde à thermistance chauffée e t  placée a la surface d 'un  cylindre. l 
Elle mesure la variation relative de l 'écart de température entre le  fluide I 
e t  la sonde lorsqu'il y a mouvement. Cet écart est proportionnel à la - l 

1 puissance du gradient de vitesse pariétal. 

c) Pol ------ arogympkjg : C'est une méthode électrochimique dans 1 aquel le 

la réaction est contrôlée par la diffusion ionique au niveau d'une microcathode 



si tuée à l a  paroi  d'un cyl indre. E l l e  peut ê t r e  représentée par un modèle 

simple de t r a n s f e r t  de matière entre l ' i n f i n i  ( l o i n  de 1 'électrode) où l a  

concentration C du corps a c t i f  reste constante e t  l a  microélectrode où C 

es t  nu l le .  Une t e l l e  r e l a t i o n  e s t  fourn ie par 1 'équation du b i l a n  instantané 

de matière appliquée au cas d'un f lu ide  en mouvement : 

+ 
où D représente l e  coe f f i c i en t  de d i f f u s i o n  de l a  substance act ive e t  V l e  

vecteur vitesse. 

Cette méthode a été u t i l i s é e  par COGNET (12). Pour une géométrie donnée 

il a pu i d e n t i f i e r  l es  d i f f é ren ts  types d ' i n s t a b i l i t é  e t  l es  régimes 

auxquels e l  les  apparaissent. La première ins tab i  1 i t é  e s t  différente de ce1 l e  

attendue (mouvement hé1 i co ida l  au 1 i e u  de ce1 1 ules tor iques) mais 1 ' i ns tab i  1 i t é  

doublement périodique en o e t  en z e s t  conforme aux autres observations. Enfin 

l es  mesures de t r a n s f e r t  moyen ont  permis de ca lcu ler  l e  frottement du f l u ide  

sur l e  cy l indre  extér ieur.  

d) Anémométrie à f i l  chaud : Cette méthode u t i l i s é e  par COLES (13) e t  ....................... 
VON ATTA a l e  défaut de perturber l'écoulement e t  de plus 1 ' i n te rp ré ta t i on  des 

mesures obtenues e s t  t r è s  d i f f i c i l e  vu l a  complexité du champ des vitesses. 

3 - Méthode numérique de trai tement 

Parmi l e s  méthodes proposées pour l a  résolut ion numérique des 

équations régissant l e s  écoulements bidimensionnels d' un f l  u ide visqueux 

incompressible, on peut d is t inguer  ce1 l e s  qui  u t i  1 i s e n t  corne inconnues les  

fonctions de courant e t  l e  tourb i  1 lon  e t  ce1 l es  qui  considèrent l a  v i tesse 

e t  l a  pression. Par a i  1 leurs, l e s  écoulements stat ionnaires sont calculés selon 

deux méthodes : ou bien à p a r t i r  des équations stat ionnaires ou bien à p a r t i r  

des équations d'évolut ion en la issant  tendre l e  temps vers 1 ' i n f i n i .  On s a i t ,  

dans cer ta ins cas, montrer l a  convergence de l a  sol u t i o n  évolut ive vers l a  

so lu t ion  s tat ionnai re e t  il e s t  naturel  de chercher à u t i l i s e r  cet te  propr ié té 

pour ca lcu le r  ce t te  dernière. Cependant, s i  1 'on s a  intéresse uniquement à 1 a 



sol u t i  on stationnaire, i 1 importe peu que 1 a méthode u t i  1 i sée décrive 

correctement 1 ' é ta t  transitoire ; par exemple, i l  n'est pas nécessaire que 

la solution transitoire soi t  à divergence nulle, i l  suff i t  que cette 

divergence tende vers zéro. La première méthode a été utilisée par 

GREENSPAN (14) AMIEL (15) pour résoudre l e  problème de 1 'écoulement dans une 

cavité carrée à trois côtés fixes. Pour 1 a deuxième méthode, on peut ci te r  

les travaux de TEMAN, FORTIN, PEYRET (16) concernant 1 'écoulement dans une 

cavité carrée ou rectangulaire, ceux de THOMAN e t  SCZWCZYK (17) concernant 

1 'écoulement autour d i  un cyl indre. L'étude des écoulements dans une cavité 

cylindrique a été entreprise ces dernières années à 1 'aide de méthodes 

dérivées de ce1 1 es ci tées ci -dessus, en parti cul ie r  par ALONZO, MACAGNO (18) 

e t  GRILLAUD (19) utilisant comme inconnues les fonctions de courant dans 

les équations d'évolution sans chercher à reproduire 1 'évolution avec 

préci s i  on. 

IV - DEFINITION DE CETTE ETUDE 

Dans cette étude, nous allons aborder analytiquement e t  numériquement 

1 'écoulement d '  un fluide visqueux e t  incompressible entre deux cy1 indres coaxiau: 

le  cylindre intérieur tournant à une vitesse angulaire quelconque , (t) 

fonction du temps ou éventuel lement constante, le cylindre extérieur étant 

au repos. 

Dans une première partie, nous supposerons que ce système es t  de 

longueur infinie e t  que 1 'écoulement s'effectue dans le  domaine laminaire 

stable (,,,<,c). Nous étudierons al ors 1 ' i nf 1 uence de différents modes de rotation 

instationnai re du cyl indre intérieur sur 1 'écoulement de COUETTE associé défini 

par la solution (1.4), c'est-à-dire : 

Nous pourr ons ainsi mettre en évidence la différence q u i  existe entre un 

é t a t  instationnaire ti un instant donné e t  1 'é tat  stationnaire associé 0 



Ce1 u i  -ci étant défi ni comme 1 ' état stationnaire dont 1 a vitesse angulaire 

u est  égale à ce1 le qu'aurait le système dans une évolution instationnaire 
O 

à un  instant donné. Pour cela, nous émettrons 1 'hypothèse que v es t  

fonction de la variable r seulement e t  nous déterminerons 1 'écoulement 

par trois fonctions qui feront l'objet d ' u n  traitement numérique. 

Dans la deuxième partie nous aborderons le  problème réel de 

1 ' écoulement entre cyl i ndres de 1 ongueurs f i  ni es. Nous appl i querons al  ors 1 a 

méthode numérique mise au point par TE?,IAM - FORTIN - PEYRET à ce problème 

qui peut être contrôlé expérimentalement e t  nous utiliserons comme inconnues 

le champ des vitesses, u ,  v ,  w ainsi que la pression p. En faisant varier 

la hauteur des cylindres e t  en supposant que les parois horizontales sont 

mobi les ou restent fixes, nous pourrons étudier différentes configurations 

d '  écoulement. Ainsi, nous mettrons en évidence 1 ' influence des parois 

horizontales sur l'écoulement de TAYLOR e t  l'échelle de grandeur pour 

laquelle v est  indépendante de z. Ces effets de bord ne sont en général 

abordés que de façon empirique dans 1 'étude des paliers fluides. 

Dans 1 a dernière partie de ce travai 1 , nous appl iquerons une 

méthode expérimentale à 1 'étude de notre système : la polarographie 

nous permettra de déterminer le gradient pariétal de vitesse à la paroi .fixe. 

Ayant ainsi défini notre étude, nous pouvons l a  justifier comme 

ceci, Expérimentalement le  cas de cylindres infinis n'existe pas e t  i l  

faut toujours tenir compte de la présence de parois perpendiculaires à 

1 'axe de rotation. Par conséqueqt, 1 'écoulement deCOUETTE doit se trouver 

perturbé e t  i l  convient de déterminer dans quelle mesure. De plus nous ratta- 

cherons notre étude à celle effectuée par  P. FLORENT (20) sur l'écoulement 

entre deux disques avec soufflage axial. Ainsi nous serons en mesure de 

déterminer 1 'écoulement d'un fluide incornpressi ble dans un palier fluide 

avec injection. Aussi la formulation du problème en fonction des inconnues 

u ,  v ,  w e t  p est  intéressante car elle nous permettra d'envisager ultérieure- 

- 

ment u n  soufflage entre les deux parois. 
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CHAPITRE 1 ---------- 

EOUATIONS DE BASE ET CONDITIONS AUX LIMITES 

1 - CHOIX DES COORDONNEES DE REFERENCE 

Considérons deux cy l ind res  coaxiaux, de rayons respect i fs  rl e t  rp 

t e l s  que r2 > rl, e t  l i m i t é s  par deux paro is  hor izontales appartenant à 

1  ' un ou à 1  ' autre des cy l ind res  e t  s i tuées à une distance H 1  ' une e t  1  'aut re .  

Nous d é f i  n i  ssons a i n s i  une cav i t é  to r ique  a x i  symétrique, de sect ion rectangu- 

1  a i re ,  dans 1 aquel 1  e  1  ' écoulement e s t  engendré par l e s  paro is  pouvant tourner  

à des v i tesses de r o t a t i o n  d i f fé ren tes .  Enf in,  nous supposons que l e  f l u i d e  

e s t  incompressible, que sa v i s c o s i t é  cinématique v e t  sa masse volumique P . 
res ten t  cons tantes. 

Le problème é tan t  a i n s i  posé, nous pouvons d i r e  que 1 'hypothèse de 

cy l ind res  i n f i n i s  e s t  à r e j e t e r  dans l e  cas qui  nous concerne sauf, s i  l a  

d i s  tance ent re  l e s  deux paro is  hor izon ta1 es e s t  t rSs grande devant 1  ' ent re fer .  

Nous pouvons a l  ors p révo i r  que 1 'écoulement sera du type de COUETTE avec, 

u l  térieurement, appar i t i on  de t ou rb i  11 ons de TAYLOR. Nous u t i  1  iserons dans 

no t re  étude l e  système de coordonnées cy l  i ndriques ( r ,  O, z) , f i x e  p a r  

rappor t  au f l u i d e  e t  nous porterons son o r i g i n e  sur l ' a x e  des deux cy l ind res .  

Corne 1 ' indique l a  f i g u r e  (2. l ) ,  l e  champ des v i tesses admet t r o i s  

composantes u  ( t ,  r, z , ~ )  v  ( t ,  r, z , ~ ) ,  w ( t ,  r, z,o) qu i  sont 

respectivement l a  v i tesse rad ia le ,  l a  v i tesse tangent ie l le  e t  l a  v i tesse  

ax ia le .  t z  



II - EQUATIONS DE NAVIER-STOKES 

En négligeant l es  forces extérieures, l e s  équations g6nérales 

de NAVIER-STOKES s 'écr ivent  en coordonnées cyl indr iques e t  en 

régime ins ta t ionna i re  (rappel des équations déjà éc r i t es  en 1.1 e t  1.2) 

Le champ de composantes u (t, r, z ,  e), v ( t ,  r, z, e)  , w (t,r,z,e ) 

devant également sa t i s fa i re  l 'eauat ion de cont inu i té  : 

Ces équations munies des condit ions aux l i m i t e s  e t  i n i t i a l e s  que nous 

a l lons f i x e r ,  déf in issent  1 e modèle mathématique du problème de 

l 'écoulement entre 1 es deux cyl indres. Nous pouvons cependant ramener 

ce problème à t r o i  s variables indépendantes à un problème bidimensionnel : 

du f a i t  de l a  symétrie de révolut ion, l es  champs de vi tesse e t  de 

pression ne dépendent pas de l a  va r i  able azimutale e. Les équations (2.1. ) 
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e t  (2.2) deviennent alors : 

Nous aboutissons alors à un  système de quatre équations aux dérivées partielles 

à quatre inconnues u ,  v ,  w e t  p. Pour l e  résoudre nous devons fixer les  

conditions aux 1 imites e t  initiales auxquel les doivent satisfaire ces 

inconnues. 

I II  - CONDITIONS AUX LIMITES ET INITIALES 

1 - Les conditions aux limites se déduisent de la condition d'adhérence 

du fluide sur les parois du domaine : 

a) Sur le cyl indre extérieur que nous supposerons toujours fixe, 

1 es composantes radiale, tangentiel l e  e t  axiale de 1 a vitesse des particules 

fluides sont nulles : 

u (t, r2, Z )  = v (t,  r2, Z )  = w (t, r2,  Z )  = O  ( 2 -  5 

b)  Sur le cylindre intérieur tournant à la vitesse angulaire 

CO ( t ) ,  les composantes radiale e t  axiale sont nulles e t  la vitesse tangentielle 

doit être égale à la vitesse linéaire du cylindre : 

u ( t ,  r l ,  Z )  = w (t, rl ,  Z )  = O e t  v ( t ,  r l ,  z) = rl u ( t)  (2.6) 

c) 11 en es t  de même sur les parois horizontales ( 2  = O e t  z = H 



qui, selon la nature du problème envisagé, seront fixes ou animées d'une 

vitesse angulaire w constante ou fonction du temps. 

- parois (z = O )  fixes -> u ( t ,  r ,  0)  = v (t ,  r ,  O )  = w (t ,r ,o)=O 

- parois ( 2  = O )  mobiles - u (t ,r ,0) = w ( t , r ,o)  = 

Il en est de même pour les parois z = H .  

Bien entendu nous pourrons toujours supposer que l'une des parois tourne 

quand l'autre reste imnobile. 

2 - La résolution du système d'équation (2.3), (2.4) nécessite la connaissance I 

de conditions initiales. Nous prendrons à t = O un état stationnaire de 

référence à partir duquel l'écoulement évolue. Cet e t a t  stationnaire sera I 
caractérisé par une vitesse de rotation angulaire o0 constante ou éventuel- 

lement nulle e t  par la valeur du champ de vitesses stationnaires q u i  lui 

correspond. Nous aurons donc 1 es conditions initial es suivantes : 

11 convient à présent de rendre le système d'équation (2.3) e t  (2.4) ainsi I 
que les conditions aux limites e t  initiales (2.5), (2.6) ,  (2.7) e t  (2.8) I 
adimensionnel s avant de procéder à 1 'établissement de 1 a sol ution. 

IV - FORMES ADIMENSIONNELLES ET PARAMETRES DE REFERENCE 

Nous al 1 ons rapporter nos variables aux grandeurs qui d6f i ni ssent 

le problème, c'est-à-dire le rayon du cylindre intérieur r l ,  la vitesse de 

rotation u ( t )  du cylindre extérieur, la viscosité cinématique v e t  la 



masse volumique p du f l u i de .  

En général, dans l e s  études s ta t ionna i res  on c h o i s i t  comme 

longueur de référence e t  a comme v i tesse de référence. Pour l e  problème 

i ns ta t i onna i re  qu i  nous intéresse, u é t a n t  une fonc t ion  du temps, nous 

choisissons l e s  t r o i s  grandeurs constantes p ,  v e t  rl à cause des 

dérivées temporelles des v i tesses qu i  apparaissent au niveau des 

équations (2.3). Nous prendrons donc l e  rayon rl comme longueur de 

référence e t  l e  rappor t  corne v i tesse  de référence. Ce qui donne 
r 1 - 

l e s  var iab les '  e t  inconnues suivantes. . 

Le choix de ces nouvelles var iab les e t  fonct ions inconnues, f o u r n i t  l e  

système aux dérivées p a r t i e l l e s  su ivant  : 



Nous u t i l i se rons  également l es  condit ions aux l i m i t e s  suivantes : 

- '1- 1- - r = - -  ü ( t , i , ~ )  = w ( t , l ,  7) = O e t  v (T,I, Y )  = ' t u  ( t )  
S.. 

.v 

La d é f i n i t i o n  du problème f a i t  donc i n te rven i r  t r o i s  paramètres : 

- l e  nombre qui  d é f i n i t  1 'en t re fe r  des deux cyl indres ( D l )  ; 

- l e  nombre k qui d é f i n i t  l a  hauteur des deux cyl indres par  

rapport au rayon in té r i eu r .  Nous dirons que l e s  cyl indres sont inf in iment 

k longs s i  l e  rapport e s t  t r è s  grand devant l ' u n i t é  : 
7 

- l e  nombre de REYNOLDS de ro ta t i on  Re, (f) = - .  ri ~(f). 
' v 

En plus de ces condit ions aux l i m i t e s  (2.11), 1 'étude du problème 

instat ionnai  r e  nécessi t e  encore 1 a connaissance des condit ions i n i t i a l e s  

à p a r t i r  desquelles évolue l'écoulement considéré. 

Nous prendrons : 
H 2 

- 
Les composantes ÜS , vs e t  iS sont sol ut ions du système stat ionnai re (2.9), 

(2.10). 

En résumé nous abordons i c i  l ' é tude d'un écoulement de f l u i d e  visqueux 

incompressible dans une cav i té  torique. Nous nous bornerons à Taire 

va r ie r  t r o i s  paramètres A, k, Re, ( t )  en considérant que l es  parois ho r i -  

zontales tournent à une vi tesse angulairew, égale à c e l l e  du cy l  indre 
- - . -  

i n t é r i e u r  ou restent  f ixes.  On peut a ins i  é tud ie r  un grand nombre 

d'écoulements - Fig. 4.2). 





Fig.  2.2 



CHAPITRE II 
-------mm-- 

SOLUTIONS DE L ' ECOULEMENT 

ENTRE DEUX CYLINDRES INFINIS 

Nous consid6rons i c i  1 e cas où 1 ' in f luence des paro i  s hor i  zontales 

peut ê t r e  négligée. 

S i  nous voulons résoudre analytiquement ou numériquement l e  

problème instat ionnai re d é f i n i  par l es  équations aux dérivées p a r t i e l  les  (2.9) 

e t  (2.10) munies des condit ions aux l i m i t e s  e t  i n i t i a l e s  (2.11) e t  (2.12), 

il apparai t nécessaire de réduire l es  équations de NAVIER-STOKES en un système 

d'équations d i f f é r e n t i e l  l es  ordinaires. Cette réduction ne peut se f a i r e  

qu ' en adoptant certaines hypothèses dédui tes de 1 a consi dérat ion du problème 

physique. Nous exposerons ces hypotheses aux paragraphes ( 1 ) e t  ( 1 1 ) . 

Nous avons vu au chapitre precédent que 1 'étude du cas ins ta t ionna i re  

nécessi t e  des données i n i t i a l e s  qui seront l es  résul  ta ts  du cas s ta t ionna i re  

à p a r t i r  duquel évolue l e  mouvement du f lu ide .  Pour cet te  raison, nous 

commençons par étudier  1 'écoulement stat ionnaire.  

1 - ECOULEMENT STATIONNAIRE 

1) Hypothèse 

Selon 1 ' hypothese - d ' i ndépendance de 1 a v i  tesse 

tangent iel  l e  par rapport  à l a  var iable Y pour des cyl indres i n f i n i s  (ce 

qui  s i g n i f i e  que l e  rapport  hauteur/entrefer e s t  t r è s  grand) e t  en cherchant 

une so lu t ion  de l a  forme : 

nous obtenons, en subst i tuant v (7) dans l a  deuxième équation (2.9), une 

so lu t i on  de l a  forme : 



ü (F) = gs (F) (3.2) 

Avec 1 'équation de con t i nu i t é  (2.10) qu i  s ' é c r i t  : 

il v i e n t  : 

s o i t  en i n tég ran t  : 

- -- - 1 w (r,z) = - z.(g1- + - g ) + h (F) sr r ' s  

On v o i t  t o u t  de s u i t e  que h (r) représente une v i tesse de soufflage a x i a l  

en t re  l e s  deux cy l ind res  à une côte de référence 5 = o. Cette v i tesse peut ê t r e  

constante wo ou une fonc t ion  de dépendante des condi t ions aux 1 im i tes .  

Supposons i c i  que h (7)  = o. Il v i e n t  : 

avec ks (F)= - 1 's- - p i g s  

En repor tan t  l e s  so lu t ions  (3. l ) ,  (3.2) e t  (3.5) dans l e s  équations de base (2.9 

nous obtenons l e  système su ivant  : 



D'après l a  t ro is ième équation (3.6) nous voyons que 

s o i t  
n 

Comme, selon l a première équation (3.6) on d o i t  avo i r  : 

il v i e n t  : 

X' = O 

La fonc t ion  2, (r) d o i t  ê t r e  une constante e t  il s 'ensu i t  que 

Nous u t i l i s o n s  ce r é s u l t a t  pour é l im iner  l a  pression de l a  t ro is ième 

équation (3.6) e t  nous obtenons l e  système su ivant  : 

Au système (3.8) il f a u t  associer l e s  condi t ions aux l i m i t e s  suivantes 

déduites de (2.11). 

V I -  gs (1) = kS (1)  = O e t  fs (1) = - - Rer ; v 

gs (A)  = ks ( A )  = fs (1) = 0. (3.9) 
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Ainsi, connaissant l e  champ des vitesses par la résolution du s y s t è ~ e  (3.8), 

nous pouvons calculer la pression par l e  système suivant : 

Nous pouvons également déterminer 1 a contrainte tangentid 1 e de frottement 

sur l e  cylindre fixe par la relation : 

so i t  en variable adinensionnelle : 

L 
PV 

avec T = 7 r1 

Sous 1 ' hypothèse (3.1) on aura : 

- 1 
T = - f t  ( A )  

A S 

où fd ( A )  e s t  la  valeur de la  dérivée de fs (r) pour 7 = h 

Dans ce cas l e  couple de frottement exercé sur un cylindre extérieur de 
&, 

hauteur H e s t  donné par 1 a relation : 

2 C = 2 a ~ p v  A f '  ( A )  S 
(3.12) 

Comme la  valeur de f; ( A )  dépend du nombre de REYNOLDS de rotation, la mesure 

de C permet de mettre en évidence la  différence q u i  existe entre u n  é ta t  

intationnaire à u n  instant donné e t  1 ' é ta t  stationnaire associé. 



2)-  Secherche d'une so lu t i on  du système (3.8) 

Pour l e  cas s ta t ionna i re  caractér isé par l e  système (3.8) muni des 

condi t ions aux 1 im i tes  (3.9), nous cherchons une so l  u t i o n  de 1 a 

forme d'un développement en sé r i e  en t i è re  du nombre de REYNOLDS : 

fs (3 = q i 

I 
Rer fsi (F) 

1= 
i 

gS 7 )  = ~ e r  g s i  (7) 

i k )  = f Rer ksi (F) 
i = l  

Les so lu t ions f,, , gsi , ksi doivent v é r i f i e r  l e s  condi t ions aux l i m i t e s  

suivantes : 

En i n t rodu i san t  fS, gs e t  ks dans l e  système d'équations (3.8) nous 

obtenons d i f f é r e n t s  systèmes d 'ordre 1,2 .... n. 

a) Pour i = 1 il v i e n t  : 

La deuxième équation (3.15) admet l a  so lu t i on  générale : 

-2 
f,, (F) = A  + B r 

7 

Compte-tenu des condi t ions aux 1 im i tes  (3.14) 1 a so l  u t i  on s ' é c r i r a  



Enfin, à p a r t i r  des première e t  troisième équations (3.15), il e s t  

possible d 'obteni r  une seule équation pour gsl ; s o i t  : 

cet te  équation admet 1 a sol u t i o n  générale : 

On en déduit : 

B kS1 (F) = T  ( 1 + 2  l n r )  - 2 ~ F 2  - 2 ~  . 

Compte-tenu des condit ions aux 1 in i  tes (3.14), nous obtenons quatre équations 

identiquement nu l les  à quatre inconnues A,B,C e t  D. 

Par conséquent, on ob t ien t  : 

Ains i  l e s  solut ions générales de ce système sont ce l les  du système (3.15) 

précédent. Mais compte-tenu des condi ti ons aux 1 i m i  tes, nous obtenons 

toujours : 

fsi (F) = gSi (7) = ksi (F) z O Y i # 1 



Par conséquent, l a  forme générale (3.13) se l i m i t e  au terme d 'ordre i = 1 
- 

e t  l a  so lu t i on  de 1 'écoulement peut s ' é c r i r e  : 

Rer X 2  - V(P) = - T ( = - r )  

-1 r 

La pression e s t  donnée par l a  r e l a t i o n  : 

e t  l e  couple de f rot tement par  : 

3) Concl us i  on 

Nous voyons que 1 'hypothèse d '  indépendance de 7 par  rappor t  à z 
e t  l a  recherche de so lu t ions  sous forme de développement en sér ie  du nombre 

de REYNOLDS (3.13) nous condui t  f inalement à l a  so l  u t i o n  de c o u ~ n e  1 orsqu' i 1 
- 

n ' y  a pas de souf f lage ent re  l e s  deux cyl indres.  

Nous a l lons  é tud ie r  1 'écoulement i ns ta t i onna i re  e t  v o i r  ce que 

dev ient  l e  cas s ta t ionna i re  é tud ié  comme cas l i m i t e  d'une évo lu t ion  

ins ta t ionna i re .  

ECOULEFIENT INSTATIONNAIRE 

1)  Hypothèse 

Nous conservons 1 'hypothèse de TAYLOR sur 1 'indépendance de l a  

v i tesse tangent ie l  l e  par rappor t  à l a  va r iab le  mais nous supposons en p l  us 

que l a  v i tesse de r o t a t i o n  du cy l ind re  i n t é r i e u r  e s t  une fonc t ion  du temps 

OJ ( t )  . Autrement d i t ,  nous cherchons une so l  u t i  on de 1 ' écoulement i n s t a t i  onnai r 
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sous la forme : 

En reportant ces solutions dans les équations de base (2.9), nous obtenons 

le  système suivant : 

D'après l a  troisième équation (3.25) nous voyons que 

soit  

Comme, selon la première équation (3.25) on doit avoir 

i l  vient : 

Par conséquent : -1 

Nous utiliserons ce résultat pour éliminer l a  pression de l a  troisième 

équation (3.6) e t  nous obtenons finalement : 



Au système (3.8) il faut associer les  condit ions aux l i m i t e s  e t  i n i t i a l e s  

suivantes : 

f ( h o )  = fS (F) , g ( r y o )  = gs (P) e t  k (P,o) = ks (F) (3.28) 

\ 

OU f s 9  gs e t  ks sont des états  stat ionnaires de référence à p a r t i r  desquels 

l e  mouvement peut évoluer. 

2) Recherche d'une so lu t ion  du système (3.27) 

Pour l e  cas ins ta t ionna i re  caractér isé par l e  système (3.27) muni 

des condit ions aux l i m i t e s  e t  i n i t i a l e s  (3.28). nous cherchons une so lu t ion  

de l a  forne d'un développement en sér ie  en t iè re  du nombre de REYNOLDS de 

r o t a t i o n  : 

n 
k (Pyf) = R ~ :  (5) ki (P) ; 

1 =l 



Les solutions f i ,  g i s  ki  doivent vérifier les conditions aux limites 

suivantes : 

f i  (1) = o Y  i # 1 ; 

f i  ( A )  = g p =  ki ( A )  = O Y i  . 

Si nous introduisons f ,  g e t  k données en (3.29) dans le  système d'équations 

(3.27), nous obtenons différents systèmes d'ordre 1,2 ..... n.  

a )  Pour i = 1 i l  vient : 

La deuxième équation (3.31) peut s 'écrire sous la forme : 

où c e s t  une constante indéterminée. La solution de cette équation impose une 1 
expression du nombre de REYNOLDS de rotation parfaitement définie ; en effet ,  

si nous posons c = + E ~ ,  nous obtenons : - 

étant un paramètre q u i  fixe l e  taux d'accélération (solution 3.33) ou de 

décélération (solution 3.34) du cylindre intérieur. 

2 - Dans l e  cas d '  une décélération ( c  =-l? ) la deuxième équation (3.32) 

s ' éc r i t  : 



- - 
Par l e  changement de var iable x = k r on ob t ien t  : 

avec 

fi ( t )  = 1, fl (KA) = O 

Nous pouvons encore é c r i r e  (3.36) sous l a  forme : 

e t  en ef fectuant  l e  changement de fonct ion inconnue fl = x F i l i v i e n t  

successivement : 

f; = F + x F n  

$" = 2F' + x F' 

d'où l 'équat ion : 

qui e s t  une équation de BESSEL du l e r  ordre de so lu t ion  générale : 
* 

F =  Cl J1 (x)  + C2 Y1 ( x )  

où Cl e t  C2 sont deux constantes. 

Nous avons a lo rs  : 

Les condit ions aux l i m i t e s  imposent aux constantes Cl e t  C2 les  valeurs : 

En dé f i n i t i ve  lorsque l e  cy l indre  i n t é r i e u r  e s t  décéléré de façon exponentiel l e ,  

nous trouvons : 



On trouvera une représentation de (3.41) sur les courbes (III  . l)  l 
- Dans le  cas dl une accélération (c  z $) la deuxième 

équation (3.32) s 'écrit  : 

Les conditions aux limites sont identiques au cas précédent. En effectuant 1 
- - 

le  même changement de variable x = k r ,  puis le même changement de fonction 

inconnue f l  = xH, nous aboutissons à 1 'équation de BESSEL du ler ordre 

modifié : 
2 2 x Hl'+ x H '  - ( X  + 1) H = O . (3.43) 

Sa solution générale est : 

H = Dl J1 (ix) + D2 K1 ( x )  

Dl e t  D2 étant deux constantes. 

Nous avons alors : 

J1 ( i  T F )  + D2 K1 

Les conditions aux limites imposent aux constantes Dl e t  D2 les valeurs : l 

En définitive lorsque le cylindre intérieur est accéléré de façon exponen- 

t iel  le, nous trouvons & - -- 
v ( r , t )=  [ K ~ ( ~ T ( ) J ~  ( i t F )  - J l  (iAx)K1 (xi.)] - 

J1 (it)Kl(At)- Jl(iATT)Kl(t) 



On trouvera une representation de (3.46) sur l e s  courbes (111.2). 

La premiere équation (3.31) peut se mettre sous l a  forme : 

On retrouve donc : 

- Dans l e  cas d'une deceleration nous obtenons 1 'equation : 

Effectuons l e  changement da variable x = 11 F. : i 1 vient : 

Dans ces conditions on montre. par var iat ion des con 

ve r i f i e  l a  re la t ion  : 
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avec 

Compte-tenu des condi t ions aux 1 im i tes  (3.30), nous obtenons quatre 

équations identiquement nu l l es  à quatre inconnues El, r2, r3, D4. Par 

conséquent nous aurons : 

kl (7) = g1 (F) 0 (3.54) 

- Dans l e  cas d'une accé lérat ion nous obtenons une so lu t i on  de 

l a  forme : 

kl (7) = F1 JO ( i  K F )  + F2 Ko ( E T )  + F3 (3. 55) 
e 

Comme pour une décélération, on v é r i f i e  que l a  so lu t i on  se r é d u i t  à : 

kl (F) = g1 (7) , O (3.57) 

b) Pour t o u t  i # 1 nous obtenons un système ident ique au système 

(3.31) en tenant compte des termes nuls. La so lu t i on  de ce système, compte- 

tenu des condi t ions aux l i m i t e s  nu l les ,  e s t  l a  so lu t i on  identiquement nu l le .  

Par conséquent, une so lu t i on  de l a  forme générale (3.29) se l i m i t e  

au terme d 'ordre i = 1 e t  l a  so lu t i on  de l 'écoulement i ns ta t i onna i re  peut 

s ' é c r i r e  sous l a  forme suivante, qu i  n ' e s t  p lus un développement en sé r i e  : 

I 
- -- + lC2-f 

v ( r , t )=  [Y1 ( f i ) J 1 ( i Ï G ) -  J l ( i i f ) ~ l ( E )  ; 
Jl ( i r )  kl ( A E ) - J ~  ( i  AT) (F) 

Y = w ( ) = 0 (3.59) 

1 

- -- -K2€ 

I v ( r , t )  = 
J1(~)y l ( t~ ) -~ l (~F)~ l (F )  

- -- - -- 
u ( r d )  = w ( r , t )  = O  (3.58) 

Pour une décélérat ion exponentiel l e  (courbes III. 1) ; 

pour une accé lérat ion exponentiel l e  (courbes 1 II 2) - 1- 

- 



3 - Conclusion 

Nous avons cherché dans un premier temps une solut ion de l a  forme : 

4, - i 
T) = -  r Rer (T)f i  (F) ; 

n i =l 

qui  nous a conduit à l a  so lut ion exacte : 
n + m  1 , (F, f)=Reoe - f (F) ; 

On constate donc que l a  recherche d'une solut ion sous l a  forme 

présentée ne conduit pas à un developpement en sér ie  mais à une forme 

analytique bien dé f i n ie  indépendante des considérations habi tue l les sur sa 

v a l i d i t é  fonct ion de l a  pet i tesse du nombre de REYNOLDS. 

Il en résul  t e  qu' une comparaison avec l e  traitement numérique du 

système (3.25), au paragraphe suivant, permettra de v é r i f i e r  s i  l a  so lut ion 

trouvée e s t  bien c e l l e  obtenue numériquement pour des l o i s  d 'accélérat ion 

ou de décélération exponentielle, sans que 1 'on a i t  eu à cho is i r  un 

type p a r t i  cul i e r  de so lut ion pour Ü, T, sous l a  forme (3.29). 

Remarquons dès a présent que 1 ' étude numérique aura 1 ' avantage 

de t r a i t e r  1  ' accélérat ion ou de décélération d ' un type quel conque. Notons 

q u ' i l  e s t  encore possible de trouver une solut ion au problame lorsque 

1 'on passe brusquement d'un é t a t  s tat ionnai re caractér isé par une vi tesse 

de ro ta t i on  ooà un autre é t a t  s tat ionnai re caractér ise par ml. Cette 

so lu t ion  a été donnée par G. COGNET (12) ; e l l e  peut s ' é c r i r e  : 



avec 
J1(an')Y1(anX)-J1(an')Y1("n') ; 

Hn(F) = 
"n (A1-A~) 

a sont tabulées. n 

Toutes ces solutions ne nous permettent pas d'étudier l'écoulement à grande 

vitesse car Y e t  G cessent d'être nulles . Enfin, i l  n ' a  été possible 

d'établir la solution qu'en supposant les cylindres de hauteur infinie. 

Cette restriction nous a permis de ramener le problème bidimensionnel à 

un problème unidimensionnel, e t  par l à  même nous ne pouvons prévoir l ' influ- 

ence de parois hori zontales 1 imi t a n t  1 e domai ne torique sur 1 ' écoulement 
- 

de base laminaire. 

Il s'avère donc nécessaire de reprendre le problème des cylindres 

infinis en régime laminaire stable e t  instationnai re e t  d'étudier 

différents types d '  accélérations ou de décélérations. 11 sera al ors i ntéres- 

sant de comparer l'évolution du mouvement par rapport au régime stationnaire 

associé. 

E tan t  donné la complexité d'une étude analytique, i l  nous 

a paru bon de traiter les équations par une méthode numérique. Cette 

méthode a été utilisée par  P. FLORENT (21) pour déterminer 1 'écoulement 

entre deux disques. 

II 1 - RECHERCHE D ' UNE SOLUTION NUMERIQUE EN ECOULEMENT INSTATIONNAI RE 

Pour résoudre les équations (3.27) munies des conditions aux 

limites e t  initiales (3.28) nous utilisons la méthode de NEWTON 

qui n ' implique pas q u '  une forme pa r t i  cul ière soi t donnée à Re, (f) . 
1) Schéma implicite de différences finies 
Nous devons intégrer le système aux dérivées partiel les suivant : 



1 1 \ f '  + g f '  + - f '  - - f" = 0 (3) € - -2 F T F  r r 

En remplaçant les  d i f f é ren ts  termes de ce système par l e u r  approximation en 

di f férences f i n i e s  e t  en appelant @li , @2iy @3i les  t r o i s  équations (3.27), 

nous obtenons l e  système suivant : 

pour 3 s  i s n  + 1 

e t  où Flyi, Gl,i et K1 ,i sont l e s  valeurs de Fi ,Gi e t  Ki à 1 ' i ns tan t  
- 
t + AT; Fi Gi Ki é tan t  pr ises à 1 ' ins tan t  T. 

S i  nous considérons un g r i l l a g e  l i m i t é  à 1 ' i n t é r i e u r  d'une bande demi-inf inie 1 
en ordonnée, de largeur ( A -1) correspondant à l ' e n t r e f e r  e t  s i  nous désignons I 

X - par JF = - n e t  AT l es  dimensions du mail lage suivant l e $  axes e t  f, I 
nous obtenons l a  f i gu re  ci-dessous : 



L'introduction des points i = 1 e t  i = n + 3 se justifie par l 'utilisation 

de formules centrales dans les approximations des dérivées spatiales. La 

valeur des inconnues Fi ,  Gi , i$ en ces points est déterminée en annexe I I  

ainsi que la méthode de NEWTON. 

Les conditions aux limites (3.28) entraînent : 

- pour 7 = 1 soit i = 2 

1 - p o u r F =  soit  i = n + 2 

f ( A ~ T )  = g ( A ~ T )  = IC (xYT) = O => F - 
n+2 - Gn+2 = 'n+2 = O 

On imposera des lois Re, ( t)  dans ce qui suit. 

2 )  Analyse des résultats numériques -? 

Ce problème a été intégré sur un ordinateur C. 1.1 10070 avec un 

pas AT = 0,01 pour un entrefer x - 1 = 0.2. 

Nous avons donc utilisé n = 20 dans nos calculs. L'organigramme de calcul 

se trouve en annexe 1. 

Différentes formes d '  acciilération ou de décélération du cyl indre intérieur 

caractérisée par le nombre de REYNOLDS R e r ( f )  o n t  été réalisées. Nous avons 

ainsi déterminé le mouvement pour : 
- 



2 
Rer ( 1  = Reo e a avec E = + 1 (courbes III  -3) ; 

CI 

-Pt ' e 
Rer (Tl = Re, avec T< = + 1 (courbes 111.4)--; 

Re, (f) = Re, (1-e -E~') avec $ = 1 (courbes 111.5); 

- - 
( )  = Re, sin u t avec G= n (courbes II 1.6) ; 

- - 
Re, (T) = Re, s h o t avec ;= n (courbes III .7) ; 

- - 
R e  ( )  = Re, (1 - sin u t) avec G = T (courbes 111.8). 

Nous avons limité 1 'étude à six formes de Re, (T). En f a i t ,  la méthode 

permet de t rai ter  n'importe quel régime instationnaire. 

Nous pouvons alors comparer la solution trouvée numériquement avec la 

solution analytique (3.58) e t  (3.59) pour un taux d'accélération ou de 

décélération exponentielle $ = 1. Nous constatons que la précision 

des résultats dépend essentiellement du choix de E e t  du nombre d'itérations 

maximum si  les calculs convergent. Ainsi, nous avons pu prendre E = 0.01, 

0.005, 0.001 sans obtenir de différence supérieure à avec les 

résultats analytiques du paragraphe précédent (tableau numérique en 

annexe II ) . 
Enfin, i l  es t  à noter que la  solution trouvée es t  indépendante du choix 

des valeurs de départ pour f, g e t  k.  Le même résultat e s t  trouvé 

simplement au bout d 'un  nombre d'itérations plus grands s i  1 'on e s t  

plus loin de la solution. C'est l e  cas de 1 'approximation triangulaire 

ci-dessous: 

Rer = 100 (41 itérations) Re, = 100 (4 itérations) 



Le nombre d' i t é ra t i ons  nécessai res pour rendre 1 es r é s i  dus tous 

in fér ieurs à E var ie  également avec l e  nombre de REYNOLDS. A ins i  pour 

R = 10 11 f a u t  2 i t é ra t i ons  e t  pour Re, = 150 il f a u t  4 i t é ra t i ons .  
e  r 

Nous pouvons encore souligner l e  po in t  suivant : il e s t  toujours 

poss ib le de trouver une sol u t i o n  du type f - ) aux grands nombres 

de REYNOLDS supérieurs à Re, c r i t i q u e  qui  e s t  de 480 pour h = 1.2. 

Pourtant 1  'expérience montre que 1 'écoulement laminaire stable a la issé  

1 a place à un écoul ement tourb i  1  lonnai re. 

3)  Régime stat ionnai re associé 

Il e s t  possible de mettre en évidence l a  différence qui  

ex is te  entre un é t a t  instat ionnai re à un i ns tan t  donné e t  1  ' é t a t  

s tat ionnai re associé. Celui-c i  e s t  d é f i n i  comme l ' é t a t  s tat ionnai re dont 

l a  'v i tesse angulaire u0 e s t  égale à c e l l e  qu' au ra i t  l e  système dans 

une évolut ion instat ionnai re à un i ns tan t  donné. Nous avons r é a l i s é  

ce t te  expérience entre un é t a t  s tat ionnai re e t  un é t a t  ins ta t ionna i re  

-7 obéissant à l a  l o i  Re, (f) = Re, (1-e ) (courbe I I I . 9 ) ,  puis en t re  

deux états  instationnaires obéissant à l a  même l o i  Re, (T) = Re, s i n  n r 

(courbes II. 10). Dans l es  deux cas, on montre 1 'avance ou l e  

re ta rd  de 1 'évolut ion instat ionnai  re. 

- - - - - -  
I V  - CONCLUSION 

- - 

A p a r t i r  de l'hypothèse d'indépendance de 7 v i s  à v is  de l a  

coordonnée axiale, nous avons étudié 1 ' écoulement entre deux cy l  i ndres 

i n f i n i s  en cherchant d'abrod une so lu t ion  de l a  forme : 
- -- 1 v ( r , t )  = - - - R,: ( f ) . f i  (F) 

r i = 1  n 
Ü (F,f) = Re, (F). gi (FI lm n 



Nous avons pu constater que le choix d'une tel le  solution conduit 

analytiquement à 1 a solution : 

- -- - -- 
u ( r d )  = w ( r , t )  = O 

pour une accélération ou décélération exponentielle. Ce résultat a été 

trouvé sans qu'il soi t  nécessaire d '  imposer au départ Ü = ii = o. 

L'étude numérique du système d'équations (3.25), outre qu'el le  

permet d'envisager n '  importe quel le  forme d '  accélération ou de décélération 

du cylindre intérieur, confirme le  résultat analytique pour une 

rotation du type : 
+ x 2 ~  - 

Rer (f) = Reoe 

ilüi 
Mais, de plus, nous pouvons constater que seule e s t  trouvée la solution 

- 
dans laquelle Ü = w = O ,  même aux nombres de REYNOLDS supérieurs a Re, = 480 

à partir duquel apparaissent des tourbillons. La solution trouvée e s t  la 

solution de simili tude q u i  ne représente 1 'écoulement réel que dans une 

gamme de nombresde REYNOLDS. 

Un essai de perturbation conformément à la théorie linéaire 

a été envisagé, mais i l  n'a pas été possible de trouver une solution du 

f a i t  des instabi 1 i tés numériques rencontrées ; 

Par conséquent, nous avons choisi de changer de méthode de calcul e t  de 

t ra i te r  directement les équations de NAVIER-STOKES. Cette méthode 

nécessite la connaissance du vecteur vitesse U sur des frontières z ; 

i l  faut donc envisager le  cas de cylindres finis.  

Cependant 1 ' écoulement 1 ami nai re tel que nous 1 ' avons défi n i  se 

rencontre dans les paliers fluides e t  peut se maintenir a de grandes 

v i  tesses. Nous avons tracé ci-dessous 1 a 1 imite du régime 1 aminai re 



Tous ces résu l ta ts  concernent 1 'écoulement entre cy l  indres I 

stable dé f i n ie  par l e  nombre de REYNOLDS Re, = X 
pour un p a l i e r  

de longueur i n f i n i e ,  ce qui  n ' e s t  qu' une approximation d'  autant mei 1 leure 

r1 = 

160 

120 

80 

40 

20 

Q 

que 1 'allongement e s t  grand. Dans l e  chapitre suivant nous al lons étudier  I 

40 mm. 

A.N (t/mn) 

, 

- 

- 

- 

., 

I -A 

l e  cas des cyl indres de longueur f i n i e .  1 
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CHAPITRE II 1 

METHODE DE CALCUL DE L'ECOULEMENT STATIONNAIRE ENTRE DEUX 

CYLINDRES DE LONGUEUR FINIE 

Dans la réalité, i l  faut constater que des cylindres de longueur 

infinie n'existent pas e t  si  l'allongement est  insuffisant, i l  faudra toujours 

I tenir compte de la présence d'extrémités fermées par des joints d'étanchéité I 
1 ou d'autres systèmes. 11 n'est plus alors possible de faire les hypothèses 1 

du chapitre précédent. (voir f i  gure 2.2).  

Aussi, nous allons aborder l'étude directe du système d'équations 

l aux dérivées partiel les (2.9), (2.10) appliquées à 1 'écoulement dans I 
une cavité torique. Ce domaine est limité par quatre parois mobiles autour 

d '  un axe vertical commun. 

l Nous nous limiterons à faire varier les trois paramètres définis I 
dans les conditions aux limites (2. I l ) ,  à savoir : 1 'entrefer des deux 

cylindres défini par ( A -  l ) ,  la hauteur de la cavité définie par k e t  

1 enfin le nombre de REYNOLDS de rotation du  cylindre intérieur, le cylindre 

extérieur étant fixe. Ce choix des paramètres définissant le domaine 

d'écoulement nous permettra d'effectuer la 1 iaison avec le problème des cyl in- 

dres infinis pour lesquels k ( A - ) .  Il sera alors possible de déterri~iner I 
le  r6le des extrémités fermées e t  leur influence sur l'écoulement de TAYLOR. I 

k Cela nous amènera à définir le  rapport - à partir duquel on trouve une région 
A-1 1 

d'écoulement de ce type. I - 

1 - CHOIX D ' U N E  FIETHODE NUMERIQUE 

Nous devons trouver une solution du systëme d'equations aux dérivées I 
partiel 1 es sui vant : 



t e l  que Ü, V e t  i sat isfassent aux condit ions sur  l e  contour : 

La rés01 u t i on  numérique d' un t e l  système se heurte à plusieurs d i  f f i  cul  t S  

inhérentes aux équations de NAVIER-STOKES. E l  l es  sont non 1 inéai res d'  une 

p a r t  e t  d 'aut re p a r t  l e s  s imp l i f i ca t ions  d i f f i c i l e s  car s i  les  termes 

de convection peuvent devenir prépondérants aux grands nombres de 

REYNOLDS, cela n 'es t  plus v ra i  au voisinage d'une paroi. 

Le problème d i r e c t  peut ê t r e  formulé de deux façons d i f fé ren tes  qui 

dépendent des condi ti ons aux 1 imi tes : 

- S o i t  que l ' o n  transforme l e s  équations en in t roduisant  des fonctions 

de courant ; 

- S o i t  que 1 ' on conserve l es  inconnues de départ ; à savoir : 1 a 

vi tesse e t  l a  pression. 

S i  l a  première formulation diminue l e  nombre de fonctions inconnues, 

e l l e  élève par contre 1 'ordre de dér iva t ion  du système d'équations aux 

dérivées p a r t i e l l e s  ce qui  peut entraîner des imprécisions d'ordre numérique 

au niveau de l a  d isc ré t isa t ion  de ces dérivées. L ' u t i l i s a t i o n  de l a  vitesse e t  

de l a  pression rend p lus aisée l a  compréhension des résu l ta ts  mais nécessi t e  

1 a résol  u t i o n  de quatre équations. 



Parmi ceux q u i  ont uti l isé ces différentes méthodes on peut citer 

FORTIN, PEYRET, TEYMM (17) q u i  ont calculé le champ des vitesses dans une 

cavité carrée à partir d'une méthode de perturbation des équations de 

NAVI ER-STOKES e t  GRILLAUD, ALZIARY DE ROQUEFORT (19) q u i  ont détermi né 

les lignes de courant entre deux cylindres coaxiaux f inis  e t  entre deux 

spheres concentriques. 

La plupart des problèmes ayant f a i t  1 'objet d'une résolution numérique 

en formulation v i  tesse-pression concernaient des écoulements pl ans. L'extension 

de cette méthode aux systèmes nécessitant l 'uti l isation des coordonnées 

cylindriques es t  pl us riicente. On peut ci ter dans ce cas les travaux de 

FLORENT, NGUYEN DINH e t  VON DINH q u i  ont déterminé l'écoulement entre 

deux disques coaxiaux de dimensions finies avec soufflage axial ou non (20) 

par une extension de la méthode de PEYRET au cas d 'un écoulement non borné. 

C'est cette méthode que nous allons appliquer au cas de cylindres coaxiaux de 

hauteur limi tée e t  pour différentes configurations. 

I I  - ETUDE D ' U N  SCHEMA NUMERIQUE 

1) Formulation de la méthode 

Considérons les équations de NAVIER-STOKES régissant les écoulement 

d ' u n  fluide visqueux incompressible dans un domaine borné ( a )  à deux 

dimensions, de frontière (r). Dans le cas stationnaire les équations (4.1) e t  

(4.2) s'écrivent sous la  forme générale. 

\ 

ou U es t  l e  vecteur vitesse de composantes u ,  v ,  W. Le vecteur a figurant 

dans les conditions aux limites est  donné. 

Dans cette étude nous cherchons à appliquer une méthode indépendante 

de 1 'hypothèse u t i  1 i sée au chapitre (1 II ) , à savoir v indépendante de z .  t- 



La méthode de FORTIN, PEYRET, TEbIAfrl permet de t ra i te r  directement 1 e système aux 

dérivées partielles (4.3). Son application nécessite la connaissance de la 

vitesse sur le contour fermé (r). Ces conditions au contour sont données en 
0 

(4.2) à savoir : 

u ( r ,  O )  = w ( r , ~ )  = O ,  v(r.0) = '.Re, O U  O 

u (r,H) = w (r,H) = O ,  v (r,H) = r.Rer ou O 

La méthode numérique que l'on applique es t  une méthode de perturbation des 

équations du mouvement faisant apparattre des termes analogues aux gradients 

temporels des vitesses e t  des pressions. Avec ces perturbations, les équations 

de NAVIER-STOKES s'écrivent sous forme vectorielle : 

Le système (4.5) ne représente l'écoulement que lorsque ce q u i  correspond 

à un é tat  "stationnaire" est  atteint. 

2 )  Discrétisation spatiale 

Le choix de la discrétisation doit être déterminé par la précision 

que nous voulons atteindre. Les dérivées spatiales sont approchées par des 

différences centrées de façon à obtenir une précision du second ordre. 

A f i n  de s'affranchir des conditions de pression sur la  frontière (r) 

du domaine d'écoulement (n) tel q u ' i l  es t  défini dans les conditions aux 

1 imites (4.2), nous considérons deux réseaux U,, e t  Ph décalés 1 ' un par rapport 



1 'aut re  de k, h é tan t  l e  pas spa t ia l .  Les composantes u, 

tesse U sont dé f in ies  sur  Uhy l a  pression p é tan t  d é f i n i e  

indique l a  f igure ci-dessous. 

z 

i = l  i--1 i i+l 

h 
1 

i~ i4 

w de l a  

r Ph comme 

Dans ces condi t ions,  en un po iRt  d'espace ( i  , j )  e t  à l a  nème i t é r a t i o n ,  

l a  v i tesse e s t  fonct ion des po in ts  : 

= U (n6s, ih ,  j h )  so ien t  : 'i,j 

= u (&s, ih .  j h )  ; [ ,j 

e t  l a  pression, une fonction de l a  forme : 

S i  nous choisissons un mai l lage t e l  que pour 

l a  p o s i t i o n  d'une p a r t i c u l e  f l u i d e  sera déterminée par  : 



avec éventuellement AR = AZ = h .  ~ 
3 - Calcul de la vitesse e t  de la pression 

La vitesse-et la pression étant connues à la ( n  - I ) ' ~  itération, 
le passale à la nemei tération est donni. par les relations suivantes : 

Les termes de correction 6U e t  6P sont calculés à partir du système 

(4.5) perturbe. La vitesse un-'étant connue à la (n-l)eme i tération, 1 'équa- 

tion de continuité donne : 

6 P  = - c26s. (VU)"' (4.11) 

La nème itération de pn est alors déterminée. On calcule ensuite 6U 

à partir des équations du mouvement : 

Le processus itératif  est arrêté lorsque les termes correctifs âU 

e t  6 P  sont inférieurs à une constante E arbitrairement petite, fixée à 

1 'avance. 11 est  alors évident que le choïx des valeurs de départ UO 

satisfait  aux conditions aux limites e t  de influera sur la rapidité 

d'obtention des résultats quand W... 

2 Le choix des valeurs respectives de 6s e t  c est guidé par la stabi- 

l i t é  du schéma que nous choisissons e t  par la rapidité de convergence 

vers 1 'état stationnaire. 

4 - Approximation par différences centrées 

Les dérivées premières des vitesses u ,  v ,  w intervenant dans les 

termes 6U e t  6P à chaque itération sont approchées par des differences 

centrées aux points ( i  , j) . 



Il en est de même pour les dérivées premieres de l a  pression p. mais 
h i l  f a u t  tenir compte du décalage de du réseau Ph : 

2 Nous introduisons ainsi une erreur de discrétisation de 1 'ordre de O ( h  ). 

De même, les dérivées secondes sont approchées par des différences centrées: 

2 Nous introduisons Bgalement une erreur de discrétisation de 1 'ordre O ( h  ). 1 
Par conséquent, les termes correctifs de chaque composante du vecteur I 

vitesse e t  de la pression seront donnés par les relations suivantes : I 



U V v - - 

i,j. i,j + 'i+l,j - '~i,,~ + 4-1,j + "i+l,j "i-1,j - ,lqmJa-  AR^ 2AR 1 + ( - 1  R] 

Nous aurons alors successivement le passage de la (n-l)èmeitération 

à la nème itération par l'intermédiaire des formules : 



5 - Organigramme de calcul 

Le processus itératif est  représenté par le schéma de calcul suivant 

Lire AR, A Z ,  65, c 65, k ,  A ,  Re, 

* 
Initial isation 

O O O O 
1 ' i ,  j9 'i ,j "i , j Pi+, jç2 

NON 

Calcul de 8P 
I 

pn = pn-l 
+ SP 

- - 



Le programme es t  arrêté lorsqu'est vérifiée la condition de convergence 

suivante sur les résidus de vitesse : 

oÙ E es t  fixé de façon arbitraire e t  très petit.  

S i  cette condition n'est pas respectée au bout d'un certain nombre 

d '  itérations défini par ITEPAAX, nous arrêtons le  programme e t  conservons 

les résultats pour un calcul ultérieur. 

6)  Points singuliers 

Etant donné la forme rectangulaire du domaine d'écoulement 1 imité 

par des parois horizontales q u i  peuvent tourner a des vitesses différentes 

des parois verticales qu'el les joignent, la vitesse U subit une discontinuité 

e t  ses dérivées d'espaces sont alors infinies. Nous éliminons ces singularités 

en considérant que le  point singulier appartient à 1 'une ou à 1 'autre 

des parois ; dans ce cas les dérivées d'espace sont finies e t  nous 

tendrons vers 1 ' i n f i n i  lorsque le  pas h sera de plus en plus petit. 



Dans le cas de l a  f i g u r e  ( a )  pa r  exemple, l a  condi t ion  d 'adhérence 

à l a  paroi impose pour l a  vitesse t a n g e n t i e l l e  de vérifier en t o u t  point  
- 
z = O où z = k l a  r e l a t i o n  : 

d é d u i t e  des  condi t ions  aux 1 imites (4.2).  De pl us on d o i t  a v o i r  pour = A 

l a  va leur  

Nous supposons a l o r s  que l a  r e l a t i o n  (4.23) est va lab le  jusqu 'à  

i = N - 1  c ' e s t - à -d i re  un pas avant  l a  paroi  v e r t i c a l e  f i x e .  
- 

On a a l o r s  : 
- v = Re, 1 1+ (i- AR] pour 1 <i <N-1 

e t  - - - 
v = O pour i = N 



I I I  - MISE AU POINT DU PROGRAMME 

Nous avons mis au p o i n t  le programme de calcul selon le processus 

décri t dans 1 ' organigramme simpl if  ié du paragraphe précédent pour  un mai 11 age 

(20 x 20). Nous avons alors choisi dans un premier temps des pas radiaux e t  

axiaux égaux : AR = AZ = 3,01 ce qui correspond à un entrefer A - 1 = 0,2 

e t  un rapport hauteur/entrefer égal à 1, c'est-à-dire à une cavité carrée. 

La vitesse de rotation du cylindre intérieur est fixée à Re, = 100. 

Par la suite, nous avons étudié l'écoulement dans différentes 

cavités rectangulaires pour 1 esquel 1 es le  rapport hauteur/entrefer varie 

de 2 à 8. Dans chaque cas nous avons conservé x - 1 = 0 , l  c'est-à-dire 

fixé A R  = 0.005. Pour toutes les géométries envisagées la vitesse de rotation 

du cylindre intérieur est égale à Re, = 100, mais la cavité don t  l e  rapport 

hauteur/entrefer est  égal à 8, a fa i t  l 'objet d'une étude à différentes 

vitessescornme nous le  verrons au paragraphe VI. 

Cette étude a été rendue possible par 1 ' u t i  1 isation d 'un ordinateur 

C - .  1.1. 10070 e t  d 'un  ordinateur TELEMECANIC T. 1600. Le temps de résolution 

étant parfois très long (de l'ordre de 120 minutes pour certaines configura- 

tions) nous avons fixé E = 1 0 - ~  OU r = 1 0 - ~  e t  étudié 1 'influence de ce 

paramètre sur la solution obtenue pour des nombres de REYNOLDS n'excédant 

par Re, = 100. 

IV - ANALYSE DE LA METHODE 

Nous devons souligner plusieurs problèmes inhérents à la méthode de 

perturbation q u i  nous sont apparus au cours de la réalisation du programme 

de calcul. 

L'erreur est  définie sur chaque composante du vecteur vitesse U par  



1 'écart maximum entre deux itérations successives e t  en tout point de 

1 'écoulement, c'est-à-dire : 

sup  - n-1 n U ,  = s u p  { lu;9j  - u ~ ; ~ ~ , ~ v i 9 j  - 'i,jI3 n- 1 lwi , j  n - W .  1 , j  f 
Nous avons constaté que cette erreur est  1 iée au choix des valeurs de 

2 
E ,  SS, c , AR e t  AZ que nous allons étudier successivement. 

2 1 - Influence de 6s e t  c sur les résultats 

Pour une même cavité torique, nous avons pu constater que pour 

6, = 25 .10-~  la  rapidité de convergence ne varie pas jusque E = 

= supl U -U n"'l(= 10-3 avec deux valeurs différentes de c2 (c2 = 4 e t  c2 = 10). 

Ceci n'est plus vrai s i  1 'on désire atteindre une précision de 1 'ordre 

de  IO-^ conne le  montrent les courbes (IV.1). 

Par contre, la convergence se f a i t  de façon uniforme pour des nombres 

de REYNOLDS de Re, = 100 e t  nous obtenons les memes valeurs des fonctions 
-4 2 inconnues i3 1 0 - ~  près (tableau en annexe II 1)  pour E = 10 avec c = 4 ou 

c2 = 10. Par contre les résultats différent de 10-1 pour E = 1,5. 1 0 - ~  
2 avec c = 4 ou c2 = 10 où pourtant la vitesse de convergence est  l a  même 

(cf para.4). Ceci es t  1 i é  au f a i t  que les composantes des vitesses n ' o n t  pas 

atteint un pal ie r  horizontal en fonction du nombre d '  i terations (courbes IV-1 

bis). 

2)  Influence du pas 

Pour une cavité torique q u i  possède un entrefer constant, avec AR = 0.005 

e t  pour une même vitesse de rotation du cylindre. intérieur, nous avons pu 

constater que la vitesse de convergence varie avec la valeur du pas axial 

AZ. Ainsi pour E = 1 0 - ~  e t  pour différents pas, nous trouvons le  nombre 

d'itérations suivant : 



Le pas rad ia l  AR n ' i n f l u e  pas sur l e  nombre d ' i t é ra t i ons  sauf aux 

grands nombres de REYNOLDS (Re;S1500) dont nous parlerons au paragraphe (V). 

1 térat ions 

Par contre, pour c2 constant e t  égal à 10, l a  v i tesse de convergence 

pour AZ =0,04 n 'es t  pas l a  mêrae que pour AZ = 0,02 a ins i  que l e  montre l a  

courbe (IV. 1). tou te fo is  l es  résu l ta ts  sont l e s  mêmes pour E = 10 -~  

. 
458 

3)Influence du nombre de REYNOLDS sur l e  nombre d ' i t é r a t i o n s .  

Pour une cav i té  tor ique qui  présente toujours l a  même géométrie 

778 

nous constatons que 1  ' é t a t  s tat ionnai re e s t  a t t e i n t  à 1 0 - ~ ~ r è s  au bout 

d'un nombre d ' i t é ra t i ons  qui  var ie  avec l a  v i tesse de ro ta t i on  Re, Ainsi  

pour un en t re fe r  A-1 = 0.1 e t  un rapport  hauteur/entrefer égal à 8 

nous trouvons : 

1 térat ions 1948 

1492 

- 

Ces résu l ta ts  des paragraphes 2  e t  3 ne sont d'importance que quant 

au choix de E qui se révele ê t r e  pr imordial  pour l ' ob ten t ion  d'une solu- 

1948 

t i o n  approchée, C'est ce que nous a l lons montrer au paragraphe suivant. 

4) Var ia t ion des grandeurs physiques en fonct ion du nombre d ' i t é ra t i ons  

Choix de E.  

Nous a l lons v o i r  ce que nous considérons comme l e  c r i t è r e  fondamental 

d 'ob ten t ion  d'une so lu t ion  par a r r ê t  non a r b i t r a i r e ,  du processus i t é r a t i f .  



- 
u e t  7 de la vitesse, i 1 apparai t que peut encore varier même s i  Ü a I 
atteint un é tat  permanent e t  réciproquement (Courbes IV. lbis,2) quel que I 
soit le  nombre de REYNOLDS. Par conséquent, la vitesse de convergence 

. I 
n'est pas la mgme en t o u t  point de 1 'écoulement e t  nous constatons qu'elle I 
est plus rapide si la solution finale est  plus près des conditions de départ I 

O Il est alors nécessaire de choisir une valeur de E suffisamment "i ,j* I 
petite e t  de veiller à effectuer un nombre d'itérations suffisant afin que 

chaque point du maillage soit  dans les mêmes conditions de non variation I 
des composantes de vitesse en fonction du nombre d'itérations. Ceci , 

apparai t sur les courbes (IV. 2 )  représentant 1 'évolution de Üet en deux point - - 4 

dans une cavité rectangulaire d'entrefer A - 1 = 0.1 e t  de rapport hauteur/ 1 
entrefer = 8 pour Re, = 1700. 

V - CAS DES GRANDS NOMBRES DE REYNOLDS 

Pour les grands nombres de REYNOLDS (R,,> 1500) le schéma s 'es t  

révélé très long en temps machine e t  de plus les résultats obtenus présen- 

tent des instabilités au voisinage de la paroi du cylindre extérieur comme 1 
le  montrent les courbes (IV.3) obtenues pour Re, = 1700. 

Nous observons également que la convergence n'est plus uniforme 

(courbe IV.4). En effet, les calculs convergent jusque c = 0.1 puis divergent 

jusque E = 1.025. Par la suite la convergence s'effectue de façon uniforme 

jusque E = 1 0 - ~  ce qui est à relier à la variation +s composantes en fonction 

du nombre d'itérations seul critère d'obtention d'une solution. 

VI - ANALYSE DES RESULTATS NUMERIQUES 

Nous étudions 1 ' écoulement dans d i  verses cavités tori ques . 
1) Cavité carrée 

Les calculs ont été effectués pour un entrefer A-1 = 0.2. La hauteur 

adimensi onnell e correspondante est al ors de 0.2. Le cyl i ndre extérieur est  



f i xe .  

a) Les parois in té r ieure  e t  i n fé r i eu re  tournent à l a  même v i tesse 

angulaire u . Le calcul  montre que l'écoulement ne présente pas de symétrie 

ax ia le comme remarqué également par GRILLAUD avec l a  méthode des fonctions 

de courant. Les courbes (IV.5-a-b-c) qui l e  représente indiquent une 

symétrie par rapport  à une génératrice = 1.1 e t  por tant  sur Ü e t  La 

f igure (b) montre l e  développement de l a  v i tesse tangent iel  l e  7 à p a r t i r  

de l a  paroi  hor izontale f i xe .  

Sur l a  f i gu re  (c) nous constatons que l a  v i tesse # e s t  pos i t i ve  dans 

le coin gauche de l a  paroi  in fé r ieure .  Nous retrouvons donc i c i  une 

caractér is t ique de l'écoulement dans un dièdre a i n s i  que A. EICHELBRENNER 

(22) 1 ' a montré dans une cav i té  rectangulaire. ( c f  a l l u r e  des l ignes  de 

courant I V .  5 c). 

b) Les parois in tér ieure,  i n fé r i eu ree t  supérieure tournent à l a  même 

vi tesse angulaire u . Nous constatons que l'écoulement se partage en deux 

régions symétriques e t  de hauteur 0.1. A l a  l i m i t e  l a  v i tesse rad ia le  Ü 

e s t  maximale e t  1 a vi tesse ax ia le vois ine de zéro. En comparant avec l a  

courbe (IV.5a), il apparait que l a  plus grande vi tesse rad ia le  e s t  

obtenue pour ce t te  configuration. (courbes I V .  6 a-b-c) 

c) La paroi  i n té r i eu re  tourne seule à l a  v i tesse angulaire o0. 

Nous constatons que l'écoulement se partage encore en deux régions 

symétriques séparées par un plan t e l  que Ti = o. A l a  l i m i t e  l a  v i tesse 

rad ia le  Ümax (c)  = 9. La vi tesse tangent ie l le  -Y évolue de zéro sur  l es  parois 

hor izontales f ixes e t  a t t e i n t  son maximum dans l e  plan 1 i m i t e  y = 0.1 . 
(courbes I V .  7 a-b-c) 

2) Cavité rectangulaire 

Les ca lcu ls  ont é té  effectués pour un en t re fe r  A-1 = 0.1. La hauteur 



correspondante aux trois cas envisagés varie de 0.2 à 0.8. Le cyl indre exté- 

rieur est toujours fixe. 

a )  Les parois intérieure e t  inférieure tournent à l a  même vitesse 

angulaire u . 

Les résultats montrent que cette fois encore l'écoulement 

ne présente pas de symétrie axiale. Les courbes (IV.8.9.AO. a.b.c) qui donnent 

les valeurs de Ü, 7 e t  % pour des rapports hauteurlentrefer égaux a 2.4 e t  

8 montrent que le maximum de Ü = 6.25 e t  de V = 25.10-~ ne varient pas 

quel le que soit la configuration. Pour une géométrie tel le que hauteurlentre- 

fer = 8 nous trouvons un domaire 0,24 ,(2 < O  ,68 où = 0 e t  Ü # 0 ce qui 

montre 1 ' influence des parois hori tontales. S u r  les courbes (IV.9. c) e t  

(IV. 10. c) nous retrouvons une caractéristique de 1 'écoulement dans un dièdre 

comme nous 1 ' avons déjà vu pour une cavité carrée. 

b)  Les parois intérieure, inférieure e t  supérieure tournent à la 

même vitesse angulaire u . 
Nous constatons que 1 'écoulement se divise en deux régions 

symétriques suivant la direction axiale. Sur les courbes (IV. 11 a-b-c) 

q u i  représentent 1 ' écoulement dans une cavi té dont 1 e rapport hauteur1 

entrefer = 8, i l  apparait que le profil des vitesses ne varie pas 

pour 0.12 < 2 < 0.68. Dans cette région nous trouvons i = O e t  
- 
'max = 6,5. Le même phénomène se reproduit avec les courbes (IV. 12 a-b-c) 

q u i  représentent - 1 Ecoulenent .. dans une cavité tel le  que hauteurlentrefer = 4. 



- - 
Nous trouvons une région Q l  C ~ q . 3  dans laquelle w = O e t  umax = 6,8. 

Dans une cavité telle que hauteur/entrefer = 2 cette région se limite à un 
- 

plan 7 = 0.1 e t  umax =68(courbes IV.13.a.b.c). 

On se rapproche de la solution de TAYLOR avec un écart maximum pris sur 7 

de 12 % pour = 1.05 e t  hauteur/entrefer = 8. 

c) La paroi intérieure tourne seule à la vitesse angulaire u . 
Dans chaque configuration, 1 ' écoulement se divise en deux régions 

symétriques, séparées par un plan ou un'domaine dans lequel on trouve ij = o. 

A la 1 imite Ü est  maximum e t  correspond à la solution de TAYLOR (courbes IV. 

14-15-a. b. c. ). 

Pour des cylindres tels que le  rapport hauteur/entrefer = 8 nous avons 

cherché à obtenir 1 'écoulement entre deux cylindres infinis en faisant 

varier Re, de 100 3 1 (courbes IV 16-17 a .b . ) .  Nous constatons que l a  

- 1 .  solution obtenue tend vers celle des cylindres infinis : v = 2 
X - X -1 

(- - - r) .  La vitesse radiale Ü es t  très petite : on trouve Ümax = 0.27 pour 
r - 

Re, = 10 e t  uma, = 0.17 pour Re, = 1. La vitesse axiale k es t  nulle. Par 

conséquent, i 1 es t  possible d'obtenir Ü = O pour des cylindres plus longs 

tels  que le rapport hauteur/entrefer soi t  supérieur à 8. 

VI1 - CONCLUSION 

Au chapitre I I ,  nous avons négl igé 1 ' influence des parois horizontales 

1 imitant 1 e domai ne d '  écoulement entre deux cyl i ndres coaxiaux. Pour résoudre 

le  problème, i l  a été nécessaire d'adopter une hypothèse d' indépendance de 

la vitesse tangentielle vis à vis de la coordonnée axiale Z, ce q u i  nous 

a conduit à une solution instationnaire du type (4.4). Cette hypothèse 

n'est q u '  une approximation d '  autant mei 1 leure que 1 ' al longement es t  grand. 

Par contre, 1 a méthode de perturbation nous a permis, sans faire  aucune 

hypothèse sur la forme de la solution, de déterminer l'écoulement dans diffé- 

rentes cavités toriques en formulation v i  tesse-pression. 



-- 
D'une manière générale, nous constatons que les composantes u ,v  e t  

de la vitesse sont fonctions des coordonnées radiale e t  axiale, sauf pour 

certaines configurations dans lesquel les i 1 existe un domaine où i<10 '~ .  

Dans ce cas nous trouvons que Ü e t  7 varient très peu avec 7 e t  7 est 

égale à la solution laminaire de l'écoulement entre deux cylindres infinis. 

Par conséquent, les parois hori tontales, qu'el les soient fixes ou 

entraînées à la même vitesse angulaire que le  cylindre intérieur, ont pour 

effet  de déformer 1 'écoulement de TAYLOR, entraînant 1 ' apparition d '  un 

champ de vitesse à trois composantes. 

La méthode s 'es t  révélée particulièrement dé1 icate à mettre en oeuvre 
2 car el le  nécessite de déterminer les valeurs de 6s e t  c 6s pour chaque 

nombre de REYNOLDS. Mais el le  fournit toujours un champ de vitesse qui  

dépend de E. L'avantage de notre procédé es t  de n'avoir pas choisi s 

arbitrai re mais de 1 ' avoir déterminé en fonction du nombre d '  itérations 

nécessaire à une stationnarisation de chaque composante de la vitesse. 

Cependant nous n '  avons pu,  par cette méthode, montrer 1 'existence 

de 1 'écoulement tourbi 11 onnai re à grands nombres de REYNOLDS. L'objet 

du prochain chapitre sera de montrer que cet écoulement peut être 

mis en évidence par une technique expérimentale autre que les visualisations. 



CHAPITRE IV 

ETUDE EXPERIMENTALE SUR DES CYLINDRES DE 

LONGUEUR FINIE 

Nous al 1 ons aborder 1 'étude de 1 'écoulement stationnaire entre 

deux cylindres de longueur finie par une méthode expérimentale. Nous nous 

proposons de déterminer le  gradient pariétal de vitesse sur le  cylindre 

extérieur par une méthode électrochimique ne perturbant pas 1 'écoulement e t  

donnant le  frottement local. Nous serons alors en mesure de reprendre, 

ul térieurement, les cal culs du chapitre I I  1 précédent pour des grands 

nombres de REYNOLDS de rotation en init ial  isant un champs de vitesse 

possédant le  gradient pariétal que nous allons déterminer par cette 

méthode. En effet ,  1 ' importance de ce gradient, devient primordiale 

pour la convergence de la méthode numérique de perturbation comme nous 

1 'avons constaté aux nombres de REYNOLDS élevés (courbe IV). 

La technique utilisée permet de rel ier  par une réaction électrochi- 

nique l e  gradient pariétal de vitesse au flux de diffusion d'une espèce 

chimique bien déterminée. 

1 - DESCRIPTION DU MONTAGE EXPERIMENTAL 

Nous avons réal isé un dispositif expérimental comprenant 

essentiellement les cylindres d'étude e t  la chaîne de mesure. 

1 - Cyl indres d'études 

La méthode utilisée nécessitant des matériaux chimiquement inertes, 

nous avons réalisé deux cylindres en al tuglas (Fig.  5.1) tournés puis 

polis jusqu'à leur côtes définitives : 



(F ig .  5.1) 

Le domaine d'écoulement (1)  est limité par le cylindre intérieur (2) 

de diamètre 62 mm ( 2  0,02) e t  le  cylindre extérieur (3) de diametre 72 mm 

( 2  0,02), ce q u i  correspond à un entrefer de 5 mm e t  à un rapport des rayons 

A = 1.16. La cavité tcrique est 1 imi tée par la présence de parois horizontales 

fixes e t  distantes de 250 nn, ce q u i  correspond à un rapport hauteur/entrefer 

de 50. 

Une anode en platine (4) de grande dimension (20 x 225) est fixée 

à la partie supérieure du cylindre extérieur qui est percé en deux endroits 

pour le passage de l a  sonde (5) e t  de l'anode. 

Le cylindre intérieur est mis en mouvement par un  moteur régulé 



par 1 ' intermédiaire d'un réducteur e t  d'une transmission à pou1 ies.  

Ceci nous permet de f a i r e  va r ie r  l a  v i tesse de ro ta t i on  de O à 100 t/mn. 

Les sondes pol arographiques sont constituées d' un fi 1 de diamètre 

0,2 mm noyé dans un support d 'a l  tug l  as tourné au diamètre 5 mm. Ensui te, 

e l l e s  sont montées sur l e  cy l indre extér ieur,  usinées e t  po l ies  pour l e u r  

donner l a  courbure nécessaire e t  ne pas perturber 1 'ecoulement. Puis e l l e s  

sont dégraissées avant u t i l i s a t i o n .  L 'électrode présente a lo rs  une surface 

ac t ive  c i r c u l a i r e  a f f l eu ran t  à l a  paroi  du cy l indre extér ieur.  

2 - Chatne de mesure 

L'auode e s t  portée à un po ten t ie l  constant de 0,4 vo l t s  contrô lé sur un 

voltmètre. L 'électrode e s t  maintenue à un po ten t ie l  nul. Les courants sont 

transformés en tension puis f i l t r é s  pour é l iminer  l es  parasites à haute 

fréquence e t  l u s  sur un voltmètre intégrateur.  Un oscil loscope permet de 

v i sua l i se r  l a  tension d'électrode . 

- II - PRINCIPE DE LA METHODE - 

C.e n 'es t  que récemr~~ent grace aux travaux de REISS-HANRATTY (23) G. COGNE 

02) C. TOURNIER (24) e t  B. PY (25), par analogie entre t ransfer t  de chaleur 

e t  t rans fe r t  de masse, que 1 'on a développé comme pour 1 'anémométrie à f i l  

chaud, une technique Slectrochimique. 

S o i t  un coupe oxydo-réducteur : 

- 
0: + n e R~~ (a-n) + 

en présence d'une électrode inattaquable. En c i r c u i t  ouvert , 1 'électrode 

a t te indra  un cer ta in  po ten t ie l  d'équi 1 i bre. S i  on polar ise ce t te  électrode, 

on déplace 1 'équ i l ib re  (5.1). S i  ce t te  réact ion e s t  suffisamment rapide, 1 'appor 

de courant sur l a  cathode e s t  uniquement 1 im i té  par l e  déplacement des ions 

au se in de l a  solut ion. Ce déplacement se f a i t  par migrat ion grace au champ 

électr ique, par convection grâce au mouvement du f l u i d e  e t  par diffusion grâce 



au gradient de concentration. En ajoutant un for t  excès d'électrolyte 

indifférent tout se passe comme s i  on éliminait la migration. Le courant 

reçu sur l'électrode ne dépend donc que du mouvement de l a  solution. 

S i  ,l 'on trace la courbe de polarisation (polarogramme) de 

l'électrode, e l le  présentera u n  palier dans la plage de tension q u i  sa t i s fa i t  

aux conditions précédentes. La hauteur du palier de 1 a courbe 1, = Ic (Ec-Ea) 

constitue une mesure du flux de matière de l'électrode. Le courant limite e s t  

a t te int  lorsque la concentration du corps actif au niveau de l'électrode e s t  

nulle. Nous verrons au paragraphe IV, c m e n t  on obtient l e  courant limite. 

Cette méthode Glectrochimique que 1 'on appelle polarographie 

peut donc être  représentée par un transfert de matière entre la 

microcathode où C = O e t  1 ' infini (loin de 1 'électrode) où la  concentration 

es t  maintenue constante. 

III  - APPLICATION A L'ETUDE DES ECOULEblENTS DANS LES CYLINDRES 

Dans l e  dispositif q u i  a été réalisé, l e  cylindre extérieur est  fixe, 

l e  cyl indre intérieur e s t  seul nobi le. La microcathode circulaire 

es t  située à la paroi du cylindre extérieur e t  ne perturbe pas l'écoulement. 

1 - Modèle de transfert 

Considérons un fluide en mouvement contenant une substance en 

concentration Co au-dessus d ' u n  plan y> o. Dans ce plan se trouve une 

surface active ci rcul aire de rayon ro, capable d'échanger des électrons avec 

l a  solution grace à une réaction très rapide d'oxydo réduction, t e l l e  que 

C = O pour y = o. Le flux de matière e s t  nul à travers l e  plan sauf pour 

Ir1 (ro ( f i g .  5.2). 



La relation entre le  champ des vitesse e t  le champ des concentrations 

es t  fournie par 1 'équation du bilan instantanée de matière, soi t  : 

où D est  le coefficient de diffusion de la substance active. La solution 

g6nérale du problème doit satisfaire aux conditions aux 1 imites 

Irl(r, e t y  = o 4 C = O  

I r ( ) ro  e t  y +  = -+ C = Co 

ac - I r l > r O  e t  y = O - -r - - 
aY 

(5.3) 

Le champ des vitesses u ,  v ,  w est  donné par les équations de NAVIER-STOKES : 

Par analogie au transfert de chaleur G. COGNET (12) a résolu le problème pour 

un régime de diffusion établi ($ = O ) .  

- Lorsque l e  fluide est  au repos e t  en négligeant la convection 

naturelle, 1 'équation (5.2) devient AC = O soi t  en coordonnées cylindriques : 

I l  trouve une solution de la forme : 

2 c = C, { I - arc sin 5 } (5.5) 
[(r - roj2 + Y']* + Ur + r0l2 + y21 



Dans ce cas, la densité de courant limite étant par la première loi 

de FICK : 
j = D . ( -  ac ay y = o  

11 vient, pour une réaction dans laquelle n es t  l e  nombre d'électrons 

mis en jeu e t  F l e  nombre de FARADAY (96 500 coulombij 

Pour comparer les résultats entre eux, on définit le  coefficient de 

transfert i( par la  relation : 
T r 
1 I< =A% avec 1 =L j dA 

so i t  : 

I l  représente l e  flux de matière par u n i  t é  de concentration Co 

e t  par unité de surface A de la sonde. Dans ce cas on trouve : 

- Lorsque l e  fluide es t  en mouvement permanent dans la direction O x ,  

1 ' écoulement occasionne 1 ' existence d1 une couche 1 imite hydrodynamique 

grande devant 1 'épaisseur de 1 a couche 1 imite de diffusion. L'épaisseur 

de la couche limite de diffusion selon NERNST e s t  fonction du nombre de 

SCHMIDT Sc = . Dans notre cas l e  rapport des épaisseurs de couche limite 

e s t  supérieur â 10. On peut écrire dans ces conditions au voisinage de 

1 ' électrode. 

u = s x . y  (5.9) 

où Sx e s t  l e  gradient de vitesse de 1 'écoulement selon les  lignes de courant. 

L'équation (5.2) devient : 



Cette équation n 'es t  valable que pour une électrode d'allongement 

i n f i n i  dans l a  d i rec t i on  z, ce qui permet de négl iger l a  diffusion sslon z. 

Pour une électrode de largeur L, REISS e t  HANRATTY ont donné une 

so lu t ion  numérique pour C e t  en déduit l a  valeur du coe f f i c i en t  de t rans fe r t  

L pour une valeur du gradient pa r ié ta l  t e l  l e  que S; > 5000 

Pour une électrode c i rcu la i re ,  REISS e t  HANRATTY on t  obtenu un résul-  

t a t  équivalent en prenant une longueur e f fec t i ve  : 

Le = 0,820. do (5.12) 

do étant  l e  diamètre de l a  sonde. Dans l e u r  étude i l s  supposent en p lus que 

l a  v i tesse de 1 'écoulement e s t  assez grande pour négl iger l a  di f fusion 

tangent iel  l e .  

2 - Conclusion 

Pour des électrodes suffisamment pe t i t es  e t  en dehors d'un po in t  de 

frottement nul, 1 a vi tesse instantanée peut toujours localement ê t r e  

représentée par un p r o f i  1 1 inéa i re  sans qu'aucune hypothèse ne s o i t  f a i t e  

sur  l e  régime d'écoulement. Dans ce cas au signal K mesuré, correspond l e  

paramètre Sx qui e s t  l e  gradient pa r ié ta l  à l a  surface de l 'é lec t rode.  

Lorsque l'écoulement possède une composante normale à l a  paro i  

G. COGNET a montré que ce l l e -c i  a peu d ' in f luence sur l e  coef f ic ient  de 

t r a n s f e r t  qui  e s t  essent iel  lement déterminé par l e  gradient de v i tesse 

tangent iel  l e .  

Par conséquent, l a  méthode pol arographique permet de fa i re  des 

mesures absolues du gradient pa r ié ta l  de vitesse. Mais ces mesures sont 

conditionnées par 1 ' é t a t  de surface des électrodes q u ' i l  e s t  t rès d i f f i c i l e  

de contraler.  C'est pourquoi nous avons toujours opéré par étalonnage 



des sondes après un veillissement assurant une bonne stabili té des 

caractéristiques. 

IV - ETUDE EXPERIMENTALE 

Nous avons util isé un système rédox iodure-triodure dans une 

solution iodure de potassium. La réaction chimique est la  suivante : 

- 
1 j i 2 e  3 1 -  (5.13) 

L'oxydant est  l e  triodure 1; e t  l e  réducteur 1 'iodure 1-. 

Dans le  cas de mesures absolues on aurait ici n = 2. A 25 O C  

2 l e  coefficient de diffusion de l'iode est  D = 1,13.10-~ cm /s ; i l  varie 

d'environ 2 % par degré. La concentration du corps actif l e  triodure est  
3 

Co = 10-~moie/cm . 
La sonde circulaire util isëe a un rayon ro = 0 , l  mm. La surface 

2 de l'anode es t  grande (environ 2500 mm ) devant la surface de la cathode 
-2 2 (environ 3,2. 10 mn ) s i  bien que la densité de courant reçue par 1 'anode 

es t  négligeable. On peut donc se servir de son potentiel Ea comme référence. 

1 - Tracé d ' u n  p~~arogramme 

Pour obtenir la courbe de polarisation 1, en fonction de(Ec - Ea)  

on f a i t  varier le  potentiel de l'anode de OV â 0,6 V avec un pas de 

0,05 V. A chaque mesure, i l  faut attendre que l e  courant se stabilise. 

Un exemple de pol arograrnme es t  donné courbe ( V .  1 ) . Les mesures 
, 

ont été effectuées à 21" C pour différents nombres de REYNOLDS. 

Lorsque le  palier es t  atteint,  la concentration du corps actif 

au niveau de 1 'électrode es t  n u l  le. L'apport d'ions actifs ne dépend 

pl us que des conditions hydrodynamiques c' est-à-di re du gradient de vitesse 

S. Nous pouvons donc, â partir d'une mesure du courant, en déduire S. 

2 - Etalonnage de la sonde 

Nous avons effectué 1 'étal onnage de 1 a sonde circulaire a partir 

de la relation que nous avons obtenu analytiquement au chapitre 1 en régime 



stat ionnaire.  

S o i t  : 

avec 

Nous trouvons : 

Au niveau du cy l indre ex tér ieur  r = r2, nous aurons 

s o i t  S = - 5,714 ul 

En fonct ion du nombre de touvsnous u t i l  iserons l a  r e l a t i o n  : 

Nous savons que l a  tension E de l 'é lec t rode e s t  fonct ion de S dont nous avons 

l es  valeurs théoriques dans 1 e tableau c i  -dessous. 



Par conséquent nous voyons que 3<5000. Nous ne pouvons donc pas 
1 

-c 1 

u t i l i s e r  l a  l o i  (5.11) Ü = 0,807S.3. 

Dans ce cas nous u t i l i s o n s  l a  courbe du coef f i c ien t  de t rans fer t  

en fonct ion de 3 pour 5 (5000. Cette courbe a é té  é tab l i e  par plusieurs 

auteurs (G. COGNET, M. LABBE) e t  nous avons calculé 3 à p a r t i r  de leurs  

résul ta ts .  

Nous savons que l e  coe f f i c i en t  de t rans fe r t  Ü e s t  proport ionnel à l a  

tension de 1 'é lectrode E : .E = cc K. 

Donc InE = 1 na + 1 nÜ. Nous déterminons a lors  1 na. 

Les résu l ta t s  sont rassemblés dans l e  tableau ci-dessous : 

Nous trouvons a lors  une valeur moyenne na = - 2,521. 

Nous en désuisons 1 nE = - 1,156 pour 1 nK = 1,362 calculées sur  un 

i n t e r v a l  l e  AS pour 82,47 < S < 98,76. Cet étalonnage nous permet ensui t e  de 



faire une étude de l'écoulement au-delà du nombre de REYNOLDS critique e t  

de déterminer l e  gradient pariétal sur l e  cylindre extérieur. 

3 - Mesure du gradient pariétal en régime supercritique 

Lorsqu' on augmente 1 a vitesse de rotation du cyl i ndre intérieur, 

on voit apparaître des osci 11 ations dans 1 'enregistrement du signal de 

la sonde à partir de Re, = 141. Ceci indique que l e  gradient de vitesse 

n'est plus constant mais varie périodiquement dans le temps (Fig.  5.5) .Si 1 'on 

dépasse cette vitesse, 1 ' ampl i tude des osci 11 ations augmente, mais el l e  

s'annule s i  1 'on diminue l e  régime. Par conséquent, le mouvement e s t  devenu 

instable e t  nous constatons qu'il apparait des ondes azimutales dans la 

direction e. Les visual isations montrent que ce type d' instabilité apparai t 

à une vitesse très peu supérieure à l'apparition des tourbillons régulièrement 

superposés (Re, = 131). 

Grâce aux mesures, nous remarquons également que l e  mouvement change 

de caractère pour Re, = 327 (Fig.  5.5). Le signal commence par etre  fortement 

instable puis i l  devient périodique, enfin i l  se déforme e t  i l  apparatt 

une nouvelle onde superposée. D'ailleurs, les visualisations montrent 

qu'il apparait une nouvelle onde azimutale déphasée par rapport à celle exi.s- 

tante. Par la suite, cette configuration ne se modifie plus dans la gamme de 

vitesses que nous avons envisagées. 

Notre sonde étant fixe nous mesurons la tension E pour différentes 

vitesses e t  nous calculons S puis S a 1 ' ai de de 1 a courbe d'étalonnage. 

Les résultats d'expériences sont regroupés dans l e  tableau ci-dessous. 



La valeur de S nous permet de calculer la contrainte tangentielle 

de frottement T sur l e  cylindre extérieur. Nous savons en effet que 
r 

r = pS e t  sous forme adimensi onnell e nous aurons 7 = ;* avec .r x 7 1 p u l  2 r 2  

Nous tracons alors 7 en fonction du nombre de TAYLOR \Fi - 
(courbe V.3). Nous constatons que la courbe présente une discontinufté pour  

6 = 44,5 correspondant à 1 'apparition des tourbillons. Nous trouvons alors 

que 7 es t  proche des valeurs correspondantes au domaine 1 aminaire stable. 
- 

al eurs T augmentent 

nstabi 1 i te doublement 

périodique (Fig .  des valeurs proches de ce1 les trouvGes I 



- .  
- - -- -- - .  -. - A-+-- - --"{ \ 

t 

par G. COGNET. 
i 

Fig. 5.3 

Par conséquent, i l  semble que dans notre montage expérimental l e  

frottement suppl émentai re introduit par 1 a perturbation serait dû essentiel - 
lement au mouvement circonférentiel dans une cellule ef non au mouvement 

de déplacement des ondes azimutales tant que 6 < 131- Cependant lorsque 

fi> 13d  1 e dével oppement de 1 a seconde i ns tabi 1 i t é  condui t à des valeurs 

du frottement beaucoup plus grandes que ce1 les que 1 'on aurait en 

régime non perturbé. Ceci semble indiquer que l e  déplacement des ondes 

devient important. 

V - CONCLUSION 

La méthode pol arographique nous a permis d'étudier 1 'écoulement 

entre deux cylindres coaxiaux à des nombres de REYNOLDS correspondants 

au régime perturbé que nous n'avons pu trouver numériquement. On remarquera 

d '  ai 1 leurs que 1 ' instabi 1 i té  de 1 'écoulement correspond à 1 ' apparition 

d'  une instabi 1 i té numérique. 

Nous avons alors identifié 1 ' instabilité périodique selon la  direction 

_ z pui  s 1 ' i nstabi 1 i t é  périodique puis doublement périodique sel on 1 a 
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la direction e. Les mesures du gradient pariétal e t  du frottement 

sur l e  cyl indre extérieur pourront alors être u t i  1 isées ul tërieurement 

dans la recherche du champ des vitesses par la  méthode de perturbation 

puisque l ' init ialisation correcte du gradient semble primordiale par la  

convergence de cette méthode. I l  faut cependant tenir compte du f a i t  

q u ' u n  tel cal cul ne peut plus se faire moyennant une indépendance par 

rapport à e pour des valeurs de Rec supérieures à Rec = 141 (Re, = Re, / 
( A  - 1) = 880 pour h = 1.16, Re, = 1800 pour A = 1.1). Cependant nous 

pourrons util iser ces résultats pour une plage de nombres de REYNOLDS 

1400 < Re, < 1800 correspondants à un entrefer h - 1 = 0.1. 







i = R,, = 561 



Fig. 5.5 

1 - R = QAn 



CONCLUSION 

Ce travail a été consacré à l'étude d'écoulements produits par 

la rotation des parois dans une cavité torique don t  le  rapport  hauteur/entrefer 

pouvait varier de 1 'unité à de très grandes valeurs permettant de considérer 

les cylindres infinis. 

Dans ce dernier cas nous avons supposé que la composante tangentielle 

de la vitesse n'est fonction que de r e t  de t. Cette hypothèse nous a permis 

de donner une sol u t i o n  analytique de 1 'écoulement stationnaire puis de 1 'écoulement 

instationnaire lorsque la vitesse de rotation du cylindre intérieur u (t) est une 

fonction exponentiel le. Pour t o u t  autre type d'accélération ou de décélération 

arbitraire, nous avons utilisé une méthode numérique de NEWTON. El le nous a 

permis de mettre en évidence la différence entre un é tat  instationnaire à un instant 

donné e t  1 'état stationnaire caractérisé par le  même nombre de REYNOLDS de rotation 

e t  de retrouver quel que soit le  nombre de REYNOLDS la solution analytique dans le 

cas d ' accélération ou de décélération exponentiel le. 

Par contre, la recherche d'une solution dans une cavité torique 

de hauteur finie ne peut plus se faire moyennant une hypothèse d '  indépendance 

de la vitesse tangentielle par rapport à z. Dans ce cas, nous avons cherché 

une sol ution numérique en uti 1 i sant une méthode de perturbation des équations 

de NAVIER-STOKES. Ceci nous a permis de définir le r6le des parois limitant 

les cyl i ndres e t  de montrer que 1 ' on tend vers 1 a sol ution de type CUUETTE lorsque le  
I 

rapport hauteur/entrefer devient grand. L'intérêt de notre méthode, outre sa 

formulation en vitésse-pression, est d'avoir permis de définir un critère de 

convergence basé sur une stationnarisation de chaque composante de l a  vitesse en 

tout point de 1 ' écou 1 emen t . 
L'obtention d'une solution se révèlant impossible aux grands nombres 

de REYNOLDS, nous avons cherché à monter que 1 'écoulement s'effectue selon un 

autre mode. Nous avons alors réalisé une expérience mettant en oeuvre une 

technique électrochimique ne perturbant pas 1 'écoulement. Ceci nous a permis 

de contrôler la variation du frottement pariétal sur le  cylindre extérieur e t  de 

montrer 1 ' existence de troi s types d '  i nstabi 1 i tés. Nous avons 1 ocal i sé les nombres 



de REYNOLDS à partir desquels elles apparaissent. Ces résultats seront 

utilisés ultérieurement comme initialisation de la méthode de perturbation 

qui ne nous a pas donné de résultats aux grands nombres de REYNOLDS. 

Une extension de ce travail est d'introduire un débit dans les coins 

l de la cavité, et de relier les cylindres à des disques coaxiaux pour 

l schématiser un palier fluide, ou pour schématiser un labyrinthe de 

turbomachi ne. 
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ANNEXE 1 -------- 
CAS INSTATIONNAIRE 

PROGRAI.li,lE PRIWCI  PAL 

I Donnée des pas de c a l  cul 
n , ~ , A t  I 

1 Donnée de T f i n  1 

I Lecture des paramètres du 
cas s tat icnnai re de départ 

1 I n i t i a l i s a t i o n  du cas s tat ionnai re de départ I 
Lecture de f j. gj, k j  

O 
f; = Reo. n+2 = O 

1 

Condi ti ons aux 1 i m i  tes 
O f l  = f2 fn+3 0 = 'On+* 

O O 0 -  O 
91 = g3 9n+3 - 9n+1 

k; = kp 0 - O kn+3 - kn+2 

. (0 

0 < 
t 

-C 

O 

Donnée de l a  l o i  de va r ia t i on  

Re = Re ('1 

Re ( O )  = Reo 



1 sous programme ITERATION 1 

matri ce s i  ngul i ere 1 calculdivergent 

O 

calcul des dérivées par i 1 différences finies (j=2,n+2) 1 



SOUS P R O G W I E  ITERATION 

(Calcul  de Flj, Fpjy F par l es  
33 I 

1 formules (5.1) j = 3, n + 1 1 

1 I F i j I  s IF2 j l  s J F : j l < '  I oui go j  = g 1 j  I 

sous programe MATRICE 

Prog. Pr inc 

sous programe GAUSS-JORDAN 

' RETOUR 

Prog. Princ. 

O 

de l a  norme du vecteur Fi j 
2 -  - -  par F N  = * ( F U ) ~ + ( F  .) +(F .f : F~~ 2.l - 3 5 - 1  

I 

FN - FNI RETOUR 
Prog. Pr inc.  b 



A I I .  1 

METHODE DE NEWTON 

En prenant les dérivées partielles des équations (3.28), 

par rapport aux fonctions inconnues, nous obtenons les systèmes suivants : 
- 



Enfin : 

L'utilisation des formules centrales suivant F assure une précision du 

second ordre e t  nécessi te 1 introduction de deux points imaginaires de 

côtes 7 = 1 - ~ 7 e t F  = x + A T  

Les valeurs de g en ces points sont données par : 

I g- = O pour = 1 3 G1 = Ci3 
r 

g'_ = O pour 7 = x ==;, - 
r 'n+l - 'n+3 



Les autres conditions aux limites pour g donnent : 

g (1) = O->G2 = O ; 

S ( A )  = O-G,,~ = O ; (11.5) 

Les valeurs de f e t  k n'apparaissent pas aux points 1 e t  n + 3 dans 

la résolution du système. Nous prenons pour simplifier 

- F1 - Fn+3 = O 

- 
KI - Kn+S = O 

(11.6) 

Les conditions aux limites pour f e t  k donnent : 

Il y a donc un ensemble de ( n  + 3) inconnues Gi e t  ( n  + 1) inconnues 

Fi e t  K i .  Avec les relations (11.4.5.6.7) nous avons (3n + 5) équations 

non 1 i néai res. 

Nous supposons en première approximation que les inconnues varient linéai- 

rement entre leurs conditions aux limites ; c'est-à-dire que nous prenons 

Gi = Ki = O 2 Li ( n+2 
\ 

( I I  .8) 

Ces valeurs supposées sont situées à un écart afi ,dGi ,ais 
- - -  

'des valeurs réelles F i s  Gi y Ki ; c'est-à-dire : 
- - 

Selon les cri tëres du développement en série de TAYLOR 1 imitée 

au terme du premier ordre. les écarts A bGi e t  bKi seront donnés 



par 1 a résol ution du système 1 inéai re suivant (3< i,<n+l) 



Les valeurs ainsi calculées par (11 .9)  seront une meilleure 

approximation des valeurs réel 1 es que 1 ' approximation précédente. Nous uti 1 i sons 

ces nouvelles valeurs e t  recommençons le  cycle jusqu'à ce que les t$l i  I I y I m 2 i l  
et1(3i 1 soient toutes plus petites ou égales ii &,erreur que nous imposons 

à l'avance. 



ANNEXE 1 II 
- 

CHOIX DE 6s e t  c2 

Pour une cavité torique qui possède un entrefer A - 1 = 0.1 et  

pour un rapport hauteur/entrefer = 4, nous constatons que la valeur 

E = 1 0 - ~  est  atteinte au bout  d 'un  nombre d '  itérations différent selon 
2 le choix de c pour 6s = 25.10-~. Cependant les résultats différent 

peu comme le montre l e  tableau ci-dessous. 

Pour = 1.05 e t  Re, = 100 nous obtenons pour F : 

Par contre pour E = 1,5. 10-~, l 'écart entre les solutiompeut 

atteindre 10-' conne le  montre le tableau ci-dessous : 
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