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_c" 

1 - S o i t  
X = ( x ~ ) ~ ~ ~  une s u i t e  de v a r i a b l e s  a l é a t o i r e s  s imultanées 

prenant  respectivement l e u r s  va leurs  dans des espaces mesurables quelconques 

( B )  ( n  = 1 . e t  dont l a  l o i  conjo in te  inconnue a p p a r t i e n t  à un 
LI 11 

+m 

ensemble donné ff de l o i s  s u r  ( x ( + ~ ) ,  B ( + ~ ) )  = 8 ( X  ,ô  ) . n n 
n= 1 

S i  P e s t  une l o i  s u r  c e t  espace,  Ii ( P )  ou Pn désigne n 

s a  p r o j e c t i o n  s u r  ( X n y B n )  ,n(")  (P) ou P s a  p r o j e c t i o n  s u r  
n 

( x ( ~ ) , B ( ~ ) )  = @ ( X i y B i )  , quel  que s o i t  l ' e n t i e r  p o s i t i f  n. 
i = 1  

2 - TU&.- S i  Ho e t  H l  désignent  deux f a m i l l e s  d i s jo i : i t es  

de l o i s  s u r  ( X  , ) , e l l e s  s e  séparent  asymptotiquement ( r e s p .  

asymptotiquement uniformément ) s 'il e x i s t e  une s u i t e  adaptée 
( cn )n3 

* 
de cy l ind res  (vn E E. , C c B ( " ) )  t e l l e  que 

n 

( r e sp .  sup ( I P ( " ) ( c ~ )  - lH (PI 1 ) -r O )  . 
PeHoUH O n++w 

S i  de p lus  Ho e t  H l  son t  deux hypothèses,  s o i t  deux p a r t i e s  

de l 'hypothèse  généra le  f f ,  e t  s i  H l  = ff - X ( x ( ~ )  - C ) e s t  l a  
O y n m l  

s u i t e  des  régions c r i t i q u e s  d 'une s u i t e  convergente [resp. uniformément 

convergente] de t e s t s  de Ho cont re  H l .  On d i t  a l o r s  que H e s t  
O 

t e s t a b l e  ( r e sp .  uniformément t e s t a b l e ) .  

Ut désigne l 'ensemble des hypothèses t e s t a b l e s  : c ' e s t  une 

a lgèbre  de p a r t i e s  de ff ( l9 , t h .  3.1 ). 

3 - Edpace paham6l%que. - S o i t  @ un ensemble muni d 'une 

d i s t ance  6 .  y0 c @ e t  t/or 3 O , B(f3,a) e t  b ( 0 , a )  dés ignent  respec- 

t ivement l e s  boules  fermée e t  ouverte  de cen t r e  0 e t  de rayon a .  



Etant donné deux boules fermées quelconques B = "go ,ao 
O 

) et 

al = B(û,,a,), on pose 

Pb et désignent respectivement l'algèbre de parties de @ engendrée 
f 

par les boules fermées et l'algèbre des parties de @ dont l'image récipro- 

que par f est une hypothèse testable (où f est une application de ff 

dans @ ) .  

4 - E d f i m a t e w . -  Soit un  aram mètre f : ff + (@,6 ) ,  une 
4 

famille non vide F d'hypothèses, une suite (f ) d'estimateurs de 
n nll 

* 

f, autrement dit une suite de fonctions mesurables Y : (X(~),B'~)) + (@,S), n 

(n = 1 , .  . ) . Nous rappelons que 

A 

a) (n)nz1 
est une suite F-p.co.convergente d'estimateurs de 

f si et seulement si 

b) (; ) est une suite F-p.s.convergente d'estimateurs de n nzl 

f si et seulement si 

A 

(M E F, VE > 0) , lim (sup P( y ({6(fn,f(P)) > E }  x n X.))) = O 
k++m PcF n?k j>n J 

C) (; 1 est une suite F-convergente d'estimateurs de f n n21 

si et seulement si 

* 

Lorsque F = {ffj (resp. F = {{Pl, P E if)) , (f ) est donc uni formément 
n n>l 



-- p.co.convergente en  ( a ) ,  uniformément P.S. convergente en ( b ) ,  uniformément 

convergente en ( c )  ( r e s p .  p. CO. convergente en ( a ) ,  p. S.  convergente en ( b ) ,  

convergente en ( c )  ). On d i r a  que l e  paramètre f e s t  es t imable ( r e sp .  

uniformément es t imable)  s ' i l  e x i s t e  une s u i t e  convergente ( r e sp .  uniformément 

convergente) d ' e s t ima teu r s .  Pour l e s  convergences P.S.  e t  p .co. ,  on u t i l i s e r a  

l e s  termes analogues. 

Exemple.- S o i t  H une hypothèse. Le paramètre 
H : H O , ,  1 )  

e s t  es t imable  ( r e sp .  uniformément es t imable)  s i  e t  seulement s i  H e s t  

t e s t a b l e  ( r e sp .  uniformément t e s t a b l e ) .  

A p a r t i r  de  c e t t e  remarque, on peut  d é f i n i r  d ' a u t r e s  t ypes  de 

convergence pour l e s  t e s t s  (convergences P.S. e t  p.co.,  uniformes ou non).  

Ains i  une hypothèse H e s t  p . c o . t e s t a b l e  s i  e t  seulement s ' i l  e x i s t e  

une s u i t e  adaptée ( C  ) de cy l ind res  t e l s  que 
n n?l 

5 - Cab pahticu&e~.- iJous venons de  d é c r i r e  l e  cas  géné ra l  ; 

mais souvent nous supposerons que l e s  v a r i a b l e s  a l é a t o i r e s  Xn ( n  = 1,2  ,. . . ) 
son t  indépendantes,  autrement d i t  que e s t  un ensemble de lo i s -p rodu i t s  

+CO 
(VP c H ,  P = O Ji ( P l )  ou même q u ' e l l e s  sont  indépendantes e t  é q u i d i s t r i -  

n 
n= 1 

buées : c ' e s t  l e  cas de l ' é c h a n t i l l o n  pour l e q u e l  on i d e n t i f i e  H e t  n l ( H ) ,  

B(+".)) , (X(") 8("))  e t  l ' o n  pose (Xn ,Bn)  = (X ,B)  , ( X  , 9 3 P ( n )  

devenant respectivement (x* ,8+-), (xn,Bn) e t  P" , quels  que so i en t  

l a  l o i  P e t  l ' e n t i e r  p o s i t i f  n. 

6 - Nous a l l o n s  c o n s t r u i r e  des t e s t s  e t  des es t imateurs  convergents 

en  in t rodu i san t  l a  no t ion  de décanta t ion  asymptotique uniforme de deux 

f ami l l e s  de l o i s  s u r  ( x ( + ~ ) ,  B " ~ ) . ) .   intérêt de c e t t e  not ion e s t  



g u ' i l  y  a  sépara t ion  asymptotique uniforme lorsque  l a  décanta t ion  e s t  assez 

f o r t e .  

Alors ,  après  avoi r  é t u d i é  

- l e s  r e l a t i o n s  e n t r e  l ' e x i s t e n c e  de t e s t s  e t  d ' e s t ima teu r s  convergents 

d 'une p a r t ,  e t  l a  s épa ra t ion  asymptotique uniforme de c e r t a i n e s  f ami l l e s  

de l o i s  d ' a u t r e  p a r t ,  

- l e s  de décanta t ion  de c e r t a i n e s  d i s t ances  e n t r e  l e s  

l o i s ,  nous pourrons énoncer des condi t ions  s u f f i s a n t e s  simples à p a r t i r  

desquel les  son t  poss ib l e s  nos cons t ruc t ions .  

7 - Sous s a  forme a c t u e l l e ,  c e t t e  t h é o r i e  déborde largement nos 

r é s u l t a t s  a n t é r i e u r s  (2, " y12y23y33 ) .  E l l e  a é t é  développée sous l a  d i r e c t i o n  

e t  avec l ' a i d e  de J. Geffroy qui  a  fou rn i  notamment l a  no t ion  de décanta t ion  

2 1 1  24 31 
asymptotique e t  son app l i ca t ion  à l a  s épa ra t ion  asymptotique ( v o i r  , , , , 

e t  nos ré férences  dans l e  t e x t e  ; l e s  a s t é r i s q u e s  s igna len t  des r é s u l t a t s  

dûs en p a r t i e  à J. Geffroy,  e t  en  p a r t i e  à nous-même). 



CHAPITRE 1 

LA SEPARATION ASYMPTOTIQUE UNIFORME ET LA 

CONVERGENCE DES TESTS ET DES ESTIMATEURS. 

1 A - CONDITION NECESSAIRE ET SUFFISANTE POUR QU'UN PARAMETRE SOIT ESTIMABLE, 

DANS LE CAS D E  L'ECHAMILLON. 

En groupant l e s  l o i s  su ivant  l e s  p r o b a b i l i t é s  q u ' e l l e s  donnent à 

un nombre f i n i  d '  événements, p u i s  en séparant  asymptotiquement uniformément 

l e s  f ami l l e s  de l o i s  a i n s i  obtenues, nous démontrons ( t h .  1 A 9 )  que dans 

l e  cas  de l ' é c h a n t i l l o n ,  l ' e s p a c e  paramétrique (@,6 ) é t a n t  un espace 

v e c t o r i e l  normé séparable ,  l e  paramètre f e s t  p . s .es t imable  s i  e t  

seulement s ' i l  e s t  l i m i t e  simple d'une s u i t e  de paramètres uniformément 

cont inus pour une c e r t a i n e  s t r u c t u r e  uniforme E s u r  H. Ce r é s u l t a t  

géné ra l i s e  l e s  condit ions s u f f i s a n t e s  de L. Le C a m  e t  L. Schwartz (') , 
4 5 de S. J i l o v e c  ( ) a i n s i  que l a  condi t ion  néces sa i r e  de  ce de rn i e r  ( ) .  

La s é p a r a b i l i t é  de l ' e s p a c e  paramétrique e s t  néces sa i r e ,  puisque 

l e s  e s t ima teu r s  que nous cons t ru isons  ne prennent chacun qu'un nombre f i n i  

de va leurs .  Aussi sont  é c a r t é s  d ' impor tan ts  problèmes d ' e s t ima t ion  f i n e  

t e l  que l ' e s t i m a t i o n  de l a  d e n s i t é  dans l 'ensemble des  d e n s i t é s  cont inues 

e t  bornées s u r  R ,  muni de l a  t opo log ie  de l a  convergence uniforme. 

7 A 7 - Nous donnons deux démonstrations du théorème ci-dessous. La 

première s 'appuie sur une l o i  des grands nombres ( A .  Berger ,  ' lemme 1 ) , 

l a  seconde e s t  une vers ion  s i m p l i f i é e  de (*, théorème 1 ) . 



Le mot cy l ind re  y  a son sens propre.  Autrement d i t ,  ce  que 

nous appelons cy l ind re  e s t  t a n t ô t  un v r a i  cy l ind re ,  s o i t  une p a r t i e  

(U ( 8  (")  x lï x . )  ) - mesurable de x(+-) , t a n t ô t  une base de cy l ind re .  
nbl j >n J 

ThZoh2me.- S o i t  ( X , B )  un espace mesurable quelconque, A un 

événement, E e t  E: ' deux nombres c h o i s i s  dans 0  TI e t  n ' deux 

nombres v é r i f i a n t  O 6 n < n ' 6 1. 

Alors il e x i s t e  un cy l ind re  C de ( X + ~ , B * )  t e l  que, 

pour  t o u t e  p r o b a b i l i t é  P  s u r  ( X , B )  , on a i t  : 

J: 
Ptletnièhe d Z r n o m ~ u n  : Vn E iîi , on pose X : - IR ...................... n  

( X  e s t  une s u i t e  de v . a . r .  indépendantes e t  su ivant  B ( ~ , P ( A ) )  n  n21 
+m +Co 

s u r  ( X  ,B+~,P ) ,  que l l e  que s o i t  l a  l o i  P s u r  ( X , B ) .  On a donc 

S i  n  v é r i f i e  4 
2 

< m i n ( e , c ' ) ,  il s u f f i t  de poser 
n(n  ' -a)  

1 TI + T I '  
C = {- ( x l  + . . . + X n )  < 1 : en e f f e t ,  

n  2 



Deuxi2me démoa&a;tion (J. Geadkoy) : Cet te  démonstration n ' u t i l i s e  ...................... 

pas de l o i  des  grands nombres. Le cy l ind re  C e s t  recherché parmi l e s  

cy l indres  de l a  forme 

Pour t o u t e  l o i  P s u r  ( X , B )  , nous avons : 

+W n r 
En p a r t i c u l i e r ,  P(A) ,< n I=> P (B ) 2 (1-n ) 

n ,r 

I l  s u f f i t  donc de montrer que l ' o n  peut  c h o i s i r  deux e n t i e r s  p o s i t i f s  n 

e t  r t e l s  que : 

ce que D. Bosq f a i t  en posant : 

1 1 Vn E IN* , r = E(<) ( p a r t i e  e n t i è r e  de -) ,où T E .] n , n t  [ . 
n 

T 
n 

T 

On en dédui t  en e f f e t  que : 

r 
n 

r 
l i m  (1-a ) = 1 = 1 - l i m  ( I - ~ ' ~ )  Y 

n++w n++w 

compte t e n u  de : 



Remarquons que l e s  choix de n e t  r ne dépendent que de n 

, n t ,  E e t  E '  , e t  que l ' o n  peut p r é c i s e r  l a  dimension de l a  base 

B du cyl indre  a i n s i  obtenu en fonc t ion  de ces données numériques, 
n , r  n 

ce que l a  démonstration i n i t i a l e  ( v o i r  23, t h .  1 )  ne pe rme t t a i t  pas .  

1 A 2 - Nous c l a s sons  maintenant l e s  l o i s  su ivant  l e s  p r o b a b i l i t é s  

q u ' e l l e s  donnent à n événements f i x é s  à l ' avance ,  e t  nous séparons 

uniformément l e s  paquets  de l o i s  a i n s i  obtenus. 

Lemme.- Que l s  que s o i e n t  E dans 10.1 [ e t  p dans {3 ,4 , .  . . 1 ,  - 
il e x i s t e  un e n t i e r  n > O t e l  que : 

A t o u t  événement A  de ( X , B ) ,  on puisse  a s s o c i e r  p événements 

de 8" : F ,..., F our l e s q u e l s  on a i t  : 
p-1 

fi- n - pour t o u t e  l o i  P ,  " P ( A )  6 -> P ( F . )  > 1 - E .  

P P J 

'ûémon4~aLiofl.- En u t i l i s a n t  l e  théorème 1 ,  on a s soc i e  à E , p 

e t  A  un  e n t i e r  n > O (qu i  ne dépend pas de A )  e t  p événements 

de 8" : C o ,  ... , C  t e l s  que pour t o u t e  l o i  P s u r  (X,6) , on a i t  : 
P- 1 



i+ 1 n  E P ( A )  2 - => P ( c i )  < - , pour i = O ,... ,p-1 . 
P  2 ~  

On pose 
C = c c  n c  , D  - - C 

Do 
= C l  , D l  = Co w2 ,..., D 

p-2 p-3 p-1 p-1 Cp-2. 

11 e s t  f a c i l e  de v o i r  que s i  , j E , , p  e t  s i  l i - j l  , 

C 
Vér i f ions  que l a  s u i t e  F .  = D . fl ( u D i )  , (j=O,.  . . ,p-I ) 

J i : l i - j / 2 2  

convient : 

1 A 3 - Théo4ème.- S o i t  A A des  événements d 'un espace mesurable 
11 

( X , B )  , D un ensemble de  l o i s  s u r  c e t  espace,  E un r é e l  cho i s i  dans ]0,1[, 

e t  p un e n t i e r  2 3. 

A 

I l  e x i s t e  un e n t i e r  p o s i t i f  rn e t  une app l i ca t ion  P  : xrn + D 

ne prenant  qu'un nombre f i n i  de v a l e u r s , t e l l e  que pour t o u t e  l o i  P  de D 

on a i t  : 

A 

2 
- B ( P )  = ( (  Max I P ( A ~ )  - p ( A i ) l )  6 -1 E gm 

1 s i b n  D 

Dérnom;DLa;tion.- D'après l e  lemme précédent ,  il e x i s t e  un e n t i e r  

m > O t e l  qu 'à  chaque événement A .  
1 '  

i = 1 ,  ..., n  , on pu i s se  a s s o c i e r  

i i i 
p  événements de Bm : Fo , FI ,. . . , F  qu i  v é r i f i e n t  : 

P- 1 



n 
( , , . . . , j )  , ( j  , . . , j  ) dés ignant  des  po in t s  de , . - 1  1 on Pose : 

n 

ji ji+l 
où - , -1 e s t  fermé à d r o i t e  lo rsque  ji = p-1 , 

P P 

vj E: J ,  s o i t  P une l o i  c h o i s i e  dans 
Ilj . j 

A 

On d é f i n i t  P : xm -t 0 de l a  manière su ivante  : 

A 

- S i  x E xm - U Fj  , P ( x )  = P , où j; e s t  un p o i n t  a rb i t r a i r emen t  
J j o  

c h o i s i  dans J. 

- S i  X E U F  P ( X )  = P 
j ( x )  

, où j ( x )  = min{jlx s F . )  (pour 
j '  J - 

l ' o r d r e  lexicographique) .  On r e t i e n d r a  que ,: 

A 

vj s J e t  !?x E U F , P ( x )  = P => j  = 
j j ( x  ) , donc que 

J j 

A A 

b'j c J , P ( x )  = P => x E F U (xm - U F.) , e t  que IP  = P . )  E L? . 
j j J~ J 

11 r e s t e  à montrer que q u e l l e  que s o i t  l a  l o i  P de D ,  P 

e s t  concentrée s u r  B(P) à E près .  

S o i t  P une t e l l e  l o i ,  e t  j ( P )  un ind ice  dans J t e l  que 

P C V  
j  ( p l  

. I l  e s t  c l a i r  que 



I l  en r é s u l t e  que 

On a donc P ~ ( B ( P ) )  P m ( ~  ) > 1 - E m 
j ( P )  

Nous abordons maintenant l e  problème de l ' e s t i m a b i l i t é  des 

paramètres.  

3 7 A 4 - S;Druc;twre &&orne de Le Cam-Schwantz ( ) .  

S o i t  H une f a m i l l e  de l o i s  s u r  ( X ( + w ) , B ( + w ) )  

Pour t o u t  n 3 1 ,  on d é f i n i t  une f a m i l l e  U de p a r t i e s  de H x H 
n 

par  : U s Un s i  e t  seulement s ' i l  e x i s t e  une s u i t e  f i n i e  de fonc t ions  

mesurables bornées : f 1 , , f  : ( x ( ~ ) , B ( ~ ) )  + I R  t e l l e s  que : 
9 

(P ,Q)  E u <=> / I f .  de (n '  - f .  d~ ( " ' 1  < i pour j = , , . . . , q  . 
J J 

S i  l e s  r é e l s  M l ,  ..., Mq majorent respectivement l e s  fonc t ions  

I f l / ,  . . . , l  f q l ,  on a a u s s i  

(P,Q) E u <=> I / ( ~ ~ + M ~ )  d~ ( n )  - I ( f j + ~ j )  dQ ( " ' 1  < 1 pour j = 1 ,  ... 9 9. 

On peut donc n ' u t i l i s e r  que des f.m. O bornées pour d é f i n i r  U . 
n 

On v é r i f i e  que 

- e s t  un système fondamental d 'entourages de ff ; 
n 

- 
Un ='n+l 



Ains i  U = y Un e s t  également un système fondamental d 'en tourages  
n3 1 

de if. 

Pour tou t  n > 1 ,  E e s t  l a  fami l le  de p a r t i e s  de if x f i  a i n s i  
n 

c a r a c t é r i s é e  : 

E E En s i  e t  seulement s 'il e x i s t e  E dans ]O, 1 [ e t  une s u i t e  

( n  f i n i e  d'événements de 8 : A 1 , A  t e l l e  que : 
9 

( n )  ( P , Q )  . E <=> I P ( ~ ) ( A ~ ) - Q  ( A ~ )  1 < E pour j = 1 ,. . . , q  . 

On v é r i f i e  que E e s t  un système fondamental d 'entourages de f i  
n 

a i n s i  que E = y En . 
n3 1 

Nous a l lons  montrer que E e t  U engendrent l a  même s t r u c t u r e  

uniforme. 

Lemme.- S o i t  4 : (n,A) + IR une f.m. bornée 2 O. I l  e x i s t e  E dans - 
1 0 , l r  e t  une s u i t e  f i n i e  d'événements A l  ..., A t e l s  que pour t o u t  couple 

A 

(P,Q) de l o i s  su r  (n,A) on a i t  : 

( A )  - Q 1 E pour j = 1 , .  . . , q )  => d~ - I J )  ~ Q I  < 1 . 

En e f f e t ,  s i  3 e s t  une f . m .  3 O é tagée ,  4 s ' é c r i t  sous l a  

forme 

q 
B = J P j  ln  avec ,..., 4 > O e t  A l ,  ..., A E A 

J = I  j 9 9 

1 1 S i  l ' o n  pose E = min(- - 
2 '  

, j = 1 ... q ) ,  on a : 

3q Qj  



r I P ( A ~ )  - Q ( A . ) ~  < E pour j = 1 , .  .., 1 
q => I J J  ap - IB del < - . 

J 3 

S i  $ e s t  une f.m. 2 O bornée, $ e s t  l i m i t e  uniforme 

d'une s u i t e  c r o i s s a n t e  de f.m. 3 O étagées.  L'une d ' e l l e s ,  do, v é r i f i e  : 

On c h o i s i t  E dans ]0,1 [ e t  des événements A, , . . . ,A t e l s  
9 

1 
q u e :  I P ( A ~ ) - Q ( A ~ ) ~  C E  pour j = î ,  . . . , q =  > l \ g o d ~ - j e o d ~ I ~ - .  

3 
Alors on a : 

P m p o ~ i a 2 o n . -  E et U engendrent l a  même s t r u c t u r e  uniforme. 

I l  s u f f i t  de démontrer que E e t  U engendrent l a  même s t r u c t u r e .  
n n 

P u i s q u ' i l  e s t  évident  que E C , il r e s t e  à démontrer que t o u t  entourage 
n n 

U de Un con t i en t  un entourage de E . 
n 

I l  e x i s t e  des f .m.  1 0 bornées , . . . f : (x(" )  ,g(")  ) + 

1 q 

t e l l e s  que 

U = {(P ,Q)  : f .  dP II J 
(") - j f .  ~ Q ( ~ ) I  < i pour j = 1,. . . , q l  

J 

Pour chaque fonc t ion  f on peut  t rouve r  E dans ]0,1[ e t  
j ' j 

des événements A:, . . . ,AJ de 8 
k 

(") t e l s  que : 

j 

( I P ( " ) ( A ? )  1 - Q ( ~ ) ( A ~ ) I  < r  j pour i = l ,  ..., k j ) = >  d p ( " ) - j f .  ~ Q ( " ) I  < 1 . 
J 

j Posons In l  ,..., A 1 = u {A ,..., AJ 1 e t  E = m i n  ( c l  ,..., E ) ;  a l o r s ,  r 
j = 1  1 k 

j 9 

nous avons l ' i n c l u s i o n  recherchée : 

E = { ( P , Q )  : Max I P ( " ) ( A ~ )  - Q ( " ) ( A j )  1 < E )  C U . 
1 ~ j s r  



S. J i l o v e c  a s soc i e  à t o u t  espace de Banach ( M ,  I I  I I  ) une 

s t r u c t u r e  uniforme EM s u r  H de l a  manière su ivan te  ( 4 , 5 )  : 

Pour t o u t  e n t i e r  n 1 1 ,  EM e s t  l a  f a m i l l e  des p a r t i e s  E de 
n 

ff x H pour l e s q u e l l e s  il e x i s t e  des f .m . ( fonc t ions  mesurables) bornées : 

f l , . * .  , fq  : ( x ~ , ~ ) )  -+ M 1 1 1  ) t e l l e s  que : 

a )  f l  (x '"))  , . . . , f q ( x  ( " ) )  sont  des p a r t i e s  séparables  de M. 

b )  (P,Q) E: E <=> I I  f .  dP i J  ( )  - . Q < 1 pour j = 1 ,  ... 
J , q  9 

6 
l ' i n t é g r a l e  é t a n t  c e l l e  de Dunford ( ) .  

Il e s t  c l a i r  que 

M E c EM = y En , qu i  e s t  un système fondamental d 'en tourages  
na 1 

Dans c e r t a i n s  ca s ,  pa r  exemple s i  X e s t  f i n i ,  E e t  EM 

dé f in i s sen t  l a  même s t r u c t u r e  uniforme ; mais EM peut ê t r e  s t r i c t emen t  

p lus  f i n e  que E. 

Exemple. - Prenons ( X  m , m )  = ( R ~ , ~ )  , H é t a n t  l 'ensemble 

+m 
des l o i s  y , où p d é c r i t  l 'ensemble Dl  des  l o i s  boré l iennes  s u r  IR. 

S o i t  M un espace de H i l b e r t  séparable  de dimension in f in i e  dont on e x t r a i t  

une base orthonormale notée 
( h p ) p 2 1 .  

posons f =  lg  x h  , où V P ~ m *  
P y BP 

= 1-P, - p+l] U [P-1 , P[ 
P51 P 

M On d é f i n i t  un entourage U de E ,  en posant : 

+m +m 



S i  U con tena i t  un entourage de E ,  on p o u r r a i t  t rouve r  un e n t i e r  

p o s i t i f  m, des événements A ,,..., A de e t  un r é e l  E dans ]0,1[ 
9  !R 

t e l s  que 

La t r i b u  de p a r t i e s  de lRm engendrée par  A l  ¶ .  . . ,A e s t  également 
q  

engendrée pa r  une unique p a r t i t i o n  f i n i e  P de IRm notée  {Ai , . . . ,A 1 . r 

La t r a c e  P n A de P s u r  l a  diagonale  A de IRm e s t  une 

m 
p a r t i t i o n  f i n i e  de A t a n d i s  que P t  = {Bp fl A , p  E IN*} en e s t  une 

p a r t i t i o n  i n f i n i e .  

On peut donc t rouve r  dans A deux po in t s  x , .  . . x  e t  ( Y , .  . . , Y )  

qui son t  séparés  par  P '  sans  l ' ê t r e  par  P n A .  Autrement d i t ,  il e x i s t e  

des e n t i e r s  p o s i t i f s  , j k ,  j # k t e l s  que : 

Il en r é s u l t e  que 

a;(ni) = am(n.)  pour i = 1, ..., 
Y 1  q  , e t  que 

+m +m 
Autrement d i t ,  on a  ( 6 x  ) E E ( ( H  x H )  - u ) ,  ce qui 

c o n t r e d i t  E C U  

1 A 7 - CondiaXon aua&avLte powr qu'un pahamè;ttre s o d  ufirnable. 

S o i t  K = [0 ,1 ]+~  l e  cube i n f i n i  muni de s a  d i s t a n c e  u s u e l l e  

3 L. Le Cam e t  L. Schwartz ont  montré ( ) que dans l e  cas  de l ' é c h a n t i l l o n ,  



@ é t a n t  une p a r t i e  de K ,  e t  6 l a  r e s t r i c t i o n  de p à @ , l e  

paramètre f : -+ (@,6  ) e s t  F-estimable s i  e t  seulement s 'il e x i s t e  une 

s u i t e  ( f  ) de fonc t ions  v é r i f i a n t  : 
n n31 

- v n  E IN* , f : H +- K e s t  ( E , p  ) uniformément cont inue , 
n 

- YF f~ E , l i m  ( sup  p ( f n ( P ) ,  f ( P ) )  = O , ce qui  s e r a  noté  
n*m PEF 

t 
f - f (convergence uniforme s u r  t o u t e  hypothèse de F ) .  
n ntem 

Nous montrons d 'abord que l a  condi t ion  s u f f i s a n t e  r e s t e  va l ide  

s i  (@,6 ) devient un espace métr ique quelconque. 

Lemme 1. - S o i t  f : ff -+ ( @ , A )  un paramètre quelconque, dans 

i e  cas ,général. S ' i l  e x i s t e  une s u i t e  de paramètres ( f  : 14 +@)nZ1 

t e l l e  que 

- v n  ~n E* . f e s t  uniformément est imable , a l o r s  il e x i s t e  

une s u i t e  F-p. S.  convergente d ' e s t ima teu r s  de f .  

D&momXm.tion.- Pour t o u t  e n t i e r  p 2 1 , on peut  c h o i s i r  un 
A (m 

e n t i e r  m > O e t  un es t imateur  f de f d é f i n i  s u r  X t e l  que : 
P m 

P 
P 

On peut supposer que l a  s u i t e  (mp)  e s t  s t r i c t emen t  c ro i s san te .  
* 

Coniplétons l a  s u i t e  ( f m  ) en une s u i t e  d ' e s t ima teu r s  de f : 

P 
A 

- s i  n < ml , f e s t  un es t imateur  a r b i t r a i r e  ; 
n 

- s i  n 2 m , l ' u n i q u e  e n t i e r  p t e l  que m s n < m 
1 

é t a n t  
P P+' 



noté  p ( n ) ,  on pose f n ( x l  ,. . . ,X  ) = f  n  m ( x l  9 -  ,x  m 1 .  
A P ( ~ )  p h )  

Montrons que ( f  ) e s t  F-P.S. convergente : s o i t  E > O 
n  n31 

e t  F  E F . Il  e x i s t e  un e n t i e r  ~ ( E , F )  2 ml t e l  que : 

1 E E 
n  2  n(E,F)  => - < - e t  sup ( 6 ( f ( P ) ,  f p ( , ) ( P ) ) )  < - . On a  a l o r s ,  s i  P  s F  : 

p ( n )  2 PCF 2 

Compte t enu  de l ' é g a l i t é  su ivante ,  va l ab le  s i  n  2 m e t  P  E H : 
1  

A +m A +a> 

u ( { a ( f k ,  f ( ~ ) )  > € 1  x n X . )  = v ( t s ( f  , f ( p ) )  > E }  x n X . )  
kdn k+l pdp(n)  

m 
P  m + I  

P  

on o b t i e n t  finalement 

A +aî 
1 

~ ~ ~ ( E , F ) = > s u P P ( u  ( 1 8 ( f k , f ( ~ ) ) > ~ } x  n X i ) ) $  1 - 
PeF kdn k+ 1 P > P ( ~ )  P 1 

Lemme 2 .  - S o i t  f  : H + (0 ,8 ) un paramètre quelconque, dans l e  - 
cas généra l .  Pour que f  s o i t  uniformément es t imable ,  il f a u t  e t  il s u f f i t  

que: 

pour t o u t  r é e l  y > O e t  t o u t  E c h o i s i  dans ]0,1[, il e x i s t e  

un e n t i e r  p o s i t i f  n  e t  un e s t ima teu r  f  d é f i n i  s u r  x ' ~ '  t e l  que 

D ~ r n 0 n A ~ a n . -  L a  condi t ion  e s t  évidemment néces sa i r e .  Pour 

montrer q u ' e l l e  e s t  s u f f i s a n t e ,  on c o n s t r u i t  par  récur rence  une s u i t e  s t r i c -  
A 

tement c r o i s s a n t e  d ' e n t i e r s  p o s i t i f s  : ( m  ) e t  une s u i t e  ( f  ) 
P  ~ 3 1  m p'l 

P  
d ' e s t ima teu r s  de f  t e l s  que : 



( m  1 1 
- sup (P (6 ( f  f ( P ) )  > -1) s - 

PE H m '  
P P+ 1 P+ 1 

On complète l a  s u i t e  ( f m  ) comme précédemment. I l  s u f f i t  pour 
P 

conclure de remarquer que : 

- l i m  p ( n )  = + rn 

n * ~  

Lemme 3. -  Dans l e  cas de l ' é c h a n t i l l o n ,  l e  paramètre f : + @ - 
e s t  uniformément es t imable  s ' i l  e s t  ( E , 6 )  uniformément continu. 

Réciproquement, dans l e  cas généra l ,  mais sous l 'hypothèse  

que ( @ , 6 )  e s t  précompact, f e s t  ( E s & )  uniformément cont inu s ' i l  

e s t  'uniformément est imable.  

Démoma7zm2on. - 

C o n m o n  ------- -- --- nud&ante ------ : S o i t  y > O e t  E E IO, 1 1 . 

I l  e x i s t e  un entourage fondamental E de E t e l  que 

E e s t  dé f in i  à p a r t i r  d ' u n  e n t i e r  p o s i t i f  m, d'événements A,  ,... ,Aq 

de gm e t  dlun nombre o de 1 0 , 1  [ pa r  

(PsQ)  E E <=> Max / p m ( ~ . )  - Q ~ ( ~ ~ )  1 < a 
1 s j s q  J 



D'après l e  théorème (1 A 3 ) ,  il e x i s t e  un e n t i e r  p o s i t i f  r e t  
A 

P : xrnr + ff v é r i f i a n t  

A A 

S i  nous posons f = f O P , nous avons donc : 

C ~ n d . t X ~ n  nécailncLine : Etant  donné un nombre y > O .................... , on recherche 

un entourage E de E t e l  que 

A 

A p a r t i r  d 'une  s u i t e  uniformément convergente ( f  ) d ' e s t ima teu r s  
n na1 

de f ,  on c h o i s i t  un e n t i e r  p o s i t i f  n v é r i f i a n t  

11 e x i s t e  une p a r t i e  f i n i e  @* de @ pour l a q u e l l e  on a 

Alors 1' entourage fondamental E su ivan t  convient : 

En e f f e t ,  s i  pour t o u t e  l o i  P de H,  ep désigne un poin t  de @* 

t e l  que 6 ( f  ( P )  , Op) < , nous avons : 
6 



-> a ( e  ,e  ) <a=> 6 ( f ( ~ ) ,  f ( ~ ) )  < y  B 
P Q  3 

Finalement, l e s  lemmes 1 e t  3 nous donnent l e  r é s u l t a t  annoncé : 

Theoh2me. - Dans l e  cas de l ' é c h a n t i l l o n ,  l e  paramètre f : ff -+ ( @ , 6 )  

e s t  F-P.S. es t imable s ' i l  e x i s t e  une s u i t e  ( f  )n21  de paramètres v é r i f i a n t  : 

- v n  E E* , f  : H -+ @ e s t  ( E  , 6 )  uniformément cont inu  , 

1 A 8 - Condi;tion nécebsaihe powt qu 'un paham&e 4oi.t u t imabLe .  

Théok2me.- Dans l e  cas  de l ' é c h a n t i l l o n ,  e t  ( @ , 6 )  é t a n t  un 

espace v e c t o r i e l  normé séparable ,  il e s t  néces sa i r e ,  pour que l e  paramètre 

f : ff -t @ s o i t  es t imable,  que l ' o n  puisse  t rouve r  une s u i t e  ( f n ) n l l  - -- .. - -- - - - 
de paramètres t e l s  que : - 

- vn E IN* , f  : ff -t @ e s t  ( E , 6 )  uniformément cont inu ,  
n 

- f - f ( convergence s imp le ) .  
n  - n+tm - 

5 ( 6  e s t  évidemment l a  d i s tance  a s soc i ée  à l a  norme II II ) .  S. J i l o v e c  ( ) 

a obtenu ce r é s u l t a t  en supposant que (a,&) e s t  un espace de Hi lbe r t  

M séparable ,  e t  en s u b s t i t u a n t  E~ à E .  Nous avons simplement r e p r i s  

s a  démonstration avec une me i l l eu re  s épa ra t ion  asymptotique uniforme 

des l o i s ,  e t  une d i s c r é t i s a t i o n  des es t imateurs ,  qu i  s ' appu ie  s u r  l e  lemme 

su ivan t  : 



k m m e . -  Dans l e  cas géné ra l ,  s ' i l  e x i s t e  une s u i t e  convergente - 
A 

( fn)n i l  d ' e s t ima teu r s  de f e t  s i  l ' e s p a c e  paramétrique (G,6) e s t  
* 

séparable ,  il e x i s t e  une s u i t e  convergente (f ) d ' e s t ima teu r s  de f 
n n?l  

dont chacun ne prend qu'un nombre f i n i  de va leurs .  

D i i m o v l c l ~ o n . -  11 e x i s t e  un homéomorphisme $ de (@ , 6 )  s u r  

une p a r t i e  de l ' e s p a c e  métrique ( K , p ) .  

n A 

($n)  = (4 O f n )  e s t  une s u i t e  convergente d ' e s t ima teu r s  du 

nouveau paramètre $ = $ O f .  

A A 

L'espace ( @ ( @ ) , p )  dans l e q u e l  $, $ 1, $2 ,... prennent  l e u r s  

va leurs  e s t  précompact. 

Pour t o u t  e n t i e r  n > O,  on peut  donc e x t r a i r e  de $(a) une s u i t e  

f i n i e  Y = {$n , l  ,..., 
'n,k(n) 

1 t e l l e  que : 
n 

On d é f i n i t  une nouvel le  s u i t e  d 'es t imateurs  de $ en posant : 

S o i t  E > O : 

- (Sn) e s t  donc convergente. I l  s u f f i t  de poser  f = $-' O in , vn 2 1 
n 



A 

S o i t  ( f n ) n l l  une s u i t e  convergente d 'es t imateurs  de f ,  chacun 

d ' e u  ne prenant qu'un nombre f i n i  de va l eu r s .  

S o i t  O U  l a  boule u n i t é  ouverte  de @ , e t  $ l'homéomorphisme 

de @ s u r  @ d é f i n i  p a r  
u 

'de E O , g ( 0 )  = 
0 

1+11011  

A A 

JI = 4 O f  e s t  un nouveau paramètre,  qu i  e s t  borné, e t  ("'n)n21 = ( J )  fn )n l l  

e s t  une s u i t e  convergente d ' e s t ima teu r s  de JI. On pose 

A A 

n n 
Ai = {JIn = JIi} pour i = l , . . . y r  

n a  

1 
A A 

- a = Max {- y 1 [$YI 1 1 IJI: 1 1 )  9 n 2 
P n 
A 

A n A 

- Bn(P) = 1 JIn dpn = JI: pn(*2) y pour  t o u t e  l o i  P dans ff. 
i = l  

La fonc t ion  JI n 
: ff -t @ a l e s  p r o p r i é t é s  su ivan te s  : 

- IIJIn(p)II 6 a < 1 , pour t o u t e  l o i  P n 

- 'n 
- JI : en e f f e t ,  s o i t  P s ff e t  E > O . 
n++m 

S o i t  
(pn)n> i 

une s u i t e  d ' e n t i e r s  2 3 e t  ( E  il ) n2l une s u i t e  

de r é e l s  p o s i t i f s  t e l l e s  que 



2 1 E a 
V n 2 1  , -  < e t  - n < -  1 

P n 
n . a  . r  

n n l - a  n  n 

I 
I l  e s t  c l a i r  que E < - , e t  que s i  l ' o n  pose n n 

2 E = {(P,Q) 1 P, Q E H e t  Max IP"(A;) - Q n ( A 2 )  1 6 -1 , 
n 

16 ib r  n  P n 

Pour chaque n ,  e t  d ' après  l e  théorème (1 A 31, on peut t r o u v e r  
A nm n 

un e n t i e r  p o s i t i f  m e t  une fonc t ion  P : X -+ ff qui  ne prend qu 'un 
n 

nm n 
n nombre f i n i  de va l eu r s ,  e s t  B -mesurable e t  v é r i f i e  

A nm A A 

n 
On pose - P ( X  ) = {PP ,..., pn } n s 

n 
A A n - B" = {pn = P. )  pour i = î ,... , s  . 

i 1 n 

- A 

- O P a  l e s  p r o p r i é t é s  su ivan te s  : 
'n - 'n n  

On v o i t  que l a  l o i  de  y e s t  mieux concentrée au tour  de iyn(p) 
A 

n 

que c e l l e  de Jiny l o r sque  P e s t  l a  l o i  de l ' é c h a n t i l l o n ,  q u e l l e  que s o i t  

c e t t e  l o i .  On peut maintenant r e v e n i r  au p a r m è t r e  f : 

- 
- $n - 
fn 

ne prend que l e s  va leurs  fn = 9' ( i y  (in) ) 
1-1 I GnI  I 1 

n i 

nm 
i = 1 ,  ... , s  , e t  e s t  B -mesurable. De p l u s ,  on a 

n 



s 
n  nm nm 

VP c ii, s o i t  f n ( p )  = 1 T? P "(B:) = n  
1 i = 1  

Montrons que ( f  e s t  l a  s u i t e  de paramètres recherchée. 

a )  f n  e s t  ( E s & )  uniformément cont inu  puisque YE > O , 

nm nm ~ ( 1 - a  ) 
Max IP " ( ~ f )  - & " ( ~ f )  1 < 

n  => 1 / f n ( P )  - fn(e )  1 1 < E 

1 s i $ s  a  s 
n  n  n  

b) f n  - f  : en e f f e t ,  s o i t  E > O e t  P  E ii . 
n-++m 

6' é t a n t  cont inue au po in t  Q ( P )  , il e x i s t e  ~ ( E , P )  > O ,  t e l  que 

A p a r t i r  d'un c e r t a i n  rang ~ ( P , E ) ,  nous avons 

- 
=> i i m  I I f n ( P )  - f ( P ) I I  E I 

n++m 



- 2  

Théutrème.- Dans l e  cas de l ' é c h a n t i l l o n ,  considérons l e s  

proposit ions suivantes : 

a )  f e s t  estimable e t  ( f ( f f ) , 6 )  e s t  séparable,  

b )  f e s t  P.S. estimable e t  (f(ff),rS) e s t  séparable,  

c )  f e s t  l i m i t e  d'une s u i t e  de paramètres ( E , b )  - uniformément - 
continus. 

S i  (a,&) e s t  un espace vec to r ie l  normé, ( a )  <=> ( b )  <-> ( c )  ; 

S i  (@,6) e s t  un espace métrique quelconque, ( a )  <-> ( b )  <- ( c ) .  

P é m o ~ ~ u n . -  ( c )  => ( b )  , quel  que s o i t  (a,&) : en e f f e t ,  

d' après l e  théorème (1 A 7 ) ,  ( c )  ent ra îne  l ' e x i s t e n c e  d'une s u i t e  d 'est imateurs 

de f convergeant p.s.,chacun d ' e u  ne prenant qu'un nombre f i n i  de valeurs.  

I l  s u f f i t  donc d 'appliquer l e  lemme ci-dessous. 

Lemme 1 . -  Dans l e  cas généra l ,  s ' i l  e x i s t e  une s u i t e  convergente - 
Ir 

( n ' n a ,  d'estimateurs de f ,  chaque f,(X (") ) é t a n t  dénombrable, ( f (ff  ) , 6  ) 
-- 

e s t  séparable. 

Ir 

En e f f e t  @* = U (f (x'")) ) e s t  dénombrable. De plus ,  n n3 1 
Li 

*JPE H e t  & > CI, i i m ~ ( ~ ) { ~ ( f ~ ,  f ( P ) )  5 E }  = 1 montre que lorsque 
n++m 

A 

n e s t  assez grand, 1 6 ( f n , f ( P ) )  5 E }  n ' e s t  pas v ide ,  donc 6 ( f ( ~ ) , @ * )  6 E 

( b )  -> ( a )  , quel que s o i t  (@,fi) : évident. 

( a )  ==> ( c )  s i  (@,6) e s t  un espace v e c t o r i e l  normé. 



En effet, si ef déiigne l'espace vectoriel engendré par 
f(ff) , (0~~6) est un espace vectoriel nomg séparable. S'il existe 

f une suite convergente d'estimateurs de f prenant leurs valeurs dans @ , 

il suffit d'appliquer le théorème (1 A 8) en substituant (0~,6) à (Q,6). 

Finalement, il suffit de démontrer le lemme suivant : 

Lemme 2 . -  Dans le cas général, si le  aram mètre f : + @ est 

estimable (resp. P.S. estimable, resp. ~.co.estimable), et si (f(ff),b) 

est séparable, il existe une suite convergente (resp. P.S. convergente, 

resp. p.co. convergente) d'estimateurs stricts de f, autrement dit 

d'estimateurs à valeurs dans f (Hl. 

* 

VC?mo~,tfation. - Soit (fn),,, une suite dl estimateurs de 

f, et (0.) une suite dense dans (f(t() ,6). 
J j>l 

vx e ~ ( " 1 ,  on pose 

- * A 

fJx) = 0 où j(n,x) =Min{j 1 6(fn(x), oj) 6 6(fn(x), f(H)) + - 1  1 
j (n,x) n 

- 
Il est clair que f : x(") -+ f(H) est (8("),6) mesurable, 

n 

et que 

Dans les mêmes conditions, on a aussi 



A 

S i  ( f  ) n n2l converge su ivant  un c e r t a i n  mode, (? ) n nb l  

converge donc su ivan t  ce mode . 
( a )  => ( b )  s i  ( f ( f f ) ,S)  e s t  s épa rab le  (S. J i l o v e c ,  4, 

En e f f e t ,  d ' après  l e  lemme ci-dessus,  on peut supposer que 

(a,&) e s t  séparable .  

S o i t  @'  un espace de H i l b e r t  s é p a r a b l e ,  de dimension h i l b e r t i e n n e  

i n f i n i e ,  6 ' sa d i s t ance .  Il e x i s t e  une fonc t ion  4 : @ 4 0' qu i  e s t  

homéomorphisme de (a,&) s u r  ((?(a), 6 ' ) .  

Le nouveau paramètre f '  = $' O f : H -t @ ' e s t  es t imable ,  

donc P.S. es t imable ,  d ' après  l a  première p a r t i e  du théorème. 

A 

s o i t  ( f i ) n 2 i  une s u i t e  d ' e s t ima teu r s  s t r i c t s  de f '  convergeant 
A 

P.S. u o r s  (9-A O f ' )  e s t  une s u i t e  P.S. convergente d ' e s t ima teu r s  de f 
n 1131 

1 A IO - R e m q u a .  

a )  D ' après  (1 A 7, lemme 1 ) , dans l e  ca s  généra l ,  (@,6 ) é t a n t  

un espace métr ique quelconque, l e  paramètre f e s t  uniformément P.S. es t imable  

s i  e t  seulement s ' il e s t  uniformément es t imable .  

b )  Dans l e  cas  de l ' é c h a n t i l l o n ,  l a  s é p a r a b i l i t é  de ( f ( f f ) , 6 )  

n ' e s t  pas néces sa i r e  pour que f s o i t  es t imable ,  comme l e  montre l 'exemple 

su ivan t  : s o i t  ( ~ , p )  un espace métrique non séparable  muni de sa t r i b u  

boré l ienne  B. On suppose que H = 16x, x r XI (ensemble des l o i s  sur ( X , B )  

concentrées en un   oint) e t  que ( @ , 6 )  = ( qp). 

~ o n s i d é r G n s  l e  paramètre f : H - @ 

A 

n 
f n  désignant  l a  p r o j e c t i o n  de X.  s u r  l e  premier espace f a c t e u r ,  on a : 



A 

( fn)n> i 
est donc une suite uniformément p. CO. convergente d'estimateurs 

de f bien que ( f ( H )  ,6 ) ne soit pas séparable. 

7 c) Néanmoins, S. Abou-Jaoudé ( ) a donné un théorème de non-existence 

d'une suite convergente d'estimateurs, dans le cas de l'échantillon, dans 

lequel la non-séparabilité de (f(ff),6) intervient de manière essentielle. 

J. Geffroy a illustré ce théorème par cet exemple : soit M > 1 ,  ff l'ensemble 

des lois boréliennes SUI IR admettant une densité 9 continue sur [O, 1 [, 

nulle ailleurs et majorée par M. L'ensemble @ de ces densités est muni 

de la distance 6 de la convergence uniforme. Alors la densité, autrement 

dit le 

n' est pas estimable. 



1 8 - TESTS ET SEPARATTON ASYMPTOTZQUE UNIFORME. 

Les deux théorèmes suivants permettront la construction de 

tests convergents à partir de la notion de séparation asymptotique uniforme. 

1 8 1 - ThCohème (*) Soit Ho une hypothèse quelconque , Hl = H - H 
O 

l'hypothèse complémentaire. 

Dans Le cas général, pour que Ha soit testable, il est suffisant 

que l'on ait : 

(T) Il existe deux suites d'hypothèses ) , i = 0,1 telles que (Hisr r21 
+a 

- Hi = V ,Hisr pour i = 0,l 
r= 1 

- h ,  s >  1 , H  et Hlys 
se séparent asymptotiquement uniformément. 

0,r 

Dans le cas de l'échantillon, la condition (T) est nécessaire 

et suffisante. 

a] ~ u ~ ~ o s o n s  (T) vérifiée. 

n A 

r et pour i = 0,1, posons H! - 
1,r 

- u Hi,s . 
s= 1 

Yi, j c IN' , ( ~ ~ ( i ~ j ) ) ~ ~ ~  désignant une suite adaptée de cylindres 

séparant asymptotiquement uniformément H 
o,i et Hî,j 

soit 

1" S 

\Jn, r, s E IN* c'(ras) = U ( n c (i,j)) . n i=1 j=1 n 

Il est clair que ( ~ A ( r , s ) ) ~ ~ ~  sépare asymptotiquement uniformément 

H ' et H' . Il en résulte que 
091" 1,s 



X Vp o E* , 3 mp E w tel que 

On peut supposer que la suite (mp)pz 1 est strictement croissante. 

Vn 2 ml , posons C' = Cm (p,p) x Xk , si m S n < m  
P P+I ' n 

P k=m +1 P 
l'unique entier p ayant cette propriété étant noté ~ ( n )  ; si n < m 1 '  

C ' désigne un événement 8'")-mesurable quelconque. 
n 

b+ e H~ , 3p(po) o (N* tel que p 2 p(po) => P e HA 
O O 9 P 

=> p(n) (C I  ) = P ( ~ ( n )  ) 1 
Alors n 3 m (CA ) 2 1 - - .  

p(P0) O n O p(n) p(n) 

b1 E H~ , 3 P(P~) c 8* tel que p Z p ( ~  ) => P c H; 1 1 9 P 

Alors n 2 m 1 .  
p(P1 ) 

(c') sépare donc asymptotiquement H et Hl . n n21 O 

b) Réciproquement, on suppose que H et Hl se séparent 
O 

asymptotiquement, dans le cas de l'échantillon. 

Le paramètre H : ff + IR est estimable, puisque si ( c ~ ) ~ ~ ~  est 
O 

une suite adaptée de cylindres séparant asymptotiquement H et Hl , 
O 

(1, 
est une suite convergente dlestimateurs de ce  aram mètre. 

n n2l 

Il résulte du théorème (1 A 9 )  qu'il existe une suite (fn)nll 

de paramètres réels tels que 

- f n - f  
n++ 

- pour tout entier positif n, il existe une suite uniformément 

convergente (2)  d'estimateurs de f . m m2l n 



* 
Vn E: IN , posons H 

2 
= {Po 1 P E Ho e t  f (Po)  > - , 'dp 2 n)  

o ,n  O P 3 

H 
1 

1 ,n = {Pl  1 Pl  E H l  e t  f (P ) < - , Vp 5 n) . 
3 

Puisque Ho = l i m  + H e t  que H l =  l i m f H  , i l s u f f i t d e  
n++m O Y ~  n++m 1 , n  

démontrer que pour t o u t  n ,  H e t  H s e  séparent  asymptot iquement 
o,n 1 ,n  

uniformément , ce qui  r é s u l t e  de : 

8 2' - Exempee : cas où H e t  H l  son t  dénombrables, dans l e  cas généra l .  

On dédui t  du théorème précédent  que ces hypothèses s e  séparent  

asymptotiquement s i  e t  seulement s i  t o u t e  l o i  de H s e  sépare  asymptotiquement 
O 

de t o u t e  l o i  de H l .  En p a r t i c u l i e r ,  dans l e  cas  de L ' échan t i l l on ,  il e s t  

nécessa i re  e t  s u f f i s a n t  que fi n H l  = @ ( v o i r  14, t h .  4 e t  cor .  4.1 ) .  
O 

2 8 3 - Théohème ( * )  . - Dans l e  cas  généra l ,  s o i t  ( H ~  r ) r , l ,  i = 0 , l  
9 , 

+m +m 
deux s u i t e s  d 'hypothèses.  Pour que H = u H e t  H = W H  

1 
s e  

O r=î 0, r r=l l s r  
-- - - -- -- -- -- 

séparent  asymptotiquement, il s u f f i t  que pour t o u t  e n t i e r  p o s i t i f  s ,  il 

e x i s t e  une s u i t e  adaptée ( ~ ~ ( s ) ) ~ ? ~  de cy l ind res  t e l l e  que : 

* 
- V r r . ~  , i n f  P ( " ) ( C ~ ( S ) ) - I  

PEH n+rn - 
0,r 



P 
D é m o n a m o n . -  Vp c R* , posons - - V Ho,j . 

H:'P j=l 

t Vp E IN* , 3mp E a tel que 

On peut supposer que m = 1 et que la suite (mp)pll 
1 

est strictement 

croissante. 
- r 

Yp tz DI* , on pose 
Cm 

= f\ C ( j )  ; et on complète cette suite 
m 

P j=l P - - 
en une suite adaptée de cylindres, comme précédemment. 

Cette suite sépare asymptotiquement les hypothèses Ho et Hl 

puisque : 

- oP E H~ , Ip(po) E .* tel que p 3 p ( ~  ) => P e HA . 
O O O 9 P 

(mP(n) ) 1 Alors n 2 m => P(")(cn) = Po 
(cm 

) 2 1 - - .  
p(P0) O p(n) p(n) 

Alors n 3 m (p(p1 1 )  ) 
P(P, ) 

1 8 4 - La séparation asymptotique des hypothèses H et Hn pour tout 
O 

entier positif n n'implique pas la séparation asymptotique de Ho et de 
+ == 

Exemple.- Dans le cas de l'échantillon, soit (X,B) = (W,~(IR)) , 

et / f =  { N( e,1), O E R ) .  

Quel que soit le rationnel q, l'hypothèse H = { N(q, 1 ) est testable, 
9 

et a fortiori se sépare asymptotiquement de l'hypothèse Ho = { &3,1), 8 E R - 41. 

Pourtant on sait que H et U Hq ne se séparent pas asymptotiquement 
O 

qcQ 
(voir 14, p. 130 ou 19, exemple 3.4). 



1 C - ESTIMATION ET SEPARATlON ASYMPTUTl2UE UNIFORME. 

1 C f - Le théorème suivant permettra la construction d'estimateurs 

convergents et uniformément convergents. 

Théotr2me.- Dans le cas général, pour que le paramètre f : ii + @ 

soit estimable (resp. uniformément estimable) il suffit que l'espace métrique --- - -,*----- --- 

(@,A) soit séparable (resp. précompact) et que la condition (G) ci-dessous 

soit vérifiée : 

( G )  Pour tout couple (B ,B2) de boules fermées de (@,6 ) 

f-' (B, ) et f-' (B,) se séparent asymptotiquement uniformément 

Nous faisons la démonstration en distinguant les cas où (@,6) 

est précompact, o-précompact et séparable. 

Lemme.- Dans le cas général, si (a,&) est précompact, pour que - 
f : H + @ soit uniformément estimable, il faut et il suffit que vy > O 

j a  E J 0,y [ tel que 

y0 E @ , f-'(b(0,a)) et H - f-'(~(e,y)) se séparent asymptotiquement 

uniformément. 

D é m o n a ~ 0 n . -  La condition est nécessaire, que (Q,6) soit 

précompact ou non, de manière évidente. 

Condition suffisante : soit y > O et E E: ]0,1 

Il existe une partie finie { P l ,  ..., P 1 de H, un entier positif 
r 

n et des événements c l  ,. . . ,C de 8'") tels que r 



A 

On définit une application f : x ( ~ )  + @ par 

A 

f est (B("), ô)-mesurable, et de plus, pour toute hypothèse simple P, on a : 

r 
iô(;,f(~)) > y1 c ( X  - u C.)" ( 

1 u ci ) i=1 i:ô(f(Pi),f(P))>y 

On en déduit que 

E E 
sup ~ ~ ô ( , f ( ~ ) ) >  y}) $ - + - = E . 
P€ff 2 2 

Il suffit d'appliquer le Lemme 2 (1 A 7) pour conclure I 

D é m o n ? l ~ o n  du Rhéotrëmci. - Choisissons arbitrairement y > O 

et 0 dans @ . Si @ - B(0,y) # @ , on peut y trouver des points 

el 9 .  ,Br tels que 

/' 
Les hypothèses f-l (B( 0, ') ) et f-' (B(oi, y) ) se séparent asymptotiquement 

3 3 
uniformément pour i = 1, ..., r , en vertu de ( G )  puisque 



I l  en e s t  de même pour l e s  hypothèses f-l ( B (  9 ,  Y)  ) e t  

*r 3 

f- ' ("  B ( B ~ ,  l)) , e t  a f o r t i o r i  pour f - l ( b ( 9 ,  l)) e t  f - l ( @ - ~ ( ~ , ~ ) )  
i = l  3 3 

I l  e x i s t e  une s u i t e  c r o i s s a n t e  de p a r t i e s  de @ : (@ ) 
P ~ 3 1  

t e l l e s  que 

- bp r N* , (Qp,6)  e s t  précompact. 

vp r N* , l a  r e s t r i c t i o n  de f à f-1 (0 ) notée  f P f-l  (Op) 
P 

e s t  uniformément est imable,  d ' après  l e  r é s u l t a t  précédent .  Il s u f f i t  a lo r s  

d 'appl iquer  l e  lemme ci-dessous 

Lemme.- Dans l e  cas pour que l e   aram mètre f : ff + ( @ , 6 )  - 
s o i t  es t imable ( r e sp .  P.S.  es t imable,  resp .  p.  CO. e s t imab le ) ,  il e s t  s u f f i s a n t  

q u ' i l  e x i s t e  une s u i t e  c ro i s san te  de p a r t i e s  de @ ayant l e s  

~ r o ~ r i é t é s  su ivan te s  : 

* 

- vp E M* , il e x i s t e  une s u i t e  ( f  ) d '  e s t ima teu r s  de 
p,n n>l 

f P f-' (@ n) convergeant uniformément [resp. uniformément p. S .  , r e sp .  

uniformément p. CO.] . 

Ce r é s u l t a t  e s t  connu pour l a  convergence en p r o b a b i l i t é  e t  l a  

convergence p. S .  Pour l a  convergence p. C O . ,  v o i r  S. Abou - Jaoudé ( 7 ,  t h .  2 ) .  

Démonaitrration.- Yp IN* , posons H = f - l ( @  ) . 
P P 



On peut supposer que Hl = f-1 (0, ) n ' e s t  pas v ide .  

s o i t  (np)p21 une s u i t e  s t r i c t emen t  c r o i s s a n t e  d ' e n t i e r s  p o s i t i f s  

t e l l e q u e  k ' p e ~ *  e t  v n c  {n , n + l  ,...) , o n a i t  
P  p  

+m CI 

1 1 
resP* ( sup 1 ( P ( ~ )  { 6 ( f  , f ( P ) )  > -1)) < 7 ) . 

PeH k=n p,k 
P  P  P  

A 

S o i t  ( f  ) une s u i t e  d ' e s t ima teu r s  du paramètre f  v é r i f i a n t  
n nbî 

S i  n  2  n  , l ' u n i q u e  e n t i e r  p o s i t i f  p  t e l  que n  S n < n 
1 P  p+l 

e s t  noté  p ( n ) .  

S o i t  une hypothèse simple P  e t  un r é e l  p o s i t i f  E ,  t ous  deux 

quelconques . 
1 S o i t  ~ ( E , P )  r ~ *  t e l q u e  p > p ( ~ , P )  => ( P e H  e t  E > - )  . 

P .". 

Alors l e  lemme r é s u l t e  des majora t ions  su ivantes  : 

- pour l a  convergence en p r o b a b i l i t é  : 



- pour l a  convergence p. S.  

+m +- 
1 

+O0 

r 1 P<  u ( 1 6 ( ^ f  
q,k' 

f ( P ) )  > -1 x n X . )  
q=p ( n ) k=n q j=k+l J 

9 

- pour l a  convergence p. CO. 

n b n  - -> 
P ( E , ~ )  

1 C 4 - CUA aiî (O,&) edz n é p u a b l e .  

Dans ce cas ,  p lus  généra l  que l e  précédent ,  il s u f f i t  de montrer 

19 que f e s t  ( f f  , @ )-mesurable, d ' après  l e  théorème 4.8 ( ) de H. Schmerkotte, 
t b 

où une s u i t e  convergente d 'es t imateurs  e s t  effect ivement  c o n s t r u i t e .  

S o i t  B une boule fermée quelconque de ( @ , 6 )  . 

S i  B = 0 , fW1(B)  e s t  t e s t a b l e .  Sinon,on peut t rouve r  une 

s u i t e  
(Bn)n2i  

de boules  fermées t e l l e s  que 

* * 
- t/n E IN , 6 (B, B n )  > O . 



11 en r é s u l t e  que f-'  ( B )  e t  f-l ( B ~ )  s e  séparent  asymptotiquement 

uniformément, dl après ( G )  , donc que f-l ( B )  e s t  t e s t a b l e ,  d ' ap rè s  l e  

théorème (1 B 1 ) .  On en dédui t  que f e s t  ( t i t ,Ob)  - mesurable puisque 

ift e s t  une a lgèbre  de p a r t i e s  de ff 

7 C 5 - Remcuqu~.-  I l  e s t  év ident  que ( G )  e s t  néces sa i r e  l o r sque  

f e s t  uniformément est imable,  que (O,&) s o i t  ou non précompact, dans l e  

cas général .  Par  con t r e ,  l ' e s t i m a b i l i t é  de f n' implique pas ( G ) .  

Exentpee. - Quel  que s o i t  a dans [O, 11 , P désigne l a  p r o b a b i l i t é  

s u r  ( X , B )  = ({0,1},P{0,1}) d é f i n i e  par P a =  a S1 + (1-a)  . 

On s e  p l a c e  dans l e  cas de l ' é c h a n t i l l o n ,  avec ff = Ho U H l  , 
* 

où H = {Po} e t  Hl = {Pl , n c N 1 . 
O - 

n 

Le  aram mètre f = l H  : ff + ({O, 1 ,  1 1 ) = (0, 6 )  e s t  es t imable  
O 

puisque H e t  H l  s e  séparent  asymptotiquement. 
O 

De p lus ,  pour l e s  boules fermées B = B ( 1 , O )  e t  
O 

BI  = B ( O , O )  , 
4t 

on a 6 (Bo,B1) = 1 . Pour tan t  Ho = f - l ( ~ ~ )  e t  H l  = f - l ( ~ ~ )  ne s e  

séparent  pas asymptotiquement uniformément. 

Sinon,on p o u r r a i t  t rouve r  un e n t i e r  p o s i t i f  m e t  un événement 

C de l? t e l  que : 

On en d é d u i r a i t  que : 

où 41 e s t  l a  d i s t a n c e  en v a r i a t i o n s  ( v o i r  II A ) .  





(iii) p 6 p '  -> c n ( i , p 1  ) C c _ ( ~ , P )  

+m 

( i v )  l i m ~ ( " )  ( l i m  i- ( V  c ( i ,p))  = 1 . 
n*m pf7" 

n i = l  

A 

Démam;Dta;tian.- S i  f e s t  es t imable  e t  s i  ( f  ) e s t  une s u i t e  
n nS1 

convergente d ' e s t ima teu r s  de f ,  il s u f f i t  de poser  

Réciproquement, i d e n t i f i o n s  ( @ , 6  ) a un sous-espace pa r tou t  
A A 

dense d'un espace polonais  ( @ , 6 ) .  

+m * 
S o i t  n E N . On pose X(" )  = l i m  + ( U c ( i , p ) )  , e t  

n 
p t + m  i = l  

A A 

Yp E UT* , f : n ( n )  + 6 e s t  
n,P 

( X ^ ( " )  fl B ( " ) ,  6 )  - mesurable . 
A A A 1 1  

De p lus ,  v p ,  p '  E N* , 6 ( f n  ( x ) ,  fnSp  , ( x ) )  h 4 Max (- , -) 
9 P P P '  

A 

On peut donc d é f i n i r  f .  : .?(") + @ pa r  : 
n 

A A 

f *  e s t  a u s s i  ( X ^ ( " )  fl B ( " ) ,  6 ) - mesurable . 
n 

A A 

A p a r t i r  d 'un prolongement f '  : x ( ~ )  + O  de f; qu i  s o i t  
n 

A A 

( 8 ( " ) , 6 )  - mesurable, on i n t r o d u i t  e n f i n  l l e s t i m a t e u r  f : x("' + @ comme 
n 

n ' importe  que l l e  a p p l i c a t i o n  ( ~ ( " ) , 6  )-mesurable v é r i f i a n t  : 



~. 

Montrons que l a  s u i t e  d ' e s t ima teu r s  (f ) e s t  convergente.  
n n2l 

S o i t  E > O e t  P E ff : on c h o i s i t  des e n t i e r s  p o s i t i f s  p e t  

i ( P )  t e l s  que 

dès que n e s t  a s sez  grand. On a a l o r s  
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CHAPZTRE 71 

17 A - RAPPELS SUR LA DISTANCE D E  HELLZNGER ET LA DISTANCE EN VAR7ATlUNS. 

71 A 7 - D é d i W o m . -  Pour t o u t  couple (P ,Q)  de ~ r o b a b i l i t é s  s u r  

un espace mesurable quelconque ( X ,  8 )  , l e s  

ne dépendent pas de p ,  mesure p o s i t i v e  O - f i n i e  dominant P e t  Q. 

On peut  donc poser  

P,(P,Q) = . p , e t  p u i s  P ~ ( P , Q ) I  5 1 , 

dH e t  % son t  deux d i s t ances  s u r  l 'ensemble D des l o i s  s u r  ( X , B ) ,  8. 

valeurs  dans [O, 11 : l a  d i s t ance  de He l l i nge r  ( ) , e t  l a  d i s t a n c e  en 

va r i a t i ons .  Pour c e t t e  dern ière ,  on a a u s s i  (', p. 709) 



I I  A 2 - Equivdence de ces deux dis.tances ( j 4 ,  lemme 1 ) .  

Soient  P  e t  Q deux p r o b a b i l i t é s  s u r  (X,B), p une mesure 

dP 
p o s i t i v e  a - f i n i e  l e s  dominant , f  c - , g  E 9 

du du 

En résumé, nous avons 

Ces i n é g a l i t é s  ne s o n t  pas m 6 l i o r a b l e s  en t o u t e  g é n é r a l i t é .  

P a r  exemple s i  P e t  Q s o n t  deux l o i s  é t r angè res  s u r  ( X , B )  , 

En (25 ,  Appendice ~ 3 ) ,  ces  d i s t ances  son t  ca l cu lées  pour c e r t a i n s  couples de 

l o i s  normales. A. H i l l i o n  (27) a considérablement a f f i n é  l a  comparaison de 

53 et %* 

(9) . Lemme.- S o i t  P,Q d e u x l o i s q u e l c o n q u e s  s u r  ( X  , 

a l o r s  - 

( 2 )  



Démori6X&.u.Cion. - La cro issance  de (dV(P ) In3 1 
e s t  év idente  

1 dF' dQ 
s u r  l a  quatrième d é f i n i t i o n  de %. De p lus ,  s o i t  = - (P+Q) , p c - , q E - . 

2 du du 

I l  e s t  c l a i r  que s i  

nous avons - % ( P ( ~ ) ,  ~ ( ~ 1 )  = ' J1pn-%l du 
2 

p-p. S. 
- Pn - P 

w+co 

- B-' q ( t h .  IV. 5.6. , I o ,  s u r  l e s  mar t inga le s )  
n*w 

Donc 

14 
Pour % , l a  démonstration e s t  analogue ( , t h .  1 ) . 
Ainsi P e t  Q s e  s épa ren t  asymptotiquement s i  e t  seulement 

s i  e l l e s  sont  é t rangères .  

I I  A 4 - C a b  des l a & - p t r o d d .  

Lemme.- S o i t  P e t  Q deux lo i s -p rodu i t s  s u r  ( A ( + m ]  9 8 ( + w ) ) ,  

D é m o n 5 ~ o n . -  L ' é g a l i t é  concernant l a  d i s t a n c e  de He l l i nge r  

e s t  t r i v i a l e ,  a i n s i  que l a  seconde i n é g a l i t é  ( en  u t i l i s a n t  l a  seconde d é f i n i t i o n  

de dV).  

La première peut s e  démontrer v i a  l a  d i s t a n c e  de Hel l inger  : 



7 1  A 5 - En p a r t i c u l i e r ,  s i  P  e t  Q sont  deux l o i s  s u r  (X,6) , 

nous avons : 

En fa i t ,  l a  d i s t ance  e n t r e  pn e t  Qn ' c r o î t  beaucoup p lus  v i t e  

avec n  que ne l ' i n d i q u e  c e t t e  minorat ion.  

J. Geffroy (29 )  a  montré pue : 

é t a n t  l 'ensemble des l o i s  s u r  l ' e s p a c e  mesurable quelconque 

(X,B) , il e x i s t e  une fonc t ion  B : ]0,1] x W* + R t e l l e  que 

- Vn c E* , YP, Q E D , avec a  = d V ( p , ~ )  > O , 
na - n ( 1 - 3 )  

2+a 
2 

$(pn,Qn) 2 1 - - . 2  . (2) ( 1  + B ( a , n ) )  . 
a& 1 -: 

A. Rényi (30)  a v a i t  également obtenu ce type  de minoration. 

S. Abou-Jaoudé a  montré que l ' o n  ne peut pas amél iorer  l e s  

i n é g a l i t é s  ( 3 )  ( v o i r  7, remarque 1 ) .  Ci-dessous, nous é tudions  l e s  cas  
n  

d ' é g a l i t é  de d V ( ~ ( n ) , ~ ( n ) )  e t  de 1 - ii 1 - P i Q i  , P e t  Q 
i = l  

é t a n t  deux lo i s -p rodu i t s  s u r  (x(*-), B(+-)) , avec n  2 2. 



a - Si l'un des couples (Pl ,QI ) ,. . . , (Pn,Qn) est un couple 

de mesures étrangères, P(") et Q(n) sont aussi étrangèrei, et il y a 

égalité. 

b - Il y a aussi égalité si P. = Q. pour au moins n-1 valeurs 
1 1 

de l'indice i. En effet, on peut supposer que P. = Q. pour i = 2, ..., n , 
1 1 

De plus %(P ,Q ) 6 $(P("),Q(")) , d'après le lemme (II A 3 )  6 
1 1  

c - Réciproque. 

Théottme.- Soit P et Q deux lois-produits sur O&+-) ,++-) ), 

et un entier n 3 2. Si (P Q ) . ( P ,  sont des couples de lois 1 1  
n 

équivalentes, on a $(P("),Q(")) = 1 - n ( 1  - %(Pisei)) si et seulement 
i= 1 

si P. = Q. pour au moins n-1 valeurs de l'indice i. 
1 1 

La démonstration de la condition nécessaire repose sur le lemme 

suivant : 

Lemme.- Soit (P1,Q1) et (P2,Q2) deux couples de lois équiva- - 
lentes sur les espaces mesurables (nl,A1) et (n2,A2) respectivement. 

si I(P B Pa) A (QI 8 = /pl A Q, 1 lp2 A Q,] , 
1 

alors Pl = Q1 OU P2 = Q2 . 

DEmo~hz tLon .  - Posons pi 
l 

= - (Pi + Qi) pour i = 1,2 . 
2 

dP1 dQl dP2 dQ2 
Soit f ,, gl, f2, g2 des versions de - , - , -, - 

dl11 dlJl du2 dlJ2 

telles que {fl > O} = {gl > O) et {f2 > 0) = Cg2 > 0) 



Par hypothèse, nous avons 

Posons 

- 
fi = {inf(fl.f2,gl.g2) = inf(fl,gl) . inf(f2,g2)} n (If1 > O }  x {f2 > 0 ) )  

- fi' = fi {f1.f2 = inf(fl,g,) . inf(f2,g2)} 
- a" = fi n {f,.f2 > inf(fl,gl) . inf(f2,g2)} 

- A 1  = {fl > g,},A; = {f, = g,} ,Al = If, < 13,) 

- A 2  = {f2 > g2},A; = if2 = g2},A;' = {f2 < g2} . 

Ces événements vérifient 

- p l  e p2(n) = 1 d'après (4), 

- P, @ p2(nt) + P, @ v2(nU) = i 

1 
+ A;') - fif c(ni +A!,') x ( A ~  

- fiM c (A, + A;) x (A, + A;) - (A; x A;) . 

Il en résulte que 

(P, 8 (A1 x Ag + A!,' x A2) = O , soit pue 



S o i t  ( K , L )  une p a r t i t i o n  de l n  en deux p a r t i e s  non vides : 

s l (  6 P k )  A ( @  $ ) I  I (  61 PL) A ( @  Q L ) l  , d ' ap rè s  ( 3 )  
k s  K keK LeL Le L  

2 ( n Ipk A Q k I  ) ( ri ]pl "LI ) = IP(" )  A Q ( n ) l  , pa r  hypothèse. 
k€K l € L  

S ' i l  e x i s t e  un ind ice  i t e l  que P. # Qi , nous avons donc 
1 

n n 
Le lemme ci-dessus permet de conclure que 8 P = 63 Q j  . 

j = 1  j j = l  
j #i j #i 



P l u s i e u r s  méthodes peuvent donner des  condi t ions  s u f f i s a n t e s  pour 

que deux f ami l l e s  de l o i s  s u r  (x(*) ,  B ( ~ ) )  s e  séparent  asymptotiquement 

uniformément. 

7 7  8 I - CU de deux h y p a t h è s u  h i r n p h .  S i  l 'hypothèse  géné ra l e  ii s u r  

l a  l o i  de ( x ~ ) ~ ~  s e  compose de deux l o i s  : U = {Po,P1),  Ho = {Po) e t  

H l  = { P l }  s e  séparent  asymptotiquement s i  e t  seulement s i  e l l e s  sont  

é t rangères .  

L 'é tude de l ' o r t h o g o n a l i t é  de P e t  Pl d e v r a i t  ê t r e  maintenant 
O 

poss ib l e ,  avec suffisamment de g é n é r a l i t é ,  & p a r t i r  de r é s u l t a t s  r é c e n t s  

24 
de J. Geffroy ( , v o i r  31 pour l e u r  a p p l i c a t i o n  au cas  où ( x ~ ) ~ ~ ~  e s t  

un processus de ~ a r k o v ) .  Les études a n t é r i e u r e s  s u r  ce s u j e t  sont  t r è s  

p a r t i e l l e s  ( ~ a r  exemple T.  Nemetz, l 7  pour l e  cas  où ( x ~ ) ~ ~ ~  e s t  un 

processus s t r i c t emen t  s t a t i o n n a i r e ) .  

S i  Po e t  P l  sont  deux lo i s -p rodu i t s ,  nous u t i l i s o n s  l e  théorème 

su ivant  ( 1 5 ,  l8  pour g é n é r a l i s a t i o n  e t  b ib l iog raph ie )  : 

Théattème (S .  Kahu;tad). - S o i t  Pn e t  P, deux lo i s -p rodu i t s  

s u r  (x(*), B ( + ~ ) ) .  E l l e s  sont  é t rangères  s i  e t  seulement s i  

Sinon, e l l e s  sont  éauiva len tes .  

Compte t e n u  des i n é g a l i t é s  (II A 2,1) ,  on v o i t  que P e t  Pl s o n t  
+m O 

é t r angè res  s i  
2  

P ) = + m ,  e t  seulement s i  l ' u n  des couples 1 4 i (Po ,n>  i  ,n 
n= 1 

( P ~ , , , P ~ , ~ ) ,  ( P ~ , ~ , P ~ , ~ )  ,... e s t  un couple d e  l o i s  é t r angè res  ou  s i  



I l  B 2 - Dan6 l e  c a  d u  Lo-i6-pi~odui&, H et H~ Etant ce t te  bo*n 
0- 

d u  h y p o $ h & 5 ~  m u & i p k h ,  il e s t  n a t u r e l  de rechercher  des condi t ions  

s u f f i s a n t e s  po r t an t  s u r  l a  s u i t e  ( $ ( n , ( ~ , ) ,  ) ) )n21  pour que Ho 

e t  H l  s e  séparent  asymptotiquement uniformément. 

Exemple.- S o i t  ff l 'ensemble des lo i s -produi t s  s u r  ({0,1}, ~ { 0 , 1 } ) + ~  

d é f i n i  p a r  

I l  e s t  c l a i r  que 

Pour tan t ,  il n'y a  pas s épa ra t ion  asymptotique. 

Sinon, on p o u r r a i t  t rouve r  une s u i t e  adaptée (An)ns  I 
de cy l ind res  

t e l s  que 

On p o u r r a i t  en e x t r a i r e  une s u i t e  ( A  ) t e l l e  que 
n  

k k31 

n  
k 1 - v k  C E *  , p (An > S- , e t  poser  

k  
2k- 1 

* n-n 
b ' n ,  , A ~ = A  x {0,1} k  s i  r - j l n < n  

n  
k  

k+l 



Pour l a  s u i t e  ( A ' )  séparant  asymptotiquement H e t  H l  , 
n n2l O 

on a u r a i t  : 

On p o u r r a i t  donc c h o i s i r  un p o i n t  x de {O, 1 - A , qui  

v é r i f i e r a i t  6 x ( ~ )  = O , mais a u s s i  6 ( A )  = 1 , ca r  
X 

- 1 => 6 ( " ' ( A ' )  = 1 dès que n e s t  assez  grand a 
x n x n n++m 

On peut  a u s s i  invoquer des  r a i s o n s  de convexité : 

* n -  1 1 6 => $ ( ~ o n v  n(")(H 1, ~ o n v  n ( " ) ( ~ ~  ) )  = 0 )  
'ifn E irJ 

> ( P  = 2" xE{o,lln X 
O 

où Conv s i g n i f i e  enveloppe convexe. 

11 n ' y  a  donc pas s épa ra t ion  asymptotique uniforme de H e t  H l  
O 

en v e r t u  du théorème su ivant  : 

Théokèrne (L. Le Cam, j 4  Xh. 5). - S o i t  H e t  H l  deux f ami l l e s  
O 

de l o i s  d é f i n i e s  s u r  un espace mesurable quelconque ( n , A )  e t  dominées 

p a r  une mesure p o s i t i v e  a - f in i e .  Pour t o u t  E > O , l e s  deux p ropos i t i ons  

su ivantes  son t  équiva len tes  : 

-3s E m ( n , A )  t e l  que i n f  IIJ dP 2 E + sup I$ * . 
PcHo PcH, 

Ce théorème e s t  app l i cab le  à n o t r e  problème dans l e  cas de 

l ' é c h a n t i l l o n .  Sinon, l e s  ques t ions  de convexi té  deviennent i n e x t r i c a b l e s .  



11 8 3 - MéZhode des hypothèses O .  1 .  

Dans l e  ca s  de l ' é c h a n t i l l o n ,  s o i t  H une hypothèse t e s t a b l e .  
O 

H 
: ff -t [0,1] é t a n t  es t imable  , il e x i s t e  une s u i t e  P.S. 

O 
~ ~ 

convergente d ' e s t ima teu r s ,  notée ( fn ( t h .  1 A 9 ) .  

A 

4t 
v n  E IN , considérons f i  . x*" --+ [O, 11 

A 

e t  posons B = { f i -  11 . 
n++m 

Cet événement 6'"-mesurable v é r i f i e  

- V P E H ~ ,  P+"(B) = 1 

+" 
- v p / p f f H H 0  , P (B) = O  

19 20 
Dans l e  c a s  une hypothèse H e s t  d i t e  hypothèse 0.1 ( , 

s i  e t  seulement s 'il e x i s t e  un événement B(+*)-mesurable B v é r i f i a n t  : 

Lorsque l 'ensemble des hypothèses 0.1 e s t  assez  r i c h e ,  il e x i s t e  

des estirnateurs e x a c t s  ( v o i r  16,  19,20,21 : c ' e s t  l a  première a p p l i c a t i o n  

de c e t t e  t h é o r i e  q u i  permet aus s i  l ' é t u d e  des  convergences de t e s t s  e t  

d ' es t imateurs  : p a r  exemple , 

Theansme. - Dans l e  cas  géné ra l ,  s i  H e s t  dominée, pour qu'une 

hypothèse do s o i t  t e s t a b l e ,  il s u f f i t  q u ' e l l e  s o i t  0.1. 

Dans l e  ca s  de l ' é c h a n t i l l o n ,  c e t t e  condi t ion  e s t  néces sa i r e ,  que 

ff s o i t  ou non dominée. 



Remque. - ~'hy-pothèse de domination sur est forte : dans le 

cas de l'échantillon, ff est dominée si et seulement si elle est dénombrable 

(22, lemme 3). 

DZmom;ttraCion. - Soit B un événement vérifiant ( 1 ) , u une 

probabilité dominant H . 
X 

A +m 

vn c E , soit fn une version de IB 1 8'") x n x j )  . 
j =n+ 1 

A 

fS(x) ne dépend que des n premières coordonnées de x. On peut donc 
n 

poser 

A 

D'après un argument déjà utilisé (martingale), ( f ) n n2l est 

une suite P.S.-convergente d'estimateurs de B I 

7 1  B 4 - Finalement, nous préférons retenir la remarque suivante, en 

revenant au cas (II B 1 )  de deux hypothèses simples lois-produits : 

+ B(+w)) se Pour que deux lois-produits P et Q (sur ( X  , 

séparent asymptotiquement, il suffit que 

ou ce qui est équivalent, qu'il existe une suite adaptée (B-)-,, 

d'événements telle que : 



(en  e f f e t ,  on s a i t  que 

v n  E* Y 3 B n  E Bn t e l  que Pn(Bn) + % ( P n , ~  n  ) = Q n ( B n ) ) .  

Supposons de plus  que : 

* - vn E BI , %(P,,Qn) < 1 ( pas  de couples de p r o j e c t i o n s  é t r ange res )  

- l i m  %(Pn,Qn) = O . 
n++m 

Alors pour que P e t  Q s e  séparent  asymptatiquement, il e s t  

nécessa i re  q u ' i l  e x i s t e  une s u i t e  adaptée ( B  n  ) n2l 
d'événements v é r i f i a n t  

( 1 )  e t  

La condit ion ( 2 )  é t a n t  p lus  f o r t e  que ( 3 ) ,  il e s t  i n t é r e s s a n t  de remarquer 

que n i  ( 2 )  n i  ( 3 )  ne sont  améliorables  en t o u t e  g é n é r a l i t é ,  ce que 

montrent respectivement l e s  exemples 1 e t  2 su ivants .  

Exemple 1 . -  S o i t  Q une p r o b a b i l i t é  s u r  l ' e s p a c e  mesurable 

( X , B )  , B un événement, un nombre X > 1 , e t  P  l a  mesure admettant 
X ,B 

l a  dens i t é  

1 si 0 < Q ( B )  <, , PX,, e s t  une p r o b a b i l i t é  s i  e t  seulement s i  

Ces condi t ions  é t a n t  v é r i f i é e s ,  nous avons : 



On en dédu i t ,  d ' après  l ' i n é g a l i t é  de Schwarz, que 

s o i t ,  t ous  c a l c u l s  f a i t s ,  que 

S o i t  ('n'n21 une s u i t e  de nombres v é r i f i a n t  : 

On suppose que Q e s t  l a  mesure de Borel  s u r  

( x , ~ )  = ( [O, l] ,B [O, 11 ) ,  e t  pour t o u t  e n t i e r  p o s i t i f  n, on pose P = P 
n An'Bn 

où B = [Osad e t  où h e s t  l e  nombre > 1 v é r i f i a n t  n n 

On remarque que 

+m +- 
64 P e t  $a é t m t  é t r angè res  s i  e t  seulement s i  2 

n 1 %(Pn.Q) = + rn n= 1 n= 1 

s e  séparent  donc asymptotiquement s i  e t  seulement s i  m 
n=l 

A. H i l l i o n  (27 )  a donné un a u t r e  exemple montrant que ( 2 )  n ' e s t  

pas améliorable .  

ExempLe 2 .  - On s e  p l ace  dans l e  cas des l o i s -p rodu i t s  avec 

- Yn . IN" , ( ~ ~ $ 8 , )  = O P { O , I I )  

- Va E CO,I], P = (1-a) 6 + a 6 
a O 1 



- P z  B P , où (an)n l l  e s t  une s u i t e  e x t r a i t e  de ]0,1 [ 
0: n=1 n 

e t  convergeant ve r s  O . 

P e t  Q sont é t r angè res  s i  e t  seulement s i  

2 
+m 

2 
1 = %(P,Q) = 1 - iï ( 1  - % ( a o ,  Pa ) )  s o i t  s i  e t  seulement 

n= 1 n 

- Un événement B décante s t r i c t emen t  ( r e sp .  décante)  deux 

f a m i l l e s  de l o i s  H e t  Hl s u r  un espace mesurable (X,B) s i  
O 

(YP O E Ho e t  E 2 , )  , (Po(B) < p l  ( B )  , resp .  P ~ ( B )  i p l  (B)) . 
- Une s u i t e  adaptée ( B  ) d'événements décante asymptotiquement 

n nbl 

uniformément deux f ami l l e s  de l o i s  Ho e t  H l  s u r  (X(") B ( t w ) )  

e x i s t e  un e n t i e r  n a t u r e l  N t e l  que 

J u s q u ' i c i ,  l a  décanta t ion  semble n ' a v o i r  é t é  u t i l i s é e  que dans 

des cas t r è s  p a r t i c u l i e r s  ( cons t ruc t ion  de t e s t s ,  dans l e  cas de l ' é c h a n t i l l o n ,  

v o i r  l ,  ) Nous avons vu q u ' e l l e  e s t  sous- jacente  dans l e  théorème de 

S. Kakutani,  e t  nous l ' avons  nous auss i  dé j à  u t i l i s é e  dans l e  c h a p i t r e  1. 

Nous passons maintenant 5 un cas  plus  généra l .  



II C - APPLICATION DE LA DECANTATION A LA SEPARATION ASYMPTOTIQUE UNIFORME 

DE DEUX FAMILLES DE LOIS-PRODUITS. 

II C 1 - Théohkme (J. Gedhhoy). - S o i t  (en),,>, une s u i t e  de  va r i ab l e s  

a l é a t o i r e s  r é e l l e s  d é f i n i e s  s u r  l e  même espace de p r o b a b i l i t é  ( Q , A , P ) ,  

indépendantes e t  ne prenant  que l e s  va l eu r s  O e t  1 .  

S o i t  (an)n) l  ' (nn )n t l  e t  ('A lnl 1 t r o i s  s u i t e s  de nombres 

c h o i s i s  a rb i t r a i r emen t  dans p, 11. 
n  

b'n /n E* , on pose P{ 6,=1 } = p, e t  Y = ai  ci. Alors  
n  i = 1  

* - s ' i l  e x i s t e  un e n t i e r  n a t u r e l  N t e l  que t/n c IN , 

( n  > N => p  d n  ) ,  nous avons 
n n 

N 
1 

n  
2 

n  a .  l a  l a i  
Vn c N* , ( n  > N =;. P{Y > 1 a i (n i  + ')} 6 e  i= 1 i= 1 

n  1 
i= 1 2 

* - s ' i l  e x i s t e  un e n t i e r  n a t u r e l  N '  t e l  que vn E N , 
( n  > N I  E> pn 3 n i ) ,  nous avons 

N ' 1 . 2  n  

a  L a i  - 4 -1 ai 
i i= 1 i = 1 Vn E N* , ( n  > => P{Y < ai(n!--)} d e  

1 
) n  i = 1  

2 

d ' ap rè s  l ' i n é g a l i t é  de Markov . 
Y 

v m  E N* , posons % =  l'pm e t  majorons E ( e  ") : 



X 2 Compte t enu  de (vx  E IR, x s 1 => e ( l+x+x ), on o b t i e n t  

Finalement,nous avons : 
n 

1 
n 

1 a i (p i -n . )  - 2 n a 
i i = 1  

1 ; . l a i  
P{Yn > 1 a i (n i  + -)} 4 e e i=1 

i = 1  2 
9 

d ' où l a  première majorat ion recherchée. 

La seconde s e  démontre de manière analogue. 

I I  C 2 - Théonème dondamen ta l  ( J .  Ged@og) . -  Deux f ami l l e s  H e t  H, - V I 

de lo is -produi t s  s u r  (x(+-), B ( + ~ ) )  s e  séparent  asymptotiquement uniformement 

s ' i l  e x i s t e  une s u i t e  adaptée (B ) dlévénements l e s  décantant  asympto- 
n nbl +m - 

tiquement uniformément e t  v é r i f i a n t  de p lus  1 (IT ' - nn)  2 = + 
n 

n= 1 
où nous avons posé 

V n E u *  Y n = SUp p ( B )  e t  n 1  = i n f  P ( B )  . n o,n n n 
PocHo P I E H 1  

1,n n 

Démor&Ouu%on.- I l  e x i s t e  un e n t i e r  n a t u r e l  N t e l  que 

vn E IN* posons - a = O s i  n 6 N , n 



Alors, d'après (II C 1 ),nous avons : 

7 7  C 3 - i?emahquu.- Il existe une version de ce théorème valable 

2 4 
pour des lois quelconques, (J. Geffroy, , th. 1 ). 

2 
Les théorèmes (IA1) et 1( ) en sont des cas particuliers. Ce 

dernier s'applique lui aussi aux couples ( H  ,H ) de familles de lois-produits 
O 1 

quelconques, avec des hypothèses du même type. Mais (11~2) donne de plus une 

minoration de l'amplitude de la séparation asymptotique uniforme sur chacun 

des cylindres C , n = 1,2,. . . de la suite ( c ~ ) ~ ~ ~  qui sépare H et 
n O 

H,. Plus précisément, nous avons n 

Cette propriété importante permettra de construire des estimateurs 

p.co. convergents à partir de (IIC~), alors que c'est impossible à partir 

2 
du théorème 1 ( ). 

a - ThéohCrne 7 . -  Dans le cas de l'échantillon, l'hypothèse H 
O 

est uniformément testable s'il existe un nombre fini d'événements de (X,B) 

notés BI ,. . . ,B et un nombre a > O tels que 
P 



D é r n o m W o n . -  Il suffit de montrer que le 

l d  : H + ( [O, 11 , 1 1 ) est uniformément estimable. 
O 

4 
Soit E E ]0,1[, et p' un entier positif tel que - < a .  

P ' 
 après le théorème (1 A 3), il existe un entier positif n 

A 

P :  x n + D  (ensemble des lois sur (X,B)) 

A 

2 
que, E D - B(P) = { Max I P ( B ~ )  - P ( B ~ ) ~  5 -) 

1 sisp P ' 

n 
Il est évident que l'événement B -mesurable C = u B(P) vérifie : 

PaHo 

YP, E H 
1 y 

c n B(P~) = t~ . 
-- 

Pour ltestimateur f = 1 : xn + [0,1], on a donc 
C 

Finalement, on peut appliquer le lemme 2 (1 A 7) puisque 

l'on a 

b - Rab~inement de l a  décantation : l a  9-décantaLLon. 

Dédinidion.- Deux familles de lois Ho et H l  sur un espace 

niesurable quelconque (X,B) sont strictement $-décantées s'il existe 

une fonction de @(X,B) telle que 



Cet t e  no t ion  e s t  s t r i c t emen t  p lus  f i n e  que l a  décanta t ion  s t r i c t e .  

Exemple.- S o i t  P  = 1 
Pq 

e t  ( P 1 P , . . )  des l o i s  s u r  
q= 1 

* v é r i f i a n t  

Aucun événement A ne décante s t r i c t emen t  Ho = {P) e t  

H l  = { P l ,  P  2 , . . . )  . Sinon, compte t enu  de  

* 
on a u r a i t  B = N , ce qu i  e s t  absurde. 

P a r  con t r e  H e t  H l  sont  s t r i c t e m e n t  0-décantées. En e f f e t  
O 

pour t o u t e  s u i t e  ( 4  ) s t r i c t emen t  déc ro i s san te  à valeurs  dans [O, 11 , 
P pal 

nous avons : 

c  - Théok2me 2.-  Dans l e  cas  de l ' é c h a n t i l l o n ,  deux f a m i l l e s  de 

l o i s  He e t  H ,  s u r  ( X , B )  s e  séparent  asymptotiquement uniformément 

s ' i l  e x i s t e  un nombre u > O e t  une s u i t e  f i n i e  ( . ) de fonc t ions  n  

de @(X,6) t e l s  que : 

pérn0nhit;ruction. - Pour chacune des  fonc t ions  si , i = 1 ,  ... ,n  , 
r ( i )  

il e x i s t e  une fonc t ion  J)j = 1 d l s j  IB OS {B. , . " - , B i , r ( i )  1 e s t  
j=1 i, j 1,1 

une ~ a r t i t i o n  f i n i e  8-mesurable de X t e l l e  que 



Pour t o u t e  l o i  Po de Bo e t  t o u t e  l o i  Pl de H l  , 
r r 

s i  ] qi dP, - 1 di dPo 2 a , nous avons : 

{A1,...,A ) désignant  l 'ensemble des réunions f i n i e s  d'événements cho i s i s  
P 

dans {Bi, 1 1 6 j s r ( i )  , i = l , . .  . ,n} , nous avons f inalement  : 

Il  s u f f i t  donc d 'appl iquer  l e  théorème précédent pour conclure a 

d - Théotrème 3 . -  Dans l e  cas  de l ' é c h a n t i l l o n ,  pour que deux f ami l l e s  - .  
de l o i s  H e t  H l  s u r  (X,%) s e  s épa ren t  asymptotiquement, il s u f f i t  

O 

q u ' i l  e x i s t e  deux s u i t e s  d'hypothèses (H ) , i = 0 , l  t e l l e s  que i , r  r2l 

+cm 

- H. = LJ H .  pour i = 0 , l  , 
1 

r= 1 1 , r  

* 
- & - , S E M  , H  e t  H s o i e n t  s t r i c t emen t  $-décantées, 

0,r 1 , s  

* 
Dérn~vmhation. - Vr ,  s  E M , s o i t  $ une fonc t ion  de @ ( X , a )  

r , s 

qui décante s t r ic ten ien t  H e t  
Hl ,S  

. Pour s e  ramener au théorème précédent ,  
0,r 

nous dis t inguons deux cas ,  su ivant  que l a  borne supér ieure  

a dP e s t  a t t e i n t e  ou non . 
PEH =-YS 

0,r 



Alors a > O , et on pose : 
s 

Alors a < 1 , et on pose : 
r 9s 

Il est clair que 

se séparent asymptotiquement uniformément, puisqu'il y a $-décantation stricte 

d'amplitude bq ( =  u dans le théorème précédent). 
r, s 

Les égalités H. = u ( u HP ) , i = 0 , l  permettent de conclure, 
1 r = l  q=l 1 9 1 "  

avec le théorème (1 B 1). 



e  - cotto~&tA. - J. Geffroy a  démontré directement à p a r t i r  du 

théorème fondamental l e s  r é s u l t a t s  su ivan t s  ( 2 4 ,  t h .  3 e t  4 )  que nous 

obtenons comme c o r o l l a i r e s  du théorème ci-dessus.  

Coho~&iie 7 . -  Dans l e  cas  de l ' é c h a n t i l l o n ,  une hypothèse Ho 

e s t  t e s t a b l e  s i  X e t  H l  = ff - H s o n t  s t r i c t emen t  décantées.  
O 

C ~ h ~ ~ & h e  2.- T e s t  d 'une hypothèse simple cont re  une hypothsse 

mul t ip l e  :dans l e  ca s  de l ' é c h a n t i l l o n ,  une hypothèse simple Hn = {Pn) 

e s t  t e s t a b l e  s ' i l  e x i s t e  une s u i t e  ( A  ) d'événements t e l l e  que : 
n  nbl 

t e l  que 

En p a r t i c u l i e r ,  s i  8 e s t  de type dénombrable, t o u t e  hypothèse 

simple e s t  t e s t a b l e .  

f  - Remqua  6 uh t e  coiio~&he 7 . - 
( i )  I l  e s t  s u f f i s a n t  que Ho e t  H l  s o i e n t  q-décantées 

s t r i c t emen t  pour que Ho s o i t  t e s t a b l e .  

Cet te  condi t ion  n ' e s t  pas néces sa i r e  : 

Exemple : On s e  p l ace  dans l e  cas  de l ' é c h a n t i l l o n ,  avec 

- ( X y B )  = ( { o y l  1 ,  P { O y  1 ) )  

1 - - - ( a o  + a , )  - Po 2 

- H = {Po, 60,  a l  3 

- Ho = {Pol . 



Alors  Ho e s t  t e s t a b l e ,  m a i s  il n ' e x i s t e  aucune fonc t ion  r é e l l e  

s u r  { 0 , 1 l  t e l l e  que 

4 dPo < Min (1 $ dso, I 1 p d 6 ~ )  ( é v i d e n t )  . 

(ii) On peut  a u s s i  s e  demander s i  l a  condi t ion  ci-dessous n ' e s t  

pas  s u f f i s a n t e  pour que Ho s o i t  t e s t a b l e  : 

3~ E 8 t e l  que (bo E Ho e t  t/P1 E Hl , P o ( ~ )  # P,(B)) . 

L'exemple (1 B 4) montre que non. 



CHAPITRE I I I  

PROPRI ETES DE DECANTATI ON DE CERTAINES D ISTANCES ENTRE LES LOIS. 

I I  1 A - PROPRIETES ( M I  ) . 

Ces d i s t ances  sont  a i n s i  d é f i n i e s  : 

- distance de P X O ~ V X O V  $. ( X , p )  é t a n t  un espace métr ique,  

6 s a  t r i b u  boré l ienne ,  F l 'ensemble de se s  fermés, dp e s t  d é f i n i e  

s u r  l 'ensemble D des l o i s  bo ré l i ennes  s u r  X pa r  : X 

Dans c e t t e  d é f i n i t i o n ,  on a  posé : 

On peut  s u b s t i t u e r  aux fermés l e s  ouver t s  ou l e s  b o r é l i e n s  dans tous  l e s  cas ,  

l e s  compacts s i  P ou Q e s t  tendue ( 3 2 ,  chap. 1). 

Dans l e s  cas usue ls ,  par  exemple s i  l ' e s p a c e  métr ique ( X , p )  e s t  

séparable ,  $ d é f i n i t  l a  topologie  de l a  convergence f a i b l e  ( 3 5 ,  App. III).  

- distance de Lévu dL. Pour t o u t  e n t i e r  p o s i t i f  v , on d é f i n i t  

dL s u r  l 'ensemble 2) des l o i s  boré l iennes  s u r  IRv par  : 
v 



où Fp e t  F désignent  respectivement l e s  fonc t ions  de r é p a r t i t i o n  de 
Q 

P e t  Q e t  où désigne l e  v-uple (h , .  . . ,h). 

4. d é f i n i t  comme $ l a  topologie  de l a  convergence f a i b l e  

s u r  Dv (37, chap. 9 ) .  

- diaZance de Kobogoilov % . C ' e s t  l a  d i s t a n c e  du théorème 

deGlivenko-Cantelli  : en conservant l e s  mêmes n o t a t i o n s ,  e l l e  e s t  d é f i n i e  

pa r  : 

I I I  A 2 - P&opnié.téd ( M I )  : dé&n&on ( * ) .  S o i t  D un ensemble de l o i s  

s u r  un espace mesurable quelconque (X,8). Nous d i rons  qu'une métr ique d 

s u r  D a  l a  p r o p r i é t é  (Ml) s i  e t  seulement s i  

( M , )  pour t o u t  couple (B,,B,) de boules fermées de (D,d) e t  t o u t  nombre a ,  

4f 
O < o < d , ( B ~ , B ~ )  => 3 B E B t e l  que 

I I I  A 3 - Les d i s t ances  u sue l l e s  ont l a  p r o p r i é t é  ( M l )  : 

- La d i s t ance  d,, e n t r e  l e s  l o i s  de p r o b a b i l i t é  s u r  un espace 

mesurable quelconque (X, a ) ,  

- l a  d i s t ance  d, e n t r e  l e s  l o i s  boré l iennes  s u r  un espace 

métrique (X,p) , 

- l e s  d i s t ances  4( et 
\ e n t r e  l e s  l o i s  boré l iennes  s u r  IRv 

(v  e n t i e r  p o s i t i f  a r b i t r a i r e )  

ont  l a  p r o p r i é t é  ( M ,  ) .  



~ ~ m 0 ~ ~ 0 n . -  On s e  donne un nombre a ,  deux boules  fermées 

B O = B(Po,ao) e t  B1 = B(P 1 1  ,a  ) dans (U,d) (=  (Dy$),  (OX,$) , 

( O v , % ) ,  (PV,dL) suivant  l e  c a s ) .  

?& 
On suppose que O < a < d ( B ~ , B ~  ) = d(po,P1 ) - (ao  + a l  ) . 

C a  I : d = 4/ . S o i t  A un événement t e l  que 

P ( A )  - Pl ( A )  = %(PosPl  ) 
O 

I l  en r é s u l t e  que : 

C a  2 : d = $ . S o i t  ri, no e t  n 1  t r o i s  nombres v é r i f i a n t  : 

- ( 1  " < dp(Po>P1 ) 

- a < n o  
O 

- a  < n 1  
1 

- ( 2 )  a  < " - ( n o +  n l )  

( 1 )  => ( I F o  E F t e l  que ( 3 )  Po(Fo) > p l ( $ )  + II ) . 

S o i t  P t  e t  Pu deux l o i s  a r b i t r a i r e s  de B e t  B1 . 
O 

Compte t enu  de ( 3 ) ,  on a donc 



Le fermé F = (X 1 P ( x , F ~ )  B II 1 v é r i f i e  : 
O 

On en dédui t  à p a r t i r  de (5e4 ,2  ) que 

cab 3 :  d S d L  ou % : vo i r  l e s  théorèmes (111 B 3 )  e t  (III B  4 ) .  

111 A 4 - Remahque.- % a s u r  l 'ensemble de t o u t e s  l e s  l o i s  s u r  l ' e s p a c e  

mesurable quelconque ( X , B )  l e s  p rop r i é t é s  év identes  su ivan te s  : 

- t ou t ebou le  e s t  un convexe 

Ains i ,  d ' après  l e  théorème (111 A 3), pour t o u t  couple ( B  , B I )  de boules  
O 

fermées de l o i s ,  on a  

$(Bo,B1 ) > a > O => 3~ E 8 t e l  que i n f  ( P I  ( B )  I P '  E B ~ )  2 a + s u p ( p f f ( ~ )  Ipfl B, ) .  

Ce r é s u l t a t  e s t  donc de même na tu re  que l e  théorème (II B 2 )  (de  L. Le cm). 

I I I  A 5 - PmphiéXé ( M l  d a i b l e ) .  

Nous n ' u t i l i s e r o n s  pas c e t t e  p r o p r i é t é ,  mais dans c e r t a i n s  cas ,  

notamment dans l e  cas  de l ' é c h a n t i l l o n ,  l e s  r é s u l t a t s  é t a b l i s  à l ' a i d e  

de (M ) r e s t e n t  v r a i s  lo rsqu 'on  l u i  s u b s t i t u e  ( M l  f a i b l e ) .  
1 



P é & m O f i . -  Une d i s t a n c e  d  s u r  un ensemble 0 de l o i s  s u r  - 
un espace mesurable ( X , B )  a l a  p r o p r i é t é  ( M l  f a i b l e )  s ' i l  e x i s t e  deux 

fonc t ions  U,  V : 1 0 ,  + m[+]0, + m[ v é r i f i a n t  : 

(brl > O e t  'dl?, Q s V ) , ( ~ ( P , Q )  > ri = > 3 ~  s B t e l  que 

PhOpO~i&iOn.- S o i t  d  e t  d t  deux d i s t ances  équiva len tes  

s u r  un ensemble de l o i s  s u r  un espace mesurable (X,B) .  

S i  d  a l a  p r o p r i é t é  ( M  f a i b l e ) ,  a l o r s  d '  l ' a  a u s s i .  
1 

Dérnomdxatian.- Il  e x i s t e  deux fonc t ions  monotones non déc ro i s san te s  

- 
h h : ] O ,  + m [ + ] 0 ,  +a] t e l l e s  que : 

S o i t  n > O e t  deux l o i s  P e t  Q t e l l e s  que ~ ' ( P , Q )  > Q . 

Puisque d  a l a  p r o p r i é t é  ( M  f a i b l e ) ,  on peut  t rouve r  un  
1 

événement B t e l  que 

1 
~ I J '  ( T I )  > O t e l  que h ( u l  (TI ) )  6 u(? & ( r i ) )  . 

I S i  on pose  ri) = V ( z & ( n ) ) ,  on a  donc 



E x e m p t a .  - 

a  - dv ayant l a  p ropr i é t é  (Ml ) ,  $ a  l a  p ropr i é t é  (M 1 f a i b l e ) ,  

puisque ces deux d is tances  sont  équivalentes (II A 2 ) .  

b - S o i t  ( X , p )  un espace métrique . 
VA > O , on d é f i n i t  une dis tance  % , A  équivalente  à cip 

s u r  VX en posant ( v o i r  32, chap. 1) : 

VP, Q E DX e t  'de > O - S(P,Q,C)  = sup (P (B)  - Q ( B € )  / B E 

Ces distances ont  donc l a  p ropr i é t é  (M, f a i b l e ) .  



I I  1 l3 - PROPRIETES ( M p  ) . 

111 8 7 - D é d i w o n  ( * ) . -  S o i t  D un ensemble de l o i s  s u r  un espace 

mesurable quelconque ( X , B ) .  Nous dirons qu'une métrique d  a  s u r  D l a  

p r o p r i é t é  (M ) s i  e t  seulement s i  2  

( M  ) pour t o u t  t r i p l e t  ( a , ~  ,c  ' ) de r é e l s  t e l s  que 
2  

O < 5 < 5 + a < 5 '  , on peut a s s o c i e r  à t o u t e  l o i  P de D une s u i t e  f i n i e  

d'événements notés  A , ,  A ayant l a  p r o p r i é t é  su ivan te  : 
n 

i c 1 , , n  t e l  que i n f { P ' ( ~ ~ )  / P '  E D , d ( P , P 1 )  < 5 )  5 Q ( A ~ )  + a. 

Cette  i n t r o d u i t  une forme complexe de décanta t ion  : e l l e  

n ' e x c l u t  pas l ' anomal ie  su ivant  l a q u e l l e  deux l o i s  de D - B(P ,c ' )  pu i s sen t  

A 

e t r e  décantées de b ( P , t )  p a r  deux événements d i f f é r e n t s  de l a  s u i t e  

A l  ,. . . ,An , même l o r s q u ' e l l e s  s o n t  t r è s  vo is ines .  Nous démontrons ci-dessous 

que 4<, dL e t  $ - l o r sque  ( X , p )  e s t  séparable  - v é r i f i e n t  (M ) sans 
2  

p r é s e n t e r  c e t t e  anomalie. 

Malheureusement, l o r squ 'on  cherche à s é p a r e r  asymptotiquement 

uniforn6ment b ( + ~ ) ( P , ~ )  e t  ( D  - B ( P , ~ ' ) )  , l e  nombre des cy l ind res  

q u i  in te rv iennent  e s t  t r o p  grand, sauf cas  p a r t i c u l i e r ,  e t  l a  s épa ra t ion  

ne s e  f a i t  pas. 

Ces ~ rob lè rnes  n ' appa ra i s sen t  pas dans l e  cas  de l ' é c h a n t i l l o n .  

111 8 2 - Nous démontrerons l e  théorème su ivan t  en p lus i eu r s  é t apes  : 

ThZuh2me (*) . - La d i s t a n c e  d, s u r  D, , lo rsque  ( X , p  ) e s t  

s épa rab le ,  e t  l e s  d i s t ances  % e t  % ' s u r  D , que l  que s o i t  l ' e n t i e r  
v 

p o s i t i f  v ,  ont l a  p r o p r i é t é  ( M ~  ) . 



Ca6 de6 c ü ~ t a n c c ~  d e  Phokohov et de Lévy. 

Théahgrne.- Quel  que s o i t  l ' e s p a c e  métrique sépa rab le  ( X , p )  

* 
( r e s p .  v v  E: (N ) , il e x i s t e  une f a m i l l e  dénombrable C de bo ré l i ens  de (X,p ) - 
( r e sp .  IRv) pour l a q u e l l e  (OX, %) ( r e sp .  ( O v , % ) )  a  l a  p r o p r i é t é  su ivante  : 

que l  que s o i t  l e  quadruplet  ( a , ~  , c ,  5  ' ) de nombres t e l s  que 

on peut a s s o c i e r  à t o u t e  p r o b a b i l i t é  boré l ienne  P s u r  ( X , p )  ( r e sp .  R') 
- 

une s u i t e  f i n i e  d'événements C-mesurables notés  A , ,  ..., A v é r i f i a n t  : n 

YQ 'PO Px - B ( P , c f )  ( r e sp .  Ov - B ( P , s ' ) ) ~ ~  c i l  ,..., n) t e l  que 

i n f  I P ' ( A ~ )  1 P t  E B(P ,<)}  > sup {Ptl(A.)  1 P" E B(Q,B)} + a . 
1 

On c h o i s i t  c inq  r a t i o n n e l s  T ,  a o a  Bo, 50 
e t  5; t e l s  que 

pu i s  une s u i t e  {xi, i E 1) dense dans ( X S D ) ,  e t  une p a r t i e  f i n i e  1 
O 

de 1 v é r i f i a n t  : 



$(P,Q)  > S i  => 3~ E F t e l  que P ( F )  > Q(:') + 5; . 

T 
Soit  B l a  réunion des boules  de l a  f a m i l l e  f i n i e  ( B ( x ~ ,  T ) ,  i e 1 1 

Q O 

qu i  rencontrent  F = F n ( U B(xi, L) ) . 
O 

isI- 3 

I l  e s t  c l a i r  que : 

Finalement, on a : 

I l  s u f f i t  donc d ' appe le r  C l a  c l a s s e  de tous  l e s  d i l a t é s  

d ' o r d r e  r a t i onne l  des réunions f i n i e s  de boules  fermées cent rées  dans 

{xi ,  i .& 1) e t  de rayon r a t i o n n e l  p o s i t i f  B 

b )  DAtance de Lévy. On s e  donne une l o i  P s u r  IR' e t  un 

quadruplet  (o ,B ,5 ,S t )  du type  ~ r é c é d e n t .  r ,  ao,  B o ,  C o  e t  5; gardent  

l a  même s i g n i f i c a t i o n .  

1 v 
Fp, . . . ,Fp é t a n t  l e s  fonc t ions  de r é p a r t i t i o n  marginales de P  , 

on c h o i s i t  dans Z deux e n t i e r s  p  e t  q t e l s  que : 



v 
d L ( p , ~ )  > 5 ' => 3 x = (x l  ,. . . ,X ) E R t e l  que 

V 

Fp(x) > FQ(x + i ~ )  + 5; OU F ( x  - :A) - 5; > Fp(x) Q 

Pour i = 1 , .  . . v , on pose Y i  
= x s i  x. 6 q a. 

i 1 

- 
yi - q a. sinon . 

v 
Pour l e  point  y = 

( Y I  
, . . , y ) de W a i n s i  d é f i n i ,  nous avons : 

v 

En résumg, nous avons : 

Il  en r é s u l t e  que 



2 : F (x-<A) - > F ~ ( x )  . Le po in t  y  = y . . y  de RV Q 
d é f i n i  p a r  

a l e s  p rop r i é t é s  su ivan te s  : 

En résumé, nous avons 

De p lus ,  comme on peut  t r o u v e r  un po in t  a de 6' 

dont l e s  coordonnées sont  des mul t ip les  e n t i e r s  de a , ou + e t  
O 

t e l  que 

donc t e l  que 



I l  s u f f i t  d ' appe le r  C l 'ensemble des  pavés mesurables à 

ext rémi tés  r a t i o n n e l l e s  e t  de l e u r s  complémentaires # 

Remahyua. - 

a )  I l  s u f f i t  de f a i r e  B = O pour o b t e n i r  l a  p r o p r i é t é  (M2). 

11 e s t  a u s s i  évident  que % a s u r  D l a  p r o p r i é t é  (M ) .  Cet t e  remarque v 1 

e s t  sans i n t é r ê t  pour $, puisque ce r é s u l t a t  a dé j à  é t é  é t a b l i  dans un cadre 

p lus  généra l  ( t h .  (III A 3 ) ,  où (X,p ) e s t  un espace métrique quelconque).  

b )  S i  (X,p) n ' e s t  pas  s épa rab le  e t  s i  l ' o n  s u b s t i t u e  à DX 

un ensemble de l o i s  séparablcis(1ois pour l e s q u e l l e s  il e x i s t e  un événement 

séparable  presque c e r t a i n ,  vo* 35, App. III) ,  l e  théorème ci-dessus r e s t e  

v r a i  pour ( 0 ,  $) s i  1 'on supprime Card C f 3 . 
O 

c )  Pa r  con t r e ,  s i  l ' o n  s u b s t i t u e  à DX un ensemble équi tendu 

de  l o i s ,  on peut  supposer que l e  nombre n ne dépend que de (a,B.F,E1), 

même s i  ( X , p )  n ' e s t  pas séparable  : il s u f f i t  de modif ier  l a  démonstration 

correspondante en c h o i s i s s a n t  d 'abord un compact K t e l  que 

i n f  {P(K)  , K s D l  > 1 - T , 

p u i s  une s u i t e  f i n i e  {xi, i E I o }  de p o i n t s  de K t e l l e  que 

Ains i  Io dépend de (ao,Bo,co,cA) e t  non de P. 

On i n t r o d u i r a  e n s u i t e  l e s  d i l a t é s  d ' o rd re  
50 

des réunions 

f i n i e s  de boules  de l a  f a m i l l e  IB(xi. ') . i o I o }  , e t  il conviendra 
3 

d ' appe le r  C l 'ensemble de tous  l e s  ouver t s  a i n s i  obtenus quand 

( ~ o , ~ o , ~ o , S ~ )  va r i e .  



111 B 4 - Cas de la ciAtance de Kohogahov .  

* 
v c N , désignons par  'û l 'ensemble des l o i s  borél iennes ' ¶ C  

su r  W' dont l a  fonction de r é p a r t i t i o n  e s t  continue (il s ' a g i t  de l o i s  

d i f fuses  s i  v = 1 ). 

Théatrème (*) .-  Quel que s o i t  l ' e n t i e r  p o s i t i f  v, il e x i s t e  une 

v famil le  Cv ( r e sp .  une fami l l e  dénombrable C ) de fermés de R 
v,c - 

- -- -- 

t e l l e  que : quel que s o i t  l e  quadruplet ( a ,  B ,5,5 ' ) de nombres t e l s  que 

on peut associer  à toute  l o i  borél ienne P s u r  IR' ( resp.  t o u t e  l o i  P 

de 'û ) u n e s u i t e  d'  au-plus 2(E( 2 v ) + 1 )' boré l i ens  
'3 c {'-(a+B+S) 

Cv ( r e sp .  C )-mesurables notés A , . . . , v é r i f i a n t  
" 9  = 

VQ ov - ( P ,  i c 1 1  t e l  que - 

Nous démontrons d ' abord que 

Lemme I*) - bP r R I  e t  VT r]0,1[, 3 a l  ,...., a, r R t e l s  que - 
1 1 - k 6 E(-) où E(-) désigne l a  p a r t i e  e n t i è r e  de T 
T T - 

S i  de p lus  P c D , on peut supposer que a, ,. . . ,ak sont 
1 , c  

ra t ionnels  . 



En effet, posons 

Considérons l'oscillation de F sur chacun des intervalles 

1 
sur ]x~-~, + m G  x < x r y => ~ ~ ( y )  - F~(x) 6 1 - F ~ ( X ~ - ~ + O )  4 - . n- 1 

n 

Il suffit de noter a , . . . ,a la suite 
1 k xls***,x 

rangée n- 1 

dans l'ordre strictement croissant. 

Si P c D , on choisit d'abord n-1 réels x' ,..., x1 
1 ,c 1 n- 1 

tels que 

puis n-1 rationnels x ,..., x 
1 

tels que 
n- 1 

On vérifie que l'oscillation de Fp sur chacun des intervalles 

l m  x$*.., ]xn-,, + m[ est majorée par - 1 (T + -) 1 
2 n 



Cas v = 1 .  Sont  donnés un quadruple t  (a, B ,  5  ,S ' ) e t  une l o i  P. 

I 
On appl ique  l e  lemme ci-dessus pour  P  e t  r = - ( 5 '  - (a+B+c)) .  2  

Q E D l  e t  %(P ,Q)  > 5 '  => l x  E IR t e l  que IFp(x)  - F ~ ( X )  1 > 5 '  . 

Si  Fp (x )  > FQ(x)  + 5 '  , Fp(x)  > 5 '  => x > a l  . 

S o i t  j = Max { i  [ 1 6 i 4 k , a .  < x)  . 
1 

S i  j < k, x c ] a j ,  a j+J  ; s inon ,  x E ] %  , + m[: 

Dans l e s  deux ca s ,  nous avons 

F p ( a .  + O )  > F ( a .  + 0 )  + 5 '  - r 
J Q J  

S i  F  ( x )  > Fp(x)  + 6 '  . F k ( x )  < 1 - 5 '  => x r 
Q "k 

S o i t  j =Min  { i  1 1 6  i 4 n ,  x r a . )  . 
1 

S i  j 1 2 ,  x c l a .  , aJ ; s inon ,  X E ] - m ,  aJ . 
J-1 

Dans l e s  deux c a s ,  on a 

( 2 )  F ( a . )  > F ( a )  + 5 '  - T . 
Q J  P j 

Finalement,  su ivan t  que l ' o n  e s t  dans l e  premier ou l e  second 

cas ,  on dédui t  de ( 1  ) ou ( 2 )  que 



Cas v  > 1 .  On appl ique  l e  lemme à chacune des l o i s  marginales 

1 
de P pour r = -  ( 5 '  - ( a  + 6 + 5 ) )  . 

2v 
I 

On o b t i e n t  a i n s i  pour j = 1 , . . . , v  au p lus  E (;) nombres 

j  no tés  a l  , . .. . , . J ( j  > t e l s  que 

J - l ' o s c i l l a t i o n  de Fp s u r  chacun des i n t e r v a l l e s  

j + a[ e s t  i n f é r i e u r e  à r .  

S o i t  i ( j )  = Madi 1 1 d i d b ( j )  , a? 1 < x.} 
J 

j j ] ; sinon,  x E ]ak( j + a[ . S i  i ( j )  < k ( j )  , x j  a i ( j )+ ,  
j 

1 v  
Posons a  = (ai ( ) , a i (v ) )  : 

et < ( j ) + ,  
= + ; x a p p a r t i e n t  a un s e u l  pavé de l a  forme 

1 1 V a  
J a i ( i ) ,  i ( î ) + i  

) x ... a 
x Ja:(v)s i ( v ) + i  

) , ces i n t e r v a l l e s  é t a n t  

fermés à d r o i t e  s i  l e u r  borne supér ieure  e s t  f i n i e ,  ouver t s  s inon.  

1 v  
Pour l e  po in t  a  = ( a  i ( l ) + l  ' * " '  a i ( v ) + l  ) de IRV , nous avons : 



De ( 1 ' ) ou (2  ' ) su ivant  l e  cas ,  on dédui t  que 

On a p p e l l e r a  donc C ( resp .  C ) l a  c l a s s e  des fermés de v  V ¶ C  

v  
l a  forme 1 -  xl] x . . . x ] - ,  xJ avec ( x l , . .  . , x  ) E R ( r e s p .  Q') 

v  

ou de l a  forme IRv - J -m,  x l [  x . . . x ] - m ,  x [ avec ( x l  ,..., xV)  E (R + {+w})' v  
1 v  

( r e s p .  (Q + {+ml )') , en remarquant que s i  P c 22 , Fp,.. . ,Fp sont  
v ,c  

cont inues 

On dédu i t  du théorème (III B 4) que 4( a  l a  p r o p r i é t é  ( M  ) .  
1 

Nous ne l 'emploierons pas ,  mais dans l e  cas de l ' é c h a n t i l l o n ,  

on peut  l ' u t i l i s e r  au l i e u  de ( M  ). 2 

Ue&rti.Zidn. - Une d i s t ance  d  s u r  un ensemble Il de l o i s  s u r  

un espace mesurable (X,B) a  l a  p r o p r i é t é  (M, f a i b l e )  s ' i l  e x i s t e  deux 

fonc t ions  S,  T : ] O ,  +cl .C+]O, +a[ v é r i f i a n t  : 



VP E D e t  y(' > O , il ex i s t e  une s u i t e  f i n i e  d'événements 

A , ~ . , A  t e l l e  que 
n 

Q E. P - B ( P , ( ' )  => 3 i  o (1,. . . , n l  t e l  que 

L' introduction de c e t t e  dé f in i t ion  e s t  j u s t i f i é e  par l a  p r o p o s i t i ~ n  

suivante analogue à (III A 5 )  : 

P&opoai.Cion.- Soi t  d e t  d' deux distances équivalentes sur  un 

ensemble 0 de l o i s  su r  un espace mesurable ( X . 8 ) .  

S i  d a l a  propr ié té  (M2 f a i b l e ) ,  d '  l ' a  auss i .  

D é m o n b W o n .  - analogue à (III A 5 ) .  

Exempte. - S i  l ' espace  métrique ( X , p )  e s t  séparable, VA > O 

l a  distance 5, A a sur  UX l a  ~ r o p r i é t é  ( M  f a i b l e ) ,  puisque $ a 
2 

l a  propr ié té  ( M 2 ) .  

211 B 6 - D*d*ance %. 
La distance sur  l 'ensemble p de toutes  l e s  l o i s  su r  w espace 

mesurable ( X , B )  n ' a  pas,en généra1,la propr ié té  (M ), n i  même l a  propriété 2 

(M2 f a i b l e ) .  

Exmp&.- Supposons que possède une l o i  d i f fuse  P ,  e t  que 

% a sur  v l a  propr ié té  (M2 f a i b l e ) .  

On peut associer  à P e t  6 '  E ]0,1[ des événements A , .  . . .A n 

vé r i f i an t  c e t t e  propriété.  



La t r i b u  engendrée p a r  ( A ~ ,  ..., A ) e s t  a u s s i  engendrée par  une 
n  

p a r t i t i o n  ô-mesurable de X notée ( B ~  , . . . , B r ) .  

La l o i  Q = P(B . ) 6b donne aux événements A l  ,. . . , A  l e s  
i = l  J n 

.1 - 
mêmes ~ r o b a b i l i t é s  que l a  l o i  P. C ' e s t  absurde puisque dV(P,Q)  = 1 , l a  

l o i  Q é t a n t  d i s c r è t e  I) 

117 8 3 - P a r  con t r e  l a  r e s t r i c t i o n  de 4, à c e r t a i n e s  p a r t i e s  de O 

a  souvent l a  p r o p r i é t é  ( M  f a i b l e ) .  
2  

a - Phapani.tion.- S o i t  2) un ensemble de l o i s  s u r  E l V  v é r i f i a n t  

l a  condit ion su ivan te  : 

  fi.^) 'V'E > O ,  ~ M ( E )  > O t e l  que (QP, Q 6 D , %(P ,Q)  6 M ( E )  ~ < ( P , Q )  + E )  . 

Alors 41 a  s u r  2) l a  p r o p r i é t é  (M2 f a i b l e ) .  

V é m v v l c l ~ v n .  - 
a )  Montrons d 'abord que ( H . w )  e s t  v é r i f i é e  s i  e t  seulement s i  

1' app l i ca t ion  iden t ique  $ de  2)  e s t  (%, \ )  uniformément cont inue.  

S i  ( H . w )  e s t  v é r i f i é e ,  on a  évidemment 

YE > O , (P ,  Q E D e t  %(P,Q) < E -  - d-&P,Q) < r ) 
2 M (E) 

2 

Réciproquement, s i  4 e s t  (%,%) uniformément cont inue , 

On a  donc tou jou r s  



b )  Puisque % 2 4< , (H.W) e s t  v é r i f i é e  s i  e t  seulement s i  

9 es$ (i$ , %) e t  (41, %) uniformément cont inue , s o i t  s i  e t  seulement 

s i  41 e t  4( son t  équiva len tes .  11 en r é s u l t e  que d~ a l a  p r o p r i é t é  

( M  f a i b l e )  s u r  0 @ 
2 

W. Hoeffding e t  J. Wolfowitz qu i  ont  i n t r o d u i t  l a  p r o p r i é t é  ( H . w )  

s i g n a l e n t  (', p. 713) que c e t t e  cond i t i on  e s t  v é r i f i é e  pa r  d e  nombreuses 

f a m i l l e s  de l o i s  boré l iennes  s u r  IR. Ces au teurs  indiquent  p a r  exemple 

que s i  D e s t  l 'ensemble des l o i s  normales dégénérées ou non s u r  IR , on a : 

6 - Puisque $ 3 dp , on peut  f a i r e  l e  même genre de remarque 

au s u j e t  de $ : sur t o u t e  p a r t i e  D de PX ( ( X , p )  é t a n t  un espace 

métrique sépa rab le )  dont l ' a p p l i c a t i o n  iden t ique  e s t  ( $, %) uniformément 

cont inue,  41 a l a  p r o p r i é t é  (M2 f a i b l e ) .  

Une t e l l e  é tude peut  sans  doute u t i l i s e r  (36, t h .  3.7. e t  s u i v a n t s ) .  

Pratiquement,  on a souvent a f f a i r e  à des ensembles de l o i s  beaucoup 

v 
moins généraux : f ami l l e s  exponen t i e l l e s ,  l o i s  normales s u r  W , l o i s  s t a b l e s  

s u r  IR (34 ,  5 . 7 ) .  De p lus ,  on peut fréquemment i n j e c t e r  ces  ensembles de 

l o i s  dans un espace euc l id i en  , e t  l e s  munir a i n s i  d 'une d i s t a n c e  q u i  a  

souvent de f o r t e s  p r o p r i é t é s  de décanta t ion .  

A ins i  l 'ensemble 0 des l o i s  s t a b l e s  s u r  IR e s t  en correspondance 
1 , s  

biunivoque avec 



On peut  donc munir 
Dl  ,s  

de l a  d i s t a n c e  notée  d: a s soc i ée  

4 à l a  d i s t ance  euc l id i enne  s u r  R . Cet t e  d i s t a n c e  d é f i n i t  sur il 1 a 
1 , s  

36 topologie  de l a  convergence f a i b l e  ( , 4.1 .  ) . 
On en dédui t  que s u r  l 'ensemble D des l o i s  normales non 

1 ,n 

dégénérées s u r  R, l e s  d i s t ances  do e t  d" su ivantes  : 
O 

dé f in i s sen t  l a  t opo log ie  de l a  convergence f a i b l e .  

En f a i t ,  do décante  mieux que $ l e s  l o i s  de . Nous 
1 9 4  

avons u t i l i s é  c e t t e  remarque pour c o n s t r u i r e  des es t imateurs  uniformément 

convergents dans un cas où on a t t e n d  seulement des es t imateurs  convergents 

( v o i r  1 2 ,  t h .  4 : ce r é s u l t a t  n ' e s t  pas redémontré i c i ) .  



CHAPITRE I V  

CONDITIONS SUFFISANTES D 'EXISTENCE DE T E S T S  ET 

D'ESTIMATEURS CONVERGENTS DANS LE CAS V E S  LOIS-PRODUITS. 

I l  e s t  f a c i l e  de v o i r  que l e s  r é s u l t a t s  de synthèse ci-dessous 

reposent s u r  des cons t ruc t ions .  E l l e s  ont  é t é  données pa r  morceaux dans 

l e s  chapi t res  précédents ,  sauf  c e l l e  de H. Schmerkotte que nous n'avons 

pas rappelée ( v o i r  1 9 ) .  

I V  A - THEOREME GENERAL.- 

I V  A 7 - T h é o h é m e .  - Considérons l e  paramètre f : ff -t (@,6 ) , l e s  

condit ions ci-dessous é t a n t  v é r i f i é e s  : 

- ( H l )  ff e s t  un ensemble de lo is -produi ts .  

- ( H ~ )  v n  E N* , Ji ( i f )  e s t  muni d'une d is tance  d ayant l a  
n n . 

propr i é t é  ( M ,  ) . 
- ( H  ) pour t o u t  couple (BI , B ~ )  de boules fermées de (@,6) v é r i f i a n t  

3 * 
6 ( B  ,B ) > O , il e x i s t e  des hypothèses H 1 H  recouvrant 

1 2  r 
-1 - 1 

f (B ) e t  des hypothèses H*, 
1 

. . . H recouvrant f (Ba) 
S 

e t  pour i = 1 , , s  une s u i t e  de boules fermées ( H .  ) i , n  nbl 

de chacun des espaces ( J i n ( f f ) ,  dn ) ,  n = 1 , a , .  . . t e l l e s  que : 

- V n  e IN* e t  pour i = 1 , .  s , J ~ _ ( H < )  C H ;  _ 

Alors f e s t  estimable ( resp .  uniformément est imable)  s i  ( 3 , 6 )  

e s t  séparable ( resp .  précompact ). 



Z)Crnonh;Dration.- Si 1 f i 6 r < j 6 s , on peut trouver une 

suite d'entiers 1 f n < n 
1 2 " '  

et une suite de réels vérifiant : 

* 
Par définition de ( M ~ )  , vk E N , >3 Bn E Bn tel que 

k k 

* 
Qn e a - (nkIkil , posons B = @ . n 

+m 

Alors (Bn)n31 décante asymptotiquement uniformément 8 H. 
+m n=1 l p n  

Il y a donc sgparation asymptotique uniforme, d'après le théorème 
+m 

fondamental, puisque 1 2 = + m .  

n= 1 
k 

- 1 
On en déduit que f-' (BI ) et f (B2) ont aussi cette propriété, 

+m 

puisque notamment H. C 8 H. pour i = 1 ,  ..., s . 
1 

n= 1 1,n 

Il suffit d'utiliser le théorème (1 C 1 )  pour conclure. 

1 V  A 2 - Exemple.- Soit (X,p) un espace métrique séparable, B sa 

tribu borélienne, Dx l'ensemble des lois sur (X,B) , $ la distance 

de Prokorov associée à p. Nous supposons que 

- ff est un ensemble de lois-produits 

converge dans (IlX,$) vers une loi notée f ( P ) .  

On définit ainsi un paramètre f : H + (DX,$). 

Il est estimable si (sup $(II ( P ) ,  f(P))) -4 O . 
Pet( 

n n++m 



En e f f e t ,  s o i t  B = ~ ( f ( p ~ ) ,  a o )  
O 

e t  B1 = B( f ( P 1  ), a, ) 

* 
deux boules  fermées de ( D X , $ )  t e l l e s  que a  = $(Bo,B1) 0 .  

S o i t  N un e n t i e r  n a t u r e l  v é r i f i a n t  

Alors ,  s i  n  > N , nous avons : 



IV B - CAS OU LE PARAMETUE f ET LES PROJECTIONS nl,n2,. . . SE COMPORTENT 

Théahème (*) .-  S o i t  f : H + (a,&) un paramètre,  l e s  condi t ions  .--- -- . -- 

( H ~ )  ( H a )  e t  l a  condi t ion  ( H ~ )  ci-dessous é t a n t  v é r i f i é e s  : 

- (il4) Il e x i s t e  deux s u i t e s  de fonc t ions  monotones non décro issantes  

non négat ives  (%)n> 1 e t  (ii n ) n21 
d é f i n i e s  s u r  [O, +a[ 

t e l l e s  que : 

-yy > o , j a  > 0 t e l  que 1 (Max ( O ,  % ( y )  - 2 h n ( a ) ) ) '  = +  m. 

n= 1 

Alors f e s t  P.S. es t imable  (r.esp. uniformément P.S. e s t imab le )  

s i  (@,ô)  e s t  a-précompact ( r e sp .  précompact). 

DémovlbX.tuLion. - 

a )  S o i t  Po e t  P l  deux hypothèses simples quelconques v é r i f i a n t  

o ( f ( P o ) ,  f ( P , ) )  2 Y > 0 

Pour t o u t  e n t i e r  p o s i t i f  n e t  t o u t  nombre p o s i t i f  a, nous avons : 

S i  a e s t  assez p e t i t ,  l e s  boules  B(f (Po)  , a )  e t  B ( f ( ~ , ) , a )  

v é r i f i e n t  ( H  ) ,  donc s e  séparent  asymptotiquement uniformément. 
3 

b )  Supposons d 'abord que (@,ô) s o i t  précompact. 

Il s u f f i t  de montrer que l a  condi t ion  ( G )  e s t  v é r i f i é e .  



S o i t  Bo e t  B I  deux boules  fermées quelconques de ( a , & )  

* 
t e l l e s  que 6 (Bo,Bl) > 0. 

I l  n ' y  a pas de problème s i  f ( H )  n B ou f ( H )  B I  e s t  vide.  
O 

Sinon, s o i t  P l , .  . . ,P des l o i s  de f-' ( B o )  e t  p i 1 , .  . . ,P des  r s 

l o i s  de f- ' (B ) v é r i f i a n t  : 
1 

r 

s 
- f ( H )  fl B I  C U ~ ( f  ( P .  ) , a )  , a é t a n t  un nombre p o s i t i f  

j =r+ 1 J 

j: 
assoc ié  à y = 6 ( B ~ , B ~  ) par  ( H 4 )  . 

Puisque 6 ( f ( p i ) ,  f ( p j ) )  2 y s i  l s i s r < j s s ¶  

f-' ( B (  f ( p i )  , a )  ) e t  f ( B  f P ) a )  ) s e  s épa ren t  asymptotiquement unifor-  

mément, d ' ap rè s  ( a ) .  Il en e s t  de même de f-' (Bo) e t  f-l (BI ) .  

On en dédui t  que f e s t  uniformément est imable ( t h .  1 C 1 )  

e t  même uniformément p. S. es t imable  (remarque 1 A 10 a ) .  

S i  ( @ , 6 )  e s t  O-précompact, il s u f f i t  d ' app l ique r  l e  

.lemme (1 c 3 ) 1 

1 V  i.3 2 - 1ntekpkéZdan de ( H A )  e.t exemple. 

( H ~ )  é t a n t  r é a l i s é e ,  il e s t  commode de remplacer ( H  ) p a r  l e s  4 

condi t ions  ( H I )  ou (H;) su ivantes ,  q u i  sont  p lus  f o r t e s .  4 

(H;) ( r e sp .  (HO) - I l  e x i s t e  deux fonc t ions  monotones non 

d6cro issantes  '1 e t  h : CO, + w[  + [O, + m[ t e l l e s  que 

- i i m  h ( x )  = O 
x+o 



S i  (H;) e s t  v é r i f i é e ,  nn(P)  %W. f ( P )  d é f i n i t  une b i j e c t i o n  

de nn(ff)  s u r  f ( H )  , POUT t o u t  n. De p lus  l e s  b i j e c t i o n s  Q I ,  da ,. . . 
sont  équi-bi-uniformément cont inues.  Il s ' a g i t  donc d'une g é n é r a l i s a t i o n  

n a t u r e l l e  du cas de l ' é c h a n t i l l o n .  

ExfmpLe.- Estimation du paramètre de t r a n s l a t i o n .  

Théoaème. - s o i t  f  : H -+ ( @ , 6 )  un paramètre, ( H l  ) e t  l e s  

condit ions su ivantes  é t a n t  r é a l i s é e s  : 

- ( H  ) Sont données une l o i  boré l ienne  d i f f u s e  p s u r  W e t  une 6 
* 

fonc t ion  A : DI x ff -+ IR t e l l e s  que 

X 
vn E E e t  t E ff , nn(p )  e s t  l ' image  de p pa r  

l a  t r a n s l a t i o n  
t ~ ( n , p )  

: I R - 1 R  

x %W. x + A(n,P) 

- (H7) Il  e x i s t e  deux fonc t ions  monotones non décro issantes  non 

- 
négat ives  h' e t  h '  d é f i n i e s  s u r  [O, + t e l l e s  que 

- i i m  h t ( x )  = 0 

*O+ 

Alors f  e s t  P.S.  es t imable  s i  (a,&) e s t  a-précompact, 

uniformément p. S .  es t imable  s i  (@,6 ) e s t  précompact. 

Z ) é m o n b ~ o n .  - La fonc t ion  de concent ra t ion  Qu de d é f i n i e  pa r  

- Q p ( l )  = O s i  e ç O 

- ~ ~ ( 1 )  = SUp {P( [x, x + en 1 x E IR}  s i  e > O 



e s t  monotone non décro issante ,  cont inue  en O e t  p o s i t i v e  s u r  1 0 ,  + m[ . 
* 

!fn E .IN , VP, Q s H , nous avons : 

= sup  { I F , , ( x  - A(n,P))  - F U ( x  - A(n,Q))l , x E R I  

- 
Les fonc t ions  h =  Qli(ht) e t  h  = Q ( h i )  v é r i f i e n t  donc ( H G )  : 

Ci 

ce r é s u l t a t  e s t  un c o r o l l a i r e  de (IV B 1 ) 

* 
Rematrque. - Qn î: N , f (P )  A (n ,P)  d é f i n i t  une i n j e c t i o n  

cont inue de f (H)  dans IR. Sous l ' hypo thèse  supplémentaire  su ivante  : 

- (H, ) @ = IR , 6 e s t  l a  d i s t a n c e  usue l l e ,  e t  f  ( H )  e s t  un i n t e r v a l l e ,  

une t e l l e  fonc t ion  e s t  s t r i c t emen t  c r o i s s a n t e .  

 hypothèse ( H  ) e s t  donc v é r i f i é e  : 
9 

* 
- ( H g )  vn i" EB , l ' u n e  des p r o p r i é t é s  ci-dessous e s t  v r a i e  : 

Ce cas  e s t  développé en ( I V  C ) .  

Théokème.- S o i t  f  : H -+ ( @ , A )  un paramètre. Sous l e s  hypothèses 

(H,  , Hg,  a4)  , li algèbre  @ c o n t i e n t  

- l e s  fermés de ( @ , B )  s i  c e t  espace e s t   récom compact, 

- s e s  fermés u-compacts s ' i l  e s t  séparable .  



a )  ( @ , 6 )  e s t  O-précompact. 

S o i t  un fermé de ( @ , 6 ) .  11 n ' e s t  pas s u f f i s a n t  de s a v o i r  

que f  e s t  p. S .  es t imable  pour conclure que f- l  (Oo) e s t  t e s t a b l e .  

s o i t  une s u i t e  c r o i s s a n t e  de p a r t i e s  précompact6de @ , 

l e  recouvrant.  

Y ~ c E *  posons 
0 ¶n  

= @Op@ n  

(0 o,n 1 nS1 et (@zNn)nll  
sont  des s u i t e s  c r o i s s a n t e s  de précompacts 

recouvrant respectivement @ e t  @ - @ . 
O P 

* 
fl N e t  @* s e  séparent  évidemment asymptotiquement 

o,n 

uniformément. Il s u f f i t  donc d 'appl iquer  l e  théorème (1 B 1 ) .  

b )  (a,&), e s t  séparable .  

Montrons que pour t o u t e  s u i t e  ( Q O  r ) r l l  de p a r t i e s  compactes 
+m 9 

de ( @ , 6 ) ,  f - ' ( V @  ) e t  H - f - ' ( V @  ) s e s é p a r e n t a s y m p t o -  
r= 1 0,r r= 1 O¶=-  

t iquement . 

a - On peut supposer que ( @  ) e s t  une s u i t e  c r o i s s a n t e .  
o , r  r d 1  

( @ l  , s ) s 2 1  
une s u i t e  de boules  fermées t e l l e s  que 



B - Pour t o u t  e n t i e r  p o s i t i f  quelconque s, on peut t r o u v e r  

une s u i t e  (P  ) dans f-1 (0 ) e t  pour t o u t  e n t i e r  p o s i t i f  r une 
1 , v  v2l 1 , s  

s u i t e  f i n i e  dans f-' (eo, ) t e l l e s  que 
r 

- f ( f f ) n @  c u ~ ( f ( p  ) , a )  
0,r usu 0,u 

r 

f-' ( B ( f (P l  a )  ) s e  séparent  asymptotiquement uniformément. 
v= 1 

I l  e s t  donc f a c i l e  de  c o n s t r u i r e  une s u i t e  adaptée ( c ~ ( s ) ) ~ > ~  

de cy l ind res  t e l s  que 

y - Cet te  cons t ruc t ion  é t a n t  p o s s i b l e  quel  que s o i t  s ,  il 

r e s t e  à appl iquer  l e  théorème (1 B 3 ) .  

Théakêrne. - S o i t  f : ff + (O, 6)  un paramètre,  l e s  cond i t i ons  

( H l ,  Hp, HO é t a n t  r é a l i s é e s .  Alors  : 

f e s t  p. CO. e s t imable  s i  ( @ , 6 )  e s t  a-compact, uniformément 

p.co. es t imable  s i  ( @ , 6 )  e s t  compact. 



v é m 0 ~ ~ 0 n .  - On suppose d 'abord  que ( @ , 6 )  e s t  compact. 

26 
a )   après ( , lemme 2 ) ,  on peut  cons t ru i r e  une s u i t e  t r i p l e  

(mns  E n a  @n'na1 
ayant  l e s  p r o p r i é t é s  su ivan te s  : 

- 
( E n ) n > i  

e s t  une s u i t e  monotone non c r o i s s a n t e  de r é e l s  

* 
tendant  vers  O e t  v é r i f i a n t  : Vn E IN , E 2 n  -1/3 

n  

- 
( n ' n ,  1 

e s t  une s u i t e  monotone non déc ro i s san te  d ' e n t i e r s  

* 
p o s i t i f s  t e l s  que : vn c N , mn 5 n  . 

* 
- vn /n IN , e s t  une p a r t i e  de @ à m éléments n  

notés  0 , . . . ,  0  t e l s  que : 
n, 1 n  ,m n  

b )  S o i t  n  un e n t i e r  p o s i t i f  quelconque. On pose 

- I n  = ( i  1 1 i i 5 m n  f (H)  fl B ( o n s i  , cn ) # @ }  . On c h o i s i t  a l o r s ,  

i 1 , une l o i  P  
- 1 

dans f ( B ( e n S i a  E n  ) )  , ce qu i  donne n  n , i  

f ( H ) C  U B ( f ( P  - 1 ,  2 E ~ )  

i e  1 n , i  
n  

- 
Y n  

e s t  un nombre p o s i t i f  t e l  pue + 2 en )  = 2  h ( 2  en)  + 2  en. 

Nous rappelons que pour t o u t  couple (P ,Q)  d 'hypothèses 

simples t e l l e s  que 6 ( f ( ~ ) ,  f ( & )  ) 2 yn + 2  E~ , puisque l ' o n  a 



on peut t rouve r  un cy l ind re  cn(PYB) t e l  que 

Pour t o u t  couple ( i , j )  d ' i n d i c e s  de 1 t e l s  que 
n 

~ E J  (ou  i e J  . ) , o n p o s e  
n , i  naJ 

Pour t o u t  i dans { l ,  ... ,mn}, on pose 

- c n ( i )  = x (") s inon . 

Pour t o u t e  hypothèse simple P, s i  

i ( n , P )  = M i n C i  1 i e I  6 ( f ( ~ ) ,  f ( ~  . ) )  d 2 ~  1 ,  nousavons  
n '  n ~ l  n 

A 

Considérons l ' e s t i m a t e u r  f : ( X  , 
n 

( n )  8'")) + (0 , 6 )  d é f i n i ,  en remarquant 

que j E J n Y i  => C (i) h ( j )  = 0 , p a r  : n n 

i ( n , x )  = Min { i  1 i E J n ; x E C n ( i ) }  

C )  La s u i t e  d ' e s t ima teu r s  que 1 'on peut  a i n s i  c o n s t r u i r e  

e s t  uniformément p.co.convergente : en e f f e t ,  on peut supposer que 

* 
'n 

----+O , e t  é t a n t  donné E > O t r o u v e r  N dans N ,  t e l  que 
n*m € 



Il suffit pour conclure de remarquer successivement que 

Si (0 ,6 ) est seulement a-compact, il suffit d'appliquer 

le lemme (1 C 3) 8 

7 V  8 5 - Teha2 p. co. convekgena2. 

ThéokEme. - Soit f : H + ( @ , 6 )  un paramètre, les hypothèses 

(ril, Hz, Hl') étant vérifiées. 4 

Pour tout fermé @ de @ 
O 

- f i  ( ) est p. CO. testable si (Gy&) est un espace euclidien ; 

- si (@,6) est compact, il existe une suite p. CO. convergente 

de tests de f-1 (0 - )  contre l'hypothèse complémentaire, dont 

le niveau de signification tend vers 1. 

Dérnavlcl;tha;tion.- On conserve les notations de la démonstration 

précédente. 

Supposons d'abord que ( @ , C S )  est compact. 

a) Soit n un entier positif quelconque. On pose 

- O = {e / 6(0,0,) 2 un 
1 ,n 

+ 2 En} 

- K = {i 1 1 :. i 6 m B ( ~ ~ , E ~ )  n @ nr(tf) # O }  
0 ?n n '  O 

- K = {i 1 1 :. i 6 m B(ei,rn) fi @ n f(H) # @ }  
1 ,n n 1 ,n 



- M c  K , s o i t  PI' E n B ( B . , E ~ ) )  . 
1 ,n n , i  1 , n  1 

Il e s t  c l a i r  que 

Posons cn = u ( n cn(Pnyi  , p u  ) ) .  
ieK icK n , i  

o,n 1 ,n  

b) ~a s u i t e  (x(")  - a i n s i  c o n s t r u i t e  e s t  l a  s u i t e  'n'nl i  

des rég ions  c r i t i q u e s  de t e s t s  p.co. convergents de f-1 (0 ) con t r e  
O 

f-1 (0 - @ dont l e  niveau de s i g n i f i c a t i o n  t end  vers  1 .  

* 
En e f f e t ,  v n  E: iN , nous avons : 

ce  qu i  s u f f i t ,  compte t e n u  des r e l a t i o n s  

S i  ( @ , 6 )  e s t  un espace e u c l i d i e n  quelconque, on peut  

l ' i d e n t i f i e r  à l ' e s p a c e  euc l id i en  usue l   IR^,. pour une c e r t a i n e  va l eu r  

S i  6 ' e s t  l a  d i s t ance  s u r  @ d é f i n i e  par  



en s u b s t i t u a n t  6 '  à 6 ,  on ob t i en t  un nouveau modèle s t a t i s t i q u e  qui  

v é r i f i e  ( H , , H ~ , H { ) .  

Plus précisément,  on a  : 

Pour t o u t  e n t i e r  p o s i t i f  n,  

1 /3  v  - On = 18 1 6 ' ( 0 , 0 )  f n} peut  ê t r e  recouvert  pa r  2' nV [n ] 
1/3 -1 boules fermées ( cubes )  de diamètre 4~ ' = [n ] ( [ ] désigne i c i  l a  

n 

p a r t i e  e n t i è r e )  ; 

- il e x i s t e  un nombre p o s i t i f  y '  t e l  que 
n  

+ 2  E;) = h(2  >/; E;) + 2 E; ; h(yn  - 

- on pose - O = O O 
O Y ~  O n  

- @ = {e 1 a f ( e ,  @ ) 3 y; + 2  € 1 1  0 O n  . 
1 ~ n  O n  

Comme on peut t rouve r  un événement C de B(")  
n  

v é r i f i a n t  : 

- P E  f - l ( @  ) => P(")(c,) 2 1 -  2 ' n  4v/3 
o,n 

Pour conclure,  il s u f f i t  d ' u t i l i s e r  l e s  r e l a t i o n s  



I V  C - CAS OU f ( H ) ,  n l  ( H )  ( H )  , . . . SOM ORDONNES DE M A N I E R E  ISOMORPHE.  A 

1 V  C 7 - Remque. - Un o rd re  d s u r  un ensemble D de l o i s  d é f i n i e s  

s u r  un même espace nesurable  e s t  s a t i s f a i s a n t  s i  l a  s e c t i o n  commençante 

s ( P o )  = { P  1 P r 4 , P .' P 1 de Po e t  l a  s e c t i o n  f i n i s s a n t e  
O 

s ( P , )  = {P 1 P E D , Pl \( P} de P s o n t  s t r i c t emen t  décantées  dès 
1 

que Po < P l .  

E x e m p t e .  - Pour t o u t  couple (P ,Q)  de l o i s  d i s t i n c t e s  s u r  IN, 

posons 

~ ( P , Q )  = Min { n  1 n e N , P{n) # Q{n}}. 

On d é f i n i t  un ordre  6 s u r  l 'ensemble de ces  l o i s  pa r  

1 
Considérons P = - ( 6  

1 1 1 
+CS1 + 6 2 )  e t  Pl = ~ 6 ~ + - 6  + - 6  

0 3 0  2 1 6 2 '  

S i  un événement A d é c a n t a i t  s t r i c t emen t  s (P  ) e t  S ( P ~  ) , 
O 

A c o n t i e n d r a i t  1 .  

On a u r a i t  donc b l ( ~ )  = 1 , e t  S I  6 P , ce qu i  e s t  absurde. 
O 

Cet o rd re  n ' e s t  donc pas bon, mais il e x i s t e  des o rd re s  s a t i s f a i s a n t s  

comme l ' o r d r e  a s soc i é  aux fonct ions  de r é p a r t i t i o n ,  que nous u t i l i s o n s  

ci-dessous. 

1 V  C 2 - ThEohErne.- Le  aram mètre f : H + (a,&) e s t  p.  S.  es t imable  

sous l e s  hypothèses ( H l ,  H g ,  H8, H ) e t  l 'hypothèse  (H ) ci-dessous : 
1 O 

f e s t  uniformément P.S. es t imable  s i  l ' i n t e r v a l l e  f ( H )  e s t  borné. 



Démovtcl;t/ration.- Il suffit de montrer que f est uniformément 

estimable lorsque f(ff) est borné. 

Pour appliquer le théorème (1 C l), considérons deux intervalles 

fermés bornés disjoints quelconques : B. 1 = Lei-ai, ei+ui] , i = 0,1 . 
On peut supposer que f-l ( B ~ )  et f-l (BI ) ne sont pas vides, et que 

Bo < el 

Soit deux lois Po et Pl telles que 

Il existe une suite strictement croissante d'entiers positifs (nk)kll 

et deux suites de réels (a ) et (x' 1 tels que : 
n n 
k k3l k kZ1 

Si (Hga) est vérifiée, on pose B = 14, xn [ . 
n 
k k 

Sinon, ( H g b )  l'est, et on pose B = R -1-, xn [ 
n 
k k * 

on complète cette suite par : Qn E (LN - ink, k z II), B n =  @ . 
Ainsi (Bn)nll décante asymptotiquement uniformément {P 1 P c ff, f ( P )  6 6 O * ao} 

et {P, P E ff, f(P) 3 O 1  - a, } , et de plus il y a séparation asymptotique 

uniforme d'après le théorème fondamental 



1 V  C 3 - Exemple : eb;timdon du panam&the de Z t a v u l d o n .  

Tliéohème.- Sous l e s  hypothèses ( H l ,  H , H ~ )  e t  l e s  hypothèses 

( H g ,  HG e t  H;O)  ci-dessous, l e  f : ff -+ ( @ , 6 )  e s t  P.S.  es t imable.  

- ( H g )  Sont données une l o i  bo ré l i enne  p s u r  IR e t  une fonc t ion  

* 
A : I M  x f f + R  t e l l e s q u e .  

4t 
vn E: N e t  fi E: ff , ii ( P )  e s t  l ' image  de p n par t ~ ( n , ~ ) '  

* - ( H f )  Vn c IN , l ' u n e  des p r o p r i é t é s  ci-dessous e s t  v r a i e  : 
9 

S i  l ' i n t e r v a l l e  f ( f f )  e s t  borné, f e s t  uniformément P .S .  es t imable .  

D é m a v u m o n .  - C ' e s t  un c o r o l l a i r e  du théorème ci-dessus 

puisque ( H '  ) => ( H  ) 
9 9 

e t  ( H ; ~ )  => ( H  ) , compte t e n u  du lemme ci-dessous, puisque 
1 O 

Lemme.- La fonc t ion  de concent ra t ion  Q,, de t o u t e  l o i  boré l ienne  

s u r  IR a l a  p r o p r i é t é  su ivan te  : 

+m 
2 

+m 

pour t o u t e  s u i t e  de r é e l s  b O , 1 a = + => 
2 

("n'n21 n 1 = + m a  n=l n= 1 

* 
En e f f e t ,  on peut  supposer que t(n E N , an > O . 



C a b  I - an  + O : il e x i s t e  une sous-su i te  ( a  1 qu i  
n41-m 

n  
k  k2l 

converge ve r s  un c e r t a i n  nombre a  > 0. 

a   ès que k e s t  assez  grand, on a  a  > - , donc n  Qp(ank)  2  Q > O , 
+m k 2  

donc 1 ~ ~ ( a )  = + m .  
n= 1 1 ~ .  n  

C a 6  2 - an - O . On peut supposer  que l a  s u i t e  
( a n ) n l l  

n++m 
e s t  majorée par  1 .  

soit (pnInz1 une s u i t e  d ' e n t i e r s  p o s i t i f s  v é r i f i a n t  

N é t a n t  un e n t i e r  p o s i t i f  t e l  que 1~.( [- N ,  N[) > , à p a r t i r  
2  

d'une p a r t i t i o n  de [- N ,  N[ en 2N ( p  +1 ) i n t e r v a l l e s  semi-ouverts n  

à d r o i t e  de même longueur ,  on v o i t  que 

+m 

ce  qui  s u f f i t  puisque 1 = + m m  2  
n=i ( p n + i )  



1 V V - E S T Z M A T E U R S  U N 1  FORMEMENT P.  S. C O N V E R G E N T S ,  LORSQUE (@,6 ) E S T  UN 

E S P A C E  E U C L I D I E N .  

Z V  D 7 - Dans l e  cas  généra l ,  (@,S)  é t a n t  un espace métrique quelconque, 

l e  paramètre f e s t  uniformément P.S. es t imable  s i  e t  seulement s 'il e s t  

uniformément est imable.  

Les condi t ions  ( G ' )  e t  ( G u )  ci-dessous sont  a l o r s  v é r i f i é e s  : 
1 1 

(O;  ) v c  JE ] O ,  1 [ , il e x i s t e  deux r é e l s  a e t  A, un e n t i e r  p o s i t i f  
(n l  ) ( n l  

n e t  une f ami l l e  d'événements 8 -mesurables 
1 

: , H  -+ B  
1 

t e l s  aue : 

VE JE 1 O ,  1 [, il e x i s t e  un e n t i e r  p o s i t i f  n2 e t  une f a m i l l e  
( n2 ) (n2 ) 

d'événements B  -mesurables 
C2 

: U + B  v é r i f i a n t  

(n,) 
- VP P E H , S ( f ( P ) ,  f ( P o ) )  < a => P (cg (P0) )  > 1 - E o s  

"2) - P JE H S ( f ( P ) ,  f ( P o ) )  > 1 => P (  ( c2 (PO) )  < E . 
O '  

La condi t ion  ( G " )  e s t  exigeante .  
1 

Exk?tnp&.- Sous l 'hypothèse  ( H l )  e t  l e s  hypothèses su ivan te s  : 

- ( H ~  ) 3 f : H -+ V v é r i f i a n t  v 

Alors,  f : H -+ (DY,%) e s t  un paramètre v é r i f i a n t  ( G Y )  . 



Z)érno~nt4a,tion. - S o i t  y e t  E c h o i s i s  a rb i t r a i r emén t  dans ] 0 , l  [. 

a )  donnons-nous une l o i  boré l ienne  quelconque P s u r  IRv. 
O 

Pour t o u t e  l o i  Pl t e l l e  que %(Po,P1)  > y , on peut t rouve r  

un bo ré l i en  B(PoyP1)  de R' v é r i f i a n t  : 

(th. III B 4). 

Puisque dK v é r i f i e  (M~), on peut supposer que B(P ,P ) appa r t i en t  
O 1 

v  à une s u i t e  f i n i e  de r bo ré l i ens  de IR qui  ne dépendent que de P e t  
O 

y , l e u r  nombre r ne dépendant que de y .  

( 1 )  s i g n i f i e  que B(P ,P ) décante asymptotiquement uniformément 
O 1 

(+a)  b ( + m ' ( ~ o ,  2 $1 e t  b  (P, , ;) . 
D'après l e  théorème fondamental, il e x i s t e  un e n t i e r  p o s i t i f  p 

2 
v p2 fonc t ion  de E e t  de y seulement e t  un événement D2(PoyPl ) de (IR ) 

t e l  que 

(P, ) 
- p ' r  b  ( P l ,  ) => p ' ( ~  ( P  ,P ) )  < E . 2 0 1  

On pose D ~ ( P ~ )  = n D ( P  P ) ; il s ' a g i t  en f a i t  d 'une  in t e r sec t i c r i  
2  o y  1 

de r événements. 

b )   après ( f i l 1 ) ,  3 N  E W* t e l  que n > N => sup ( % ( n n ( P ) , f ( P ) ) )  < . 
P€ 5 

Posons - n2 = N + p2 

- VP 0 s vv , c 2 ( P  0 ) = (aVlN X D ~ ( P ~ )  . 



A l o r s , i l  e s t  c l a i r  que pour t o u t e  hypothèse simple P on a : 

1 V  D 2 - Théok2me.- Le paramètre f  e s t  uniformément es t imable  
--- 

dans l e  cas  géné ra l  s i  

- ( @ , 6 )  e s t  un espace euc l id i en ,  

- G e t  ( G Y )  son t  v é r i f i é e s  . 

DC!monAmon.- S o i t  y e t  E deux nombres quelconques 

de ]0,1 [. 

a )  Le nombre p o s i t i f  a a s soc i é  à y p a r  ( G Y )  peut  ê t r e  

supposé a u s s i  p e t i t  que l ' o n  veut .  

* ( n l  
 après ( G ;  ) , ]A > a , n1 E N  e t  C : H + B  t e l s  que 

1 

( @ , 6 )  é t a n t  un espace euc l id i en ,  il e x i s t e  une s u i t e  {LIjr j E J} - f i n i e  

ou non - dans H e t  un e n t i e r  p o s i t i f  N v é r i f i a n t  : 



* (n2 
D'après (GY), 3n2 E N  e t  c2 : H - P B  t e l s  que 

ve, P E H ,  
O 

On pose - n = n + n 
1 2 

A 

On d é f i n i t  un es t imateur  f : ( X  , 
n 

(") 8'")) -r (a,&) du 

paramètre f en posant  : 

- f n ( x )  = f ( ~ ~ ( ~ ) )  03 j ( x )  = Min { j  1 j E J ,  x E ~ ( j ) }  s inon . 

A 

b )  Montrons que sup {S(fn ,  f ( P ) )  > y} s E , ce q u i  permet t ra  
PeH 

d ' app l ique r  l e  lemme 2 (1 A 7 )  : 

v p  c , & ( P )  E J t e l  que 6 ( f ( P ) ,  f ( ~ ~ ( ~ ) ) )  < a . 
s o i t  J ( p )  = { j  1 j E J, 6 ( f ( u j ) ,  f ( p ) )  > Y e t  6 ( f ( u j ) ,  f ( u j ( p ) ) )  s A} 

I l  s u f f i t  de  remarquer que 



- Card J ( P )  5 N 

IV D 3 - Application au cab où f ( f f ) ,  l l l ( f f ) ,  n p ( f f )  , . o .  h o n t  okdonnéd 

de manièae homotLphe. 

Théotrème. - Le paramètre f  : ti -t ( 0 , ~ )  e s t  uniformément 

est imable sous l e s  condit ions ( H l ,  H Hg,  H ) e t  l 'hypothèse  
5 ' 9 

ci-dessous : 

- ( H "  ) 11 e x i s t e  une s u i t e  
1 O (hn)n2i 

de fonct ions  monotones non 

décroissantes non négat ives dé f in ie s  s u r  [O, + W C  t e l l e s  

- 3 n o  e W* t e l  que l i m h n  ( x )  = 1 . 
x- O 

Démona&&i.an.- S i  l ' i n t e r v a l l e  f ( f f )  e s t  borné, il s u f f i t  

d t  appliquer  l e  théorème (IV C 2 )  puisque ( ~ 7 ~ )  =I> ( H , ~ )  . 

Dans l e  cas 04 f ( f f )  n ' e s t  pas borné, il s u f f i t  de montrer 

que ( G ; )  e t  (GY) sont  v é r i f i é e s ,  pour appliquer  l e  théorème (IV D 2 ) .  

C o n u o n  (Gy)- I l  e s t  c l a i r  que é t a n t  donnés y > O e t  

E E O,  1 [ , on peut t rouver  un e n t i e r  p o s i t i f  n  ayant l a  p ropr i é t é  2 

suivante  : 



( n 2 )  
bo, Pl E , f ( P 1 )  = f ( p 0 )  + '=>3  D ~ ( P ~ , P , )  E B t e l  que 

2  

Pour t o u t e  hypothèse simple Po , on f a i t  l a  cons t ruc t ion  

su ivan te  : 

C a b  7 : f ( P n )  - y d f ( H )  - a l o r s  il e x i s t e  deux l o i s  - 
P  t e t  P t  dans ff t e l l e s  que 

0 , l  0,2 

Cacl 2 : f ( P  ) + y d f ( f f )  - a l o r s  il e x i s t e  deux l o i s  

P e t  P  dans ff t e l l e s  que 
0 9 1  0,2 

2 
On pose c2(Po)  = R - D2(Po,, , P ) . 

0 3 1  

C a b  3 : [ f ( ~  ) - y,  f ( P  ) + y] C f  ( i f )  : on conserve l e s  - O O 

no t a t ions  ci-dessus e t  on pose 

Dans tous  l e s  ca s ,  e t  pour t o u t e  hypothèse simple P on a : 
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CondLCLon ( G i )  - On va é t a b l i r  l a  propr ié té  suivante,  plus 

( ~ E E ] o , ~ [  e t  b ' a ) ~ ) ,  3 A . a  e t  3 1 :  H + B ( R )  t e l s q u e  

b, P t  c tl : - I ( P )  e s t  un i n t e rva l l e  

Traitons seulement l e  cas où 

a) pour toute  hypothèse simple Po, on pose 

- B(Po) = {x I 3~ E f-'([f(p0) - a ,  f ( p0 )  + 4) t e l  que F n ( p ) ( ~ )  6 1 
n- 

- x = sup A(Po) s i  A(P ) + @ P 
O 

O 

= - m  sinon 

- Yp = SUP s i  B(Po) e s t  borné 
O 

= + m  s i  non 

XP 6 Yp r é su l t e  de A ( P ~ )  C B ( P ~ ) .  De plus ,  s ' i l  ex i s t e  une hypothèse 
O O 

simple P'  ( resp .  P'') t e l l e  que f  (PA)  = f (P ) + a ( resp.  f (Pl') = f (p0)  - a )  , 
O O O 

on a évidemment suivant l e  cas 



On en déduit que l'un au-moins des deux nombres XP et YP 
O O 

,est fini. 

Finalement, il est clair que pour l'intervalle fermé I(Po) 

d'extrémités x et yp on a : 
Po O 

' d ~  t~ if , ( ( I ~ ( P )  - f(po)l < a) => (n (P) (1(P0)) > 1 - €1 .  n 
O 

b) La famille d'intervalles 1 : if + B(w) convient : en effet, 

E 3~ > a tel que h (A) > 1 - - . 
n 
O 3 

Pour tout couple (P ,P ) d'hypothèses simples telles 
O 1 

que f(P ) + A + 2a < f(P ) ,  il existe deux hypothèses simples PU et 
O 1 

Pi telles que 

tel que F 
E E 

(a) < -  et Fn (a) > I - - ,  nn (pl) 3 n 
O O 

3 

Donc xp b a et 
Yp 1 

< a , car on est dans le cas où 
O 

E 

ypl 
= SUP {X I Fn (p;) (x) < 1 - -1. 

n 
O 

3 

Les intervalles I(Po) et I(P1 ) sont donc disjoints 

I V  4 - Exemple : u h a , t i o n  du p w & e  de ; tharula; t ian.  

Théot2me. -  Soit f : ff -+ (@,6) un paramètre, les hypothèses 

( H ~ ,  Hg¶ H$, Hg¶ H') et l'hypothèse (H;;' ) ci-dessous étant vérifiées : 
9 



- ( H f  ) 11 existe une suite de fonctions monotones non décroissantes 

non négatives (hn)nii définies sur [O, + m[ telles que 

Alors f est uniformément estimable. 

Dëmo~;trruZion. -  a après le lemme (IV C 3) et la propriété (H',;' ) 

nous avons : 

Puisque l'on a (HJ et HB) => (Hg) , (Gy) est vérifiée. 

( , G ; )  est également vérifiée : en effet, soit E > O et ct > 0. 

On choisit d'abord d > O et no E N* tel que h (d) > O , n 
O 

puis deux réels a et b tels que 

Traitons par exemple le cas où 

bk E H , soit I(P) l'intervalle fermé d'extrémités a + ap et b + bp 

où $ et bp sont respectivement les bornes inférieure et supérieure 



L'une au-moins de ces bornes e s t  f i n i e ,  e t  nous avons évidemment : 

Montrons que de p l u s  f ( ~ )  - f ( ~ )  > 2a + Kd ==> I ( Q )  fi I ( P )  = @ , 

K é t a n t  un e n t i e r  v é r i f i a n t  K . hn ( d )  > b-a : il s u f f i t  de remarquer 
O 



- 115 - 

CHAPITRE V 

EST IMATIUN DE LA LOI,  VANS LE CAS DE L 'ECffANTlLLON, 

v 1 - Retoun  ~ u n  l l d g è b & e  ift ' des I t ypodhes  iesiubles. 

Théakème 1 . -  Dans l e  cas de l ' é chan t i l l on ,  l 'hypothèse générale 

é t an t  munie d'une dis tance  d, ff contient  l e s  boules fermées de (ff,d) 

s i  d  a  l a  propriété ( M  ), ou s i  d  a  l a  propr ié té  (Ml  ) e t  ( f f ,d)  e s t  
2 

séparable. 

V é m a n b ~ 0 n . -  La l o i ,  s o i t  l ' app l i c a t i on  identique 1 de f i  

e s t  considérée comme un paramètre, ( f f  , d )  é tan t  a l o r s  l ' espace  paramétrique. 

CU6 1 : d a  l a  propr ié té  ( M  ) e t  ( f f ,d)  e s t  séparable. - 1 

So i t  B I ,  B2 deux boules fermées de ( f f ,d) .  

S i  d * ( ~  B ) > O , e l l e s  sont str ictement décantées ( ~ r o p r i é t é  ( M  ) )  
1 '  2  1 

donc BI  e t  B2 s e  séparent asymptotiquement uniformément ( t h .  II C 4 - 1 ) . 
Ainsi ( G )  e s t  v é r i f i é e  e t  tou te  boule fermée de (H,d) e s t  t e s t a b l e  

s i  c e t  espace métrique e s t  séparable (dém. 1 C 4 ) .  

CU 2 : d a  l a  propr ié té  ( M 2 ) .  - 
So i t  B ( P , ~ )  une boule fermée quelconque de ( f f ,d ) .  E l l e  e s t  

évidemment t e s t ab l e  s i  e l l e  recouvre f f .  

1 Sinon, dès que n  e s t  assez grand, B ( P , ~ )  e t  ff - B(P, a  + ;) 

ne sont pas vides e t  s e  séparent asymptotiquement uniformément (prop. ( M ~ )  

e t  t h .  II C 4 - 1 ) .  



+m 
1 

~ ( P , c l )  e s t  donc t e s t a b l e  puisque ff - B ( P , ~ )  = u ( f f  - B(P.  a + - ) )  
n= 1 n 

( t h .  1 B 1 ) . 

Remcvq uu. - 

a )  S i  (ff,d) = (DY.%)  . t o u t e  boule fermée e s t  donc t e s t a b l e .  

On v o i t  i c i  l ' i n t é r ê t  de ( M  ) puisque (vv,4<) n ' e s t  pas  séparable .  
2 

b )  4< a des p r o p r i é t é s  s p é c i a l e s  v i s  à v i s  de l a  sépara t ion  

asymptotique uniforme : 

* 
Théontnie 2 (*) . -  S o i t  v  E . V é t a n t  muni de l a  d i s t ance  4<, 

on peut a s s o c i e r  à t o u t e  l o i  bo ré l i enne  P de R' e t  à t o u t  nombre ri E [0,1 

une s u i t e  adaptée ( c ~ ( P , ~ ) ) ~ ~ ,  de cy l ind res  de (lRV,~' )*-, ces s u i t e s  

v é r i f i a n t  : 

D é m o n b ~ a n . -  On reprend l a  démonstration (II C 4) en l a  

p réc i san t .  

S o i t  n E O 1 Q un e n t i e r  p o s i t i f  t e l  que 

v a )  S o i t  P une l o i  boré l ienne  s u r  R . 

I l faprès  l e  théorème (III B 4) pour t o u t  q  Z Qn, on peut l u i  

v  a s soc i e r  k = 2 (4qv+l)' fermés de IR notés  A, ... . ,Ak t e l s  que 
q 

9 



1 
v é r i f i a n t  i n f ( P i ( A . )  1 P '  E B ( P , ~ ) )  5  Q ( A i )  + - . 

1 
2q 

D'après l e  théorème (1 A 3 ) ,  il e x i s t e  un e n t i e r  p o s i t i f  m 
9 

a u s s i  grand que l ' o n  veut ,  ne dépendant que de q, e t  une app l i ca t ion  
A m 
P : (IRv) + 9 ne prenant qu'un nombre f i n i  de va leurs  t e l l e  que 

A m 
E Dy : - C ( V )  = { Max (P(A. ) - p(Ai)l < 2~ e 8 q ( ~ v )  

1 
1 s ibk  

9  9 4  

Posons Cm (P ,q)  = 
9 

Il e s t  c l a i r  que 

On complète l a  s u i t e  (Cm ( P , q ) )  a i n s i  cons t ru i t e  à p a r t i r  
Q q3Qn 

de q e t  P en une s u i t e  ( c ~ ( P , ~ ) ) ~ ~ ~  , de l a  manière h a b i t u e l l e ,  

en supposant d 'abord que ( m  ) e s t  s t r i c t emen t  c ro issante .  
P  s?Q, 

b )  Quand P  d é c r i t  , on o b t i e n t  une fami l le  de s u i t e s  adaptées 
v  

de cyl indres c o n s t r u i t e s  à p a r t i r  de l a  même s u i t e  ( m  ) , e t  qui  
9  q2Qq 

v é r i f i e n t  ( 1 )  e t  ( 2 )  

Il e s t  f a c i l e  de v o i r  que ce théorème r e s t e  v r a i  s i  par  exemple 

on s u b s t i t u e  (H,$) à a é t a n t  un ensemble équitendu de l o i s  

borél iennes su r  un espace métrique quelconque ( v o i r  l a  remarque III B 3  - C ) .  


































































































































































