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DECANTATION ET SEPARATION ASYMPTOTIQUES UNIFORMES :
TESTS ET ESTIMATEURS CONVERGENTS, DANS LE CAS D'UBSERVATIONS
INDEPENDANTES., EQUIDISTRIBUEES OU NON .



-

] - Soit X = (Xn)n>1 une suite de variasbles aléatoires simultanées

prenant respectivement leurs valeurs dans des espaces mesurables guelcongues

(Xn’Bn)’ (n = 1,2,...) et dont la loi conjointe inconnue appartient 3 un
) . (+2) (=) ™
ensemble donné H de lois sur (X ,B )= 8 (Xn,Bn).
n=1

Si P est une loi sur cet espace, Hn(P) ou Pn désigne

sa projection sur (Xn,Bn),H(n)(P) ou P(n) sa projection sur

n
(X(n),B(n)) = 8 (Xi,Bi) » quel que soit l'entier positif n.

i=1

2 - Tests.- ©Si H et H1 désignent deux familles disjoiutes
+°°) (+oo)

de lois sur (X( ,B ) » elles se séparent asymptotiquement (resp.

asymptotiquement uniformément) s'il existe une suite adaptée (Cn)n>1

. *
de cylindres (Vn e N |, Cn € B<n)) telle que

VP e HOUH, P(n)(cn) —_ 1

(P)
n--+o Ho

(resp. sup (|P(n)(C ) - 1H (P)l) —_— Q)
PeH UH, n o n-+oo

Si de plus HO et H1 sont deux hypothéses, soit deux parties

~ s . (n)
' = - -
de l'hypothése générale H, et si H1 H Ho’ (X C )n>1 est la

3

suite des régions critiques d'une suite convergente [resp. uniformément

convergenté} de tests de HO contre H1. On dit alors que HO est

testable (resp. uniformément testable).

Ht désigne 1l'ensemble des hypothéses testables : c'est une

algébre de parties de H (19, th. 3.1).

3 - Espace paramétrique.- Soit () un ensemble muni d'une

distance 6. Vo ¢ @ et Va >0, B(6,0) et b(8,a) désignent respec-

tivement les boules fermée et ouverte de centre 8 et de rayon a.



Etant donné deux boules fermées quelconques BO = B(eo,ao) et

B, = B(61,a1), on pose

Ghb et G;f désignent respectivement 1‘'algébre de parties de (@ engendrée
par les boules fermées et 1'algébre des parties de (® dont 1l'image récipro-

gque par f est une hypothése testable (od f est une application de H

dans @ ).

4 - Estimatewrs.- Soit un paramdtre f : H > (®,8), une
famille non vide F d'hypothéses, une suite (En)n;1 d'estimateurs de
f, autrement dit une suite de fonctions mesurables ;n : (X(n),B(n)) > (®,8),
(n =1,2,...) . Nous rappelons que |

-

a) (fn)n>1 est une suite F-p.co.convergente d'estimateurs de

f si et seulement si

+oo N
(VF e Fo Ve > 0) 5 sup (§ ™) (6(2 ,0(P)) > }) — O
PeF n=k Ko>+eo
b) (f ) est une suite F-p.s.convergente d'estimateurs de

n'nxi

f si et seulement si

(VFe F, Ve > 0) , 1lim (sup P(y ({6(;’ ,T(P)) > e} x T X.,))) =0
k>teo PeF  n3k n Jzn

-~

c) (fn)n>1 est une suite F-convergente d'estimateurs de f

si et seulement si

(n)

(VF ¢ F, Ye > 0) , 1im (sup BPs(s_, £(2)) > €}) = 0

n»tewe Pel

-~

Lorsque F = {H} (resp. F = {{P}, P e H}) , (fn)n>1 est donc uniformément



p.co.convergente en (&), uniformément p.s. convergente en (b), uniformément
convergente en (c) (resp. p.co.convergente en (a), p.s. convergente en (b),
convergente en (c)). On dira que le paramétre f est estimable (resp.

uni formément estimable) s'il existe une suite convergente (resp. uniformément

convergente) d'estimateurs. Pour les convergences p.s. et p.co., on utilisera

les termes analogues.

Exemple.- Soit H une hypothése. Le paramétre 1H s Ho> ({0,1},] |)
est estimable (resp. uniformément estimable) si et seulement si H est

testable (resp. uniformément testable).

A partir de cette remarque, on peut définir d'autres types de
convergence pour les tests (convergences p.s. et p.co., uniformes ou non).

Ainsi une hypothése H est p.co.testable si et seulement s'il existe

une suite adaptée (Cn)n>1 de cylindres tels que
P-p.co.
Wetl , 1, ~— % 1.(B)
n n->+oo

2z

5 - Cas particuliers.- Nous venons de décrire le cas général ;

mals souvent nous supposerons que les variables aléatoires Xn (n=1,24000)

sont indépendantes, autrement dit que H est un ensemble de lois-produits
+o0

(VP e H, P= ® Hn(P)) ou méme qu'elles sont indépendantes et équidistri-
n=1
buées : c'est le cas de 1l'échantillon pour lequel on identifie H et H1(H),

et 1l'on pose (Xn:Bn) — (X,B) , (X(+w), B(+W)) , (X(n)’ B(n)) , P(n)
devenant respectivement (X+m,B+w), (Xn,Bn) et PU » quels que soient

la loi P et l'entier positif n.

6 - Nous allons construire des tests et des estimateurs convergents

en introduisant la notion de décantation asymptotique uniforme de deux

. 5 +o0 +o0 " o .
familles de lois sur (X( ), B< )). L'intéret de cette notion est



gu'il y a séparation asymptotique uniforme lorsque la décantation est assez

forte.
Alors, aprés avoir étudié

— les relations entre l'existence de tests et d'estimateurs convergents
d'une part, et la séparation asymptotique uniforme de certaines familles

de lois d'autre part,

- les propriétés de décantation de certaines distances entre les
lois, nous pourrons énoncer des conditions suffisantes simples & partir

desquelles sont possibles nos constructions.

7 - Sous sa forme actuelle, cette théorie déborde largement nos

résultats antérieurs (2,11,12,23,33). Elle a &té développée sous la direction

et avec l'aide de J. Geffroy gqui a fourni notamment la notion de décantation
2 11 24 3
3> bl

asymptotique et son spplication & la séparation asymptotique (voir °, ,

et nos références dans le texte ; les astérisques signalent des résultats

dlis en partie 4 J. Geffroy, et en partie a& nous-méme).



CHAPITRE 1

LA SEPARATION ASYMPTOTIQUE UNIFORME ET LA
CONVERGENCE DES TESTS ET DES ESTIMATEURS.

1 A - CONDITION NECESSAIRE ET SUFFISANTE POUR QU'UN PARAMETRE SOIT ESTIMABLE,

DANS LE CAS DE L'ECHANTILLON.

En groupant les lois suivant les probabilités qu'elles donnent 3
un nombre fini 4'événements, puis en Féparant asymptotiquement uniformément
les familles de lois ainsi obtenues, nous démontrons (th. I A 9) que dans
le cas de 1'échantillon, l'espace paramétrique (@) ,5) #&tant un espace
vectoriel normé sépareble, le paramétre f est p.s.estimable si et
seulement s'il est limite simple d'une suite de paramétres uniformément
continus pour une certaine structure uniforme E sur H. Ce résultat
généralise les conditions suffisantes de L. Le Cam et L. Schwartz (3),

de 8. Jilovec (h) ainsi que la condition nécessaire de ce dernier (5).

La séparabilité de l'espace paramétrique est nécessaire, puisque
les estimateurs que nous construisons ne prennent chacun qu'un nombre fini
de valeurs. Aussi sont écartés d'importants problémes d'estimation fine
tel que l'estimation de la densité dans l'ensemble des densités continues

et bornées sur R, muni de la topologie de la convergence uniforme.

I A1 - Nous donnons deux démonstrations du théor@me ci~dessous. La
premiére s'appuie sur une loi des grands nombres (A. Berger, ! lemme 1),

la seconde est une version simplifiée de (2, théoréme 1).



Le mot cylindre y a son sens propre. Autrement dit, ce que

nous appelons cylindre est tantdt un vrai cylindre, soit une partie

+co - .
(U (B(n) x T X.)) - mesurable de X( ) , tantdt une base de cylindre.
nx1 Jj>n
Théoreme.- Soit (X,B) un espace mesurable guelcongue, A un

gvénement, & et &' deux nombres choisis dans ]O,1E; 1T et 7w' deux

nombres vérifiant O g 7w < 71' g 1.

. . . 4o 4o
Alors il existe un cylindre C de (X ,B ) tel que,

pour toute probabilité P sur (X,B) , on ait

P(A) ¢ 7 => P+m(C) > 1 - ¢

+o0
P(A) 2 ' ===> P (C) < ¢g'

. _ . *
Premiene démonstration : Yn € N , on pose Xn : X — R

(x_) e 1 (x )

p'pz1 An
(Xn)n>1. est une suite de v.a.r. indépendantes et suivant B(1,P(A))
4+ _+oo _+w . .
sur (X ,B ,P ), quelle que soit la loi P sur (X,B). On a donc
+co '
Pl ¢ ..+ x) - P(A)] » STy ¢ — 2
1 n ' 2
n 2 n{m —T{)
Si n vérifie —~*-£——§'< min(e,e'), il suffit de poser
n(w'-m)
+ 1
Co=(F (X, + ... +X )< B2 en effet,
1 n
n 2
1_ +o0
P(A)sﬂ=>{|—(X1+ +X ) -PA) <« T cc=P (C)>1-c¢,
n 2
t_ +oo +o
P(A)an'=>{|l(x1+ + X ) - B(a)| <X -c=>P (C) < ¢
n 2



o o - —— -

pas de loi des grands nombres. Le cylindre C est recherché parmi les
cylindres de la forme

400 N *
B = (Xn—An)r x X R od n, relN
n,r

Pour toute loi P sur (X,B) , nous avons

n r
P ) = (-BRa)T .

Il suffit donc de montrer que l'on peut choisir deux entiers positifs n

et r tels gue
(1_ﬂn)r > 1 - € et (1-m
ce que D. Bosqg fait en posant

* = (L : N s 5 :
Yoelw |, r = E(Tn) (partie entiére de n) ,Ou T € ]ﬂ,n‘[ .
T

On en déduit en effet que :

1im (1=r™) B =1 =1~ lim (1-r'%H) P
n->+w N>+

compte tenu de :



n

") et (r nt s (L)) E

n
*
-Yonemw , (0 < r < (%) + 7

Remarquons que les choix de n et r ~mne dépendent que de
m, 7'y, € et €' , et que 1'on peut préciser la dimension de la base
B du cylindre ainsi obtenu en fonction de ces données numériques,

n,r_
23

ce que la démonstration initiale (voir “°, th. 1) ne permettait pas.

I A 2 - Nous classons maintenant les lois suivant les probabilités
qu'elles donnent & n &vénements fixés & l'avance, et nous séparons

uniformément les paquets de lois ainsi obtenus.

Lemme.- Quels que soient € dans 4]0,1[ et p dans {3,k,...},

il existe un entier n > 0O tel que :

A tout événement A de (X,B), on puisse associer p événements

pour lesquels on ait

oreall

_Ij_j'|22=>anFj'=¢,

. ] i+ n
- pour toute loi P, < ¢ P(A) g PLARE A (Fj) > 1 - €.
p p

Démonstrhation.~ En utilisant le théoréme 1, on associe & € , p

et A un entier n > O (qui ne dépend pas de A) et p é&vénements

de BY : C gesesC tels que pour toute loi P sur (X,B) , on ait

p-1



P(a) ¢ & = P%cC.)>1-X&
p 2p
i+
P(a) 3 ¥ => PP(c;) <%, pour i = 0,...,p1
P 2p
c c ¢
= = n = n =
On pose DO C1 ) D1 CO C2, ’Dp—2 Cp__3 Cp_1 , Dp_1 Cp—2
Il est facile de voir que si i, j € {0,1,...,p-1} et si |i-j| 22,

dop@a) ¢ Bl ===s PPp.) > 1 -5 et Pn(Di) < &
p p ! P 2p
Vérifions que la suite F. =D. N ( K‘,} Di)C s (J=0,...,p"1)
J J i:|i-jlze

convient

. .
Lepa) ¢ = p"0) > 1 -8 et 2% () D)< (p-1) = = P(F.)>1-c.
P P P i:]1=j]=2 2p !

.. . c c ___ _
|i-j] 2 2 ==>F. ©D, et FJ.c:(q:l%_)jl22 D) eD =>FNF =5

I A3 - Théonéme.~- Soit A1,...,A des &vénements d'un espace mesurable
S 1)

(X,B) , D un ensemble de lois sur cet espace, ¢ un réel choisi dans ]O,1[,

et p un entier 3 3.

-~

Il existe un entier positif m et une application P : e,

ne prenant gu'un nombre fini de valeurs,telle que pour toute loi P de D

on ait :
- 2 m
- B(P) = {( Max [|P(a;) - P(A)|) <=} e B
1gign p

- P%(B(P)) > 1 - .

Demons thation.- D'aprés le lemme précédent, il existe un entier
m > 0 tel qu'd chaque événement Ai s 1=1,...,n, on puisse associer
p événements de B™ . F; s F? s oo s F;_1 qui vérifient
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(j1,...,j ) . (3! ...,jé) désignant des points de {O,...,p-—1}n s On pose

n 1°?
- F, . =F NF N...0F ,
dyseeredy I In
- I('j.]s"'sjn) - (j.;""!vjr'l)i = SUP{|J1‘JH’ l = 19"'3n} s
oo die
-D(. j)={P,PeD,P(Ai)e[—i,—l——-|,1=1,...,n}
J1,.--’ n p P
I Ji4y . .
ol E—- . | est fermé 3 droite lorsque i; = p-1
P P
-J = 3 ge e el : D, . } 1
{(J1’ ’Jn) (J1’°'-3Jn) # 8

Vi e J, soit Pj une lol choisie dans Dj .

On définit P : X® > D de la maniére suivante :

-si xe X*- UF. , P(x) =P, , ol jd est un point arbitrairement

J J J0
choisi dans J.

- 81 F. P = P.
1 X e€ g ;0 (x) 5(x

1l'ordre lexicographique). On retiendra que :

) ol j(x) = min{j|x € Fj} (pour

Vied et Vxe U Fj , P(x) = Pj ==> j = j(x), donc que
J

V5ed, E(x) =P, =>x¢e F. U (Xm -y F.) , et que {; =P.} e B" .
J J J J dJ

Il reste 8 montrer que quelle que soit la loi P de D, P

est concentrée sur B(P) & € prés.

Scit P une telle loi, et j(P)' un indice dans J tel que

P e Dj(P) . Il est clair que



{ro

- ( sup ]P(Ai) - P.(Aa))) >

=> |j-j(P)| 2 2 ==>F NF, _ =0.
P
lsisn i Ti(p)

el

Il en résulte que

m m
Xm—B(P)C(\_/ Fi) U (X _gFJ')CX - Fs(p)

SIS

On a donc PT(B(P)) z P )>1-¢ B

Nous abordons maintenant le probléme de l'estimabilité des
paramétres.

3

I A4 - Sthucture uniforme de Le Cam-Schwartz (7).

(+)

. . . +oo
Scit H une famille de lois sur (X( ),B

)

Pour tout n > 1, on définit une famille Un de parties de H x H
par : U e Un si et seulement s'il existe une suite finie de fonctions

S (X(n),B(n)) + R telles que :

mesurables bornées : f1,. 1

(PsQ) e U<

> Iffj ap®) [ £y dQ(n)! <1 pour j = Tye..,q -

S8i les réels M .,Mq majorent respectivement les fonctions

130

|f1|,...,|fq[, on a aussi

(n)

(P’Q) e U <

> ]J(fj+Mj) dp - [(fj+Mj) dQ(n)| <1 pour J = 1,...,q.

On peut donc n'utiliser que des f.m. 2 O bornfes pour définir Un.

On vérifie que

- Un est un systéme fondamental d'entourages de H

- un < un+1



_12_

Ainsi U= Un est également un systéme fondamental d'entourages
nz1
de H.

I A5 - Autne déginition de La structure undforme de Le Cam-Schwartz.

Pour tout n 2 1, En est la famille de parties de H x H ainsi

caractérisée :

E e En si et seulement s'il existe € dans 10,1[ et une suite

finie d'événements de B(n) : A

1,...,Aq telle que :

(P,Q) € E <

> 12 )0 )] < ¢ pour §= 1,00

On vérifie que En est un systéme fondamental d'entourages de H

ainsi que E = En .
n2t

Nous allons montrer que E et U engendrent la méme structure

uniforme.

Lemme.- Soit ¥ : (R,A) >R une f.m. bornde 2 0. Il existe € dans

]O,1[ et une suite finie d'événements A ,...,A tels que pour tout couple

12 -

(P,Q) de lois sur (Q,A) on ait

(1p(a;) - Q(Aj)l <e pour j = 1,...,q) = IJ& dP - Jﬂ Q| < 1

En effet, si ¢ est une f.m. > O é&tagée, | s'éerit sous la

forme

q
J = ‘Z ﬁj 1, avec ﬁT,. ,mq >0 et A, ,Aq e A
J=1 J
|fw dP - [w aq| = § ¥. |P(a,) - Q(a.)] .
Sy J J J
J—1
o o 1 .
Si 1'on pose ¢ = min(= , »J=1...q), ona :
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¢ :
[P(Aj) - Q(A.)] <€ pour j=1,...,q ==> IJ@ ar - Jﬁ aq| < A
: ’ 3

8i § est une f.m. > O bornée, ¢ est limite uniforme

d'une suite croissante de f.m. > O #&tagées. L'une d'elles, ﬂo, vérifie :

1
[0 -9, <=
3
On choisit € dans ](),1[ et des événements A1,...,Aq tels
. 1
que : |P(a.) - Q(A.)] <& pour j =1,...,q ==> |J0 dP - fﬂ aqf <= .
J J o o 3

Alors on a :

.IJ& 4P - Jw dq| < If(ﬂ-&o) dp| + IJ(ﬂ—wo) aq| + l[vo ap - on aqQ| < 1

Proposition.- E et U engendrent la méme structure uniforme.

——

I1 suffit de démontrer que En et Un engendrent la méme structure.
Puisqu'il est évident que En<: Un , 11 reste a démontrer gue tout entourage
U de Un contient un entourage de En.

I1 existe des f.m. » O bornées r O f (X(n) B(n)) + R

1,.- q.'

telles que
= ) (n) _ (n) .
U = {(P,Q) : | £ £, 49 | <1 pour j=1,,..,q}

Pour chaque fonction f., on peut trouver Ej dans j]O,1[ et

des événements AY ..,Ai de B(n) tels que :

1°°
(IP(n)(Ag) - Q(n)(Ag)l < €; pour 1= 1,...,k.) => ijj dP(n> - ij dQ(n)] <1

Posons {A1,...

E = {(P,Q) : Max |P(n)(A.) - Q(n)(Aj)] <elcuU .
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1 A6 - Structurnes unigqormes de S. Jilovec.

S. Jilovec associe & tout espace de Banach (M, || || ) wune

L4 5)

structure uniforme E  sur H de la maniére suivante ( ,

Pour tout entier n 2 1, Eﬁ est la famille des parties E de

H x H pour lesquelles il existe des f.m. (fonctions mesurables) bornées
e () By Ly, Il || ) telles que :

a) f (X(n)) seees fq(X(n)) sont des parties séparables de M.

b) (P,Q) € E <==> ||ffj (™) ij dQ(n)H <1 opour j = 1,...,q »

1l'intégrale étant celle de Dunford ().

Il est clair que

E ClEM = U Ez s, qui est un systéme fondamental d'entourages
nz1
de H.

Dans certains cas, par exemple si X est fini, E et EM

.. - . . M -~ .
définissent la meéme structure uniforme ; mais E  peut €tre strictement

plus fine que E.

-+c0

Exemple.- Prenons (X(+w),8(+m)) = ((R+°°,BIR ) , H &tant 1l'ensemble

“+00

des lois u , od yu décrit 1l'ensemble 01 des lois boréliennes sur R.
Soit M un espace de Hilbert séparable de dimension infinie dont on extrait

une base orthonormale notée (h ) .
p'pz1

Posons f= pg1 1BP x hp , oi Vpe w* ’ Bp =:|"P’ - P'”] U [P"1, P[-

On définit un entourage U de EM en posant

1

U= 06 ) e v e D, et H[f au - Jf av|| < 1)
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Si U contenait un entourage de &, on pourrait trouver un entier

positif m, des é&vénements A, ,...,A de B et un réel e dans :]0,1[

1" q R
tels que
400 4o m m .
UDE ={(y ,v ) |u, ve 01 et |u (Ai) -V (Ai)| < e pour i=1,...,q}
La tribu de parties de R™ engendrée par A1,...,Aq est également
engendrée par une unique partition finie P de R" notée {A{,...,A;}

La trace PN A de P sur la diagonale A de R" est une
P .. . *
partition finie de A ‘tandis que P' = {B? NA ,pelN } en est une

partition infinie.

On peut donc trouver dans A deux points (Xye..,X) €t (¥seuesy)
qui sont séparés par P' sans 1'&tre par PN A. Autrement dit, il existe

des entiers positifs i, j, ks J # k tels que :
X € Bj’ ¥y € Bk s (XyeeesX) € Ai et (¥ye..,¥) € Ai
Il en résulte que
Ai) pour i =1,...,9 , et que
Ilffdéx—-[fdéyll = th—hkll =2 .

+oo 4o

Autrement dit, on a (GX ,Gy ) e EN ((HxH) -U), ce qui

contredit ECU B

I A7 - Condition suggisante pour qu'un parametre soit estimable.

. + . .. . .
Soit K = BL1] le cube infini muni de sa distance usuelle

+c0

(Vx, x' € K , p{x,x') = z '%; |x -x'| , ol x= (x)

et x!' = (X’)
>
12 n n n'nx1

n'nx1

L. Le Cam et L. Schwartz ont montré (3) que dans le cas de 1l'échantillon,
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® &étant une partie de K, et & la restriction de p & ® , le

paramétre f : H > (@,8) est F-estimable si et seulement s'il existe une

suite (f ) de fonctions vérifiant
n'nzl

L 3 . - .
-Vnemw , £ H-> K est (E,p) uniformément continue ,

-Vre F, 1lim (sup p(fn(P), f(P)) =0, ce qui sera noté
n*te PeF '
£ N f (convergence uniforme sur toute hypothése de F).
n+oo

Nous montrons d'abord gque la condition suffisante reste valide

si (@®,8) devient un espace métrique quelconque.

Lemme 1.~ Soit £ : H > (®W,5) un paramdtre quelconque, dans
le cag général. S'il existe une suite de paramétres (f : H +G;)1>1
1 iz
telle gue
F

* . ~ . . .
~-Vnew 4 T est uniformément estimable , alors il existe

une suite F-p.s.convergente d'estimateurs de f.

Démonsthation.- Pour tout entier p > 1 , on peut choisir un

- (m_)
entier m >0 et un estimateur £ de T défrini sur X P tel que
b
(m) o~ 1 1
inf P P fe(e, , £ (P)) s=}x1-—3.
petl p P p p

On peut supposer que la suite (mp) est strictement croissante.

Complétons la suite (fm ) en une suite d'estimateurs de f :
b

-~

-si n<m_ , fn est un estimateur arbitraire ;

s S o . < .
sl nzm o, 1l'unique entier p tel que mp £n mp+1 étant
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-~

noté p(n), on pose fn(x ,x ) =°f (X, 5000sX

12" n mp(n) 1 mp(n)

-~

Montrons que (f_)

est F-p.s. convergente : soit e > O
n'nzi

et Fe F. Il existe un entier n(e,F) 2 m, tel que

n 2 n(e,F) ==> <& et sup (&8(f(P), £ (P))) <= . On a alors, si P € F :

p(n) 2 PeF p(n) 2
-~ - n
{8(f_,£(P)) s e} = {&(f ,F(P)) < e} x I X.
n mp(n) mp(n)+1 J
-~ 1 n
O {s(f , T (P)) ¢ —} x II X
o) PO gy e

Compte tenu de 1'égalité suivante, valable si n 3 m, et PeH

-+ +co

V) ({G(fk, £f(P)) >el x T X.)= U ({8(f ,f(P)) >e}l x T X,)
kzn k+1 Y pzp(n) o ,mp+1 J
on obtient finalement
- +eo 1
n 2 n(e,F) ==> sup P (U ({G(fk,f(P)) >elx I X)) g ) -
PeF kzn K+l 7 pxp(n) p- B

Lemme 2.- Soit £ : H > (®,8) un paramdtre guelconque, dans le

cas général. Pour que f soit uniformément estimable, 11l faut et il suffit

que :

pour tout réel y > O et tout € choisi dans AJQJ1[, 11 existe
P (n)

un entier positif n et un estimateur f défini sur X

tel que

sw (%) {8(F,£(P)) > v}) < e
PeH n

Démonstration.- La condition est évidemment nécessaire. Pour

montrer qu'elle est suffisante, on construit par récurrence une suite stric-

tement croissante d'entiers positifs : (m ) et une suite (f )
P pzl mp p21
d'estimateurs de f tels que :
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- (m_)

- fm est défini sur X P

b
(m_) - 1
-sup (P P {s (£, £(P)) > }) <
PeH mp ptH1 pt1

1

-~

On complete la suite (fm ) comme précédemment. Il suffit pour

b
conclure de remarquer que

- n3xm == sup P(n)({ﬁ(}n,f(P)) > “”J‘“ﬂ)
PeH p(n)+1
(m ) -
=suwp P P52 Lp(p)) s —1}) ¢ ——
PeH "5(n) p(n)+1 p(n)+1

- limp(n) =+« W
n>+o

Lemme 3.- Dans le cas de 1'dchantillon, le paramdtre f : H - ®

est uniformément estimable s'il est (E,8) uniformément continu.

Réciproguement, dans le cas général, mais sous 1'hypothése

que (®,8) est précompact, f est (E,8) uniformément continu s'il

est uniformément estimable.

Démons thation. -

Condition suffisante : Soit y > 0 et e e JO,1[ .

Il existe un entourage fondamental E de E tel que
(P,Q) e E ==> §(£(P) , £(Q)) s v .

E est défini & partir d'un entier positif m, d'événements A1,...,Aq
m

de B et d'un nombre a de ‘]O,1[. par

(P,Q) € E <=> Max [Pm(A.) - Qm(A.)| < q .
15j<q J J
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D'aprés le théoréme (I A 3), il existe un entier positif r et

P xmr

> H wvérifiant

YpeH, PPT{(P,P) € E} > 1 - ¢

-

Si nous posons f = f o

ac

, nous avons donc

YpeH, Pmr{s&, £(P))

A

yI>1-¢ N

Condition nécessaire : Etant donné un nombre <y > O , on recherche

un entourage E de E tel que
(P,Q) ¢ E ==> &(£(P), £(Q)) < v .

A partir d'une suite uniformément convergente (f )n> d'estimateurs

de f, on choisit un entier positif n vérifiant

Yoo, 2 (s ,e0e)) <4y > 2,
6 3

. . .. *
Il existe une partie finie CD de ©® pour laguelle on a

Voe® , 5(6,®%) <X |
6

Alors l'entourage fondamental E suivant convient :

B=1{(PQ) | PaeH et wax(|P™(s(r,0) < - sz ,0) < 1)) < Ly

se®

En effet, si pour toute loi P de H désigne un point de ®*

s Op

tel que s(f£(pP), 8.) < XL , NOUS avons

p)
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(n),.,= Y 2 (n), /% X 2

PYU{S(Ff ,0.) <L} > = et QU{8(Ff ,0.) <L} > =

A nt R 3 g

(o) e B == pMia(z ,0.) <X >2 et p(Ms(z 0 ) <Xy L
n’’P 3 3 n Q 3 -

—> (6(f,0.) <Y} Nis(r ,0) <X} 40
n P n

3 ©o3
—> 6(6,,0,) < L ==> §(£(p), £(a)) <y W
3

Finalement, les lemmes 1 et 3 nous donnent le résultat annoncé

Théordme.- Dans le cas de 1'échantillon, le paramdtre f : H > (&.8)

est F-p.s. estimable s'il existe une suite (f ) de paramétres vérifiant

n'nzt
* . . . .
-VYnew A’fl cH>@®  est (E,8) wuniformément continu ,
L
- N>+t —=

I A§ -~ Condition nécessaire pour qu'un paramétre soit estimable.

Théoneme.- Dans le cas de 1'échantillon, et (@& ,8) &tant un

espace vectoriel normé séparable, i1l est nécessaire, pour que le paramdtre

f:H->® soit estimable, que l'on puisse trouver une suite (fn)n>1

de paramétres tels que

- Vn e o . fn i H->® est (FE,5) uniformément continu,

-f — f (convergence simple).
— pston ———
(8 est évidemment la distance associée & la norme || || ). S. Jilovec °)

a obtenu ce résultat en supposant que (C),G) est un espace de Hilbert
M séparable, et en substituant EM a E. Nous avons simplement repris
sa démonstration avec une meilleure séparation asymptotique uniforme

des lois, et une discrétisation des estimateurs, qui s'appuie sur le lemme

suivant :



P

Lemme.~ Dans le cas général, s'il existe une suite convergente
(fn)ﬁ51 d'estimateurs de f et si l'espace paramétrique (®&,8) est
séparable, il existe une suite convergente (-i_"n)n>1 d'estimateurs de f

dont chacun ne prend qu'un nombre fini de valeurs.

Démonstration.- Il existe un homéomorphisme ¢ de (& ,8) sur

une partie de l'espace métrique (K,p).

-~

(wn) = (J o fn) est une suite convergente d'estimateurs du

nouveau paramétre Y = o f.

-~

L'espace (#(®),p) dans lequel ¥, ¥is ¥y »... prennent leurs

valeurs est précompact.

Pour tout entier n > O, on peut donc extraire de (&) une suite

finie Wn = {wn,T seees wn,k(n)} telle que :

1
Vo e J(®@) , oy, ¥ ) <=
n
On définit une nouvelle suite d'estimateurs de Y en posant
n -
Vx € X( ) s ¥ (x) =y

ol j(n,x) = inf {j]1 g J ¢ k(n), o(¥_(x), ¥ .) <=}

Soit € > 0 :

—> {o(F, ¥(P) > e} C (o, ¥ ) + p(u_, ¥(B)) > e}
Cloli,, ¥(P)) > 5
2

— 2@, e > e s 2™, e s 5
2

<1

( n) est donc convergente. Il suffit de poser %n = ﬂ_1 o) $ s Vh 1 &
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Démonsthation du théoréme. -

-~

Soit (f )

nlps  Une suite convergente d'estimateurs de f, chacun

d'eux ne prenant qu'un nombre fini de valeurs.
Soit C>u, la boule unité ouverte de ©® , et ¢ 1'homéomorphisme
de ® sur GDu défini par

Ve E@ ’ lﬂ(e) =—~——°:_——
1+[]e]|

-

y = o £ est un nouveau paramétre, qui est borné, et (wn)n21 = (J o fn)n21

est une suite convergente d'estimateurs de . On pose

~,.n “n “n
- IPn(X ) {11/1 > > lbr} ’
n
n_,  _°n _
- Ai - {wn wl} pour 1 Tse 'arn ]
“n “n
- a, = Max (= [[ul] seees Tlv, 1D s
2 n

-~ rnA

- ¢n(P) = f v, ap® = ) w? P (A , pour toute loi P dans H
i=1
La fonction wn : H>® a les propriétés suivantes
- ]lwn(P)II sa <1 , pour toute loi P
-y —> Y : en effet, soit PeH et ¢ >0 .
n

o

“n

n n n,y0
o, (B) = w(®)| | « T [lvi-w@)]] P%a]) se+2p {lv, - w@®)]] > e}

i=1

==> lim ||1pn(P) -y@®)|| s e .
n->+too
Soit (p ) une suite d'entiers > 3 et (g ) une suite
n'nx1 n nxt

de réels positifs telles que
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a
n_n 1

et

Il est clair que en < l‘, et que si l'on pose

E ={(P,Q) | P, QeH et Max |Pn(A‘i1) - Qn(AI;” < 2y

on a (P,Q) e B ==> ||y _(P) - v (] < <.

n

Pour chaque n, et d'aprés le théoréme (I A 3), on peut trouver
-~ nm
un entier positif m et une fonction Pn : X P H qui ne prend gu'un
nm
nombre fini de valeurs, est B % _mesurable et vérifie

I]mn -
YPet#, P {(P ,P)eE}>1-¢_ .
n n n

On pose - Pn(X ) = {P1 seoes Ps }
n
- An
- B = = P, = 1,00
; {Pn l} pour i =1, .S
Jn = wn o P_ a les propriétég suivantes
_ m o mm
- ‘pn : (X ’ B ) -+ (@u"s)

6 (B) < B> -c .

n

On voit que la loi de En est mieux concentrée autour de wn(P)

que celle de wn’ lorsque P est la loi de l'échantillon, quelle que soit
cette loi. On peut maintenant revenir au paramétre f :
¥y % -1 °n
W= T ne prend que les valeurs f? = (wn(Pi))
v
o
i= 1,...,sn , et est B -mesurable. De plus, on a

T,=V0 oy
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Sn -n nm n nm
Yo e H, soit £ (P) = ) T P (B)) = J f ap
n 1___1 1 1 n

Montrons que (fn)n>1 est la suite de paramétres recherchée.

>

a) fn est (E,8) uniformément continu puisque Ye >0,

nm nm_ e(1-a )
Max [P P(BY) - @ P(BY)| <« —F = ||f (P) - £ Q)] <& .
1¢i<s * + a s n n
n n n

b) £ ——> f : en effet, soit € >0 et Pe H .

n n>+o

étant continue au point (P) , il existe ale,P) > 0, tel que
{|x, - £®)]] » e} (v, = 6B 2 alPse)} .
A partir d'un certain rang n(P,e), nous avons

a(B,e) - v (B) - w(®)]] > L.

n

n 3 n(P,e) ==> {||—f‘n - £(P)|] 2 e} C {H@ri - wn(P)II > l}
n
nm -
=>P? "{||T - £(B)[] zel<e .
S

I E - @] P RED)
=1 1 i

[12,(2) - 2(2)]]

A

a
n

rlm ——
yp iz, - £(P)|] > e}

A

e+ (|[|£@)]]| +

1 - a
n

e+ (||£(®)|| +—"—) e, si n2n(P,e),

n
1 - a
n

A

=> lim ||£ (P) - £(P)|| s ®
n->+w n
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1 A9 - Récapitulation des résultats précédents.

Théoneme.- Dans le cas de 1'échantillon, considérons les

propositions suivantes :

a) f est estimable et (f(H),8) est séparable,

b) f est p.s. estimable et (f(H),8) est séparable,

c) f est limite d'une suite de paramdtres (E,§) - uniformément

continus.

si (®,8) est un espace vectoriel normé, (a) <==> (b) <==> (c) ;

si (@,8) est un espace métrique quelconque, (a) <==> (b) <= (c).

Deémonstration.- (c) ==> (b) , quel que soit (®,8) : en effet,

d'aprés le théoréme (I A T), (c) entraine l'existence d'une suite d'estimateurs
de f convergeant p.s.,chacun d'eux ne prenant qu'un nombre fini de valeurs.

I1 suffit donc d'appliquer le lemme ci-dessous.

Lemme 1.- Dans le cas général, s'il existe une suite convergente

(fn)n>1 d'estimateurs de f, chaque fn(X(n)) €tant dénombrable, (f(H),s)

est séparable.

B o
En effet @™ = O (f (X(n))) est dénombrable. De plus,
nz1

YWeH et Ve >0, Llim P(n){d(fn, f(P)) € €} = 1 montre qu