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DECANTATION ET SEPARATION ASYMPTOTIQUES UNIFORMES :
TESTS ET ESTIMATEURS CONVERGENTS, DANS LE CAS D'UBSERVATIONS
INDEPENDANTES., EQUIDISTRIBUEES OU NON .



-

] - Soit X = (Xn)n>1 une suite de variasbles aléatoires simultanées

prenant respectivement leurs valeurs dans des espaces mesurables guelcongues

(Xn’Bn)’ (n = 1,2,...) et dont la loi conjointe inconnue appartient 3 un
) . (+2) (=) ™
ensemble donné H de lois sur (X ,B )= 8 (Xn,Bn).
n=1

Si P est une loi sur cet espace, Hn(P) ou Pn désigne

sa projection sur (Xn,Bn),H(n)(P) ou P(n) sa projection sur

n
(X(n),B(n)) = 8 (Xi,Bi) » quel que soit l'entier positif n.

i=1

2 - Tests.- ©Si H et H1 désignent deux familles disjoiutes
+°°) (+oo)

de lois sur (X( ,B ) » elles se séparent asymptotiquement (resp.

asymptotiquement uniformément) s'il existe une suite adaptée (Cn)n>1

. *
de cylindres (Vn e N |, Cn € B<n)) telle que

VP e HOUH, P(n)(cn) —_ 1

(P)
n--+o Ho

(resp. sup (|P(n)(C ) - 1H (P)l) —_— Q)
PeH UH, n o n-+oo

Si de plus HO et H1 sont deux hypothéses, soit deux parties

~ s . (n)
' = - -
de l'hypothése générale H, et si H1 H Ho’ (X C )n>1 est la

3

suite des régions critiques d'une suite convergente [resp. uniformément

convergenté} de tests de HO contre H1. On dit alors que HO est

testable (resp. uniformément testable).

Ht désigne 1l'ensemble des hypothéses testables : c'est une

algébre de parties de H (19, th. 3.1).

3 - Espace paramétrique.- Soit () un ensemble muni d'une

distance 6. Vo ¢ @ et Va >0, B(6,0) et b(8,a) désignent respec-

tivement les boules fermée et ouverte de centre 8 et de rayon a.



Etant donné deux boules fermées quelconques BO = B(eo,ao) et

B, = B(61,a1), on pose

Ghb et G;f désignent respectivement 1‘'algébre de parties de (@ engendrée
par les boules fermées et 1'algébre des parties de (® dont 1l'image récipro-

gque par f est une hypothése testable (od f est une application de H

dans @ ).

4 - Estimatewrs.- Soit un paramdtre f : H > (®,8), une
famille non vide F d'hypothéses, une suite (En)n;1 d'estimateurs de
f, autrement dit une suite de fonctions mesurables ;n : (X(n),B(n)) > (®,8),
(n =1,2,...) . Nous rappelons que |

-

a) (fn)n>1 est une suite F-p.co.convergente d'estimateurs de

f si et seulement si

+oo N
(VF e Fo Ve > 0) 5 sup (§ ™) (6(2 ,0(P)) > }) — O
PeF n=k Ko>+eo
b) (f ) est une suite F-p.s.convergente d'estimateurs de

n'nxi

f si et seulement si

(VFe F, Ve > 0) , 1lim (sup P(y ({6(;’ ,T(P)) > e} x T X.,))) =0
k>teo PeF  n3k n Jzn

-~

c) (fn)n>1 est une suite F-convergente d'estimateurs de f

si et seulement si

(n)

(VF ¢ F, Ye > 0) , 1im (sup BPs(s_, £(2)) > €}) = 0

n»tewe Pel

-~

Lorsque F = {H} (resp. F = {{P}, P e H}) , (fn)n>1 est donc uniformément



p.co.convergente en (&), uniformément p.s. convergente en (b), uniformément
convergente en (c) (resp. p.co.convergente en (a), p.s. convergente en (b),
convergente en (c)). On dira que le paramétre f est estimable (resp.

uni formément estimable) s'il existe une suite convergente (resp. uniformément

convergente) d'estimateurs. Pour les convergences p.s. et p.co., on utilisera

les termes analogues.

Exemple.- Soit H une hypothése. Le paramétre 1H s Ho> ({0,1},] |)
est estimable (resp. uniformément estimable) si et seulement si H est

testable (resp. uniformément testable).

A partir de cette remarque, on peut définir d'autres types de
convergence pour les tests (convergences p.s. et p.co., uniformes ou non).

Ainsi une hypothése H est p.co.testable si et seulement s'il existe

une suite adaptée (Cn)n>1 de cylindres tels que
P-p.co.
Wetl , 1, ~— % 1.(B)
n n->+oo

2z

5 - Cas particuliers.- Nous venons de décrire le cas général ;

mals souvent nous supposerons que les variables aléatoires Xn (n=1,24000)

sont indépendantes, autrement dit que H est un ensemble de lois-produits
+o0

(VP e H, P= ® Hn(P)) ou méme qu'elles sont indépendantes et équidistri-
n=1
buées : c'est le cas de 1l'échantillon pour lequel on identifie H et H1(H),

et 1l'on pose (Xn:Bn) — (X,B) , (X(+w), B(+W)) , (X(n)’ B(n)) , P(n)
devenant respectivement (X+m,B+w), (Xn,Bn) et PU » quels que soient

la loi P et l'entier positif n.

6 - Nous allons construire des tests et des estimateurs convergents

en introduisant la notion de décantation asymptotique uniforme de deux

. 5 +o0 +o0 " o .
familles de lois sur (X( ), B< )). L'intéret de cette notion est



gu'il y a séparation asymptotique uniforme lorsque la décantation est assez

forte.
Alors, aprés avoir étudié

— les relations entre l'existence de tests et d'estimateurs convergents
d'une part, et la séparation asymptotique uniforme de certaines familles

de lois d'autre part,

- les propriétés de décantation de certaines distances entre les
lois, nous pourrons énoncer des conditions suffisantes simples & partir

desquelles sont possibles nos constructions.

7 - Sous sa forme actuelle, cette théorie déborde largement nos

résultats antérieurs (2,11,12,23,33). Elle a &té développée sous la direction

et avec l'aide de J. Geffroy gqui a fourni notamment la notion de décantation
2 11 24 3
3> bl

asymptotique et son spplication & la séparation asymptotique (voir °, ,

et nos références dans le texte ; les astérisques signalent des résultats

dlis en partie 4 J. Geffroy, et en partie a& nous-méme).



CHAPITRE 1

LA SEPARATION ASYMPTOTIQUE UNIFORME ET LA
CONVERGENCE DES TESTS ET DES ESTIMATEURS.

1 A - CONDITION NECESSAIRE ET SUFFISANTE POUR QU'UN PARAMETRE SOIT ESTIMABLE,

DANS LE CAS DE L'ECHANTILLON.

En groupant les lois suivant les probabilités qu'elles donnent 3
un nombre fini 4'événements, puis en Féparant asymptotiquement uniformément
les familles de lois ainsi obtenues, nous démontrons (th. I A 9) que dans
le cas de 1'échantillon, l'espace paramétrique (@) ,5) #&tant un espace
vectoriel normé sépareble, le paramétre f est p.s.estimable si et
seulement s'il est limite simple d'une suite de paramétres uniformément
continus pour une certaine structure uniforme E sur H. Ce résultat
généralise les conditions suffisantes de L. Le Cam et L. Schwartz (3),

de 8. Jilovec (h) ainsi que la condition nécessaire de ce dernier (5).

La séparabilité de l'espace paramétrique est nécessaire, puisque
les estimateurs que nous construisons ne prennent chacun qu'un nombre fini
de valeurs. Aussi sont écartés d'importants problémes d'estimation fine
tel que l'estimation de la densité dans l'ensemble des densités continues

et bornées sur R, muni de la topologie de la convergence uniforme.

I A1 - Nous donnons deux démonstrations du théor@me ci~dessous. La
premiére s'appuie sur une loi des grands nombres (A. Berger, ! lemme 1),

la seconde est une version simplifiée de (2, théoréme 1).



Le mot cylindre y a son sens propre. Autrement dit, ce que

nous appelons cylindre est tantdt un vrai cylindre, soit une partie

+co - .
(U (B(n) x T X.)) - mesurable de X( ) , tantdt une base de cylindre.
nx1 Jj>n
Théoreme.- Soit (X,B) un espace mesurable guelcongue, A un

gvénement, & et &' deux nombres choisis dans ]O,1E; 1T et 7w' deux

nombres vérifiant O g 7w < 71' g 1.

. . . 4o 4o
Alors il existe un cylindre C de (X ,B ) tel que,

pour toute probabilité P sur (X,B) , on ait

P(A) ¢ 7 => P+m(C) > 1 - ¢

+o0
P(A) 2 ' ===> P (C) < ¢g'

. _ . *
Premiene démonstration : Yn € N , on pose Xn : X — R

(x_) e 1 (x )

p'pz1 An
(Xn)n>1. est une suite de v.a.r. indépendantes et suivant B(1,P(A))
4+ _+oo _+w . .
sur (X ,B ,P ), quelle que soit la loi P sur (X,B). On a donc
+co '
Pl ¢ ..+ x) - P(A)] » STy ¢ — 2
1 n ' 2
n 2 n{m —T{)
Si n vérifie —~*-£——§'< min(e,e'), il suffit de poser
n(w'-m)
+ 1
Co=(F (X, + ... +X )< B2 en effet,
1 n
n 2
1_ +o0
P(A)sﬂ=>{|—(X1+ +X ) -PA) <« T cc=P (C)>1-c¢,
n 2
t_ +oo +o
P(A)an'=>{|l(x1+ + X ) - B(a)| <X -c=>P (C) < ¢
n 2



o o - —— -

pas de loi des grands nombres. Le cylindre C est recherché parmi les
cylindres de la forme

400 N *
B = (Xn—An)r x X R od n, relN
n,r

Pour toute loi P sur (X,B) , nous avons

n r
P ) = (-BRa)T .

Il suffit donc de montrer que l'on peut choisir deux entiers positifs n

et r tels gue
(1_ﬂn)r > 1 - € et (1-m
ce que D. Bosqg fait en posant

* = (L : N s 5 :
Yoelw |, r = E(Tn) (partie entiére de n) ,Ou T € ]ﬂ,n‘[ .
T

On en déduit en effet que :

1im (1=r™) B =1 =1~ lim (1-r'%H) P
n->+w N>+

compte tenu de :



n

") et (r nt s (L)) E

n
*
-Yonemw , (0 < r < (%) + 7

Remarquons que les choix de n et r ~mne dépendent que de
m, 7'y, € et €' , et que 1'on peut préciser la dimension de la base
B du cylindre ainsi obtenu en fonction de ces données numériques,

n,r_
23

ce que la démonstration initiale (voir “°, th. 1) ne permettait pas.

I A 2 - Nous classons maintenant les lois suivant les probabilités
qu'elles donnent & n &vénements fixés & l'avance, et nous séparons

uniformément les paquets de lois ainsi obtenus.

Lemme.- Quels que soient € dans 4]0,1[ et p dans {3,k,...},

il existe un entier n > 0O tel que :

A tout événement A de (X,B), on puisse associer p événements

pour lesquels on ait

oreall

_Ij_j'|22=>anFj'=¢,

. ] i+ n
- pour toute loi P, < ¢ P(A) g PLARE A (Fj) > 1 - €.
p p

Démonstrhation.~ En utilisant le théoréme 1, on associe & € , p

et A un entier n > O (qui ne dépend pas de A) et p é&vénements

de BY : C gesesC tels que pour toute loi P sur (X,B) , on ait

p-1



P(a) ¢ & = P%cC.)>1-X&
p 2p
i+
P(a) 3 ¥ => PP(c;) <%, pour i = 0,...,p1
P 2p
c c ¢
= = n = n =
On pose DO C1 ) D1 CO C2, ’Dp—2 Cp__3 Cp_1 , Dp_1 Cp—2
Il est facile de voir que si i, j € {0,1,...,p-1} et si |i-j| 22,

dop@a) ¢ Bl ===s PPp.) > 1 -5 et Pn(Di) < &
p p ! P 2p
Vérifions que la suite F. =D. N ( K‘,} Di)C s (J=0,...,p"1)
J J i:|i-jlze

convient

. .
Lepa) ¢ = p"0) > 1 -8 et 2% () D)< (p-1) = = P(F.)>1-c.
P P P i:]1=j]=2 2p !

.. . c c ___ _
|i-j] 2 2 ==>F. ©D, et FJ.c:(q:l%_)jl22 D) eD =>FNF =5

I A3 - Théonéme.~- Soit A1,...,A des &vénements d'un espace mesurable
S 1)

(X,B) , D un ensemble de lois sur cet espace, ¢ un réel choisi dans ]O,1[,

et p un entier 3 3.

-~

Il existe un entier positif m et une application P : e,

ne prenant gu'un nombre fini de valeurs,telle que pour toute loi P de D

on ait :
- 2 m
- B(P) = {( Max [|P(a;) - P(A)|) <=} e B
1gign p

- P%(B(P)) > 1 - .

Demons thation.- D'aprés le lemme précédent, il existe un entier
m > 0 tel qu'd chaque événement Ai s 1=1,...,n, on puisse associer
p événements de B™ . F; s F? s oo s F;_1 qui vérifient
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(j1,...,j ) . (3! ...,jé) désignant des points de {O,...,p-—1}n s On pose

n 1°?
- F, . =F NF N...0F ,
dyseeredy I In
- I('j.]s"'sjn) - (j.;""!vjr'l)i = SUP{|J1‘JH’ l = 19"'3n} s
oo die
-D(. j)={P,PeD,P(Ai)e[—i,—l——-|,1=1,...,n}
J1,.--’ n p P
I Ji4y . .
ol E—- . | est fermé 3 droite lorsque i; = p-1
P P
-J = 3 ge e el : D, . } 1
{(J1’ ’Jn) (J1’°'-3Jn) # 8

Vi e J, soit Pj une lol choisie dans Dj .

On définit P : X® > D de la maniére suivante :

-si xe X*- UF. , P(x) =P, , ol jd est un point arbitrairement

J J J0
choisi dans J.

- 81 F. P = P.
1 X e€ g ;0 (x) 5(x

1l'ordre lexicographique). On retiendra que :

) ol j(x) = min{j|x € Fj} (pour

Vied et Vxe U Fj , P(x) = Pj ==> j = j(x), donc que
J

V5ed, E(x) =P, =>x¢e F. U (Xm -y F.) , et que {; =P.} e B" .
J J J J dJ

Il reste 8 montrer que quelle que soit la loi P de D, P

est concentrée sur B(P) & € prés.

Scit P une telle loi, et j(P)' un indice dans J tel que

P e Dj(P) . Il est clair que



{ro

- ( sup ]P(Ai) - P.(Aa))) >

=> |j-j(P)| 2 2 ==>F NF, _ =0.
P
lsisn i Ti(p)

el

Il en résulte que

m m
Xm—B(P)C(\_/ Fi) U (X _gFJ')CX - Fs(p)

SIS

On a donc PT(B(P)) z P )>1-¢ B

Nous abordons maintenant le probléme de l'estimabilité des
paramétres.

3

I A4 - Sthucture uniforme de Le Cam-Schwartz (7).

(+)

. . . +oo
Scit H une famille de lois sur (X( ),B

)

Pour tout n > 1, on définit une famille Un de parties de H x H
par : U e Un si et seulement s'il existe une suite finie de fonctions

S (X(n),B(n)) + R telles que :

mesurables bornées : f1,. 1

(PsQ) e U<

> Iffj ap®) [ £y dQ(n)! <1 pour j = Tye..,q -

S8i les réels M .,Mq majorent respectivement les fonctions

130

|f1|,...,|fq[, on a aussi

(n)

(P’Q) e U <

> ]J(fj+Mj) dp - [(fj+Mj) dQ(n)| <1 pour J = 1,...,q.

On peut donc n'utiliser que des f.m. 2 O bornfes pour définir Un.

On vérifie que

- Un est un systéme fondamental d'entourages de H

- un < un+1



_12_

Ainsi U= Un est également un systéme fondamental d'entourages
nz1
de H.

I A5 - Autne déginition de La structure undforme de Le Cam-Schwartz.

Pour tout n 2 1, En est la famille de parties de H x H ainsi

caractérisée :

E e En si et seulement s'il existe € dans 10,1[ et une suite

finie d'événements de B(n) : A

1,...,Aq telle que :

(P,Q) € E <

> 12 )0 )] < ¢ pour §= 1,00

On vérifie que En est un systéme fondamental d'entourages de H

ainsi que E = En .
n2t

Nous allons montrer que E et U engendrent la méme structure

uniforme.

Lemme.- Soit ¥ : (R,A) >R une f.m. bornde 2 0. Il existe € dans

]O,1[ et une suite finie d'événements A ,...,A tels que pour tout couple

12 -

(P,Q) de lois sur (Q,A) on ait

(1p(a;) - Q(Aj)l <e pour j = 1,...,q) = IJ& dP - Jﬂ Q| < 1

En effet, si ¢ est une f.m. > O é&tagée, | s'éerit sous la

forme

q
J = ‘Z ﬁj 1, avec ﬁT,. ,mq >0 et A, ,Aq e A
J=1 J
|fw dP - [w aq| = § ¥. |P(a,) - Q(a.)] .
Sy J J J
J—1
o o 1 .
Si 1'on pose ¢ = min(= , »J=1...q), ona :
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¢ :
[P(Aj) - Q(A.)] <€ pour j=1,...,q ==> IJ@ ar - Jﬁ aq| < A
: ’ 3

8i § est une f.m. > O bornée, ¢ est limite uniforme

d'une suite croissante de f.m. > O #&tagées. L'une d'elles, ﬂo, vérifie :

1
[0 -9, <=
3
On choisit € dans ](),1[ et des événements A1,...,Aq tels
. 1
que : |P(a.) - Q(A.)] <& pour j =1,...,q ==> |J0 dP - fﬂ aqf <= .
J J o o 3

Alors on a :

.IJ& 4P - Jw dq| < If(ﬂ-&o) dp| + IJ(ﬂ—wo) aq| + l[vo ap - on aqQ| < 1

Proposition.- E et U engendrent la méme structure uniforme.

——

I1 suffit de démontrer que En et Un engendrent la méme structure.
Puisqu'il est évident que En<: Un , 11 reste a démontrer gue tout entourage
U de Un contient un entourage de En.

I1 existe des f.m. » O bornées r O f (X(n) B(n)) + R

1,.- q.'

telles que
= ) (n) _ (n) .
U = {(P,Q) : | £ £, 49 | <1 pour j=1,,..,q}

Pour chaque fonction f., on peut trouver Ej dans j]O,1[ et

des événements AY ..,Ai de B(n) tels que :

1°°
(IP(n)(Ag) - Q(n)(Ag)l < €; pour 1= 1,...,k.) => ijj dP(n> - ij dQ(n)] <1

Posons {A1,...

E = {(P,Q) : Max |P(n)(A.) - Q(n)(Aj)] <elcuU .
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1 A6 - Structurnes unigqormes de S. Jilovec.

S. Jilovec associe & tout espace de Banach (M, || || ) wune

L4 5)

structure uniforme E  sur H de la maniére suivante ( ,

Pour tout entier n 2 1, Eﬁ est la famille des parties E de

H x H pour lesquelles il existe des f.m. (fonctions mesurables) bornées
e () By Ly, Il || ) telles que :

a) f (X(n)) seees fq(X(n)) sont des parties séparables de M.

b) (P,Q) € E <==> ||ffj (™) ij dQ(n)H <1 opour j = 1,...,q »

1l'intégrale étant celle de Dunford ().

Il est clair que

E ClEM = U Ez s, qui est un systéme fondamental d'entourages
nz1
de H.

Dans certains cas, par exemple si X est fini, E et EM

.. - . . M -~ .
définissent la meéme structure uniforme ; mais E  peut €tre strictement

plus fine que E.

-+c0

Exemple.- Prenons (X(+w),8(+m)) = ((R+°°,BIR ) , H &tant 1l'ensemble

“+00

des lois u , od yu décrit 1l'ensemble 01 des lois boréliennes sur R.
Soit M un espace de Hilbert séparable de dimension infinie dont on extrait

une base orthonormale notée (h ) .
p'pz1

Posons f= pg1 1BP x hp , oi Vpe w* ’ Bp =:|"P’ - P'”] U [P"1, P[-

On définit un entourage U de EM en posant

1

U= 06 ) e v e D, et H[f au - Jf av|| < 1)
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Si U contenait un entourage de &, on pourrait trouver un entier

positif m, des é&vénements A, ,...,A de B et un réel e dans :]0,1[

1" q R
tels que
400 4o m m .
UDE ={(y ,v ) |u, ve 01 et |u (Ai) -V (Ai)| < e pour i=1,...,q}
La tribu de parties de R™ engendrée par A1,...,Aq est également
engendrée par une unique partition finie P de R" notée {A{,...,A;}

La trace PN A de P sur la diagonale A de R" est une
P .. . *
partition finie de A ‘tandis que P' = {B? NA ,pelN } en est une

partition infinie.

On peut donc trouver dans A deux points (Xye..,X) €t (¥seuesy)
qui sont séparés par P' sans 1'&tre par PN A. Autrement dit, il existe

des entiers positifs i, j, ks J # k tels que :
X € Bj’ ¥y € Bk s (XyeeesX) € Ai et (¥ye..,¥) € Ai
Il en résulte que
Ai) pour i =1,...,9 , et que
Ilffdéx—-[fdéyll = th—hkll =2 .

+oo 4o

Autrement dit, on a (GX ,Gy ) e EN ((HxH) -U), ce qui

contredit ECU B

I A7 - Condition suggisante pour qu'un parametre soit estimable.

. + . .. . .
Soit K = BL1] le cube infini muni de sa distance usuelle

+c0

(Vx, x' € K , p{x,x') = z '%; |x -x'| , ol x= (x)

et x!' = (X’)
>
12 n n n'nx1

n'nx1

L. Le Cam et L. Schwartz ont montré (3) que dans le cas de 1l'échantillon,
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® &étant une partie de K, et & la restriction de p & ® , le

paramétre f : H > (@,8) est F-estimable si et seulement s'il existe une

suite (f ) de fonctions vérifiant
n'nzl

L 3 . - .
-Vnemw , £ H-> K est (E,p) uniformément continue ,

-Vre F, 1lim (sup p(fn(P), f(P)) =0, ce qui sera noté
n*te PeF '
£ N f (convergence uniforme sur toute hypothése de F).
n+oo

Nous montrons d'abord gque la condition suffisante reste valide

si (@®,8) devient un espace métrique quelconque.

Lemme 1.~ Soit £ : H > (®W,5) un paramdtre quelconque, dans
le cag général. S'il existe une suite de paramétres (f : H +G;)1>1
1 iz
telle gue
F

* . ~ . . .
~-Vnew 4 T est uniformément estimable , alors il existe

une suite F-p.s.convergente d'estimateurs de f.

Démonsthation.- Pour tout entier p > 1 , on peut choisir un

- (m_)
entier m >0 et un estimateur £ de T défrini sur X P tel que
b
(m) o~ 1 1
inf P P fe(e, , £ (P)) s=}x1-—3.
petl p P p p

On peut supposer que la suite (mp) est strictement croissante.

Complétons la suite (fm ) en une suite d'estimateurs de f :
b

-~

-si n<m_ , fn est un estimateur arbitraire ;

s S o . < .
sl nzm o, 1l'unique entier p tel que mp £n mp+1 étant
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-~

noté p(n), on pose fn(x ,x ) =°f (X, 5000sX

12" n mp(n) 1 mp(n)

-~

Montrons que (f_)

est F-p.s. convergente : soit e > O
n'nzi

et Fe F. Il existe un entier n(e,F) 2 m, tel que

n 2 n(e,F) ==> <& et sup (&8(f(P), £ (P))) <= . On a alors, si P € F :

p(n) 2 PeF p(n) 2
-~ - n
{8(f_,£(P)) s e} = {&(f ,F(P)) < e} x I X.
n mp(n) mp(n)+1 J
-~ 1 n
O {s(f , T (P)) ¢ —} x II X
o) PO gy e

Compte tenu de 1'égalité suivante, valable si n 3 m, et PeH

-+ +co

V) ({G(fk, £f(P)) >el x T X.)= U ({8(f ,f(P)) >e}l x T X,)
kzn k+1 Y pzp(n) o ,mp+1 J
on obtient finalement
- +eo 1
n 2 n(e,F) ==> sup P (U ({G(fk,f(P)) >elx I X)) g ) -
PeF kzn K+l 7 pxp(n) p- B

Lemme 2.- Soit £ : H > (®,8) un paramdtre guelconque, dans le

cas général. Pour que f soit uniformément estimable, 11l faut et il suffit

que :

pour tout réel y > O et tout € choisi dans AJQJ1[, 11 existe
P (n)

un entier positif n et un estimateur f défini sur X

tel que

sw (%) {8(F,£(P)) > v}) < e
PeH n

Démonstration.- La condition est évidemment nécessaire. Pour

montrer qu'elle est suffisante, on construit par récurrence une suite stric-

tement croissante d'entiers positifs : (m ) et une suite (f )
P pzl mp p21
d'estimateurs de f tels que :
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- (m_)

- fm est défini sur X P

b
(m_) - 1
-sup (P P {s (£, £(P)) > }) <
PeH mp ptH1 pt1

1

-~

On complete la suite (fm ) comme précédemment. Il suffit pour

b
conclure de remarquer que

- n3xm == sup P(n)({ﬁ(}n,f(P)) > “”J‘“ﬂ)
PeH p(n)+1
(m ) -
=suwp P P52 Lp(p)) s —1}) ¢ ——
PeH "5(n) p(n)+1 p(n)+1

- limp(n) =+« W
n>+o

Lemme 3.- Dans le cas de 1'dchantillon, le paramdtre f : H - ®

est uniformément estimable s'il est (E,8) uniformément continu.

Réciproguement, dans le cas général, mais sous 1'hypothése

que (®,8) est précompact, f est (E,8) uniformément continu s'il

est uniformément estimable.

Démons thation. -

Condition suffisante : Soit y > 0 et e e JO,1[ .

Il existe un entourage fondamental E de E tel que
(P,Q) e E ==> §(£(P) , £(Q)) s v .

E est défini & partir d'un entier positif m, d'événements A1,...,Aq
m

de B et d'un nombre a de ‘]O,1[. par

(P,Q) € E <=> Max [Pm(A.) - Qm(A.)| < q .
15j<q J J
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D'aprés le théoréme (I A 3), il existe un entier positif r et

P xmr

> H wvérifiant

YpeH, PPT{(P,P) € E} > 1 - ¢

-

Si nous posons f = f o

ac

, nous avons donc

YpeH, Pmr{s&, £(P))

A

yI>1-¢ N

Condition nécessaire : Etant donné un nombre <y > O , on recherche

un entourage E de E tel que
(P,Q) ¢ E ==> &(£(P), £(Q)) < v .

A partir d'une suite uniformément convergente (f )n> d'estimateurs

de f, on choisit un entier positif n vérifiant

Yoo, 2 (s ,e0e)) <4y > 2,
6 3

. . .. *
Il existe une partie finie CD de ©® pour laguelle on a

Voe® , 5(6,®%) <X |
6

Alors l'entourage fondamental E suivant convient :

B=1{(PQ) | PaeH et wax(|P™(s(r,0) < - sz ,0) < 1)) < Ly

se®

En effet, si pour toute loi P de H désigne un point de ®*

s Op

tel que s(f£(pP), 8.) < XL , NOUS avons

p)
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(n),.,= Y 2 (n), /% X 2

PYU{S(Ff ,0.) <L} > = et QU{8(Ff ,0.) <L} > =

A nt R 3 g

(o) e B == pMia(z ,0.) <X >2 et p(Ms(z 0 ) <Xy L
n’’P 3 3 n Q 3 -

—> (6(f,0.) <Y} Nis(r ,0) <X} 40
n P n

3 ©o3
—> 6(6,,0,) < L ==> §(£(p), £(a)) <y W
3

Finalement, les lemmes 1 et 3 nous donnent le résultat annoncé

Théordme.- Dans le cas de 1'échantillon, le paramdtre f : H > (&.8)

est F-p.s. estimable s'il existe une suite (f ) de paramétres vérifiant

n'nzt
* . . . .
-VYnew A’fl cH>@®  est (E,8) wuniformément continu ,
L
- N>+t —=

I A§ -~ Condition nécessaire pour qu'un paramétre soit estimable.

Théoneme.- Dans le cas de 1'échantillon, et (@& ,8) &tant un

espace vectoriel normé séparable, i1l est nécessaire, pour que le paramdtre

f:H->® soit estimable, que l'on puisse trouver une suite (fn)n>1

de paramétres tels que

- Vn e o . fn i H->® est (FE,5) uniformément continu,

-f — f (convergence simple).
— pston ———
(8 est évidemment la distance associée & la norme || || ). S. Jilovec °)

a obtenu ce résultat en supposant que (C),G) est un espace de Hilbert
M séparable, et en substituant EM a E. Nous avons simplement repris
sa démonstration avec une meilleure séparation asymptotique uniforme

des lois, et une discrétisation des estimateurs, qui s'appuie sur le lemme

suivant :



P

Lemme.~ Dans le cas général, s'il existe une suite convergente
(fn)ﬁ51 d'estimateurs de f et si l'espace paramétrique (®&,8) est
séparable, il existe une suite convergente (-i_"n)n>1 d'estimateurs de f

dont chacun ne prend qu'un nombre fini de valeurs.

Démonstration.- Il existe un homéomorphisme ¢ de (& ,8) sur

une partie de l'espace métrique (K,p).

-~

(wn) = (J o fn) est une suite convergente d'estimateurs du

nouveau paramétre Y = o f.

-~

L'espace (#(®),p) dans lequel ¥, ¥is ¥y »... prennent leurs

valeurs est précompact.

Pour tout entier n > O, on peut donc extraire de (&) une suite

finie Wn = {wn,T seees wn,k(n)} telle que :

1
Vo e J(®@) , oy, ¥ ) <=
n
On définit une nouvelle suite d'estimateurs de Y en posant
n -
Vx € X( ) s ¥ (x) =y

ol j(n,x) = inf {j]1 g J ¢ k(n), o(¥_(x), ¥ .) <=}

Soit € > 0 :

—> {o(F, ¥(P) > e} C (o, ¥ ) + p(u_, ¥(B)) > e}
Cloli,, ¥(P)) > 5
2

— 2@, e > e s 2™, e s 5
2

<1

( n) est donc convergente. Il suffit de poser %n = ﬂ_1 o) $ s Vh 1 &
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Démonsthation du théoréme. -

-~

Soit (f )

nlps  Une suite convergente d'estimateurs de f, chacun

d'eux ne prenant qu'un nombre fini de valeurs.
Soit C>u, la boule unité ouverte de ©® , et ¢ 1'homéomorphisme
de ® sur GDu défini par

Ve E@ ’ lﬂ(e) =—~——°:_——
1+[]e]|

-

y = o £ est un nouveau paramétre, qui est borné, et (wn)n21 = (J o fn)n21

est une suite convergente d'estimateurs de . On pose

~,.n “n “n
- IPn(X ) {11/1 > > lbr} ’
n
n_,  _°n _
- Ai - {wn wl} pour 1 Tse 'arn ]
“n “n
- a, = Max (= [[ul] seees Tlv, 1D s
2 n

-~ rnA

- ¢n(P) = f v, ap® = ) w? P (A , pour toute loi P dans H
i=1
La fonction wn : H>® a les propriétés suivantes
- ]lwn(P)II sa <1 , pour toute loi P
-y —> Y : en effet, soit PeH et ¢ >0 .
n

o

“n

n n n,y0
o, (B) = w(®)| | « T [lvi-w@)]] P%a]) se+2p {lv, - w@®)]] > e}

i=1

==> lim ||1pn(P) -y@®)|| s e .
n->+too
Soit (p ) une suite d'entiers > 3 et (g ) une suite
n'nx1 n nxt

de réels positifs telles que
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a
n_n 1

et

Il est clair que en < l‘, et que si l'on pose

E ={(P,Q) | P, QeH et Max |Pn(A‘i1) - Qn(AI;” < 2y

on a (P,Q) e B ==> ||y _(P) - v (] < <.

n

Pour chaque n, et d'aprés le théoréme (I A 3), on peut trouver
-~ nm
un entier positif m et une fonction Pn : X P H qui ne prend gu'un
nm
nombre fini de valeurs, est B % _mesurable et vérifie

I]mn -
YPet#, P {(P ,P)eE}>1-¢_ .
n n n

On pose - Pn(X ) = {P1 seoes Ps }
n
- An
- B = = P, = 1,00
; {Pn l} pour i =1, .S
Jn = wn o P_ a les propriétég suivantes
_ m o mm
- ‘pn : (X ’ B ) -+ (@u"s)

6 (B) < B> -c .

n

On voit que la loi de En est mieux concentrée autour de wn(P)

que celle de wn’ lorsque P est la loi de l'échantillon, quelle que soit
cette loi. On peut maintenant revenir au paramétre f :
¥y % -1 °n
W= T ne prend que les valeurs f? = (wn(Pi))
v
o
i= 1,...,sn , et est B -mesurable. De plus, on a

T,=V0 oy
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Sn -n nm n nm
Yo e H, soit £ (P) = ) T P (B)) = J f ap
n 1___1 1 1 n

Montrons que (fn)n>1 est la suite de paramétres recherchée.

>

a) fn est (E,8) uniformément continu puisque Ye >0,

nm nm_ e(1-a )
Max [P P(BY) - @ P(BY)| <« —F = ||f (P) - £ Q)] <& .
1¢i<s * + a s n n
n n n

b) £ ——> f : en effet, soit € >0 et Pe H .

n n>+o

étant continue au point (P) , il existe ale,P) > 0, tel que
{|x, - £®)]] » e} (v, = 6B 2 alPse)} .
A partir d'un certain rang n(P,e), nous avons

a(B,e) - v (B) - w(®)]] > L.

n

n 3 n(P,e) ==> {||—f‘n - £(P)|] 2 e} C {H@ri - wn(P)II > l}
n
nm -
=>P? "{||T - £(B)[] zel<e .
S

I E - @] P RED)
=1 1 i

[12,(2) - 2(2)]]

A

a
n

rlm ——
yp iz, - £(P)|] > e}

A

e+ (|[|£@)]]| +

1 - a
n

e+ (||£(®)|| +—"—) e, si n2n(P,e),

n
1 - a
n

A

=> lim ||£ (P) - £(P)|| s ®
n->+w n
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1 A9 - Récapitulation des résultats précédents.

Théoneme.- Dans le cas de 1'échantillon, considérons les

propositions suivantes :

a) f est estimable et (f(H),8) est séparable,

b) f est p.s. estimable et (f(H),8) est séparable,

c) f est limite d'une suite de paramdtres (E,§) - uniformément

continus.

si (®,8) est un espace vectoriel normé, (a) <==> (b) <==> (c) ;

si (@,8) est un espace métrique quelconque, (a) <==> (b) <= (c).

Deémonstration.- (c) ==> (b) , quel que soit (®,8) : en effet,

d'aprés le théoréme (I A T), (c) entraine l'existence d'une suite d'estimateurs
de f convergeant p.s.,chacun d'eux ne prenant qu'un nombre fini de valeurs.

I1 suffit donc d'appliquer le lemme ci-dessous.

Lemme 1.- Dans le cas général, s'il existe une suite convergente

(fn)n>1 d'estimateurs de f, chaque fn(X(n)) €tant dénombrable, (f(H),s)

est séparable.

B o
En effet @™ = O (f (X(n))) est dénombrable. De plus,
nz1

YWeH et Ve >0, Llim P(n){d(fn, f(P)) € €} = 1 montre que lorsque
n->+ew

n est assez grand, {G(fn,f(P)) < €} n'est pas vide, donc 6(f(P),®*) se A

(b) ==> (a) , quel que soit (&,8) : &vident.

(a) ==> (c) si (®,8) est un espace vectoriel normé.
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En effet, si ()f désigne 1'espace vectoriel engendré par
£f(H) , (C)f,é) est un espace vectoriel normé séparable. S'il existe
une suite convergente d'estimateurs de f prenant leurs valeurs dans GDf,

il suffit d'appliquer le théoréme (I A 8) en substituant (C)f,6) i (®,8).

Finalement, il suffit de démontrer le lemme suivant

Lemme 2.- Dans le cas général, si le paramétre f : H & est

estimable (resp. p.s. estimable, resp. p.co.estimable), et si (f(H),s)

est séparable, il existe une suite convergente (resp. p.s. convergente,

resp. p.co. convergente) d'estimateurs stricts de f, autrement dit

d'estimateurs & valeurs dans f£(H).

-~

Demonstration.- Soit (fn)n>1 une suite d'estimateurs de

f, et (ej). une suite dense dans (f(H),8).

Vx € X(n), on pose

od §(n,x) = Min{j | a(}n(x), o) < a(}n(x>, £(H)) + 1}
n

509 = 95(0,)

I1 est clair que fn : X(n) +> f£(H) est (B(n),é) mesurable,
et que

-

VPeH et Ve >0, {6(f ,f(P)) >e}C {§(F , £ )+ G(E,f(P))>e}
n n®> 'n n

-~

ci2 5(r_, £(2)) > e -1

CT{G(; , T(P)) > 5} si 1 < &,
n 2

Dans les memes conditions, on a aussi

U Gs(E,, () > el U (8(g, £(R)) > £,
kzn kzn L
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Si (fn)na1 converge suivant un certain mode, (fn)n;1

converge donc suivant ce mode i}

(a) == (b) si (f(H),8) est séparable (S. Jilovec, h)

En effet, d'aprés le lemme ci-dessus, on peut supposer que

(®,5) est séparable.

Soit @' un espace de Hilbert séparable, de dimension hilbertienne
infinie, &' sa distance. Il existe une fonction ¢ : ® — @' qui est

homéomorphisme de (€,s5) sur (J(@), §').

Le nouveau paramétre f' = o f : H+ @' est estimable,

donc p.s. estimable, d'aprés la premiére partie du théorsme.

Soit (:E‘I'l)n>1 une suite d'estimateurs stricts de f' convergeant

p.s. Alors (19_1 o fr'1) est une suite p.s. convergente d'estimateurs de f W

nx1

>

I1A10 - Remarques .

a) D'aprés (I A 7, lemme 1), dans le cas général, (®&,s) &tant
un espace métrique quelconque, le paramétre f est uniformément p.s: estimable

si et seulement s'il est uniformément estimable.

b) Dans le cas de 1l'échantillon, la séparabilité de (f(H),5)
n'est pas nécessaire pour que f soit estimable, comme le montre l'exemple
suivant : soit (X,p) un espace métrique non séparable muni de sa tribu

borélienne B. On suppose que H = {Gx, x € X} (ensemble des lois sur (X,B)

(Xp).

concentrées en un point) et que ((),5)

Considérons le paramdtre f : H —> @
§. e x
X

-~

fn désignant la projection de £ sur le premier espace facteur, on a :
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Ve X et Vnel" . 52 {fn = x} =1

(f )n>1 est donc une suite uniformément p.co. convergente d'estimateurs

de f bien que (f(H),5) ne soit pas séparable.

¢) Néanmoins, S. Abou-Jaoudé (7) a donné un théoréme de non-existence
d'une suite convergente d'estimateurs, dans le cas de 1l'échantillon, dans
lequel la non-séparabilité de (f(H),8) intervient de maniére essentielle.
J. Geffroy a illustré ce théoreéme par cet exemple : soit M > 1, H 1'ensemble
des lois boréliennes Pe sur R admettant une densité 6 continue sur [O,1E,
nulle ailleurs et majorée par M. L'ensemble @ de ces densités est muni

de la distance & de la convergence uniforme. Alors la densité, autrement

dit le paramétre

n'est pas estimable.
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I B - TESTS ET SEPARATION ASYMPTOTIQUE UNTIFORME.

Les deux théoreémes suivants permettront la construction de

tests convergents & partir de la notion de séparation asymptotique uniforme.

I B 1 - Théoreme (%) Soit H  une hypothése quelconque , H = H - H

1'hypothése complémentaire.

Dans le cas général, pour que Ho soit testable, il est suffisant

gue l'on ait :

(T) I1 existe deux suites d'hypothéses (Hi r)r>1 s 1 = 0,1 telles que
b ] »
+o
- Hi = E)’Hi,r pour i = 0,1
r=1
- V%, s> 1, Ho r et H1 g Se séparent asymptotiquement uniformément.
3 9

Dangs le cas de l'échantillon, la condition (T) est nécessaire

et suffisante.

Demons thation. -

a) Supposons (T) vérifiée.

r
* .
Vr e W et pour 1 = 0,1, posons H! =  H, .
i,r D, iss

. . * . . e . . ”~ .
Vi, jem |, (Cn(l’J))n>1 désignant une suite adaptée de cylindres

séparant asymptotiquement uniformément HO 5 et H1 5 soit
] ]

r s

(M ¢ (1,3))

*
VYo, r, s e Cé(r,s) =
1 3=1

1

Il est clair que (CI'I(r,s))n>1 sépare asymptotiquement uniformément

H! et H! . I1 en résulte que

O,T 1,8
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* *
V@ el 3 mp ) tel que

(

m m ) 1

int PP (C! (pp)) - swp PP (C) (pyp)) 30 -
q! P eH!

Fotto,p b 1,p P P

On peut supposer que la suite (mp)p>1 est strictement croissante.
n
1 o= (1 X .
Ya 2 m, , posons C! =C_ (psp) X ‘H @ St mp < n< mp+1 R
P k‘mp+1

l'unique entier p ayant cette propriété é&tant noté p(n) ; si n < m,os

)

. n
Cg désigne un &vénement B( -mesurable quelconque.

*
VB, € By oo EP(Pc,) el tel que p z p(Po) ==>P_ e H

o O,P )
(m )
Alors n>nmn (P ) =33 P(()n) (Crll) = Po P(n) (C' ) > 1 - 1
P p(n) p(n)
V?1 € H1 . 3 p(P1) e N tel que p 2 p(P1) = P1 € H;
S
Alors n > m ==> P(n) (c") < 1
p(P.) 1 n
1 p(n)
' A :
(Cn)n;1 sépare donc asymptotiquement H_ = et H, .

b) Réciproquement, on suppose gque HO et H1 se séparent

asymptotiquement, dans le cas de 1'échantillon.

Le paramétre 1H : H-> R est estimable, puisque si (Cn)n>1 est

o ad

une suite adaptée de cylindres séparant asymptotiquement HO et H1 .
(1

) est une suite convergente d'estimateurs de ce paramétre.

Cn nz1

I1 résulte du théoréme (I A 9) qu'il existe une suite (fn)n>1

>

de paramétres réels tels que

- f — f
n>+too

- pour tout entier positif n, il existe une suite uniformément

convergente (fn) d'estimateurs de f
m'm>1 n



* s
V H = {P P H P -
Vn € & , posons o.n {P | o€ H et fp( o) > . » Vb 2 n}
1
= P P —
H1,n { : | ;€ H et fp(P1) <— , VYp 3 n}
3
Puisque HO = lim 4 Ho,n et que H1 = lim 4 H1,n , 11 suffit ge
n->+oo N>+
démontrer que pour tout n, HO N et H1 L S séparent asymptotiquement
2 ]
uniformément, ce qui résulte de
inf Pc()m) e > 13 inf Pém) e -1 (P)] < L —
P eH 2 P eH 6 moteo
o o,n o o
inf Pgm) {frrrl1 <1} 3 inf Pgm) {|f:l - fn(P1)| c b —
P el 2 P_eH 6 ‘m—)+oo

17 1,n 171

1 B2 - Exemple : cag oi H et H. sont dénombrables, dans le cas général.
LI .

1
On déduit du théoréme précédent que ces hypothéses se séparent
asymptotiquement si et seulement si toute loi de HO se sépare asymptotiquement
de toute loi de H1. En particulier, dans le cas de 1'échantillon, il est
14

nécessaire et suffisant que i n H = @ (voir ', th. 4 et cor. L.1).

1 B3 - Théoneéme {(x).- Dans le cas général, soit (Hi r)r>1’ = 0,1
+o00 +o0
deux suites d'hypothéses. Pour que H = U H et H = U H se
o) r=1 O, T 1 r=1 1,

séparent asymptotiquement, il suffit que pour tout entier positif s, il

existe une suite adaptée (Cn(s))n>1 de cylindres telle que

SVrew®, inr BP0 (8)) — 1
PeHo r-——————g———— oo
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1Y
~ . *
Démonstration.- Yp € N, posons Hé = J H

Vb € N* , amb € N* tel que

inf P P (c (j))a1—-13 pour J = 1,2,...,p -

PeH!
0,D 1Y p

On peut supposer que m, = 1 et que la suite (mp)p>1 est strictement

crolssante.

P
* . N .
Vp e N , on pose Cm = /) Cm (j) ; et on compléte cette suite
p J=t 'p
en une suite adaptée de cylindres, comme précédemment.

Cette suite sépare asymptotiguement les hypothéses HO et H1

puisque :

- VP € H » Jp(P ) e W tel que p 2 p(P ) ==> P eHé’p.
Mlors s myp ) = P ) = Pimp(n))(c IR p(ll) :

_VP1 e H ,Jp(P,) e W tel que P e H1’p(P1)
Mors n 3w ) = ™ (c ) < P:mp(n))wmp(n) (p(7,)) W

I B 4 - La séparation asymptotique des hypothéses Ho et Hn pour tout
entier positif n n'implique pas la séparation asymptotique de Ho et de
+ o .
U Hn .
n=1

Exemple.- Dans le cas de l'échantillon, soit (X,B) = (R,B(R)) ,

et H= {N(es1)’ GG'R}~

Quel que soit le rationnel q, 1'hypothése Hq = {N(q,1)} est testable,

et a fortiori se sépare asymptotiguement de 1'hypothése B = {Ns,1),0 e R -Ql

Pourtant on sait que Ho et \U H_ ne se séparent pas asymptotiquement
.1k 19 qc@
(voir "7, p. 130 ou 7, exemple 3.4).
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I C - ESTIMATION ET SEPARATION ASYMPTOTTQUE UNTIFORME.

I C 1 - Le théoréme suivant permettra la construction d'estimateurs

convergents et uniformément convergents.

Théoreme.~ Dans le cas général, pour que le paramétre f : H > @

soit estimable (resp. uniformément estimable) il suffit que 1'espace métrique

(®,8) soit séparable (resp. précompact) et que la condition (G) ci-dessous

soit vérifiée :

(G) Pour tout couple (Bl’BE) de boules fermées de (®,8)

f (B1) et f_1(B2) se séparent asymptotiquement uniformément

R
si ¢ (B1,B2) > 0 .

Nous faisons la démonstration en distinguant les cas od (®,6)

est précompact, o-précompact et séparable.

1C2- Cas ot (@,5) est précompact.

Lemme.- Dans le cas général, si (®,8) est précompact, pour que

f:H>@® soit uniformément estimable, il faut et il suffit que ¥y > O

30{, e] O,y l: tel que

Vo e ® , f-1(b(6,a)) et H - f—1(B(6,Y)) se séparent asymptotiquement

uniformément.

Démonstration.- La condition est nécessaire, que (®,8) soit

précompact ou non, de manidre évidente.
Condition suffisante : soit y >0 et ¢ € ]O,1 E

Il existe une partie finie {P

1""’Cr de B(n) tels que

1""’Pr} de H, un entier positif

n et des événements C



r
- £(H) & U »(£(P,),a)

i=1

- e P et Vie {1,...,r}

5(£(P), £(7,)) < 0 = P(n)(Ci) s 1-&

s(£(2), 2(p,)) 3 y ==> Bl
On définit une application £ : X(n) +~® par

r -~
si xe x?)_ c. , f(x) = £(P.)

i=1 * 1
r ~
S8i x € ;i1 Ci , f(x) = f(Pi(x)) oi i(x) = Min {i l X € Ci} .
f est (B(n), § )-mesurable, et de plus, pour toute hypothése simple P, on a :
- r
{8(£,£(P)) > vy} C (x(n) - C.) U ( Y c.)
i=1 i:d(f(Pi),f(P))>y

On en dé&duit que

sup (P62, 22)) > v)) s £+ E=c .

PeH 2 2

I1 suffit d'appliquer le lemme 2 (I A 7) pour conclure Wl

Démons thation du théorndme.- Choisissons arbitrairement y > O

et 0 dans @ . si ® - B(6,y) # ® , on peut y trouver des points

91,...,er tels que
r
®-3(e,7)C U ne,, 1) .
i=1 3
1 1 /
Les hypothdses f (B(8, L)) et £ (B(6;, 1)) se séparent asymptotiquement
3 - 3
uniformément pour i = 1,...,r , en vertu de (G) puisque

s*(8(e, L) , B(o,, L)) > X
o3 3
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Il en est de méme pour les hypothéses f_1(B(6,'l)) et

-1 T -1 3 -

£ o(J B(ei, 1)) , et a fortiori pour f (b(6, L)) et f
i=1 3 3

"(@-B(s,v))

1C3-Cas ol (®@,8) est o-précompact.

Il existe une suite croissante de parties de & : (GDP)P>1

telles que

*
-Vpenw , (()p,ﬁ) est précompact.

* . . ~ — -~ -
Yp € W , la restrictionde f & f 1(C)p) notée f I ¢ 1(()P)
est uniformément estimable, d'aprés le résultat précédent. Il suffit alors

d'appliquer le lemme ci-dessous

Lemme.- Dans le cas général, pour que le paramdtre f : H-»>(@,s)

soit estimable (resp. p.s. estimable, resp. p. co. estimable), il est suffisant

qu'il existe une suite croissante (® _) de parties de ® ayant les

P p21
propriétés suivantes
- fH)c VO
pz1
* . . . - .
- Vb € N , i1 existe une suite (T ) d'estimateurs de

p,n'n21

£r f—1(C)p) convergeant uniformément [?esp. uniformément p.s., resp.

uniformément p.co.].

Ce résultat est connu pour la convergence en probabilité et la

convergence p.s. Pour la convergence p.co., volir S. Abou - Jaoudé (7, th. 2).

Démons tration.- Vp e o , posons Hp = f—1(C)p)
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On peut supposer que H1 = f_1(<)1) n'est pas vide.

Soit (np)p>1 une suite strictement croissante d'entiers positifs

* .
telle que VpeW et Vae {n , np+1 3e.+} 5 On ait
1Y

( sup P(n) {d(gp,n , T(P)) >~l}) < 1

Per P b
40 ~ +o 1
(resp. ( sup P(\J ({s(f K £(P)) >—=} x 1 X.))) g 5 s
PeH  k=n P p  j=k+1 Y P
“+00
- 1 1
resp. ( sup Z (P(k) {6(f - £f(P)) > =})) < ) )
Per k=n s P P
Soit (f ) une suite d'estimateurs du paramétre f vérifiant
n‘nxl :
* -~ _A
Vb elN et Vne {np, np+1 se ey np+1 -1}, fn = fp,n .

Si n 2 n, l'unique entier positif p tel que np £ n < np+1

est noté p(n).

Soit une hypothése simple P et un réel positif e, tous deux

quelconques.
. %*
Soit p(e,P) e N tel que p > p(e,P) => (P ¢ HP et € >~} ,
P

Alors le lemme résulte des majorations suivantes :

- pour la convergence en probabilité :

H
—_
e
—

n > P(n) {a(En,f(P)) > e} g P(n) {8(F

> n —_—
- p(€9P)
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- pour la convergence p.S.

+oo

n o —> P\ ({8(r, £(B)) > e} x T X.))
p(e,P) kan k j=k+1 .J
+o0 Bty - , +o0
s POV (U (s, LE(P)) > =} x T X.)))
q=p(n) k=n_ 4s g j=k+1
400 ~+-00 ~ 1 +00
) P(V ({8(f, ., £(B)) > =} x T X.)
q=P(n) =nq EL o] j=k+1 J
+o0 1
) - -
a=p(n) ¢

- pour la convergence P.cCO.

"2 (e p) T
n -1
“+oo - +o qt1 ~
I 2™ sz >ere 10 0 1 P%iee o)) > )
=n q=p(n) k=nq q,‘ q
+oo 1
) Y B
q=p(n) q

1C4-cas o (®,8) est séparable.

Dans ce cas, plus général que le précédent, il suffit de montrer
que f est (Ht’ C)b)—mesurable, d'aprés le théoréme 4.8 (19) de H. Schmerkotte,

ol une sulte convergente d'estimateurs est effectivement construite.
Soit B une boule fermée quelconque de (®,8) .

si B=® . f—1(B) est testable. Sinon,on peut trouver une

suite (B ) de boules fermées telles que

n'nzl

+o
- @®-B=UT3B

n
n=1
* %

-VYnen , 8 (B, Bn) >0 .
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I1 en résulte que f_1(B) et f_1(Bn) se séparent asymptotiquement
uniformément, d'aprds (G), donc que f_1(B) est testable, d'aprés le
théoréme (I B 1). On en d&duit que f est (Ht’CDb) ~ mesurable puisque

Ht est une algdbre de parties de H B

I C5 - Remarques.- Il est évident que (G) est nécessaire lorsque
f est uniformément estimable, que (@,8) soit ou non précompact, dans le

cas général. Par contre, l'estimabilité de f n'implique pas (G).

Exemple.- Quel que soit o dans [b,[], P  désigne la probabilité

sur (X,B) = ({0,1},P{0,1}) définie par Pa = q 61 + (1-a) 60 .

On se place dans le cas de l'échantillon, avec H = Ho U H1 s

o _ _ *
ou HO = {PO} et H {P, ,neti"} .

1 1
n

Le paramdtre f = 1., : H > ({0,1}, | |) = (@, §) est estimable
o

puisque HO et H1 se séparent asymptotiquement.

De plus, pour les boules fermées B = B(1,0) et B, = B(0,0) ,

f—1(Bo) et H =f (B

1 ) ne se

* .
on a § (BO,B ) = 1 . Pourtant HO

1 1

séparent pas asymptotiquement uniformément.

Sinon,on pourrait trouver un éntier positif m et un &événement

C de Bm tel que :

~Vaew*, Pl <L,
Y 3

- PI;‘(C)>g )
3

On en déduirait que :

, BT,

\/neIN*,§<dV(PI§,Pm)s1—(_1—dV(P i

1 o}
n

n
ol dV est la distance en variations (voir II A).
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C'est absurde parce que

Néanmoins, si f est estimable, aucune hypothése n'étant faite
sur (®,8) , il est évident que pour tout couple (B1,B2) de boules fermées

de (@,68) , f"1(B1) et £ (B

* . . . L
) (B1,B2) > 0 . Dans le cas de 1l'échantillon, il en résulte que l'on peut

2) se séparent asymptotiquement si
trouver des parties de f_1(B1) et de f_1(B2) aussi grosses que 1l'on veut"
(condition (T) du théoréme (I B 1)) et qui se séparent asymptotiquement

uniformément.

I C 6 - Pour mettre en &vidence la simplicité de la condition (G), nous
donnons maintenant une condition nécessaire et suffisante pour que f soit
estimable. Cette condition est naturelle, mais paralt inutilisable & cause
de (ii), alors que 1'on mettra (G) en ceuvre aisément, a partir de la décan-

tation asymptotique uniforme.

Théonreme.~ Dans le cas général, (@,s) #&tant un espace métrique

séparable dans lequel la suite (ei) est dense, pour que le paramétre

iz1

f:H->® soit estimable, il faut et il suffit qu'3 tout couple (i,p)

d'entiers positifs,on puisse associer une suite adaptée (Cn(i,p))n>1 de

cylindres, ces suites de cylindres vérifiant : quels que soient les entiers

positifs 1i,j,p,q et 1l'hypothlse simple P, on & :

(1) 8(£(P),0.) s+ == P (¢ (1,p)) —— 1
1 p n n>+co

=> (Vaen™®, c (i,p) N C_(j,q) = @)

Lol
ffel
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(iii) psp = Cn(i,p') c cn(i,p)

“+c0
(iv)  1im ™ (1im v (U ¢ (i,p)) = 1
n>+oo prtoo 1=1 n

est une suite

Démonstrnation.- 8i f est estimable et si (fn)n>1

convergente d'estimateurs de f, il suffit de poser

. * . - 2
Vi,p,n e N , Cn(l,p) = {G(fn,ei) < ;} .

Réciproquement, identifions (@,8) a un sous-espace partout

dense d'un espace polonais (@,6).

-~ +co
Soit n e *. On pose X(n) = lim + (\J C (i,p)) , et
prte 1=1 n
Vx € X(n) et Vp e o » £ (x) = ei(x p) ©8 i(x,p) = Min{i| x ¢ Cn(i,p)}
Vp e N » T o i(n) > @  est (i(n)f1 B(n), §) - mesurable .
H]

E N -~

De plus, Vp, p' e 0° , &6(f _(x), £ _,(x)) ¢ b Max (1, 1)
n,p n,p P p'

- -~ -
On peut donc définir fﬁ : X(n) +® par :

Vx ¢ ;(n) R f;(x) = lim £ (x)

-~

f; est aussi

x0) n gm)

, 6) - mesurable .

-~ -~

PN
A partir d'un prolongement fg : X(n) +>® de f; qui soit

. . . . )
,8) — mesurable, on introduit enfin 1'estimateur fn : X(n’ -+ C> comme

(B(n)

n'importe quelle application (B(n),G)—mesurable vérifiant

Vx ¢ X(n) s O(f'(x) , £ (x)) < —



_)_”;

»
)
)

Vo et et Vxe X', s(z (.2 (x0) < Le (e ), £ (x)

jn
Lol

Montrons gque la suite d'estimateurs (fn)n>1 est convergente.

Soit € >0 et P e H : on choisit des entiers positifs p et

i(P) tels que

2. e et S§(f£(P), ei(

P)
5 b
xha o ie)pre X 0 gee el p)) s i} '
c xm) g {5(;n L 05(p)) 84+
jo! n

Sz, (@) ¢ 2+ M e qs(e, 1) < o),
P n

dés gque n est assez grand. On a alors

-

2™ (s(x, r@) 2 et s 2 - P ™) 4 2™ (e Giee), 2]
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CHAPITRE 11

DECANTATION.

1T A - RAPPELS SUR LA DISTANCE DE HELLINGER ET LA DISTANCE EN VARIATIONS.

IT A1 - Déginitions.~- Pour tout couple (P,Q) de probabilités sur

un espace mesurable quelconque (X,B), les quantités

J "dP 4 duy et 1 JIQE - ilQ‘I dp = 1 ~ J inf (—(12 . g--Q‘-) du
dup du 2 du du du du

ne dépendent pas de 1y, mesure positive o-finie dominant P et Q.

On peut donc poser

dapP d .
pH(P,Q) J\/ - . ) . du , et puisque |pH(P,Q)I <1,
du dy

a,(7,0) = 1 - 0, (P,Q) ,
P A qf = J inf(% , B ay,
du du
4, (P,Q) =lJl ’@—'@‘l dy =1 - J inf(‘d—P' ,'d—Q‘) du
2 du du du du

d; et 4, sont deux distances sur l'ensemble 0 des lois sur (X,B), &
valeurs dans [9,1] : la distance de Hellinger (15), et la distance en
variations. Pour cette derniére, on a aussi (9, p. 709)
VP, @e D, q,(P,q) = sup |P(B) - Q(B)| = sup I[ § ap - J\ﬂdQ[
BeB Ped (X,B)
ol #(X,B) ={d | ¥ : (X,B) >~ ([0,1], B[0,1])}
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1T A 2 - Equivalence de ces deux distances (14, Lemme 1).

Soient P et Q deux probabilités sur (X,B), u une mesure

positive o¢-finie les dominant , T € QE_’ g € @K .

du dp
SCORE ([12-6l) auy? <t [(/Ever? o (/707 e
$1 - 05(P,Q) £ 2 (1= 0y(P,Q)) .
d, (P,Q) =;— Jlf-sl du 2 -;- JI»’F—/EI2 du =1 - 0, (P,Q)

En résumé, nous avons

2
(1) V2 d x4 2 dg
Ces inégalités ne sont pas améliorables en toute généralité.

Par exemple si P et Q sont deux lois étrangéres sur (X,B) ,

ay(P,Q) = & (R,Q) = 1

En (25, Appendice A3), ces distances sont calculées pour certains couples de

lois normales. A. Hillion (27) a considérablement affiné la comparaison de

dH et dv.

17 A3 - Cas des Lois sun (xI*°), B1*)).

x(*) g+=))

Lemme.- Soit P,Q deux lois guelconques sur ,

alors
. (n) ,(n)
(2) (P,Q) = 1lim 4 4 (P77, Q
dV . 12 dV )

]

lim dH(P(n), Q(“)) .

n->+e

a,(P,Q)
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Démonstrnation.- La croissance de (dV(P(n),Q(n)))n>i est évidente
NP . 1 : dp aQ
sur la quatrieme définition de dv. De plus, soit u = — (P+Q) s PE T 45 Q€ s
2 du du

I1 est clair que si

+ (n) +oo

*
Vneww , p €E (p| B(n) x Xi) et q €E (¢ | B
R i=n+1 & i=n+1

nous avons - dV(P(n), Q(n)

1
) = ;’len—qnl du

a, E:Bli'q (th. IV.5.6.,1O, sur les martingales)
n->rto

- 0 g P» Q) € 2 u-p.s.

Donc dV(P(n),Q(n)) — flp—ql du =.d,(P,Q) .
2

n->too

Pour 4. , la démonstration est analogue (1h, th. 1).

Ainsi P et Q se séparent asymptotiquement si et seulement

si elles sont étrangeres.

11 A 4 - Cas des Lois-produits.

Lemme.- Soit P et @ deux lois-produits sur (X(+m), B(+m)).
n
Vh e o , ona - d;(P(n),Q(n)) =1- 10 (1- d;(Pi,Qi)
L 3 a2(P, ;) N o
-=.1 i 5@Q5 n
(3) 1 BRI ) gy g B0 g ea)

Demonstrhation.- L'égalité concernant la distance de Hellinger

est triviale, ainsi que la seconde inégalité (en utilisant la seconde définition

de dV).

La premiére peut se démontrer via la distance de Hellinger :



I1 A5 - En particulier, si P et Q sont deux lois sur (X,B) ,

nous avons
2

(P,Q)
Vn € N* . dV(Pn,Qn) 21 -e

Mo |

En fait, la distance entre P' et Q% croit beaucoup plus vite

avec n que ne l'indique cette minoration.

J. Geffroy (29) a montré que :

D étant l'ensemble des lois sur l'espace mesurable quelconque

(X,B) , 11 existe une fonction B :_]O,1] X N* + R telle que

- Va €]0,1] , 8(a,n) —> 0O
11>+

-VYn e N* , VP, Qe D, avec o = dV(P,Q) >0,

a
no n(1—§)
a,(hQ%) » 1 - 2 02 (12 (1 + 8(a,n))
avmrn 1—5

A. Rényi (30) avait également obtenu ce type de minoration.

IT A 6 - Optimatite des inégalites (3).

S. Abou-Jaoudé a montré gue l'on ne peut pas améliorer les

7

inégalités (3) (voir ', remarque 1). Ci-dessous, nous étudions les cas

(n),Q(n))

n .
d'égalité de d.(P et de 1 - T (1 - dV(Pi,Qi)) , P et Qq

i=1
. . . +oo {+
étant deux lois-produits sur (X( ), B( w)) , avec n 3 2.
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1,Q1) 3e ey (Pn,Qn) est un couple

p(n) (n)

et Q sont aussi étrangéres, et il y a

a - Si 1'un des couples (P
de mesures étrangéres,
égalité.

b - Il y a aussi égalité si Pi = Qi pour au moins n-1 valeurs
de 1'indice 1i. En‘effet, on peut supposer que Pi = Qi pour 1 =2,...,h ,

et on a

(n) n n

)€1 - (- r,e)) (1 -alle P),(8 @) =a,p,a)

(n)
(P 7,Q
dV 1=2 i=2

De plus dV(P1,Q1) < dV(P(n),Q(n)) , A'aprés le lemme (II A 3) B

¢ - Réciprogue.

P . . . + +
Théoreme.- Soit P et Q deux lois-produits sur (X( w),B( m)),

et un entier n » 2. 8i (P ) s+.+s (P_,Q ) sont des couples de lois

1° M n’™n
2 (n) ;(n)y_,_ B _ ,
équivalentes, on a dV(P Q) =1 T (1 dV(P.,Q.)) si et seulement
i=1 ot
si P, = Q. pour au moins n-1 valeurs de l'indice 1.

1 1

La démonstration de la condition nécessaire repose sur le lemme

suivant :

Lemme.- Soit (P1,Q1) et (Pg’Qg) deux couples de lois é&quiva-

lentes sur les espaces mesurables (91,A1) et (92,A2) respectivement.

si |(P1 ®P,) A (Q 8q) =|p aQ | . [p,AQl,

alors P, = Q ou P_ =4Qq

1 1 2 2

Demonstrnation.- Posons M =1 (Pi + Qi) pour 1 =1,2 .

2. dp1 4aQ dP. dQ
Soit f1, 8ys £, &, des versions de s s .

° . dit

telles que {f1 > 0} = {g1 > 0} et {f2 > 0} = {32 > 0} .
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Par hypothése, nous avons
(4) J 1nf(f1.f2,g1.g2) d(u1 ) u2) = J (1nf(f1,g1) 1nf(f2,g2)) d(u1 8 u2)

Posons

I
2D
It

{inf(f1.f2,g1.g2) = inf(f1,g1) . inf(f2382)} N ({f.] > 0} x {f2 > 0})

o1 = - .
Q QN {f1.f2 1nf(f1,g1) . 1nf(f2,g2)}

- " o_ . : .1
Q" = o N{f .1, > 1nf(f1,g1) inf(f,,8,)}
- = t = = "o
Ay =1r, > g} s A =1{f =g Ay = {f < g}
- = ' = = "= .
A, = {f, > g} , AL = {1, g} s Ay = 1f, < g}

Ces événements vérifient

- u 8 uz(Q) = 1 d'aprés (4),

1
~u, ® ug(ﬂ') *u, 8 uz(ﬂ") =1

_ ' ' " vy "
Q C(A1 +AY) x (A A%)

—_ " 1 ] - ] t
-0 Cm1+%)xm +%) MTXA)'

2 2

Il en résulte que

(u1 ® u2) (A, x AD + A" x A ) =0 , soit que

17 % 1 XA
w (A) u2(A'2') = u1(A'1') Hy(Ay) =
Si . (A
si w(A) =u,(A)) =0 , P . =Q et P, =@

si P, =Q et P_=4Q

=
\_:
i
b=
———d
g
\;
|
o
-

si ug(A'z') =u2(A2) R P, =Q
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Démonstration de La condition nécessaire du théonreme.-

Soit (K,L) une partition de {1,...,n} en deux parties non vides :

((& PY®(® P)A((® Q)8 (8 Q)
I kekK k Lel £ keK k Lel L

A\

e P)A(® Q)| [(8 P,)n (8 q,) , d'aprés (3)
keK k keK Qk LeL £ Lel L

) (n)l

W

(1 [Pk AQ ) (m |P2 A Qyl) = IP(n A Q » par hypothése.
LeL

keK

8'i1 existe un indice 1 tel que Pi # Qi , nous avons donc

(2 0 (0 o )l =le a8 o o)
(P. ® (® P,))A(Q. 8 (8 Q.))] =1|P. AQ.] . |(8® P.)AN(® Q.)
1 3=1 d 1 3=1 J ‘1 1 3=1 J 3=1 J
J# J#i J#i J#i
n n
Le lemme ci-dessus permet de conclure que 8 P. = 8 Q. L

j=1 9 =1 Y

J#i J#i



IT B - DECANTATION.

Plusieurs méthodes peuvent donner des conditions suffisantes pour

(4) o (4w)

que deux familles de lois sur (X » B ) se séparent asymptotiquement

uniformément.

IT B 1 - Cas de deux hypotheses simples. Si 1'hypothése générale H sur

la loi de (Xn) se compose de deux lois : H = {Po’P1}’ Ho = {Po} et

n>1

H1 = {P1} se séparent asymptotiquement si et seulement si elles sont

étrangeres.
L'étude de 1'orthogonalité de PO et P1 devrait €tre maintenant

possible, avec suffisamment de généralité, & partir de résultats récents

de J. Geffroy (2h, voir 31 pour leur application au cas ou (X ) est

n'‘nz1

un processus de Markov). Les &tudes antérieures sur ce sujet sont trés

partielles (par exemple T. Nemetz, 7 pour le cas ol (Xn)n>1 est un

3

processus strictement stationnaire).

Si P et P, sont deux lois~produits, nous utilisons le théoreéme

o) 1
. 15 18 . . . e s .
suivant ( 7, pour généralisation et bibliographie)
Théoneme (S. Kakutani).- Soit Po et P1 deux lois-produits
+c0 +oo P ~ . >
sur (X( ), B( )). Elles sont &trangéres si et seulement si

n=1

Sinon, elles sont équivalentes.

Compte tenu des inégalités (II A 2,1), on voit que Po et P1 sont

+o0
P < . 2 .
étrangeres si (p P = + o, et seulement si 1l'un des couples
& nZ1 dV o,n’ 1,n) ? P

(B 12Py,10 (By 0sPy o) e

+00
nZ1 dV(POsn’Phn) =t

est un couple de lois &trangéres ou si
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I1 B2 - Dans Le cas des fois-produits, H_ et H, dtant cette fois

des hypothéses multiples, il est naturel de rechercher des conditions

suffisantes portant sur la suite (dV(Hn(H ), Hn(H1))) pour que H_

o) nx1

et H1 se séparent asymptotiquement uniformément.

Exemple.- Soit H 1'ensemble des lois-produits sur ({0,1}, P{0,1}
txempre

défini par

~-H=H UH
0 1
_p='1'(6 +6)
2 e} 1
- _ +c0
—Ho—{p }
400
- "= {8 | x e {0,1} '}

Il est clair que

N=Ll e a ey, ™Wa ) =1 oL

%
VYnetW , dv(nn(Ho), Hn(H ; 3

1

Pourtant, il n'y a pas séparation asymptotigue.

Sinon, on pourrait trouver une suite adaptée (An)

n>1
tels que
- pA ) — O
n
n->+oo
+co
-Vxe {0,1} , 6<n)(A ) — 1
X Dt
On pourrait en extraire une suite (A ) telle que
n
k k21
- n1 =
n
%
-Vkenw ,p k(An ) < £L1 , et poser
k 2
n-n
* k
VY, ket , A'=A x {0,1)} si m o sn<mn,.

de cylindres

)t



Pour la suite (Ag) séparant asymptotiguement Ho et H

nzl 1

on aurait :
~ - +oo0
p (A) =0 , o A= 1lim (A' x {0,1} ) .
n
N>t
. .. . + .
On pourrait donc choisir un point x de {0,1} - A , qui

vérifierait GX(A) = 0 , mals aussi GX(A) =1, car

G(H)(

A') =1 dés que n est assez grand
x n X n) d € .

On peut aussi invoquer des raisons de convexité :

Vo e N s (pn = ;%

R il —_— d_v(ConV H(n)(HO), Conv H(n>(H1)) = 0)

X
~ . - - .
ol Conv signifie enveloppe convexe.

I1 n'y a donc pas séparation asymptotique uniforme de Ho et H
en vertu du théoréme suivant :

1

Théorneme (L. Le Cam, 4 th. 5).- Soit H et H, dewx familles

de lois définies sur un espace mesurable quelconque (R,A) et dominées

par une mesure positive o-finie. Pour tout € > O , les deux propositions

suivantes sont &quivalentes :

- dV(Conv(Ho), Conv(H1)) 2 €

-3& e 4(Q,A) tel que inf J@ dP 2 e + sup [ﬂ ap .
PeHO PcH1

Ce théoréme est applicable & notre probléme dans le cas de

1'échantillon. Sinon, les questions de convexité deviennent inextricables.
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11 B 3 - Méthode des hypotheses 0.1.

Dans le cas de l'échantillon, soit HO une hypothése testable.

1H : H > BL1] étant estimable , il existe une suite p.s.
0

convergente d'estimateurs, notée (th. I A9).

i)
( n)n21

-~

¥ . i . +oo
Vn € N , considérons f : X —> [0,1]
n

et posons B = {f —— 1}
n->+oo

o +oo G e e
Cet événement B -mesurable vérifie

(1) -WYeeu , P (B)

I
-

]
(@)

-VP e H - HO » P (B)

19 20

Dans le cas général, une hypothése H o est dite hypothése 0.1 ( )

(#ee)

si et seulement s'il existe un événement B -mesurable B vérifiant

- VP e H, P(B,) =1

-VYeH-H,PB)=0

o? [e)

Lorsque l'ensemble des hypothéses 0.1 est assez riche, il existe

16 19 20 21 28)

des estimateurs exacts (voir ", 5 c'est la premiére application

de cette théorie qui permet aussi 1l'étude des convergences de tests et

d'estimateurs : par exemple ,

Théoneme.- Dans le cas général, si H est dominée, pour qu'une

hypothése do soit testable, il suffit qu'elle soit O.1.

Dans le cas de 1'échantillon, cette condition est nécessaire, que

H soit ou non dominée.
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Remarque.- L'hypothése de domination sur H est forte : dans le
cas -de l'échantillon, H est dominée si et seulement si elle est dénombrable

(22, lemme 3).

Demonsthation.- Soit B un événement vérifiant (1), u une

probabilité dominant H .

~ +oo
* . . .
Vo e N , soit f  une version de Eu(1B | B(n) x 1 X.)

j=n+1 J

fﬁ(x) ne dépend que des n premiéres coordonnées de Xx. On peut donc
poser

-~

fn(x1,...,x ) = f

-~

D'aprds un argument déj3 utilisé (martingale), (f ) _. ‘est

une suite p.s.-convergente d'estimateurs de 1B |
IT1 B 4 - Finalement, nous préférons retenir la remarque suivante, en

revenant au cas (II B 1) de deux hypothéses simples lois-produits

Pour que deux lois-produits P et Q (sur (X(+m), B(+m)) se

séparent asymptotiquement, il suffit que

400
2 = o«
nz1 d’V(Pn’ Qn) =+

ou ce qui est é&quivalent, qu'il existe une suite adaptée (Bn)n>1

>

d'événements telle que :

(1) Vo en™, P (B ) <q(B)
+® o
(2) D (P (B) -q(B)) =+

n=1
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(en effet, on sait que
Voen®, I5_e B telaue P (B) + q(P,q) =Q(B)).
Supposons de plus que :
~Vn et , dV(Pn’Qn) < 1 (pas de couples de projections étrangéres)
- lin dV(Pn,Qn) =0 .

n->+o

Alors pour que P et @Q se séparent asymptotiquement, il est

nécessaire qu'il existe une suite adaptée (Bn)n>1 d'événements vérifiant
(1) et
400
P (B )~ =+
(3) n£1 [P (B)) - @a (B )]

La condition (2) &tant plus forte que (3), il est intéressant de remarquer
que ni (2) ni (3) ne sont améliorables en toute généralité, ce que

montrent respectivement les exemples 1 et 2 suivants.

Exemple T.- Soit Q une probabilité sur 1l'espace mesurable

(X,B) , B un événement, un nombre X > 1 , et PA B la mesure admettant
9

la densité

2 2
+ = -
fx B = (A"iﬁ Bt (A"l) ‘y_g » Ppar rapport a Q .
’ =1 A+ 1
Si 0 < Q(B) < % . PA B est une probabilité si et seulement si
>
2
1+ 1-Q(B
() =
1= Q(B)

Ces conditions étant vérifiées, nous avons :

A {/fA’B -1 = /fx5B + 1
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On en déduit, d'aprés 1'inégalité de Schwarz, que
(g, -1 aQ)° = [(VF =102 aQ. | (VF+1)?
A,B AsB A,B >

soit, tous calculs faits, que

2 _ 2 I
dV(P)\,B’ Q) =2 dH(P)\,B,Q) dH(P)\,B’Q) .
8o0it (o ) une suite de nombres vérifiant :
n'‘nzt

On suppose que Q est la mesure de Borel sur

(X,B) = ([b,f],B[b,1]), et pour tout entier positif n, on pose Pn =P

ol Bn = [Q,an] et ol An est le nombre > 1 vérifiant

A 2 1o
( ) = .

1= o
n n

On remarque que

* 2 2
(Vn et , dV(Pn,Q)— T—2an) => (dV(Pn,Q) v de(Pn’Q) .
n-too
+o0 + 400 5
o0
& P et Q étant étrangéres si et seulement si z dH(P Q) =+ ®
n n

n=1 n=1
+ o 5

se séparent donc asymptotiquement si et seulement si ) dV(Pn’Q) =+ B
n=1

A. Hillion (27) a donné un autre exemple montrant que (2) n'est

pas améliorable.

Exemple 2.- On se place dans le cas des lois-produits avec

- Vo e 8, (X ,B) = ({0,1}, P{0,1})

-Vae [0,1], P

(1-a) 60 + 06

a 1
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+o0

-P= 8 Pa , ol (an)n21
n=1 n

est une suite extraite de ]O,1[
et convergeant vers O .

_ 6+oo
Q=6 -

P et Q sont étrangéres si et seulement si

+00
2 _ 2 .
1= dH(P,Q) =1 - (1 - dH(GO, Pu )) soit si et seulement
n=1 n
+o0
si n Y1 - @ =0
n=1
+00
ou 2 a = +
n=1

+oo
ou ) dv(Pa ,60) =+ B
n=1 n

11 B 5 - Déginitions pour La décantation (J. Gegfiroy).

- Un événement B décante strictement (resp. décante) deux

femilles de lois Ho et H1 sur un espace mesurable (X,B) si

(V@O e H et V?1 e H,) , (P (B) < P_(B) , resp. P (B) < P (B)) .

1 o 1

-~ Une suite adaptée (B ) d'événements décante asymptotiguement

n'nx1

(+m)) s'il

. P . . (4)
uniformément deux familles de lois Ho et H1 sur (X , B

existe un entier naturel N tel que

. * v
(V?o € HO s V@1 € rI1 et Yaoen ), (n> N ===> Po,n(Bn) < P1,n(Bn)> .

Jusqu'ici, la décantation semble n'avoir &té utilisée que dans
des cas trés particuliers (construction de tests, dans le cas de 1l'échantillon,
voir 1, 9). Nous avons vu qu'elle est sous-jacente dans le théoréme de

S. Kakutani, et nous l'avons nous aussi déja utilisée dans le chapitre I.

Nous passons maintenant 4 un cas plus général.
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IT C - APPLICATION DE LA DECANTATION A LA SEPARATION ASVMPTOTIQQE UNTFORME

DE DEUX FAMILLES DE LOIS-PRODUITS.

IT C 1 - Théoxreme (J. Gedgroy).- Soit (gn)n>1 une suite de variables

aléatoires réelles définies sur le méme espace de probabilité (q,A,P),

indépendantes et ne prenant que les valeurs 0 et 1.

)

, } .
st (ﬂn)n;1 et ("n)n>1 trois suites de nombres

73

Soit (an

choisis arbitrairement dans [p,T].

n
%
P = = = e
Vn ¢ " , on pose {g, =1} =p et Yn z a; g+ Alors

. . . *
- s'il existe un entier naturel N tel que Vn e " ,

(n > N ==> P, € nn), nous avons

N n
1 2
Yo, -+ ) o
v * . t o3 jep 10 Mgt
nel , (n>N==x P{Yn > z ai(ﬂi + =)l s e ) .
i=1 2

. . . *
- s'il existe un entier naturel N' tel que Vnew s

| J— '
(n > > pn'aﬂn), nous avons
t
Lo -1 1
« n . - RET ._1a1
Vo ew , (n>N'" ==> P{Y ¢ Z ai(ﬂ!—'—i)} < et 1= )
N o2
Démons thation. -
n oy n o,
+ —= - —
n a, Yn iz1 ai(ﬂl 2) Yn iZ1a1(ﬂi+ 2
P{Y_> Y a (wi + =)} =Ple ™ > e } <E(e 7).e
i=1 2
d'aprés 1'inégalité de Markov .
" Y
Vm ¢ " , posons q, = 1—pm et majorons E(e ")
)
Y n a.&. n a. 4 %3P; p a.q -a.p.
- n 171 =1
E(e 7)) = T E(e )= T (p; e l+qi) = et n (p; e T q; e B
i=1 1i=1 ' i=1
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Compte tenu de (Vx € R, x ¢ 1 ==> e* < 1+x+x2), on obtient

n n noo,
Y Loagpp g Loop 11
n i=1 2 i=1 4 i=1
Ele ") g e I (1+a.p.q.) < e e
. 171%
1=1
. * 1 X
puisque (Vme N , p q, < —-) et (Vx e R, e 3z 1+x)
& b
Finalement, nous avons
n n
b oailpi-m) -1+ T af
n oy ;2 17104 4 =R
P{Y > z a.lm. + —=)} ¢ e e »
n = . itd
1=1 2
d'ou la premidre majoration recherchée.
La seconde se démontre de maniére analogue.
IT C 2 - Théeoneme fondamental (J. Geffroy).- Deux familles H, et H

+oo)

. . +oo
de lois-produits sur (X( . B( )

) se séparent asymptotiquement uniformément

s'il existe une suite adaptée (B ) d'événements les décantant asympto-

n'nx1l ‘e
tiquement uniformément et vérifiant de plus z (né - nn)2 = + o,
: n=1
oll nous avons posé
* .
VneWl ,nm = sup Po n(Bn) et né = inf P1 (B )
n PoeHO ? P1eH1 0 1

Démonsthation.- Il existe un entier naturel N tel que

n>N==>m1 &7

n n
* .
Vnew |, posons - o = O s ngN,
- a =7' -7 si n >N,
n n n

i<n i>n
n n ai
- Cn x 1 Xl =1 2 o5 gi g .z ai(ﬂli- =)}
i>n 1=1 1=1 2
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Alors, d'aprés (II C 1),nous avons
v *
(Vn e @, VTO € HO et VT1 € H1) .

n>N=—=> inf(Pén)(Cn), Pgn)(x(n) - Cn)) 21 -e

IT C 3 - Remarques.- Il existe une version de ce théoréme valable
pour des lois quelconques (J. Geffroy, 2h, th. 1).
2
(

Les théorémes (IA1) et 1(") en sont des cas particuliers. Ce

dernier s'applique lui aussi aux couples (HO,H ) de familles de lois-produits

1
gquelcongues, avec des hypothéses du méme type. Mais (IIC2) donne de plus une

minoration de l'amplitude de la séparation asymptotique uniforme sur chacun

des cylindres C,»n= 15245... de la suite (C_)

i sépare H t
0 ns1 qui sépare H_ e

H,. Plus précisément, nous avons

Vaet™, (n> N == inf Pén)(cn) - sup P(n)(C )z 1-2e
P eH P €H, n

Cette propriété importante permettra de construire des estimateurs
p-co. convergents 4 partir de (IIC2), alors que c'est impossible & partir

du théoréme 1 (2).

1T C 4 - Applications au cas de L'@chantillon.

a - Théonéme 1.- Dans le cas de 1'échantillon, 1'hypothése H

est uniformément testable s'il existe un nombre fini d'événements de (X,B)

notés B ..,Bp et un nombre o > 0 tels que’

1*°

V@o e H et VP1 eH =H-H |, sup (P (Bi) - Po(Bi)) > a .
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Démonstrhation.- Il suffit de montrer que le paramétre

1& : H > (BL1], | ‘) est uniformément estimable.

e}

et

. . e 4
Soit € € 10,1[, et p' un entier positif tel que — < a .

!

b

D'aprés le théoréme (I A 3), il existe un entier positif n

P . Xn - D

tels que, VP e D - B(P) = { Max Ig(Bi) - P(Bi)| <

1

1gisp

-PMB(P)) > 1 - ¢ .
I1 est &vident que 1'événement

VP1 € H1 s ]

-

Pour l'estimateur f = 1C : Xn
0 -
PeH == P {|r-1, (P)]>0}=pP
o
Ped ===>pP" {lf - 1H (P)I >0} =P
o

1'on a

cCNB(P,)=¢.

2

P

Bn—mesurable

(ensemble des lois sur

} e

C

- [b,1], on a donc

n

2

(X,B))

Bn

U B(P) vérifie
PeHo

(X% - ¢) s P"X" - B(P)) < ¢

c) ¢ PM(X® - B(P)) < ¢

Finalement, on peut appliquer le lemme 2 (I A 7) puisque

sup P" (| - 1,
PeH o

b - Ragginement de La décantation :

(P)| >0} g«

La J-décantation.

Définition.~ Deux familles de lois HO

et

H

1

sur un espace

mesurable quelconque (X,B) sont strictement J-décantées s'il existe

une fonction ¢ de ¢(X,B) telle que

(1)

VP e H et b®1 e H) , ([ g ap < J 0 ap.)
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Cette notion. est strictement plus fine que la décantation stricte.

+coo

Exemple.- Soit P = ] p & et (P,,P

q %q ..) des lois sur
q=1

2’

W* vérifiant

*
- Vq e ., pq > pq+1 > 0

-P = ( p. 8 )+0p § +p &
n Q#AE%;;;1 a4 q ntl n n ntl

Aucun événement A ne décante strictement Ho = {P} et

H1 = {P1, P2,...} . Sinon, compte tenu de

Vscow® , (P(B) > P(B) =>nebd),

. * .
on gurait B =N , ce qui est absurde.

Par contre H_ et H  sont strictement -décantées. En effet

1
pour toute suite (t})p)p>1 strictement décroissante & valeurs dans [b,1],

nous avons

Vnew*,f\naP—JwaP;(\o(n)—wnH)) (b, ~p4) >0 B

n

¢ - Théoneme 2.- Dans le cas de l'échantillon, deux familles de

lois H et H sur (X,B) se séparent asymptotiquement uniformément

s'1l existe un nombre o > O et une suite finie ($1,...,$n) de fonctions

de ¢(X,B) tels que :

1g<ign

VTO e H, et VT1 € H1 s Max (j ﬂi ap, - J wi dPo) 2 a .

Démonstration.- Pour chacune des fonctions @i s 1= 1,.0.,n ,
r%i)
g! . » ou {B,
j=1 ad By i
une partition finie B-mesurable de X telle que

il existe une fonction &i = «ve,B. (i)} est

,1° i,r
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- |
0« @i < ¢i
— - 1 o
ﬂi ﬁi < S

Pour toute loi Po de Ho et toute loi P1 de H1 .

si J ﬂi a®, - J ﬂi dPO 2 o , nous avons

r(d r(i)

Cil
o
T
o
W
\'

a
- ' - ' &
J lﬂi dP1 J Iﬁi dPo 25
{A1,...,Ap} désignant l'ensemble des réunions finies d'événements choisis
dans {B, ; | 15§ <r(i),i=1,...,n} , nous avons finalement
b

. _ [}
VPO € H, et VT1 e H sup (P1(A.) - Po(Ai)) >

9
1 1sigp * 2

I1 suffit donc d'appliquer le théoréme précédent pour conclure W

d - Théoreme 3.- Dans le cas de 1'échantillon, pour que deux familles

de lois H et H sur (X,B) se séparent asymptotiquement, il suffit

qu'il existe deux suites d'hypothéses (Hi r)r>1 » 1 = 0,1 telles que
2 >
+c0
-H. = \UH pour i = 0,1 ,
1 H
r=1
* » » Pl -~
- V&, s elN |, HO r et H1 s soient strictement -décantées.
2 3

. . * } .
Démons thation.- Yr, s e N , soit ﬂr g une fonction de ¢(X,B)
3

gui décante strictement Ho v et H1 < Pour se ramener au théoréme précédent,
L] ]

nous distinguons deux cas, suivant que la borne supérieure

a =  sup Y dp est atteinte ou non .
T,s

r,s
? PeH
O’
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Cas 1 : Y eH s f J dP < a .
o,r r,s r,s

Alors ar < > 0 , et on pose :

* - R -1
Vqetl |, Ho’r {PIPeHO’r,J\ﬂr’SdPsar’s (1 )}
2q
- g% =
H1,s HT,s
a
SN " o £ -1
r,s 2q
Cas 2 : YP e H R I ij dP > a
1,8 r,s r,s
Alors ar < 1, et on pose :
L]
%
Ygew , - u* ==
0, 0,r
- g% ={p|PeH g aPza + (1-a )&
1,8 1,8 ° r,s ” Tr,s rys’ ,
q
- bg s (1_ar s) - .
H 3 2q
I1 est clair que
- H _ = lim + H®
O, T gt OyT
-H = 1im+1+1‘1?1
28 g+ sS

- * q q
V}, sy, qgeN Ho,r et H1,s

se séparent asymptotiquement uniformément, puisqu'il y a ¢~décantation stricte

d'amplitude bi (= o dans le théoréme précédent).

S
+c0 +0

Les égalités Hi = U (Y Hg r) s 1 =0,1 permettent de conclure,
r=1t q=1 ? ‘

avec le théoréme (I B 1).



- 64 -

e - Conollaires.- J. Geffroy a démontré directement & partir du
théoréme fondamental les résultats suivants (2h, th. 3 et L4) que nous

obtenons comme corollaires du théoréme ci-dessus.

Corollaine 1.- Dans le cas de 1l'échantillon, une hypothése H
est testable si Ho et H = H - Ho sont strictement décantées.

Corollaire 2.- Test d'une hypothdse simple contre une hypothése

multiple : dans le cas de 1'échantillon, une hypothése simple Ho = {PO}

est testable s'il existe une suilte (An)n>1 d'événements telle que

“a

PefH- H = (ﬂn,e‘N* tel que P(An) # PO(An))

En particulier, si B est de type dénombrable, toute hypoth&se

simple est testable.

f - Remarques sur Le corollaine 1.-

(i) I1 est suffisant que HO et H1 soient {-décantées

strictement pour que HO soit testable.

Cette condition n'est pas nécessaire

Exemple : On se place dans le cas de l'échantillon, avec

- (X,B) = ({0,1}, P{0,1})

- P=l(6+5)
o} 2 o) 1

- H = {PO, 60, 61}

— H = {PO}
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Alors HO est testable; mais il n'existe aucune fonction réelle

¢ sur {0,1} telle que
depo < Min (J { as _, JlDdG1) (évident) .

(ii) On peut aussi se demander si la condition ci-dessous n'est

pas suffisante pour que HO soit testable :

HB € B tel que (V@o € HO et V®1 € H, , PO(B) # P1(B)) .

1

L'exemple (I B 4) montre que non.
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CHAPITRE 111

PROPRIETES DE DECANTATION DE CERTAINES DISTANCES ENTRE LES LOIS.

II1T A - PROPRIETES (M,).

111 A 1 - Distances de Prokorov, Kolmogorov et Lévy.

Ces distances sont ainsi définies :

- distance de Prokorov _d_ . (X,p) #&tant un espace métrique,
L

B sa tribu borélienne, F 1l'ensemble de ses fermés, dP est définie

sur 1l'ensemble DX des lois boréliennes sur X par :

LI}

(VP, Qe D,), dp(P,Q) =inf {e >0 | VFe F, P(F) g Q(F*) + ¢}

inf {e > O | YFeF, QF) < P(F°) + ¢}

Dans cette définition, on a posé :
Ve >0, (85=0 et Yae P(X) - (8} , A% = {x | d(x,A) <e}) .
On peut substituer aux fermés les ouverts ou les boréliens dans tous les cas,

les compacts si P ou Q est tendue (32, chap. I).

Dans les cas usuels, par exemple si l'espace métrique (X,p) est

35

séparable, dy, définit la topologie de la convergence faible (~7, App. III).

- distance de Lévy d; . Pour tout entier positif v , on définit

dL sur l'ensemble Dv des lois boréliennes sur R par :

(Y, Qe D) 4 (P,Q) = inf{h > O|Vx e B”, Fy(x-h) - h ¢ Fplx) ¢ F(x+h) + 1},
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oi F_, et F_. désignent respectivement les fonctions de répartition de

P Q
P et Q et ol h désigne le v-uple (h,...,h).

dL définit comme dP la topologie de la convergence faible

(37

sur Dv , chap. 9).

- distance de Kofmogorov A C'est la distance du théoréme

de Glivenko-Cantelli : en conservant les mémes notations, elle est définie

par :

VP, Q € Dv s dK(P,Q) = sup([FP(x) - F. (x) |,x ¢ R")

Q

IT1 A 2 - Prophigies (M,) : déginition (%). Soit D un ensemble de lois

sur un espace mesurable quelconque (X,B). Nous dirons qu'une métrique d

sur D a la propriété (M,) si et seulement si

1

(M,) pour tout couple <B0’B1) de boules fermées de (D,d) et tout nombre «,

1

*
0<a < d,(BO,B1) ==>3J Be B tel que

P' ¢ BO et P" e B1 ==> P'(B) - P"(B) = a.

)

I1T A 3 - Les distances usuelles ont la propriété (M1

Théoneme {x).-

- La distance dV entre les lois de probabilité sur un espace

mesurable quelconque (X,B),

- la distance dP entre les lois boréliennes sur un espace

métrique (X,p) ,

- les distances dK et dL entre les lois boréliennes sur R”

(v entier positif arbitraire)

ont la propriété (M1).
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Demonstration.- On se donne un nombre a, deux boules fermées

B = B(Po,uo) et B1 = B(P1,u ) dans (D,a) (= (D,dv), (DX’dP)’

o) 1
(Dv’dK)’ (Dv’dL) suivant le cas).

*
On suppose que O < a < d (Bo’B1) = d(PO,P ) - (ao + a,)

1 1

Cas 1 : a = dV . Soit A un événement tel que

PO(A) - PT(A) = dV(PO,P1).

P'e B == [P (A) - P'(A)| < a,(P,P') s @

P" e B, ==> [P (A) - P"(A)] < 4 (P ,P") 5«

1

Il en résulte que :

P'e B et P" ¢ B, ==> P'(A) - P"(A) 2 dv(Po,PT) - (a_ +a,)>a.

Cas 2 ¢+ 4d = dP . Soit n, n, et n, trois nombres vérifiant

= (1) 0 < ay(P Py

1

(1) == (3JF_eF tel que (3) P (F ) >P (F)+n) .
Soit P' et P" deux lois arbitraires de B et B
d_P(PO, P')<no =>P(F)SP'(F
Compte tenu de (3), on a donc

n
t(m © n .
(1) P(r°) > B (F) +n-n_



Le fermé F={x| o(x,F) g no} vérifie :

- PR <R (F ) 4,
On en déduit & partir de (5,4,2 ) que

P'(F) > P"(F) + n = (n_ + n1) >P"(F) +o W

Cas 3 : 4= dL ou dK : voir les théorémes (III B 3) et (III B k4).

111 A 4 - Remarque.- dV a sur l'ensemble de toutes les lois sur l'espace

mesurable quelconque (X,B) les propriétés évidentes suivantes

- toute boule est un convexe

- (VPO9P1 et Vao’onl 2 O)a d;(B(PO,QO),B(P1,G1)) = dV(B(Posao):B(P13a1))

Ainsi, d'aprés le théoréme (III A 3), pour tout couple (BO,B ) de boules

1

fermées de lois, on a

dV(Bo’B1) >a >0 ——-—>3B € B tel que inf(P'(B)[P' € Bo) 20 + sup(P"(B)|P" e B

Ce résultat est donc de méme nature que le théoréme (II B 2) (de L. Le Cam).

I1T A 5 - Propriéts (M, faible).

1

Nous n'utiliserons pas cette propriété, mais dans certains cas,
notamment dans le cas de 1'&chantillon, les résultats établis & 1l'aide

de (M1) restent vrais lorsqu'on lui substitue (M1 faible).

1

).
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Déginition.- Une distance d sur un ensemble D de lois sur

un espace mesurable (X,B) a la propriété (M1 faible) s'il existe deux

fonetions U, V :]O, + co[—»]O, + w[ vérifiant :

Mn >0 et YW, QeD), (a(P,Q) » n => HB e B tel que

inf(P'(8) | B' e B(P,UMY)) » sup(P"(B) | P" € B(Q,u0H)) + v(n)).

Proposition.- Soit d et d' deux distances équivalentes

sur un ensemble D de lois sur un espace mesurable (X,B).

Si d a la propriété (M1 faible), alors d' 1l'a aussi.

Démonstrnation.~ Il existe deux fonctions monotones non décroissantes

h, h: O, +=[ >]o0, + »] telles que

-Vp, P'eD, P#P = (b (a"(P,P')) 5 d(P,P") < h(d'(P,P"))) .
Soit n > O et deux lois P et Q telles que a'(P,Q) > n

a'(P,Q) > n == a(P,Q) 2 h(a'(P,Q)) 2 h(n) > —ha(n) .

1
2

Puisque d a la propriété (M1 faible), on peut trouver un

événement B tel que

h(n)) ==> P'(B) 2 P"(B) + V(5 h(n))

M |-

a(P,P') < U(z h(n)) et d(Q,P") g U(

1
2

hin))

VY B

Jut(n) > 0 tel que h(U'(n)) s Ul

Si on pose V'(n) = V(< h(n)), on a donc

1
2

a'(P,P') ¢ U'(n) et 4a'(Q,P") s U'(n) ==> P'(B) 2 P"(B) +V'(n) W
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Exemples. -

a - 4, ayant la propriété (M1), 4 ala propriété (M1 faible),

puisque ces deux distances sont équivalentes (II A 2).
b - Soit (X,p) un espace métrique .

Y\ > 0, on définit une distance dP \ équivalente & dp
L]

sur DX en posant (voir 32, chap. I)

VP, Q€ D, et Ve > 0 - S(P,Q,e) = sup {P(B) - Q(B®) | B ¢ B}

- &, (P,Q)= inf(sup(x € , S(P,Q,¢e)) | € > 0)

Ces distances ont donc la propriété (M1 faible).
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IT1 B - PROPRIETES (M,].

IIT B 1 - Deginition (%).- Soit D un ensemble de lois sur un espace

mesurable quelconque (X,B). Nous dirons qu'une métrique d a sur D 1la

propriété (M,) si et seulement si

5)

(M2) pour tout triplet (a,£,£') de réels tels que

O<g<g+o< &', onpeut associer i toute loi P de D une suite finie

d'événements notés A1""’An ayant la propriété suivante :

VQG D, 4(P,Q) > ' =

Jie {1,...,n} tel que inf{P'(4,) | P* € D, 4(P,P') < £} 3 Q(Ai) + a.

Cette propriété introduit une forme complexe de décantation : elle
n'exclut pas l'anomalie suivant laquelle deux lois de D - B(P,£') puissent
€tre décantées de Db(P,f) par deux événements différents de la suite

A .,An » méme lorsqu'elles sont trés voisines. Nous démontrons ci-dessous

120

que dK, dL‘ et dP - lorsque (X,p) est séparable - vérifient (M,) sans

2

présenter cette anomalie.

~

Malheureusement, lorsqu'on cherche i séparer asymptotiquement

)(+°°)

. 2 (+e) .
uniformément b (Pyg) et (D - B(P,g') , le nombre des cylindres
qui interviennent est trop grand, sauf cas particulier, et la séparation

ne se fait pas.

Ces problémes n'apparaissent pas dans le cas de 1'échantillon.

111 B 7 - Nous démontrerons le théoréme suivant en plusieurs &tapes

Théonéme (*).- La distance dP sur D lorsque (X,p) est

X b

séparable, et les distances dK et dL ‘sur Dv , quel que soit l'entier

positif v, ont la propriété (Mé).




111 B 3 - Cas des distances de Prokorov et de Lévy.

Théondme.- Quel que soit l'espace métrique séparable (X,p)

(resp. W € N*), il existe une famille dénombrable C de boréliens de (X,p)

(resp. R") pour laguelle (DX, dP) (resp. (Dv’dL)) a la propriété suivante

quel que soit le quadruplet (asBsEs £') de nombres tels que

Ogg<g+rasggta+tp<g <1,

on peut associer & toute probabilité borélienne P sur (X,p) (resp. R")

une suite finie d'événements C-mesurables notés A ..,An vérifiant

1°°

YQ e DX - B(P,g') (resp. Dv - B(P,t')) Hi.e {1,...,n} tel que

inf {P‘(Ai) | P' € B(P,£)} > sup {P"(Ai) | P" e B(Q,B)} + a .

Démonstration. -

a) Distance de Prokorov.

On choisit cing rationnels T, o

o? Bo’go et Eé tels que

-t !
L < g
TE e TRy E e BT s £5

puis une suite {xi, i € I} dense dans (X,p), et une partie finie Io

de I vérifiant :
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gl
4(P,Q) > g' ==>JF e F tel que P(F) > Q(F %) + ¢

' .
o

Soit BQ la réunion des boules de la famille finie {B(xi, %),i € Io}
qui rencontrent FO =r 0 (U B(xi, ).

X
1€l 3
o

I1 est clair que

F CFCF + (K- U Blx, %)) > B(F ) s P(F) < B(F ) + 1,
iel
O E'
T . o] v
F < BQC F, ==> P(BQ) > Q(FO )+ gl - T,
EO
t [ ] —m—— 1]
P' e B(P,g) ==> 4, (P,P') < £_ => P(BQ) <P (BQ )+ g
P" € B(Q,8) ==> d_(Q,P") < ==> P"(B.°) ¢ Q((BEO)BO) + 8
€ Q!B T— P QQ BO - Q < Q, o 9
E B g
T ] O o]
BQ C Fo = (BQ Yy T C Fo

Finalement, on & :
-

Ago " go " go
Pr(8,%) > P"(B,°) + &) - v - (5, + 8) > P"(B7) + «

I1 suffit donc d'appeler C 1la classe de tous les dilatés
d'ordre rationnel des réunions finies de boules fermées centrées dans

{xi, i ¢ I} et de rayon rationnel positif

b) Distance de Lévy. On se donne une loi P sur R° et un

quadruplet (o,B,£,£') du type précédent. T, s BO, £, et &é gardent
la méme signification.

1 Y
P""’F

¥ P

étant les fonctions de répartition marginales de P ,

on choisit dans Z deux entiers p et gq tels que

Vie {1,...,v}) , Fi(

T 1 _ X
B (p ao) <35 et FP(q ao) > 1 e
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dL(P,Q) > g"=>3 X = (x1,...,xv)‘e R’ tel que

Fp(x) > FQ(x + éé) +Egl oou FQ(X - éé) gl > Fplx) .

Cas 1 : Fp(x) > FQ(x + éé) gl

F (x) > gé => (Vie {1,5...,5V}, F;(xi) > gé > %J => (Vi, x; > P ao) .

]
]
10
H
>
"
Q
Q

Pour 1 = 1,...,v , On pose y;

. = q 0 sinon .
yi T 2%

Pour le point y = (y1,...,yv) de R’ ainsi défini, nous avons :

-y sx

. .
—— —

(pa) svyslq o)

’ v . . \Y .
- 0 ¢ Fplx) - Fp(y) s i;@‘;(xi) - Fp(y;)) s 121 (1 - Fpla o)) s

==> Fply) > F(y + E) +EL -t

P' e B(PE) ==> F,,(y + £ ) + £ 2 Fply)

P" ¢ B(Q,R) = FQ(y + ié) P FPn(y + éé - éo) - B,

En résumé, nous avons ...

FP'(y + éO) > F n(y + é' - é ) + Eé - (T + EO + BO) > F n(y + éé - éO) + a

e} o}

De plus, (gé - BO) - Eo > a = (Vi e {1,...,v} 3 r, € 2 tel que

LI
y; Y E s rya <y, tEL - B ) .

1 o]

Il en résulte'que

P'(:I —o, r1 U’O [x‘..x]-—eo, rv GOD 2 P"q—oo’ I‘] GOEX...X —oo, r\) C!o[) + G.o



Cas 2 : FQ(x—é') - ;; > FP(X) . Le point y = (y13...,yv) de RV

défini par

a les propriétés suivantes

i=1 *
v 5 v N
s 1 Fplpo)+ ] (1 -Fplaga)) s
1=1 1=1
>
X 5P%, *i74%

En résumé, nous avons
FP"(Y" ‘E(’)"" BO) > FP,(y— EO) + g(;" (t + BO+ EO) > FP,(Y_ £ ) +a

De plus, comme précédemment,on peut trouver un poeint a de
dont les coordonnées sont des multiples entiers de a s ou t+ =, et

tel que

donc tel que FP"(a) > FP,(a) +a .
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s g

I1 suffit d'appeler C 1l'ensemble des pavés mesurables

extrémités rationnelles et de leurs complémentaires B

Rem@guu .=

a) Il suffit de faire B = O pour obtenir la propriété (M2).

I1 est aussi évident que dL a sur Dv la propriété (M,). Cette remarque

1

Y

est sans intérét pour dps puisque ce résultat a déja été établi dans un cadre

plus général (th. (III A 3), ol (X,p) est un espace métrique quelcongue).

b) 8i (X,p) n'est pas séparable et si 1l'on substitue 3 Dy
un ensemble D de lois séparables (lois pour lesquelles il existe un événement
séparable presque certain, vo¥r 35, App. III), le théoréme ci-dessus reste

vrai pour (D,d;) si l'on supprime Card C }fo .

c) Par contre, si 1l'on substitue & DX un ensemble équitendu

de lois, on peut supposer gue le nombre n ne dépend que de (0,B8.E,£'),

méme si (X,p) n'est pas séparable : il suffit de modifier la démonstration

correspondante en choisissant d'abord un compact K tel que
inf {P(K) , KeD}>1-1,
puis une suite finie {xi, ie IO} de points de K telle que

o B(Xi‘ )D K .

X
iel 3
o

insi dé ' .
Ainsi Io épend de (ao,BO,go,go) et non de P

On introduira ensuite les dilatés d'ordre Eo des réunions

finies de boules de la famille {B(xi, l), ie IO} , et 11 conviendra

3

d'appeler C 1'ensemble de tous les ouverts ainsi obtenus quand

(uO,BO,EO,Eé) varie.
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IT1 B 4 - Cas de La distance de Kofmogorov.

* PO . -z .
Y e N , désignons par Dv o l'ensemble des lois boréliennes
3

sur R” dont la fonction de répartition est continue (il s'agit de lois

diffuses si v = 1).

Theoneme (%).- Quel que soit l'entier positif v, il existe une

famille Cv (resp. une famille dénombrable Cv C) de fermés de R
3

telle que : quel que soit le quadruplet (a,B,£,£') de nombres tels que

Osg<gt+tasgsg+a+p<g <1

on peut associer 3 toute loi borélienne P sur R’ (resp. toute loi P

de Dv c) une suite d' au-plus E(E(————gﬁ————) + 1)v boréliens
. £'-(a+B+E)

Cv (resp. Cv’c)—mesurables notés A1,..

VQ € Dv - B(P,£'), ai € {1,000k} tel que

"Ak vérifiant

inf {P'(A;) | P' e B(P,£)} > sup {P"(A;) | P" € B(Q,B)} + o .

Nous démontrons d'abord que

Lemme (%) - VP € 01 et V1 € ]0,1[,3 B seeees 8 € R tels que

-k g E(%ﬁ ol E(—) désigne la partie entiére de T

A |-

—a1<...<ak

- VI =__J_ Xy a.I:]s"'s]a-k s t+ m[’ SUP(|FP(X) - FP(y)‘ y X, ¥ E Z) % %

Si de plus P e D » On peut supposer que a seeealy sont
1,¢ 1 .

rationnels.
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En effet, posons

n

-Vk e {1,...,0-1}, x, = sup {x | FP(x) s-f}

=> (Vk ,‘FP(xk) < E et FP(xk +0) 3z 2.
n n

Considérons l'oscillation de F sur chacun des intervalles

1- =, xJ ,...,]xn_1, + o .

Sur J-=, x],  x sy sx = Fly) - Fp(x) ¢ Fp(x,) s = .

Sur :]xn_1, .+°°[,,.xn_1 <xgy=> FP(y) - FP(x) <1 -F (xn_

Sur Jx, xqls siox o< k1 °

X <Xgys§X => FP(y) - FP(X) < F

P(ka) - FP(x +0) g — .

k

I1 suffit de noter 31,...,ak la suite XyseeesX

dans l'ordre strictement croissant.

Si PeD » on choisit d'abord n-1 réels x! ,..., x'
1yc 1 n-1

tels que
Vi € (1,...,0-1}, Fo(x!) =%,

puis n-1 rationnels x ceesX

1’

ISR P
o

- t ' -
Vi, (x s x] et P(x!) - Fplx) <
On vérifie que l'oscillation de FP sur chacun des intervalles
:l- o, x;l,..., ]x , + °°|: est majorée par 1 (t + -1-) N
n-1 o n
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Démons thation du théonéme.-

Cas v = 1. Sont donnés un quadruplet (o,B,E,£') et une loi P.

On applique le lemme ci-dessus pour P et = ='% (g' = (at+p+E)).
Q€ D1 et dK(P,Q) > g ===>'3x e R tel que IFP(X) - FQ(X)I > g
i + £ L
si FP(X) > FQ(x) £, FP(x) > £ > x> a
Soit J = Max {i l 1<¢g1gck, a; < x} .
Si j<<k,xa]ay %+J ; sinon, xe]ak,-km[.
Dans les deux cas, nous avons
1 F .+ 0)>F. (a. +0)+ 5" -
(1) P(aJ ) Q( 3 ) + g T
Si FQ(X) > FP(X) +&', FP(X) <1 - g => x g 8, -
Soit j = Min {i I 1¢1g¢<n, Xg ai} .
Si j =22, X(-::laj_1 s aj:] ; sinon, X e]—oo, a1:]
Dans les deux cas, on a
2) . Fla.) >F_ (a.) +&" -1 .
( olas) > Fpla) + g -

Finalement, suivant que l'on est dans le premier ou le second

cas, on déduit de (1) ou (2) que
(P' € B(P,g) et P" ¢ B(Q,B)) =>
(B (J==y &) > P" (J-= , a]) + &' = (x+ g+ 8))

ou (P! ([aJ.,+coD>P"(Eaj,+°°[:)+£'-(‘r+€+8)) :
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Cas v > 1. On applique le lemme 3 chacune des lois marginales
de P pour T=—1—(£'—(a+8+€))-
2v
On obtient ainsi pour j = 1,...,v au plus E(-_lf-) nombres
notés a'j J .y tels que
1 2 ak(,J)
J J
- ay < ... < .
1 *k(J)

l'oscillation de Fi]) sur chacun des intervalles

]—m . a‘.ﬂ ""’]a'li(j)’ + °°|: est inférieure & T.

Q€ DV et dK(P,Q) > gt ==>Jx = (x1,...,x\)) tel que

Fp(x) > &' => (Y5, Fl(x,) > &) => Vi, x, > ad)

Soit 1i(j) = Max{i | 1 s i 5 k(j) , ag < xj}

si i(3) < x(3) , x. e:]a‘ii(.), ad

. si J o
i ; i(3) 1] 3 sinom, X, e]ak(.), + [

J

Vi, Fl‘l(x ) - Fl‘l(a‘;(j)+0) <1 = FP(x) - FP(a +0)svrT.,
==> (Fp(at0) > FQ(a+0) +E'-vr). (1)
si FQ(x) > FP(x) +g', Vje {1,...,v} posons ag = - »
et a.ij{(j)_‘_1 = + o ;x appartient a un seul pavé de la forme
jalu), 31(1)4.1) X va. x:]a\i’(v), a\i)(v)+1) , c?es intervalles &tant

fermés 3 droite si leur borne supérieure est finie, ouverts sinon.

Pour le point a = (a,1 v ) de R’ , nous avons :
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: J (gl - :
Vi Fplayigye) - Fplxg) P px) s

De (1') ou (2') suivant le cas, on déduit que

P' € B(P,£) et P" ¢ B(Q,R) ==>

pr(msag e el 3]) > B0l T miay (1) €1 - (Brerve)

ou

, 1 1" 1 [
P (.R\)__]__w’ai(1)+1 [X"'xj—m’a\j)_(\))+1 [) > P (RV_]—w,ai(1)+1 [X...x]—m,a;.)-(\))+1 L) +

g'-(B+E+vT) .

On appellera donc Cv (resp. Cv C) la classe des fermés de
k]

v v
la forme |-, x1] x...x']—m, xw] avec (x1,...,xv) e R° (resp. Q)

v v
ou de la forme R —-J—m, x1[ x..;x']—m, Xv[ avec (x1,...,xv) € (R + {+=})

1

P,...,FV sont

(resp. (Q + {+=} ™) , en remarquant que si P ¢ Dv o P
]

continues [

On déduit du théoréme (III B 4) que & & la propriété (M ).

1

111 B 5 - Propriéte (M, faible).-

Nous ne 1l'emploierons pas, mais dans le cas de l'échantillon,

on peut l'utiliser au lieu de (M2).

Définition.- Une distance d sur un ensemble D de lois sur

un espace mesurable (X,B) a la propriété (M2 faible) s'il existe deux

fonctions S, T : |0, +=[ >0, +o[ vérifiant :
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VP e et Ve' > 0 , il existe une suite finie d'événements

1":"An telle que

Qe D-B(P,g') ==>Jie {1,...,n} tel que

inf(P'(4,) | P' € B(P, S(£'))) 2 QA;) + T(g') .

L'introduction de cette définition est justifiée par la proposition

suivante analogue & (III A 5)

Proposition.- Soit d et d' deux distances &quivalentes sur un

ensemble U de lois sur un espace mesurable (X,B).

Si 4 a la propriété (M2 faible), d' 1l'a aussi.

Démonsthation.- analogue & (III A 5).

Exempfe.- Si 1l'espace métrique (X,p) est séparable, Vi >o0
la distance dp , @ sur DX la propriété (M2 faible), puisque d, a
?
la propriété (M2).

111 B 6 - Distance a.. '

La distance dv sur l'ensemble D de toutes les lois sur un espace
mesurable (X,B) n'a pas,en général,la propriété (M2), ni meme la propriétéb

(M2 faible).

Exemple.- Supposons que D posséde une loi diffuse P, et que

d.V a sur U la propriété (M2 faible).

On peut associer & P et £' e |0,1[ des événements A A

1o ohy
vérifiant cette propriété.
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La tribu engendrée par (A ..,An) est aussi engendrée par une

12"

partition B-mesurable de X notée (B1""’Br)'
Vie {1,...,v} , 4 b, e B, .
J J
r
La loi Q = z P(Bj) Gb donne aux événements A1""’An les
i=1 ;

mémes probabilités que la loi P. C'est absurde puisque dV(P,Q) =1, la

loi Q #Atant discréte B

111 B 7 - Par contre la restriction de dV 3 certaines parties de D

a souvent la propriété (M2 faible).

o - Proposition.- Soit D un ensemble de lois sur RY vérifiant

la condition suivante

(d.W) Ve > 0, EM(E) >0 tel que (YP, Qe D, dV(P,Q) < M(e) dK(P,Q) + )

Alors dV a sur D 1la propriété (M, faible).

2

Démons thation. -

a) Montrons d'abord que (H.W) est vérifiée si et seulement si

l'application identique ¢ de D est (dK,dV) uniformément continue.
Si (H.W) est vérifiée, on a &videmment

[

Ye >0, (P, Qe D et (P,Q) <
B 2 M (%)

=> d-V(PsQ) < € ) .

2
Réciproguement, si J est (dK’dV) uniformément continue ,

Ve >0, Jale) >0 tel que (P, Qe D et dK(P,Q) < ale)) ==> dV(P’Q) < e
On a donc toujours

1

P, Qe D = d,(P,Q) g 4. (P,Q) + ¢

ale)
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b) Puisque dV 2 dK , (H.W) est vérifiée si et seulement si
¢ est (dK R dV) et (dV’ dK) uniformément continue , scit si et seulement

si dV et dK sont équivalentes. Il en résulte que d_ a la propriété

v
(M2 faible) sur D B

W. Hoeffding et J. Wolfowitz qui ont introduit la propriété (H.W)
signalent (9, p. T13) que cette condition est vérifiée par de nombreuses
familles de lois boréliennes sur R. Ces auteurs indiquent par exemple

que si D est 1l'ensemble des lois normales dégénérées ou non sur R , on a :
VP ,QeD a,(P,Q) £ 6 4 (P,Q) ®

B — Puisque dV 2 dP » on peut faire le méme genre de remarque
au sujet de d; : sur toute partie D de DX ((X,p) étant un espace
métrique séparable) dont l'application identique est (dP,dV) uniformément
continue, d; @& la propriété (M2 faible).
6
(3

Une telle étude peut sans doute utiliser , th. 3.7. et suivants).

111 B § - Authes propriétés de décantation.-

Pratiquement, on a souvent affaire & des ensembles de lois beaucoup

. . . . v .
moins généraux : famjlles exponentielles, lois normales sur R , lois stables

34

sur R (°, 5.7). De plus, on peut fréquemment injecter ces ensembles de

lois dans un espace euclidien , et les munir ainsi d'une distance qui a

souvent de fortes propriétés de décantation.

Ainsi 1l'ensemble 01 < des lois stables sur R est en correspondance
H

biunivoque avec

Q, = {(a,8,y,0°) |0<as2, |8 €2-a, —=<y<+t=, o >0} .

1,8
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On peut donc munir 01 de la distance notée dé associée

S
a la distance euclidienne sur Rh. Cette distance définit sur D1 5 la
3
topologie de la convergence faible (36, ho1.).
On en déduit que sur l'ensemble 01 n des lois normales non
L]
dégénérées sur R, les distances do et dg suivantes
(Vm, m' e R et Yo, o' > 0) ,
2 ! 2.2
@ (N(myo®), N(mt, 02)) = ((mm')? + (o - 0'8)%)/2
1
et a_(N(m,o°), N(m', 6 %)) = |mm'| + |o-0"|
définissent la topologie de la convergence faible.
En fait, d décante mieux que dP les loig de D . Nous
0 1,n

avons utilisé cette remarque pour construire des estimateurs uniformément

convergents dans un cas ol on attend seulement des estimateurs convergents

12

(voir "7, th. 4 : ce résultat n'est pas redémontré ici).
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CHAPITRE 1V

CONDITIONS SUFFISANTES D'EXISTENCE DE TESTS ET
D'ESTIMATEURS CONVERGENTS DANS LE CAS DES LOIS-PRODUITS.

Il est facile de voir que les résultats de synthése ci-dessous

reposent sur des constructions. Elles ont &té données par morceaux dans

les chapitres précédents, sauf celle de H. Schmerkotte que nous n'avons

. .19
pas rappelée (voir 7).

IV A - THEOREME GENERAL.-

IV A1 - Théoneme.- Considérons le paramétre f : H » (@,68), les

conditions ci-dessous &tant vérifiées :

- (H1) H est un ensemble de lois-produits.

- (H2) Ya e w* , Hn(H) est muni d'une distance dn ayant la

propriété (M1).

- (H3) pour tout couple (BI’B2) de boules fermées de (@,8) vérifiant
*
S (B1
£ (B

,B2) >0 , il existe des hypothéses H ,...,Hr recouvrant

1

H recouvrant 'f—1(B

1) et des hypothéses Hr+1""’ < 2)

et pour i =1,...,5 une suite de boules fermées (H. )
i1,n'n21

de chacun des espaces (Hn(H), dn), n=1,2,... telles que :

* .
-Vne®W et pour i=1,...,s5 , Hn(Hi) C:Hi,n

+co

. . ; *
- Vi, je {1,000y}, 1sigrc< jgs = 2 (sup(0,d (H., , H. )))2
n=1 n' i,n* j,n

|
+
8

Alors f est estimable (resp. uniformément estimable) si (D,6)

est séparable (resp. précompact).
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Demonstration.- Si 1 ¢igr<Jss , onpeut trouver une

. ' - . e . A8 e
sulte d'entiers 1 g n1 < n2 ... et une suite de reels (ak)ka1 vérifiant
~Vkem*, O<o <d (H. L H. )
o k nk 1,nk J,nk
2
k=1

U *
Par définition de (M1) , Vke N , 3 B, ¢ Bn tel que

k k
(P e H. et Q e H. ) ==> P(B ) +a < QB )
1,nk J,nk nk k nk
Vo e 0" - (n) B =p
n e n,)ysq » Posons B =4 .
+oo
Alors (Bn)n>1 décante asymptotiquement uniformément & B o
+o - ' n=1 ’
et & H. . )
n=1 J°%

I1 y a donc séparation asymptotique uniforme, d'aprés le théoréme
400
fondamental, puisque ) ai = + o,
n=1 '

On en déduit que f_1(B ) et f-1

+o L
puisque notamment H. C 8 H, pour 1 = 1,...,48
1 n=1 i,n

(B,) ont aussi cette propriété,
2

I1 suffit d'utiliser le théoréme (I C 1) pour conclure.

IVAZ - Exemple.- Soit (X,p) un espace métrigue séparable, B sa
tribu borélienne, DX 1l'ensemble des lois sur (X,B) , .dP la distance

de Prokorov associée & p. Nous supposons gque
~Vnemw", (X,B) = (X,B)
b n9n H]
- H est un ensemble de lois-produits

-VYP e H , (Hn(P))n>1 conver$§ dans (DX,dP) vers une loi notée f(P).

>

On définit ainsi un paramétre f : H -+ (DX,dP).

Il est estimable si (sup dP(H (P), f(P))) —> O .
PeH n N->+4co
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En effet, soit B_ = B(f(Po), ao) et B, = B(f(P1), a1)

. _ &
deux boules fermées de (DX,dP)"telles que a dP(Bo’B1) > 0.

Soit N un entier naturel vérifiant

e

> N ===> ( (n_(P), £(P))) <=.
§ iEEdP n T

Alors, si n > N , nous avons :

-1 (£7(8;)) € BT (P,), oy +2%) pour i=o0,1,
T
- @B (P ) , a_ + 27"‘) , BOL_(P), o + ?;1)) f{‘- .



_90_

... SE COMPORTENT

1V B - CAS OU LE PARAMETRE £ ET LES PROJECTIONS Mys Tose

ISOMETRIQUEMENT (x).

IV B 1 - Estimatewrs convergents.

Théoneme (*).- Soit f : H > (®,8) un paramétre, les conditions

(H,) (&

: 2) et la condition (Hh) ci-dessous étant vérifiées :

- (Hh) Il existe deux suites de fonctions monotones non décroissantes

non négatives (I_l_n)n>1 et (En)n>1 définies sur [p, + w[

telles que :

-VP, Qe H, Vo et , b (8(£(P),2(Q))s & (1 (P),1 (Q))

I n

N

En(é(f(P),f(Q))) ,

oo
-Vy > 0,Ja > O tel que ) (Max (O, gn(y) -2 ﬁn(a)))z = + w,
n=1

Alors f est p.s. estimable (resp. uniformément p.s. estimable)

si (®,8) est o-précompact (resp. précompact).

Démons tration. -

a) Soit P, et P, deux hypothéses'simples quelconques vérifiant

1

Pour tout entier positif n et tout nombre positif a, nous avons

“NB(£(P.),a)))C B(I (P.), B (a)) powr i =0,1,

- I (f
n i n i n

- B (p,), B_(a), BI_(P,), B_(a)3
Si a est assez petit, les boules B(f(PO),a) et B(f(P1),a)
vérifient (H3), donc se séparent asymptotiquement uniformément.
b) Supposons d'sbord que (&),§) soit précompact.

Il suffit de montrer que la condition (G) est vérifiée.
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Soit B et B
. o} 1

) > 0.

deux boules fermées quelconques de (@),8)

*
telles que § (BO,B1

I1 n'y a pas de probléme si f(H) N BO ou f£(H)N B, est vide.

. -1
1""’Pr des lois de f (BO) et Pr+1""’Ps des

lois de f_1(B

Sinon,soit P

1) vérifiant :

r
- £f(H) N B C ) B(f(Pi),a)
i=1
s .
- £(H) D B,C U B(f(P.),a) , a #étant un nombre positif
Jj=r+i J
. %
associé & y = § (Bo’B1) par (Hh)
Puisque G(f(Pi), f(Pj)) >y si 151
~1

f (B(f(Pi),a)) et f-1(B(f(Pj),a)) se séparent asymptotiquement unifor-
1

”N

r<J

A

S

(B,).

mément, d'aprés (a). Il en est de méme de f_1(BO) et £ :

On en déduit que f est uniformément estimable (th. I C 1)

et méme uniformément p.s. estimable (remarque I A 10 a).

si (®,8) est o-précompact, il suffit d'appliquer le

lemme (I Cc3) W

IV B 2 - Intenprnétation de (H,) et exemple.

(H2) étant réalisée, il est commode de remplacer (Hh) par les

conditions (Hﬁ) ou (Hﬁ) suivantes, qui sont plus fortes.

(Hﬂ) (resp. (H)')) - Il existe deux fonctions monotones non

décroissantes h et h : [O, + oo[—» |:O, + oo[: telles que

- x>0 == h(x) >0 (resp. _}lqu + ooD =]O, + °°D

- lim h(x) = 0
‘x+0+

VP, Qe H et Vnet , h(s(£(P),£(Q))) < a (I (P),N (Q)) <
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Si (H&) est vérifiée, Hn(P) s f(P) définit une bijection

)

L de Hn(H) sur f(H) , pour tout n. De plus les bijections $1, Poseen

sont équi-bi-uniformément continues. Il s'agit donc d'une généralisation

naturelle du cas de 1l'échantillon.

Exempfe.- Estimation du paramétre de translation.

Théondme.~- Soit £ : H-» (®,8) un paramétre, (H1) et les

conditions suivantes étant réalisées :

- (H) Voe W, (X ,B) = ®,B®))

- (H6) Sont données une loi borélienne diffuse puy sur R et une

. *
fonction A : N° x H - R telles que

* .
Vo elN et YPe H, Hn(P) est l'image de p par

la translation t : R — R

Ax(n,P)

x v x + A(n,P)

- (H,) 1I1 existe deux fonctions monotones non décroissantes non

négatives h' et h' définies sur [b, + w[ telles que

- x>0 ==>h'"(x) >0

- 1limh'(x) =0
x>0,

~Ve, qeH et Voew , n'(6(£(P),£(Q)) 5 |A(n,P)-A(n,Q)] < h'(§(£(P),£(Q)))

Alors f est p.s. estimable si (@,8) est o-précompact,

uniformément p.s. estimable si (& ,8) est précompact.

Démonstration.~ La fonction de concentration Qu de wu définie par

-Q (&) =0 si £<cO0

!
O
&

I

sup {P([x, x+ £]) | x e R} si £ >0
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est monotone non décroissante, continue en O et positive sur :]o, + w[ .

*
Yo elN© , VP, Q € H, nous avons

- a1 (), 1(Q) = sup ([Fy () () =y (gy(x) |4 x e ®)

It

sup {IFu(x - A(n,P)) - Fu(x - 2 (n,Q))| , x e R}

Qu(lk(n,P) - A (n,Q)])

Les fonctions h = Qu(g') et h = Qu(ﬁ') vérifient donc (Hﬁ)

ce résultat est un corollaire de (IVB 1) M

* P .. .
Remgﬁgue.- VYneN , £(P) v X(n,P) définit une injection

continue de f(H) dans R. Sous l'hypothése supplémentaire suivante :

- (H8) @®=R, § est la distance usuelle, et f(H) est un intervalle,

une telle fonction est strictement croissante.

L'hypothése (H. ) est donc vérifiée :

9
- (H9) Vo e W s l'une des propriétés ci-dessous est vraie :
(a) _VPs Qe H , (£(P) < £(Q) ==> an(P) N an(Q))
(b) - VP, Qe H , (£(P) < £(Q) == Fi_p) 2 FHnﬁQ>)

Ce cas est développé en (IV C).

IV B 3 - Tests convergents.

Théonéme.- Soit f : H-> (®,6) un paramétre. Sous les hypothéses

(H,, H

10 Hos Hh) , 1'algdbre @ . contient

3

- les fermés de (@,8) si cet espace est o-précompact,

- ses fermés o-compacts s'il est séparable.




Démons trhation. -

a) (@,6)

est

o-précompact.

Soit ()O un fermé de (®,8). Il n'est pas suffisant de savoir

que T

Soit (C)n)n>1 une suite

le recouvrant.

*
Vn e N s

®

osons
P o,n

*
o,n

*
(CDO,n)n21

(®_ )

et
o,n'nx1

est p.s. estimable pour conclure gque

bl est testable.

'@,

croissante de parties précompactesde & ,

oonon

{0 I n >

7

i

50,@) > 1 N@_
n

sont des suites croissantes de précompacts

recouvrant respectivement ()O et @ - ()O .

Va e N* ’

&

o,n

*
@on

se séparent évidemment asymptotiquement

uniformément. I1 suffit donc d'appliquer le théoréme (I B 1).

b) (@®,8), est séparable.

Montrons que pour toute suite

+o0
de (@36)3 f~1(u @

O,T
r=1 ’

tiquement.

) et H - f—1(

de parties compactes

1
) se séparent asympto-

)

r=

—_

sulte croissante.

o - On peut supposer que (C)o,r)ra1 est une
Soit (GD1 s)S>1 une suite de boules fermées telles que
) >

.+oo +0
-® - u®0r= u@]

r=1 ’ s=1 25

* +eo

- Ysew , s(® , YV ©® ) > 0.

1.8 r=1

o,r
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B8 — Pour tout entier positif quelcongue s, on‘peut trouver
une suite ( dans f_1(O1 s) et pour tout entier positif r une

) H]

R
: S telles que
suite finie (Po,u)ueUr dans f (C)o,r) q

P
1,v' v21

- )N ®, € U BEER)a)

ueU °,u
r
+o0
- £(H) N <>1 < c U B(f(P1 V),a) oi & est un nombre vérifiant
H v= 1 9

+o0
(Hh) pour vy = §( CDo,r , @

=1 1,8

. P -—
On sait que VreW™ , £ (U B(EP. ),a)) et
o,u
ueUr

£ (U B(f(P1 v),a)) se séparent asymptotiquement uniformément.
v=1 i

I1 est donc facile de construire une suite adaptée (Cn(s))

de cylindres tels que

3

~Vren®, ( inf P(n)(cn(s)) —_

S a1 n+e
) Pef (@o’r) N

- P e f—1(@1’s) _> (P(n)(Cn(s)) :—» 0) .
n Q0

y — Cette construction &tant possible quel que soit s, il

reste 4 appliquer le théoréme (I B 3).

IV B 4 - Estimateuwrs p.co.convergents.

Théoreme.- Soit f : H +~ (@,8) un paramétre, les conditions

(H1, Hys HK) étant réalisées. Alors :

f est p.co. estimable si (®,8) est o-compact, uniformément

p.co. estimable si (®,8) est compact.
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Démonstration.- On suppose d'abord que (@ ,8) est compact.

a) D'aprés (26, léemme 2), on peut construire une suite triple

(mh’ e On)n>1 ayant les propriétés suivantes

- (e )

est une suite monotone non croissante de réels

n'nz1
P * -
tendant vers O et vérifiant : Vne W s € 2 n /3
- (mn) 51 est une suite monotone non décrcissante d'entiers
., *
positifs tels que : Vo e , mn <n.

* . ~ zq 2
-VYoemw R ()n est une partie de ® 3 m éléments

notés en’1 se ey en’mn tels que :

-® = U B(8,e )
ee()n n

-I ={i|15sism , £H)N B(en :

R en) # 8} . On choisit alors,
]

. . . -1 .
Vie In , une loi Pn,i dans f (B(en,i’ en)) , ce qui donne

£(H) ci\EJI B(f(Pn’i), 2 en) .
n

_ N + = h + .
Y, €st un nombre positif tel que g(yn ? en) 2 h(2 en) 2 e

-YieI , Jn’i={J|JeIn,6(f(P Js £(B_)) 2y +2¢€ )

_ Jn = {i I ie In s Jn,i 0 .

Nous rappelons que pour tout couple (P,Q) d'hypothéses

simples telles que S(f(P), £(Q)) = Y, + 2 € s puisque l'on a

- .}l(Yn + 2 En) S dP(HP(P)’ HP(Q)) pour p = 1,2,...,n ,

- d (B (P), B(2 € ) , B(I(Q), B(2 e ) 2 2¢



on peut trouver un cylindre Cn(P,Q) tel que

(

.
(B(£(P), 2 ¢ )) == F,

“Ref n) (c,(P,&)) 3 1 - exp(~ 1 ne?)

(n) (

-Pe £ (B(£(@), 2 e)) = B (c_(P,Q)) & exp(- T ne)

Pour tout couple (i,j) d'indices de I tels que

J e Jn,i (ou 1€ Jn,j)’ on pose
- ¢ (i,]) = Cn(Pn,i ’ Pn’J) si 1<
_ ..=X(n)_ P . P . sy 3
Cn(l,J) Cn( n,j ° n,i) si 1>

Pour tout 1 dans {1,...,mh}, on pose

I
Q
Py
.
]

M cn(i,j) si ied
Jjed_ .
n,l

(n)

n

sinon .

-Cc (i) =X
Pour toute hypothése simple P, si

i(n,P) =Min {i | i€ I_, 8(£f(P), £f(P_ .)) £ 2 ¢} , nous avons
n n,i n

.

P(n)(Cn(i(n,P))) 21 - m exp(- % ;nei) 2 1=-n exp(— % n1/3)

-~

Considérons 1l'estimateur £ (X(n), B(n)) + (®,8) défini, en remarquant

que J e Jn,i = Cn(i) n Cn(j) =@ , par :

. £f(e . ) ol
n,i n n,i(n,x)

|
[ 2]
H
"
[y]
(@]
Hh
®

f

i(n,x) =Min {i | i e Jn ; X € Cn(i)}

-si ox ¢ .kJ Cn,i ’ fn(x) = f(Pn,Min(I ))
1an n

-~
¢) La suite @n) d'estimateurs que l'on peut ainsi construire

nzl

est uniformément p.co.convergente : en effet, on peut supposer que

P ~ *
Y, —+ Q , et etant donné ¢ > O +trouver N€ dens & tel que
n>+tow
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n>N =y + 4 e <g .
€ n n
I1 suffit pour conclure de remarquer successivement gque

“VPeH , {a(%n, £(P)) > e} C {s(%n, £(F)) 3y *+ b} & x(n) _ ¢, (i(n,P))

(n) 1/3)

- (sup P
PeH

.

{5(}n, f(P)) > €}) < n exp(- %-n

si (®,8) est seulement o-compact, il suffit d'appliquer

le lemme (I C 3) B

IV B 5 - Tests p.co. convergents.

Théordme.- Soit f : H -+ (®,8) un paramétre, les hypothdses

(d1, H2, Hﬂ) étant vérifiées.

Pour tout fermé C>o de @

- f_1(C>o) est p.co. testable si (@ ,8) est un espace euclidien ;

- si (@®,8) est compact, il existe une suite p.co. convergente

de tests de f—1(()o) contre 1'hypothése complémentaire, dont

le niveau de signification tend vers 1.

Démonstration.- On conserve les notations de la démonstration

précédente.

Supposons d'abord que (®,8) est compact.

a) Soit n un entier positif quelconque. On pose

- ()1
s

6 | 8(6,@) 2v, *+2¢e)

|
=~

1}
-~
[
-—
N
}—l
A
H

» B(o;,e ) N C)gﬁf(H> # @)

1
=~

[}
~—
[}
—
A
o
A
B

s Blog,e) D@, NsH) #0)
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- ! B(#9. .
- Vi e Ko,n , soit Pn,i e f (()O (el,en))

-1
- - . " . f
Vi e K1,n , soit Pn’l € (O1

I1 est clair que

-, N L) B(s(e) ), 2¢)

- @, Nric iELKJ B(£(P) 1), 2e)

o]

Posons C_ = | J Y c(@ . ,P".)).
n . . n'n,i n,i
1ekK 1eK
o,n
a suite - ainsi construite est la suite
. (n) . . . .

des régions critiques de tests p.co. convergents de f—1(C)o) contre

fr1(C> —-()o) dont le niveau de signification tend vers 1.
*
En effet, Vn e N » NOUS avons :

-Pe f_1(@o) L= P(n)(Cn) 2 1 - n exp(- ﬁ'n1/3) R

1/3)

-Pe fr1(()1’n) = P(n)(cn) < n exp(- %'n

ce qui suffit, compte tenu des relations

; +oo
~@-0 =U @
o _ 1,n
n=1
+o0 1
- Z n exp(- Lo
n=1

1/3

) < 4+ o

Si (©,8) est un espace euclidien quelconque, on peut

. . ps . o v .
1'identifier 4 l'espace euclidien usuel R’, pour une certaine valeur

de v.

Si &8' est la distance sur () définie par
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Yo =(6.,...,8), 68'-= (855...,8') € @ , 8'(6,0") = Max(|e1—61'[,...,]e\)-6\')|) .

en substituant &' & 6, on obtient un nouveau modéle statistique qui

H ,H").

vérifie (H1, oo

Plus précisément, on a :
Vo e o™, VP, Qe H, n(6'(£(P),£(Q))) £ 4 (T (P),I_(Q)) < KO/ 6'(2(P),£(a)))

Pour tout entier positif n,

- @n = {9 I §'(6,0) ¢ n} peut etre recouvert par oV pY [n1/3]\)
boules fermées (cubes) de diamétre her'l = [n1/3]_1 ([ ] désigne ici la

partie entiére) ;

-~ il existe un nombre positif Yr'l tel que

Q(Yr'l+2€r'1)=k_1(2/\)—er'1)+2€r'l;

- on pose - @o n
2

® Ne_

_@1,n {elcs'(e,@);yr'l+2er'l}ﬂ@n.

o
Comme précédemment, on peut trouver un &vénement Cn de B(n)
vérifiant :
-1 o) v _hv/3 1 .1/3
Pef (@o,n) => P (Cn)a1_ 2" n exp(-un )
“pe (@, ) = PPc) ¢ 2% 03 exp(- L n'/?)
1.0 n L

Pour conclure, il suffit d'utiliser les relations

—@O= 11m+@on

n->+o ’

- ®- @o = lim 4+ @ (on peut supposer que yr'l + 2er'1 ¥ 0)

n>+oo 1,1 >+

+o
- Z nu\)/3 exp(—%nT/B) <+ B
n=1
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IV C - CAS OU £(H), 1. (H), T.(H),... SONT ORDONNES DE MANTERE ISOMORPHE.

1 2

IVC 1 - Remarque.- Un ordre g sur un ensemble D de lois définies
sur un méme espace mesurable est satisfaisant si la section commengante
S(po) ={P|PeD,Pcs PO} de Po et la section finissante

< P} de P1 sont strictement décantées dés

(6]
9
~

I

{P]PeD,P1

Exemple.- Pour tout couple (P,Q) de lois distinctes sur WO,

posons
i(P,Q) = Min {n | ne® , P{n} # Q{n}}.
On définit un ordre g sur l'ensemble de ces lois par
PsgQc< > (P=Q ou (P#Q et P{i(P,Q)} < Q{i(P,Q)}))
Considérons P == (6 + 6 +6.) et P.=—~§ +26 ++5_.
o 3 ‘o 1 2 1 3 0 2 1 6 2

Si un événement A décantait strictement s(Po) et S(P,) ,

A contiendrait 1.

On aurait donc 61(A) =1, et 51 < Po , Ce qui est absurde.

Cet ordre n'est donc pas bon, mais il existe des ordres satisfaisants
comme l'ordre associé aux fonctions de répartition, que nous utilisons

ci-dessous.

IV C 2 - Théoreme.- Le paramdtre f : H » (®,8) est p.s. estimable

sous les hypothéses (H1, HS’ H8’ HS) et 1'hypothése (H1O) ci-dessous

4+
- Q) ¥, Qe 2(R) £ 2(@) => ] G (P), T_(Q)) = + =,

f est uniformément p.s. estimable si 1l'intervalle f(H) est borné.
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Démonstration.- I1 suffit de montrer que f est uniformément

estimable lorsque f(H) est borné.

Pour appliquer le théordme (I C 1), considérons deux intervalles
& és disjoi : = [8.-a., 6.%a.|, i =
fermés bornés disjoints gquelconques : Bi [el s 91 alj, 1 0,1

On peut supposer gue f_1(BO) et f—1(B ) ne sont pas vides, et que

1
eo < 61 .

Soit deux lois Po et P1 telles que

Il existe une suite strictement croissante d'entiers positifs (n )

et deux suites de réels (an ) et (x ) tels que
k k21 k k21

-Veew* , 0<a  <aln (B), N (P))

e k o |
“+c0
- z an = + o
k=1 k
*
-Yken |, ]]'[n (Po) (J -, X D - . (P1) (]-=, X Dl > @
k k k k k
Si (H9a) est vérifiée, on pose Bn = ]—m, X ['.
kK k
Sinon, (H9b) l'est, et on pose B =R- ]~w, x L.
k
N . %
On compldte cette suite par : Vn e (N - {nk, k> 1}), Bn =p .
Ainsi (Bn)n>1 décante asymptotiquement uniformément {P l Pe H, £(P) g eo + ao}

et {P, Peft, £f(P) 208, - a1} , et de plus il y a séparation asymptotique

1

uniforme d'aprés le théordme fondamental W
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IV C 3 - Exemple : estimation du parametre de trhanslfation.

Théonreme.- Sous les hypothéses (H1, HS’ H8) et les hypothéses

(Hé, Hé et H{O) ci-dessous, le paramdtre f : H > (@,§) est p.s. estimable.

- (H!) Sont données une loi borélienne p sur R et une fonction

6/

A N x H> R telles que .

* .
YVnelN et VPeH, Hn(P) est l'image de p par t

A(n,P)’
- (Hg) Va e o* , 1'une des propriétés ci-dessous est vraie
- (WP, Qe H, (£(P) < £(Q) ==> A(n,P) £ A(n,Q)))
- (W, Qe H, (£(P) < £(Q) ==> X(n,P) 2 A(n,Q)))
- (H1,) VB, aeH, (£(P) # £(Q) == nij (A(n,P) = A(n,Q))7 = + =),

Si 1l'intervalle f(H) est borné, f est uniformément p.s. estimable.

Démonstrhation.- C'est un corollaire du théoréme ci-dessus
uisque (H') ===> (H
puisque ( 9) ( 9)
et (H{O) = (H1O) , compte tenu du lemme ci-dessous, puisque

(Vo e 0™ et VP, Qe H) , Q ([a(n,P) - Mn,Q)|) = & (n (P), 1 (1)) .

Lemme,- La fonction de concentration Qu de toute loi borélienne

U sur R a la propriété suivante :

oo

-+00
. P 2 2
pour toute suite (an)n>1 de réels 2 0 , nZ1 o =+ o ==> nz1 Qu(an) = + o,

3

o
En effet, on peut supposer que Vn e W s o >0 .
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Cas 1 - @ —+#— 0 : il existe une sous-suite (o _ ) qui
Do "k k21

converge vers un certain nombre a > O.

D8&s que k est assez grand, on a @ > £ . donc Qu(a ) 2

+oo
donc z Q2(a ) = + oo,
n=t1 Hon

Cas 2 - o —> 0 . On peut supposer que la suite (a_ )
n n—>+oo n
est majorée par 1.

Soit (p.)

nps1  une suite d'entiers positifs vérifiant

*
Vo € N s

L 2 o >
Py n p +1

N étant un entier positif tel que u([— N, N[) > 1 , 4 partir
2
d'une partition de [} N,.N[ en 2N (pn+1) intervalles semi-ouverts

4 droite de méme longueur, on voit que

* 1
Wwew |, Qu(an) 2 Qu(pn+1) 2 hN(pn+1) >

40
ce qui suffit puisque | ————c=+ ol
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IV D - ESTIMATEURS UNIFORMEMENT P.S. CONVERGENTS, LORSQUE ~(®),8) EST UN

ESPACE EUCLIDIEN.

IVD 1 - Dans le cas général, (@,8) &tant un espace métrique quelconque,
le paramétre f est uniformément p.s. estimable si et seulement s'il est

uniformément estimable.

Les conditions (G{) et (G?) ci-dessous sont alors vérifiées :

(G!) Ve 6410,1[ » 11 existe deux réels a et A, un entier positif

(n,) (n,)

et une famille d'événements B,,1 ~mesursbles C, . H > B!

4

tels que :

D e —

-0<a<A,

(n,)
-Vp_ ,PeH, §(£(P), £(P)) < a ==>P 1 (c,(B))) > 1 -¢

- Ve s PreH, s(£(R)),E(R)) > A== cC (P )N cC(P)=9.

Uﬂ) Yy >0 HuCJOﬂ[ tel gue

Ve e4]0,1[, il existe un entier positif n et une famille
n,) (n,)

d'événements B ~mesurables C. : H > B 2 vérifiant

2
(n2)
-VPO » PeH, 8(£(P), £(P ) < a ==> P (Cy(P)) > 1 - ¢

2

- VPO , PeH , s(£(P), f(PO)) > y ==> P

La condition (G?) est exigeante.

Exemple.- Sous 1'hypothése (H1) et les hypothéses suivantes :

- (Hé) Va e i R (Xn’Bn) = (Rv, B(Ev)) ,. of vem

- (H11) Jr:H > Dv vérifiant

(P), £(P))| P e H) —— O
n->+ow

sup(dK(H

n

Alors, £ : H » (Dv’dK) est un paramétre vérifiant (G?) .
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Démonstration.- Soit y et € choisis arbitraireméent dans ]O,T[.

. . v
a) donnons-nous une loi borélienne quelconque Po sur R .

Pour toute loi P1 telle que dK(Po’P1) >y , on peut trouver

un borélien B(PO,P1) de R’ vérifiant
Ve, P'eD ,
v

4 (P ,P) < %;- et 4 (P.,P') < ? ==> P(B(P_,P,)) + ;;- < PHB(P_,F )) (1)

(th. III B ku).

Puisque 4, vérifie (M

< 2), on peut supposer que B(PO,P1) appartient

3 une suite finie de r boréliens de R’ qui ne dépendent que de PO et

Y , leur nombre r ne dépendant que de Y.

(1) signifie que B(PO’PT) décante asymptotiquement uniformément

b(+°°)(PO, 2 JSL) et b(+°°)(1=1, i;-) .

D'aprés le théoréme fondamental, il existe un entier positif P,

p
fonction de € et de y seulement et un é&vénement D2(PO,P1) de (RY) 2
tel que
(p,)
~uebd 2 (P, &) = (0 (P ,p)) >1-%
0 2 0 1
5 r
(p,)
~web S (P, L) = u(D,(P,P)) <c .

On pose D (P )= M D2(PO,P ) 3 il s'agit en fait d'une intersectiocn

P EDv
dKEPO,P1)>Y

1

de r événements.

b) D'aprés (H, ), HN € N* tel que n > N ==> sup (4 (I_(P),f(P))) < X1,
11 PeH K''n 5

— - +
Posons n, N P,

- Ve e D, cy(R) = @)Y x p,(R)
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Alors,il est clair que pour toute hypothése simple P on a :

(n,)

A 2 -
- 4 (£(P), £(P)) < S ==>P ° (C,(£(P)))) > 1 - ¢
(n,)
- a (2(p), 2B ) >y =P Z (C,(£(?)) <c . W
IV D 2 - Theoreme.- Le paramétre f est uniformément estimable

dans le cas général si

- (®,5) est un espace euclidien,

- (G{) et (G?) sont vérifiées .

Démonstration.- Soit Yy et € deux nombres guelconques
de ]0,1[

a) Le nombre positif o associé & y par (G?) peut étre

supposé aussi petit que l'on veut.

(n,)

" ]
D'aprés (G;) »JA > o, n, € N et C1 : H->B ! tels que

Vo, PeH , §(£(F), £f(P)) < a ==>P (c,(P)) > 1 - i )

Y ,P. efH, G(f(Po),f(P1)) > A ==> C1(Po) n C1(P ) =@ .

1

(®,8) étant un espace euclidien, il existe une suite {uj, j € J} - finie

ou non - dans H et un entier positif N vérifiant :
*
- JCWN et 1ed

- U (b(f(u,),a)) D £(H)
jed d

-Vied, Card{i | i e J, 6(f(u,), £(u.)) s A} s N .
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- 8(£(P), f(u,
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2 £
O)) < g =>P (Cz(Po)) > 1 ==
(n,) 2¢
O)) >y ==>P (CQ(PO))< ;g
=m ot

=n +
P n1 1

t YeH, ona:

) <o == P (c(j) > 1 -&
J 3

On définit un estimateur fn : (X(n), B(n)) —

paramétre f en posant :

- £ (x) = 2y

I
)
—
o]

[

) siox £ L c(d)

! Jjed

(®,8) du

b) Montrons que sup {G(fn, £f(P)) > v} g € , ce qui permettra

d'appliquer le lemme 2
Vet ,dj(p

Soit J(P)

I

et J1(P)

I1 suffit de

PeH
(IAT) :

) e J tel que 6(f(P), f(uJ(P))) <

(i) ey, 6(f(uj), £(P)) > y et

i |ded, G(f(uj), £(P)) > y et

remarquer que

a .

G(f(uj), flu.

jed , C(j) = (CJ(uj) x (1 X)) N (Cg(uj) x (W X )).

f(uj(x)) ol j(x) =Min {j | jeJd, xe C(j)} sinon .
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-8z, 2@) > e ™ e uc U e U

JeJ (P) jeJ](P)
. (n) . .
C (X - c(j(p))) U c(jl))

sorth

~ Card J(P) ¢ N

_ pin) {a(%n, £(P)) >y} ¢ E+N .2 &

3 3N
IVD 3 - Application au cas ol f(H), H1(H), n2(H) yeo. SOt ondonnés

de mandiére Lsomorphe.

Théondme.- Le paramdtre f : H > (®,8) est uniformément

) et l'hypothése (H".)

estimable sous les conditions (H1, H 10

:HSsH

2 9

ci—-dessous :

- (H".) Il existe une suite (h ) de fonctions monotones non
10 n'nxl

décroissantes non négatives définies sur [p, + w[: telles

que

- (Vo e ™ et Ve, QeH), ¢ (1 (R),1 (@) 2 n (|£(?) - £(Q)])

+oo
-Vx>o0, E hi(x) = 4+ o
n=1

* .
-Hnb e N° tel que lim hn (x) =1 .
X+ (o]

Démonsthation.- Si 1l'intervalle f(H) est borné, il suffit

)

d'appliquer le théoréme (IV C 2) puisque (H?O) => (H1O

Dans le cas ou f(H) n'est pas borné, il suffit de montrer

que (G;) et (G?) sont vérifiées, pour appliquer le théoréme (IV D 2).

Condition (G?)— I1 est clair que étant donnés vy > 0 et

£ 5}10,1[’, on peut trouver un entier positif n, ayant la propriété

2

suivante :

c(J))



suivante :

notations
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(n2)
Ve, P e H, £(P)) = £(P) +32'-=>3 D,(P_,P,) ¢ B
(n2) .
-PeH et f(P) g f(P ) == P (D.(P ,P,)) > 1 -=
o 2 0’1 o
(n.)
-Prefet £(P) 3 £(P) = P 2 (D,(P_,P.)) < ¢

Pour toute hypothése simple PO » on fait la construction

Cas 1 : f(PO) - v ¢ f(H) - alors il existe deux lois

]
Po,2 dans H telles que

- f(P' )

X
0,1 f(Po) *

2

- f(Pé,2) f(Po) + v

- ' v
On pose C2(Po) D2(Po,1’ Po,2)

Cas 7 : f(PO) + v ¢ £f(H) - alors il existe deux lois

PO dans H telles que

On pose C,(P ) =R " -D,(P )

> To,1

Cas 3 : [f(PO) - Y f(Po) + Y] C f(H) : on conserve les

ci-dessus et on pose

N (g 2
Co(Fy) = DL 1y B ) N (R ° - py(p )

0,1’ 2' 7 0,2° P0,1

Dans tous les cas, et pour toute hypothése simple P on

|£(B) - £(P )] <32L=> P oC,(P)) > 1 - e

|£(P) - f(PO)I >y ==>P (c2(PO)) <e B

tel que

a8 :
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Condition (G3)- On va établir la propriété suivante, plus

forte Jue (G{)

(Ve € J0,1[ et Va>0), JA>a et JI : H > B(R) tels que

VY, Pt e H : - I(P) est un intervalle

- |£(®) - £(P")| < a=>1_ (P') (I(P)) > 1 - ¢

- |£(®) - £(P*)| > A== I(P) N I(P') =9 .

Traitons seulement le cas ou

VYo, P' e H, f(P) ¢ f(P') ==> F

a) pour toute hypothése simple P on pose

- A(R) = {x | 7y (p) (%) sE , Ve f"1([f(Po) - a, £(B) + a])} ,
n, 3
- B(P ) = {x | dp e f'1([?(Po) -0, £(P ) + a]) tel que an (P)(x) <1 _-g}’
o
- xPo = sup A(PO) si A(Po) £ 0
= - sinon

- ¥p = sup B(PO) si B(Po) est borné

[
+
8

sinon

Xp £ ¥p résulte de A(PO)<: B(Po)' De plus, s'il existe une hypothése
: ' " 1 = "y = -
simple P! (resp. Po) telle que f(PO) f(PO) + o (resp. f(Po) f(Po) a) ,

on a évidemment suivant le cas

- = £
Xp sup {x | Fy (P.)(X) s =}
o] n o 3
o
- Y = sup {x I F 1" (x) 1= E}
P nn(Po) 3
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On en déduit que 1'un au-moins des deux nombres x5 et yp
0

est fini.
Finalement, il est clalir que pour l'intervalle fermé I(PO)

P

d'extrémités x et yp, oma:
o )

Ve H, ([£(F) - £(B)| < a) == (n_(P) (I(P)) > 1 - e).
o}

b) La famille d'intervalles I : H » B(R) convient : en effet,

JA>a telque h_ (A) > 1 -=.
n
el 3

Pour tout couple (Po’P ) d'hypothéses simples telles

1
que f(PO) + A+ 20 < f(P1), i1l existe deux hypothéses simples Pg et

P{ telles que

!
=
Gl
<
|
H
Cl
+
Q

1
L]
jae]
i}
H
jae]

£
tel que FH (P")(a) < et FH (P!
n o 3 n, 1

Donc x, % a et Yp < &, car on est dans le cas ol
o] 1

yP1 = sup {x ] FH (P{)(x) <1 -~}

n_ 3

Les intervalles I(PO) et I(P1) sont donc disjoints I

IVD 4 - Exemple : estimation du paramétre de translation.

Theondme.~ Soit £ : H-» (®,8) un paramdtre, les hypothdses

(H,, H., H!, Hy, H') et l'hypothése (H''') ci-dessous étant vérifiées :
5° 76 "8 79 v

1°? 10
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- (Hab' 11 existe une suite de fonctions monotones non décroissantes

non négatives (hn)n21 définies sur [p, + m[. telles que

-VP, Qe H et VneW', |A(n,P) - A(n,@)] > b (|£(P) - £(Q)])

= o2
- VX > 0 s z h (x) = 4+ o
n=1 n

Alors f est uniformément estimable.

Démons tration.- D'aprés le lemme (IV C 3) et la propriété (Hab')

nous avons

+o 5 +oo 2
-x > 0 = 2 h (x) = 4+ 0 =—=> Z Q (hn(X)) = + o
n=1 n n=1

+oo
-Ve, Qe , £(P) £ £(Q) => ] & (P),1_(Q))
n=1

+oo o
> nZ1 @ (n (1£(R) - £(Q)])) =+ = .

), (G") est vérifiée.

Puisque 1l'on a (Hé et H') ==> (H9 ]

9

(G{) est également vérifiée : en effet, soit € >0 et a > O.

.. *
On choisit d'abord 4 > O et n e N~ tel que hn (a) >0,

o
puis deux réels a et b tels que

- a=<b

- u([a,p[) > 1 - €.

Traitons par exemple le cas ol

Ve, Qe H, (£(F) < £(Q) => Aln, P) € Aln, @) .

Vo e H, soit I(P) 1'intervalle fermé d'extrémités a + ap et b+ bP

ol as et b

P sont respectivement les bornes inférieure et supérieure
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-1
de (A(n_,P') ]‘ P'e £ [£(P) - a, £(P) + a]).
L'une au-moins de ces bornes est finie, et nous avons &videmment :

[£(P) - £(Q)] s a==1_1(Q) (I(P)) > 1 -¢ .
o ,
Montrons que de plus f£(Q) - £(P) > 2a + Kd ==> I(Q) NI(P) =¢ ,

K étant un entier vérifiant K . hn (d) > b-a : il suffit de remarquer

que

soit a + A(no, f(Q) -a) >b + A(no, f(P) +a) B
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CHAPITRE V

ESTIMATION DE LA LOT, DANS LE CAS DE L'ECHANTILLON.

V 1 - Retour sur £'algébre Ht' des hypotheses testables.

Théoneme 1.- Dans le cas de l'échantillon, 1'hypothése générale

étant munie d'une distance d, Ht contient les boules fermées de (H,d)

si 4 a la propriété (M2), ousi d a la propriété (MT) et (H,3d) est

séparable.

Démonsthation.- La loi, soit 1l'application identique £ de H

est considérée comme un paramétre, (H,d) #&tant alors l'espace paramétrique.

Cas 1 : 4 a la propriété (M1) et (H,d) est séparable.

Soit B1, B2 deux boules fermées de (H,d).
. * . P P L ”
Si d (B1,B2) > 0 , elles sont strictement décantées (propriété (M1))

donc B1 et B2 se séparent asymptotiquement uniformément (th. II C 4 - 1).

Ainsi (G) est vérifiée et toute boule fermée de (H,d) est testable

si cet espace métrique est séparable (dém. I C L4).

Cas 2 : 4 a la propriété (M2).

Soit B(P,a) une boule fermée quelconque de (H,d). Elle est
évidemment testable si elle recouvre H.

Sinon, d€s que n est assez grand, B(P,a) et H - B(P, o + ;)
ne sont pas vides et se séparent asymptotiquement uniformément (prop. (MZ)

et the II C 4 - 1).
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B(P,a) est donc testable puisque H - B(P,a) = U (H - B(P, a + %))
n=1
(th. I B 1)
Remarques . -

a) Si (H,d) = (Dv’dK) , toute boule fermée est donc testable.

On voit ici 1'intérét de (M

2) puisque (Dv’dK) n'est pas séparable.

b) 4 & des propriétés spéciales vis a vis de la séparation

asymptotique uniforme

P . * - . .
Théondme 2 (%).- Soit v e N . Dv étant muni de la distance d,

%

on peut associer & toute loi borélienne P de R~ et & tout nombre n € [@,1[

)+co

une suite adaptée (Cn(P,n))n de cylindres de (R",B”) , ces suites

21

vérifiant

- lin (inf (inf(Q%(c (Pyn)) | Q € B(R,n)))) = 1
n--+e PeDv

- Va' e ]n,1[, lim (sup (sup(Q"(C_(P,n)) | Q¢ D, - B(P,n')))) =0
n>+eo PeDV n

Démonstration.- On reprend la démonstration (II C 4) en la

précisant.

Soit n e [6,1[; Qn un entier positif tel que

a) Soit P une loi borélienne sur R".

D'aprés le théoréme (III B L) pour tout q 2 Qn’ on peut lui
associer kq =2 (hqv+1)v fermés de R’ notés A1""’Ak tels que
q



- “17_

Ya e 0, - B(P, n +.i) vJie ek}

vérifiant inf(P'(A,) | B' ¢ B(2,n)) 2 Q(a;) + - .

D'aprés le théoréme (I A 3), il existe un entier positif m,

aussi grand que l'on veut, ne dépendant que de g, et une application

P : (Bv) 2 50 ne prenant qu'un nombre fini de valeurs telle que

-~ m
YaieD : -c(u)=1{ Max |P(A.) - P(a.)] < =} ¢ B Y&")
v 1eigk i i 9q
q
n 1
- u YHew) > 1 - =
4

Posons Cm (P,n) = \(’) C(u)
q ueB(P,n)

I1 est clair que

m
(1) @eB(n) = a%c_ () > 1 -1
q qa
m
(@) Qe Dv - B(E, n ¥ i) — Cmq(P’n) Nc@) =p=>q q(Cmq(Psn)) <1,

On compléte la suite (Cm (P,n))q

q n
de n et P en une suite (Cn(P,n)) , de la maniére habituelle,

ainsi construite & partir

nz1l

>

en supposant d'abord que (mq)q>Q est strictement croissante.
"

b) Quand P décrit Dv , on obtient une famille de suites adaptées

de cylindres construites & partir de la méme suite (mq)q>Q , et qui
"

vérifient (1) et (2)

Il est facile de voir que ce théoréme reste vrai si par exemple
on substitue (H,dP) E (Dv’dK) , H &étant un ensemble équitendu de lois

boréliennes sur un espace métrique quelconque (voir la remarque III B 3 - C).



















































































































































































































































