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INTRODUCTION

Nous présentons dans ce mémoire les résultats de cing recherches

sur la prévision du comportement plastique des produits métalliques :

1.  Contribution a £'etude du compontement Limite des plaques rnectan-
gulaines en dégormation plane.

11. Contribution & L'étude du comportement Limite des plaques rectan-
gulaines encastries en défoumation plane.

I1T11. Contnibution & L'optimalisation d'un outillage de poingonnage.

1V. Contribution 4 La détermination des Lois de comporntement des
métaux et des conditions de grottement dans Les procédés de

mise @ forme drgaoid.

V. Méthode générale de traitement automatique des Ecoulements

plans en mise a forme des métaux.

La rédaction de chaque &tude est indépendante, a4 1'exception
de 1'@tude traitée au chapitre II qui est la suite de celle traitée

au chapitre I.




CONTRIBUTION

A L'ETUDE DU COMPORTEMENT LIMITE

DES PLAQUES RECTANGULAIRES EN DEFORMATION PLANE




SOMMATRE

La détermination de la charge limite, en déformation plane, de plaques
rectangulaires simplement appuyées sur deux bords opposées est faite & partir de
champs de vitesses cinématiquement et plastiquement admissibles, de champs de

contraintes statiquement et plastiquement admissibles.

-

La critére de plasticité de TRESCA est associé a la loi du potentiel

plastique.

Les champs de vitesses sont constitués par des réseaux de lignes de

glissement ; les champs de contraintes sont, soit continus, soit constitués par

des blocs.

La charge limite théorique est comparée 3 la charge limite expérimen-—

tale de plaques en acier 3 faible teneur en carbone.
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1. Introduction

La présente étude apporte une contribution théorique et expérimentale
concernant la ruine de plaques rectangulaires métalliques soumises a la
flexion plane, 4 la température ambiante.

La partie théorique fait appel aux théorémes d’extrémum [7] par
recherche de champs de vitesses de déformation cinématiquement et plasti-
quement admissibles et de champs de contraintes statiquement et plasti-’

quement admissibles [6].
P

w = 100 mm P .

1

\
i
I
3
g

Fig. 1

La partie expérimentale rend compte d’essais systématiques menés sur
des plaques en acier au carbone, convenablement recuites [3]. Ces expé-
riences apportent une bonne corrélation avec les résultats théoriques tant
sur les aspects quantitatifs que sur les aspects qualitatifs.

2. Position du probléme

Nous considérons une plaque rectangulaire de largeur w et d’épaisseur e.
Elle repose sur deux appuis simples distants de ! (fig. 1).

Compte tenu de ses dimensions. la plaque est en état plan de défor-
mation. L’élargissement maximum mesuré des plaques d’ épaisseur 50

est inférieur a 0,6 mm.
Le matériau est supposé avoir le comportement rigide et parfaitement

plastique [4].
Il vérifie le critére de plasticité de Tresca [1].
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3. Analyse par voie cinématique

3.1. INTRODUCTION

Deux champs de vitesse de déformation cinématiquement et plastique-
ment admissibles sont étudiés.

Le premier, symétrique ' par rapport au plan moyen de la plaque, a
déja été utilisé. par Onat et Shield [21] et Green [15].

Y

Le second, asymétrique, est & notre connaissance nouveau.

3.2. CONDITIONS ET METHODE DE RESOLUTION

Nous utilisons la théorie des lignes de glissement ([5], [10], [12]).

Soient x et B les directions des lignes de glissement, p la pression hydro-
statique. k la limite d’écoulement en cisaillement simple, v, et vy les compo-
santes de la vitesse selon les directions a et B. :

Les relations de Geiringer pour les vitesses doivent étre vérifiées

dv,~vgde =0 lelongde a,
dvg+v,de =0 le long de B,

et la puissance dissipée doit étre positive ou nulle dans le réseau

53&_%139 +aﬂ+v.—a—q320-
Osp Osg 05, ds,

Les kr‘elations de Hencky pour les contraintes doivent étre également
vérifiées dans le réseau

dp+2kdp =0 sur a,
dp—-2kdep=0 sur B.

Les champs de vitesse proposés vérifient toutes les conditions cinéma-
tiqgues aux limites des champs.

Cependant, seules les conditions statiques aux surfaces libres seront
vérifiées. Les réseaux proposés constituent donc des solutions incomplétes
et sont a interpréter au sens des théorémes d’extrémum comme une solu-
tion cinématiquement et plastiquement admissible ([10], [12], [13]).

JOURNA® DE MECANIQUE




3.3. CHAMP CINEMATIQUEMENT ET PLASTIQUEMENT ADMISSIBLE SYMETRIQUE

Le réseau n° 3 est le plus général; il a la forme représenté ci-contre ( fig. 2).
Il est constitué par :

— deux champs homogénes 1, 7, 8 et 4, 5, 6;

— deux champs semi-homogénes 1, 2, 7 et 3, 4, 6;

— une ligne circulaire 2, 3.

Les paramétres géométriques du réseau sont b, 6, R.

1 8, mB
2 %7
N°3 ¢ °- oo 1
€ 3 6 R
b

Fig. 2

Fig. 3

Par raison de symétrie, la pression p est nulle au point 0. Cette condi-
tion fixe la valeur de 0, :

1

6, = —4. ¢))

iR

L’hodographe correspondant 4 ce réseau est celui de la figure 3.

La ligne 1, 2, 3, 4 est une ligne de discontinuité de vitesse.. A gauche de
cette ligne, les vitesses sont nulles partout.

Ainsi le long de 1, 2, 3, 4 :

v = —R. 2)
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Les vitesses dans le champ semi-homogeéne 1, 2, 7 sont données par les
relations immédiates suivarntes :

vg = —Rcosa—bsina, v,= —Rsina+bcosa—b, 3)

ol b représente la longueur 1, 2 et o I’angle d’une ligne B du champ avec
la ligne 1, 2.

Fig. 4

Dans le champ 1, 7, 8, la vitesse v, est
vy = —RsinB,+bcosBy~b.

La puissance dissipée est partout positive.
Les efforts et les moments transmis par ce réseau sont :

P n b 2(1+26y) . [
= -y == _4 -
ke [(1+2e°)tg<4+°°> ] e[cos[(n/4)+eo] sm(4+e°)]’ “
2M 4b2_59 R '} _ .
k_ez—<7 ecosdt)(cotg\# sin2\|;>+sin2\j;+(1 2y cotg ¥) cotg y, (5)
\P=§—90.

Les efforts et les moments transmis par ce réseau (R et b non nuls)
évoluent dans les limites suivantes :
P 2M

0,03756 £ — <0,71763, 103113 = —; 20,831 86.
ke ke

Les limites sont obtenues pour R nul d’une part et pour b nul d’autre part.
La dégénérescence de ce champ fournit les extensions suivantes :

e Champ n° 1 (fig. 4) :
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W
o
-4
e — e

4 5
Fig. §
1 1 J‘
- N
1R
pon |
- |
| }
{
Fig. 6

® Champ n® 2 (fig. 5) :
Les efforts et les moments transmis par ce réseau somt :
P { 1426

ke  tglAa)+e]

2M 1 1
k& tg[(n/4)+0 | +(1+20 )[1_ 2sin? [(w/4)+0 ]]‘

L’angle 0 varie de (n/8)—(1/4) & 0. Les limites sont les suivantes :

0S . S0075%6, 1SS 1031

ke

® Résegu n°® 4 (fig. 6) :

Pour ce champ, les efforts et les moments ont pour expression :

{;: 2ycotgy—1,
v

N
<

== et +(1—2¥cotg{)cotg ¥

&
»

et les limites sont :

0,71763 < L3 <1, 0831862 M =0.
ke ke?
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L’ensemble des résultats est reporté i la figure 7 sous forme de courbe
d’interaction ([14], [16]).

A CHAMPS
CINEMATIQUEMENT ADMISSIBLES
1
2m
kel SYMETRIQUE
~ASYMETRIOUE
CHAMPS
STATIQUEMENT ADMISSIBLES
ASYMETRIQUE
swérm:e\ ConTIw
P
) ke -
e
Fig 7

3.4. CHAMP CINEMATIQUEMENT ET PLASTIQUEMENT ADMISSIBLE ASYMETRIQUE

Le champ symétrique étudié précédemment impose des conditions ciné-
matiques excessives pour le probléme étudié.

Une amélioration est obtenue en adoptant un champ de lignes de glisse-
ment de forme asymétrique [11].
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Le réseau n° 3 est le plus général ( fig. 10). Il est constitué par :

— deux champs homogénes 1, 7, 8 et 3, 4, 5;

— un champ semi-homogéne 1, 2, 7;

— une ligne circulaire 2, 3.

Les paramétres géométriques du réseau sont b, ¢, 0, et R.
L’hodographe est semblable a celui de la figure 3. Le calcul des vitesses

et de la puissance dissipée est identique a celui fait pour le réseau symg¢-
trique précédent.

1 8

‘Q‘\"
i
N IS [ I

5
Fig. 10

Les efforts et les moments transmis par le réseau sont :

E__”{(zw-—l)smq: coslii} R(gcosw-—siw), (10)
e
‘]\g.: [~sm\y(smw+ ;cos¢)+ {:{sin¢<cos¢—gsinﬂl>+:}]
[ ( ) (gcm\y—’—’sin\#) an
e e
n . 2¢/R ¢
x(icosvb—mnp)] - —;(;+ 2—;)

V= -0,.

E- N}

Les conditions de pression aux limites fixent la valeur de ¥ soit { = 1/2.

Les efforts et les moments transmis par le réseau évoluent dans les
limites suivantes :

0,06892 < k% = 0,69434, 1,04669 > i—b—{ 2 0,78799.
e
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— —
7
LA 357 1
| |
| ;
[ 4 5
Fig. 8
— 2
. | o !
vz | PN\ b ]
P |
Y i
I 4 5 1
Fig. 9

Les limites sont obtenues pour R nul d’une part et pour b nul d’autre part
. La dégénérescence de ce champ fournit les extensions suivantes :

® Réseau n° 1 (fig. 8) :

® Réseau n° 2 (fig. 9) .
Pour ce réseau, nous obtenons les relations :

P .’_’{sin<’,t +9)—(1 +2e)cos<’.t +e)},
ke e 4 4

2

2
2M 20 Gin T +0)cos( " +0)+1+20)] ! —cosz( T+0)1 |- €
ke? e’ 4 4 2 4 e’

L’angle 0 varie de 0 & 0,. Les limites sont les suivantes :

2M

0= — =0,06892, 1= e < 1,04699.
e

Sl
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L1 |

i\“’ B |

Na R

RPY:

; A oC 1

& |
4 5

_ _i__
|
|
® Réseau n° 4 (fig. 11) :
11 vient : ‘ h
P_R 29+~ —1)cosy—siny ¢, (14)
ke e 2
2M 2R 1 .
=" —y— " +cos 2¥y+ - —1)cosy—sin 15
ke? e [ v 4 ‘J’{( v 2 ) v \l’}] (1)
.2c< c R>
== +2).
e\2e e
Les limites sont :
P 2M

$0,69434 < = £0,80338, - 0,78799 = P = 0,62077.
, e re

“® 'Réseau n° 5 (fig. 12) :

Les efforts et les moments sont les suivants :

P R/m r ¥ . T ‘
k_e_;<i—1>+e~{<2\b+§-—l)cosﬂt—sxnﬂ:—(i-—1)}, (16)
2M _ 2r% (o0 T L [
k_ez_ Ve_z[\j; (:OS\11{<2\EI+i 1>cos¢ §1n¢ (i 1)}] (17)

o 2Rl o ! Y F-1)]. -
+_e_2[ R4+{R+r(cos¢l 1)}(2 1)]
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Les limites sont :

0,80338 < E < 0,904945, 0,62077 = 2——1\-,-1 = 0,34372.
ke ke?

® Réseau n° 6 (fig. 13) :

Il vient :

N

ke e

IM 2pod/ 1 R, .\ 2R, =n n
i k: (5;+;sxn f>+_§[q,-+ii+51n\1tf{2(¢+Z)~l}cos¢:]. (19)

£=!+§{(2\p+u—l)cos¢—sin\|/}, (18)
e

)

Les limites sont :

0,904945 < E <1, 0,34372 = &;I =0.
ke ke

L’ensemble des résultats est reporté a la figure 7.

3.5 COMPARAISON DES RESULTATS

Le réseau asymétrique, beaucoup mieux adapté & la cinématique du
probléme, donne des résultats inférieurs & ceux obtenus par le champ
symétrique (fig. 7). 1l constitue donc une amélioration du réseau symétrique.

4. Analyse par voie statique
4.1. INTRODUCTION

Trois champs statiquement et plastiquement admissibles sont définis.
Le premier est un champ continu symétrique .qui a été utilisé par
Driicker [14]. Les deux autres champs sont constitués de blocs rigides ou
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plastiques. L’un est symétrique par rapport au plan moyen de la plaque,
Pautre est asymétrique. Ils constituent une nouvelle application de la
méthode statique 3 1’étude du comportement limite des plaques rectan-
gulaires.

4.2. CONDITIONS ET METHODES DE RESOLUTION

Les champs de contraintes proposés vérifient les conditions suivantes :

— les équations d’équilibre sont vérifiées en tout point;

— le critére de plasticité est vérifié partout;

— les conditions aux limites sont satisfaits;

— dans le cas d’un champ par blocs, les contraintes vérifient les condi-
tions de continuité avec les blocs adjascents [1].

Lorsque ces conditions sont vérifiées, le champ est statiquement et plasti-
quement admissible [6].

La définition compléte du champ permet de définir une courbe d’inter-
action effort tranchant-moment fléchissant, qui est une borne inféricure
du probléme [4].

4.3. CHAMP STATIQUEMENT ET PLASTIQUEMENT ADMISSIBLE CONTINU

On prend pour ce champ une contrainte o,, nulle partout. Les condi-
tions aux limites sur cette contrainte sont donc vérifiées. En état plan de
déformation, d’aprés la loi du potentiel plastique et le critére de Tresca,
la contrainte o, est intermédiaire entre o, et o,. Ici, I'axe y est situé au
droit de I’appui extréme gauche (fig. 1).

En tenant compte des équations d’équilibre, nous avons

a‘t”

c, = —x—2,

Ty =T et
Ty =1() oy

La vérification du critére de Tresca dans la section critique (pour x = a)
conduit aux solutions suivantes (pour y négatif) :

Ty = ~ksiné{1+ 2y
a e e(l

(20)

o, =2kfcosf(l+ Z—Z) \ a
a a e )

VOLUME 13 — 1974 — x° 2




et

l ’té:—k, o, =0  avec €(1+2)>f.
a e 2

L’effort tranchant et le moment fiéchissant sont alors déterminés par
intégration dans la section considérée :

0
= —ZJ Tydy, M=2J-D o, ydy
—ef/2 —e/2

~ Les résultats sont rassemblés a la figure 7.

y
k- 2 y o
€ <«

'L 4
% p>] 1 - Bix)
, & e x

d

‘ ¢ “(K)
— I r

Fig. 14

4.4. CHAMP PAR BLOCS SYMETRIQUES

Ce type de champ permet de tenir compte d’une répartition intuitive
des contraintes. Les zones plastifiées sont rassemblées au voisinage de la
section critique et dans les parties inférieures et supérieures de la
plaque ( fig. 14).

Les contraintes sont constantes dans les blocs I 1, IV, V et VL

Dans les blocs I et II, les contraintes sont choisies pour satisfaire les
conditions aux limites. Ainsi ‘

et
6.,=—2k pourleblocl, o,=2k pourleblocIL

Et, pour simplifier, nous écrirons : ‘
6, = —1 pour le bloc I, o, = +1 pourle bloc I1.

JOURNAL DE MECANIQUE

- 12 -




Dans tous les autres blocs, les contraintes sont définies & partir des
conditions aux limites, des équations d’équilibre et du critére de plasticité.

Nous choisissons pour le bloc III :
o,=0, o,= —7 (x)y+o(x), Ty = T(X). (22)

Soient B (x) et a(x) les frontiéres entre les blocs I et II et entre les
blocs II et 1II. Les conditions de continuité des contraintes normales et
des contraintes tangentielles a la frontiére [1] donnent

o,=Pp2(x), T.=B(x);
et, par symétrie, (23)
o, =a'’(x), T,=-—a (%)
L’équation de la frontiére B (x) entre les blocs I et III est, compte tenu
des conditions aux limites,

x=c, p=4d,
e
X =a, =_,
2
2 2 2 3
B(x)= —oc(x)=‘/(e —4d9)x+dad” —ce”
4(a—c)

Les conditions aux limites entre les blocs I et II IV et V, Vet VI, I1I
et V et I’application du critére de plasticité dans chaque bloc permettent
de définir complétement 1’état de contraintes dans chacun de ces blocs.

Soient

A =0,+0,, B=o0,-0, C=r1,,

les contraintes dans le bloc IV,
La continuité entre le bloc IV et le bloc I donne

B+1
Le critére de plasticité s’écrit :
B2+4C*=1.
Il vient :
2
B="t*!  c=_' , A=-1-(B+1)cos2p-2Csin2p.
ti+1 t2+1
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Dans le bloc V, nous avons

o, =0, c,=é;—B, 1, =C.
Dans le bloc VI :
c,=—1—é;;—?-, G, =T, =0.

Le choix de l'angle B est fixé par la condition de plasticité dans le
bloc IH :
cl+412, <1
Il vient :
B+ap?-1<0,
sout
B < 0,486 et 1(c) < 0,486.

Dans le bloc V, la condition de plasticité est

. 2
(A—ZE) +4C*=1.

Compte tenu des valeurs A, B et C, I’angle B optimum est
B = 0,56079.

On en déduit I’état des contraintes dans chaque bloc :

o6,=—1, o,=1,=0, bloc I

o, = 1, o,=1,,=0, » II;
o, = 0, Ty = T(X), o,= -1 (x)y, bloc III;
o, = —1,24568, t,,=0,39118, o,= —0,62284, » IV,
g, = 0, Ty = 0,39118, o, = —0,62284, » V;
.= 0,24568, 1,,=0, o,= 0, » VL

Les efforts et moments sont donnés par
P ,
— =21(a) avec 1t(a) = f'(a),
ke
2M _ P [2a
ke* ke\ e )
Les résultats sont reportés a la figure 7.
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4.5, CHAMP PAR BLOCS ASYMETRIQUES

Nous considérons un champ constitué par six blocs numérotés I, 11,
III, IV, V et VI. L’axe x passe par le milieu de la frontiére entre Il et V

et ne coincide plus avec la trace du plan moyen ( fig. 15).

- : -

'C -
I
i \““ 1 ‘*
‘ I ‘
L: R4 e x
Y i ; C

I |
| \ Y
Fig. 15

Les contraintes dans les blocs I et Il sont toujours :
bloc I;

o,=+1, o,=1,,=0, » 1L

o,=—1, 6,=1,=0,
Les contraintes dans le bloc III sont définies de fagon & améliorer le
modéle précédent. '

Pour o, nous choisissons

o, =o()(l—cosy) avec y="U"D
a—c
de fagon a satisfairz les conditions aux limites.
Les conditions d’équilibre donnent
Ty = — —n—c(c)ysin'y-i-t(x),
s , (24)
G, =+ (a_c)zc(c)?cosy—-yt (x)+o(x).

Les conditions aux limites entre les blocs I et III et II et III donnent

B(x)=—2_, PBix)=-—2_

1 o, +1
et (25)
o' (x) = ki a'?(x) = % .
-1 G,—1

x
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Les frontiéres entre les blocs sont définies a partir de ces relations :

1-o, /& N
B—\/1+Gx\/z—2t(c)d(a x)—h,

2
& = _\/”"*\/‘i —2t(c)d(a—x)—h
l1-o,V 4

@+ = :{—"—[% ~25@d(e—9)]

Oy

et

2
(d—h)? = i*"*[% —21(c)d(a—c)].

x

Les conditions aux limites entre les blocs I et IV et entre les blocs IV et V
conduisent aux relations obtenues pour le champ symétrique.

La valeur optimale de B sera obtenue a partir du critére de plasticité
appliqué dans le bloc Il

Son expression est
(6,—0,) +413, < 1.
Compte tenu des résultats précédents la valeur optimale de B est

B = 0,52360.

Ce résuitat est identique a celui obtenu par Shield [20] dans un probléme
de poingonnement :
o, = ~025 |

1, =043301 | POUT ¥ =¢

L’état des contraintes dans chaque bloc est donc :

o,=—1, a0,=1,=0, bloc I;
o,= 1, o,=1,=0, » I
Op = — l(l—cosy), Y =n(x—a);
8 a—c
o = ysiny+1(x), bloc III;
8(a—c)
-2 yeosy—v(®m+o(;
y 16(a—c)? ’
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— TU=£, o,= =3, bloc IV;
4 4 4
1 V3 3

Oy=~—-, Ty=—, O,=—_, » .V,
4 7 4 ’ 4

o,.= 0, 1,=0, o,= 0, » VL

Les blocs I, II, IV et V sont plastiques; le bloc VI est libre de toute
contrainte; le bloc I est rigide.

Avec les valeurs précédentes, il vient :

-l A R ]

Les efforts et moments transmis par ¢ce champ sont

Poysd, 2M_p(2)
ke

e ke* ke\ e

Les résultats sont reportés a la figure 7.

4.6. COMPARAISON DES RESULTATS

Le champ continu est excellent pour des valeurs de P/ke supérieures
a 0,3. Par contre, les champs par blocs sont meilleurs pour les valeurs
de P/ke comprises entre 0 et 0,3. Le champ par blocs symétriques est
lui-méme trés légérement meilleur que le champ par blocs asymétrique
pour des valeurs de P/ke comprises entre 0 et 0,14 (fig. 7).

Les champs par blocs doivent pouvoir étre améliorés en considérant
une géométrie des blocs variable permettant d’optimiser pour chaque cas
la valeur de la contrainte t (¢). L’utilisation d’un moyen de calcul impor-
tant est nécessaire pour résoudre ce probléme.

Les solutions cinématiques et statiques présentées ici permettent néan-
moins de situer la valeur exacte du moment fléchissant pour une valeur

Y

de P’effort tranchant donné 3 moins de 59 prés.

5. Vérification expérimentale

Les expériences effectuées au laboratoire sur des aciers au carbone
convenablement recuits, pour des plaques d’épaisseur comprise entre 5
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et 50 mm et pour des valeurs de 2 a/e supérieures ou égales a 1, ont permis
de vérifier avec une trés bonne précision les courbes d’interaction obtenues.

La quasi-totalité des résullats expérimentaux est comprise dans la surface
limitée par les bornes inférieures et supérieures théoriques de la figure 7.

De plus, une attaque au réactif de Fry, qui permet de révéler les zones
plastifiées, a confirmé la forme choisie pour les champs cinématiquement
admissibles asymétriques dans divers cas de chargement. On peut donc
estimer que ces champs sont une trés bonne approche de la réalité [3],

[171, [18]

6. Conclusion

Les champs cinématiquement admissibles et les champs statiquement
admissibles étudiés permettent d’obtenir avec une bonne précision la
courbe d’interaction de I’effort tranchant sur le moment fléchissant.

Les résultats théoriques sont en trés bon accord avec les résultats expé-
rimentaux. Si, pour les poutres, les résultats théoriques et expérimentaux
sont trés nombreux, bien des domaines restent inexplorés dans le compor-
tement limite des plaques et des coques.

L’étude expérimentale réalisée ici montre qu’elle est capable de nous
aider 4 formuler des champs de vitesse de déformation de bonne qualité.
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CONTRIBUTION

A L'ETUDE DU COMPORTEMENT

LIMITE DES PLAQUES RECTANGULAIRES

ENCASTREES EN DEFORMATION PLANE




SOMMATRE

La détermination de la charge limite, en déformation plane, de plaques

rectangulaires encastrées sur deux bords opposés est faite 3 partir de champs

de vitesses licites et de champs de contraintes licites.

Le critére d'écoulement de TRESCA est utilisé en association avec la

loi du potentiel plastique.

Les champs de vitesses sont constitués par des réseaux de lignes de
glissement ; les champs de contraintes sont, soit continus, soit constitués

par des blocs.

La charge limite théorique est comparée d la charge limite expérimen-

tale de plaques en acier & faible teneur en carbone.
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1 - INTRODUCTION

Nous nous proposons d'étendre les résultats obtenus au chapitre I
au cas des plaques encastrées sur deux bords, dans les mémes conditions de char-
gement, en état plan de déformation (Figure 16). Cet état est obtenu dans les

zones éloignées des bords libres mour des rapports largeur—épaisseur élévés.

2 - CHAMPS CINEMATIQUEMENT ET PLASTIQUEMENT ADMISSIBLES

2.1. - Types d'encastrements envisagés.

Nous examinerons successivement deux cas selon la nature des encas-
trements.
Le premier cas concerne les encastrements 3 un degré de liberté

qui permettent un déplacement horizontal des parties encastrées.

Le second cas concerne les encastrements parfaits qui ne permettent

aucun déplacement des parties encastrées.

2.2. - Champs cinématiquement et plastiquement admissibles symétriques

2.2.1. - Description générale des réseaux.

Les réseaux proposés pour les plaques non encastrées peuvent €tre
e g e - 1 3 1! dépl hori 1d
utilisés pour le cas ol l'encastrement permet un déplacement horizonta e

la plaque (Figure 6).

Les réseaux les plus généraux sont ceux du type N° 3 (Figure 2).
L'un est situé au droit des charges, l'autre au droit des encastrements

(Figure 17).

Selon le mode de chargement, les réseaux prennent les formes des

types N° 1, N° 2 et N° 5 (Figures 4, 5 et 6).

2.2.2. - Etude_des réseaux N° 3.

. Détermination des pressions.

Les conditions de pression (Figure 17) sont les suivantes :
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/

T P chlarge par unité de largeur

- Figure 16 -

- Plaque encastrée sur deux bords -




Pgr = k k : limite d'écoulement du matériau en état

et

Pgr = -k de cisaillement pur

Au point O', 1la pression est nulle car ces réseaux symétriques
ne peuvent pas transmettre d'effort horizontal selon x. Ainsi, le long

de la ligne B8 2'3', nous avons les pressions suivantes

- - _3m g
Py po,—Zk( . 60+7r)

soit Py = k(1 +26').

Cette condition fixe la valeur de 1l'angle eg du réseau semi-

homogéne 1'2'7’

gr =X _ 1
°© 8 4

ou vr=Lal (26)
8 4

Les conditions de pression sont identiques par les réseaux situés

au droit des encastrements.

. Déterumination des vitesses.

Considérons d'abord le réseau situé au droit de la charge (Figure 18).

Le long de la ligne B8 1' 2' 3' 4', 1les vitesses sont égales i

¢ (27)

En effet, la partie (:) située 3 gauche de cette ligne ne se

déplace pas dans la direction x et la partie située 3 droite est
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- Figure 17 -

- Réseau N° 3 -
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(B)

- Figure 18 -

- Réseau N° 3-

f

. ] -

- Figure 19 -

- Efforts et moments transmis par les réseaux -
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animée d'un mouvement de rotation naissant autour du point C'. Nous prenons

égale 3 1'unité 1la vitesse instantanée de rotation correspondante.

Dans le champ 1' 2' 7', les vitesses sont :

v = -R'" sin 6" ¥ b' cos 8 - b'
* (28)
~R' cos 8' - b' sin 6'

<
L}

et dans le champ homogéne 1' 7' 8':

v, = -R' sin eé + b' cos eé - b'
1 4

Vg = -R' cos eé - b' sin eé -5
V2

Pour les réseaux situés au droit des encastrements, les vitesses

sont identiques 3 celles qui viennent d'€tre calculées.

Les réseaux sont cinématiquement admissibles puisque, en plus des
résultats précédents, les centres instantanés de rotation C et C' des

lignes 23 et 2'3' sont situ@s i mi-&épaisseur (Figure 18).

. Puissance dissipée dans Les néseaux.

Evaluons la puissance dissipée W dans 1l'un des réseaux.

Dans le champ 1' 2' 7', nous avonms :

) -eé b' BVB 26 v
W = J J —_— —t —g)rdrde.
0 0 o6 asa T

eé (29)

Dans le champ 1'7'8':
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) z' b’ v, 3"
W =( J (—= —5—)db'dg’
0 g’ Bsa

=k b’ . (30)

Aux frontiéres des réseaux, les puissances dissipées sont :

&27],2,0, = KR'(R'¥] + b")
et
Wyrg0 = kb'[R'(1-cos 6!) + b(6) - sin 8)] (31)
W7'8' = kb'[R' sin 6(') + b'(l-cos Gé):l

Des expressions analogues pour les autres régionms (3'4'6' et 4'5'6")

et pour 1l'autre réseau montrent que la puissance dissipée est partout positive.

. Conditions géomitriques.

Les relations de compatibilité géométrique des réseaux sont les

suivantes :

2R' ., . 2b! .
sin Wo + tg Wo = 1 (32)

e e

et

(33)
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Effonts transmis par Les réseaux.

Les réseaux ne transmettent pas d'efforts horizontaux.

Les efforts verticaux transmis, 3 gauche de la ligne 1'2'3'4’

par exemple, sont calculés comme suit.

Pour la ligne 1'2', il vient

' [ . [ 1
Y]'2' kb (ZWO sin Wo cos Wo)

et pour la ligne 2'0'

I
n

i . v v '
210" kR' (sin WO ZWO cos WO)

L'effort total P transmis par unité de largeur de plaque est

(Figure 19)
P = —Z(erzv + YZ'O')
Soit
4y
1]
£ = b (4 cos ¥' - — ) + 2¥' cot ¥'o- 1 34
ke e © sin V' ° & o
o]

Les efforts verticaux transmis 3 droite de la ligne 1 2 3 4 sont

égaux 3 ceux qui viennent d'@tre calculés.

. Moments trhansmis par Les néseaux.

Les moments transmis & gauche de la ligne 1'2'3'4' sont calculés
par rapport au point T', intersection du support de la charge P avec le

plan moyen de la plaque.
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Pour la ligne 1'2', le moment transmis est :

1
M = kb'(R' - C'T' cos Wé) + pb'(h—-+ C'T' sin W;)

191
1'2 2

et pour la ligne 2'0'

' A
Myigr = J ° k(R' - C'T' cos Y)Rdf + j ® p.C'T'.sin J.R'.dJ
0 0

Le moment résultant M est,compte tenu du sens positif choisi

(Figure 19):
M= _Z(M‘vzv + leo!)
Soit :
2 y!
1] 1]
ng = (4b2 - 4b cos Wé)(cotg y'o- ———%———9
ke e e %  sin” !
° (35)
\y'
+ —2— 4+ (1 - 2¥' cotg ¥')cotg ¥'
, , o ) o
sin Wo

Les moments transmis 3 droite de la ligne | 2 3 4 sont &gaux 3

ceux transmis i gauche de la ligne 1'2'3'4' (Figures 18 et 19).

2.2.3. - Etude des réseaux N° 2.

Lorsque les lignes 2 3 et 2'3' disparaissent, nous-nous trouvons

en présence des réseaux N° 2 (Figure 20) R est &gal 3 zéro.
e
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Les efforts et moments transmis & gauche de la ligne 1'2'3'4' ou

d droite de la ligne | 2 3 4 sont obtenus comme suit.

L'effort horizontal N est nul.

L'effort vertical P est :

I Ly YT S (36)

ke 2

Le moment est :

gy 2001 - L) (37)
ke 2 cos” ¥
et 1'angle Y¥' (ou V) varie de 0 & URE® L (valeur fixée 3
8 4
' i 1 . °
¥ = —+ — dans les réseaux N° 3).
o
8 4
LN
2.2.4. - Etude des réseaux N° 4.
Les réseaux se réduisent 4 une ligne circulaire 2'3' ou 2 3 (Figure 21).
b'! b . .
Dans ce cas -— (ou —) est égal 3 zéro.

e e

les efforts et moments transmis i gauche de la ligne 1'4' (ou & droite

de la ligne 1 4) sont les suivants :

2. 2¥" cotg ¥' - 1 ' | (38)
ke . ‘
et
1]
Zp; = Wz + (1 = 2¥' cotg Y')cotg V' . (39)
ke sin ¢’ '
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L'angle Y¥' (ou V¥) wvarie pour ce réseau de +

1
A

o [

2.2.5. - Valeurs successives des dimensions_des_réseaux, des

efforts et moments transmis.

P
Le tableau | donne pour chaque réseau les efforts —
ke
' 2 . . PR R a
les moments —l%- et les dimensions réduites E—, — et —.
ke e e e

Ces valeurs sont obtenues 3 partir des relations (32) 3 (39).
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- a
|
- Figure 20 -
- Réseaux N° 2
y 8

| A
L ’ o
- z Yo
| l : o Y\ 4R

e

- Figure 21 -

- Réseaux N°® 4. -




De plus, nous avons la relation d'équilibre suivante:

- 3] -

== x 2 (40)
ke ke e

R 2 b R a

ke ke2 e e e

N° 1 0,00000 1,00000 1,41421 0,00000 w
N° 2 0,01885 1,01652 0,64586 0,00000 53,93980
0,03756 1,03113 0,62462 0,00000 27,45211
0,11897 1,08192 0,54975 0, 10000 9,09374
0,20039 1,11237 0,47487 0,20000 5,55108
0,28180 1,12247 0,40000 0,30000 3,98322
0,36321 1,11224 0,32513 0,40000 3,06221
N° 3 0,44463 1,08166 0,25025 0,50000 2,43274
0,52604 1,03074 0,17538 0, 60000 1,95944
0,60745 0,95948 0,10050 0,70000 1,57952
0,68887 0,86788 0,02563 0,80000 1,25987
0,71673 0,83186 0,00000 0,83423 1,16063
0,79969 | 0,70877 " 0,96815 0,88631
0,86761 0,58233 " 1,16719 0,67119
Ne 4 | ©,92108 0,45329 " 1,48796 0,49213
0,96058 0,32232 " 2,08053 0,33555
0,98641 0,19001 " 3,51580 0,19262
0,99878 0,05693 " 11,71341 0,05699

~ Tableau 1 ~
- Champs cinématiquement et plastiquement admissibles symétriques -

- Réseaux

N°1, 2, 3 et &4 -
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Les figures 22 et 23 représentent les fonctions
2M

P
—5 = f(—) et 2= f(li) pour les plaques rectangulaires encastrées
ke ke e ke

sur deux bords.

La figure 24 donne les valeurs de Efobtenues pour les
plaques appuyées sur deux bords (Figure 1) et la figure 25 établit

la comparaison entre les deux cas,
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0,5 1

- Figure 22 -
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D ISTANCE ~ | FLAQUE ENCASTREE
B | " FESERL CINENATIGUEMENT AOMISSIBLES SYNETRIBLES
20t
10
N | VERT | CAL P
Qﬂti/ . . . R S . . ; N . , ke

- Figure-23 -
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HLANUE HAFPFFPUYEE
RESERLIX CINEMFT IGLEMENT ADMISSIBLES SYMETRIGUES

EFFORT VERT I CAHL,

0,5

- Figure 24 -
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2
r e
D ISTANCE FLAQUE ENCASTREE
RESERLX CINEMATIBUEMENT FOMISSIBLES SWERIGES (1)
FLANUE RAFRFPUYEE
20 RESERUX CINEMATIRLUEMENT RDMISSIBLES SYMETRIGUES (IT)
10 |
{
T\ T VERT!<CAL
QL& .
P
0,5 1 =

~ Figure 25 ~«
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2.3. - Champs cinématiquement et plastiquement admissibles asymétriques

a deux points singuliers.

2.3.1. - Introduction.
Nous considérons maintenant deux réseaux de lignes de glissement

asymétriques 3 deux points singuliers de fagon & comparer avec les résultats

obtenus avec les réseaux symétriques.

2.3.2. - Description générale des réseaux.

Les réseaux proposés, situés l'un au droit de l'encastrement, 1'autre
au droit de la charge (Figure 26) comprennent, dans le cas le plus fréquent,
des champs homogénes (1'7'8', 3'4'5', 1 2 8, 4 5 6), deux champs semi-homo-

génes (1'2'7' et 3 4 6) et deux lignes circulaires (2'3' et 2 3).

Selon le mode de chargement, les réseaux peuvent prendre les six

formes suivantes :

. Réseaux N° 1 : quatre champs hbmogénes (Figure 27),

. Réseaux N° 2 : quatre champs homogénes, deux champs semi-homogénes
(Figure 28).

. Réseaux N° 3 : deux champs homogénes, deux champs semi-homogénes,
deux lignes circulaires (Figure 26).

. Réseaux N° 4 : deux champs homogénes, deux champs semi-homogénes,
quatre lignes circulaires (Figure 29);

. Réseaux N° 5 : quatyxe lignes circulaires (Figure 30).

. Réseaux N° 6 : deux lignes droites et deux lignes circulaires (Figure 31).

2.3.3. - Etude des réseaux N° 3,

. Détermination des pressions.

Considérons d'abord le rééeau situé au droit de la charge (Figure 26).
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- Figure 26 -

- Réseaux N° 3 -
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— Figure 27 -
- Réseaux N° | -

b!

7

b

— Figure 29 -

- Réseaux N° 4 -

it

f.eol‘r‘x

| \ |
oo a
[ !
3 —
27

|

- Figure 31 -

- Réseaux N° 6 -

- Figure 28 -

- Réseaux N° 2 -

— Figure 30 -

- Réseaux N° 5 -
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-~

Les conditions de pression sont identiques & celles des réseaux

symétriques avec

p81 = k
et
p5' = -k

Soit W{ 1'angle formé par la ligne 12 et la verticale ; la

pression au point 2' est

T
Pyr = k(1 + — - ZWI)

2
et
pév = -k
Le long de la ligne B8 2'3', 1la variation des pressions est
- = 2k(¥! + )
Pyr = Pqu Lt
D'ol
k(L + 5= 290 + 1) = 2k(¥' + )
2 4
Soit :

(41)

Dans le second réseau, les conditions sont identiques :

p8=_k

et :
p5=k

L'angle formé par la ligne 3 4 et la verticale vaut de la méme

facon :
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(42)

. Déterumination des vitesses.

Les conditions de vitesses sont identiques & celles des réseaux

symétriques.

Le long de la ligne B, 1'2'3'4" (Figure 32), nous avons

* (43)

Dans le champ semi-homogéne 1'2'7', les vitesses sont

v, = -R' sin ' + b' cos 6' - b'
(44)
v8 = -R' cos 8' - b' sin &'
et dans 1'7'8'

v, = -R' sin e{ + b' cos 6{ - b
. g'
v8 = -R' cos 61 - b' sin 6; - -
V2

Dans le champ homogéne 3'4'5', il vient

\j

-R' - E—
; I

<
il

Pour les réseaux situés au droit des encastrements, les vitesses

sont identiques 3 celles qui viennent d'étre calculées.
q q

Puissance dissipée.

La puissance dissipée dans ces réseaux, exprimée par des relations

analogues aux relations (29), (30) et (31), est partout positive.
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B3
Ui

- Efforts et moments transmis par les réseaux -

y
P Yl
W C
l
T ! 1, 8" 8 1
3 0! o
LA 7 2
- A\ E "2
T ¥ - o~ 7
- ¢ 1] Hp N R
t o
i | 3 B, ©
' ! 4' /] L
|
g' '
a
3 - = ]
- Figure 32 -
- Réseaux N° 3 -
N' M' P PM N
a
.
~ Figure 33 -




. Conditions géoméiniques.

Soit b{ la longueur de la ligne 7'8"', bé celle de la ligne 3'5"',

R' le rayon de la ligne 2'3'.

Nous avons la relation de compatibilité suivante :

by R' 2 by 2
-——cos‘i’]'+—-—(sin‘¥;+—-)+——=l (45)
e e 2 e 2

De méme pour le second réseau, nous avons

bl/Z_R 2 b

— — +—(sin ¥, + —) + — cos ¥, =1 (46)
2 2

e 2 e 2 e

Egqonts thansmis par Les réseaux.

Chacun des réseaux transmettent des efforts horizontaux et des

efforts verticaux.

Pour la ligne 1'2', 1'effort horizontal est :

k b{ sin ¥! + k b{(l + L - ZWi)cos Wi

! 2

>
1]

>4
It

k b'(sin ¥' + T cos W'f.
1 1 2 ]

Pour la ligne 2'3", 1'effort horizontal est :

- /E)

. k R'(cos ¥' + L sin !
2'3 1 2 1

X

Et pour 3'4'

= - 1
Xyugr k b, V2
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La somme des efforts horizontaux peut se mettre sous la forme

N=—X]|2| _X2v3v 314
Soit:
1 b' \ !
N_o_4 (sin W{ + L cos W;) - R (cos W{ + L sin W; -/2) + 2 V2
ke e 2 e 2 e

l

1(47)

De la méme fagon pour le second réseau, il vient:

N' b1 R T b2 . T
— = — /2 - =~ (cos WZ + — gin Wz - /53 - — (sin Wz + — cos Wz)

ke e e 2 e 2

(48)

!
r
j

dition de

et

L'effort horizontal transmis par chaque réseau est identique par con-

compatibilité statique (Figure 33).

Les efforts verticaux sont les suivants

Y]'2' = -k b; cos ¥! + k b; I sin v

1 2 1

grgt k R'(g cos W; - sin W{)

Y

Y3r4r =0

La somme des efforts verticaux est:

S Ecos ‘1’; - L sin ‘P;] + RT [l cos ¥ - sin ‘P;] (49)
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Pour le second réseau, nous trouvons une relation identique :

P R rr . b2 ~ T . -
—_— = - E— cos WZ - sin Wé] + — |cos Wz - — sin WZJ (50)
2

ke e 2 e

. Moments trhansmis parn Les néseaux.

Les moments transmis par les réseaux sont calculés par rapport aux

points T et T' (Figure 32).

Le moment transmis par la ligne 1'2' est

b'
= - kbR - C'T' cos ¥/) - k T bI(R'sin ¥! + 4

M. oy
172 2 2

soit :

-k b'rR'(Sin2 W{ + L sin ¥! cos W;) + b{(ﬂ'+ sin ¥! cos W{ - E-sin2 W{i

Moy, =
1'2 1 9 1 4 1 2
Le long de la ligne 2'3', le moment &lémentaire s'exprime par
dMyr4, = <k R'(R' = C'T" cos ¥)dif - k(2 + L - 1) R'.C'T" sin ¥ aff
2
en intégrant entre - I et W{
4
1 pt ' (- ' . ' m 1 124 m
Myiqay = -k R'"(R'" cos ¥] — b! sin ¥!) (sin ¥! - — cos ¥!) = k R'"“(¥! + —)
2'3 1 1 1 1 2 1 1 4

Le moment transmis par la ligne 3'4' est

b'

Myiyo = =k bR + D)
2
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Le moment résultant M' (Figure 33) s'écrit :

' r 1 - |
l 2M 2b] IR' .20, T . , bl i , , , T2,
M ! 2 (sin” ¥! + — sin ¥! cos ¥!) + — (— + sin ¥! cos ¥ - — sin" ')
2 : 1 1 ! 1 1 ]
I ke e 2 e 4 2 -
] (51)
' b! 2 2b! b!
1] T \ ]
|+ EB__(E_ cos ¥! - —l'sin ¥')(sin ¥' - L cos ¥') + 2R (v + 5y + ——2-(E;-+ _2)
' 1 1 i | 1
e e e 2 e 4 e e 2e
Pour le second réseau situé au droit de 1'encastrement, il vient
i
' 2b b 2 b
2 I, (5 +-—L) 2R (W + —) + ZE’(—'C os ¥, - —g-sin Y )(sin ¥, - I cos ¢ )!
2 2 2 2 2 |
ke e e 2e e 4 e e e 2
: '(5?»
2b., | b "
+ 2 ? B-(sin2 v+ T gin ¥ cos ¥.) + —g-(l-+ sin ¥, cos ¥, - IT--sinz ¥.)
| 2 2 2 2 2 2
e e 2 e 4 2 g

Condition d'existence des deux réseaux.

Les centres de courbure des lignes 2'3' et 2 3 doivent &tre situés
sur la méme horizontale.

Cette condition s'exprime par la relation:

+ = — sin WZ + — cos WZ (53)
e 2 e e ‘

(
} I
| 1

R Z, %272 R °2

| 2

De plus, les efforts normaux et verticaux transmis par les deux

réseaux doivent 8tre identiques (Figure 33):

P p' N N'

ke ke ke ke




En conséquence nous avons 1'égalité suivante :

. Yaleuns des dimensdions des néseaux, des efforts et moments transmis.

b! R' b!
Les dimensions des réseaux, rapportées a l'épaisseur, =1, =, =2,
e’e'’'e
b, R b : e . - . o e el -
Eﬂ, z-,EQ , sont obtenues par résolution du systéme lin€aire constjtué par

' les expressions suivantes :

- relations de compatibilité géométrique((AS) et (46));

relations des efforts verticaux transmis par les réseaux((49) et (50));

1

felations des efforts horizontaux transmis par les réseaux((47) et

(48)) ;

relations d'existence des deux réseaux (53) .

La forme symétrique du systéme linéaire conduit aux conditions

suivantes entre les dimensions :

¥
bl P
e e
R' _ R
e e

1
2_oh
e e

Les valeurs de l'effort axijal N et du moment j@%_ sont obtenues
ke ke

avec les relations (47) et (51) ; celles de la distance a/e par la relation :




L'ensemble

au tableau N° 2 .

- 48 - .

des valeurs relatives au réseau N° 3 sont reportées

2 f M N 1 R 2 a
ke ; ke2 } ke e e e e
;
0,07094 | 1,04865 - 0,05855 0,56975 0,00000 0,70711 14,7832
0,08 | 1,05349 - 0,06527 0,56378 0,01098 0,69619 13,16864
0,10 | 1,06337 - 0,08009 0,55064 0,03497 0,67212 10, 63372
0,12 | 1,07215 | -0,09%086 | 0,53749 | 0,05903 0,64806 8,93461
0,14 1,07984 - 0,10972 0,52434 0,08310 0,62399 7,71311
0,16 | 1,08643 - 0,12454 0,51120 0,10717 0,59993 6,79019
0,18 . 1,09192 - 0,13935 0,49805 0,13123 0,57586 6,06624
0,20 | 1,09632 - 0,15417 0,48490 0,15530 0,55180 5,48160
0,22 1,09962 - 0,16899 0,47176 0,17936 0,52773 4,99827
0,24 1,10118 - 0,18380 0,45861 0,20343 0,50367 4,59092
0,26 1,10293 - 0,19862 0,44546 0,22749 0,47960 4,24203
0,28 1,10293 - 0,21344 0,43232 0,25156 0,45553 3,93905
0,30 1,10185 - 0,22826 0,41917 0,27562 0,43147 3,67282
0,32 1,09966 - 0,24307 0,40602 0,29969 0,40740 3,43644
0,34 1,09638 - 0,25789 0,39288 0,32376 0,38332 3,22465
0,36 1,09200 - 0,27271 0,37973 0,34782 0,35927 3,03334
0,38 1,08653 - 0,28752 0,36658 0,37189 0,33211 2,85928
0,40 1,07995 - 0,30234 0,35344 0,39595 0,31114 2,69988
0,42 1,07228 - 0,31716 0,34029 0,42002 0,28707 2,55306
0,44 1,06352 - 0,33197 0,32714 0,44408 0,26307 2,41709
0,46 1,05365 - 0,34679 0,31400 0,46815 0,23948 2,29055
0,48 1,04269 - 0,36161 0,30085 0,49221 0,21488 2,17228
0,50 1,03064 - 0,37643 0,28770 0,51628 0,19081 2,06127
0,52 1,01748 - 0,39124 0,27455 0,54034 0,16675 1,95670
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0,54 1,00323 - 0,40606 0,26141 0,56441 0,14268 1,85774
0,56 0,98788 - 0,42088 0,24826 0,58848 0,11862 1,76408
0,58 0,97143 - 0,43569 0,23511 0,61354 0,09455 1,67490
0,60 0,95389 - 0,45051 0,22197 0,63661 0,07048 1,58983
0,62 0,93525 ~ 0,46533 0,20882 0,66067 0,04642 1,50848
0,64 10,91552 - 0,48014 0,19567 0,68474 | 0,02358 | 1,43051
0,65859 0,89619 ~ 0,49389 0,18345 0,70711 0,00000 1,36075
- Tableau 2 -
~ — Champs cinématiquement et plastiquement admissibles asymétriques & deux points

singuliers —

— Réseaux N° 3 -

2.3.4. - Etude_des réseaux N° 2.

Les réseaux N° 3 se transforment en réseaux N° 2 lorsque les lignes

circulaires 23 et 2'3' disparaissent (Figure 34).

. L'effort axial transmis 3 gauche de la ligne 1'2'3'4'

(ou 3 droite de la ligne 1234) est :

b! b!
sin W{] + 2 V2

X.1 [( + L - Z\P{)cos vyt
ke e 2

2

. De la méme fagon, l'effort vertical est :

b'
= —l Exm b4
ke e

'_(1+IT__

1 : ]
1 ZW])Sln Y]]

. Le moment wvaut :

(54)

(55)
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2 2
2b; b
jﬁ% . sin W; cos Wi + 1+ 5= 2w;)(1-- sin2 W;) + ~%r (56)
ke e2 2 2 e
L'angle W; (ou Wz) varie pour ces réseaux entre 1 et L.
2 4

. Les conditions géométriques sont

b; b!
—COS‘{’]'+—-—=1 (57)

. La condition d'existence est

(58)

Des relations identiques pour les réseaux situés au droit des encas-

trements sont obtenues en remplagant b; par b2, bé par b2 et W; par Wz.

Les valeurs successives des dimensions des réseaux, des efforts et

moments transmis sont portées dans le tableau 3.
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13 M N b2/e blle a
ke ke2 ke b;/e bé/e e
0,00000 1,00000 0,00000 0,70711 0,70711 -~
0,00200 1,00189 0,00194 0,67708 0,70711 500,28113
0,00693 1,00619 0,00654 0,65373 " 145,27842
0,01463 1,01240 0,01345 0,63292 " 69,22203
0,02497 1,02009 0,02235 0,61434 " 40,85867
0,03785 1,02889 0,03298 0,59776 " 27,18664
0,05319 1,03850 0,04511 0,58295 " 19,52567
0,07094 1,04865 0,05855 0,56975 " 14,78326
- Tableau 3 -
- Champs cinématiquement et plastiquement admissibles asymétriques
3 deux points singuliers -
— Réseaux N° 1 et N° 2 -
2.3.5. - Etude des Réseaux N° 4.

Les réseaux N° 4 se réduisent 3 deux champs homogénes 1'7'8' et 456,
a3 deux champs semi-homogénes 1'2'7' et 346,43 deux lignes circulaires 2'0' et 03

et 3 deux lignes circulaires 0'3' et 02 (Figure 35).

. La pression le long de la ligne 1'2' est toujours

Pyr =k (58)

I
2

En un point courant de la ligne 2'3', la pression est :

Py = k(2§ + - 1)
2

. L'effort horizontal transmis est calculé dans les m@mes conditions

que celles des réseaux N° 3.
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Soit:
b' ) ) :
y__1 (sin W{ + I cos Wi) - (cos W{ + L sin W{ -1) - R (1 - V2) %(59)
ke e 2 e 2 e ‘
|
. L'effort vertical vaut :
! 1] L
RN (cos W; - L sin WI) + E—-(E-cos W{ - sin Wi -Is 1) + I—{—-(-11- -1 (60)
ke e 2 e 2 2 e 2
. Le moment est calculé par rapport au point T'.
Entre 2' et O', le moment élémentaire est :
@My, 0 = - kr'(x' - C] T' cos dHay - pr'-C]T" sin J ay
avec C;T' = r' cos Wi - b; sin W; .
Entre O' et 3', le moment élémentaire vaut :
My, = - k R'(R' = CJT' cos Pad - pyR".CHT' sind dv.
Pour la ligne 1'2', le moment transmis s'écrit :
v b
M. =-kb'(r' =C'T' cos ¥!) = k'=—b!(r' sin ¥! + —)
12 1 1 1 2 ) 1 2

Pour 1'ensemble de la ligne 1'2'3', il vient :
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2b! b! )

. —i-(ﬂ-+ sin ¥'cos V! - Ir--sinz‘i") + X {1 sin ¥' cos ¥' - (E-— 1)sin ¥'}
2 1 1 1 1 1 ] 1
ke e |_e 4 2 e 2
1
+ 2 T - 1)sin \y']
1
e 2 -
2r'2 i
+ E"-{lcos\l"—sin‘{"--——+1}cos‘}’g
2 1 1 1
e 2 2
1] 1 1] 1 —
SR EIR LR (eos ¥y - D3E - 1]
e : 4 e e e 2
. Les conditions géométriques sont
b' , . .
L cos W{ + L sin W; + B fz =1 (62)
e e e 2
/7 b
et R 72 + — sin ¥, + 2 cos ¥, =1
2 2
e 2 e e
. La condition d'existence des réseaux s'écrit
\
RO _ 1 (63)
e V2

Le tableau 4 donnent les valeurs successives des dimensions des

réseaux, des efforts et des moments transmis.

(61)
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b
—32 T R
¢ e e
1
£ s N o1 r! R' a
ke ke2 ke e e e
0,65859 0,89619 - 0,49389 0,18345 0,70711 0,70711 1,36075
0,67764 0,87473 - 0,46575 0,14345 0,78033 " 1.,29084
0,69670 0,85094 - 0,43761 0,10345 0,85355 " 1,22139
0,71576 0,82482 - 0,40947 0,06345 0,92677 " 1,15238
0,73481 0,79638 - 0,38133 0,02345 0,99999 " 1,08379
0,74598 0,77863 - 0,36483 0,00000 1,04291 " 1,04376
- Tableau 4 -

— Champs cinématiquement et plastiquement admissiples asymétriques a

deux points singuliers -

— Réseaux N° 4 -

- '\T”'
FARA 3
L uiad

Mot




— Figure 35 -

- Réseaux N°® 4 -

B

Q

L

— Figure 36 -

- Réseaux N° 5 -

- 56 -
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2.3.6. — Etude des réseaux N° 5.

Les réseaux N° 5 se réduisent a deux lignes circulaires 2'0' et 03
de rayons r' et r , et i deux lignes circulaires 02 et 0'3'de rayons R

et R' (Figure 36).

. L'effort horizontal transmis 3 gauche de la ligne 2'3' (ou &

gauche de 23) est :

1] \
LT Los v+ v+ 2 Dsinvl -] -2 - VD) (64)
ke e 2 e
. L'effort vertical s'écrit :
1 - \
.z J_(zwlwl-l)cosw]'-sinw]'-1+1]+3—-(1-1) (65)
| ke e 2 2 e 2
|
. Le moment transmis est
2M 2r'2 ™ T
— = 5 E@; - (2?{ + — = 1)cos W; + sin W; cos W; + (— = 1)cos W;]
ke e 2 2
(66)
] \ 1 t
R T R L T R A PRI D
e _ 4 e e e 2
. Les conditions géométriques se réduisent 3 :
\ ]
Eosinyy + &2 (67)
e e 2

. La condition d'existence est la méme que pour les réseaux N° 4
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R' I
e ;2
Des relations identiques existent pour les autres réseauX.

Les valeurs des dimensions des réseaux, des efforts et des moments

transmis sont reportées au tableau 5.

rle R/e

£ ™M x r’ RY a

ke ke2 ke e e e
0,74598 0,77863 0,36483 1,04291 0,70711 1,04376
0,76986 0,73803 - 0,32807 1,14952 " 0,95865
0,79185 0,69701 0,29115 1,28397 " 0,88023
0,83030 0,61383 - 0,2169 1,69193 " 0,73928
0,86161 0,52934 0,14234 2,51674 " 0,61436
0,89564 0,40063 0,03000 10,00417 " 0,44731
0,89903 0,38332 0,01500 | 16,66917 " 0,42637
0,90215 0,36598 - 0,00001 50,00083 " 0,40568
0,90361 0,35730 0,00750 o " 0,39451

- lableau > -

- Champs cinematiquement et plastiquement admissibles

asymétriques a deux points singuliers -




- 59 -

2.3.7. - Etude des_réseaux N° 6.

Les lignes circulaires 2'0' et 03 des réseaux N° 5 se transforment

i la limite en droites (Figure 37).

Au point 3' 1'effort extérieur est nul. Nous pouvons é&crire :

p, = -k tg ¥ i (68)

Lorsque ?é = , nous retrouvons les conditions de pression des

I
4

réseaux N° 1 & 5.

La pression au point O' est donc

- - v '
Pgr k(tg Yz 2?2)

et en un point courant de ia ligne 0'3'

= ~k(tg ¥5 - 2¥) - 29)

Py 2

. L'effort normal repris par le réseau est

|z

1]
i = — (tg ¥) - 2¥y!) - R_ (-tg ¥! sin ¥! - cos ¥] + 1) (69)
' 2 2 2 2 2
i ke 2 e
-
. L'effort vertical transmis est :

| '

| 2L, B—-{ZW' - sin ¥! - (1 - cos ¥!)tg W'} (70)

| 2 2 2 2

i ke 2 e

|

. Le moment s'exprime par

-




s
LILLE

2

3

J

— Figure 37 -

Réseaux N° 6 -

a //i:;fd

~L

Y
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' 2y - tg y! 12
’ ZP; = 2 2 + 2R2 {(1 - cos Wé)tg Wé - W' + sin W'} (71)
ke 4 e

Les dimensions des réseaux, les efforts et moments tramsmis sont

reportés au tableau 6.

2.3.8. - Valeurs successives, des efforts et moments transmis.
Les figures (37) et (38) représentent les fonctions j@% = f(—)
ke ke

et 2= f(jl) pour l'ensemble des réseaux.
ke

o

Les figures (39) et (40) comparent ces résultats avec ceux obtenus
par les réseaux symétriques. Les réseaux asymétriques i deux points singuliers

apportent une légeére amélioration de la borne supérieure.

|

b M N R/ a |

ke ke2 ke e e ‘

!

0,90361 0,35730 0,00750 0,70711 0,39541 |

0,93695 0,30331 |- 0,04616 0,78991 0,32371 |

0,97508 0,20751 |- 0,08170 1,07167 0,21282 |

0,99263 0,11987 |- 0,06383 1,77595 0,12076 |
0,99939 0,03561 |- 0,02115 5,86205 0,03563

0,99974 0,02309 |- 0,01380 9,02989 0,02310

0,99995 | 0,01058 |- 0,00634 | 19,68716 | 0,01058

1,00000 0,00000 0,00000 m 0,00000

l

~ Tableau 6 -
— Champs cinématiquement.et plastiquement admissibles asymétriques
d deux points singuliers -

— Réseaux N° 6 —
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~LARLE ENCHSTRED

RESERLX CINEMATIGUEMENT FDMISSIBLES RSYMETRIGUES

EFFORT VERT I <AL

= A 3 ' e

0,5 1

- Figure 37 -

-
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FLARUE ENCRSTREE
RESERUX CINENAYIGUEMENT RDMISSIBLES RSYWETRIBUES

FAAtEI
[ ERIRES

s

o’

EFFORT VERTICAHL

0,5 l

— Figure 38 -
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MOMENT RPLAQLE ENCHSTREE
e ‘ RESERUX CINEMATIGUEMENT FDMISSIBLES RSYMETRIRUES (1)

RESERLX CINEMATIRUEMENT RDMISSIBLES SYMETRIGLES (2)

0,5

|
;t
:

- qgp——— e

S

EFFORT VHRT I CRAL

| . R : s 3L
- i L ' b S - - ) S 'R - s -

(i T " 0,5 1 ke

— Figure 39 -
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RPLAQUE EN]CAHSTHEE
RESERLX CINEMATIBUEMENT RDMISSIBLES AGYMETRIBUES (1)
RESERLX CINEMATIGUEMENT ADMISSIBLES SYMETRIBUES (2)

(2
/5
\ W 'L.i‘?;}
EFFORT VERTICAE™
. . , P

— Figure 40
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2.4, - Champs cinématiquement et plastiquement admissibles asymétriques

34 trois points singuliers.

2.4.1. - Introduction.
Dans le cas d'encastrements parfaits aux extrémités de la plaque
(figure 16), il convient de considérer, pour une demi-plaque, deux réseaux de

lignes de glissement a trois points singuliers : un point singulier est situé

sous la charge, deux points singuliers & 1'encastrement.

La forme la plus générale des réseaux est représenté 3 la figure 41.
Le réseau situé au droit de la charge comprend deux champs homogénes (1',7',8'

et 3',4',5"), un champ semi-homogéne (1',2',7') et un ligne circulaire (2',3").

Le réseau situé au droit de 1'encastrement comprend deux champs homo-
génes (1,7,8 et 4,5,6), deux champs semi-homogénes (1,2,7 et 3,4,6) et une

ligne circulaire (2,3).

Selon le mode de chargement, les réseaux peuvent prendre les neuf

formes suivantes:

. Réseaux n° 1 : quatre champs homogénes (figure 42).
Réseaux n° 2 : quatre champs homogénes, trois champs semi-homogénes

(figure 43).

. Réseaux n° 3 : quatre champs homogénes, trois champs semi-homogénes,
une ligne circulaire (figure 44).

. Réseaux n° 4 : quatre champs homogénes, trois champs semi-homogénes,
deux lignes circulaires (figure 41).

. Réseaux n® 5 : trois champs homogénes, deux champs semi-homogénes,
deux lignes circulaires (figure 45).

. Réseaux n° 6 : deux champs homogénes, deux champs semi-homogénes,

deux lignes circulaires (figure 46).
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. Réseaux n® 7 : un champ homogéne, un champ semi-homogéne, deux
lignes circulaires (figure 47).
. Réseaux n° 8 : deux lignes circulaires (figure 48).

. Réseaux n° 9 : une ligne droite, deux lignes circulaires (figure 49).

2.4.3. - Etude _des réseaux n’ 4.

. Détermination des pressions.

~ Pour le réseau situé au droit de la charge (figure 41), les conditions

de preséion sont celles déterminées au chapitre 2.3. (figure 26) (Relation (41)).

Pour le réseau situé au droit de la charge, les pressions sont

Pg

et Pg = k

La pression le long de la ligne 12 est :

- k(1 + L - 2¢ )

p
2 2

le long de la ligne 34

Ty
k(1 + — - 2)

p
3 2

Les pressions P,y et P3 sont reliées par

Py = Py = Zk(¥; + )

En remplagant Py et Py par leurs valeurs, il vient

+ (72)

T, b
4 2

Compte tenu de ce résultat, on peut exprimer les pressions comme suit

Py = -2k WZ

.

Py = 2k Wl




- 69 -

~ Figure 42 - ~ Figure 43 —

Réseaux N° 1 - - Réseaux N° 2 -

L)
B8 .
o
; by bog 3J
|
a 5 4 p
— Figure 44 — — Figure 45 -

- Réseaux N° 3 - - Régeaux N° 5 -




- Figure 46 -
- Réseaux N° 6 -
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- Figure 48 -

- Réseaux N° 8 -

Hitg
LILLE

_70_.

Ei'ka 5 _:r/i

- Figure 47 -

- Réseaux N° 7 -

- Figure 49 —

- Réseaux N° 9 -




. Déteumination des vitesses

Les conditions de vitesses sont identiques & celles des réseaux asy-

métriques 3 deux points singuliers (chapitre 2.3.).

Conditions geéométrniques.

Nous obtenons les relations de compatibilité suivantes

b! R' b!
~— cos ¥' + — (sin v¥!' + 1§5 . 2 2 1 (72)
1 1
e e 2 e 2
pour le réseau situé au droit de la charge et

b R b

- cos W] + — (sin W] + sin WZ) + — cos Wz = (73)
e e e

b R by

— sin v, = (cos ¥, = cos Wl) - — sin ¥, = (74)
e e e

pour le réseau situé au droit de l'encastrement.

E{fonts thansmis pan Les néseaux.

L'effort horizontal N' (figure 41

et relation (48))

N' °)

ke e I

T
- — (sin ¥! + — cos V¥

2 1

R T,
'y = — (cos ¥! + — sin W{

1

1

e 2 2

2/2_).5._2.

V2

e

L'effort horizontal N

est donné par

(75)

transmis par le réseau situé au droit de

1'encastrement s'obtient aisément en tenant de compte des conditions:de pression

définies précédemment

b
N_1 (sin ¥, + 2y, cos V¥ ) - R (cos ¥, — cos ¥, + 2¥_ sin ¥, - 2¥, sin ¥ )
1 2 1 2 1 1 2 2 1
ke e e
76
b (76)
- — (sin Yz + 2?1 cos Wz)

e




!

i

|

L'effort vertical P'

_72_

a pour valeur (relation (49))

b ' b, v T ‘
1
% Pl (cos W{ - L sin W;) + B (— cos Y1 - sin w{) (77)
% ke e 2 e 2
L'effort vertical P est :
!
P D R ) !
S = — (cos ¥, - 2¥,_ sin ¥ ) + — (2¥, cos ¥, + 2¥, cos ¥ - sin ¥, - sin VY )i
1 2 1 1 2 2 1 1 271
ke e e |
i(78)
b2
+ — (cos ¥, - ZWI sin Wz).
e
. Moments trhansmis par Lebd réseaux.
Le moment M' transmis par le réseau, situé au droit de la charge
et calculé par rapport au point T', a pour valeur (relation (51))
2b! = b!
1 ¥ T
™ 1 E&— (sinZW + E-sin ¥' cos ¥!) + -l-(ﬁ-+ sin ¥' cos V¥! - —-sin2 W')]
1 1 1 1 1 i
- ke e e 2 e 4 2
(79
b} 2 2b} b}
1 | 1 T 1
LS2RURY o LTl ey (sin v - Teos ¥y + R Iy w2 &4
1 1 1 1 2 1
e e 2 e 4 e e 2e

Le moment M

transmis par le second réseau s'obtient comme suit

Pour la ligne 12
MIZ = - kbl(R - CE cos Wl)
-2k Y. b, (— + CT sin ¥,)
2 71 9 1
avec CT =R cos ¥, - b, sin Y, .

1 1 1




Pour

la ligne 34 :

- 73 -

M34 = - kbz(R - Cg cos Wz)
- 2k b, V¥ (_Z_+ CT sin Y,)
2 71 2
2
avec CT = R cos WZ - b2 sin Wz,
Pour la ligne 23, le moment &lémentaire vaut :
= - 1 W
dM23 ZkR(‘P1 WZ)CT.Sln v o4y
- 2kR CT ¥ sin V¥ d¥
- KkR® Qv
+ kR CT cos Y 4V
soit
_ _ _ v . .
M23 kR CT( 2?1 cos WZ 2W2 cos ¥, + sin W] + sin Wz)
2
-kR (Wl + WZ)
I1 vient donc
2b b
2 70 PR 02y 2w, sin ¥, cos ¥) + —- (Y, + sin ¥ cos ¥, - 2% sin ¥0)]
2 - 1 2 1 1 2 1 ] 2 17
ke e e
+ ZE_(B_C Y, - Eg— in ¥.)(sin ¥, + sin ¥, - 2 ¥ cos ¥, - 2¥, cos ¥,)
os ¥, si o) (sin ¥, in ¥, ) s ¥, 9 Y
e e e
2
2R
+ 5 (wl + Wz)
e
2b2 - 2 b2 » .
+ K . . . _& . _ . v 5
—:;~ L _ (sin ¥2 + 2?1 sin Wz cos Wz) + (W] + sin WZ cos Wz ZWI sin ‘2)4

(80)
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. Condition d'existence des deux néseaux.

Les centres de courbure des lignes 23 et 2'3' doivent étre situés

sur la méme horizontale.

La condition est

b! /7 b

1]

R ZZ + 2 _Z,= E—sin Vv, + 2 cos ¥ (81)
2 2

e 2 e 2 e e

De plus, nous avons les conditions d'é@quilibre suivantes (Figure 41)

NN
ke ke
rP_E
ke ke

. Détermination des dimensions des néseaux, des effornts et moments

trhansmdis .

b

\J '
°p rr P P g

2 P
’ s — et de — sont obtenues

Les valeurs de — —
e e e e e e ke

a partir des relatiomns (72) 3 (78).

1
L'effort axial N , les moments M et 2 sont obtenus avec
2 2
ke ke ke
les relations (75), (79) et (80).
\i
Enfin, la distance = est donnée par : £i§.+ —M§.= 2 .i!
e ke ke ke e -

L'angle W{ reste égal & 0,5.

Les angles W] et Wz varient dans les limites suivantes

0,64940 < YI < 0,74653

0,53885 < ¥, < 0,63599

2

L'ensemble des valeurs est reportée dans le tableau 7.
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2.4.4., - Etude des réseaux n’ 3.

Les réseaux n° 4 se transforment en réseaux n° 3 lorsque la ligne

circulaire 2'3' disparait (figure 44).

. Les conditions géométriques relatives 3 chaque réseau sont :

b! bl
—l—cos v o+ 2 £Z.= ] (82)
i

e e 2

b R 3

— cos Wl + = (sin W] + sin Wz) + — cos Wz =1 (83)

e e e

b R b,

— sin ?1 + — (cos Wz ~ cos Wl) - — sin Wz =0 (84)

e e e

. L'effort horizontal N' est donné par :

' b b
Noo_ réin ¥+ (1 o+ I. 2¥Ycos W'W + 2 V2 (85)

- 1 | I~

ke e 2 2

L'effort horizontal N est toujours celui donné par la relation
L'effort vertical P' wvaut :
[ p! b' m !
!——=——[}:osw;—(1+-—-2msm ;]‘ (86)
ke e 2
I |
et 1'effort P - est fourni par la relation (78).
. Le moment M' a pour expression (relation (56))
. l b'2
,EE— =-—L r sin W' cos ¥! + (1 + — - ZW')(—-— 31n2 y! )] + 2
2 2 1 2
ke 2 2 e

. Les conditions d'existence de deux réseaux s'@erivent :

(76).

(87)
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bV

2 Y2 _ B-sin Y. + — cos ¥ (88)
2 2

e 2 e e

Les dimensions des réseaux, les efforts et les moments transmis sont

obtenus 3 partir des relations (82) a (88).

L'angle W; varie de 0,5 3 0,58 et les angles W] et Wz restent

liés par la relation :

avec les limites suivantes

0,64639 < ¥ < 0,64940

0,63599 < Wz < 0,63899

Le tableau 8 donne les valeurs obtenues pour ce réseau.




- Champs cinématiquement et plastiquement admissibles asymétriques

a trois points singuliers -

- Régeaux N° 3 —

T o T T ) T (]

P 2" 2u N il R P2 il R °2 a
ke ke2 ke2 ke e e e e e e e
0,03743 | 1,02850 | 1,03133 | - 0,01730 | 0,59314 | 0,00000 | 0,71255 | 0,62141 | 0,00000 | 0,62758 | 27,2963
0,04483 1,03309 1,03659 - 0,02045 0,58481 0,00000 0,71349 0,61431 0,00887 0,62162 23,0786
0,05261 1,03781 1,04218 - 0,02382 0,57687 0,00000 0,71446 0,60657 0,01839 0,61510 19,7674
0,06098 1,04264 1,04799 - 0,02738 0,56933 0,00000 0,71547 0,59824 0,02865 0, 60806 17,1403
0,06999 1,04754 1,05401 - 0,03115 0,56216 0,00000 0,71651 0,58930 0,03968 0,60048 15,0125

- Tableau 8 -

..8[-
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2.4.5. - Etude des réseaux n° 2.

Les réseaux n° 3 se transforment en réseaux n° 2 lorsque la ligne

circulaire 23 disparait (figure 43).

. Les nouvelles conditions géométriques sont déduites des relations

(82), (83) et (84) en posant

[P

®

. L'effort horizontal N' est donné par (85).

L'effort horizontal N a pour expression:

b
his —
N “l-r;in Yoo+ (1 + — = 2¥ Jcos ¥ J
1 1 1

ke e 2
: (89)
|
i b2 m
b2 . o 9
; : Lsin Wz + (1 + ; ZWZ)COS WZJ

De méme l'effort vertical P' est calculé par la relation (85)

l'effort vertical P s'écrit

T
= — |cos -+ == 2W])sin Wl] + —g—[éos ¥

| ke e 2 e 2

| » b, - b
P = (9¢,

SR

m
- (1 + == 2¥ )sin ¥ 1
? 2 2-

Le moment M' est toujours obtenu 3 partir de (87).

Le moment M s'exprime par :

2b 2

2 . w .
Mo 1 [Eos Y osin ¥, + (1 + — = 2y )(l-- 81n2 y )

2 2 - 1 1 1 1
ke e 2 2

2

+ 2b2 [@os vy, siny, + (1 + j.— 2y )(l._ sinz y )] (91)

e2 2 2 2 2 2 2
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. La condition d'existence s'écrit

|
) 1
— — - -—cos ¥, =0 ! (92)
l
i

Ces relations permettent le calcul des dimensions, des efforts et

moment transmis par les réseaux.

L'angle ?{ varie de 0,58 3 0,7854 et les angles W] et Wz varient

entre les limites suivantes

0,64639 < ?l < 0,78540 f
i
|
0,63899 < ?2 < 0,78540 i

l
i
i
5
|
I

Le tableau 9 donne les résultats obtenus pour ces réseaux.
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2.4.6 - Etude des réseaux n° 5.

Les réseaux n° 5 se substituent aux réseaux n° 4 lorsque le champ

homogéne 1,7,8 et le champ semi-homogéne 1,2,7 disparaissent (figure 45).

. Les conditions géométriques sont fournies les relations (82), (83)
et (84) en posant
b

1 _ 0

e
. Les conditions de pression sont celles des réseaux n® 4 pour la
partie située au droit de la charge.
Pour l'autre partie, il vient

™
p3 = k(1 +;- 2‘1’2)

et pour un point courant de la ligne 23

L
= k(l + — - 2¥ - 4?2).

P
M 2

. L'effort horizontal N' est celui de la relation (75).

L'effort horizontal N est donné par

R -
N _= 4y, sin ¥, + 2¥, sin ¥, + 2¥. sin ¥, - (1 + E)(sin Y+ sin ¥,)
2 )| 2 2 1 | 1 2
ke e 2
+ cos Wl - Cos WZJ
b

2 . T !
- = [sin ¥, + (1 + ) 2¥,)cos ¥,] !

L'effort vertical P' est donné par (77).

L'effort vertical P a pour expression :

(93)
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2. E-[Zl + lb(cos Y, - cos V. ) —’2W cos Y, + 4¥, cos ¥
2 1 2 2 2 1
ke e 2 .
+ 2W1 cos ¥, - sin ¥, - sin Wzl
by _ , .
+ :;-Lfos Wz - (1 + ?.- 2?2)51n WZJ

(94)

. Le moment M' est le méme que celui du réseau n° 4 (relation (79)).

. Le moment M se calcule par rapport au point T (figure 45)

Pour la ligne 23, le moment élémentaire est :

= T o .
dM23 = kR CT(1 + ) 4w2)s1n Y dy

= 2kR CT ¥ sin ¥ dv¥

- kR2 dy

+ kR CT cos ¥ dy

I1 wvient
Myy = - kR2 cos W]I31‘+ f-— 4?2)(cos ¥, -~ cos Wz)
-,2W1 cos ¥, - 2W2 cos ¥, + sin vt sin Wz]
- kRz(w + ¥,)
] 2

Pour la ligne 34, le moment est

™
+ (1 + — - 2W2)cos ¥

M. =—kb2@(l - cos ¥ cos V¥ ;

34 I 2 sin ¥,)

I
b
+—g-(1+1—2w2)_"]

2 2
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Soit fihalement :

) !
2M 2R ; bl
—5 = —5 cos ‘PIK:(] + 4‘?2)(co-s \P] - cos ‘{’2)
ke e 2
- 2?1 cos Wl - 2W2 cos Wz + sin W] + sin WZJ
L
2R .
+ ————ez (W] + 4’2) (95)
by Ry il :
+ — E— {] - cos ¥ cos ¥, + (I +— = 2¥, )cos ¥, sin ¥ }
1 2 2 1 2
e e - 2
b b
+ 2 Zo 2]
2
e 2

. La condition d'existence reste (relation (81))

b, b
\J
RL2, 2—2=B-sin\i’2+-—--cos\!’

e 2 e 2 e e 2

. Les dimensions des réseaux, les efforts et moment transmis sont

obtenus 3 partir de ces relations (Tableau 10).
L'angle ?{ est toujours égal & 0,5.

Les angles W] et Wz .varient dans les limites suivantes

0,71460 < WI < 0,74653

0,53085 < ¥, < 0,53885

2




x| ar | o N o1 R' b2 ) R b2 a
ke ke2 ke2 kg e e e e e e e
0,64470 | 0,89714 | 0,92716 | - 0,42361 | 0,17414 | 0,69296 | 0,03529 | 0,00000 | 0,71424 | 0,17294 1,41484
0,65023 | 0,89175 | 0,92086 | - 0,42985 | 0,17116 | 0,69952 | 0,02797 | 0,00000 | 0,72013 0,16982 | 1,39383
0,66691 0,87507 0,90131 - 0,44870 0,16219 0,71932 0,00589 0,00000 0,73886 0,16002 1,33176
0,67136 0,87051 0,89595 - 0,45372 0,15980 0,72459 0,00000 0,00000 0,74411 0,15729 1,31155

- Tableau 10 -
— Champs cinématiquement et plastiquement admissibles asymétriques

— Réseaux n° 5 —

a trois points singuliers —

-G8 -
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2.4.7. - Etude des réseaux n’° 6.

Les réseaux n° 6 se susbstituent aux réseaux n° 5 lorsque le champ

homogéne 3',4',5' disparalt (figure 46).

Les conditions géométriques sont

b, ! 1
1 cos W{ + £ sin W{ +-B~ -ﬁz =1
e e e 2

. Les conditions de pression pour ces réseaux restent identiques &

celles du réseau n° 5.

b
— (sin Wl + sin ?2) + — cos Wz =1
e e

b
= (cos WZ - cos W1)>— — sin Wz =0
e e

. L'effort horizontal N' est fourni par la relation (59),
L'effort horizontal N par la relation (§3),
. L'effort verfical P' par la relation (60), l'effort vertical P
par la relation (94).
. Le moment M' est calculé 3 partir de la relation (61), le moment
M & partir de la relation (95).

. Les conditions d'existence sont

-~ = = gin ¥, + == cos Wz (96)
2 e e

R' V2 R >
e

Les dimensions de ces réseaux, les efforts et moment transmis sont
reportés dans le tableau I1.

L'angle Y¥'! est égal est 0,5 ; les limites des angles V¥ et VY sont
] 1 2

0,6122 < W] < 0,71460

0,53085 < ¥, < 0,55236

2
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2.4.8. - Etude_des_réseaux n’ 7.

Les réseaux n° 7 sont constitués comme suit : (figure 47)

- au droit de la charge , une ligne circulaire 2'3';
- au droit de 1'encastrement , une ligne circulaire 23, un champ homo-

géne 4,5,6 et un champ semi-homogéne 3,4,6.

. Les conditions géométriques sont

A 1
L osiny) + 2
e e 2
b
R . . 2 _
— (sin W] + sin Wz) + — cos Wz =1
e e
R b
z (cos Wz - cos Wl) - ::»31n Wz = 0.

. Les conditions de pression sont identiques @ celles des réseaux n° 5.

. L'effort horizontal N' est donné par la relation (64), l'effort
horizontal N par la relation (93), l'effort vertical P' par la relation (65),
1'effort vertical P par la relation (94).

. Le moment M' se calcule & partir de la relation (66), le moment
M a partir de la relation (95).

. Les conditions d'existence sont

N b

’ E—-ﬁz = BASin Y, o+ —g-cos Y (97)
2 2

] e 2 e e

Les dimensions des réseaux, les efforts et moment transmis calculés
a partir des relations précédentes sont reportées dans le tableau 12.

Les limites de variation des angles W{, Wl et Wz sont les suivantes :

0,42355 < ¥; < 0,5

1
0,56555 < Wl < 0,6122

0,55236 < ¥, < 0,56555

2
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2.4.9. - Etude des réseaux n° 8.

Les réseaux n° 8 succédent aux réseaux n° 7 lorsque les champs homogénes

4, 5, 6 et semi—-homogéne 3, 4, 6 disparaissent (figure 48).
. Les conditions géométriques s'écrivent
' R! /_

r_. sin \{f' $ — =]
1
e e 2

. Pour la ligne 2'3", les conditions de pression restent identiques

3 celles des réseaux n° 4, 5, 6 et 7.

Pour la ligne 23, la pression py en un point de la ligne est

pM = po - 2kVY

P, est la pression au milieu de la ligne 23 et ne peut &tre déterminée

tout de suite.

L'effort horizontal N' est fourni par la relation (64).

L'effort N a pour valeur ici

(98)

L'effort vertical P' est toujours celui de la relation (65).

L'effort P wvaut

(99)

R |

= (4%, cos ¥, - 2 sin ¥,) |

1 1 ] |

l ke e i

. Le moment M' est celui obtenu par la relation (66).

Le moment M s'écrit
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1 2 2
M 2R s v (- 4y, cos ¥, + 2 sin v,) + Ry (100)
2 2 1 1 1 i 2 1
ke e
. La condition d'existence de ces réseaux est
N
) R72Z_Rgin ¥, (101)
e 2 e

Les résultats congernant ces réseaux sont donnés dans le tableau 13.

Les limites de variation des angles W{, Wl et Wz sont

0,00000 < ¥1 < 0,42355

0,37860 < W] = W2 < 0,56555




~ Champs plastiquement et cinématiquement admissibles asymétriques

4 trois points singuliers -

—~ Réseaux n° 8 -

b3 ' il N 1 ' R' R b2 a

ke ke :eZ ke e e e e e e
0,78207 0,71644 0,73721 0,30859 0,00000 1,21663 0,70710 G,83304 0,00000 0,92935
0,79184 0,69700 0,72161 0,29114 0,00000 1,28397 0,70710 G,95194 0,00000 0,89577
0,83028 0,61382 0,65552 0,21693 0,00000 1,69193 0,70710 1,04234 0,00000 0,76441
0,86159 0,52933 0,59484 0,14233 0,00000 2,51674 0,70710 1,14360 0,00000 0,65238
0,88598 0,44375 0,54193 0,06748 0,00000 5,00834 0,70710 1,25091 0,00000 0,55626
0,90351 0,31079 0,49987 0,00667 0,00000 o 0,70710 1,35274 0,00000 0,44861

— Tableau 13 -

_26_
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2.4.10. - Etude des réseaux n° 9.

Les réseaux n° 9 succédent aux réseaux n° 8 lorsque la ligne circulaire

2'0" se transforme en ligne droite (figure 49).

. Le long de la ligne 0'3' les conditions de pression sont celles

de la ligne 0'3' dans les réseaux n° 8.

Soit pé la pression le long de la ligne 2'0' ; cette pression varie

pour ce réseau de k(j - 1) & o0.
2

Pour la ligne 23, les conditions de pression sont identiques 3 celles

de la ligne 2'3' des réseaux n° 8.

. Les conditions géométriques sont les suivantes ':

£ R V2 (102)

(— - sin ¥') =1
e e 2

et

. L'effort axial N' s'écrit

. pl EV R'

m
I-\I—-=---—0—-—-—[:_(2‘{"+~~_'-l)s:i_n‘i"'f-cosklf'—x/Z—] (103)
ke - k e e 2

et l'effort axial N :
P R
E..:—Z——— —Sin \yl
ke k e
L'effort vertical P' g'éerit : b
] ] 1
LA -@—-+ R_ [:(2“1" + L - 1)cos ¥' - sin ‘P':] (104)
ke e e 2
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L'effort vertical P est donné par la relation (99).

. Le moment M' s'écrit

1 t 1] L |2

' p' £ £ R _ 2R - - '

-Z—bi—=2—°- _— l:——-——-sin\l"J+ [‘P'+—+sin¢'-(2¢'+-—-l)coswj
2 2 |

ke k e 2e e e 4 2

(105)

Le moment M est donné par la relation (100).

. Les conditions d'existence des réseaux sont :

£ LR Z ey = (106)
e e 2
R 1

et =

Les dimensions, les efforts et moment transmis par les réseaux sont
donnés dans le tableau 14.

Les angles Y¥' et W] varient dans les limites suivantes

0 <y <&
4

0 < ¥, < 0,37860




i3 | N R R' R %2 a

ke ke2 ke2 ke e e e e e e
0,90351 0,31079 0,49987 0,00667 0,00000 0,50000 0,70710 1,35274 0,00000 0,44861
0, 91000 0,26997 0,48317 0,00623 0,00000 0,83160 0,70710 1,39820 0,00000 0,41379
0,93000 0,20688 0,42750 0,00498 0,00000 0,89615 0,70710 1,57571 0,00000 0,34106
0,95000 | 0,14653 | 0,36236 0,00373 | 0,00000 | 0,93599 | 0,70710 | 1,85352 | 0,00000 | 0,26783
0,97000 | 0,08743 | 0,28155 0,00249 | 0,00000 | 0,96568 | 0,70710 | 2,37846 | 0,00000 | 0,19020
0, 99000 0,02900 0,16304 0,00124 0,00000 0,98959 0,70710 4,09519 0,00000 0,09699
1,00000 | 0,00000 | 0,00000 0,00000 | 0,00000 | 1,00000 | 0,70710 o 0,00000 | 0,00000

— Tableau 14 —

-~ Champs plastiquement et cinématiquement admissibles asymétriques

3 trois points singuliers —

—~ Réseaux n° 9 —

_g6_




2.4.11. - Valeurs successives des efforts et moments transmis.

Les figures (50), (51), (52) représentent les fonctions

! p 2 P
et D, FH-t@) er ale = (D,
ke ke ke ke ke

La figure (52) comparent les résultats obtenus pour les réseaux,
symétriques et ceux obtenus pour les réseaux asymétriques & trois points
singuliers.

-

En se reportant 3 la figure (40) ol une comparaison est faite entre
les réseaux symétriques et les réseaux asymétriques 3 deux points singuliers,
nous constatons que les résultats obtenus pour les réseaux asymétriques i trois

points singuliers sont trés légérement plus proches des valeurs exactes.
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PLRRUE EN<CRSTREE
RESERLX CINEWAT|GUEMENT ADMISSIBLES RSYMETRIGUES

EFFORT VERTICAL

0,5

- Figure 50 -
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2
ke2
MRMENT PLAGMUE ENCRSTHREE
: RESERUX CINENAT IGUEMENT ADMISSIBLES RSYMETRIGUES
1
0,5}
A
|
( ;\‘;;D EFFORT VERT I CAL

0,5 1 : -

- Figure 51 -
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FLHQUE ENCRSETREE
RESERLX CINEMATIGUEMENT ADMISSIBLES RSYMETRIGUES (1)
RESERUX CINEMATIGUEMENT ADMIGSIBLES SYMETRIAUES (2)

AUS
LILLE f

—(2)

(1) EFFORT VERTICAL

0,5 1 P

- Figure 52 -
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3 - CHAMPS STATIQUEMENT ET PLASTIQUEMENT ADMISSIBLES.

3.1. = Introduction.

Dans ce qui suit, nous développons des champs de contraintes plasti-
quement et statiquement admissibles pour des plaques encastrées sur deux bords

dans les conditions de chargement de la figure 16.

3.2, - Champ statiquement et plastiquement admissible continu.

3.2.1. - Constitution du champ.

Nous pouvons utiliser le champ continu décrit au chapitre I
(paragraphe 4.3.).
Considérons la figure 53. Dans la partie de plaques telle que

a . .
0 < x <—, 1la contrainte Oy est prise nulle partout, et :
2

Les conditions d'équilibre local sont

aox 9T
X+ X -9

9xX 3y

BTX
Y =0

o0X

D'od
Txy = Txy(y)
BTX
o - x 2k
oy

En posant
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—» X
. % 4
s ' '
l:/ . [ A s
22
a
- Figure 53 -
- Champ statiquement et plastiquement admissible continu -
e
M P
P M
J& a ﬁ#

~ Figure 54 -

- Efforts et moments transmis -

-
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La section critique correspond 3 1'abscisse x = a/2.
Vérifions la condition de plasticité de TRESCA :

a 97 xy 2 2 2

= _._._._.) + 4

T = 4k

(- ey

2 9y

Les contraintes en un point de la plaque d'ordonnée y négative sont

les suivantes

. = -k sin 23.(] + 225
Xy
a e
et Ox = 4k 2 cos £ (1 + gz)
a a e
avec la condition :
2_%(14.2}7.)51
a e 2

Y,

Les contraintes sont égales

Txy = -k
o] =0
X
T
lorsque : ZE-(] + gz) > -
a e 2
Pour la zone de la plaque située entre 1l'abscisse - 2 et 0, le

2
champ de contraintes est anti-symétrique & celui qui vient d'étre décrit.

Il est décrit comme précédemment en posant

x' = x
y' =y
3.2.2. - Efforts_transmis par le champ.

. L'effort axial repris par le champ au droit de 1l'encastrement est

nul (figure 54).




. L'effort vertical, par unité de 1
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argeur, vaut

o}
P=-2 J_ E_Txy dy
2
soit:
° 2e 2
P = J e k sin — (1 + —lbdy
- = a e
2
si g+ ou 22T
a e 2 a- 2
n
o 2 2 2 -
et P=-2 j -k dy + J o k sin =2 (1 + —Z)dy
_-E - - a e o
2 2
m T
si 2e(l+-2-z-)>—- ou _2£>,
a e 2 a 2
avec — ordonnée correspondante 3 la valeur maximale de la fonction circulaire
2
T - — est donné par la relation
Xy )
IT=2 -5
2 a e
soit n_e_T,
2.2 4
Les valeurs de l'effort vertical -— sont données par les expressions
ke
suivantes
2e T
=< =
a 2
P
__.=-_a_(] - COS Z—e-) (107)
ke 2e a
2e "
—— > s
a 2
P _ iL,(l - EQ + ] (108)
| ke 2e 2




- 104 -

3.2.3. - Moment transmis par le champ.

Le moment repris par le champ, calculé au droit de 1l'encastrement, est

o
M=2 J e %Y dy

2
T
Pour — ¢ -—
a 2
0 5
M=2 J 2k cos gg»(] + Zl)y dy
- £ a e
2
et pour ZE-> i
a 2
UL
M=2' 2 2%k cos 22 (1 + yy dy
- a a
2
I1 vient donc
2e m
——S_.
a 2
2M a2 2e
———2—=—-7(]—COS -) (109)
ke 2e a
et 2e m
> e
a 2
M _a [i.(]_l)a,)] (110)
2
ke e 2e
3.2.4., - Valeurs successives des efforts et moments transmis.

Les valeurs des effdrts, moment obtenus avec les relations (107) & (110)

sont reportées dans le tableau (15).

Les figures 55 et 56 donnent les variations de 2M2 en fonction
P P ke
de -— et celle de a/e en fonction de — .
ke ke
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FLAQUE ENCHSTREE
GHMPS STATIGUEMENT RDMISSIBLES CINTIMUS

EFFORT VERTICAHL

0,5 1

— Figure 55 -
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FLAQUE ENCARASTREE
GHANS STRTIGUEMENT ADMISSIELES (INTINUS

EFFORT VERT | CAL

0,5 1

— Figure 56 -




£ M X 2

ke ke2 ke e
0,00000 | 1,00000 | 0,00000 o
0,02499 | 0,99979 | 0,00000 | 40,00000
0,04996 | 0,99917 | 0,00000 | 20,00000
0,09967 | 0,99667 | 0,00000 | 5,00000
0,37912 | 0,94779 | 0,00000 | 2,50000
0,64325 | 0,80407 | 0,00000 | 1,25000
0,82163 | 0,51352 | 0,00000 | 0,62500
0,91081 | 0,28463 | 0,00000 | 0,31250
0,95541 | 0,14998 | 0,00000 | 0,15625
0,97770 | 0,07638 | 0,00000 | 0,07813
0,98885 | 0,03863 | 0,00000 | 0,03906
0,99443 | 0,01942 | 0,00000 | ©0,01953
0,99721 | 0,00974 | 0,00000 { 0,00977
0,99861 | 0,00488 | 0,00000 | 0,00488
0,99930 | 0,00244 | 0,00000 | ©0,00244
0,99965 | 0,00122 | 0,00000 | 0,00122
1,00000 | 0,00000 | 0,00000 | 0,00000

- Tableau 15 -

~ Champs plastiquement et statiquement admissibles continus -
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3.3. - Champ statiquement et plastiquement admissible & zones symétriques.

3.3.1. - Constitution du champ.

Le champ est constitué par neuf zones numérotées de I 4 IX (figure 57).

L'axe x est situé sur la trace du plan moyen de la plaque ; cet axe

passe par le milieu de la frontiére entre les zomes III et V.

Les contraintes sont constantes en tout point des zones I, II, IV, V,

VI, VII, VIII et IX.

Dans les zones I et II, les contraintes sont choisies pour satisfaire

aux conditions aux limites

g =1 =0 pour y

]
+
N o

Pour simplifier les expressions ultérieures du critére de plasticité,

nous posons :

02 = ]
X
I1 vient donc :
Zone 1 ox = -1 Oy = Txy =0 (1)
Zone 11 o= 1 o =1 =0
X y Xy

Dans les autres zones, les contraintes sont définies 3 partir des
conditions aux limites, des &quations d'é&quilibre local et de la condition de

plasticité de TRESCA en déformation plane.
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3.3.2. - Contraintes dans la zone centrale III.

Les conditions 3 respecter & la frontiére entre la zone III et la zone V

(figure 57) sont

T = 1(c)

ot 7t1(c) est une constante puisque les contraintes sont choisies constantes

dans la zone V.

De la méme fagon

o =20
X
X = a
xy © t(a)
g =20
et X x = a'
= '
Txy T(a')

t(a) et 1t(a') sont également des constantes.

Nous posons que la contrainte o, est nulle dans toute la zone III.

La condition d'é&quilibre selon x s'écrit

a0 9T
X s X .o
9xX oy
soit: -
Txy = 1(x) (112)
T a0
et ._X.X.'._l=o
X %
d'otli: o =—-y 1'(x) + o(x) (113)

y

Ces résultats sont identiques a& ceux obtenus pour les plaques rectan-

gulaires appuyées (relation (22)).
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- Figure 57 -
- Champ statiquement et plastiquement admissible a blocs symétriques -
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- Figure 58 -
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3.3.3. - Conditions aux limites entre les zones I et III, II et III,

VIII et III, IX et III.

Soit y = B(x), 1'équation de la frontiére entre les zones I et III

et B 1l'angle entre l'axe x et la tangente a4 la courbe y = B(X).
Les conditions d'équilibre impliquent la continuité des contraintes

normales et des contraintes tangentielles & la frontiére :

20n = Oy - oy cos{(2B8+m) + 2t sin(2B+y) = = 1 - cos(2B+T) (114)

21

n Oy sin(28+m) + 21 cos(2B+w) = sin(2B+w) (115)

De la relation (115), nous obtenons :

2Txy
tg 2B = ——— (116)

I -0
y

De (114)

g + 1+ (o0 = 1)cos 2B - 21 sin 2R =0
M y Xy

Compte tenu de (116), il vient

cos 28 = 5 3. 5 (117)
(1 - oy) + 417 xy

avec la relation

1

0032 2R

=1+ tg2 28

et avec (116) et (117), nous obtenons

2

(1l - ¢ )2 + 471
y L/

2
(1 + oy)
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Il vient donc :

2 o=y (118)

En reportant dans la relation (116) =

p2p = L 20
1 - Txy 1 - B'(x)
soit B'(x) = 1(x) ’ (119)

avec ¢ g X g a

et 8'(x)2 =0, , (120)

Etudions les conditions de continuité entre les zones II et III.
Notons y = a(x) 1'équation de la frontiére entre les deux zones et o 1'angle

entre l'axe x et la tangente 3 la frontiére.

I1 vient
20n = Oy - oy cos(20+m) + 2Txy sin(20+m) = 1 + cos(2q+m) (121)
ZTn = 0y sin(2a+m) + 2Txy cos(2a+m) = —sin(2aq+m). (122)

De la relation (122), nous obtenons

2Tx
tg 20 = ——L (123)

-1 -0
Des relations (121) et (123), il vient

cos 2a = (124)
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Soit finalement en reliant (123) et (124)

a'(x) = - 1(x) (125)

avec ¢ £ X g a

2
a'(x = -0 (126)
(x) v

. Les conditions de continuité entre les zones VIII et III, IX et III

s'expriment comme précédemment.

Les contraintes dans les zones VIII et IX sont prises égales a

Zone VIII Gx = 1 g = Tx = 0
y y (127)

Zone IX o = -1 o =T =0

Les conditions de continuité avec la zone III nous donnent les

relations suivantes

a'(x) = 1(x) (128)
avec a < x < a'
'2
= 129
a (%) 0y ( )
[ 8 2(x) = -~ | (130)
A

1]
[
Q

2
(B (x) y (131)
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3.3.4. - Détermination des frontiéres de la zonme III.

. Pour des abscisses comprises entre c et a (figure 57), les

relations (119) et (125) donnent la condition :

]
(@)

a'(x) + B'(%)

Il
~

soit a(x) + B(x)

Compte tenu de la symétrie des zones I et II, nous avons

a(x) = - 8(x)

donc a(x) + B(X) =0 (132)
Les relations (120) et (126) s'écrivent :

o' (x)°

at'(x) = o(x) = - a'(X)T(X)

31 (x)2 = =g ' (x) + o(x) = B (x)T(x)

Par différence, il vient :

B0 - o't = -[Bx) - ax)]1' ()

]
o

ou 4 - )} (133)

dx
en intégrant :

{B(x) - a(x®)}I1(x) K,

compte tenu de la symétrie des frontiéres o(x) et g (x) par rapport a

l'axe x :

28" (0)8(x) = K,

K.x + K (134)

soit aZ(X) = BZ(X) 2 3

Considérons la frontiére y = B(x) ; les conditions aux limites

la concernant sont :
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X =c B(c) = d

B(a)

»

[

o

II
N o

De la relation (134), nous obtenons

d™ = K2c + K3
e2

— = K,a + K

4 2 3

Les constantes K2 et K3 ont pour valeur

e2 - 4d2
K2 = —
4(a - ¢)

2 2

ot K3 _ b4ad ce
4(a - ¢)

L'équation de la frontidre s'écrit :

2 2

- 4d2)x + 4ad2 - ce
4(a - c)

az(X) = BZ(X) - e

(135)

pour c

”n
w
n
W

. Pour la seconde partie de la zone III (a ¢ x < a'), nous obtenons

compte tenu de nouvelles conditions aux limites (figure 57)

X = a B(x) ==
2
x = a' B(x) = 4d'
2 2 2 _ 4.2
az(x) - Bz(x) _ (e” =~ 4d"")x + 4ad a'e (136)
4(a - a')

pour o < x < a'
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3.3.5. - Conditions aux limites entre les zones I et IV, III et V,

IV et VII,V et YI .

. Continuité =ntre I et IV.

Soit BO 1'angle entre la frontiére des zones I et IV et la verticale

(figure 57).

Posons
A=o0_ +o0 pour la zone IV
X y
B = Ox - oy (137)
C=r
Xy

Les conditions de continuité suit les suivantes

A+ B cos 28 + 2C sin 28 = -1 - cos 2R (138)
o] (@] fo)

- B sin 380 + 2C cos 260 = sin 260 (139)

De (139) nous obtenons

tg 26 = t = 2C (140)
B+ 1

La zone IV est dans le domaine plastique lorsque la condition de

plasticité de TRESCA est vérifiée

La condition se transforme, compte tenu de la relation (140)
4c? = )2 et =1 -8

ou
(t2+1)B2+2Bt +t° -1=0
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La solution utile de cette équation est

- tf 4
B=-—-—2———-—— (141)
t + 1
De (140), il vient
1 .
C = " (142)
t™ + |

La relation (138) permet de définir la valeur de A :

} A=-1- (B+tl)cos 28_ - 2C sin 28 (143)

|

L'autre détermination de B possible ne convient pas car elle

conduit 3 des contraintes positives.

Continuité entre III et V.

Dans la zone V, les contraintes sont

o =0
X

o= A-B zone V (144)
y 2

T = C

Xy

Continuité entre IV et VII.

Les contraintes sont les mémes dans la zone I et dans la zone IV:

zone VII (145)
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. Continuité entre V et VI.
La zone VI a ses contraintes définies en reportant la discontinuité

sur o entre IV et V sur la discontinuité sur UX entre VI et VII.

Soit
A+ B
O, =" I -
2
gone VI (146)

o =T =0

y Xy
3.3.6. - Détermination de 1l'angle Bo

Le choix de 1'angle Bo est fait de facon a satisfaire la condition
de plasticité dans la zone III et dans la zone V.

Cette condition s'écrit pour la zone IIIT

La contrainte oy est maximale sur la frontiére B(xX) ou a(x).

Pour la frontiére B(x), nous avons d'aprés (120) et (126)

20(x) = {B'"(x) + a'"(X)}1(x) + {B(X) + a(x)}1T' (%)

et a(x) + B(x) =0
- _ a'(x) + B'(x) =0
1l vient
o(x) =0
oy = - BOOT'(x) = 8'7(x) (147)

La condition de plasticité a la forme :

gt x) + 48'2(x) = 1
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La contrainte T(c) peut prendre des valeurs telles que :

1(c) € 0,48586 (148}

Pour la zone V, la condition de plasticité est :

A - B)2 + 402 =1
2

(

Compte tenu des valeurs de A, B et C fournies par les relations

(141), (142) et (143), nous trouvons 1l'angle Bo optimum par calcul itératif

’ BO = 0,56079 (149)
3.3.7. - Définition complte des contraintes.
Les contraintes dans chaque zone sont les suivantes (avec Akz = 1)
’ Zone I o= -1 T =g_ =0
X Xy y
Zone II o, =1 T =g =0
X Xy y
d'aprés (111)
Zone III c. =0
X
Txy = 1(x)
g = - "(x
- y (%)

d'aprés (113) et (147)

Zone IV o, =" 1,24566
= 0,39118

Xy
o= - 0,62284

y

d'aprés (140), (141), (142), (143j et (149)
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Zone V g = (@)
X
= 0,39118
Xy
o =-0,62284
y

d'aprés (144)

Zone VI O 0,24568
T =0
Xy
g =20
y
d'aprés (146)
I Zone VII g = =1
X
! T =0 =0
y Xy y

d'aprés (145)

]

]
Q

]
o

Zone VIIL g T
X Xy y

Zone IX g =-1 1 =g =0

d'aprés (127)

Les zones I, II, IV, V, VII, VIII et IX sont plastifiées ;
les zones III et VI sont rigides.
Nous retrouvons ici une partie des résultats déja obtenus pour les

plaques appuyées (Chapitre I, paragraphe 4.4.).
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3.3.8. - Détermination des efforts et moments transmis par_le champ.

Evaluons la contrainte Txy dans la zone III avec

Ty = 100 = 8T

D'aprés (135), nous obtenons

e2 - 4d2 vh(a = ¢)

8(a - ¢) /Qez - Adz)x + 4ad2 - ce

8'(x)

2

aprés simplification :

e2 - 4d2

8" (x)

AVQ(eZ - 4d2)x + 4ad2 - cez}(a - c)

a 1'abscisse x = ¢, 1l vient :

2 2
B'(c) = 1(c) - & = 4d (150)
8d(a -~ ¢)

D'aprés la figure 57, nous avons la relation géométrique suivante

i=8_-_-_c _£&£_°< (151)

L'expression (150) compte tenu de (151) s'écrit en ordonnant selon
e

2 to (c) + 1 c2 2 a t(c) 1 c a
. - |t +— | = + =) =0
t e t e t e e
o . o o

c
La valeur de — est




- 122 -

22+ t)r(c) + 1 - V[(z 24t )le) + 1% - 4~:— 2t t(c) + 1]x(c)

e e

£ .

e 4 tor(c) + 2
t
o

L'effort vertical P par unité de largeur de plaque (figure 58)

est obtenu par :
P
— =2 1(a)
ke
- ad?
avec t(a) = B'(a) = —
L3-S
e e
p -4’
soit : —_— = T o (153)
ke "2(—->O
e e
d'
La valeur de — est donné par
e
H
. {CY (154)
e 2t(a")

Nous choississons la valeur de la contrainte t(a') de fagon que
la zone III soit plastifiée & 1'abscisse x = a'. Nous obtenons la méme
valeur qu'en (148) soit :

t(a') = 0,48586 (155)

1

(152)

a .
Nous obtenons la valeur de -— en nous servant de la relation (136).

e

2 2
26(x)8" (x) = &4
4(a~a’)




- 123 -

Soit 4 1'abscisse X = a en tenant compte de (130)

2 .2
e 1(a) = e - 4d'
4(a' - a)
I1 vient : drz
l - 4 —
a' a e2 ;
—_ = — (156)
e e b4e (a)

Le moment transmis par unité de largeur est (figure 58)

2M _ P al (157)

Le champ ne peut pas transmettre d'effort normal par raison de symétrie:

N
=90
ke
3.3.9. - Dimensions des zones et valeurs successives des efforts et

moments_transmis.

Les dimensions des zones sont fournies par les relations (151), (152),

(154) et (156).
, P M
Les valeurs successives des efforts — et des moments —5 sont

ke ke
calculées avec les relations (153) et (157).

Ces valeurs sont reportées au tableau 16 ; les figures 59 et 60 donnent

1'évolution de j@%_ en fonction de ji—, et celle de 2 en fonction de R .
ke ke e ke




P M N d c a 4 a'
ke ke2 ke d e e e e
0,00502 1,00152 0,00000 0,00321 0,31201 100,00000 0,00258 199,68799
0,00723 1,00216 0,00000 0,00462 0,31112 69,44444 0,00372 138,57777
0,01043 1,00305 0,00000 0,00667 0,30984 48,22531 0,00537 96,14078
0,01506 | 1,00427 | 0,00000 | 0,00963 | 0,30798 33,48980 | 0,00775 66,67162
0,02177 | 1,00587 | 0,00000 | 0,01391 | 0,30529 | 23,25680 | 0,01120 | 46,20832
0,03150 | 1,00787 | 0,00000 | 0,02013 | 0,30138 16,15056 | 0,01621 31,99973
0,04563 | 1,01009 | 0,00000 | 0,02916 | 0,29571 11,21567 | 0,02348 22,13562
0,06618 1,01187 0,00000 | 0,04229 | 0,28746 7,78866 | 0,03405 15,28985
0,09594 1,01140 | 0,00000 | 0,06131 0,27552 5,40879 | 0,04937 10,54206
0,13847 1,00446 | 0,00000 | 0,08850 | 0,25844 3,75125 0,07125 7,25376
0,19726 | 0,98275 | 0,00000 | 0,12607 | 0,23485 2,60841 | 0,10150 4,98196
0,27320 0,93390 | 0,00000 0,17460 | 0,20437 1,81139 | 0,14057 3,41842
0,36127 0,84788 0,00000 | 0,23088 0,16902 1,25791 0,18589 2,34681
0,45092 0,72781 0,00000 | 0,28818 0,13304 0,87355 0,23202 1,61406
0,53171 | 0,59161 | 0,00000 | 0,33981 | 0,10061 0,60663 | 0,27359 1,11266
0,59814 | 0,45973 | 0,00000 | 0,38226 | 0,07394 0,42127 | 0,30777 0,76860
0,64952 | 0,34540 | 0,00000 | 0,41510 | 0,05332 0,29255 | 0,33421 0,53778
0,68776 | 0,25333 0,00000 | 0,43954 0,03797 0,20316 | 0,35389 0,36835
0,71554 | 0,18271 | 0,00000 | 0,45730 | 0,02682 0,14108 | 0,36818 0,25535
0,73542 | 0,13025 | 0,00000 | 0,47000 | 0,01884 0,09797 | 0,37841 0,17711
0,74951 0,09211 0,00000 0,47900 0,01319 0,06804 0,38566 0,12289
0,75942 0,06477 0,00000 0,48534 0,00921 0,04725 0,39076 0,08529
0,76637 0,04537 0,00000 0,48978 0,00642 0,03281 0,39434 0,05921
0,77123 | 0,03170 | 0,00000 | 0,49289 | 0,00447 0,02279 | 0,39684 0,04110
0,77462 0,02211 0,00000 0,49505 0,00311 0,01582 0,39858 0,02854
0,77698 | 0,01540 | 0,00000 | 0,49656 | 0,00216 0,01099 | 0,39979 0,01982

- Tableau 16 -

— Champs statiquement et plastiquement admissibles

a zones symétriques -

-vcl-
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— Figure 60 —
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3.4. - Champ statiquement et plastiquement admissible & zones asymé-
triques.
3.4.1. - Description du champ.

Nous considérons un champ constitué de huit zones numérotées I, II, III,
Iv, VI, VII, VIII et IX. Comme pour le champ proposé pour les plaques rectan-

gulaires appuyées, l'axe x passe par le milieu de la frontidre entre III et V
mais ne coincide plus avec la trace du plan moyen (figure 6}).
Les contraintes sont constantes dans les zones I, II, IV, Vv, VI, VIII

et IX.

Les contraintes dans les zones I et II sont les suivantes (111)

Zone I GX = -] TX =g =0
vy 9 (158)
Zone II g = 1 T =0 =0

Les contraintes dans les autres zones sont encore obtenues 3 partir
des conditions aux limites, des équations d'équilibre local et de la condition

de plasticité de TRESCA en déformation plane.

3.4.2. - gontraintes dans_la zone centrale.

. Dans la zone III, nous avons les conditions suivantes

20(c)
X (159)
T(c)

X = C lof

T
Xy

o(c) et t(c) sont des constantes le long de la frontiére entre
les zones III et V puisque les contraintes sont choisies constantes en tout “-

point de la zone V.
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Nous choisissons pour O

o, = (1 = cos v)o(c) (160)
avec y =128 o,
a-c

Les conditions d'équilibre local donnent:

aT 2Ye;
oo X T 5(c)siny
9y 9x a-c
Soit aprés intégration:
; - T 1 +
Txy o(c) y sin vy T (%) (161)

a-c
avec ¢ £ X £ a

La contrainte 0y est obtenue par

0y xy
oy ox
Soit:
L
n 1
o= o cosy -y 1'(xX) +0 (162)
y (a_c)Z (c) 2 (x)

Par la suite, nous utilisons les expressions simplifiées suivantes

pour désigner les contraintes dans la zone III

Zone III o]
X
= - v
Oxy Ox y+ 1 (163)
2
o =o" L -1+ (164)
y S 2 y
avec ¢ £ X< a
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[ (%)

avec = T = m— g =0 .
T Ny T ’ (x)

Dans la zone VII, nous choisissons le méme champ de contraintes que

celui de la zone III.

I1 est défini en nous servant du systéme de référence (§,§) tel que

l1'axe x est situé 4 la distance h en dessous du plan moyen de la plaque,

et que 1l'axe y est situé 3 la distance c¢ de l'encastrement (figure 61).

Soit
Zone VII o=
X
fem = —g=! + T (165)
Xy >"2
o_ = ol ‘Z——T’§+o
y S 2
avec C £ X < a.
3.4.3. - Conditions_aux limites entre les zones I et III, II et III,

VIII et VII, IX et VII.

Soit B(x) 1la frontiére entre les zones I et III et g 1'angle

entre l'axe x et la tangente a la frontiére.

Les conditions de continuité s'expriment comme suit

ZOn = A + B cos(2B+m) + 2C sin(28+7m) = -1 = cos(2B+m) (166)
2t = -B sin(2B+m) + 2C cos(2B+m) = sin(2p+m) (167)
avec A=0_ +o0
X y
B=o¢_ -0
X y
C=r
Xy
o, T et o sont les contraintes dans la zomne III.
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Un traitement analogue 3 celui effectué dans le cas du champ i zones

symétriques nous conduit aux relations suivantes

2C
B+1
d'aprés (167)
cos 28 = (A+]%(B+l)2 (170)
(B+1)~ + 4C
d'aprés (166) et (169) et, en combinant (169) et (170)
(o + Do = Tz (171)
X y Xy
en tenant de (169), nous obtenons :
=
B'(x) = —2L- (172)
o+ 1
x
et
o
2 y
R' = e (173)
(x) o 4+ 1
X
Pour la frontiére y = a(x) entre les zones II et III, nous
obtenons les conditions de continuité :
20n = A + B cos(2a+m) + 2C sin(2a+w) =1 + cos(20+7) (174)
2Tn = -B sin(2a+m) + 2C cos(2a+m) = - sin(2a+T) (175)
De (175)
tg 20 = — (176)
B-1
(174) combinéde avec (176) donne :
2
c (o, =1) =1 (177)




- 132 -

Soit finalement avec (176) et (177)

T
‘0{' = ——__}EL (]78)
(=) g =1
X
2 o}
al S A (179)
(x) o, — 1
X

. Les conditions de continuité entre les zones VIII et VII, IX et

VII aboutissent & des relations identiques aux relations (171) & (179).

En effet les contraintes dans les zones VIII et IX sont choisies

comme suit (27)

’ Zone VIII o =1 T =g =0
X Xy y
I Zone IX g = -1 T =g =0
X Xy v
L
3.4.4, - Détermination des frontiéres de la zone III.

. Pour les abscisses comprises entre c¢ et a (figure 61),

les relations (163), (172) et (178) donnent :

(OX - l)a'(x) = - Oxa(x) + T
(180)
(O ¥ DB gy =7 %Py * T
Soit par différence
(Ox + 1)BR" + O;S = (cx—l)a' + Gia avec R' = 6'(x)
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ou

Lo 6-ar=-L G (181)
dx dx

En intégrant :

B +a=- (B - a)ox + K1
avec pour limites
X = a c =20
X
B+ o = ~2h
il vient
|
B+a =- (B - G)Ox - 2h (182)

Par addition des relations initiales (180) , nous obtenons

(OX - Da' + (GX - 1)R' = - (8+a)0; + 27

Soit aprés intégration:

e =L Bt a)e + 8- o) (183)
X
! dx

De (172), (173), (178) et (179), nous aboutissons 3 :

o =7 g' sur la frontidre 38
y Xy (x) (184)

o =7 ol sur la frontiére

y - Txy % (x)
Soit compte tenu de (164):

(mois + D' =0 B - 1p 4

(185)

]
Q

az
(=o'a + 1T)a " — - 1'a +o¢
X 2
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en intégrant :
21(8 - a) = c;(sz - ady X,

avec pour limites (figure 61)

(c)

¢ -a=2d
soit:
|
! 4T( )d
| 27 = 0'(8 + a) + —2 (186)
i X
r o-r |
La somme des relations (184) donne :
9% 2 2
(8" +a') - o;(BB' +oa') =—= (B" +a") = 1'(B+a)+ 2
2
soit:
4 {7(8 + a)} = 1 jl-{c'(Bz + az)} + 20
dx 2 dx X
et i |
d 1 2 2.5
D20 = = {18+ o) - —or (87 + o)} (187)
j dx 2 .

En comparant (183) et (186)

4T(C)d

8;(6 +a) + ox(B' +a') + 8" -a' = 0;(8 + q) + .
- QO

avec la relation (181)

g' + o' = - c%(B - a) - GX(B' -a")

1l vient :
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4T(c)d
Ox{_a;(B -a) - OX(B' - a')} +B' = a' =
B- a
soit :
4 i - )26 - 1)1=:81, d (188)
dx X (c)
aprés intégration
2 2
(8 = @) (o, = 1) =-8r ydx + K,
les limites sont :
X = a c =20
X
B + a = =2h
B-a=¢e
soit:
2
8T(C)d(a—x) -e
B —a = 5 (189)
. } g -1
x . .
De (182), nous avons :
B +a=- (B - a)cx - 2h
ou 26= (8- -0 - 2h
/1 - Ox
soit: B = { &= - 21 yda = ®)} - h (190)

1 +0 4
X

Les valeurs de B8(x) aux limites sont:

X = C B =4d
X = a g=<-nh
2

La premiére condition donne :
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2 I = ox e2
(d +h)° = —= (& - ZT(C)d(a - c)} (191)
1 + Oy 4

Effectuons les mémes calculs pour la frontiére a(x).

(182) donne
200 = ~(B - a) (1 + OX) - 2h

avec (189), il vient :

1 + GX 2
a=-\/—2 (& _2¢ d(a-=x)}-nh! (192)
4 (c)
i ] -0
i X

A
jos)

pour ¢ < X

Les valeurs de o(x) aux limites sont

I1 vient de la premiére condition:

|
! 2 1+ Oy e2
(d - h) = {_— -2 (C)d(a - C)} (193)
l ] -0 4
X
| |
La seconde condition conduit 8 o = O.
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Les limites de la zone III sont définies complé&tement pour les
abscisses x comprises entre ¢ et a par les relations (189) & (193) ;

les valeurs de ¢ et 1 sont données par les relations (186) et (187).

Pour la zone VII, les conditions de continuité sont identiques

3 ce qui vient d'étre obtenu en remplacant X ar X et ar
q plag¢ P y p y

(figure 61).

3.4.5. - Conditions_aux_limites entre les zones I et IV, IV et V.

Continuité entre I et IV,
Les résultats obtenus au paragraphe (3.3.5.) restent valables.

Ainsi les contraintes dans la zone IV sont

A+B
OX = -
2
s = 4B (194)
Y2
T =C
Xy

A, B, C sont fixées pér les relations (141), (142) et (143).

Continuité entre IV et V.
Les contraintes cy et Txy sont identiques dans la zone IV et
dans la zone V.
La contrainte Oy peut étre la méme que dans la zone IV ou prendre
une autre valeur fixée par la seconde détermination de B satisfaisant la

condition de plasticité de TRESCA

I1 vient
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B=0g -0
X y
Zone IV
Et
-B=0¢ -0
X y
Zone V
Soit:
o =20 =0 (195)
X y X
v v
Le tableau 17 donne les valeurs de t©_, ¢ s O et o pour des
Xy y X X
v v

angles Bo compris entre 0 et = .

4

Les conditions de plasticité de la zone III fixeront ultérieurement

le choix de B8 et de o
o X

\'




SO Txy Gy O O

v v
0,78540 0,00000 0,00000 - 1,0000 1,00000
0,68722 0,19134 0,23315 - 1,15703 0,69073
0,62177 0,30438 0,42476 - 1,21812 0,36859
0,52360 0,43301 0,75000 - 1,25000 0,25000
0,45815 0,48296 0,97935 - 1,23817 0,72053
0,39270 0,50000 | - 1,20711 - 1,20711 1,20711
0,32725 0,48296 | - 1,42276 - 1,1639% 1,68158
0,26180 0,43301 - 1,61603 - 1,11603 2,11603
0,19635 0,35355 - 1,77743 - 1,07033 2,48454
0,13090 0,25000 | - 1,89894 - 1,03291 2,76496
0,06545 0,12941 - 1,97441 - 1,00848 2,94033
0,00000 0,00000 | - 2,00000 - 1,00000 |- 3,00000

- Tableau 17 -

Contraintes dans les zones IV et V

en fonction de

o
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3.4.6. - Conditions_de plasticité dans_la_zone III.

Nous vérifions que la condition de plasticité de TRESCA n'est pas
violée dans la zone III.

La région critique correspond 3 la frontiére entre la zone III et la
zone V.

La condition de plasticité de TRESCA

s'exprime comme suit

sur £(x)

2 2

.2 .2
{ox - (ox + 1)B'T1T + 43 (Ox + 1) g 1,

sur o(x)
2.2 2 2

{ox - (OX‘— Da' 1" + 40" (o = 1) < 1.

D'ol les conditions :

o = (o, * 2) + vho + 5
B < (196)
o+ 1
X
|2 »'— (GX-Z) +V5 _Z‘O’x
a < (197)
o -1
X

d 1'intérieur de zone III, les contraintes n'atteignent pas le
seuil de plasticité car elles satisfont 3 la condition

2 2 2
(c. - " AR 'y = 0)" + 4(-0'y + 1)" < I,
X X, b's

La valeur de 1t1' est donnée par la relation (183)
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2" = oi(B+a) + o (8"+a") + 201 (B'+a’) + 8" - "

et celle de o par (187)

O,H

206 = 1(B' + a') + T'(B+a) - = (82 + az) - 0}'{(88' +o0').
2

Les valeurs de o', B', a", B" sont obtenuesj partir de (190) et

(162)
o! T d
o' = —2 5 (B +h) - (e)
(1 -ox) B +h
o! T d
(1 + OX) o + h
et
2
[;”(] - g )+ 2¢'72 c! T d
Q" = - X X X ] (8 + h) - X 8" + (c) g'
(-0’ (-0 G’
- 2
Io"(l + 0 ) - 2¢g' J c! T d
g = X X 2 (o + h) + —X ' 4 (. o
(1+ 0 (1 + 0 (o + )’

3.4.7. - Valeur optimale de 1'angle B,

Posons pour la suite

De (191) et (193), il vient :

d+h _ X -0,

d-h  X-2d I+o
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Choisissons d'abord la détermination:
X ]—Ux
—~— = -K . (198)
X-2d 1+0
X
Soit: to = tg 80
nous avons d'aprés la figure 61:
C e
t = P avec — z X (199)
° 2% 2
2
La relation (198) conduit & :
2 e2 e
X" = = K {— - ZT(C)d{a - to(—-— X)1}
4 2
ou
7 t 3
b X d X d 1
TF 2y TKET-R2r S G- -5 =0 (200)
e e e e e 2 4 ;
de (198)
d=£<i]—X
2K
il vient
2 t
% 1=t ey (1)) —ET(C)(E-i)(K‘H) + Lo
e e e 2 4

La condition de plasticité doit €étre satisfaite dans la région critique

c'est-3a-dire pour x = c.

Des relations (190) et (192), nous obtenons
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a' = - o) avec B =4d
B+ h
T d

g' = - L) avec o =-4d 201
o+ h

ou encore:
T d
o'? = { (<) }2
X
(202)

8'2 _ {T(C)dKXZ

Les valeurs de ¢ = 20 T =

- (c)’ Xy T(C) et de BO sont celles

du tableau 17.

La condition de plasticité (196) est satisfaite et la condition (197)

n'est pas violée 3 l'abscisse x = ¢ avec les valeurs suivantes

o, = 2O(C) = 0,25 = - 1/4
Ty = () " 0,43301 = V3/4 (203)
Bo = 0,52360 = /6
Pour toute autre valeur de S Txy et BO, compatibles avec les

zones voisines, la condition de plasticité est violée sur la frontidre Rg(X).

I1 en est de méme pour la seconde détermination de

Nous retenons donc les valeurs de (203) pour -définir complétement

les contraintes dans les zones III, IV, V et VI.
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3.4.8. - Définition compléte des contraintes du champ.

Les contraintes dans chacune des zones sont les suivantes

Zone 1 o = -1 . =g. =0 J

Zone I1 g = 1 =5 =0

d'aprés (158)

Zone III
m -
g. = - l-(] - cosY) avec Y = T(x-a)
x 8
a-c
T .
Txy - Y siny+ T(%)
8 (a~c)
2
g = - S A cos y = 1' + 0
Y Je(acey? x) " ()

pour c g X ¢ a

d'apres (160), (161), (162), T(x) et G(x) sont définis selon (186) et (187)

Zone IV O =~ 2
4
_7/3
xy 4
3
o = - =
v 4
d'aprés (203)
i
Zone V Oy = - -
4
V3
Txy = 2:‘ d'aprés le tableau 17.
o, = - 2
v 4
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Zohe \'as . =0 =71 =0

Zone VII
o= = - l-(1 - cos y) avec vy = T(x-a)
X
8 a-c
gl - . =
T = y sin y + t(Xx)
Xy 8(a-c)
2
o= = = —— y  cos y - t',= + 0,=
y 16(a-c) (%) (%)
pour c £ X € a
Zone VIII
o_ =1 T =0 =0
X Xy v
Zone IX
og_=-1 T =g =0
X Xy y

d'aprés (180).

Les zones I, II, IV, V, VIII et IX sont entiérement plastiques ;

la zone VI est libre de contraintes et les zones IIT et VII sont rigides.

Avec les valeurs obtenues en (203), il vient




Reportons cette valeur dans la relation (200)

>

+2{2§+ia 1 !
3

4 e e 2/3 4

n4>1o
N
~ 5
|~

2
e 3/3 e

(13

De (198), nous trouvons

X _2
X-2d 3
X =24d

4

est :

: _12 a1 /144 a _ 1.2
4 BC w3 /3 Gy 10

25

D'autre part < s'exprime par (199)

e
c 1 5d
- = tg BO(—-——)
e 2 4 e
1]
Et &
e
a' _2a_c¢
e e e

. L'effort horizontal transmis 3 1'abscisse x = c est :

N = 2k +(3+h—§-)—51-—(3—h—-d—)
2 2 2 2 2
N d . 4h

ke e e
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(204)

(205)

(206)

(207)

(208)




Soit — =0
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. L'effort vertical transmis & 1'abscisse X = ¢ est

P=2kr
(c)
Soit:
. 54
ke e

2d

(209)

. Le moment transmis s'écrit (figure 62)

(210)

Les valeurs successives des dimensions du champ et des efforts et

moments transmis sont reportées au tableau 17.

Les figures 63 et 64 donnent 1'évolution de 2 en fonction de

|

£ et celle de en fonction de

ke e

ke2

ke
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R M 2 d (4 al
ke ke2 e e e e
0,00501 1,00141 100,00000 0,00289 0,28659 199,71341
0,00723 1,00200 69,44444 0,00417 0,28566 138,60323
0,01043 1,00283 48,22531 0,00602 0,28433 96,16629
0,01505 1,00397 33,48980 0,00869 0,28240 66,69719
0,02175 1,00549 23,25680 0,01256 0,27961 46,23399
0,03146 1,00743 16,15056 0,01846 0,27557 32,02555
0,04556 1,00969 11,21567 0,02630 0,26969 22,16164
0,06606 1,01180 7,78866 0,03814 0,26115 15,31616
| 0,09579 1,01236 | 5,40879 0,05530 0,24876 10,56881
| 0,13844 1,00802 | 3,75610 0,07993 0,23099 7,28122
! 0,19795 0,99184 i 2,60841 0,11428 0,20620 5,01061
©0,27618 0,95260 | 1,81139 0,15945 0,17360 3,44919
0,36930 0,87931 1,25791 0,21321 0,13480 2,38102
| 0,46680 0,77158 0,87355 0,26951 0,09418 1,65292
0,55681 0, 64401 0,60663 0,32148 0,05667 1,15659
0,63209 0,51657 0,42127 0,36494 0,02530 0,81724
0,69096 0,40375 0,29255 0,39893 0,00077 0,58433
i 0,73508 0,29868 0,20316 0,42440 0,00000 0,40632
0,76728 0,21650 0,14108 0,44299 0,00000 0,28217
0,79038 0,15487 0,09797 0,45632 0,00000 0,19595
| 0,80677 0,10978 0,06804 0,46579 0,00000 | 0,13608
0,81833 0,07733 0,04725 0,47246 0,00000 | 0,09450
0,82644 0,05423 0,03281 0,47714 0,00000 0,06562
0,83210 0,03792 0,02279 0,48042 0,00000 0,04557
0,83606 0,02646 0,01582 0,48270 0,00000 0,03165
- Tableau 17 -

Biis . - R S
LILLE - Champ statiquement admissible 3 zones asymétriques -
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3.5. - Conclusion.
P .
Comparons les courbes j@%_= f(ELD et 2 - f(——) des figures 55,
ke ke e ke

56, 59, 60, 63, 64,

L'ensemble de ces résultats est reporté aux figures 65 et 66.
Les champs par zones sont plus proches des champs exacts que le champ continu
dans les chargements 3 faible effort tranchant.

2. f(jio obtenus

e ke

La figure 67 reprend l'ensemble des fonctions

pour chacune des solutions cinématiquement et plastiquement admissibles d'une

part, des solutions statiquement et plastiquement admissibles d'autre part.

L'ensemble de ces solutions encadre bien la solution exacte.
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FLAQJUE ENCRASTREE
CHRMPS  STATIGUEMENT FDMISSIBLES ASYMETRIGUES

FORT VERTICRAL

(RIS

0,5

— Figure 63 —

ke
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FLANUE ENCRSTREE
CHPS STRTIGUEMENT FOMISSIBLES RSYNETRIGLES

EFFORT VERTICRHL

afe

L
Rt

0,5

— Figure 64 —




0,5 ¢

MOMENT

\

PPN
HURE T
LILLE

‘\.'f"

- 152 -

i

FLAQUE ENCHSTREE

(HRWPS  STATIGUEMENT FDMISGIBLES SYMETRIGUES (1)
CHRMPS  STATIGUENENT ADMISSIBLES ASYMETRIGLES (2)
(HWPS STRATIRUENENT FDMISSIBLES QINTIMUS  (3)

(3)

(@
ay ——

§3

FFORT WERTICAL

0,5 1 P

— Figure 65 —
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D ISTANCE FLRAQUE ENCAHSTREE

‘ | CHMPS STATIGUENENT FDMISSIBLES SYMETRIGUES (1)
CHWFS STATIGUENENT ROMISSIBLES RSYMETRIGUES (2)
CHWPS STATIGUEMENT RMISSIBLES ANTIMIS  (3)

(3 I
o
EFFORT VERT I CAL

(1

0,5 | >

~ Figure 66 —
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FLAHNUE ENCRSTREE
RESERLX CINEMAT |BUEMENT ADM!S5IBLES ASYMETRIRLES (1)
RESERLIX CINEMAT IGUEMENT ADNISSIBLES SYMETRIRUES (2)
(HAWPS  STATIGUEMENT FDMISSIBLES SYMETRIRUES (3)
CHRWPS  STATIGUEMENT FDMISSIBLES RSYMETRIGUES (4)
CHMFS STATIGUEMENT ADMISSIBLES CONTINUS (5)

0,5

— Figure 67 — '

] P
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4 - ETUDE EXPERIMENTALE.

4.1. - Introduction.

Des essais ont été réalisés sur les plaques rectangulaires dans les

conditions de chargement définies & la figure 16,

4.2, ~ Préparation des plaques d'essais.

Les plaques sont réalisés en acier doux E 24 3 partir de tGles laminées

a chaud, provenance USINOR . (norme frangaise NF A 35-050).

Les plaques ont une largeur de 100 mm et une longueur de 200 mm,

et 1'épaisseur varie entre 4 et 16 mm.

Pour chaque série de tdles, deux éprouvettes de traction ont éte

prélevées dans le sens longitudinal et deux dans le sens transversal (figure 68).

Les plaques et les éprouvettes sont usinées avec des outils en carbure

de tungsténe de fagon & réduire la profondeur de la zone &crouie.

Aprés usinage, les piéces sont recuites en atmosphére neutre pendant

trente minutes 3 875°C avec refroidissement en four pendant trois heures.

4.3. - Essais.

Essais de traction.
Pour chaque lot d‘'acier, quatre essais de traction ont été effectués
pour déterminer la limite d'élasticité& conventiomnnelle 3 0,2 % (figure 69)

3 la température ambiante de 20°C.

La valeur moyenne de cette limite RO 5 pour les quatre essais est
9’

reportée pour chaque série au tableau 18.

Essais des plaques.
Les plaques sont disposées dans un montage spécial (figure 70) avec

brides lisses (B) serrées 3 2m daN par deux écrous et tiges filetées ISO ¢ 14.




™
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]
|

base de mesure
50 mm ‘ﬁ

~ Figure 68 —

- Eprouvette de traction -~

R

‘T. — i ———

200

- Figure 70 —

Montage d'essais des plaques encastrées -
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Les efforts verticaux sont appliqués progressivement sur la plaque

par deux piéces verticales (A) coulissar* sur un plateau (figure 71).

La distance .a qui sépare le point d'application de la charge est

a2

- 15
ke

choisi de fagon & couvrir la plus grande partie de la courbe

o

(figure 67).

— Figure 69 —

- Essai de traction. -
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- Figure 71 -

— Montage d'essai des plaques encastrées.—
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Pour chaque plaque essayée, on reléve la courbe effort-fléche a
demi-portée, & la température ambiante de 20°C. L'essai est prolongé jusqu'a
ce que la flé&che atteigne environ trois la flé&che &lastique observée. La
durée de 1'essai complet est d'environ cing minutes. La figure 72 donne les
valeurs successives de 1'effort et de la flé&che pour l'une des plaques essayées.

Aprés essai, la largeur de la plaque déformée est mesurée pour vérifier

que 1 'état de déformation est plan. Pour les plaques essayées dans notre programme,
de rapports largeur—épaisseur compris entre 6 et 25, la variation de largeur est tou-
jours inférieure 4 0,1 mm. Cette variation n'est qu'indicative : des informations
plus précises seraient obtemues avec des plaques usinées avec des tolérances strictes,
contrdlées en métrologie, notamment pour déterminer, aprés déformation, la géométrie

du bord libre et des zones voisines.

4.4, - Détermination de la charge limite.

Dans le cas d'une poutre, simplement appuyée, la charge limite PE’

est définie fréquemment par le tracé de la figure 73 {7].

Dans le cas de plaques, le seuil d'écoulement est moins marqué si
bien que la charge peut dépasser notablement la limite élastique conventionnelle

sans produire la ruine de la piéce.

Nous proposons de prendre comme charge limite PK la charge qui
donne une fléche double & celle produite par la charge Pﬂ' définie comme

pour les poutres isostatiques (figure 74).

L'ensemble des résultats obtenus par ces essals est reporté au

tableau 18 et 3 la figure 75.

La corrélation avec les résultats théoriques (figure 67) est bonne

pour la quasi-totalité des plaques essayées.

Ces résultats expérimentaux viennent compléter ceux obtenus avec des
plaques appuyées sur deux bords ol la corrélation observée avec les résultats

théoriques est également bonne (I.5).
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FLANUE ENCHASTREE
RESLTATS D ESSAl

PLAQUE 7A/S ARA/7E 32/8

FLECHE AU <ENTRE

o i 1 I

2 3
—Figure 72 —

4 mm
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- Figure 73 -

- Détermination de la charge limite d'une poutre isostatique -

Effort vertical

A

Charge
limite

1 -

Fléche

Effort vertical

)

Charge
limite

™ Flache

- Figure 74 -

- Détermination de la charge limite d'une plaque encastrée -
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! N° Pr W a e Ro,2 a e |

i essai daN ‘ mm mm mm daN/mm e ke

! 60/04 1200 100 | 36 4 24,57 9,00 0,1221

| 60/04 1210 ' " 33 4 24,57 8,25 0,123}

l
70/05 2840 100 | 24,751 5 25,96 4,95 0,2188 |
70/05 2260 " 32,5 5 25,96 6,50 0,1741 |
70/06 5800 " 17 6 25,96 2,833 | 0,3724 i
70/06 4220 " 22,5 6 25,96 3,75 0,2709 |
70/07 6080 " 22 7 25,96 3,142 | 0,3346
70/07 6230 " 23 7 25,96 3,286 | 0,3428 |

1 I —1

- 80/08 | 8230 100 17 8 20,13 2,125 0,5110 |
80/08 | 9200 " 15 8 20,13 1,875 | 0,5713
80/09 11200 " 15 9 20,13 1,667 0,6182 [
80/09 12500 " 14 9 20,13 1,556 : 0,6900 §
80/10 14400 " 13 10 20,13 1,300 | 0,7154

|

90/12 22500 100 14 12 28,67 1,167 0,6540 |

' 90/12 19200 " 13 12 28,67 1,083  0,5581

90/14 | 28200 " 14 14 28,67 1,000  0,7026 |
90/14 31050 " 13 14 28,67 0,929 0,7736 '

" 100/16 { 36900 100 15 16 25,66 0,938 0,8988 !

‘ 100/16 f 37000 ' " 12 16 25,66 0,750  0,9012 ;

- Tableau 18 -

/

UL"‘?.'(

S et

-- Essais de plaques encastrées sur deux bords

en acier doux E 24 recuit & la température

de 20°C et 3 la vitesse moyenne de lmm/mn —
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a
r o .
D I STRANCE FPLAQUE ENCHSTREE
RESULTATS  EXPER IMENTRUX
20 |
10 {
a Borne supérieure
o \u \
s
a
- N
P
o | T2 e, BUS Y
Borne lnfer.ilca_tz_r?4 a oo E\F'FD?T VERT ! CF‘L\\&%LL
0,5 1 P
ke
- Figure 75 —

- Résultats expérimentaux () comparés
avec la meilleure borne supérieure et la meilleure borne inférieure -
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5 - CONCLUSION.

Les résultats obtenus par la mise en ceuvre de champs cinématiquement
et plastiquement admissibles d'une part, de champs statiquement et plastiquement
admissibles, d'autre part, dans la prévision de la charge limite de plaques

rectangulaires encastrées sur deux bords sont trés proches les uns des autres.

Ils viennent compléter 1'étude menée par A.P. GREEN [}5] par la mise
en oeuvre de nouvelles solutions;les résultats expérimentaux confirment la

validité de ces modéles.

I1 est possible d'étendre ces résultats & d'autres cas de chargement
en notant que la conception de nouveaux champs cinématiquement et plastiquement
admissibles peut @tre facilitée par quelques expériénces sur des piéces en acier
doux. Ch. MASSONNET et M. SAVE [7] ont utilisé avec succés cette approche dans

des problémes d'analyse limite ainsi que R. LANCE et E. ONAT [li].

Comme 1'ont si bien noté W. JOHNSON et J.B. MELLOR [A] a l'occasion
de plusieurs problémes de plasticité, des champs cinématiquement et plastiquement
admissibles de conception simple apportent déjd des renseignements assez proches

de la réalité.

Notre &étude apporte une confirmation de ce fait dans un probléme

d'analyse limite.
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CONTRIBUTION A L'OPTIMALISATION

D'UN OUTILLAGE DE POINCONNAGE




SOMMATIRE

La prévision des efforts de poingonnage de tdles minces est
faite 3 partir d'un champ de vitesses de déformation relié au critére de

plasticité de TRESCA par la loi du potentiel plastique.

Les effets de 1'affiitage des poingons sur 1l'effort de poingon-

nage sont mis en évidence.

Les résultats théoriques sont comparés aux valeurs expérimen-

tales des efforts de poingonnage obtenus sur des t3les en acier galvanisé.
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1 — INTRODUCTION.

Le découpage de trous ovales dans les tdles et profilés métalliques

est usuellement réalisé avec des poingons affiités (Figure 1) [[].

L'effort & appliquer sur un poingon affiité pour obtenir le. dé&coupage
est plus faible que 1'effort 3 appliquer sur le poingon & fond plat de mémes

dimensions.

Les débouchures obtenues avec le poingon afflité ont, au retour
€lastique prés du matériau, la forme du fond du poingon. Leur densité (et
donc leur valeur de récupération) diminuent lorsque la hauteur d'affiitage

H augmente,.

Nous présentons dans ce qui suit un modéle théorique de prévision
de 1'effort de poingonnage pour des poingons 3 fond plat, des poingons affiités

et des poingons partiellement afflités (Figure 1).

Les résulktats théoriques de prévision de l'effort au cours du

poingonnage sont ensuite comparés 3 un ensemble de résultats expérimentaux




] - —— -
T T 1 -
(1 (2) l
\i H
L = LY
-—— L
- Figure 1 -
- Définition des poingons -
1 : Poingon & fond plat
2 : Poingon afflité sans plat
3 : Poingon affGté a fond plat

(3)




2 - MODELE THEORIQUE DE PREVISION DE L'EFFORT DE POINCONNAGE.

2.1. - Définition du modéle de prévision de 1'effort de poingonnage.

Nous avons choisi de définir un modé&le basé sur un champ de vitesses
cinématiquement admissible.

Une solution consiste 3 supposer que la matiére sous poingon se
déplace 3 la méme vitesse que le poingon. Les discontinuités de vitesse sont
alors localisées sur les flanes du trou (Figure 2) entre les zones rigideé
(0) (tdle & poingonner) et (1) (débouchure en cours defformation). La puis-
sance dissipée & dans 1'opération de poingonnage est :

o

. 0
W =—.C. AV D)
2
avec o, ¢ contrainte normale d'écoulement du produit en état linéaire
de contraintes,
C : surface de la frontiére entre les blocs O et 1,

AV

A vitesse du poingon.

L'effort de poingonnage F vaut

) g
F = ¥ _° ¢ ‘ (2)
-V 2
o
%
— correspond i la contrainte tangentielle d'écoulement k
2

au sens du critére de TRESCA [2} .

Ces hypoth@ses ne tiennent pas compte de la fragilité du matériau.
Or, de la méme fagon que pour le cisaillage, le poingonnage se termine par la

rupture au niveau de la frontiére entre (0) et (1). Nous supposons, ce qui




est admis en général, que la rupture se propage lorsque la débouchure s'est

‘localement déplacée d'une fraction £ de 1'épaisseur de la tdle.

£
T a ‘
Vo
A A AT AT | oo o
[
o ‘

€9))] P et
a)
- Figure 2 -

- Poingonnage de tdles -

- Définition du champ de vitesse -




2.2. - Détermination de la contrainte d'écoulement du matériau.

Pour assurer une meilleure prévision de l'effort de poingonnage,
nous retenons ici une loi de comportement unidimensionnelle en écrouissage

isotrope Bﬂ~de la forme

avec ¢ contrainte normale
o} facteur de contrainte
¢ allongement rationnel

n coefficient d'écrouissage.

Avec cette loi, la limite d'écoulement du matériau o, en état

linédaire de contraintes pour une déformation généralisée e a pour valeur

o =0 ¢ (3

La figure 3 représente la forme de la zone plastique entre la tdle (O)
et la débouchure (1). Cette zone s'étend sur une largeur égale, au jeu j

. . s, s . e Coe e
entre poingon et matrice prés, 3 une fraction = {e 1'gpaisseur de la piédce.

Cette largeur vaut :

- * . . ~
Aprés un enfoncement p du poingon en un point de la tdle, la

largeur de la zone plastique devient

/p*z + &+ J')2
S




La déformation généralisée instantanée ¢ subie par le matériau

dans la zone plastique est :

1
S R e
e = Ln (4)

e .
- 4
s J

En associant les relations (3) et (4), on obtient la limite d'écou~

* . ~
lement actuelle pour un enfoncement local p du poingon dans la tdle.

|

Ve

|
| B ,
- =

() )

|
i
i . ;
[ e/s | j

* .
p : enfoncement local du poingon

e : épaisseur de la tdle
J ¢ jeu technologique entre poincon et matrice
~ Figure 3 -

- Modéle de déformation homogéne entre la tdle (0) et la débouchure (1) -




2.3. ~ Evaluation de la surface instantanée C de la frontiére entre

tole et débouchure pour le poingon aff@ité a fond hlat.

Trois &tapes sont 3 distinguer suivant la pémétration du poingon.
Au début, la frontiére entre tdle (0) et débouchure (1) ne comprend que des
faces planes ; ensuite apparaissent, en plus des faces planes, des faces

cylindriques partielles de rayon d ; enfin le poingon est partout en con-
2

tact avec la tdle et la frontiére est composée de faces planes (longueur 2-d,

épaisseur e) et de faces cylindriques (longueur ™ d, épaisseur e).

. Fronti?re & faces planes (Figure 4).

Cette frontiére est celle obtenue en début de poingonnage pour des

pénétrations p telles que

£-d-1 (5)

Soit X 1la longueur de la zone de contact entre le poingon et la

tole.

La surface de la frontiére C entre le poingon et la tGle a pour

valeur :

C=2(x-pL-E @+ X +ed
2

aprés simplification

C = 2e(X +d) - p(L + X) (6)

avec L longueur du fond plat du poingom.




)

- Figure 4 -

- Frontiére entre tdle et débouchure 3 surfaces planes -




Nous avons la relation géométrique suivante :

2H
tg a =
2 -L
avec a angle d'affltage
H hauteur d'affiitage.
La longueur X a pour valeur :
X=L+—2—E—
tg o
ou
x=L+2@-1) (7)
H
En cas de rupture partielle entre tGle et d&bouchure, lorsque la
pénétration p atteint le seuil critique E—, la surface C est réduite
f
(Figure 5).
La nouvelle valeur de la surface est :
¥ = (he -2y —5— +2ed
2f f tg a
soit
* e
C = 2e E77~——__ (2£-1) + d] - (8)
f° tg a




‘

S
- % 77777

C“

- Figure 5 -

- Frontidre entre tdle et débouchure en cas de rupture partielle -




_]]_

. Frontidrne & surfaces planes et a sunfaces cylindrniques partielles.

Lorsque la condition suivante est satisfaite

gtod-L o w (9)

£ -1L

la frontiére entre (0) et (1) comportent des surfaces planes et des surfaces

cylindriques (Figure 6).

Soit ¥ 1'angle au centre de 1'arc de contact entre le poingon
et la tdle.

Sa valeur est :

§ = arc sin3—%* 4, (10)

X est toujours donné par la relation (7).

- Calcul des surnfaces cylindniques.

Soit ds 1'élément d'arc et h la hauteur de la frontiére pour un
angle Y compris entre O et V.

Les surfaces cylindriques ont pour valeur :

C 1= 4 ( hds = 4 ( [} + = (sin ¥ - sin {)tg aJ = dv¥ .
o4 ‘o ‘o 2 2
Soit
{ - ) P ) -
C _,=d[(2e - d sin J tg o) + d tg a(l = cos )| 3 (11)
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/é?i) - Figure 6 -
\tghl - Frontiére entre tdle et débouchure

i surfaces planes et 3 surfaces cylindriques partielles -
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- Caleul des surfaces planes.

D'aprés la figure 6, il vient :

¢ plan = (e-p)L + (L-4d-1L)
2

’ | (2X - (&+L-d)) (£-d-L)+2L(X-L
° - ZeEZ - d(1 - cos Hl - > (2X - (£+L-d)) (£-d-L)+2L(X-L)
plan .
2(X-L)
Aprés simplifications :
A e
c =2e[£ - d(1 - cos )] - p ¢ 12)
plan X - L

D'oili, d'aprés (11) et (12), nous pouvons calculer la surface

totale C

¢= Cplan * Ccy1 J

P . . , e
- Lorsque la pénétration p atteint le seuil de rupture —  dans
: ' : f

la zone plane, la surface de la frontidre pour la zone cylindrique reste

inchangée :

C = C ) S ) (13)

La nouvelle surface de la frontiére pour la zone plane devient

(Figure 7)
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X-{+d
p

)z-d—X+—e-,(X-L):|

plan pF -

(14)

+ 2ed cos ﬂ

P . . . e .
- Lorsque la pénétration atteint le seuil = dans la zone cylin-

drique (Figure 8), les surfaces des frontiéres ont pour valeur :

]

¢
C** 4 I hds

1
cy v
o d[(Ze -dsin{ tga)y - d tg o cos ij
cyl Y
soit
C:;l = d[12e - d sin § tg o) (J=y) + dtg a (cos Yy - cos wﬂ _ (15)
et :
e
= 16
cplan 2ed cos Y (16)

. Frontienes a surfaces planes et a swrfaces cylindriques complites.

Lorsque la pénétration p atteint la hauteur d'afffitage H, 1la

surface du poingon est en contact complet avec la tdle (Figure 9).

Les surfaces planes et cylindriques peuvent &tre calculées avec les
relations (11), (12), (13), (14), (15) et (16) en remplagant 1'épaisseur e

de la tdle par 1'épaisseur virtuelle e telle que :

e' =e =~ (p - H

avec § = I
2
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- Figufe. 7 -

- Frontiére entre t3le et débouchure

en cas de rupture partielle dans la zone plane -
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- Figure 8 -

(?SR\ - Frontidre entre tdle et d&bouchure
LILLE :
Ny en cas de rupture partielle dans la zone cylindrique -
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~ Figure 9 -
- Frontiére entre t3le et débouchure

3 surfaces planes et 3 surfaces cylindriques complétes -
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2.4, - Evaluation dé l'effort de poinconnage.

L'effort de poingonnage est obtenu en fonction de la pémétration p
et de 1'enfoncement local p* en utilisant la relaéion (2) compte tenu
de (3), (4) pour la limite d'écoulement et de (6), (8), (11), (12), (13), (14),
(15) et (16) pour les surfaces de la frontiére de la zone plastique en todle

et débouchure.

* .o P .
. L'enfoncement local p est relié & la pénétration p comme

suit

fqndxpLQLJ_ﬁous avons

s

- Pour les poingons

17)

et p =0 si p 2'3
f

- Pour les poingons affilités & fond plat en contact partiel avec la
t6le (Figures 4 et 5), la limite d'écoulement o, pour les zones sous fonds

.afflités est prise égale 3 la moyenne quadratique entre le seuil de déformation

minimale Eo et le seuil de déformation maximale Z] (Figure 10).

La déformation minimale €, vaut dans ce cas :

est calculée avec la relation (4)

m}

La déformation maximale

en prenant :

(18)




o
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AN

- Figure 10 -
~ Loi de comportement du matériau :

représentation des limites de déformation -
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La limite d'écoulement est donnée par la relation :

oo(s1 - so) =lg © de
(o}
soit gn+] En+l
- - *
oo(sl -g) = 0 ! 2
° n + 1
et En‘l'] - -E'n+1
o = o —n 3 (19)
(n+l)(€]-eo) :

- Pour les poingons affiités 3 fond plat en contact complet avec la
tole (Figure 9), la déformation minimale Eo est calculée a partir de la

relation (4) avec :

p =p-H (20)

La déformation maximale e, est toujours calculée selon les
relations (18) et la limite d'&coulement 9, considérée pour la zone

plastique en contact avec la partie affiitée du poingon est encore donnée

par la formule (19).

Les figures (14), (15), (16) et (17) donnent 1'évolution de l'effort
de poinconnage F en fonction du déplacement d du porte poingon pour di-

verses formes de poingon.

Ce déplacement d est &gal 4 1l'enfoncement p augmenté des

- Fh
déformations &lastiques du poingon et de l'outillage t —2 (hp hauteur
ES
P
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du poingon, Sp surface de la section droite du poingon, E module de

YOUNG, t coefficient de déformation €lastique).

Les valeurs numériques utilisées dans les calculs sont définies

dans le chapitre suivant.

3 - RESULTATS EXPERIMENTAUX.

3.1. - Dispositif d'essais.

. La tOle est maintenue sur la matrice par un serre-flan (Figure 11).
Le poingon est fixé par une clame dans une rainure de la plaque supérieure.
Cette plaque est guidée par 4 colonnes. L'ensemble de ce dispositif est monté

sur notre machine universelle du laboratoire JOHNSON (Figure 12).

L'effort est mesuré par un capteur i jauges résistantes monté
sur le nez du vérin de notre machine. La lecture se fait sur un pont de

mesure SEDEME (Figure 13). Une imprimante permet la saisie de ces valeurs.

. Le déplacement est mesuré par un capteur inductif monté entre
les plaques inférieure et supérieure du dispositif d'essai. La lecture se

fait sur un pont de mesure H., B. M..

Les conditions d'essai étaient les suivantes :

- température : 20°C &+ 2°C
- humidité : 60 2+ 20 7%
- machine d'essai M. S. M, capacité 100 Tonnes
- capteur d'efforts MSM ~————— 100 Tonnes
- capteur de déplacement HBM WITK
course nominale 2mm
- précision des mesures : effort * 10 daN
déplacement * 0,01 mn

- vitesse de déplacement du poingon : 0,5 m /mn




A

- Outillage
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~ Figure 11 -

de poinconnage démonté -
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- Figure 12 -

- Qutillage de poingonnage sur la presse -

- Figure 13 -

- Centrale de mesure de l'effort

sur poingon et du déplacement du porte poingon -
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3.2, - Caractérisation du matériau.

L'essai habituel de traction ne permet pas de caractériser les

opriétés mécaniques nsverses de tdles épaiss ible,
propriétés mé tra r de tdles d'épaisseur faibl

susceptibles d'étre découpées 3 froid.

Nous complétons 1l'essai de traction par un essai de découpage

avec un poingon 3 fond plat.

. Essal de trhaction.

L'essai de traction est effectué sur une Eprouvette découpée dans

la t8le. L'essai est poursuivi jusqu'a la ruine (Tableau 1).

Une identification avec la loi d'écrouissage isotrope o =0 ¢

conduit aux valeurs suivantes [3] :

-6L8d@Wm3

Q
|

n =0,21 .

. Essal de découpage avec un poingon a fond plat.

La figure 14 donne les valeurs expérimentales de 1'effort sur
poingon pour découper une tdle d'acier doux galvanisé d'@paisseur e = 1,4 mm

avec poingon d fond plat de longueur £ =25 mm et d'épaisseur d = 7 mm.

. Le coefficient s d'étendue de la zone plastique (Figure 3)
est obtenue par mesure de la zone déformée. Nous retenons ici la valeur

suivante :

[®

+ 3 =0,6 mm

avec un jeu j entre poingon et matrice

j =0,14 mm




soit
s =3
. Le coefficient de fragilité f est obtenu par mesure de 1l'enfon-
cement 3 la rupture £ . Soit dans le cas de notre produit
£ - 0,7 mm
f
soit
f=2

. Le coefficient d'écrouissage est pris &gal i celui de l'essai
de traction.

Soit

n =0,21
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N° Effort de | Contrainte Longueur de la Allongement
mesure traction normale base de mesure rationnel
daN daN/mm? mm '
0 0 0 50 0
] 1025 37,392 53,188 0,0618
2 1067 39,390 53,825 0,0737
3 1090 40,716 54,463 0,0854
4 1108 41,873 55,100 _0,097]
5 1118 42,740 55,738 0,1086
6 1128 43,615 56,375 0, 1200
7 1133 44,304 57,013 0,1312
8 1140 45,076 57,650 0, 1424
9 1145 45,774 58,288 0,1534
10 1150 46,477 58,925 0,1642
11 1151 47,021 59,563 0,1750
12 1152 47,565 60,200 0,1856
13 1153 48,111 60,838 0,1962
14 1154 48,657 61,475 0,2066
- Tableau 1 -

- Essai de traction de tdOle d'épaisseur e = 1,4 mm -
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. * . PR
. La valeur du facteur de contraintes 0 est obtenue par identifi-

cation entre les résultats théoriques et les résultats expérimentaux.

Le déplacement mesuré est égal 3 la pénétration réelle p du

Fh 4
poingon dans la tdle augmenté&e du raccourcissement t —2F qu poingon
E S :
P
et de l'outillage sous 1'effet de 1l'effort F.
h =70 mm
P
2
S = 164,48 mm
p
2
E = 21 000 daN/mm
* ..
Les valeurs du facteur de contraintes o et du coefficient

de déformation élastique -t sont obtenues (Figure 14) en faisant coincider

le maximum de la courbe théorique avec le maximum de la courbe expérimentale

soit

o = 136 daN/mm?

et t = 4,8

3.3. - Description des poingons utilisés.

Nous donnons les valeurs expérimentales de 1'effort sur poingon
en fonction du déplacement du plateau supériéur sur lequel est fixé le poingon

(Figures 12 et 13).

Les poingons sont afftités 3 fond plat (Figure 1) et ont les

scaractéristiques suivantes :

. longueur £ = 25 mm

. épaisseur-d = 7 mm .,
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Les résultats présentés concernent trois types de fond de

poingon :

Hauteur d'affitage Longueur ﬁu plat
ler type H=1,7 mm L =0mm
2&me type H=1,7 mm 1 L =25 fm
3&me type H=1,7 m Rk L = 10 m

Les figures 15, 16 et 17 donnent 1'&volution de 1{qffort F

sur poingon en fonction du déplacement d du porte-poingon.
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4 - COMPARAISON ENTRE RESULTATS THEORIQUES ET RESULTATS EXPERIMENTAUX.

Ainsi que le montrent les figures (14), (15), (16) et (17), les
prévisions théoriques de l'effort de poingonnage sont assez voisines des

efforts réels.

Dans ces figures, on peut distinguer les trois zones suivantes

Une zone de mise en charge dans laquelle l'effort de poingonnage

augmente avec le déplacement du porte-poingon.

Une zone de stabilisation dans laquelle la progression de ruptures
partielles dans les régions les plus déformées annule 1l'effet d'accroissement

du déplacement ; l'effort sur poingon reste sensiblement constant.

Une zone de consolidation dans laquelle l'effort croit de nouveau

avec le déplacement jusqu'au contact complet du poingon et de la tdle.

. Enfin une zone de rupture qui indique la séparation finale de

la débouchure et de la tdle.

Le modéle théorique coincide trés bien avec les résultats expéri-
mentaux de la premiére zone ; il sous-estime les résultats de la seconde

zone, surestime la consolidation et sous—estime enfin la rupture.

Compte tenu du bon accord global avec 1l'expérience, le modéle
théorique mis au point dans cette étude peut €tre utilisé pour optimaliser

la forme du poingon pour une opération donnée.
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CONTRIBUTION A LA DETERMINATION DES LOIS
DE COMPORTEMENT DES METAUX ET DES CONDITIONS

DE FROTTEMENT DANS LES PROCEDES DE MISE A FORME A FROID.




SOMMAIRE

La contrainte limite d'é&coulement des métaux utilisés dans les procédés
de mise & forme par déformation est habituellement déterminée par un essai de
traction uniaxiale. Les résultats expérimentaux sont ensuite identifiés soit au
modéle rigide plastique parfait, soit au modéle plastique écrouissable de forme

exponentielle.

L'exploitation des résultats de l'essai de compression d'une éprou-
vette cylindrique, associés aux résultats d'un essai de compression d'un anneau
permet, en tenant compte des effets de frottement entre les plateaux d'essai
et 1l'éprouvette selon le modéle de Coulomb, de déterminer la contrainte limite
d'écoulement pour des taux de déformation trés supérieurs & ceux de l'essai de

traction.

L'identification de la loi de comportement expérimentale du matériau,
faite par un mod@le plastique &crouissable de forme hyperbolique, est de meil-

leure qualité que 1'identification par modéle exponentiel.

Les deux coefficients du modéle &crouissable hyperbolique sont d'ex-
cellents paramétres de caractérisation des propriétés mécaniques des métaux

quel que soit le taux de déformation envisagé.
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1. -~ INTRODUCTION.

L'étude des procédés de mise 3 forme @ froid suppose, quels que
soient les mod@les utilisés, une excellente connaissance des propriétés méca-

niques du matériau et des conditions de frottement 3 1'interface outil-piéce.

Les propriétés mécaniques sont généralement idéalisées par des lois
d'écoulement monodimensionnel ([6] :
. comportement Rigide — Parfaitement - Plastique (en abrégé RPP)
Les déformations n'apparaissent que lorsque la contrainte a atteint
un seuil d'écoulement o, (appelé contrainte limite d'&coulement) .
Elle se maintient par la suite & ce niveau.
Ce modéle est trés souvent employé par suite de sa simplicité.
I1 néglige &videmment 1'@lasticité et 1'écrouissabilité du matériau.
. comportement Plastique - Ecrouissable (en abrégé PE) :

L'écrouissage est pris en compte sous la forme exponentielle

0= Ael
avec n : coefficient d'écrouissage-.
Il n'y a pas de comportement élastique.

. comportement Rigide - Plastique - Ecrouissable (en abrégé RPE) :
L'écrouissage est pris en compte sous une forme identique 3 celle
du comportement PE . L'état plastique est cependant précédé d'un
état rigide.

Pour 0,5 901 e=20

pour 06> 901 e#£0
o= A(e + B)®

avec AB" = gy ou B =
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- Figure | -

- Loi de comportement en &tat linéaire de contrainte

du matériau rigide plastique parfait o = oq-

—»Q
o

v

3
- Figure 2 -
- Loi de comportement en état linéaire de contrainte
’ . . o . n
du matériau plastique écrouissable 0. Ae -
o
o
)
n
cg1 = AB
» €

- Figure 3 -
- Loi de comportement en état linéaire de contrainte

du matériau rigide plastique écrouissable o = A(e + B)" -
o




L'identification de ces lois aux caractéristiques réelles du matériau
est fréquemment réalisée 3 partir de l'essai de traction & partir duquel sont dé-
duites les valeurs des param@tres opy, A et n. Cet essai est simple, réalisable
avec des moyens de mesure limités et répétitif. Mais il ne permet pas de dépasser
des déformations ¢ de l'ordre de 0,2,

Les déformations dans les procédés de transformation atteignent fréquem—
ment des valeurs supérieures a 0,5. Il est donc nécessaire de disposer d'un essai
qui permettent d'atteindre ces valeurs.

Des déformations de 0,6 ont pu &€tre chtenues avec un ess~7 de traction en
plusieurs étapes [4]; une &tape de mesure se termine lorsqu'apparait une striction;
1'éprouvette est réusinée & une cote plus faible et la mesure poursuivie jusqu'a
1'apparition d'une nouvelle striction. Cet essai est cofiteux, long et sujet a une
certaine dispersion,

L'essai de compression permet d'atteindre des déformations plus importantes;
il est réalisable avec des moyens de mesure limités; il est &galement répétitif.
Cependant les déformations obtemues ne sont pas homogénes & cause du frottement entre
le matériau et les tas de compression [2] [3]. Des dispositions expérimentales dif-
ficiles & mettre en oeuvre ont permis la réalisation de quelques essais avec un frot-
tement trés faible [149] [12] [13].

Dans l'essai de compression d'une éprouvette cylindrique entre deux tas
lisses, le frottement reste modéré et son influence peut &tre prise en compte par
des modéles théoriques tels que la méthode des tranches avec frottement de COILOMB {81
d'une part, et la méthode par champs de vitesse licites avec frottement de COULOMB [14]
ou avec un coefficient de frottement variable d'un point 3 un autre et d'une étape de
chargement 3 1'autre d'autre part [15]. Dans ce dernier cas, des méthodes de calcul
variationnel agsociées soit 3 des mesures de pression 3 l'interface matériau—tas de

compression [15] soit i des mesures de déplacements [16] ont €té utilisés pour des

taux de réduction inférieurs a 30 7.




La méthode des tranches [8] fournit plus rapidement une estimation de 1'étaf]
de c ontraintes en chaque point et permet d'accéder & la loi de comportement si 1'en
connait la valeur du coefficient de frottement. Toutefois, cette méthode néglige la
déformation non uniforme.

Un coefficient de frottement moyen au sens de COULOMB (cf. Annexe) peut
8tre obtenu par le .test d'anneau qui présente 1'avantage d'@tre peu différent de
1'essai de compression [2]. Ce test permet de plus, si l'on a pris soin d'enregistrer
la courbe charge-taux de déformation, la vérification de la loi de comportement
déduite de l'essai de compression.

La méthode proposée nécessite donc deux modéles théoriques : le premier
congernant 1'essai de compression reprend celui de SIEBEL, le second congernant le
test d'anneau a &té étudié par différents auteurs mais les hypotﬁéses utilisées
les rendent mal adaptés 4 la détermination des lois de comportement des métaux
utilisés en mise 4 forme & froid.

Nous nous proposons

- de définir un modéle du test d'anneau avec la loi de frottement de
COULOMB permettant la vérification de la loi de comportement du matériau obtenue
i partir de l'essai de traction d'une part, la mesure du coefficient de frottement

moyen d'autre part;

- de systématiser la démarche expérimentale (taille des éprouvettes,

procédure d'essai);

- de mettre au point la méthode sur différents matériaux.




2. - LE TEST D'ANNEAU.

2.1, - Objectifs du test d'anneau.

Pour éliminer 1'influence du frottement au contact des outils lors
d'un essai de compression et déterminer de cette fagon une loi de comporte-
ment aussi proche que possible de la réalité physique, il est indispensable
de procéder d une mesure du frottement.

Ceci peut &tre fait de différentes fagons, notamment en utilisant
comme test certaines opérations de mise 3@ forme dont un paramétre soit carac-

téristique du frottement 3 1'interface.

L'évolution du diamétre intérieur d'un anneau au cours de sa com-—
pression est particuliérement reliée au frottement. Sous réserve que les
conditions de similitude entre le test d'anneau et l'essai de compression
soient respectées, le frottement est identique. La valeur déduite du premier

peut donc &tre utilisée pour analyser les résultats du second.

La mesure du frottement nécessite la formulation d'un modéle théo-

rique du test d'anneau utilisant le modéle de COULOMB.

Deux méthodes peuvent étre utilisées pour cela : la méthode des

tranches et la méthode de borme supérieure.

HAWKYARD et JOHNSON [2] ont utilisé la premiére avec un frottement

de couche et un critére de plasticité de MISES pour un matériau RPP.
AVITZUR [1] a utilisé la seconde avec les mémes hypothéses.

Ces modéles ne sont pas conformes avec nos objectifs. Nous les avons

donc reformulés pour un frottement de COULOMB et un matériau &crouissable,




2.2, - Description physique du test d'anneau.

Lorsque 1'on comprime un anneau cylindrique entre deux plateaux
de presse, il se produit un &coulement, conséquence de la réduction de 1'&-
paisseur de 1'anneau, qui modifie les rayons intérieur et extérieur de l'anneau.
Leur valeur finale (et méme leur forme puisqu'il peut y avoir '"barelling",
c'est-a-dire déformation en 'tonneau' des faces laté&rales) dépendent du |

frottement & 1'interface anneau-plateau.

. Lorsqu'il est nul, l'anneau se déforme de la m&me fagon qu'un
cylindre plein. Les rayons intérieur et extérieur augmentent
proportionnellement & leur dimension initiale. L'ensemble de

1'&coulement se produit alors vers 1l'extérieur de 1'anneau.

. Lorsqu'il est modér&, les rayons int8rieur et extérieur n'augmentent
plus proportionnellement. Le frottement freine 1'&coulement vers

1'extérieur.

. Lorsqu'il est important, l'@coulement peut se diviser en deux
flux, 1'un orienté vers l'extérieur (le rayon extérieur augmente
donc mais plus lentement que pour un frottement nul) , l'autre

vers l'intérieur de 1'anneau (le rayon intérieur diminue) .

I1 apparait donc que le rayon intérieur d'un anneau soumis & un
essai de compression est tréds sensible au frottement 2 1'interface. Pour
interpréter 1'essai, il faut néanmoins disposer d'un modéle th&orique reliant

frottement et &volution du rayon intérieur.




2.3. — Modéle | : méthode des tranches.

La méthode des tranches est bas@e sur 1l'expression des &quations
d'équilibre de tranches (de secteurs cylindriques dans les procédés axisy-

métriques) d'épaisseur infiniment petite.

Les hypothéses de la méthode sont les suivantes :

. Les directions principales sont confondues avec les axes géomé-
triques de la piéce .

. Les contraintes principales sont constantes sur une face d'une
tranche (ou d'un secteur cylindrique) .

. Le frottement est pris en compte sur l'interface outil-piéce.
11 est obligatoirement dirigé suivant l'axe principal d'écoule-

ment ; i1l est constant sur une fac