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I N T R O D U C T I O N  

Nous présentons dans ce mémoire les résultats de cinq recherches 

sur la prévision du comportement plastique des produits métalliques : . 

7 .  ContrUbu..tLon à L'é tude  du compoaement U e  de6 plaques trecûm- 

gu . t&e~  en dé6omwXon @ne.  

7  7 ,  CanthibuZLon à L ' U u d e  du compouement k2mL.t~ des plaques trecitan- 

g d a h e a  encaitrtées en  dédomaXiun p h e .  

7 7 7 .  C o n a h i b d o n  à l 1 o p t i m U a t i o n  d'un occtieûlge de  poinçonnage. 

métaux et de6 conciiZons de  &uttement dam l es  w o c é d é s  de  

V .  MéZhode g é M e  d e  &&.tement &niatique d u  écou.tkmm2 

plana en d e  à borne d e s  métaux. 

La rédaction de chaque étude est indépendante, à l'exception 

de l'étude traitée au chapitre II qui est la suite de celle traitée 

au chapitre 1. 



CONTRIBUTION ------------ 

A L'ETUDE DU COFPORTEMENT LIMITE .............................. 

DES PLAQUES RECTANGULAIRES EN DEFORMATION PLANE ............................................... 



SOMMA IRE 
-------- - - - - - -  -- 

La détermination de la charge limite, en déformation plane, de plaques 

rectangulaires simplement appuyées sur deux bords opposées est faite à partir de 

champs de vitesses cinématiquement et plastiquement admissibles, de champs de 

contraintes statiquement et plastiquement admissibles. 

La critère de plasticité de TRESCA est associé à la loi du potentiel 

plastique. 

Les champs de vitesses sont constitués par des réseaux de lignes de 

glissement ; les champs de contraintes sont, soit continus, soit constitués par 

des blocs. 

La charge limite théorique est comparée à la charge limite expérimen- 

tale de plaques en acier à faible teneur en carbone. 
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Fig. 1 

La partie expérimentale rend compte d'essais systématiques menés sur 
des plaques en acier au carbone, convenablement recuites [3]. Ces expé- 
riences apportent une bonne corrélation avec les résultats théoriques tant 
sur les aspects quantitatifs que sur les aspects qualitatifs. 

2. Position de problème 

Nous considérons une plaque rectangulaire de largeur w et d'épaisseur c. 

Elle repose sur deux appuis simples distants de I (fig. 1). 

Compte tenu de ses dimznshxs la plaque est en état plan de défof- 
mation. L'Clargissement maximum mesu2 des plaques d'épaisseur 50 
est inférieur à 0,6 mm. 

Le matériau est supposé avoir le comportement rigide et pa8Stemen~ 
plastique [4]. 

Il vérifie le critère de plasticité de Tresca CI]. 

La présente étude apporte une contribution théorique et expérimentale 
concernant la ruine de plaques rectangulaires métalliques soumises à la 
flexion plane, à la température ambiante. 

La partie théorique fait appel aux théorèmes d'extrémum [7] par 
recherche de champs de vitesses de déformation cinématiquement et plasti- 
quement admissibles et de champs de contraintes statiquement et plasti- 
quement admissibles 163. 

I 



3. Anaiyse par voie ciaématiqoe 

3.1.  INTRODUCTION 

Deux champs de vitesse de déformation cinématiquement et plastique- 
ment admissibles sont étudiés. 

Le premier, symétrique par rapport au plan moyen de la plaque, a 
déjà été utilisé par Onat et Shield [21] et Green [15]. 

Le second, asymétrique, est à notre connaissance nouveau. 

Nous utilisons la théorie des lignes de dissement ([5], [IO], [12]). 

Soient r et /3 les directions des lignes de glissement, p la pression hydro- 
statique. k la limite d'écoulement en cisaillement simple, va et op les compo- 
santes de la vitesse selon les directions a et B. 

L e s  relations de Geiringer pour les vitesses doivent être vérifiées : 

du, - o, dq = O le long de a, 

due + va dip = O le long de $, 

et la puissance dissipée doit être positive ou nulle dans le réseau 

Les relations de Hencky pour les contraintes doivent être également 
vérifiées dans le réseau 

dp+2kdq=O sur a, 

dp-2kdq=O sur $. 

Les champs de vitesse proposés vérifient toutes les conditions cinéma- 

tiques aux limites des champs. 

Cependant, seules les conditions statiques aux surfaces libres seront 
vérifiées. Les réseaux proposés constituent donc des solutions incomplètes 
et sont a interpréter au sens des théorèmes d'extrémum comme une solu- 
tion cinématiquement et plastiquement admissible ([IO], [12], [13]). 



3 .3 .  CHAMP cINÉMATIQUEMENT ET PLASTIQUEMENT ADMISSIBLE SYMÉTRIQUE 

Le réseau no 3 est le plus général; il a la forme représenté ci-contre (fig. 2). 

Il est constitué par : 

- deux champs homogènes 1, 7, 8 et 4, 5, 6; 

- deux champs semi-homogènes 1, 2, 7 et 3, 4, 6; 
- une ligne circulaire 2, 3. 

Les paramètres géométriques du réseau sont b, 80, R. 

Fig. 3 

Par raison de symétrie, la pression p est nulle au point O. Cette condi- 
tion fixe la valeur de 8, : 

L'hodographe correspondant à ce réseau est celui de la figure 3. 
La ligne 1, 2, 3, 4 est une ligne de discontinuité de vitesse. A gauche de 
cette ligne, les vitesses sont nulles partout. 

Ainsi le long de 1, 2, 3, 4 : 



Les vitesses dans le champ semi-homogène 1, 2, 7 sont données par les 
relations immédiates suivantes : 

où b représente la longueur 1, 2 et a l'angle d'une ligne fl du champ avec 
la ligne 1, 2. 

Dans le champ 1, 7, 8, la vitesse va est 

va = -RsinO,+bcosO,-b. 

La puissance dissipée est partout positive. 

Les efforts et les moments transmis par ce réseau sont : 

+ (1 - 2 $ cotg $1 cotg $, (5)  

Les efforts et les moments transmis par ce réseau (R et b non nuls) 
évoluent dans les limites suivantes : 

Les limites sont obtenues pour R nul d'une part et pour b nul d'autre part. 

La dégénérescence de ce champ fournit ies extensions suivantes 

Champ no 1 (fig. 4) : 



Fig. 6 

0 Champ no 2 (fig. 5) : 
Les efforts et Ies moments transmis par ce réseau sont : , 

L'angle varie de (nj8)-(114) à O. Les limites sont les suivantes : 

P 2 M  - 
OS-1;0,03756, 1s-51,031$3. 

ke- k e2 

Réseau no 4 (& 6) : 

Pour ce champ, les efforts et les moments ont pour expression : 

et les limites sont : 



L'ensemble des résultats est reporté a la figure 7 sous fonne de awrbe 
d'interaction ([14], C16-J). 

Le champ symétrique étudié précédeaunent impose des conditions ciné- 
matiques excessives pour le problème étudié. 

Une amélioration est obtenue en adoptant un champ de lignes de glisse- 
ment de forme asymétrique [ll]. 



Le réseau no 3 est le plus général (fig. 10). Ii tst constitué par : 

- deux champs homogènes 1, 7, 8 et 3, 4, 5; 

- un champ semi-homogène 1 ,  2, 7; 
- une ligne circulaire 2, 3. 
Les paramétres géométriques du réseau sont b, c, 8, et R. 

L'hodographe est semblable à celui de la figure 3. Le calcul des vitesses 
et de la puissance dissipée est identique à celui fait pour le réseau symé- 
trique précédent. 

Les efforts et les moments transmis par le réseau sont : 

k e2 e 

avec 
R 

$f = - -O1. 
4 

Les conditions de pression aux limites fixent la valeur de JI soit Jr = 112. 
Les efforts et les moments transmis par ie r é w u  évolilent dans les 

limites suivantes : 

VOLUME 13 - 1974 - No 2 



Fig. 8 

Les limites sont obtenues pour R nul d'une part et pour b nul d'autre part 

La dégénérescence de ce champ foumit les extensions suivantes : 

Réseau no 1 (jig. 8) : 

Résepu no 2 (Jig. 9) : 

Pour ce réseau, nous obtenons les relations : 

L'angle O varie de O à O,. Les limites sont les suivantes : 

P 
0 - 4 0,06892, 1 5 - S 1,04699. 

ke ke2 - 



Fig. 11 

Réseau no 4 (jîg. 11) : 

Il vient : 

Les limites sont : 

P 2 M  
0,69434 I - 5 0,80338, 0,78799 2 - 2 0,62077. 

ke ke2 - 

'Réseau no 5 (jig. 12) : 

Les efforts et les moments sont les suivants : 



Les limites sont : 

P 2 M  
0,80338 2 - 5 0,904945, 0,62077 >= - 2 0,34372. 

ke ke2 - 

Réseau no 6 ( f ig .  13) : 

Fig. 13 

Il vient : 

Les limites sont : 
P 2 M  

0,904945 2 - I 1, 0,34372 2 - 2 0. 
ke - ke2 - 

L'ensemble des résultats est reporté a la figure 7. 

3.5 COMPARAISON DES RÉSULTATS 

Le réseau asymétrique, beaucoup mieux adapté a la cinématique du 
problème, donne des résultats inférieurs a ceux obtenus par le champ 
symétrique (fig. 7). Il constitue donc une amélioration du réseau symétrique. 

4. Analyse par voie statique 

Trois champs statiquement et plastiquement admissibles sont définis. 
Le premier est un champ continu symétrique qui a été utilisé par 
Drücker [14]. Les deux autres champs sont constitués de blocs rigides ou 



plastiques. L'un est symétrique par rapport au plan moyen de la plaque, 
l'autre est asymétrique. Ils constituent une nouvelle application de la 
méthode statique à l'étude du camportement limite des plaques rectan- 
gulaires. 

Les champs de contraintes proposés vérifient les conditions suivantes : 

- les équations d'équilibre sont vérifiées en tout point; 

- b critère de plasticité est vérifik partout; 

- les conditions aux limites sont satisfaits; 

- dans le cas d'un champ par blocs, les contraintes vérifient les condi- 
tions de continuité avec les blocs adjascents [ I l .  

Lorsque ces conditions sont véRfiées, le champ est statiquement et plasti- 
quement admissible [6]. 

La définition complète du champ permet de d W r  une courbe d'inter- 
action effort tranchant-moment fléchissant, qui est une borne inférieure 
du problème [4]. 

On prend pour ce champ une contrainte o,,, nulle partout. Les condi- 
tions aux limites sur cette contrainte sont donc vérifiées. En état plan de 
déformation, d'après la loi du potentiel plastique et le critère de Tresca, 
la contrainte oz est intermédiaire entre O, et o,. Ici, l'axe y est situé au 
droit de l'appui extrême gauche (Jig. 1). 

En tenant compte des équations d'équilibre, nous avons 

La vérification du critère de Tresca dans la section critique (pour x = a) 
conduit aux solutions suivantes (pour y négatif) : 



A = - ,   o.=^ avec C(I+?)>-. 
a 2 

L'effort tranchant et le moment fldchissant sont alors déterminés par 
intégration dans la section wnsidérée : 

Les résultats sont rassemblés à h figure 7. 
- 

Fig. 14 

4.4. &AMI' PAR BLOCS sYM- 

Ce type de champ permet de tenir compte d'une répartition intuitive 
des contraintes. Les zones plastifiées sont rassemblées au voisinage de la 
section critique et dans les parties inférieures et supérieures de la 
plaque (fig. 14). 

Les contraintes sont constantes dans les blocs 1 II, IV, V et VI. 
Dans les blocs 1 et II, les contraintes sont choisies pour satisfaire les 

conditions aux limites. Ainsi 

Et, pour simplifier, nous &rirons : 

o; = - 1 pour le bloc 1, o, = -+ 1 pour le n. 



Dans tous les autres blocs, les contraintes sont définies à partir des 
conditions aux limites, des équations d'équilibre et du critère de plasticité. 

Nous choisissons pour le bloc III : 

Soient j3 (x) et a (x) les frontières entre les blocs 1 et II et entre les 
blocs II et III. Les conditions de continuité des contraintes normales et 
des contraintes tangentielles à la frontière Cl] donnent 

a,,=$'2(x), rX=p1(x); 
et, par symétrie, 

( ~ y  -at2 (x), tx = - al(x). 

L'équation de la frontière p (x) entre les blocs 1 et III est, compte tenu 
des conditions aux limites, 

x = c ,  P = d ,  

Les conditions aux limites entre les blocs 1 et II IV et V, V et VI, 111 
et V et l'application du critère de plasticité dans chaque bloc permettent 
de définir complètement l'état de contraintes dans chacun de ces blocs. 

Soient 
A=ox+oy ,  B=a,-o,, C=5,, 

les contraintes dans le bloc IV. 

La continuité entre le bloc IV et le bloc 1 donne 

Le critère de plasticité s'écrit : 

B ~ + ~ c '  = 1. 

Il vient : 



Dans le bloc V, nous avons 

A-B 
O, = - 

-3 
L 

Dans le bloc VI : 

Le choix de l'angle $ est fixé par la condition de plasticité dans le 
bloc III : 

2 oy+4t:, $ 1. 
Il vient : 

$14+4$12-1 g O, 
soit 

$' -1 0,486 et r(c) 6 0,486. 

Dans le bloc V, la condition de plasticité est 

Compte tenu des valeurs A, B et C, l'angie $ optimum est 

On en déduit l'état des contraintes dans chaque bloc : 

O,=-1,  u,=t,=O, bloc 1; 
O,= 1, O, = 7, = O ,  » II; 

O, = O, T=~=T(X) ,  cY=-r'(x)y, blocIII; 
O,= -1,24568, ~,=0,39118, O,= -0,62284, » N ;  
O, = O, T, = 0,391 18, 0, = - 0,62284, » V; 
O, = 0,24568, T,, = O, oy = O, » VI. 

Les efforts et moments sont do& par 

P 
- = 2 T (a) avec z (a) = fi' (a), 
ke 

Les résultats sont reportés à la figure 7. 



Nous considérons un champ constitué par six blocs numérotés 1, Il, 
III, IV, V et VI. L'axe x passe par le milieu de la frontière entre III et V 
et ne coïncide plus avec la trace du plan moyen (Jig. 15). 

Fig. 15 

Les contraintes dans les Mocs 1 et II sont toujours : 

a,=-1, a,=.C,=O, bloc1; 

a,= +1, a,=T,=O, )) II. 

Les contraintes dans le bloc III sont définies de façon à améliorer le 
modèle précédent. 

Pour O, nous choisissons 
x(x-a) 

o,=o(c)(l-cosy) avec y=---, 
a-c 

de façon à satisfairr les conditions a u  limites. 

Les conditions d'équilibre donnent 

X 
T ,  = - -o(c)ysiny+.r(x), 

a-c 

X2 
a,= +- yZ 

CF(C)-COS~-YT~ (x)+c(x). 
(a - c) 2 

Les conditions aux limites entre les blocs 1 et III et II et III donnent 



Les frontières entre les blocs sont dékies à partir de ces relations : 

Les conditions aux limites entre les blocs 1 et IV et entre les blocs IV et V 
conduisent aux relations obtenues pour le champ symétrique. 

La valeur optimale de j3 sera obtenue a partir du critère de plasticité 
appliqué dans le bloc III. 

Son expression est 
2 (o, - a,)' + 4 T,, 5 1 

Compte tenu des résultats précédents la valeur optimale de B est 

Ce résultat est identique à celui obtenu par Shield [20] dans un problème 
de poinçonnement : 

O, = -0,25 / 
pour x = C. 

7, = 0,43301 1 

L'dtat des contraintes dans chaque bloc est donc : 

O,=-1, oy=7,=0, b locI ;  

cr,= 1, o,=r,,=O, » II; 
1 d x - a )  * 

os= - (1-cosy), y = -, 
8 a-c 

k 
7, = --- y sin y + r (x), bloc III ; 

8(a-c) 



c, = O, r, = O, CF, = O, » VI. 

Les blocs 1, II, IV et V sont plastiques; le bloc VI est libre de toute 
contrainte; le bloc III est rigide. 

Avec les valeurs précédentes, il vient : 

Les efforts et moments transmis par ce champ sont 

Les résultats sont reportés à la figure 7. 

4.6. COMPARAISON DES RÉSULTATS 

Le champ continu est excellent pour des valeurs de Plke supérieures 
à 0,3. Par contre, les champs par blocs sont meilleurs pour les valeurs 
de Plke comprises entre O et 0,3. Le champ par blocs symétriques est 
lui-même très légèrement meilleur que le champ par blocs asymétrique 
pour des valeurs de Plke comprises entre O et 0,14 ( j g .  7). 

Les champs par blocs doivent pouvoir être améliorés en considérant 
une géométrie des blocs variable permettant d'optimiser pour chaque cas 
la valeur de la contrainte t (c). L'utilisation d'un moyen de calcul impor- 
tant est nécessaire pour résoudre ce problème. 

Les solutions cinématiques et statiques présentées ici permettent néan- 
moins de situer la valeur exacte du moment fléchissant pour une valeur 
de l'effort tranchant donné à moins de 5 % près. 

5 .  Vérification expérimentale 

Les expériences effectuées au laboratoire sur des aciers au carbone 
convenablement recuits, pour des plaques d'épaisseur comprise entre 5 



et 50 mm et pour des valeurs de 2 ale supérieures ou égales a 1, ont permis 
de vérifier avec une très bonne précision les courbes d'interaction obtenues. 

La quasi-totalité des résultats expérimentaux est comprise dans la surface 
limitée par les bornes inférieures et supérieures théoriques de la figure 7. 

De plus, une attaque au réactif de Fry, qui permet de révéler les zones 
plastifiées, a confirmé la forme choisie pour les champs cinématiquement 
admissibles asymétriques dans divers cas de chargement. On peut donc 
estimer que ces champs sont une très bonne approche de la réalité [3], 
C171, [181. 

6. Conclusion 

Les champs cinématiquement admissibles et les champs statiquement 
admissibles étudiés permettent d'obtenir avec une bonne précision la 
courbe d'interaction de l'effort tranchant sur le moment fléchissant. 

Les résultats théoriques sont en très bon accord avec les résultats expé- 
rimentaux. Si, pour les poutres, les résultats théoriques et expérimentaux 
sont très nombreux, bien des domaines restent inexplorés dans le compor- 
tement limite des plaques et des coques. 

L'étude expérimentale réalisée ici montre qu'elle est capable de nous 
aider a formuler des champs de vitesse de déformation de bonne qualité. 
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La détermination de la charge limite, en déformation plane, de plaques 

rectangulaires encastrées sur deux bords opposés est faite à partir de champs 

de vitesses licites et de champs de contraintes licites. 

Le critère d'écoulement de TRESCA est utilisé en association avec la 

I loi du potentiel plastique. 

Les champs de vitesses sont constitués par des réseaux de lignes de 

glissement ; les champs de contraintes sont, soit continus, soit constitués 

par des blocs. 

La charge limite théorique est comparée à la charge limite expérimen- 

tale de plaques en acier à faible teneur en carbone. 
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1 - INTRODUCTION 

Nous nous proposons d'étendre les résultats obtenus au chapitre 1 

au cas des plaques encastrées sur deux bords, dans les mêmes conditions de char- 

gement, en état plan de déformation (Figure 16). Cet état est obtenu dans les 

zones éloignées des bords libres a ~ ~ u r  des rapports largeur-épaisseur élévés. 

L - CHAElP S CINEMATIQUEMENT ET PLASTIQUEMENT ADFIISSIBLES 

2.1. - Types d'encastrements envisagés. 

Nous examinerons successivement deux cas selon la nature des encas- 

trements. 

Le premier cas concerne les encastrements à un degré de liberté 

qui permettent un déplacement horizontal des parties encastrées. 

Le second cas concerne les encastrements parfaits qui ne permettent 

aucun déplacement des parties encastrées. 

2.2. - Champs cinématiquement et plastiquement admissibles symétriques 

2.2.1. - Description générale des réseaux. ------ ----- ------------------- 
Les réseaux proposés pour les plaques non encastrées peuvent être 

utilisés pour le cas où l'encastrement permet un déplacement horizontal de 

la plaque (Figure 6) .  

I Les réseaux les plus généraux sont ceux du type NO 3 (Figure 2). 

L'un est situé au droit des charges, l'autre au droit des encastrements 

(Figure 17).  

Selon le mode de chargement, les réseaux prennent les formes des 

types NO 1 ,  No 2 et N O  5 (Figures 4, 5 et 6) .  

2 .2.2.  - Etude des réseaux No 3. ...................... 

Les conditions de pression (Figure 17)  sont les suivantes : 



- Figure 16 - 

- Plaque encastrée sur deux bords - 



P81 = k k : limite d'écoulement du matériau en état 

P5 ' = -k de cisaillement pur 

Au point Or, la pression est nulle car ces réseaux symétriques 

ne peuvent pas transmettre d'effort horizontal selon x. Ainsi, le long 

de la ligne B 2'3', nous avons les pressions suivantes : 

soit 

Cette condition fixe la valeur de l'angle 0; du réseau semi- 

homogène 1'2'7' : 

Les conditions de pression sont identiques par les réseaux situés 

au droit des encastrements. 

. Detetunination de6 viXe64eb. 

Considérons d'abord le réseau situé au droit de la charge (Figure 18) 

Le long de la ligne B 1' 2' 3' 4 ' ,  les vitesses sont égales à : 

En effet, la partie @ située à gauche de cette ligne ne se 

déplace pas dans la direction x et la partie @ située à droite est 



- Figure 17 - 

- Réseau NO  3 - 



- Figure 18 - 

- RîCresu Ne 3 - 

- Figure 19 - 

- Efforts et m a t s  transmis par les réseaux ' 



animée d'un mouvement de rotation naissant autour du point Cf. Nous prenons 

égale à l'unité la vitesse instantanée de rotation correspondante. 

Dans le champ 1' 2' 7', les vitesses sont : 

v =-R' sine' f b '  cos 8' - b l  
a 

(28) 
v = -R1 cos 0' - b' sin 0' 

B 

et dans le champ homogène 1' 7' 8': 

v =-R' sine' + b '  cos 0; - b '  
a O 

b v = - R I  cos 8' - b l  sin 0 '  - -  
B O O J2 

Pour les réseaux situés au droit des encastrements, les vitesses 

sont identiques à celles qui viennent d'être calculées. 

Les réseaux sont cinématiquement admissibles puisque, en plus des 

résultats précédents, les centres instantanés de rotation C et C' des 

lignes 23 et 2'3' sont situés à mi-épaisseur (Figure 18). 

. P&iAbance U b i p é e  dans la n&eaux. 

Evaluons la puissance dissipée w dans l'un des réseaux. 

Dans le champ 1' 2' 7', nous avons : 

Soit : 

Dans le champ 1'7'8': 



D'où : 

Aux frontières des réseaux, les puissances dissipées sont : 

W~ 12101 = ~R'(R"Y; + bl) 

'2'7' 
= kbl [RI(]-COS 0;) + b(8; - sin @A)] 

'7'8' 
= kb' CR' sin 8; + bl(l-COS eh)] 

Des expressions analogues pour les autres régions (3'4'6' et 4'5'6' ) 

et pour l'autre réseau montrent que la puissance dissipée est partout positive. 

. C o n U o n s  g é o r n ~ u ~ .  

Les relations de compatibilité géométrique des réseaux sont les 

suivantes : 

2b 2 sin Y +-tg y0 = 1 .  
O 

e e 



Les réseaux ne transmettent pas d'efforts horizontaux. 

Les efforts verticaux transmis, à gauche de la ligne 1'2'3'4' 

par exemple, sont calculés comme suit. 

Pour la ligne 112', il vient : 

' 2 '  
= kb' (2~; sin Y: - cos Y;) 

I et pour la ligne 2'0' : I 

Y-.-. = kR1(sin Y' - 2 ~ '  cos Y') 

L'effort total P transmis par unité de largeur de plaque est 

(Figure 19) : 

Soit : 

Les efforts verticaux transmis à droite de la ligne 1 2 3 4 sont 

égaux à ceux qui viennent d'être calculés. 

Les moments transmis à gauche de la ligne 1'2'3'4' sont calculés 

par rapport au point T l ,  intersection du support de la charge P avec le 

plan moyen de la plaque. 



Pour la ligne 1 ' 2 ' ,  le moment transmis est : 

b ' MV2' = kbl(R' - C'T' COS Y') + pb'(-+ C'T' sin Y') 
O 

2 O 

et pour la ligne 2'0' : 

M~~~~ = 1 - 0  k(~' - C'T' cos $)RIII$ + J 'O ~.c'T' .sin $.RI .dJ 
O O 

Le moment résultant M est,compte tenu du sens positif choisi 

(Figure 19) : 

Soit : 

1 

+ O + ( 1  - 2y' cotg y p o t g  Y; 
O sin Y; 

Les moments transmis à droite de la ligne 1 2 3 4 sont égaux à 

ceux transmis à gauche de ;La ligne 1 '2'3 '4 ' Q ~ ~ u x ~ s  1 8  et 1 9) . 

2.2.3. - Etude des réseaux N O  2. ...................... 
Lorsque les lignes 2 3 et 2'3' disparaissent, nous-nous trouvons 

R en présence des réseaux No 2 (Figure 20) ; - est égal à zéro. 
e 



Les efforts et moments transmis à gauche de la ligne 1'2'3'4' ou 

à droite de la ligne 1 2 3 4 sont obtenus comme suit. 

L'effort horizontal N est nul. 

L'effort vertical P est : 

Le moment est : 

iT 1 et l'angle Y (ou Y) varie de O à - + - (valeur fixée â 
8 4 

# T l  
Y = - + - dans les réseaux No 3). 
' 8 4  

2.2.4. - Etude des réseaux N O  4. ...................... 
Les réseaux se réduisent à une ligne circulaire 2'3' ou 2 3 (Figure ; 

b ' b Dans ce cas - (ou -) est égal à zéro. 
e e 

Les efforts et moments transmis à gauche de la ligne 1'4' (ou à droit 

de la ligne 1 4) sont les suivants : 

2- = 2.' cotg Y' - 1 1 
ke 

2M - =  Y' 
2 + (1 - 2'4'' cotg '+'')cotg Y' 

ke2 sin$' 
C 



TI 
L'angle Y '  (ou Y )  varie pour ce réseau de - + - 1 à 0 .  

8 4 

2.2.5. - Valeurs successives des dimensions des réseaux, ciig .............................................. 
efforts et moments transmis. ........................... 

0 
Le tableau 1 donne pour chaque réseau les efforts - , 

ke 

a b & e t - .  2M et les dimensions réduites - , les moments - 
2 

ke e e e 

Ces valeurs sont obtenues à partir des relations (32) à (39). 



I - Figure 20 - 

- Réseaux N O  2 - 

T-- '-" I 

- Figure 21 - 

- Réseaux .qe 4 .  - 



- 31 - 

De plus, nous avons la relation d'équilibre suivante: 

(40)  

- Tableau 1 - 
C - Champs cinéqmtiquement et plastiqqe~neut: admissibles symétriques - 



Les figures 22 et 23 représentent les fonctions 

2 M  - -  P P 
- f(-) et 5 = f(-) pour les plaques rectangulaires encastrées 

ke ke e ke 
sur deux bords. 

a 
La figure 24 donne les valeurs de -obtenues pour les 

e 

plaques appuyées sur deux bords (Figure J )  et la figure 25 établit 

la comparaison entre les deux cas. 



- Figure 22 - 
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2.3. - Champs cinématiquement et plastiquement admissibles asymétriques 
à deux points singuliers. 

2.3.1. - Introduction. ------------ 
Nous considérons maintenant deux réseaux de lignes de glissement 

asymétriques à deux points singuliers de façon à comparer avec les résultats 

obtenus avec les réseaux symétriques. 

2.3.2. - Descri~tion générale des réseaux. ------ ----- ------------------- 
Les réseaux proposés, situés l'un au droit de l'encastrement, l'autre 

au droit de la charge (Figure 26) comprennent, dans le cas le plus fréquent, 

des champs homogènes (117'8', 3'4'5', 1 2 8, 4 5 6), deux champs semi-homo- 

gènes (1 '2'7' et 3 4 6) et deux lignes circulaires (2'3' et 2 3). 

Selon le mode de chargement, les réseaux peuvent prendre les six 

formes suivantes : 

. Réseaux N O  1 : quatre champs homogènes (Figure 27). 

. Réseaux No 2 : quatre champs homogènes, deux champs semi-homogènes 
(Figure 28). 

. Réseaux N O  3 : deux champs homogènes, deux champs semi-homogènes, 
deux lignes circulaires (Figure 26). 

. Réseaux No 4 : de= & m p s  honmogèrles, deux champs semi-homogènes, 

quatre lignes circulaires (Figure 29). 

. Réseaux NO 5 : quatre lignes ciyçwX%lres (Figure 30). 
, '  

. Réseaux NO 5 : deux lig#m droit5 i e t  deux lignfs circulaire (Figure 3 1 ) . 

2.3.3. - Etude des réseaux N O  3. ...................... 
. VEtur.mimtLon d u  p h u b i c m .  

Considérons d'abord le réswu situé au droit de la charge (Figure 26). 



- Figure 26 - 

- Réseaux N O  3 - 



- Figure 27 - 
- Réseaux N O  1 - 

X 

- Figure 29 - 

- Réseaux No 4- - 

- Figure 31 - 
- Réseaux No 6 - 

- Figure 28 - 
- Réseaux N O  2 - 

- Figure 30 - 

- Réseaux N O  5 - 



Les conditions de pression sont identiques à celles des réseaux 

symétriques avec : 1 

Soit Y l'angle formé par la ligne 12 et la verticale ; la 

pression au point 2' est : 

Le long de la ligne B 2'3', la variation des pressions est : 

D'où : 

Soit : 

Dans le second réseau, les conditions sont identiques : 

p8 = -k 

L'angle formé par la ligne 3 4 et la verticale vaut de la même 

l façon : 



. Dé;t&Maticrn d u  v L t u a u .  

Les conditions de vitesses sont identiques à celles des réseaux 

symétriques. 

Le long de la ligne B, 1'2'3'4' (Figure 32), nous avons : 

Dans le champ semi-homogène 112'7', les vitesses sont : 

v = -R1 sin 8' + b' cos 8 '  - b' 
a 

v = -R1 cos 8' - b' sin 9 '  
B 

et dans 1'7'8' : 

v = -R' sin 8 '  + b' cos 8; - b' 
a 1 

9 
v = -R1 cos 8 '  - b' sin 8; - - 
B 1 J2 

Dans le champ homogène 3 ' 4 ' 5 ' ,  il vient : 

Pour les réseaux situés au droit des encastrements, les vitesses 

sont identiques à celles qui viennent d'être calculées. 

La puissance dissipée dans ces réseaux, exprimée par des relations 

analogues aux relations (29), (30) et (31), est partout positive. 



- Figu re  32 - 

- Réseaux N O  3 - 

- Figu re  33 - 

- E f f o r t s  e t  moments t ransmis  par  les réseaux - 



. Conditions , q é o m W q u u .  

Soit b; la longueur de la ligne 7 ' 8 ' ,  b; celle de la ligne 3'5', 

R' le rayon de la ligne 2'3'. 

Nous avons la relation de compatibilité suivante : 

b; 
R ' A b; J2 

- cos Y' + - (sin \Y' + -) + - - = 1 
e e 2 e 2 

De même pour le second réseau, nous avons : 

1 
fi R 6 b2 

- - + - (sin Y + -) + - cos Y = 1 

e 2  e 2 e 
2 

. E b b o a X ~  $~~~rnmin pah &A heaeaux. 

Chacun des réseaux transmettent des efforts horizontaux et des 

efforts verticaux. 

Pour la ligne 1'2', l'effort horizontal est : 

TT xlt2, = k b' sin Y' + k bf(l + - - 2~i)cos Y; 
1 1 1 2 

71 = k b;(sin Y; + - cos '4';). 
'l 

Pour la ligne 2'3', l'effort horizontal est : 

71 

'2'3' 
= k R1(cos 'Y; + - sin Y' - fi) 

2 1 

Et pour 3'4' : 

X 3 ' 4 '  = -k b; fi 



La somme des efforts horizontaux peut se mettre sous la forme : 

Soit: 

N' b;  Tl R' b; 
1 

- - - - -  (sin Y' + - cos Y ' )  - - (cos Y' +-sin Y' - fi) + - fi I(47) 
Tl 

ke e l 2  e l 2  1 e 

De la même façon pour le second réseau, il vient: 

N ' 1 R IT b2 
l 

- - 6 - - ( c o s y  +- sin^ -6) - -  71 l 

2 (sin Y + - cos Y ) 
e e 2 e 2 2 ( 4 8 )  

I 

L'effort horizontal transmis par chaque réseau est identique par con- 

dition de compatibilité statique (Figure 33). 

Les efforts verticaux sont les suivants : 

71 
= -k b;  cos Y' 1 + k b; - sin Y 

3 1 

71 
Y2131 = k R1(- COS Y' - sin Y') 

2 1 1 

La somme des efforts verticaux est: 



Pour le second réseau, nous trouvons une relation identique : 

b2 71 
COS Y - sin Y 1 + - Eos Y - - sin y2J 2 2 

e * 2 - I 

Les moments transmis par les réseaux sont calculés par rapport aux 

points T et T' (Figure 32). 

Le moment transmis par la ligne 1'2' est : 

soit : 

2 Ti 71 71 
Ml q 2 1  = -k bi @'(sin Y' + - sin Y; cos y') + bl(- + sin y1 cos y' - - 

1 
2 1  

1 sin Y;)i l 2  l 4  l 2  

Le long de la ligne 2'3', le moment élémentaire s'exprime par : 

71 dPL2131 = -k R'(R' - C'Tt cos $)d3 - k(23 + - - 1) R'.C1T'. sin 3 dg 
,-, 

'lT en intégrant entre - - et Y ;  : 
4 

71 2 71 

M2'3' 
= -k R1(R' cos y' - b; sin Y') (sin Y' - - COS Y') - k R' (Y; + -) 

1 1 l 2  1 
Ir 

Le moment transmis par la ligne 3'4' est : 



Le moment résultant M' (Figure 33) s'écrit : 

1 I y LI 2 71 b; n 
- (sin Y' +-sin Y' cos Y') + - ( - +  sin Y' cos +; - n  1 I sin2 ' )  l 2  e 4  2 

1 
e e - 

I 
2R' R' b; 71 2 ~ ' ~  TI 

2b; R I  b; 
i + -  (- cos Y '  - - sin Y') (sin Y' - - cos Y') + -(Y' + -) + - 

1 
(- + -) 

! e e l e  1 l 2  e 2 1 4  e e 2e 

Pour le second réseau situé au droit de l'encastrement, il vient : 

1 2~~ IT 2R R b2 TI + -) + - (Y2 + -) + - (-cos 'i' - - 
2 sin Y ) (sin Y - - 

2 
e e 2e e 4 e e e 2 

. Cvn&vn d1exinXence d a  deux néaeaux. 

Les centres de courbure des lignes 2'3' et 2 3 doivent être situés 

sur la même horizontale. 

Cette condition s'exprime par la relation: 

De plus, les efforts normaux et verticaux transmis par les deux 

réseaux doivent être identiques (Figure 33): 



En conséquence nous avons l'égalité suivante : 

b' R 1  b' 
Les dimensions des réseaux, rapportées à l'épaisseur, ;l, ; , 3, 

9, ,$ , sont obt-es par rSsolnriori du système linéaire constj tué par 

les expressions suivantes : 

- relatl'ons Be compat~b$l?té géoaiêtrique(C45) et (46)); 

- relatr'ons des efforts yextikaux transmis par les réseaw((49) et (50) ; 

- ~elatiîns des efforts bri'zontaux transmis par les réseaw((47) et 

- relathns B'exi'stence des deux réseaux (53) . 

La forme symétrique du système linéaire conduit aux conditions 

suivantes entre les dimensions : 

2M sont obtenues et du moment - Les valeurs de l'effort axial - 
ke ke 

2 

avec les relations (47) et (51) ; celles de la distance a/e par la relation : 



L'ensemble des valeurs relatives au réseau NO  3 sont reportées 

au tableau N O  2 . 



- Tableau 2 - 

-Champs cinématiquement et plastiquement admissibles asymétriques à deux points 

singuliers - 

- Réseaux No 3 - 

2.3.4. - Etude des réseaux N o  2. ...................... 
Les réseaux No 3 se transforment en réseaux No 2 lorsque les lignes 

circulaires 23 et 2'3' disparaissent (Figure 34). 

. L'effort axial transmis à gauche de la ligne 1'2'3'4' 

(ou à droite de la ligne 1234) est : 

. De la même façon, l'effort vertical est : 

. Le moment vaut : 



- F i g u r e  34 - 

- Réseaux N O  2 - 



1 71 
L ' angle Y ;  (OU Y ) varie pour ces réseaux entre - et - . 2 2 4 

. Les conditions géométriques sont : 

. La condition d'existence est : 

Des relations identiques pour les réseaux situés au droit des encas- 

trements sont obtenues en remplaçant b; par b2, b; par b2 et Y; par Y2. 

Les valeurs successives des dimensions des réseaux, des efforts et 

moments transmis sont portées dans le tableau 3. 



- Tableau 3 - 

- Champs =inématiquement et plastiquement admissibles asymétriques 

à deux points singuliers - 
- Réseaux N O  1 et N O  2 - 

2.3.5. - Etude des Réseaux No 4. ...................... 
Les réseaux NO 4 se réduisent à deux champs homogènes 1'7'8' et 456, 

à deux champs semi-homogènes 1'2'7' et 346,à deux lignes circulaires 2'0' et 03 

et à deux lignes circulaires 0'3' et 02 .(Figure 35). 

. La pression le long de la ligne 1'2' est toujours : 

En un point courant de la ligne 2'3', la pression est : 

. L'effort horizontal transmis est calculé dans les mêmes conditions 
que celles des réseaux N O  3. 



Soit: 

b; 'il r ' 'il 
I 

N - = - -  (sin Y' + - cos Y;) - - 
1 

(1 - fi) j (59) (cos Y' +-sin Y' - 1) - -  
ke e l 2  e l 2  e I 

. Le moment est calculé par rapport au point T'. 

Entre 2' et 0', le moment élémentaire est : 

. L'effort vertical vaut : 

dM2'0' 
= - krl(r' - Ci T' COS 4)d3 - PMr ' .C;T' sin d d 3  

P TI r' 'il TI - = -  R' n 
(cos Y' - - sin Y') + - (- cos Y' - sin Y' - - + 1) + -  ( - -  1 )  1 

ke e l 2  1 e 2  l 2  e 2 

avec 

( 6 0 )  

CiT' = r' cos Y' 1 - b' 1 sin Y; . 

Entre O' et 3', le moment élémentaire vaut : 

m0'3' = - k R' (R' - C;T' cos Ad$ - pM.~' .c;T' sin$ d$. 

Pour la ligne 1'2', le moment transmis s'écrit : 

MI2 = - k b;(rl i - CiT' cos Y )  - k ' o  bl(r' sin Yi + -) 
2 1 2 

Pour l'ensemble de la ligne 1'2'3', il vient : 



2b;  b ;  TI 
- -  71 2 r ' IT 
2M - - [- (- + sin Y'cos Y '  - - sin Y') + - {IT sin Y '  cos Y' - (- - I)sin Y;) 

2 1 l 2  
1 

e 
1 

ke e e 4 2 

. Les conditions géométriques sont : 

R fi r 
et - - 2 

+ - sin Y +-cos Y = 1 .  
e 2 e 

2 
e 

2 

. La condition d'existence des réseaux s'écrit : 

Le tableau 4 donnent les valeurs successives des dimensions des 

réseaux, des efforts et des moments transmis. 



- Tableau 4 - 

- Champs cinématiquement et plastiquement admissroles asymétriques à 

deux points singuliers - 

- Réseaux No 4 - 



- Réseaux N' 4 - 

- Figure 36 - 
- Réaraaux NO 5 ' 



2.3.6. - Etude des réseaux No 5. ...................... 
Les réseaux No 5 se réduisent à deux lignes circulaires 2'0' et 03 

de rayons r' et r , et à deux lignes circulaires 02 et 013'de rayons R 

et R' (Figure 36). 

. L'effort horizontal transmis à gauche de la ligne 2'3' (ou à 

gauche de 23) est : 

N r ' TT - = - -  R ' 
Eos Y; + (21; + - -  ])sin Y; - 11 - -  (1 - fi) 

e 2 e 

. L'effort vertical s'écrit : 

. Le moment transmis est : 

2M 2rrL TT TI 

2 - (2'4'; + - - 1)cos ' Y ;  + sin Y' cos Y' + (- - 
Y;] e 2 1 l 2  

. Les conditions géométriques se réduisent à : 

. La condition d'existence est la même que pour les réseaux No 4 : 



Des relations identiques existent pour les autres réseaux. 

Les valeurs des dimensions des réseaux, des efforts et des moments 

transmis sont reportées au tableau 5. 

- Champs cinesatiquement et plastiquement admissibles 
asymétriques à deux points singuliers - 



2.3.7. - Etude des réseaux N O  6. ...................... 
Les lignes circulaires 2'0' et 03 des réseaux NO 5 se transforment 

à la limite en droites (Figure 37). 

Au point 3' l'effort extérieur est nul. Nous pouvons écrire : 

71 
Lorsque Y '  = - , nous retrouvons les conditions de pression des 

4 

réseaux N O  1 à 5 .  

La pression au point 0' est donc : 

et en un point courant de La ligne 0'3' : 

PM 
= -k(tg Y; - 24'; - 2qJ) 

. L'effort normal repris par le réseau est : 

I N 1  (-tg y; sin Y' - COS Y; + 1) - = - (tg Y ;  - 2Y;) - - 
e 

2 
l 

ke 2 

, L'effort vertical transmis est : 

. Le moment s'exprime par : 

- 



- Figu re  37 - 

- Réseaux N O  6 - 



4 

1 2M - 21; - tg Y; 
- - 2 ~ ' ~  

2 - 1  -cos Y;)tg Y; - Y ;  + sin Y ' }  
ke 4 e 2 2 

Les dimensions des réseaux, les efforts et moments transmis sont 

reportés au tableau 6. 

2.3.8. - Valeurs successives des efforts et moments transmis. -------------------' ............................... 
2M Les figures (37) et (38) représentent les fonctions -2 - - f(-1 P 
ke ke 

a P 
et - = f(-) pour l'ensemble des réseaux. 

e ke 

Les figures (39) et (40) comparent ces résultats avec ceux obtenus 

par les réseaux symétriques. Les réseaux asymétriques à deux points singuliers 

apportent une légère amélioration de la borne supérieure. 

- Tableau 6 - 

- Champs cinématiquement et plastiquement admissibles asymétriques 

à deux points singuliers - 

- Réseaux N O  6 - 



0,5 

- Figure  37 - 



- Figure 38 - 
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PL.fl3UE ENCRSTKEE 

- Figure 40 - 



2.4. - Champs cinématiquement et plastiquement admissibles asymétriques 

à trois points singuliers. 

2.4.1. - Introduction. 

Dans le cas d'encastrements parfaits aux extrêmités de la plaque 

(figure 16) ,  il convient de considérer, pour une demi-plaque, deux réseaux de 

lignes de glissement à trois points singuliers : un point singulier est situé 

sous la charge, deux points singuliers à l'encastrement. 

2.4.2. - Description générale des réseaux. - - -  - - - -  - - - - -  - - - - - - - - - - .  - - - - - - -  

La forme la plus générale des réseaux est représenté à la figure 41. 

Le réseau situé au droit de la charge comprend deux champs homogènes (It,7',8' 

et 3',4',5'), un champ semi-homogène (1',2',7') et un ligne circulaire (2',3'). 

Le réseau situé au droit de l'encastrement comprend deux champs homo- 

gènes (1,7,8 et 4,5,6), deux champs semi-homogènes (1,2,7 et 3,4,6) et une 

ligne circulaire (2,3). 

Selon le mode de chargement, les réseaux peuvent prendre les neuf 

formes suivantes: 

. Réseaux no 1 : quatre champs homogènes (figure 42). 

. Réseaux no 2 : quatre champs homogènes, trois champs semi-homogènes 

(figure 43). 

. Réseaux no 3 : quatre champs homogènes, trois champs semi-homogènes, 
une ligne circulaire (figure 44). 

. Réseaux no 4 : quatre champs homogènes, trois champs semi-homogènes, 
deux lignes circulaires (figure 41). 

. Réseaux no 5 : trois champs homogènes, deux champs semi-homogènes, 
deux lignes circulaires (figure 45). 

. Réseaux no 6 : deux champs homogènes, deux champs semi-homogènes, 
deux lignes circulaires (figure 46). 



- F i g u r e  41 - 

- Réseaux N O  4 - 



. Réseaux no 7 : un champ homogène, un champ semi-homogène, deux 
lignes circulaires (figure 47). 

. Réseaux no 8 : deux lignes circulaires (figure 48). 

. Réseaux no 9 : une ligne droite, deux lignes circulaires (figure 49). 

2.4.3. - Etude des réseaux no 4. ...................... 

. D é ~ ~ n ~ ~ n  d e ~  ptusiom. 

Pour le réseau situé au droit de la charge (figure 41), les conditions 

de pression sont celles déterminées au chapitre 2.3. (figure 26) (Relation (41)). 

Pour le réseau situé au droit de la charge, les pressions sont : 

La Pression le long de la ligne 12 est : 

le long de la ligne 34 : 

Les pressions pz et p3 sont reliées par : 

En remplaçant p2 et p3 par leurs valeurs, il vient : 

Compte tenu de ce résultat, on peut exprimer les pressions comme suit : 

p2 = -2k Y2 

P3 = 2k Y,' 



- F i g u r e  42  - 

- Réseaux N O  J - 
- F i g u r e  43 - 

- Réseaux No 2 - 

- F i g u r e  44 - 

- Réseaux N O  3 - 
- F i g u r e  45 - 

- Ré~eaux N O  5 - 



- Figure 4 6  - 

- Réseaux N O  6 - 

Y 1 ,  

- Figure 4 8  - 

- Réseaux N o  8 - 

- Figure 4 9  - 

- Réseaux No 9  - 



Les conditions de vitesses sont identiqueas à celles des réseaux asy- 

métriques à deux points singuliers (chapitre 2.3.). 

Nous obtenons les relations de compatibilité suivantes : 

b; R ' n b; ,/2 - cos Y ' ;  + - (sin Y' + -) + - - - - 1 
e e ' 2  e 2 

pour le réseau situé au droit de la charge et 

1 pour le réseau situé au droit de l'encastrement. 

L'effort horizontal N' (figure 41 et relation (48)) est donné par : 

L'effort horizontal N transmis par le réseau situé au droit de 

l'encastrement s'obtient aisément en tenant de compte des conditions de pression 

définies précédemment : 

N "1 - = -  (sin YI + 2Y2 COS YI) - -  (cos Y - cos Y + 2Y1 sin Y - 2Y sin YI) 
e 

2 1 2 2 
ke e 

b2 - -  (sin Y + 2Y1 COS Y2) 
e 

2 

(76) 



L'effort vertical P' a pour valeur (relation (49)) : 

L'effort vertical P est : 

I 
1 R 

1 ' - (cos Y - 2~ sin Y]) + - (2y1 cos Y + 2y2 cos - sin Y - sin Y2) 1 
1 2 2 1 

k e  e e 1 
i (78) 

l 

. Alamenth ;Dtannmin pm lu kéaeaux. 

Le moment M' transmis par le réseau, situé au droit de la charge 

I 2 

l + - (COS t2 - 2y1 sin 'Yî). 
e 

l 

Le moment M transmis par le second réseau s'obtient comme suit : 

et calculé par rapport au point T', a pour valeur : (relation (51)) 

Pour la ligne 12 : 

1 

1 2M1 
2 b ;  - TT 7 

= -  2 b ;  n (sin Y + - sin y' cos Y ' )  + - (-- + sin Y' COS Y' - - 
1 1 sin2 y;)] ke e e l 2  e 4  l 2  

1 

" 1 - 2k Y b (-+ CS sin 'Yl) 
l 2  

(79:~ 

avec CT = R cos Y1 - b  sin Y 1 1 ' 



Pour la ligne 34 : 

L - 2k b Y (- + CT sin Y2) 
2 1 ,  

avec CT = R cos Y 2 - b2 sin Y 2 

Pour la ligne 23, le moment élémentaire vaut : 

dM2 3 = 2kR(YI - Y2)CT. sin Y d. 

- 2kR CT Y sin Y dY 
Pi 

- k~~ dY 

+ kP. (T cos Y dY 



. CondAion d '  exin;tmce den deux tédeaux. 

Les centres de courbure des lignes 23 et 2'3' doivent être situés 

sur la même horizontale. 

La condition est : 

R' "5 b; fi R - - + -  - = -  b2 sin Y + - cos Y 
e 2  e 2  e 

2 
e 2 

De plus, nous avons les conditions d'équilibre suivantes (Figure 41) 

. VéAehminatiun den dimemian6 den késeaux, den eaaum et mumevu2 

b: R '  b; b l  R b2 
Les valeurs de - , - , - , - , - , - P 

et de - sont obtenues 
e e e e e e  ke 

à partir des relations (72) à (78). 

N 
L'effort axial - , les moments - 2M ' et - 2M2 sont obtenus avec 

ke ke ke 

les relations (75), (79) et (80). 

a Enfin, la distance - est donnée par : 
e 

L ' angle Y reste égal à 0,5. 

Les angles YI et Y2 varient dans les limites suivantes 

L'ensemble des valeurs est reportée dans le tableau 7. 



- - C O b I n C O * U  
e a e b e u ' - l  b h C O m -  

h l - o m m 0 0 ; 3 ;  
hl -hlmhlm- - - - 1  
o o o ô ô ô ô '  

c o l a ,  

m C O C O - L n h l m - - b a h l o - C O a u a L n m h u  
~ n ~ m - ~ ~ ~ ~ - ~ o ~ m ~ n a , u ~ a o o ~ m ~ ~ ~  
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2.4.4. - Etude des réseaux no 3. ...................... 
Les réseaux no 4 se transforment en réseaux no 3 lorsque la ligne 

circulaire 2'3' disparaît (figure 44). 

. Les conditions géométriques relatives à chaque réseau sont : 

1 R fi - cos + - (sin Y + sin Y ) + - cos y = 1 
e e 1 2 

e 
2 

t 

1 - R 2 sin i + - (cos Y2 - cos Y ) - - 
1 1 sinY = O  

e e e 2 

. L'effort horizontal N' est donné par : 

L'effort horizontal N est toujours celui donné par la relation (76). 

L'effort vertical P' vaut : 

et l'effort P est fourni par la relation (78). 

. Le moment M '  a pour expression (relation (56)) - 
2b; 

i 

2 M  ' 
-3- 

TI 1 2 b; 
2 rsin Y; cos 'Y' + (I + - - 2y;)(- - sin y ; ) ]  + - 

ke 
2 - 
e 1 

I 
2 2 e 2 

. Les conditions d'existence de deux réseaux s'écrivent : 



- - = -  sin y 
b2 

Les dimensions des réseaux, les efforts et les moments transmis sont 

obtenus 2 partir des relations (82) à (88). 

L'angle Y ;  varie de 0,5 à 0,58 et les angles Y ,  et Y restent 
2 

liés par la relation : 

avec les limites suivantes : 

Le tableau 8 donne les valeurs obtenues pour ce réseau. 



- Champs cinématiquement et plastiquement admissibles asymétriques 

à trois points singuliers - 



2.4;5. - Etude des réseaux no 2. ...................... 
Les réseaux no 3 se transforment en réseaux no 2 lorsque la ligne 

circulaire 23 disparaît (figure 43). 

. Les nouvelles conditions géométriques sont déduites des relations 
(82), (83) et (84) en posant 

. L'effort horizontal N' est donné par (85). 

L'effort horizontal N a pour expression: 

De même l'effort vertical P' est calculé par la relation (85) ; 

l'effort vertical P s'écrit : 

f 

1 p 1 n b2 7 Il 1 1 - -  c o s  - (1 + - -  2Y )sin" -[cos y2 - (1 + - -  2Y2)sin%d ; ( g ~ ,  
I ke e 

1 2 1 
e 2 1 

Le moment M' est toujours obtenu à partir de (87). 

Le moment M s'exprime par : 

2 
2M 71 - - - -  2bi ~ o s  YI sin Y 1 2 
2 1 

+ (1 + - - 2y1)(- - sin Y 
ke e 2 2 

2 
2b2 71 1 2 + 7  OS y2 siny + ( 1  + - - 2Y ) ( -  - sin Y~)] 

e 
2 2 2 



. La condition d'existence s'écrit : 

Ces relations permettent le calcul des dimensions, des efforts et 

moment transmis par les réseaux. 

L'angle Y; varie de 0 , 5 8  à 0 ,7854  et les angles Y et Y 2  varient 

entre les limites suivantes : 

Le tableau 9 donne les résultats obtenus pour ces réseaux. 





2.4.6 - Etude des réseaux no 5. ...................... 
Les réseaux no 5 se substituent aux réseaux no 4 lorsque le champ 

homogène 1,7,8 et le champ semi-homogène 1,2,7 disparaissent (figure 45). 

. Les conditions géométriques sont fournies les relations (82), (83) 

et (84) en posant : 

. Les conditions de pression sont celles des réseaux no 4 pour la 
partie située au droit de la charge. 

Pour l'autre partie, il vient : 

et pour un point courant de la ligne 23 

. L'effort horizontal N '  est celui de la relation (75). 

L'effort horizontal N est donné par : 

L'effort vertical P' est donné par (77). 

L'effort vertical P a pour expression : 



Z - + - cos Y - (1 + -'L - 2y2)sin y2] 1- 2 ,-, 

P R -  - -  - - L(I + ")(COS Y2 - COS Y]) - 2Y COS Y2 + 4Y2 cos Y 
ke e 2 2 1 

+ 2Y1 cos Y - s i n Y  -siny2] 
1 1 

. Le moment M' est le même que celui du réseau no 4 (relation (79 )  1. 

( 9 4 )  

. Le moment M se calcule par rapport au point T (figure 45). 

Pour la ligne 23, le moment élémentaire est : 

- 2kR CT Y sin Y d~ 

+ kR CT cos Y dY 

Il vient : 

L TI 

M2 3 
= - kR cos Y [(l + - - 4Y2) (cos Y - COS Y2) 

2 

- 2Y cos YI 
1 

- 2y cos y2 + sin y1 + sin y2] 
2 

Pour la ligne 34, le moment est : 

'n 
M .  = -kb2F(l - cos Y cos y2 + (1 + - - 2~~)cos sin y2) 3 4 1 2 



. La condition d'existence reste (relation (81)) : 

R1 + fi R - - - = -  b2 
sin Y, + - cos Y, 

I 

* - -  2M - -  2 ~ 2  cos Y L(i + - -  
2 2 1 

4Y2)(cos Y - COS Y2) 
ke e 2 

1 

- 2Y COS Yi - 2Y cos Y + sin Y + sin Y * ]  2 2 1 

-- . 

2R 
2 

+ -  2 (Yl + Y2) 
e 

2b2 n 
+ -  [k{1 - c o s y  C O S Y  + (1 + - -  

1 2 2y2)cos Y~ sin Y ~ }  e e 2 

2 71 
+ - (1 + - - 2v2,] 

e 2 - 

. Les dimensions des réseaux, les efforts et moment transmis sont 
obtenus à partir de ces relations (Tableau 10). 

L'angle Yi est toujours égal à 0,5. 

Les angles Y et Y2 varient dans les limites suivantes : 
1 

' (95) 



- Tableau 10 - 
- Champs cinématiquement et plastiquement admissibles asymétriques 

à trois points singuliers - 

- Réseaux no 5 - 



2.4.7. - Etude des réseaux no 6. ...................... 
Les réseaux no 6 se susbstituent aux réseaux no 5 lorsque le champ 

homogène 3',4',5' disparaît (figure 46). 

Les conditions géométriques sont : 

. Les conditions de pression pour ces réseaux restent identiques à 

celles du réseau no 5. 

. L'effort horizontal N '  est fourni par la relation (59), 

L'effort horizontal N par la relation (93), 

. L'effort vertical P '  par la relation (60), l'effort vertical P 

par la relation (94). 

. Le moment M' est calculé à partir de la relation (61), le moment 

11 à partir de la relation (95). 

. Les conditions d'existence sont : 

Les dimensions de ces réseaux, les efforts et moment transmis sont 

reportés dans le tableau 1 1 .  

L'angle Y; est égal est 0,5 ; les limites des angles Y ,  et Y 2  sont : i, .., . L  



X 
5 
(d 
a, 
V) 
'a, 
Pr; 

h l m m  
a l n a  
a m -  
O h *  



2.4.8. - Etude des réseaux no 7. 

1 Les réseaux no 7 sont constitués comme suit : (figure 47) 

~ 
! - au droit de la charge , une ligne circulaire 2'3'; 

- au droit de l'encastrement , une ligne circulaire 23, un champ homo- 

gène 4,5,6 et un champ semi-homogène 3,4,6. 

. Les conditions géométriques sont : 

. Les conditions de pression sont identiques à celles des réseaux no 5 

. L'effort horizontal N' est donné par la relation (64), l'effort 

horizontal N par la relation (93), l'effort vertical P' par la relation (65) 

1 l'effort vertical P par la relation (94). 

. Le moment M' se calcule à partir de la relation (66), le moment 

1 M à partir de la relation (95). 

1 . Les conditions d'existence sont : 

Les dimensions des réseaux, les efforts et moment transmis calculés 

à partir des relations précédentes sont reportées dans le tableau 12. 

Les limites de variation des angles Y ,  Y et Y2 sont les suivante 

I 
0,42355 < Y; < 0,5 

0,56555 < Y I  < 0,6122 

0,55236 < Y2 < 0,56555 





2.4.9. - Etude des réseaux no 8. ...................... 
Les réseaux no 8 succèdent aux réseaux no 7 lorsque les champs homogènes 

4, 5, 6 et semi-homogène 3, 4, 6 disparaissent (figure 48). 

. Les conditions géométriques s'écrivent : 

. Pour la ligne 2'3', les conditions de pression restent identiques 
à celles des réseaux no 4, 5, 6 et 7. 

Pour la ligne 23, la pression PM 
en un point de la ligne est : 

G 
est la pression au milieu de la ligne 23 et ne peut être déterminée 

tout de suite. 

. L'effort horizontal N' est fourni par la relation (64). 

L'effort N a pour valeur ici : 

L'effort vertical P '  est toujours celui de la relation (65). 

L'effort P vaut : 

. Le moment M' est celui obtenu par la relation (66). 

Le moment PI s'écrit : 



. La condition d'existence de ces réseaux est : 

1 2 41X2 
2M -*cos Y (- 4~ cos + 2 sin Y ) + -  

2 1 1 2 
e e 

Les résultats conçernant ces réseaux sont donnés dans le tableau 13. 

(100) 

Les limites de variation des angles Y;, Y 1  et Y 2  sont : 



- 

- Tableau 13 - 

- Champs plastiquement et cinématiquement admissibles asymétriques 

à trois points singu.liers - 

- Réseaux no 8 - 



2.4.10. - Etude des réseaux no 9. ...................... 
Les réseaux no 9 succèdent aux réseaux no 8 lorsque la ligne circulaire 

2'0' se transforme en ligne droite (figure 49). 

. Le long de la ligne 0'3' les conditions de pression sont celles 
de la ligne 0'3' dans les réseaux no 8. 

Soit p' la pression le long de la ligne 2'0' ; cette pression varie 
O 

TI 
pour ce réseau de k -  - 1 à 0. 

Pour la ligne 23, les conditions de pression sont identiques à celles 

de la ligne 2'3' des réseaux no 8. 

. Les conditions géométriques sont les suivantes': 

el R '  fi + - (- - sin Y') = 1 
e 2 

. L'effort axial N' s'écrit : 

et l'effort axial N : 

N Po 
R 

- =  - 2 - - sin Y, 

L'effort vertical P' s'écrit : 



L'effort vertical P est donné par la relation (99). 

. Le moment MT s'écrit : 

1' l1 RI - 2~ ' 71 n 2M ' - = 2 -  - [- - - 
2 sin Y', + k' + - +  sin $ '  - ( 2 '  + - - I>.OS 

k e 2 e e  e 
2 

ke 4 2 

Le moment M est donné par la relation (100). 

. Les conditions d'existence des réseaux sont : 

R - - - 1 

e 2 sin YI 

Les dimensions, les efforts et moment transmis par les réseaux sont 

donnés dans le tableau 14.  

Les angles Y' et YI varient dans les limites suivantes : 



- Tableau 14 - 

1 - Champs plastiquement et cinématiquement admissibles asymétriques 

l à trois points singuliers - 

- Réseaux no 9 - 



2.4.11. - Valeurs successives des efforts et moments transmis. ................................................... 
Les figures (50), (51), (52) représentent les fonctions 

- = P 2M P P 2M' f ) ,  - =  f(-) et ale = f(-). 
ke ke ke ke ke 

La figure (52) comparent les résultats obtenus pour les réseaux, 

symétriques et ceux obtenus pour les réseaux asymétriques à trois points 

singuliers. 

En se reportant à la figure (40) où une comparaison est faite entre 

les réseaux symétriques et les réseaux asymétriques à deux points singuliers, 

nous constatons que les résultats obtenus pour les réseaux asymétriques à trois 

points singuliers sont très légèrement plus proches des valeurs exactes. 





EFFDRT VERT 

I 
0,5 

- Figure 51 - 

CRL 
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O, 5 

- Figure  52 - 



3 - CHAMPS STATIQUEMENT ET PLASTIQUEMENT ADMISSIBLES. 
3.1 . - Introduction. 
Dans ce qui suit, nous développons des champs de contraintes plasti- 

quement et statiquement admissibles pour des plaques encastrées sur deux bords 

dans les conditions de chargement de la figure 16. 

3.2. - Champ statiquement et plastiquement admissible continu. 

3.2.1. - Constitution du ch am^. .................... 
Nous pouvons utiliser le champ continu décrit au chapitre 1 

(paragraphe 4.3.). 

Considérons la figure 53. Dans la partie de plaques telle que 

a 
O < x < - , la contrainte a est prise nulle partout, et : 

2 Y 

Les conditions d'équilibre local sont : 

D'où: 

En posant : 



- Figure 53 - 

- Figure 54 - 

- Efforts et moments transmis - 

- Champ statiquement et plastiquement admissible continu - 

M -- 11 
P 

C 

4 

s a * 

P 

T1 -- 
M 



La section critique correspond à l'abscisse x = al2. 

Vérifions la condition de plasticité de TRESCA : 

Les contraintes en un point de la plaque d'ordonnée y négative sont 

les suivantes : 

et : 

avec la condition : 

X 
a = 4k - cos ( 1  + 2, 
X a a e 

Les contraintes sont égales à : 

lorsque : 

a 
Pour la zone de la plaque située entre l'abscisse - - et O, le 

2 
champ de contraintes est anti-symétrique à celui qui vient d'être décrit. 

Il est décrit comme précédemment en posant : 

3.2.2. - Efforts transmis par le champ. ----------------- ---------- 
. L'effort axial repris par le champ au droit de l'encastrement est 

1 nul (figure 5 4 ) .  
l 



. L'effort vertical, par unité de largeur, vaut : 

soit : 

O .- 

P = - 2  11 n - k d y +  - k sin - ( 1  + %)dy - - - a e -1 

2 2 

n 
avec - ordonnée correspondante à la valeur maximale de la fonction circulaire 

2 
n 

T . - est donné par la relation 
xy 2 

soit 

P Les valeurs de l'effort vertical - sont données par les expressions 
ke 

suivantes : 



et pour 

3 . 2 . 3 .  - Moment transmis Ear le champ. ---------------- ---------- 
Le moment repris par le champ, calculé au droit de l'encastrement, est . 

71 
2 e Pour - 5 - 

M = 2  '- ' 2k cos 5 ( 1  + 9)y dy 
c= 

Il vient donc : 

3.2.4. - Valeurs successives des efforts et moments transmis. ................................................... 
Les valeurs des effbrts, moment obtenus avec les relations (107)  à (110) 

sont reportées dans le tableau ( 15 ) .  

2M 
Les figures 55 et 56 donnent les variations de - en fonction 

P P .keL 
de - et celle de ale en fonction de - . 

ke ke 





PLRRUE ENCASTREE 



- Tableau 15 - 
- Champs plastiquement et statiquement admissibles continus - 



3.3. - Champ statiquement et plastiquement admissible à zones symétriques. 

3.3.1. - Constitution du ch am^. .................... 
Le champ est constitué par neuf zones numérotées de 1 à IX (figure 57). 

L'axe x est situé sur la trace du plan moyen de la plaque ; cet axe 

passe par le milieu de la frontière entre les zones III et V. 

Les contraintes sont constantes en tout point des zones 1, II, IY, V, 

VI, VII, VI11 et IX. 

Dans les zones 1 et II, les contraintes sont choisies pour satisfaire 

aux conditions aux limites : 

pour 

et à la condition de plasticité de TRESCA en déformation plane: 

Pour simplifier les expressions ultérieures du critère de plasticité, 

nous posons : 

Il vient donc : 

Zone 1 

1 zone II 

Dans les autres zones, les contraintes sont définies à partir des 

conditions aux limites, des équations d'équilibre local et de la condition de 

plasticité de TRESCA en déformation plane. 



3.3.2. - Contraintes dans la zone centrale III. ..................................... 
Les conditions à respecter à la frontière entre la zone III et la zone V 

(figure 57) sont : 

où ~ ( c )  est une constante puisque les contraintes sont choisies constantes 

dans la zone V. 

De la même façon 

soit: 

et 

~(a) et ~(a') sont également des constantes. 

Nous posons que la contrainte ax 
est nulle dans toute la zone III. 

La condition d'équilibre selon x s'écrit : 

d'où: u = - Y ~'(xj + U(X) 
Y 

( 1  13) 

Ces résultats sont identiques à ceux obtenus pour les plaques rectan- 

gulaires appuyées (relation (22)). 





3.3.3. - Conditions aux limites entre les zones 1 et III, II et III, ............................................... --------- 
VI11 et III, IX et III. ----------- ---------- 

. Soit y = B(x), l'équation de la frontière entre les zones 1 et III 

et f3 l'angle entre l'axe x et la tangente à la courbe y = B(x). 

Les conditions d'équilibre impliquent la continuité des contraintes 

normales et des contraintes tangentielles à la frontière : 

De la relation (115), nous obtenons : 

Compte tenu de (116), il vient : 

1 - 0  
2  

cos 2 8  = Y- 2  
( 1  - a l 2  + 4 r  xy 

Y 

avec la relation 

et avec (116) et (117), nous obtenons : 



Il v i e n t  donc : 

s o i t  : 

En r e p o r t a n t  dans l a  r e l a t i o n  ( 1 16) : 

avec c s x ~ a  

. Etudions l e s  cond i t i ons  de c o n t i n u i t é  e n t r e  l e s  zones II e t  III. 

Notons y = a(x) l ' é q u a t i o n  de l a  f r o n t i è r e  e n t r e  l e s  deux zones e t  a l ' a n g l e  

e n t r e  l ' a x e  x  e t  l a  tangente à l a  f r o n t i è r e .  

Il v i e n t  : 

De l a  r e l a t i o n  (122), nous obtenons : 

Des r e l a t i o n s  (121) e t  (123), il v i e n t  : 

1 - a  
2 

cos 2a = Y 

( I + U ~ ) ~  + 4 T  XY 2 



Soit finalement en reliant (123 )  et (124 )  : 

. Les conditions de continuité entre les zones VI11 et III, IX et III 
s'expriment comme précédemment. 

Les contraintes dans les zones VI11 et IX sont prises égales à : 

Zone IX 

Les conditions de continuité avec la zone III nous donnent les 

relations suivantes : 

avec a s x < a l  

avec a 6 x s  a' 



3.3 .4 .  - Détermination des frontières de la zone III. ........................................... 

. Pour des abscisses comprises entre c et a (figure 57), les 

relations (119) et (125) donnent la condition : 

soit 

donc 

Compte tenu de la symétrie des zones 1 et II, nous avons 

Les relations (120) et (126) s'écrivent : 

Par différence, il vient : 

OU 

en intégrant : 

compte tenu de la symétrie des frontières a(x) et @ ( x )  par rapport à 

l'axe x : 

soit 

Considérons la frontière y = B(x) ; les conditions aux limites 

la concernant sont : 



De la relation ( 1 3 4 ) ,  nous obtenons : 

Les constantes K2 et K3 ont pour valeur : 

L'équation de la frontière s'écrit : 

pour c S X , < a  

. Pour la seconde partie de la zone III (a s x s a'), nous obtenons 

compte tenu de nouvelles conditions aux limites (figure 57) : 

l pour a 4 x < a' I I 



3.3.5. - Conditions aux limites entre les zones 1 et IV, III et V, -------- 

. Continuité Fntre 1 et IV. 
Soit Bo l'angle entre la frontière des zones 1 et IV et la verticale 

(figure 57). 

Posons : 

pour la zone IV 

Les conditions de continuité suit les suivantes : 

A + B cos 28 + 2 C  sin 2Bo = - 1 - cos 26 
O O 

- B sin 3Bo + 2C cos 2% = sin 28 
O 

De ( 1  39) nous obtenons : 

La zone IV est dans le domaine plastique lorsque la condition de 

plasticité de TRESCA est vérifiée : 

La condition se transforme, compte tenu de la relation (140) : 



La solution utile de cette équation est : 

De (140), il vient : 

La relation (138) permet de définir la valeur de A : 

L'autre détermination de B possible ne convient pas car elle 

conduit à des contraintes positives. 

. Continuité entre III et V. 
Dans la zone V, les contraintes sont : 

. Continuité entre IV et VII. 
Les contraintes sont les mêmes dans la zone 1 et dans la zone IV: 

a = - 1  
X 

zone VI1 (145) 
a = T  = O  
Y XY 



. Continuité entre V et VI. 
La zone VI a ses contraintes définies en reportant la discontinuité 

sur a entre IV et V sur la discontinuité sur a entre VI et VII. 
X X 

Soit : 

eone VI 

3.3.6. - Détermination de l'angle . ..................... -- Bo 

Le choix de l'angle Bo est fait de façon à satisfaire la condition 

de plasticité dans la zone III et dans la zone V. 

Cette condition s'écrit pour la zone III : 

La contrainte a est maximale sur la frontière ~(x) ou a(x), 
Y 

Pour la frontière B(x), nous avons d'après (120) et (126) : 

il vient : 

La condition de plasticité a la forme ; 

4 2 B' (x) + 46' (x) = I 



La contrainte ~ ( c )  peut prendre des valeurs telles que : 

Pour la zone V ,  la condition de plasticité est : 

Compte tenu des valeurs de A, B et C fournies par les relations 

( 1 4 1 ) ,  (142)  et ( 1 4 3 ) ,  nous trouvons l'angle Bo optimum par calcul itératif : 

3 . 3 . 7 .  - Définition com~lète des contraintes. -------------- .................... 
2  

Les contraintes dans chaque zone sont les suivantes (avec 4k = 1 )  

Zone 1 a = - 1  T = O  = O  
X 

Zone II a = l  
X 

d'après (111)  

Zone III 

d'après (113) et (147) 

Zone I V  
OX 

= - 1 ,24566 

T = 0,39118 
XY 

= -  O ,  62284 
Y 

d'après (140) ,  ( 1 4 1 ) ,  (142) ,  (143) et (149) 



Zone V 

d'après (144) 

1 Zone VI a =0,24568 
X 

I 

-- - 

d'après ( 146) 

Zone VI1 
l 

d' après ( 145) 

1 Zone VIII ox = I r = a = O 1 XY Y 

1 Zone 5 = - 1  T = a  = O  

I X ==Y Y 

d'après (127) 

Les zones 1, II, IV, V, VII, VI11 et IX sont plastifiées ; 

les zones III et VI sont rigides. 

Nous retrouvons ici une partie des résultats déjà obtenus pour les 

plaques appuyées (Chapitre 1, paragraphe 4.4.). 



3.3.8. - Détermination des efforts et moments transmis par le champ. ........................................ ---------- 
Evaluons la contrainte T dans la zone III avec : 

XY 

D'après (135), nous obtenons : 

après simplification : 

à l'abscisse x = c, il vient : 

D'après la figure 57, nous avons la relation géométrique suivante : 

C 
L'expression (150) compte tenu de (151) s'écrit en ordonnant selon - 

e 

C La valeur de - est : 
e 



L'effort vertical P par unité de largeur de plaque (figure 58) 

est obtenu par : 

avec 

soit : 

La valeur de - est donné par 
e 

d' - -c(a> - -  
e 2~ (a') 

Nous choississons la valeur de la contrainte ~(a') de façon que 

la zone III soit plastifiée à l'abscisse x = a'. Nous obtenons la même 

valeur qu'en (148) soit : 

a' Nous obtenons la valeur de - en nous servant de la relation (136). 
e 

2B(x)B1(x) = 
e2 - 4dl2 
4 (a-a ' ) 



Soit à l'abscisse x = a en tenant compte de (130) : 

Il vient : 

Le moment transmis par unité de largeur est (figure 58) : 

Le champ ne peut pas transmettre d'effort normal par raison de symétrie: 

3.3.9. - Dimensions des zones et valeurs successives des efforts et .......................................................... 
moments transmis. ---------------- 

Les dimensions des zones sont fournies par les relations (151), (152), 

Les valeurs successives des efforts - et des moments - 2M sont 
ke ke 

2 

calculées avec les relations (153) et (157). 

Ces valeurs sont reportées au tableau 16 ; les figures 59 et 60 donnent 

P a 
2M en fonction de - P 

l'évolution de - 2 , et celle de - en fonction de - . 
ke ke e ke 



- Tableau 16 - 

- Champs statiquement et plastiquement admissibles 

à zones symétriques - 









0,5 

- Figure 60 - 



3 . 4 .  - Champ statiquement et plastiquement admissible à zones asymé- 

triques. 

3 . 4 . 1 .  - Description du ch am^. ------ ------------ 
Nous considérons un champ constitué de huit zones numérotées 1, II, III, 

IV, VI, VII, VI11 et IX. Comme pour le champ proposé pour les plaques rectan- 

gulaires appuyées, l'axe x passe par le milieu de la frontière entre III et V 

mais ne coyncide plus avec la trace du plan moyen (figure 6 1 ) .  

Les contraintes sont constantes dans les zones 1, II, IV, V, VI, VI11 

et IX. 

Les contraintes dans les zones 1 et II sont les suivantes ( 1 1  1) 

Zone 1 

Les contraintes dans les autres zones sont encore obtenues à partir 

des conditions aux limites, des équations d'équilibre local et de la condition 

de plasticité de TRESCA en déformation plane. 

3 . 4 . 2 .  - Contraintes dans la zone centrale. ................................. 

. Dans la zone III, nous avons les conditions suivantes : 

o(c) et ~(c) sont des constantes le long de la frontière entre 

les zones III et V puisque les contraintes sont choisies constantes en tout 

point de la zone V. 



- Figure 62 - 

-Efforts et moments transmis - 



Nous choisissons pour a 
X 

avec 

o = (1 - cos y)a(c) 
X 

q . x  - a) 
Y =  c 6  x s  a. 

a - c  

Les conditions d'équilibre local donnent: 

a T ao 
x y = - 2 -  - -  7T a (c) sin y 

a Y ax a-c 

Soit après intégration: 

avec c s x s a  

La contrainte a est obtenue par : 
Y 

Soit: 

avec c s x s a. 

Par la suite, nous utilisons les expressions simplifiées suivantes 

pour désigner les contraintes dans la zone III : 

l Zone III a 
X 

I avec c 6 x 6 a l 



Dans la zone VII, nous choisissons le même champ de contraintes que 

celui de la zone III. 

Il est défini en nous servant du système de référence (y,;) tel que 

- 
l'axe x est situé à la distance h en dessous du plan moyen de la plaque, 

- 
et que l'axe y est situé à la distance c de l'encastrement (figure 61). 

Soit 

Zone VI1 o- 
X 

- 
avec c s x s a. 

3.4.3. - Conditions aux limites entre les zones 1 et III, II et III, ............................................... --------- 

VI11 et VII, I X  et VII. ----------- --------- 

, Soit B(x) la frontière entre les zones 1 et III et l'angle 

entre l'axe x et la tangente à la frontière. 

Les conditions de continuité s'expriment comme suit : 

avec 

u T et a sont les contraintes dans la zone III. 
X' xy Y 



Un traitement analogue à celui effectué dans le cas du champ à zones 

symétriques nous conduit aux relations suivantes : 

d'après (167)  : 

cos 26 = 
(A+I) (B+I) 

( B + I ) '  + 4c 2 

d'après (166) et (169)  et, en combinant (169) et (170) : 

( ax  + I ) a  = T 2  
Y XY 

en tenant de ( 1 6 9 ) ,  nous obtenons : 

Pour la frontière y = a ( x )  entre les zones II et III, nous 

obtenons les conditions de continuité : 

(1 74 )  combinée avec (1 76)  donne : 



Soit finalement avec (176) et (177) : 

. Les conditions de continuité entre les zones VI11 et VII, IX et 
VI1 aboutissent à des relations identiques aux relations (171) à (179). 

En effet les contraintes dans les zones VI11 et IX sont choisies 

comme suit (27) : 

1 Zone VI11 
I 

Zone IX 

3 . 4 . 4 .  - Détermination des frontières de la zone III. ........................................... 

. Pour les abscisses comprises entre c et a (figure 61), 

les relations (163), (172) et (178) donnent : 

Soit par différence : 

+ 1)B' + ai6 - 
(oX 

- (ax-1)a' + ola avec B' = 
X 

a1 = a' 
(XI 



d d - Cox@ - a ) }  = - - ( 6  + CI) 

dx dx 

En intégrant : 

B + a = -  ( 6  - a > o x  + KI 

avec pour limites : 

i l  vient : 

Par addition des relations initiales ( 1 8 0 )  , nous obtenons : 

( g x  - ] ) a 1  + ( a x  - 1 ) B '  = - ( 6 + a ) o i  + Zr 

Soit après intégration: 

De ( 1 7 2 ) ,  ( 1 7 3 ) ,  ( 1 7 8 )  et ( 1 7 9 ) ,  nous aboutissons à : 

a  = T  6 '  sur la frontière 
Y XY B(X) 
0 = T  a '  sur la frontière a 

Y  XY (x) 

Soit compte tenu de (1  64): 



en intégrant : 

avec pour limites (figure 61) 

soit : 

La somme des relations (184) donne : 

0; 
5(6 '  + a ' )  - o;(BBf + a a ' )  = - 2 

( B ~  + a ) - T ' ( B  + a) + 20 
1 

s o i t :  

En comparant (183) et (166) : 

4~ d 
3 k ( B  + a)  + ux(Bf  + a ' )  + 6 '  - = O;(6 + a)  + 

(c) 

B - a  

avec la relation (181) 

6 '  + a '  = - o i ( B  - a) - ox(Bf - a ' )  

il vient : 



soit : 

après intégration 

les limites sont : 

soit: 

soit: 

De (182), nous avons : 

B + a =  - (6 - ")ax - 2h 

28 = (B - a)(] - nX) - 2h 

Les valeurs de B(x) aux limites sont: 

La première condition donne : 



La seconde conduit à :  

1 - a  
X 

= 1 soit 3 = 0. 
X 

I + o  
X 

Effectuons les mêmes calculs pour la frontière a 
(x> ' 

(182) donne : 

2a = -(fi - a ) ( ]  + ox) - 2h 

avec ( I89 ) ,  il vient : 

pour c s x s a 

Les valeurs de a(x)  aux limites sont : 

Il vient de la première condition: 

La seconde condition conduit à a = 0 .  
X 



Les limites de la zone III sont définies complètement pour les 

abscisses x comprises entre c et a par les relations ( 1 8 9 )  à ( 1 9 3 )  ; 

les valeurs de a et T sont données par les relations (186) et ( 1 8 7 ) .  

. Pour la zone VII, les conditions de continuité sont identiques 
- - 

à ce qui vient d'être obtenu en remplaçant x par x et y par y 

(figure 61 ) . 

3 . 4 . 5 .  - Conditions aux limites entre les zones 1 et IV, IV et V. ........................................ ------- 

. Continuité entre 1 et IV. 
Les résultats obtenus au paragraphe ( 3 . 3 . 5 . )  restent valables. 

Ainsi les contraintes dans la zone IV sont : 

A ,  B, C sont fixées par les relations ( 1 4 1 ) ,  ( 1 4 2 )  et ( 1 4 3 ) .  

. Continuité entre IV et V. 
Les contraintes c et T sont identiques dans la zone IV et 

Y XY 

dans la zone V .  

La contrainte a peut être la même que dans la zone IV ou prendre 
X 

une autre valeur fixée par la seconde détermination de B satisfaisant la 

condition de plasticité de TRESCA 

11 vient : 



B = o  - 0  
x Y 

Zone I V  

- B = a  - a  
x Y 

Zone V 

Soit: 

Le tableau 17 donne les valeurs de T a  a et a pourdes xy' y '  x X 

angles Bo compris entre O et - 71 . 
4 

Les conditions de plasticité de la zone III fixeront ultérieurement 

le choix de ô. et de a . 
X 

v 



- Tableau 17 - 

- Contraintes dans les zones IV et V 

en fonction de B - 
O 



3.4.6. - Cgnditioog-42-plasticité dans la zone &II. 

Nous vérifions que la condition d,e plasticité de TRESCA n'est pas 

violée dans la zone III. 

La région critique correspond à la frontière entre la zone III et la 

zone V. 

La condition de plasticité de TRESCA 

s'exprime comme suit : 

. sur 6(x) 

. sur a(x) 

D'où les conditions : 

. à l'intérieur de zone III, les contraintes n'atteignent pas le 

seuil de plasticité car elles satisfont à la condition 

La valeur de T '  est donnée par la relation (183) : 



2 ~ '  = a l ( @ + a )  + u x (@"+af') + 2 a 1 ( ~ 1 + d )  x + 811 - a i l  

e t  c e l l e  de a par (187) : 

u 
X 20 = ~ ( 6 '  + a ' )  + *r l (@+a)  - - 2 

(82 + a ) - a;(BB1 + a a ' ) .  

Les va leurs  de a ' ,  B ' ,  a", 6" sont obtenues2 p a r t i r  de (190) e t  

3 . 4 . 7 .  - Valeur optimale de l ' a n g l e  . -------- -------------- 
@ O  

Posons pour l a  s u i t e  : 

De (191) e t  (193), il v ien t  : 

d+h 1 -ax 
- -  X - - -  - - 
d-h X-2d 1 +ax 



Choisissons d'abord la détermination: 

Soit: t = tg Bo 
O 

nous avons d'après la figure 61: 

- C - -- e 
to e 

avec - 3 X 
- - X 2 

La relation (198) conduit à : 

il vient : 

La condition de plasticité doit être satisfaite dans la région critique 

c'est-à-dire pour x = c. 

Des relations ( 1  90) et ( 1  92), nous obtenons : 



a '  = - - avec 6 = d 

6' = - - avec a = - d 
. a + h  

OU encore: 

Les valeurs de a = 20 T = T  
X (cl' XY ( c )  

et de Bo sont celles 

du tableau 17. 

La condition de plasticité (196) est satisfaite et la condition (197) 

n'est pas violée à l'abscisse x = c avec les valeurs suivantes : 

Pour toute autre valeur de a  T et Bo, compatibles avec les 
x' xy 

zones voisines, la condition de plasticité est violée sur la frontière B(x). 

I l  en est de même pour la seconde détermination de 

Nous retenons donc les valeurs de (203) pour,définir complètement 

les contraintes dans les zones III, I V ,  V et V I .  



3.4.8. - Définition complète des contraintes du champ. -------------- ............................ 
Les contraintes dans chacune des zones sont les suivantes : 

Zone 1 a = - 1  - - = O  
X XY Y 

1 Zone II a =  1 = a  = O  
l X XY Y 

d'après ( 158) 

1 I 

T = y  sin y + ~ ( x )  
xy 8(a-c) 

pour c  6 x  c a 
i 

d'après (160), (161), (162), T 
(x) 

e t  a (XI sont définis selon (186) et (187) 

d 'après (203) 

l 
d'après le tableau 17. 

Zone V 1 = - -  
Ox 

4  

r 



i 

Zone VI = a  = T  = O  
x Y XY 

TT 
T = - - y sin y + T(;) 
xy 8 (a-c) 

- 
pour c ,< x ,< a 

Zone VI11 

Zone IX 

= -  1 T = O  = O  
X XY Y 

l 

d'après (180). 

Les zones 1, II, IV, V, VI11 et IX sont entièrement plastiques ; 

la zone VI est libre de contraintes et les zones III et VI1 sont rigides. 

3.4.9. - Détermination des efforts et moments transmis par le charne. .............................................. ---------- 
Avec les valeurs obtenues en (203), il vient : 



Reportons cette valeur dans la relation (200) 

De (198), nous trouvons : 

Compte tenu de ( 2 0 4 ) ,  il vient : 

d 
La valeur de - est : 

C 
D'autre part - s'exprime par ( 1  9 9 )  : 

e 

- . L'effort horizontal transmis à l'abscisse x = c est : 



o i t  :=O 1 .  
- . L'effort vertical transmis à l'abscisse x = c est : 

Soit: 

--- -- 

. Le moment transmis s'écrit (figure 62) : 

Les valeurs successives des dimensions du champ et des efforts et 

moments transmis sont reportées au tableau 17. 

ZM en fonction de Les figures 63 et 64 donnent l'évolution de 7 
ke 

P - a ' et celle de - P 
en fonction de - . 

ke e ke 



- Tableau 17 - 

- Champ statiquement admissible à zones asymétriques - 



3.5. - Conclusion. 
2M P a P - £ 1  des figures 55, Comparons les courbes - = f(-) et - - 
ke ke e ke 

L'ensemble de ces résultats est reporté aux figures 65 et 66. 

Les champs par zones sont plus proches des champs exacts que le champ continu 

l 
dans les chargements à faible effort tranchant. 

a P 
La figure 67 reprend l'ensemble des fonctions - = £(-) obtenus 

e ke 

pour chacune des solutions cinématiquement et plastiquement admissibles d'une 

part, des solutions statiquement et plastiquement admissibles d'autre part. 

L'ensemble de ces solutions encadre bien la solution exacte. 



- Figure 63 - 





1 MOMENT 

095 

- Figure 65 - 



D 1 STRNCE PLRQUE ENCRSTREE 
QlRlPS STRTIBUMPCT RDH1551SLE5 !V)#IRIQIE?i ( 1 )  

ûîFHî5 FIATI[UMEKI RDHlSlLF3 FiSïMRIIiIUL5 ( 2 )  

CHR1PS RnllaBnDCT AbIl1551~E3 CIIKIIMJE; ( 3 )  

- Figure 66 - 



P L R W E  ENCRSTREE 
RE3DIW C I ~ l ~ f N 7  RDWISSlëlEFi ~ R I E î l l E 5  ( 1  ) 

RfSERUX CINE?#iTIEaJEHLFlf RDWIBIBLES ÇYHEJRIüüE ( 2 )  

srmuam FIDHISIBLE ~ ~ E T R I ~ ~ I I L ~ ~ S  ( 3 )  

m 5  m ~ m m  ~HIS~SISLC~  m r l ~ f ~ t m ( 4 )  

CHRE Ç~~IOUMEKI m n t s 1 a C i  CDNTINUS ( 5 )  

- Figu re  67 - 



4 - ETUDE EXPERDfENTALE. 

4.1. - Introduction. 
Des essais ont été réalisés sur les plaques rectangulaires dans les 

conditions de chargement définies à la figure 16. 

4.2. - Préparation des plaques d'essais. 
Les plaques sont réalisés en acier doux E 24 à ~artir de tôles la,minées 

à chaud, provenance USINOR . (norme française NF A 35-050). 

Les plaques ont une largeur de 100 mm et une longueur de 200 mm, 

et l'épaisseur varie entre 4 et 16 mm. 

Pour chaque série de tôles, deux éprouvettes de traction ont été 

prélevées dans le sens longitudinal et deux dans le sens transversal (figure 68). 

Les plaques et les éprouvettes sontusinées avec des outils en carbure 

de tungstène de façon à réduire la profondeur de la zone écrouie. 

Après usinage, les pièces sont recuites en atmosphère neutre pendant 

trente minutes à 875'~ avec refroidissement en four pendant trois heures. 

4.3. - Essais. 

. Essais de traction. 
Pour chaque lot d'acier, quatre essais de traction ont été effectués 

pour déterminer la limite d'élasticité conventionnelle à 0,2 % (figure 69)  

à la température ambiante de 20°C. 

La valeur moyenne de cette limite R pour les quatre essais est 
O, 2 

reportée pour chaque série au tableau 18. 

. Essais des plaques. 

Les plaques sont disposées dans un montage spécial (figure 70) avec 

brides lisses (B) serrées à 2m daN par deux écrous et tiges filetées ISO @ 14. 



l , r 
l 
l I 

i /  
base de mesure 

50 mm * C 

- Figure 68 - 
- Eprouvette de traction - 

- Figure 70 - 
- Montage d'essais des plaques encastrées - 



Les efforts verticaux sont appliqués progressivement sur la plaque 

par deux pièces verticales (A) coulissant sur un plateau (figure 71). 

La distance a qui sépare le point d'application de la charge est 

a P choisi de façon à couvrir la plus grande partie de la courbe - = f(-) 

(figure 67). 

-Figure 69 - 

- Essai de traction. - 



- Figure 71 - 

- Montage d'essai des plaques encastrées.- 



Pour chaque plaque essayée, on relève la courbe effort-flèche à 

demi-portée, à la température ambiante de 2 0 " ~ .  L'essai est prolongé jusqu'à 

ce que la flèche atteigne environ trois la flèche élastique observée. La 

durée de l'essai complet est d'environ cinq minutes. La figure 72 donne les 

valeurs successives de l'effort et de la flèche pour l'une des plaques essavées. 

Après essai, la largeur de la plaque déformée est mesurée pour vérifier 

que l'état de déformation est plan. Pour les plaques essayées dans notre programme, 

de rapports largeur-épaisseur compris entre 6 et 25, la variation de largeair est tou- 

jours inférieure à O,] mm. Cette variation n'est qu'indicative : des informations 

plus précises seraient obtemes m e c  des plaques usinées avec des tolérances strictes, 

contrôlées en métrologie, notamment pour déterminer, après déformation, la géomêtrie 

du bord libre et des zones  oisi in es. 

4.4. - Détermination de la charge limite. 

Dans le cas d'une poutre, simplement appuyée, la charge limite Pk,, 

est dé£  inie fréquemment par le tracé d'e la figure 73 L-1 . 

Dans le cas de plaques, le seuil d'écoulement est moins marqué si 

bien que la charge peut dépasser notablement la limite élastique conventionnelle 

sans produire la ruine de la pièce. 

Nous proposons de prendre comme charge limite Pl la charge qui 

donne une flèche double à celle produite par la charge 
Pl, 

définie comme 

pour les poutres isostatiques (figure 74). 

L'ensemble des résultats obtenus par ces essais est reporté au 

tableau 18 et à la figure 75. 

La corrélation avec les résultats théoriques (figure 67) est bonne 

pour la quasi-totalité des plaques essayées. 

Ces résultats expérimentaux viennent compléter ceux obtenus avec des 

plaques appuyées sur deux bords où la corrélation observée avec les résultats 

théoriques est également bonne (1.5). 





- Figure 73 - 
- Détermination de la charge limite d'une poutre isostatique - 

Effort vertical 

t 

Effort vertical 

- Figure 74 - 
- Détermination de la charge limite d'une plaque encastrée - 



- T a b l e a u  18 - 

- - E s s a i s  d e  p l a q u e s  e n c a s t r é e s  s u r  d e u x  b o r d s  

e n  acier d o u x  E  2 4  r e c u i q  à l a  t e m p é r a t u r e  

d e  20°C e t  à l a  v i t e s s e  moyenne d e  lmm/mn - 

1 

e s s a i  
- a I P - 
e  

9  ,O0 
1 

6 0 / 0 4  1 1210 1 1 1  3  3  4  1 2 4 5 7  8 , 2 5  1 0 , 1 2 3 1  , k e 

0 , 1 2 2 1  I 

a  e  1 R ~ , 2  Pl , w 

l l 
l 1  

daN m m / m  mm 
, 1 

1 
6 0 / 0 4  1200 ' 100 3 6  4  

I 

daN/mm 

2 4 , 5 7  

7 0 / 0 5  2840 1 O0 2 4 , 7 5  
1 2 5 , 9 6  / 4 , 9 5  1 0 , 2 1 8 8  1 

7 0 / 0 5  1 3 2 , 5  1 5  2 5 , 9 6  1 6 , 5 0  0 , 1 7 4 1  I 1 id:. 1 7 0 / 0 6  

7 0 / 0 6  4220 I I  

7 0 / 0 7  6080 1 1  

7 0 / 0 7  

+ 
I 

2 , 8 3 3  ' 0 , 3 7 2 4  1 
0 , 2 7 0 9  1 

3 , 1 4 2  0 , 3 3 4 6  3 3 7 5  ! 
3 , 2 8 6  j 0 , 3 4 2 8  

-1 

2 , 1 2 5  0 , 5 1 1 0  1 , 
1 , 8 7 5  0 , 5 7 1 3  

1 i 1 , 6 6 7  0 , 6 1 8 2  1 

1 , 5 5 6  , 0 , 6 9 0 0  1 , 
I 

1,300 f 0 , 7 1 5 4  

i 
1 

1 , 1 6 7  0 , 6 5 4 0  1 

1,083 0 , 5 5 8 1  , 
1,000 0 , 7 0 2 6  1 

17 1 6  
1 

6230  1 1  

1 

1 0 0 / 1 6  1 37000  

2 5 , 9 6  

2 5 , 9 6  

15 

16 
I 

80/08 8 2 3 0  1 O0 
1 

80/08 1 9200 1 1  

l 
1 1  8 0 1 0 9  11200 

8 0 / 0 9  i 12500 1 1  

2 2 , 5 1  2  2  : 2 5 , 9 6  

2 3  ! 2 5 , 9 6  1 

2 5 , 6 6  ! 0 , 7 5 0  0 , 9 0 1 2  1 
1 

80/10 

9 0 / 1 2  

l 9 0 / 1 2  

17 

15 

15 

14 

13 

14 

13 

14 

13 

l I 

16  

14400 1 1  

22500 1 O0 

1 9200 I I  

[ 0 , 9 2 9  0 , 7 7 3 6  ' 
I I 

2 5 , 6 6  0 , 9 3 8  0 , 8 9 8 8  
1 

8  1 2 0 , 1 3  

9 0 / 1 4  1 2 8 2 0 0  I I  

90114 / 31050  I I  

8  

9  

9  

1 O 

12 

12 

14 

14 

1 

1 0 0 / 1 6  

2 0 , 1 3  

2 0 , 1 3  

2 0 , 1 3  

2 0 , 1 3  

2 8 , 6 7  

2 8 , 6 7  

2 8 , 6 7  

2 8 , 6 7  

36900  1 O0 





5 - CONCLUSION. 

Les résultats obtenus par la mise en oeuvre de champs cinématiquement 

et plastiquement admissibles d'une part, de champs statiquement et plastiquement 

admissibles, d'autre part, dans la prévision de la charge limite de plaques 

rectangulaires encastrées sur deux bords sont très proches les uns des autres. 

Ils viennent compléter l'étude menée par A.P. GREEN [15] par la mise 

en oeuvre de nouvelles solutions;les résultats expérimentaux confirment la 

validité de ces modèles. 

Il est possible d'étendre ces résultats à d'autres cas de chargement 

en notant que la conception de nouveaux champs cinématiquement et plastiquement 

admissibles peut être facilitée par quelques expériences sur des pièces en acier 

doux. Ch. MASSONNET et M. SAVE [7J ont utilisé avec succès cette approche dans 

des problèmes d'analyse limite ainsi que R. LANCE et E. ONAT C17J. 

Comme l'ont si bien noté W. JOHNSON et J.B. MELLOR [4] à l'occasion 

de plusieurs problèmes de plasticité, des champs cinématiquement et plastiquement 

admissibles de conception simple apportent déjà des renseignements assez proches 

de la réalité. 

Notre étude apporte une confirmation de ce fait dans un problème 

d'analyse limite. 
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S O M M A I R E  

La prévision des efforts de poinsonnage de tôles minces est 

faite à partir d'un champ de vitesses de déformation relié au critère de 

plasticité de TRESCA par la loi du potentiel plastique. 

Les effets de l'affûtage des poin~ons sur L'effort de poinçon- 

nage sont mis en évidence. 

Les résultats théoriques sont comparés aux valeurs expérimen- 

tales des efforts de poinçonnage obtenus sur des tôles en acier galvanisé. 
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1 - INTRODUCTION. 

Le découpage de trous ovales dans les tôles et profilés métalliques 

est usuellement réalisé avec des poinçons affûtes (Figure 1) [l] . 
L'effort à appliquer sur un poinçon affûté pour obtenir le découpage 

est plus faible que l'effort à appliquer sur le poinçoz à fond plat de mêmes 

di-mensions. 

Les débouchures obtenues avec le poinçon affûté ont, au retour 

élastique près du matériau, la forme du fond du poinçon. Leur densité (et 

donc leur valeur de récupération) diminuent lorsque la hauteur d'affûtage 

H augmente. 

Nous présentons dans ce qui suit un modèle théorique de prévision 

de l'effort de poinçonnage pour des poinçons à fond plat, des ~oinçons affûtés 

et des poinçons partiellement affûtés (Figure 1). 

Les résaktats théoriques de prévision de l'effort au cours du 

poinçonnage sont ensuite comparés à un ensemble de résultats expérimentaux 



1 : Poinçon à fond p l a t  

2 : Poinçon a f f û t é  s a n s  p l a t  

3 : Poinçon a f f û t é  à fond p l a t  



2 - MODELE THEORIQUE DE PREVISION DE L'EFFORT DE POINCONNAGE. 

2.1. - Définition du modèle de prévision de l'effort de poinçonnage. 
Nous avons choisi de définir un modèle basé sur un champ de vitesses 

cinématiquement admissible. 

Une solution consiste à supposer que la matière sous poinçon se 

déplace à la même vitesse que le poinçon. Les discontinuités de vitesse sont 

alors localisées sur les flancs du trou (Figure 2) entre les zones rigides 

(O) (tôle à poinçonner) et (1) (débouchure en cours de formation). La puis- 

i 
sance dissipée W dans l'opération de poinçonnage est : 

avec a : contrainte normale d'écoulement du produit en état linéaire 
O 

de contraintes, 

C : surface de la frontière entre les blocs O et 1 ,  

AV = V vitesse du poinçon. 
O 

L'effort de poinçonnage F vaut : 

0 
O - correspond à la contrainte tangentielle d'écoulement k 

2 

au sens du critère de TRESCA [2] . 

Ces hypothèses ne tiennent pas compte de la fragilité du matériau. 

Or, de la même façon que pour le cisaillage, le poinçonnage se termine par la 

rupture au niveau de la frontière entre (O) e.t (1). Nous supposons, ce qui 



est admis en général, que la rupture se propage lorsque la débouchure s'est 

e 
localement déplacée d'une fraction - de l'épaisseur de la tôle. 

f 

- Figure 2 - 

- Poinçonnage de tôles - 

- Définition du champ de vitesse - 



2.2. - Détermination de la contrainte d'êcoulement du matériau. 

Pour assurer une meilleure prévision de l'effort de poinçonnage, 

nous retenons ici une loi de comportement unidimensionnelle en écrouissage 

isotrope [2] de la forme 

avec a contrainte normale 

* 
a facteur de contrainte 

E allongement rationnel 

n coefficient d'écrouissage. 

Avec cette loi, la limite d'écoulement du matériau a en état 
O - 

linéaire de contraintes pour une déformation généralisée E a pour valeur : 

La figure 3 représente la forme de la zone plastique entre la tôle (O) 

et la débouchure (1). Cette zone s'étend sur une largeur égale, au jeu j 

e 
entre poinçon et matrice près, à une fraction - de llépaisseur de la pièce. 

S 

Cette largeur vaut : 

* 
Après un enfoncement p du poinçon en un point de la tôle, la 

largeur de la zone plastique devient 



- 
La déformation généralisée instantanée E subie par le matériau 

dans la zone plastique est : 

En associant les relations (3) et ( 4 ) ,  on obtient la limite d'écou- 

* 
lement actuelle pour un enfoncement local p du poinçon dans la tôle. 

7. 
- . - - - _ -  

I 
l , 
1 

1 f P* 
4 

i (1 i 
l 

I 

(O) i 
B i 1 

i 
i 

. . . - . - _ - -  

1 
1 

Y 
p : enfoncement local du poinçon 

e : épaisseur de la tôle 

j : jeu technologique entre poinçon et matrice 

- Figure 3 - 
- Modèle de déformation homogène entre la tôle (O) et la débouchure ( 1 )  - 



2.3. - Evaluation de la surface instantanée C de la irmtière entre 

tôle et débouchure pour le poinçon affûté à fond plat. 

Trois étapes sont à distinguer suivant la pénétration du poinçon. 

Au début, la frontière entre tôle (O) et débouchure (1) ne comprend que des 

faces planes ; ensuite apparaissent, en plus des faces planes, des faces 

d 
cylindriques partielles de rayon - ; enfin le poinçon est partout en con- 

2 

tact avec la tôle et la frontière est composée de faces planes (longueur R-d, 

épaisseur e) et de faces cylindriques (longueur = d ,  épaisseur e). 

. Ft~odèkire Ù ~ a c u  phneb (Figure 4). 

Cette frontière est celle obtenue en début de poinçonnage pour des 

pénétrations p telles que 

Soit X la longueur de la zone de contact entre le poinçon et la 

tôle. 

La surface de la frontière C entre le ~oinçon et la tôle a pour 

valeur : 

après simplification 

avec L longueur du fond plat du poinçon, 



- Figure 4 - 

- Frontière entre tôle et débouchure à surfaces planes - 



Nous avons la relation géométrique suivante : 

avec a angle d'affûtage 

H hauteur d'affûtage. 

La longueur X a pour valeur : 

En cas de rupture partielle entre tôle et débouchure, lorsque la 

e 
pénétration p atteint le seuil critique - , la surface C est réduite 

f 
(Figure 5). 

La nouvelle valeur de la surface est : 

soit 



- Figure 5 - 

- Fron t i è r e  e n t r e  t ô l e  e t  débouchure en cas  de rupture  p a r t i e l l e  - 



. Flron;tiehe à hwraaces p b ~ ~ e s  et à ~ w t d a c u  c g f i ~ u e s  &&a. 

Lorsque la condition suivante est satisfaite 

la frontière entre (O) et (1) comportent des surfaces planes et des surfaces 

cylindriques (Figure 6). 

Soit $ l'angle au centre de l'arc de contact entre le poinçon 

et la tôle. 

Sa valeur est : 

( ib = arc sin( X - l + d  
1 I 

X est toujours donné par la relation (7). 

- Calcul des bwrdaca cgfinchiqueb. 

Soit ds l'élément d'arc et h la hauteur de la frontière pour un 

angle Y compris entre O et 4. 

Les surfaces cylindriques ont pour valeur : 

C 
9 d d 

C Y ~  
= 4 /q hds = 4 / Ce + - (sin Y - sin $)tg ai] -dui . 

'O 'O 2 2 

Soit 

- .-- - 
1---- - -  I 

= d[(2e - d sin 3 tg a)$ + d tg a(l - cos g1-J ! 
Ccvl 



- Figure 6 - 
- Frontière entre tôle et débouchure 

à surfaces planes et à surfaces cylindriques partielles - 



- CdcuR d a  buh6aca @me.b. 

D'après l a  f igure  6 ,  il v i e n t  : 

x-l+d 
2 e - p - p -  

C - plan = (e-p)L + ( l  - d - L) . X-L + ed cos J) 
2 2  

( 2 ~  - ( l + ~ - d )  ) (1-d-L)+2L (X-L) 
= 2 e p  - d ( i  - cos 9)] - p 

2  (X-L) 

Après s impl i f i ca t ions  : 

2 ! 2x(l-d) - L - (e-d12 
= 2e[l - d( l  - COS $fi - p 

X - L  

J J ' ~ ~ ,  d f a p r è s  (11) e t  (12),  nous pouvons ca lcu le r  l a  surface  

t o t a l e  C : 

e  - Lorsque l a  pénét ra t ion  p  a t t e i n t  l e  s e u i l  de rupture  - dans 
f  

l a  zone plane, l a  surface de l a  f r o n t i è r e  pour l a  zone cylindrique r e s t e  

inchangée : 

c* = C 
cy l  cy l  

La nouvelle surface  de l a  f r o n t i è r e  pour l a  zone plane devient  



e e = (Ze - - - P- X-i+d) [e - d - x + - (X-L)] 1 
f X-L PF ' 

e - Lorsque l a  p é n é t r a t i o n  a t t e i n t  l e  s e u i l  - dans l a  zone cy l in -  
f  

d r ique  (Figure 8 ) ,  l e s  su r f aces  des f r o n t i è r e s  o n t  pour v a l e u r  : 

+ 2ed cos 4 

c** = dL(2e - d s i n  t g  a)Y - d t g  a COS Y] 
3 

CY 1 Y 

(14 )  

s o i t  

1 c** = d k 2 e  - d s i n  $ t g  a)($-y) + d t g  a (cos  y - cos  1-1 
c y l  

(15)  

Lorsque l a  p é n é t r a t i o n  p a t t e i n t  l a  hau teur  d ' a f f û t a g e  H,  l a  

su r f ace  du poinçon e s t  en c o n t a c t  complet avec l a  t ô l e  (F igure  9) .  

Les s u r f a c e s  planes e t  cy l ind r iques  peuvent ê t re  c a l c u l é e s  avec l e s  

r e l a t i o n s  (1 l ) ,  (12). (13),  (141 ,  (15) e t  (16) en remplaçant l ' é p a i s s e u r  e 

de l a  t ô l e  p a r  l ' é p a i s s e u r  v i r t u e l l e  e '  t e l l e  que : 

et  = e - (p - H) 

avec 



- Figure 7 - 
- Frontike entre tale et débouchure 

en cas de rupture partielle dans la zone plane - 



- Figure 8 - 
- Frontière entre tôle  e t  débouchure 

en cas de rupture partielle dans l a  zone cylindrique - 



- Figure 9 - 
- Frontière entre tôle et débouchure 

à surfaces planes et à surfaces cylindriques complètes - 



2.4. - Evaluation de l'effort de poinçonnage. 
L'effort de poinçonnage est obtenu en fonction de la pénétration p 

* 
et de l'enfoncement local p en utilisant la relation (2) compte tenu 

de ( 3 ) ,  (4) pour la limite d'écoulement et de (6), ( S ) ,  (1 l), (12), (13) ,  (14), 

(15) et (16) pour les surfaces de la frontière de la zone plastique en tôle 

et débouchure. 

* . L'enfoncement local p est relié â la pénétration p comme 

suit : 

- Pour les ~oinçons à f-d plat. nous avons : 

- Pour les poinçons affûtés à fond plat en contact partiel avec la 

tôle (Figures 4 et 5), la limite d'écoulement a pour les zones sous fonds 
O 

affûtés est prise égale à la moyenne quadratique entre le seuil de déformation 

- - 
minimale & et le seuil de déformation maximale E (Figure 10). 

O 1 

- 
La déformation minimale E vaut dans ce cas : 

O 

- 
E = O  
O 

- 
La déformation maximale E est calculée avec la relation (4) 

1 

. en prenant : 

+ e 
P = P  si p c -  

f 

* e e 
P = -  si p z -  

f f 

. L 



- Figure 10 - 
- Loi de comportement du matériau : 

représentation des limites de déformation - 



La limite d'écoulement est donnée par la relation : 

soit 

- Pour les poinçons affûtés à fond plat en contact complet avec la 

- 
tôle (Figure 9), la déformation minimale E est calculée à partir de la 

O 

relation (4) avec : 

- 
La déformation maximale E est toujours calculée selon les 

1 

relations (18) et la limite d'écoulement a considérée pour la zone 
O 

plastique en contact avec la partie affûtée du poinçon est encore donnée 

par la formule (19). 

Les figures ( 1 4 ) ,  (15), (16) et (17) donnent l'évolution de l'effort 

de poinconnage F en fonction du déplacement d du porte poinçon pour di- 

verses formes de poinçon. 

Ce déplacement d est égal à l'enfoncement p augmenté des 
Fh 

déformations élastiques du poinçon et de l'outillage t -2 (h hauteur 
ES P 
P 



du poinçon, S su r f ace  de l a  s e c t i o n  d r o i t e  du poinçon, E module de  
P 

YOUNG, t c o e f f i c i e n t  de déformation é l a s t i q u e ) .  

Les va l eu r s  numériques u t i l i s é e s  dans l e s  c a l c u l s  s o n t  d é f i n i e s  

dans l e  c h a p i t r e  su ivan t .  

3 - RE SULTATS EXPERIMENTAUX. 

3.1.  - D i s p o s i t i f  d ' e s s a i s .  

. La t ô l e  e s t  maintenue s u r  l a  mat r ice  par  unse r r e - f l an  (F igure  11). 

Le poinçon e s t  f i x é  par  une clame dans une r a i n u r e  de l a  plaque supé r i eu re .  

Cet te  plaque e s t  guidée par  4 colonnes. L'ensemble de ce d i s p o s i t i f  e s t  monté 

s u r  no t r e  machine u n i v e r s e l l e  du l a b o r a t o i r e  JOHNSON (Figure 12).  

. L ' e f f o r t  e s t  mesuré p a r  un capteur  à jauges r é s i s t a n t e s  monté 

s u r  l e  nez du vé r in  de n o t r e  machine. La l e c t u r e  s e  f a i t  s u r  un pont d e  

mesure SEDEME (Figure 13). Une imprimante permet l a  s a i s i e  de ces  v a l e u r s .  

. Le déplacement e s t  mesuré par  un capteur  i n d u c t i f  monté e n t r e  

l e s  plaques i n f é r i e u r e  e t  supé r i eu re  du d i s p o s i t i f  d ' e s s a i .  La l e c t u r e  s e  

f a i t  s u r  un pont de mesure H. B. M . .  

. Les condi t ions  d ' e s s a i  é t a i e n t  l e s  su ivan te s  : 

- température : 2 0 ' ~  2 2 ' ~  

- humidité : 6 0 x 2  2 0 %  

- machine d ' e s s a i  M. S. M. c apac i t é  100 Tonnes 

- capteur  d ' e f f o r t s  M W  100 Tonnes 

- capteur  de déplacement HBM WlTK 

course nominale 2mm 

- préc i s ion  des  mesures : e f f o r t  + 10 daN 

déplacement 2 0,01 mn 

- v i t e s s e  de déplacement du poinçon : 0,5  m /mn 



- Figu re  1 1  - 

- O u t i l l a g e  d e  poinçonnage démonté - 



- Figure 12 - 

- Outillage de poinçonnage sur la presse - 

- Figure 13 - 

- Centrale de mesure de l'effort 

sur poinçon et du déplacement du porte poinçon - 



3.2.  - C a r a c t é r i s a t i o n  du matér iau .  

L ' e s s a i  h a b i t u e l  de t r a c t i o n  ne permet pas de c a r a c t é r i s e r  l e s  

p r o p r i é t é s  mécaniques t r ansve r se s  de t ô l e s  d ' épa i s seu r  f a i b l e ,  

su scep t ib l e s  d ' ê t r e  découpées à f r o i d .  

Nous complètons l ' e s s a i  de t r a c t i o n  par  un e s s a i  de découpage 

avec un poinçon à fond p l a t .  

. Ebbai de Ztac.tion. 

L ' e s s a i  de t r a c t i o n  e s t  e f f e c t u é  s u r  une ép rouve t t e  découpée dans 

l a  t ô l e .  L ' e s s a i  e s t  poursu iv i  jusqu 'à  l a  ru ine  (Tableau 1 ) .  

* n 
Une i d e n t i f i c a t i o n  avec l a  l o i  d ' éc rouissage  i s o t r o p e  o = a E 

condui t  aux va l eu r s  su ivan te s  [3] : 

. €aba i  de découpage avec un poinçon à aond p h t .  

La f i g u r e  14 donne l e s  v a l e u r s  expérimentales  de l ' e f f o r t  s u r  

poinçon pour découper une t ô l e  d ' a c i e r  doux ga lvan i sé  d ' épa i s seu r  e = 1,4 mm 

avec poinçon à fond p l a t  de longueur 1 = 25 mm e t  d ' é p a i s s e u r  d  = 7 mm. 

. Le c o e f f i c i e n t  s d 'é tendue de l a  zone p l a s t i q u e  (F igure  3 )  

e s t  obtenue pa r  mesure de l a  zone déformée. Nous retenons i c i  l a  va l eu r  

su ivan te  : 

avec un jeu  j  e n t r e  poinçon e t  mat r ice  



s o i t  

. Le c o e f f i c i e n t  de f r a g i l i t é  f  e s t  obtenu p a r  mesure de l ' enfon-  

e  cement à l a  rupture  - . S o i t  dans l e  cas  de no t r e  p rodu i t  
f  

s o i t  

. Le c o e f f i c i e n t  d 'écrouissage  e s t  p r i s  éga l  à c e l u i  de l ' e s s a i  

de t r a c t i o n .  

S o i t  



E f f o r t  de 
mesure t r a c t i o n  

O 

Contra in te  1 Longueur de l a  A l  longemen t 
normale 1 base de mesure r a t i o n n e l  
daN /mm2 mm 

- Tableau 1 - 

- Essa i  de t r a c t i o n  de t ô l e  d ' épa i s seu r  e  = 1,4 mm - 



. U 
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* . La valeur du facteur de contraintes a est obtenue par identifi- 

cation entre les résultats théoriques et les résultats expérimentaux. 

Le déplacement mesuré est égal à la pénétration réelle p du 
F h  

poinçon dans la tôle augmentée du raccourcissement t -9 du poinçon 

et de l'outillage sous l'effet de l'effort F. 

* 
Les valeurs du facteur de contraintes a et du coefficient 

de déformation élastique t sont obtenues (Figure 14) en faisant coïncider 

le maximum de la courbe théorique avec le maximum de la courbe expérimentale 

soit : 

3.3. - Description des poinçons utilisés. 
*e - 

A. Nous donnons les valeurs expérimentales de l'effort sur poinçon 

en fonction du déplacement du plateau supérieur sur lequel est fixé le poinçon 

(Figures 12 et 13). 

Les poinçons sont affûtés à fond plat (Figure 1) et ont les 

caractéristiques suivantes : 
;, 
\ . longueur & = 25 nmi 

. épaisseur d = 7 m , 



Les r é s u l t a t s  p ré sen té s  concernent t r o i s  types de fond de 

poinçon : 

Les f i g u r e s  15, 15 e t  17 donnent l ' é v o l u t i o n  de l ' e f f o r t  F 

s u r  poinçon en fonc t ion  du déplacement d du porte-poinçon. 

3ème type l 
l H = 1 , 7  mm L =  1 O m  i 



NU>NIOÇI tins 







4 - COMPARAISON ENTRE RESULTATS THEORI QUES ET RESULTAT S EDERIMENTAUX. 

Ains i  que l e  montrent l e s  f i g u r e s  ( 1 4 ) ,  (15),  (16) e t  ( 1 7 ) ,  l e s  

prév is ions  théor iques  de l ' e f f o r t  de poinçonnage s o n t  assez vo i s ines  des  

e f f o r t s  r é e l s .  

Dans ces  f i g u r e s ,  on peut  d i s t i n g u e r  l e s  t r o i s  zones su ivantes  : 

. Une zone de mise en charge dans l a q u e l l e  l ' e f f o r t  de poinçonnage 

augmente avec l e  déplacement du porte-poinçon. 

. Une zone de s t a b i l i s a t i o n  dans l a q u e l l e  l a  progress ion  de rup tu re s  

p a r t i e l l e s  dans l e s  régions l e s  p lus  déformées annule l ' e f f e t  d 'accroissement  

du déplacement ; l ' e f f o r t  s u r  poinçon r e s t e  sensiblement  cons t an t .  

. Une zone de conso l ida t ion  dans l a q u e l l e  l ' e f f o r t  c r o î t  de nouveau 

avec l e  déplacement jusqu 'au contac t  complet du poinçon e t  de  l a  t ô l e .  

. Enf in  une zone de rupture  qui  indique l a  s é p a r a t i o n  f i n a l e  de 

l a  débouchure e t  de l a  t ô l e .  

Le modèle théorique co ïnc ide  t r è s  b i e n  avec l e s  r é s u l t a t s  expé r i -  

mentaux de l a  première zone ; i l  sous-estime l e s  r é s u l t a t s  de l a  seconde 

zone, surest ime l a  consol ida t ion  e t  sous-estime e n f i n  l a  r u p t u r e .  

Compte tenu du bon accord g loba l  avec l ' expé r i ence ,  l e  modèle 

théorique mis au po in t  dans c e t t e  é tude peut ê t r e  u t i l i s é  pour o p t i m a l i s e r  

l a  forme du poinçon pour une opé ra t ion  donnée. 
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CONTRIBUTION' A .LA DETERMINATION DES LOIS 

DE COMPORTEMENT DES METAUX ET DES CONDITIONS 

DE FROTTEMENT DANS LES PROCEDES DE MISE A FORME A FROID. 



S O M M A I R E  

La contrainte limite d'écoulement des métaux utilisés dans les procédés 

de mise à forme par déformation est habituellement déterminée par un essai 'de 

traction uniaxiale. Les résultats expérimentaux sont ensuite identifiés soit au 

modèle rigide plastique parfait, soit au modèle plastique écrouissable de forme : 
exponentielle. 

L'exploitation des résultats de l'essai de compression d'une éprou- 

vette cylindrique, associés aux résultats d'un essai de compression d'un anneau 

permet, en tenant compte des effets de frottement entre les plateaux d'essai 

et l'éprouvette selon le modèle de Coulomb, de déterminer la contrainte limite 

d'écoulement pour des taux de déformation très supérieurs à ceux de l'essai de 

traction. 

L'identification de la loi de comportement expérimentale du matériau, 

faite par un modèle plastique écrouissable de forme hyperbolique, est de meil- 

leure qualité que l'identification par modèle exponentiel. 

Les dewc coefficients du modèle écrouissable hyperbolique sont d'ex- 

cellents paramètres de caractérisation des propriétés mécaniques des métaux 

quel que soit le taux de déformation envisagé. 
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1 . - INTRODUCTION. 

L'étude des procédés de mise à forme à froid suppose, quels que 

soient les modèles utilisés, une excellente connaissance des propriétés méca- 

niques du matériau et des conditions de frottement à l'interface outil-pièce. 

Les propriétés mécaniques sont généralement idéalisées par des lois 

d'écoulement monodimensionnel C61 : 

. comportement Rigide - Parfaitement - Plastique (en abrégé RPP) : 

Les déformations n'apparaissent que lorsque la contrainte a atteint 

un seuil d'écoulement oo Cappelé contrainte limite d'écoulement) . 
Elle se maintient par la suite à ce niveau. 

Ce modèle est très souvent employé par suite de sa simplicité. 

Il néglige évidemment l'élasticité et l'écrouissabilité du matériau. 

. comportement Plastique - Ecrouissable (en abrégé PE) : 

L'écrouissage est pris en compte sous la forme exponentielle 

avec n : coefficient d'écrouissage- 

Il n'y a pas de comportement élastique. 

. comportement Rigide - Plastique - Ecrouissable (en abrégé RPE) : 

L'écrouissage est pris en compte sous une forme identique à celle 

du comportement PE . L'état plastique est cependant précédé d'un 
état rigide. 

Pour a,< 001 s = O  

pour 00' 001 & # O  

avec  AB^ = uol ou 



- Figure 1 - 

- Loi de comportement en état linéaire de contrainte 

du matériau rigide plastique parfait a = a o -  

- Figure 2 - 
- Loi de comportement en état linéaire de contrainte 

n 
du matériau plastique écrouissable a = AE - 

O 

- Figure 3 - 
- Loi de comportement en état linéaire de contrainte 

du matériau rigide plastique écrouissable o = A ( c  + B)" - 
O 



L'identification de ces lois aux caractéristiques réelles du matériau 

est fréquemment réalisée à partir de l'essai de traction à partir duquel sont dé- 

duites les valeurs des paramêtres 001, A et n. Cet essai est simple, réalisable 

avec des moyens de mesuTe limités et répéti'tif. Mais il ne permet pas de dépasser 

des déformations E de l'ordre de 0,2. 

Les déformations dans les procédés de transformation atteignent fréquem- 

ment des valeurs supérieures à 0,s. 11 est donc nécessaire de disposer d'un essai 

qui permettent d'atteindre ces ~alenrs. 

Des déformations de 0,0 ont pu e t ~ e  cbtenues avec un ess-; de traction en 

plusieurs étapes [4]; une étape de mesure se termine lorsqu'apparaît une striction; 

l'éprouvette est réuslhée à une côte plus fa2ble et la mesure poursuivie jusqu'à 

l'apparition d'une nouvelle stricti'on. Cet essai' est co3tenx, long et sujet à une 

certaine dispersion. 

L' essai de c~~~plession permet d ' attei-e des défoparatîons plus importantes; 

il est réalisable avec des moyens de mesure lhités; il est également répétitif. 

Cependant les déformations obtenues ne sont pas hanogènes à cause du frottement entre 

le matériau et les tas de compression [2] R I .  Des di'sposlti'ons expérimentales dif- 

f iciles à mettre en oeuvre ont permi's la réalibati'on de quelpes essais avec un frot- 

tement très faible Ç 1 9 1 3  el21 [-131. 

Dans l'essai de compmssrbn d'une éprouvette cylindrique entre deux tas 

lisses, le frottement reste modér6 et son lnfluence peut être prise en compte par 

des modèles thkiques tels que la niéthode des tranches avec frottement de COTn,OMB f81 

d'une part, et la méthode par champs de ~itesse licites avec frottement de COULOMB [141 

ou mec un coefficient de frottement var2able d'un point à un autre et d'une étape de 

cfiargement à l'autre d'autxre part C151. Daris ce dernler cas, des méthodes de calcul 

var2ationnel associées so2t ô des mesures de pression à l'inte~face matériau-tas de 

compress2on soît 2 des - m e s  de déplacements CJ63 ont été utilisés pour des 

taux de réùucti'on inférîeurs 2 30 %. 



La méthode des tranches [8] fournit plus rapidement une estimation de l'éta 

de c ontraintes en chaque point et permet d'accéder à la loi de comportement si l'nn 

connaît la valeur du coefficient de frottement. Toutefois, cette méthode néglige la 

déformation non uniforme. 

Un coefficient de frottement moyen au sens de COULOMB (cf. Annexe) peut 

être obtenu par le test d'anneau qui présente l'avantage d'être peu diflérent de 

l'essai de compression 121. Ce test permet de plus, si l'on a pris soin d'enregistrer 

la courbe charge-taux de déformation, la vgrification de la loi de comportement 

déduite de l'essai de cewpnession. 

La méthode proposée nécessite donc deux modsles théoriques : le premier 

conçernant l'essai de compression reprend celui de SIEBEL, le second conçernant le 

test d'anneau a été étudié par différents auteurs m a h  les hypethèses utilisées 

les rendent mal adaptés à la détminat2o.o des lois de comportement des métaux 

utilisés en mise à forme à froid. 

Nous nous proposons : 

- de définir un modèle du test d'anneau avec la loi de frottement de 
COULOMB permettant la vérification de la loi de comportement du matériau obtenue 

à partir de l'essai de traction d'me part, la mesure du coefficient de frottement 

moyen d'autre part; 

- de systématiser la démarcfie expérimentale Ctaille des éprouvettes, 
procédure d'essai); 

- de mettre au point la methde sur différents matériaux. 



2 .  - LE TEST D'ANNEAU. 

2 . 1 .  - Objectifs du test d'anneau. 

Pour éliminer l'influence du frottement au contact des outils lors 

d'un essai de compression et déterminer de cette façon une loi de comporte- 

ment aussi proche que possible de la réalité physique, il est indispensable 

de procéder à une mesure du frottement. 

Ceci peut être fait de différentes façons, notamment en utilisant 

comme test certaines opérations de mise à forme dont un paramètre soit carac- 

téristique du frottement à l'interface. 

L'évolution du diamètre intérieur d'un anneau au cours de sa com- 

pression est particulièrement reliée au frottement. Sous réserve que les 

conditions de similitude entre le test d'anneau et l'essai de compression 

soient respectées, le frottement est identique. La valeur déduite du premier 

peut donc être utilisée pour analyser les résultats du second. 

La mesure du frottement nécessite la formulation d'un modèle théo- 

rique du test d'anneau utilisant le modèle de COULOMB. 

Deux méthodes peuvent être utilisées pour cela : la méthode des 

tranches et la méthode de borne supérieure. 

HAWKYARD et JOHNSON [21 ont utilisé la première avec un frottement 

de couche et un critère de plasticité de MISES pour un matériau RPP. 

AVITZUR [ I l  a utilisé la seconde avec les mêmes hypothèses. 

Ces modèles ne sont pas conformes avec nos objectifs. Nous les avons 

donc reformulés pour un frottement de COULOMB et un matériau écrouissable. 



2.2. - Description physique du test d'anneau. 
Lorsque l'on comprime un anneau cylindrique entre deux plateaux 

de presse, il se produit un écoulement, conséquence de la réduction de l'é- 

paiseeur de l'anneau, qui modifie les rayons intérieur et extérieur de l'anneau. 

Leur valeur finale (et même leur forme puisqu'il peut y avoir "barelling", 

c'est-8-dire déformation en 'tonneau' des faces latérales) dépendent du 

frottement à l'interface anneau-plateau. 

. Lorsqu'il est nul, l'anneau se déforme de la même façon qu'un 
cylindre plein. Les rayons intérieur et extérieur augmentent 

proportionndiement à leur dimension initiale. L'ensemble de 

l'écoulement se produit alors vers l'extérieur de l'anneau. 

. Lorsqu'il est modéré, les rayons intérieur et extérieur n'augmentent 
plus proportionnellement. Le frottement freine l'écoulement vers 

l'extérieur. 

. Loriqu'il e e t  important, 1'Qcoulemont peut ne divioer en deux 

flux, l'un orienté vers l'extérieur (le rayon extérieur augmente 

donc mais plus lentement que pour un frottement nul) , l'autre 

vers l'intérieur de l'anneau (le rayon intérieur diminue) . 
Il apparaît donc que le rayon intérieur d'un anneau soumis à un 

essai de compression est tr&s sensible au frottement B l'interface. Pour 

interprêter l'essai, il faut néanmoins disposer d'un modele théorique reliant 

frottement et évolution du rayon intérieur. 



2.3. - Modèle 1 : méthode des tranches. 

La méthode des tranches est basée sur l'expression des équations 

d'équilibre de tranches (de secteurs cylindriques dans les procédés axisy- 

métriques) d'épaisseur infiniment petite. 

Les hypothèses de la méthode sont les suivantes : 

. Les directions principales sont confondues avec les axes géomé- 
triques de la pièce . 

. Les contraintes principales sont constantes sur une face d'une 
tranche (ou d'un secteur cylindrique) . 

. Le frottement est pris en compte sur l'interface outil-pièce. 
11 est obligatoirement dirigé suivant l'axe principal d'écoule- 

ment ; il est constant sur une face. 

Cette méthode donne d'excellents résultats, lorsque les hypothèses 

simplificatrices utilisées ne sont pas trop éloignées des conditions physiques. 

C'est le cas pour la compression d'anneau où les directions principales sont 

proches des directions géométriques et le frottement faible. 

2.3.1. - Hypothèses choisies. 

. Nous prenons le modèle de frottement de COULOMB (Annexe) . 
Les valeurs de pression normale p n'excédant jamais 2 à 30, 

dans les essais classiques, pour des valeurs de p généralement 

inférieures à 0,2 (dans le cadre des conditions de similitude 

avec l'essai de compression) . L'action tangentielle due au 
frottement pp est inférieure à 0,5 - 0,6 a. , ou à peu de 

choses près pp < k . Nous supposerons donc que la contrainte 
due au frottement est toujours inférieure à k (contrainte limite 

de cisaillement) et répond uniquement à la relation: 

r = u p .  



, Le matériau est écrouissable. Malgré les distorsions provoquées 

par le frottement, nous supposerons que les déformations sont assez 

homogènes dans l'anneau pour pouvoir appliquer un taux d'écrouissage 

uniforme et donc une contrainte limite d'écoulement uniforme. Cette 

hypothèse simplificatrice est justifiée par suite des faibles va- 

leurs du frottement. 

. Le matériau est incompressible. 
, Les déformations élastiques sont négligées. 

. Le "barelling" des faces latérales de l'anneau n'est pas pris en 
compte par le modèle. (Hypothèse cohérente avec celle de l'unifor- 

mité des déformations due aux faibles valeurs du coefficient de 

frottement p . ) 
2.3.2. - Equations de base. 

La définition des dimensions géométriques et des axes principaux 

est donnée à la figure 4. 

Exprimons l'équilibre d'un secteur cylindrique (Figure 5) . Par 
projection sur un rayon, il vient : 

Le critère de plasticité retenu est celui de TRESCA, plus simple 

que celui de MISES. Avec or > ue > oz , il s'exprime par : 

Le frottement de COULOMB se traduit par une contrainte tangentielle 

+r (Annexe) : 
T = k p  CIz  

en prenant la détermihat2on + vcrz lorsque 1' écoulement est dirigé vers l'ex- 

tikreul et la détermination - y lorsqu'il est orienté vers l'intérieur. 



Nous utilisons les relations contraintes-vitesses de déformation 

de LEVY-MISES. Le principe de normalité du vecteur-vitesse de déformatior~ ad 

la surface limite n'est donc pas strictement vérifié, par contre cette h v ~ o -  

thèse de travail permet d'associer à la simplicité du critère de TRESCA d e s  

déformations significatives. 

avec Si i = r, 0 ,  contraintes déviatoriques principales 

i i = C Y  0 ,  composantes principales du tenseur de vitesse 
i 

de déformation 

L'homogénéité des déformations dans un secteur se traduit pir la 

relation : 

or Vz = O pour z = O . 

Posons VZ = - 1 pour z = !2 (Le plateau inférieur est su~posé t i x e ,  

le plateau supérieur est donc animé d'une vitesse unitaire) . Si la variation 
de vitesse est linéaire dans l'anneau, alors : 

soit : 

L'incompressibilité nous conduit à la condition : 



plateau supérieur mobiie 

plateau inférieur fixe 

- Figure 4 - 

- Compression d'un anneau entre deux plateaux - 

- Figure 5 - 
- Etat de contraintes sur un élément de volume d'un anneau eylindriqua - 



2.3.3. - Etude du système des six équations de-base. 

D'après (1) , (2) et (3) , il vient : 

D'après (5) , (6) et les propriétés de l'écoulement axlsymétriqur 

avr 
(cr - V r & = y )  , il vient : a r 

après intégration par variation de la constante, il vient : 

c étant une constante dépendant des conditions aux limites. 

Lorsque le frottement est nul, Vr = O pour r = O (analogie avel 

r 
la compression de cylindre) . Soit c = O ; donc Vr = - 211 * le champ de vitesses 

est linéairement croissant. 

Lorsque le frottement est non-nul, nous avons : 

La vitesse est freinée par le frottement. Il n'y a plus linéarite. 

D'après (8) : 

D'après (9) et ( 4 )  : 



avec 

Après élimination de p à l'aide de (2) : 

D'où la solution pour ag : 

Avec (IO) et (7) , on extrait l'équation différentielle en n, : 

L'intégration de (11 )  fournit une solution fonction de c qui 

sera alors déterminée par les conditions aux limites (pour r = Ri OU R e )  

or = O ; Or identique à la frontière séparant les écoulements vers l'exte- 

rieur et vers l'intérieur) . 
2.3.4. - Solution pour l'écoulement vers l'extérieur. 
Dans ce cas r = uaz (a, étant une contrainte de compression ; 

T est effectivement dirigé vers l'axe et freine l'écoulement) . 

La solution de l'équation sans second membre e s t  : 

<K est une constante dtint6gration. 
1 



La solution de l'équation différentielle avec second membre (par 

variation de la constante KI) ( 1 1  ') s'écrit : 

dK1 
- 

c 2u r 
- j e R  R dr 

K: 

L'intégration nous permet de déterminer KI à une constante 2 

près : 

2.3.5. Solution pour l'écoulemen~ vers l'intérieur. 

Nous avons dans ce cas : 

La solution de l'équation différentielle sans second membre : 

avec K2 constante d'intégration. 

La solution avec second membre a pour valeur : 



- 14 - 

avec B constante d' integrut ion. 

Pour r * Ri . a, = O , soit : 

Pinolrinat : 

Les d d e s ,  a ua inttamt t , s 

interieur Ri croirs.nt) , le systène est e 
(13') et Ir d i t i o n  wr - O pour r - Ri.c est alors d l f i n i e  

Si l'6coulaet est divisa en deux flux, l'un orienté vers l'exté 

devx conditions doivent être satisfaites : 

et a, (13') L % (13") 

.la &quati- traduirant l1&qoi1ibra suivont . 



D'après (8) : 

r4 - c2 
Vr = = O soit r n = + c  

2 grn 

rn étant une grandeur géométrique doit être positif. Le signe de c est sans 

importance puisqu'il n'intervient dans (13') et (13") que sous la forme c2 . 
Pour simplifier, posons rn E c . D'ou la deuxième condition qui permet de dé- 
terminer rn : 

a, (13') or (13") 

Les solutions pour ur étant calculées, on peut en déduire l'effort 

de forgeage de l'anneau F : 

Re Re 
F = j ut . 2~rrdr = 2n / (ar - ao)rdr (1 5) 

Ri Ri. 

Or u est relié a la déformation ;par une loi du type a = f(;) 
O O 

Suivant les hypothèses du paragraphe (2.3.1.) , Ë est uniforme pour tout 

l'anneau. Plutôt que de prendre une moyenne des déformations E, , êe , E, ren- 

contrées (9) , nous supposons (pour le calcul de l'écrouissage seulement) que 

- 
la déformation moyenne E est la même que celle que l'on aurait sans frottement : 

(L, : épaisseur initiale de l'anneau) 

Le traitement des équations (13')-(14'), (13")-(14"), (15) et (16) 

est réalisable en utilisant des procédures d'intégrations numériques. Les pro- 

grammes correspondants ont été écrits en FORTRAN 4 et les résultats obtenus sont 

présentés aux tableaux J à 12, 



2 . 4 .  - Modèle 2 : méthode par borne supérieure. 

Cette méthode permet d'obtenir une évaluation par excès de la puis- 

sance des efforts moteurs mis en oeuvre au cours du procédé de formage. Elle 

repose sur le théorème de la borne supérieure. 

2 . 4 . 1 .  - Théorème de la borne supérieure, 

Soit un matériau plastique parfait isotrope, de volume V , délimité 

par une surface S . Les contraintes Td ou les vitesses ud sont définies 

sur les surfaces ST et Su. 

Soit 3 un champ de vitesses plastiquement et cinématiquement ad- 

-, 
missible et la vitesse de déformation généralisée correspondant à ce 

champ ; la quantité G(u2:) : 

-+ 
est minimale pour un champ de vitesses u solution du problème. 

Dans le cas de l'essai d'anneau Su est définie par les deux 

interfaces de contact avec l'outillage (zd = - 1 pour la face supérieure, 

O pour la face inférieure) , ST par les surfaces cylindriques intérieure 

et extérieure (Td = O , surface libre) . 
La loi de comportement retenue ne prend en compte que l'écrouis- 

sage moyen (paragraphe 2.3.1.) . Le corps peut donc être considéré rigide 
plastique parfait pour une étape de chargement. 

Avec les conditions de frottement de COULOMB, G(u2:) ne peut être quali- 

fiée de borne supérieure Cg]. Cependant, les puissances dissipées obtenues dans ces 

conditions conduisent â des valeu~s légérement supérieures â nos résultats expérimen 



Elles sont identiques à celles définies au paragraphe (2.4.1.) 

pour la méthode des tranches. 

2.4.3. Définition d'un champ de vitesses u:: admissible. 

Différents types de champs applicables aux problèmes à symétrie de 

révolution ont été proposés par KUDO (champs continus ou à discontinuités 

rectilignes) [7] et KOBAYASHI 151 (champs à discontinuités courbes) . 
Bien que les derniers soient plus précis, nous avons retenu le champ continu 

de KUDO qui est le plus simple. Il a déjà été utilisé fréquemment et donne 

de bons résultats pour une complication des calculs acceptable. Certains 

auteurs l'ont employé pour le test de l'anneau [ I l  dans le cas d'un frotte- 

ment de couche ; jamais, à notre connaissance, pour celui de COULOMB. 

Dans le cas général deux champs seront à définir. L'un orienté 

vers l'extérieur, l'autre vers l'intérieur n'a d'existence physique que lors- 

que le rayon neutre rn est compris entre Ri et Re (Figure 6 et 7). 

Le champ continu de KUDO suppose que les déformations verticales 

sont homogènes. Nous retrouvons alors les résultats obtenus en (8) : 

(Vr = O pour r = rn , ce'qui n'a de sens physique que pour rn % R i )  . 



- Figure 6 - 
- Compression d'un anneau entre deux plateaux : écoulement mixte 

intérieur-extérieur- 

, 

- Figure 7 - 
- Compression d'un anneau entre deux plateaux : 

écoulcarent unilatéral vers l'extérieur - 



Ces expressions vérifient toutes les conditions cinématiques et la 

condition d'incompressibilité. Ce champ de vitesses est donc cinématiquement 

et plastiquement admissible. Utilisant le théorème de borne supérieure, nous 

pouvons calculer une évaluation par excès de la puissance dissipée dépendant 

Qu rayon neutre rn inconnu. Le meilleur champ de vitesses, donc la meilleure 

solution pour rn , conduira à la prévision la plus faible. Bien que le théo- 

rème de la borne supérieure ne garantisse pas que l'écoulement théorique opti- 

mal soit proche de l'écoulement réel, il en est souvent ainsi. La valeur opti- 

male pour rn a ainsi toute chance d'être proche des résultats expérimentaux. 

2.4 .4 .  Calcul de la puissance dissipk. 

D'après (17) , il vient : 

avec W puissance des efforts moteurs égale à - F (vitesse du plateau 

supérieur Vo = - 1 , F effort de compression) . 
w puissance dissipée dans l'écoulement plastique 

Wf:: puissance dissipée aux interfaces outil-anneau 

Soit : . 
F ,< - (Wi + Wf) = F:: 0 8) 

F effort de compression walué par excès) 

L'évaluation de 5" est complexe dans le cas du frottement de COULOMB 
car la contrainte normale à l'interface est inconnue. KLTDO [71 propose la 

technique suivante : soit le coefficient de frottement de COULOMB ; si la 

contrainte normale à l'interface est uniforme et égale à - Kao , alors 
T = 2  KU, (avec T contrainte tangentielle de frottement) et F:: = + K ûo S 

(avec F:: forae de compression et S surface de l'interface) . 



11 suffit de rechercher par itérations successives la valeur de K 

qui permettra de respecter les deux équations définissant F:: . 
a) Calcul de Wi2: 

fii:; = 0, Jv 2: dV 

Cette définition de ii:: implique l'utilisation du critère de plas- 

ticité de MISES. 

Ici : I 

avec 

Soit : 

soit, avec ( 1  9) : 

. rdr 
Ri 

r4n 
L'intégration en z est immédiate. Pour r , posons r4 + - 3 = t2 , 

il vient : 



b) Calcul de wf:5 

La puissance dissipée à l'interface est déterminée par : 

+ 
avec V = secteur vitesse à l'interface 

Si = surface de l'interface 

Avec 

il vient : rdr 
Ri 

avec T = pKoO . 
Si rn > Ri , le rayon neutre est supérieur au rayon intérieur de 

l'anneau, la puissance dissipée par frottement est : 

Si rn < Ri , la puissance dissipée par frottement vaut : 

c) Analyse de la solution. 

Les équations (20) et (21 ) permettent de dé£ inir FX(K, r,) . 
Le meilleur choix pour rn s'exprime par la condition : 



Par ailleurs, K devra être tel que F:: = KuoSi . 
L'évaluation de a, est réalisée selon la même technique que celle 

définie en (2.3.6.) . 

Le calcul de l'effort F:: , par optimalisation du rayon neutre rn 

et itérations avec le paramètre K , a été réalisé par programmes écrits en 
FORTRAN 4 .  

2.5. - Comparaison des modèles 1 et 2. 

Les modèles définis en (2.3.) et ( 2 . 4 . )  ont été exploités sur 

ordinateur pour l'éprouvette-type représentée à la figure 8. Ses dimensions 

ont été choisies pour tenir compte de la capacité nominale de la presse 

d'essai (100 Tonnes) et pour obtenir une sensibilité au frottement la plus 

élevée possible. 

La réduction de hauteur est limitée à 50 %. Les résultats obtenus 

sont rassemblés dans les tableaux 1 à 12 et dans les figures 9 et 10. La con- 

vergence des deux modèles est bonne : l'écart relatif sur la variation de R i  

reste inférieur à 4 %. 



- Figure 8 - 

- Eprouvette-type 

pour la compression d'anneau entre deux plateaux - 



- Tableau 1 - 

- Compression d'un anneau-type entre deux plateaux 

avec un coefficient de frottement de 0,01 - 

Hauteur 

10 , 

995 

9 

895 

8 

795 

7 

695 

6 

595 

5 

-- 

MSth. de Borne Supérieure Méthode des Tranches 

Re 

15 

15,38 

15 $ 7 8  

16,22 

16,70 

17,22 

17,80 

18,44 

19,14 

19,94 

20,85 

Re 

15 

15,38 

15,77 

16,20 

16,66 

17,17 

17,73 

18,35 

19,04 

19,80 

20,67 

Ri 

795 

7,68 

7,87 

8 ,08  

8 , 3 0  

8 ,55  

8 ,SI 

9 ,10 

9,42 

9,77 

10,16 

Ri 

795 

7,68 

7 , 8 6  

8 ,07  

8 , 2 9  

8 ,52  

8 , 7 8  

9 ,06 

9 $37 

9,71 

10,08 

r n 

1 ,83  

1,94 

2,09 

2 ,25 

2 ,40  

2,61 

2 ,82 

2,92 

3 , 3 9  

3 ,76 

4 ,23 

rn 

1 ,84 

1,97 

2 ,10  

2,25 

2 ,43 

2,62 

2,84 

3 , 1 0  

3 , 4 0  

3 ,77 



- Tableau 2 - 

- Compression d'un anneau-type entre deux plateaux 

avec un coefficient de frottement de 0,02 - 

Hauteur 

1 O 

9,5 

9 

8,5 

8 

7,5 

7 

6,5 

6 

5,5 

5 

Méth. de Borne Supérieure Méthode des Tranches 

r n 

2,61 

2,77 

2,92 

3,13 

3,39 

3,65 

3,97 

4,33 

4,75 

5,21 

5,79 

Re 

15 

15,37 

15,77 

16,20 

16,67 

17,18 

1 7,74 

18,36 

19,04 

19,81 

20,67 

Ri 

7,5 

7,67 

7,85 

8,04 

8,24 

8,46 

8,69 

8,94 

9,21 

9,50 

9,80 

r n 

2,63 

2,81 

2,99 

3,19 

3,43 

3,70 

4,o 

4,37 

4,79 

5,28 

Re 

15 

15,36 

15,75 

16,18 

16,63 

17,13 . 
17,68 

18,27 

18,94 

19,68 

20,51 

Ri 

7,5 

7,66 

7,84 

8,03 

8,22 

8,44 

8,66 

8,91 

9,17 

9,44 

9,74 



- Tableau 3 - 

- Compression d'un anneau-type entre deux plateaux 

avec un coefficient de frottement de 0,03 - 

Nau t eur 

1 O 

9 ~ 5  

9 

895 

8 

795 

7 

695 

6 

595 

5 

1 

Méth. de  orn ni - Supérieure Méthode des Tranches 

n 

3,24 

3,39 

3,60 

3 $ 8 6  

4,12 

4 $ 4 9  

4,85 

5,21 

5,74 

6,31 

6,98 

Re 

15 

15,36 

15,76 

16,18 

16,64 

17,14 

1 7,68 

18,28 

18,94 

19,68 

20,51 

Ri 

7 $ 5  

7,66 

7,82 

7,99 

8,17 

8,37 

8,57 

8,78 

9,OO 

9,22 

9,44 

rn 

3,25 

3,44 

3,67 

3,93 

4,21 

4,54 

4,90 

5,33 

5 $ 8 3  

6,41 

Re 

15 

15,36 

15,74 

16,15 

16,60 

17,09 

17,62 

18,20 

18,84 

19,55 

20,34 

'i 

7 95 

7,65 

7,81 

7,98 

8,16 

8,35 

8 $ 5 4  

8,75 

8,96 

9,17 

9,39 



Hauteur Méthode des Tranches Méth. de Borne Supérieure 

Re %i? *n  3e R 2  r n 

10 15 7 95 3 ,80  15 7,5 3,71 

9,5 15,35 7,64 4,01 15,36 7,64 3,97 

9 15,73 , 7,78 4,27 15,74 7,79 4,17 

895 16,13 7,94 4,57 16,16 7,95 4 $49 

8 16,57 8 ,09  4,89 16,60 8,11 4,80 

7 95 1 7,04 8,25 5,24 17 ,O9 8,27 5,16 

7 1 7,56 8 ,42  5 ,66  17,62 8,44 5,58 

6,5 18,12 8,58 6,14 18,20 8,61 6,05 

6 18,73 8,74 6368 18,84 8,78 6,57 

5 95 19,42 8 ,90  7,32 19,55 8,94 7,24 

5 20,17 9,03 > 20,34 9,07 7,92 

- Tableau 4 - 
- Compression d'un anneau-type entre deux plateaux 

avec un coefficient de frottement de 0,04 - 



- Tableau 5 - 

- Compression d'un anneau-type entre deux plateaux avec un coefficient 

de frottement de 0,05 - 

-- 

Hauteur 

10 

995 

9 

895 

8 

795 

7 

695 

6 

5,5 

5 

Méthode des Tranches Méth. de Borne Supérieure 

r n 

4,27 

4,52 

4,80 

5,13 

5,47 

5,87 

6,32 

6,83 

7,42 

8,09 

Re 

15 

15,34 

15,71 

16,ll 

16,53 

1 7,OO 

17,49 

18,04 

18,63 

19,28 

20,Ol 

r n 

4,17 

4,43 

4,75 

5,Ol 

5,37 

5,74 

6,20 

6,72 

7,30 

7,97 

8,70 

Re 

15 

15,35 

15,73 

16,13 

16,57 

17,04 

17,56 

18,12 

18,73 

19,41 

20,17 

Ri 

7 $5 

7,63 

7,76 

7,89 

8,02 

8,16 

8,29 

8,41 

8,52 

8,61 

8,65 

Ri 

795 

7,63 

7,76 

7,90 

8,04 

8,18 

8,31 

8,44 

8,56 

8,65 

8,69 



Hauteur Méthode des Tranches Méth. de Borne Supérieure 

Re Ri n 'e Ri 'n 

1 O 15 7,5 4,71 15 7 95 4,64 

995 15,34 7,61 4,99 15,34 7,62 4,90 

9 15,70 7,73 5,29 15,71 7,73 5,16 

8,5 16,09 7,84 5,64 16,11 7,85 5,53 

8 16,50 7,95 6,Ol 16,54 7,97 5,89 

7,5 16,95 8,06 6,44 17,OO 8 ,O8 6,31 

7 17,43 8,16 6,91 17,50 8,18 6,78 

6,5 17,96 8,24 7,45 18,04 8,27 7,30 

6 18,53 8,30 8,05 18,63 8,33 7,92 

5 95 19,15 8,32 8,54 19,28 8,35 8,49 

5 19,85 8,30 20,Ol 8,33 8,91 

- Tableau 6 - 

- Compression d'un anneau-type entre deux plateaux 

avec un coefficient de frottement de 0,06 - 



- Tableau 7 - 
- Compression d'un anneau-type entre deux plateaux 

avec un coefficient de frottement de 0,08 - 

. 

Hauteur 

, 

1 O 

9,5 

9 

8,5 

8 

7,5 

7 

6,5 

6 

5,5 

5 

Méth. de Borne Supérieure Méthode des Tranches 

r n 

5,42 

5,68 

6,05 

6,41 

6,83 

7,30 

7,77 

8,13 

8,44 

8,75 

9,IZ 

Re 

15 

15,33 

15,68 

16,06 

16,47 

16,90 

17,37 

17,87 

18,43 

19,06 

19,77 

Ri 

7,5 

7,59 

7,67 

7,75 

7,82 

7,88 

7,91 

7,91 

7,88 

. 7,83 

7,72 

rn 

5,53 

5,83 

6,18 

6,56 

6,98 

7,44 

7,90 

8,20 

8,52 

8,83 

Re 

15 

15,32 

15,67 

16,04 

16,43 

16,85 

17,30 

17,79 

18,33 

18,93 

19,60 

Ri 

7,5 

7,59 

7,67 

7,74 

7,81 

7,86 

7,88 

- 7,88 

7,86 

7,80 

. 7,70 



- Tableau 8 - 
- Compression d'un anneau-type entre deux plateaux 

avec un coefficient de frottement de O , ]  - 

Hauteur 

10  

9 , 5  

9 

8 , 5  

8 

7 , 5  

, 7  

6 , 5  

6 

5 , 5  

5 

Méth. de Borne Supérieure 

Re 

15 

15,32  

15 ,65  

16,Ol 

16 ,39  

16 ,80  

17 ,25  

17 ,74  

18 ,28  

18 ,89  

19 ,58  

Méthode des Tranches 

Ri 

7 , 5  

7 ,56  

7,61 

7 , 6 5  

7 , 6 6  

. 7 , 6 6  

7 ,64  

7 , 6 0  

, 7 ,52  

. 7,41  

7 ,24  

r n 

6,29  

6 ,63  

6 ,99  

7 ,38  

7 ,74  

7 ,98  

. 8 , 2 2  

. 8 , 4 8  

8 , 7 5  

. 9 , 0 5  

Re 

15 

15,31 

15,64 

15,98 

16 ,35  

16 ,75  

17,18 

17 ,66  

18,18 

18 ,76  

19,41 

r n 

6,151 

6 ,46  

6 ,83  

7 ,24  

7 , 6 6  

7 ,87  

8 , 1 3  

8 , 3 9  

. 8 , 6 5  

8 , 9 6  

9,27 

Ri 

7 , 5  

7 ,56  

7 , 6  

7 , 6 3  

7 ,65  

7 ,64  

7 , 6 2  

7 ,58  

7 , 5 0  

- 7 , 3 9  

7 ,22  



- Tableau 9 - 

- Compression d'un anneau-type entre deux plateaux 

avec un coefficient de frottement de 0,125 - 

Hauteur 

10 

9,5 

9 

8,5 

8 

7,5 

7 

6,5 

6 

5,5 

5 

Méth. de Borne Supérieure Méthode des Tranches 

rn 

7,04 

7,35 

7,66 

7,82 

8 ,O3 

8,23 

8,44 

8,65 

8,91 

9,17 

9,43 

Re 

15 

15,30 

15,61 

15,95 

16,31 

16,70 

17,14 

17,61 

18,14 

18,73 

19,40 

Re 

15 

15,29 

15,59 

15,92 

16,27 

16,66 

17,07 

17,53 

18,04 

b$,6 
19,24 

Ri 

7,5 

7,52 

7,52 

7,51 

7,49 

7,45 

7,39 

7,30 

7,18 

7 ,O0 

6,75 

1 

R i  

7,5 

7,52 

7,52 

7,5 

7,48 

7,44 

7,38 

7,29 

7,16 

6,99 

6,76 

rn 

7,17 

7,52 

7,72 

7,91 

8,10 

8,31 

8,53 

8,76 

9,OO 

9,22 



Hauteur Méthode des T~anches Méth. de Borne Supérieure 

Re Ri r n Re Ri r n 

1 O 15 7,5 7,75 15 7,5 7,66 

9,5 15,27 7,49 7,90 15,28 7,49 7,82 

9 15,57 7,46 8 ,O7 15,58 7,47 7,97 

8,5 15,89 7,43 8,25 15,91 7,44 8,18 

8 16,23 7,38 8,43 16,26 7,39 8,34 

7,5 16,60 7,31 8,62 16,64 7,32 8,55 

7 17 7,21 8,81 1 7,06 7,22 8,75 

6,5 17,45 7,09 9,Ol 17,52 7,09 8,96 

6 17,94 . 6,92 9,21 18,04 6,92 9,12 

5,5 18,49 6,70 9,40 18,61 6,69 9,33 

5 - 19,11 . 6940 . 19,27 6,38 9,59 
A 

- Tableau 10 - 

- Compression d'un anneau-type entre deux plateaux 

avec un coefficient de frottement de 0,15 - 



- Tableau 11 - 

- Compression d'un anneau-type entre deux plateaux 

avec un coefficient de frottement de 0,175 - 

Hauteur 

1 O 

995 

9 

8 , 5  

8 

795 

7 

6,5 

6 

595 

5 

Méth. de Borne Supérieure 

Re 

15 

15,27 

15,57 

15,88 

16,22 

16,60 

17,OO 

17,45 

17,95 

18,52 

19,16 

Méthode des Tranches 

Re 

15 

15,27 

15,55 

15,86 

16,19 

16,55 

16,94 

17,38 

17,86 

18,40 

19,Ol 

Ri 

7,5  

7,47 

7 ,43  

7 ,38  

7 ,30  

7,21 

7 ,08 

6,92 

6,71 

6,42 

6,05 

Ri 

7 , 5  

7 ,47 

7 ,43  

7 ,37 

7 , 3 0  

7 , 2 0  

7 , O 8  

6,92 

6,72 

6 ,45 

6 , lO  

rn 

7,97 

8 , 1 3  

8 , 2 9  

8 ,44 

8 ,65  

8,81 

8 ,96  

9 ,12 

9 ,33 

9 ,53  

9 ,69 

rn 

8 , 0 8  

9 ,22 

8 ,38  

8 , 5 3  

8 , 6 9  

8 ,87  

9 ,03 

9 ,19 

9,38 

9,54 



- Tableau 12 - 

- Compression d'un anneau-type entre deux plateaux 

avec un coefficient de frottement de 0,2 - 

1" 

Hauteur 

1 O 

9 9 5 

9 

895 

8 

7 95 

7 

695 

6 

5 3 5 

Méth. de Borne Supérieure Méthode des Tranches 

n 

8,29 

8,39 

8,55 

8,70 

8,86 

9,OI 

9,17 

9,33 

9,48 

9,64 

9,80 

Re 

15 

15,27 

15,55 

15,86 

16,19 

Ri 

7 95 

7,46 

7,40 

7,32 

7,23 

n 

8,37 

8,48 

8,63 

8,78 

8,91 

9,07 

9,22 

9,36 

9,50 

9,64 

Re 

15 

15,26 

15,54 

15,83 

16,16 

16,51 

16,89 

17,32 

17,79 

18,32 

18,92 

Ri 

795 

7,45 

7,40 

7,32 

7,23 

7,11 

6,96 

6,77 

6,54 

6,23 

- 5,84 

'6955 1 
16,95 

17,39 

17,88 

. 18,44 

19,07 

6,76 

6,52 

6,19 

5,76 



ESSR I D' ANNEAU 

METHDDE DE5 TRRNCHE 

10 9 8 7 6 5 

- Figure 9 - 

- Résultats th6oriques par modèle de tranches sur éprouvette-type - 



E55R I D'  RNNEAU 

METHODE DE BORNE SUPER IEURE 

8 7 6 

- Figure 10 - 

- Résultats théoriques par modèle de borne supérieure sur éprouvette-type - 



31 - L'ESSAI DE COMPRESSION. 
3.1. - Introduction. 

L'essai de compression est un essai classique ; de nombreux modèles 

théoriques permettent de calculer la pression de forgeage en fonction des dif- 

férents paramètres, y compris le frottement. 

Le modèle choisi est celui développé par SIEBEL et repris en [ I l  . 
Les bases du modèle sont : 

. frottement de COULOMB, non collant 

. matériau écrouissable, incompressible 

. déformations élastiques négligées 

. le "barelling" des faces latérales du cylindre n'est pas pris 
en compte 

. la méthode choisie est une méthode des tranches. 
3.2. - - Equations de base (Figure I I )  . 
L'équilibre d'un secteur cylindrique s'exprime par (Figure 12) : 

Pour le critère de plasticité nous utilisons le critère de MISES : 

Le frottement de COULOMB est décrit par : 

T = UOz (24) 

Les relations contraintes-vitesses de déformation de LEVY-MISES sont : 

avec 
1 

p = - 3 Cor + + oz> 



v = -  plateau supérieur mobile 

- Figure 1 1  - 
- Compression d'un cylindre entre deux plateaux parallèles - 

u 
Z 

- Figure 12 - 
- Etat de contraintes sur un élément de volume d'un cylindre - 

fixe 





Soit : 

En appliquant le critère de MISES, il vient : 

En reportant ces résultats dans (22) et en intégrant, on obtient : 

avec pour r = R or = O . 
L'effort de compression F est alors égal à 

La pression moyenne sur le plateau n, est donc de 

La valeur du quotient h/ao traduit l'influence globale du frotte- 

ment sur l'effort de compression. 

Pm (Si u = O  - =  1 ;  si p > O  
Pm 
- >  1 .) 

a0 00 

3.4. - Utilisation pour le dépouillement de relevés expérimentaux. 

Notre objectif est de déduire des mesures de force éffectuées, lors 

d'essais de compression, la part due au frottement (défini par un essai d'anneau 

préalable) . Soit F l'effort de compression et R la hauteur instantanée du 

cylindre, R, la hauteur initiale, R, le rayon initial. 



Par incompressibilité, le rayon extérieur instantané R a pour 

valeur 

D'où la contrainte moyenne de compression a, : 

Soit Q la valeur du quotient pm/uo calculée par (31) 

La déformation généralisée a la valeur 

Par le biais du modèle de SIEBEL [8] , on peut donc passer de couples 
- 

de valeurs F , R à des couples de grandeurs locales uo , E . 



4. - L'ETUDE EXPERIMENTALE. 

4.1. - Procédure d'essai. 

Nous avons testé quatre matériaux CXC38, 35CD4, Cuivre, AU4G) nor- 

malisés par un recuit d'une heure. Trois éprouvettes ont été usinées dans chaque 

matériau : une éprouvette de traction, un anneau, une éprouvette de compression 

(voir dimensions initiales, Tableau 13) . 
La campagne d'essai a comporté les étapes suivantes : 

. essais de traction sur presse MF du laboratoire JOHNSON avec dé- 

pouillement automatique par l'ordinateur du CTI (acquisitions de mesures de 

force et de déformation) . 
. essais d'anneaux sur presse MF (variables mesurées F et R en 

cours d'essai, Ri en fin d'essai) . Déduction du coefficient de frottement p 

d'après les figures 9 et 1 O. 

. essais de compression sur presse MF (variables mesurées F et P.) 

Dépouillement des mesures avec introduction du coefficient p déterminé à 

l'étape précédente. 

. comparaison des courbes de comportement obtenues par essais de 
traction et de compression. 

4.2. - Résultats expérimentaux. 

Les mesures de force et de déformation effectuées sur les quatre 

matériaux sont rassemblées dans les tableaux 14 à 17, ainsi que les valeurs 

des contraintes et déformations logarithmiques déduites des résultats d'essai. 

Conditions d'essais : 

température : 20' k 2'~ 

hygrométrie : 60 à 80 % d'humidité relative 



TRACT ION 

ANNEAU 

ACIER ACIER CU rym AJ.,UYWI~ 

COMPRE S SION 

- Tableau 13 - 
- Dimensions initiales des éprouvettes - 

(en m> 

Cu 

50,l 

3 5CD4 

50,2 

1 XC38 AU4G 

50,O R o  50,1 



E S S A I  DE TRACTION 

ACIER XC 38 RECUIT 

E S S A I  DE COMPRESSION 

- T a b l e a u  14 - 

ESSAI DYANNEAU 

2Rif inal = 1 3 , 2 0  $ O , ]  - R é s u l t a t s  e x p é r i m e n t a u x  - 

m l  







ALUMINIUM A U4 G RECUIT 

l ESSAI DE TRACTION ESSAI DE COMPRESSION ES SA1 D ' ANNEAU 

- Tableau 17 - 
- Résultats expérimentaux - 



Précision des mesures : 

. de force : 10 daN jusqu'à 10 Tonnes 

100 daN - 100 Tonnes 

. de déplacement ou de dimension géométrique : 0,01 mm 

Conditionsparticulières aux essais de compression et d'anneau : 

Les plateaux de compression ont été réalisés en 2200 Cl3 trempé 

et revenu de façon à obtenir une dureté superficielle supérieure à 62 Rc . 
Leurs surfaces actives ont été rectifiées après traitement thermique. Pendant 

les essais, elles ont été maintenues dans un état de surface aussi constant 

que possible par rodage à la pâte diamantaire 101.1 entre chaque opération. 

Le parallélisme des plateaux est assuré par guidage par quatre 

colonnes (faux-parallélisme inférieur à 1/100) . 
Remarque -- pour l'essai d'anneau : 

Il n'est pas possible, dans l'état actuel des moyens d'essais 

utilisés, de mesurer le rayon intérieur Ri en cours d'essais. On peut relever 

Ri pour des valeurs intermédiaires du taux de compression à condition d'arrêter 

l'essai pour chaque mesure. Cette procédure est fastidieuse et perturbe le dé- 

roulement de l'essai (décharges et charges multipliées) . 
Pour un acier XC38 , nous avons comparé les coefficients de frotte- 

ment déduits de deux essais, l'un conduit avec des mesures intermédiaires de 

Ri , l'autre sans décharge. Les écarts étant inférieurs à la dispersion due à 

la mesure, nous avons admis que l'essai d'anneau pouvait être réalisé sans de- 

charge jusqu'à un taux de compression d'environs 50 % et le coefficient de frot- 
\ ' .  

* . 
tement déterminé d'après l'état final de l'anneau. 



5. - SYNTHE SE DES RESULTATS . 
5.1. - Comparaision - des essais de tractson et de compression. 

Les courbes rationnelles 5 = £{E) déduites des mesures décrites 
O 

dans les tableaux 14 à 17 ont été tracées sur les figures 13 à 16. 

On remarque immédiatement le peu d'écart existant entre les courbes 

de traction et de compression. En valeur relative, il n'excède jamais 5 %. 

Compte tenu de la différence fondamentale des contraintes subies par le matériau, 

ce résultat peut être considéré comme excellent. La procédure choisie et les 

modèles théoriques sont adaptés à l'objectif. 

5.2. - Identification par un nouveau modèle de comportement. 

Contrairement à l'essai de traction, il s'est avéré impossible ou, 

en tous cas, sans signification d'identifier avec une loi du type PE ou RPE . 
Le coefficient d'écrouissage obtenu varie par exemple pour l'acier XC38 de 

0,21 à O. Nous avons donc recherché une nouvelle loi de comportement écrouissable. 

Par suite de l'allure asymptotique des résultats obtenus en compression, nous 

avons retenu une loi d'écrouissage hyperbolique dont l'expression générale est : 

Lorsque E devient très grand, a. tend vers A (A est donc l'or- 

donnée de l'asymptote horizontale) . Lorsque E est nul, o0 est également 

nul (le comportement est donc de la famille PE ) . En cas de comportement 
expérimental rigide en début d'essai, il suffirait d'ajouter une constante au 

numérateur pour rattacher le modèle à la famille RPE . L'asymptote a pour 
abscisse N . Lorsque N est nul, le modèle dégénère en a. = A (modèle RPP 

classique) . Il apparaît alors que N est relié à l'écrouissage du matériau : 

plus N est important, plus la courbe se détache de ses asymptotes et paraît 

donc inclinée . 



LU I D' ECDULEMENT 

RC IER XC38 

+ essai de traction 

O essai de compression 

- loi d'écoulement théorique 

- Figure 13 - 
- Comparaison des résultats des essais de traction et compression - 



LU I D' ECDULEMENT 

+ essai de traction 

i3 essai de compression 

- loi d'écoulement théorique 

MDDELE PEH 

- Figure -1 4 - 

- Comparaison des résultats des essais de traction et de compression - 



LU I D' ECDULEMENT 

CU l VRE RECU l T 

+ e s sa i  de  t r a c t i on  

0 e s sa i  de compression 

- l o i  d'écoulement théorique 

I - Figure 1 5  - 

l - Comparaîson des r é s u l t a t s  des essa i s  de t r a c t i on  e t  de compression - 



LU I D' ECOULEMENT 

RLU RUYG 

+ essai de traction 

O essai de compression 

- loi d 'écoulement théorique 

HODELE PEH 

HJ 39.008 NJ - .820 

- Figure 16 - 
- Comparaison des résultats des essais de traction et de compression - 



Comme les résultats des identifications réalisées sur les quatre 

matériaux choisis pour l'étude le montrent, ce modèle plastique-écrouissabLe- 

hyperbolique (en abrégé P.E .H. )  permet de suivre de manière très voisine le 

comportement réel. 

Dans les figures 13 à 16, les coefficients A et N ont été déter- 

minés de telle façon que A soit supérieure aux plus fortes valeurs expéri- 

mentales (A r 1 ,O2 CT-i) et N soit la meilleure solution possible pour 

un calcul aux moindres carrés. Le tableau 18 présente les résultats obtenus 

par le modèle PEE (écrouissage exponentiel ) identifié sur les essais 

de traction et le modèle PEH identifié sur les essais de compression. Les 

termes A sont analogues et restent dans un rapport à peu près constant 

pour les quatre matériaux. L'évolution de N et n est globalement la même 

malgré La différence des w ~ a P e s  de malrûw ae ces caeffici'ents. 

Le modèle PEH nous paraît mieux cerner le comportement réel du 

matériau, il doit donc être un outil privilegié pour le calcul de procédé, 

de plus, et par voie de conséquence, les coefficients du modèle PEH doivent 

être de meilleurs critères pour différencier les matériaux ; ils pourraient 

donc être utilisés avec profit pour les contrôles de réception. Cette dernière 

utilisation reste au conditionnel et de nouvelles études devront tester l'in- 

térêt réel du modèle PEH . 
5.3. - Application du modèle plastique écrouissable hyperboliqux 

au test d'anneau. 

Dans le but de tester la loi PEH identifiée préalablement, ainsi 

que de comparer les modèles 1 et 2, définis en 23 et 24, nous avons entré 

dans ces derniers les données géométriques et les coefficients du modèle PEH 

pour obtenir leurs prévisions sur l'effort de compression F en fonction de la 

hauteur d' anneau t. 



1 Modèle PEE 1 Modèle PEH 

- Tableau 18 - 

XC 38 

35 CD 4 

Cuivre 

AU 4 G 

- Comparaison des lois de comportement 

plastique écrouissable exponentiel - plastique écrouissable hyperbolique - 

106 

115 

5 4 

45 

0,21 

0,18 

O ,  48 

0,23 

82  

9 7 

3 5 

34 

0 ,016  

0 ,019  

0,078 

0 ,020  



Les figures 17 à 20 représentent les valeurs théoriques et expéri- 

mentales de 1' effort de compression "P en fonction da la hauteur & de 1' anneau. 

Sur les courbes obtenues, on peut remarquer que : 

- le modèle 2, pa2 cEianips de vitesses, donne une prévision supérieure 

aux valeurs mesurées. Pour les aciers, 1' écart observé entre les valeurs fournies 

par le modèle 2 et les valeurs expérimentales est inférieur à 10 %. L' écoulement 

choisi est sans doute assez proche de la réalité. 

- les modèles théoriques, par champ de vitesses et par tranches, four- 

l nissent des valeurs qui encadrent bien les valeurs expérimentales de la quasi tota- 

lité de l' essai, à l'exception de l' alumidrtni A U 4 G pouf lequel les valeurs 

déduites du modèle 1 sont très légérenaent supérieures aux valeurs eapériokenta'les. 



4 F 1 10 Newtons 

E55R I D' ANNEAU 

+ modèle 2 
) résultats théoriques 

C] modèle 1 + 

- résultats expérimentaux 
100 - 

75 - 

- Figure 17 - 
- Efforts de compression d'anneau théoriques et expérimentaux - 



E55R I D' RNNEAU 

RC l ER 35CDY m m  

+ modèle 2 
) résultats théoriques 

modèle 1 

- résultats expérimentaux 

- Figure 18 - 
- Efforts de compression d'anneau théoriques et expérimentaux - 



E55R I D' RNNERU 

+ modèle 2 
) résultats théoriques 

o modèle 1 

- résultats expérimentaux 

CU l VRE mmrr 

I 
- 

- + 

1 O 9 8 7 6 

- Figure 19 - 
- Efforts de compression d'anneau théoriques et expérimentaux - 



ESSA I D' RNNERU 

RLU RUYE ,mm 

+ modèle 2 
) résultats théoriques 

O modèle 1 

- résultats expérimentaux 

4 10 Newtons 

- 

C + 
+ 

+ 

.? 
1 O 9 8 7 6 mm 

- Figure 20 - 
- Efforts de compression d'anneau théoriques et expérimentaux - 



6 .  - CONCLUSION. 

A la fin de cette étude, nous disposons de deux modèles théoriques 

originaux de la compression d'anneau. 

Le premier (basé sur la méthode des tranches) fournit des déforma- 

tions radiales et des efforts de compression plus faibles que ceux obtenus par 

le second (basé sur le théorème de borne supérieure). 

Ces résultats sont conformes à ce théorème et aux hypothèses simpli- 

ficatrices de la méthode des tranches (le travail redondant, provoqué par les 

distorsions, est négligé) . 
Tels qu'ils sont, ils permettent de déterminer expérimentalement le 

coefficient de frottement par la mesure du rayon intérieur en fin de compression 

pour les aciers. Pour les autres matériaux, en particulier le cuivre, la mesure 

du rayon intérieur doit être envisagée en continu pendant l'essai, au moins 

dans un premier temps. 

La mesure du frottement nous permet maintenant de caractériser le com- 

portement des matériaux par l'essai de compression. 

Les courbes rationnelles, définies par les essais de traction et de 

compression sont peu différentes. 

La meilleure connaissance du comportement du matériau en grandes défor- 

mations nous a conduit à définir un modèle plastique écrouissable hyperbolique, 

beaucoup plus proche du comportement réel que le modèle plastique écrouissable 

exponentiel classique. Les conséquences pratiques de cette innovation restent 

à étudier. 



ANNEXE ------ 
IDEALISATIONS CLASSIQUES DU FROTTEMENT 

Le frottement est un phénomène physique très complexe faisant inter- 

venir de nombreux paramètres : nature des matériaux en contact, états de sur- 

face, conditions de lubrification, température, pression normale à l'interface.. . 
L'influence de ceux-ci peut par ailleurs varier durant le formage. 

Deux modèles sont utilisés : 

. le modèle de COULOMB : 
Le frottement est proportionnel à la pression normale à l'interface 

p . La contrainte tangentielle T due au frottement est telle que 

li : coefficient de frottement de COULOMB. 

Sa direction est opposée à celle de la discontinuité de vitesse 

vue du matériau sur lequel on recherche l'effet du frottement. 

Ce modèle peut être utilisé en mise à forme pour des pressions nor- 

males très élevées. Les conditions de plastification du matériau le 

plus tendre peuvent être atteintes. Le modèle de COULOMB doit alors 

être complété par la condition 

k : contrainte limite de cisaillement. 

Soit l'expression complète (Figure 21) : 



( 1 ) oroduit 

(2) outillage 

- Figure 21 - 

- Actions de contact avec frottement de COULOMB 
d'un produit ( 1 )  sur un outillage (2) - 

----- modele de COULCMB : = tg a avec up 6 k 

modèle de couche : 0 4  m ,i 1 

C 

- Figure 22 - 

- Actions tangentielles à la surface de contact 

entre un produit et un outillage 

selon le modèle de COULOMB et selon le modèle de couche - 



Ce modèle a reçu certaines confirmations expérimentales par 

THOMSEN 151 . 
. Le modèle de COUCHE LIMITE : 

La contrainte tsrngentielle -r est constante et ne dépend pas 'des 

conditions de pression normale : 

T = m k  

m : coefficient de frottement de couche 

O <  m g  1 

Ce qui revient à considérer qu'il se forme une couche intermédiaire 

à l'interface dont les propriétés mécaniques soient plus faibles 

que celles du plus tendre des métaux (Figure 22) . 
Ces deux modèles donnent des résultats équivalents lorsque p tend 

vers l'infini et m égal à 1 . - 

Pratiquement, le modèle de COULOMB semble bien convenir dans les 
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S O M M A I R E  

La prévision par excès des efforts nécessaires à l'écoulement du 

matériau rigide plastique parfait, obéissant à la loi du potentiel plastique 

associée au critère de TRESCA, est obtenue à partir de champs de vitesses cihé- 

ktiqukent et plastiquement admissibles. 

Une méthode systématique de constitution de champs de vitesses 

licites consiste à découper la zone déformée en régions rectangulaires. 

La puissance dissipée dans ces régions est calculée à partir des tables 

établies pour des régions rectangulaires unitaires. 

Un programme de calcul effectue l'évaluation de la puissance dissi- 
1 

pée totale et recherche les dimensions de la zone déformée et la forme des 

champs de vitesses qui conduisent à une puissance dissipée minimale. 

Les exemples de traitement automatique concernent le forgeage, 

l'extrusion inverse, le forgeage-extrusion et le forgeage-matriçage de plusieurs 

pièces en déformation plane avec des conditions de frottement variables. 
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1 - INTRODUCTION. 

La prévision des écoulements plans de matière dans les procédés de 

mise à forme des métaux (forgeage, laminage, extrusion, étirage, ...) a été 

faite par de nombreux chercheurs [ I l  C61 qui ont utilisé le théorème de la 

borne supérieure [3] . 
Le théorème de la borne supérieure (ou théorème cinématique) permet 

d'obtenir une valeur approchée par excès (ou borne supérieure) des efforts à 

mettre en jeu pour produire l'écoulement naissant de la matière [2 ]  . 

La prévision est d'autant plus proche des efforts réels que la puis- 

sance dissipée par le champ de vitesses approximatif diminue. 

L'étude de chaque procédé de mise à forme des métaux nécessite la 

définition d'un ou plusieurs champs de vitesses nouveaux et l'exécution de cal- 

culs importants. 

Dans le but de rendre les prévisions plus rapides et plus sures, 

nous présentons ici une méthode automatique d'utilisation de champs discontinus 

de vitesse standard, qui généralisent les champs proposés par H. KUDO C51 . 
Ces champs standard peuvent être associés de différentes façons afin d'obtenir 

rapidement le champ de vitesses le meilleur possible pourun procédé. 



2 - PREVISION D'ECOULEMENT PAR CHAMPS DISCONTINUS DE VITESSES 
EN DEFORMATION PLANE. 

2.1 . - Introduction. 
La méthode de prévision consiste à approcher l'écoulement réel par 

des champs de vitesses, constitués par des zones ou blocs dans lesquels la 

vitesse des particules en tout point est identique [Il 141 . 
Le théorème de la borne supérieure permet ensuite de choisir parmi 

les champs celui qui dissipe la puissance la plus faible comme meilleure pré- 

vision des efforts moteurs réels. 

2.2. - Théorème de la borne supérieure. 
Considérons le volume V du matériau en cours de formage, obéissant 

à la condition d'écoulement de MISES ou à la condition d'écoulement de TRESCA 

associée à la loi du potentiel plastique [21 . 
i 

Désignons par T~ les contraintes définies sur la surface ST , 

par ud les vitesses définies sur Su et par k la contrainte limite 
Ï 

d'écoulement en cisaillement pur le long d'une surface de discontinuité Sd 

(Figure 1) . 

Soient +.. . u- un champ de vitesses cinématiquement et plastiquement 

admissible défini dans le volume V ; 

+.# . 1 les vitesses de déformation correspondantes au champ u- ; 

. O les contraintes associées à ( 1  par la loi d'écoulement. 

-* 
De la même façon u , ( € 3  et ( 0 1  définissent le champ de vitesses 

réel, les vitesses de déformation correspondantes et les contraintes associées. 



Les travaux virtuels s'expriment comme suit : 

Au:: désigne dans cette expression la discontinuité de la composante 

tangentielle à SD de la vitesse (::) . 

('0 avec la condition d'écoulement de MISES (:: ) k = -  
fi 

'O avec la condition d'écoulement de TRESCA 
k = -  2 

a, représente la contrainte normale d'écoulement du matériau rigide 

plastique en état linéaire de contraintes 



- Figure 1 - 

- Conditions aux limites 
pour le théorème de la borne superieure - 



Le théorème du travail maximum [31 s'écrit : 

Compte tenu de (1) , il vient : 

+ 
Une forme équivalente est obtenue en notant par U la vitesse de 

1' oytillage : 

Dans cette expression, le terme situé à gauche est égal à la puis- 

sance des efforts moteurs We ; les termes sîtnés à droite sont égaux, dans 

l'ordre de gauche à droite, à la puissance dlssi'pée dans le volume (::), à 

la puhsance dî~sipée dans la surface de d~sconti'rmï%é WF et à la puis- 

sance dissipée par frottement aux interfaces Wf" pour le champ de vitesses 

+.. 
U" . 

2.3. - Application du théorème de la borne supérieure aux champs 
discontinus par blocs de vitesse. 

Lorsque l'écoulement du produit de volume V est décrit par des 

blocs de vitesse , la puissance dissipée dans le volume 

est nulle. 

-.. 
(") (d:} T 1 est équivalent à a, . . -.. 

E- est appelée vitesse de déformation généralisée. 
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Le théorème de la borne supérieure devient d'après (4) : 

La puissance W :: peut s'écrire : 
f 

Dans cette expression, m k désigne la contrainte tangentielle à 

la surface de contact ST qui est due au frottement entre l'outillage et le 

matériau. 

Sa valeur est inférieure ou à la limite égale à la contrainte 

d'écoulement k en cisaillement pur selon la valeur choisie pour le coef- 

ficient m (O m ,< 1) . 
Ainsi, une valeur par excès de la pression moyenne P exercée par 

3 

un outrllage anhé d'une vitesse U perpendiculaire à sa surface active Su 

est obtenue par 

Nous présentons dans ce qui suit les moyens de calculer rapidement 

les puissances Yi:: et kix  pour divers procédés de mise à forme des métaux. 



3 - REGIONS RECTANGULAIRES UNITAIRES DE H.  KUDO. 

3.1 .  - Introduction. 

La description des écoulements plans de produits en cours de déformation, 

utilisant des champs discontinus de vitesses par blocs, fait apparaître fréquem- 

ment des blocs de vitesse triangulaires. 

Ces blocs, associés les uns aux autres, peuvent former un ou plusieurs 

rectangles qui recouvrent la région déformée. 

La puissance dissipée dans ces rectangles peut être évaluée une fois 

pour toutes, en fonction du rapport hauteur-longueur et des conditions aux con- 

tours. 

Ces rectangles sont nommés régions rectangulaires unitaires (en abrégé 

RRU) . Leur longueur est égale à l'unité et leur hauteur égale à a . 
Une série de champs par blocs a ét6 établie par chaque type possible 

de régions rectangulaires unitaires. O n t  été détermihées, en faisant varier la 

position des lignes de discontinuité entre les blocs triangulaires, des relations 

reliant la puissance dissipée Wi:: aux paramètres géométriques définissant les 

frontières entre les blocs. 

Pour décrire l'écoulement du produit, la région déformée est découpée 

en regions rectangulaires unitaires (Figure 2) . Ensuite la plus faible valeur 
des efforts moteurs est obtenue en optimalisant les dimensions des régions rec- 

tangulaires unitaires et le nombre de blocs constitutifs de chaque région. 

3.2 .  - Conditions au-contour des régions rectangulaires unitaires (RRU). 

Les sommets d'une région rectangulaire unitaire sont numérotés 1 ,  2, 3 

et 4. Elle est entourée par des zones rigides qui peuvent être soit un outil, 

soit de la matière. 



RRU 

- Figure 2 - 

- Découpage de la zone déformée 
en extrusion plane symétrique en régions rectangulaires - 



Les vitesses au contour sont les suivantes (Figure 3) : 

. A la frontière 13, la vitesse est normale et dirigée vers l'inté- 
rieur de la RRU. 

. A la frontière 34, la vitesse est normale et dirigée vers l'exté- 
rieur de la RRU. 

En prenant égale à l'unité la vitesse d'entrée sur 13, la vitesse 

de sortie sur 34 est égale à I/a , a étant le rapport hauteur-longueur de 

la région rectangulaire unitaire. 

Il est envisagé trois conditions de sortie à la frontière 34 : 

. La frontière 34 correspond à une surface libre (Figure 4) ; 

cette condition est notée R . 
. La matière située au delà de 34, à l'extérieur de la RRU, se dé- 

place dans la direction normale à la frontière 34 ; cette con- 

dition est notée (1) (Figure 5) . 
, La matière située au delà de 34 se déplace dans la direction nor- 

male à la frontière 34 3 la vitesse f a  et dans la direction 

tangentielle à 34 à la vitesse J ; cette condîtion est notée (II) 

(Figure 6) . 
Les conditions de frottement relatives aux frontières 12, 13, 24, 34 

sont de deux types : 

. Le contact est sans frottement (par exemple avec un outillage 

parfaitement lubrifi'é) ; cette condition est notée Cs) . 
, Le contact est collant (par exemple avec une autre partie du 

matériau) ; cette condition est notée (r) . 
Ainsi, si le contact le long des frontîè-res 12, 13 et 24 est sans 

frottement et si le contact le long de 34 est collant, on notera ces conditions 

par sss r . 



Hauteur 

- Figure 3 - 
- Région rectangulaire unitaire - 

- Conditions cinématiques sur 13 et 3 4  - 

Longueur = 1 

34 condition k 

- Figure 4 - 

- Région rectangulaire unitaire - 
Surface libre 3 4  - 



- Figure 5 - 

- Région rectangulaire unitaire - 
- Condition (1) sur 34 - 

34 condition (1) 

- Figure 6 - 
- Région rectangulaire unitaire - 

- Condition (II) sur 34 - 

34 condition (II) 
* 



3.3. - Exemples de calcul des coefficients de puissance des régions 
rectangulaires unitaires. 

Le coefficient de puissance est une quantité sans dimension qui a 

pour expression : 

W désigne la puissance dissipée dans la région RRU, S la surface 

de la frontière 13 et U la vitesse d'entrée sur 13. 

En prenant égale à l'unité la surface de la frontière 13, il vient : 

Avec la condition d'écoulement de TRESCA 

Nous développons dans ce qui suit les calculs des coefficients de 

puissance e pour trois types de régions RRU. Les résultats du calcul des 

coefficients de puissance relatifs à d'autres régions types seront rassemblés 

dans les tableaux 1 ,  2 et 3. 

3 . 3 . 1 .  - Détermination du coefficient de puissance pour une région 
RRU avec conditions s s s r (1) . 

a) Premier cas : I a < l a < l ]  

1 

La région est formée par n+l blocs triangulaires +Figure 7) numé- 

rotés (1), (21, (3) ... (n+l) . Ils sont répartis de telle façon que les hau- 
teurs de chaque bloc divisent la région en n cellules égales de longueur l / n .  

Cette répartition conduit au champ qui dissipe la puissance la plus faible. 
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L'hodographe des vitesses (Figure 8) est construit d'après la 

géométrie des blocs pour satisfaire les conditions cinématiques à chaque sur- 

face de discontinuité. En particulier, la vitesse <01> du bloc ( 1 )  est égale 

à 1, la vitesse <04> du bloc ( 4 )  est égale à l/a . 

D'après l'expression (6) , la puissance dissipée à l'intérieur de 

la région a pour valeur : 

avec 

. <i, i+l> est la vitesse de discontinuité tangentielle à la fron- 

tière entre le bloc Ci) et le bloc Ci+]) ; 

Li, i+I est la surface de la frontière entre (i) et (i+l) ; 

l'épaisseur de la rég5on RRU est prise égale à l'unité. tiSi+] 

est donc la trace de cette frontière dans le plan de représen- 

tation. 

Pour chaque discontinuité, la puissance dissipée est : 

Soit pour n discontinuités : 

1 W.:: = k a(n + -) 
1 na2 

La puissance dissipée par frottement aux frontières de la région RRU 

est ici 

D'après (12) , le coefficient de puissance vaut : 

avec a 4 1 . 



- Figure 7 - 
- Région rectangulaire unitaire sssr(1)- 

a < l  

- Figure 8 - 
- Hodographe pour la région RRU sssr(1) - 

a < l  



b) Deuxième cas : 1 x 1  
La région est formée de n cellules (Figure 8) et 2n blocs. 

La hauteur de cellule adjacente à la frontière 13 est égale à 

Les frontières entre les blocs sont parallèles deux à deux. 

Cette géométrie conduit au meilleur champ au sens du théorème de la 

borne supérieure. L'hodographe des vitesses est représenté à la figure 10. 

La puissance dissipée dans les discontinuités se calcule à partir 

de la relation (13) : 

. Discontinuité <12* : 

1 . Discontinuité <23> : 

I Des relations analogues sont obtenues pour les discontinuités sui- 

vantes. Pour n cellules, il y a n discontinuités identiques à <12> et 

n-l discontinuités identiques à <23> . 



s contact sans frottement 

r contact collant 

- Figure 10 - 

- Hodographe pour la région RRU 
sss r(1) - 

- Région rectangulaire unitaire 

sss r(1) - 
a > l  
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Il vient donc : 

De la puissance est dissipée par frottement pour toutes les frontières 

des blocs communes à la limite 34 de la région RRU , à l'exception de celle 

appartenant au bloc (2n) . 

Wf:: comporte. une sui te de n-1 termes en progression arithmétique. 

A la frontière du bloc (-2) commune avec la frontière 34 de la 

région RRU : 

A la frontière du bloc (4) commune avec la frontière 34 de la 

région RRU : 

Soit finalement pour n cellules : 

Compte tenu de (16) et (17) , le coefficient de puissance a pour 

valeur : 

avec a > 1 . 



3.3.2. - Détermination du coefficient de puissance pour une région 
RRU avec conditions sr sr (1) . 

a) Premier cas : [XI 

La région est toujours formée de n cellules (Figure 11) ; les dis- 

continuités sont toujours parallèles deux à deux et les hauteurs des triangles 

1 3  
parallèles à 13 divisent les bases dans les rapports G v 4  ' 

L'hodographe des vitesses de 2n blocs est représenté à la figure 12. 

Le calcul des puissances dissipées W et wf:: est conduit comme 

précédemment. 

Le coefficient de puissance pour cette région est : 

avec a < 1 . 
b) Deuxième cas : (a + 1,. 

Les n cellules qui forment la région sont celles de la figure 9 ; 

l'hodographe est toujours celui de la figure 10. 

La frontière 13 assure un contact collant, mais compte tenu de la 

vitesse du bloc, il n'y a de puissance dissipée par frottement. 

Le coefficient de puissance est donc celui de la relation (18) : 

3.3.3. - Détermination du coefficient de puissance pour une région 
RRU avec conditions srsr(1) et formation d'un défaut. 

La région RRU , représentée à la figure 13, permet d'envisager la 

formation d'une cavité le long de la frontière 12 . 



- Figure 1 1  - 
- Région rectangulaire unitaire srsr(1) - 

3 1 r 

- Figure 12 - 

1 

a s r ( I )  

I 
2 r 4 

i1 + 
1 

s contact lisse ; r contact collant 

- Hodographe pour la région RRU srsr(1) - 

,, rk C 



L'hodographe est représenté à la figure 1 4 .  

La puissance dissipée se réduit à : 

Le coefficient de puissance est donc : 

esrsr (1) = 1 a > l  (21 

cavité sur 12 

3 . 4 .  - Coefficients de puissance pour diverses conditions de vitesse 
et de frottement aux frontières des régions RRU . 

Les tableau 1 ,  2  et 3  donnent une sélection des meilleurs champs de 

vitesses pour différentes conditions de frottement et de vitesses aux contours 

des régions rectangulaires unitaires. 

Les valeurs des coefficients de puissance sont regroupées 

. dans le tableau 1 pour les régions RRü plates (a < I ) ; 

. dans le tableau 2  pour les régions RRü hautes (a > 1 ) ; 

. dans le tableau 3  pour les régions RRü hautes à défauts. 

Les repères situés à gauche de chaque groupe de régions RRU 

définissent les conditions aux frontières. 

Ainsi, la notation s r s R indique 

. un contact sans frottement sur 12 

. un contact collant sur 13 

. un contact sans frottement sur 24 

. une surface libre sur 34 



s contact sans frottement 

r contact collant 

- Figure 13 - 
- Région rectangulaire unitaire 

sssr(1) avec défaut sur 12 - 

- Figure 14 - 
- Hodographe pour la région RRU 

sssr(1) avec défaut sur 1 2 -  
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- Tableau 1 - 

- Coefficie~ts de puissance des régions rectangulaires unitaires plates - 

IXI - - '  

srsr ( I I)  

ssrr (1) 

srrll 
srrs (1) 
srrs ( I I)  

ssss (1) 
ssss(I1) 

sssr(1) 
sssr ( I I )  
rsss (1) 

srrr(1) 
srrr  ( I I )  

srss (1) 
srss ( II)  rssr(1) 
ssrs (1) 
ssrs(I1) e = II  ( H  = a)  e = 1 (F = 2a) 

rssr ( I I)  

e = I I  (H = a )  e = I  ( F r a )  

rrsl? 
rrss(1) 
rrss ( II)  

rsrr  ( I I)  

rrrl? 
r rrs  (1) 
rrrs ( I I )  

e = IV (H = a)  

r r r r  (1) 

rrs L 
rsrs (1) 
rsrs(I1) 

r r r r  ( I I)  

r r r r  ( I I )  rsrr (1) 

e = IV (H = a) 7 5 
e 7 a 

e = I I I  (H  = a) 



- Tableau 2 - - 24 - 1 
- Coefficients de puissance des régions rectangulaires unitaires hautes - 

[a 11 
srss (II) 

ssss (1) 
ssss (II) srrll 

srrs (1) 
srrs(I1) 

sssr (1) 
sssr(I1) 
rsss(1) 
rsss (II) 

srrr (1) 
srrr (II) 

srsR 
srss (1) 
srss(11) 
ssrs(1) 
ssrs (II) 

e=II(H = -!-) 
2 a 

rssr (II) srsr(1) 
ssrr (II) 

rrst 
rrss (1) 
rrss(I1) 

rrsr (1) 

e= 

srsr (II) 

rrsll 
rsrs (1) 
rsrs (II) 

n . 2  

rrrr (II) 



- Tableau 3 - 
- Coefficients de puissance der régions rectangulaires hautes avec défauts - 

1 > 1 1  

srsr (II) 
sssR ssrr CI) 
rssk 

e = V  

e = 1  e = l  

ssss(1) 
ssss (II) 

srrR 
srrs (1) 
srrs(I1) 

e = l  
srrr (1) 
srrr (II) 

sssr(1) 
sssr (II) 
rsss (1) 
rsss(I1) 

e = l  e = l  
srsR 
srss (1) 
srss (II) 
ssrs(1) 
ssrs (II) 

rrsL 
rrss (1) 
rrss (II) 

rrsr (1) 

rrrR 
rrrs (1) 
rrrs (II) 

rrrr (1) 

rrsR 
rsrs (1) 
rsrs(I1) 

rsrr (1) 



L'expression située en-dessous de chaque groupe de régions RRU 

donne la valeur du coefficient de puissance e en fonction des expressions sui- 

vantes : 

Pour calculer le coefficient de puissance par l'expression 

il faut utiliser la relation (23) en remplaçant H = a . 
L'utilisation de ces relations est faite manuellement dans les 

exemples qui suivent. 



3.5. - Exemples d'utilisation des régions RRU . 
3.5.1. - Princi~es d'utilisation. 

La détermination d'un écoulement à l'aide des régions RRU définies 

aux tableaux 1 ,  2 et 3, s'effectue comme suit : 

. Découpage de la zone déformée en régions RRU ; 

. Définition, par chaque région, des conditions aux contours ; 

. Choix dans les tableaux 1, 2 ou 3 de la région RRU et calcul 

du coefficient de puissance e ; éventuellement déterminer le 

nombre n de cellules constitutives de la réglon pour rendre 

le coefficient e minimum ; 

. Evaluation de la puissance interne dissipée dans chaque région 
rectangulaire réelle par la relation : 

Dans cette relation S 1 3  est la surface de la frontière 13 et 

UI 3 est la vitesse normale à cette surface (relations (1 0) (1 2) ); 

. Cumul des puissances dissipées dans chaque région rectangulaire 
réelle ; 

. Evaluation, selon les cas, des rapports "a" de chaque zone pour 

minimiser la puissance dissipée totale ; 

. Détermination de la valeur esthGe par excès des efforts motenrs. 
Nous présentons maintenant quelques exemples d'utîlisat2on des tables 

de régions rectangulaires unitaires. 

3.5.2. - Estimation de la pression de forgeage en état plan de défor- 

mation. 

Considérons le forgeage, en état plan de déformation, d'un lopin de 

dimensions 2B x 2T entre deux matrices planes parallèles (Figure 28) . II 
s'agit de déterminer la meilleure valeur de la pression moyenne de forgeage, 

susceptible de produire l'écoulement naissant du lopin. 



Le lopin est découpé en deux régions RRU symétriques. 

Avec un contact collant entre les matrices et le lopin, nous avons 

donc les conditions suivantes ( 3 . 4 . )  : 

La frontière 12 correspond à un contact sans frottement en raison 

de la symétrie du procédé. 

La tableau 1 nous-donne les valeurs de coefficients de puissance 

suivants : 

D'après l'expression (28) , la puissance dsssilpée par le fwgeage 

d'un demi-lopin en écoulement nalssant est : 

ii::+ Wf::= 2k. e .  (B. 1) . U 

La puissance des efforts moteurs a pour valeur : 

- 
W e = p .  (B. 1 )  . U  

La pression moyenne de forgeage p est donc : 
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- Figure 28 - 

- Forgeage en état plan de déformation - 

matrice inférieure! fixe 

8 

A '  

2 4 6 8 10 12 14 T 

- Figure 29 - 
- ?leilleures valeurs de la pression moyenne de forgeage p:/2k en état plan de dé- 

formation obtenues par RRü avec contact collant entre les plateaux et le lopin - 



. Premier cas : IT/B < 1 [ 

Nous avons d'après (23) : 

avec n = 1,2,3 et T/B < 1 . 

Les valeurs successives de la pression moyenne estimée 2 en 

fonction du rapport BIT des dimensions du lopin et du nombre de cellules n 

constitutives des régions RRU sont reportées au tableau 4. 

Ainsi peuvent être choisis, pour chaque valeur de B/T , les nombres 
- 

de cellules constitutives qui donnent la plus faible valeur de la pression p::/2k . 
- 

La figure 29 donne l'évolution de la pression p::/2k ainsi obtenue 

en fonction du rapport longueur/hauteur du lopin. 

La figure 30 représente la région RRU (et son hodographe associé) 

-. 
qui fournit la plus faible estimation de pe/2k pour un rapport BIT de 6 ; 

la région RRU est alors constituée de trois cellules. 



- Tableau 4 - 

pression moyenne de forgeage ?/2k 

nombre n de cellules constitutives des régions RRU - 



4 

* B 
partie fixe (O) 

b 

- Figure 30 - 

- Constitution de la région rectangulaire en forgeage 
pour un rapport longueur-hauteur B/T de 6 - 



. Deuxième cas : 1-1 

La meilleure des deux estimations du coefficient de puissance four- 

nies par les relations (30) et (31) est : 

Une formation de défaut est prévue pour ces valeurs. 

Remarque 1 : 

Il est également possible de suivre l'évolution de la pression 

moyenne de forgeage au cours de l'opération complète considérée comme une 

suite d'écoulements naissants. La hauteur T désigne alors la hauteur in- 

stantanée du lopin ; à chaque étape, le graphique de la figure 29 donne aussi 

-, 
la valeur estimée par excès de la pression moyenne p*=/2k instantanée de 

forgeage. 

Remarque 2 : 

Les estimations de la pression moyenne de forgeage avec un contact 

collant entre lopin et outillage faites avec des champs de vitesses continus 

par réseaux de lignes de glissement conduisent à des résultats légèrement plus 

faibles [ 4 ]  . Les calculs par régions rectangulaires sont par contre beaucoup 
plus rapides. 



3.5.3. - Estimation de la pression sur poinçon en extrusion plane 
inverse svmétriaue. 

Le lopin à déformer est placé dans une matrice. Un poinçon à fond 

plat vient agir sur le lopin et provoque l'écoulement vers l'extérieur. 

(Figure 31) . 

Nous considérons le cas où les contacts des outillages avec le lopin 

sont sans frottement. 

Le lopin est découpé en quatre régions rectangulaires situées de 

part et d'autre de l'axe de symétrie. 

Les conditions pour ces régions sont les suivantes : 

. sss r(1) pour les régions (1) et ( 1  ' )  

. srs R pour les régions (2) et (2') 

Les coefficients de puissance pour ces régions sont les suivants 

(Tableaux 1 , 2 et 3) : 

. Région (1). - sss  rCI) 

al < 1 e l = I  (H=a) 

al > 1 
1 e l - I I  (H=--) 

etl = 1 

. Région (2) - srs R 

avec défaut 

a2 < 1 e2 = II (H = a) 

a2 > 1 
1 

e z = I  (HE-) 
a 

et2 = I avec défaut 

Soit R le rapport de la largeur du poinçon 2Wp à la largeur 

de conteneur 2Wc . 

avec pour la région (1 ) 



- Figure 31 - 

- Extrusion inverse en état plan de déformation 
avec un contact lopin-outillage sans frottement - 



avec pour la région ( 1 )  

et pour la région (2) 

Il vient : 

Les rapports hauteur-longueur a , les surfaces SiJ des frontières 

13 et les vitesses normales ul3 sont représentés dans le tableau 6. 

Pour le calcul manuel des coefficients de puissance de chaque région, 

nous prenons pour dimensions particulières : 

et pour vitesse du poinçon 

et nous recherchons la meilleure estimation de la pression moyenne d'extrusion 

pour différentes épaisseurs initiales T du lopin. 

Les hauteurs des régions rectangulaires unitaires sont d'après (35) 

et (36) 



- Tableau 6 - 

- Rapports hauteur-longueur a , 
surfaces des frontières 13 et vitesses normales d'entrée 

des régions rectangulaires en extrusion plane inverse symétrique - 

i Régi on 
rectangulaire 

Surface 
d'entrée 

s 1 3  

Rapport 
hauteur-largeur 

a 

Vitesse 
d'entrée 

U13 



Les surfaces des frontières 13 et les vitesses normales à ces 

frontières ont pour valeur : 

. région ( 1 )  

. région (2) 

1 ,2 = - 
13 al pour une région ( 1 )  sans défaut 

pour une région ( 1 )  avec défaut 

Les coefficients de puissance les plus faibles sont obtenus avec des 

régions rectangulaires à une cellule. 

Les valeurs de el et ep sont portés dans le tableau 7. 

D'après (28) , la puissance dissipée dans les régions ( 1 )  et (2)  

nous est donnée par l'une des expressions suivantes : 

s'il n'y a pas de défauts prévus, 

s'il y a une formation prévue de défauts. 



La valeur retenue est celle qui donne la puissance dissipée minimale 

- 
La pression moyenne d'extrusion p::/2k correspondante est donnée 

- ., y,:: + if.. 
pX - = 1 

2k 2k 

Les valeurs correspondantes sont données au tableau 7. 

- 
La figure 32 donne l'évolution de p::/2k en fonction du rapport 

T/Wc hauteurldemi-largeur. du lopin. 

Les résultats obtenus appellent deux remarques : 

. Lorsque la hauteur T du lopin est assez importante, la zone 

déformée ne s'étend pas sur toute la hauteur ; pour obtenir une 

meilleure prévision de la pression d'extrusion, il faut rechercher 

la hauteur de la zone déformée qui correspond à la puissance dissipée 

la plus faible. 

. A l'inverse, lorsque la hauteur T du lopin devient faible, la 

même remarque s'applique ; la zone déformée ne s'étend pas sur 

toute la largeur 2Wc du lopin. 

Pour obtenir une meilleure estimation de la pression d'extrusion, 

on devra procéder à une nouvelle optimalisation sur les dimensions des zones 

rectangulaires qui s'ajoutent à l'optimalisation sur le nombre de cellules 

constitutives de ces zones. 

Ces optimalisatiol~ seront faites aisément par le programme de calcul 

au chapitre 4. 



Tableau 7 - 

l'/WC 

092 

093 

094 

095 

036 

037 

O,8 

099 

130 

-Valeurs des coefficients de puissance 

pour les régions (1)  et (2) et de la pression moyenne 
-, d'extrusion ~ * * / 2 k  en extrusion plane inverse symétrique en fonction 

du rapport T/Wc avec un contact outillage-lopin sans frottement - 

F C / 2 k  

2,450 

2,133 

2,025 

2,000 

2,033 

2,142 

2,225 

2,355 

2,500 

Région ( 1 )  

I 

Région (2) 

al 

0.4 

0, 6 

(),a 
190 

1 ~2 

1 94 

1,6 

138 

230 

a2 

2,5 

1,67 

1,25 

1 ,O 

0,83 

0,71 

O, 63 

0,56 

0,50 

n = I  

el 

1,450 

1,133 

1,025 

1 ,O0 

1,017 

1 ,057 

1,113 

1,178 

1 ,250 

n = I  

e'l 

1 ,O0 

1 ,O0 

1 ,O0 

1 ,O0 

1 ,O0 

1 ,O0 

e2 

1.45 

1,133 

1,025 

1 ,O0 

1,017 

1,057 

1,113 

1,178 

1,25 

e V 2  

1,OO 

1 ,O0 

1 ,O0 

1,OO 



- Figure 32 - 
-. 

-Valeurs de la pression moyenne p**/2k en extrusion plane 

symétrique naissante obtenues par RRU à une cellule 

avec un contact lopin-outillage sans frottement - 



3.5.4. - Estimation de la pression moyenne en forgeage-extrusion 
plane symétrique. 

Un lopin de section rectangulaire (2B x T) est forgé entre deux 

matrices planes parallèles. La matrice supérieure mobile a un orirfice central 

de largeur 2W (Figure 33) . 
Nous considérons successivement le cas de contacts outils-lopin 

sans frottement et le cas de contacts outils-lopin collants. 

a) Contacts outils-lo~in sans frottement. 

La zone est découpée en deux régions rectangulaires (1) et (2) . 
Les rapports hauteur-longueur , las surfaces Sl des frontières d'entrée et 

les vitesses d'entrée U ~ J  slétabLissent comme suit, en désignant par UV 

la vitesse de sortie du produit à la frontière 34 de la région (2) : 

- Tableau 8 - 

Les conditions pour les régions sont les suivantes : 

Région 
rectangulaire 

( 1  1 

(2)  

. région (1) - rss R 

. région (2) - srs 2 

Rapport 
hauteur-largeur 

a 

T - 
B  - W  

W - 
T 

Surface 
d'entrée 

S13 

B - W  

T 

Les coefficients de puissance è1 et e2 sont fournis par les 

tables 1 , 2 et 3. 

'l 

Vitesse 
d'entrée 

u1 3 

U 

B - W  (7 - v)u 



m b i  

fixe 

- Figure 33  - 
-Forgeage-extrusion plane symétrique avec des contacts 

sans frottement entre le lopin et les matrices - 

- Figure 34 - 
- Forgeage-extrusion plane symétrique avec un contact collant 
entre le lopin et la matrice supérieure évidée et un contact 

sans frottement entre le lopin et la matrice inférieure - 



La puissance dissipée est donnée par : 

B - W  Wi:: + Wf:: = 2k {el(B - W)U + e2 TC--v)u} 
T 

La puissance des efforts moteurs s'écrit : 

- 
p désigne dans cette relation la pression moyenne exercée par le 

plateau mobile évidé. 

Soit p la pression moyenne exercée par le plateau fîxe ; nous 
f 

avons la relation suivante : 

L'expression (37) permet d'obtenir une estimation de la pression 

- ., moyenne pf*' exercée par le plateau fixe. Soit : 

- 
La valeur minimale de pf::/2k est obtenue pour : 

B - W  v = -  
T 

La vitesse d'entrée ulg de la région (2) est donc nulle. 

Seule la region (1) se déforme au cours de l'opération. Avec des 

matrice planes parfaitement lubrifiées, on ne pourra donc pas obtenir une 

partie centrale de hauteur supérieure à la hauteur initiale du lopin. 



- 44 bis - 

b)  Contact sans frottement du lo~in avec la matrice inférieure 

et contact collant du lopin avec la matrice supérieure. 

L'écoulement du matériau peut se produire à la fois vers l'ex- 

térieur et vers l'orifice de la matrice supérieure lorsque son contact avec 

le lopin est collant. 

11 existe alors dans le champ de vitesses une zone neutre où la 

vitesse horizontale est nulle. 

La zone déformée peut être découpée en trois régions rectangu- 

laires (1) , (2) et (3) ; la vitesse horizontale est nulle entre les 

régions (1) et (2) (Figure 34) . 
Soit pB la distance entre l'axe de symétrie et le plan neutre, 

frontière entre les régions ( 1 )  et (2) . 
-- - - 

Les rapports hauteur-longueurdes régions, les surfaces Sl 3 des 

frontières d'entrée et les vitesses d'entrée 1113 ont pour yaleur : 

- Tableau 9 - 

Les conditions p o u ~  les régions sont : 

Région 
rectangulaire 

(1 1 

(2)  

(3) 

. région CI) - msR 

. région (2) - srsrCI) 

. région (3) - srsk 

Rapport 
hauteur-largeur 

a 

- -T 
(1 - P)B 

T 
pB - W 
W - 
T 

. Surface 
d'entrée 

S13 

(1 - P)B 

pB - W 

T 

. Surface 
d'entrée 

U13 

u 

u 

u 
(PB - 



La pression sur le plateau fixe est donnée par 

Les coefficients de puissance el , e2 et e3 sont toujours 

fournis par les tables 1 et 2. 

On recherche ensuite les valeurs du paramètre p qui fournissent 

le minimum de l'expression (40) . 
Les valeurs optimales de ?/2k sont reportées, pour le champ de 

vitesses de la figure (35) , sur le graphique de la figure (36) avec un 

rapport ouverture du plateau supérieur/largeur du lopin égal à 0,lO. 

Des améliorations de ces résultats peuvent être obtenues en modi- 

fiant le nombre de régions et le nombre de cellules [51 ; l'apparition de 

défauts peut être également mise en évidence après un traitement manuel 

assez important. 

Le traitement automatique proposé au chapitre 14 permet d'aboutir 

à ces améliorations. 



s contact sans frottement 

r contact collant 

- Figure 35 - 
- Champ de vitesses à trois régions rectangulaires 

- ., en forgeage-extrusion plane symétrique avec W/B = 0 , l  - 
Pc" 

2 , o  

1 , 6  

1,2 

0 3  

O94 

- 

- 

" 

- 

... T - 
O O , ] '  0 , 3  0 , s  B 

- Figure 36 - 
- Valeurs de la pression moyenne K:/2k sur plateau en forgeage-extrusion 
plane obtenues par un champ à 3 régions rectangulaires pour W/B = 0 , l  
avec contact collant sur le plateau supérieur et un contact sans frotte- 
ment sur plateau inférieur - 



4 .  - REGIONS RECTANGULAIRES UNITAIRES GENERALISEES. 

4 . 1 .  - Introduction. 
Nous présentons maintenant une généralisation des régions rectangu- 

laires unitaires de H. KUDO, vues précédemment, qui permet de prendre en compte 

toutes les conditions possibles de frottement aux contours de chaque région. 

Les expressions généralisées à des conditions quelconques de frotte- 

ment sont beaucoup plus compliquées. L'utilisation manuelle de tables généra- 

lisées pour les optimalisations et les calculs de puissances dissipées est 

pratiquement exclue. 

A cet effet, nous avons mis au point un programme de calcul auto- 

matique qui permet de réaliser les optimalisations et les calculs de puis- 

sances dissipées de façon systématique pour divers procédés de mise à forme 

des métaux. 

4.2. - Conditions au contour des régions rectangulaires unitaires 
généralisées. 

Les conditions de vitesse restent celles de la figure 3  : 

. La vitesse d'entrée à la frontière 13 est prise égale à l'unité. 

. La vitesse de sortie à la frontière 34 est égale I/a (a est 

le rapport hauteur-longueur de la région) . 

Les trois conditions de sortie à la frontière 34 sont notées 

comme suit : 

. La frontière 34 est une surface libre ; la condition est notée 

R (Figure 4 )  , 

. Il n'existe pas de discontinuité de vitesse tangentielle à la fron- 

tière 34 ,: la condition est notée (1) (Figure 5) . 
. Il existe une discontinuité de vitesse, tangentielle à la frontière 

34 , égale à l'unité : cette condition est notée (II) (Figure 6) . 



Les conditions de frottement relatives aux frontières,l2, 13 et 24 

sont quelconques. Les coefficients de frottement sont notés (Figure 37) : 

ml pour la frontière 12 

m2 pour la frontière 13 

mj pour la frontière 24 

Pour le frontière 34 , le contact est 

. soit sans frottement (noté s ) 

. soit collant (noté r ) . 
Ces différentes conditions permettent la détermination d'une table 

de coefficients de puissance pour différents types de régions rectangulaires, 

en fonction du rapport a hauteur-longueur, du nombre n de cellules con- 

stitutives, des coefficients de frottement et des conditions particulières 

à la frontière 34 . 
4.3. - Régions rectangulaires unitaires généralisées plates. 

4.3.1. - Introduction. 

Nous envisageons six types de champs plats avec des conditions de 

frottement quelconques sur les frontières 12, 13 et 23. 

Nous donnons dans les pages qui suivent quelques exemples détaillés 

de calcul des coefficients de puissance des régions rectangulaires unitaires 

plaks.. 

( 1  Lorsque ni = 1 , le contact est collant 
et lorsque m = O , le contact est sans f~otteaent. 



vitesse d'entrée : 1 

tesse sortie 

- Figure 37 - 

- Région rectangulaire unitaire généralisée : 

conditions cinématiques sur 13 et 34 et 

conditions de frottement sur le contour - 



4.3.2. - Région rectangulaire unitaire plate No 1 .  

La région est constituée de n cellules identiques ; chaque cel- 

lule contient deux surfaces de discontinuité de vitesses (Figure 38) . 
La distance p/n entre la frontière gauche de la cellule et la 

hauteur du premier triangle quelconque est un paramètre du champ de vitesses. 

Les lignes de discontinuité sont parallèles deux à deux. 

La puissance dissipée Wi:: à l'intérieur de la région est obtenue 

à partir de l'expression (13) ; la puissance dissipée Wf:: par frottement 

aux frontières est fournie' par l'expression (8) . 

Le calcul des puissances dissipées à chaque interface est donné au 

tableau 10 pour les conditions 2 , 1 , 1 et r(1) à la frontière 34. 

Le coefficient de puissance s'écrit alors : 

La meilleure estimation correspond à la valeur de p qui rend mini- 

male l'expression (41) . Soit : 

Pour les valeurs particulières des coefficients m correspondant 

au contact sans frottement (m = O) et au contact collant (m = 1) , les 

résultats des formules (41) et (42) correspondent bien aux valeurs des 

coefficients de puissance du tableau 1. 



- Puissances dissipées aux frontières entre les blocs de la région rectangulaire 
unitaire plate No 1. Conditions possibles sur la £rentière: L, s(I), s(II), r(1) - 

Nom 
de la frontière 
entre i et j 

i j 

12 

2 3 

03 

05 

fJ2 

04 

Longueur 
de la frontière 

Ri j 

1 

~2 + $17 

1 - 
[a2 + (I-P)~]~ . n2 

1 - 
n 

1 -P - 
n 

1 - 
n 

1 - 
n 

- Tableau 

Vitesse 
de discontinuité 

<i j > 

1 

c + &lT 
1 - 

+ (I-P)~]~ n2a2 

1 - 
na 

1 - 
a 

P - 
n a 

- 1 +P 
n a 

1 O - 

Puissance 
dissipée 

<ij> . Rij . mk 

a 1  [ + -  nga2] 

a E  + ' ~ ; ; ~ ~  

1 
m3 

1 -P 
m3 ,. 

P 
m2,2a 

1 +P 
m2 



- Figure 38 - 

- Région rec tangu la i re  u n i t a i r e  basse NO 1 

avec condit ions s u r  34 : l. , s C I )  , s ( I I )  , r ( 1 )  - 



4.3.3. - Région rectangulaire unitaire plate N O  5. 
- - 

La région est constituée de n cellules identiques ; chacune con- 

tient ici quatre surfaces de discontinuité de vitesses (Figure 39) . 
Le champ comporte ici deux paramètres p et a . p/n est la di- 

stance entre la frontière gauche de la cellule et la hauteur du premier triangle 

quelconque ; aa représente la dimension de cette hauteur. 

Le calcul des puissances dissipées se poursuit connue précédemment 

(Tableau I I )  avec les conditions R , s(1) et s(I1) à la frontière 34 . 

Le coefficient de puissance a pour valeur : 

e = $ml (1  -a) + 2na2 + 2n(1-a)~1 + &4p2 + 4 CJ -PI + 2p h2+m3) + (n-1) (m2+m3) 1 

(43) 

La meilleure estimation correspond aux valeurs de a et p données 

par le système linéaire : 

Soit : 



Nom de la 
frontière 

i j 

Longueur 
de la frontière 

Ri j 

Vitesse 
de discontinuité 

<<j> 

Puissance 
dissipée 

<ij7 . Ilij . mk 

- Tableau 1 1  - 

:;!,Y - Puissances dissipées entre les blocs de la région rectangulaire 
unitaire plate NO 5. Conditions possibles sur la frontière 34 : L , s(1) , s(I1) - 



- Figure 39 - 

- Région rectangulaire unitaire basse N O  5 

avec conditions sur 34 : 2 y s(1) y s(11) - 



4.4. - Régions rectangulaires unitaires généralisées hautes. 

4.4.1. - Introduction. 

Dix types de régions rectangulaires unitaires hautes sont envisagées, 

dont quatre comportant la prévision d'un défaut. 

Nous donnons maintenant quelques exemples détaillés de détermi- 

nation des coefficients de puissance pour ces régions. 

4.4.2. Région rectangulaire unitaire haute No 3. 

La région est constituée de n cellules ; les n-1 premières 

cellules sont identiques et comportent deux discontinuités ; la cellule n 

ne comporte qu'une discontinuité. Comme pour les autres régions déjà ren- 

contrées, les discontinuités sont parallèles deux à deux (Figure 40) . 
p est le seul paramètre de ce champ. 

Le calcul des puissances dissipées à chaque frontière est donné 

au tableau 12 avec les conditions R , sCI) et s(I1) d'une part, la con- 

dition r(1) d'autre part. 

Le coefficient de puissance valable pour les conditions R , s(1) 

et s(I1) à la frontière 34 est : 

La valeur optimale de p est fournie par : 

soit 



Nom de la Longueur Vitesse Puissance 
frontière de la frontière de discontinuité dissipée 

i j Li j <ij7 <ij> . kij . mk 
1 1 - 

p2a2 J' + 12 2 (n-1 +p) (n-1 +pl 

I avec la condition r(I) sur 34 , ajouter : 

- Tableau 1 2 - 
- Puissances dissipées aux frontières 

entre les blocs de la région rectangulaire unitaire haute N O  3. 

Conditions possibles sur la frontière 34 : L , s(1) , s(11) r(1) - 



- Figure 40 - 
- Région rectangulaire unitaire haute N O  3 

avec conditions sur 34 : R , s (1) , s (II) , r(1) - 



Avec la condition r(I) à la frontière 3 4 ,  le nouveau coefficient 

de puissance à pour valeur : 

avec 

4 . 4 . 3 .  - Région rectangulaire unitaire haute NO 6. 

La région rectanglaire envisagée est composée de n cellules. 

Les n-1 premières cellules sont identiques et contiennent quatre disconti- 

nuités ; la cellule n en contient seulenuit deux CFlgure 4 1 )  . 
Le champ a denx paîcamètres gémétriques a et p . 
Au tableau 13 sont données les puissances dissipées à chaque fron- 

tière avec la condition r(1) pour la frontière 3 4 .  

Le coefficient de puissance pour la région s'écrit : 

avec les valeurs optimales de a et p suivantes : 



1 Nom de la ( Longueur 1 Vitesse 1 Puissance 1 
1 frontière 1 de la frontière 1 de discontinuité 1 dissipée 1 

a& + 1 
(n-l +p) 

1 - 2  J + 
a2 ( n - ~ + ~ )  

- (n- 1 1 

- Tableau 13 - 
- Puissances dissipées aux frontières entre les blocs 

de la région rectangulaire unitaire haute N O  6. 

conditions possibles sur 34 : r(1) - 



- Figure 41 - 

- Région rectangulaire unitaire haute No 6 
avec conditions sur 34 : r(1) - 



4 . 4 . 4 .  - Régi'on ~ectangulazre unitaire. haule N O  7 à défaut. 

La régi0.n prévoit l'apparition d'un défaut le long de la face 3 4  

(Figure 4 2 )  . 

Avec les conditions , 1 , 1 et r(I1) sur la face 3 4 ,  

la puissance dissipée a pour valeur : 

Le coefficient de puissance est : 

avec la valeur optimale du paramètre a suivante : 

4 . 5 .  - Tables des régions rectangulaires unitaires généralisées. 

Les coefficients de puissance des régions rectangulaires généralisées 

sont décrits : 

. pour les régions rectangulaires unitaires plates au tableau 14 

associé à la figure 4 3  ; 

. pour les régions rectangulaires hautes au tableau 15 associé à 

la figure 4 4  ; 

. et pour les régions rectangulaires hautes à défaut au tableau 16 

associé à la figure 45. 



- Figure 42 - 

- Région rectangulaire unitaire N O  7 

avec conditions sur 34 : R , s(1) , s(I1) , r(I1) - 



Conditions sur 34 : 

- Figure 4 3  - 
J w - Régions rectangulaires unitaires géngralisées plates 



Conditions sur 34 : 

Région No 1 : R , s (1) , s(I1) , r(I1) 

Région N O  2 : R , s(1) , s(I1) , r(1) 

Région N O  3 : R , s(1) , s(I1) , r(1) 

Région NO  4 : R , s(1) , s(I1) , r(I1) 

Région N O  5 : R , s(1) , s(I1) 

Région N O  6 : 2 , s(1) , s(I1) 



Conditions sur 34 (.suite) : 

Région NO 6 : r(1) 

Région N O  6 : r(I1) 

a 
e = $mia+na2+n( 1 -a) 2+ (n-1) a2+ (n- 1 ) ( 1 -a) 2+a1 + 1 

14np2+4(n-1 ) ( 1  -pl2+ 
4a (n-1 +p) 

+n(n- 1 ) (m2+m3) 1 

- Tableau 14 - 
- Coefficients de puissance pour régions 

rectangulaires unitaires basses - 



/ Conditions sur 34 : 

Région N O  1 : R , s (1) , s(I1) 

Région N o  1 : r(1) 

Région N O  1 : r(I1) 

Région N O  2 : '.!2 , s(1) , s(11) 

Région N o  2 : r(1) , r(I1) 

1 Région NO 3 : R , s(1) , s(I1) 



Conditions sur 34 (suite) : 

Région N O  3 : r(1) 

Région No 4 : R , s(1) , s(I1) 

Région No 4 : r(1) 

Région N O  5 : R , s(1) , s(I1) 

Région No 6 : r(I) 

1 a e = 4 m2+na2+n ( 1 -a) 2+ (n-l ) a2+ (n- 1 ) ( 1 -a) 2+m3 ( 1 -a) )+ {n(n-1) (ml+]) +4np2+ 
2 a 4 (n-l +p) 

1 m2 - m3 ml + 5 +4(n-1) (1-pl2) 

a = - -  2 4(2n-1) P =  8 

- Tableau 15 - 
- Coefficients de puissance pour régions 

rectangulaires unitaires hautes - 



- N e  1 -   NO^- - ~ ' 3 -  

Conditions kys(I) ys(II) k,sCI) ,S(II) 2,sCI) ,s(II) 
sur 34 r(I) ,r(II) r(I) ,r(II) r(I) 

Conditions i y s (1) , s (II) 
sur 34 r(I) 

- Figure 44 - 
- Régions rectangulaires unitaires généralisées hautes - 

a > l  



Conditions l,s(I) ,s(II) , 
sur 34 r (II.) 

Conditions sur 34 

- Figure 45 - 
- Régions rectangulaires unitaires généralisées 

hautes avec défaut - 

a > l  



Conditions sur 34 : 

Région No 7 : R, s(I), s(II), r(I1) 
1 - 

e = [mg + 11 2 

Région No 8 : R, s(I), s(II), r(1) 
1 - 

e = Cm2 + 11 2 

Région No 9 : R, s(I), s(II), r(1) 
1 - 

e = [(mi + ])(ml + 1)12 

Région No 10 : R, s (1) , s (II) 
1 

Région No 1 O : r(I1) (1 < a < 4) 

- Tableau 16 - 
- Coefficients de puissance pour régions 

rectangulaires unitaires 'hautes à défaut - 

a p l  



4.6. - Région rectangulaire rigide N O  99. 

La région rectangulaire généralisée rigide N O  99 vient compléter 

les tables de régions rectangulaires généralisées hautes ou plates. 1 

Cette régions sera fréquemment utilisée pour décrire des écoulements. 

Les conditions de vitesse pour cette région sont les suivantes : ' 

, La vitesse d'entrée à la frontière 12 est prise égale à l'unité. 

. La vitesse de sortie à la frontière 34  est égale à l'unité 

(Figure 4 6 )  . 
Le coefficient de puissance est donc : 

L'utilisation des tables de régions rectangulaires généralisées 

(Tableaux 15 et 1 6 )  et de la région rectangulaire généralisée N O  99 est 

développée au chapitre suivant. 



- Figure 46 - 

- Région rectangulaire généralisée N O  99 - 



5. - TRAITEMENT AUTOMATIQUE. 

5.1. - Introduction. 

L'évaluation automatique des puissances dissipées dans les écoulements 

plans en mise à forme est rendue nécessaire par l'ampleur des calculs à effectuer. 

Pour y parvenir, il faut mettre au point un formalisme de définition 

de la pièce et de son découpage en zones rectangulaires. 

La présentation du formalisme choisi est inutile dans ses détails ; 

par contre ses grandes lignes permettent de comprendre la méthode utilisée et 

des problèmes qu'elle pose. 

La fi'gure 47 schématise cette méthode, la présentation des données 

(définition des zones rectangulaires et des surfaces libres) en étant la 

phase la plus importante. 

5.2. - Définition des zones rectangulaires. 

5 .2 .1 .  - Définition des données géométriques. 

Le problème étant bien défini (dimensions de la pièce, des outil- 

lages, conditions de frottement aux interfaces) , il faut procéder au décou- 

page de la pièce en zones rectangulaires. 

Une excellente intuition des écoulements réels permet de choisir le 

découpage optimal. On peut actuellement décrire dix zones dans une pièce. 

Leurs dimensions géométriques sont ensuite exprimees par addition ou sous- 

traction de deux longueurs appelées paramètres du problème (au plus au nombre 

de 7) qui peuvent être éventuellement inconnus. 

On définit alors leur intervalle de variation (3 paramètres, au maxi- 

mum, peuvent être inconnus) . 



Dans le cas d'écoulements non-stationnaires, on peut décrire des zones 

dont une dimension est nulle au début du procédé (paramètre O) , ce qui permet 

de prendre en compte les changements de forme de la pièce. 

5.2.2. - Définition des coefficients de frottement. 

Les coefficients de frottement de couche limite sont spécifiés pour 

les faces 12, 13 et 24 de chaque zone rectangulaire. 

Le frottement aux interfaces avec l'outillage doit être déterminé 

par un test (essai d'anneau, par exemple) . Il est obligatoirement compris 
entre O (frottement nul) 'et 1 (contact collant) . Lorsque l'outillage 
est composé de plusieurs sous-ensembles, on peut définir des coefficients 

différents. 

Lorsqu'un "plan neutre'' (plan séparant deux flux de l'écoulement 

et à travers lequel le débit-matière est nul) ou un plan de symétrie (qui 

n'est qu'un plan neutre séparant deux flux symétriques) séparent deux zones 

rectangulaires, s'il n'y a pas de discontinuité de vitesse sur ces plans, le 

frottement est pris nul. 

A l'interface entre deux zones, le contact est supposé collant 

(soit m = 1 )  . 
5.2.3. Superposition des écoulements. 

Dès que la pièce présente une certaine complexité, la description 

de l'écoulement par des zones rectangulaires dans lesquelles la matière pénètre 

par une seule face devient impossible ou trop rudimentaire. Il faut pouvoir 

décrire des zones à deux ou trois faces d'entrée (12, 13, 24) et une de 

sortie (34) . Soit, au plus deux flux tournant de 90' dans la zone et un flux 

le traversant en ligne droite. 
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- Figure 47 - 
Schéma de fonctionnement 

de la méthode de traitement automatique. 



e = coefficient de puissance 

RRUG plastique 

' 3  RRUG rigide 

VS = Vç + Vs2 + Vs3 1 
pour les vitesses de sortie 

e = e l +  e 2 +  e3 pour les puissances dissipées 

- Figure 48 - 

- Superposition des régions rectangulaires unitaires généralisées - 



Pour cela, deux solutions sont possibles : utiliser des régions rec- 1 
tangulaires à deux ou trois faces d'entrée (pour des rapports de vitesse d'en- 1 
trée variables) ou utiliser les régions' rectangulaires à une face d'entrée en 

les superposant. C'est cette dernière solution qui a été retenue par suite de sa 

relative simplicité de mise en oeuvre. 

Une zone rectangulaire à plusieurs flux entrants peut être décrite 

par au plus deux régions rectangulaires plastiques pour les flux tournant à 

90" et une région rectangulaire rigide pour le flux traversant (Figure 4 8 )  . 
La puissance dissipée dans la zone est alors la somme des puissances dissipées 

dans chacune des régions rectangulaires. Cette superposition permet de décom- 

poser le problème en éléments simples mais le champ de vitesses obtenu n'est 

pas nécessairement cinématiquement admissible dans le cas où deux régions rec- 

tangulaires plastiques sont nécessaires car leurs lignes de discontinuité 

sont normalement distinctes. 

L'étude d'une zone carrée de dimension unitaire traverséepar deux 

flux entrant par ses faces 13 et 24 montre que, dans ce cas, la superposition 

de deux régions fournit une prévision de puissance dissipée inférieure à celle 

obtenue par une solution cinématiquement admissible (Figures 49, 50  et 5 1 )  . 
Pour éviter cette difficulté, il est toujours possible de séparer les deux 

flux plastiques et de les laisser entrer dans deux zones différentes dont les 

vitesses de sortie dépendent de l'optimalisation faite sur le rapport des 

hauteurs des deux zones (Figure 5 2 )  . La solution obtenue est cinématiquement 
admissible. Elle rejoint la solution directe lorsque les vitesses de sortie 

des deux zones sont identiques. 
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Hodographe 

- E v a l u a t i o n  d i r e c t e  de l a  p u i s s a n c e  d i s s i p é e  

p a r  un écoulement de  deux f l u x  dans  une zone c a r r é e  - 
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- Figure 51 - 
> 

- Comparaison des prévisions obtenues par superposition 
de deux régions rectangulaires (trait continu) ou par 

solution directe (trait interrompu) pour un écoulement 

à deux flux dans une zone carrée - 



Hodographes 

- Figure 52 - 

- Ecoulement à deux flux entrant dans une zone.carrée 

par division en deux zones rectangulaires - 



L'utilisateur a donc le choix entre deux solutions lorsqu'il doit 

décrire un écoulement complexe : 

. superposer des régions rectangulaires sur une zone rectangulaire, 
ce qui revient à fondre des flux convergents pour ne plus obtenir 

qu'un flux en sortie de la zone. La solution n'est alors plus ciné- 

matiquement admissible et la prévision d'énergie effectuée ne sera 

pas nécessairement une borne supérieure de la puissance réelle. 

Néanmoins, la description de l'écoulement est plus aisée. 

. diviser la région géométrique en deux zones rectangulaires dont 
les tailles relatives pourront être optimalisées, chacune ne 

pouvant être traversée que par un flux plastique et un flux rigide. 

La solution est cinématiquement admissible et la prévision d'énergie 

est une borne supérieure de la solution exacte. 

Les flux parallèles issus de ces deux régions ne sont pas nécessaire- 

ment animés d'une vitesse identique. La frontière entre ces flux est donc une 

ligne de discontinuité. Or le système automatique ne peut pas, dans l'état 

actuel, calculer une discontinuité sur des vitesses appartenant à des régions 

différentes. 

La solution la plus proche de la rsalité consiste alors à négliger 

l'énergie dissipée sur cette discontinuité en indiquant un coefficient de 

frottement nul. La prévision d'énergie perd alors, là aussi, sa propriété de 

borne supérieure. Par ailleurs, la description de l'écoulement est plus com- 

plexe. (Deux zones rectangulaires et une dimension optimalisable). 



5.2.4. - Conditions de sortie. 

Les conditions de sortie sont de trois types : 

. Type L : la face de sortie 34est une surface libre 

(pas de bloc adjacent) ; 

. Type 1 : la face de sortie 34 est une face d'entrée pour une 

autre région rectangulaire qui n'est pas traversée . 
par un flux rigide ; 

. Type II : la face de sortie 34 est une face d'entrée pour une autre 
région rectangulaire qui est traversée par un flux rigide 

(discontinuité de vitesses à l'interface) . 
Les éléments correspondant aux paragraphes précédents ainsi que la 

définition des zones adjacentes forment les données qu'il faut fournir au 

programme pour réaliser le traitement automatique de l'écoulement. 

5.3. - Définition des flux de l'écoulement. 
Le premier tzra~ail du programme consiste à identifier les différents 

flux formant l'écoulement. Il procède en remontant de l'aval vers l'amont. 

L'aval est défini ici par une face de sortie libre dite évolutive, c'est-à-dire 

qu'elle peut se déplacer pendant le procédé. L'amont est normalement la cause 

de l'écoulement, c'est-à-dire l'interface avec l'outil. 

La définition précise des différents flux est une opération fondaraen- 

tale car elle conditionne toutes les opérations de calcul de vitesses et des 

puissances dissipées. Elle est réalisée automatiquement par le programme. 

5.4. - Calcul de la puissance dissipée. 

Les régions rectangulaires unitaires généralisées sont classées en 

deux types (suivant le rapport hauteur sur longueur) : M G  plates ou RRüG 

hautes. Le programne utilise cette classification. 



5.4.1. - Régions rectangulaires unitaires généralisées plates. 

Il existe six RRUG plates (Figure 43) . Les puissances dissipées 
dépendent pour chacune du nombre de cellules, des coefficients de frottement 

sur les faces 12, 13, 24, et des conditions de sortie. Les vitesses de sortie 

sont toutes identiques pour une vitesse d'entrée et des dimensions données. 

Le programme calcule pour chaque RRUG la prévision de puissance 

optimale en fonction du nombre de cellules. Les six prévisions d'énergie 

obtenues sont alors comparées de façon à sélectionner la meilleure solution. 

Le calcul est effectué pour une vitesse d'entrée dans la RRUG unitaire. 

5.4.2. - Régions rectangulaires unitaires généralisées hautes. 

Il existe deux types de RRUG hautes suivant qu'elles prennent, ou 

non, en compte l'apparition de défauts (Figures 44 et 45) . 
La recherche de la meilleure RRUG s'effectue en deux temps : 

a) recherche de la meilleure RRUG sans défaut avec ~ptimisation 

du nombre de cellules. Soit el la prévision de puissance obtenue. 

b) recherche de la meilleure RRUG à défaut. Soit e2 la prévision 

de puissance obtenue et V2 la vitesse de sortie correspondante 

(V2 est plus grande que VI vitesse de sortie des RRUG sans dé- 

fauts puisqu'elle permet l'apparition d'une cavité dans la matière) . 

Le choix entre une solution sans ou avec défaut dépend donc des RRUG 

situées en aval de celle en cours d'étude. 

Soit eo la puissance dissipée dans les RRUG situées en aval pour 

une vitesse d'entrée unitaire dans la RRUG située en aval adjacente à celle 

en cours d'étude. 

el = eo x VI + el e' : puissance prévue pour le flux aval, 
sans défaut 

= eo x V2 + e2 en : puissance prévue pour le flux aval, 
avec défaut 



Si e' est inférieur à el' , la solution optimale ne comporte pas 

de défaut. Dans le cas contraire, l'écoulement prévoit l'apparition d'un défaut. 

5 . 4 . 3 .  - Calcul de la pression sous l'outil. 

Le calcul de la pression de formage nécessite le calcul de la puis- 

sance dissipée lors du procédé WC . Cette puissance est la somme de toutes les 
puissances disgipéer dana le$ écoulements qui prenneng leur source à l'outil- 

moteur. La surface active de l'outil-moteur a été définie â l'occasion du 

repérage des régions ractangulaires adjacentes. La pression de formage p'' 

est do& évaluée par 

S0 : surface active de l'outil-moteur. 

5.5. - Optimalisation des dimensions des régions rectangulaires. 

Dans les écoulements complexes, on est amené à définir des zones rec- 

tangulaires dont l'une au moins des dimensions géométriques est inconnue. 

La prévision de puissance dépend alors du choix fait sur cette ou ces dimensions 

par recherche de la puissance dissipée minimale. Le programme permet d'opti- 

maliser la prévision de puissance avec trois paramètres au maximum. 

De plus, dans de nombreux cas de forgeage, la forme de la pièce 

évolue en fonction de la progression de l'outil, l'écoulement est non-sta- 

tionnaire. 11 est alors nécessaire d'étudier l'écoulement au cours d'une 

série d'étapes de déplacement de l'outil. Le programme permet de spécifier 

le pas et le nombre de déplacements et d'étudier les caractéristiques optimales 

de l'écoulement pour chacun de ces pas. 



EXEMPLES DE TRAITEMENTS AUTOMATIQUES. 

6.1. - Introduction. 

Nous envisageons mainfenant des exemples de traitement automatique 

d'écoulements plans. 

Le prograrame fournit à cEiaque pas de calcul le numéro des régions 

rectangulaires unitaires géné~alisées retenues, le nombre de cellules, la 

puissance dissipée dans chacune d'entre elles, le volume de matière plastifiée 

et la pression sous l'outil-moteur. 

La vérification du champ de vitesses obtenu peut être faite aisé- 

ment pour un tracé en vraie grandeur des régions rectangulaires. 

6.2. - Estimation de la pression de forgeage en état plan de d.éformation. 

Le lopin, de dimensions 2B x 2T , est comprimé par deux matrices 

planes parallèles (Figure 53) . 
La zone plastifiée est découpée en deux zones rectangulaires de 

dimensions B x 2T . 

Les valeurs successives de la pression moyenne de forgeage F C / 2 k  , 

obtenues automatiquement, pour différentes conditions de frottement (depuis 

le contact sans frottement m = O jusqu'au contact collant m = 1 iden- 

tiques pour les deux matrices planes) sont reportées à la figure 54. 

Une amélioration est obtenue par rapport aux résultats de la figure 

29  (reportés en trait interrompu sur la figure 54) dans les conditions de 

contact collant sur les deux matrices planes. 

Au cours de ces calculs, pour des rapports BIT supérieurs à 2 , 

les régions rectangulaires unitaires généralisées plates NO 3, 5 et 6 consti- 

tuées de une à trois cellules ont été utilisées. 
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périeure mobile 

2T 

2 B matrice inférieure f i x e  

- Figure 53 - 
- Forgeage plan : découpage d e  l a  zone p l a s t i f i é e  

en régions rectangulaires - 
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- Figure 54 - 
- Veilleuses valeurs de la pression moyenne de forgeage Ft /2k  

en état ploa àe daferqation, obtenues par régions rectangu- 
laires @taifta générglisées ayec différentes conditions de 
f r ~ t  t-nt de cwcbe - 



6.3. - Estimation de la ~ression sur Doincon en extrusion  lan ne 
symétrique. 

Nous reprenons l'exemple traité manuellement au paragraphe (3.5.3.) 

en écoulement non-stationnaire, puis en écoulement naissant. 

1) Evolution de la gression d'extrusion au cours du formage de la pièce. -------- . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
Le lopin, de dimensions T x 2Wc , est soumis à la pression d'un poin- 

çon plat de largeur Wp (Figure 55) . Au fur et à mesure de l'enfoncement, la 

produit s'écoule de part et d'autre du poinçon. 

La zone plastifiée est découpée en six régions rectangulaires numé- 

rotées en remontant l'écoulement de l'extérieur vers le poinçon. 

L'exploitation est menée pour l'extrusion d'un lopin de dimensions 

initiales 1,4 T x T dans les conditions suivantes : 

W . Rapports de réduction 5 = 0,5 et $ = 0,8. 
WC 

. Conditions de frottement sur la matrice variables ; le coefficient 
de frottement de conche mc varie entre O et 1. 

. Conditions de frottement sur le poinçon variables ; le coefficient 
de frottement de conche mp varie entre O et 1. 

Les valeurs successives de la pression moyenne 7 / 2 k  en cours d'ex- 

trusion sont reportées : 

. à la figure 56 avec des conditions de contact collant sur poinçon 

et conteneur ; 

. aux figures 57 et 58 pour les rapports d'extrusion 0,5 et 0,8 avec 
des conditions de frottement identiques pour le poinçon et le con- 

teneur ; 

. aux figures 59 et 60 pour les rapports d'extrusion 0,5 et 0,8, avec 
des conditions différentes pour le poinçon et le conteneur. 

Ces différents résultats sont obtenus assez rapidement et montrent 

qu'il est possible de tenir compte d'une grande variété de conditions (dimen- 

sions du lopin, rapports d'extrusion, conditions de frottement) . 



- Figure 55 - 
- Extrusion plane symétrique : 

découpage de la zone plastifiée en régions rectangulaires - 





- Figure 57 - 
7. 

-Valeurs de la pression moyenne pg-/2k en extrusion 

plane symétrique avec un lopin tel que T/W, = 1 , 4 ,  

Wp/Wc = 0,5 et conditions de frottement variables - 





- Figure 59 - 
7, - Valeurs de la pression moyenne peb/2k en extrusion 

plane symétrique avec un lopin tel que T/& = 1,4  , 
Wp/Wc = O Y 5  et conditions de frottement variables - 





2) Pression moyenne d'extrusion en écoulement naissant. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
Il est intéressant de compléter les résultats précédents par une 

prévision de la pression d'extrusign en début du formage pour plusieurs di- 

mensions de lopins avec des conditions de frottement. (figure 61) 

Nous avons traité les cas suivants : 

. Rapports d'extrusion Wp/Wc = 0,5 et Wp/Wc = 0,8 . 

. Dimensions T , WC du lopin telles que le rapport T/w, varie 

entre O,] et 1,4. 

. Conditions de frottement sur le poinçon variables (O 6 mp ç 1) . 

. Conditions de frottement sur la matrice variables (O 4 mc Q 1) . 
Les valeurs calculées de la pression moyenne d'extrusion ?/2k 

sont reportées 

. à la figure 62 pour Wp/Wc = 0,5 et Wp/Wc = 0,8 avec 

mp = m c  = O s  , une amélioration obtenue par rapport aux résultats 
notés à la figure 32 pour les rapports T / B  inférieurs à 0,4 ; 

pour les autres rapports, les valeurs obtenues sont voisines 

(égales ou légérement inférieures) . 
. aux figures 63 et 64, pour wp/Wc = 0,5 et Wp/Wc = 0,8 avec 

des coefficients mp et mc identiques et compris entre O et 1 ; 

. aux figures 65 et 66, pour Wp/Wc = 0,5 et Wp/Wc = 0,8 avec 

des coefficients mp et mc , compris entre O et 1, différents 
pour le poinçon et la matrice. 



- Figure 61 - 
-Extrusion plane symétrique naissante : 

découpage de la zone plastifiée en régions rectangulaires - 



- 99 - 
I 

T 

- Figure 62 - 
Valeura de la pression moyenne FC/2k en extrusion plane symétrique najssmte par 
régions rectangulaires unitaires gênéralisées avec un contact lopin-outillage sans 
frottement - 



- sans optimalisation des 
dimensions de la zone plastifiée 

. . . avec optimalisation 
- Figure 63 - 

-Valeurs de la pression moyenne 2 en extrusion plane 
symétrique naissante avec Frp/W, = 0,5 et conditions de 

frottement variables- 

I 



-, -Fig.64 : Valeurs de la pression moyenne pe-/2k en extrusion plane symétrique naissante 
avec W /WC= 0,8 et conditions de frottement variables - 

P 



- Figure 65 - 
Y, 

-Valeurs de la pression moyenne y / 2 k  en extrusion plane 

symétrique naissante avec Wp/Wc = 0,5 et conditions de 

frottement variables - 





3) Optimalisation de la prévision de la pression moyenne d'extrusion _----------------------- -------- 
en écoulement naissant. ----------- 

Pour certaines dimensions du lopin initial, les dimensions de la zone 

plastifiée ne correspondent pas nécessairement aux dimensions du lopin. 

La zone plastifiée est découpée en quatre régions rectangulaires 

(Figure 6 7 )  . 

La recherche de la valeur optimale de la pression est faite d'abord 

avec un paramètre inconnu, la hauteur T:: de la zone plastifiée, puis avec 

deux paramètres inconnus, T:: et la largeur B:: de la zone plastifiée. 

Les valeurs optimales de la pression moyenne d'extrusion, pour des 

rapports d'extrusion Wp/Wc = 0,5 et Wp/Wc = 0,8 avec des conditions de 

frottement identiques pour le poinçon et le conteneur, sont reportées au 

tableau 17 et en traits interrompus aux figures 63  et 64. 

L'amélioration de la prévision est importante au prix de temps de 

calculs qui sont pour ces cas environ cinquante fois plus élevés que pour les 

cas sans optimalisation. 



- Figure 67 - 

-Extrusion plane symétrique naissante : 

découpage de la zone plastifiée en régions rectangulaires - 



Optimalisation Optimalisations 
sur T:: sur T:: et B:: 

5 Frottement T:: -. . p" T:: B:: 
sur poinçon - - - - 

2k 
P': 

wc et conteneur WC WC WC 2k 

090 0,3676 2,6294 0,3776 O, 9937 2,6230 
- 

032 0,3776 2,6790 0,3788 O, 9824 2,6752 

095 094 0,3872 2,7265 0,4909 0,9797 2,7433 

096 0,4928 2,7521 0,4891 0, 9964 2,7281 

1 ,O 0,4929 2,7521 0,4860 0,9729 2,7525 

030 0,3989 2,7500 O, 1882 O, 9792 2,9725 

032 0,3960 3,0402 0,2042 O, 9860 3,21 O0 

0 ~ 8  094 0,4247 3,2592 0,3920 O, 9978 3,5364 

036 0,4170 3,4572 0,3784 O, 9854 3,67 03 

1 ,O 0,4081 3,7308 0,3969 0, 9834 3,8203 

- Tableau 17 - 

- 
-Valeurs de la pression moyenne ~::/2k 

en extrusion plane symétrique naissante 

obtenues par optimalisation des dimensions T:: et 2B:: de la zone plastifiée - 



6 . 4 .  - Estimation de la pression sur matrice en forgeage-extrusion 
plane symétrique. 

Nous reprenons, avec un traitement automatique, l'exemple traité 

manuellement au chapitre ( 3 . 5 . 4 . )  . 
Le lopin de dimensions 2B x 2T est comprimé par deux matrices planes 

parallèles. La matrice mobile comporte un évidement de largeur 2W . 

La zone plastifiée est découpée en six régions rectangulaires 

(Figure 68) . L'optimalisation de la puissance dissipée se fait sur le para- 
mètre Bx qui représente, la distance entre la frontière de deux régions 

situées sous le poinçon et l'axe de symétrie. Le long de cette frontière, 

il n'y a pas d'écoulement : il s'agit d'une surface neutre. 

L'exploitation est faite pour les conditions suivantes : 

. rapports W/B = 0,05 et W/B = 0,2 ; 

. frottement sous poinçon mp = O , mp = 0,2 , mp = 1 ; 

. frottement sous matrice mp = O , mp = 0,2 

avec optimalisation sur le paramètre B:: . 
Les résultats sont reportées aux figures 69 et 70 : la pression P': 

2k 

représente la pression moyenne sous la matrice inférieure plane. 



- Figure 68 - 
- Forgeage-extrusion plan en mouvement naissant : 

découpage de la zone plastifiée en six régions rectangulaires - 



- Figure 69 - 
-. -Valeurs de la pression moyenne p-/2k sur la matrice plane en forgeage-extrusion 

naissante avec contact collant sous la matrice évidée et contact sans frottement 

sous la matrice plane - 



I T - 
0,2 0,4 0,6 0,8 1 ,O 1,2 1,4 

B 

- Figure 70 - 
-, - valeurs de la pression niayenne ~ - / 2 k  sur matrice plane en forgeage-extrusion nais- 

sante avec diverses conditions de frottement - 



6.5. - Estimation de la pression sur poinçon en forgeage-matriçage plan. 

Le lopin à former, de dimensions initiales 2 B  x T , est disposé dans 

une matrice creuse de dimensions 2 B  x (T-H) . 
Un poinçon plat vient provoquer l'écoulement du produit de part et 

d'autre de l'orifice de la matrice (Figure 7 1 )  . Le produit déformé a la forme 
d'un té. 

L'estimation de la pression moyenne de forgeage en écoulement naissant 

est faite pour différentes dimensions et conditions de frottement sans optima- 

lisation et avec optimalisation. 

1) Pression moyenne de forgeage en écoulement naissant. -----  ------- ------------ 
La zone plastifiée est décomposée en deux régions rectangulaires de 

dimensions B x H et le produit situé à l'intérieur de la matrice reste rigide 

(Figure 7 2 )  . 
Les valeurs de la pression moyenne obtenues sont reportées au tableau 18 

avec les conditions suivantes : 

. T/H supérieur à l'unité ; 

. B/H = I ; B/H = 5 ; B/H = 10 ; 

. frottement identique pour le poinçon et pour la matrice : 
mp = m c  = O  , mp = m ~  = 0 , 2  . 

2 )  û~timalisation de lagrévision de lagression mozenne de forgeage --------- -------  ----- -----  -- 
en écoulement naissant. ----------- 

La zone plastifiée est découpée en trois régions rectangulaires. 

La recherche de la valeur optimale est d'abord faite avec le paramètre 

qui représente la longueur de la région rectangulaire adjacente à l'axe de 

la pièce (Figure 73) , puis avec deux paramètres Bx d'une part, T:: hauteur 

de la zone plastifiée d'autre part (Figure 7 4 )  . 
Les valeurs obtenues sont reportées dans le tableau 19. 



Enfin la figure 75 donne les meilleures prévisions de la pression 

de forgeage obtenues avec ou sans optimalisation. Les résultats obtenus par 

H. KUDO [5] , représentés en traît interrompu, sont très voisins. 



- Figure 71 - 

-Forgeage-matriçage d'un lopin- 



- Figure 72 - 

-Forgeagematriçage plan en écoulement naissant : 

découpage de la zone plastifiée en régions rectangulaires - 



- Tableau 18 - 
7. 
P" -Valeurs de la pression moyenne - 
2k 

en forgeage-matriçage naissant- 



- Figure 73 - 

-Forgeagematriçage plan en écoulement naissant : 

découpage de la zone plastifiée en régions rectangulaires- 



- Figure 74 - 

-Forgeagematriçage plan en écoulement naissant : 

découpage de la zone plastifiée en régions rectangulaires- 



- Tableau 19 - 
- Valeurs de la pression moyenne ?/2k 
en forgeage-matriçage plan naissant 

obtenues par optimalisation des dimensions 

des régions rectangulaires et de la hauteur plastifiée- 

Frottement 
sur poinçon 
et matrice 
mp = mc 

O,O 

- 

Optimalisations Optimalisation 

B/H 

1 

5 

1 O 

T:: 

?/2k 

1,72 

1,85 

. 1,69 

1,81 

2,15 

3,31 

sur 

B::/H 

O, 02 

O, 02 

O, 02 

0,945 

0,02 

0,02 

sur 

B::/H 

0,965 
O, 1 O0 
0,l O1 
O, 1 00 
0,101 

4,88 
O, 100 
0,101 

, 0,101 
0,101 

9,88 
O,] 01 
0,101 
0,101 
0,100 

0,960 
O, 1 O0 
O, 101 
0,101 
0,100 

4,960 
O, 101 
0,100 
0,101 
O, 101 

9,970 
8,570 
O, 101 
0,100 
0,100 

T/H 

1,1 
3 
5 
7 
9 

1,1 
3 
5 

7 
9 

. 1,1 
3 
5 
7 
9 

B:: et 

T:: / H 

1 ,025 

1 ,022 

1,040 

1,133 

1,022 

1,021 

B:: 
- 
p::/2k 

1,34 
2,41 
3,OO 
3,58 
4,16 

1,35 
1,97 
2,07 
2,17 
2,28 

1,37 
2,75 
2,79 
2,84 
2,89 

1,46 
2,50 
3,09 
3,69 

. 4,28 

1,73 
2,29 
2,38 
2,48 
2,59 

2,25 
3,40 
3,41 
3,46 
3,51 * 

I f 1  
3 
5 
7 
9 

I L I  . 

3 
5 
7 
9 

1,1 
3 
5 
7 
9 

O,2 1 

5 

10 



- résultats de H. KUDO 

- - - résultats par traitement 
mp=mc=O,O automatique 

- Figure 75 - 

- Evaluation de la pression 
sur poinçon en forgeage-matriçage symétricpe naissant - 



Le traitement automatique permet, ainsi que le montrent les exemples 

traités, une excellente prévision des efforts-moteurs à mettre en oeuvre pour 

la mise à forme des métaux. 

Tous les types d'écoulement peuvent être envisagés selon la dimen- 

sion, la position des outillages et les conditions de frottement aux inter- 

faces outil-matériau. 

La méthode constitue, par ces possibilités, un outil performant 

de prévision d'écoulements dans les procédés de mise à forme des métaux. 
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