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INTRODUCTION  GENERALE




L'utilisation de la représentation d'état dans 1'étude des
processus a permis d'introduire les notions de commandabilité et d'obser—
vabilité dont 1'intérét a &té€ clairement démontré par le développement de
théories telles que celles de observateurs. Toutefois le fait que les cri-
téres de commandabilité et d'observabilité soient sans nuance (un modé&le
d'un systéme est commandable ou non, ' il est observable
ou non) ne permet pas une approche satisfaisante de la réalité. En effet une
variation extrdmement faible des paramdtres définissant un modSle d'un pro-

cessus peut en changer la propriété de commandabilité.

D'un point de vue distinct, tous les systémes commandables ne sont
pas "aussi bien'commendsbles. Kalman lui-méme ressentit trés tdt le besoin
de représenter la commandabilité d'un systéme par un nombre qui &tait nul
dans le cas de non commandabilité et dont la plus ou moins grande valeur tra-

duisait une plus ou moins grande commandabilité.

Les travaux présentés dans ce mémoire se situent deans ce cadre. Nous
nous proposbns en effet de formaliser les notions intuitives de bonne comman-—
dabilité et de bonne observabilité et de lier ces notions & des propriétés
telle que l'énergie de commande minimale nécessaire pour imposer un comporte-
ment donné au processus et la sensibilité du mod&le aux divers paramdtres qui

le constituent.

Dans le premier chapitre nous précisons les caractéristiques des
processus que nous étudions et nous rappelons les définitions et les propriétés
essentielles de la commandabilité et de 1l'observabilité.

L'utilisation, dans cette présentation, des pseudo-inverses de matrices nous
permet d'aborder également les problémes de commande optimale pour les systémes

non commandables.

Dans le second chapitre nous proposons une définition axiomatique
des mesures de la-commandabilité. Cette définition est en effet 1'expression
en langsge mathématique des propriétés minimales souhaitées pour toute gran-
deur qui traduirait la bonne ou la mauvaise commandabilité d'un systéme. Une

étude semblable est présentée en vue de définir une mesure de 1'observabilité.




~

De plus, nous plagant dans l'optique d'un chargé d'étude qui cherche &
minimiser 1'énergie de commande d'un pfocessus,nous proposons des mesures

de la commandabilité qui répondent & cette préoccupation.

L'étude présent@e au troisiéme chapitre permet de rattacher les
mesures de la commandabilité et de l'observabilité & la notion de sensibi-

1ité du processus.

La mesure de la commandabilité proposée est lide & la sensibilité
de 1'état aux variations des paramétres du modéle et de la loi de commande.
Une €tude semblable permet de définir une mesure de 1l'observabilité qui soit
liée 3 lﬁ sensibilité de 1'état estimé aux variations des grandeurs de sor-

tie et des paramétres du systéme.




CHAPITRE I

REPRESENTATION DES SYSTEMES _ LINEAIRES

COMMANDABILITE ET OBSERVABILITE




Les automaticiens n'utilisérent longtemps dans l'analyse et la
synthése d'un processus que les méthodes fréquentielles issues de la repré-

sentation des systémes par une transmittance opérationnelle.

Ces méthodes, introduites par les &lectriciens, firent considérablement
progresser l'étude des processus décrits par des &quations différentielles.
Bien adaptées aux problémes posés par les systémes monodimensionnels; elles

sont largement répandues.

Toutefois, depuis quelques années, la représentation matricielle
des processus dans l'espace d'état /1/* compléte souvent la représentation
par fonction de transfert. L'intér&t d'une telle représentation app#réit
principalement lors de 1'étude des systémes multivariables. Elle permet en
particulier d'aborder certains problémes de commande optimale et d'introduire
simplement les notions d'observabilité (de validité€ d'un moddle) et de commanda-
bilité. De plus, elle apparait comme bien adaptée 3 la synthése de la commande

des processus par calculateur. Aussi adopterons nous cette représentation.

[

Une premiére partie de ce chapitre a pour objet la définition de la

classe des systémes que nous allons étudier.

Aprés avoir rappelé, dans une seconde partie, les définitions fondamentales
relatives 4 la commandabilité et & 1'observabilité d'un processus, nous in-
troduirons la notion de "bonne ou mauvaise commandabilité ainsi que de

"bonne ou mauvaise observabilité".

* Les nombres entre / renvoient aux ouvrages et articles dont la liste se

trouve & la fin de ce mémoire.




A - NOTION D'ETAT

Considérons le processus physique décrit par 1l'équation différen~

tielle linéaire & coefficients constants

s D) +aslT ) 4. v a . s(t) + ag 5(8) = u(t) (I-1)

(q.)(_t)

1 q-1

b
ol s(t) désigne la sortie du processus, s(t),..., s les dérivées suc-~

cessives de s(t) et u(t) l'entrée.

- L'évolution de s(t) entre deux instants t, et t1‘dépend non seule-
ment de l'entrée u(t) appliquée entre ces deux instants, mais &galement des
valeurs & 1l'instant t, de s(t), :(t),... s(q—1)(t) (appelées conditions
initiales).

Plus précisément, l'entrée &ant spposée connue,la connaisance & l'ins-
tant t des q conditions initiales est une condition nécessaire et suffisan-
te 8 lg prédiction du comportement futur du systdme. L'ensemble des q valeurs
de ces paramétres 4 1'instant tO se représente par un vecteur & q composantes.

C'est le vecteur "état" du systéme a 1l'instant ty-

D'une fagon générale, un ensemble de valeurs de paramétres suffisant
d caractériser, en vue de l'évolution future et pour des entrées données, le
comportement d'un systéme continu ou discret est appelé &tat de ce systéme
/1/. Le plus souvent, la description adoptée utilise le minimum deiparamétres.
C'est le cas, dans notre exemple, 8i nous choisissons un &état formé & tout
instant des valeurs, prises & cet instant, de la sortie et de ses q-1 premiéres

dérivées,

L'ensemble des q paramdtres caractérisant 1'état d'un systdme se représente
par un vecteur. L'espace vectoriel ol il évolue est l'espace d'état.
.L'adoption d'une origine QO pour cet espace permet alors de se représenter
indifféremment 1'état x = ( iy Opyens aq) d'un systéme par le vecteur de

compasantes ( s aé... aq) ou par le point de coordonnées (a1, az;.. uq)./2/.




B - DESCRIPTION DES SYSTEMES LINEAIRES

1 - Systémes linéaires continus

Les processus dynamiques &tudiés sont décrits dans un espace

d'état par l'ensemble des relations

»
ct
i

A(t) x(t) + B(t) ult) : (1-2)
s(t) = Cc(t) x(t) + D(t) ult) ' (1-3)
x(t) désigne un vecteur colonne & q composantes définies sur le corps des

réels., Il caractérise 1'état du processus & l'instant t.

u{t) est un vecteur de Fb™ géfinissant la commende & 1'instant t.

s(t), vecteur de ng, k ¢ g, représente la valeur 4 1'instant t du vecteur

de sortie.

A{t), B(t), C(t), D(t) sont des matrices dont les &léments sont des fonctions
réelles et continues du temps t, de dimensions respectives (g,q), (q,m), (k,a),

(k,m).

a) Matrice fondamentale — Matrice de transition

On appelle matrice fondamentale /3/ de 1'édquation différentielle

(I-2), toute matrice carrée réguliére y(t) qui satisfait la relation :

y(t) = At). y(t) | (1-L)

Lorsque les éléments de la matrice A(t) sont des fonctions continues
~du temps t, il existe une matrice régulidre et une seule qui vérifie 1'&quation
précédente et est égale A& la matrice identité pour t = to. Cette matrice,
appelée matrice de transition est notée  &(t, to) et vérifie les propriétés

suivante /4/ :




O(ty.ty) = 1 (1-5)

o(t,,t,) = @(t,t,). o(t,,ty) (I-6)

8(t,st,) = @ (t,,8) (1-7)
La matrice de transition associe & 1'équation matricielle :

x(t) = - AT()x(t) (1-8)

est égale i [@T(t,to)] -t

b) Evolution d'un systdme linéaire continu dans 1'espace d'état

La solution de 1'équation différentielle (I-2) donne & tout instant
t la position dans l'espace d'état du point représentatif du systéme &tudié
/3/ /%) /57 16/.
' t
x(t) = @(t,to) [x(to)+ f Q_T(S,to). B(8). ul(d)as] (1-9)

%o

Soit, en utilisant les propriétés (I-6) et (I-7)
t
x(t) = 8(t,50) x(ty) +f 6(¢,8). B(8) u(8) a8 (1-10)

)

2) Systémes linéaires discrets

Ces derniers sont essentiellement décrits par des équations

récurrentes de la forme

x(tn+1)'= A(tn) x(tn) + B(tn) u(tn) (1-11)

avec




s(ty)= C(t) x(t ) + D(t ) ult ) ‘ (1-12)

dans cette représentation tn e 3% et la suite {tn}, avec n chq,

est une fonction croissante de n avec tn+m g1 n =

Afin d'unifier les notations entre systémes discrets et systémes continus

nous adopberons la notation :

x{(t+1) = A(t) x(t) + B(t) u(t) ‘ (1-11-1)

s(t) = Cc(t) x(t) + D(t) u(s) (I-12-1i)

Dans cette écriture

t désigne un nombre entier positif
x(t) et u(t) sont deux vecteurs colonnes, appartenant respectivement 3 Riet 2
KT, 115 représentent 1'8tat et la commande du processus i l'instant t.

s{t) est le vecteur de sortie & 1l'instant t. Il appartient 3 SEIE

A(t), B(t), C{t), D{t) représentent des matrices dont les &léments sont
fonction de la seule variable t. Elles admettent les dimensions respectives

(a,a), (q’m)‘a (k,q), (k,m).

Les matrices A(t), B(t), C(t), D(t) caractérisent entiérement les
systémes linéaires continus ou discrets. C'est pourquoi la notation (A, B, C,

D) est souvent adoptée pour décrire de fagon abrégée les systémes linéaires.

C — ATTEIGNABILITE D'UN ETAT ET COMMANDABILITE D'UN SYSTEME LINEAIRE

1) Atteignabilité d'un état & partir de 1l'origine pour un systéme

linéaire continu

Soit le systéme continu d‘'équation (I-2), &voluant entre les instants

to et t1 > to.
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Deginition 1

L'etat x, est dit atteignable d z'zmmmc't] & pantin d'un dtat
inditial nul a L'instant tys s' 4L existe une commande u(t) qui, appliquie
entre et t,, falt passen Le systéme de L'etat 0 a L'imstant t., &

0
£'stat X, & L'instant b, /5/.

Condition nécessaire et suffisante d'atteignabilité d'un état a

 partir de 1'origine.

Nous notons S(to, t1) la matrice

t
s(to,tl) = _j 1 @(t‘,d) B(3) BT(6> o (t.
t

0

8) 48 (1-13)

Théonéme 1

Uge condition néclssaine et suffisante pour que £'on pulsse thans-
déren L'état du systime de Xy = 0 a L'instant ty 4 x, 2 L' instant t,
est que Le vecteur ¢(to’t1)x1 appartienne a L'espace image de L'applica-

tion Lindaine Wit ,t.) /6//7/ déginie par La nelation :

0°"1
oty T, oy T
W(tg,t,) = ] 3(t,,8) B(S) BL(8) o' (ty,6) &b (1-14)
%o
ce qui peut s'écrire :
rang [W(tg,t,), et ,t,)x;] = rang [W(ty,t )] (1-15)

- Cette propriété peut également s'énoncer :




-] -

Théoneme 2
L'etat X, d'un systeme continu Lindaire décrnit par L'équation
(1-2) est attedignable & L'instant +t

tant to A4 ef seulement A4

, en partant de £'onigine x,=0 & L'ins-

reng [S(t,,t,),x,] = rang [5(t,,t,)] (1-16)

c'est-a-dine s4 et seulement 584 x.
Les colonnes de La matrnice 8(t

| appartient au sous espace engendrd par

O)tT)w

La démonstration de ce théoréme est donnfe en annexe (Annexe 1).

Montrons ici simplement que les conditions (I-15) et I-16) sont équivalentes.

La matrice @(to,t1) Etant régulidre, @(to,t1)x1 appartient & 1l'es-
pace image de W(to,td) si et seulement si x, appartient d l'espace image de
. Py a) ¢ T —
ot ,tg) Witg,t,) = S(ty,t,) @ (t,,t5) (I-17)
L'espace image de S(to,t1) ®T(t1,to) étant confondu avec celui de S(to,t1)

les conditions (I-15) et (I-16) sont donc équivalentes.

2) Atteignabilité d'un état 3 partir de l'origine pour un

systéme linéaire discret.

Soit le processus discret d'équation (I-11), évoluant entre les

t, > t..

instants t. et t1, 1 0

0

Déginition 2

Le systeme partant a L'instant ty de L'onigdine Xy =0, £'¢tat x
esl atteignable a £'instant t, &'iL existe une s€quence de commandes

1

-

{uto, uto*""ut1“} qui gasse passen L'état du systéme de x(ty)=0 a

X(t1) = X4. /5/
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Condition nécessaire et suffisante d'atteignabilité d'un état

a partir de l'origine.

'ar analogie avec le cas statlonnaire, notons Cd(to,t1) la matrice
Calt,,ty) = [A(t1~1)...A(tO+1) B(to),...,A(t1—1)B(t1—2)ﬁ(t1—1ﬂ (1-18)

et S(to,t1) la matrice

L . ‘
s(t (teyot ) (1-19)

,Q,t1) = Cd(to,t1) ca

Théoneme 3

L'état x

! du systeme Linéaine discret déenit parn £'équation
(I-11) esi atteignable a L'instant t, en partant de £'onigine x;=0 & £'ins -
tant t, , 44 et seulement 34 :

rang [Cd(to,t]), x1] = rang [Cd(to,t1)] ‘ (I-20)

Cette condition peut encore &'écrine :

rang @ﬁ0m1hxﬂ = rang @WO¢1H (1I-21)

Démonstration :

De (I-11), il vient

u(to)

x, = x(t1) = Cd(to,t]) u(t0+1) (1-22)

u(t1~1)

L'équation précédente admet une solution (u(to), u(t0+1)...u(t1—1)

si et seulement si /8/ :
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rang [Cd(ty,t,),x,] = rang [Caltg,t)] (1-20)

Cette condition exprime l'appartenance de X, au sous espace de

R engendré par les colonnes de Cd(to,t1).

‘Montrons que cette condition est &quivalente & la condition (I-21),

analogue 3 celle donnée pour les systémes continus.

T(t

~ Les matrices CdT(t t1) ont le méme noyau.

t.) et cd(tg,t,) Cd (b,

0? 0271
Or le sous espace orthogonal de noyau de CdT(to,t1) est le sous espace de R

engendré par les colonnes de Cd(to’tT)’

De méme, le sous espace orthogonal du noyau de S(t t1) est engendré par les

O’
lignes de S(t ) et, puisque S(tO’t1) est symétrique , il est également

0%
engendré par les colonnes de S(to,t1).

Les colonnes de Cd(to,t1) et de S(t ) engendrent donc le méme espace.

0%

D'ol 1'dquivalence des conditions (I-20) et (I-21).

.

3) Energie de transfert minimale :

Soit le commende u(t) appliquée au systéme continu d'équation
(1-2) [resp. systéme discret d'équation (I—11)] entre les instants t,
et t1.

Et notons J(t.,t,) la fonctionnelle caractérisant 1l'énergie de

0”1
commande sur l'intervalle considéré
t
L
J(to,t1) = f S u (8).u(8) as (1-23)
t

0




-1l

‘ 1
(resp. J(to,t1) = ) ul(n).uln)) , (I-2k4)

Dens le cas des systémes échantillonnés, lorsque la période
d'échantillonnage n'est pas constante, 1'énergie de commande s'€crit
t1—1 2 T
I(tgst,) = Y} a“(n) u(n) uln) (1-25)

=to

Tl convient alors de remplacer dans ce gqui suit, la matrice S(to,t1)

par l'expression Cd(to,t1) R CdT(tO,t1)
avec : ae(to) Ogmmmmm o ?
~ N 2 ~ i
o\ ~ \u' (to)\ !
N 2 K\ ¥
, . o Eto+1) N )
I b h .2 - ' .
R = ' o (tO+1) ) (1-26)
| o ‘ ‘
o, . -,
: a(ty) 1
f , e
. 0
0= — -~ = -~ =~ = ~--0 ag(tT) ]

Soit x, un état atteignable & 1l'instant t, en partant de 1l'origine
4 1l'instant ty

Théoneme 4

L'énergie minimale nécessairne pour transgérern Le systeme continu
~ d'Zquation (I-2) , ou discnet d'équation (1-11) , de £'état O a £'instant
ty at'dtat x, a L'instant tq &'t :
R -
E=x; 8 (to,t1) X, (1-27)
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. W+ . s
expression dans laquelle S désigne la pseudo—inverse (au sens de Penrose)

de la matrice S. (Cf. Annexe 2)
Nous allons démontrer tout d'abord cette propriété pour les systémes
continus.

L'utilisation du principe du maximum de Pontriaguine /9/ conduit

pour la commande qui minimise J(t, t1) a l'expression /10/ :

O’
u{t) = BT(t) QT(tO,t)p (1-28)
Soit encore :
a(t) = B (1) @ (6, 1) (1-29)

expression dans laquelle p et ¢ désignent deux vecteurs colonnes 4 q

composantes réelles, liés par la relation :

b= 0 (t,t,)p (1-30)
Il vient, dans ces conditions
t1 T‘ T
x, = L[ ¢ (t,,8) B(8) B (&) ¢ (t,,8)d8]v (1-31)
t
0

soit, pour Y l'expression :
Po=s(t ,t.) x, + (1-32)
ot/ ¥ 7Y :

dans laquelle y représente un vecteur quelcongue du noyau de S(to,t1).

Toutes les solutions P conduisent & la méme commande.

" En effet, si y appartient au noyau de S(to,t1), nous avons




—16=

t
1 . .
r - T, . LT ay a o ) .
L f 8(t,,8) B(8) B7(§) ¢7(t,,8) ad | y =0 (1~33)
tO
d'ou :
t .
SR T, T ‘
y @(t196) B(s) B (6) ®(t'1,‘5) yd’% = (ijl;)
tO
. . . T, T . e . e .
Ce qui nécessite que B (t) ¢ (t],t) v soit nul  guelque scit t compris

entre to et t1.

L'énergie minimale de transfert s'écrit

J(to,t1) = wT[Jtdl <I>(t1,‘-.:) B(S} u’rw”; *»‘DT(T,-“@) SEaL {(1~3%)
o
ou
7
I(tgaty) = w8t ,t )0 (1-736)

soit, compte-tenu de (I-32)
Jhaot) = (x8 8% (b.,0.) + 500 8(t.,e 0 (6t )x.+y) (1-37)
0?71 . 1 0" AP R o] SRR 1 Y [ 2]

¢lest-d~dire :

AY T »+
(

J(to,tT) = x, S

Dans le cas des systémes discrets, la démonstration de (I-27) est
immédiate.
En effet, la solution de 1'8quation (I-22) qui miuimise J(to’tT)
s'éerit (Cf. Annexe 2) :
u(to)‘
‘ +
u(to+1) | = 0d (tg.t,)x, | (1-39)

u(t,~1)




4) Domaine d'atteignabilité

a) Détermination du domaine d'atteignsb: | Cpartir de 1l'origine
Theoneme 5
Le domaine d'attelgnabadat?d [o'esd Lodine ' vasemboe des s atfecgnabies
Y Y
a e'instant t,  en partant de Ploacgone OO Gustant L st (¢ suls 2space
Q b ,
de F Y engendnd pan Les colonnes de  iv. v 1.

& est une con

propri

et

Cette &t 584
aux paragraphe C-1 C-2.

I :
IR S-S
Lodowts

b)

ST
oENEAU R s

1if

3

o Tngniediate des resulbats 28tablis

3

j

Domaine d'atteigaall

\

Lorsque le systéme contiis

rjuinb b d ol

o

cop drseret d'éguation

{1-11) Bvolue & vartir dlun état initiwi o AlUldrent G ' rigine, 1L vient
ok
N s ’ " .
2(6) = x(t) - @lu,t)x, ='} TR DI O PTG R R (T=bmn
- .
Pttt l
, L , | ‘ |
(resp alt) = x(t) - Alt=1)oaln ta = i | b (L)
R Loe oy
i i
Bt 1'application des résultats precedents 4 . ochillLoaux Bnonceés sulvants

Théonéme b

T osupdcsante powe gue Elen pudsse Lhans -

Une condition nécessalne ¢ A
{

feren £'etat du systeme de x, & &lostant boa x, & U instant by 3ok
rang [S(to,t1), z(t1)J = ranyg S(LU,L{? (T=b2)
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Theoneme 7

Le domaine atteignable a L'instant t, en patant de Xy a L'instant
t, 4'obtient en afoutant o(t,,ty)x%, (nesp. Al =1)... Alt,)x,) 4 tout vec-

teun obtenu parn combinaison Linéairne des colonnes de S(t Tty

Théonéme §

La commande qui minimise J(t,,t1) est
T . /
u(e) = B(6) @ (6,,6) 80t 6, [, - ot ,tg)x] (1-h3)
u(to)
(resp. E = Cd+(to,t1) Ex] ~,A(t1~1)... A(to)xO] ) (T~kb)
u(t,-1)

¢) Point du domaine atteignable le plus proche d'un état donné :

Dans des conditions données le point atteignable le plus proche
d'un point X,, &u sens de la distance euclidienne, est la projection ortho-
gonale p(x1) de ce point sur le domaine atteignable défini dans les mémes

conditions.

Des résultats précédents il vient

x(t,) = 0ty ,t0)xy = 8(t,,t )0 ' (I-Ls5)

(resp. x(t,) - A(t1—1)... Alt )x

1 = Cd(t,.,t. ) 3 (1-46)

070 0’

I1 apparait alors que la condition nécessaire et suffisante

- d'atteignabilité est équivalente & la condition d'existence d'une commande
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de la forme

u(t) = BL(t) @T(t1,t)w A (1-29)
u(to)

(resp. = Cd+(x1~A(t1—1)... Alty)x,)) (T-bk)
u{t, ~1)

1

Et il vient pour l'expression du point x(t1) le plus proche de x,
(Cf. Annexe 2)
x(t,) = plx) = 8{tg,t,) 8 (vg,t,) [x,= ot b )x ]+ ot ,t )x, (I-4T)
+
(

(resp.x(t )=p(x,)=8(ty,t)S tosty) [, -A(E =1) . AGE )k Bt 1) L A(E)x,) (T-18)

De plus conformément au théoréme T, l'emploi de la commande

u(e) = B (1) 07 (6 ,t) ST (e,t,) [em db,t)xg] (1-43)
u(to)
+ .
(resp. E = Cd [x1 - A(t1-1)... A(to)xo]) (T-4k)
u(t,=1)
minimise J(éo,t]) qui vaut alors
Tgat,) =[xy = Hegatgdxg]™ 87,00 [, - @lt,t0)x,] (1-49)
(resp. I(tgst,) =Ex1—A(t1-1)..A(to)xO]TS+(to,t1)Ex1~A(t1~1)..A(tO)xO]) (1-50)

En résumé :

Théoneme 9

Le point x(t,) atteignable & £'instant t, fLe plus proche (au sens
de La distance euclidienne) d'un point X, donné a pour expression :
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; — i w*.." i i !
X(t1) b ( (\}at1> w3 ‘\f"\at})[ﬂl @‘t«‘7‘f )"[)J *‘I’\T»},t())i() (I‘Z*IT)
, + . , ) N
(resp. x(t1) = S(tﬂ,t))n (hw,L‘)Lx, Alt AL )X }*A(L ). .A(Lg)xj) (1-48)

A0 x d@signe état a Tnstant (noldad

A

.

Ex £'enengie minimale nécessaire pour attedindre &(t,)  a pour valewr :

. — 1! ' i T : 1 {7 10
J(ty,t,) [x1 = ot x0T 8 {L,ﬂ,z,‘)}I’;_&‘I DRI (L-ho)

o T A Y o= ", - -1 AL e 7'1: ;_1'*“’ . . S - Yo ) ks )
(resp. J(to,tl) = L&T .L\.(L1 V)ALt Dz ] \,t,{.,T.[)(.{Y A(tI l)..A(tQ)AU)) (=507

5) Commandabilité des systémes iinéalres continus et discrets

&) Définition

Déginctoon 3
Un systeme conbine ouw desernet est dot commandabte /57 A4, queds
que  soent Xy » by et £ o exaate Lyt une commande ult) définde

entre es instants by et b, Ltels que 54

{ Ay

X{U,,) = X,

‘\t‘J 0
adons

x(t1) = X,

I1 est également possible de dé&finir d'une purt la commandabilité
en partant de 1'origine et d'autre part la commandabilité i |'origine :
clest-d-dire la possibilité de ramener |'&tat du systéme i L'origine en un
temps tini, quel que solt 1'état initial.

*

11 est clair que pour un systéme lindaire, lu commandabilité

. est Zquivalente 4 la commandabilité A partir de L'origine.

~

Par contre la commandabilité & L'origine n'est éguivalente a la
commandabilité en général que pour les systémes continus. Ceci résulte du
fait que si ¢(t1’t0) est une matrice réguliére, il n'en est pas nécessaire-

ment de méme de A(t1-1)...A(tO).
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Enfin trés souveut dans les problémes pratioues, il ftaut considérer

la commandabilité sur un intervalle [rt,(‘,t,)} donné
. i

bl Condlblon aGoessalre of Sultlsanle e comadidabilbide

Théoneme 10

Un systéme (continu ou discret) est commandable 3{ et seulement s¢,

quelque s0.(t ty L exdiste b tel gque

rang S(to,t1) =g {(1-51)

Ceci résulte immédiatement des vésultats du paragraphe C-h .

D~ OBSEVABILITE D'UN SYSUEME LINEAIRE

1) Dbéfinition

Ve ginition 4

Le systeme continu d'équation (1,2) , ou discnet d'équation (1-11)
eat dit observable s, quel que soét t. , L exwsdte b, tel que La con-
naissance de s(t) et de u(t) sur €' Gutervalie [@wgw] permette de déten-

minen L'atat nitial x(to), /5/

. .. - . ) N e ey
2) Condition nécessaire eb sulfisante d'observabillite

Notons @Q(t
t

1 T T . .
Jﬁ ®‘{t1,5) C(8)C(8) ¢(anﬁ) dd (1-52)

tO‘

O,t1)>la matrice égale i

i

)

SQlt Lt
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lorsgue le systéme est continu, et égale &

. T ) g
Qtg,t,) = Ob (to,t1)0b(t0,t1) (I-53)
avae _
c(to)
C(to+ 1) A(to)

Ob = : ' (1-5h)
C(t1) A(t]~‘1)... A(to)

lorsque le systéme est discret.

Nous pouvons alors énoncer le théoréme suivant

Théoneme 11
Une condition nécessaine et sufgisante d'observabil{te du systeme

, A€ existe t. tel que

est que, quel que sodlt t |

0

rang Q(to,t1) =q (1-55)

Ce résultat se déduit directement de la dualité des propridtés de

commandabilité et d'observabilité /s5/ /6/.

E - COMMANDABILITE ET OBSERVABILITE DES SYSTEMES LINEALRES STATIONNAIRES

1) Commandabilité

Pour les systémes linfaires statiomnaires, il vient la condition

nécessaire et suffisante de commandabilité bien connue /11/.

rang I B, 2372 B,... B] = q (1-56)




_23_

Lorsque le systéme est commanidsble,

entier V&g
tel que
’ ~ \».}“. o J 4:~J e
*Q;f_’ I By, Bl = g

b EOTE R
1hoewLotbe

Ce nombre V est appelé indice de commandabilité /5/.

2) Observabilité

Pour lessystémes stationnaires, une

sante d'observabilité s'éerit /11/
rang[(A A% T ot (Aq— )f SR ¢t

et. le plus petit nombre
\)1T T

v o, tel que

ows 03 TTY agl I

rang|[(A
=5t appelé indice d'observabilité /6/.

% .

3) Interprétation géométrique des conditions

i
L

t

Jde

condition nécesaaire

an plus petit

comgpandabliite

+

et d'observabilité

(Quel que soit le systéme linéaire

coutinu ou discret,

mel A gous la furme de Jordan supérieure /11/.
(5 O veer.aO ]
1 N 1
~
. i
i o ' J?\ T, 3
VoA VT N s
{ . J. 0
| * 1
1 A
O tiveea O JE
- ad

il existe un changement de base dans C°,

stationnaire non

-1

ovariable (A, B, C)

de matrice

vy B
¥y Wil




—

avec

A b O o 0
I "L
J‘i = 0. >)\‘.; "_ {(1-61)

- i
.

i

' ..

O vivieneeenr D AL
1

b P

bloc de Jordan de dimensions (ni,ni).

Le vecteur de commande prend alors la forme

TE s s e

w3

S b e P

i

La condition nécessaire et suffisants de commandabilité du systime

2/ /ih/ stéerit alors sous la forme
. N i, L St
quel que soit 1 Bn # O {1-63)
i
et Aj # A; pour tout J#F i {1--50)
™,
. . . o . éme 4 . , P
B e prodult scalaire du 1 vecteur propre de A par B /13/

S/, {Cf Annexe 3) cette condition s'interprdte comme une condition de non




..25-

orthogonalikée des vecteurs propres de AT au vecteur B.

De la méme fagon et dans les memes conditions, une condition néces-—
saire et suffisante d'observabilité sera la non orthogonalité des vecteurs propres

de A au vecteur C.

F - NOTION DE QUALITE DE LA COMMANDABILITE ET DE L'OBSERVABILITE

L'expression des conditions de commandabilité €noncée plus haut
montre que la commandsbilité d'un systéme, au sens de Kalman, apparait en fait

comme une propriété de point dé&finie sur le modé&le mathématique choisi.

Or celui-~ci n'est connu gqu'aux erreurs d'identification prés. Ce qui fait que,
pour un processus donné, deux identifications distinctes peuvent dans certains

cas induire deux moddles trés voisins mais dont l'un serait commandable et 1'autre
non. Dans ce cas, quel que soit le moddle adopté, il semble raisonnable de pen-
ser gque le processus sera difficile & commander.

Nous allons illustrer cette propriété par un exemple.

Soit le filtre linfaire continu monovariable de fonction de transfert

142
Wip) = ER7§3;) (1-65)

R B |

P |

. ;
A= % |
1+§
P
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La décomposition mise en évidence figure 1 conduit & la représen-

tation d'état :

X, 0] 0 X, 1
: = 1 . sl () (1-66)
*2 ° T8 *2 5
x4
s= (1 1) (1-67)
%o

Ce systéme est observable, quels que soient A et & . En effet

l'application du critére de Kalman conduit & :
1 1
= -—= % 0 {1-68)
1 8
° -3

En ce qui concerne la commandabilité&, nous pouvons distinguer

deux cas
soit A # § et le systéme est commandable
soit A =46 et le systéme n'est pas commandable.

Si A #8 , d'aprés (I-26), 1'énergie de commande minimale néces-

saire pour passer de (0,0) & (x1,t1) s'éerit :

e
#
»

s7'(0,8,)x, (1-69)

avec

J~ 1 /1 0 VAR (1 o>
- )| A8 _t
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Soit i [ t] "
lt1 (8-2) le & -1
5(0,t,) =§ { e, N 2t (I-71)
el Toq) LU T

Bt si nous exprimons E dans la base orthonormée qui diagonalise S (O,t1)

et $—1(O,t1), il vient

E = fii— " (1-72)

Dans cette expression, x', et x'2 désignent les composantes  de

1
i atteindre, dans la nouvelle base, et les scalaires 11 et %?,

- I
ek = S + 4 8 - 4P {(1-73)
e (1=71)
2y,= 8- /s2-up LT
i 2t
avec ‘ o _ 1
(A=8) 8 -
< - - -
o, -5 (e 1) (1-75)
) " 2t
t1(A~6)“ - 61 2, - i 2
P = -——F (e - 1) - (§-0)%(e” T~ 1) (1-76)
<
Lorsque A tend vers § , A1 et Ag tendent de facgon continue 1'un
verz t., l'autre vers O.

‘k’

I1 en résulte que lorsque X tend vers &, 1l'énergie de commande T

tend conbinuement vers 1'infini si x'2 n'est pas nul.

Autrement dit si 1'écart (A-8) est trés petit,  1'énergie minimale
nécessaire pour commander le processus est trés grande. Au contraire si la
différence entre X et & est grande, nous n'aurons pas de probléme de com—

mande.,
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Cette propriété constatée sur un exemple, §ermet d'envisager la

définition d'une fonction qui caractérise la facilité de commander un systéme

donné, la non commandabilité au sens de Kalman s'interprétant alors comme un

cas limite.

De la méme fagon, il peut &tre intéressant de caractériser la facilité

de reconstituer 1'état initial d'un systéme 3 partir de l'observation de lg sor-

’tie et de la commande.
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CONCLUSION

La représentation matricielle des processus permet d'introduire

simpiement les notions d'4tat et de domaine atteignables.

Lorsqu'un état donné n'est pas atteignable, l'utilisation des pseudo-
inverses de matrices permet de déterminer 1'état atteignable le plus proche

{au sens de la distance euclidienne).

Aprés avoir donné des définitions de la commandabilité et de
1l'observabilité d'un systéme, nous avons rappelé les critéres de commandailité
usuellement employés pour les systémes stationnaires (Kalman) ainsi que 1l'inter-

prétation géométrique de ces critéres dans le cas des syst®mes moncvariables.

 Nous avons montré sur un exemple 1'intérét et la nécessité de
compléter ces notions, correspondant 3 une propriété ponctuelle d'un moddle
borné, par la définition d'un indice de qualité de la commandabilité et de
1'observabilité qui soit moins sensible aux variations des paramdtres du
' modéle, et donne une image plus conforme des possibilités réellés,de commande

du processus.
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CHAPITR RE I1I

MESURES DE LA COMMANDABILITE ET DE L'OBSERVABILITE
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L'étude de 1l'exemple présenté dans le précédent chapitre a montré
1'intérét de définir‘une mesure de la commandabilité des systémes continus et
discrets. Toutefois, comme la notion de "bonne ou mauvaise" commandabilité
est subjective et dépend essentiellement des qualités que l'utilisateur attend

d'un systéme, il convient plutdt de définir les propriétés que doit vérifier

©  une telle mesure.

C'est pourquoi nous définissons tout d'abord une famille de fonc-

tions, appelées mesures de la commandabilité, en &nongant les propriétés mini-
males qu'elles doivent satisfaire. Puis nous illustrerons cette définition par
' des exemples que nous interpréterons physiquement ou géométriquement. Nous &tu-

dierons, en particulier, les mesures lies & 1'énergie de commande.

Une démarche semblable nous conduira & examiner les mesures de

1'observabilité.
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A - DEFINITION AXTMATIQUE DES MESURES DE LA COMMANDABILITE

Dans ce qui suit, nous notons (B],B2) la matrice de commande B

formée de la juxtaposition des matrices B"1 et B2.

1) Définition’

Définition 5

La gonctionnelle yde A(t) et B(t) , & valeurs dans R,
est une mesurne de La commandabilit? des systemes (A ,B,C,D) continus (resp.
discrets) Zvoluant entre Les instants v, et t, , 4i elle vérifie Les pro-
PL{ELEs suivantes : |

(1) u(A,B) » 0 ¥ A,B : (1I-1)
(ii) u(A,B) =0 84 et seulement i fa paire (A,B) (11-2)
n'est pas commandable au sens de Kalman
(iii) ula,(8',89)] » inflnu(a,8"), wu(a,5%)) (11-3)
{iv) lim u(A;,B;) = u(A,B) | (I1-k)
5+
oo

84 Res suites de matrices A (t) et B, (t) convergent unigormément

sun £'dintervalle [t,,t.] et indépendamment L'une de £'autre, respec-

Livement vers A(t) et B(t).
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La propriété (II-3) traduit le fait qu'un systéme possédant
plusieurs commandes se pilote au moins aussi facilement, au sens de la mesure U
que s'il ne possédait que la plus mauvaise au sens de la méme mesure. Lorsque
cette propriété sera vérifiée nous parlerons de mesure faible. Si, de plus, la

mesure safisfait la condition :
‘ 1 .2 1 2 .
p[a, (8,89] 3 sup {n(a,B), u(a,B)} (I1-bi)

nous parlerons de mesure forte.

"~ La propriété de convergence (II-L4) est nécessaire pour que la mesure
soit significative, le choix d'un modéle constituant geulement une approche de

la réalité physique d'un systéme.

2) Remarque sur la définition

Certains auteurs /15/ ont proposé une définition différente de

celle que nous donnons.

" Dans celle-ci, les propriétés (II-3) et (II-4) sont remplacées par :

u(A,k.B) = k2 u(A,B) si k est un scalaire (11-31)
2 1 2, .
n(a,(8",8%)] 3 u(a,8") + u(a,s%) (1T-bii)
Cette définition s'interpréte bien dans le cas des mesures de la
commandebilité 1iées & la seule notion d'énergie de commande. Par contre, elle
ne permet pas de prendre en considération les mesures de la commandabilité liées

8 la précision dont nous verrons 1l'intér&t au chapitre III.

3) Exemple :

Un premier exemple de mesure de la commandabilité sur un intervalle
(to,t1) nous est donné par le déterminant de la matrice S(to,t1) définie au

premier chapitre. Nous noterons det S = |S].
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Cette dernidre propriété nécessite la définition de distances

sur 1'ensemble des matrices (q,q) et sur l'ensemble des matrices (q,m).

Pratiquement, nous utiliserons les distances induites par les

normes S¢(p définies ci-aprés :
22

2 T,T
SQEWQ(M) = sup 3L%§£135
x#0 X'x

ol x est un vecteur 8 q composantes et M une matrice (q,q)

2 T T,
S¢E¢2(M') = sup X;ME_MgJ[
y#0 Yy

ol y est un vecteur & m composantes et M' une matrice (q,m)

si

et si

alors

L'énoncé de la propriété (II-L) devient alors :

lim suwp _ 8 [a(t) - A.(t)] =0
e t6[tyst4] ) *
lim  sup S 1 [B(t) - Bj(t)] =0

joo te[to,tT] 272 .

1im w(A,,B;) = u(A,B)
jow 19
j»m

(11-5)

(11-6)
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Pour les systémes continus comme pour les systémes discrets, il

vient : ‘
Is| > o . (II-7)
avec |s| = 0 si et seulement si le systdme n'est pas commandable (II-8)
Is[a,(8",8%)]| » Inr {|s(a,B")], |s(a,B%)(} (11-9)
de plus
" s[a,(8",8)]] » sup {|s(a,8")], |5(a,B%)[} (II-9i)

la propriété de convergence (II-L) est vérifiée ci-dessous.

La condition (II-9i) indique qu'il s'agit ici d'une mesure forte.

Les propriétés (II-T) et (II-8) résultent immédiatement des proprié-
tés de la matrice S : elle est définie positive si le systéme est commandable

et elle est singuliére si le systéme n'est pas commandable.

Montrons la propriété (II-9).
Dans le cas discret, comme dans le cas continu :

s[a,(8",8%)] = s(a,8) + 5(a,8%) (I1-10)

Soient :
Ay € Apever & Aq les valeurs propres de S(A,B1).

Uy € Ugeene & vuq les valeurs propres de S(A,BZ)
1 .2
£ vq les valeurs propres de S[A,(B ,B)]

Quel que soit i, il vient d'aprés /16/ :
v, 3 A,
i i

(II-11)
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D'oll, en remarquant que S(A,B'), S(A,B%) et S[A,(BT,BZ)]

ont toutes leurs valeurs propres positives :

q q

1 .2 1
Isfa,(8,85)]| = .0 v, » T 2 = |s(a,p)
: q q
lS[A,(B1,B2)]| =T v, 3T u = ]S(A,B2)|
i=1 i=1

Soit
Is[a,(8",8%)|3sup {|s(a,8")[, |s(a,82)|}

et & fortiori :

ISEA,(B1,Beﬂl> Inf{lS(A,B1)| , |s(A,éa)|}

(11-12)

(1T-13)

(I1-14)

(1I-15)

Nous montrerons la propriété de convergence dans le cadre des

systémes continus, le cas des systé@mes discrets se traitant d'une maniére

semblable.

Soient les suites Ai(t) et Bi(t) convergeant uniformément (au sens

des distances introduites plus haut) respectivement vers A(t) et B(t) sur

1'intervalle [ty t,].

A toute matrice Ai(t) correspond une matrice de transition

¢i(t,to) vgrlflant :

¢i(t,to) = Ai(t) ¢i(t,to)

¢i(to,to) =1

81 I désigne la matrice identité de rang q.

(II-16)

(1I~-17)




L

- 1
($2-11) op (°349)0'v (9)V ¥ (9°3)0 +
L
9%
o0 (%34°9)0 (9)V 'V (9°3)0 = (%30’
9
Oy
(f2-I1) op[(%2¢9)0™v + (Pa¢9)8]()v T¥ (910 = (%1)e’y
. 3 :go,d
(€2-11) [(®243)0%7 + (%2¢2)e] (2)v'v+(%23)e T (3)v =[(%*2)e'v] R
: 90usI9JJTp Jed jueTA TI
(22-11) | Cata)v - O2nTy = oy Ty
(12-11) . Cr e - P 1)% = (Caca)e Ty
. O3AB
(0z-11) [P3 o v+(P22)e] [(3)v'y +(1v] = [(Pa*3)0'v + (P2t 9)e] w%

! 8aTI09,s aaodud qnad uor3wnby aJTUABP 9333)

(61-1T) Crnfe (1)fv = Crnle
o]
O,¢ O,¢
(gL-11) (F3°3) & (3)V = (72°2)9
o]
. qusTA TI
, .ﬁﬁp.OuQ STTBAJI33UT, T Jns
0 1

31‘3)d SJISA JUIWRWIOITUN SJISAUOD AOPﬁpv.e

(

83Ins BT anb suoJjuol

-)E-
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S désignant la norme scalaire de matrice définie plus haut, il convient
22
donc de montrer la propriété suivante :

¥n > 0, 3 n,>0 : i>n1=> sup S(ptp [Ai @(t,to)] <7 (I1-26)
- 22
[tystq]

Or il vient :

sup Sy ‘02 [Ai <I>(t,to)] < sup - S(pg‘p o(t,8) AiA(G)Q(G,tO) as

2
[tO’t1] [to’t]] ° n

Od-\"d'

]

-

ot
+ sup S ®(t,8) A.A(S8)A.9(8,t.) ds)(1I-27)
[to’t1] ‘02'-?2 j;o i i 0 ]

Les éléments de la matrice <D(t,to) sont des fonctions continues
du temps, donc bornées sur l'intervalle fermé [to,tJ . Il en résulte que
Spe [#(t,ty)] est borné sur [‘t;o,t1].

22 .
'I1 en est de méme pour S¢.¢, [<I>(t ,t)] . Notons alors :
eret o (11-28)
M = sup {:upt- S04, l:@(t,to)],[iupt&pchz [6(t,,t)]}
0’1 0’

D'autre part Ai A(t) converge uniformément vers la matrice nulle.

Ce qu'exprime la. proposition :

¥ >0, 4 : izn=>sup S"P“P [Ai A(t)] < € (11-29)
22

[tgrt ]

La norme S‘P @ étant sous multiplicative, il résulte alors de

1l'expression (II-27) : 22
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sup S¢2¢2[Ai§(t,to)]‘ < (t1-t0)M36+(t]-to)M§ sup SQZ%[AiQ(t,tO)] (1I-30)

o,t] Eto’t]

quel que soit n donné, il est possible de choisir € et n, de telle sorte que :

Ban, - (1 (t) e > 0 (1I-31)
(t,-t,) M ‘
— < n (11-32)
~]—(t]—tO)Me

I1 en résulte que, quel que soit n , il existe n, tel que

ian,=p sup S A o(t,t )] < 1 (II-33)
1 [to,tj‘]‘?z% [i °

Considérons maintenant la suite Si(to,t) définie par :

t .
oy oT T
5;(tqst) =f 0;(t,8) B;(6) B;(8) ¢(t,8) ds (II-34)
t
0

Compte-tenu du résultat qui vient d'&tre montré et de la convergence
uniforme de la suite Bi(t), la quantité sous le signe somme converge uniformément.
I1 en résulte que la suite Si(to,t) converge uniformément vers S(to,t) sur 1'in-

tervalle [to,t11 et que Si(to,§1) a pour limite S(to,t1).

Or les valeurs propres de la matrice S(to,t1) sont des fonctionms
continues de ses €léments.~-I1 en résulte qu'elles sont les limites de valeurs
propres de Si(tO’tl) lorsqué Ai(t) et Bi(t) convergent uniformément vers A(t)
et B(t) sur l'intervalle [t,t,].
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Le déterminant de S(to,t1), produit des valeurs propres, satisfait

donc la propriété de convergence (II-L).

B - MESURES DE LA COMMANDABILITE ET ENERGIE

1 - Introduction

Un critére important lors du choix d'un systéme est relatif &
l'énergie de commande. Dans cette optique, un systéme sera d'autant mieux
commandable que 1l'énergie de commande nécessaire & son évolution sera faible.
C'est pourquoi nous allons chercher, pour caractériser la commandabilité d'un

systéme, une grandeur liée & 1l'énergie de commande minimale de ce systéme.

Nous avons vu dans le premier chapitre que, pour les systémes
continus comme pour les systémes discrets, l'énergie minimale nécessaire pour

faire passer un systéme de 1'état O & l'instant ty d 1'état X, 8 l'instant

t, était de la forme :

E=x, S x | _ (I1-35)

Si le systéme est commandable, cette relation s'éerit :

E=x; 8 x, (1I-36)

Dans cette expression, S ! est une matrice symétrique, définie

positive, et E satisfait & la double inégalité suivante /17/ :

x, &€ E £ X, X (II-37)

X
1 A

2
A *1
q 1

ol A1 et Aq désignent respectivemenf la plus petite et la plus grande valeur

propre de S,
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2 - Degré de commandabilité

a) Définition
L'inégalité (II-37) incite & utiliser A, pour définir une
mesure de la commandabilité.

Vérifions que cette grandeur répond bien & la définition 4'une

mesure de la commandabilité.

A, 3> 0 | (11-38)

A1 = 0 si et seulement gi le systéme n'est pas commandable (II-39)
A [s(A 8',8%)7 > a [s(a 131)] + A, [S(A 5%)] (11-k0)
1 (B (BLED] > A [s(a, [ |

et & fortidri :
A [S(A(B],B2)]> Inf{A1[S(A,B1)] s Ay [s(a,89)]} (II-41)

La propriété de convergence résulte de 1'étude faite au paragraphe précédent.

Dédinition 6

La plus petite valeur propre de £a matrice S est appelie degne
de commandabilité /15/. .

C'est par analogie avec le degré de stabilité que l'on appelle
'?1 degré de commandabilité. Cette grandeur est une mesure forte de la com-
mandabilité
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b) Interprétation

A1 est 1l'inverse de la valeur maximum de 1'énergie minimale néces-
saire pour faire passer le point représentatif de 1'état d'un systéme, de l'ori-

gine d& un point de la sphére de rayon unité /18/.

Cette définition de la mesure conduit donc & ne tenir compte que

de la direction propre de S qui nécessite la plus grande énergie de commande /19/

/20/.

Nous allons maintenant rechercher des mesures de la commandabilité
qui font intervenir toutes les valeurs propres, donc toutes les directions pro-

pres, de S:

3 -~ Moyennespondérées des valeurs propres de S :

Soit un ensemble P de poids strictement positifs
P = {p1, p2,0-- p } (II"h‘g)

et soient
£ Ayeene €A : (II-L3)

les valeurs propres de S.

Nous notons A, l'ensemble des valeurs propres de S.

Al | (IT-431i)

.Définition 7




' r 1
% Py Ai r
M (A,P) 1;
p.
j=1 %

est La moyenne pondénée d'ondre r/21/ des valeurs propres de S.

Si r est négatif, M (A,P) est une mesure forte de la commandabilité.

Dans ce cas il vient en effet :
M (A,P) 3 O

Mr(A,P) = 0 si et seulement si un ‘Ai au moins est nul

Mr[A[S[A,(B1,B2)]];ﬁ] > M [A[s(a,8D)] , P]
et

W [Als[a,8',8%)]] , ®] > W A[s(8,B5)] P

les dernidres inégalités résultent de (II-11)

Remarquons que :

M (A,P) = lim M (A,P) = A
r—»-co

1

Nous retrouvons le degré de commandabilité précédemment défini

S1 P1 = P2 =, .F Pq = 1, il vient :

q a
lin  M(AP) = VA Ayl A= Asl

[o]
"M (AP) =
"0

Un autre cas particulier trés important est celui oll r =

C'est celui que nous allons examiner maintenant.

1.

(IIQAB)

(II-L6)

(II-47)

(II-L8)

(II-L9)




Ll

4 - Moyenne harmonique pondérée des wvaleurs propres de S

Définition &

La moyenne harmonique pondérie des valeurs propres de S est
La moyenne pondénée d'ondre - 1 des valewrs propres de S, 804t :

3 os

wia,p) = EL | '_ (11-50)
1
.2 Pi X
1=1 1

a) Propriété

Théoneme 12

La moyenne hanmonique pondénie des valewrs propres de S est
égale a L£'inverse de La moyenne pondénée de £'énergie minimale de commande
caleulie sur £a sphere Q de rayon unité Lonsque La somme des coefficients
de poids est tgale a L'ondne du systime : '

) p;= @ (I1-51)

La matrice S_1 étant symétrique, il existe-toujours une base
orthonormée dans laguelle la matrice 3_1 est sous forme diagonale. Plagons

nous dans cette base.

I1 vient alors pour l'inverse de la moyenne pondérée de 1l'énergie
‘minimale de commande calculée sur la sphére ! de rayon unité, en notant

(a1, a2...aq) les coordonnées d'un point de Q , dw 1'élément de surface et




By le coefficient de poids correspondant & la commande dans la direction

propre correspondant & )‘i

dw
f f(ct2 ¥ ol 4. .02)dw
e Lk M- 4 (1I-52)
P; .2 P; 2
] r“ du f ] e a
@ i=1 % Qi=1 M

Compte-tenu de la symétrie sphérique, nous ayons :

~fa?dw=, fugdw =,,. = foczdw (II~-53)
Q ©Jg Q¢

D'od
f dw
: (17-54)
2 m— II-
%P 2 %Pi >
U: —
{ 15
Qi= 1 i 1=1"1

b) Interprétation des coefficients de poids

L'asspace d'état &tant probabilisé, attachons & chaque point x de cet
espace une densit€ de probabilité p(x) /22/ de telle sorte que la probabilité

d'atteindre un point d'un domaine & en partant de l'origine soit :

p(D) = \/: (x) dw ~/‘p Cys Gpore O )da d%f daq (I1-55)

Calculons alors, le rapport de 1l'espérance mathématique de x? X,

8 l'espérance mathématique de x? S_1 x, et ceci, en nous plagant dans la

base orthonormée qui diagonalise §
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2
T J J a; pla,,a,...a ) do, do,...d0
M(x x,) _ —jey 10172 Q" 1 T2 q

(11-56)
M(x, 8 x.) J..:/ % . 2
Nl L X;' a; p(a1,a2,...aq) do, do,...da
q +0 400 5
T by J/ J/ ay p(a1,a2...a )da dag...duq
M(x1 x1 ) i=1
(II-57)

M(x, 8 )
) x x g J[ y/ﬂ ay p(a1, Ogseee O ) do, do,...do a

. En rapprochant cette formule de (II-50), les coefficients de poids
~ g'interprétent comme les moments d'ordre 2 calculés dans la base orthonormée

qui diagonalise S_1.

5 - Moyenne harmonique des valeurs prdpres de S.

a) Expression

Déﬁ&n&t&on 9
La quantité :

MTA) = =S | ~ (11-58)
1

i=1 M

est La moyenne haumonique des valeurns propres de S.

Elle est obtenue en prenant dans 1'expression (II-50) tous les

coefficients de poids égaux.
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Elle a pour inverse la valeur moyenne de 1l'énergie minimale de commande calculée

sur le sphére Q de rayon unité /15/ /18/

= (II-59)

b) Propriété

M—1(A) satisfait, comme toutes les moyennes d'ordre négatif,
1'inégalité (II-3), caractéristique des mesures de la commandabilité.
Mais cette grandeur satisfait une inégalité plus stricte /15/. En effet nous

allons montrer que :

Theondme 13
M'1(A) , moyenne hawmonique des valeurns propres de S est une
mesurne de La commandabilité qui vérifie, outre L'intgalitt (II-3), £'ingalité :

M [A(s[a,(8',5%)] ')] > M '[as[a,3']D)] + M [A(s[A,B?])]  (11-60)

Pour le montrer,. rappelons tout d'abord que :
s[a,(8',8%)] = s(a,8") + s(a,5°)

et notons Si(A,B1), Si(A,Ba) les matrices obtenues en supprimant la i* - ligne de la

colonne de S(A,B1) et S(A,Bz).

L'application de 1'inégalité de Bergstram /16/ conduit & :

JS(A.B13+S(A,’3212L ) 'is(A,B:)l; lS(A,BQ;L (1I-61)
|s; (a,B7)+s;(A,8%)|  |s;(a,B")] |s;(a,8%)|
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Soit :
|s. (a,B")+s; (4,8%)]
1 1 1
1 2 < . 5 (11-62)
|s(a,B )+s(4,B7)| |s(a,B )| , 1s(a,B7)|
1 2
|s;(a,B7)| |s;(4,B%)]
Cette inégalité est vraie pour tout i. Il en résulte que :
1 2
q .ISi(A,B )+Si(AsB )l q 1
) 3 N ') : — (I1-63)
i=1 |s(A,B )+5(A,B%)] i=1 |s(a,B )|, Is(a,B%)]
1 2
|s;(a,B))] [s;(4,B%)]
 Ceci peut encore s'écrire :
,11‘ ‘ 5 3 - (II-6Y4)
1si(A,B ) +Si(A,B )| 1
. ' . 2
i=1|s(a,B")+s(a,8%) | i=1 |s(a,8N)] , Is(a,8%)]

|Si(A,B1)| |Si(A,BZ)|

- L'inégalité de Minkowski /16/ & l'ordre -1 montre alors que

-1 -1

r : -1 ’ ' -1
3 lsta,8Y)| , Is(a,B)] s | ¥sa.sh)]
la=1]ls;(a,BH] 858,89 i=1)'s; (a,8")

- -1
- 2 _1 -
+ % |s(a,B . (1I-65)
i=1]s; (A,B%)] :

SN

T PN
{ [ERV IR
T
(VI
N




D'ou

1 1 )

, pS + (11-66)
%IS.(1,B])+S.(A,B2)| gl»s.’(A,B])l % |s. (4,B%)]
i=1 * * i=1 * i=1 *
|s(a,8')+s(a,8%) | |s(a,8")] |s(a,B8%) |
C'est-d-dire :
M [A(S[A,(B1,32)])]> M~ [A(s[a,B'])] + M~ [A(sTA,B%])] (1I-67)

6 - Exemple d'application aux problémes de synthése des asservissements

L'ingénieur chargé de 1l'étude d'un asservissement doit engfnéral faire wm can—
promis emtre les qiverses @mlités atendues pour cet asservissement. Parmi ces
qualités, nous pouvons compter une bonne commandabilité. L'application des
résultats du paragraphe précédent, & 1'étude de la commandabilité d'une classe
de systémes souvent rencontrés en automatique va permettre la réalisation

d'un réseau d'attaques en vue de déterminer de fagon pratique la commandabilité
des systémes de cette classe.

a) Description du processus &tudié

Soit le systéme monovariable de fonction de transfert

Wip) = A+dp

p(1+6p) (11-68)

piloté par une commande discréte obtenue par &chantillonnage & période constante
T d'un signal continu u(t).
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A-8
1+68p
Figure 1

La décomposition du systéme mise en évidence figure 1,

conduit & 1'équation d'état :

r y] 3 0] y1 T
= + , u (I1-69)
I
ouD=e §

b) Choix et calcul d'une mesure de la commandabilité U

La mesure choisie correspond & la moyenne harmonique des valeurs

propres de S.

La matrice de commandabilité en deux périodes du processus déecrit

par l'équation d'état (II-29) s'écrit :

| (1I-70)
(A-8)D(1-D) (x-8) (1-D)

En multiﬁliant & croite cette matrice par sa transposée il vient

pour la matrice 8 :
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2

ror (A=8) (1-D)T(D+1)
S = (II-71)
(A=8) (1-D)T(D+1)  (A=8)2(1-D)(D%+1)
et pour las mesure de commandabilité 1y :
2 I8l
U trace (S) (11-72)
soit :
2 2 l
= 22T (A-8)"(1-D) (1I-73)

272 + (A=8)2(1-D)2(14D%)

c) Etude de M :

L'étude des variations de yu en fonctions de 1l'écart (A-§)

conduit au graphe présenté figure 2.
u A
2T2$1-D22

(1+D2)

(A-8)

figure 2
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u est une fonction croissante de |A-8| et tend asymptotiquement
vers W . lorsque |A-§| tend vers 1'e

y _ 2T
(]+D2)

max

(II-7h)

U

max

Le systéme est d'autant mieux commandable que le rapport est

grand. C'est pourquoi la quantité B

B = 100 Ifi-— (II-75)

max

s'interpréte domme un taux de commandabilité.

d) Evolution du taux de commandabilité

2 2 27
A2) (1™ B) (147 F)

2 2 T2 T
2(%) +(lg-5-) (1-e” ) (1+e79%)

_I
§
B =100

(II-76)

P est fonction des variables réduites : A = l%Q et O = % et

susceptible d'une représentation graphique 8 l'aide d'un réseau d'abaques.

Celui-ci est présenté figure 3.
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C - MESURES DE L'OBSERVABILITE

La dualité commandabilité-observabilité induit pour les mesures
de 1l'observabilité une définition analogue & celle des mesures de la commanda-

bilité.

Déginitdon 10 :

La gonctionnelle m de A(t) et c(t) , & valeunrs danAfﬁL, est une
mesure de £'observabilité des systémes (A,B,C,D) continus (resp. discrets)
Suoluant entre Les instants t, et t, si elle virifie Les propriltis suivantes :

-(i) u(a,C) 3 0 ¥A,C ; (II-77)

-(ii) u(a,c) =0 84 et seulement 84 La paire (A,C)  (II-78)
n'est pas observable au sens de Katman

1
-Gi1)  ufaf®)] > mmemia.ch, wa,c®) (11-79)
212
“(iv) limu(a,0y) = u(aL0) (11-80)
1 -0
Jreo

84 Les suites de matrnices Ai(t) et Cj(t) convergent uniformément
sun L'intevalle [ty,t,] et indEpendamment L'une de £'autre, respectivement
vers A(t) et c(t).

1T 2T)T

Dans cette &criture nous notons (C =, C la matrice C formée par

juxtaposition des matrices C1 et 02.

L'énoncé de la propriété (II-80) nécessite la définition de distances
sur 1l'ensemble des matrices (q,q) et sur 1l'ensemble des matrices (k,q). En pratique,

nous utiliserons les distances camduites par les normes SY ¢, définies ci-aprés :




T T
52‘92@2(»4) = sup EMMx
x#0 X x

ol x est un vecteur & q composantes et M une matrice (q,q)

T,,,T

y#% ¥y

ol y est un vecteur & q composantes et M' une matrice (k,q)

L'énoncé de la propriété (II-80) devient alors :

si
1i S¢.w, [A(t) - A (t)] = ©
. SR B A

et si
lim sup S c(t)~c.(t)] =0
jre  teltg,t,) %%[' (]

alors

lim p(Ai,Ci) = HM(A,C)
140
j+m

De la méme facon que la définition des mesures de la commanda-—
bilité &était 1'énoncé des propriétés minimeles requises pour ces grandeurs,
les conditions (II-77) & (II-80) caractérisent nécessairement toute mesure

de l'observabilité.

Cependant, comme dans le cas de la commandabilité, beaucoup
d'exemples importants de mesures de l'observabilité satisfont a des condi~

tions beaucoup plus strictes. En particulier, elles vérifient souvent :




1
uin (6] 5 s tuiaseh, ua,c®) (11-61)
C

et méme, quelquefois :

1

u[A,(gz)] » uac) + ua,c®)

(11-82)

II - D - Mesures particuliéres aux systémes stationnaires

Toutes les mesures de la commandabilité et de 1'observabilité définies
pour les systdmes non stationnaires peuvent &tre naturellement utilisées pour

les systémes stationnaires.

Toutefois la structure particuliére de ces systémes permet d'envi-

sager la définition de mesures qui leur soient propres.

En premier lieu les valeurs propres de la matrice Cdch et ObT Ob
ol
ca = [A%'B,... B,B]

et T
Ob = [(Aq-1)T ct,... a%t, cf]

peuvent remplacer dens les &tudes précédentes les valeurs propres de S(to,t1)
et de Q(to,t1).
I1 est & remarquer que, pour les systdmes discrets, ceci revient simplement

& calculer S(to,t1) et Q(to’tT) pour une commande et une observation en q coups.

L'interprétation géométrique des conditions de commandabilité et
d'observabilité présentée au paragraphe E -3 du chapitre précédent permet &ga-

lement la définition de mesures propres aux systémes stationnaires. Cependant
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comme nous allons le voir, ces mesures demandent une interprétation 1égérement

restrictive de la propriété de convergence.

1} - Définition

Rappelons tout d'abord l'interprétation géométrique des conditions
de commandegbilité d'un systéme linfaire stationnaire monovariable (A,B,C,D)

continu ou discret.

Théonéme - 14

Le systeme Lintaire stationnaire monovariable (A,B,C,D) est
commandable 84 et seulement 84
- Le sous espace propre associe a Zzoute valeun propre de A (ou de AT)
est de dimension 1
- Le vecteur de commande B n'est onthogonal & aucun vectewr propre
de AT .

Cette fagon d'exprimer la commandabilité des systémes stationnaires

s'étend aux systémes multivariasbles /1k4/.

Theoneme - 15

Le systeme Lindaire stationnaire multivaniable (A,B,C,D) est
commandable si et seulement 84
- £e sous espace propre associed toute valeur propre de A {ou AT)
est de dimension 1 . (11-83)




- 4 chaque vecteur propre de AT, @ cornrnespond auw moins un vectewr
colonne de La matrice de commande B qui ne Lui 504t pas orthogonal.
(I1-8L4)

Notons v,, V,,... (£<q) les vecteums propres de A’ normés par
Iivi]] =1 ¥ = 1... 2. Si la matrice B est de dimensions (q,k) le produit
T Es .

B Vs forme un vecteur colonne a Xk composantes.

La condition (II-83) é&tant supposée satisfaite, la condition de commandapilité
du systéme s'exprime alors par :
T . P
B .v. #0 ¥1¢i € 2 (11-85)

. . T - .
S1 nous appelons Y; la norme hermitienne de B Vi cette condition s'énonce

encore

' #0 ¥1<1¢g48 (11-3¢)

Théoneme - 16

La condition (II-83) &tant supposie satisfaite, toute moyenne,
pondénée ou non, d'orndre négatif r , des Y; eat une mesure de fa commandabilite

du systeme
"

.z pi Yl r

M (T,P) = 121——~——— (1I-87)
2P
1=1

En effet

M (T,P) 3 O (11-88)

R L . . . ; Ry
M (1,P) = 0 si et seulement si un Y; au moirs est nul (IT-89)
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v [r[a,(8',85)],7) > o [r(a,s"),p]

(I1-90)
Mr[I‘(A,B1,B2),P] > Mr[I‘(A,B2),P]
et 4 fortiori
u[r[a,(8',B)],P] 3 Ime{MT[r(a,8"),P], M [r(a,3%),2]}  (11-91)

La continuité de MrIF,PI par rapport aux composantes des vecteurs propres de
a¥ et aux éléments de B montre que la propriété de convergence (TII-U) est

également vérifiée

1im M [T(4,,B;),P] = M"[I(a,B),F] (11-92)
1+t
si A. » A
* lorsque i+ +w
Bi + B

A condition toutefois de restreindre le sens de 1'expression. Ai tend vers A

lorsque i tend vers 1'infini, de la fagon suivante :

- guelque soit i, le sous espace propre associé& & toute valeur
propre de Ai est de dimension 1. ,

~ les matrices Ai ont le méme nombre de valeurs propres distinctes
que A et l'ordre de multiplicité de chaque valeur propre de A, est égal & celui

de la valeur propre de A vers laquelle elle tend.

¢ - Interprétation géométrique :

Soit un processus linéaire stationnaire monovariable pour lequel les
valeurs propres de A sont toutes réelles. Les Yy définis au paragraphe précédent
s'identifient alors simplement aux produits scalaires des vecteurs propres de

m

At normés, par le vecteur de commande B. La moyenne harmonique de ces produits scalsires
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constitue une mesure de la commandabilité du systéme stationnaire dans les

conditions précisées plus haut.
b

W=7 : 1 (11-93)
i=1 |BT.v,|
1
P T P T
Dans cette ecrlturelB .vi‘ représente le module de B Vi
YR, 5aq : < t ‘ } .
Munissons . de la base {v1,v2,... VQ,V+1,... vq . v1,v2... vy sont les

. vecteurs propres de A”, normés. Les vecteurs v Ve normés complétent

4127
la base.

La matrice du régime libre A et le module du vecteur de commande

B dans lsa base {v,,v v } étant fixés , cherchons & quel systéme corres-
1 q .

PYIRE
pond la plus grande mesure | .

. T ’
Soient (b],bz...bz, LTPRETR bq) les composantes de B sur la
base {v1,v2,... vq} . La recherche du meximum de p est &quivalente & la
recherche du minimum de :
S R g | (II-94)
BT Togl T

=C (I1-95)

L'application des théorémes classiques pour la recherche des

extrémes d'une fonction conduit & :°
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el = = ny ] (I1-96)

i
o
0
(@]

9,+2“” B q (11-97)

Autrement dit lorsque la matrice A et le module de B sont fixés,
le vecteur de commande gqui donne la plus forte mesure U est celui qui appar-
tient au sous espace de fan engendré par les vecteurs propres de AT et qui

se projette d'égale fagon sur chacun d'eux.




CONCLUSION

- . . PO -~ 3 T o e L
Dans ce chapitre ont &té 2noncées les propriétss minimales que

doit = tonte grandeur choisie en vue de d&finir une mesure de la
commandabilité d'un processus linéaire, stationnaire ou non, représenté par

une équation d4'état

L'%4tude des systémes lorsqu'ils sont commandés de maniére optimale,
relativement i un critére quadratique, nous a conduit & introduire une classe
de mesures de la commandabilité. Dans cette optique, un systéme qui est "bien
commandable’ est un systéme qui ne demande qu'une faible énergie de commande
alors nu'un systéme qui n'est pas commandable demanderait une énergie de com-

mande infinie pour atteindre certains &tats.

,'examen du cas des systémes linéaires stationnaires conduit,
pour ceux-ci, 4 la définition de mesures particulisres qui s'interprétent

géométriquement.

La dualité commandabilité observabilité permet 4'introduire sim-

plemant des exemples de mesures de l'observabilité dont la d&finition axioma-

blable a4 celle des mesures de ls commandabilité.

tigue ont oen




CHAPITRE ITI

COMMANDABILITE , OBSERVABILITE ET SENSIBILITE

AUX PARAMETRES
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INTRODUCTION

La notion de''bonne ou mauvaise" commandabilité d'un systéme se rap-
porte & une qualité souhaitée pour ce systéme. Ainsi, nous avons vu au chapitre
précédent que la recherche de la commande d'un processus & &nergie minimale
permettait de définir divers types de mesures permettant de préciser la com-
mendabilité d'un systéme. Nous voulons ici rattacher la notion de commandabi-
1ité & une autre qualité : la précision dans la commande. C'est pourquoi, aprés
avoir mis en évidence le lien entre la commandabilité d'un systéme et sa sen-
sibilité aux variations de ses paramétres caractéristiques, nous montrons que
la précision atteinte lors de 1la détérmination de la commande d'un processus
dépend non seulement des erreurs commises lors de la détermination d'un modéle
pour ce systéme ou de 1'€laboration de la commande mais également de la struc-
ture de la matrice de commandabilité.

Cette constatation nous conduit donc & proposer une mesure de la commandabilité

qui rende compte de la précision dans la commande.

Une étude parall@le sur la précision dans reconstitution d'un
8tat nous conduit, de la méme facon, & définir une nouvelle mesure de 1'ob-~

servabilité.
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A - COMMANDABILITE ET SENSIBILITE AUX PARAMETRES CARACTERISTIQUES DES SYSTEMES
LINEAIRES.

] - Position du probléme

Soit le systéme linéaire continu :

x(t) = A(t) x(t) + B(t) ult) (1-2)
Nous étudions ici l'effet sur ce syétéme de variations des coef-
ficients de A(t) et B(t). Pour cela, nous notons AA(t) et AB(t) les varia-—

tions sur A(t) et B(t) et A¥(t), B (t) 1les matrices définies par :

t) = A(t) + AA(tL) | (TII~1)

ct
S
1}

B(t) + AB(t) (111-2)

La sensibilité du processus aux variations de ses paramétres est

déterminée par comparaison des trajectoires issues de 1l'origine Xy = 0 a
1'instant t, du systéme (I-1) et celles du systéme :

O® * * :

x(t) = A7 () x (t)+ Bt) ult) (I11-3)

lorsqu'ils sont soumis & la méme commande.

~

De la méme fagon, et en utilisant une notation semblable &
celle utilisée pour les systémes continus, nous comparons les trajectoires

issues de 1l'origine Xy =0 a4 1l'instant tO du systéme discrets:

x(t+1) = A(t) x(t) + B(t) u(t) (1-11-1)

a celle du systéme :
x(t+1) = A¥(£) xT(t) + B (t) ult) (III-L)

pour une méme loi de commande u(t).
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Montrons tout d'asbord que

Théonéme 17

Pour que Les trafectoines dans £'espace d'état des systemes con-
tinus Lindaines (I-2) et (ITI-3) (resp. discrets Lintaires (I-11-1) et (III-k))

issues de L'onigine x,=0. & £'instant t, puissent etrhe confondues sun

L'intervalle de temps [to,%»[ et ceci quelle que 404t La commande appli-
quée , AL est nécessaine que :

AB(t) =0 ve e [tg,[ (I11-5)
Démontrons cette propriété pour les systémes continus.

En tenant compte du fait que :

t.) =0 | (I11-6)

-

L'intégration des équations (I-2) et (III-3) conduit & définir les vecteurs

d'état x(t) et x (t) par les expressions respectives :
t
x(t) =f o(t,8)B(8)ul(s)as (Iri-7)
tO
x*(t) J *(+,8)B%(8)u(8)as (111-8)
%o

-I1 en résulte par différence
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t
x(t) -xt) = f [(t,8)B(8)-0%(t,8)B (8] u(8)as (111-9)

%

Pour que les trajectoires des systémes (I-2) et (III-3) soient confondues
il est nécessaire et suffisant que la grandeur vectorielle définie en (I11-9)
soit nulle & tout instant. Et ceci, quelle que soit la commande u(8) sur 1l'in-

tervalle [to ,t] .

Le choix d'une commande de la forme :

w(s) = [o(t,8)B(8) - 8%(¢,8)8%(8)] Ty | (111-10)

ol & € &3 est un vecteur colonne & q composantes, conduit &  exprimer

1'écart entre les trajectoires des deux systémes par 1l'expression :

t
x(t)-x"(¢) =[;f [o(t, §)B(8)- ¢*(t,8)B%(8)] [o(t,8)8/6)- 6*(t,8)5"(8)] ag]y @rr-11
t

0

La nullité de cette expression pour toute commande de la forme
(III-10) nécessite que la relation (III-12)

o(t,8)B(8) - 6%(t,8) BX(s) = 0 ‘ (IT1-12)

soit vérifiée pour tout § appartenant & l'intervalle [ﬁo,t] et en parti-
culier pour 8§ = t.

I1 en résulte

*
8(t,t)B(t) - ¢"(t,t) B (£) = 0 (III-13)
d'od, puisque, si I désigne la matrice identité de rang q :
o(t,t) = &7 (t,t) = I (ITI-1b)
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il est nécessaire d'avoir
*
B(t) = B (t) (11I~-15)
et ceci, quel que soit t,
*
(

soit B(t) =B (1) ¥ 716 [t=[.

La généralisation de la propriété 17.au cas des processus discrets

s'effectue de fagon semblable.

Nous admettons pour la suite de 1'étude que la propriété
B(t) = B¥(t) est vériride pour tout t > t,. Il en résulte pour le systéme

perturbé une évolution régie par 1l'expression :
Ox * *
x () = A(t) x (t) + B(t) u(t) : (I11-16)

dans le cas continu, et par l'expression :

(t+1) = A%(t) x™(t) + B(t) ult) (ITI-17)

dans le cas discret.

2 - Condition nécessaire et suffisante de commandabilité

Dans ce qui suit, nous appelons uniformément commandable un systéme

continu (resp. discret) qui vérifie la propriété :
rang S(to,t]) = q==> rang S(to,tg) =q ¥t,2 t, (111-18)

I1 est clair que les systémes continus et les systémes discrets
- dont la matrice du régime libre est régulidre & tout instant (c'est le cas,
en particulier, des systémes discrets obtenus par échantillonnage de systémes

continus) sont uniformément commandables s'ils sont commandables.
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Theoneme 18

Le systeme Lintaine continu d'équation (I-2) (nesp. discret
d'equation (II-16-i ) est uniformément commandable au sens de La déginition
précédente s4 et seulement s4, Lonsqu'il Evolue en partant de £'ornigine
x4=0 a L'instant ty s AL existe un instant t, au dela duquel toute
varniation AA(t)  swr At) mogifie nécessairnement au moins une de ses trha-

jectoines dans L'espace d'état.

Supposons le systdme linéaire continu (I-2) commandable, nous
allons montrer qu'une variation AA(t) sur A(t) qui n'a d'effet sur aucune
trajectoire issue de l'origine est nécessairement identiquement nulle au

deld d'un temps t,.

Si
x
(

x(t) = x (t) ¥t 6 [t (111-19)

alors :

Q. .
x (t) ¥t 8 [tg,+el (I11-20)

»
ct

N”
[}

Dans ces conditions, il vient :

Alt) x(t) = A%(t) x*(8) Wt @ [b,+e] (111-21)

Le systéme (I-2) étant commandable, il existe un instant t,
au deld duquel tout &tat puisse &tre atteint. Il en résulte que, pour
t 2t il vient nécessairement : '

*
(

A(t) = A (%) (I111-22)

- La réciproque de ce théordme se démontre aisément.
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Remarque : Si le systéme n'est pas commendable, il suf-
fit que les lignes de AA(t) appartiennent & chaque instant t au sous espace

orthogonal & t espace atteignable & cet instant pour que 1'8galité (ITI-21)

soit véritiée.

3 - Systémes discrets

Le théorime 18 que nous venons de démontrer pour les systémes
continus est également valable pour les systémes discrets. Il convient
slors d'interpréter t comme une variable discréte entiére.

Le démonstration est tout & fait analogue & celle présentée
pour les systimes continus. Cependent, nous allons expliciter ici une démons-
tration des théordmes 17 et 18 pour les processus discrets stationnaires,
pour lesquels le rdle de la commandabilité est particulisrement bien mis en

évidence.

Soit, donc, les systdmes discrets stationnaires décrits par les

équations d'état :

x(t+1) = Ax(t) + Bu(t) | (I11-23)

(1) = A% (6) + BYult) (TII-24)

I1 vient pour les deux systémes partant de l'origine Xy = 0

d 1'instant tO *

x(to+k) = Ak—1Bu(to)+Ak—2Bu(to+1)+...+Bu(to+k—1) (III-25)

x*(to+k) = A*k‘]B*u(tO)+A*k"23*u(to+1)+...+B*u(t0+k—1) (III-26)
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Pour que les trajectoires des deux systémes soient confondues en permanence,

quelles que soient les commandes appliquées, il faut et il suffit que :

.
W
nou
> w
td

(III-27)

/

B=B"

(A-A') B=0

k=1 (111-28)

(a-2®)  (B,AB,...aAK'B) = 0

L'ensemble des conditions (III-27) est encore équivalent aux

deux conditions :

B=38"
L 3
(A-A7) ca =0

ol Cd est la matrice de commandabilité :

cd = (B,AB,....A%'B) (IT1I-29)

Pour que les trajectoires des deux systémes soient confondues
en permanence, quelles que soient les commandes appliquées, il faut et il
suffit que les matrices B et B* soient confondues et que les lignes de 1la
'_matrice A-A* appartiennent au noyau de CdT. Ce qui démontre, pour les

systémes discrets stationnaires, les propriétés 17 et 18.




.

4 - Systémes échantillonnés

Soit le systéme linéaire continu stationnaire :

;(t) = A x(t) + B u(t) (111-30)

Le systéme discret stationnaire obtenu par &chantillonnage &
période constante T du précédent lorsque la commande est réalisée par un
bloqueur d'ordre O dont la période est synchronisée sur celle de 1l'échantil-

lonnage, a pour équation :

. T
x[(:n+])‘1’] = eAT x{(nT) + [fo eA(T—G) B d6] u(nT) (III-31)

Soient A et AB des variations sur les matrices A et B du

systéme (ITI-30) et notons A*v et B* les matrices suivantes :

A + AA (II1-32)

-3
[}

o
L}

B + AB . (I11-33)

Au systéme continu d'équation :

2(t) = A% x(t) + B* u(t) (ITI-34)

nous associons le systéme &chantillonné :

%, T w .
x[(n+1)T] = & Tx(a) +[ [ M (T-8)g d§]u(nT) (T1I-35)
o
Théon2me 19

Le systeme Linaine discret stationnaire d'équation (III-31)
obtenu par Echantillonnage du systeme continu stationnaire (III-30) est
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commandable s4i et seulement si, Lonsqu'il Evolue en partant de L'ornigine

x0=0 , toute vardiation AR sun £a matrice B ou AA sur La matrice

A - modifie nécessairement au moins une de ses trajectoires dans L'espace
d'état.

En effet, si le systéme discrétisé& est commandable, pour gqu'au-
cune trajectoire issue de Xy = 0 ne soit modifiée par une variation sur

la matrice A ou sur la matrice B, il faut et il suffit que :

¥
AT o AT (1IT-36)

T
f eA(T"S)(B—B*‘) a8 = 0 (I1I-37)
0

Or si le systime discrétis& est commandable, les diviseurs &lémentaires
/12/ de eAT sont premiers entre eux. Dans ces conditions 1'équation (III-36)

admet une solution unique :
A =2" (III-38)
D'autre part, 1l'équation (III-37) implique :

B=38B ‘ (1II-39)

car la matrice -(’ ‘eA(T-G) d8 est réguliére.
0

'.B — OBSERVABILITE ET SENSIBILITE AUX PARAMETRES CARACTERISTIQUES DES SYSTEMES
LINEATRES

1 - Position du probléme




De la dualité commandabilité-observabilité, il est possible de
déduire pour 1l'observabilité des propriétés semblables & celles relatives
& la commandabilité et énoncées dans les théorémes 17 et 18. Toutefois, il
est possible d'aller plus loin lorsque les systémes considérés sont station-

naires.

Soit le systéme linéaire continu d'équation

x(t) = A x(t) + B u(t)
(11I-40)
s(t) = ¢ x(¢t) + D u(t) '
ou, soit le systéme discret
x(t+1) = A x(t) + B u(t)
(III-L1)

s(t) = C x(t) +D u(t)

Afin d'étudier 1'effet sur ces systémes de variations des coef-
. . . . * .
ficients notons AA et AC les variations sur A et C et A, C;'E les matrices

définies par :

A+ M , ) (ITI-42)
C + AC (III-L3)

«Q
[}

Nous comparons les trajectoires libres dans l'espace des sorties des systémes
(III-40) et
o]
X

t) = A® x*(t) + B u(t)

(IIT~bk)
*

A (L) ¢* x*(6) + D ul)
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ainsi que des systdmes (III-41) et

(t+1) = 2% xN(¢) + B ult)

(III-L5)
* * _*
x (

A (t) C t) + D ult)

Les vaiations possibles sur B et D étant sans influence sur le

régime libre n'ont pas.besoin d'&tre mises en &vidence.

Nous allons montrer que :

Théonéme 20

Poun que Les trajectoires Libres dans £'espace des sonties des syste-
mes Lindaines continus stationnaires (III-LO) et (ITI-4k4)(resp. des sys-
tomes Lindaines discrets statiomnaines (III41) et (III-L5 )) sodent confondues
qued que s04it L'état initial X, a L'instant t = 0 , AL est nécessairne que :

AC =0 (III-L6)
En effet pour que les sorties des systémes (III-40) et (III-LkL)
(resp. (III-41 et (III-45)) soient confondues, il faut qu'elles le soient,
en particulier, & 1'instant initial : ‘
C x,=Cx (III-47)
La vérification de (ITI-U4T) quel que soit X, implique (III-46).

Compte tenu de la propriété 20, nous nous limitons maintenant

3 comparer les systémes (III-40) et (III-41) aux systémes :
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£ (t) = &% x(¢) + B ult)

(III-L8)
A*(t) =c x*(t) + D u(t)
X (t+1) = A% x(t) + B u(t)

(ITI-43)
A*(t) = c x™(t) + D u(t)

2 - Condition nécessaire et suffisante d'observabilité

Théoneme 21

Le systeme Lintaine continu stationnaire (III-40) (resp. Linlaire
discret stationnaire (III-41) est observable s4i et seulement 34 toute varia-
tion AL sun A modifie nécessairement au moins une trhafectoire Libre dans
L'espace des sonties.

Supposons le systéme linéaire continu (III-L0) observable et
montrons qu'une variation AA sur A qui n'a d'effet sur aucune trajectoire
libre dans l'espace des sorties est nécessairement nulle.

I1 vient par intégration :

s(t) =Ce X, (III-50)
*
§*(t) = c & txo (III-51)
s(t) et s*(t) sont deux fonctions infiniment dérivables , et ceci quel que

soit Xq. Il en résulte que si,

¥t e [tg,r]

q (III-52)
¥ xo € SL

s(t) = s*(t)
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alors :
-+
<
caett = et
»
o A2eAt = c A*zeA t
o . ¥t 8 [ty,+=[ (I1I-53)
'q At *q At

C A%e = CA

L'égalité (III-S53) doit Stre vérifiée, en particulier, pour t = O.

D'ol :

CA=CaA
S *2

CA

: (111-53)
c'ad = ¢ g%

Soit encore :

c a*

c A.A¥ » (TIT-5L)

CA

C A2

+

cAl= c A%l ¥

L'ensemble d'égalité (III-54) est encore équivalent & :
_ *
Ob [A-A"] =0 : : (III-55)

ol Ob désigne la matrice d'observabilité :

Ob (III-56)
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gi le systéme (III-40) est observable, cette relation ne peut &tre vérifige

que lorsque
M =0 (III-57T)
Réciproquement si le systéme (III-4O) n'est pas observable, il
suffit que les colonnes de AA appartiennent au noyau de la matrice d'obser-

vabilité pour que 1'égalité (III-52) soit satisfaite.

En effet 11 vient dans ce cas :

Ob A = Ob A¥
2_ *2
?b A= 0b A (III-58)
obad™! = gpa*d!
D'ol
At A% '
Obe = Obe ¥t e[ty (III-59)
Ce qui implique, en particulier :
At A%t
Ce~ = Ceé ¥t e[ty,*e] (11I-60)
Il en résulte que si
x, = x"(0) (TII-61)
et si
u(t) =0 ¥t 6[tg,tel (II1-62)
‘Alors :
*
s(t) = s (t) vt 6ty +e[ (I11-63)
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La démonstration du théoréme 21 pour les systémes discrets

stationnaires s'effectue de fagon semblable.

C - PRECISION DANS LA COMMANDE D'UN SYSTEME LINEAIRE DISCRET

1 — Position du probléme

Lors de 1'@laboration de la commande d'un processus linéaire
discret, nous avons & résoudre le systéme d'équations linéaires représenté

sous forme matricielle par :

u(to)
u(t0+1) .
z, = Cd(to,t]) (II1-6L)
u(t1—1)
ol z, représente :
2, = x5 - At =1).... Altg)x, ‘ (ITI-65)

c'est-d-dire la différence entre 1'état X, que nous désirons atteindre
a4 1'instant t, et 1'état obtenu a cet instant en laissant évoluer librement

le systéme & partir de 1'état initial X,
Or la précision dans le calcul de la commande 3 partir

de 1'équation (III-64) dépend non seulement des erreurs sur les éléments

~ de la matrice Cd(to,t1) mais égaiement de la structure de cette matrice

/23/. C'est pourquoi il parait intéressant d'étudier comment se repercutent
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sur 1'état & atteindre les erreurs sur les éléments de la matrice Cd(to,t1).

2 - Effet sur 1'état final d'erreurs sur ls matrice de commen~

dabilité
Soit un systéme discret linéaire que nous voulons faire passer
de x(to) =0 & x(t1) = x.

La séquence de commande réalisant cette propriété doit vérifier

la relatiqn :

u(to)

X, = Cd(to,t]) u(to+1) | (III-66)

1

u(t1f1)

Compte-tenu des imprécisions dans la définition du mod@le 1'étude s'effectue
le plus souvent & partir d'une estimation Cd*(to,t1) de la matrice de comman-—

dabilité Cd(to,tT)

i u(to) T
x, = Cd"(tyst,) | ulty*1) (III-67)
-_u(t]_] )]
soit en notation abrégée :
x, = Ca"(ty,t,) Witg,t,) | (111-68)
ca*(to,t1) = Ca(ty,t,) + ACd(ty,t,) (III-69)
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Les solutions de 1'équation (III-67) s'écrivent :

*+
AWty,t,) = Cd (tgstydxy + ¥ (I1I-70)
avec y vecteur quelconque appartenant au noyau de Cd*(to,t1)

Quto,t1) étant calculé & partir del' équation (III-67), 1'état atteint &

1'instant t, sera :

1

x(t1) = Cd(to,t]) u(to,t]) (I1I-71)

De (III-T1), (III-6T7) et (III-68) il vient :

X, = x(tq) = ACd(tO,t]). ?.b(to,t1) (I1I-72)
D'ol

M, = Aca(tg,ty) [a* (et )x, + 5] (I11-73)
-en notant

Ax, = x4 - x(t1) » | (III-74)

81 840, désigne la norme géométrique de matrice induite par la norme
euclidienne, le choix de

y=0 : (III-75)

qui correspond & la commande minimisant.l'expresshxliLT(to,t1).ﬂuto,t1);

implique 1'inégalité :

e A)c] < Sqps [Acdlty,t,] - Sp,¢,[0a™ (6,8, Y] Vxx,  (ITI-76)

soit encore :
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-

1

CICY

se¢, [Acd(ty,t,)] (III-77)
Amin .

X, .X

-

1

expression dans laquelle Amin représente la plus petite valeur propre de la
. * *T
matrice Cd (t,,t,) Cd  (tq,t, ).

/T
Ax1 bx,
Les quantités jfjr—--—- et Sq%¢é[ACd(to,t1)]caractérisent
: X, X

1 ™M
l'erreur relative sur 1'état & atteindre, et l'erreur absolue sur les coefficients

de la matrice de commandabilité Cd™(t _,t ) Dans cette interprétation, il appa-

O’
rait que 1l'erreur relative sur 1l'état est majorée par l'erreur absolue sur les
coeff1c1ents de la matrice commandable multipliée par un nombre qui ne dépend

que de cette seule matrice.

Nous avons vu au chapitre précédent que A min était une mesure
forte de la commandabilité. Il apparait donc que cette grandeur qui était dans
ce chapitre 1l'objet d'une interprétation &nergétique intéressante caractérise

également la précision de la commande.

Une transformation simple de 1'expression (III-77) conduit & la

relation :

./Ax Ax, /— Spo¥n [aca(ty,t )]
/ X% x A min S¢,¢, [Cd*(to’£1)]

(I11-78)

1M

T
~ rd *
ol Amax représente la plus grande valeur propre de Cd*(to,t1) cd (to,t1).




-83-

L'inégalité (III-78) s'interpréte comme une majoration de 1l'erreur
relative sur 1'état par le produit de l'erreur relative sur la matrice de

commandabilité par un nombre qui ne dépend que de cette matrice.

) est carrée, le nombre Amin qui

Amax

apparait est un conditionnement /23/ de la matrice Cd*(to,t1). Il est appelé

Lorsque la matrice Cd*(to,t1

nombre de Von Neumann.

3 - Interprétations du nombre de Von Neumann de la matrice de

commandabilité

La quantité v Amin introduite au paragraphe précédent admet
Amax

deux autres interprétations intéressantes.

Envisageons le ¢as pour lequel il n'y a pas d'erreur sur la
matrice de commandabilité utilisée dans le calcul de la commande

%»* . . 2
- Cd(t tj) = Cd (to,t1)) les seules erreurs intervenant lors de son élabora-

O’
tion.

L'équation & résoudre pour trouver la séquence de la commande est :

x, = Calty,t,), Wity,t,) (I11-79)

1 0

La commande effectivement mise en oeuvre aprés calcul est Qbf(to,t1)

et 1'état effectivement atteint est défini par la relation

x(t,) = calty,t,) Wt ,t,) (111-80)
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L'écart entre 1'état atteint et 1'état désiré s'exprime par :

x(t,)- x, = b, = Calty,t) [Wilty,t,) - Wlty,t,)] (I11-81)

I1 en résulte 1l'équation de sensibilité vis & vis de la commande du systéme :

Ax

1'= Cd(to,t1). A tL(to,t1) (11I-82)

Projetons AQtCtO,t1) sur le noyau de Cd(to,t1) et sur le sous espace

orthogonal.
S A u.(to,t1) = pweau}r (111-85)
AW = projection sur le noyau de Cd(to,t1)
AQ*A = projection sur le sous espace orthogonal ou noyau.

S

11 vient alors
VAmin AAT Ayt < /Ax bx, o™ /T (III-8L)

Amin et Amax désignant respectivement la plus petite et la plus grande

valeur propre de Cd(to,t1) CdT(to,t1)

I1 est clair que :

(111-85)

o A
||ag?|| =cte
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La quantité v Amin caractérise donc la constance du
' Amax .

comportement du systéme en présence d'erreurs sur la commande.

Ce nombre caractérise encore d'une autre fagon le comportement du systéme
piloté par une commasnde erronée. En effet, des .équations (III-80), (III-81)

et (III-83) il vient, par majoration :

i, /rmeax /A’LLA T gl
< (111-86)
X4

/Ax
Amin u* TY*

X

Ainsi / Amin s'interpréte également comme l'inverse du coef-

ficient d'amplificationkﬁg§imum de l'erreur relative.

4 - Propriété de V-)-‘-IEE

Amax

Théoneme 22

Pour un systme Lindaire discnet, 84 tmax et lmax désignent
nespectivement La plus petite et La plus grande valeur propre du prodult
de La matrice de commandabilité utilisées dans Le caleul de La commande
par-sa thansposée , La quantite %ﬁ%ﬁ est une mesure de La commanda-
bitite.

La vérification de cette propriété est immédiate.
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I1 faut remarquer quen/xmln est une mesure faible de la commande-—
cnsa e . v ] max
bilité. I1 est clair toutefois que X cette grandeur permet une bonne carac-
térisation de la commendabilité lorsque le critére retenu pour qualifier celle-

ci est la sensibilité.

D - PRECISION DANS LA COMMANDE D'UN SYSTEME LINEAIRE CONTINU :

Comme dans le cas des systémesdﬂxrets,nous particulariserons la com-
mande en choisissant systématiquement celle qui minimise la fonctionnelle

quadratique :

T
wl () at) at
tO
La recherche de la commande qui permet de passer d'un &tat X,
a 1'instant t, & un état x, 4 1'instant t, se raméne alors 8 la résolution

0
du systéme d'équations lindaires

x, = 8t ,t)xy = S(tgsty) ¥ ‘ (III-87)

ol les q composantes du vecteur Y sont les inconnues.

Si nous considérons alors les composantes de Y comme étant les
paramétres de réglage de la commande sur l'intervalle Eio,t1], nous sommes
formellement, en présence du méme probléme que celui posé par les systémes
discrets.

Toutefois, la matrice S(to,tl) étant une matrice symétrique
positive, régulidre lorsque le systéme est commandable, nous pouvons sim-

plifier 1'énoncé des propriétés,
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Si Amin et Amax désignent respectivement la plus petite et

la plus grande valeur propre de S(tI,t1), nous avons les relations :

— € : S0 [AS(to,t1)] (I11-88)
X)X, Amin
T
oAy Axg Amax Sgpey [85(t,t,)] (
T ¢ : > . III-89)
X X, Amin SY,4, [s (to,t1)]
Amin Min | |Ax ||
/_— = te (I17-90)
Amex Max ||ax ] [law|] =c
T T
Ax, Ax /Ay~ AY :
% 1 ¢ Amax — (III-91)
Xy % Amin vy

. * : P
Dans ces expressions S (to,t1) représente, de fagon analogue

o« % ] . e
a cd (to’tT) la matrice effectivement utilisée dans les calculs.

A S(to,t1) représente la différence entre S(td,t1) relative & 1'évolution

réelle du systéme et S*(to,tj).

. . PR . Ami N
Les diverses interprétations de Mmin et AE;? sont les mémes

que celles données pour ¥ dmin et //iﬁiz dans le cas des systémes dis-

crets.
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E - EXEMPLE D'APPLICATION AUX PROBLEMES DE SYNTHESE DES ASSERVISSEMENTS

-~

Le systéme que nous considérons est celui qui nous a d&ja

servi d'exemple au chapitre précédent (paragraphe II-3-5, figure 1)

Les valeurs propres extrémes de la matrice Cd CdT de ce

systéme commandé en deux périodes admettent les expressions

2
Amin = §:——§—:EI
2

s+ /se—hp

2

Amax =

avec

212 4 (x—6)2(1—D2)(1+D2)

/]
li

7 (1-8)2(1-D)"

o)
1

Amin
Amax

L'étude des variations de la quantité V/

variasbles réduites

A8
§
et
6 =1
§

conduit & un réseau de courbes présenté Tfigure 1.

(III-92)

(ITI-93)

(1II1-9L4)

(I11-95)

en fonctions des

(I11-96)

(ITI-97)
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F - PRECISION DANS LA RECONSTITUTION DE L'ETAT D'UN SYSTEME LINEATRE DISCRET

1 - Position du probléme

‘Pour reconstituer 1'état & 1l'instant t, d'un systéme lingaire

discret dont le vecteur de sortie est observé entre les instants tO et t1,

il nous faut résoudre le systéme d'équations linéaires suivant :

: E(to) - D(ty) ulty)

s(ty+1) - D(ty+1) ulty+1)

’

1

j = Ob(to,t1) x(to) (I11-98)

_s(t]) - D(t,) ult,) |
ol les composantes de,x(to) sont les inconnues.

Nous savons guece systéme admet une solution et une seule si

la matrice Ob(t t]) est de rang q.

O’
La précision dans la reconstitution de 1'&tat initial x(tb) dépend

non seulement des erreurs sur les &léments de la matrice Ob(to,t1) et des

erreurs dans l'observation du vecteur de sortie mais ééalement de la struc-

ture de la matrice d'observabilité /23/.

Le probléme que nous rencontrons ici pour 1l'observabilité est

analogue 3 celui posé au paragraphe III-13 pour la comm:ndabilité.
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2 - Effet sur la reconstitution de 1'&tat initial d'erreurs sur

la matrice d'observabilité.

Soit un systéme discret linéaire
x(t+1) = A(t+1) x(t) + B(t) u(t)

s(t) = c(t) x(t) + D(t) ult)

observé entre les instants to et t, et dont nous voulons reconstituer 1'état

d 1l'instant to. Soit Xy cet état. Xq satisfait la relation :

(s(tg) = Dltg) ulty)

s(to+]) - D(to+]) u(t0+1)

= Ob(t t]) Xq (111-98)

O’
|

s(t,) - D(t,) u(t,)

L'état (t ) estimé lorsque la matrlce Ob(to,t ) est entachée d'erreur est

défini & partlr de la matrice Ob (to,t ) selon la relation
s(ty - D(ty) ulty) ™

= 0b (t,t,) x(ty) (111-99)

O’

s(ti) - D(t,) ult,)

e
avec

Ob (to,t1) = Ob(to,t1) +D Ob(to,t1) (111—100)‘

L'écart entre la solution calculée x(to) et la solution réelle X,

"satisfait la relation
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]
Ob (to,t]) x(to) - Xy, =- AOb(tO,t]) X5 (III-101)

‘ Pour que 1'équation (III-99) n'admette qu'une seule solution (sys-
téme observable) il faut et il suffit que la matrice Ob*(to,t1) ait pour rang q.

Dans ce cas, 1l'équation (III-101) admet également une solution unique :

- x. = 0b

o+
o (

x(t to,t]) AOb(to,t1)xo (III-102)

o)

Il vient alors, si Ax désigne 1'écart x(to)—xo, les inégalités

suivantes :

Amin

Moxg g /T

T < — S¢, [M0b(t,t,)] (11I-103)
X X
070

/o ax

Somax S92 [M00(to.t,)]

7%==-——3 £ - (TII-10L)
o Amin S99, [Ob (to,t1):|

Amin et Amax désignent respectivement la plus petite et la plus grande
*
valeur propre de Ob*T(tO,t1)Ob (to,t1).

L'interprétation pour 1l'observabilité de ! et V/Xmax
Amin Amin

dans les inégalités (III-103) et (III-104) est analogue & celle des inégalités
(ITI-77) et (III-T8) pour la commandabilité.

3 - Interprétations du nombre de Von Neumann de la matrice

d'observabilité.

Comme dans le cas de la commandabilité, nous pouvons encore
/Amin

donner deux autrgs interprétations de Amax
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Supposons qu'il n'y ait pas d'erreur sur la matrice d'observa-
bilité utilisée dans le calcul de 1'état initial (Ob(ty,t,).= Ob*(t,t,))
mais que les diverses mesures du vecteur de sortie soit entachées d'erreurs
au niveau des capteurs utilisés, 1'état initial cherché satisfait 1'équa-
tion (III-98)

s(to) - D(to) u(tO

‘

: = Ob(to,t1)xo (I11-98)

s(t1) - D(t]) u(t1)

par suite des erreurs de mesure nous résolvons en réalité le systéme :

[s(ty) - D(ty) ult,
' + elty,t,) = 0b(tg,t,) x(t)  (ITI-105)

s(t1

- D(t,) u(t])

avec e(to,t1) : vecteur définissant les erreurs de mesure successives

sur le vecteur de sortie.

‘L'cart entre 1'état initial calcule x(to) et 1'état initial réel X, admet
alors l'expression :

x(ty) -~ x4 = Ob+(to,tj)v e(ty,t,) | (II1-106)

0
En désignant respectivement par e’ et ek les projections de e(to,t1)

+
sur le noyau de Ob (to,t1) et sur 1le sous espace orthogonal :

e(to,t]) = e ex ‘ (III~107)

il vient :

/1 A 1 A
M < gl < /2 11 (111-108)



si Amin et Amax désignent comme au paragraphe (III-F-2) la plus petite
t1) Ob(to,t1).

et la plus grande valeur propre de ObT(tO,

Puisque
mim _ [MinllAxl] (I1I-109)
Amax te
MaxlIAxoll llell| =c

constance du compor-

la quantité v izzz apparait comme caractérisant la
tement de l'observateur d'équation (III-98) en présence d'erreurs sur les

sorties physiquement observées du systéme.

D'autre part si nous désignons par Z(to,t1)

S(?o) - D(ty) ulty)
(III-110)

Z(tgstq) =| + € (tgty)

s(£1) - D(tj) u(t,)

le vecteur formé a partir des mesures du vecteur de sortie et des commandes

appliquées ou systémes, nous pouvons écrire

||Ax0|| Amax l‘e(to’t1)|| )
< '_/’)\min IESSRIL (II1I-111)

Hxy 11

//;ng apparait alors comme l'inverse du coefficient d'amplification maximum
" de l'erreur relative.
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Amin
Amax

4 - Propriété de

Théondme 23

Pour un systeme Linaire discret, 44 Mmin et Amax d2signent
nespectivement La plus petite et La plus ghande valeur propre du produit 4
gauche de £a matrice d'observabilité par sa transposie, La quantitt )\m;:
est une mesure de £'observabiliti. '

La vérification de cette propriété se fait sans difficulté.

La q!ua,ntité\/%-L:n;; est une mesure faible de 1'obseryabilité.

Toutefois, comme lors de l'étudé de la quantité analogue définie pour la
commandabilité, il conyient de noter 1'intérét dé cette grandeur : elle
pemét une trés bonne caractérisation de 1'observabilité lorsque le cri-
tére retenu pour qualifiér celle~ci est la sensibilité. Ceci montre bien
1'intérét dés mesures faibles de 1l'observahilité (ou de la commandabilité)
bien que possédant des propriétés mathématiques moins fimes que les mesu-
rés fortes, ellés constituent néanmoins de bons outils pour 1'analyse des

systémes ou la synthése des asservissements.
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CONCLUSION

L'étude des liens entre sensibilité aux param@tres et commandabi-
1ité d'une part, sensibilité aux paramétres et observabilité d4'autre part,
nous a permis de définir de nouvelles mesures de la commandabilité ainsi que
de nouvelles.mesﬁres de 1'observabilité. Nous avons pu, en particulier,
introduire une grandeur qui permet de qualifier la commandabilité d'un sys-
téme tout en exprimant sa sensibilité aux variations de ses paramétres carac-
téristiques et aux erreurs intervenant lors de la définition de la commande
imposée au processus. De méme il a été€ possible de définir une mesure de
1'observabilité d'un processus qui se rattache directement & la sensibilité
aux variations de ses param@tres caractéristiques et aux erreurs introduites

lors de la détermination effective de ses grandeurs de sortie.
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CONCLUSION GENERALE
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Aprés avoir rappelé les propriétés essentielles de la commanda~
bilité et de 1l'observabilité, nous avons pu formaliser les notions intui-

tives de qualité de la commandabilité et de l'observabilité.

Le choix d'un critére énergétique nous a permis ensuite de donner
des exemples de mesures de la commandabilité et d'illustrer par 1'étude

d'une famille de systémesl'utilisation d'une de ces mesures.

" Enfin, nous avons montré Que les propriétés de commandabilité,
observabilité et sensibilité aux paramétres sont liées. Cette constatation
nous & conduit & introduire des mesures de la commandabilité et de 1l'obser-
vabilité qui caractérisent 1l'influence sur 1'état d'un systéme et sur son
estimation des erreurs commises lors de 1'établissemnt du modéle, de 1'éla-
boration de la commande et de la mesure & l'aide de capteurs des diverses

variables de sortie physiquement accessibles.
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ANNEXE - 1

Théongme

Le systeme Lintaire d'Equation

2(t) = A(t) x(£) + B(t) ult) (1-2)

gvoluant entre Les Linstants t, et t,, L'etat x, esi atteignable & £'instant

t, en partant de £'onigine & £'instant t, 44 et seulement 34

rang [S(to,tj), x1] = rang[s(to,t1)] (1-16)

Démonstration :

Condition suffisante . (%
i UL

Supposons tout d'abord que la condition (I-16) soit réalisée. i

Nous allons montrer qu'il existe au moins une commande u(t) qui permette
d'atteindre x,. Pour ce faire, cherchons s'il existe une commande de la

forme :
u(t) = BT(t) &' (t,,t).9 - (A-1)

ol ¢ est un vecteur de 9

Si nous appliquons une telle commande au systéme (1-2), 1'équa-

tion (I-10) donne :

m
L}

®
; = x(t)) = [ft ®(t,,8) B(8) B7(6) 4>T(t1,5) as]y (A-2)
0

x, = S(ty,t ) ' (A-3)
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La condition (I-16) assure pour cette dernidre &quation 1l'existence

d'une solution ¢ /8/, et, par conséquent, l'existence d'une commande u(t).

Condition nécessaire

~ Montrons que, réciproquement, 1'existence d'une commande u(t)
qui transfére 1'état du systéme (I-2) de x(to) =0 & x(t1) = x,, implique

(I-16). Nous utiliserons pour celas un raisonnement par 1'absurde.

Supposons que doient simultanément vérifiées les deux propositions

suivantes :

o) il existe une commande u(t) qui fait passer le systéme de
1'état x(ty) =0 & x(t,) = x,

B) rang[S(to,t]), x1] # rang S(to,t1) (A-L)

’ La matrice S(to,t]) étant symétrique, l'espace engendré par les
colonnes de S(to,t1) est identique & celui qui engendre ses lignes. Cet

‘espace est le sous~espace orthogonal au noyau de S(to,t]).

Il en résulte que X, peut &tre décomposé, et ceci de maniére
unique, sur le noyau de S(to,t]) et sur le sous‘espace engendré par les

colonnes de S(to,tj).

= %V A -
X, = x; +x] ' (A-5)
A . . - 2
X, projection de X, sur le sous—espace engendré par les colonnes de
5(ty»t,)
xY projection de x, sur le noyau de S(to,t1).

La relation B) implique :

% Toxy #o ,; ‘" - (a-6)
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L'orthogonalité de la décomposition se traduit par :

AT v _ VT A
Xy e X F X0 X, 0
Enfin, d'eprés a), il existe u(t) telle que :
1t
A \Y !
X, = Xy + X, =-‘/1 ¢(t1,6) B(6) u(s) as
%o

Calculons la quantité scalaire z :
.t .

1 .
2 = f x; 0(t,,8) B(8) u(8) as

%o

D'une part

z = (x?T + x
D'autre part :
ot t
AT !
= X f <I>(t1,6) B(8) u(8) as + f

% 2

1

N
[

t1
z = x?T. xq + jﬂ : xYT ¢(t1,6) B(6) u(s) as

t
,
.
f T ®(t,,8) B(8) B (8) ¢7(t,,6) x,

ce qui nécessite :

vT

x, @(t,,68) B(8) =0

- A v
x1 . x1 + x1 . x1

dé = x

VT
1

s(t

O’

(A-T)

(A-8)

(A-9)

(A-10)

x\;T 3(t,,8) B(8) u(6) as(a-11)

(A-12)

t1)x\1) =0 (A-13)

(A-1L)
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quelque soit 6 compris entre to et t,.

Nous trouvons alors pour z :

AT xk (A-15)

z==x1. 1

résultat incompatible avec (A-10) si 1l'hypothése B est vraie.

En conséquence, la condition a) implique :

rang[S(to,t1), x1] = rang S(to,t1) (A-16)
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ANNEXE - 2

DEFINITION ET PROPRIETES DES PSEUDO-INVERSES DE MATRICE AU SENS DE
MOORE-PENROSE. /8/

Déginition

On note M*, fa matrice trans-conjugue d'une matrice M.

~

' Soit une matrice M, & éléments complexes, de dimensions (m,n).

Et soit le systéme d'équations matricielles :

AXA = A (B—1)
XAX = X (B—e)
(ax)* = ax (B-3)
(x)* = xa (B-k)

Quelle que soit la matrice A, ce systdme d'équations admet une et
une seule solution, qui est une matrice de dimensions (n,m). Par définition,

. . . +
cette solution est le pseudo-inverse de la matrice A que l'on note A .

Propriétés

Les pseudo-inverses ainsi définis vérifient les propriétés suivantes :

AT = a | (B-5)

RadP i | (B=6)

Si A est carrée réguliére, At = 7" - (B-T)

()\A)+ =AY A" )\ Gtant scalaire et AT &tant défini de la (B-8)
: manidre suivante : AT = A7t sioa #0

>\+

0 si A=0
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A, A+, A* A, A* A ont méme rang

8i U et V sont deux matrices unitaires (UAV)+ = V* At U*

y* + W+

a* )t =ata

Résolution d'un systéme linésire

A &tant une matrice et b un vecteur colonne, l'équation matricielle :

Ax =D

admet une solution si et seulement si b appartient & 1l'image de A

c'est-d~-dire si

rang(A,b) = rang A
ou encore si et seulement si

AA D=1

Cette solution s'écrit
X = A+ b +y

ol y est un vecteur colonne quelconque du noyau de A.

Elle peut encore se mettre sous la forme :

x =27 b+ (1-a% A)z

ol z est un vecteur colonne arbitraire..

Parmi toutes les solutions,

x=4" D

est celle qui minimise la norme hermitienne de x.

(B-9)

(B-10)

(B-11)

(B-12)

(B-13)

(B-14)

(B-15)

(B-16)

(B~-17)
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Lorsque 1l'équation

Ax =D

n'est pas compatible ( c'est-d-dire n'admet pas de solutions)

+ . . . .
A" b constitue la meilleure solution approchée, au sens des moindres carrés,

de 1l'Bquation. C'est-d-dire que quel que soit le vecteur colonne x

ou bien ||ax -~ b|| > [|a A" b - v}l
. (B-18)
ou bien ||ax ~ b|] = |]a a* v - v||et]|x|]>]]a" b]]

Dans cette &criture ||y|| représente la norme hermitienne d'un vecteur y

Hyll = ¥ ¥ (B-19)




ANNEXE - 3

Nous donnons ici une démonstration de la propriété indiquée au

chapitre I, paragraphe E-3, & savoir :

Lorsque, par un changement de base appropriée de matrice V, nous

mettons la matrice A d'un systéme linfasire stationnaire monovariable (A,B,C)

gsous la forme de Jordan supérieure

avec :

3, opeee ©
0 jg N
SRR IR
L 0 .- - - ‘sz
A el
i 100 ©
O ) '-
1 \\
\ ‘\ 0
N \
\‘ N
| 0- - - -~ - O ‘Ai

bloc de Jordan de dimension (ni,ni),

. le vecteur de comman@e prend alors la forme :

4

P P o 2o

e
i

1
B

1

—

n

(c-2)
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oll B st égal au produit scalaire du i
n, !

€ vecteur propre de A par B.

Pour le montrer transposons la relation (C-1)

—

T o
3T

VT AT(V-1)T =

-1,T s . .
(v ) caractérise donc un changement de base qui met AT sous la forme
de Jordan inférieure.

T

Eerivons alors (V—1) sous la forme :

U.5...] (c-5)

U.* est le vecteur propre de AT correspondant & la valeur propre Ai’

comme on le vérifie immédiatement.

Or :
5 ’ niT
Bn. = ui . B A (C"b)
1

B; est le produit scalaire du i€ vecteur propre de AT par B.

i
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