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I N T R O D U C T I O N  G E N E R A L E  



L'utilisation de la représentation d'état dans l'étude des 

processus a permis d'introduire les notions de commandabilité et d'obser- 

vabilité dont l'intérêt a été clairement démontré par le développement de 

théories telles que celles de observateurs. Toutefois le fait que les cri- 

tères de commandabilité et d'observabilité soient sans nuance (un modèle 

d'un système est commandable ou non, il est observable 

ou non) ne permet pas une approche satisfaisante de la réalité. En effet une 

variation extrêmement faible des paramètres définissant un modèle d'un pro- 

cessus peut en changer la propriété de commandabilité. 

D'un point de vue distinct, tous les systèmes commandables ne sont 
11 pas aussi bien"commandab1es. Kalman lui-même ressentit trés tôt le besoin 

de représenter la commandabilité d'un système par un nombre qui était nul 

dans le cas de non commandabilité et dont la plus ou moins grande valeur tra- 

duisait une plus ou moins grande commandabilité. 

Les travaux présentés dans ce mémoire se situent dans ce cadre. Nous 

nous en effet de formaliser les notions intuitives de bonne comman- 

dabilité et de bonne observabilité et de lier ces notions à des propriétés 

telle que l'énergie de commande minimale nécessaire pour imposer un comporte- 

ment donné au processus et la sensibilité du modèle aux divers paramètres qui 

le constituent. 

Dans le premier chapitre nous précisons les~caractéristiques des 

processus que nous étudions et nous rappelons les définitions et les propriétés 

essentielles de la commandabilité et de l'observabilité. 

L'utilisation, dans cette présentation, des pseudo-inverses de matrices nous 

permet d'aborder également les problèmes de commande optimale pour les systèmes 

non commandables. 

Dans le second chapitre nous proposons une définition axiomatique 

des mesures de la commandabilité. Cette définition est en effet l'expression 

en langage mathématique des propriétés minimales souhaitées pour toute gran- 

deur qui traduirait la bonne ou la mauvaise commandabilité d''un système. Une 

étude semblable est présentée en vue de définir une mesure de l'observabilité, 



De plus, nous plaçant dans l'optique d'un chargé d'étude qui cherche à 

minimiser l'énergie de commande d 'un nous proposons des mesures 

de la cammandabilité qui répondent à cette préoccvpation. 

L'étude présentée au troisième chapitre permet de rattacher les 

mesures de la commandabilité et de l'observabilité à la notion de sensibi- 

lité du processus. 

La mesure de la comandabilité proposée est liée à la sensibilité 

de l'état aux variations des paramètres du modèle et de la loi de conpnande, 

Une étude semblable permet de définir une mesure de l'observabilitê qui soit 

liée à la sensibilité de l'état estimé aux variations des grandeurs de sor- 

tie et des paramètres du système. 



C H A P I T R E  1 

REPRESENTATION DES SYSTEMES LINEAIRES 

COMMANDABILITE ET OBSERVABILITE 



Les automaticiens n'utilisèrent longtemps daes l'analyse et la 

synthèse d'un processus que les méthodes fréquentielles issues de la repré- 

sentation des systèmes par une transmittance opérationnelle. 

Ces méthodes, introduites par les électriciens, firent o o n ~ i d 6 ~ a b l ~ ~ e ~ t  

progresser l'étude des processus décrits par des équations différentielles, 

Bien adaptées aux problèmes posés par les systèmes monodimensionnels, elles 

sont largement répandues. 

Toutefois, depuis quelques années, la reprgsentation matricielle 
* des processus dans l'espace d'état /1 /  complète souvent la représentation 

par fonction de transfert. L' intérêt d 'une telle représentation dppsrait 

principalement lors de l'étude des systèmes multivariables. Elle permet en 
particulier d 'aborder certains problèmes de commande optimale et d ' introduire 
simplement les notions d'observabilité (de validite d'un modèle) et de cammanda- 

bilité. De plus, elle apparait comme bien adaptée à la synthèse de la commande 

des processus par calculateur. Aussi adopterons nous cette représentation, 

Une première partie de ce chapitre a pour objet la définition de la 

classe des systèmes que nous all~ns étudier. 

 prés avoir rappelé, dans une seconde partie, les définitions fondamentales 

relatives à la commandabilité et à l'observabilité d'un processus, nous in- 

troduirons la notion de "bonne ou mauvaise" c ~ d a ~ i l i t é  ainsi que de 

"bonne ou mauvaise observabilité" , 

+ Les nombres entre / renvoient aux ouvrages et articles dont la liste se 
trouve à la fin de ce mémoire. 



A - NOTION D'ETAT 

Considérons le processus physique décrit par l'équation différen- 

tielle linéaire à coefficients constants : 

O 

~(~'(t) + ale('-"(t) +. ..+ a s(t) + a s(t) = u(t) 
q- 1 

(1-1 
O 

où s(t) désigne la sortie du processus, s(t), . . . , ~(~)(t) les dérivées euc- 

cessives de s(t) et u(t) l'entrée. 

L'évolution de s(t) entre deux instants to et tl dépend non seule- 

ment de l'entrée u(t) appliquée entre ces deux instants, mais également des 
O 

valeurs à l'instant t0 de s(t), s(t),. . . s (q-' ) (t ) (appelées conditions 

initialeg). 

Plus précisément, l'entrée étant supposée amnue,ïa connaisance à 1 lins- 

tant t des q conditions initiales est une condition nécessaire et suffisan- 
O 

te à la prédiction du comportement futur du système. L'ensemble des q valeurs 

de ces paramètres à l'instant t0 se représente par un vecteur à q composantes. 

C'est le vecteur "état" du système à l'instant tO. 

D'une façon générale, un ensemble de valeurs de paramètres suffisant 

à caractériser, en vue de l'évolution future et pour des entrées donn6es, le 

comportement d'un système continu ou discret est appelé état de ce système 

1 Le plus souvent, la description adoptée utilise le minimum de paramètres. 

C'est le cas, dans notre exemple, si nous choisissons un état formé à tout 

instant des valeurs, prises à cet instant, de la sortie et de ses q-1 premières 

dérivées. 

L'ensemble des q paramètres caractérisant l'état d'un système se représente 

par un vecteur. L'espace vectoriel où il évolue est l'espace d'état. 

L'adoption d'une origine O pour cet espace permet alors de se représenter 

indifféremment l'état x = ( a,, ag, ... a ) d'un système par le vecteur de 
9 

QMPpcsantes ( al, ar. a ) ou par le point de coordonnées (al, cig... aq)./2/. 
Q 



B - DESCRIPTION DES SYSTEMES LINEAIRES 

1 - Syst,èmes linéaires continus 

Les processus dynamiques étudiés sont décrits dans un espace 

d'état par l'ensemble des relations : 

x(t) désigne un vecteur colonne à q composantes définies sur le corps des 

réels. Ii caractérise lvétat du processus à l'instant t. 

u(t ) est un vecteur de Sm définissant La commande & 1 'instant t. 

s(t), vecteur de g k ,  k c y, représente la valeur 2 l'instant t du vecteur 

de sortie. 

~(t), ~(t), ~(t), ~ ( t )  sont des matrices dont les 6léments sont des fonctions 

réelles et Continues du temps t, de dimensions respectives (q,q), (q,m), ( k , q ) ,  

( k , m ) .  

a) Matrice fondamentale T Matrice de transition 

On appelle matrice fondamentale /3/ de l'équation différentielle 

(1-2) , toute matrice carrée régulière y(t) qui satisfait la relation : 
O 

y(t) = A(t). y(%) ( 1-4 

Lorsque les éléments de la matrice ~ ( t )  sont des fonctions continues 

du temps t, il existe une matrice régulière et une seule qui vérifie l'équation 

précédente et est égale à la matrice identité pour t = tO. .Cette matrice, 

appelée matrice de transition est notée @(t, ta) et vérifie les propriétés 

suivante /4/ : 



La matrice de transition associée à l'équation matricielle : 
O T x(t) = - A (t)x(t) 

est égale à [mT(t,t0)l - 1 

b) Evolution d'un système linéaire continii dans l'espace d'état 

La solution de 1 'équation différentielle (1-2) donne à tout instant 

t la position dans l'espace d'état du point représentatif du système étudié 

/3/ / 4 /  /5/  / 6 / .  

Soit, en utilisant les propriétés (1-6) et (1-7) : 

2) Systèmes Linéaires discrets 

Ces derniers sont essentiellement décrits par des équations 

récurrentes de la forme 

x(tn+,) = ~(t,) x(tn) + B(tn) u(tn) (1-1 1 ) 

avec 



dans cette représentation t e % et la suite {tn}, avec n €? , n cd' 
est une fonction croissante de n avec t -+03 si n +03 . n 

Afin d'unifier les notations entre systèmes discrets et systèmes continus 

nous adopLerons la notation : 

s(t) = ~ ( t )  x ( t )  + ~ ( t )  u(t) 

Dans cette écriture : 

t désigne un nombre entier positif 

x( t ) et ii (t ) sont deux vecteurs colonnes, appartenant respectivement à Sq et à 

am. Ils représentent 1'6ta-t et la commande du processus à l'instant t. 

s(t) est le vecteur de sortie à l'instant t. 11 appartient à 9 

~(t), B(t), ~(t), ~ ( t )  représentent des matrices dont les éléments sont 

fonction de la seule variable t. Elles admettent les dimensions respectives 

(q,m), (k,q) 9 (Lm) 

Les matrices ~ ( t ) ,  B(t), ~(t), ~ ( t )  caractérisent entièrement les 

systèmes linéaires continus ou discrets. C'est pourquoi la notati~n (A, B, C, 

D) est souvent adoptée pour décrire de façon abrégée les systèmes linéaires. 

C - ATTEIGNABILITE D'UN ETAT ET COMMANDABILITE D'UN SYSTEME LINEAIRE 

1 )  Atteignabilité d'un état à partir de l'origine pour un système 

linéaire continu 

Soit le système continu dl équation (1-2) , évoluant entre les instants 
t0 et t, > tO. 



L ' Z M  x, ut dct a t t e i g n a b l e  à l ' ir i6Xant t l  à p a  d 'un  2.ta.t 

ifid vu& à lfA*dnt to, A 'le eridze une commande u ( t )  q u i ,  app&quée 

entne to et t ,  , 6" pad~ez.  l e  système de  l 1 é Z a t  O à ttiri6&nt to a 
ltétat X, à t'ina-tan2 t l  / 5 / .  

Condition nécessa i re  e t  s i i f f i san te  d f  a t t e i g n a b i l i t é  d'un é t a t  à 

gaztir de l ' o r i g i n e .  

Nous notons S ( t O .  t , )  l a  matrice 

= itl O l t ,  , 6 )  B(S) gT:£> @'(t i ,6 ,  136 

Une c o n w o n  nécéaaaike elf butj&h.nti~ p o u  que l ' o n  p&6e .&.am- 
d é n e n X ' é i u i t d u s g ~ t è m e  de xO = O à l ' i m t a n t  t, à x1 iil'ulstmt t ,  

es$ pue l e  vecteun @(to,tl )xi appat t ienne  à l ' e s p a c e  image de t ' appe ica -  

l i o n  &néaine w ( t o , t , )  /6//7/ dE&tti.e pan l a  h d a t i o n  : 

ce qui  peut s f 6 c r i r e  : 

rang [ w ( t o , t l  1, @(tO,tl )xi] = rang [ w ( t O , t l  ) ]  (1-15) 

Cet te  p r o p r i é t é  peut également s 'énoncer : 



L'etat xl d'un système con.tinu Linéahe d ê W  p m  l'équa-tkon 

(1-2) e3f atteigv~able à lriu,tant t, en pmtant de truii*gine xo=o à l ' i m -  
,tant to d i  aeuLwehi-t d i  

rwg [s(to,tl 1 ,x l ]  = rang [s(t,.,,tl ) ]  (1-16) 

c ' u t - à - d i t e  s i  et .&&ment d i  X ,  appa,tfient au s o u  edpace engendné p m  

les  colonnw de  l a  mat>cice 8 ( tO > t ) . 

La démonstration de ce théorème est donnée en annexe (~nnexe 1). 

Montrons ici simplement que les evilditions ( 1-1  5 )  et 1- 16) sont gquivalentes . 

La matrice @ (  t,r ,t ) 6tsnt régulisre, m(tO,t, )xl appartient à l1es- 
tJ i 

pacr image de ~ ( t  t ) si et seillement si x, appartient à l'espace image de O' 1 

T L'espace image de s(tO,tl) Q (tl,to) étant confondu avec celui de s(tO,tl) 

les conditions (1-15) et (1-16) sont donc équivalentes. 

2) Atteignabilité d'un état à partir de l'origine pour un 

système linéaire discret. 

Soit le processus discret d'équation ( 1 - l l ) ,  évoluant entre les 

instants t0 et t , t > tO. 

Vé~inL t ion  2 

Le syafème pmtun t  à t'iristant to de l 'ohiguie  xo = O , lr2XaA x, 
es t  atteignable à l ' & t a n t  tl s ' a  ex i s t e  une ~épuence de conmandu 

{Uto* . . .u t,-I 1 q~ d a d e  p a s a  l ' é t a t  du système de x(to)= O d 



Condition n6c~ssaire et suffisante d'atleignabilité d'un état 

à partir de l'origine. 

L'tir ~ m d u g l e  avec le cas stationnaire, riotnris ~d(t t ) la matrice 
O Y  1 

ca(tuytl ) = [~(t ,-l).. .~(t~+l) ~ ( t ~ ) ,  . . . .A(tl-l)~(tl-2) J3(tl-1 )l (1-18) 

et S(tO,tl) lamatrice 

L' é*at xi du dysXème .ti,në&e. clAcnet d é c U  p a h  ltéquat*on 

( 1-1 i ) es t  atteignabee ù I ' i r is tant  t , en p u t t a n t  de. L'origine xo=o d L'ina - 
-tant t0 , d i  et dedemebit d i  : 

rang [cd(tO,t,), X J  = rang [~:d(t~,t~ )] 

C&e c o n d W o n  peu2 encou a ' éc,t.Lte : 

rang p(tO.tl) - .xJ = rang Cs(tO,tl ) ]  

Démonst,rat ion : ------------- 
De (1-II), il vient 

L'équation précédente admet une solution (u(t , u(t +l)...u(tl-1) 
O O 

si et seulement si /8/ : 



rang [cd( to , t1  ,xl] = rang [cd( tO, t l  )] 

Cette condit ion exprime l 'appartenance de x l  au sous espace de 

Sq engendré par l e s  colonnes de cd(  tO,t ) . 

Montrons que c e t t e  condit ion e s t  équivalente à l a  condit ion (I-21), 

analogue à c e l l e  donnée pour l e s  systèmes continus. 

T T Les matrices Cd ( t  ,t ) e t  ~ d ( t  t ) Cd (test,) ont l e  même noyau. 
O 1 o s  1 

T 
O r  l e  sous espace orthogonal de noyau de Cd ( tO,t l )  e s t  l e  sous espace de Sq 
engendré par  l e s  colonnes de ~ d ( t ~ . t , ) .  

De même, l e  sous espace orthogonal du noyau de ~ ( t ~ , t ~ )  e s t  engendré pa r  l e s  

l ignes  de ~ ( t  ,t ) e t ,  puisque s( t0 , t , )  e s t  symétrique , il e s t  également 
O 1 

engendré par l e s  colonnes de s ( tO, t , ) .  

Les colonnes de c d ( t O , t l  ) e t  de s(to,t ) engendrent donc l e  même espace. 

D'où. l ' équivalence  des condit ions (1-20) e t  (1-21 ) . 

Energie de t r a n s f e r t  minimale : 

Soi t  l a  commande u ( t )  appliquée au système continu d 'équation 

(1-2) [resp. système d i s c r e t  d 'équation (1-1 1 ) ]  e n t r e  l e s  i n s t a n t s  to 

e t  t , .  

E t  notons J ( tO , t l )  l a  fonct ionnel le  ca rac té r i san t  l ' é n e r g i e  de 

commande sur  1' i n t e r v a l l e  considéré 



(resp. ~ ( t ~ , t , )  = uT(n).u(n)) 
n=t 

O 

Dans le cas des systèmes échantillonn6s, lorsque la période 

d'échantillonnage n'est pas constante, l'énergie de commande s'écrit : 
t,-1 

Il convient alors de remplacer dans ce qui suit, la matrice s(tO ,t ) 
T 

par l'expression cd(tO,tl) R Cd (tO,tl) 

Soit x, un état atteignable à l'instarit t en partant de l t  origine 

à l'instant tO. 



-t 
expression dans laquelle S désigne la pseudo-inverse (au sens de  enr rose) 

de la matrice S. (cf. Annexe 2)  

Nous allons démontrer tout d'abord i:et44e propriéte pour les systemes 

continus . 

L'utilisation du principe du rnsuçi~n~un de Pontriag-i~irie /Il conduit 
pour la commande q d  minimise ~ ( t  ,t ) à llexpr.esslun //13/ : O 1 

Soit encore : 

u(t) = BT( t )  mT(t,,t)* 

expression dans laquelle p et $ désignent deux vecLewrs colorines à q 

composantes réelles, liés par la relat iün : 

= mT(t,,t , ) p  ( 1-30 ) 

Il vient, dariç ces conditions : 
A 

soit, pour y l'expression : 

kglrgue : 

Toutes les solutions $J conduisent à la même commande. 

' En effet, si y appartient au noyau de S ( t O , t l  ) ,  nous avons 



T T Ce gui nécessite que B (t) @ (i; ,t) s i  I L  ~~L~<:L,&ILC ;?b i t  t, cmprk ;  
1 

entre t0 et t l .  

L' énergie minimale de transfert c; ' 6i: -.i t. . 

soit, compte-tenu de (I--32) 

D a n s  le cas des systèmes discrets, i a  <i&niunst,i.ati~iri de (1-27) e s t  

inmgdiate. 

En ef'f et , la solution de 1 équatiuii ( - 2  q u i  niiiiiiuiïe <I ( t0 ,t ) 

s'écrit (c f .  Annexe 2 )  : 



. . ,  .. 
i:ct$e propriet6 t ?ir:t. i i c , r i ,~ : j l i ,a i :" i  t11fi1:: 1 i : l  i ,  - , I V , ;  ~ 3 c ~ ~ c , ; ~ l  î,:~,f-.i ~ ? f : ~ k ~ ~ .  i <; 

aux paragralshe C-'1 et C,-2.  



Théottème 7 

Le domaine atteignabee 2 l ' ir is tant  t en pahtant  de xo à llina.tant 

to 6'obfieient en ajolLtant @(tl,to)xo ( > l a p .  ~(t,-1) ... A ( ~ ~ ) x ~ )  à tolLt vec- 
t e u t  obzenu put combuiaison Linéaihe dea cok'onnc, de r;(tO,t, ) .  

Théottème b 

(resp. 

La commande qu* r n i n k h e  ~ ( t ~ , t  , )  e6t 

c) Point di1 domaine atteigriable le plus  proche d'un état donné : 

Dans des conditions données le point atteigriable le plus proche 

d'un point x au sens de la distarice eucliilienne, est la projection ortkio- 1 ' 
gonale p(x,) de ce point sur le domaine atteignable défini dans les mêmes 

conditions. 

Des résultats précédents, il vient 

~ ( t , )  - @(tl.to)~o = s(t,,t,)$ 

(resp. x(t,) - ~(t~-l).. . ~ ( t ~ ) x ~  = cd(to,t,) 

Il apparait alors que la condition nécessaire et suffisante 

d'atteignabilité est équivalente à la condition d'existence d'une commande 



de la forme 

Et il vient pour l'expression du point x(tl) le plus proche de xl 

(Cf. Annexe 2) 

1 De plus conformdment au théorème 7, l'emploi de la commande 

C 
(resp. = cd [x, - ~(t,-i) ... A<to)xJ> 

(i 

minimise J(tO,tl) qui vaut alors 

T 
(resp. J(tO,tl) =[x,-A(tl-1). . A ( ~ ~ ) x ~ ]  S+(tOytl) LX,-A(t,-1). .A(tO)xO]) (1-50) 

I Le poin t  x(tl) atteigna6le a L'irtstavLt t, le. p h  pmche (au hem 

I de tu dib.tance euce id ienne)  d'un poin t  x, donné a pom exprruhion : 



5;)  Commandabili.t6 des  syst,Srrie: L 1 ~ ièa i  LY:: ~ . ~ ~ l t i f l i l ;  et, dis(:rt?ts ------- 

8 1 1)C f i n i  t, i an 

( fu i  ~ ' j 5  tSme cuvitivirc url ,ir si:*ril-t i->s l Ji l ~ ( ~ m w ~ ~ ~ ~ i d a t i f  Y /CI/ a c , (Z ILP~J  

4'7 ( x0 , t . t( t X ,  , < I' k l ~ t  J t t t  t ; t1  t [ L ~ L ~  d , i ~ r r i r ~ l ~ t ~ ~ d ~ ~  [At ) ( f é ( i b ~ i ~  
r i  

i ~ n t q u  Y u 2  i ~ 6 t U f i t b  tAO B.[  t.! t Y n  (lue ~i 

/ 1 

( t? > ) = 
I 

t3l>cj ll S 

x (  t,, 1 ' X I  

11 e s t  également p o s j i  ble de 'iéf i n i l .  <I ' L L I I ~  p k r t  la  commandabilit6 

cri pa r t an t  de r ' o r i g i n e  et d'au+ re part : a iS.)m?i&ridak>< i ite 5 1 ' o r i g i n e  : 

. 'est; -a-dirt? l a  p o s s i b i i i l é  de raier,er. I '"t,rt, :Li1 s y s t j n i e  3 ! ' n r i g i n e  en ,in 

t,emps l 'irii, quel  que s o i t  l 'é tat ,  initial. 

e 

il e s t  c l a i r  ykc pour irn s y s t e m e  liri&air'e, L:% ~orrirzandabilité 

est,  g q ~ i i v a l e n t e  2 La c o m a n d a b i l i t é  2 p a r t i r .  Le L'oriqi l i t~.  

Par  c o n t r e  1st commandabiiit6 à L'or ig ine  n ' e s t  6yuivalerite à l a  

co~mâl~dr i ;b i l i t é  en g é n é r a l  que pour l e s  systèmes con-tiri~is. Ceci r é s u l t e  du 

fait que s i  ~ ( t ,  ,t,) est  iine ma t r i ce  r ç g u l i è r r ,  i l  n ' e n  e s t  pas  néces sa i r e -  

ment de  même de ~ ( t , - 1 ) .  . . ~ ( t , ~ )  



Enfiri t r é s  s o i ~ v z i ~ t  tiati, les prciti1~ines pr:tt i(iue::, iL t 'aut cons idérer  
l > '  la commandabiliti6 2 1 i i  i i c i  i n t r r v t ~ L L r  [t , r ,  t ,  , , L ) I L L P  

Théotëme 1 0  - 
Uri. aya2ènie (col~t  i i u ~  uu Ji,actc t )  23 -i: cl~rnvt~(~~daUt~ c f a u c ~ f ! c ~ c ? i r t  3 I ,  

yuelquf ooLt  tc1 , i&exi-oAL? t . l  t ~ t ~ ( i 1 1 1  : 

D J ~ ~ v u k i u v r  I 

Lr! ayat2irre c u n t i ~ u  d'tquafiuv~ ( 1 , ~ )  , OU d4~e.zc.t if'é,qudticrrr ( L - I I )  

ccl t dLt c~bbt?nvabLi? di, quel que ~ u i t  t,, , 02 k'xcntcr t , ,  td que Lu C U I L  

r l ~ i , ~  burrile dr s ( t ) u* de. u( t ) aut Y ' ~titchvalLe [t,;, t. , ] licmette de dGfi.fi 

tHi i l i3 t  P ' zm irlitiae x ( t <; ) . / 5  / 

Notons ~ ( t  ,t ) .La niatrice égale 2 
t, 1 



I lorsque le système est ,*on-t;ini~, et egale. 2 

Q(t,,t,) = ~bT(t,,t,)0li(tO,tl) 

avec 

lorsque le système est discret. 

Nous pouvons alors énoncer le théorème suivailt, : 

Une condction nécaba ihe  QA 3ud~inan-te ~ ' O ~ ~ L J J L V G ~ U  iY i t b  d t ~  .@! j~ tc , rnc i  

p s t  p z ,  pucd que soii tt , Lie e ~ i s f e  t, , t e 2  que : 

Ce rgsiiltat se déduit directement de la ilil;tlit& i ~ t " s  pr .c ip~ j i ; tMs  ,ie 

romnaudabilité et d'obçervabilité /5/ / 6 / .  

E - COMMANDABILITE ET OBSERVABILITE DES SYSXbES LINEALRES :;SAL~L~Î!VNAIHES - 

Pour les systsmes linéaires statisnnaires, il vier i t  la i2or:dition 

n6cesçaire et suffisante de commandabilité bien connue ! i l / .  



L u r s q ~ l e  I e sys Lerne es:.. ~:3:mii,:1fi t;t ' v , ; .. Li, 1 ., t , i  '11 t> 1 ILS  pr ~i t 

en% i i r  V & r i  

tel -[cf: 
1 

7 ,  -., -r rt. ' L A  * -  - - '-"" L'" ' Y  + L > 
L i  z ( j-" 47 j 

Ce nombre V est appelé indice de commanda'bilii,E /':;/. 

Pour les systèmes stationnaires, :me iondli inri n6cc , ilti r?, 0 -  _. i .  ri 

sa i t e  d'observabilité s'écrit / I I /  : 

et, le plus yetit narnbre '\i , i ,€*l q i i E l  ; 

t - . , t  appel6 indice d'observabili t é  /b/ .  

que soit le système linéaire üt,atiduna;re mcj!lsvaîniabl e ( A ,  l > ,  L:) 

, , $1 
t . :  r a t  ic:u ou discret, II existe un changement de ljns; 3zn:; , , i r a  i l i t t t ~  i :th t , (4 L I  

a,>! h :çus 18 fvrme de Jordan supgri eu-e / I 1 / , 

. '' i -- 
'4 A t -  

O, o***..o 
l 

< ., 1 
I \  2% , , l\ \ \  1 \ >  ' S .  , '  \ 'O 3 



bloc de Jordan de dirnensioiiç (n i  ,ni)  . 

Le vec t eu r  de commande prend ai.olbs l a  fdrrne 

Ida cond i t i on  r16riessa4re e t  siif?'Lsanl, - ($5 iEomarr isl. i ii 112 sy,;f,?mi3 

. /  /' $3 '&-rit alors sous la f 3 1 ~ l e  : 

( et A .  # A. pour tout j f i 
J 1 

' !  .- >, . srne 
I , . I c  yrodu i t  s r a l a i r e  du 1 :recteur propre cie [L pax- 3 ,' l ,! 

,' 14/, (Cf' Annexe 3 )  c e t t e  condit i i jn  r;'interpr.+?tt. com11e une r o n d i t i o n  de non 



T 
orthogonalike des vecteurs propres de A ail vecteur B: 

i)e 1s m&e i'tz~~n 41 ians L e s   a ai et; C C ~ ~ U I  t~ ~il;s, une (+,>n ition néces- 

saire et suffisante d'observabilité sera la non orthogonalité des vecteurs propres 

de A au vecteur C. 

F - NOTION DE QUALITE DE LA COMMANDABILITE ET DE L'OBSERVABILITE 

L'expression des conditions de commandabilité énoncée plus haut 

montre qGe la commandabilité d'un système, au sens de Kalman, apparait en fait 

comme iine propriété de point définie sur le modèle mathématique choisi. 

Or celui-ci n'est connu qu'aux erreurs d'identification près. Ce qui fait, que, 

pour un prccessus donné, deux identifications distinctes peuvent dans certains 

cas induire deux modèles trés voisins mais dont l'-un serait conunandable et l'autre 

non. Dans ce cas, quel que soit le modèle adopté, il semble raisonnable de Fen- 

ser que le processus sera difficile à commander. 

I~O!I- âllpns illustrer cette propriété par un exemple. 

S o i t  le filtre linéaire continu monovariable de fonction de transfert 



La décomposition mise en évidence figure 1,condui-L à la représen- 

tation d'état : 

Ce système est observable, quels que soient X et 8 . En e f f c t  

l'application du critère de Kahan conduit à : 

En ce qui concerne la commandabilité, nous pouvons distinguer 

de lx  cas : 

soit X # 6 et le système est commandable 

soit X = 6 et le système n'est pas comanuable. 

Si A # 6 , d'aprés (1-26), l'énergie de commande minimale n6ecs- 

saire pour passer de ( 0 , 0 )  à (xl ,t ) s 'écrit : 

avec 



Et si noils exprimons E dans la base orthonormée qui diagonalise S (0,t,) 

et ~-'(@,t,), il vient : 

9aps cette expression, x' et x' &signent les composantes de 
1 2 

1 ':'ta? 'i atteindre, dans la no~velle base, et les scalaires J I  et 'A2,  

il f1;t-s prc,pz.i?s Ae ~ ( ( l , t  ) , sont, ci6fini.s par Les relations 1 

Lorsque A tend vers 6 , X I  et A2 tendent de façon continue l'iui 
ver? t l'autre vers O. 

1 

11 en résulte que lorsque A. tend vers 6, lt6nergie de commande E 

' ,e~>-? î cn t inueaent  vers l'infini si x '  n'est pas nul. 
2 

A~t~rernent dit si l'écart (A-6) est trés petit,*l'énergie minimale 

r ? ~ c ~ ~ ~ s a i r e  poux commander le processus est %rés grande. Au contraire si 1s 

dit3?%renze entre X et 6 est grande, nous n'aurons pas de problème de com- 

inande . 





CONCLUS ION 

La représentation matricielle des processus permet d'introduire 

sim~inmenU Les notions d'6ta.t  et de denaine atteignables. 

Lorsqu'un état donné n'est pas atteignable, l'utilisation des pseudo- 

inverses de matrices permet de déterminer l'état atteignable le plus proche 

(au sens de La distance euclidienne). 

Aprés avoir donné des définitions de la commaridabilité et de 

l'observabilité d'un système, nous avons rappelé les critères de commanda)ilité 

usuellement employés pour les systèmes stationnaires (~am4.n) ainsi que 1 ' inter- 
prétation géométrique de ces critères dans le cas des syst&nes moncvariables. 

Nous avons montré sur un exemple l'intérêt et la nécessité de 

compléter ces notions, correspondant à une propriété ponctuelle d'un modèle 

borné, par la définition d'un indice de qualité de la commandabilité et de 

l'observabilité qui soit moins sensible aux variations des paramètres du 

modele, et donne une image plus conforme des possibilités réelles de cmmande 

du processus. 



C H A P I T R E  I I  

MESURES DE LA COMMANDABILITE ET DE L'OBSERVABILITE 



L'étude de l'exemple présenté dans le précédent chapitre a montré 

l'intérêt de définir une mesure de la cammandabilité des syst&nes continus et 

discrets. Toutefois, comme la notion de "bonne ou mauvaise" commandabilité 

est subjective et dépend essentiellement des qualités que l'utilisateur attend 

d'un système, il convient plutôt de définir les propriétés que doit vérifier 

- une telle mesure. 

C'est pourquoi nous définissons tout d'abord une famille de fonc- 

tions, appelées mesures de la cammandabilité, en énonçant les propriétés mini- 

males qu'elles doivent satisfaire. Puis nous illustrerons cette définition par 

des exemples que nous interpréterons' physiquement ou géométriquement. Nous étu- 

dierons, en particulier, les mesures liées à l'énergie de commande. 

Une démarche semblable nous conduira à examiner les mesures de 

1 ' observabilité . 



A - DEFINITIONAXICMATIQUE DES MESURES DE LA COMMANDABILITE 

3 2 Dans ce  qui  s u i t ,  nous notons ( B  ,B ) l a  matrice de conmiande B 
2 formée de l a  juxtaposit ion des matr ices  B' e t  B . 

1 ) Déf in i t  ion' 

La donc-tionnae il de A (  t ) et B( t ) , h vdee~ld  da~d R+ , 
ut une mume de &a camandabUé  de6 aystèmeb (A ,B,c,D) c o m Z w  ( h u p ,  
diaucets) Zvo&utnt m e  lu hW to et t , , d i  eMe vehidie lu pho- 
plLiétih 4LUvmeb : 

(iii) 1 2  
V[A,(B ,B )] 2 i n f [ l i ( ~ , B ' ) ,  p(A,B2)} (11-3) 

( i v >  lim P ( A ~ , B ~ )  = P(A,B) (11-4) 
i- 
j- 

d i  s d e b  de tnu&icea ni ( t ) et B. ( t ) convagent unLdom&ent 
J 

dm ll&env&e [to,t ,] et utdï2pendamme& l'une de ll<uLtne, mupec- 
avemenit v m  ~ ( t )  et ~ ( t ) .  



La propriété (11-3) traduit le fait qu'un système possédant 

plusieurs commandes se pilote au moins aussi facilement, au sens de la mesure p 

que s'il ne possédait que la plus mauvaise au sens de la même mesure. Lorsque 

cette prripriété sera vérifiée nous parlerons de mesure faibie. Si, de plus, la 

mesure satisfait la condition : 

nous parlerons de mesure forte. 

La propriété de convergence (11-4) est nécessaire pour que la mesure 

soit significative, le choix d'un modèle constituant seulement une approche de 

la réalité physique d'un système. 

2) Remarque sur la définition : 

I Certains auteurs /15/ ont proposé une définition différente de 

1 celle que nous donnons. 

1 ' Dans celle-ci, les propriétés (II-3) et (11-4) sont remplacées par : 

u(A,~.B) = k2 ~(A,B) si k est un scalaire 

1 2  
P[A,(B ,B 11 L U(A,B') + v(A,B*) 

Cette définition s'interpréte bien dans le cas des mesures de la 

commandabilité liées à la seule notion d'énergie de c&de. Par contre, elle 

ne permet pas de prendre en considération les mesures de la commandabilité liées 

à la précision dont nous verrons l'intérêt au chapitre III. 

3) Exemple : 

1 Un premier exemple de mesure de la cammandabilité sur un intervalle 

I (tO,tl) nous est donné par le déterminant de la matrice s(tO,tl) définie au 

premier chapitre.. Nous noterons det S = I S I  . 



Cette dernière propri4t6 nécessite la &finition de distances 

sur l'ensemble des matrices (qyq) et sur l'ensemble des matrices (q,m) . 

Pratiquement, nous utiliserons les distances induites par les 

normes Sv (p définies ci-aprés : 
2 2 

2 T T x M M x 
'q2v2(M) = sup T 

&O x x 

03 x est un vecteur à q composantes et M une matrice (q,q) 

où y est un vecteur à m composantes et M f  une matrice (~,m) 

L'énoncé de la propriété (11-4) devient alors : 

lim sup [~(t) - ni(t)l = O 
i* te[tOytl] 

lim sup sqiq [~(t) - ~ ~ ( t ) ]  = O 
j te[t,,t,j 2 2 .  

alors 

1j.m ~ ( A ~ , B ~ )  = v(A,B) 
i- 
j- 



Pour les systèmes continus comme pour les systèmes discrets, il 

vient : 

Isl s 0 (11-7) 
avec (S I  = O si et seulement si le système n'est pas ccmmiandable (11-8) 

1 2  
Is[A,(B ,B )] 1 > Inf S A , B ,  IS(A,B~)II 

de plus 
1 2  

IS[~,(B ,B 111 5 SUP {IS(A,B')I, IS(A,B~)II 

la propriété de convergence (11-4) est vgrifiée ci-dessous. 

La condition (II-9i) indique qu'il s'qit ici d'une mesure forte. 

Les propriétés (11-7) et (11-8) résultent immédiatement des proprié- 

tés de la matrice S : elle est définie positive si le système est commandable 

et elle est singulière si le système n'est pas commandable. 

Montrons la propriété ( 11-9). 

Dans le cas discret, comme dans le cas continu : 

Soient : 

1 h l  L A2.. . . 6 A les valeurs propres de S(A,B ) . 
9 

2 
Fi, 6 V2"" 

"q 
les valeurs propres de s(A,B ) 

1 2  
v2 

. . . . 6 v les valeurs propres de S [A, (B ,B 11 
q 

Quel que soit i, il vient dVaprés 1161 : 



1 2  1 2  D103, en remarquant que S(A,B ) , S(A,B ) et S[A,(B ,B )] 

ont toutes leurs valeurs propres positives : 

Soit 
1 2  Is[A,(B ,B )]ISSUP S B ,  IS(A,B~)II 

et à fortiori : 

Nous montrerons la propriete de convergence dans le cadre des 

systhes continus, le cas des systèmes discrets se traitant d'une manière 

semblable. 

Soient les suites Ai(t) et Bi(t) convergeant unifondment (au sens 

des distances introduites plus haut) respectivement vers A( t ) et ~ ( t  ) sur 

l'intervalle [tO, t l] . 

A toute matrice ~ ~ ( t )  correspond une matrice de transition 

@.(t,t ) vérifiant : 
1 O 

' Si 1 désigne la matrice identité de rang q. 





s'!2q2 
désignant la norme scalaire de matrice définie plus haut, il convient 

donc de montrer la propriété suivante : 

YTI > O, 3 n1 >O : i>nl => sup S~ ip [ A ~  @(t ,to)] < 

Eto 9% ,1 2 2 

Or il vient : 

SUP S V P  [hi @(t,tO)] c SuP [ ( @(t961 Ai~(6)@(69toI d6 
2 2 [t~*t~l ~toytll 1 

Les éléments de la matrice @(t ,tO) sont des fonctions continues 

du temps, donc bornées sur l'intervalle fermé [tO,t l] . Il en résulte que 

SPO [@(t,to)] est borné sur [to,t,]. 
2 2 

Il en est de même pour Sv2iP2 [@( t0 ,t )] . Notons alors : 
(11-28) 

M = SUP ~ U P  Sq2q2 C@(t,to)l. SUP q 2 y 2  [@(to,t)l 1 
lto .t ,l Ct, 3 tJ 

D'autre part Ai ~ ( t )  converge unifonnément vers la matrice nulle. 
Ce qu'exprime la proposition : 

La norme S 
'P2q2 

étant sous multiplicative, il résulte dors de 

1 'expression (11-27) : 



quel que soit n donné, il est possible de choisir E et nl de telle sorte que : 

Il en résulte que, quel que soit n , il existe nl tel que 

i > nl- sup Scp g 
ItO.t,l 2 2 

Considérons maintenant la suite si(tO,t) définjepar : 

Compte-tenu du résultat qui vient d'être montré et de la convergence 

uniforme de la suite Bi(t), la quantité sous le signe somme converge uniformément. 

Il en résulte que la suite si(tO,t) converge uniformément vers s(tO,t) sur l'in- 

tervalle [tO,tl] et que si(tO,tl) a pour limite s(tO,tl ) .  

Or les valeurs propres de la matrice s(tO,tl) sont des fonctions 

continues de ses 6léments.Yl en résulte qu'elles sont les limites de valeurs 

propres de si (tO ,t , ) lors& (t ) et Bi (t ) convergent uniformément vers A( t ) 

et ~ ( t )  sur l'intervalle [tO,tl> 



Le déterminant de ~ ( t  ,t ) , produit des valeurs propres, satisfait O 1 
donc la propriété de convergence (11-4). 

B - MESURES DE LA COIMUTDABILITE ET ENERGIE 

1 - Introduction 

Un critère important lors du choix d'un système est relatif à 

l'énergie de commande. Dans cette optique, un système sera d'autant mieux 

commandable que l'énergie de commande nécessaire à son évolution sera faible. 

C'est pourquoi nous allons chercher, pour caractériser la commandabilité d'un 

système, une grandeur liée à l'énergie de commande minimale de ce système. 

Nous avons vu dans le premier chapitre que, pour les systèmes 

continus comme pour les systèmes discrets, l'énergie minimale nécessaire pour 

faire passer un système de l'état O à l'instant t0 à l'état x1 à l'instant 

t, était de la forme : 

Si le système est caimnandable, cette relation s'écrit : 

T -1 
E = X , S  x 1 ( 11-36 

- 1 Dans cette expression, S est une matrice symétrique, définie 

positive, et E satisfait à la double inégalité suivante /17/ : 

03 h l  et h désignent respectivement 1s plus petite et la plus grande valeur 
q 

propre de S. 



2 - Degré de commandabilité 

L'inégalité (11-37) incite $ utiliser A l  pour définir une 

mesure de la commandabilité. 

Vérifions que cette grandeur répond bien à la définition d'une 

mesure de la commandabilité. 

~ X1 = O si et seulement si le système n'est pas commandable (11-39) 

1 2  
A, [S(A(B .B ) ]> Inf{A, [s(A,B1 ) ]  , A ,  [s(A,B2)] 1 (11-41 ) 

La propriété de convergence résulte de l'étude faite au paragraphe précédent. 

C'est par analogie avec le degré de stabilité que l'on appelle 

.ql degré de commandabilité. Cette grandeur est une mesure forte de la c m -  

mandabilité 



b) Interprétation 

X1 est 1 ' inverse de la valeur maximum de 1 'énergie minimale néces- 
saire pour faire passer le point représentatif de l'état d'un système, de l'ori- 

gine à un point de la sphère de rayon unité /18/. 

Cette définition de la mesure conduit donc à ne tenir compte que 

de la direction propre de S qui nécessite la plus grande énergie de commande /19/ 

/20/. 

Nous allons maintenant rechercher des mesures de la commandabilité 

qui font intervenir toutes les valeurs propres, donc toutes les directions pro- 

pres, de S. 

~o~ennespondérées des valeurs propres de S : 

Soit un ensemble P de poids strictement positifs 

et soient 

X1 ' X2"" < A 
Q 

les valeurs propres de S. 

Nous notons A,  l'ensemble des valeurs propres de S. 

A = {A1,X 2... Aq} 



es$ la moyenne pondehde d ' o k h e  r/21/ d u  v u t ~  p k o p k u  d e  S. 

Si r est négatif, X(A,P) est une mesure forte de la commandabilité. 

Dans ce cas il vient en effet : 

#(A,P) = O ai et seulement si un Ai su moins est nul (11-46) 

les dernières inégalités résultent de (11-1 1 ) 

Remarquons que : 

Nous retrouvons le degré de cammandabîlité précédemment défini 

Si Pl = P2 =...= P = 1, il vient : 
Q 

Un autre cas particulier trés important est celui 03 r = - 3. 
C'est celui que nous aïions examiner maintenant. 



4 - Moyenne harmonique pondérée des valeurs propres de S 

DédiniXion 8 

La moyenne h o n i q u e  pondérrée d e s  v a l w  ptrophes de s es;t 
la moyenne pondérrée d'otrdrre - 1 d e s  v a î w  phopes de s, 4oLt : 

a) Propriété 

La moyenne h o n i q u e  pondérrée d e s  v a l w  ptrop/res de s es t  
égaîe b t ' i n v m e  de Ra moyenne pond&ée de t'énerrgie minimale de commande 

c d d é e  su4 la aphélte 52 de hayon W é  touque la somme d e s  coeddicients 

de p o d  es t  égale h tlo/rdtLe du système : 
@ 

La matrice S-1 étant symétrique, il existe toujours une base 
- 1 

orthonormée dans laquelle la matrice S est sous forme diagonale. Plaçons 

nous dans cette base. 

Il vient alors pour l.'inverse de la moyenne pondérée de l'énergie 

minimale de commande calculée sur la sphère fi de rayon unité, en notant 

(a,, a2.. .a ) les coordonnées d'un point de 52 , dw l'élément de surface et 
Q 



p. le coefficient de poids correspondant à la commande dans la direction 
1 

propre correspondant à hi : 

Compte-tenu de la symgtrie sphgrique, nous ayons : 

b) Interprétation des coefficients de poids 

L'aspace du&& étant probabilisé, attachons à chaque point x de cet 

espace une densité de probabilité p(x) 1221 de telle sorte que la probabilité 

d'atteindre un point d'un domaine Q en partant de l'origine soit : 

T 
Calculons alors, le rapport de l'espérance mathématique de xl x, 

1 à l'espérance mathématique de x: s-' x, et ceci, en nous plapant dans la 

- 1 
base orthonode qui diagonalise S . 



. En rapprochant cette formue de (II-50), les coefficients de poids 
s'interprètent comme les moanents d'ordre 2 cdcul6s dans la base orthonormde 

qui diagondise S-1 . 

5 - Moyenne harmonique des valeurs propres de S. 

a) Expression 

~ ut îu moyenne hanmovtique d u  vcLewtts p/tophu de S .  

1 

Elle est obtenue en prenant dans liexpression (11-50) tous les 

coefficients de poids égaux. 



Elle a pour inverse la valeur moyenne de l'énergie minimale de commande calculée 

sur la sphère Q de rayon unité 1151 1181 

b) propriété . 

M-' (A) satisfait, comme toutes les moyennes d'ordre négatif, 
l'inégalitk (11-31, ceractéristique des mesures de la commandabilité. 

Mais cette grand eu^ satisfait une inégalité plus stricte 1151. En effet nous 
allons montrer que : 

Pour le montrer, rappelons tout d'abord que : I 

1 2 ème et notons S~(A,B ), S,(A,B ) les matrices obtenues en supprimant la i ligne de la 
1 2 

colonne de S(A,B ) et s(A,B ). 

L'application de ï1inégaïit6 de Bergstram 1161 conduit 8 : 



Soit : 

Cette inégalité est vraie pour tout i. Il en résulte que : 

Ceci peut encore s'écrire : 

Ltinégalit& de Minkowski 1161 à l'ordre -1 montre alors que 



C ' est-à-dire : 

Exemple d'application aux problèmes de synthèse des asservissements 

L' ingénieur chargé de l'étude d'un amervissement doit en&6ra3 S r e  m cm- 

P'omis e&re les diverses qalith &tendna pour cet asservissement. Parmi ces 

qualités, nous pouvons compter une bonne commandabilité. L'application des 

résultats du paragraphe précédent, $ l'étude de la coimnandabilitk d'une classe 

de systèmes souvent rencontrés en automatique va permettre la rgalisation 

d'un réseau d'attaques en vue de déterminer de façon pratique la commandabilité 

des systèmes de cette classe. 

a) Description du processus étudié 

Soit le système monovariable de fonction de transfert 

piloté par une commande discrète obtenue par échantillonnage Èî période constante 

T d'un signal continu u(t). 



La décomposition du système mise en évidence figure 1, 

conduit à l'équation d'état : 

b) Choix et caïcul d'une mesure de la commandabilité p : 

La mesure choisie correspond à la moyenne harmonique des valeurs 

propres de S. 

La matrice de commandabilité en deux périodes du processus d6crit 

par l'équation d'état (11-29) s 'écrit : 

En multipliant à croite cette matrice par sa transposée il vient 

pour la matrice S : 



et pour la mesure de commandabilité : 

2 ISI 
ii = trace (s) 

soit : 

c) Etude de ~i : 

L'étude des variations de p en fonctions de l'écart (A-6) 

conduit au graphe présenté figure 2. 

figure 2 



est une fonction croissante de 1 A-6 1 et tend asymptotiquement 
vers p max lorsque 1 A-6 1 tend vers 1'- 

Le systèqe est d'autant mieux commandable que le rapport - Fi est 

grand. C'est pourquoi la quantité 0 'max 

s'interprète dome un taux de commandabilité. 

d) Evolution du taux de commandabilité 

Pest fonction des variables réduites : I\ = cet r 6  6 * et 

susceptible d'une représentation graphique à l'aide d'un réseau d'abaques. 

Celui-ci est présenté figure 3. 





C - MESURES DE L'OBSERVABILITE 

La dualité commandabilité-observabilité induit pour les mesures 

de l'observabilité une définition analogue à celle des mesures de la commanda- 

bilité. 

La JonctionncUe p de ~ ( t )  et c(t) , d v a t u  dal~b%+, u.t une 
mesme de. l l o b ~ m v a b W E  des ayhltèmeh (A,B,c,D) continu (nup .  dinchets) 
Evoeuirnt entne l e s  &,tant6 to et t, h i  elXe v W 6 i e  les  paophi&te6 hLLivanteb : 

-(iv) i i m  v(ni,C . )  = ~(A,C) 
i-- J 
j- 

h i  Lu d r u t u  de mathiceh (t ) et C j  (t ) convMgent uni6o~nément 
dut t'UttenvaL(e [to,t ,] et indZpendrunnent L'une de tlluLtne, mupectivement 

~ e n s  cette Bcriture nous notons (C l T S  c ~ ~ ) ~  la matrice c formée par 
2  

juxtaposition des matrices C' et C . 
L'énoncé de la propriété (11-80) nécessite la définition de distances 

sur l'ensemble des matrices (q,q) et sur l'ensemble des matrices (k,q) . En pratique, 
nous utiliserons les distances coiduites par les normes Sq2y2 définies ci-aprés : 



où x est un vecteur à q composantes et M une matrice (q,q) 

où y est un vecteur à q composantes et M' une matrice (k,q) 

L'énoncé de la propriété (11-80) devient alors : 

si 

iim SUP se% [~(t) - 4 (t)] = 0 
i- te[tO,tl] 

lim sup s~vL,[c(~)-c~(~)] = O 
j teCt,,t,l 

alors 

De la même façon que la définition des mesures de la commanda- 

bilité était l'énoncé des propriétés minhales requises pour ces grandeurs, 

les conditions (11-77) à (11-80) caractérisent nécessairement toute mesure 

de l'observabilité. 

Cependant, comme dans le cas de la comrnandabilité, beaucoup 

d'exemples importants de mesures de l'observabilité satisfont à des condi- 

tions beaucoup plus strictes. En particulier, elles vérifient souvent : 



et même, quelquefois : 

II - D - Mesures particulières aux systèmes stationnaires 

Toutes les mesures de la commandabilité et de l'observabilité définies 

pour les systèmes non stationnaires peuvent être naturellement utilisées pour 

les systSmes stationnaires. 

Toutefois la structure particulière de ces systèmes permet d'envi- 

sager la définition de mesures qui leur soient propres. 

~ T T 
En premier lieu les valeurs propres de la matrice Cdcd et Ob Ob 

peuvent remplacer dans les 6tudes précédentes les valeurs propres de ~ ( t ~ , t , )  

et de 8(t0,tl 1-  
11 est à remarquer que, pour les systèmes discrets, ceci revient simplement 

à calculer ~ ( t  t ) et ~ ( t ~ , t ,  ) pour une commande et une observation en q coups. O' 1 

L'interprétation géométrique des conditions de commandabilité et 

d'observabilité présentée au paragraphe E -3 du chapitre précédent permet éga- 

lement la définition de mesures propres aux systèmes stationnaires. Cependant 



comme nous allons le voir, ces mesures demandent une interprétation légérernent 

restrictive de la propriété de convergence. 

+ - Définition 

Rappelons tout d'abord l'interprétation géométrique des conditions 

de commandabilité d'un système linéaire stationnaire monovariable (A,B,c,D) 

continu ou discret. 

Le ~ y ~ t è m e  Unéaihe a U o n n a h e  monovarUabte (A ,B ,c ,D)  e s t  
corr~nandabte ai & seulement a i  

- l e  s o u  espuce p o p e  a a ~ o c i e  à to&e v a l u  phopne de A (ou de n T )  

ut de dunenshn 1 

- l e  v e c t u  de commande B n'est  on/thogond a aucun veotewr ptlope 
de . 

Cette façon d'exprimer la comandabilité des systèmes stationnaires 

s'étend aux systèmes multivariables /14 / .  

Théohème - 1 5  

Le système U n W e  a ~ o n ~ e  mWvatr/iabte (A,B,C ,D) es t  
cornmanciabRe s i  et heuRement h i  

- t e  aous upace ~ p n e ~ o e i e i i - t o u t e  u d e m  p o p u  de A (ou nT) 
e s t  de dimension 1 (11-83) 



- à chaque vecteun phopne de aT , ie cornespond au moim un ueotew 

colonne de la mathice de commande B qui ne, l u i  i o i t  pan okthogond. 

Notons v, , va, . . . Y& (&&q) les vectem propres de A' n o n é s  par 

1 iviI 1 = 1 Yi = 1.. . !L. Si la matrice B est de d h e u s i ~ m s  ( q , k )  le produit 
T B .v. forme un vecteur colonne à k composantes. 

1 

La condition (11-83) étant supposée satisfaite, 1s condi t ion  de curnaricit~~~i~it6 

du système s'exprime alors par : 

.r 
S i  nous appelons y. la norme hermitienne de B .v. cette c o n d i ~ i ~ j n  sl&ncnce 

1 1 ' 
encore : 

La condi;tion i 11-83) ê&nt auppoa Ze mx%&ite, . toute.  moge.nvze., 
p o n d 2 ~ h r  ou non, d lo td te  négati6 r , des yi es$ une mame d e  t a  comandab. i l i té  

 di^ 5-3 t2me 

En effet 

Mr(r,~) 2 O 

Ml'(r,~) = O si et se7llemer1-t si ?In Y. au mojr-s i.st nul 
1 



e t  à f o r t i o r i  : 

La c o n t i n u i t é  de X~I',PI p a r  r a p p o r t  aux composantes des  vec t eu r s  propres  de 

!iT ?t taiix Slérnents de B montre que l a  p r o p r i é t é  de convergence (TI-4)  e s t  

égal emeri t v é r i f i é e  

si A. -+ A 
1 l o r sque  i-+ +m 

Bi + B 

& c~)r!df ti,>ri t o u t e f o i s  de r e s t r e i n d r e  l e  sens  de I ' e x p r e s s i o n .  A .  t end  v e r s  A 
1 

l o r s q ~ i r  i Lead v e r s  l ' i n f i n i ,  de l a  façon su ivan te  : 

- quelque s o i t  1, l e  sous espace propre a s s o c i 6  à t o u t e  va l eu r  

propre de A e s t  de dimension 1 .  i 
- l e s  ma t r i ce s  A.  on t  l e  même nombre de v a l e u r s  propres  d i s t i n c t e s  

1 

que  A e t  L 'ordre de m u l t i p l i c i t é  de  chaque va l eu r  propre  de A .  e s t  égal à c e l u i  
1 

le La va leu r  propre  de A v e r s  l a q u e l l e  e l l e  tend.  

- I n t e r p r é t a t i o n  géométrique : 

S c i t  un processus l i n é a i r e  s t a t i o n n a i r e  rnanovariable pour l e q u e l  l e s  

vrrlei~rs propres  de A sont  t o u t e s  r é e l l e s .  Les yi d é f i n i s  au paragraphe ~ r é c é d e n t  

: ; ' i d e n t i f i e n t  a l o r s  simplement aux p r o d u i t s  s c a l a i r e s  des  vec t eu r s  propres  de 
AT , nümés , par  l e  vec t eu r  de  commande B. La moyenne harmonique de ces produits saA.zks 



constitue une mesure de la commandabilité du système stationnaire dans les 

conditions préci.s&o plus haut. 

T T 
Dans cette écriture 18 .vi 1 représente le module de B vi 

Munissons .gq de la base {v, ,va,. . . ve,v+l,.  . . v 1 .  v, ,vp.. . vR sont ].es 
9 

vecteurs propres de A ~ ,  normés. Les vecteurs ve+, ,. . . v normés complètent 
9 y 

la base. 

La matrice du régime libre A et le module du vecteur de commande 

B dans la base {v,,~ 2y... v ) étant fixés , cherchons à quel système corres- 

pond la plus grande mesure y . 

Soient ( ù l  >b2. . . T 
bR' bR+l , . . b ) les composantes de B sur la 

9. 
base IV, ,v2>.. . vJ . La recherche du maximum de )I est 'tquivalente à la 

recherche du minimum de : 

ic~r~s-ji À ~ ~ 1 L i s f a i t e  la contrainte : 

L,'application des théorèmes classiques pour la recherche des 

extrèmes d'une fonction conduit à : 



Autrement d i t  lorsque l a  matrice A e t  l e  module de R sont f i x é s ,  

l e  veczeur de commande qui donne l a  p lus  f o r t e  mesure u e s t  c e lu i  qui appar- 

t i e n t  au sous espace de 3 engendré par l e s  vecteurs propres de e t  qui  

s e  p ro j e t t e  d 'égale façon sur chacun d'eux. 



CONCLUSION 

!r:-iri:; c e  ctiapi t r e  ont 6 t é  Znoncées les  p r o p r i é t n s  minimales que 

d o i t  : ::,y:,L tL: ~,oi i t  z. grdndeilr ctloi:;ie en vile de l é f i n i r  l mi'. mi-t , : l iv le la 

commandahilit6 d 'un processus l i n é a i r e ,  s t a t i o n n a i r e  ou non, r ep ré sen té  p a r  

une ç s q i l a t  i ?ri i l  ' é t a t  

, , < L ~ i d e  des systèmes l o r s q u ' i l s  son t  comarid6s de manière opt lmsle ,  

relativenient, à lm c r i t è r e  quadra t ique ,  nous a conduit  i n t r o d u i r e  une c l a s s e  

de mrslr-es d e  La c o m a n d a b i l i t é .  Dans c e t t e  op t ique ,  un système q u i  e s t  "bien 

,idnrnai~rf.tr !e"  r s t  lin .;ystème q u i  ne demande qu'une f a i b l e  énerg ie  de commande 

a l o r s  l , A ' t ~ : i  .;ys?;erlie qu i  n ' e s t  pas  commandable demanderait une 6nerg ie  de com- 

mande ~ n t ' i i ~ i e  pour a t t e i n d r e  c e r t a i n s  é t a t s .  

!, ' rxainen du cas  des systèmes l i n é a i r e s  s ta t ior i r ia i res  condui t ,  

pour i*+:;x -i: l , a i  La d g f i n i t  i on  de mesures p a r t i c u l i è r e s  qu i  s  ' i n t e r p r è t e n t  

géométr ~ c ~ i ~ i r n e n t .  

lia d i l a i i t 6  commandabilité o b s e r v a b i l i t é  permet d ' i n t r o d u i r e  s i m -  

piemitit +!es enemplt-s de mesures t2e l t o b s e r v a b i l i t 6  dont l a  d é f i n i t i o n  axioma- 

f i l i ~ l ~  . * * i  1-1 I*i?il  i: à c e l l e  des  mesures de l a  commandabilité. 



C H A P I T R E  I I I  

COMMANDABILITE , OBSERVABILITE ET SENSIBILITE 

AUX PARAMETRES 



INTRODUCTION 

La notiondeVbonne ou mauvaise" cummandabilité d'un système se rap- 

porte à une qualité souhaitée pour ce système. Ainsi, nous avons vu au chapitre 

précédent que la recherche de la commande d'un processus à énergie minimale 

permettait de définir divers types de mesures permettant de préciser la corn- 

mandabilité d'un système. Nous voulons ici rattacher la notion de commandabi- 

lit6 à une autre qualité ' : la précision dans la commande. C 'est pourquoi, aprés 

avoir mis en évidence le lien entre la commandabilité d'un système et sa sen- 

sibilité aux variations de ses paramètres caractéristiques, nous montrons que 

la précision atteinte lors de la détermination de la commande d'un processus 

dépend non seulement des erreurs commises lors de la détermination d'un modèle 

pour ce système ou de l'élaboration de la commande mais également de la struc- 

ture de la matrice de commandabilité. 

Cette constatation nous conduit donc à proposer une mesure de la commandabilité 

qui rende compte de la précision dans la commande. 

Une étude parallèle sur la précision dans reconstitution d'un 

état nous conduit, de la même façon, à définir une nouvelle mesure de l'ob- 

servabilité. 



A - COMMANDABILITE ET SENSIBILITE AUX PARAMETRES CARACTERISTIQUES DES SYSTEMES 
LINEAIRES. 

3 - Position du problème 

Soit le système linéaire continu : 

Nous 6tudEons ici l'effet su r  ce système de variations des coef- 

ficients de ~ ( t )  et ~ ( t )  . Pour cela, nous notons AA(t) et  AB(^) les varia- 
i 

tions sur ~ ( t )  et ~ ( t )  et A (t) , ~*(t) les matrices définies par : 

La sensibilité du processus aux variations de ses paramètres est 

déterminée par comparaison des trajectoires issues de l'origine x = O à O 
1' instant to du système (1-1 ) et celles du système : 

lorsqu'ils sont soumis à la même commande. 

De la même façon, et en utilisant une notation semblable à 

celle utilisée pour les systèmes continus, nous comparons les trajectoires 

issues de l'origine x = O à l'instant t0 du système discret: O 

à celle du système : 

xW(t+1) = A*(t) x*(t) + Bi(t) u(t) 

pour une même loi de commande u(t). 
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Montrons tout d' abord que 

Poun que l e s  .tnajectohines dana l 1  espace d' E t a t  deb sysXèma con- 

Zhw.4 f i n é d e s  (1-2) e.$ (111-3) ( h a p .  &met6 & . n E U . . h U  (1-1 1-i) ~(111-4)) 

i64uedde110kigine xO=O a l l ina tan t  tO p L U 6 s e n A é t i l e c o n ~ o n d u ~ ~ ~  
L'intenvakte de temps [tO,+[ et ceci q u a e  que so*t l a  commande apph-- 

quCe , il es t  nécesaaihe que : 

Démontrons cette propriété pour les systèmes continus. 

En tenant compte du Tait que : 

L'intégration des équations (1-2) et (111-3) conduit à définir les vecteurs 

d'état x(t) et xr(t) par les expressions respectives : 

.Il en résulte par différence 



Pour que les trajectoires des systèmes (1-2) et (111-3) soient confondues 

il est nécessaire et suffisant que la grandeur vectorielle définie en (111-9) 

soit nulle à tout instant. Et ceci, quelle que soit la commande u(6) sur l'in- 

tervalle [tO,t] . 

Le choix d'une commande de la forme : 

~ ( 6 )  = [@(t,6)~(6) - @*(t,6)B1(6)] T$ (111-10) 

où e 3 + est un vecteur colonne à p composantes, conduit à exprimer 

l'&art entre les trajectoires des deux systèmes par l'expression : 

La nullité de cette expression pour toute commande de la forme 

(111-10) nécessite que la relation (111-12) 

soit vérifiée pour tout 6 appartenant à l'intervalle ltO,t] et en parti- 

culier poux 6 = t. 

Il en résulte : 

d'où, puisque, si 1 désigne la matrice identité de rang q : 



il est nécessaire d'avoir 

~ ( t )  = B*(t) 

et ceci, quel que soit t, 

soit ~ ( r )  2 B*(T) Y r e [tO*[. 

La généralisation de la propriété 17.a~ cas des processus discrets 

s'effectue de façon semblable. 

Nous admettons pour la suite de l'étude que la propriété 
* 

~ ( t )  I B (t) est vérifiée pour tout t > tO. Il en résulte pour le système 

perturbé une évolution régie par l'expression : 

dans le cas continu, et par l'expression : 

x*(t+3) = ~*(t) x*(t) + ~ ( t )  u(t) 

dans le cas discret. 

2 - Condition nécessaire et suffisante de commandabilité 

Dans ce qui suit, nous appelons uniformément cornmandable un système 

continu (resp. discret) qui vérifie la propriété : 

rang s(tO,tl) = q-> rang s(t0,t2) = q Y tg> tl (111-18) 

Il est clair que les systèmes continus et les systèmes discrets 

dont la matrice du régime libre est régulière à tout instant (c'est le cas, 

en particulier, des systèmes discrets obtenus par échmtillonnage de systèmes 

continus ) sont uniformément commandables s ' ils sont commandables . 



Le ~g~.tèrne f inéairre continu dléqu.on (1-2) ' ( n u p .  dhc/re;t 

d 1 é q ~ o n  (II-16-i ) U X  uni(oruni5nent camrnandable au aevu de t a  d é d i n i a o n  

pécédente  a i  et & d e m e n t  a i ,  l o u q u l i X  évolue en patLtavLt de t ' o d g i n e  

xo=o à l'&*ami to , .4k? e h t e  un UzdAant t, au deeà duquel! XouXe 

v W a n  &(t) auh P( t ) modidie nécenaaihement au mainb une de a u  Ana- 

jeotohes dans t ' u p a c e  d ' W .  

Supposons le système linéaire continu (1-2) commandable, nous 

allons montrer qu'une variation AA(t) sur ~ ( t )  qui n'a d'effet sur aucune 

trajectoire issue de 1 'origine est nécessairement identiquement nulle au 

delà d'un temps tl. 

Si * 
~ ( t )  = x (t) w e [to,+=C 

alors : 
O O !Jf 
~ ( t )  = x (t) ut e [to,+=L 

Dans ces conditions, il vient : 

Le système (1-2) étant commandable, il existe un instant tl 
au del& duquel tout état puisse être atteint. Il en résulte que, pour 

t 2 t,, il vient nécessairement : 

~ ( t )  = 

La réciproque de ce théorème se démontre aisément. 



Remarque : Si le système n'est pas commandable, il SUT- 
fit que les lignes de hA(t) appartiennent à chaque instant t au sous espace 

orthogonal à t espace atteignable à cet instant pour que l'égalité (111-21 ) 

soit vérifiêe. 

3 - Systèmes discrets 

Le théorème 1.8 que nous venons de démontrer pour les systèmes 

continus est également valable pour les systèmes discrets. Il convient 

alors d'interpréter t comme une variable discrète entière. 

La démonstration est tout à fait analogue celle présentde 

pour les systèmes continus. Cependant, nous all~ns expliciter ici une démons- 

tration des théorèmes 17 et 18 pour les processus discrets stationnaires, 

pour lesquels le rôle de la commandabilité est particulièrement bien mis en 

évidence . 

Soit, donc, les systèmes discrets stationnaires décrits par les 

équations d'état : 

Il vient pour les deux systèmes partant de l'origine xo = O 

à l'instant t0 t 



Pour que les trajectoires des deux systèmes soient confondues en permanence, 

quelles que soient les commandes appliquées, il faut et il suffit que : 

L'ensemble des conditions (111-27) est encore équivalent aux 

deux conditions : 

où Cd est la matrice de commandabilité : 

Pour que les trajectoires des deux systèmes soient confondues 

en permanence, quelles que soient les commandes appliqu6es, il faut et il 
* 

suffit que les matrices B et B soient confondues et que les lignes de la " T 
matrice A-A appartiennent au noyau de Cd . Ce qui démontre, pour les 
systèmes discrets stationnaires, les propriétés 17 et 18. 



4 - Systèmes échantillonnés 

Soit le systhe linéaire continu stationnaire : 

O 

x(t) = A x(t) + B u(t) 

l Le système discret stationnaire obtenu par échantillonnage à 

période constante T du précédent lorsque la commande est réalisée par un 

bloqueur d'ordre O dont la période est synchronisée sur celle de l'échantil- 

lonnage, a pour équation : 

Au système çonkinu d'équation : 

j 

l nous associons le système échantillonné : 

x[ (~+I )T]  = e AT x(nT) + [ 

. Théohème 19 

Le a y ~ t è n i e  î 4 n é a e  dhchet a U o n h e  d ' é q u a t i o n  (111-37) 

iT B 1361 u(nT) (111-3 1 ) 

Soient AA et AB des variations sur les matrices A et B du 
* 

système (111-30) et notons A* et B les matrices suivantes : 



cornmanciabLe a i  et aeutemenit h i ,  Lohsqu'iL Gvohe en pahAant de l'ohigine 
x = O , tocLte v m n  AB 6UJi la matruce B ou hA dm la m W c e  
O 

A modidie nZce6aainenten.t au rnoh une de b e ~  *iurjeotoMed dand l' espace 

d'i5ta.t. 

En effet, si le système discrétisé est commandable, pour qu'au- 

cune trajectoire issue de xo = O ne soit modifiée par une variation sur 

la matrice A ou sur la matrice B, il faut et il suffit que : 

Or si le système discrétisé est commandable, les diviseurs élémentaires 
AT 

/12/ de e sont premiers entre eux. Dans ces conditions l'équation (111-36) 

admet une solution unique : 

D'autre part, l'équation (111-37) implique : 

I 

car la matrice f eA(T-6) d6 est régulière. 

B - OBSERVABILITE ET SENSIBI~ITE AUX PARAMETRES CARACTERISTIQUES DES SYSTEMES 
LINEAIRES 

1 - Position du problème 



De la dualité canmiandabilité-observabilité, il est possible de 

déduire pour l'observabilité des propriétés semblables 8, celles relatives 

& la commandabilité et énoncées dans les théorèmes 17 et 18. Toutefois, il 
est possible d'aller plus loin lorsque les systèmes considérés sont station- 

naires. 

Scatle système linéaire continu d'équation 

ou, soit le système discret 

Afin d'étudier l'effet sur ces systèmes de variations des coef- 
9~ n 

ficients notons AA et bC les variations sur A et C et A , C les matrices 

définies par : 

Nous cmparons les trajectoires libres dans l'espace des sorties des systèmes 

(111-40) et 



ainsi que des systèmes (111-41) et 

Les vaiations possibles sur B et D éhtsans influence sur le 

régime libre n'ont pas besoin d'être mises en évidence. 

Nous allons montrer que : 

Pou t  que la R h a j e c t o h u  &bha dam R'edpace d e s  b o h t i u  d a  hyb.tè- 

m u  fii.lé&en c o n t i n u  a W o n n & a  (111-40) & (111-44) ( k a p .  de6 h yh- 

; ternu f i n é d a  didmea2 aXuÂ5ionnaihu (III-~I) & (111-45 ) ) hoievLt condondues 

pue l  que b o a  Re' CZaA i W  xo à R'im*ant t = O , u.t nécedhaine que : 

En effet pour que les sorties des systèmes (111-40) et (111-44) 

(resp. (111-41 et (111-45)) soient confondues, il faut qu'elles le soient, 

en particulier, à l'instant initial : 

* 
C x0 = C x0 (111-47) 

La vérification de (111-47) quel que soit xo implique (111-46). 

Compte tenu de la propriété 20, nous nous limitons maintenant 

à comparer les systèmes (111-40) et (111-41) aux systèmes : 



2 - Condition nécessaire et suffisante d'observabilité 

Le hyh;tème & n é d e  continu bh.i%n&e (111-40) ( h a p .  t i n é a i h e  
a W o n t a & e  (111-41 ) ait obhmvable h i  ct heulement n i  ;tauLe v d a -  

aZon AA A madiaie néce6aaihemevLt au moino une m j e c t o h e  &bae dans 

L'enpace de6 h o f i a .  

Supposons le système linéaire continu (111-40) observable et 

montrons qu'une variation AA sur A qui n'a d'effet sur aucune trajectoire 

libre dans l'espace des sorties est nécessairement nulle. 

Il vient par intégration : 

3li 
s(t) et s (t) sont deux fonctions infiniment dérivables , et ceci quel que 

soit xo. Il en résulte que si, . 



alors : 

L'égalité (111-53) doit etre vérifiée, en particulier, pour t = 0. 

D'où : 

Soit encore : 

L'ensemble d'égalité (111-54) est encore équivalent & : 

où Ob désigne la matrice d'observabilité : 



si le système (111-40) est observable, cette relation ne peut être vérifiée 

que lorsque 

~éciproquement si le système (111-40) n'est pas observable, il 

suffit que les colonnes de AA appartiennent au noyau de la matrice d1obser- 

vabilité pour que l'égalité (111-52) soit satisfaite. 

En effet il vient dans ce cas : 

Ce qui implique, en particulier : 

Il en résulte que si 

Alors : 

s(t) = s*(t) 



La dhonstration du théorème 21 pour les systèmes discrets 

stationnaires s'effectue de façon semblable. 

C - PRECISION DANS LA COMMANDE D'UN SYSTEME LINEAIRE DISCRET 

1 - Position 'du problème 

Lors de l'élaboration de la commande d'un processus linéaire 

discret, nous avons à résoudre le système d'équations linéaires représenté 

sous forme matricielle par : 

où z représente : 1 

c'est-à-dire la différence entre l'état x, que nous désirons atteindre 

à l'instant tl et l'état obtenu à cet instant en laissant évoluer librement 

le système à partir de l'état initial x 
0 ' 

Or la précision dans le calcul de la commande à partir 

de l'équation (111-64) dépend non seulement des erreurs sur les éléments 

de la matrice cd(to,tl) mais égal'ement de la structure de cette matrice 

/23/. C'est pourquoi il parait intéressant d'étudier comment se repercutent 



sur  l ' é t a t  à a t te indre  l e s  e r reurs  sur  l e s  éléments de l a  matrice cd ( tO . t l ) .  

2 - Effet  sur l ' é t a t  f i n a l  d 'er reurs  sur  l a  matrice de comman- 

d a b i l i t  6 

Soi t  un système d i s c r e t  l i n é a i r e  que nous voulons f a i r e  passer 

La séquence de commande r éa l i s an t  c e t t e  propr ié té  do i t  v é r i f i e r  

l a  r e l a t i on  : 

Compte-tenu des imprécisions dans l a  déf in i t ion  du modèle l ' é t ude  s ' e f fec tue  
* l e  plus souvent à p a r t i r  d'une est imation Cd (tO,t ) de l a  matrice de comman- 

d a b i l i t é  c d ( t o Y t 1  ) 

s o i t  en notation abrégée : 



Les solutions de l'équation (111-67) s 'écrivent : 

++ 
PL(tO.tl) = Cd (tO.tl)xl + Y 

avec y vecteur quelconque appartenant au noyau de cd*( tO,tl ) 

U(tO,tl ) étant calculé à partir de 1' équation (III-67), l'état atteint à 

l'instant t1 sera : 

x(tl) = cd(to.t,) U(to,tl) 

De (III-Tl), (111-67) et (111-68) il vient : 

en notant 

hl = XI - x(tl 

Si Sq2q2 désigne la normegéométrique de matrice induite par la norme 

euclidienne, le choix de 

y = O (111-75 ) 

T 
qui correspond à la commande minimisant l'expression (to,tl). Wt,,t,),' 

implique l'inégalité : 

soit encore : 



G S92v2 [ ~ ~ d ( t ~  ,t )] 
Amin 

expression dans laquelle Amin représente la plus petite valeur propre de la 
*T 

matrice cd*(to,tl ) Cd (to,tl ) . 

Les quantités et ~~y'~[A~d(t~,t, )] caractérisent 

l'erreur relative sur l'état à atteindre, et l'erreur absolue sur les coefficients 
* 

de la matrice de commandabilité Cd (tO,tl). Dans cette interprétation, il appa- 

rait que l'erreur relative sur l'état est majorée par l'erreur absolue sur les 
\ 

coefficients de la matrice commandable multipliée par un nombre qui ne dépend ~ que de cette seule matrice. 

Nous avons vu au chapitre précédent que A min était une mesure 

forte de la commandabilité. Il apparait donc que cette grandeur' qui était dans 

ce chapitre l'objet d'une interprétation énergétique intéressante caractérise 

également la précision de la commande. 

Une transformation simple de 1 ' exPr-ession (111-77) conduit à la 

relation : 

/GE %2~2 
[Acd(tO,tl 11 

< JxT. 
1 1  

x min Sq2y2 Ccd*(tO,tl )I 
* * T 

où hmax représente la plus grande valeur propre de Cd (tO,tl) Cd (tO,tl). 



L' inégal i té  (111-78) s ' interprète  comme une majoration de l ' e r r eu r  

re la t ive  sur l ' é t a t  par l e  produit de l ' e r r eu r  re la t ive  sur. l a  matrice de 

commandabilité par un nombre qui ne dépend que de ce t t e  matrice. 

W 
Lorsque l a  matrice cd ( tO,tl)  e s t  carrée, l e  nombre Jsqui 

hmax 
* 

apparait e s t  un conditionnement 1231 de l a  matrice Cd (tO,tl). I l  es t  appelé 

nombre de Von Neumann. 

3 - Interprétations du nombre de Von Neumann de l a  matrice de 

commandabilité 

La quantité introdui te  au paragraphe précédent admet 
Xmax 

deux autres interprétat ions intéressantes.  

Envisageons l e  cas pour lequel il n'y a pas d'erreur sur l a  

matrice de commandabilité u t i l i s é e  dans l e  calcul  de l a  commande 
#! 

c d ( t o , t l )  = Cd (t t ) )  l e s  seules erreurs intervenant lo r s  de son élabora- 
O' 1 

t ion .  

L'équation à résoudre pour trouver l a  séquence de l a  commande e s t  : 

W 
La commande effectivement mise en oeuvre aprés calcul e s t  (tO,t,) 

e t  l ' é t a t  effectivement a t t e i n t  e s t  déf ini  par l a  relat ion 



L'écart entre l'état atteint et l'état désiré s'exprime par : 

x(tl 1- x, = hl = cd(tO,tl) [%*(tO,tl) - g(tO;tl 11 ( 111-8 1 ) 

Il en résulte l'équation de sensibilité vis à vis de la commande du système : 

hx,  = cd(t,,t,). A U(tO.tl) (111-82) 

Projetons A a(tO,tl) sur le noyau de cd(tO,tl ) et sur le sous espace 
orthogonal. 

A = projection sur le noyau de cd(tO,tl ) 

AQ' = projection sur le sous espace orthogonal ou noyau. 

Il vient alors 

Amin et hmax désignant respectivement la plus petite et la plus grande 
T valeur propre de Cd(tO,tl) Cd (to,tl) 

Il est clair que : 

Amin Min IIA xlII [ Xmax ] 
M a x  IlA xllI 1 IA%'~ 1 = cte 



La quantité /- caractérise donc la constance du 
Xmax 

comportement du système en présence d'erreurs sur la commande. 

Ce nombre caractérise encore d'une autre façon le comportement du système 

piloté par une commande erronée. En effet, des .équations (111-80) , (111-8 1 ) 
et (111-83) il vient, par majoration : 

Ainsi [ s' interprète également comme 1' inverse du coef- 
bu. ficient d'amplification maximum de l'erreur relative. 

4 - Propriété de Xmax 

Théorrème 22  

~ Pow un ayaithe f i n é d e  dib~hG, a i  hmax G hmax dhignenit 

rrespecltivement .ta p h  pati-te d Ra p h  ghande vdewr ptrophe du prroW 
de .ta mahice de commandab~é  W é e s  daw Le calcul de la commande 

Amin pm sa .tMwpo&Ee , Ra qu.antLté /& e6.t une mesune de la commanda- 

La vérification de cette propriété est immédiate. 



/hZ Il faut remarquer que - est une mesure faible de la commanda- 
bilité. Il est clair toutefois que cette grandeur permet une bonne carac- 

térisation de la commandabilité lorsque le critère retenu pour qualifier celle- 

ci est la sensibilité. 

D -  PRECISION DANS LA COMMANDE D'UN SYSTEME LINEAIRE CONTINU : 

Comme dans le cas des systèmes~ets,nous particulariserons la com- 

mande en choisissant systématiquement celle qui minimise la fonctionnelle 

quadratique : 

La recherche de la commande qui permet de passer d'un état xo 

à l'instant t0 à un état xl à l'instant t, se ramène alors à la résolution 

du système d'équations linéaires : 

où les q composantes du vecteur JI sont les inconnues. 

Si nous considérons alors les composantes de IJ comme étant les 
parmètres de réglage de la commande sur l'intervalle bO,t , nous sommes 
formellement, en présence du même problème que celui posé par les systèmes 

discret S. 

Toutefois, la matrice ~ ( t ~ , t ,  ) étant une matrice symétrique 

positive, régulière lorsque le système est commandable, nous pouvons sim- 

plifier 1' énoncé des propriétés, 



Si Amin et Amax désignent respectivement la plus petite et 

la plus grande valeur propre de s ( tI , t ) . nous avons les relations : 
1 

/ Amax SQ2v2 [ ~ ~ ( t ~ ~ t ~ ) l  
T - 

X 
1 

X 1 Amin sQ2$ [ s*(to,tl 11 

rn 
Amax < -  m 

xL X 
1 1  

Amin 

* 
Dans ces expressions S (t t ) représente, de façon analogue 

* O' 1 
à Cd (to,tl) la matrice effectivement utilisée dans les calculs. 

A S( tO.tl ) représente la différence entre s(tO,tl ) relative à l'évolution * 
réelle du système et S (tO,tl ) . 

Amin Les diverses interprétations de Amin et - sont les mêmes - L- Xmax 

que celles données pour J b i n  et Y= dans le cas des systèmes dis- 

crets. 



E - EXEMPLE D'APPLICATION AUX PROBLEMES DE SYNTHESE DES ASSERVISSEMENTS 

Le système que nous considérons est celui qui nous a déjà 

servi d'exemple au chapitre précédent (paragraphe 11-33, figure 1) 

Les valeurs propres extrêmes de la matrice Cd cdT de ce 

système commandé en deux périodes admettent les expressions 

Amin = s- d2-4p 

avec : 
2 2 2 2 

s = 2T + (A-6) (1-D )(I+D ) 

L'étude des variations de la quantité , /XE en fonctions des 
hmax 

variables réduites 

T O = -  
6 

conduit à un réseau de courbes présenté figure 1. 





F - PRECISION DANS LA RECONSTITUTION DE L'ETAT D'UN SYSTEME LINEAIRE DISCRET 

3 - Position du problème 

Pour reconstituer l'état à 1'in~tant.t~ d'un système linéaire 

discret dont le vecteur de sortie est observé entre les instants t0 et t,, 

il nous faut résoudre le système d'équations linéaires suivant : 

où les composantes de x(tO) sont les inconnues. 

Nous savons queee système admet une solution et une seule si 

la matrice Ob(tO.tl) est de rang q. 

La précision dans la reconstitution de l'état initial x(to) dépend 

non seulement des erreurs sur les éléments de la matrice Ob(to,tl) et des 

erreurs dans l'observation du vecteur de sortie mais également de la struc- 

ture de la matrice d1observabilit6 1231. 

Le problème que nous rencontrons ici pour l'observabilité est 

analogue à celui posé au paragraphe 111-13 pour la comm~ndabilité. 



2 - Effet sur la reconstitution de l'état initial d'erreurs sur 
la matrice dt observabilité. 

Soit un système discret linéaire 

I observé entre les instants t0 et tl et dont nous voulons reconstituer l'état 

à l'instant tO. Soit xo cet état. xo satisfait la relation : 

 état x(tO) estimé lorsque la matrice Ob(tO,tl) est entachée d'erreur est 
m 

défini à partir de la matrice Ob (to,t,) selon la relation 

avec : 

ObW(t ,t ) = 0b(tO,tl) + D Ob(tO,tl) (111-100) O 1 

L'écart entre la solution calculée x(tO) et la solution réelle xo 

. satisfait la relation 



Pour que 1 ' équation (111-99) n'admette qu'une seule solution ( sys- 
m 

t b e  observable) il faut et il suffit que la matrice Ob (tO,t ) ait pour rang q. 

Dans ce cas, l'équation (111-101 ) admet également une solution unique : 

Il vient alor.s, si ho désigne l'écart x(to)-xo. les inégalités 

suivantes : 

Amin et hmax désignent respectivement la plus petite et la plus grande 
+RT * 

valeur propre de Ob (tO,tl)Ob (tO.tl). 

et J w  L I  interprétation pour 1 ' observabilité de /- 
Amin Amin 

dans les inégalités (111-103) et (111-104) est analogue à celle des inégalités 

(111-77) et (111-78) pour la commandabilité. 

3 - Interprétations du nombre de Von Neumann de la matrice 

Comme dans le cas de la commandabilité, nous pouvons encore 

donner deux autres interprétations de 
Xmax 



Supposons qu'il n'y ait pas d'erreur sur la matrice d'observa- 

bilité utilisée dans le calcul de l'état initial (Ob(tO,t ) .  = 0bX(tO,t ) )  

mais que les diverses mesures du vecteur de sortie soit entachées d'erreurs 

au niveau des capteurs utilisés, l'état initial cherché satisfait 1' équa- 

tion (111-98) 

par suite des erreurs de mesure nous résolvons en réalité le système : 

avec &(tO,tl) : vecteur définissant les erreurs de mesure successives 

sur le vecteur de sortie. 

L'écart entre l'état initial calcule x(tO) et l'état initial réel xo admet 

alors l'expression : 

A En désignant respectivement par E' et E les projections de &(tO,tl ) 
+ 

sur le noyau de Ob (tO,t ) et sur le sous espace orthogonal : 

il vient : 



si Xmin et b a x  désignent comme au paragraphe ( III-F-2) la plus petite 
T 

et la plus grande valeur propre de Ob (tO,t ) Ob(tO,t ) . 

Puisque 

la quantité ?min apparait comme caractérisant la constance du compor- 
Xmax 

tement de l'observateur d'équation (111-98) en présence d'erreurs sur les 

sorties physiquement observées du système. 

D'autre part si nous désignons par ~ ( t  t ) O' 1 

le vecteur formé à partir des mesures du vecteur de sortie et des commandes 

appliquées ou systèmes, nous pouvons écrire : 

Jhin 
Xmax apparait alors comme l'inverse du coefficient d'amplification maximum 

de l'erreur relative. 



Jhin 4 - Propriété de Xmax 

Powt un  a g a t h e  &néa.&e di6cne;t, a i  Amin et Xmax déadneni t  
nespecit ivement la p h  p u e  et la p h  gnande v d e w t  lJltrophe du p h o W  à 

gauche d e  û1 m&ce d l o . b a e n v a b W Z  p m  h a  m y ~ b p o h é e ,  û1 quanti22 

est une meswte d e  L'obaenvab.XLté. 

La vérification de cette propriété se fait sans difficulté. 

la quqntité- est une mesure faible de l'obseryabilité. 
1 m w  

Toutefois, coqme lors de l'étude de la quantité analogue définie pour la 

comandabilité, il convient de noter l'intérêt de cette grandeur : elle 

permet une trés bonne caractérisation de l'observabilité lorsque le cri- 

tère retenu pour qualifier celle-ci est la sensibilité. Ceci montre bien 

llintér&t des mesures faibles de 1 'ohservabilité (ou de la commandabilité) : 

b?en que possédant des propriétés mathématiques moins fines que les mesu- 

res fortes, elles constituent néanmoins de bons outils pour l'analyse des 

systhes ou la synthèse des asservissements. 



CONCLUSION 

L'étude des liens entre sensibilité aux paramètres et commandabi- 

lit6 d'une part, sensibilité aux paramètres et observabilité d'autre part, 

nous a permis de définir de nouvelles mesures de la cammandabilité ainsi que 

de nouvelles mesures de l'observabilité. Nous avons pu, en particulier, 

introduire une grandeur qui permet de qualifier la commandabilité d'un sys- 

tème tout en exprimant sa sensibilité aux variations de ses paramètres carac- 

téristiques et aux erreurs intervenant lors de la définition de la commande 

imposée au processus. De même il a été possible de définir une mesure de 

l'observabilité d'un processus qui se rattache directement à la sensibilité 

aux variations de ses parmètres caractéristiques et aux erreurs introduites 

lors de la détermination effective de ses grandeurs de sortie. 



C O . N C L U S I O N  G E N E R A L E  



Aprés avoir rappelé les propriétés essentielles de la commanda- 

bilité et de llobservabilité, nous avons pu formaliser les notions intui- 

tives de qualité de la commasidabilitd et de l'observabilité. 

Le choix d'un critère énergétique nous a permis ensuite de donner 

des exemples de mesures de la commandabilité et' d'illustrer par l'étude 

d'une famille de systèmebl'utilisation d'une de ces mesures. 

Enfin, nous avons montré que les propriétés de commandabilité, 

observabilité et sensibilité aux paramètres sont liées. Cette constatation 

nous a conduit à introduire des mesures de la commandabilitd et de l'obser- 

vabilité qui caractérisent l'influence sur l'état d'un système et sur son 

estimation des erreurs commises lors de l'établissemnt du modèle, de l'dla- 

boration de la commande et de la mesure à l'aide de capteurs des diverses 

variables de sortie physiquement accessibles. 



ANNEXE - 1 

évoluant eizMe l e s  U26aIzn;tb to & tl, .t'W X; e s t  a t t a n a b l e  à l l i r i d a I z n t  

t, en pahtamX de l'oaLgLne à l1uzd2an-t to h i  et aPILeement d i  : 

rang [s(tO,tl 1, xl] = rang[s(t0,tl 11 (1-16) 

Démonstration : 

Condition suffisante .................... 
Supposons tout d'abord que la condition (1-16) soit réalisée. 

Nous allons montrer qu'il existe au moins une commande u(t) qui permette 

d'atteindre x,. Pour ce faire, cherchons s'il existe une commande de la 

forme : 

où $ est un vecteur de % 

Si nous appliquons une telle commande au système (1-2), l'équa- 

tion (1-10) donne : 

x, = x(tl) = [(tl @(tl,d) ~ ( 6 )  BT(6) $(tl ,61 dq$ (A-2) 

t0 



La condition (1-3 6) assure pour cette dernière équation l'existence 
d'une solution $ /8/, et, par conséquent, l'existence d'une commande u(t ) . 

Condit ion nécessai~g 

Montrons que, réciproquement, l'existence d'une commande u(t) 

qui transfère l'état du système (1-2) de x(tO) = O à x(tl) = x,, implique 

(1-16). Nous utiliserons pour cela un raisonnement par 1' absurde. 

Supposons que doient simultanément vérifiées les deux propositions 

suivantes : 

a) il existe une commande u(t) qui fait passer le système de 

l'état x(tO) = O à x(tl) = X, 

La matrice s(tO,t , ) étant symétrique, l'espace engendré par les 
colonnes de s(tO,tl) est identique à celui qui engendre ses lignes. Cet 

espace est le sous-espace orthogonal au noyau de S(tO,tl). 

Il en résulte que xl peut être décomposé, et ceci de manière 

unique, sur le noyau de S(tO,tl) et sur le sous espace engendré par les 

X 
X, 

: projection de x1 sur le sous-espace engendré par les colonnes de 

S(tO.tl) 

x: : projection de x, sur le noyau de s(to,tl). 

La relation B )  implique : 
v T x 1 . x ~ # o  (A-6 



~'orthogonalité de la d6composition se traduit par : 

Enfin, d'aprés a), il existe u(t) telle que : 

Calculons la quantité scalaire z : 
t 

f' 1 

D'une part 

D'autre part : 

Mais : 

ce qui nécessite : 

xvT 1 @(t1,6) ~ ( 6 )  = O 



quelque soit 6 compris entre t0 et t,. 

Nous trouvons alors pour z : 

résultat incompatible avec (A-10) si l'hypothèse B est vraie. 

En conséquence, La conditton cl) implique : 

rang[8(to,tl), xl] = rang s(tO,tl) 



ANNEXE - 2 

I DEFINITION ET PROPRIETES DES PSEUDO-INVERSES DE MATRICE AU SENS DE 

On no& M., la mathice &taru-conjuguée d'une. rna.tMce. M. 

' Soit une matrice M, à éléments complexes, de dimensions (m,n). 

Et soit le système d'équations matricielles : 

AXA = A 

W. = X 

(Ax)* = AX 

(xA)* = XA 

Quelle que soit la matrice A, ce système d'équations admet une et 

une seule solution, qui est une matrice de dimensions (n,m) . Par définition, 
+ 

cette solution est le pseudo-inverse de la matrice A que l'on note A . 

propriétés 

Les pseudo-inverses ainsi définis vérifient les propriétés suivantes : 

Si A est carrée régulière, A+ = A- 
1 ( B-7 

+ + 
(XA)+=X A Aétant scalaireet X+étantdéfini dela (B-8) 

+ - 1 
manière suivante : X . =  X si A f O 

X + = O  s i ~ = o  



W + 
A, A+, A A, A A ont même rang (B-9) 

+ * + * 
Si U et V sont deux matrices unitaires (UAV) = V A U (B-10) 

(A* A)+ = A+ A*+ (B-1 1 ) 

Résolut ion d 'un système linéaire 

A étant une matrice et b un vecteur colonne, l'équation matricielle : 

admet une solution si et seulement si b appartient à l'image de A 

c 'est-&-dire si 

rang(A,b) = rang A 

ou encore si et seulement si 

Cette solution s'écrit 

+ 
x = A  b + y  

où y est un vecteur colonne quelconque du noyau de A. 

Elle peut encore se mettre sous la forme : 

où z est un vecteur colonne arbitraire. 

Parmi toutes les solutions, 

+ 
x = A  b 

est celle qui minimise la norme hermitienne de x. 



Lorsque l'équation 

n'est pas compatible ( c'est-à-dire n'admet pas de solutions) 

+ 
A b constitue la meilleure solution approchée, au sens des moindres carrés, 

de l'équation. C'est-à-dire que quel que soit le vecteur colonne x 

ou bien ( I A X  - blI > IIAA' b - bl( 
(B-18) 

ou bien 1 IAx - bl 1 = 1 I A  A' b - bl let1 1x1 1>1 IA' bl 1 

Dans cette écriture 1 l Y l  1 représente la norme hermitienne d'un vecteur y 



ANNEXE - 3 

Nous donnons ici une dhonstration de la propriété indiquée au 

chapitre 1, paragraphe E-3, à savoir : 

Lorsque, par un changement de base appropriée de matrice V, nous 

mettons la matrice A d'un système linéaire stationnaire monovariable (A ,B ,CI 
sous la forme de Jordan supérieure 

avec : 

bloc de Jordan de dimension (ni ,ni ) , 

vecteur 

v - 1 

de commande prend alors la forme : 



ème T 
03 $i est égal au produit scalaire du i vecteur propre de A par B. 

n: 

Pour le montrer transposons la relation (c-1 ) 
- - 

T 
(v-' )T caractérise donc un changement de base qui met A sous la forme 

de Jordan inférieure. 

T 
Ecrivons alors (v-' ) sous la forme : 

n. a.' est le vecteur propre de correspondant à la valeur propre Ai, 
1 

comme on le vérifie immédiatement. 

i ème T 
8, est le produit scalaire du i vecteur propre de A par B. 
i 
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