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INTRODUCTTION

Depuis moins de vingt ans le probléme de la maximisation d'une
fonctionnelle dans un domaine non linéaire a fait 1l'objet de nombreux
travaux. Un grand nombre d'algorithmes ont été donnés,

leur convergence démontrée.

Dés 1963-1964, quelques auteurs ont proposé des algorithmes généraux
mais ce n'est que vers la fin des années 1960, aprés la publication du
livre de Zangwill, qu'un courant d'intérét s'est révélé pour la synthése
des algorithmes. Cette synthése a permis d'en dégager leurs caractéris-
tigquescommunes pour assurer leur convergence. Les travaux des différents
auteurs sont connus sous la dénomination de théorémes généraux de

convergence.

Avec la notion d'applications multivoques, notion bien adaptée
pour décrire les algorithmes, ils seront largement utilisés dans ce
travail et assurent un lien commun entre les quatre premiers chapitres.
Le cinquiéme chapitre est consacré 3 un travail de nature différente
i1 est relatif 3 1l'optimisation en nombres entiers et se place dans le

cadre de 1l'arithmétique.

Ces théorémes généraux d'énoncés trés simples ne représentent pas
seulement des résultats de synthése (vue macroscopique sur les algorithmes),
ce qui est assez louable en soi, mais sont des outils nouveaux pour 1'éta-
blissement de méthodes nouvelles. Ils permettent de fournir des schémas

de démonstration particuliérement simples.




Les deux premiers chapitres sont consacrés 3 la linéarisation d'un
programme mathématique. C'est une démarche naturelle : nous voulons rempla-
cer un probléme non linéaire par une succession de problémes linéaires. Ces
problémes (ou programmes) ont certaines particularités liées a la mise en
oeuvre sur ordinateurs (problémes de mémoires). Ils devront &tre de format
constant i.e. que le nombre de contraintes linéaires doit &tre fixe ou
borné de maniére uniforme. La suite des solutions de chaque programme
linéaire, solutions obtenues par la méthode simpliciale, doit converger
vers une solution du probléme d'origine. Cette démarche a été celle de
méthodes bien connues : méthode de directions réalisables (Zoutendijk,
Topkis et Veinott) ou méthode des centres linéarisée (Huard). Néanmoins
ces méthodes exigent, d'une part de partir d'un point réalisable (ce qui
est un probléme en soi), d'autre part d'effectuer des calculs intermédiaires
comme par exemple la maximisation de la fonction économique sur la partie
réalisable d'un segment. Dans les deux premiers chapitres nous avons répondu

partiellement a notre objectif.

Le fait de supprimer les calculs intermédiaires et de nous interdire
d'accumuler les contraintes linéaires nous oblige, dans le chapitre I, a
conserver, pour les programmes a format constant, la fonction économique de
départ et de supposer qu'elle est strictement concave. Aux contraintes
obtenues par linéarisation est ajoutée une contrainte linéaire addition-
nelle (due 3 Haugazeau). Les deux algorithmes proposés sont une illustration

pratique d'un algorithme plus général dd 3 Laurent et Martinet.

Dans le chapitre II, nous nous interdisons de prendre une fonction
économique non linéaire. Dans ce cas, pour obtenir la convergence, nous
devons limiter le polyédre linéarisé. Ce qui a été trouvé est un cdne
convexe non-linéaire. Bien que nous n'ayons pas répondu d la question
posée, nous pensons avoir mis en évidence certaines difficultés de ce

probléme toujours ouvert.

Le chapitre III est une é&tude macroscopique de la composition et de la
réunion d'algorithmes. C'est une généralisation des méthodes d'optimisa-
tion par relaxation. Ainsi les relaxations cyclique ou chaotique sont
définies de fagon simple par la composition ou la réunion d'applications

multivoques définies au point courant. Notons que les domaines de sous-
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maximisation ne sont pas nécessairement des droites ou des variétés
linéaires ou des convexes, Ils sont également les images d'applications
multivoques. Divers affaiblissements des hypothéses sur la fonction écono-
mique et les applications multivoques sont discutés. Nous en montrons le
role dans 1'étude de la convergence des suites de points obtenus, ou plus
modestement dans l'obtention des points d'accumulation optimaux. Ces points
d'accumulation sont des points fixes de certaines applications définissant

cette composition ou cette réunion d'algorithmes.

Dans le chapitre IV est résolu un vieux probléme, celui de Fermat-
Weber. A l'origine, il s'agit de chercher le minimum de la somme des
distances pondérées d'un point x, d@ déterminer, & m points de 1l'espace
appelés sommets. Aprés avoir résolu ce probléme, en collaboration avec
F. Cordellier, nous avons généralisé au cas ol les distances pondérées
sont remplacées par des fonctions convexes de ces distances. Deux algo-
rithmes sont donnés, ils recouvrent un travail antérieur et s'appliquent
au probléme d'origine. Un troisiéme algorithme est défini pour ce dernier.
La difficulté est de définir un successeur des sommets (points ol la fonc-
tion économique est non différentiable) et de donner un algorithme
convergent. Une caractérisation de 1'ensemble des solutions optimales est
donnée (un segment de droite en général), Bien que la fonction économique
ne soit pas stri®tement convexe, nous obtenons la convergence de la suite

entiére fournie par l'un ou 1l'autre algorithme.

Le chapitre V est indépendant des précédents., Il regroupe l'essentiel
d'une thése de 3éme cycle et quelques résultats ultérieurs. L'objet de ce
chapitre est de définir ou de décrire la structure des points entiers d'un
systéme d'inégalités linéaires essentiellement représenté géométriquement
par un cone ou un parallélotope de R". Un algorithme est donné pour obtenir
tous les points entiers de ces ensembles. Pour cela est mis en évidence un
ensemble fini de points entiers appelés points fondamentaux et un ensemble
fini de vecteurs dits de translation 3 coordonnées entiéées. De plus, il est
également donné pour un cdne ou un parallélotope sa représentation analytique
minimale i.e. celle qui conduit, 3 1'aide de l'algorithme évoqué, au nombre
minimum de points fondamentaux ainsi qu'aux vecteurs de translation de lon-
gueur minimale. Enfin la technique employée est utilisée pour résoudre un
probléme plus général que celui de la résolution des systémes d'inégalités

linéaires en nombres entiers.D




Les introductions de chacun des chapitres ont &té rédigées de
fagon aussi indépendante que possible. Cette introduction générale

en est un résumé.




QUELQUES NOTATIONS ET DEFINITIONS

Rappelons gquelques notations et définitions standards utilisées

au cours de ce travail en plus des notations et définitions propres

a chaque chapitre.

Pour A un sous-ensemble d'un espace vectoriel topologique, ce

n .
sera R en fait, nous notons

>0 >l

sa fermeture

ou int (A) son intérieur

FP(A) = A n Zri sa frontiére

co(A) son enveloppe convexe.

Pour £ : R® - R notons

Vf(x) le gradient de f en x

9f(x) le sous-différentiel de f en x (essentiellement pour f convexe)

F(x) = {y ¢ ®M* | £(2) 2 £(x) + (y,z-x), ¥ z ¢ R"},

Soient X ¢ R", ¥ c R™ et l'application multivoque T,

T : X > P(Y)

(P(Y) est 1l'ensemble des parties de Y).




I est {nf-continue en x_ si et seulement si:

. ¥ 0 ouvert ; F(XO) no#pg, 3 V(Xo)
x' e V(x)) ==>T(x') n 0O 0
ou encore (définition équivalente) si et seulement si :
¥ (&) € X, k e N, ¥ X
¥y e Tx))

i1 existe 5) e ¥, kK e N, S oyetkeN: 5 e 1), vk 2 k.
T est sup-continue (4.c¢.) en X si et seulement si :

. ¥ (§) € X, k e N,

¥
x

e}

v ) ey, k eN,

®x WX XA

>y
on a : § € r(k),v e N =>y ¢ F(XO)

T est semi-continue supérieurement (4.c.8.) en x_ si et seulement si :

. ¥ O ouvert : F(XO) co, d V(xo) : x' € V(xo) ==> I'(x') < 0.

Rappelons que si T est s.c.s en x_ et F(xo) fermé alors T est

s.c. en x_ et que si I est s.c. en x_ et Y compact alors r

est s.c.s. en X

o]




CHAPITRE 1

ALGORITHMES DE PrRoGRAMMATION CONVEXE

PAR LINEARISATION EN FORMAT CONSTANT

La maximisation d'une fonction
strictement concave sur un domaine convexe
est remplacée par une suite de problémes a
contraintes linéaires ; le nombre de ces
contraintes linéaires reste constant. Deux
sortes de linéarisation sont considérées.
Elles conduisent a deux algorithmes conver-
gents qui entrent dans le cadre d'un algo-
rithme plus général donné par Laurent et

Martinet,




I-1 INTRODUCTION

Dans ce chapitre nous nous proposons de remplacer le probléme de
programmation convexe avec une fonction strictement concave par une
suite de problémes plus simples [3]. Ces problémes sont a contraintes
linéaires mais, contrairement aux méthodes de Kelley [12] et de
Kaplan [11] ol les contraintes sont accumulées, leur nombre reste ici

constant.

De plus, dans les deux algorithmes présentés, nous n'avons pas de
calculs intermédiaires pour chaque probléme, comme par exemple la maxi-
misation d'une fonction sur la partie réalisable d'un segment, ce qui
est le cas dans certaines méthodes de directions réalisables :

Zoutendijk [17] ou dans la méthode des centres linéarisée : Huard [9].

Néanmoins, pour assurer la convergence, les programmes intermé-

diaires ont pour fonction économique celle du probléme d'origine.

Pour le premier algorithme, les contraintes linéaires sont obtenues
par linéarisation des contraintes au point courant. Pour le deuxiéme,
cette linéarisation est faite aux points d'intersection de la frontidre
des contraintes et du segment joignant le point courant d un point
intérieur au domaine. Dans les deux cas, une autre contrainte linéaire
est ajoutée : celle passant par le point courant dont la normale est
colinéaire au gradient de la fonction économique en ce point. Cette
contrainte a été introduite par Haugazeau [7], [8] pour des programmes

quadratiques avec contraintes linéaires.

Nous démontrons de deux maniéres différentes la convergence des
deux méthodes proposées. Une démonstration autonome fait appel 3 un
théoréme général de convergence dii 3 Huard [10]. Une autre consiste 3
montrer que ces algorithmes correspondent 3 un choix pratique de 1l'algo-

rithme général proposé par Laurent et Martinet [13].




I-2 HYPOTHESES., NOTATIONS

Nous nous donnons

£ : R" + R, une fonction strictement concave et continuement différentiable,

gj : R +R, 5 = 1,2,...,m, des fonctions concaves et continuement diffé-
tiables.
n
Désignons par x.y le produit scalaire de deux vecteurs x et y de R .
Le probléme est
(P) Max {f(x) | gj(x) >0, j=1,2,...,m}.

Posons A = {x ¢ Rm | gj(x) > 0, 3=1,2,...,m} et pour y quelconque dans R",

R(y) = {x e R" | £(x) 2 £(y)}.

Faisons 1'hypothdse (H) suivante : il existe un point b de A tel que

R(b) n A est un compact.

Notons D(x) le demi-espace suivant
D(x) = {y ¢ R" | v£(x).(x-y) < 0}. Dans la suite, nous voulons que
A c D(x) si x est le point courant ; pour cela, introduisons 1l'ensemble
non vide U suivant : U = {x ¢ R" | A ¢ D(x)}. La solution optimale % de
(P) est 1'unique point commun & U et 3 A. Notons que U est un ensemble
fermé. En effet, il suffit pour le constater de prendre une suite (§),
contenue dans U, qui tend vers x ; alors, en raison de la continuité du
gradient de f et du produit scalaire, nous avons x € U. Nous introduisons
également un pavé B borné, arbitraire mais suffisamment grand pour contenir

R(b) n ﬂ. Cette contrainte supplémentaire permet d'obtenir un probléme
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équivalent 3 (P) (la solution n'est pas modifiée) et d'assurer que la

suite (§) obtenue par les algorithmes posséde un point d'accumulation.

Comme il est indiqué en remarque 2, une hypothése légérement plus

restrictive que (H) permet de se passer du pavé B.

I-3 ALGORITHME 1

Notons Lj(x) = {y € r" | gj(x) + ng(x).(y-x) < 0} le demi-espace
obtenu en linéarisant la contrainte j au point X.
i=m
Considérons L(x) = {’1 Lj(x) le polyédre dit linéarisé de A au
321

point x. Les fonctions gj étant concaves, L(x) contient A.

Posons V(x) = L(x) n D(x) n B pour x ¢ U et introduisons la fonction
y définie pour x e U, ¥ : x » {u e V(x) | f(u) =2 f(y), ¥ y € V(x)}.
La fonction f étant strictement concave, elle admet un maximum unique sur
V(x) et ainsi la fonction y est univoque. Comme la fonction multivogue
X > V(x) est continue sur U et que f est également continue, la fonction
Y est une application continue. De plus, y est ad valeur dans U car
VE(y(x)).(y-y(x)) < 0 pour tout y de V(x) donc pour tout y de A. Notons

enfin que si y(x) € A alors y(x) = X et que d'autre part y(X) = X.

Algorithme 1 Sodent % queleconque et ¥ £a sofution de
Max {f(y) | y € L(X) n B}. Pour k > 1 : kL - y(§) 0

k
Théondme : La suite (x) obtenue par £'algornithme 1 converge vers
La solution de (P),
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Preuves :

1) Nous utilisons le résultat suivant [10,p.157] qui est une légére

amélioration de celui de Polak [15, p.1u4] et de Zangwill.[16,p.91].

Soient E ¢ R" un fermé, P un ensemble dit privilégié contenu
dans E, T : E > P(E) et f : E > R semi-continue inférieurement dans E-P.

La fonction multivoque T est supposée vérifier :

a) ¥ x ¢ E-P : T(x) # ¢

B) si x' € T'(x) alors f(x') < f(x).

Considérons également une suite %) définie par e rdh
si § £ P, Kl =K1 ke P, % ¢ E.

De plus, si x ¢ P, il existe un voisinage V(x) tel que pour tout
n
y de V(x) et tout y' de Ir'(y) nous avons f(y') < f(x) (V(x) est un

voisinage relativement & E).

Alors sous toutes ces conditions, si x est un point d'accumulation
. k *
de la suite (X) nous avons : X € P.D
Les ensembles U et U n C = {X} jouent le rdle de E et de P et ¥
celui de T. Pour x ¢ U, y(x) est non vide. Pour x ¢ U - {®}, x' = y(x)
est tel que f(x') < f(x). En effet x ¢ A entraine x ¢ L(x) donc x # x'
et de plus x' € D(x) donc VF(x).(x'-x) £ 0 ; comme la fonction f est

strictement concave : f(x') - f(x) < Vf(x).(x'-x) donc f(x') < f(x).
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D'autre part, si x ¢ U - {R}, cette derniére inégalité entraine,
d'aprés la continuité de f, 1l'existence d'une boule B(x',e), de centre
x' et de rayon ¢ telle que B(x',e) n R(x) = ¢ et la continuité de y
entraine 1'existence d'un voisinage $(x) tel que ¥ y € s(x) : y(y) € B(x',e)

il.e. fly(y)) < £(x).

Toutes les conditions du théoréme rappelé ci-dessus sont satisfaites.
Comme la suite (5) reste dans le compact B n U, tout point d'accumulation
. . s a .. (K
de cette suite est confondu avec l'unique solution X de (P) et ainsi (X)

converge vers la solution de (P)-D

2) Montrons que cet algorithme entre dans le cadre de celui proposé en
[13]. Le domaine A = {x ¢ R" \ gj(x) > 0, j=1,2,...,m} peut s'écrire de

la maniére suivante :

3=m

A = (-] {x ¢ R" | g:(y) + vg.(y).(x-y) = 0}.
j=1 ] ]
Y'eRn
Posons H(x,y)*= Min {g.(y) + Vg-(y)-(x-g)} et
j=1,2,...,m ] J

A_ = {x ¢ R" | H(x,y) 2 0}. Nous aurons alors A = rpw A .
y yeR® Y

Nous sommes donc ramenés & une définition du domaine A identique a
celle donnée dans [13] et pour se placer dans ce méme cadre, il suffit .
k _ k N v .k .
de poser K~ = D(X). Il reste d montrer que si X ¢ A, le choix de la
"contrainte" non satisfaite (qui sert d définir le domaine de 1'itération

suivante) est celui correspondant a la "contrainte" qui est la plus mal

Pl . L -~ . 3 r\l
vérifiée. C'est-a-dire : montrons que le choix de y, tel que
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k

k .
H(&,?) = Inf H(i,y), correspond a ¥ = x donc au choix de A = L(X).

k
yeR X
Cela résulte de la concavité des fonctions gj. Nous avons

gj(i) < gj(y) + ng(y).(§-y) pour tout j=1,2,...,m et tout y de R" ;

alors en prenant la borne inférieure par rapport 3 j et par rapport a

y € R" nous obtenons Inf g.(&) < Inf H(&,y). Comme
§=1,2,00.,m 3 yeRD
H(§,§) = Inf gj(ﬁ) nous avons bien H(§,§) = Inf H(§,y).

§=1,24+..,m yeRD
. . . n k _. k
Donc le A; choisi est bien A = {x e R" | H(x,X) > 0} = L(x).D
b4
Remarque 1 : La contrainte D(x) est fondamentale car, comme nous l'avons
vu dans la démonstration 1, elle assure la décroissance stricte de la

. k . .
suite f(X). Si nous la supprimons, la convergence n'est pas assurée.

Remarque 2 : Si, au lieu de faire 1'hypothése (H) nous faisons

1'hypothése (H') suivante : il existe b € A tel que R(b) est borné,

nous pouvons dans le cas de la démonstration 1 supprimer le compact B

car alors U est borné. En effet les points x de U appartiennent a des

ensembles R(y) tels que R(y) n A = ¢ donc 3 des ensembles R(y) qui sont
L ]

contenus dans R(b). Les itérés § se trouvent alors dans le compact U.

Ajoutons qu'il est alors plus simple d'appliquer [16, p.91].




lu

I-4 ALGORITHME 11

Nous supposons de plus que A a un point intérieur a. Pour x # a,
nous notons uj(x) 1'unique point d'intersection, s'il existe, du segment

[a,x] avec la frontiére de 1'ensemble Aj = {x e R" | gj(X) > 0}.

Si le segment [a,x] coupe la frontiére de Aj définissons

ng(uj(X))

L:'j(x) = {y eRn I . (y - uj(x) 2 0}, et L]!(X) =Rn

||ng(uj(x))||

dans le cas contraire.

jzm
Posons L'(x) = {'\ L!(x). D'aprds la concavité des gj, nous avons
3=1

L

Aj c Lé donc A < L'(x).
Posons encore V'(x) = L'(x) n D(x) n B pour tout x de U. La fonction
f admet un maximum unique sur V'(x) que l'on notera y'(x). Le point y'(x)

appartient & U.

L )
[ 4

Algonithme 11 Soient % queleonques’ et X ta solution de

Max {£(y) | y e L'(®) n BY. Pown k 2 1 : 'F' = yr().g

]

k
Théondme : La suite (x) obtenue pan £'algornithme 11 converge vers La
solution de (P). '
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Preuves :

1) La démonstration utilise aussi le résultat rappelé précédemment

[10, p.157]. C'est 3 un détail prds celle de la partie I.3.1 précédente.
Ici la fonction d'itération y' n'est pas en général continue. Pour montrep
1'existence d'un voisinage V de x (pour x # %) ayant la propriété requise

nous devons procéder différemment.

Pour x € U - {X} il existe un ensemble Aj tel que X £ Aj et, comme
gj est continue, il existe une boule B(x,p) telle que B(x,p) n Aj = 6.
Comme a est un point intérieur a A, donc & Aj’ poup tout y € B(x,p),

. uj(y) est défini, et la fonction uy est continue sur B(x,p) (ce résultat

est montré en annexe Al du chapitre II).

Pour y ¢ B(x,p) notons y'"(y) le point (unique) qui maximise f sur
Lé(y) n D(y) n B ; la fonction y" ainsi définie est continue sur B(x,p)

(méme raisonnement qu'au début de la partie 3).

Soit x" = y"(x) ; nous savons que la stricte concavité de f entralne
que f(x") < £f(x) et donc qu'il existe une boule B(x",e) tellg que
B(x",€) n B(x) = @. La continuité de y" sur B(x,p).entraine 1l'existence
d'une boule B(x,e') c B(x,p) telle que pour tout y de B(x,e') nous avons
y'(y) € B(x",e) i.e. £(y"(y)) < f(x). Comme V'(§) c Lé(y) n D(y) n B

L4

nous avons : f(y'(y)) < £(y"(y)) < f(x)-D ,
2)  Comme précédemment cet algorithme entre dans le cadre de celui proposé
en [13]. Toutefois comme dans [13] nous utiliserons l'hypothése (H') : il

existe b € A tel que R(b) soit borné (mais A non borné), au lieu de (H).
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Dans ce cas, nous savons que U est un compact. Cette hypothése pouvait,
bien entendu, &tre faite pour la partie 1 ci-dessus, ce qui évitait de

prendre un pavé B.

Posons cette fois

ng(uj(y))

F(x,y) = Min

Ax - uj(y))
jed(y) ||ng(uj(y))||

oi J(y) est l'ensemble des indices des contraintes Aj telles que le segment

[a,y] coupe la frontiére de Aj , et Ay = {x e R® | F(x,y) 2 0} ; alors nous

avons A = //::\\\ A . Nous avons encore Kk = D(&). I1 reste d montrer que
yeR -{a}
pour § ¢ A, le choix A, comme "contrainte" non vérifiée et utilisée a

X
1'étape suivante est tel qu'il existe © e ]0,1] satisfaisant &

reE) <o e rLy).
yeR"-{a}

s vg. (u, (§))
F(§ 5) = Min 3

jeJ(&) ||ng(uj(§))||

]

L5 - uj(ﬁ)).

D'autre part, appelons ¥j la projection de § sur Aj'

ng(uj(y))

L'expression . (x - uj(y)) n'est autre que la distance

||ng(uj(y))||

algébrique de X 3 1a contrainte Lé(y) ; et pour j fixé cette distance est

minimum pour le point y = ¥j'

ng(uj(y))

Par suite Inf F(§,y) = Inf Min -(§-uj(y))

yeR"-{a} yeRP-{a} jed(y) ||ng(uj(y))||
s'écrit encore en permutant les symboles Min et Inf :

K
vg.(t.)
Inf p(¥,y) = min —2- 3o (K- KD
yeR -{a} jeJ(y)l‘ng(¥j)“ J
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Soit j' 1'indice qui donne cette valeur minimum

” . . k
( I%f P(§,y) est la plus petite distance algébrique du point X aux
yeR -{a}

contraintes Aj).

- ng.(uj.(§>)
Nous aurons alors : F(X,X) <

ECETNC N
G ’
||ng,(uj, X

Notons Co(a,U) l'enveloppe convexe de l'ensemble {a,U} ; c'est un

compact, Un calcul simple montre que

k
Vg, (u., (X))
i3 Lk - uj,(§)> < ey,

k k
1785 Ca )| [EECR

k
Vg.,(t.y)
gj'( ]v k ]1§

r.
o) 04, = Inf { S R
lla-y]|

d'une boule de centre a contenue dans Aj' .

| v € Fr(Aj') n Co(a,U)}, s étant le rayon

En prenant 6 = Inf 6. nous obtenons 1'inégalité
i=1,2 J
j=1,2,...,m
F(§,§) <0 Inf F(}é,y).D

yeR"-{a}

Remarque 3 : Contrairement a 1l'algorithme I nous ne pouvons pas utiliser
le résultat de Zangwill [16, p.91] pour démontrer la convergence, que ce
soit avec (H) ou (H'). En effet, comme nous l'avons déja dit la fonction

yY' n'est pas sup-continue (donc continue). Pour pouvoir la rendre continue
il suffit que le domaine obtenu par linéarisation le soit. La construction

d'un tel domaine continue sera évoquée dans le chapitre suivant (cf. [4]

p-19).
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Remarque 4 : Les programmes intermédiaires peuvent &tre résolus par diverses
méthodes : gradient réduit [2], gradient projeté [14], gradient conjugué

(1], [6] ou de Frank et Wolfe [5].

Remarque 5 : Dans le cas ol nous nous proposons de remplacer les programmes
intermédiaires (qui sont 3 fonctions économique strictement concave) par
des programmes linéaires (en linéarisant également la fonction économique
par exemple) nous nous heurtons & un probléme difficile comme nous le
verrons au chapitre suivant ol une étude préliminaire a été faite. Le
polyédre linéarisé a en effet besoin d'@tre limité pour obtenir la

convergence.
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CHAPITRE 11

UNE APPROCHE THEORIQUE DU PROBLEME

DE LINEARISATION EN PROGRAMMATION CONVEXE

Dans ce chapitre, une étude est proposée sur
le probléme toujours ouvert de la linéarisation
simultanée de La fonction économique et des contrain-
tes. Le nombre de contraintes linéaires obtenues
définissant les programmes intermédiaires reste
constant a chaque étape. Comme précédemment, le
probléme est abordé 3 l'aide de théorémes généraux

de convergence.
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11-1 [NTRODUCTION

Le probléme de la linéarisation des programmes mathématiques convexes
est un probléme ouvert depuis plus de quinze ans. L'approche a été faite
en linéarisant les contraintes et la fonction économique si on ne s'est pas
ramené d une fonction économique linéaire auparavant (cf. II.2). Cette
linéarisation se fait au point courant : Cheney et Goldstein [1],
Griffith et Stewart [4], Kelley [7], Topkis [10] ou en plusieurs points
(grille) : Hartley et Hocknig [5] ou encore comme dans Kaplan [8],
Veinott [12] et Zoutendijk [14] en-utilisant des plans "sécants" tangents

au domaine.

Bien que ce probléme soit important et naturel, ces approches ne sont
pas satisfaisantes pour l'utilisateur comme pour le théoricien. Car en effet,
ces méthodes accumulent tout ou une partie des contraintes déterminédes aux

étapes antérieures, ce qui conduit

1) & des programmes linéaires dont le nombre de contraintes devient

de plus en plus grand

2) ce qui est plus grave, a des erreurs d'arrondis importantes, qui
empéchent la convergence numérique. Ceci est diil au fait que dans le voisi-
nage de 1l'optimum les linéarisations se font en des points de plus en plus

voisins qui donneront des contraintes de moins en moins distinctes.
Alors se pose la question suivante :

Existe-t-il un (ou des) algorithmes de linéarisation qui abandonnent
les contraintes linéaires obtenues aux étapes précédentes pour n'en garder

ou n'en définir qu'un nombre constant ?

Dans Eaves et Zangwill [2] une tentative a été faite, on établit la
convergence de tels algorithmes mais, bien que les contraintes ne soient pas
accumulées 3 chaque étape, leur nombre n'est pas uniformément borné. D'une
maniére assez voisine, Topkis [10], [11] donne une convergence mais sous des
hypothéses trés fortes et non utilisables. Ces résultats peuvent &tre

d'ailleurs présentés de maniére plus simple dans le cadre plus général
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de la continuité des applications multivoques (annexe B).

Le chapitre précédent ne répond que partiellement a cette question,
en ce sens que les programmes intermédiaires n'étaient pas complétement
linéaires et ne pouvaient &tre résolus par la méthode simplex. Mais,
comme nous l'avons vu, le fait de garder 3 chaque étape un programme dont
la fonction économique est strictement concave (les contraintes linéaires
étant en nombre constant ou inférieur 3 m) a permis d'obtenir deux algo-
rithmes convergents. Un autre point important est que les programmes
s'enchalnent sans nécessiter de calculs intermédiaires comme par exemple

la maximisation sur la partie réalisable d'un segment.

Dans ce chapitre, pour tenter de répondre au probléme posé et
obtenir la convergence, nous verrons que le polyédre linéarisé a besoin
d'étre limité. Ce qui a été trouvé comme délimitation est la partie du
cone de sommet le point courant, circonscrit au domaine, partie située
entre ce point et le domaine (le "chapeau" du cdne). Mais pour des raisons
de commodité ou de simplifications, nous utiliserons 1'enveloppe convexe
de 1l'ensemble formé par le point courant et le domaine. Bien entendu, cet
ensemble n'est pas un polyddre linéaire ce qui fait que nous n'avons
pas répondu a la question posée. Néanmoins, nous pensons avoir mis

ainsi en évidence certaines difficultés du probléme.

Un théordme de convergence di 3 Huard [6], plus général que celui
utilisé au chapitre précédent, nous fournira la propriété d'optimalité
des points d'accumulation. Ce théoréme ne fait pas appel 3 la continuité
des applications multivoques au contraire de celui de Zangwill [13 p-91l.
Aussi nous verrons quelles précautirns supplémentaires il faut prendre

pour appliquer ce dernier résultat.
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11-2 PROBLEMES EQUIVALENTS

Nous nous proposons de résoudre

(PO) Max h(x)

gi(x) >0 i=1,2,...,m

I1 est équivalent de résoudre (P') ou (P").

(P") Max o (P") Max p
h(x) = p h(x) = p
gi(x) 20 i=1,2,...,m gi(x) >0 i=1,2,...,m

Comme nous l'avons indiqué dans 1'introduction, les programmes
intermédiaires doivent &tre lindaires. La facon de procédder habituellement
est de linéariser également la fonction économique au point courant. D'apreés
ce qui préceéde tout probléme 3 fonction économique non linéaire se raméne 3
un probléme 3 fonction économique linéaire. En supposant cette transformation
déja faite nous obtiendrons ainsi pour chaque programme linéaire la méme fonc-
tion économique. Dans ce chapitre, nous traiterons donc un tel probléme écrit

sous la forme suivante :

Max f.x
(P) gi(x) >0 i=1,2,...,m

f e RM”,




25

11-3 HYPOTHESES, NOTATIONS

Soient g; x> gi(x), i=1,2,...,m, des fonctions concaves et
continuement différentiables.

Posons A = {x ¢ R" | g;(x) =20 i=1,2,...,m}.

L'ensemble des solutions réalisables A est supposé borné, contenu
dans un pavé B, et de plus il existe un point a tel que gi(a) > 0 pour

tout 1 (hypothése dite de Slater).

Q
Pour x ¢ A définissons les ensembles suivants :
C(x,A) = {y ¢ Rr" | y = x + AM(z-x), A 2 0, z ¢ A}, c'est le cdne de sommet

X circonscrit a A.

T(x) = co(x u A).
Pour x # a désignons par :
£(a,x) la droite passant par a et x

D(a,x) la demi-droite d'origine a et de direction x-a.

11-4 ALGORITHME GENERAL DE RECHERCHE DE SOLUTION

Nous utiliserons pour montrer la convergence des algorithmes proposés
le résultat suivant di & Huard [6 p.155], ce résultat étant plus général

que celui utilisé au chapitre I.
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Théondme : Soient E un fermé de R", P un sous-ensemble de E, T, et T,

deux applications multivoques, tels que :
al ¥ x ¢ E - P, Ty(x) # @ et Ty(x) < I';(x)
b) ¥ x e E - P, ¥ x' € T;(x) alors T'[(x") < T (x)
c) S x £ P, 3V(x) tel que ¥ y e V(x), ¥ x' e T,(y) alons x ¢ T,(x").

V(x) est un voisinage de x nelativement & E.

On considerne La suite déginie pour tout k e N de La manilre sulvante :

kil

k. o
k§l € T2(§) AL § £ P, "x° = x sdinon avec x € E..

Si % est un point d'accumulation de cette suite alons % e P.q

I1-5 ALGORITHME 1

o
Pour x ¢ A posons :

E(x)

{1 1i=1,2,....,m et g;(x) < 0}, E'(x) = {1,2,...,m} - E(x),

T(x)

(,—\\ L.(x) od L,(x) = {y € R" | g:(x) + Vg, (x).(y-x) = 0},
. i i i i
ieE(x)

T(x) est le polyédre obtenu en linéarisant au point X les contraintes non

satisfaites par ce point,

5(X) = T(x) n T(x),
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E(x) = {y e Q(x) | y maximise f.t pour t € Q(x)}.

L'algornithme 1 est Le sulvant :

1. Déterminer x une solution de Max {f.t | t ¢ B}
2. k=0

-k : . ~ k
3. SL X ¢ A stop, sinon prendrc x e M(x)

4. Posen K¥1 = x, k = k+1 et aller en 3.

Proposition : L'algornithme 1 fournit une suite de points (5) non
néalisables ; tout point d'accumulation de cette suite est solution du

probleme (P). Un tel point existe toufours.

Preuye ;
a) Dans un premier temps, nous appliquerons le théoréme précédent ol

~

nous ferons jouer a B, A, T et M les r3les respectivement de E, P, Fl et F2-

k . .
La suite (x) est dans B donc elle admet au moins un point d'accumula-

tion ¥.

Si x ¢ A alors E(x) # # et Q(x) est un compact car L(x) est fermé et
T'(x) est 3 la fois fermé (car T est sup-continue d'aprés la propriété A2)
et borné. L'ensemble M(x) est donc non vide, de plus M(x) < TI'(x) par

définition,
D'aprés la propriété A5, ¥ x' e T'(x) nous avons T(x') < T'(x).

Vérifions c). Parmi 1'ensemble E(x) distinguons E (%) = {i € E(%)

tel que g;(x) < 0} et Ey(x) = {i e E(x) tel que g;(x) = 0}.
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Pour i ¢ El(x), considérons 1l'application suivante :

F, : (y,x) -~ gi(y) + Vgi(y).(x—y).

La fonction g; étant continuement différentiable, Fi est continue
par rapport a (y,x). Comme Fi(x,x) = gi(x) < 0, il existe une boule
B(x,pi) telle que pour tout y de B(x,p.;), d'une part gi(y) < 0 ce qui
entralne El(x) c El(y) et d'autre part Fi(y,x) < 0, c'est-a-dire que

x £ L(y).

En prenant p = min p; pour ice El(x) nous mettons en évidence une

boule B(x,p) telle que pour tout y de B(x,p) : x ¢ ///—\\\ Li(y). Comme
ieEl(x)

nous avons les inclusions suivantes :

///—\\\ Li(y) S ///_\\\ Li(y) C///i‘\\ ﬁﬁy) = E(y), alors pour tout y de

ie_El(x) ieEl(y) ieE(y)

B(x,p) : x ¢ E(y).

L'ensemble E(y) est un convexe fermé, il contient A et M(y) donc

pour tout x' e M(y) nous avons bien x ¢ T'(x').

* k .
Nous pouvons donc conclure que X ¢ A ou que X € A 3 partir d'un

certain rang.

~ * . . ~
b) Il reste 3 montrer que x est bien une solution du probléme (P).

. o]
Soit m = Max {f.t | t e Al. Comme B > A nous avons f.x > m.

P k
Montrons par récurrence que pour tout k : fx 2 m.
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° . k-1 . k=1
C'est vrai pour x, supposons que ce le soit pour x . Si "x” ¢ A
> = - P k k_l
alors Kz ¢ L(kxl) d cause de la concavité des g.,donc X £ Ux.

Par définition f.%§ = Max {f.t | t e L(kil) n F(kil)}. Supposons que
f.§ < m alors il existe un z € A tel que f.§ < f.z (un z qui réalise le max
de f.t sur A par exemple). Pour tout u de [é,kil[ nous avons :

- - z o, 2 . k
£.2 < f.u < £.5%1 & cause de la lindarité de f, et par suite f.x < f.u.

Comme Xx1 ¢ A, il existe un u de [E,kil[ tel que u € L=ty o rdksly
k
donc £.§ > f.u ce qui contredit 1'inégalité ci-dessus, donc f.x 2 m pour

tout k,

4

si kgt € A, comme f.k§l > m, alors kx est bien une solution de (P).

De 1'inégalité m < £.% nous obtenons en passant & la limite

* * *
m < f.xX et comme X ¢ A nous avons f.Xx = m.

O

IT.6 ALGORITHME 11

-

Rappelons que pour x # a (a étant un point tel que gj(a) > 0 pour
tout j) nous notons uj(x) 1'unique point d'intersection, s'il existe,
du segment [a,x] avec la frontiére du convexe Aj = {x ¢ R" | gj(x) > 0}.
Si le segment [a,x] coupe Fr(Aj) définissons L%(x) la contrainte linéarisée

de Aj au point uj(x)

LJ!(X) = {X_ ¢ R” I ng(uj(x)).(y-uj(X)) 2 0}

et Lé(x) = R" dans le cas contraire.
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j=m
Posons L'(x) = (‘\ Li(x), L'(x) est le polyédre formé des contraintes
j=1

linéaires dites '"plaquées" au domaine A.
plag

N'(x)

L'(x) n T(x).

M'(x) = {y € Q'(x) | y maximise £.t pour t € Q'(x)}.

L'algornithme 11 est Le sulvant :

1. Déterminer x une solution de Max {f.t | t ¢ B}
2, k=0

- k . Lk
3. S R € A stop sdnon prendre x € M'(%)

4. Poser Mkt = x, k = k+1 et allen en 3.

Proposition : L'algonithme 11 fowrnit une suite de points )
non néalisables ; tout point d'accumulation de cette suite est solution

du probleme (P). Un tel point existe toujours.
Preuve : Nous vérifierons uniquement la partie c) du théoréme (II.4) ;
le reste de la démonstration est semblable 3 la partie correspondante de

la démonstration précédente.

Pour x ¢ A, notons J(x) = {j | je {1,2,¢e4,m} et uj(x) existe avec

uj(x) £ x}.

Pour j e J(x) et x ¢ A considérons 1'application

G. : (y,x) ~» ng(uj(y)).(x—uj(y)).

Gj(x,x) = ng(uj(x)).(x—uj(x)) < Ocar x ¢ A et a ¢ Z.
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Nous savons que ug tox > uj(x) est continue (propriété Al) et gs est
continuement différentiable donc Gj est continue. Comme Gj(x,x) <0

il existe une boule B(x,pj) telle que pour tout y de B(x,pj) nous avons
d'une part uj(y) # y ce qui entraine J(x) c J(y) et d'autre part

Gj(y,x) < 0 c'est-a-dire que x ¢ Lé(y)-

Soit p = inf p5 pour j € J(x) alors pour tout y de B(x,p)

nous avons x ¢ /’—\\ L!(y). Des inclusions suivantes
jed(x)

izm
{/—\\ Li(y) < (,—\\ Li(y) c (’\ L!(y) = L'(y), nous déduisons que pour
Jed(x) I jedly) 3 j=1 )

tout y de B(x,p) nous avons : x ¢ L'(y).

Le polyédre convexe fermé L'(y) contient A et M'(y) < L'(y) donc

pour tout x' € M'(y) nous avons x ¢ I‘(x').D

11-7 REMARQUES SUR LES LIMITES DU THEOREME DE ZANGWILL

La convergence des algorithmes précédents a été obtenue grace au
théoréme (II.4). Si nous appliquons le théoréme classique de Zangwill
[13 p.91, rappel au chapitre III en III-2] nous ne pouvons pas démontrer
leur convergence. Ce théoréme de Zangwill pourrait &tre cependant utilisé
pour des algorithmes modifiés, en ce sens qu'il faut linéariser systémati-
quement toutes les contraintes méme celles satisfaites par le point courant.

Ces algorithmes modifiés apparaissent moins économiques.

En ce qui concerne l'algorithme I, cette modification ne pose pas de

problémes particuliers. Nous obtenons un poly&dre L(x) ayant un nombre de
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contraintes égal a m (L(x) < E(x)). L'application L : x + L(x) est alors
continue. C'était le but recherché car en général l'application

L : x » T(x) n'a pas cette propriété. En utilisant la propriété A2 et

la proposition A3, nous montrons que 2 : x > L(x) n I'(x) est aussi
continue, ce qui entraine que l'application M : x » {t ¢ Q(x) | t
maximisant f.u pour u e Q(x)} est sup-continue. Enfin il reste 3 mettre

en évidence une fonction continue strictement décroissante (ou croissante)
exigée par le théoréme de Zangwill. Elle est fournie par la fonction

d : x » d(x,A) (propriété Al4) ou la fonction mesure de I'(x) : x > mes (T(x))

(propriétés A5 et A7).

En ce qui concerne l'algorithme II les modifications & apporter sont

plus délicates et peuvent se faire avec une hypothése supplémentaire.
Ainsi dans [3 p.19-23] nous avons procédé de la maniére suivante.

Pour x ¢ A, si tous les Aj = {x ¢ rR" I gj(x) > 0} sont bornés, nous
linéarisons non seulement au point d'intersection de Fr(Aj) avec le segment
[a,x] (point qui n'existe pas toujours) mais aux deux points d'intersection

de Fr(Aj) avec la droite £(a,x) (ces deux points-13 existant toujours).

Le polyédre linéaire Li(x) ainsi obtenu a 2m contraintes et
Li : x > L1(x) est une application continue.

Si certains ensembles Aj ne sont pas bornés, pour obtenir la continuité
de L! nous remplagons ces A, par des domaines bornés A!.Ces A! sont tels que

1 ] 3 ]
A ! ! . ! = . 3 i !

c A], Aj c AJ n B, FP(AJ)IA FP(A])|A ; de plus en tout point de Fr(A])

on peut définir un plan tangent de normale continue. Cette construction

n'est possible que si les gj définissant de tels Aj sont deux fois continue-
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ment différentiables. La droite £(a,x) coupe alors Fr(Aé) en deux points
ol les linéarisations sont effectuées pour obtenir Li(x), polyédre a 2m

contraintes.

La propriété de continuité de Q] = x> Li n ['(x) et celle de
sup-continuité de Ml ox > {t e Qi(x)| t maximise f.u sur Qi(x)}

sont obtenues comme précédemment.

On montre que toutes les contraintes ajoutées aux polyédres L(x)
et L'(x) pour obtenir respectivement L(x) et Li(x) sont redondantes
pour le programme intermédiaire et ne servent que pour les besoins de
la démonstration. Ce probléme de la linéarisation situe les limites du
théoréme de Zangwill. C'est une des raisons pour lesquelles nous avons
exposé les algorithmes I et II en utilisant (II-4) plutdt que d'exposer
leurs variantes nécessitées par l'utilisation de [13,p.91]. C'est
d'ailleurs ce point de vue qui avait déja été adopté au chapitre I en

utilisant une forme plus faible que (II.4) mais plus générale que

[13 p.91].
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ANNEXE A

(o]
Al - Proprnilte : Sodent A un convexe compact et a € A, x # a.

ALons D(a,x) n Fr(A) est néduit a un point z(x) et z : x » z(x)

est une fonction continue.

Preuve : L'unicité de z(x) se montre facilement 5 pour la continuité
nous pouvons procéder de la maniére suivaﬁte. Il suffit de démontrer
(par translation) le résultat en supposant que a = 0 € X. Nous savons
que la fonction jauge Y : x> vy(x) = Inf {A >0 | X € M} est convexe

(o]
[9,p.-28]. Comme O ¢« A, il existe une boule de centre 0 et de rayon r

contenue dans A et alors y(x) < Inf {A 20 | x € AB} = Jl%élL . La
fonction y, majorée par une fonction convexe continue est continue.
Comme A est borné&, pour x # 0 nous avons : y(x) > 0 et z(x) = ?%37 .

A2 - Proprniété : La 4onction multivoque T définie en (I11.3) est continue

pour tout x.

Preuve :
E— Vit - ot ©

a) Les images T'(x) sont fermées;pour démontrer la_sup-continuité,
considérons un cuvert quelconque O qui coupe co(x U A), alors il existe

A e [0,1] et X, € A tel que Ax + (1-2) X) € 0. Donc il existe un voisinage

V(%) tel que pour tout x' e V(x), Ax' + (1-1) %, € O donc T'(x') n O # @.

b) Si O est un ouvert quelconque (que nous pouvons prendre convexe

car T(x) est convexe) est tel que co(x U A) ¢ O, il existe V(x) c 0, par
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4P

suite pour tout x' ¢ V(x), co(x' v A) < O c'est-d-dire que T est inf-continue.

A3 - Proposition (c'est une extension de La proposition 5.86 de [6]).

Sodient T, et T, deux applications multivoques telles que :

h1) T, est ing-continue

hZ) T, (x) = I (x) < T, (x) pour tout x

alons T, est inf-continue.
Preuve : Soit O un ouvert quelconque qui coupe Fl(x) comme Fl(x) c FQ(X),
il coupe aussi T2(x). Comme T', est inf-continue, il existe V(%) tel que

pour tout x' de V(x) : T2(x') n O #P done Fl(x') n0O# P (car Pz(x')crl(x'))-

A4 - Proprnidté : Soit un convexe A fermé, non vide, z un point de A et

x un point n'appartenant pas & A, alors pour tout y du segment [z,x] nous

avons d(y,A) < d(x,A).
Preuve : La fonction d : x » d(x,A) est une fonction convexe donc
d : A > dhz + (1-)) x,A) est convexe. Comme ${0) = d(x,A) > O et

$(1) = d(z,A) = 0, nous avons ¢(X) < ¢(0) pour tout A e 10,1].

A5 - Propriété : Soit A un convexe fenmé, bong, d'intéiewr non vide,

pour tout x du complémentaire de A et tout t de T'(x) alons T(t) < I'(x).

S4 t # x, Linclusion est stnicte et mes (I'(t)) < mes (I'(x)).

Preuve : Soit t ¢ co (x y A), t # x. Comme A et {t} sont contenus dans
['(x) alors co(t u A) c T(x). De plus, I'(t) et T'(x) sont deux convexes

fermés d'intérieur non vide et T(t) # T'(x) alors mes (I'(t)) < mes (I'(x)).
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A6 - Proprniéti : Soient A un convexe d'intérnieun non vide, x un point

[}
o]
n'appartenant pas & A, alons pour tout y de f?Z\, AL existe z ¢ A el

que y e [x,z].

[e] o
Preuve : Si nous notons A, =Ax + (1-2) A et Ay = Ax + (1-2) A

(o]
(x ¢ A) nous avons d'aprés [9 p.50] et compte tenu du fait que A # @ :

Int (co(x u A)) = \\jﬁ’/) XA
Ae 10,10

d'ol le résultat.

A7 - Propriéte : Soit A un convexe d'intérnieun non vide, alons fa

gonction : x » mes (T(x)) est continue.

Preuve : I' est continue (propriété A2) et a valeurs convexes compactes

d'intérieur non vide donc mes T est continue.
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ANNEXE B

Comme nous 1'avons dit lors de 1'introduction, dans Topkis [10], [11],
certains résultats de convergence de sous-suites de points (solutions de
programmes intermédiaires) vers la solution de (P) reposent sur des hypo-
théses assez fortes comme par exemple "tout point d'accumulation de la
suite appartient 4 A". Nous pouvons replacer ces résultats dans un cadre
plus général et plus simple, celui des fonctions multivoques. C'est ce que

nous nous proposons de faire.

Probléme posé

Soient A cR", A # @, f ¢ (R")*, f.x atteint son maximum sur A en X.
(P) : Max {f.x | x ¢ A}.

A : R" + P(R™) une fonction multivoque telle que :
0) A est sup-continue

B) si x ¢ A(x) alors x e A.

. . . ee 2 21 k .
Nous considérons une suite infini x, X, ...,x , ... ayant la propriété

suivante

o] o]
A x est associé un cdne So > A, x maximisant f.x sur So, pour k > 1,

3k €S n A(kil) est associé un cdne S @ A, § maximisant f.x sur S, .

k-1

L'ensemble Sy est un cdne polyédrique en vue des applications mais peut

étre un ensemble plus général. Nous avons le résultat suivant
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Proposition :
a) Nous avons Les intgalités suivantes : £.5 > 2.5 2 £k
b) Si La suite converge, sa Limite est sofution de (P).
¢) S{ un point d'accumulation de cette suite appartient a A,
ce point est solution de (P).
+1 = -

, , . k- =
d) S'il existe une sous-sucte x > x et KL > X avee x = % pouwr

k e N', alorns x est solution de (P).

Preuve :
. k - ktl
a) Le point X maximise f.x sur Sk’ comme X € Sk alors

> f.k§l. Comme A < Sk+l nous avons aussi f.k§l > f.x.

b) Nous supposons que L x, k € N. Alors kgt € A(§) entraine

d'aprés a) : x ¢ A(x) et B) nous donne x ¢ A. Donc f.x = f.x d'aprés a).

c) Nous supposons qu'ici il existe N' ¢ N tel que § + X € A pour
k ¢ N', D'aprés a) £. % > fix donc f.x >fx et comme x ¢ A alors

-

f.x = f.x.

d) De kgl € A(§) et @) nous obtenons x e A(x) donc X ¢ A et par suite

f.x = f.;Z.D

Exemple de choix de A(x) et de S(x)

Si A est défini par {x ¢ R” I gj(x) >0, iz1,2,...,m} avec les
gj continuement différentiables et concaves, nous prenons pour ensemble

Aly) le polyédre linéarisé de A au point y soit

izm
Liy) = () {x ¢ R" | g;(y) + Vg (y).(x-y) 2 o}.
3=l
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Les points a) et B) précédents sont vérifiés et A c L(y).

5i 5, _, est un cOne polyédrique contenant A, alors l'ensemble
- k
Sy-1 N ACKR) est un polyédre contenant A. Nous pouvons prendre pour X

un point maximisant f.x sur le polyédre S n A(kil) et pour cdne S, le

k-1
- k ~ . .
cone tangent en X au polyedre. Dans ces conditions : A ¢ Sk car

A< Sk—l n A(kgl) < Sk et § maximise f.x sur Sk'

On remarquera que la méthode'de Kelley [7] (qui accumule toutes les

contraintes) entre également dans ce cadre.




(1]

£2]

[3]

[ul

£s]

te]

r73

£8]

[al

(10]

(111

[12]

[13]

[14]

4o

REFERENCES

CHENEY E.W. and GOLDSTEIN A.A., "Newton's method for convex
programming and Tchebycheff approximation”, Numerische Mathe-
matik 1 (1959), 253-268.

EAVES B.C. and ZANGWILL W.I., "Generalised cutting plane
algornithms”, SIAM J. on Control 9 (1971), 52u-5u2,

FIOROT J.C. et HUARD P., "Une approche thEorique du probleme
de Lintarisation en programmation mathématique convexe",
Publication n®42 du Laboratoire de Calcul, Université de
Lille I, Colloque d'Analyse Numérique de Gourette (1974).

GRIFFITH R.E. and STEWART R.A., "A nonfinear programming
technique forn the optimization of continuous processing
systems", Management Science 7 (1961), 379-392.

HARTLEY H.O. and HOCKING R.R., "Convex programming by tangen-
tiakl approximation”, Management Science 9 (1963), 600-612.

HUARD P., "Optimisation dans R" (Programmation mathématique)
12ne parntie et 22me partie", cours de 38me cycle, Université
de Lille I (janvier 1972).

KELLEY J.E., "The cutting plane method for s0fving convex
proghams”, SIAM Journal 8 (1960), 703-712.

KAPLAN A.A., "Detemination of the extremum of a Linean
gunction on a convex set”, Doklady Akademii Nauk SSSR (1968)
(en russe), traduction anglaise : Soviet Mathematics 9 (1968),
269-271.

ROCKAFELLAR R.T., "Convex Analysis", Princeton University Press,
N.J. (1970).

TOPKIS D.M., "Cutting plane methods without nested constraint
sets", Operations Research 18 (1970), uOu-u13.

TOPKIS D.M., "A note on cutting plane methods without nesited
consthaint sets", Operations Research (1970), 1216-1220.

VEINOTT A.F., "The supporting hyperplane method for unimodal
proghamming”, Operations Research 15 (1967), 147-152.

ZANGWILL W.I., "Nonlinear proghamming : a unified approach”,
Prentice Hall, Englewood Cliffs, N.J. (1969).

ZOUTENDIJK G., "Nonlinear programming : a numerdical survey',
SIAM J. on Control 4 (1966), 194-210.




41

CHAPITRE 111

CoMPOSITION ET REUNION D'ALGORITHMES

GENERAUX D'OPTIMISATION

Nous consacrons ce chapitre & L'étude de lLa convergence
des algorithmes d'optimisation obtenus par composition. Cette
composition consiste & enchainer des algorithmes qui maximisent
la fonction économique sur des sous-ensembles plus simples en
général que Ll'ensemble des solutions réalisables. Ces sous-
ensembles dépendent du point courant et possédent des propriétés
de continuité au sens des applications multivoques. La composi-
tion est faite de maniére cyclique ou chaotique i.e. a choix
multiple ou Libre. Les points solutions des sous-maximisations
ainsi obtenues forment une suite dont les points d'apcumulation
sont, selon les hypothéses faites, des points fixes ou des points
fixes généralisés de toutes ou de certaines applications composantes.
Aucune hypothése de différentiabilité sur la fonction ou de convexité

sur les sous-ensembles n'est faite & priori.
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111-1 INTRODUCTION

Les méthodes dites de relaxation ont été proposées & l'origine par
Jacobi et Gauss-Seidel pour la résolution des systémes d'équations. Ces
méthodes itératives consistant & résoudre, de fagon cyclique, une succes-
sion de problémes partiels ne portant que sur certaines variables, les
autres étant fixées. Nous pouvons citer pour la résolution des systémes
linéaires : VARGA [22] et pour les systémes non linéaires : ORTEGA et
RHIENBOLDT [14], MIELLOU [12]. Récemment MIELLOU [13], ROBERT [18],
ROBERT, CHARNAY et MUSY [19] ont traité la relaxation dite "chaotique"
ol les résolutions partielles sont choisies dans un ordre arbitraire, et
dont 1'idée originale se trouve dans SCHECHTER [20], CHAZAN et MIRANKER
Cu].

Le procédé de relaxation a été repris dans le cadre des problémes
d'optimisation, l'algorithme consistant en une succession de sous-
optimisations, portant sur des parties du domaine, essentiellement des
droites ou des variétés affines paralléles aux axes de coordonnées, ou
bien encore sur les composantes d'un ensemble produit. Citons pour les
études relatives 3 la minimisation des fonctions strictement concaves,
utilisant les dérivées directionnelles : AUSLENDER [1] ou utilisant 1la
différentiabilité : ORTEGA et RHIENBOLDT [141, [15], CEA et GLOWINSKI
[2], MARTINET et AUSLENDER [9]. La relaxation chaotique a été traitée
pour des fonctions de classe C? par SCHECHTER [21] et de classe C! par
ORTEGA et RHIENBOLDT [14] et par BOYER [31].

En nous limitant & la minimisation d'une fonction sur une partie
de Rn, nous étudions ici une généralisation récente des méthodes d'opti-
misation par relaxation ; en ce sens que les ensembles ol s'effectuent
les sous-optimisations sont plus généraux que les droites ou variétés
affines habituelles. Plus précisément ces ensembles sont définis comme les
images de la solution courante par des applications multivoques comme
par exemple lorsqu'il est décrit des algorithmes généraux (cf. HUARD
[71). Les relaxations cyclique et chaotique sont alors définies de fagon

~ » - . .
treés naturelle par la composition et 1l'union de ces images. D'ol 1'expres-

sion " composition et réunion d'algorithmes' constituant le titre de ce
chapitre. De plus, une préoccupation essentielle ici est d'évaluer le
r3le et la force de chacune des hypothéses envisagées dans 1'étude de la

convergence vers une solution optimale des suites de points obtenus, ou
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plus modestement, dans 1'obtention de points d'accumulation optimaux.
Ces points d'accumulation apparaissent comme les points fixes de cer-

taines applications.

Dans la premiére partie de ce chapitre, nous rappelons de nouveau
le théordme de Zangwill [23] et nous en donnons deux légéres extensions.
Les deux autres parties traitent toutes les deux des compositions cycli-

que et chaotique, mais avec des choix d'hypothéses différents.

Dans la seconde partie, l'étude différe également des articles cités
en référence, en ce sens que ceux-ci ont toujours utilisé, soit la diffé-
rentiabilité de la fonction 3 maximiser, de Frd&chet ou de Gateaux (avec des
définitions différentes selon les auteurs),soit la dérivée directionnelle.
Ici il n'en est rien, nous n'envisagéons 3 priori qu'une fonction continue
présentant un maximum unique sur chacun des sous-ensembles envisagés. La
forme de ces sous-ensembles n'est pas prise en compte, ils doivent simple-
ment, en dehors de 1'unimodalité évoquée ci-dessus, €tre 1'image de la
solution courante x par une application multivoque continue, et comprendre
X. Ces hypothdses suffisent pour que tout point d'accumulation soit point
fixe pour 1l'application multivoque représentant la composition cyclique
ainsi que pour chaque application composante. Dans les exemples ol nous
appliquons les résultats a une fonction différentiable et strictement
concave, nous retrouvons la convergence vers une solution optimale du

probléme d'optimisation.

Dans la troisidme partie, nous affaiblissons les hypothéses. Les
résultats, plus pauvres, que nous obtenons, établissent bien 1l'existence
de points fixes généralisés, mais seulement pour certaines applications
composantes. Des exemples permettent de souligner la limite des résultats
que 1'on peut espérer dans ce cadre d'hypothéses trés général. Ce chapitre

reprend sous une forme légérement différente ce qui a été fait dans [6].
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111-2 RESULTATS GENERAUX DE CONVERGENCE D’'ALGORITHMES

Rappelons d'abord le théordme de Zangwill [23 p.91l.

Théondme 1 : Soient E un compact de R", P un sous-ensemble de E,
T une application multivoque : E ~ P(E), h : E > R une fonction continue

surn E tels que :

¥xeE-P: o) (x)# # et T sup-continue surt E - P

B) x' e T(x) ==> h(x') > h(x).

L'algonithme général envisagé consiste a obtenin une suite (}>§),

Ko
kK e N telle que % ¢ E, %' e 1% s k¥ £ 7, MY = % sénon.

Sous ces conditions, La suite est infinie et admet au moins un

point d'accumubation. Si % est un tel point d'accumulation akors X e P-n

Donnons maintenant deux extensions de ce théoréme.

Conollaine 1 : Soient E un compact de R", P un sous-ensemble de E

dit ensemble prniviligiZ, T un ensemble §ini d'indice, h : E >~ R une
gonction continue sur E et r, : £~ P(E)i, i e I, un ensemble d'applications

multivoques tels que :

YieI,VXeE—P:a')I‘i(x)#ﬂetriéup-con/ténuebunE—P

B') x' € Ti(X) ==> h(x') > h(x).

Posons T = U r..

iel
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Considénons La suite donnge par % € E, ¥ e r¥) 54 X ¢ 7,
k¢l = ¥ sinon.

Alons tout point d'accumulation % de La suite (5), k e N, est tel
que )*( € P'D

Preuve : Vérifions que I' satisfait les hypothéses exigées par le théoréme 1.

Pour tout x de E-P, a') entralne que Ezé Ti(X) Z P et que T est
sup-continue sur E-P ; de méme R') entraine que pour tout x' de §Z% Ti(x)

nous obtenons h(x') > h(X)-D

Remarque 1 : Le corollaire précédent donne le théoréme 1 lorsqu'une seule

[; est considérée.

Remarque 2 : Choisir un successeur k%! dans F(§) revient d le choisir
arbitrairement dans 1l'une des images Ti(i) i.e. de maniére libre ou
"chaotique" selon 1'expression en usage dans la littérature. L'utilisation
de toutes les fonctions Fi les unes aprés les autres dans un ordre déter-
miné i.e. de facon cyclique en est une réalisation particuliére, & condition
que cela soit possible, par exemple que Fi(i) # @ pour tout i. Dans ces
conditions, si I = {1,2} par exemple, T' est définie par

't x>T,o0 r(x) = \\_,) r,(y). Plus généralement, si I = {1,2,...,p}
yeTl(x)

en prenant l'ordre naturel, T s'éerit ' =T_o T

D p-1 1°
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Conollainre 2 : Soient E un compact de R", P < E, T une application

multivoque : E » P(E), h : E >R une fonction continue en fout point de
E tels que :

VxeE-P:oa)(x)# 8 etT sup-continue sur E - P

8) x' ¢ I'(x) ==> h(x') > h(x).

k
L'akgonithme géndral envisagé condiste & obienir une suite (x),

k e N, de £a maniire suivante :

¢ E, X&' ¢ E tet que (g > h(]fr) avec ]§er(’>‘<) si kep, k& - K sénon.

o

Sous ces conditions, tout point d'accumulation % de La suite (%)
est tel que % ¢ P

On peut trouver la démonstration de ce corollaire dans DUBOIS [51.
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I11-3 APPLICATION A LA MAXIMISATION DE FONCTIONS AYANT UN
MAXIMUM UNIQUE SUR LES SOUS—ENSEMBLES ENVISAGES

111.3.1 - Hypothéses et définitions

Soit A un sous-ensemble fermé de R", nous nous donnons p applications
multivoques Ay 1 el ou I={1,2,...,p}, de A dans P(A) et f une fonction

continue de A dans R, tels que

(H1) x € B;(x) pour tout i de I
(H2) A; est une application multivoque continue sur A
(H3) La fonction économique f posséde un maximum unique sur chaque

Ai(x) pour tout x de A

o
(H4) I1 existe x € A tel que Ej = {x ¢ A | f(x) = f(g)} soit un

compact.

Le probléme est de résoudre Max {f(x) | x e A}.

Exemples classiques de telles applications Ai

a) Cas sous contraintes. (A = R") L'image Ai(x) est une variété linéaire

affine passant par x, de dimension r., telle que z r; = net R" = Z Ai(O)-
ieI iel
En particulier pour p = n et r, = 1, Ai(x) ={y eRD | y = x+ Ges, O € R}

* N
N .1eme n
Ou ey est le i vecteur d'une base de R .
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b) Cas avec contraintes. Soient Vi’ i € I, des sous-espaces vectoriels

de R" tels que V = Z vV, =R" et K = 2 Ki ou Ki est un convexe fermé
ier * iel
de V;. Dans CEA et GLOWINSKI 21, v et V; sont des Banach réflexifs.

Posons A = K, pout tout x de K définissons A,(x).
Ai(x) = {y ¢ K l y = (xl’x2""’xi—l’yi’xi+1""’xp)’ y; € Ki}'

t 2 g -
Ai(x) s'écrit encore A, (x) = (%g 5000 ,% ,xp) + K, ex+ V..

§-12 Os Fipqocee
Remarque 3 : Dans les exemples précédents empruntés a la littérature,

les ensembles Ai(x) sont convexes. Mais cela n'est pas exigé par les

hypothéses (H1) a (H4).

Définition :  Pout tout x de E, et pour tout i de I, d2finissons

L' application Mo o2 My ox o> {u e Af(x) | £(u) 2 F(t). ¥ t ¢ Ai(x)}.

S{ £'ensemble M (x) est reduit & un point, ce qui est fLe cas
Lonsque (H3) est utilisle, nous noterons ce sous-ensemble par M, (x)

plutdst que par {M;(x)}.

Definissons Egalement

M=M oM 0O ... oM
P

Remarque 4 : Les résultats de convergence fournis dans ce qui suit
sont établis indépendemment de la méthode utilisée pour maximiser f

sur Ai(x).

Proprite 1 : Sous Les hypotheses (H1) a (H4) : M est continue sur E

0"
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Preuve : D'aprés (H3), pour x € Eys 1'ensemble Mi(x) est non vide et Mi
est univoque. L'hypothése (H2) et la contiﬁuité de f entralnent que M.
est sup-continue. De plus, Mi(x) d'aprés (H1), est tel que

£(My(x)) 2 £(x) 2 £(x) donc M;(x) appartient d Ej compact. Par suite
Mi qui est sup-continue et univoque, a valeurs aans un compact, est
continue. Il en est de méme de la fonction M qui est donc univoque et

continue sur EO.
111.3.2 - Composition cyclique d'algorithmes
I11.3,2.1 - Algorithme I

Soit % un point de dépant donné dans A, considérons La suite (¥),

.y S k k .
k € N, vinigiant pour tout k : kgl - k A4 x = M(x), kgt - M(x) s4non.n
Cet algorithme a été traité par Zangwill [23 p.111] sous une forme
moins générale (dite "univariate relaxation method" selon la terminologie

de [14 p.244]) et également dans [14 p.515].

Nous étudions ici 1'obtention de points fixes pour M sans utiliser

tout de suite des propriétés de différentiabilité.
Nous obtenons les résultats suivants.

Lemme 1 : Sous Les hypothlses (H1) et [H3) nous avons :

x = Mi(x) pour tout i de I est Equivalent & x = M(x).
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Preuve :

a) De x = M:(x), ¥ i € I, nous obtenons directement d'aprés la définition
de M : x = M(x).

. .0 1 p i i-1 o
b) Si x = M(x), soit y = X, ¥,...,y = X avec y = Mi( y ) une suite issue
de % et arrivant en x.

‘o1 .

D'aprés (Hl1) et la définition de Mi’ nous obtenons f(ly ) < f(%)-

p i 5 .
Comme y = %, il vient : f(§) = f(x) : et d'aprés (H1) et (H3), ¥ i ¢ I,

nous avons § = X et donc x = Mi(x).

Lemme 2 : Sous Les hypothdses (H1) a (H4), tout point d'accumulation
% de fa suite fowrnie pan £'algorithme 1 est tel que X = M(X).

Preuve : Nous supposons que la suite contient une infinité de valeurs
distinctes sinon le dernier point obtenu est une solution du probléme.
Vérifions les conditions du théoréme 1. Au lieu de E, I', h et P prenons

Ego M, f et {xeE; | x=Mx)}.

0
La propriété 1 nous permet d'obtenir la condition a). La condition

B) s'écrit de la manilre suivante : x' = M(x), x # M(x) entraine

f(x') > f(x). En effet, supposons le contraire, c'est-d-dire f(x') = f(x)

1 P

0 3 3 -
alors, d'apreés (Hl), la suitey = X, y s..., ¥y = X' avec § = Mi(lyl)

2 p
pour tout i ¢ I est telle que f(x) f(§) = f(y) = ... = f(y) = £(x).

= x' ce qui contredit

]
<
"
1"

<
!

Donc d'aprés (H3) nous avons x = %

x # x'. Nous concluons donc que X = M(X).




51

Remargque 5 : Si nous supprimons 1'hypothése (H3) nous ne pouvons plus

appliquer le théoréme de Zangwill comme le montre 1'exemple suivant de

2 ~ Pd . . g
R® oll nous avons tracé le graphe d'une fonction f quasi-concave (figure 1).

En dehors du carré abed la valeur de f est nulle.

A;(x) = {u e'R2 | w=x+ Qe;, O ¢ R} i=1,2,
M;(b) = (8), M(b) = M, o Ml(b) = [c,al k\_/J{zone hachurée},

b ¢ M(b), a ou B ¢ M(b) et pourtant f(c) = f(a) = f(b) = 0.

A partir des deux lemmes précédents, nous obtenons le résultat

suivant ;
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Théondme 2 : Sous Les hypoth2ses (H1) @ (H4) tout point d'accumulation

*

de La suite fournie parn L'algornithme 1 satisgait : x = Mi(§) pour tout

i de I 4.e. x maximise f sur chaque Ai(;i). De plus || kgl ok | tend venrs

0 Lonsque k tend vers L'ingdind.

Preuve : Il reste 3 montrer la deuxidme partie. Supposons le contraire

: . . 2 . k

i.e. qu'il existe un réel § > 0 et une sous-suite (X), k € N' ¢ N, telle

I k+l
x

que | - § ” > §. Comme (&, kﬁl) € Ey X E;j nous pouvons extraire une

. * k% * * .
sous-suite convergente vers (X, X) avec Irx - X ” > § > 0. Mais comme

* *
k§1 = M(&) alors ¥ = M(§), or d'aprés le lemme 2 : X = M(x) donc

* % * . . . * % *
X = X ce qui contredit le fait que x # Xen

Remarque 6 : D'aprés Ostrowski [16] nous savons que ou bien la sﬁite
converge ou bien elle admet un ensemble de points d'accumulation qui
forme un continuum. Par suite si, comme dans Meyer [10], [11], nous
ajoutons 1l'hypothése suivante : pour tout A donné :

{x ¢ Eq | x = M(x) et f(x) = A} est fini ; nous obtenons donc la

. k *
convergence de la suite X vers X.n)

Remarquons que nous pouvons obtenir la convergence de la suite des

itérés méme dans le cas ol cette derniére hypothése n'est pas vérifiée.

. » 2 3 .
Ainsi dans R” pour la fonction f : (xl,x2) + min (1 - |x1+x2|, —2]x1-x2|)
nous obtenons comme ensemble de solutions optimales le segment [a,b] ol
a = (- 1 1 _ 101 .

= %> -~ 7) et b = (3, 3) ; la valeur optimale de f correspondante est
zéro. La maximisation se fait suivant les ensembles Ai définis par
Ai(x) = {y ¢ rR" |y = x + Oei, 0O € R} ol ess i=1,2 sont les vecteurs
unitaires portés par les axes de coordonnées (figure 2). Bien que

{x ¢ Ej | x = M(x), f(x) = 0} = [a,b] donc non fini, pour tout point de

. [¢]
départ x quelconque la suite obtenue converge ou vers a ou vers b ou alors
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un point de [a,b] est atteint en une étape. Dans cet exemple f vérifie (H3)

mais le lemme 2 ne nous garantit pas la convergence,

111.3.2.2 - Etude de quelques exemples relatifs a 1'algorithme I

2
Exemple E1l. L'ensemble A est R2. Posons A(x) ={y eR" | y =~
i

X + Oe;, O ¢ R}, i=1,2.

£ : (xl,xz) > -(l(x1—2) cos o+ (x2—2) sin ()L])l/2

- (]—(x1-2) sin o + (x2-2) cos a])1/2

avec a # 0 (mod g—).

Cette fonction f n'est pas quasi-concave et ne posséde pas de

dérivée directionnelle partout en particulier sur L. et L, (figure 3)

1

mais vérifie H3.




Sk

. P P k 3 » -
Les itérés x fournis par 1l'algorithme I se trouvent alternativement

sur Ll et L, et convergent vers Q.

2 e e e - - {le(X) = Cl}

fig. 3

e = - mm - - -

)
b

Exemple E2. Reprenons l'exemple défini en III.3.1.b ol A = K.
Introduisons T(Ai(x),x), le cdne tangent a Ai(x) en x € Ai(x) = Ai(x).
Bien que cette notion soit classique, rappelons que

k

n k < K k
T(Ai(x),x) ={y eR | y=1im A (x - x) ol X ¢ Ai(x) et x * x lorsque

k
k>®, A eR}.

De méme introduisons F(T(Ai(x),x)), le cdne polaire négatif de T
fee + T(T(A; () ,%)) = {u e BRM™ | uux €0, ¥ x e T(A;(x),x)} ol u.x

désigne le produit scalaire de u et de x.

Propniété 2 (exemple EZ) : Pour tout x appartenant @ K nous avons :

T(Ai(x),x) = T(K;,(0,...,0,%,,0,...,0)).
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Preuve : Effectivement Ai(X) est déduit de K; par une translation définie

par le vecteur (Xj,...,%X;_ 1,0,X;

1+1""’Xp)‘ Les cones tangents en X et

(0,...,0,%.,0,...,0) & Ai(x) et K, sont identiques.

ia
Propriété 3 (Exemple EZ) : Pour tout x de X nous avons :
T(K,x) = .Z T(K; 5 (050 0030,%5500450)).
lel
Preuve :
k k k
a) yeT (_z Ki,x) i.e. (3 X 20, xe K, x>xet

iel
. k
lim k(&—x) =y) ==> (3 A 20 et pour tout i ¢ I, §i € Kiy

k k
B, > x,, lim AGx,) = y;) => y; € T(K,(0,0.,0,%4,0,...,00).

b) Si y; € T(Ki,(O,...,O,Xi,O,...,O)) pour chaque i ¢ I, montrons que

(yl’y2""’yp) € T(K,x).

k X im . (8
X; € Ki’ Xs + X et lim 1 xi—xi) = y..

Pour un i donné&, 3 Xi > 0, 5

k k k k k k

Posons § = sup (A.) et . = A./8 , u. e [0,1].
. i i i i
iel

P k k k k x
. . . - _ _
Définissons x; = py x; + (1-pglxg, xi € Kiy X5 = Xg My (x;-%)
k
i.e. X; > X ==> x! + x

-

k k k k k k
. t_ - -
S Ai # 0 alors u; # 0 et nous avons ﬁ(xi xi) = Xi(xi xi),
k
X

(x'-x) = ) ki(o,...,o,§i—xi,o,...,o).

iel

. kk
Donc 1im §(x'-x) = z (0,...,0,y.,0,...,0) =y i.e. y € T(K,x).D
k00 iel o
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Introduisons pour cet exemple 1l'hypothése suivante :

(H5) : f est différentiable.

Alors nous avons le résultat suilvant :

Conollaine 3 (exemple EZ) : Sous Les hypothéses (H3) a (H5) tout

, K . ,
point d'accumulation X de La suite (x), k ¢ N, fowrnie pan L'algornithme 1

est tel que : VE(X) € T(T(K,x)).
Preuve : Les hypothéses (H1) et (H2) sont trivialement vérifiées.

D'aprés le théoréme 2, il vient : VE(X) e F(T(Ai(§),;))

pour tout i ¢ I donc VE(X) e {—\ T(T(Ai(;),ﬁ))»
iel

D'aprés les propriétés 2 et 3 et un résultat classique sur les cdnes

polaires, nous obtenons :

* * *
{‘) T(T(Ai(x),x)) = (a\ F(T(Ki,(o,...,o,xi,o,...,O))) = F(T(K,x)).D

iel iel

Cornollaine 4 (exemple EZ) : SL £ est stnictement concave, sous Les

hypotheses (H4) et (H5), fa suite (%), k ¢ N, fowwnic par £'algorithme I

converge verns Le maximum de £ sur K. S4 £ est stnictement quasi-concave
. . . . k

et 54 VE(X) £ 0, % &tant un point d'accumulation de La suite (x), k € N,

nous avons La meme conclusion.

Preuve : Les hypothéses (H1) & (H3) sont vérifiées pour cet exemple.
Montrons la deuxiéme partie. Le corollaire 3 nous donne

*
Vf(§) € T(T(K,§)). Comme f est strictement quasi-concave et Vf(x) # O,

alors X est un maximum de f sur K. Ce maximum est unique (cf. Poljak [171]),
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. *
la suite n'ayant qu'un seul point d'accumulation converge vers X.

La premidre partie résulte également de 1l'unicité du maximum.D

Exemple E3. Reprenons l'exemple défini en III.3.l.a ou
P P

A =R" = z Ai(O), nous avons le résultat suivant :

iel

Conollaire 5 (exemple E3) : S{ La fonction £ est strnictement

concave sous Led hypothses (H4) et (H5), La suite fowrnie par

L'algornithme 1 convernge vens %, maximum unique de £ dans R".

Preuve : Les hypothd&ses (H1) & (H3) sont également vérifiées.
L'exemple E3 est un cas particulier de EZ, il suffit de poser
Ki = Ai(O) ce qui implique K = R" et nous pouvons utiliser le

corollaire 3 pour obtenir : VE(X) e F(T(Rn,§)) = {0} d'od 1a

conclusion.D

II1,3.3 - Composition chaotique d'algorithmes

Algorithme II

Soit x un point de départ donné de A, considérons La suite

k
(x), k ¢ N, véniflant pour tout k :

ktl
X

X

.k k
44 X = M. (x) pour tout i de 1,

k+1 k .
X € L_) M.(x) b&now.q
i€I 1 L
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Considérons maintenant une partition des indices de la suite
(i.e. aussi une partition de la suite) en sous-ensembles de m éléments

ol m est un entier quelconque.

Avec le partitionnement ci-dessus nous faisons apparaitre une
infinité de séquences de m itérations successives, les séquences utilisant

les memes Ai dans le meéme ordre.

Ceci est dfi au fait qu'étant donndes m itérations successives
prises dans le partitionnement, il existe un nombre fini pm de possibi-
lités de maximiser sur les A; dans un ordre donné. Les répétitions sont
permises, en particulier si m > p. Si m < p une partie seulement des i

de T sera bien entendu utilisée.

Appelons alors M' = M. o M, . 0 ... 0M la composée des m
m m-1 1
itérations successives mises ainsi en évidence ou il’iQ""’im est une
suite ordonnée de m indices pris dans {1,2,...,p}.

De la suite obtenue a partir de l'algorithme II, nous extrayons
. k - . d -
la sous-suite (%), k € N', construite par les m itérations successives,

rd - I3 . - A
répétées une infinité de fois.

Notons N" le sous-ensemble des indices des points donnant par

1l'application M. le premier point de chaque séquence de m itérés
1

successifs mise en évidence. Nous avons pour k ¢ N" :

km

x =M o Mi

0O ... 0 Mi (5). Si k et k' sont deux éléments
m m-1 1

i
consécutifs de N" nous pouvons avoir k' = k+m s'il y a 2m termes

Pl . P ” ](
consécutifs de la suite générale dans la sous-suite (x), k € N',
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Théondme 3 :  Sous Les hypoth2ses (H1) a (H4), tout point d'accumulation
X do fa sous-suife (), k € N' est fel que X = M'(X) et Re point X est

aussi point gixe pour chaque Mj avec j e {il,iQ,...,im}.

Preuve : Gr3ce en particulier 3 (H1) et (H3) il est possible d'appliquer
le corollaire 2 ol, & la place de E,T, §, §, P et h, nous prenons respec-

kgm | K ke, Ixe E, | x = M'(x)} et f. Ce corollaire

tivement £ , M',
o
* * N . * . s
nous donne donc x = M(x) et,d'aprés le lemme 1, le point x est aussi point

fixe de Mj pour j € {il’iQ""’im}’

k . . . .
Pour étendre ce résultat d la suite (X)), k ¢ N', il suffit d'établir
k
que les deux sous-suites (5), k € N' et (x), k € N'" ont les mémes points

d'accumulation.

En effet si (¥,%¥) est un point d'accumulation de (§,k§1) k ¢ N"
nous avons ¥ = Mi (%) et f(§5 = £(X) ce qui implique =%,

1

. .k Kk )
De proche en proche, nous établissons que si (X, x) est un point

d'accumulation de (&,k§h), k ¢ N', avec h ¢ {1,2,...,m} nous avons

Introduisons maintenant 1'hypothése suivante :

(H6) : im,m>ptel que ¥ j e N, ¥ie I, ke [jml,(j+1)m]
PR k
vérifiant ‘% = Mi(x).

L'algorithme définit implicitement une suite (ik), k € N, vérifiant

k . . . . N P
kgl - M. (x). Toute suite (1k) satisfaisant 1l'hypothése (H6) sera appelée
k
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"essentiellement périodique" par analogie avec la propriété du meme nom

introduite dans [14 p.513] pour une suite de vecteurs.

En effet (H6) peut encore s'écrire

(H6') ¢ 3 m', m" >ptel que¥ jeN,¥iel, ke [j+l,j+m']
vérifiant %l = Mi(§).
Car (H6) entraine (H6'), il suffit de poser m' = 2m par exemple ;

et réciproquement, en posant m = m', (H6') entralne (H6).

L'hypothése (H6) signifie que dans toute séquence de m itérés
successifs toute "opération" i (maximisation sur Ai(§)) est utilisée
au moins une fois. C'est-d-dire que dans M' figurent toutes les applica-
tions M; pour i € I. Alors d'aprés le théoréme 3 tout point d'accumulation
* R k ' * * .
% de la sous-suite (%), k ¢ N', est tel que x = Mi(x) pour tout i de I.

Nous avons le résultat suivant

Conollaine 6 : Sous Les hypothises (H1) a (H4) et (HE), a4 La

condition x = M, (x) poun tout i de 1 est une condition suffisante

d'optimalits alons tout point d'accumulation de (}>§), k ¢ N',

est un maxdimum de £ sur A. S{ ce maximum est unique alons La suite
%), k ¢ N, converge vers ce maxémum.

Preuve : D'aprés (H6) alors {i ,i,,...,i } = I, de plus pour la

5o
convergence nous considérons X un point d'accumulation quelcongue de
la suite (§), k € N. La suite des valeurs correspondantes f(&) étant
monotone croissante d'aprés (H1), nous avons £(%) = £(%X). Comme il y a

s el . - * .
unicité du maximum : x = x donc nous obtenons la convergence de la suite

globale vers le maximum.
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Application & 1'exemple III.3.1.b ou A = K

Si nous avons les hypothéses (H4), (H5) et (HB) avec f strictement
concave ou f strictement quasi-concave et VE(x) # 0 alors la suite (x),

* L .
k ¢ N converge vers x maximum unique de f sur K.

* * -
En effet x = Mi(x) pour tout i de I entraine :

vE(%) « T(T(K,%)) donc x est un maximum de f sur K et ce maximum est unique.
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I11-4 RESULTATS DANS LE CAS DE FONCTIONS PLUS GENERALES.
CAS CHAOTIQUE ET CYCLIQUE.

IIT.4.1 - Hypothéses

Dans ce qui suit nous faisons des hypothéses beaucoup plus faibles
qu'en III.3 (abandon de 1'hypothése (H3) entre autres). Une conséquence
essentielle est que les fonctions M. sont multivoques et ne possédent
plus, cette fois, des points fixes classiques, c'est-a-dire vérifiant
X = M.(x) mais des points fixes généralisés vérifiant x e M,(x). Nous
yverrons que les points d'accumulation des suites obtenues par composition
chaotique ou cyclique d'algorithmes sont points fixes généralisés de
certaines applications M; et non de toutes. Des exemples illustrant ces

résultats permettront de faire apparaltre le rdle des hypothéses.

Comme en III,3, nous nous donnons p applications multivoques Ai’

i € I,de A dans P(A) et f une fonction continue de A dans R, tels que :

(H1) x € A;(x) pour tout i
(H2) A; est une application multivoque continue sur A
o o
(H4) I1 existe x € A tel que Ej = {x ¢ A | £(x) > f(x)} soit un compact
(H7) y e A;(x) => A (y) = B;(%).

Dans ce qui suit, pour les algorithmes III, III bis et IV, la suite

(x), k € N, ainsi obtenue est supposée contenir une infinité de points
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distincts. S'il n'en était pas ainsi, c'est que nous aurions obtenu

un point répondant & la question 3 savoir x e Mi(X) pour tout i de I.

Nous prendrons pour les applications Mi la méme définition qu'en

I11.3.1. Mais cette fois ces applications sont multivoques.

Comme dans la propriété 1 en utilisant (H1), (H2), (H4), nous
montrons que Mi(x) # # pour tout x de E; et que M, est sup-continue
sur EO.

Pour un point d'accumulation % fourni par les algorithmes III,
TIIT bis et IV, nous considérons une sous-suite infinie (i), k ¢ N' ¢ X

*
convergeant vers X.

Nous notons I' le sous-ensemble des indices de I, tel que chaque
"opération" i (maximisation sur Ai(§)) soit utilisée une infinité de fois
pour la construction de la sous-suite (&), k € N'. Dans la terminologie
de Robert, Charnay et Musy [19]. Il est appelé un "résiduel" associé a la
suite (5), k € N' ; dans le cas oi I' = I ce résiduel est dit maximal.

Du fait que I est fini, 1'ensemble I' est non vide.

I11.4.2 - Algorithme III. Cas chaotique

C'est 1'algorithme II décrit en III.3.3 mais adapté au fait que M.

est ici multivoque.

]
Soit x appartenant a4 A ; considérons La suite (]>§), k € N verniglant :




6L

k k
kgl - x

8 x € Mi(i) pour tout i € I,

kgl € l , M.(x) 44Lnon.
\ i O
el

Nous vérifions que dans cet algorithme les répétitions sont permises.
Par contre, pour les algorithmes III bis et IV ces répétitions n'auront

pas lieu.

Théondme 4 :  Sous Les hypothlses et déginitions de 111.4.1 nous avons

X e M (%) pour tout i e I'.

k
Preuve : Pour i quelconque de I', il existe S © N' tel que kit e Mi(X)

pour tout k de S.

Considérons deux éléments consécutifs de S, soient k et k' et la

sous-suite (k§2), k € S.

Comme il existe une infinité de couples (k,k') € S X S et un nombre

fini "d'opérations" i, 1l'une d'elles, soit j (peut etre encore i), est

k+1l o k+2
X a

utilisée une infinité de fois pour passer de X" lorsque k € S

+2

i.e. i1 existe (i,j) et S' S tels que kel o Mi(ﬁ) et KE2 ¢ Mj(k§1) pour

tout k € S'.
Considérons maintenant la suite (§, k§l, k§2) de EO % Eo X EO pour
k € S'. La compacité de EO assure 1'existence d'une sous-suite convergeant
vers (%,%,%) pour k € N" < S'. Comme M. est sup-continue alors X o« Mi(;)
- * - «
i.e. que % maximise f sur Ai(X)' De plus x ¢ Ai(x) et 1'hypothése (H7)

- . _ , .= *. o .= . *
entralnent Ai(X) = Ai(x) done Mi(x) = Mi(x) et par suite x € Mi(x)'D
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Remarque 8 : Nous venons d'établir avec la démonstration précédente le
£ z . . * * z .
résultat supplémentaire suivant : X € Mj(x). En effet Mj étant sup-continue
. . *% * . k, .
i1 vient x € Mj(x). De plus la suite des valeurs f(X) &tant monotone
. . £ s * . .
croissante d'aprés (H1) nous en déduisons £(X) = £(¥). Par suite si
* * *k * . . . s
x ¢ Mj(x) alors f('x) > f(x) ce qui contredit ce qui précede, donc

* *

X € Mj(x).D

111.4.3 - Algorithme III bis, Cas chaotique
Posons L(x) = {1 €I l X € Mi(x)}.

Soit % appartenant & A, consdidérons une sulte telle que :

®) = I, "x EU Mi(};() M’non.D
ieI—L(k)

Nous remarquons que la méme "opération" i ne peut &tre utilisée
q q P

deux fois de suite car d'aprés (H7) si kit € Mi(§) alors

Ai(k§1) = Ai(§) et k§l € Mi(k§l) donc i € L(k;"cl .

Conollaire 7 : Sous Les hypoth2ses et déginitions de 111.4.17,

pour tout i e I', 48 exdste un j # i tek que X e M, (%) et X € Mj(;t).

Preuve : C'est une conséquence du théoréme 4 et des remarques précédentes.
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I111.4.4 - Algorithme IV. Cas cyclique

Soit x appartenant a A, considérons La suite (5), k € N, donnée

de £a manidre sudvante ol k = i (mod p), i € I :

+1

kil oK oo % e Mi(§), kil Mi(§) sinon. g

Cet algorithme est le méme que l'algorithme I. Mais ici Mi est
une application multivoque et les p pas intermédiaires sont considérés

comme des itérations séparées.

Nous voyons que les "opérations" i sont utilisées a tout de rdle

dans un ordre déterminé i.e. cycliquement.

Corollainre § : Sous Les hypoth2ses et définitions de T111.3.1,

pour tout i e I' nous avons : x e M. (%) et X e Mj(§).

Preuve : C'est une conséquence du corollaire 7, car cet algorithme est

un cas particulier de 1l'algorithme III bis.

3

IIT1.4.5 - Exemples dans Rz et R° illustrant les résultats du

théoréme 4 et de ses corollaires

Nous donnons ci-dessous deux exemples d'application des algorithmes
IIT, III bis et IV avec obtention de point d'accumulation vérifiant les

résultats du théoréme 4 mais ne vérifiant pas x € M,(x) pour tout i de I.
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Exemple dans ]RZ. Considérons dans le plan x,0 %, le polyédre G

de sommets a,b,c,d, dont la forme géométrique est un trapéze (figure 4).
- Soient g;-x = 0, i=1,2,3,4, les équations des droites supports des 4 c3tés.

G = {x | g;.x 2 0, i=1,2,3,4},

Nous définissons une fonction f(x) d 1'intérieur de G sous forme

explicite et 3 l'extérieur de G nous la définissons par ses équipotentielles.

Pour x ¢ G, f(x) = fl(x) ou fl(x) = (gi.x)z.

.

i=1

n =&

C'est une F-distance réguliére au sens de Huard [8]. Notons que
f(x) = 0 et VE(x) = 0 pour x appartenant au contour abed ; a 1l'intérieur

de G elle est strictement positive. C'est une fonction quasi-concave.

Pour x ¢ G, £f(x) est une fonction dont les équipotentielles sont définies
par quatre segments respectivement paralléles aux cdtés de G, de longueur
égale 3 ces cotés, a une distance constante p de ceux-ci ; ces quatre
segments sont reliés par des arcs de cercle de rayon p dont lés centres
sont a,b,c,d de maniére que le raccordement soit continuement différentiable.
Les équipotentielles vont en décroissant d partir de la valeur 0 lorsqu'on

s'éloigne de G.

Ay

As

As

fig. 4
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Représentons en fig. 5 le graphe de f(x) mais seulement la partie

surface réglée définie par une
droite se déplagant parallélement
au plan x10rx2 et s'appuyant sur

les aréetes (y) et (y') des morceaux
de paraboloides de sommet ¢ et b.

(v) 3

morceaux de parabololde de révolution

autour de ©x,, de sommet ¢, d'équation

3’

2
(xl—cl) + (x2—c2) +t X3 =0

Pour X3 2 0, nous obtenons une surface en forme de cloche qui
présente un sommet en un point dont la projection sur xlOrx2 est le

"centre'" situé 3 1l'intérieur de G. Cette surface est tangente 3 %10 %,

le long du contour abcd ce qui permet de la relier d la partie Xy < 0
de maniére continue et continuement différentiable. f(x) est conti-

. ” 3 . 2
nuement différentiable et quasi-concave dans R".

Définissons les directions Al’AQ’A3 comme celles des cdtés ab, dc,

ad et maximisons suivant les directions Al,A2,A3 dans cet ordre et de
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maniére cyclique. Partons dé ; (fig. 4) en choisissant comme successeur,
lorsqu'il y a plusieurs possibilités, le point le plus &loigné d'ol nous
nous trouvons. Nous obtenons quatre points d'accumulation a,b,c,d qui sont
des points stationnaires i.e. de gradient nul mais ne sont pas le maximum,

celui-ci étant le "centre".

Pour b et c nous avons b € M:(b), c ¢ Mi(c) pour i=1,2,3 donc

b € M(b) et ¢ € M(c).

Par contre pour les points a et d nous avons la situation suivante

a e Ml(a), a e M3(a) mais a ¢ M2(a) 3 Mg(a) {a'} € 8 ;
(o]
G

d € My(d), d e My(d) mais d ¢ M,(d) 3 M,(d) {a'} e

C'est ce que donne le corollaire 8 i.e. le théoréme 4 et nous n'en
avons pas plus pour ces deux points.
Exemple dans R3. Les directions Ai sont ici indépendantes, ce sont

les directions des trois axes de coordonnées ess i=1,2,3.

La figure 6 représente de maniére incompléte les trois équipotentielles

de valeur 1, 0, -1,

La figure 7 représente une coupe dans le plan horizontal contenant les
(o]
points a,b,c,d et le point de départ x. La maximisation se fait suivant

A;,4,,A; dans cet ordre et cycliquement.
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fig. 6

k|

—~=-4- SR —

PR P
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La suite infinie de points § demeure dans le plan de coupe car au
voisinage de d et de b nous avons K e M3(§). Cette suite posséde quatre

points d'accumulation a, b, ¢, d.

Au point c nous avoms ¢ e M;(c) pour i = 1,2 mais c £ Mj(c),

il y a de meilleures valeurs que f(c) sur A;(x), vers le bas.
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ANNEXE

Quelques remarques concernant (H1) et (H7)

. L'hypothése (H7) n'entraine pas (Hl), Par exemple, dans R, nous
posons Ai(x) = entier (x) + 1 si x e R - N et Ai(x) = x si x € N.

L'hypothése (H7) est vérifiée mais si x e R - N, x ¢ Ai(x).

. Les hypothéses (H1) et (H7) entrainent la propriété suivante :

siy e A;(x) alors x € A, (y).

Sous 1'hypothése (H1), pour q < p, si x ¢ Mq ) Mq__l 0 «v0 O Ml(x)
alors : a) x e M, (x)
b) si en plus nous avons (H7) alors : X ¢ Mq(x).
En effet : considérons la suite ; = X, ;,...,? = x telle que
§ € Mi(i§l) pour i=1,2,...,q9, qui partant de x aboutit en x. Nous

1 i
avons f(x) < f(y) < ... < f(%) =z f(x) donc f(y) = f(x) pour i=1,2,...,q.
a) x e Ml(x) car sinon f(y) > f(x) ce qui conduit a une contradiction.
b) x € Mq(x) car par définition ; € Mi(1§l) donc § € Ai(1§1)
et d'aprés (H7) : Ai(§) = Ai(1§l). Et (H1) entraine :

. i . . . .
lyl € Ai(y) et comme f(lyl) = f(%) alors ly1 € Mi(§).

- q
En particulier pour i = q nous avons qy1 € Mq(y). Six ¢ Mq(x)

alors f(q§l) > £f(x) ce qui est impossible, par suite x € Mq(x).D
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Donnons un exemple d'application et un contre-exemple relatif a

ce dernier point.

. X 2 . ‘s
1, Dans le cas particulier de R° si nous maximisons sur deux sous-
ensembles A,(.) et Ay(.) d'aprés ce qui précéde nous avons :

X ¢ M(x) implique x € Ml(x) et si nous avons (H7),alors x € M2(x),

donc 1'équivalence x € M(x) <==> x ¢ Mi(x), i=1,2.

2, Dans R considérons le graphe de f suivant :

f

M(x)
X
- I 1 1 R
Uax) = m )

fig. 8

Définissons Al(x) = [-x,x] et AQ(x) = [-2x,x] 3 A1 et A2 ne satisfont

pas (H7) ; nous avons x € M(x) et x ¢ Ml(x) ce résultat est indépendant

de (H7) mais x ¢ M2(x).
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CHAPITRE 1V

SUR LE PrROBLEME DE FERMAT-WEBER AVEC

FoncTioNs DE CoOT CoNVEXES

Ce chapitre reprend une grande Bartie d'un
travail effectué récemment en collaboration avec
F. CORDELLIER.

Nous traitons d'une extension du probléme de
Fermat-Weber généralisé avec des fonctions de coit
convexes. Deux algorithmes sont présentés, ils four=-
nissent des suites de points convergeant vers un
minimum bien que la fonction économique ne soit pas
strictement convexe. L'idée générale est d'associer
a la fonction économique notée h, une famille de
fonctions strictement convexes plus régulijéres, dont
L'enveloppe inférieure est la fonction h. Un troi-
siéme algorithme est aussi donné pour le cas parti-

culier du probléme de Fermat-Weber généralisé.
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IV-1 INTRODUCTION

Dans ce chapitre, nous traitons le probléme de Fermat-Weber avec des

fonctions de colit convexes, c'est-3a-dire

m
(1) Min { V7 4.(d.(x)) | x ¢ R}
. iti
i=1
Les fonctions ¢i sont convexes, dérivables et non décroissantes,
di(x) = ||x-ai|| (norme euclidienne) et les a, sont m points de RrR"
donnés, appelés sommets. Ce probléme a été abordé par Katz [12] et sous

une forme moins générale par Cooper-[3].

I1 contient comme cas particulier le probléme classique de Fermat-
Weber généralisé [2u]
m

(2) Min { Y w, d.(x) | x e R"}
izt

ou w. est une constante positive. Ce dernier a intéressé un grand nombre
de mathématiciens depuis que son auteur l'a proposé voild plus de 300 ans

avec trois points.

Les problémes (1) et (2) ont de nombreuses applications en économie.
Ils se rencontrent dans le probléme de localisation d'usines, de centres
de distribution ou’'de communication (lignes électriques, téléphoniques,

grosses conduites de gaz ou de pétrole).

De plus, ils servent de maniére cruciale comme sous-problémes dans
des méthodes de type Branch and Bound pour résoudre des problémes combi-
natoires plus généraux encore (plusieurs dépdts, plusieurs usines). Pour
ces problémes multi-sources, nous pouvons nous reporter d Cooper [11, [2],
Eilon, Watson-Gandy, Christofides [8], Francis and White [9], Kuenne et
Soland [16].

Pour le probléme (2), Weiszfeld [25] a défini un algorithme itératif
qui converge pourvu que le point courant soit distinct d'un sommet, point

ol la fonction n'est pas différentiable. La formule d'itération proposée
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par Weiszfeld a été retrouvée ou reprise par de nombreux auteurs,

MIEHLE [19], KUHN et KUENNE [151], COOPER [11, [2], KATZ [13] a étudié

la vitesse de convergence du procédé. Dans un autre ordre d'idée,
SCHECHTER (23, p.186] propose de partir du sommet qui donne a la fonction
la plus petite valeur et de poursuivre avec une méthode de relaxation

pour fonctions différentiables.

Faisant le point sur ce probldme, Kuhn [14] montre que 1l'éventualité
de tomber sur un sommet (en un nombre fini d'itérations) a lieu pour des
points de départ appartenant 3 un certain sous-ensemble dénombrable de
points, auquel cas l'algorithme s'arréte. Jacobsen [10] a donné un succes-
seur d'un tel sommet et Cordelliew, Fiorot et Jacobsen [5] ont démontré la
convergence d'un tel algorithme ainsi partout défini. Par la suite,
Cordellier et Fiorot [6] ont donné trois algorithmes de structures diffé-

rentes. Le premier contient celui défini en [10].

Le probléme (2) a été traité par Planchart et Hurter [22] dans le
cas ol la fonction & minimiser dépend linéairement de plusieurs métriques
dont les métriques euclidienne et rectangulaire. Pour cela ils utilisent
entre autres les résultats de Wendell et Peterson [26] relatifs 3 la dualité

des programmes géométriques.

Dans ce chapitre, comme il a été fait en [7], nous étendons d'abord
au probléme (1) les deux premiers algorithmes définis en [6] et nous

donnerons pour le probléme (2) le troisilme algorithme défini en [6].

Alors que la fonction du probléme (2) est strictement convexe dés que
les sommets a; ne sont pas alignés (dans le cas contraire, la solution est
triviale), celle du probléme (1) ne 1l'est pas nécessairement, que les points
a; soient alignés ou non. Cette fonction est simplement convexe. Toutefois,
nous trouverons en annexe une condition nécessaire et suffisante pour que
cette fonction ne soit pas strictement convexe d'une part, et une condition
nécessaire et suffisante pour qu'elle n'ait pas de minimum unique d'autre
part. De plus, un corollaire caractérise alors 1l'ensemble des minima. Les

démonstrations de ces résultats ont été omises, on les trouvera dans [4].

Aprés avoir précisé en IV-2 les notations et les hypothéses suivies
de quelques remarques et propositions, nous présentons en IV-3 1l'algorithme
I. La fonction d'itération de cet algorithme est univoque en tout point

différent d'un sommet et multivoque en ces points ou elle est discontinue.
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Nous montrons la convergence vers un minimum de toute suite ainsi fournie
par cet algorithme. Pour cela nous utilisons un résultat de Huard [11] et

un lemme de convergence de suites.

En IV-4, nous définissons 1l'algorithme II dans lequel la fonction
d'itération est univoque et continue en tout point. Cette fois la conver-
gence est démontrée grice au théoréme de Zangwill [28] et au lemme

précédemment évoqué.

Quand nous appliquons ces algorithmes au cas du probléme (2), nous

retrouvons les algorithmes proposés en [6].

Enfin en IV-5, comme il a déja été dit, nous donnerons pour le

probléme (2) le troisidme algorithme défini dans [6].

Bien entendu ce probléme d'optimisation sans contraintes de
fonction économique non différentiable sur un ensemble fini de points
peut &tre résolu au moyen de méthodes générales telles que des méthodes
de sous~gradients : Lemaréchal [18], Wolfe [27] ou des méthodes de séries
divergentes : Poljak [21]. Ces méthodes fournissent des suites dont tout

point d'accumulation est solution du probléme posé.

Par contre les algorithmes I et II que nous proposons ici sont
spécifiques du probléme et comme nous l'avons déj3d dit, ces algorithmes
fournissent une suite de points qui converge vers une solution du probléme.
L'approche est totalement différente. L'idée générale de ces algorithmes
est d'associer 3 la fonction économique, notée h, une famille de fonctions
strictement convexes dont le paramétre décrit le domaine d'optimisation
(privé des sommets pour le premier algorithme) et dont 1'enveloppe infé-
rieure est la fonction h. Ces fonctions sont telles que nous sachions

calculer leur minimum qui est pris comme successeur du point paramétre.
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IV-2 LE PROBLEME, LES NOTATIONS ET LES HYPOTHESES

Les données sont :

m points a, appelés sommets i € J = {1,2,...,m}

m fonctions ¢i : Rf +~R, 1 ed

Nous noterons

d, : x> ||x-a, || o0 ||+ désigne la norme euclidienne

i i
h : x> 'Z ¢5(d (%))
ieJ

Le probléme est de trouver un X tel que :

h(&) = Min {h(x) | x ¢ RrR"}.

Nous notons : A l'envoloppe convexe des sommets a, et

A, = SUR di(x) = max di(aj)'
xe
Désignons par x.y le produit scalaire de x par y.

Pour u # v, nous notons [u,v] le segment d'origine u et d'extrémité

v et Dlu,v] la droite contenant [u,v].
Posons encore r, = inf {t 2 0 | ¢i(t) > ¢i(0)}.

Si une fonction ¢i est telle que r, 2 Ai’ alors ¢i o} di est constante sur A,
et ne joue aucun rdle dans la détermination des minima dans A. Par la suite

nous ne considérerons donc que des fonctions ¢i telles que r, < Ai'




(H1)

(H2)

(H3)

(HY)
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Les fonctions $; sont assujetties aux hypothéses suivantes :

¢

; est convexe non décroissante sur [O,Ai]

$.

; est dérivable sur [O,Ai]

La dérivée ¢i vérifie une condition de Lipschitz de constante

[ . . v At ' -
M= M;/2 @ ¥ tg,t, e (0,01 |¢i(tl) ¢i(t2)| < Ml Itl t2|.

Pour tout t de ]A;,=[, nous avons b (t) >¢i(Ai)-

En fonction des valeurs de la dérivée ¢i ad 1l'origine et des valeurs

de r,, nous partitionnons J en trois sous-ensembles :

a)

b)

el
i

v

1= ed|oi(0)>0 (r; =0}

LD
=
H

{ied | $1(0) = 0 et r, = 0}

Q=1{iey | ¢i(0) Oetr, > 0}

Pour i € Q v Q, la fonection : x » ¢i(di(x)) est partout différen-

tiable, en particulier V¢i(di(ai)) = 0.

Pour i ¢ P; la fonction : x =+ ¢i(di(x)) n'est pas différentiable

en a,.
1

Dans A 1la fonction h est convexe mais non nécessairement strictement

convexe. L'ensemble des minima de h est donc un ensemble convexe non réduit

~ » rd
da un point en général.

Les hypothéses (H1) et (H2) entrainent que ¢i(t) 2 0 pour tout

t e [Q,Ai]. L'hypothése (Hl) entraine que ¢ est strictement croissante

d
ans [ri,Ai].
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Pour la suite, il est commode d'introduire les quantités suivantes :

pour tout x de A - {aj} et tout j de J :

. Bj(x) = ¢j(dj(x)) / dj(X)

Puisque lim Bj(x) est défini pour j e P, U Q,, nous pouvons étendre
X+>a.

3
par continuité cette définition en posant Bj(aj) =0 sije Q, et
Bj(aj) = wsijoe Pl 3 pour j € Q1 nous pouvons seulement affirmer,
d'aprés (H3), que dans le voisinage de a; le quotient ¢§(dj(x)) / dj(x)

est majoré par Mj/2.

« D. = . .
j(x) Max (M], B](x))

et tenant compte de ce qui précéde, posons pour j € P, ¢ Dj(aj) z

et pour j € Q, U Q, : Dj(aj) = Mj.

« A.(x) = Max (0, M., - B.(x))
J J J
d . = A, .
onc Dj(x) A](x) + BJ(X)

]

pour j € Qs d'aprés ce qui précéde dans le voisinage de aj on peut

et pour j ¢ P, posons : A.(a,) = 0, j ¢ ¢t A.(a;) = M, et
P JePp 5485 JeQ, 5435
dire que Aj(x) est compris entre Mj/2 et Mj'

Enfin introduisons également

pour x € A - {a.} : B(x) = ) B.(x)
jePluQ, jeg

pour x € A - ky} {a;}  :D(x) = § D.(x)

pour x € A - k_) {a,}  : A(x) = ) Aj(x)

jeQ, jed
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Pour x # 2 k e Py,

gradient : Vh(x) = 2 Bi(x) (x—ai).
iedJ

h est différentiable : donnons 1'expression du

Posons Rk(x) = 1§k Bi(x) (ai—x) et Rk = Rk(ak)-

Pour k ¢ Ql U QQ, nous avons Vh(ak) = - Rk.

Définissons la forme quadratique suivante ol x appartenant d A mais
distinct d'un sommet a, pour k € P, v Q, Jjoue le rdle d'un paramétre tandis

que y est la variable.
H:AxR'>R

Si x # a s k e Py U Q ¢

H: Goy) »hG) + ] B GOl (y) - d56)/2 + aGx) |l y=x [ /2.
ied

Ajoutons quelques remarques sur les hypothéses faites.
Remarque 1 : D'aprés (H1) et (H4) nous pouvons nous limiter d rechercher
un minimum de h dans A. En effet pour tout x du complémentaire de A, appelons

y sa projection sur A. Alors pour tout i de J : di(y) < di(x) et d'aprés (H1)

et (H4) : ¢.(d;(y)) < ¢;(d;(x)), par suite h(y) < h(x).

Proposition 1 : L'ensemble des minima de h est inclus dans A 84 et seulement

84 L' intensection des boules B(ai,ri) est soit vide, s0it contenue dans A.

Preuve : En effet s'il existe z ¢ A tel que pour tout point x du complé-

mentaire de A nous ayons h(z) < h(x), alors il existe un indice j ¢ J
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tel que ¢j(dj(z)) < ¢j(dj(x)). D'aprés la définition de r, ceci implique :

x ¢ B(a.,r.) donc x ¢ (ﬂ\ B(a.,r,). Par suite (ﬂ\ B(a,,r.) est soit vide,
13 ied ot ied e

soit contenue dans A.

Réciproquement si (~\ B(ai,ri) est soit vide, soit incluse dans A
ied
alors pour tout x du complémentaire de A, il existe i € J tel que
X ¢ B(ai,ri). Soit y la projection de x sur A : la croissance stricte
(] ~ . . .
de ¢, sur [ri,Ai] et 1'hypothése (H4) impliquent : ¢i(di(y)) < ¢i(di(x))
car d,(y) < d,(x). D'autre part, nous avons toujours ¢j(dj(y)) < ¢j(dj(x)),

pour tout j # i. Donc h(y) < h(x) : un point gquelconque x du complémentaire

ne peut &tre un minimum et 1'ensemble des minima de h est inclus dans A.

Remarque 2 : Dans le cas oi (’\ B(ai,ri) # @, cette intersection est
ied
1'ensemble des minima de h, car la valeur de h sur cet ensemble est

! 6,00).

ied

Proposition 2 : Les fonctions D et D; vérifient Les proprletés sulvantes :

4)  Pour tout j de P;, Lf existe un nZel ps > 0 tel que pour tout x € A

nous ayons : Dj(x) > pj (Dj(aj) = @),

A} Poun tout j de Q; U Q, nous avons Dj(x) S Mj

AL) Pourn tout x de A nous avons D(x) = ] M.+ ) p. >0
jeQque, J jep,

Av) D est continue sur A - k“) {a.}.
. J
jePl
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Preuve :

i)  Supposons le contraire : ¥ £>0, 1 x_ € A - {aj} tel que Dj(xe) < e.

Nous en déduisons que M. < & (d'ol M. = 0) et ¢1(d.(x )) s e d.(x).
J J ] 1 € ] €

Mais Mj = 0 et (H3) impliquent ¢3(dj(x)) = ¢§(O) pour tout x de A.
Donc ¢%(O) < g dﬁ(xp) < € Aﬁ d'ou ¢%(O) = 0', ce qui est impossible si

j e Pl.

ii) Pour j € Q1 U Qy, 1'hypothése (H3) entraine : ¢5(dj(x)) < (Mj/2) dj(x)
et par suite D.(x) = Max (M., M,/2 ) = M..
J J J ]

iii) Pour x # a;, j € Py 1 D(x) = ] D.(x)+ ] D(x) 2

jGQlUQQ j€P1
M. + 2 P

jGQlUQQ ] j€P1

Comme rj < Aj alors chaque Mj et chaque pj sont strictement positifs.

Enfin pour j ¢ P,, nous avons Dj(aj) = w,

iv) Pour x € A - k_) {a.}, nous obtenons D(x) = ) M. + ) D.(x)
jeP, ] jeQ,vQ, J jep, J

et Dj pour j € P, est continue sauf en x = as.
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IV=-3 ALGORITHME 1

IV.3.1 - Fonction d'itération et algorithme I

La fonction d'itération est univoque en tout point différent d'un

sommet a, pour k € P, U Q;: En ces sommets, elle est multivoque et ne

1

présente aucune propriété de continuité.

Définissons les directions améliorantes en ces sommets, i.e. les
. . n . . . .
directions u de R ayant la propriété suivante : il existe n > 0 tel que

h(ak + nu) < h(ak).

La fonction h est convexe dans A ; pour k ¢ Pl’ elle n'est pas
différentiable en a, mais elle admet en ce point un sous-différentiel
noté ah(ak) qui n'est autre que la boule fermée de centre - R et de

rayon ¢L(0).

Puisqu'il est équivalent d'écrire ||Rk | < ¢ﬂ(0) ou 0 ¢ Bh(ak),

le sommet a, est un minimum si et seulement si IIRk I = ¢&(0)-

Dans le cas contraire : HRk | > ¢L(O) ; déterminons alors toutes
les directions améliorantes pour h, en ce sommet a - Nous savons que
l'ensemble de ces directions n'est autre que celui qui est défini par
l'intérieur du cdne polaire négatif du cdne engendré par le sous-
différentiel dh(a, ) (cf. proposition A2 [6] et Laurent [17, p.3831)

i . n ' - n -
e. : {ueR | Rk,u/||u | > ¢k(0)} = {u eRu=1tv, t >0,

vV € BO} ou BO est la boule ouverte de centre R

k
2 ' 1/2
LR M® - (ppcon®1 7.

et de rayon
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Par suite {z ¢ R" | h(z) < h(ak)} = {z ¢ R" | z = a t tv, t> 0,
v € B, tel que h(z) < h(ak)}. Le successeur de a, sera un point de A

appartenant & ce sous-ensemble.

De maniére semblable, bien que h soit différentiable en a, pour
k € Ql’ nous prendrons comme successeur de ce point un point de A
appartenant au sous-ensemble {z € R” | n(z) < h(ak)} =

{z € R" | z = a

W f Vs £ >0 etV tel que v.R, > 0}.

Fonction d'itérnation

(Iv.3.1,a) SixeAetx#a, ke PouQ

k’

I:x> (] B(x)a, +Ax)x) / Dx)
ied

(1v.3.1.b) Six=a,keP et |[R | > ¢y €0)
T :x>{zeA| z= a +tv, t > 0, v € B
tel que h(z) < h(ak)}
(IV.3.1.¢) Six=a,keQet]|[R | >0

T i x>{z€eA | z=a + tv, v tel que vV.R, >0

k
et t > 0 tel que h(z) < h(ak)} 0

Notons que (IV.3.1l.a) s'écrit encore

(1v.3.1.a") I': x> x - Vh(x) / D(x)

ou

(Iv,3,1,a") T : x> (B(x) b(x) + A(x) x) / D(x)
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ol b(x) = ) Bi(X) a; /) Bi(x). C'est-a-dire que T'(x) est un barycentre
ieJ ieJ

du point x et du point b(x), point proposé comme successeur de x dans [12].

Algonithme 1

I- p=1, % donné dans A, pan exemple % = z a;/m.
ied

2~ S'i existe x tel que %= ay
alons : 84 || R || < ¢1(0) alons stop : x = a

sinon prendrne PEL dans I'(ay)

sinon : cabeuler PR d'apres (3.1.a)

s p - _ P
84 PEY = % atons stop x = X
3-  p = p+l, aller en 2.
Bien que l'ensemble des minima ne soit pas nécessairement réduit a
un point, nous démontrerons la convergence de toute suite fournie par

cet algorithme vers un minimum de h.

Pour cela nous donnerons en :

Iv.3.2 des propriétés de H
Iv,3.3 un lemme de stricte décroissance locale
Iv.3.4 un rappel d'un théoréme de convergence

Iv.3.5 un lemme de convergence de suite.
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Remarque 3 : Dans le probléme de Fermat-Weber généralisé (2) la fonction
¢i est linéaire et alors la constante de Lipschitz Mi de (H3) est nulle.
L'itération définie par (IV.3.l.a) s'identifie avec celle que propose
Weiszfeld [25] tandis que 1'ensemble des successeurs de a, défini par
(Iv.3.1.b) (Py = J) est le méme que celui proposé pour l'algorithme I de

[6]. Un choix particulier dans ce dernier sous-ensemble a été utilisé dans

[5] et [10].

IV.3.2 - Propriétés de H

Dans la suite les dérivées sont calculées par rapport d y :

c'est la signification de VH(x;y).
Nous avons les propriétés suivantes :

(Iv,.3.2,a) D'aprés la définition des A;, sous les hypothéses (H1)
et (H2), H est une fonction quadratique strictement
convexe.

Pour x ¢ A et x # a, k € Pp U Q¢

(1v,3.2.b) H(x3;x) = h(x)
(Iv.3.2.c) H est différentiable pour tout y € R
VH(x3y) = ¥ Bi(X)(y-ai) + A(x)(y-x)

ied

(1v.3.2.4) VH(x3;x) = Vh(x)
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(IV.3.2.e) D'aprés la définition des A;, sous 1'hypothése (H3),
nous avons :

H(x;y) 2 h(y) pour tout y de R".

Preuve : Si nous posons pour tout i € J

T, (x5y) = ¢;(d; ) = ¢,(d;(y)) = $3(d;(3))(dy(x) - d;(y))

U; (x3y) = 2(91(d (%)) - ¢'i(di(y$))(di(y) - d;(x)) + M (d, (%) - di(y))2
Vi(xsy) = (A;(x) = My + By(x))(d;(y) = d;(x))? = (D;(x) = M;)(d;(y) - d;(x))7
W (xsy) = [l ==y |7 = () - d;(y))?

et Pi(x3y) = Ty (x3y) + [U;(xsy) + Vi Gasy) + Ap(x) W, (x3y)1/2

un calcul montre que :

H(x;y) - hiy) = ) Pi(x;y)
ieJ

Les quantités Ti(x;y), Ui(x;y), Vi(x;y) et Wi(x;y) sont toutes
positives ou nulles. En effet, la convexité de ¢i entraine la positivité
de Ti(x;y), 1'hypothése (H3) assure la positivité de Ui(x;y), la défini-
tion de D.(x) assure la positivité de Vi(x;y) et enfin 1'inégalité
triangulaire de la norme implique celle de Wi(x;y). 0
(Iv.3.2.f) H(x3.) a un minimum unique (d'aprés (IV.3.2.a)). Ce minimum

n'est autre que I'(x) donné par (IV.3.1.3.
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IV.3.3 -~ Lemme

Soit k € P, u Q tel que IR, I > ¢4€0), alons il existe une boule
de centre a, et de rayon p, telle que pour tout x de cette boule, x
different de a, nous ayons : h(I(x)) < h(a,).

Preuve : Nous la ferons de maniére indépendante pour k € Pl et k € Q.

1- k¢ Pl' La différence CH T'(x) s'écrit sous la forme gk(x)/D(x)
ol g (x) = - R (x) + ( )) B;(x) + A(x))(a, - x). Puisque gk(x) tend
izk

vers Rk et D(x) vers 1'infini lorsque x tend vers a, » nous avons

lim T'(x) = a, - Il existe donc une boule B(ak,p') dont 1'image par T
x+a
k

ne contient pas d'autre sommet que a - Grdce 3 la formule de Taylor
la différence h(ak) - h(T(x)) se met sous la forme Wk(x)/D(x) avec
W (x) = -R (g + O[T(x) - a D .g (x) - [ (d (T(x))) - ¢k(0)]
||8k(x) ”/dk(F(x)) od O (dépendant de x), appartient a J0,1[.
Lorsque x tend vers a W, (x) tend vers HRk ||(||Rk | - ¢L(0)) >0
car O est borné et O(T(x) - a, ) tend vers 0. Il existe donc une boule
B(ak’pl) c B(ak,p') dans laquelle la valeur de Wk(x) reste positive et

la stricte positivité de D(x) compléte la preuve.

2- ke Ql. Puisque H(x;y) est une forme quadratique dont le minimum est

atteint pour y = TI'(x), nous avons : H(x3;x) - H(x;T(x))

D(x)||x - T(x)|| 2.

Grace a (IV.3.2.b), (IV.3.2.e) et (IV.3.1l.a'")

1A

h(x) - h(I'(x)) 2 ||Vh(x) ||?/(2D(x)), ou encore h(I'(x)) < h(x)

~|| Vh(x)||2/2D(x).
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D'aprés la proposition 2, iv), D est continue dans un voisinage de
3, pour k € Ql et comme D(ak) > 0 (iii), la fonction
E : x > h(x) - ||Vh(x) ”2/2D(x) 1'est également. Sa valeur pour x = &
est h(ak) - ]IRk ”2/2D(ak). Comme HRk || > 0 cette valeur est strictement
plus petite que h(ak). Par suite, d'aprés la continuité de E, il existe
une boule B(ak,pl) telle que pour tout x de cette boule, nous ayons :

h(r'(x)) < h(ak)'D

IV.3.4 - Un théoréme de convergence

Ce théoréme dU 3 Huard [11] est une extension d'un résultat de

Polak T20].

Théondme : Soient E un fermé de R", P un sous-ensemble de E,

F une application multivoque, h une fonction Lels que :
(0) F:E-P>P(E) tel que ¥ x ¢ E -~ P : F(x) # ¢
(B) h : E - P >R semi-continue inférieuwrement sur E - P

lY) ¥xeE-P, 3 V(x) tel que ¥ t € V(x), ¥ z ¢ F(t) => h(z) < h(x)

V(x) est un voisdinage de x relativement & E.

, , s k
Considenons une suite (5) définie pour tout k ¢ N par Kl e Fx)

k¢l _ k
X

k ,
X = X AdLnon.

54 X ¢ P,
Alons sous toutes Les conditions (o), (B), [y) tout point

d' aceumubation % de (%) est dans P.
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Remarque 4 : Au contraire du théoréme classique de Zangwill [28, p.91]

aucune propriété de continuité n'est demandée 3 F.

IV.3.5 - Un lemme de convergence de suite

Comme nous le signalons dans 1'introduction, dans la majorité des
problémes de minimisation ol 1'ensemble des minima n'est pas réduit a
un point, les algorithmes fournissent des suites dont tout point
d'accumulation est un minimum et non des suites convergeant vers un tel
minimum, En fait cet inconvénient n'est pas essentiellement 1ié aux
algorithmes mais plutdt aux outils dont nous disposons pour étudier la
convergence. Les outils tels que les théorémes généraux de Zangwill,
Polak ou Huard s'appuient sur des hypothéses relativement faibles ne
prenant en compte qu'une partie des propriétés des algorithmes et ne
peuvent naturellement pas conduire & un résultat aussi précis que la
convergence d'une suite. Il est utile de leur adjoindre des résultats
qui prennent en compte des particularités plus spécifiques des algo-
rithmes et qui, parce qu'ils seront d'une utilisation moins générale,
conduiront d des résultats plus précis, Le lemme suivant qui s'applique
3 une fonction convexe (mais non strictement) montre que sous certaines

hypothéses, un algorithme converge vers un minimum.

Ce lemme sera appliqué avec profit aussi bien 3 1'algorithme I qui
nous concerne ici qu'a l'algorithme II que nous présenterons dans le

paragraphe suivant.
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Dans les deux cas, son utilisation fera suite a celle d'un théoreéme
général (Huard pour 1'algorithme I, Zangwill pour 1l'algorithme II) dont
il viendra préciser les conclusions en montrant que la suite fournie par
1'algorithme converge vers un minimum alors que le théoréme général
établissait seulement que tout point d'accumulation de la suite était un

minimum.

Lemme :  Soit h une fonction convexe de R" dans R. S{ La suite (}é)

contenue dans un compact E, vérifie :

£) e ¥ oo g o gy e () et A > 0
L) A Y R
k=0
AAL) tout point d'accumulation de %) est un minimum de h

alons La suite (}é) converge verns un mindmum de h. 0

Preuve : Soit u un point d'accumulation de la suite (&)- Puisque u est
un minimum de h et que h est convexe, deux points successifs de la suite

k+1l ...
§ et x~ vérifient donc

0> h(w - h(®) 2 2,.(u- 5% ot g e
t1 Kk . .
Alors ok - o Ak Kk implique : -(u - 5).(k§l - 5) < 0, d'ou

N -2 <u-507+ 19 - K2

Ce qui entraine pour tout m < k : || u - 5 N2 < [Ju-R12%+

kil i1
DR
1=m
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- £z kt1 _k )
Puisque la série de terme geénéral (|| X - X HZ) converge

ko1 i+l iz
¥ e >0, 4 N(g) tel que, ¥k >m 2 N(g) => .z I| X - X H < g/2
1=m

donc |l u - & Nz - lu- X |2 < e/2.

Comme u est un point d'accumulation

3 p > N(e) tel que ||u - % I < (6/2)1/2.

Pour m = p, nous obtenons :

[u - § H2 <e/2+ |lu- % ”2 < g, pour tout k > p = m.

k
Donc ¥ € > 0, 4 p = m(e) tel que pour tout k > p =—> |u - x I|? < e.
. k .
Nous obtenons bien la convergence de la suite (X) vers u qui est un

minimum h.
de 0

Nous pouvons remarquer que dans ce lemme, nous n'exigeons pas que
le paramétre Ak > 0 soit celui qui donne le meilleur successeur possible
dans la direction opposée du sous-gradient, ni méme que le successeur

kgl solt meilleur que le point §.

IV.3.6 - Convergence de 1'algorithme I

Théonéme : La suite (5) définie parn L'algorithme 1 converge verns un
mindmum de h ; un mindmum peut &tre obtenu en un nombre fini p d'etapes

dans Les deux cas sulvants :

a) £ - a, et pour ce k : || R || < 01.(0) alors a est un minimum

. . 1 . .
b) AL g # a, k e Py et 84 Pyl - ﬁ alorns x est un minanum.
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Preuve : Les cas finis a) et b) résultent immédiatement du fait que respec-
tivement || R, I < ¢y (0) et Pl - § ¢ a,» k e Py, sont équivalents a

0 € 3h(ay) et vn(k) = o.

Ces deux cas finis mis a part, la suite (g) a une infinité de valeurs
distinctes ; pour montrer que la suite converge vers un minimum, nous

procéderons en deux étapes :

S1 | : Dans une premiére étape, nous utiliserons le théoréme

—————

IV.3.4 pour montrer que tout point d'accumumation de

la suite est un minimum de h.
Pour appliquer ce théoréme, nous choisissons

+ comme ensemble E, 1'ensemble compact A : d'aprés (IV.3.l.a) et (IV.3.1.b)

. 2 Pl v - l
tous les itérés sont dans A dés que X € A

. comme ensemble privilégié P, l'ensemble des minima de h (dans R

contenu dans A. D'aprés la remarque 1, cet ensemble n'est pas vide.
+ comme application F 1'application multivoque T définie en IV.3.1.
comme fonction h, la fonction & minimiser : elle est continue.

Pour vérifier 1'hypothése (y) nous distinguerons deux cas

(Ya) : X différent d'un sommet.
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Pour x # a k e Pl U Ql la fonction H est strictement convexe et
d'aprds (IV.3.2.f) posséde un minimum unique qui n'est autre que I'(x)
donné par (IV.3.l.a). Puisque x ¢ P nous avons Vh(x) # 0 et d'apreés
(IV.3.2.d) nous en déduisons VH(x3;x) # 0 ; T(x) étant le minimum de
H(x;.), nous avons : H(x3T(x)) < H(x3;x). En utilisant (IV.3.2.b) et

(IV.3,2.e) nous obtenons h(I'(x)) < h(x).

Puisque hol est univoque et continue dans un voisinage de x qui ne
contient aucun sommet a, (k € P, u Ql)’ il existe un voisinage de x noté

V(x) tel que : pour tout t de V(x) nous avons h(T(t)) < h(x).
(vp) @ x = 3, ke Py uQ

Puisque x ¢ P, nous avons HRk > ¢, (0). Par définition de I'(a;)
nous avons : z e F(ak) ==> h(z) < h(ak), tandis que le lemme IV.3.3
permet de conclure a 1l'existence d'un voisinage V(ak) tel que

x € V(a) - {ak} ==> h(l'(x)) < h(g).

Les hypothéses du théoréme étant satisfaites, nous sommes assurés
du fait que tout point d'accumulation de (g) est dans P c'est-a-dire

. . n
est un minimum de h dans R contenu dans A.

‘ S2 l :  Montrons maintenant que la suite (g) est convergente vers

un minimum de h ; pour cela utilisons le lemme IV.3.5.

Notons I l'ensemble des indices des éléments de la suite (g) qui
P . . . P, . .
sont des sommets. La décroissance stricte de la suite h(x) implique qu'un

sommet ne peut &tre rencontré qu'une fois au plus. L'ensemble I étant fini,

a partir d'un certain rang N; la suite ne contient plus de sommets a s
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. +1 p
k € Py UQ et d'aprés (IvV.3,1.a') nous avons i) PRl - § - Ap Vh(x)

avec AP = l/D(g) > 0 (proposition 2).

Vérifions ii) : pour x # a,» k € Py U Q;, nous avons :
h(x) - h(I'(x)) 2 H(x3x) - H(x3;T(x)). La formule de Taylor appliquée &

H au voisinage de TI'(x) domne : H(x3;x) - H(x;T(x)) = || x - T(x) ||? D(x)/2.

D'aprés la proposition 2, il existe p > O tel que D(x) > p et par
suite pour tout g distinct d'un sommet (donc pour tout p > Nl)

n(®) - h®E 2 | % - PEY|2 or2.

La suite h(g) étant décroissante et bornée inférieurement, elle

converge, ce qui entraine la convergence de la série de terme général

PR - e,

Le troisiéme point du lemme IV.3.5 ayant été établi dans la premiére
partie de cette démonstration, la convergence de la suite (g) vers un

minimum de h est établie.D

Remarque 5 : Nous pouvons donner d la partie S2 de la démonstration une
autre présentation en considérant tous les &léments de la suite y compris
les sommets. Toutefois, pour obtenir i) nous devons restreindre le choix
des points meilleurs (formules (IV.3.1.b) ou (IV.3.l.c)) aux directions

v € By n By o By = - dh(a) (i.e. la boule fermée de centre R, et de

rayon ¢£(0)).
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IV-4 ALGORITHME 11

D'aprés la remarque 1, nous pouvons nous limiter 3 rechercher un
minimum de h (dans R") contenu dans A. Si le point initial est pris
dans A, tous les péints de la suite fournie par 1'algorithme II seront
dans A. Ainsi nous pouvons nous restreindre & A pour établir toutes les

propriétés des fonctions dont nous aurons besoin.

Au contraire de 1l'algorithme I, la fonction d'itération définie en

IV.4,2 est univoque et continue sur A.

Pour k € P, U Qq, définissons les quantités suivantes :

. 8! = Min d.(a, )/2
koga Lk

. Si HRk ” > ¢L(O) posons
= llme L - 0@/ T {0300/ Caytm) = 8 + 25} + 31/2)

- B : boule ouverte de centre a, et de rayon § = Min (8;..6,).

Pour k € Q,, nous posons §, = 0.

Pour x € Ek’ posons Ak(x) = (dk(x)/dk)l+€ ol £ > 0,

Posons également :

B (x) = A (x) iZJ~Ai(x) + (1 - A (x)) (igk A(x) + M)

=i§k Ai(x) + A (x) A(x) + (1= A ) M




Sk(x) = igk Bi(x)(ai - ak) ; nous avons Sk(ak) = Rk
Zk(x) = Sk(x) + Ek(x)(x - ak).

IV.4.1 - Lemme : S'il existe un k € Py v Q el que |[R | > ¢;(0)

afors pour tout x de B, nous avons : || Z, (x) || > ¢/ (d, ().

Preuve : D'aprés la définition de S, (x) et Z (x), nous avons :
12,60 1 2 IR |l = 5,00 - sCa) | = BGo x - 2 |-

Or IlSk(x) - Sk(ak) | Sigk lBi(x) - Bi(ak)[ di(ak)'

Compte tenu de 1l'hypothése (H3) et de 1'inégalité

By(x) = ¢1(d;(x)) / d;(x) s 61(0) / d;(x) + M/2

qui en découle, nous avons :

IB;(x) - Bi(a)] = [Bj(x)(d;(ap) - d;(x)) + $1(d;(x)) - ¢1(d;(a )| / d;(a)

< (¢i(0) / di(X) + Mi) |di(x) - di(ak)l / di(ak)'

Puisque ldi(x) - di(ak)l < 4 (x) et d;(x) 2 di(ak) - 6}, il vient :

s (x) - s.(a0) || < igk (91€0)/(4;(a) ~ &1 + M) 4 (x).

Comme Ai(x) < M, implique : Ek(x) I} x - ay | < (igJ Mi) dk(X),
et que ¢£(dk(x» - ¢ﬁ(0) < M dk(x)/Q nous obtenons :

Nz 1| - 6pa ) 2 IR | - 91(0) - ¢ 4 (x)
oo Q = igk [61(0)/(d;(a) - &) + 2M,1 + 3M, /2.

Et pour x appartenant a B, nous avons bien : Ile(x) > ¢L(dk(X)).D




IV.4.2 - Fonction d'itération et algorithme II

PourxeAn[U Bk:

kePuQ)

(Iv.4.2.a) £f(x)

{ z Bi(x) a; + A(x) x} / D(x)

ied

Pour x € Bk’ k € Pl u Q1 :

(IV.4.2.b) £(x) = a, + {[1 - Fk(x)/||Zk(x)||] / ¢ ()} Z, (x)
ol F, (x) = ¢ﬁ(dk(X)) (1 - A (x))
et Ck(x) = .Z Bi(X) + Ek(x) + Ak(x) Bk(x)
i#k
. £ est une application de A dans A : pour tout x de A, f(x) appartient

3 A car c'est un barycentre de x et des sommets a,, i e J. Pour
(IV.4.2.a) c'est immédiat, pour (IV.4,2.b) il suffit de réécrire f(x)

sous la forme :

£(x) = (1 - F (x)/ uzk(x)||)<i§k B,(x) a; + E,(x) x

+ A (x) B (x) a) / G(x) + (B / 2,0 a

. f est continue sur A : il est clair que les applications définies par
(IV.4.2.a) et (IV.4.2.b) sont continues dans leurs domaines respectifs
de définition. De plus sur la frontiére de Bk n A, les applications

définies par (IV.4.2.a) et (IV.4.2.b) coincident.




Afin de justifier la partie 2 dans l'algorithme II et préciser les
calculs nécessaires d une itération, il est utile de faire la remarque

suivante :

Remarque 6 : Pour un point x de A donné, seul le calcul du rayon Gk de la

boule dont le centre est le sommet le plus proche est nécessaire.

En effet le calcul des di(x) donne le sommet ay, le plus proche de x.

Pour ce sommet a, , nous calculons le rayon Gk de la boule B,.

S

e

% - a |l > 8§ alors x ¢ k‘J B_.
peJ P

En effet, remarquons que pour tout sommet ap, p # k nous avons :
||x-ak “ < ”x-—aP ” et ”ak--ap H < ||ak—x ” + Hx-aP ”. Donc :
Gp < Hak—ap |72 < llx-ap||. L'égalité n'ayant lieu que si x € [ak,aP] et

GP = Hak-ap II72. Par suite x ¢ BP et ceci pour tout p # k. 0

Algorithme 11

- p=1, % donne dans A, parn exemple % = 'Z a,/m.
ied
2-  Chodisin Le sommet a,, k € P, u Q; Le plus proche de R
84 || R || = ¢(0) akors stop x = a
si || %-a || < 6, alons cateuter PX' seton (10.4.2.b)
sinon cateuler P sefon (1V.4.2.a)

84 P = R akons stop : x = z.

3- p = p+l, aller en 2.




Remarque 7 : Dans le cas du probléme de Fermat-Weber généralisé (2)

l'algorithme II s'identifie avec 1l'algorithme II proposé en [61].

Comme pour l'algorithme I, 1'idée consiste & définir pour tout
point x de A une fonction élémentaire majorante et tangente d& la fonction
h dont le minimum est pris comme successeur de x (formules (IV.4.2.a) et

(Iv.4.2.b)).

Cette fonction élémentaire majorante et tangente & h en x est

quadratique pour x ¢ \,} Bk’ quadratique "corrigée" pour x € Bk’
kePlUQl

k e Pl U Ql’ La correction dans le deuxiéme cas a pour but de faire
intervenir la non différentiabilité de h au point a, de fagon que la

fonction élémentaire tangente épouse mieux la fonction h au voisinage

de ak,

Avant d'établir la convergence, donnons quelques résultats prélimi-

naires sur la fonction d'interpolation de h en a .

IV.4.3 - Résultats préliminaires

Introduisons la fonction K suivante ol le premier argument x est un

paramétre et le second y la variable
K:AxR"+R

xehAn B» k € Pyu Q => K(x;y)

Kk(x;y)

H(x;y)

xeAn [" k“) B, ==> K(x3y)
kePlqu




10k

K, est définie par :
(Iv.4.3.1) Kk(x;y) = A (x) Hixzy) + (1-Ak(x)) Jk(x;y)
oll J; est définie pour x € An B ety e R" par :
3, (x3¥) = h(x) + i;k Bi(x)(di(y) - di(x))/z + 61 (d, (x) (4 (y) - 4, (x))
+ (] oA ) +m) |l x-y |2 /2
i#k

Donc :

(IV.4,3,2) K (x3y) = h(x) + ] Bi(x)(di(y) - di(x)>/z+zk(x)llx-y ||2/2
ik
+ 1(4 (x)) [(1-X (x))(dy (y)-4, (x))

2 2
+ (4 (y) - 4 (x)) A (x)/2 4 (x)]

Propridtes de X,

D'aprés (IV.4.3.1) ou (IV.4.3.2), 1la définition des A; et le fait que
Ak(x) = (dk(x)/ék)l+€ avec € > 0, nous concluons que Kk est continue par

rapport 4 (x;y) ¢ A n B, x R",

k
De plus pour tout y de R", K et H colncident pour x appartenant a
la frontiére de A an 3 comme ces deux fonctions sont continues sur la

frontiére de A n By, K est continue sur A x R".
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Rappelons que Kk(x;.) n'est utilisée que pour x € A n B, -
(IV.4.3.a) K, est une fonction strictement convexe dans R"

En effet, aprés avoir &crit d?(yi sous la forme :
di(y) = di(x) + || x-y ||? + 2(x-y).(a;-x), il suffit de vérifier que le

coefficient de || y-x ||? dans K, est strictement positif.

(IV.4.3,b) Proprite d'interpolation de K,

Kk(x;x) = h(x)

(IV.4.3,c) Propritté de majoration de K, .

Pour tout x de B, et tout y de R", nous avons Kk(x;y) 2 h(y).

k

Preuve : Compte tenu de la définition de Ek(x), nous avons :

Kk(x;y) - h(y) = Pi(X;y) + A (%) Pk(X;y) + (l—Ak(x)) Q. (x3y)

i#k
ol Pi(x;y) pour i € J a été défini en (IV.3.2.e) en fonction des quantités

positives T,(x3y), Us(x3y), Vi (x3y) et W.(x3y) et ol Q(x3y) s'éerit :

Q(x3y) = $(q (-4 (x)) + M |[y-x [[2/2 + ¢, (4, (D)) - ¢,(d, (y)).
Un calcul montre que :
Qk(x;y) = Tk(x;y) + (Uk(x;y) + Mk wk(x;y))/2.

Donc nous avons bien Kk(x;y) > h(y) pour tout y ¢ R" et tout x de Bk'D
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(IV.4.3,d) Propriete de tangence de K

Pour x ¢ By, la fonction : y ~ K (x3y) est différentiable pour tout

y # ap, k € Py

VK (%3y) = igk B, (x)(y-a;) + E (x)(y=x) + [B, GOA, (x) + 0L(d) (x)) (1=} (x))/dy (y)]
(y-ak)

Pour tout x # a,, k ¢ P;, nous avons VK, (x3%) = Vh(x).

Pour x ¢ B, , k € P15 Kk est dérivable au sens de G3iteaux au point

k,
y = akv

Notons KL (ak;ak;u) et KL (x3a, ,u) les dérivées au sens de Gateaux

k’

de K, au point y = a, pour les valeurs du paramétre égales respectivement

a a, et a x # 3 k € Pl’ dans la direction quelconque u de R" :

Ki(ay3a,3u) = ¢1C0) [[ul]l - R .u = h'(a;u)
Ki(x3a,3u0) = = 2, (x).u + ¢1(d, (x)) (-2 (x)) [[ull
(Iv.4.3.e) Soit k € P,y Q, tel que HRk > ¢L(O). Pour tout x de Bk’

le minimum de Kk(x;y) est obtenu en un point différent de a i ce minimum

est donné par la formule (IV.4.2.b).

Preuve : Pour x € B, , k € P, U Qs 3 n'est pas le minimum de Kk(x;.).
En effet, d'aprés le lemme IV.4.1, pour tout x de Bk nous avons :
| 2. (x) || > ¢ (4, (x)). Choisissons ¥ = 7 (x)/ I 2, || 3 alors :

k

Ki(x;ak;%) = - ||Zk(x) h+ - A (%)) ¢i(dk(x)) < 0. Donc dans la direction

AT . . .
U, 11 existe deés points meilleurs que a_ pour K (x3.).




Comme le point a est le seul point ol Kk(x;.) peut ne pas €tre
différentiable (quand k € Pl), ce minimum est donc atteint en un point

. v . .z N .
unique y (stricte convexité de Kk) ol le gradient est nul.

Pour calculer ce point ;, annulons le gradient de Kk(x;.).

En décomposant y - a, =y - a

+ a
1

- ag ety - x =y - a + g, ~ X,

k k

nous obtenons : Ck(x)(y—ak) + (Fk(x)/H;;—ak “)(;—ak) = Zk(x)-

"
Puisque Ck(x) et Fk(x) sont positifs, les vecteurs y-a, et Zk(x)
sont colinéaires et de méme sens : (;—ak)/lly-ak e Zk(X)/||Zk(x) Il -
Nous obtenons alors y donné par (IV.4.2.b).

(Iv.u4,3.f) Pour Xx # a , k € P., les conditions x = f(x) et Vh(x) = 0

k, 1’

sont équivalentes.

Remarque 8 : Dans l'algorithme II, la formule (IV.4,2.b) dépend du rayon
6k de la boule B, . Bien entendu tout rayon %k inférieur a 6k convient. Si
nous faisons tendre les kk vers 0, nous obtenons un nouvel algorithme qui
n'est autre qu'un cas particulier de l'algorithme I, celui pour lequel le

successeur du point a, est le point

£y = ay + =4O/ R NV/CT Do) + 1} Ry

c'est-3-dire le minimum de la fonction Kk(ak;.) = Jk(ak;.). Appliqué au

probléme (2), ce successeur n'est autre que celui proposé en [5] ou [10].

Remarque 9 : Nous pouvons donner une variante de 1'algorithme II (comme

de l'algorithme I). Pour k ¢ Ql’ la fonction h est différentiable au point

a, . I1 semble donc qu'il n'y ait pas lieu d'entourer ces points par des




boules comme les autres sommets singuliers mais de les considérer comme
des points ordinaires dont nous donnerons le successeur par une formule

dérivée de (IV.4.2.a).

Toutefois, pour assurer l'existence et la continuité de la fonction
Successeur en ces sommets, il est alors nécessaire (et suffisant) de

supposer l'existence de ¢£(0). Ce successeur est alors donné par :

f(ak) = ['z Bi(ak) a; + (¢£(O) + A*(ak)) ak]/[.z Bi(ak) + ¢¥(0) + A*(ak)]
ifk itk

ol A*(ay) = ) A (a) + Max (0, M -¢2(0)).
i#k

Ce point f(ak) est 1'unique minimum de la fonction H(ak;.).

Rappelons maintenant le théoréme classique de Zangwill [28 p,91]

déja rappelé au chapitre précédent.

Théondme : Soient E un compact de R", P un sous-ensemble de E, y une
application multivoque : E +~ P(E), h : E + R une fonction continue sur E
Zels que :

¥xeE-P: (a) v(x)#P9 ety sup-continue sur E - P

(B) x' e y(x) ==> h(x") < h(x)

alons, s4 nous considinons La suite (%) de E definie pour tout k :

ko .k k , .
X eE, k3l ¢ vy(x) 84 x ¢ P, ko g s4non, tout point d'accumlation
x de cette suite est dans P.

0
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IV.4.4 - Lemme : Soit k e P, U Q ; AL Le point a, n'est pas un mindmum,

alons La fermeture de La boule B(a 6, ) he contient aucun minimum de h.

Preuve : Puisque la fonction h est différentiable dans A sauf en a pour

J e P, tout point x minimal vérifie :

ou bien Vh(x) = 0

ou bien x = ay avec HRj | < ¢5(0), j#k (3 eP).
1 - rd - . L) | ] »
D'aprés la définition de §;, nous avons dk(aj) > 26k >8,, ¥ 3#k
Pour établir le lemme, il suffit donc de montrer que Vh(x) = 0 et a, non
optimal impliquent : dk(X) >8 .

Pour cela, notons que la condition Vh(x) = 0 s'écrit encore :

igk {010d,(x)) - $1(d;(a )] (x-a;)/d; G+ $1(d; () (xa;)/d; (x)

- (ak-ai)/di(ak)]} + [¢ﬂ(dk(X))—¢ﬁ(o)](x'ak)/dk(X) = Rk'¢£(0)(x—ak)/dk(x).

Dans cette relation, majorons et minorons les normes respectives des

deux membres. Nous obtenons :
(IV.4.4.1) igk MiH x-a, H/2+¢i(di(ak))|| (x-a;)/d;(x)-(a~a;)/d;(a)) I
+ M [ x-a (72 2 [[R || - ¢;€0).
§'il existe x € B(a,6,) tel que Vh(x) = 0, nous avons donc :

(IV.4.4,2) I x-ay | < Sy




(IV.4,4.3) | x~a, || = &}

|

et 1'inégalité (IV.4.4.1). Montrons alors que (IV.4.4.1) et (IV.4.4.2)

impliquent : Hx—ak > dﬁ.

Pour un tel x un calcul élémentaire permet de montrer 1'inégalité

stricte suivante :

(IV.4.4,4) ll(x-ai)/di(x) - (ak—ai)/di(ak) I < dk(x)/(dk(ai) - dk(x)).
Alors (IV.4.4,1) devient :

HR M - 0000) < [l x-ay || {4 + i;k M;)/2 + 03(d;(a))/(d(a;) - & (x))}

Puisque || x-a || < &) et ¢1(d;(a)) < ¢}(0) + M; d,(a)/2,

nous avons @ ”x-ak ” > Ok
od o = (|| R - #(0)) / {.gk [61€0) / (4;(a) - &1) + 3M,/2]1 + M, /2}
1

est un majorant (strict s'il existe au moins un Mi > 0) de Gﬁ. Donc
(IV.4.4.1) et (IV.4.4,2) impliquent bien Hx-ak | > 6y 5 par conséquent,
il n'existe pas de x appartenant 3 BZak,Gk) tel que Vh(x) = 0 et le lemme

est établi.D




IV.4.5 - Convergence de 1'algorithme II

P ,
Théoneéme : La suite (x) déginie pan L'afgornithme 11 est telle que :
ou elle converge vers un mindmum en ‘un nombre §ini d'étapes dans fLes deux

cay sulvants
a) L existe k tel que || R || < ¢,(0) : alors a, est un minimum

ptl

k
b) 54 g #a,kekP) el AL TxT = E : alons x est un mindimum

k’
ou bien elle a une Anfinité de valewrs difgerentes et alons elle converge

vers un mindmum de h.

Preuve : Les cas finis a) et b) résultent immédiatement du fait que

P
respectivement || R ¢i(0) et P}l - X, 2 % a

IA

K I x» k € P, sont équivalents

30 ¢ ah(ak) et Vh(g)

1

0 (IV.4.3.f).

L3 -~ . . - p . [ . P4
Mis 3 part ces deux cas finis, la suite (%) a une infinité de
valeurs différentes ; montrons d'abord que tout point d'accumulation de
cette suite est un minimum de h. Pour cela appliquons le théoréme de

Zangwill rappelé ci-dessus.

. 1
Considérons pour E 1'ensemble A ; nous avons vu que si x € A tous
P -
les successeurs x sont dans A. Prenons pour P 1'ensemble des minima de
h dans A. La fonction d'itération f (jouant le rdle de Y) est univoque et

continue, de méme que h.

Il reste d montrer que si x n'est pas un minimum : h(f(x)) < h(x).
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Distinguons deux cas :

.xelAn Zh t~J Bk : comme X n'est pas un minimum, alors Vh(x) # O ;
kePlUQl

donc d'aprés (IV.3.2.d) : VH(x;x) # 0. D'aprés (IV.3.2.f), £(x) est le
minimum de H(x;.) et comme nous l'avons vu en (IV.3.6), S1

h(£(x)) < H(x;f(x)) < H(x3x) = h(x).

.xefAn B, (pour k € P, v Q) : distinguons le cas ol x # a, et le cas

ol x = a .

Si x # a ., x étant différent d'un minimum : Vh(x) # 0 ; donc d'apreés
(Iv.4.3.d) : VK (x;x) # 0, i.e. que x n'est pas d'aprés (IV.4.3.e) le

minimum de Kk(x;.) 3 nous avons alors :

Kk(x;f(x)) < Kk(X;X)
En utilisant (IV.4.3.b) et (IV.4.3.c) nous obtenons :
h(f(x)) < Kk(x;f(x)) < h(x)

Six = 3, (IV.4.3.e) donne Kk(a ;f(ak)) < K(ak;ak) et par suite

h(£(a)) < h(a).

. p
Donc tous les points d'accumulation de la suite (X) sont des

minima de h.

Montrons maintenant la convergence de la suite (E) vers un

minimum,




Cette convergence est immédiate si 1'ensemble des minima est réduit
3 un point. Supposons que ce ne soit pas le cas. Comme Pl u Q1 £ 0,
d'aprés le corollaire A3, cet ensemble est un segment [u',v'l c A et

pour tout a,, k € P; U Q : g € Dlu',v'] et ay ¢ Ju',v'[.
Distinguons trois éventualités :

1. Si le segment [u',v'] ne contient pas de sommets a (k € Pl u Ql)
d'aprés le lemme IV.4.4, il existe un voisinage V, de [u',v'] tel
gue pour tout k ¢ Pl U Ql : Vl ne rencontre pas la fermeture de
B(ak,Gk) . A partir d'un certain rang Nl’ tous les itérés (5) sont
dans Vl et alors l'algorithme II se confond avec l'algorithme I

la partie S2 de la démonstration du théoréme IV.3.6 nous donne par

application du lemme IV.3.5 la convergence de (g) vers un minimum.

2, Si le segment [u',v'] contient un sommet par exemple u' = ak(kePllJQl),

considérons le polyédre G, = (,—\\ {x | (x-(ay ta;)/2).(a;-a,) <0}.
1eP.uQ,-{k} *
TRV
Le polyédre G, contient B(ak,Gk) d'aprés la définition de 6k et en
fait, comme les a, sont sur Dlu',v'], Gk se réduit 3 une intersection

de deux demi-espaces ou a un demi-espace.

D'aprés la définition de 1l'algorithme II (début de la partie 2)

s'il existe un itéré dans G, alors 1'algorithme est fini (cas déja
vu) sinon toute la suite est 3 1'extérieur de G, donc de Bk(ak,ék)
et, 4 partir d'un certain rang, d'aprés le lemme IV.4.4, la suite

n'a aucun point dans les boules B; pour ie P,y Q. Alors 1'algo-

rithme II comme précédemment se confond avec 1l'algorithme I et la




convergence est assurée,

3. Les deux extrémités de [u',v'] sont des sommets : u' = a et v' = aj,
k, J € P; v Q. La convergence est obtenue en un nombre fini d'étapes

Gj' 0

car 3 partir d'"un certain rang la suite est dans Gk U
Remarque 10 : Dans le théoréme précédent, nous avons supposé que
P, uQ # # ; en réalité nous pouvons nous affranchir de cette restriction :
si Pl uQ = #, 1'algorithme II est identique & 1'algorithme I. La conver-
gence de toute suite fournie par I'algorithme II (ou I) vers un minimum

est assurée par le théoréme IV.3.6 relatif 3 1'algorithme I.




IV-5 ALGORITHME II! POUR LE PROBLEME DE FERMAT-WEBER GENERALISE
(Probléme (2))

Rappelons que le probldme (2) envisagé est : Min { } o di(x)lx ¢ R"},
ied
w; est une constante positive.

Comme dans 1'algorithme II précédent, la fonction d'itération est ici
univoque et continue partout sauf peut €tre au point % solution de (2).
Mais sa valeur n'est pas donnée explicitement comme en (IV.4.2.a) ou
(IV.4.2.b) mais par une minimisation suivant une direction qui sera définie

en IV.5.3,

Donnons d'abord deux lemmes, le lemme IV.5.2 est légérement différent

du lemme IV.4.1 mais ne peut &tre déduit de ce dernier.

IV.5.1 - Lemme : Soient un point a de R" différent de £'ornigine 0, x
un point intérnieuwr a La boule B(a, ll%%lL ) et a' Le point de La demi-droite
qui porte 0x tel que || a' | = |lal, alons nous obtenons :

| a=a || < 2¢24¢3Y2)722 || a-x |.

Preuve : Soit x' la projection de a sur la demi-droite d'origine 0 portant
le point x alors : |la-x' || < || a-x .
Comme || a-x | < lL%~u » la mesure 20 de l'angle des deux demi-droites

issues de 0 et portant a et x est plus petite strictement que-%, donc
31/2 I =t |l

> <
Il a |




Appelons 0' la projection de 0 sur le segment [a,a'].

-0t
Comme sin-f% =‘% (2—31/2)1/2 nous obtenons lLileTHL < -;—-(2-31/2)1/2 et par
a
1
suite ng—JL > = 172 1/2.

1
(2+3
2
Na |

)

be lx'=a] . llov]
lama' | Ila |

résultat,
O

et de || a-x H > || a-x' || nous déduisons 1e

Ici ¢k(t) = w t donc ¢k(t) = W pour tout t 2 O.

Considérons maintenant les grandeurs suivantes :

1
§! = Min = d,(a, ).
k 14K 2 17k

1/2.1/2 e S |
) ) YT IR e
15 deai) R -y

1
‘5 (2+3

Pour [IRk I > W Sk

§* = Min (88, 3

k k)'

IV.5.2 - Lemme : S{en a nous avons || R || > w, alons pour tout

point x de B (a ,8;) nous obtenons : || R Go) || > w,.

Preuve : ||Rk(x) || étant continue sauf aux sommets ay £ oay et
[le(ak) | = ”Rk | > wr il existe un voisinage de a pour lequel nous

avons IIRk(x) ” >w, . Donnons une évaluation de ce voisinage.

Pour tout x de R" différent des sommets aj, j # k, formons la

différence :




x-a, a, -a.
k

IR G =Rl = 1= o — - —) |
R i a1 oy |
X"al ak—ai
R A Py R e
1 X ai ak ai
x—ai

Pour tout i#k, posons : ai =a; + Hai-ak |

le—ai ”

Ilai'ak ”

Pour x appartenant d 1'intérieur de la boule B(a, 5 )
. 1/2.-1/2
nous obtenons d'aprés le lemme IV.5.]1 : Ilai—ak | < 2(2+3 / ) 1/ || x-a

e

Considérons les points a' et x' déduits de a, et de a! par une
P i i k i P

homothétie de centre a; et de rapport

” ;79 ”
Nous obtenons :
‘- - - - -
x"-a! = (x"-a.) - (a'-a.) = (ai a;) - (g a,) _ x-a, ) a,-a,
i®i i°i i7i Il a -a, |l || x-a. || || a,-a, |
ki i K31

-2 | Ix-2, |
or || xy-ay | = —X K < (243127172 o

| a;-ay | la;-a, |

w.
prod || R (x)-R, || < 2243372 || %0 || ] —2— .

i#k |lai_ak ”

De |IR ) || 2 IR I - [ R -R(x) || il vient :

1/2.-1/2
IR | > IR - 20243YH7H2 e | ] —2—

et comme x appartient 3 la boule B(ak,sk) : Ile(x) | > W




IV.5.3 -~ Directions de minimisation de nh et Algorithme III

Définissons maintenant les directions, a 1'aide des vecteurs u(x),

sur lesquelles se fera la minimisation de h.

. *
Pour x e 1nt.Bk(ak,6k)

d, (%) X-a,
ulx) = R (%) - w o T ”
k ™
m *
et pour x # \~J int.B, (&, ,6,)
k=1
u(x) = R(x).

Posons : o (x) = {z e R® | z = x + tu(x), t z 0}.

Y*(x) {z e R" | h(2) < n(v) pour tout v de a (x)} .

La fonction h étant strictement convexe, son minimum sur la demi-droite

* . *x . .
a (x) est unique, donc Yy est une fonction univoque.

Lemme : La fonction v* : x » v (x) est continue sun tout compact de

G

R sauf au point %, solution du probleme (7), &4 % ¢ int.Bk(ak,éi).

k=1

Preuve :

1. La fonction u : x - u(x) est continue partout (évident) et u(x) # O

sauf en ¥ si R ¢ k_)
k=1

3

. *
lnt.Bk(ak,ﬁk).




m
En effet, si x ¢ k“J int.Bk(ak,G;) ¢ u(x) = R(x) = - Vh(x), donc si

k=1
x =X :ul®) =0
[ * ~
Par contre si x ¢ Bk(ak,ﬁk) d'aprés le lemme IV.5.2 : Ile(x) ” > Wy
w

k - . *
donc u(x) = Rk(x) - g;v(x—ak) # 0. Et pour X € 1nt.Bk(ak,5k), comme

k
lle Il > W R 7 a, et compte tenu du fait que -R(R) = VE(X) = 0, le

. z ~ l _ l Fe
vecteur u(®) est non nul, il est égal a w (dk(i) 3:) (% ak) # 0.

. . * * .
2, L'application multivoque o  : x > o (x) est continue partout sauf
m
-~ 3 -~ . * ” . ~ 3 - P
en X si X ¢ l ’ 1nt.Bk(ak,6k). C'est évident & cause de la continuité de
k=1

u et du fait que u(x) # 0.

3. D'aprés un théoréme classique sur la parémétrisation des programmes
” . - * . - -
mathématiques, h étant continue et o continue partout sauf en X si

m
- - * P . g .
x ¢ ka 1nt.Bk(ak,5k), nous déduisons que Y* est sup-continue donc continue
k=1
m

s s & . *
sur tout compact sauf en X si X ¢ k,) int.B, (a 6,0+

9
k=1 kK 0

Nous sommes en mesure de décrire l'algorithme III ; pour sa mise en

oeuvre, nous utilisons également la remarque 6 faite en IV.4.

Algonithme 111
1 1_ ¢
1-  p=0, % donné, par exemple % = ) wy a; /
i=1
- p = ptl.

p
3-  Cherchen Le sommet ay Le plus proche de x :




84 ]le | < w, alors stop : 2 =a.,

. P
sinon prendrne Le successewn PEL = v¥ () 3

P D
si PR = x, atorns stop i % = x

sinon allen en Z.D

IV.5.4 - Convergence de 1'Algorithme III

p
Théordme : La suite (x) définie parn L£'algornithme 111 converge vers La
solution ® du probleme (2).

L'optimum pewt etne atteint en un nombre find d'itérations dans Les

deux cas sufvants :

a) 4L existe un k tek que || R | < w, alons : % = a

D P
b) &4 p;l = x alons X = x.

Preuve : Le cas fini a) a déja été examiné. Donnons d'abord les trois

résultats suivants :

1- ¢ \TJ int.B, (a, ,8%) : L h (x+tulx)). . = Vh(x).R(x) = - || Vh(x) ||?
X ~ int. k ak, K x+tulx t=0 - X).R(x) =

] *
2-  x ¢ 1nt.Bk(ak,5k) et x ¢'ak :

é% h(x+tu(x))t=0 = Vhix).u(x) = - R(x).u(x)
"
R(x).u(x) = (Rk(x) - (x-ak)).(Rk(x) - 6;-(x—ak)).
dk(x) k

Comme X ¢ Bk(ak,éﬁ) : I}Rk(x) > W, le produit scalaire
‘R(x).u(x) est nul si et seulement si R(x) = 0 car u(x) # 0,

strictement positif sinon.




—dit h(a rtula ) o = wlluta) | - Reuta) = IR (o = IRy ).

P

. 1 .
si PE = x, distinguons deux cas :

p m . . p
. X £ l ’ int.B, (a, ,8,) alors d'aprés 1- : - | vn(x) || = o,
b1l kK "k?7k
p
i.e. Vh(x) = 0 donc X = x.

bie

. p D
€ int.Bk(ak,éi) alors d'aprés 2- : - R(x).u(x) 2 0, et encore

d'aprés 2- : R(x) = 0, donc X = k.
Ceci démontre le cas fini b). Dans le cas ol toutes les valeurs de
b
la suite (x) sont distinctes, démontrons, & l'aide du théoréme de Zangwill

(IV.4.3), que la suite (x) converge vers X.

Prenons pour E un compact assez grand pour contenir les sommets et

P . 1 . -
les équipotentielles passant par X, et pour P le seul point X.

. X * . s
La fonction h est continue partout et Y est continue sauf en X si

m

= . P . . . - *

X ¢ k.J 1nt.Bk(ak,6;), il reste 3 vérifier que si x # X : h(y (x)) < h(x).
k=1

Ceci est évident car pour x # X : é% h(x+tu(x))t:0 < 0 d'aprés les trois

résultats ci-dessus.

p
Donc tout point d'accumulation de la suite (x) est dans P. Comme P

Pe . - -~ . -~
est réduit 3 un point R, cette suite converge donc vers X0
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ANNEXES

Al - Proposition

Sous 1'hypothése (H1) nous avons
1- h est convexe dans A

2- L'équivalence des deux propriétés suivantes

(NC) h n'est pas strictement convexe dans A

(NC') il existe deux points u et v de A, u # v et un partitionnement
P p

de J en deux sous-ensembles Il et 12 tels que '@

pour tout i de I, : uetve B(ai,ri)
pour tout i de I2 ta; e Dlu,v], a; ¢ Ju,v[ et ¢i est affine

sur [di(u),di(v)].D

Pour préciser les notations dans la proposition suivante et dans le
corollaire, nous définissons une orientation sur D[u,v] au moyen de la

relation d'ordre suivante : x < y <==> (y-x).(v-u) 2 0.

De plus, si ¢, est affine sur [di(u),di(v)] avec par exemple
di(u) < di(v), nous noterons wi la valeur constante de sa dérivée sur

Ce segment i.e.

¥ te ]di(u),di(v)[ : ¢i(t) = W,

i et ¢§.(di(u)+) = ¢§-(di(V)-) = wi
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A2 - Proposition

Sous les hypothdses (H1) et (H4) les deux propriétés suivantes

sont équivalentes :

(NU) : h n'admet pas un minimum unique dans R

(NU') : il existe deux points distincts u et v de A et un
partitionnement de J en deux sous-ensembles Il et I2

tels que :

pour tout i de I, : uet v e B(ai,ri)
pour tout i de I, : Cy Dlu,v], ay ¢ Ju,vl, ¢, est affine

sur [di(u),di(v)] de dérivée w, telle que

A3 - Corollaire

Sous les hypothéses (H1) et (H4), si h n'admet pas de minimum unique

dans R” et si g:} B(ai,ri) = @, alors l'ensemble des minima de h est un

segment [u',v'] ¢ A tel que : il existe un partitionnement de J en deux

sous-ensembles Ii et Ié tel que :

.u',v' o€ ('\ B(a.:,r.)
iel) o

. pour tout i e Ié tag e Dlu',v'], ay ¢ Ju',v'[ et ¢i est affine sur

[di(u'),di(v')], de dérivée ws > 0 dans cet intervalle avec :




(1]

[5]

6]

£71]

£8]

[a]

[10]

[11]

[12]

f13]
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CHAPITRE V

OBTENTION ExPLICITE DE Tous LES POINTS ENTIERS
D'UN SysTEME D' INEGALITES LINEAIRES - CAs DEs CONES
ET DES PARALLELOTOPES

Nous donnons une procédure de calcul pour L'obtention de tous
les points entiers satisfaisant un systéme d'inégalités Linéaires.
Cing cas sont examinés : leurs représentations géométrigques sont
des cones ou des parallélotopes. Pour obtenir tous les points entiers,
on met en évidence un ensemble particulier de points entiers appelés
points fondamentaux et un ensemble de vecteurs de translation a coor-
données entiéres. Le nombre de ces points fondamentaux est fourni par
une formule trés simple. Nous donnons un algorithme pour obtenir tous
ces éléments. De plus, pour un cone (ou un parallélotope) nous obte-
nons sa représentation analytique minimale i.e. celle qui conduit a
L'aide de L'algorithme évoqué au nombre de points fondamentaux minimum
ainsi qu'aux vecteurs de translation de longueur minimale. Enfin il
est donné une extension de notre étude sous la forme d'un probléme

général ainsi qu'une application & l'optimisation en nombres entiers.




V=1 INTRODUCTION

Le probléme de l'optimisation en nombres entiers ou en nombres
bivalents d'une forme lindaire sur un polyédre linéaire a été abordé

de deux points de vue dans la littérature.

Le premier point de vue est celui développé sous le nom de méthode
de séparation et évaluation progressive ("Branch and Bound" dans la
littérature anglo-saxonne), Ce sont des méthodes arborescentes ou d'énu-
mération implicite qui peuvent fournir assez rapidement une solution
optimale mais qui nécessitent parfois des temps de calcul assez &levés
pour prouver que l'optimum est effectivement atteint. La technique
consiste & trouver de "bonnes" régles pour, d'une part partitionner
l'ensemble des solutions réalisables (Branch) et d'autre part, définir
des estimations les plus exactes possibles de la valeur optimale de la
fonction économique sur les sous-ensembles de solutions mis en évidence
par ce partitionnement (Bound). Une littérature trés abondante traite de
ce sujet, citons par exemple parmi les articles les plus classiques
Lang et Doig [41], Little, Murty, Sweeney et Karel [42], Dakin [16],
Balas [2], Roy, Nghiem et Bertier [48], Guignard et Spielberg [351, [36],
Tomlin [52], [53], Beale et Small [8], Held et Karp [39], Benichou,
Gauthier, Girodet, Hentges, Ribiere, Vincent [10], Mitra [45], Fayard et
Plateau [17]. Parmi les tours d'horizon, citons : Balinski [5], Balinski

et Spielberg [6], Geoffrion et Marsten [27], Hansen [38].

L'autre point de vue est développé par des méthodes qui reposent
davantage sur des bases mathématiques (notion de congruences, de groupes
cycliques, de dualité, de théoreémes de séparation) qui permettent d'affirmer
qu'il y a convergence mais celle-ci est sur le plan pratique souvent acquise
au bout d'un temps de calcul trés élevé. Ajoutons que pour les applications,
la limite entre les deux points de vue n'est pas toujours strictement définie.
Certains codes de la méthode séparation et évaluation progressive utilisent
par exemple des contraintes additionnelles (appelées aussi coupes) ou égale-

ment la théorie de la dualité (méthodes dites lagrangiennes).
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L'idée est d'approcher,dans le voisinage de la solution optimale,
1'enveloppe des points entiers du polyédre. Ce cadre a pour origine 1'étude
du probléme dit asymptotique associé au probléme posé. Briévement, il
consiste, aprés avoir résolu le probléme en continu (i.e. le probléme ol
les variables ne sont plus astreintes 3 &tre entiéres mais réelles), a
définir, si la solution obtenue n'est pas entiére, le cBne dit asympto-
tique ayant pour sommet cette solution contenant le polyédre. Une structure
de groupe cyclique est mise en évidence, elle permet d'obtenir des contraintes
linéaires définissant un domaine qui contient toutes les solutions entiéres
réalisables et ne contient pas la solution en continu ainsi trouvée. Ces
contraintes définissent de nouveaux problémes que 1'on résout de nouveau
en continu. A 1l'origine, cette méthode a été proposée par Gomory [29],
[30], [31], [32] et reprise essentiellement par Gomory et Johnson [33],
Johnson [40] puis par Shapiro [50], Glover [28], Wolsey [54], Frehel [25],
Gondran [3u4], Bachem [1]. Dans un méme ordre d'idées, d'autres coupes ont
été proposées par Balas [3], Burdet [13], Burdet et Johnson [14]. L'étude
de problémes 3 structures particuliéres est faite dans Padberg [47], Balas
4], Wolsey [55], Hammer, Johnson et Peled [37], Berge [11], Sakarovitch
[49], Maurras [44]. La dualité est utilisée dans les méthodes dites lagran-
giennes : Shapiro [51], Fisher et Shapiro [24] et dans les méthodes de

décomposition : Benders [9].

L'étude du probléme asymptotique nous a conduit de maniére naturelle
d la question de savoir s'il y avait une possibilité pratique d'obtenir
tous les points entiers qui sont & 1l'intérieur du domaine défini par les

contraintes linéaires.

Dans [18], [20] nous avons donné une procédure pour obtenir tous les
points entiers qui satisfont un systéme d'inégalités linéaires. Cing cas
différents ont été traités : ces systémes d'inégalités linéaires repré-
sentent essentiellement des cOnes polyédriques (donc des cOnes asymptoti-
ques 3 un polyédre) et des parallélotopes. Nous reprenons dans ce chapitre

1'essentiel de cette étude ainsi qu'une partie de [21] et [22].

Pour obtenir tous les points entiers vérifiant les systémes d'inéga-
lités linéaires envisagés ici, il est mis en évidence un ensemble fini de
points entiers particuliers appelés points fondamentaux et un ensemble

de vecteurs de translation qui sont linéairement indépendants et 3 coor~
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données entiéres. Ces points fondamentaux et ces vecteurs de translation
sont parfaitement déterminés par un algorithme et leur nombre est donné
par une formule trés simple. De plus dans [21] nous avons déterminé pour
un cdne polyédrique sa représentation analytique dite minimale c'est-a-
dire celle qui conduit, lorsqu'on utilise ce qui a été fait en [20] &
1l'obtention du plus petit ensemble de points fondamentaux ainsi qu'aux
vecteurs de translation de longueur minimale.

Etroitement 1ié 3 1'étude du probléme asymptotique, ce travail entre
en fait dans le contexte plus ancien de la vésolution des systémes d'iné-
galités linéaires. Nous pourrons le mettre en paralléle avec celui de
Motzkin [46], [26] au sujet de la théorie de la décomposition des polyédres.
Dans les cas V.4 et V.5 envisagés, aux points fondamentaux correspondent
les sommets et aux vecteurs de translation correspondent les directions

d'infinitude du polyédre.




V-2 NOTATIONS ET DEFINITIONS

as

Soient

[ml,mQ,...,m ]

(ml,mQ,...,mp)

ensemble des entiers positifs ou nuls

ensemble des entiers rationnels

ensemble des rationnels

matrice de format (m,n) c'est-d-dire & m lignes et

n colonnes a éléments dans Z

colonne j de la matrice A

ligne j de la matrice A

vecteur ligne transposé du vecteur Al

désigne le produit scalaire du vecteur ligne Ai et

du vecteur colonne a

sous-matrice de A composée des lignes dont les indices
appartiennent au sous-ensemble R de N

sous-matrice de A composée des colonnes dont les indices
appartiennent au sous-ensemble R de N

sous-matrice de A dont 1l'indice de la ligne et de la

colonne d'un élément appartient respectivement a J et I

p éléments my, My,..., m_de Z ; on note :

P

b = m leur plus petit commun multiple
(en abrégé p.p.c.m.)
=d leur plus grand commun diviseur

(en abrégé p.g.c.d.).

La relation a|b signifie "a divise b", de méme alb signifie

"a ne disive pas b".




La relation azb (mod €) signifie “a congru & b modulo €".

2 1
Etant donnés p vecteurs colonnes B ,...,Bp, nous notons par

B = [Bl,...,Bp] la matrice dont les vecteurs colonnes sont B,

Plus grand commun diviseur d'une matrice : On appelle p.g.c.d. d'ordre h

d'une matrice A(m,n) noté Ah(A), le p.g.c.d. des déterminants de toutes
les sous-matrices de format carré (h,h) de A.

On appelle p.g.c.d. de A, noté A(A), le p.g.c.d. d'ordre r ol r est le
rang de A.

Z

Matrice unimodulaire : matrice de forme carrée d éléments dans un anneau

(ce sera toujours Z) de déterminant +1 ou -1.

rd z

Matrice semi-modulaire : matrice de forme rectangulaire d éléments dans

un anneau possédant une inverse entiére d droite ou a gauche.




v-3 CONE POLYEDRIQUE REGULIER

Un cBne polyédrique régulier est défini par : {x € R" | Ax 2 b}
ot A est une (n,n) matrice de rang n, 3 éléments dans Z (ou Q) et b est

n
un vecteur de R,

Théoneme : Tous Les ,v;ox;n,té entiens d'un cone polyZdrique negulien
sont donnés par La formule sulvante :

x:>lg+kl Bl+..,+kan. (V.3.0)

Les B sont Les vectewrs colonnes de B = eM ol M est £'invense de A et
€ Le p.p.c.m. des éLéments diagonaux d'une 4omne noamale (ou de fLa nduite)

de Smith de A.

Ces vectewrs B3 sont a composantes entilres et sont paralliles aux

aretes du cone ; kj appartient A N pour § = 1,2,...,n.

L'ensemble des % est appelé L'ensemble des points fondamentaux
(P.). Ces points fondamentaux sont Les seuls points entiens du paralfl-
Lotope semi-ouvent suivant :
{x ¢R” | x =5 +X B +...+1 B", 0<X <1, R pour iz1,2,...,n}

ol S est Le sommet du cone.

Le nombre de ces points fondamentaux est gal & |det B|.

A chaque choix de €' = te oll t est un entier plus ghand ou &gal a 1
conrespond une décomposition unique du type (V.3.a), cette derniéne étant

assoclée & t = 1.D




Preuve : Elle consiste en quatre parties, Les parties a) et b) fournissent
un algorithme pour trouver les points fondamentaux et les vecteurs de
translation BJ. La méthode consiste & résoudre dans Z" le systéme Ax = a
ayec a 2 b, i,e, 3 trouver 1l'ensemble des a qui rendent le systéme linéaire
compatible et qui sont plus grands que b (composante par composante).

De tels points a sont dits admissibles.

a) Calcul des a admissibles

I1 existe deux matrices unimodulaires U(n,n) et V(n,n) telles que
UAV = E ; E(n,n) est une forme normale (ou la réduite) de Smith de A. La
construction de U, V et E peut &tre trouvée dans Bradley [12], Chatelet

[15], Fiorot et Gondran [23], MacDuffee [43].
Donc : Ax = a <==> Ey = Ua (avec x = Vy), (1.a)

Appelons €,, €,5,.44, e, les é1éments de la diagonale de E, ol

l’

€. | €541 POUr i = 1,2,...,n-1 et posons € = [El,€2,...,€n], € = V€,
(vn = 1) pour i = 1,2,...,n. Posons également Ua = z. Alors

Ey = <==> = <z===> ., =z, i = <==> R ‘_ .
y = Ua By = z €Y z, pour i 1,2, .N ey vz,

pour i = 1,2,...,n. Alors y (ou x) est entier si et seulement si

vizs = 0 (mod €) pour i = 1,2,...,n 3 il existe v, = (vi,e) solutions

différentes (mod ) pour z,. Par suite, nous avons v, X ... X V_

solutions (mod €) pour le vecteur z et par conséquent pour a.

Supposons que t% = (ui,...,a;) (mod €) pour 1 = 1,2,...,

i - i 2 . . .
Vi X%V, % .. X V.- Deda=U . z nous déduisons que les a admissibles

i

sont donnés par t3 = (81,...,83) (mod €) pour i = 1,2,...,V, X Vy X .00 X V.

1 n




- L d L] L] i z L]
Maintenant retournons 3 la condition a 2 b. Puisque Bj définit une

- 214 i
classe modulo €, nous pouvons choisir un élément Yj de cette classe tel
i .
que bj S ¥y < bj + € pour i = 1,2,...,\)1 X Vp X vee XV et J = 1,2,...,n.

Alors tous les a admissibles sont donnés par :

i i i i
t3 = (Y] * K€y ¥y + Kp€s «evs %n + k_€) (2.a)
avec kj € Npour j = 1,2,...,n et i = 1,2,..,,\)l % v, X o.0 X Vn.
I _ i i o i
Définissons TP = (¢l""’%n) et considérons les vecteurs § dont

N
lieme

toutes les composantes sont nulles sauf la i égale 3 1. Alors

(2.a) devient
: 1
=P+ ekl 61 + ... + ek 8"
n

pour j = 1,2,...,v, X ... X V_,

Remarque : Rappelons que le p.p.c.m. € qui joue un grand rSle est un
invariant 1ié 3 A. Aussi il peut &tre calculé 3 partir des éléments
diagonaux non nuls d'une forme normale quelconque ou de la réduite de
Smith (cette derniére étant unique, et ses éléments diagonaux non nuls
vérifiant e, | ¢

541 Pour i=1,2,...,n). Pour des raisons d'économie de

calculs, sur le plan pratique, on utilise une forme normale.

b) Points entiers du cdne

1 -1

Ua ( = VE
-1

Dex = Vy et y E’an, nous obtenons x = VE

z).

- i 4
Posons M = VE lU, B €M, MP = x. Notons que M = A

Alors tous les points entiers du cOne V.3 sont donnés par

x=%+x. B+ ... +x 8"
1 n

pour i = 1,2,...,\)l X Vy X ... XV avec kj € N pour j = 1,2,...,n.
L'ensemble des % est appelé 1'ensemble des points fondamentaux. Il est

noté Pf.
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c) Propriétés de Bl,...,Bn

De B = eM = eA-l, nous déduisons que le produit scalaire Ai.B:l = 0
pour i # j, ce qul signifie que B est paralléle aux n~1 hyperplans
Aix = bi pour i # j. En d'autres termes, les ?j qui sont des vecteurs a

composantes entidres sont paralléles aux arétes du cOne.

d) Le parallélotope fondamental et le nombre de points fondamentaux

Considérons 1l'ensemble suivant, appelé le parallélotope fondamental

associé 3 la matrice A définissant le cOne :

- n - 1 n
P(S) = {x eR | x=85+X; B tooot A B, 0, <1, A, €R,

i=1,2,...,n},

construit 3 partir du sommet S du cdne et porté par ses aretes. Les points
fondamentaux sont les seuls points entiers de P(S). En effet, montrons

; i
d'abord que pour tout % e Pf, il existe un vecteur réel A dont les

: i i i
composantes *j satisfont : 0 < Aj <1 et tel que x = S + BA,

i i
Par construction P vérifie bj < Pj < Qj + £ pour j = 1,2,...,n et

e
1

1,2,...,\)l XV, X e XV Considérons le vecteur réel

-1,1 i
€ l(P—b) ; alors nous avons 0 < Aj < 1 et appliquant M 3 cette

> .
m

égalité nous déduisons

i i i i
M(eA) = MP - Mb i.e. Xx = S + Bi.

Inversement, étant donné un entier x de P(S), il est aussi point du

cBne donc x = X + kl Bl + ... + kn B",

Puisque % =5+ Al Bl T oee. An B" avec 0 < Aj < 1, nous avons

k, = Ky = ves = k = 0etx= % clest-3a-dire que x est un point fondamental.




En d'autres termes, nous recouyrons tous les points entiers du cBne

P 1 n
en translatant le parallélotope fondamental avec les vecteurs B yeeesB o

Le nombre de ces points fondamentaux est

n
V] XV, X a. X v E e x Ex X == ——— = |det B
n |det Al

c'est-3-dire égal au volume du parallélotope fondamental.

Dans R2 nous avons |det A| = |det B| mais pour n > 2, |det B| peut

8tre différent de |det A|. Donnons deux exemples illustrant ces formules.

Exemple V.3.1.

Considérons la matrice :

121 -4 2 3
A={l212 alors nous obtenons B = 2-1 0 et

12 3 0 -3

1 0 0 1 0 O 1 -1-2
E={0-1 0 U= -1 0 1 vy={0 0 1

60 0 -3 -2 1 0 0 1 0




Exemple V.3.2

1 4 5 -43 19 30
A={1-2-25 alors nous obtenons B = 16 -6 -10
7 23 «3 1 2

100 100 1 -4 19

E={ 03 U=sft-101 V = 0 1 -6

0068 312 0 O 1

Tei N = 6°/18

12 = |det B| < det A = 18.

e) L'unicité de la décomposition (V.3.a)

Nous pouvons reprendre ce qui a été fait de a) & d) en utilisant
€' = te avec t € N (par exemple €' = |det A| si € < |det Al 3
rappelons que € ! det A). Nous obtenons :

U;a 20 (mod Ei) i=1,2,...,0,

tviUia =0 (mod €') i=1,2,...,0.

Alors z = Ua donne tv.z, = 0 (mod €') avec (tvi,e') =ty

solutions (mod €') pour z,. De a = U1z nous obtenons :

i i 1
a=P+s'k16 + ...+ €' k8"
n
S ’ 1 n
- | L
X =MP+ ¢ kl M+ ... + € kn M.




Définissons B = €'M donc 8* = tB*. Nous avons

i
bj S P < bj + €'y J=1,2,...,n. S1 Pf

taux ainsi obtenu alors Pf c Ef' Nous obtenons deux représentations (donc

est l'ensemble des points fondamen-
une infinité) des points entiers du cdne :

x = X + Bk i=1,2,..., |det B], k ¢ N"

X e
I

+ Bk $=1,2,..., |det B|, k e K"

Nous référant 3 1l'une d'elles, nous affirmons que la décomposition
(V.30) est unique. Montrons-le avec le choix €. Si y est un point entier
du cdne (Ay 2 b) nous déterminons un point fondamental X et un n-upple de

nombres entiers positifs ou nuls kl’kQ""’kn tel que :

ot B = emM! et Ay = AX + kle:6l ol t knedn. (3.e)

Comme ¥ est un point fondamental i.e. que bj < Aj % < bj + £, pour

j=1,2,...,n alors (3.e) donne :
e 1Ay - b.) - 1 < ks < £ N(AL5 - b.).
J ] ] J J

i _ - 1
Donc kj est positif ou nul et il est unique. De plus % = y - (B k1 +...+Bnkn)

est parfaitement déterminé.

f) Le choix de ¢

Propridie : La valeur € = feyseeene 1 08t Le plus petit entien tel que

B = €M s04t une matrnice & coefficients entierns.




Preuve : Nous savons que €M = V(eE—l) U est une matrice a coefficients
entiers. Considérons maintenant un entier t quelconque strictement plus
petit que €. Alors il existe au moins un élément de tB_l qui ne soit pas
entier par exemple 1'élément (i,i) de valeur p/q e Q. Puisque

(v t E—l)i = (p/q) vi et que V est ugimodulaire, un élément au moins de la
colonne (p/q) Vi n'est pas entier, par exemple 1'élément (k,i) qui est égal

d r/s. Aussi,

1

t Mi = V(tE ) Ui = (a1+(r/s)U:ll,a2 +(r/s) Ui,...,an + (v/s) Ug)

avec a, € Z. Le p-g.c.d. des éléments de U, est égal 3 1 et alors au moins

un élément de t M, n'est pas entier.

Exemple V.3.3 jllustrant le théoréme V.3

Considérons le cdne défini par les inégalités suivantes :

2%~ y2 (1)
x - 5y 2 - %% (2)

Les coordonnées du sommet S sont (57 , =37)-

_ 10 _ 01 _ -1 0
Nous obtenons U = (_g ;) V=(]5) E=Cj5 g
1,5 2 _ -1
B = (l) B = (_2)




et neuf points fondamentaux :

1 15 2 16 3
X = ( 3), x = ( 4)’ X =
6 13 7 13 8
x = ( 3)’ = ( 2)’ X =

140

X+

X0

1
—~

4+
N

L 4

1
~~

[N
-
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V-4 REPRESENTATION ANALYTIQUE MINIMALE D'UN cONE REGULIER

Dans la partie précédente nous ayons vu que l'ensemble des points
fondamentaux et l'ensemble des vecteurs de translation sont définis de
maniére unique 3 partir de la matrice A, c'est-a-dire 3 partir de la
représentation analytique du cdne : {x | Ax 2 b}. Démontrons le

résultat suivant

Théoneme : Etant donnZ un cdne polytdrique néguliern dégind par

{x e R" | Ax > b} alors 4L existe une représentation analyiique de ce
cone de La forme {x ¢ R" | A'x > b'} qui conduit Lonsqu'on Lul applique
La méthode précédente, @ un ensemble de points fondamentaux minimaux

et @ un ensemble de vectewws de transfation de Longueur méyu’ma!,e.D

Preuve : Nous donnerons une démonstration constructive.

Soit UAV = E une forme normale de Smith de A dont les &léments non
nuls sont notés €13-++,€+ Posons € = [El,...,en] et B = eVE“lU. Nous
savons que BA = AB = ¢l.
Posons B'J = éL B od Bj est le p.g.c.d. des coordonnées du vecteur BJ.
3
Appelons D la matrice diagonale dont les é&léments diagonaux sont Bj'
Posons A' = DA et B' = BD_l. Nous avons : BA = €I <===> B'A' = €I i.e.

que %-ﬁ' est l'inverse de A'.

Considérons E' une forme normale de Smith de A' : U'A'V' = E'.

Soient g!,...,&! les éléments diagonaux de E'. Posons €' = [e!,...,e']
1 n g 1 n

et B' = 'y (EN) L U,
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Montrons que €' = € (et que B' = B!),

1 =

La matrice é% B' est l'inverse de A' donc é# B! = E-B'.
1 o ogipry g 21 g LA 1yl

De (A') ~ =V'(E') " U = < B', nous déduisons que €(E")

est une matrice A coefficients entiers car B' l'est et que U' et V'
sont unimodulaires, Par suite comme €' est le plus petit entier tel

» "l . o N
que la matrice €'(E') ~ soit entiére nous avons € = Ae' avec A 2 1.

1 1.-1

D'autre part AL = VE'lU et et(at) T = B = ' A7ID T
nous en déduisons B' = ¢! VE—lUD-l. Comme B et D sont des matrices &
coefficients entiers, U et V sont unimodulaires ; nous concluons de

maniére identique 3 ce qui précéde que €' = pe avec 4 2 1 et donc

€' = ¢ et B' = B!,

Nous avons alors les représentations analytiques suivantes du

clne :
{x e R” | Ax 2 b} = {x e R" | A'x 2 b'} avec A’ = DA et b' = Db.
Si nous définissons le cdne comme {x ¢ R" | Ax > b} nous savons
d'aprés le théoréme V.3 que le nombre de points fondamentaux est égal

3 |det B| et que les vecteurs de translation sont les colonnes de B.

Si nous définissons le cdne comme {x ¢ R" I A'x 2 b'}, le nombre

. d

de points fondamentaux est |det B'| = l_EE_EL et les vecteurs de trans~
|det D

lation sont les vecteurs B'J = L1 g,
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Nous pouvons r&sumer La necherche de fa représentation analytique
minimale du cone polyédrique par Le schima sulvant :

Etant donné {x ¢ R" | Ax > b}

1. caleulons :
. E = UAV une foxrme nonmale de Smith de a,
. B = eVET'U,

. Les entiers By,...,8. p.a.c.d. des coordonnes des vectewrs

Bl,...,B"

2. d'oii . T - ! = 1 =
: Ai Bi A; et b} Bi b, pour i N

Exemples V.4.1

0 1 1 5
Pour A = g ié ; ig nous obtenons :
12 -35 -8 -34
1000 82 -12 22 8
{0200 _f -s4 & -10 -4
E=loo03 o0 et B =1 146 -21 15 u
000 -12 -18 3 -1 0

soit un nombre de points fondamentaux égal a 288.

En appliquant ce qui précéde nous obtenons :

o 2 2 10 1 0 0 0 41 -4 22, 2
av o 8 33 21 117 ) opgr [ 0-12 0 0}, B = -22 2-10-1
6 15 3 15 0 0-12 0 73 -7 15 1
48 -140 -32 -136 o 0 01 9 1-10

et le nombre de points fondamentaux est 12.D




ludb

Pour les autres cas traités par la sulte, nous donnerons seulement
les résultats : les démonstrations ou les constructions sont assez
analogues 3 celles des parties V.3 et V.4 et peuvent 8tre trouvées

dans [19] et [20].
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v~5 CONE CONTENANT UME VARIETE LINEAIRE

Ce cdne est défini par :
{x e R" | Ax > b}

ol A est une (m,n) matrice avec m <n, de rang m. Les éléments de A sont

dans Z (ou Q) et b est dans R".

Théordme : Tous Les points entiens d'un zel cone sont donnis par £a
forvule suivante :

_ i 1 m m+l n (V.5.
X = X4k Bt ootk B oty V4 by Vo B)

Les B sont Les vecteurs colonnes de B = eM ol M est £'inverse a
droite de A et € est Le p.p.c.m. des ELéments diagonaux de E = UAV une
gorme normale (ou La néduite) de Smith de A (U et V Etant Les deux

matrnices unimodulaines associées).

Tei B) est panallile a La varitts Lindaine

Ky = {x eR® | Ax = by, i # 3} pown tout 3 = 1,2,...,m,

Les Vj sont Les n-m derniénes colonnes de V, (Ls sont paralliles a

La varnietd Lintaire A* = fx € R" | A;x = b, i = 1,2,...,m},

e N pour j

kj 1,2,...,m

et Yy € Z pour p = mtl,...,n.

L'ensemble des 3 est appel? L'ensemble des points fondamentaux
(ensemble Pf). Les points fondamentaux sont Les seuls points entiens
de 2'ensemble suivant :

Q 1
{x eR" [ x=x+X B 4 ...+ B, 0<X; <1,}; €R, i=1,2,...,n}
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o % est un point de fa vanidté {x ¢ " | Ax = b},

Le nombre de points fondamentaux de ce cdne est égal au p.g.c.d.

de B ot B = [BT,...,B™].

Cette décomposition (V.5.B) est unique @ une trans Lation ph,u.D

Exemple V.5.1

Pour le cdne défini par les inégalités suivantes :

v
b
=
~
w

- 7xl + 9x2 + 13x3 + 19xq + Xg

5xl - 7x2 - 3x3 + 5xL+ - l7x5 > 7/9

v

[
[*2]
~
w

3x1 + 5x2 - 5x3 - 7x4 - 9x5

Les calculs donnent

t
Bl = (5327, 697, 2307, 8, 875)
.2
B = (658, 86, 285, 1, 108)
t.3 _
B° = (-651, -85, -282, -1, -107)
ty* = (-89, -12, -37, -1, -15)
Y = (24, 6, -2, 7, 7)
et deux points fondamentaux :
+1
x = (15 337, 2 007, 6 642, 23, 2 519)
2
% = (12 019, 1 573, 5 205, 18, 1 974)

Exemple V.5.2

Pour le demi-espace :

2% + 3x, + bx

3 ) > 13/2

3
tyl

nous trouvons B~ = (-1, 1, 0),tV2 = (3,-2,0), tV3 = (-2,0,1) et un point
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fondamental t% = (~7,7,0).

Représentation analytique minimale de V.5

Etant donnés A(m,n) et b(m,1) déterminons A'(m,n) et b'(m,1) la
représentation analytique minimale du cdne associé a 1'aide du schéma

suivant :

1. Caleulons :
. E = UAV une 4omme nonmale de Smith de A,
. En posant R = {1,2,...,m} et € = [el,...,em],
B = evR(E® U,
. Les entiens BseeesBy pfgfcfd. des coordonnées des vecteunrs

pl,...,B"

'7‘ t = ' = . i = ) .
2. Dol Af = B, Ay et bl = By by pour i = 1,2,...,m. o
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V-6 CONE POLYEDRIQUE DEFINI PAR {x | Ax = b} o0 A EST UNE (m,n)
MATRICE, m > n

Ce c8ne peut &tre décomposé en une réunion de c8nes réguliers V.3.
Dans cette décomposition, deux cOnes réguliers ont au plus une face en
commun. Pour obtenir cette décomposition nous utilisons la méthode simpli-
ciale qui nous donne les sommets de tout polyédre, en particulier leurs
directions d'infinitude [5]. L'intér8t de la méthode simpliciale est que
le procédé de calcul permet de passer d'un sommet (ou d'une direction
d'infinitude) 3 un sommet voisin (ou 3 une direction d'infinitude voisine)
c'est-d-dire dont les bases correspondantes ne différent que d'un seul

€lément,

V-7 PARALLELOTOPES BORNES

Un parallélotope borné de R” est défini par :

{x ¢ R" | ¢ 2 Ax > b} oli A est une (n,n) matrice de rang n, 3 éléments

dans Z, b et ¢ étant des vecteurs de R".

Th8ondme : Tous Les points entiens d'un parallélotope boané de R"
sont donnés parn :

i g1 i g
x—x+k1B +...+knB.
Cette décomposition est unique. Tel i e K (un sous-ensemble ini de
§), BL,...,B" sont n vecteurs Lindairement indépendants & composantes

entires. 1€s sont paralleles aux arlies du parallilotope. De plus fLes
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ij e N et {88 sont tels que 0 < ij < ij powr §=1,2,...,n ef i € K,
L'ensemble des x est appel? ensemble des points gondamentaux

(ensemble P7). Ces points sont Les seuls points entiers d'un parattiloiope

semi-ouvert qui est appeli Le paratlfélotope fondamental du parallifoiope.r

Bien entendu nous utilisons la représentation minimale d'un tel
parallélotope c'est-d-dire celle associde d 1'un des cBnes asymptotiques

au parallélotope ; il en sera de méme pour le dernier cas envisagé suivant.

V-8 PARALLELOTOPES NON BORNES

V.8.1 - ler type

Considérons le parallélotope donné par :

{x e R" | b, <A x < by S Ap 5 JUJ' =10, JnJ" =g, Ay o, de rang n}.

S B e
Conollaine : Tous Les points entiens de ce parallélotope sont donnés par

. La formule sulvante :

. i . .
x=%+ ) k.8 + § k. B
jed J jed! J
Cette décomposition est unique. Ted i e K (ol K est un sous-ensemble
§ini de ) ; BY comme dans La section V.7 ; kj € N opour § e J' kj
. i j
éonideéemwtdéunOSkjsi’,jpowtieKe/tjeJ.

L'ensemble des i est L'ensemble des points fondamentaux (P;).
Cet ensemble est dans un parallilotope semi-ouvent appelé Le parallélotope
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fondamental du panallélotope.n

V.8.2 - 2&me type

{x e R" | by S Ajx S cg, by S Apix, J = {1,2,...,8}, ' = {s+1,...,m},

m < n, AJUJ‘ de rang m}.

Conollaine : Tous Les points entiens de ce parallélotope sont donnés
par La formule sulvante :
. i . . .
x=%+ ) k.B'+ J k.Bl+ )} y. Vv
jed jed! jeL J
Cette decomposition est unique. Ted 1 e K kj e Npour j e J'

. i i
ij sont des entiens tels que 0 < ij < tj pour i e Ket jed Py € z

pour j € L.

Pour j ¢ J u J', Les vecteurs BJ sont paralleles aux variités

Ky = {x e R" | A;x = by pour i e JuJ', i# 3}

Pour 5 e L = {mtl,...,n}, Les V3 sont des vecteurs parallefes 2 fa

vanidts Lintaire A* = {x ¢ R" | A;x =b,, i eJuJ'l,

L'ensemble des 3 est £'ensemble des points 5ondaman,taux.D
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V-9 QUELQUES PROPRIETES ALGEBRIQUES ET GEOMETRIQUES [19]

Proposition : Les cdnes V.3 ou Les paralliéfotopes V.7 ont un seul
point  fondamental si et seulement 84 A = tU ol t € Z et U est une

matriice unimodulaire.

Corollaine : Les cones V.4 ou Les parnallilotopes V.8 ont un seul
point fondamental 84 et seulement 84 A = tW ol t € Z et W est une matrice
semi-modulaine.

Proposition : Etant donné un parallélotope semi-ouvent :

{XERnIx=T+)\lcl

LT ct, 0 < A; <1, A; € R pour i=1,2,...,n}
ol T ¢ R" et Les C' Etant n vectewrs Lindairement indépendants & coordonnZes
entidnes, alons Le nombre de points entierns de ce paralléloiope est exacte-

ment 8gal 4 son volume {.e. & det [cl,...,c"1.

Définition d'un m-parallélotope

Un m-parallélotope semi-ouvert de R", de sommet x e Rp, défini par

1 m .. . .
m vecteurs C ,...,C linéairement indépendants, m < n, 3 coordonnées

entiéres, est l'ensemble noté P(i;Cl,...,Cm) = {x ¢ R" I X = x + Al Cl + .

m
oo + Am ¢, 0« Ai <1, Ai e R}.

Soient T et P deux matrices unimodulaires donnant D une forme

normale de Smith de C = [Cl, CQ,...,Cm] : D=Tc P, Posons R = {m+ 1,...,n}.




152

Proposition [22] : Etant donné un m-parallélotope de R", de sormet
1

s € R" défini par m vecteurs C,...,C" & coondonndes entilres, m < n ,
AL possede des points entiens s4i et seulement 84 son sommet s est de La

forme s = Cu + (T“l)Rt ol C = [Cl,...,cmj, u e R", (T"l)R est une matrnice
semi-modulaire dont Les vecteurs colonnes engendrent un espace supplémen-

taine dans R™ de celui engendrs pan Les vectewns cl, t ¢ z°™. Le nombre
de points entiens qu'il contient est exactement A(C).




vy-10 RESOLUTION D'UN PROBLEME GENERAL [191]

Nous nous proposons de chercher tous les vecteurs x entiers qui
vérifient :
Ax R b

od R est une relation quelconque ; en fait ce sera une relation d'ordre

quelconque sur un anneau. Précédemment R était la relation d'ordre 2.

Nous supposons que A est une (m,n) matrice ; si m = n, elle est de
rang n, si m < n, elle est de rang m et ses éléments sont entiers ; b est

un vecteur 3 coordonnées réelles ou entidres selon les cas.

Pour cela nous posons Ax = a et nous cherchons les vecteurs a

admissibles c'est-d-dire qui :

1) donnent des solutions entiféres au systéme Ax = a,

2) vérifient a R b.

Le premier point s'obtient en utilisant la technique de résolution
des systémes linéaires en nombres entiers. Avec les notations et les

notions introduites en V.3.a) nous obtenons :
Ax = a <==> Ey = Ua (avec x = Vy).

Notons toujours € = [El’€2""’€n] 3 les €4 étant les éléments diagonaux

de E,
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Comme en V.3.a) les vecteurs a qui vérifient 1) sont donnés par :

az= é (mod E) pour i= 1’2,'-.,\)1 X \)2 % eee X \)ni

Revenons a 2), il faut 3Rb c'est-a~dire que pour i fixé, il faut

.

; i
qu'il existe des entiers kl""’kn tels que :
i i i i
(a1 + kq€) R bl,...,(an + k, €) R b, (10.1)

Appelons L le sous-ensemble de {1,2,...,\)1 X Vy X ... X vn} tel que

la condition 2) soit réalisée.

i . . ‘s
L'ensemble des a pour i ¢ L constitue 1l'ensemble des a admissibles.
Ils peuvent s'écrire :

. i i i
d=P+ skl 61 + ...t € kn 8" pour i e L.

Un 3 admissible peut fournir un nombre fini de solutions (c'est le
cas ol la relation est la relation de divisibilité, voir 1l'exemple

ci-dessous) ou un nombre infini de solutions (cas de la relation 2 dans

¥.3.a) ).

L'ensemble des solutions du probléme est alors donné par x = M3
oi M = VE_lU, soit

i i 1 1 n
X = MP + kl B + ... + kn B pour i ¢ L,

i
les kj étant déterminés par les relations (10,1).




Dans le cas oil la matrice A est rectangulaire, m < n, nous obtenons :

1 m m+1
B + «vo +k_ B+ Y+l v

ooty Vn,

ol cee i .
U Yoes >y, sont des entiers quelconques

Exemple. La relation R est celle de la divisibilité. Déterminer Xy 9%X59%Xg

tels que :
21x, - 10x, + Ux4 | 31
Xy - Xy - 2x3 I 3
- 3x, 4+ bx, + 10xg | 7

La partie 1) nous fournit 4 solutions

1 | 2 £
a = (0,0,0) (mod 2), ta = (11,0,1) (mod 2), "a = (21,1,-3) (mod 2),
tu
a = (32,1,-2) (mod 2)
1 2 4 ..
a, a, a ne sont pas admissibles car :
1
a; = 2k f 31
2
a, = 2k, ! 3
n
ay = -2 + 2k4 ! 7
a est admissible et donne 27 solutions car
21 + 2kq | 31 pour Xk, =-26, -10, 5
142, | 3 pour k,=-2, 0,2
-3+ 2k | 7 pour ky=-2, 2,5




(~227, -432, 104), (~131, -2u8, 60), (~59, =110, 27), (5, 12, ~u),
(101, 196, -u8), (173, 334, -81), (121, 234, ~58), (217, 418, -102),
(289, 556, ~135), (~25Q, ~496, 120), (-163, =312, 76), (=91, =174, 43),
(~27, ~52, 12), (69, 132, ~32), (141, 270, -65), (89, 170, -u2),

(185, 354, -86), (257, 492, -119), (-289, ~556, 135), (-193, -372, 91),
(-121, -234, 58), (-57, -112, 27), (39, 72, -17), (111, 210, -50),

(59, 110, -27), (155, 294, -71), (227, 432, -104).




V-11 APPLICATION A L'OPTIMISATION EN NOMBRES ENTIERS

Considérons le programme suivant :
(PM1) : Max {f.x | Ax > b}

o fe R)H* et {x e RY | Ax > b} représente géométriquement un cdne

vl )
regulier.

Proposition : Si Le sommet x du cdne est L'unique solution de
(PM1) alons L'optimum en entien de (PM1) est un point gondamental de

ce cone.

- Conollaine : Si Le sommet x est solution non unique de (PM1),
alons AL existe une infinité de sofutions entilres ; L'une d'elles
est un point 5omiavnen,ta,l’,.D

Considérons (PM2) : Max {f.x | ¢ 2 A 2 Db} ol f ¢ ®R™M* et
{x ¢ R® | ¢ 2 Ax > b} représente géométriquement un parallélotope.

Nous supposons qu'un sommet X par exemple est optimum pour (PM2).

Conolhaine : L'optimum en entiern de (PM2) est un point fondamental

du parallélotope i.e. un point de P’l'; oil P; est associé a ;'D
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