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I N T R O D U C T I O N  

Depuis moins de vingt ans le de la maximisation d'une 

fonctionnelle dans un domaine non linéaire a fait l'objet de nombreux 

travaux, Un grand nombre d'algorithmes ont été donnés, 

leur convergence démontrée. 

Dès 1963-1964, quelques auteurs ont proposé des algorithmes 

mais ce n'est que vers la fin des années 1960, après la publication du 

livre de Zangwill, qu'un courant d'intérêt s'est révélé pour la synthèse 

des algorithmes. Cette synthèse a permis d'en dégager leurs caractéris- 

tiquescommunes pour assurer leur convergence. Les travaux des différents 

auteurs sont connus sous la dénomination de théorèmes généraux de 

convergence. 

Avec la notion d'applications multivoques, notion bien adaptée 

pour décrire les algorithmes, ils seront largement utilisés dans ce 

travail et assurent un lien commun entre les quatre premiers chapitres. 

Le cinquième chapitre est consacré à un travail de nature différente : 

il est relatif à l'optimisation en nombres entiers et se place dans le 

cadre de l'arithmétique. 

Ces théorèmes généraux d'énoncés très simples ne représentent pas 

seulement des résultats de synthèse (vue macroscopique sur les algorithmes), 

ce qui est assez louable en soi, mais sont des outils nouveaux pour l'éta- 

blissement de méthodes nouvelles. Ils permettent de fournir des schémas 

de démonstration particulièrement simples. 



Les deux premiers  c h a p i t r e s  sont consacrés  à l a  l i n é a r i s a t i o n  d'un 

programme mathématique. C ' e s t  une démarche n a t u r e l l e  : nous voulons rempla- 

c e r  un problème non l i n é a i r e  p a r  une success ion  de  problèmes l i n é a i r e s .  C e s  

problèmes (ou programmes) on t  c e r t a i n e s  p a r t i c u l a r i t é s  l i é e s  à l a  mise en 

oeuvre su r  o r d i n a t e u r s  (problèmes de mémoires). Ils devront  ê t r e  de  format 

cons tan t  i . e .  que l e  nombre d e  c o n t r a i n t e s  l i n é a i r e s  d o i t  ê t r e  f i x e  ou 

borné de manière uniforme. La s u i t e  d e s  s o l u t i o n s  de  chaque programme 

l i n é a i r e ,  s o l u t i o n s  obtenues p a r  l a  méthode s i m p l i c i a l e ,  d o i t  converger 

v e r s  une s o l u t i o n  du problème d ' o r i g i n e .  Ce t t e  démarche a é t é  c e l l e  de  

méthodes b i e n  connues : méthode de d i r e c t i o n s  r é a l i s a b l e s  (Zoutendi jk ,  

Topkis e t  V e i n o t t )  ou méthode des  c e n t r e s  l i n é a r i s é e  (Huard). Néanmoins 

c e s  méthodes ex igen t ,  d 'une p a r t  de  p a r t i r  d 'un p o i n t  r é a l i s a b l e  ( c e  q u i  

e s t  un problème en s o i ) ,  d ' a u t r e  p a r t  d ' e f f e c t u e r  des  c a l c u l s  i n t e r m é d i a i r e s  

comme pa r  exemple l a  maximisation de l a  fonc t ion  économique s u r  l a  p a r t i e  

r é a l i s a b l e  d 'un  segment. Dans l e s  deux premiers  c h a p i t r e s  nous avons répondu 

pa r t i e l l emen t  à n o t r e  o b j e c t i f  . 

Le f a i t  d e  supprimer l e s  c a l c u l s  i n t e rméd ia i r e s  e t  d e  nous i n t e r d i r e  

d'accumuler l e s  c o n t r a i n t e s  l i n é a i r e s  nous o b l i g e ,  dans l e  c h a p i t r e  1, à 

conserver,  pour  l e s  programmes à format constant ,  l a  fonc t ion  économique d e  

dépa r t  e t  de supposer q u ' e l l e  e s t  s t r i c t e m e n t  concave. Aux c o n t r a i n t e s  

obtenues p a r  l i n é a r i s a t i o n  e s t  a j o u t é e  une c o n t r a i n t e  l i n é a i r e  addi t ion-  

n e l l e  (due à Haugazeau). Les deux a lgor i thmes  proposés son t  une i l l u s t r a t i o n  

p r a t i q u e  d 'un  a lgor i thme p l u s  g é n é r a l  dû à Laurent e t  Mar t ine t .  

Dans l e  c h a p i t r e  I I ,  nous nous i n t e r d i s o n s  d e  prendre  une fonc t ion  

économique non l i n é a i r e .  Dans c e  c a s ,  pour o b t e n i r  l a  convergence, nous 

devons l i m i t e r  l e  po lyèdre  l i n é a r i s é .  Ce qui  a  é t é  t rouvé  e s t  un cône 

convexe n o n a l i n é a i r e .  Bien que nous n'ayons pas  répondu à l a  ques t ion  

posée,  nous pensons a v o i r  m i s  en évidence c e r t a i n e s  d i f f i c u l t é s  d e  ce  

problème t o u j o u r s  ouve r t .  

Le c h a p i t r e  III e s t  une é tude  macroscopique d e  l a  composition e t  de l a  

réunion  d 'a lgor i thmes .  C ' e s t  une g é n é r a l i s a t i o n  d e s  méthodes d 'opt imisa-  

t i o n  par  r e l a x a t i o n .  Ains i  l e s  r e l a x a t i o n s  cyc l ique  ou chaot ique  sont  

d é f i n i e s  de façon  s imple p a r  l a  composition ou l a  réunion  d ' a p p l i c a t i o n s  

multivoques d é f i n i e s  au  p o i n t  courant .  Notons que l e s  domaines de  sous- 



maximisation ne s o n t  pas  nécessairement  d e s  d r o i t e s  ou des  v a r i é t é s  

l i n é a i r e s  ou des  convexes. Ils s o n t  également l e s  images d ' a p p l i c a t i o n s  

multivoques. Divers  a f f a i b l i s s e m e n t s  des  hypothèses s u r  l a  f o n c t i o n  écono- 

mique e t  l e s  a p p l i c a t i o n s  mult ivoques s o n t  d i s c u t é s .  Nous en montrons l e  

r ô l e  dans l ' é t u d e  de l a  convergence des  s u i t e s  de  p o i n t s  obtenus,  ou p l u s  

modestement dans l ' o b t e n t i o n  des  p o i n t s  d 'accumulation optimaux. Ces p o i n t s  

d 'accumulat ion s o n t  des p o i n t s  f i x e s  de  c e r t a i n e s  a p p l i c a t i o n s  d é f i n i s s a n t  

c e t t e  composi t ion ou c e t t e  réunion  d 'a lgor i thmes .  

Dans l e  c h a p i t r e  I V  e s t  r é s o l u  un v ieux  ~ r o b l è m e ,  c e l u i  de Fermat- 

Weber. A l ' o r i g i n e ,  il s ' a g i t  de  chercher  l e  minimum de l a  somme des  

d i s t a n c e s  d'un p o i n t  x ,  à déterminer ,  à m p o i n t s  de l ' e s p a c e  

appe lé s  sommets. Après a v o i r  r é s o l u  ce  ~ r o b l è m e ,  en c o l l a b o r a t i o n  avec 

F. C o r d e l l i e r ,  nous avons g é n é r a l i s é  au  c a s  où l e s  d i s t a n c e s  pondérées 

sont  remplacées p a r  des  f o n c t i o n s  convexes de  ces  d i s t a n c e s .  Deux algo-  

r i thmes  s o n t  donnés, i ls  r ecouvren t  un t r a v a i l  a n t é r i e u r  e t  s ' a p p l i q u e n t  

au  ~ r o b l è m e  d ' o r i g i n e .  Un t r o i s i è m e  a lgor i thme e s t  d é f i n i  pour c e  d e r n i e r .  

La d i f f i c u l t é  e s t  de  d é f i n i r  un successeur  d e s  sommets ( p o i n t s  où l a  fonc- 

t i o n  économique e s t  non d i f f é r e n t i a b l e )  e t  d e  donner un a lgor i thme 

convergent .  Une c a r a c t é r i s a t i o n  d e  l 'ensemble des  s o l u t i o n s  opt imales  e s t  

donnée (un segment de d r o i t e  en g é n é r a l ) ,  Bien que l a  f o n c t i o n  économique 

ne s o i t  p a s  s t r i c t e m e n t  convexe, nous obtenons l a  convergence de  l a  s u i t e  

e n t i è r e  f o u r n i e  p a r  l ' u n  ou l ' a u t r e  a lgor i thme.  

Le c h a p i t r e  V es& indépendant des  précédents ,  11 regroupe l ' e s s e n t i e l  

d 'une t h è s e  de 3ème cyc le  e t  quelques r é s u l t a t s  u l t é r i e u r s .  L 'ob je t  d e  c e  

c h a p i t r e  e s t  de d é f i n i r  ou de  d é c r i r e  l a  s t r u c t u r e  d e s  p o i n t s  e n t i e r s  d 'un 

système d ' i n é g a l i t é s  l i n é a i r e s  e s sen t i e l l emen t  r e p r é s e n t é  géométriquement 

p a r  un cône ou un p a r a l l é l o t o p e  de  R ~ .  Un a lgor i thme e s t  donné pour o b t e n i r  

t ous  l e s  p o i n t s  e n t i e r s  d e  c e s  ensembles. Pour c e l a  e s t  m i s  en évidence un 

ensemble f i n i  de  p o i n t s  e n t i e r s  appe lé s  p o i n t s  fondamentaux e t  un ensemble 

f i n i  de v e c t e u r s  d i t s  de t r a n s l a t i o n  à coordonnées e n t i è r e s .  De p l u s ,  il e s t  

également donné pour un cOne ou un p a r a l l é l o t o p e  s a  r e p r é s e n t a t i o n  ana ly t ique ,  

minimale i . e .  c e l l e  qu i  condu i t ,  à l ' a i d e  de  l ' a lgo r i thme  évoqué, au  nombre 

minimum de  p o i n t s  fondamentaux a i n s i  qu'aux v e c t e u r s  de  t r a n s l a t i o n  d e  lon- 

gueur  minimale. Enfin l a  t echn ique  employée e s t  u t i l i s é e  pour r é soudre  un 

~ ~ o b l è m e  p l u s  g é n é r a l  que c e l u i  d e  l a  r é s o l u t i o n  des  systèmes d ' & é g a l i t é s  ' 

l i n é a i r e s  en nombres e n t i e r s .  
O 



Les i n t r o d u c t i o n s  de  chacun des  c h a p i t r e s  on t  é t é  r éd igées  d e  

façon a u s s i  indépendante que p o s s i b l e ,  C e t t e  i n t r o d u c t i o n  géné ra l e  

en e s t  un résumé. 



Rappelons quelques n o t a t i o n s  e t  d é f i n i t i o n s  s t anda rds  u t i l i s é e s  

au cours  de c e  t r a v a i l  en p l u s  des  n o t a t i o n s  e t  d é f i n i t i o n s  propres  

à chaque c h a p i t r e .  

Pour A un sous-ensemble d 'un espace v e c t o r i e l  topologique ,  ce  

s e r a  Rn en f a i t ,  nous notons : 

À s a  fe rmeture  

O 

A ou i n t  (A) son i n t é r i e u r  

Fr(A) = A n A s a  f r o n t i è r e  C 
co(A) son enveloppe convexe. 

Pour f : Rn + R notons : 

Vf(x)  l e  g r a d i e n t  d e  f en x  

a f ( x )  l e  s o u s - d i f f é r e n t i e l  de  f en x  ( e s sen t i e l l emen t  pour  f  convexe) 

a f ( ~ )  = iy ( R ~ ) *  1 f ( ~ )  r f ( x )  + (Y,z-x) ,  Y z E R"). 

Soien t  X c R", Y c Rm e t  l ' a p p l i c a t i o n  multivoque r ,  

r : X -+ P(Y) (l'(Y) e s t  l 'ensemble des  p a r t i e s  de Y). 



l' e s t  ifla-continue en xo s i  e t  seulement s i  : 

. V O ouvert ; r (xo)  n O f 0 ,  3 V(xo) : 

x 1  E V(xO) => r ( x l )  n O f 0 

ou encore (dé f i n i t i on  équivalente)  s i  e t  seulement s i  : 

k k Y (XI  E X ,  k E N, x -' xo 

Y y r (x0)  

k k k - 
il ex i s t e  (Y) E Y, k E N  y + y  e t  € 3  : y E r(l[>, Y k 2 k. 

r e s t  bup-coatinue (4.C.) e n  xo si e t  seulement s i  : 

r e s t  h&-co&nue 4up&-iew~ement ( A .  c.4. ) en x O s i  e t  seulement s i  : 

. v O ouvert : T(xo) c 0 ,  3 V(xo) : X '  E V(xO) => r ( x l )  O*  

Rappelons que s i  r e s t  s . c . s  en xo e t  r ( x  ) fermé a l o r s  r e s t  
O 

S .C.  en x e t  que si  r e s t  S . C .  en x e t  Y compact a l o r s  r 
O O 

e s t  S .C .S .  
en X o ' ~  



La max im i sa t i on  d 'une  f o n c t i o n  

s t r i c t e m e n t  concave su r  un domaine convexe 

e s t  remplacée pa r  une s u i t e  de problèmes à 

c o n t r a i n t e s  l i n é a i r e s  ; Le nombre de ces 

c o n t r a i n t e s  L i n é a i r e s  r e s t e  cons tan t .  Deux 

s o r t e s  de  L i n é a r i s a t i o n  sont considérées. 

E 1 l e s  conduisent  à deux a  Lgo r i  t hmes conver- 

gen t s  q u i  e n t r e n t  dans Le cadre d ' u n  a lgo-  

r i t h m e  p l u s  géné ra l  donné par  Lauren t  e t  

M a r t i n e t .  



Dans ce  c h a p i t r e  nous nous proposons de remplacer  l e  problème de 

programmation convexe avec une f o n c t i o n  s t r i c t e m e n t  concave p a r  une 

s u i t e  de problèmes p l u s  s imples  C31. Ces problèmes s o n t  à c o n t r a i n t e s  

l i n é a i r e s  mais ,  contrairement  aux méthodes de  Kelley Cl21 e t  de 

Kaplan Cl11 où l e s  c o n t r a i n t e s  son t  accumulées, l e u r  nombre r e s t e  i c i  

cons t an t .  

De p l u s ,  dans l e s  deux a lgor i thmes  p r é s e n t é s ,  nous n 'avons pas de  

c a l c u l s  i n t e r m é d i a i r e s  pour chaque problème, comme p a r  exemple l a  maxi- 

mi sa t ion  d 'une fonc t ion  s u r  l a  p a r t i e  r é a l i s a b l e  d ' un  segment, ce  qu i  

e s t  l e  ca s  dans c e r t a i n e s  méthodes de  d i r e c t i o n s  r é a l i s a b l e s  : 

Zoutendi jk Cl71 ou dans l a  méthode des  c e n t r e s  l i n é a r i s é e  : Huard Cg]. 

Néanmoins, pour a s s u r e r  l a  convergence, l e s  programmes intermé- 

d i a i r e s  ont  pour fonc t ion  économique c e l l e  du problème d ' o r i g i n e .  

Pour l e  premier a lgor i thme,  l e s  c o n t r a i n t e s  l i n é a i r e s  s o n t  obtenues 

p a r  l i n é a r i s a t i o n  des  c o n t r a i n t e s  au  p o i n t  courant .  Pour l e  deuxième, 

c e t t e  l i n é a r i s a t i o n  e s t  f a i t e  aux p o i n t s  d ' i n t e r s e c t i o n  de l a  f r o n t i è r e  

des  c o n t r a i n t e s  e t  du segment joignant  l e  po in t  courant  à un p o i n t  

i n t é r i e u r  au domaine. Dans l e s  deux c a s ,  une a u t r e  c o n t r a i n t e  l i n é a i r e  

e s t  a j o u t é e  : c e l l e  passant  p a r  l e  p o i n t  courant  dont  l a  normale e s t  

c o l i n é a i r e  au  g r a d i e n t  de l a  fonc t ion  économique en c e  po in t .  Ce t t e  

c o n t r a i n t e  a  é t é  i n t r o d u i t e  pa r  Haugazeau C71, C81 pour des  programmes 

quadra t iques  avec  c o n t r a i n t e s  l i n é a i r e s .  

Nous démontrons de deux manières  d i f f é r e n t e s  l a  convergence des 

deux méthodes proposées.  Une démonstrat ion autonome f a i t  a p p e l  à un 

théorème g é n é r a l  de convergence dû à Huard C I O ] .  Une a u t r e  c o n s i s t e  à 

montrer  que c e s  a lgor i thmes  correspondent  à un choix p r a t i q u e  de  l ' a l g o -  

r i t hme  géné ra l  proposé pa r  Laurent e t  Mar t ine t  C131. 



1-2 H Y P O T H ~ S E S ,  NOTATIONS 

Nous nous donnons : 

f  : Rn 3 R,  une fonc t ion  s t r i c t emen t  concave e t  continuement d i f f é r e n t i a b l e ,  

g j  
: Rn + R,  j = 1,2 , .  . . ,m ,  d e s  f o n c t i o n s  concaves e t  cont  inuement d i f f é -  

t i a b l e s  . 

n  
Désignons pa r  x.y l e  p r o d u i t  s c a l a i r e  de deux vec t eu r s  x  e t  y  d e R  . 

Le problème e s t  : 

( p l  Max { f ( x )  1 g j ( x )  2 0, jz1,2, . . . ,m}.  

h n  Posons A = {x  E R  1 g j ( x )  z 0,  j=1 ,2 ,  ..., m} e t  pour y  quelconque d a n s R  , 

R ( ~ )  = {X 6 R~ 1 f ( x )  r f ( y ) } .  

Faisons l 'hypothèse  (Hl su ivan te  : il e x i s t e  un p o i n t  b  de  A t e l  que 

R(b)  n A e s t  un compact. 

Notons D ( x )  l e  demi-espace su ivan t  : 

D(x) = { y  E Rn 1 vf (x ) . (x -y )  5 O}. Dans l a  s u i t e ,  nous voulons que 

A c D(x) s i  x  e s t  l e  p o i n t  courant  ; pour c e l a , i n t r o d u i s o n s  l 'ensemble 

non v ide  U su ivan t  : U = {x E Rn 1 A c D(x)}. L a  s o l u t i o n  opt imale  2 de  

( P l  e s t  l ' u n i q u e  po in t  commun à U e t  à 1. Notons que U e s t  un ensemble 

k fermé. En e f f e t ,  il s u f f i t  pour  l e  c o n s t a t e r  de  prendre une s u i t e  ( X I ,  

contenue dans U ,  qu i  t end  v e r s  x  ; a l o r s ,  en r a i s o n  de l a  c o n t i n u i t é  du 

g rad ien t  de f e t  du p rodu i t  s c a l a i r e ,  nous avons x  E U.  Nous i n t r o d u i s o n s  

également un pavé B borné,  a r b i t r a i r e  m a i s  suffisamment grand pour c o n t e n i r  

R (  b)  n 1. C e t t e  c o n t r a i n t e  supplémentaire  permet d ' o b t e n i r  un problème 



équ iva l en t  à (P )  ( l a  s o l u t i o n  n ' e s t  pas  modi f iée)  e t  d ' a s s u r e r  que l a  

k s u i t e  ( x )  obtenue p a r  l e s  a lgor i thmes  possède un po in t  d 'accumulation. 

Comme il e s t  ind iqué  en remarque 2 ,  une hypothèse légèrement p l u s  

r e s t r i c t i v e  que (H) permet de s e  pas se r  du pavé B. 

1-3 ALGORITHME 1 

Notons L . (x)  = {y E R~ 1 g j ( x )  + Vg. ( x ) .  (y-x) 5 O) l e  demi-espace 
3 3 

obtenu en l i n é a r i s a n t  l a  c o n t r a i n t e  j au p o i n t  x. 

Considérons L(x)  = ?î L .  ( x )  l e  polyèdre d i t  l i n é a r i s é  de A au 
j =l 3 

po in t  x. Les f o n c t i o n s  g  é t a n t  concaves, L(x)  c o n t i e n t  A .  
j 

Posons V(x) = L(x) n D(x) n B pour x  E U e t  i n t rodu i sons  l a  f o n c t i o n  

y  d é f i n i e  pour x  E U ,  y : x - +  { u  E V(x) 1 f ( u )  r f ( y ) ,  Y y  E ~ ( x ) ) .  

La f o n c t i o n  f é t a n t  s t r i c t e m e n t  concave, e l l e  admet un maximum unique sur 

V(x) e t  a i n s i  l a  f o n c t i o n  y e s t  univoque. Comme l a  f o n c t i o n  multivoque : 

x  + V(x) e s t  cont inue  s u r  U e t  que f e s t  également con t inue ,  l a  f o n c t i o n  

y  e s t  une a p p l i c a t i o n  cont inue .  De p l u s ,  y e s t  à v a l e u r  dans U c a r  

~ f ( y ( x ) ) . ( y - y ( x ) )  < O pour t o u t  y  de  V(x) donc pour t o u t  y  de A .  Notons 

e n f i n  que s i  y ( x )  E A a l o r s  y ( x )  = X e t  que d ' a u t r e  p a r t  y(?) = 2 .  

AQomhme 1 S o i e n t  8 quelconque c-t 1 lu ~ o e u t i o n  de 

Max { f ( y )  1 y  E L($)  n B I .  P o u  k 2 1 : k;l k 
y ( x ) .  cl 



Preuves : 

1 )  Nous u t i l i s o n s  l e  r é s u l t a t  s u i v a n t  C10,p.1571 q u i  e s t  une légère 

amé l io ra t i on  de c e l u i  de  Polak [15, p.141 e t  d e  Zangwill+ [16,P*91]. 

So i en t  E c R~ un fermé,  P un ensemble d i t  p r i v i l é g i é  contenu 

dans E, r : E + P(E) e t  f : E -+ R semi-continue in fé r ieurement  dans E-P. 

La f o n c t i o n  multivoque r e s t  supposée v é r i f i e r  : 

a )  V x E E-P : r ( x )  # 4 

6) s i  x '  E r ( x )  a l o r s  f ( x l )  < f ( x ) .  

k 
Considérons également une s u i t e  ( x )  d é f i n i e  pa r  

k kX1 c r ( x )  

k k O 
s i  x L P ,  = X s i  x c P ,  x E E .  

D e  p l u s ,  s i  x L P,  il e x i s t e  un vo i s inage  ?(x)  t e l  que pour t o u t  

2i 
y de 5 ( x )  e t  t o u t  Y '  d e  r ( y )  nous avons f ( ~ ' )  < f ( x )  ( ~ ( x )  e s t  un 

vo i s inage  r e l a t i vemen t  à E ) .  

* 
Alors  sous  t o u t e s  c e s  c o n d i t i o n s ,  s i  x e s t  un p o i n t  d 'accumulat ion 

k * de l a  s u i t e  ( x )  nous avons : x E P. 
O 

Les ensembles U e t  U n C = ( 2 )  jouent  l e  r ô l e  de E e t  de P e t  y 

c e l u i  de r .  Pour x E U ,  Y ( X )  es t  non v ide .  Pour x E U - (21, X '  = Y ( X )  

e s t  t e l  que f ( x l )  < f ( x ) .  En e f f e t  x L A e n t r a î n e  x L L(x)  donc x # x '  

e t  de p l u s  x '  E D(x) donc Vf (x ) . (x l -x )  2 O ; comme l a  f o n c t i o n  f e s t  

s t r i c t e m e n t  concave : f ( x l )  - f ( x )  < V f ( x ) . ( x l - x )  donc f ( x l )  < f ( x ) .  



D'aut re  p a r t ,  s i  x  E U - (21 ,  c e t t e  d e r n i è r e  i n é g a l i t é  e n t r a î n e ,  

d ' a p r è s  l a  c o n t i n u i t é  de f ,  l ' e x i s t e n c e  d 'une boule B(x ' ,E ) ,  d e  c e n t r e  

x' e t  de rayon c t e l l e  que B(x ' ,E )  n R(x) = 4 e t  l a  c o n t i n u i t é  d e  y 

'L 'L 

e n t r a î n e  l ' e x i s t e n c e  d'un vo i s inage  V(x) t e l  que Y y  E V ( X )  : ~ ( y )  E B ( x ' , E )  

Toutes  l e s  cond i t i ons  du théorème r appe lé  c i -des sus  sont  s a t i s f a i t e s .  

k Comme l a  s u i t e  ( x )  r e s t e  dans l e  compact B n U ,  t o u t  p o i n t  d 'accumulat ion 

k 
de c e t t e  s u i t e  e s t  confondu avec l ' un ique  s o l u t i o n  2  de  (P l  e t  a i n s i  ( x )  

converge v e r s  la  s o l u t i o n  de ( P l  'O 

2)  Montrons que c e t  a lgor i thme e n t r e  dans l e  cad re  de  c e l u i  proposé en  

C131. Le domaine A = { x  E Rn 1 g  . (x) 2 0,  j=1 ,2 , .  . . , m l  peu t  s' é c r i r e  de 
3 

l a  manière  s u i v a n t e  : 

Posons H ( X , ~ ) ' =  Min { g j ( y )  + vg j (y ) .  (y-%)) e t  
j=1 ,2 , .  . . ,m n 

A = { X  c Rn 1 H(xYy) 1 O}. Nous aurons a l o r s  A = 1 1 A . 
Y Y 

Nous sommes donc ramenés à une d é f i n i t i o n  du domaine A i den t ique  à 

c e l l e  donnée dans Cl31 e t  pour s e  p l a c e r  dans c e  même cadre ,  il s u f f i t  
L 

k k de pose r  K~ = D(x). I l  r e s t e  à montrer que s i  x  L A ,  l e  choix d e  l a  

'1 c o n t r a i n t e "  non s a t i s f a i t e  ( q u i  s e r t  à d é f i n i r  l e  domaine de l ' i t é r a t i o n  

s u i v a n t e )  e s t  c e l u i  correspondant  à l a  " con t r a in t e "  q u i  e s t  l a  p l u s  mal 

'L 
v é r i f i é e .  C ' e s t - à -d i r e  : montrons que l e  choix de y ,  t e l  que 



k ?J k % k k 
H(xYy) = Inf  H(x,y) ,  correspond à y = x donc au  choix de Ak = ~ ( x ) .  

Y&" X 

Cela  r é s u l t e  de  l a  concavi té  des  f o n c t i o n s  g Nous avons 
j ' 

k k n 
g . ( x )  < g . ( y )  + Vg.(y) . (x-y)  pour t o u t  j=1 ,2 ,  ..., m e t  t o u t  y de R ; 
1 3 3 

a l o r s  en prenant  l a  borne i n f é r i e u r e  p a r  r a p p o r t  à j  e t  par  r appor t  à 

y E R~ nous obtenons I n f  k k g .  ( x )  Inf  H(xyy)* Comme 
j=1 ,2 , . .  . ,m 3 y a n  

k k  H(x,x) = 1 nf 
k 

gj(x) 
k k  k nous avons b ien  H(x,x) = In f  H(x,y).  

j=1 ,2 , .  . . ,m Y@ 

k k 
Donc l e  A; c h o i s i  e s t  b ien  A = {x r R" 1 H(x,x) 2 01 = L ( X ) . ~  

Y X 

Remarque 1 : La c o n t r a i n t e  D(x) e s t  fondamentale c a r ,  comme nous l ' a v o n s  

YU dans l a  démonstrat ion 1, e l l e  a s s u r e  l a  déc ro i s sance  s t r i c t e  de l a  

k s u i t e  f ( x ) .  S i  nous l a  supprimons, l a  convergence n ' e s t  pas  a s su rée .  

Remarque 2 : S i ,  au l i e u  de f a i r e  l 'hypothèse  (H) nous f a i s o n s  

l ' hypo thèse  (H' s u i v a n t e  : il e x i s t e  b r A t e l  que R(b) e s t  borné, 

nous pouvons dans l e  ca s  de l a  démonstrat ion 1 supprimer l e  compact B 

c a r  a l o r s  U e s t  borné. En e f f e t  l e s  p o i n t s  x de  U appa r t i ennen t  à d e s  

ensembles R(y)  t e l s  que RQ) n A = 4 donc à d e s  ensembles R(y) q u i  s o n t  

k * 
contenus dans R(b) .  Les i t é r é s  x s e  t rouven t  a l o r s  dans l e  compact U. 

Ajoutons qu' il e s t  a l o r s  p l u s  simple d ' app l ique r  C16, p. 911. 



1-4 ALGORITHME I I  

Nous supposons de p l u s  que A a  un p o i n t  i n t é r i e u r  a .  Pour x  # a ,  

nous notons  u . f x )  l ' un ique  p o i n t  d ' i n t e r s e c t i o n ,  s ' i l  e x i s t e ,  du segment 
1 

Ca,xl avec  l a  f r o n t i è r e  de l 'ensemble A = {x E R~ 1 g . ( x )  2 0) .  
j I 

S i  l e  segment Ca,xl coupe l a  f r o n t i è r e  de  A d é f i n i s s o n s  
j 

dans l e  c a s  c o n t r a i r e .  

Posons L ' ( x )  = fl L! ( x ) .  D'après l a  concavi té  des  g nous avons 
j =l I j 

& 

A j  c L! donc A c L ' ( x ) .  
3 

Posons encore V1(x )  = L 1 ( x )  n D(x) n B pour t o u t  x ' de  U. La f o n c t i o n  

f admet un maximum unique s u r  V' ( x )  que l ' o n  no te ra  y '  ( x ) .  Le p o i n t  y '  ( x )  

a p p a r t i e n t  à U .  

A l g o a h m e  II S o i e n t  X qudconques .  et ? lu bol.uLioon d e  

Max (f(y) 1 y E ~ ' ( $ 1  n B I .  P o u  k 2 1 : k ~ 1  = U ' ( X ) * ~  k 



Preuves : 

1) La démonstration u t i l i s e  a u s s i  l e  r é s u l t a t  rappelé  ~récédemment 

C I O ,  p. 1571.  C 'es t  à un d é t a i l  p rès  c e l l e  de l a  p a r t i e  1 .3 .1  ~ r é c é d e n t e .  

I c i  l a  fonc t ion  d ' i t é r a t i o n  y '  n ' e s t  pas en généra l  continue.  Pour montreK 

l ' e x i s t e n c e  d 'un voisinage ? de x (pour x  # 2 )  ayant l a  p ropr ié t é  r equ i se  

nous devons procéder différemment. 

Pour X E U - 1%) il e x i s t e  un ensemble A .  t e l  que x I! A e t ,  comme 
I j  

g .  e s t  continue,  il e x i s t e  une boule B(x,p) t e l l e  que B(x,p) n A = 4 .  I j 

Comme a  e s t  un point  i n t é r i e u r  à A ,  donc à A pour t o u t  y  E B(x,p), 
j  

u j ( y )  e s t  d é f i n i ,  e t  l a  fonc t ion  u  e s t  continue s u r  B(x,p) (ce  r é s u l t a t  
j 

e s t  montré en annexe A l  du c h a p i t r e  I I ) .  , 

Pour y  6 B(x,p) notons yl ' (y)  l e  point  (unique) q u i  maximise f s u r  

L;(y) n D(y) n B ; l a  fonc t ion  y" a i n s i  d é f i n i e  e s t  continue s u r  B(x,p) 

(même raisonnement qu 'au début de l a  p a r t i e  3  1. 

Soi t  X" = yl'(x) ; nous savons que l a  s t r i c t e  concavi té  d e  f  e n t r a i n e  

que f (x") < f (x) e t  donc q u ' i l  e x i s t e  une boule B ( x t l , ~ )  t e l l e  que 

B(x'' Y & )  0 B(x) @ -  La c o n t i n u i t é  de y" s u r  B(x,p) entraîne l f e x i s t e n c e  . 
d'une boule B ( x , E ' )  c B(x,p) t e l l e  que pour t o u t  y  de B(x ,c l )  nous avons 

Y"(y)  r B ( x " , E )  i . e .  f ( y V ' ( y ) )  < f ( x )  Comme v'(;) c L!(y) n D(y) n B 
1 

t 

nous avons : f ( y ' ( y ) )  5 f ( y l ' ( y ) )  < f(x).,, 

2 )  Comme précédemment c e t  algori thme e n t r e  dans l e  cadre  de c e l u i  proposé 

en [13]. Toutefois  comme dans Cl31 nous u t i l i s e r o n s  l 'hypothèse  (Hf ) : il 

e x i s t e  b  E A t e l  que R(b) s o i t  borné (mais A non borné) ,  au l i e u  de (HI. 



Dans ce  cas ,  nous savons que U e s t  un compact. Ce t t e  hypothèse pouvait ,  

b i en  entendu, ê t r e  f a i t e  pour l a  p a r t i e  1 ci-dessus,  ce qui  é v i t a i t  de 

prendre un pavé B. 

Posons c e t t e  f o i s  : 

v g . ( u . ( y ) )  
~ ( x , y )  = Min . ( x  - u j ( y ) )  

j ~ J ( y )  1 l v g j ( u j ( y ) )  1 1 

où J ( y )  e s t  l 'ensemble des  ind ices  des  c o n t r a i n t e s  A t e l l e s  que l e  segment 
j  

[a ,y]  coupe l a  f r o n t i è r e  de Ai , e t  A v  = {X R" 1 ~ ( x , y )  r O) ; a l o r s  nous 
-1 

k  avons A = n A . NOUS avons e n c i r e  K~ = ~ ( x ) .  11 r e s t e  à montrer que 
y i R n - ~ a l  Y 

k  
pour x  L A ,  l e  choix Ak comme ' 'contrainte" non v é r i f i é e  e t  u t i l i s é e  à 

X 

l ' é t a p e  suivante  e s t  t e l  q u ' i l  e x i s t e  O E 1 0 , l I  s a t i s f a i s a n t  à 

k k  Vg. (u j (k ) )  k k  
F ( X , X )  = Min . ( x  - u . ( x ) ) .  

j r ~ ( b )  1 ~ v g ~ ( u ~ ( b ) ) l  1 3 

k  k  
D'autre p a r t ,  appelons t l a  p ro jec t ion  de  x  s u r  A 

j  j  ' 

Vg. (u j (y ) )  
L 'expression 

k  
( x  - u . ( y ) )  n ' e s t  a u t r e  que l a  d i s t a n c e  

I l v g j ( u j ( ~ ) )  l l 3 

k  algébr ique  de x  à l a  c o n t r a i n t e  L!(y) ; e t  pour j f i x é  c e t t e  d i s t a n c e  est 
1 

minimum pour l e  point  y  = $ 
j  ' 

k  
v g . ( u S ( y ) )  k  

P a r s u i t e  Inf  F(x ,y)  = 1 nf Min (x-u. ( y )  1 
yiRn-{al yeRn-{aa} j ~ J ( y )  1 Ivgj ( u j ( y ) )  1 1 3 

s ' é c r i t  encore en permutant l e s  symboles Min e t  Inf : 

k  
k  v g . ( t . )  k  k  

Inf  ~ ( x , y )  = Min . (X - t . ) .  
j r J ( y )  (1 vg j (k j  )(( 1 y ~ n - { a )  



S o i t  j '  l ' i n d i c e  q u i  donne c e t t e  v a l e u r  minimum 

k k 
( I n f  F (x ,y )  e s t  l a  p l u s  p e t i t e  d i s t a n c e  a lgéb r ique  du p o i n t  x  aux 
y i ~ ~ - l a )  

c o n t r a i n t e s  A . ) .  
J 

k 
k k  vg j  ' ( u j  ' (XI  

Nous aurons  a l o r s  : F ( x , x )  5 
k  k . (x-u ' ( X I ) .  

k j  
I l v g j l ( u j l ( x ) ) l  l 

Notons Co(a,U) l ' enve loppe  convexe de l 'ensemble i a , ~ )  ; c ' e s t  un 

compact. Un c a l c u l  simple montre que : 

d 'une  boule de  c e n t r e  a  contenue dans A . 
j '  

En prenant  0 1 nf 8 .  nous obtenons l ' i n é g a l i t é  
j=1 ,2 , . .  . ,m 1 

Remarque 3 : Contrairement à l ' a l g o r i t h m e  1 nous ne pouvons pas  u t i l i s e r  

l e  r é s u l t a t  de  Zangwill C16, p.911 pour  démontrer l a  convergence, que ce  

s o i t  avec (H) ou (Hf). En e f f e t ,  comme nous l ' avons  d é j à  d i t  l a  fonc t ion  

y '  n ' e s t  pas  sup-continue (donc con t inue ) .  Pour pouvoir  l a  r end re  cont inue  

il s u f f i t  que l e  domaine obtenu par  l i n é a r i s a t i o n  l e  s o i t .  L a  c o n s t r u c t i o n  

d 'un  t e l  domaine cont inue  s e r a  évoquée dans l e  c h a p i t r e  s u i v a n t  ( c f .  Ch1 



Remarque 4 : Les programmes in t e rméd ia i r e s  peuvent ê t r e  r é s o l u s  par  d i v e r s e s  

méthodes : g r a d i e n t  r é d u i t  [2] ,  g r a d i e n t  p r o j e t é  f141 ,  g r a d i e n t  conjugué 

C l ] ,  C61 ou de Frank e t  Wolfe C51. 

Remarque 5 : Dans l e  c a s  où nous nous proposons de remplacer  l e s  programmes 

i n t e r m é d i a i r e s  ( q u i  sont  à f o n c t i o n s  économique s t r i c t e m e n t  concave) p a r  

des  programmes l i n é a i r e s  (en  l i n é a r i s a n t  également l a  f o n c t i o n  économique 

pa r  exemple) nous nous heur tons  à un problème d i f f i c i l e  comme nous l e  

ve r rons  au  c h a p i t r e  su ivan t  où une é tude  p r é l i m i n a i r e  a  é t é  f a i t e .  Le 

polyèdre l i n é a r i s é  a  en e f f e t  beso in  d ' ê t r e  l imi té  pour o b t e n i r  l a  

Convergence. 
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CHAPITRE I I  

Dans ce chap i t re ,  une étude e s t  proposée su r  

l e  problème t o u j o u r s  o u v e r t  de l a  l i n é a r i s a t i o n  

s imu l t anée  de l a  f o n c t i o n  économique e t  des c o n t r a i n -  

t es .  Le nombre de c o n t r a i n t e s  l i n é a i r e s  obtenues 

d é f i n i s s a n t  Les programmes i n t e r m é d i a i r e s  r e s t e  

cons tan t  a chaque étape. Comme précédemment, l e  

problème e s t  abordé à l ' a i d e  de théorèmes généraux 

de convergence. 



Le problème de l a  l i n é a r i s a t i o n  des programmes mathématiques convexes 

e s t  un problème ouver t  depuis  p l u s  de quinze ans .  L'approche a  é té  f a i t e  

en l i n é a r i s a n t  l e s  c o n t r a i n t e s  e t  l a  f o n c t i o n  économique s i  on ne s 'est pas 

ramené à une fonc t ion  économique l i n é a i r e  auparavant  ( c f .  11.2). C e t t e  

l i n é a r i s a t i o n  s e  f a i t  au  p o i n t  courant  : Cheney e t  Go lds t e in  C l ] ,  

G r i f f i t h  e t  Stewart  C41, Kel ley C71, Topkis DO1 ou en p l u s i e u r s  p o i n t s  

( g r i l l e )  : Hart ley  e t  Hocknig CS1 ou encore comme dans Kaplan [81,  

Veinot t  Cl21 e t  Zoutendi jk Cl41 e n . u t i l i s a n t  des  p l a n s  "sécants"  t a n g e n t s  

au  domaine. 

Bien que ce  problème s o i t  important  e t  n a t u r e l ,  c e s  approches ne s o n t  

pas  s a t i s f a i s a n t e s  pour  l ' u t i l i s a t e u r  comme pour l e  t h é o r i c i e n .  Car en e f f e t ,  

c e s  méthodes accumulent t o u t  ou une p a r t i e  des  c o n t r a i n t e s  déterminées aux 

é t apes  a n t é r i e u r e s ,  ce  q u i  condui t  : 

1) à des programmes l i n é a i r e s  dont l e  nombre de c o n t r a i n t e s  dev ien t  

de p l u s  en  p l u s  grand 

2 )  c e  q u i  e s t  p l u s  grave ,  à des  e r r e u r s  d ' a r r o n d i s  impor tan tes ,  q u i  

empêchent l a  convergence numérique. Ceci e s t  dû au f a i t  que dans l e  v o i s i -  

nage de l'optimum l e s  l i n é a r i s a t i o n s  s e  f o n t  en des p o i n t s  de p l u s  e n  p l u s  

v o i s i n s  q u i  donneront des  c o n t r a i n t e s  de moins en moins d i s t i n c t e s .  

Alors  s e  pose l a  ques t ion  s u i v a n t e  : 

E x i s t e - t - i l  un (ou d e s )  a lgor i thmes  de l i n é a r i s a t i o n  q u i  abandonnent 

l e s  c o n t r a i n t e s  l i n é a i r e s  obtenues aux é t a p e s  ~ r é c é d e n t e s  pour n 'en g a r d e r  

ou n ' en  d é f i n i r  qu'un nombre cons t an t  ? 

Dans Eaves e t  Zangwill  C21 une t e n t a t i v e  a  é t é  f a i t e ,  on é t a b l i t  l a  

convergence de t e l s  a.lgorithmes mais ,  b i e n  que l e s  c o n t r a i n t e s  ne s o i e n t  pas  

accumulées à chaque é t a p e ,  l e u r  nombre n ' e s t  pas  uniformément borné. D'une 

manière a s s e z  v o i s i n e ,  Topkis GO], Cl11 donne une convergence m a i s  sous  des 

hypothèses t r è s  f o r t e s  e t  non u t i l i s a b l e s .  Ces r é s u l t a t s  peuvent ê t r e  

d ' a i l l e u r s  p r é s e n t é s  de manière p l u s  simple dans l e  c a d r e  p l u s  g é n é r a l  



de l a  c o n t i n u i t é  des a p p l i c a t i o n s  multivoques (annexe B ) .  

Le c h a p i t r e  précédent  ne répond que pa r t i e l l emen t  à c e t t e  ques t ion ,  

en ce s ens  que l e s  programmes in t e rméd ia i r e s  n ' é t a i e n t  p a s  complètement 

l i n é a i r e s  e t  ne pouvaient ê t r e  r é s o l u s  pa r  l a  méthode simplex. Mais, 

comme nous l ' avons  vu, l e  f a i t  de ga rde r  à chaque é t ape  un programme dont 

l a  fonc t ion  économique e s t  s t r i c t e m e n t  concave ( l e s  c o n t r a i n t e s  l i n é a i r e s  

é t a n t  en nombre cons tan t  ou i n f é r i e u r  à m) a  permis d ' o b t e n i r  deux algo-  

r i thmes  convergents .  Un a u t r e  p o i n t  important  e s t  que les programmes 

s ' enchaïnent  s ans  n é c e s s i t e r  de  c a l c u l s  i n t e rméd ia i r e s  comme pa r  exemple 

l a  maximisation s u r  l a  p a r t i e  r é a l i s a b l e  d 'un  segment. 

Dans ce  c h a p i t r e ,  pour t e n t e r  de répondre au  problème posé e t  

o b t e n i r  l a  convergence, nous ve r rons  que l e  polyèdre l i n é a r i s é  a  beso in  

d ' ê t r e  l imi té .  Ce q u i  a  é t é  t r o u v é  comme d é l i m i t a t i o n  e s t  l a  p a r t i e  du 

cône de  sommet l e  p o i n t  cou ran t ,  c i r c o n s c r i t  au  domaine, p a r t i e  s i t u é e  

e n t r e  c e  p o i n t  e t  l e  domaine ( l e  "chapeaul"du cône).  Mais pour des  r a i s o n s  

de commodité ou de s i m p l i f i c a t i o n s ,  nous u t i l i s e r o n s  l ' enve loppe  convexe 

de l 'enqemble f o m 6  par  l e  p o i n t  courant  e t  l e  domaine. Bien entendu, c e t  

ensemble n ' e s t  pas  un polyèdre  l i n é a i r e  ce q u i  f a i t  que nous n'avons 

pas répondu ?i l a  ques t ion  posée.  ~ é a n m o i n s ,  nous pensons a v o i r  m i s  

a i n s i  en évidence c e r t a i n e s  d i f f i c u l t é s  du problème. 

Un théorème de convergence dû à Huard r61, p l u s  g é n é r a l  que c e l u i  

u t i l i s é  au c h a p i t r e  p récéden t ,  nous f o u r n i r a  l a  d l o p t i m a l i t é  

des  p o i n t s  d 'accumulat ion.  Ce théorème ne f a i t  pas  appe l  à l a  c o n t i n u i t é  

des  a p p l i c a t i o n s  multivoques au  c o n t r a i r e  de c e l u i  de Zangwill  Cl3 p.911. 

Aussi nous ve r rons  q u e l l e s  précaut i ( -ns  supplémentaires  il f a u t  prendre  

pour a p p l i q u e r  ce  d e r n i e r  r é s u l t a t .  



I I - 2  PROBLÈMES ÉQUIVALENTS 

Nous nous proposons de résoudre  : 

Max h(x)  

g i (x )  2 O i = 1 , 2 , .  . . ,m 

X 1  e s t  équ iva l en t  de r é soudre  ( P t )  ou ( P u ) .  

Max p (PH Max p 

h ( x )  = p h ( x )  2 p 

g . ( x )  r O i=1 ,2 , . . , ,m  g i (x)  2 O i = 1 , 2 , .  . . ,m 
1 

Comme nous l ' a v o n s  ind iqué  dans l ' i n t r o d u c t i o n ,  l e s  programmes 

i n t e r m é d i a i r e s  doivent  ê t r e  l i n é a i r e s .  La façon  de ~ r o c é d e r  habi tue l lement  

e s t  de  l i n é a r i s e r  également l a  fonc t ion  économique au p o i n t  courant .   après 

ce q u i  précède t o u t  ~ r o b l è m e  à f o n c t i o n  économique non l i n é a i r e  s e  ramène à 

un problème à f o n c t i o n  économique l i n é a i r e .  En supposant c e t t e  t ransformat ion  

d e j à  f a i t e  nous obt iendrons  a i n s i  pour chaque programme l i n é a i r e  l a  même fonc- 

t i o n  économique. Dans ce c h a p i t r e ,  nous t r a i t e r o n s  donc un t e l  ~ r o b l è m e  é c r i t  

Sous l a  forme s u i v a n t e  : 

Max f . x  



11-3 HYPOTHÈSES, NOTATIONS 

Soient  gi : x  + g i ( x ) ,  i = 1 , 2 ,  ..., m ,  des  fonc t ions  concaves e t  

continuement d i f f é r e n t i a b l e s .  

Posons A {x E R~ 1 g i (x )  > O i=1 ,2 , . .  . , m l .  

L'ensemble des  s o l u t i o n s  r é a l i s a b l e s  A e s t  supposé borné,  contenu 

dans lin pavé B ,  e t  de p l u s  il e x i s t e  un p o i n t  a t e l  que g i ( a )  > O pour 

t o u t  i (hypothèse d i t e  de S l a t e r ) .  

O 
Pour x  L A dé f in i s sons  l e s  ensembles s u i v a n t s  : 

C(x,A) = ( y  E 1 y = x + X(z-x), X 2 0 ,  z E A ) ,  c ' e s t  l e  cône d e  sommet 

x  c i r c o n s c r i t  à A .  

r ( x >  = CO(X u A ) .  

Pour x  # a désignons p a r  : 

l ( a , x )  l a  d r o i t e  passant  p a r  a  e t  x  

D(a,x) l a  demi-droi te  d ' o r i g i n e  a  e t  de d i r e c t i o n  x-a. 

11-4  ALGORITHME GÉNÉRAL DE RECHERCHE DE SOLUTION 

Nous u t i l i s e r o n s  pour montrer  l a  convergence des  a lgor i thmes  proposés 

l e  r é s u l t a t  su ivan t  dû à Huard 1 6  p.1551, ce  r é s u l t a t  é t a n t  p l u s  g é n é r a l  

que c e l u i  u t i l i s é  au c h a p i t r e  1. 



Théo&be : Soient E un o r n é  de R", P un sous-eizsemble de E, rl et r, 

deux appfica-.tionb m W v o q u u ,  ;t& que : 

al Y x E E - P ,  r 2 ( x )  z O et r 2 ( x )  c r l ( x )  

6 )  v E E - P ,  v X I  r r l ( x )  &OU r1(xt  ) c r l ( x )  

C I  S i  x 1 P ,  3 V ( X )  t e R  que +J y E v ( x ) ,  Y X' E r 2 ( y )  chu x C Tl(xl ). 

V(x) ut un voA.inage de x a W v e m e n ; t  à E. 

Un connidèke la auLte dédinie pou t a &  k E N de la ~)~ani&e bLLivante : 

k$1 k k O 
6 r 2 ( x )  6 i  Ii 1 P ,  kX1 = x  binon avec x  E E .  

Si : es t  un p o i n t  d l a c c u r n W o n  de ce t t e  bLU-te &M X c P." 

1 1 - 5  ALGORITHME 1 

O 
Pour x  k A posons : 

- 
L(x) est le polyèdre obtenu en linéarisant au point x  les contraintes non 

satisfaites par ce point, 



- w - 
M(x) = E Q(x) 1 y maximise f . t  pour t E R(x)) .  

1 .  PEt&nen une aah t i on  de ~ a x  {f  .t 

2.  k = O  
- k  

3. s i  k A AZOP. dinon ~ t ~ , n & c  x E M(X)  

4 .  Posm k$l = x 

Pt~opob&on : L ' a o u h m e  1 ~ouirnLt une suiAe de points ( 1  non 

téaeinabl4n ; itO& poin;t d ' a c c w n U o n  de c m e  suiAe ut s o h t i o n  du 

p ~ o b l h e  ( p )  . Un td? point e&Ze R:oujoum. 

Preuve ; 

a )  Dans un premier  temps, nous appl iquerons  l e  théorème précédent  où - 
nous f e r o n s  j oue r  à B ,  A ,  I' e t  M l e s  r ô l e s  respec t ivement  de E, P ,  Tl e t  r2. 

k 
La s u i t e  ( x )  e s t  dans B donc e l l e  admet au moins un p o i n t  d1accumula- 

t i o n  f;, 

- - 
Si x k A a l o r s  E(x)  # fl e t  R(x) e s t  un compact car L(x)  e s t  fermé e t  

r ( x l  e s t  à l a  f o i s  fermé ( c a r  I' e s t  çup-continue d ' a p r è s  la  p r o p r i é t é  A2) - w 

e t  borné.  L'ensemble M(x) e s t  donc non v i d e ,  de  p l u s  M(x) c r ( x )  p a r  

d é f i n i t i o n ,  

D'après l a  p r o p r i é t é  A5, V x' E r ( x )  nous avons r ( x l )  c r ( x ) .  

Vé r i f i ons  c ) .  Parmi l 'ensemble E(x)  d i s t i n g u o n s  El(x)  = { i  E E(x)  

t e l  que g i (x )  < O )  e t  E2(x)  = f i  E E(x)  t e l  que g i (x)  01. 



Pour i E E1(x), cons idérons  l ' a p p l i c a t i o n  s u i v a n t e  : 

Fi : ( y , x )  + g i (y )  + vgi(y)  (x-y) .  

La f o n c t i o n  gi é t a n t  continuement d i f f é r e n t i a b l e ,  Fi e s t  cont inue  

Par r a p p o r t  à ( y , x ) .  Comme Fi (x ,x)  = g i (x )  < O ,  il e x i s t e  une boule  

B(x,pi) t e l l e  que pour t o u t  y de B(x,pi) ,  d 'une  p a r t  g i ( y )  < O ce q u i  

e n t r a î n e  E ( x )  c E1(y) e t  d ' a u t r e  p a r t  F ~ ( ~ , x )  < 0 ,  c ' e s t - à - d i r e  que 
1 

x i Li(y) .  

En p renant  p = min p pour i E E1(x) nous mettons en évidence une i 

nous avons l e s  i n c l u s i o n s  s u i v a n t e s  : 

- n Li(y) C r\ L .  (Y)  c L ~ ( ~ )  = L(Y) ,  a l o r s  pour t o u t  y d e  
icEl (x)  ieEl(y) 1 i ~ E ( y )  

- w 

L'ensemble L(y)  e s t  un convexe fermé, i l  c o n t i e n t  A e t  M(Y)  donc - 
pour t o u t  x '  E M(y) nous avons b i e n  x L r ( x i ) .  

* k 
Nous pouvons donc conc lu re  que x E A ou que x E A à p a r t i r  d 'un 

c e r t a i n  rang.  

* 
b )  I l  r e s t e  à montrer  que x e s t  b i e n  une s o l u t i o n  du problème ( P l .  

O 

S o i t  m = Max { f . t  1 t E A ) .  Comme B 3 A nous avons f . x  2 m .  

k 
Montrons p a r  r é c u r r e n c e  que pour t o u t  k : f x  2 m .  



O k- 1 
C'es t  vrai pour x ,  supposons que c e  l e  s o i t  pour k;l. S i  x  t! A - 

a l o r s  kX1 k  k-1 
t! L ( ~ x ' )  à cause de  l a  concav i t é  des  gi,donc x # x  . 

" k-1 k- 1 
Par  d é f i n i t i o n  f . k  = Max { f . t  1 t r L (  x  ) n I'( x  ) } .  Supposons que 

k k  
f . x  < m a l o r s  il e x i s t e  un S E A t e l  que f . x  < f . ;  (un S q u i  r é a l i s e  l e  max 

- k-1 
de f . t  s u r  A p a r  exemple). Pour t o u t  u  de Cz, x C nous avons : 

- 
f,z 5 f . u  5 f .  

k 
k ~ l  à cause de  l a  l i n é a r i t é  de f ,  e t  pa r  s u i t e  f . x  < f . u .  

w 

Comme k x l  1 A ,  il e x i s t e  un u  d e  [zYkx1[ t e l  que u E L ( ~ G ' )  n I ' ( k ~ l )  

k  
donc f . b  2 f . u  c e  q u i  c o n t r e d i t  l ' i n é g a l i t é  c i -des sus ,  donc f . x  2 m pour 

t o u t  k .  

k- 1 S i  x  E A ,  comme f .  kxl > m ,  a l o r s  k ~ l  e s t  b ien  une s o l u t  i on  de (Pl. 

k  De l ' i n é g a l i t é  m I f . x  nous obtenons en pas san t  à l a  l i m i t e  

* * * 
m 5 f . x  e t  comme x  E A nous avons f . x  = 

m * O  

ALGORITHME I I  

\ 

Rappelons que pour x  # a  ( a  é t a n t  un p o i n t  t e l  que g . ( a )  > O pour 
1 

t o u t  j )  nous notons u . ( x )  l ' u n i q u e  p o i n t  d ' i n t e r s e c t i o n ,  s ' i l  e x i s t e ,  
3 

du segment Ca ,XI avec  l a  f r o n t i è r e  du convexe A = {x E R" 1 g .  ( x )  1 0). 
j I 

S i  l e  segment Ca,xl coupe Fr(A.) d é f i n i s s o n s  L!(x)  l a  c o n t r a i n t e  l i n é a r i s é e  
3 1 

de A au p o i n t  u . ( x )  : 
j 3 

L!(x) = {X E R" 1 V g . ( ~ . ( x ) ) . ( ~ - u . ( x ) )  2 O} 
3 3 3 3 

e t  L!  ( x )  = R~ dans l e  c a s  c o n t r a i r e .  
3 



j =m 
Posons LT(x) n L!(x), ~'(x) est le polyèdre formé des contraintes 

linéaires dites "plaquées" au domaine A .  

Mf(x) {y E Q1(x) 1 y maximise f.t pour t E Q1(x)). 

1 .  Détehmineh X une sokhtion de Max jf.t 1 t E B} 

2 , k = O  

k  3. S i  k 6 A 6 t 0 p  ainon p e n h e  x e M'(XI 

k t 1  - 4 .  Poaeir x - x, k  = k t 1  et en 3. 

Ptropos&on : 1 'a.&jotLi;tfwne I I  do~rn iA  une s u i t e  de p o i n t s  ( k )  
non tréaLhabta ; t0LL-t point d ' a c c w n ~ o n  de c m e  s1Uite at  a o M o n  

du ptoblème ( p ) .  Un t e l  point e&Ae t o u j o m .  

Preuve : Nous vérifierons uniquement la partie c) du théorème (11.4) ; 

le reste de la démonstration est semblable à la partie correspondante de 

la démonstration précédente. 

Pour x t! A, notons J(x) = {j 1 j E {1,3,, , , ,ml et u. (x) existe avec 
3 

u.(x) # XI. 
3 

Pour j E J(x) et x k A considérons l'application 

G : (y,x) ' Vgj(uj(y)).(x-u.(y)). 
j I 

O 
Gj(x,x) = Vgj(uj(x)).(x-u.(x)) < O car x k A et a c A .  

3 



Nous savons que u : x -+ u . ( x )  e s t  con t inue  ( p r o p r i é t é  Al)  e t  g e s t  
j I j 

continuement d i f f é r e n t i a b l e  donc G .  e s t  cont inue.  Comme G.(x,x)  < O 
3 1 

il e x i s t e  une boule  B(x ,p . )  t e l l e  que pour  t o u t  y de B(x ,p . )  nous avons 
1 1 

d 'une p a r t  u . ( y )  # y c e  qu i  e n t r a î n e  J(x) c J ( y )  e t  d ' a u t r e  p a r t  
1 

G.(y ,x)  < O c ' e s t - à - d i r e  que x 1 L!(y). 
3 3 

S o i t  p = i n f  p .  pour j E J ( x )  a l o r s  pour t o u t  y de  B(x,P)  
1 

nous avons x k L!(y) .  Des i n c l u s i o n s  s u i v a n t e s  : 
j e J ( x )  3 

j  =m n L;(y) c n L;(y) = L ' ( y ) ,  nous déduisons que pour 
j ~ J ( y )  j =i 

t o u t  y de B(x,p)  nous avons : x 1 L ' ( y ) .  

Le po lyèdre  convexe fermé L ' (y )  c o n t i e n t  A e t  M'(y) c L ' (Y)  donc 

pour  t o u t  x '  E M'(Y) nous avons x k ~ ( x ' ) .  cl 

11-7 REMARQUES SUR LES LIMITES DU THÉORÈME DE ZANGWILL 

La convergence des  a lgor i thmes  p récéden t s  a é té  obtenue g r â c e  a u  

théorème ( 1 1 . 4 ) .  S i  nous appl iquons  l e  théorème c l a s s i q u e  de  Zangwill  

Ci3 p.93,  r a p p e l  au c h a p i t r e  III en 111-21 nous ne pouvons p a s  démontrer 

leur convergence. Ce théorème de Zangwill  p o u r r a i t  ê t r e  cependant u t i l i s é  

pour des  a lgo r i t hmes  mod i f i é s ,  en c e  s e n s  q u ' i l  f a u t  l i n é a r i s e r  sys témat i -  

quement t o u t e s  l e s  c o n t r a i n t e s  même c e l l e s  s a t i s f a i t e s  pa r  l e  p o i n t  cou ran t .  

Ces a lgor i thmes  modi f iés  a p p a r a i s s e n t  moins économiques. 

En c e  q u i  concerne l ' a l g o r i t h m e  1, c e t t e  mod i f i ca t i on  ne pose pas  de 

problèmes p a r t i c u l i e r s .  Nous obtenons un po lyèd re  L(x)  ayant  un nombre de  



- 
c o n t r a i n t e s  éga l  à m (L(x )  c L ( x ) ) .  L ' app l i ca t ion  L : x -t ~ ( x )  e s t  a l o r s  

cont inue .  C ' é t a i t  l e  b u t  recherché  c a r  en l ' a p p l i c a t i o n  

L : x + E(x)  n ' a  pas  c e t t e  p r o p r i é t é .  En u t i l i s a n t  l a  A2 e t  

l a  p ropos i t i on  A3, nous montrons que Q : x + L(x) n r (x )  e s t  a u s s i  

cont inue ,  c e  q u i  e n t r a i n e  que l ' a p p l i c a t i o n  M : x + { t  E R(x) 1 t 

maximisant f .u pour u  E Q(x) )  e s t  sup-cont inue.  Enfin il r e s t e  à m e t t r e  

en évidence une fonc t ion  cont inue  s t r i c t emen t  d é c r o i s s a n t e  (ou c r o i s s a n t e )  

ex igée  p a r  l e  théorème de  Zangwill .  E l l e  e s t  f o u r n i e  p a r  la  fonc t ion  

d  : x + d(x,A) ( p r o p r i é t é  A4) ou l a  fonc t ion  mesure d e  r ( x )  : x -t mes ( r ( x ) )  

( p r o p r i é t é s  A5 e t  A7,). 

En c e  q u i  concerne l ' a l g o r i t h m e  II l e s  mod i f i ca t ions  à appor t e r  s o n t  

p l u s  d é l i c a t e s  e t  peuvent s e  f a i r e  avec une hypothèse supplémentaire .  

A ins i  dans [3 p.19-231 nous avons procédé de  l a  manière su ivante .  

Pour x  k A ,  s i  t o u s  l e s  A (x E R~ 1 g . ( x )  r 0) s o n t  bornés,  nous 
j  I 

l i n é a r i s o n s  non seulement au  p o i n t  d ' i n t e r s e c t i o n  de  Fr(A.) avec l e  segment 
3 

Ca,xl ( p o i n t  q u i  n ' e x i s t e  p a s  t o u j o u r s )  mais aux deux p o i n t s  d ' i n t e r s e c t i o n  

de Fr(A.) avec l a  d r o i t e  R(a ,x)  ( c e s  deux p o i n t s - l à  e x i s t a n t  t o u j o u r s ) .  
3 

Le polyèdre  l i n é a i r e  L 1 ( x )  a i n s i  obtenu a  2m c o n t r a i n t e s  e t  1 

L i  : x + L 1 ( x )  e s t  une a p p l i c a t i o n  cont inue.  1 

S i  c e r t a i n s  ensembles A .  ne  sont  pas  bornés ,  pour o b t e n i r  l a  c o n t i n u i t é  
1 

d e  L '  nous remplaçons c e s  A p a r  des  domaines bornés A!.Ces A! sont  t e l s  que 1 j  I I 

A c A '  A! c A n B ,  F , ( A ; ) I ~  = F , ( A ~ )  l A  ; de p l u s  en t o u t  p o i n t  de Fr(A!) 
j '  3 j  I 

on peut  d é f i n i r  un p l an  tangent  de  normalecontinue. C e t t e  cons t ruc t ion  

n ' e s t  p o s s i b l e  que s i  l e s  g  d é f i n i s s a n t  de t e l s  A s o n t  deux f o i s  cont inue-  
j  j  



ment d i f f é r e n t i a b l e s .  La d r o i t e  L(a ,x)  coupe a l o r s  F (A!)  en deux p o i n t s  
3 

OÙ l e s  l i n é a r i s a t i o n s  son t  e f f e c t u é e s  pour o b t e n i r  L i ( x ) ,  polyèdre à 2m 

c o n t r a i n t e s .  

La p r o p r i é t é  de c o n t i n u i t é  de R i  : x + L i  n r ( x )  e t  c e l l e  d e  

sup -con t inu i t é  de M i  : x  + {t E Q i ( x ) l  t maximise f . u  s u r  Ri (x)}  

sont  obtenues comme précédemment. 

w 

On montre que t o u t e s  l e s  c o n t r a i n t e s  a j o u t é e s  aux polyèdres  L(x)  

e t  L ' ( x )  pour o h t e n i r  respect ivement  L(x)  e t  Li(x) son t  redondantes  

pour l e  programme i n t e r m é d i a i r e  e t  ne s e r v e n t  que pour l e s  beso ins  d e  

l a  démonstrat ion.  Ce problème d e  l a  l i n é a r i s a t i o n  s i t u e  l e s  l i m i t e s  du 

théorème de Zangwill. C ' e s t  une des  r a i s o n s  pour  l e s q u e l l e s  nous avons 

exposé l e s  a lgo r i t hmes  1 e t  II en u t i l i s a n t  (11-4)   lu tôt que d 'exposer  

l e u r s  v a r i a n t e s  n é c e s s i t é e s  p a r  l ' u t i l i s a t i o n  de [13,p.911. C'est 

d ' a i l l e u r s  c e  po in t  d e  vue q u i  a v a i t  d é j à  é t é  adopté  au c h a p i t r e  1 en 

u t i l i s a n t  une forme p l u s  f a i b l e  que (11.4)  mais  p l u s  g é n é r a l e  que 

[13 p.911. 



ANNEXE A 

O 

Al - P.r~op&ieté : Soienit A un convexe compact 4;t a E A ,  x # a .  

A b u  D(a,x) n Fr(A) a52 4 é a  il un poUtt z ( x )  z : x -+ z ( x )  

ait une doncltion continue. 

Preuve : L ' u n i c i t é  de z ( x )  s e  montre f ac i l emen t  ; pour l a  c o n t i n u i t é  

nous pouvons procéder  de  l a  manière su ivan te .  I l  s u f f i t  de  démontrer 
O 

( p a r  t r a n s l a t i o n )  l e  r é s u l t a t  en supposant que a = O E A .  Nous savons 

que l a  fonc t ion  jauge y : x -+ y ( x )  = Inf ( A  > O 1 x E AA} e s t  convexe 
O 

[9,p.281. Comme O c A ,  il e x i s t e  une bou le  de  c e n t r e  O e t  de rayon r 

!!LI! . La contenue dans A e t  a l o r s  y ( x )  < In f  {A 2 O 1 x F AB} 

fonc t ion  y ,  majorée p a r  une f o n c t i o n  convexe con t inue  e s t  cont inue .  

X 
Comme A e s t  b o r d ,  pour x # O nous avons : y ( x )  > O e t  Z ( X )  = - 

y ( x >  

Preuve : . 

a )  Les images r ( x )  son t  f e r m é e ~ ; ~ o u r  démontrer k & u p - c o n t i n u i t é ,  

cons idérons  un $Luvert quelconque O q u i  coupe co (x  u A), a l o r s  il e x i s t e  

A i [ O , l l  e t  xl 1 A t e l  que Ax + (1-A) xl c O. Donc il e x i s t e  un v o i s i n a g e  

V(x) t e l  que pour t o u t  x '  E V(X), A x '  + (1-A) x1 E O donc r ( x l )  n O # $. 

b )  S i  O e s t  un o u v e r t  quelconque (que nous pouvons prendre  convexe 

c a r  r ( x )  e s t  convexe) est t e l  que co (x  u A) c O ,  il e x i s t e  V(x) c O,  p a r  



M 
s u i t e  pour t o u t  x '  E V(X), CO(X'  u A) c O c ' e s t - à - d i r e  que I' e s t  *-continue. 

S o i e n t  Tl et r2 deux a p p f i c a t i O ~ ~ 6  rnuetivopuw Z&eA pue : 

Preuve : S o i t  O un ouver t  quelconque q u i  coupe r l ( x )  comme Tl(x) r 2 ( x )  , 

il coupe a u s s i  T ( x ) .  Comme r2 est inf -cont inue ,  il e x i s t e  V(x) t e l  que 
2 

pour  t o u t  x 1  d e  V(x) : r 2 ( x 1 )  n O # O donc T1(xl) n O # O ( c a r  T 2 ( ~ ' ) ~ I ' 1 ( ~ ' ) ) .  

A4 - P t r o p ~ é ; t é  : SoLt un convexe A rfemé, non v i d e ,  z un p o i n t  d e  A et 

x un p o i n t  n'appahtenant pa?l à A ,  &m powl Zout y du aegment C z ,XI n o u  

avOn6 d(y,A) < d(x,A). 

Preuve : La f o n c t i o n  d : x -+ d(x,A) e s t  une fonc t ion  convexe donc 

@ : A + d(Xz + (1-A) x,A) e s t  convexe. Comme @(O) = d(x,A) > O e t  

@ ( i l  = d ( z , ~ )  = O ,  nous avons @ ( A )  < $(O) pour t o u t  X E 1 0 , l l .  

A5 - Pko&eté : SoLt A un convexe d m é ,  b o ~ n é ,  d ' i n t é t u m  non v i d e ,  

pouh ;tout x du c o r n p X é y n e m e  d e  A eX toLLt t d e  r ( x )  d e o u  r ( t )  c r ( x ) .  

S i .  t # x,  C ' i n d u i o n  U t  a Z k i o t e  et m e s  ( I ' ( t ) )  < mes (I ' (x)) .  

Preuve : S o i t  t co ( x  u A), t # x. Comme A e t  { t )  s o n t  contenus dans 

r(x) a l o r s  c o ( t  u A) c T(x) .  Ije p l u s ,  r ( t )  e t  r ( x )  son t  deux convexes 

fermés d ' i n t é r i e u r  non v ide  e t  r ( t )  # r ( x )  a l o r s  mes ( I ' ( t ) )  < mes ( I ' ( x ) ) .  



A6 - Pt~op~E.té  : Soient A un convexe d ' i n t î h i ~  non vide, x un point 
O 

n'appahtenant pad à A ,  a l o u  pouil y de m, ie a b t e  z E t& 

que y E CX,Z] 

O O 

Preuve : S i  nous notons Ah =Ax t (1-A) A e t  Al = A X  t (1-A) A 
O 

( x  L A )  nous avons d ' a p r è s  C9 p.501 e t  compte t enu  du f a i t  que A # 0 : 

d'où l e  r é s u l t a t .  

A7 - PtrophiUé : S o L t  A un convexe d ' i n t é k i m  non vide, a l o u  & 

~onc-tion : x -t mes ( r ( x )  ut continue. 

Preuve : 1' e s t  cont inue  ( p r o p r i é t é  A 2 )  e t  à v a l e u r s  convexes compactes 

d ' i n t é r i e u r  non v ide  donc mes r est cont inue .  



ANNEXE B 

Comme nous l ' avons  d i t  i o r s  d e  l ' i n t r o d u c t i o n ,  dans Topkis [ I O ] ,  C111, 

c e r t a i n s  r é s u l t a t s  de  convergence de sous - su i t e s  de p o i n t s  ( s o l u t i o n s  d e  

programmes i n t e r m é d i a i r e s )  v e r s  l a  s o l u t i o n  d e  ( P )  r eposen t  s u r  des  hypo- 

t h è s e s  a s s e z  f o r t e s  comme p a r  exemple " tou t  p o i n t  d 'accumulat ion de l a  

~ u i t e  a p p a r t i e n t  à A", Nous pouvons r e p l a c e r  c e s  r é s u l t a t s  dans un c a d r e  

p l u s  g é n é r a l  e t  p l u s  s imple ,  c e l u i  d e s  f o n c t i o n s  mult ivoques.  C 'es t  ce que 

nous nous proposons de f a i r e .  

Problème posé : 

So ien t  A c R", A # 0, f E (R")*, f , x  a t t e i n t  son maximum s u r  A en #. 

( P )  : Max { f , x  1 x E A ) .  

A : R" -t P(R") une f o n c t i o n  multivoque t e l l e  que : 

(3) A est sup-cont inue 

f3) s i  x r A(x) a l o r s  x  E A .  

O 1 k Nous cons idérons  une s u i t e  i n f i n i  x ,  x ,  ..., x , ... ayan t  l a  p r o p r i é t é  

s u i v a n t e  : 

O O 

A x  est a s s o c i é  un cône So 2 A ,  x maximisant f . x  s u r  So, pour k r 1, 

k k- 1 à x  6 Sk-l n A (  x ) e s t  a s s o c i é  un cône Sk 2 A ,  5 maximisant f . x  s u r  Sk. 

L'ensemble S e s t  un cône polyédrique en vue des  a p p l i c a t i o n s  mais peu t  
k 

ê t re  un ensemble p l u s  géné ra l .  Nous avons l e  r é s u l t a t  su ivan t  : 



b l  Si la 6 f . ~ %  c o n v q e ,  h a  l 2 m i . t ~  ait 6 o U o n  d e  ( p l .  

C I  S i  un p o i n t  d l a c c m U o n  d e  c m e  u L t e  a p p d e n t  A A ,  

c e  p o i n t  e ~ x  ao.eLLtion d e  ( p ) *  

k - - 
dl s l i e  e u s t e  une 60~6-6 f .Ù& X + ;< et kX1 - r a v e c  x = x p o ~  

Preuve : 

k 
a )  Le p o i n t  x maximise f.x s u r  Sk, comme i sk a l o r s  

k f . x  2 f .  kX1. comme A c sktl nous avons a u s s i  f.kX1 2 f . x .  

k k b) Nous supposons que x + x ,  k r N. A l o ~ s  é A(x) e n t r a î n e  

d ' ap rè s  a )  : x E A(x) e t  f3) nous donne x 6 A .  Donc f . x  = f.; d ' ap rè s  a ) .  

k 
C )  Nous supposons qu'ic- ' ,  il e x i s t e  N '  c N t e l  que x -+ x E A pour  

- 
k E N 1 .  D'après  a )  :f. k > f - x  donc f . x  2f .x  e t  comme x r A a l o r s  

k d )  De kp E A(x) e t  a) nous obtenons X E A(;) donc X E A e t  p a r  s u i t e  

Exemwle d e  cho ix  d e  A(x) & d e  S ( X )  

S i  A e s t  d é f i n i  p a r  {x c R" 1 g j ( x )  2 0 ,  i=1,2,. . . , m l  avec les 

g .  continiiement d i f f é r e n t i a b l e s  et concaves,  nous prenons pour ensemble 
3 

A(y) l e  polyèdre l i n é a r i s é  d e  A a u  po in t  y s o i t  



Les p o i n t s  a) e t  B )  précédents  s o n t  v é r i f i é s  e t  A c L(y) .  

S i  Sk-l e s t  un cône polyédr ique  contenant  A ,  a l o r s  l 'ensemble 

k-1 k Sk-l n A( x ) e s t  un polyèdre contenant  A .  Nous pouvons prendre  pour x 

k-1 un po in t  maximisant f.x s u r  l e  polyèdre S n A( x ) e t  pour cône Sk l e  k- 1 
k 

cône tangent  en x au  polyèdre.  Dans ces  cond i t i ons  : A c Sk c a r  

k- 1 k A c Sk-l n A( x ) c Sk e t  x maximise f.x s u r  S 
k ' 

On remarquera que l a  méthode.de Kelley C71 (qu i  accumule t o u t e s  l e s  

c o n t r a i n t e s )  e n t r e  également dans ce  cadre.  
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CHAPITRE I I I  

Nous consacrons ce c h a p i t r e  à l ' é t u d e  de l a  convergence 

des a lgor i thmes d ' o p t i m i s a t i o n  obtenus par  composition. Cet te 

composit ion cons is te  à enchaîner des a lgor i thmes q u i  maximisent 

l a  f o n c t i o n  économique sur  des sous-ensembles p l u s  simples en 

généra l  que l 'ensemble des s o l u t i o n s  réa l îsab les .  Ces sous- 

ensembles dépendent du p o i n t  courant e t  poss&dent des p r o p r i é t é s  

de c o n t i n u i t é  au sens des a p p l i c a t i o n s  multivoques. La composi- 

t i o n  es t  f a i t e  de manière cyc l i que  ou chaotique i.e. à choix 

m u l t i p l e  ou l i b r e .  Les p o i n t s  s o l u t i o n s  des sous-maximisations 

a i n s i  obtenues forment une s u i t e  dont l e s  p o i n t s  d'accumulat ion 

sont, se lon l e s  hypothèses fa i tes,  des p o i n t s  f i x e s  ou des p o i n t s  

f ixes généra l isés  de tou tes  ou de ce r ta ines  a p p l i c a t i o n s  composantes. 

Aucune hypothèse de d i f f é r e n t i a b i l i t é  sur l a  f o n c t i o n  ou de convex i té  

sur  l e s  sous-ensembles n ' e s t  f a i t e  à p r i o r i .  



Les méthodes d i t e s  de r e l a x a t i o n  on t  é t é  proposées à l ' o r i g i n e  p a r  

Jacobi  e t  Gauss-Seidel pour l a  r é s o l u t i o n  des  systèmes d 'équat ions .  C e s  

méthodes i t é r a t i v e s  c o n s i s t a n t  à résoudre ,  de façon cyc l ique ,  une succes-  

s i o n  de problèmes p a r t i e l s  ne p o r t a n t  que s u r  c e r t a i n e s  v a r i a b l e s ,  l e s  

a u t r e s  é t a n t  f i x é e s .  Nous pouvons c i t e r  pour l a  r é s o l u t i o n  des  systèmes 

l i n é a i r e s  : VARGA C221 e t  pour l e s  systèmes non l i n é a i r e s  : ORTEGA e t  

RHIENBOLDT [14],  MIELLOU [ 1 2 ] .  Récemment MIELLOU C131, ROBERT C181, 

ROBERT, CHARNAY e t  MUSY Cl91 o n t  t r a i t é  l a  r e l a x a t i o n  d i t e  "chaotiquet '  

où l e s  r é s o l u t i o n s  p a r t i e l l e s  s o n t  c h o i s i e s  dans un o r d r e  a r b i t r a i r e ,  e t  

dont l ' i d é e  o r i g i n a l e  s e  t rouve  dans SCHECHTER C201, CHAZAN e t  MIRANKER 

C41. 

Le procédé de r e l a x a t i o n  a  é t é  r e p r i s  dans l e  cad re  des ~ r o b l è r n e s  

d ' o p t i m i s a t i o n ,  l ' a l g o r i t h m e  c o n s i s t a n t  en une success ion  de SOUS- 

o p t i m i s a t i o n s ,  p o r t a n t  s u r  des  p a r t i e s  du domaine, e s sen t i e l l emen t  d e s  

d r o i t e s  ou des  v a r i é t é s  a f f i n e s  p a r a l l è l e s  aux axes  de coordonnées, OU 

b i e n  encore  s u r  l e s  composantes d 'un  ensemble p r o d u i t .  Ci tons  pour l e s  

é tudes  r e l a t i v e s  à l a  minimisa t ion  des  f o n c t i o n s  s t r i c t e m e n t  concaves, 

u t i l i s a n t  l e s  d é r i v é e s  d i r e c t i o n n e l l e s  : AUSLENDER C l ]  ou u t i l i s a n t  l a  

d i f f é r e n t i a b i l i t é  : ORTEGA e t  RHIENBOLDT [14], C151, CEA e t  GLOWINSKI 

E21, MARTINET e t  AUSLENDER Cg]. La r e l a x a t i o n  chaot ique  a  é t é  t r a i t é e  

pour des  f o n c t i o n s  de c l a s s e  c2 p a r  SCHECHTER C211 e t  de c l a s s e  C' p a r  

ORTEGA e t  RHIENBOLDT Cl43 e t  p a r  BOYER C31. 

En nous l i m i t a n t  à l a  minimisa t ion  d 'une fonc t ion  s u r  une p a r t i e  

de R", nous é tudions  i c i  une g é n é r a l i s a t i o n  r é c e n t e  d e s  méthodes d ' o p t i -  

mi sa t ion  p a r  r e l a x a t i o n  ; en ce sens  que l e s  ensembles où s ' e f f e c t u e n t  

l e s  sous-opt imisa t ions  son t  p l u s  généraux que l e s  d r o i t e s  ou v a r i é t é s  

a f f i n e s  h a b i t u e l l e s .  P l u s  précisément  ce s  ensembles s o n t  d é f i n i s  comme l e s  

images: d e  l a  s o l u t i o n  courante  p a r  des  a p p l i c a t i o n s  mult ivoques comme 

par exemple l o r s q u ' i l  e s t  d é c r i t  des  a lgo r i thmes  généraux ( c f .  HUARD 

C71). Les r e l a x a t i o n s  cyc l ique  e t  chaot ique s o n t  a l o r s  d é f i n i e s  de f açon  

t r è s  n a t u r e l l e  p a r  l a  composition e t  l 'ur i ion de ces  images. D'où l ' e x p r e s -  

s i o n  " compositior; i . 1  réunion d ' d l ~ o r i t h r n e ~ : "  cor i s t i tudnt  le t i t r e  d e  ce 

c h a p i t r e .  De p l u s ,  une préoccupat ion e s s e n t i e l l e  i c i  e s t  d ' éva lue r  l e  

r ô l e  e t  l a  f o r c e  de chacune des  hypothèses envisagées  dans l ' é t u d e  de  l a  

convergence v e r s  une s o l u t i o n  opt imale  des  s u i t e s  de p o i n t s  ob tenus ,  ou  



plus modestement, dans l'obtention de points d'accumulation optimaux. 

Ces points d'accumulation apparaissent comme les points fixes de cer- 

taines applications. 

Dans la première partie de ce chapitre, nous rappelons de nouveau 

le théorème de Zangwill [23]  et nous en donnons deux légères extensions. 

Les deux autres parties traitent toutes les deux des compositions cycli- 

que et chaotique, mais avec des choix d'hypothèses différents. 

Dans la seconde partie, l'étude diffère également des articles cités 

en rgférence, en ce sens que ceux-ci ont toujours utilisé,soit la d i f f é -  

rentiabilité de la fonction à maximiser, de ~rèchet ou de Gâteaux (avec des 

définitions différentes seion les auteurs),soit la dérivée directionnelle. 

Ici il n'en est rien, nous n'envisageons à priori qu'une fonction continue 

présentant un maximum unique sur chacun des sous-ensembles envisagés. La 

forme de ces sous-ensembles n'cst pas prise en compte, ils doivent simple- 

ment, en dehors de l'unimodalité évoquée ci-dessus, être l'image de la 

solution courante x par une application multivoque continue, et comprendre 

x. Ces hypothèses suffisent pour que tout point d'accumulation soit point 

fixe pour l'application multivoque représentant la composition cyclique 

ainsi que pour chaque application composante. Dans les exemples où nous 

appliquons les résultats à une fonction différentiable et strictement 

concave, nous retrouvons la convergence vers une solution optimale du 

problème d'optimisation. 

Dans la troisième partie, nous affaiblissons les hypothèses. Les 

resultats, plus pauvres, que nous obtenons, établissent bien l'existence 

de points fixes généralisés, mais seulement pour certaines applications 

composantes. Des exemples permettent de souligner la limite des résultats 

que l'on peut espérer dans ce cadre d'hypothèses très général. Ce chapitre 

reprend sous une forme légèrement différente ce qui a été fait dans C61. 



I I 1-2 RÉSULTATS GÉNÉRAUX DE CONVERGENCE D'ALGORITHMES 

Rappelons d 'abord l e  théorème de Zangwill C23 p.911. 

ThéotLhe 1 : S o i e n t  E u n  compact d e  R", P un  a o w  - m e m b l e  d e  E, 

r une a p p f i c a t i o n  muRtivoque : E += P ( E ) ,  h : E + R une { o n ~ o n  con.t.in.~e 

v x c E - P : a) r ( ~ )  # 91 et r aup-coruXnue nuh  E - P 

B)  x f  r ( x )  => h ( x l )  > h ( x ) .  

k 
L'dgokLZhme génétrae e n v h a g é  c o m d ; t e  à o b ; t d ~  une n u i t e  ( X I ,  

k k k 
k E Il $ M e  que W E E ,  kg1 E r ( x )  n i  x k p ,  k?il = x a inon .  

S o u   ce^ c o n U o n 6 ,  5 x  auA/te ut i n d i n i e  et a h d  au m o i m  un  

p o i n t  d ' a c c l a u e a t i o n .  S i  X e s t  un t e l  p o i n t  d ' accumu la t i on  &OM X r P. 

Donnons maintenant deux ex tens ions  de ce  théorème. 

Cot~0L ta i . u  1 : S o i e n t  E u n  compact de R", P u n  h o u -  ememble de E 

di/t ensemble p t u v i l é g i é ,  I u n  emernble d i n i  d ' i n d i c e ,  h : E + R une 

d o n d o n  con.t.iwe n w  E et ri  : E += R E ) ,  i E 1, u n  erisernble ~ ' ~ P P ~ c ~ o ~  

W v o q u e n  teRn que : 

Y i c 1, Y x r E - P : a ' )  Ti(x)  # O d ri 6 u p - c o ~ n u e 6 W z  E - P 



k k 
C o ~ i d & t o m  la ~ & e  donnee pair X E Ey k$l E r ( x )  b i  x k P ,  

kit1 = X ainon. 

A t o ~  p o i n t  d ' a c c u m W n  X de Pa m.Lte ( k ) ,  k E N, *el 
* 

que x E 

Preuve : Vér i f ions  que r s a t i s f a i t  l e s  hypothèses ex igées  pa r  l e  théorème 1. 

Pour t o u t  x de E-P, a' ) e n t r a h e  que u Ti(x)  + O e t  que I' e s t  
i e 1 

U r i ( " )  sup-continue s u r  E-P ; de même f i ' )  e n t r a î n e  que pour t o u t  X '  de  ieI  

nous obtenons h ( x ' )  > h(x)eO 

Remarque 1 : Le c o r o l l a i r e  précédent  donne l e  théorème 1 lorsqu 'une  s e u l e  

ri e s t  considérée.  

Remarque 2 : Choi s i r  un succes seu r  
k k$l dans r ( x )  r e v i e n t  à 2.e c h o i s i r  

k 
a r b i t r a i r e m e n t  dans l ' u n e  d e s  images Ti(x) i . e .  de  manière l i b r e  ou 

"chaotique" s e l o n  l ' e x p r e s s i o n  en usage dans l a  l i t t é r a t u r e .  L ' u t i l i s a t i o n  

de t o u t e s  l e s  f o n c t i o n s  ri l e s  unes a p r è s  l e s  a u t r e s  dans un o r d r e  d é t e r -  

miné i . e .  de façon cyc l ique  e n  e s t  une r é a l i s a t i o n  p a r t i c u l i è r e ,  à cond i t i on  

k 
que c e l a  s o i t  possibl .e ,  p a r  exemple que r i ( x )  f 0 pour t o u t  i. Dans c e s  

cond i t i ons ,  s i  1 = {1,2)  p a r  exemple, r e s t  d é f i n i e  p a r  

r : x -+ r2  o r l ( x )  = u T2(y) .  P lus  généralement ,  s i  1 : {1,2 ,..., p l  
y € r l ( x )  

en prenant  l ' o r d r e  n a t u r e l ,  T' s ' é c r i t  I' = I' O î O ... O r l -  
P P-1 



Co/~oUizhe 2 : S o i e d  E un cmpact de Rn, P c E, r une a p p f i d o n  

mLetivoque : E + P(E), h : E -+ R une {onction c o d n u e  en *olrt poUtt de 

E Reeb  que : 

k 
L ' d g o U e  g B n M  envdage cori6dZe ii obZenih une d&e (XI, 

k E N, de h manièhe auivade  : 

O 
X E E, 

k k k  k ki!ii E E .tel! que h(k$l) h ( ~ )  avec y c T(X) a i  x 1 P ,  kzl = !i ainon. 

Sou  ce6 CO~CLXOM, ZoLLt point d t a c c u m U o n  P de h d d e  ( k x )  
ZeL que P  P.^ 

On peut trouver la démonstration de ce corollaire dans DUBOIS C51. 



111-3 APPLICATION A LA MAXIMISATION DE FONCTIONS AYANT UN 
MAXIMUM U N I Q U E  SUR LES SOUS-ENSEMBLES ENVI SAGÉS 

I I I  .3.1 - H y p o t h è s e s  e t  d é f i n i t i o n s  

S o i t  A un sous-ensemble fermé de R ~ ,  nous nous donnons p  a p p l i c a t i o n s  

e multivoques A i ,  i E I où 1 i { 2 ,  . p }  de A dans  P ( A )  e t  f  une fonc t ion  

con t inue  de A dans R ,  t e l s  que : 

( H l )  x  E Ai(x) pour  t o u t  i de 1 

(H2) Ai est  une a p p l i c a t i o n  multivoque cont inue  s u r  A 

( H 3  La f o n c t i o n  économique f un maximum unique s u r  chaque 

Ai(x) pour tout x de  A 

O 

( H 4  I l  e x i s t e  x  r A t e l  que Eg = {x E A 1 f ( x )  2 f ( $ ) )  s o i t  un 

compact. 

Le problème e s t  de r é soudre  Max f f ( x )  1 x E A } .  

Exemples c l a s s i q u e s  de t e l les  a p p l i c a t i o n s  Ai 

n  a )  Cas sous c o n t r a i n t e s .  ( A  = R L'image Ai(x) e s t  une v a r i é t é  l i n é a i r e  

a f f i n e  pas san t  p a r  x, de dimension r t e l l e  que 1 ri = n e t  R" = Ai( 0) 
i ' i e 1  i e  1 

En p a r t i c u l i e r  pour p = n e t  r .  = 1, Ai(x) = {Y c Rn 1 y = x + Opi ,  O E 
1 

ième où ei e s t  l e  i v e c t e u r  d ' u n e  base  de  Rn. 



b )  Cas avec con t ra in tes .  Soient  V i ,  i r 1, des  sous-espaces v e c t o r i e l s  

n 
de R" t e l s  que V = 1 Vi s R e t  K = 1 K .  où K .  e s t  un convexe fermé 

1 1 
i ~ 1  i~ 1 

de Vi.  Dans CEA e t  GLOWINSKI f 2 1 ,  V e t  Vi sont  des Banach r é f l e x i f s .  

Posons A = K ,  pout t o u t  x de K dé f in i s sons  Ai(x). 

Ai(x) = {Y t K 1 y = (x1,x2>. . . , x ~ - ~ , ~ ~ , x ~ ~ ~ ,  1, Y. 6 Ki) 
P 1 

A . ( x )  s ' é c r i t  encore Ai(x) = (x l ,  ..., x O ,  xi+ l,... 'x ) + K i c x  + V.. 
1 i-1' P 1 

Remarque 3 : Dans l e s  exemples précédents  empruntés à l a  l i t t é r a t u r e ,  

l e s  ensembles Ai(x) sont  convexes. Mais c e l a  n ' e s t  pas  exigé p a r  l e s  

hypothèses ( H l )  à (H4). 

Si L ' w e m b L e  M ~ ( x )  e6.t a un p o i n t ,  ce q u i  e 6 t  Le CU 

L o ~ q u e  (H3) es* W Z e ,  nou6 no-tmom ce hou-en6embLe p m  M ~ ( x )  

peuit5.t que pm I M ~ ( x ) ~ .  

Remarque 4 : Les r é s u l t a t s  de convergence fourn i s  dans ce q u i  s u i t  

son t  é t a b l i s  indépendement de l a  méthode u t i l i s é e  pour maximiser f 

s u r  Ai(x). 

Sou6 Les hypaZhëbe6 (Hl) à (H4) : M e s t  coru%nue buh Eo.  



Preuve : D'après  (H3), pour x  E Eo,  l 'ensemble M ~ ( x )  e s t  non v i d e  e t  Mi 

e s t  univoque. L'hypothèse (H2) e t  la  c o n t i n u i t é  de  f  e n t r a i n e n t  que Mi 

e s t  sup-continue. De p l u s ,  Mi(x) d ' a p r è s  (H l ) ,  e s t  t e l  que 

O 

f(Mi(x)) > f ( x )  > f ( x )  donc Mi(x) a p p a r t i e n t  à Eo compact. Par  s u i t e  

Mi q u i  e s t  sup-continue e t  univoque, à v a l e u r s  dans un compact, e s t  

cont inue .  Il en  e s t  de  même de  l a  f o n c t i o n  M q u i  e s t  donc univoque e t  

cont inue  sur Eo. 

111.3 .2  - C o m p o s i t i o n  cyclique d'algorithmes 

k S o a  un p o u l t  de dépaht donné dam A ,  comididénom Ra hdul*e (XI, 
k k k  

k E N, v&&$Lu& p o w  Zouit k : k$l = k h i  x = M(x), '2' = ~ ( x )  hinon. ,-, 
Cet a lgor i thme a  é t é  t r a i t é  par  Zangwill  C23 p.1111 sous une forme 

moins géné ra l e  ( d i t e  " u n i v a r i a t e  r e l a x a t i o n  method" s e l o n  l a  te rminologie  

d e  Cl4 p.2441) e t  également dans Cl4  p.5151. 

Nous é tud ions  i c i  l ' o b t e n t i o n  de  p o i n t s  f i x e s  pour M s a n s  u t i l i s e r  

t o u t  de s u i t e  des  p r o p r i é t é s  de d i f f é r e n t i a b i l i t é .  

Nous obtenons l e s  r é s u l t a t s  s u i v a n t s .  



Preuve : 

a )  De x = Mi(x), Y i E 1, nous obtenons directement  d ' a p r è s  l a  d é f i n i t i o n  

O 1 P i i- 1 
b )  S i  x = M(x), s o i t  y = x ,  y , . . . , y  x avec y = M i (  y ) une s u i t e  i s s u e  

de  x e t  a r r i v a n t  en x .  

i-1 i 
D'après  (Hl)  e t  l a  d é f i n i t i o n  de  M i ,  nous obtenons f (  y f ( y ) .  

P i 
Comme y = x ,  il v i e n t  : f ( y )  = f ( x )  : e t  d ' a p r è s  (H l )  e t  ( ~ 3 ) ~  Y i E 1, 

i nous avons y = x e t  donc x = Mi(x). 

L m e  2 : SOU te6  hypofi2~e6 (if 1 1 3 (H41, PO* d ' a c ~ ~ o n  
* fr de 51 s u t e  60w~nie  p a ~  t l@o&the  1 e6.t .ta que X = ~ ( x ) .  

Preuve : Nous supposons que l a  s u i t e  c o n t i e n t  une i n f i n i t é  de  v a l e u r s  

d i s t i n c t e s  s inon l e  d e r n i e r  p o i n t  obtenu e s t  une s o l u t i o n  du problème. 

V é r i f i o n s  l e s  cond i t i ons  du théorème 1. Au l i e u  de E, r ,  h e t  P prenons 

Eoy M, f e t  {x E Eo 1 x = ~ ( x ) ) .  

La p r o p r i é t é  1 nous permet d ' o b t e n i r  l a  cond i t i on  a ) .  La c o n d i t i o n  

6 )  s ' é c r i t  de l a  manière s u i v a n t e  : x '  = M(x), x # M(x) e n t r a î n e  

f ( x ' )  > f ( x ) .  En e f f e t ,  supposons l e  c o n t r a i r e ,  c ' e s t - à - d i r e  f ( x ' )  = f ( x )  
O 1 P i i-1 

a l o r s ,  d ' a p r è s  ( H l ) ,  l a  s u i t e  y = x,  y ,... , y = x' avec y = Mi( y ) 

1 2 P 
Pour t o u t  i E 1 e s t  t e l l e  que f ( x )  = f(y) = f ( y )  = ... = f ( y )  = f ( x ) *  

1 2  P Donc d ' a p r è s  (H3) nous avons x = y = y ... = y = x '  c e  q u i  c o n t r e d i t  

* * 
X # x ' .  Nous concluons donc que x = M(x). 



Remarque 5 : S i  nous supprimons l ' hypo thèse  (H3) nous ne pouvons p l u s  

app l ique r  l e  théorème de  Zangwil l  comme l e  montre l ' exemple  s u i v a n t  de 

2 R où nous avons t r a c é  l e  graphe  d 'une f o n c t i o n  f quasi-concave ( f i g u r e  1 ) .  

En dehors  du c a r r é  abcd l a  v a l e u r  d e  f e s t  n u l l e .  

i l i (x)  = (U  ER^ 1 u X + O ~  i ' O C R }  i=1 ,2 ,  

Ml(b) = ( 6 ) ,  M(b) = Mî O Ml(b) : [ c , a l  u {zone hachurée},  

b L M(b), a o u s e  M(b) e t  p o u r t a n t  f ( c )  = f ( a )  = f ( b )  = 0. 

A p a r t i r  des  deux lemmes p récéden t s ,  nous obtenons l e  r é s u l t a t  

s u i v a n t  : 



Thi?ohhe 2 : S o u  ta hypofhë.4 a ( H I  ) d (f f4 ) Abd d ' a c c u r u o n  
* 

de  la 60w~ILie pan t ' dgo&iXhn~e  I hat isd&X : x = M~(:) p0W X0f.d 

i de  r L e .  X m u e  f A(UI c ~ q u e  A$:). De peU6 I I  - !: I I  t end  v e M  

O t o u q u e  k t end  v m  t ' i n 6 X .  

Preuve : I l  r e s t e  à montrer l a  deuxième p a r t i e .  Supposons l e  c o n t r a i r e  

k 
i . e .  q u ' i l  e x i s t e  un r é e l  6 > O e t  une sous-sui te  ( x ) ,  k E N' c N, t e l l e  

k+ 1 
que I l  kZ1 - X II > 6 .  Comme (k, x ) E E~ x E~ nous pouvons e x t r a i r e  une 

* ** * * 
sous-sui te  convergente v e r s  ( x ,  x ) avec I rx  - x 11 2 6 > 0.   ais comme 

k ** * * * kX1 = M(x) a l o r s  x = M(x), o r  d ' ap rès  l e  lemme 2 : x = ~ ( x )  donc 

* * * ** * 
x = x ce  qu i  c o n t r e d i t  l e  f a i t  que x # x. O 

Remarque 6 : ~ ' a ~ r è s  Ostrowski Cl61 nous savons que ou b ien  l a  s u i t e  

converge ou bien e l l e  admet un ensemble de po in t s  d'accumulation qui  

forme un continuum. Par s u i t e  s i ,  comme dans Meyer C101, C111, nous 

a joutons  l 'hypothèse  suivante  : pour t o u t  X donné : 

Lx E Eo 1 x = M(x) e t  f ( x )  = A] e s t  f i n i  ; nous obtenons donc 19 

k * convergence de l a  s u i t e  x ve r s  x .n  

Remarquons que nous pouvons o b t e n i r  l a  convergence de l a  s u i t e  des  

i t é r é s  même dans l e  cas  où c e t t e  de rn iè re  hypothèse n ' e s t  pas v é r i f i é e .  

2 x ) + min (1 - Ixl+x21, -21x1-x21) Ainsi  dans R pour l a  fonct ion  f : (x l ,  

nous obtenons comme ensemble de so lu t ions  optimales l e  segment Ca,bl OÙ 

a = ( -  1 1 1 1  7, - =) e t  b (1, 7) ; l a  va leur  optimale de f correspondante e s t  

zéro. La maximisation s e  f a i t  su ivant  l e s  ensembles Ai  d é f i n i s  par  

Ai(x) = {Y E R" 1 y = x + Oeiy O É R} où pi, iz1.2 son t  l e s  vec teurs  

u n i t a i r e s  p o r t é s  par  l e s  axes de coordonnées ( f i g u r e  2 ) .  Bien que 

x E Eo 1 x = M(x), f ( x )  = O} = Ca,bl donc non f i n i ,  pour t o u t  point  de 

O 
dépar t  x quelconque l a  s u i t e  obtenue converge ou v e r s  a ou v e r s  b OU a l o r s  



un point de [a,bl est atteint en une étape. Dans cet exemple f vérifie (H3) 

mais le lemme 2 ne nous garantit pas la convergence, 

fig. 2 

1 1 1 . 3 . 2  .2 - Etude de quelques exemples rel ati f s  Zi 1 ' al gori thme 1 

2 
Exemple E l .  L'ensemble A est R ~ .  Posons Ai(x) = L R 1 Y = * 

x + Oe O E R), i=1,2. i ' 
f : x 1 x 2  + - 1 x -  cos a +  (x2-2) sin al ) 1/2 

- (1-t~~-2) sin a + (x2-2) cos al) 1/2 

71 
avec a f O (mod 4). 

Cette fonction f n'est pas quasi-concave et ne ~ossède pas de 

dérivée directionnelle partout en particulier sur L1 et L2 (figure 3 )  

mais vérifie H3. 



k 
Les itérés x fournis par l'algorithme 1 se trouvent alterpativement 

sur LI et L2 et convergent vers $2. 

fig. 3 

Exemple E 2 .  Reprenons l'exemple défini en III.3.1.b où A = K. 
- 

Introduisons T(Ai(x),x), le cône tangent à Ai(x) en x s Ai(x) = Ai(x)- 

Bien que cette notion soit classique, rappelons que 

n k k  A k 
T(Ai(x),x) = {Y E R 1 y = lim 1 (X - X) où x c A.(x) et x + x lorsque 1 

k 
k -+ m, X € R + ) .  

De même introduisons I'(T(Ai(x) ,x)), le cône polaire négatif de T 

ive. : T(A~(X),X)) = {u c (R")* 1 u.x i O, v x E T(A~(x),x)~ où u.x 

désigne le produit scalaire de u et de x. 



Preuve : Effectivement Ai(x) est  dédui t  de Ki pa r  une t r a n s l a t i o n  d é f i n i e  

par  l e  vecteur  (x l , .  . . ,O,xitl, . . . ,X . Les cônes tangents  en x e t  
P 

( O  ,..., O,xi,O ,..., O) à Ai(x) e t  Ki sont  ident iques .  

Phop/Ué.té 3 (Exemple  E 2 )  : P o u  . tout  x de K nouh avonb : 

T(K,x) 1 T(K ( O , .  .. ,O,xi ,..., O)). 
i e 1  

i ' 

Preuve : 

k  k  k  
a )  y c T ( 1 Ki,x) i . e .  (3  A > O ,  x r K ,  x -+ x e t  

i c 1  k k 
l i m  !$(k-x) = y )  => ( 3  A 2 0 e t  pour t o u t  i E 1, xi E Ki ,  

k  k  
+ xi, l i m  A(xi-xi) = yi) => yi E T(K (O,. . . , O , X  0, .  . . ,O))-  

i i ' i ' 

b)  S i  yi E T ( K i y ( O , .  . . ,O,x. , O , .  . . , O ) )  pour chaque i c 1, montrons que 
1 

k k  k  k k  
Pour un i donné, 3 A .  1 2 O ,  xi E Ki,  xi + x e t  l i m  Xi(xi-x.) 1 = y i ' 

k  k  k  k k  k 
Posons 6 = sup (h i )  e t  ui = 6 , U i  E [ o , l l *  

i c 1  

k  k k  k  k  - k k  
Définissons x i  = pi xi + (1-pi)xi, E Ki, X; - xi - pi(xi-x.) 1 

k  k  , i . e .  x + xi => x + x . .  i i 1 

k k  k k  k k  
S i  hi # O a l o r s  pi # O e t  nous avons 6(xi-xi) = Ai(xi-xi), 

k k  
Donc l i m  6(x1-x)  = 1 (O ,... ,O,yi,O,. . . , O )  = y i v e .  y E T ( K , X ) . ~  

k- i e  1 



In t roduisons  pour c e t  exemple l 'hypothèse  su ivan te  : 

( H 5 )  : f  e s t  d i f f é r e n t i a b l e ,  

Alors  nous avons l e  r é s u l t a t  su ivan t  : 

CotolXahe 3 (exemple E2 ) : S o u  la hypoth2aeb ( U 3 )  a ( U 5 )  tolLt 
k 

point d l a c c w n W o n  X de la dai.te ( x )  , k E N, domnie p # ~  l l a Q o a h m e  7 

e s t  t e l  que : ?f(:) E T(T(K,;)). 

Preuve : Les hypothèses (Hl)  e t  (H2) son t  t r i v i a l e m e n t  v é r i f i é e s .  

* * 
D'après  l e  théorème 2 ,  il v i e n t  : vf(:) E r (T (Ai (x ) ,x ) )  

pour t o u t  i r 1 donc vf (X)  É n T ( T ( A ~ ( X )  y;))6 

i E 1  

D'après l e s  ~ r o ~ r i é t é s  2  e t  3  e t  un r é s u l t a t  c l a s s i q u e  s u r  l e s  cônes 

p o l a i r e s ,  nous obtenons : 

Co&al?.fkhe 4 (exemple E 2 )  : S i  f e b t  d;thideme& concave, d o a  la 

hypo,ththeaa ( U 4 )  et ( U 5 ) ,  lu duLte ( 1 ,  k c N, domnie p u t  l l & o U e  7 

convage v w  l e  maximum de f butr K. S i  f ebf  a;Ductement qmi-concave  
k 

et d i  v f ( 2 )  1 O ,  étant un p o i n t  d'accumuPation de la d d e  ( x ) ,  k e N, 

n o u  avons la même concl?uion. 

Preuve : Les hypothèses (H l )  à (H3) sont  v é r i f i é e s  pour c e t  exemple. 

Montrons l a  deuxième p a r t i e .  L e  c o r o l l a i r e  3 nous donne 

* * 0f(2) E T(T(K,x)) .  Comme f  e s t  s t r i c t emen t  quasi-concave e t  vf (x) # 0 ,  

* 
a l o r s  x  e s t  un maximum de f s u r  K .  Ce maximum e s t  unique ( c f .  Pol jak C171), 



* 
l a  s u i t e  n 'ayant  qu'un s e u l  p o i n t  d 'accumulation converge v e r s  X.  

La première p a r t i e  r é s u l t e  également de l ' u n i c i t é  du maximum. 0 

Exemple E3. Reprenons l 'exemple d é f i n i  en I I I . 3 . 1 . a  où 

A = R" = 1 Ai(0), nous avons l e  r é s u l t a t  su ivan t  : 
it-I 

CoaoLkhe 5 (exwnple € 3 )  : S i  l a  d o n d o n  f ad ai%i&ement 

concave d o u a  la hypofhèhe~ (ff4) & ( f f  5 ) , la aui-te douhvUe p a  

l 1 a t g o U e  1 convenge vem X, m h u m  unique de f  & R". 

Preuve : Les hypothèses ( H l )  à (H3) . sont  également v é r i f i é e s .  

L'exemple E 3  e s t  un c a s  p a r t i c u l i e r  de E 2 ,  il s u f f i t  de  poser  

n 
K .  = Ai(0) c e  qu i  implique K = R e t  nous pouvons u t i l i s e r  l e  
1 

c o r o l l a i r e  3  pour o b t e n i r  : vf(2) E T ( T ( R ~ , ; ) )  = {O} d'où l a  

conclusion.  O 

1 1 1 . 3 . 3  - Composition chaotique d'algorithmes 

Algorithme I I  : 

Soi t  X un p o i n t  de dépaht donné de A, comidaori6 .f.a a d e  
k 
(XI, k E N, v&&iant p o w ~  touX k : 



Considérons maintenant une p a r t i t i o n  des i n d i c e s  de l a  s u i t e  

( i . e .  a u s s i  une p a r t i t i o n  de l a  s u i t e )  en sous-ensembles de  m éléments 

où m e s t  un e n t i e r  quelconque. 

Avec l e  par t i t ionnement  c i -dessus  nous f a i s o n s  a p p a r a ï t r e  une 

i n f i n i t é  de séquences de m i t é r a t i o n s  succes s ives ,  l e s  séquences u t i l i s a n t  

l e s  mêmes A i  dans l e  même o rd re .  

Ceci e s t  dû au f a i t  q u ' é t a n t  données m i t é r a t i o n s  succes s ives  

m 
p r i s e s  dans l e  pa r t i t i onnemen t ,  il e x i s t e  un nombre f i n i  p  de poss ib i -  

l i t é s  de maximiser s u r  l e s  A i  dans un o rd re  donné. Les r é p é t i t i o n s  son t  

permises ,  en p a r t i c u l i e r  s i  m > p. S i  m < 'p une p a r t i e  seulement des  i 

de 1 s e r a  b ien  entendu u t i l i s é e .  

Appelons a l o r s  M l  = M i  O M~ , O ... o Mi l a  composée des  m 
m m- 1 1 

i t é r a t i o n s  success ives  mises a i n s i  en évidence où il,i2,. ..,i m e s t  une 

s u i t e  ordonnée de m i n d i c e s  p r i s  dans (1,2,. . . , p l .  

D e  l a  s u i t e  obtenue à p a r t i r  de l ' a lgo r i thme  I I ,  nous extrayons 

k 
l a  sous - su i t e  ( x ) ,  k  E N T ,  c o n s t r u i t e  par  l e s  m i t é r a t i o n s  succes s ives ,  

r é p é t é e s  une i n f i n i t é  de f o i s .  

Notons NI' l e  sous-ensemble des  i nd ices  des  p o i n t s  donnant pa r  

l ' a p p l i c a t i o n  M i  l e  premier  p o i n t  de chaque séquence de m i t é rés  
1 

s u c c e s s i f s  mise en évidence.  Nous avons pour k E N" : 

ki!m = Mi O Mi 
k 

O ... O M ( x ) .  S i  k e t  k' sont  deux éléments 
m rn- 1 il 

c o n s é c u t i f s  de Nf'  nous pouvons a v o i r  k '  = k+m s ' i l  y a 2m termes 

k 
c o n s é c u t i f s  de l a  s u i t e  géné ra l e  dans l a  so i i s - su i te  (x), k c N I .  



ThZotèrne 3 : S o u  la hypoXhZd ( f l  1 )  à (H4 , toLLt point dlaccm*on 

k  2 de s o a - s d e  ( X I ,  k r N I  ut tee que X = M'(X) et l e  p o i n t  X QA* 

CUUdi p o i n t  dixe pow chaque M avec j  .c { i l  ,i2 , . . . , i 1 .  
j m 

Preuve : Grâce en p a r t i c u l i e r  à (Hl)  e t  (H3) il e s t  p o s s i b l e  d ' app l ique r  

l a  c o r o l l a i r e  2 où, 2 l a  p l a c e  de  E , T ,  $, X , P e t  h ,  nous prenons respec-  

t ivement Eo,  M', k X m y  5 (k E N u ) ,  {x E EO 1 x = M ' ( x ) )  e t  f .  Ce c o r o l l a i r e  

* * * 
nous donne donc x  = M'(x) e t , d l a p r è s  l e  lemme 1, l e  p o i n t  x  e s t  a u s s i  po in t  

f i x e  de M .  pour j  r { i l , i 2 , . .  . , im}.  
3 

k  
Pour é t end re  ce r é s u l t a t  à l a  s u i t e  (x), k  E N ' ,  il s u f f i t  d ' é t a b l i r  

k k  
que l e s  deux sous - su i t e s  (x), k  E N '  e t  ( x ) ,  k  E N" on t  l e s  mêmes p o i n t s  

d 'accumulat ion.  

* ** 
En e f f e t  si ( x ,  x )  e s t  un poin t  d 'accumulat ion de ($ykX1) k E N" 

* ** 
nous avons *z = M i  ( X )  e t  f(*;) = f(;) ce  q u i  implique x  = x  . 

1 

* ** 
D e  proche en proche,  nous é t a b l i s s o n s  que s i  (x ,  x ) e s t  un p o i n t  

k k+h d'accumulation de ( x ,  x  ), k E N t ' ,  avec h E {1,2,  ...,III 1 nous avons : 

In t roduisons  maintenant l ' hypo thèse  su ivan te  : 

( ~ 6 )  : 3 m , m r p t e l q u e V  j E N ,  Y i  E 1, 3 k ~  [ j m + l , ( j t l ) m I  

v é r i f i a n t  
k  kftl = Mi(x). 

L 'a lgori thme d é f i n i t  implici tement  une s u i t e  ( i k ) ,  k  E N, v é r i f i a n t  

k  
k$l = M i  ( X I .  Toute s u i t e  ( i k )  s a t i s f a i s a n t  l 'hypothèse  ( H 6 )  s e r a  appelée 

k 



"es sen t i e l l emen t  p&riodique" p a r  ana log ie  avec l a  p r o p r i é t é  du mzme nom 

i n t r o d u i t e  dans r14 p.5131 pour une s u i t e  de vec t eu r s .  

En e f f e t  (H6) peut  encore s ' é c r i r e  : 

(H6') ; 3 m l ,  m' 2 p t e l  que Y j E N, V i c 1, 3 k E [j+l,j+mll 

v é r i f i a n t  k p  - k - Mi(x). 

Car (H6) e n t r a î n e  (H6 ' ) ,  i l  s u f f i t  de poser  m l  = 2m p a r  exemple ; 

e t  réciproquement ,  en posant  m = m '  , (H6' ) e n t r a î n e  (H6). 

L'hypothèse (H6) s i g n i f i e  que dans t o u t e  séquence de m i t é rés  

k s u c c e s s i f s  t o u t e  "opération1'  i (maximisation s u r  b i (x ) )  e s t  u t i l i s é e  

a u  moins une f o i s .  C 'es t -à -d i re  que dans M '  f i g u r e n t  t o u t e s  l e s  app l i ca -  

t i o n s  M .  pour i E 1. Alors  d ' a p r è s  l e  théorème 3 t o u t  po in t  d 'accumulat ion 
1 

k * * de l a  s o u s - s u i t e  (x), k e N '  , e s t  t e l  que x Mi(x) pour t o u t  i de 1. 

Nous avons l e  r é s u l t a t  su ivan t  : 

C o ~ o U a h e  6 : Sou! L a  hypothë~tu (Hl) à (H4) et (H6), ~i h 

c o n W o n  x = M ~ ( x )  p o m  -tO(Lt i de I es-t une c o n m o n  su66dante 

dtop;timat'Aé & o u  , -tOtou* point d'accunuRation de ( X I ,  k r N', 

ut un rnaxhum de f s u  A. Si ce maxUnwn ait unique  do^ lu b d e  

t h ) ,  k E N, convmge v e m  ce ma-m. 

Preuve : D'après  (H6) a l o r s  { i l , i 2 ,  ..., i 1 = 1, de p l u s  pour l a  ni 

convergence nous considérons X un p o i n t  d 'accumulat ion quelconque de 

k k l a  s u i t e  (x), k E N. La s u i t e  des  v a l e u r s  cor respondantes  f(x) é t a n t  

* 
monotone c r o i s s a n t e  d ' a p r è s  ( H l ) ,  nous avons f ( 2 )  f ( x ) .  Comme il y a  

* 
u n i c i t é  du maximum : x = x donc nous obtenons l a  convergence de l a  s u i t e  

g l o b a l e  v e r s  l e  maximum. 



Appl ica t ion  à l 'exemple I I I .3 .1 .b  où A = K 

S i  nous avons les hypothèses  (H4), (H5) e t  (H6) avec f s t r i c t e m e n t  

* k 
concave ou f s t r i c t e m e n t  quasi-concave e t  Vf (x) # O a l o r s  l a  s u i t e  ( x ) ,  

* 
k E N converge v e r s  x  maximum unique de f  s u r  K. 

* * 
En effet x = Mi(x) pour t o u t  i de  1 e n t r a î n e  : 

* 
vf(X) r(T(K,x))  donc x e s t  un maximum de f s u r  K e t  c e  maximum e s t  unique. 



111-4  RÉSULTATS DANS LE CAS D E  FONCTIONS PLUS GÉNÉRALES, 

CAS CHAOTIQUE ET C Y C L I Q U E ,  

1 1 1 . 4 . 1  - Hypothèses  

Dans ce qui suit nous faisons des hypothèses beaucoup plus faibles 

qu'en 111.3 (abandon de l'hypothèse (H3) entre autres). Une conséquence 

essentielle est que les fonctions Mi sont multivoques et ne possèdent 

plus,cette fois, des points fixes classiques, c'est-à-dire vérifiant 

x Mi(x) mais des points fixes généralisés vérifiant x Mi(x). NOUS 

verrons que les points d'accumulation des suites obtenues par composition 

chaotique ou cyclique d'algorithmes sont points fixes généralisés de 

certaines applications Mi et non de toutes. Des exemples illustrant ces 

résultats permettront de faire apparaître le rôle des hypothèses. 

Comme en 111.3, nous nous donnons p applications multivoques Ai, 

i E 1,de A dans P(A) et f une fonction continue de A dans R, tels que : 

(Hl) x a Ai(x) pour tout i . 
(H2 Ai est une application multivoque continue sur A 

8 

O O 
( H 4 )  Il existe x a A tel que Eo = {x E A 1 f(x) 2 f(x)} soit un compact 

Dans ce qui suit, pour les algorithmes III, III bis et IV, la suite 

k 
(XI, k a N, ainsi obtenue est supposée contenir une infinité de points 



distincts. S'il n'en était pas ainsi, c'est que nous aurions obtenu 

un point répondant à la question à savoir x E M.(x) 1 pour tout i de 1. 

Nous prendrons pour les applications Mi la même définition qu'en 

111.3.1. Mais cette fois ces applications sont multivoques. 

Comme dans la 1 en utilisant (Hl), ( ~ 2 ) ~  (H4), nous 

montrons que Mi(x) # 9 pour tout x de Eo et que Mi est sup-continue 

sur Eo. 

* 
Pour un point d'accumulation x fourni par les algorithmes III, 

k 
III bis et IV, nous considérons une sous-suite infinie (x), k E N' c N 

* 
convergeant vers x. 

Nous notons 1' le sous-ensemble des indices de 1, tel que chaque 

k 
"opération" i (maximisation sur bi(x)) soit utilisée une infinité de fois 

k 
pour la construction de la sous-suite (x), k E N'. Dans la terminologie 

de Robert, Charnay et Musy C191. Il est appelé un "résiduel1' associé à la 

k 
suite (x), k E N 1  ; dans le cas où 1' = 1 ce résiduel est dit maximal. 

Du fait que 1 est fini, l'ensemble 1' est non vide. 

1 1 1 . 4 . 2  - A l g o r i t h m e  III. Cas  c h a o t i q u e  

C'est l'algorithme II décrit en 111.3.3 mais adapté au fait que Mi 

est ici multivoque. 



Nous v é r i f i o n s  que dans  c e t  a lgor i thme les  r é p é t i t i o n s  s o n t  permises .  

Pa r  c o n t r e ,  pour  l e s  a lgo r i t hmes  III b i s  e t  I V  c e s  r é p é t i t i o n s  n 'auront  

p a s  l i e u .  

T h é o a h e  4 : S o u  t e s  hypofi2aes c2 dédiniLion6 de  117.4 .1  n o u  avond 

% E M ~ ( X )  PUIL *O& i E 1'. 

k 
Preuve : Pour i quelconque de  I l ,  il e x i s t e  S c N '  t e l  que k:l r Mi(x) 

pour  t o u t  k de S. 

Considérons deux éléments  c o n s é c u t i f s  de S, s o i e n t  k  e t  k '  e t  l a  

k t 2  s o u s - s u i t e  ( x ), k r S. 

Comme il e x i s t e  une i n f i n i t é  de couples  ( k , k l )  r S x S e t  un nombre 

f i n i  "d 'opéra t ions"  i ,  l ' u n e  d ' e l l e s ,  s o i t  j  ( peu t  ê t r e  encore  i ) ,  est 

u t i l i s é e  une i n f i n i t é  de  f o i s  pour p a s s e r  de  kX1 à k$2 l o r s q u e  k s 

i . e .  il e x i s t e  ( i , j )  e t  S'  c S t e l s  que 
k+ 1 kX1 r ni (&)  e t  k$2 r M . (  x pou r  

1 

t o u t  k r S ' .  

k$l, kX2) de Eo x Eo x Eo POUF Considérons maintenant  l a  s u i t e  ( x ,  

k  E S ' .  La compacité de  Eo a s s u r e  l ' e x i s t e n c e  d 'une  s o u s - s u i t e  convergeant  

- * ** * 
v e r s  (x ,x ,  x  ) pour  k  r N" c S '  . Comme Mi e s t  sup-cont inue a l o r s  x r Mi(;) 

- * 
i .e .  que X maximise f s u r  Ai(x). De p l u s  x  c hi(;) e t  l ' hypo thèse  (H7) 

* * * * 
e n t r a i n e n t  Ai(x) = A ~ ( ; )  donc M.(x) = M.(;) e t  p a r  s u i t e  x E Mi(x). 

1 1 O 



Remarque 8 : Nous venons d ' é t a b l i r  avec l a  démonstration précédente l e  

* * 
r é s u l t a t  supplémentaire su ivant  : x E M.(x). En e f f e t  M é t a n t  sup-continue 

3 j 
** * k  

il v i e n t  x E M.(x). De p lus  L a  s u i t e  des  va leurs  f ( x )  é t a n t  monotone 
3 * ** 

c ro i s san te  d ' ap rès  ( H l )  nous en déduisons f ( x )  = f (  x ) .  Par s u i t e  s i  

X C M .  ( G )  a l o r s  f(*x*) > f ( G )  ce qui  c o n t r e d i t  ce q u i   réc cède, donc 
3 

111 .4 .3  - Algorithme I I I  b i s ,  C a s  c h a o t i q u e  

SoLt apppahtenant à A ,  connididétrou une o d L e  X&e que : 

Nous remarquons que l a  même "opération" i ne peut ê t r e  u t i l i s é e  

deux f o i s  de s u i t e  c a r  d 'après  (H7) s i  
k kX1 E M ~ ( x )  a l o r s  

k + l  k  k + l  k + l  Ai( x ) = Ai(x) e t  k$l E M i (  x ) donc i E L( x 1. 

C o t ~ o W e  7 : SOLLA L a  h y p o . t h h a  d dt&Lni;tions d e  1 1 7 . 4 . 7 ,  

POWZ ZOUX i e I', ie d t e  wi j + i tee que : c M ~ ( X )  et C E M ~ ( X ) .  

Preuve : C ' e s t  une conséquence du théorème 4 e t  des  remarques précédentes. 



1 1 1 . 4 . 4  - Algorithme I V .  Cas cycl ique 

k 
SoLt : appantenant à A ,  ~ o ~ i d & o m  la r&e (x), k E N, donnee 

d e  la rnandtre 6LUvante où k r i (mod p ) ,  i E 1 : 

k k kX1 E M ~ ( x )  binon. k ~ l  = X h i  x M ~ ( x ) ,  O 

Cet algori thme e s t  l e  même que l ' a lgor i thme 1. Mais i c i  Mi e s t  

une a p p l i c a t i o n  multivoque e t  l e s  p pas in termédia i res  sont  considérés 

comme des i t é r a t i o n s  séparées.  

Nous voyons que l e s  "opérations" i sont  u t i l i s é e s  à t o u t  de r ô l e  

dans un o rd re  déterminé i . e .  cycliquement. 

Preuve : C'est une conséquence du c o r o l l a i r e  7 ,  c a r  c e t  algorithme e s t  

un cas  p a r t i c u l i e r  de l ' a lgor i thme III b i s .  

1 1 1 . 4 . 5  - Exemples dans IR2 e t  IR3 i l l u s t r a n t  l e s  r e s u l t a t s  d u  
théorème 4  e t  de s e s  c o r o l l a i r e s  

Nous donnons ci-dessous deux exemples d ' app l i ca t ion  des  algori thmes 

III ,  III b i s  e t  I V  avec obtent ion  de point  d'accumulation v é r i f i a n t  les 

r é s u l t a t s  du théorème 4 mais ne v é r i f i a n t  pas x E Mi(x) pour t o u t  i de 1. 



2 Exemple d a n s  W . Considérons dans le plan x O x le polyèdre G l r 2  

de sommets a,b,c,d, dont la forme géométrique est un trapèze (figure 4) .  

Soient gi.x = O, i = 1 2 3 4 ,  les équations des droites supports des 4 côtés. 

G = {x 1 gi.x 2 0, i=1,2,3,4). 

Nous définissons une fonction f(x) à l'intérieur de G sous forme 

explicite et à l'extérieur de G nous la définissons par ses équipotentielles. 

Pour x E G y  f(x) = fl(x) où fl(x) = n (gi.x)*. 
i=l 

C'est une F-distance régulière au sens de Huard C81. Notons que 

f(x) = O et Vf(x) = O pour x appartenant au contour abcd ; à l'intérieur 

de G elle est strictement positive. C'est une fonction quasi-concave. 

Pour x L Gy f(x) est une fonction dont les équipotentielles sont définies 

par quatre segments respectivement parallèles aux côtés de G y  de longueur 

égale à ces côtés, à une distance constante p de ceux-ci ; ces quatre 

sejpents sont reliés par des arcs de cercle de rayon p dont les centres 

sont a,b,c,d de manière que le raccordement soit continuement différentiable. 

Les équipotentielles vont en décroissant à partir de la valeur O lorsqu'on 

s'éloigne de G. 

f i g .  4 



Représentons en f i g .  5 l e  graphe d e  f ( x )  mais seulement l a  p a r t i e  

X3 ' o. 

r é g l é e  d é f i n i e  pa r  une 
d r o i t e  s e  déplaçant  para l lè lement  
au  plan x,O x e t  s 'appuyant s u r  

, r 2  

f i g .  5 

l e s  a r ê t e s  ( y )  e t  ( y ' )  des  morceaux 
de parabolo ides  de sommet c e t  b .  '\ \ \ \ \. 

morceaux de parabolo ide  de r évo lu t ion  
au tour  de r x  de sommet c ,  d 'équat ion  3  ' 
(X1-C1)2 + (x2-c212 + X3 = O 

Pour x3 2 0 ,  nous obtenons une s u r f a c e  en forme de  c loche  q u i  

p r é s e n t e  un sommet en un p o i n t  dont l a  p r o j e c t i o n  s u r  x O x  e s t  l e  l r 2  

"centre"  s i t u é  à l ' i n t é r i e u r  de G.  C e t t e  s u r f a c e  e s t  t angen te  à x O x l r 2  

l e  long du contour  abcd c e  q u i  permet de l a  r e l i e r  à l a  p a r t i e  x3 < O 

de manière cont inue  e t  continuement d i f f é r e n t i a b l e .  f ( x )  e s t  con t i -  

2  
nuement d i f f é r e n t i a b l e  e t  quasi-concave dans R . 

Défin issons  l e s  d i r e c t i o n s  A A A comme c e l l e s  des  c ô t é s  a b ,  dc ,  1' 2 3 

ad e t  maximisons su ivan t  l e s  d i r e c t i o n s  A1,A2,A3 dans c e t  o r d r e  e t  de 



O 

manière cyclique.  Partons de x ( f i g .  4 )  en cho i s i s san t  comme successeur,  

l o r s q u ' i l  y  a  p lus ieu r s  p o s s i b i l i t é s ,  l e  point  l e  p lus  éloigné d'où nous 

nous trouvons. Nous obtenons qua t re  p o i n t s  d'accumulation a,b,c ,d qu i  sont  

des po in t s  s t a t i o n n a i r e s  i . e .  de g rad ien t  nu l  mais ne sont  pas l e  maximum, 

c e l u i - c i  é t a n t  l e  "centre". 

Pour b  e t  c  nous avons b E Mi(b), c E Mi(c) pour i=1 ,2 ,3  donc 

b  E M(b) e t  c  E M(c). 

Par con t re  pour l e s  p o i n t s  a  e t  d  nous avons l a  s i t u a t i o n  suivante  : 

O 

a  E Ml(a), a  É M3(a) mais a  t! M2(a) ; ~ ~ ( a )  = { a t )  É G ; 
O 

d r Mî(d) ,  d E M3(d) mais d  L Ml(d) ; Ml(d) = I d ' )  E G . 

C'est  c e  que donne l e  c o r o l l a i r e  8 i . e .  l e  théorème 4 e t  nous n 'en  

avons pas p l u s  pour ces  deux po in t s .  

3 Exemple d a n s  W . Les d i r e c t i o n s  A .  sont  i c i  indépendantes, ce  sont  
1 

l e s  d i r e c t i o n s  des t r o i s  axes  de coordonnées ei ,  i=1,2,3.  

La f i g u r e  6 r ep résen te  de manière incomplète l e s  t r o i s  é q u i p o t e n t i e l l e s  

de valeur 1, 0, -1. 

La f i g u r e  7 r ep résen te  une coupe dans l e  p lan  hor izon ta l  contenant l e s  
O 

p o i n t s  a ,b,c ,d e t  l e  point  de départ  x. La maximisation s e  f a i t  suivant  

A1,A2,A3 dans c e t  o rd re  e t  cycliquement. 



f i g .  6 



fig. 7 

k 
La s u i t e  i n f i n i e  d e  p o i n t s  x demeure dans l e  p lan  de  coupe c a r  au  

vois inage  de  d e t  de  b nous avons h r M ~ ( X ) .  C e t t e  s u i t e  possède q u a t r e  

p o i n t s  d 'accumulat ion a ,  b ,  c ,  d .  

Au p o i n t  c nous avons c r Mi(c) pour i = 1,2 mais c L M3(c), 

il y a de m e i l l e u r e s  v a l e u r s  que f ( c )  s u r  A3(x), v e r s  l e  bas .  



Quelques remarques concernant ( H l )  e t  ( H 7 )  

. L'hypothèse (H7) n'entraîne pas (Hl), Par exemple, dans R, nous 
posons Ai(x) = entier (x) + 1 si x c R - N et Ai(x) = x si x EN. 

L'hypothèse (H7) est vérifiée mais si x E R  - N, x f Ai(x). 

. Les hypothèses (Hl) et (H7) entraînent la propriété suivante : 
si y é Ai(x) alors x E Ai(y). 

. Sous l'hypothèse (Hl), pour q 5 p, si x E M O M O ... O Ml(x) 
9 q-1 

alors : a) x E M1(x) 

b) si en plus nous avons (H7) alors : x E M (x). 
Q 

O 1 
En effet : considérons la suite y = x, y,. . ,y = X telle que 
i i-1 
y E Mi( y ) pour i=1,2, ...,q, qui partant de x aboutit en x. Nous 

1 9 i 
avons f(x) 5 f(y) < ... 5 f(y) = f(x) donc f(y) = f(x) pour i=1,2, ..., Q 

1 
a) x E M1(x) car sinon f (y) > f (x) ce qui conduit à une contradiction. 

i i i- 1 
b) x E M (x )  car par définition y é ~ ~ ( ~ y ~ )  donc y é A.( y 

9 1 
i et d'après (H7) : Ai(y) = ~ ~ ( ~ y l ) .  Et (Hl) entraîne : 

i i 
iyi A ~ ( ~ )  et comme f(iyl) = f(;) alors iyl E ~ ~ ( y ) .  

9 
En particulier pour i = q nous avons 5' é M (y). Si x 1 M (x) 

9 9 
alors f(5') > f(x) ce qui est impossible, par suite x E M (x) 

s ' 0  



Donnons un exemple d'application et un contre-exemple relatif à 

ce dernier point. 

2 
1, Dans le cas particulier d e R  si nous maximisons sur deux sous- 

ensembles Al(.) et A2(.) d'après ce qui précède nous avons : 

x M(x) implique x e M~(X) et si nous avons (H71,alors x e M2(x), 

donc l'équivalence x c M(x) <=> x s M~(x), i = 1,2. 

2. Dans R considérons le graphe de f suivant : 

fig, 8 

Définissons Al(x) = [-x,x] et Aî(x) = [ - 2 ~ ~ x 1  ; Al et A2 ne satisfont 

pas (H7) ; nous avons x e M(x) et x E M 1 (x) ce résultat est indépendant 

de (H7) mais x C M2(x). 
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CHAPITRE IV 

Ce c h a p i t r e  reprend une grande p a r t i e  d ' u n  

t r a v a i l  e f f e c t u é  récemment en c o l l a b o r a t i o n  avec 

F. CORDELLIER. 

Nous t r a i t o n s  d 'une extension du problème de 

Fermat-Weber généra l i sé  avec des fonc t i ons  de coût 

convexes. Deux a lgor i thmes sont présentés, i l s  four -  

n issent  des s u i t e s  de p o i n t s  convergeant ve rs  un 

minimum b i e n  que l a  f o n c t i o n  économique ne s o i t  pas 

s t r i c temen t  convexe. L ' i d é e  générale est d 'assoc ier  

à l a  f o n c t i o n  économique notée h, une f a m i l l e  de 

fonc t ions  s t r i c temen t  convexes p l u s  réqu l iè res ,  dont 

l 'enveloppe i n f é r i e u r e  est  l a  f o n c t i o n  h. Un t r o i -  

sième a lgor i thme es t  aussi donné pour l e  cas p a r t i -  

c u l i e r  du problème de Fermat-Weber général isé.  



IV-1 INTRODUCTION 

Dans ce chapitre, nous traitons le problème de Fermat-Weber avec des 

fonctions de coût convexes, c'est-à-dire : 

... 
Min i mi(di(x)) 1 X E Rn} 

2 -1 

Les fonctions $i sont convexes, dérivables et non décroissantes, 

di(x) = 1 lx-ai 1 1 (norme euclidienne) et les ai sont m points de R" 

donnés, appelés sommets. Ce ~roblème a été abordé par Katz Cl21 et sous 

une forme moins générale par Cooper-C31. 

Il contient comme cas particulier le ~roblème classique de Fermat- 

Weber généralisé C241 

m 
Min { oi di(x) 1 x  ER^} 

i=l 

où w est une constante positive. Ce dernier a intéressé un grand nombre i 
de mathématiciens depuis que son auteur l'a proposé voilà plus de 300 ans 

avec trois points. 

Les problèmes (1) et (2) ont de nombreuses applications en économie. 

Ils se rencontrent dans le ~roblème de localisation d'usines, de centres 

de distribution ou'de communication (lignes électriques, téléphoniques, 

grosses conduites de gaz ou de pétrole). 

De plus, ils servent de manière cruciale comme sous-~roblèmes dans 

des méthodes de type Branch and Bound pour résoudre des ~roblèmes combi- 

natoires plus généraux encore (plusieurs dépôts, plusieurs usines). Pour 

ces problèmes multi-sources, nous pouvons nous reporter à Cooper Cl], C21, 

Eilon, Watson-Gandy, Christofides C81, Francis and White Cg], Kuenne et 

Soland C161. 

Pour le problème (2), Weiszfeld C251 a défini un algorithme itératif 

qui converge pourvu que le point courant soit distinct d'un sommet, point 

où la fonction n'est pas différentiable. La formule d'itération proposée 



p a r  Weiszfeld a  é té  r e t rouvée  ou r e p r i s e  p a r  d e  nombreux au teu r s .  

MIEHLE C191, KUHN e t  KUENNE C151, COOPER Cl], C21. KATZ Cl31 a  é t u d i é  

l a  v i t e s s e  de convergence du procédé. Dans un a u t r e  o rd re  d ' i d é e ,  

SCHECHTER C23, p.1861 propose de  p a r t i r  du sommet q u i  donne à l a  f o n c t i o n  

l a  p l u s  p e t i t e  v a l e u r  e t  de poursu ivre  avec une méthode d e  r e l a x a t i o n  

pour f o n c t i o n s  d i f f é r e n t i a b l e s .  

Fa i san t  l e  p o i n t  s u r  ce  problème, Kuhn Cl41 montre que l ' é v e n t u a l i t é  

de tomber s u r  un sommet (en un nombre f i n i  d ' i t é r a t i o n s )  a l i e u  pour des  

p o i n t s  de dépa r t  appar tenant  à un c e r t a i n  sous-ensemble dénombrable de  

p o i n t s ,  auquel  ca s  l ' a lgo r i thme  s ' a r r ê t e .  Jacobsen c l01  a  donné un succes- 

s e u r  d'un t e l  s o m e t  e t  C o r d e l l i e r ,  F i o r o t  e t  Jacobsen C51 ont  démontré l a  

convergence d 'un  t e l  a lgor i thme a i n s i  p a r t o u t  d é f i n i .  Pa r  l a  s u i t e ,  

C o r d e l l i e r  e t  F i o r o t  C61 ont  donné t r o i s  a lgor i thmes  de s t r u c t u r e s  d i f f é -  

r e n t e s .  Le premier c o n t i e n t  c e l u i  d é f i n i  en [ I O ] .  

Le problème ( 2 )  a é t é  t r a i t é  p a r  P l ancha r t  et Hurter  C221 dans l e  

ca s  où l a  f o n c t i o n  à minimiser dépend l i néa i r emen t  de p l u s i e u r s  mét r iques  

dont l e s  mét r iques  euc l id i enne  e t  r e c t a n g u l a i r e .  Pour c e l a  i l s  u t i l i s e n t  

e n t r e  a u t r e s  l e s  r é s u l t a t s  de  Wendel1 e t  Pe terson  C261 r e l a t i f s  à l a  d u a l i t é  

des  programmes géométriques.  

Dans c e  c h a p i t r e ,  comme il a  é t é  f a i t  en C71, nous étendons d 'abord  

au  problème ( 1 )  l e s  deux premiers  a lgor i thmes  d é f i n i s  en  C61 e t  nous 

donnerons pour  l e  problème ( 2 )  l e  t r o i s i è m e  algori thme d é f i n i  en C61. 

Alors que l a  f o n c t i o n  du problème ( 2 )  e s t  s t r i c t emen t  convexe dès  que 

l e s  sommets ai  ne s o n t  pas a l i g n é s  (dans l e  c a s  c o n t r a i r e ,  l a  s o l u t i o n  e s t  

t r i v i a l e ) ,  c e l l e  du problème ( 1 )  ne l ' e s t  pas  nécessairement ,  que l e s  p o i n t s  

a .  s o i e n t  a l i g n é s  ou non. C e t t e  f o n c t i o n  e s t  simplement convexe. Tou te fo i s ,  
1 

nous t rouverons  en annexe une cond i t i on  n é c e s s a i r e  e t  s u f f i s a n t e  pour  que 

c e t t e  f o n c t i o n  ne s o i t  pas  s t r i c t e m e n t  convexe d 'une p a r t ,  e t  une cond i t i on  

néces sa i r e  e t  s u f f i s a n t e  pour q u ' e l l e  n ' a i t  pas  de minimum unique d ' a u t r e  

p a r t .  De p l u s ,  un c o r o l l a i r e  c a r a c t é r i s e  a l o r s  l 'ensemble des  minima. Les 

démonstrat ions de c e s  r é s u l t a t s  ont  é t é  omises,  on l e s  t r o u v e r a  dans 141. 

 près a v o i r  p r é c i s é  en IV-2 l e s  n o t a t i o n s  e t  l e s  hypothèses s u i v i e s  

de quelques remarques e t  p r o p o s i t i o n s ,  nous   rés entons en I V - 3  l ' a l g o r i t h m e  

1. La f o n c t i o n  d 1 i t 6 r a t i o n  de  c e t  a lgor i thme e s t  univoque en t o u t  po in t  

d i f f é r e n t  d 'un  sommet e t  multivoque en ces  p o i n t s  où e l l e  e s t  d i scon t inue .  



Nous montrons l a  convergence v e r s  un minimum de  t o u t e  s u i t e  a i n s i  f o u r n i e  

p a r  c e t  a lgori thme.  Pour c e l a  nous u t i l i s o n s  un r é s u l t a t  de Huard Cl11 e t  

un lemme de convergence de s u i t e s .  

En IV-4, nous dé f in i s sons  l ' a lgo r i thme  II dans l e q u e l  l a  f o n c t i o n  

d ' i t é r a t i o n  e s t  univoque e t  cont inue  en t o u t  p o i n t .  C e t t e  f o i s  l a  conver- 

gence e s t  démontrée g râce  au théorème de Zangwill  C287 e t  au lemme 

précédemment évoqué. 

Quand nous appl iquons c e s  a lgor i thmes  au  c a s  du ~ r o b l è m e  ( 2 ) ,  nous 

re t rouvons  l e s  a lgor i thmes  proposés en C 61. 

Enfin en IV-5, comme il a  d é j à  é t é  d i t ,  nous donnerons pour l e  

problème ( 2 )  l e  t r o i s i è m e  a lgor i thme d é f i n i  dans C61. 

Bien entendu c e  problème d 'op t imi sa t ion  sans  c o n t r a i n t e s  de  

fonc t ion  économique non d i f f é r e n t i a b l e  s u r  un ensemble f i n i  de p o i n t s  

peut  ê t r e  r é s o l u  au  moyen de méthodes géné ra l e s  t e l l e s  que des  méthodes 

de sous-gradien ts  : Lemaréchal C181, Wolfe C271 ou des  méthodes de  s é r i e s  

d ive rgen te s  : Pol jak  [211. Ces méthodes f o u r n i s s e n t  des  s u i t e s  dont t o u t  

p o i n t  d 'accumulation e s t  s o l u t i o n  du problème posé. 

Pa r  c o n t r e  l e s  a lgor i thmes  1 e t  II que nous proposons i c i  sont  

spéc i f iques  du problème e t  comme nous l ' avons  d é j à  d i t ,  c e s  a lgo r i thmes  

f o u r n i s s e n t  une s u i t e  de p o i n t s  q u i  converge v e r s  une s o l u t i o n  du problème. 

L'approche e s t  to ta lement  d i f f é r e n t e .  L ' idée généra le  de c e s  a lgo r i thmes  

e s t  d ' a s s o c i e r  à l a  f o n c t i o n  économique, no tée  h ,  une f a m i l l e  de  f o n c t i o n s  

s t r i c t e m e n t  convexes dont l e  paramètre  d é c r i t  l e  domaine d ' op t imi sa t ion  

( p r i v é  des  sommets pour l e  premier  a lgor i thme)  e t  dont l ' enve loppe  i n f é -  

r i e u r e  e s t  l a  f o n c t i o n  h. Ces f o n c t i o n s  son t  t e l l e s  que nous sachions  

c a l c u l e r  l e u r  minimum q u i  e s t  p r i s  comme successeur  du po in t  paramètre .  



I V - 2  L E  PROBLÈME, LES NOTATIONS ET L E S  HYPOTHÈSES 

Les données s o n t  : 

m p o i n t s  a appelés  sommets i E J = { 1,2,. . . , m l  
i 

m f o n c t i o n s  @ : R+ +R, i c J i 

Nous noterons  : 

di : x -+ 1 1  x-ai II où II .II dés igne  l a  norme euc l id i enne  

Le problème e s t  de t rouve r  un 2 t e l  que : 

h ( 2 )  = Min (h (x )  1 x E R ~ I .  

Nous notons : A i ' envoloppe  convexe des  sommets a i  e t  

A i  = SUA d i (x)  = max d , ( a . ) .  
XE 1 1  

Désignons p a r  x.y l e  p rodu i t  s c a l a i r e  d e  x  par  y.  

Pour u  # v ,  nous notons [ u , v l  l e  segment d ' o r i g i n e  u  e t  d ' e x t r é m i t é  

V e t  DCu,vl l a  d r o i t e  contenant  Cu,vl. 

Posons encore r .  = i n f  { t  t O 1 mi(t) mi(0)). 
1 

S i  une fonc t ion  Oi e s t  t e l l e  que ri 2 hi, a l o r s  O. O di e s t  cons t an te  s u r  A ,  
1 

e t  ne joue aucun r ô l e  dans l a  dé te rmina t ion  des  minima dans A .  Par l a  s u i t e  

nous ne cons idérerons  donc que des  f o n c t i o n s  @ t e l l e s  que ri < A i .  i 



Les f o n c t i o n s  $i son t  a s s u j e t t i e s  aux hypothèses s u i v a n t e s  : 

(Hl) m i  e s t  convexe non d é c r o i s s a n t e  s u r  C O , A i l  

(H2 m i  e s t  d é r i v a b l e  sur C O , A i l  

(H3) La d é r i v é e  4f  v é r i f i e  une cond i t i on  de  L ipsch i t z  d e  cons t an te  

(H4) Pour t o u t  t de  ]Ai ,WC , nous avons Oi( t )  > Oi(Ai). 

En f o n c t i o n  des  v a l e u r s  de l a  d é r i v é e  $ 1  à l ' o r i g i n e  e t  des  v a l e u r s  

de  ri, nous p a r t i t i o n n o n s  J en t r o i s  sous-ensembles : 

Pour i c Q1 u Q2 l a  f o n c t i o n  : x + mi(di(x)) e s t  p a r t o u t  d i f f é r e n -  

t i a b l e ,  en p a r t i c u l i e r  V$i(di(ai))  = 0. 

Pour i r Pl l a  f o n c t i o n  : x + Bi(di(x)) n ' e s t  pas  d i f f é r e n t i a b l e  

Dans A l a  f o n c t i o n  h  e s t  convexe mais non nécessairement  s t r i c t e m e n t  

convexe. L'ensemble d e s  minima de h  e s t  donc un ensemble convexe non r é d u i t  

à un p o i n t  en géné ra l .  

Les hypothèses (H l )  e t  (H2) e n t r a î n e n t  que $ i ( t )  z O pour t o u t  

t E C O , A i l .  L 'hypothèse (Hl )  e n t r a î n e  que $i e s t  s t r i c t e m e n t  c r o i s s a n t e  

dans [ r . , A i l .  1 



Pour l a  s u i t e ,  il e s t  commode d ' i n t r o d u i r e  l e s  q u a n t i t é s  s u i v a n t e s  : 

pour t o u t  x de A - { a . )  e t  t o u t  j  de  J : 
3  

Puisque l i m  B . (x )  e s t  d é f i n i  pour  j E Pl u Q 2 ,  nous pouvons é t end re  
x-+a 3 

j 

pa r  c o n t i n u i t é  c e t t e  d é f i n i t i o n  en posant  B . ( a . )  = O s i  j  E Q2 e t  
3  1 

B . ( a . )  = m s i  j  
3  3  

E Pl ; pour j  e QI nous pouvons seulement a f f i r m e r ,  

d ' ap rè s  (H3), que dans l e  vo i s inage  de a l e  q u o t i e n t  @ ! ( d . ( x ) )  / d . ( x )  
j  J I  3 

e s t  majoré  p a r  M . / 2 .  
3  

. D.(x)  = Max (M B . ( x ) )  
3  j '  I 

e t  t e n a n t  compte d e  c e  q u i  p récède ,  posons pour  j  E P : D . ( a . )  = 
1 3 3  

e t  pour  j E Q u Q 2  : D . ( a . )  = M . 
1 3  j 

. A.(x)  = M a x  (O, M - B . ( x ) )  
3 j 1 

donc D.(x) = A.(x)  + B. (x )  
3  1 3  

e t  pour  j E P posons : ~ . ( a . )  = O ,  j E Q 2  : A . ( a . )  = M. e t  
1 3 3  3  3 3 

pour j E Q I ,  d ' ap rè s  c e  q u i    ré cède dans l e  vo i s inage  de  a on peut  
j 

d i r e  que A . (x )  e s t  compris e n t r e  M . / 2  e t  M  
I I j ' 

Enf in  i n t rodu i sons  également : 

pour x E A - { a . }  : B(x)  = B ~ ( x )  
j e J  

pour x E A - U a .  : A ( X )  = 1 n j ( x )  
je Q, 1 jEJ 



Pour x # a k ,  k  c Pl, h  e s t  d i f f é r e n t i a b l e  : donnons l ' e x p r e s s i o n  du 

g rad ien t  : Vh(x) = 1 Bi(x) (x-a i )*  
i c J  

Posons Rk(x) = 1 B.(x)  (ai-x) e t  Rk = R ( a  
i f k  

1 k k  

Pour k E Q1 u Q 2 ,  nous avons Vh(ak) = - Rk. 

Déf in issons  l a  forme quadra t ique  su ivan te  où x appar tenant  à d mais 

d i s t i n c t  d 'un  sommet a  pour k c Pl u QI  joue l e  r ô l e  d 'un  paramètre t a n d i s  
k  

que y e s t  l a  v a r i a b l e .  

Ajoutons quelques remarques s u r  l e s  hypothèses f a i t e s .  

Remarque 1 : D'après (Hl) e t  (H4) nous pouvons nous l i m i t e r  à r eche rche r  

un minimum de  h dans A .  En e f f e t  pour t o u t  x  du complémentaire de A ,  appelons 

y s a  p r o j e c t i o n  s u r  A .  Alors  pour  t o u t  i de J : di(y)  < di (x)  e t  d ' ap rè s  (HI) 

e t  (H4) : 4 I i ( d i ( ~ ) )  5 mi(di(x)) ,  pa r  s u i t e  h ( ~ )  5 h ( x b  

a i  t'inteA6eotiun du boules B(ai , r i )  ed.t 60i-t v i d e ,  - b o a  contenue da,nA A. 

Preuve : En e f f e t  s ' i l  e x i s t e  z c A t e l  que pour t o u t  p o i n t  x  du complé- 

mentaire  de  A nous ayons h ( z )  < h ( x ) ,  a l o r s  il e x i s t e  un i n d i c e  j  E J 



t e l  que $ . ( d . ( z ) )  < $ . ( d . ( x ) ) .  D ' a p ~ è s  l a  d é f i n i t i o n  de  r c e c i  implique : 
3 3 I 3 j 

x L B ( a . , r . )  donc x 4 n B(ai , r i ) .  Par  s u i t e  n B(ai , r i )  e s t  s o i t  v i d e ,  
I I  i c J  i c J  

s o i t  contenue dans A .  

Réciproquement s i  n B(ai , r i )  e s t  s o i t  v i d e ,  s o i t  i n c l u s e  dans A 
i r 3  

a l o r s  pour t o u t  x du complémentaire de A ,  il e x i s t e  i c J t e l  que 

x 1 B(ai , r i ) .  S o i t  y  l a  p r o j e c t i o n  de x s u r  A : l a  c ro i s sance  s t r i c t e  

de m i  s u r  Cr A . ]  e t  l ' hypo thèse  (H4) impliquent : mi(di(y)) < mi(di(x)) 
i' i 

c a r  d . ( y )  < d . ( x ) .  D 'au t re  p a r t ,  nous avons tou jou r s  $ . ( d . ( y ) )  5 $ . ( d . ( x ) ) ,  
1 1 I I  I I  

pour t o u t  j # i. Donc h ( ~ )  < h ( x )  : un po in t  quelconque x du complémentaire 

ne peut  ê t r e  un minimum e t  l 'ensemble des  minima de h e s t  i n c l u s  dans A .  

Remarque 2 : Dans l e  c a s  où n B(a r ) # 0 ,  c e t t e  i n t e r s e c t i o n  e s t  
i c J  

i' i 

l ' ensemble  des minima de h ,  c a r  l a  v a l e u r  de h s u r  c e t  ensemble e s t  

i) PoWL $ou* j de Pl, i( &te un k E d  p .  > O td pue pouh *ou* x r A 
1 



Preuve : 

i )  Supposons l e  c o n t r a i r e  : V € > O ,  3 xE s  A - { a . }  t e l  que D.(x ) E .  
1 3  E 

Nous en déduisons que M < E (d ' où  M = O) e t  ( ! ( d . ( x E ) )  5 E d . (x , ) .  
j j  3 I I 

Mais M = O e t  (H3) impliquent $ ! ( d . ( x ) )  = (;(O) pour t o u t  x  de  A .  
j J I  

Donc (!(O) 5 E d . ( x  ) < E A d'où (;(O) = O., c e  q u i  e s t  impossible  s i  
7 1 E i 

i i )  POUF j E Ql U Q2.  l ' hypo thèse  (H3) e n t r a î n e  : ( ! ( d . ( x ) )  < (M./2) d . ( x )  3 3  3 1 

e t  p a r  s u i t e  D. (x)  = Max (M M./2 ) = M . 
3 j '  I j 

i i i )  Pour x # a  j  E P  : D(x) = 1 Di(x) + D.(x)  2 
j ' 1 j eQ,uQ2 j €Pl 3 

Comme r < A a l o r s  chaque M e t  chaque p son t  s t r i c t e m e n t  p o s i t i f s .  
-j j  j j 

Enfin pour j  E Pl, nous avons D . ( a . )  = 
3 3 

i v )  pour x  E A - U {a .} ,  nous ob-teiionç D(x) = 1 M .  + 1 D . < x >  
jeP j  eQ,uQ2 3 jcP J 1 1 

P t  D pour j  E Pl e s t  cont inue  sauf  en x  = a 
j j ' 



IV-3 ALGORITHME 1 

IV.3.1 - Fonction d'itération et algorithme 1 

La fonction d'itération est univoque en tout point différent d'un 

sommet ak pour k E Pl u QI. En ces sommets, elle est multivoque et ne 

présente aucune propriété de continuité. 

Définissons les directions améliorantes en ces sommets, i.e. les 

directions u de R~ ayant la propriété suivante : il existe > O tel que 

h(ak + QU) < h(ak). 

La fonction h est convexe dans A ; pour k E P elle n'est pas 1 ' 
différentiable en a mais elle admet en ce point un sous-différentiel k 

noté ah(ak) qui n'est autre que la boule fermée de centre - Rk et de 

rayon $$(O> 

Puisqu'il est équivalent d'écrire I l  I I  5 $'(O) ou O E ah(ak), k 

le sommet ak est un minimum si et seulement si II % 1) i (;(O). 

Dans le cas contraire : II % I I  > $'(O) ; déterminons alors toutes 
k 

les directions améliorantes pour h, en ce sommet a Nous savons que k ' 

l'ensemble de ces directions n'est autre que celui qui est défini par 

l'intérieur du cône polaire négatif du cône engendré par le sous- 

différentiel ah(ak) (cf. proposition A 2  C61 et Laurent C17, p.3831) 

i.e. : {u E R~ 1 R~<.u/II u I I  > (;(O)} = IU E R ~ ~ U  = tv, t > O, 

v E B ~ }  où BO est la boule ouverte de centre Rk et de rayon 



Par s u i t e  {z E Rn 1 h ( z )  < h(ak )}  = {Z E Rn 1 z = a k + t v ,  t > 0,  

v E B t e l  que h ( z )  < h(ak)} .  Le successeur  a e  ak s e r a  un p o i n t  de A 
O 

appar tenant  à ce  sous-ensemble. 

De manière semblable,  b i e n  que h s o i t  d i f f é r e n t i a b l e  en ak pour 

k E QI, nous prendrons comme successeur  de ce p o i n t  un po in t  de  A 

appar tenant  au  sous-ensemble { z  E Rn 1 h ( z )  < h ( a k ) l  = 

{z  E R "  1 z = ak + t v ,  t > O e t  v t e l  que v.Rk > O}. 

r : x + { z . A l  z = a k + t v , t O , v ~ B O  

t e l  que h ( z )  < h(ak )}  

l? : x + {z  E A 1 z = ak + t v ,  v t e l  que v.Rk > O 

e t  t > O t e l  que h ( z )  < h ( a k ) }  O 

Notons que (IV.3.1.a)  s ' é c r i t  encore : 



où b(x) = Bi(x) ai / 1 Bi(x). C'est-à-dire que T(x) est un barycentre 
irJ ieJ 

du point x et du point b(x), point proposé comme successeur de x dans C121. 

1 1 1-  p = 1, x donné d a a  A, pm exemple x = 1 ai/m. 
ieJ 

P 2- S'ie exidte k td que x = ak 
A 

~ O M  : a i  1 1  Rk II r $$,(O)  d o m  aZop : x = a k 

d i n o n  ptrendhe Pt' dam T(ak) 

Bien que l'ensemble des minima ne soit pas nécessairement réduit à 

un point, nous démontrerons la convergence de toute suite fournie par 

cet algorithme vers un minimum de h. 

Pour cela nous donnerons en : 

XV.3.2 des propriétés de H 

IV.3.3 un lemme de stricte décroissance locale 

IV.3.4 un rappel d'un théorème de convergence 

IV.3.5 un lemme de convergence de suite. 



Remarque 3 : Dans l e  problème d e  Fermat-Weber g é n é r a l i s é  ( 2 )  l a  fonc t ion  

$i e s t  l i n é a i r e  e t  a l o r s  l a  cons t an te  de  L ipsch i t z  M! 1 d e  (H3) e s t  n u l l e .  

L ' i t é r a t i o n  d é f i n i e  p a r  (IV.3.1.a) s ' i d e n t i f i e  avec c e l l e  que propose 

Weiszfeld C251 t a n d i s  que l 'ensemble des  successeurs  de  ak d é f i n i  p a r  

( IV.3 . l .b )  (Pl = J )  e s t  l e  m ê m e  que c e l u i  proposé pour l ' a l g o r i t h m e  1 de 

C61. Un choix p a r t i c u l i e r  dans c e  d e r n i e r  sous-ensemble a  é t é  u t i l i s é  dans 

C51 e t  C l O l .  

IV.3.2 - Propriétés de H 

Dans l a  s u i t e  l e s  d é r i v é e s  sont  c a l c u l é e s  pa r  r appor t  à y  : 

c ' e s t  l a  s i g n i f i c a t i o n  de VH(x;y). 

Nous avons l e s  p r o p r i é t é s  su ivan te s  : 

( Iv .3 .2 .a )  D'après l a  d é f i n i t i o n  des  Ai ,  sous l e s  hypothèses (Hl)  

e t  (H2), H e s t  une fonc t ion  quadra t ique  s t r i c t e m e n t  

convexe. 

Pour x  E A e t  x  f ak ,  k E Pl u Q1 : 

H e s t  d i f f é r e n t i a b l e  pour  t o u t  y E R~ 

vH(x;y) = 1 Bi(x)(y-ai)  + A(x)(y-x) 
i e J  



-- 

9 u 

(IV.3.2.e)   après la définition des Ai, sous l'hypothèse (H3), 

nous avons : 

H(x;Y) 2 h(y) pour tout y de  IR^. 

I Preuve : Si nous posons pour tout i E J 

et Pi(x;y) = Ti(x;y) + CUi(x;y) + Vi(x;y) + Ai(x) wi(x;y)l/2 

un calcul montre que : 

Les quantités Ti(x;y), Ui(x;y), Vi(x;y) et wi(x;y) sont toutes 

positives ou nulles. En effet, la convexité de 4; entraîne la ~ositivité 

de Ti(x;y), l'hypothèse (H3) assure la positivité de ui(x;y), la défini- 

tion de Di(x) assure la positivité de Vi(x;y) et enfin l'inégalité 

triangulaire de la norme implique celle de Wi(x;y). 

(IV.3.2.f) H(x;.) a un minimum unique (d'après (IV.3.2.a)). Ce minimum 

n'est autre que r(x) donné par (IV, 3.1. d. 



IV.3.3 - Lemme 

SoLt k  E pl u Q~ te( que I I  R~ I I  > %(O), u t o u  U e u t e  une boute 

de centne ak et de w o n  pl teLee que p o u  tout x  de cette boute, x  

di66hent de ak, noud ayonh : h(i ' (x))  < h(ak ) .  

Preuve : Nous l a  f e rons  de manière indépendante pour k  r Pl e t  k  E QI. 

1- k  r Pl. La d i f f é rence  ak - r ( x )  s ' é c r i t  sous l a  forme g k ( x ) / ~ ( x )  

où gk (x )  - Rk(x) + ( 1 Bi(x) t A(x)) (ak  - X I .  Puisque g k ( x )  t e n d  
i # k  

ve r s  Rk e t  D(x) v e r s  l ' i n f i n i  l o r sque  x  tend  v e r s  ak ,  nous avons 

l i m  r ( x )  = ak .  11 e x i s t e  donc une boule B(ak ,p l )  dont l ' image  p a r  r 
x-ta 

ne c o n t i e n t  pas  d ' a u t r e  sommet que ak .  Grâce à l a  formule de Taylor  

l a  d i f f é r e n c e  h ( a k )  - h(T(x ) )  s e  met sous la  forme Wk(x)/D(x) avec 

Wk(x) -Rk(ak + O [ ~ ( X )  - a k l ) . g k ( x )  - [ $ k ( d k ( r ( ~ ) ) )  - $k(0) ]  

I l  gk(x)  I \ / d k ( r ( x ) )  où E) (dépendant de  x ) ,  a p p a r t i e n t  à 10, lC.  

Lorsque x  tend  v e r s  a k ,  Wk(x) t end  v e r s  I I  Rk I I  ( I I  % I I  - $;(O)) > O 

c a r  O e s t  borné e t  O( r (x )  - a k )  t end  v e r s  O.  I l  e x i s t e  donc une boule  

B(akypl) c B(ak,pl ) dans l a q u e l l e  l a  v a l e u r  de Wk(x) r e s t e  p o s i t i v e  e t  

l a  s t r i c t e  p o s i t i v i t é  de D(x) complète l a  preuve. 

2- k  E QI.  Puisque H(x;Y) e s t  une forme quadra t ique  dont l e  minimum e s t  

a t t e i n t  pour y  = T ( x ) ,  nous avons : H(x;x) - H(x;I'(x)) = D(x)llx - r(x)1I2/2. 

Grâce à ( IV.3 .2 .b) ,  (IV.3.2.e) e t  ( IV.3 .1 .a1)  : 

h(x )  - h ( r ( x ) )  1 l I ~ h ( x )  1 ( 2 / ( 2 ~ ( x ) ) ,  ou encore h ( r ( x ) )  5 h ( x )  

- 1 1  ~ h ( x ) l l  2 / 2 ~ ( x ) .  



D'après l a  p ropos i t i on  2 ,  i v ) ,  D e s t  cont inue  dans un vo i s inage  de 

ak pour k  E QI e t  comme ~ ( a ~ )  > O ( i i i ) ,  l a  fonc t ion  

'L L 

g : x + h(x )  - IIvh(x> I I  /2D(x) l ' e s t  également.  Sa v a l e u r  pour x  = "k 
e s t  h ( a k )  - 1 1  Rk 1 1  ' / 2 ~ ( a ~ ) .  Comme I I  Rk II > 0 c e t t e  v a l e u r  e s t  s t r i c t e m e n t  

'L 
p l u s  p e t i t e  que h ( a k ) .  Par  s u i t e ,  d ' ap rè s  l a  c o n t i n u i t é  de g ,  il e x i s t e  

une boule B(ak,pl) t e l l e  que pour t o u t  x  de c e t t e  bou le ,  nous ayons : 

IV.3.4 - Un théorème de convergence 

Ce théorème dû à Huard [ll] e s t  une ex tens ion  d 'un  r é s u l t a t  de 

Polak r201. 

T h é o t h e  : Soienit E un de  R ~ ,  P un bou6-ensemble de E ,  

F une appf i ca t ion  m ~ v o q u e ,  h une {onc*tion t& que : 

( a )  F : E - P + P(E) Z d  que Y x E E - P : F(x)  # 

( B )  h : E - P + R b d - c o n t i n u e  i n ~ m e u h e m e n t  A u h  E - P 

(y) Y x E E - P,  3 V(x) tel que t E v ( x ) ,  Y z  E ~ ( t )  => h ( z )  < h ( x )  

V(X) ut WI v o d i n a g e  d e  x h W v e m e n t  a E. 

k k Comidt%om une ( x )  d é $ K e  pouh tOuX k E li pah kX1 r F ( r )  

k a i  x k P ,  kX1 = k binon.  



Remarque 4 : Au c o n t r a i r e  du théorème c l a s s i q u e  de Zangwill C28, p.911 

aucune p r o p r i é t é  de c o n t i n u i t é  n ' e s t  demandée à F. 

I V . 3 . 5  - U n  lemme de convergence de s u i t e  

Comme nous l e  s igna lons  dans l ' i n t r o d u c t i o n ,  dans l a  m a j o r i t é  des  

problèmes de  minimisat ion où l 'ensemble des minima n ' e s t  pas  r é d u i t  à 

un p o i n t ,  l e s  a lgor i thmes  f o u r n i s s e n t  des  s u i t e s  dont t o u t  p o i n t  

d 'accumuiation e s t  un minimum e t  non des  s u i t e s  convergeant v e r s  un t e l  

minimum. En f a i t  c e t  inconvénient  n ' e s t  pas  e s sen t i e l l emen t  l i é  aux 

algori thmes mais   lu tôt aux o u t i l s  dont  nous disposons pour é t u d i e r  l a  

convergence. Les o u t i l s  t e l s  que l e s  th6orèmes généraux de Zangwill ,  

Polak ou Huard s ' appu ien t  s u r  des  hypothèses r e l a t i vemen t  f a i b l e s  ne 

prenant  en compte qu 'une p a r t i e  des  p r o p r i é t é s  des  a lgor i thmes  e t  ne 

peuvent na ture l lement  p a s  conduire  à un r é s u l t a t  a u s s i  p r é c i s  que la  

Convergence d'une s u i t e .  I l  e s t  u t i l e  de l e u r  ad jo ind re  des  r é s u l t a t s  

q u i  prennent en compte des p a r t i c u l a r i t é s  p l u s  s p é c i f i q u e s  des  algo-  

r i thmes e t  q u i ,  parce  q u ' i l s  s e r o n t  d 'une u t i l i s a t i o n  moins g é n é r a l e ,  

conduiront à des r é s u l t a t s  p l u s  p r é c i s .  Le lemme su ivan t  q u i  s ' app l ique  

à une fonc t ion  convexe (mais non s t r i c t e m e n t )  montre que sous  c e r t a i n e s  

hypothèses,  un a lgor i thme converge v e r s  un minimum. 

Ce lemme s e r a  app l iqué  avec p r o f i t  a u s s i  b i en  à l ' a l g o r i t h m e  1 q u i  

nous concerne i c i  q u ' à  l ' a l g o r i t h m e  II que nous h rés enterons dans l e  

paragraphe su ivan t .  



Dans l e s  deux c a s ,  son u t i l i s a t i o n  f e r a  s u i t e  à c e l l e  d 'un théorème 

g é n é r a l  (Huard pour l ' a l g o r i t h m e  1, Zangwill  pour l ' a l g o r i t h m e  I I )  dont  

il v iend ra  p r é c i s e r  l e s  conc lus ions  en montrant que l a  s u i t e  f o u r n i e  p a r  

l ' a l g o r i t h m e  converge v e r s  un minimum a l o r s  que l e  théorème g é n é r a l  

é t a b l i s s a i t  seulement que t o u t  p o i n t  d ' a c c m u l a t i o n  de l a  s u i t e  é t a i t  un 

minimum. 

k 
L m e  : S o a  h une Sanction convexe de R~ dand R.  S i  La 6uA;te ( x )  

contenue dans un compact E~ véhidie : 

Lü) ZouX point d ' a c c m W o n  de ( k )  e61 un minhum de h 

& o u  l a   de ($1 conveirge v e a  un minimum de h. O 

k 
Preuve : S o i t  u  un p o i n t  d 'accumulat ion de l a  s u i t e  ( x ) .  Puisque u e s t  

un minimum de h e t  que h e s t  convexe, deux p o i n t s  s u c c e s s i f s  de l a  s u i t e  

k e t  k$l v é r i f i e n t  donc : 

Alors  
k k kkl - x = - Ak Q implique : - - k k  - x )  1 O ,  d'où 

k i l  k  I I  - I l 2  I I u  - X I l 2  t 1 lk+x1  - X I l 2 .  

k  Ce q u i  e n t r a i n e  pour t o u t  m < k : I I  u  - x I l 2  5 I I  u  - X 1 1 '  + 



Puisque l a  s é r i e  de terme g é n é r a l  ( I l  k:l - 5 Il2) converge : 

k- 1 
V E > 0 ,  3 N ( E )  t e l  que,  Y k > m 2 N(E) => 1 1 1  izl - I l 2  < 

i =m 
m 

donc / l u  - k I l 2  - I I u  - x1I2 c E/2. 

Comme u e s t  un p o i n t  d 'accumulat ion 

3 p > N(E) t e l  que I I  u  
1/ 2 - X I I  5 ( € / 2 )  i 

Pour m = p ,  nous obtenons : 

m I I  - I l 2  €72 + I I  u  - x I l 2  i E ,  pour  t o u t  k > P m .  

k 
Donc Y E > 0 ,  3 p = m ( ~ )  t e l  que pour  t o u t  k > p => I I  u  - x I l 2  5 E.. 

k Nous obtenons b i en  l a  convergence de l a  s u i t e  ( x )  v e r s  u  q u i  e s t  un 

minimum de h .  n 

Nous pouvons remarquer que dans c e  lemme, nous n 'ex igeons  pas  que 

l e  paramètre Xk > O s o i t  c e l u i  q u i  donne l e  m e i l l e u r  succes seu r  p o s s i b l e  

dans l a  d i r e c t i o n  opposée du sous-grad ien t ,  n i  même que l e  succes seu r  

k kX1 s o i t  m e i l l e u r  que l e  p o i n t  x.  

I V . 3 . 6  - Convergence de 1 ' a l g o r i t h m e  1 

Théonème : La d d e  ( k )  dé4 in ie  pm l ' a l g ~ ~ w  2 convenge v m  un 

minUnwn de h ; un m i h w n  peu$ êRhe obtenu en un nombne d i n i  p dl&pc?rl 

dam lu deux CLU au. ivam : 



Preuve : Les cas  f i n i s  a )  e t  b )  r é s u l t e n t  immédiatement du f a i t  que respec-  

P  
tivement 1 1  Rk I I  < $;(O) e t  = r # a k ,  k E Pl, son t  équ iva l en t s  à 

O r ah(ak)  e t  w($) = O. 

Ces deux Sas f i n i s  m i s  à p a r t ,  l a  s u i t e  ( R )  a  une i n f i n i t é  de v a l e u r s  

d i s t i n c t e s  ; pour montrer que l a  s u i t e  converge ve r s  un minimum, nous 

procèderons en deux é t apes  : 

: Dans une première é t ape ,  nous u t i l i s e r o n s  l e  théorème 

IV.3.4 pour montrer que t o u t  p o i n t  d'accumumation de 

l a  s u i t e  e s t  un minimum de h.  

Pour app l ique r  ce  théorème, nous cho i s i s sons  : 

, comme ensemble E ,  l 'ensemble compact A : d ' ap rè s  ( IV.3 . l . a )  e t  ( IV.3 . l .b )  

1 
t o u s  l e s  i t é r é s  s o n t  dans A dès  que x E A 

. comme ensemble p r i v i l é g i é  P ,  1' ensemble des  minima d e  h  (dans R") 

contenu dans A .   après l a  remarque 1 , c e t  ensemble n ' e s t  pas  v ide .  

comme a p p l i c a t i o n  F l ' a p p l i c a t i o n  multivoque r d é f i n i e  en IV.3.1. 

. comme fonc t ion  h ,  l a  f o n c t i o n  à minimiser : e l l e  e s t  cont inue.  

Pour v é r i f i e r  l ' hypo thèse  ( y )  nous d i s t i ngue rons  deux cas  : 

(ya)  : x d i f f é r e n t  d 'un  sommet. 



Pour x # a k ,  k E Pl u Q1 l a  fonc t ion  H e s t  s t r i c t e m e n t  convexe e t  

d ' ap rè s  (IV.3.2.f)  possède un minimum unique q u i  n ' e s t  a u t r e  que r ( x )  

donné par  ( IV.3.1.a) .  Puisque x C P nous avons Vh(x) # O e t  d ' ap rè s  

(IV.3.2.d) nous en déduisons VH(x;x) # O ; r ( x )  é t a n t  l e  minimum de 

H(x;.) ,  nous avons : H(x;I'(x)) < H(x;x). En u t i l i s a n t  (IV.3.2.b) e t  

(IV.3.2.e) nous obtenons h ( r ( x ) )  < h ( x ) .  

Puisque hor e s t  univoque e t  cont inue  dans un vo i s inage  de x q u i  ne 

con t i en t  aucun sommet ak (k Pl u QI)¶ il e x i s t e  un vois inage  de x no té  

V(x) t e l  que : pour t o u t  t de V(x) nous avons h ( I ' ( t ) )  < h(x). 

Puisque x L P ,  nous avons II Rk 11 $;(O). Par  d é f i n i t i o n  de  r ( a k >  

nous' avons : z E T(ak)  => h ( z )  < h ( a  , t a n d i s  que l e  lemme IV.3.3 k 

permet de conclure à l ' e x i s t e n c e  d'un vois inage  v ( a k )  t e l  que 

X E V(ak) - {ak} => h ( r ( x ) )  < h(ak ) .  

Les hypothèses du théorème é t a n t  s a t i s f a i t e s ,  nous sommes a s s u r é s  

P du f a i t  que t o u t  p o i n t  d 'accumulation de ( x )  est dans P c ' e s t - à -d i r e  

e s t  un minimum de h dans R" contenu dans A .  

: ' Montrons maintenant que l a  s u i t e  ( R )  e s t  convergente v e r s  

un minimum de h ; pour c e l a  u t i l i s o n s  l e  lemme I V .  3.5. 

P 
Notons 1 l 'ensemble des i n d i c e s  des  éléments  de l a  s u i t e  ( x )  q u i  

P 
sont  des  sommets. La décro issance  s t r i c t e  de l a  s u i t e  h ( x )  implique qu'un 

sommet ne peu t  ê t r e  r e n c o n t r é  qu'une f o i s  au  p l u s .  L'ensemble 1 é t a n t  f i n i ,  

à p a r t i r  d 'un c e r t a i n  rang NI l a  s u i t e  ne c o n t i e n t  p l u s  de sommets ak, 



P 
k E P U Q1 e t  d ' ap rès  ( IV .3 . l . a ' )  nous avons i) PX' = X - hp Vh(x) 1 

P 
avec h = 1 / ~ ( x )  > O (p ropos i t ion  2 ) .  

P 

Vér i f ions  i i )  : pour x # a k ,  k E Pl u QI, nous avons : 

h ( x )  - h(T(x))  2 H(x;x) - H(x; ï (x ) ) .  La formule de Taylor appliquée à 

H au voisinage de r ( x )  donne : H(x;x) - H(x;T(x)) = Il x - r ( x )  I l2  D(x)/2. 

D'après l a  proposi t ion  2, il e x i s t e  p > O t e l  que ~ ( x )  > p e t  par  

P 
s u i t e  pour t o u t  x d i s t i n c t  d'un sommet (donc pour t o u t  p > N ~ )  : 

P La s u i t e  h(x)  é t a n t  décroissante  e t  bornée inférieurement,  e l l e  

converge, ce qu i  e n t r a î n e  l a  convergence de l a  s é r i e  de terme généra l  

Le t ro is ième point  du lemme IV.3.5 ayant é t é  é t a b l i  dans l a  première 

P p a r t i e  de c e t t e  démonstration, l a  convergence de l a  s u i t e  (x )  v e r s  un 

minimum de h e s t  é t a b l i e .  0 

Remarque 5 : Nous pouvons donner à l a  p a r t i e  S2 de l a  démonstration une 

a u t r e  p résen ta t ion  en considérant  tous l e s  éléments de l a  s u i t e  y compris 

l e s  sommets. Toutefois ,  pour o b t e n i r  i)  nous devons r e s t r e i n d r e  l e  choix 

des p o i n t s  me i l l eu r s  (formules (IV.3.1.b) ou ( I v . 3 . l . c ) )  aux d i r e c t i o n s  

v E Bo n B1 où BI = - 2h(ak) ( i . e .  l a  boule fermée de cen t re  Rk e t  de 

rayon $;(O)). 



I V - 4  ALGORITHME I I  

 après l a  remarque 1, nous pouvons nous l i m i t e r  à rechercher un 

minimum de h (dans R ~ )  contenu dans A .  S i  l e  po in t  i n i t i a l  e s t  p r i s  

dans A ,  t ous  l e s  po in t s  de l a  s u i t e  fournie p a r  l ' a lgor i thme II seront  

dans A .  Ainsi  nous pouvons nous r e s t r e i n d r e  à A pour é t a b l i r  t o u t e s  l e s  

p ropr ié t é s  des  fonct ions  dont nous aurons besoin. 

Au c o n t r a i r e  de l ' a lgor i thme 1, l a  fonct ion  d ' i t é r a t i o n  dé f in ie  en 

I V .  4 .2  e s t  univoque e t  continue s u r  A .  

Pour k E Pl u QI ,  dé f in i s sons  l e s  quantj,tés su ivantes  : 

. 6k = Min di(ak)/2 
i#k  

L L ~  O 
S i  II R~ (1 > $;(O) posons : 

. Bk : boule ouverte de cen t re  ak e t  de rayon 6k = Min (6 i ,6k) .  

Pour k E Q2,  nous posons 6k = 0 

- 
Pour x E Bk, posons Ak(x) = (dk(~) /6k)1+E où E O. 

Posons également : 



sk(x) = 1 ~~(x)(a~ - ak) ; nous avons S (a ) = I$ 
i#k k k  

I V .  4.1 - Lemme : S ' d  eeribLe wi k c u Q~ $el que I I  R~ II > $;(O) 

Preuve : D'après la définition de Sk(x) et Zk(x), nous avons : 

I I  Zk(x) II ' I I  II - 1 1  Sk(x) - Sk(ak) II - Ek(x) I I  - ak 11. 
Or I l  Sk(x) - sk(ak) 11 6 1 IBi(x) ' Bi(ak)l di(ak). 

ifk 

Compte tenu de l'hypothèse (H3) et de l'inégalité 

Bi(x) = $i(di(x)) / di(x) 5 $;(O) / di(x) + Mi/2 
qui en découle, nous avons : 

Puisque Idi(x) - di(ak)l s dk(x) et di(x) di(ak) - 6k, il vient : 

I I  - Sk(ak) II ' 5 (@i(0)/(di(ak) - Gi) + Mi) dk(x). 
i k  

Corne A.(x) 6 Mi implique : Ek(x) I l  X - ak 11 6 ( 1 Mi) dk(x). 1 
icJ 

et que $k(%(x)) - $;(O) 2 Mk dk(x)/2 nous obtenons : 

I I  Zk II  ' ${(dk(x)) I I  Rk II - @;(O) - Qk dk(x) 

Et pour x appartenant à Bk, nous avons bien : I I  Zk(x) II > $;(dk(x)).O 



I V . 4 . 2  - Fonction d'itération et algorithme I I  

Pour x  E A n 
l k E y Q l  Bk : 

- 
Pour x  E Bk ,  k  E Pl u QI : 

f  e s t  une app l i ca t ion  de A dans A : pour t o u t  x  de A ,  f ( x )  appar t i en t  

à A ca r  c ' e s t  un barycent re  de x  e t  des sommets a i ,  i E J. Pour 

(IV.4.2.a) c ' e s t  immédiat, pour (IV.4.2.b) il s u f f i t  de r é é c r i r e  f ( x )  

sous l a  forme : 

f  e s t  continue s u r  A : il e s t  c l a i r  que l e s  app l i ca t ions  d é f i n i e s  par  

(IV.4.2.a) e t  (IV.4.2.b) son t  continues dans l e u r s  domaines r e s p e c t i f s  

de d é f i n i t i o n .  De plus  s u r  l a  f r o n t i è r e  de Bk n A ,  l e s  a p p l i c a t i o n s  

dé f in ies  pa r  (IV.4.2.a) e t  (IV.4.2.b) coïncident .  



Afin de j u s t i f i e r  l a  p a r t i e  2 dans l 'a lgori thme II e t  p r é c i s e r  l e s  

c a l c u l s  nécessa i res  à une i t é r a t i o n ,  il e s t  u t i l e  de f a i r e  l a  remarque 

suivante  : 

Remarque 6 : Pour un point  x de A donné, s e u l  l e  c a l c u l  du rayon 6k de l a  

boule dont l e  cen t re  e s t  l e  sommet l e  p lus  proche e s t  nécessa i re .  

En e f f e t  l e  c a l c u l  des di(x)  donne l e  sommet ak l e  p lus  proche de x. 

Pour ce sommet ak ,  nous calculons l e  rayon 6k de l a  boule  Bk. 

S i  I l  x - ak I I  > 6k a l o r s  x L U B . 
prJ 

En e f f e t ,  remarquons que pour t o u t  sommet a , p # k nous avons : 
P 

I I  x-ak I I  II x-ap I I  e t  I I  ak-ap I I  I I  ak-x II + I I  X-a I I  . Donc : 
P 

6p < I I  ak-ap 11/2 5 !lx-apll . L ' é g a l i t é  n'ayant l i e u  que s i  x r Ca k '  a P 1 e t  

6 = I l  ak-ap 11/2. Par  s u i t e  x C B e t  cec i  pour tou t  p # k. 
P P O 

1 1 1 -  p = 1, x donné dan6 A ,  p a  exmple x = 1 ai/m. 
i c J  



Remarque 7 : Dans le cas du problème de Fermat-Weber généralisé (2) 

l'algorithme II s'identifie avec l'algorithme II proposé en C61. 

Comme pour l'algorithme 1, l'idée consiste à définir pour tout 

point x de A une fonction élémentaire majorante et tangente à la fonction 

h dont le minimum est pris comme successeur de x (formules (IV.4.2.a) et 

(IV.4.2.b)). 

Cette fonction élémentaire majorante et tangente à h en x est 

quadratique pour x t! u Bk, quadratique "corrigée" pour x é B k ) 
k€P1uQ1 

k E Pl u QI. La correction dans le deuxième cas a pour but de faire 

intervenir la non différentiabilité de h au point ak de façon que la 

fonction élémentaire tangente épouse mieux la fonction h au voisinage 

Avant d'établir la convergence, donnons quelques résultats prélimi- 

I V . 4 . 3  - Résultats prél iminaires 

Introduisons la fonction K suivante où le premier argument x est un 

paramètre et le second y la variable 



5 e s t  d é f i n i e  p a r  : 

1 4 . 3 1  %(x;y)  = Ak(x) H(x;y) + (1-hk(x))  Jk(x;y)  

où Jk e s t  d é f i n i e  pour x c A n Ëk e t  y r IRn p a r  : 

Donc : 

D'après (IV.4.3.1) ou  (IV.4.3.2),  l a  d é f i n i t i o n  d e s  Ai e t  l e  f a i t  que 

Ak(x) = (dk(x)/6k)1tE avec  E > 0 ,  nous concluons que i$ e s t  cont inue  pa r  

r a p p o r t  à (x ;y )  r A n B~ X R ~ .  

De p l u s  pour  t o u t  y de R", i$ e t  H co lnc iden t  pour x appar tenant  à 

l a  f r o n t i è r e  de A n B k  ; comme c e s  deux fonc t ions  sont  cont inues  s u r  l a  

f r o n t i è r e  de A n B k ,  K e s t  cont inue  s u r  A x R". 



Rappelons que Kk(x;. ) n ' e s t  u t i l i s é e  que pour x E A n Bk. 

(IV.4.3.a) $ ehe6.t une (onction d.t)cictem&v~X convexe  dan^ R" 

2 En e f f e t ,  après  avo i r  é c r i t  d . (y )  sous l a  forme : 
1 

2 2 
di(y) = di(x)  + I l  x-y 1 1  + 2 - )  ( a - x )  il s u f f i t  de v é r i f i e r  que l e  

coe f f i c i en t  de I l  y-x 1 1  dans Kk e s t  s t r i c t ement  p o s i t i f .  

Pour t o u t  x de Bk e t  t o u t  y de R", nous avons s ( x ; y >  2 h ( y ) *  

Preuve : Compte tenu de l a  d é f i n i t i o n  de Ek(x),  nous avons : 

où Pi(x;y) pour i e J a é t é  d é f i n i  en (IV.3.2.e) en fonc t ion  des quan t i t é s  

p o s i t i v e s  T i ( x ; ~ ) ,  ui(x;y) ,  vi(x;y)  e t  Wi(x;y) e t  où Qk(x;y) s ' é c r i t  : 

Qk(x;y)  = O;(dk(x))(dk(y)-dk(x)) + ~ ~ ( 1  y-x 1 1  '/2 + k k  ( d  ( X I )  - Ok(dk(y)).  

Un c a l c u l  montre que : 

n Donc nous avons b ien  Kk(x;y) 2 h(y)  pour t o u t  y r R e t  t o u t  x de Bk.n 



- - -.. -- - 

1 0 6  

(IV.4.3.d) Pncphiete de &wgence de K~ 

Pour x E Bk, la fonction : y + Kk(x;y) est différentiable pour tout 

V\(X;~) = $ Bi(x)(~-ai) + Ek(x)(y-x) + CB~(X)A~(X) + $k(dk(x))(l-Xk(x))/dk(y)3 
i k  

(Y-a, 1 

tout x f ak, k E Pl, nous avons VKk(x;x) = Vh(x). 

Pour x r B k c Pl, 5 est dérivable au sens de Gâteaux au point 
k ' 

y ak. 

Notons K' (ak;ak;u) et K' (x;ak,u) les dérivées au sens de Gâteaux k k 

de 5 au point y = a pour les valeurs du paramètre égales respectivement 
k 

à a et à x # ak, k E Pl, dans la direction quelconque u de R" : k 

(IV.4.3.e) Soit k E Pl u Q1 tel que II Rk II $;(O). Pour tout x de Bk, 

le minimum de \(x;y) est obtenu en un point différent de ak ; ce minimum 

est donné par la formule (IV.4.2.b). 

Preuve : Pour x E Bk, k E Pl u QI, ak n'est pas le minimum de f(k(x;. 1. 

En effet, d'après le lemme IV.4.1, pour tout x de B nous avons : k 

II 'k(x) II > m;(dk(x)). Choisissonsb> = z ( x ) /  II Zk(x)) II ; alors : 

?J 
k 

T(x;ak;u) = - 1 )  Zk(x) II + (1 - Xk(x)) $ ' ( d  (x)) < O. Donc dans la direction 
k k  

'b 
u, il existe des points meilleurs que ak pour Kk(x;.). 



Comme l e  point  ak e s t  l e  s e u l  point  où \ (x ; . )  peut ne pas ê t r e  

d i f f é r e n t i a b l e  (quand k  a Pl), ce  minimum e s t  donc a t t e i n t  en un point  

'L 
unique y  ( s t r i c t e  convexité de l$) où l e  gradient  e s t  nul .  

'L 
Pour c a l c u l e r  ce point  y ,  annulohs l e  g rad ien t  de Kk( x ;  . . 

En décomposant y  - ai = y - ak + ak - a  i e t y - x = y - a k + a k - x ,  

5 'L 5 
nous obtenons : Ck(x)(y-ak) + ( F ~ ( x ) /  1 1  y-ak II ) ( y a k )  = Zk(x) 

5 
Puisque Ck(x) e t  Fk(x) son t  p o s i t i f s ,  l e s  vecteurs  y-ak e t  z ~ ( x )  

'L 'L 
sont  c o l i n é a i r e s  e t  de même s e n s  : ( y a k ) /  I I  y-ak II = Zk(x)/  1 1  Zk(x) II . 
Nous obtenons a l o r s  y donné p a r  (IV.4.2.b). 

(IV.4.3.f) Pour x  # ak,  k  a Pl, l e s  condi t ions  x  = f ( x )  e t  Vh(x) = O 

sont  équivalentes.  

Remarque 8 : Dans l ' a lgor i thme  I I ,  l a  formule (IV.4.2.b) dépend du rayon 

6k de l a  boule Bk. Bien entendu t o u t  rayon 8k i n f é r i e u r  à 6k convient.  S i  

nous fa i sons  tendre les Xk v e r s  O ,  nous obtenons un nouvel algorithme q u i  

n ' e s t  a u t r e  qu'un cas  p a r t i c u l i e r  de l ' a lgor i thme  1, c e l u i  pour l eque l  l e  

successeur du point  ak e s t  l e  point  : 

c ' e s t - à -d i re  l e  minimum de l a  fonct ion  %(ak ; . )  = J k ( a k ; . ) .  Appliqué au  

problème (2 ) ,  ce successeur n ' e s t  a u t r e  que c e l u i  proposé en C51 ou C101. 

Remarque 9 : Nous pouvons donner une v a r i a n t e  de l ' a lgor i thme II (comme 

de l ' a lgor i thme 1 ) .  Pour k  a QI, l a  fonct ion  h  e s t  d i f f é r e n t i a b l e  au point  

ak. I l  semble donc q u ' i l  n 'y  a i t  pas  l i e u  d 'entourer  ces  po in t s  par  des  



I boules comme les autres sonmets singuliers mais de les considérer comme 

des points ordinaires dont nous donnerons le successeur par une formule 

1 

dérivée de (IV.4.2.a). 

Toutefois, pour assurer l'existence et la continuité de la fonction 

successeur en ces sommets, il est alors nécessaire (et suffisant) de 

supposer l'existence de $"(O). Ce successeur est alors donné par : 
k 

où A*(ak) = 1 Ai(ak) + Max (O, Mk-${(O)). 
ifk 

Ce point f(a ) est l'unique minimum de la fonction H(ak;.). k 

Rappelons maintenant le théorème classique de Zangwill C28 p, 911 

déjà rappelé au chapitre précédent. 

Théohhe : Soient  E un compact de  R ~ ,  P un h o u - ~ e m b l e  d e  E ,  y une 

a p p f i d o n  ~ v o q u e  : E + P(E), h : E + R une doncition continue a m  E 

t& que : 

x E E - P : (a) y(x) f y bup-continue b#c E - P 

( 6 )  x' E y(x) => h(xl) < h(x) 



I V . 4 . 4  - Lemme : S o a  k E Pl u QI ; d i l e  pohX ak n t e 6 * p 4 6  w i m i d ,  

&OU h 6 e ~ n a e  de la boule  B(ak,6k) ne contipnt aucun minimm de h. 

Preuve : Puisque l a  fonct ion  h e s t  d i f f é r e n t i a b l e  dans A sauf en a pour 
j 

j e Pl, t o u t  point  x minimal v é r i f i e  : 

ou bien Vh(x) = O 

o u b i e n  x = a avec l l R j  11 5 $ ; (O) ,  j f  k ( j  É pl). 
j 

D'après l a  d é f i n i t i o n  de 6 i ,  nous avons d ( a . )  2 26 > tik, V j # k. 
k J k 

Pour é t a b l i r  l e  lemme, il s u f f i t  donc de montrer que Vh(x) = O e t  ak non 

optimal impliquent : dk(x)  > 6k. 

Pour c e l a ,  notons que l a  condi t ion  Vh(x) = O s ' é c r i t  encore : 

Dans c e t t e  r e l a t i o n ,  majorons e t  minorons l e s  normes respec t ives  des 

deux membres. Nous obtenons : 

(IV.4.4.1) 1 Mi I I  X-ak 11 /2+$1(di(ak)) I I  (x-ai)/di(x)-(ak-ai)/di(ak) I I  
i f k  

+ x-ak 1112 2 1 1  Rk I I  - $$(O). 

S ' i l  e x i s t e  x E B(ak,6k) t e l  que Vh(x) = O ,  nous avons donc : 



et l'inégalité (IV.4.4.1). Montrons alors que (IV.4.4.1) et (IV.4.4.2) 

impliquent : II x-ak 1) > 6k. 

Pour un tel x un calcul glémentaire permet de montrer l'inégalité 

stricte suivante : 

Alors (IV.4.4.1) devient : 

Puisque Il x-ak II 5 6k et $i(di(ak)) 5 $!(O) + Mi di(ak)I2, 
1 

nous avons : Il x-ak II > Ok 

est un majorant (strict s'il existe au moins un M > O) de 6;. Donc i 

1 ~ 4 . 4 1 )  et (IV.4.4.2) impliquent bien Il x-ak (1 > 6; ; par conséquent, 

il n'existe pas de x appartenant à tel que Vh(x) = O et le lemme 

est établi. O 



I V . 4 . 5  - Convergence de l'algorithme I I  

Tlzéokëme : La hu&e (X) dédinie pan t1  atgo-e 11 e6.t .t&e que : 

au &le conurne v m  un rkizimwn en 'un nombtre d i n i  dlétapeb danb t e6  d u  

c a  huivantb : 

a )  ie e r i s t e  k .tee que II R~ II 5 $$(O) : d o m  ak e6.t un mi- 

au bien elXe a une in&iniXé de v d w  cüd{a)Levtte?l ct &m &le c o n v w e  

v m  un rninUnum de h. 

Preuve : Les c a s  f i n i s  a )  e t  b )  r é s u l t e n t  immédiatement du f a i t  que 

P 
respect ivement  II R 11 5 $k( O) et  = !, x t ak ,  k E Pl sont  équ iva l en t s  

k 
P à O É ah(ak)  e t  Vh(x) = O ( IV.4 .3 . f ) .  

P 
Mis à p a r t  ces  deux c a s  f i n i s ,  l a  s u i t e  (x) a une i n f i n i t é  d e  

v a l e u r s  d i f f é r e n t e s  ; montrons d'abord que t o u t  p o i n t  d 'accumulation de 

c e t t e  s u i t e  e s t  un minimum de  h .  Pour c e l a  appl iquons l e  théorème d e  

Zangwill r a p p e l é  ci-dessus.  

1 
Considérons pour E l ' ensemble  A ; nous avons vu que s i  x É A t o u s  

I.' les successeurs  x s o n t  dans A .  Prenons pour P l 'ensemble des  minima de 

h dans A .  L a  fonc t ion  d ' i t é r a t i o n  f ( j o u a n t  l e  r ô l e  de  y) e s t  univoque e t  

cont inue ,  de même que h. 

I l  r e s t e  à montrer que s i  x n ' e s t  pas  un minimum : h ( f ( x ) )  < h ( x ) .  



Distinguons deux cas  : 

. x r A n f U Bk : comme x n ' e s t  pas un minimum, a l o r s  Vh(x) # O ; 
keP1uQ1 

donc d ' ap rès  (IV.3.2.d) : VH(x;x) # O .  ~ ' a ~ r è s  ( 1 ~ . 3 . 2 . f ) ,  f(x) e s t  l e  

minimum de H(x;,) e t  comme nous l ' avons  vu en (IV.3,6) ,  SI : 

h ( f ( x ) )  5 H(x;f(x))  < H(x;x) = h ( x ) .  

. x r A n Bk (pour k E Pl u QI)  : dis t inguons  l e  cas  où x # ak e t  l e  cas 

où x = ak. 

S i  x # a k ,  x é t a n t  d i f f é r e n t  d'un minimum : Vh(x) # O ; donc d ' ap rès  

1 ~ 4 . 3 . d )  : V s ( x ; x )  # O ,  i . e .  que x n ' e s t  pas d 'après  (IV.4.3.e) l e  

minimum de Kk(x;.) ; nous avons a l o r s  : 

En u t i l i s a n t  (IV.4.3.b) e t  (IV.4.3.c) nous obtenons : 

si  x a k ,  (IV.4.3.e) donne K,(ak;f(ak))  < K(ak;ak) e t  p a r  s u i t e  

h ( f ( a k ) )  < h ( a k ) .  

P 
Donc t o u s  l e s  p o i n t s  d'accumulation de l a  s u i t e  ( x )  sont  des 

minima de h. 

Montrons maintenant l a  convergence de l a  s u i t e  (g) vers  un 

minimum. 



Cette convergence e s t  immédiate s i  l 'ensemble des minima e s t  r é d u i t  

à un point .  Supposons que ce ne s o i t  pas  l e  cas.  Comme Pl u QI f 0,  

d 'après  l e  c o r o l l a i r e  A3, c e t  ensemble e s t  un segment Cu' ,v11 c A e t  

pour t o u t  ak ,  k  r Pl u QI : ak D C U ~ , V ~ I  e t  ak L Iu ' ,v1C. 

Distinguons t r o i s  éven tua l i t é s  : 

1. S i  l e  segment [ u l , v ' ]  ne cont ient  pas  de sommets ak (k E Pl u QI )  

d 'après  l e  lemme IV.4.4, il e x i s t e  un voisinage V 1 de C U '  ,v l  1 t e l  

que pour t o u t  k  E Pl u Q1 : V 1 ne rencontre  pas l a  fermeture de 
P  

B(ak ,6k) . A p a r t i r  d'un c e r t a i n  rang N I ,  tous  l e s  i t é r é s  ( x )  sont  

dans V e t  a l o r s  l ' a lgor i thme II s e  confond avec l ' a lgor i thme 1 : 
1 

l a  p a r t i e  S2 de l a  démonstration du théorème IV.3.6 nous donne par  

P 
app l i ca t ion  du lemme IV.3.5 l a  convergence de ( x )  ve r s  un minimum. 

2. S i  l e  segment Cu' ,v '  1 con t i en t  un sommet par  exemple u' : ak(kePl u QI) ,  

considérons l e  polyèdre Gk = r\ {x 1 (x-(ak+ai)/2) .(ai-ak) 50 ) .  
i r ~ ~ u ~ ~ - { k }  

Le polyèdre Gk con t i en t  B(a ,6 ) d 'après  l a  d é f i n i t i o n  de  4 e t  en k k  

f a i t ,  comme l e s  a  son t  s u r  DCu1,v'], G s e  r é d u i t  à une i n t e r s e c t i o n  
i k  

de deux demi-espaces ou à un demi-espace. 

D'après l a  d é f i n i t i o n  de l ' a lgor i thme II (début de l a  p a r t i e  2)  

s ' i l  e x i s t e  un i t é r é  dans G a l o r s  l ' a l so r i thme  e s t  f i n i  ( c a s  dé jà  
k 

VU) s inon t o u t e  l a  s u i t e  e s t  à l ' e x t é r i e u r  de Gk donc de Bk(ak,6k) 

e t ,  à p a r t i r  d'un c e r t a i n  rang, d 'après l e  lemme IV.4.4, l a  s u i t e  

n ' a  aucun po in t  dans les boules Bi pour i E Pl u QI. Alors l ' a lgo-  

rithme II comme précédemment s e  confond avec l ' a lgor i thme 1 e t  l a  



convergence e s t  a s su rée .  

3 .  Les deux ex t r émi t é s  de  [ u ' , v 1 1  s o n t  des  sommets : u' = ak e t  v' = a 
j ' 

k, j 6 Pl u Q1. La convergence e s t  obtenue en un nombre f i n i  d ' é t a p e s  

c a r  à p a r t i r  d'un c e r t a i n  rang l a  s u i t e  e s t  dans G u G.. 
k I C I  

Remarque 10 : Dans l e  théorème précédent ,  nous avons supposé que 

Pl u Q1 # 0 ; en r é a l i t é  nous pouvons nous a f f r a n c h i r  de c e t t e  r e s t r i c t i o n  : 

s i  Pl u Q1 = 0, l ' a l g o r i t h m e  II e s t  i den t ique  à l ' a lgo r i thme  1. La conver- 

gence de t o u t e  s u i t e  f o u r n i e  p a r  l ' a lgo r i thme  II (ou  1) v e r s  un minimum 

e s t  a s su rée  p a r  l e  théorème IV.3.6 r e l a t i f  à l ' a lgo r i thme  1. 



IV -5  ALGORITHME III POUR LE PROBLÈME DE FERMAT-WEBER GÉNÉRALISÉ 
(Problème (2)) 

Rappelons que l e  problème (2) envisagé e s t  : Min { 1 oi di(x)l x  r R ~ I ,  
i r J  

w e s t  une constante p o s i t i v e .  i 

Comme dans l ' a lgor i thme II précédent, l a  fonct ion  d ' i t é r a t i o n  e s t  i c i  
A 

univoque e t  continue pa r tou t  sauf peut ê t r e  au point  x so lu t ion  de (2 ) .  

Mais s a  va leur  n ' e s t  pas donnée explici tement comme en (IV.4.2.a) ou 

(IV.4.2.b) mais par  une m i n i m i ~ a t i o ~  suivant  une d i r e c t i o n  qu i  s e r a  d é f i n i e  

en IV.5.3. 

Donnons d'abord deux lemmes, l e  lemme IV.5.2 e s t  légèrement d i f f é r e n t  

du lemme IV.4.1 mais ne peut ê t r e  dédui t  de ce de rn ie r .  

IV.5.1 - Lenme : Soievtt un point a   de.^^ diggérrent de l'ohigine 0, x 

un p o i n t  intehieuh à Pa boute B( a ,  ) II a '  a'e point de l a  demi-d>roLte 

q u i  pofLte ox XcJe que II a '  II = II a  II , &OU noLLel obtenom : 
1/2 -1/2 ] l a - a '  II < 2(2+3 ) II a-x II 

Preuve : S o i t  x' l a  p ro jec t ion  de  a s u r  l a  demi-droite d 'o r ig ine  O por tant  

l e  point  x a l o r s  : II a-x' (1 1. I I  a-x (1 . 

Comme II a-x II < 21 , l a  mesure 2u de l ' a n g l e  des deux demi-droites 

'n 
i s s u e s  de O e t  por tant  a  e t  x  e s t  p l u s  p e t i t e  s t r i c t ement  que 6, donc 

31/2 11x' I I  
T <  



Appelons O '  l a  p r o j e c t i o n  de O s u r  l e  segment C a , a l l ,  

rr 1 Comme s i n  12 = 3 (2-3 1/2)1/2 nous obtenons -1 < O' (2-31/2)1/2 et par 
I I  a  I I  2  

s u i t e  I) 0 < (2+312t31/2. 
2 

I l a  I I  

De 1 a 1 - I l  O '  IL - e t  de 1 1  a-x 1) 2 1 1  a-x' I I  nous déduisons l e  
I l a - a1 I I  Ila I I  

r é s u l t a t  ' O  

I c i  $ ( t )  = uk t donc @ ;(( t) = q( pour t o u t  t 2 0.  

Considérons maintenant l e s  grandeurs  su ivan te s  : 

.l 6; = Min - d . ( a  ). 
i # k  2 1 k  

- 1 1/2)1 /2  W Pour ( 1  % 11 > % : dk 7 (2+3 ( 1 1  \ Il-\)* 

- 
6; = Min ( 6 i ,  €jk). 

IV.5.2 - Lemme : S i e n a k n o u 6  auon6 ( 1 ~ ~ 1 1  >%,  uto~eo~ p o m t o u t  

point  x de B ~ ( ~ ~ , G ; )  noud obtenon6 : I I  I I  > uk.  

Preuve : I I  Rk(x) I I  é t a n t  cont inue sauf  aux sommets a # ak e t  
j 

I l  % ( a k )  I I  = I I  Rk I I  > Y<' il e x i s t e  un vois inage  de ak pour l e q u e l  nous 

avons I I  Rk(x) I I  > uk . Donnons une éva lua t ion  de ce  vois inage .  

Pour t o u t  x de R~ d i f f é r e n t  des  sommets a j # k ,  formons l a  
j ' 

d i f f é r e n c e  : 



x- a a -a 

I l  - Rk I I  < W I I  i -  
k i 

i f k  i I I  x-ai I I  I I  ak-ai I I  
I I  

x-a. 
1 

Pour t o u t  k posons : a j  = ai + I l  ai-ak I I  
I I  =ai I I  

I I  ai-ak I I  
Pour x appartenant  à l ' i n t é r i e u r  de l a  boule B(aky 2 1 

1/2)-1/2 
nous obtenons d 'après l e  lemme I V . 5 . L  : I l  a!-ak 11 < 2(2+3 

1 I I  x-ak 1 1 .  

Considérons l e s  po in t s  ay e t  xf dédu i t s  de ak e t  de a i  par  une 
9 
I 

homothétie de cen t re  ai e t  de rapport  
I I  ai-ak I I  

Nous obtenons : 

(a i -a i )  - x-a . ak-ai 
- - 1 - xl!-a'.' = (xy-ai) - (a!-ai) = 

1 1  1 1  ak-ai I I  1 1  X-ai I I  I I  ak-ai 11 

- 
e t  comme x a p p a r t i e n t  à l a  boule  B(ak,6k) : I I  R ~ ( x )  I I  > uk. O 



IV.5.3 - D i r e c t i o n s  de min imisa t ion  de  h e t  Algori thme I I I  

Déf in i ssons  maintenant  l e s  d i r e c t i o n s ,  à l ' a i d e  des  v e c t e u r s  u ( x ) ,  

s u r  l e s q u e l l e s  s e  f e r a  l a  minimisat ion de h .  

Pour x  E int .Bk(ak,6E) : 

* 
e t  pour x k 0 i n t . B k ( a k , $ )  : 

k = 1 

U ( X )  = R(x) .  

* 
Posons : a ( x )  = { z  E R~ 1 z = x  t t u ( * ) ,  t 2 O). 

* 
y ( x )  = { Z  L R~ 1 h ( z )  2 h ( v )  pour  t o u t  v  de a* (x )}  . 

La f o n c t i o n  h é t a n t  s t r i c t e m e n t  convexe, son minimum s u r  l a  demi-droi te  

* 
ak(x) e s t  unique,  donc y e s t  une fonc t ion  univoque. 

Preuve : 

1. La fonc t ion  u  : x  -+ u ( x )  e s t  cont inue  p a r t o u t  ( é v i d e n t )  e t  u (x )  # O 

sauf en 2 s i  # (mJ in t .Bk(ak ,6k) .  
k = l  



En e f f e t ,  s i  x l (-) int .Bk(ak,6;()  : u ( x )  = R(x) - Vh(x) ,  donc s i  
k = l  

* 
Par  con t r e  s i  x E Bk(ak ,$)  d ' a p r è s  l e  lemme IV.5.2 : IIRk(x) I I  > % 

Wk 
donc u ( x )  = Rk(x) - (x-ak)  # O.  Et pour  E a int .Bk(ak,6;),  comme 

I I  Rk I I  > uk : 2 # ak e t  compte tenu  du f a i t  que - R ( X )  = Vf(2)  = O ,  l e  

1 1 
vec t eu r  u(P)  est non n u l ,  il e s t  éga l  à Wk (m - 

k 

* * 
2 .  L ' a p p l i c a t i o n  multivoque a : x + a ( x )  e s t  cont inue  p a r t o u t  sauf 

* 
en X s i  X I (-) i n t  . Bk(ak C l  e s t  év iden t  à cause de  l a  c o n t i n u i t é  de  

k = l  
u  e t  du f a i t  que u ( x )  # O .  

3 .  D'après  un théorème c l a s s i q u e  s u r  l a  pa rémé t r i s a t i on  des  programmes 

* 
mathématiques, h é t a n t  cont inue  e t  a con t inue  p a r t o u t  sauf  en 2 s i  

* 
-2 1 0 i n t  . ~ ~ ( a ~  ,6;), nous déduisons que y est sup-continue donc cont inue  

k= 1 

s u r  t o u t  compact sauf  en 2 s i  X k 0 i n t  .E3,(akY&k). 
k = l  

Nous sommes en mesure de d é c r i r e  l ' a l g o r i t h m e  III ; pour sa mise en 

oeuvre,  nous u t i l i s o n s  également l a  remarque 6 f a i t e  en  IV.4. 

1 1 
m m 

1- p = ~ ,  x  donné, p a ~  exemple x = wi a i  / 1 ai. 
i=l i=l 



IV.5.4 - C o n v e r g e n c e  d e  l'Algorithme I I I  

L ' o p t . h w n  peLLt &tte dtteint en un nambte @ni d t ~ W o n 6   da^ la 

deux cas ~u ivavu% : 

a )  i.t exMte un k  t e l  que II R~ II < %,  do^ : X = a  k 

P P 
b )  h i  PX1 = x  & o u  i. = x. 

Preuve : Le c a s  f i n i  a )  a  d é j à  é t é  examiné. Donnons d ' a b o r d  l e s  t r o i s  

r é s u l t a t s  s u i v a n t s  : 

C~mme x r Bk(ak,6k)  : 1 1  Rk(x) I I  > ukY l e  p r o d u i t  s c a l a i r e  

R ( x ) . u ( x )  e s t  n u l  s i  e t  seulement  s i  R(x)  = O c a r  u ( x )  # 0 ,  

s t r i c t e m e n t  p o s i t i f  s i n o n .  



3- x = a  
k '  

d  - d t  h ( a k t t ~ ( a k ) ) t = O  = u ( a k )  11 - Rk.u(ak)  = II Rk II (a1< - II Rk 11 ). 

p + l  - S i  x  - x ,  d i s t i n g u o n s  deux c a s  : 

. X , ( J  i n t . B k ( a k , 6 k )  a l o r s  d ' a p r è s  1- : - II Vh(x) P  II 2 0 ,  
k = l  

P  P  
i . e .  Vh(x) = O donc 2 = x. 

P * P  P  . x c in t .Bk(ak, tSk)  a l o r s  d ' a p r è s  2- : - R ( x ) . u ( x )  2 O ,  e t  e n c o r e  

P  P  
d ' a p r è s  2- : R(x)  = O ,  donc 2 x .  

Ceci  démontre l e  c a s  f i n i  b ) .  Dans l e  c a s  où t o u t e s  l e s  v a l e u r s  d e  

P  
l a  s u i t e  ( x )  s o n t  d i s t i n c t e s ,  démontrons,  à l ' a i d e  du théorème d e  Zangwi l l  

P 
(IV.4.3), que l a  s u i t e  ( x )  converge v e r s  2 .  

Prenons pour  E un compact a s s e z  g rand  pour  c o n t e n i r  l e s  sommets e t  

I 
l e s  é q u i p o t e n t i e l l e s  p a s s a n t  p a r  x ,  e t  pour  P l e  s e u l  p o i n t  2.  

* 
La f o n c t i o n  h  est  c o n t i n u e  p a r t o u t  e t  y est c o n t i n u e  sauf en  2 s i  

* * 
2 t! 0 i n t . B  ( a  6 ) ,  il r e s t e  à v é r i f i e r  que s i  x Z Y : h ( y  ( X I )  < h ( x ) .  

k=  1 k  k '  k  

d  Ceci  e s t  é v i d e n t  c a r  pour  x  # Y : - h ( x t t u ( ~ ) ) ~ = ~  < O d ' a p r è s  l e s  t r o i s  
d t  

r é s u l t a t s  c i - d e s s u s .  

P 
Donc t o u t  p o i n t  d ' a c c u m u l a t i o n  d e  l a  s u i t e  ( x )  e s t  dans  P .  Comme P 

e s t  & d u i t  à un p o i n t  2 ,  c e t t e  s u i t e  converge donc v e r s  Y .  Ci 



A l  - Proposition 

Sous l 'hypothèse (Hl) nous avons : 

1- h e s t  convexe dans A 

2- L'équivalence des deux p r o p r i é t é s  su ivantes  : 

(NC) h n ' e s t  pas s t r i c t ement  convexe dans A 

( N C ' )  il e x i s t e  deux po in t s  u e t  v de A ,  u # v e t  un part i t ionnement 

de J en deux sous-ensembles Il e t  I2 t e l s  que : 

pour t o u t  i de Il : u e t  v E B(ai ,r i )  

pour t o u t  i de I2 : a .  E DCu,vl, a i  C lu,v[ e t  $ 0  e s t  a f f i n e  
1 1 

s u r  Cdi(u) ,d i (v) l  

Pour p r é c i s e r  l e s  no ta t ions  dans l a  proposi t ion  suivante  e t  dans l e  

~ o r o l l a i r e ,  nous dé f in i s sons  une o r i e n t a t i o n  s u r  DCu,vl au moyen de l a  

r e l a t i o n  d 'o rd re  su ivante  : x S y <=> (y-x).(v-u) 2 0. 

De p lus ,  s i  @i e s t  a f f i n e  s u r  Cdi(u),di(v)l avec pa r  exemple 

di(u)  < di(v)  , nous noterons w l a  va leur  cons tante  de s a  dér ivée  sur  i 

ce  segment i . e .  



A 2  - Proposition 

Sous les hypothèses (Hl) et (H4) les deux propriétés suivantes 

sont équivalentes : 

n 
(NU) : h n 'admet pas un minimum unique dans R 

(NU') : il existe deux points distincts u et v de A et un 

partitionnement de J en deux sous-ensembles Il et I2 

tels que : 

pour tout i de Il : u et v E B(ai ,ri) 

pour tout i de I2 : a e D[u,v], ai 1 lu,vC, $i est affine i 

sur [di(u),di(v)l de dérivée wi telle que : 

Sous les hypothèses (Hl) et (H4), si h n'admet pas de minimum unique 

dans R" et si 5 B(a. ,r. ) = 0, alors 1 <ensemble des minima de h est un 
1 1  

segment [ul,vll c A tel que : il existe un partitionnement de J en deux 

sous-ensembles 1; et 1; tel que : 

. pour tout i E If : a E D[u',v'I, ai 1 lul,vlC et @i est affine sur 
2 i 

[di(ul),d.(v')l, de dérivée w > O dans cet intervalle avec : 
1 i 
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CHAPITRE V 

Nous donnons une procédure de c a l c u l  pour l ' o b t e n t i o n  de tous 

Les p o i n t s  e n t i e r s  s a t i s f a i s a n t  un  système d ' i n é g a l i t é s  l i n e a i r e s .  

Cinq cas sont examinés : leu rs  représenta t ions  géométriques sont 

des cônes ou des pa ra l l é lo topes .  Pour o b t e n i r  tous l e s  p o i n t s  ent iers,  

on met en évidence un ensemble p a r t i c u l i e r  de p o i n t s  e n t i e r s  appelés 

p o i n t s  fondamentaux e t  un  ensemble de vec teurs  de t r a n s l a t i o n  à coor- 

données ent iè res .  Le nombre de ces p o i n t s  fondamentaux e s t  f o u r n i  p a r  

une formule t r è s  simple. Nous donnons un a lgor i thme pour o b t e n i r  t ous  

ces éléments. De plus, pour un cône (ou un para lLélotope)  nous obte- 

nons sa représenta t ion  ana ly t i que  minimale i.e. c e l l e  q u i  conduit  A 

l ' a i d e  de l ' a l g o r i t h m e  évoqué au nombre de p o i n t s  fondamentaux minimum 

a i n s i  qu'aux vecteurs de t r a n s l a t i o n  de longueur minimale. En f i n  il 

es t  donné une ex tens ion  de n o t r e  &tude sous l a  forme d 'un  probléme 

généra l  a i n s i  qu'une a p p l i c a t i o n  A l ' o p t i m i s a t i o n  en nombres en t i e rs .  



V-1  INTRODUCTION 

Le problème de l ' op t imisa t ion  en nombres e n t i e r s  ou en nombres 

b i v a l e n t s  d'une forme l i n é a i r e  s u r  un polyèdre l i n é a i r e  a é t é  abordé 

de deux po in t s  de vue dans l a  l i t t é r a t u r e .  

Le premier point  de vue e s t  c e l u i  développé sous l e  nom de méthode 

de sépara t ion  e t  évaluat ion  progress ive   ranch and Bound" dans l a  

l i t t é r a t u r e  anglo-saxonne), Ce sont  des méthodes arborescentes  OU d'énu- 

mérat ion i m p l i c i t e  qu i  peuvent f o u r n i r  a s sez  rapidement une s o l u t i o n  

optimale mais qu i  nécess i t en t  p a r f o i s  des temps de c a l c u l  assez  é levés  

pour prouver que l'optimum e s t  effect ivement a t t e i n t .  La technique 

c o n s i s t e  à t rouver  de "bonnes" r è g l e s  pour, d'une p a r t  p a r t i t i o n n e r  

l 'ensemble des s o l u t i o n s  r é a l i s a b l e s  (Branch) e t  d ' a u t r e  p a r t ,  d é f i n i r  

des es t imat ions  l e s  p lus  exactes  poss ib les  de l a  va leur  optimale de l a  

fonct ion  économique s u r  l e s  sous-ensembles de so lu t ions  m i s  en évidence 

par  c e  part i t ionnement (Bound). Une l i t t é r a t u r e  t r è s  abondante t r a i t e  de 

ce s u j e t ,  c i t o n s  p a r  exemple parmi l e s  a r t i c l e s  l e s  p l u s  c l a s s iques  : 

Lang e t  Doig C411, L i t t l e ,  Murty, Sweeney e t  Karel f421,  Dakin C161, 

Balas C21, Roy, Nghiem e t  B e r t i e r  C481, Guignard e t  Spielberg C351, C361, 

Tomlin 1521, C531, Beale e t  Srnall C81, Held e t  Karp 1391, Benichou, 

Gauthier ,  Girodet ,  Hentges, R ib ie re ,  Vincent 1101, Mitra C451, Fayard e t  

P la teau  C171. Parmi l e s  t o u r s  d 'horizon,  c i t o n s  : Bal insk i  CS], Bal inski  

e t  Spie lberg  C61, Geoffrion e t  Marsten C271, Hansen C381. 

L 'aut re  point  de vue e s t  développé pa r  des  méthodes qu i  reposent  

davantage s u r  des  bases mathématiques (not ion  de congruences, de groupes 

cycl iques ,  de d u a l i t é ,  de théorèmes de sépara t ion)  q u i  permettent d ' a f f i rmer  

q u ' i l  y a convergence mais c e l l e - c i  e s t  s u r  l e  plan p ra t ique  souvent acquise  

au bout d'un temps de c a l c u l  t r è s  élevé.  Ajoutons que pour l e s  a p p l i c a t i o n s ,  

l a  l i m i t e  e n t r e  l e s  deux p o i n t s  de vue n ' e s t  pas tou jours  s t r ic tement  d é f i n i e .  

Cer ta ins  codes de l a  méthode sépara t ion  e t  évaluat ion  progress ive  u t i l i s e n t  

par  exemple des  c o n t r a i n t e s  a d d i t i o n n e l l e s  (appelées a u s s i  coupes) ou égale-  

ment l a  t h é o r i e  de l a  d u a l i t é  (méthodes d i t e s  lagrangiennes) .  



L'idée e s t  d lapprocher ,dans  l e  vo i s inage  d e  l a  s o l u t i o n  opt imale ,  

l 'enveloppe des  p o i n t s  e n t i e r s  du polyèdre.  Ce cad re  a  pour o r i g i n e  l ' é t u d e  

du problème d i t  asymptotique a s s o c i é  au  ~ rob lè rne  posé, ~ r i è ~ e m e n t ,  il 

c o n s i s t e ,  a p r è s  a v o i r  r é s o l u  l e  problème en cont inu  ( i . e .  l e  ~ r o b l è m e  où 

l e s  v a r i a b l e s  ne s o n t  p l u s  a s t r e i n t e s  à ê t r e  e n t i è r e s  mais  r é e l l e s ) ,  à 

d é f i n i r ,  s i  l a  s o l u t i o n  obtenue n ' e s t  pas  e n t i è r e ,  l e  cône d i t  asympto- 

t i q u e  ayant pour sommet c e t t e  s o l u t i o n  contenant l e  ~ o l y è d r e .  Une s t r u c t u r e  

de groupe cyc l ique  e s t  mise en évidence,  e l l e  permet d ' o b t e n i r  des  c o n t r a i n t e s  

l i n é a i r e s  d é f i n i s s a n t  un domaine q u i  c o n t i e n t  t o u t e s  l e s  s o l u t i o n s  e n t i è r e s  

r é a l i s a b l e s  et  ne c o n t i e n t  pas  l a  s o l u t i o n  en cont inu  a i n s i  t rouvée .  Ces 

c o n t r a i n t e s  d é f i n i s s e n t  de nouveaux ~ r o b l è m e s  que l ' o n  r é s o u t  de nouveau 

en  cont inu.  A l ' o r i g i n e ,  c e t t e  méthode a  é t é  proposée pa r  Gomory C291, 

C301, C311, C321 e t  r e p r i s e  e s sen t i e l l emen t  p a r  Gomory e t  Johnson C331, 

Johnson C401 p u i s  p a r  Shapiro C501, Glover C281, Wolsey C541, F rehe l  C251, 

Gondran C341, Bachem C l ] .  Dans un même o rd re  d ' i d é e s ,  d ' a u t r e s  coupes ont  

é t é  proposées pa r  Balas  C31, Burdet C131, Burdet e t  Johnson C141. L 'é tude  

de problèmes à s t r u c t u r e s  p a r t i c u l i è r e s  e s t  f a i t e  dans PadSerg C471, Balas  

C41, Wolsey C551, Hammer, Johnson e t  Peled C371, Berge C111, Sakarovi tch  

C491, Maurras C441, La d u a l i t é  e s t  u t i l i s é e  dans l e s  méthodes d i t e s  lagran-  

g iennes  : Shapiro C511, F i s h e r  e t  Shapi ro  C241 e t  dans l e s  méthodes de 

décomposition ; Benders C91. 

L 'étude du problème asymptotique nous a  condui t  de manière n a t u r e l l e  

à l a  ques t ion  de s a v o i r  s ' i l  y  a v a i t  une p o s s i b i l i t é  p r a t i q u e  d ' o b t e n i r  

t o u s  l e s  p o i n t s  e n t i e r s  q u i  s o n t  à l ' i n t é r i e u r  du domaine d é f i n i  pa r  l e s  

c o n t r a i n t e s  l i n é a i r e s .  

Dans [18], [20] nous avons donné une procédure pour o b t e n i r  t o u s  l e s  

p o i n t s  e n t i e r s  q u i  s a t i s f o n t  un système d ' i n é g a l i t é s  l i n é a i r e s .  Cinq c a s  

d i f f é r e n t s  o n t  é t é  t r a i t é s  : c e s  systèmes d ' i n é g a l i t é s  l i n é a i r e s  repré-  

s e n t e n t  e s sen t i e l l emen t  des  cônes ~ o l y é d r i q u e s  (donc des  cônes asyrnptoti- 

ques à un polyèdre)  e t  d e s  p a r a l l é l o t o p e s .  Nous reprenons dans c e  c h a p i t r e  

l ' e s s e n t i e l  de  c e t t e  é tude  a i n s i  qu'une p a r t i e  d e  C211 e t  C221. 

Pour o b t e n i r  t o u s  l e s  p o i n t s  e n t i e r s  v é r i f i a n t  l e s  systèmes d '  inéga- 

l i t é s  l i n é a i r e s  envisagés  i c i ,  il e s t  m i s  en évidence un ensemble f i n i  de  

p o i n t s  e n t i e r s  p a r t i c u l i e r s  appelés  p o i n t s  fondamentaux e t  un ensemble 

de vec t eu r s  de  t r a n s l a t i o n  q u i  sont  l i néa i r emen t  indépendants  e t  à coor- 



données e n t i è r e s .  Ces p o i n t s  fondamentaux e t  c e s  v e c t e u r s  de  t ~ a n s l a t i o n  

s o n t  pa r f a i t emen t  déterminés pa r  un a lgor i thme e t  l e u r  nombre e s t  donné 

p a r  une formule t r è s  s imple.  De p l u s  dans f211 nous avons déterminé pour  

un cône polyédr ique  sa r e p r é s e n t a t i o n  ana ly t ique  d i t e  minimale c ' es t -à -  

d i r e  c e l l e  q u i  condui t ,  l o r squ 'on  u t i l i s e  c e  q u i  a é t é  f a i t  en C203 à 

l ' o b t e n t i o n  du p l u s  p e t i t  ensemble de p o i n t s  fondamentaux a i n s i  qu'aux 

v e c t e u r s  de t r a n s l a t i o n  d e  longueur minimale. 

E t ro i tement  l i é  à l ' é t u d e  du problème asymptotique, ce  t r a v a i l  e n t r e  

en f a i t  dans l e  contex te  p l u s  anc i en  de l a  ~ é s o l u t i o n  des  systèmes d ' i né -  

g a l i t é s  l i n é a i r e s .  Nous pourrons l e  m e t t r e  en p a r a l l è l e  avec c e l u i  de  

Motzkin 1461, [ 2 6 1  au  s u j e t  de l a  t h é o r i e  de l a  décomposition des  polyèdres .  

Dans l e s  c a s  V . 4  e t  V . 5  envisagés ,  aux p o i n t s  fondamentaux correspondent  

l e s  sommets e t  aux v e c t e u r s  de t r a n s l a t i o n  correspondent l e s  d i r e c t i o n s  

d ' i n f i n i t u d e  du polyèdre.  



V-2 NOTATIONS ET DEFINITIONS 

3N : ensemble des entiers positifs ou nuls 

Z . ensemble des entiers rationnels 

Q :  ensemble des rationnels 

A(m,n) : matrice de format (m,n) c'est-à-dire à m lignes et 

n colonnes à éléments dans Z 

colonne j de la matrice A 

ligne j de la matrice A 

vecteur ligne transposé du vecteur A j 

désigne le produit scalaire du vecteur ligne Ai et 

du vecteur colonne a 

sous-matrice de A composée des lignes dont les indices 

appartiennent au sous-ensemble R de N 

sous-matrice de A composée des colonnes dont les indices 

appartiennent au sous-ensemble R de N 

sous-matrice de A dont l'indice de la ligne et de la 

colonne d'un élément appartient respectivement à J et 1 

Soient p éléments ml, m2,. . . , m de Z ; on note : 
P 

[ml ¶m2 , . . . ,m I = m leur plus petit commun multiple 
P 

(en abrégé p.p.c.m.) 

(ml ,m2 ¶ .  . . ,m ) = d leur plus grand commun diviseur 
P 

(en abrégé p.g.c.d. ). 

La relation a 1 b signifie "a divise b", de même ajb signifie 

"a ne disive pas b". 



1 
Etant  donnés p vec t eu r s  colonnes B , , , B nous notons  p a r  

1 j 
B = [B , , , , ,gP] l a  ma t r i ce  dont l e s  v e c t e u r s  colonnes s o n t  B . 

Plus  grand commun d i v i s e u r  d 'une ma t r i ce  : On a p p e l l e  p.g.c.d.  d ' o r d r e  h 

d 'une ma t r i ce  A(m,n) no té  Ah(A), l e  p.g.c.d.  des  dé te rminants  de t o u t e s  

l e s  sous-matr ices  d e  format c a r r é  (h ,h)  d e  A .  l 
On appe l l e  p .g .c .d .  d e  A ,  no t é  A ( A ) ,  l e  p.g.c.d. d ' o r d r e  r où r e s t  l e  l 
rang  de A .  i 
Matrice unirnodulaire : matr ice  de  forme c a r r é e  à éléments  dans un anneau 

( c e  s e r a  t o u j o u r s  Z )  de  déterminant  +1 ou -1. 

Matrice semi-modulaire : m a t r i c e  de forme r e c t a n g u l a i r e  à éléments  dans 

un anneau possédant  une inve r se  e n t i è r e  à d r o i t e  ou à gauche. 



Un cône polyédrique r é g u l i e r  e s t  d é f i n i  par : {x c R" 1 Ax 2 b} 

03 A est une ( n , n )  matr ice  de rang n ,  à éléments  dans Z (ou Q) et b e s t  

un v e c t e u r  de R". 

Théokhe : TOU tes  p o i m  e n t i m  d'un cône potqedhique k Z g u e i e h  

dont donnb p a t ~  domule duivante : 

L e s  ~j dont l e s  v e o t m  colonnes de B = EM OC M e 6 t  l ' i n v m e  de A et 

E l e  p.p.c.m. des éléments diagonaux d'une .(ornie n o m d e  (ou de Ca r r d w e )  

de Swkth de A .  

C e s  vecieum ~j dont à compodantes enti8ked et dont p U è t e 6  aux 

cthê;te~ du cône ; k .  a p p d e n t  à N pouh j = 1 , 2 , .  . . ,n .  
3 

L ' emembte des es t  appdé t' erisembte d u  points {ondimentaux 

( P f )  C e s  points ~ondmentaux d o n t  l e s  d a &  points entiem du p @ a U Z -  

1 
{x E R "  1 x = S + Al B + ... + An Bn, O i A .  < 1 ,  1. c R p o u r  i = 1 , 2  ,..., n1 

1 1 

oii s e s t  t e  domet  du cône. 

Le nombke de ces poi& bonhevctaux e s t  ZgaB 8 1 d e t  B 1. 

A chaque choix de E >  = t~ oiï t es t  un e d e h  p l u s  gmnd ou E g d  à 1 

cornes pond une décompos*tion unique du tqpe ( V .  3.  a ) ,  ce t t e  dennieke &tant 

aAbociée à t = 1 .  n 



Preuve : E l l e  c o n s i s t e  en q u a t r e  p a r t i e s .  Les p a r t i e s  a )  e t  b )  f o u r n i s s e n t  

un a lgor i thme pour t r o u v e r  l es  p o i n t s  fondamentaux e t  l e s  v e c t e u r s  de  

t r a n s l a t i o n  B I .  La méthode c o n s i s t e  à r é soudre  dans 'Zn l e  système Ax = a  

ayec a 1 b ,  Lee .  à t r o u v e r  l 'ensemble des  a q u i  rendent  l e  système l i n é a i r e  

compatible e t  qu i  s o n t  p l u s  g rands  que b  (composante p a r  composante). 

De t e l s  p o i n t s  a  son t  d i t s  admis s ib l e s .  

a )  Calcu l  de s  a  admis s ib l e s  

I l  e x i s t e  deux m a t r i c e s  unimodulaires  U(n,n) e t  V(n,n) t e l l es  que 

UAV = E ; E(n ,n)  e s t  une forme normale (ou  l a  r é d u i t e )  de S m i t h  de A .  La 

cons t ruc t ion  de U ,  V e t  E peu t  ê t r e  t rouvée  dans Bradley C121, Cha te l e t  

C151, F i o r o t  e t  Gondran C231, MacDuffee C431. 

Donc : Ax = a  <=> Ey = Ua (avec  x Vy), ( 1 . a )  

Appelons E ~ ,  c2 , .. . , E~ l es  éléments  de l a  d iagonale  de E ,  où 

E 
i 1 'i+i p a i r  i = 1 2 . . . n - 1  e t  posons E = [ E ~ , E ~ , . . . ,  1,  E = V . E .  n  1 1  

( v  = 1) pour  i = 1 , 2 ,  ..., n. Posons également Ua z .  Alors  
n  

Ey = Ua <=> Ey = z  <=> € .y  = z pour i = 1 , 2 ,  ..., n <=> € y i =  V . Z .  
1 i i 1 1  

pour i 1 , 2 ,  ..., n. Alors  y  (ou  x )  e s t  e n t i e r  s i  e t  seulement s i  

V . Z .  Z O (mod E )  pour  i = 1 , 2  ,..., n ; il e x i s t e  vi = (viY&) s o l u t i o n s  
1 1  

d i f f é r e n t e s  (mod E )  pour  zi. Pa r  s u i t e ,  nous avons vl x ... 
'n 

s o l u t i o n s  (mod E )  pour  l e  v e c t e u r  z  e t  p a r  conséquent pour a .  

i i Supposons que t h  = ( a l , . . . , an )  (mod E )  pour i = 1 , 2 , . . . ,  

i -1 i 
V x v X ... x vn. De a  = U z  nous déduisons que l e s  a  admis s ib l e s  1 2  

i i son t  donnés p a r  t& ( B I , . . .  ,f3 ) (mod E )  pour i = 1 , 2 , . . . , ~ ~  X V2 X ... x vn. 
n  



i 
Maintenant re tournons  à l a  cond i t i on  a  2 b. Puisque B d é f i n i t  une  

j 
i 

c l a s s e  modulo E ,  nous pouvons c h o i s i r  un élément y de  c e t t e  c l a s s e  t e l  
j 

i que b .  4 y < b i  + E pour i = 1 ,2 ,  ..., v1 X v2 X .., X vn e t  j = 1 2 2 ,  ..., n. 
1 -  j 1 

Alors  t o u s  les a admis s ib l e s  sont  donnés p a r  : 

avec k E N  pour j = 1 , 2 ,  ..., n e t  i = 1,2, . . , ,V1 X V2 X ... X V 
j n  

i i 
Déf in issons  t~ = ($l , .  . . ,+n) e t  cons idérons  l e s  v e c t e u r s  6 dont  

, ième 
t o u t e s  l e s  composantes son t  n u l l e s  s au f  l a  1 éga l e  à 1, Alors  

( 2 . a )  dev i en t  : 

pour j = 1 , 2 ,  ..., v x ... x vn. 1 

Remarque : Rappelons que l e  p.p.c.m. E qu i  joue un grand r ô l e  est un 

i n v a r i a n t  l i é  à A .  Aussi  il peut  ê t r e  c a l c u l 6  à p a r t i r  des  é léments  

diagonaux non n u l s  d 'une  forme normale quelconque ou de  l a  r é d u i t e  de  

Smith ( c e t t e  d e r n i è r e  é t a n t  unique,  e t  s e s  é léments  diagonaux non n u l s  

v é r i f i a n t  E 1 E ~ + ~  i pour i = 1 , 2 ,  ..., n ) .  Pour d e s  r a i s o n s  d'économie d e  

c a l c u l s ,  s u r  l e  p l a n  p r a t i q u e ,  on u t i l i s e  une forme normale. 

b )  P o i n t s  e n t i e r s  du cône 

- 1 - 1 D e  x  : Vy e t  y = E - ~ u ~ ,  nous obtenons x = YE Ua ( : VE z ) .  

- 1 i i - 1 Posons M = VE U, B = E M ,  MP = x. Notons que M = A . 

Alors  t o u s  l e s  p o i n t s  e n t i e r s  du cône V . 3  son t  donnés p a r  

pour i = 1 , 2 ,  ... ,V1 X v2 X . . . X vn avec  k E N pour j = 1,2 , .  . . ,n. 
j 

L'ensemble d e s  4 e s t  appe lé  l ' ensemble  des  p o i n t s  fondarneriraux. Il e s t  

no t é  P 
f '  



1 
c )  P ropr ié t é s  de B , . . . ,Bn 

-1 
De B = EM = EA , nous déduisons que l e  produi t  s c a l a i r e  A B' = O i' 

pour i # j ,  c e  qu i  s i g n i f i e  que BJ e s t  p a r a l l è l e  aux n-1 hyperplans 

j Aix 2 bi pour i # j .  En d ' a u t r e s  termes, les B qu i  sont  des  vec teurs  à 

composantes e n t i è r e s  sont  p a r a l l è l e s  aux a r ê ~ e s  du cône, 

d )  Le pa ra l l é lo tope  fondamental e t  l e  nombre de po in t s  fondamentaux 

Considérons l 'ensemble su ivan t ,  appelé  l e  pa ra l l é lo tope  fondamental 

associé  à l a  matr ice A d é f i n i s s a n t  l e  cône : 

c o n s t r u i t  à p a r t i r  du sommet S du cône et  p o r t é  par  s e s  a r ê t e s .  Les p o i n t s  

fondamentaux sont  l e s  s e u l s  p o i n t s  e n t i e r s  de P(S) .  En e f f e t ,  montrons 

i i 
d'abord que pour t o u t  x E Pf,  il e x i s t e  un vecteur  r é e l  h dont l e s  

i i i 
composantes k s a t i s f o n t  : O 5 A .  < 1 et t e l  que x = S t Bh, 

j I 

i i 
Par cons t ruct ion  P v é r i f i e  b S P < b. + E pour j = 1,2 , .  . . , n  e t  

j j 1 

i = 1 , 2 , . . . , v  
1 

x v2 x . . . x vn. considérons l e  vecteur  r é e l  

i i i 
A = E- ' (P-~)  ; a l o r s  nous avons O 5 h < 1 e t  appliquant  M à c e t t e  

j 

é g a l i t é  nous déduisons : 

Inversement, é t a n t  donné un e n t i e r  x de P(S) ,  il e s t  a u s s i  point  du 

i 1 cône donc x = x + kl B t ... + kn B ~ .  

i 1 
Puisque x : S + Al B + . . . + An B~ avec O 5 h < 1, nous avons 

j 
i 

kl = k2 = .., = kn = O et x = x c 'es t -à-d i re  que x e s t  un point  fondamental. 



En d'autres ternes, nous recouvrons tous les points entiers du cône 
1 n 

en translatant le parallélotope fondamental avec les vecteurs B ,...,B 

Le nombre de ces points fondamentaux est 

€ E - 
V I X  v2  x ... x Vn = - x - x  ... x - -  

€ I l  = ldet B I  
€1 € 2  'n 1 det A I  

c'est-à-dire égal au volume du parallélotope fondamental. 

2  Dans R nous avons 1 det A 1 = 1 det B ( mais pour n > 2 ,  1 det B 1 peut 
1 

etre différent de ldet Al. Donnons d e w  exemples illustrant ces formules. 

Exemple V . 3 . 1 .  

Considérons la matrice : 

alors nous obtenons 

3 Ici N = 3 / 3  = 9 = ldet B I  7 det A = 3. 



Exemple Y . 3 . 2  

-43 19 30 

A = 1 -2 -25 C : :$ a l o r s  nous obtenons 

3 
I c i  N = 6 /18 = 1 2  = ldet  B I  < det  A = 18. 

e )  L 'un ic i t é  de l a  décomposition (V .3 .a )  

Nous pouvons reprendre c e  qui  a é t é  f a i t  de a) à d )  en u t i l i s a n t  

E '  : t~ avec t E II (pa r  exemple E '  = ldet  A I  s i  E < lde t  A I  ; 

rappelons que E 1 de t  A ) ,  Nous obtenons : 

U.a O (nod E ~ )  i=1 ,2 , .  . . ,n ,  
1 

tV.U.a : O (mod E ' )  i=1,2 , . . . ,n .  
1 1  

Alors z = Ua donne tvizi  O (mod E ' )  avec ( t v i , € ' )  = t V i  

- 1 
so lu t ions  (mod E ' )  pour zi. D e  a = U z nous obtenons : 





-1 
Preuve : Nous savons que EM = V(EE ) U e s t  une m a t r i c e  à c o e f f i c i e n t s  

e n t i e r s .  Considérons maintenant  un e n t i e r  t quelconque s t r i c t emen t  p l u s  

p e t i t  que E .  Alors  il e x i s t e  au moins un élément de  t ~ "  q u i  ne s o i t  pas  

e n t i e r  par  exemple l ' é l émen t  ( i , i )  de v a l e u r  p/q r Q. Puisque 

-1 i - (Y t E ) - (p /q )  vi e t  que Y e s t  unimodulaiile, un élément au moins de l a  

colonne ( P / ~ )  vi n ' e s t  pas  e n t i e r ,  p a r  exemple l ' é lément  ( k , i )  q u i  e s t  é g a l  

avec ci r Z .  Le p.g.c .d.  des  éléments de U i  e s t  é g a l  à 1 e t  a l o r s  au  moins 
i 

un élément de  t M .  1 n ' e s t  pas  e n t i e r .  

Exemple  V.3.3 illustrant le théorème V . 3  

Considérons l e  cône d é f i n i  pa r  l e s  i n é g a l i t é s  s u i v a n t e s  : 

149 10  
Les coordonnées du sommet S sont  (-ïIT , 

1 O O 1 -1 O 
Nous obtenons U = ( -5 1 V = (, 2 )  E = ( o - c J  1 

1 5  2 - 1 
B = (1) B = (-4 



et neuf po in t s  fondamentaux : 



V-4 REPR~SENTATION ANALYTIQUE MI NIMALE D'UN CÔNE RÉGULI ER 

Dans l a  p a r t i e  précédente nous avons vu que l 'ensemble des  p o i n t s  

fondamentaux e t  l 'ensemble des  y e c t e u r s  de t r a n s l a t ï o n  s o n t  d é f i n i s  de 

manière unique à p a r t i r  de l a  ma t r i ce  A ,  c ' e s t - à -d i r e  à p a r t i r  de  l a  

r e p r é s e n t a t i o n  ana ly t ique  du cône : {x 1 Ax 2 b). Démontrons l e  

r é s u l t a t  su ivan t  : 

Théonème : Ea3zn.t donné un cône poLyécWque nEgulien d é b i n i  pan. 

( X  E R" 1 AX 2 b) &/rd i.t u ; t e  une n e p a é b e M o n  a n d y ~ q u e  d e  ce 

cône d e  Ra d o m e  {X E R" 1 A I X  2 b f  1 q u i  c o n u  C o ~ q u ' o n  appmue 

la méihode phécédente,  à un e ~ e m b l e  d e  po inf i  6ondamenA.u~ miuWna~cx 

Preuve : Nous donnerons une démonstrat ion cons t ruc t ive .  

S o i t  UAV = E une forme normale .de Smith de  A dont l e s  kléments non 

- 1 
n u l s  sont  n o t é s  E ~ , . . . , E , .  Posons E = [ E ~ ,  ..., E,I e t  B = EVE U. Nous 

savons que BA = AB = €1. 

- i j  j 
Posons B " = B où e s t  l e  p.g.c.d.  des  coordonnées du v e c t e u r  B . 

j 

Appelons D l a  ma t r i ce  d iagonale  dont l e s  éléments diagonaux s o n t  B . .  
3 

- 1 - 
Posons A '  = DA e t  Ë'  BD . Nous avons : BA = €1 <=> B ' A '  = €1 i . e .  

1 - 
que - B '  e s t  l ' i n v e r s e  de A ' .  

E 

Considérons E '  une forme normale de Smith de A '  : U ' A ' V '  = E t .  

Soient  E;, . . . ,&A l e s  é léments  diagonaux de E' . Posons E'  = CE;, ,€' 1 n 

e t  B' = E ~ Y ~ ( E ' ) - '  U I .  



.- * 

1 4 2  

Montrons que E '  = E ( e t  que B' = Ë ' ) .  

1 1 1 
La m a t r i c e  - B '  e s t  l ' i n v e r s e  de A '  donc 7 B' = 7 Èi'. 

E ' E 

1 -1 De A )  = V1(E')-1 U' = - E t ,  nous déduisons que € ( E t )  
E 

e s t  une m a t r i c e  à c o e f f i c i e n t s  e n t i e r s  c a r  B '  l ' e s t  e t  que U t  e t  V '  

son t  unimodulaireç.  Pa r  s u i t e  comme E '  e s t  l e  p l u s  p e t i t  e n t i e r  t e l  

-1 que l a  ma t r i ce  E > ( E ' )  s o i t  e n t i è r e  nous avons E = X E '  avec X 11. 

-1 -1 D'au t r e  p a r t  A-' = YE"U e t  E ' (A')- '  = B I  = E '  A D , 

nous en déduisons B '  = E '  V E - ~ U D - ~ .  Comme B e t  D sont  des  m a t r i c e s  à 

c o e f f i c i e n t s  e n t i e r s ,  U e t  V son t  unimodulaires  ; nous concluons de 

manière i den t ique  à c e  q u i  précède que E '  = VE avec 1 1 e t  donc 

- 
E '  = E e t  B '  = B ' .  

n {x   ER^ 1 Ax r b)  Z {x E R  1 A'x 2 b') avec A '  = DA e t  b' = Db. 

n  S i  nous d é f i n i s s o n s  l e  cône comme {x 6 R ( Ax 1 b) nous savons 

d ' ap rè s  l e  théorème V .  3 que l e  nombre de p o i n t s  fondamentaux e s t  égal 

à l d e t  BI e t  que l e s  v e c t e u r s  de t r a n s l a t i o n  sont  l e s  colonnes de  B. 

S i  nous d é f i n i s s o n s  l e  cône comme {x E R" 1 A'x 1 b '  1, l e  nombre 

de  p o i n t s  fondamentaux e s t  l d e t  B '  1 = l d e t  e t  l e s  v e c t e u r s  de t r a n s -  

lde t  D I  



NOUA POUVOM he6wnen La kechenche de Pn ireph&e&on an&q;tique 

v n i w e  du cône polyéfique lpa~ t e  achéma s L v a n t  : 

€tant  donné {x E R~ 1 Ax 2 b) 

7 .  cdcutonb : 

. E = UAV une dome n o m d e  de %Lth de A, 

, B = EvE-~u, 

ta B ~ ,  . . . , f in  p. p. C .  d .  d a  coondonnEa d a  v e & W  
1 n 

B ,..., B 

Exemples V . 4 . 1  

Pour A = nous obtenons : 

s o i t  un nombre de p o i n t s  fondamentaux éga l  à 288. 

En appl iquant  c e  q u i  précède  nous obtenons : 

e t  l e  nombre de  p o i n t s  fondamentaux e s t  12.,, 



Pour les autres cas traités par la sutte, nous donnerons seulement 

les résultats : les d6monstrations ou les constructions sont assez 

analogues à celles des parties Y, 3 et V.4  et peu~ent gtre trouvées 

dans ï191 et r201.  



Ce cône e s t  d é f i n i  p a r  : 

{x E R" 1 Ax 2 b )  

où A e s t  une (m,n) ma t r i ce  avec m < n ,  de r ang  m. Les éléments de A son t  

dans Z (ou Q) e t  b e s t  dans R". 

Théothe  : T o u  la point% e & m  d'un .tet cône a o n t  donna p a h  la 

60mmLee nuivante : 

L e s  B' dont l e s  vectews colonnes de B = EM 06 M e6.t l ' & u r n e  a 

dhode de A ct E ut l e  p.p.c.m. d e s  éléments diagonaux de E = UAV une 

dome n o m d e  (ou la rréduA/te) de W h  de A ( U  at V &tant t es  deux 

mdtruces u n h o d ~ a  a s ~ o c i é e b ) .  

Les v j  hont l e s  n-rn dmnlëtes  colonnes de V, i.43 ~oont p W U e s  à 

La vahieté e inéahe  A* & L R" 1 Aix = bi ,  i = 1,2 ,... , m l ,  

L'memble  d a  & e6.t appdé llenaemble d e s  p o h u 9  dondcunentaux 

(euemble P*). L e s  p o i d  & o n d a m e n t u  d o n t  L u  a& pointd d e h a  

de l' en4 emble auÂ.vant : 



Le nombhe de p o W  {ondamentaux de ce cône e6.t éga l  au p.g.c.d. 
1 m de B 00 B = CB ,..., B 1, 

Cette dZcompo~iZion ( V . S . 6 )  e6.t unique a une t n a n a a o n  ph0 

Exemple Y . 5 . 1  

Pour l e  cône  d é f i n i  p a r  l e s  i n é g a l i t é s  s u i v a n t e s  : 

Les c a l c u l s  donnent : 

= (5327, 697, 2307, 8 ,  875)  

t ~ 2  = (658,  86 ,  285, 1, 1 0 8 )  

t ~ 3  = (-651, -85, -282, -1, -107) 

t ~ 4  = (-89,  -12,  -37, -1, -15) 

'v5 = (24 ,  6 ,  -2 ,  7 ,  7 )  

e t  deux p o i n t s  fondamentaux : 

Exemple V . 5 . 2  

Pour l e  demi-espace : 

2x + 3x2 + 4x3 2 13 /2  1 

nous t rouvons  = -1, 1, o ) , ~ v ~  = (3 , -2 ,0 ) ,  t ~ 3  = - 2 0 1  et  un p o i n t  



t l  
fondamental x ; (-7,7,0), 

~ e ~ r é s e n t a t i o n  ana ly t ique  minimale d e  V.5.  

Etant  donnés A(m,n) e t  b (m, l )  déterminons A1(m,n) e t  b f ( m , l )  l a  

r e p r é s e n t a t i o n  ana ly t ique  minimale du cône a s s o c i é  à l ' a i d e  du schéma 

su ivan t  : 

7 . Cdec1LeonA : 

. E = UAV une 60hi;le namide de SmLtlz de A ,  



V-6 C ~ N E  POLY~DRIQUE D É F I N I  PAR {X 1 Ax b) 00 A EST UNE (myn) 

MATRICE, m 7 n 

Ce cône peut être décomposé en une réunion de cônes réguliers V.3. 

Dans cette décomposition, deux cônes réguliers ont au plus une face en 

commun. Pour obtenir cette décomposition nous utilisons la méthode simpli- 

ciale qui nous donne les sommets de tout polyèdre, en particulier leurs 

directions d'infinitude CS]. L'intérêt de la méthode simpliciale est que 

le procédé de calcul permet de passer d'in sommet (ou d'une direction 

d'infinitude) à un sommet voisin (ou à une direction d'infinitude voisine) 

c'est-à-dire dont les bases correspondantes ne diffèrent que d'un seul 

élément. 

Un parallélotope borné de R* est défini par : 

(x E Rn 1 c r Ax r b) où A est une (n,n) matrice de rang n, à éléments 

dans Z, b et c étant des vecteurs de Rn. 

Théorrhe : Tou  t e s  pointd enLLerib d'un p~~&&&ibpe bokné de R" 

C&e dCcornpoaL&ion ai unique. T c i  i E K (un dous-ensemble 6.ini de 

N) , BI,. . . , B ~  6 0 d  n v e c t w  e o i e h m w  mependants a cmpoaanta 

ert;tjérreb, Ta aont p W U a  aux m&eb du p W W i b p e .  De p.eu6 la 



i i i 
k. E N  dies d o n t t e e d  que O r kj s t .  p o u  j = l , 2  ,..., n et i E K. 

3 3 

( m emble P;) . C e 6  point6  d o n t  Le6 6 e~& POL& enüm d' un w U o * o p e  

Bien entendu nous utilisons la représentation minimale d'un tel 

parallélotope c'est-à-dire celle associée à l'un des cônes asymptotiques 

au parallélotope ; il en sera de même gour le dernier cas envisagé suivant. 

Y-8 PARALLELOTOPES NON BORNÉS 

Y . 8 . 1  - l e r  t ype  

Considérons le parallélotope donné par : 

{x E R "  1 bJ r A ~ X  r c J, bJl r AJl , J u J' = n, J n J' $, AJuJl de rang n 1. 

C e t t e  décompoafion e 6 t  unique.  I c L  i E K ( o ù  K a-t  un s o u s - m e m b t e  

d u i i  d e  r i )  ; B~ corne dan6 lu s e c t i o n  V . 7  ; k. E N pow j r  J I  ; ij 
1 

son5 d a  erct im te(6 pue 0 5 c j  5 k j  p o u  i E K et j r  J. 

i 
L' en6embLe ded x u-t  L' e m e m b t e  d u  point6  dondumentru (P;). 

C e t  a e m 6 L e  e s t  d a m  un pdr~&Uotope a d - o u v e h t  appeCé Le pm.a.UUotope 



V . 8 . 2  - 2ème t y p e  

{x E R" 1 b < A x s fJ, bJl i A ~ ~ x ,  J = 11~2,. ..,SI, J <  = {s+l,. .. ,ml, J -  J 

rn < n, AJuJ, de rang ml. 

C&e décompos&n e6.t unique. 7cL  i E K ; k; N p o ~  j t- J' ; 

POLM j E J u JI, eu v e c t ~  ~j h o n t  + e e ~  aux v a h i ~ ê û  

Kj = {x E R "  1 Aix bi p U h  i E J u J1, i # j}. 
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PmpoaLAlon : L e s  cônes V . 3  ou Le6 pahdeeéeaapeb V . 7  o n t  un a d  

poin;t bondam& a i  eR: ae~~tement d i  A = tu où t E Z at u e6.t une 

CokoUahe : L e s  cône6 V .  4 ou Les p U é e a t o p e 6  V .  d o n t  un 4 e d  

p o i n t  dondwnentae a i  eR: aeutement a i  A = tw où t E Z at W a i t  une matrUce 

a emi-rnodutahe, 

PhopoaiALon : E & m t  donné un ~ U o t o p e  ~&-ouv& : 

1 
{x ER" 1 x = T + hl c + ... + 1, cn, O s hi < 1, li E R  pom i=1,2 ,..., nl 
où T E R" et Le6 ci étant n vect- eOzE&einent indépendants à coo.ndonnEU 

e n t i h e s ,  d o t ~ b  Le nornbte de p o i d  entiehs de ce pamttdeatope ut exacte- 
1 n mevLt é g d  b aon v o h e  i. e. à det CC , . . . ,C 1. 

Définition d'un m-parallélotope 

Un m-parallélotope semi-ouvert de Rn, de sommet x E Rn, défini par 

m rn vecteurs CI,. . . ,C linéairement indépendants, m < n, à coordonnées 

1 m - 1 
entières, est l'ensemble noté P(;;c ,. . . ,C ) = {x s Rn 1 x = x + C + . . 

m 
* *  + hm C , 0 i hi < 1, Xi ER}. 

Soient T et P deux matrices unimodulaires donnant D une forme 

1 2  
normale de Smith de C = CC , C , . . . ,cm] : D = T c P. Posons = {m + 1,. . . ,n). 



P h o p o a X o n  C221 : €&nt donné un m-pahaeeébitope d e  R", de aomnet 

s E R" d e y n i  pu& m vecXem.6 C l , .  . . ,Cm a ~00hdoflniieb d è h e b ,  m < n , 
Ll poaaéde des points  d m  a i  at  dem ment a i  don aomnd s e6-t d e  lu 

-1 R -1 ii b o r n e s  = C U +  (T t où c = CC' ,..., cm3, u ER''', (T ) e b t u n e m a . ~ ~ L c e  
a d - m o W e  dont  le6  vecl teuw colonne6 engendtrent un ebpuce ~ u p p l h e n -  

M e  dans R" d e  CU engendirE pah l e s  v e c t w  ci, t E znnm. Le nombhe 

de  points  e n t i m  q u ' f i  c o n t i e n t  eb-t e x a c t m e n t  A(c>, 



Nous nous proposons de chercher tous  l e s  vec teurs  x e n t i e r s  qu i  

v é r i f i e n t  : 

Ax R b 

où R e s t  une r e l a t i o n  quelconque ; en f a i t  ce  s e r a  une r e l a t i o n  d 'ordre  

quelconque s u r  un anneau. Précédemment B é t a i t  l a  r e l a t i o n  d 'ordre  2. 

Nous supposons que A e s t  une (m,n) matrice ; s i  m = n,  e l l e  est de 

rang n, s i  m < n,  e l l e  e s t  de rang m e t  s e s  éléments son t  e n t i e r s  ; b est 

un vecteur à coordonnées r é e l l e s  ou e n t i è r e s  se lon  l e s  cas ,  

Pour c e l a  nous posons Ax = a e t  nous cherchons l e s  vecteurs  a 

admissibles c ' e s t - à -d i re  qu i  : 

1) donnent des s o l u t i o n s  e n t i è r e s  au système Ax = a ,  

2)  v é r i f i e n t  a R b. 

Le premier point  s ' o b t i e n t  en u t i l i s a n t  l a  technique de r é s o l u t  ion  

des systèmes l i n é a i r e s  en nombres e n t i e r s .  Avec l e s  no ta t ions  e t  l e s  

notions i n t r o d u i t e s  en V.3.a) nous obtenons : 

Ax = a <=> Ey = Ua (avec x = Vy). 

Notons tou jours  E = [cl , E ~ , .  . . ,E 1 ; l e s  E: é t a n t  l e s  éléments diagonaux 
n i 

de E. 



1 5 4  

, 

Comme en Y.3.a)  l e s  y e c t e u ~ s  a q u i  v é r i f i e n t  1) son t  donnés par  : 

i 
Revenons à 2 ) ,  il f a u t  aRb c 'es t -à-d i re  que pour i f i x é ,  il fau t  

i 
q u ' i l  e x i s t e  des e n t i e r s  fil,. . . ,k t e l s  que : n  

Appelons L l e  sous-ensemble de {1,2,.  . ,Vl x v2 x . . . x vn} t e l  que 

l a  condi t ion  2) s o i t  r é a l i s é e .  

i 
L'ensemble des  a  pour i E L cons t i tue  l 'ensemble des  a admissibles.  

Ils peuvent s ' é c r i r e  : 

Un $ admissible peut f o u r n i r  un nombre f i n i  de s o l u t i o n s  ( c ' e s t  l e  

cas où l a  r e l a t i o n  e s t  l a  r e l a t i o n  de d i v i s i b i l i t é ,  v o i r  l 'exemple 

ci-dessous) ou un nombre i n f i n i  de s o l u t i o n s  ( cas  de l a  r e l a t i o n  2 dans 

V.3.a) ). 

i 
L'ensemble des  s o l u t i o n s  du problème e s t  a l o r s  donné par  x = Ma 

où M = VE-'U , s o i t  

i 
les k .  é t a n t  déterminés pa r  l e s  r e l a t i o n s  (10.1).  

1 



Dans l e  cas  où l a  matr ice  A e s t  r ec tangu la i re ,  m < n, nous obtenons : 

où ymtl,..., sont des  e n t i e r s  quelconques. Y n 

Exemple. La r e l a t i o n  R e s t  c e l l e  de l a  d i v i s i b i l i t é .  Déterminer x1,x2,x3 

t e l s  que : 

21x1 - 10x2 t 4x3 1 31 

x - X2 - 2x3 1 1 3  

- 3x1 t 4x2 t 10x3 1 7 

La p a r t i e  1 )  nous f o u r n i t  4 s o l u t i o n s  : 

1 2 3 
t a  = (O,O,O) (mod 2) ,  t a  = 1 1 , O l  (mod 2 ) ,  t a  = 2 1 1 , - 3 )  (mod 2) ,  

1 2  4 
a ,  a ,  a  ne sont  pas admiss ib les  c a r  : 

3 
a e s t  admissible e t  donne 27 s o l u t i o n s  ca r  

2 1  + 2kl 1 31 pour kl = -26, -10, 5 

l + 2 k 2 1  3 pour k 2 = - 2 ,  0 , 2  

-3 t 2k3 1 7 pour k3 = - 2, 2, 5 





Considérons le programme suivant : 

(PMI) : Max (f.x 1 Ax 1 b) 

où f E (R~)* et lx E Rn 1 Ax z b) représente géométriquement un cône 

régulier. 

P h o p o b ~ o n  : S i  Le hornnet X du cône e6.t L'unique ho&on de 

(PMI) L'opRAmm en entjm de (PMI) ait un p o i n t  6ondwnen;tae de 

ce cône. 

C o t r o U e  : S i  Le aomneA x e6.t aokku%n non unique de (PMI), 

&U XR U X e  une ivr$hi.té de bo lb t ion~  e n i t i h u  ; L' une d' elle6 

e6.t un point d~ndamentae.~ 

Considérons (PM2) : Max {f.x 1 c z A 2 b) où f E (Rn)* et 

{x E R~ 1 c > Ax 2 b)  représente géométriquement un parallélotope. 

Nous supposons qu'un sommet 2 par exemple est optimum pour (PM2). 

CotloUaAe : L1op;tUnum e~ entien de (PM2) e6.t un point dondwnenitae 

d<i p W m X o p e  i. e. un point de P; où P; e6.t a.b~of.ii! à 
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