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INTRODUCTION

La "théorie des langages', née seulement il y a quelques décénnies
de préoccupations linguistiques (N. Chomsky), a puisé dans 1'informatique
des motivations qui lui ont donné un grand essoqg;.Plus récemment encore,
vers les années 1970, a commencé 3 naftre une "théorie des foré&ts" (ou
théorie des langages d'arbres). Une abondante littérature apparut alors
sur le sujet. Depuis, la théorie achoppait sur le fait que dans la plupart
des cas on ne savait pas composer les transductions de foréts. La raison
de ce fait tient au double aspect suivant : d'une fagon trés gidbale, la
problématique de la théorie des foréts apparait comme une "simple" généra-
lisation de celle de la théorie des langages, mais d&s que 1l'on est plus

technique, on y découvre des aspects tout 3 fait différents.

Pour notre part, une étude de quelques phénoménes de la théorie
antérieure nous améne 3 construire un cadre algébrique précis rendant compte
de nouvelles‘opérations sur les arbres et les foréts : les magmoides. En
termes de "bimorphismes de magmoides', nous obtenons alors - entr'autres -
les résultats de composition les plus généraux possibles concernant les
transductions. Tous les résultats fragmentaires de nos devanciers se
retrouvent comme cas particuliers. Nous développons principalement des
applications aux grammaires transformationnelles, décrivant les clGtures

par composition des diverses classes de transformations élémentaires.

Commengons par poser la notion tout d fait générale de transfor-

mation et situons y les transductions de foréts.

Une transformation T d'un ensemble E dans un ensemble F est une
relation binaire sur le produit cartésien E x F.

T permet de définir une application de P(E) dans P(F) par :
¥AeP(E), (A) ={beF| 3aeh, (a, b) € T}

La composition et 1'inversion des transformations se font au sens
des relations. Ainsi, quand nous parlerons de "transduction" inverse ou de
morphisme inverse, il s'agira de la relation inverse de celle réalisée par

P4

la transduction” ou le morphisme considéré.




A toute classe C de transformations d'ensembles, on peut associer

une relation C entre les parties de ces ensembles par :

OB <=5 3T ¢ ¢, T(A) = B

On dira qu'une propriété P (portant sur les parties des ensembles)
est une C-propriété (ou est invariante par C) ssi ¥ T e C, ¥ A, P(A) vraie
implique P(T(A)) vraie. ‘

Si la classe C est close par compésition et contient les transfor-
fions identiques, C est un préordre.

I1 se pose alors la question naturelle de savoir en quelles cir-
constances ce préordre est une &quivalence. Notons qu'il en est en particulier
ainsi quand C est une classe d'isomorphismes dans la structure considérée.
En effet, on a alors T(A) = B <=> T—l(B) = A. Les C-propriétés sont alors
les propriétés compatibles avec 1'équivalence C. On trouve cette situation
en géométrie ol, par exemple, les propriétés différentielles, euclidiennes,
projectives... sont les propriétés respectivement invariantes par difféomor-

phismes, isométries, homographies ...

Si les transformations ne sont pas des isomorphismes, alors
T(A) = B n'implique plus T—l(B) = A et C n'est plus en général une équivalence.

Cette situation se trouve en théorie des langages et en théorie des foréts,

ol les transformations considérées ne sont généralement pas des bijectionms,

pas méme des applications : plusieurs phrases peuvent se traduire en une
méme phrase, peuvent avoir méme interprétation, une phrase peut avoir plusieurs

traductions ou ne pas en avoir.

Les classes de transformations considérées dépenderont des carac-
téres des familles de foréts ou de langages que l'on veut étudier. Pour nous,
un langage ou une forét auront une structure définie par des régles de
grammaire ou des équations - en un mot une syntaxe. Les différentes familles
de langages ou de foréts dépenderont des types de ces structures.

I1 importe que les transformations soient suffisamment 'réguliéres"
pour ne pas bouleverser les structures. Aussi étudie-t-on les transformations
de langages comme de foréts, réalisées par des "machines d'états finis
transformant séquentiellement". Nous appelerons transductions ces transfor-
mations. La base empirique des transductions consiste donc en des machines

qui peuvent prendre un nombre fini d'états et qui transforment sans rupture




de séquence ni retour en arriére : en parcourant les mots de gauche a -
droite (ou de droite & gauche), les arbres de haut en bas (ou de bas en
haut). Les transformations se font au fur et 3 mesure de la lecture, en
fonction des états pris et des symboles lus.

Dans toute la suite, le mot transducteur désigne une machine
d'états finis, le mot transduction désigne la transformation associée.

Deux transducteurs sont équivalents si ils définissent la méme transduction.

En théorie des langages, on obtient ainsi les transductions
rationnelles, dues pour l'essentiel d& M. Nivat [72].
Ces transductions ont de remarquables propriétés qui en font
la clé de voute de la théorie des langages.
D'abord, ce sont les transformations réalisées par composition
d'un morphisme inverse, d'une intersection avec un langage reconnaissable
et d'un morphisme. Autrement dit, en appelant bimorphisme aussi bien tout
triplet B = (¢, K, ¥) (ou ¢ et ¥ sont des morphismes, K un langage
reconnaissable) que la relation g = {(¢(t), ¥(t))| t e K} associée, les
transductions rationnelles sont équivalentes aux bimorphismes, c'est a
dire réalisent les mémes transformations . Pour notre part, nous considérons
dans la suite des bimorphismes ol ¢ et ¥ seront des morphismes classiques
d'arbres ou des morphismes de magmoides . Ainsi les transductions rationnélles
s'expriment en termes algébriques trés simples et naturels, donc manipulables.
Ensuite, cette classe est close par composition et inversion.
Enfin, les transductions rationnelles conservent les principales
familles de langages.
Bien entendu, des sous classes (transductions rationnelles
fidéles, continues ...) ont les mémes bonnes propriétés.
Dé&s lors, soit R la relation sur les langages associée 3 la
classe R des transductions rationnelles. Intuitivement, L R L' signifie
que "le langage L est plus puissant que le langage L'". Les transductions
ne sont pas bijectives, R n'est donc pas une équivalence. Mais comme R est
close par composition, R est un préordre. La théorie des langages développe
1'étude de ce préordre par 1'étude des cdnes de langages. Un cOne est une
famille close par transduction. Un langage est générateur d'un cOne si
tout autre langage de ce cdne en est un transducté. Un cdne est principal
si il admet un générateur ; c'est le cas du cdne Alg des langages algébriques

(c'est 3 dire 3 contexte libre). L'intérét des générateurs vient de ce que,




si P est une propriété rationnelle (c'est 3 dire conservée par transduction)
et si L est un générateur d'un cdne ayant la propriété, tout langage du
cone a cette propriété.

Les transductions rationnelles sont donc le centre de 1'étude
des cOnes de langages. Leur caractérisation en termes de bimorphismes en

fait également le centre de 1'étude des F.A.L. qui sont les cOnes ration-

nels fermés par "étoile", produit et union.

Nous venons de voir que les transductions de langages et celles
de foréts procédent d'une idée commune, que les transductions de langages
ont de remarquables propriétés qui en font tout 1'intérét. En ce qui concerne
les transductions de foréts, un rapide état des connaissances va montrer
toute la différence avec le cas des langages et le blocage qui s'en suit

pour le développement de la théorie.

L'étude des principales classes de foréts fait 1l'objet de la
thése d'A. Arnold [A] ol, comme ici, le fait de se placer dans le cadre
nouveau des magmoides permet de résoudre les problémes posés par la théorie
classique et de développer correctement une étude des systémes d'équations.

En ce qui concerne les foréts, rappelons rapidement que les
automates d'états finis d'arbres sont apparus les premiers ([30]1, (311, [77],
(831, [881, [85] ...). Ils généralisent naturellement les automates de mots.
Ils ont été introduits pour résoudre des problémes de décision ([33]1, [u2],
[91]) et pour étudier les langages algébriques qui sont leurs feuillages.

Des classes plus larges définies par grammaires d'arbres sont apparues,

en particulier les fordéts algébriques ([38], [39], [u8], [531, [55]1, [73], [81]).

Ces dernidres généralisent, au niveau de la définition, les langages algébriques

. 3 N o
mais ont des propriétés tres différentes.
Les schémas de programmes sont depuis peu une motivation puissante a 1'étude

de ces foréets.

En ce qui concerne les transductions, citons particuliérement
les travaux de W.C. Rounds et J.W. Thatcher, les précurseurs, et surtout

J. Engelfriet qui le premier a crédes outils permettant une é&tude

systématique.




La compilation et les grammaires transformationnelles ont d'emblée
motivé l'apparition des transducteurs de foréts. Les raisons 3 cela sont
faciles a comprendre : la syntaxe des langages algébriques est décrite par
des arbres de dérivation et, que 1l'on compile, traduise ou transforme langages
informatiques ou naturels, les opérations se fopt toujours "guidées par la
syntaxe". Comme on part de langages plongés dans les algébriques, les opérations
se font en fait guidées par les arbres syntaxiques, et en fin de compte on
transforme bien des foreéts !

Pour étudier certaines phases de la compilation ont été introduits
les syntax-directed translations ([93], [94]) et d'autres modéles plus
généraux ([84], [102]). Les transductions de foréts sont en partie nées
de ces études ([26], [69]1, [(8ul).

L'étude des grammaires transformationnelles est née de motivations
linguistiques. Mais 1'intérét de cette démarche a été considérablement
étendu par l'informatique considérée tant comme objet d'étude (langages
informatiques, compilation, voir systémes) que comme moyen'(analyse de
textes, traduction automatique).

Les transformations de grammaires se font généralement ad partir
d'un noyau constitué d'un langage algébrique, que l'on transforme en
appliquant des transformations élémentaires qui différent selon le
formalisme. Nous avons vu que les transformations sont syntaxiques et se
- font donc sur les arbres. Pourtant, 1'étude des grammaires transformationnelles
s'est longtemps faite sans se placer vraiment du point de vue des foréts,
peut &tre par manque de formalisme pour bien décrire les arbres. Il s'en suivit
évidemment un formalisme trés lourd. Des efforts de synthése aboutirent
alors aux modéles de S. Ginsburg et B. Partee [96], P. Peters et S. Richie
[104], modeéles que nous appelerons "grammaires (transformationnelles) par
coupes". Exprimé en termes d'arbres [(81], (951, [103], [105], (1061, [109]
le formalisme gagna beaucoup en clarté. Les transducteurs apparurent en
méme temps que les arbres, ce qui n'est pas étonnant : nous avons vu qu'ils
formalisent la notion de transformation séquentielle d'arbres. Nous dirons
qu'il s'agit 13 de transformations de profondeur un (chaque noeud est
"transformé une seule fois"). La premiére idée est alors, évidemment,
d}itérer ces transformations ; mais 13, la situation se bloque : les
transducteurs ne "se composent pas", on ne sait pas décrire les transformations

composées (transformations donc de profondeur supérieure d un). Toujours




dans le cadre de 1l'étude des grammaires transformationnelles, J.W. Thatcher
note ce fait dans [109]. Il parle de boites de Pandor 3 propos des composées

de transductions.

Un rapide inventaire des propriétés des transductions de foréts

montre combien la situation différe du cas des langages.

11 existe de nombreux types de transducteurs d'états finis de
foréts. D'abord, on distingue les transducteurs ascendants (qui transforment
des feuilles vers le sommet) et les transducteurs descendants (qui
transforment du sommet vers les feuilles) ; les classes de transformations
correspondantes sont incomparables. Pour chacun de ces deux cas, on peut
considérer les transducteurs lindaires ou non (selon que chaque branche
des arbres objets a une seule ou plusieurs branches pour image dans les
arbres images) ; on peut aussi distinguer les transducteurs complets ou
non (selon que chaque branche a au moins une branche image ou peut ne pas
avoir d'image dans les arbres images). Autant de distinctions inexistantes
dans le cas des langages, et auxquelles correspondent des transformations
tout a fait différentes.

A part la classe des transductions déterministes ascendantes et
celle des transductions linéaires ascendantes, aucune classe n'est close
par composition, des hiérarchies infinies sont conjecturées.

Aucune classe n'est close par inversion.

Les principales familles classiques de foréts (reconnaissables,

algébriques) ne sont pas eloses par transductions, méme trés restreintes.

Face 3 cette situation, des tentatives diverses ont &té faites,
tentant de débloquer un peu la situation, et soulignons qu'il est remarquable
que toutes ces tentatives, éclairées par nos transformations de magmoides,
apparaitront comme des cas particuliers d'applications de nos concepts

fondamentaux.

- Ainsi, J. Engelfriet [51] introduit une généralisation de la
notion de transduction d'états finis.

- Le méme auteur décrit les transductions classiques de foréets
en des termes qui seront pour nous des bimorphismes particuliers. B. Baker

[19] pose en les mémes termes les problémes de composition de ces transductions.
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cadre classique , et nous le résolvons grace 3 une classe particuliére de
morphismes de magmoides . Or, nous prouvons (Théoréme II-1) que cette
derniére classe s'inverse par elle méme et apparait donc comme la cldture
par inversion des morphismes classiques (linéaires - sinon nous voyons que
le probléme est insensé ) ., On peut comparer cette démarche au passage de

R & C qui se trouve €tre clos pour les résolutions d'équations algébriques.

- Nous voyons en (II-2-3) que la non composition des transductions,
de quelque type que ce soit, provient de l'alternance de non déterminisme
et de non linéarité. En termes de bimorphismes, elle se traduit par la
succession de morphismes inverses et de morphismes non linéaires. Surtout,
en termes de magmolides, ce phénoméne se traduit en terme d'applications
itérées de 1'"adjonction de torsion", qui est un foncteur de la catégorie

des magmoides.

- Un transducteur (ou un morphisme) non linéaire génére des
égalités, en ce sens éu'il donne dans l'image d'un arbre plusieurs images
d'un sous arbre. Inversement, un morphisme inverse teste des égalités.
Evidemment, un transducteur classique génére mais ne teste pas d'égalités.

I1 est connu [19], [76], [78] que si on compose des transductions
qui"générent des copies en nombre non borné" on a aucun espoir de propriétés
de composition. On peut alors se poser le probléme de la composition dans le
cas ou les copies de chaque arbre sont en nombre borné (Remarquons
que cette contrainte n'implique pas que le nombre total des recopies
soit borné). Du point de vue des transducteurs, cette contrainte
de borne est inextricable.

Or il se trouve que .les k-morphismes linéaires (inexistants dans le cadre
classique) expriment trés simplement cette propriété (un k-morphisme de
magmoide associe d chaque arbre un k-uple d'arbres). Les classes de
transductions exprimées en termes de k-morphismes linéaires sont alors les
plus larges pour lesquelles on puisse espérer de bonnes propriétés. Nous

verrons en (II-2-4) qu'il en est ainsi.




-Nous montrons en [12] que 1l'image inverse, méme par un morphisme
classique trés simple, d'une forét algébrique n'est pas en général une
forét algébrique. De méme, les foréts algébriques ne sont pas closes par
morphisme linéaire de magmoide [7]. Aussi la classe Alg lin est -elle
introduite par A. Arnold dans sa thése (A). Alg lin est close dans les
deux cas considérés ci-dessus. Il est remarquable que la stabilité de Alg
lin par morphisme inverse s'appuie alors sur le théoréme d'inversion

(Théoréme II-7), comme dans le cas de la théorie des langages.

Les grandes lignes de nos résultats se présentent comme suit.

Les parties I et II aboutissent 3 une étude des différents types
de bimorphismes de magmoides. Cette étude est exhaustive vis ad vis des
problémes étudiés, en ce sens que par exemple, pour la, composition, tous
les cas sont étudiés et que, dés qu'on n'établit pas de bonnes propriétés
de composition, on montre qu'il n'en existe pas. D'autre part, on peut
identifier les morphismes classiques aux l-morphismes de magmoide (I-1-3).

En ce qui concerne la composition des transductions, nous avons
trois types de résultats essentiels (nous ne signalons pas ici les
nombreuses variantes détaillées dans le texte) résumés en les théorémes II-2
a II-5.

Partant de bimorphismes aux morphismes classiques (des l-morphismes),
nous généralisons les résultats obtenus dans [9] et surtout les caractérisations
en termes de bimorphismes de magmoides. Si on considére des l-morphismes
non linéaires, on génére des égalités non bornées, aucun espoir de bonnes
propriétés. Si on considére des l-morphismes linéaires,on obtient des
hiérarchies finies par composition, stables 3 1l'ordre 1, 2 ou 4 selon le
cas ! Nous montrons qu'il est impossible de caractériser les clotures dans
le cadre classique, mais nous les caractérisons en termes de bimorphismes
de magmoides particuliers.

Intuitivement, ces derniers sont des machines d'états finis qui
ne générent ni ne testent globalement d'égalités mais le font seulement

’

localement (Théorémes II-2, 3 et U4).
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Les transductions classiques sont des machines d'états finis qui
ne testent pas d'égalités mais en générent. Nous avons vu que pour avoir
de bonnes propriétés, il faut borner ces générations d'égalités. On obtient
ainsi la classe 53 de nos bimorphismes semi-linéaires, qui s'expriment
simplement seulement en termes de morphismes linéaires de magmoides. Nous
prouvons que BE est close par composition (thé&oréme II-5).

On peut ajouter 3 une transduction classique la capacité de tester
des égalités. Pour les mémes raisons que ci-dessus, on borne ces tests
et générations d'égalités. On obtient les transformations conservatives,
qui s'expriment simplement par les bimorphismes 1L de magmoides (et sont
beaucoup plus large que les précédentes).

iy 2 o s

# LL) mais

~ AQ As ” ~ o’ .
1'est & 1l'ordre 2 (LL® = LL”) (Théoreéme II-8) ! Nous caractérisons la

_ ~
La classe LL n'est pas close par composition (LL

cloture comme étant la classe 6§ des quasi-bimorphismes de magmoides
(Théoréme II-9). Les morphismes apparaissant dans cette classe sont toujours
les morphismes linéaires de magmoldes, mais, au lieu des foréts reconnais-
sables (ou raisonnables I-1-2-4), apparait une nouvelle classe, la classe

o~
IDRL. QB est évidemment close par composition.

En ce qui concerne 1'inversibilité, certaines classes considérées
sont symétriques par définition. Nous résolvons d'autre part le
probléme suivant. Soit une transformation réalisée par composition de
transductions (aussi générales soient-elles, méme si elles ne se composent
pas), quelles relations ont leur inverse réalisée #&galement par composition
de transductions ? Nous caractérisons cette classe (Théoréme II-6). Il est

remarquable que c'est la classe des bitransductions, apparue précédemment

comme cldture par composition d'une classe simple de bimorphismes classiques.

Enfin, nous étudions les propriétés de stabilités des principales

classes de foréts vis 3 vis des transductions citées précédemment (Théoréme

I1I-7, III-1 et 2). Disons simplement qu'elles sont "aussi bonnes que possible"

(elles sont résumées en III-1-1 et III-2-3). Il apparait en particulier
une nouvelle classe (III-1-2), notée MIDRL, que 1'on peut considérer comme
la classe des "foréts récursivement énumérables'". Elle est constituée

des "images par morphismes linédaires des intersections de deux foréts de

Rat 1in" (de deux ou d'un nombre quelcénque, 3 rapprocher de la théorie

des langages et des images homomorphes d'intersection de langages algébriques

qui engendrent tous les langages récursivement énumérables).
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En ce qui concerne les applications de nos résultats, signalons
d'abord la "TI-équivalence'" que nous étudions en [10] et ne reprenons
pas dans cette thése. Les foréts reconnaissables y sont étudiées 3 1'aide
des bitransductions. Deux foréts sont équivalentes si elles se correspondent
par bitransduction. Cette équivalence améne 3 une classification des
grammaires des langages quasi rationnels. .

I1 est normal que nos travaux s'appliquent & la compilation :
Les transducteurs d'arbres sont nés des '"syntax directed translators".
Nous ne faisons ici que donner quelques exemples qui convaincrons de

1'adéquation de nos outils au sujet (III-1-4).

Nous avons préféré développer les applications aux grammaires
transformationnelles (III-2).

Nous comparons d'abord les "capacités transformationnelles" de
différents modéles (III-2-3-1). Nous montrons que ces modéles sont
équivalents, non seulement du point de vue des transformations des langages
feuillages des for€ts, mais du point de vue des foréts elles-mémes. Des
modéles apparamment trés restrictifs sont en fait équivalents aux modéles
généraux (Théoréme III-3). Par exemple, on peut toujours se dispenser de
tests et de générations d'égalités et d'effacer sans restreindre la
capacité des transformations. Ces résultats 3 priori peu conformes &
1l'intuition s'expliquent par le fait que les transformations qui font
passer d'un modéle 4 l'autre sont elle-méme sans base empirique. Ainsi,
"tout est en tout et réciproquement", mais les contraintes (profondeur
bornée) que nous imposons.é nos transformations sont un moyen de "séparer
mathématiquement ce qui 1'est intuitivement".

Une critique des grammaires transformationnelles (III-2-2)
nous améne d considérer de fagon privilégiée les transformations composées
de transformations conservatives. Alors, nous caractérisons la cldture
par composition de différents types de transformations - Aucun résultat
de ce genre n'existait auparavant, bloquant 1'étude des grammaires
transformationnelles du point de vue des transductions (nous développons
ce point de vue en III-2-2). En fait, nous n'avons plus qu'd interpréter
dans le cadre des grammaires transformationnelles nos résultats généraux !
(voir III-2-3-2). Ces derniers étant puissants, leurs illustrations le sont
aussi. Par exemple, nous savons que la cldture par composition des trans-

S~ P
formations conservatives est la classe DL o LD, (Théoréme II-9).
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Ceci s'interpréte en gros comme suit : si, partant d'un noyau, on alterne
un nombre quelconque de fois tests et générations bornés d'égalités, et
bien sur transformations reconnaissables, on peut toujours se ramener 3 appliquer
une transformation reconnaissable puis des générations bornées d'égalité,
puis des tests, puis une transformation reconnaissable sans itérer ces opérations
(Théoréme III-6). Autrement dit, l'alternance est illusoire.
Notre étude met en évidence 1'intérét des quasi-bimorphismes
qui sont la cldture par composition des transformations conservatives.
Nous étudions de nombreuses sous classes, leurs siénifications intuitives

et leurs propriétés (Théoréme III-4).

D'une fagon pratique, l'organisation de notre travail appelle

quelques remarques.

L'adjectif "classique" se référe aux connaissances antérieures
essentielles, survolées de fagon informelle par J.W.Thatcher dans [90]
et synthétisées par J. Engelfriet - dans [51]. Rappelons que la théorie
des magmoides est exposée dans [AD] en préliminaires commun 3 la thése
d'A. Arnold [A] et 3@ la présente thése. Néanmoins, nous résumons informel-
lement dans ce travail ce qu'il est indispensable de savoir tant de la
théorie classique des transductions de foréts (I-1-2-3, I-1-5) que de
celle des magmoides (I-1).

La partie III, consacrée aux applications, est d'un style moins
formel que les parties I et II. La partie III-2, consacrée aux grammaires

transformationnelles, comporte sa propre introduction.

En conclusion, nous avons ici mis en évidence, sous forme de
bimorphismes de magmoides, différentes classes de transductions de foréts
ayant une base empirique solide et de bonnes propriétés algébriques.

Ces propriétés sont trés techniques 3 prouver mais aussi trés puissantes.
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Nous disposons maintenant d'un cadre algébrique adéquat - les magmoides -
et d'outils élaborés - les bimorphismes - pour développer une théorie des

cOnes de foréts, comme le justifie la diversité des motivations.




I

LES OUTILS DE BASE




Les notions et les propriétés que nous présentons dans cette
premiére partie seront non seulement utiles dans la suite mais doivent
étre considérées comme "une boite d outils" d'intérét général pour une
étude "fine" des transformations dans les magmoides, et doivent &tre
abordées comme telles. En particulier, 1'assimilation de toutes les notions
n'est pas nécessaire 4 la compréhension de 1'idée générale des résultats
fondamentaux de la deuxiéme partie. En effet, certaines notions n'ont
qu'une utilité technique et apparaissent dans les preuvr~s et non les
énoncés des théorémes ; d'autres notions ne sont pas essentielles a
1l'esprit des résultats fondamentaux dont elles n'introduisent que des variantes.
C'est pourquoi nous précisons (en introduction de chapitres, en remarques
ou commentaires) 1l'intérét (technique, secondaire ou essentiel) des outils

présentés. Nous situons les plus importants et les illustrons d'exemples.

Nous présentons en I - 1 une description détaillée des principaux
concepts. Les motivations de certains d'entre eux apparaitront en partie II.
En I - 2, nous donnons des propriétés élémentaires, d'intérét général et
souvent de preuve assez facile (les points délicats ou "3 priori" surprenant

sont alors signalés et commentés).




CHAPITRE | -1

DEFINITION DES OUTILS DE BASE

Nous présentons en (I - 1 - 1) une description détaillée de la
notion d'arbre. Nous resituons informellement le cadre des magmolides, dressons
une nomenclature des différents types d'arbres et de torsions utiles dans 1la
suite. Certaines notions sont tout & fait nouvelles (la séparation en parti-
culier), d'autres généralisent des concepts connus en théorie des arbres

(linéarité, complétude).

Dans la description des foréts (I - 1 - 2), les équivalenceﬁ
etﬁi ont une signification simple : deux algorithmes de transformation
(morphismes, machines d'états finis, bimorphismes ...) sont équivalents (au
sens ~ ouv ) sSi ils définissent les mémes transformations de foréts (sans
variables - c'est a dire "sans torsion" - pour ~, avec variables pour V).
D'autre part, deux parties M et N de deux magmoidesﬁ??ﬁi}“?ffi et k' dil
T(%) sont equivalentes si elles sont "les dilatées d'une méme partie de
~v dil T(L)" (avec™~ < k et k'). Ensuite, nous rappelons (I - 1 - 2 - 3)
les principales propriétés des trés classiques forets reconnaissables. Nous
introduisons alors (I - 1 - 2 - 4) les familles raisonnables de foréts dans
le but suivant : généraliser la notion de reconnaissabilité en conservant
les "bonnes'" propriétés de cette derniére. Notre généralisation porte alors
sur la possibilité d'éléments de degré supérieur quelconque (non borné),

un catrole reconnaissable étant exercé entre les composantes.

Nous abordons en (I - 1 - 3) une importante classification des
morphismes de magmoides. Rappelons qu'un morphisme classique d'arbres
associe a un arbre un seul arbre, alors qu'un morphisme de magmoIide ( en
1'occurrence un k-morphisme) ass>cie 3 un arbre un uple d'arbres (ici un
k-uple)et éclate une variable (en k composantes ici). Les morphismes classiques
sont ainsi les l-morphismes. Notre description des morphismes fait apparaitre
les notions importantes de complétude ( et quasi-complétude), linéarité,

strictitude (et régulation), séparation (3 délai). Les trois premiéres de ces




notions généralisent celles déja existantes dans le cas classique : grosso

isme est complet sur F si il 1it complétement tout arbre de F.

d manipuler et de nombreux détails techniques
apparaissent, mais ses propriétés générales et son comportement restent simples

d concevoir et énoncer. Ajoutons que la complétude n'intervient pas dans la
nature de phénoménes essentiels étudiés ici ( inversion de morphismes, composition
de bimorphismes mais donne des variantes importantes de résultats obtenus ;

par contre la complétude est liée d la fidélité (I - 2 - 1 - 4) qui est
essentielle dans la preuve de 1'importante caractérisation des hypertransductions
inversibles (théoréme 6, II - 2 - 3 - 2). La 1inéarité apparaitra comme indis-
pensable 3 1l'obtention de bons résultats, comme dans le cas classique, mais on
remarquera que la linéarité est ici beaucoup moins restrictive que dans

le cas classique ; on peut '"recopier'" un arbre en un nombre borné d'exemplaires
au lieu d'en un seul dans le cas classique. {Un morghisme es?_E ?trW'image
de chaque lettre contient au moins une lettre dans chacune de ses'composanges;
ﬁ;”strictitude, au contraire de la complétude, influera fortement sur les SE
résultats de composition de la partie II, et pour des raisons peu apparentes

"3 priori" (voir II - 1 - 4, II - 1 - 5, comparer les théorémes 2 et 3 de

II - 2 - 2)..La prégulation généralise la strictitude. La notion de $@|

@ délaiborné est sans équivalent dans le cas des morphismes classiques ( tous

séparés de facon triviale . Cette notion est absolument fondamentale. Elle

permet de résoudre les''grands problémes" exposés plus loin : inversion de
morphismes (lemme 2 de II - 1 - 2 puis théoréme 1), caractérisation de la
classe TI etc... (théoréme 2). Aussi avons nous longuement commenté et
illustré cette notion en (I - 3 - 2 - 2), mettant en évidence le cas trés
important des morphismes lindaires et séparés a délai borné. Ceux-ci seront

en effet en fin de compte "la cloture par inversion” des l-morphismes linéaires
(II - 2 -1 -1 et 2) et détermineront les classes les plus larges de bimorphismes
symétriques "ayant de bonnes propriétés" (théorémes 2, 6, 7). D'autre part,
parmi les autres types de morphismes introduits en I-1-3, remarquons encore
1'importante et simple notion de démarquage, remarquons que les autres types de
morphismes (marqué, sans feuilles, homogéne ...) ont un caractére technique

qui n'en rend pas l'étude nécessaire en premiére lecture.

Avec les bimorphismes (I - 1 - 4) nous atteignons la notion
essentielle de notre travail. Aussi présentons nous en (I - 1 - 4 - 1) un

historique de cette notion en théorie des langages (de mots).

Enfin, en (I - 1 - 5), nous définissons les classiques transducteurs
d'états finis de foréts en nous contentant de rappeler les principaux

résultats.



I =+1.="1: LES ARBRES

-

4

Etant donné un alphabet gradué L, et un ensemble dénombrable
d'indexes X = {xilieN}, la formalisation de la notion'd'arbres (sur I indexés
sur X)'conduit au concept de magmoide (projetable libre T(L). Ce passage est
détaillé dans [A D], aussi nous contenterons nous ici du minimum de rappels,
sans justifier 3 nouveau les rapports entre les concepts formels et les notions
'intuitives' relatives aux arbres. Nous rappelons certaines définitions &

.cause d'extensions de terminologie par rapport a [A DJ.

Sauf exception, nous considérons dans la suite des magmoides
projetables libres finiement engendrés, c'est & dire du type T(Z), ol I est
un alphabet fini gradué. (Les magmoides du type k dil T(Z) peuvent &tre

'plongés' dans T(Z) aux graduations prés [A D]).

Les éléments de T(Z)g sont les suites <q ; tis oo tp> ou t; est

un arbre sur Z indexé par x., i . Par la suite, on omet d'écrire q qui
{ 1 q >

est précisé implicitement quand on identifie la suite d'indexes 3 une torsion

([A D]).Rappelons que tout élément t de T(Z)g se décompose de fagon unique en

tas tolest 0

..,tp>=<tl.91 A

i %’
A 7 1 ey
ou. teT(i)*, les t.eT(L) , les t.eT(L) ,060. et les 0:¢0 .
i i q i~’q
Nous utiliserons parfois d'autres alphabets d'indexes quef{ xilieN} , par

exembide . X . Y, .7 i

(I-1-1-0-1) Nous dirons que teT(Z)P ést un p-uple d'arbres indexés,

de degré supérieur 1, mais nous étendrons parfois le terme d''arbre'
aux éléments de degré supérieur quelconque. Le contexte évitera
la confusion. %(Z) est l'ensemble des suites finies d'arbres
initiaux ou sans tensions [A D] (le terme initial sera justifié
en I-1-1-3)

Rappelons [A D] que (k dil T(E))g s'identifie a (T(Z))ig-

(I-1-1-0-2) En particulier, un élément de (k dil T(Z))l est un k-uple

te<tiy
. “éme 2 e i
la 1 composante de t (k étant sous entendu et précisé par le

vigt e g d'arbres indexés de T(i)l. Nous appelerons ti=";t

contexte).




(I-1-1-0-3) Nous abrégerons souvent k dil T(Z) en Tk(E).

La décomposition canonique d'un arbre indexé en un
arbre sans torsion composé 3 une torsion nous améne & décrire
rd ” . Pl . - ] . ?
séparément ce qui est spécifique'aux arbres sans torsion' et ce
qui 1'est aux 'torsions' respectivement en I-1-1-1 et 2. Enfin,
nous étudions en I-1-1-3 la relation '&tre sous é&lément de' (un

élément d'un magmoide T(L) é&tant un arbre ou un uple d'arbres).

I-1-1-1. Les arbres

Soit t un arbre (ou plus généralement un uple d'arbres).

(I-1-1-1-1) On appelle noeud de t toute occurence dans t d'une lettre

graduée ou d'un index. Cette lettre ou cet index sont le
(I-1-1-1-2) label du noeud. Si le label est un index, le noeud

(I-1-1-1-3) est encore appelé variable. Dans cette sous section, que

les éléments soient avec ou sans torsions, les variables ne jouent

pas de rdle spécifique par rapport aux autres noeuds.
(I-1-1-1-4) La taille de t est le nombre de ses noeuds. On note |[t]|
la taille de t.
I-1-1-1-5 Remargue
I1 se peut évidemment que deux noeuds de t aient le
méme label. On peut toujours distinguer nominalement les noeuds,
en les numérotant injectivement par exemple. Par commodité

d'écriture, nous le ferons rarement explicitement, confondant le

noeud et son label guand le contexte évite toute ambiguité. Ainsi

parlerons nous du 'noeud a' pour désigner un certain noeud de

label a. ///

(I-1-1-1-6) soit teT(E)ﬁ. Nous noterons dsup(t)=p le degré supérieur
de t et dinf(t)=q son degré inférieur.

I-1-1-1-7 L'ordre <:

t étant fixé, nous définissons entre ses noeuds un

ordre partiel, noté $s défini comme suit

1) aR b<=>t se décompose en t = tl(tQ’a(tu’b'te’ ts), t3)

11) % est la cloture transitive de Rt




I1 est facile de vérifier que £ est un ordre partiel et que asb ssi

a et b confondus ou t se décompose en t = ul(uQ,a.uu(us,b.u7,u6),ua).
Si aR,b, on dit que a est prédecesseur immédiat de b et b successeur
immédiat de a. Si, dans I), dsup(tu) = i, on peut préciser que b

est i + léme successeur immédiat de a. si agb, on dit évidemment

que a est prédécesseur de b ( ou a précéde b) et que b est successeur

de a-(ou que b succéde a a).///

I-1-1-1-8 Une_propriété_de_ s
Si dsup (t) = 1, l'ensemble des noeuds de t, muni de ;,est
un inf-demi treilli. La preuve, élémentaire, est laissée au lecteur.

L'élément minimal est appelé sommet de t.///

(I-1-1-1-9) Les feuilles de t sont les noeuds de t, autres que les
variables, maximaux pour sg(c'est d dire sans successeur immédiat).
Un noeud est une feuille ssi son label appartient a ZO. Un noeud
est primaire ssi il posséde au moins un successeur qui soit une
variable 3 S1 aucun Successeur n'est une variab;e, le noeud est
dit secondaire. Un élément sans variable est un élément de T(ZI),,
un élément est sans feuille si aucun noeud n'est une feuille

(tous les éléments maximaux sont des variables).///

I-1-1-1-10 Les sous branches de t sont les suites (a) = (al,...,ap)

telles que, pour tout i, aii soit successeur immédiat de a;.
La longueur de la sous-branche (a), notée long (a), est égale &
p-1 si a, est une variable, 3 p sinon. Une branche est une sous-
branche ol a_ est maximal et a, minimal. La profondeur de t,
notée prof(t), est la borne supérieure des longueurs des branches

de t.///

I-1-1-1-11 TIllustrons sur un exemple les définitions ci-dessus.
Considérons l'alphabet I= (a,3),(b,2),(c,2),(b,1),(a,0) .
soit tza(b(a,c(a,x,)),c(x,,x,)bba)eT(2)} |
Notation : Conformément 3 1l'usage dansl[A 0, nous omettons les

parenthéses pour les chaines monadiques, écrivant bba pour b(b(a)).

t se schématise en




On pourrait distinguer les noeuds en les numérotant ou, de fagon
moins lourde, en désignant par exemple par bl’ b2, b3 les trois
occurences de b, numérotées dans l'ordre ouU elles apparaissent,
de gauche 3 droite, en écriture parenthésée. a est le sommet ;
<y et ¢, sont incomparables ; b2 est prédécesseur de ay 3 C,
est 2éme successeur immédiat de a ; (a, bl) et (a,b2) sont deux
sous-branches (distinctes évidemment) de t ; (a,bl,c1p2) est

une branche de longueur 4 ; (a,c ,x2) est une branche de longueur

2
2 3 la taille de t est |tl= 1 2 et la profondeur est prof(t)=4 ;

c, est un noeud primaire, b, est secondaire ; inf (al,a2)=bl.///

2
I-1-1-1-12 Eléments _margués
Soit M un ensemble de symbtoles et teT(Z). On dit que
t est marqué par m (m est un élément de M) ssi les labels des
noeuds autres que les variables de t sont modifiée de fagon éue
I) deux noeuds n'aient pas méme label
II) 1'ensemble des nouveaux labels est en bijection avec
une partie de IxNx M et si l'ancien label du noeud était 'a',

le nouveau est en correspondance par la bijection avec un élément

de l1la forme (a,i,m).

Par exemple, les labels de t marqué par m seront de

la forme (a,i,m) ou alm ou a_ . etc... Ny

I-1-1-2 Les torsions.

Préliminaire : les k-variables'.

(I-1-1-2-1) Soit keN'. Notons &E le produit tensoriel de la seule
application de [k] dans [1] p-1 fois par elle-méme. On a donc
kgpeO;p et, pour ielpl et jelk], kep(k(i—1)+j) = i,

(I-1-1-2-2) Nous noterons Eﬁ l'application partielle de © dans ©
définie par

8 )
veeeiq, k (8) = 0.k qeeg

(I-1-1-2-3) Notation : nous écrirons k@(e) = G.k? confondant kG avec
eq
k

le seul pour lequel la composition e.kgq a un sens.
(I-1-1-2-4) 1I) Posons I (8) = Im(e.ke), vlk(e) = Im(6) [k(i-1)+1,kil]

(Im(8) désigne évidemment 1l'image de 6). Si la valeur de k est

sans ambiguité par le contexte, on omet parfois de la préciser,




(I-1-1-2-5)

a p P
. 1 k .
II) Soit 616 oq,...,ekeeq avec pour tout ielk], P.>0;

6:<61,...,6k> désigne la torsion de @§1+“+Pk défin’. par
0(p,+...+p;_,+3) =6.(3)
pour tout iel[k] et je[pi].

Inversement, soit 9602 et Pl""’Pk des entiers> 0

tels que Pfu.+pk = p.
6 se décompose alors en

8= <8,,...0,>

ol, ¥ie[k], On pose 6,(j) = 8(p *t...tp, _+3).///

a)tou@=<91,...,9k>e Gg peut s'écrire (0,0...80 ).kz ou, de
plus kg €k dil o si q = kq'.

b) inversement, tout (619 Oek).kc peut s'écrire <e'1,...,e‘k>

Preuve : Le point b) est une conséquence de II)
Prouvons a)
a) il suffit de définir ki par
kq
- kze ©
q

- ¥ ielx] kg (q(i-1)+3) = j
)
¥ jelql

B) Prouvons 1'égalité de 6=<8,,..,0, > et (61® 86k).kc
soit lelpl. 1 se décompose de fagon unique en
1 = p;+ tp,_,*t3 avec ]e[pi] (car les Pi>0)'
on a 8(1) = ei(j).

D'autre part, (618 @ek)l = q(i-l)+ei(j) par définition
du tensoriel, d'ou kc(q(i—1)+ei(9)=ei(j) et le résultat.

y) si de'plus qg = kq', kZ est défini par

k%t (kfq'(i-1)*j)=j pour tout jekq' donc ki ekdil® ///CQFD

Soit <6>= <B1s.-50,> (tous les 6; de méme degré inférieur), soit
@ < [k], on pose
vi/e v 1e ).

0> = g V(8

Interprétons intuitivement ces notions. Rappelons

d'abord [A D] que toute eeeg s'identifie a

<q 3 xell),...,xe(p)>, ce qui fait le lien entre la notion de

'torsion' 6 et celle de 'suite des variables' d'un élément
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t = t.8 de T(L). Conformément & [A D], comme rappelé en introduc-
tion de I-1-1, on omet souvent de faire figurer q avant la
suite xe(l),...xe(p). Par la suite, selon les cas, on manipulera

les notions de variables ou de torsions.

On sait [A D] que k dil T(Z) contient le sous magmolde
de torsion k dil © isomorphe & 0. En plongeant par ik (notation
de A - D) k dil 0 dans ©, l'isomorphisme se traduit en une
bijection de 6 sur ik(k dil ©) que nous noterons k et dont il

est facile de voir qu'elle se caractérise par les deux propriétés

(1-1-1-2-6) 1) k(8).k® = k®.6

I11) k(e) croissante sur chaque intervalle [(i-1)k+1,ik)].

Ces propriétés sont en effet équivalentes 3 dire que

I-1-1-2-7 Veeeg,vie[P],jEEk], kK(8)[(i-1)k+31=(0(i)-1)k+3.
En traduisant en terme de ‘'variables', k associe a Xy la suite

K(k=1)i+12 "2 (k-1)i+k

Intuitivement, la variable X, 'éclate' en k composantes. (ceci

est précisément développé dans [A D1).

(I-1-1-2-8) Pour cette raison, nous dirons que X(k=1)i+j est la jéme
composante de la k variable X -
En particulier, un k morphisme associera les
- . [}
k composantes X(k—l)i+l"°’fk-l)i+k a la variable X, C'est

ce dernier point qui motive les définitions qui suivent.

(I-1-1-2-9) linéarité : 6 est dite linéaire ssi elle est injective
(cette notion est abondamment utilisée dans [A]).
Nous introduisons maintenant de nouvelles définitions relatives

aux tor sions. Leur intérét sera justifié par la suite.

(I-1-1-2-10) séparation : Soit 6=<61,..,6k>eekq

I) définition : 8 est dite k-séparée ssi, ¥ i et j différents
et elk], Ik( ei)nlk(ej) = ¢. Intuitivement, cela signifie qu'il
n'existe aucun couple (i,j) tel que Im(ei)et Im(ej) contiennent

des composantes d'une méme variable.




i< =11

Donnons 3 cette définition un caractére plus "magmoidien" en

donnant un énoncé que nous prouverons &tre équivalent.

I1) Définition équivalente

e=<61,..,6k> est dite k séparée ssi}e'l,..e'k et ¢ tels que
- = ' L 3 ‘ .
6= (6',8..80" ).¢
- zinjectif et appartient & k dil ©
Preuve : (Remarquons d'abord que nous ne pourrons pas nous contenter
de reprendre la construction de (I-1-1-2-4111]).

a) supposons 9=<61,..,6k>séparé equ

skl 1
{11,. "lul}

Posons Ik(?l)

.k }

o
11 luk

(i

Ik(ek)

Les Ik(ei) sont disjoints puisque 6 séparé.

On peut donc définir une permutation u de [ql] par

i 3 S g
u(lj) j,..,u(lj)-n too4n, gtie..

i
et p défini arbitrairement hors de qu(ei)

ielk]

Pour tout jelk], posons d'autre part

3..°B3
et0todlso (Mediltusd
5 A J

kb g nj
uj(ll) b T

Posons & = k ail {u:1)
vérifie par construction les conditions de 1'énoncé.
Reste & prouver que 6= (8',8 .. @e'k).c
P pi

Supposons 6€0 et chaque eiee avec p; quel'on sait >0

kq kq
Tout ael[p] se décompose de fagon unique en
@= p,+..+p, fiavec je[pi].

On a 6(a) =6i(j)

L 1 1 e d ' 5
D'autre part, (6'_.©..86 k) (@) = k(nl+ +ni_l)+6 i(])

[
Reste 3@ prouver que
: -1 R SRpee SA
k-dil. {n )(k(nl+ +ni—1) +0 i(]))-ei(])
Or, il existe i;elk(ei) et ve[k] tels que
ei(j)zk(il) + v
m

On a alors 68'.(j) = k diluj(k(i; ) +v) = k(m ) + Vv

par def. de u, on a alors
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Lol _ i
k dil ¥ " (k(n t¥n, . +m) V) = k(i ) + Vv

b) inversement, soit 9=6'18 ee'ka avec L € k dil © et

T injective.
Supposons e'ieepiv(avec pi>0 toujours)
Alors,8 se décompose en 6=(615..,9k) aveceieepi

La preuve, facile, que i # j= Ik(ei)nlk(ej) = @ est laissée au

lecteur///
CQFD
(I-1-1-2-11) Complétude : soitkeNT et velk]l, soit® 5<61,..,6k>
appartenant a qu, on dit que 0est [Vv] - k compléte ssi
ingk(ei) = [ql 8i v=[k}, on dira qued est k compléte. k sera
sous entendu si le contexte évite toute ambiguité.
Remarquons que si k = 1, 8 est compléte ssi elle est surjective.

I-1-1-2-12 Propriété : Soit M un magmoide décomposable, soit T(M) le
magmoide projetable obtenu par adjonction de torsion @ M, alors,
si 6 est linéaire, eu est linéaire pour tout u tel que eu est

défini. Si <81, s08,> est k séparé, <(el)u""(ek)f est k séparé.

Preuve : Le lecteur se reportera a4 [A D] pour la définition de
l1'adjonction de torsion et de la notation 'eu'.
La propriété énoncée est une conséquence facile a établir des

définitions.///

Corollaire : Soit [t,e]eT(M)g et [u;r]eT(M)g

alors, si 8 et r sont linéaires, eu.r est linéaire.

Soit <[t1,61],u[tk;ek]2 Alors, si<el,..,6k> est séparé, alors
S A .r> é é.

<(91)u r, ,(Gk)u r> est séparé

En particulier, si M = T (I), on obtient que si t et ueT(I),

avec t = %.eeT(Z);)bt u= ﬁ.reT(Z)g, alors t.u= v

~

t, .08, > alors

avec £ linéaire si 6 et r le sont. Si t = <ty.8,,..,t,..08, >,

-

t.u=(vlcl ,..,Gkg k) avec <fys..50, > k séparé si (el,..,ek) l'est.

Ces résultats sont une conséquence immédiate de (I-1-1-2-12)

ils s'énoncent briévement en
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I-1-1-2-13 'La 1lindarité et la séparation sont conservés par

composition'

I-1-1-2-14 Remarque : La complétude n'est pas conservée par composi-

tion, sauf dans le cas ol k = 1;

Preuve : si k = 1, 8 est compléte donc surjective. Il en est
de méme de eu, d'od le résultat

si k > 1, 1l'exemple suivant prouve la remarque

. N . 1
exemple : k = 2, soit a= <a(x2),a>e(2 dil ’I‘(Z))1

la torsion X, est 2-compléte. Considérons

a.az<alx,),d><alx,),a>=<a(d),a>e(2 dilT(Z))i

La torsion de a.o est O2 et n'est pas compléte.///
D'une fagon générale, on verra que la notion de complétude

est lourde 3 manier dans le cas ou k>1.

Nous utiliserons souvent le lemme suivant.
I-1-1-2-15 lemme : I) soit 6602,6'6 eg. Si 6 est injective,
il existe ze oa tel que 0.z = 8'.

II) si q = r, on peut choisirzbijective si 6' est injective.

preuve : ¥ j € [q]
I) - si j ¢ Im(8), on peut définir ¢(j) arbitrairement

- si j e Im(8), il existe un seul i ( car 6 est injective) tel que
6(i) = j. On pose alors £(j) = 6'(i) et on a ainsi, par construction,
¥ ielpl,0'(i) = z(6(i)).

~

I1) si 8' est injective, la restriction de ¢ & Im(6) est une bijection sur
I::(8'). Puisque @ = r et Card (Im(6)) = Card(Im(6')), on a
Card([ql-Im(8)) = Card ([r]-Im(8')).t peut donc &tre prolongé surlq] -Im(8 )

en une bijection.///

I-1-1-2-16 Remarque_importante : Soit 66@2 et 0'693.
Conformément 3 [A D], nous notons 6.8'= 808' La composée au sens des
relations de 6 et 8'. Si bien que, pour i e€[pl, nous écrirons 6.6'(i)=606'(i)

= 6'fLe(i)].

I-1-1-2-17 Notation : Soit f une application d'un ensemble E dans un ensemble F.

(Ceci vaut en

La restriction de f & une partie A de E sera notée fIA'

particulier pour les torsions).




[1-1-1-3. Les sous arbresJ

. N 212 1
Soit un arbre t - c'est 3 dire un élément de T(I) _.. Grosso
modo, les sous arbres de t seront les 'morceaux de t qui sont des arbres'.

L'idée intuitive est claire et se précise :

I-1-1-3-1 t'sous arbre de t ssi t se décompose en t=tl(t2,t'.t3,tu).

Nous noterons t'<t. Il est & noter que, comme dans le cas des noeuds,

t peut avoir deux occurrences différentes de sous arbres ayant 'mémes
labels'. Plusieurs choix sont possibles : soit qu'on considére la

relation < sans tenir compte des occurrences, on obtient alors un ardre

sur T(Z)l ; soit qu'on considére la relation < sur les occurrences de

sous arbres, cette relation doit alors en toute rigueur &tre notée E (elle
dépend de t). Par la suite, nous utiliserons la notion de sous arbre en

ce dernier sens, pour désigner donc un 'ensemble de noeuds de t constituant
un arbre' ; mais comme dans le cas de noeuds, nous désignerons souvent le

sous arbre en désignant les noeuds par leur label. '

(I-1~1-3-2) Un sous arbre t' de t est final ssi tztl(t2,t',t3).
En fait nous n'utiliserons que d'une fagon purement descriptive cette
notion de sous arbre qui, étant relative 3 t, aurait aussi pu étre
exposée en I-1-1-1.
La relation de sous arbre initial, notée §» sera beaucoup
plus féconde. Quelques-unes des raisons en sont que d'abord, les difficultés
relatives aux occurences disparaissent, d'autre part les notions de borne
supérieure et inférieure de 2 arbres, celle de limite d'une suite croissante,
seront ici intéressantes. Nous nous attacherons donc ci-dessous 3 préciser

cette notion de sous arbre initial.

I-1-1-3-3 Définition : Soit t et t'exT(I).
t'ft ssi JueT(Z) tq t = t'.u

Remarquons d'abord que § est définie sur T(I), c'est & dire sur des uples

d'arbres. Elle se restreint trivialement a %(Z)l. On veut que la notion de
torsion soiE étrangére 3 celle de sous arbre initial, c'est pourquoi § est
défini sur T(Z) et non sur T(Z). Intuitivement, t ft' si et seulement si
on peut 'couper' t en deux, la partie inférieure( @u sens de l'ordre des noeuds),
étant t'.

11 est facile de vérifier que § est un ordre partiel sur T(I).
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(I-1-1-3-4) Nous noterons Yy et 4 les borne~ supérieures et inférieures si elles

existent. Il est facile de voir que T (I) est, muni de $ inf-demi-treilli

distributif complet.

(I-1-1-3-5) Deux arbres t et t' sont dits compatibles ssi ; (t,t') existe.
Exemple : soit t = a(b(xl),a(x2,x3)), t' = a(bb(xl),x2) et t" = a(a(xl,x2),x3).

'z At" =
On a alors t ? t a(b(xl),x2),tIt a(xl,x2).

t'?t" = a(xl,x2). t;t' = a(bb(xl),a(x2,x3)) (t et t' sont compatihles)

mais t et t" d'une part, t' et t" d'autre part sont incompatibles.
Si nous complétons T(I) de fagon que toute suite croissante

 admette une limite pour la topologie induite par §s mous obtenons comme

nouveaux objets les arbres infinis.///
I-1-1-3-6 Propriété : Soit t et t' compatibles

I) si t est sans variable, alors t'ft

IT) si t ett' sont sans variables, t = t'.

Ereuve .

I) Posons t' ; t = u. Nous aurons t ; u, donc 3 v tel que p = t.v. Mais

comme t est sans variable, c'est 3 dire comme t € T(Z)O, t.v t. Nous

obtenons done t.v = t = uit'.

II) d'aprés I) t 5 t' et t' §t d'od t = t'/// _
CQED

. . 1 ey s
'1-1-1-3-7  Notation : Soit t € T(Z)q et ueT(I) , soit ielql.

Nous noterons t_ 4 1'élément t (1., .M,1 .).

Xy i-1 q-1i

. - - 1 sy s

Soit te T(Z)q et UeT(Z)™, soit ielq].
Nous noterons t> Y 1'é1ément t.(1. .®u®l .).

xi i-1 q-1
Nous dirons que, pour obtenir t ., ona substitué u 3 X; dans t et, pour
obtenir t; u, on a Substitué initialement u & X; dans t.

i
La premiére substitution décrite ci-dessus est la substitution 'classique'

(voir discussion en [A D]) dans les arbres. La seconde substitution, ne
faisant intervenir que les arbres initiaux, consiste & "prolonger" l'arbre
initial t en X, paru, la renumération des variables étant effectuée par le

tensoriel.




Les notations ci-dessus s'étendent facilement dans

k dil T(g) : soit te (k dil T(E))z et ue(k dil T(I) 3, soit iel ql.

k(i—l)’u’lk(q—i))' Les autres définitions

Nous noterons tp. ju 1'élément t(1
i
k
s'étendent de méme. Si k est sans ambiguité, nous noterons [x;] au lieu

de [xi] , mais il y a lieu de conserver la dstinction entre '[xi]', qui
1

représente la substitution simultanée en toutes les composantes de la

k variable .x .> et "x.' qui représente la substitution en 12
N ;4 P

<K, . 9o
k(i-1)+1 ki
composante Xs - (Rappelons qu'on confondra souvent dans les manipulations

k dil T(Z) et ik (k di1 T (£))///




I - 1- 2 : LES FORETS

Nous avons décrit précisément en (I-1-1) la structure d4''arbre'. Les

notions introduites avaient une signification intuitive immédiate. La seule
exception était 1'introduction des notions de torsion linéaire, compléte,
séparée, mais nous illustrerons intuitivement & propos des morphismes

(I-1-3) ces notions & priori plus obscures.

Dans la présente section, nous allons introduire des outils
ou des notions dont 1'intérét apparaitra précisément dans la suite. Rappelons
pour le moment que nous nous intéressons d des transformations de foréts,
c'est d dire grosso-modo 3 des parties de T(Z)oxT(D)O. Seuls les arbres
sans variables nous intéressent en fin de compte, mais les relations associées
aux bimorphismes (I-1-4) ou aux transducteurs(I-1-5) sont structurées de
telle fagon qu'afin de ne pas 'perdre d'information', on en est amené a
considérer des relations de Tk(Z) X Tk'(D)' C'est dans cette optique que
sont introduites les équivalences de (I-1-2-2). Auparavant, nous indiquons
en (I-1-2-1) dans quels magmolides nous travaillerons le plus couramment,
renvoyant le lecteur & [A D] pour 1'étude précise de certains d'entr'eux.
Nous donnons quelques compléments et remarques. Nous rappelons en (I-1-2-3)
la notion classique (la plus ancienne de la théorie des arbres !) de
forét reconnaissable. Cette notion est également développée dans [A D]. Nous
donnons quelques compléments. En (I-1-2-4), nous définissons les classes
agréables de forets, classes jouissant vis a vis des bimorphismes des
mémes bonnes propriétés qué la classe des foréts reconnaissables. Nous
pourrons ainsi dans la suite #étudier des bimorphismes plus généraux sans

rien changer aux preuves.

I-1-2-1 Magmoides produits et magmoides des parties :

Commengons par décrire informellement les principaux types de

magmoides que nous utiliserons couramment dans la suite. Nous renwoyons a [A D]

.

pour 1'étude théorique des premiers, qui sont seulement rappelés ici.

(I-1-2-1-1) Soit I un alphabet gradué fini et k un entier positif . k dil T(Z) =
Tk(Z) (I-1-1-0-3), est le magmoide défini par :

- (k dil T(ZDg = T(Z)tg = 1'ensemble des kp uples d'arbres sur I ad'variables

dans {xl,..,xkqi

- la composition et le tensoriel sont ceux induits par T(Z) [A D]
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- Tk(Z) est projetable, il contient le sous magmoide k6 isomorphe a ©
(I-1-1-2-6) /// ‘

(1-1-2-1-2) Soit M et N deux magmoides. Le magmoldes produit [A D] est défini

de fagon évidente par :

- (MxN)g = MPyNP

1 g
- (tlst2)8(ul,u2) = (tl®u1,t2®u2)
- (tl’tQ)'(ul’uQ) = (tl.ui, t2.u2)

Si M et N sont projetables, MxN 1l'est aussi.

Par exemple, nous considérerons fréquemment les magmoides du type Tk(Z)ka'(A).
Le sous magmode des torsions est isomorphe 3 0 par le morphisme qui a

8e0 associe (k(8),k'(8))ek diloxk' dil 6 (I-1-1-2-6)
(I-1-2-1-3) Le magmoide PT(L) des parties (descendantes) de T(IL) est défini par

; 1
- NP = (P(T(% P
(PT( ))q (P(T( )q))

Autrement dit, tout élément de PT(Z)z est de la forme p,x xpp ou

chaque p; est une partie de T(Z)é.

1
- Soit AePT(Z)g et A‘ePT(E)g,, alors A 8 A'= {a®a'lacA,a'eA'} .Cette
définition se passe de commentaire.

- Soit AePT(Z)p et BePT(Z)q, alors A.B =.U a.B
Q r leA

Pour définir a.B, posons a = a8 (avec 65@2)'et B = le..qu. On pose alors

a.B = {3

_19"sbm)‘v ie[m],bieB }

8(i) "

En traduisant en termes imagés de variables (I-1-1-1, I-1-1-3-7 et8) cette
définition signifie qu'on substitue, pour tout ielm], & la variable Xg(1)
un élément quelconque de Bé(i)' Ainsi, si par exemple e(il) = 6(12) = j, a
deux occurrences de xjdans a péurront &tre substitués des éléments différents
de Bj' On aurait pu s'imposer le point de vue ‘ascendant', consistant &
substituer 3 toutes les occurrences d'une méme variable le méme arbre. Les
notions ‘'ascendant' et 'descendant' sont étudiées dans [A D1, on y voit

que seul le magmoide des parties descendantes est projetable.

Nous considérons souvent le sous-magmolde projetablePF(T(Z)) des

parties finies.




I -19

La construction de PT(Z) s'étend comme suit, de fagon &vidente, a celle de
PT(M) ol M est un magmoide décomposable quelconque. L'idée de la généralisation
consiste 3 remarquer que T(I) = T(T(Z)) et 3 généraliser les notations, ce

qui nous donne
1.p
- (pr(M)HP = (PT(M)D)
))q )q
- la définition du tensoriel est triviale

- Soit AePT(M)P et BePT(M)?, alors A.B = U,a.B.
q r aeA

Pour définir a.B, posons a = [a' ; 6]ou 9692 et B = le qu. On pose

alors

bye 8bm.(rl, ,rm)]lV ielm], [bi ; rfkﬁe(i)}

a.B = {[a'.(b;8 &b ) ; 0
La notation 'Gb' est définie dans [A D]. Nous n'utiliserons cette construction
que sur des cas particuliers, en explicitant chaque fois la construction.
(Dans le cas ol M = %(Z), on a 1l'identification entre (bl,.. b ) et

B 18- ®B 6- (r 2 ), ce qui simplifie beaucoup l'ecrlture - voir

® ®8b
[A D] pour }es de@alls sur l'adjonctlon de torsion).

-> k - . .
(I-1-2-1-4) Le magmoide DP TM : nous introduisons maintenant une nouvelle classe

de magmoides utilisée en (II-2-3).

o) Remarque : comme nous serons amené d composer de nombreux foncteurs,
nous écrironsTM au lieu de MT, cette derniére notation étant adoptée dans
AD et A.

D'autre part, PkTM n'est autre que k dil PTM, mais 1'usage
fréquent que nous en ferons et sa structure non triviale nous font préférer

en décrire directement la construction.

Soit M un magmoide décomposable, le magmoide projetable TM est obtenu en
appliquant le foncteur T décrit dans [A D]. Nous définissons alors le

magmolide projetable PkTM pér :
k 1
1) (PkTM)g = (pm )P

(La 'puissance p' s'entendant au sens du produit cartésien d'ensembles).

Nous définissons alors

1) E*mt = (et HX

q kq
III) Donc, (PkTM)g = {Ax % A IA CTMk }
Nous avons donc du point de vue ensembliste, PkTMCPTM (PkTM a pour éléments

ceux de PTM dont les degrés sont multiples de k). On considére alors
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. s k .
1'injection canonique ik de PkTM dans PTM qui 3 Ae(P TM)S associe
i (A) = Ae(PT™™) g. La comp031tlon et le tensoriel sur PkTM sont alors ceux
1ndu1ts par PTM sur 1 (P TM). on en déduit évidemment que PkTM est un

magmoide, projetable car contenant kO qui est isomorphe a 0(I-1-1-2-6 & 7).
P*TM étant projetable, DPkTM est défini par le foncteur D de [A DJ.
En résumé, tout élément de (DPkTM)g s'écrit donc :

IV)((Alx..xAk)®(A x..xAQk)e..8(Ak(P_l)+lx..xAkp) H ql,-,qp)

k+1
N l )
ou A(a—l)k+B€PT(M)qa avec ae[pl, Belk] et Ja, = a
Conformément & l'usage [A D] nous omettrons d'écrire ql"'qp’ qui sont

spécifiés dans le co-domaine des torsions.///

V) Remarque : Nous ne pouvons pas définir comme ci-dessus P(k dilTM)

3 cause de la difficulté illustrée ci-aprés

» Pd z 1 Pl -
Soit un élément A de P(TkM) . A n'est pas nécessairement de la forme

1 . . . - s s
Alx..xAk ou AieP(T M)~ et ceci fait que, si on définit la composition
'descendante' comme précédemment, on est amené 3 composer ' avec des éléments

qui n'appartiennent pas d A' comme le précise l'exemple suivant :

1 . -
k=2, A= {(a,a"){b,b")} eP(TQM)O, as = a (xl, X2’Xl)

on aurait alors par exemple 3d(a,a',b) € 3 6.A

et de méme, en introduisant 5'(x1,x2), 5'(x1,x2). A contient 3a'(a,b")
alors que (a,b') n'appartient pas a A.

Nous évitons ce probléme dans PkTM en supposant que A peut toujours

t 2 s
s'écrire Alx"XAkp'

I1 y a néanmoins dans le cas de P(TkM) possibilité de définir une structure

de composition ascendante (voir A.D).///

VI) Nous considérerons souvent le sous-magmoide projetable DP?TM des parties

finies de DP*TM.///

(I-1-2-1-5) Soit P une partie d'un magmoide M. Nous noterons [P] le sous magmoTide de M
engendré par P et P = Mon[P].///

(I-1-2-1-6) Soit M un magmoide décomposable. Une partie A de k dil T(M) est
dite linéaire (respectivement k-séparée, [v] k compléte)




A

ssi pour tout [a,0] €A, 6 est linéaire (I-1-1-2-9) (resp. k-séparée
(I-1-1-2-10), [v] k-compléte(I-1-1-2-11)).///

(I-1-2-1-7) Nous avons défini en (I-1-2-1-4) PkT(M). Nous utiliserons
fréquemment des magmoides du genre PkT(Z)ka'T(A).
‘Faisons 3 ce propos une remarque qui évitera par la suite des confusions
et qui joue un rdle essentiel dans les problémes de composition des

transducteurs (voir II-2-2-2).

(I-1-2-1-8) Remarque : Considérons talaain)t A={5,a(xl,x2), a'(xl,XQ)}
Soit E, = {(3,3),(a(x), {a'(x,x),a(x,x) D} cP(T(2))xP(T(4))
(on identifie les ensembles d& un élément avec 1'élément correspondant,
écrivant par exemple a(x) pour {a(x)} ).
Appelons arbre balancé tout arbre dont toutes les branches (I-1-1-1-10)

ont méme longueur. Le lecteur vérifiera facilement que

) El = {(ana, {arbres balancés de profondeur n+l, sans variables! |neN }
Remarquons maintenant qu'au sens des ensembles, El est encore la partie
E2= {(a,a),(a(x),a'(x,x)), (a(x),al(x,x))} de T(Z)xT(Aj.or, E2 engendre
dans T(ZI)xT(A)

11) E,= {(ana, arbres balancés sans variables de profondeur n+1) |neN}
tous les noeuds 3 une méme profondeur

ayant méme label

III) Ainsi, en plongeant PT(L)xPT(A) dans P(T(E)xT(A)),a—t—og 52 $ El ( par
exemple, (aaa,a(a(a,a),a'(a,a))) appartient a E, mais pas a EQ). Ceci provient
simplement de ce que. dans le cas I), la composition se fait dars le magmoide
P(T(L)) x P(T(A)) et, dans. le cas II, se fait dans T(I) x T(A). La différence

entre les deux compositions est explicitée par le lemme (I-1-2-1-9). Ainsi, il
ne faut pas 'oublier la structure de parties', c'est d dire en fait celle du
magmoide sur lequel on travaille. Cette remarque, pour -évidente qu'elle soit,
est importante. Nous y reviendrons (II-2-3).

Le lemme suivant précise le phénoméne illustré ci-dessous.

(I-1-2-1-9) Lemme : Soit A et B ¢ PT(M). Alors en général A.B z{a.blaeA,beB} .
On a 1'égalité si A est linéaire.

Preuve comme A.B = EE{ a.B, il suffit de prouver le résultat pour A

réduit 3 un seul élément.

Posons A = {a} ; a = [3;8] avec 6592 et B = le..qu. On a alors d'une

part, d'aprés (I-1-2-1-3)



Ty

a.B ={[a.(ble ebm);ebl@ @bm(rl,..,rm)]lfbi;ri]eBe(i)}

et d'autre part,

{a.b|beB} = {a(b ;0 )]lmi;ri]esi}

0(1)® ®Po(m)’ & 8b 3 (Pge1y2+ 2T (m)

Po(1) 6(m)
En associant 3 tout jeIm(6) un i tel que 8(i) = j on obtient 1'inclusion, mais
la non unicité de i entraine en général 1'ingégalité comme le montre l'exemple
suivant :

a' = alx,x); B = {al,a2} «. Alors a.B = {a(al,aQ),a(al,aQ),a(a2,al),a(a2,a2)}

alors que {a.b|beB % a(al,al), a(a2,a2)}

Ici apparait bien la raison de 1'inégalité : dans la deuxiéme expression,

le méme be(j)’est substitué a toutes les occurrences de xe(j) ; dans la

premiére, un é€lément quelconque de Be(j) est substitué 3 chaque occurrence.
Si A est linéaire, 6 est linéaire donc injective. On peut

établir une bijection entre [m] et IM(8) et les deux expressions sont les

mémes 3 une permutation d'indices prés.///

II—1—2—2 Equivalences fondamentales :l

Rappelons que 1'étude de transformations remarquables de forets
est un but essentiel de notre travail. Plus pfécisément, d un procédé
simple P de transformation (bimorphisme, transducteur d'états finis)
nous associons la transformation, c'est d dire la relation, notée P,
constituée des couples (t,u) ol u est un transformé de t par P. Seuls
nous intéressent en fin de compte les arbres ( ou les uples d'arbres) sans
variables, c'est a dire les éléments de T(E)O et T(A)o.

Ainsi une foret F df T(Z)O a-t-elle pour iTage par P

1-1-2-20 P(F) = P(F) = ueT(A) (t,u)eP .
Mais 3 un bimorphisme ou un transducteur P 'de I dans A'on peut plus
généralement associer une partie P de T(I)xT(4) constituée des couples (t,u)
tels que u soit transfgrmé de t et ol t est un élément de T(IZ) (et non plus
de T(Z)o comme pour P) et u un élément de T(8) Eet non plus de T(A)o).
I1 se trouve que la donnée de P- et non celle de P- permet de 'retrouver'
immédiatement le procédé P. De ce fait, méme si c'est finalement ; qui
nous intéresse, l'utilisation de P sera systématique dans la suite. C'est
pourquoi nous donnons maintenant des définitions précises d'équivalences

concernant les éléments 'avec variables'.
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I) Un transformateur (de Mbdans N) est la donnée d'un algorithme permettant
d'associer 3 tout élément de M une partie de N. Dans le cas ol M=T(I) et N= T(A)
rous parlerons de transformateur 'de I dans A' pour ' de T(I) dans T(A4)'.

Si u est transformé de t par P, nous notons ti%u.

II) M et N étant deux magmoides, a un transformateur P de M dans N on

associe

v *
P = {(tyu)| teM, ueN et t Iz u}

P

*
{(t,u)l teMo, ueNO et t|§ ul

III) Soit R € M x N. Nous poserons R Wy Bn MOxNO (ol Mo est l'ensemble des

z

éléments de degré inférieur nul du magmoide M). On a évidemment

P

g ¢
1}

o

IV) On définit de fagon évidente entre les transformateurs deux relations
d'équivalences par

PA Q&P = Q

P\_/Qé\P,=\Q/

V) Remarque : Les transformations apparaissent donc comme des classes
d'équivalences de transformateurs. Pour une sous-classe donnée de transforma-
teurs, dire que P 'permet de retrouver P'' (comme nous le disons en introduction
de I-1-2-2) signifie que chaque classe d'équivalence contient un seul

transformateur du type considéré.

Par la suite, lés bimorphismes, les substitutions, les
transducteurs seront des exemples de classes de transformateurs, pour
lesquels chaque classe d'équivalence pour V¥ contiendra un seul transformateur,
sans qu'il en soit de méme pour 1'équivalence ~ ( qui est évidemment beaucoup

plus grossiére que V)///

Nous considérerons fréquemment des relations de Tk(Z)ka'(A) dans lesquelles
nous '"selectionnerons' certaines composantes. Des relations seront alors
équivalentes ssi elles sont égales sur les composantes. Nous développons dans
la section qui suit cette idée. On pourra se contenter en premiére lecture de

la-eonclusion de I=1-2-2-2.

I=1~2-2~-2." Soit veN+, soit k2v avec keN. Nous posons
2 M 8p

I)ka_ (1veok—v)

p pv
& ka'
est l'application de ¢ dans [k-v].

Nous avons donc o Rappelons que lv est 1l'application identique sur

Cvl, que 0,
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Remarquons que les Osk sont des fonctions de décalage particuliéres (A D) et
1

s A

i
II) Posons 0 = DeN Ok
Soit maintenant t appartenant 3 un magmoide (dont onpeut identifier une

partie des torsions a ovk). On a o .t = {05 .ttpeN} mais cette composition~

k k
est définie pour un p au plus. Par la suite, nous noterons indifféremment

v P - v P

)+t ou oo, .t. La méme remarque vaut pour t.o, et‘tavk///

c; peut étre considéré de plusieurs fagons comme un opérateur. Explicitons
son effet.

: ) p

IIT) Seit t.= (tl ,..,tkp)eTk(Z) . On a
O ot 20F ot = (t, ..t ,t t t t t )

K vk' 12 S k1 Ty ki1 kidv? T Tk(p-1)+v

Autrement dit, quand oz 'opére d gauche' sur un élément t de Tk(Z)
il lui associe 1'élément de TV(Z) obtenu en sélectionnant dans chaque
fibre supérieure de t les v premiéres de ses k composantes (en identifiant

Tk(Z) 3 une pantie de T(Z)) ( voir I-1-1, I-1-1-0-2).

IV) Soit ee(ve)g (voir I-1-1-2-6,7). On sait (I-1-1) qu'on peut 1l'écrire

<x6(1)""x6(pv)>' On a alors

" q . bl i e B L S iy
8.0 8o <x6'(1)""xe'(pv)> ou 0'(1) (B.UVk) (i) = ki+j ssi 68(i)=vi+]

k vk
En particulier,

v -

<X . R e — R T
vit+l? vitv k ki+1? kit+v

. 3 v 7z b . . . 3 .
Intuitivement, o, opérant 3 droite 'identifie chaque v-variable (I-1-1-2) aux

v premiéres composantes d'une k-variable'.

v
k
précisément, on a :

V) L'opérateur o, est 'compatible avec les opérations du magmoide'. Plus

o’ (t.8t

38 v

LRt v v
(t18t2).0k = (tl.ok)e(t2.ck)

v v S T
ok(tl.tQ) (ok.tl).t2 = ok.tl.t2

S . v
(tl.t2)ok 2 tl(tz.ck).

v

K est unensemble de torsions et d'aprés les

Ceci est évident du fait que o

axiomes des magmoides.
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VI) Considérons TZ(E)= {teTk(Z)|3ﬁ€¥(E),ﬂeeOcv, tels que o;,t = 4.6}

Remarquons que TZ(Z) n'est pas un sous -magmoide de Tk(Z) (il ne contient

par exemple pas les identités). Mais T;(Z) est clos par tensoriel et
composition, c'est a dire :

: - : ; v s e
Proprifté : S tett ‘T:(Z)’ tet eTz(z) et t.t'eTk(z) si i1 est défini.

-

el \
Prauve : Il existe U et U'eT(L), t et r'.e-0i:tels -que

v o 9
g, .t = U«L.0 et o .t' = nt.rte On a alors (d'aprés v)

v
k k k e

- By iz ¥ Vogr) = (& 4 ar.c'.oY) = (4 TR M
a) ok.(tet ) (ok.t)e(ok.t ) (u.c.ok)@(u 3 - .ok) (G.080'.z") K

d'od tet'eTz(z)

b) - o (t.t') = (o.. ' = §.2.00.t' = G.2.8'.2".00 d'od t.t'eT) i
) ck(t ") (ok ).t 4.z.0, .t 4.z.4'.g'.0p a'on t.x eTk(Z) (si les

conditions de degré sont satisfaites pour qu'il soit défini). CQFD

VII) Posons M(Z) = >VT:(Z)- Fibrons M (I) par MV(Z)S = T

p
k2v k(z)q

k

. - Vi v
Attention, M'(Z) n'est pas un magmoide : la composition de te(Tk)q avec
ue(Ti,)q n'est par exemple pas définie si k # k'.
Notation : I étant fixé, nous le sous entendrons si il n'y a pas d'ambiguité
possible. Nous définissons sur M” une relation binaire :’par 3
v

z . B . . v 2
Définition : Soit teT, et t'eTk,. Alors t Y/ t' ssi

-3Jpetqtq tett eMv(E)z

g o ) v . AOPY v
Ju tel que o, .t = u.o et g .t u.o,,

VIII) Propriétés de la relation Y/ sur MY(L) : c'est une équivalence.

a) Remarquons d'abord que, si tsTK, il existe un seul u = 4.7 tel que

v il v
ok.t = u.c.ok

En effet, soit 0;.t= ﬁl.cl.oz = GQ.CQ.OE. D'aprés 1'unicité de la décomposition
; ; - R e ; s A 30 s AT : v
canonique dant T(Z) il vient u, =4, et £,.0, = P d'ou .= ¢, puisque O
est injective.
2 X 5 Viap s
Remarquons également que T (I) = TV(Z) ear. o i@ Ay

Wi & i S v
b) Propriété : %/ est une relation d'équivalence sur M (z) et TV(Z) est un
systéme de représentants canoniques.

En effet, la réflexivité et la symétrie de‘:,sont évidentes.

Soit d'autre part t t' et t' Y t". Il existe p et q tels que
v v

t = cv ov 1= .0
k. = Uu. k, k' - . k'

Tttt eMv(Z)z et u et y tels que o
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oK,.t' = W.UZ, et Uk" PPN B, Gk"' D'aprés a), u = W par unicité d'ou
¥ = v v 0 Y " . : ek
ck.t = u.0p et ok".t = u.ok" donc tyth. La relation est bien une équivalence-
: < v v
Soit t € M'. Il existe k tel que ok.t de la forme u.o, . Comme
v v - v > ML
O °U = U.0_; t}{u. Comme u est unique, chaque classe de M  est bien caracterisee

par le seul élément u de TV(Z) qu'elle contient, d'ou le fait que TV(Z) est

systéme de représentants de 1'équivalence. CQED

IX) L'équivalence\: est compatible avec la composition et le tensoriel.
P . " 4 . . . . . . v
Précisons la définition de la composition et du tensoriel dans M

Soit t € M'P et t' ¢ MVP'. I1 existe k et k' tels que teT (2‘.)p

t'eT (Z)g .t8t' est alogs défini ssi k = k' et alors tét' est 1nduit par le

tensorlel de T, (£). De méme, si p' = q, t.t' est défini ssi k = k' et alors

induit par la comp031tlon de T (£). Autrement dit, méme si les conditions

habituelles de fibres sont satlsfaltes, les opérations dans M’ ne sont

définies qu'entre éléments de méme dilatation. Pour cette raison, nous

avons déja remarqué que M’ n'est pas un magmoide.

Propriété : t Y t' et w/w' 3tow \V’t'&n' si les 2 membres sont définis.
tY t' et w W' =5t.W Y t'.W' siles 2 membres sont définis.

En effet on a

b - T - —'v b4 '—'v
ok.t = u. ok,ck,t = u. ok,,ok". = u ck" et ok,"w = u Ok'“'
Pour que les tensoriels ou composés soient définis, il faut k = k" et k' = K"
On a alors d'aprés V)
v et v A R, il
E ck.(tQW) (Ok.t)G(ok.W) u.okeu -0y (uBu ).0k

et de méme o ,(t8w') = (udu'). Ok"

On prouverait de méme que, si ils sont définis,
v v v v

1 0 W = N 1 1 A} = g, 1 c
E' 0, .(t.w) (u.u')o, et ok,(t w') = (u.u'o,,

La propriété est ainsi démontrée, mais les égalités ci-dessus montrent plus.
Nous avons en effet vu en VIII) que, du point de vue ensembliste, il existe
i : . v R 2
une bijection v du quotient M /:{ sur TV(X) qui, a toute classe assocle soOn

représentant canonique qui est le seul €lément de TV(E) qu'elle contienne.

v 2 &t
/\/ du tensoriel et de la composition,
v

les propriétés E et E' prouvant alors que v est un isomorphisme de magmoides.

La propriété IX) permet alors de munir M
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Conclusion de I-1-2-2-2 : Nous avons introduit, pour un alphabet I donné, une

structure MV(E)'qui, bien que munie partiellement d'un tensoriel et d'une compo-
sition, n'est pas un magmoide. Nous avons défini sur MY une équivalence :{ !
Chaque classe c contient un et un seul élément v(c) = u de TV(Z) et,
intuitivement, tous les autres éléments sont ceux tels que, avec des dilatations
différentes k, quand on en selectionne les v-premiéres composantes de

chaque fibre, 1'é1ément obtenu a une torsion qui est une extension a ke,

comme définie en IV), de celle de u, obtenue en 'dilatant' chaque v-variable.
Les opérations de MY et 1'équivalence sont compatibles, ce qui permet de munir
Mv/tf d'une composition et d'un tensoriel. On obtient finalement un magmoide
isomorphe a TV(Z). En identifiant 3 1'isomorphisme v prés, travailler dans

V . ~ . Pl Pl ! e 7’
M /:{ revient a travailler dans TV(Z), un élément de M’ étant éventuellement

'contracté' en un élément de TV(Z) (le représentant de sa classe).///

I-1-2-2-3 La congruence Y/ étudiée ci-dessus s'étend facilement au produit de
magmoides.
1 1
Soit v et v'e N+, on pose Tv’v'(Z,D) = T (L) x TV,(D).
k,k k k

(le produit s'entendant au sens des magmoides produits (I-1-2-1)).

1 1
On pose M'*Y (E. D)= v A (£,D), sur lequel on définit 1'équivalence ¥
P K,k 4 b v,V
produit des équivalences :{ et :ﬁ . On obtient évidemment un magmolde
v,v' ! < \ P ;
M- /;“;, isomorphe a TV(Z) ® TV,(D) toutes ces constructions étant classique
b ] 9

en algeébre.///
L'intéret de l'équivalence?{ , étudiée ci-dessus, pour les

transformations est mis en évidence ci-apreés.

I-1-2-2-% Soit R et S deux parties de M'. On dira évidemment que
~
I) Définition = R Y S&>RY = ~§6
) b oy My
ol t' désigne la classe de t pour et R = {t"|teR}
Nous intéressant aux seuls 'arbres sans variables', nous poserons
- v v
II)R% S Rn(M") ~¢ Sn(M")
(o 6 4 o

I1 est évident que
III) R YS=3R % S

Dans la pratique, nous serons souvent dans la situation suivante

IV) Soit RCTr(Z)'x Tr‘(D) et SCTS(Z) X Ts'(D)’ soit v et v'eN'. (R et S
sont par exemple associés a des transformateurs).

N ; ~
Pour étudier si R v,v'S, on en sera amené d considérer Rv,v'S (la définition

de ces équivalences étant évidente).
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I-1-2~-3 Les forets reconnaissables

La notion de forét reconnaissable est la plus classique qui sOit
dans la théorie. Elle a été abondamment étudiée(BRAINERD [31], PAIR et
QUERE [771, ROUNDS [81], THATCHER [88] ..........) et est synthétisée dans
[A]. Nous en rappelons ici le strict nécessaire, puis donnons quelques

compléments.

I-1-2-3-1 Rappels : En théorie des langages, une partie d'un monoide libre est

reconnaissable ssi elle est reconnue par un automate d'états finis. La

" notion de reconnaissabilité s'étend aux monoides non libres par "congruences

d'indice fini". Pour les foréts, la reconnaissabilité a été classiquement intro-
duite 3 l'aide de reconnaisseurs d'arbres d'états finis, généralisant les
automates de langages de mots. Nous rappeloné ce point de vue ci-aprés.

Le point de vue des congruences finies, abordé dans [A D], ne sera pas utile

ici (nous nous plagons dans des magmoides libres)

I) Définition : Un automate d'états finis de foréts M est la donnée d'un
quadruplet M = (Q,F,Z,R) ou &

- Q est un ensemble fini d'états

- F ¢ Q est 1'ensemble des états distingués

- I est un alphabet gradué fini

~ R est un ensemble fini de régles.

Posons Q[Z] l'alphabet gradué défini par
git] = {q[a](xl,.. ,xn)lqu et a(xl,..,xn)ezn}

Si teT(Q[Z])l est de la forme q[a](tl,..,tn), nous le noterons encore
q[a(tl,..tn)] ou q[t'] avec t' = a(tl,..,tn).

Deux points de vue duaux pour la 'reconnaissance' sont possibles

Ia) Reconnaisseur ascendant : les états distingués sont appelés finaux,

les régles, dites ascendantes, sont de la forme

eQ.(ou de la forme
n

a(qi [xl],.. q; [xn])+ q[a(xl,..xn)] ol ael et q’qil"'qi

a*qlal si ano) 5

Soit t et ué'T(Q[Z]i. On pose
tlﬁ~u ssi il existe des décompositions
t = to.a(qilttlj,...qin[tn]), u = to.q[a(tl,..,tn)]

et (a(qil[xl],..,qin[xn])*q[a(xl,..xn)])eR

L, s :
Iﬁ-de51gne la cloture transitive de'ﬁ- On dit que t€T(Z)é est reconnu par M




B

ssi JqeF tel que tl%-q[t]. On note F(M) la forét reconnue par M (c'est a dire

1l'ensemble des arbres de T(Z)i reconnus par M).

Ib) Reconnaisseur descendant
- les états distingués sont appelés initiaux
- les régles, dites descendantes, sont de la forme

q[a(xl,..,xn)]+a(qii[x1],..qinExn])
(avec qlal»a si aezo)

Soit t et u eT(Q[Z])i. On pose

tlﬁ-u ssi il existe des décompositions
vy toq[a(tl,..tn)],u 2 toa(qil[tl],..,qin[tn])

et (q[a(xl,..xn)]+a(qi1[xl],..qil[xn]))eR
*
Pﬁ est la cloture transitive de Iﬁu On dit que teT(Z)é est reconnu par M ssi

*
dqeF tel que q[t]lﬁ-t. On note F(M) la forét reconnue par M.

\

I1I) Définition : Une foret F c T(Z)i est reconnaissable ssi il existe un
automate d'états fini ascendant M tel que F(M) = F.

Les propriétés suivantes sont classiques

a) on peut toujours supposer M déterministe (c'est & dire tel qu'il n'existe

pas deux régles de méme mémbre gauche)

b) on ne change pas la définition II) en remplagant 'ascendant' par

'descendant' (mais on ne peut plus toujours supposer l'automate déterministe).

c) la classe Rec des foréts reconnaissables est close par union, complément
(donc intersection), l-homomorphisme inverse, l-homomorphisme linéaire [A DJ.

(Voir en (I-1-3) les définitions concernant les morphismes).///

a) Définition : (rappel). Soit t e T(Z)i (t est 'sansvariable'). On définit

le feuillage ¢(t) de 1'arbre t par l'application ¢(de T(Z)i dans le monoide

libre engendré par ZO) définit par :
=83 tezo,Cb(t) = F

- 8i t = to(t tn),<l>(t) =¢(tl)....<l>(tn)

1""

* S . .
®(t) est donc le mot de Zo obtenu en concaténant de gauche a droite les feuilles

de t.
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A une foret F c T(Z)i, on associe évidemment son feuillage®(F) qui est le

langage de Z: défini par :
o(F) = {o(t)|teF?t

b) définition : Nous étudirons dans le détail les morphismes dans (I-1-3).

—— s —————

Rappelons [A D] qu'un morphisme de T(I) dans un magmoide M est défini par

sa donnée swI(T( I) étant libre). Un l-morphisme € de I dans D (c'est a

dire de T(I) dans T(D)) est un démarquage propre ssi

Yael, JaeD tel que e(a(xl,..xn)) = a(xl,..xn).

(Autrement dit, € ne modifie que les labels).

c) Définition : Comme on définit les langages locaux, on définit comme suit

les forets locales.

Soit I un alphabet gradué, on se donne des 'régles de successions' constituées
- d'une partie I de I (alphabet initial)
- d'une partie F de Zo(alphabet final)

- pour tout m > o tel que Zn # @, d'une application S de En
dans P(z").

Au triplet (I,S,F) on associe la foret L de T(Z)i définie par : "t appartenant
a L ssi pour tout a eZn, pour tout noeud de E de label a, il existe (al,..,an)
eS(a) tel que, pour tout ielnl, a; soit le i°™® successeur immédiat du

noeud considéré dans t(I-1-1-1-7), et ssi le sommet de t appartient d I et le
feuillage appartient a F'". En bref, L est l'ensemble des arbres satisfaisant

aux conditions de successions définies par (I,S,F).

Une forét est locale ssi elle est définie comme ci-dessus par des

~ .
reégles de successions.

Nous pouvons maintenant énoncer ce qui fut la motivation la plus

puissante a 1'étude des foréts reconnaissables.

- Il y a identité entre la classe des langages algébriques sans mot vide et
la classe des feuillages des forets reconnaissables.

- Pour tout grammaire algébrique, l'ensemble des arbres de dérivatinm est
une foret loeale.

- Toute forét reconnaissable est l'image par un démarquage propre d'une

forét locale.///
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I-1-2-3-2 Les forets hyperlocales : Afin de faciliter certaines démonstrations,

nous introduisons ici une notion plus forte que celle de forét locale :
la notion de forét hyperlocale. Certaines preuves sur les foréts reconnaissables
se raméneront 3 des preuves sur les foréts hyperlocales, plus faciles a

manier encore que les forets locales.

Intuitivement, les foréts hyperlocales sont les foréts locales
*
. éme 3 T
ou "le i successeur est indépendant des autres". Donnons une définition

formelle.

I) Définition : Une forét est hyperlocale ssi elle est une forét locale

associée 3 des régles de succession (I, S, F) ou, ¥n, ¥a eZn, S(a) de la

forme .S, (a)x..xS:(a) ouiS.Ca). L./
1 n i

I1 existe évidemment des forets locales qui ne sont pas hyperlocales, par

exemple
Soit L = {bla,a);blb,b)} ou Zo: {a,b} et L, & b,}
L est locale (I={b(xl,x2)}, S(h) = {{aza), b)), BE Zo)

mais n'est pas hyperlocale (pour savoir dans un arbre de L si b peut &tre

ler successeur de b(xl,x2), il faut regarder le deuxiéme successeur.///

Dans une forét hyperlocale, il suffit donc de 'regarder'
1'antécédant immédiat d'une occurrence pour connaitre les labels permis.
Dans une forét locale, il faut aussi regarder les autres successeurs immédiats

de 1l'antécédant considéré.///

I1) Propriété fondamentale : toute forét locale est 1'image d'une forét

hyperlocale par un démarquage propre.

Preuve : Soit une forét locale L définie par les régles de succession (I, S, J)
sur un alphabet z. Explicitons S pour tout a ezn en numérotant sl(a),..,sp (a)

les éléments (on a donc si(a) € zn) de s(a). s

Nous définissons un nouvel alphabet A par :

>
1]

Eo et pour-nr2dy

>
n

{ 3 :
(a,si(a))(xl xn)| s;(a)es(a) et ae zn}

Nous définissons un nouveau triplet de régles de succession
(I'; 8%, 1) pap ¢
.

{(a,si(a))|aeI}

i T
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= N'a'

(a,s.(a))er_,S'(a') = S.(a')x..xS ta')
1 n y n

{(b,s, (b))Ib = o G 4, s, (b)es(b)}
me >

ol S (@)

(D/ 1

(sj(a) de81gne le j composante de la suite si(a))
Enfin, nous considérons le démarquage propre 8§ défini par :

6(a,si(a))(xl,..xn) 3 a(xl,..,xn).

Le lecteur établira alors facilement que 1'dmage par S de la forét
hyperlocale définie par (I', S', J') et L.///
GG Fubs

I1I) Coro]1a1re . toute forét reconnaissable est 1'image par un démarquage

propre d'une forét hyperlocale.

En effet, soit F une forét reconnaissable. D'aprés (1-d)) il existe un
démarquage propre El et une foret locale L tels que Zl(L) =

D'aprés (2-b)), il existe un démarquage propre L, et une forét
hyperlocale H tels que L = ZZ(H)' Comme il est évident que le composé
de deux démarquages propres est un démarquage propre, le résultat est

établi par F = 21022(H)///

I-1-2-3-3 Forets initiales

A une forét F c T(I), nous associons la forét initiale

A n
I(F) ¢ T(L) constituée des arbres initiaux des éléments de F, c'est a dire
i, )
I(F) = (%eT(I)|]teF, fit}

Remarquons que si FcT(I) _, I(E)SE ./ 1]

I-1-2-3-4 Reconnaissabilité dans T(Z)

Soit une foret de T(Z)n. Si on considére X15+e X comme des lettres de degré

inférieur o, on définit immédiatement la reconnaissabilité. Cette généralisation

est considérée dans (A) et parfois dans ce travail.

On montre facilement (en composant les reconnaisseurs) que si F est reconnaissable
1 : v ;

dans T().‘.)n et (Fl,..Fn) aussi, alors F(Fl,..Fn) est reconnaissable (on substitue

F. a xi)' De méme, le sous magmoide M engendré par [Fl,..Fn] est alors tel

1
que tout M; est reconnaissable.///

5

Nous étudions dans la suite les bimorphismes de magmoide (définis en I-1-4)
Si on rattache ceux-ci 3 des notions déja existantes, on peut les présenter
comme une généralisation aux foréts des transductions rationnelles de langages

(NIVAT [72]1) ou comme une représentation des transducteurs de foréts.
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Dans les deux cas, les foréts reconnaissables y apparaissent, Mais les
propriétés essentielles des bimorphismes ne sont dues qu'aux propriétés
énumérées en (1-III) des foréts reconnaissables. Comme il peut etre
intéressant de généraliser (notamment de considérer des uples-d'arbres et

non plus des arbres) dans le cadre des magmoldes, nous définissons maintenant
les classes raisonnables de foréts, qui auront grosso-modo les mémes

propriétés que les forets reconnaissables vis 3 vis des bimorphismes.

I-1-2-4 Familles raisonnables de foréts]

I-1-2-4-1 Définition : Rappelons qu'une forét est une partie d'un magmoide.

Une famille R de foreéts est dite raisonnable ssi

a) ¥F e R, il existe un magmoide M tel que F c M (toutes les forets sont

sans feuilles).
b) La famille R est close par union, intersection, morphisme inverse et
démarquage.

c) Soit F une famille de foréts, on note F® sa 'clSture par tensoriel'
G 8 ; . _
c'est a dire que F = {F19.-9Fn|n€N et ¥ie(n), FieF}. On s'impose alors

que la famille R soit close par intersection avec Rec

d) ¥YF € F, i1 existe un nombre fini de forets reconnaissables Fl,..F
telles que pour tout i et p € N, 3j tq JPF F] ("les projections des
foréts raisonnables appartiennent d un ensemble fini de foréts reconnaissables"),

n X n
T = e .
e Vn, FnT(Z)O nn(F)G ®nn(F)

Une foret est dite raisonnable si elle appartient a une famille raisonnable.

I-1-2-4-2 Exemple de familles raisonnables :

a) Rec est évidemment raisonnable.

b) le lecteur vérifiera facilement que les familles Recn, Rec8 sont

A n - ; :
raisonnables, sachant que Rec est clos par morphisme inverse (voir [A]).

soa 3 rec a0
c) Définissons la famille Rec comme suilt

rec R a Ty A
F € Rec ssi 1l existe un nombre fini de reconnaisseurs Ml...Mp;

ascendants d'ensembles d'états finaux respectifs Ql""Qp’ reconnaissant

respectivement les forets Fl,.

L sur 1l'alphabet QlU...UQPtels que

.FP, et ssi il existe un langage reconnaissable

£ {Fi 8..8 F, Hqi »++»q; tels que g, €Q;, et q; ...q, eL}

1 n 1 n j 3 it 'n
' : re . i
On peut alors facilement prouver que Rec ¢ est raisonnable. Intuitivement,
. re - % :
la famille Rec e est celle des forets bi-reconnaissables en ce sens que,

pour chaque fibre, la projection est reconnaissable et que L assure un controle
reconnaissable sur les fibres.///
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I -1 -3 - LES MORPHISMES

Les morphismes de magmoides sont formellement étudiés dans[ A DI.
Nous faisons un bref rappel et donnons une suite de définitions nouvelles

classant précisément les morphismes.

'1—1—3‘1 Rappelsgi]Un morphisme d'un magmoide M dans un magmoide N est une application

de M dans N qui est compatible avec la composition et le tensoriel. Un morphisme
respecte des contraintes de degrés : il conserve ou 'dilate' les degrés ; le ‘

morphisme est k-dilatant si il envoie MS dans Npk Si M et N sont projetables,

qk’
il met alors en bijection 0 avec kO (I-1-1-2) (il se confond sur © avec

1'application k définie en (I-1-1-2)).

T(X) étant libre, un morphisme de T(I) dans M est défini par sa
donnée sur L. Nous parlerons parfois de morphisme de £ dans D pour morphisme
de T(Z) dans T(D). Notons ¢|A la restriction de ¢ a A.

I1-1-3-2 Définitions :}Nous définissons les principaux types de morphismes utilisés

dans la suite. Nous commentons ces définitions

Nous considérons des morphismes de T(EI) dans T(D) (encore que

les définitions s'étendent de fagon évidente 3 des morphismes de (M)T dans (N)T).

1-1-3-2-1_ morphismes linéaires : (définition déja donnée dans A-D)

Un morphisme ¢ de I dans D est linéaire ssi, ¥ a € I, ¢(a) = fa.ea avec ea

linéaire (et fa € %(D)).

I1 est facile de prouver qu'il s'en suit que, pour tout

\ W 1 R
t e T(Z),¢(t) = U.6 avec UeT(D) et 6 linéaire.

I-1-3-2-2 : Morphismes séparés 3_délai borné
I) quelques définitions
a) Soit t € T(L). t se décompose en t.6 avec T € %(E) et 6 ¢ 0. t est dit
k-séparé si 6 est k-séparée (I-1-1-2-10).
b) soit ¢ un k-morphisme de T(Z) dans Tk(D). ¢ est dit k-séparée sur t e?(z)

ssi ¢(T) est k-séparé.
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c) Soit t € T(Z). On appelle "profondeur essentielle" de t, que 1'on note
profx(t), la longueur maximale des branches joignant dans t une variable au

sommet.

Soit FtT(Z)O et peN+. ¢ est un k-morphisme k-séparé & délai p sur F
ssi, pour tout sous-arbre T d'un arbre de F, tel que profx(f)2p,¢(f) est

k-séparé. (On dira k-morphisme séparé en abréviation de k-morphisme k-séparé).

d) ¢ est un k-morphisme Séparé & délai borné sur F ssi 3p tel que ¢ est
délai p sur F. Si le délai est 1, on dira simplement 'séparé sur F'.
I)

G
, on omettra d'écrire 'sur T(I)'.

II) Comme cette notion est nouvelle et importante, discutons la et illustrons

la.

a) Rappelons d'abord, en utilisant les notations de (I-1-1-3-7), que l'image
de t = t'xt" par un k-morphisme ¢ est ¢(tf{x] ¢(t"). Intuitivement, 1'image
de l'arbre t" substitué 4 x dans t est un k-uple que 1l'on substitue dans
¢(t'), composante par composante, aux k-composantes de la k-variable [x]k.
Autrement dit, d'une certaine fagon, t' est transformé 'de k-fagons différentes'’
(les k-composantes de ¢(t') et la substitution dans 1'image se fait en
péralléle. Dire que ¢ est linéaire revient d dire qu'on ne substitue pas
deux mémes composantes de 1'image (simultanément). ¢(t') est un k-uple,

dire que ¢ est séparé sur t' signifie qu'il n'existe pas deux composantes

de ¢(€') ayant en variables des composantes d'une méme variable.

Autrement dit, si ¢ est séparé sur t', on ne fera pas de "substitutions
simultanées d'images d'une méme branche" dans deux composantes différentes

de 1'image en appliquant ¢ & t'.t".

b) Illustrons d'un exemple
Soit ¢ un 2-morphisme défini par :

la(x))=<a;(x)),a,(%,)>,8(b(x ,x,))=<alx ,x,),a,(x,)> eto(a)=<a,a>

Alors, quelque soit n, ¢(an(x))=<a2(xl),ag(x2)> n'est pas 2-séparé (les deux
composantes de ¢(a"(x)) contiennent des composantes de la méme (unique)
2-variable (xl, x2). Par contre, ¢ est séparé sur b(xl, x2) (des substitutions
simultanées se font en x, et Xys mais dans une méme composante de 1'image).

¢ n'est pas 3 délai borné (sur %{a,b,é }) car n'est pas a délai
borné sur {an(x)lneN } :

Remarquons qu'étre 3 délai borné est une propriété 'locale'
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il suffit de regarder toutes les occurrences de sous arbres d'une certaine

profondeur essentielle apparaissant dans la forét considérée.///

c) Remarque : Ne pas confondre ¢ séparé sur t et ¢ séparé (3 délai p) sur

{t t: dans le premier cas, la séparation ne porte que sur 1l'image de t, dans

le second sur les images de tous les mus arbres de profondeur essentielle p.///

essentielle. Sans en discuter ici 1'utilité, nous pouvons en donner une
idée intuitive simple qu'il faudra garder a l'esprit dans la suite.

Soit ¢ un k-morphisme lindaire, séparé i délai p sur une forét F. Soit t

un arbre de F et (b) une sous-branche de longueur p.

Il existe un sous arbre t' de t dont (b) est une branche, et t se décompose

en txt'yt", les extrémités de (b) se substituant & x et y. (voir la figure).

$(t) est un k-uple; écrivons ¢(t) = <u.,..,u, >. Comme ¢ est linéaire, ¢(t) ne

1 e gk
contient pas plusieurs occurrences d'une méme composante de la k-variable
[x]k. La notion de sous arbre &tant &videmment conservée par morphisme,
les'images' (81),..(Bk) de la sous branche (b) sont des branches des images

<u .,u'k> de t', qui se substituent respectivement dans ¢(t) a Xise Xy o

'l"
Mais comme ¢ est séparé a délai p, il existe au plus un u'i contenant des
occurrences de composantes de la k-variable [y]k (image de y par ¢),

donc il existe au plus un i pour lequel (Bi) a une composante de [y]ken
1,..u'k>

sont deux images en paralléle de t', on obtient ainsi que dans ¢(txt'y), il

variable. Considérant que deux composantes u'i et u'j de <u'

existe au plus une branche Bi image de (b), dont les extrémités sont
substituées 3 des composantes de [x]k et [yk]. Autrement dit, (b) n'est pas

transformée en paralléle plusieurs fois sur toute sa longueur.

En résumé, si ¢ est linéaire & délai borné, toute sous branche ne peut étre
transformée en paralléle que sur une longueur bornée, la séparation de ¢
entrainant 3 délai la séparation (par ramification) des images

R ——
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(Qui signifierai que (b) est recopiée sur toute sa longueur en

(8;) et (Bj)’ mais contredirait la séparation de ¢)

donc, nécessairement, en un noeud a(zl, 22) de (b), les images se sont
séparées en se ramifiant, une seule composante de ¢(a) présente dans ¢(t)

contenant des variables antécédantes de Yo

Efpmgle : .

Soit ¢ le 2-morphisme défini par

Qa(x, y) <a(Xl, yl)a a(x2, YQ)>

bb(x, y)

< >
b(xl,x2), b(y;» ¥,)

Goit Fp la foret constituée des arbres tels qu'aucune sous-branche ne contient

p occurrences successives de noeuds de label a. Alors ¢ -qui est linéaire-

- est séparé a délai p sur F_.

Par exemple, si p = 1, Fp est la forét engendrée par b, et on a bien ¢séparé

(a délai 1) sur b.

Si p = 2, soit par exemple ook a(b(x,y),b(z,t))

a\\ ¢ > <h//a -

, x
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I-1-3-2-3 : Les _morphismes éomglets

~dans ¢(% ). (Nous dirons en abrégé que 'xp +1 figure dans ¢(t)'). Si c'est le

I =88

5 de longueur 2 n'est recopiée
|

intégralement en paralléle, car elle contient un b qui assure la séparation

#(t) est bien séparé. Aucune branche de F

par ramification des images (la premidre composante de ¢(b(x, y) se sépare

(en se ramifiant sur x) de la seconde qui se ramifie sur y)///

- tout .l-morphismes est séparé. Les l-morphismes de magmoide étant grosso
modo les homomorphismes "classiques" d'arbres, la question de séparation

ne se posait évidemment pas auparavant.

- Les morphismes séparés (3 délai 1) sont ceux tels que, si ¢ est un morphismes W
de I dans D, ¢(a) est séparé pour tout a €I . La propriété d'étre séparé a -

délai 1 se traduit donc immédiatement syntaxiquement (par la donnée de ¢ sur I).///

I

définitions : I) Soit ¢ sur k-morphisme, v un noeud d'un arbre t de T(ZI). t 1
g P1 1 p

s'écrit alors fo.(tl, tss t3) avec #leT(Z) 5 t2eT(Z) e tseT(X) 2 et v

sommet de t,. Nous dirons que V est lu par ¢ dans t ssi

i

0t ) = d .6 et k%6 ) A p. + 1.
SRS T o il

Donnons la signification de cette définition en langage imagé de variables.

Dans la décomposition de t, v est substitué a xp1+l’ v est dit lu par ¢ dans

L ssi une composante au moins de la k variable, image de x 141 par ¢, figure

cas, 1l'image de v aura au moins une composante substituée dans ¢(fo) d la
composante correspondante de variable. Sinon, 1'image de v ne figurera par
aucune composante dans ¢(t), ce qui correspond bien respectivement 3 la

notion intuitive d'"étre 1lu'" ou '"me pas &tre lu" par ¢.

Nous dirons qu'un sous-arbre t' de t est lu par ¢ ssi tous ses noeuds sont
lus par ¢ dans t. Nous dirons qu'un sous arbre t' de t n'est pas lu par ¢ssi
aucun noeud de t' n'est lu par ¢ dans t. attention, il se peut que t' ne soit

ni '"lu', ni 'pas lu', mais soit partiellement lu.

P1 - si un noeud n'est pas lu, aucun successeur n'est lu. Si un noeud est lu,
tous ses antécédants sont lus. En conséquence, si un noeud n'est pas lu, tout

sous arbre de sommet ce nceud n'est pas lu.

o 5 BER L WCET RO Y avec u non lu par ¢ dans v (c'est 3 dire X: 'ne figurant pas'

) o
dans ¢(t)). Alors, ¢(t_ u) =¢(t) (1 ® 0

- 1(i-1)% Okqy Qlk(qt-i)) ol ¢ est un
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k-morphisme, t € T(Z)q et u e T(Z)q s, ce qul ne veut rien dire d'autre que
¢(tx_u) = ¢(t) a des rgindigages prég. Plus intéressant est le cas particulier

e
sulivant

P3 =Sd itz t i) e T (Z)l, sl x n'est pas lu par ¢, alors,
¥iu'e T(Z)o, ¢(t.u) ® Ok = ¢(t)
Donc, ¢(t.u) est alors indépendant de u, ce qui est normal puisque u n'est

pas lu ! (Le 'Ok' ne figure que pour respecter les degrés).

III) Soit ¢ un k-morphisme de I dans D et t ¢ T(Z)l ¢ est [v]-complet sur t
ssi, ¥ U e I(t) (voir I-1-2-3-3), ¢(Q) = (31,91,..,Vk.9
k-compléte (I-1-1-2-11).

| > avec 6=<61,..,6k>[v]-

S1 Xt =8t .,tp> e T(Z)P, ¢ est [Vv] complet sur t ssi, Vielpl, ¢ est [v]

i
complet sur ti.

P ST )

On a la propriété élémentaire suivante

P, - Si ¢ est [v] complet sur t, ¢ est [v] complet sur tout sous arbre initial
de t.

Cette propriété découle de la définition .///

Donnons quelques définitions permettant de relier les notions de complétude

et de lecture.

v v ges Sig
¢ = i o Ay iy bl IR
[ ] Ok O¢ (O'k es défini en I-1-2-2 2)

N - NOTATION IMPORTANTE : Comme nous l'avons déjd signalé en (I-1-1-2-16),
signalons que, étant donné deux applications ¢ et ¥ nous notons ¢ o ¥
l'application définie par ¢ o ¥(x) = ¥(¢(x)). Autrement dit, nous adoptons

la notation inverse de la notation usuelle de composition de fonctions. La
raison en est que, dans la suite, nous considérons toujours péle-méle des
morphismes (c'est 3 dire des applications particuliéres) et des relations
(bimorphismes, transductions). Nous sommes amenés a composer les uns aux
autres. Or, habituellement, étant donné deux relations R et S, on note

RoS = {(t,v) |Ju, (t,u) € R et (u,v) € S}. Notre notation revient a adopter
dans tous les cas la notation relationnelle, confondant 1'application ¢ et la
relation {(x,¢(x))| x € Domaine de ¢! associée. Nous écrivons toujours ainsi
dans 1''ordre des compositions'.///

Revenons a la définition Dl-. ¢[v] est 1'application (attention, ¢[v] n'est
plus un morphisme de magmoides) obtenue en sélectionnant dans 1'image par ¢,
les v premiéres composantes de chaque suite de k-composantes (ce qui justifie

la notation)://l/
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D, - Définition : un noeud n de t est dit [v]-lu par ¢ dans t ssi il est lu

par ¢[v]./// Complétude et lecture sont liées par la propriété suivante

Py - ¢ est [vl-complet sur t ssi t est [vl-lu par ¢

En effet, décomposons t en t = fl(al,..ap) ol les . sont les noeuds sans
successeurs de t. Les a. sont donc soit des variables, soit des &léments de
degré inférieur nul.

t est [v]-1u par ¢ ssi ¢ est [v]-complet sur fl(résulte immédiatement des
définitions).

Or, si ¢ est [v]-complet sur t, il 1'est évidemment sur fl(propriété Pl—).
Inversement, si ¢ est [v]-complet sur fl, il 1'est sur t car, si a, est une
variable, la k-variable image de a, par ¢ a au moins une composante dans

¢[v](t) et si a, est de degré inférieur nul, a, est "sans variable".

P, - est établi/// Caa 10

P2 - restera présent d 1l'esprit pour soutenir 1'intuition.///

IV)Définition : ¢ est [v]-complet sur F ssi, pour tout t € F, ¢ est [v]-complet
sur t.

Le domaine de [v]-complétude de ¢, noté (;vj(¢) est l'ensemble des t sur
lesquels ¢ est [vi-complet.

Si ¢ est un k-merphisme, nous dirons complet pour [kl-complet.

Nous donnerons en I-2 les propriétés de la complétude. Disons en gros qu'elles
sont "bonnes" ; essentiellement, la complétude se conserve par composition de

morphismes.///

V) Cas_particulier : Dans le cas ol ¢ est un l-morphisme, la propriété de
complétude s'exprime beaucoup plus simplement et on retrouve la notion
classique de morphisme '"non deleating", ou "rank-preserving'.

En effet, remarquons‘d'abord qu'on a v = k = 1, donc on parlera simplement
de complétude. Soit T € ¥(£). Dire que le l-morphisme ¢ est complet sur %
équivaut a dire que ¢(f) = U.6 avec 6 subjective. En particulier, ¢ est
complet sur (L) ssi il est complet sur I, c'est a dire ssi

¥Yaet, ¢(a) = T .0_ avec 6_ surjective.
a'a a

On retrouve la notion classique

VI) Remarque : Il faut voir que, si ¢ est un k-morphisme avec k > 1, la
situation est plus compliquée du fait que les images éclatent en k-composantés.

Tllustrons d'un exemple
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Soit ¢ le 2-morphisme de I dans D défini par

¢(a(xl, x2)) g <a(xl), a(x3)>, #(b(x)) = <a, a(xl)>

¢ est complet sur a(xl, x2) et sur b(xl). Pourtant il n'est pas complet sur
a(xl, x2).<b(xl),<b(x2)> I En effet, ¢(é(b(xl), b(xz))) = <oa,a0>

Nous reviendrons sur ce probléme en I-2-1-2-4.///

I-1-3-2-4 Les morphismes régulés
Nous empruntons le terme 'réguléd' & G. JACOB [99 car 1'idée est commune
considérer des transformations qui, a un élément de départ suffisamment
grand, (chaine, arbre) associe un élément "de taille non nulle" (chaine non

vide, arbre non réduit a des variables).

I) Définition préliminaire : Un arbre t de T(z)! est dit de profondeur
homogéne h ssi toutes les branches joignant le sommet 3 une variable ont
la longueur h et les autres branches (celles joignant le sommet 3 une feuille

de ZO) une longueur < h.

Soit p un entier positif, ¢ un k-morphisme de I dans D, F une foret de T(Z).
¢ est dit p-régulé sur F ssi, pour tout sous arbre t de tout arbre de F, tel
que t soit de degré supérieur 1 et de profondeur homogéne p, ¢(t) n'ait
aucune de ses k composantes réduites d une variable. Si F = T(L), on omet de
le préciser et on dit que ¢ est p-régulé.

Nous appelerons stricte toute composante non réduite a une variable.///

¢ est dit régulé sur F ssi il existe p tel que ¢ est p-régulé sur F.

III) Remargue : L'idée de régulation est de 'me pas effacer arbitrairement

profondément". Dans le cas des mrophismes 'classiques' (k=1) et pour p-=1,

on retrouve la notion classique de morphisme strict (ou 'I-free', 'non-easing').

IV) Remarque : Comme pour la complétude, la notion de strictitude est plus
complexe que pour le cas classique.

Soit par exemple ¢ le 3-morphisme défini par

da(x) = <a(x2), Xgs %> :

¢ n'est par 1-régulé, mais il est 3-régulé car

da(a(a(x))) = <a(x1), a(x2), a(x3)> vt
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Soit ¢ un k-morphisme et F une forét. ¢ est [v] quasi-complet sur F ssi,

¥ £ € I(F), si une variable x n'apparait pas dans ¢(%), alors 1l'ensemble

des U tels que fQGEI(F) est fini. Autrement dit, tout noeud qui n'est pas

lu par ¢[v] ne peut &tre le sommet que d'un nombre fini de sous-arbres. .
Dans la pratique, cette notion sera appliquée a F reconnaissable ou F € Rec
Dans une reocnnaissance descendante de T, les états atteints en chaque noeud
déterminent si une forét finie ou infinie (selon les états) peut s'y substituer

dans I(F).

Soit ¢ un l-morphisme linéaire de I dans D.

¢ est un démarquage ssi, ¥ a € I, ¢(a) contient un seul noeud qui ne soit pas
une variable, ou est réduit 3 une variable. (Un démarquage est donc un 1 -
morphisme linéaire qui a une lettre de I associe (au plus) une lettre de D).
Un démarquage est dit propre ssi ¥ a € I, ¢(a) € D. (Ce cas correspond a

une application de I dans D). ¢ est un quasi-démarquage ssi, ¥ a € I, toute
branche joignant le sommet 3 une variable a la longueur 1 dans ¢(a).
(Autrement dit, dans ¢(a), les variables sont successeurs immédiates du
sommet) .

o i Y
¢ est un quasi-démarquage propre ssi, ¥ a € I, on a de plus ¢(a)e T(D).

- Remarquons donc qu'un (quasi) démarquage propre est complet strict.

III) Cas_des l-morphismes : Les remarques (I-1-3-2-4 III) et (I-1-3-2-3 V)

montrent que la régulation se réduit d la strictitude (sur un sous alphabet
éventuellement) et la [v] complétude 3 la complétude. Les seuls qualificatifs
que nous emploirons dans ce cas seront donc 'complet' et 'strict'.

Un l-morphisme est linéaire complet ssi, ¥ a €I, ¢(a) € %(D). Nous dirons

encore qu'il est 'sans torsions"

Un morphisme ¢ est dit marqué ssi, ¥ a € I, ¢(a) est marqué par a (I-1-1-1-12).
¢ est dit sans feuilles ssi, ¥ a ¢ I-L s ¢(a) est sans feuilles (I-1-1-1-9)///

Un k-morphisme ¢ de I dans D est dit p-homogéne ssi, pour tout a € I, pour tout
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1e Lkly ¢i(a) est un arbre de profondeur homogéne p (avec ¢(a) = <¢l(a),..,¢k(a)>).
¢ est dit quasi-p-homogéne ssi, pour tout a ¢ I, pour tout i € [k], ¢i(a) a

toutes ses branches joignant le sommet 3 une variable, de longueur p.

Parfois, on dira que ¢ est (quasi)-homogéné si il existe p tel que ¢ soit

(resp. quasi) p-homogeéne///

1-1-3-2-6:f Natations

1) Nous abrévierons parfois complet en c, strict en s, séparé a dalai borné

en dB, séparé a délai p en dp, séparé (a délai 1) en d, linéaire en 1,
p-régulé en p-r, régulé en r. Nous désignerons par H],dB par exemple la classe
&s morphismes linéaires & délai borné (en précisant éventuellement relativement
d quelles foréts). De méme nous désignerons par K indicé des abréviations
correspondantes la sous classe des k-morphismes.

Nous dirons souvent que W[u] est sur G du méme type que ory Sur F pour

dire que Y est [u] complet sur G si ¢ est [v] complet sur F, ¥ est & délai

borné sur G si ¢ 1l'est sur F, etc...///.

I1-1-3-2-7 Conclusien de I-1-3

Par rapport aux morphismes 'classiques' (k=1), seule la notion de linéarité
s'étend sans probléme au cas des k-morphismes. Les notions de complétude et de
strictitude deviennent plus délicates (exemples I-1-3-2-3- VI et 4- IV) en ce
sens qu'elles ne sont plus syntaxiques (donnée immédiatement par la donnée de

¢ sur I) mais relatives aux arbres considérés.

Une nouvelle notion, inexistante dans le cas classique, apparait : la séparation
d délai borné. Cette notion est trés importante car nous verrons, que d'une
maniére précisée par la suite, la linéarité et séparation a délai borné, et

non la simple linéarité, est une bonne généralisationvaux k-morphismes de 1la
linéarité des l-morphismes (ce qui est 3 priori surprenant).

Remarquons encore que la régulation et la séparation a délai borné sont des
propriétés locales : il suffit de regarder ce qui se passe sur des sous arbres
de profondeur bornée. La complétude est une propriété globale : il faut regarder
l'arbre tout entier. Enfin, le fait que les propriétés ci dessus (complétude,
séparation d délai, régulation) sont relatives a des foréts incite a considérer
des couples (F,¢) plutdt que les seuls morphismes. C'est un premier pas vers les
bimorphismes, qui sont grosso-modo des triplets (¢, F, ¥) 6& ¢ et ¥ sont deux
morphismes de 'source' F.

Dans toute la suite, nous confondons ¢ et la relation associée (relation que,
selon I-1-2-2-1, nous notons § ou, par abus, encore ¢). Rappelons encore une fois

que nous 'composons aus sens des relations' (I-1-3-2-3- III N).




I -1-4 LES BIMORPHISMES

Nous introduisons ici le concept essentiel de notre travail.

I-1-4-1 Historique de la notion de bimorphisme dans les langages :

(La bibliographie détaillée sur chaque sujet figure en annexe).
En théorie des langages, la notion de bimorphismes a été introduite par M.NIVAT

[72] qui montre 1'équivalence avec les transductions rationnelles de langages.

Plus précisément, dés le début de la théorie des langages était apparue la

notion de reconnaisseur d'état fini (donc de langage reconnaissable). Mettant
"une sortie" & ces reconnaisseurs, on obtenait aussitdt les transducteurs

d'états finis (a-transducers) qui transforment des langages en d'autres.

Les transducteurs d'états finis restent d'un usage constant en théorie des
langages et ses développements (A.F.L. cOnes rationnels).

A tout transducteur d'états finis T d'un monoide £* dans un autre A*, est

associée la relation (partie de e WO % = 4k, vIE% |%-y} . Un bimorphisme {
de langages est la donnée d'un triplet B = (¢, K, ¥) ol K est un langage
reconnaissable et ¢ et ¥ deux homomorphismes de monoides. A B est associée
la relation B = {(¢(t), ¥(t))|t € K}. M. NIVAT montre 1'équivalence des
transductions d'états finis et des bimorphismes en ce sens que toute trans-

formation (ou relation) réalisée avec un transducteur l'est avec un bimorphisme

et inversement. Cette caractérisation a de nombreux avantages :

- elle met en évidence le caractére symétrique des transductions d'états finis
(la relation inverse est réalisée également par une transduction). Ce caractére
n'est pas apparent dans la définition par machine d'état fini, mais évident
par définition des bimorphismes (la relation inverse de celle réalisée par

B = (¢, K, ¥) et celle réalisée par (¥, K, ¢) !). _

- Tout transducteur d'états finis se décompose en objets &lémentaires :

foréts reconnaissables et homomorphismes. Cela le rend d'une manipulation
beaucoup plus facile.

- Cette méme décomposition en fait un outil central de 1'étude des A F L et
des cones rationnels.

Les relations associées aux transducteurs d'états finis (ou aux bimorphismes)

sont encore appelées transductions rationnelles, car ce sont les parties
rationnelles du produit de deux monoides.

Les transductions rationnelles ont les principales propriétés suivantes.

1 - La classe des transductions rationnelles s'identifie a la classe des
bimorphismes (nous utiliserons indifféremment les deux termes)

2 - Les bimorphismes sont clos par inversion . (Nous avons vu ce que cela
signifie pour 1'inversion. Pour la composition, étant dgnné Bé=cfdyilet¥)etB'=

(', K', ¥'), il existe donc B" = (¢", K", ¥") tel que B" = B o B').




3 - Le transformé d'un langage reconnaissable (resp algébrique) par un

bimorphisme est un langage reconnaissable ( resp algébrique).

Rappelons que les langages algébriques sont encore appelés "d contexte libre"
('context-free'). Nous dirons plus briévement que'la classe des langages

reconnaissable et celle des langages algébriques sont closes par bimorphisme'.

4 - 'Les bimorphismes sont les parties rationnelles du produit'. Précisons.
Remarquons d'abord que nous confondons -et le fergns couramment- le bimorphisme
en tant que triplet (¢, K, ¥) = B et la relation B associée. Rappelons que les
parties rationnelles d'un monoides sont obtenues a partir des parties finies
par application d'un nombre fini d'opérateurs 'union', 'concaténation' et
'étoile' (elles sont décrites par des 'expressions réguliéres').

Ces 'bonnes' propriétés des transductions d'états finis de langages, les
'mauvaises'propriétés des transductions d'états finis classiques de foréts
nous ont amené, par un cheminement détaillé dans 1'introduction de cette thése,

3 introduire la notion de bimorphisme de magmoide.

&

I-1-4-2 Les bimorphismes de magmoides - définitions générales

I-1-4-2-1 Définitions

I) Un bimorpbisme de magmoides B est la donnée d'un quintuplet B=(v,¢,F,¥,u) ol
- F est une forét appartenant 3 une famille raisonnable Z. ‘

On prendra toujours F inclus dans un magmoide libre T(Z)

- ¢ est un k-morphisme de T(IZ) dans un magmoide M, ¥ un k'-morphisme de T(Z)
dans un magmoide N

- v est un entier < k, u un entier < k'.

II) La relation associée a B, notée B, encore appelée bimorphisme, est définie
par
B = .
Cop7(t)s ¥ q(t))]t e Fy e M x N
(voir (I-1-3-2-3- III - Dl-) pour la définition de ¢[v])'

III) Commentons ces définitions

Gardons & 1l'esprit que considérer une foret d'une classe 'raisonnable' revient

d considérer une forét ayant en gros les bonnes propriétés des forets reconnais-
sables (I-1-2-4). Dés lors, si nous avions défini B par un triplet (¢, F, ¥),

la notion de bimorphisme de magmoides eut été la généralisation en droite ligne.

de celle de bimorphismes de monoides. Pourquoi sélectionner les fibres des




-

images par [v] et [ul ?

Remarquons d'abord que cette modification de définition est en fait une
généralisation (pour k = v et k' = u, on retrouve la sous-classe des 'triplet '
(¢, F, ¥)). Sans cette généralisation , nous montrons en (II-2-2-1) qu'on ne
peut avoir de "bonnes propriétés" de composition. En ce sens, 1'introduction
d'un quintuplet au lieu d'un triplet est essentielle, mais elle affecte peu

la notion méme de bimorphisme (un peu comme quand, dans un reconnaisseur ou

un transducteur, on sélectionne des états initiaux ou finaux). Remarquons

qu'il revient au méme, d'aprés (I-1-3-2-3- III - Dl) de définir B par

(v Py ¥y Al vou par (¢[v]’ e W[u]). Toutefois, nous préférons au point de
vue conceptionnel la premiére notation car ¢[v] n'est an général pas un
morphisme. Nous emploierons pourtant parfois, par commodité, la seconde notation.
Nous aurions pu évidemment généraliser nos définitions en remplagant le

segment commengant [v] de [k] par une partie quelconque de [k1, mais ceci
n'aurait absolument rien apporté d la théorie, mais compliquerait inutilement
les notations (disons, qu'd une permutation prés, on peut toujours se ramener

a notre définition). 7

Retenons dés maintenant que, par v et u, nous sélectionnonsg des composantes
pour associer 3 un bimorphisme une transformation. Les composantes abandonnées
‘~que nous montrerons dans (1I-2-2-1) etre indispensables,bdoivent étre regardées
comme des'composantes de manoeuvres internes", qui ne sont pas "sorties" par

la transformation. (En applications aux schémas de programmes, on peut regarder
les composantes sélectionnées comme les schémas de calculs entrés et sortis,

les composantes abandonnées décrivant les calculs intermédiaires (sur des

registres de travail par exemple).

I-1-4-2-2 Composition et inversion de bimorphismes de magmoides - transformation

La composition et 1'inversion se faisant comme toujours au sens des relations,
cette section "va sans dire'". Néanmoins, certains détails '"vont mieux en les

disant".

-

I) Les bimorphismes sont par nature inversible. Ainsi, soit R = B avec

B = (v, ¢, F, ¥, u). On a évidemment R—l = B avec ' BY 2 (i, YioFo¥°Y)

II) Nous verrons que le probléme de composition est beaucoup plus complexe.
La question générale est :

"étaEt dogné dfux bimorphismes B, et B2, existe-t-il un bimorphisme B, tels
que B3 = Bl o B2 YA

La réponse varie selon les classes de bimorphismes considérées.
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III) Soit K une forét et B un bimorphisme. La transformée de K par B, notée
B(K) ou B(K), est évidemment définie par : B(K) = {uliteK, (t,u)eBl.

IV) Remargue : Faisons une remarque concernant la composition et les fibres
prises en compte.

goit B = A, 4, K, ¥, 1) et BU = (', 4% K, ¥ . g*)

Posons MY 1l'ensemble des éléments du magmoide M qui sont de degré supérieur
multiple de v.

On a par définition des bimorphismes (car K, raisonnable, est 'sans variables')

g (> MZN X M;uN

Pour composer B et B', on peut supposer toujours que ¥ et ¢' ont pour but le
méme magmoide (quitte & prendre 1'intersection des deux magmoides buts, qui
est encore un magmoide).

| ]
On a alors B' c Mév N X M'O'N o donc

- - 1 N
BoB' c MVl x muMv'N
O (o]

ol m = uv',y v'u, est le P.P.C.M. de u et v'

De méme, en supposant K ¢ T(I), les seuls éléments utiles de K sont dans
'

T(2). 5y et ceux de K' dans T(Z')ulN.

Ainsi, pour composer deux bimorphismes, on est obligé de "grouper par paquets"

les composantes dans K et K'.///

1-1-4-3 Différents types de bimorphismes - notations

Dans le cas des homomorphismes de monoides, les qualificatifs étudiés
précédemment de 'linéaire', 'complet', 'séparé 3 délai borné' sont sans
fondement. Tout au plus considére-t-on des morphismes de monoides Stricts

(ou 'Z-free', 1l'image d'une lettre ne pouvant &tre le mot vide) en alphabétiques
(1'image d'une lettre est au plus une lettre). Il s'en suit, dans le cas des
magmolides, une foule de classes possibles de bimorphismes. Nous sommes amenés
ci-dessous a3 fixer des notations commodes pour les désigner. Nous verrons

dans toute la suite que les propriétés différent du tout au tout selon les

classes.

I-1-4-3-1 Notations

I) B((2,dB,r), F, @) désignera par exemple la classe des bimorphismes

(v, ¢, F, ¥, u) ou F € F (F famille raisonnable), ¢ est un morphisme £, dB sur
F, r sur F ( I-1-3-2-6 ) . Nous conviendrons que @ signifie 1'absence .de
restriction pour ¥, qui est donc un morphisme quelconque.

Parfois, on précisera la dilatation d'un morphisme. On obtient par exemple
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]
B(1(%, c, s), . Rec , k(ec, p-r))
qui est la classe des bimorphismes (1, ¢, F, ¥, u) ou, e Rece, ¢ est un
1 morphisme linéaire complet sur F, strict sur F, ¥ un k morphisme [u]-complet

sur F, p-régulé sur F.

I1) Remarquons qu'implicitement, les propriétés des morphismes sont relatives
3 la forét du bimorphisme. De méme, la complétude porte implicitement sur
les composantes indiquées dans le quintuplet. Par exemple, dans 1'exemple

ci-dessus, la complétude de ¥ est implicitement la [ul-complétude.

II1I) Remarquons encore que si ¢ est un 1-morphisme, il est inutile de préciser
v dans (v, ¢, K, ¥, p) car nécessairement v = 1. On écrira donc (¢, K, ¥, u),
et (&, K, ¥) si ¥ est un 1-morphisme.Autrement dit, dans le cas des morphismes
'‘classiques' d'arbres, on retrouve la notion de bimorphisme définie, ‘comme
dans les langages,par un simple triplet.

IV) D'une facon plus générale, nous noterons (¢, K, ¥) pour (k, ¢, K, ¥, k')

si ¢ est un k-morphisme et ¥ un k'-morphisme.

I-1-4-3-2 Les bimorphismes symétriques

Un cas particulier intéressant est celui ol, dans un bimorphisme:(v, ¢, K, ¥, u)
¢ et ¥ sont de méme type (voir I-1-3-2-6 I), c'est a dire ou ¢ et Y sont
simultanément p-régulés, a délai de séparation g, etc... sur K. De tels
bimorphismes seront dits symétriques et la notation des classes en sera
simplifiée comme suit.

B(F, (%, [v, v'J-c,...)) désignera la classe des bimorphismes (u, ¢, F, ¥, u')
ol ¢ et ¥ sont linéaires, respectivement v et v' complets sur F, etc... .

Le lecteur généralisera facilement notre procédé de notations.///

I-1-4-4 Les triplets J

Bien que seuls nous intéressent en fin de compte les "arbres sans variables",
nous obtiendrons souvent des résultats intermédiaires plus fins, parfois
utiles pour d'autres applications (les lemmes 2 et 4 de II-1 sont utilisés
dans [A]).

Aussi introduisons nous une notion plus large que celle de bimorphisme, celle

de triplet ol sont pris en compte les &léments avec torsions.
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I-1-4-4-1 Définitions:

Soit F une partie d'un magmoide M. Nous noterons B la sous forét de F
constituée des éléments de dinf nul, c'est 3 dire FO s En Mo

Un triplet est la donnée de (¢, K, ¥) ou ¢ et ¥ sont des morphismes et

F une forét telle que Fo est raisonnable.

Au triplet T = (¢, K, ¥) est évidemment associée la relation :

T = {(8(t), ¥(t))|t e K}lc T (D) x T (T)

en posant ¢ k-morphisme de I dans D et ¥ k'-morphisme de I dans T.

Si K = T(Z), nous abrégerons (¢, K, ¥) en (¢, ¥).

Nous noterons encore (¢, ¥) = ¢ é ¥, la relation associée étant la méme.

Remarque importante Il importe de remarquer que, si ¢ est un k-morphisme et ¥

un k'morphisme, la relation ¢_é ¥ est une partie de Tk(D) X Tk,(F).

I) Soit T = (9, K, ¥) et Tr = (o', K', ¥') déemx triplets
Alors, si (¢, K, ¥) >, (¢', K', ¥'), on a
3

(v, ¢, KO’ ¥yw') i A vs detic K'O,-\Y, v')

La preuve en est immédiate.

II) Soit P une partie d'un magmolide. Rappelons que nous notions [P] le

magmoide engendré. Soit alors (¢, P, ¥) ;“;"(¢" P', ¥'). Nous en déduisons
2

immédiatement (@, (BT, ¥) ;/;, 5, L ) e foolie A
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I - 1-5 LES TRANSDUCTEURS DE FORETS :

Nous avons vu en (I-1-4-1) que dans le cas des langages, la notion de bimorphisme
est équivalente 3 celle de transduction d'états finis. Si, en théorie des foréts,
la notion de bimorphisme n'a jamais été introduite (sauf dans un cas trés trés
restreint (TAKAHASHI, [87])), la notion de transducteur d'états finis d'arbres

a été vite étudiée -pour des raisons et par des auteurs rappelées en introduction.
L'idée était la méme que dans le cas des langages : transformer des arbres en
d'autres en mettant "une sortie" aux reconnaisseurs d'états finis. Toutefois

L]
la situation se "complique" vite pour les raisons suivantes.

I) Nous avons vu que les reconnaisseurs ascendants et descendants sont
. 4 -
équivalents. Il n'en est pas de méme pour les transducteurs, ol les comportements

sont fort différents. i

I1) Les problémes de linéarité, complétude, se posent en sortie (recopie en
plusieurs exemplaires d'une méme branche).

La situation est ainsi tout & fait différente et beaucoup plus complexe que
dans le cas des langages, méme si 1'idée de départ est la méme.

Nous nous contentons ici de définir les transducteurs et d'en énumérer les
principales propriétés. Une abondante bibliographie est donnée sur ce sujet
en annexe. L'essentiel des résultats de la théorie sont consignés dans [51]
par J. ENGELFRIET. De nombreux exemples figurent dans [1], [9].

Les concepts voisins de celui de "transducteur d'états finis" sont rappelés
dans la partie III de ce travail, en application de la notion de bimorphisme.
I1 en est ainsi en particulier pour les "syntax directed translators" qui
ont donné naissance aux transducteurs d'états finis. D'une fagon générale,
la situation des différentes notions de transformation de foréts, les
motivations et applications de ces notions, les références, sont données en

introduction et en partie III de ce travail.

I-1-5-1 Définitions des transducteurs d'états finis de foréts :

La distinction entre les cas ascendants et descendants est capitale.

I-1-5-1-1 Transducteurs d'états finis ascendant de foréts ;

Nous abrégerons ce terme en "transducteur ascendant" et désignerons par TA
la classe de ces objets ou 1l'un quelconque d'entre eux.

Un TA est la donnée d'un QUintuplet Pz (T A Q- Re VE)
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ou I est l'alphabet gradué fini d'entrée

A est 1'alphabet gradué fini de sortie

Q est un ensemble fini d'états |

FC Q est 1'ensemble des états finaux

R est un ensemble fini de régles de la forme

a(qi [xl],.., q; [xn]) ek q[u(xj S xj )]

1 n 1 P
ol ¥ k € [pl, iy € [nl,q, Q; 50+ Qy € Q.
1l n
a(x,,.x ) € £ et u(x X_ ) € %‘(A)1
B BAREIEP

u(X. 5..,%X. ) peut encore s'écrire u.8 ol 6 € oP
o 3, n

(Remarquons que si n = 0, a + qlul).

Une régle est linéaire (respectivement compléte, stricte) ssi 6 est linéaire

(respectivement 6 compléte, u strict).

T est linéaire (resp. complet, strict) ssi toutes ses régles le sont. T est

déterministe ssi il n'existe pas deux régles de méme partie gauche.

T est encore dit transducteur de I dans A.

A T est associée une rglation de T(Z)é X T(A)i appelée transduction

associée a T et notée T.

-

z . . *
Nous déduirons T de la notion de "mouvement" lT de T.

Soit ZQ s T {q[a(xl,..xn)]l q e .08 a(xl,..xn) €L}

(z. est I augmenté des lettres de I marquées d'un état).

Q
On définit de méme AQ.

On dira que tl;-u ssi

-t se décompose en to.a(qil[ul],.., qin[un])
u se décompose en t_.qlu(u. ,.. u. )l
° 34 Is

et (a(qil[xll,..,qin[xn]) » q[u(le,.. gjp)]) e R

*
Finalement, IT- est la cloture transitive de IT-et

T = {(t,u)lteT(Z)i, ueT(A)(l) et 1 ¢F, tI2 qlul)

I-1-5-1-2 Transducteurs descendants

Un transducteur descendant (T D) est la donnée d'un quintuplet
T = (£, A, Q, R, I) o0 £, A, Q ont la méme signification que dans le cas
ascendant, I ¢ Q est 1l'ensemble des états initiaux, et les régles sont de la

forme.




T

q[a(xl,..xn ; u(qi [xj

1 ],..,qi [xj BE

L P P
5 % 1
olva e he A baal o iy e RS e d s a gl te 0
it P 1 1
P
(26 asiein Xiio). St une topsion 8 de oP
]l J n
P
(sin=0, qlal] > u avec u « T(A)i)
Les termes 'complet, linéaire, déterministe, strict' se définissent de
fagon évidente comme précédemment.

On dit que t IT- u ssi

t se décompose en uoq[a(tl,.. tn)]

u se décompose en u_.u CH [tj i P q; [tj 1
ik 1 P P
et (q[a(xl,..,xn)] > u(qi [xj

: ],..,qi [xj 1) e R

s 1 p P
La transduction T associée a T est

; = {(F,u)lte T(E)i, uET(A)i et qul, th]L% ul

I) Nous avions défini dans [9] les classes de transducteurs généralisés ascen-
dants et descendants (T G A et T G D) et de transducteurs quasi généralisés
ascendants et descendants (T Q A et T Q D).

T G A se déduit de T A en changeant dans la définition le fait que la partie
gauche de chaque régle est.une lettre par '"la partie gauche de chaque régle
est un arbre de T(Z)1 non réduit a une variable". On obtient la classe T Q A
en imposant d la partie gauche de chaque régle d'étre un arbre de T(Z)1 non
réduit 3 une variable, ol toutes les variables figurent 3 la profondeur 1
seulement.

On définit de méme T G D et T Q D & partir de T G

II) J. ENGELFRIET introduit dans [51], [52] deux autres généralisation de la
notion classique de T D : Les T' - F ST et les G F S T.

Nous ne les définirons pas formeilemént, la définition en termes de régles de
dérivations étant longue et compliquée. Retenons qu'ENGELFRIET introduit

la classe des transducteurs descendants avec '"lock-ahead" (T' - F S T), qui
généralisent les T D en ce que des contraintes reconnaissables peuvent &tre
satisfaites sans que l'arbre correspondant soit lu au cours d'un mouvement de

traduction). La nature des G F S T' est discutée en partie III
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I-1-5-1-4 Les transductions

Une partie R de T(Z)i~x T(A)i est une Eransduction de type X ssi il existe un
transducteur T de la classe X tel que T = R.

Nous noterons ; la classe des transductions associés a X.

La transductée par T d'une forét F est

Ty = A u|(t,u)e% et teF }

I-1-5-2 Principales propriétés des transductions de foréts.

1 - Ni la reconnaissabilité, ni 1'algébricité ne sont en général conservés
s g

par transduction.

2 - La transductée inverse d'une forét reconnaissable est reconnaissable.

Les transducteurs linéaires conservent la reconnaissabilité.

A»TDETORNETHEDE T . ~EE8THRFETETDOTD

T A $ T QA $ TGA $ G Sk
P P P P N AN A
4y - T D,E\T QD2 T 6 Dii\T' e $ G R SLT $ T Do T B

N\ I~
F R 3 T $ T G A $ G F ST
~ ~ — —~
5 - Les classes T A et T D sont incomparables. De méme pour T G A et T G D,

~~ N
T Qraret' I QD

6 - Aucune des classes introduites précédemment n'est close par composition.

Des hierarchies infinies sont conjecturées.

II-1-5—3 Cas particulierJ

1 - Nous utiliserons fréquemment des marqueurs (ascendants ou descendants)
Un marqueur ascendant est un T A déterministe dont toutes les régles sont
de la forme

a(qil[xl],.. qin[xn]) > q[a'(xl,..xn)]

ol AT (gL axy ) e By

i n
On définit de méme les marqueurs descendants. D'aprés I-1-5-2-2 et par
déterminisme, un marqueur associe donc biunivoquement une forét reconnaissable

A une autre.

2 - Un reconnaisseur est, par définition, un transducteur. Un reconnaisseur

d'une forét F pourra &tre noté pp et définira la restriction de T(Z)i ar.
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CHAPITRE | - 2

PROPRIETES ELEMENTAIRES

Nous étudions ici les propriétés élémentaires des morphismes,

puis des bimorphismes.

Comme dans un transducteur d'états finis on "choisit" des états
distingués (finaux ou initiaux), on peut, pour un morphisme, ne retenir
qu'une sous suite des composantes de 1l'image, d'ou la section (I-2-1-1).

. En (I-2-1-2), nous étudions les propriétés de composition des morphismes,
qui sont en général du genre : "le composé de deux morphismes d'un certain
type est du méme type'". Il y a des exceptions, signalées en (I-2-1-2-2).
Ces propriétés seront bien entendu d'un usage constant. Plus techniques
sont les propriétés de décomposition (I-2-1-3) : elles permettent de
"décomposer" les difficultés, elles montrent aussi quelles notions sont
liées ou dissociables par décomposition. Les notions étudiées en (I-2-1-4)
concernent toutes le méme probléme : est-ce que, dans une transformation,
une infinité d'éléments ont la méme image ? Si 1'image réciproque de tout
transformé est fini, la transformation est dite fidéle. D'autre part, une
propriété importante des bimorphismes est d'é€tre les "parties rationnelles
du produit" ; nous ne faisons en (I-2-2-1) que nous rattacher a la ration-
nalité étudiée dans le détail dans (A). Les lemmes de (I-2-2-2) seront
constamment utilisés dans la suite. Remarquons enfin que nous abordons
avec le lemme '"des morphismes et des parties" de (I-2-1-5) un phénoméne
essentiel qui sera 3 la base de tous les résultats "négatifs" : la non
distributivité de la réunion par rapport d la composition dans le cas non

linéaire. Ce phénoméne est commenté dans (I-2-1-5).
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I -2 -1 PROPRIETES DES MORPHISMES

Tout notre travail se situe dans le cadre des magmoides,
catégorie dont les fléches sont les morphismes de magmoides sur lesquels
nous avons défini en (I-1-3) de nombreuses notions. Il est donc essentiel
de vérifier que les notions introduites ont de "bonnes propriétés algébriques"
(permettent de définir des sous-catégories...). Concrétement, nous aboutissons
auxénoncés de (I-2-1-2) qui établissent la stabilité par composition de
sous-classes introduites en (I-1-3) (par exemple, '"le composé de deux
morphismes linéaires est linéaire', etc...). Les preuves de cette sous-
section "coulent de source“. Auparavant, nous voyons en (I-2-1-1) quelques
propriétés relatives aux fibres (n'oublions pas que, par rapport & la notion
classique de morphisme, une des innovations est de '"dilater" les fibres).
Aprés les propriétés de composition de (I-2-1-2), nous voyons en (I-2-1-3)
quelques propriétés de décomposition fort utiles dans la pratique, puisqu'elles
permettront de décomposer dans la suite de nombreuses preuves. Certains
énoncés apparaitront beaucoup plus techniques qu'en (I-2-1-2) mais auront
leur utilité justifiée par leur emploi dans des preuves ultérieures. Nous
précisons en (I-2-1-4) les rapports entre les notions voisines de ‘fidélité',
'complétude' et 'régulation'. Enfin, nous étudions (I-2-1-5) et illustrons
les problémes 1iés 3 1''extension d'un morphisme au magmoide des parties'.

Les résultats 'négatifs' &numérés ici sont 3 l'origine de nombreuses

'mauvaises' propriétés des transducteurs habituels.

I-2-1-1 Propriétés des morphismes sur les fibres.

—— e . o e W e e e o o W o e

Soit ¢ un k-morphisme et ¥ un k'-morphisme de r dans A, soit v < inf(k,k').
On a alors

e
A i o b0t w3 e
7 ~/
mais o LA = ¢[V] \_/\y[\)]

La preuve est immédiate. Contentons nous de 1'illustrer. Dire que ¢ :fw

signifie que ¢ et ¥ sont, par leurs v-premiéres composantes, des extensions
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d'un méme v-morphisme. Si on se réduit aux arbres sans variables,
on obtient immédiatement que ces deux restrictions ¢[v] et W[v] définissent
ume méme relation (rappelons qu'on confondra dans la suite le morphisme

¢ et le relation (x, ¢(x)) associée.)

Par contre, ¢ ;’W n'implique pas que les torsions se transforment de

la méme fagon par ¢ et ¥ (¢ k-dilate et ¢ k'-dilate).///

I) Notations : Nous serons souvent amené a considérer la restriction ¢[v]

(définie en I-1-3-2-3 III D1) d'un k-morphisme ¢, qui n'est définie que
si v € k. Par la suite, nous omettrons systématiquement de préciser

cette condition d'une inégalité ///

II) Soit ¢ un k-morphisme et ¥ un k' morphisme. On a

sl o Bl s

b) ¢ry7 © {5 Wy (¢ o ‘1‘)[“] et en particulier %r11° Y13 ° (¢ o \”[1]
c) mais,pour v # 1, on a

PEuy Tagin e o W 3 /17

La preuve est évidente. Remarquons simplement que ¢[v] o W[u] ne

s'exprime pas comme une restriction de fibre de ¢ o ¥. ///

I-2-1-2 Propriétés de composition

Rappelons encore une fois que ¢ o ¥ s'écrit au sens des
relations associées, c'est a dire que (¢ o ¥) (x) = Yo (x)]
Les propriétés ci-dessus signifient que les notions introduites précé-
demment relativement aux morphismes sont compatibles avec la composition
(38 une nuance prés dans le cas de la séparation & délai borné).
Nous nous contentons, ici comme dans la plupart des cas, de considérer
des morphismes 'de I dans A', c'est a dire de T(Z) dans T(A), c'est a

dire de magmoides libres. La plupart des preuves se transposent mot a

mot dans le cas de magmoides (M)T obtenus par adjonction de torsion,
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la décomposition de tout é1ément en "élément initial et torsion" jouant
un rdle fondamental (on écrit t = %.6 dans T(L), [tl;e]~dans (M)T).

Simplement, n'ayant pas besoin de plus que des morphismes de T(I) dans
T(A) pour ce qui nous intéresse, nous simplifions les écritures en nous

restreignant d ce cas.

La composition de deux morphismes lin&aires est linéaire///.
Preuve : La notion de linéarité étant "sans piége", nous nous contentons

d'esquisser les étapes d'une preuve coulant de source.

AV
On prouve d'abord par récurrence sur la taille de t € T(Z)que :

. P < " . s
P) Si ¢ est linéaire, v(%) se décompose en uo avec 6 linéaire.

")
Ensuite, pour toute lettre a, en posant ¢(a) = fa.ea, on a
N _ ¥
(¢ o ¥) (a) = ¥(r_.0_) = ¥(t_). ¥(e_).
Si ¢ est un k~morphisme, on a w(ea) = k(ea) (I-1-1-2-6,7),0r on établit
facilement que

Q) Si 6 est linéaire, k(0) est linéaire

V) A"
Posons W(fa) = u.z. On obtient

"
(¢ o ¥) (a) = u.z.ké
Or, d'aprds P) 7 est linéaire si ¥ 1l'est, k6, est linéaire si 0, 1'est,
donc si ¢ l'est. On en déduit que Z.k8a est linéaire (la composée de deux

injections est une injection), donc que ¢ o Y est linéaire.///

e N Y . - P N, N
a) Soit t $ t'. Si ¢ est séparé sur t, il 1l'est sur t'
b) Si ¢ est p-séparé, il est p'-séparé pour tout p' 2= p.
Preuve évidente laissée au lecteur.

11) Soit ¢ un k-morphisme p-séparé sur %, ¥ un k'-morphisme p'-séparé
sur ¢(%). Supposons de plus que ¢ est q-régulé. Alors ¢ o ¥ est q'-séparé
sur %, avec q' = sup (p,p'q)
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n L (s A
Preuve : Soit t' < t, t' étant de profondeur homogene q'.

") (57}
¢(%') z (ul.el, uk.ek) avec <0,,..,0, 7 k-séparée d'aprés (I)a). D'autre
v 4,5 N
u. tel que u'.

part, ¢ étant g-régulé, il existe pour tout i, u‘i $ ug i
~ "
soit de profondeur homogéne p'. On a alors ¢(u'i) séparé donc ¢(ui) séparé.
v a" V)
i L) = ekt i eSS
osons (ul) (vl,1 Cl,l’ Vl,k' Cl,k')

On a alors ;
v i ¥

N
- 1 1
b o ¥ 1) = (vl,l'cl,l""’ Vk,k"'fck,k') S 8,501 k ek)

(61’..., ek) étant k séparé, les ri,j étant k'-séparés, il est facile

de voir que (g ).(k'el,..., k'ek) est kk'-séparé ///.

"0 ekt i .

III) En corollaire, nous obtenons que

Si ¢ est un k-morphisme régulé a délai de séparation borné sur F, si v
est un k'-morphisme 3 délai de séparation borné sur ¢(F), ¢ o ¥ est un
kk'-morphisme & délai de séparation borné sur F.

C'est ce résultat que l'on doit retenir. Remarquons qu'on fait 1'hypothése

sur ¢ d'étre régulé. Ceci nous améne d la remarque suivante.

IV) Remarque : Le lemme III est faux sans 1'hypothése de régulation sur ¢.
Donnons en un exemple
Soit F = {a'a"(a)|neN} , ¢ le 2-morphisme défini par

$(a) = <a.a>, o(a'(x;))7<a'(x;), x> et ¢lalx;)) = <x, a>

¢ n'est pas 1-séparé (il ne l'est pas sur a'(xl)) mais il est 2-séparé

sur F car, pour n21, ¢(a'an(xl) = <a'(xl),5>

Oon a ¢(F) = {a'(a),a} sur laquelle ¢ est évidemment 2-séparée. Pourtant,

¢ o ¢ n'est pas séparé 3 délai borné sur F puisque

¢ o ¢(a'an(x1),5) = ¢(a'(x1),5)r= <a'(xl), X5s a, a> qui n'est pas séparé.
Ceci vient de ce que ¢ n'est pas régulé et "écrase" la branche
arbitrairement longue a'an(xl) en un arbre de profondeur 1. Ceci est a
priori fort génant, puisque la "séparation a délai borné" n'apparait pas
comme une propriété "magmoidienne". Par contre, la classe des morphismes
régulés et séparés a délai borné est elle une bonne classe, close par
composition. Une généralisation de notre définition de séparation a délai

borné serait de faire porter la condition de profondeur sur les images au
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lieu des objets. Ainsi, ¢ serait dit séparé a délai p si toute image.de
profondeur homogéne p d'un arbre initial:était séparée.Le contre exemple ci-
dessus tombe alors car ¢ o ¢ devient séparé a délai 2. On prouve méme
aisément que, avec cette définition, la 'séparation a délai borné' est
close par composition sans autre hypothése. Pourquoi alors ne pas avoir
pris cette bonne définition, mais une, plus restrictive, qui n'a de bonnes
propriétés que sous 1l'hypothése de régulation ?

L'exemple suivant illustre notre raison.

Soit ¢ défini par

¢a(x1) <B(Xla x2)a 7>

¢a(xl) = <a(xl), X, > ¢(b(x1)) o8, b(x2)>

2
et ¢(a) = <a, a>

Soit ¥ défini par V¥ a(xl) = <B(xi, x2), 7>

Wa(xl) = em b(x2)>, W(b(xl)) <a(x1), a>

1’

et Wa) 2 a4, 5

Considérons les bimorphismes B Gidar By dan2)et BY = (2. ¥ P id)

avec F = {aa bPaln et peN}

On a 8 {(aanbp5,<8(an5, bpg)’ #> |n et p € N}
-~ ; AR e 1 105
et B' = {<g(a® a, b" a), #>, aa" B° a)| n et p e N}

donc B o B' = {(aa"bPa, aaPb"3)| n et p € N}

On peut se demander si il existe un bimorphisme C - aussi général qu'il

- -

faut - tel que ¢ = B o B'. La réponse est non. Intuitivement, la raison

. - - i n —-—
en est la suivante : B o B' 'permute'(sur la branche aa bPa) les a avec

R Rt n, p P, s

les b ; grosso modo, B o B' transforme a b® en a"b . Imaginons que cette
transformation soit réalisée par un bimorphisme. Cela nécessiterait de
'mémoriser n', ce qui est impossible si F est une famille telle que,
pour tout F € F, 1l'ensemble des branches de F soit un langage reconnaissable.
Or, pour toutes les familles raisonnables, c'est le cas. [La contrainte

dans les familles raisonnables de cldture par intersection nous améne en

effet 3 considérer les 'petites' familles de langages closes par intersection
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(les langages étant les langages de branches associées). Or, la classe
reconnaissable est dans les langages la seule 'petite'classe (id, incluse

z

dans les algébriques) intéressante d avoir cette propriété. C'est pourquoi

on s'impose dans la définition des familles raisonnables, la 'reconnaissabilité
des composantes'.]

Or, ¢ et ¥ sont séparés sur F 3 délai 2 'au sens de 1'image', mais non

séparés 4 délai borné 'au sens du domaine'.

L'exemple ci-dessus montre qu'avec cette définition de la séparation, on
obtient par composition de bimorphismes des phénoménes qui ne peuvent étre
décrits 3 1'aide d'un seul bimorphisme, c'est le genre de situation que’

nous voulons justement éviter (voir critique de la notion de bimorphisme

en conclusion de notre travail).

I1 est facile de voir que, si on suppose les morphismes régulés, les deux
définitions de la séparation & délai borné coincident. Ainsi avions nous

3 options possibles :

- considérer la classe des morphismes séparés 3 délai borné

au sens de l'image : cette classe est trop large d'aprés ce qui précéde.

- considérer la classe des morphismes séparés a délai borné
au sens du domaine : cette classe est non close par composition, ce qui
est génant.

- considérer la classe des mopphismes régulés séparés 3

délai borné : nous verrons dans la suite que c'est le bon choix !

V) Remarque : Remarquons encore que la notion de séparation d délai donné

n'est pas close, que seule l'est celle de séparation a& délai borné

(sans hypothése de régulation). En gros, les délais s'ajoutent en effet.///

Le lecteur établira facilement que
I) Soit ¢ un k-morphisme p-régulé sur F, ¥ un k'-morphisme q-régulé sur ¢(F).
Alors ¢ o ¥ est un kk'-morphisme pq-régulé sur F.///

Ce lemme traduit bien la stabilité de la régulation par composition.

Informellement, la preuve s'établit comme suit : Soit £ de profondeur




I e bl

homogéne pq. ¢(f) contient un sous arbre initial 4 de profondeur homogéne

q. Donc ¥(d), et par conséquent ¥(¢(f)), a toutes ses composantes strictes///

Soit ¢ un k-morphisme. On appelle domaine de [v]-complétude de ¢ la forét
v
D(¢) = {z e T(T) | ¢ est [vl-complet sur t}
o

b) lemme :

Soit ¢ un k-morphisme de I dans A. Il existe une forét reconnaissable K
telle que D(¢) = o

Preuve : L'idée est de construire un automate qui bloque sur une branche
ssi celle-ci n'est pas lue.

: 8 e vk k v

Sal ofe 0> = .

Soit, pour tout a € I, ¢(a) ta.ea, >t ea t, ea
On construit un reconnaisseur descendant D d'état initial # et dont les
autres états sont les parties de [k]. Les régles sont définies par :
- Vace Zn, 7 [a(xl,.., xn)] > a(ql[xl],.. qn[xn])

avec q, = \/1/[v]<6a>, ssi aucun G 7 @

- Vace Zn’ q[a(xl,.., xn)] > a(ql[xl],.., qn[xn])
avec q, = \/1/q<6a>, ssi aucun q; = ?
- qlal »a ssiq# @

D a la propriété P1 suivante, évidente par construction

i/lv]

P1) # [%(xl,.. xn)] |§- %(ql[xl],.., qn[xn]) ssi q; = \/ <@>est

# @ pour tout i € [n] ( avec ¢(¥) = 1.0).
On en déduit que ¢ est compléte sur t e T(Z)l ssi t appartient a la

forét reconnaissable K reconnue par D.

Comme T(L) est décomposable, on en déduit que D(¢) = Ke.///
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La remarque (I-1-1-2-14) signalait que la complétude ne se conservait pas
par composition dans le magmoide. En effet, sa conservation exige un
contrdle reconnaissable(qui n'est pas local) effectué par D ci-dessus.

On a néanmoins la propriété suivante :

II) lemme

Soit deux torsions z et o telles que ¢ est kz-compléte et kl-compléte,
alors ¢k, (6) est ki k,-compléte. '

Preuve : Par hypothése, c.k2& et B.kl8 sont surjectifs. Il s'agit de

prouver que @ = f.k,(8).(k.k,) est surjectif.Mais nous savons que
e ® ® : . 28 ® ®
-~ = e s Atk
(klk2) = k2 .kl et k2(6).k2 = k2 .06 (I-1-1-2-6- 1)) d'ou a (c.k2 ).(e.kl

ot

et v est donc surjectif/// (On remarquera ici 1l'usage commode qu'il est
fait de la notion 'magmoidienne' de torsion).
Nous déduisons de ce lemme sur les torsions 1l'important corollaire suivant

sur les morphismes.

III) Corollaire :

a) Soit ¢, un kl-morphisme [v] complet sur Kl, ¢2 un k2—morphisme

=il i
Alors ¢, © ¢2 est [kzv] complet sur ¢l (K2) T S ¢

[u] complet sur K 1

0*

(En particulier, si ¢1(K1) c Ky, ¢, © ¢, est [vgj complet sur Kl)

2
b) Si ¢l est un l-morphisme complet et si ¢2 est un k2 morphisme [up] complet

=
sur K,, alors ¢, o ¢, est [u] complet sur ¢, (K,)

v
Preuve : a) Soit ¥ e I(K). ¢y (%) est de la forme u.8 avec 6 qui est
[v]
kl—complet car % € Kl’

On a alors ¢2(¢1 (%)) & ¢2(3). ¢2(9) = 3.C.k2(6) avec ¢ étant k2—complet

[v]

4]
car ueK,. Il reste 3 remarquer que, d'aprés le lemme II) précédant, ¢k, (8)

est k1 k,-complet.

2

b) On raisonne comme précédemment en considérant ¢2
[u]

N " , LT N &

on a ¢2 (u.8) = ¢, (u).k2(6). Si on pose ¢a[u](u)- v.{, on a ck2 complet

[yl [u]

et 6 l-complet par hypothése, donc c.k2(e) est k2 complet d'aprés le lemme II),

(¢1(%)' Posant ¢1(%)=3.6,
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ce qui prouve que ¢. o ¢ est [pl-complet. Mais comme ¢, est un
8 i

2
Cul ;
l-morphisme, on sait que ¢, o ¢, = (¢l o ¢2)[u] d'aprés (I-2-1-1-2- II) ;
[ul

c'est cette propriété qui assure la conclusion.

I1 est facile de voir qu'on a pas ¢10¢2 Cul-complet si ¢1 est complet de
coefficient de dilatation supérieur a 1 et ¢, (ul-complet .

D'autre part, remarquons que l'application de a) a k1 = v = 1 ne donne

pas b) mais ¢1 o ¢2 étant seulement [k2] complet.///

Nous enongons simplement dans la section suivante des résultats qui
seront des outils de preuve mais n'ont pas grand intérét en eux-mémes.
Aussi, les preuves sont-elles laissées au lecteur ; de plus elles 'toulent
de source'"! (aucune difficulté, on aligne les définitions-comme c'était

d'ailleurs le cas dans les preuves ci-dessus!)

a) le composé de deux morphismes marqués est marqué

b) le composé de deux morphismes sans feuilles est sans feuilles

c) si ¢ est un morphisme p-homogéne et ¥ un morphisme gq-homogéne, ¢ o ¥
est pg-homogéne.

Si ¢ et ¥ sont quasi-homogéne, ¢ o ¥ est quasi-homogéne

d) le composé de deux morphismes sans torsions est sans torsions

e) le composé de deux (respectivement quasi) démarquages (resp.propres)

est un (resp.quasi) démarquage (resp.propre).

I-2-1-2-6 Conclusion de I-2-1-2 et conventions :

A ceci prés qu'il faut considérer des morphismes 3 délai de séparation borné
et régulés, nous pouvons dire en conclusion que

toutes les classes des morphismes introduites jusqu'ici sont closes par
composition.

I1 s'en suit la méme propriété pour les intersections de classes et nous
utiliserons par la suite toutes ces propriétés de clotiire sans les expliciter.
I1 en sera de méme pour tous les corollaires évidents qui en découlent (cas

particuliers oi k = 1, v = k...)
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,1—2—1-3 Propriétés de décomposition :

La section (I-2-1-2) précédente conduisait 3 une conclusion dont la signi-
fication et 1'intérét étaient immédiats. Les résultats que nous allons
obtenir ici seront des outils beaucoup plus techniques, les preuves ne sont

plus si faciles, aussi les détaillorsnous.

Le but est ici de remplacer un morphisme donné par une composition de

morphismes 'plus simples'.

I) Définition :

Soit ¢ un morphisme de I dans A. La quantité sup (prof (¢(a))), notée

5
prof (¢), sera dite la profondeur de ¢. o

II) Lemme :

Soit ¢ un 1-morphisme Tinéaire complet strict de profondeur supérieure 3 2.
I1 existe alors deux 1-morphismes également linéaires complets stricts,
notés ¥y et ¥ss tels que :

- ¢ = Wl o Wz

prof (¥;) < prof(¢)

prof (wz) <2

wl et wz sont sans feuilles si ¥ 1'est

Preuve :
LY
a) Soit ¢ un morphisme de I dans A. Pour tout a € L, nous posons ¢(a) = ta'ea

v
avec ta € %(Z)l. Comme ¢ est 1l-lcs, ea est une permutation.

v
b) tos qui est strict car ¢ 1l'est, se décompose de fagon unique en

v
T =a(tle..0? "a) avec
a 2= a a
' i~ ao.(al ®..8 ava) ot a° e s at e £ u {x. }
a a a a a a 1
i At U 1 i
et a tel que si a. = X alors %(deg a, t..t deg e, +1)=x

1
z . . . . . '\’ >
Intuitivement, cette décomposition explicite le fait de couper ta a la

‘profondeur homogéne 2, a étant le sous-arbre (homogéne de profondeur 2
ou non si des branches de t, n'ont que la profondeur 1) initial

v
correspondant de ta.
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c) Définissons un alphabet I'' disjoint de I par :
- Y
] -
fits = {aa|aaeT(A)p}
On’ pose: L2 = Tl Uy %
Définissons Wl de ¥ dans T par :

1

v, (a) = a_.( 6..0 T®).0
a .’ a a a
et WQ de T dans A par :

W2(aa) =a, WQ = identité sur L.

Intuitivement, on obtient Wl(a) en remplagant dans ¢(a), le 'sous-arbre
initial de profondeur 2' noté a_, par une seule lettre (nouvelle) notée

&a' La profondeur de ¥, est donc bien réduite de 1 par rapport ad celle de ¢.

1
WQ est 1'identité sauf qu'il associe a a_ le sous arbre initial a, qui

est de profondeur < 2.

I1 est évident que ¢ = Wl o Wz, que Wl et ¥, sont lcs. Les trois premiers
points du lemme sont établis.

d) Supposons ¢ sans feuilles. Alors, si a ¢ ZO, ¢(a) est sans feuille.

d P § vi
Tout sous-arbre d'un arbre sans feuille étant sans feuilles , les ta et

a_ sont sans feuille , donc ¥, et Y. sont sans feuille .///
a i 2 C.Q.F.D

III) Corollaire : Réduction de la profondeur par décomposition d'un

1-morphisme linéaire complet strict

Soit ¢ un l-morphisme linéaire complet strict de profondeur v + 1, il
existe des l-morphismes linéaires complets stricts de profondeur
inférieure a! égale a 2, IERERT tels que

- ¢ = ¢lo'°o¢v

- les 95 sont sans feuille si ¢ 1'est..

La preuve s'établit trivialement en itérant le lemme II)

Nous utiliserons couramment des énoncés du genre
"Soit un morphisme ¢ tel ....... alors, il existe un morphisme ¥ de

méme type que ¢ tel que ......"



¥ du méme type que ¢ signifie que ¥ est respectivement complet, régulé,
séparé a délai borné, strict, linéaire si ¢ 1l'est (on se référe donc aux
concepts introduits précédemment d propos des morphismes). Evidemment, si
il y a risque d'ambiguité (par exemple sur les composantes pour la
[v]-complétude ) on explicitera.

De méme, on dira que ¥ est sur G du méme type que ¢ sur F si ¥ est
respectivement complet, régulé, séparé a délai borné sur G quand ¢ 1'est

respectivement sur F.

Remarque : On dira encore que ¢ et Y sont du méme type a, etc... pour dire

~

'd'un certain type' c'est d dire appartenant d une intersection de classes

prises parmi les 'linéaires', Séparé & délai borné', 'régulé', '[v]complet’,

et leurs variantes (délai fixé, strict, sur une forét donnée). Ces notions
sont en effet celles qui nous intéressent finalement. Mais les notions
'intermédiaires', de caractére technique comme 'homogéne', 'sans torsion',

'sans feuille', 'marqué' ne sont pas considérés comme des types.

1-2-1-3-3 Le lemme suivant procéde du méme esprit que le précédent

"décomposer la complexité d'un morphisme".

lemme : Soit ¢ un k-morphisme de type o sur K. Il existe un k-morphisme ¥

marqué de méme type a sur K, de profondeur 1, et un l-morphisme r linéaire
complet strict sans torsions, tels que ¢ = Yo ¢

Preuve : Soit ¢ de I dans A.

Posons ¢(a) = t_.0 = <tr.et,.. ¥.e5>
a a ad a a a

Nous introduisons un nouvel alphabet A défini par

-3 173
bz {t2]t? striet et e T(M)1)
P a a p
Nous définissons ¥ de I dans A par

el s =l
4 = : .
¥ael, vwa) <ta'eq" > t -0 >

et ¢ de A dans T par

i

=i -1 N
¥ ta € 4: C-(ta) - ta.

Le lecteur concluera sans peine ///



I) Tout k-morphisme ¢ se décompose en ¢ = ¢m o 6 ou ¢m e&t qin
k-morphisme marqué, de méme type sur méme forét que ¢, et & un
démarquage propre.

En effet, on peut par exemple pour tout a € I marquer les n noeuds

de ¢(a) par "al",......,"an" et effacer ces marques par & ///
II) Soit 6 un démarquage propre. § o ¢ est du méme type que ¢ ///

III) lemme

Soit ¢ = ¢l o ¢2 O owis °¢v+1' pour tout ielv] , on peut supposer

les ¢ marqués sans en changer le type.

Preuve : Prouvons par récurrence sur ﬁtd qu'on peut toujours

supposer les ¢. marqués pour tout 1550
P g P

N x o e - ¢, se décompose d'aprés I) en ¢1=¢'1° s

ol ¢'l est marqué du méme type que ¢1. D'aprés II) § o ¢2
est du méme type que ¢,, le résultat est établi (en rebaptisant

§ o ¢2 sous le nom de ¢2, c'est a dire en affectant ¢2: SIGH ¢2)

- supposons le résultat établi pour j - 1
Reste d prouver qu'on peut supposer ¢j marqué. Or, comme ci-dessous,
¢j = ¢'j o § ol ¢‘j est marqué du méme type que ¢j. On conclu en
posant ¢j+1: Ll e ¢j+1.///

1-2-1-83-5 Lemme

Soit ¢ un l-morphisme. Il existe un ‘l-morphisme complet strict
y et un démarquage ¢ tels que ¢ = ¥ o €

De plus, ¢ est respectivement strict, complet si ¢ 1'est.

y est linéaire si ¢ 1'est. '

P
Eaguve TV E T v pUsons gla)-= t o -

Vv . . i -~ 2z
Cas 1 : ta = x.. On introduit un nouveau symbole a de meme degreé



Cas 2

inférieur que a et on pose :

Ya = alygklela) = Ga.
"

= a&a_.u_ avec a €1\ ke
a a a a

+ 3

Posons E = {ielnl| i ¢ Image de [n] par ea} et Card (Ea)=na
On introduit un nouveau symbole &a de degré inférieur égal a
v P na, ou b s dinft aa.

On définit e'a comme suit :

p+n
- p ] > -3 a
En supposant ea € eq, ) a @ppartient alors a 6q+na
- e'a = Ba sur [p] et e'a envoie injectivement
[p+1, p+na] sur E_
Posons enfin
- n
¥(a) = a ' (u'® 18 9. a0
a a n_ a
o E(ma) T lva+na, €= identité ailleurs.
b) Conclusion_de_la_preuve
~ Dans les deux cas, on a ¢(a) = (¥ o &) (a) par construction

- Y est complet strict, linéaire si ¢ 1l'est car e'a est injective

si 8  l1lests,
a

- 81 ¢ est strict, le cas 1 disparait et € est strict.

- Si ¢ est complet, pour tout al, ea est alors complet, donc

nL A O et € est complet. ///

—— - - —— -

Soit ¢ un l-morphisme linéaire, complet, strict. I1 existe un
1-morphisme linéaire complet strict sans feuille ¥, et un
quasi-démarquage propre tels que ¢ = ¥ o ¢

Preuve : On marque ¢ en ¢, - Gm est le démarquage propre associé

=R a done iy = ¢m o Gm.

N Y
Pour a fixé de ¥, posons ¢m(a) = t.0. Tout noeud o de t est



N e N N N
sommet d'un sous-arbre u de t. use décompose en u=a(u1&..®up).

Soit (il,..ij) la suite d'indices de [p] pour lesquels ug n'est
k

pas de degré inférieur nul. On substitue, dans %, &(3i @..Qﬁi )

1 :
3 u(a est un nouveau symbole de degré inférieur j). En effectaant
cette opération pour tous les noeuds de %, on obtient un arbre
%' dont tout sous arbre contient au moins une variable. %' est
donc sans feuilles . ¥' et ¥ ont méme degré inférieur car celui-ci
n'est pas modifié par les substitutions effectuées, qui 'suppriment'

les seuls arbres sans variables.

Posons ¥(a) = ¥r.e

Défini (a) = a(v,8..8v_)

é€finissons €, par €, a) = a v,8.. vp

el _"’ .k&(. . ) t'\‘ 2) .
od v, = u, si Lyones 150 ot W = %, sinon.

I1 est alors facile de vérifier que el(%') = t.

€, est un quasi démarquage propre, donc € = Gm ° €,
également . On a bien Y linéaire complet strict sans feuille

n
et il ¥ inre)a = Gm(t).e = dCaly . L)
€c.Q.F.D.

Ces résultats de décomposition ont le mérite de 'séparer

les propriétés qui peuvent 1'étre par décomposition'. Le

lecteur pourra vérifier que la plupart des résultats ci-dessus

ne se généralisent pas ou que d'autres décompositions auxquelles
on pourrait penser, proches de celles citées ci-dessus, n'existent

pas. ///

lI-2-1—H Rapports entre fidélité, quasi-complétude et régulation :

Une relation R ¢ A x B est fidéle ssi

¥ b e B, Card f{aeAl(a,b)eR} < + » .///



Cette définition n'est qu'un rappel. Les transductions
rationnelles fidéles de langages ont déja été étudiées. La fidélité
est également importante dans les transductions de séries formelles,

ol elle assure l'existence des coefficients de 1'image.

Rappelons que nous avons donné la définition de la régulation en gros
comme suit : "¢ est p-régulé sur t ssi, pour tout sous-arbre t' de t,
de profondeur homogéne p, ¢(t) a toutes ses composantes strictes".

La définition de la régulation par composante s'obtient en remplagant

"toutes"par 'au moins une".

1-2-1-4-2 Lemmes

I) Soit ¢ un k-morphisme quasi-complet et régulé sur K. Alors la
relation associée & 1a restriction de ¢ & K est fidéle.

En effet, fixons nous u et considérons t tel que ¢(t) = u. Le degré
supérieur de t est fixé par celui de u. Soit t' le plus grand sous-
arbre initial de t lu par ¢. Supposant ¢ p-régulé, la profondeur de
t' est majorée par p fois celle de u. Donc, l'ensemble des t' lus par
¢ vérifiant ¢(t') = u est fini.

D'autre part, par définition de la quasi-complétude, 1l'ensemble des

t € K admettant t' pour sous-arbres initial est fini, donc

{tek, ¢(t) = u} es®FinilV// C.Q.F.D

II) Soit K une forét reconnaissable et soit ¢ fidéle sur K (c'est &
dire tel que {(t,o(t))Itek} , fideéle). Alors, ¢ est quasi-complet
et régulé par composante sur K

Preuve :

a) supposons ¢ non quasi-complet sur K. Il existe %eI(K), X, non lu

: g R e NN
par ¢ tels qu'il existe une infinité de t' tels que t t'el(K).
i
Soit R un reconnaisseur de K. Ce qui précéde implique qu'il existe au

¢ n * c 3
moins un mouvement qo[t'x 1 |—-t(q[xi]) ou q est tel que F = {t' qui sont

1 o il e v
reconnus par R avec q comme é€tat initial} est infini. Comme teI(K),



(M)

Lol

il existe au moins un mouvement de R se terminant, en particulier sur
37
toutes les autres branches de t (que celle d'extrémité xi). On a donc

l'existence de a‘(xl)e T(Z)i ,tel que qo[(a(xl)] |:-a'q[x1].

Or, x, n'étant pas lu par ¢, on sait que ¥ V'eT(Z)i, ¢(g.v) est constant,

1
r\J F . ~ e Zz ’ . . . . . 7z . -
donc ¢(u.F) est réduit 3 un élément, F étant infini, cela nie la fidélite.
2z z n
b) Supposons ¢ non régulé par composante. ¥ p, E tp’ sous arbre d'un
N N
arbre de K, tel qu'aucune composante de ¢(tp) n'est stricte et tp est

~ f\" . .
de profondeur homogéne p. Les tp sont donc tous distincts.

n,
ler cas : Si une infinité de t_n'est pas lue, il existe q tel que,
n *x v
. . . 7z ' ” . . ' s [} 4 &
pour une infinité de p, 3 t p(xi e I(K) vérifiant qogt p]|R t p(. q[x1 ip)

My P P
et t'p.tpeI(K). par propriété de la reconnaissabilité, on a évidemment,

v Y n
pour un p_ fixé, t'_ .t _e€I(K) pour une infinité de tp qui ne sont pas
o
lus, ce qui nie la quasi-complétude de ¢.

. '\J .
28me cas : Si seulement un nombre fini de tp ne sont pas lus, il

. . . . ’\‘ . » . . '\'
existe une infinité de tp lus. Comme ci-dessus, il existe un t

o
a v i
indépendant de p tels que tp .tpeI(K). Posons tpeT(Z); . Si ¢ est un
A %9 P
k-morphisme, on a donc ¢(tp) € ei (puisqu'aucune composante de 1'image
dp

n'est strict).

N
Posons donc ¢(t_) = <x L e B

Fplias

Posons P; = kp¥.: i

i
n
Seules les variables X_, s5.., X de t_ sont lues.
P P'y
n
D'autre part, comme tp .tp eI(K), il existe un mouvement du reconnaisseur
R de K de la forme o

*
qo[%po.%p (xl,.., xnp)]lﬁ- %p .%P(qj [xl],..,qj [xh 1)

o Py P P
p
tel que, pour tout jJ , 11 existe ﬁeT(z)o vérifiant
n
P
qj (¥ |%-3' (c'est a dire, ¥ .¥ étant initial, le mouvement de
p Po P
n
P

reconnaissance se termine).




2 A Sl

A tout état qeQ et apparaissant dans un tel mouvement, on peut donc au
Y Y
moins associer un u. Nous en fixerons un arbitraire, noté uq.

Pour tout p, considérons une suite gq- .., qB d'états associés a
1 k

xp, s xp, dans un mouvement (M) comme ci-dessus:. Comme

1 k
xp, M et xp, sont les seules variables lues de %p’ il existe t"PeT(E)o

1

v n

tedrgue £ <t Lt et Ot tE )= <é o s (u >

S Lirol, DD et ¢p"1(uq- Yases o ik )

Py k

N P . .é
(ou ¢ désigne la i s composante de ¢).

. . - "" . ~
(Intuitivement, on construit tp.t"p en substituant a chaque x_, , le
i
ug- choisi précédemment et n'importe quoi de compatible avec K ailleurs
Py
puisque seuls x_, .. X, sont lus).

1 Py
e oA
{ t_,t .t" } est donc un ensemble infini d'image finie (¢(t_ .t _.t" )
Fa ko8 PP - P
N
est de la forme ¢(t_ )<¢_, (u_ , b 17

P p g AL ¢p" q-
fo) 1 pl k pk

CQ.F.D.

I) I1 est évident que :
La composée de deux relations fidéles est fidéle.///

II) Soit ¢ un morphisme régulé quasi complet sur F reconnaissable et Y
un morphisme quasi complet sur ¢(F). Alors ¢ o ¥ est quasi complet sur F.

N Ny
Preuve : Soit t€I(F) et X, une variable de t non lue par $ i Yo En
gros, deux cas peuvent se présenter :

“ > 1 3 L
Soit que Xy n'est pas lue par ¢, on sait qu'aucun xk(i-1)+l e

1 \ll i .
X (i-1)+k © est lu par ¥ (¢ est un k-morphisme).

ler cas : X; n'est pas lu par ¢ : Alors, comme ¢ est quasi complet,
Ny,

1l'ensemble des u tels que tx .u €I(F) est fini. La conclusion est

P : i

établie.

2éme cas : Xy est lu par ¢ mais aucune des k-composantes de son

image par ¢ n'est lue par Y. Y &tant quasi-complet, 1l'ensemble des uy
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~

qui peuvent se substituer 3 une occurrence donnée de x dans

4 k(i-1)+]
¢(t) pour constituer un arbre de I(F) est fini.
D'autre part, ¢ étant régulé quasi-complet sur F reconnaissable,¢ est
fidéle d'aprés (I-2-1-4-2), donc l'ensemble des u d'image Upseesuy >

est fini, ce qui échéve la preuve ///
CLQEnDs

I-2-1-4-4 Conclusion de I-2-1-4 : R3le de la reconnaissabilité, résultats

"négatifs" :
I) Les résultats précédents s'étendent au cas ol la forét appartient
d une famille raisonnable. Il suffit pour cela de remarquer qu'une

forét 'raisonnable' a toutes 'ses composantes reconnaissables'.

II) Le lemme I-2-1-4-2 II) est faux si K n'est pas raisonnable .

En effet, prenons par exemple
K = {a(a"a, b"a)|neN}
et ¢(alx,y) = x, ¢(a(x)) = a(x), ¢(a) = a, ¢(b(x)) = x

¢ n'est pas régulée par composante sur K car les sous-arbres b7 (%),
arbitrairement profonds, de K, ou t pour image x par ¢!

¢ n'est pas quasi-complet sur K, car ¢(a(x, y)) = x, donc y n'est pas
lu et, pour tout n, a(x,bn(y))eI(F).

Pourtant, ¢ est fidéle et méme injective sur K puisque

¢ ata’a, b'a) = a"a

De fait,la reconnaissabilité, qui intervient dans la preuve de
(I-2-1-4-2 II), est essentielle. Elle traduit 1'impossibilité de
mémoriser sur une sous forét lue substituée en x, une infinité
d'informations sur une sous-forét non lue substituée en y (ici,

bijection entre les branches).///

III) Remarquons qu'il n'y a pas d'équivalence simple entre les notions
de ,quasi-complétude, fidélité et régulation. Les lemmes I-2-1-4-2 I) et

II) ne sont en effet pas réciproques l'un de 1l'autre.

IV) Enfin, (I-2-1-4-3 II) est faux si on retire 1'hypothése de régulation

pour ¢.
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I1 suffit pour le voir de prendre :

F = {a(a"a,a)|neN}

i
1}

¢(a(x,y)) = alx,y), ¢a(x) = x et ¢(a)

Yal(x,'y) = y, ¥ a(x) = a(x) et ¥(a) = a
¢

est complet, donc quasi-complet sur F.
¥ est quasi complet sur ¢(F) = {a(a,a)l} puisque ¢(F) est fini.

Pourtant ¢ o ¥ n'est pas quasi complet sur F car

(¢ o y) (alx,y)) = y et {%| a(¥,y)er(F)} = {an5|n€N est infini.}

I-2-1-5 'Morphismes et magmoide des parties'

Nous donnons d'abord un lemme contenant de nombreux petits résultats.

Nous commentons ensuite et tirons les conséquences.

Soit ¢ un k-morphisme de £ dans A, soit A et B € P(T(Z)).

1) {a.blacA, beB} < A.B

II) En général 1'inclusion est stricte. On a 1'égalité si A est linéaire.
ITI) {¢(a.b)|acA, beB} c¢(A.B)

IV) En général, 1'inclusion est stricte, on a 1'égalité si A est
linéaire.

V) ¢(A.B) « ¢(A).¢(B)

VI) On a 1'&galité si ¢ est linéaire et si, pour tout acA,p(a) a toutes
ses composantes non vides (cette derniére condition est toujours vérifiée
si ¢ est un morphisme de ; dans A, mais nous la précisons en vue
d'appliquer le lemme aux substitutions).

VIT) o1 (A'.BY) 5 oTM(AY). ¢TN(BY)

VIII) En général, 1'inclusion est stricte. On a 1'égalité si ¢ est un
démarquage.

Preuve :

I) et II) ont été prouvés en (I-1-2-1-9).
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III) et IV) sont des corollaires de I) ‘et II). En effet
{ ¢(a.b)|beB} = ¢ {a.b|beB} < ¢(a.B) puisque

{ a.b|beB} < a.B d'aprés I) (voir I-1-2-1-9). Si a est linéaire, on

a 1'égalité d'aprés II).

V) Posons a = 3.0 avec ge%(i)g et Qe 03

: 4 ~ l
On sait qu'on peut décomposer B en B = le...xBr ou Bi c T(L)

(d'aprés la structure de P(T(L))). \
Posons ¢(g) = 3'.9' et ¢(b§) = (b';) (ot b;ij)

On a alors :
i vd ‘i
51> Plocq)’ ®laci) € #Bg(s)’}

,0'(q") 8'(i) )}
80'(q") 86' (i)

¢(a.B) = {3'.0' (b

6'(1)

Lk % A ) lb'

= {a'.(p , b ¢ ¢(B

86'(i)

alors que ;
¢(a). ¢(B) = a'.8".6(s(B) x..x¢(B;))

1 =1q

1 . -'i
'eel(l)s-os b 99'(q'))l b 96'(]'_) € ¢(B )}

- r\"l =
= NG 1 86'(1i)

Pour prouver 1'inclusion V) il suffit de remarquer que, pour tout
i e[q'], on peut choisir :

|l S b'e'(i)
pe' (i) ~ ~ 86'(i)

b

et qu'on a évidemment ¢(A.B) = gz{ ¢(a.B) = i:& ¢(a). ¢(B)

VI) Si ¢ est lindaire, 8' est injective et pour tout ie[q'], on peut
choisir b'SéS%z) = B';e'(i): Si ¢ n'est pas linéaire, donnons un
exemple achevant la preuve :

A= {ax)} , B = {b, b'}

pa(x) = a(x,x), ¢(b) = ¢(b') = Db

slovw. a8 & o Aab, abt) . 4lacBYy 2. Salbib)y alb’ b))

alors que ¢(a). ¢(B) = a(x,x). brpr) = dalby By a(b,b'),a(b',b),a(b',b")}

VII) -Soit A' = a'.8', B' = B'lx..xB'P
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Posons ¢_l (g'.e')

{3 6 |ide1l
i
¥ ieI, on a donc ¢(a..0,

A
iy B ' ~ A

a; ) ¢(a ) 27 ¢(Bi) = a'. 8'. 6, ou 6, est kb,
si ¢ est un k-morphisme.

Avec ces notations,

Ly ¥ o(hvy s {gi.eiliel} - B X..xB_

1

x e
ou Bi =% (B'i).
soit encore

o DEPIRER (Rl RGO o i, n; 3
¢ T(AT).¢ (B') = fa By (1)s.-es Poln; )’ 153 (5)¢ Bo_ ()"

i n. i i i

: i
D'autre part, ¢(a (b (l)’ Vi i 6 (ny )))
—'\" \} ' lr_] -
=ia%.0 i (b (1), Uiy ef(n-)) ol be () ¢(be (i )

£ (1) (n) #
= a (b &, (e, (1)),.. 2 (e, (n))) et, compte tenu de 6';.0, = @ ;

o i(l) (n)
=0 B, Sicteie b ) e a'.p'.B' = a'.B' d'ol 1l'inclusion

) (1) 8' (n)

VIII) Inversement, deux phénoménes vont empécher 1'inclusion inverse :
la non linéarité de ¢ (comme dans les cas précédents) et un probléme de
découpage d'arbre (comme dans le cas des langages de mots).
Exemple 1 : ¢ a(x) = a(x,x) , ¢(b) =
Posons A' = {a(b,x)} et B' = {p}

=1 ¥ oman s ey &
¢ = (A'.B') = ¢ “(a(b,b)) = ab

alors que ¢—1(A') = @ donc ¢—1(A'). ¢_1(B') =9

Exemple 2 : ¢(b) = ab, A' = {a(x)} et B' = (b}

alors, ¢— (AT BY) & ¢—l(a,b) = b alors que ¢_1(A') =0

donc ¢_1(A').¢—1(B') =9

Exemple 3 : Cet exemple montre que si ¢ est un k-morphisme avec k>1,

il se peut qu'il soit lindaire séparé complet alphabétique sans qu'on

ait encore 1'égalité ¢(A.B) = ¢(A). ¢(B)

pa(x) = < a(xl,xz), # > (b)) e b, B



=

Posons A' = {<a(b, x2), $24 o g Ay, ol

On a alors A'.B' = {<a(b,b), #>}

donc ¢_1(A'.Bi) = ab alors que ¢-1(A') =0

Dans les 3 exemples ci-dessus, des causes diverses (non linéarité, non
alphabétique, k-composantes)imposent des contraintes de partition a

1l'image, en ce sens que "u =

u, -y, peut eétre 1l'image par ¢ de t sans

que u, soit l'image d'aucun sous arbre initial de t".

1
Nous pouvons donc au mieux, d'aprés les exemples précédents, espérer
avoir 1'inclusion inverse de VII) pour un démarquage.

Prouvons maintenant que c'est le cas.

- S m'? P 1 q
Nous reprenons les notations de VII, avec a'e (E)q, 6 eOr.
I1 suffit de prouver que
(R) ¢ 1@E.0v.B)e ¢ 1 Er.0m). o HBY).
Nous avons, par définition du magmoide des parties :
El l. 1 = ] v oo 1 = ' o 1
(E1) o'.B 8'(B', x..x B' ) Byr(1) ¥ xBe,(q)
Prouvons
(E2) ¢ 1(X'.0") = ¢_1(§').e'
~ . . z . -1'\1 _l’\J '
D'aprés VII), il suffit d'établir que ¢ (a'.6')c ¢ (a').8'.
Soit g.; tel que ¢(g.;) = 3'.9' (c'est & dire g.c appartenant

a ¢—1(3'.6')). On a ¢(3.;) = ¢(g).g donc il existe ¢, tel que

¢(3) = g'.cl et £0% = 6'.¢ est un démarquage, donc Zq est injectif.-

On peut trouver g, tel que
n 2 n -1,
¢(a.;2 ) = Y4' done age ¢ (a')
et EgQ.e'e ¢—1(3').6'. Comme §2.6' 2 ;2.515 s 2; e¢'1(3'.e')
et (E2) est prouvé.

(E1) et (E2) nous permettent d'écrire :

§ T B =8 P .(B )

'e'(l) b S B'e'(q)
) e Sl i =1

et ¢ (’g'-e')~ ¢ (B‘) = ¢ (g')° (¢ (B'el(l))"" ¢ (B'el(q))'

Nous en sommes donc ramené 3 prouver que , ¥ g'el%(A), ¥B', on a

(£3) ¢ 1 (3'.B e ¢ HE.47 (B

Pour cela montrons d'abord le

v
Sous lemme. Soit ¢ un démarquage, soit u =’hl.u2 avec ulé¥(A)




n
Riors, ¥ t tel que ()= 1,3 t) et t, tels que ¢(t1) =u,

¢(t2) = u,ett).t, =t preuve du sous lemme 1 :

Considérons l'ensemble des sous arbres initiaux de t, dont 1'image
par ¢ admet u pour sous arbre initial. Cet ensemble est non v1de
(¢ y appartlent) et possede un élément minimal t'l. Si t'l = C’l
on a u ¢(t' Jii DN 1 donc u1 I ¢(t' ) et on peut toujours supposer

que t'l = t' eT(T)",

P
v, Ly, Vgt Ry i S

Posons ¢(t 1) =u'z,. Prouvons que u 3 T cozme on a u,<u',,

il suffit d'établir que les nombres de noeuds de u, et u'l sont égaux.

Remarquons pour cela que, ¥ t L o(t) ¢(a) a au plus un noeud de plus

que ¢(t) puisque ¢ est alphabethue linéaire. Alors, si ur$u 1° t 1 ne

serait pas minimal, d'ou u1 = 3'1.

Ak . ..
¢, est injectif et 3C2 tel que , en posant ty 3t .0, ¢(t1)—u 1°81+857Y
N
t'l est par construction un sous arbre initial de t. Il existe donc

N
{ { 1T - =
x 2 tel que t l.t o t et, en posant clt 5 t2, on a donc tl.t2 s
N N
On sait que ¢(t -t ) = ¢(t i ¢(t ) = u,. u, avec ¢(tl) = u,, on
'_ => .3 ici - N
sait d'aprés A D que (u ¥y F WY 4 v2) donc ici ¢(t2) u,

Le sous lemme 1 est prouvé.

Nous terminons la preuve de VIII) par la preuve de (E3):

d'aprés le point II) du présent lemme, comme a' est lindaire,

on a a'.B' = {af.t'lt'gB'} d'ou

Nt e ¢—1(3'.B'), 3 t'eB' tel que ¢(t) = 3.t sur lequel ¢ est

complet. Le sous-lemme 1 nous assure alors de 1l'existence de tl et
"

s, 1 S ¢(tl) = a' et ¢(t2) = t', donc
T a8 18 & (B'). /17

t. tels que 't

CiQ.E.D.

I) Tous les résultats d'inclusion stricte sont du méme esprit que celui
rappelé en II) et illustré en (I-1-2-1-9) qui traduit la non distributivité
(3 cause de la non linéarité) de la composition par rapport 3 la réunion.
Mais, selon les cas, c'est soit la non linéarité de la partie A, soit la

non linéarité du morphisme ¢ qui intervient.
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Le point II) du lemme a une conséquence fort importante, exprimée ci-apres.

Soit ¢ un morphisme de T(L) dans T(A). On 1'étend classiquement en une

application de P(T(Z)) dans P(T(A)) par

¢(a) = {¢(a) | a e Al

¢ n'est en général pas un morphisme de P(T(z)) dans P(T(a)).

En effet, si ¢ était un morphisme, on aurait ¢(A.B)‘ = ¢(A).¢$(B) pour

toutih, Bl

III) Remarquons qu'on pourrait considérer le sous magmoide TQ(Z) de
T(Z), dont les éléments sont de la forme 3.0 avec © linéaire, et
qu'alors la restriction de ¢ a Tl(Z) est un morphisme. (Mais TE(Z)

est évidemment un magmoide non projetable).




1 -2 - 2 PROPRIETES DES 'BIMORPHISMES

Nous appuyant sur deé résultats établis dans (A) concernant
la rationnalité dans les foréts, nous établissons d'abord, grosso modo
que "les bimorphismes sont les parties rationnelles du produit".
Les sections suivantes présentent des résultats plus ou moins techniques

qui nous servirons en partie II a établir 'les grands théorémes' sur

les bimorphismes de magmoides.

11—2—2—1 Bimorphismes et parties rationnelles du produit

Nous avons déja rappelé qu'un des résultats essentiels de la théorie
des langages est 1'équivalence des transductions rationnelles, des
bimorphismes et des 'parties rationnelles du produit’'.

Dans le cas des foréts, la diversité des notions de morphismes - donc
de bimorphismes - et de transductions d'états finis rend nécessairement
les choses beaucoup plus complexes. Nous renvoyons d (A) pour 1'étude

de la notion de rationnalité dans le magmoide. Citons en le

I-2-2-1-1 Théoréme

Les parties rationnelles d'un magmoide M sont les images homomorphes
des parties 'l-rationnelles linéaires' d'un magmoide libre T(z) - c'est
a dire sont les parties reconnaissables’ de ?’(z).

Or , par définition de la notion de magmoide produit, on peut considérer
que tout morphisme de T(T) dans Tk(z) X Tk,(A) se décompose canoniquement
en un couple (¢,¥) ol ¢ est un k-morphisme de T(T) dans T(Z) et ¥ un k'-
morphisme de T(I') dans T(A) (aux identification habituelles prés).

Nous en déduisons que

Il y a identité entre les parties rationnelles de Tk(Z) X Tk'(A) et les
bimorphismes (k, ¢, K, ¥, k') ol K est reconnaissable, ¢ est un k-morphisme
dans Z et Y un k'-morphisme dans A. ///

Bien entendu, aux diverses notions de rationnalité correspondent diverses

notions de morphismes, de bimorphismes.




Remarquons que la propriété se dit schématiquement
"I1 y a équivalence entre les parties rationnelles du produit et les

bimorphismes de magmoides dont les foréts sont reconnaissables."

Rappelons que, dans notre esprit, la notion de famille raisonnable
étend les "bonnes" ‘propriétés de la classe des for@ts reconnaissables.
Notre généralisation a en particulier 1'intérét de considérer des
foréts de n-uples, pour n quelconque, et non seulement de l-uple.

Une méme généralisation pourrait se faire en ce qui concerne la
reconnaissablilité, donc la rationnalité, et on obtiendrait une
extension du théoréme de (A) précité, puis de la propriété importante.
Nous n'avons pas développé cette voie, qui n'offre aucune difficulté
mais risque d'apparaitre comme une généralisation gratuite, purement

"formaliste', en 1l'absence actuelle de motivations.

I-2-2-2 Quelques lemmes sur les bimorphismes

I) Rappelons que ¥a désigne la restriction de¢ a A (A n'étant en
général qu'une partie quelconque du magmoide domaine de ¢, ¢/A n'est
évidemment pas en général un mrophisme !). Rappelons également que si
¢ est un k-morphisme et ¥ un k'-morphisme, on abrége (k, ¢, K, ¥, K" )
en (§, K, ¥). De méme, (id, K, ¥) s'abrégera en (K, ¥) et (¢, K, id)
en (¢, K).

11) (k, ¢, T(z)o, ¥, k') s'abrégera en (k, ¢, ¥, k')
III) Remarquons qu'on pourra écrire indifféremment ¢/A ou (A, ¢).

"l . . . z
Rappelons encore que ¢ o ¥ =~ désigne la relation associée a ¢ composée

~ . -1
3 celle associée a ¥ .

I1-2-2-2-2 Lemmes

Supposons ¢ o :{w"l

TRl

w"l(F) alors ¢/Fow'{zw"19¢'/F..///

e el e
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En effet, (t,v)e ¢|F o W—l <=> W—1(¢(t)k vette F <=> Ju
tel que ¥'{u) .= t'' ¢ F ot ¢ (n) =

<=>3Ju € W'-l(F) = P fg ¥&%w) = f et d'(u) s-v

ssRlt vy € AN P Y L

II) Lemme

Soit a(F) = K. Alors (a o ¢, F, a 09 ~ (¢, K, ¥) ///
En effet, (u,v). e (a0 ¢, F,a. 0. ¥ )

<=> 3 t eF, ¢(a(t)) = u et ¥(a(t)) =

<=> 3 t' € a(F) = K,. ¢(t') = u et ¥(t') = v

s> (1, W) "€ (¥, K, 1),

II1) Lemme

Soit ¢ et ¢' deux morphismes linéaires, ¢ et ¢' deux démarquages,
K une forét tels que, pour tout a ¢ © et t € T(a),

a) (¢'"L{a). & (t)) n K= (7M@) n K) . (e!7HtY n K)
) (@ 8 e THe)) a k= (@) n k) e (M) 0 K)
¢) < o@)) 17, (7M@) n k)

Alors, ¢ o ¢ 1 M e Kud'd

En particu]ier 2
- Si ¢ et ¢' sont deux v-morphismes, on peut remplacer ci dessus
par v (donc & forciori parA) .

- a) et b) sont en particulier vérifiés si K = T(a)

- Si, pour tout a €L, il existe une forét reconnaissable F(a) de T(A)
bl gk (ag e Sytah) D% (e's K(a), ¢'), alors ¢ 0 eI (et, K, o' )
(avec ¢, ¢', € et e' satisfaisant aux hypothéses du début de 1'énoncé).

Preuve : Les cas particulier sont évidents.
- Montrons par récurrence sur la profondeur m de t que

L)y et e THe)

D'aprés la définition de l'équivalence‘*ﬁ il suffit de supposer que
e Wy

- sim= o, le résultat est évident

—
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- supposons le résultat établi pour m, et soit t' = a.t avec a € L

et prof(t)s v

On a alors e_l(¢(a.t)) = e_l(¢(a).¢(t)) = e—l(¢(a)). s-l ¢(t), ceci
d'aprés le point VIII) de lemme (I-2-1-5-1).
D'autre part, d'aprés les propriétés de‘;’, par hypothése et par

hypothése de récurrence on a :

e 0(a) T v eeTH@ K L e THD) 0 K)

et encore, par (I-2-1-5-1 VI),j{'é ¢'((€"1(a) 0 KY. (e'—l(t) n K))
1'hypothése a) permet d'écrire que cette quantité est égale a
¢'((€;-1(a).€'_l(t) n K) et, d'aprés (I-2-1-5-1 VIII), encore égal
a ¢'(€'—l(a.t) n K.

Enfin, si t' = m.t avec m € Ep, onpeut décomposer t' en

t' = t'l 8..8 t'p ol t'i = ai.ti. I1 reste alors d remarquer que

e_l¢(t') = ? E_l¢(t'i) et que
¢'((e'_1(t')) n K) = ? ¢'(e'—1(t'i) n K). Or, on tire de 1'hypothése
b) que E'_l(t') ALK ? (e'-l(t'i) n K) d'ou le résultat.///

Un bimorphisme (k, ¢,‘K, ¥, k') est dit pur ssi ¢ est un k-morphisme,
¥ un k'-morphisme et K = T(Z)O. Conformément aux notations adoptées en

(I-2-2-2-1), nous noterons (¢,¥).

a) Soit P une partie finie de (Tk(z) X Tk.(z'))l. I1 existe un
k-morphisme ¢ et un k'-morphisme y tels que ¢'1 o ¥~ [P1///

Preuve : Posons {ai = (ti'ei’ ui.g9|le[n]}

1
avec aie(Tk(z) X Tk,(z'))qi.
Construisons 1'alphabet A = {ai(xl,..,xq )|ieln]}

%
Soit ¢ le k-morphisme défini par :

¢(ai) = t;.8; pour tout ie[n]
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et ¥ le k'morphisme défini par :

W(ai) = u,.Z, pour tout ielnl].

Nous avons par construction

f(¢(ai), ¢(ai)|ie[n]} = P d'ol 1'égalité des parties engendrées et
le résultat.

Remarquons qu'inversement, on peut évidemment associer 3 tout couple
(¢,¥) la partie P finie de degré supérieur 1

P = {(¢(a), ¥(a))|a e alphabet source de ¢ et ¥} et qu'on a

[Pl ¢ b 0 v.///
C.Q.F.D.

I-2-2-3 Une importante propriété de la composition des bimorphismes

Nous énongons et prouvons d'abord le lemme et le commentons ensuite.

I-2-2-3-1 Lemme

Soit B = (F, ¥, u) et B' =(v', ¢', F') deux bimorphismes (notations
convenues en [-2-2-2-1) ou F et F' appartiennent & une famille
raisonnable F. Soit d le P.P.C.M. de u et v', avec d =uv‘1 = v‘ul-
Alors, i1 existe B = (¢, F, ¥, 1) et B* = (1, ¢', F, ¥') tels que :
a) BoBABoB

b) ¢ est un v'l-morphisme, strictement alphabétique, linéaire complet
séparé sur F, ¥' est un ul-morphisme strictement alphabétique,
linéaire complet séparé sur F'.

c) ¥ est du méme type que ¥, 3' du méme type que ¢"

d) Fetf' e F

e) si ¢' est un démarquage (respectivement propre, sans torsion), on
peut choisir ¢ tel. De méme pour ¥ et ¥'.

Preuve :
(t?v{e B o B' => dsup f&ﬁ) = dsup ¢ﬁ$ﬁ) = m
Or, dsup ?Sﬁ) = u dsup (t) et dsup ¢&sﬁ) = v'dsup (v),
donc m est multiple de u et v', donc de d.
Dans la composition, seuls sont donc utiles les élémentsde I de
dsup multiple de v'l et ceux de F' de dsup multiple de My

Nous 'regroupons donc par é1léments de dsup v',' les arbres de F par

1
la construction suivante ui les 'accole par le sommet', et que nous
s Q P ’

appeleroris v'l-regroupement et noterons p(v'l)
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Supposons F définie sur un alphabet I. A toute suite de longueur v'l
d'éléments de I, notée (ai sees Bg ), nous associons un nouveau
\
1 1
symbole marqué # (ai sevs Ay ) dont le degré sup est évidemment 1

]
1 v 1

et le dinf est la somme des dinf Dy 5. Ny des a; - Nous avons
, .
_l v 1 3

ainsi défini un nouvel alphabet I, union de I et de 1l'ensemble

des lettres définies ci-dessus.

Soit ¢ 1le v'l-morphisme défini sur I par
nil niv,l
.ea, cog 3 = <a.,:0 .o . . >

¢ # (ai b al ) (Xl, 1 ‘{n) al l\)' 0y Y al , g l ',

1 v! 1 1 v vi-

1 1

et ¢a(x,,..x ) = <a.o” >

1 n l\)'l, # 99 # - !

ol # est un nouveau symbole de dinf nul.
Soit R la forét définie par

R=(%-07 (z), |
R est constituée des 'uples d'arbres sans variables dont les sommets L

sont dans L - I, les autres noeuds dans I'.

Posons R n ¢—l (F) = F.

Comme F € F et que F est raisonnable, ¢_1(F) e F.

Comme R ¢ rec @’ FePF

Intuitivement, les arbres de dsup 1 sont 'réunis’ v'l a v'l par le
sommet 3 l'aide des symboles de I - I, ol ces sommets sont marqués.
¢ 'reconstitue' les v' -uples accolés par p(v'l).

Plus précisément, il est facile de voir que l'application ¢ est
injective sur F. L'application réciproque est p(V'l) cherché.
(p(v'l) n'est évidemment pas un morphisme).

Nous construisons maintenant ¥ par :

Yest défini sur l@s#ai see @, ) de fagon d regrouper les uv'

v!
1 1 -

composantes 'utiles' en premiéres. ¥ prolonge Y sur les autres noeuds

1

que le sommet en 'plongeant' chaque variable dans la premiére composante

de sa uf-dilatée, dans l'esprit de la définition de 1l'équivalence :ﬁ

(Nous posons que ¥ est un %-morphisme).




Précisément, nous poserons :
2o, 1

- 11 §:

= . LN . . . >
v¢(ail""aiv, i g <V(ai1) Lo R R AW 170p+1,2]

1 | [u] 1,
en, lni 2 &n, 2ni .
i i i | W

o,ue’" 2,08 ,W(ai )'°z,u2""W(aiv, )'ol,ul >

<\l/(ai ).o
[ul i 1t w1, ] Irie1,e]

1 .’\l’(ai )-0

(ol, en posant ¥(a) = <Wl(a),.., Wz(a)>, on a

W(a)[u]=<wl(a),..,wu(a)> et W(a)[u+1’2]= <W(a)u+1,..,w(a)2>)
Posons également

dinf(a)
L,ul

ﬁl(u-l)>

¥(a) = éw(a).s 5

(les torsions o; ") 'transforment' chaque %-variable (¥ est un %-
9

morphisme) en les %-premiéres composantes d'une uf-variable.)
I1 est facile d'établir alors la propriété (P) suivante

1
(P) Soit (tl"'tv' ) =t un v'i-uple quelconque de T(z)” 1. Tout ty
1
s'écrit évidemment ti = ai.t'i ou a, € L. On a alors
- ¢(¢(al,..,av,l).(t'l,..,t'v,l)) = (tnl""t"\"l)

avec, ¥ i € [v'lj, 1k ~ t

- i(#(al,..av, FAR S e )

¥

= (ul,.. u

o
v'y Luv 1] 1

avec, ¥ i € [v'i], dsup (ui) =y et ui‘:'Y(ti) /17

La preuve est laissée au lecteur. Elle se fait sans probléme par
récurrence sur la taille de t en utilisant la compatibilité de';’avec
la composition et le tensoriel.

On déduit immédiatement de (P) que

(B*) (F n( EZ& 12)" %), va) (e, F, ¥, ')



(Q)

(R)

On construit &évidemment %', F', et ¥' 3 partir de B' comme on a

construit respectivement ¥, F et ¢ 3 partir de B on en a de méme

(P, fply' 24T ¢ QN (TEOHI) A~ uyv', 3 F', ¥

Remarquant que uv' ulv' = d par construction, on a

1

B o B'é(¢: f‘9 ia d) o (ds ;'s }:', \P').

11 nous reste a 'regrouper' les d premiéres composantes de Y et

faire de méme pour ¢'. Pour cela, définissons Y par :

Bolas o R e o R e s s TR 5
i, Sk i 1\),1 [a]
i

¥ = ¥ sur I

( & est une nouvelle lettre de degré d)

On construit de méme ¢' 3 partir. de §' et on a immédiatement

« S|

1!

(F, ¥, d) o (d, §', FNA~(F, ¥, 1) o (1, 3", F)

d'od B o B'~(¢, F, ¥, 1) o.(1, ¢', F', ¥").

Le point a) du lemme est établi.

Les points b), c) sont évidents par construction et d'aprés les
propriétés de cloture des morphismes.

Le point d) a été établi en cours de preuve et pour prouver e), il
suffit d'examiner la construétion en remarquant que, si ¢' est un

démarquage, v‘l =-1s ol
C.0Q.E.D,

I) Corollaire : Soit B = (Vs $0Fs ¥, ) et B s v, " By ¥, u')
deux bimorphismes. Posons d = uv'l & v'ul ou d ést le P.P.C.M. de
u et v'. Supposons que les coefficients de dilatation de ¢, ¢', ¥, ¥'

sont respectivement k, k', £, &'.

Alors, il existe §‘= (vv'l, ¢, Fy ¥, 1) et S P g yrou ul)
tels que

a) Bo B'{:-E o B'
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b) les coef. de dilatation de 5, 5', @, @', sont respectivement

kv! k'ul, AV 2%

qe 12 1

c) B est du méme type que B, B' est du méme type que B'.///

La preuve est une conséquence immédiate du lemme précédent et des

propriétés de composition des morphismes.

II) Commentaire

Rappelons que B du méme type que B signifie que F et F appartiennent
d la méme famille raisonnable, que ¥ est du méme type que ¥, ¢ du

méme type que ¢.

£ s -~ . .
En abrégé, nous pouvons énoncer le corollaire comme suit
"Pour composer deux bimorphismes, on peut toujours supposer
- sans changer les types- que la composition se fait sur la premiére

composante des morphismes intérieurs".

On peut donc toujours supposer, avec les notations de B et B' ci-dessus,

que u = v' =1, mais cela ne va pas sans une augmentation de k, k', v, u'

Des considérations évidentes sur les degrés supérieurs des éléments de
B o B' montrent cette dilatation inévitable : en effet tout couple de

)

B o B' est de degré& supérieurs multiples de (vv'l, p'u 1

Retenons que ce corollaire justifie, vis 3 vis des bimorphismes, la

restriction de 1'étude de 1la composition aux (¢, 1) et (1, ¢).
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Nous présentons ici les résultats fondamentaux de notre

travail, orientés vers 1'étude des bimorphismes.

Fort des outils généraux de la partie I, nous établissons
dans II-1 les "lemmes fondamentaux", dont nous déduirons en
II-2 les théorémes sur les bimorphismes. C'est dans les lemmes
fondamentaux que nous nous trouvons confronté aux "vrais
problémes", ceux qui sont a4 l'origine de notre étude, ses
concepts et son formalisme. C'est dans ces lemmes que nous
résolvons ces problémes. Les preuves de ces lemmes, de ce fait
essentielles, sont comme les problémes qu'elles traitent
parfois peu faciles. Ces raisons font que nous les illustrons

largement d'exemples et de commentaires.

Les théorémes de la partie II-2 fournissent une étude
compléte des prdpriétés de composition et d'inversion des
bimorphismes, résultats que nous récapitulons et dont nous
tirons conséquences en conclusion. Les preuves de la partie
II-2 s'appuient facilement (sauf II-2-3-7) sur les lemmes

fondamentaux.
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CHAPITRE Il -1

LES LEMMES FONDAMENTAUX

Le lemme 1, fort utile dans la suite dés qu'il s'agit de traiter
un probléme de fidélité ou de complétude, est surtout d'un intérét
technique : il présente un choix (qui s'avérera utile dans les preuves

ultérieures) dans les moyens de traiter "les foréts finies".

Le lemme 2 est absolument essentiel. Il traite du probléme
d'inversion de morphisme. Ce probléme 'd'inversion consiste 3 réaliser la
relation associée d un morphisme inverse par un morphisme (3 un
démarquage et des contraintes reconnaissables prés), comme cela se fait
en théorie des langages. Or, nous verrons dans (II-1-2-3) que ce
probléme est sans solution dans le cadre classique de la théorie des
arbres, méme si il s'agit d'inverser un l-morphisme simple (linéaire,
complet, strict). Le lemme 2 montre qu'on peut inverser un tel morphisme
par un morphisme linéaire régulé séparé a délai borné. Nous voyons ici

pour la premiére fois 1l'importance de la linéarité et séparation a délai

borné.

Le lemme 3 est tout aussi important. Il montre que tout morphisme
linéaire séparé a délai borné est équivalent au composé de deux
bimorphismes dans lesquels n'interviennent que des notions classiques
(1-morphismes linéaires complets stricts). Grosso modo, ces lemmes 2
et 3 sont réciproques et leur conjonction est 3 la base du théoréme 2.
La signification du lemme 3 est qu'on peut remplacer le phénoméne de
séparation 3 délai borné par un chevauchement de découpages entre

l-morphismes et l-morphismes inverses, comme expliqué en II-1-3.

Les lemmes 4 étudient la composition d'un morphisme et d'un

morphisme inverse lorsque "ne se pose pas de probléme de découpages",

ce qui nécessite qu'un des deux morphismes soit un démarquage. On voit

alors que la non linéarité (d'un morphisme) composée au non déterminisme



Bl = H

(d'un démarquage inverse) sont "irréductibles" (ne peuvent &tre réalisés
par un autre type de composition de morphismes et morphismes inverses).
De méme, quand on veut réaliser ¢ o 6_1 par 6'-1 o ¢' (ou ¢ et ¢' sont
des morphismes quelconques et &8, &' des démarquages), la séparation de ¢
est perdue dans ¢' si 8 est non strict. Dans les autres cas, si ¢ est

linéaire, ¢' et 6' existent et sont du méme type que ¢ et & .

En II-1-5, nous étudions la composition des morphismes et
de leurs inverses dans le cas des l-morphismes classiques linéaires non
stricts. De nouveaux phénoménes apparaissent alors (dus 3 la non-stricti-

tude) et se concrétisent en le théoréme 3 de II-2-2.

Le lemme 6 (II-1-6) montre facilement que dans un bimorphisme,

les délais (de séparation ou régulation) peuvent €tre ramenés a 1.

Enfin, nous étudions en (II-1-7) les homologues des lemmes
2 et 4 dans le cas d'alphabets dyadiques (1'arité des lettres ne dépasse

pas 2). Dans ce cas, la situation se simplifie.
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1 o b B § LEMME 1 : LEMME DES BIMORPHISMES ET DES QUASI-DEMARQUAGES.

II-1-1-1- Lemme 1

Soit (e, F, ¢, v) un bimorphisme ou F est reconnaissable et ¢ est un
démarquage propre ou un quasi-démarquage propre.
Alors, on peut indifféremment considérer que :

- € est un démarquage propre et ¢ est [v]l-quasi-complet sur F
- ¢ est un quasi-démarquage propre et ¢ est [vl-complet sur F

Plus précisément, nous voulons dire que, si (e, F, ¢, v) est tel que

e est un démarquage propre et ¢ est [v]-quasi-complet sur F, il existe
un bimorphisme équivalent (¢', F', ¢', v) ol €' est un quasi-démarquage
propre et ol ¢' est [vl-complet sur F' et réciproquement. De plus,

nous entendons par "indifféremment" que ¢ et ¢' peuvent étre pris du
méme type (sauf pour la complétude bien entendu).///

Preuve : La preuve s'appuie sur les deux sous-lemmes suivants

sous_lemme 1-1 : Soit K reconnaissable et ¢ un k-morphisme [v]-quasi-

complet sur K. Alors, il existe F reconnaissable, ¥ k-morphisme

[v]-complet sur F et € quasi-démarquage propre tels que :
= Ky $w iy, By ¥y W)
- ¥ est du méme type que ¢ (hormis la complétude)

Preuve de 1-1 :

Soit un reconnaisseur R (que 1l'on sait pouvoir supposer ascendant
déterministe) de K. A chaque état q € Q de R, on peut associer la
foret Kq = {tft |% qlt]1} (Kq est 'la forét reconnue par R en prenant q
pour état final'). Q est partitionnéeﬂ(Qf,Qm) ol q € Qf ssi Card(Kq)
finie.

Construisons 1le transducteur ascendant (linéaire) T par toutes les

régles.

a(ql[xll,.., qn[xn]) - q[a(il; t )sees (ip; tip)(le,.., qu)]
1

U=t ke e 1P, 5 Sewah ]q et {{11,..1p}, {jl,..,]q}}



Lli= .6

partitionne [n]

=]

- ¥kelpl, 4. ¢ Q. et ¥ k elql, q. € Q
lk E ]k

- ¥k e [p) t. €

k 0
Tk

%S JOLE T £ Sl 2
1 i, D3 lp

= -1&8 a(i ) sont de nouvelles lettres
Posons F = T(K). Comme T est linéaire, F est reconnaissable.
Nous posons sur 1l'alphabet de F:

e(a(xl,..,xn)) = a(xl,.. Xn)

e(a(ii’ tl)"" (ip;t ) (xl, ..,xq)) = a(xl,..,xn).(cle..ecn)
ol g, = %, sii ¢ {11,.. 1p}
g; =t sii =i

Enfin, nous posons ¥ = € o ¢
On vérifie facilement que e(F) = K, le lemme (I-2-2-2-2 II) prouve

alors que (e, F, ¥, v) ~ (K, ¢, v).

€ est par construction un quasi-démarquage. De plus € est propre car,
comme g. = x; si i ¢ {11,.., lp} onag, =x, pourn-p=g indices,

d'olu la complétude.

D'aprés les propriétés de composition des morphismes, € o ¢ = ¥
est du méme type que ¢. Nous allons prouver que de plus, Y est [v]-complet

sur. F,

Supposons que ¥ ne soit pas [v]-complet sur F. Il existe alors t € I(F)
tel que ¥(t) = u.6 avec 6 non k-[v]-complet. Comme € est propre, en
posant t' = e(t), on a t' € I(K) et ¢(t') = u.6 avec @ non k-[v]-complet.
Or, par définition de transducteur T, on voit que pour tout t' € e(I(F))
t' € I(K) et il existe des ensembles infinis Fl,.. Fp tels que

(it 9..@tp) € K pour tout t. e Fi. Ce fait et ¢(t') = u.6 avec 6 non

1
k-[v]-complet contredisent la quasi [v]-complétude de ¢ .///

Sous lemme 1-2

Soit € un quasi-démarquage propre. Alors, il existe un démarquage propre §,



IR

une forét F et un 1-morphisme ¢ quasi-complet sur F, strict et linéaire,
tels que 41
B R8s T el

De plus, Fé est reconnaissable et F = Fl8

Preuve de 1-2

Soit € un quasi-démarquage propre de & dans A. Comme € est propre, il
est strict. Marquons, pour tout a € I, les noeuds de e(a) injectivement

par a , a;,..a (le sommet étant marqué par ao).

. 1 ! L,
Soit bz 3 o2 (ta s iWeg tg) l'arbre e(a) ainsi marqué. Comme € est propre

ey : :
t, est initial (c'est 3 dire 'sans torsion').

Soit § le démarquage propre associé au marquage défini ci-dessus.
Soit ¢ défini par
¢(sa (Xl"' xp)) = a(xi s 0¥y )
o 1 m 3 c
i, e
ol il,..,im sont les indices tels que t e t, réduits d une variable.

Remarquons que € étant un quasi-démarquage propre, on a soit t réduit

d une variable, soit t sans variable.

¢ est 1'identité ailleurs
Nous avons par construction

= o vie L.,
¢(ta) a(xl, xm) pour tout a(xl, xm) e L

Soit Bae [{ta|a € L}]. On a évidemment F = Fl6 et, comme tout t_ est

linéaire, Fl est reconnaissable.
o

Nous avons donc, ¥ a € I

(e(a),a) = (G(ta), ¢(t )

s _l
d'ou € " (8, F, ¢) ///
Terminons la preuve du lemme 1

- En corollaire du sous lemme 1-2, nous obtenons que si (e, K, ¥) est

tel que € est un démarquage propre, K est reconnaissable et ¥ un
‘k-morphisme [v]-complet sur K, alors (§, F n ¢_1(K) ¢ o V¥) \/ Le, K, M)
Or, F n ¢-1(K) est reconnaissable. ¢ o ¥ est [v]-quasi- complet sur

Fn¢ (K) puisque ¢ est quasi-complet Strict (voir lemme I-2-1-4-3 S
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Nous obtenons ainsi la réciproque du sous lemme 1-1. la conjonction des

deux sous lemmes nous donne le lemme 1 (en remarquant que si 2 k-morphismes

¢ et ¥ vérifiant ¢ ~ V¥, alors (¢,v)~7 (¥,v) ///
o C.Q.F.D.

II-1-1-2 Conséquences et commentaires J

II-1-1-2-1 Corollaire :

Soit (k, ¢, F, ¥, v) ot ¥ est [v]-quasi-complet sur F (et F appartenant
3 une famille raisonnable). Alors,on peut supposer Y[v]-complet sur F
sans changer le type de ¢ (c'est d dire sans changer le caractére
linéaire, complet, séparé ou régulé a délai borné), sauf que ¢ devient

un quasi-démarquage si il était un démarguage. ///

En effet, F étant raisonnable, on sait que "l'ensemble des projections
de F constitue une famille finie de foréts reconnaissables Fl,..,Fn".
(I-1-2-4-1). I1 suffit alors de faire la construction du lemme 1-1
pour chaque (Fi’ ¥, v), remarquant qu'apparait la composition € o ¢
d'un quasi-démarquage propre par ¢, qui n'altére de ¢ que 1'éventuel

caractére de démarquage.

1) Nous avions déj3d remarqué que la reconnaissabilité jouait un grand
rdle 3 propos de la quasi-complétude (I-2-1-4). Nous retrouvons ce

role ici.

II) On peut donc toujours ramener dans un bimorphisme la quasi-complétude
d la complétude. Mais ceci nécessite de coder les "for&ts finies" que
1'on supprime (et qui empéchaient la complétude). Ces foréts finies

sont "reconstituées" dans 1'image de 1'autre morphisme du bimorphisme

(le démarquage devient quasi-démarquage), augmentant la taille de cette
image, et on risque de trouver des problémes de 'découpage' dans la
composition. Pour la composition de bimorphismes, on en sera ainsi

amené au contraire 3 introduire la quasi-complétude pour passer du
quasi-démarquage au démarquage, donc se débarasser des 'problémes de

découpage' comme il sera expliqué en II-2.
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IT - 1 -2 : LEMME 2 : PREMIER LEMME D'INVERSION DE MORPHISMES

I1I-1-2-1 Le probléme d'inversion des morphismes

Soit ¢ un morphisme de magmoides ou de monoides. Nous avons vu dans la
preuve de (I-2-1-5-1 VIII) qu'il se posait en général pour ¢_1 un
'probléme de découpage’.

Plus précisément, ¢(t) est partitionné en les images de ses noeuds,

et on a en général ¢—1(ul). ¢l(u2) ¢ ¢_1 (ul.u2).

L'inclusion est stricte si u, et u, ne sont pas compatibles avec la
partition induite par ¢.

Nous avons vu en (I-2-1-5-1 VIII) qu'on a pas de 'probléme de découpage'
-c'est d dire qu'on a ¢_l(ul). ¢—l(u2) = ¢_l(u1.u2)' quand ¢ est un
morphisme alphabétique de monoides ou un démarquage de magmoides.

Ceci fait tout 1'intérét des morphismes alphabétiques (dans le cas

des langages) et des démarquages (dans le cas des foréts) : on peut

inverser "lettre par lettre" (ou noeud par noeud)
Nous poserons ainsi le probléme d'inversion

Etant donné un morphisme ¢, existe-t-il1 r alphabétique (dans le cas
des langages) ou démarquage (dans le cas des foréts), K reconnaissable
et un morphisme ¥ tels que (r, K, \P)/_\¢-1 ?

Dans l'affirmative, un tel résultat est intéressant, car il raméne le
probléme. de ¢_l, complexe, 3 'une inversion sans probléme de découpage'
par r-l, une intersection avec un reconnaissable et un morphisme direct.
(Ainsi prouve-t-on par exemple aisément en théorie des langages que
1'image homomorphe inverse d'un langage algébrique est algébrique).

Si dans le cas des langages le probléme d'inversion se résoud

facilement comme nous l'allons voir en commentaire du lemme 2, il est
sans solution dans le cadre classique des morphismes d'arbres comme nous
le verrons également.

Remarquons que nous pouvons supposer r étant simplement un quasi-
démarquage, le lemme 1 permettant alors d'obtenir le résultat pour un
démarquage.

Nous supposerons également la forét K raisonnable, ce qui est une

extension "raisonnable" de reconnaissable (1'extension touche aux degrés
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supérieurs, sans rien retirer des bonnes propriétés de la reconnaissa-
bilité, conservée "degré par degré".)

Mais prendre K dans une classe trop large, n'étant plus close par
intersection par exemple, repousserait les problémes et pour rendre
utilisable une solution au probléme d'inversion, nous devons nous
restreindre d cette classe de foréts.

Le lemme que nous présentons maintenant est, dans cette optique,
fondamental.

Les commentaires, critiques et conséquences que nous en tirerons le

sont également (voir II-1-2-3).

IT-1=-2=-2 ;Lemma 2

Soit ¢ un l-morphisme linéaire complet strict.
Alors, il existe un triplet (r, K, ¥) tel que

“Ara ko) g0

- r est un quasi-démarquage propre

- en supposant K ¢ T(z), il existe une partie finie P de T(z) telle que
K = [P] (Donc K de 1a forme K1® )

- ¥ est un k-morphisme linéaire, a délai de séparation bornée, régulé
et [1]l-complet sur K.///

Preuve du lemme 2:

La preuve repose sur des résultats intermédiaires

Sous-lemme 2-1

Soit ¢ un l-morphisme de I dans A linéaire complet strict marqué sans

feuilles, de profondeur 2.

Alors, il existe K = [P], ol P est finie < %(A), il existe Y k-morphisme

linéaire, séparé 3 délai borné, régulé et [1]-complet sur K, tels que

e i ¥
(K,¥) M ¢

Preuve de 2-1

a) Notations : ¥ a € I_, posons ¢(a) = a

o € B

¥y a € Zn, n>o, posons ¢(a) = ao(aIB..&apa)Oa = x(a). og(a)
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ou a, € z, a; € Zu {xl} et o_ est une permutation de [n] (les

hypothéses faites sur ¢ nous autorisent 3 une telle écriture).

Dans la suite de la preuve, on suppose a fixé.

Comme ¢ est marqué, a; = bj =>ia'=ib et i =3

Posons k = sup { dinf (ai)l i e[pa], ael}

~ e .7 - . z _1 .
b) a ¢ : est associée la relation -encore notée ¢ - qui est le
"
magmoide engendré par les couples (¢(a),a), a € L, Comme ¢(a)=¢(a).oa
et que 0_ est une permutation , ¢-l est encore engendrée par les

Y .
(¢(a),ao.a 1), a e I, Il suffit ici d'établir que, pour tout a € I,

¥(3(a)) v a.aa‘l

(en ne considérant plus les relatiors mais seulement les images, pour

a fixé). C'est ce que nous prouvons en c)

=1
e) Si .ate Zo’ posons W(ao) = <a, # s (ol # est un nouveau symbole

de dinf nul)-.

Si a €Zn, n > o, on définit d'abord
o Faling - atl
lk 8..8 lk P
P P Mo :
(rappelons que lq € Gq et que lq(l) = i pour i € [pl)

De plus , a tout i € [p], nous associons une permutation arbitraire Wy

de [k]. Nous posons enfin

R n
t =<ag’ . e.ul ®..0 up € Qkp
Nous définissons V¥
W(ao) 2 BB, LI DS
4 gelal
ey e g'all ) 3
W(ai) S u; . p; avec py = (lk) R #

Nous avons alors

w(}?(anll = a.z.(¥(a)) 0.0 ¥(a))

Loy 3 21
= a.g .9.(u19..9up) - (Hl 0y g..8 up .pp)
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=1
s a.o0 .6.(pl@..®pp)

D'aprés la définition de l'équivalencef{, pour prouver que
’\' 5 e 3
Y(é(a)) I’a-o E il suffit d'établir

1 ®n
(E) e.(pI@..Gpp) = (1k)

(rappelons encore que li ="
Or'on a_:
o i Y
6.(pl 8..@pp) —(1k ®..8 lk ) 2 ! (o1 8..8pp)
b b g et la ] glal gkelal
2 1 1.8'%1 g 191 1.8'% p . .8
som T 8 # ) 186 Fi .((15’ 8 # ) ]

q q
11 est facile de vérifier que IE(Ui)8 8t) = (l}1<)8

pour tout q € [kl et t e th)z-q.

Nous avons finalement

, RS | gla1l 1 @lapl_ 1 e(|31‘+"+|ap|) & e
0.(p,8..8 p) = (1k) 8..8 (1k) = (1k) = (1k

(E) est établi, donc pour tout a € I, W(%(a)‘{'a.oal.

et compte tenu de ce que ¢-1($(a)) = a.o;l, W(%Qﬂ)‘f ¢-1($(a)).

n k=1
soit encore W($(a)) = <a.oal. (111<)e s #8 >

donc ¥ est régulé, séparé, séparé a délai 2, [1l]-complet sur
[{x(a)laez}] d'ol le sous-lemme 2-1 avec P = {$(a)|ae£}.///

Le lecteur vérifiera dés lors sans difficulté qu'en itérant le sous-
lemme 2-1, on obtignt le lemme 2 compte tenu des lemmes (I-2-1-3-1 BI¥)
et (I-2-1-3-4 III) qui permettent de décomposer le morphisme ¢ du
lemme 2 en ¢ = ¢lo..o¢p or, our est un démarquage propre et ol les ¢i

satisfont aux hypothéses du sous lemme 2-1



I1I-1-2-3 Illustration et conséquences

Vu 1'importance considérable de ce résultat, nous donnons d'abord un
exemple illustrant la construction faite dans la preuve du lemme 2, puis

nous montrons 1'importance du résultat.

L'exemple que nous présentons est d'une trés grande simplicité mais

i illustre bien 1l'esprit de la construction
: Soit ¢ défini par :
;

dlcix, yii2)) = blblx,'y), blz, a))

(Rappelons que nous préférons pour la clarté des exemples noter c(x, y, z)
pour c(xl, X5s xs). Ainsi par exemple, la 2-dilatée de la torsion

<x, y> (au lieu de (xl, x2))se note <x,, X5, Yy Y5> (au lieu de

(Xl’ Xys Xgs xu)).

Nous introduisons t = b, (b, (%, y), b3(z)) et le quasi-démarquage propre

r défini par

P(bl(xs Y))

bixs ¥l n r(bz(x, y)) = b(x, y)

et r(b3(x)) bty &)

N N
Nous avons ainsi r(t) = ¢(c) = ¢(c) (puisqu'ici ¢ est "sans torsion'").

N n
Nous posons simplement K = [t] (K est le magmoide engendré par t).

N
Reste l'essentiel contruire ¥ sur t(qui est marqué et sans feuilles).
I Y est le 2-morphisme défini par :

/ W(bl(x, y)) = <c(xl, Xy yl), £
W(bQ(x,y)) = <Xy, yp> et W(b3(x) = <Xy, Z>
Nous avons ainsi

V(E(x, ¥, 2)) = <clxy, yqs 2))s #> Yolx, y, 2)

=

et(r(¥), ¥(1) N (4(e), o) d'od (v, [¥1, ¥) N ¢ ///

II-1-2-3-2 Commentaire :

I) En théorie des langages, 1'"inversion de morphisme " ne pose pas de
probléme. Elle se résoud comme illustré sur 1l'exemple ci-dessous.

So1t ¥ = fa, byc} et £* le monoide libre engendré par I.
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Soit ¢ le morphisme de £* dans ¥ défini par :
¢(a) = aa, ¢(b) = A et ¢(c) = c (A désigne le mot vide)

On 'marque' ¢ en ¢(a) = aja,, ¢(b) = bl’ ¢(c) = cy

que 1l'on 'démarque' par r(al) = r(ay) = a, r(b;) = A et r(cl) z.e

¢ est ‘'inversé' par le morphisme ¥ défini par :

W(al) = a, W(a2) SN W(bl) =obie W(cl) =0

On a alors

(r(alaQ), W(alaQ)) = (aa, a) = (¢(a), a)

(r(bl), w(bl)) (A, b) (¢(b), b)

(r(cl), V(cl)) £ Geie)d (¢(c), c)

B e ) ~¢ 1

] L]
d'ou (r,'{alaz, 1

La construction ci-dessus se généralise sans peine d tout morphisme
de monoide et on a :

Théoréme d'inversion dans les langages

- e —————————— ———— —————————— o o B o= B ——

Soit ¢ un morphisme de £* dans A". Il existe un langage reconnaissable R,
un moprphisme alphabétique r et un morphisme ¥ tels que (r, R, W):¢—l.
Autrement dit, tout morphisme de monoides s'inverse par un bimorphisme

ol r est alphabétique -c'est 3 dire que r associe 3 une lettre, une lettfe
ou le mot vide. La notion de morphisme alphabétique est donc la notion

correspondant dans les monoides aux démarquages de magmoides

I1) Malheureusement, le probléme 'd'inversion' d'un morphisme ¢ n'admet
pas de solution dans la théorie classique des foréts, méme si ¢ est
linéaire complet strict. '

L'exemple suivant prouve ce fait.

Soit ¢ égal d 1'identité sauf ¢ c(x, y, z) = bl(x, b2(y, z))

(¢ est méme lindaire complet strict marqué sans feuilles et trés simple !).
Alors il n'existe pas de triplet (r, K, w)‘Cj¢_l, ol r est un quasi-
démarquage, K raisonnable et ¥ un [{-morphisme (donc ¥ est un morphisme
'classique').

Nous n'allons pas donner une preuve formelle, celle-ci serait fort longue
et fastidieuse, reposant sur des propriétés classiques de la reconnaissa-

bilité (utilisation du 'lemme de 1'étoile' etc...). D'autant que le
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I) Le lemme 2 contient 1l'essentiel du phénoméne d'inversion. Il s'étend
par le corollaire (II-1-2-3-3) a tout l-morphisme linéaire. Nous pouvons

nous poser le probléme d'une plus grande généralisation.

a) Peut-on 'inverser' un morphisme non linéaire ou un k-morphisme non a
délai de séparation borné ?

La réponse est non. Des considérations simples de degrés réduisent le
probléme & :

peut-on inverser ¢[1] par un bimorphisme B = (8§, F, ¥, 1) ?

Or, comme on sait que la reconnaissabilité est close par morphisme inverse,
intersection et démarquage, B—l conserve la reconnaissabilité et ne peut
étre équivalent a ¢[1] qui lui ne la conserve pas si il n'est pas linéaire
séparé 3 délai borné (plus précisément, aucun morphisme non linéaire ne
conserve la reconnaissabilité, et il faut des conditions trés restrictives

pour que ¢ linéaire non séparé 3 délai borné la conserve. On montre

alors tout de méme la non inversibilité par un raisonnement plus fin).

b) Nous avons inversé les l-morphismes linéaires par une classe plus
large : celle des morphismes linéaires séparés 3 délai borné ( le
démarquage inverse et 1'intersection avec la forét raisonnable étant
"accessoires"). Notre résultat souffrirait un grave défaut si ces
morphismes n'étaient eux mémes inversibles. Or, nous prouverons
ultérieurement qu'ils le sont (des résultats nous manquent pour conclure

maintenant). Ce sera le "second lemme d'inversion"

Les morphismes non linéaires au non séparés a délai bornés n'auraient
"aucune chance" d'é€tre inversibles (arguments de reconnaissabilité).

Méme les l-morphismes linéaires ne sont pas inversibles dans le cadre
classique.

Mais, dans le cadre des morphismes de magmoides, les l-morphismes
linéaires sont inversibles par les morphismes linéaires séparés 3 délai
borné, qui sont 'eux inversibles par eux mémes'.

Nous avons donc ici un premier argument solide pour introduire les morphismes
linéaires séparés a délai bornés. Ceux-ci ont beaucoup du comportement des
1-morphismes linéaires (conservation de la reconnaissabilité) mais nous
verrons qu'ils ont d'autres bonnes propriétés que 1l'inversion, que les 1-

. - Pd . 1
morphismes linéaires n'ont pas.
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IT - 1 -3 LEMME 3 : LEMME DE SEPARATION

II-1-3-1 Situation du lemme : le phénoméne de 'chevauchement de découpages'J

Nous avons déja vu 3 propos de 1''inversion de morphismes' (lemme 2)

que tout morphisme ¥ induit une partition sur 1'image ¥(t) de tout t.

On retrouve ce phénoméne quand on veut faire la composition ¥ o ¢—1

d'un morphisme et d'un morphisme inverse.

Soit ainsi ¥(t) = u et ¢—l(u) = v, le couple (u, v) appartient alors a
la relation associée d@ ¥ o 91, Conformément 3 1'ordre 'plus fin que'
classique sur les partitions d'un ensemble, nous dirons que la partition
induite sur u par ¢ est plus fine que celle induite par ¥ si, pour

tout noeud ¢ de t, il existe un mus arbre v' de v tel que ¥(c) et &(v')
soient un méme sous arbre de u. Si la partition induite par ¢ était
plus fine que celle induite par ¥ on pourrait espérer - en dehors de
toute considération des problémes liés aux torsions - composer ¥ o Q_l

Q-l(v(c)) pour

'syntaxiquement', c'est a dire en posant Y o ¢-1(c)
tout noeud c. Mais, d'une part les problémes de torsions compliquent

les choses, et d'autre part, méme si ¥ et ¢ sont des l-morphismes
linéaires complets stricts sans torsions, les partitions associées a

¥ et ¢ sont en général incompatibles. Il se pose alors ce que nous
appelions dans [9] le probléme de "chevauchement de découpages', les
partitions pouvant se chevaucher arbitrairement loin, Il ne peut plus
8tre question dés lors d''inverser syntaxiquement'. Nous retrouvons

ici le probléme étudié dans [9] de "compositiondes T['Nous &tudions

dans II-2 des problémes englobant ce dernier).

Remarquons que le lemme 2 donne, dans le cas ou ¢ est un l-morphisme
linéaire complet strict, une amorce de solution car, 'inversant' ¢,

il ne reste a étudier que la composition ¥ o r ! ol r est un démarquage.
Or la partition associée 3 un démarquage est discréte, donc plus fine que
toutes les autres et on peut espérer résoudre le probléme syntaxiquement.
C'est ce que nous faisons dans le lemme 4.

En ce qui concerne le lemme 3 étudié ici, il contient comme toujours le
"noyau dur" d'un phénoméne, et il sera étendu simplement par la suite
grace a d'autres résultats. Ainsi par exemple, nous considérons ici ¢
linéaire séparé (donc & délai 1), alors que le résultat s'étendra a ¢

linéaire a& délai de séparation borné.
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Dans le contexte ci-dessus, la philosophie du lemme 3 apparait comme
étant

toute "séparation & délai borné" peut étre remplacée par un “"chevauchement
de découpages" entre ¥ et ¢ avec les notations du lemme 3)

Autrement dit, un k-morphisme linéaire séparé 3 délai borné peut &tre
décrit uniquement 3 1l'aide des l-morphismes linéaires complets stricts,
de leurs inverses et des foréts reconnaissables. Ceci resserre les liens
suggérés en conclusion du lemme 2 entre les k-morphismes linéaires
séparés a délai borné et les l-morphismes linéaires complets stricts.
Les lemmes suivants préciseront encore les liens.

Le lemme 3 est ici d'abord prouvé, puis illustré d'un exemple commenté.

I1 est a remarquer que la preuve du lemme 3 utilise celle du lemme 2

(nous 'inversons' ¢).

II-1-3-2 Lemme 3 : Lemme du séparation j]

II-1-3-2-1 Enoncé du lemme 3

Soit ¢ un k-morphisme linéaire, strict et séparé et soit une forét
reconnaissable.

Alors i1 existe un démarquage propre &, une forét F' reconnaissable,
deux l-morphismes linéaires complets stricts ¢ et h, un 1-morphisme
linéaire strict v, tels que

(Fs 05 1)~ (8, F', ¥) 0 (&, h)

1

(ou encore Pp © ¢[1}:.6'1 0P O YO " oh)

De plus, ¥ peut étre pris complet si ¢ est [1]-complet sur F.

I) Nous avons déjad vu que le caractére strict (contrairement 3 celui plus
général, d'Stre régulé) et séparé (contrairement 3 celui plus général
d'étre a délai borné) était donné par la seule donnée de ¢ sur I,
alphabet générateur du domaine. Il est donc ici inutile de préciser

"strict et séparé sur T(I)" !
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II) Tout l-morphisme conservant les degrés, le lemme ne peut évidemment
porter que sur la restriction ¢[l] du k-morphisme ¢ 3@ une composante

- qu'on pourra toujours supposer étre la premiére.

III) Le probléme de la complétude ne peut pas €tre disjoint de celui
traité ici. A priori, on aurait pu espérer décomposer les difficultés,
en 'rejettant' la non complétude sur h. En fait, on se convainc vite
de la nécessité de considérer la complétude au niveau de ¥ et de la
traiter simultanément avec le '"chevauchement de découpage" comme le

fait la preuve qui suit.

II-1-3-2-3 Preuve du lemme 3.

I) Nous considérons ¢ de I dans L'. Nous allons marquer les arbres
de T(X)i en marquant d'gne barre " " leur sommet et en marquant pour
chaque noeud "(est le 1*™ successeur immédiat de...)". Par exemple,
a(b, a(b, b)) sera marqué en g(b(al), a(a2) (b(al), b(a2))) ou a(a2)
indique que 1'occurrence correspondante de a est 2éme successeur
d'un autre a).

Ce marquage est effectué par le marqueur descendant M défini par :

q, est état initial

qo[a(xl,..,xn)] > 5(qal[x1],.., qan[xn])

qa.[b(xl,.. xp)] > b(ai) (qbl[xl],--, qy [Xp])-
1 p
§ sera le démarquage propre associé (on a donc

6(5(x1,..,xn)) = alx xn), G(b(ai) (xl,..,xn)) = b(xl,.. xn)

1,:-

Notons Py la restriction 3 la forét K (voir I-1-5)

Nous avons évidemment

Ppr © §o¢ =260 pp © ¢ avec Frog) §3T4F)

II) ¢ se décompose d'aprés les lemmes de décomposition en ¢'1 oh
ol h est linéaire (1) complet (c) strict (s) sans torsion et ¢'1 est
1ls séparé, strictement alphabétique, sans feuille , marqué, complet

sur F si ¢ 1'est. Posons ¢, = § o ¢'1. Nous avons donc
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Ppy 08, 0h = 8o Pp O ¢

et ¢1 a toutes les caractéristiques de ¢'1(sauf d'étre marqué) puisque
8 est propre.

Nous avons compte tenu de I)

S o Pro$'=pry 0§, 0h

Supposons que §(t) = 6(t') et que t et t'e M(T(Z)). t et t' sont
identiques aux marquages prés. Mais ces marquages sont les mémes car M
est injectif, donc t = t'. § est ainsi également injective. Comme 6

est évidemment surjectif, on a 6-1 o6 = id, d'ou
o¢ =61 h
Pp O ¢ = O Pp1 O 9,0
Pour prouver le lemme, il suffit maintenant d'établir qu'il existe

Y et ®1.s, 9 c., ¥c. siF'c le domaine de [1]complétude D(¢1[l])
de ¢l et tels que

=
P ¢l[l]{—\\y o ®

En effet, on a alors
1

St =1 =
OF o ¢[l]- S o Ppr © ¢ ohAad "o pF,o Yoo oh

113
qui est le résultat cherché compte tenu des probriétés de h et 6.
Nous allons prouver P) dans ce qui suit et qui est le "coeur" de la

preuve.

III) Notations : Notons A 1l'alphabet source de 51. les lettres de A

sont donc de la forme a (% o %) Anoir 1)
(bi) 1 n ) n
! = =
Nous poserons ¢ l(a) e T Al,.. ak.Ak> a.A
donc ¢1(a(bi)) = <a,. Al,.., ak.Ak>

De fagon générale, nous associerons 3 une miniscule latine la
majuscule correspondante pour désigner les torsions, comme dans a.4d ;

Nous poserons

A= (Ax®), i(4) = (@) n k¥ 11y

ol nous rappelons que k : [k] » [1],

olu (E) désigne la suite ordonnée selon les indices croissants des
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éléments de E. (Ainsi (Aka) est la suite, réordonnée selon les indices
croissants, des variables figurant par au moins une composante dans A)
A est donc 1'ensemble ordonné des variables de a(bi) qui sont lues par
¢1, i(A) 1'ensemble ordonné des k-composantes de X, qui figurent dans

A (voir les références en annexe pour préciser ces notions 'lu par',

i
IV) Définition de VY :

Wa(bi) (xl,.. xn)

"
o
L
o
>

g0 By e a':.L .Ai )
T 4 P P

ou (i

1ot ip) est l'ensemble (ordonné) i(B)

1"
[¢}]
>

¥(a) (X15eees xn)

L'alphabet image de Y est donc constitué des b de degré Card(i(B)) et
des a'j de degré Card(Aj).

Ces lettres sont formelles.

V) Définition de ¢

i = = L
si A, 3 , @(ai) a's

i
T NORE p.ip(Ai)). o(a,)

il
sinon, Q(ai) = a'i(a

ol (il"" ip) est 1l'ensemble ordonné A; et ou c(ai) est une permutation

que nous déterminerons dans la suite.

VI) Propriétés de Y et & :
¥ est strict par construction. Comme ¢l est linéaire, Ai est injectif
et ¥ est donc linéaire.

Montrons que ¥ est complet si ¥. est restreint a D(¢l).

1 ~
Soit t € D(¢l) et a(bi) un noeud de t. a(bi) est le i°™® successeur
d'une lettre du type b(Cj). Puisque ¢, est [1])-complet sur t, il faut

. = e ] . . =s B
que (aa ’ Aa see @ 'Aa ) soit k.complet (ou, rappelons le, (11,..,1p) i(B)

1e 15 P P



LI« =123

¢l(b(cj)) = 3.B). En effet, seules ces composantes de ¢1(a(bi))
figurent dans ¢(t)[1] et comme ¢(t)[l] est complet, ¢(b(cj).a(bi))[1]
aussi. Donc, toutes les variables de a(bi) doivent figurer dans

1'image, et ce ne peut étre que par les composantes ci-dessus.

Nous. avons donc <a'i .Ai T a'i .Ai > [1]-complet, donc enfin

1 i P P
Wa(bi) complet.

(Autrement dit, les lettres apparaissant dans t e D(¢1) ont leur
image par Y compléte.)
Si on restreint ¢l a D(¢1), on peut donc restreindre 1'alphabet

source de ¥ d un alphabet tel que Y soit complet.

Propriétés de ¢ :

$ est évidemment strict. Comme ¢, est linéaire, Ai est injectif,
deg(ai) = Card(Im(Ai)) ou Im(Ai) est 1l'ensemble des variables qui
figurent dans Ai et Im(ij(Ai)) 1l'ensemble des k-composantes de X,
dans Ai’ donc ]_

je[p]Im ij(Ai) = Im (Ai)

et deg(ai) = card Im(4,) = Card’(je[p]Im ij(Ai)).

D'autre part, ij(Ai) est par construction injectif et, par définition,
i#3 = Im(i(4)) n Im(j@) = @ donc, d'une part @(ai) est linéaire,

' : 1 . .
d'autre part dgg(ai)'jz[p]Card(Im lj(Ai)) donc Q(al) est complet

VII) Nous allons maintenant inverser ¢ en utilisant la construction du
lemme 2. Remarquons que ¢ est marqué et que ¢ est un k-morphisme avec
k 2 sup (deginf(a*d)

ijeueg(a)

Posons L = Im(@)o. Nous construisons comme dans le lemme 2, explicitement

un k-morphisme x & partir de ¢. Nous avons alors pex[1]£}¢-l. Puis,

nous montrons qu'on peut choisir les o(ai) de telle fagon que pour tout arbre
t marqué par u, on ait : W(t)opLo X[l]:?¢l[1](t)’ ce qui établira la
propriété P), donc le lemme 3. En fait, nous montrerons méme que

W(t)ox[1] =¢1[l](t).
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Construction de x : avec les notations du lemme 2, nous avons

>
—~
foV]
~
"
—~
1]
Y
—~
1]
i

) # s sy #)
p

: i
i-1 1.8]|a’| gk-la ‘)
k)

w(al) b e

"

u(a 8 #

avec u(a') permutation arbitraire de [k]

il ip
yoldlae =) d(a %)
9(ai) e lk 8...8 lk
ou (11,...,1p) = Ai

& & i
et t(a,) = o (a;).8(a;).(u(a *) 8..8 u(a Py

Comme on peut choisir u(ai), définissons les comme suit

on a vu que aj apparaissait dans un ¢(ai) au plus, ce qui permet
d'associer i(j) & j. Posons j(Ai(j)) = (jl,..,jp) (i(j) est en fait
le seul indice i gsi il existe) tel.que j(Ai) Z ). On a alors,
pour £ € [pl, p(a’) (1) = jg et p(a®) complété de fagon arbitraire
sur [k].

Explieitons ¥ o x %

vy oy (a) = y(a' 'Al) = al.;(al). k - A

1 3’

B & b b ey The )
1 N - i 1
1 15 poop

bt gklbi]

W, pd ) composé avec

Vo= 'y a(bi)

R

[(ai .;(ai Vs #

T
i.-1 ek'lb |
& il T TP A e %, PR PRI L PR L YIR ]
i 1 b i i i
1 il i P P P
(%)

(car 1i sélectionne la premiére composante de chaque fibre de

degré supérieur k)
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Nous sommes amené 3 développer les expressions de la forme c(aj).kAj

En posant Im(Aj) = (jl,...jq) on a
rhan) kh, = o—l(a.). vitaz)
] J J q
. ]
avec v(a;) = e(aj).(u(ajl) 8...8 u(a 4)).

Pour choisir les o(aj), prouvons d'abord un Sous lemme : Si

Im(v) = Im(4) et que v et 4 sont injectives et dans en, alors ]!o,
permutation de [n], telle que o.v = 4.

En effet, ¥ ie [nl,¥idnltel que v(j) 5 A(i).

Posons o(i) = j. Nous avons bien‘4(i) = v(o(i)). Pour remarquer que
0 est une permutation, il suffit de remarquer que o(i) = o(i')

=% A1) = ALRL) 2T L =3V L)

On peut choisir o(aj) tel que

(R) c(aj). k Aj = Aj

En effet, Im(g(aj). kAj) = Im(v(aj)) = Im(Aj).

i

: L
@deg(aJ) (compte tenu dey deg a = deg aj) et sont

. oA
v(aj) e A] €

injectives. Le sous lemme précédent prouve alors (R).

Terminons la preuve du lemme 3 en prouvant par récurrence sur la

- '\’ ~
taille ta de t marqué par u que :

n £ v
¥(t) o Xr17° ¢1[1](t)

sity =1, v(a)o X[1y" a;.ga;).ka,

et compte tenu de (R), = a;. 4, = ¢1[l](a)-

supposons vrai pour t et soit ¥' = Y. (ln Q a(ki) @1 )

1 2

Y - ~ z
(t' marqué par u). Par hypothése de récurrence, on a

’\J -—
(y o X)[l](t) = ¢l[l]
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i
e |
PR R T v it TRIT (e T L R
3 1 3
, | R -

et rappelons que ¢, a(bi) = (al.Al,.., ak.Ak)
Par définition de M, 1'antécédant de a (b;) est de la forme b(cj)

et par définition de ¥, on a (i,,.., i ) = i(B) si bien que,
- p
comme u(bi) (2) = iﬁ, ona :
TR T e 2 Ay
1 i H i . i' s 9°%° e *HA . o R .

il D Ly k-p = k-p

Or, de [nlk+1, (nl+l)k], seuls (n1k+il,.., nlk +ip) figurent

dans Im(y), donc y o x(%o et ¢1[1]¥' ne dépendent que des composantes
de rang il,..ip de ¥ o x a(bi) et ¢, a(bi) respectivement, c'est a
dire des p premiéres composantes de u(bl). (y o x a(bi)) et

u(bl).(¢l[1]a(bi)) qui sont les mémes. L'égalité est établie.

Conclusion : Si t est marqué sans variable, on en déduit en particulier

CiQ.E.B.

Nous illustrons le lemme 3 et sa preuve en en conservant les notations.
Soit ¢ défini par :

o{b(x, y)) = <b (x5 x5 y,)5 b>

o(c(x, v, 2)) = <c U x,y %, yq)s cy(2)>

¢(cf(x, ¥y, 2)) = <c'l(xl, yl), c',(z,)>

pla(x)) ='<a (x;), ay>

¢(5) = <519 52)

¢ est ici un 2-morphisme linéaire séparé strict alphabétique marqué,
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nous pourrons donc prendre ici ¢'1 = ¢ et'h = identité.
Soit F la forét reconnaissable constituée des arbres de la forme
b
///\\\\ F est méme la forét hyper-locale
iy : (I-1-2-3-2) définie par
A\ : I = {bx, y)}

; : 8(b) = {clx, yi'2¥F% 1d(x)]
| s(e) = (e (x,y,2)1xlatx) Ix{a(x))
s(c)= fa(x)}’, sa)=lalx),a)

r

0
i -
VR E

a a a
a

a a

a a

Comme nous notous b(x, y) au lieu de b(xl, x2), il sera ici plus

imagé de marquer par exemple c(b x) que C(bl) pour dire que c est
ler successeur de b(x, y) (car c "se substitue 3 x" dans 1'arbre).

Soit F' 1'image par le marqueur M de la forét F.

F!' est 1'ensemble des arbres de la forme

b
Rappelons que a(cz) signifie que a
est, dans 1l'arbre considéré,
etb ) a(b ) 2 el
//N?\j I y 3éme successeur (= substitué 3 z)
\ d'une occurrence de c(x, y, z) etc...
(o ¥ ale yMhay)
* R
C(Cx) : f(a )
; a(a )
&ike ) a1

§ étant le démarquage associé a M, on en déduit ¢, =8 09',.
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I1 est facile de vérifier que F est inclus dans le domaine de
[1]-complétude de ¢. Ceci va nous permettre de restreindre l'alphabet
sur lequel est défini F' d un alphabet sur lequel Y est complet (voir
point VI de la preuve). De fait, la construction de la preuve nous

donne ici :
¥(b(x,y)) = bl(x, y)

Wc(bx) (%50 W5l Z)

b* (cy(x, ¥), cy(2))

Wc(cx) (3l s 20 cx(cl(x, Vs c2(z))
Ye'(e ) (x, y, 2) = cx(c'l(x, ¥a et kE))

Wé(ax) = ax(al)

va(b )(x) = b’(a (x)) , vale)) (x) = ’(a,(x))
valc )(x) = c%(a.(x)) , wale' )(x) = c¢'(a (x))
A 1 b4 1
1] -— ly 1 - Iz
va(e y)(x)- c (al(x)) s WYa(c z)(x) = ¢ (al(x))

et va(a) (x) = ax(al(x)).

¢ est défini par :

¢bl(x, Ys 2) bl(bx(x, Vs b’ (z))

oc, (%, ¥, 2) cl(cx(x, y), ¢’ (z))

oc, () = c,(c%(x))

gt Dol = = 80 (o7, S k)

oc' 5(x) * = ', (c"%(x))

va, (x) 2 al(ax(x)) et ¢(51) = a.



2 i

% s'inverse par yx :

Xbl(x, y) = <bl(xl’ x29 yl)’ #>
X

xb7(x, y) = <Xy ¥y

xbY (x) ol

xcl(x, y) = <c1(xl, X5s yl), £>
CX( ) = < >

XE ARy ¥)  =Tesmyy Yy

xe” (x) = Smiy ¥

xc2(x) = <c2(xl), 7>

x(Cz(X)) = <X #>

x(c'l(x, y))= <c‘l(xl, yl), 7>

xea"™(x)) = <Xy s #>
x(c(x)) = <Xy, #>
x(c'2(x)) = <c'2(xl), 7>
x(c'®(x)) = <X, #>
x(al(x)) = ﬁal(xl), 7>
X(ax(x)) = <Xy, B>
et X(gl) - <5l, #>

Nous en déduisons que :

Y o X(S(X, y)) = <b1(x19 X2, yl)i #>




T =530

¥ o x(c(bx)(x, ¥ 2)) <cl(xl, X5s yl), c2(z1)>

¥ o xc(cx)(x, Vs 2)

1 ] ) |
¥ o xc (cx)(x, Y 5 %) <c 1(xl, yl), c 2(zl)>

¥ o x5(ax) = <a;, #

¥ o xa(by)(x) <a1(xl), R o ) a(cy)(x) = <al(x1), £>

¥ o xa(cz)(x) s s Yiox a(c'x)(x)= 4

¥ o xa(c'y)(x)= " LDy a(c'z)(x)= 4
et ¥ o x ala ) (x) = <al(xl), 7>

Remarquons qu'ici, tous les morphismes étant '"sans torsions",
nous n'avons 'pas besoin" des permutations du type p et o qui
interviennent dans la preuve et sont indisSpensables dans le cas

général.

Le lecteur vérifiera que ¥ o x et ¢1 coincident sur F', d'ol le
résultat. On retrouve 1'idée de la preuve, 3 savoir que ¢l et
[1]

¥ o x coimident sur les composantes "utiles' par exemple,

on aura ¢15(ax) = <51, 52> alors que Y o ¥ g(ax) = <51, Z£>

mais, du fait qu'on ne s'intéresse qu'd la restriction 3 F',

52 n'apparait jamais. On obtient en fait ¥ o x en remplagant dans
¢, les ""composantes inutiles" par #.

Nous donnons sur la figure 1 une illustration de ¥ o ¢—11:~¢1
SR, (1]
Le chevauchement de découpages apparait bien ici, ¥ partitionnant
son image par coupes aux profondeurs homogénes impaires et ¢ aux
profondeurs homogénes paires.

Ainsi, ce type de découpage est "complet" (au sens de la complexité)

en ce sens que le chevauchement se propage partout du sommet jusqu'aux
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feuilles. Ce phénoméne de chevauchement est ainsi ici "le plus
complexe possible'". C'est ce qui se passe dans le cas général de la

preuve du lemme 3.

Bien entendu, l'utilisation du lemme 2 pour inverser & résoud le
probléme de chevauchement en faisant apparaitre le 2-morphisme ¥,

et la fin de la preuve 3 consiste a prouver que ¢l et Yo %
[1]

coincident sur F', autrement dit que le "chevauchement de découpages"

introduit simule bien la séparation 3 délai borné de ¢l(donc de ¢).
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IT - 1 - 4 LEMMES DE PERMUTATION DES MORPHISMES ET DES DEMARQUAGES INVERSES :

Les lemmes 4 et 4 bis que nous allons prouver ici sont a la
base des propriétés de composition des bimorphismes.
L'idée est que, dans certains cas, étant donné un k-morphisme ¢ et un
démarquage §, on pourra trouver un k-morphisme ¢' et un démarquage &'

tels que ¢ o 6—]’{: 6'—1

o ¢' @vec en plus des contrdles reconnaissables,
des restrictions de fibre etc...).

Dans certains cas, on pourra prendre ¢' du méme type que ¢.

Nous commengons par établir 3 sous-lemmes préliminaires.

Puis nous en déduisons les lemmes 4 et 4 bis et enfin nous commentons

et illustrons les résultats.

II-1-4-1 Sous-lemmes préparatoires

II-1-4-1-1 Sous-lemme 4-1

Soit  un k-morphisme linéaire, ¢ un démarquage strict marqué. Il
existe alors un démarquage strict marqué €', un k-morphisme ¢' et une

forét K tels que ¢ o 5_151 ety Koidr).

2 3 M =]
Si ¢ est d'un certain type sur F, ¢' est du méme type sur €' (F)n K

De plus, il existe Kl""Kn telles que Ki reconnaissable et

K = [Ki] i € [nl (Donc K, raisonnable)

Preuve : Supposons que ¢ est un démarquage de A dans T'. Pour tout
g \
¥ € %(F)p, il existe un et un seul t' € %(A);+p,, une et une seule

permutation ¢ ‘de [p], tels que

.
= '
e (T) =<' (A 0.0 Ap+p,).o
ol, pour p indices il,.. ip, on a Ai =% et pour les p' autres
3
indices, A, = T(A)l-
lj o

Supposons maintenant que I est l'alphabet domaine de ¢. Pour tout

a € L, posons




LT = "3

o(a) = <¥(a)l.el(a),.., %(a)k.ek(a)>

D'aprés ce qui précéde, nous pouvons, 3 tout a € £ et i e [k],

i 0y N 1 *
associer t'i(a) e T(A) et une permutation oi(a) tels que
e s v 1 i o
e N ¥ (a)) = t'.(a).(AT(a) 8..8 AT (a) ).0. "(a)
i i ] % i
PY,1

aved PR oL 2 By R
8. il a.4i
" -1
que nous poserons = ti(a) (Ai(a))oi (a)
c_l (¢(a)) s'exprime alors sous la forme
‘—l( ( ))‘<% (a).(4.(a)) _l( ).6.(a) B (a).(4,(a)) _l( ).0 (a)>
£ ¢(a))= 1 a).(4, a 01 a)-9y A)syees K a). K a .ok a). K a

tout tela).d.(a) est une forét de %(A)l pour un certain n.(a).
i i ni(a) i

A tout a e Zn associons une nouvelle lettre a' d'un nouvel alphabet

Wi
s iy avec,

x_ "))

oo e e
nd Sl n

e 1 . s ' N ' v-l‘ '
= <tl(a). A l(d).ol (a).el(a),..., tk(a).A k(a).ok (a).® k(a)>
ou A'i(a) est défini comme suit

Al Jla) =it g s R >
i

~
: éme . ..
Brem e PR sl est le m indice v tel que, dans Ai(a),




2 Gl e L5

xij z xm+p(a,l)+..+ p(a,k)+p'(asl)+..+p'(a,i-1)

~

si ij est le m*"° indice v tel que, dans Ai(a) Ai(a) = T(A)i

oi-l(a) prolonge(ﬁ_l(a) par l'identité en une permutation de [r]

avecr = p"(a,l)+..¥p"(a k)

e'i(a) prolonge ei(a) en associant d tout v, (k-1)v + 1.

On supposera L' n A = @ et on pose :
o k-1

¥ el ¢'(b(xl,.. xn)) = <b(x1,.. xn). 1k

Des liens entre les torsions de ¢ et ¢', il vient immédiatement tous
les liens entre les types de ¢ et ¢'.

k=1
On a d'autre part, ¥ t € T(A)O, §r{t) =<t #8 >

~ j o 1
d'ou, en posant K(a) = a'(xl,.. X s T(A)o,..,T(A)O),
il vient immédiatement

8" (K o)) = € (gla)).

¢' = identité sur A

Remarquant que g'_l(a(xl,.. xn)) = K(a), il vient pour tout a ¢ ¥

(R)  ¢'(K(a)) = ¢'¢' " 2(a) = ¢ To(a)

PR

Pour tout a, K(a) est reconnaissable (au sens généralisé déja
rappelé dans II-1-2, c'est 3 dire en regardant les variables Xpsee X
comme des lettres de 1l'alphabet).

Posant K = [K(a)]a Coa c'est d dire K engendrée par les K(a), compte

i
tenu que les conditions de types sont évidemment satisfaites, il nous

reste d établir que

Ce*s Ko @)W g0 s
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A tout t € T(Z), associons K(t) comme suit :

K(8) = 6, K(a) déja défini pour a € I

K(t®t') = K(t) ® K(t') et K(t.t') = K(t).K(t').

 Compte tenu de (I-2-1-5-1 VIII), on a

o HERETy = e N B e et e ety e R )
et, comme e_l(e) = 0 et e_l(a) = K(a) si a € I, on en déduit
Vt, e [(t) = K(t).

Reste donc 4 prouver que pour tout t € T(Z) on a :

(s)  ¢'(K(t)) = € F(s(t)).

Prouvons (S) par récurrence sur la taille de t.

I) si t = a e L, (R) nous assure du résultat.

Sit=0c0, d'(KB)) = ¢'(8) = k8 =€ = ¢(8)

II) On a ¢'(K(t®t')) ¢'(K(t) ® K(t')) d'aprés la définition de K(t),
et encore = ¢'(K(t)) ® ¢"(K(t")).

Si, par hypothése de récurrence, on a ¢'(K(t)) = e—1¢(t) et
8T (K(t')) = ¢ 1 6(t"), on en déduit que ¢'(K(t8t')) = & (t)8e T¢(t')
qui est égal a e—l(¢(t) ® ¢(t')) = e—1¢(t@t‘).

Reste a prouver que, ¥ a € L et t € T(Z), si (S) est satisfaite pour
t elle 1l'est pour a.t. "
or, ¢'(K(a).K(t)) = ¢'(K(a)).¢'(K(t)) d'aprés (I-2-1-5-1 VI) car

¢' est linéaire. Par hypothése de récurrence, on a donc

$h0K(a). K(£)) = € Leata)).e L(a()) = e Leala).0(t)) = € T9(a.t)

(d'aprés I1-2-1-5-1 VIII)
CoB BTt S/

II-1-4-1-2 Sous lemme 4-2 :

Soit ¢ un k-morphisme linéaire, € un démarquage propre. Alors, il

existe un k-morphisme linéaire ¢', un démarquage propre e' tels que ;
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De plus, pour toute forét F, ¢' est du mé€me type sur e—l(F) que ¢ sur F.

L
Preuve : Notons, pour tout a € I, ¢(a) = t(a).ea.

z . v - v . .
€ étant complet et strict, ¥ t € %(E), € 1(t) est fini et inclus dans

A"
T(Z) car e est sans torsion . Nous poserons donc :

e g IS L
n kn

Nous y associons 1l'alphabet formel

{¥;|a €L, 1€ [pa]} ou dinf (gg) = dinf(a)

————————— e o = s o

i
e'(r
(r2)

a

1]

¢'(¥:) ¥ar.6(a)

I1 est évident par construction que les conditions de types sont
conservées. Reste 3 prouver que ¢ o e-lf!’e'—l o ¢,

Or, on a par construction :

i P
Y8 ety 2 l(a) = ¢'{%;,..%aa}

(-6, li e [P,1)

g-l¢(a).

g-l(%(a).ea)

Le résultat se déduit alors de (I-2-2-2-2- III) ///
C:QaF D

II-1-4-1-3 Sous lemme 4-3 :

Soit ¢ un k-morphisme linéaire, ¢ un démarquage égal 3 1'identité sur

Z-{e(xi)} et tel que ¢ e(xl) = x,. Alors, il existe un k'-morphisme ¢'

1
linéaire, un démarquage ¢' sans torsion, une forét K' tels que :

R R IR

1.k

De plus, ¢' est [v]-complet sur t si ¢ 1l'est sur ¢'(t) et K' est engendré

par Kl”‘ Kn qui sont reconnaissables (K'0 est donc raisonnable).
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Preuve- :

Soit I' 1'alphabet domaiile de ¢. Pour tout a € L', posons

) i P B ks Nk k> A
¢(a) = R TURIRL, Ty SEI04Re wTE .0
N b
(on sait que t_ =t > 8..8 t k).
a a a

e a3 L 1 N, -
I) Prouvons par récurrence sur la taille v de t' = ¢(a) € %Q?)k

qu'il existe Ka reconnaissable monodique, définie sur un alphabet Aa,

qu'il existe I' défini sur Aa et un k'-morphisme linéaire ¢' tels que :

) e v e P VR K)

et tels que, de plus, ¢' soit [k]-complet sur Ka

T s i T Yo g *
siv=o, T lk et ¢ (ta) e (xl) Q.. e (xl). On prend

Eoe WP e e bl

et ¢'(ai(x)) T

1 Q e(xl) e 1

k=4

(a*(x) désigne {an(x)ln e N})

a =1 n
t = v
On ae' "(x;) n K =K et ¢' (K ) v e (1)

- supposons le résultat établi pour tout %a de taille < y

et soit ¥'. = ¥' (1 ® b(x,,..x )81 )
a a ng 1 n n,

On peut toujours supposer que B contient {“;Ii e [k']} tels que

¢'(a;) =R B e(xl) Q1 . On a, par hypothése de récurrence,

= jol=1

l'existence de Ka sur Aa’ de ¢' et ¢' tels que

e-l(%a)}(¢'(c'(g) n Ka) (¥ k' assez grand)

sy N s T
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On ajoute 3 Aa un nouveau caractére Ba(x) (toujours unaire), on pose

, n-1
®
| = | - .
e (Ba(x)) X et ¢ (Ba(x)) lnl @b (xl,. xn) 8 lk'-n—nl 0 #
(on prend k' assez grand pour que k'—n—n1 2 0.)
Nous remarquons que ¢' est bien linéaire.
1* k'* nl+1* n1+n*
On pose alors K'(a) = K(a).a_ ... a_ B_a eee (a ) x
a a aa a

¢' est complet sur K'(a) car 1l'est sur K(a) et 1l'ensemble des

}

variables dans ¢'(Ba) est {xl,.,., Xy

On a s'—l(xl) n K'(a) = K'(a) (car toutes les lettres de K'(a) ont

pour image xl)

Compte tenu de la linéarité de ¢', nous pouvons appliquer le lemme

(I-2-1-5-1) et obtenons

l* k'* nl+n *
¢>'(K'(a)(x))[k]=¢'(K(a)x)[k].¢'(aa (x))...¢'(aa (x)).¢'(6a(x).¢'(ga ) I
n 4o *
¢! (a )(x)
8 n
_ n k'-n,-n n-1 e
= e THE@). (k) 8 e by, x Jeet GOl et (1) >.<1nlee(xl)* % -n-n )
-1~ *anl x % * Y S 8n-1
=€ (t(a)).[el(x)Ge (be (xl),..,e (xn))ee .. .88 (#) ]
Or l'expression ci-dessus entre crochets est :
n
el1 e blx,,..x)8 1, ez ®h
n 1 n k'-n-n
1 1
et, d'aprés (I-2-1-5-1 VIII) on a encore
T _ =1l "1, -1,
$'(K (a)(x))[k]-e (t(a)).(lnl Qi..S £ )=e (t(a)(lnleb(xl,.. xn)elk'-n-nl))

: v
(pour k' assez grand, c'est 3 dire > au nombre de variables de t(a))
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Finalement, la récurrence est établie.

Remarquons qu'a tout a € Zn, on a ainsi associé k'(a) tel que

k' > k'(a) => 3 ¢', k'-morphisme vérifiant la propriété (P).

Dans la suite, on prend k' 2 sup k'(a).
a €L

II) ¥ a ¢ En’ nous associons finalement

Ka = Ka. a(xl... xn) et posons

|
€ a(xl,.. xn) a(x,.. xn)

1

k k
¢'a(xl,.. x ) tel que Ot ¢'(a) =6 abi

(¢'(a) a donc une part d'arbitraire, on le compléte par exemple par

des #)

On a donc, d'aprés (P), ¥ a € Zn, avec %a = ¢(a),
eMo(a) = e T(Fa)0) = M@0,

— T 1 K ' -1

- ¢ (e (Xl) n Ka)[k].ea “ok,¢ (C (Xl) n Ka)-aa

soit encore, compte tenu de o£'¢'(a) =9a.oi',

oK 01 (e M) 0 KD 7 (@) 0,
z ot,.¢' ((e"l(xl) fK).a) oi'
d'oli , compte tenu de (e’_l(xl) n Ka).a = e'-l(a(xl,.. xn)) N K(a),

(E) e'1¢(a);;¢'(e"1(a(x cx ) N K@)

1°°

Nous pouvons supposer les Aa tous disjoints. Nous poserons

K' = [K(a)|a € ]
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I1I) Pour achever la preuve du sous lemme 4-3, il nous suffit d'appliquer
le lemme (I-2-2-2-2 III) en vérifiant que les conditions a), b) et ¢)

d'application de ce lemme sont ici satisfaites.

La condition b) est évidemment satisfaite, la condition c) l'est par

(E) ci-dessus. Reste a prouver a)
On a K' = K'.K', d'ol on déduit aisément que :

(' Ya) n k). (e He) n k) € e Hant) K

Réciproquement, soit u € K' tel que e(u) = a.t.

Etant donné la définition de €', u se décompose en u,.u, avec

e'(ul) = a et e'(u,) = t. Comme u,. u, € K', on peut par définition de
K', choisir u, € K(a), on a alors u, € K' d'ol 1l'inclusion inverse et
le lemme /// C.Q.F.D.

II-1-4-2 Lemmes de permutation des morphismes et des démarquages inverses.

Soit ¢ un k-morphisme linéaire,e un démarquage. Alors, il existe un
k'-morphisme ¢' linéaire, une forét F', un démarquage ¢' tels que :

(P) 60t M (e FL o)

De plus :

I) F'0 est raisonnable et ¥ n ¢ N, F' n T(z); est reconnaissable

(en supposant F' définie sur 1'a1phabet‘z, et étendint 1a reconnaissabi-
1ité en considérant {x;,.. x,} comme des éléments de zo).

I1) ¢' est respectivement strict, complet, sans torsions si ¢ 1'est

IIT) Si ¢ est strict, on peut prendre k' = k et ¢' est alors du méme
type sur e"l(K) n F' que ¢ sur K pour toute forét K.
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IV) Dans tous les cas, on peut prendre ¢'[v]i-complet sur e"l(K) n F!

si ¢ 1'est sur K.

V) En corollaire, si e est strict et si ¢ est un l-morphisme linéaire
(respectivement complet, strict) e' est strict et ¢' est un 1-morphisme
linéaire (respectivement complet, strict).

Si ¢ est un démarquage et ¢ strict, ¢' est un démarquage du méme type
que ¢. ///

Preuve : Soit € un démarquage. Il est facilé de le décomposer en
€ = e" oe€' o€ ol £" est strict marqué, €' propre et € vérifie les

hypothéses du sous lemme 4-3.

En effet, soit I 1l'alphabet de définition de €. Soit L' un alphabet

en bijection avec I et on pose :

e"(a) = a'.ea ssi e(a) = ;?;).ea.

P
(on a donc degré (a') = degré (e(a))
- I
On pose, pour tout a', e'(a') = e(a) ssi e(a) # Xy
. ﬂ
e'(a') = e(xl) si e(a) = Xy

enfin, € = identité sauf e e(xl) =%

\

le lemme 4 est alors une conséquence immédiate des sous-lemmes 4-1,

2 et 3 et des propriétés de composition des morphismes.///
C.Q.F.D.

L'énoncé est en tout point identique d celui du lemme 4, sauf qu'on
remplace (P) par :

' -1 A4 ' ' '
(P ) ¢[1]° € 1,k (5 s F'y ¢ [1]) /1/
et dans le reste de 1'énoncé, respectivement ¢ et ¢' par ¢[1]et ¢'[1]

Preuve : Soit I 1'alphabet domaine de ¢. On dédouble I en I u z.
On définit = par m(a) = m(a) = a, F par F = (f.T(Z))e. I1 est immédiat,
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que Fo appartient d la méme famille raisonnable que Fo, que F

vérifie les mémes propriétés que F.

D'autre part, on définit ¢ 3 partir de ¢ par :
0(a) = <4,(a),.., ¢ (a)>

avec 51(5) = ¢l(a) et, pour 1 > 1, 61(5) = £ (nouveau symbole)

¢(a) = ¢(a)
On étend e par e(g) = 8

I1 est évident que l'on a, pour tout t € K,

k-1
- _ = - _ - 8 S
(A) ¢(n(t))[l] z ¢(t)[1] et ¢(t) = <¢(t)[1], B

D'autre part, $[l]est évidemment du méme type sur F que ¢[13 du méme
type sur toute N n F que ¢, sur F.

Appliquant le lemme 4 & ¢ et €, il existe
vFr g1y N4 -1
(B) (e's F'5 ¢") ¢ oce

On fait maintenant pour (F', ¢') la méme construction que précédemment
pour ( que p

et on obtient ainsi (m, F', 5') tels que

k'-1
' (e - I 1 e ') = <q(4? 8
(AY) ' (m(t ))[l] = ¢'(t )[1] et ¢ ft ) = <¢(t )[lj’ 3 >

Finalement, reste d montrer que

¢[1] o e-l i:i (: oe' om, F', 3'[1])

(les conditions de types étant évidentes)

-1 - = el 1 - - =
Or, u € ¢ (¢[l](t)) <=> (A) <=> 3t ¢ F, <u, B >ee (¢(t)) et m(t)=t.
o L gkl
<=> (B) <=> 3t'el’, m(e'(t')) = t et ' (t") 4 = <u, B >
<=> (A') <=>3teF', m €' m(t) = t et ¢(ﬂ(t))[l] = u = ¢’(t)[l] /17 C.Q.F.D.
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II-1-4-3 Jllustration et commentaire :

I) Exemple : Illustrons l'esprit de la construction sur un exemple treés

simple :

Soit ¢ défini par :

va(x, y) = <b(xl, xg), b'(yl)> et 1'identité ailleurs

¢ défini par eb(x, y, z) = b(x, z), e(b'(x, y)) = b'(y), e(b) = b

La construction nous donne :

K(a) = a'(x, y, T(A)l, T(A)l) avec A = {b(x, y, 2), b'(x, y), b}
(o] [e]

a(x, y)

e'(a'(x, v, 2, t))

¢'(a'(x, v, z, t)) <b(x1, Z)s x2), b'(t )>

1° Y1
¢'(b(x, y, 2)) = <b(xl, o zl), >, ¢'(b'(x, y)) = <b'(xl, yl), 7>

et ¢'(b) = <b, #>

Nous vérifions bien ici que

. e—l¢a(x, y) <b(xl, T(A)i, X.), b'(T(A)i, y1)>

2

¢'e'_1(a(x, y)) = ¢'"(K(a))

Remarquons un point accessoire dans l'esprit mais important si on veut
suivre le détail de la preuve. Nous avons pris l'habitude d'écrire
e'(a'(x, y, 2, t)) = a(x, y) au lieu de <t,a(x, y)>. Mais, quand on
considére ¢(a(x, y)), il s'agit 13 de a(x, y) € I, donc <2, a(x, y)>

et ainsi, a'(x, y, z, t) n'appartient pas par exemple a e'—la(x, y)
mais seulement a e'_l<u, a(x, y)>. Ces considérations de degrés,
génantes mais dont nous n'avons que faire, sont éludées en considérant

les K(a), ol chaque variable 'nme figurant pas dans l1'image' ne figure
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plus non plus, puisqu'il lui est substituée T(A)i qui est sans variable.
Ainsi, partout ol le degré inférieur n'est pas explicité, on le trouve
fixé par le contexte et nos égalités sont valables pour le degré fixé

ainsi.

II) Cas_de ¢ non linéaire : Le lecteur vérifiera que le sous-lemme

4-1 ne s'étend pas au cas ¢ non linéaire grace a 1l'exemple suivant

(pourtant trés simple!)

¢a(x) = a(x, x), ea(x, y, z) = a(x, y) e(a) = a

Nous n'illustrons pas la construction, qui est trés simple.
Le résultat ne s'dtend pas non plus au cas ou ¢ est non linéaire
pour les mémes raisons que celles du lemme des morphismes et des

parties (qui est d'ailleurs utilisé dans toutes les preuves!)

Soit ¢ le l-morphisme (donc séparé) linéaire complet strict défini par
¢c(x1, X5s x3) = b(b(xl, x2), x3)

pa(x) = a(x) et ¢(a) = a

€ est l'identité sur b(xi, x2), a(x) et a vérifie e(e(x)) = x
Avec les notations de la preuve, nous avons ici

A= u_ A avec
ael a

>
1
t

= {ag(x), al, a, = a_(x), a(x)}

>
"

fal(x), o(x), bX(x), b(x), a>(x), c(x, y, z)}
C C C C Cc
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Nous définissons K = [K(a)la € £] avec

1x 1 1x * 2% 3%
et K =a_ b al b2al o a3 c(x, y, 2)
c c cc cec ¢ ¢

Nous définissons €' par :

H

e'(a~(x)) e' a_(x) = e'al(x) = e'a2(x) = e'as(x) = e'bl(x)
a a c c c c

X et €' = identité sur &

= e'bl(x)
c
Nous définissons (dans la preuve toujours), ¢' par :
1
t = = ¢! =! =
¢ aa(x) ¢ aa(x) 9 ac(x) <e(xl, Xy Xg>
0 (bL(x)) = <b(x,, X)), x4, #
c 1 727 732
$'b2(x) = <blx,, X)), Xos 7 >
c 12 727 732
0'(a) = <a, # >, ¢'a(x) = <alx)), # >

¢’ clx, y, 2) = <Xy, ¥q» 24>

¢'ai(x)

<Xy» e(x2), x3>,

¢'a2(x) <x1, Xy e(x3)>

0 Sliioy o o gLz

n a alors ¢ "¢(a) = eaY ¢ (e' "(a) n K;)
-1 * % -1

e “da(x) = e ae (x)}f¢'(e' a(x) n Ka)

s-l¢c(x,y,z) = e*b(e*(be*(x), e*(y)),e*(z))\f'¢'e'—1(c(x,y,z)“Kc)

Intuitivement, on code dans K_, en une chaine monodique, la forét

e-l¢(c(x, Y z)) et ¢' effectue le 'décodage'. Le coefficient de
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dilatation de ¢' doit donc &tre au moins égal 3 la "largeur" de ¢(c)

(ici 3). ¢'(c) réalise la torsion

II) Remarque importante : Dans 1'exemple ci-dessus, ¢ est un l-morphisme

linéaire complet strict (donc séparé) trés simple.

Pourtant ¢' n'est ni séparé 3 délai borné, ni régulé, et son coefficient

de dilatation est supérieur 3 celui de ¢.

En fait, il n'existe en général pas de solution ¢' au lemme 4-3
conservant ou la séparation 3 délai borné, ou la régulation, ou les
coefficients de dilatation. C'est le cas pour l'exemple ci-dessus qui en

illustre la raison essentielle, que nous développons ci-aprés.

On a e_l¢(c(xl, X x3)) = e*b(e*b(e*(xl), e*(x2)), e*(xs)) = G

On doit donc trouver (e', F', ¢') tels que e'(F') = C(Xl’ X5s xe)

et ¢'(F')~G

Méme sans imposer 3 €' d'étre complet, on en est ramené 3 considérer

F F F,. sont des

1> "2? "3 "4
foréts monodiques (les seules lettres y apparaissant sont de degré 1)

[} . ~
F' de la forme Fl c(FQ(xl), F3(x2), Fu(XS)) ou F

En effet, "toute branche ajoutée & F' ne servirait 3 rien'" car elle
serait effacée par €' et par ¢' (pour assurer les correspondances de

variables).

Voyons maintenant que l'on a pas le "choix des moyens" pour associer par

¢', la forét G 3 la forét F'

En effet, le probléme se concentre en celui d'associer ¢'(F")
\/b(e*b(x, y), z) d une sous-forét F" de F', qui est nécessairement
de la méme forme que F', c'est 3 dire ch(HQ(x), Ha(y), Hu(Z)) ol les

Hi sont monodiques. Or, on doit méme avoir ¢'(ch(x, ys 2))

*
wvb(e b(x, y), z) car sinon, une au moins des 3 variables x, y, 2z

disparaitrait dans 1'image.

. * . *
De plus, ¢ (Hl(x))\/b(e (xl), x2) ou a b(e b(xl, x2), x3), car
¢'(c(x, y, z)) est fini. On voit alors que ¢' ne peut pas €tre un

l-morphisme, il ne peut étre ni régulé ni séparé 3 délai borné car on

” - - . 3 *
a nécessairement une forét mounadique J(xM'image <e (x,), x.> !
17 72
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II-1-4-3-4 Conclusion :

Nous avons donc vu que, si ¢ est linéaire, notre probléme de '"permuter"
morphisme et démarquage inverse admet une solution, la linéarité é&tant
conservée. Seul le caractére non strict du démarquage fait perdre la
régulation et la séparation 3 délai borné, et nécessite 1l'augmentation

du coefficient de dilatation (que 1l'on peut évidemment prendre quelconque
pourvu qu'il soit assez grand). Il est important de remarquer que si

¢ n'est pas linéaire, "plus rien ne marche".
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II - 1 -5 LES 1-MORPHISMES LINEAIRES NON STRICTS

Dans ce paragraphe n'interviennent que des notions "classiques"
l1-morphismes et foréts reconnaissables. Les bimorphismes (¢, K, ¥), ou
K est reconnaissable et ¢ et ¥ sont des l-morphismes linéaires ont un
comportement "a part" vis 3 vis de la composition. Ces choses sont
précisées et discutées dans (II-2-2-3) et aboutissent en particulier au
théoréme (3), dont la preuve se base sur les résultats que nous allons

obtenir ici. L'intérét de ce paragraphe apparaitra ainsi en (II-2-2-3).

Nous prouvons d'abord en (II-1-5~1) que fout bimorphisme (¢, K, ¥)

du type ci-dessus peut &€tre "réduit", c'est 3 dire qu'on peut "ne
conserver de tout arbre t de K que les noeuds qui ont une image stricte
dans ¢(t) ou ¥(t) ". Puis, utilisant cette forme réduite, nous donnons
des lemmes précisant le comportement de la '"non strictitude" vis 3 vis

de la composition. Enfin, nous illustrons d'un exemple simple.

LII—l—S—l Les bimorphismes réduits1

Nous introduisons une 3 une les 'réductions', en faisant le point de
temps entemps des résultats obtenus.
Soit B = (¢, F, ¢') ol F est une forét reconnaissable, ¢ et ¢' sont

des 1-morphismes quelconques.

- ‘ - .
telle qued alx;,.. % ) =6 'alxi,.. x ) = x; :
Preuve : Soit B = (¢, F, ¢') avec F ¢ T(Z)i et
- ' -
¢a(xl,.. xn) = ¢ a(xl,.. xn) =%,

Soit h le démarquage égal 3 l'identité sur I-{a} et tel que h a(xl,..xn)‘—‘xi
h est linéaire donc h(F) reconnaissable

Soit ¢ = ¢ restreint 3 T(I-{a}) et ¢' défini de méme.
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Onaé¢=soheto'=¢'ohdod (¢, Fy 6") ~ (3, h(F), ¢")

d'aprés (I-2-2-2-2 II) et le résultat est établi.

1) Associons au couple (¢, ¢') le transducteur descendant linéaire

déterministe A défini comme suit :

¢, ¢

- )\¢ o1 V@ de T(Zu{#}) dans T(A) avec A = £x{(1,0),(0,1),(1,1)}u{#}

(Nous poserons A-{#} = £ )
0,1

- q est 1'état initial
1,1

~-¥YaelL,q , la(x, ..., x )1 > ale, e")(alx.dy. .. oosqlx ] )
€, € 1 n I n

exi 'xi', exi_,e'xi’
n n

1°¢ 1
od . eouce' =1, e et ¢' € {o,1}

(") _ (")

. ¥ jellnl, i ;07 1 ssi xj contenu dans ¢ a(xl,.. xn)

R T [#] » # et qO’O[a(xl,.., xn)J + #

3

II) Soit y le démarquage propre de A dans Iu{#} défini par :
1 - -
woale, €') (x50, xn) z a(xl,..xn) et u(g) = #

A¢ o est fonctionnel car déterministe, il est complétement spécifié
. .

sur I donc son domaine contient T(Z)i.
Vte T(Z)i, on peut donc définir t # de fagon unique par t # = u(A¢¢,(t)).

Posons F # = {t #|t € F}. Si F est reconnaissable, F # aussi car

et y sont linéaires.

WY




(F)

Soit t € T(Z)i. On lui associe t, ; t défini par : "tc est le sous-arbre

initial maximal de t proprement transducté par A sans atteindre 1'état

b0’

qo o". tc existe comme étant la réunion de 1'ensemble orienté des sous-
9

arbres transductés de t.

On a alors

. .
Yus< t,q [u(x,,.., x)1l= ulq , [x.4..,q , [x 1]
I c 1,1 1 n %~¢,¢, €€ 1 T e o€ n n
N . ") _ . "), . .
ol - ¥1ie [n], e, = 1 ssi ¢ (u(xl,.. xn)) contient la variable X;

- p(u) = u
(la preuve s'établit facilement par induction sur la taille de u).

Corollaire de F : Toute occurrence a dans tc a pour image par

1 '
A a(a,a') avec a( ) = 1 ssi a est lu par ¢( ) dans la lecture de

¢59'

tc, c'est 3 dire que:

|

3 - ( )
t =
soit u(lp ® ala,a') (xl,.. ?n) 8 lq) € I(tc). Alors o 1

|

. . ) -
ssi xp+l apparait dans ¢ u(u).

La preuve en est évidente.

III) ¥ t € T(Z)i, ¢(t #) est défini et égal a ¢(t).

Preuve
* -—
1 —
a) D'abord, ql,l[tc(xl"’ Xn)]x' ' tc(qo,o[xl]"" qo,o[xn])
$,9
Supposons en effet qu'il existe un U o # QW o d droite. Comme
b 2

A¢ o' est complétement spécifié sur I, la transduction de t se poursuit
b4

et la définition de tc (maximalité) est contredite.




On a alors, par définition de A .» €t en posant

$,¢
t = tc(tl,..,tn)

* - *
l[t] j— tc(qo,o[tl],.. qo,o[tn]) |— t. (#,... #)

Mais d'aprés (F), aucun Xy n'apparait dans ¢(tc) qui est donc

tos ¢(tc(tl,.. tn)) = ¢(tc)

sans variable. Par conséquent, V¥ t

100
En particulier, ¢tc(¢,.. £) = ¢(tc) = ¢(t).
b) Nous venons de voir que A¢,¢,(t) = EC(¢,.., #) = Ec(xl,. xn).¢n

. . <]
Remarquons que, si tC est de dinf q, t 4 = tc.¢ (t¢'est donc obtenu

en substituant # 3 chaque variable de tc)

D'autre part, U(Ec) = tc(xl,.. xn) donc u(EC(¢,.. £)) = tc(¢,..,¢)

d'ou t¢ = tc(¢,..,¢) puisque t¢= u(A¢ ¢,(t)). Finalement compte tenu

de a) on a :

¢(t) = ¢(t¢)

La premiére équivalence provient de III) et la seconde du lemme

(I-2-2-2-2 171) du fait que F # = U(A¢¢,(F))

V) Soit U le transducteur ascendant défini par :

£ > q¢[#]
Vala, a') € A, ata, o') + g [aa, a3

ala, a') (ql[xlj,.. qn[xn]) > qo[a(“’a')(il,--,i

ol i, < ... < i et ij =k §si q = q,-

1 P o

9, est final.
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U est linéaire déterministe (donc fonctionnel)

on définit le démarquage u par :

=

1] - 1
(a(a,a )(xl,.. xn)) = a(a,a )(xl,.. xn)
- ' - '
p ala,o )i i (xl,.. xp) = a(a,a’) (tl,.., tn)
1 p
ol t, = # ssi il n'existe pas J tel que ij = k

et ol les autres t, sont, de gauche a droite, Xisees xp.

Pour tout t € T(Z)i, U()\¢ ¢,(t)) est défini et on a évidemment
(UL, (£))) = A, (¢t

UG gr (82D = Ay ()

Enfin, comme U est linéaire, U(XA (F)) est reconnaissable et on a,

b,0'
d'aprés le lemme (I-2-2-2-2 1I),

B=(nowod, U, ,(F)),uouodaluo ¢,u(Ur, ,,F))uo ¢")

¢,¢' ¢,9'

donc, d‘aprés ce qui précéde, ~ (u o ¢, A¢,¢,(F), uo¢')

- ¥ue I(UOX (F))), avec u = 5'(1p8a(a,a')(xl,..,xn)elq)

$50'

(" )

1) - -
a = 1 ssi ¢( pp(1) contient la variable xp+1, c'est 3 dire ssi
(")

a(a,a') est lu dans u par u o u o ¢ .

- ¥ ue I(WGH (F))), ¥ a(a,a') noeud de u, alors a ou a' = 1

¢5¢'
La preuve de ce fait est évidente d'aprés (F) et son corollaire,

sauf pour les successeurs de a(ot,Ot')(i , mais on a alors

1,..,ip)

dans un arbre t donné,

¢uﬁa(a,a')(il’.' ip)(xl,..xp)=¢>ua(0t,oz')(xl;t...,xp) = ta(xl,..xp)




On a donc dans t = t'(lplﬁa(a,a’) i 1 (xl,..xp)@ 1p2),
oo i

€ éun(t) ssi x . € ¢ut'(1p

1]
XPl 3 Dy * ] Ba(o,a )(xl,f..,xp)slp )

1 2

ce qui ne change rien 3 la complétude.

VII) Conclusion de II-1-5-1-2 (Marquage de la lecture)

3 (¢, Fy ¢') on a associé (¥, G, ¥') &quivalent tel que
P1) - 1'alphabet de G est marqué par (a,B)e {O,l}2 et ou

a(a,B)(xl,.. xn) est lu par ¥ (respectivement ¥') dans un arbre

donné de G, ssi a = 1 (resp. B8 = 1).

P2) - ¥t e G, ¥ a(a,B) noeud de t, a ou B = 1 (c'est a dire que
pour tout arbre de G, tout noeud est lu au moins par un des deux

morphismes).
P3) - De plus, on peut supposer qu'il n'existe pas a(a,B)(xl,.. xn)

tel que W(a(a,e)(xl,..xn) = ¥ a(a,R)(x xn) = % Ceci provient

10
de 1'application 3 (¥, G, ¥') de la construction de (II-1-5-1-1) qui
ne modifie pas P1l) et P2).

VIII) Commentaire : Le transducteur A défini en 1) marque, pour

"""""""" $5¢'

tout arbre t, chaque noeud d'un couple (a,a') tel-que P1l) soit
satisfaite. L'image par ¢ de t n'est pas modifiée si on modifie

dans t les noeuds non lus. Nous remplagons alors le premier noeud

de chaque branche qui n'’est lu ni par ¢, ni par ¢', par un symbole ¥

de degré inférieur nul. Tout t se transforme ainsi par A¢ o1 €N Adt)

et ona(po ¢, MF), uo¢')a(¢, F, ¢') ot u démarque les (a,B)
(c'est le résultat IV). Pour conclure, il reste le fait que les #

ne sont pas lus. La construction V et VI résoud ce détail : les "#"

n'étant pas lus, ils sont supprimés en "supprimant l'arité correspondante"

de leur antécédant immédiat, ce qui ne change rien aux propriétés de

lecture.
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¥ t.(lp@a(xl,.. xn)elq) =u e I(F), avec a(xl,.. xn) € L, on a

|¢(t)|+l¢'(t)|<|¢(u)|+|¢'(u)| (Rappelons que, dans tout ce paragraphe

II-1-5, F est reconnaissable et ¢ et ¢' sont des l-morphismes).

Remarquons que cette définition équivaut a dire que ;

-si a n'est pas lu par ¢ dans t, alors a est lu par ¢' et ¢'(a)

est strict. Symétriquement en permutant ¢ et ¢°'.
-si a est lu par ¢ et ¢' dans t, |¢(a)|+|e'(a)|>0.

Considérons (¢, F, ¢') ayant les propriétés Pl, 2 et 3. On a

1) a) v(¢al1,1) u V ¢'(a(1,1)) = v(a(1,1))

b) V ¢ a(1,0) = V (a(1,0)) et V ¢'(a(0,1)) =V a (0,1)

(Rappelons que V(t) désigne l'ensemble des variables apparaissant
dans t, soit 1'image de la torsion de t).

La preuve est évidente.

II) D'aprés I) si ¢a(1,0)(x1,.. xn) = x;, alors i=n=1.

Soit a(l,O)(xl) d'image X, par $. Soit h 1'homomorphisme.sur 1l'alphabet
A de F défini par 1'identité sur A- {a(1,0)} et h(a(1,0) = Xp.

On a d'aprés (I-2-2-2-2 II),

(¢, h(F), ¢') _(ho ¢, F, ho ¢'), on a d'autre part h o ¢ = ¢ sur
A-{a(1,0)}. Pour tout t € F, ¢' h(t) = ¢'(t) car h modifié les a(1,0)
seulement, que ¢' ne lit pas. Finalement , (¢, F, ¢') A (¢, h(F), ¢').

IITI) h ne modifie évidemment pas P1, 2, 3. En itérant, cette construction,

on peut donc supposer que (¢, [, ¢') vérifie P1, 2, 3 et de plus :

P4) ¥ a(1,0) (xg,.. xn),l $a(1,0)| > 0
¥ a(0,1) (x5,.. x),| ¢'a(0,1)] >0

P5) Propriétés I)
Iv) Lemme : On peut toujours supposer que 8 = (¢, F, ¢') vérifie

P1l, 2, 3, 4, 5 et est semi-complet strict.
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Preuve : Compte tenu des PI), il reste 3 prouver pour que B soit semi-
complet strict, qu'on peut toujours supprimer le cas ou

¢a(1,l)(xl,‘x2) = x, et ¢'a(l, 1) (xl’ x2) = x

1 2

( 3 une permutation prés de {1, 2}).
Soit donc B = (¢, F, ¢') vérifiant P1 3 5 tel que

da(1,1) (xl, x2) = x, et ¢'a(l,1)(xl, x2) = x

1 2°
Soit une occurrence de a(l,l)(xl, x2) dans un t € F : on peut toujours

1 1
A 3 - ) 1]
écrire t = t .a(l,l)(xl, x2).(tl@t2) avec t e¥(z)l, tl et t, € T(Z)o.

3 ' '
Soit bi(ai, a i)(xl,.. xp,) le sommet de t.

(i:1,2).a(1,l)(bl(al,a'l)(xl,.. xp), b2(a2,a'2)(xp+l,.. X . ))

ptp
est un sous - arbre de t € F. Comme ¢a(l,l)(xl,x2) SR a'l =0
et, d'aprés les hypothéses sur B, on a a, = 1 et |¢bl(1,0)| > 0,

1

De méme, (a2,u' ) = (0,1) et |¢'(b2(0,l)|A> 0.

2

Idée_générale de_la preuve : Nous venons de voir que chaque occurrence

de a(1,1) dans un t € F a pour successeurs immédiats b1 et b2 tels que
1
|6 )a(l,l)(bl,b2)| > 0.

Nous allons remplacer chaque occurrence de ce sous-arbre par un nouveau
symbole de méme image par ¢ et ¢', sans rien changer aux propriétés de

complétude.

-Pour toutes les lettres bl et b2, considérons les nouvelles lettres
a(bl,b2)(1’1) (xl,.. xp+p') si bl(l,O) € Zp et b2(0,1) € Zp,

-Si A est 1'alphabet de F, considérons Aa l'ensemble des nouvelles
lettres ainsi créées et considérons le morphisme f de T(AuAa-a{l,l})

dans T(4&) défini par :

f est 1'identité sur aA-{a(1,1)}

fa (l,l)(xl,.. X

bl’bg P*P') = a(l,l)(bl(l,O)(xl,..xp),bQ(O,l)(xp

+1"'xp+p'

- S

))
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A 1
Nous avons f o ¢( ) = W( ) par construction donc

(Fo0¢, £1(F), o o) ~(¢, £ 2(F), ¢')

Mais ¥ t e F, § t' ¢ f_l(F), conc ff_l(F) = F et finatiement

BA(E o ¢, £ (F), fo¢')
On vérifi (") _ )
n vérifie que, en posant Y =fod¢
- ¥ = ¢ sur A-a{l,1}
W(a(bl,bQ)(l,l)(xl,.. xpfp') = ¢bl(l,0)(xl,.. xp)

- ¥' = ¢' sur A-a{l,1}

W'ab b (1,1)(x1,.. x y)

) = ¢'b(0,1
L+b, ¢ 2( )(xp+

ses X
ptp 1 ptp

D'autre part a(l,1) n'appartient plus 3 1l'alphabet de F.

Sur les "nouvelles lettres" a oy (1,1) on a bien les propriétés
t]
Pl 3 5 vérifiées et on a pas 12

| va (1,D]+]v'a, (1,0 = o.

bl’b2 bl’ 2

Enfin, comme x; € ¥a (1,1) ssi xie¢a(l,1)(bl(1,0)(xl,..xp),

b.,b

1°72

- [] ./ e ~
b2(0,1)(xp+l,..,x p,)) (et de méme pour Y¥') les propriétés P1 3 S

pt

sont conservées. C.Q.F.D.

Finalement on a :

II-1-5-1-4 Définition :

On appelera bimorphisme réduit tout bimorphisme (¢, F, ¢')
(F reconnaissable, ¢ et ¢' l-morphismes) vérifiant P 1,2,3,4,5 et

étant semi-complet strict.




Les résultats précédents permettent de conclure en

proposition : Tout bimorphisme (¢, F,9') ol F est reconnaissable

et ¢ et ¢' sont des l-morphismes est >3 un bimorphisme réduit du
méme type. °

De plus, comme il est évident que les démarquages propres conservent
la réduction, on pourra toujours supposer que la for€t reconnaissable

du bimorphisme réduit est hyperlocale.

II-1-5-2 Lemmes de non-strictitude

I11-1-5-2-1 Premier Lemme :

Soit (¢, K, ¢€) oa'¢ est un l-morphisme linéaire complet strict,
K est une forét reconnaissable et ¢ est un démarquage. Alors, il
existe K' reconnaissable, ¢' l-morphisme lindaire complet strict
et ¢' démarquage (du méme type que ¢), il existe = et ',
démarquages propres, tels que :

(6> Ky ) (my, K'y €') 0 (o', ©")
De plus, ¢' est un démarquage si ¢ en est un.

Preuve : Marquons d'abord ¢ en ¢ (par exemple en marquant de

as al,.. a; les noeuds de E(a) pour tout a € I, ce qui est possible

car ¢ est strict).
Soit alors ¢(a(xl, .. xn)) = ta.oa(oa est une permutation).
Soit m le démarquage associé. On a évidemment ¢ o 7 = ¢.

. * - ] - 1
ler cas : soit a tel que e(a(xl,.. xn)) =a.tc = a (xil,..,x.p)

‘nous associons 3 a' la lettre formelle 5'(x1,..,xp)
(z est injective car ¢ est un démarquage).
Nous définissons alors &' sur Ea tel que

Soit a, un noeud de t_ et a.(t,.0 . t_.0_) le sous arbre maximal
i a i 71 n n

1°°
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de Ea de sommet a; - Alors,

1] - 1
€ ai(x xn) = a i(x. sees xj )

13"
1 p'

- ¥k e [n], 3 = k ssi Im(ek) n Im(Ca) 0

L tq Iy
(e' ne recopie que les branches qui aboutissent a une variable

de Im(ca).)

Posons alors €'(t_) = t_,.8'_.
a a a
On a par construction Im(G'a) = Im(ca) et comme les deux torsions

sont injectives, il existe une permutation o'a telle que e'a = o'a.ca.

1o = '
Nous posons alors ¢'a'(x;,.. xp) te o'y
(¢' est donc ici linéaire complet strict).

Nous posons m'a'(x x )= a'(x,,.. xp).

1 % 1

2éme cas : Soit a tel que ea(xl,.. xn) = %,

Nous définissons €' sur t_ par : (avec les notations du ler cas)

e' a.(x

ACITER xn) z Xj ol Im(ej) 3 g (j est unique car oainjective,

existe o, surjective).

(e' 'selectionne' la variable Xs sur Ea)'
Posons Ka =z ta.oa(Fl,.. Fn) ou Fi = x; 8l x; € Im(Ca) et
x. = [e(m)1 =6

i o

Comme ¢ est linéaire, G est reconnaissable. Posons H = [Ka|anJé.

H est également reconnaissable.

Pour prouver le résultat il suffit de prouver que (¢,e) ™ (n,H,e')o(¢',m")
le reste en découlera immédiatement en posant K' = $(K)nH (car ¢ est marqué),

et du fait que, par construction, m,m',¢',e' et H ont bien le type voulu.
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Compte tenu du fait que ¢ = 3 omete=conn (avec

€ a'(x X )= a'(xl,.. xp)), il suffit méme d'établir :

1200 %
(3, YA, €') o ¢' L.

Compte tenu de la linéarité de ¢ et ¢', de la complétude de e',
de celle de € sur tout Ka, il suffit comme dans .(1_2—2—2—2 I11)
d'établir :

(u, v) € (¢(a), e(a)) <=> u e K, et e'(u) = ¢'(v)

or, (u,v) € (¢(a),e(a)) <=>[ u € K, et u %a(tl,.. tn),G = x; ]

ol v = a'(xi e X ) selon les cas.
1 P

la dernidre assertion équivaut 3 dire que u € K et ¢(v) = €'(u)

par construction de ¢ et e'.///

Si on considére ¢ non strict, la construction précédente est mise
en défaut et la situation est beaucoup plus complexe comme nous allons

le voir dans le lemme suivant.

I1-1-5-2-2 Second lemme de non strictitude :

K est reconnaissable.
Alors i1 existe deux démarquages propres § et &', deux foréts
reconnaissables F et F', deux 1-morphismes linéaires ¢ et ¢' tels que :

(es Ky e')~(8, Fs 0') o (45 F'5 8")

Preuve : D'aprés (II-1-5-1), on peut supposer (e, K, €') réduit et K

hyperlocale.

I) K est supposée définie sur I qui se partitionne en Iy Y Eg U Zy
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ol XN = {a(xl,..,xn)le(a) et e€'(a) non réduits 3 une variable}

Zd = {a(xl,..,xn)le'(a) = a et e(a) = xi}
- \ - -
Zg = {a(xl,..,xn)le (a) = x; et e(a) = a}
Remargue : nous abrégeons "il existe i tel que e(a) = x," en

"tel que e(a) = x;".

II) Dans ce point, nous marquons K d'informations utiles par la suite.

Marquons tout d'abord K en K comme suit :

a) le sommet a de tout arbre t de K est barré en a si a ¢ ZN.

Tout noeud b ¢ Eg et étant successeur d'un a € EN sans ¢ € Zd

entr'eux est barré, et symétriquement.

b) Si a € Zd, ab € Zg pour i®™® successeur dans t et que e(a) = x,,

on marque a en as de méme a en Eb. De méme, si a eZg admet b € Ed,
. €me
pour i successeur dant t et que €'(a) = X;, OD marque a en a, .
\ v .éme NP

c) on tilde {(marque b en b) les b ¢ Zd b successeurs immédiats de
ae Zg (avec e(a) = xi) et n'ayant pas de c € Xg avant un d € I en
jeme successeur (non immédiat) (si e(b) = x j)' Symétriquement pour
les b e I .

g

Nous laissons au lecteur le soin de construire des transducteurs linéaires

fonctionnels réalisant ces marquages.

III) On définit € 3 partir de € par :

€ a(x,,.. xn)

1 ea(xl,.. xn),

€ a(xl,.. xn)

e(a)(xl,.. xn) si g(a) # Xgs T Xy sinon

™

ab(xl,.. xn) =%, siac Zd (done si € a(xl,.. xn) = xi)
ab(xi ser X ) si a € Zg et e(a) = a(xi se e sXs )

1 p 1 P
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de méme pour 5b

£ a( ) = i z
€ alx;s:es xn = Xs siace 4

v
a(X, ,..,X. ) siae I_ ete(a)=alx, ,..,x; )
i i
i 1p g 1 D
Remafquons que i dépend en fait de a, mais nous abrégeons. De méme
on peut toujours supposer € et €' marqués, quitte d effacer par § et §'
les marques.

Intuitivement, ¢ est identique & € et, en plus, 'transporte' les marques.

¢! est défini de la méme fagon 3 partir de e'.

IV) 6 et &' sont définis comme suit

G(Eb(xl,.. xn) = Gab(xl,.. Xn) = G'Eb(xl,.., xn) = 6'(ab(xl,.. xn)) = a(xl,..xn)

Sa(xy,..x ) = G'é(xl,.. x,) = alxg,.. xn) *
(intuitivement, 6 et &' effacent les marques)

V) Soit T T3 des transducteurs réalisant les marquages décrits

1 T2’
respectivement en II) a, b et c. Le marquage étant fonctionnel( un
arbre est marqué d'une seule fagon), on peut considérer les T; comme

des applications.

Attention : les transducteurs Ti ne sont pas pour autant déterministes.

Considérons donc T = T, 0T, 0T, qui applique K sur K(K étant

l'ensemble des arbres marqués de K).
On vérifie aisément que T o ceobzcetToe od" =¢',
dont on déduit par des considérations ensemblistes faciles que

(e, Ky, €')~(e 08, K, €' 0 6")

Faisons_ le point : Nous avons jusqu'ici trouvé deux démarquages propres
8§ et 8' et construit €, K, €' vérifiant 1'équivalence ci-dessus. De
plus, (g, K, €') étant réduit, (e, K, €') 1'est 3 forciori. Pour

établir le lemme en cours, il suffit d'établir l'existence de F, F'




(P)

(Q)

I3 =063

reconnaissables et de l-morphismes linéaires ¢ et ¢' tels que :
(3teitq.§(t)=u et e'(t)=u') <=> (of(u)=¢(11"); ueF et 0"er')

VI) Pour cela, construisons donc F, F', ¢ et ¢'.

F = e(K), F' = ¢'(K)

sur b(xl,.. xp), ¢' et ¢ sont tels que ¢‘e(b(xl,.. xn)) = ¢e'(b(xl,.

b'(xi s aXs ) ou X; s+ X; sont les variables communes 3 e(b) et

1 P 1 p

e'(b) sib e ZN, $(b)= ¢(b') = X sinon. _

¢'bc(x1,.., xn) = ¢bc(x1,..,xn) = b'C'(xi)

a'(xi) et ¢' g(xl,.. X LT xe

i L., ¢ a( )
S1 a € q? ¢ a Xisee X % 1

7 5 7] ' N i
siace Zg’ ¢ a(xl,.. xn) x; et ¢ a(xl,.. xn) = a'(xi)

I1 n'est pas nécessaire de définir ¢ et ¢' sur les autres lettres,

qui sont non lues (on peut le faire arbitrairement)

VII) Prouvons l'implication => de (P)

Pour cela, nous allons d'abord montrer par récurrence sur la taille

"
v de t que :
l\' —
¥ t e I(K), avec ¥ = %'(a - Sl ),..,a.(xk D X, ) Fe
3 R k j - :
1 arl J
les a étant des lettres, alors :

I N
- e(t) e I(F), €'(t) € I(F")

b 1 - 1= a d
ju, B Bl 8..8 Bp’ B B 1 8"G‘B'p avec :

Xk ))
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a) B'j = c'(xk) s Bj = %

ssi 35 ethel tq(a= = b oub A ks 1 = k)

d 3 c c J-1 *

b) B'j = Xy Bj = c'&?)

ssi 35 et be Ig tq(a; = b_ ou b A b§_1+1 = k)

c) B'j = Bj sinon

Preuve de (Q)

o~
Les faits que () € I(F) et e'(%) e I(F') sont évidents par définition

de F et F'.

- Q est évidente pour v = 0

LN _
- soit tx. a= t(al,..,aj (Xk. $1°° 0% ) G R I an)
i o) j -1 o=k. +2
o o) j -1
. : o)
avec Itl < v
Cas 1 =
o est lu par € et €'
io = kj _l+l est donc commun a V(K.B) et V(G.B')

o}

(V(t) désigne les variables de t). Soit Ao 1'indice (qui existe par

hypothése de récurrence et est unique par linéarité) tel que B, et

o
B'A soient antécédants de X, -
) o
Cas 1-1
a; € Ly alors By = B'A (cas c) de l'hypothése de récurrence)
o o o

Cas 1-1-1
si a € EN’ on a ¢'E(%.a) = 3.B.a
et o(2'(F.a)) = ¢'(¥).¢e'(a) = U.B'.a

1'hypothése (Q) reste vérifiée par 3x BA u(xl,..,xn) et les suites

Y o
o
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,x. ,..X. ,B ’--’B )
1 10+n Ao+1 P

(ByseesBy 4
o

,B' 90-38' )

X .
Ao+1 P

-1’7 i +n
o

et (8'1""B'A
o o

(Nous ne faisons figurer dans les expressions que les variables qui

. 4"
importent, comme dans u, BA a(x

A o
o

l,..,xn))

Cas 1-1-2 :

sia = ab(xl,..,xn) € Zd, alors

se'(f.a) = %.e'¢(5'5b) = %.ev.b'(xi )

L
o

)

et ¢'e(t.a) = %.3.¢'(E(5b)> = %.s.(xi "
(o]

N
la propriégé (Q) est vérifiée par t.a (cas a))
Cas 1-1-3 :
a = ;b € Zg. Cas symétrique du précédent. On ne peut pas avoir a = ap

car a a pour antécédant aj € Zﬁ donc a est barré si a ¢ ZN.
o

Cas 1-1-4 :

Si o de la forme a (ou a) € Zd, on a alors ¢e'(a) = X; = ¢'c(a) d'od
¢e' (f.a) = T.8' et ¢'e(f.a) = t.8. (Q) ést toujours vérifié.

Le cas a de la forme a (ou a) e Zg est symétrique.

Cas 1-2 :

a3 ¢ ZN. Supposons par exemple aj € Zd (le cas “j € Zg se traite de

© o o
meme ) .
Si aj est non marqué par a, on a BA = B'X on est ramené au cas 1-1.
o o o

Si aj marqué par a, c'est que a € Zg. Alors, on est dans le cas a)
o]

S . 1 - ) -
de 1l'hypothése (Q) : B A @ (xi ) et BAO = x;

(o] o [e]
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Cas 1-2-1 :

Alors, si a est de la forme a_ ou a , ¢e'a (x,,.. x ) = x,
c c c 1 n i

¢'E(aY) = a'c'(x; ). La récurrence est vérifiée (cas b)) ol
o
devient x; et 8y devient c'(xi ).
o : o o o

1
B A
Cas 1-2-2 :

. ] - hVle =
si a de la forme a, ¢¢ a(xl,.. xn) = ¢ ea(xl,.. xn) = %y

(Q) est vérifié (situation de 1'hypothése inchangée)

N -
Cas 1-2-3 : si o de la forme a, ¢e'g(x xn) = X,

1" i

et ¢'E2(xl,.. xn) = a'(xi). (Q) est vérifiée (cas c)).

Cas 1-2-4 :

. N
Si a, de la forme 4, mettons a e Zg’ on est dans le cas (c)) de
o

1'hypothése et on y reste car alors a est du type b(xl,..,xn)eZgUEN

et ¢e'(b) = ¢'e(b).

Cas 2

a est lu seulement par €'

v n, : « - -
t est donc de la forme tl.g(xk,..,tQ.a,..) ol ¢ est lu par € et €'

) =

On a donc ¢ € Zd et tous ses successeurs

Y
dans t appartiennent a Ed U ZN. (Car le bimorphisme est réduit). De ce

mais EC(Xk,--, Xen Xpi-1°
fait on déduit d'une part que o € Zd et n'est ni marqué, ni tildé, ni

indicé, d'autre part, que ¢C(xk,.., xk+n) n'a pour variable que

'\‘ - 3
X 4i-1° donc que a n'est pas lu dans t par ¢e', donc que a n'est lu ni

par ¢¢', ni par $'c. Nous sommes donc dans le cas b) de (Q) et y restons.

Cas 3

o n'est lu ni par €, ni par €' : exclu car le bimorphisme est réduit.
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Le cas ol & est lu seulement par € Se traite comme le cas 2. (Q)

est prouvé.///

P g b

3 o -
De (Q), on déduit que ¥ t e I(K), alors e(%) & LDy e'(%) e "LIE )

- - =
et ¢'e(%) et ¢e'(%) sont compatibles. En particulier, ¥ t € K, e(t)

b - " - -0
est sans feuille donc € F. De méme e€'(t) € F' et ¢'e(t) et ¢e'(t)

sont compatibles et sans feuille, donc égaux. L'implication => de (P)

est prouvée.///

Pour achever la preuve du lemme, il reste 3 montrer l'implication

inverse de (P). Nous allons pour cela prouver (R)

Yve T(Z)i tel que il existe u, u' vérifiant u € F, u' € F' et

¢'(u) = ¢(u') = v,

n n
alors ¥ w< vy 3 E =t (a
L

8..0 a ) e I(K) ou t =
, 880 )¢ out = x5,

ﬂeeei,isl,..Bn(BieZ'U{xi}),B'l,..,B'H(B'ieZ'U{xi})

tels que

/\/
- e(¥) € I(F), e'(Y) € I(F")

¢'E(¥)=$e(si ®..8 8 ) et pe' (1) = '&Se(s'1 ®..8 B' )

- sl aj de la forme a

By

=g aj de méme forme que ci-dessus et si d e Zg alors B'j = x,

L ©Ou éb (avec b non tildé), si a € L,s alors

= x; et B'j = etx,)

- 8

o e SR
] i %

- S1non, B,
: 3

t
™
1]
X

” . ’\"
Preuve de R : Par récurrence sur la taille v de w

X v v
gt - i R~ ) RO T W, R ) ol VA

répond & (R).

1 1

N n ¢
- supposons (R) établi pour tout w tel que |w| £ v et soit

v

w
X

v v . P I
.¢ avec ¢ € L' etlwl = v. Supposons que w satisfait aux conditions

de (R).
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% (k) est nécessairement lu par ¢e' et ¢'c car a pour variable(s) celle(s)

de Be(k) qui figure(nt) dans ¢E'(%) et ¢'E(%) (le bimorphisme est réduit).

Par définition de ¢ et ¢', L est de la forme a(xl,.. xn) € ZN ou
\i 1] L]
a (Xl) € I PR g

-
Posons e(tla, ©..8 an)) = T(Yl 8..8 Yn)

1

— ’\J
\i ] - 1] \i A
et ¢'t (al 8..0 an) = T' (v 1 ®..89 v n)'

Soit bl 1'antécédant immédiat de r dans v.

ler cas

z = a(x_ ,.. Xn) € ZN et bl = b(xl,.. Xn) € I

1 N

On peut alors dire qu'il existe deux noeuds b et a de u d'images
respectives b et a par ¢'. Comme u € e(K) et par définition du
marquage, la branche joignant b 3 a ne peut contenir (autre b et a)
que des éléments de Zg. Soit bCl,.., c, a cette branche. Mais alors,

€S, (b), Cigq € Si.(ci) et a € Si,(a)

1 i

puisque u € e(K), ¢y

(Si(d) désigne les i®™® successeurs possibles de d ans une forét

-
hyperlocale). e(t) contient une sous-branche initiale b, .. cye
1
” i k3 ,\J .
c_ a qui vérifie R pour w z(1'image
3

j+1*°° "n Kiogoo

4V
On a alors tx c
i i

par ¢'E et ¢E' étant 'augmentée' pour les deux de 7).

2éme cas :

- - ! ' !
z = a(x xn) € ZN et bl b(x ) € z q Vv z . (supposons par exemple

ye
! 1

bl € Z'd). Comme dans le premier cas, a est l'image par ¢ d'un certain

a de u', b' est un noeud de 1l'image par ¢ d'un certain S8 de u' (ou

v - . . ~ -
est 1l'image d'un b ou d'un cb). La branche de u' joignant cb(ou b,ou cb)
a a est formée de successeurs de K (raisonner comme ci-dessus, en tenant

compte du marquage). On prend alors, avec les notations du ler cas

N . " NN N
t; remplacé par t (ou t, b ou t, cb).

i i

c C

< Cj+1"" b
1 .
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N
L'image de t est ainsi augmentée par rapport 3 l'hypothése de c'b'

(ou b') par ¢c' et reste la méme par d'e.

3éme Cas :

- ] -
z = a»(xl) € Zg uZyetb = b(xl,.. xn)e ZN.

méme raisonnement que ci-dessus.

4éme Cas :

- L] - L
z a (xl) € Zg U Zd et b1 b (xl)e Zgu Zd.

Si a' e Zg, nécessairement b' € Ly Méme type de raisonnement.
(R) est établie.///

En particulier, ¥ ME v, ] ¥ e I(X) tq e(¥) e I(F),

S N
- - - -
e'(%) e I(K') et ¢'e(t) et ¢e'(t) > v, ce qui implique

- —y (Y - = = £ 4003 .
$'e(t) = ¢e'(t). D'autre part, comme (e,K,e’) est réduit, si t
. . -, -,V . . . .
contenait une variable, e(t) ou €'(t) la contiendrait. Enfin si
. . . n -
T contient 1 variable, ¢(T) et ¢'(T) aussi, donc t = t € K,

P est prouvé.///
C.Q.F.D.

II1-1-5-3 Illustration des preuves

II-1-5-3-1 Commentaire :

Remarquons tout d'abord que seul le second lemme de non strictitude
utilise la forme réduite. Nous commengons donc par illustrer le premier

lemme, puis la réduction et le second lemme sur un méme sSecond exemple.

Dans les deux lemmes, l'idée est grosso modo la méme, mais la technique
plus complexe dans le second. Les notations adoptées ici sont celles

des lemmes correspondants.

ler lemme. ¢ étant strict, on peut "marquer" la sructure de tout t ¢ K

par ¢ dans $(t) € K'. Le seul probléme est alors de 'reconstituer' les infor-

mations en les sélectionnant mar €' dans ¢(t).L'égalité e'(u)=¢(v) permet alors
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de vérifier si il existe t € K tel que ¢(t) = u et e(t) = v.

Réduction : La réduction ne présente pas de difficulté. La construction
que nous donnons “coule" presque de source. Mais 1'intéré€t est que,
dans (e, K, €'), tout noeud d'un t € K a une image stricte dans e(t)

ou €'(t), toutes les informations concernant t peuvent donc se
retrouver par marquage dans e(t)u e'(t). Tout le probléme de la preuve

du second lemme sera de "recoller les informations".

2éme lemme : Plus précisément, l'essentiel du probléme est d'avoir
assez d'informations dans F et F' pour pouvoir é&tablir que

(¢(u) = ¢'(v), u e F, v € F')<=>(3t ¢ K tel que £(t) = u, e'(t) = v)

Soit t' un sous-arbre de t ¢ K dont chaque noeud 3 une image stricte
par €. Il n'y a pas de difficulté 3 coder t' dans e(t) (c'est le
cas du ler lemme). Mais quand une branche de t se décompose en

' 1 - S (ht
sous branches blb 12" bnb n telles que les e(bi) et_lfs e'(b i) sont
réduits a des variables, on a plus grosso modo dans e€(t) que les

informations concernant b'l..b'n et dans e€'(t) celles concernant bl"bn

On peut néanmoins marquer sur chaque lettre des informations finies,
donc les successeurs immédiats, donc les '"soudures' entre les bi et
les b'i. Les régles de succession de K sont alors vérifiées soit sur
F (sur les b'i), soit sur F' (sur les bi)’ soit par ¢(u) = ¢'(v)

(pour les soudures).

Bien entendu, l'exemple présenté illustre de fagon simpliste les
phénoménes. En particulier, les a; et les b. ne sont pas nécessairement

monadiques, mais le probléme se réduit essentiellement au cas
+ +

. . . + +
monadique. C'est sur la chaine monadique a, bi .edy bi que nous

. . . ‘ N 1
illustrons ici le "probléme des soudures", P P

qui revient en fait 3 un chevauchement de découpages ! Mais la preuve
formelle montre que tous les problémes se réduisent grosso modo a ceux

illustrés ici, et se résolvent comme ci-dessous.

II-1-5-3-2_ Exemple sur_le premier lemme de non_strictitude :

Considérons directement ¢ et e marqués comme dans la preuve.

Soit ¢ = € = id sur £ - {a}
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¢ a(x,vy,2) =,ao(a1(x,y),a2(z,a3)) et € a(x,y,2z) = a'(x,z)

Soit K = a(Fl, F2, F3) (ol les Fi sont reconnaissables) alors,

(3, K, ) A~ {la (a,(t),,),3,(t5,a5)),a" (ty,t9)) |t Fy)

Sur £ - {a} , pas de probléme, on pose ¢' = e' = id
On construit €' sur ¢(a(x,y,z))

e ao(x,y) = ao(x,y), e’ al(x,y) = al(x)
e'(a2(x,y)) = az(y)

On en déduit e'ao(al(x,y),aQ(z,a3)) = ao(al(x),a2(z))

On pose ¢'a'(x,y) = ao(al(x), a2(y))

K' = ao(al(Fl’FQ)’ a2(P3,a3))

On a alors (K', €') o (¢', ")

Ma (a;(t),t,), ay(tg,a)), a (a;(t)), ay(t )|t eF,}
ol(a (ay(u))s ay(u)), a'(uy,u)) |ueT(@) )

donc{}(@, K, €).

Soit (e, K, €') défini par :
K est la forét reconnaissable définie par :

K = Kl. K2

K, = {aai+bi+a.+bi+...a.+b.+(x)lneN+, i.e{0,1}}
1122 thtp ]

ot at(x) désigne {al(x)lieN+}, al(x), ao(x), al(x),bo(x), bl(x)
sont les lettres.

K, = e(Fl, d(B(FQ), Y(Fs)))
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oi e(x,y), d(x,y), B(x) et y(x) sont des lettres et F_, F F3 des

1° "2
foréts reconnaissables définies sur un alphabet L' ne contenant pas
les lettres précitées.

€ et €' sont des démarquages définis par :

e = e' = id sur I' u {a(x), B(x), y(x)}

€ ao(x) = ao(x), € al(x) = al(x), € bo(x) = € bl(X) = x
e e(x,y) = y, € d(x,y) = x
e' ao(x) = ¢! al(x) = x, €' bo(x) = bo(x), e' bl(x) = bl(x)

€' e(x,y) =y, €' d(x,y) = y

On peut d'abord "supprimer" e(x,y) (puisque e(e(x,y)) = e'(e(x,y)) = y)
en le remplacant dans K2 par y, ce qui donne :

K = Kl.K3 avec

K3 = d(BCFQ), Y(Fs)).

Marquons la lecture sur K. Nous obtenons

- tous les noeuds de Kl sont marqués par (1,1) (lus par e et €'),
d est également marqué d(l,l)
tous les noeuds de B(FQ) sont marqués (1,0) (lus seulement par €),
ceux de Y(FS) par (0,1).

Comme € est strict sur B(FQ) et €' sur Y(F3)’ pas de probléme ici.

Mais d est effacé par ¢ et €'. On pose alors

K, = c(F

" F.) , e(c(x,y)) = e d(B(x), v(y)) = B(x)

22 3
et €' c(x,y) = €' d(B(x), v(y)) = y(y).

(pour &tre conforme aux notations du second lemme, posons plutdt

€ c(x,y)) = c(x) et €' c(x,y) = c(y))

Finalement, on obtient (g, K, €') réduit avec K = Kl’Ku’

Reprenons (e, K, €') réduit ci-dessus.

on a (e, K, ')~
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1 A

p, P p p P .
{(aa.la.2...a.n8(t ),ab, 1ob, Py (t ))|neN+,i.e{O,1}, les p. et p'.e N
i1, i 2 i, i 3 3 i i

t2 € F2 et t3 € F3}

K est marqué en K

Rl={aa. 3. b ..a¥a, b b, ...a; a Y. b (x)|neN,i.e{0,1}}
i,°1, iy 1.5, TiT S S S j
b, "a; ] Jbi la, b,
1 72 j j+1 n

K. = K et K= K..R

(a* = {an|neN})

¢ est défini par :

"

£ alx) = a(x), € a (x) = a (x), e a,(x) = a,(x)
o o 1 1

C(X),

(U]

e b (x) = € b (x) = x, c(x,y)

€ est 1'identité sur I' (alphabet de F, et F3)

a; (x) = a; (x), € gi(x) = x, € Ei (x) = ai (x)
b. b. b. b.
] J J ]

e' est défini par :

™t

e'a(x) = a(x), €' bo(x) = bo(x), ! bl(X) = bl(x)

€' ao(x) z €' al(x) = x, €' c(x,y) = c(x).
€' est 1'identité sur I'

v p. (x) = b, (x), &' B.(x) = B,(x)
la . 1 1
" 4a.
J J
§ est défini par :

§ est 1'identité sauf :

§ a(x) = a(x), &6 a. (x) = a,(x)
' b, 1
]

§' est 1'identité sauf

5" 3(x) = a(x), 8' b, (x) = b,(x) et §' B.(x) = b (x)
1 1 1 1

a
J




¢' est défini par :

o' a(x) = x, ¢' ai(x) = %y ! a;

de profondeur 2), ¢'(c(x))

¢ est défini par

¢ &(X) =X, ¢ bi(X) = X,

¢ bi (x) = b'i(a'j(x))

a.
J

I1 est évident ici que € o §

zety ¢'ai

v

Vérifions sur l'exemple que :

IT ~ ik

b
J

b
]

= get e od'

(e, K, €') A(e(K), ¢') o (¢, £"(K))

(E,R,E')ﬁi(&af PR 0
= et

(e(K),6")={(aa> a. a;
ll ll b

(¢p,e'(K))={b'. a'. b",
31 3o

d'ou le résultat.

L'assa:t (»1 3t de voir que ¢' induit sur b'i a'

)

P L S c,ab; R

'b'.1 ’a'. b'.‘ 'a'. 1 f i
L] ]2 12 13 l* ;
et ¢ le découpage
R s TG
5 o, 2 9 a

3o

g's

i st e{t ),&bf b T alh
L PR | 1 TR

b. c(t2)|meN+t
]mgl]m

Im

.(x) = b'j(x)

¢ bi(X) = b'i(x), ¢'(c(x)) = ¢

(x) = a'i(b'j(x)) (qui est un arbre

B, b c(t2)

S
f i

i

2bi n nbi 1 1ai n;% n'n

2 n 2 ln

N, t F. et ¢, « %}
it g ot L e e it

X 1 t 1 1] 1

ai2 ..aina . C(tl)’b ila in i2...a nb inc)
bi b
2 1n +
In e N ty € FQ}

2€F3}

le découpage :
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IT - 1 - 6 LEMME 6 DES DELAIS :

Le lemme suivant, quoique fort simple, est fort utile . Il montre
que dans un bimorphisme, "on peut toujours supposer les morphismes
séparés plutdt que séparés 3 délai borné, stricts plutdt que régulés".
Plus précisément, on peut trouver -un bimorphisme équivalent & celui
donné, du méme type, ol le délai borné (d'effacement ou de séparation)

est ramené a 1.

Lemme 6 : Soit (v, ¢, K, ¥, u) un bimorphisme B, ou ¢ et ¥ sont
respectivement séparés a délai borné, ou régulés, ou [al-quasi-complets
sur K.

Alors i1 existe B' = <v, ¢', K', ¥', u> tel que :

B' B, ¢' est du méme type et de méme coefficient de dilatation que ¢,
de méme pour ¥' et v (seul le fait d'étre un démarquage n'est pas
conservé), ¢' et ¥' sont respectivement séparés (donc & délai 1),

ou stricts, ou [al-complets sur K'.

Preuve : Soit p le délai de régulation de ¢, p' celui de ¥, q le
délai de séparation de ¢, q' celui de ¥ (si ils existent).

Soit s = sup(p,p'»q,q'). Supposons K définie sur L.

Définissons un alphabet formel L' en bijection avec les arbres de
%(Z)l de profondeur homogéne s (ils sont en nombre fini). Plus
précisément, ¥ T e %(E)i, ¥ de profondeur homogéne s, il existe un et
un seul t e Z'n par la bijection.

I1 résulte des définitions et propriétés immédiates des notions de

séparation et régulation pour les morphismes (voir ces chapitres) que

si ¢ est séparé 3 délai q (respectivement régulée a délai p), alors
: ¢(%) est séparé (resp. régulé) pour tout T de prof. homogéne s. De

méme pour VY.

Soit alors h le l-morphisme sans torsion qui a tout t € L' associe

le t correspondant. Posons K' = h_l(K), ¢' = h o det ¥' =hot.

Le résultat est alors immédiat en ce qui congerne régulation et

séparation. Le Lemme 1, appliqué & ¢ puis a Q, donne le résultat

concernant la complétude.
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II - 1 -7 LE CAS DYADIQUE :

Un cas particulier important est celui ol les alphabets considérés
sont dyadiques (les lettres sont de degré 0, 1 ou 2).
On peut en effet coder de nombreux problémes (logique, dénombrement,
information) avec des arbres construits sur de tels alphabets. Il se
trouve que dans ce cas de nombreuses constructions, impossibles dans
le cas général, deviennent possibles. Les propriétés des bimorphismes
s'en ressentiront. Nous présentons ici deux lemmes, en les situant par

rapport au cas général.

I1-1-7-1 Définitions

Un alphabet I est dyadique ssin > 2 => DN @

Un morphisme est semi-dyadique ssi 1'alphabet de son domaine est dyadique.
Un morphisme est dyadique ssi les alphabets domaine et image sont
dyadiques.

Une forét est dyadique ssi elle est définie sur un alphabet dyadique.

II-1-7-2 Lemme d'inversion dans le cas dyadique

I11-1-7-2-1 Lemme 7-2 :

Soit ¢ un 1-morphisme linéaire dyadique.

Alors i1 existe une forét reconnaissable K, un démarquage dyadique §
et un l-morphisme dyadique linéaire ¥, régulé et quasi-complet sur K,
tels que ¢'1 (s, K@, ¥). De plus, & est strict (resp. complet) si
¢ est strict (resp. complet).

Preuve : ¢ se décompose en ¢, 0 § ou ¢l est dyadique, marqué et
linéaire complet strict, § est un démarquage, complet ou strict si ¢
1'est (voir les propriétés de décomposition).

A tout a € I associons K(a) = ¢1(a). D'aprés (I-2-2-2-2 III), il

suffit de construire ¥ tel que

¥aect ¥ K(a) = a
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¢1 étant marqué, on peut noter aO son sommet, al...an ses noeuds.

a, existe toujours car ¢1 est strict.
ler Cas : a € I_. On pose W(ao) = a.

2éme Cas : a € Zl. On pose W(ao) = a(x)

(Remarquons que a  est ici monadique ou dyadique)
On 'selectionne' x sur les autres noeuds, c'est 3 dire que :

- si le noeud ap(x x2) est antécédant par x; de la variable de

l’

¢l(a), on pose V¥ ap(xl,x2) = Xy

- sinon, on définit arbitrairement (les autres noeuds ne sont pas lus).

3éme Cas : a € 22.
Si un noeud de ¢i(a) n'est antécédant d'aucune des deux variables de

¢l(a), on définit ¥ arbitrairement.

- sia, est antécédant d'une seule variable de ¢l(a), on pose

W(ai(xl,x2)) = xj( si a; est antécédant par xj).

- sia; est antécédant des deux variables x et y de ¢l(a) par une

méme variable Xj’ on procéde comme ci-dessus

- si ai(xl,x2) est tel que x, est antécédant de x et X, de y (ou

inversement), on pose ¥ ai(xl,x2) = a(xl,xz).
I1 est évident qu'un tel a; existe et est unique dans ¢l(a).

Dans les 3 cas, on a bien W(¢1(a)) = a et ¥ est bien linéaire, quasi-
complet sur K(a) (les branches non lues sont bornées) et régulé sur
K(a) (W(Ka) = a # x) donc ¥ répond sur K aux conditions.

C.Q.F.D.

Si K(a(x,y) = ao(él(x,az(y)), la construction donne :

¥ ao(x) = x, V¥ al(x,y) = (X,y), V¥ a2(x) = x.
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Mais une telle construction n'est pas possible si ¢l n'est pas dyadique.
Par exemple, si ¢l a(x,y,z) = ao(x,al(y,z)) on retrouve la nécessité
de la construction du lemme 2, dont le lemme 7-2 est 1l'homologue dans

la cas dyadique.

I1-1-7-3 Lemme de permutation des morphismes et des démarquages dans le cas

dzadigue

II-1-7-3-1 Lemme 7-3

Soit ¢ un l-morphisme linéaire dyadique et & un déma'rquage dyadique.
Alors, i1 existe une forét K reconnaissable, un démarquage &' dyadique
et un l1-morphisme linéaire dyadique v, tels que ¢ o 6"1{_\(6', Kg, ¢')
De plus, si & et ¢ sont complets stricts, §' et ¢' le sont.

Si & et ¢ sont stricts, ¢' et ¢' sont régulés sur K%,

Preuve : Nous allons d'abord prouver ce lemme dans des cas particuliers,

que le lemme général de permutation (lemme 4) nous permettra d'étendre :

sous-lemme 1 : Si, dans 1'énoncé du lemme 7-3 ci-dessus, ¢ est complet
strict et § 1l'identité sauf sur une lettre e(x) ol § e(x) = x, alors

il existe (8', K, ¢') répondant aux conditions.

En effet, pour tout a € I, posons ¢(a) = ta et supposons que ta ait n,

noeuds (na > 0 car ¢ strict).

Etant donné la forme de §, il est facile de voir que pour tout

t = a(tl,.. tn), on a 6—1(t) = e*a(G‘l(tl),..,é_l(tn)) d'od on en déduit
G_I(ta) et on a, ¥ u ¢ G—l(ta), u a exactement n_ noeuds autres que de
label e, et en marquant ces noeuds 15005 @ s les régles de successions

. Pl . a -
entre les a, sont indépendantes de u chois dans ¢ 1(ta)

Soit alors K(a) = G—l(ta) ol les noeuds autres que de label e sont ainsi
marqués par a, soit &' tel que §' e(x) = e(x) et §' est le démarquage
associé ailleurs. On a évidemment

81 (K(a)) = 87t ) = 8 Te(a).

¢' est d'autre part défini comme suit

- on sait ar ¢ est complet strict et par un raisonnement analogue a
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celui du lemme 7-2) que si a e Z,s tout u contient un seul a,
20
éc

et x, comme antécédants,

(indépendant de u) tel que a; (xl,x2) ait x, 5

de chacune des variables de ta?x,y).

- On pose alors ¢'ai (x,y) = a(x,y), ¢' est construit comme en 7-2
o
ailleurs et dans les autres cas, avec de plus ¢'e(x) = x.

On a alors (a, 6-1¢(a)) ~(¢', K(a), &")
d'ot le sous-lemme 1 d'aprés (I-2-2-2-2 III)

Sous-lemme 2 : Si, dans l'énoncé du lemme 7-3, ¢ est 1l'identité sauf

sur une lettre e'(x) ol ¢(e'(x)) = x, et si 8§ est comme dans le sous-

lemme 1, alors il existe (&', K, ¢') répondant aux conditions.

En effet, pour toute lettre a telle que ¢(a) = a, on construit ¢', &',
K(a) comme ci-dessus dans le sous-lemme 1, on a d'autre part
6-l¢(e'(x)) = e*(x) d'ol on pose K(e') = ée*(x). Comme ¢'e(x) = x

et 8'e(x) = e(x) d'aprés la construction précédente, il suffit de poser
'e(x) = e'(x) et 6'a(x) = x et on a (e'(x), 6§ “¢e'(x)IA(¢", K(e'), §")

et on conclut comme dans le sous lemme précédent.

Sous-lemme 3 : Les sous-lemmes 1 et 2 vont nous permettre d'achever

la preuve du lemme 7-3.

1) Soit ¢ un l-morphisme linéaire dyadique. ¢ se décompose en
¢ = ¢l o 61 o) 62 ol ¢l est linéaire complet strict, 61 est un démarquage
strict et 62 est 1l'identité sauf sur une lettre e(x) ol 62e(x)=x,

¢:> 61 et 62 étant dyadiques.

Pour le voir, on fait la construction suivante : si ¢(a) est complet
strict, on le marque comme toujours par a. On en déduit ¢1(a) etGl est

le démarquage correspondant sur ¢l(a), 62 1'identité.

Si ¢(a) n'est pas complet : on le marque en $(a) comme ci dessus et on
pose ¢l(a) = ao(al(a(a),x),y) ou ao(g(a),x) afin de compléter ¢1(a)
selon les cas (a est dyadique).

On pose Glao(x,y) = Gl(al(x,y)) = e(x) et 5, e(x) = x.

On est ramené au cas précédent.
Si ¢(a) n'est pas strict, on pose ¢1(a) z ao(x) (ou ao(y)) et on

procéde comme ci-dessus.
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De méme, tout démarquage § dyadique se décompose en § = 6'1 o 6'2

ol les G'i sont des démarquages dyadiques, 6'1 étant strict et 6'2

1'identité sauf 62 e'(x) = x.

2) Soit ¢ et 8 tels que dans 1l'énoncé du lemme 7-3. Décomposons

comme ci-dessus en ¢ = ¢1 o 61 0'62 et § = 6'1 o 6'2.

Nous allons appliquer plusieurs fois le lemme 4 (I-1-4-2-1) (Cas

particulier V), dés que 1'un des démarquages est strict.

a) Le sous lemme 2 appliqué a 6, et 6'2 donne :

) t 1
334 3 63 et K1 tels que (§ 3 Kl’ 63) {}62 o 6 5

b) le lemme 4(V) s'applique a Gl (qui est strict) et 6'3 :

-1
3 §,)

3 6'4, K L}’KZ’ ‘4

et 6'q tels que 61 o §' (6!

2
c) Le lemme 4(V) s'applique & §, 0085 et 6" (qui est strict) :

-1

i3 1

8.).

]
§. et K, tels que 64 o 63 o6 32 %g

‘s> 9 3 £ (87, K

En posant §', = 8'c 0 8" , K =K, n G'S-I(K2 n Gu—l(Kl)),

4 4 3
-1
1
et nous avons donc 61 o 62 o8 ~(8 6 Ky, » 65)
6'6 se décompose évidemment en 6'6 = 6'7 o) 6'8 ou 6'7 est strict

et §'y dyadique et &gal 4 1'identité sauf sur e(x) ou G'Be(x) = x

En effet, 1'alphabet image de 6'8 est celui de ¢,, donc dyadique,

1’

le reste est classique (on rend &', strict en 6‘7 et on efface par 6'8).

6

d) ¢l étant dyadique linéaire complet strict, on applique le sous-

lemme 1 :

. _l
1 " 11 \] \J

e) le lemme 4(V) nous donne, 6'7 étant stricte

-1

1t " 11 " 1
i ¢ 1 8" et K_ tels que (6 g K6, ) l) {}¢'1 o6 7

8 6
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-1

Finalement, ¢l o 6'6

/_.\(6" K7’ ¢"l)
-1
[y S 1 " - "
en posant §' = § g © $ . et K, (8 8 (KS)) n Kg

Finalement, nous en déduisons que

_l "l
/\ t " "
$ o8 _(6,K7n¢l(K4),¢1065)>

et K7 n ¢"1—1(Ku) est évidemment de la forme K8 (voir les constructions

qui donnent tous les Ki comme clotures tensorielles de reconnaissables).

Enfin, si ¢ et § sont complets stricts, il suffit de remarquer que les
constructions utilisées dans le lemme 4 conservent le caractére
dyadique des alphabets, et la complétude.

Si ¢ et § ne sont pas complets, on peut modifier la construction du
lemme Y4 correspondant 3 la non complétude en considérant par exemple
G(al(aQ(as,x),y,z) = a(x) au lieu de G(al(x,y,z)) = a(x). 8§ est alors

non plus strict mais régulé, mais il est aussi dyadique./// C.Q.F.D.

Le lemme 7-3 est 1'homologue dans le cas dyadique du lemme 4. Mais,
dans le lemme 4, le degré de dilatation et la complétude de ¢ ne sont
pas conservés dans ¢' si 6 n'est pas strict.

La particularité du cas dyadique est la méme que dans le lemme 7-2.

En effet, la construction du sous-lemme 1 ne peut se faire pour :

¢ a(x,y,z) = b(b(x,y),z).
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CHAPITRE I - 2

PROPRIETES FONDAMENTALES DES BIMORPHISMES

Les lemmes fondamentaux permettent d'établir, souvent aisément,
les théorémes de cette section, qui décrivent les propriétés des

bimorphismes.

Nous avons vu (lemme 2) que le probléme d'inversion d'un
l-morphisme linéaire n'est résolu que grace aux morphismes linéaires
séparés a délai borné. Le théoréme 1 montre ici que cette classe
s'inverse par elle-méme. La classe des morphismes linéaires, séparés 3
délai borné apparait donc comme la cldture par le probléme d'inversion

des classiques l-morphismes linéaires.

Les propriétés de composition des bimorphismes sont discutées
en (II-2-2). Les résultats les plus significatifs figurent dans les
théordmes 2 et 2 bis. Nous savions (9) que la classe TI des l-bimorphismes
linéaires complets stricts (c'est 3 dire des bimorphismes ol les
morphismes sont classiques, linéaires, complets et stricts) n'était pas
close par ¢omposition (?E # 432) mais que ?EQ =z ??3. Ainsi 1'étude de
bimorphismes dans le cadre classique de la théorie des arbres mettait-
elle en évidence une bonne classe sans la caractériser proprement ni
expliquer les phénoménes. Nous prouvons ici que la classe T1 est
équivalente 3 la classe gT; des bimorphismes linéaires séparés (et

complets et stricts) et que cette classe B' est close par composition.

1
La notion de séparation pour un mqﬁggisme (linéaire) apparait alors
PaS
comme la clé de voute du phénoméne TI® = TIs. Le théoréme 2 énonce

d'autres résultats du méme esprit. Le théoréme 3 met en évidence, dans

le cadre classique, pour des morphismes non stricts, un autre phénoméne.
A . . 3 - . -

La classe TL (des l-bimorphismes linéaires) est non close par composition

: o~ 2 N3Ny N5 ANy
jusque l'ordre 4(TL # TL® # TL” # TL ) mais TL" = TL .
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Le théoréme 4 montre que dans le cas dyadique, la situation
se simplifie considérablement. Le théoréme 5 énonce les résultats de
composition pour les bimorphismes non symétriques (ol les deux

morphismes ne sont pas du méme type).

Dans la plupart des autres cas, nous voyons en II-2-2-2
qu'on ne peut espérer des résultats positifs de stabilité par composition.
Si on alterne non déterminisme (introduit en général par un morphisme
inverse) et non linéarité, on est conduit 3 des hiérarchies infinies
du genre de celles décrites dans (19),(76). Abrégeons la classe
B(1,Rec,1) en LL. Nous remarquons, toujours en II-2-2-2, que la
classe fE n'est pas close par composition. Mais nous consacrons la

~

partie II-2-4 § 1'étude de la cloture par composition de cette classe.
. Pal /\2 /\3 2

I1 s‘'avére en effet que LL # LL® mais = LL . La classe LL est donc
- s ey PR 72

la cldture par composition de LL (théoréme 8). Nous verrons que LL

ne peut se caractériser par aucune classe de bimorphismes. Mais nous

étendrons la notion de bimorphisme en s'autorisant des foréts non

raisonnables (donc des "transformations non rationnelles"). Nous

aboutirons ainsi 3 la caractérisation du théoréme 9.

Le but de la partie II-2-3 est, utilisant les résultats
antérieurs, de caractériser dans le cas le plus général l'inversibilité
des transductions. Pour cela, nous considérons les hypertransductions,
cl3ture par composition des transductions classiques (rappelons qu'on
sait que les transductions classiques ne se composent pas et qu'on

conjecture des hierarchies infinies par composition).

Nous nous posons le probléme de caractériser les hypertrans-
ductions inversibles, c'est 3 dire les relations réalisées, ainsi que
leurs inverses, par composition de transduction. Deux points sont a
mettre en relief dans nos résultats. Premier point : le formalisme des
magmoides permet de dénoter - sinon d'expliquer - les transformations
obtenues par composition de transductions (II-2-3-4). On sait que la
non composition des transductions est due 3 l'alternance de la non-
linéarité et du non déterminisme. Ici, cette alternance se traduit par
1'application alternée du foncteur T (adjoignant des torsions non linéaires)

et du passage aux parties P (introduisant le non déterminisme).
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Deuxiéme point : nous obtenons (II-2-3-7) une condition nécessaire trés
forte d'inversibilité qui peut se comprendre intuitivement comme suit
(encore que le détail ne soit pas simple) : pour qu'une composée de
transductions soit inversible, il faut qu'elle soit "globalement presque
linéaire" (c'est 3 dire qu'elle ne recopie pas en plusieurs exemplaires
des arbres arbitrairement profonds) car en sens inverse, on ne sait pas
"tester 1'égalité" sur le domaine. On peut alors choisir chacune des
transductions de la composition linéaire. L'alternance non déterminisme-
non linéarité empéchant la composition disparait alors et grosso-modo,
les transductions se composent alors en une seule transduction "presque
linéaire". Le "presque" correspond précisément 3 la séparation 3 délai
borné. On aboutit alors assez facilement (par des raisonnements sur la
reconnaissabilité, non toujours détaillés) au théoréme 6. Ce théoréme
montre que pour qu'une hypertransduction soit inversible, il faut et il
suffit qu'elle soit équivalente & un bimorphisme de B', (linéaire
séparé, complet, strict). En corollaire, on obtient la méme caractéri-
sation pour des classes beaucoup plus restreintes que les hypertrans-
ductions. En fait, si la caractérisation est fausse pour les transductions
classiques, elle devient exacte dés que la classe considérée est "un peu

plus grande'" que celle des transductions.

N
La classe B'l caractérise ainsi toute classe inversible et

assez grande de transformations rationnelles (obtenues & partir de )
machines d'états finis). Pour cette raison, nous appelerons bitransductions
o

les transformations de B' Le théoréme 7 montre que B'l conserve la

1"
reconnaissabilité et 1'algébricité (au sens des magmoides, voir (A)).

I1 est & remarquer que la classe B', - et par elle la notion

1
de morphisme linéaire séparé - caractérise les solutions 3 des problémes
d priori éloignés (hypertransductions inversibles, EEQ = ?ES). C'est
qu'en fait et dans tous les cas, la notion de linéarité des morphismes
classiques est trop restreinte et que la "bonne" notion est celle de

morphisme (de magmoides) linéaire séparé.
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2 - O PRELIMINAIRES

Les preuves des théorémes qui suivent consistent en des applications
élémentaires mais répétées des lemmes fondamentaux de (II-1). Il est
fastidieux et peu lisible d'expliciter de nombreuxes compositions et
décompositions de morphismes et morphismes inverses, aussi utiliserons
nous souvent une notation de '"diagrammes commutatifs" (classique en
théorie des catégories - nous l'appliquons ici & la catégorie des
magmolides). Rappelons informellement cette notion : chaque morphisme
est représenté par une fl8che allant de son domaine vers son but.

Un diagramme est commutatif ssi tous les chemins (en "suivant les
fléches") conduisant d'une méme source 3 un méme but représentent par
composition des mémes applications. Par exemple, dire que le diagramme
b4
I
___~~qu

commute équivaut a ¢, © Wl =¥, 0 ¢,

Nous considérons en fait les domaines restreints 3 des foréts
appartenant 3 une famille raisonnable, et les lemmes fondamentaux ne
font apparaitre que des forets de Rec®. Mais les propriétés des familles
raisonnables font qu'on peut toujours "remonter sur un diagramme les
foréts".

Par exemple, considérons Wl restreint a Fl’ Y, a F2 et ¢, d G dans le

diagramme précédent. Nous noterons

W?
F2 ,_% G
Lo |
F
1 Wl

Le lemme (I-2-2-2-2- I) montre que le diagramme ci-dessus peut encore

s'écrire

e
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avec H = F, n Wz—l (G) n ¢l-l (Fl) qui appartient 3 la méme famille

raisonnable.

Les fléches définissant un arbre de fagon évidente sur les sommets

1 - . . ~
qu'elles joignent dans le graphe, on peut donc toujours se ramener a
considérer des foréts (de la classe considérée) seulement aux sommets
maximaux (ol n'aboutit aucune fl&che). En particulier si les foréts

sont dans Rece.

- En cours de preuve et dans les diagrammes nous omettrons donc
souvent d'écrire les foréts (tant que les propriétés en jeu sont
'raisonnables'). Les propriétés de conservation des types de morphismes
sur des foréts données étant également closes par les opérationms

raisonnables, ceci est justifié du point de vue des types.

- De méme, nous ne citerons pas explicitement les propriétés élémentaires
de composition et décomposition du chapitre (I-2) relatives aux types

des morphismes.

- & ¢
¢[1] se’representera par —I1]

- Nous citons les lemmes fondamentaux utilisés par leur numéro, par
exemple 'lemme 6' pour le lemme 6 du chapitre (II-1-6), nous utilisons
les abréviations suivantes (déjd définies dans la premiére partie).

1 = linéaire, dB = délai de séparation borné, d = séparé, s = strict,

r = régulé, c = complet.

Soit ¢ un k-lcs désigne ainsi un k-morphisme ¢ linéaire complet strict

(éventuellement sur une forét sous entendue).
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II - 2 - 1 THEOREME 1 : 2éme CAS D'INVERSION DES MORPHISMES

Nous avions développé en (II-1-1) le "probléme d'inversion des
morphismes" 3 propos du lemme 1. Rappelons qu'étant donné une classe (
de foréts (ou de langages), définie par un certain type syntaxique, il
est en général facile de prouver si la classe est close par morphisme
ou démarquages inverses (on résoud alors le probléme syntaxiquement,
en prenant les "images des régles"). Nous avions vu que le probléme de
stabilité par morphismes inverses était rendu beaucoup plus complexe par les
problémes de partitions (ou de découpages) qu'il entrainait, d'ou
1'intérét du lemme 1 qui nous rapproche du cas des langages. Mais, dans
le lemme 1, on inverse un "l-morphisme par un k-morphisme linéaire a
délai de séparation borné, régulé et quasi-complet, donc on inverse un
certain type de morphismes par un type plus large. Il se pose alors le
probléme d'inversion pour ce dernier type. Le théoréme 1, utilisant
plusieugs lemmes fondamentaux de II-1, prend tout son poids par le
fait qu'il permet d'inverser un morphisme de la classe ainsi apparue
(k-morphismes linéaires etc... etc...) par un morphisme de la méme
classe. Enfin, nous remarquons que le théoréme 1 est le "plus général

possible".

II-2-1-1 : Théroéme 1

Etant donné un k-morphisme ¢ linéaire, séparé 3 délai borné, il existe
un démarquage §, une forét reconnaissable K et un k'-morphisme ¥ du méme
type que ¢, tels que

-1 8
¢ 117208 KTy ¥, 1)

On peut de plus prendre ¥ régulé et [1]-quasi-complet sur K@. On peut
imposer & § d'étre seulement un quasi-démarquage et alors a Y d'€tre

complet sur Ke.

Si de plus ¢ est respectivement [1]-complet ou régulé sur une forét

F raisonnable, alors il existe G de la méme famille que F telle que

(1, ¢, F)YNN(S, G, ¥, 1)
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et § est un démarquage respectivement complet, strict (ou propre si ¢

est [1]-complet et régulé).

Preuve : (Rappelons que nous amettons en cours de preuve les restrictions
aux forets).
Soit ¢ un k-morphisme linéaire, séparé 3 délai borné. D'aprés le lemme 6,

11 existe ¢o k -14det WO 1 - lcs tels que ¢ {}Wo_l o ¢o. ¢o est de

Plus strict si ¢ est régulé, [1]- complet si ¢ l'est (nous sous-entendons

toujours les foréts) ¢ se décompose en ¢ = ¢, o & ol ¢, est [1]- ¢ s
o P o) 1 o 1

et §_ est un démarquage, c si ¢, est [1]- c et strict si ¢, est s. Le
lemme 3 entraine qu'il existe un démarquage propre 61, des 1-lcs Wl,

WQ, ¥  tels que ¢1 = 4 -1 o¥, oV -1 oVY

3 [1] 1 2 1 3

Le lemme 2 (corollaire II-1-2-3-3) implique 1l'existence de démarquages
propres 62 et 63, de morphismes ¢2 et ¢3 quasil[1l]-complets, 1, dB,
régulés tels que 62_1 o9, <:W2—l et 63-1 o ¢3 {:.Ws-l

[1] [1]

¢3 o Wl est du méme type que ¢3 3y 6, est propre ; le lemme 4 bis

2
entraine donc qu'il existe ¢, du méme type que ¢, et 8, démarquage

propre tels que ¢3 e} 52-1{:~6u_1 o} ¢4

[1]

Finalement, le diagramme suivant est commutatif.

Diag. 1




I1 - 89

Il est facile de voir que § = 64 o 63 o 60 et ¢u o ¢2 o) 61 o) Wo = ¥

satisfont aux conditions de types requises. Le lemme 1 assure
1'alternative entre (§ démarquage, Y quasill]-complet) et (8§ quasi
démarquage, ¥ [1]-complet). L'existence de K® est &vidente d'aprés les

préliminaires I1I-2-0. Le théoréme 1 est prouvé.///

II-2-1-2 Remarques

1 - La preuve se réduit au diagramme commutatif 1 et & des considérations
de type. Toute la difficulté technique est dans les lemmes fondamentaux

1, 2, 3, 4 et 6 utilisés.

En effet, soit une classe C de morphisme telle que, pour tout ¢ € C,

il existe un démaquage 8, une forét raisonnable F et un morphisme ¥ € C
tels que ¢Ei] ~~(§, F, ¥, 1). On sait (A) que pour tout morphisme

¥, W[l] conserve la reconnaissabilité ; la reconnaissabilité é&tant
également conservée par intersection et démarquage, (8, F, V¥, 1)-1
conserve donc toujours la reconnaissabilité, pour toute classe C.

Pour espérer avoir un lemme d'inversion, il nous faut donc considérer
une classe C telle que, pour tout ¢ € C, ¢[l] conserve la reconnaissabilité.
Or, nous avons déja remarqué que si on supprime une des deux contraintes
"linéaires" ou''séparé 3 délai borné", la reconnaissabilité n'est plus
conservée. Dans le cadre des magmoides, le résultat obtenu est donc le

plus large possible.

3 - On peut considérer que

"La classe des k-morphismes régulés, séparés 3 délai borné, [1]-quasi-
complets linéaires est la cldture de la classe des l-morphismes linéaires
complets stricts par le probléme d'inversion".

En effet, la classe 1-lcs s'inverse par la classe (r,dB, [1]-quasi-c 1)

elle -méme close par inversion .

4 - Corollaire : Pour tout morphisme ¢ linéaire sé&paré d délai borné,
toute famille raisonnable est close par ¢[1]

En effet, le théoréme 1 montre que ¢[l] (F) = S(V[lil (F) n Ke), or les
familles raisonnables sont closes par morphisme inverse, intersection avec

8 P
rec et démarquages.
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II ~ 2 - 2 COMPOSITION DES BIMORPHISMES :

II-2-2-1 Composition des bimorphismes linéaires séparés stricts

Rappelons que le lemme 6 permet de toujours ramener les
délais (de séparation ou de régulation) a 1, ce qui raméne 1l'étude des
différents types de bimorphes régulés ou séparés 3 délai borné
aux types correspondants stricts ou séparés. De méme ce lemme raméne
1'étude de la quasi-complétude 3 la complétude. Les classes considérées
ici, que nous notons B(lsd, F), sont, conformément aux notations
adoptées en (I-1-4-3), pour toute famille raisonnable F fixée, les
ensembles de bimorphismes symétriques (u, ¢, K, ¥, v) ou ¢ et ¥ sont

des morphismes linéaires stricts séparés et K une forét de F.

Théoréme 2 : Composition_des bimorphismes linéaires séparés_stricts

1 - Pour toute famille raisonnable F, la classe des bimorphismes linéaires
séparés stricts est close par composition. La classe des bimorphismes
linéaires séparés stricts complets est close par composition. Abrégeons
ces classes en et B',.

s Bp F
Dans le cas ol F est la classe des foréts reconnaissables, désignons

par B, et B' , les sous-classes de B et B ol tous les bimorphismes
1 rec rec

1
sont de la forme (1, ¢, K, ¥, 1).

Désignons par TS la classe des bimorphismes (¢, K, ¥) ol K est
reconnaissable, ¢ et ¥ sont des l-morphismes linéaires stricts,

désignons par TI la sous-classe de TS ol ¢ et ¥ sont complets.

S~ o~
2 - Les classes TS et TI ne sont pas closes par composition, mais
e

/\2 /\2 . . P
les classes TS™ et TI® sont respectivement égales aux classes Bl et B'l
closes par composition.

En résumé, nous avons donc

1 N2 S /ﬁ 2 _‘57

-~ Bp =Bp, B'p = Blg
I~ Ve I~ s

2 - 1"3;!@2:1"33:191:312

I~ e P P
T # 712 3 2

"
~3
—~
)
oy
!
v
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Les classes B1 et B'1 sont donc les clotures par composition des classes
TS et TI

Preuve :

1~ Soit C = (u, ¢, K, ¥, v) et C' = (u', ¢', K', ¥', v')
appartenant a BF (resp.B'F). D'aprés (I-2-2-3), on peut toujours

supposer que v = u' = 1. Oinverse ¢il]par le théoréme 1 en
¢[1]/\(6 G, ¥") ol & est un démarquage strict et ¥" est linéaire a

délai de séparation et de régulation borné, quasi-complet si ¢ est
[1)-complet. Le fait que 6 est stict permet d'appliquer le lemme 4
de permutation 3 W[l] o 5'1 en 'conservant les types'. On conclue
alors de fagon évidente (on restitue la complétude a partir de la

quasi-complétude par le lemme 6).

P

2 - En corollalre de 1-, il est évident que et B'l sont closes par

N

AN AN A~ .

composition. Les inclusions TS(:Bl et TICB'l proviennent de la
Pl Aoy A PN P

~
définition, donc TS2 © B, et TL < B'l puisque B1 et B'l sont closes

par composition

Pour prouver les inclusions inverses, considérons

= (1, ¢, K, ¥, 1). On inverse d'abord ¢[1] en (8, F, wfl]) par le
théoréme 1 (on prend 8§ quasi-démarquage strict complet si C € B'1
et ¥' [1]-quasi-complet si C ¢ B'l). On obtient alors

, -
CA (1, 6, Kn w[l]

D'aprés le lemme 6, il existe

(F), ¥' o ¥, 1)

= (1, £, 6, h, 1IAC
ou f est un l-morphisme linéaire strict complet si § 1l'est et h un
morphisme linéaire séparé strict ([1]- complet si C € B'l). On conclut
de fagon évidente en appliquant le lemme 3 & h[l] (considérations de
types provenant immédiatement des lemmes utilisés).
I1 reste 3 prouver que ﬁQ - ﬁ et ?\52 7 @
Rappelons ici que c'est la constatation du phénoméne ?}2 7 ??, jointe
au sentiment que 432 = ??3, qui nous a amené "historiquement" & la
notion de k-morphisme pour déployer et résoudre le probléme ainsi

soulevé. C'est pourquoi nous conservons la notation TI introduite dans

[9] et rappelons ici notre premier exemple : Soit Bl = (id, Fl,¢)
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avec:F, est la forét hyperlocale définie par les régles de successions :
éléments initiaux = I = {b(x, y)}

S(b(x, y)) = {c(x, vy, 2)} x {a(x)}

S(e(x, vy, 2)) = {c(x, v, 2), a(x)} x {a(x)} x {a(x)}
s(a(x)) = {a(x), a}

élément final F = {a}

¢ est le l-morphisme lcs défini par :

¢ est 1'identité sur b(x, y), a(x) et a

¢ c(x, ¥y, 2) = b(b(x, y), z)

Soit B, = (¥, F,, id)

avec : F2 est la forét hyperlocale définie par :

I= {c(x, y, 2)}

S(c(x, y, 2)) = {c(x, ¥y, 2), blx, y)} x {a(x)} x {a(x)}
S(b(x, y)) = {a(x)} x {a(x)}

S(a(x)) = {a(x), a}

élément final : F = {a}

¥ est le l-morphisme lcs défini par 1'identité sur a, a(x) et b(x,y)

et par Y c(x, y, 2z) = b(b(x, y), z).

I1 est facile de voir, comme 1'illustre le schéma ci-aprés, qu'il

se produit un 'thevauchement de découpages" lors de la composition

£ ok
1 ° "y




¢ découpe la "branche des

de profondeur paire.
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On voit aisément que

AN
B, o B2 = {b(c(..... cf

1 ty)s ty),

t2p+2, t2p+l, tzp,.....

c(eseee.. c(b(t ), t 1)....., ths tl)

2p+2° t2p+1 2p

olpeN, et Vi el2p+2], t € at a)

Supposons qu'il existe un bimorphisme C = (h, K, h') ol h et h'

sont des 1-morphismes (quelconques) et K est reconnaissable, tel que
Ve

CAB, 0B,

Il existe alors une lettre a sommet d'une infinité d'arbres t de K

tels que (h(t), h'(t)) aient leurs branches (notées t, précédemment )

toutes aussi longues qu'on veut (faire un raisonnement"3d tiroirs")
g

et avec autant de "c¢" qu'on veut.

h a(xl,.. xk) est sous arbre initial des h(t) et h' a(xl.. xk) sous-
arbre initial des h'(t).

—’\‘ 1 ' —'\’"
Posons h(a(xl,..xk)) = u.8 eth (a(xl,..xk)) = u'.o'.

En raisonnant sur la reconnaissabilité de K, on peut voir que Im®-{6(1)}
et Im6'-{6'(1)} doivent &tre en correspondance biunivoque et 8 et 8'

injectives (pour une infinité de t, avec les t, "assez profonds").

Or ceci implique que Card(Im6-{6(1)}) = Card(Im8'-{6'(1)}) mais ces
deux nombres sont respectivement impairs et pairs (voir la forme des

sous-arbres initiaux de h(K) et h'(K)), d'ol contradiction.

- N2 o 5 . e
Remarquons que cela prouve méme que TI™ ¢ TS donc & forciori que

N2 “~ - . .
TS $ TS. Nous avons meéme obtenu le résultat suivant

P
T12 n'‘est pas inclus dans 1a classe des bimorphismes dont les morphismes
sont des l-morphismes.

. ' 3 AQ A . B - P4 Ld V4
Le fait qu'une transformation de TI" ou TS ne puisse &tre réalisée par
aucun bimorphisme classique montre la nécessité d'étendre la notion de

morphisme (des 1-morphismes classiques aux k-morphismes de magmoides)
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pour avoir des propriétés de composition. De méme, nous sommes obligés
d'introduire les "selections de fibres" p et v du quintuplet (u,9,K,¥,v)
qu'est un bimorphisme, car une transformation de 432 ne peut &tre
réalisée que par un bimorphisme du type (1,¢,K,¥,1) ou ¢ est un

k-morphisme, ¥ un k'-morphisme, avec en général k et k' > 1,

I1I-2-2-2 Non composition d'autres classes de bimorphismes

Nous voyons ici qu'en supprimant par rapport au paragraphe (II-2-2-1)
une des trois hypothéses 'linéaire','séparé' ou'strict', la situation
change du tout au tout et que les classes correspondantes ne sont pas

closes par composition.

I1I1-2-2-2-1 Cas_des_bimorphismes_non_linéaires

Soit les deux l-morphismes ¢ et =, stricts, définis par

¢ a(x) = a(x,x) et 1w a(x) = m a'(x) = a(x)
¢(a) = a m(a) = a
¢ o n-l = {(ana, En)lﬁeN, Bn est l'ensemble des arbres de profondeur

homogéne n+l, sur {a(x), a'(x), all

I1 est connu que cette relation ne peut etre obtenue par transduction,

on peut voir qu'elle ne peut €tre obtenue par aucun type de bimorphisme.

——————— * En fait, nous touchons 13 un phénoméne essentiel de non composition,
déj3 comme : ¢ réalise une non linéarité "arbitrairement large" (la
branche a (x) se ramifie 3 1'infini avec n), toutes les branches images
ont une contrainte en commun (la méme longueur) ; n"! réalise un
"non déterminisme"”, donnant des labels arbitraires (a ou a') 3 chaque
noeud. En itérant ce procédé, on obtient une hierarchie que tout le
monde s'accorde 3 reconnaitre irnfinie (Ogden - Rounds [761, B.Baker [19],
Perrault [78]) mais qui est non prouvée. I1 faut donc retenir que
1'alternance non linéarité - non déterminisme est irréductible vis & vis
de la composition.
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1I-2-2-2-2 Cas_des_bimorphismes non séparés :

Soit les deux morphismes linéaires stricts mais non séparés ¢ et ¥

définis par :

¢ a(x) = <a(x1, x2), £ >
¢ alx) = <alx,), aa(x,)>
¢ a = <5, aa>

¥a(x) = <alxy, x,), # >
¥ a(x) = <a(xy), a(x,) >
Y B(x) = <a, a(x,)>

¥ b(x) = < #, a(x2)>
¥(b) = < #,a>

Soit les for@ts reconnaissables K, = {aa"a|neN} et

1

el
[

= {aaanpB|n et peN} et les bimorphismes B, = (id, Kl, ¢) et

s ¢]
"

(v, Kys id).

On a ¢(a a"a) = <a(a"a, a2n+15), £ >

an+p+la

et ¥(a aanPE) = <a(an5, ), # >

2N
B

5 = la a"a, a a"gb"b)|neN}

A\

Donc B. o
1

qui ne peut €tre réalisé par aucun bimorphisme (raisonner sur les

langages de branches).

—— . —— o —— ——— i — = ——— " - o T 1 . G = s St o T -t T —— - -

Soit les l-morphismes linéaires mais non stricts ¥, ¢ et &' définis par :

¢ est 1l'identité sur b{(x, y), a(x), a et ¢ e(x) = x
® est 1'identité sur a(x) et a et & c(x, y, 2) = b(b(x, y), z)

¢' est 1l'identité sur a(x) et a et ¢' c(x, y, z) = b(x, b(y, z))
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F, et F2 sont les foréts reconnaissables définies par :

Fl = b(e*b(a*a, a*a), a*a) et P2 = b(a*a, e*b(a*a, a*a))

Soit les 3 bimorphismes B1 = (F1,¢), 82 = (¢, ¢'), B3 = (¢, F2)

. R TR A B A -
I1 est facile de voir que Bl o B, o B, ne peut etre obtenu que par

2 3
bimorphisme non séparé. Mais on peut s'arranger pour que le bimorphisme
construit soit "séparé au sens des images'" mais il est nécessairement
non régulé (voir I-2-1-2-2 IV). La question de la composition de cette
sous-classe se pose alors. L'exemple suivant montre la non stabilité

par composition, et méme plus

Soit ¢ et ¥ deux morphismes linéaires définis par :

¢(a(x)) = ¥(a(x)) = <8(xl, x2), £ >

¢(a(x)) = <a(xl), Xy ¥(a(x)) = <Xq» b(x2)>
¢(b(x)) = <Xy b(x2)> ¥(b(x)) = <a(xl), x>
¢(a) = <a, a> v(a) = <a, a>

¢ et VY sont séparés au sens des images sur F = aa b a

On a ¢(a a'bPa) = <B(a"a, bPa), # >

et ¥(a a'bPa) = <p(aPa, b a), # >

Posant Bl = (id, F, ¢) et B2 = (v, F, id)

AN
on a B, oB

1 5 = o a"bPa, a aPb"a)| p et neN}

qui ne peut étre réalisé par aucun bimorphisme (intuitivement, la relation

ci-dessus 'permute" des contraintes sur les branches).
Nous avons pourtant un résultat partiel de composition dans le cas des

1-morphismes. C'est l'objet de la section suivante.
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TI-2~-2-3 Composition des bi l-morphismes non stricts

Soit B(11, rec) ou plus simplement, TL la classe des bimorphismes
(¢, K, ¥) olu ¢ et ¥ sont des l-morphismes linéaires et K est reconnaissable.

L'exemple B, o B, o B_ de la section précédente permettrait de montrer
~3 o2 2 3 .
que TL™ # TL® par un raisonnement laissé au lecteur . Nous allons ici
Ny Ny ~N3g AN ~
donner un exemple prouvant que TL # TL (donc que TL™ # TL® # TL).
~ ~
Puis, nous verrons pourtant que TL™ = TLL+ !

~~y ”N\3
I1-2-2-3-1 TL # TL :

Soit Bl = (id, Fl, ¢l) défini par :

Fl est la forét hyperlocale définie par les successions :

- élément initial : b(x, y), final : a

S bl(x, y) = {e l(x), bl(x,y), b2(X,y)} X {e2(x), b2(x,y)}

S (el(x)) {el(x), bl(x, y), b2(x,y)}

S (e2(x)) = {e2(x), b2(x, y)}
S (b2(x, y)) = {a(x)} x {a(x)}
S a(x) = {a(x), a}

' - . rd - - -
¢, est 1 identité sur bl’ b.,, a et a et ¢1el(x) z ¢1e2(x) = x

2
Soit B2 =z (Wz, P2, ¢2) avec :

F2 est la forét hyperlocale F, de la preuve du théoréme 2.

¥, c(x, y, z) = bl(x, b2(y, z)) , Y, b(x, y) = b2(x, y)

Y, a(x) a(x) et WQ a = a.

¢2 c(x, y, z) = b(b(x, y), 2z), ¢2 est 1'identité ailleurs.

i

Soit B3 (¢2, F3’ ¢3) avec :

F, est la foret hyperlocale F. de la preuve du théoréme 2.

3 1




IT - 99

¢4 b(x, y) = b, (%, y), ¢4 c(x, y, 2) = bl(x, b, (x, ¥))

¢q a(x) = a(x) et ¢3(5) = a.

Soit B, (¢4, Fu, id)

Fu est définie par ses régles de succession.

élément initial bo(x, y), final &

S bo(x, y) = {bl(x), b, (x, y)} x {a(x)}

S bl(x, y) = {el(x), bl(x, y)s a(x)} x {e2(x)}
S el(x) = {el(x), bl(x, y)}

S e2(x) = {e2(x), bz(x’ y)}

S b2(x, y) = {a(x)} x {a(x)}

® .
ULE S a(x)

¢, est l'extension de ¢1 par ¢l bo(x, y) = b(x, y).

{a(x), a}

La relation associée a B1 o B2 o B3 o Bu est schématisée par la figure 1,

ol les pointillés figurent des chalnes arbitrairement profondes et

les entiers 1, 2 ... indiquent les correspondances entre branches.

La relation ainsi définie ne peut &tre réalisée par 3 bimorphismes

Cl o 02 o 03 dont les morphismes sont des l-morphismes (linéaires ou

non). Le lecteur s'en convaincra en remarquant que C1 ne peut
essentiellement "'rien transformer d'autre que ce que fait ¢1", c'est 3
dire qu'il faut d'abord "rapprocher en effagant' les b1 et les b2.

Le raisonnement est symétrique pour Fq. Et on se retrouve dans une

situation tout 3 fait comparable 3 celle du théoréme 2 prouvant que
/\2 7~

TI® # TI, nécessitant deux nouveaux bimorphismes, d'ou le résultat

@
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Vol )
II-2-2-3-2 TL° 4

Pourtant, on pressent pouvoir faire les opérations suivantes
effacer tout ce qui s'efface aux extrémités de la composition

(ici ¢1 et ¢u pour B, et Bq) et se ramener au cas strict au centre

1
- N2 _ 43
(ici B, o B,). Or, comme dans le cas strict on a TS® = TS", on
2”5 7 R
aurait alors TL™ = TL . Tout le probléme est de montrer qu'on peut

"rejetter la non strictitude aux extrémités'". C'est ce que nous faisons
maintenant en nous appuyant sur les lemmes 5 de non strictitude:

Nous utilisons les conventions de (II-2-0), vmettant les foréts (ici
toutes reconnaissables) et utilisant des diagrammes (tous les morphismes
sont ici des l-morphismes linéaires). Nous précisons sur les fléches

"s" si le morphisme est strict, etc... et notons — (au lieu

de — ) les démarquages. Le caractére linéaire, constant dans ce

qui suit, n'est plus rappelé.

Les lemmes de non strictitude se schématisent ainsi en

ler lemme : les "¥" et "I" sont

laissés au lecteur

cs
cs

2éme lemme




(P)
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Propriété P :

Prouvons d'abord que :

Soit B = (¢, Ky, ¥) oU ¢ est 1-1, ¥ 1 1s
et C= (f, F, g) ¢ TL

alors il existe B' = (¢', K', ¥') ol ¢' est 1-1s, ¥ 1 1s

et C' = (f', F, g') du méme type que C sauf que f' n'est plus

stricte (mais les démarquages sont conservés), tels que
Bo CB' o C'

Autrement dit, "on peut faire passer la non strictitude de ¢ 3 f".
L
On peut méme supposer ¢' et ¥' complets.

Preuve de P :

Tout 1-morphisme ¢ se décompose en § o ¢1oﬁ § est un démarquage

et ¢, est 1 lcs, Yen ¥, o ¢’ ol ¥, est 1-lcs et 8' un démarquage.

1




(Qn):
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(les propriétés de composition et de type sont évidentes).

Ainsi, ¢' =71 o ¢l, yr oz y! f! = fl o 8", g' = 62 o g

l’

répondent 3 la question.

Nous allons maintenant prouver par récurrence sur n que

An P ~ P
TL c Dem o T12 ‘0o Dem'

ol Dem est la classe des (¢, K, ¥) avec ¢ démarquage propre et ¥

démarquage, et Dem' est la classe des (¢, K, Y)oﬁ<pest un démarquage

et ¥ un démarquage propre.

(Qo) est évidemment vrai

La récurrence revient & établir que

TL o Dem o TI® o Dem' ¢ Dem o TI™ o Dem'

Soit (¢, K, ¥) € TL et ¥ strict. Remarquons que

(¢ K, ¥I A (¢, K, ¥) o (id, id). Appliquant la propriété (P), nous

obtenons alors (¢, K, ¥) A~ (¢"', K', ¥') o (§, 8') ol

(¢'y K', ¥') € TI & et &' sont des démarquages.

Soit ¥ 1-linéaire. ¥ = ¥ o 8" ol ¥, est l-lcs et §" un démarquage.

1 1

Appliquant le résultat ci-dessus a (¢, K, Wl) on obtient encore
~~

~ —
(¢, K, ¥) € TI o (deﬁt\aem) o dem

donc « TI o (deﬁj\aem)

le lemme fondamental 4 montre que
I~

S L -1 TR
dem o (dem strict) c (dem strict) o dem, donc nous avons

el ~ Py N

N\ N N ~
TL o Dem o TI2 o Dem < TI o (dem, dem) o (dem strict, dem) o TI

e S ~ N
< TI o (dem, dem) o TI" o Dem'.

P
o Dem'

- — .
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cS

2éme lemme

le diagramme ci-dessus , obtenu en appliquant a (61, 62) le 2éme lemme
puis le lemme fondamental 4 du résultat, montre que la classe considérée

est incluse dans celle du type

/ /\%/\CS/\S}
By By ‘ '

appliquant la propriété P aux bimorphismes Bl et B,, on obtient un

diagramme équivalent

1
Bly

P P S
Appliquant P a B'q, on obtient enfin un diagramme de Dem o TI o Dem'’
~ /\
d'ol le résultat compte tenu de T1? = TIa.

Finalement nous pouvons énoncer :
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e e L e e e S o e et o e e e et o 2 . e o 1 i T o e W e = T e = > v = e o S

Soit TL la classe des bimorphismes (¢, K, ¥) od K est reconnaissable,
¢ et ¥ sont des 1-morphismes linéaires. Alors
AN _ IS - N P
NETe §703 § 704 =1°
. . . NG
(Nous avons méme ci-dessus une expression plus fine de TL', montrant

que TL” = Dem o TI” o Dem')///

o~
I1-2-2-3-4 La classe TC :

o o . —— - —— ————— . - -

Notons TC la classe des bimorphismes (¢, X, ¥) ol K est reconnaissable,
¢ et ¥ 1-c. Nous avons déjd vu dans [9] que, par composition, cette

. . P 7 n ¢ Zan+l
classe engendrait une hierarchie infinie (¥ n ¢ N, TC $ 1c ).
Donnons ici quelques indications sur ce phénoméne.
Construisons par récurrence une famille infinie (Fn) n € N, de
foréts reconnaissables.

F =a
(o]

F . = (OB, b(b(K , K,), K3)... Kp), Kp+1)}
ol peN, K, ¢ F
1 n

On peut par exemple schématiser
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Soit B = (¢, ¥) ol ¢ et ¥ sont les deux 1 - lc définis par :
$(b(x, y)) = bx, y), ¢ a(x) = b(x, a)

et ¢(a) = bla, a)

¥ b(x, y) = b(x, y), ¥ a(x) = x et ¥(a) = a.

I1 est facile de vérifier que

B(F2) = F B(Fl) = F

l’

et, d'une fagon générale, Bn(Fn) = F_

Mais on peut vérifier également que Fo £T C(F2) et, d'une fagon

générale que F £ T Cn_l(Fn)

(L'idée est que, les bimorphismes étant complets, on ne peut supprimer
aucune branche non bornée. 11 faut d'abord effacer les branches
monadiques par ¥, puis supprimer par ¢ les "moignons restants", ce qui
rend monadiques les branches d'un niveau supérieur et ainsi de suite.
Par exemple, F, est un intermédiaire nécessaire (3 des arbres bornés

et FO) dans le fait que 12 # TT. De fait le théordme 4

2 Lo
montre que, dans le cas dyadique, TI" = TI.

prés) entre F

I1-2-2-4 Le cas dyadique

: ~
Théoréme 4 : Dans le cas de bimorphismes dyadiques, les classes TL

: Py
iS, TI sont closes par composition. La hiérarchie (TC") n e N, reste
infinie.

Preuve : L'exemple précédent de la hierarchie (TC") est dyadique,
d'ol le résultat sur ce point.

Les résultats de composition proviennent évidemment des lemmes
fondamentaux 7-2 (II-1-7-2-1) et 7-3(II-1-7-3-1), comme nous allons

le détailler.
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(S ] \ ¢n
lemme 7-3 lemme 7-2

D'ol (aux foréts reconnaissables preés)
(\y’ ¢) o (\yv’ ¢')/_\(6' o q;’ ¢n o ¥Y" o ¢|)
Les conditions de type proviennent des lemmes 7-2 et 7-3, a ceci

prés que Y" est seulement régulé, mais le lemme 6 permet alors de

conclure.///

II-2-2~5 Le cas des bimorphismes non symétrigues

Théoréme 5 : Dans ce qui suit, la famille raisonnable n'importe pas.
Nous 1'omettons donc.
Les classes suivantes sont closes par composition

1) B (dem propre (ou strict), lin (et quasi compliet, ou dB ou d, ou s, ou r))
2) B (dem, 1in (quasi-c))
3) On peut remplacer ci-dessus dem. par quasi dem. et quasi-c par c.

4) On peut remplacer dem. par morphisme dB-1 et dem. propre par
morphisme dB.1 eB, quasi-c.

5) On peut remplacer dem. par 1-1, dem propre par 1l-lcs.

6) On peut considérer les sous-classes By de la forme (1, ¢, K, ¥, 1).///"

Preuve :
1) et 2) proviennent immédiatement du lemme 4

3) provient du lemme 1
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4) provient du théoréme 1, 5) du lemme 2
6) est immédiat.

Remarquons que les exemples de non composition des paragraphes
précédents de II-2-2 montrent qu'on ne peut améliorer ces résultats,
mais on a évidemment des résultats duaux des précédents (en

permuttant les morphismes dans chaque classe).
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I - 2 - 3 REPRESENTATION DES HYPERTRANSDUCTEURS - INVERSIBILITE DES

TRANSDUCTEURS ET DES HYPERTRANSDUCTEURS :

1I-2-3-1 Rappels et définitions

II-2-3-1-1 : Les substitutions de magmoides ont été largement étudiées

~

dans (A). Nous nous contentons ici d'un bref rappel suffisant a la
compréhension de notre travail. (Rappelons, comme déjd remarqué en
(I-1-2-1-4), que nous utilisons des notations légérement différentes

permettant de mieux écrire la composition de n substitutions).

I) Nous appelerons k-substitutions finie de I dans A tout morphisme
de T(z£) dans DP?T?QD (I-1-2-1-4)

II1) Toute transduction descendante est &quivalente & une substitution
finie

En effet, soit un transducteur descendant T donné par ses régles de

L dans A. On y associe la substitution T de %(E) dans DP?T%(A) définie

comme suit.

Notons q;,.. q; les états de T, q étant 1'état initial. Nous

k
définissons T par :

Yael, T(a) = A1 KeooX Ak

od t(x ,.., x ) e A, ssi
o a i
1 p

q;fa(x .. x )1 > t(qi,l[xil],.. . qi,p[xip]) €T

t, ¥ j e [p] .= (1, - 1)k + 1
et, 3j pl, aj (1J ) i p

o~
On prouve facilement que T = T[l]'

On a en fait codé les états sur les composantes des variables.
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Remarque : La réciproque est fausse comme le montre 1l'exemple suivant

o a(x, y) = {a} x {x,} x {yu} X 9
o a(x) TP xPxPx {Xu}
o a =@ xPx 9 x {a}

{(a(a”a, a*3), a)}

On vérifie que 6[\1]

Supposons qu'il existe un transducteur descendant réalisant gg:a.

La premiére régle appliquée sera nécessairement non compléte, donc ne
pourra vérifier les contraintes reconnaissables sur les successeurs de

a (par exemple ql[a(x, y)l > q2[x] et on ne peut vérifier 1'appartenance

* - . .
d a a des branches substituées en y).

C'est ce phénoméne qui fait la différence en subsitutions et transductions
descendantes : seules, les premiéres peuvent 'vérifier des contraintes

sur des branches qu'elles ne recopient pas".

On pourrait néanmoins montrer que toute subsitution finie est équivalente

d une transduction "look-head" (Engelfriet [52]).

- — e e v e o~ —— propuiipupuiip=tgrinpmipunhighuihafimipaguilpui. e —— . ——— o — - o - - s - - -

Un n-transducteur est le composé de n transducteurs.
De méme, on définit les n-transductions.
Un hypertransducteur est, pour un certain n, un n transducteur. On

définit de méme les hypertransductions et hypersubstitutions.

—— e e e i e e e e R e e s o s — —_——— " ——— ————

Une partie P ¢ M x N est fidéle ssi ¥ b ¢ N, {a € M|(a,b) ¢ P}
est fini.

P est d'image finie ssi ¥ a ¢ M, {a € N|(a,b) € P} est fini

Une hypertransduction est inversible ssi son inverse est une hyper-

transduction.

Une transduction est inversible ssi son inverse est une transduction.
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.Un (hyper)transducteur est inversible ssi 1'(hyper)transduction associée
est inversible.

Remarquons que si P est fidéle, P-1 est d'image finie et inversement.

II-2-3-2 Non composition des substitutions finies

Les substitutions ne sont pas closes par composition.
Nous allons voir ici la raison profonde de ce fait que nous

aborderons progressivement.

Soit o une substitution finie de I dans A et ¢ de A dans T.
o est donc un morphisme de T(Z) dans DP TT(A) et u de %(A) dans
DPFTT(F) En général, o o u n'est pas un morphisme de %(Z) dans

DP?T(M) comme nous allons le voir.
La raison a déj3d été souvent rencontrée dans ce travail : on a en
général u(A.B) # u(A). u(B) ol A et B sont des parties (finies) de

T(a).

Discutons du probléme sur un exemple :

Soit ¢ a(x) = {al(x, vy, a2(x, y)}, ola) = {a}

1 2 .
u ai(x, y) = {ai(x, Vs Xy Vs ai(x, Vs Xy y)} ie [2]
p(a) = {a}

Supposons qQue la composition des substitutions se fasse "syntaxiquement",

P
c'est 3 dire que la relation J o p soit engendrée par les {(a, o o u(a)|aer}
onagco w(a) = ulo(al)l = {ag(x,x,x,x)|i et jel21}

11 est facile de vérifier que 0 o p n'est pas engendrée de cette fagon

et nous allons voir qu'il n'y a aucune raison théorique qu'elle le soit.
Y

En effet 0 est un morphisme de T(z) dans DP?TT(A) et u de %(A) dans

DP?T%(F). Le caractére fonctoriel de DPFT va faire naturellement que

. N : 1
0 o u sera défini par un morphisme 7 de T(IZ) dans DP;T(DP?T T(r))
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Sur l'exemple,

¢ a(x) = {{ai(x,y,x,y), ai(x,y,x,y)} <X X>,
1 2
{a2(x,y,x,y), a2(x,y,x,y)} <xX,%x>}

En fait, lorsqu'on compose "syntaxiquement" o et u, on identifie
q y q

abusivement {u(ai)[aieo(a)} a {u(a;)}, alors que la structure

aieo(a)

de "Parties de Parties" est importante du point de vue de la structure

de magmoides.

En conclusion

Soit deux relations R de E dans F et S de F dans G. R définit une
application de E dans P(F), que 1l'on compose- avec l'application induite
par S de P(F) dans P(P(G)).

On identifie sans aucun probléme PP(G) & P(G) et on obtient

R o S(a) = S(R(a)). Sans cette identification, on a R o S de E dans
PP(G) avec

R o S(a) = {S(b) | b € R(a)}

Du point de vue ensembliste, la distinction est sansintéré&t mais quand
on corsidére des relations qui sont des substitutions de magmoides,:
elle devient essentielle vis 3 vis de la structure de "magmoide des
parties". Aussi dans la suite allons nous composer syntaxiquement les
substitutions sans oublier les structures de parties. Le résultat
ensembliste associé sera obtenu en oubliant la structure des parties

dans le résultat. C'est 1'idée de la proposition suivante.

II-2-3-3 "Composition" des substitutions finies

|
Soit O l'application (qui n'est pas un morphisme !) de DP? T(DPtT(M)O)

k! P _
dans DP? T(M)o définie par : O({Aa}ael) = aeIAa

ou L DP?T(M), et M est un magmoide décomposable.

Remarquons que seuls les "arbres sans variable" nous intéressent.

0 réalise 1'"oublie" annoncé précédemment de structure des parties.
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Remarquons que si {Aa ] XeeX {Aa }

1 o k! a
1 k!

\J
appartient & DP§ T(DP?T(M)) alors on a bien

1] |
U (A x..xA ) e (DPE(mNX epP' ()
Ogaeesly e Oy o P F

Soit ¢ un k-morphisme de T(£) dans DP?T%(A) et p un k'-morphisme de
]
%(A) dans DP? TM, ol M est décomposable (o et u sont donc des

substitutions). ,

Alors il existe un kk' morphisme de %(Z) dans DP;EDP?TM tel que
0(z) ~o o u.
Preuve :

a) notations : Pour tout a € I, posons

o(a) = Al X..X A

k
ou, ¥ i e [k], Ai = {gi A 13 € Ii} Ii est un ensemble fini d'indices.
’j :j )
n, 1
Posons u(a, .) = B% . X..X Bk .
1,3 1,) 1,)

Nous définissons alors { par :

g(a) = Cl %eex Cppy

avec, ¥ (0-1) k + B € [kk'] (ol a € [k'] et B € [kl)

= {{BB b kv 4 LY
a,j

C(a—l)k + B a,j

3 € Ia

(k' sdésigne la torsion k'-dilatée de 4)
g

- . n
De méme, soit t € T(Z)O, nous noterons

o(t) = Tl KeooX Tkn

i
et, ¥t. . € T,.3 € J., u(t, .) = u L . XeeXy ., .= U . .
R U R £ R AR 1,3 i,3 1,3




(E)
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b) nous allons prouver que, pour tout t € T(Z)o, on a

¥y = (a-1)k + B e [kk'], 77z(t) = {10 ).
a,J "] € Ja-l

Y

(rappelons que 7't est la Yeme composante de t)

- Supposons (E) prouvé, montrons que le résultat cherché s'en déduit :

¥ v e [kk']l, on a AN z(t) = .k‘) u B .
j e Ja—l o,
et wYu[o(t)] = .LJ y B . d'ol le résultat.
J € Ja—l 0,]

- Reste 3d prouver (E). Nous raisonnons par in@uction sur la profondeur
m de t.

Sim =1, le résultat est évident.

De méme, on vérifie immédiatement la stabilité du résultat par
tensoriel.

Le seul point non évident est de prouver que

Vace Zn, ¥t t € T(E)i de prof < m, on a (E) vérifiée pour

1°°"

T = a(tl,..,tn). On pose t = (tl,..,tn).

On a n'c a(tl,..,tn)=ﬂY(C(a).(C(tl),.. C(tn))) = (WYC(a))- t(t)

(Car ¢ est un morphisme).

En posant y = (a-1) k + B on a par hypothése de récurrence,

Y,z B
mg(t)={{B_ .}.x'4 .} . {{u, .}} x..x{{u_ .1}
(1,] a’:] j€Ia 19] j€Jl n,] j€J

Dy

D'autre part,

aVulo(a-t)] = nﬁ[(ﬂao(a)).o(t)]

= wBu({ga NS (T ))

seesT
sJ Fa,j jeI, 1 k,

compte tenu de la distributivité 3 gauche

- {BoY
= {n “(aa,j'Aq,j'Tl"' Tkn)}jEIa
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B (v J 3 . 3
{ BN G S I, t eTA }
m u(am’J mj))l]e o t1€ 5D

B . j ] : J
(w u(aa’j),(u(tl),.., u(tmj))|jela, tleTAd j(l)}

o,U

{“Su(ga ). (u

. e )|jeI }
»J Aa,j(l)’]l, '? 9,

A a,j(mjlj-

] j.,ed
1 (1)
4,3
Ainsi, compte tenu de la distributivité a gauche de la composition
par rapport aux parties, nous en sommes réduit d prouver que,

Y]
¥ 5.0 ¢ FT(A) (en supprimant les indices a et B supposés fixés) :

;b
jeJkn

n ,
o({b.8} k A{{Ul,j}. ""{Unk,j
jEJlu

. :
S {b.e:(uA(l)’jl ""’UA(m),jm)hleJA(l)}

Alors, compte tenu du fait que k'A est la torsion k-dilatée de 4 et

. est de deg sup k', on a

ue chaque U
q q 1,3

k'A{{u, .} R (N }
1, . s s . .
] jeJl kn,J ]€Jkn
= {{u ..} cosfu .} }
A(1),317 . 2 Wam),im’,
WIS e ()3 Sme 4 (m)

d'ol le résultat.///

(Remarquons que la construction peut s'étendre aux éléments t

"gvec variables").
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II-2-3-4 Corollaire : Représentation des hypertransductions

II-2-3-4-1 Soit T T n transducteurs descendants (T. de I, dans I.. .).
n X K i K i i+l

__________ 19
1 2

I1 existe un morphisme  de %(Zl) dans DPF TDPF T... DPFHT%(En 1) tel

+

AD
que Tl O«ve © Tn N0 C[l]'
(ki est le nombre d'états de Ti)

Preuve : Immédiate en appliquant n fois la proposition (II-2-3-3)

et le lemme (II-2-3-1-1)
Ainsi, ¢ s'écrira comme suit en fonction des substitutions Gysers0y

associées 3 T,,.. T .
1 n

. '\l .
Soit o 1 a; {a. ,.. i..8, 1}

alors, £ : a > {{... {{ 3. see: 0. }<B. >}...}<6i >}

(et les eij € (kj X..X kn) dil 6.)

II-2-3-4-2 Notation :

Un hypertransducteur (une hypertransduction) T, o ... o Tn ol Ti a Ki

1

états sera dit de paramétres (n ; kl"' kn). De méme pour une hyper
k

substitution de DPFlT... DP.T Ty,

(x)

D'ailleurs, nous abrégerons cette derniére notation en DP." M ol

(k) désigne la suite (kl,... kn).

c'est 3 dire qu'il ne place pas le probléme de la hiérarchie infinie'
dans un cadre permettant de la résoudre, mais le corollaire est
néanmoins un outil de description syntaxique des hypertransductions,
puisqu'il permet d'en écrire les '"régles" (qui sont la donnée de

1'hypersubstitution associée). En fait, toute la difficulté est dans
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la loi de composition de DP;k)TM. On voit bien que la non composition
des transductions est due 3 l'alternance de non linéarité (introduite

par les foncteurs T) et de non déterminisme (introduit par P).

- - ——— i — i o o D o - "t ——— - — " —— =

(x)

Pour tout morphisme ¢ de %(Zl) dans DPFT (:f(Zn l))’ r étant de

+

paramétre (n ; k kn), i1 existe n - 1 alphabets I,,.. I et

l,"’
n morphismes o, de T(z.) dans DP_TT(X. ) tels que 0°¢ ™o, o..0 6 .

i i F i+l -1 n ;
Nous laissons la preuve au lecteur, en indiquant seulement 1'idée :
soit ¢ a *+ {{gi,jej}j}i un morphisme de %(Zl) dans DPFT(kl’kQ) %(23).

Nous construisons un alphabet I, en associant d chaque couple (a,i)

2
une nouvelle lettre @ . On définit alors

o de "’i‘(zl) dans DPlglﬁ‘(Zz) ‘

par o(a) = {aiei}.
i
k2 a
et u de %(22) dans DPF TT(Za)

par u(ai) = {ai’j.ej}

]
On obtient facilement O ¢ = g o u

La construction se généralise.///

II-2-3-5 Substitutioms linéaires finies et bimorphismes

= = - o Yo - ———

Soit ¢ un morphisme linéaire de T(z) dans DP?%(A). 11 existe alors
(e, K, ¢, l)‘:>0[l] ol € est un démarquage propre, K une forét de rece
et ¢ un k-morphisme linéaire.
Preuve
1 k
Posons ¢ : a -+ {ai } x...x{ai }

. Yk,
1lell(a) 1keIk(a)
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On considére un nouvel alphabet ' constitué des lettres formelles

{ail,.. iklaeE, ijte(a), deg ail,.. ikz deg a}
avec la convention capitale que ij = '#' si Ij(a) =0
on pose eai . (xl,.. Xn) = a(xl,.., xn)
l,..1k
¢(a, . ) = (a, se., a, )
1pseesiy i, i
avec la convention que a; = # si ij = ¢

18 1 ’
K= T(A), n or74(T(A) ).

Le seul probléme est de remarquer qu'il faut définir ¢ méme si une
composante de o(a) est vide.

. .8 . . .
Supposons que od(a) ait sa i me composante vide. Cela implique que

tx.o(a) est vide ssi Xy figure dans t.

Pour le bimorphisme, il y correspond le fait que # figure dans
‘cx.(e:_l o ¢(a)) ssi x, figure dans t. Le caractére vide de 1'image
pour o correspond donc 3 la présence d'un '#' dans 1'image pour le
bimorphisme. Le résultat découle alors immédiatement de (I-2-2-2-2).

car ¢ est linéaire.

L'hypothése de linéarité est essentielle. Sans elle, pour des raisons
fréquemment évoquées (I-2-1-5-1) le lecteur vérifiera sur des exemples
(inspirés de ceux souvent cités) que le résultat n'est pas vrai

(en gros, la raison est que par les bimorphismes, on opére sur le
magmoide des parties ascendantes (au sens de (A)), et sur les parties
descendantes pour les substitutions. Les deux notions ne coincident

pas dans le cas non linéaire).

II-2-3-6 Bimorphismes, substitutions et composition

Nous venons d'établir 1l'inclusion des relations associées aux
substitutions finies linéaires dans celles associées 3 la classe

e - ” - . - . - -
B(dem, rec , linéaire) de bimorphismes (1'inclusion inverse est fausse).
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Notation : Nous noterons DL la classe B (dem, rece, linéaire) et l'appelerons
classe des bimorphismes semi-linéaires.Or nous savons que la classe EE:
est close par composition (Théoréme 5). Ainsi, 3 deux substitutions
linéaires o et u, nous pouvons associer deux bimorphismes semi-linéaires

B et B', puis B o B' = B", B" réalisant (¢ o u)

[1] [1]

Mais en général, si on compose syntaxiquement o et u, on n'obtient pas
la relation composée. Ainsi, "on peut composer les bimorphismes, pas les
substitutions associées".

L'exemple sulvant illustre ce fait.

Soit les deux substitutions linéaires finies

o : (a(x)) = {a(x2)} x @ poa(x) = {al x ¢
o b(x) =¢=x {b(xl)} p b(x) =@ x @
g a = {a} x ¢ uoa =@Px9

Conformément aux constructions précédentes, nous associons 3 ¢ et u
les bimorphismes semi-linéaires B et B'.

B = (e, Fe, ¢) avec

ea, ,(x) = a(x), ¢ b#,l(X) = b(x), 6(51,¢) = a

1,7

¢a1’¢(x) =<a(x,),#>,¢ b¢,l(x) = <#,b(x,)> et ¢(51’#)=<5,¢>

*—-
K= (ay 4b, 1) ay 4

Nous avons ici rigoureusement appliqué la construction (II-2-3-5-1).
En simplifiant les notations, on a ¢ = id, K = (ab)*a
¢ a(x) = <a(x,),#>, ¢ b(x) = <#, b(x,)>, $(a) = <a, #>

De méme, en notations simplifiées, on obtient B' = (e', K', ¢')
e' = id, XK' = a{a,b}*a $ta(x) = <a,#>, ¢'b(x) = ¢'(a) = <#,#>

Composant comme dans le lemme fondamental B et B', on obtient

B" = (e¢", K", ¢") ~B o B'. (Ici, la constructdion est triviale car e'=id).
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e" = id, K" = K = (ab)” a

$"a(x) = <3,#,#,#>, ¢"b(x) = $"a = <7,#,7,7>

Remarquons que :

Van - -
o197 {((a>)"a, (ab)"3)|n € N}
U[l]= {(a{a,b}*é, 5.)} '

A~ n- -
donc (o o “)[1] = {((ab) a, a)|n € N}

o~ PN

On vérifie bien ici (o o u)[l] = B"[l]

Par contre, la composition syntaxique de o o u nous donnerait

ralx) ={al x 0 x @ x @
tb(x) =Cca=@0x0x@x@

~ - . o /?
et C[l] = {(a(a,b) a, a)} qui est différent de B [1]

I1I-2-3-7 Caractérisation des hypertransductions inversibles

1I-2-3-7-1 Fort des résultats précédents, nous allons caractériser les

hypertransductions inversibles,

1 - Remarquons d'abord que toute hypertransduction inversible est

fidéle. En effet, toute transduction, donc toute hypertransduction
. - . . . . -1

est d'image finie. Si une hypertransduction H est inversible, H

est ‘donc d'image finie, c'est d dire que H est fidéle///.

2 - Soit H une hypertransduction de paramétres (n, kl,..,kn).
Nous représenterons d'aprés (II-2-3-4) H par une hypersubstitution

H de mémes paramétres, notée

H:ael~>»{{{{a, ;8 } 6, } } o }
1°°*"n *n . m-1 0t i, i

* . > . - V4 4 n
I1 est facile de voir que OnH contient (strictement en général) O G avec




IT - 121

G : aet H{{a. . 6. }o. R T:
127 n *n -1 1., .
Biseesi

intuitivement, cela revient 3 faire la méme substitution pour chaque
occurrence de variable). Remarquer que G est différent de la simple

substitution.

ael + {a, . 0, 0. 8. }
ll.. 11’1 11’1 ln_l.. ll
1°° "n

cette distinction ayant fait 1'objet de (II-2-3-6).///

3 - Nous avons donc 3 H (donc 3 H) associé un nombre fini de

"régles" a » {{a. . 6. }...8. }, que nous abrégerons en
ip..d i i

a~> a(i)(ei) ou, pour (i) = il,.. in fixé, en a » a'(8).

Posant k = k, x...xX k_, rappelons que a, . est de deg sup k.
1 n 115001

Nous appelerons domaine de H le domaine de H, que nous noterons

Dom H. Nous avons donc

Dom H = {t]|3u,(t,u)e0"H}. Il est facile de voir que Dom H = Dom G.

Considérons un reconnaisseur R descendant dont les états sont les

parties de [k]. R a ses rdgles associées 3 H comme suit :

p[a(xl,.. xn)] > a(pl[xl],.. pn[xn])

ssi il existe une régle a + a'(@) de H telle que

- ¥ 3j e p, afo
- Py est 1'ensemble des indices des composantes de X: qui figurent
dans les variables d'au moins un nja., j € p.

Si on prend {1} pour état initial, le reconnaisseur associé reconnait

Dom H (il contrdle si les composantes utilisées sont non vides).
Une régle a ~ a'(8) est essentielle ssi

-3 %.a(xl,.. xn)e I (Dom H), 3 F infinie telle que t a(F) < Dom H
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par application de cette régle.

3 P - -~ L '\J *
Ceci équivaut 3 dire que 1[t a(x._,.. xn)] Iﬁ- t a (plfxl],.. pn[xn])

1

ol chaque F_ est non vide et au moins une infinie, avec F_ &tant la
- i P e s

foret reconnue par R avec p; état initial. De plus, pour

tout P tel que Fp est finie, on peut, comme déjad fait souvent,

marquer les arbres'de F_ sur a (introduisant donc un nouvel alphabet)

et les restituer par un 1-morphisme linéaire complet strict ¢.

Les régles non essentielles sont supprimées de cette fagon.

Finalement, on peut décomposer H en ¢_l o H' ol chaque régle de H'

a la propriété suivante

(P) il existe t.a(F, xX..x Fn) c Dom H', chaque élément ayant une image

1

par application de la régle (& l'occurrence de a mise en évidence).

4 - A tout arbre t, on peut associer un ordre ; sur ses noeuds par

"a S b ssi a est antécédant de b'". I1 est facile de voir que t muni

de cet ordre est un inf demi treilli. Soit F une forét. Nous dirons

que F est émondée ssi il existe un entier o tel que, ¥ t € F,

¥ a et b noeuds de F, la longueur de la branche joignant inf(a,b)

d a ou la longueur de la branche joignant inf(a,b) & b est majorée par a.
(Intuitivement, dans une forét émondée, les arbres ne se ramifient

que d'une profondeur bornée le long d'une'branche principale").

Le lemme de 1'étoile (A) permet de voir immédiatement que de toute
forét reconnaissable infinie, on peut extraire une forét infinie
(reconnaissable) émondée.

On en déduit qu'on peut supposer que H' vérifie (P')

(p')'dans (P), F_,.. F_ sont émondées",

1°
5 - Conservation de 1'@mondation par les hypértransductions inversibles :
Supposons qu'une hypertransduction H inversible ne conserve pas
1'émondation : soit F infinie (reconnaissable) é&mondée telle que

O"H(F) = F' non émondée.

La relation inverse associée d celle de H est obtenue par composition

de m transducteurs T

1

Tm (puisque H est inversible), donc
- -1

't =

r Tm (...Tl ().

l,-o
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Comme toute transduction inverse conserve la reconnaissabilité,

F' est reconnaissable.

F' est non émondée, donc ¥ o ¢ N, il existe t, t'a (t"a’ t"& )

Y%

tel que ty € F', prof (t"a) 2 a et prof (t"& ) 2 a.

Comme une infinité de substitutions commencent par 1l'application des
mémes régles et que I est reconnaissable, on peut extraire de F' une
sous famille de ta ayant méme t'a = to. Pour simplifier les notations,

supposons que dsup (t" ) = dsup (t"'a) = 1, donc que t' a deux

variables X, et x,. Soit ¢ une hypersubstitution réalisant la
transformation inverse. Pour tout o € N (en supposant avoir

renuméroté la sous-suite extraite précédemment), to(t'a, t"a) a pour

image un u, € F, donc une infinité de t'a ou une infinité de t"a ont
leur image de profondeur bornée par B (B coefficient d'émondation de F).

P

Comme F' est reconnaissable, on peut se fixer un t'y (si une infinite
. £

1 - . L3 L3 o . ]
de t"a ont méme image, ou inversement sinon) et on a alors une infinité

d'arbres (de la forme tolt'a s t?a)) qui ont pour image un nombre fini
o -
d'arbre (puisque 1l'image de 1l'ensemble des t"a est bornée en profondeur).

Ceci nie la fidélité.

6 - Une régle a » a' (8) = {{a'en}...el} est 1inéaire ssi chaque 8,

est linédaire. Reprenons H' introduit en 3 - Montrons qu'on peut
toujours supposer que les régles de #' sont linéaires sous 1'hypothése
d'inversibilité.

Considérons la substitution ¢ a - {ai . 8. ..0.}

. sl
*“n

On sait que la relation associée est incomparable avec celle associée

3 H', mais il est facile de voir (laissé au lecteur), que si t € Dom H'
) AN P

et u € o(t), alors (t,u) € A' (en notant par abus H la relation associée

~ n . . ” » .
a 0 H). Supposons maintenant un ei non linéaire : si ei ..ei est

J n 1
linéaire, on peut toujours modifier 6, de fagon 3 le rendre linéaire
sans changer la régle (éventuellement,Jon dilate fictivement). Sinon,

on peut toujours supposer que H' satisfaisait a (P') et alors, il

existe une forét to(F) c Dom H', avec F' infinie émondée. Si H'(to(P))
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est fini, la fidélité de H est niée. Sinon, H' ne conserve pas
1'émondation, et il en est alors de méme de H = ¢—1 o H', ce qui

contredit encore 1l'inversibilité de H.

7 - Finalement, si H est inversible, on peut donc supposer toutes
les régles de H' linéaires. H' est alors composée de n substitutions
linéaires, dont les bimorphismes associés sont semi-linéaires et
se composent en un bimorphisme semi linéaire d'aprés (II-2-3-5). Nous
avons donc
H inversible =>(:] U semi-linéaire tel que H[l] :}¢;1 U[l]

et ¢ 1-lcs

De plus,'ﬁil] étant fidéle, u est quasi-[{1ll]complet.

On peut alors, d'aprés le lemme fondamental 1, le supposer [1]-complet.
Posons ¢-1 ou = (¢', K, ¥, 1) ol ¢' est 1-lcs, K reconnaissable et ¥
est linéaire [1] complet sur K. Montrons qu'on peut toujours supposer
¥ 3 délai de séparation borné. (Le raisonnement est le méme qu'en 6).
Supposons W[ljnon d délai de séparation borné. On peut alors trouver
une forét infinie F, que l'on peut prendre reconnaissable émondée et
un t tels que : ¥ t ¢ F, t_(t) l%- uo(u, u').

[1]
La conservation de l'émondation implique alors que si la profondeur des
u n'est pas bornée, celle des u' l'est et on peut alors marquer F en
son sommet et générer u' de fagon séparée. (La preuve détaillée, basée
uniquement sur le caractére reconnaissable des contraintes, esf

laissée au lecteur).

¥[ | jpeut &tre également pris régulé, sinon la fidélité serait niée.
Finalement, d'aprés le lemme fondamental 6, W[l]est séparé et strict.

P TV e

~]
On a alors ¢ ou c B'l.

Nous pouvons donc énoncer le lemme suivant, qui sera 3 la base du

théoréme 6 :
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II-2-3-7-2 : Lemme d'inversibilité

Pour qu'une hypertransduction H soit inversible, il faut qu'elle soit

équivalente 3 un bimorphisme de B'l (voir II-2-2-1).

I1I-2-3-8 Lemme

Toute relation associée 3 un bimorphisme de B'lpeut étre réalisée

par une quasi-transduction descendante.

II-2-3-8-1 Preuve

Soit (1, ¢, K, ¥, 1) ¢ B'l. Inversant ¢[1]par le théoréme 1, on

peut se ramener au cas ol le bimorphisme est de la forme B = (§,K,¥,1)
ol 6 est un quasi-démarquage, K est reconnaissable, ¥ est linéaire,
[1] complet sur K, séparé 3 délai borné et régulé sur K.

(Rappelons qu'un quas1 transducteur est un transducteur "légérement
generallse", en partie gauche des régles du quel apparaissent des
arbres initiaux dont les variables sont 3 la profondeur 1.)

On peut toujours supposer K hyperlocale. On construit alors un

quasi-transducteur descendant Q comme suit

Soit R un reconnaisseur de la forét hyperlocale K, d'état initial q,
(R mémorise seulement le somme antérieur).
Supposons que ¥ est un k-morphisme. Alors, les états de Q sont les

couples (q,i) ol g est état de R et i e [k]. (qo,l) est initial.
Les régles de Q sont définies par :

(q,j)[t(xl,.. xn)] > u((qj.l, jl)[xj,l],..., (qj,p,jp)[xj,p])

ssi il existe a(xl,.. xn) tel que :

-6 a(xl,.., Xn) t(xl,..,xn)

- q[a(xl,..,xn)] > a(qlfxl],.., qn[xn])

- nj y a(xl,..,xn) = u(x

i )

sees XKoo
(k- 1) (k 1)j, +§

"1ty P p
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AN
Le fait que B c© Q se prouve facilement par induction sur la taille de

v € K, L'inclusion est d'ailleurs toujours vraie, indépendammenf de la

complétude de VY.
*
Q

€lément v tel que 8(v) = t et ¥, ,(v) = u (v est le composé "des

Inversement, soit t |= u. On peut alors associer au couple (t,u) un

a(xi,.. xn)" intervenant dans la construction). Reste 3 vérifier que

v € K, or, ¥ étant [1]-complet sur K, on voit (par induction sur la
profondeur de v'< v), que chaque variable de v' figure dans Q(&(v')),
ol elle est affectée par construction d'un état controlant les régles

R de succession de K.///

Une relation de B'1 ne peut pas en général &tre réalisée par une
quasi-transduction ascendante. Le lecteur vérifiera ce fait sur .
1'exemple suivant

B est le bimorphisme de B'l défini par B = (¢, K, ¥) avec

K = C(a*a, a*a, a*é), pa(x) = Ya(x) =a(x), ¥(a) = ¢(a) = a

¢pc(x,y,2) = b(b(x,y,z) et Ye(x,y,z) = b(x,b(y,z))///

II-2-3-9 Théoréme 6

Soit C une classe de transducteurs. Une relation R est dite C-inversible
ssi il existe T et U € C tels que R = /T\et R—l =/LT. Notons ?la classe

des relations associées d C. Rappelons (voir I-1-5) que nous appelons

TR la classe des transducteurs 'classiques' d'arbres (ascendants ou
descendants), TQ la classe des transducteurs quasi-généralisés, TG

celle des transducteurs généralisés (ces deux classes ayant été introduites
par nous dans [9]), T' - FST et GFST deux classes de transducteurs

introduites par Engelfriet ([51], [52] ). Nous avons

A~ AN N N o~ ol
TR% TQ = TG $ T'-FST $ GFST _T_ HT

(HT désigne la classe des hypertransducteurs).
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II-2-3-9-2 Théoréme 6 : Transductions inversibles

Soit . une classe de transducteurs telle que TQ < C jﬁﬂT.

N
Alors, une relation R est C-inversible ssi R e B'1 (B'1 désigne
1'ensemble des relations associées a B'l)

Preuve : Soit R une relation C-inversible. Comme C < HT, R est une
hypertransduction inversible donc R e'ETl d'aprés le lemme (II-2-3-7-2).
Le lemme (II-2-3-8) montre alors que

t~, v, K, 0, 1)eB',

~~

Inversement, soit R € B'_;
— ~ 5 1 -

Re TR, Gome R O, SI B80T, 9, KE¥, LIS

s WAL T S . . 5
donc R ~ € C. Finalement, R € B'l entraine que R est C-inversible///

II-2-3-9-3 Corollaire :

La classe‘gTl est donc une classe de relations réalisées, ainsi que

leurs inverses, par des transductions appartenant d des classes C

"assez larges" et obtenues par composition de transductions classiques.
Aussi appelerons nous bitransduction. toute relation deiET;. Nous pouvons

alors énoncer.

Corollaire du théoréme 6 :

Pour chacune des classes de transducteurs TQ, TG, T' -FST, GFST, HT,
une transduction est inversible ssi elle est une bitransduction.

Ce résultat est faux pour la classe TR, pour laquelle il existe des
bitransductions non TR-inversibles, comme le montre l'exemple suivant

(preuve laissée au lecteur)

B

(¢, K, ¥)

K

o(a'a,a’a,a"a), salx) = valx) = alx), 6(a). 3 ¥(a) = a

dc(x,y,2) = blc(a,x,y),z) et Ye(x,y,z) = c(a,x,b(y,z))

// b c
On a f; = ’ / \aq 3 /1

c
Jal /
2 QA p P

a a
a a

In, pet qeN

a
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”~ ~1
Intuitivement, ni B ni B ~ ne sont réalisés par une transduction

classique pour les raisons suivantes.

P
- B ne peut &tre réalisé par transduction ascendante 3 cause de

1'impossibilité de transformer de fagon ascendante c(g,ané,apa) en

c(a,a"a, b(aP,x))

~
- B ne peut €tre réalisé par une transduction descendante car on a

nécessairement qlc(x,y,z] - y ou z (pour assurer les correspondances

*_ 3 -
entre branches de a a), d'ou 1l'impossibilité d'assurer le contrdle
sur x.
Remarquons que la "non complétude'" joue ici un rSle fondamental
dans 1l'exemple. On retrouve ce rdle de la "complétude'" dans les

P4 P

preuves précédentes.
Par contre, le transducteur descendant quasi-généralisé suivant

” . A
réalise B.

q,[b(x,y)] ~ c(é,ql[x], b(q,[x], a,ly1)
ql[c(a,x,y)] - q3[x]
a,lela,x,y)] > g ly]

45la(x)] » alq [x]) et qylal + a

e . A-l - L3 P4
On réalise B ~ de fagon trés comparable (laissé au lecteur).///
Enfin, il est important de voir que les bitransductions conservent

la reconnaissabilité et les classes Rat lin, Alg lin (cf A).

Plus généralement on a

II-2-3-10 Théoréme 7

P
Les classes Rec, Rat lin, Alg lin sont closes par TL

Remarques préliminaires : comme les bitransductions sont la classe EEQ,
il en résulte que les bitransductions conservent les classes de foréts
considérées. Rappelons (A) que Rat 1lin est la classe des images par
morphismes linéaires de Rec (on se place ici dans des magmoides libres).

On notera Rat 1in = L(Rec), ol L désigne la classe des morphismes linéaires.
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De méme, Alg lin = L(Alg). Ces classes sont étudiées en détail dans (A)
ol 1'équivalent du théordme 7 est prouvé, en s'appuyant évidemment sur
nos résultats sur les bimorphismes (rappelés en les propositions 7-1 et
7-2, qui sont respectivement nos lemmes fondamentaux 2 et 4). Nous

donnons ici les grandes lignes de la preuve

Preuve : La classe Rec est close par transduction inverse donc par

morphisme inverse. Elle est close par intersection pour la méme raison.
Elle est également close par l-morphisme linéaire (en termes de grammaire,
on prend pour régles de l'image les images des régles !). Donc Rec est

N

close par TL.

I1 est facile de voir (A) que Rat lin et Alg lin sont closes par
intersection avec Rec. Elles sont évidemment closes par morphisme linéaire,

donc par l-morphisme linéaire.

Reste 3 montrer qu'elles sont closes par l-morphisme linéaire inverse donc,
d'aprés le théoréme 1 (ou le lemme 2), par démarquage inverse. Soit & un
démarquage. A »

D'aprés le lemme 4, on a § © L(Alg) < L §'"1(a1g) et § 1 L(Rec) < L 5 (Rec).
Reste & prouver que Alg est close par démarquage inverse. Ceci se fait

en prenant, grosso modo, pour grammaires les images inverses des grammaires

considérées (le détail est dans A).
Cc.Q.F.D.
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II - 2 - 4 PROPRIETES DE LA CLASSE LL DES BIMORPHISMES LINEAIRES

II-2-4-1 Position et critique du probléme

Nous abrégeons en LL la classe B(1l, rec, 1) des bimorphismes
constitués de deux morphismes linéaires et d'une forét reconnaissable.
Toutes les considérations qui suivent sont valables pour des bimorphismes
ou apparaissent des foréts raisonnables quelconques, mais nous nous

cantonnons au cas reconnaissable pour la clarté de 1'exposé.

o~
Nous savons (II-2-2-2) que la classe LL n'est pas close par composition
I~ ~
(LL2 # LL). Nous nous posons ici la question : la hierarchie
~~
{LLnln € N} est elle finie ou infinie ? Nous allons montrer (Théoréme 8)
2 >3 ~~2 . s
que LL® = LL , donc que LL” est la cloture par composition de la classe
LS
LL, et donc que la hiérarchie considérée s'arréte & n = 2. Ce résultat
est dans son énoncé 3 rapprocher du théoréme 2 (II-2-2-1) ou
Fll ./ B K] . £
TI # TI” = TI . Pourtant, nous allons voir que les deux résultats sont

de nature différente.

En effet, nous obtenions dans le théoréme 2 $E2 :1571 et caractérisions
ainsi la cloture transitive d'une classe de bimorphisme ol les morphismes
étaient classiques (c'est d dire des l-morphismes), par une classe de
bimorphismes de magmoides. Ce probléme était méme un de ceux ayant

motivé 1'introduction des morphismes de magmoides ! Montrons maintenant
que nous ne pouvons pas espérer trouver une classe de bimorphismes X telle
que EIQ =‘§i En effet, on sait que le '"langage de branches" (l1.d.b. en
abrégé) d'une forét reconnaissable est un langage reconnaissable. On
vérifie facilement que le langage de branches de 1'image d'une forét
raisonnable par un morphisme quelconque est reconnaissable. Ceci

implique que, pour tout bimorphisme B, dom B a un langage de branches
reconnaissable. Or, l'exemple de EEQ donné en II-2-2-2 montre qu'il n'en
est rien en général, donc qu'une transformation de'£E2 ne peut en
général pas étre réalisée par un bimorphisme.

~

Nous avions généralisé la notion de l-morphisme & celle de k-morphisme
7~ N3 ~) A3
pour rendre compte de TI = TI . Peut-on rendre compte de LL™ = LL  par
une nouvelle généralisation ? Non, car si on regarde de prés, on voit
que le fait qu'un morphisme conserve la reconnaissabilité des langages

de branches tient d la notion méme de morphisme (compatibilité avec les




e i

opérations sur les arbres) et l'objection faite ci-dessus persiste donc,
En fait, nous allons ici généraliser non pas la classe de morphismes
mais celle de foréts. Nous avions vu en (I-2-1-4) 1l'intéret des classes
de foréts raisonnables, et les '"dangers d'en sortir" ; nous allons
néanmoins ici introduire des classes de foréts loin d'étre raisonnables,

mais dont nous verrons qu'elles ont tout de méme de bonnes qualités !

Définitions :

1) IDRL abrégera la classe des foréts qui sont Intersections de Deux
foréts de la classe Rat Lin. .

La classe Rat. Lin. étudiée dans (A) désigne l'ensemble

{¢[V](K)|¢ est un morphisme linéaire, K une forét reconnaissable}

(la restriction par v sur les fibres ne modifie en rien le fond des
choses)
On a donc :
F e IDRL <=>3 v € N, ¢ et ¢' linéaires, K et K' € Rec, tels que
E. & 1 1
¢[v](K) n ¢ [v'](K )

2) Nous définissons

MIDRL = {¢[v](F)|F € IDRL, ¢ linéaire}

3) Rappel : DL désigne la classe B(dem, Rece, 1) (voir 1I1-2-3-6).

LD désignera évidemment la classe B(1, Rece, dem)

4) Nous appelerons quasi-bimorphisme tout quintuplet (u, ¢, F, ¥, v)
ol W et v € N, ¢ et ¥ sont des morphismes linéaires et F e IDRL

(les quasi-bimorphismes généralisent les bimorphismes car F non
raisonnable). La classe des quasi-bimorphismes sera désignée par @B.

On a les mémes classifications de type que pour les bimorphismes.///

Z A, A2 A
Le théoréme 9 montrera alors que LL® = @B
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rii-2—4-2 Les résultats
Théoréme 8 : LL # LL™ = LLY = DL o LD

~ ~~0 L.
Preuve : LL # LL” a été prouvé en I1I-2-2-2.

ler Point : Soit B = (1, o, K, ¥, 1) ¢ LL. Construisons B, e DL
— A AN A
B,..

et 82 € LD tels que B = Bl ° B,

Si ¢ est un morphisme de ' dans I et ¥ de T dans A, posons

B, (s, Kl s ', 1) avec :

£

a(X, T(Z)i, T(A)i) (a est un nouveau symbole)

Sa(x, vy, 2) = y, 6 est 1'identité ailleurs.

1
¢' est tel que, pour tout t, u, v € To’

61 q0(t,u,v) = B(t, bp17(t)s usv,v)

Il est facile de construire un morphisme ¢' tel. ¢' peut de plus
étre pris k+1 linéaire si ¢ est k-linéaire.

On construit de méme 82 = (1, ¥, K2, 4) avec :

i} 1 1
K, = a(K, T(8)7, T(Z)))

8§ déja défini pour B,
¥' est le k'+l morphisme linéaire (si ¥ est un k'-morphisme) tel que ;
pour tout t', u', v' € Ti,

Wﬁl]a(t',u',v') = B(t‘,v',v',W[lj(t'), u')

A A AN

Reste d prouver que B = B, o B,

—~ -
(u,u') € B, o B, <=> 3Ja(t,u,v)eK

1 5 , a(tt,u',v')eK

1 2
tels que ¢'[l]a(t,u,v) = W'[lﬁ(t',u',y')

<=> 3t et t' € K, v et v' tels que

B(t, ¢[l](t), u, v, v) = B(t', v', v', W[l](t')’ u')
<=> 3 t et t' € K, v et v' tels que

t=t', ¢[l}(t) = u=v', W[lj(t') =y' = v

<=> 3 t € K tel que ¢[1](t) = u et W[l](t) = u' N

A~
<=> (u, u') € B
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A
2éme Point Soit B o B' o B" c LLS.

D'aprés (I-2-2-3), on peut toujours supposer que B' est comme dans le

o~ o~
premier point. On déduit alors de ce premier point que B' ¢ DL o LD
A~ AN A~ it
donic que: B o B' o B" c LL o /DL o LD oLl
3 o~ P ~~
Les lemmes 4 de permutation nous donnent aisément LL o DL < LL et
P e ~ ~ 7~

2 4 3
LD~ o-hili-e~Lli-dYow B o B0 -Bl.c LL2 et finalement LL < LL .

38me Point Soit B et B' comme dans le point 1 (avec les restrictions

3 la premiére composante). Ce point 1 nous assure que
7~ ~~ ~~ : ]
BoB'cDLoULDoDLoLDet, en appliquant successivement les

lgnmes 4 de permutation et le point 1, on obtient
S o S SRR e T - WO R a
Bhe B ¢ DL o LL oLDc DL o DL o LD o LD € DL o LD.

Ce résultat s'étend facilement au cas ou B et B' ont des restrictions
PPN AN N

2
. ' ~
de fibres quelconques. D'ou LL~ < DL o LD. C.Q.F.D.

4 /\2 el
- Théoréme 9 : L = QB
Preuve :

ler point Soit ¢ et ¢' deux morphismes linéaires, respectivement de I
~dans ' et de A dans T.

Nous associons 3 ¢ et ¢!

E = a(T(E)i, T(A)l) (e nouveau symbole)
o

h, morphisme linéaire tel que

h[l](d(t,u)) = a(t,¢[l](t),u)

I1 est facile de construire un ttl h - nous le laissons au lecteur)
h', morphisme linéaire tel que

h'[l](a(t',u)) =z a(u', ¢'[l](t'), (t')) & le démarquage tel que

§(a(x,y,z)) = x, 1'identité ailleurs
§' le démarquage tel que
§'(a(x,y,z)) = z, 1'identité ailleurs

Considérons maintenant le quasibimorphisme Q = (8, h[lj(F)nh'[lj(F'),G')
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-1
et montrons que Q :>¢[1] o ¢'[1]

(t,t") e’Q\<=> 4w = al(t,u,t') e h ](F) n h' (F")

[1 [1]

<=> 4 u tel que u = ¢[1](t) = ¢'[l](t')

I~ -
@ () B 0 BT

. ~
ce qui achéve la preuve.

2éme Point Soit maintenant Bl o 82 € LL2
avec Bl = (v, ¥, K, ¢, u) et 82 = (u', ¢', K', ¥', v').
D'aprés (I-2-2-3), on peut supposer u = u' = 1. On a alors
1; c)?? = ¥ -1 o o ¢ o ¢' -1 o o ¥'

1° %27 [v] Pk © °r1] [1] s [v']

D'aprés le point 1, il existe 8, h, F, F', h', §' tels que
1 -1

¢ o¢'rq =6 o0op ' yyO &'

(1] [1] hpgq(F)aht 4 (FY)

1A = -1 ' '
d'ol B, o B, = (GoW)[v]o ph[l](F)nh'[l](F')nd-l(K)nG'-l(K')O(d o¥ )[v']

v 1 -1 v loey2 ' ' -1 -1 Tlace
or, h[l](F)nh (F')né (X)né (K )-h[l](F)nh [1](F nh [1](6 (K)né'"(K'")))

(1]

appartient 3 IDRL (car F'nh'[lal(é-l(K)nG'-l(K')) est reconnaissable).

S~ P R o)

PR oS . 2
Nous en déduisons Bl o) B2 c QB soit LL” < @B

P oSy B N
3éme Point Montrons l'inclusion inverse, c'est 3 dire que LL" o QB

Soit pour cela Q = (v, ¢, h[V](F)nh'[V](F'),¢',v‘) un quasibimorphisme.

2

(F)ah'. (F")} € TL

1

Supposons que {(t,t)lteh[v]

fv]
z . o~ - ‘+ A2
On en déduit alors que Q < ¢

~2 -~
o LL 0 ¢' ¢ LL = LL“.

Le résultat serait alors &tabli. Il nous reste donc 3 montrer que

{(t,t)|teh, (F)nh' vJ(F')} « 11°.

[v] [

Pour cela, considérons G = a.(T(E)i, F, F')
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Soit f le morphisme linéaire tel que

£ alu,t,t') = alu, h[v](t)’ h'[V](t')),

f1]

§ tel que Sa(x,y,z) = x et 8§ = identité ailleurs.

et g tel que g[l](U) = a(u,u,u)

On a alors

(u,u') ¢ (38, G, £, 1) o gflal

<=> 3 t,t' tq £, - (alu,t,t")) = g{lj(u') et t e F, t' ¢ F'

(1]

<=> 3 t,t' tq a(u,h[vj(t),h'[v](t')) = a(u',u',u') et t ¢ F, t' € F'

<=> 3 t,t' tqu = (t) = n' (t'")Y et t e F, t' € F!

u' = h[v] [v]

<=> u = u' € h[v](F) n h'[v](F')

Autrement dit,

-1 N\D
{(u,u)lueh[v](F)nh'[v](F')}{:-(6, G, f, 1) o Br1y € LL

C.Q.F.D.

Corollaire des théorémes 8 et 9 :

La cloture par composition et inversion des bimorphismes semi-linéaires
I~ . . . e ~~ e

DL est 1a classe des quasi-bimorphismes QB = DL o LD.

P
La classe QB est donc close par composition.




- I1T - APPLICATIONS
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cHAPITRE [I] -1

INTERPRETATIONS ET CONSEQUENCES DES RESULTATS

III - 1 - 1 RESUME DES PRINCIPAUX RESULTATS :

Nous donnons dans la page qui suit un tableau synoptique
la seconde partie de cette thése.
Anticipant sur les théorémes 1 et 2 de III-1-2, nous donnons ici un
résumé des propriétés des principales classes de foré&ts vis 3 vis des

principales classes de bimorphismes.

Les classes Rec, Rat 1in,Alglin et MIDRL sont closes par fi, donc

par f}, f§ et bitransduction.

Les classes Rec, Rat 1in,Alglin et MIDRL sont closes par morphisme

linéaire séparé, morphisme linéaire séparé inverse et intersection avec Rec.
La classe Rat lin est close par'ﬁt.

La cloture de Rec par morphisme linéaire, morphisme 1inéaire inverse

et intersection avec Rec est 1a classe MIDRL.

Cette classe est close par union, intersection (et évidemment quasi-
bimorphisme).
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Lemme 1 Lemme 2 Lemme 6 Lemme 4 Lemme 5 Lemme 7
L,emme

Théoréme U4
le cas

dyadique

P4 -~ A
Theor§me 1 TI2=6Y
(Inversion de

. 2 f‘
morphismes) TL =TL
152143

Théoréme 2
T1#f12413=p" =p" 2
5 3 1 12
T5#18%=13%=, =8, Théoréme 5
BL.2=6%
Théoréme 3
LA =TS

Théoréme 7 Théoréme 8

Conservation de classes de -ﬁi¢££2=ﬁi3=6id£5
foréts par bimorphismes

Théoréme 6

les hypertransductions P
inversibles sont les %%528%2838
bitransductions

RS
\tfu
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IIT -1 -2 LA CLASSE DES FORETS M I DR L :

I1I-1-2-1 Propriétés de cloture

Théoréme 1 :

1 - La classe MIDRL est la cloture de la classe des foréts reconnaissables
par morphismes linéaires, morphismes linéaires inverses et intersection
avec les foréts reconnaissables.

2 - L'image par morphisme linéaire de trois (ou d'un nombre quelconque
de) Rat-l1in est dans MIDRL.

3 - La classe MIDRL est close par union et intersection.

Preuve :

1 - est conséquence des théorémes 8 et 9 de III.

En effet, comme @B est la cloture par composition de LL, il suffit
d'établir que MIDRL = (Rec) @B.

Par définition de @B, on a MIDRL c (Rec) @B. Inversement, remarquons
qu'une forét de Rec(@B) est de la forme ¢_1(K) nh (£(F) n £'(F')) qui
s'écrit encore h(f(F) n £'(F') n h? ¢—1(K ).

. ¢_1(K) est, comme K, reconnaissable. On sait que Rat-1lin est

Or, h
close par intersection avec Rec.

Donc f'(F') n h—1 ¢_1(K) € Rat-1lin d'ol le résultat

2 - Soit F = ¢1(Kl) n ¢2(K2) n ¢3(K3). Montrons que F ¢ MIDRL.

Soit K = a(Kl, K,» K3) ol on distingue &ventuellement les alphabets

de Kl’ K K3.

2!
I1 existe un morphisme linéaire f tel que
£r700tys tys tg) = ale (1), 6,(t,), ¢5(t5))
Soit g un autre morphisme linéaire tel que :

g[l](t) = alt, t, t).

I1 est facile de voir qu'on a alors

- : -1 AN ' 3 -
F = (X) f[l] © B[] d'oui F € MIDRL (d'aprés 1-)

On en déduit que pour tout h linéaire, h(F) € MIDRL, ce qui prouve 2.
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3 - Soit F = h(fl(Kl) n f2(K2)) et F' deux forét de MIDRL

FnF' = h(£,(K) 0 £,(K) n h i (E))

h_l(F') = F" ¢ MIDRL (d'aprés 1).

-1

- " ' 3
f2(K2) nF f2(K2 n f2 (F")) € MIDRL (d'aprés 1)

de méme, fl(Kl) n (f2(K2) n F") € MIDRL d'old F n F' ¢ MIDRL,

Pour la réunion, remarquons d'abord que la classe EL est close par

réunion. En effet, soit (¢, K, ¥) et (o', K', ¥') € EE. On peut toujours

supposer K et K' définis sur des alphabets disjoints et considérer ¢"

tel que ¢" = ¢ sur K et ¢" = ¢' sur K'. De méme pour ¥". En posant

K" = KU K' € Rec, on a bien (¢, K, ¥) u (¢' K', ¥') = (¢", K", ¥").

Comme MIDRL = LLQ(Rec), on en déduit que MIDRL est close par union.
C.Q.F.D.

<

I1I-1-2-2 Propriétés génératives

Théoréme 2 :

1 - Les langages de branches des foréts de MIDRL sont tous les langages
récursivement é&numérables. De méme, les feuillages sont tous les langages
récursivement énumérables.

2 - La classe MIDRL contient strictement toutes les foréts de Alg lin
(donc toutes les algébriques).

III-2-2-2-1 Preuve de la premidre partie du théoréme 2 :

e o o i A+ A~ — ————— o — ——— T s 2 o T e Tt ot T s . - o —————

Soit L un langage récursivement &numérable. Soit R un systéme de régles
de réécriture (V étant l'alphabet de variables et I 1l'alphabet terminal)
engendrant L.

Appelons Uy T Vysees UV les régles de R. On introduit les alphabets

marqués L, V, E, les nouveaux symboles + et #.

Nous associons ainsi 3 R le langage reconnaissable K défini par :
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K={S+v. #m.u. n.»m'.v, n' #...#fm u, n_>m' v, n'
1y 2 i, 2 2 i, 2 P lp P P 1p o)

<hn
on

m u. v .+...om' v, n'
ptl lp+1 ptl q lq q

#

ol S est l'axiome de R, (u:.L > v, ) e R, g e N}
3 3
Un mot de K est une dérivation dans R ssi

L/ < m_ =m' n =n'_etm'_v, n' =m u, n
PO P’ P P p iyt p ptl i, Pl

Cette dérivation est alors nécessairement terminale (puisque seul

I est marque en ).

K peut également &tre considéré comme une foré&t reconnaissable
monadique.

Soit alors ¢ un S morphisme linéaire tel que
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-

f i 2 m) my
¢ ", # ’ ui s 3 2
i 2 n n'
1 . n 2 2
# . 2 # #
m, . # . .
u. # : : :
2 m' # ? #
1
n, v mp+1 mp m p
+ P ug B S
1 iy L
5 n ptl nP n p
y ptl # £
m . # . .
P . . . .
Ui # : # #
n P m'_l # m m'
5 q m q q
¥ i q £ £
. q-1 u, n n'
m D ' 1q q q
_ gq-1
v, nq
P #
"p
#
_p+l
vi
ptl
ptl
¥
¥
T?l'
- q
v,
i
.q
n'
q

et ¥ un 2 morphisme linéaire tel que

¥ a(t, u, v) = < t, t, u, u, v >

(La construction de ¢ et ¥ sont laissées au lecteur).
Soit enfin le démarquage m tel que

T a(t, u, v) = v

Soit T = (K, ¢) o (¥, w) € DL o LD.
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I1 est facile de vérifier que (t,u) € 7 ssi t est une dérivation du u
dans R. Finalement, on a P(K) = L, ol L est considéré comme une foret
monadique. L est donc égal 3 son langage de branches,et on a bien répondu
au premier point, car L = T(K) € MIDRL (théoréme 1).

Soit maintenant le l-morphisme linéaire tel que :

¥ace Zl, ¢ a(x) = a'(a,x)

¥ace Eo, ¢(a) = a
I1 est immédiat que ¢(L) a pour feuillage L.

D'aprés le théoréme 1, ¢(L) e MIDRL
C.Q.F.D.

II1-1-2-2-2 Un_lemme

——— o T s i e - ———

Einition;Soit I un alphabet gradué donné. On lui associe 1'alphabet I ol toute

1) et I reste inchangé. Atout langage

lettre a(xl,.., xn) de I devient a(x
L de I* on associe la fordt B(L) de T(Z)é par :

-

B(L) = { t e T(Z)i | toute branche de t € L }

B(L) est la forét de branchage L, c'est "1'ensemble de tous les arbres

dont les branches appartiennent a L".

Lemme :

Soit I un alphabet gradué donné. Il existe une transformationn { de @B
qui, 3 tout arbre t, associe bijectivement un arbre monadique formé de
la suite des branches de t, ordonnées selon un ordre canonique et séparées

2 3 2 par un marqueur.

Preuve :

I) Soit t un arbre de T(Z)i. On peut ordonner complétement 1'ensemble de

ses branches par :

b £ Db' ssi - il existe une branche initiale ¢, une lettre a, deux sous-

t branches finales bl et b'l telles que

-b=ca bl’ b' 2= ca b'l
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- dans t, b et b' ont c a b'1 comme plus grande sous branche

-3
s as . €me . €me
initiale commune, bl est i~ successeur de a, b', est j successeur de

1
a dans t, et j 2 1.

I1I) Soit G la forét définie comme suit :

G est 1l'ensemble des arbres t de T(Z)i, ol deux branches immédiatement
successives (au sens de S défini ci-dessus) sont marquées (différemment
pour les 2). Ainsi, 3 tout t € G, on peut associer g(t) et d(t) qui en

sont les 2 branches marquées (avec g(t) < d(t))

De méme, G, est 1l'ensemble des arbres ol la plus petite branche est

I
marquée, Gy est 1'ensemble des arbres ol la plus grande branche est

marquée (ordre au sens de I) toujours).

Ainsi, & tout t GI’ on associe g(t) et d tout t € GF’ on associe d(t).

I1 est faciie de voir que G, GI et GF sont reconnaissables.

Enfin, on considére G' la foré@t des arbres ayant une branche marquée.

III) Soit F, = {&(tl,a(t2,..,a(t tn)))|neN, t,€G'}

1 n-1°

(o est un nouveau symbole).
Fl est évidemment reconnaissable.
Soit § le démarquage effagant les marques des branches dans G' et tel

que § o (x, y) = x.

Soit ¢ le 2 morphisme linéaire défini par :

¢ &(X, y) < a(x1$ yl’ yQ)v £ >

¢ a(x, y) < a(xls Yi» YQ): X2>

¢ tel que ¢(t) = <t,t> sur T(Z)é (construction déja vue)

¢ est donc tel que :

¢ o < a R # >
/1 AR
tl o > t1 o t2
/1 /1N
2 ) o T3
/. .
v/ )

3/‘7 /1A
n-1 t n-2 o n-1
n /1N

t .t
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Soit F, = {a(ul, a(uz,... a(un_l, un))...) I u, € GI

u € G

, les autres u, € G }
n F i

F, est également reconnaissable.

I1 est facile de construire un 2-morphisme linéaire ¥ tel que

¥ a a )
u, /| u,/|\u g
1 1 1
o = < g o d # >
u2/l u 2/I\u2
a g @ g
u /l v 3/‘\u3
3 . .
& g &
un-l/‘ un_l/d\un
u u
n n-1

(¥ est construit en s'inspirant de ¢ et en effagant certaines marques

de branches. u® signifie qu'on a gardé que la marque de la plus petite

branche - "la plus a gauche" ; ud signifie qu'on a gardé la marque que
de la plus grande branche - "la plus d droite").
Soit Fy = { UpsUgee Uy | u, € Gy, u € Gp, u; €6 }

ou u,,, est substitué 3 l'extrémité de la branche marquée la plus a

droite de u;. Le sommet de u,

;141 ©St de plus marqué de cette extrémité).

.

I1 est alors facile de construire un 2-morphisme linéaire ¥' tel que :

¥' (U, .u.... un) = a(ul, a(u2,... a(un_l, un)...))

1
I1 suffit pour cela de recopier sur la premiére composante et de
suivre sur l'autre, sans rien recopier, la branche marquée la plus a

droite. Ce détail est laissé au lecteur.

Soit enfin h un l-morphisme linéaire qui dans un arbre sélectionne la
branche marquée la plus & droite et fait précéder son sommet d'un #.
I1 faut pour cela avoir pris la précaution, en marquant les branches

dans G, G', G, et G

I P de marquer chaque noeud de branche marqué du rang
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de son successeur appartenant d la branche. h ne fait alors qu'effacer

les marques et les arités inutiles.

Soit € = (6, Fl’ $) o (v, F2, id) o (¥', F_, h) € @B

3!

IV) C associe 3 un arbre quelconque un arbre monadique constitué de
1'ensemble de ses branches (séparées par des symboles distingués).

En effet, soit un arbre t ¢ T(i)é
5-1(t) n F; est 1'ensemble des arbres de Fjol t; = t.
(au marquage prés d'une branche)

D'autre part, ¢(u) = ¥(v) ssi

v = a(ul, a(uz,... a(un_l, un)...)) avec
- Uy est t avec la branche la plus 3 gauche marquée
- u;,q eSt u; au marquage pres avec, dans Usiqe la branche marquée la

plus 3 guache qui est celle marquée la plus a droite dans ug
- u est t avec la branche la plus 3 droite marquée.

Finalement, comme dans un u, ce sont deux branches immédiatement
successives qui sont marquées (au sens de l'ordre < t), (§, F1,¢)0(W, F2)

associe 4 t 1l'arbre a(ul, a(u2,... a(u -1 un)...)) ol la branche 1la

em

plus 3 droite_marquée de u, est la i~ branche de t.

(¥', F,, h) met pour finir bout 3 bout ces branches.

3’

Finalement, C réalise bien la transformation indiquée.
Le caractére bijectif est évident.
C.Q.F.D.

. . . . 7
Soit L un langage récursivement énumérable. Associons lui le langage L
récursivement énumérable constitué des suites de mots de L, séparés par

des #. L¢ peut &tre considéré comme une forét monadique. On a alors
¢t ¥y = B,

D'aprés la partie 1 du théoréme, L eMIDRL donc B(L) e MIDRL.




III - 12

D'autre part, on sait [11 ] que toute forét algébrique est de la forme
¢(Dn n K) oll ¢ est un l-morphisme linéaire, K une foré&t reconnaissable
et D est une forét de Dyck, c'est 3 dire une forét de la forme B(D),

od D est un langage de Dyck.

Tout langage de Dyck étant récursivement énumérable, on a donc, d'aprés
ce qui précéde, toute forét de Dyck dans MIDRL. D'aprés le théoréme 1

et le théoréme de Chomsky-Schiitzenberger pour les foréts algébriques
[11], on a bien toute for&t algébrique , donc, par k-morphisme linéaire,

toute foret de Alg lin, incluse dans MIDRL.

Par contre, il est évident que les foréets de Dn’ pour n 2 3, définies

dans [19], ne sont pas dans MIDRL.

Enfin, la partie 1 du théoréme montre bien qu'il existe des foréts de

MIDRL qui ne sont pas dans Alg lin.
C.Q.F.D.




III - 1 - 3 RETOUR AUX TRANSDUCTEURS D'ETATS FINIS :

Dans le cas des langages, la notion de bimorphisme est née
de 1'étude des transductions d'états finis. Telle a été également notre
démarche, commencée dans [9]. Le but est le méme : partant de la notion
de transducteur d'états finis, notion empiriquement immédiate mais peu
adaptée a une étude mathématique, nous substituons la notion de bimorphisme,
décrite en termes simples. Il est normal que nous revenions ici aux trans-
ducteurs d'états finis, aprés avoir tant étudié les bimorphismes ! Nous

faisons ce retour - informel - en quelques remarques.

III-1-3-1 Les autres travaux

B. Baker [19] avait commencé a étudier les décompositions de transductions
d'états finis en termes de morphismes et morphismes inverses (morphismes
classiques bien siir, c'est ddire l-morphisme en notre sens). Ce travail
a été approfondi dans [51] par J. Engelfriet. On trouvera dans ce dernier

article tout ce qui a été fait sur le sujet.

Les principaux résultats sont (dans notre formalisme)

TA ~~ (démarquage propre, Rec, l-morphisme)

TA 1 (= TA linéaire) ~ (dem. propre, Rec, l-morphisme linéaire)

TD $_{ ¢ o (8, K, ¥) | ¢ et ¥ sont des l-morphismes,

K € Rec, ¥ est linéaire, & démarquage }
T'FST = classe ci-dessus

(les T'FST sont des TD qui "vérifient des contraintes méme sur ce qu'ils
q q

ne lisent pas")

GFST = { ¢ o (8, K, ¥) | ¢ et ¥ sont des 1 morphismes
K € Rec, 8§ démarquage !}

La classe TA 1 est close par composition.

D'autre part, Thatcher et Goguen [58] avaient introduit une notion
équivalente 3 celle de k-morphisme, partant de la notion de transducteur
déterministe. Malheureusement, ils ne laissérent cette idée que sous forme
de remarque, leur formalisme ne permettant semble-t-il pas de développement

3 cette idée (difficultés 3 définir la composition, etc...)
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,III-1-3—2 Sur la forme des bimorphismes ci~dessus

On remarque que les seuls morphismes inverses apparaissant dans [58] sont
des démarquages propres.

La raison en est que, grosso modo, les images des morphismes "gauches"

ont la forme des parties gauches des régles, et de méme 3 droite. Comme
dans les transducteurs d'états finis, la partie gauche des régles appartient
a l'alphabet (hormis les états), il est normal que les morphismes "gauches"
(c'est & dire ceux qui sont inversés) des bimorphismes soient des démar-
quages propres. Pour &tre précis, donnons 1la construction qui prouve que
tout TA est équivalent a un (8, K, ¢) ol 6§ est un démarquage propre,

K € Rec et ¢ est un l-morphisme :

3 toute régle r : a(qil[xl],..., qin[xn]) - q[t(le,.., ij)]

on associe la lettre ar(x xn) et

100

s ar(xl,.., xn) = a(xl,.. Xn)

¢ a(x

X ) = t(x. 5.0 X. )
n

190
i1 ip

et K est la forét reconnue par l'automate dont les régles sont les
ar(qil[xiL..., qin[Xn]) - q[ar(xl,... xn)]

associées aux régles du transducteur.

Si le transducteur est linéaire, ¢ est bien linéaire.
On voit bien ici les roles de §, K et ¢.

§ assure le non déterminisme, K le contrdle des états et ¢ la transformation.

III-1-3-3 Bimorphismes et généralisations des transductions d'états finis

Nous venons de remarquer la forme trés dissymétrique des bimorphismes
associés aux transducteurs classiques. Ceci tient au caractére trés
dissymétrique de ces transducteurs eux-mémes (contrairement 3 ce qui se

passe dans les langages).

Voyons comment on peut passer d'un bimorphisme (¢, K, ¥) ol ¢ et ¥ sont
des 1-morphismes, d une notion plus générale de transducteur ascendant.
Dans le cas ol ¢ est un démarquage propre, on obtient 1l'inclusion inverse

de celle construite en III-1-3-2 par la construction suivante.
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Soit K reconnaissable sur I. A toute régle de reconnaissance

a(q, [xl], v [xn]) -+ q[a(xl,.. xn)]

de K, on associe la régle de transduction ascendante

8 a(ql[xll,.. qn[xn]) »> ql¢(a)]

Cette construction se généralise si § n'est pas un démarquage.

Si on considére alors

§ a(xl,.. xn) ‘t(xi sees X ), et

1 o

V(K. geey X. ),

¢ al(x,,.. x_)
1 n 1 jq

on prend les régles ascendantes

t(qi [xi I qa; [xi H - q[u(al,.., aq)]

1 1 P P
d o = X, i x. i .o t sinon
ol : ay x:lk si xjk apparait dans § a(xl, xn) e
o =F ol Fq est la forét reconnaissable reconnue par l'automate
jk

de K avec q comme état final.

On peut définir le fonctionnement du transducteur T ainsi obtenu de la
méme fagon que pour les transducteurs ascendants classiques, mais on
remarque que

- si § est non complet, T géndre une forét reconnaissable (en général
infinie) 3 la seule lecture d'une lettre

- si & non strict, T génére une forét reconnaissable sans rien lire.

Ces cas se présentent d'ailleurs dans le cas des transductions de
langages.

- si & non linéaire, la régle de T ne peut &tre appliquée qu'en "testant
des égalités",

Il faut vérifier que les arbres substitués d plusieurs occurrences gauches
d'une méme variable sont égaux.

T ainsi défini réalise la m@me transformation que le bimorphisme donné.

Mais il est 3 remarquer que, en partie gauche de chaque régle, les




III - 16

occurrences d'une méme variable sont toujours marquées d'un méme état.
Inversement, la donnée d'un systéme de régles généralisées comme ci-dessus

devra satisfaire cette condition pour s'interpréter en termes de bimorphismes.

Nous avons ainsi, d partir d'un bimorphisme symétrique introduit un trans-
ducteur dont le fonctionnement est "symétrisé" : T teste des égalités
comme il en génére il "réécrit sans lire" comme il peut "lire sans

z 2 » "
reecrire c.....

lIII—1-3—4 k-morphismes et transducteurs descendants]

Si ¢ et ¥ sont des k-morphismes, on ne peut plus interpréter en termes
de transducteurs ascendants. Par contre, la construction suivante associe

un transducteur descendant déterministe 3 k états d& tout k-morphisme :

n
.e >

~ - Y]
a ¢a(x1,.., xn) = <tl.el,... SRLS

On associe, pour tout i € [k], les régles
n
qi[a(xl,.. xn)] = ti(qj [xk Jeerr, qj [xk 1)
1 1 ) o)

avec, pour tout 1 ¢ [pl],
Oi(l) = (kl‘l) X k + Jl

-
e . . .éme
Prendre q, comme état initial revient 3 selectionner la i composante

‘de 1'image par ¢.
Cette idée apparait d'ailleurs, comme déjd dit, dans [581].

Inversement, 3 un transducteur descendant méme déterministe, on ne peut
pas en général associer un bimorphisme comme ci-dessus (voir dans cet

ordre d'idée II-2-3-2).

Mais les résultats de [511 montre qu'un TD est toujours inclus dans le

composé de deux bimorphismes.

Etant donné un transducteur descendant, on peut se demander si il est
équivalent & un bimorphisme semi-linéaire (de DL). Cette propriété est
décidable. La preuve est laissée au lecteur. Elle repose sur le fait que
toutes les contraintes sont reconnaissables, qu'on peut alors décider

si le nombre de "recopies" est borné ou non. Si il est non borné, le

transducteur n'est pas équivalent & un DL, sinon, il 1'est en "numérotant
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les occurrences des variables (on fait ainsi apparaitre un k-morphisme

linéaire).

III-1-3-5 G.F.S.T., hypertransductions et adjonction de torsion

Engelfriet introduit dans [51] la classe GFST. Il est remarquable qu'il
introduise empiriquement 3 cette occasion 1l'adjonction de torsion.
Partant de la notion de transducteur descendant, l'auteur critique

cette derniére et introduit d'abord la possibilité pour un TD de vérifier
des contraintes reconnaissables sur des arbres non recopiés. Il obtient
ainsi la classe T'FST. Il est remarquable également que les bimorphismes
servent de guide dans cette démarche. Cette démarche aboutit aux GFST,
dont la caractérisation en bimorphismes est rappelée en III-1-3-1. Or,
les GFST sont grosso modo des hypertransductions de type (2, kl’ k2)
(I11-2-3-4-2), (c'est & dire composés de deux bimorphismes de (dem, Rec,
ki-morphisme)). Il est normal, d'aprés 1I-2-3, de les décrire par une
adjonction de torsion. Ainsi, les n-hypertransductions que nous
introduisons dans II-2-3 généralisent au cas n ce que sont les GFST

au cas 2. Seulement, le concept d'adjonction de torsion n'étant pas
dégagé dans [51], la définition des GFST est trés lourde et impossible

3§ généraliser 3 nos hypertransductions.
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IIT - 1 -4 A PROPOS DE LA COMPILATION

L'étude des transducteurs d'états finis d'arbres a été en
bonne partie motivée par les "syntax-directed translators" (S.D.T. en
abrégé) (voir par exemple D.F. Martin - S.A. Vere [69]). Rien d'é&tonnant
dés lors 3 ce qu'il y ait des liens entre bimorphismes et S.D.T..
Néanmoins, pour montrer la large portée de nos bimorphismes, nous avons
préféré en développer les applications dans un autre domaine, d'esprit un peu
différent:les grammaires transformationnelles (III-2). Aussi ne ferons
nous ici que donner quelques exemples et énoncer quelques résultats simples,
vérifiant 1'adéquation de notre formalisme aux S.D.T. soit, plus généralement,

d la compilation par attribut (Lehre [102]).

Premier exemple : Le lecteur vérifiera facilement que les "syntax-
directed translation schemes" ([93], [9u], [110]) "sans mot vide" sont
slorsqu'on les interpréte comme transformations d'arbres, équivalents 3

des bimorphismes (¢, K, ¥) de la classe TI, ol ¢ et ¥ sont des quasi-
démarquages. En conséquence, lorsqu'on les compose (au sens des relations
d'arbres) on obtient des transformations fidéles de TS (ol les morphismes
sont des démarquages quasi-complet). Ce résultat se prouve en utilisant

les lemmes 1 (sous lemme 1-1) et 4.

Le fait que les morphismes sont des quasi-démarquages fait que nous

n'avons pas de probléme de chevauchement de découpage, comme le matérialise
le lemme 1, et donc qu'on reste dans la classe TS, (mais non TI car on

perd la complétude).

Plutdt que développer ce modéle, nous préférons ci-aprés donner un

exemple d'un modéle plus général.

Deuxidme_exemple : Les "syntax-connected transductions" (S.C.T.).

Ce modéle, généralisant le précédent, est introduit par P.P. Schreiber [8u].

A tout S.C.T., on peut associer un bimorphisme (¢, K, ¥) ol ¢ est un
quasi-démarquage et ¥ est un l-morphisme, respectivement complet, lindaire,

sans torsion si ¥ est "rand-preserving'", "linear", "regular".
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Exemple : soit

(rl) S~+aSBaA, SabBI[1,2]
(r2) B~Db BA, b BB [1,1]
(rs, r, et rs) A+ a, a B+ b, b S+ a, a

S est 1l'axiome.

Pour l'auteur, un S.C.T. fonctionne comme suit (informellement).
Partant de S, on dérive en paralléle 3 l'aide des régles ci-dessus,
comme dans deux grammaires algébriques. Les chjiffres entre crochets
indiquent les correspondances entre variables. Ces correspondances
se composent au fur et 3 mesure de la dérivation. Commentons un

exemple de dérivation :

L'application de ry donne

TINN AN
~— e

Autrement dit, on applique d'une part S + a SB a A, d'autre part
S+ S aB.

[1, 2] réalise une application des occurrences de variables du second
terme droit dans celles du premier. Cette application respecte les
variables (2 A associe A, etc...). Les liens sont matérialisés sur la

figure.

b

On continue en dérivant simultanément 3 partir des variables se

correspondant. Ce qui donne par exemple par r

/l\\ S/i\B
\‘i\ - N
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puis par r, encore

S AN
RN

B
\__ /1\\ B

/// I ‘\\\ b B B
,
N

etc...

Pour nous, nous décrirons cette transformation par le bimorphisme

(¢, K, ¥)

ou K est la forét locale définie par les successions.

S1 (xl, Xy x3) a pour successeur Sl(xl’ Xy x3) B2(x1’ x2) IAS

X x

85 B,+

B, (Xl’ x2) a pour successeurs |B, (x3 x2) A

B x
N

3

S, (xl, X5 x3) est initial, Aj, B, et S; finaux

L'idée est ici de marquer les variables par des numéros de régles, de leur
autoriser comme successeurs les successeurs qu'elles ont dans la

grammaire algébrique "gauche"ou"cbjet".

Remarque : En termes de compilation, 1'idée est que la grammaire

"gauche" définit le langage "“source" et la"droite" le langage "objet".

¢ est un quasi démarquage propre (il reconstitue les régles "sources",

les variables syntaxiques étant remplacées par une torsion identité).

$ S, (Xl, Xys X3) = S (a, Xys Xps @5 Xg)
$ 85 =  S(a)

) B2 (xl, x2) = B(b, Xqys x2)
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¢ B, B(b)

o A, A(a)

¥ reconstitue les régles "objets", les variables syntaxiques étant
remplacées par la torsion définie entre crochets dans le formalisme

de P.P. Schreiber

¥ Sl (xl, Xy x3) = S(xl, a, x2)
¥ S = S(a)

¥ B2 (xl, x2) = B( b, Xys xl)

¥ B, = B(b)

YA, = A(a)
Il est immédiat que le bimorphisme ci-dessus définit la meéme
transformation de foréts que le S.C.T. donné. Cette construction se

généralise évidemment 3 tout S.C.T.

En outre, le lemme fondamental 1 de II-1-1 montre qu'on peut remplacer
le quasi démarquage ¢ par un démarquage propre, donc que tout S.C.T. est
un transducteur ascendant d'états finis (propriété qui semble avoir

échappé a 1'auteur).

guidant par la syntaxe du langage source et selon la valeur d'attributs
associés 3 l'arbre syntaxique source" (B. Lohre [102], J.D. Ulmann [110]).
Les attributs peuvent €tre hérités (calculés 3 partir du sommet de l'arbre
syntaxique considéré) ou synthétisés (fonctions des sous arbres terminaux
dont le noeud "attribué" est le sommet) ou les deux (ce qui pose des

problémes de bouclage).

Nous prenons ici un exemple empreinté 3 J. D. Ulmann [110]. Il s'agit

de 1'évaluation d'une expression arithmétique.




Nous partons de la grammaire source

{SHE B e B B T
s "Pow F i e
F = (E)} F » id

On dispose du code d'instructions suivantes

A'C Ca mettre le contenu de la mémoire o dans l'accumulateur
ME Mo mettre le contenu de l'accumulateur dans la mémoire o
ADDa additionner le contenu de la mémoire a d celui de

1'accumulateur

MULa - multiplier le contenu de la mémoire a & celui de

1'accumulateur

On considére les quatre attributs synthétisés suivants (numérotés
13u)

1 - Codage de la sous expression associée au sous arbre dont le noeud

considéré est sommet (3 valeur dans langage objet)

2 - Nom de l'identificateur unique successeur du noeud considéré

indéfini (1) sinon (3 valeur dans les identificateurs ou 1)

3 - Variable booléenne vraie si le noeud considéré a un seul identifica-

teur successeur, faux sinon (a valeur dans V, F)

4 - Numéro de mémoire auxilliaire (calculée 3 partir de la profondeur
du noeud dans l'arbre) (3 valeur dans N).

A chaque noeud d'un arbre source sont attribuées des valeurs des
attributs selon les régles suivantes, associées aux régles de la

grammaire source.



g . €me
Ei’ Ti ou Fi désigne la valeur du 1

étiqueté E, T ou F.

> .
E By Sal s o El

i ot i I T, =

F + GB)

1L = 23

~

attribut

'ADD' T

81 T3, alors El 9

sinon 'MEMg' Eu E. '"ADDS' E

1 m

Tu)

' '
1 MUL F2

' ! ' '
F MEMS Tu Tl MUL# T4

si F3 alors T sinon

E

Bz

1 + max (Tu’ 4

pour noeud correspondant
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F~id I3 'ACC' NOM (id)

1
F2 = NOM (id)
Fy = v
F, =1

Nous associons & cette compilation par attribut le bimorphisme (6, K, ¢, 1)

6§ : E (%, y)*>E (x, +, y)

+

E (%) E (%)
T (x, y) > T (x, *, y)

T (x) + T (x)

F (%)

¥

F( "( Hx")ll)

¥

F (x) F(x)
a

K est la forét locale définie par (voir I-1-2-3-1 pour les notations)

K : S(B(x, y) = {E(%x, y), E(x)} x {T(x, y), T(x)}
S(E(x)) = {T(x), T(x, y)}
S(T(x, y) = {T(x), T(x, y)} x {F(x), F_(x)}
S(T(x)) = {F(x), F (x)}

S(F(x)) = {BE(x, y), E(x)}
S(Fa(x) = {a}
I(K) = {E(x, y), E(x)} F(X) = {a}

Chaque composante de 1l'image du 4-morphisme ¢ est associée 3 un attribut.
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Comme dans 1'exemple précédent, on remplace les variables syntd xiques

par des torsions, mais des torsions de 4 dil © ol est également indiqué
le numéro de 1'attribut considéré. Pour simplifier 1'écriture, on écrit
séquentiellement la premiére composante de 1l'image de ¢ et on omet les

® qui, en toute rigueur, réalisent la composition en largeur.
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En interprétant le test et la fonction successeur, on a :
'ACC' Y 'MUL' Z 'MEMS' 3 'ACC' X 'ADDE' 3

(qui effectue bien Y x Z, range le résultat puis 1l'ajoute 3 X,

dlod Y-x-Z 4 X).
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cHAPITRE III - 2

APPLICATIONS AUX GRAMMAIRES TRANSFORMATIONNELLES

AVANT PROPOS

Historiquement, 1'étude des grammaires transformationnelles
est née de motivations linguistiques, dans un souci de modéliser les
langues naturelles pour mieux les étudier. Chomsky est évidemment
un des précurseurs de cette démarche. Dés les premiéres études, la
notion de transformation d'ensembles d'arbres était déja sous-jacente :
les transformations sont guidées par la syntaxe, donc par les arbres
syntaxiques. L'informatique a multiplié les raisons de s'intéresser
aux transformations de foréts, avec de grandes exigences de rigueur
sur les définitions syntaxiques, mais sans modifier l'essentiel des
problémes : il s'agit toujours d'analyser, générer, transformer ou
traduire des langages (langages d'arbres en incorporant la syntaxe),
langages plus ol moins proches des langages de 1l'homme - 1'homme
restant 1l'interlocuteur privilégié !
' On touche ainsi aux problémes de compilation, traduction, langages
conversationnels, ou, plus généralement, aux analyses, générations,
transformations de processus quels qu'ils soient (phrases, schémas de
calculs, de cablage,...) selon l'interprétation que 1l'on donne: aux
noeuds de l'arbre (métasymbole, fonction ou opérateur d n argurments,
"boite" 3 n entrées...). Mais 1'ordinateur sera le principal intéressé
lorsque ce sera lui qui "traitera" ces arbres. C'est pourquoi, méme
lorsqu'il s'agira d'étudier les langues 'nmaturelles", nous nous libérerons
des tendances & chercher des "transformations psychologiquement naturelles"
(sic). Notre démarche ira dans le sens de la production de concepts
mathématiques féconds, susceptibles d'@tre mis en oeuvre algorithmiquement
mais universels vis 3 vis de traitements particuliers sur ordinateurs.
(Nous entendons par "concept fécond" tout outil, en particulier tout
formalisme, "contribuant 3 la résolution des problémes qui lui ont donné

naissance'" (d'aprés G. Jacob)).
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III - 2 - 1 RESUME, PRESENTATION DES PRINCIPAUX RESULTATS ET EXEMPLES :

III-2-1-1 Idée Générale

Une grammaire transformationnelle (G.T. en abrégé) est la
donnée d'un noyau (qui est souvent une forét reconnaissable) et d'un
ensemble derégles d transformations, soumises & diverses contraintes,
qui permettent de transformer ce noyau. Les arbres précisent la structure
syntaxique des mots que sont leur feuillage.

Nous donnons en III-2-1-2 quelques exemples de transformatiors dont 1'idée
résumée ici.

Exemple 1 : La transformation est 'reconnaissable' en ce sens qu'elle
conserve la reconnaissabilité des foréts (ici, elle est réalisée par

une transduction linéaire).

Exemple 2 : "Transformation avec test d'égalité'". On teste dans
1'arbre 3 transformer 1'égalité de deux sous arbres et, si oui, on

transforme. Le domaine d'une telle transformation n'est pas reconnaissable.

Exemple 3 : "Génération d'égalité". Cet exemple est dual du précédent.
On recopie deux fois un méme sous-arbre. En fait, il est plus fréquent
- et c'est le cas ici - de recopier deux fois "3 peu prés" le méme
arbre (ici, "Dieu" figure dans un transformé, "César' dans 1l'autre).
Les pages roses du petit Larousse sont pleines de phrases de ce type
"3y effet stylistique". En fait, nous parlerons encore dans ce cas de

"génération d'égalités".

Exemple 4 et 4 bis : "Structure récursive". Une structure (un arbre) se

greffe sur elle-méme un nombre arbitrairement grand de fois.

Enfin nous présentons un exemple 5 plus complet.

Dans tous ces exemples, nous n'explicitons pas les rélges précises de
trahsformation, car elles dépendent des formalismes - souvent fort
lourds. Seul, 1l'exemple 3 est complétement décrit dans la partie
(III-2-2) dans le cadre des G.T. de Ginsburg - Partee (que nous

appelons "G.T. par coupes').
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Quelque soit le formalisme adopté, la composée de deux transformations
élémentaires n'est en général pas élémentaire. Nous prouvons par exemple
en III-2-2 que la transformation de 1l'exemple 3, composée de 3 transfor-
mations élémentaires au sens des G.T. par coupe, ne peut &tre réalisée
par une seule transformation élémentaire. Il en est de méme des exemples
4 et 4 bis. Pour ces derniers, les transformations ne peuvent pas &tre
réalisées par composition de transductions d'états finis classiques
d'arbres (puisque celles-ci conservent la reconnaissabilité des langages
de branches). Enfin, 1'exemple 5 ne peut étre réalisé, ni par une
transduction d'états finis, ni par une quelconque transformation
€lémentaire (quelque soit le cadre dans lequel on se place).

Nous discutons dans III-2-1-2 de la notion de profondeur d'une
transformation, une transformation de profondeur 1 consistant grosso-
modo 3 transformer séquentiellement un arbre (par exemple de haut en bas).
Une transduction d'états finis est une transformation de profondeur,l.

Jusque maintenant, la situation était la suivante :

On ne sait en général rien dire des composées de transformations, si
ce n'‘est qu'en général une composée de transformations élémentaires
n'est pas élémentaire, qu'une composée de transductions n'est pas une
transduction.... .

En particulier, dés le début de 1'&tude des G.T. dans le cadre de la
théorie des arbres, les transductions d'états finis ont &té utilisées,
mais elles ne se composent pas, ce qui fait parler Thatcher de "boites
de Pandor"” et ce méme auteur pose, dés 1969, le probléme de trouver
des classes intéressantes (pas trop restreintes) se composant.

On ne peut se débarasser du non-déterminisme, qui autorise 3 appliquer
ou non une transformation, mais on peut, du point de vue des G.T.,

se borner 3 appliquer des transformations non expansives ou non
contractantes. Plus précisément, une transformation T d'arbres est dite

non expansive ssi 3k tel que,

¥ t(x) = T(%)(x,..,x)T(%) ne contient pas plus de k occurrences de x.
Ceci équivaut 3 dire que, ¥ T et tys ¥'tl => T(%).(tl,.. tl) ne contient
pas plus de k occurences de tl. Autrement dit, une transformation est
non expansive ssi elle -"ne duplique pas a@ 1'infini". Remarquons qu'en

continuant la transformation T, les k occurrences de t peuvent avoir des
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transformées différentes tiaes Ty mais ces arbres ont tous la méme
source t. Une telle transformation sera dite k-dilatante.
Par exemple, la transduction qui a
Y
a ////,‘\\\\
a a b c
) i ]
! associe ' 0 \ est non expansive
Yo * i B n (ou 3-expansive)
1 —_— ' : '
] A
g a b c
(elle donne 3 copies de a").
La transduction qui a3 a
a
a AN
! associe ’ \ est expansive
n ] ’ N ' =~ 13
\ * / a (c'est a dire
— .
\ a //\\ ©-expansive)
o
La notion de transformation non compressive est duale (inverser le

sens des fldches). Elle impose fci une contrainte aux "test d'égalité”.
Une transformation ni expansive ni contractante sera dite conservative
Jusque maintenant, on ne disposait d'aucun outil pour étudier ces
transformations. Or, les bimorphismes linéaires LL réalisent justement
ces transformations.

Par exemple, un bimorphisme (1, ¢, K, ¥, 1) ol ¢ est k-linéaire, ¥

k! linéaire, est k-contractant et k' dilatant (donc ni contractant,

ni expansif).

Nos résultats sur la composition des classes LL, DL, TI etc... nous

permettent de caractériser la cloture transitive de la plupart des
classes de transformations conservatives. '

Les exemples 1' 3 5' repremnnent les exemples 1 4 5 par des constructions

précises en termes de bimorphismes linéaires et illustrent ces cas.

- L'exemple 1, sans test ni génération d'égalités, est réalisé en 1'

par un l-morphisme linéaire. En général, les transformations sans test
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ni génération d'égalités, qui sont celles étudiées par J. Chauché,
seront réalisées par composition de bimorphismes du type (¢, K, ¢'),
ol ¢ et ¢' sont l-linaires. En général, on obtient comme cléture par
composition de ces transformations les bitransductions B'1 ou Bl (on

peut toujours rendre ¢ et ¢' stricts).

- L'exemple 2, qui "teste des égalités" (mais est bien sur non
contractant) est réalisé en 2' par un 2-morphisme inverse. En général,

LD sera la cloture par composition de ce type de transformations.

- L'exemple 3, dual de l'exemple 2, "génére seulement des égalités"
et est réalisé par un DL. En général, DL sera la cloture transitive

de ce type de transformations.

- Les exemples Y4 et 5 sont plus complets, ils alternent génération
et tests d'égalités. Ils sont réalisés en 4' et 5' par des DL o LD.
D'une fagon générale, la cloture par composition des transformations
conservatives testant et générant des égalités sera bien la classe
DL o LD.

Nous déduisons de nos théorémes sur les bimorphismes d'autres résultats
exposés en partie III-2-3 (par exemple, qu'on peut "d'abord appliquer

toutes les transformations d'un certain type, puis celles d'un autre'").
La classe de foréts MIDRL apparait alors naturellement, comme étant la
cloture par transformations conservatives des noyaux (foré&ts reconnais-
sables). Nous étudions la puissance générative de nos différents types

de transformations etc, etc...

D'autre part, nous étudions er{1II231)les puissances génératives et
transformationnelles des différents types de systémes de réécriture,
montrant que les différentes généralisations de la forme de ces régles
sont illusoires, du point de vue des foréts engendrées. Mais le passage
d'un systéme de réécriture 3 un systéme d'un type plus particulier se
fait en général par transformations de profondeur non bornée. Dans la
pratique, quand on considére des transformations de profondeur bornée,
les différents types de régles conservent donc tout leur intérét (ce qui

apparait également empiriquement).
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Dans la partie III-2-2 nous donnons un survol historique des G.T., puis
une critique de quelques modéles. En particulier, nous étudions la

notion de profondeur de transformation.

Dans la partie III-2-3, nous énongons, prouvons et commentons nos

résultats.

I11-2-1-2 ExemplesAJ

Les exemples 1 & 5 décrivent informellement des transformations classiques,

que les exemples 1' 3 §' décrivent respectivement en termes de bimorphismes

de magmoides.

- e e ol it e o B e o . o S o _——— o " T . ——

AN
/\1 \ \2\

le chien poursuit le chat

Soit par exemple l'arbre t =

En termes de théorie des arbres, un sous arbre de t se note par exemple

JARN

En linguistique la notation standard est
P
GN, \ GN

Cette derniére notation introduit un contrdle reconnaissable sur la

2

succession des noeuds. Autrement dit, il est équivalent

- d'une part, de considérer la notation "linguistique”

- d'autre part la notation du type "sous-arbre', assortie d'une
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contrainte reconnaissable, et méme locale (on s'impose en plus
1'appartenance de t 3 une forét locale).
Dans les deux cas, les concepts sont les mémes, seules les modalités

de contrdle sur la "succession des noeuds" étant formulées différemment.

On peut encore considérer que 1l'on a des variables "avec type" (x de
type GN, y de type V etc...) ce qui est une troisiéme fagon d'écrire la

meme chose.

Dans la suite, nous utiliserons le formalisme linguistique pour les
exemples classiques et le formalisme des arbres dans le cadre des

transformations réalisées par bimorphismes de magmoides.

ExemEle 1 : "Transformation reconnaissable"

o ; P e s
{3 b ko

le cha
le chien poursuit 1le chat l

par le chien

est poursuivi

est réalisé par le transducteur linéaire descendant.

2y S s

quN2 q2V q, GN

GN2 GN



Vit Aux Part

est Qg V!

(on considére 3 part les régles lexicales A + le, N + chien | chat

etci.)

A+ A, q N->N,q. V' (3éme personne singulier) » V' (participe passé)
9y 4 5 F

Remarque : On aurait pu ici confondre les deux occurrences GNl et GN2
de GN, les états (q1 et q3) distinguant les sous arbres dont ils sont
sommets. Mais, en général deux occurrences de GN impliquent 1'égalité
des sous arbres dont ils sont sommets (voir modéle de Ginsburg et

Partee par exemple). z

En termes classiques de transducteurs d'arbres, la transformation

s'écrit encore:

q/i\ e /q;]}

X X%

9, o, : GN
X —
X ¥

o e,



q, le — e q, chaf.__) chat q, chien_ﬁ chien

GN
N — I
y PaE My ®oofg ¥
\'A
o 5
Aux Pr't

est q5 X

Py J—

g poursuit ey poursuit

Rem 1. On peut trés bien ici mémoriser dans les états le genre
(singulier, pluriel) des sujets afin de "conjuguer", mais dans
certains cas, cette mémorisation sera impossible. (Nombre non

borné de conjugaisons imbriquées).

Rem 2. Les abréviations P, S, V, GN, etc.. ont des significations

syntaxiques évidentes (phrase, sujet, verbe, groupe nominal, etc.. )

Exemple 1 N

¢ B P

£
k-
Z

( GN, ) GN
¢A

B
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b (N) = v
&
X Aux Pgrt
est 1

¢(poursuit) = poursuivi

MR b ooty

par x

¢ est égale a 1'identité ailleurs

¢ est 1l-linéaire

Le l-morphisme linéaire ¢ réalise la transformation de 1l'exemple 1

Exemple 2 "Transformation avec test d'égalité"

) P B
It 1T

Tom poursuit Minou Tom poursuit Ronron

P'

' c

| /TN

Tom poursuit Minou et Ronron
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1) on teste si t est de la forme

P

. ou n, et n, sont deux noms
— ; et t, un sous arbre.
nl n2

(donc, on teste 1'égalité de deux sous arbres de t)

2) si oui, on transforme

| o m

m ns
Exemgle 2' ¢

(P') P! //,i;\\\\P' )
A N N

¥ Y1 % X191 %

H

p
¢ est le "2 dilaté (V) <V, # > ¢(poursuit) = <poursuit, # >

de 1'identité"sur
b x

ce sous alphabet 1
J ¢(T) = <S, # > ¢(Tom) = <Tom, # >
X X,

{ ¢(Minou) = <Minou, #>, ¢(Ronron) = <Ronron, #>

$( ‘,//i'\\\\\) T <Xy, 2y
X vy z

¢ est 2-linéaire

¢[151 réalise la transformation de 1l'exemple 2

¢ est un 2-morphisme linéaire.
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Exemple 3 :
Soit t_ =
o
GN
Rel
GN \\
Pr \'/
il faut rendre da quelqu'un ce qui 1lui appartient
3 transformer en
t3 = P
P
v P

GN

GN

|/

il faut rendre 3.

Rel
/N
| l

i César

ce qui appartlent

César

et

If’i//F.

3 Dieu
rendre.Dieu ce qulappartlent
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Exemple 3' :

On peut d'abord marquer les diverses occurrences de P et GN (qui

subiront des transformations différentes). Ceci se fait par un marqueur
déterministe (rappelons qu'il s'agit d'un transducteur linéaire particu-
lier, concervant la reconnaissabilité)ou, mieux, par un démarquage inverse
5‘1 et par intersection avec une forét reconnaissable K.

On a t' = 6—l(t ) n K avec
o o

Rel
ir ‘V
il faut rendre a quelqu'un ce qui lui appartient

Soit ¢ le morphisme linéaire défini par :

¢ /} f ) = < P \\\\\:. >
SN
zlet 22
¢(GF) = <GN, #>, ¢(V) = <V, V>
ror ey
$(i1) = <il, #>, ¢(faut) = <faut, #>
¢ ( P! ) = < P , P >
/1IN /I AN
* vz 191 %1 o Y2 Z

¢(rendre) = <rendre, rendre>
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(GN") = < GN : GN >
J /| /|
Xy N X,
KDy I
Y1 Y2

¢(5) = <5, a>

¢(quelqu'un) = <César, Dieu>

$(GN") = < GN . GN >

KR i i

¢(ce) = <ce, ce>

o ( ///Rel ) = < Rel s Rel >
S . gL Ry 5 858 W,

¢(qui) = <qui, qui>

it
A
=
=
v

¢ (Pr)

X X

¢(lui) = <César, Dieu>

¢(appartient) = <appartient, appartient>

Commentaire :
Grosso modo, ¢ dédouble l'arbre de sommet P' en le modifiant un peu ;
de plus"quelqu'un" et "lui" sont transformés en "César" dans la premiére

copie, "Dieu" dans l'autre.

Finalement, la transformation est réalisée par le DL (8, K, ¢, 1)

Exemple 4 : "structures récursives" : une génération "emboitée"
d'égalités.

Considérons la phrase

B = un moine souﬁiJfagui tient une boite de camember?’figurel

S Ps Y

sur les boites de camembert,

C
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Elle peut se transformer par exemple en un moinesouriant qui tient une
boite de camembert sur laquelle figure un moine souriant qui tient une
boite de camembert sur laquelle figure un moinssouriant qui tient une

boite de camembert, etc..., figure sur les boites de camembert®

Sans détailler l'arbre syntaxique de P, on peut 1l'écrire

AARN

ol S, PS, V et C sont des sous-arbres.La transformation ci-dessus

se décrit alors par :

rd
e

< sur laquelle

ainsi un arbre se 'raccroche-t-il 3 lui méme' et a-t-on pour l'essentiel

d effectuer une transformation du genre

Exemple 4 bis :
Z{i:i& }_;:__ { j n neN} \
L}

T

P *
que nous abrégerons en t.a |- {t".a | ne N}
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Exemple 4 bis'

a) préliminaire :
Soit t(x) un arbre quelconque de %(Z)i, (c'est 3 dire un arbre 3 une
variable). On peut toujours "marquer la branche de t(x) joignant le
sommet 3 x" en introduisant un nouvel alphabet I. Plus précisément,
on procéde de la fagon suivante : si un noeud de t(x) a pour label
. .8 s g .
a(xl,.. xn) et si x est i°"° successeur de a (c'est 3 dire si le
sous arbre de t(x) qui contient x se substitue & Xs dant t), alors
on remplace alxy, .. x ) par (a,i) (xy,.. xn).

ExemEle H (5’2)

NN
A\ AN

X a

Posons t(x) 1'arbre t(x) marqué de la sorte. Ce marquage est reconnai-
PO . . . > Y
sable. Plus précisément il est facile de voir que {t(x)|t(x)eT(Z)i} est

une forét reconnaissable.
D'autre part, soit ¢ le 2 morphisme défini par :

¥ace?5l: ¢(a(xl,x2-°,xn))=<a(xl,x3,..,x2n_1), £ >

¥V (a,i) e I : ¢((a,i)(xl,x2,..xn)) = <a(x1,x3,..,x2n_1),x2i>

o(t(x)) = <tlxy), x,>

b) Soit maintenant t(x) marqué comme T(x) mais sur un alphabet I
disjoint de I. On peut d'autre part toujours considérer que le sommet

de t(x) est un symbole distingué a.

s 2z _ = = LY
Considérons alors : F = {tl.tQ.ta....tn_l.tp(a) ti e T(Z)
Cette forét est reconnaissable
Soit 6 le démarquage effagant toutes les marques de t et tel que

8 a(xl,.. xn) = a
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On peut, comme dans le préliminaire, construire un 2-morphisme ¢ tel
que :

- la marque o des sommets soit conservée

- ¢ El(x) = <t1(x1), Xy>

- ¢ %(x)

<X, E(x2)>

|
H

¢ t(x) <t(xl), t(x2)>

Soit alors Al le DL (8, F, ¢, 1) et A, le DL (1, ¢, id)

2

On a, ¥ t,.t ...Ep(a) € F,

1" 72

G(tl,.. tp(a)) = tl.a
¢(tl.t2... tp(a)) = <tl.t2......tp_1.a,t2... tp(a)>

s a1z . ”n -~
Considérons la transformation A1 o A2.
A L ,
By = {(t ., <t ot 1% t2...tpa>)| tetyeet e F}
PaN
A2 = {(<u,u>, w}

ptou finalement

I\

/N
(tyu) e A, o A, <=> 3 ¢t

1 5 120 tp tels que

[=
i

tpetyees Ty g0 = Tyt

Comme les a "séparent" les t;, il est équivalent de dire

A\ ra)
(t,u) € Ao a, <=> 3 Tisen tp tels que
t = tl.a, u = tl... tp-la
B % Ty Ty T gy T Tty T Tt

- _ ,.b-1 _
<=> = . = .
u tl ‘a et t tl a

. . N 1
Finalement, on a bien 2. o A2 = {(t.a, tn.a) | ne N, t(x) ¢ T(Z)l}

1
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ExemEle 5

Un exemple plus général de transformation :

A /}\ A sont des abréviations d'arbres de méme

type, & savoir un nom suivi d'une suite quelconque de qualificatifs ou

propositions subordonnées. [En M et R figurent deux noms appartenant

d une classe donnée ('chat') et en T un nom appartenant 3 la classe

'chien']
Par exemple, le feuillage de l{itiis sera '"Minou, le chat de la
voisine" celui de sera "Ronron, qui est le plus vieux chat

du quartier" celui de Z{iiixsera"le féroce Tom".
M R Z/‘}\\» sont ainsi des arbres arbitrairement

grands. Néanmoins, dans notre illustration, nous en abrévierons (par

commodité) les feuillages en Minou, Ronron et Tom !
De méme sera de feuillage "les petits chats blancs"

Considérons 1l'arbre Tl

I,
S/ /\\

LA S AT

ux part par

poursult

est poursuivi

de feuillage P "Minou et Ronron sont des petits chats blancs.

1
Tom poursuit Minou. Ronron est poursuivi par Tom."
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lére Transformation : On applique la transformation U1 inverse de celle

de l'exemple 1.

I\ C
Al,lx P,art Pé!r' k

est poursuivi

poursuit

Le feuillage de T2 est "Minou et Ronron sont des petits chats blancs.

Tom poursuit Minou. Tom poursuit Ronron".

28me Transformation :

On applique la transformation U,, du méme type que dans l'exemple 2

2’

4\ = L

Le feuillage de T2 est P2 = "Minou et Ronron sont des petits chats blancs.

Tom poursuit Minou et Ronron.

38me Transformation :

P

T, = * /\\

(O A A

a horreur

sont
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Le feuillage de T4 est Pu = "Tom poursuit Minou et Ronron. Tom a

horreur des petits chats blancs".

Remargue‘1 :

L'exemple 5 est traité dans l'esprit des grammaires par coupe. En fait
les problémes sous-jacents 3 cet exemple ont été beaucoup €tudiés par

les linguistes et peuvent &tre résolus différemment.

Remargue 2

On pourrait objecter du point de vue sémantique que la méme transformation
appliquée 3 "du sucre et des biscuits sont des friandises. Tom mange du
sucre. Des biscuits sont mangés par Tom" donne "Tom mange du sucre et des
biscuits. Tom a horreur des friandises".

En fait, il suffit de subordonner dans Uy l'apparition de "a horreur"

d 1'appartenance d'autres mots d certaines classes (remplacer ici par
"adore' !). Un tel contrdle peut &tre réalisé par intersection avec

une forét reconnaissable. D'une manidre plus générale, en considérant

des classes de mots (comme suggéré au début de 1'exemple), on peut

"faire passer une partie de la sémantique dans la syntaxe'.

Exemple 5

Soit F = {T(X,Y,Z,T,U,V,W)IX,..,W € T(Z)i et T est 1'arbre }
initial ci-dessus
F est reconnaissable

On peut supposer T sur un alphabet disjoint de I

SN
SIN NS
N
SRS B AN
s

T(X,Y 525t ,U,V,W) =

est poursuivi
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Soit ¢ le 5-morphisme linéaire défini par

I
BESTORRY N TS R R I N NCRU R
s ¢ S(X,¥52) = <Xy,2.,%,%,% >
l\ 171
T\z ’ %'(x’y’z) T SXpaZpa¥yaZgeZg”
f\ ’ b Br(x,y,2) = <x 52, ,7,7% >
X
3 5 -
‘i\z ¢ P'(x’y’z) - <xl,zl,z2’¢,¢ >
2 2 ] C(X,Y) IR IS 2% S
I\X 172
2
y 3
|\
X, !
( 4+ nous abrégerons en )

B (x1, 2,5 %)5 255 X5 Zgs Zys Zg)

xn).(ﬂé)? a(xl,..xn)(n§>8 7

ailleurs, ¢ a(x,,.. xn) = <a(x

1° 120"

Soit G = {U(X',Y',Z',T',U') | X'...U' ¢ T(A)i et U est l'arbre }

/l\ \\
\ / '\

poursult y et z a  horreur

Soit ¥ le 6 morphisme linéaire défini par 5
8

¥ P(x,y,z) = <Z(xl,x2,x3,xu,zl,x5,xs,zz), Z >
¥ P'(x,y,z) = 2132552552 5%  5Xy>

¥ c(x,y,2) = <xlax2321!z2!#3#>

b4 ﬁ(x,y,z) <xl’zl’¢’¢’#’¢>
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n n L
, _ 1.8 2.8" .8
ailleurs, Y a(xl,.. xn) = <a(xl,.. xn) (ns) ,a(xl,.. xn)(ﬂs) £ >

8§ est le démarquage propre effacgant les marques de T.(En particulier,

on avait supposé l'alphabet de 7 disjoint de I . On aura aussi

§ P'(x,y,z) = 6 P'(x,y,2) = ... = P(x,y,2)

§' est le démarquage propre effagant les marques de U.
I1 est facile de voir que ¥ X € T(E)i, on a
¢(X) = <X,X,#,#,7> et de méme, ¥ X' € T(A)i, on a

‘P(X‘) = <X' ’X‘ ,¢9¢9¢3¢>

D'autre part, on a

I
p 8
¢ T(x!y’zat9u5vaw) = <$(x19u19ylavl’zlat19wl$w2)S # >

5
= 8
et ¥ U(x,y,z,t,u) = <z(y19y2321azzaulaxl,x2,tl)9 # >

On en déduit

b1 T (X,Y,Z,T,U,V,W) = £(X,U,Y,V,Z,T,W,W)

et W[l

] U(X',Y',Z',T',U') = B(Y',Y',Z',2' Ut X" ,X",T")

Les 2 lignes sont égales ssi

>
1]
<
.o
(@
n
=<
e
<
f
[N}
.t
<
1l
N
o
N
"
<
.o
-3
"
>
.o
=
]
>i
=
"
~—_3-

Tl

>
"
<
"
C
]
=
L
<3
"
N
{]
<
n
el
v
N
H
(e
"
(@]
-
-3
1
>
"
=
"

Autrement dit, si Ae FetB e G, on a

(A) = %IfB) <=>[3 M, R, C, T tels que
A = T(M,R,C,T,M,R,T)
et B = U(T,M,R,T,C)

°r13
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Posons D, = (6, F, ¢, 1) et D2 = (6', G, ¥, 1)

Soit T, l'arbre 3 transformer de l'exemple 5.

1
= T(M,R,C,T,M,R,T) et, compte tenu des

Fal
D, = U(T,M,R,T,C)

Tl se décompose en T1

démarquages & et &', on a (T,) f%.o

Ce dernier arbre est 1'arbre T, de 1l'exemple 5.

*

. A A
5 B ssi (A,B) e D, oD

U,.0, 1° %2

Plus généralement, on a A |
l’
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III - 2 - 2 APERCU HISTORIQUE ET CRITIQUE DES GRAMMAIRES TRANSFORMATIONNELLES

Trés vite, le consensus se fit sur une définition du type
suivant : une grammaire transformationnelle (en agrégé G.T.) est la
donnée d'un ensemble noyau de phrases (données avec leur structure
syntaxique, par des arbres ou une grammaire) et d'un nombre fini de
régles de transformation. L'application de ces régles est toujours
soumis 3 la syntaxe et parfois 3 des contraintes sur le domaine
d'application ou sur la succession des régles. La syntaxe d'un langage
se décrit, lorsque ce langage est algébrique, par ses arbres de
dérivation. Ceci fait qu'on prend pour noyau un langage algébrique
(ou plutdt ses arbres de dérivation). A la suite de Chomsky, on
appelle généralement structure '"profonde" (deepth) le noyau et
"structure superficielle" (surface set) le langage obtenu par
transformation du noyau.

Les transformations se faisant guider par la syntaxe se font en fait

sur les arbres. Les auteurs l'avaient constaté trés tot mais étaient
génés jusque vers les années 1968-1970 par un manque de cadre pour
étudier les arbres. A cette époque, de nombreux travaux (Brainerd [30],
[31], Pair et Quéré [77], Rounds [80], Thatcher [88],) furent consacrés
aux langages d'arbres (c'est A dire aux foréts) en eux-mémes, &
commencer bien siir par les arbres de dérivation des langages algébriques.
Ces travaux marquérent une importante &volution dans 1l'étude des G.T.,

si bien qu'on peut distinguer deux "époques" : avant et avec la

"théorie des forets".

III-2-2-1 Premiére époque

Un effort de synthése aboutit, vers 1970, aux modéles décrits par

Ginsburg et Partee [ 96] et Peters et Richie [104],

III-2-2-1-0 Idée Générale

L'idée générale est la suivante : une transformation est obtenue par
application d'un nombre fini (mais non borné en général) de transformations
élémentaires, 1l'application de chaque transformation &€lémentaire, et la

succession de ces transformations étant soumis 3 diverses contraintes.
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En fait, en termes d'arbres (pour simplifier !), les choses se

décrivent ainsi :

- 1'application d'une transformation élémentaire dépend de la valeur

d'un prédicat vérifiant sur 1l'arbre domaine une condition "reconnaissable'
(c'est & dire 1'appartenance a une forét reconnaissable) ou étant un

"test d'égalité" (c'est 3 dire vérifiant qu'un arbre contient 2 ou plusieurs

mémes sous-arbres).

- on s'impose entre les régles des contraintes de succession, 13 encore
reconnaissables, comme un ordre partiel entre les régles ou l'appartenance

des mots constitués par concatenation des numéros de régles 3 un langage

reconnaissable.

- Une transformation €lémentaire, effectuée par application d'une des
régles définissant la G.T., consiste 3 effacer, dupliquer un ou
plusieurs sous-arbres, ou d modifier une ou plusieurs feuilles de

l'arbre.

Le modéme de Ginsburg et Partee, axé sur les transformations d'arbres
n'est décrit - faute d'outils - qu'en termes de mots. Il s'en suit un

formalisme lourd et peu de résultats profonds.

Nous décrivons maintenant informellement ce modéle sur 1'exemple 3 de

la partie III-2-1. Nous partons de la phrase noyau d'arbre to.

v = ég///jp\\\\\\E\::\\\\\\\\\\‘\N\\\\
] =

rendre 4 quelqu'un ce qui lui appartient
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I) Nous allons appliquer la régle r,

rl $ XlGN X2 lui X3 7 Xl GN X2 X3 GN

X X3 représentent les contextes. Ils sont invariants dans la

1P
transformation réalisée par application d'une régle.

(Nous nous aidons ici en partie de notre vocabulaire sur les arbres
pour décrire les transformations).

La partie gauche de la régle doit &tre la complémentaire d'un sous-
arbre initial sans feuilles de t, pour que la régle soit applicable a

cet arbre.

Les contextes xl"'Xn désignent alors des uples de sous-arbres
terminaux (de degré supérieur non contraint), alors que chaque occurrence
d'une variable ou d'un terminal dans la partie gauche de la régle

désigne le sous-arbre terminal (de degré supérieur 1) dont elle est le

sommet dans 1l'arbre 3 transformer.

1l X.>

)i o8 to se décompose en t = t. <X ,GN X2, X4

avec to = P

g
”/l\
i /\

X

X
*g
et X, = <GF : T ] T >
il faut vrendre
X, = <ce, qui> X3 — - T >
appartient
GN = <GN >
/\

d quelqu'un



La décomposition n'est en général pas unique. C'est le cas ici, nous en
avons choisi une. En général, le choix de la décomposition influe sur la
transformation. Ici , le choix ne porte yue sur les contextes qui de
toute fagon restent inchangés.

En fait, avant de transformer t s on 1'a "coupé en deux", la partie
gauche de r, désignant la succession des noeuds rencontrés au niveau

de la coupe. Nous allons voir qu'appliquer une régle revient 3 effectuer
des transformations au niveau de cette coupe, ¥ restant grosso modo

inchangé. D'ol le nom de "grammaire par coupe'.

Ici, appliquer r revient a transformer to en t, de la fagon suivante :

i 1.
. 3 - '\J . g

on conserve l'arbre initial t que l'on termine de fagon qu'au niveau

de la coupe, la succession des sommets soit la partie droite de T

chaque occurrence d'une méme lettre (ou d'un méme contexte) étant

sommet du méme sous arbre final dans to et

i
Nous obtenons ici t I;I t, avec
| e
gy /\\
GN v P

i faut ’V 7N\ 7‘1
% ' Re
rendre 3 quelqu'un ce //“\<L\\‘\~\\\\~

qui SV GN

[

appartient d quelqu'un
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Remarque : Toutes ces opérations se décrivent facilement en termes de
magmoides ! Dans le formalisme des '"grammaires par coupes'", certaines
opérations sont définies de fagon vague et un peu arbitraire. Ainsi,
nous avons ci-dessus greffé GN en convenant de la faire au niveau de
la coupe (des marqueurs £ peuvent encore préciser la profondeur a
laquelle on transforme). L'opération d'émondage, consistant simplement
d supprimer les noeuds momadiques, est effectué par une succession
complexe de transformations élémentaires de G.T. par coupes (voir
"tree pruning"” dans [ 961). Plus généralement, les G.T. par coupe

sont évidemment trés mal adaptées d la description de modifications

intérieures aux arbres, méme si celles-ci sont fort simples et locales.

I1I) Soient maintenant les régles :

r, : GNVP - GNVPP

1 g

r 2 : X1VGN1GN2P - X1V¢GN1#GN2P

" %

r 5 v XlV#X2¢X3P - X1¢P et P#

"m .

r 9 g X1¢X2¢X3 - X1X2X3

On obtient tl I'ITQ- t' I'—'— t" l;—,—; t'"zﬁ-g t2

avec ;

) Al

B o S A

| l\\\\ &
ot o UREESR u IREE U

rendre d quelqu'un ce Rel rendre a& quelqu'un cg

/

qui V

N

appartient & quelqu'un
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o
LR e

RETE A L

rendre a3 quelqu'un ce- Rel. rendre elqu'un ce Rel

/ i R

t, est déduit de t"'2 en effagant les deux "#".

Remargues :

Dans r'2, les deux occurrences de GN sont distinguées en GNl et GN2 5

sinon X,VGN GNP impliquerait 1'égalité des deux sous arbres de sommets

les deux occurrences de GN.

- La seule régle "GNVP + GNVP et P" nous aurait "presque" donné ty ¢

Plus précisément, nous aurions obtenu

il. faut

t

au lieu de t2 =P
GN V

> /Q\\

et les deux arbres avaient méme feuillage.

g baggh 0 &Y

appartient 4 quelqu'un appartient d quelqu'un



III) Enfin, soit la régle

4 Xl quelqu'un X2 quelqu'un X3 quelqu'un XL+ quelqu'un X5

<

> Xl César X2 César X3 Dieu Xu Dieu X5

1'arbre t

donne bien, appliquée a ts 3

/\\

\Y

LUNINGS T
V/G, i] \/G{ /GNel

\\ a Dieu ce
, /\\ rendre
rendre & César®® i;‘\‘"‘-£TL\\\\\ & ;
qui , \

appartient a César appartient & Dieu

Nous avons ainsi transformé la phrase
"Il faut rendre 3 quelqu'un ce qui lui appartient"
en "I1 faut rendre 3 César ce qui appartient a César et rendre 3 Dieu
ce qui appartient d Dieu"

Remarquons encore l'existence dans les grammaires par coupes de
prédicats d'applications. Un prédicat d'application est associé 3 une
régle et est obtenu d partir de prédicats élémentaires par un nombre
fini de conjonctions, disjonctions et négations. Un prédicat élémentaire
a la méme forme et la méme signification qu'un membre gauche de régle.

Par exemple soit

;000 XlA > AR X1X2

associée au prédicat d'application

non (Xl A X, A Xu) et (Xu B X5 A X2 ou X, GO X2)

3 5

L'occurrence de A effacée par r est "la plus d droite" et il y a au

moins un noeud B ou C "3 gauche" de ce A (au sens des coupes)

. * id
La transformation t_ I—-t3 a été obtenue comme composée de transformations

élémentaires. D'une fagon générale, un cycle de transformatiors est une

succession d'opérations élémentaires satisfaisant & certaines conditions.
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Le modéle de Peters et Richie peut &tre considéré comme un cas particulier
du précédent, en ce sens que les transformations élémentaires sont grosso
modo les mémes mais que leur succession obéit d des contraintes particu-
liéres. Briévement, disons qu'un arbre noyau est partitionné en sous-
arbres par des occurrences d'un symbole distingué S. (par exemple
v, (s t. S(tq,ts), S ta), les t; ne contenant aucun symbole =),
La transformation se fait de fagon ascendante. On applique d'abord un
cycle de transformation 3 chacun des sous arbres ainsi définis les plus
proches du feuillage. La marque du sommet disparait (ou est modifiée)

*

* * . * =+ 1
(par exemple t, Uy te +ug, t, +u, d'oll t >t (s tZ.S(uu,us),Sua) ; R

Puis on itére le procédé (ici, t,.. S(uu,u5) - v, d'od t' 3 t"=t1(SV2,Su3)

2
) *

et finalement t" > t'" par le cycle le plus '"profond" au sens des

auteurs). Les auteurs, se passant de tout concept d'arbre, ont un

formalisme considérablement compliqué. On trouvera un exposé clair

en termes d'arbres de leur modéle par Rounds [105], [106].

De nombreuses restrictions définissent des sous-classes de ces modéles
généraux, coincidant"d peu prés'" avec tous les modéles étudiés par les
autres auteurs. (Nous disons "3 peu prés" car, pour une méme idée de

base,le fait que les définitions sont soumises 3 tel ou tel formalisme

particulier introduit évidemment des variantes dans les classes engendrées).

I1 importe de savoir quels motifs ont fait introduire les différentes
classes de grammaires transformationnelles. Ces motifs sont 1iés aux

principaux problémes de la théorie, que nous énumérons maintenant.

P1 - Quelle est la classe de langages engendrée par une classe de G.T.

donnée ?

P2 - La classe de langages obtenue est-elle "linguistiquement satisfai-

sante'", c'est d dire décrit-elle "bien" les langues naturelles ?

P3 - L'analyse syntaxique est elle possible ? (Décidabilité de

1'appartenance). Si oui, quelle en est la complexité ?

P4 - Propriétés des régles : pour telle classe de langages engendrés,

peut-on se passer d'un certain type de régles ou de contraintes ?




Peut-on remplacer une ou plusieurs régles par une régle d'un autre type,
etc. .

L'état de ces questions était le suivant en cette 'premiére époque'
considérée ici.

Les modéles généraux de G.T. engendrént tous les langages récursivement
énumérables, ce qui donne évidemment une réponse négative 3 P2 et P3.
Méme on montre (Salomaa [107]) que, pour un alphabet donné, il existe

un ensemble fini de régles de transformations tel que, pour tout langage
récursivement énumérable défini sur cet alphabet, il existe un noyau
trés simple (une for@t monadique reconnaissable) tel que la G.T.

(au sens de Ginsburg - Partee) ainsi définie 1l'engendre. Autrement dit
on peut trouver un ensemble de régles "uniformes'" (indépendant du langage)
et des noyaux trés simples sans restreindre la puissance générative. Un
résultat du méme type est évidemment obtenu par Peters et Richie [104].
Nous généraliserons encore ces résultats en II et les éclairerons).
L'idée a retenir de ces résultats est que 1l'on peut "tout mettre dans

le noyau" (puisque les régles peuvent &tre indépendantes des langages)
et que ce noyau peut €tre "trés simple".

Remarquons qu'en considérant une grammaire (de mots) a structure de
phrases comme un ensemble de régles de transformations et 1'axiome

comme noyau, on engendre tous les récursivements énumérables "en mettant

toutes les informations dans les régles".

Conséquence et remarque importante : Ces résultats montrent que, du

point de vue des langages engendrés, la distinction noyau - régles

est illusoire. Mais les passages de 1'un d l'autre "malménent la
syntaxe". Plus précisément, le détail des preuves montre qu'on génére
alors des langages qui ont des arbres syntaxiques réduits tous 3 une
branche ! Ces transformations sont donc peu satisfaisantes, mais montrent
la nécessité d'affiner les concepts. Du point de vue des langues
naturelles, ces résultats qualitatifs extrémes n'ont de toute fagon pas

de signification .empirique. ¢
Fin remarque.

Aussi de nombreuses sous-classes de G.T. existent, correspondant 3 des
restrictions des modéles généraux de Ginsburg - Partee ou PeterS- Richie.

Les restrictions ont pour but de restreindre les classes de langages
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(en vue du probléme P2) et de rendre 1l'analyse syntaxique décidable

(P3) (Woods [ 1). L'indécidabilité générale de l'appartenance provenant
de la puissance de transformation, on conserve dans la totalité des modéles
un noyau algébrique, mais on restreint les régles (régles "croissantes",
linéaires non effagantes, nombre bormé d'applications de régles etc ...).
Les restrictions étant fortement liées aux formalismes, nous ne les
détaillons pas. Les problémes Pl et P4 se reposent évidemment pour

chaque sous-classe. En ce qui concerne les propriétés des transformations,
les auteurs s'interdisent souvent, suivant une idée de Chomsky, de
recopier un arbre en plusieurs exemplaires, puis d'en effacer les
"copies" ainsi générées. Nous préciserons ce probléme en III-2-3-1. Un
important probléme est également de savoir si on peut d'abord appliquer
toutes les régles d'un type avant celles d'un autre (par exemple, tester
d'abord toutes les égalités, puis générer toutes les copies, puis faire
toutes les transformations reconnaissables);

On pourrait donner de nombreux exemples de transformations simples
d'arbres qui soient trés complexes a décrire dans le cadre jusqu'ici
étudié (rappelons que Ginsburg - Partee donnent 1l'exemple de 1'émondage
('tree-pruning') dans [ 96]). Nous avons déja vu d l'occasion de
1l'exemple 3 les difficultés a décrire de fagon satisfaisante les
modifications syntaxiques. Ces difficultés disparaissent quand on

étudie les G.T. dans le cadre suivant.

I1I-2-2-2 Deuxiéme époque

Grammaires transformationnelles et langages d'arbres (ou forets).

o ———————— ———— . T o 7 T 7 o o o S S o o b

Comme dans tout autre domaine, 1'évolution de la problématique des G.T.
a été orientée par .

- 1'évolution des concepts, due d la démarche de clarification,
approfondissement et synthése des notions antérieures. En ce sens,
1'étude des arbres se fait clairement ressentir dans le paragraphe

précédant.

- L'enrichissement des motivations. En ce sens, nous avons déjd cité les

nombreux auteurs qui ont simultanément introduit la notion de "forét




reconnaissable", essentiellement pour étudier les arbres de dérivation
des foréts algébriques. Mais les raisons d'étudier les for&ts pour elles
mémes se sont multipliées : les problémes de compilations se raménent
3 des problémes de traduction liée 3 la syntaxe (syntax directed
translators ou compilation par attributs ; d'une fagon plus générale,
Marchand [68 J, [103] pose le probléme de traduire toute phrase d'un
langage (algébrique) donné en une phrase d'un autre, en respectant la
syntaxe, c'est 3 dire de transformer une forét en une autre ("probléme
fondamental 1ié aux systémes transformationnels"). Plus généralement
encore, le point de vue informatique (langages évolués, systémes
conversationnels, traduction automatique, schémas de programmes, soit
encore '"traitement de toutes sortes de processus'") multiplie les

raisons de s'intéresser aux G.T.

On s'intéresse donc maintenant aux arbres pour eux mémes, et non
seulement pour leurs feuillages que sont les mots. Les questions énumérées
en II-2-2-1 se posent donc non seulement pour les langages (de mots)

mais pour les forets.

L'apparition d'une "théorie des foréts'" se traduit immédiatement dans
1'étude des G.T. par une grande simplification du formalisme (Rounds[82 1,
[105], [106] Thatcher [89 ], [109]) et, "par définition", par la
possibilité de décrire directement des transformations d'arbres, donc

des transformations syntaxiques.

III-2-2-2-1 Les nouveaux outils

P ————— g s

Dés le début de 1'étude des arbres apparaissent ceux qui restent les
principaux outils de la théorie des arbres : les grammaires d'arbres,
les foréts reconnaissables et algébriques, les transducteurs d'états
finis. Formellement, ces notions sont d'ailleurs des généralisations

naturelles, aux arbres, de notions classiques en théorie des langages.

o) les grammaires d'arbres et les principales classes de foréts

Certains auteurs (Marchand [103], Chauché [95 ] considérent des lettres
d'arité non bornée. Nous nous limiterons toujours au cas d'alphabets

gradués finis (donc d'arités bornées), suivant en cela de nombreux
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auteurs. Cette restriction ne modifie fondamentalement rien.

(Rounds [105], [106], Marchand [103]) est la donnée d'un nombre fini
de régles et d'un axiome. Nous utilisons ici les notations du magmoide
pour le décrire (le modéle et le formalisme de Marchand différent

quelque peu).

On considére un axiome A € Vs un alphabet gradué de variables
syntaxiques (1) V et un alphabet gradué final I.

Une régle est de la forme t = t.e » 3.& = uolt et U e T(ZUV)l, B et C
sont de méme degré inférieur et on s'impose de plus que l'image de ¢
soit incluse dans celle de 6 (donc que "toute variable de u figure dans

t") et que 6 soit surjective.

On a alors évidemment t, => t, par la régle considérée si et seulement

si il existe t'l, t"l tels que

N
i SRR Sl T =2 .3.§.t"

1 1 1 1 by

1 2

Ce qui revient 3 écrire, avec t"l = <tis.s t o>

f\, -
t'l.t.(t =>  t' .t )

6(1)*" " To(p)’ FE (o yuur Fyg)

Par exemple soit la régle

alors t(a(a(t,,t,), t,,85)) + tlalb(t ,t,),b(t,,t,))).

On définit alors de fagon évidente la cloture transitive %> associée

3 un nombre fini de régles, et la notion de forét engendrée par une
grammaire. Remarquons que l'application d'une régle ne change pas le
degré d'un arbre. Ainsi, comme 1'axiome appartient 3 T(Zuv)i, la forét
engendrée est incluse dans T(Z)i. C'est 13 le point de vue habituel,

qu'on généralise évidemment a T(Z)g. Remarquons encore que la restriction

(1) Ne pas confondre les variables syntaxiques et les variables des
torsions.
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imposée & 1'image de ¢ permet de savoir 'quel arbre substituer a
* v . ’ . : .
chaque variable de u' et que la restriction 6 surjectif ne restreint

en fait pas le type de régles (on renumérote les variables).

e T ————————— i —————— ——— . " o o ——— ot ]

Une régle remplace dans un arbre '"un sous arbre par un autre", comme
elle remplace "un sous mot par un autre'" dans le cas des langages .
Mais il se pose ici le probléme de substitution de sous arbres aux
variables des régles.

Les variables de t et u, spécifiées par 6 et r, réalisent une
correspondance entre des Sous arbres de l'arbre initial et et 1l'arbre
transformé. Si 6 n'est pas linéaire, comme c'est le cas dans l'exemple
donné (deux occurences de x, dans t), il faut tester une égalité
d'arbres pour appliquer la régle. Par exemple on pourra appliquer la

~ -9 z . . '\‘ .
régle de 1l'exemple & la décomposition t' .t(ul,uz,ua,uu) de t ssi

1
PUy T oug. C'est pourquoi nous disons qu'une régle est sans test
d'égalité ssi 6 est linéaire, et avec test d'égalité sinon.

: De méme, une régle génére des égalités ssi ¢ est non linéaire.

Propriété 1 : Si une régle est sans test d'égalité, on peut toujours Supposer

(w)
o\
H
o

(]
O\
Hh
(o2}

=}
O\
Hh
~

z 5 WY
que 6 est 1'identité, autrement dit que t = t est un arbre
initial. En effet, il est facile de voir que 6 étant linéaire
- < n,
(donc injective) et surjective, © 1 existe et que la regle t.6 = u.g

- . S N n, 4
est d'un effet équivalent a t + u.z 6 . Par la suite, nous ferons

toujours cette supposition.///

: Nous dirons qu'une régle est linéaire ssi elle est sans test ni
génération d'égalité. Dans le cas ou [ est compléte et u strict,

nous dirons, conformément 3 (Dauchet [ 9 ]) que la régle est

: inversible (z est alors bijective). De méme, dans le cas général

: nous dirons qu'une régle est Stricte si U n'est pas réduit 3 une

: variable, qu'une régle est compléte si ¢ est compléte. Bien entendu,
: une grammaire compléte sera une grammaire dont toutes les régles sont

complétes, etc... étc...

Nous avons vu qu'une grammaire est la donnée d'un couple (A,R) ol A
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est un axiome et R un ensemble fini de régles.

R, que nous appelerons encore Systéme de réécriture est évidemment la
donnée essentielle du couple (A,R).

Etant donné un systéme de réécriture R, on peut y attacher deux

notions essentielles.

a) Capacité transformationnelle d'un systéme de réécriture : cette
capacité de "transformer ou non un arbre en un autre" est donnée par
1l'ensemble des couples (t,u) ol u est transformé de t par application de

~ * ~ .
regles de R (t % u) et ol u est "sans variable".

Ainsi, nous associerons 3 un systéme de réécriture R la transformation
A * 1
associée R = {(t,u) | t 2 U, ue T(2)}

b) Capacité générative d'un systéme de réécriture

c'est un cas particulier du point de vue précédent, ol on considére

les transformées de 1l'axiome A. Ainsi, la forét engendrée par G = (A,R)
sera notée F(G) = FA(R) = {(A,u) | A % u, u € T(Z)i}-

4 . P '\J I3

Deux grammaires G et G' sont générativement équivalentes (noté g) ssi
F(G) = F(G'). Deux grammaires (A,R) et (A',R') (ol deux systémes de
P . 3 ’ 3 ’b ,
réécriture R et R') sont transformationnellement équivalents (t) ssi

n . "
R = R'. Bien entendu, t est strictement plus fine que g.

Si le probléme de l'équivalence transformationnelle n'est, d notre
connaissance, pas posé clairement dans la littérature, celui de
1l'équivalence générative est é&videmment le plus classique qui soit.

Le premier probléme qui se pose est celui de la décidabilité de ces
équivalences. I1 a été peu étudié et c'est normal car, comme nous allons
le voir, il '"tourne court™" en ce qui concerne spécifiquement les arbres.
Si on considére deux grammaires régulidres d'arbres (Arnold [ A 1],
Brainerd [ 30], [ 31], Rounds [ 831, Thatcher [ 88]), 1'équivalence
générative est décidable. Cette classe de grammaire, qui engendre les

foréts reconnaissables,a des régles fort simples du fait que V = VO
(toutes les variables de la grammaire sont de degré 0). On dérive
en effet nécessairement de "haut en bas". Dés qu'on supprime cette
contrainte, on obtient pour le moins des régles du type algébrique
(Arnold [ A ], Fischer [ 551, Engelfriet [ 48], Rounds [ 81],
Marchand [103]) et, méme si on se restreint au cas monadique

(v = Vo u Vl), cas ol on génére des arbres monadiques, les foréts
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coincident alors avec les langages de branches qui sont algébriques.
L'équivalence générative se raméne alors au probléme indécidable de
1'égalité de langages algébriques.

Les résultats concernant l'équivalence transformationnelle en découlent.
En effet, dans le cas de grammaires algébriques d'arbres, chaque régle

a sa partie gauche réduite 3 une variable syntaxique. Partant d'un

arbre t, seules les variables syntaxiques de cet arbre sont donc
transformées. L'équivalence transformationnelle se raméne donc a
1'équivalence générative : R YR <>, ¥ X eV, (X, R) g (X,R").

On en déduit que Y est décidable si R et R' sont réguliéres, indécidables
en général (méme dans le cas algébrique monadique cité précédemment).
Beaucoup plus fécond en 1'état actuel des choses est 1l'autre probléme
canonique suivant.

Q1) Nous avons énuméré en II) différents types de grammaires d'arbres.

S'y ajoutent les grammaires par coupes (c'est 3 dire, rappelons le, les G.T.
étudiées en III-2-2-1 , considérées du point de vue des arbres. Il

se pose naturellement les problémes de comparaison des capacités
génératives et transformationnelles de ces différentes classes, tant

du point de vue des foréts que des langages feuillages de ces foréts.
Comme cas particulier de ces problémes, on peut chercher pour chaque
classe une forme canonique, particuliérement simple, de régles. Ces
problémes englobent en particulier-au niveau des arbres- les problémes P3 et Pu

cités en III-2-2-1-2. Nous répondons 3 la question Ql en (III-2-3).

1V) Les grammaires algébriques et réguliéres ont &té les plus &tudiées
(références déja données). Nous n'y reviendrons pas, car la synthése

en est faite dans Arnold [ A ] et il n'y a pas de retombées sur les G.T.
(autres que les propriétés intrinséques résultant des études de ces

classes, voir Arnold [ A 1J).

8) Les transducteurs d'états finis d'arbres

Ils apparaissent dés le début de la théorie des arbres, et liés aux G.T.
(Lévy et Joshi [ 64], Rounds [ 831, Thatcher [109]). Nous en avons
abondamment résumé les propriétés dans [ 9 ] et dans les premiére parties
de cette thése. Nous touchons avec ces transducteurs d'arbres un des
noeuds de 1l'évolution de 1'étude des G.T., comme nous allons le voir

maintenant.
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Dans toute la suite, pour la clarté de l'exposé, nous ne distinguerons
pas "yariable syntaxique'" et lettre terminale. La distinction est
d'ailleurs tout 3 fait accessoire (elle revient 3 tester si, toutes
transformatiors faites, le résultat appartient d 1l'ensemble des arbres

(ou des mots) sur un ous alphabet)

III-2-2-3-1-introduction : le cas des langages : La transformation la plus

simple d'un mot revient 3 appliquer une régle de dérivation (régle
étant pris au sens classique de régle de grammaire). Nous allons voir
comment sont étudiées les applications itérées de régles, c'est 3 dire
que nous allons étudier diverses notions de cloture transitive des
transformations réalisées par application d'une seule occurrence d'une

régle (transformations que nous qualifierons d'@lémentaires).

1) Le_cas des_langages algébriques : nous disposons ici de la notion
d'arbre syntaxique pour décrire l'application 3 un mot d'un nombre fini
d'occurrences de régles (nous abrégerons "occurrence de régle" en
"régle").

On distingue les régles indépendantes et les régles imbriquées

les premiéres peuvent €tre appliquées dans un ordre quelconque, pas

les secondes.

Par exemple, soit r cs>afB,r, :a+afB,r B>Db 8

1 2

/N
:7 \B b/ \B

5 et r, sont indépendantes, mais r, 1°

Le "degré d'imbrication" correspond 3 la "profondeur de 1l'arbre".

3

et l'arbre de dérivation

r est imbriquée dans r., ainsi que r

30

Considérons un mot auquel on applique une séquence de régles indépendantes.
La transformation obtenue est réalisée par un g.s.m (un transducteur
d'états finis de langages). [Un tel transducteur réalise d'ailleurs de

plus un contr3le reconnaissable sur les séquences de régles utilisées,

et on obtient les transductions rationnelles en s'autorisant & '"'réécrire
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sans rien lire "J1. L'arbre de dérivation correspondant a la transformation
étudiée est de profondeur 1. Ainsi, nous voyons que les transductions
rationnelles strictes (Qui lisent obligatoirement) réalisent les '"trans-

formations de profondeur 1",

Dans le cas de régles algébriques, les "régles imbriquées se composent".
Par exemple, on peut considérer la régle o + a B B réalisée en dérivant
par r, @ dans r . Ceci revient & ramener a 1 la profondeur de 1l'arbre.
On peut retrouver grosso modo ce résultat de composition en remarquant
qu'appliquer une transformation de profondeur p (correspondant a un
arbre syntaxique de profondeur p), revient d composer p transductions
rationnelles strictes. Or, on sait que ces transductions sont closes
par composition. Ainsi, dans le cas des régles grammaticales algébriques,
la notion de transformation de profondeur bornée est décrite par les
transductions rationnelles, et se raméne d la profondeur 1 (tant du
point de vue grammatical que des transductions). Etudier les
transformations non bornées en profondeur revient évidemment d étudier
tous les transformées possibles d'un mot par des régles algébridues,

donc les forets reconnaissables.

II) Le_cas_des_langages 3 structure de phrase :

La notion de régles indépendantes persiste, mais il est plus difficile

de définir les imbrications de régles - car les régles peuvent ici se
chevaucher. Néanmoins, on peut définir, dans le méme esprit que
précedemment, la notion de profondeur de transformation (voir Stamat [108]).

Soit par exemple 1'alphabet {al, ays s a} et les régles

ol i a8 3.a ri :aa->%.a,,r. taa +a.a'.,r.ai>a
R ¥ ivi* "2 i“i®* "3 - i iy ?
i .

r. aia‘i + aa (pour i e [1,2])

. i i i i
Le mot aia2n a', auquel on applique la séquence (ri, r;,---,rz,r3) de

. s - A n-1
régles indépendantes, se transforme ainsi en aiai(aiai) aia'i par une

transformation de profondeur 1 que l'on peut schématiser en

a.,., a aa A a3 «oeeees aa a a'

\;l I L i | - 1 | — | | S
+

.- ‘ ,:\ 1 L‘\ ! - '~ 'l

d. d. d.&. da.a. d.d. a.a’ .
1 1 11 11 1 1 1 1
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1

5o r;) on obtient

. , . i
Si on applique au mot obtenu la séquence (ru, r

2n+1 . 2n *  2n+l .
a a'i. Finalement, a;a a' + a a'; par la 'transformation de
profondeur 2'

a., a aa aa aa'
A R ) —
¥

'~ RPN ~ { \
a;a, a,a, a;a; a
T et 5t
/A - L 1
aa a aaa aa

ol on voit apparaitre un chevauchement des découpages induits sur le

mot intermédiaire par les séquences de régles. Pour la grammaire donnée,
si on considére {a, a, a2} comme seuls terminaux, l'image de ala2na'

se réduit 3 a2n+la'l et celle de a2a2na' a a2n+la'2. Ici, la profondeur
de la transformation ne peut pas étre réduite & 1 (pour transmettre
arbitrairement loin l1l'indice de la premiére lettre 3 la derniére, il
faut la profondeur 2). Mais, comme dans le cas I) une transformation de
profondeur 1 se réalise par transduction et, comme les transductions

se composent, ici encore la notion de transduction rationnelle rend
compte des 'transformations grammaticales de profondeur bornée'. Ainsi,
alors que les régles contextuelles nous apparaissent d'un usage malaisé,
les transductions rationnelles "déploient" les transformations syntaxiques
de profondeur bornée les plus générales. (Si on retire 1'hypothése de
profondeur bornée, on en est amené 3 une étude directe des langages

contextuels ou récursivement éhumérables).

[I1-2-2-3-2-Le cas des foréts : Les premidres questions qu'on se pose sont,

comme dans le cas des langages

- étudier les transformations obtenues par application de séquence de

régles indépendantes (profondeur 1)
- étudier les transformations de profondeur >1,

A-t-on la possibilité de 'contracter' cette profondeur ? (Propriété de
composition comme dans le cas des langages ?)
Ici, la situation est beaucoup plus complexe que dans le cas des langages,

essentiellement 3 cause de l'existence de torsions.
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1) Les_transformations de profondeur 1 : Il s'agit d'abord de définir

les régles indépendantes. Dans le cas des langages, nous avons vu

~

qu'une transformation de profondeur 1 consistait 3 lire le mot d'entrée
de gauche 3 droite et a appliquer au fur et 3 mesure des régles
grammaticales telles que les occurrences de leurs parties gauches
soient disjoints deux 3 deux. Mais en fait, dans ce cas, l'hypothése
"de gauche 3 droite" était superflue, l'ordre &'application des régles

n'importait pas.

Illustrons d'un exemple la différence qui apparait, par rapport au

cas des langages, dans le cas des arbres.

soit les régles r a+a' »r,:b-+Db"r :Db->Db".
1 2 3
I 7\
X X X
ry .
Considérons les dérivations 4 a + a' + a
1
| / \ / A\
b bb zE' b"
r2 P3

g]

Dans les deux cas, les occurrences des parties gauches des régles
appliquées sont bien disjointes (on peut dire en ce sens que les

régles sont indépendantes). Pourtant, "le sens de parcours de l'arbre"
importe : dans dl on 1lit 1l'arbre en descendant, ce qui permet de dériver
les deux occurrences de b de fagors différentes. Si, comme dans d2, on
transforme de bas en haut, on doit dériver d'abord b, puis on dédouble
son transformé ne pouvant pas obtenir a(b', b"). Ainsi, le sens de
parcours de l'arbre importe. Par contre, si on applique des régles dont
les occurrences de parties gauches ont leurs sommets incomparables deux
3 deux (non situés sur une méme branche), il est alors évident qu'on se
retrouve dans une situation comparable 3 celle des langages. On peut
donc restreindre la notion de régles indépendantes en ce dernier sens

(sommets incomparables). La transformation réalisée par application a
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un arbre d'une séquence de telles régles indépendantes est alors
effectuée par un transducteur d'états finis d'arbres, ascendant ou
descendant. Mais il est plus intéressant de considérer un autre point
de vue : comme on choisit un sens de parcours (gauche a droite) pour
réaliser une transduction de mots, on va choisir un sens de parcours
de 1l'arbre en le transformant au fur et 3 mesure. En ce sens, on
appliquera des régles grammaticales de domaine disjoint ; sans autre
restriction.

Nous avons remarqué que l'ordre de transformation de sous arbres
indépendants n'importe pas, autrement dit, on pourra aller de branche
en branche dans un ordre arbitraire.

Par contre, nous avons vu que parcourir les branches de haut en bas
ou bas en haut importait.

Finalement, les transformations de profondeur 1, ascendantes ou

descendantes, seront définies ainsi.

I1) Transformations de profondeur 1 et transducteurs d €tats finis d'arbres :

a) Dans le cas ol toutes les régles grammaticales sont de type

algébrique, les transformations de profondeur 1 sont évidemment réalisées
par des transducteurs d'états finis d'arbres, avec, en plus, un contrdle
reconnaissable effectué par la succession des états (1). Nousnous retrouvons

alors exactement dans le cas des langages.

b) Dans le cas de régles grammaticales quelconques, les transductions
classiques d'arbres ne peuvent pas rendre compte de certains phénoménes :
- soit par exemple la régle A ~» a

/ \ |

a x X
Une régle de transduction descendante classique réalisant cette régle
grammaticale serait de la forme q[A(Xl,XQ)] > a'(q’[x2]), donc incapable
de 'heconnaitre'" le a substitué a x, en A(xl,x2). C'est le probléme de

1
"reconnaissance de ce qui n'est pas lu".

- Soit la régle A a. Une telle régle réalise sur le domaine un
/N
X X X
(1) Les régles algébriques sont de la forme A -~ x.c
' /1N
X, X;-

172" n




III - 71

"test d'égalité", opération impossible par un transducteur classique.
Nous avons déjad au chapitre (III-1-2) de cette thése discuté des rapports
entre bimorphismes et transductions d'arbres, et vu que nos bimdfphismes
correspondaient a des classes de transducteurs résolvant ces problémes.

Nous rappelerons en III-2-3 les résultats en termes de G.T.

Si nous nous limitons au cas des systémes de réécriture algébriques,

nous venons de voir que les transformations de profondeur 1 sont réalisées
par les transductions classiques de forets. Les transformations de
profondeur supérieure seront donc réalisées par composition de
transductions. Or, il est connu que ces transductions, qu'elles soient
ascendantes ou descendantes, ne se composent pas (Thatcher [109],

Ogden et Rounds [76 1, Perrault [78 ], Baker [19 ]). C'est 13 un point
capital sur lequel nous reviendrons.

III-2-2-3-4-Composition des transformations dans les G.T. par coupe

1) Une transformation élémentaire par coupe, ne peut pas réaliser de
transformation en plusieurs noeuds d'une méme branche : la transformation
se fait simultanément sur des noeuds incompatibles, puisqu'au niveau
d'une coupe. L'exemple donné en III-2-2-1 se formalise en gros en les

transformations élémentaires suivantes

- D'abord, on part d'un arbre t que l'on 'dédouble au niveau de

l'axiome' (ce qui est une transformation élémentaire)

on obtient alors

- Ensuite, on fait des modifications au niveau des feuilles d'une des
occurrences de t.

La transformation composée obtenue est 'intrinséquement 3 deux niveaux
de coupe' : racine et feuillage. Elle ne peut €tre décrite par une seule
transformation élémentaire. Autrement dit, la notion de transformation

par coupe n'est pas close par composition. Remarquons que le type de

(1) Ne pas confondre la notion de profondeur utilisée tci (transformation
par plusieurs passages) avec celle utilisée par de nombreux auteurs
(Peterset Richie, Rounds) qui correspond & la profondeur de 1'arbre,
done 4 la profondeur que nous utilisons dans le cas des langages.
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transformation décrit ci-dessus est fréquent : on obtient deux phrases

aux structures trés proches, différant peu.

II) Donnons un autre exemple de non composition

P
pv

Soit t de la forme pp'.t.p ( 15:5& sous forme imagée) ou p' est un

P

symbole unaire et p unaire ou zéro aire).

p
La régle p' » p'p' transforme p en 12
p' pV pl
A Ab
p P P

puis la régle Xl p X2 pt s X1 p' X2 transforme

en P

Les contraintes sur les occurrences des p et p' ne sont pas essentielles,
elles simplifient seulement la manipulation de l'exemple. Retenons que

nous avons transformé en A Cette transformation correspond a

imbriquer une structure de phrase dans elle méme, ou plus généralement
3 imbriquer une structure dans elle méme ou dans une qui lui est trés
proche (structure récursive). Cette transformation, que nous avons-
réalisée en deux transformations élémentaires par coupe, ne peut pas

L'Etre en -ute.
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III) l'exemple I) ci-dessus peut &tre réalisé par une transduction
d'états finis d'arbres, mais 1'exemple II) ne peut pas 1'étre, méme

par une transduction qui testerait des €galités. Pour prouver ce fait,
considérons la transformation qui associe t. t.p.d tout t.p. L'ensemble
des t.p est une forét reconnaissable, le langage de branche de l'ensemble
des t.t.p n'est pas reconnaissable. Comme on sait que les transductions
avec test d'égalité conserve la reconnaissabilité des langages de

branches des foréts transformées de foréts reconnaissables ces transduc-

tions ne peuvent réaliser la transformation étudiée .///

Nous allons synthétiser tous ces résultats de'non composition" et en

tirer les conséquences dans la section suivante.

II1I-2-2-3 Le point sur les grammaires transformationnelles - Les problémes

un probléme, il faut pouvoir le "déployer" c'est & dire, mathématiquement
parlant, le plonger dans un cadre ou des concepts le caractérisent
intrinséquement, autrement que par des tautologies sur le formalisme

dans lequel il est apparu. Par exemple, lorsqu'on étudie les transfor-
mations de langages, partant des transformations élémentaires que sont
les régles syntaxigues, on se pose tout naturellement le probléme
d'étudier les transformations de profondeur 1, puis de profondeur

bornée (au sens vu précédemment). Or, nous avons vu que, dans ce cas

les transductions rationnelles réalisent ces transformations, ces
transductions déploient le phénoméne &tudié car leurs propriétés
décrivent directement les propriétés des "transformations de profondeur
bornée” (dont on peut alors dire bien autre chose que des trivialités !),
ces transductions qui sont au centre de la théorie des langages actuelle

(A.F.L, cdnes)...

I11-2-2-3-2_ Dans le cas de 1l'étude des G.T., la situation est, d'aprés
1'étude faite précédemment, la suivante.
Dés l'apparition de 1l'étude des G.T. au niveau des foréts apparaissent

les transductions de foret (Ogden, Thatcher, Rounds), ce qui est normal
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car elles réalisent des transformations algébriques de profondeur un,
(au sens précisé dans le paragraphe précédent), c'est 3 dire associées

d des régles grammaticales algébriques.
Mais nous avons vu

I) Qu'elles ne rendent pas compte des transformations de profondeur 1
associées aux régles grammaticales quelconques (essentiellement se

pose le probléme des tests d'égalité).

II) Surtout, qu'elles ne sont pas closes par composition. Si bien qu'on
ne peut parler que des transformations de profondeur bornées que comme
"composées de transformations de profondeur 1" ! Trds tdt, Thatcher [109]
se rend compte de 1l'inconvénient (il parle de '"boites de Pandor" pour
décrire les transformations de profondeur bornée) et de 1'intérét qu'il

y aurait a trouver de "bonnes classes" de transductions closes par
composition.

Depuis, de nombreux auteurs ont tenté de prouver une hierarchie infinie
par composition (Ogen - Rounds, Baker, Perrault), mais de toute fagon,

le probléme demeure et bloque la situation.

ler Point :

Les transductions de foréts n'étant pas close par composition, on ne peut
pas étudier les transformations de profondeur supérieure a 1.

On comprend alors que la théorie des foréts, malgré un formalisme trés
prometteur et ses tentatives d'application déja anciennes (1968-1970)

aux G.T. aient apporté peu de résultats d ces derniéres.

III) Du point de vue des G.T. par coupe, nous avons trouvé la méme
impossibilité de décrire directement les itérées de transformations

€lémentaires. D'une fagon plus générale se pose le probléme

28me Point

Comparer les G.T. de foréts et les G.T. par coupes, leurs transformations
élémentaires, leurs puissances génératives et transformationnelles. Si

on passe de 1'une a 1'autre, par quel type de transformation, etc ...
(c'est 3 dire étudier les questions P1 & P4 du point de vue des

grammaires d'arbres).
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III-2-2-3-3 Il se trouve 1ié 3 ces problémes la nécessité de trouver des
concepts mathématiques les décrivant "d peu prés" et dont les bonnes
propriétés permettent de les étudier. Pour cela, essayons du point de
vue de la problématique des G.T., de préciser un type de transformations
dont on a essentiellement besoin. Suivant cette démarche, tous les auteurs
introduisent des sous-classes, des cas particuliers 3 leurs modéles,
les classes obtenues ainsi dépendent évidement beaucoup du formalisme de
chacun.

Mais, partant de la notion de transformation élémentaire (c'est a dire

d'application d'une régle), on.rencontre la difficulté suivante

- ou on exclut toute régle permettant de dupliquer.

I1 faut alors pour le moins s'autoriser 3 tester des égalités avant
de transformer (ou aprés) comme Chauché.

Si on alterne transformations et tests d'égalité, comment vérifier
que le nombre de tests est borné ? Si on alterne pas, il faut étudier
si on modifie la capacité de transformation en s'imposant un ordre
sur les fypes d'opérations (par exemple : d'abord tous les tests

d'égalités, puis toutes les transformations, etc... )

- ou on s'autorise des régles permettant de dupliquer.

On peut alors tenter d'en contrdler l'application afin de borner le nombre de
recopies. Du point de vue des transducteurs d'arbres, ceci revient

a des contraintes inextricables sur les états.

C'est pourquoi, pour les transducteurs d'arbres, on trouve soit des
transducteurs linéaires, qui ne peuvent dupliquer, soit des transducteurs
non linéaires qui peuvent dupliquer & 1'infini.

Remarquons enfin que les transducteurs déterministes se composent,

mais le non déterminisme est inhérent 3 la faculté d'appliquer ou pas
telle ou telle transformation, et ne peut &tre,de l'avis de beaucoup,
supprimé du point de vue des grammaires transformationnelles (bien que
Chomsky y ait songé). Et, avec l'alternance de non linéarité et de non
déterminisme, on retrouve la non composition des transductions

(hierarchie infinie de Baker [19 ], Ogden, Rounds [76 J).

Nous venons de voir que si on s'autorise des recopies non bornées en
largeur, on se trouve dans 1'impossibilité de décrire les phénoménes nés

de compositions de transformations. Par contre, on peut essayer d'étudier
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les transformations générant (ou testant) un nombre borné en largeur
d'égalités. Certes, la borne n'aura pas de signification empirique, mais,
méme en élargissant la problématique, il semble que nous ayons 13 un
modéle assez puissant. En effet, considérons nos transformations
conservatives. Nos résultats sur la composition des bimorphismes (que
nous rappelerons en termes de G.T. en III-2-3) montrent que leur cldoture
par composition est la classe DL o LD. Or, les exemples 4 et 4 bis de
III-2-1 montrent qu'on peut "imbriquer & 1'infini" un arbre dans lui-
méme par une transformation de la classe DL o LD. On peut donc recopier
de fagon non bornée "le long d'une branche" ce qui permet 3 notre
formalisme de rendre compte d'autres modéles linguistiques de G.T., non
exposés ici, qui nécessitent des recopies non bornées en profondeur.
Certaines tentatives vont dans le sens de cette restriction : les
S.T.A.G. de Joshi et Takahashi [62 ] permettent de générer en paralléle
un nombre borné d'arbres identiques ou de structures voisines. Surtout,
Chauché [105] satisfait 3 cette contrainte en utilisant des rdgles de
transformation ne permettant pas de recopier en plusieurs exemplaires
et en vérifiant un nombre fini de "prédicats de présence' (donc un
nombre borné d'égalités de sous-arbres).

En conclusion, nous allons voir que nos transformations conservatives

répondent au :

3éme Point :
Trouver un modéle de transformations suffisamment général et ayant de

bonnes propriétés de composition.

Nous étudions dans III-2-3 les propriétés de ce modéle vis 3 vis des

autres problémes soulevés lors des pages qui précédent.




I1T -

111 - 77

2 - 3 NOS RESULTATS

I1I-2

-3-1 Systémes de réécriture et grammaires transformationnelles par coupe :

Comparaison, propriétés

-3-1-1 Idée générale. Critigque du passage d'un modéle 3 un_autre <

Nous allons montrer ici que les G.T. par coupe et les systémes
de réécriture ont méme capacité transformationnelle (donc générative) du
point de vue des foréts (ce qui est plus fort que du point de vue des
langages-feuillages). Dans le méme esprit, nous verrons qu'on peut beaucoup
restreindre le type de transformations élémentaires considérées sans
changer les capacités (on peut par exemple supprimer les tests et les
générations d'égalités). On serait tenté de dire que "tout est dans tout
et réciproquement', puisque des modéles a priori fort différents sont
équivalents. Mais ce serait hatif : quand onconsidére le passage d'un
moddle 3 un autre, nous verrons que ce passage se fait de fagon artifi-
cielle, sans aucune réalité empirique. Telle notion intuitive se formalise
simplement dans un modéle et pas dans un autre, etc... Ainsi chaque
modéle conserve son intérét. C'est le passage de 1'un & 1l'autre qui est
artificiel.Mais nous remarquerons que ce passage se fait par des transfor-
mations de profondeur non bornée. Autrement dit, si on s'en tient aux
transformations de profondeur bornée, on distingue mathématiquement ce
qui est distingué empiriquement.

L'intérét des résultats suivants est autant de constater le c&té "forcé"
des équivalences que les équivalences elles-mémes. Des preuves formelles
seraient d'autre part fastidieuses. Aussi nous contenterons nous ici de

donner les idées générales des preuves.

numérotées r r_. Soit L un langage de {rl,.. rn}*. Au couple (R,L)

IEREE
on peut associer la transformation {(t,u)lt |;~— tl I—: ‘e tn ];—— u
i i
1 n
etr, ...r. ¢ L}. On dira que R controlé par L réalise cette

1 n
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transformation. Si L est reconnaissable, on a ainsi imposé & R un contrdle
reconnaissable. Remarquons ici que les occurrences dans chaque t. d'appli-

cation des régles ne sont pas contraintes.

Convention : Nous conviendrons de distinguer le sommet de chaque arbre a
transformer (on peut toujours marquer ce sommet). Du point de vue génératif,
ceci est toujours possible 3 partir de 1'axiome. Cette convention ne

modifie rien dans 1l'esprit des choses. Nous noterons as(xl,..,xn)

1'occurrence de a(x xn) au sommet d'un arbre.

12"

lemme a

Tout systéme de réécriture avec contrdle reconnaissable est transforma-

tionnellement équivalent 3 un systéme de réécriture (sans contrdle).

Soit R un systéme de réécriture contrdlé par L.

Soit Q un automate d'états finis reconnaissant L.

Les régles de transitionde Qsont doncde la forme qi(ri.) > 4 ou q; et
qj sont des états de Q et r;y une régle de R. On peut toujours supposer

que Q posséde un seul état initial q, et un seul état final Qe

I) On construit un systéme de réécriture R' comme suit
- L'alphabet terminal de R' et celui de R

- L'alphabet variable de R' est celui de R augmenté des nouvelles variables
qia(xl,.; xn), pour tout état q. de Q et toute lettre a(xl,.., xn) de R,

et augmenté des nouvelles variables q; -

- Les régles de R' sont les suivantes

régles initiales
Pour toute lettre du sommet as(xl,.. xn) de R on définit
as(x

10" xn) C a(xl,.. xn)

régles de remontée
a(xl,.. xi—l’qkb(xi"' xj),xj+l,xn)+qka(xl,..xi_l,b(xi,..xj),xj+1,..xn)

pour toutes lettres a, b, tout Q et tout i.
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‘radgles de descente

Les mémes que ci-dessus, en inversant les fléches.

régles finales
9 a(xl,.. xn) - a(xl,.. Xn)

pour toute lettre de R

régles de transition
A toute régle r, ¢t > u deR, a tout couple d'états q; et a4, on
associe la régle de R'

U 7 Y%

ssi qi(rk) > qj est une transition de l1l'automate Q.

est marqué de q; et

qitk > qjuk désigne la regle ou le sommet de ty

célui de u, est marqué de qy-

Si u, . est réduit 3 une variable Xp’ nous noterons qj(xﬁ) la partie

droite.
Nous introduirons également les régles de la forme

qj(a(xl,.. xn)) > qja(xl,.. xn).
II) R' ainsi construit est transformationnellement équivalent & R
controlé par L. L'idée est la suivante

les transformations de R' sont nécessairement comme suit

- On marque le sommet de l'arbre 3 transformer par q,- C'est le seul
moyen de'faire apparaitre un &tat". Les autres régles ne feront que "faire
parcourir” 1l'arbre 3 la marque d'un état. L'arbre restera donc marqué d'un

seul état.

1

Les régles descendantes ''descendent" 9, de fagon non déterministe

- on applique une régle de transition, ce qui revient 3 appliquer dans
R une régle r, et d marquer l'arbre d'un état qj (avec qork qj).
- On itére le procédé, & savoir

* ~ 4
Supposons t |=+ t' ol t' est marqué par q,.
PD R ql
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On peut, par régles ascendantes et descendantes, transférer q; en tout
noeud de t', ol on applique une régle de transfert marquant de qj et

revenant 3 appliquer r, dans R ssi qi(rk) > qj.

k

- On termine en effagant la marque d'état par une régle terminale.

I1 est alors évident que R' v (R controlé par L)
t ' C.Q.F.D

Corollaire a

- " - - -

Si des transformations sont Y 3 des systémes de réécriture, toute composition

avec contrdle reconnaissable de ces transformations est . 3 un systéme
de réécriture. En particulier, si chaque régle d'une G.T. par coupe est
-~

Y d un systéme de réécriture, la G.T. est elle-méme i d un systéme de

~ -
reecriture,

lemme b : Si une transformation est réalisée par un systéme de réécriture,

il existe un systéme de réécriture réalisant la transformation inverse.

1dée de_la preuve : Soit R yI, T étant une transformation donnée.
N N n . . N N

A chaque régle t.; + u.8 de R, on associe 1la régle u.6 -+ t.r dans R'
si Im 6 = Im C.

. . . " ~
Sinon, on associe la régle u.® - t".g'

< v . N LN
ol t'.Z' est obtenu en substituant dans t.z, un nouveau symbole S a

. N\
chaque variable de ; n'apparaissant pas dans u.6. (Eventuellement, on
renumérote les variables).
On ajoute les régles permettant & S de générer tout arbre.
Si ¢ contient au moins deux occurrences d'une méme variable n'apparaissant
L v s e P

pas dans u.9, on marque le sommet de t' d'un symbole distingué et on

. . . T n Y n . .
introduit une régle t'.,u > t'.u, ou t' est t' marqué comme ci dessus et u

teste les égalités sur les occurrences de la variable considérée.

exemple : soit la régle
a(xl, X5 X5) *b(xz) de R

On introduit dans R!
b(x,) a (S,S,%,)
(ou, en renumérotant, b(xl) - S(S,S,xl))

et a(xl,xl,xz) -> a(xl,xl,x2). )

' z_ 2 PO ' -
D'une fagon générale, on vérifie que R % R C.Q.F.D.
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lemme ¢ : toute transduction associée 3 un transducteur d'états finis

;gég_gg_gg_pggggg : Traitons le cas descendant. Le cas ascendant se traite
de méme. Rappelons qu'on suppose le sommet de chaque arbre marqué (d'un
indice "S"). On considére l'alphabet donné I augmenté de ses lettres
marquées de S et des états du transducteur.

A chaque régle de transduction

qla(x,,.. x )] > t(q. [x. J,...y g, [x. 1)
1 n 1,31 lp jp

associons les régles de réécriture de la forme

S S
qa (bl(xl,... xnl),...,bn(xn RS )) - t(qi bj (xn. seeoX )
n-1 n 11 31—1 3
S
-+ bj (xn. . ))
PP Jp"l Ip
ol b

1°° bn sont des lettres arbitraires de I.

A chaque régle de transduction

. o . S
qlal + t, on a-socie en autre les régles "terminales" q a = a.

I1 est facile de voir que toute transformation du systéme de réécriture
est calquée sur un mouvement du transducteur. Pour obtenir un arbre
sans variable grammaticale, donc sans marque, il faut faire disparaitre

les "S", donc effectuer le mouvement complet. C.Q.F.D

Corollaire de b et ¢ : Tout morphisme inverse ou direct, toute intersection

avec une forét reconnaissable, sont réalisés par des systémes de réécriture

Preuve : Il suffit de remarquer que ces transformations sont réalisées

par des transductions d'états finies ou leurs inverses.

lemme d : Toute transformation associée 3 une régle de G.T. par coupe peut

étre réalisée par systéme de réécriture.

Idée de preuve : Soit une régle de G.T. par coupe et ses conditions

d'applications. Ces conditions sont une conjonction de conditions
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reconnaissables et de tests d'égalités. La régle elle méme fait des
transformations reconnaissables, des tests et des générations d'égalités.

En marquant la coupe au niveau de laquelle on applique la régle, et en
décomposant cette régle en une séquence de régles plus simples, on

décompose le probléme. Il résulte des lemmes précédents que le marquage
d'une coupe, qui est reconnaissable, peut &tre effectué par systéme de
réécriture. De méme, d'aprés le lemme a, la succession de la séquence

de régles décomposées peut &tre contrdlée. De méme encore, toute contrainte
et transformation reconnaissable sont réalisées par transduction d'états
finies, donc systéme de réécriture. Reste 3 étudier les tests et générations
d'égalités. Les deux problémes se traitent de fagon identique. Nous nous
contentons ici d'étudier le cas des tests d'égalité. Le probléme est que

les sous arbres a tester sont arbitrairement éloignés. On commence alors

par "remonter" les sous arbres 3 tester, jusqu'au sommet de l'arbre. L3,

on applique une''régle - test". Le lemme a nous assure qu'on peut toujours

contraindre régulidrement 1'ordre d'applications de ces régles.

Soit un test d'égalité

Xl A X2 AX

3
- On marque (aléatoirement) les sommet des sous arbres a tester (on marque

A en A).

Attention : en termes de GT par coupe, A désigne tout le sous arbre. de
sommet A.

- On "remonte" les sous arbres de la fagon suivante :

b(xl,...xi, A(xi+l)"' Xj) X510 Xn) >
b(A(Xi+l"' X.), X se Xi’A (xi+l"' xj), xj+l"' xn)
(""" est une nouvelle marque)

On commence ainsi par dupliquer le sous arbre A. A remarquer qu'on
"remonte un exemplaire et laisse 1l'autre inchangé".

On continue la remontée par les régles de la forme :

a(xl,.. Xs:» b(xi+l"' xj), xj+1"' xn)
> a(xi+l,xl,.. Xi’b(xi+2"‘ xj), xj+l"" xn)




II1 - 83

Remarquons qu'ainsi chaque sous arbre remonté est premier successeur
immédiat d'une lettre marquée "7, Remontant les - 2 par exemple - sous
arbres dont on veut tester 1'égalité, on aboutit & un noeud prédécesseur
des deux occurrences originelles de ces arbres. Ainsi, on a remonté et
rapproché deux copies de sous arbres arbitrairement &loignés. On fait

alors le test d'égalité par

a(xl,.., X, b(xi+1’xj)’ Xjppon s ¥yeo C(Xi+l"' X1, STREEE xn)

-> .o sX.s b(x, s Kedgesneasnnconns X, .o
a(x19 axls (X1+1’ Xj)’ s c( i+1°

remarquons que la Méme variable figure en premier successeur immédiat

de b et ¢, ce qui teste bien 1'égalité considérée. On efface les marques

en méme temps.

' P . s _ 2
L'opération est terminée. C.Q.F.D.

lemme e : Toute régle de réécriture est transformationnellement

- ————

&quivalente 3 une G.T. par coupe.

Idée de la preuve : La transformation réalisée par une régle de réécriture
est locale. Les tests et générations d'égalité se font, par vocation,
facilement dans une G.T. par coupe. Par contre, il est difficile de
transformer la structure de l'arbre (voir le "tree-pruning'"!).

On procéde alors comme suit : par coupes successives, on encadre chaque
noeud de 1'arbre de marqueurs. Ainsi, on parenthétise complétement et la
structure arborescente apparait ainsi codée dans la coupe. On transforme

ainsi sans peine (sans peine dans le principe seulement ....).
C.Q.F.D.

- " — . O e o e e B s e T T e " e T~ ———

Proposition_l : Les grammaires transformationnelles par coupe et
les systémes de réécriture sont transformationnellement (donc générativement)
équivalents. Les composées de transductions et transductions inverses,
les composées de bimorphisme sont transformationnellement (et générativement)
strictement moins puissants que les systémes de réécriture (et que les

grammaires transformationnelles par coupe).
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Preuve : Il existe des transformations réalisées par systéme de réécriture
qui ne peuvent &tre réalisées par composition de bimorphismes (et a forciori
de transductions). Il suffit pour cela de considérer la cloture par union

de la hierarchie infinie de composition de transductions proposée par

B. Baker [ 191, ou celle proposée par Ogden et Rounds [ 76] par exemple.

Le reste de la proposition se déduit immédiatement des lemmes préliminaires///.

Remargue : Ces résultats n'ont rien de surprenant. Remarquons seulement
que l'application d'une régle de réécriture est purement locale, ce qui
explique le lemme d, ou on doit d'abord rapprocher les sous-arbres avant
d'en tester 1'égalité ; ce test porte en effet dans une G.T. par coupe sur
des sous arbres quelconques. Les G.T. par coupe reviennent a appliquer
des espéces de multirégles (comme Marchand dans [103]). Le lemme d montre

que cette généralisation est illusoire.

Proposition_2 : Tout systéme de réécriture est transformationnellement
équivalent 3 un systéme de réécriture linéaire complet strict dont les
seules régles non croissantes sont de la forme a(x) » x(une régle est
croissante ssi la taille de sa partie droite est supérieure ou égale &

la taille de sa partie gauche).

Preuve

I) On peut toujours supposer une régle stricte : si une régle Yoo >t
n'est pas stricte, on peut toujours la remplacer par %-C >R Wi et
B.(xl) > %, (B est un nouveau symbole). Plus généralement, si une régle
n'est pas croissante, on rajoute en partie droite des £ que l'on efface

ensuite.

II) Si une régle n'est pas compléte, 1'idée est de la "compléter" et
d'introduire des régles "mangeant" les sous arbres ajoutés. Plus précisément,
soit %-C > 4.6 une régle non compléte.

On lui substitue la régle compléte

Tz > 5.(0, #.8") od Im(8') u Im(0) = Im ¢

(on peut supposer ' linéaire).

. . . > n
Puis on introduit les régles "arborivores'".
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a(bl""bn) > a¢ (les bi € L)
a(al¢,.. ,a ¢) - a¢
# a¢ > ¥

3 (8, #) > u(8).

3 . . . . ’\‘
Ainsi, le seul moyen de faire disparaitre le # de u(6, # 6') est de

manger par des marquages en # les sous arbres substitués a 6'.

III) Si une régle n'est pas linéaire gauche (Z non linéaire) on procéde
comme suit

Soit %.c > U.68 avec [ non lindaire. On peut toujours (détails laissés

au lecteur ) substituer 3 cette régle une séquence de régles dont les
seules non linéaires gauches sont de la forme a(xl, xl) > a(xl) .
Considérons donc seulemént une telle régie (i1 est d'ailleurs intuitif
qQue 13 est le noyau du probléme).

On substitue 3 cette régle les régles

a(b(xl,.. xn), b(x 2n)) >

x
n+l?

a(b(#(xl, X 1 )geees # (%, x

nt+l i n+i

Yaurs # (%, %,0))
pour tout b € k.

De plus, pour tout b € I, on introduit les régles

# (b(xl,.. X s b( ))

ne1° %on

> a(b(#(xl, Xn+l)""’ #(xi, xn+i)""’ #(xn, x2n)))

et enfin, pour b € Zo

# (b,b) » b.

Ici encore, les non terminaux # ne peuvent disparaitre qu'en parcourant
totalement les sous arbres substitués aux deux occurrences de X1y Ce qui

nécessite 1'égalité de ces sous arbres (et la recopie en un exemplaire).
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IV) Cas des régles non linéaires droites

.. m "‘ ~ . -~ -
Soit t.Z > u.0 od 6 non linéaire
On remplace dans 6 toutes les occurrences sauf une de chaque variable par
un nouveau symbole S. S génére n'importe quel arbre. Puis on se raméne
ainsi 3 des tests d'égalités : vérifier que les sous arbres générés
arbitrairement par S sont égaux au sous arbre substitué 3 la seule

occurrence conservée de la variable considérée.

V) En appliquant le procédé IV) pour chaque régle non linéaire droite,

on obtient un systéme équivalent sans régle non linéaire droite.

Le procédé III) conserve la linéarité a droite. On obtient donc un

systéme linéaire, puis complet par II) (qui conserve la linéarité).

Ces caractéres étant conservés par I) on obtient ainsi le résultat.
C.Q.F.D.

d un systéme de réécriture dans lequel
- on applique d'abord que des régles monadiques complétes
- puis gque des régles inversibles

(une régle inversible est une régle linéaire compléte stricte)

Idée de la preuve : on code chaque arbre sur un arbre monadique (c'est
3 dire sur un mot) en le parenthésant. La forét générée par un systéme

se code ainsi en un langage récursivement énumérable. On peut donc d'abord
générer ce langage récursivement énumérable puis décoder. Ce décodage
consiste 3 faire pousser (par les régles inversibles) les arbres des
feuilles vers la racine. La construction générale est simple dans 1l'esprit
mais monotone par tous ses cas particuliers.

Nous 1l'illustrons sur un exemple.

L'arbre c se parenthétise en
a o
a

et se code linéairement enc a o a a a a c
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On fait pousser l'arbre par les régles

i
a + /1
| o X
X
% 7 c
;lf -> a/)l<2 i - F
xl/a x/ x/* i
] 1 71 /\
2 2 x1 x2
et pour terminer
7 c
é > / N\
/\ 1 %2
X %,
On obtient ainsi
c c c #
1o, ! | |
? > ? > ;; - c > c
o : a/;e a’ \a A
é /a / / \ ! |
| a o % ¢ a o
a #
a 7l
] o
a
}
c C.Q.F.D.

En remarquant que la lindarité et la complétude sont conservées dans le
passage d'un systéme de réécriture 3 une G.T. par coupe, l'essentiel des

propositions qui précédent se traduisent en le

systémes de réécriture et les grammaires transformationnelles par coupe

sont équivalentes.
On peut toujours supposer la grammaire ou le systéme linéaire complet.
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Remarque : Il se dégage des propositions 2 et 3 une autre idée. Si on
considére un systéme de réécriture complet croissant, 1l'appartenance d'un
arbre 3 la forét engendrée est évidemment décidable. La proposition 2
montre que la non croissance peut étre réduite au cas monadique. De méme,
dans la proposition 3, on remarque que le passage du mot d l'arbre divise
par deux la taille. De ce fait, 1'indécidabilité de 1l'appartenance ne
peut résider que dans la génération monadique de 1l'arbre codé.

Remarquons encore que dans la proposition 3, les régles sont croissantes
en largeur (on retrouve 1'idée des grammaires contextuelles de Marchand).
Le probléme de 1'appartenance d'un mot du feuillage de la forét est alors

décidable si 1'appartenance est décidable au niveau du systéme monadique

que l'on applique d'abord.///

o e = —— ot o e B ot e s e o o ot ot - = — - — o 2 b T o S e s o e S s

En reprenant les constructions faites dans le paragraphe précédent, on
constate bien qu'elles sont "tirées par les cheveux" et en tous cas,
qu'elles ne peuvent &tre en général réalisées par transformations de
profondeur bornée. De méme, si on considére les capacités (génératives
ou transformationnelles) bornées, il est facile de voir que les classes
obtenues différent avec les modéles. Ainsi, ce qui est empiriquement
distinct est bien séparé par les transformations de profondeur bornée.

Ce qui suit concrétise cette idée.

I) Les capacités génératives (et transformationnelles) des différents
types de systémes de réécriture de profondeur bornée et respectivement
des G.T. par coupe de profondeur bornée sont incomparables.

On trouvera 3 chaque inclusion un contre exemple tiré des constructions
du paragraphe précédent. Par exemple, un simple test d'égalité dans une
G.T. peut nécessiter la "remontée" arbitrairement loin des sous arbres
3 tester. Ceci ne peut se faire par une transformation par systéme de

réécriture de profondeur bornée.

II) Notons RB 1a classe des transformations de profondeur bornée
P . P -~ P& L] n .
(réalisées par systémes de réécriture), R celle des transformations de

profondeur n.
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c abrége complet, s strict, lg linéaire gauche (c'est 3 dire sans test
d'égalité), 1d lindaire droit (sans génération d'égalité), 1 linéaire.

On obtient les inclusions strictes suivantes.,

RBQRM:PR?
7?’3}

Rid

on a les mémes in¢lusions pour les sous-classes

Cy, S et c,8
RB c(resp s, resp c.s)
B 1d ’ ) ?C> B
c(resp s, resp c.S) Rlc(resp s,resp c.s)

Y\) R?gc(resp s, resp c,s)?

R

et on a pour o = 1g, 1lg, 1 ou @

RBs
(RS
RB RBc,s
o o
P o P

Les comparaisons entre classes de transformations de profondeur donnée

font partie de 1'étude suivante.

I1I-2-3-2 Grammaires transformationnelles et bimorphismes de magmoides

Nous répondons ici aux premier et troisiéme points soulevés en III-2-2-4.
Nous n'avons ici qu'a traduire en termes de grammaires transformationnelles
nos résultats fondamentaux sur les bimorphismes ! L'adéquation de ces

~ s~ 2

derniers 3 la problématique a déja été discutée.
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Elles sont résumées dans le tableau "transformations de profondeur bornée"
ci-joint.

Nous tirons en particulier de ce tableau que

Théoréme 4 :

La cldture par composition des transformations conservatives est la
cl8ture par composition et inversion des bimorphismes semi-linéaires.
Toute composition de transformations conservatives peut-étre réalisée
par composition d'un bimprophisme semi-linéaire et d'un bimorphisme
semi-linéaire inverse, c'est a dire encore par un quasi bimorphisme.
D'une fagon générale, si on considére une composition de transformations
conservatives d'un certain type, cette composition est réalisée par

la composée de 1, 2, 3 ou 4 (selon les types) transformations du méme
type. Autrement dit, on peut toujours ramener une profondeur de trans-
formation quelconque 3 1, 2, 3 ou 4 (selon les types).

Remarque importante :

AT AT . .
La classe DL o LD, qui est la cloture par composition des transformations
conservatives(et inversion puisque celles-ci sont symétriques) n'est pas
conservative. Nous avons vu en effet qu'elle permettait une infinité de
tests d'égalités (ou de générations) en "profondeur" mais pas en
"largeur". C'est donc une classe trés large de transformations, mais
qui a de bonnes propriétés tout de méme.

Théoréme 5 : A partir de noyaux reconnaissables, on génére dans le cas

le plus général la classe MIDRL.

Le théoréme est prouvé dans le chapitre III-1-2 qui est consacré a cette

classe, dont on voit ici 1l'importance du point de vue des grammaires

z

transformationnelles. Ajoutons quelques propriétés de décidabilité.




TRANSFORMATIONS

DE

PROFONDEUR

BORNEE

TYPE DE TRANSFORMATIONS

'TYPE DE BIMORPHISMES

PROPRIETES DE

CLASSES DE FORETS ENGENDREES
A PARTIR DE NOYAUX DE FORETS

DE PROFONDEUR 1 CORRESPONDANT COMPOSITION RECONNAISSABLES
Conservatives ¥n 2 2,
(avec tests et générations LL N N2 £ MIDRL
bornées d'égalités) (LL) TLL -65—61 o fh#fL
Non expansives : ¥n
avec générations bornées DL no_a Rat - lin
d'égalité, sans test (S1)" = L
Non compressives : ¥n
avec tests bornés d'égalité LD AN AN Reconnaissables
2, . Y2 o, ’ (LD) - LD
sans génération d'égalités
R§connals§ab}e§ P Vn > 4
ni test ni génération
'/ . /. A A
d'égalite (TL)n - TL“ 4 TL3
a) quelconques TL .
b) strictes ¥n 2 2
. . TS : .
~ P
(?n llt.et on recopie (TS)n - T82 -3 4 78 Reconnaissables
nécessairement) 1
c) strictes et complétes ¥n 2 2
i 16 o o2 o~
(on llt\completement les TI (TI)n -1 :,gj 2 1
arbres d transformer) 1

16 - III
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1) L'appartenance est décidable dans la classe IDRL, (C'est a3 dire

qu'étant donné F ¢ IDRL, on peut décider si un arbre appartient 3 F).

Preuve : Soit ¢1(R1) n ¢2(R2) ¢ IDRL

Soit t quelconque t € ¢1(R1) n ¢2(R2) ssi

., N N R # B et o, N0) n Ry # 8. Or, 6 (1), 0, (D),

Rl et RQ sont reconnaissables, et il est décidable de savoir si deux

foréts reconnaissables sont disjointes.
C.Q.F.D.

II) En général, l'appartenance est indécidable dans la classe MIDRL
Nous savons en effet que cette classe contient toutes les foréets

monadiques de langages de branche recensivement énumérable.

III) Par contre, si on prend par exemple la sous classe de MIDRL
constituée des foréts de la forme : h(¢l(Rl) A ¢2(R2)) avec h complet

régulé, alors h—l(t) est finie et 1l'appartenance est décidable.

Pour pouvoir décider de 1'appartenance d'un mot ou langage feuillage
d'une forét, il faut en général pouvoir borner la taille des arbres en
fonction de leur feuillage. Ceci est si on s'interdit par exemple les

symboles monadiques ///.

II1-2-3-2-3_: Une propriété sur_ l'ordre d'application des_transformations :

Soit une composition de transformations conservatives. Intuitivement,
chaque transformation conservative (1, ¢, K, ¥, 1) teste des égalités
(par ¢-l), puis effectue une transformation reconnaissable par n K)
puis génére des égalités (par ¥). Ces trois types de transformation
sont donc, par composition,alternés.

Mais on sait que la transformation composée peut toujours se réaliser

F zzﬁf}(\‘\\\\ﬁ,¢&(,/*::'K'\\\>a1~

comme suit

(F est le noyau)
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» —l . ~ P * .
- appliquer w et n K revient a vérifier des contraintes

reconnaissables sur F. De méme pour n K' et 7'

-¢ génére les égalités (de fagon non expansive)

2

Remarquons que si ¢ est 1-linéaire, il ne génére pas d'égalité. D'autre
part, nos résultats sur les bimorphismes montrent que dans ce cas, la
transformation se raméne & un simple LD. On retrouve ainsi la non

génération d'égalités.

- ¢' teste les égalités. Comme ci-dessus, dans le cas de ¢' 1-linéaire,
on sait que la transformation se raméne 3 un seul DL, qui est bien sans
test d'égalités. On a ainsi le

Théoreéme 6 : Toute transformation de profondeur bornée, composée de
transformations conservatives, peut étre réalisée par :

- un contrble reconnaissable

- puis des générations d'égalites

- puis un contrdle reconnaissable.

Chauché définit dans [105] un modéle de grammaires transformationnelles

dont les régles sont - au formalisme prés - nos régles linéaires.

Remarquons également que les grammaires exhaustives qu'il définit ne

sont pas des transformations de profondeur bornée, mais en sont trés

proches : si on s'impose de ne pas appliquer une régle en un sous-

arbre dont tous les noeuds sont marqués par cette régle (au lieu du

sommet, et toutes choses égales par ailleurs chez Chauché) on obtient évidemment
des transformations de profondeur bornée. Et on pourrait montrer que

ses transformations exhaustives sont dans le cas général une sous classe

de la classe DL o LD de transformations.

Les résultats sur les classes TL, TS et TI permettent de dire que

Théoréme 7 : Toute "transformation de Chauché" de profondeur bornée
peut étre réalisée par une transformation du méme type de profondeur
2 si les régles sont strictes, de profondeur 4 sinon. ‘
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—————— - —— —— o = e W - ——— ——————— —— " " —— - " — " ——— -

23.n ~2 _7 . . . . . .
I) (TI) = (TI)® = B'l signifie qu'appliquer n transductions inversibles
revient § en appliquer 2, ou encore a appliquer une bitransduction.

Mais on peut y ajouter le résultat suivant

Probléme : soit une forét F que 1l'on veut "traduire" en une autre en un
"nombre borné de passages", c'est 3 dire, plus précisément

on part d'un élément t de F auquel on applique une transduction d'états
finis T,» on obtient Fl(t) comme forét image par T, de t. On transforme
‘Fl(t) par un transducteur T, etc... . On applique n transducteurs

T

.s Tn’ transformant finalement. t en Fn(t);é (T Tn) est

13" l,ncl
associée la relation R={(t, Fn(t))} et la transformée de F est G={Fn(t)|t€F}

On se pose le probléme de savoir si cette correspondance est inversible,
~ . . . . —1 - .
c'est a dire de savoir si la relation R ~ peut étre réalisée par une

succession Ul"" UP d'autres transductions.
On sait que les bitransductions caractérisent ce cas.

On a donc

Théoréme 8 : Pour que deux foréts F et G se traduisent 1'une dans 1'autre
par application d'un nombre fini de transductions, i1 faut et i1 suffit
qu'elles se correspondent par une bitransductions.

(Les transductions sont ici les transductions d'états finis classiques).

II) D'un point de vue pratique : Tous les résultats résumés dans le

tableau s'appuYant sur des preuves constructives il s'ensuit la démarche

suivante
Probléme : effectuer une transformation de profondeur bornée.

- On dispose de la donnée des n transformations T Tn de profondeur 1.

1,-.
On peut effectuer la transformation en n étapes.
- Si on désire réaliser la transformation en un minimum d'étapes

(1, 2 ou 4 selon les cas, voir le tableau), on procéde comme suit :

1) On peut générer automatiquement les régles de la transformation de
profondeur minimale : dans le cas le plus général, on se retrouvera

avec U o V ¢ DL o LD..
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Certes, méme si chaque Ti a une signification "intuitive évidente", il
n'en sera en général pas de méme de U et V mais peu importe : c'est
l'ordinateur qui manipulera U et V, et c'est lui-méme qui les aura

construits auparavant.
On a alors minimisé le nombre de passages.

Bien entendu, "moins les Ti seront déterministes", plus U et V seront

"gros", mais le non déterminisme est souvent inhérent aux transformations.

I1 se pose les problémes d'améliorer les constructions de U et V, mais
surtout d'implanter efficacement nos bimorphismes. Pour cela, il serait

” . . 3 rd - L3
intéressant de les décrire directement sous forme de machines d'états finis.



ANNEXES

Nous donnons deux indexX permettant au lecteur de retrouver
rapidement la signification des termes, notations ou symboles utilisés

dans ce travail.

L 'index I donne la liste alphabétique des termes et les
numéros de sections renvoyant aux définitions. Dans cette liste, les
préfixes variables ne sont pas 3 prendre en compte. Par exemple, on

trouvera "[v]-k compléte”™ 3 la lettre "c" (comme compléte).

L 'index II donne une liste de symboles et notations
couramment employés. Comme il n'existe pas d'ordre habituel sur ces
symboles, nous les ordonnons selon l'ordre dans lequel ils apparaissent.

Les numéros correspondants de sections sont donc croissants.




II

B'l

balancé (arbre)
bimorphisme
bitransduction

branche

¢ (complet)

compatibles (arbres)
complet (transduction)
[v]-complet (morphisme)
[v] k compléte (partie)
_[vl]-complet sur t (morphisme)
complétude

composante de variable)
composante (d'un arbre)

d (séparé)

dB (séparé 3 délai borné)
démarquage

démarquage propre
démarquage propre
déterministe (transducteur)
dinf

DL

domaine de complétude

I

I1-2-2-1

II-2-2-1

I-1-2-1-8

I-1-4-2-1

I1-2-3-9-3

I-1-1-1-10

I-1-3-2-6

I-1-1-3-5

I-1-5-1

I-1-3-2-3

I-1-2-1-6

I-1-3-2-3 III

I-1-1-2-11

I-1-1-2-8

I-1-1-0-2

I-1-3-2-6

I-1-3-2-6

I-1-3-2-5

I-1-3-2-5

I-1-2-3-1

I-1-5-1

I-1-1-1-6

II-2-3-6

I-1-3-2-3

I

I

II

II

v

Iv

Bus
ULLE




DPkT

dsup

dyadique

engendré (magmoide)
feuillage

feuille

fidélité

final (sous arbre)
GFST

homogéne (morphisme)
hyperlocale
hypertransduction
hypersubstitution
IDRL

initiale (forét)
inversibilité

LL

1 (linéaire)

label

linéaire

linéaire (morphisme)
linéaire (partie)
linéaire (transducteur)
locale

long ( )

longueur (branche)

lu par (noeud)

III

I-1-2-1-4

I-1-1-1-6

I1-1-7-1

I-1-2-1-5

I-1-2-3-1

I-1-1-1-9

I-2-1-4-1

I-1-1-3-2

I-1-5-1-3

Iv

I-1-3-2-5V

I-1-2-3-2

I1-2-3-1-2

I1-2-3-1-2

IT-2~-4-1

I-1-2-3-3

I1-2-3-1

IT-2-4-1

I-1-3-2-6

I-1-1-1-2

I-1-1-2-9

I-1-3-2-1

I-1-2-1-6

I-1-5-1

I-1-2-3-1

I-1-1-1-10

I-1-1-1-10

I-1-3-2-3

I

v



[v]-1lu par
marqué (arbre)
marqué (morphisme)
marqueur (transducteur)
méme (type)
MIDRL
morphisme de I dans A
morphisme ¢[v]
noeud
noeud lu par
ordre <

I
(ordre) <

t

paramétre (hypertransducteur)
primaire (noeud)
prof ( )
profx(t)
profondeur
profondeur essentielle
profondeur homogéne
propre (démarquage)
pur (bimorphisme)
QB
quasi-bimorphisme
quasi complet
[vl-quasi complet
quasi démarquage

r (régulé)

I-1-3-2-3 III
I-1-1-1-12
I-1-3-2-5 IV
I-1-5-3
I-1-3-2-6 I
II-2-4-1
I-1-3-1
I-1-3-2-3 II1I
I-1-1-1-1
I-1-3-2-3 1
I-1-1-3-3
I-1-1-1-7
IT-2-3-4-2
I-1-1-1-9
I-1-1-1-10
I-1-3-2-2 1
I-1-1-1-10
I-1-3-2-2 1
I-1-3-2-4 1
I-1-3-2«5 11
I-2-2-2-3 1
11-2-4-1
11-2-4-1
I-1-3-2-5
I-1-3-2-51
I-1-3-2-5 II

I-1-3-2-6 1



raisonnable

Rece

reconnaissabilité (T(S)i)
reconnaissable (forét)
reconnaisseur (d'états finis)
régulation par composante
régulé

p-régulé (morphisme)

s (strict)

sans feuille

sans feuille (morphisme)

sans torsion (morphisme)

sans variable

secondaire (noeud)
semi-dyadique

semi-linéaire

séparation

k-séparé

k-séparé (morphisme)

séparé 3 délai borné (morphisme)

délai borné sur F

o173

rd Zz
séparé
k-séparé d délai p sur F

” Pd ’\J .

k-séparé sur t (morphisme)
sommet
sous arbre
sous branche

strict (transducteur)

I-1-2-4

I-1-2-4-2

I-1-2-3-4

I-1-2-3-1

I-1-2-3-1

I-2-1-4-1

I-1-3-2-4

I-1-3-2-4

I-1-3-2-6

I-1-1-1-9

I-1-3-2-5

I-1-3-2-5

I-1-1-1-9
I-1-1-1-9
II-1-7-1
II-2-3-6
I-1-1-2-10
I-1-1-2-10
I-1-3-2-2
I-1-3-2-2
I-1-3-2-2
I-1-3-2-2-
I-1-3-2-2
I-1-1-1-8
I-1-1-3-1
I-1-1-1-10

I-1-5-1

II

II

II

11

Iv

I1I



strict (élément)
substitué

substitution
k-substitution
symétrique (bimorphisme)
taille

TC

T'FST

TGA, TGD

TI

TL

TQA, TQD

transduction
transformation
transducteur ascendant
transducteur descendant
triplet

TS

type

p-uple

variable

I-1-3-2-4 II

I-1-1-3-7

II-2-2-3-4

II-2-3-1-1

I-1-4-3-2

I-1-1-1-4

I1-2-2-3-4

I-1-5-1-3

I-1-5-1-3

I1-2-2-1

I1-2-2-3

I-1-5-1-3

I-1-5-1-4

I-1-2-2-1

I-1-5-1-1

I-1-5-1-2

I-1-4-14

I1-2-2-1

I-1-3-2-6

I-1-1-0-1

I-1-1-1-3

I

RUS

LiLLE



VII

INDEX 11

i

t -1-1-0-2
“k I-1
T, () 1-1-1-0-3
< I-1-1-1-7
t

p
K2 I-1-1-2-1
K® I-1-1-2-2
K8(8) I-1-1-2-3
vi(e) I-1-1-2-4
I,(8) I-1-1-2-4
\/i/“ I-1-1-2-5
£l I-1-1-2-17
< I-1-1-3-3
I
v, A I-1-1-3-4
I 1
&]k I-1-1-3-7
[x] I-1-1-3-7
PT(Z) I-1-2-1-3
DP M I-1-2-1-4
[p] I-1-2-1-5
D I-1-2-2-1 II
) I-1-2-2-1 II
~ 1-1-2-2-1 IV



VIII

4 (sur parties)

~

t
"'

<

¢|A
vl
BC 4 4 )
T!-FST
GFST
TGA, TGD
TQA, TQD

P

By

B"l
TI
Ts
TL

TC

DL

LL

I-1-2-2-1 1V
I-1-2-2-2
I-1-2-2-2 VII
I-1-2-2-4 1
I-1-2-2-4-1V
I-1-3-1
I-1-3-2-3 I1I
I-1-4-3-1
I-1-5-1-3
I-1-5-1-3
I-1-5-1-3
I-1-5-1-3
I-1-5-3
II-2-2-1
11-2-2-1
11-2-2-1
II1-2-2-1
11-2-2-3
II-2-2-3-4
II-2-3-3
II-2-3-6

I1-2-4-1



IX

IDRL II-2-4-1

MIDRL II-2-4-1

QB II-2-4-1
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