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INTRODUCTION 

La "théorie des langages", née seulement il y a quelques décémies 

de préoccupations linguistiques (N. Chomsky), a puisé dans l'informatique 

des motivations qui lui ont donné un grand essor$ '~1u.s récemment encore, 

vers les années 1970, a commencé à naître une "théorie des forêts" (ou 

théorie des langages d'arbres). Une abondante littérature apparut alors 

sur le sujet. Depuis, la théorie achoppait sur le fait que dans la plupart 

des cas on ne savait pas composer les transductions de forêts. La raison 

de ce fait tient au double aspect suivant : d'une façon très glbbale, la 

problématique de la théorie des forêts apparait comme une 'lsimplell généra- 

lisation de celle de la théorie des langages, mais dès que l'on est plus 

technique, on y découvre des aspects tout à fait différents. 

Pour notre part, une étude de quelques phénomènes de la théorie 

antérieure nous amène à construire un cadre algébrique précis rendant compte 

de nouvelles opérations sur les arbres et les forêts : les magmoïdes. En 

termes de "bimorphismes de magmoïdes", nous obtenons alors - entr'autres - 
les résultats de composition les plus généraux possibles concernant les 

transductions. Tous les résultats fragmentaires de nos devanciers se 

retrouvent comme cas particuliers. Nous développons principalement des 

applications aux grammaires transformationnelles, décrivant les clôtures 

par composition des diverses classes de transformations élémentaires. 

Commençons par poser la notion tout à fait générale de transfor- 

mation et situons y les transductions de forêts. 

Une transformation T d'un ensemble E dans un ensemble F est une 

relation binaire sur le produit cartésien E x F. 

T permet de définir une application de P ( E )  dans P(F) par : 

v A E P ( E ) ,  T(A) = (b E: F 1 3  a €.A, (a, b) E: Tl 

La composition et l'inversion des transformations se font au sens 

des relations. Ainsi, quand nous parlerons de "transduction" inverse ou de 

morphisme inverse, il s'agira de la relation inverse de celle réalisée par 

la'transduction" ou le morphisme considéré. 



A toute classe C de transformations d'ensembles, on peut associer 

une relation 5 entre les parties de ces ensembles par : 

S I  les transformations ne sont pas des isomorphismes, alms 

T(A) = B nvimpligce plus T-'(B) = A et n'est plus en général une (qu 

Cette situation se trouve en théorie des Langages et en théorie dessfor6ts, 

les transformations considérées ne sont généralement pas des bijections, 
I 

pjis mgdie des applications : plusieurs phrases peuvent se traduire en une 

même phrase, peuvent avoir même interprétation, une phrase peut avoir plusieurs 
1 

traductions ou ne pas en avoir. p 

Les alw9es de transformations oonsi#réw dépenderont des carac- 

tares des familles de forêts ou de langages que l'on iveut étudier. Pour nous, 
' un langage ou une forêt auront une structure définie par des règles de 

gradire ou des équations - en un' mot une syntaxe. Les diffhntes familles 
de langages ou de forêts dépendemt des types cPe ces S t m m ' t w .  . . 

pur ne pas bou3:werser les-stwtures. Awsi dtqdie~t-~n lais transformations 

de laiigaws corsnre de forêts, r6alislées par des l'machines d'états finis 
,1 ' 

transformant , . séquent iellem&tt1. Nous appelerons transdbëtions Ces transfor- 

mat ions .' La base. empirique des transductions consista do& en des machSnes 
.a " . '  
qui peuvent prendre un no,mbre fini dl <tats et qui knsfbrnknt sank ratkm 



de séquence ni retour en arrière : en parcourant les mots de gauche à 

droite (ou de droite à gauche), les arbres de haut en bas (ou de bas en 

haut). Les transformations se font au fur et à mesuse de la lecture, en 

fonction des états pris et des symboles lus. 

Dans toute la suite, le mot transducteur désigne une machine 

d'états finis, le mot transduction désigne la transformation associée. 

Deux transducteurs sont équivalents si ils définissent la même transduction. 

En théorie des langages, on obtient ainsi les transductions 

rationnelles, dues pour l'essentiel à M. Nivat C721. 

Ces transductions ont de remarquables propriétés qui en font 

la clé de voute de la théorie des langages. 

D'abord, ce sont les transformations réalisées par composition 

d'un morphisme inverse, d'une intersection avec un langage reconnaissable 

et d'un morphisme. Autrement dit, en appelant bimorphisme aussi bien tout 

triplet B = ($, K, Y )  (où $ et Y sont des morphismes, K un langage 

reconnaissable) que la relation B = (($(t), Y(t)) ) t E K) associée, les 

transductions rationnelles sont équivalentes aux bimorphismes, c'est à 

dire réalisent les mêmes transformations . Pour notre part, nous considérons 

dans la suite des bimorphismes où @ et Y seront des morphismes classiques 

d'arbres ou des morphismes de magmoïdes . Ainsi les transductions rationnelles 
s'expriment en termes algébriques très simples et naturels, donc manipulables. 

Ensuite, cette classe est close par com~osition et inversion. 

Enfin, les transductions rationnelles conservent les principales 

familles de langages. 

Bien entendu, des sous classes (transductions rationnelles 

fidèles, continues ... ) ont les mêmes bonnes propriétés. 
Dès lors, soit R la relation sur les langages associée à la 

classe R des transductions rationnelles. Intuitivement, L R L' signifie 
que ''le langage L est plus puissant que le langage Lw'. Les transductions 

ne sont pas bijectives, R n'est donc pas une équivalence. Mais comme R est 
close par composition, R est un préordre. La théorie des langages développe 
l'étude de ce préordre par l'étude des cônes de langages. Un cône est une 

famille close par transduction. Un langage est générateur d'un cône si 

tout autre langage de ce cône en est un transducté. Un cône est principal 

si il admet un générateur ; c'est le cas du cône Alg des langages algébriques 

(c'est à dire à contexte libre). L'intérêt des générateurs vient de ce que, 
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si P >;st itlr. , p i ~ ~ ~ ~ r i é  patimns~~; (@*est a. an, rom par t~~twcit<ion , ' 

a et un CM a ' a y a i l t .  Y 9tg5 taut Mn el@ 
, 

..se*@ *fk&r,j ,-, 3, r . -1 J I  _ >  * k  
A 

Les t ~ a n s d u c t  ions rat id né^^ S s a ~ t  donc: le  matse .da *L ' &uda 

dqs &hicd ' & '  1'hgay&:~ w J ir~bréiem en - mes en 
'. fait &gaibdt  le i:eiitSe de 'l".$ta&~ d& P*.A.L. w & s o n ~  las ç8ma ratios- 

' &PH P W s  "@& n l t ~ i ~ a f i ,  lpmtiuit et  - union. , . 

s r .  

4 i 

Nous venons -de voir  que l e s  transductions de langages e t  c e l l e s  

de f o r ê t s  procédent d'une idée cokune ,  que les transductions de langages 1 \ .  
ont de remarquables proprié tés  qu i  an font tou t  l ' i n t é s t .  En ce qui  concerne 

nouveau des ma+ 

autoniates d ' e t  
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La compilation et les grammaires transformationnelles ont d'emblée 

motivé l'apparition des transducteurs de forêts. Les raisons à cela sont 

faciles à comprendre : la syntaxe des langages algébriques est décrite par 

des arbres de dérivation et, que l'on compile, traduise ou transforme langages 

informatiques ou naturels, les opérations se fopt toujours "guidées par la 

syntaxe". Comme on part de langages plongés dans les algébriques, les opérations 

se font en fait guidées par les arbres syntaxiques, et en fin de compte on 

transforme bien des forêts ! 

Pour étudier certaines phases de la compilation ont été introduits 

les syntax-directed translations (C931, C941) et d'autres modèles plus 

généraux (C841, C1021). Les transductions de forêts sont en partie nées 

de ces études ([26], C691, C841). 

 étude des grammaires transformationnelles est née de motivations 

linguistiques. Mais l'intérêt de cette démarche a été considérablement 

étendu par l'informatique considérée tant comme objet d'étude (langages 

informatiques, compilation, voir systèmes) que comme moyen (analyse de 

textes, traduction automatique). 

Les transformations de grammaires se font généralement à partir 

d'un noyau constitué d'un langage algébrique, que l'on transforme en 

appliquant des transformations élémentaires qui diffèrent selon le 

formalisme. Nous avons vu que les transformations sont syntaxiques et se 

font donc sur les arbres. Pourtant, l'étude des grammaires transformationnelles 

s'est longtemps faite sans se placer vraiment du point de vue des forêts, 

peut être par manque de formalisme pour bien décrire les arbres. Il s'en suivit 

évidemment un formalisme très lourd. Des efforts de synthèse aboutirent 

alors aux modèles de S. Ginsburg et B. Partee C961, P. Peters et S. Richie 

Cl041 , modèles que nous appelerons "grammaires (transformationnelles ) par 
coupes1'. Exprimé en termes d'arbres [El], C951, C1031, C1051, C1061, Cl091 

le formalisme gagna beaucoup en clarté. Les transducteurs apparurent en 

même temps que les arbres, ce qui n'est pas étonnant : nous avons vu qu'ils 

formalisent la notion de transformation séquentielle d'arbres. Nous dirons 

qu'il s'agit là de transformations de profondeur un (chaque noeud est 

"transformé une seule fois1'). La première idée est alors, évidemment, 

d'itérer ces transformations ; mais là, la situation se bloque : les 

transducteurs ne l'se composent pas1', on ne sait pas décrire les transformations 

composées (transformations donc de profondeur supérieure à un). Toujours 



dans le cadre de l'étude des grammaires transformationnelles, J.W. Thatcher 

note ce fait dans C1091. Il parle de boites de Pandor à propos des composées 

de transductions. 

Un rapide inventaire des propriétés des transductions de forêts 

montre combien la situation diffère du cas des langages. 

Il existe de nombreux types de transducteurs d'états finis de 

forêts. D'abord, on distingue les transducteurs ascendants (qui transforment 

des feuilles vers le sommet) et les transducteurs descendants (qui 

transformentdusommet vers les feuilles) ; les classes de transformations 

correspondantes sont incomparables. Pour chacun de ces deux cas, on peut 

considérer les transducteurs linéaires ou non (selon que chaque branche 

des arbres objets a une seule ou plusieurs branches pour image dans les 

arbres images) ; on peut aussi distinguer les transducteurs complets ou 

non (selon que chaque branche a au moins une branche image ou peut ne pas 

avoir d'image dans les arbres images). Autant de distinctions inexistantes 

dans le cas des langages, et auxquelles correspondent des transformations 

tout à fait différentes. 

A part la classe des transductions déterministes ascendantes et 

celle des transductions linéaires ascendantes, aucune classe n'est close 

par composition, des hiérarchies infinies sont conjecturées. 

Aucune classe n'est close par inversion. 

Les principales familles classiques de forêts (reconnaissables, 

algébriques) ne sont pas closes par transductions, même très restreintes. 

Face à cette situation, des tentatives diverses ont été faites, 

tentant de débloquer un peu la situation, et soulign8ns qu''il est remarquable 

que toutes ces tentatives, éclairées par nos transformations de magmoïdes, 

apparaitront comme des cas particuliers d'applications de nos concepts 

fondamentaux. 

- Ainsi, J. Engelfriet C511 introduit une généralisation de la 
notion de transduction d'états finis. 

- Le même auteur décrit les transductions classiques de forêts 
en des termes qui seront pour nous des bimorphismes particuliers. B. Baker 

Cl91 pose en les mêmes termes les problèmes de composition de ces transductions. 
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cadre classique , et nous le résolvons grâce à une classe particulière de 

morphismes de magmoïdes . Or, nous prouvons (Théorème 11-1) que cette 
dernière classe s'inverse par elle même et apparait donc comme la clôture 

par inversion des morphismes classiques (linéaires - sinon nous voyons que 

le problème est insensé . On peut comparer cette démarche au passage de 
R à C qui se trouve être clos pour les résolutions d'équations algébriques. 

- Nous voyons en (11-2-3) que la non composition des transductions, 
de quelque type que ce soit, provient de l'alternance de non déterminisme 

et de non linéarité. En termes de bimorphismes, elle se traduit par la 

succession de morphismes inverses et de morphismes non linéaires. Surtout, 

en termes de magmoïdes, ce phénomène se traduit en terme d'applications 

itérées de 1"'adjonction de torsiont1, qui est un foncteur de la catégorie 

des magrnoides. 

- Un transducteur (ou un morphisme) non linéaire génére des 
égalités, en ce sens qu'il donne dans l'image d'un arbre plusieurs images 

d'un sous arbre. Inversement, un morphisme inverse teste des égalités. 

Evidemment, un transducteur classique génére mais ne teste pas d'égalités. 

Il est connu C191, C761, C783 que si on compose des transductions 

quil'générent des copies en nombre non borné" on a aucun espoir de propriétés 

de composition. On peut alors se poser le problème de la composition dans le 

cas où les copies de chaque arbre sont en nombre born6 (Remarquons 

que cette contrainte n'implique pas que le nombre total des recopies 

soit borné). Du point de vue des transducteurs, cette contrainte 

de borne est inextricable. 

Or il se trouve que .les k-morphismes linéaires (inexistants dans le cadre 

classique) expriment très simplement cette propriété (un k-morphisme de 

magmoïde associe à chaque arbre un k-uple d'arbres). Les classes de 

transductions exprimées en termes de k-morphismes linéaires sont alors les 

plus larges pour lesquelles on puisse espérer de bonnes propriétés. Nous 

verrons en (11-2-4) qu'il en est ainsi. 
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Les transductions classiques sont des machines d'états finis qui 

ne testent pas d'égalités mais en générent. Nous avons vu que pour avoir I 
de bonnes prbpriétés, il faut borner ces générations d1égalit6s. On obtient * 
ainsi la classe DL de nos bimorphismes semi-linéaims, qui s'expriment 

simplement seulement en termes de morphismes linéaires de magmoïdes. Nous 
h 

prouyohs que DL est close par composition (th6orème 11-51. 

On peut ajouter à une transduction classique la capacité de tester 1 
, des égalitzs. Pour les mêmes raisons que ci-dessus, on borne ces tests 1 

et générations d'égalités. On obtient les transformations conservatives, 
f i  

qui s'expriment simplement par les bimorphismes LL de magmoïdes (et sont 

beaucoup plus large que les précédentes). 
* A 

La classe LL n'est pas close par composition (G2 # LL) mais 
A 3  l'est à l'ordre 2 (c2 = LL ) (Théorème 11-8) ! Nous caractérisons la 

/- 
clôture comme étant la classe QB des quasi-bimorphismes de magmoïdes 

(Théorème 11-9). Les morphismes apparaissant dans cette classe sont toujou.rs 
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v ,  , transfpr~~gationnelles ( 111-2 ) . . , -- l i e :  . 1 e' -d ;=- 49,-:---< 

l # $ -  el . ,  f < , ; % s :  ' - Nous comparons d'abord les "capacités transformationnelles" de , 

. J >:4- . 'JW ' - 
,:' -$.différèiits modèles (111-2-3-1). Nous montrons que ces modèles sont 

%.,;2 b*v-! - *- i~7&+&3équivalents, non seulement du point de vue des transformations des l m  -.. .. - ,', -. .;, < ..Y q.+i,,J:i"-A feuillages des forêts, mais du point de vue des forêts elles-mérites. Des ' 
;id 1 
;&modèles appariament très restrictifs sont en fait équivalents aux modèles$ r ;-Y-;Tp" ; - 

@- , - a  AT-** "? . . fi q~i~:g6néraux (Théorème 111-3). Par auample e, on peut toujours se dispenser de " 
*b-t,<T.+l&$&- 

;*~!~~@tests = - - ,  et de générations dtégalit6s et d'effacer sans restreindre la, 

capacité des transformations. Ces résultats à priori peu conformes 3 

l'intuition s'expliquent par le fait que les transformations qui font 
\ 

passer d'un modèle à l'autre sont elle-même sans base empirique. Ainsi, 

"tout est en tout et réciproquementt', mais les contraintes (profondsw? 
2 

bornée) que nous imposons à nos transformations sont un moyen de "séparer 
k 

,math6matiqueisient cg qui l'est intuitivementw. 

Une cr9tique des grammaires transformationnelles (111-2-2) 

nous amène à considérer de façon privil8giée les transformations composéss 

de transformations conservatives. Alors, nous caractérisons la cl8turco 

par composition de différents types de transformations - Aucun dsultat 

de ce genre n ' existait auparavant, bloquant 1 ' étude des graramaires 
t~ansfo~tionnelles 'du point de vue des transductions (nous 46veloppons 

ce point Qe vue en 111-2-2). En fait, nuus n'avons glus qu'à interpréter 

,dans le cadre des gramaires transformationnelles nos rrlsultats généraux ! 

(voir 111-2-3-2). Ces derniers étant puissants, leurs illustrations le sont 

aussi. Par exemple, nous savons que la clôture par composition des trans- 
6 /4 .  

formations conservatives est la classe DL O LD, (Thgorame 11-91, 
\ 
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Ceci s t i n t e rp ré t e . en  gros comme s u i t  : sai, partafit d'un noyau, on a l t e rne  

un no-e quelconque de f o i s  tests e t  gén6rations bm6s  d%galitOs, a$ 

bien s b  transfbrmstions reconnafssables, on peut aoujourt3 s 

une transformatian reconnaissable puis des genérations - brn&e$ df&gal i t6 ,  

puis des t e s t s ,  puis une t r an*Eomt ibn  reconnaidsable sans ité& ces op6ratioas 

(Théodme 111-6). Autrement d i t ,  Italtc)rcnafice est f f 3 ~ ~ 0 3 e e .  

Notre étude faet en évidenkc l ' i n t k r ê t  des quasi-bi 

qui sont la  c la ture  par  composition des transformations conservat ives.  

Nous étudions de nombreuses sous classes,  l eu r s  s i g n i f i c a t i o  

e t  l eu r s  propriétés (Théorème 111-4). 

r 
D'une façop nanisation de notre  t r a v a i l  appel le  

qyeLques pmarques . 
.- . '. 

L'adject i f  "classique" s e  ré fè re  aux connaissances antér ieures  * 
essen t ie l les ,  survolées de façon informelle par 3.W.Thatcher dans Cg01 

e t  synthétisées par J. E n g e l f r i e t  dans C511. Rappelons que l a  théor ie  . . 
des magmoldes est exposée dans CADI en préliminaires commun à l a  thèse  1 

I 
d'A. Arnold CA1 e t  à l a  présente thèse. Néanmoins, nousdsurnons in fomel -  

lement dans ce t r a v a i l  ce q u ' i l  e s t  indispensable de savoi r  t a n t  de  la 

thgorie* classique des transductidns de ford t s  11-1-2-3, 1- 1-5) que de - 
be l l e  des* nra&mfbs (1-1). ' 
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Nous disposons maintenant a-un cadre algbbrique adgquat - les maginafdea - 
et d 'out i l s  élabo16s - l e s  bimorphisum - pour développer une théorie des 

cônes de forêts ,  comme le j u s t i f i e  l a  diversi té  des motivations. 





L ~ S  notions et les propriétés que nous présentons dans cette 

première partie seront non seulement utiles dans la suite mais doivent 

être considérées comme "une boite à outils" d'intérêt général pour une 

étude "fine" des transformations dans les magmoides, et doivent être 

abordées comme telles. En particulier, l'assimilation de toutes les notions 

n'est pas nécessaire à la compréhension de l'idée générale des résultats 

fondamentaux de la deuxième partie. En effet, certaines notions n'ont 

qu'une utilité technique et apparaissent dans les preuvt-:, et non les 

énoncés des théorèmes ; d'autres notions ne sont pas essentielles à 

l'esprit des résultats fondamentaux dont elles n'introduisent que des variantes. 

C'est pourquoi nous précisons (en introduction de chapitres, en remarques 

ou commentaires) l'intérêt (technique, secondaire ou essentiel) des outils 

présentés. Nous situons les plus importants et les illustrons d'exemples. 

Nous présentons en 1 - 1 une description détaillée des principaux 
concepts. Les motivations de certains d'entre eux apparaitront en partie II. 

En 1 - 2, nous donnons des propriétés élémentaires, d'intérêt général et 

souvent de preuve assez facile (les points délicats ou "à priori" surprenant 

sont alors signalés et commentés). 



DEFINITION DES OUTlLS DE BASE 

une desCriPt% on d i i t i i l l é e  de l,a3' .. 
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notion d 'arbre .  Nous res i tubns  informellement l e  .cadre des nrsigue&des., 
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notions nên6~al iaen t  ce l l e s  déj$ exi~ta&fBe~ ie cas classique :.grosso 

modo,( - 
La COlkp iét~dfS devient assez lourde a manipuler e t  de n d r g u x  d é t a i l s  t echahues  

apparaibsent, mais s e s  proprié tés  générales et son comportement n , s ten t  simples 

concevoir e t  énoncer.: ~ jbu td l i s  il'd dmp16%usé,nv\i%t;ervient pas dans la  

nature de phénomiones e s sen t i e l s  étudiks i c i  ( inversion de morphismes, composition 
, de bimohhismes mais donne des var iantes  importantes de r é s u l t a t s  obtenus ; 

par  contre l a  complétude est l i é e  à l a  f i d é l i t e  (1 - 2 - 1 - 4 )  qui est 

esgent ie l le  dans la  preuve de l ' importante carac t ion 'des hypertransduct ions 

invemib2es (théodrne 6, II - 2 -:3 - 2).  La g p q ~ a i t r a  came indis-  

p u s a b l e  &.llBBt&ntion de bons r é su l t a t s ,  comme dans 19 cas classique,  mais on 

rem&quera,qub la  l inéar i tb -  est ici beaucoup moiris res t r ic?ive< que dans 
b 

le cas. CLWSW* j C ~ W  

a au l i e q d r e n  @XB aqu* dane; l e  cas c 

s t r i c t i t u d e ,  au cont 
A 

ésu l@ts  - de composition de l a  p a r t i e  II, e t  pour des raisons peu apparentes 

"à priori4:  ( m b  II - 1 - 4, II - 1 - 5, compwr  les théorèmes 2 et  3 

II -- 2 - Ip. .La notion d 

est sans équivalent dans i. ba. ,,s morphismasL Flassigue 

s6panés de façon t r i v i a l e  . Cette notion est absolument fondamentale. El l e  

parmet de résau&& ; % e q h w d s  . 6 .LA problèmes1' exposés p lus  l o in  : inversion de 

morphisrnes~(1emnie 2 de II - 1 - 2 puis  théo&me l), carac té r i sa t ion  de l a  
2 c l a s se  TI etc. .  . (théorème 2).  Aussi avons nous longuement commenté e t  

illus-€& w t t e  notion en (1 - 3 - 2 - a ) ,  mettant en évidence l e  cas tds  

hpartaat de. tprphisiies l i néa i r e s  et séparés 3 d é l à i  borné. C e u x r i  serobt 
en e f h t  en f $a 4d 001i)ptq Illa c l o t u r e  par inyersion" ;des , ~ ~ ~ ~ h i s ~ s  . A  . - +n+irss 

(IL r n  2 7 : 1, - 1 et 41 :et d d t e m i n e n t  l e s  classes les pius large@ de _ $  c b i ~ q p h i  .,.+ smes 

syuidtsiques ,"8yant de &mes ppgwi+Qsq. (thèorhqs 2, 6, 7 ) . Qraytre 4 -> & c i  , p q t  , 
pami l e s  autF8 t y m s  a nroqxhisrlges i p t r@gi t s  en 1,-1-3, rqnarquona 3)  encore 

l ' i rgiortante et simple notion de d k r q u a g e ,  Esmarquons que les au t res  typer de 

. & P P Q ~ ,  saas-.$ eu@&aa* .haa~gé!ne . r 1 ~ q t .  )ln ~ ~ f c t $ r p  tachnipus 

, Mi n'en wnd. gqis . b i ç m g ~  n6~esa?+q q ppemiape , I?çtw+, - 7 . T, . a,i 

, 

l 

7 '  f .  ' * '  r L I  * 1' - 
, >  &ln, e n  (1 - 1, - 51,  nous définissons l es  c lass iques  trapsducteurs 

a l b t a t s  f i n i s  de forBts en nous contentant de rappeler l e s  principaux 





1 - 6  

( 1 - 1 - 1 - 0 - 3 )  Nous a b r é g e r o n s  s o u v e n t  k d i 1  T ( C  ) en T k ( L ) .  

La d é c o m p o s i t i o n  c a n o n i q u e  d ' u n  a r b r e  i n d e x é  e n  un 

a r b r e  s a n s  t o r s i o n  composé à une  t o r s i o n  n o u s  améne à d é c r i r e  

s é p a r é m e n t  c e  q u i  e s t  s p é c i E i q u e l a u x  a r b r e s  s a n s  t o r s i o n '  e t  c e  

q u i  l ' e s t  a u x  ' t o r s i o n s '  r e s p e c t i v e m e n t  e n  1-1-1-1 e t  2 .  E n f i n ,  

n o u s  é t u d i o n s  e n  1-1-1-3  l a  r e l a t i o n  ' ê t r e  s o u s  é l é m e n t  d e '  ( u n  

é l é m e n t  d ' u n  magmoïde T ( C )  é t a n t  un  a r b r e  ou  un u p l e  d ' a r b r e s ) .  

1-1-1-1. L e s  a r b r e s  : 

S o i t  t un a r b r e  ( o u  p l u s  g é n é r a l e m e n t  un u p l e  d ' a r b r e s ) .  

1 -1-1-1-1  On a p p e l l e  noeud d e  t t o u t e  o c c u r e n c e  d a n s  t d ' u n e  l e t t r e  

g r a d u é e  ou d ' u n  i n d e x .  C e t t e  l e t t r e  ou c e t  i n d e x  s o n t  l e  

( 1 - 1 - 1 - 1 - 2 )  l a b e l  du n o e u d .  S i  l e  l a b e l  e s t  un i n d e x ,  l e  noeud  

( 1 - 1 - 1 - 1 - 3 1  e s t  e n c o r e  a p p e l é  v a r i a b l e .  Dans c e t t e  s o u s  s e c t i o n ,  q u e  

l e s  é l é m e n t s  s o i e n t  a v e c  o u  s a n s  t o r s i o n s ,  l e s  v a r i a b l e s  n e  j o u e n t  

p a s  d e  r ô l e  s p é c i f i q u e  p a r  r a p p o r t  a u x  a u t r e s  n o e u d s .  

( 1 - 1 - 1 - 1 - 4 )  La t a i l l e  d e  t e s t  l e  nombre  d e  s e s  n o e u d s .  On n o t e  Itl 

l a  t a i l l e  d e  t .  

1 - 1 - 1 - 1 - 5  Remargg: - - - - -  : 

I l  s e  p e u t  év idemment  q u e  d e u x  n o e u d s  d e  t a i e n t  l e  

même l a b e l .  On p e u t  t o u j o u r s  d i s t i n g u e r  n o m i n a l e m e n t  l e s  n o e u d s ,  

e n  l e s  n u m é r o t a n t  i n j e c t i v e m e n t  p a r  e x e m p l e .  P a r  commodi té  

d ' é c r i t u r e ,  n o u s  l e  f e r o n s  r a r e m e n t  e x p l i c i t e m e n t ,  c o n f o n d a n t  l e  

noeud  e t  s o n  l a b e l  quand  l e  c o n t e x t e  é v i t e  t o u t e  a m b i g u ï t é .  A i n s i  

p a r l e r o n s  n o u s  du ' n o e u d  a '  p o u r  d é s i g n e r  un c e r t a i n  n o e u d  d e  

l a b e l  a .  / / /  

( 1 - 1 - 1 - 1 - 6 )  s o i t  ~ E T ( C ) ~ .  Nous n o t e r o n s  d s u p ( t ) z p  l e  d e g r é  s u p é r i e u r  
q  

d e  t e t  d i n f ( t ) = q  s o n  d e g r é  i n f é r i e u r .  

1 -1 -1 -1 -7  L ' o r d r e  < '  - - - - - - - -  t '  
t é t a n t  f i x é ,  n o u s  d é f i n i s s o n s  e n t r e  s e s  n o e u d s  un 

o r d r e  p a r t i e l ,  n o t é  < d é f i n i  comme s u i t  : t ' 
1) aR t b < = > t  s e  d é c o m p o s e  e n  t = t l ( t 2 , a ( t 4 , b . t 6 ,  t 5 ) ,  t 3 )  

I I )  ; e s t  l a  c l o t u r e  t r a n s i t i v e  d e  R t  



I l  e s t  f a c i l e  d e  v é r i f i e r  q u e  < e s t  un o r d r e  p a r t i e l  e t  q u e  a < b  s s i  t t 
a e t  b  c o n f o n d u s  o u  t s e  d é c o m p o s e  e n  t = u 1 ( u p , a . u q ( u  , b . u 7 , u 6 ) ~ u 3 ) ~  

5 
S i  a R t b ,  on  d i t  q u e  a e s t  p r é d e c e s s e u r  i m m é d i a t  d e  b  e t  b  s u c c e s s e u r  

I i m m é d i a t  d e  a .  S i ,  d a n s  I ) ,  d s u p ( t 4 )  = i ,  o n  p e u t  p r é c i s e r  q u e  b  

e s t  i + l è m e  s u c c e s s e u r  i m m é d i a t  d e  a .  S i  a ;b ,  on  d i t  é v i d e m m e n t  

q u e  a  e s t  p r é d é c e s s e u r  d e  b  ( o u  a p r é c é d e  b) e t  q u e  b e s t  S u c c e s s e u r  

1 d e  a . ( o u  q u e  b  s u c c è d e  à a ) . / / /  

1 - 1 - 1 - 1 - 8  ----  Une propcim~e-ig-< 
t 

S i  d s u p  ( t )  1 ,  l ' e n s e m b l e  d e s  n o e u d s  d e  t ,  mun i  d e  ; , e s t  

un i n f - d e m i  t r e i l l i .  La p r e u v e ,  é l é m e n t a i r e ,  e s t  l a i s s é e  a u  l e c t e u r .  

L ' é l é m e n t  m i n i m a l  e s t  a p p e l é  Sommet d e  t . / / /  

( - 1 - - 1  Le. f e u i l l e s  d e  t s o n t  l e s  n o e u d s  d e  t ,  a u t r e s  q u e  l e s  

l v a r i a b l e s ,  max imaux  p o u r  < ( c ' e s t  à d i r e  s a n s  s u c c e s s e u r  i m m é d i a t ) .  t 
Un n o e u d  e s t  u n e  f e u i l l e  s s i  s o n  l a b e l  a p p a r t i e n t  à C Un n o e u d  O ' 
e s t  p r i m a i r e  s s i  i l  p o s s é d e  a u  m o i n s  un  s u c c e s s e u r  q u i  s o i t  u n e  

v a r i a b l e  ; s i  a u c u n  s u c c e s s e u r  n ' e s t  u n e  v a r i a b l e ,  l e  n o e u d  e s t  

d i t  s e c o n d a i r e .  Un é l é m e n t  s a n s  v a r i a b l e  e s t  un  é l é m e n t  d e  T ( L I O ,  

un é l é m e n t  e s t  Sans f e u i l l e  s i  a u c u n  n o e u d  n ' e s t  u n e  f e u i l l e  

I ( t o u s  l e s  é l é m e n t s  max imaux  s o n t  d e s  v a r i a b l e s ) . / / /  

1 1-1 -1 -1 -10  L e s  S O U S  b r a n c h e s  d e  t s o n t  l e s  s u i t e s  ( a )  = i a I , . .  . , a p )  

t e l l e s  q u e ,  p o u r  t o u t  i ,  a  
i+ l  

s o i t  s u c c e s s e u r  i m m é d i a t  d e  a i .  

La 1 0 n g u e u r  d e  l a  s o u s - b r a n c h e  ( a ) ,  n o t é e  l o n g  ( a ) ,  e s t  é g a l e  à 

p - 1  s i  a e s t  u n e  v a r i a b l e ,  à p  s i n o n .  Une b r a n c h e  e s t  u n e  s o u s -  
P  

b r a n c h e  o ù  a  e s t  m a x i m a l  e t  a l  m i n i m a l .  La p r o f o n d e u r  d e  t ,  
P  

n o t é e  p r o f ( t ) ,  e s t  l a  b ' o r n e  s u p é r i e u r e  d e s  l o n g u e u r s  d e s  b r a n c h e s  

d e  t .  / / /  

1-1-1-1-11 I l l u s t r o n s  s u r  un e x e m p l e  l e s  d é f i n i t i o n s  c i - d e s s u s .  

C o n s i d é r o n s  l ' a l p h a b e t  C =  ( a , 3 )  , ( b , 2 )  , ( c , 2 )  , ( b , i )  , ( a , o )  . - 
1 s o i t  t = a ( b ( a , c ( a , x  1 ) ) , ~ ( x ~ , x ~ ) b b a ) r T ( L ) ~  

N o t a t i o n  --------  : Confo rmémen t  à l ' u s a g e  d a n s c ~  a, n o u s  o m e t t o n s  l e s  

p a r e n t h è s e s  p o u r  l e s  c h a i n e s  m o n a d i q u e s ,  é c r i v a n t  b b a  p o u r  b ( b ( a ) ) .  

t s e  s c h é m a t i s e  e n  



On pourrait distinguer les noeuds en les numérotant ou, de façon 

moins lourde, en désignant par exemple par bl, b2, bg les trois 

occurences de b, numérotées dans l'ordre où elles apparaissent, 

de gauche à droite, en écriture parenthésée. a est le sommet ; 

c et c2 sont incomparables ; b2 est prédécesseur de a3 ; cî 
1 

est 2ème successeur immédiat de a ; (a, b 1 ) et (a,b2) sont deux 

sous-branches (distinctes évidemment) de t ; (a,bl,c1~2) est 

une branche de longueur 4 ; (a,c2,x2) est une branche de longueur 

2 ; la taille de t est Itl= 1 2 et la profondeur est prof(t)=4 ; 

cl est un noeud primaire, b2 est secondaire ; inf (a1,a2)=bl./// 

1-1-1-1-12 Eléments - - - - - - - - - - - -  marqués - - -  : 

Soit M un ensemble de symboles et tcT(C ) .  On dit que 

t e s t  ITlarqué par m (m est un élément de M) ssi les labels des 

noeuds autres que les variables de t sont modifiée de façon que 

1) deux noeuds n'aient pas même label 

II) l'ensemble des nouveaux labels est en bijection avec 

une partie de CxNx M et si l'ancien label du noeud était 'a', 

le nouveau est en correspondance par la bijection avec un élément 

de la forme (a,i,m). 

Par exemple, les labels de t marqué par m seront de 
i la forme (a,i,m) ou a ou a etc... . / / /  mi 

1-1-1-2 Les torsions. 

Préliminaire : les k-variables'. 
t 

(1-1-1-2-1) Soit kcN . Notons - kB le produit tensoriel de la seule 

application de [kl dans Cl1 p-1 fois par elle-même. On a donc 

kBPcOkP et, pour icCp1 et jcckl, k8~(k(i-l)+j) = i. 
P 

(1-1-1-2-2) Nous noterons - k8 l'application partielle de 0 dans O 

définie par : 
t3 @q P 

yeéoP k (0) = 0 . k  E O  
kq' q 

8 8 
(1-1-1-2-3) Notation : nous écrirons k (8) = 0.k: confondant k avec 

le seul kBq pour lequel la composition 8.kBq a un sens. 

. - 

(Im(8) désigne.évidemment l'image de 0). Si la valeur de k est 

sans ambiguïté par le contexte, on omet parfois de la préciser. 



Pl Pk 
II) Soit O . . . ,BkcO avec pour tout irckl, Pi>O; 

Q ' 4 
8=<8 ..,Bk> désigne la torsion de O 'Plt .+Pk défi ;A - par 1" 9 

e(plt.. .tpi-,tj) =Oi( j) 

pour tout icCkl et jr[pil. 

Inversement, soit 8rOP et P l,.a-,Pk des entiers> O 
9 

tels que P1t..+p = p. k 

8 se décompose alors en : 

8= <8,,. . .8 k> 
où, VicCkl, On pose Bi(j) = 8(pl+...tpi-,+j)./// 

III) p r g ~ r i g g e  
a)tou@=<el ,. . . ,Ok>€ QP peut s 'écrire (elo. .$Ok). kr où,  de 

q 
plus k s  ~k di1 o si q = kq'. 

b )  inversement, tout (e18 8ek).kr peut s'écrire <s'l,* . ,O 'k' 
Preuve : Le point b )  est une conséquence de II) 

Prouvons a) : 

a) il suffit de définir k 5  par : 

- kcr @ kq 
4 

B )  Prouvons l'égalité de 8=<81,..,8 > et (O1@ @Bk).kS k 
soit 1cCd. 1 se décompose de façon unique en 

1 = Pl+ +Pi-l tj avec j ~ C p . 1  (car les p.>O). 1 1 

on a û(1) = ûi(j). 

D'autre part, (O1@ @ek)l q(i-l)+ei(j) par définition 

du tensoriel, d'où kS(q(i-l)t8i(9)=8i(j) et le résultat. 

y) si de plus q = kq', kS est défini par 
k5 (kfql(i-1)Bj)z-j pour tout jçkq' donc kS rkdilO ///CgFD 

Soit < O > =  <B1,..,Bk> (tous les Bi de même degré inférieur), soit 

a c Ckl, on pose 

Interprétons intuitivement ces notions. Rappelons 

d'abord C A  Dl que toute 8rOP s'identifie à 
9 

<9 ; X811)'"''x8(p) > ,  ce qui fait le lien entre la notion de 

'torsion' 8 et celle de 'suite des variables' d'un élément 



- 
t = t . 8  d e  T ( C ) .  Confo rmémen t  à [ A  D l ,  comme r a p p e l é  e n  i n t r o d u c -  

t i o n  d e  1-1-1, o n  ome t  s o u v e n t  d e  f a i r e  f i g u r e r  q  a v a n t  l a  

s u i t e  x  e ( l ) ' " ' x e ( p )  . P a r  l a  s u i t e ,  s e l o n  l e s  c a s ,  o n  m a n i p u l e r a  

l e s  n o t i o n s  d e  v a r i a b l e s  o u  d e  t o r s i o n s .  

On s a i t  C A  D l  q u e  k d i 1  T(X) c o n t i e n t  l e  s o u s  magrnoide 

d e  t o r s i o n  k  d i 1  0  i s o m o r p h e  à O .  En p l o n g e a n t  p a r  ik ( n o t a t i o n  

d e  A - D )  k  d i 1  O d a n s  0 ,  l ' i s o m o r p h i s m e  s e  t r a d u i t  e n  u n e  

b i j e c t i o n  d e  8  s u r  i ( k  d i 1  0 )  q u e  n o u s  n o t e r o n s  k  e t  d o n t  i l  k 
e s t  f a c i l e  d e  v o i r  q u ' e l l e  s e  c a r a c t é r i s e  p a r  l e s  d e u x  p r o p r i é t é s  : 

8 
( 1 - 1 - 1 - 2 - 6 )  1) k ( 6 ) . k 8  = k . 8  

I I )  k ( 8 )  c r o i s s a n t e  sur  c h a q u e  i n t e r v a l l e  C ( i - l ) k + l , i k ) l .  

C e s  p r o p r i é t é s  s o n t  e n  e f f e t  é q u i v a l e n t e s  à d i r e  q u e  

1 - 1 - 1 - 2 - 7  V 8 ~ 0 P , V i ~ C p l , j ~ C k l ,  k(8)C(i-l)ktjl=(8(i)-l)k+j,. 
9 

1 En t r a d u i s a n t  e n  t e r m e  d e  ' v a r i a b l e s ' ,  k a s s o c i e  à x i l a  s u i t e  
l 

< X  ( k - 1 ) i + l 9 .  y x ( k - l ) i + k >  

I n t u i t i v e m e n t ,  l a  v a r i a b l e  x ' é c l a t e '  e n  k  c o m p o s a n t e s .  ( c e c i  i 
e s t  p r é c i s é m e n t  d é v e l o p p é  d a n s  [ A  D l ) .  

( 1 - 1 - 1 - 2 - 8 )  P o u r  c e t t e  r a i s o n ,  n o u s  d i r o n s  q u e  X ( k - l ) i + j  e s t  l a  jème 

composan te  d e  l a  k v a r i a b l e  x i .  
En p a r t i c u l i e r ,  un  k  m o r p h i s m e  a s s o c i e r a  l e s  

l k c o m p o s a n t e s  x  ( k - l ) i + l 5 " ' ? k - l ) i + k  
à l a  v a r i a b l e  x i .  C ' e s t  

c e  d e r n i e r  p o i n t  q u i  m o t i v e  l e s  d é f i n i t i o n s  q u i  s u i v e n t .  

( 1 - 1 - 1 - 2 - 9 )  ---------  l i n é a r i t é  : 8  e s t  d i t e  l i n é a i r e  s s i  e l l e  e s t  i n j e c t i v e  

( c e t t e  n o t i o n  e s t  abondamment  u t i l i s é e  d a n s  [ A I ) .  

Nous i n t r o d u i s o n s  m a i n t e n a n t  d e  n o u v e l l e s  d é f i n i t i o n s  r e l a t i v e s  

a u x  t o r s i o n s .  L e u r  i n t é r ê t  s e r a  j u s t i f i é  p a r  l a  s u i t e .  

1 

( 1 - 1 - 1 - 2 - 1 0 )  s é p a r a t i o n  - -  - ------  : S o i t  6 = < 8  . , O  > € O  
1" k k q  

1 )  ---------  d é f i n i t i o n  : 8 e s t  d i t e  k - s é p a r é e  s s i ,  V i e t  j d i f f é r e n t s  

e t  C C ~ ] ,  I k (  8 i ) n I k ( 8 . )  = @. I n t u i t i v e m e n t ,  c e l a  s i g n i f i e  q u ' i l  
1 

n ' e x i s t e  a u c u n  c o u p l e  ( i , j )  t e l  q u e  I m ( B i ) e t  1 ( 8 . )  c o n t i e n n e n t  
m 1 

d e s  c o m p o s a n t e s  d ' u n e  même v a r i a b l e .  
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donnant  uir Çnan&? mus. pcourrlrons 4t.i.t 6 ~ u $ ~ i l e + q & ~  .,.,., . - 
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II) D e f i n i t i o n  & g u i v a l e n t e  1 . " . r  : j " ------------ --------- . 
0=<91,. . , B k )  est  d i t e  k s d $ a ~ & a  ss i  %ft1;. et*' k i s l s  - cf+iii 

, 7 

o u s  n e  pourr 

On p e u t  donc d 4 f i n i r  une p e r m u t a t i o n  p d e  Lql p a r  : 

.,' !F - 1 
\ ! < p ( ? i . l , =  jS. .# 1 

, p o s o n s  d ' a u t r e  pàrt : 
- ,b, . T  : , , r k r .  - ,  P r~ nj 
p ( i j )  = 1 .  Y 1 .  J 

lJ .ce, 
1 

et@$ 89 t & e k ~ ~ d % ~ h ~  , ; 3 3  * 3 
Poio.. C = k d i 1  h h P 1 >  

, . CI  2 r .A 

X * '  % * i i $ 2 a  p a ~ .  aonatru 
k t i  I pobu*.r que $tn6i)5i  

- ., 

- , = : .  p i " ( f  >y.;: . G .  7 4 f i J 4 2 ;  
' * a r t q  @.iee:kj ! a i x =  i < ( * - +  +SI )?** Ti). 

[?@O2 .b % + ,  p - , &. ? >  r- * , t r i .  f y 2 2  $ r r = A n i  - 
, r & ? @ f @ ; ~ , ~ * ~ u v $ ~ , ~ ~ @ .  . .  ; : I , . J ~ , :  > '  ,J -, - - i " 

\ kL&li, <g:',(k&pI+,F. +ni 
. , . - 5  . - - i  3 2 . 8 5 - J  :. . . 

i O r ,  il e z t l s t t ~  ineFk(Oi )  e t  V L C ~ I  t e l .  q y t ~  .g-xvgt,*a 
1 B i f ) ) ô t k ( i  ) 4 V ' - - - . - - - w 

- m \.a-?"* 

ex 
~n 4 alors d t l ( j >  = )< t i ~ i y . ' < k ( ~ ~ ~  j 1 +VI-' = k t i  

ilL y. . , -..- L 



- 1 i 
k  d i 1  ii ( k ( n l t . + n i - l t m )  t v )  = k ( i m )  f v 

b )  i n v e r s e m e n t ,  s o i t  e = e 1 1 8  8 8 ' k 5  a v e c  5  € k  d i 1  O e t  

5  i n j e c t i v e .  

P  S u p p o s o n s  B ' icO i ( a v e c  pi>O t o u j o u r s )  

P. A l o r s , B  s e  d é c o m p o s e  e n  e= ( f31 , . . , f 3k )  a v e c 8 . ~ 0  1 
1 

La p r e u v e ,  f a c i l e ,  q u e  i # j J  I k ( B i ) n I k ( ( B )  = 0 e s t  l a i s s é e  a u  
3 

l e c t e u r / / /  
C Q F D  

t 
( 1 - 1 - 1 - 2 - 1 1 )  C o m p l é t u d e  - - -  - - - - - -  : s o i t k ~ N  e t  V c C k l ,  s o i t 9  = < e l , . . , e k >  

a p p a r t e n a n t  à O 
k q *  

o n  d i t  q u e  @ e s t  [ V I  - k c o m p l é t e  s s i  

u 1 ( 8 , )  = Cql  S i  v=Ckl, on d i r a  q u e 9  e s t  k c o m p l i 2 t e .  k  s e r a  i c V  k  
s o u s  e n t e n d u  s i  l e  c o n t e x t e  é v i t e  t o u t e  a m b i g u i t é .  

R e m a r q u o n s  q u e  s i  k  = 1, 8  e s t  c o m p l é t e  s s i  e l l e  e s t  s u r j e c t i v e .  

1-1-1-2-12 P r o p r i é t é  : S o i t  M u n  magmoïde  d é c o m p o s a b l e ,  s o i t  T(M) l e  

magmoide  p r o j e t a b l e  o b t e n u  p a r  a d j o n c t i o n  d e  t o r s i o n  a M ,  a l o r s ,  
s i  e e s t  l i n é a i r e ,  e e s t  l i n é a i r e  p o u r  t o u t  ~i t e l  q u e  9  e s t  

Li ii 
d é f i n i .  S i  < e l ,  , e k '  e s t  k s é p a r é ,  < ( e l ) I J , . .  , ( e k ) <  e s t  k s é p a r é .  

P r e u v e  : Le l e c t e u r  s e  r e p o r t e r a  à [ A  D l  p o u r  l a  d é f i n i t i o n  d e  

l ' a d j o n c t i o n  d e  t o r s i o n  e t  d e  l a  n o t a t i o n  ' 0  ' .  
IJ 

La p r o p r i é t é  é n o n c é e  e s t  u n e  c o n s é q u e n c e  f a c i l e  à é t a b l i r  d e s  

C o r o l l a i r e  : S o i t  C t  , ~ I ~ T ( M ) ;  e t  [ u ; r l c ~ ( ~ ) ;  

a l o r s ,  s i  9  e t  r s o n t  l i n é a i r e s ,  B u .  r e s t  l i n é a i r e .  

S o i t  < C t l , e l l , . , [ t  ; e  l>. A l o r s ,  si<fJ1, . . , O k >  e s t  s é p a r é ,  a l o r s  k k  
< ( 8 1 ) p . r , . . . , ( e  ) . r >  e s t  s é p a r é .  

k  ii - 
En p a r t i c u l i e r ,  s i  M T ( C l ,  on  o b t i e n t  q u e  s i  t e t  u e T ( C ) ,  - - 1 - ~ 

a v e c  t = t . û c T ( L ' )  ) k t  u =  i i . r ~ T ( C ) : ,  a l o r s  t . u =  v5  
9 .. .., 

a v e c  5 l i n é a i r e  s i  8  e t  r l e  s o n t .  S i  t = 4 t l . B 1 , . .  , t k . e k > ,  a l o r s  

- 
t . ~ = ( 3 ~ 5 ~  , . . , v k c  k) a v e c  < c l , . .  , G k >  k  s é p a r é  s i  ( O 1 , . .  , B k )  l ' e s t .  

Ces r é s ~ i l t a t s  s o n t  u n e  c . o n s é q u e n c e  i m m é d i a t e  d e  ( 1 - 1 - 1 - 2 - 1 2 )  - 
i l s  s ' é n o n c e n t  b r i é v e m e n t  e n  



1 - 1 - 1 - 2 - 1 3  ' L a  l i n é a r i t é  e t  l a  s é p a r a t i o n  s o n t  c o n s e r v é s  p a r  

c o m p o s i t i o n '  

1 - 1 - 1 - 2 - 1 4  Remarque  : La c o m p l é t u d e  n ' e s t  p a s  c o n s e r v é e  p a r  c o m p o s i -  

t i o n ,  s a u f  d a n s  l e  c a s  où  k  = 1; 

P r e u v e  : s i  k  = 1, 0  e s t  c o m p l é t e  d o n c  s u r j e c t i v e .  I l  e n  e s t  

d e  même d e  0  , d ' o ù  l e  r é s u l t a t  
Fi 

s i  k  > 1, l ' e x e m p l e  s u i v a n t  p r o u v e  l a  r e m a r q u e  : 

1 
e x e m p l e  : k = 2 ,  s o i t  a =  < a ( x 2 ) , à > e ( 2  d i 1  T ( C ) ) l  

l a  t o r s i o n  x e s t  2 - c o m p l é t e .  C o n s i d é r o n s  
2  

La t o r s i o n  d e  a.a e s t  O e t  n ' e s t  p a s  c o m p l é t e . / / /  
2 

D ' u n e  f a ç o n  g é n é r a l e ,  o n  v e r r a  q u e  l a  n o t i o n  d e  c o m p l é t u d e  

e s t  l o u r d e  à m a n i e r  d a n s  l e  c a s  o ù  k > l .  

Nous u t i l i s e r o n s  s o u v e n t  l e  lemme s u i v a n t .  

1 - 1 - 1 - 2 - 1 5  lemme : 1) s o i t  e r o P , e 1 r  0:. Si e e s t  i n j e c t i v e ,  
q  

il e x i s t e  5. O: t e l  que o.< = e t .  

II) s i  q  = r, on peut  c h o i s i r  s b i j e c t i v e  s i  e t  e s t  i n j e c t i v e .  

preuve  : V j E Cql 

1 )  - s i  j  C Im(B), on peut  d é f i n i r  < ( j )  a r b i t r a i r e m e n t  

- s i  j E Im(û) ,  il e x i s t e  un s e u l  i ( c a r  0  est i n j e c t i v e )  t e l  que 

@ ( i l  = j .  On pose a l o r s  < ( j )  = e l ( i )  e t  on a  a i n s i ,  p a r  c o n s t r u c t i o n ,  

V i E Cpl ,B1( i )  = < ( B ( i ) ) .  

I I )  s i  8 '  e s t  i n j e c t i v e ,  l a  r e s t r i c t i o n  de 5 à Im(0) e s t  une b i j e c t i o n  s u r  

T::(B1). Puisque q  = r e t  Card ( Im(8) )  Card( Im(B1)) ,  on a  

Card(Cq1-Im(0)) = Card (Cr]-Im(B1 )) .< peut  donc ê t r e  prolongé s u r c q l  -Im(8 ) 

en  une b i j e c t i o n . / / /  

----- ----- ------- P  1-1-1-2-16 Remargue impor tan te  : S o i t  8 ~ 0  e t  0 '  €0;. 
q  

Conformément à r~ D l ,  nous notons 8 . e 1 =  008' La composée a u  s e n s  des  

r e l a t i o n s  de 8 e t  0 ' .  S i  b i e n  que, pour  i ~ [ p l ,  nous é c r i r o n s  8 . 8 ' ( i ) = e 0 9 ' ( i )  

= û l C û ( i ) l .  

1-1-1-2-17 Notat ion -------- : S o i t  f une a p p l i c a t i o n  d 'un ensemble E dans un ensemble F. 

La r e s t r i c t i o n  de f à une p a r t i e  A de E s e r a  no t ée  f (Cec i  vau t  en 
I A '  

p a r t i c u l i e r  pour l e s  t o r s i o n s ) .  t 



1-1-1-3. Les sous a r b r e s  

J. 
S o i t  un a r b r e  t - c ' e s t  à d i r e  un élément de T(C) ,. Grosso 

modo, l e s  sous a r b r e s  de t se ron t  l e s  'morceaux de t q u i  s o n t  des  a r b r e s ' .  

 idée i n t u i t i v e  e s t  c l a i r e  e t  s e  p r é c i s e  : 

1-1-1-3-1 t ' s o u s  a r b r e  de t ss i  t s e  décompose en t = t l ( t 2 , t 1 . t 3 , t 4 ) .  

Nous noterons t '< t .  I l  e s t  à n o t e r  que, comme dans l e  c a s  des  noeuds, 

t peut  a v o i r  deux occurrences d i f f é r e n t e s  de  sous a r b r e s  ayant  'mêmes 

l a b e l s ' .  P l u s i e u r s  choix sont p o s s i b l e s  : s o i t  qu'on cons idère  l a  

r e l a t i o n  < s a n s  t e n i r  compte des occurrences ,  on o b t i e n t  a l o r s  un o r d r e  
1 

s u r  T(C) ; s o i t  qu'on cons idère  l a  r e l a t i o n  < s u r  l e s  occurrences  de 

sous  a r b r e s ,  c e t t e  r e l a t i o n  d o i t  a l o r s  en t o u t e  r i g u e u r  ê t r e  no tée  < ( e l l e  t 
dépend de t ) .  P a r  l a  s u i t e ,  nous u t i l i s e r o n s  l a  no t ion  de sous a r b r e  en 

ce  d e r n i e r  sens ,  pour dés igner  donc un 'ensemble de noeuds de t c o n s t i t u a n t  

un a r b r e '  ; mais comme dans l e  c a s  de noeuds, nous désignerons souvent l e  

sous a r b r e  en dés ignant  l e s  noeuds pa r  l e u r  l a b e l .  

(1-1-1-3-21 Un sous a r b r e  t '  de t e s t  f i n a l  ssi t = t l ( t 2 , t 1 , t 3 ) .  

En f a i t  nous n ' u t i l i s e r o n s  que d 'une  façon  purement d e s c r i p t i v e  c e t t e  

no t ion  de sous a r b r e  q u i ,  é t a n t  r e l a t i v e  à t ,  a u r a i t  a u s s i  pu ê t r e  

exposée en 1-1-1-1. 

La r e l a t i o n  de SOUS arbre i n i t i a l ,  no tée  <, s e r a  beaucoup 
1 

p l u s  féconde. Quelques-unes des r a i s o n s  en son t  que d 'abord ,  l e s  d i f f i c u l t é s  

r e l a t i v e s  aux occurences d i s p a r a i s s e n t ,  d ' a u t r e  p a r t  l e s  no t ions  de  borne 

supé r i eu re  e t  i n f é r i e u r e  de 2 a r b r e s ,  c e l l e  de l i m i t e  d 'une  s u i t e  c r o i s s a n t e ,  

s e r o n t  i c i  i n t é r e s s a n t e s .  Nous nous a t t a c h e r o n s  donc ci-dessous à p r é c i s e r  

c e t t e  no t ion  de sous a r b r e  i n i t i a l .  

. .. 
1-1-1-3-3 Déf in i t i on  : S o i t  t e t  t l r x T ( C ) .  

t '< t  ssi 3u€T(C) t q  t = t l . u  
1 -. 

Remarquons d 'abord  que f e s t  d é f i n i e  s u r  T(C), c ' e s t  à d i r e  s u r  des  uples  
- 1 d ' a r b r e s .  E l l e  s e  r e s t r e i n t  t r i v i a l e m e n t  à T(C) . On veut  que l a  not ion.  de c' 

t o r s i o n  s o i t  é t r a n g è r e  à c e l l e  de  sous a r b r e  i n i t i a l ,  c ' e s t  pourquoi f e s t  - 
d é f i n i  s u r  T ( C )  e t  non s u r  T(C). In tu i t i vemen t ,  t f t '  s i  e t  seudement s i  

on peut 'couper '  t en deux, l a  p a r t i e  i n f é r i e u r e (  Bu sens  de l ' o r d r e  des noeuds) ,  

é t a n t  t '  . - 
I l  e s t  f a c i l e  de v é r i f i e r  que e s t  un o r d r e  p a r t i e l  s u r  T(C). 



(1-1-1-3-4) Nous noterons  1 e t  4 l e s  borne,: supé r i eu re s  e t  i n f é r i e u r e s  s i  e l l e s  - 
e x i s t e n t .  I l  e s t  f a c i l e  de v o i r  que T (Cl e s t ,  muni de <, i n f - d e m i - t r e i l l i  

1 
d i s t r i b u t i f  complet. 

v 
(1-1-1-3-5) Deux a r b r e s  t e t  t '  s o n t  d i t s  compat ib les ssi ( t , t l )  e x i s t e .  

l Exemplek : s o i t  t = a (b (x l )  , a ( x  , x  ) , t ' = a ( b b ( x l j  , x2 )  e t  t" = a (a (x l , x2 )  ,x3) .  
2  3 

On a  a l o r s  t A t '  =a(b(x l ) ,x2) , tAt1 '  =a(x l ,x2) .  
1 1 

t 1 A ~ I I  = a(x l ,x2) .  tv t '  = a (bb (x l ) , a (x2 ,x3 ) )  ( t  e t  t '  sont  compatibles)  
1 1 

mais t e t  t" d'une p a r t ,  t ' e t  t" d ' a u t r e  p a r t  s o n t  incompatibles .  
- 

S i  nous complétons T(C) de façon que t o u t e  s u i t e  c r o i s s a n t e  

admette une l i m i t e  pour l a  t opo log ie  i n d u i t e  p a r  <, nous obtenons comme 
1 

nouveaux o b j e t s  l e s  a r b r e s  i n f i n i s . / / /  

1-1-1-3-6 P r o p r i é t é  : S o i t  t e t  t '  compat ib les 

1) s i  t e s t  sans v a r i a b l e ,  a l o r s  t ' f t  

l II) s i  t e t - t '  son t  sans v a r i a b l e s ,  t = t ' .  

preuve : 

1) Posons t' t = p .  Nous aurons t < p, donc 3 v  t e l  que p = t . v .  Mais 
1 1 

comme t e s t  s ans  v a r i a b l e ,  c ' e s t  à d i r e  comme t E T(C)o, t . v  = t .  Nous 

obtenons donc t . v  = t = p j t ' .  

I I )  d ' a p r è s  1 )  t < t '  e t  t '  < t ,  d'où t = t l / / /  
1 1 CQFD 

1 
1-1-1-3-7 Notat ion : S o i t  t E T(C) e t u e T ( C )  , s o i t  i e c q l .  

9  

Nous noterons  t u 
x  : 

1 ' élément 

S o i t  t e  T(C) e t  ~ E T ( C ) ~ ,  s o i t  ieCq1. 
9 

Nous noterons  t' 1' élément t . (1 CU81 1. 
X .  i-1 q - i  
1 

Nous d i r o n s  que, pour o b t e n i r  t L , on a  s u b s t i t u é  à xi dans t e t ,  pour  
X .  

o b t e n i r  t-  u ,  on a  s u b s t i t u é  i n i t i a l e m e n t  u à xi dans t. 
x  : 

I 

La  première s u b s t i t u t i o n  d é c r i t e  c i -dessus  e s t  l a  s u b s t i t u t i o n  ' c l a s s i q u e 1  

( v o i r  d i scuss ion  en CA Dl) dans l e s  à r b r e s .  La seconde s u b s t i t u t i o n ,  ne 

f a i s a n t  i n t e r v e n i r  que l e s  a r b r e s  i n i t i a u x ,  c o n s i s t e  à "prolonger" l ' a r b r e  

i n i t i a l  t en x  p a r u ,  l a  renumération des  v a r i a b l e s  é t a n t  e f f e c t u é e  p a r  l e  i 
t e n s o r i e l .  



I - 16 

Les n o t a t i o n s  c i -dessus  s ' é t enden t  fac i lement  dans 

l k d i 1  T(1) : s o i t  t e  (k d i 1  ~ ( 1 ) ) ~  e t  ue(k d i 1  T(Z) :, s o i t  i c i  q l .  
9 

Nous noterons  t u l ' é l émen t  t ( l  k ( i - ~ ) ' ~ " k ( ~ - i )  ). Les a u t r e s  d é f i n i t i o n s  
[xi] 

k 
s l é t e ? d e n t  de même. S i  k e s t  sans  ambigui té ,  nous noterons  [xi] au  l i e u  

de [xi] , mais il y a l i e u  de conserver  l a a s t i n c t i o n  e n t r e  ' C x . l f ,  q u i  
k ' 1 

r e p r é s e n t e  l a  s u b s t i t u t i o n  s imul tanée  en t o u t e s  l e s  composantes de l a  

k v a r i a b l e  < x ~ ( ~ - ~ ) + ~ ~ . . ~ x  > e t  ' X  ' qui  r e p r é s e n t e  l a  s u b s t i t u t i o n  en 1i? 
k i  i 

composante x. .  (Rappelons qu'on confondra souvent dans l e s  manipulat ions 
1 

k d i 1  T(1)  e t  ik (k  d i 1  T ( C ) ) / / /  



1 - 1 - 2 : LES FORETS 

Nous avons décrit précisément en (1-1-1) la structure d"arbrel. Les 

notions introduites avaient une signification intuitive immédiate. La seule 

exception était l'introduction des notions de torsion linéaire, compléte, 

séparée, mais nous illustrerons intuitivement à propos des morphismes 

(1-1-3) ces notions à priori plus obscures. 

Dans la présente section, nous allons introduire des outils 

ou des notions dont l'intérêt apparaitra précisément dans la suite. Rappelons 

pour le moment que nous nous intéressons à des transformations de forêts, 

c'est à dire grosso-modo à des parties de T(C) xT(D) . Seuls les arbres 
O O 

Sans var iab les  nous intéressent en fin de compte, mais les relations associées 

aux bimorphismes (1-1-4) ou aux transducteurs(1-1-5) sont structurées de 

telle façon qu'afin de ne pas 'perdre d'information', on en est amené à 

considérer des relations de T (1) x T ,(D). C'est dans cette optique que 
k k 

sont introduites les équivalences de (1-1-2-2). Auparavant, nous indiquons 

en (1-1-2-1) dans quels magmoïdes nous travaillerons le plus couramment, 

renvoyant le lecteur à [ A  Dl pour l'étude précise de certains d'entr'eux. 

Nous donnons quelques compléments et remarques. Nous rappelons en (1-1-2-3) 

la notion classique (la plus ancienne de la théorie des arbres ! )  de 

forêt reconnaissable. Cette notion est également développée dans [ A  Dl. Nous 

donnons quelques compléments. En (1-1-2-4), nous définissons les classes 

agréables de forêts,, classes jouissant vis à vis des bimorphismes des 

mêmes bonnes propriétés qué la classe des forêts reconnaissables. Nous 

pourrons ainsi dans la suite étudier des bimorphismes plus généraux sans 

rien changer aux preuves. 

1-1-2-1 Mappoïdes produits et magmoïdes des parties : 

Commençons par décrire informellement les principaux types de 

magrnoides que nous utiliserons couramment dans la suite. Nous renvoyons à L A  Dl 

pour l'étude théorique des premiers, qui sont seulement rappelés ici. 

(1-1-2-1-1) Soit Z un alphabet gradué fini et k un entier positif . k di1 T(C) = 

Tk(C) (1-1-1-0-31, est le magmoïde défini par : 

kp - - (k di1 T(L>~ = T(C)kq - l'ensemble des kp uples d'arbres sur L à'variables 
q , 

dans pl,. . ,xkq! ' .  

- la composition et le tensoriel sont ceux induits par T(C) [ A  Dl 



- T k ( l )  e s t  p r o j e t a b l e ,  il c o n t i e n t  l e  sous magmoide k9 isomorphe à 0 

(1-1-1-2-6) / / /  

(1-1-2-1-2) S o i t  M e t  N deux magrnoides. Le magmozdes p rodu i t  [ A  D l  e s t  d é f i n i  

de façon év idente  p a r  : 

S i  M e t  N sont  p r o j e t a b l e s ,  MxN l ' es t  a u s s i .  

P a r  exemple., nous considérerons fréquemment l e s  magmoides du type  Tk( l )xT ( A  1. k ' 
Le sous magmoae des t o r s i o n s  est  isomorphe à O p a r  l e  morphisme q u i  à 

Oc0 a s s o c i e  ( k ( û ) , k ' ( û ) ) ~ k  di lOxkf d i 1  8  (1-1-1-2-6) 

(1-1-2-1-3) Le magmoïde PT(C) des p a r t i e s  (descendantes)  de T(C) e s t  d é f i n i  pa r  

Autrement d i t ,  t o u t  élément de PT(I e s t  de  l a  forme plx 
X P ~  

où 

chaque pi e s t  une p a r t i e  de T ( C )  
1 
9 ' 

- S o i t  ~ e ~ r ( l ) ~  e t  A 'E ,?T(L)P '  a l o r s  A 63 A': {aBa' JacA,a1eA'1 .Ce t t e  
P  9 '  y 

d é f i n i t i o n  s e  pas se  de commentaire. 

- S o i t  A ~ P T ( L ) ~  e t  B~PT(E):, a l o r s  A.B = u a.B 
4 ~ E A  

m 
Pour d é f i n i r  a.B, posons a  = âû (avec Be0 ) e t  B = B x..xB On pose a l o r s  

9  1 9  ' 

a . B  = i â ( b l , . .  ,b m ) I V  i ~ C r n l , b ~ e B ~ ( ~ )  1 .  

En t r a d u i s a n t  en  termes imagés de  v a r i a b l e s  (1-1-1-1, 1-1-1-3-7 e t 8 )  c e t t e  

d é f i n i t i o n  s i g n i f i e  qu'on s u b s t i t u e ,  pour  t o u t  ie[ml,  à l a  v a r i a b l e  x 
û ( i >  

un élément quelconque de B .  
8 ( i ) '  Ains i ,  s i  p a r  exemple €)(il) = B ( i 2 )  = j ,  à 

deux occurrences de x.dans a p6urront  ê t r e  s u b s t i t u é s  des  éléments  d i f f é r e n t s  
3 

de B On a u r a i t  pu s ' imposer  l e  po in t  d e  vue ' a scendan t ' ,  c o n s i s t a n t  à 
j  ' 

s u b s t i t u e r  à t o u t e s  l e s  occurrences  d 'une même v a r i a b l e  l e  même a r b r e .  Les 

no t ions  Iascendant '  e t  'descendant '  s o n t  é t u d i é e s  dans [ A  D l ,  on y v o i t  

que s e u l  l e  magmoïde' des  p a r t i e s  descendantes e s t  p r o j e t a b l e .  

Nous considérons souvent l e  sous-magmoïde pro je tab lePF(T(C))  des  

p a r t i e s  f i n l e s .  



La construction de PT(C) s'étend comme suit, de façon évidente, à celle de 

PT(M) où M est un magmoïde décomposable quelconque. L'idée de la généralisation - 
consiste à remarquer que T(C) = T(T(C)) et à généraliser les notations, ce 

qui nous donne : 

- (PT(M))~ 9 = (PT(M)~)P 

- la définition du tensoriel est triviale 

- Soit A~PT(M)~ et B~PT(M)~, alors A.B = a.B. 
9 a€ A 

m 
Pour définir a.B, posons a = Ca' ; 0loù Or0 et B = B x xB On pose 

9 1 4- 
alors 

a.B = {[a' .(blB @bm) ; ûblg pbm h l ,  r m  1 irlml, [bi ; rildO(i) 1 

La notation 'Ob' est définie dans [A Dl. Nous n'utiliserons cette construction 

que sur des cas particuliers, en explicitant chaque fois la construction. - 
(Dans le cas où M = T( Cl, on a 1' ident if icat ion entre (bl , . . ,b ) et 

m 
ol@.. 86 .ûA (rl,..,rm), ce qui simplifie beaucoup l'écriture - voir m a 8  
[A Dl pour les désails sur l'adjonction de torsion). 

k 
(1-1-2-1-41 Le magmoide DP TM : nous introduisons maintenant une nouvelle classe 

de magmoides utilisée en (11-2-3). 

O) Remargue ----- -- : comme nous serons amené à composer de nombreux foncteurs, 

nous écrironsTM au lieu de MT, cette dernière notation étant adoptée dans 

AD et A. 
k 

D'autre part, P TM n'est autre que k di1 PTM, mais l'usage 

fréquent que nous en ferons et sa structure non triviale nous font préférer 

en décrire directement la construction. 

Soit M un magmoïde décomposable, le magmoïde projetable TM est obtenu en 

appliquant le foncteur T décrit dans [A Dl. Nous définissons alors le 
k 

magmoïde projetable P TM par : 

(La 'puissance p' s'entendant au sens du produit cartésien d'ensembles). 

Nous définissons alors : 

1 k  
II) (pkTM)l = 

9 k q 
1 III) Donc, (pk!IW)~ = (A1x x A IAicTMkq} 

9 kp 
k k 

Nous avons donc du point de vue ensembliste, P TMcPTM (P TM a pour éléments 

ceux de PTM dont les degrés sont multiples de k). On considère alors 



k 
l'injection canonique ik de $TH dans PTM qui à Af(P associe 

k 
i (A) = AC (PZ'M)~~. La composition et le tensoriel sur P TM sont alors ceux k k q k 
induits par PTH sur ik(P TM). on en déduit évidemment que $TM est un 

magmoïde, projetable car contenant kO qui est isomorphe à O(1-1-1-2-6 & 7) .  

k k P TM étant projetable, DP TM est défini Dar le foncteur D de [A Dl. 

k 
En résumé, tout élément de (DP TM)' s'écrit donc : 

IV) ((A1x. .xAk)B(Aktlx. .xA~~)B. .B(Ak(p-l)tlx. .xA kp ) ; q1,.,qP) 

où A 
(a-l)k+B 

~PT(M)' avec arlpl, 8~Ckl et .Lq, = q. 
qa 

Conformément à l'usage [A Dl nous omettrons d'écrire q l,. . qp, qui sont 
spécifiés dans le CO-domaine des torsions./// 

V) Remarque : Nous ne pouvons pas définir comme ci-dessus P(k dilTM) 

à cause de la difficulté illustrée ci-après : 

1 
Soit un élément A de P(TkM) . A n'est pas nécessairement de la forme 

1 
Alx..xAk ou AirP(T M) et céci fait que, si on définit la composition 

'descendante' comme précédemment, on est amené à composer ' avec des éléments 
qui n'appartiennent pas à A' comme le précise l'exemple suivant : 

exemple : ---- -- 

on aurait alors par exemple â(a,a',b) c â 8.A 

et de même, en introduisant âV(x1,x2), â1(x1,x2). A contient â'(a,bl) 

alors que (a ,b ' ) n ' appartient pas à A. 
k 

Nous évitons ce problème dans P TM en supposant que A peut toujours 

s'écrire A x..xA 
1 kp ' 

Il y a néanmoins dans le cas de P(T M) possibilité de définir une structure 
k 

de composition ascendante (voir A.D)./// 

k VI) Nous considérerons souvent le sous-magmoîde projetable DPFTM des parties 
k 

finies de DP T M . / / /  

(1-1-2-1-5) Soit P une partie d'un magmoïde M. Nous noterons [PI le SOUS magrnoide de M 
engendré par P et P = MonCPl./// 

(1-1-2-1-61 Soit M un magmoïde décomposable. Une partie A de k di1 T(M) est 

dite linéaire (respectivement k-separée, Cvl k compléte) 



transducteurs (voir 

écrivant par exemple a(x) pour (a(x)} 1. 
Appelons arbre balance tout arbre dont t 

ongueur. Le le 

dans T( C )xT(A ) 

ns variables de proro 

simplement de ce sua. dans le cas 1). la composition se fait dam IFJ m a ~ m ~ i d e  
P(T(X)) x P(T(A)) et, ciano. le cas II, se fait dans T ( Z )  x T(A). La différence 

entre les deux compositions est explicitée par le lemme (1-1-2-1-9). Ainsi, il 

ne fa* pas 'oublier la structure de parties'; c'est 2 dire en fait celle du 

mi3gcnir>?de sur lequel on travaille. Cette remarque, pourdévidente qut,.elle soit, 

est importante. Nous y mviendrohs (11-2-3). 

Le legne suivant précise le phgnomène illustré ci-dessous. L 

(i-1-2-1-9) -9 : s o i t  A et B r PT(M). Alors en. general A.B p{a&lac~,br~k . 
On a lg6galit6'si A est'lineaire. ,-- 

. . 
Preuve comme A. B = - a€ U A a.;, il suffit de prouver le it~suïtat A 

&duit un seul élément. 
, . 

bsons A =. {a} ; a . = '  Câ;üJ avec 0 r 8  et B = Blx..xB alok diune 
Q 

/ . . 



, - 
b 

atB - d ~ â . ~ b ~ b ,  5 @bi);f3bt  -qm(rla : .BrdeJ)&@a;fil~~l(i)) : 
* < 

, > ,  - 
et d'hutrco part, . - -' - ,  i d *  -,, >.. - . , 

# J 

. ($.@~bc~l = ,.{â(bg(1)8 Bbg(b)) ;,Ob ; (re(l)***9pe(rn) 11 1 bi;~,lc~,i} 
, g(î)B (Ib8(m) - - 

, ;>; 
în assaciait à tout jc-(e , - ).'un i que e(i) = j O* obtient iif=lusi6n, mais* 
la non 'wiciié de i entraine en s6n4nrXL l'ing6gar$3é c d 2  la, *tri I.-bmple 

< ?  
. 1 

,-, ' A  

sidiami : ' - - , L  . L- \i . 1"4 
a = a ) ,  B = a 1 2  a . Alors a.B; ' { a ( a l , a 2 ) : a ( a l , a 2 ) , a ( a 2 , a l ) , a ( i ~  -,.& \ $  J y& 

Yqrs que {a;blbrB = a(al,al), a(a2,a2)) 

3ki apparait bien la iaismn de 1.' inégalité : dans la deuxième exhession, $F&j . 
le meme b 'est substitué à toutes lès occurrences de x e( j) ; dans la 

e(j) ., 
première, un élément quelconque de Be(i, est substitué à chaque occurrence. 

-.a. 

+ 
Si A est linéaire, 8 est linéaire donc injective. On peut 

bijection entre [ml et Im(8) et les deux expressions sont les 

mêmes à une permutation d'indices près. / / /  

1 Rappelons que l'étude de transformations remarquables de forêts 

est un but essentiel de notre travail. Plus précisément, 3 un pmc 

P de transformation (bimorphisme, transducteur d'états finis 

sspcions la transformation. c ' est h dire la re1gtion. "notée 

a ((&u US, 6 ~ & b ~ o 4 ~ ~ b ~ ~ ) . * ~ ~ ~ ~ ~  

)ii& une' fodt' F d& T ( Z ) k h  tt-c~ïs p o ~  iag - 
) : ( % n ~ C i f f A  y: (t,&tP" 

"W 

;il ,  il# hi ~2 . $ii&~.;ipgf& , & cab cm'in;riww $g? tgli *CC-@, &J, ,@,, W t L a w  q,".' 9, : 

: - $i&i :&;&&i-fu'& u t t ~  
!' r?mp~+-rncpk~ 

,tels que u soit trankfod de t "&*-&% Cd%!%&' 

&nt&msrr$, .liutilissdon d. P sefa aystbt iqua d.ss La +ite. etest 
* .  .. 2 3 : .  

.>< pmp@wi mnvr donnon. PKIkRitsnuit + .*. 
i i '  - 

csn;Cernayt . / les &léupts 'avec va~iables:, 
, , L C d . '  , ." , '  

.< I . " ' ' : T.+ .. . 
fl * i , . * 9 * i - . *  

i k -, 2 
b 



- 
C 

- .  , y*- * )  . ' r ,. d - / .  - 1 - , ' v I ,., . - , . -  *, 

z- 19 2** g &-: . .. . :  i ' i r a  't1 c i  . - <', L. 
. . i .  

. . 'r * 
, . . - 

-1 ï % t-afsrutnn: '(de J4 clms i) ist 17 do&; 9 *un algof s t ~ '  $kner~$tas* , r 

d9as'so>ie= f tout &$&tent de M une prtia c$e N. Duia la .cas où,?i=~( i) et -U= .T(Ah 
- 

1 ;sus parleron; transformateur ' de dans A @ pour @ de T(.L 1 . & h s  &h.>sf. 

, I , .  
associat . t ' + 
Y * 
P =% {(t,u)l t e ,  ueil et t - lyuj  - 

1 

rons R = R n MoxNo (où Mo est l'ensemble des 
Io 

éléments de degré inférieur nul du mageroide Ml. On- a évidemment : - 
V i.. 

10 
= P 

IV) On définit de fapn évidente entk 1- transformateurs &ux relations , 

< 

d'gquivalsnces par : ' 
Li .L 

Q-P = Q 
PVQ+$F=Q - 

m V) Remarque : Les transformations apparaissent donc comme des classes , 
--- ' f  

d'équivalences de transformateurs. Pour m e  sous-classe dofi&e de transfo-- 

taurs, dike que ' P  'permet de retrouvep P H  (corn9 noua le d-ieons an dm?$uctioa ' ' 

., d i  1-1-2-2 ) s.f&nifie que. chaque classe d ' équivalmce cont,i&nt un saal' '' . 4 - .  
- - -\ , I L 

I * 
- t  

' transfomatetun du.type cohsidér6. - .  _ A ,  

,,*.?~? O;.. - 
.+ ; . ,  

. \ * ( .  

- * Pu' la sulte, llis biiorphfme, les subatitutio$s. ïeb - , - - ... 
'.a 

. 
3 - :' :t~atgàiactewe ~~grg13-t des exemples' de dlaslses 'de fqmsf  o&n+t_ép@ poifl! 3 71_- - 7 --.. 7 

, ' = * (: ' t- 
1 .  

I l  .mas quf il en sôih de ~ltifBae pour l'i5qttiw&~~cd f -$ 'qu'$.@W:- i , , *  
5 - fi.. 

- > '  glua gmasikrco; quex)/// 1 '6 -. , . + 2 -'. 
'i: 

P .  't "' - ' I 
I '., - -Pr 9 . r  $.? <. f 7. -1f3w;, .-l , : :fi:,,qjr~2 ' ;'+ %" *., ,? 3'4.&(&t~ . I 0 . d,'. A \  ( v '  - *  

- 
# . 

3 - , . 
. .- j..- ..*- i r , > -  % <. 

.- 
' 1  

, Nous consid6rcmns fiéquaent des relations de T~(Z)&,, (6) dan& ~hi&ff&, ,* 
rL 

nous "select ionneronsl' certaines cb~1pokantes. r{td@&o%i \,  nt ,ikii$tq~.: \ 
(quivalentes =si elles sont égales sur les caiposantes. , .b4 Mous d4rn+oppns danq- 

r 
la section gui suit cette id&. On pourra se contyker en pi.eoièra let* de ,. ' 

\ , 
1 i' la-conclusion de 1-1-2-2-2. ) - i , )  Z )  IJ* 

i. 4 - + 
1-1-2-2-2. . Soit veM , soit k2v avec kaN. Nous posons . el 

i ii - 114 ... , d ' )  , 
m ', 

,. . . .  
9 ,  u s i . , '  . I - i - , " * P. - . l & ~ ' l . k  L A +++ ,-Y 



j . Remarquons pue les uP vk . &&nt des f o n d  ibh8 a&, @m@ge p-3- <'@ D k $t 
\ 

4 
..-., 

II 
- - 

qie Ulk i 4%' 9 ll ; - t 

- ' I  .. .. \' < , *  . . .- . a , .  ; 

V u p  II) Posbns q = peN uvk 
Soit maintenant t appartenapf b un magmoide (dontongeut identi3ier une 1 

v P 
partie des torsions 3 uvk). e n  a uk . t = ( ovk. t I P ~ N  N) m i s  Cetta Composition 

# 
est définie pour un p au plus. Par la suite, nous noterons indifféremment 

u;.t =~;~.t = (tl, *tv,tk+l,* *tktv, *tki+l."tki+v.: .tk(p-l)+r 1 

v 
~ ~ t r r e n t  dit, quand ok 'opare a gauchet qyr un &*ment J t - de T~(L). , 

?*"* 

Tui associê 
.+" 
rlir 

E1V) S6i.é.l ~ s ( v @ ) p  (voir 1-1-1: - Q 

v 
0.0 = 0.u * - - <xet(l) k vk 

En particulier, 

1 v V L'ofirateur uk est 'compatible avec gmoïde ' . 
pz$cfs&qent, on,a : 

u;(tl.f2) =J.~a;.tl~@~u;et21 
L .  

4 T:, 

(t i et 2 + 1  k. = (tl.~;»(t2.uk) 

v . v  
av(t .t ) = (uk.tl).t2 = uk.tl.t2 1 

k 1 2  
/ 

t 
' > 

\ ". . 
Ceci est bvident du fait que uV est unansemble de torsions et d'aprês" les 

k .  
' +y  

3 +&d$':&qE I l .  1 

p,-ygg;y:7;;< 1- 



, 
\ 

i t 

% .,8 ' - t' 
1- . . \ - 

i I ' 1  r ,!' 
, . ' - 

VI) ~~~.i&&&%~lp.g~~(~)13~e?<.~>,3@c@,~~ k t b 3 u p  u)2% 690) y % ( :  , 

/ 
j ,3 +ni. $421 . * 4 ~ : & , ~ ~  &Y ;, ~d.y jQp)  (YI nq, s~btjeat i .), I y - 

' !  ' 

p w  ,armpr. *,ai+ *s. iqaqtit~a). wis t . j r . : -  est clos ~ ~ n s o r ~ ~ l ' ~ t  -- 
h r 

.' appsition. c'es& La dire : ' \ 

5 '^ 7 . ,. "' *. C . $ -  mI"ie? :-si s a  t et I I  tgi~:(rc t ~ t ~ ~ i ~ p ) ~ ~ ~  + t.ikrl;(É) SI il ~~t;)irrnfi-i::.o- , 
% <  - ir 

Rvuve : 11 existe û e t ' û * ~ ~ ( ~ ) ,  t qt c',,; 0 tels 
' -  \ ,  

1 v 'v - -* v 
a .t = Ü.c.~ et u t  = a ûn a alors (d'après VI 

' 

k k k I .  

v - V v v 
a - u k ' (tetv) =-(~~.t)e(~z.il) , : (~~.Ç~~~)Q(J'.L'.u~) (f .&G'+~')ily- 

d'où tet *<(al , l , -. 
* *  5 ' 1 

1 + 

.<- v P 
b) - aV(t.t'):= k (uv.t).t' = 6.q.p .tl = U.r.ii1~qf.a~ d'où t.i'c~~(L) (si las 

3 , k.. k 
condifions de degré sont sati*fagtes qu'il soit d6fini). ' - 

1 ,  , , - 
GiQFD 

-- " 

- v 
< ,  Qs ' .$r)- - D;.F 4 

I 1. r 

- * "  Mfinition : $oit te 

1 

C 



. - 
I ' ' I > ,  

v V a .  = a ;  $YU, c m @  uqst ~î$quo.  shaqq*, CI~SS. ,dq A est biin =aract(rj 
i i ~ ' :  

par le, seul Bl6aerk u de TV(E) contient, $ dloi s le k i t  T~(ZY>'- PF-. 
< * , i  , > 

syst&n6 de représentants de ivép;ivalenia. ' ' ' - _*, 
', CQFD I 

\ 

1 

L& I L * 6Ptiivaleke y est cmpat ibXa asec Xe corposit ion et le t ensgr iel . 
Précisons le définition de la composition et du tensoriel dans nV: 

l 

t e -  et t' c 67.t. 11 existe-k,et ; *  kv t . c l  tels - gue s , t5T . k, (zjP .9 et 
t * r i  ( E lP . tBt ' eyt alors defini ssi k = kt et. ?lors t8td est induit , p u  le C: 3' ! y '1,. 

< ' 

iensariél de Tk(E). D. même. si pl  = q,' t.tl es< dafini ssi k =*kv et alors 
induit WC la compositipn de Tk(C). Aufr-ent dit, même si les conditiais 

7 '  < V L  
f~.~O&ny. _R pe -t -- 

.PourtucetteM.r!ai_çon 
v 

avons déjg remarqué que M n'est pas un magmoïde. 

~ r o p r i ~ e - :  t y tl e t  w ywt j t ~  y&'Qutt si  las 2-membres sont definis. . 

En effet on i 

, tyt '  e t  W rps sont definis.  

v v v 
0 .t = U.Uk,Uk,T' - U.O 

i/ 

k 

' - - .nis ,  il faut k = kW et k t  Pour que les tensoriels ou cOIllpos6 

On a alors d'après V) 
' , 

I t et de même a;,(tgwt) = (ueul>.a~'* 

~i ,Pir0wi6tK est ainsi d6nantr€e, .mai* - 4 g k l i ~ s  ,c$-&as~~s~ -$F@ 

i ! ~  y WJ ;if .. fief . ,+ * fi - ;Ff*-.F.:-2 5 - ms i,*nfn 
wMLbilect&m on du quotirnt nVl 

;nt' cananique qui est ,de seul X36mmt de f . .;;<!?,',i, ? 3:L . . 
i&B IX). pgns%t alme dag 

les propri6t&d E et Er p&uvantk 
i Il ~ 7 -. 

C- r . . + :. ,L:. . .- -9 
e + / 

. .  i 
,v - 



haque vLvariabre; ' 

i permet de munir 

. 

1 . ., magdides, - ,  - * >  > 

_ ( l e  produit s'entendant au sens des magrnoides produits (1-1-2-19): 
.Î 

, 2 -  

/ isomorphe à TV( C )  x TV, ( D )  toutes cqs constru.tions 6 t h ~  b l a s s i q k  ,8 A -  . 
~q aXg&m ./// . ' $ Y  : U r  - 

r - ..- 
L w  intadit  de 1'6quivalerice~ Ltudi6e c i - ~ ~ S U S . ,  pour les . '  $ 

, . - -  . \ -  
P r "  L4 

*ransf~- t iow est mie .  an 6vidence ci-après. * +  



, La notion de foSt reconnaissable es; la plus classique qui soit 

dans Aa'théoria.: Elle a été abondamment AB ON DA BRAI NE RD E313, PAIR et 
QSRE C.171, RqUNDS L811, THATCHER C881 ..... ..... ) et est synthétisae dans ' 

' [ A l .  Nous en rappelons ici le strict nécessaire, puis donnons. quelques 
- 





b) ----------- clef i n i t i o n  : .N~uS  étudirons d&ks. i; -d6tai8 l k s  ,baCpnksn. dans 4 &&-a P. , 

Rappe&onstaCA BI qu9iyi rnorphik&e de %~-)-dans .  i n  & ~ L &  P1 edrt d&fiaA ml , . 

, (ia,&nn&e s i r Z ( T ( ' ~ )  .étant ' l ibre).  ün i-mtkPh$sme E ~ % ' E  d a M D  (c'es? ai. 
h4re de T(Z-) dansXT(D)) e s t  un dWarquage propre ssi , / 1 

,YaeZ.iarD t e l  'que ~(a (x , ,  . . xn)) = u(xl.. . x n 1. 
" 

(Autrvanent d i t ,  E ne hodi f ie  que les labels,). 
9 ,  1 1 .  

. \  

'L cl ---- g f i p i t i o n  ------ : Corne on Oéfinit  les langages locaux. on : .&finit, , comme, su i f  
- ,  I L 

, , .les for& locales.  . ,f 
i r ,  . 8 .  Soit I: un alphabet gradué, on se dunng des ' règles de succest&ori$' c o ~ b t i t u é e s  

% i  6 ': * d ,  , . l b C  a 
'< . 1 .  t h , .  

c f %  - d'une p a r t i e  1 de ' Z  (alphabet i n i t i a l )  I f  

IkA.? - ! - 7 * 8- 

% .  

1- p o w  Bdot -; r -w qw Ln # fl, d*u=e 9ppl ica t  i &  S da -,Zn 

cians P ( c ~ ) .  d i .  +k,p , . 1 - , T , ~ : , # , ~ , ,  ,- ? T L  .., .;TL, ' . , c , l i . (  , 



I manier encore que l e s  f o r ê t s  ldcales. i " . , . . ,  . . :  -:y * , * E ,  
C 

I n t u i t  tMnant, las ~.fOrrts hyperlooiiles -mm lm bk&s d s -  

. où "le ièye successeur e s t  indépendant des' autres". DMinms une d é f i q i t h  ~. ' 

f%i&~l*. 

11"-afinitrlon -----..---- : Cfne fe&t -est hyperlocal;~ ssi e12a e w  ,.me f a s t  i o a e  .- . - 

associée à des règ les  de succession ( 1, S, F) où, Yn, *a €"Zn, S(e) de la . , 

forne ,$l(a)x. .xSn(a) où Si(a) c X. ///!, 
i 

, Il e x i s t e  évickment  des fQTets loca&%@ qui  ne sont pas b m L o ~ h $ B ,  part 
* I exemple : - - ,  , - r ~ ,  - .  , L; ,,. . & -  - A*, '  , 

. ..>Ut< 5 .,* e > i : -  " ' < .  
Soit  L = tb(a,a) ,b(b,b) '~ '  &Ù Po= f,,bf' et t %{ 6.1 

, " -  2 2-, 

L est loca le  ( ~ = { b ( x ~ , x ~ ) I ,  S(b) = {(a ,a ) , (b ,b )h  F E Po) . ' - c  

mais n ' e s t  pas hyperlocale (pour savoir  dans un arbre  de L s i  b peut ê t m  

l e r  s u c c e s s ~ u r  de b(xl,x2), il faut  regarder le  deuxi6mp succes&ew./// ' 
. \  - 

w Dans une $@r$t hyperlocale, il s u f f i t  donc de ' regardera- .  , I .  

A - t- 

- 'kns  une fo&t losale, il fau t  auss i  regarder les aytmta sqeenieui% i d d i - & s  -' . ; 
$ - j , , ;  : - - ~ i  t t z  .. L + j , . .  + ,  

da l'ant6cfidan.r: conpid&d.f// 1 , . ,  a 

. C 
, ,.. ,* > 8  

a > , "  .l\, j i p . .  , ,&;:: 
- . ,  C , " \  

: ' . 
1 , , > <:- 

f -% . -1 II) ~~pfigg-fgfi~~~~$t& : toute forêt locale est 1 ' i m a r  . p'rnic - %* - . , - - , 
1 * \  .7. 

- hyperlocale par un demarquage prop~e. < -  :.: ,. Lc,n.: , . i,< -. - : &: . f 
< . r  . ,) .: . .- :::- - 

s 1 
-A*-.. r." ..- - . -  \' 

,- 

: Kii t  uns f o S t  loca le  L déf in ie  par l e s  règ les  de s G t f k : ~ s  a)  . 
V ,  / .  1. Explicitons S pour tout a e l D  en &$Y'(*) , 1 

a ? "  . . '  l ~ : % ~ ~ m e n t s  (on a donc si(a) c r) d. S(a3. .., % 'P., - , n t  )>r~4tiai.i~\? ~ i i .  , .  - , *  C _ 1-' 

. ^ .  Nous définissons un nouveau t r i p l e t  de r ég l e s  de succession , . 
,' . . tut 1 r ;j 1x4- ,; >;: 

(I l ,  S v ,  J I )  pa r  : 1 



\ 

. : r , ~ ; a ' , , l ~ i $ ~ i < a ~ , 3 4 ~ ~ n , ~ !  . e (a '  i Sz(a1 , , 1x6 *xS (a' ) 
a ' -';*A, - 13....< 

- - 8 .  . .+* 

da i Ç.@~A 'z.!(\(tr.sk(b$) lb = si63 et sklb)c~(bjj  . 
. &  - 1 &ne .a(**@.9* &si@-@ ne; ) m de7.b su&%. @y<*>?,' & 

~ n f i d ,  nom ;mrrs%- &.er; uag* prep& .4. ~&AT-$ par :: 
b(a,si(a) )(xl,. 'xn) = a(xJ,. . ;xn). . , 

b ' l~%&,w &tblim zkmm -~ieyi&i1amnt~,que l'.bs p~ 6 W la  - f d t  
\ 

7 ' .  

III)  +Cgyo!!gj~ : toute forêt reconnaissable est 1 'image par un demarquage 

propre d'une for& hyperlocal e. v y p q  e s  Ur -&a 
wkp#T&@# 

J '%= 
En e f f e t  )"kdit r 'und' f o r ê t  reconnaissable. D'après (1-d) ) il ex i s t e  un . 
démarquage pmpre El  e t  une f o r ê t  locale L t e l s  que E1(L) = F. 

D'après (2-b)), il ex i s t e  un démarquage propre Z 2  e t  une forê t  

h v ~ e r l o c a l e  H t e l s  aue L = Z,(H). Comme il e s t  évident que l e  composé - L 

eux démarquages propres..,, 

. 4tabli par F - P qP2(H)//, 

! .  * . !  l i 

"iL - 
1-1-2-3-3 FonetS i d f i ~ a l & s  ' ' 

': # ---------------- 
- .G" 7 i 

& .kg , S.;;+~;+-:A fO,t k T(LJ ,' nous &socroîis ii -?oret i n4  t ia ie  
* . a $ .  - k:riyi.-. . 
:?$;a I ( F )  c T(C) codsti tuée des arbres  i n i t i aux  des éléments de F, c%st  à dire 

I - 
- l L  - W t . w i w @ & t  de T(P);R:.+S~..Q~ considère xl , .3w~nr  comme des iett-s de.-+ 3 .,. 

$M~P&w@ Q $Mt 1 i d d i a t a m u t  La - mcomaispgB&-&it4 ; $y&t#-&nl$pa3ilsat - ,  ion 
4 ' 

d i t  ~aoosid&6e dans (A )  et parfobs: 4ear d.'tram$$.  - + J ! i j '  .:. .&-. 

- 
3i 4 

,- T(E), et I (P~; . .F  ) aussi, a l o r s  F(F1,. .F,) est ra&;\ps@#)& (4, +Üb@t&tue 
- - n 

F i - 3  xi$. , Dp $&iB, be s 
1' - ' q~ taut 'M , est m~antiai .. J A * .P 

, - \  p[j&-* .:;.q5rq:<*7 r ; , > ,  
# 

. &%4Zonsi dam, la ~ ~ 3 9 %  -343s -b&iwmh 
. <  

~g ,ion ra t tache  c s w c i  B des hot i b  &à. 

@lVhT f 721) OU Conme une npCesentatioG des t ransduda& dC fa*@. 



\ - 
Dans les èeux cas, les forêts reconnaissables y apparais&grt..Ê.;,- L b s  

1 .--'--.-* - - -  
- 

pmpr{6t$s ess~ntielles des bim~rphipmes~ ne sont dhes qu'aux propri&t(a , L ~ J  '* ,. J;>'I::$.: $t.z,.!;%"f <.,*  .t c - ? 2 <  $%i:cL3<*$3t 9 Ie  "bi:!r: l fq?F:seY -,A2: - 
(nuk.r$es en. ( 1-31 1) j s  forêts raconnaiqsdles . C o a e  i-1 p u t  étFe . 

" &  L '  - . . . s r r  . ,  % " . -  , . , ! t . , i ,  -+. . + 3 ,  

intéressant de g6néraliser '(rùotaament de consi.rer des uples-d'arbres et 
-: (l" r. r ( .' r 3 

non plus des a ~ b n s )  dans le cadra des ragrn03des. nous définisaon& &infenantF 

le; classe$ raiso?n#les de forbtg, qui auront grossowdo lei .êacs . .Ir ". rnn - 
r (  HG. P .  

prop~iétés que lef fosts reconnaissables vis à vis des bimurlpfii@ines. .. i 
3 * J ; $  3 .  1 .,. c 

t l 

11-1-2-4 . F d l l e s  nsiapnnables de forêts 1 
1-1-"L4-1 D6Finltion : l&ppel.a3is qu9une faet est une partie dtun magm04de. 

Une famtlle R de for& est dite raisonnable ssi 
. 

a) V F E R, il existe un mapide M tel gue f' c M (toutes les forêts &t 
O - 

, . d&s feuilles 1. 
\ 

b) ta famille R est close par union, intersection, morphisme inverse et$ 

, démarquage. ' i 

8 'c) Soit F une famille de forêts, on note F sa 'clôturè par tensoriel*'-- 
' 5 " 

' 

c est à dire que F' = {Fl@. .@F 1 neX et Yic(n1, FicFl : On stii&se alciFe 
2'- . - ,  8'  i: . , 

que la famille R soit close par intersection avec Rec . 
Y 

- d) Y F c F, il existe un nombre fini de ' forêts reconnaissables FI,. , Fn l 

J . '  
, 

telles que pour tout i et p e .Il, 1 j tq m F= Fj (*lles projections dis 
P <' ' . ,- 

forêts raisonnables appartiennent à un ensemble fini de forets reconnaissables"), , - ,; 

ai). Rec ea !vkaemment raisonnable. 
\ h'96:"i.y *A&- 

+) le lecteur vérifiera facilement que les familles Recn, M c  
B ,ables, sachant qua ~nc' est clos par morphisme inversa (voir CA3)4  

F E ~eec'.- sai il existe un nabr@ fini de reconnaisseurs Ml: .. < .  

4 '  

ascendante d8ensembles d'états finaux respectifs Q1,..,Qp, "CO 

~esp&ctivsment les forêts FI,. .F et ssi il criste un. langage 
P ' , J . I g>t*y7 - 

L sur 1'81phabèt Q,U.. .UQ-tels que : -=w;.,f y + w ~  -. J I ; J ~ . . w * ~ . ~  ::( : : :* <+., a+ep 
A 

Y .  
F :' 4 6; B. .Q Fi 13ii , . . ,qi tels que qi ~ E Q ~  et q 

1 n 1 II j j 
-*, 

ûn p u t  al- facilacnt p m x k r  qae Rac"' est raisonnable. i,nt~it$vement,& 

la fmille RecreC est celle des fodts bi-rec~nnaissa$les en ce sen 
A - 

gowi chaque flibrg, la pmjectfon est pconnaiseable et que L ass'wpe 
' reobnnaisaaible sur les fibre$./// - . , . I 



i \ 

- .  
. , ; b. . s '? : '(f ; , î s, * ' .* ; !.3 , , 

Les m w h i s p e s  de luiaof&s '"sont fone?l&ent  étudié& da$=[ . A -fil3. -" \ +.?:$*-- i 1 "*j-$f{. 1 .$L,:--:~~ :: .&. , , ,. .*I 

i Nous faisons un b+f rap,pel e t  donnons &A= suite de d6fi'nit$?ns ' bauve l~cs  . * - L _ -,-$ '!*> - 7  ' - 
" ;>., a<: !-.Pi' r A x  , ,; b " , A+<. 1 

classant  p~éci8QatAt iës àoqhisoes .  . 
' I I r >  , .. , ' .'. - " A / 5  ; 4 

- 
' , t 

I-14-1 :lUbgaorphisie d'un pagmoïda k dans un 
> , . , (  . 

k dais N qui est ioi&t&r& a*ec l a  c&&ioi~ 

' respstcte de$ Contraintes de degras : il cohbr-me ou 'd$%&&??ks.  
* 

wrphiae  ,. est , +$$l&tant s i  il enmi. M~ dans S+&:et N s.W prcjetsblss, 
. Q. qk ' . 4 .  * 

il mt a lo r s  en b i jec t ion  0 avec )<Cl (7-1-1-2) (il$z7+~4nfond sur 69 a y r  . 

; lltw,plica>iûn k déf in ie  en (1-1-1-2)). ~~~F$~%%?~~W$~'3a%b5 TPsP 
: ï% - 5 =, * .  ot!," if ,- , & % &*. ;i&.;e & :*< 

I 
I T(E> é tan t  l i b r e ,  un merphitame de T(Ç) dans t4 estedéf5nJ: p r  %a-. 

- dcannge s u r  C.  Nous 

'de T.(c) dans T(D). 

ous définissons 1 

dans l a  sui te .  Nous commentons ces  d é f i n i t i o  

. . 
Nous considérons des morphislnes de T(C) dans T(D) (encore que 

façon évidente à des morphismes de (M )T dans (NIT). 
3 i j , r%!46'h r,? "7 ?.+ .J 

; "#,&i r&&g*$h@&.<$$:a&g" kr&g&..h;i ,, 

(déf in i t ion  déjà donnée dans A-D) 

t c f (Ç) ,4( t )  = 3 . 8  avec Û r f ( ~ )  e t  8 l i néa i r e .  



-. 

c )  So6t t E ' H Z ) .  On appelle "profondeur essentielle* de t, que ilori note 
-7 

- <  ... prbtx ( t ) ,  l a  longueur maximale- des brahches joigxidnt dans P une viriàble au 
. , I -,- sommet. - I  . 

s o i t  FtMEJo et PEN'. + e s t  un k-mrphisu k-~6p.rii a d&l l i  p  SU^ F 
. - 

ut, pour tout sous-arbn f .d'un arbre <ts F, ta1 <tlzpi((€) est 
X 

. kes6pap8: (Qn d i .  k-morphisme s6par6. en obr6viation dc k-mrphis& k3&&garb), - = . \ 

d )  ( est un'k,rphisme separ6 il delai borne sur F ssi 3 p  t e l  que ( est , , 

- 
séparé à d a a i  p sur P. S i  le  délai  e s t  1, on dira simpl-nt ' sépad s w  E l .  

Ir % 
, Si  F = T ( E ) ,  on omettra d'écrire 'sur T ( C ) ' .  

t 



~ Q ~ ~ ~ & . ,  K.et~eci G'1&&te . . ddsria &a% 
Ak.4f&4at* @ lia,frl-ar~- M& tua&H.r;6* 2wwl p~ate$i:h tgl 

-id&@ in&it ive  simple qu' i l  f a ~ i b a a ~ d k g l ~ . a  &',espilti 

, bit + .un k-rricrphiadre l i n & i m ,  sdpar$ à dBlai  sur une for8t -  F. Çoit ? . 

. 11 &&te un ~ o u e  arbre tï de i dont (b) est  una branche, et 5 se d6caipomf . . 
f9 wW.it6q. .* <q) se <. < s u p s t i f w t  4 *  , -4 .  i x et y. , ' *  (voir. +3.:f*,yl* - 

f&,,$ rflqf 5 i&;aAf/ib$~@y t) . s.0 - . * '$ est .air?ea+q ' , s 'kt . t) - 'ne - 

Mais ..cpnmie , a , "  ) s8,t . "  s6pa~d  1 - ,  dé*! p, - il - e%lste . ag . plus ,qn,u:i c y t u i a n t  6 2..  des,. 
' 

. n 
r II 

. $  occ-ncgs * ! .d* ~ 0 9 e ~ n t @ . s  de , lq J<3ap@4e . , CY&  IF@^, t h r  QI/,? W r  O r .,< - P . , 
;< 2% 

. l  ' < dons 4 av-@us..un, A: - : ~"$ ,QW.  +egy,e+,:!el.:l~&l ?ye3~qirpqijipj4q q ~ b e n ; ~ :  , 4< , <  

, variable. considérant quq dqqx '~oqpq~~r1~7ntes ' U ' i' f$t, q ' de '~'1,  .. t , ,  . 
, ' . I .  L '+ , !,* ,<> * 2 k" 

, 4 
r *I> 

,BQ e??$+'+q,$e d $  ' F Q -  ~btf~~f:~~j~~~i ~ ~ ~ ~ , ~ ~ ~ s  , ($12: y.) * (MA ,: . t, 
, , 

e x ~ - C r ~  a-* , w L b  .as..!.?>, M ~ P X S S ~ " ~ ~ ~  w . ~ : : . . ~ ~ ~ .  - 
1 " 8 "  

& ,  

- C 
' s u b s t i t d e s  . , B des composant& de Cxlk e t  Lykykl,+ ?utra~\pnt + ) .  .$&ah , (b) 'Pt pas 

t.r4nsforqtie en parallale pïus+c\ug fois sur [oute sa laisueur. 
. 



(qui  ecopiée sur toute s a  longueur en 

(ai t l a  séparation de +) 



* 
fl 

((t) est bien s é ' p d .  Aucune- branche de e2 de longueur 2 n'est  recopi6e - 

int6gmiemnt en pbrail(le, tir elle cantieat uh b qui &sure 19 k~parat ion ' 

pa* rmif ication hes iAges (la pm&i+?e composante de +(b(x, y 1 se &pare 

, . (en se .-ifianf surt x) dë l a  seconde gui se ramifie sur y ) / // ' 





Pî - i$fia~ioo, : pn noeud n d e  t est d i t  [YI-lu pa r  ( dans t ssi il est l u  

par (cv 1. l / /  'Complétqde e t  l e c t u r e  s o n t  liées pa r  l a  p r o p ~ i é t é  su ivante  + . : , 

-,Q est Cvl-complet sur t ssi t est Cvl - lu  par* ( P2 
En e f f e t  , décomposons t e$ t = f l(  al,. .a ) où les a sont  les noeuds sans 

P . i 
successeurs d e  t .  Les a .  sont  donc s o i t  des  va r i ab les ,  s o i t  des  éléments de 

1 

degré i n f e r i e u r  nul .  

' t  est [VI-lp.par ( ssi ( est Cvl-complet s u r  81(r6sulte immédiatement des 

d é f i n i t i o n s ) .  ,- 

O r ,  s i  ( e s t  Cvl-complet s u r  t ,  il l 'est  évidemment s u r  f l ( p r o p r i é t é  Pl-). 

tnverseahqnt, s i  ( , e s t  [VI-complet s u r  f l ,  il l ' e s t  s u r  t car, si ai est une 
- 

var iab le*  l a  k-variable image de a i  pa r  (-a au moins une composante dans 

- '?VI ( t )  - et s i  ai e s t  de degré i n f é r i e u r  nu l ,  ai est "sans var iable" .  ' 

P2 
- est é t a b l i / / /  C,Q.F.b. 

- 
- r e s t e r a  présent  à l ' e s p r i t  pour s o u t e n i r  l ' i n t u i t i o n . / / /  

. 2  

a Sur t'. 
1 + / 1 A ,  : ' h a  vg,>-,q i 

amine,& ;i]-cw9iletudc de (, L ,  & i ~ y ! $ $ >  y - , .  , 4 . . #  6.t ~ ~ k n ; & m b L ~ ~  de. t Bw . 
5 ; ltpoT- 1 4 û  - - . TC', r< - , . ?i .' I I  

. . : ' . 8 , ; ,.  

i&ipqeko $ ëst- Ek?-~$1~fix.t : 
3 .L - j  - 1  

Si. 4 est un k-niozphisk, nous d i A n s  ~Olilplet pour [kl-complet . 
, - . *  

Nous ddannmsl ,en 1-2 . les ,  p&opri6t6s de ; Zq .cosnpll&tude. i Dtsong en. gt-81, q u ' e l l e  

sont  it&.mnes*t ,; esgen t i e l l casn t  , l a  cilmplbtuQe . , t e  Ecnseqe - pqr c w W s i t i o n  .'de 
I . _  

1 \ loorphis.es.l// h + 
' , , -  - 1  $ 3  , T . f  i i  r. .,> : : , '-*:- $1 - . , . - ,  , ? l > $ ' , + '  : 

. - 
y i, p :* - - p +"..,m :' 3 2  

, 8 r -,., *ck<lz y Y.,: r,:&kL ml9 i t , ' ~  i :Y> gosAplh_ig+Xi+f . thns le cas 4 est 'un !-krph=sla. 1. ~ ~ r i ~ k i  dir 
i J - & J 4 i 3 $  - 7 . l ~ $ ~ ~ c ?  <:tj r *".y , ).:)'J 6 rç, : .siu:.?>'. - ~ - + i . t ~ ~  ,lr,c;,- ' widtui3e s 'ex f i ik ta  beaucoup plue &inpiement E t  on m$ni\ne la  notion 

q f ,  .; A I :> >-,>j y : f '. 7~c;. a  MA^ , -1 ~ & ~ ~ : c , i ~  ~h I.%L%F;+ i - T$ -. < 

, cia&f&e 'à morphi'srns "+ d&at ingH. ou ronk-p~sew?wft. 
- &Tr*df$r- ,7gu,id S..,? ai7il'95: :n.  idfV - 1  2gsCJ w r .  $BE% ::7 ?VA '.?./ 

I l  
.,";#$$, py l&wns- i l ~~ r$  ou*ci< ii Y .4' tic on +i&ra gimpl. imt-  

&tt ; t~%~tlv !$3~apa JQ+ 3 gg 2 i e r i b  & 3 ~ : 7 ' : 3 f  ~z.@;+&'b$+ iXr 
s r  a** oagl.2 .*.d~ . 

/ ~ 3 e c , q m ~ 6 ~ * & a n ;  8 8   kit^ 4 ~ i i  1 q &j %@ le&tm5 'Y ..t ?Y' m. ai ~ ~ l t r r  g& , B O ~ O  $nz?& cr lb4  t-tic,  :r%qtti 
I i s i   fae est c a g e t  a m  I!!. ~ * e s t * i i '  - - 
4' j f $ f - - d  Z - ~ ? A +  < ; - -  f y v r j )  . > o f ?  t ; . , + ?  , : i I ;  1 'f - -  

2.. t 8:-:h--F ~ ~ ~ ~ ~ ~ - ~ ~ ~ q ~ i g j ~ + ~ ~ - - ~ a ~  f' ~ é r  .Tt& a surjictiw. cihr t w ~ f v + ~ h i 9 . f  -fil k c?5.3-- &s: -4&4~J a&iA - 

~ ~ j ~ r , t ~ % t ~ W ~ ? 5  %&%FiQ? ,c.:z+ :$ : :- i c. h. t 4 , , E  -%, z 

\ ,  ' .  , < 7 * , ,  '=' T I -  :,;r,*,> *:,'* A u :  <<-,.,9 ': 
T .  

-4; m+qsmwlll $4. t?@ A ' us *!? ,L: fies k;",'e 
- 
f $,M@ 49 fihit, ..- 9 ~ 9  * fa?, 4 w ~ $ ~  f ic~p~at :  

, - 

. ÿ34f.p$1~ 8- Jks@f$&c8 - '.)fi 6- i~i P 
. 

, .r,i t - 



:.1 - S:&2 ..- 4. , A ~,75,,~9 

" 3 ,  *, 

e est commune : 

chaïne, arbre ) associe un kl&m%nt "de tail 
I > x  

wS@X%ble ont , .- 

- 2 . .  , <  ;, v . L . i ,  

, . Y "  ;<;2 , .. . 

. . 
. i >  :/ ' ; 1 . .?, ' , ' .+ Cr 1. 4 - 

i v )  : '~omme pour ia complét;de, la notion, de strictitude 6st plus 
v 

. complexe que pour le -~a$~p$?ssiqye ,c,,,, 
- A  - p . .  

Soit par exemple p le >-morphisme d&finfpar 
1.  1 - ~ - i .  b > . * ,  - * . f r r f G - , ; .  ; , q  ( f . ,  < 2 ? c  

. +r(x) , .  = : x ~ ~ . ~ x ~ >  
- 3 1  - i r '  

6 n'est 'p& l-régulé, mais il à ' 3  c 

+a(a(a(x))) = <a(xl), a(x2), a(xJ)' ! ///i 



1-1-3-2-5 Autres types de rnoqhr'smes : 1 ; ,; ------------..------ ---- ---- ------ 
e s  miqhismes ~ t r 2 - ~ u a s i - c ~ i e t b  sur d e  hdt : , 1) !L ----- --------- -------* ---------e---,- -,- 

7 <.*a - 
V f r I ( F ) , -  si une var iable  X n'*agipkkittphs &fis $(k); q t ~ + & . l . ' k n ~ ~ ~ - -  - 
des Û t e l s  que f$cI(F) est f in i . "  Autremeht d i t ,  kb6t noeud gui $'est pas . 

\ l u  par ne peut être l e  sommet que d'un nombm f i n i  de sous-arbres. 
$ ' pans l a  pratique,  cette notion s e r a  appliquée à f refwneissable oupF r Rec . 

Dans une mocnnqissance descendante de 2 ,  les 6 t a t s  a t t e i n t s  , 1 en chaque noeud 

d 6 t e m i e a ~ t  si une f o S t  f i n i e  ou Snfinic (se lon l e s  Cta t s )  peut , . s 'y  s u b i t i t u e r  

dans I C F ) .  

11 ~ c $ _ $ M ~ u a g e t  r:-$e~ - 9 ~ ~ i  -$+-ap9!zi~es ' 
. ,  a I 

t . . Soi t  ( un 1-&orphisme lftleaf ri? $e I &ai D. 
, .  

. I  + aat .un4~marquage ssi, V a 6 C ,  *(a) cont ient  un s e u l  noeud Gui ne s o . p a s  
- '  . I .  

.une vaniable, ou e s t  rédu i t  à une v k i a b l e .  Iün . d6marquager est donc, 1 
- 

mor$hisnte l i n é a i r e  qui à une l e t t r e  de C associe  (au p lu s )  une l ea t re  cie D) 
Un démarquage e s t  d i t  propre ssi Y a E C, 4(a) r D. (Ce cas  correspond à 

une appl$cation ,de P dans D) . $I es& Ün quasf=di%narquag~ ssi. Y d r l , t ou t e  
* ,  .. 

branche joignant l e  soqmiet a une var iable  a la. lohguew 1. dans +(a). 
2 - - 1 

( Autmment d i t ,  dans *pi a 1, l e s  var iab les  sont successeurs ia8çdiates du 

sommet 1. 
'Id 

$ e s t  un quasi-dwarquage propre ssi, Y a E 2, on a de p l u s  #(a>€ T(II) .  

. ~emarqÙons donc qu 'un (quasi  ) démarquage' propre est complet s t r i c t .  
* 

i 

111) ____-___--___ Cas des l-m&ehismes -_____ : Les remarques (1-1-3 2-4 III) e t  (1-1-3-2-3 V) 

montrent que l a  d g u l a t i o n  s e  r édu i t  à l a  s t r i c t i t u d e  ( su r  un sous alphabet 
8 

éventueilement) e t  l a  [VI compiét;de à l a  compl6tude. Les s eu l s  gual i f2cat i fs  

que no& emploirons4 dans cas  seront  donc '>compl&" e t  ' r t ~ i c t  ' . 
. l < .  - 
Un l-nrarphisme e s t  l i n e a i r e  complet ssi, V a e t ,  $(A) é TfDî. Mous dfRiqs 

-- I 

- )  . IV - - . - - - -. - .  - .  1ae-w;lp~i1ae~~oe~~4hg~~ies,~moi-~11~~e-~O~sl~~4.i1i1 x i $  t , , .di> - . . T . . - ~ . ~ ~ ~ ~ ~ ~ . - L  hlfi : + , ? .  - I ,?- .vcc7-* , \  -.? + 

* w ttprphia~se 4 as; d%t * i i ~ p ~  ssi, v a r E, ((a) -est wquti par s (1-1-1-1-12). 
iE *. - , '  

* .  
~ > <  

-( est .d%t DIDL f@uille$ .ssi, V a r,l-To. )(+); sat srns-i 31J.s~ (i-l-1-1-9)1// ' 

, , . 4 .  -* . 8 c ~ i * T ~ ~ ,  -. .Y. r 

Sm k-morphimm ) dq T. dans D est ,dit  P - ~ Q I O ~ W  .pi, p ~ ?  taut a r C, pwr t w t . ,  x 



I 

i É Ckl,  +i(a)  est re de profondeur homoglne, p (avec #a) = '#At&) , .- . ,(k(a) > ) . .'. 
9 est. d i t  ~ ~ i - p - b  p d C . p ~ ~ : f p ~ ~ .  L. t. 9, - PQW tout c d  I-E p~.,$-.(o) +. y .  ,2 a . - p * . . 

y 2 ., , , 
toutes  ses branCK66'"TCiilfnp't l e  samet il me variable, de lenguearr po . +c-~.-  -. J *  * - 

y :  - ." 
2 'Gi:r ! -. 

Parfois; on dir<$iie est (q~a~!)-humo@& si il existe *-.tel i& q ~ '  soit . _ A _ _  , s ~ 

7 < 
(resp, guas i ) p-hpmogène/ / / - A 

i . - .  



b 
. < ,  

\ 

i i '  . 

1 c 711 qui  mont~e  12 équivalence avec les t r a ~ s d u c t  ions rat i*nnelY.es de langages 

'P:;S p ~ b c ~ ~ n t ,  dèsa l e  début de l a  théor ie  des langages d t a i t  ap]sa;-* la- 
i i s  

w d p n 7  ric *monnaisseù;r d 6 t a t  f in5 ( dono da ï,gqage recoka issab le  1 . net ta i t  
l 

- "cine Sortie" 3 ces mconnaf sseurs, qn ,abtermi$ aus s i t ô t  les trans'pucteursf. 

. dP$tats finis (a- t~angducars)  qu i  t ~ n s f o n m n t  des --sa en @'autres.  - a  - 
"; 

- Z@& ~ t ? a n d W e u r  d'éiats. finis res tent ,  d'un usage constant - .  en théorie 'des- 
'. 

langage$ et d6vallc*gp~mentb (A. F, L., , *es rat ionna& . * f '  
A t ou t  transducteur d 'g ta t s  f i n i s  T d'un mnojde LI C dans un aut,re A ,, es 

* * 
aûsoci6e la relst$on .( de P ; . X  f) T = ((r, y11 % )T Y} U n  b i b ~  

/ 

> , - ,  -. ' * ' . ,  ' <  

et  inversement. cett>e da~ac t jS~ i sa t i o r l  a de nk&b~eux' a*afitrgee i . -1 + r ; 
/ '  - - el le  -bet &idence i e  caMot&è s M t r i q u e  deSr t f ins6uct ions dt6tats. f lnis:, 

', , , a '  ?&"L:u 
* .  

: .-: . ,,,' (la r e l h i o n  iiwebss es+ . b  r é a i i s i i ~  - ,  + . ,  &gid.smedt. par ,un$' ( -  ,, ,:?; tTàniid&tioa). + .  - ~ c ,  c a ~ ~ t a ~ <  . '-. 
t :, J .  ,<2;Fbc p :r 

- n'est pas 'appa&n{ .ms- 131- d r f i n i t i m  par naihinè dtbtat f i n i i  qaia 6%tdaft ' 7 ++? ~b%#" 

<i * 
par d4f i n i t  ion des bisorphisaes- 1I.a @et%& l& inverse d& rsl$@ F k k b h .  

' - 2  8%.%&. 
B ,- y$, 6, y)'et'g*ilir'si?~i&è'$àp (r. 9(:.f+Ixl-%7 - . . - . * . 

- G '  - 'ti.ana~~dt-ii&* *%kat ir. Jf2hi9 a a c w e e  6 6ab')ei. 6wAt.i- -.d 

fofits.,.+c~n&~~~&l~;e"~h h ~ & ~ & $ ~ ~ ~ ~ s :  cele le -d 'U iim i s d r  
0 .  

I 
r, - -3 

b&u~ouc*':~~u~. r. 
1 ; * y {  1 n ', ,U  a $ ~  -,-. [ ,- 8 l(,i .' 5.5 1 

1 

'*st&E *a* Estsi &.%T,-&.* 

: r ~l:~;id$q g,f, ' 3 ~  2 ..q~ ,,mi ~ n r , ~  - ~ ~ ~ ~ x  

/ 

i cCIS  R ~ i c $ ~ k  
a .  - - _ _ _  _ _ 

,aPa88$~+ - . A L  

$ $ i f i s e b t  f&irl-i~P& '=ias) . - se;. .++! *r;n:, - \ 
2 - ies bimrphi&h sont c los  par invw~ion .  . i ~ o u ~ 2 a 0 a i i ~  sp ce:.qau ~ g q t c  : 

r ' 

' &gn$gi& +\E: i l ~ & & ~ d $ *  ftod* % ka raagoaitîbni-ltant &na( 'B%=:- g)$ i 3- #&B'= 
. - . a 7  .I r* 

',Yi:tJ$iï j;< i j 4 & g b t é * a ~ k , t ~  .' f@,# , w,, r n ) l t s & ~  49. g p ~  g#cy;B")*-.' ~ - . t 4 . : -  

(y; l J j  - > - C  -. 3 ) ' " c i . l l 3 ~ "  ' - 1  -d'-am $:$ L, 8 - ; x , :  . bjw( +&: i n  y l S I L i I  F L I : .  



en t a n t  que t r i p l e t  (4 ,  K, Y )  = B e t  l a  r e l a t i o n  B associ6e.  Rappelons que l e s  

p a r t i e s  r a t i o n n e l l e s  d'un monoxdes son t  obtenues à p a r t i r  des  p a r t i e s  f i n i e s  

' é t o i l e '  (@les' sont  d e p i t e s  par  des  'expressions r é g u l i è r e s '  1. 

auvaises. lpropriétés des t ransduct ions  d ' é t a t s  f i n i s  c l a s s iques  de f o r a t s  

.", . v.- > 

1- 1-4- 2- 1 DQf in i t  ions  : idXii.. ...................... "%, 
b " *  

1) Un bimorphisme de magmoïdes B est l a  donnée d'un qu in tup le t  B=(v,+,F,Y ,VI 09 
I 

- F e s t  une f o r ê t  appartenant  à une f a m i l l e  raisonnable 3. . 
On prendra tou jours  F inc lus  d l s  un magmoïde l i b r e  T(Z)  

- 4 est un k-morphisme de T(Z) dans un magmoïde M, Y un kg-morphisme de T ( E ~  
. 3  

1 

dans un magmoïde N $ 
&@! 4 - v e s t  un e n t i e r  S k, u un e n t i e r  S k ' .  .-"-a- 

' . / '  . . --- -.-*.+---r--- - . 5 t i  :P''Bt?- 2;. i . 2 ~ ~  j ? p + i ' 2 w z - - ~  Y .  qçi;t.,~YB.,,w. ?-;-~JÏ. - Ub 

II) &a rskation i s s h o i b  i 'B. aotG B, encons appelé. bhrphi-,  ,v*(i?wft., . 
* " ^--..*- '!@@~tsr~ Wb' a,T-e.; . i l ~  j l ~ ~ ; i ; . + f  r a t ~ .  : ï .iaei.~ 8% a',;"? g ~ l , ~ ~ ~ j  + :q > . : LJ ;," $%,: 

1 . -- 
. ' '')Is"((*~;*$~.Y?* t . rb tr.l ' < & ) ~ ~ f i P & ~ ~ ~ * ~ ; r l i ~ w a i l ~ & ~  .'<y:ii. bar? 

& t 1 - Dl- ) 1s &fhrit,i% Q #Iv3J. 
C 

. l.%d + 'c"GqY . . 
=@$w4*s~4gg2s'; - - t q ? - .  ifli;:<'>. *, . B IIC . : da Y y m . $  ,,i ,a;. ; 

. , ;3) (- 

i.3 x*pe$x w: 4>sff~vr ,.UQ~ . ., , *+ , 3'ifiJ a une r,:- Ct classe a 
$ ~ i e ~ d a a ~  .;9,- 

r - A , , *  i e I h e  : t p  : 
1 B o o n s i d h r  fo&t ayant en ,pms les, homes p ~ p r i < t l s  d.? ior8ts r a i & ~ i s -  

- .  7 -  ' y. . * : . .< . ! ;  

pn - trijilat, ( (, T .' * . '!.- , r r  - 
4'. - s :, 6 droit* 

* &  , 3 2  QL*~ ... 8, 

Der ,, - w s  *,,!: i t h e  Tb+l: , .- + . - , , 
I I  b . .  - 



I 
Retèmns déis sraipitenkrt kale;, psr-w le;**-*,- L .  ~ . d ; l e . c @ i ~ ~ ) ~ r ~ ~ d @ ~  j 

%. 

@nl%~Ln'!iS.--m _ _* -s " - pour assbcier h t 
-4 m.4 

+ 
a .  ., . ' ,  i 1 

, bir ~~2~ z--$ompooif b2-2t,t,i2y~f 9 ~ o ~ R , ~ ~ - ~ ~ ~ ~ h ~ ~ ~ ~ ~ S , ~ ~ - ~ ~ ~ ~ ~ ~ - ~ I ~ ~ ~ ~ . o t ~ ~ - ~ ~ ~ ~  
' - j : r " ~ . . + f ~ & ~ %  , . - - r -  ; - . . ,  

-mm------ 
. , 5. + ' , < ,  

La colilposition et l'inversion se faisant corne toujours au sens des r\e+i$@ns, 

cette section "va e w ,  NdanaroihsJ csre~ta%n@ &tas45 f~frotrlt ,q&ew.gR I$S 

disânrfl . . - *  . f -:c) ' ; I r  
r L 

1 )  ks.birnqrphlsme;s sant p a ~  nature inveraible. .. A i n s i ,  soit R = 8 avec 

t f1 = 8' a+e=* t$> S- . q C : * . . ~ 2 q ! g $ ) \  - 2- * T  
i - 

! v - , L w < : . [ &  , - $ , i $ - A '  * * -  - , p  '?.. j:,. : 
2 .  C r ,  

. x i )  sous ve-n. que, - , problaiie ~ ~ , c + s l t i ~ i  6ki%,~iimco;P!#i& 
" ~ 1 ' 3 ' ; " ' i i r  : *  1<,* mir:, e n:,,--:,.,;4 + %  .pl:C ,.,,, , ,,,  ,;, - ,,. 
F" q'~s:'- gB"6calé %ti : : . Tr \ rY-qk+t  : rîl' 

. "  ;h j fa*  ,y  * k r  4 LSlbl;j-i 
>fhtam bang d m  bi.chbi&&+ $%$ '62 ,?. &iii&&+*ifi imk i~s ".E. 

I-Z, i I$ b.3 ,<  \ . J 7 - u  - ,**,?j.*, % * , I  * ? " 1 3  ?. . - - 4 

, = B4 B 
r .  ! , 

a ,  s + - i -  c , -  ,.;.*.. 
.. L. varie i iëlb~ i'&8'iikriek,'& B ab1 c*~.! . , 53: 

* *> X 

* 



I Dans l e  cas des  homomorphiseer, .de rnonsïdq~ lqq plificati& s btudiéo , 

.-, * ,? [ , -  - . . J 

\ 

- 1 

, - .précédemment de ' l i n é a i r e  ' , ' complet ' , ' &paré i3 ' d&ai b o d  < yût syis 
r -  - 

tondexpept Tout a u  p lu s  considkre-t-on des morphismes de mowl"des strff:>$ 
A*-- 

. - = ; - -  - - 
-(ou '2 - f i se t ,  l'image d'une l e t t r e  ne pouvant ê t r e  l e  mot vide) #i~&$i& . . . 

- >  & . r *.A 

(l'image d'une l e t t r e  e s t  au plus une l e t t r e ) .  Il s t en . s i r i t ,  %ans Ie a s  des' 
\ , L:r:jf.l + .  ;i 

mgmoides, une fou le  de c lasses  possibles  de bimorphismes. H o ,  &ammis -6s I 

- %,*%.A.* 'S. . ^ . . - , ". < . ci-dessous à f i x e r  des notations commodes pour l e s  désignesr. gous. i i 
k:--: .. .-A ihk~4t-ir q IIP1. :y,1 . ... , ,_*: ,,- qhl, -t r , dans t ou t e  l a  s u i t e  que les propriétgs d i f f è r en t  du tou t  au t ou t  &>on r41.8 

' i  . $ 7  i - 
, t . , , , ' - ! y *  i. fi -"." , classes2 : 

a 3 . - -  ,-.' + . - $ ,  , , +  . s - 3  r *, , - .  3 ,  <. . >  ' , < " = ' ,  '5 Y< \ ,  ' a ' I i .  

L.*L '  \ t a  , >  
,- - . a i  2 L c ,  ' ' j - - . Y -  . ' f- r rd 

1-1-4-3-1 Notationg : -a----------------- , r - ' .  + 

Fm r; sus  F ( 1-1-3-2-6 1 . Mous coxsviendmna que 0 sigrhifis 1 'ahsence wde 

r e s t r i c t i o n  pour Y,  qu) est donc un moriph'ik quelconque. I -+- -. 

4 

Pa~fo i s . ,  , , . ._  on préciseni.  l a  d i l a t a t i o n  d'un T3hismai On *bt.ia* par cx*pla 
* 



bimrp$iisme définie, c- 

> .- r " ' s  ., . 

, 
Un cas p a r t i c u l i e r  in téressant  est ce lu i  où, dans un bimorphisme~(v, +, K, Y ,  v) 
4 e t  Y sont  de  même type (vo i r  1-1-3-2-6 11, c ' e s t  a d i r e  où 41 e t  1 sont 

simultanément p-régulés, à déla i  de  séparation q, e tc .  .. SUr K. De tels 

bimorphismes seront d i t s  syiaetriques -et l a  notation des c lasses  en s e r a  

3implifiée comme &it. 
1 

: < 

B ( F ,  h ( L ,  [v, vr3-c,. . .))  désignera l a  c lasse  des bimorphismes (fi, 4, 2, Y ,  v'),  
, .T 

où '+ e t  'Y sont . l in6a i res ,  respectiv6men-t v e t  v t  cotnplett3 sur F, e t c .  . . - 
Le lec teur  général isera  facilement notre procédé de notations ./// 

b 

1C, f - 1 1-1-44 Les t r i b l e g s  " ' l ,  r 

- -.J' L5.l , " L F i - 
.I Bien que seu ls  nous intéressent  ' en f i n  de compte las "abbres sans variables", 

. -- -- no& obtiendrons souvent des r é s u l t a t s  in termédiaires  plus  f i n s  , pa~*ois" . - . - 

.+.A-- utiles pour d'autres  appl icat ions  ( l e s  lemmes 2 e t  4 de 11-1 sont u t i l i s é s  
\; 4 

dans CA]) ,  * \ 

, d , . *' . .. I , . Aussi i n tmdu i som now wna notion plus l w g e  que ?elle à@ bimorphi@nie,,selle 
P 9 

-da trî p l e t *  & '&t p r i s  eza compte les Bléments ,avec tossions.  i>') - 
:\+ . , a *  

' 7 

,r.l . -7 
i 

\. . . 
;++-. #c . , \  

. " 
" Ud. 



v 

- . . 
6-,. - * n l  .-... - * .  .' / j ,  

: - ' Q 2 r,  L -3 <,  T:+ ~ j ~ ~ ~ i r , ~ ~ ; ~ ~ ~  st- - a-z23, - 
. \ 

2. Te. 5- -".,A*- - a fie&- 
- " %-.* 

- I I  C* _~ . 
, I .<( "O... .r,....n-.l.-.-" ,-..Pt- 

+*&;* 
.,+, 

9P& ik 
p .  

e<  k'"8.t 

(Y di idfl lP~dPfr t~'.t*fai$lRCr~ov~ F i  

. .@~+~t~w&~u:?~~aggg?d~:,##~bh.~t3 ~ ; + Z @ % {  X; -$ 4Hr 
' 

~ ~ ~ & & ~ , ' % P ~ & @ ~ Q & ~ J P ~ u ~ ~ z ~ ~ E M ~ D & & @ ~ . ' J : - ~ ~  a r , : i : '.H + i ri. 4:;; . . 
~';c~~A@'ie~lr#k&tfl a. & ; ;&$ Y 3-eptr;:lr t.4slc& 'la .&ion. 3 1; -: 

- .\ 
e a 

Cf,. $ 1 ,  

h i h  de E 4nns, _S.+' ,  A 

h -  ~ , i - . ~ n ~ ~ * ~ b  Y J ~ W ~  . +,, ,- , . ~ - a - G 

1 = i- O Y ,  la relation associée étant fa mêrne I 

9 ,- 

11 i y r t e  de remarquer que, s i  4 est un k-mor~hish t y 
' . ,- . I . > .  . - 

4 3  Y est une partie da Tk(n) x Tk8,(')* 



* 

1 - 1 - 5 LES TRMISDUCTGURS DE F Q ~ T S  : 
t 

B. .. 1 .  - . -  
\ .  . ' 

NOUS avods fli&cir-z;rc-~$ p b  . a s  le 6.t~ >de& lan 

est aquivaiente à zelle de ,~ransduc t ie& b f 6 t d s  .f ih îe .  S5d W. t h C ~ i s  '.des $ d i t s ,  . 
. 

r e s t r e i n t  (TAKAHASHI , C871) 4, l a  notion da, @ c m s d u a r ~ u r  ~d * 6tat t fin$& -dqéa?bc@s 

a é t é  v i t e  6tudi&ed ' -pot#i%e3 *'raisond et ' pa~r.d~s.-eruteu1?S -qrappef,6es en inta?sdwtAan. 

L1id6e é t a i t  l a  même que dans l e  cab 'des laingages : tmns£ormer des a r b h s  en 

d ' au t r e s  en metrant tlunc sortieV && ' r ~ c & ~ n a i ~ a ~ u r s  8' kia*a f inla, Toutefais ., . 
b 

l a  s i t ua t i on  s e  "complique" v i t e  paiul,lea* ra isons  aiiv"81nteaz; i 

- 1 lm , 

T )  Nous avons n, que l e s  reconnaisseurs ascendants e t  descendants sont 
$ 5  . ,  - * épuivalents .  11 Rien e s t  pas de mê& pour l e &  t r ~ n ~ ~ ù c t e u r s ,  où I lo . 'c-~e&nts  

II)  Les pmblSmes de ï inéaFi t6 ,  complétude, se posent en s o r t i e  Crecopi. en 

Nous nous contentons i c i  de d é f i n i r  les t ~ a a s d u c t e u r s  e t  d'en 6 n d r e r  les , 

principales  pmpr ié tés .  Une abondante bibliographie est donnés sur ce $yj,g.t 

ar J , W L F R Z E T  . De n d r e u x  exemples Jigurent dans C 13, C 91. 

dans la pa r t i e  III de ce t r a v a i l ,  en application de la  notion de bimorphisme. 

' on4 d e n 4  naissance aux t ransduc tews  d 9 6 t a t s  f i n i s .  D'une façon g é n h a l e ,  

~motivpti5ns. e t  appl icat ions  de ces notions, les &f6rences, sont donndes en 

i n t h d u c t i o n  et en p a r t i e  III de ce t r a v a i l .  
/ E 

~ é f  i n i t i o n s  des transducteurs d t < t a t s  f i n i s  de faqêts :l 
\ 

d i s t i nc t i on  en t r e  l e s  cas  ascendants et dsscendants e s t  cap i ta le .  
. 0 - .  

, - .  
1-1 Transducteur% d t 6 t a t s ' f i n i s  ascendant de f d s t s  ; --'-.* t ---*-*-ee*--qe--9+-----------**-.-------+----*- 

: , *  
- ' I  -8 s ce' temm en 'Ftransduoteu~ ascendantt' et dgerignerons $ar TA 

J. . - 
, - la C ~ S $ C B  de ces owartq ou l 'un quelcaque d 'eb tm ew. t 

: .* + ,  LF:+.r ' .  
-1C ̂. -., ".. - " . 2 1  0n ZI u t  u donda d'un quk.rap~a i 2 (L, A, Q, R,' FI 
,* ... . , . 

C - 



. , .  . I I .  

Z est l'alphabet graBu6 fini dt4nf$6s 

A est Ptalphabet gradu6 f i n i  de ~ a r t i e ,  
Q est un snsetnbii-'f i n i  d'&ta?$ Gw - 

t 

F ç2 Q est 1 l enqemble des 6tats fina* . r 
R ekt un ensemble f i n i  de  r è g l e s  de la -karate 

T est linéaire  esp. p. complet, strict) ssi toutes ses règles le sont. T est 

L ' t Z  = E u  

T = (E, A ,  Q, R; -1) &-F, A, Q ont U ra&m signifiçaticm dans , la  cas- 

f orne. . . .  



1 L. 

' ( X  . . , x ) e s t  une to rs ibn  >ë dé '< , 

j$ j P , . 
1 

( s i  n = 0, qCa1 + it avec u e T(A)o) 

s t e ~ e s  l chpl e t ,  1 i neai re, determi nt st?, stri et '  s e  déf ih i ssen t  de 

çon évidpnt e 'corne précédemment.. 

d i t  que t IT u ssi 

se décompose en uo.u (qi C t j  1,.  qi C t j  1) 
1 1  P P 

~a 4irairrsdut;tjan a-iée . , à .T pst, 

n imposant à l a  p a r t i e  gauche de chaque règ le  d ' ê t r e  un arbre  de T(E>' non 

édui t  à ;ne variable,  où tou tes  les var iables  f igurent  à l a  profondeur 1 

seulement. 

I On dé f in i t  de même T G D e t  T Q D à p a r t i r  de T G 

1 - I I )  J. ENGELFRIET in t rodui t  dans C513, C52-1 deux au t r e s  général isa t ion de. l a  
t 

notion classique de T D : Les T V  - F S T e t  l e s  G F S T. 
1 ,  . r  

Nous ne l e s  dgfinirons pas fomellement, l a  déf in i t ion  en t'erhes de d g l e s  .di 

dérivat  ions é tan t  longue e t  compliqu6e. Retenons qu ~,ENGELFRIET' introduiit * 
l a  c lasse  des transbucteurs descendants avec "lock-aheadtt . . (Tt - F S TF, qu i  

g&néralisent l e s  T D en ce que des  contra intes  rec8miaissables pe<ivbni &re 

s a t i s f a i t e s  sans qm l'aslbse comespondant s o i t  l u  au c m r s ~ d t u n  m ~ u v m n t . d e  

' t raduct ian) .  nitu&e '&ES k r !3 T t ' e b t  ;discut&cl en pa$tie III - 
1 .  

'*F *,* 
M 

'h Et. ,  if r. $F.& 

+, $ " "."# ,'R !> &$,<,*$$ 
fM+$;z~@ - (& a,,, 

- - ,-, - - . . -- ., . 



. / -  - . \  
1- 1-5-1-4 Les transdYc?&0~% : - - > 
+-----------------..rr ------ 1 - L, 

r -  
. - 

7 
. , 

1 
' - 5  

.&né partie R da T(E)o. x Tt&)* est uns t ~ i d w h t è t i ~ n  de type X *si il existh un 
LI 

<, . - transducteur T de,la-classe X tel que T = W. I - - 
Nous noterons X la classe des transd6cti~nonq assoclés a X. 

a , .  

Lq tranrduc~ee par T d'une fora F est 
d 

\ 

1(F) = { uf(t,u)a~ et téF 

1 - , 

-1-5~2 Principales g~priétés des transductions de fosts. 

; 1 - Ni la r&onnaissabilité, ni ltalgébricité ne sont en général conservés - 
1 - 

, , > l  a 

par' transduction, ' 
\ 

4 

2 - La transdbctée inverse d'une for6t reconnaissable est reconnaissable. L 

' 

Lei' trinsducteuks 1 fldhi res conse&nt . ,  la reconnaissahili té. 

3 - h ' D $ T Q Q q T G D + T r  - F S T $ G F S T + T D o T D - ,  ' \ - .  ? 

T A q T Q A q T G - A q G F Ç T  -4 T 

A I)?h + . A  f l  4- î 
$ 4 1 -  T BAT Q D-TOOXT' - F S T.$ G F S T +  T D o  T D , . - ,  
6 . . \ *- 

T A + T Q A ~ T G A ~ ~ G F S T  l 

4 

h r/4.' cc*. *." ' \  * 
5 - Les ELasses T A et T D sont i?acoaypa~ables. De pwr T. G A: at f 3 IX', * - . .  + A 4 

'i . 
, T Q A $ ~ ~ T Q D '  - -  - , 

-4 - - ,, <- 
I ,  

. . 
; '  c $1 

' t ' t "  * ' _  
L 

, +., 6 - aunmc dm c~aoacs introdu&u p16dd-at' npist e+osaf par , , tim, 
i > . x -  

- 5 

iles hiem'8*crh5,& inf &sPecrs mqt ccïrr j~ctdes.  , - .. \ ?  
. ,' - .  - . . . "-3. 

. <,". > 
I I  . 

I C ' .  . v .  
: , ! % , - .  +? ,, 

3 ,  
il fi - 1- 9 

il . 
1-1-5-3 Cas particulier . - ( 5 '  - .L.; 

- - - - 4  - -- - - -  -- 
. . 

1 - NOW utiliserons. fréquemment des marqueurs (ascendants ou desce 
Un marqueur ascendant est un T A déterministe dont tolites les rè 

.* * 
- d  k 

de la forme : ,* . - . * $  . . /  i ,r il -. - 1  

I .  
h" 

a(qi Cxll,.. q. Exn- + qCa'(xl,. .xn)1 , % *  % - '  . y, -4 
1 ln - ... .'A i,:). . ,,+ j -  

- . , -*r . - - ., 4 -- -- ". ", 
oii a'(xl,. .xn) E A .  . . , . ' . Y  * a 

c .  

1 > S .  

* \ i 1 . a'. 

k ' $  :, y 
$ .  

On définit de même les marqueurs descendants. D'après 1-1-5-2-2 et par , . a, , . .  . 
déterminisme, un marqueur associe donc biunivoquement une forêt reconnaissable e > r  

-LI p %  . . .  
i 3 .  a une autre. 2 . 

.i r . 
,' -. - ' -  L i 

2 - Un reconnaisseur est, par définition, un transducteur. Un reconnaisseurr ' I. 

1- . 
1 . d'une forêt F pourra être noté p et définira la restr'iction de T(L) à F. ' -<:, : T - - : ~ * . '  

F O r - - . f ?  
!. , , P:-* ,&-- ,.; \ 

-" 

5 ,  " \ $ 9  
.'4, 

,. - 
,L. 

- .  . , 
< _  - .  - >  .- 

i r 
4 ~ 

1 . . ' 1  ' 
A 

-,- / '  . . ,, % .  r ' . -  . 
t '- - 

\ , . 
, > 







Tout notr-e t r a v a i l  se s i t u e  dans l e  cadre des magpofdes, 

ont &es f l i c h s s  sont les mrphioiies de .risipoIdes s u i  lesquezs 
', > d  ' , 

nous avons déf in i  - en 4 1- i-$)'%& G&a~ribos~&&&~s! i. YI e s t  donc e s sen t i e l  I 
de &rifier que 1,es notions in t rodui tes  ont de "bonnes propr ié tés  alghbriques" 

, (permettent de d é f i n i r  ' des sous-catégories.. . 1.. Concréitement , nous aboutissons 1 
akénonsés  de (1-2-1-2)-qui Btabï issent  la s f a b i l i t 6  par  composition de 
L 

sgus-classss in t rodui tes  en (1-1-3) (par exemple, " le  composé de deux 
. -  ~~>,,,. '3, * 

' I  

morphismes l i n é a i r e s  e s t  l i néa i r ëv  , e t c .  . . ) . Lés greyves de dce t t e  sous- 
i 

sect ion.  "coulent de soÙrcen. Auparavant, nous voyons en ( 1-2- 1-1) q y l q u e s  

. 
1-2-1-1 Proprié tés  des morphismes sur  l e s  f i b r e s .  

~ o i t . ~ l l t i ' ~ ~ ~ ~ h ~ c - e t  Y M *a-mmi& de z a s  A, soi t  v a n f / k . k t ) .  

La prauye est i d d i a t e .  Contentons nous d e  l t i l l u s t r e r .  Dire que 4 
* 

signiiie que (I et Y sont,  par leurs v-pmmi8;res cotiposantes, ) des extensions 





la décomposition de tout élément en "élément initial et torsion" jouant 
'L 

un rôle fondamental (on écrit t = t.9 dans T(C), [tl;91 dans (M)T). 

Simplement, n'ayant pas besoin de plus que des morphismes de T ( C )  dans 

T(A) pour ce qui nous intéresse, nous simplifions les écritures en nous 

restreignant à ce cas. 

1-2-1-2-1 Conservation de la linéarité par composition : ........................................ ____-_ ---_--- 
La composition de deux morphismes 1 inéaires es t  1 ineai  r e / / / .  

Preuve ------ : La notion de linéarité étant "sans piège1', nous nous contentons 

d'esquisser les étapes d'une preuve coulant de source. 
'L 'L 

On prouve d'abord par récurre~ce sur la taille de t E T(C)que : 

P) S i  Y est  l i n é a i r e ,  Y ( ? )  se décompose en Ue avec e l i n é a i r e .  
'L 

Ensuite, pour toute lettre a, en posant $(a) = \.€la, on a 

?r 'L 
(( O Y )  (a) = Y(ta.ea) = Y(ta). Y(ea). 

Si + est un k-morphisme, on a '+'(Ba) = k(8 ) (1-1-1-2-6,7),or on établit a 
facilement que : 

Q) Si e e s t  l i n é a i r e ,  k(e) e s t  l i n é a i r e  
?, % 

Posons Y(fa) = u.5. On obtient : 
?r 

(4 O Y) (a) = u.5.k8, 
Or, d'après P) 5 est linéaire si Y l'est, kg, est linéaire si 9, l'est, 

donc si (I l'est. On en déduit que c.kf3a est linéaire (la composée de deux 

injections est une injection), donc que 4 O Y est linéaire./// 

1-2-1-2-2 La séparation à délai borné et la composition : -------_--__--__ ............................... ------- 
1) Proprigtés élémentaires de la séparation : --- ---_--_--______-__---------- -__---- 

% 
a) Soit ? 3 pl. Si g est séparé sur t, il l'est sur ?' 
b) Si 4 est p-séparé, il est pl-séparé pour tout p' 2 p. 

Preuve évidente laissée'au lecteur. 

II) Soi t  g un k-morphisme p-separé sur %, Y un kl-morphisme p'-séparé 

sur +(?) . Supposons de p l  us que @ e s t  q-régulé. Alors g O Y e s t  q'-séparé 
'L 

sur t ,  avec q 1  = sup (p,plq) 





l i e u  des bbjets.  Ainsi, ( s g r a i t  d $ ~  ssbBar6' à 6643% p si t o u t e F i ~ & d e  
' {  Q 

l prof omde?w~ h-dmBp+ g:.4.!un;, a r b ~ e  I n i t  izl *$t ait séparée. Le contre exmple  'c i7  
/ I 

.,dessus tombe-algas .crar 4 o + d vien t  sép& a d$gai 2. C?R p~ouve n ~ b '  : 
\ ' _  

ai@?émb~t, qyes .avea:-ce9Re d6f i n i t i o n ,  las 'séparritior) $7 @4ai *z?16: est . 
close  'par coipposition sans au t r e  hypdtheke.  osq quoi a l o r s  ps E\S avo i r  , 

9 

p r i s  c e t t e  banne déf in i t ion ,  Dais une, p lus  &st r ic t ive ,  qui n'a dé bonnes 
f 

propr i6 t . é~  que sous l'hypothèse de régulation ? 

L'exemple suivant i l l u s t r e  notre raison.  
-. Soi t  4 dgfPdf par  : 1 I q  

4 

q,*yv 
(a(xl) = <B(xl, x2) ,  #> 

.&#&a - 
)afxl) = 'a(xl). x2, $(b(xl))  = 'a, b(.xi)o * $3 

b< 4 

'L $$â) = 'a, a, . , 
.;W%B7 , . >,>%Ji& 

kit ~6&n~~,iipaur$g(~~j~$t#@~~~4~$~5;p&3~~ (-3 2 l: ,:!cT : pvy.. 

> 7: $ t;, :' . 1 T t  - 4 ,  ; < :  , ; o . . : k  fi 9,.<T,--tcfff,...'j 1w f i  " 

fau t  - t e l  qua C .= B O E t .  La &p<rriee e s t  ne. I n t u i t i v . p c n t  la raison 
-"gr;: xi109 . . ~ q , n q  -;-'. : T T ~ , ~ " M . T ~ ? * L V ~  325 s:, P L * ,  ~ j ~ i ~ i  ~ j ~ g  ,fi. (sftgj ï 



dans les algébriques) in térassanta  Zi avoir  c e t t e  propri$itC. C h s t  pouquoi '  
on t fq;;&' aag4 &$dit i6&G&a-~rZ* -1~1fh~a- ; B, x a* 
d e & . ~ + & + n t d B i ~ ~  -12 .*:,TC-; *. ,,-s ', . % " b" * i " _ .  ; e s ,  , ~ - 

- 4 -  

iI Or ,  9 et Y sont sépar6s sur F à d é l a i  2 'au sens de l'image1, aiais &on 
1 

' &parés h déla i  borné 'au sens du doarar%or;',,, - - S. 
\ - ,  1: 

L1exaaple ci-dessus montre qu'avec c e t t e  *f ini t ion de l a  ~ 6 ~ a r ~ t i o n .  on 
5 , .  . "  r .  

A. 
:obtient  par composition de bimorpfïîsmed dés ph6ndne~ \ t i i l i  ne j$euverrt && 

, d é c r i t s  a l ' a i d e  d'un seu l  bimorphisme, c ' e s t  l e  genre de s i t ua t i on  .¶F'l ' 
I * 
.I nous v a d o n s  juorement7Q*i*er (foipi  c r i t i q ~ e  de l a  potion de ,bimorphisme. 

en conclusion de notre  t r a v a i l ) .  1 - - 

N' 
Il est f a c i l e  de v a i r  que, si on suppose l e s  morphismes régulgs, les daun' 

2' 

d6f i n a i i i d a  L. sbparat  ion &$8eia$- lp~rne colncident . l inlei - ar$cigg U r , ,  , YS, 
e% 

3 opticais p s s i b l e a  2 $ = :$,;+ , ,. ,%<*p. %Y $ : - Y  

J .2f~a:. : --,rctemdcsh~ Is c71pa.e ,des- sno~h+qpp s b p d a s  B d&lai +2né . 
. * * + .  - -- 

au 'sens de ltlntbge : oe t t e  classe est trdg large d e @ s ,  ce ~ u $ ~  g*~$*&. _ <<_  



1) ---------------- Domaine de [VI-coqlétude ..---------------- d'un k-morphisme ----- . 
a )  Définition : ---------. 

autres .états  sont les parties d e  Ckl. Les r6gles sont def inies  par' ? - 
1 

r ' 
avec qi,' = \ / i / d < ~ a > ,  S S ~  aucun. qi = 0. . "  - / - -  ? ' . 

- del  -, sa5 q # .0 i 

u a l a  propriété Pl suivante, Qvidente par construction : 

'b * 'b f/C.VJ,@-$..., 
Pi) # Ct(xl, . .  xn) l  1- ttQ$%$.-.;.gC~A3?$ Yi  *Qi = i.. 

D 
+.  . " . , 

, pour tout i. C ~ I  ( avec ((t) = u.9).  q 6  
, . 5 L ! . ,' 2) ; -_r.f9cb.f 3 8, 

C 
1 . -1 W.& d6duhrkqw, -+ «is -coip&<te t o T ! F )  -$si f apRaPtiwt .. . .. 4 1. , , .;: 

for& meornia-irs~ab'le K ree+,--+pa+&+--,, lh ,-- -.-.-cri_ ,-b *-. - T - " - 4  
8 

Came h LI aqt - - ,d6coiposdble, o n  s q d j d u i t  - qua - D (0 = K . /// 
* ? 4 '  ' , " .  



I I )  lemme : < , ----- 
Soit deux torsions r et e telles que r e 
lors ckp(e )  est klk2-caipl&te. 

: Par hypothèse, ~.k: e t  0.k: sont Ourjectifs. .Il s ' a g i t  de 
8 

muver  que a = C . k2( 0 1. (k k ) est su r j ec t i f  .Hais nous 'savons que - 
@ 't3 fb l 2Q Q klk2) = k2 .kl e t  k2(0).k2 = k:.0 (1-1-1-2-6- 1)) d'os a=(c.k2 1. 

. . 
et  v e s t  donc sur jec t i f / ? /  (On remarquera i c i  l 'usage commode q u ' i l  e s  

f a i t  de l a  notion 'magma!fdfenne4 de tors ion) .  

Nous d6dluisons de ~6 leanne srir les  tors ions  l'important c o r o l l a i r e  s u i  

sur l e s  morphismes. , .,.<, 

III CoroLlaire : ---------- . + c m  
. t . ' k  

S t a b i l i t 6  de l a  complétudeqar corn , ------------------- ------ ------ - - , ,  3 ,  

1- ,, - 
, ' 2 &-* 

! L 

rphisme [VI o a p l e t  $m KI. +* un k2imorphisu -"- :' f.$j 

- 1 p l a t  sw K2. Alors $1 o +; est [kpul complet s w  +1 (K2) R l(i= K 
. , 

n p&t ic r l l id~ :~d*  i[ll(~lY C' K2. O (2 est C 9 3  ~ o m p l a t  ~ U F  K ~ )  , 

- 

. 
A 

S i  91 est un l-morphisme cornplet 'et si 42 e s t  un k r o ~ p h i r a t  ru1 c&plef 
Li 1 ; ,8 * 1 .  r r c  I - 3, a l o r s  O (2 e s t  Cyl complet sur  4 -'(k2) 1 > - ;<  

7+-+i . \ 

L C I  

r --a) ait $-a air$. @ 8%r(?,;est da ~r fsrie 2.e ap<r 8 <ai ,wt - e 

l cv3  
, 

, r ' , r i  . t , ,  

% fb = )?(u): +2(8) = v.q.k2(0) a v e v t  dtant  k2-complet 
, : , -  i - : i' , '  - 4  < 

mmmquer que, d v a p d s  l e  lemme fXf'p&ê8&t, t.k 
- .  

. + .  >: b F - ,  r , , 3 :  , % 1 -,<, :- c - 
. L i L c ?  - - I I '  ', i ,  " , . C! " ,", -- - k r  .Y?- 

, -. d 

- "  ' 

ar&ssasa fa- 1-pr644 
'b :% * \ 

4 R (  4, c t  ). rP~64n0 .(1(*$)%~~8, 

£pl % (U).L~(B). ~i on pose +a (u)= v . ~ ,  on a Ç)<~-{*& * .  ' 

Cu 3 ] c f  ; ; j - p t . < >  - 
. 3 f  

b 

-~-let p ~ .  hW*b)ae*;.d91Q r .rqle) r@t, ." .f . '~~~~Zet d t % ~ d b  Le leme Ti-), 
. . 

i >,.*.." 0 :  1 ,  . -ji k A '  ; . - ,& .. . 



1 - 6 3 ,  

f' . ' 

,( 4 * . 
ce qf&l:;p&w*r qtie rl O ; Mat$ .cua&e q i -  &se 'un Y, - -. .. . 

i 

# . T  1, py . : ( * ; . ' . \ l b  - < * '  :r 

'1-mk&isme, on sait d*a$&$ . . 'ty.-S~~-i-2- ; L 

. r y r i -  ; - . '- i , . " 5 .  b , ,  '2 < 
c est lcette propriata qui assure la .conclq~kjm. - zu - 

', - , 
- , .  
- A  

- ,' . ' 

-, 
coefficient de dilatas ion supérieur a 1 et 42  [Y lkcoifiple 

D'autre part, remarquons que l'application de a) kl. 
+ 

as b) mais +, O )2 étanf seulement CL2] colplet./// 
@WT 
& -  h~~ 

ous enopçons simplement dans, la section suivante des dsultats qui 

seront des outils de preuve mais n'ont pas grand intérêt en eux-mêmes. 

Aussi, les preuves sont-elles laissées au lecteur ; de plus elles'kolilent 

de source"! (aucune difficult6, on aligne les d 
/ 

d'ailleurs le cas dans les preuves ci-dessus!) 
E 

.s , r  .---r"------------------------ '1-2-1-2-5 Divers résultats de ~comEositi&n' ------- 
2 3 ,  a> ' 

a) le composé de deux mrphihes marqués est marqué '. < 

b) le composé de deux morphismes sans.feuill$s est sans feuilles 

c)  si $ est un morphisme p-homogène et Y un morphisme q-homogène, $ Q '  

Si I$ et Y sont quasi-h 

d) le composé de deux morphismes sans torsions est sans torsions 

e) le campoaé de deux ( 

est un (resp.quasi) démarquage (resp.propre). 

3 .  5 Y ; \ , : . y -  r 

2-~-2:6 Conclusion de 1-2-1-2 et conventions : 
y c - r r ~ n n r - - - ~ - - - - c c ~ - t ~ - - . * = n n n n n n T T ~ ~ ~ ~ - ~ - - ~ ~ -  - J 4 .  + r : c  ? .  i - :  i r + ,  ; T  ,, , , . , . : a  

- +  

9 

A ceci p&ts quiil faut consid8rcr des xno~p~isms à &lai de *wq$$o9 . - - 1 

&t & J U ~ ~ S ,  r t o w ~  pouvons- dire en .conclusion que : l 

t&se4'de$ moiphl .jf WQMU f ' %dks I M ~  :MW :--. : - -  .+ A ..J; 
- ,> \ 

w -  - ,'.i..). . , . .  L ,  - Y  ' ,  ,\ci i.:/ 3 i B , n i i  L . w  

it la, &me pmpriii6 pour 1.8 intcresCtiona: , 46 c~aescs &iaiius . 
. & e  

4 _ * /  - - @& .al%pSL~~&a@- -$dS , . @ ~ & 6 ~ 8 ~ . d 9 ' 3 ~  ".dml $ @ ~ B & $ C P * ~ P .  
f z 

k t  ? $i - & z s- de m i k a  pour .tous lm. ounalla%rcs hidents qui a, decnilent ' (& 



.La s e c t i o n  (1-2-1-2) prgcadente conduisa i t  1 une conclusion &nt la ~i&nf-'  
f i c a t i o n  et  l ' i n t é r ê t  Staienk i d d i a t s .  Les r é s u l t a t s  que nous a l l o n s  

ob ten i r  i c i  seront  des  o u t i l s  beaucoup plus  tèchni&s, lei p u v ~  W &mt 

p lus  s.i faciles, a u s s i  les dQtai l lomnous .  

* \ 

1-2-1-3-1 Réduction de la 'profondeurt des  morphismes : O ........................ ---------i-i----i- ------ 
, Le but qst i c i  de remplacer yn morphisme donné par une composition de  

'3  
morphi'nies 'plus' s imples . 

1 ( 1  

S o i t  un' morphisme de Z dans  A. La sup (prof (+(a 1 1 1, notde r 
a d  . , prof (4 ) ,  sera d i t e  l a  profondeur de 4. 

- .. 
II 1 Lemme : ----- 



. , 
% !.* -3 I -4 D L "  *.. I * 

. c l  Définissons uh alphabet r' d i s  jo in t  de E p w  -: - * . -  :.ri 
- W..,..,.% - . - . - w *  

r f p  = 15 Io . a 

2, a < a  + 
r -  . 

f , ' C  * -+ .- , , , . . I r  

' e t  Y2 da r dans A par : - 
Y ( o  = aa, y2 = i d e n t i t é  sur 2, ' , > .  . - 

2 a 9 

~ntuitioeme&t',  on ob t ien t  I l (  a )  en r e m b l ~ i d ~  +S. +(a Y s r  fi .vkous-arbre 
Y 

i n i t i a l  de profondeur 2'  noté aa, par une seule  lettre (nouvella) - 
a . la profondeur de Y1 e s t  donc b i e q  rédui te  de 1 par  rapport &.cp1w- $B (. a -. - 
Y e s t  l t  i a e n t i t é  sauf q u ' i l  associe a l e  sous a r b v  i h i t i a l  a qu i  

2 7 - .  'i .! c t b  - <  ;;: ,a ! , +, - e ..- q 5  3 ."- . +. ; %v i 

e s t  de profondeur S 2. 
. A  ' 1  J ,  . , r  1% r 

I l  e s t  évident que 4 = Y1 O Y , que YI e t  Y2 sont l c s .  Les trois p ~ e k i e r s  
. 

.2 
points  du lemme sont  é t ab l i s .  

d )  Supposons 4 sans f e u i l l e s .  Alors, si a 4 Eol + ( a )  e s t  sans f e u i l l  
, A 9 ., , *, , c " *  .. . , , . *  , . L m s * - . .  - m  ."~ , . , .. 1.- - - ' b   TOU^ sous-arbre d'un a rbre  sans f e u i f l e  é t an t  sans f e u i l l e s  , les ta . . ..* , 

. Y ,  - t  / 

"4 sont sari$ f e u i l l e  , donc Y e t  Y2 sont sans f e u i l l e  ./// 1 C.Q.F.D. 

I I I )  Corollaire ---------- : Réduction de l a  profondeur par dé-çomposit~ofi d'un 

1-morphisme l i n é a i r e  complet s t r i c t  : 

r* Soit  ( un 1-morphisme l inéa i re  complet s t r i c t  de profondeur v t 1, il 
;A %ff;g& 

hr . 7 -  

existe des 1-morphismes 1 i neai res complets s t r i c ts  d$ ~rofondeur. pz ..diia: 

. . ci?,. - 4, 

inferieure a !  @ale à 2,  t e l s  que : ' * t 
i 

- - 4 = .O( 
1 .  v .L . 

. 1  , / - les' -gant saas f e u i l l e  s i .  4 l ' e s t .  
* =p.*\ 

**  ,?. 

La preuve s ' é t a b l i t  trivial;*ent en  i t é r an t '  l e  l e m e  II Y$&$&.!& 5 

3 9.  $6 



u 
, J  $ ?  

, . 
: bi 

, du n*ne type que i s ign i f i e  que 1 e s t  respect  iv,ment complet, r&gu$é., 

. séparé a dé la i  borné, s t r i c t ,  l i n é a i r e  s i  4 l ' e s t  (on se r6fSre donc aum 
" 3 , * .  

' i concepts in t rodui t s  pr6c&dednent à des niorphismàs). n vide ment, si 

il y a r i sque  d'arnbiguité (par  exemple su? l e s  composaités pour le 
7 -;* 11; 4 . ;  

Cu J-complétude ) on expl ic i te ra .  
ab1:.9 + f $  bJpTi ' 1 .- <: ,yu ,. O" l i , 7 ,~ :d  - F  + - 
De même, on d i r a  que Y est SUFG du m&e wp2 q(i6 ( SUT .F dAi' 'el;'' 

respectivement complet, régulé,  .$paré à d é l a i  borné s u r  G quand + 
respectiveinent sur F. $a" A 

7 . i  i< 

: On d i r ?  encore que O et Y sont  du même t 

'd'un' ceAsin type' c ' e s t  à diri? appartenant à uj~e in te rsec t ion  de, elasses 
p r i s e s  parmi les ' 1 i n é ~ i  res ' , 'séparé a dé1 a i  born& ' , régule ' , -' f \ l I c q l s S  ' , 
t leurs variantes (dela i  fixé, strict,  sur une foret donnge). C e s  notions , -  '<. . .< 
n t  & *éf et 'kelleb gui  nous in té ressen t  finalement. l a i s  les .. ns t  

terinaditaires'. da camctare  teçhnfqw ~mime a?wmgBrrel,- ~ s a s ~ ~ ~  

sans  fauYl&ei , 'tit!arqd ' _ qe JO@$ I$hS cqnsidsrés coapere de& typés. ",+. _ 
- -  , . .. -. 

. , ' <  : , 

:- S o i t  + un k-morph 



1 

r -5 + J  i 
f *..q- 

.. : 
I - ; ~ n - s - 4  î &,&'&$i%$;$ ia rp3%J' I  
,,,--------- rt . .-. .--y---- --- A ,  

.. . , ! fi&, fi+ .. . y'  3 8  e"= , ': ', .. 1' " J " . . Y  ' : A:.;, ; T,  t>*r ' r h  

= 4 6 2ob + eet  uÏ% 
I ) " T O ; ~  - $  h-,@oq#h%$m~ & , 2 ~ f i ~ , f i  . ,  * ,  (!,-?$ , . b 7  d ( c 0 V o . e  + ,  ; , ' .  en  , s s + q , t  *,  ,, . , --bi.g, "::,-i ,Y #-& . , 
k7morphiame psrqu6; d e  ~ a m e  t y p e  s u r  m28ma fsrét  qui  ??. e t  6 . 

Y**. .)' i - . ,  s . ''6 >. * [  9,,- f'- " , q -  , 

, d6marquage p r o p r e .  i -. W . .  

I '  . 
t o u t  a 6 G marquer lès n noeuds  Ep e f f e t ,  oy? p q u t  . paf , . , e~ '?~ l? , ,  POUF" '4 ,, C .  , < 4;- r > s h  I.'..' '. .'c 

4 , .  



. , '  . . 2 

, , -. 

quasi-dCmàrquage propre t e l s  qua ( = y r 

- - on a .donc 9 = 

a. 1 .--. - 



5 fd 
\ 

5 5 -  5 'L 
sommet d'un sous'arbre u de t . U se décompose «i u=a(ulB. 5 .Bup). . 
Soit  il,^ 3 la suite d'indices de [pl pour lesque ."ik n ' est 

5 - 5  5 
- pas de degré inf,érieur nul. On substitue, dans t, a(ui 1 &.Bui j 

%' dont t6utaso6k arbre cohtieht au moins une variable. ?'  est 
.5 

onc sans feuilles . r t  et t ont même degré inférieur car celui-ci 
'est pas modifié par les substitutions effectuées, qui 'suppriment' 

i 

lecteur pourra vérifier que la plupart des résultats ci-dessus 

ne se généralisent pas OU que d'autres  décomposition^ auxquelles 

on pourrait .penser, prochesa de celles citées c 

1-2-1-4-1 D&$i6%"tions ' ? 
- - - - - - - * - - C - - I - - - - - - - -  

1) Fidélité ___-_-_-  : 

Une? r è f a t ~ o n  R ci A x B est f i d  
,V b r B. C-ard { a r ~ l ( a , b ~ r ~ )  < + . / I I  a 



. I ,  ,- i: . 

I I )  Régulat ionqàr  -- ------- ---id comnsante ------ : / 

i -  
a'i Rappelons que nous avons donné la  déf in i t ion  de la  r$&ation en gros 
P 

- ,  , * L I  comme s u i t  : "( est-p-régule sur t ssi, pur tou t  sous-arbm t1 de t ,  
A.P< k:,a , 
.f <, de profondeur homoglne p, ( ( t )  a toutes ses composantes s t r i c t e s w .  

La déf in i t ion  de l a  régulation par composante 'obtient  an Femplapant' % 

:'au nbî ns une'' . 

1) S o i t  ) .un k - ~ r p h j s a p  quaSf:çopplct e t  q g u l e  ,+w K..,Alprs lr. 
relat ion ashociee 1 l a  restriction de ( 11 K est ffdela. - 

- 
Eg eff@t, f b o n s  &WP u et  c o m i d b n s  t t e l  que +( t! = U. Le d L d  

, supérieur de t est f i xé  par  ce lu i  de u. s o i t  t1 l e  plus  grand sous- 
>- i 

krbpe  i n i t i a i  de t l u  par  O. ~ u p p h s a n ~  ) p-FCgulé, la  .$= 

t '  e s t  majorée par p f o i s  c e l l e  de u'. Donc, l'ensemble des t* par 
B! vé r i f i an t  4( t l )  = est f i n i .  

t r K admettant t' p w  sous-~~1bre8 initial ut f f n i ,  
f t r K ,  +Ct) = u) est-fini. //f. 

. 1 ' 

II) ait K une for& mconnaiss 

Soft  R un reconnaisse 

moins un mouvement % 
, reconnus par R avec q 



.- . . . 
\ . :*y a>*,* 3,++?..*2 'ai3)&~sTiin' " - 

" - '  
PI ~ u p ~ s ~ u n % o  4 non Iclégül6 par coiaposante. 

\ 

P' 
, 

-7 W .t&if ~Q-~F~~~&C&'  c&&&&'q.& da' #(@1 d~frg& @ 
' 

P.' P 
,? $i'l 

.' 2 .? ' . ,, - * ;  L,, o t j h j  ,%r;: $:L ' . , . ~~:p',y j 7 ac,!;r- ,3 :c  #: 

: S i  ipns.ipfinit6 de t n'est lue,  il exls te  q t e l  qua. 
r :  . :%a,*:  * . i  % .-  -9 ' 7  , p ~ c  .c,,ar-3 i! s r 3  r & & '  - 

pour uw inf inite  de p, 3 t 1  i x .  )r I(K) d r i f i a n t  17- t ' '( .%& 31 * 1~ ' T i i ; !  2%& s*;B*~. P G ? , \ ~ C >  $ 
~I(KI. par pmpri&t& de l a  mconnaissabilit6. Qn a 6dd@-?QBen't, 

lus, gui n ie  la quasi-cmplétpde de 4.  

Seules les variables .X Rs XPlk  de 6 sont. lue@? 
P , PtI  .. , '. 

'V 

Dtautm Srt, comme t .? ~ I ( K ) ,  il ex i s t e  un mouvement du reconwisaeur.- 
. P o .  

' & d e g K 7 ~ $ g i $ ~  : A + ,  ,I- ~ r C i + L  a ; ~ t  
I r . " < '. 

tek qua, p u r  tout j , il ex i s t e  &T(H d ~ i f i a n t  
Pn 

LE . :r .%. \ /,( i . * <Pli . : .  r i 
1 , I  9. 

pj rai,$&@- ( e b q  à psF' 2. . T e  ": &*n* M g *  ,: .b 
- . -Rm- . Po a - *  

$ , I ~ ~ Y J ~  ,<:y . > t j  sq:,v 1 . .: i . t ' l i t  . 

xwpnnsJ?tancp se t + d i n e ) .  . 
*::Yj2 L(vl, , , . (  . .  3 *..:t 4 ,  - 

.\ 
a j f - ..A*. 

- < 
, f . ; t  : ? !  ,&O : = 

- \  



. * 

(oc )i désigne la iame composante de )). 
i 

4 l 
' '.. J@?+ 
$k % 3 cans&it ?' '. t " en kkbstitptk il cha* x . , l ~ g , ~ ~ ~ ~  

p ,  P ' r +  
P ' i  *&&& 

u choisi pdcédemment et n"im ble avec K ailleu& . < <. 3 - , - , . i  , '  - .  I I 

. 
'll 

.J 

% % 
-' W@ { ? ,t .t" 1 est donc un ensemble infini d*fmage f31i,ia f # ( t L 5  :t-.'tm -..%-- 

Po P P . r p , - q  P 
1 .  - . i y .  r 

) Il est évident -que 

l -5 &r'1gCjï9? r-d. , t ; k3 4a ' . tu . . t 4, 

81 ) Soi B* #t brlrh-fw réguTe quasr c-te 
un n a r p h i d .  ,si 6 ~ t e t  sur ((F). Alors.+ O est q 

' \ ,  .<" 
" 'll 'b 

Reuve : Sait ~€I(F) et xi Une vaniable de t non lue - 
- .  . ' * - < , 7  - '  , ' gros, deux cas peuvent se présenter : . *  C .  , * ,,, \ ,  

. . f , > ' 2 .  f 

- . +  1 
" * - wt . que xi* n'est pis lue par 4 ,  on sait, qu1.ucwi \(iy+l i l r p . '  - Y . ,++ 

, .- - .  . r -, - 9  ,\ 
- .* $ ; 4 * - , . 1 

%( 1-1 j+k ., . . . " .\-y r" 

" i ' ,  x a ~ ~ - g ~ ; ; - k 3 r  a!a'$n&z &tf-(f[$ , ' -, - 
\ - 

lei cas : x n'est pas lu - par 4 : Alors, coke $ est quasi com~let , - ' ' - - i ,--,t - y . ?  
'll > " . - 4- 

'i7:ensanble des B'  tels que 't .u ~I(F) est fini. ~a conclusion est '\' 
X i A. ,. % ' .  établie. . t ' .  ' & " .  ' 1 ' .  

\ 3 - , -3 

- .  
'! . . . 

2ème cas : xi est lu par @ mais aucune des k-composantes de son ' + 

. 
' " d 7  

w > ,  - . ' * . .  
Image par. 9 n'est lue par v .  y étant quasi-coWlet , l'ensemble des u 

' 



paf paurihnt se substituer à une occuriimcedon&a de x ~ ( ~ - ~ ) + ~  dans 
'b 

O(t) pour cosstitite~ un . d r 6  de XCS) egt fini. 

D' autre gara, # blétant dgulé q~asi~~orimplet sur F mconnaissable ,i) es* 

fid&le d'apds < 1-2-1-4-2). donc l'ensemble de8 u d'.image <ul,. . ,uk> 
est fini, ce qui é'chètre la preuve / / /  

C.Q.F.D. 

1 \ '  
@ 

.'. '"@@@ 1-2-1-4-4 conclusiin de 1-2-1-4 : ~ 8 l e  de la reconnaissabilité , rCsultats - #J*c,g &,. --- ---- ----- -------- c-- ----------- 
wnégatifs" : 

1) MS rés~l$.q~s précédents s'étendent au cas oh la forét appartient 

à une famille raisonnable. Il suffit pour cela de remarquer qu'une 

forêt "raisonnable ' a toutes ,'ses composantes reconnaissables ' . 
II) Le lenane 1-2-1-4-2 II) est faux si K n'est pas raisonnable . 

lu et, pour tout n, a(~,b~(~))r~(f). v a  

~ourtah, 4 est fidèle et même injective sur K puisque 
n- 9 a(ana, bn&) = a a . , A .dt-(4ilj .$,-:! . % r  $1. ,L 

De fait ,la reconnaiss ervient dans la preuve de 

( 1-2~874-% eGh,,pwt, esseqtiwe? Ella tpduit 1 ' iriipossibilit6 de 
1- ~r une soye forêt lye substituée en x ,  vne infini.%& 

Te -- 
d'informations sur une sous-forêt non lue substituée en y (ici, : .p y:, 

bi jedf$pn entre les brançhes) . / 
-- -+y - .  > ,  

de ,q~asi-complltuds, f id$li$& et. rbgulation. Les lemne@ 1 2 -  1 4  i et 
. q  

II)_ne sont en effet pas &cipoques lrun de l'autre. 

' -  ' , t .i . , A .  - *  t . < r r  r 3 

I V )  Enfia, . A -  [If2-3-&-3 . I I )  est, foux si ioa ,retire 1 3 h ~ t h & s e  pe *ul@t-ion 



. . 
. .,,'.*d: 
$+i> 

, -  .- . . 

11 suffit polar le- ;a .#- .;' .2 ;; &;.: <, , 

' est complet, donc quasi-complet sur F. 
est quasi complet sur 4(F) = {a(;,;)) puisque (CF) est fini. . - 

-. 
Pourtant + O \Y n'est pas quasi complet sur F car 

- LI-2-1-5 'Morphismes et mgmide des parties' :j 
Nous donnons d'abord un lemme contenant de nombreux petits résultats. 

Nous commentons ensuite et timns les cons6quences. . 

t l A  et I . - a .P ( f [EJ ) .  .: 
i :y t , 

$' ,, ' t -' e- 0 L 4.' . . . >. .'T . 
, . 

w +  - '-. 5 ; "'&;& I'i . : i l .  <:r. : ; - 1 , .T@&*% <? a ,,:i3zq . * 4 1 tw!pi. n, rpg, &$*m. 
.' "..ft. 2.. - 
. .. . 5;  

-- -, ' ,  % - - I + -  

. -a .$ *  L a  ' .:%&+, on a I'egalito s i  A est 
- - . ~ a - ,  , , ,  

, ' ! 1 , ..XM + _  
'..kt 

' . C  . . ', - " 

- .  ,- - - - a . . . -  - . = -  
( 

'+ d . . z- 
< . , -  - .- t *-, , .1 L 

- V I )  O n a I ' n p l i U s l  +:.est S J a h 4 r - . s r s i .  ppymt& ,:" ' _ J 
'i * . t 
-@. - ,  ' ;-< ses coqosultcr no. v f d s  (cette dnniçrc &a* * f i  
>"da. 
:I- i .. ri ,$ r t  un l o r s h i n  dc r: d~ A, mais na$ la y4cfionr-la'jkq .: '- . 
: . , i  , .  . 2 ! , L ii 

:- :.lfs - d'appliquer Ir leam q x  rttbrtitrrti~lrs). J . . / -  
2:' 2 "fc .&A ,, -. )i . - \ -'-' , 8 . , : ? :  

' C ? ;  .!'..*<!s ,: c ; j j r . , 3  ' i p , ? %  ;<: ; , .  2 
. A , 6  v ~ q  4-1 .0* j k 4-1(~*j. ? .  4-1(~*j b , 

:. % r d  \ $ 7 .  { "4 .J i 2 *.F , . C -  
D 

.- ' - v r r r )  ~n 9 ~ n ~ r i 1 ,  I ' i A ~ i a m  e i t  stricte. i a I *égaiit~ s i  4 est un 
i't :'$ f ,J 1 2  

, . - ' l  ' *  . ' <  j i  '2 , L  

- 
V -.. . , 
1- l.i . , 



III) et IV) sont des corollaires de 1) a -et fi).. En effet 

{ +(a.b)(b~~} = + (a.b(ba~? c +(a.B) puisque 

{ a.blba~) c a.B d'après 1) (voir 1-1-2-1-9). Si a esta..linbaiir% 

a l'égalité d'après II). ., ,. 

'b 
V) Posons a = a .8 avec a,?( E lP et 0 6 0; q 

A 
On sait qu'on peut décomposer B en 8 '= Blx. .,.xB .,ri~~tki~"- 03 .(A c'a B. c T(P) 

, - . . j j + ,  rfk@p,f4 
.,Y,.* ':., 

(d'après la structure de P(T(E))). FY, &- $ ;2&l: 1 t&$Q:~G,. ,*,:.+ 
'b i i i 

Posons ((2) = aq.e' et +(b.) = . (03 b.aB.1 
3 @$$:$!$J 

a aiors : * : *h :#4;@#d2 ?;* 

f*&s+>fiJ -. " . r . r r - r  i i * p < i u i n r l  

'il 1 i 
i(a.B). = {a' -0' (b'e(l)s.. , b';fq)) ' 

# 

r(, S'(1) ,e'(q8E ) Ib' = {a'. (b'ee, ( 1), . , 8' Ci) 
?8'(q'1 eet(i) ' "(Bev(i) 1) 

, 
\ . , 

'b - 1 i;'q* ' '+" 
= { a'. (b'eev(1)9**~ 80 ' (q') jl ee*(i) '(Bee'(i 

9 

PQG p p w e r  1' inclusion V) il suffit de remarquer que. pour tout 
* <  I : J 

i 

i e[ql], on peut choisir - 
kt$pi 

@'(il. J 

at - i 
= b'ee'(t) b'ûel(i) _ 

. :  " ,  

et qu'on a évidement 4(A.B) = ar A ((a.B) = aeA U c + ; a > .  * +(Ë) 

VI) Si + est lin&aire, 0' est injective et pour kout it[q' 3 ,  on pnit 
kR&?$~rb,B!(U , = $ "  

1 

eet(ij' 
Si (S"nsss.t pas k%*éaire, 40-s: uo . . ee(i1 

9')  8 H ~ ~ e , ~ & ~ & ~ n t t  1% 23J-iQi T ''~srr 

" 3  2 j , : , ~ * ~ ~  rb .LW rpiq7~x1l + . B  :J 
= (i(3i . * = {b, b d  

4 2 x @ . . * ~ ~ B I  93upSI"t%'l 
+a(x) = a(x,x), 4(b) = # - P !.q , ,  9- i - 
.lors s.B = {ab, et) , ( a )  = fa(bsb), a(b ' 

"i1J d; .: . -1 ., ' 4 - .J \, 1 :-'! . i l  ' I >  1 . 'ijPr3C '- 
i 

- alarcs que 4ta). # ( B I  = ~(x.x)- (b, b*) = {dg, b). 4 b . b '  ) +!!bl q).#bf ab' 1) 



/ .  
-1 *I, 

posons + , a .  = ~ S . O ~ { ,  ic11 . . - . , 
Y\, 

, I *riu - 
'Il 'L 

i@I. on a donc $1. .& = 4(.ai). +(eiJcA= qJ; 
0 ,  . .p i , e t .  jfj 8% - o~I-B~ est , y ? l p  16 q 

si (0) est un k-mrphis&. = , - ,.. ,. . .._ . S V  + 
. ?  

Avec ,n&lrti&nl ; Y I I  9 r , b  * - > - 
- 1 " ' 1- <&%.Lj 9 ' ' .. ' P  " S .  , , 3 '  5 !  f ? j  ' 

r . ., - A ,-. ., ..: <. B = I . B *;.XB~ , < , i  ';$i i &-+, 1 , -  i 
) h l  i '  

-1.- - 
03 B~ = + -  ( ~ 9 ~ ) .  A .: r a .) 

s o i t  encare , - 
-1 - 1 

V a u t r e  par t .  <bl- i 
i @i( lY****s  boi(di 1)). 

' j  = ,(d ' , bqo i  Bi(ni 0 3 b ; ( ~ )  
? i  . >  

ei( j )  

et;(n) ? , - 
) e t ,  compte tenu de 8 '  .btii,tet.i(n)) A'@i = e t  

4 .  
// 

. . . , +  

+ 616 ? . 7 '  . 
&.>Al4 

V I 1 1  Inversement, deux phénomènes vont emp6cher 1 ' inc  $llvsrse : - 
l a  non l in t ia r i t é  de ( (c-e &ans les cas  p&c<dents) e t  i n  p k b l h e  de 

découpage d *arbre  ( c b k  dans l e  cas dss langages. de mts) . 

a l o r s  que +*'(A* ) = B donc +-'(A * J. (-?(&y; a $ : 
$ ,%.. 1 

' 7  : . - b I ' I  . F 

E&eopg-? : ( ( b )  = ab, A t  = ' ( a ( x ) ~  et B* = €b3 r 
7 .  

a lo r s ,  4 -'<b8 .B* 1 = #-l(a,b) = b fpih ++-,LrRriycs p ; ..: ' ~ ' i )  ;13 . . ,? ', 
. . .' . , ? - .  

c A B ) = 0 1 .  L .  -+. . 
f 

, : -  k * a  s i  . ' ,  . 5 . .  i t a j '  -,. t t s . ~ , i J  
f 1-. ,l 3 J 9. 

53s--tple,3 : C e t  s ~ a ï p l ~ ~ & n t r s  que si 4 est  un krorpb$& . arac ksi, ' . 9 ^ P :!K. 9 ,-y r- :rb-.. 3 ï  * :' -,*mg ,L .* <S." ' 
il s i  peut q u t i i  s o i t  l i n u i r e  s6pai.é co~plet  a1~illlhab6tiqw sbns $upo . 

, *- ,'8 %. ; - . 
a i t  encore . l t 6ga l i t 6  +(A,.'B) = +(A). $($) 2 .  t . %  , 

. . 
@(XI = a(xl.x2j, f > , #(b) = . <  b, b > . Y 6  

.. . 7 
:).$ 

, - ,?f 
,,,y .a: .$$y* fl"."" 
.. c;.,:* 

; "5t . , . .. 
., . . %< > 
. 

-5, y&,-. e- V!?, 
' ?  ." 

1, . ?.'Y 
:,,, f .. 

7 " .  
, % . ' . > 3 - !  

: .,:;... .. . . >., < . 
. '  . ;  ' ?  

8 .,. .<,;; 
, . ' f* ; . .p  

; i . : *  .' 
, . ,  



Pworm A '  = { <a(b, x Î ) ,  1 , B V  7 L b ,  bd, 
I d  

On a alors A1.B1 = f <a(b,b), +>} L 

donc )-'jl(f.~-*) = ab alors que +-'(A') = % 

que u soit l'image d'aucun sous arbre.initia1 de t". - 1 
Nous pouvons donc au mieux, d'après les exemples prkcédents, esp6rer 

Prouvons maintenant que c ' est Y e cas. 

. Prouvons 

î i , '  1 

5 'L -1 c 
et aCZ. i te  (-'&*).et. &me c2.et 2 c 2 . ~ 1 ~ ~ =  Z, a& !( (al.B1) 

. _I 1 $ 8  

et CE21 est pmuv4. 
(81) et (E9-1 noug, ~ ~ ~ ~ s i a i ; t  , #?Bq+$- E 

' -1 s -1 * 
( - a .  = ( (L'.(B'~,(~) X...X~~,(~))- a - .  z .  r i ,  . .  

-1 'L ' -1 -1 2, - 1 -1 
' et a .  I 1 = a + B .  ( (b'e,(9))s , ' 

- f 3 9 V à  ' 43*< j : I q l ~ , ! î - .  al .r: -r 1,  6 . L, 1 , ,y *,+lh 9- O,% > - *.' & 3 :;: ", 
qoqç ~d a prouyar .; a t c T ~ b ~ ,  YB'; 

ÿ iT9drî l  T r ^  ? , ; F : . a  < . *rr - ~ + r l P  - %?+;$ P ft.5- -- * 

-1 * 
)C (i 4 ,  ) ;  ! p $,$ ! 5 . . i : 16E s ,-, '-- , ,,c' 

, . Bawj. ceh1,a mntntns la : 

ma 
- -Y I -  

. %it'+ tsn 
8 





I \ .  

Le point, II ) .du; lemme a une çchs6quence fortp importante, 
l 

11' R ~ ~ C ~ ~ S - ~ * ~ ~ C Y ~ E ~ ! ?  : _ I I  \ 

Soi3 q~uh mrphSsme de T(E) daris Tt&). On llékend clasaïque&ent- en une 

applic8itkn de P(;(E)I dans P(T(A))  par 

toyt A & / / /  . 

i:,; 
* 



l : : *$T* - - . . I - - .  
I 

, / L 

f - 2 - 2 PROPRIETES DES %$ZiWWH;LS#S : 

Ho? appuyant, sur des dsultats établis dans ( A )  conoqrnint , . 
1 

' 9  
, - -  \ 

la rationnalité dans les fodtsf nous établissons d'abord, grossa modo 

qua' "les bimahismes sont Xes parties rationnelles du produit**. 
" 9  ' 

Les sections suivantes pAsentent des résultats ou mains tachniqak 

qui nous ser7~irens en.gaHZe 13 gtablir *les gratids th60rbmes8 su@( - 

de magrnoides, 

des langages est l'équivalence des transductions rationnelles, des 

bimorphismes et des 'parties rationnelles du produit'. 

de bimorphismes - et de transductions d'états finis rend ntkessakrement 

les choses beaucoup plus complexes. Nous renvoyons a (A) pour l'étude 
de la notion de rationnalit6 dans le mapide. Citons en le : 

1-2-2-1-1 Thèorème : 



8 .  

i 

X )  Rappelons qu 

Ce$% un k-norphiaae et Y 'un kt-m~phism, on abrège (k, 4 ,  K. Y ,  k 1  

L , " ? .  > 

en tk, 4 ,  Y, kt) 

\ 

. . 



~rt i  cul i 
&$& 

e r  : 7sr$+ 
@ P " ~  

sont deux v t r 8 m ~  ' ,s i  e t  +l  sont deux v 
- 'VC acer c i  dessus 

1, 

- a) e t  b)  sont en p a r t i c u l i e r  vtbrifies s i  K = T(A) . 
afssable F(a) de T(A 

4 0  l y f o ' .  K.+ 
¶ v 

I ., '+ 

t de supposer que 
-Y  

acer c i  dessus 



- supposons le Pesultat établi. par r , et soit ti. = a.: a t e c a  c k . 
et p,rbf(t)r; v . . L < _ '  . 1 * f , ,  

' * 
4 "2 l ? ;  ?l 

On a alors r-'(+(a.t)) = r-'(&~aj.+(t)) = r-'(+(a)). E +(t), ceci 

dtap&s le point VIII) de l&me (1-2-1-5-1). 

D'autre part, d'après !les pdpriét6s de y ;  par hypothese et par 
hypoth$se de bécurrence on a : 1 . - - "  

l'hypothèse a) Grmet dfécrire que cette quantité est égale a 

a t  n KI. 
fl 

Enfin, si tt = m.t avec m é c', onpeut décomposer t' en 

1-2-2-2-3 Bimorphismes purs : ---------------- ------- --- 

Un bimorphisme (k, 4, K, y, kt ) est dit pur ssi I$ est un k-morphisme, 
, . 

' f i  

1 ?%Y+& 
Y un kt-morrphisme et K = T(i)o. Conformément aux notations adoptées en 

"f <,,- . , . ,t, . , &ggB 
?L:&. (1-2-S2-11, nous noserons (O ,Y 1. 
. * - I L  
CpG.. f ? ; F i  ' 4 , ? J h I  " % > s - . , 1: - 

'6 ' - /  
4 +;:.> 

, ~ $ 2  
i - .  .., . 

' 11 B %orph jigos_e:gg _ey,get_$$s --fillm~",t, -en@e_n,d3es_ -0~-ero~~~5-!& , -F 
deux magoio%3~g : ---*s-.. ---- 

4 
a) Sott  ~ ' i n e i ~ a r t t e  Ptnte de (Tk(m) x T ~ . ( " < ) I ~ .  11 existe  un 

, k-morphi sme 4 kt un k ' -aiorph is& y te ls  que (-f 0 y y CP 1 /// , 

Preuve : Posons (ai = (t. 1 1  .8 . ,  U ~ . ~ ~ # ~ ~ C S I }  * 

1 avec aj~(Tk(z) x Tk,(~')) . 
#"L,, , ::CL* 

Q i 
Ly -* 

cons~rmisons 'I';l$IiaIjet -X a x ,  x I l  icCn31 
- 1 qi . 

Soit le k-morphisme d6fini par : , 

((ai) = t..ei pow tout ieCn3 
1 



et Y le k'morphisme défini par : 

Y(a.) = u..~. pour tout ie[nl. 
1 1 1  

Nous avons par construction 

€(+(ai), +(ai) 1 i~Cn11 = P d'où l'égalité des parties engendrées et 
le résultat. 

Remarquons qu'inversement, on peut évidemment associer à tout couple 

( $ , Y )  la partie P finie de degré supérieur 1 

P = ( (+(a) ,  Y(a))(a E alphabet source de + et Y) et qu'on a 

C.Q.F.D. 

1-2-2-3 Une importante propriété de la composition des bimorphismes : 

Nous énonçons et prouvons d'abord le lemme et le commentons ensuite. 

1-2-2-3-1 Lemme ---------------- 
Soit B = (F, Y, p) et B 1  =(vl, +' , F ' )  deux bimorphismes (notations 
convenues en 1-2-2-2-1) où F et F '  appartiennent il une famille 
raisonnable F.  Soit d le P.P.C.M. de u et v', avec d =uvtl = v'pr 

Alors, i l  existe & = (+, F, !, 1) et & '  = (1, Q', F: Y I )  tels que : 
a) B O B A B O B ~  - 
b) 4 est un val-morphisme, strictement alphabétique, 1 inéaire complet 
séparé sur F, Y' est un iil-morphisme strictement alphabétique, 
1 inéaire complet séparé sur F '  . 
c )  F est du même type que Y, 6' du même type que 4 '  

d) F et F1 E F 

e) si + '  est un démarquage (respectivement propre, sans torsion), on 
peut choisir + tel. De même pour Y et Y'. 
Preuve : ' 

Or, dsup ( 5 )  = p dsup (t) et dsup $ ' (  = v'dsup (VI, ru cvY 
donc m est multiple de p et v', donc de d. 

Dans la composition, seuls sont donc utiles les élémentsde F de 

dsup multiple de v' et ceux de F '  de dsup multiple de p 
1 1 ' 

Nous 'regroupons donc par éléments de dsup v '  ' les arbres de F par 
1 

la construction suivante, qui les 'accole par le sommet1, et que nous 

appelerons v' -regroupement et noterons p(vtl) 1 



Supposons F d é f i n i e  s u r  un a lphabe t  C. A t o u t e  s u i t e  de  longueur v ' ~  

d 'é léments  de  C ,  no tée  ( a i  ,.., a ), nous assoc ions  un nouveau 
1 

i v  , 
1 

symbole marqué # ( a i  ,.., a ) dont l e  degré sup  est évidemment 1 
1 

i v ' 
1 

e t  l e  d in f  e s t  l a  somme des  d in f  ni ,.., n des  a Nous avons 
1 iv ' i 

1 j - 

a i n s i  d é f i n i  un nouvel a lphabe t  C ,  union de C e t  de l 'ensemble 

des l e t t r e s  d é f i n i e s  c i -dessus .  

S o i t  4 l e  u' -morphisme d é f i n i  s u r  C p a r  : 
1 n i ,  ni . ,  t 

où # e s t  un nouveau symbole de d i n f  nu l .  

S o i t  R l a  f o r ê t  d é f i n i e  pa r  
B 

R ( f  - I l .  T(LI0 

R e s t  c o n s t i t u é e  des ' up l e s  d ' a r b r e s  s a n s  v a r i a b l e s  dont l e s  sommets 

son t  dans 2 - C ,  l e s  a u t r e s  noeuds dans C '  . 
- 

Posons R n 4'' ( F I  = F. 
- 1 

Comme F E F e t  que F e s t  r a i sonnab le ,  4 ( F I  E F. 

Comme R E r e c  ', F c F 

In tu i t i vemen t ,  l e s  a r b r e s  de dsup 1 s o n t  ' r é u n i s '  v '  à v V l  p a r  l e  
1 

sommet à l ' a i d e  des  symboles de  C - C ,  où ces  sommets s o n t  marqués. 

4 ' r e c o n s t i t u e '  l e s  v '  -uples  acco lé s  p a r  p ( v V l ) .  
1 

P lus  précisément ,  il e s t  f a c i l e  de v o i r  que l ' a p p l i c a t i o n  4 est 

I i n j e c t i v e  s u r  F. L ' a p p l i c a t i o n  réc iproque  e s t  p ( v ' 1) cherché.  

( P ( v ' ~ )  n ' e s t  évidemment pas  un - morphisme). 

Nous cons t ru i sons  maintenant ? pa r  : - 
Test d é f i n i  s u r  l e s f i a .  , . . a .  ) de façon  à regrouper  l e s  pv' 

1 
1 l v  ' 1 

1 r  
composantes ' u t i l e s '  en premières .  Y prolonge Y s u r  les a u t r e s  noeuds 

I que l e  sommet en 'plongeant '  chaque v a r i a b l e  dans l a  première composante 

I de s a  ul l -di la tée,  dans l ' e s p r i t  de l a  d é f i n i t i o n  de l ' é q u i v a l e n c e d .  v 

I (Nous posons que Y e s t  un g-morphisme). 



" 4 A .  , 
<- 

Posons également - - +  v . t~.. r 44 rii 

A)< T;n7 rz  

i les torsions a 

- v r ;  . 
lai CompcsitioR &' JOL kebsocis~. 

On déduit immédiatment dd (Pl ' qu 



- - 
On cpnstruit évidemment - r ' ,  FI,. et Y t  a partir de Bt comme on a 
construit respectivepqnt q ,  2 et 4 3 partir de B oi'an k'dc m&e 

\ 

I 

Remarquant que v = ylv' = d par c~ns~truction, on a 
' , !  - - 

(QI B O B , i ,  d) O (d, 5 9 .  F9.g rt). . 
Il nous reste à 'regroupert - les d premières composanres ria et 

faire de même pour O<. POU? cela, définissons Y par : 

suffit d'examiner la construction en remarqwnt que, si 4' est un 
i 

p ,  + ] z  t , - *  ' 
d8i)arquage, vql = 1. /// 

C.Q.F.D. 
* - 

1-2-2-3-2 ~ory~p~ï* et 5 ~ n t . i ~  i . . 
-----LI------- 

< S .  

' $  FV '**FI- --f;-,-.J.- L g i  ' *  - 1  * * ' 7 "  l '  ' ' 4  ' SI 
f .  1 

> 6 ,  r - r ~  r r r r * . n ;  t = (v: * a  r. y@ HI u t *  4 F y, 2'1 
\ ~ & 4 ,  anpa &s* UI pkha uc3-v; 

4 

6 -  
f &&b'? Y ?  ** -f , 1.1 i:+: - b; -:. * . F i , .  i.lil?;*l 

* = (VV*~,. i, 3.  i., -1). ei !:,,g%fl.. 4'+ r; 2 :  $ll,,ytiyg& - 
teks que 1 I z - , ~  ? ,  3:'.  PI.,^.; .; '$.ric f i '1' J 

.) a o B!̂ O o S' 
- i, . ' 

3 I 

', - 

><%g %;@a W se. % ,-,(a, ~ a ~ , . $ . & ~ ~ ~ % $ ~ %  UUIL*XJ , ,+-~i,*d % .;iT@@$;r" a,, 4&%h* ~ $ * ~ ~ n ~ ~ ~ ~ & ~ z ; / . n d T ?  ,44:4 ~ Y J ~ . ~ ~ ~ ~ $ ~ ~ C ~ ~ $ ~ ~  * ~ ~ ~ i ~ + ~ ~ ~ ~ + ~ a ~ w ~ ( i ~ ~ ~ ~ m ~ ~ ~ ~ m ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~  L - w?q e - >' . ;. I " ' ,,,. . T S - , L %  zLaL , , irJ. .i , >: .W., fl.2 L , a 
.&i-LYITWr̂ l --L ' ,- . ??PI.. 



II)  Commentaire : ----------- 
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11  - R~SULTATS FONDAMENTAUX 





/ 

Nous présentons ici les résultats fondamentaux de notre 

travail, orientés vers l'étude des bimorphismes. 

Fort des outils généraux de la partie 1, nous Btablissons 

dans 11-1 les "lemmes fondamentaux", dont nous déduirons en 

11-2 les théorèmes sur les bimorphismes. - C'est dans les lemmes 

fondamentaux que nous nous trouvons - confronté aux "vrais 

problèmesw, ceux qui sont à l'origine de notre'étude, ses 

concepts et son formalisme. C'est dans ces lemmes que nous : i, : - y?, résolvons ces problames. Les preuves de ces lemmes, de ce faif, '. . 
-i. :..*a 

essentielles, sont comme les problèmes qu'elles traitent : 
. .; , r .. 

94 
parfois peu faciles. Ces raisons font que nous les illustrons 

largement d'exemples et de commentaires. 

Les thgorèmes de la partie 11-2 fournisse-nt une é,t'ude 

complète des propriétés de composition et d'inversion des 

bimorphismes, résultats que nous récapitulons et. dont nous 

tirons ronséquences en conclusion. Les preuves de la partie 

11-2 s'appuient facilement (sauf 11-2-3-7) sur les lemmes 

fondament aux. 





i i:,- . '1 .. ,'." L 

, . =J&,.&mme f , , : , f ~ -  rptf&#,Sl$ng - - l a  suite dss qufi& sa+% de tqiter - 
r \asll, g$@b&*, @, f i#+ip& ou de, cowglétp&e~ erjt surtau$ ., Qttsa . j~télriet 

technique : ii p&s@nte q choix Cqu.i stav4wra utile,t$ans les pvuaes,  

ult8rieures) dans les moyens de traiter a les  forêts fipfesw. 
, i i t 7 ' r .  I , '. L I  . i L I ' . i  : *  l .  _ * >  8 d .  

t uss&n.tPel: 1% traita 4u p z d k i h  . . - 
d t i  hiap*. p*l* t4fiaversioo consiste. à d a l i e s r  x i  

< , ' 3  



* - - 
% - \ t 

, / . > 

j -  (d*un, démarqua& inverse >l son; YtirAdwtiiilri* (ne panvent- atm d a l i s 6 6  

, . _, par un autre  fype de composition de morphfsmas et - m r p h i s n s  inverses). ' 

-1 
Ile même, q u ~ n d  on m u t  r d a l i s e r  3 0 6-1 par 6 O - t# * (où + et  +< soit  

des sorphiskès quelconquss,, e$ .& +, . l a  s6parat ion de 4 
est pedue' dans 4 '  si 6 e s t  non' s t r ic t . ,  m n s  les autres aas, si (O est 

l tnga i re ,  ;ql'; e t  ô '  ex i s t en t  et sani: du &ne type qw 4 e t  6 . 
En II-1-5,-nous étudions l a  composition des mozphismes e t  

i n v e ~ s d s ~  dans le  cas des' 1-morpkPsdes Elasdlquts 'Prlln&aWs non 

stricis & n&aw phénom8nss" apparaissank a 2 o ~ s -  f du& à -Psoflkn-stk+&et i- 

tude) e l  sq, c o n c d t i s e n t  en le t h é o r b e  3 ,dé II-2-2. ' 
\ 

_ ' -  1 )  - 
Le l & n e  6 (11-1-6) montre facilement dan; un' bi&rphisme, 

l e s  d é l d s  Cde séparation ou rémSat ion ) -$ geuvene etse. ramneq a; 1. 
8 \ .-, 1 ' 
\ , ~ n f i h ,  nous étudions en (11-S-7) les  t ~ m o l ~ g a é s  des né- * 



Sott (c, F, , ) un bïnorphisia oh F at mconnriss&la et es t  ùn 
ry 

rquage propre ou-'un gunsj t rgluagc , .  propre. . . )  

Al&-, on p u t  i nd i f f i l r c r rn t  ~w is idere r  que : ' 

- E est un deitwmuage pmpm i&- 4  .est Cv3-quasiic~ilplet sur F 

- E est un quasi-déaiarquage propre e t  41 est f vl-ctn#ptet sur f 
.; 

, Plus pr6cis&ment, nous voulons d i re  que, s i  (E ,  F, 6, v) es t ,  t e l  que 
E est  un d é q p g g . .  pwpre e t  41 est  [VI-quasi-.coinplet sur F, il existe , 

un bimorphisme équivalent (C I .  FI, + '  . u) où E '  est i n r  quasi-d&rgurge 
propre, e t  00 4 '  est Cul-complet sur F I  e t  réciproquement.. Da plus. 
nous entendons par "indiffi!remmentU que 41 kt  4 '  peuvent e t te  p r i s  du 
@me type (sauf l a  colpletude bien enkndu).'/// Y . A 

Preuve : La preuve s'appuie sur l e s  deux sous-lemmes suivants - 
sous -------------- l eme  1-1 : Soit .k reconnaissable e t  + un k-morphisme Cvl-quasi- 
complet sur K .  Alors, il existe  F reconnaissable , Y k-raorphisbe ' . ~ - ~ Cul-complet S* T e t  E quasi-dé1~orqwage propre tels que : - . . 

. . ? -  ( b .  - ,  . 
' ' r < -  . 

' , - -' , t . V r \  _ .  - 
Soit un reconnaisseur R (que l'on sait pouvoir .&ppobse~ ascetidaat - . 

%- 

\ .  
-- . - -- . . .  

<--. 4 . . ?  

&éterbiniste) $e K: & chqw aeat q E Q de R ,  on peut assoe&-hi 
t ' ; J= ! .  , ,: r - -  .>j fY - . I 

f o n t  K .= (if; I: ,?~t3i . (q e ~ t  hlât ~ecijiiktie pa& R e~i/&iit & '  . 
,Q I I 

< - . 
pour &ta* " ~ ~ I M ' s ~  1 . Q LP tz pa~tit' ionne eh t ~ f ,  Q, )Tb& 9 ; f h i  ~r fd t i t  3 ' -' . - 

1 -  a,$ ,,* 
I 1  '-4 ï ( > , .  ,,, '- r - , a  . 

3 i ' ; ' J , . , :  r i -  - r : 7 r7 :*,,nt 
. I 

finie. . a f- 



6 - \  

- 9 k r C p j ' t .  r 
3.6 ; q * k ~  .'kt r q - ' 6 ?  f 3 ~ %&,; , .;$ P. O '  - ; 

ik 
1 \ 

' s&t 'de .n^oo;ii'~&lks 3jêttrts 
- l e  i ;  t . i ti 

1 P "". 
I , j  ' . 9 ' . C I  i 

Posons F = Tl K;). Cbnmre cT e s t  l ida jr~e ,  F est mosanpaiss&Le: . 

Nous posons sy&l 'abpbabe t  de F: + - 1 . .  3 ?' w * b  . . 

Enfin, nous posons Y = c a + 
3n véyi$ie facilement que c(F) = K,  l e  leme (1-2-2-2-2 11) prouve ' ,  

% 

a lo r s  que ( c ,  F,' Y ,  v )  /*. - (K, 6, v) .  l 

e s t - p a r  construction un quasi-démarquage. De plus  e e s t  gropre car, 
..; - - * ? ; J L  comme ci = xl sj ,;.- :, 9 in] on a ci = xl pour n - p = q i(idices, 

* . I 
D'après les proprié tes  de composition des morphis-, c O 4 = Y 

est du ?+yp. que +. Nous a l l o n s  prouver que de plus,  Y u t -  C;I et  
I - " 

, ,),S I 6 .f , - f a ,  - > i '  
sur F. $*y'#$ 

< > :  T??L~:,*~< L~ 2 l r ,  - r!. * A  4 - r  \t$:. t 7 i ~ f # ~ . > f $ l  

. " 

tq .~.,JJK~~ est il exista des B B S ~ ~ L ~ S  infi-ds F~,.. b t e f rpu  
. -. P . asrig." . tv ..(tt$. RS 1 c Fi. th fait et ((t') q u.p i v a  6 non 

r-rv l-~&iit 3wd.Bldh~4-(~Xpl. A - . , L ,ni f j  3 Jt3 

i 

- S2-l_em!F-l-~2 : L "  ' . ' *  . I 1 1 
' 

Soit e un ~ ~ & ~ ï - d & I a ? ? q ~ a ~ e  propzw. ~ l o r k ,  il existe un dhrpuagec prapm 6 ,. - 
\ \ 

9 



. - < h* 1-5 - ---.-*--- " .- .u -- --a- ..-. , ., .us- *.+ ---+ ,.+-- -- 
l ? .  

" i  f *-s Son< L un g ~ ~ i - d ~ ~ ~ . e  mPre de T '~radih. 
i'r 
' 1 , est Ai et' Eiarquons , pow tout a 6 1 ,  1.8 mmuà. de L CR) L ia t.- jmiiv-at . . r t *  

d - ,4 - " -  , g o  Q p  SI:%~* in .(le s i , . t a (tant ., ,. * parqu6 wr 0 1 .  , - _  
6 .  

4 ' 'i .- d 
/ ; ÇoiX t " . " f l < t a  l ,  i*f-bg*){.ii@m . & q s i I n r a z q ~ .  

' 

d jt - . t, est -iaitlPaL -(e test a r e  'saris torsionf ) .- . - .i . - . + y - : :  , 

$1 

%fi 6 % ~  kd&ndxqa&jp .p-e asao&e nt. 

&$ : r  Soit I$ dgf ini  par : ' " 3 ,  . l  . - a .  , ' ,,: 
LJ 



---------------- 
, O, F, y , , ~ )  OS 1 est [VI-quasi-complet sur F (et F appartenant 

amille raisonnable). Alors,on peut supposer ~[vl-complet 9ur F 

uasi-démarquage si il était un démarquage. /// 

P c o n s t i t u e  une 

d'un quasi-démarquage p 

II- 1- 1-2-2 Remarques ----------------- --- 
1) Nous avions déjà remarqué que la,reconnaissabilité jouait un grand 

l'on supprime (et qui empéchaient la compl6tuda). Ces forsto finies !E$ 



'problème de découpage'. 

Plus précisément, +(Y) est partitionné en les images de ses noeuds, 
1 - 1 et onaengénéFai-4-l(ul). 4 (u2) F 4 (u1.u2). 

L'inclusion est stricte si ul et u ne sont pastcompatibles avec là 2 
partition induite par +. 

Ceci fait tout l'intérêt des moPghismes alphabétiques (dans le cas 

des langages) et des démarquages (dans le cas des forêts) : on peut 

, . 

des langages) ou demarquage (dans le cas des forets), K reconnaissable 
et un morphisme Y tels que (r, K. Y) -4-1 - ? 

ne intersection avec un reconnaisspble et un morphisme 

, , 
-# ' " Tl. IL' 



b i l i t 6 ,  conserv6e tldag& par degr<". 1 \ 
> . I  

* . .  . 
M& prend* 1( daris une c lasse  ;MR, large; qt,étsnt plus c h s a  par 

I_ - - - , <  , .."& -,.* ( 2 .  . n "AG- 
Lnte$section I . par &centpie, r e ~ o u s s e m i t  . , les probi&Gs ett- pour rand& 

- 

ut i l isabla une solut  ion ,=; p r o b l h  dd'inv&rsf&, nous devons kb 
. s' 

restPein$n' k- c e t i e  Classe de f d t s .  a 

Le le- que nous présentons maintenant e s t ,  dans optiquë, 
, P .  ' 7 

fondamental. . . 
Les commentaires, crit iques ;t ~ o ~ s 4 ~ u ~ n c e s  qud nous. en i i rerons  l e  

sont eWlëmekt (-voir II- 11.2-3 1. 
\ 

111-1-212 Lemme., 2 : 





- 1 
4 a.a .&:(O $...% 1 - . . 

1 -  P 

Ilt ap&s l a  déf in i t ion  de 1' , équivalence y, hpo pruGeG que - 

- y a.o" il s u f f i t  d f & t a b l i r  

1 en 
(E) e.(p1B..Bpp) = B ( l k )  

\ 
1 

(rappelohs encore que < = wk 

Or on a . :  

la11 ' l a  I 
e.(p, e..ep ) = ( \  e..e ik . (pl @ . - @ P ~ )  

P 

. . 
2 ?  " y ,  1 

/ 

1 ,q a? 
li 

11 e s t  f a c i l e  de vén i f ie r  qa-- l;('iikl e t ) ' =  tlkl 
, 

1 .  

- *Nous av&s finalearent 

-1 . = Y (J(a)). , 

done Y ,est régulé,  séparé, sépaFo à d e l a i  2,  Cl]-complet su r  

[ ( & a ) l a e ~ ) ]  d'où l e  sous-leme 2-1 avec P = { $ ( a ~ ~ a e ~ ~ ) . / / / ,  

Le lec teur  vée i f i e r a  des loys sans  d i f f i c u l t é  qu'en i t e r a n t  l e  sou&- 

1-e 2-1, on obt ient  . . le  lemme 2'compte t w u  des lemtges II-2-1-til 133) 

..T 

Cr.Q.F.D. - ,  



" , .&3'7 - i .  

,-' ,3-a$fiu l'impwtance considérable dé ce résu 

exemple i.llustqant la construction faite 

, , n6ua iiptwtance ?au. - i.ésuita.t: ; 
* 

ltat , 
dans 

-5 ' - . . .  

n6Ns"donn6& 'd * abord un 
.\ . < 

la preuve du lemme 2, puta - ; - -  

L'exemple que nous présenton5 est d'une très grande simpïicitb rnaisqs;, 
iht' ;2 

illustre bien l'esprit de la construction : 

Soit $ défini par : * 

, $(c(x, y, il) = b(b(x, y) ,  b(z, à)) 
 appelons que nous préférons pour la clarté des exemples noter c(x, y,  z) 

pour c(xl. x2. x3). Ainsi par exemple, la ?-dilatee de la torsion - 

<x, y? (au 1i.w .de ( xp) ),se, note, 'xt y, x29 Y"Lr x3>- (au lieu,de 
1 

. . .,!- 
( Y  - Y X X4)L 

3 ' , - ,  + l <  



mg*, K ~ais&nn;tbïe et Y un 
.- _ 2 -.,. .. - . . . - -  

m i ~ ~  (donc$ ~*@$fik .. . , . .. . . ~ ,  A - ...-- ." -"- ." ,. - - - - - - _L . _. _.. _._- _ , .. _ 



\ .  

i 

4 .  . . c  

. . 

. x a ~ b  ' . T T ~ &  x asi& 3un n. aasyxe ,TI ei3e9ulr plusyqaiou T an 4 i ~ ~ o q .  r,+ - 
t -. . - . ,  . <  

, e< L> , . . - ---". ys . t 3mir.1 ri$ aa~yF6.xo3 fl 
" r i ,  r ; !$, . . :,i+ . ,- I' , 

* ------ -EY-+---** * 

: 3UJPTT 
> ? + - ,  -, { S I  * .  ,,,-f."..2 ; ,  , ! ) -  TT .+2A w , TG-3 -r 3a ,a ,\ 

1' ~ ? : ~ - ? s ~ t  ,?&;,.jG d t * ,  ;., 1 t * ;*??JA 
.C-. 

< . . \ 

#!Sr # I  6, gs ($3 ' ta -  -:gfila+a<) WPTR: 
T np (((2 6i(1zq ; x ) . q ) ~  ~ i ~ p p ~ m  uo no z u a p ~ ~  

iynpy  UO~,.É(!Z,  *slzs 6 ~ ~ : ~ ) ~  % . F 

1 " , 3 i J  

, ." . - T  

t .  * \- . . , a- .. 1 Y,," 
- . A -  o. o(qIikdwoîui m + , p b  as u ! ~  G %  GT3'tip pqyuyguy 

( € 3  %)Zq , . v 994? . . *z,? . > _  6Ikb31*)TsU c .  , 
- <  ., . 

htll.8 np a ~ 3  aun aaigpjsuo~ zy3p' oo. sEa  izasyamw 

, / . , 
, , L <  . , . -  r ! r ,  , 

: 
tt i ?P uoyaenaya ) ,  .un .IO g !+ ,?p ~ T U T J U ~  wn. a , 

,, md 9U-a ass  ua uo 'as~uisu~aa ,ud:aeuix8gur-'~ 3ns auwiwsysa ua ' 

-2'. ' ;'tr 2'  t 
;) , * l E  . js ,, 

' 1jz:A) - ,  9 ' ~ )  q = (((2 '4) q 'x) Q)J[ anb aa *(x suo~zaux) atgpj(xen a m  
3 5 3 .  V t '  r ,  , $  .*ii " ,f, 3 

a..Pp ( ( z ' A )  q x ) q) e~duaxa ized suosoddns snou ~s ! aajga ux 



c . , a~ i .  , .  J , , - ' i l  a . j j \  ' ' : > t g ~ , i ~  6 s"').' h, '  
r ( 3 ) ~  a$ aeaug 8 k , p  a u d r a T o  ndIi./;p 

~7 a i e  ::Y' : J . ' : .  . $2 L t , - . ~ s * > - r  .! +l l :- 6 * 1,:' : : .:G k.c31. ,-uo q + ~  C I L :  
,cd)& ep-i9aoj'Aanlp I d  ~ i i i ~ < p ~ s y s u ~ ~ J Z ' h  . . (y) \ S U P ~  .UT@ afur39~  

QG x**. \ .  *mfqsllas~~ op yu33 eapou  un ua3&ecxijp~suo.;l ua sasfcrd auos anb etoae ' 

- C , - -.T - * G * P r  ( : ~ ~ Y ~ & Z C ! , ~ ~ ~ ,  F; Yj  /, < * 1 :i .vt r>~ügtk;">3' 1, 

"3% ( , , a n ~ ~ s n ~ a , ,  et. zsg y i i ~ )  arlou e~ i+gb a~pi i )u~a smo 2 r n ~ i t ~ d ~ { '  ' ..? J . .  . a  , a .  r . . , a  ,.. , :. :;,, , ?.., jr .j - ; & * : ,- kd$> 

' j$ytidpssyouuo~di ep uiqaou aun a&39p iso (y) ou4a : an ( f i  ' 
:yc- -? , , , t  - - * f a  - 3  . i * ' $  - , L  " . ,  <( 

.n-. 1 " ;- 
. -i - / / / s a u r s ~ q d ~ ~ u  S ~ P  f E-1-2-I), 

u o ~ ~ ~ s o d u ~ o a  ap s?a?~zdoad Sap qa ' z - ~  auuIaT snos $a 2 sama1 saT 



. - i ' 
; L ? f  ; .%. + !.>< , j ,- * A L , - ,  - 2 3  m$'t&p lai. 2. : 1 . -  -- ......-", ' .. ., . - l,? . y * -  ' - >  4 t $ a ~ T , , ; ~  - -----'----..---LI- *-11-------)3- . - . -..M..- p* . , .Y 

-.-*.;---s..-.----u,, 

. -**p2., ,~z~si-Ol.na~i,d.; ' w- Pli*; - 
b - - - e  * , * . ' . I T . . , " A  m h +  .,A,v - .- "U 2 7 C . . r . . , r . A . n % 9 " ,  . . 

p w  le Egvoîla jre f 1$-1-2~3-33 tout ' 1-nrqirphi 

pèut-&tl$~iverser@ prtrutibisiarph8smeB=<i6,' .F, f ,  PZ:? 1 _ ,  C 11 
Or, CO-' m sa'it! <pue la recon~isMlbiiit6 es+ elose p&'wrpbisa in&+, 

inre&+?tiori <et deialkuage, B-a coasewe fa  m-ais@i&i& et :ne p e~f 
' 

êtmi &quivalefit I $f?Jj qui lui ne l a  consem pasZrai 22 .nt* piis Ilnisire . 
s é m  à;. &lai bcWS (NUS p&çi$25ment, 

b) Nous avons inversé les 1-morphismes lin6airïss par m classe-plus 

largea:'3elP'a des rrioxphisms ïin6airas ; ~ s P ~ ~ É & s  ià d61a borné ( .* 
* 

i 

"accessolrasw5. Motni resul t a t  souffrirait un grave défaut si ces 
morphilneS n '@t'aient eux nbes einmrsi bles . or, niau, prouverons 
ultérieurement qu'ils le sont (des résultats nous manquent pour conclure - 5 

,.A" , 
maintenant 1. Ce Sera le "setmnd Isnmie d'inversion". ... - . a 

-, 
4 

1 
ta*. ,* - - - . . ." - . -- T a  e h  , , 5 %i 

c )  En ------- cane - * >n êt ~ s d  du problème d&'%Y inverSion de no --------------- ............................. 
r , 1 '  

Les marphismes non 15néaiks au non séparés à délai bornés n@ . _ - -  + 

% ,  

llaicune . A .  chance" dl&tne ' inversiblek (a~gwnents de reconnaissabilité) . 1". ' .- 
uof , - 

M&B@ les 1-,bqhislurs~lin&aires ne sont pas inversibles dans le cadre . . f 

3 - 

- - .  
-&&al- t h ~ * r l p a ~ o .  3. . * - -.. - . - . .  7 - . . -  - .-* . . . - - ' A  

. w~x@ohs &)ils ani d * a u t n s  bonnes pmpriGda que llinvkmi~~on, qra les 1- 
/ 

- 

Ems- 



6n retmuve c e  p h é n d a c  buand on veut f a i ~ e  l a  c m p o s i t i o q  Y o f1 

classique sur les partitions d'un ensemble, nous dirons que l a p  b v t i t i o n  

iriduite sur u par @ est plus f i n e  qye celle induite-par Y s i ,  p o w  

msmt un &me SOUS arbre da u. S i  l a  part i t ion  induite par (O é t a i t  

plus fk* que c e l l e  induite  par Y on pourrait espérer - e n  dehors de 

..' toute considgration des problèmes l iés aux tors ions  - composer Y 



Aut-mmnt d i t ,  un k-mdpphisme l l i d a i r e  s6pard. à dé la i  borné peut €tre 

d6&+4k? ~ $ d d i h t .  a' f b&d"dbs P%&&&~s' l i d a l r s t  calpl=ts atb&d,.  

dei '3L"h- dnvérsiis 'lote &% &as k&brtti~gih&f:e~'. CecS rpsgeev+e 16s' ' l iens , 

suggk6s  & dMiclusioh du~1e& 2 M e ' -  ~ k ~ 8  k-lhaphisan, l ï h 6 a i d s  ' - A 

s6pdrés à dçï'ai~,,ban>a -et les-lY;hiorpiiS ; inéa i~ek  coaple t s  8tricis 2 
Les lemm s u i W N i  p ~ c ~ s e r c t s n ~ ~  en&& les lfii&. 

Le lemm9 3 est i c i  d'abord prouvé, puis  i l l u s t d  d'un 'exemple konaae~8. 

Il  e s t  a remarquer que l a  preuve du leme 3 u t i l i s e  c e l l e  du Lemm 2 

(nous tinversons' 4 ) .  

11-1-3-2 Lemme 3 : Lemme du séparation : 

< . .  . , , ,  j .  , 11-1-3-2-1 Enoncé du le- 3 : ............................. 
1 i '  

Soit 4 un k-morphisme linéaire, s t r i c t  e t  séparé e t  soi t  une forét - 
reconnaissable. i .xi 

a . . .  . 
, - 

Alors i 1 existe un démarquage -propre 6 ,  une 'orès F'  reconnaissable, . . ,  

- ' 
deux 1-morphismes Ilneaires complets s t r icts  @ e t  h ,  un l-i~orp~ie .. ,- - 

" .  
- l ineaik  s t r i c t  Y ,  te ls  que : . 4 2  . . *, . t. . - - , . .., % J  'P 

* Z - - , " /  5 - - . . ... ' 

(F, 4, 1 ) ~  ( 6 ,  F ' ,  y )  0 (@, h) , I 

. i .  
. - . > .  

1- A 7 i .  

-l , O Y O - 0 h ' ' - ( 0 u e n c o r e p ~ o + ~ ~ - p 6  o p F  - .- . . , _  - Y+:L- I 

I .  

- \ 
? .  

De plus, Y peut etre pris complet s i  cp, est  ;-1-complet Sur p. ' \ ,  . , -, . 
l 

$ . r )  ' , . : .  ,A 2 ., . r  . . , < \ ,  - "  * 
. L i 

/ ,- - ,I> I , - - 
> .  

TI- 1-3-2-2 Rewquurs s u r  dJ 6naic&@. t+91~$: :, , - . . I , 
, ------.C-----iI---i -------- -- ---- LA--- , . J t . i . - 

1 .  I . . - ,  . . 
. l  

. IZ &us aYons dgj8 vu que l e  caractbre strict GCO Ltcc1l,& &.& - ,$,.., . . 
t 

. .. . 
* ,  - .  

' k -  ~ é n & r a l ,  d 'S t rc  régulS) et s&r?i; ( c - a i t ~ a i s & ~ ~  a b u l  plus, g(dra1,. . . , 

. ' d'&rra à d é h i  ' borné é t a i t  dom6 par l a  seu le  dpnnge de 4 sur E , 5 .l 

"strict e$ &par$ çur T(E)" t . x , , L t  ., . - l 



- .  . . 
- - ,  

1 . \ 
t 

11) Tout 1-morphisme 'conservant- les degrés, le lampe ne peut 6vididmi?nt 
t 

, tpwthr que c&F &a restriation. 4 du k-gofphisme ) $ un c-11 1 - euton pcrurvla toujours supiprrber ètre la ptw&81?42. 
, 

* - b ., 

III) Le problème dc la complétude ne peut pas être QIsjoint d*. celui 
> - . . -  . \ 
traité ici.,. . A,privi, on a w i t  pu espérer décanposer 1 3  diff iculths , 
en 'rejettqnt' la non coqplétude sur h. E& fait, on se co&a:nc vite 

de la aéqessité de considérer la complétude au niveab de Y\e.t: de~la &%)cq *,*&P d 

traiter simultanément avec le "chevauchement de découpagew -c(1,ame le 
' .  

fgit la preuve qui suit. 

11-1-3-2-3 Preuve du lemme 3. ........................ 
1) Nous considérons 9 de C dans L'. NOUS allons marquer les arbres 

d'une barre "-" leur sommet et en marquant pour 

l * 
a(b, a(b, b)) sera marqué en a(b(al), a(a2) (b(al), b(aî))) où a(a2) 

indique que l'occurrence correspondante'de a est 2ème successeur 

d'un autre a). 

Ce marquage est effe M défihl Pb- 



Supposons que 6(t) = 6(tO et que t et tlé M(T(C)). t et t1 sont 

identiques aux marquages prh. Hais ces marquages sont les m(imes car M 
est injectif, donc t = t'. 6 est ainsi également  injective.‘^-e 6' 

-1 est évidemment surjectif, on a 6 O 6 = id, d'où 
- 1 L 

r 

P F O + = 6  OPF' O ( l O h  . 
- Pour prouvér le le-, il suf.fit,mainte~nt dV&tabllr q~r%l existe 

y et 4 1.s. @ c., Y c. si F' c, le domaine de Cllcomplétude II(+&[~,) \ 

de $1 et tels que - 

- - 

En effet, on a alors 

-qui est le résultat cherché compte tenu des proPriét6s. ds h et 61 1 
tk~us allons prouver P) dans ce qui suit et pui est  le 8 ' ~ < & ~ 1 r  da l a  

De façon gén@h1é, &us assbciorogi~hune miniscule latins lb 

majuscule correspondante pour désigner les torsions, c& dads a . i  I 

M m s  Doserons f t , r l  :, .!.-lt): 



* 
8) 

A 

éléments de E. (Ainsi (Ak ) e s t  l a  &te, réordonnée selon les &dices 

cro%ss;iant$, de$ vëiriables f igurant  par aru m i n s  une composafite dans A r  

, A est donc l'ensemble ordonné des variables de s (b i )  qui sont lues par: * 

41, i( A) l'ensemble ordonné des k-composantes de xi qu i  fig&ent dais 

A (yo i r  l e s  références en annexe pour préc i se r  ces notions., ' l u  p a r t ,  

etc. .  .), , 
fm;> * 7  1 ,  f ! 

où (i1*-*. ,&$ 1 =h, 1 lenâerSp1e (araQq@$I i@& . 
\ 

- j ' i  .A. \ L m ,  I I  

i t u é  des b de degre CaratlUJ ) 

des a ' de degré Gard( A .  ) 
j ' tygg 

C e s  l e t t r e s  sont  formelles: ";,! 
81 ":a 

VI Définitior e @ : 
,-  - . "  r *  

si A. = y s t  
4, :< 

, - i i 
sinon, @(ai)  = a t i ( a  l . i l ( ~ i ) , . . ,  a '.i A . .  a 

P 1 

V I )  Propriétés de 1 e t  O : 

k t  W$ Sida i r i s .  = , $  . , , .  , , , ' ? +  . : 7 , Ï . d  . L ' . _ , %  - C l  

- .  
'Montrons Que Y est complet si 'tl e s t  r e s t r e i n t  a D(+ 1.. 
Soit . - -  t E D($l) e t  a(bi! un noeud de t. - e s t  le  :br q c.ces& 

: k e n &  L+L Y . v v &ik!- . i 
d'une l a t t r a  du type b(c . ) .  Puisque 4 1 ~  est [Il-coiiplat s u r  t,,il f a u t  

J 
que (aa . , . a . A ~  1 $o i t  L - C ~ O  (où.. r a m ~ ~ p s  ,ae+. 4 il$ G.J. P .  )=i(~ i . 

' 1  : l  P ' . P  , . - a !. l-~-:r, i 

'b - . -  \ - C h *  

/ 



-, - 
A , .  L .  , " 

es l e s  var iable  

1" image, et  ce ne peut S t r e  que 

!a( bi 1 complet. G 

(Autrement d i t ,  l e s  6 l e t t r e s  apparaissant dans r E D((l) ont l e u r  

image par Y cornplbte.) 

i on r e s t r e i n t  (1 a D(I$~ 1, on peut donc res t re indre  lpalphabet  

alphabet t e l  que Y s o i t  complet. 

' k p r i é t 6 s  de. c8 : 

é pst évidement s t r i c t .  Corne + 

.;" 
dans $.i~ - 

. . ' .  

, . 
. VI 1) Nous &lions. maintenant inverser  O 4n ut i lgsan t  .la- corJitxk(3tf an 

* 

t un k-tncaphisnk x .a par,$ir de 9 .  N 
< i +\ . . ' .  

noua montrons qu'on peut cho i s i r  

. t narqu6'par u, on a i t  : )opLo 
L ' 

f p & p i & t &  P l ,  donc 1; l e k e  3. E 
~ ( t  ) o x ~ ~ ~  =+1C13(t)* , , * 

- 



- *& a 

, ccE$twc~;ooi~id~a : avsk Li$ nbtatiohs - du' la- 5,- &ois : ' I_ 

- ,(( ; t j b  . I ' , f i 4 .  . II 4 f i  * -  . * - A , , :  3 , * ' 
J 

(.& j :t Ca;) ,', 2: x(aqi) = .. .:.,."#, ' 
1 

;A ' -,a ; : ,b y: ' 

! l  . i &k-'iai1 ' 
x(ai) = a i ,  1 .  . , ( 1 , .  

i 

i 
Comme on .peut choisir ri ( a  1, définissons les comme sui t  : 

('!il est en f a i  
i 

le seul indice i ( s i  il ex i s t e )  t e l  que j(Ai) # 0). On a alors, j 

i i 
pour 11 E [p l ,  ri(a 1 (11) = j 11 e t  u(a ) complété de façon arbitraire 

l 

. I 

d" - 
Y '  , a f * - $ . d ~ - t ~ ~  1'. 37=%1:? 5 . , , us ,  :.$ib .I C F  F J ~ ~ ~ ~ ~ c , ~ ; T -  - 4 O 1 , . .. = ( a .  .:.a a ).khi , . . > a .c(ai )-LAi )@ # il-. 1 :  ; f$ r < P' P * ,?'rpC 
i- -- 7 - 
. L*@, ' - f i B s ? . ï ~  :. ..$: 2%- C *  * .  b .< s ' > y  . ) ? - $  

i c a ~  1 s4~ccticnri& le pretui4~& côitpgsante de chaque f ibrs  do 
k $ 2  , , Y y,  r T f i $  ' ". , 

y - -* J d  . 
defi ship4$~ieur k) 

t 

" , L .,a 

7 , ' -  
-.! 



- k I I  , 

~ i a - ) . ~  = i '(a.). ~ ( a  ) ' 1 3 ? - 3  , . ,< , - 0; , , ,  
! 

j 
avec d a . )  ; %fag3i6rta31~j$ ...a r(a<'l). . . 

3 

~ o ~ - c h o i s i r  .les ~ ( a  ), prouvons d'abord un SOUS lemne : Si J 
ImCv) = Im(A) et Que v et A sont injectives et dans en, alors ]!a, 

- 
permutation de Cnl, telle que a.v = A. 
En effet, IJ,ir. Cnl,3!jgnltel que v(j) r A(i). 

Posons a(i3 =,j. Mous avons biensA(i) = v(a(i)). P o p  rema4uer que 
' 

a est une permutation, il suffit de'remarquer que .(il = a(i8) 
=> A(i) = A(i?-) => i = i9 ./// 
On peut choisir, l tel Sue 



e t  rappelons que +1 a(bi)  = a l  . . . ak .Ak), 

Par déf in i t i an  de M. 1' antécédant de a (bi) e s t  de l a  f o m e  b(c.  3 ) 

e t  par définit ion de Y ,  on a (il. .., i ) = i ( B )  si bien que. 
P ,. 

comme u(bi) ( 8 )  = on a : 
\ 

, . 
. I 1 1  

3 , +la(bi) =- p(bi)-l- (ai =A *Ai Y A i  . - - a  -A i t  
1 il i~ P i wi'k-r> k-p ~4 

. - , @' 
" *, , P ..S.= 

O r ,  de [nlk+l, (n 1 +l)k]. seu ls  (nlktik.. . . nlk ti ) f igurent  P 
dans Irn(~). donc y O (3) e t  + l[l,?l ne dependent que des composantes 

de rang il. ..i de y O x a(bi) e t  (l a (b . )  respectivement, c ' e s t  3 
P i 

d i r e  des p premières composantes de )I(b 1. ( y  O x a(bi?) e t  

Soit  + déf in i  par : . , > ,  

+(b(x,,y)) = <bl(xl. X2, y l ) >  b2> 

I - - - 

lingairie sépa~é strict aiphe&&tigue rnmqg, 
b \ 



p o m a r  :&& p*&*~ -. -) &~.b '  
1 - 

~o'&?f' ]%,i& f9m && 
13 ,C . ,. - -> r ;  ,: , .:$LAc A * +  < I ' i  i , ; r  .+c& k>s f ! 

4 ' P.& di 'el&yir" ,? 

, c a 41-1-2-3-2) diifinie par ' -: *IT- I r '  

41. = (bfx, y ) }  

, a a 8 S(b) = Cc(x, tz>)'k ( a l x ) ) ~  ' '- '  

# ~ ( d )  = ~c(')(x,~,z)~~(a(x~~~ia<xj~ . 
2 a /c\ a a  3': . s(ar)* M x $ ?  , ~(a)=C,a4w~,&l 

iIi 

-Comme nous notons b(x, y j au l i eu  de Mxl,  x2), il sera ici plus 
'-. . - ' - 

imagé de marquer par exemple cib -qua c( b pour dire. que c est 
5 > .  ..- ' I I 

.-.---- &. 

,b - 
lar successeur de b(x, y)  (car c "se subktitue à xfT dans l'arbre).' . ,, * k e  a - = -  

* .  ?. . , * '  . P 
- >  , .A 



n ' 
4 ,  

11 est facile d&&rlfier que F est inclus den8 le doauin. de ' , 

C 11-compl6tude de ) . . Ceci va nous permit tw ' dp restrsindro 1 'alphmet 
sur lequel est d6f <ni F r  à un alphabet sur lequel- Y est complet (voir 

point VT de la pmbve ) . Be ,fait, la cgnstruction de ' la preuve nous 
donne ici, : ! .  

A 

,*<s(x,yl),, F bits ,  y), 

4 est d4f ini  par : 

4bl(x, y, 2) = bl(bx(x, y), bY(z)) 

X 4 #' 

(c ( x ,  y), cY(z)) 

- v . -  , - >  , ..,. rra- ,M.\-  . ., - .. z .:*:..; ..;! .T,>i'>.,=>,, > . i .p ...i.:...i"*q.J' w 

, ,$;i@:,~~p:$g.'.@::,"~,&~,, 6" , 
.', ;;77* *?.l . " ;::y;,w3 > +,,>A:# ,";A>, 6 

$&a ,;; ..*., ~ 4?,t:. rs:<;, > s;, ;:~y>i$$+g3;~,:F@;;%&&:&~ . 
,.-.-.,. " .  ... 



' 4 % ' inverse par x r 
' I - ' ... * s e . , - * * , : ? ,  

A .> % 
,< 

8db . ~ ,. - . 



emarquons qu'ici, tous les morphismes étant "sans torsionsw, 

nous n'avons "pas besoinn des permutations du type 1i et a qui 

interviennent dans la preuve et sont indispensab~s dans le cas 
8 A ,  .;& ~~&.~*t!y~!*r?diUy is;$$iLQ;$**& ,@>y+%:. - J .  i- 

Lénérai. $ $ B ~ . ~ ~  + .. %. .O&%. ~ , i  .,z - &, $y,6 . r i.;? 

lecteur vérifiera que Y O x et 4 coïncident sur FI, d'où le 
1 

On retrouve l'id6e de la preuve, à savoir que 4 et 

sur les composantes "utiles'! par exemple, 1~ 11 - - - - 
-.on.auna (lâ(a 1 = <al,- a*> alors que Y O x a(ax) = Calr #> 

X .  
.t @> 

mais, du fait qu'on ne\slintéresse qu'à la restriction 3 FI, - f 

% , a 2 n'apparait jamais. On obtient en fait Y O x e 
4 les "composantes inutiles" par #. 1 

A ' <  
Noqs donnons sur la figure 1 une illustration de Y O @-' 4 

? s 

sur FI. - lc11 
La chevauchement de decoupages agparait bien ici, f pbgit ionnani ' 

- t  
son image par coupes aux profondeurs homoganes impaires et aux 

, - 
t ,  

profondeurs ,homogènes patres. 

dinsib, ce type de découpage est "completw (au sens de la coarplexit - 
-, -, , ,-  ,. -,,!,, 

en Ce sans qua le chevauchement se propage partout du so~&it jusquieux 



feui&les .  Ce phénomène de chevauchement est a i n s i  i c i  p lus  . 

comp&exe possiblew. C ' e s t  ce q u i  se passe" d a n s v l e  cas g h é r a l  de l a  

preuve du l e m m e  3. 

Biea entendu, l ' u t i l i s a t i o n  du lemme 2 pour inver se r  O rbsoud l e  
pr<b$ème de chevauchement en f a i s a n t  a p p a r a i t r c  l e  2-morphbme x , 
et l a  *in de l a  preuve P cons i s t e  ?i prouver que ( et  Y O x 

4 l ~ l l  
coïncident  s u r  Ft , autrement d i t  que l e  t tcheva~chehent  de découpagestt 

z -*$Te i n t r o d u i t  simule b ien  l a  sépara t ion  h délai. borné de 4,(donc de (kh!~; 





a .  

Les lemmes 4 et 4 6is que nous allons prouver i&i sont 'la 

base des propriétés de composition des bib~phismes. - .  

L'idée est que. dans certains cas, étant donné un k-morphisme $ et un 
e, démarquage 6, on pourra trouver un k-morphisme 9' et un démarquage 6' 
f 
i" - 1 - 1 tels- que O 6 f i  - 6' O 4 '  bvec en plus des contrôles reconnaissables, 

'@$@$$.;.'i " des. restrictions de fibre etc.. . ) . y?4 y-cl1 ~ * ~ ~ @ p ! p T ,  
?$f'$Pf; -$ u: ' 

<Ir+eJ8t 8 pans certains cas, on 'pourra prendre @ ' 'du mhne typep ,, @k-c>:, +# 
' 

*!+* "&A&! "ous commençons par établir 3 sous-lemmes irb12diqaired. 

uis nous en déduisons les lemmes 4 et 4 bis et enfin nous commentons 

s;?r?r?ra 
Soit un k-morphisme linéaire, c un d6marquage strict marqu6. Il YYi.I e eiiste alors un démarquage,strict marqué c l ;  un k-rnomhisme 6' af une 

-. S i -  6 est d'un certain type sur F, f '  est du m&e. type 
/- De 'Plus, $1, iriste KI.,. . ,K talles que Ki mcanneisruibls st ...-- >* 

, . n . .  . , . 

L 1 * . *  =- C lci1 i 8r .tnl (~onc K~ '~aisonnabi;)' * + - ?  \, i 

h u w e  :- S - - .%y% E r  leet, )in ,&.qgaw de lil -,dan8 F;.- Petni. O 
1 >i 

2 . )  .... a *  , 
%' 

. . - ,  < , ( \ . ,  
't t t Tt'tr lp, 11 existe  un et un i eu ï  t c P ~ A I ~ + ~ * .  une e r  1 d 

' I 
, . ek : pehutation o *tic [ p ~ ,  tels que : t d L t  

-Tl J d  +{TZ< 

où,, paur p'  indices il,.. i-, on a A = x et p u r  las p1 autres i .  
3s - 

1 
1 indices, Ai = T('&)O. , . 

1 j n 

Supposons maintenant que E est l'alphabet domaine de 9. Pour-tout 



' _  - -  

où Aei(a) est défini comme su i t  



_ . . ,  . . I I  

" 'i TL2 * 
* ,. "--$?Y* PA%,, ?f*;B 

* - %, :*q3, p ;*-? 3- -< ;? 2 r , ; 
3-,-.., %*,,G.".  r + . ;  a , - ~=,.-eG22,"; 
--$,,&* 5 ;'pd+.,.r8rs,3 ,,- 

am indice v tel  que, dans Ai(a) A v ( l ) ,  = T(A) 
' " " ' * """  .,, , ., .a+ h .  - ,+y  . * L : ~ < E I ~  : - :. . * j,+-s ;- 9 ,C ~6 .C +*$ ' r , ,  cy$,~> ,  ,j<&&i< *,$ $4 11- 5 ;  3 

, " " . . ' !  < A  3 , f b ! ~ $ :  - 
l _ >  ._ . 

ge q *(a) par liidsrhtit6'an unsUpernutation de Cr1 

b tairt v,  ' ( k t l f i  c.1, 

t L T 7 *  a -  ' - . . 
2 ,  :i,6a;~~3 . .' -7, J - 

Des l i e n s  entre les torsions de 4 ek (9 ' , il vient  imm6dfatement tous%%&% 



A tou t  t E T( C ) , aBsocions 'K( t ) comme s u i t  : 

r y - -  
K(8) = O,.,K(a) déja dé f in i  pour a E E 

,,Lm * 9 5 
" ~ ( t g t ' )  = K(t) 8 K( t t )  e6 k ( t . t l )  = ~ ( t ) . K ( t ' ) e  

Comate tenu de (1-2-1-5-1 VIII), on a 

- 1 
e t ,  comme E -'(û) = 0 et 6 ( a )  = K(a) si  a r 1, on en déduit  

1 -1' 
V t ,  e ( t )  = K(t). 

*- 
- Reste dpnc à prouver que pour t o u t  t r T(C) on a : 

(S) 4?(K( t ) )  = €-'($(t))* . + ,, .d, i 

Prouvons (SI par  récurrence su r  l a  t a i l l e  de t . ' 

I c  , ' %  

O r ,  ( '(K(a).K(t)) = ( ~ t  d v a p b s  (1-2-1-5-1 VI) car 
3 .  . 

0 '  est l in6àire. P a r  hypothèse de récurrence, on a donc 
. i 

(d'après 1-2-1-5-1 V I  

* -,. -'i - 1 l si, -3 1-4 ;%; ' i 

fel-4-1-2 SOUS 1- 4'2 : .\ f&teltt l  a S I  cf d l  * * W b  - $  

-C---------------Li-------  
5 ,  

- -  - A $ 6 2  3 .  f i rg  L l p 9 ' 2  1 1%' 4 - . 4 

$oit 4 qn k T - h i s ~  linaim, c uk-d8rnApa%r8r $;~~;'ii - 
- A  

?i-(in L r , aac+,cs2-f- .%, u rrrils- +r. . i h , ~ o  c,t..% . : t 7 t ~  5 2j. % , . , I %  Y 
exihte  un k-a~,rphism& lin&alm +", un d e ~ T O I ; Z C ~  E' tds QW' ; 

t ~ i S 3 k : ~  9 ;  
-1 -f . - . ' *-ot M.* Q 4 t ? ,  fit* 

C 



I -1 ' \ . De plus,  pour toute! f o r e t  EI, 0' e s t  du marne type sur E (F) que () s u r  C. 
l 

Prettve : Noton?, *ui;"t6ut 2 r 8 ,  (<th,  = ?h?:e,. 
-, 

1 -  I I  
' k r était complet et strict. Y t c )(z), e"& e h  

car c est  sans t t imion . ~ a u s - ~ s e m i s  donc : 
1 

Il  e s t  évident par construction que l e s  conditions de types sont 
-1 :: ;;,gr 

rvéee. Reste à prouver que + o r - l ~  r 1  O 4 * .  . k'.. - - 
n e -par c o n ~ t r u c t i o n  r 

- 
Y a c P. c1 '(a) = 4*{3is0* 

- 
' = c l (%ia)  

Le r é s u l t à t  se dédbit alorcr de 4f;'2-2-2-2- 
. .- 

3 

- 
. -. 

J . > ; -  !', ; . ' * .6J 4 LLIT, j.; * ,  
La 

11-1-4-1-3 Sdw learm~ 4-3 +--&-----------,--------A- 

soit') ~ k - m ~ p h i s -  l i n ~ a i q e ,  unttiimarqusp. e g a ï a - ï t &  
i , i c  < i i' -AI&*, sh *e&;t"d un" ' e x  et til pua e e(xl) xl. 

, G ~ i i r r .  on démrguage ?aas'torsion, un 

\ 

u Cc', K ' ,  9') , 0  O e-l1ik ' , 
: *. 

ïk plus, ((1' est [VI-complet sur t &i (r l'es 

par KI,. . Kn qui sont reconnaiss&les Ix', 

, . 



Preuve  : 
- >  

Soit  C ' l 'alphabet domai le  de 4. Pour t ou t  a r E ' , posons 

I, 
(on s a i t  que "Lk , 

t a  = 2 a ' o. .@ ta 1. 

I) Pmuvoos par  Acurrence s u r  l a  t a i l l e  v de = $(a) r ?@ lk 
qu ' i l  ex i s te  Ka reconnaissable monodique, dofidie s u r  un alphabet da, 

a u v i l  ex i s te  C défini  sur  A -  e t  un kt-morphisme l i n é a i r e  +'  kels que : 1 

- supposons l e  rSsu l ta t  E t a b l i  pour t ou t  2, da t a i l l a  s v 

*ai p s u b ~ ~ ~  +suppoqqr qu? 4, con$ient ,,{<\ i x r [k ' 1) & ,  tels qv . 
. . , . x r ,  *": - - * ' 

- 1  , r I I  ' 2 ,  - "  . $ !  ' i  Ta 7 %  - ,  i 
4f(o,) = li-l 6 @(*II O lkf-i. On a, pu.  hypothasc dg rbcumence, 

,, '. . 
i'laiigfcnte de Ka sur A;, dh et +' tais que 



On ajoute à A un nouveau caractère B (x) (toujours unaire), on pose 
a a 

(on prend k' assez grand pour que kl-n-nl L o.) 

Nous remarquons que 0 '  est bien linéaire. 
* * 

1 * kt* nl+l n tn On pose alors K1(a) = K(a1.a ... a 1 
a a 'aaa ... ( a  a x 

4 '  est complet sur K1(a) car l'est sur K(a) et l'ensemble des 

variables dans $'(B est {xl, ..., x 
a k ' 

On a ~'"(x~) n K1(a) = K1(a) (car toutes les lettres de K1(a) ont 
pour image x 1 

Compte tenu de la linéarité de $ ' ,  nous pouvons appliquer le lemme 

(1-2-1-5-11 et obtenons : 

Or l'expression ci-dessus entre crochets est : 

et, d'après (1-2-1-5-1 VIII) on a encore 

'L (pour k' assez grand, c'est à dire 2 au nombre de variables de t(a)) 



Finalement, la récurrence est établie. 

Remarquons qu'à tout a E C on a ainsi associé kl(a) tel que 
n 

k1 2 kl(a) => 3 +', kl-morphisme vérifiant la propriété (P). 
Dans la suite, on prend k 1  r sup kt(a). 

a r  C 

II) Y a E \, nous associons finalement 
- 
K = K . a(x l... x ) et posons 
a a n 

k k 
+'a(xl,.. x tel que okl +'(a) =O a+kl n 

(+'(a) a donc une part d'arbitraire, on le compléte par exemple par 

des # )  

% 
On a donc, dlap&s ( P l ,  Y a r In, avec t = $(a), a 

- 1 -1 Q -1 2, 
E +(a> = E (+(a).Oa) = E (+(a)).Oa 

k - 
e =akl+v(~l n K,)A = +'(E'-~(X~) n Ka)[kl. a a 

k 
soit encore, compte tenu de a ,+'(a) =O .a 

k 
k a kt' 

k k = ok,+'(r'-l(xl) va). +l(a).ok1 

k - k = akl .+' ( ( E '  l(xl) Ka).a) akl 

- 1 i-1 
d'où , compte tenu de (E' (xl) Ka).a = E (a(xl,. . xn)) " l((a), 

- 1 
( E )  ~-l+(a> +'(E' (a(xl,. . xn) I<(a)) 

Nous pouvons supposer les A tous disjoints. Nous poserons a 

KI = [K(a)(a E CI 



III) Pour achever la preuve du sous lemme 4-3, il nous suffit d'appliquer 

le lemme (1-2-2-2-2 III) en vérifiant que les conditions a), b) et c) 

d'application de ce lemme sont ici satisfaites. 

La condition b) est évidemment satisfaite, la condition c) l'est par 

(El ci-dessus. Reste à prouver a) : 

On a K' = K' .Kt, d'où on déduit aisément que : 

Réciproquement, soit u E K' tel que ~ ( u )  = a.t. 

Etant donné la définition de E', u se décompose en u1.u2 avec 

E'(u~) = a et c1(u2) t. Comme u 1' u2 E K t ,  on peut par définition de 

Kt, choisir u E K(a), on a alors u2 E K' d'où l'inclusion inverse et 1 
le lemme / / /  C.O.F.D. 

11-1-4-2 Lemmes de permutation des morphismes et des démarquages inverses.\ 

11-1-4-2-1 Lemme 4 : Premier lemme de permutation : ....................................... ---------- 
Soi t + un k-morphi sme 1 i néai r e  ,E un démarquage. A l  o rs ,  i 1 e x i s t e  un 

kt-morphisme 4 '  l i n é a i r e ,  une f o r ê t  F I ,  un démarquage E '  t e l s  que : 

De p lus  : 

1 
1) F m o  e s t  ra isonnable e t  V n E N, F '  n T(r), e s t  reconnaissable 

(en supposant F '  d é f i n i e  su r  1 'a lphabet  r ,  e t  etenchnt l a  reconnaissabi- 

l i t é  en considérant  ( x l .  xn1 comme des éléments de 1,). 

I I )  E '  e s t  respect ivement s t r i c t ,  complet, sans to rs ions  s i  E l ' e s t  

I I I )  S i  E e s t  s t r i c t ,  on peut  prendre k '  = k e t  4 '  e s t  a l o r s  du même - 
type su r  E '  '(K) ,, F '  que + su r  K pour t o u t e  f o r ê t  K. 



IV)  Dans tous l es  cas, on peut prendre ( ' [VI-complet su r  E ' - ' ( K )  n F' 

s i  4 1 ' es t  sur K. 

V) En co ro l l a i r e ,  s i  E e s t  s t r i c t  e t  s i  + e s t  un 1-morphisme l i n é a i r e  

(respectivement complet, s t r i c t )  E' est  s t r i c t  e t  4' es t  un 1-morphisme 

l i n é a i r e  (respectivement complet, s t r i c t )  . 
S i  4 es t  un démarquage e t  E s tri c t  , 4 ' es t  un demarquage du même type 

que 4. / / /  

Preuve : Soit E un démarquage. Il est facil& de le décomposer en 

E = E" O E '  O E où E" est strict marqué, E '  propre et E vgrifie les 

hypothèses du sous lemme 4-3. 

En effet, soit C l'alphabet de définition de E. Soit C' un alphabet 

en bijection avec C et on pose : - 
€t'(a) = at.O ssi €(a) = ~(a).e~. a 

CY 

(on a donc degré (a') = degré (€(a)) - (Y 

On pose, pour tout a', ~'(a') = €(a) ssi €(a) # xl 

enfin, E = identité sauf E e(xl) = x 1 

le lemme 4 est alors une conséquence immédiate des sous-lemmes 4-1, 

2 et 3 et des propriétés de composition des morphismes./// 
C.Q.F.D. 

11-1-4-2-2 Lemme 4 bis : ~euxième lemme de permutation : ........................................ __--_-_--- 

L'énoncé est  en t o u t  p o i n t  ident ique à c e l u i  du lemme 4, sauf qu'on 

remplace (P) par : 

et dans le reste de l'énoncé, respectivement 4 et 4' par + cllet +' C 11 
Preuve : Soit C l'alphabet domaine de $:On dédouble C en C u C .  

On définit par n(a)  = ;(a) = a, Ë par F = (C.T(Z))'. Il est immédiat, 



que Ëo appartient à la même famille raisonnable que Foy que Ë 

vérifie les mêmes propriétés que F. 

D'autre part, on définit 5 à partir de + par : 

- - 
avec il(:) = ml(a) et, JIVIE- i > 1, ( i ( a )  = .& (nouveau symbole) 

- 
+(a) = +(a) 

On étend E par E(%) = fi  

Il est évident que l'on a, pour tout t E K, 
@k- 1 

(A) +(n(t))cll = i(t)cll et 5ct) = <q(t) cil3 fi > 

- 
D' autre part, 

+C 11 
est évidemment du même type sur F que + du même C 13 

--1 
type sur toute n (F) n Ë que + sur F. 

Cil 

Appliquant le lemme 4 à 5 et E, il existe 

- 
On fait maintenant pour ( Ë ' , $J ' 1  la même construction que précédemment - - - - -  - 
et on obtient ainsi (n, F?, 4 ' )  tels que 

- - - - - - 

( A '  +l(dtr))~ll = +t(tl>cll et 5"t') = <i(t?>l,i, pk '-l> 

Finalement, reste à montrer que 

- 1 - - - - - - 
+ci1 

O E - (T I  O E' O 71, F', 
1 ,k @'[il) 

(les conditions de types étant évidentes) 

@k- 1 - 1 - 1 
or, u E E (t)) <=> (A) <=> 3; E ?, CU, 8 >CE ($(t)) et G(t)=t 

@k- 1 
<=> (B) <=> 3 f 1 c T ' ,  G(EI(;')) = t et O ' ( f l )  Ck3 CU, d > 



11-1-4-3 Illustration et commentaire : 

11-1-4-3-1 A propos du sous lemme 4-1 : -------------- -- .................... 

1) Exemple ---- -- : Illustrons l'esprit de la construction sur un exemple très 
simple : 

Soit $ défini par : 

$a(x, y) = <b(xl, x2), bl(yl)> et l'identité ailleurs 

- 
E défini par ~b(x, y, Z )  = b(x, 21, E(b1(x, y)) = b'(y)~ ~ ( 6 )  = b 

La construction nous donne : 

1 1 
K(a) = al(x, y, T(AIo, T(AIo) avec A = {b(x, y, z), bl(x, y), B }  

Nous vérifions bien ici que : 

= ('~'-l(a(r, y)) = $'(K(a)) 

Remarquons un point accessoire dans l'esprit mais important si on veut 

suivre le détail de la preuve. Nous avons pris l'habitude d'écrire 

E'(~'(x, y, Z, t)) = a(x, y) au lieu de <4,a(x, y)>. Mais, quand on 
considère $(a(x, y)), il s'agit là de a(x, y) E L, donc <2, a(x, y)> 

- 
et ainsi, al(x, y, z, t) n'appartient pas par exemple à E' a ,  y) 

- 
mais seulement à E' '<LI, a(x, y)). Ces considérations de degrés, 

génantes mais dont nous n'avons que faire, sont éludées en considérant 

les K(a), où chaque variable 'ne figurant pas dans l'image' ne figure 



1 
plus non plus, puisqu'il lui est substituée T(A) qui est sans variable. 

O 

Ainsi, partout où le degré inférieur n'est pas explicité, on le trouve 

fixé par le contexte et nos égalités sont valables pour le degré fixé 

ainsi. 

II) Cas de $ non linéaire : Le lecteur vérifiera que le sous-lemme ------- ------------- 
4-1 ne s'étend pas au cas 4 non linéaire grâce à l'exemple suivant 

(pourtant très simple! 

11-1-4-3-2 A propos du sous-lemme 4-2 : ------------- -- .................... 
Nous n'illustrons pas la construction, qui est très simple. 

Le résultat ne s'étend pas non plus au cas ou + est non linéaire 
pour les mêmes raisons que celles du lemme des morphismes et des 

parties (qui est d'ailleurs utilisé dans toutes les preuves!) 

11-1-4-3-3 A propos du sous-lemme 4-3 : ------------- -- .................... 

1) Exemple ---- : 

Soit 41 le 1-morphisme (donc séparé) linéaire complet strict défini par : 

r est l'identité sur b(x x2), a(x) et a vérifie c(e(x)) x 
1 ' 

Avec les notations de la preuve, nous avons ici : 

A = u A avec 
acC a 

A- = {aa(x), il, na = Iaa(x), a(x)l a 

1 2 - 1 2 3 
A = {ac(x), ac(x), bc(x), bc(x), aC(x), C(X, y, z ) }  
C 



Nous déf in issons  K = [ ~ ( a )  1 a E C 1 avec 

Nous déf in issons  E '  par  : 

1 2 3  1 
E ' ( ~ ; ( x ) )  = E '  aa(x)  = € 'ac (x )  = ~ ' a  c ( x )  = ~ ' a  c ( x )  = e 'bc(x)  

1 = € 'bC(x)  = x e t  E '  = i d e n t i t é  s u r  Z 

Nous déf in issons  (dans l a  preuve t o u j o u r s ) ,  4 '  p a r  : 

1 $ 'aa (x )  = ( t a  ( x )  =mlac(x) = <e(x  
a  1, X 2 9  X3> 

2  
( ' aC(x)  = < X  e ( x 2 ) ,  x  > 1 ' 3 

3  
m'a ( X I  = <xl,  x2, e (x3)>  

C 

- *- 
on a  a l o r s  E '$(a) = e a  - f m v ( E t - l ( a )  n K;) 

In tu i t ivement ,  on code dans K en une chaîne monodique, l a  f o r ê t  
c 9  

- 1 
E + (c (x ,  y ,  z j )  e t  4 '  e f f e c t u e  l e  %codage1. Le  c o e f f i c i e n t  de 



dilatation de 4' doit donc être au moins égal à la "largeur1' de +(cl 

(ici 3 ) .  dl(c) réalise la torsion . 

II) Remarque ----- ----- importante ------- : Dans l'exemple ci-dessus, $I est un 1-morphisme 

linéaire complet strict (donc séparé) très simple. 

Pourtant 4' n'est ni séparé à délai borné, ni régulé, et son coefficient 

de dilatation est supérieur à celui de 4. 

En fait, i 1 n ' e x i s t e  en général pas de solution 41' au lemme 4-3 
conservant ou la séparation à délai borné, ou la régulation, ou les 

coefficients de dilatation. C'est le cas pour l'exemple ci-dessus qui en 

illustre la raison essentielle, que nous développons ci-après. 

On doit donc trouver ( E ' ,  F', 4') tels que E'(F') = c(xl, x2, x3) 

Même sans imposer à E' d'être complet, on en est ramené à considérer 

F' de la forme F1 c(F2(xl), F (x 1, F41x3)) où FI, F2, F3, F4 sont des 3 2 
forêts monodiques (les seules lettres y apparaissant sont de degré 1) 

En effet, "toute branche ajoutée à F' ne servirait à rien" car elle 

serait effacée par E' et par $ '  (pour assurer les correspondances de 

variables ) . 
Voyons maintenant que l'on a pas le "choix des moyens" pour associer par 

$ ' ,  la forêt G à la forêt F' : 

En effet, le problème se concentre en celui d'associer $'(F1') 
* 

vb(e b(x, y), z) à une sous-forêt F1' de F', qui est nécessairement 

de la même forme que F ' ,  c'est à dire H c(H2(x), H (y), H4(z)) où les 1 3 
H. sont monodiques. Or, on doit même avoir $'(H c(x, y, z)) 
1 1 

* 
3b(e b(x, y), z) car sinon, une au moins des 3 variables x, y, z 

disparaitrait dans l'image. 

* * 
De plus, +'(Hl(x))+b(e (xl), x2) OU à b(e b(xl. x2), x3), car 

$'(c(x, y, z)) est fini. On voit alors que $ '  ne peut pas être un 

1-morphisme, il ne peut être ni régulé ni séparé à délai borné car on 
* 

a nécessairement une forêtm~l.ddiq~~ I(xhlimage <e (xl), x2> ! 



11-1-4-3-4 Conclusion : ...................... 
Nous avons donc vu que, si + est linéaire, notre problème de "permuter" 
morphisme et démarquage inverse admet une solution, la linéarité étant 

conservée. Seul le caractère non strict du démarquage fait perdre la 

régulation et la séparation à délai borné, et nécessite l'augmentation 

du coefficient de dilatation (que l'on peut évidemment prendre quelconque 

pourvu qu'il soit assez grand). Il est important de remarquer que si 

4 n'est pas linéaire, "plus rien ne marche". 



II - 1 - 5 LES 1-MORPHISMES LINEAIRES NON STRICTS : 

Dans ce paragraphe n'interviennent que des notions "classiques" : 

1-morphismes et forêts reconnaissables. Les bimorphismes (4, Ky Y), où 

K est reconnaissable et 4 et Y sont des 1-morphismes linéaires ont un 
comportement "à part1' vis à vis de la composition. Ces choses sont 

précisées et discutées dans (11-2-2-3) et aboutissent en particulier au 

théorème (31, dont la preuve se base sur les résultats que nous allons 

obtenir ici. L'intérêt de ce paragraphe apparaitra ainsi en (11-2-2-3). 

Nous prouvons d'abord en (11-1-5-1) que tout bimorphisme (4, Ky Y) 

du type ci-dessus peut être "réduit", c'est à dire qu'on peut "ne 

conserver de tout arbre t de K que les noeuds qui ont une image stricte 

dans 4(t) ou Y(t) ". Puis, utilisant cette forme réduite, nous donnons 
des lemmes précisant le comportement de la "non strictitude" vis à vis 

de la composition. Enfin, nous illustrons d'un exemple simple. 

11-1-5-1 Les bimorphismes réduits1 

Nous introduisons une à une les 'réductions', en faisant le point de 

temps entemps des résultats obtenus. 

Soit B = (4, F, 4') où F est une forêt reconnaissable, 4 et 4' sont 
des 1-morphismes quelconques. 

11-1-5-1-1 On p u t  toujours suFeoser qu'il n'existe eas de lettre a(x --------------- ------- ------- ----- -------- ------ ----------------l~:~-?nj 
rel!e-s~ekoixlrr:-xn~-f ~-~cIx~ALL-x~~-:-x~- : 

1 Preuve : Soit B = (4, F, 4') avec F c T(I)o et 

Soit h le démarquage égal à l'identité sur E-la) et tel que h a(xl,..x,)=xi 

h est linéaire donc h(F) reconnaissable . 
Soit 5 = 4 restreint à T(C-{a)) et &'  défini de même. 



- - 
On a ( = ( O h et (' = 4 '  O h d'où ((, F, , h(F), i') 
d'après (1-2-2-2-2 II) et le résultat est établi. 

11-1-5-1-2 Marquage de la lecture : ----_--___-_--- -- ---__---_------ 
1) Associons au couple (+, ( ' 1  le transducteur descendant linéaire 

déterministe h défini comme suit : 
$ 5  4)'  

- A va de T(Cu{#)) dans T(A) avec A = Cx{(l,~ ),(O ,l),(1,1))~{#) 
4 ,  @' 

(Nous poserons A-{#) = C ) 
0,l 

- 
q1,1 

est l'état initial 

où . E OU E' = 1, E et E' E {0,1) 

. Y j E Cnl, i 
( ' 1  

( ' )  = 1 ssi x contenu dans + a(xl,. xn) 
j j 

II) Soit p le demarquage propre de A dans Cu{#) défini par : 

A est fonctionnel car déterministe, il est complétement spécifié 
4 , @ '  1 
sur C donc son domaine contient T(C)o. 

V t c T( C)' on peut donc définir t # de faqon unique par t # = u(X4(, (t )). 
0 ' 

Posons F # = {t #lt E F). Si F est reconnaissable, F # aussi car 

X 
$s$' 

et p sont linéaires. 



Propriété F : --- ------- 
1 

Soit t E T(LIO. On lui associe tc t défini par : litc est le sous-arbre 
initial maximal de t proprement transducté par X sans atteindre 1 ' état 

$ 9 4 ) '  

qo,o ". t existe comme étant la réunion de l'ensemble orienté des sous- 
C 

arbres transductés de t. 

On a alors : 

( ' 1  où - Y i r [nl, E! ' )  = 1 ssi $ (u(xl,. . xn)) contient la variable xi 
1 

(la preuve s'établit facilement par induction sur la taille de u). 

Corollaire de F : Toute occurrence a dans t a pour image par 
C 

X 
4) ,4 ) '  

a(a,aV) avec a(') = 1 ssi a est lu par $ ( ' )  dans la lecture de 

tc ' c'est à dire que: 

( ' 1  soit ;(l 8 a(a,al) (xl,.. xn) B 1 ) r I(tc). Alors a = 1 
P 9 

ssi x apparait dans 4)" )  u(;). 
p + l  

La preuve en est évidente. 

1 
III) Y t E T(C)o, $(t # )  est défini et égal à $(t). 

Preuve 
* 

a) D'abord, ql,l[tc(x l,.. xn)IX 1- ~c(qo,o Lx,], . . , 
$ 9 4 ) '  

qo,ocxn3) 

Supposons en effet qu'il existe un q 
a,al + 40,o à droite. Comme 

X 
$ 9 4 ) '  

est complétement spécifié sur C, la transduction de t se poursuit 

et la définition de t (maximalité) est contredite. 
C , 



On a alors, par définition de X et en posant 
O,+" 

t = tC(tlY.. ,t 1 : n 

Mais d'après ( F I ,  aucun x n'apparait dans $(tc) qui est donc i 
sans variable. Par conséquent, V t l .  tn, $(tc(tl,.. tn)) = $(tC) 

En particulier, $tc(#,.. # )  = m(tc) = $(t). 

- n 
b) Nous venons de voir que A (t) = fc(#,.., # )  = tC(x1v Xn)e# 

m,ml 

Q 
Remarquons que, si t est de dinf q, t = t .# (t est donc obtenu 

C f c  # 
en substituant # à chaque variable de tc) 

D'autre part, u(fc) = tc(x 1'" xn) donc u(Fc(#,.. $ 1 )  = tc(# ,.., t )  

d'où t = tc(#,. . ,#) puisque t - # +- dAm,m,(t)). Finalement compte tenu 

de a) on a : 

La première équivalence provient de III) et la seconde du lemme 

(1-2-2-2-2 1 du fait que F # = u(X$$,(F)) 

V) Soit U le transducteur ascendant défini par : 

# - q2L-21 

Y a(a, ai) E AO, a(a, a') + qoCa(a, a')] 

a(a, a') q l x l 1 . .  qn[xnl) + qoL-a(u,a') (il,..,i ) (x 9 . .  x 11 
p il i 

P 

où i < ... < i et i = k ssi q - 
1 P j k - 90. 

q est final. 
O 



U est linéaire déterministe (donc fonctionnel) - 
on définit le démarquage u par : 

où t = # ssi il n'existe pas j tel que i = k 
k j 

et où les autres t sont, de gauche à droite, xl,.., x . k P 

1 
Pour tout t E T(L'Io, U(h4 ,m 

,(t)) est défini et on a évidemment 

Enfin, comme U est linéaire, 
,ml 

(F)) est reconnaissable et on a, 

d'après le lemme (1-2-2-2-2 II), 

donc, d'après ce qui précède, ( p  O 4, X (FI, e O $ ' )  $94' 

VI) ~roeriétés du bimorphisme B : --- --------- ------ ------- 
- - - u ; I(U(\ ( F ) ) ) ,  avec u = ul(lp@a(a,a')(xl,.-,xn)@lq) m 34 ' 

a ( ' )  = 1 ssi $' "uu(i> contient la variable xptl, c'est à dire ssi 

( ' 1  a(a,al) est lu dans < par O LI o . 

- V I ( U ( , F ,  V a(a,al) noeud de <, alors a ou a' = 1 

La preuve de ce fait est évidente d'après (FI et son corollaire, 

sauf pour les successeurs de a(a,al) , mais on a alors 
(il,. . ,i 1 

P 

dans un arbre t donné, 



On a donc dans t = t'(lp @a(a,a') il,,. i (xl,. .X ) @  lp2), 
1 

P 
P 

ce qui ne change rien à la complétude. 

VII) Conclusion ------ --.---------------- de 11-1-5-1-2 (Marquage de la lecture) 

à ((I, F, + ' )  on a associé (Y, G, Y') équivalent tel que 

Pl) - l'alphabet de G est marqué par (a ,BI€ { O  y1}2 et où 

a(a,f3)(xl,. . xn) est lu par Y (respectivement Y' ) dans un arbre 
donné de G, ssi a = 1 (resp. 0 = 1). 

P2) - V t E G, Y a(a,~) noeud de t, a ou B = 1 (c'est à dire que 

pour tout arbre de G, tout noeud est lu au moins par un des deux 

morphismes). 

P3) - De plus, on peut supposer qu'il n'existe pas a(a,B)(x 1,- . Xn) 
tel que Y(a(a,B)(xl,..x ) = Y' a(a,B)(xl,.. xn) = xi. Ceci provient 

n 

de l'application à (Y, G ,  Y') de la construction de (11-1-5-1-1) qui 

ne modifie pas Pl) et P2). 

VIII) Commentaire : Le transducteur X ----------- défini en 1) marque, pour +,+' 
tout arbre t, chaque noeud d'un couple (a,al) teleque Pl) soit 

satisfaite. L'image par 41 de t n'est pas modifiée si on modifie 
dans t les noeuds non lus. Nous remplaçons alors le premier noeud 

de chaque branche qui n'est lu ni par +, ni par +', par un symbole # 

de degré inférieur nul. Tout t se transforme ainsi par X en h(t) 
4 ?4' 

et on a (ri O (I, X(F), ri O 4 ' )  (̂+, F, 4') où ri démarque les (a,B) 

(c'est le résultat IV). Pour conclure, il reste le fait que les f 

ne sont pas lus. La construction V et VI résoud ce détail : les "f" 

n'étant pas lus, ils sont supprimés en "supprimant l'arité correspondante" 

de leur antécédant immédiat, ce qui ne change rien aux propriétés de 

lecture. 



11-1-5-1-3 Définition : (4, F, 4') est dit semi-com~let strict ssi ...................... -------- ---------- 
Y t.(l @a(~~,.. xn)81q) = u r I ( F ) ,  avec a(xl, .. xn) r L, on a 

P 

+ 4 + '  (Rappelons que, dans tout ceparagraphe 

11-1-5, F est reconnaissable et 4 et 4' sont des 1-morphismes). 

Remarquons que cette définition équivaut à dire que ; 

-si a n'est pas lu par I$ dans t, alors a est lu par 4' et +'(a) 
est strict. Symétriquement en permutant 4 et 4'. 

-si a est lu par 4 et 4' dans t, (+(a)(+l$'(a)(>~. 

Considérons ( 4 ,  F, 4') ayant les propriétés Pl, 2 et 3. On a 

(Rappelons que V(t) désigne l'ensemble des variables apparaissant 

dans t, soit l'image de la torsion de t). 

La preuve est évidente. 

11) D'après 1) si a l , O x l , .  x ) xi, alors i = n = 1. 
n 

Soit a(l,O)(xl) d'image xl par 4. Soit h 1'homomorphisme.sur l'alphabet 
A de F défini par l'identité sur A- {a(l,O)l et h(a(1,O) = xl. 
On a d'après (1-2-2-2-2 II), 

(4, h(F), 4') - (h O 4, F, h O 4'1,  on a d'autre part h O 4 = 4 sur 
~-{a(l,~)}. Pour tout t r F, 4' h(t) = +'(t) car h modifié les a(1,O) 

seulement, que 4' ne lit pas. Finalement , (4, F, $')̂ ($, h(F), 4'). 

III) h ne modifie évidemment pas Pl, 2, 3. En itérant, cette construction, 

on peut donc supposer que (4, F, 4') vérifie Pl, 2, 3 et de plus : 

P5) Propriétés 1) 

IV) L e m -  ----- : On peut toujours supposer que 6 = (4, F, 4') v é r i f i e  

P 1, 2, 3 ,  4 ,  5 e t  es t  semi-complet s t r i c t .  



Preuve : Compte tenu des PI), il reste à prouver pour que B soit semi- 

complet strict, qu'on peut toujours supprimer le cas ou 

a , x 1  x = x 1 et $'a(l, 1) (xl, x2) = x2 

( à une permutation près de Cl, 2)). 

Soit donc B = ($,  F, 4 ' )  vérifiant Pl à 5 tel que 

ba(1,l) (xl, x2) = x1 et $'a(l,l)(xl, x2) = x2. 

Soit une occurrence de a(l,l)(x xî) dans un t E F : on peut toujours 
1 ' 1 1 

écrire t = t a , x  x2).(t 1 2  et avec ttrT(~)~, tl et t2 r T(E)~. 

Soit bi(ai, ati)(xl,.. x ) le sommet de ti 
P ' 

est un sous - arbre de t E F. Conme $a(l,l)(xl,x2) = xl, = O 

et, d'après les hypothèses sur €3, on a ci = 1 et 1 $bl( 1,0 1 > 0. 1 

De même, ( ~ ~ , a ' ~ )  = (0,l) et l$'(b2(0,1)1 . 0. 
Idée générale de la preuve : Nous venons de voir que chaque occurrence ----- -------------- ----- 
de a(l,l) dans un t c F a pour successeurs immédiats bl et b2 tels que 

1$(')a(l,l)(b~,b~)1 > 0. 

Nous allons remplacer chaque occurrence de ce sous-arbre par un nouveau 

symbole de même image par $ et 4 ' ,  sans rien changer aux propriétés de 

complétude. 

-Pour toutes les lettres b et b2, considérons les nouvelles lettres 
1 

( 1 )  x l .  x ' )  si b (1,O) 6 Z et b2(0,1) r Z 
a(bl,b2) P+P 1 P P ' 

-Si A est l'alphabet de F, considérons A l'ensemble des nouvelles 
a 

lettres ainsi créées et considérons le morphisme f de T(AuA -a{l,l)) a 
dans T(A) défini par : 

f est l'identité sur h-{a(l,l)) 



Nous avons f O $(' ) = Y( ' ) par construction donc 

(f O m,  FI, f 0 ml)ctm, &(FI, $11 

Mais Y t e F, 3 t' c f-'(~), conc ff-l(~) = F et finarement 

B C t f  O (, f-l(~), f O ('1 

On vérifie que, en posant Y( ' ) = f O 4 ( ' 1  

- Y = 4 sur A-a{l,l} 

Y(a(bl,b2)(1,l~(xl,.. x 1 = $b,(l,0)txl,.. x 
P*P ' - P 

- Y' = 4' sur A-aE1,l) 

D'autre part a(1,l) n'appartient plus à l'alphabet de F. 

Sur les "nouvelles lettres" a (1,l) on a bien les propriétés 

Pl à 5 vérifiées et on a pas b19b2 

Enfin, comme x i abl,b2 (1,l) ssi ~~~$a(l,l)(b~(l,O)(~~,. .X P ) ,  

b2(0, 1) (xPtl,. 1) (et de même pour Y' ) les propriétés Pl à 5 

sont conservées. 

Finalement on a : 

C.Q.F.D. 

11-1-5-1-4 Définition : ...................... 

On appelera bimorphisme rédui t  tout bimorphisme ($, F, 9') 
(F reconnaissable, 9 et I$' 1-morphismes) vérifiant P 1,2,3,4,5 et 

étant semi-complet strict. 



Les r é s u l t a t s  précédents permettent de conclure en 

p o ~ o s i t i o n  ------- : Tout bimorphisme (4 ,  F,$') où F est reconnaissable 

e t  I+ e t  I+' sont  des 1-morphismes e s t - à  - un bimorphisme rédu i t  du 

même type. ' 

De p lus ,  comme il e s t  évident  que l e s  démarquages propres conservent 

l a  réduction,  on pourra tou jours  supposer que l a  f o r ê t  reconnaissable 

du bimorphisme r é d u i t  e s t  hyperlocale.  

11-1-5-2 Lemmes de non-s t r i c t i tude  

- 
11-1-5-2-1 Premier Lemme : ......................... 

S o i t  ( 4 ,  K ,  E )  où 4 est un 1-morphisme l i n é a i r e  complet s t r ic t ,  
K es t  une f o r ê t  reconnaissable e t  E est  un démarquage. Alors, i l  

existe K '  reconnaissable,  4 '  1-morphisme l i n é a i r e  complet s t r i c t  
e t  E '  demarquage (du même type que E ) ,  i l  existe n e t  n '  , 
démarquages propres , t e l s  que : 

De p lus ,  4 '  es t  un démarquage si 4 en est  un .  

Preuve : Marquons d'abord 4 en (pac exemple en marquant de 

a a 
O' 1'" 

a l e s  noeuds de ? ( a )  pour t o u t  a E C, c e  qui  e s t  poss ib le  i 
c a r  4 e s t  s t r i c t ) .  

S o i t  a l o r s  $(a(xl ,  . . x,) = .a ( a  e s t  une permutation). 
a a a  

S o i t  w l e  démarquage associé .  On a évidemment 5 O n = 4 .  

l e r  cas : s o i t  a t e l  que c(a(xl , . .  xn))  = a ' .< ,  = a '  (xi , . . ,xi 
1 P 

nous associons à a '  l a  l e t t r e  formelle a' (xl , .  . ,x 1 
P 

( <  e s t  i n j e c t i v e  c a r  E e s t  un démarquage). 

Nous déf in issons  a l o r s  E '  s u r  5 t e l  que : a 

S o i t  ai un noeud de t e t  ai( t l .  €Il,. . , t .û ) l e  sous a rb re  maximal a n n 



de t de sommet ai .  Alors ,  a  

où - x  <..< x  
j  1 jpl 

- V k  é En], 3 t j = k  ssi Im(Bk) n  Im(ca) # 0 
R q R  

( E '  ne r ecop ie  que les branches qu i  a b o u t i s s e n t  à une v a r i a b l e  

de Im(ca) . )  
- ' t ) = t a , . e l  . Posons a l o r s  E ( a a  

On a  p a r  c o n s t r u c t i o n  1m(0',) = Im(ca) e t  comme l e s  deux t o r s i o n s  

son t  i n j e c t i v e s ,  il e x i s t e  une permutat ion a '  t e l l e  que e t a  = a '  
. a  a a c a '  

- 
Nous posons a l o r s  + ' à l ( x l , .  . x 1 = ta ' .  O '  

P  a 

( 4 '  est donc i c i  l i n é a i r e  complet s t r i c t ) .  

NOUS posons n ' a 1 ( x  x ) = a l ( x l , . .  x 1. 
1'" p  P  

. 
2ème c a s  : S o i t  a  t e l  que Ea(xl,.. x  ) = x  n  i 

- 
Nous d é f i n i s s o n s  E '  s u r  t p a r  : (avec  les n o t a t i o n s  du l e r  c a s )  a  

E '  a i (x l , . .  xn)  = x où Im(9.) 3 xi ( j  e s t  unique c a r  a  i n j e c t i v e ,  
j I a 

e x i s t e  a s u r j e c t i v e ) .  
a  

( E '  ' s e l e c t i o n n e '  l a  v a r i a b l e  xi s u r  f a ) .  

posons K = ta.oa(F1,. . F  ) où Fi = xi s i  X .  E Im(ca) e t  
a  n 1 

1 
Comme 4 e s t  l i n é a i r e ,  G est r econna i s sab l e .  Posons H K 1 ac.XI0. a  

H e s t  également r econna i s sab l e .  

Pour prouver  l e  r é s u l t a t  il s u f f i t  de prouver  que ( + , ~ ) f i ( n , H , ~ ' ) o ( $ ' , m ' )  - 
- 

l e  reste en découlera  immédiatement en posant  K'  = +(K)nH ( c a r  5 est marqué), 

e t  du f a i t  que, p a r  c o n s t r u c t i o n ,  n , n l , $ ' , s '  e t  H o n t  b i en  l e  t y p e  voulu. 



- - 
Compte t enu  du f a i t  que $ = $ O n  e t  E = E O n' ( avec  

- - 
E a t ( x l ,  .. x ) = a t ( x l , . .  x  , il s u f f i t  même d ' é t a b l i r  : 

P P  

, Z)/.(H, - E ' )  O $ ' - l .  

Compte t enu  de l a  l i n é a r i t é  de  5 e t  $ ' ,  de l a  complétude de E ' ,  

de c e l l e  de E s u r  t o u t  K il s u f f i t  comme dans (1-2-2-2-2 I I I )  
a  ' 

d ' é t a b l i r  : 

- - 
o ù v =  a l ( x i , . .  x  s e l o n  les cas .  

1 
i 
P 

l a  d e r n i è r e  a s s e r t i o n  équivaut  à d i r e  que Ü E K e t  = E ' (Ü)  
a  

p a r  c o n s t r u c t i o n  de 5 e t  É '  . / / /  
C.Q.F.D. 

S i  on cons idère  $ non s t r i c t ,  l a  c o n s t r u c t i o n  précédente  est mise 

en défau t  e t  l a  s i t u a t i o n  est beaucoup p l u s  complexe comme nous a l l o n s  

l e  v o i r  dans l e  lemme s u i v a n t .  

11-1-5-2-2 Second lemme de non s t r i c t i t u d e  : ........................................... 
Lemme : Soi t  ( E ,  K y  E ' )  où E e t  E '  sont des démarquages. ----- 
K e s t  reconnai ~ s a b l e .  

A l  ors i 1 ex is te  deux démarquages propres 6 e t  6 ' , deux forêts  

reconnaissables F e t  F m y  deux 1-morphismes l i n é a i  res $ e t  $ '  t e l s  que : 

Preuve : D'après ( I I -1-5- l ) ,  on peut  supposer  ( E ,  K ,  E ' )  r é d u i t  e t  K 

hype r loca l e  . 

1 )  K est supposée d é f i n i e  s u r  C q u i  se p a r t i t i o n n e  en CN " Cg " =d 



où E = {a(xl,..,x )IE(a) et c'(a) non réduits à une variable) N n 

= {a(xl,. . ,x )( E' (a) = x. et €(a) = a} 
g n 1 

Remarque ----- -- : nous abrégeons "il existe i tel que €(a) = xi1' en 

11 tel que €(a) = x l l .  i 

II) Dans ce point, nous marquons K d'informations utiles par la suite. 

Marquons tout d'abord K en k comme suit : 

a) le sommet a de tout arbre t de K est barré en a si a 4 EN. 

Tout noeud b l E et étant successeur d'un a c EN sans c s E 
g d 

entr'eux est barré, et symétriquement. 

ème b) Si a s Id, ab s E pour i successeur dans t et que €(a) x 
g i ' 

on marque a en a de même 2 en a De même, si a rE admet b r Cd. b ' b g . èm pour 1 successeur dant t et que s'(a) = x on marque a en a i ' b ' 

?r 
c) on tilde (marque b en b) les b c E ième successeurs immédiats de d 

a s E (avec €(a) = x.) et n'ayant pas de c c C avant un d É EN en 
g 1 g 

ème 
successeur (non immédiat) (si ~ ( b )  = x 1. Symétriquement pour 

j 

les b c C . 
g 

Nous laissons au lecteur le soin de construire des transducteurs linéaires 

fonctionnels réalisant ces marquages. 

III) On définit E à partir de E par : 

- 
E a(xl,.. xn) = ~a(x l,.. xn), 

- - - 
E a(x l,.- Xn) = c(a)(xl,. . xn) si ~ ( a )  # xi, = xi sinon 

- 
E ab(xl,.. x,) = si a c E (donc si E a(x d , . Xn) = Xi) 



de même pour 5, 

Remarquons que i dépend en f a i t  de a ,  mais nous abrégeons. De même 

on peut tou jours  supposer E e t  E '  marqués, q u i t t e  à e f f a c e r  par  6 e t  6 '  

l e s  marques. 
- 

Intui t ivement,  E e s t  identique à E e t ,  en p lus ,  ' t r anspor te '  l e s  marques. 
- 
E '  e s t  d é f i n i  de l a  même façon à p a r t i r  de e '  . 

I V )  6  e t  6 '  son t  d é f i n i s  comme s u i t  : 

( in tu i t ivement ,  6 e t  6' e f facen t  l e s  marques) 

V) S o i t  Tl ,  T2, T des t ransducteurs  r é a l i s a n t  l e s  marquages d é c r i t s  
3 

respectivement en I I )  a ,  b e t  c. Le marquage é t a n t  fonct ionnel (  un 

a rb re  e s t  marqué d'une seu le  façon) ,  on peut cons idérer  l e s  T comme 
i 

des app l i ca t ions .  

Attention : les t ransducteurs  Ti ne son t  pas pour au tan t  dé terminis tes .  

Considérons donc T = T O T2 O T3 qui  applique K s u r  r<(k é t a n t  
1 

l 'ensemble des  a rb res  marqués de K). 
- 

On v é r i f i e  aisément que T O E O 6 = s e t  T O e t  O 6' = E ' ,  

dont on dédui t  par  des cons idéra t ions  ensemblistes  f a c i l e s  que 

( E ,  K ,  E ~ ) A ( E  - O 6, 2, E t  O 6 ' )  

Faisons ----------- l e  po in t  ---- : Nous avons j u s q u ' i c i  t rouvé deux démarquages propres 

6 e t  6' e t  c o n s t r u i t  i ,  2 ,  E '  v é r i f i a n t  l ' équivalence  ci-dessus.  De 

p lus ,  ( E ,  K, E ' )  é t a n t  r é d u i t ,  ( i ,  K,  i ' )  l ' e s t  à fortiori. Pour 

é t a b l i r  l e  lemme en cours, il s u f f i t  d ' é t a b l i r  l ' e x i s t e n c e  de F, F' 



., ,-.- 
J,? TL ', - \ I  
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t3 et de 1-iatsrpiiism8 lfn(haires 4 et 4'.  tq18 atm- : : ; , / 2. 

C (. : ,' 

et G1tt l=up)-4=> l+?tuj=4(~f)~ UEF &3 1 : - 
\ 

VI) Pour cela, c~nstruisons donc F, FI, 4 et 4'. 

', . - -. ! 

," 5- i+# - - 
- - _ r F i  .. - - + , , :r: a* -!.'y 

l,.. xn) = + b ( ~ ~ , f i ~ i ~ )  = 
d - i 

- 
)'bc(xl,.. x n = (b,(xl,.. x,) = c1(x2) . 

* / "  , . 
. * " .  1 Y - ,  ' - 1 

Y .  

et ( s0i.r tels que +'c(b(xl,.. xn)) = #cs(b(xIs9.aQ) 

,. . x sont les variables cokunes à c(b) et 
1 i~ 

7,. ' 



- a) B V j  = cl(xk) , Bj - xk 

ssi 3 7  et h r E t (as = b OU KCA kj-l +l ' k) 
1 d q 1  c 

b) B V j  = xk, Bj = c'$) 

- 
ssi 3- et bc Eg t (a- = bc OU bc A b3-1+1 ' k) 

j s j 

c) f31j = sinon 

Preuve de (QI : ------------ - 
r72/ N 

Les faits que ~ ( t )  c I ( F )  et if(;) r I(F1) sont évidents par définition 

de F et F'. 

- Q est évidente pour v = O 
2, 2, - soit t a= t(al,..,a (Xk +l¶ ,a ( I,..),.. 
X 1 

jo jo-i o=k +P. 
an ) 

i 
O j o-l 

2, 

avec It 1 I v 

Cas 1 .: 

a est lu par et E '  
2, 2, 

i = k +P. est donc commun à V(u.~) et v(u.B') 
O jo-1 

(V(t) désigne les variables de t). Soit A. l'indice (qui existe par 

hypothèse de récurrence et est unique par linéarité) tel que BA et 
O 

B' soient antécédants de xi . 
A. O 

Cas 1-1 

a r LN alors BA = B q A  (cas c) de l'hypothèse de récurrence) 
j O O O 

Cas 1-1-1 

- 2, % 
si a c LN, on a +'r(t.a) = u.8.a 

2, 

l'hypothèse ( 9 )  reste vérifiée par ux BA a(xl,..,xn) et les suites 

A. O 



(Nous ne fa i sons  f i g u r e r  dans l e s  expressions que l e s  va r i ab les  qu i  
2, 

importent,  comme dans u B A  a (  xl , . ,x ) ) x n 
Xo O 

Cas 1-1-2 : 
- 

si a = %(xl, . . ,x  r C a l o r s  n d ' 

% 
l a  propriégé (QI e s t  v é r i f i é e  par  t . a  ( c a s  a ) )  

Cas 1-1-3 : 

- 
a = a.,, r C g .  Cas symétrique du précédent.  On ne peut pas avo i r  a = "b 

c a r  a a pour antécédant a r C donc a e s t  ba r ré  s i  a 4 IN. 
j O 

N 

Cas 1-1-4 : 

S i  a de l a  forme a (ou a)  f C d ,  on a a l o r s  (; '(a) = xi = (';(a) d'où 

- % 2, % 
(cl(t.o) = t . 6 '  e t  a = t . R .  ( Q I  é s t  toujours  v é r i f i é .  

Le cas a de l a  forme a (ou a)  E C e s t  symétrique. 
g 

Cas 1-2 : 

a C EN.  Supposons pa r  exemple a E Cd ( l e  cas a E C s e  t r a i t e  de 
j o  j o  j O g 

même 1 . 
S i  a e s t  non marqué pa r  a ,  on a B A  = B 1 i  on e s t  ramené au cas  1-1. 

j O O O 

S i  a marqué pa r  a ,  c ' e s t  que a E C . Alors, on e s t  dans l e  cas  a )  
j O g 

de l 'hypothèse ( Q )  : B I A  = s'(xi ) e t  B A  = x 
i 

O O O O 



Cas 1-2-1 : 
- - 

Alors,  s i  a  est de la  forme a ou a  $ r l a c ( x l , . .  xn)  = xi 
C c ' 

- 
$ ' ~ ( a  a l c ' ( x .  1. La r écu r r ence  e s t  v é r i f i é e  ( c a s  b ) )  où 

Y 1 
O 

6' dev ien t  xi e t  dev i en t  c l ( x .  ). 
Xo 1 

O O O 

Cas 1-2-2 : 
- - 

si  a de l a  forme a ,  $ ~ ' a ( x  l,.. xn )  = P 1 ~ a ( x l , . .  xn )  = X .  1 

( Q )  e s t  v é r i f i é  ( s i t u a t i o n  de l ' hypo thèse  inchangée)  

'L - ' L  
Cas 1-2-3 : s i  a de l a  forme a ,  ~ ' a x ~ , . .  xn)  = X.  1 

- 2, 
e t  $'Ea(x1,.. xn)  = a l ( x . ) .  ( Q )  est v é r i f i é e  ( c a s  c l ) .  

1 

Cas 1-2-4 : 
'L 'L 

S i  a de l a  forme a ,  mettons a  E C on est dans l e  cas ( c ) )  de 
j O 8 ' 

l ' hypothèse  e t  on y  r e s t e  c a r  a l o r s  a est du t y p e  b (x l , . . , x  )CE U E  
n  g N  

Cas 2  

a e s t  l u  seulement p a r  E '  

'L 'L - - 
t est donc de l a  forme t l . c ( x k , . . , t  2  . a , . . )  où 5  est l u  p a r  E e t  E '  

- 
mais E < ( x ~ , .  . , x ) = x k t i - 1 '  On a  donc 5  E E e t  tous  ses succes seu r s  k t n  d  

'L 
dans t appa r t i ennen t  à C d  " C~ 

. (Car  l e  bimorphisme e s t  r é d u i t ) .  D e  c e  

f a i t  on dédu i t  d 'une p a r t  que a E C e t  n ' e s t  n i  marqué, n i  t i l d é ,  n i  
d  

i n d i c é  , d  ' a u t r e  p a r t ,  que $5 ( xk , . . , xktn) n ' a  pour  v a r i a b l e  que 
'L 

X k t i -1 '  donc que a n ' e s t  pas  l u  dans t p a r  $ È 1 ,  donc que a n ' e s t  l u  n i  

- 
p a r  $ È 1 ,  n i  p a r  $ ' E .  NOUS sommes donc dans l e  c a s  b )  de (Q) e t  y r e s t o n s .  

Cas 3 : 
- 

a n ' e s t  l u  n i  p a r  i ,  n i  p a r  c '  : exc lu  c a r  l e  birnorphisme est r é d u i t .  



, ,- . -  u - -  . . -. 

lement pap 6 se t r a i t e .  coinme le' cas 2. (QI 
\ 

est pmuv,é./// 
l \ 

e c'y-  
De (QI, on deduit que V ? c ~ ( r ) ,  a l o r s  r ( t )  E I ( F ) ,  c ' t t )  r I(F ) 

% 
e t  + f  t ( t )  e t  ); (Z) sont corapatibles. En. par t icu l iq r ,  V t c 2, ;(?), 
e s t  sans f e u i l l e  donc e F. D. même i t ( r )  E Ff et + l G ( ? )  et  +:*(?). 
sont compaSlbles e t  sans f e u i l l e ,  donc égaux. L t  implication => de (P 

e s t  prouvée. / / /  , . 

Pour achever l a  preuve du lemme, il reste montrer Zfimplication 

- inverse  de (Pl. Nous al lons  pour ce la  prouver ( 

I b  / 

e x i s t e  u, u t  vgr i f ian t  u  - 

e. .o an) E nit) OU Z = XI, 

'b 
+fit?>=Oete; e. .e 8,) e t  ? = w ~ ( B ~ ~  a..% B*,) 

(avec b non t i ld8) .  a i  a i Ed, alore 
' 

l 

dessus, e t  si d e E alors 6' 
~ i !  j -' 

C 
Piwuve de R : Par  &currence sur l a  t a i l l e  v de w -..--------- 

I, - si v = O, w = x e t ?  = xl répond a (R). 
1 .  

% I, - supposons (RI é t a b l i  pour t ou t  o t e l  que I w l  S v e t  s o i t  
'b ?, % 
tir . c avec 5 E C e t  1 w 1 F V ,  Supposons que te s a t i s f a i t  aux condit ians 
% 1 



- 
ae (k )  

est nécessairement  l u  p a r  $ E '  e t  4'; c a r  a  pour v a r i a b l e ( s 1  c e l l e ( s  

- 'L - 'L 

de % ( k )  
qu i  f i g u r e ( n t )  dans @ c 1 ( t )  e t  + ' ~ ( t )  ( l e  bimorphisme e s t  r é d u i t ) .  

Par  d é f i n i t i o n  de 41 e t  $ ' ,  5 e s t  de l a  forme a ( x  
1'" 

x t ZN OU n  

- 'L 
Posons c ( t ( a i  B..@ a,)) = T(yl  B..@ yn) 

- 'L 
e t  ~ ' t ' ( a ~  @..@ a n )  = T ' ( y f 1  @..@ y',). 

S o i t  bl  l ' a n t é c é d a n t  immédiat de < dans v. 

ler  c a s  ; 

On peu t  a l o r s  d i r e  q u ' i l  e x i s t e  deux noeuds b  e t  a  de u  d' images 

r e s p e c t i v e s  5 e t  a  p a r  4 ' .  Comme u  E E ( K )  e t  p a r  d é f i n i t i o n  du 

marquage, l a  branche jo ignant  b  à a  ne peut  c o n t e n i r  ( a u t r e  b  e t  a )  

que des  élémknts de C . S o i t  bC1,. . , c  a  c e t t e  branche. Mais a l o r s ,  
g  n  

puisque u  É ; ( k ) ,  cl ç Si ( b ) ,  c i t l  E s ( c i )  e t  a  E S i l ( a )  
1 

i i 

(S; ( d )  désigne les ième s.uccesseurs p o s s i b l e s  de d  ans une f o r ê t  
1. - 'L 

h y p e r l o c a l e ) .  ~ ( t )  c o n t i e n t  une sous-branche i n i t i a l e  b  
1 
I 

'L 
c j+ l , "  c  

'L 
On a  a l o r s  t a q u i  v é r i f i e  R pour  w 5 ( 1 ' image n  x 

i iY '"  

p a r  4 ' ;  e t  4;' é t a n t  'augmentée' pour l e s  deux de 5). 

2ème c a s  : 

5 = a ( x  l , . .  xn) Z N  e t  bl  : b '  E C f d  u C '  (supposons pa r  exemple 
h l )  g 

bl e 1' 1. Comme dans l e  premier  c a s ,  a  est l ' image  p a r  4 d'un c e r t a i n  d  
a  de u ' ,  b '  e s t  un noeud de l ' image p a r  4 d 'un c e r t a i n  c  de u '  (ou  

% 
b 

% 

e s t  l ' image d'un b  ou d'un Cb). La branche de u '  jo ignant  c  (ou b,ou C ) b b  
à a  e s t  formée de succes seu r s  de K ( r a i s o n n e r  comme c i -des sus ,  en t e n a n t  

compte du marquage). On prend a l o r s ,  avec  l e s  n o t a t i o n s  du l e r  c a s  : 
'L 'L 'L 'L 'L 
t remplacé p a r  t 
i x: C j + i y . ' y  n b  X: X: 

c c  ( o u t  b o u t  cb ) .  



% 
L'image de t est a i n s i  augmentée p a r  r appor t  à l ' hypothèse  de  c ' b '  

(ou b '  ) par  $il e t  r e s t e  l a  même p a r  41 ' E. 

3ème Cas : 

c = a l ( x l )  c L g u ld e t  bl  = b ( x l . .  xn)e C ~ '  

même raisonnement que ci-dessus.  

4ème Cas : 

5 = a l ( x l )  L X g  u X d  e t  bl = b l ( x l ) é  z g u td. 

S i  a '  r l nécessairement  b 1  é E d .  Même type  de raisonnement.  
65% 

( R )  e s t  é t a b l i e . / / /  

% F 
En p a r t i c u l i e r ,  Y w = v,  1 ? r I ~ K )  tq E(?) r I ( F ) ,  

w - - 'L 
E ' ( ? )  E I ( K ~ )  e t  + ' E ( : )  e t  + c l ( t )  > V, c e  q u i  implique 

% - % - - -  'L 
4 ' E ( t )  = + ~ ' ( t ) .  D'autre  p a r t ,  comme (E ,K ,E ' )  e s t  r é d u i t ,  s i  t - % 
con tena i t  une v a r i a b l e ,  ;(?) ou E '  ( t )  la  c o n t i e n d r a i t .  Enfin s i  

'L 
T c o n t i e n t  1 v a r i a b l e ,  $(T) e t  $'(T) a u s s i ,  donc t = t E K. 
P e s t  p rouvé . / / /  

C.Q.F.D. 

11-1-5-3 I l l u s t r a t i o n  des  preuves 

11-1-5-3-1 Commentaire : ----_-_-_--_-_-____--_- 
Remarquons t o u t  d 'abord que s e u l  l e  second lemme de non s t r i c t i t u d e  . 

u t i l i s e  l a  forme r é d u i t e .  Nous commençons donc p a r  i l l u s t r e r  l e  premier 

lemme, p u i s  l a  r éduc t ion  e t  l e  second lemme s u r  un même second exemple. 

Dans l e s  deux lemmes, l ' i d é e  e s t  g ros so  modo l a  même, mais l a  technique  

p l u s  complexe dans l e  second. Les n o t a t i o n s  adoptées  i c i  s o n t  c e l l e s  

des  lemmes correspondant  S .  

l e r  lemme. + é t a n t  s t r i c t ,  on peut  "marquer" l a  s t ruc tu re  de t o u t  t E K - 
p a r  $ dans m(t E K T .  Le s e u l  problème e s t  a l o r s  d e  ' r e c o n s t i t u e r '  l e s  i n fo r -  

mations en les sé l ec t ionnan t  var E ' dans $(t). ~ ' é ~ a l i t é  E ' ( T J  )=$(v) permet a l o r s  



de v é r i f i e r  s i  il e x i s t e  t E K t e l  que $ ( t )  = u e t  E ( t )  = V. 

Réduction : La réduction ne présente  pas de d i f f i c u l t é .  La const ruct ion  

que nous donnons "coule" presque de source. Mais l ' i n t é r ê t  e s t  que, 

dans ( E ,  K ,  ), t o u t  noeud d'un t E K a une image s t r i c t e  dans ~ ( t )  

ou ~ ' ( t ) ,  tou tes  l e s  informations concernant t peuvent donc s e  

r e t rouver  par  marquage dans E(  t )u  E '  ( t  ). Tout l e  problème de l a  preuve 

du second lemme s e r a  de " r e c o l l e r  l e s  informations". 

2ème lemme : Plus précisément, l ' e s s e n t i e l  du problème e s t  d ' avo i r  

assez  d ' informations dans F e t  F' pour pouvoir é t a b l i r  que 
- 

( $ ( u )  = $ ' ( v ) ,  u E F ,  v E  FI)<=>(^: E K t e l  que È ( t )  = U ,  ~ ' ( t )  = V) 

S o i t  t '  un sous-arbre de i E #i dont chaque noeud à une image s t r i c t e  
- 

par  E .  I l  n 'y a pas de d i f f i c u l t é  à coder t '  dans at') ( c ' e s t  l e  

cas  du l e r  lemme). Mais quand une branche de 5 s e  décompose en 

sous branches blb ' l,. . bnbl t e l l e s  que l e s  ; (bi)  e t  l e s  ; ' ( b V i )  sont  
n 

r é d u i t s  à des v a r i a b l e s ,  on a p lus  grosso modo dans i(i) que l e s  

informat ions  concernant b ' . . b ' e t  dans ; l ( 5 ) c e l l e s  concernant bl. . bn 
1 n 

On peut néanmoins marquer s u r  chaque l e t t r e  des informations f i n i e s ,  

donc l e s  successeurs immédiats, donc l e s  "soudures" e n t r e  l e s  bi e t  

l e s  b t i .  L e s  r è g l e s  de succession de K sont  a l o r s  v é r i f i é e s  s o i t  s u r  

F ( s u r  l e s  b ,  s o i t  s u r  F1 ( s u r  l e s  b i ) ,  s o i t  par  ( ( u )  = $ ' ( V I  

(pour l e s  soudures 1. 

Bien entendu, l 'exemple présenté  i l l u s t r e  de façon s i m p l i s t e  l e s  

phénomènes. En p a r t i c u l i e r ,  l e s  a i  e t  l e s  b ne sont  pas nécessairement i 
monadiques, mais l e  problème s e  r é d u i t  essent ie l lement  au cas 

+ +  + +  
monadique. C'est  s u r  l a  chaine monadique ai bi . .ai bi que nous 

i l l u s t r o n s  i c i  l e  "problème des soudures", 
1 1  P P 

q u i  r e v i e n t  en f a i t  à un chevauchement de découpages ! Mais l a  preuve 

formelle montre que tous  l e s  problèmes s e  réduisent  grosso modo à ceux 

i l l u s t r é s  i c i ,  e t  s e  résolvent  comme ci-dessous. 

11-1-5-3-2 Exem~le  s u r  l e  ~ r e m i e r  lemme de non s t r i c t i t u d e  : ---------------- ---------- ............................... 
Considérons directement 4 e t  Ë marqués comme dans l a  preuve. 

- 
S o i t  5 = E = i d  s u r  C - {a)  



- - 
(I a(x,y,z) = ao(al(x,y),a2(z,a3)) et c a(x,y,z) = à l ( x , z )  

Soit K = a(F1, F2, F3) (où les Fi sont reconnaissables) alors, 

(5, K, ;) ~~(ao(al(tl.tp),a2(t3,a3)),~f(tl,t3)) lti Fi) 

Sur C - {a) , pas de problème, on pose 9 '  = E' = id 

On construit E' sur <(a(~,~,z)) : 

s' ao(x,y) = ao(x,y), E' al(xyy) = al(x) 

s1(a2(x,y)) = a2(y) 

On en déduit r1ao(al(x,y),a2(z,a3)) = ao(al(x).a2(z)) 

on pose ('al(x,y) = ao(al(x), ap(y)) 

K' = a (a (F yF 1, a2(F3,a3)) 0 1 1 2  

On a alors (K', s') O ( 4 ' ,  n') 

fit(ao(al(tl,t2), - a2(t3,a3)), ao(a,(tl), a2(t3)) ltiefi) 

11-1-5-3-3 : Exemple de réduction _-_-_-_______----- -_------------- 
Soit (s, K, E') défini par : 

K est la forêt reconnaissable définie par : 

K = K1. K2 
t t t t  t t  t 

K1 = {aai bi a. bi ... a bi (x)Ine~ , i.ctO,l)} 
1 1 1 2  2 i n n 3 

t t où a (x) désigne {ai(x) lic~ 1 ,  c i ( x ) ,  ao(x), al(x),b O (x), bl(x) 

sont les lettres. 



où e ( x , y ) ,  d ( x , y ) ,  B(x) e t  y (x )  s o n t  des  le t t res  e t  F  
1 ' F2, F  des  

3 
f o r ê t s  r econna i s sab l e s  d é f i n i e s  s u r  un a lphabe t  C '  ne contenant  pas  

l e s  l e t t r e s  p r é c i t é e s .  

E e t  E '  s o n t  des  démarquages d é f i n i s  p a r  : 

E = E '  = i d  s u r  C' u { i ( x ) ,  B(x),  y ( x ) )  

On peut  d 'abord "supprimer" e ( x , y )  (pu isque  ~ ( e ( x , y ) )  = ~ ' ( e ( x , y ) )  = y )  

en l e  remplaçant dans K p a r  y ,  c e  qu i  donne : 
2 

K = K K avec 
1' 3  

Marquons l a  l e c t u r e  s u r  K.  Nous obtenons : 

- t ous  les noeuds de K son t  marqués p a r  ( 1 , l )  ( l u s  p a r  E e t  E ' 1, 
1 

d  e s t  également marqué d  
( 1 , l )  

t o u s  les noeuds de B(F2) son t  marqués (1,O) ( l u s  seulement p a r  €1, 

ceux de  y(F3)  p a r  ( 0 , l ) .  

Comme E est s t r i c t  s u r  B(F ) e t  E '  s u r  y ( F  ), pas de problème i c i .  
2 3  

Mais d  est e f f a c é  p a r  E e t  E ' .  On pose a l o r s  

K4 = c (F2 ,  F3) , E ( c ( x , Y ) )  = E d (B(x) ,  y ( y ) )  = B(x) 

(pour  ê t re  conforme aux n o t a t i o n s  du second lemme, posons p l u t ô t  

E c ( x , y ) )  = C ( X )  e t  E '  c ( x , y )  = c ( y ) )  

Finalement ,  on o b t i e n t  ( E , K ,  E ' ) r é d u i t  avec K = K 1 'K4 '  

11-1-5-3-4 Exemple de l a  c o n s t r u c t i o n  du second lemme : ---------------- ..................................... 

Reprenons ( E ,  K ,  E ' )  r é d u i t  c i -dessus .  

on a  ( E ,  K ,  E ' ) P  - 



K est marqué en K 

* 
(a = {anlneN)) 
- 
E est défini par : 

- - 
; i(x) = a(x), E ao(x) : ao(x), E al(x) ' al(x) 

- 
E est l'identité sur Et (alphabet de F2 et F3) 

- 
E' est défini par : 

- 
E' est l'identité sur E' 

6 est défini par : 

6 est l'identité sauf : 

J 

6' est l'identité sauf 



9' est dgfini par : 

4'  ;(XI = X ,  t$l a.(x) = x ,  4 '  a (1) = aPi(b*.(x)) (qui est un arbm ' 

4: .. ilxi -l t 1 

9 est d6fini'par i3 . . <,, , 
I 1  



II - 1 - 6 LEMME 6 DES DELAIS : 

1 Le lemme suivant ,  quoique f o r t  simple, e s t  f o r t  u t i l e  . I l  montre 

que dans un bimorphisme, "on peut  toujours  supposer l e s  morphismes 

séparés  p l u t ô t  que séparés  à d é l a i  borné, s t r i c t s  p l u t ô t  que régulés1'. 

Plus précisément, on peut  t rouver .un  bimorphisme équivalent  à c e l u i  

donné, du même type, où l e  d é l a i  borné (d'effacement ou de sépara t ion)  

e s t  ramené à 1. 

Lemme 6 : Soi t  ( v ,  4 ,  K,  Y ,  p) un bimorphisme B ,  où 4 e t  Y sont 

respectivement séparés à déla i  borné, ou régulés, ou f al-quasi -complets 

sur K. 

Alors il ex is te  B '  = <v ,  $ ' ,  K ' ,  Y ' ,  p >  t e l  que : 

B '  v - B ,  4 '  e s t  du même type e t  de même coef f ic ien t  de d i l a t a t i o n  que 4 ,  
de même pour Y '  e t  Y (seul l e  f a i t  d ' ê t r e  un démarquage n ' e s t  pas 

conservé), 4 '  e t  Y '  sont respectivement séparés (donc à dela i  l ) ,  

ou s t r i c t s ,  ou Cal-complets sur K I .  

Preuve : Soi t  p l e  d é l a i  de r égu la t ion  de 4 ,  p '  c e l u i  de Y, q l e  

d é l a i  de sépara t ion  de 4 ,  q '  c e l u i  de Y ( s i  i ls  e x i s t e n t ) .  

1 S o i t  a = sup(p ,p ' , q ,q l ) .  Supposons K d é f i n i e  s u r  C .  

1 Définissons un alphabet formel C f  en b i j e c t i o n  avec l e s  a rb res  de 

I 'L 1 
T(C) de profondeur homogène s ( i l s  son t  en nombre f i n i ) .  Plus 

% 1 %  
précisément, V t e C ,  t de profondeur homogène s ,  il e x i s t e  un e t  

.. 

un s e u l  t E C f  par l a  b i j e c t i o n .  
n 

I l  r é s u l t e  des d é f i n i t i o n s  e t  p r o p r i é t é s  immédiates des not ions  de 

sépara t ion  e t  r égu la t ion  pour l e s  morphismes ( v o i r  ces  c h a p i t r e s )  que : 

si  41 e s t  séparé  à d é l a i  q (respectivement régulée  à d é l a i  p l ,  a l o r s  
'L % 

+ ( t )  e s t  séparé ( resp .  r é g u l é )  pour t o u t  t de p ro f .  homogène S.  De 

même pour Y .  

S o i t  a l o r s  h l e  1-morphisme sans  t o r s i o n  qu i  à t o u t  i E C '  a s soc ie  
% - 1 

l e  t correspondant.  Posons K I  = h (K), 4 '  = h O 4 e t  Y '  = h O Y .  

Le r é s u l t a t  e s t  a l o r s  immédiat en ce q u i  conGerne régu la t ion  e t  

sépara t ion .  Le Lemme 1, appliqué à 4 puis  à Y ,  donne l e  r é s u l t a t  

I concernant l a  complétude. 



II - 1 - 7 LE CAS DYADIOUE : 

Un cas  p a r t i c u l i e r  important  e s t  c e l u i  où l e s  a lphabe t s  cons idé ré s  

s o n t  dyadiques ( l e s  l e t t r e s  son t  de  degré 0 ,  1 ou 2 ) .  

On peut  en e f f e t  coder  de nombreGx problèmes ( log ique ,  dénombrement, 

in format ion)  avec des a r b r e s  c o n s t r u i t s  s u r  de  t e l s  a lphabe t s .  I l  s e  

t rouve  que dans ce ca s  de  nombreuses c o n s t r u c t i o n s ,  impossibles  dans 

l e  ca s  g é n é r a l ,  deviennent  p o s s i b l e s .  Les p r o p r i é t é s  des  bimorphismes 

s ' e n  r e s s e n t i r o n t .  Nous présentons  i c i  deux lemmes, en les s i t u a n t  pa r  

r appor t  au c a s  géné ra l .  

11-1-7-1 D é f i n i t i o n s  

Un a lphabet  L e s t  dyadique ssi n > 2 = Z n  = 0 

Un morphisme e s t  semi-dyadique ssi l ' a l p h a b e t  de son domaine e s t  dyadique. 

Un morphisme e s t  dyadique ssi l e s  a lphabe t s  domaine e t  image s o n t  

dyadiques . 
Une f o r ê t  e s t  dyadique ssi e l l e  e s t  d é f i n i e  s u r  un a lphabe t  dyadique. 

11-1-7-2-1 Lemme 7-2 : ..................... 

Soi t  4 un 1-morphisme l i n e a i r e  dyadique. 

Alors il ex is te  une f o r ê t  reconnaissable K ,  un démarquage dyadique 6 

e t  un 1-morphisme dyadique l i n é a i r e  Y ,  régulé e t  quasi-complet sur K,  

t e l s  que 4 - l  A ( 6 ,  - K @ ,  Y ) .  De plus,  6 est  s t r i c t  (resp. complet) s i  

4 est  s t r i c t  (resp. complet). 

Preuve : ( s e  décompose en  4 O 6 ou m l  e s t  dyadique, marqué e t  
1 

l i n é a i r e  complet s t r i c t ,  6 e s t  un démarquage, complet ou s t r i c t  s i  4 

l ' e s t  ( v o i r  l e s  p r o p r i é t é s  de décomposition).  

A t o u t  a E C assoc ions  K(a) = 4 ( a ) .  D'après (1-2-2-2-2 I I I ) ,  il 
1 

s u f f i t  de  c o n s t r u i r e  Y t e l  que 



4, é t a n t  marqué, on peut  n o t e r  a son sommet, a ... a ses noeuds. 
O 1 n 

a e x i s t e  t o u j o u r s  c a r  $ e s t  s t r i c t .  
O 1 

l e r  Cas : a r 1 . On pose  '?(ao) = a .  
O 

2ème Cas : a E L On pose Y(ao) = a ( x )  
1' 

(Remarquons que a  e s t  i c i  monadique ou dyadique) 
O 

On ' s e l e c t i o n n e '  x  s u r  l e s  a u t r e s  noeuds, c ' e s t  à d i r e  que : 

- s i  l e  noeud a ( x  ,x ) e s t  an técédant  p a r  xi d e  l a  v a r i a b l e  de 
P l 2  

$ l ( a ) ,  on pose Y a  (x1,x2) = X .  
P  1 

1 - s inon ,  on d é f i n i t  a r b i t r a i r e m e n t  ( l e s  a u t r e s  noeuds ne  s o n t  pas  l u s ) .  

3ème Cas : a é Z 2 .  

S i  un noeud de $l (a)  n ' e s t  an técédant  d'aucune des deux variables de 

Ol(a),  on d é f i n i t  Y a r b i t r a i r e m e n t .  

- s i  a .  e s t  antécédant  d 'une s e u l e  v a r i a b l e  de $ l ( a ) ,  on pose 
1 

Y(ai(x x 1) = x.( s i  a.  e s t  an técédant  pa r  x . ) .  
1' 2 1 1 3 

- s i  a .  e s t  antécédant  des  deux v a r i a b l e s  x e t  y  de 4 ( a )  p a r  une 
1 1 

m ê m e  v a r i a b l e  x on procéde comme ci-dessus 
j ' 

- si a . ( x  x ) e s t  t e l  que x e s t  antécédant  d e  x e t  x  de y (ou 
1 1' 2 1 2 

inversement) ,  on pose Y a . ( x  x = a ( x  x 1. 
1 1' 2 1' 2 

I l  e s t  év ident  qu'un t e l  a i  e x i s t e  e t  e s t  unique dans $ l ( a ) .  

Dans l e s  3 c a s ,  on a  b i e n  Y($jl(a)) = a et Y e s t  b i en  l i n é a i r e ,  quas i -  

complet s u r  K(a) ( l e s  branches non l u e s  sont  bornées)  e t  r é g u l é  s u r  

K(a) = a # x) donc Y répond s u r  K aux c o n d i t i o n s .  

C.Q.F.D. 

11-1-7-2-2 Remargue ----------------- -- 
S i  ~ ( a ( x , y )  = a (a l (x , a2 (y ) ) ,  l a  cons t ruc t ion  donne : 

O 

Y ao (x )  = x, Y a l (x ,y )  = ( x , y ) ,  Y a 2 ( x )  = X .  



Mais une t e l l e  cons t ruc t ion  n ' e s t  pas  p o s s i b l e  s i  + n ' e s t  pas  dyadique. 
1 

Par  exemple, s i  + a ( x , y , z )  = a ( x , a l ( y , z ) )  on r e t r o u v e  l a  n é c e s s i t é  
1 O 

de l a  c o n s t r u c t i o n  du lemme 2 ,  dont  l e  lemme 7-2 e s t  l 'homologue dans 

l a  c a s  dyadique. 

11-1-7-3 Lemme de permutat ion des morphismes e t  des  démarquages dans l e  c a s  

-=1 

11-1-7-3-1 Lemme 7-3 : ..................... 
S o i t  + un l-morphisme l i n é a i r e  dyadique e t  6 un démarquage dyadique. 

Alors,  i 1 e x i s t e  une f o r ê t  K reconnaissable,  un démarquage 6 '  dyadique 

e t  un 1-morphisme l i n é a i r e  dyadique Y ,  t e l s  que + O 6 (  - K', 4 ' )  

De p lus ,  s i  6 e t  + sont complets s t r i c t s ,  6 '  e t  4 '  l e  sont .  

Si 6 e t  + sont s t r i c t s ,  6 '  èt sont régulés sur K'. 

Preuve : Nous a l l o n s  d 'abord prouver  ce lemme dans des  cas p a r t i c u l i e r s ,  

que l e  lemme g é n é r a l  de permutat ion (lemme 4 )  nous pe rme t t r a  d ' é t e n d r e  : 

sous-lemme ------------ 1 : S i ,  dans l ' énoncé  du l e m m e  7-3 c i -dessus ,  4 e s t  complet 

s t r i c t  e t  6 l ' i d e n t i t é  s au f  s u r  une l e t t r e  e ( x )  où 6 e ( x )  = x,  a l o r s  

il e x i s t e  ( 6 ' ,  K,  0 ' )  répondant aux cond i t i ons .  

En e f f e t ,  pour t o u t  a E C, posons $ ( a )  = t e t  supposons que ta a i t  n 
a a 

noeuds ( n  > O c a r  + s t r i c t ) .  a 

E tan t  donné l a  forme de 6 ,  il e s t  f a c i l e  de v o i r  que pour  t o u t  
- 1 * 

t = a ( t l , . .  t n ) ,  on a 6 ( t )  = e a ( ~ - ~ ( t ~ ) , . . , G ' l ( t ~ ) )  d 'où on en dédu i t  

6-'(t ) e t  on a ,  Y u E 6 - l ( t a ) ,  u a exactement n noeuds a u t r e s  que de a a 
l a b e l  e ,  e t  en marquant ce s  noeuds a l , . . ,  a , les r è g l e s  de succes s ions  n 

a -1 
e n t r e  les a .  s o n t  indépendantes de u c h o i s  dans 6 ( ta)  

1 

-1 
S o i t  a l o r s  K(a) = 6 ( t  où l e s  noeuds a u t r e s  que de l a b e l  e s o n t  a i n s i  

a 
marqués p a r  a ,  s o i t  6 '  t e l  que 6 '  e ( x )  = e ( x )  e t  6' e s t  l e  démarquage 

a s s o c i é  a i l l e u r s .  On a évidemment : 
I 

6 '  ( K ( a ) )  6- ' ( ta)  = 6-'+(a).  

4 '  e s t  d ' a u t r e  p a r t  d é f i n i  comme s u i t  : 

- on s a i t  (car 0 est complet s t r i c t  e t  p a r  un raisonnement analogue à 



c e l u i  du lemme 7-2) que s i  a  E E 2 ,  t o u t  u  con t i en t  un s e u l  a .  
1 

(indépendant de u)  t e l  que ai (x1,x2) a i t  xl e t  x  comme antégédants ,  
2  

de chacune des va r i ab les  de t a  

- On pose a l o r s  $ ' a  (x ,y )  = a ( x , y ) ,  4 '  e s t  c o n s t r u i t  comme en 7-2 
O 

a i l l e u r s  e t  dans l e s  a u t r e s  c a s ,  avec de plus $ ' e ( x )  = x. 

On a  a l o r s  ( a ,  a  ' K(a), 6 ' )  

d 'où l e  sous-lemme 1 d 'après  (1-2-2-2-2 I I I )  

Sous-lemme ------------ 2  : S i ,  dans l 'énoncé du lemme 7-3, $ e s t  l ' i d e n t i t é  sauf 

s u r  une l e t t r e  e t ( ~ >  où $ ( e l ( x ) )  = x ,  e t  si 6  e s t  comme dans l e  sous- 

lemme 1, a l o r s  il e x i s t e  ( & ' ,  K ,  $ ' )  répondant aux condit ions.  

En e f f e t ,  pour t o u t e  l e t t r e  a  t e l l e  que $ ( a )  = a ,  on c o n s t r u i t  4 ' ,  6 ' ,  

K(a) comme ci-dessus dans l e  sous-lemme 1, on a  d ' au t re  p a r t  
- 1 * 6  $ ( e l ( x ) )  : e  ( x )  d 'où on pose K(e1) = ëe*(x) .  Comme $ ' e ( x )  = x 

et  6 ' e ( x )  = e ( x )  d 'après  l a  cons t ruct ion  précédente,  il s u f f i t  de poser  

$ ' e ( x )  = e f ( x )  e t  d1;(x) = x  e t  on a  ( e l ( x ) ,  6 -1$e ' (x ) )d$ ' ,  ~ ( e ' ) ,  6 ' )  

e t  on conclut comme dans l e  sous lemme précédent .  

Sous-lemme 3  : Les sous-lemmes 1 e t  2 vont nous permettre d 'achever ------------ 
l a  preuve du lemme 7-3. 

1) So i t  4 un 1-morphisme l i n é a i r e  dyadique. $ s e  décompose en 

+ = m l  O 6  O 6  où $ e s t  l i n é a i r e  complet s t r i c t ,  61 e s t  un démarquage 
1 2  1 

s t r i c t  e t  6  e s t  l ' i d e n t i t é  sauf s u r  une l e t t r e  e ( x )  où ô2e(x)=x,  2  
$1, 61 e t  6 é t a n t  dyadiques. 2  

Pour l e  voi r ,  on f a i t  l a  cons t ruct ion  su ivan te  : s i  $ ( a )  e s t  complet 

s t r i c t ,  on l e  marque comme toujours  pa r  a .  On en déduit  Ol(a) e t 6  e s t  
1 

l e  démarquage correspondant s u r  $ ( a ) ,  62 l ' i d e n t i t é .  1 

S i  $ ( a )  n ' e s t  pas complet : on l e  marque en 6 ( a )  comme c i  dessus e t  on 

pose ml(a) = ao(a l (6<a) ,x> ,y )  ou ao( i (a . ) ,x)  a f i n  de compléter ( l ( a )  

se lon  l e s  cas ( a  e s t  d ~ a d i q u e  1. 
On pose 6 a  (x ,y )  = 6  ( a  ( x , y ) )  = e ( x )  e t  62 e ( x )  = x -  

1 O 1 1  

On e s t  ramené au cas précédent .  

S i  $ ( a )  n ' e s t  pas s t r i c t ,  on pose $ ( a )  = a  ( x )  (ou a  (y)) e t  on 1 O O 

procéde comme ci-dessus.  



De même, tout démarquage 6 dyadique se décompose en 6 = 611 O 612 
où les 6' sont des démarquages dyadiques, 611 étant strict et 6' i 2 
l'identité sauf 6 el(x) = x. 

2 

2) Soit 41 et 6 tels que dans l'énoncé du lemme 7-3. Décomposons 
comme ci-dessus en $ = $l O 61 O 6 et 6 = 6' O 612. 2 1 

Nous allons appliquer plusieurs fois le lemme 4 (1-1-4-2-1) (Cas 

particulier V), dès que l'un des démarquages est strict. 

a) Le sous lemme 2 appliqué à 62 et 612 donne : 

- 1 3 tif3, h3 et K1tels que (At3, K1, 63)fi6 O 6' - 2 2 

b) le lemme 4(V) s'applique à 6 (qui est strict) et 613 : 
1 

- 1 3 a,, K et 6',+tels que 6 O 613 A(614,K2, ~ 5 ~ )  
2 1 - 

c) Le lemme 4(V) s'applique à 6,, O 63 et d l l  (qui est strict) : 

3 615, 6 et K tels que 6 - 1 
5 3 4 O 63 O 6' 1 fi(615, - K3, 13~). 

- 1 - 1 
En posant 616 = P 5  O 614, K4 = K3 n 6' (K2 n (KI)), 5 

- 1 
et nous avons donc 6 O 6 O 6 K4, 6$) 

1 2  - 
616 se décompose évidemment en 6' = 617 O 618 où 6' est strict 6 7 

et 618 dyadique et égal à l'identité sauf sur e(x) où 618e(x) = x 

En effet, l'alphabet image de 618 est celui de 4 donc dyadique, 1 ' 
le reste est classique (on rend 6' strict en 617 et on efface par 1 3 ' ~ ) .  6 

d) 4 étant dyadique linéaire complet strict, on applique le sous- 1 
lemme 1 : 

- 1 3 m l l  61t7 et Kg tels que (6'l7, Kg, 4I1,>-$, 0 a', 

e) le lemme 4(V) nous donne, Sf7 étant stricte 

- 1 3 $",, tilt8 et K tels que (6'18, Kg, ^ m l l  O 617 6 



- 1 Finalement,  m l  O f i t 6  c ( 6 '  3 K 7 ,  4It1) 

-1 
en posant  6 '  = d t t 8  O 6It7 e t  K7 = ( 6It8 (Kg) n K 6  

Finalement,  nous en déduisons que 

- 1 4 a-' r ( a t ,  - K~ n m t l  ( K ~ ) ,  $1'' 0 65) 
1 

- 1 8 
e t  K7 n (K,) e s t  évidemment de  l a  forme K ( v o i r  l e s  c o n s t r u c t i o n s  

q u i  donnent t ous  les K comme c l o t u r e s  t e n s o r i e l l e s  de r econna i s sab le s ) .  
i 

Enfin,  s i  4 e t  6 son t  complets s t r i c t s ,  il s u f f i t  de remarquer que l e s  

cons t ruc t ions  u t i l i s é e s  dans l e  lemme 4 conservent  l e  c a r a c t è r e  

dyadique des a l p h a b e t s ,  e t  l a  complétude. 

S i  4 e t  6 ne s o n t  pas  complets,  on peut mod i f i e r  l a  c o n s t r u c t i o n  du 

lemme 4 correspondant à l a  non complétude en  cons idérant  p a r  exemple 

6 ( a  ( a  ( a  , x ) ,y , z )  = a ( x )  au l i e u  de 6 ( a l ( x , y , z ) )  = a ( x ) .  6 est a l o r s  1 2 3  
non p l u s  s t r i c t  mais r égu lé ,  mais il e s t  a u s s i  dyadique. / / /  C.Q.F.D. 

11-1-7-3-2 Remargue : ------- ---------- -- 

Le lemme 7-3 e s t  l'homologue dans l e  cas  dyadique du lemme 4. Mais, 

dans l e  lemme 4 ,  l e  degré de d i l a t a t i o n  e t  l a  complétude de 4 ne s o n t  

pas conservés dans 4 '  s i  6 n ' e s t  pas  s t r i c t .  

La p a r t i c u l a r i t é  du cas  dyadique e s t  l a  même que dans l e  lemme 7-2. 

En e f f e t ,  l a  c o n s t r u c t i o n  du sous-lemme 1 ne peut  s e  f a i r e  pour : 



CHAP 1 TRE 

PROPR 1 ÉTÉS FONDAMENTALES DES B 1 MORPHISMES 

Les lemmes fondamentaux permettent d'établir, souvent aisément, 

les théorèmes de cette section, qui décrivent les propriétés des 

bimorphismes. 

Nous avons vu (lemme 2) que le problème d'inversion d'un 

1-morphisme linéaire n'est résolu que grâce aux morphismes linéaires 

séparés à délai borné. Le théorème 1 montre ici que cette classe 

s'inverse par elle-même. La classe des morphismes linéaires, séparés à 

délai borné apparait donc comme la clôture par le problème d'inversion 

des classiques 1-morphismes linéaires. 

Les propriétés de composition des bimorphismes sont discutées 

en (11-2-21. Les résultats les plus significatifs figurent dans les 

théorèmes 2 et 2 bis. Nous savions ( 9 )  que la classe TI des 1-bimorphismes 

linéaires complets stricts (c'est à dire des bimorphismes où les 

morphismes sont classiques, linéaires, complets et stricts) n'était pas - A 2  close par composition (TI # TI ) mais que TI = G3. Ainsi l'étude de 
bimorphismes dans le cadre classique de la théorie des arbres mettait- 

elle en évidence une bonne classe sans la caractériser proprement ni 
A 2  expliquer les phénomènes. Nous prouvons ici que la classe TI est - 

équivalente à la classe É? des bimorphismes linéaires séparés (et 
1 n 

complets et stricts) et que cette classe-B' est close par composition. 
1 

La notion de séparation pour un mor hisme (linéaire) apparait alors 4 A 3  comme la clé de voute du phénomène TI = TI . Le théorème 2 énonce 
d'autres résultats du m.ême esprit. Le théorème 3 met en évidence, dans 

le cadre classique, pour des morphismes non stricts, un autre phénomène. 
rh 

La classe TL (des 1-bimorphismes linéaires) est non close par composition - '-2 A 3  "4 = T L 4  jusque l'ordre 4(TL f TL # TL # TL ) mais TL 



Le théorème 4 montre que dans l e  ca s  dyadique, l a  s i t u a t i o n  

se s i m p l i f i e  considérablement.  Le théorème 5 énonce l e s  r é s u l t a t s  de 

composition pour  l e s  bimorphismes non symétr iques (où l e s  deux 

morphismes ne son t  pas  du même t y p e ) .  

Dans l a  p l u p a r t  des  a u t r e s  c a s ,  nous voyons en  11-2-2-2 

qu'on ne peut  e s p é r e r  des r é s u l t a t s  p o s i t i f s  de  s t a b i l i t é  p a r  composition. 

S i  on a l t e r n e  non déterminisme ( i n t r o d u i t  en g é n é r a l  p a r  un morphisme 

i n v e r s e )  e t  non l i n é a r i t é ,  on est condui t  à des h i é r a r c h i e s  i n f i n i e s  

du genre  de c e l l e s  d é c r i t e s  dans (19 ) , (76 ) .  Abrégeons l a  c l a s s e  

B( l ,Rec , l )  e n  LL. Nous remarquons, t o u j o u r s  en 11-2-2-2, que l a  
f i  

c l a s s e  LL n ' e s t  pas  c l o s e  p a r  composition. Mais nous consacrons l a  

p a r t i e  11-2-4 à l ' é t u d e  de l a  c l o t u r e  p a r  composition de c e t t e  c l a s s e .  
fi  "2 "2 

I l  s ' avère  e n  e f f e t  que Li, i' LL mais = z3. La c l a s s e  LL e s t  donc 
0. A 2  

l a  c l ô t u r e  p a r  composition de LL (théorème 8 ) .  Nous ver rons  que LL 

ne peut  s e  c a r a c t é r i s e r  pa r  aucune c l a s s e  de bimorphismes. Mais nous 

é tendrons  l a  no t ion  de bimorphisme en  s f a u t o r i s a n t  des  forêts non 

ra i sonnables  (donc des  " t ransformations non r a t i o n n e l l e s " ) .  Nous 

about i rons  a i n s i  à l a  c a r a c t é r i s a t i o n  du théorème 9. 

Le  bu t  de l a  p a r t i e  11-2-3 est ,  u t i l i s a n t  l e s  r é s u l t a t s  

a n t é r i e u r s ,  de  c a r a c t é r i s e r  dans  l e  c a s  l e  p l u s  g é n é r a l  l ' i n v e r s i b i l i t é  

des  t r ansduc t ions .  Pour c e l a ,  nous considérons l e s  hype r t r ansduc t ions ,  

c l ô t u r e  p a r  composition des t r a n s d u c t i o n s  c l a s s i q u e s  ( rappelons  qu'on 

s a i t  que l e s  t r ansduc t ions  c l a s s i q u e s  ne s e  composent pas  e t  qu'on 

con jec tu re  des  h i e r a r c h i e s  i n f i n i e s  p a r  composition).  

Nous nous posons l e  problème de c a r a c t é r i s e r  l e s  hyper t rans-  

duc t ions  i n v e r s i b l e s ,  c ' e s t  à d i r e  l e s  r e l a t i o n s  r é a l i s é e s ,  a i n s i  que 

l e u r s  i nve r se s ,  pa r  composition de t r ansduc t ion .  Deux p o i n t s  s o n t  à 

met t r e  en r e l i e f  dans nos r é s u l t a t s .  Premier po in t  : l e  formalisme des  

magrnoides permet de dénoter  - s inon  d ' exp l ique r  - l e s  t r ans fo rma t ions  

obtenues p a r  composition de t r a n s d u c t i o n s  (11-2-3-4). On sai t  que l a  

non composition des t r a n s d u c t i o n s  e s t  due à l ' a l t e r n a n c e  de l a  non- 

l i n é a r i t é  e t  du non déterminisme. I c i ,  c e t t e  a l t e r n a n c e  s e  t r a d u i t  p a r  

l ' a p p l i c a t i o n  a l t e r n é e  du fonc teu r  T (ad jo ignant  des  t o r s i o n s  non l i n é a i r e s )  

e t  du passage aux p a r t i e s  P ( i n t r o d u i s a n t  l e  non déterminisme).  



Deuxième po in t  : nous obtenons (11-2-3-7) une cond i t i on  n é c e s s a i r e  très 

f o r t e  d l i n v e r s i b i l i t é  q u i  peut  s e  comprendre in tu i t i vemen t  comme s u i t  

(encore  que l e  d é t a i l  ne s o i t  pas  s imple)  : pour qu'une composée de 

t r ansduc t ions  s o i t  i n v e r s i b l e ,  il f a u t  q u ' e l l e  s o i t  "globalement presque 

l i n é a i r e "  ( c ' e s t  à d i r e  q u ' e l l e  ne r ecop ie  pas  en p l u s i e u r s  exemplaires  

des  a r b r e s  a r b i t r a i r e m e n t  profonds)  c a r  en sens  i n v e r s e ,  on ne s a i t  pas  

" t e s t e r  l ' é g a l i t é "  s u r  l e  domaine. On peut  a l o r s  c h o i s i r  chacune des 

t r ansduc t ions  de  l a  composition l i n é a i r e .  L ' a l t e rnance  non détemninisme- 

non l i n é a r i t é  empéchant l a  composition d i s p a r a i t  a l o r s  e t  grosso-modo, 

l e s  t r a n s d u c t i o n s  s e  composent a l o r s  en une s e u l e  t r ansduc t ion  "presque 

l i n é a i r e " .  Le "presque" correspond précisément à l a  s é p a r a t i o n  à d é l a i  

borné. On a b o u t i t  a l o r s  a s s e z  fac i lement  ( p a r  des  raisonnements s u r  l a  

r e c o n n a i s s a b i l i t é ,  non t o u j o u r s  d é t a i l l é s )  au  théorème 6.  Ce théorème 

montre que pour  qu'une hyper t ransduct ion  s o i t  i n v e r s i b l e ,  il f a u t  e t  il 

s u f f i t  q u ' e l l e  s o i t  équ iva l en te  à un bimorphisme de B 1  ( l i n é a i r e  
1 

sépa ré ,  complet, s t r i c t ) .  En c o r o l l a i r e ,  on o b t i e n t  l a  même c a r a c t é r i -  

s a t i o n  pour des  c l a s s e s  beaucoup p l u s  r e s t r e i n t e s  que l e s  hyper t rans-  

duc t ions .  En f a i t ,  s i  l a  c a r a c t é r i s a t i o n  e s t  f a u s s e  pour  l e s  t r a n s d u c t i o n s  

c l a s s i q u e s ,  e l l e  devien t  exac t e  dès  que l a  c l a s s e  cons idèrée  e s t  "un peu 

p l u s  grande" que c e l l e  des t r a n s d u c t i o n s .  

La c l a s s e  c a r a c t é r i s e  a i n s i  t o u t e  c l a s s e  i n v e r s i b l e  e t  
1 

a s s e z  grande de t ransformat ions  r a t i o n n e l l e s  (obtenues à p a r t i r  de 

machines d ' é t a t s  f i n i s ) .  Pour c e t t e  r a i s o n ,  nous appelerons  bitransduct ions 

l e s  t r ans fo rma t ions  de Le théorème 7 montre que conserve l a  
1' 1 

r e c o n n a i s s a b i l i t é  e t  l l a l g é b r i c i t é  ( au  sens  des magmoIdes, v o i r  ( A ) ) .  

I l  e s t  à remarquer que l a  c l a s s e  ? - e t  p a r  e l l e  l a  not ion  
1 

de morphisme l i n é a i r e  s épa ré  - c a r a c t é r i s e  l e s  s o l u t i o n s  à des problèmes 

à p r i o r i  é l o i g n é s  (hyper t ransduct ions  i n v e r s i b l e s ,  3 = e). c l e s t  

qu'en f a i t  e t  dans tous  l e s  c a s ,  l a  no t ion  de l i n é a r i t é  des  morphismes 

c l a s s i q u e s  e s t  t r o p  r e s t r e i n t e  e t  que l a  "bonne" no t ion  e s t  c e l l e  de 

morphisme (de  magmoides) l i n é a i r e  s épa ré .  



II - 2 - O PRELIMINAIRES : 

Les preuves des thèorèmes qui suivent consistent en des applications 

élémentaires mais répétées des lemmes fondamentaux de (11-1). Il est 

fastidieux et peu lisible d'expliciter de nombreuxes compositions et 

décompositions de morphismes et morphismes inverses, aussi utiliserons 

nous souvent une notation de "diagrammes commutatifsll (classique en 

théorie des catégories - nous l'appliquons ici à la catégorie des 

magrnoides). Rappelons informellement cette notion : chaque morphisme 

est représenté par une flêche allant de son domaine vers son but. 

Un diagramme est commutatif ssi tous les chemins (en "suivant les 

flêches") conduisant d'une même source à un même but représentent par 

composition des mêmes applications. Par exemple, dire que le diagramme 

J j 1 0 2  commute équivaut à I$ 1 O Y 1 = y2 O I$~. 
-7 
Nous considérons en fait les domaines restreints à des forêts 

appartenant à une famille raisonnable, et les lemmes fondamentaux ne 
8 font apparaitre que des forêts de Rec . Mais les propriétés des familles 

raisonnables font qu'on peut toujours "remonter sur un diagramme les 

forêts1'. 

Par exemple, considérons Y restreint à F Y2 à F2 et 1$2 à G dans le 
1 1 ' 

diagramme précédent. Nous noterons 

Le lemme (1-2-2-2-2- 1) montre que le diagramme ci-dessus peut encore 

s ' écrire 
H-- 
I -1 



-1 - 1 
avec H = F 2  n Y 2 (G) n 01 (FI)  q u i a p p a r t i e n t à  lamême fami l l e  

raisonnable.  

Les f l êches  d é f i n i s s a n t  un a r b r e  de façon évidente  s u r  l e s  sommets 

q u ' e l l e s  joignent dans l e  graphe, on peut donc tou jours  s e  ramener à 

considérer  des f o r ê t s  (de  l a  c l a s s e  considérée)  seulement aux sommets 

maximaux (où n ' a b o u t i t  aucune f l ê c h e ) .  En p a r t i c u l i e r  s i  l e s  f o r ê t s  
Q son t  dans Rec . 

- En cours de preuve e t  dans l e s  diagrammes nous omettrons donc 

souvent d ' é c r i r e  l e s  f o r ê t s  ( t a n t  que les p r o p r i é t é s  en jeu son t  

' r a i sonnab les ' ) .  Les p r o p r i é t é s  de conservation des types  de morphismes 

s u r  des f o r ê t s  données é t a n t  également c l o s e s  pa r  l e s  opéra t ions  

ra isonnables ,  c e c i  e s t  j u s t i f i é  du point  de vue des types.  ' 

- De même, nous ne c i t e r o n s  pas explici tement l e s  p r o p r i é t é s  é lémenta i res  

de composition e t  décomposition du chap i t r e  (1-2) r e l a t i v e s  aux types  

des morphismes. 

- +ci1 
+ s e  r ep résen te ra  p a r  -., 

C l 3  

- Nous c i t o n s  l e s  lemmes fondamentaux u t i l i s é s  pa r  l e u r  numéro, par  

exemple 'lemme 6' pour l e  lemme 6 du c h a p i t r e  (11-1-61, nous u t i l i s o n s  

l e s  ab rév ia t ions  su ivan tes  ( d é j à  d é f i n i e s  dans l a  première p a r t i e ) .  

1 = l i n é a i r e ,  dB d é l a i  de sépara t ion  borné, d = séparé ,  s = s t r i c t ,  

r = r égu lé ,  c  = complet. 

S o i t  t$ un k- lcs  désigne a i n s i  un k-morphisme t$ l i n é a i r e  complet s t r i c t  

(éventuellement s u r  une f o r ê t  sous entendue). 



II - 2 - 1 THEOREME 1 : 2ème CAS D'INVERSION DES MORPHISMES : 

Nous avions développé en (11-1-1) le "problème d'inversion des 

morphismes" à propos du lemme 1. Rappelons qu'étant donné une classe C 

de forêts (ou de langages), définie par un certain type syntaxique, il 

est en général facile de prouver si la classe est close par morphisme 

ou démarquages inverses (on résoud alors le problème syntaxiquement, 

en prenant les "images des règles"). Nous avions vu que le problème de 

stabilité par morphismes inverses était re~du beaucoup plus complexe par les 

problèmes de partitions (ou de découpages) qu'il entrainait, d'où 

l'intérêt du lemme 1 qui nous rapproche du cas des langages. Mais, dans 

le lemme 1, on inverse un "1-morphisme par un k-morphisme Linéaire à 

délai de séparation borné, régulé et quasi-complet, donc on inverse un 

certain type de morphismes par un type plus large. Il se pose alors le 

problème d'inversion pour ce dernier type. Le théorème 1, utilisant 

plusieurs lemmes fondamentaux de 11-1, prend tout son poids par le * 
fait qu'il permet d'inverser un morphisme de la classe ainsi apparue 

(k-morphismes linéaires etc. . . etc. . . ) par un morphisme de la d m e  

classe. Enfin, nous remarquons que le théorème 1 est le "plus général 

possible". 

Etant donné un k-morphisme $I linéaire, séparé à délai borné, il existe 

un démarquage 6, une forêt reconnaissable K et un kt-morphisme Y du même 

type que 4, tels que 

Q 
On peut de plus prendre Y régulé et [Il-quasi-complet sur K . On peut 
imposer à 6 d'être seulement un quasi-démarquage et alors à Y d'être 

8 
complet sur K . 
Si de plus 4 est respectivement Cll-complet ou régulé sur une forêt 
F raisonnable, alors il existe G de la même famille que F telle que 



et 6 est un démarquage respectivement complet, strict (ou propre si I$I 

est Cl]-complet et régulé). 

Preuve : (Rappelons que nousanettons en cours de preuve les restrictions 

aux forêts). 

Soit I$I un k-morphisme linéaire, séparé à délai borné. D'après le lemme 6, 
- 1 il existe k - 1 d et Y. 1 - lcs tels que )'\Yo O 4,. 6, est de - 

plus strict si ( est régulé, Cll- complet si ( l'est (nous sous-entendons 

toujours les forêts) ( se décompose en ( = (l O 6 où (1 est Cl]- c s 
O O O 

et 60 est un démarquage, c si ( est Ill- c et strict si est S. Le 
O 

lemme 3 entraine qu'il existeundémarquage propre 6,, des l-lcs Y,, 
- 1 I I 

Y2, Y3 tels que ( - 1 o Y 2 0 Y  o p 3  
lc 11 1 

Le lemme 2 (corollaire 11-1-2-3-3) implique l'existence de démarquages 

propres 6 2  et 63, de morphismes ( et (3 quasicll-complets, 1, dB, 
2 

- 1 
régulés tels que 6 O ( 

- 1 - 1 
AY et6 0 4  - 1 

2 3 A Y  
2cll - 3cll - 

+3 O Y est du même type que ( ; 6 est propre ; le lemme 4 bis 1 3 2 

entraine donc qu'il existe du même type que ( et 6, démarquage 
- 1 - 1 3 

propre tels que 41 6 0 6 ~  
3~ 11 

Finalement, le diagramme suivant est commutatif. - 



Il est facile de voir que 6 = 6 O 63 O 6 et + O 4 O 6 O Y. = Y 
4 O 4 2 1  

satisfont aux conditions de types requises. Le lemme 1 assure 

l'alternative entre (6 démarquage, Y quasiCl]-complet) et (6 quasi 
Q 

démarquage, Y [Il-complet). L'existence de K est évidente d'après les 

préliminaires 11-2-0. Le théorème 1 est prouvé./// 

11-2-1-2 Remarques 

1 - La preuve se réduit au diagramme commutatif 1 et à des considérations 

de type. Toute la difficulté technique est dans les lemmes fondamentaux 

1, 2, 3, 4 et 6 utilisés. 

2 - On ne peut pas espérer généraliser le résultat ------ ---- ----- ----- ...................... 
En effet, soit une classe C de morphisme telle que, pour tout 4 E C, 
il existe un démaquage 6, une forêt raisonnable F et un morphisme Y r C 

tels que 4-1 ^ ( 6 ,  F, Y, 1) On sait ( A )  que pour tout morphisme 
., Cil 

Y, Y;;] conserve la reconnaissabilité ; la reconnaissabilité étant 
- 1 

également conservée par intersection et démarquage, (6, F, Y, 1) 

conserve donc toujours la reconnaissabilité, pour toute classe C. 

Pour espérer avoir un lemme d'inversion, il nous faut donc considérer 

une classe C telle que, pour tout 4 E C, 4 conserve la reconnaissabilité. C 11 
Or, nous avons déjà remarqué que si on supprime une des deux contraintes 

"linéaires" ou"séparé à délai borné", la reconnaissabilité n'est plus 

conservée. Dans le cadre des magmoïdes, le résultat obtenu est donc le 

plus large possible. 

3 - On peut considérer que : 
"La classe des k-morphismes régulés, séparés à délai borné, Cl]-quasi- 

complets linéaires est la clôture de la classe des 1-morphismes linéaires 

complets stricts par le problème d ' inver~ion'~. 
En effet, la classe 1-lcs s'inverse par la classe (r,dB, cl]-quasi-c 1) 

elle -même close par inversion . 
4 - Corollaire ---------- : Pour tout morphisme 4 linéaire séparé à délai borné, 

toute famille raisonnable est close par @,,, 
L I_I - 1 En effet, le théorème 1 montre que Ocl1 (F) = 6(YCl1 8 

(F) n K ), or les 

familles raisonnables sont closes par morphisme inverse, intersection avec 

recQ et démarquages. 



II - 2 - 2 COMPOSITION DES BIMORPHISMES : 

11-2-2-1 Composition des bimorphismes linéaires séparés stricts 

Rappelons que le lemme 6 permet de toujours ramener les 

délais (de séparation ou de régulation) à 1, ce qui ramène l'étude des 

différents types de bimorphes régulés ou séparés à délai borné 

aux types correspondants stricts ou séparés. De même ce lemme raméne 

l'étude de la quasi-complétude à la complétude. Les classes considérées 

ici, que nous notons B(lsd, F), sont, conformément aux notations 

adoptées en (1-1-4-3), pour toute famille raisonnable F fixée, les 

ensembles de bimorphismes symétriques (P, 4 ,  K, Y, v )  où 4 et Y sont 
des morphismes linéaires stricts séparés .et K une forêt de F. 

Théorème 2 : Composition des bimorphismes linéaires séparés stricts : --- ----------------- ------------------- ------------ 

1 - Pour toute famille raisonnable F, la classe des bimorphismes linéaires 
séparés stricts est close par composition. La classe des bimorphismes 

linéaires séparés stricts complets est close par composition. Abrégeons 

ces classes en BF et BfF. 

Dans le cas où F est la classe des forêts reconnaissables, désignons 

par B et Bq1 les sous-classes de B et BTrec où tous les bimorphismes 1 re c 

sont de la forme (1, 4, K y  Y, 1). 

Désignons par TS la classe des bimorphismes (4, K, Y) où K est 
reconnaissable, 41 et Y sont des 1-morphismes linéaires stricts, 
désignons par TI la sous-classe de TS où 4 et Y sont complets. 

0- f i  
2 - Les classes TS et TI ne sont pas closes par composition, mais 

f i 2  "2 0. 
les classes TS et TI sont respectivement égales aux classes B1 et Btl 

closes par composition. 

En résumé, nous avons donc 



f i  
Les classes B~ e t  B ' ~  sont donc les clotures par composition des classes 
f i  - 
TS e t  T I .  

Preuve : 

1 - Soit C = ( p ,  4, K, Y, v) et C' = (P', @', K', y', v') 

appartenant à B (resp.B1 ).   après (1-2-2-3), on peut toujours F F 
supposer que v = p' = 1. Oinverse @ '  par le théorème 1 en C 11 

p(6, G, Y") où 6 est un démarquage strict et Y" est linéaire à @il3 - 
délai de séparation et de régulation borné, quasi-complet si 4 est 
Cl]-complet. Le fait que 6 est  s t i c t  permet d'appliquer le lemme 4 
de permutation à Y O 6" en 'conservant les types1. On conclue 

[: 11 
alors de fason évidente (on restitue la complétude à partir de la 

quasi-complétude par le lemme 6). 

A 
2 - En corollaire de 1-, il est évident que B et Btl sont closes par 

0 -  f i &  
composition. Les inclusions TS cBl et TI cBt1 proviennent de la 

6 2  f i  f i 2  f i  f i  
définition, donc TS c BI et TI c BI1 puisque B I  et BI1 sont closes 

par composition 

Pour prouver les inclusions inverses, considérons 

C = (1, 6 ,  K, Y, 1). On inverse d'abord en (6, F, par le 

théorème 1 (on prend 6 quasi-démarquage strict complet si C E B' 1 
et Y' Cl]-quasi-complet si C E B 1  1. On obtient alors 1 

 après le lemme 6, il existe 

D = (1, f, G, h, 1 ) O C  - 
où f est un 1-morphisme linéaire strict complet si 6 l'est et h un 

morphisme linéaire séparé strict (Cl]- complet si C E Btl). On conclut 

de façon évidente en appliquant le lemme 3 à h (considérations de 
Cl1 

types provenant immédiatement des lemmes utilisés). 
A 2  

Il reste àprouver q u e A 2  # TI et TÇ # TS. 
4'2 A 

Rappelons ici que c'est la constatation du phénomène TI # TI, jointe 

au sentiment que G2 = G3, qui nous a amené llhistoriquement'' à la 

notion de k-morphisme pour déployer et résoudre le problème ainsi 

soulevé. C'est pourquoi nous conservons la notation TI introduite dans 

C91 et rappelons ici notre premier exemple : Soit B1 = (id, FI,() 



avec:F e s t  la f o r ê t  hyperlocale d é f i n i e  p a r  les r è g l e s  de successions : 1 

éléments i n i t i a u x  = 1 = {b(x, y ) )  

S(b(x,  y ) )  = {c(x ,  y ,  z ) }  x { a ( x ) )  

S(c(x,  y ,  z ) )  = {c(x ,  y ,  z), a ( x ) l  x Ea(x>) x Ca(x>) 

S ( a ( x ) )  = { a ( x ) ,  a )  

élément f i n a l  F = {al  

$ est l e  1-morphisme l c s  d é f i n i  pa r  : 

4 e s t  l ' i d e n t i t é  s u r  b(x,  y ) ,  a ( x )  e t  a 
4 C(X, y ,  z) = b(b(x ,  y ) ,  z) 

S o i t  B2 = ( Y ,  F2, i d )  

avec : F e s t  l a  f o r ê t  hyperlocale d é f i n i e  par  : 
2 

1 = I c ( x ,  y ,  2 ) )  

S(c(x ,  y ,  2)) = i c ( x ,  y ,  z ) ,  b ( x ,  y ) )  x { a ( x ) l  x ( a ( x ) )  

S (b (x ,  y ) )  = i a ( x ) )  x ( a ( x ) )  

S ( a ( x > )  = Ca(x), al 

élément f i n a l  : F = {a)  
Y e s t  l e  1-morphisme l c s  d é f i n i  par  l l i d e n t i t é  s u r  2 ,  a ( x )  e t  b(x ,y)  

e t  p a r  Y c(x ,  y,  z )  = b(b(x ,  y ) ,  z ) .  

I l  e s t  f a c i l e  de v o i r ,  comme l ' i l l u s t r e  l e  schéma c i -aprés ,  q u ' i l  

s e  p rodu i t  un'khevauchement de découpages" l o r s  de l a  composition 
A f i  
BI O B 

2 ' 



:j \; %> 

L bb*p~ 2p+2 

LILLE O 
4 découpe l a  "branche des b" aux noeuds de profondeur impaire,  Y aux noeuds 

de profondeur pa i re .  



On voit aisément que 

Supposons qu'il existe un bimorphisme C = (h, K, h') où h et h1 
sont des 1-morphismes (quelconques) et K est yeconnaissable, tel que 

Il existe alors une lettre a sommet d'une infinité d'arbres t de K 

tels que (h(t), hl(t)) aient leurs branches (notées t. précédemment) 
1 

toutes aussi longues qu'on veut (faire un raisonnementl'à tiroirs") 

et avec autant de "cf' qu' on veut. 

h a(xl,.. x est sous arbre initial des h(t) et h' a(x x sous- k 1" k 
arbre initial des hf(t). 

2, 2, 
Posons h(a(xl,..xk)) = u.0 et hl(a(xl,..xk)) = ul.O'. 

En raisonnant sur la reconnaissabilité de K, on peut voir que Imû-Cû(1)) 

et Im0'-(0'(1)) doivent être en correspondance biunivoque et 8 et 0 '  

injectives (pour une infinité de t, avec les t "assez profonds"). i 

Or ceci implique que ~ard(~rnû-(~(l))) = ~ard(1mû'-{8'(1))) mais ces 

deux nombres sont respectivement impairs et pairs (voir la forme des 

sous-arbres initiaux de h(K) et hl(K)), d'où contradiction. 

A 2  - 
Remarquons que cela prouve même que TI q TS donc à forciori que 

0 2  
TS $ TS. Nous avons même obtenu le résultat suivant : 

fi2 n ' e s t  pas inclus dans l a  classe des bimorphismes dont l es  morphismes 

sont des 1-morphi smes . 

Remarque im~ortante : ----- ----- ------- 
A 

Le fait qu'une transformation de c2 ou TS ne puisse être réalisée par 
aucun bimorphisme classique montre la nécessité d'étendre la notion de 

morphisme (des 1-morphismes classiques aux k-morphismes de magmoïdes) 



pour avoir des propriétés de composition. De même, nous sommes obligés 

d'introduire les "selections de fibres" LI et v du quintuplet (LI,$,K,Y,v) 
A 2  

qu'est un bimorphisme, car une transformation de TI ne peut être 

réalisée que par un bimorphisme du type (l,(,K,Y,l) ou 4 est un 

k-morphisme, Y un kt-morphisme, avec en général k et k t  > 1. 

11-2-2-2 Non composition d'autres classes de bimorphismes 

Nous voyons ici qu'en supprimant par rapport au paragraphe ( 11-2-2-1 ) 

une des trois hypothèses 'linéairel,'séparé' ou'strict', la situation 

change du tout au tout et que les classes correspondantes ne sont pas 

closes par composition. 

11-2-2-2-1 Cas des bimorphismes non linéaires : ......................... .................... 
Soit les deux 1-morphismes I$ et n, stricts, définis par : 

-1 
( O n = {(ana, En) lnr~, E est l'ensemble des arbres de profondeur n - 

homogène n+l, sur {a(x), al(x), a}) 

Il est connu que cette relation ne peut être obtenue par transduction, 

on peut voir qu'elle ne peut être obtenue par aucun type de bimorphisme. 

Remarg:s : En fait, nous touchons là un phénomène essentiel de non composition, 

déjà comme : 4 réalise une non linéarité "arbitrairement large" (la 
n 

branche a (x) se ramifie à l'infini avec n), toutes les branches images 
- 1 

ont une contrainte en commun (la même longueur) ; n réalise un 

"non déterminisme", donnant des labels arbitraires (a ou a') à chaque 

noeud. En itérant ce procédé, on obtient une hierarchie que tout le 

monde s'accorde à reconnaitre i~finie (Ogden - Rounds 1761, B.Baker C191, 
Perrault C781) mais qui est non prouvée. Il faut donc retenir que 

1 'alternance non linéarité - non déterminisme es t  irréductible vis a vis 
de 1 a composi t i  on. 



11-2-2-2-2 Cas des bimorphismes non séparés : ......................... ------------- ---- 
Soit les deux morphismes linéaires stricts mais non séparés 4 et Y 
définis par : 

Soit les forêts reconnaissables K = (aanilnc~) et 1 
n 

K2 = (aa ftbPbln et pr~) et les bimorphismes B1 = (id, K1, 4 et 

B2 = (Y, K2, id). 

2n+l- on a +(a anil = <a(anà, a a), # > 

et Y(a anBbPb) = ca(ana, a n+p+l- a), # > 

A n- 
Donc B1 o B2 = {(a a a, a anBbn6)(nc~) 

qui ne peut être réalisé par aucun bimorphisme (raisonner sur les 

langages de branches). 

11-2-2-2-3 Cas des bimorphismes non stricts : ........................ ------------------ 
Soit les l-morphismes linéaires mais non stricts Y, a et a' définis par : 
4 est l'identité sur b(x, y), a(x), a et 4 e(x) = x 

a est l'identité sur a(x) et a et a c(x, y, z) = b(b(x, y), z) 

a' est l'identité sur a(x) et a et a' c(x, y, z )  = b(x, b(y, z)) 



F1 e t  F sont  l e s  f o r ê t s  reconnaissables d é f i n i e s  par  : 
2 

S o i t  l e s  3 bimorphismes B = (F I ,+ ) ,  B = ( a ,  a ' ) ,  B3 = (+, F2) 
1 2 
/ . " f i  

I l  e s t  f a c i l e  de v o i r  que B O B2 O B ne peut ê t r e  obtenu que par  
1 3 

bimorphisme non séparé.  Mais on peut s ' a r ranger  pour que l e  bimorphisme 

c o n s t r u i t  s o i t  "séparé au  sens des images" mais il e s t  nécessairement 

non régulé ( v o i r  1-2-1-2-2 I V ) .  La quest ion de l a  composition de c e t t e  

sous-classe s e  pose a l o r s .  L'exemple suivant  montre l a  non s t a b i l i t é  

p a r  composition, e t  même plus  : 

S o i t  + e t  Y deux morphismes l i n é a i r e s  d é f i n i s  p a r  : 

* * -  + e t  Y sont  séparés au sens des  images s u r  F = a a b a 

on a + ( a  anbPa) q ( a n i ,  b p i ) ,  + > 

e t  Y(a anbPi)  = <f3(aPa, b n i ) ,  # > 

Posant B1 = ( i d ,  F, +) e t  B2  = ( Y ,  F, i d )  

A - 
on a B P n- 

1 o B2 = { ( a  anbPa, a a b a ) l  p e t  n c ~ )  

qu i  ne peut ê t r e  r é a l i s é  par  aucun bimorphisme ( in tu i t ivement ,  l a  r e l a t i o n  

ci-dessus "permute" des con t ra in tes  s u r  l e s  branches).  

Nous avons pour tant  un r é s u l t a t  p a r t i e l  de composition dans l e  cas  des 

1-morphismes. C'est  l ' o b j e t  de l a  s e c t i o n  suivante .  



11-2-2-3 Composition des bi 1-morphismes non stricts 

Soit B(11, rec) ou plus simplement, TL la classe des bimorphismes 

(4, K, Y) où 4 et Y sont des 1-morphismes linéaires et K est reconnaissable. 
L'exemple B O B2 O B de la section précédente permettrait de montrer 

A 3  A 2  3 
que TL # TL par un raisonnement laissé au lecteur . Nous allons ici 

4 "3 "2 
donner un exemple prouvant que TL # TL (donc que TL3 # TL # TL). 

e 4  
Puis, nous verrons pourtant que E5 = TL ! 

Soit B = (id, F1, ml) défini par : 1 

F est la forêt hyperlocale définie par les successions : 1 
- 

- élément initial : b(x, y), final : a 

S (el(x)) = {el(x), bl(x, y), b2(x,y)l 

- 
+1 est l'identité sur b 

1 ' b2> a et a et 4 e (x) = mle2(x) = x 1 1  

Soit B2 = (Y2, F2> m2) avec : 

F est la forêt hyperlocale F2 de la preuve du théorème 2. 2 

m2 C(X, Y, 2) = b(b(~, Y), z), m2 est l'identité ailleurs. 

Soit B3 = (m2, F3, m3) avec : 

F est la forêt hyperlocale F de la preuve du théorème 2. 3 1 



$3 b(x, Y) = bl(x. Y)> (3 ~ ( x ,  y, Z )  = bl(x, b2 (xY y)) 

Soit B4 = ((4, F45 id) 

F est définie par ses règles de succession. 
4 

.. 
élément initial b (x, y), final a 

O 

S bl(x, y) = Iel(x), bl(x, y), a(x)l x le2(x)) 

(,+ est l'extension de ( par ( b (x, y) = b(x, y). 1 1 O 

La relation associée à B O B 1 2  
O B3 O B,, est schématisée par la figure 1, 

où les pointillés figurent des chaînes arbitrairement profondes et 

les entiers 1, 2 ... indiquent les correspondances entre branches. 
La relation ainsi définie ne peut être réalisée par 3 bimorphismes 

C O C O C3 dont les morphismes sont des 1-morphismes (linéaires ou 1 2  
non). Le lecteur s'en convaincra en remarquant que Cl ne peut 

essentiellement "rien transformer d'autre que ce que fait (1'', c'est à 

dire qu'il faut d'abord "rapprocher en effaçant" les bl et les b2. 

Le raisonnement est symétrique pour F4. Et on se retrouve dans une 

situation tout à fait comparable à celle du théorème 2 prouvant que 
-2 A TI # TI, nécessitant deux nouveaux bimorphismes, d'où le résultat 





Pourtant ,  on p ressen t  pouvoir f a i r e  l e s  opéra t ions  su ivantes  : 

e f f a c e r  t o u t  c e  q u i  s ' e f f a c e  aux ext rémités  de l a  composition 

( i c i  m l  e t  mii pour B e t  B4)  e t  s e  ramener au cas s t r i c t  au c e n t r e  
1 

( i c i  B O B 3 )  O r ,  comme dans l e  cas s t r i c t  on a g2 = z3 , on 2 
a u r a i t  a l o r s  TL = . Tout l e  problème est de montrer qu'on peut  

" r e j e t t e r  l a  non s t r i c t i t u d e  aux extrémités".  C'est  ce que nous fa i sons  

maintenant en nous appuyant s u r  l e s  lemmes 5 de non s t r i c t i t u d e :  

Nous u t i l i s o n s  l e s  conventions de (II-2-O), omettant l e s  f o r ê t s  ( i c i  

t o u t e s  reconnaissables)  e t  u t i l i s a n t  des diagrammes ( t o u s  l e s  morphismes 

son t  i c i  des 1-morphismes l i n é a i r e s ) .  Nous préc isons  s u r  l e s  f l éches  

"s" s i  l e  morphisme e s t  s t r i c t ,  e t c . . .  e t  notons .-€ ( au  l i e u  

de --3 l e s  démarquages. Le c a r a c t è r e  l i n é a i r e ,  cons tant  dans ce  

qu i  s u i t ,  n ' e s t  p lus  rappelé.  

Les lemmes de non s t r i c t i t u d e  se schématisent a i n s i  en 

2ème lemme : 



Propr ié t é  P : 

Prouvons d'abord que : 

a l o r s  il e x i s t e  B '  = ( + ' ,  K t ,  Y ' )  où +'  e s t  1-ls, Y 1 1s 

e t  C l  = ( f ' ,  F, g ' )  du m ê m e  type que C sauf que f '  n ' e s t  p lus  

s t r i c t e  (mais l e s  démarquages son t  conservés) ,  t e l s  que 

Autrement d i t ,  "on peut f a i r e  passe r  l a  non s t r i c t i t u d e  de $ à f". 
C 

On peut même supposer $ '  e t  Y '  complets. 

Preuve de P : ----------- 
Tout 1-morphisme $ s e  décompose en 6 O 4 où 6 e s t  un démarquage 

1 

e t  $1 e s t  1 lcs,  Y en Y O 6' où Y e s t  1 - l c s  e t  6 '  un démarquage. 
1 1 

/ lemme 4 / \  



( l e s  p r o p r i é t é s  de composition e t  de type  sont  év iden tes ) .  

Ainsi ,  4 '  = n O ml, Y '  = Y f l ,  f t  = fl O 6", g1  = 62 O g 

répondent à l a  quest ion.  

Nous a l l o n s  maintenant prouver p a r  récurrence s u r  n que 

A /\2 A 
(Qn) :  2 c Dern O T I  O Dem' 

où Dern e s t  l a  c l a s s e  des (0 ,  K,  Y) avec 4 démarquage propre e t  Y 

démarquage, e t  Dem' e s t  l a  c l a s s e  des (+, K,  Y)oÙ$est un démarquage 

e t  Y un démarquage propre. 

(Qo) e s t  évidemment v r a i  

La récurrence rev ien t  ?I é t a b l i r  que 

r h A A 2 A  /- 0- 
TL O Dern O T I  O Dernt c Dern O G2 O Dem' 

S o i t  ( 4 ,  K,  Y) E TL e t  Y s t r ic t .  Remarquons que 

($, K, Y )  f i  - ( 4 ,  K ,  Y )  O ( i d ,  i d ) .  Appliquant l a  p r o p r i é t é  (PI, nous 

obtenons a l o r s  (+, K, Y )  f i  - ( 4 ' ,  K ' ,  y ' )  0 (6 ,  6 ' )  06 

, K t ,  Y T I  6 e t  6 '  s o n t  des démarquages. 

So i t  Y 1 - l i n é a i r e .  Y = YI  O 6" où Y est 1- lcs  e t  6" un démarquage. 
1 

Appliquant l e  r é s u l t a t  ci-dessus à ( 4 ,  K i  on o b t i e n t  encore 
f i  /r f i  n 

( 4 ,  K, Y )  c T I  O (dern, dem) O dem 
e 

donc c T I  O (dern, dem) 

l e  lemme fondamental 4 montre que 
A /. f i  - 1 A 
dem O (dem s t r i c t  )-l c (dem s t r i c t )  O dem, donc nous avons : 

0 A 2  A' A f i  A - - 
TL O Dern O TI O Dern c T I  0 (dem, dem) o (dem s t r i c t ,  dem) 0 TI 0 Dem' 

f i  e - 
c T I  O (dern, dem) O T I  O Dem'. 



2ème lemme 

l e  diagramme c i -dessus  , obtenu en  appl iquant  à (61, 6 ) l e  2éme lemme 
2 

p u i s  l e  lemme fondamental 4 du r é s u l t a t ,  montre que l a  c l a s s e  cons idérée  

e s t  i n c l u s e  dans c e l l e  du type  

app l iquan t  l a  p r o p r i é t é  P aux bimorphismes BI e t  B2 ,  on o b t i e n t  un 

diagramme équ iva l en t  

/ 5 -  
Appliquant P à B 1  on o b t i e n t  e n f i n  un diagramme de Dem O TI O Dem' 

4 
*2 =G3 d'où l e  r é s u l t a t  compte t e n u  de TI  

Finalement nous pouvons énoncer : 



11-2-2-3-3 Théorème 3 : La hiérarchie finie des bimor~hismes linéaires. ________________________-_-__---___-_______________ -_-_-__----_--_- 
Soit TL la classe des bimorphismes ( 4 ,  K. Y) où K est reconnaissable, 

4 et Y sont des 1-morphismes lineaires. Alors 

O 2  A3 A4 =TL5 %% TL $. TL ? TL 

(Nous avons même ci-dessus une expression plus fine de q4¶ montrant 
-2 f i  

que c4 = Dem o TI O Demi)/// 

* 
11-2-2-3-4 La classe TC : ____________________-__- 

Notons TC la classe des bimorphismes , K, 'Y) où K est reconnaissable, 

( et Y 1-c. Nous avons déjà vu dans Cg1 que; par composition, cette 
"n+ 1 

classe engendrait une hierarchie infinie (V n r N, TC" f TC 1. 
- 

Donnons ici quelques indications sur ce phénomène. 

Construisons par récurrence une famille infinie (Fn) n c N, de 

foréts reconnaissables. 

On peut par exemple schématiser 



Soi t  B = ( 4 ,  Y )  où 4 e t  Y sont  l e s  deux 1 - l c  d é f i n i s  par  : 

- 
4(b(x, y ) )  = b(x,  y ) ,  4 a ( x )  = b(x,  a )  

- 
Y b (x9  Y )  = b(x,  y ) ,  y a ( x )  = x e t  \Y(;) = a .  

I l  e s t  f a c i l e  de v é r i f i e r  que 

e t ,  d'une façon généra le ,  B"(F,) = Fo 

Mais on peut v é r i f i e r  également que F # T C ( F 2 )  e t ,  d'une façon 
O 

généra le  que F 4 T C ~ - ' ( F ~ )  
O 

(L ' idée  e s t  que, l e s  bimorphismes é t a n t  complets, on ne peut supprimer 

aucune branche non bornée. I l  f a u t  d'abord e f f a c e r  l e s  branches 

monadiques pa r  Y ,  pu i s  supprimer pa r  $ l e s  "moignons res t an t s" ,  ce  q u i  

rend monadiques l e s  branches d'un niveau supér ieu r  e t  a i n s i  de s u i t e .  

Par  exemple, F, e s t  un in termédia i re  nécessa i re  (à  des a rb res  bornés 
I A 

prés )  e n t r e  F e t  Fol dans l e  f a i t  que A2 # TI. De f a i t  l e  théorème 4 2 f i  
montre que, dans l e  cas dyadique, G2 = T I .  

11-2-2-4 L e  caq dyadique 

0- 

Théorème 4 : Dans l e  cas de bimorphismes dyadiques, l e s  classes TL 
An m t  closes par  composit ion. La h i é r a r c h i e  (TC ) n 6 N, r e s t e  

i n f i n i e .  

Preuve : L'exemple précédent de l a  h i e r a r c h i e  H TC^) e s t  dyadique, 

d'où l e  r é s u l t a t  s u r  ce point .  

Les r é s u l t a t s  de composition proviennent évidemment des lemmes 

fondamentaux 7-2 (11-1-7-2-1) e t  7-3(II-1-7-3-l), comme nous a l l o n s  

l e  d é t a i l l e r .  



D'où (aux forêts reconnaissables près) 

( Y ,  $)  O ( Y ' ,  g 1 ) A ( 6 '  - O Y ,  $" O Y " o  4 ' )  

Les conditions de type proviennent des lemmes 7-2 et 7-3, à ceci 

près que Y"  est seulement régulé, mais le lemme 6 permet alors de 

conclure./// 

11-2-2-5 Le cas des bimorphiçmes non symétriques 

Théorème 5 : Dans ce qui su i t ,  la  famille raisonnable n'importe pas. 1 
Nous 1 'omettons donc. 
Les cl asses sui vantes sont cl oses par composition 

1) B (dem propro (ou s t r i c t ) ,  l in  ( e t  quasi complet, ou dB ou d ,  ou s ,  ou r ) )  

2 )  B (dem, l in  (quasi-c)) 

3)  On peut remplacer ci-dessus dem. par  quasi dem. e t  quasi-c pa r  c. 

4 )  On  peut remplacer dem. par morphisme dB-1 e t  dem. propre par 
morphisme dB. 1 eB , quasi - c .  

5) On peut remplacer dem. par 1-1, dem propre pa r  1-lcs. 

6 )  On peut considérer les sous-classes B1 de la forme (1, $, K. Y ,  l)./// 

Preuve : 

1) et 2 )  proviennent immédiatement du lemme 4 

3 )  provient du lemme 1 



4 )  provient  du théorème 1, 5 )  du lemme 2 

6 e s t  immédiat. 

Remarquons que l e s  exemples de non composition des paragraphes 

précédents  de 11-2-2 montrent qu'on ne peut améliorer  ces r é s u l t a t s ,  

mais on a évidemment des r é s u l t a t s  duaux des précédents  (en 

permuttant l e s  morphismes dans chaque c l a s s e ) .  



II - 2 - 3 REPRESENTATION DES HYPERTRANSDUCTEURS - INVERSIBILITE DES 

TRANSDUCTEURS ET DES HYPERTRANSDUCTEURS : 

11-2-3-1 Rappels e t  d é f i n i t i o n s  

11-2-3-1-1 : Les s u b s t i t u t i o n s  de magmoïdes ont  é t é  largement é tudiées  ---------- 
dans ( A ) .  Nous nous contentons i c i  d'un b r e f  r appe l  s u f f i s a n t  à l a  

compréhension de no t re  t r a v a i l .  (Rappelons, comme déjà  remarqué en 

(1-1-2-1-4), que nous u t i l i s o n s  des no ta t ions  légérement d i f f é r e n t e s  

permettant de mieux é c r i r e  l a  composition de n s u b ç t i t u t i o n s ) .  

1) Nous appelerons k-substi tut ions f i n i e  de dans A t o u t  morphisme 

de T(Z) dans D P ~ ? &  (1-1-2-1-4) 

I I )  Toute transduction descendante est  equi valente S une subst i tut ion 

f i n i e  

En e f f e t ,  s o i t  un t ransducteur  descendant T donné pa r  s e s  r è g 1 . e ~  de 
?, k flJ 

Z dans A .  On y assoc ie  l a  s u b s t i t u t i o n  ? de T ( E )  dans DPFTT(A) d é f i n i e  

comme s u i t .  

Notons q 
1'" 

qk l e s  é t a t s  de T ,  ql é t an t  l ' é t a t  i n i t i a l .  Nous 

déf in issons  T pa r  : 

e t ,  V j E [ p l ,  a, = (i, - 1) k + i l , .  

A e 
On prouve facilement que T = T ~ l l '  

On a en f a i t  codé l e s  é t a t s  s u r  l e s  composantes des  va r i ab les .  



Remargye : La réciproque est fausse comme le montre l'exemple suivant : ----- 
, a a(x, Y) {a}  { X ~ I  {Y~} 0 

6 
On vérifie que a Cil = {(da*:, a*;), a ) }  

A 
Supposons qu'il existe un transducteur descendant réalisant a tll' 
La première règle appliquée sera nécessairement non complète, donc ne 

pourra vérifier les contraintes reconnaissables sur les successeurs de 

a (par exemple qlCa(x, y11 + q2Cxl et on ne peut-vérifier l'appartenance 

à a*; des branches substituées en y). 

C'est ce c hé no mène qui fait la différence en subsitutions et transductions 
descendantes : seules, les premières peuvent "vérifier des contraintes 

sur des branches qu'elles ne recopient pas". 

On pourrait néanmoins montrer que toute subsitution finie est équivalente 

à une transduction "look-head" (Engelfriet C521). 

11-2-3-1-2 Hy~ertransducteurs hy~ertransductions hygersubstitutions : ---,--,------ ,--------------a-- - -,--,---,------ 

Un n-transducteur est le composé de n transducteurs. 

De même, on définit les n-transductions. 

Un hypertransducteur est, pour un certain n, un n transducteur. On 

définit de même les hypertransductions et hypersubstitutions. 

11-2-3-1-3 A proEos des relations et de l'inversibilité : ------------- -- ...................................... 
Une partie P c M x N est fidèle ssi V b E N, {a E ~l(a,b) E' P} 

est fini. 

P est d'image finie ssi V a E M, {a E ~l(a,b) E P I  est fini 

Une hypertransduction est inversible ssi son inverse est une hyper- 

transduction. 

Une transduction est inversible ssi son inverse est une transduction. 



.Un (hyper)transducteur est inversible ssi ll(hyper)transduction associée 

est inversible . 
- 1 

Remarquons que si P est fidèle, P est d'image finie et inversement. 

11-2-3-2 Non composition des substitutions finies 

Les substitutions ne sont pas closes par composition. 

Nous allons voir ici la raison profonde de ce fait que nous 

aborderons progressivement. 

Soit a une substitution finie de C dans A et 5 de A dans r. 
Ir k Ir 

a est donc un morphisme de T ( L )  dans DPF(A) et v de ?(A) dans 
k 'Ir 

DPF(I'). En général, o O p n'est pas un morphisme de ?(C) dans 

D$T(M) comme nous allons le voir. 

La raison a déjà été souvent rencontrée dans ce travail : on a en 

général u ( A . B )  f u ( A ) .  v(B) où A et B sont des parties (finies) de 
Ir 
T(A). 

Discutons du problème sur un exemple : 
. - 

soit o a(x) = {al(x, y), a2(x, y)), d a )  = {à) 

1 2 v ai(x, y)  = {ai(x, y, x, y), ai(x, y, x, y)) 

~ ( a )  = {a) 

Supposons que la composition des substitutions se fasse "syntaxiquement", 
n 

c'est à dire que la relation o O p soit engendrée par les {(a, o O p(a)la~~} 
I 

j on a a O p(a) = uCo(a)l = {ai(x,x,x,x)li et jeC21) 

Il est facile de vérifier que a O p n'est pas engendrée de cette façon 

et nous allons voir qu'il n'y a aucune raison théorique qu'elle le soit. 
k Ir 

En effet a est un morphisme de ?(C) dans DP$!T(A) et p de ? ( A )  dans 

D$@(r). Le caractère fonctoriel de DPFT va faire naturellement que 
Ir 

a O p sera défini par un morphisme 5 de T(1) dans D(?(D#$ ?(I')) 



Sur 1 'exemple, 

1 2 
C a ( x )  = {{al(x,y,x,y) ,  al(x,y,x,y)} <x,x>, 

En f a i t ,  lorsqulon compose "syntaxiquement" a  e t  ii, on i d e n t i f i e  

abusivement { u ( a i ) l a i e a ( a ) l à  U {p(a i )} ,  a l o r s q u e l a s t r u c t u r e  a ica(a)  

de "Par t i e s  de P a r t i e s "  e s t  importante du point  de vue de l a  s t r u c t u r e  

En conclusion 

So i t  deux r e l a t i o n s  R de E dans F  e t  S  de F  dans G .  R d é f i n i t  une 

app l i ca t ion  de E dans P (F) ,  que l ' o n  compose.avec l ' a p p l i c a t i o n  i n d u i t e  

par  S de P(F) dans P(P(G)).  

On i d e n t i f i e  sans aucun problème PP(G) à P ( G )  e t  on o b t i e n t  

R O S ( a )  = S(R(a)) .  Sans c e t t e  i d e n t i f i c a t i o n ,  on a  R O S de E dans 

PP(G) avec 

R O S ( a )  = {S(b) 1 b E R(a ) l  

Du point  de vue ensembliste ,  l a  d i s t i n c t i o n  e s t  s a n s i n t é r ê t  mais quand 

oncols idère  des r e l a t i o n s  qu i  sont  des s u b s t i t u t i o n s  de magmoides,l 

e l l e  devient  e s s e n t i e l l e  v i s  à v i s  de l a  s t r u c t u r e  de "magmoide des 

pa r t i e s" .  Aussi dans l a  s u i t e  a l l o n s  nous composer syntaxiquement l e s  

s u b s t i t u t i o n s  sans o u b l i e r  l e s  s t r u c t u r e s  de p a r t i e s .  Le r é s u l t a t  

ensembliste a s soc ié  s e r a  obtenu en oubl iant  l a  s t r u c t u r e  des p a r t i e s  

dans le résultat. C'est  l ' i d é e  de l a  proposi t ion  suivante .  

11-2-3-3 "Composition1' des s u b s t i t u t i o n s  f i n i e s  

k' S o i t  O l ' a p p l i c a t i o n  (qu i  n'est pas un morphisme ! de DPF T(D#$(M) 

U A  
O 

dans DF'T(M) d é f i n i e  par  : O ( { A ~ } ~ ~ ~ )  = 
a O 

k 
où A E DPI.)(M), e t  M e s t  un magmoïde décomposable. 

a  

Remarquons que s e u l s  l e s  "arbres sans  va r i ab le"  nous i n t é r e s s e n t .  

O r é a l i s e  l l l ' oub l i e l l  annoncé précédemment de s t r u c t u r e  des p a r t i e s .  



Remarquons que s i  CAal} 
x . . ~  C A  1 -  

a "k ' a  
1 k  ' 

k  
a p p a r t i e n t  à DP;'T(DP+~'(M) 1 a l o r s  on a  b ien  

Propos i t ion  _ _ _  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  fondamentale : 

S o i t  o  un k-morphisme de ?(l) dans D$@(A) e t  ri un k '-morphisme de 

?!(A) dans D P ~ ' T H ,  où M est décomposable ( o  e t  ri s on t  donc des  

s u b s t i t u t i o n s ) .  
k  k'  

Alors il e x i s t e  un kk' morphisme de ?(Z) dans DPFT5TM t e l  que 

O ( 5 )  C o  0 ri. 

Preuve : 

a )  no ta t ions  : Pour t o u t  a E C ,  posons --------- 

'L 
où, Y i c [ k l ,  Ai = {ai A .  [ j  r I i )  Ii e s t  un ensemble f i n i  d ' i n d i c e s .  

Yj b j  

'L 1 k ' 
Posons p ( a i  .)  = B i Y j  X. .X Bi 

Y 3 , j 
Nous dé f in i s sons  a l o r s  5 pa r  : 

~ ( a )  = Cl  X..X C k k l  

avec, Y (a-1)  k  + B E Ckkt l  (où a  c [ k l l  e t  6 c [ k l )  

( k '  Adésigne l a  t o r s i o n  k l - d i l a t é e  de A )  

n 
De même, s o i t  t c T(Z)o, nous noterons  

x..x " k  ' 
e t ,  iJ t .  T j  J i  r i t .  . = u = u 

1 , j  1,1 i , j  i , j  i ,j 



b )  nous a l l o n s  prouver que, pour t o u t  t s T ( E ) ~ ,  on a 

Y ème (rappelons que n t e s t  l a  y composante de t )  

- Supposons ( E l  prouvé, montrons que l e  r é s u l t a t  cherché s ' en  dédui t  : 

- Reste à prouver ( E ) .  Nous raisonnons par  induction s u r  l a  profondeur 

IT de t .  

S i  n = 1, l e  r é s u l t a t  e s t  évident .  

De même, on v é r i f i e  immédiatement l a  s t a b i l i t é  du r é s u l t a t  par  . 

t e n s o r i e l .  

Le s e u l  point  non évident  e s t  de prouver que 

1 
V a c E n ,  V tl, . .  tn s T ( Z I o  de prof 5 n, on a (El v é r i f i é e  pour 

- 
t = a ( t l  ,.., t ). On pose t = (tl,..,t 1. 

n n 

Y Y On a n c a ( t l , .  . , tn)=r a . , . .  < ( tn) ) )  = ( n Y 5 ( a ) ) .  5 ( t )  

(Car 5 est un morphisme). 

En posant y = (a-1) k + B on a pa r  hypothèse de récurrence ,  

D'autre p a r t ,  

compte tenu de l a  d i s t r i b u t i v i t é  à gauche 



Ainsi, compte tenu de la distributivité à gauche de la composition 

par rapport aux parties, nous en sommes réduit à prouver que, 

Y g. 0 E Y?(A) (en supprimant les indices a et B supposés fixés) : 

Alors, compte tenu du fait que kTA est la torsion k-dilatée deA et 

que chaque u est de deg sup k', on a 
1 ,j 

- 1 , . a  ,{u 1 1 - {{"~(~),jl A(m? ¶jm jmr a (m)  jlr A(1) 

d'où le résultat./// 

(Remarquons que la construction peut s'étendre aux éléments t 

"avec variables"). 



11-2-3-4 Corollaire : Représentation des hypertransductions 

11-2-3-4-1 Soit Tl,.., Tn n transducteurs descendants (Ti de Pi dans "+l). ---------- 
kl k2 kn 1. 

Il existe un morphisme 5 de ?(Pl) dans DPF TDPF T.. . DPF !lT(Pn+l) tel 

n 
que Tl o... O T " 0  

n - 
(ki est le nombre d'états de Ti) 

Preuve : Immédiate en appliquant n fois la proposition (11-2-3-3) 

et le lemme (11-2-3-1-1) 

Ainsi, 5 s'écrira comme suit en fonction des substitutions al,..,o n 

associées à T 
l Y * *  

T .  n 

1. 1. 
Soit o : a. + a . .  i Bi 

j 1 
j 1 

j j ij 

'-b 
alors, 5 : a -+ { {  ... { {  ai y..i Bi )<Bi >1...l<ei >l 

1 n n  n - l i  
n- 1 i 1 

(et les 8. E (k. x..x kn) di1 O.) 
l i 3 

11-2-3-4-2 Notation : .................... 
Un hypertransducteur (une hypertransduction) T 1 O . . . O Tn où Ti a Ki 
états sera dit de aramètres (n ; kl,.. k 1. De même pour une hyper 4 k n 

n 
substitution de DP T. . .  DPFT M .  

F 

D' ailleurs, nous abrégerons cette dernière notation en DPF )TM où 
(k) désigne la suite (k l,... k 1. n 

11-2-3-4-3 Remargue : Le corollaire (11-2-3-4) ne 'déploie' aucun phénomène, ----- ----------- - --. 

c'est à dire qu'il ne place pas le problème de la 'hiérarchie infinie' 

dans un cadre permettant de la résoudre, mais le corollaire est 

néanmoins un outil de description syntaxique des hypertransductions, 

puisqu'il permet d'en écrire les "règles" (qui sont la donnée de 

l'hypersubstitution associée). En fait, toute la difficulté est dans 



l a  l o i  de composition de DP(~)!Z'M. F On v o i t  b ien  que l a  non composition 

des t ransduct ions  e s t  due à l ' a l t e r n a n c e  de non l i n é a r i t é  ( i n t r o d u i t e  

pa r  l e s  foncteurs  T) e t  de non déterminisme ( i n t r o d u i t  par  P l .  

11-2-3-4-4 Réciproque du c o r o l l a i r e  (11-2-3-4) ---___-_-_---_-- -- -_-________________-------- 
( k )  

Pour t o u t  morphisme 5 de ?(El) dans DPFT 5 é t a n t  de 

paramètre (n ; kl ,  . . .  k  n  1, il e x i s t e  n - 1 alphabets  E 2 , . .  En e t  

, 
n morphismes a i de T(Ei) dans D P ~ ! I ' ? ! ( E ~ + ~ )  t e l s  que on< ̂ a l  o .  .O o n . 

Nous l a i s sons  l a  preuve au l e c t e u r ,  en indiquant  seulement l ' i d é e  : 

'b (k k ) ' b  
s o i t  5 a + { { a i  .6.}.} unmorphisme de ?(LI) dans DPFT 1' 2  T(E3). 

, 3  3 3 i 

Nous const ru isons  un alphabet  C 2 en associant  à chaque couple ( a , i )  

une nouvelle l e t t r e  ai.  On d é f i n i t  a l o r s  

k 
o de ?(ml) dans D P ~ ~ ! ~ " ? ( E ~ )  

par  a ( a )  = Ia.0.) 
1 1  i 

k2 , 
e t  de î((E2) dans DPF Zl'(E3) 

par  p(a i )  = {ai  ..O.} 
YI 1 j 

On ob t i en t  faci lement O 5 = o O i~ 

La cons t ruct ion  s e  g é n é r a l i s e . / / /  

11-2-3-5 S u b s t i t u t i o r s l i n é a i r e s  f i n i e s  e t  bimorphismes 

ZZ:2:3:S=i--Pro~ositio' : 

Soi t  o  un morphisme l i n é a i r e  de ?(E) dans D$?( b ) . 11 e x i s t e  a l o r s  

( E ,  K Y  4 ,  1) Qu,--, où E e s t  un démarquage propre,  K une f o r ê t  de rec 
9 

e t  4 un k-morphisme l i n é a i r e .  

Preuve : 
1 K 

Posons o  : a  -+ {ai 1 x. ..xEa. 1 
1,- 



On considère un nouvel alphabet r constitué des lettres formelles 
ikla.iY, i.cI. (a), deg ai 

3 1 1 
avec l a  convention c a p i t a l e  que i = ' # '  s i  1 . ( a )  = 0 

j J 
on pose E (xl,.. xn) = a(xl,.., xn) a. 

il,. .ik 

avec l a  convention que ai = # s i  i = # 
j j 

1' 
K = T(A)~ n ~;:+T(A) 0 1. 

Le seul problème est de remarquer qu'il faut définir $I même si une 

composante de u(a) est vide. 
ème Supposons que a(a) ait sa i composante vide. Cela implique que 

t .o(a) est vide ssi xi figure dans t. 
X 

Pour le bimorphisme, il y correspond le fait que # figure dans 
- 1 

tX.(c O @(a)) ssi xi figure dans t. Le caractère vide de l'image 

pour o correspond donc à la présence d'un ' # '  dans l'image pour le 

bimorphisme..Le résultat découle alors immédiatement de (1-2-2-2-2). 

car + est linéaire. 

11-2-3-5-2 Remarque : ----------------- -- 
L'hypothèse de linéarité est essentielle. Sans elle, pour des raisons 

fréquemment évoquées (1-2-1-5-1) le lecteur vérifiera sur des exemples 

(inspirés de ceux souvent cités) que le résultat n'est pas vrai 

(en gros, la raison est que par les bimorphismes, on opère sur le 

magmoïde des parties ascendantes (au sens de ( A ) ) ,  et sur les parties 

descendantes pour les substitutions. Les deux notions ne coïncident 

pas dans le cas non linéaire). 

1-2-3-6 Bimorphismes, substitutions et composition 

Nous venons d'établir l'inclusion des relations associées aux 

substitutions finies 1 i neai  res dans celles associées à la classe 

B(dem, rec' , linéaire) de bimorphismes ( l'inclusion inverse est fausse). 



8 
Notation -------- : Nous noterons DL la classe B (dem, rec , linéaire) et l'appelerons 

0- 
classe des bimorphismes semi-1inéaires.Or nous savons que la classe DL 

est close par composition (Théorème 5). Ainsi, à deux substitutions 

linéaires a et p, nous pouvons associer deux bimorphismes semi-linéaires 

B et B', puis B O B '  = B1', BlfLl1 réalisant (a O U) 
C 11 

Mais en général, si on compose syntaxiquement a et LI, on n'obtient pas 

la relation composée. Ainsi, l'on peut composer les bimorphismes, pas les 
substitutions associéesll. 
L'exemple suivant illustre ce fait. 

Soit les deux substitutions linéaires finies 

Conformément aux constructions précédentes, nous associons à a et p 

les bimorphismes semi-linéaires B et B'. 

Q B = (s, F , $ )  avec 

Nous avons ici rigoureusement appliqué la construction (11-2-3-5-1). 
*- 

En simplifiant les notations, on a E = id, K = (ab) a 

De même, en notations simplifiées, on obtient B' = ( E ' ,  K', $ ' )  

- 
e' = id, K' = a{a,b~*à $'a(x) = <a,#>, = @'(a) = <+,+> 

Composant comme dans le lemme fondamental B' et B1, on obtient 

B" = ( E" , Kt', $") A - B O B ' . ( Ici, la construction est triviale car s '=id). 



Remarquons que : 

n 
donc ( a  O ri) 

Cil = {((ab)";, :)ln E NI 

f i  f i  
On vérifie bien ici (a O ri) Cil = B"cl~ 

I Par contre, la composition syntaxique de a O u nous donnerait : 

f i  *- - /- 

et S ~ l l  
= {(a(a,b) a, a)) qui est différent de B1' 

Cil 

11-2-3-7 Caractérisation des hypertransductions inversibles 

11-2-3-7-1 Fort des résultats précédents, nous allons caractériser les ---------- 
hypertransductions inversibles. 

1 - Remarquons d'abord que toute hypertransduction inversible est 
fidèle. En effet, toute transduction, donc toute hypertransduction 

- 1 
est d'image finie. Si une hypertransduction H est inversible, H 

est donc d'image finie, c'est à dire que H est fidèle///. 

2 - Soit H une hypertransduction de paramètres (n, kl,..,kn). 
Nous représenterons d'après (11-2-3-4) H par une hypersubstitution 

H de mêmes paramètres, notée 

n n Il est facile de voir que O H contient (strictement en général) O G avec 



in tu i t ivement ,  c e l a  r e v i e n t  à f a i r e  l a  même s u b s t i t u t i o n  pour chaque 

occurrence de v a r i a b l e ) .  Remarquer que G est d i f f é r e n t  de l a  simple 

s u b s t i t u t i o n .  

c e t t e  d i s t i n c t i o n  ayant f a i t  l ' o b j e t  de (II-2-3-6) . / / /  

3 - Nous avons donc à H (donc à H )  associé  un nombre f i n i  de 

"règles" a + {{a B i  } . . . B i  1, que nous abrégerions en 
il.. i n n 1 

a + a ( O i )  OU,  pour ( i l  = i l .  i f i x é ,  en a -r a ' ( e ) .  
( i l  n 

Posant k = kl x..  .x  kn, rappelons que a il,.. i est de deg sup k.  
n 

Nous appelerons domaine de H l e  domaine de H,  que nous noterons 

Dom H. Nous avons donc 

Dom H = { t  ( 3 u , ( t  , U ) E O ~ H I .  I l  e s t  f a c i l e  de v o i r  que Dom H = Dom G.  

Considérons un reconnaisseur R descendant dont l e s  é t a t s  sont  l e s  

p a r t i e s  de Ckl. R a s e s  r è g l e s  associées  à H comme s u i t  : 

ssi il e x i s t e  une r è g l e  a -+ a l ( e )  de H t e l l e  que 

- p .  e s t  l 'ensemble des  ind ices  des composantes de xi q u i  f i g u r e n t  
1 

dans l e s  va r i ab les  d 'au moins un n'a. ,  j E p. 

S i  on prend El) pour é t a t  i n i t i a l ,  l e  reconnaisseur  associé  reconnai t  

Dom H (il con t rô le  s i  l e s  composantes u t i l i s é e s  son t  non v ides ) .  

Une r è g l e  a -t a t ( e )  e s t  essent ie l le  ssi 

% % 

- 3 t . a (x l , . .  x )c  I (Dom H ) ,  3. F i n f i n i e  t e l l e  que t a ( F )  c Dom H n 



par application de cette règle. 

% * 
Ceci équivaut à dire que l[t a(xl,. . xn)l I R  t a (pl[xll ,. . pn[xnI> 
où chaque F est non vide et au moins une infinie, avec F étant la 

Pi 
forêt reconnue par R avec p état initial. De plus, pour 

Pi 
i 

tout p. tel que F est finie, on peut, comme déjà fait souvent, 
1 Pi 

marquer les arbres de F sur a (introduisant donc un nouvel alphabet) 
P. 

et les restituer par un i-morphisme linéaire complet strict 4 .  

Les règles non essentielles sont supprimées de cette façon. 
- 1 Finalement, on peut décomposer H en I$ O H' où chaque règle de H' 

a la propriété suivante : 

?r 
( P I  il existe t.a(Fl x..x Fn) c Dom Hl, chaque élément ayant une image 

par application de la règle ( à  l'occurrence de a mise en évidence). 

4 - A tout arbre t, on peut associer un ordre < sur ses noeuds par t 
"a < b ssi a est antécédant de bf'. Il est facile de voir que t muni t 
de cet ordre est un inf demi treilli. Soit F une forêt. Nous dirons 

que F est émondée ssi il existe un entier a tel que, Y t E F, 

iJ a et b noeuds de F, la longueur de la branche joignant inf(a,b) 

à a ou la longueur de la branche joignant inf(a,b) à b est majorée par a. 

(Intuitivement, dans une forét émondée, les arbres ne se ramifient 

que d'une profondeur bornée le long dlune"branche principale"). 

Le lemme de l'étoile (A) permet de voir immédiatement que de toute 

forêt reconnaissable infinie, on peut extraire une forêt infinie 

(reconnaissable) émondée. 

On en déduit qu'on peut supposer que H' vérifie ( P t )  : 

(PI )"dans (P), FI,. . F sont émondées". 
n 

5 - Conservation de 1 'émondati on par l e s  hyp~r t ransduct ions  i nvers i  b l e s  : 

Supposons quvune hypertransduction H inversible ne conserve pas 

l'émondation : soit F infinie (reconnaissable) émondée telle que 

o~H(F) = F' non émondée. 
La relation inverse associée à celle de H est obtenue par composition 

de m transducteurs T 
1'. 

T (puisque H est inversible), donc 
m 

-1 - 1 F' = Tm (...Tl (F)). 



Comme toute transduction inverse conserve la reconnaissabilité, 

F' est reconnaissable. 

F' est non émondée, donc V a s N, il existe t = t'a (ttfa, t'" ) 
a a 

tel que ta E F 1 ,  prof (t'la) 2 a et prof (t''a ) a* 

Comme une infinité de substitutions commencent par l'application des 

mêmes règles et que F est reconnaissable, on peut extraire de F' une 

sous famille de t ayant même t' - - to . Pour simplifier les notations, a a 
supposons que dsup (t'la) = dsup (t"',) = 1, donc que tqa a deux 

variables x et x Soit 4 une hypersubstitution réalisant la 
1 2 ' 

transformation inverse. Pour tout a E N (en supposant avoir 

renuméroté la sous-suite extraite précédemment), to(tfa, a pour 

image un u E F, donc une infinité de t' ou une infinité de t" ont 
a a a 

leur image de profondeur bornée par $ ( 6  coefficient d'émondation de F). 

Comme F' est reconnaissable, on peut se fixer un t', (si une infinité 
O 

de t'la ont même image, ou inversement sinon) et on a alors une infinité 

d'arbres (de la forme to ( t l a  , t !la) ) qui ont pour image un nombre fini 
O 

d'arbre (puisque l'image de l'ensemble des t'la est bornée en profondeur). 

Ceci nie la fidélité. 

I 
6 - Une règle a + a' (8) = {{a'enl...O1l est lineaire ssi chaque Bi 

est linéaire. Reprenons H' introduit en 3 - Montrons qu'On peut 
toujours supposer que les règles de H' sont linéaires sous 1 'hypothèse 
d'inversibi l i  té. 

considérons la substitution o a -+ {ai ei . .ei 1 
1" n n i ..,i 

1 n 

On sait que la relation associée est incomparable avec celle associée 

à H', mais il est facile de voir (laissé au lecteur), que si t E Dom H' 
A f i  

et u E u(t), alors (t,u) E Hl (en notant par abus H la relation associée 
n à O Hl. Supposons maintenant un Bi non linéaire : si 9 ..Bi est 

i i n 1 - 
linéaire, on peut toujours modifier Bi de façon à le rendre linéaire 

sans changer la règle (éventuellement ,'on dilate fictivement). Sinon, 

on peut toujours supposer que H' satisfaisait à ( P l )  et alors, il 

existe une forêt to(F) c Dom H l ,  avec F' infinie émondée. Si H1(to(F)) 



est fini, la fidélité de H est niée. Sinon, H' ne conserve pas 
- 1 l'émondation, et il en est alors de même de H = + O H', ce qui 

contredit encore l'inversibilité de H, 

7 - Finalement, si H est inversible, on peut donc supposer toutes 
les règles de H' linéaires. H' est alors composée de n substitutions 

linéaires, dont les bimorphismes associés sont semi-linéaires et 
se composent en un bimorphisme semi linéaire d'après (11-2-3-5). Nous 

avons donc : 

H inversible => 1 u semi-linéaire tel que H 

et $I 1-lcs 

A 
De plus, HCll étant fidèle, u est quasi-Cllcomplet. 

On peut alors, d'après le lemme fondamental 1, le supposer [ 11-complet . 
- 1 

Posons + O u = (+ ' ,  K, Y, 1) où $ '  est 1-lcs, K reconnaissable et Y 

est linéaire Cl1 complet sur K. Montrons qu'on peut toujours supposer 

'Ycll à délai de séparation borné. (Le raisonnement est le même qu'en 6). 

Supposons Y non à délai de séparation borné. On peut alors trouver 
Cl1 

une forêt infinie F, que l'on peut prendre reconnaissable émondée et 
* 

un to tels que : V t E F, to(t) 1- uO(u, ut). 
u ~ l ~  

La conservation de l'émondation implique alors que si la profondeur des 

u n'est pas bornée, celle des u' l'est et on peut alors marquer F en 

son sommet et géngrer u' de façon séparée. (La preuve détaillée, basée 

uniquement sur le caractère reconnaissable des contraintes, est 

laissée au lecteur). 

YCllpeut être également pris régulé, sinon la fidélité serait niée. 

Finalement, d'après le lemme fondamental 6, 
ycll 

est séparé et strict. 
-1 - q 

On a alors + O u c B 1. 

Nous pouvons donc énoncer le lemme suivant, qui sera à la base du 

théorème 6 : 



11-2-3-7-2 : Lemme d'inversibilité : ................................... 
Pour qu'une hypertransduction H soit inversible, il faut qu'elle soit 

équivalente à un bimorphisme de Bfl (voir 11-2-2-1). 

11-2-3-8 Lemme 

Toute relation associée à un bimorphisme de B '  peut être réalisée 
1 

par une quasi-transduction descendante. 

11-2-3-8-1 Preuve : ------------------ 

Soit (1, (, K, Y, 1) É Bll. Inversagt 4 par le théorème 1, on C 11 

peut se ramener au cas où le bimorphisme est de la forme B = (6,K,Y,1) 
où 6 est un quasi-démarquage, K est reconnaissable, Y est linéaire, 

Cl1 complet sur K, séparé à délai borné et régulé sur K. 

(Rappelons qu ' un quasi-transducteur est un transducteur "légérement 
généralisé", en partie gauche des règles du quel apparaissent des 

arbres initiaux dont les variables sont à la profondeur 1.) 

On peut toujours supposer K hyperlocale. On construit alors un 

quasi-transducteur descendant Q comme suit : 

Soit R un reconnaisseur de la forêt hyperlocale K, d'état initial qo 

( R  mémorise seulement le somme antérieur). 

Supposons que Y est un k-morphisme. Alors, les états de Q sont les 

couples (q,i) où q est état de R et i E Ckl. (qo,l) est initial. 

Les règles de Q sont définies par : 

ssi il existe a(xl,.. x ) tel que : 
n 



A f i  
Le fait que B c Q se prouve facilement par induction sur la taille de 

v E K. L'inclusion est d'ailleurs toujours vraie, indépendamment de la 

complétude de Y. 

* 
Inversement, soit t 1- u. On peut alors associer au couple (t,u) un Q 
élément v tel que 6(v) = t et Y (v) = u (v est le composé "des 

Cl1 

a(xi,.. x,)" intervenant dans la construction). Reste à vérifier que 

v E K, or, Y é tan t  [il-complet sur K, on voit (par induction sur la 
profondeur de vl< v), que chaque variable de v' figure dans Q(6(v1)), 

1 
où elle est affectée par construction d'un état controlant les règles 

R de succession de K./// 

11-2-3-8-2 Remarque : ---------------- -- 

Une relation de B' ne peut pas en général être réalisée par une 
1 

quasi-transduction ascendante. Le lecteur vérifiera ce fait sur 

l'exemple suivant : 

B est le bimorphisme de B' défini par B = ($ ,  K, Y) avec 
1 

*- *- *- - - - 
K = c(a a, a a, a a), $a(x) = Ya(x) =a(x), ~ ( a )  = $(a) = a 

1-2-3-9 Théorème 6 

11-2-3-9-1 Définition et Rappel : ............................ -- 

Soit C une classe de transducteurs. Une relation R est dite C-inversible 
A -1 A A 

ssi il existe T et u E C tels que R = T et R = u.  Notons C la classe 

des relations associées à C. Rappelons (voir 1-1-5) que nous appelons 

TR la classe des transducteurs 'classiques' d'arbres (ascendants ou 

descendants), TQ la classe des transducteurs quasi-généralisés, TG 

celle des transducteurs généralisés (ces deux classes ayant été introduites 

par nous dans Cg]), T' - FST et GFST deux classes de transducteurs 
introduites par Engelfriet (C511, C521 1. Nous avons : 

e n A  - P A 

TR r TQ = TG $ Tl-FST 7 GFST $ HT 

(HT désigne la classe des hypertransducteurs). 



11-2-3-9-2 Théor2me 6 : Transductions inversibles : .................................................. - 

~ o i t  (: une cl'asse de transducteurs telle quejTQ c C %m. 
Alorq, une relation R est C-inversible ssi R .E el (BIl dgsigne 
l'ensenible'dcs relations associees 8 BI1 )  

f 

$3 ,. 
- Preuve : Soit R une relation C-inversible, Comme C e HT, R est une , 

hypertransdoction inversible donc R E Bi1 d'après le lemme (11-2-5-7-2). 
Inversement, soit R c Le lemme (11-2-3-8) montre alors que - h 

1 ; 
R E TQ, donc R 6 C. S i ' ~ r ( 1 ,  - $, K, '4, l), ~-lfi(l, - Y, K, ), l)rBV1 

0 
donc R-1 É C. Finalement, R s pl entraine que R eat C-ihversible/// 

' ; 
L ,  

1 .  

,'L -, i :1::r,11-2-3-9-3 ...................... Corollaire : 
< r '> ,.\ . 
>,- La classe cl est donc une classe de relations béalisées, ainsi que 

leurs inverses, par des transductions appartenant à des classes C 

"assez larges" et obtenues par composition de transductions classiques. 

Aussi appelerons nous b i  transduction toute relatio - - - <- -- - 
NOUS pouvons We B1° -- - - -- ---- - 7 --..-31 

alors énoncer. I l 
" *R+:23-@Y "*ta .&" 7.. &; P A U *  ,? r r a 3k 

Corollaire du. théodme 6 : 
. $  , ' . d % f  ........................ - , r * ,  

, t :  . &fa . - j ,  ,i, I - '  - t * .  

' , i..,',, ' J  F. < *  ' , 1 % '  
i ., 

" 4 ,  

.CL ,sr - Pour chacune des cl asses de transducteurs TQ, TG, T.&~-FST, L:+$- GFST , PT, , 

bitransductions non TR-invers 1 ' exef~ple suivant 
- ( b r e ~  laiss6e au Leeteur) 

B = ( O ,  K, '4) 

*- - *- 
K = c(a a,a a,a a), d i & ~ )  7 Y 



f i  
Intuitivement, ni B ni ne sont réalisés par une transduction 

classique pour les raisons suivantes. 
A 

- B ne peut être réalisé par transduction ascendante à cause de - n- p- 
l'impossibilité de transformer de façon ascendante c(a,a a,a a) en 

c(à,anà, b(aP,x)) 

h 
- B ne peut être réalisé par une transduction descendante car on a 

nécessairement q[c(x,y,zl -+ y ou z (pour assurer les correspondances 
*- 

entre branches de a a), d'où l'impossibilité d'assurer le contrôle 

sur X. 

Remarquons que la "non complétude" joue ici un rôle fondamental 

dans l'exemple. On retrouve ce rôle de la "complétude" dans les 

preuves précédentes. 

Par contre, le transducteur descendant quasi-généralisé suivant 
f i  

réalise B. 

- 
q3Ca(x)l -+ a(q3Cxl) et q3[a1 -+ a 

On réaliser1 de façon très comparable (laissé au lecteur) . / / /  

Enfin, il est important de voir que les bitransductions conservent 

la reconnaissabilité et les classes Rat lin, Alg lin (cf A). 

Plus généralement on a : 

11-2-3-10 Théorème 7 
n 

Les classes Rec, Rat lin, Alg lin sont closes par TL 

-2 
Remargues ----- ---- péliminaires ------------ : comme les bitransductions sont la classe TI , 
il en résulte que les bitransductions conservent les classes de forêts 

considérées. Rappelons (A) que Rat lin est la classe des images par 

morphismes linéaires de Rec (on se place ici dans des magmoïdes libres). 

On notera Rat lin = L(Rec), où L désigne la classe des morphismes linéaires. 



De même, Alg lin = L(A1g). Ces classes sont étudiées en détail dans (A) 

où l'équivalent du théorème 7 est prouvé, en s'appuyant évidemment sur 

nos résultats sur les bimorphismes (rappelés en les propositions 7-1 et 

7-2, qui sont respectivement nos lemmes fondamentaux 2 et 4) .  Nous 

donnons ici les grandes lignes de la preuve : 

Preuve : La classe Rec est close par transduction inverse donc par 

morphisme inverse. Elle est close par intersection pour la même raison. 

Elle est également close par 1-morphisme linéaire (en termes de grammaire, 

on prend pour règles de l'image les images des règles ! ) .  Donc Rec est 
A 

close par TL. 

Il est facile de voir (A) que Rat lin et Alg lin sont closes par 

intersection avec Rec. Elles sont évidemment closes par morphisme linéaire, 

donc par 1-morphisme linéaire. 

Reste à montrer qu'elles sont closes par 1-morphisme linéaire inverse donc, 

d'après le  théorème 1 (ou le  lemme 2), par démarquage inverse. Soit 6 un 

démarquage. - 
D'apres le  leme 4 ,  on a 6-' L(A1g) c L 6l-l(1ilg) et 6-1 L(Rec) c L 6' '(~ec). 

Reste à prouver que Alg est close par démarquage inverse. Ceci se fait 

en prenant, grosso modo, pour grammaires les images inverses des grammaires 

considérées (le détail est dans A). 
C.Q.F.D. 



II - 2 - 4 PROPRIETES DE LA CLASSE LL DES BIMORPHISMES LINEAIRES : 

11-2-4-1 Position et critique du problème 

Nous abrégeons en LL la classe B(1, rec, 1) des bimorphismes 

constitués de deux morphismes linéaires et d'une forêt reconnaissable. 

Toutes les considérations qui suivent sont valables pour des bimorphismes 

ou apparaissent des forêts raisonnables quelconques, mais nous nous 

cantonnons au cas reconnaissable pour la clarté de l'exposé. 

f i  
Nous savons (11-2-2-2) que la classe LL n'est pas close par composition 
-2 * (LL  # LL). Nous nous posons ici la question : la hierarchie 
-n {LL In E N) est elle finie ou infinie ? Nous allons montrer (~héorème 8 )  

que G2 = s 3 ,  donc que G2 est la cloture par composition de la classe 
A 

LL, et donc que la hiérarchie considérée s'arrête à n = 2. Ce résultat 
est dans son énoncé à rapprocher du théorème 2 (11-2-2-1) où 
P- 
TI # A2 TI . Pourtant, nous allons voir que les deux résultats sont 

de nature différente. 

f i  
En effet, nous obtenions dans le théorème 2 G2 = B t l  et caractérisions 
ainsi la cloture transitive d'une classe de bimorphisme où les morphismes 

étaient classiques (c'est à dire des 1-morphismes), par une classe de 

bimorphismes de magmoides. Ce problème était même un de ceux ayant 

motivé l'introduction des morphismes de magmoides ! Montrons maintenant 

que nous ne pouvons pas espérer trouver une classe de bimorphismes X telle 
6 

que E2 = X. En effet, on sait que le "langage de branches'' (1 .d .b. en 
abrégé) d'une forêt reconnaissableest un langage reconnaissable. On 

vérifie facilement que le langage de branches de l'image d'une forêt 

raisonnable par un morphisme quelconque est reconnaissable. Ceci 

implique que, pour tout bimorphisme B, dom B a un langage de branches - - 

A 2  
reconnaissable. Or, l'exemple de LL donné en 11-2-2-2 montre qu'il n'en 

fi2 
est rien en général, donc qu'une transformation de LL ne peut en 

général pas être réalisée par un bimorphisme. 

Nous avions généralisé la notion de 1-morphisme à celle de k-morphisme 
'-3 

pour rendre compte de G2 = E3. Peut-on rendre compte de c2 = LL par 

une nouvelle généralisation ? Non, car si on regarde de prés, on voit 

que le fait qu'un morphisme conserve la reconnaissabilité des langages 

de branches tient à la notion même de morphisme (compatibilité avec les 
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La classe  Rat. Lin. étudiée dans y ~ f '  dédigne ib ensemble 

" ~ v 3  (KI Id es8t un morphisme l i n é a i r e ,  K une fo rê t  reconnaissable) 

KqW" '  ~jy*.d '<?>,&', ,, 
i,t,* q*, .- ' *q,#?? . .: *, .L&:d 

2. ,. 

i,. , j 
- r  

:- . : , / 
+;> ..-,- ~ y y d  
, > 

-! - 
' ( l a  res<rictiu>n ~ a r  v sur  les f i b r e s  d;? modifie efi r i e n  le  fond dès 

2)  N a i s  dgfinissons 

{ $ C v , ( ~ ) I ~  r IDRL, l i n g a i r  

LD dgsignera évidemme 
< - 

4) Nous appelerons quasi-bimorphisaie t o u t  quintuplet  (u, 4 ,  F, Y, v )  

où u e t  v e N ,  e t  Y sont des morphismes l inliaires et F E IDRL 

( l e s  quasi-birsorptrismes g6néralisent les bimorphismes car  F no 

raisonnable). La c lasse  des qu&i-bimorphismes se ra  désignée p 

Otl a l e s  mêmes class&ffcatfahs die type que pour les binaoli.phismes./// 

A 2  = - 1  - Le théorème 9 mont re~a  a lo r s  que LL - QB 



1 11-2-4-2 Les résultats 1 
A 2  A 3  A f i  

Théorème 8 : LL # LL = LL = DL O LD 

f i 2  
Preuve : LL # LL a été prouvé en 11-2-2-2. 

ler Point : Soit B = (1, a ,  K, Y, 1) E LL. construisons B1 E DL 
/ * r  

et B2 E LD tels que B = B1 O B2. 

Si 4 est un morphisme de r dans C et Y de ï' dans A, posons 

B1 = (6, KI, 1) avec : 

1 1 
K1 = a(K, T(C) T(A) ) (a est un nouveau symbole) 

0 y O 

6a(x, y, z )  = y, 6 est l'identité ailleurs. 
1 4' est tel que, pour tout t, u, v E To, 

Il est facile de construire un morphisme 4' tel. +' peut de plus 
être pris k+l linéaire si + est k-linéaire. 
On construit de même B2 = (1, Y', K2, 6 )  avec : 

1 1 
K2 = a(K, T(A)oy T(CI0) 

6 déjà défini pour B 
1 

Y' est le k'tl morphisme linéaire (si Y est un kt-morphisme) tel que ; 

pour tout t v ,  ut, v 1  E T' 
O' 

Reste à prouver que B B 
1 

n r 
B 2  

(u,u') E B O B = >  3a(tiu,v)~Kl, a(tt ,ut ,v')eK2 
1 2 

<=> 3t et t' E K, v et v' tels que 

<=> 3 t et t' E K, v et v1 tels que 

t = t', mCl1(t) = U = v', YCl1(t') = u' = V 

<=> 3 t c K tel que $Cll(t) = u et Ycl1(t) = U' 

<=> (u,u') E B 



A 3  2itA poini- soit B o B' o B>* c LL . 
", 

'. 
l3,' après ( 1-2-2-3), ,on peùt . toujo~rs supiolar que B' est conmi diW%** , , 

h .a- 
premier point. On déduit alors de ce v i o r  point s * que B' s DL.D LD 

rrc #- & ' A "  *, < 

donc qué, B 0 ,B* 0 B" c LL 0 DL O LD O LL. 
E i . / r e  

Les lemmes '4 d e  'pénnrratlcn no& dofirkht aisément 41. 6 DL c LL qt 
- / i r e  A 2  '-2 

43cLL.  LD O hL c LL d103 B O Bf o Bft c LL et finalement LL 

l i. 1 - 
, '3èm Point Soit B et'B1 comme dans le point 1 Càvec les restriati? 

éI Zw premiare composante). Ce point 1 nous asswe que 
A I*c &*',-' 

B O BS c DL O LD O DL O LD et, en appliquant successivement les 

' lames 4 de permutation et le point 1, ort obtient - . , 
p I h h A / \ r ^  A 

B O B' c DL o LL O LD c DL O DL O O BD c DL o'LD. 1 

- Ce résultat s'étend facilement au cas ou B et B' ont c h  -strictias 
- - 6 2  A 

de fibres quelconques. D'O~ LL c DL O LD. C.Q.F.D. 

I 

é o r è m e  9 
, <- , 

!"h2&: kw*a-:-;**+;,<LL :, -2 
. . .?pl W * i . . < l l ^ i - i . ~ # < f  ' * * z  fi.,. $2 

t --LI '"Preuve : " 
1 .  

" ler point soir + er p .  aeu;it morphismes linéaires, respectivement de f; 

N 
dans r et de & dans î. 

Nous associons a + et @ '  : 

1 F = ~(T(P);, T(A) (a nouveau symbole) 
O 

h, morphisme linéaire tel que : 

11 est facile de construire un .tel h - nous le laissons au lecteur) 
h', morphisme linéaire tel que : 

f l a t , u  = a u  ; t 1, t 1) 6 le démarquage tel que 

6(a(x,y,z)) = x, l'identité ailleurs 
:$$ 

6' le dQmarquage tel que 
rq r ,., p 

Gt(a(x,y,z)) = z, l'identité ailleurs 

Considérons maintenant le quasibimcrphisme Q = (6, hCl1 (F)nh1C13(F1 ) ,6' ) 



- 1 et montrons que Q ̂ +[il O @'[il 

A 
(t,tl) c Q <=> 3 w = a(t,u,tl) E h (FI n hlcll(F1) 

[ 11 

<=> 3 u tel que u = $Cll(t) = +lC1l(tl) 

/- 
<=> (t,tl) c 4 /i -1 

Cl1 O Cil 

ce qui achève la preuve. 

L 2ème Point Soit maintenant B1 O B2. E LL 

avec B = (v, Y, K, 4, y) et B2 = (y1, (l, K1, Y', vl). 1 

D'après (1-2-2-3), on peut supposer p = p '  = 1. On a alors 
A A - 1 - 1 B I O B  = Y  

2 Cvl O O (111 O mlcll 0 PK' 0 '4" Cvl 1 

D'après le point 1, il existe 6, h, F, F1, hl, 6' tels que 

A 6 - 1 d'où B1 O B2 = (60y)~v~0 PhCll(~)nh1C13(F1 )n6-'(K)n6 l-l(K1 )0(610y' )[vl 1 

- 1 
or, h[ll(F)nhlC1l(~l )n6-'(~)n6' (K' )=h Cl] (F)nh1C11(~1nh1;~1(6-1(~)n6i10<' 1))  

- 
appartient à IDRL (car F1 nhl l( 6-'(K)n6 '-l(K1 1) est reconnaissable). 

[il 

# - A -  O 2  A 
Nous en déduisons B1 O B2 c QB soit LL c QB 

A 2  - 3ème Point Montrons l'inclusion inverse, c1est à dire que LL 2 QB 
Soit pour cela Q = (v, 4, hCvl(F)~h'cvl(F')~('~~l) un quasibimorphisme. 

A 2  
supposons que {(t,t)ltch (F)nhlCvl(F1)) c LL Cul 

-1 A 2  On en déduit alors que Q c 4 O LL 0 4 1 c c4 = Û2 
Le résultat serait alors établi. Il nous reste donc à montrer que 

"2 
~ ( t , t ~ ~ t c h C v l ( F ) n h l c v l ( F 1 ~ ~  c LL . 

Pour cela, considérons G = ~.(T(E):, F, F1 



S o i t  f l e  morphisme l i n é a i r e  t e l  que 

f C l l  a ( u , t , t l )  = a ( u ,  hCvl ( t )  , h ' C v l ( t '  ) )  , 

6  t e l  que 6a(x ,y ,z )  = x  e t  6  = i d e n t i t é  a i l l e u r s .  

e t  g  t e l  que g  ( u )  = a (u ,u ,u )  Cil 

On a a l o r s  

- 1 
( u , u ' )  E ( 6 ,  G ,  f ,  1 )  0 gCl1 

Autrement d i t ,  

-1 A 2  
{ ( u , u )  ( ~ ~ h ~ ~ ~ ( F ) n h ' ~ ~ ~ ( ~ '  ) }  f i  - (6, G, f ,  1 )  0 gc-1 E LL 

C.Q.F.D. 

C o r o l l a i r e  d e s  théorèmes 8 e t  9 : 

La c l  oture par  composition e t  invers ion des bimorphi smes semi -1 i neaires 
0- f i A A  
DL e s t  l a  c lasse des quasi-bimorphismes QB = DL O LD. 

A 

La classe QB e s t  donc close par  composition. 
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CHAPITRE 111 - 1 

1 NTERPR~TATIONS ET CONSÉQUENCES DES RÉSULTATS 

III - 1 - 1 RESUME DES PRINCIPAUX RESULTATS : 

Nous donnons dans la page qui suit un tableau synoptique 

la seconde partie de cette thèse. 

Anticipant sur les théorèmes 1 et 2 de 111-1-2,  nous donnons i c i  un 

résumé des propriétés des principales classes de forêts vis à vis des 

principales classes de bimorphismes. 

fi  

Les classes Rec, Rat l i n  , A l g l i n  e t  MIDRL sont  closes par  TL, donc 

par  T? , fS c t  b i  t ransduct ion .  

Les classes Rec, Rat l i n , A l g l i n  e t  MIDRL sont  c loses par  morphisme 

1 i néai r e  séparé, morphisme 1 i néai r e  séparé i nve rse  e t  i n t e r s e c t i o n  avec Rec. + 
La c lasse Rat l i n  e s t  c lose par  DL. 

La c l o t u r e  de Rec par  morphisme l i n é a i r e ,  morphisme l i n é a i r e  i nve rse  

e t  i n t e r s e c t i o n  avec Rec e s t  l a  c lasse MIDRL. 

Cet te c lasse e s t  c lose pa r  union, i n t e r s e c t i o n  ( e t  évidemment quasi -  

bimorphisme) . 
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Théorème 4 
le cas 

dyadique 

G2=G 

Lemme 1 Lemme 6 Lemme 4 Lemme 5 Lemme 7 

( Inversion de 

Théorème 2 

Théorème 3 

Théorème 7 Théorème 8 

Conservation de classes de 
forets par bimorphismes 1 

Théorème 6 
les hypertransductions Thqorèmp9 
inversibles sont les = ~ = Q B  

bitransductions 
; 
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III - 1 - 2 LA CLASSE DES FORETS M 1 D R L : 

111-1-2-1 P r o p r i é t é s  de  c l o t u r e  

Théorème 1 : 

1 - La c lasse  MIDRL e s t  l a  c l o t u r e  de l a  c lasse des f o r ê t s  reconnaissables 

par  morphismes 1 i néai res  , morphismes 1 i néai res  inverses e t  i n t e r s e c t i o n  

avec l e s  f o r ê t s  reconnaissables. 

2 - L'image par  morphisme l i n é a i r e  de t r o i s  (ou d 'un  nombre quelconque 

de) R a t - l i n  e s t  dans MIDRL. 

3 - La classe MIDRL e s t  c lose par  union e t  i n t e r s e c t i o n .  

Preuve : 

1 - est conséquence des  théorèmes 8 e t  9 de III. 

En e f f e t ,  comme QB est l a  c l o t u r e  p a r  composition de LL, il s u f f i t  

d ' é t a b l i r  que MIDRL = (Rec) QB. 

Par  d é f i n i t i o n  de QB, on a MIDRL c (Rec) &B. Inversement,  remarquons 

qu'une f o r ê t  de Rec(QB) est de l a  forme +-'(K) n h ( f ( F )  n f ' ( F 1 ) )  q u i  
-1 -1 

s ' é c r i t  encore  h ( f ( F )  n f ' ( F 1 )  n h $ (K 1. 

-1 -1 
O r ,  h @ (K) es t ,  comme K ,  r e conna i s sab l e .  On s a i t  que Ra t - l i n  est 

c l o s e  p a r  i n t e r s e c t i o n  avec  Rec. 

Donc f ' ( F 1 )  n h-' ~ - I ( K )  E Rat - l i n  d 'où l e  r é s u l t a t  

2 - S o i t  F = bl(K1) o 2 ( K 2 )  n $3(Kg). Montrons que F E MIDRL. 

S o i t  K a(K1, K 2 ,  K où on d i s t i n g u e  éventuel lement  les  a lphabe t s  3 
de K I ¶  K 2 ,  K g '  

I l  e x i s t e  un morphisme l i n é a i r e  f t e l  que 

f[13a(t l ,  t2 ,  t g )  = a ( $ , ( t l ) ,  4 2 ( t 2 )  , CJ( t3 ) )  

S o i t  g un a u t r e  morphisme l i n é a i r e  t e l  que : 

g c l , ( t )  = a ( t ,  t ,  t ) .  

I l  est f a c i l e  de v o i r  qu'on a a l o r s  
- 1 

F = (K) f C l l  0 g ~ ~ l  d 'où F E MIDRL ( d ' a p r è s  1- )  

On en d é d u i t  que pour t o u t  h l i n é a i r e ,  h (F)  E MIDRL,  c e  q u i  prouve 2. 
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3 - S o i t  F = h(fl(K1) n f2(K2))  e t  F' deux f o r ê t  de MIDRL 

F n F I  = h ( f l ( ~ l )  n f 2 ( ~ 2 )  n h - l ( ~ ' ) )  

h-'(FI ) = F" c MIDRL ( d l  ap rè s  1 ) .  

f 2 ( K  2 ) n Fr' = f (K n f2-'(F")) E MIDRL (d ' ap rè s  1 )  2  2 

de même, fl(K1) n ( f 2 ( K 2 )  n F") c MIDRL d'où F n F 1  c MIDRL. 

Pour l a  réunion,  remarquons d 'abord  que l a  c l a s s e  L L  e s t  c l o s e  p a r  
A 

réunion.  En e f f e t ,  s o i t  ( 4 ,  K ,  Y) e t  ( $ ' ,  K ' ,  Y') E LL. On peut  t o u j o u r s  

supposer  K e t  K '  d é f i n i s  s u r  d e s  a lphabe t s  d i s j o i n t s  e t  cons idé re r  4'' 
t e l  que 4" = 4 s u r  K e t  4'' = 4 '  su r 'K1 .  De même pour Y". En posant  

Kt1 - - K u K '  E Rec, on a b ien  ( 4 ,  K ,  Y') U (@ '  K T ,  Y ' )  = (@", K", Y"). 
2  

Comme MIDRL = LL (Rec) ,  on en d é d u i t  que MIDRL e s t  c l o s e  p a r  union. 

C.Q.F.D. 

111-1-2-2 P r o p r i é t é s  g é n é r a t i v e s  

1 - Les langages de branches des forêts  de MIDRL sont tous les  langages 

récursivement énumérables. De même, les  feu i l l ages  sont tous les  langages 

récursi vement énumérables . 
2 - La classe MIDRL contient  strictement toutes l e s  fo rê ts  de Alg l i n  

(donc toutes les  algébriques). 

111-2-2-2-1 Preuve de l a  première e a r t i e  du théorème 2 : .......................... -------- ------------------- 
S o i t  L un langage récursivement  énumérable. S o i t  R un système de  r è g l e s  

de r é é c r i t u r e  (V é t a n t  l ' a l p h a b e t  de v a r i a b l e s  e t  E l ' a l p h a b e t  t e r m i n a l )  

engendrant L. 

Appelons ul -+ v ~ , . . .  u -+ v les r è g l e s  de R. On i n t r o d u i t  l e s  a l p h a b e t s  
n  n - 

marqués i, V, 2, l e s  nouveaux symboles -+ e t  #. 

Nous assoc ions  a i n s i  à R l e  langage r econna i s sab le  K d é f i n i  p a r  : 
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- - - - 
v +...+el' G .  Ïi' 

fmp+iui p + ~  
p+l 91q 4 

où S est l'axiome de R, (ui + v E R, q r N 
j 

i 
j 

Un mot de K est une dérivation  dans'^ ssi 

V p < q , m  = m '  
PI n~ 

= n '  etm' n' = m p Vip p ptl Ui 
n 

P P p+l 
p+l 

Cette dérivation est alors nécessairement terminale (puisque seul - 
C est marque en C ) .  

K peut également être considéré comme une forêt reconnaissable 

monadique. 

Soit alors 4 un S morphisme linéaire tel que 
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e t  Y un 2 morphisme l i n é a i r e  t e l  que 

(La const ruct ion  de @ e t  Y sont  l a i s s é e s  au l e c t e u r ) .  

So i t  e n f i n  l e  démarquage IT t e l  que 

n a ( t ,  u ,  v )  = v 

So i t  T = (Ky 4) O ( Y ,  n)  E DL O LD. 
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c.r 
Il est facile de vérifier que (t,u) E T ssi t est une dérivation du u 
dans R. Finalement, on a T(K) = L, où L est considéré comme une forêt 
monadique. L est donc égal à son langage de branches,et on a bien répondu 

au premier point, car L = T(K) E MIDRL (théorème 1). 

Soit maintenant le 1-morphisme linéaire tel que : 

Il est immédiat que @(L) a pour feuillage L. 

D'après le théorème 1, +(L) E MIDRL 

C.Q.F.D. 

111-1-2-2-2 Un lemme 

initi0n:Soi.t C un alphabet gradué donné. On lui associe l'alphabet C 03 toute k 
lettre a(xl,.., x ) de. T. devient a(xl) et Z reste inchangé. Atout langage 

n 1 
O 

L de t* on associe la forêt B(L) de T(Cl0 par : 

I B(L) = { t E T(L); 1 toute branche de t E L 1 

B(L) est la forêt de branchage L, c'est "l'ensemble de tous les arbres 

dont les branches appartiennent à LI'. 

Lemme : - 
Soit E un alphabet gradué donné. 11 existe une transformationn C de QB 

qui, à tout arbre t, associe bijectivement un arbre raonadique for& de 

la suite des branches de t, ordonnées selon un ordre canonique et séparées 

2 à 2 par un marqueur. 

Preuve : 
__L 

1) Soit t un arbre de T ( E  1:. On peut ordonner compléternent l'ensemble de 

ses branches par : 

b 5 b' ssi - il existe une branche initiale c, une lettre a, deux sous- 
t branches finales b et b' telles que 1 1 
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- dans t, b et b1 ont c a bfl comme plus grande sous branche 
ème ème 

initiale commune, bl est i successeur de a, bt est j successeur de 1 
a dans t, et j 2 i. 

II) Soit G la forêt définie comme suit : 
1 

G est l'ensemble des arbres t de T( B)o , où deux branches immédiatement 

successives (au sens de I défini ci-dessus) sont marquées (différemment 
t 

pour les 2). Ainsi, à tout t E G, on peut associer g!t) et d(t) qui en 

sont les 2 branches marquées (avec g(t) < d(t)) 

De même, GI est l'ensemble des arbres où la plus petite branche est 

marquée. Gf est 1 ensemble d e s  arbres où la plus grande branche est 

marquée (ordre au sens de 1) toujours). 

Ainsi, à tout t c G on associe g(t) et à tout t c Gr, on associe d(t). 
1 ' 

Il est facile de voir que Ga G et G sont reconnaissables. 
1 F 

Enfin, on considère G1 la forêt des arbres ayant une branche marquée. 

- 
III) Soit F1 = {a(tl,a(t2,. . ,a(t,-,, t,)))(nc~, ticG') 

(a est un nouveau symbole). 

F1 est évidemment reconnaissable. 

Soit 6 le démarquage effaçant les marques des branches dans G' et tel 

que 6 a (x, y) = x. 

Soit $ le 2 morphisme linéaire défini par : 

I 
$ tel que 4(t) = <t,t> sur T(C) (construction déjà vue) 

O 

4 est donc tel que : 
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Soit F2 = (a(ul, a(u2,. . . a(~,-~, un))...) 1 u1 E GI 

u E G les autres u E G 1 
n F' i 

F est également reconnaissable. 2 

Il est facile de construire un 2-morphisme linéaire Y tel que : 

(Y est construit en s'inspirant de 4 et en effaçant certaines marques 
de branches. ug signifie qu'on a gardé que la marque de la plus petite 

d 
branche - "la plus à gauche'' ; u signifie qu'on a gardé la marque que 

de la plus grande branche - "la plus à droite"). 

Soit F3 = { u1 .u2.. . u 1 u1 E GI, un E GF , ui E G 1 n 

où u est substitué à l'extrémité de la branche marquée la plus à i+l 
droite de ui. Le sommet de u est de plus marqué de cette extrémité). i+l 

Il est alors facile de construire un 2-morphisme linéaire Y' tel que : 

Y' (ul.u 2... un) = a(ul, a(u2, ... a ( ~ - ~ ,  un)...)) 

Il suffit pour cela de recopier sur la première composante et de 

suivre sur l'autre, sans rien recopier, la branche marquée la plus 3 

droite. Ce détail est laissé au lecteur. 

Soit enfin h un 1-morphisme linéaire qui dans un arbre sélectionne la 

branche marquée la plus à droite et fait précéder son sommet d'un #.  

Il faut pour cela avoir pris la précaution, en marquant les branches 

dans G, G', GI et G de marquer chaque noeud de branche marqué du rang F ' 
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de son successeur appartenant à la branche. h ne fait alors qu'effacer 

les marques et les arités inutiles. 

Soit C = ( 6 ,  FI, 4 )  O (Y, F2, id) O (Yv, F,, hl é QB 

IV) C associe à un arbre quelconque un arbre monadique constitué de 

l'ensemble de ses branches (séparées par des symboles distingués). 
1 En effet, soit un arbre t é T(EIo 

- 1 6 (t) n FI est l'ensemble des arbres de FloÙ tl = t. 

(au marquage près d'une branche) 

D'autre part, +(u) = Y(v) ssi 

v = a(ul, a(u 2,... a(~,-~, un)...)) avec : 

- u est t avec la branche la plus à gauche marquée 1 

- u i+ 1 est ui au marquage près avec, dans uitl, la branche marquée la 

plus à guache qui est celle marquée la plus à droite dans ui 

- u est t avec la branche la plus à droite marquée. n 

Finalement, comme dans un u. ce sont deux branches immédiatement 
1 

successives qui sont marquées (au sens de l'ordre s t), (6, Fl,()o(Y, F2) 

associe à t l'arbre a(ul, a(u 2,... a(u -1, un)...)) où la branche la 

plus à droite-marquée de u est la ièmgbranche de t. 
i 

Y F3, h) met pour finir bout à bout ces branches. 

Finalement, C réalise bien la transformation indiquée. 

Le caractère bijectif est évident. 

C.Q.F.D. 

111-1-2-2-3 Preuve de la deuxième partie du théorème 2 : ................................... ------------------- 
Soit L un langage récursivement énumérable. Associons lui le langage L # 

récursivement énumérable constitué des suites de mots de L, séparés par 
# des #. L peut être considéré comme une forêt monadique. On a alors 

# C-l (L ) = B(L). 

D'après la partie 1 du théorème, L EMIDRL donc B(L) E MIDRL. 
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D'autre part, on sait Cl1 1 que toute forêt algébrique est de la forme 
((Dn n K) où ( est un 1-morphisme linéaire, K une forêt reconnaissable 

et D est une forêt de Dyck, c'est à dire une forêt de la forme B(D),  n 
où D est un langage de Dyck. 

Tout langage de Dyck étant récursivement énumérable, on a donc, d'après 

ce qui précéde, toute forêt de Dyck dans MIDRL.  après le théorème 1 

et le théorème de Chomsky-Schützenberger pour les forêts algébriques 

ClIl, on a bien toute forêt algébrique , donc, par k-morphisme linéaire, 
toute forêt de Alg lin, incluse dans MIDRL. 

Par contre, il est évident que les forêts de D , pour n r 3, définies n 
dans C191, ne sont pas dans MIDRL. 

Enfin, la partie 1 du théorème montre bien qu'il existe des forêts de 

MIDRL qui ne sont pas dans Alg lin. 
C.Q.F.D. 



1 I 

,, Ws, la *cas des langages, la notion de PirngTphispfB est n&e 

de l'étude des transductions d'états finis. TeLie a* ét& 6gkiewnt qotre 

démarche, commencée dans C91. Le but est le même : partant de la notion 

de transducteur d'états finis , notion empiriquement immédiate maf s peu 
-. .... .- 

adaGt6e a une étude mathématique, nous substituons la notion de b"Jm0iphisme 
,** , '- - rr 

décrite en teqnes simples. 11 est normal que nous revenions ici aux trans- 

ducteurs di6tats finis, après avoir tant btudié les bimorphismes ! Nous 
.< - 

faisons ce retour - informel - en quelques remarques. 

T'FST = classe ci-dessus 

(les T'FST sont des TD qui "vérifient des contraintes même sur ce qu'ils 

ne lisent pas") 

GFST = 1 + O (6, K, Y )  1 + et Y  sont des 1 morphismes 

K E Rec, 6 démarquage 

La classe TA liest close par composition. 
1 

D'autre part, Thatcher et Goguen C583 avaient intraduit une notiern 

Bquivaïente 3 celle de k-morphisme, partant de la notion de transducteur 

déterministe. Malheureusemnt, ils ne laissarent cette id6e que sous forme 

4s r e m u e ,  leur formalistne ne permettant seiib1.-t-il pas de daveloppetwnt 

3 cette idée (diff icultos à dafinir la composition, etc.. . ) 
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-- 

(111-1-3-2 Sur la forme des bimorphismes ci-dessus 

On remarque que les seuls morphismes inverses apparaissant dans C581 sont 

des démarquages propres. 

La raison en est que, grosso modo, les images des morphismes l'gauches'l 

ont la forme des parties gauches des règles, et de même à droite. Comme 

dans les transducteurs d'états finis, la partie gauche des règles appartient 

à l'alphabet (hormis les états), il est normal que les morphismes "gauches" 

(c'est à dire ceux qui sont inversés) des bimorphismes soient des démar- 

quages propres. Pour être précis, donnons la construction qui prouve que 

tout TA est équivalent à un (6, K, $1 où 6 est un démarquage propre, 

K E Rec et $ est un 1-morphisme : 

à toute règle r : a(qi Cxll, ..., qi C n 1 )  + qCt(x ,.., x 11 
1 n j1 j P 

on associe la lettre a (x x ) et 
r 1'" n 

et K est la forêt reconnue par l'automate dont les règles sont les 

associées aux règles du transducteur. 

Si le transducteur est linéaire, $ est bien linéaire. 

On voit bien ici les rôles de 6, K et $. 

6 assure le non déterminisme, K le contrôle des états et 4 la transformation. 

11-1-3-3 Bimorphismes et généralisations des transductions d'états finis 

Nous venons de remarquer la forme très dissymétrique des bimorphismes 

associés aux transducteurs classiques. Ceci tient au caractère très 

dissymétrique de ces transducteurs eux-mêmes (contrairement à ce qui se 

passe dans les langages). 

Voyons comment on peut passer d'un bimorphisme (4,  K, Y) où $ et Y sont 

des 1-morphismes, à une notion plus générale de transducteur ascendant. 

Dans le cas où $ est un démarquage propre, on obtient l'inclusion inverse 

de celle construite en 111-1-3-2 par la construction suivante. 
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Soit K reconnaissable sur C. A toute règle de reconnaissance 

de K, on associe la règle de transduction ascendante : 

Cette construction se généralise si 6 n'est pas un démarquage. 

Si on considère alors 

on prend les règles ascendantes 

où : ak = x si x. apparait dans 6 a(xl,.. xn) et sinon 
jk Jk 

ak = F où F est la forêt reconnaissable reconnue par l'automate 
qjk 9 

de K avec q comme état firial. 

On peut définir le fonctionnement du transducteur T ainsi obtenu de la 

même façon que pour les transducteurs ascendants classiques, mais on 

remarque que : 

- si 6 est non complet, T génère une forêt reconnaissable (en général 
infinie) à la seule lecture d'une lettre 

- si 6 non strict, T génère une forêt reconnaissable sans rien lire, 
Ces cas se présentent d'ailleurs dans le cas des transductions de 

langages. 

- si 6 non linéaire, la règle de T ne peut être appliquée qu'en "testant 
des égalités". 

14 faut vérifier que les arbres substitués à plusieurs occurrences gauches 

d'une même variable sont égaux. 

T ainsi défini réalise la même transformation que le bimorphisme donné. 

Mais il est à remarquer que, en partie gauche de chaque règle, les 
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occurrences d'une même variable sont toujours marquées d'un ~~ état. 
Inversement, la donnée d'un système de règles généralisées comme ci-dessus 

devra satisfaire cette condition pour s'interpréter en termes de bimorphismes. 

Nous avons ainsi, à partir d'un bimorphisme symétrique introduit un trans- 

ducteur dont le fonctionnement est "symétrisé" : T teste des égalités 

comme il en génére il "réécrit sans lire" comme il peut "lire sans 

réécrire". . . . . . 

111-1-3-4 k-morphismes et transducteurs descendants 

Si et Y sont des k-morphismes, on ne peut plus interpréter en termes 

de transducteurs ascendants. Par contre, la construction suivante associe 

un transducteur descendant déterministe 3 k é ta ts  à t o u t  k-morphisme : 
'b % 

à @a(xl,.., xn) = <t 1.81,... t 0 > 
k' k 

On associe, pour tout i E Ckl, les règles 

avec, pour tout 1 E [pl, 

ei(1) = (kl-1) x k + j 
1 

ème Prendre qi comme état initial revient à selectionner la i composante 

de l'image par O. 

Cette idée apparait d'ailleurs, comme déjà dit, dans C581. 

Inversement, à un transducteur descendant meme déterministe, on ne peut 

pas en général associer un bimorphisme comme ci-dessus (voir dans cet 

ordre d'idée 11-2-3-2). 

Mais les résultats de C511 montre qu'un TD est toujours inclus dans le 

composé de deux bimorphismes. 

Etant donne un transducteur descendant, on peut se demander s i  il est  
équivalent à un bimorphisme semi-1 i neai r e  (de DL). Cette propriétC e s t  

décidable. La preuve est laissée au lecteur. Elle repose sur le fait que 

toutes les contraintes sont reconnaissables, qu'on peut alors décider 

si le nombre de "recopies" est borné ou non. Si il est non borné, le 

transducteur n'est pas équivalent à un DL, sinon, il l'est en "numérotant 
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les occurrences des variables (on fait ainsi apparaitre un k-morphisme 

linéaire). 

111-1-3-5 G.F.S.T., hypertransductions et adjonction de torsion 

Engelfriet introduit dans C511 la classe GFST. Il est remarquable qu'il 

introduise empiriquement à cette occasion l'adjonction de torsion. 

Partant de la notion de transducteur descendant, l'auteur critique 

cette dernière et introduit d'abord la possibilfté pour un TD de vérifier 

des contraintes reconnaissables sur des arbres non recopiés. Il obtient 

ainsi la classe T'FST. Il est remarquable également que les bimorphismes 

servent de guide dans cette démarche. Cette démarche aboutit aux GFST, 

dont la caractérisation en bimorphismes est rappelée en 111-1-3-1. Or, 

les GFST sont grosso modo des hypertransductions de type (2, kl, k2) 

(II-2-3-4-2), (c'est à dire composés de deux bimorphismes de (dem, Rec, 

k.-morphisme)). Il est normal, d'après 11-2-3, de les décrire par une 
1 

adjonction de torsion. Ainsi, les n-hypertransductions que nous 

introduisons dans 11-2-3 généralisent au cas n ce que sont les GFST 

au cas 2. Seulement, le concept d'adjonction de torsion n'étant pas 

dégagé dans C511, la définition des GFST est très lourde et impossible 

à généraliser à nos hypertransductions. 
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III - 1 - 4 A PROPOS DE LA COMPILATION 

L'étude des transducteurs d'états finis d'arbres a été en 

bonne partie motivée par les "syntax-directed translators" (S.D.T. en 

abrégé) (voir par exemple D.F. Martin - S.A. Vere C691). Rien d'étonnant 

dès lors à ce qu'il y ait des liens entre bimorphismes et S.D.T.. 

Néanmoins, pour montrer la large portée de nos bimorphismes, nous avons 

préféré en développer les applications dans un autre domaine, d'esprit un peu 

diff6rent:les grammaires transformationnelles (111-2). Aussi ne ferons 

nous ici que donner quelques exemples et énoncer quelques résultats simples, 

vérifiant l'adéquation de notre formalisme aux S.D.T. soit, plus généralement, 

à la compilation par attribut (Lehre C1021). 

Premier ------------ exem~le -- : Le lecteur vérifiera facilement que les "syntâx- 

directed translation schemes" (C931, C941, [1101) "sans mot vide" sont 
,lorsqulon les interpréte comme transformations d'arbres, équivalents à 

des bimorphismes (4, K, Y) de la classe TI, où r$ et Y sont des quasi- 

démarquages. En conséquence, lorsqulon les compose (au sens des relations 

d'arbres) on obtient des transformations fidèles de TS (où les morphismes 

sont des démarquages quasi-complet). Ce résultat se prouve en utilisant 

les lemmes 1 (sous lemme 1-11 et 4. 

Le fait que les morphismes sont des quasi-démarquages fait que nous 

n'avons pas de problème de chevauchement de découpage, comme le matérialise 

le lemme 1, et donc qu'on reste dans la classe TS, (mais non TI car on 

perd la complétude). 

Plutôt que développer ce modèle, nous préférons ci-après donner un 

exemple d'un modèle plus général. 

Deuxième exemple : Les "syntax-connected transductions" (S.C.T.). ------------- 
Ce modèle, généralisant le précédent, est introquit par P.P. Schreiber C841. 

A tout S.C.T., on peut associer un bimorphisme (4, K, Y) où 4 est un 
quasi-démarquage et Y est un 1-morphisme, respectivement complet, linéaire, 

sans torsion si Y est "rand-preserving" , "linear", "regular". 



III - 19 

Exemple : soit 

( r1 S + a SB a A, S a B [1,21 

(r2) B + b BA, b BB [1,1] 

S est l'axiome. 

Pour l'auteur, un S.C.T. fonctionne comme suit (informellement). 

Partant de S, on dérive en parallèle à l'aide des règles ci-dessus, 

comme dans deux grammaires algébriques. Les chiffres entre crochets 

indiquent les correspondances entre variables. Ces correspondances 

se composent au fur et à mesure de la dérivation. Commentons un 

exemple de dérivation : 

L'application de r donne 1 

Autrement dit, on applique d'une part S + a SB a A, d'autre part 

S + S a B .  

Cl, 21 réalise une application des occurrences de variables du second 

terme droit dans celles du premier. Cette application respecte les 

variables (à A associe A, etc.. . ). Les liens sont matérialisés sur la 
figure . 
On continue en dérivant simultanément à partir des variables se 

correspondant. Ce qui donne par exemple par r 2 
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puis par r2 encore 

etc.. . 

Pour nous, nous décrirons cette transformation par le bimorphisme 

(4, K, Y )  

où K est la forêt locale définie par les successions. 

s1 (xl, x2, x3) a pour successeur ls5 sl(xl, x2, x3 )]x[~~(xl~x2)]x~3] 

B2 (xl, x2) a pour successeurs B2 (x3 x2) 1.. lxI3J 
S1 (xl, x2, x est initial, AJ,  B et S5 finaux 3 4 

L'idée est ici de marquer les variables par des numéros de règles, de leur 

autoriser comme successeurs les successeurs qu'elles ont dans la 

grammaire algébrique "gauche ll~u'~ob j et". 

Remarque : En termes de compilation, l'idée est que la grammaire 

"gauche" définit le langage "source" et lal'droite" le langage "objet". 

4J est un quasi démarquage propre (il reconstitue les regles "sources", 

les variables syntaxiques étant remplacées par une torsion identité). 

4 S1 (xl, x2, x3) = S (a, xl, x2' a, x3) 
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Y reconstitue les règles "objets", les variables syntaxiques étant 

remplacées par la torsion définie entre crochets dans le formalisme 

de P.P. Schreiber 

Il est immédiat que le bimorphisme ci-dessus définit la même 

transformation de forêts que le S.C.T. donné. Cette construction se 

généralise évidemment à tout S.C.T. 

En outre, le lemme fondamental 1 de 11-1-1 montre qu'on peut remplacer 

le quasi démarquage I$ par un démarquage propre, donc que tout S.  C .T. e s t  

un transducteur ascendant d ' e t a t s  f i n i s  (propriété qui semble avoir 

échappé à l'auteur). 

Un ----------------- troisième exemple : On peut, d'une façon générale, "compiler en se 

guidant par la syntaxe du langage source et selon la valeur d'attributs 

associés à l'arbre syntaxique source" (B. Lohre C1021, J.D. Ulmann C1101). 

Les attributs peuvent être hérités (calculés à partir du sommet de l'arbre 

syntaxique considéré) ou synthétisés (fonctions des sous arbres terminaux 

dont le noeud "attribué" est le sommet) ou les deux (ce qui pose des 

problèmes de bouclage ) . 
Nous prenons ici un exemple empreinté à J. D. Ulmann [1101. Il s'agit 

de l'évaluation d'une expression arithmétique. 



k dispose du code 

'i C C a 

instructions suivantes 

oattre le ~nn+anu de la  

arert~e le conta de accumulateur dans l a  r n h i s e  

. f 
2 

additionner, Le contenu de la &h a celui di 
L ' ecctumilaitma 

- 

* \ * 

1 aocwrmlatiç& " ' 

" I .  

On consil e les quatre a t tr ibuts  synthétisés 8uivant~  (nudpot6s 
- - .,T 

h 

de la sous srpmasian ucaciça &ri sous' . r b r < d t  le nqud 
* L W  . 
:":;#&.Y -f - - ,  

id. / 

, 
< ' C  * - 

.. " 
- 

.z ,fi.:*v 
. > - + a  - q-* :v *: - 

-h ri 1. noeud c+a& i 'wr  nul iaeniiwcap - ,, y 
,.*%*)., - 3.;- &*&y>*,~&@%*n.5,-.< 

Ç8;tCCemeuff, ~ j b a ~ a  i&i% ~~ P,. & *pb&br. .& f:- q*<E~.+p&$&k:q* &?*rti)(ll 1 . .  , . 

4 - ~uaiçin;, de 3 

i. aoud durs l * a b n )  (1 PUQtw d a  Ji). . , - - 3'  

' A chaque amud dlm ambre SOUPC~ sont a t t r i b ~ h a  d n  v s ~ e b  de. - 

at tr ibuts  selon Las &glas suivantes,  assPcl6es aux dg lQ da la 

gramaire source. 



I ,  h . .  
- , \  I 

' ' 1  

- f  
\ , -yi, d7~& , . 

1 - ' , 

f 

7 

/ 

h e  J ,  

. ;r <, a 7 - 
Eis Ti OU Ti designa la Mlew du i sttribht' %Our noeud ~ornsgondant 
6tipueté E, T ou.F. 

/ 

E E 4 -T : El = si T3, alors El 'ADD1 T2 . 
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F1 
= 'AcC' NOM ( i d )  

Fp = NOM ( i d )  

Nous associons d c e t t e  compilation par a t t r i b u t  l e  bimorphism ( 6 ,  K,  @, 1) 

K e s t  l a  f o r ê t  loca le  déf inie  par (vo ir  1-1-2-3-1 pour l e s  notations)  

- 
K : S(E(x, y) = {E(x, y ) ,  E(x))  x {T(x, y ) ,  T(x))  

~ S(E(x))  = {T(x),  T(x, y ) )  

S (F(x) )  = (E(x, y) ,  E(x))  

I(K) = {E(x, y ) ,  E(x))  F(10 = {a) 

Chaque composante de l'image du 4-morphisme c$ est associée  à un a t t r i b u t .  
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Comme dans l'exemple précédent, on remplace les variables syntaxiques 

par des torsions, mais des torsions de 4 di1 O où est également indiqué 

le numéro de l'attribut considéré. Pour simplifier l'écriture, on écrit 

séquentiellement la première composante de l'image de @ et on omet les 

8 qui, en toute rigueur, réalisent la composition en largeur. 
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En interprétant le test et la fonction successeur, on a : 

'ACC' Y 'MUL' Z 'ME*' 3 'ACC' X 'ADDd' 3 
\ 

(qui effectue bien Y x Z, range le Asultat puis l'aioute a X. 
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C H A P I T R E  111 - 2 

A P P L I C A T I O N S  AUX GRAMMAIRES TRANSFORMATIONNELLES 

AVANT PROPOS 

Historiquement, l'étude des grammaires transformationnelles 

est née de motivations linguistiques, dans un souci de modèliser les 

langues naturelles pour mieux les étudier. Chomsky est évidemment 

un des précurseurs de cette démarche. Dès les premières études, la 

notion de transformation d'ensembles d'arbres était déjà sous-jacente : 

les transformations sont guidées par la syntaxe, donc par les arbres 

syntaxiques. L'informatique a multiplié les raisons de s'intéresser 

aux transformations de forêts, avec de grandes exigences de rigueur 

sur les définitions syntaxiques, mais sans modifier l'essentiel des 

problèmes : il s'agit toujours d'analyser, générer, transformer ou 

traduire des langages (langages d'arbres en incorporant la syntaxe), 

langages plus où moins proches des langages de l'homme - l'homme 
restant l'interlocuteur privilégié ! 

On touche ainsi aux problèmes de compilation, traduction, langages 

conversationnels, ou, plus généralement, aux analyses, générations, 

transformations de processus quels qu'ils soient (phrases, schémas de 

calculs, de cablage, ... ) selon l'interprétation que l'on donne aux 

noeuds de l'arbre (métasymbole, fonction ou opérateur à n arguments, 

"boite" à n entrées...). Mais l'ordinateur sera lé principal intéressé 

lorsque ce sera lui qui "traitera" ces arbres. C'est pourquoi, même 

lorsqu'il s'agira d'étudier les langues "naturelles", nous nous libérerons 

des tendances à chercher des l'transformations psychologiquement naturelles" 

(sic). Notre démarche ira dans le sens de la production de concepts 

mathématiques féconds, susceptibles d'être mis en oeuvre algorithmiquement 

mais universels vis à vis de traitements particuliers sur ordinateurs. 

(Nous entendons par "concept fécond1' tout outil, en particulier tout 

formalisme, "contribuant à la résolution des problèmes qui lui ont donné 

naissance" (d'après G. Jacob)). 
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III - 2 - 1 RESUME, PRESENTATION DES PRINCIPAUX RESULTATS ET EXEMPLES : 

111-2-1-1 Idée Générale 

Une grammaire transformationnelle (G.T. en abrégé) est la 

donnée d'un noyau (qui est souvent une forêt reconnaissable) et cl'un 

ensemble derègles cktransformations, soumises à diverses contraintes, 

qui permettent de transformer ce noyau. Les arbres précisent la structure 

syntaxique des mots que sont leur feuillage. 

Nous donnons en 111-2-1-2 quelques exemples de transformatiomdont l'idée 
résumée ici. 

Exemple 1 : La transformation est 'reconnaissable' en ce sens qu'elle 

conserve la reconnaissabilité des forêts (ici, elle est réalisée par 

une transduction linéaire). 

Exemple 2 : "Transformation avec test d'égalité''. On teste dans 

l'arbre à transformer l'égalité de deux sous arbres et, si oui, on 

transforme. Le domaine d'une telle transformation n'est pas reconnaissable. 

Exemple 3 : "Génération d'égalité". Cet exemple est dual du précédent. 

On recopie deux fois un même sous-arbre. En fait, il est plus fréquent 

- et c'est le cas ici - de recopier deux fois "à peu près" le même 

arbre ( ici, "Dieu" figure dans un transformé , "César" dans 1 'autre). 
Les pages roses du petit Larousse sont pleines de phrases de ce type 

''à effet stylistique". En fait, nous parlerons encore dans ce cas de 

"génération d'égalités". 

Exemple 4 et 4 b,is : "Structure récursive". Une structure (un arbre) se 

greffe sur elle-même un nombre arbitrairement grand de fois. 

Enfin nous présentons un exemple 5 plus complet. 

Dans tous ces exemples, nous n'explicitons pas les rèlges précises de 

transformation, car elles dépendent des formalismes - souvent fort 
lourds. Seul, l'exemple 3 est complétement décrit dans la partie 

(111-2-2) dans le cadre'des G.T. de Ginsbwg - Partee (que nous 
appelons "G.T. par coupes"). 
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Quelque soit le formalisme adopté, la composée de deux transformations 

élémentaires n'est en général pas élémentaire. Nous prouvons par exemple 

en 111-2-2 que la transformation de l'exemple 3, composée de 3 transfor- 

mations élémentaires au sens des G.T. par coupe, ne peut être réalisée 

par une seule transformation élémentaire. Il en est de même des exemples 

4 et 4 bis. Pour ces derniers, les transformations ne peuvent pas être 

réalisées par composition de transductions d'états finis classiques 

d'arbres (puisque celles-ci conservent la reconnaissabilité des langages 

de branches). Enfin, l'exemple 5 ne peut être réalisé, ni par une 

transduction d'états finis, ni par une quelconque transformation 

élémentaire (quelque soit le cadre dans lequel on se place). 

Nous discutons dans 111-2-1-2 de la notion de profondeur d'une 

transformation, une transformation de profondeur 1 consistant grosso- 

modo à transformer séquentiellement un arbre (par exemple de haut en bas). 

Une transduction d'états finis est une transformation de profondeur.1. 

Jusque maintenant, la situation était la suivante : 

On ne sait en général rien dire des composées de transformations, si 
ce n 'est qu 'en général une composée de transformations élémentai res 
n'est pas élémentaire, qu'une composée de transductions n'est pas une 
transduction .... . 
En particulier, dès le début de l'etude des G.T. dans le cadre de la 
théorie des arbres, les transductions d'états finis ont été utilisées, 
mais elles ne se composent pas, ce qui fait parler Thatcher de "boites 
de Pandor" et ce même auteur pose, dès 1969, le probleme de trouver 
des classes intéressantes (pas trop restreintes) se composant. 

On ne peut se débarasser du non-déterminisme, qui autorise à appliquer 

ou non une transformation, mais on peut, du point de vue des G.T., 

se borner à appliquer des transformations non expansives ou non 
contractantes. Plus précisément, une transformation T d'arbres est dite 
non expansive ssi jk tel que, 

'% 
V ?(XI 5 ,  T(?)(x,. . ,x)T(t) ne contient pas plus de k occurrences de x. 

'% % 2i 
Ceci équivaut à dire que, V t et tl, t.tl => T(t).(tl,.. tl) ne contient 

pas plus de k occurences de tl. Autrement dit, une transformation est 

non expansive ssi elle .'>ne duplique pas à 1 ' infini". Remarquons qu'en 
continuant la transformation T, les k occurrences de t peuvent avoir des 
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transformées différentes t l ,  tk, mais ces arbres ont tous la même 

source t. Une telle transformation sera dite k-di la tante .  
Par exemple, la transduction qui à 

Y 

associe 
* > 

n 
(elle donne 3 copies de a 1. 

La transduction qui à 

associe 
* 

est non expansive 
(ou 3-expansive) 

1 \ est expansive * 
/ (c'est, à dire 

=-expansive 

La notion de transformation non compressive est duale (inverser le 

sens des flêches). Elle impose fci une contrainte aux "test d'égalité". 

Une transformation ni expansive ni contractante sera dite conservâtive : 

Jusque maintenant, on ne disposait d'aucun outil pour étudier ces 

transformations. Or, les bimorphismes linéaires LL réalisent justement 

ces transformations. 

Par exemple, un bimorphisme (1, 4, K, Y, 1) où 4 est k-linéaire, Y 
k' linéaire, est k-contractant et k' dilatant (donc ni contractant, 

ni expansif). 

Nos résul ta ts  sur l a  composition des classes LL, DL, T I  e t c . .  . nous 

permettent de caractér iser l a  c loture  t r a n s i t i v e  de l a  p lupart  des 

c l  asses de transformations conservati ves . 
Les exemples 1' à 5' reprennent les exemples 1 à 5 par des constructions 

précises en termes de bimorphismes linéaires et illustrent ces cas. 

- L'exemple 1, sans test ni génération d'égalités, est réalisé en 1' 
par un 1-morphisme linéaire. En général, les transformations sans test 
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ni génération d'égalités, qui sont celles étudiées par J. Chauché, 

seront réalisées par composition de bimorphismes du type ( 4 ,  K, @') ,  

où 4 et 4 '  sont 1-linéaires. En général, on obtient comme cS6ture par 
composition de ces transformations les bitransductions BIl ou BI (on 

peut toujours rendre 4 et 4' stricts). 

- L'exemple 2, qui "teste des égalités" (mais est bien sur non 
contractant) est réalisé en 2' par un 2-morphisme inverse. En général, 

LD sera la cloture par composition de ce type de transformations. 

- L'exemple 3, dual de l'exemple 2, "génére seulement des égalités" 

et est réalisé par un DL. En général, DL sera la cloture transitive 

de ce type de transformations. 

- Les exemples 4 et 5 sont plus complets, ils alternent génération 
et tests d'égalités. Iksont réalisés en 4' et 5' par des DL O LD. 

D'une façon générale, la cloture par composition des transformations 

conservatives testant et générant des égalités sera bien la classe 

DL O LD. 

Nous déduisons de nos théorèmes sur les bimorphismes d'autres résultats 

exposés en partie 111-2-3 (par exemple, qu'on peut l'd'abord appliquer 

toutes les transformations d'un certain type, puis  celles d'un autre"). 

La classe de forêts MIDRL apparait alors naturellement, comme étant la 

cloture par transformations conservatives des noyaux (forêts reconnais- 

sables). Nous étudions la puissance générative de nos différents types 

de transformations etc, etc... . 

D'autre part, nous étudions en( III23l)les puissances génératives et 

transformationnelles des différents types de systèmes de réécriture, 

montrant que les différentes généralisations de la forme de ces règles 

sont illusoires, du point de vue des forêts engendrées. Mais le passage 

d'un système de réécriture à un système d'un type plus particulier se 

fait en général par transformations de profondeur non bornée. Dans la 

pratique, quand on considère des transformations de profondeur bornée, 

les différents types de règles conservent donc tout leur intérêt (ce qui 

apparait également empiriquement). 
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Dans la partie 111-2-2 nous donnons un survol historique des G.T., puis 

I une critique de quelques modèles. En particulier, nous étudions la 

l nation de profondeur de transformation. 

l Dans la partie 111-2-3, nous énonçons, prouvons et commentons nos 

résultats. 

( 1111-2-1-2 Exemples 1 

1 Les exemples 1 à 5 décrivent informellement des transformations classiques, 

I que les exemples 1' à 5' décrivent respectivement en termes de bimorphismes 

de magmoïdes. 

Remarque gréliminaire sur le formalisme : ----- __- ............................. 

l Soit par exemple llarbre t = 
n 

le chien poursuit le chat 

En termes de théorie des arbres, un sous arbre de t se note par exemple 

En linguistique la notation standard est 

Cette dernière notation introduit un contrôle reconnaissable sur la 

succession des noeuds. Autrement dit, il est équivalent 

- dlune part, de considérer la notation "linguistique" 
- d'autre part la notation du type ffsous-arbrell, assortie d'une 



&na l u  d n u  cas; la$ con'cehts sont les sudah les 
Q contrbie sur la ~ ~ u ~ ~ ~ s ' t ~  des noeud." <tuit f e < c i i  difN 

. \ 
t. 

\ 

Ohr gsut encore consid4mm gue l'on a des variables Navre typen f x  64 
7 z 

type GH. y de type v etc. 1 qe qui est un. t m î s i b  faF& de%criw 
- 

\ d L 4.. < - 
. W .  A -  

&me chose. $ . 
fo-lisme +inguistique p- les 

xemples c l  assiquers et :le formakisrne des a A ~ e s  dans le cadrs des 

"i ; '7 , 
f' ' 

,T ' 
L ---L 

est poursuivi 



A w  . Part 

l I 
e s t  clfj V' 

'Q4 
A + A, iq N * 

Remarque : On 

I 
de G N ,  l e s  états  (ql e t  q3) distinguant l e s  sous arbres dont ils sont 

sommets. bais, en général deux occurrences de ON impliquent l l é g a l i t é  

\ des sous arbres dont i ls  sont sommets (voir  modale de ~insburg e t  

Partee par exemple ) 

;""A ''W s écr i t  erkore : . .'. -,P 2:' # ,-. 
.&a*,y$# *&di? 

.. c : . .  , : f2' 'r: HP ; 5 j.ixg.,E X -r- 

5 ;, '.>L 
?.,::&,&,! 



est q 5 x  



/ -\ 
Aux P b t  , 

est x 

+(poursuit) = poursuivi 

Pm x 4 

$ est 1-lineaire 
, 

Tom pousui t  Minou Tom poursuit Ronmn 'rom poursuit ~irfou e t  Ronron 
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1) on teste si t est de la forme 

où n1 et n2 sont deux noms 

et tl un SOUS arbre. 

(donc, on teste 11égalit6 de deux sous arbres de t) 

2) si oui, on transforme 

Exemple 2' : 

(3r est le "2 dilaté +(V) = <V, # > $(poursuit) = <poursuit, # > 

de 1 ' identitél'sur 1 
X 

I 
X 

ce sous alphabet 1 

@(S) = <S, # > @(Tarn) = <Tom, # > 

I 
X 

I 
1 

$(Minou) = <Minou, f > ,  $(Ronron) = <Ronron, f>  

X Y  Z 
4J est 2-linéaire 

- 1 
+c i3 réalise la transformation de l'exemple 2 

4J est un 2-morphisme linéaire. 
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Exemple 3 : 

Soit 

il faut rendre à quelqu'un ce qui lui appartient 

à transformer en 

il faut rendre àiésarce qui appartient à César et rendreàDieu ce qui appartient à Dieu 
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Exemple 3' : 

On peut d'abord marquer les diverses occurrences de P et GN (qui 

subiront des transformations différentes). Ceci se fait par un marqueur 

déterministe (rappelons qu'il s'agit d'un transducteur linéaire particu- 

lier, concervant la reconnaissabilité )ou, mieux, par un démarquage inverse 

6-1 et par intersection avec une forêt reconnaissable K. 
- 1 On a tVo = 6 (to) n K  avec 

P 

il faut rendre à quelqu'un ce qui lui appartient 

Soit $ le morphisme linéaire défini par : 



Commentaire : 

Grosso modo, I+ dédouble l'arbre de sommet P t  en le modifiant un peu ; 

de plus"quelqulun" et **luit1 sont transformés en "Césart1 dans la première 

copie, "Dieuw dans 1 'autre. 

Finalement, la transformaYion 'est réalis6e par 'le DL ( 6, K, (O, 1) 

9 l*spuctum récursives" : une génération %nboit6sw 
r ,  7 

dtQgalftés, ' 

t 
p ,=' 1LR m i n e  spwiun gui tient une boite de * 

S 2 PS . 4 

v 
sur les boites de ,c%wee%rt. 
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Elle peut se transformer par exemple en un moinesouriant qui tient une 

boite de camembert sur laquelle figure un moinesouriant qui tient une 

boite de camembert sur laquelle figure un moinssouriant qui tient une 

boite de camembert, etc..., figure sur les boites de camembert? 

Sans détailler l'arbre syntaxique de P, on peut l'écrire 

où S, PS, V et C sont des sous-arbreseLa transformation ci-dessus 

se décrit alors par : 

/sur laque11 
/ - -  - - - - -  - 

0 

sur laquelle 

ainsi un arbre se 'raccroche-t-il à lui même1 et a-t-on pour l'essentiel 

à effectuer une transformation du genre 

Exemple 4 bis : 

I 

& 
* 

quenous abrégerons en t.a 1- {tn.a 1 n e N} 
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Exemple 4 bis' : 

a) préliminaire ----------- : 

Soit t(x) un arbre quelconque de ?(I):, (c'est à dire un arbre à une 

variable). On peut toujours "marquer la branche de t(x) joignant le 

sommet à xl' en introduisant un nouvel alphabet f . Plus précisément, 
on procède de la façon suivante : si un noeud de t(x) a pour label 

ème 
a(xl,-. xn) et si x est i successeur de a (c'est à dire si le 

sous arbre de t(x) qui contient x se substitue à xi dant t), alors 

on remplace a(xl, .. xn) par (a,i) (xl,.. xn) . 

Exemple : 

Posons 1' arbre t (x) marqué de la sorte. Ce marquage est reconnai- 
'L 1 

sable. Plus précisément il est facile de voir que {:(XI ~~(x)ET(c) 1  1 est 
une forêt reconnaissable. 

D'autre part, soit 4 le 2 morphisme défini par : 

- - 
b) Soit maintenant t(x) marqué comme f (x) mais sur un alphabet ? 
disjoint de C. On peut d'autre part toujours considérer que le sommet 
de t(x) est un symbole distingué a, 

I 
' L I  

Considérons alors : F = t3.. . .tn-l .: (a) ti 6 T(z)~ } 
P 

P E N  

Cette forêt est reconnaissable . 
Soit 6 le démarquage effaçant toutes les marques de t et tel que 
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On p e u t ,  comme dans l e  p r é l i m i n a i r e ,  c o n s t r u i r e  un 2-morphisme + t e l  

que : 

- l a  marque a  des  sommets s o i t  conservée 

- - 
6 ( t l , .  . f ( a ) )  = t .a 

P  1 

- 
@(tl.t ,... t ( a ) )  = <tl.t2.. . . . .t 1.a,t2. .  . t ( a ) >  

P  P- P  
A 4 Considérons l a  t r ans fo rma t ion  A O A 

1 2 ' 
A 
A l  = { ( t l . a ,  <tl.t2.. . tp-la,  t2.. .t a > )  1 ... t a E FI 

P  t l * t 2  p  

1 où f ina lement  

A A 
( t  ,u )  E A l  O A = 3 tl, . . , t t e l s  que 2  P  

Comme l e s  a  t 'séparent" l e s  t i ,  il e s t  équ iva l en t  de d i r e  

A A 
( t , u )  E A 1 

O A, <=> 3 t l , . .  t t e l s  que 
P 

A A n 
Finalement ,  on a b i en  A 

1 
o A, = ( ( t . a ,  t . a )  1 n E N, t(x) E T(L)lI 



III - 45 

Exemple 5 : 

Un exemple p lus  généra l  de transformation : 

son t  des ab rév ia t ions  d ' a rb res  de même 

type ,  à savoir  un nom s u i v i  d'une s u i t e  quelconque de q u a l i f i c a t i f s  ou 

proposi t ions  subordonnées. [En M e t  R f i g u r e n t  deux noms appartenant  

à une c las se  donnée ( ' c h a t ' )  e t  en T un nom appartenant  à l a  c l a s s e  

' chien ' J 

Par exemple, l e  f e u i l l a g e  de s e r a  "Minou, l e  chat  de l a  

vois ine"  c e l u i  de A s e r a  "Ronron, qui  e s t  l e  p lus  vieux chat  

du quar t i e r "  c e l u i  de A s e r a V l e  féroce  Tom". 

A A A  sont  a i n s i  des a r b r e s  a rb i t r a i r ement  

grands. Néanmoins, dans no t re  i l l u s t r a t i o n ,  nous en abrévierons (par  

commodité) l e s  f e u i l l a g e s  en Minou, Ronron e t  Tom ! 

D e  même s e r a  de f e u i l l a g e  " l e s  p e t i t s  c h a t s  blancst t  

Considérons l ' a r b r e  T 
1 

P 

poursui t  

e s t  poursuivi  

de f e u i l l a g e  P . "Minou e t  Ronron son t  des p e t i t s  chats  b lancs .  
1 -  

Tom poursuit  Minou. Ronron e s t  poursuivi  par  Tom." 
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lère Transformation : On applique la transformation U1 inverse de celle 

de l'exemple 1. 

I 

\ 
Aux Part 

poursuit 
est poursuivi 

Le feuillage de T2 est '*Minou et Ronron sont des petits chats blancs. 

Tom poursuit Minou. Tom poursuit Ronron". 

2ème Transformation : 

On applique la transformation U du même type que dans l'exemple 2 
2 ' 

Le feuillage de T2 est P2 = "Minou et Ronron sont des petits chats blancs. 
Tom poursuit Minou et Ronron. 

3ème Transformation : 

- 
- 

sont a horreur 
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Le feuillage de T4 est P = "Tom poursuit Minou et Ronron. Tom a 
4 

horreur des petits chats blancs". 

Remarque 1 : 

L'exemple 5 est traité dans l'esprit des grammaires par coupe. En fait 

les problèmes sous-jacents à cet exemple ont été beaucoup étudiés par 

les linguistes et peuvent être résolus différemment. 

Remarque 2 : 

On pourrait objecter du point de vue sémantique que la même transformation 

appliquée à "du sucre et des biscuits sont des friandises. Tom mange du 

sucre. Des biscuits sont mangés par Tomf1 donne " T Q ~  mange du sucre et des 

biscuits. Tom a horreur des friandises1'. 
En fait, il suffit de subordonner dans Ug l'apparition de "a horreur" 

à l'appartenance d'autres mots à certaines classes (remplacer ici par 

"adore1' !). Un tel contrôle peut être réalisé par intersection avec 

une forêt reconnaissable. D'une manière plus générale, en considérant 

des classes de mots (comme suggéré au début de l'exemple), on peut 

"faire passer une partie de la sémantique dans la syntaxe". 

Exemple 5 ' : 

1 
soit F = I~(x~Y,z,T~u,v,w) lx,. . ,W r T(E)o et f est l'arbre } 

initial ci-dessus 

F est reconnaissable 

On peut supposer ? sur un alphabet disjoint de C 

poursuit 

est poursuivi 
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Soit I$ le 5-morphisme linéaire défini par 

f nous abrégerons en 

d (xi, zl, x2, z2, x3, z3, z4, z5) 
1 43" 

n 3  
ailleurs, I$ a(xl,.. xn) = <a(x 1'" x n ).(n5), a(xl,. .xn)(n518 ,#' > 

1 
Soit G = {Ü(x' ,Y' ,z' ,T' , u t )  1 X1.. .Ut r T(A)o et fi est l'arbre 

initial ci-dessous 

poursuit y et z- a horreur 

Soit Y le 6 morphisme linéaire défini par 

y P(X,Y,Z) = < ~ ( x ~ , x ~ , x ~ > x ~ ~ ~ ~ , ~ ~ , ~ ~ , ~ ~ ) ,  2' > 

y P1(x,y,z) = <zl,z2,z3,z4,xl,x2~ 

y C(X,Y,Z) = <X1,X2,Z1,Z2,#,#> 

Y P(X,~,Z) = <x1,z1,#,#,#,f> 
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1 8n 2 8" 
4 

a i l l e u r s ,  Y a (x l , .  . xn) = <a(xl , . .  xn) (n6)  ,a(xl, . .  xn ) (n6)  ,fB > 

6 e s t  l e  démarquage propre e f f a ç a n t  l e s  marques de ?. ( ~ n  p a r t i c u l i e r ,  

on a v a i t  supposé l ' a lphabe t  de 5 d i s j o i n t  de C . On aura  a u s s i  

6 '  e s t  l e  démarquage propre e f façan t  l e s  marques de Ü. 
1 

Il e s t  f a c i l e  de v o i r  que Y X c T ( C ) o ,  on a  

1 
+ ( X )  = < X , X , # , # , # >  e t  de même, Y X 1  E T(Alo, on a  

Y ( X '  > = < X '  ,X' , # , # , # y # >  

D'autre p a r t ,  on a  

On en dédui t  

m C l l  i (x ,Y,z ,T ,u ,v ,w)  %(x,u ,Y,v ,z ,T,w,w)  

e t  Y Ü ( x ' , Y ' , Z ' , T ' , U ' )  = $(Y',Yf , Z 1 , Z 1 , U ' , X ' , X ' , T ' )  Cl1 

Les 2 l i g n e s  son t  égales  ssi 

x = Y ~ , ~ = Y ' , Y = Z ' , V = Z ~ , Z = U ' , T = X ~ , W = X ' , W = T '  

c ' e s t  à d i r e  ssi il e x i s t e  M ,  R ,  C ,  T t e l s  que 

X = y ' = u =  M, Y = Z '  = V = R ,  Z = U ' = C ,  T = X ' = W = T '  

Autrement d i t ,  si A é F e t  B E G ,  on a 

oc11 ( A )  = B )  = 3 M ,  R ,  C ,  T tels  que 

A = T(M ,R ,C ,T ,M ,R ,T)  

( e t  B = Ü ( T , M , R , T , c )  
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posons Dl = (6, F ,  $, 1) et D2 = (6', G, Y, 1) 

Soit T l'arbre à transformer de l'exemple 5 .  1 

T se décompose en T = T(M,R,C,T,M,R,T) et, compte tenu des 
1 1 

A 
démarquages 6 et 6', on a (Tl) Dl O D2 = U(T,M,R,T,C) 

Ce dernier arbre est l'arbre Tu de l'exemple 5 .  

* A A 
Plus généralement, on a A lu B ssi (A,B) E Dl O D2 

1' 2' 3 
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III - 2 - 2 APERCU HISTORIQUE ET CRITIQUE DES GRAMMAIRES TRANSFORMATIONNELLES : 

Très vite, le consensus se fit sur une définition du type 

suivant : une grammaire transformationnelle (en agrégé G.T.) est la 

donnée d'un ensemble noyau de phrases (données avec leur structure 

syntaxique, par des arbres ou une grammaire) et d'un nombre fini de 

règles de t ransformation. L'application de ces règles est toujours 

soumis à la syntaxe et parfois à des contraintes sur le domaine 

d'application ou sur la succession des règles. La syntaxe d'un langage 

se décrit, lorsque ce langage est algébrique, par ses arbres de 

dérivation. Ceci fait qu'on prend pour noyau un langage algébrique 

(OU plutôt ses arbres de dérivation). A la suite de Chomsky, on 

appelle généralement structure "profonde" (deepth) le noyau et 

"structure superficielle" (surface set) le langage obtenu par 

transformation du noyau. 

Les transformations se faisant guider par la syntaxe se font en fait 

sur les arbres. Les auteurs l'avaient constaté très tôt mais étaient 

génés jusque vers les années 1968-1970 par un manque de cadre pour 

étudier les arbres. A cette époque, de nombreux travaux (Brainerd C301, 

C311, Pair et Quéré C771, Rounds C801, Thatcher C881,) furent consacrés 

aux langages d'arbres (c'est à dire aux forêts) en eux-mêmes, à 

commencer bien sûr par les arbres de dérivation des langages algébriques. 

Ces travaux marquèrent une importante évolution dans l'étude des G.T., 

si bien qu'on peut distinguer deux "époques1' : avant et avec la 

"théorie des forêts". 

111-2-2-1 Première époque 

Un effort de synthèse aboutit, vers 1970, aux modèles décrits par 

Ginsburg et Partee C 961 et Peters et Richie C1041. 

111-2-2-1-0 Idée Générale : .......................... 
L'idée générale est la suivante : une transformation est obtenue par 

application d'un nombre fini (mais non borné en général) de transformations 

élémentaires, l'application de chaque transformation élémentaire, et la 

succession de ces transformations étant soumis à diverses contraintes. 



fait, eh t&%w58 dtarBx)Qb * &*&a*- - - -- - - -- - --- - . , ~ .  , 
< , -  . i43  x , :< Il:' - y* - t > , * r,,! . id ;,:,,; ,.:- ~ ' . 

. . 

- l'application d'me transformatlorï- (lbntain d6gsad & la v a l k  . < A I  d'un p&di-C;; j#.*ar&*rc M. a+&& 
, . -  cc t &et a di* 1 *ap&&&c;< 'a en= !f'&t mo&&&&xa)'p ." ' c f .  ,f -f-.-7 &.PL 6 

"test d ~&~lit5ç" (C '=~t .a a%& ' ~ a ~ i f i & t  & t w  &&IF& ~ ~ t i . i l i  2 OU PI&-- 
rnikes sous-arbres ) . 
- on s'inpqsgr .entre les .*,gJ.es des contraintes de succession, 13 encore 

reconnaissables, commewn ordre partiel entre les règles au l'a~~art-cnance - - .T 
des mots cons 

reconnaissabl 

%F#""' Une transforirratl&n élémentaire, effectuée par application d'une des 
- i i  a &&es ,définissant la G.T., consiste a effacer, dupliquer un , ou --> * - .  - 

plusieurs sous-arbres, ou à nrodifler une ou plusieurs feuilles de 

1 ' arbre. 
I I  

111-2-2-1-1 Les p r i n c i y  modales : 
----c------------ ----- ----------- - :> i 

~ e '  mdème de Ginsburg et Partee, axé sur les transfomation2 d v a r h s  . 
\ 

n'est,-d6crit.- faute d'outils - qu'en termes de mots. 11 s'en suit u;ia 



1) Nous allons app~iqusrr la règlt. rl : 

r v :  
1 

XIGN X2 lui X3 -+ XI GN X2 X3 GN 

-\ 

XI$ ,x2 Xg représeqt~nt les contextes.,Ils sont invariants dans la 
transformation réalisée par application d ' une règle. . l 

(Nods nous aidons ici en partie de notre vocabulaire~sur &es arbres 
- 

pour décrire les transformations). - 
La partie gauche de la ràgle doit être la compl6mentaire d'un sous- 

arbre initial sans feuilles de to pour que la règle soi't applicable 3 
cet arbre. 

b , . 
3 

Les contextes X1...Xn designent alors des uples de sous-arbres 

erminaux (de degr6 sug&i:éricur non cbntraint); alors que chaque occurrence 

'une variable ou d'un terminal dans la partie gauche de la regle 
. - 
, désigne le sous-arbre terminal (de degr6 supérieur 1) dont "eile est le 

I 
. - ,- 

somnket dans l'arbre a transformer. 

il fiut =a- - 
,7 

,++ - 
X2 = -<cer puld > 3 . 6 

1 i 
I' 4 

, J  . .>:$a;+ , 

a = <fa' * 
/i, 

à quelqu'un 



La d+corp~g$tion ;, 'est en 

avonq, - , I  qhqi$ . -. , ua=<n . .+ géné - _  
transf~~tion,'Iqi, , le choix ne porte que sr?- lis contextes qui de 

" ,. >, 
toute fapon Sestent . . 1 , F * '  -, 

ant de trans+rmer top on l'a 
,$. ' -2 

désignant la succession des noeuds rencontrés au niveau 
I * . Nous allons voir qu'appliquer une règle revient à effectuer 

'b 
c' transformations au niveau de cette coupe, t restant grosso modo <, 

l, . 
t ,  ,, + 

hangé )!O/ Fe nom de "grammaire par coupe". < .  
' 4  

par! r r a v i e  rf  transfom mer t en bl de la fapoa suivafit 1 O 
'L 

r l'arbe ifiitfaftr~t que Lyon termine de façon qu'au niLeau 

e la upe la succession des sommets soit la partie droite de r 
' . I.' 

chaque occurrence d ' une même lettre (ou d 'un même contexte 1, &an% f 



.;.S*y@F&y 
Y*&*~* h+. il - && 

iI . r 5  I I "  

, ~&mar~ue , 3 : v'i'odtes ces opéra t ia i s  se &&crivent facil&aent a n  ' t&~&"s 
1 .  ~ 

. .  , . 
k g 6 d d = s  ! D ~ S  l e  formalisme des wammaires par coùpas", ce6afntbs 

, 

, C'* 

operat ions sont  déf i n i e s  dé f @+on +&de et un peu a rb i t r a i&  : Un&$, 

nous avons ci-dessus g re f f é  GN en convenant de\'& f a i r e  & )i&ltu d e  
i'< Y a ,  : - 

l a  coupe (des d r q u e u r s  d peuvent encore @récise* 1% @?ondeur il 
" '  

léiqualle on t r à ~ s f o r m e ) .  ~ ~ o p é r a t i o n d ' b n d a g c ,  consist&t ab@ey'& 
' 1 ,  

3 'supprimer les noeuds ' m i a d i q u ~ s ,  e s t  effectué par  une s d c d s i o n  
- F , ;* 5. 

complexe de t r a n s f o b a t  ions 616rnentaires de G . T . par  cou$es (vo i r  

Itt¶?ee pruningt' dans C 96 3 ) .  Plus g6néralement, l e s  G .T. 'par '&jupe 

sont Cvi,demn% rras lpal adaptées à $a d e s a i p t i a n  de modificationon. . 

i n t é r k u w s  .aux a r b ~ e s ,  même,& ae i l e s - c i  sont f o r t  siniples e t - & ~ c a l + s .  
<. ;C. I  : 3 '. , r 1 .* . " 8  ,.$. , - . , ' i I ,, , I  > ,% iJf; ; 8 

: G14W + GNVPP 

- 1  I , 

rl" X,#X2#: + XIXZXB . 
On obtient  t 1- L ' ~  lri; t tt2 IT 5i;tn21kt~5 -2 

l r2 

qui  v GN 

appar t ient  à quelqu'un 





* I I I )  Enfin, s o i t  l a  règ le  
8 

"3 : 
X, quelqu'un X2 quelqu'un Xg quelqutun X,, quelqu'un , 

i + XI César X2  César X3 Dieu X4 Dieu X5 

donne bien, appliquée à t 2 '  l ' a r b r e  t3 

. à Dieu 

à C6sar , a p p a r t i e n r D i e u  ,I 
Ansformé l a  phrase - -. - - - - , . , 

"Il f au t  rendre à quelqu'un ge gu i  l u i  appartient: 

en "11 fau t  rendre a César ce qu i  appar t ient  3 césar  e t  rendre à Dieu - 

ce qpi appar t ient  à Dieutt y L  , . 
-*. + . fin,~e,&lexe?!~&~i 

! :. f a  .;iq rré'ivb+i;aifil- - : 1 i 
, ?-.+ -. *.f&+/;. r' , (1 J ?. a, 4 s -AL > r b ~ J ' ~ q , f c * .  
*;$Je: ,,O " Y 
&%eieniuons encore lv&ste*d; dans l e s  'grantbaire~ pa r  cwpes de ' 

.. 
p e d i  catS d ' appl i cat i  on$. Un p d d i c a t  d 'application e s t  &saci6 a Une 
règle. a? t~st obtinru~e piirt3mir.da po4dicatss Blbientairsa, pac yn nabpa 

fgni de c m j  met ims , dis jonct ions  t i~nmf &Un &t$icab: 6 $* 

a la &me f c m  et  l a  même . s ign i f i ca t i on  qu'un a i ab re  - gauche de +&le. 

Pa@ ex'ewple soit. 

r :  XIA X2 -+ XIXÎ 

apsocih au p+dJ,cat d' appUcatim , . +. ."+- 

& (XI k X3 A Y:) et (X4 B X 5  , A  Xî N Xq X5 A c X 2 )  
i 

L * WC de A effade gar r est 

. ma$m un ~~eu(3 ,  -Ùu- c 1'8 &uchew de 
# * 

k~ train.fo&%ion t, 1- t3 a (tg ob 

' '6 aires. D'une fqoa ggdrble, 

/ 



Le modèle de Peters et .Richie peut otre considéré tope un cos particulier &, &f& ,,,,>- ,q.%> 
22 ,J@ &@% - 

du précldent, en ce sens que lez t~ahsforxriat ions é~émentai$+& SM gCosso 705dle *Y%". 
-- .-.. ... L L 

hodo les mêmes mais que leur suCcession obéit à des c 
lières. Briévement, disons qu'un arbre noyau est parti 

ar?bres par qes occurrences d'un symbole distinguk S. ( 

t = tl (S tî. S(tU,to). S t3), les ti ne contenant abc 

La transformation se fait de façon ascendante. On applique d'abord ungr: 

cycle de transf~rnMti0n à chacun des sous arbres ainsi définis les plus 

proches du feuillage. La marque du sommet disparait ( 
* * * * 

(par exemple t4 + u4> ti + us, t + u d'où t + tl ( S  3 3 
* 

Puis on itère le pmcéa8 (ici, t2. $(u,+,u5) + v2 d'où 

* 
et finalement tN -c teW par le cycle le plus "profond" au sens des 

auteurs). Les auteurs, se passant de tout concept d'arbre, ont un 

formalisme considérablement compliqué. On trouvera un exposé clair 

en ternes d'arbres de leur modèle par Rounds C1053, El 

De nombreuses restrictions définissent des sous-class 

généraux, coZncidantl'à peu p&sw avec tous les modèles étudies par les 

autres auteurs. (Nous disons "3 peu pràsv1 car, pour une & n e  idée de 

-nh S 1 ;  , 6 . f + '! 
% 

C 

P3 - ~'&ip%&kt sri@kaxique est. elle possible ? (~çcidab!ïi<& dé 



* , ! S C .  " ' . j , , . , ? < : .% i ' 

PEPt-* , q r  q%qnp%;ter . -. J 1 . 1 1  ~ + ~ * ~ g y  pïusi&rs  fègles  par une Pègiet ciîun'aut+e tjrp~, 
"..% . l ( a ! f o '  ' . ' " .  . : a #  F , ~ - ,  , 

e tc . , ;  + 9i. 
.+ - . ;+: ! k. ,-A t c > s  , . i . \4  , . f . _  / .. 

~ * é t a t ' . d e  - , . ,  o h  :Tp? . . t 7 r , , d  puest!~ns z &ait le suivant en cett8!p&miè& 6 G u e '  ' . " P  .,<> ,, .:, , , c i  & ' +  &$ .-:>-L . 1. , 

cansi'dé*; ici: z %  , ' - - .  
. . 4 ,,*. , . 1 A . +  - i, . . > < ' " . $ *  . 

Les. m~daLrs gt&,&raux, de G . T . angendrP!nt tous  les langages r & ~ U b s i ~ e m t n t  
i &.., : < / I .  

d n p i + M ~ a ~ .  pg qui  &rine 'hsidcaicnt *&ive ~ ~ 2 ~ c t  P3, -. .-' . . Lf 4,i '  . * r  , . a q ;  . F . - ,  l ( -  

pn ~ t r a  . . *  I silomaas . 1107 .-,, 3 ) que. pour (in alphabet d<nni>n<., il eniste 
$- : @< ;$'Y  if, 

& e n w l e  f i n i  - I de &@es de Gransfokatioks t e l  qua, pour tou t  langage 1 
h ' .  

~ . é c w s i v & ~ t  &pum6rahle défi;i. aur cet diphabet, il &cks$e dn noyau . . I - - : , J  * 
. xr&s simpî'e ("une fdrét  mbnadique reconnais-s&e) te1 que l a  G . T .  . 

1 - (ou 'Lena de ~ & i s b u r ~  - P&e) '&,2 dgfin58 l'khgeridce. eut-t d i t  

oa peut ts&w~ M ' enm&~e <de +2es i s ~ $ f t ~ r r ' ! ~  - .  .< iad6prendpnt du la-e ) 
/ I " 

: et des noyaw t r b  siq&lee sana rest ,reipdra 9 p+sance gfi?&rativee Un 

r6su i t a t  du né.e type eqt. hvid-t o b t q u  par. Peters et ~ichia S .  11041. 

7 

Conséquence e t  remarque importante : C e s  r é s u l t a t s  montrent que, du 

point de vue des langages engendrés, l a  d i s t i nc t ion  noyau - règ les  

est i l l u so i r e .  Mais l e s  passages de l ' un  a l l a u t r e  'lmalm&nent l a  
L 

syntaxe". Plus précisément, l e  d é t a i l  des preuves montre qu'on g6nére 
\ 

a lo r s  des langages"'quidbnt des arbres syntbsiques rédui t s  tous a une -. 
branche ! Ces transformations sont donc peu s a w f a i s a n t e s ,  mais montrent 

l a  n6mss4té Q ',&~$~)CIP concepts DU point de yu@ des, , Japw,+s , 

, naturel les ,  e&&. . f isaltat~ , q u a l i t a t i f s  '@xtr$mes n 'ont de tou te  façon pas 

de significa;tiop.empirique. 
+ 

3 < . , . F i n  reRig@&g. - 

Aussi de nombreuses' sérub-cT&tise?s de 'G . T. . & i U m t ,  c ~ % ~ ~ v & t  a $e* 

r e s t p i c t i o w . à e e  Faoa&les g&n&raq de Gin&urg - FQrtee ou PeteW- Richie. 

Les - r e s t r i c t Jom ant p ~ y r  but de restreindre les cl+sses de langages 



air6~~~i~&'~~f~~dnt'&it; ' b&6 jdRdisplI&&tSo~bil dh.dglas ata "; , Ir t 
r 

- Les rutsh?kbt$~& :atàl$t lor%&~.' 1tL1Les5:kat firarald%riiks,, ' n t s ~  ndQlst I r i i  ; 

.&mur. . : 

les  auteù3rp i+ intadiasfit1 bk+x+fie, eu2vas.t me - idSe de 
1 

recopier un arbre en p ~ i e ~ ~ o f f * r ~ ~ a i P c i ,  puis. daen eîSacaT 188 

"'copiesw 'innai g@nCfies. ~ a a l ~ .  'pI%c.i&t'm\awll~ee g ~ U a m  ni 111-2-3-1.. Un 

important grabl-éline est $galemen% dt savoir BI on peut apil3quer 
toutes les &glas d'un type avant celles d'un hutm (gerr tcastcnn- ' 

d'abord toÙtes bis, 6ga$ftLs, puis .. panfrsr e toutp,s lei copies, p $ i ~  fa& 
, * " 

.i.aq) .. . : , , .~ - - y; / y 7  - f . c4wc  . 

r..;,:' P-S d m  .+- 114, +y tq&foflliti~+ .. . .p$~f.2 , . . , 
c,$ -. , r 3 f  . d.,- - -  gB.8 
% %~,+Jq;~~~-~# d'arbras gui soient tras c o m p l e ~ ~  a 46arim dans le . .. jl.q%'&< -, 
$, ,vr $' 

.+, ";: :tu&& is(~appe1csnaa qw Ginsbtwg - Pasasa dannant l*.otiapl& &a 1' .?$. "':rf2 2. v., ' 1 ' .-, 8 *. - , y  , . ,  
.#:,;:I,~'$ ( ! tnq-p~-prunfsa ) dans C 961 i. Nods awns déjà4  vu l*&eision d* ' 

4 " ' "  

11, h r L  J a 1 3  

* A'' b*He~de~ +wbm&. a~p fait ciai n)z.t~s~ea*ir dans leh.parafpçaph~ - . ' *'-;"';'* 5- k$$rd < ,$ 
- F" -:. -7. 2 . ., ji~*$,&%l ,-*, &,*- ,.:,y ;s*.<gd 



reconnais$able", e s s e n t i e ~ e m n t  pqn 6 t ~ d i . e ~  les arbres  da dicrivation 

de$ Paw@ta afgbbiiiques. Mais les, qa iwns  d'étudier les fo ré t s  pour cales 
-m6&ea se  sont m u l t i p i i & s  : les .problèmes de eofmpilgtions s e  r#nent . 
à des p~ib lèmes  d e ~ t ~ d u c t i o n  l iée B la  syntaxe (syptax d i m t i e d  

t rana la tors  w c m p i l a t  ion par  a t t r i b u t s  ; d'une fagon plus générale , 
\ 

Marchand E68 3, Cl03 1 poae l e  pwblème de t radui re  tou te  p h ~ a s e .  d'un 

langage (al&b?dque) donné en phrase d'un au t re ,  en respectant l a  

s ~ t a x è ,  c ' e s t  à d i r e  de transformer une foret en une autre, ( t vp rob lhe  

findamew&@l 326 aux systhes transforraationnelsl'). Plus généralement 

,encore, le poin? de  vue informatique (langages 6voLu&s, systèmes 

onversationnels ,, traduction automatique, schémas de prosfammes, s%&;.. 
rl*-$ : < /  

rrcore "traitement de toutes  s o r t e s  de processus") mul t ip l ie  les >.*'. .$& 
@& 

isom de s'in-t.éresoer aux G.T. @& "e;.?. On s' in té resse  doric maintenant aux arbrks pour eux m h e s  , et bon wi,,, 

seulement pour leurs  feu i l lages  que sont les mots. Les questions énumérées 

III-2c2-2-1 .Las'nouveaux o u t i l s  : . . 
-e--e-------~I---C-*----d----qd- 

. k . : , !,; ,,- - : , .... 
-&s le d64u.f -xt&426gxb dQs ~ & W ~ : B ~ ~ / S ; S B Q %  q @ ~ l , q ~ f  - ~ S $ $ R %  &!@& ,. 

principaux wtils de- l a  th6orie  des arbms : l e s  @?ammaies dtarbcas, 
Iss foréts reconnaissables er , a l & b r $ ~ $ ~ . n & * @  trarrsductews -4 '6tat a, - . 

1 
I . . . . -  . , . - * 

finis. V A  - F & ~ & ~ I u ~ I s ~  t J + -  a , i 
w t i a p s  sont dl ai+ leurs des ghn6ra$isat iws 
i ' ' . 1 3 '  . " , , i ' 7 1 ) "  > -  * 

neat.urelles, aux ebma, de notions clwsiqraes en ,thleat)%e @m -1 
'. * " fP :> 7 

' 

a) les graaoaa$*&s- df ~ b r e s , ~ a t  r l e g  , p#Zn~ i  pa19is c l a q ~ e ~  ,&-&%, x,,: + % 

~emaque. -....-- --- e i . i n e i r e  ----------- 3 ' - 1 - . , l .+;:. . . 
1 - * , , -  , 

Certains a u t h  (&chand c i03 3; Chauch& c 95'7 cÔnaid&Ùnt .des lettrcr: 

d l a r i t é  non b o d e .  Nous nous l imi temns  toujours au cas d'alphabets 

- gx%@Wh-" EidG,lfdriserc dtm+i.tÇq ktm-n&s+ j s\livan;t e& oela, da nopbrew, - 
- W . , ,  . 



, rd+ +e !..y$ , - .  1 .  

1,) Le! a--- tw ---c IeJ$&# &&&&de r-rrr---- 

L . -  ‘, 90- *:bjfp&< , <Li ,v*  ; 
< - ~ * + l  i t : 'Y? .< ;  -9 s , . L t - q d ? s *  , • p ~ b  1!41 ,ru ' ricr'<T 4.1 

(Rounds Cl05 1, CIO6 1, Marchand Cl03 1) est $â ..di&@ , diun 'i@@&pb 
L"  ' 

d+ règ&eq e-g -wyt P. , O , L  ~ Q W  utgisqna ici 1- n0tatio08 du Ida 
-. .- 5 .  tir ,fi .:ai:,y:,3;~:fi*~ p-,; IF ;  .i . s i l  , 

. pour le d6crirc (ie aai;'ët  1; f+iiiil~iiii. aii-~aarC~-arffai&t ' + - - 
"' ": 3 :, . > ?' -" J <, 7 i , L , i - -  - puplque peul i 3 '  

*52;, .". 1 - .\ * . ? * ,  - .  
considape ," un qxiome A - + r  1 A c vOi un alphphet' t - r  grdu& de ya+~les 

!* > d 1 - - . .. 
' syntaxiques (1 1 V e t  un alphabet gradué final E. 

'b % 
U ' 

Une règle est dq '- la,forme,t = t.O 4 u . ~  = u oil ? et r ~(euv) '  . . . j . 0 it C .  
*? ,; .. .- . %  

sont de même , - depr6 , , ier6ripur . et on sliipose de plus que l'imge de C 
1 I ' ' 1 '  ,:.i. , 

soit inc&v~~,viss dans celle de, 0 (donc que - "tmte f f k  variabie de u f i((rm. dan6 
. I . , 

'b .$?9+ ,A: .c- . r L .  
tl = q'l.t.e.t"l -' .t'l.u.t.t"i'= 

. . ' F '. i,! A 

*2 *" 
J:,>, , - - 

Ce qui rarie?$, t&çrdm. .. , a ~ e c  I I  . t'al = *Fqg~:et .;q , I* 

* "\, - - 
+; 

ru.. e i r )  GL :%tp j L  .-=? t ' ~ ~ & % t t i ) ~ * ~ *  %.qYL -. / 
Z. . V I  +*; ""(. 1 ' ).CA . sis .,:s 

B& 'example d i  -ka j S I  

a -  

p \ . . , r 
L , 

* . ' " 8 . '  Ln, a 

- 
- 2.&.;+ >ZA *2, * , :"LA++z . \*  . - - 

i , -  .., +* :- ,,' + 6-. .- ,- v > '," .' . t - 

I .  * f 4 -  , 
-'2u&;T, * ' , 7,- L 

- 1 

^ r '"* - > 9 .  ?i \ .  
aiora ~ C I ~ + ~ C T & I ~ ,  Ol,i3$\ t+&btb . (b61 . ip ) sb@ta~Z~&~s  - , " , ? P T  # .,;te , . -- 

,.y* ;> 3 ,T  J .  
3f;W " b  ' : dafinit ' dc Pa& . f a"&i&~&w~~~&w~#& 

. * # * :: - fi-, f" tq a un é$91a h&i~"tpbr;aQ3 
 fi,"^ , ' ?  

' ~ F ~ J W ~ I ~ W .  &&*it. ' i ~ p p i l ~ ~ p ~ ~ ~ t  d% -kw;aicq:* -,ai, - *-i' -.+- "h* - 9  - .  s 

- , . &gr6 d'un a1cbxw.-kmi,*coae l'axi- 1 a p & t i . o t , a ' ~ ~ a ~ 9 ~ ; ' 7 1 b  
6ngmndde est incluse tkms T f t ) o .  C'est 11 1. point de vue lpbittnl.' - ' 

-8 s 

pu on gén6ralisé e a d r e k t  a Tt L S ~ ;  b & & ; ; b ~ b  U J ~ ~ S e ~ & i r k i  . 
q . 1 L . ! .  .. . * ' '* 

, , / *  I I  - 
1 ; .  r , ,  , 

' . - &7 PM -f& &%s t)QFéQbb8 ~ & W @ 4 & 8  P& ZQB &&tei~ &4? 
d?@F,dm. 



'L 
chaque variable de ul*ét que la restriction . , 0 surjectif ne restrakint - 

en fait. - pas , . - - . le - type de regles (on renumé~ote les variables). ' 
-PT - ,& -' .. - - -. ' t - -  - 1  - '  . . 

' 1  ' ' 1 ' '  

If 1 ~ n a l ~ s e  ---- -----a----*------q------------- de la transfomatibn rgalisée' p& ---- application ----------------- d'une dg;?. 
i i ., 

Urie règle remplace dans un arbre "un sous arbre par un autren, comme 
S .  

eile remplace "un sous mot par un autre" dans le cas des langages . 
2 .  

Mais il se pose 'ici le ~robléme de sibstitutb de sous arbres aux 

variables des règles., 

Les vafiables de t et u, spécifiées par 0 et 5, r6aliseit une 

correspondance entre dessbus arbres de l'arbre initial et et l'arbre 
4, > 

transformé. ' si 0 n'est pas lin&&, comme cvest le kas dans lvewm&le 

donné (deux occurences de xl dans t), il faut testep une égalit6 
d' arbres pour gpplfquer la &gle, Par exonirple on pourra. appliquer la 

'L 
règle de l'exemple à,la décomposition t'l.t(ul,u2,u3,uq) de t ssi* 

éf 1: u1 = u3. C'est pourquoi nous aisons qu'une règle es Sans t e s t  lim 
dtegal i  te  ssi 0 est linéaire, et avec t e s t  d'e<lailté sinon. 

- 
Déf 2 : De même. une règle genere des égal i t e s  ssi z est non linéaire. - 
Propribté 1 : Si une règle est sans test d'égklité', on peut touiours SuPWSeJ? 

' 

'L I 
que 0 est l'identité, autrement dit que t = t est un arbre 
initial. En effet, il est facile de voir que 0- étant linéaire 

'L 
(donc injective) et surjective, 8-1 existe et que la règle t .0 + u . ~  

- 1 est d'un effet équivalent à ? + U. r 0 . Pm -1.a suite; nous ferons 

toujours cette supposition.///, , . 

- Déf 3 : Nous dirond qu'une règle es$ l i&l i ie ie  ssi elle est sans t6st I$ 
rl, 

géngration d9égalitC. Dans le cas Ou z est cornpïdte et u strict, 
/ 

'nyus ,dirons, confombent à  a ab ch et [ @ 1) que la règle est ' 

inversfble (5 est ai&s . b$jective). 9e Deme, dagj,&~ çgs gén6rab ! ,  

nous B$?9ns qu'hg7,H@&o. eqt gf ri cte, si '!est pas &duit à WC 
&- ' il )I < i 

v m i a b z ~ ~  h . ~ ~ ~ ~ + ? : ~ 1 ) ~ ~ , 4 ~ ~ e ~ ~ . ~ 1 ~ ~ ~ ~ f e  9 ., c egt cnnp$!te - . .  B l m  I j t  -tendu, , . ,  e t  . a 

ire , ePlpl&e ~ $ p  une, grmiaire dont, tout'es .les règles sont 
i 

' > . &  - .., r ' t  .> ' , * 

+ Noua avons vu quf une est la domCe d'un couple (A,R) 03 A 



Déf 8 

Déf 9 

léf 10 

III - 64 

est un axiome et R un ensemble fini de règles. 

: R, que nous appelerons encore systeme de r é é c r i t u r e  est évidemment la 

donnée essentielle du couple (AYR). 

Etant donné un système de réécriture R, on peut y attacher deux 

notions essentielles. 

: a) Capacité transformationnelle d'un système de réécriture : cette 

capacité de "transformer ou non un arbre en un autre'' est donnée par 

l'ensemble des couples (t,u) où u est transformé de t par application de 
* 

règles de R (t 8 u) et O u est "sans variable". 

Ainsi, nous associerons à un système de réécriture R la t r a n ~ f ~ r m â t i ~ n  
A * 1 

associée R = {(t,~) 1 t ji U, u É T(L)~} 

% 
éf 11 : Deux grammaires G et G' sont générativement équivalentes (noté g) ssi k F(G) F(G1). Deux grammaires (A,R) et (A',R1) (où deux systèmes de 

% 
réécriture R et R') sont transformationnellement équivalents (t) ssi 

% % 
R = R'. Bien entendu, t est strictement plus fine que g. 

l 

Si le problème de l'équivalence transformationnelle n'est, à notre 

connaissance, pas posé clairement dans la littérature, celui de 

l'équivalence générative est évidemment le plus classique qui soit. 

Le premier problème qui se pose est celui de la décidabilité de ces 

équivalences. Il a été peu étudié et c'est normal car, comme nous allons 

le voir, il "tourne court" en ce qui concerne spécifiquement les arbres. 

Si on considère deux grammaires régulières d'arbres (Arnold [ A 1, 
Brainerd C 301, C 311, Rounds C 831, Thatcher [ 881), l'équivalence 
générative est décidable. Cette classe de grammaire, qui engendre les 

forêts reconnaissable~~a des règles fort simples du fait que V = Vo 
(toutes les variables de la grammaire sont de degré 0). On dérive 

en effet nécessairement de "haut en bas". Dès qu'on supprime cette 

contrainte, on obtient pour le moins des règles du type algébrique 

(Arnold C A 1, Fischer C 551,  Engelfriet C 481, Rounds C 811, 
Marchand C1031) et, même si on se restreint au cas monadique 

(V = V u V 1, cas où on génére des arbres monadiques, les forêts 
O 1 

: b) Capacité générative d'un système de réécriture : 

c'est un cas particulier du point de vue précédent, où on considère 

les transformées de l'axiome A.  Ainsi, la f o r ê t  engendrée par G = (A,R) 
* 

sera notée F(G) = FA(R) = I(A,u) 1 A if u, u c T(E)~}. 
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coïncident alors avec les langages de branches qui sont algébriques. 

L'équivalence générative se ramène alors au problème indécidable de 

l'égalité de langages algébriques. 

Les résultats concernant l'équivalence transformationnelle en découlent. 

En effet, dans le cas de grammaires algébriques d'arbres, chaque règle 

a sa partie gauche réduite à une variable syntaxique. Partant d'un 

arbre t, seules les variables syntaxiques de cet arbre sont donc 

transformées. L'équivalence transformationnelle se ramkne donc à 

l'équivalence générative : R t R' <=>, V X E V, (X, R) % (X,Rf). 
g 

On en déduit que % est décidable si R et R' sont régulières, indécidables 
t 

en général (même dans le cas algébrique monadique cité précédemment). 

Beaucoup plus fécond en l'état actuel des choses est l'autre problème 

1 canonique suivant. I 
QI) Nous avons énuméré en II) différents types de grammaires d'arbres. 

S'y ajoutent les grammaires par coupes (c'est à dire, rappelons le, les G-T. 

étudiées en 111-2-2-1 , considérées du point de vue des arbres. Il 
se pose naturellement les problèmes de comparaison des capacités 

génératives et transformationnelles de ces différentes classes, tant 

du point de vue des forêts que des langages feuillages de ces forêts. 

I Comme cas particulier de ces problèmes, on peut chercher pour chaque 

classe une forme canonique, particulièrement simple, de règles. Ces 

problèmes englobent en particulier-au niveau des arbres- les problèmes P3 et P4 

cités en 111-2-2-1-2. Nous répondons à la question QI en (111-2-3). 

IV) Les grammaires algébrigues et régulières ont été les plus étudiées ---- ------------ ---- --------- ------- 
(références déjà données). Nous n'y reviendrons pas, car la synthèse 

en est faite dans Arnold [ A 1 et il n'y a pas de retombées sur les G.T. 

(autres que les propriétés intrinsèques résultant des études de ces 

classes, voir Arnold C A 1). 

$1 Les transducteurs d'états finis d'arbres : 

Ils apparaissent dès le début de la théorie des arbres, et liés aux G.T. 

( ~ é v y  et Joshi [ 641, Rounds C 831, Thatcher C1091). Nous en avons 

abondamment résumé les propriétés dans C 9 1 et dansles première parties 

I de cette thèse. Nous touchons avec ces transducteurs d'arbres un des 

noeuds de l'évolution de l'étude des G.T., comme nous allons le voir 

maintenant. 
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Dans toute la suite, pour la clarté de l'exposé, nous ne distinguerons 

pas "variable syntaxique" et lettre terminale. La distinction est 

dlailleurs tout à fait accessoire (elle revient à tester si, toutes 

transformatio@faites, le résultat appartient à l'ensemble des arbres 

(ou des mots) sur un ous alphabet) 

P II-2-2-3-1-introduction : le cas des langages : La transformation la plus 

simple d'un mot revient à appliquer une règle de dérivation (règle 

étant pris au sens classique de règle de grammaire). Nous allons voir 

comment sont étudiées les applications itérées de règles, c'est à dire 

que nous alzons étudier diverses notions de cloture transitive des 

transformations réalisées par application d'une seule occurrence d'une 

règle (transformations que nous qualifierons d'el émentai res ) . 
1) ---___________ Le cas des langages _ _ _ _ _ _  algébriqws _ _ _ _  : nous disposons ici de la notion 

d'arbre syntaxique pour décrire l'application à un mot d'un nombre fini 

d'occurrences de règles (nous abrégerons "occurrence de règle" en 

"règle" ) . 
On distingue les règles indépendantes et les règles imbriquées : 

les premières peuvent être appliquées dans un ordre quelconque, pas 

les secondes. 

Par exemple, soit rl : o -+ a B, r 
2 

: a -i a B, r3 : B - + b B  

et l'arbre de dérivation .. 

r2 et r3 sont indépendantes, mais r est imbriquée dans rl, ainsi que r 2 3 
Le "degré d' imbrication" correspond à la "profondeur de 1 ' arbre1'. 

Considérons un mot auquel on applique une séquence de règles indépendantes. 

La transformation obtenue est réalisée par un g.s.m (un transducteur 

d'états finis de langages). [Un tel transducteur réalise dlailleurs de 

plus un contrôle reconnaissable sur les séquences de règles utilisées, 

et on obtient les transductions rationnelles en s'autorisant à "réécrire 
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sans rien lire "1. L'arbre de dérivation correspondant à la transformation 

étudiée est de profondeur 1. Ainsi, nous voyons que les transductions 

rationnelles strictes Gqui lisent obligatoirement) réalisent les "trans- 

formations de profondeur 1". 

Dans le cas de règles algébriques, les "règles imbriquées se composent1'. 

Par exemple, on peut considérer la règle a -+ a B réalisée en dérivant 

par r a dans r Ceci revient à ramener à 1 la profondeur de l'arbre. 2 1 ' 
On peut retrouver grosso modo ce résultat de composition en remarquant 

qu'appliquer une transformation de profondeur p (correspondant à un 

arbre syntaxique de profondeur pl, revient à composer p transductions 

rationnelles strictes. Or, on s a i t  que ces transductions sont closes 

par  C O ~ ~ O S ~  ti on. Ainsi, dans le cas des règles grammaticales algébriques, 

la notion de transformation de profondeur bornée est décrite par les 

transductions rationnelles, et se ramène à la profondeur 1 (tant du 

point de vue grammatical que des transductions). Etudier les 

transformations non bornées en profondeur revient évidemment à étudier 

tous les transformées possibles d'un mot par des règles algébriques, 

donc les forêts reconnaissables. 

II) Le cas des langages à structure de phrase : -------------- - ------------------ ----- 
La notion de règles indépendantes persiste, mais il est plus difficile 

de définir les imbrications de règles - car les règles peuvent ici se 
chevaucher. Néanmoins, on peut définir, dans le même esprit que 

précedemment, la notion de profondeur de transformation (voir Stanat [1081). 

Soit par exemple l'alphabet {al, a2, a, à) et les règles 

ri a â' + a a (pour i É  CI,^]) 5 i i  
2n i i i i 

Le mot a.a a', auquel on applique la séquence (pl, r2,...,r2G3) de 
1 - 

règles indépendantes, se transforme ainsi en aiai(giai ln-laia1 par une 

transformation de profondeur 1 que l'on peut schématiser en 
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i i i 
Si on applique au mot obtenu la séquence (r4, r5,.. r5) on obtient 

a 2n+l * 2ntl 
a' i ' Finalement, aia2"a' a a'i par la 'transformation de 

profondeur 2' 

- -  1- 
a a a  a a. 

1 

où on voit apparaitre un chevauchement des découpages induits sur le 

mot intermédiaire par les séquences de règles. Pour la grammaire donnée, 

si on considère {a, a a 1 comme seuls terminaux, l'image de a a2na' 
2nt la 1' 2 2ntl 1 

se réduit à a 1 et celle de a2a2na' à a a' Ici, la profondeur 
2 ' 

de la transformation ne peut pas être réduite à 1 (pour transmettre 

arbitrairement loin l'indice de la première lettre à la dernière, il 

faut la profondeur 2). Mais, comme dans le cas 1) une transformation de 

profondeur 1 se réalise par transduction et, comme les transductions 

se composent, ici encore la notion de transduction rationnelle rend 

compte des 'transformations grammaticales de profondeur bornée'. Ainsi, 

alors que les règles contextuelles nous apparaissent d'un usage malaisé, 

l e s  transductions r a t i o n n e l  l e s  "déploient"  l e s  transformations syntaxiques 

de profondeur bornée l e s  plus générales.  (Si on retire l'hypothèse de 

profondeur bornée, on en est amené à une étude directe des langages 

contextuels ou récursivement énumérables). 

[II-2-2-3-2-Le cas des forêts : Les premières questions qu'on se pose sont, 

comme dans le cas des langages : 

- étudier les transformations obtenues par application de séquence de 
règles indépendantes (profondeur 1) 

- étudier les transformations de profondeur >1. 

A-t-on la possibilité de 'contracter' cette profondeur ? (Propriété de 

composition comme dans le cas des langages ? )  

Ici, la situation est beaucoup plus complexe que dans le cas des langages, 

essentiellement à cause de l'existence de torsions. 
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1) Les transformations de profondeur 1 : Il s'agit d'abord de définir ....................... ----------- 
les règles indépendantes. Dans le cas des langages, nous avons vu 

qu'une transformation de profondeur 1 consistait à lire le mot d'entrée 

de gauche à droite et à appliquer au fur et à mesure des règles 

grammaticales telles que les occurrences de leurs parties gauches 

soient disjoints deux à deux. Mais en fait, dans ce cas, l'hypothèse 

"de gauche à droite1' était superflue, l'ordre d'application des règles 

n'importait pas. 

Illustrons d'un exemple la différence qui apparait, par rapport au 

cas des langages, dans le cas des arbres. 

soit les règles r : a -+ a' r : b -+ b' r3 : b -+ bl'. 
1 I / \  

2 

L. 1 * Considérons les dérivations d : a -+ a' + a 
1 I / \  / \ 

Dans les deux cas, les occurrences des parties gauches des règles 

appliquées sont bien disjointes (on peut dire en ce sens que les 

règles sont indépendantes). Pourtant, "le sens de parcours de l'arbre" 

importe : dans dl on lit l'arbre en descendant, ce qui permet de dériver 

les deux occurrences de b de façorsdifférentes. Si, comme dans d on 
2 , 

transforme de bas en haut, on doit dériver d'abord b, puis on dédouble 

son transformé ne pouvant pas obtenir a(bl , bl') . Ainsi, le sens de 
parcours de l'arbre importe. Par contre, si on applique des règles dont 

les occurrences de parties gauches ont leurs sommets incomparables deux 

à deux (non situés sur une même branche), il est alors évident qu'on se 

retrouve dans une situation comparable à celle des langages. On peut 

donc restreindre la notion de règles indépendantes en ce dernier sens 

(sommets incomparables). La transformation réalisée par application à 
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un arbre d'une séquence de telles règles indépendantes est alors 

effectuée par un transducteur d'états finis d'arbres, ascendant ou 

descendant. Mais il est plus intéressant de considérer un autre point 

de vue : comme on choisit un sens de parcours (gauche à droite) pour 

réaliser une transduction de mots, on va choisir un sens de parcours 

de l'arbre en le transformant au fur et à mesure. En ce sens, on 

appliquera des règles grammaticales de domaine disjoint ; sans autre 

restriction. 

Nous avons remarqué que l'ordre de transformation de sous arbres 

indépendants n'importe pas, autrement dit, on pourra aller de branche 

en branche dans un ordre arbitraire. 

Par contre, nous avons vu que parcourir les branches de haut en bas 

ou bas en haut importait. 

Finalement, les transformations de profondeur 1, ascendantes ou 

descendantes, seront définies ainsi. 

II) Transformations de ~rofondeur 1 et transducteursd6tats finis d'arbres : ------------------- .................................................. 
a) Dans le cas où toutes les règles grammaticales sont de type 

algébrique, les transformations de profondeur 1 sont évidemment réalisées 

par des transducteurs d'états finis d'arbres, avec, en plus, un contrôle 

reconnaissable effectué par la succession des états (1). Nousnous retrouvons 

alors exactement dans le cas des langages. 

b) Dans le cas de règles grammaticales quelconques, les transductions 

classiques d'arbres ne peuvent pas rendre compte de certains phénomènes : 

- soit par exemple la règle A + a' 
/ \ I 
a x x 

Une règle de transduction descendante classique réalisant cette règle 

grammaticale serait de la forme qCA(x x )l + a1(q'Cx21), donc incapable 
1') 2 

de'L.econnaitre" le a substitué à xl en A(xl,x2). C'est le problème de 

"reconnaissance de ce qui n'est pas lu". 

- Soit la règle A a. Une telle règle réalise sur le domaine un 
\ .I 
X X X 

'b 
(1)  Les règles algébriques sont de la  forme A + u . ~  

/ 1:) 
2 2 --2 1 2 n  
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".test d'égalité", opération impossible par un transducteur classique. 

Nous avons déjà au chapitre (111-1-2) de cette thèse discuté des rapports 

entre bimorphismes et transductions d'arbres, et vu que nos bimorphismes 

correspondaient à des classes de transducteurs résolvant ces problèmes. 

Nous rappelerons en 111-2-3 les rèsultats en termes de G.T. 

III) Transformations de profondeur supérieur à 1 (1 )  : ------------------- ------------ ---------- 
Si nous nous limitons au cas des systèmes de réécriture algébriques, 

nous venons de voir que les transformations de profondeur 1 sont réalisées 

par les transductions classiques de forêts. Les transformations de 

profondeur supérieure seront donc réalisées par composition de 

transductions. Or, il est connu que ces transductions, qu'elles soient 

ascendantes ou descendantes, ne Se composent pas (Thatcher [log], 

Ogden et Rounds C76 1, Perrault C78 1, Baker Cl9 1). C ' e s t  l à  un p o i n t  

capi ta1  sur leque l  nous reviendrons. 

III-2-2-3-4-Composition des transformations dans les G.T. par coupe : 

1) Une transformation élémentaire par coupe, ne peut pas réaliser de 

transformation en plusieurs noeuds d'une même branche : la transformation 

se fait simultanément sur des noeuds incompatibles, puisqu'au niveau 

d'une coupe. L'exemple donné en 111-2-2-1 se formalise en gros en les 

transformations élémentaires suivantes : 

- D'abord, on part d'un arbre t que l'on 'dédouble au niveau de 

l'axiome' (ce qui est une transformation élémentaire) 

on obtient alors 

- Ensuite, on fait des modifications au niveau des feuilles d'une des 
occurrences de t. 

La transformation composée obtenue est 'intrinséquement à deux niveaux 

de coupe' : racine et feuillage. Elle ne peut être décrite par une seule 

transformation élémentaire. Autrement dit, la notion de t ransf  0rmati  0n 

par  coupe n ' e s t  pas c lose  par composition. Remarquons que le type de 

(1) Ne pas confondre la  notion de profondeur u t i l i s b e  i c i  (transformation 
par plusieurs passages) avec ce l le  u t i l i s é e  par de nombreux auteurs 
(Peten; e t  Richie, Rounds) qui correspond à l a  profondeur de Z 'arbre, 
donc à l a  profondeur que nous u t i l i sons  dans l e  cas des langages. 
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III) llexemple 1) ci-dessus peut être réalisé par une transduction 

d'états finis d'arbres, mais l'exemple II) ne peut pas l ' ê t r e ,  même 

par  une transduct ion qui t e s t e r a i t  des é g a l i t é s .  Pour prouver ce fait, 

considérons la transformation qui associe t. t.p.à tout t.p. L'ensemble 

des t.p est une forêt reconnaissable, le langage de branche de l'ensemble 

des t.t.p n'est pas reconnaissable. Comme on sait que les transductions 

avec test d'égaiité conserve la reconnaissabilité des langages de 

branches des forêts transformées de forêts reconnaissables ces transduc- 

tions ne peuvent réaliser la transformation étudiée . / / /  

Nous allons synthétiser tous ces résultats def'non composition" et en 

tirer les conséquences dans la section suivante. 

111-2-2-3 Le point sur les grammaires transformationnelles - Les problèmes 

111-2-2-3-1 D'une façon générale, pour obtenir des résultats profonds sur ..................... --- ------- 
un problème, il faut pouvoir le "déployer" c'est à dire, mathématiquement 

parlant, le plonger dans un cadre où des concepts le caractérisent 

intrinséquement, autrement que par des tautologies sur le formalisme 

dans lequel il est apparu. Par exemple, lorsqu'on étudie les transfor- 

mations de langages, partant des transformations élémentaires que sont 

les règles syntaxiques, on se pose tout naturellement le problème 

d'étudier les transformations de profondeur 1, puis de profondeur 

bornée (au sens vu précédemment). Or, nous avons vu que, dans ce cas 

les transductions rationnelles réalisent ces transformations, ces 

transductions déploient le phénomène étudié car leurs propriétés 

décrivent directement les propriétés des "transformations de profondeur 

bornée" (dont on peut alors dire bien autre chose que des trivialités ! ) ,  

ces transductions qui sont au centre de la théorie des langages actuelle 

(A .F .L ,  cônes) ... 

111-2-2-3-2 Dans le cas de l'étude des G.T., la situation est, d'après ............................................ 
l'étude faite précédemment, la suivante. 

Dès l'apparition de l'étude des G.T. au niveau des forêts apparaissent 

les transductions de forêt (Ogden, Thatcher, Rounds), ce qui est normal 
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car elles réalisent des transformations algébriques de profondeur un, 

(au sens précisé dans le paragraphe précédent), c'est à dire associées 

à des règles grammaticales algébriques. 

Mais nous avons vu 

1) Qu'elles ne rendent pas compte des transformations de profondeur 1 

associées aux règles grammaticales quelconques (essentiellement se 

pose le problème des tests d'égalité). 

II) Surtout, qu'elles ne sont pas closes par composition. Si bien qu'on 
ne peut parler que des transformations de profondeur bornées que comme 

"composées de transformations de profondeur 1" ! Très tôt, Thatcher Cl091 

se rend compte de l'inconvénient (il parle de "boites de Pandor" pour 

décrire les transformations de profondeur bornée) et de l'intérêt qu'il 

y aurait à trouver de l'bonnes classesv de transductions closes par 
compos i t i  on. 
Depuis, de nombreux auteurs ont tenté de prouver une hierarchie infinie 

par composition (Ogen - Rounds, Baker, Perrault), mais de toute façon, 
le problème demeure et bloque la situation. 

ler Point : 

Les transductions de forêts n'étant pas closspar composition, on ne peut 

pas étudier les transformations de profondeur supérieure à 1. 

On comprend alors que la théorie des forêts, malgré un formalisme très 

prometteur et ses tentatives d'application déjà anciennes (1968-1970) 

aux G.T. aient apporté peu de résultats à ces dernières. 

III) Du point de vue des G.T. par coupe, nous avons trouvé la même 

impossib5lité de décrire directement les itérées de transformations 

élémentaires. D'une façon plus générale se pose le problème : 

2ème Point : 

Comparer les G.T.  de forêts e t  les G.T.  par coupes, leurs transformations 
élémentaires , leurs puissances génératives e t  transformationnel les. Si 

on passe de 1 'une à 1 'autre, par quel type de transformation, etc . . . 
(c'est à dire étudier les questions P l  à P4 du point de vue des 

grammaires d'arbres). 
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111-2-2-3-3 Il se trouve lié à ces problèmes la nécessité de trouver des ----------- 
concepts mathématiques les décrivant "à peu près" et dont les bonnes 

propriétés permettent de les étudier. Pour cela, essayons du point de 

vue de la problèmatique des G.T., de préciser un type de t r a n s f o r m a t i ~ n ~  

dont on a essentiellement besoin. Suivant cette démarche, tous les auteurs 

introduisent des sous-classes, des cas particuliers à leurs modèles, 

les classes obtenues ainsi dépendent évidement beaucoup du formalisme de 

chacun. 

Mais, partant de la notion de transformation élémentaire (c'est à dire 

d'application d'une règle), on rencontre la difficulté suivante 

- ou on exclut toute règle permettant de dupliquer. 
11 faut alors pour le moins s'autoriser à tester des égalités avant 

de transformer (ou après) comme Chauché. 

Si on alterne transformations et tests d'égalité, comment vérifier 

que le nombre de tests est borné ? Si on alterne pas, il faut étudier 

si on modifie la capacité de transformation en s'imposant un ordre 

sur les types d'opérations (par exemple : d'abord tous les tests 

d'égalités, puis toutes les transformations, etc... ) 

- ou on s'autorise des règles permettant de dupliquer. 
On peut alors tenter d'en contrôler l'application afin de borner le nombre de 

recopies. Du point de vue des transducteurs d'arbres, ceci revient 

à des contraintes inextricables sur les états. 

C'est pourquoi, pour les transducteurs d'arbres, on trouve soit des 

transducteurs linéaires, qui ne peuvent dupliquer, soit des transducteurs 

non linéaires qui peuvent dupliquer à l'infini. 

Remarquons enfin que les transducteurs déterministes se composent, 

mais le non déterminisme est inhérent à la faculté d'appliquer ou pas 

telle ou telle transformation, et ne peut être,de l'avis de beaucoup, 

supprimé du point de vue des grammaires transformationnelles (bien que 

Chomsky y ait songé). Et, avec l'alternance de non linéarité et de non 

déterminisme, on retrouve la non composition des transductions 

(hierarchie infinie de Baker Cl9 1, Ogden, Rounds C76 1). 

Nous venons de voir que si on s'autorise des recopies non bornées en 

largeur, on se trouve dans l'impossibilité de décrire les phénomènes nés 

de compositions de transformations. Par contre, on peut essayer d'étudier 
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les transformations générant (ou testant) un nombre borné en largeur 

d'égalités. Certes, la borne n'aura pas de signification empirique, mais, 

même en élargissant la problématique, il semble que nous ayons là un 

modèle assez puissant. En effet, considérons nos transformations 

conservatives. Nos résultats sur la composition des bimorphismes (que 

nous rappelerons en termes de G.T. en 111-2-3) montrent que leur clôture 

par composition est la classe DL O LD. Or, les exemples 4 et 4 bis de 

111-2-1 montrent qu'on peut "imbriquer à l'infini" un arbre dans lui- 

même par une transformation de la classe DL O LD. On peut donc recopier 

de façon non bornée "le long d'une branche1' ce qui permet à notre 

formalisme de rendre compte d'autres modèles linguistiques de G.T., non 

exposés ici, qui nécessitent des recopies non bornées en profondeur. 

Certaines tentatives vont dans le sens de cette restriction : les 

S.T.A.G. de Joshi et Takahashi C62 1 permettent de générer en parallèle 

un nombre borné d'arbres identiques ou de structures voisines. Surtout, 

Chauché Cl051 satisfait à cette contrainte en utilisant des règles de 

transformation ne permettant pas de recopier en plusieurs exemplaires 

et en vérifiant un nombre fini de "prédicats de présence" (donc un 

nombre borné d'égalités de sous-arbres). 

En conclusion, nous allons voir que nos transformations conservatives 

répondent au : 

3ème Point : 

Trouver un modèle de transformations suffisamment général et ayant de 

bonnes propriétés de composition. 

Nous étudions dans 111-2-3 les propriétés de ce modèle vis à vis des 

autres problèmes soulevés lors des pages qui précèdent. 
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III - 2 - 3 NOS RESULTATS 

111-2-3-1 Systèmes de réécriture et grammaires transformationnelles par coupe : 

Comparaison, propriétés 
- 

111-2-3-1-1 Idée générale. Critique du passage d'un modèle à un autre : ------------------ ----------_--- -____- _--- ........................ 
Nous allons montrer ici que les G.T. par coupe et les systèmes 

de réécriture ont même capacité transformationnelle (donc générative) du 

point de vue des forêts (ce qui est plus fort que du point de vue des 

langages-feuillages). Dans le même esprit, nous verrons qu'on peut beaucoup 

restreindre le type de transformations élémentaires considérées sans 

changer les capacités (on peut par exemple supprimer les tests et les 

générations d'égalités). On serait tenté de dire que "tout est dans tout 

et réciproquement", puisque des modèles a priori fort différents sont 

équivalents. Mais ce serait hatif : quand oncorsidère le passage d'un 

modèle à un autre, nous verrons que ce passage se f a i t  de façon a r t i f i -  

c i e l l e ,  sans aucune r é a l i t é  empirique. Telle notion intuitive se formalise 

simplement dans un modèle et pas dans un autre, etc... Ainsi chaque 

modèle conserve son intérêt. C'est le passage de l'un à l'autre qui est 

artificiel.Mais nous remarquerons que ce passage se fait par des transfor- 

mations de profondeur non bornée. Autrement dit, si on s'en tient aux 

transformations de profondeur bornée, on distingue mathématiquement ce 

qui est distingué empiriquement. 

L'intérêt des résultats suivants est autant de constater le côté "forcét1 

des équivalences que les équivalences elles-mêmes. Des preuves formelles 

seraient d'autre part fastidieuses. Aussi nous contenterons nous ici de 

donner les idées générales des preuves. 

111-2-3-1-2 Quelques lemmes techniques : ----------------- ----------------- --- 
Définition : Soit R un système de réécriture d'arbres dont les règles sont ---------- * 
numérotées r . . .  r . Soit L un langage de {rl,.. rn} n . Au couple (R,L) 
on peut associer la transformation { (t ,u) 1 t 1- tl 1-: . . . tn u 

r. 
1 
1 

i n 

et r. ... r. E LI. On dira que R controié par L réalise cette 
1 
1 1 n 
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transformation. Si L est reconnaissable, on a ainsi imposé à R un contrôle 

reconnaissable. Remarquons ici que les occurrences dans chaque ti d'appli- 

cation des règles ne sont pas contraintes. 

Convention ---------- : Nous conviendrons de distinguer le sommet de chaque arbre à 

transformer (on peut toujours marquer ce sommet). Du point de vue génératif, 

ceci est toujours possible à partir de l'axiome. Cette convention ne 

modifie rien dans l'esprit des choses. Nous nuterons as(xl,. . ,x n ) 
l'occurrence de a(x 1" xn) au sommet d'un arbre. 

lemme a : ------- 
Tout système de réécriture avec contrôle reconnaissable est transforma- 

tionnellement équivalent à un système de réécriture (sans contrôle). 

Idée de la preuve : 
-----a----- ----- 

Soit R un système de réécriture contrôlé par L. 

Soit Q un automate d'états finis reconnaissant L. 

Les règles de transitionde Qsnt doncdela forme qi(ril) + qj où qi et 

q. sont des états de Q et rit une règle de R. On peut toujours supposer 
1 
que Q possède un seul état initial q et un seul état final qf. 

O 

1) On construit un système de réécriture R' comme suit : 

- L'alphabet terminal de R' et celui de R 

- L'alphabet variable de R' est celui de R augmenté des nouvelles variables 
qia( xl , .. xn ) , pour tout état q de Q et toute lettre a(xl, .., x ) de R, 

i n 
et augmenté des nouvelles variables q i ' 

- Les règles de R' sont les suivantes 
règles initiales : 

Pour toute lettre du sommet a x 1  x ) de R on définit s n 
as(xl,.. xn) + qo a(xl. xn) 

règles de remontée : 

a(xl,.. ~ ~ - ~ ~ q ~ b ( ~ ~ ~ .  . X. 3 ,~~+~~x~)-+q~a(x~,. . x ~ - ~ ~ ~ ( x ~ ~ .  .x.) J , x ~ + ~ ,  . .xn) 
pour toutes lettres a, b, tout qk et tout i. 
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+ règles de descente : 
Les mêmes que ci-dessus, en inversant les fléches. 

règles finales : 

qf a(x l,.. x 1 + a(x l,.. xnl n 

pour toute lettre de R 

règles de transition : 

A toute règle rk : tk + uk de R, à tout couple d'états qi 

associe la règle de R '  : 
et qj9 On 

sitk - qjuk 
ssi q.(r ) -+ q. est une transition de l'automate Q. l k  3 

qitk + q.u désigne la règle où le sommet de t est marqué de qi et 
3 k k 

celui de u est marqué de q 
k j ' 

Si uk. est réduit à une variable x nous noterons q.(x la partie 
P , 3 P 

droite. 

Nous introduirons également les règles de la forme 

II) R' ainsi construit est transformationnellement équivalent à R 

contrôlé par L. L'idée est la suivante : 

les transformations de R' sont nécessairement comme suit : 

- On marque le sommet de l'arbre à transformer par qo. C'est le seul 

moyen deWfaire apparaître un état". Les autres règles ne feront que "faire 

parcourir1' l'arbre à la marque d'un état. L'arbre restera donc marqué d'un 

seul état. 

- Les règles descendantes "descendent" q de façon non déterministe 
O 

- on applique une règle de transition, ce qui revient à appliquer dans 

R une règle rk et à marquer l'arbre d'un état q (avec q rs qj 1. 
j O 

- On itère le procédé, à savoir : 
* 

Supposons t I F  t' où t' est marqué par q.. 
1 
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On peut, par règles ascendantes et descendantes, transférer q. en tout 
1 

noeud de t', où on applique une règle de transfert marquant de q et 
j 

revenant à appliquer r dans R ssi qi(rk) + q . k j 

- On termine en effaçant la marque d'état par une règle terminale. 

Il est alors évident que R '  'L (R controlé par L) 
t C.Q.F.D. 

Corollaire a : ------------ 
Si des transformations sont 'L à des systèmes de réécriture, toute composition 

t 
avec contrôle reconnaissable de ces transformations est 'L à un système 

t 
de réécriture. En particulier, si chaque règle d'une G.T. par coupe est 

1. à un système de réécriture, la G.T. est elle-même '$ à un système de t 
réécriture. 

lemme b : Si une transformation est réalisée par un système de réécriture, ------- 
il existe un système de réécriture réalisant la transformation inverse. 

Idée de la preuve : Soit R % T, T étant une transformation donnée. ----------- ----- 
'L 'L 'L 'L 

t 
A chaque règle t.5 + u.8 de R, on associe la règle u.8 -+ t.S dans R' 

si Im 8 = Im 5. 
'L fb 

Sinon, on associe la règle u.8 -+ tl'. 5' 
'L 

où t' . 5  ' est obtenu en substituant dans t . c, un nouveau symbole S à 
'L 

chaque variable de 5 n'apparaissant pas dans u.8. (Eventuellement, on 

renumérote les variables). 

On ajoute les règles permettant à S de générer tout arbre. 

Si 5 contient au moins deux occurrences d'une même variable n'apparaissant 
rt 

pas dans u. 9, on marque le sommet de ;' d'un symbole distingué et on - 
introduit une règle . + ' . , où 2' est ;' marqué comme ci dessus et u 
teste les égalités sur les occurrences de la variable considérée. 

exemple : soit la règle 

a(xl, xl, x2) +b(x2) de R 

On introduit dans R' : 

b(x2) + à (S,S,x2) 
(OU, en renumérotant, b(xl) + ~(S,S,X~)) 

- 
et a(xl ,xl ,x2 + a(x ,X ,X ) . 1 1  2 - 1 D'une façon générale, on vérifie que R' 'L R 

t C.Q.F.D.  
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@ ~ ~ - ~  : toute transduction associée à un transducteur d'états finis 

(ascendant ou descendant) peut être réalisée par un système de réécriture. 

Idée de la Ereuve : Traitons le cas descendant. Le cas ascendant se traite ----------- ----- 
de même. Rappelons qu'on suppose le sommet de chaque arbre marqué (d'un 

indice "S"). On considère l'alphabet donné C augmenté de ses lettres 

marquées de S et des états du transducteur. 

A chaque règle de transduction 

qCa(xl,.. xn)l + t(qi Cx. 1, ..., qi Cx 1) 
1 31 p jp 

associons les règles de réécriture de la forme 

où bl,.. b sont des lettres arbitraires de C. n 

A chaque règle de transduction 
s 

q[al + t, on a-socie en autre les règles "terminales" q a + a. 

Il est facile de voir que toute transformation du système de réécriture 

est calquée sur un mouvement du transducteur. Pour obtenir un arbre 

sans variable grammaticale, donc sans marque, il faut faire disparaître 

les "S", donc effectuer le mouvement complet. 
C.Q.F.D. 

Corollaire .................... de b et c : Tout morphisme inverse ou direct, toute intersection 

avec une forêt reconnaissable, sont réalisés par des systèmes de réécriture : 

Preuve ------ : Il suffit de remarquer que ces transformations sont réalisées 
par des transductions d'états finies ou leurs inverses. 

lemme ------- d : Toute transformation associée à une règle de G.T. par coupe peut 

être réalisée par système de réécriture. 

Idée de preuve : Soit une règle de G.T. par coupe et ses conditions -------- ----- 
d'applications. Ces conditions sont une conjonction de conditions 
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reconnaissables et de tests d'égalités. La règle elle même fait des 

transformations reconnaissables, des tests et des générations d'égalités. 

En marquant la coupe au niveau de laquelle on applique la règle, et en 

décomposant cette règle en une séquence de règles plus simples, on 

décompose le problème. Il résulte des lemmes précédents que le marquage 

d'une coupe, qui est reconnaissable, peut être effectué par système de 

réécriture. De même, d'après le lemme a, la succession de la séquence 

de règles décomposées peut être contrôlée. De même encore, toute contrainte 

et transformation reconnaissable sont réalisées par transduction d'états 

finies, donc système de réécriture. Reste à étudier les tests et générations 

d'égalités. Les deux problèmes se traitent de façon identique. Nous nous 

contentons ici d'étudier le cas des tests dlégalit&.Le problème est que 

les sous arbres à tester sont arbitrairement éloignés. On commence alors 

par "remonter" les sous arbres à tester, jusqu'au sommet de l'arbre. Là, 

on applique unenrègle - test". Le lemme a nous assure qu'on peut toujours 
contraindre régulièrement l'ordre d'applications de ces règles. 

Soit un test d' égalité 

- On marque (aléatoirement) les sommet des sous arbres à tester (on marque 

A en A). 

Attention : en termes de GT par coupe, A désigne tout le sous arbre de 

sommet A. 

- On "remonte" les sous arbres de la façon suivante : - 
b(xl, ... xi, A(xitl) ... x.) x~+~,.. Xn) + 

1 

- - 
~(A(x~+~,.. x.), xlV. xi,A X.1, Xj+l,.* 

- 3 I 'n ) 

("-" est une nouvelle marque) 

On commence ainsi par dupliquer le sous arbre A. A remarquer qu'on 

"remonte un exemplaire et laisse l'autre inchangé". 

On continue la remontée par les règles de la forme : - - 
a(xlv xi, b(xitl,.. x.), x~+~,.. 

3 Xn ) 
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Remarquons qu'ainsi chaque sous arbre remonté est premier successeur - 
immédiat d'une lettre marquée "-". Remontant les - 2 par exemple - sous 
arbres dont on veut tester l'égalité, on aboutit à un noeud prédécesseur 

des deux occurrences originelles de ces arbres. Ainsi, on a remonté et 

rapproché deux copies de sous arbres arbitrairement éloignés. On fait 

alors le test d'égalité par : 

remarquons que la même variable figure en premier successeur immédiat - - 
de b et c ,  ce qui teste bien l'égalité considérée. On efface les marques 
en même temps. 

L'opération est terminée. C.Q.F.D. 

& g ~ ~ g - ~  : Toute règle de réécriture est transformationnellement 

équivalente à une G.T. par coupe. 

Idée de la preuve : La transformation réalisée par une règle de réécriture ----------- ----- 
est locale. Les tests et générations d'égalité se font, par vocation, 

facilement dans une G.T. par coupe. Par contre, il est difficile de 

transformer la structure de l'arbre (voir le "tree-pruning"!). 

On procéde alors comme suit : par coupes successives, on encadre chaque 

noeud de l'arbre de marqueurs. Ainsi, on parenthétise complétement et la 

structure arborescente apparait ainsi codée dans la coupe. On transforme 

ainsi sans peine (sans peine dans le principe seulement .... 1. 

C.Q.F.D. 

III- 2-3-1-3 Eguivalence de différents systèmes de transformation : --------------- ......................... ........................ 
Proposition 1 : Les grammaires transformationnelles par coupe et --- --------- 
les sys temes de réécri ture sont transformationnel lement (donc générati vement) 

équivalents. Les composées de transductions et transductions inverses, 

les composées de bimorphisme sont transformationnel lement (et generati vement) 

strictement moins puissants que les systèmes de reécriture (et que les 
grammaires transformationnelles par coupe). 
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Preuve ------ : Il existe des transformations réalisées par système de réécriture 

qui ne peuvent être réalisées par composition de bimorphismes (et à forciori 

de transductions). Il suffit pour cela de considérer la cloture par union 

de la hierarchie infinie de composition de transductions proposée par 

B. Baker C 191, ou celle proposée par Ogden et Rounds [ 7 6 1  par exemple. 

Le reste de la proposition se déduit immédiatement des lemmes préliminaires///. 

Remargsg : Ces résultats n'ont rien de surprenant. Remarquons seulement ----- 
que l'application d'une règle de réécriture est purement locale, ce qui 

explique le lemme d, où on doit d'abord rapprocher les sous-arbres avant 

d'en tester l'égalité ;cetest porte en effet dans une G.T. par coupe sur 

des sous arbres quelconques. Les G.T. par coupe reviennent à appliquer 

des espèces de multirègles (comme Marchand dans 1103 1 ) . Le lemme d montre 
que cette généralisation est illusoire. 

Proposition --- --------- 2 : T o u t  système de réécriture es t  transformationnellement 
équivalent à u n  système de réécriture linéaire complet s t r i c t  dont les 
seules règles non croissantes sont de la  forme a ( x )  + x(une règle est  
croissante ssi la  t a i l l e  de sa partie droite es t  supérieure ou Cigale à 

la t a i l l e  de sa partie gauche). 

Preuve : ------ 
'~l i 

1) On peut toujours supposer une règle stricte : si une règle t.5 + a 
'~l i 

n'est pas stricte, on peut toujours la remplacer par t.5 + &  a et 

8 .  ( x1 ) + x1 ( f i  est un nouveau symbole ) . Plus généralement, si une règle 
n'est pas croissante, on rajoute en partie droite des B que l'on efface 
ensuite. 

II) Si une règle n'est pas compléte, l'idée est de la "compléter" et 

d'introduire des règles "mangeant" les sous arbres ajoutés. Plus précisément, 
% % 

soit t.5 + u.8 une règle non compléte. 

On lui substitue la règle compléte 
% % 
t.C -+ u.(0, f.8') où Im(0') u Im(0) = Im < 

(on peut supposer 0' linéaire). 

Puis on introduit les règles "arborivores" . 
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a(bl,..,bn) + a' (les bi E LOI 

?r 
Ainsi, le seul moyen de faire disparaitre le # de u(8, # 8') est de 

l manger par des marquages en # les sous arbres substitués à 8'. 

III) Si une règle n'est pas linéaire gauche (5 non linéaire) on procéde 

comme suit : 
% % 

Soit t.5 + u.8 avec 5 non linéaire. On peut toujours (détails laissés 

au lecteur ) substituer à cette règle une séquence de règles dont les 

seules non linéaires gauches sont de la forme a(xl, xl) + a(xl) . 
Considérons donc seulement une telle règle (il est d'ailleurs intuitif 

que là est le noyau du problème). 

On substitue à cette règle les règles 

a(b(xl,. . x,), b(~,+~, x ~ ~ ) )  -+ 

1 a(b(#(x19 Xn+l)9***, # (xi, Xn+i),.., # (Xn, X2n))) 

pour tout b E C .  

De plus, pour tout b E C, on introduit les règles : 

et enfin, pour b .E C 
O 

Ici encore, les non terminaux # ne peuvent disparaitre qu'en parcourant 

totalement les sous arbres substitués aux deux occurrences de xl, ce qui 

nécessite l'égalité de ces sous arbres (et la recopie en un exemplaire). 
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IV) Cas des r&gles non linéaires droites : 
?* % 

Soit t.5 + u.8 où 8 non linéai~e : 

On remplace dans 8 toutes les occurrences sauf une de chaque variable par 

un nouveau symbole S. S génére n'importe quel arbre. Puis on se ramène 

ainsi à des tests d'égalités : vérlfier que les sous arbres g6n6r6s 

arbitrairement par S sont égaux au sous arbre substitué à la seule 

occurrence conservée de la variable considérée. 

V) En appliquant le procédé IV) pour chaque règle non iin6aire droite, 

on obtient un système équivalent sans règle non linéaire droite. 

Le procédé III) conserve la linéarité à droite. On obtient donc un 

système linéaire, puis complet par II) (qui conserve la linémit&>. 

Ces caractères étant conservés par 1) on obtient ainsi le résultat. 

C.Q.F.D. 

Proposition 3 : Tout système de réécriture est générativement équivalent --- --------- 
à un systeme de réécriture dans lequel 

- on applique d'abord que des regles monadiqws êmplPtes 
- puis que des règles inversibles 

(une regle inversible est une regle linéaire compléte stricte) 

Idée de la Ereuve : on code chaque arbre sur un arbre monadique (c'est ----------- ----- 
à dire sur un mot) en le parenthésant. La forêt générée par un système 

se code ainsi en un langage récursivement énuwérable. On peut donc dP@ord 

générer ce langage récursivement énumérable puis décoder. Ce décodage 

consiste à faire pousser (par les règles inversibles) les arbres des 

feuilles vers la racine. La construction générale est simple dans l'esprit 

mais monotone par tous ses cas particuliers. 

Nous l'illustrons sur un exemple. 

L ' arbre c se parenthétise en 

- - -  
et se code linéairement en c a a a a a a c 
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On fait pousser l'arbre par les règles 

et pour terminer 

On obtient ainsi : 

C.Q.F.D. 

En remarquant que la linéarité et la complétude sont conservées dans le 

passage d'un système de réécriture à une G.T. par coupe, l'essentiel des 

propositions qui précédent se traduisent en le : 

Théoreme ---------- 3 : DU point  de vue transformationnel (donc genéra t i f )  , l e s  

systemes de réécr i  tu re  e t  1 es g r a m a i  res transformationnel l e s  par coupe 

sont équi val entes. 

On peut toujours supposer 1 a grammaire ou l e  systeme 1 inéa i  r e  complet. 
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itt5g-g;~ : Il se dégage des propositions 2 et 3 une autre idée. Si on 

considére un système de réécriture complet croissant, l'appartenance d'un 

arbre à la forêt engendrée est évidemment décidable. La proposition 2 

montre que la non croissance peut être réduite au cas monadique. De même, 

dans la proposition 3, on remarque que le passage du mot à l'arbre divise 

par deux la taille. De ce fait, l'indécidabilité de l'appartenance ne 

peut résider que dans la génération monadique de l'arbre codé. 

Remarquons encore que dans la proposition 3, les règles sont croissantes 

en largeur (on retrouve l'idée des grammaires contextuelles de Marchand). 

Le problème de l'appartenance d'un mot du feuillage de la forêt est alors 

décidable si l'appartenance est décidable au niveau du système monadique 

que l'on applique d'abord./// 

111-2-3-1-4 : Comparaison des différents modèles ear transformations de ------------_--_- ___-_______________-_---------- _-___-___--__^_------  

~rofondeur bornée : ---------------- 
En reprenant les constructions faites dans le paragraphe précédent, on 

constate bien qu'elles sont "tirées par les cheveux" et en tous cas, 

qu'elles ne peuvent être en général réalisées par transformations de 

profondeur bornée. De même, si on considère les capacités (génératives 

ou transformationneiles) bornées, il est facile de voir que les classes 

obtenues diffèrent avec les modèles. Ainsi, ce qui est empiriquement 

distinct est bien séparé par les transformations de profondeur bornée. 

Ce qui suit concrétise cette idée. 

1) Les capacités génératives (et transformationnelles) des diffgrents 

types de systèmes de réécriture de profondeur bornée et respectivement 

des G.T. par coupe de profondeur bornée sont incomparables. 

On trouvera à chaque inclusion un contre exemple tiré des constructions 

du paragraphe précédent. Par exemple, un simple test d'égalité dans une 

G.T. peut nécessiter la "remontée" arbitrairement loin des sous arbres 

à tester. Ceci ne peut se faire par une transformation par système de 

réécriture de profondeur bornée. 

II) Notons R~ la classe des transformations de profondeur bornée 
n 

(réalisées par systèmes de réécriture), R celle des transformations de 

profondeur n. 
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c abrège complet, s strict, lg linéaire gauche (c'est à dire sans test 

d'égalité), Id linéaire droit (sans génération d'égalité), 1 linéaire. 

On obtient les inclusions strictes suivantes. 

on a les mêmes in&lusions pour les sous-classes 

C, s et c,s R 
R c(resp s, resp c.s) 

RB 
c(resp s, resp c.~) ? Id YE3 B R c(resp s,resp c.s) 

9 R~ c(resp s, resp c,s) 
lg 

? ' 

et on a pour a = lg, lg, 1 ou 0 

Les comparaisons entre classes de transformations de profondeur donnée 

font partie de l'étude suivante. 

.- 

111-2-3-2 Grammaires transformationnelles et bimorphismes de magrnoides 

Nous répondons ici aux premier et troisième points soulevés en 111-2-2-4. 

Nous n'avons i c i  qu ' à  t raduire  en termes de grammaires transformationnel l es  

nos résu l ta ts  fondamentaux sur l e s  bimorphismes ! L'adéquation de ces 

derniers à la problèmatique a déjà été discutée. 
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111-2-3-2-1 Propiétés de composition : ---------------- ------------- ------- 

Elles sont résumées dans le tableau "transformations de profondeur bornée" 

ci- joint. 

Nous tirons en particulier de ce tableau que : 

IbeMreip-4 : 

La c l ô t u r e  pa r  composit ion des t ransformat i  ons conîerva t ives  e s t  l a  

c l a t u r e  par  composition e t  i n v e r s i o n  des bimorphismes semi - l inéa i res .  

Toute composit ion de t ransformat ions conservat ives p e u t - c t r e  r é a l i s é e  

par  composit ion d 'un bimprophisme semi-1 i néai r e  e t  d 'un b imorph ism 

semi - l i néa i re  inverse,  c ' e s t  à d i r e  encore par  un quasi bimorphisme. 

D'une façon générale, s i  on considere une cornposi ti on de t ransformat ions 

conservat i  ves d 'un c e r t a i n  type, c e t t e  composit ion e s t  r é a l i s é e  par 

l a  composée de 1, 2, 3 ou 4 ( se lon  l e s  types) t rans format ions  du dm 
type. Autrement d i t ,  on peut  tou jou rs  ramener une profondeur de t rans-  

formation quelconque à 1, 2, 3 ou 4 (selon l e s  types) .  

Remarque importante : 

La c lasse I)L O G, qu i  e s t  l a  c l o t u r e  par composit ion des t rans format ions  

conservat ives(e t  i n v e r s i o n  puisque c e l l e s - c i  son t  symétriques) n ' e s t  pas 

conservat ive.  Nous avons vu  en e f f e t  q u ' e l l e  p e r m e t t a i t  une i n f i n i t é  de 

t e s t s  d ' é g a l i t é s  (ou de générat ions)  en "profondeur" mais pas en 

" la rgeur" .  C 'es t  donc une c lasse t r e s  l a r g e  de t ransformat ions,  mais 

q u i  a de bonnes p rop r ié tés  t o u t  de même. 

111-2-3-2-2 Propiétés génératives : ---------------- ------_ --_---_-__ 

T$eooes-s : A p a r t i r  de noyaux reconnaissables, on génere dans l e  cas 

l e  p lus  général l a  c lasse MIDRL. 

Le théorème est prouvé dans le chapitre 111-1-2 qui est consacré à cette 

classe, dont on voit ici l'importance du point de vue des grammaires 

transformationnelles. Ajoutons quelques propriétés de décidabilité. 



T R A N S F O R M A T I O N S  D E  P R O F O N D E U R  B O R N E E  
-=-=-=-=-=-=-=-=-=-=-=-=-=-=-=-=-- --=-=-=-=-=-=-=-=-=-=-=-=-=-=-=-=-=-=- r 7 3  

r- r 2  
c d - ,  3 

CLASSES DE FORETS ENGENDREES 
A PARTIR DE NOYAUX DE FORETS 

RECONNAISSABLES 

M I D R L  

Rat - lin 

Reconnaissables 

Reconnaissables 

PROPRIETES DE 
COMPOSITION 

Yn 1 2, 

(C)n=CL2=?5=fi O .CD#CL 

Yn 

(6)" = fi 

Yn 

= 73 

'dn 1 4  

n - f i 4  A 3  
(TL) - TL # TL 

-_____--__-__--___---------- 
Vn 2 2 

""=G2:/B1#G (TS 
............................ 

Yn 2 2 

TYPE DE TRANSFORMATIONS 
DE PROFONDEUR 1 

Conservat ives 
(avec tests et générations 
bornées d'égalités) 

Non expansives : 
avec générations bornées 
d'égalité, sans test 

Non compressives : 
avec tests bornés d'égalité 
sans génération d'égalités 

Reconnaissables : 
ni test ni 
d'égalité. 

a) quelconques 
.__________________--_- - - -_- -  
b) strictes 

(on lit et on recopie 
nécessairement) 

. _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ - - - - - - - 7 - -  

c) strictes et complétes 

(on lit complétement les 
arbres à transformer) 

TYPE DE BIMORPHISMES 
CORRESPONDANT 

L L 

D L 

L D 

T L 
............................ 

T S 

............................ 

T 1 
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1) L'appartenance es t  decidable dans l a  classe IDRL. (C'est à dire . 

qu'étant donné F E IDRL, on peut décider si un arbre appartient à FI. 

Preuve : soit 6 (R ) n +,(R,) r IDRL - - - - - - 1 1  

t quelconque t E +l(R1) n$2(~2) ssi 

- 1 -1 - 1 - 1 
$1 ft) h R1 # 0 et 42 (t) n R2 f 0. Or, 6, (t), 4, (t), 

R et R sont reconnaissables, et il est décidable de savoir si deux 1 2 
forêts reconnaissables sont disjointes. 

C.Q.FdD. 

II) En général, 1 'appartenance est indécidable dans la classe 141 DRL 

Nous savons en effet que cette classe contient toutes les forêts 

monadiques de langages de branche recensivement énumérable. 

III) Par contre, si on prend par exemple la sous classe de MIDRL 

constituée des forêts de la forme : h ( +  (R ) n + ( R  ) )  avec h complet 
-1 

1 1  2 2 
régulé, alors h (t) est finie et l'appartenance est décidable. 

Pour pouvoir décider de l'appartenance d'un mot ou langage feui l lage 

d'une forêt, il faut en général pouvoir borner la taille des arbres en 

fonction de leur feuillage. Ceci est si on s'interdit par exemple les 

symboles monadiques ///. 

111-2-3-2-3 : Une pf~priété sur l'ordre d'application des transformations : ------------------ ..................... --------+------------------- 

Soit une composition de transformations conservatives. Intuitivement, 

chaque transformation conservative (1, +, K, Y, 1) teste des égalités 

(par 4 - 1  , puis effectue une transformation reconnaissable bar n K) 

puis génére des égalités (par Y). Ces trois types de transformation 

sont donc, par composition, alternés. 

Mais on sait que la transformation composée peut toujours se réaliser 

comme suit 

( F  est le noyau) 
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- 1 - appliquer n et n K revient à vérifier des contraintes 

reconnaissables sur F. De même pour n K' et n' 

-4 génére les égalités (de façon non expansive) 

Remarquons que si Q est 1-linéaire, il ne génére pas d'égalité. D'autre 

part, nos résultats sur les bimorphismes montrent que dans ce cas, la 

transformation se ramène à un simple LD. On retrouve ainsi la non 

génération d'égalités. 

- Q' teste les égalités. Comme ci-dessus, dans le cas de Q' 1-linéaire, 
on sait que la transformation se ramène à un seul DL, qui est bien sans 

test d'égalités. On a ainsi le 

Théorème 6 : Toute t ransformat ion de profondeur bornée, composée de 
transformations conservati  ves , peut  ê t r e  r é a l i s é e  par  : 

- un contro le  reconnaissable 

- p i s  des générations d ' é g a l i t é s  

- puis un c o n t r ô l e  reconnaissable.  

111-2-3-2-4 Comparaison avec les grammaires transformationnelles de Chauché : ------_----__--- -----___-----_-__ ......................................... 

l Chauché définit dans Cl051 un modèle de grammaires transformationnelles 

dont les règles sont - au formalisme près - nos règles linéaires. 
Remarquons également que les grammai res exhaustives qul il définit ne 

sont pas des transformations de profondeur bornée, mais en sont très 

proches : si on s'impose de ne pas appliquer une règle en un sous- 

arbre dont ~ O U S  les noeuds sont marqués par cette règle (au lieu du 

sommet, et toutes choses égales par ailleurs chez Chauché) on obtientévidemment 

des transformations de profondeur bornée. Et on pourrait montrer que 

ses transformations exhaustives sont dans le cas général une sous classe 

de la classe DL O LD de transformations. 

Les résultats sur les classes TL, TS et TI permettent de dire que 

Théorème 7 : Toute "transformat ion de Chauché" de profondeur bornée 

peut ê t r e  r é a l i s é e  p a r  une transformat ion du même type de profondeur 

2 s i  l e s  r è g l e s  sont s t r i c t e s ,  de profondeur 4 sinon. 
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111-2-3-2-5 Autres conséguences des résultats de composition : ......................... ........................... ------- 
A P 

1) (TI)" = (TÎ12 = Br1 signifie qu'appliquer n transductions inversibles 
revient à en appliquer 2, ou encore à appliquer une bitransduction. 

Mais on peut y ajouter le résultat suivant : 

Problème : soit une foret F que l'on veut "traduire" en une autre en un 

"nombre borné de passages", c'est à dire, plus précisément : 

on part d'un élément t de F auquel on applique une transduction d'états 

finis T on obtient F (t) comme forêt image par Tl de t. On transforme 
1 * 1 

Fl(t) par un transducteur T etc... . On applique n transducteurs 
2 

Tl,**., Tn, transformant finalement. t en F (t);à (Tl, ... T est 
n n 

associée la relation ~:{(t, F (t))) et la transformée de F est G={~~(t)lt€~} 
n 

On se pose le problème de savoir si cette correspondance est inversible, 
- 1 c'est à dire de savoir si la relation R peut être réalisée par une 

succession U1,... U p  d'autres transductions. 

On sait que les bitransductions caractérisent ce cas. 

On a donc 

Théorème 8 : Pour que deux forêts  F e t  G se traduisent 1 'une dans 1 'autre  

par appl icat ion d'un nombre f i n i  de transductions, i 1 fau t  e t  i 1 s u f f i t  

q u ' e l  les  se correspondent par une b i  transductions. 

(Les transductions sont i c i  les  transductions d ' é t a t s  f i n i s  classiques).  

II) D'un point de vue pratique : Tous les résultats résumés dans le 

tableau slappuYant sur des preuves constructives il s'ensuit la démarche 

suivante : 

Problème : effectuer une transformation de profondeur bornée. 

- On dispose de la donnée des n transformations T l .  Tn de profondeur 1. 

On peut effectuer la transformation en n étapes. 

- Si on désire réaliser la transformation en un minimum d'étapes 
(1, 2 ou 4 selon les cas, voir le tableau), on procéde comme suit : 

1) On peut générer automatiquement les règles de la transformation de 

profondeur minimale : dans le cas le plus général, on se retrouvera 

avec U O V E DL O LD.. 
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Certes, même si chaque T. a une signification "intuitive évidente", il 
1 

n'en sera en général pas de même de U et V mais peu importe : c'est 

l'ordinateur qui manipulera U et V, et c'est lui-même qui les aura 

construits auparavant. 

On a a l o r s  minimisé l e  nombre de passages. 

Bien entendu, "moins les T. seront déterministes", plus U et V seront 
1 

"gros", mais le non déterminisme est souvent inhérent aux transformations. 

Il se pose les problèmes d'améliorer les constructions de U et V, mais 

surtout d'implanter efficacement nos bimorphismes. Pour cela, il serait 

intéressant de les décrire directement sous forme de machines d'états finis. 



A N N E X E S  

Nous donnons deux index permettant au lecteur de retrouver 

rapidement la signification des termes, notations ou symboles utilisés 

dans ce travail. 

L ' i n d e x  1 donne la liste alphabétique des termes et les 

numéros de sections renvoyant aux définitions. Dans cette liste, les 

préfixes variables ne sont pas à prendre en compte. Par exemple, on 

trouvera "Cvl-k complète" à la lettre l'c" (comme complète). 

L ' j-ridex II donne une liste de symboles et notations 
couramment employés. Comme il n'existe pas d'ordre habituel sur ces 

symboles, nous les ordonnons selon l'ordre dans lequel ils apparaissent. 

Les numéros correspondants de sections sont donc croissants. 



II 

I N D E X  1 --------- 

balancé (arbre) 

bimorphisme 

bitransduction 

branche 

c (complet 

compatibles (arbres 

complet (transduction) 

[VI-complet (morphisme) 

[VI k complète (partie) 

[VI-complet sur t (morphisme) 

complétude 

composante (de variable) 

composante (d'un arbre) 

d (séparé) 

dB (séparé à délai borné) 

démarquage 

démarquage propre 

démarquage propre 

déterministe (transducteur) 

dinf 

DL 

domaine de complétude 

11-2-3-9-3 

1-1-1-1-10 

1-1-3-2-6 1 

1-1-1-3-5 

1-1-5-1 

1-1-3-2-3 

1-1-2-1-6 

1-1-3-2-3 III 

1-1-1-2-11 

1-1-1-2-8 

1-1-1-0-2 

1-1-3-2-6 1 

1-1-3-2-6 1 

1-1-3-2-5 II 

1-1-3-2-5 II 

1-1-2-3-1 IV 

1-1-5-1 

1-1-1-1-6 

11-2-3-6 

1-1-3-2-3 IV 



III 

D P ~ T  

dsup 

dyadique 

engendré (magrnoide) 

f e u i l l a g e  

f e u i l l e  

f i d é l i t é  

f i n a l  (sous a r b r e )  

GFST 

homogène (morphisme) 

hyperlocale 

hypertransduction 

hypersubs t i tu t ion  

1 DRL 

i n i t i a l e  ( f o r ê t )  

i n v e r s i b i l i t é  

LL 

1 ( l i n é a i r e )  

l a b e l  

l i n é a i r e  

l i n é a i r e  (morphisme) 

l i n é a i r e  ( p a r t i e )  

l i n é a i r e  ( t r ansduc teur )  

l o c a l e  

long ( ) 

longueur (branche) 

l u  pa r  (noeud) 



Cul-lu par 

marqué ( arbre ) 

marqué (morphisme) 

marqueur (transducteur) 

même kype ) 

MIDRL 

morphisme de dans A 

morphisme t$ 
Cvl 

noeud 

noeud lu par 

ordre < 
1 

(ordre) < 
t 

paramètre (hypertrançducteur) 

primaire (noeud) 

prof ( 

profx(t ) 

profondeur 

profondeur essentielle 

profondeur homogène 

propre (démarquage) 

pur (bimorphisme) 

QB 

quasi-bimorphisme 

quasi complet 

Ev3-quasi complet 

quasi démarquage 

r (régulé 

1-1-3-2-3 III 

1-1-1-1-12 

1-1-3-2-5 I V  

1-1-5-3 

1-1-3-2-6 1 

11-2-4-1 

1- 1- 3- 1 

1-1-3-2-3 III 

1-1-1-1-1 

1-1-3-2-3 1 

1-1-1-3-3 

1-1-1-1-7 

11-2-3-4-2 

1-1-1-1-9 

1-1-1-1-10 

1-1-3-2-2 1 

1-1-1-1-10 

1-1-3-2-2 1 

1-1-3-2-4 I 

1-1-3-2-5 I f  

1-2-2-2-3 f 

If-2-4-1 

11-2-4-1 

1-1-3-2-5 

1-1-3-2-5 1 

1-1-3-2-5 II 

1-1-3-2-6 1 



raisonnable 

Re c 
8 

1 reconnaissabilité (T(L),) 

reconnaissable (forêt) 

reconnaisseur (d'états finis) 

régulation par composante 

régulé 

p-régulé (morphisme) ' 

s (strict) 

sans feuille 

sans feuille (morphisme) 

sans torsion (morphisme) 

sans variable 

secondaire (noeud) 

semi-dyadique 

semi-linéaire 

séparation 

k-séparé 

k-séparé (morphisme) 

séparé à délai borné (morphisme) 

séparé à délai borné sur F 

k-séparé à délai p sur F 

'b 
k-séparé sur t (morphisme) 

sommet 

sous arbre 

sous branche 

strict (transducteur) 

1-1-2-4 

1-1-2-4-2 

1-1-2-3-4 

1-1-2-3-1 II 

1-1-2-3-1 1 

1-2-1-4-1 II 

1-1-3-2-4 II 

1-1-3-2-4 II 

1-1-3-2-6 1 

1-1-1-1-9 

1-1-3-2-5 IV 

1-1-3-2-5 III 

1-1-1-1-9 

1-1-1-1-9 

11-1-7-1 

11-2-3-6 

1-1-1-2-10 

1-1-1-2-10 

1-1-3-2-2 1 

1-1-3-2-2 

1-1-3-2-2 1 

1-1-3-2-2-1 

1-1-3-2-2 1 



strict (élément 1 

substitué 

substitution 

k-substitution 

symétrique (bimorphisme) 

taille 

TC ' 

T'FST 

TGA, TGD 

TI 

TL 

TQA, TQD 

transduction 

transformation 

transducteur ascendant 

transducteur descendant 

triplet 

T S 

type 

p-uple 

variable 
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-4 (sur parties) v 

G F S T  

TGA, TGD 



I D R L  

M I D R L  

Q B 
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