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La c a r t e  n ' e s t  pas  l e  t e r r i t o i r e ,  l e  mot n ' e s t  pas  l a  

chose,  e t  l e  programme n ' e s t  pas  non p l u s  l a  fonc t ion .  Un programme e s t  

un o b j e t  in format ique  f i n i  q u i  permet de d é c r i r e  un o b j e t  i n f i n i ,  ou 

po ten t i e l l emen t  i n f i n i  : l a  fonc t ion  "calcu16e1' pa r  ce  programme. 

O r ,  e t  en r a i s o n  même du f a i t  q u ' i l s  son t  e f f e c t i f s ,  

l e s  t r a i t e m e n t s  in format iques  ne peuvent f a i r e  i n t e r v e n i r  que des  o b j e t s  

f i n i s .  L e  champ d ' a p p l i c a t i o n  d e  l ' i n fo rma t ique  en t a n t  que sc i ence  e s t  

a l o r s  déterminé p a r  l a  réponse à l a  ques t ion  s u i v a n t e  : 

Que l s  s o n t  l e s  o b j e t s  i n f i n i s  d é f i n i s s a b l e s  p a r  

des  o b j e t s  f i n i s  ? 

e t  son problème fondamental e s t  

De q u e l l e  façon l e s  o b j e t s  f i n i s  d é f i n i s s e n t - i l s  

des  o b j e t s  i n f i n i s  ? 

La réponse à l a  première ques t ion  s e  t rouve  dans l a  t h é o r i e  

de l a  c a l c u l a b i l i t é  e t  des  ensembles r é c u r s i f s  e t  récursivement  énumérables. 

Quant au  problème fondamental,  que nous sommes t e n t é s  d ' a p p e l e r  l e  problème 

de  l a  sémantique, il recouvre  un grand nombre de  problèmes de  l ' i n f o r m a t i q u e ,  

parmi l e s q u e l s  c e l u i  de  l a  sémantique des  programmes : 

Etan t  donné un programme, é c r i t  dans un c e r t a i n  langage,  

q u e l l e  e s t  l a  fonc t ion  "ca lcu lée"  p a r  ce  programme ? 



qu'on peut  formuler  différemment s i  on met l ' a c c e n t  s u r  l ' a s p e c t  

" d é f i n i t i o n  e f f e c t i v e "  du programme : 

Etant  donné un programme, é c r i t  dans un c e r t a i n  langage,  

comment obt ien t -on  l a  fonc t ion  c a l c u l é e  pa r  c e  programme ? 

Une première façon  de procéder ,  - c ' e s t  c e l l e  q u i  e s t  

u t i l i s é e  en p r a t i q u e  - e s t  de c o n s i d é r e r  que l e  programme d é c r i t  l a  

séquence des t r ans fo rma t ions  q u ' i l  faudra  f a i r e  s u b i r  aux données 

pour q u ' e l l e s  deviennent  r é s u l t a t s .  Autrement d i t ,  l e  programme d é f i n i t  

un processus  o p é r a t o i r e ,  e t  pour  o b t e n i r  l a  f o n c t i o n  c a l c u l é e  p a r  l e  

programme, il s u f f i t  d ' a p p l i q u e r  ce  processus  o p é r a t o i r e .  

Ce t t e  façon  de d é f i n i r  l a  f o n c t i o n  c a l c u l é e  p a r  un 

programme e s t  appelée  sémantique opérationnelle. Ce concept de sémantique 

o p é r a t i o n n e l l e  peut  ê t r e  é tendu en y  i n c l u a n t  t o u s  l e s  ca s  où l ' o b j e t  

i n f i n i  d é c r i t  p a r  un o b j e t  f i n i  e s t  d é f i n i  en f a b r i q u a n t  c e t  o b j e t  i n f i n i  

(ou p l u s  exactement t o u t  élément f i n i  de c e t  o b j e t  i n f i n i )  p a r  un processus  

o p é r a t o i r e .  A ins i ,  dans l e  cad re  de l a  t h é o r i e  des  langages ,  un langage- 

o b j e t  i n f i n i  - peut ê t r e  d é c r i t  p a r  sa grammaire - o b j e t  f i n i  - ; 
l e  langage é t a n t  d é f i n i  comme l ' ensemble  des  mots d é r i v a b l e s  dans l a  

grammaire. Dans un t o u t  a u t r e  domaine, l e  nombre r é e l  fi e s t  un o b j e t  

i n f i n i  re la t ivement  aux nombres r a t i o n n e l s  ( c ' e s t  p a r  exemple une c l a s s e  

d 'équivalence de s u i t e s  de Cauchy de  nombres r a t i o n n e l s ) .  I l  peut  ê t r e  
I d é c r i t  p a r  l ' o b j e t  f i n i  xo = 1 ; = T (xi + 2/xi) ; en  c e  sens  que 

c e t t e  équat ion  de r écu r rence  permet de f a b r i q u e r  une s u i t e  de  r a t i o n n e l s  

q u i  converge v e r s  fi. 

Mais l e  nombre fi peut  ê t r e  également d é c r i t  pa r  l ' o b j e t  f i n i  

en c e  sens  que l ' o n  s a i t  q u ' i l  e x i s t e  un s e u l  r é e l  p o s i t i f  dont l e  c a r r é  

e s t  é g a l  à 2. De l a  même façon ,  on s a i t  qu 'une grammaire "context-free" 

peut  ê t r e  cons idérée  comme un système d ' équa t ions  dans l e  monoide P(C*) 

des p a r t i e s  d 'un  monoide l i b r e  c*, e t  que l e  langage engendré p a r  l a  

grammaire e s t  l a  p l u s  p e t i t e  p a r t i e  de C* q u i  e s t  composante de  l a  s o l u t i o n  

de ce  système d ' équa t ions .  Dans l e  même o r d r e  d ' i d é e ,  un programme peu t  ê t r e  

cons idéré  comme un système d ' équa t ions  dans l ' e s p a c e  des  f o n c t i o n s  p a r t i e l l e s  ; 

on d é f i n i t  a l o r s  l a  fonc t ion  d é c r i t e  p a r  c e  programme comme l a  f o n c t i o n  l a  



moins définie qui est solution du système d'équations. Cette façon 

d'associer une fonction à un programme considéré comme un système 

d'équations est appelée sémantique dénotationnelle ou sémantique du 

point fixe. 

En étudiant les propriétés des systèmes d'équations, 

on pourra plus aisément obtenir des propriétés sur les objets infinis 

qui sont leur solution que si ces mêmes objets étaient définis par une 

sémantique opérationnelle. L'étude de la résolution des systèmes d'équa- 

tions dans des espaces convenables est donc une partie importante de ce 

que nous avons appelé le problème de la sémantique. 

Pour définir la fonction décrite par un programme par la 

sémantique dénotationnelle, on est amené à résoudre des systèmes d'équa- 

tions dans un C-magma. Nivat C741 a montré que les solutions de ces 

systèmes d'équations étaient toujours les images homomorphes de solutions 

de systèmes d'équations dans le C-magma libre et qu'on pouvait donc définir 

la fonction calculée par un programme comme l'image par un C-morphisme de 

la solution d'un système d'équations dans l'ensemble des parties d'un 

C-magma libre. Cette façon de définir la fonction décrite par un programme 

à partir d'un objet formel associé au programme, le schéma de programme, 

est appelée sémantique algébrique. 

La notion de programme que nous avons utilisée jusqu'à 

présent était - implicitement - celle de programme déterministe. Grosso-modo, 
un programme est déterministe si lorsqu'on applique le processus opératoire 

correspondant à la sémantique opérationnelle, il est toujours possible, à 

tout instant de l'évolution de ce processus, d'en déterminer univoquement 

l'étape suivante. Les programmes non-déterministes seront ceux pour lesquels 

le processus opératoire peut évoluer de plusieurs façons différentes. Il en 

résulte qu'à une même donnée peuvent correspondre plusieurs résultats 

différents. 



Sans parler des machines de Turing ou des divers automates 

reconnaissent des langages, qu'on peut considérer comme des programmes 

non-déterministes, les programmes non-déterministes sont plus fréquents 

qu'on pourrait le penser. Ainsi bien des programmes tels que des programmes 

de tri, d'analyse syntaxique ou de recherche opérationnelle sont constitués 

fondamentalement d'un programme non déterministe qu'on a rendu déterministe 

en précisant une façon systématique d'effectuer tous les choix possibles 

dans l'évolution du processus opératoire. 

En tant que systèmes d'équations, les programmes non- 

déterministes ne sont plus des systèmes d'équations dans un espace de 

fonctions partielles sur un ensemble, mais soit dans un espace de fonctions 

sur l'ensemble des parties de cet ensemble, soit dans un espace de relations 

sur cet ensemble. Excepté dans le cas des programmes non déterministes 

monadiques traité par de Bakker C931, les méthodes de la sémantique dénota- 

tionnelle n'ont pas été appliquées au cas des programmes non déterministes. 

Quant à la sémantique algébrique, elle devient inapplicable dès lors qu'on 

travaille dans un espace de relations, car on ne peut mettre sur cet espace 

une structure de C-magma. 

Et cependant, sur le plan m6thodologique, les principes de la 

sémantique dénotationnelle et de la sémantique algébrique semblent toujours 

valables. Le problème posé par les programmes non-déterministes est plutôt 

d'ordre technique : il s'agit de définir convenablement l'espace dans lequel 

on doit résoudre le système d'équations qu'est un programme non-déterministe, 

et plus généralement, pour appliquer les méthodes de la sémantique algébrique, 

de définir la ou les structures libres dans lesquelles on résout le système 

d'équations formelles associé à un programme non-déterministe. 

Ces considérations aboutissent à la formulation de la 

q u e s t i o n  suivante : 

Existe-t-il une structure algébrique plus générale que 

celle de C-magma dans laquelle on puisse résoudre des 

systèmes d'équations ? 

Pour être plus précis, cette structure doit jouer le même rale que le 

C-magma, c'est-à-dire que la fonction multivoque calculée par un programme 



non déterministe correspondant à une interprétation raisonnable s'obtient 

comme image homomorphe de la solution d'un système d'équations dans la 

dite structure. 

Cette même question surgit dans un autre contexte, celui 

de la théorie des langages d'arbres. Pour étudier les arbres de dérivation 

des mots d'un langages engendré par une grammaire "context-free", Rounds 

C833, Thatcher C881 et simultanément Pair et ~uéré C771 ont introduit, vers 

les années 67-68, la notion de langage d'arbres. Mais alors que Pair et 

Quéré utilisent comme cadre théorique le binoide, pour les autres auteurs, 

les arbres sont en fait les éléments d'un C-magma libre. 

Cette théorie généralise la théorie classique des langages, 

en ce sens qu'un langage d'arbre est une partie d'un C-magma libre, et 

qu'un langage est une partie d'un monoide libre A* qu'on peut aussi consi- 

dérer comme un A-magma libre. Il n'est donc pas étonnant que bien des 

notions et des résultats de cette théorie soient analogues à ceux qui font 

l'objet de la théorie des langages. 

Or, aux cours de travaux précédents nous avons mis en 

évidence, avec M. Dauchet, le fait que sur certains points les résultats 

de la théorie des langages ne se généralisaient pas comme on aurait pu s'y 

attendre. D'une part, alors que dans le cas général, les transductions d'arbres 

ne se composent pas et n'admettent pas de caractérisation par bimorphisme 

analogue à celle que Nivat a donnée pour les transductions de langages C721, 

nous avons défini C91 une classe particulière de transductions ayant les 

mêmes ~ro~riétés que les transductions de langages mais qui se caractérisent 

comme étant les composées de deux bimorphismes. D'autre part, contrairement 

à ce qui se passe dans le cas des .langages, les ensembles algébriques d'arbres 

ne sont pas fermés par morphisme inverse C121. Ce dernier résultat nous a 

conduit à penser que la définition des ensembles algébriques d'arbres était 

peut être insuffisante et nous avons tenté de la généraliser. 



Il faut remarquer à ce propos que lorsqu'on parle des 

systèmes d'équations définissant des ensembles algébriques d'arbres, le 

qualificatif "algébrique" fait référence à une autre structure que celle 

de C-magma : les systèmes d'équations qui sont algébriques relativement 

au C-magma sont de la forme {Xi P X ,  X n i  5 n) où P~(X~,..- ,Xn) 

est un C-polynôme ; ce sont donc les systèmes appelés réguliers en théorie 

des langages d'arbres et qui admettent comme solution les parties recon- 

naissables du C-magma libre, ainsi que l'ont montré entre autres Eilenberg 

et Wright C461. Et, de fait, Maibaum C671 d'une part, Engelfriet et Schmidt 

C531 d'autre part ont, pour définir précisément les ensembles algébriques 

d'arbres, fait intervenir une autre structure que celle de C-magma, à savoir 

celle de C-magma dérivé. 

Bien qulEngelfriet et Schmidt aient montré qu'en utilisant 

le C-magma dérivé il était possible de traiter la sémantique dénotationnelle 

des programmes non-déterministes, ce formalisme ne nous paraissait pas être 

la généralisation cherchée de la structure de G-magma, en particulier parce 

qu'il ne permettait pas de rendre compte des différences signalées ci-dessus 

entre la théorie des langages et celle des langages d'arbres. 

Nous avons donc été amenés à définir le magmolde, généralisation 

du monolde. Les raisons plus précises pour lesquelles nous avons choisi cette 

structure sont exposées dans l'introduction de CADI. La définition et les 
propriétés élémentaires du magmoide se trouvent également dans CADI, texte 

auquel seront faits plusieurs renvois au cours de ce travail. Qu'il nous 

suffise de dire que les deux opérations de cette structure sont le produit 

de composition et le produit tensoriel et qu'un exemple très intuitif de 

magmolde est celui du magmoïde des relations sur un ensemble où le produit 

de composition est le produit de composition habituel des relations et où 

le produit tensoriel de deux relations correspond au produit cartésien de 

leur graphe ; le magmolde des fonctions sur le même ensemble en est alors 

un sous-magmoïde. 



Un programme déterministe pourra alors 'ètre considéré 

comme un système d'équations dans le magmolde des fonctions partielles 

sur un ensemble E et un programme non-déterministe sera un système 

d'équations dans le magrnoide des fonctions sur P(E) ou dans le magmoide 

des relations sur E. Par ailleurs, les éléments du magmoide projetable 

libre engendré par un alphabet gradué C ne sont autres que les séquences 

finies d'arbres sur C ou encore des séquences finies d'éléments du 

1-magma libre. Il est donc possible d'utiliser le formalisme du magmoide 

pour résoudre des systèmes d'équations sur un magma libre et donc pour 

définir les ensembles algébriques d'arbres. On dispose donc bien de la 

structure algébrique qui va permettre de définir la sémantique dénota- 

tionnelle et la sémantique algébrique des programmes non-déterministes. 

Et, en effet, nous démontrons que ce que calcule un 

programme non déterministe peut être défini comme l'image homomorphe d'un 

ensemble d'arbres infinis ; cet ensemble étant obtenu par des procédés 

purement syntaxiques (et différents selon que l'on considère que les para- 

mètres sont appelés par valeur ou par nom). Ce résultat généralise bien 

le résultat analogue de Nivat [741 pour les programmes déterministes. 

Mais au préalable il nous faut étudier les systèmes 

d'équations et leurs solutions dans une telle structure. 

Dans le cadre de la théorie des langages, le système 

d'équations qui permet de définir un langage algébrique est un système 

d'équations dans le monoide P(A*) des parties du monolde libre A*. Pour 

pouvoir adopter la même démarche dans la définition des langages d'arbres, 

il faut que l'ensemble des parties d'un magmolde puisse être muni d'une 

structure de magmolde. En fait nous verrons qu'il existe plusieurs façons 

différentes de construire un magmoide de parties. Nous en présenterons 

deux, une au chapitre 1, l'autre au chapitre VIII, qui permettent de 

formaliser respectivement les notions de 01-substitution et de 

IO-substitution dlEngelfriet et Schmidt C 53 1 ou de greffe complète et 

de greffe restreinte de Bouàol C291. Une grande partie de notre travail 

s'effectue dans le cadre du premier de ces magrnoides de parties pour la 



raison essentielle que c'est en utilisant celui-là que l'on peut définir 

les ensembles algébriques d'arbres auxquels nous nous intéressons principalement. 

Disposant d'un magmoide de parties, il devient possible 

d'étudier systématiquement les systèmes d'équations dans un tel magnioide. 

~ ~ r è s  avoir au chapitre II défini et étudié les parties reconnaissables 

d'un magmoïde, généralisation des ensembles reconnaissables d'arbres, nous 

introduisons au chapitre III la famille des parties rationnelles que nous 

définissons comme la clôture des parties finies par les opérations d'union, 

de produit de composition, de produit tensoriel et par une opération "étoile". 

Pour les magmoides projetables libres cette notion coincide avec celle de 

parties reconnaissables, ce qui, comme dans le cas des langages, donne une 

caractérisation ''à la Kleene" des ensembles reconnaissables. Cette caracté- 
risation est beaucoup plus agréable que celle que donnent Thatcher et 

Wright C911, ce qui est dû au fait que dans le magma il nty a pas 

d'opération de concaténation naturelle. 

Au chapitre IV, nous montrons l'existence de solutions des 

systèmes d'équations algébriques et que ces solutions sont toujours les 

images homomorphes de solutions de systèmes d'équations dans le magmoide 

projetable P(T(C)) des parties d'un magmoide projetable libre. Nous établis- 

sont aussi le lien avec la théorie classique des langages d'arbres en 

montrant que les composantes des solutions d'un système d'équations dans 

P(T(C)) sont les ensembles d'arbres engendrés par les grammaires 

"context-free" d'arbres. 

Au chapitre V, nous étudions deux types particuliers de 

systèmes d'équations, les réguliers dont les solutions sont les parties 

rationnelles, et les coréguliers dont les composantes des solutions sont 

les ensembles coréguliers que nous avons déjà définis et utilisés par 

ailleurs C71, C81, C101. 

Les ensembles algébriques sont les composantes des solutions 

des systèmes d' équations. Nous étudions quelques unes de leurs propriét 6s 

au chapitre VI, en particulier des propriétés de clôture. 



Au chapitre VII, nous montrons que la famille des ensembles 

algébriques n'est pas fermée par morphisme inverse. Ceci nous amène à 

ggngraliser la notion d'ensemble algébrique en introduisant les ensembles 

k-algébriques (et aussi les ensembles k-rationnels) encore définis à partir 

des solut ions des systèmes dl équations. Nous obtenons alors des hiérarchies 

infinies de familles d'ensembles dont nous étudions les propriétés de 

clôture. 

Ainsi que nous l'avons déjà signalé nous définissons au 

chapitre VI11 un autre magmoide de parties ; nous montrons que les systèmes 

d'équations dans ce magmo?de ont encore une solution et que les ensembles 

algébriques que l'on obtient dans ce cas sont les ensembles engendrés par 

des grammaires d'arbres en utilisant des d6rivations ascendantes. 

AU chapitre IX, nous définissons des magnoides de fonctions 

et des magnoïdes de relations particuliers. Les programmes (non-déterministes) 

sont des systèmes d'équations sur de tels magrnoides, ce qui permet de définir 

la sémantique dénotat ionnelle pour ces programmes. Enfin, les résultats 

obtenus précédemment sur les systèmes d'équations dans un magmolde de parties 

Permettent de d6finir la sémantique algébrique de ces programmes et d'obtenir 

les résultats annoncés ci-dessus. 

Nous ne faisons ici qu'amorcer l'étude des schémas de 

programme non déterministes. Nous avons préféré mettre l'accent sur la 
- 

définition et les propriétés de ce que nous pensons etre la structure 

algébrique adéquate pour l'étude des familles d'drbres. En effet, le 

magmoïde permet, d'abord et avant tout, d'unifier tous les résultats 

précédents de la théorie des langages d'arbres et d'en rectifier les 

anomalies. C'est ce qu'il fallait démontrer. 



CHAPITRE 1 

LE MAGMOÏDE PROJETABLE DES PARTI ES 

D'UN MAGMOÏDE PROJETABLE 

De même que l 'ensemble des p a r t i e s  d'un monoïde e s t  classiquement muni 

d'une s t r u c t u r e  de monoide, nous a l l o n s  munir l 'ensemble des p a r t i e s  d 'un  

magmoide p ro je tab le  d'une s t r u c t u r e  de magmoïde p ro je tab le .  Dans ce magmoide 

des p a r t i e s ,  l e  produit  de composition s e r a  l a  "greffe complète" de Boudol 

C291, d é f i n i e  également par  Enge l f r i e t  e t  Schmidt C531 sous l e  nom de 

"01-subst i tut ion".  Les p r o p r i é t é s  i n t é r e s s a n t e s  de ce type  de g re f fe  s o n t  

a l o r s  pour l ' e s s e n t i e l  rassemblées dans l e  f a i t  que l e  magmoide des p a r t i e s  

e s t  p ro je tab le .  

S ' i l  n ' e x i s t e  qu'une seu le  façon de cons t ru i re  un magmofde des p a r t i e s  

qui s o i t  p r o j e t a b l e ,  il e x i s t e  d ' a u t r e s  cons t ruct ions  qu i  donnent naissance 

à des  magmoïdes de p a r t i e s  non p ro je tab les .  Nous const ru i rons  un t e l  mag- 

moïde au c h a p i t r e  VI11 dans l eque l  l e  produit  de composition s e r a  l a  

"gref fe  r e s t r e i n t e 1 '  de Boudol, ou l a  "IO-substitution" d l E n g e l f r i e t  e t  

Schmidt. 

En f a i t ,  nous ne pourrons pas cons t ru i re  ce  magmoide p ro je tab le  des  

p a r t i e s  à p a r t i r  d'un magmoide p ro je tab le  quelconque, mais seulement à p a r t i r  

d'un magmoide p ro je tab le  obtenu par  adjonction de t o r s i o n s  à p a r t i r  d 'un 

magmoide décomposable [AD ; ch.  VI. Ceci ne nous semble pas une r e s t r i c t i o n  

t r è s  importante, puisque ?(,Y) e s t  obtenu par  adjonct ion  de t o r s i o n  à p a r t i r  

de T( ) e t  que s i  M e s t  un magmoide p r o j e t a b l e ,  l e  magmoïde MDT qui a  M 

comme sous-magmoide e s t  a u s s i  obtenu par  adjonct ion  de t o r s i o n s .  



Ce magmoïde des p a r t i e s  é t a n t  c o n s t r u i t ,  il e s t  a l o r s  p o s s i b l e ,  comme 

dans l a  t h é o r i e  des  langages,  d e  d é f i n i r  e t  d ' é t u d i e r  l e s  s u b s t i t u t i o n s ,  

c ' e s t - à - d i r e  des  morphismes q u i  à un élément d 'un magmoïde a s soc i en t  un 

ensemble d 'é léments  d 'un  a u t r e .  Nous ver rons  que ces  s u b s t i t u t i o n s  on t  

un r appor t  avec l e s  t r a n s d u c t i o n s  d ' a r b r e s .  



Nous appelons magmoOde à torsions isolées ou p l u s  brièvement 

magmorde à torsions t o u t  magmofde p r o j e t a b l e ,  no té  MT, obtenu p a r  ad jonc t ion  

des  t o r s i o n s  à p a r t i r  du magmoide décomposable M .  C e t t e  a p p e l l a t i o n  v i e n t  de  

ce  que t o u t  élément de MT s ' é c r i t  de façon unique [u;Ol avec u  E M e t  O E 8. 

Rappelons que MT c o n t i e n t  un sous-magmoide isomorphe à M q u i  e s t  l 'ensemble 

des  termes de l a  forme [ u ; I ~  1 avec u  E M~ e t  que l e  magmoide des  t o r s i o n s  
9  Q 

de MT e s t  c o n s t i t u é  des  termes de  l a  forme Ce ;01 avec O E @. De p lus  
P  9 

Cu;Ol = Cu;Id ].Ce ;O].  Tout c e c i  a  é t é  démontré dans [AD] au c h a p i t r e  V. 
9  P 

Par  l a  s u i t e ,  pour a l l é g e r  l e s  n o t a t i o n s ,  nous i d e n t i f i e r o n s  r e s p e c t i -  

vement M e t  9 à l e u r  image isomorphe dans MT. Ains i  t o u t  élément u  de MT 
% % 

s ' é c r i r a  de façon unique u.0 avec u  E M e t  Oc@. Selon que u a p p a r t i e n t  à M 
% 

ou à 8, O ou u  pourront  ê t r e  des  éléments neu t r e s .  

S o i t  donc MT un magrnoide à t o r s i o n s .  Le magmoïde des  p a r t i e s  de MT, 

noté  P(MT) e s t  d é f i n i  comme s u i t .  

1 P  P(MT): = C P ( M T ~ ) I  . 
Tout élément U de P ( M T ) ~  s ' é c r i r a  donc 

4  

\ <U1, ..., U > avec U. c M' s i  p  # O 
P  1 9  

2 A s i  p  = o. 
9  

1 
où A e s t  l a  s u i t e  v ide  de  p a r t i e s  de MT . 

9  9  

1 1  
Comme (P(MT) ) e s t  t r i v i a l e m e n t  en b i j e c t i o n  avec P(MT)' nous i d e n t i f i e r o n s  

9 1 9 
ces  deux ensembles e t  s i  U e s t  une p a r t i e  de MT nous é c r i r o n s  a u s s i  U ,  a u  

q  ' 1 
l i e u  de  <U> pour dés igne r  l ' é lément  correspondant de P(MT) . 

9 

un sous  

Puisque nous voulons que P(MT) s o i t  p r o j e t a b l e ,  il devra  c o n t e n i r  

-magrnoide isomorphe à 8. Pour l e  moment nous a l l o n s  d é f i n i r  une p a r t i e  

de P(MT) en b i j e c t i o n  avec MT, dont nous démontrerons u l té r ieurement  q u ' e l l e  

e s t  b i en  un sous-magmoide de P(MT). Comme MT c o n t i e n t  un sous-magrnoide isomorphe 

à 8, il en s e r a  donc de même de P(MT). S o i t  donc l ' a p p l i c a t i o n  6 de MT dans  

P(MT) q u i  à u  E M T ~  a s s o c i e  P (u )  d é f i n i  p a r  
9  



- s i  p  = O a l o r s  u = O e t  c(u) = %' unique élément de 
O CP(MT')I~ = P(MTIq 

9  

c. 

I l  e s t  c l a i r  p a r  cons t ruc t ion  que c e t t e  a p p l i c a t i o n  p  e s t  une i n j e c t i o n  - i i 
de MT dans P(MT) c a r  s i  i ( u )  = p ( u l )  a l o r s  V i I p  il .u = ïi . u t  e t  donc u = u l .  

P  P  

Nous d é f i n i s s o n s  maintenant l e  p rodu i t  de  composition dans P(MT) 

lo r sque  l e  premier  f a c t e u r  e s t  1' image p a r  6 d'une t o r s i o n .  

S o i t  donc O E €3' e t  U E P(MT): 
9  

A O 
- s i  p  = O ,  p ( ~ ) . U  = A = ;(O,) unique élément de P(MT), 

r 

- s i  q = O ,  a l o r s  nécessairement  p  = O 

- s i  p  # O ( e t  donc q  # O), U = <U1,. .. ,U  > avec Ui c MT: ; on pose 
9  

a l o r s  c(O):U = <Uo(i), . . ,UO(p) > [ P ( M T ~ ) I ~  = P ( M T ) ~ .  r 

O 4  On dédu i t  de c e t t e  première d é f i n i t i o n ,  que s i  O E 8 e t  u  E MT,, 
a lors .p(O) . ; (u)  = p(0 .u ) .  En e f f e t  s i  p  = 0 ,  O = O e t  G(o ) .P (u )  = A = 

9  9  r 
;(O ) = ;(O . u ) .  S i  p  # O ( e t  donc q  # O )  c ( @ ) . c ( u )  = 

r 9  
~ t o )  . < { n q . u ~ ,  . . . ,{nq.u}> = e u  , . . . ,{n0(p) vu}, = 

- Q 9 4  

On dédu i t  a u s s i  que l 'axiome des  p r o j e c t i o n s  e s t  v é r i f i é .  En e f f e t  

s i  p  5 1, s i  u = <U l,..., u > E P(MT)P s i  = <u; ,..., E P(MT)P e t  s i  
i i P  4: P  9 

v i 5 p ,  $(n .U = p(Ti ).U: a l o r s  p (n l ) .U  = Ui = 5(ni ) .u '  = U! e t  donc U = U t .  
P  P  P  P  1 

Soient  U = < U l , .  . . ,U > s P ( M T ) ~  e t  V s P ( M T ) ~ .  Pour que P(MT) s o i t  
P  9  

un magmoïde p r o j e t a b l e  dont l e s  t o r s i o n s  sont  l e s  P(O), on d o i t  nécessairement  

a v o i r ,  puisque l e  p rodu i t  de  composition d o i t  ê t r e  a s s o c i a t i f ,  
i i i 

( e ( n  ) . u ) .v  = b(n ) . ( u . v ) .  O r  p (n i ) . u  = ui ; d'où p(n 1.tU.V) = U i * V .  
P  P  P  P  

On pose donc <U1,. . . , U  >.Y = <U1.V,. . . ,U .Y>. I l  reste donc à d é f i n i r  l e  
P P  1 

p r o d u i t  de composition- quand l e  premier- f a c t e u r  a p p a r t i e n t  à P ( M T ) ~  ou 
P  

à P~MT)'.  
P  



S o i t  donc U E P(MT)" e t  V r  P(MT)'. S i  n=O, a l o r s  U = A = e(Op) 
P P  

e t  donc U.V = A . S i  n = l ,  on pose U , V  = 
9 q q { U }  UE .Y. 1 

I l  s u f f i t  donc de d é f i n i r  U.V quand U e s t  un s i n g l e t o n  d e  P(MT) . 
P 

1 
Soient  donc U = {u} r  P(MT) e t  V r  P(MT):. 

9  

'L 1 
- S i  u  = u E M a l o r s  s i  q  = O ,  V = Ar = P(0,) e t  on pose 

'L 'L q y  1 'L 
Iu1.v = (u.0,) E P(MT)r ; sinon V = t V  l y . . . , V  > e t  on pose iu1.V = 
'L P 

{u .<vl , .  . . ,v  > / v  1 E v . , E v 1 = u { ~ . < v l , . . . , v  > l .  
4  =l q  vlrvl ----- 4  

v  r v  
9  9  

'L 'L 1 'L 'L 
- S i  u = u.@ avec u  E M e t  @ r  ûq' , a l o r s  {U.O}.Y = lu l . ( f j (@) .V) .  

9 '  ' 9 

Remarquons que c e t t e  d é f i n i t i o n  e s t  compatible avec c e l l e  donnée en  O. 
1 i i 

En e f f e t  s i  u  E û1 c MT a l o r s  u  = il e t  s l é c r i t  e.ll e t  comme q  # 0, 
4 9  i ci i ci ' 

V = < V l ,  ..., V >.  On a  a l o r s  { n  }.V = {e}.(F(II ).V) = {e).Vi = {e .v /v  r  V i l  = 
i 9  4 9  

V.  = p(n ) . v  . 
1 9  

Le produi t  de composition e s t  donc d é f i n i  en p lus ieurs  étapes : pour 

e f f e c t u e r  l e  p rodu i t  U.V,  on e f f ec tue  l e  p rodu i t  pa r  V d e  chacune des  compo- 

s a n t e s  de U ; pour c e l a  on f a i t  l a  réunion du p rodu i t  p a r  V de t o u s  l e s  é léments  
'L 

de U ; l e  p rodu i t  de u .0  pa r  V é t a n t  obtenu en "ef fec tuant  l e s  t o r s i o n s  dlabord".  

Exemple 1.1 Prenons MT = T ( C )  avec C = { f , g , a , b , c )  où d ( f )  = d ( g )  = 2 e t  

d ( a )  = d ( b )  = d ( c )  = 0. 
- 

1 
Soient  U = ( < 3  ; f ( x  ,x ) > }  T(1I3 ; 

1 1 1  



D'autre p a r t  U2.<V1,v3,V2> = { < l i g ( x  1 9a)>}.V3 = @. 
1 

Exemple 1.2 On considère maintenant l e  magrnoide à t o r s i o n s  T(E)DT avec 

l e  même alphabet  C que c i -dessus  e t  on pose 

Alors U ' . V 1  = < U i . V 1 , U 1  2  . V 1 >  e t  U i . V 1  = { ~ ~ ; ~ ( X ~ , X ~ ) ~ . < ~ , X ~ , X ~ , X ~ > ~ ~ V '  = 
{ < ~ ; ~ ( x ~ , x ~ ) ~ . < V ~ , V ~ , V ; >  = {<3;f (x l ,x l )7 .<u 1,u2,u3>/u1 ' Y;, U 2 E y;' 

u  E v31 = 0. 3  

% 

On peut v o i r  s u r  l 'exemple 1.1 que dans P(T( I ) )  l 'ensemble { u , ~ } .  % 

<Vl,  ..., V > e s t  obtenu en remplaçant chaque v a r i a b l e  xi f iguran t  dans u.0 
9  

par  un élément quelconque de Yi.  Autrement d i t  dans ce c a s ,  l e  produi t  de 

composition n ' e s t  r i e n  d ' a u t r e  que l a  g r e f f e  complète de Boudol, ce q u i  s e  
% 

démontre aisément par  induct ion  s u r  u,  a l o r s  que l 'exemple 1 . 2  montre que 

1' u t i l i s a t i o n  de 1 'adjonct ion  de t o r s i o n  permet des types  de gref fe  p l u s  

complexes. Ainsi  s i  on considère  dans T(E)DT des  termes de l a  f o ~ m e  u.Id 9  



1 
avec u  E T(C) a l o r s  {u.Id ).<VI, ..., V > e s t  l a  IO-subs t i t u t ion  

9 ') 4 9  
d l E n g e l f r i e t  e t  Schmidt. 

Nous donnons un a u t r e  exemple pour i l l u s t r e r  l ' i n t é r ê t  de l ' a d j o n c t i o n  

de t o r s i o n  pour d é f i n i r  des  opé ra t ions  de g r e f f e  complexes. 

Exemple 1 .3  S o i t  C 1 ' a lphabet  d é f i n i  ~récédemment . 
S o i t  U = (<2; f (g(x l ,x2)  ,g(x1>x2) ) ) . < l , x l , x l > ~  e t  s o i t  V = i < o ; a > ; < ~ ; b > ) .  

Alors  U . V  = {~2;f(g(xl,x2),g(x2,~1)~.~~1,V1~ = 
{<O; f (g (a , a )  , g ( a , a ) )> ,<O, f (g (a ,b )  ,g (b ,a )> ,<O;f (g(b ,a )  , d a & )  )>,<O;f(g(b,b)  Y 

Il f a u t  remarquer que l o r s q u ' i l  g é n é r a l i s e  l a  no t ion  de t r ansduc teu r ,  

E n g e l f r i e t  C511 f a i t  a p p a r a î t r e  expl ic i tement  l ' é q u i v a l e n t  d 'une t o r s i o n  e t  

l a  d é f i n i t i o n  q u ' i l  donne du mouvement d 'un t r ansduc teu r  g é n é r a l i s é  u t i l i s e  

a u s s i  l e  p r i n c i p e  "on e f f e c t u e  l e s  t o r s i o n s  d'abord", e t  de f a i t  nous montre- 

rons  ( p r o p o s i t i o n  1.19) que l e s  t r ansduc teu r s  g é n é r a l i s é s  d l E n g e l f r i e t  s o n t  

ceux q u i  s u r g i s s e n t  na ture l lement  à p a r t i r  de n o t r e  d é f i n i t i o n  du magrnoide 

des  p a r t i e s .  

Enfin,  s igna lons  que dans un cad re  théo r ique  d i f f é r e n t ,  c e l u i  des  

t h é o r i e s  a lgéb r iques ,  on r e t r o u v e  c e  type  de cons t ruc t ion  dans Ei lenberg 

e t  Wright C461. De façon p l u s  p r é c i s e ,  s i  on i d e n t i f i e  un "polynôme1' d 'un  

C-algèbre l i b r e  à un élément U de P(T(C)) l ' e f f e t  de ce  polynôme s u r  une 

p a r t i e  V de l a  même C-algèbre e s t  précisément U.V. 

Démonstration : Dans l e  c a s  où u  e s t  une t o r s i o n ,  l e  r é s u l t a t  a d é j à  été 
z, '-b 

démontré en a . On cons idère  donc l e  ca s  où u  = u.0, avec u r M .  On a 
1 %  a l o r s  P(u)  = <{II . u .@) , .  . . ,{IIP.;.O)> e t  donc $ (u ) . e (v )  

'-b P i z ,  P, i . . ,{IIP.u.O} .P(v)> .  O r  II .u.@ = u i.ïi z, .R, d 'où ,  pa r  d é f i n i t i o n  du p r o d u i t  
P  P plluIl 

z, i 
de  compo's it ion  dans P( MT) , { n i  . U . ~ }  ' . p (v )  = l u  .p(IIpllql .O)  .$(VI = 

TI 
P 



i i 
jU ni } . P ( n p l l ~ I I . @ . ~ ) -  On pose w = n pl1 Q, ull . @ . Y  e t  comme P(w) = <{nA.w),. . . ,{nm.w)> m 

P 

1 
On en dédu i t  que &(u) .fi(v) = <{Il .u.v} ,. . . ,{nP.u.v}> = fi(u.v).  

P P 
cqf d  . 

O Déf in issons  maintenant  l e  p rodu i t  t e n s o r i e l  dans P(MT) p a r  : 

avec 9 D, = & ( ~ d  8 O E P(MT)qtqt e t  
9 9' 

q '  D 2  = $(O O Id  c  P(MTIqtq, 
4  9  ' 

Dans l e  c a s  où l ' u n  des  e n t i e r s  p ou p'  e s t  n u l ,  on o b t i e n t  respec t ivement  

<V1.D2,.  . . ,V 
~ ' ~ ~ 2 )  OU 

<U1.D1, ..., U . D  >. 
P 1 

Remarquons que c e  p rodu i t  t e n s o r i e l  ne  f a i t  que l e  "décalage adéquat  

de s  v a r i a b l e s "  des  é léments  d e s  U' e t  de s  V 2 .  En e f f e t ,  p a r  exemple, 

I I U F(u . ( Id  B O ' ) )  = 9 ( u  8 O ) = U {u  B O 1 ; c e c i  découlan t  de l a  
urUi 9 9 9 ' ucUi 9' 

1 
p r o p o s i t i o n  1 .4  e t  du f a i t  que s i  v c  MT,, e ( v )  = <{II:.v}> = IV}. 

Théotème 1 . 5  Muni des o p ~ o n b  dé&inieô ci-debbub 

P(MT) eôlt un magmozde p o  jetrrbte contenavct un hou-magmozde A m o t p h e  a MT. 

Démonstration : La p l u s  g ros se  p a r t i e  de  c e t t e  démons t ra t ion  est de  

montrer  l'associativité du produit de composition. 



Soit donc U É P(MT)~ V É P(MT)' W E P(MT)~ 
P y q y r 

- Si m = O alors U = A = fi(0 ) et donc (U.V).W = U.(V.W) = Ar. 
P P 

- Si m # O, alors U = <U1, ... ,U > et donc (U.V).W = <U1.V, ..., U .V>.W = m m 

1 
U .(V.W)>. <(U .V).W,. . . ,(U,.V).W> et U.(V.W) = <U1.(V.w),.. . , 

(U.V).W sera donc égal à U.(V.W) ssi pour chaque i, (Ui.V).W = 
Ui.(V.W). Il suffit donc de montrer lfassociativité du produit de 

composition dans le cas où n = 1. Dans ce cas, on a (U.V).W = 
({u}.V).W et U.(V.W) = U {u}.(V.w). Il est donc 

uÉU uÉU 
1 

possible de se ramener au cas où U = {u) avec u c MT . 
P 

i 
Considérons d'abord le cas où u = fl E 8' c MT'. L'entier p est nécessai- 

P P P 
rement différent de O et V s'écrit <VI, ..., V >. On a donc V.W = <V1.W,. ..,V .W> 

i i P P 
et donc ({Il }.V).W = Vi.W = {llp}.(V.W). 

P 

% 
Considérons ensuite le cas où u = u É MI. Si pz0 alors V = A et 

P 9 
.(V.W) = {:}.(A .W) = {U}.(P(O ).W) = {:.O }.W = ({~}.v).w d'après les 

9 4 9 % 

'initions données précédemment. Si p#O, alors V = <VI,. . . ,V > et lu} .V P 

'L 
v .O EV 
P P P  

n. 1 'L 1 - Rappelons que comme vi E MTQ, vi É M:. et Bi É 8 . Alors <O1,. . . ,O > 
9 P 

est l'application de [Enil + 191 définie paf l'IL Ini .<Ol,.. . ,O > = 
Oi( j 

P 

fl ssi L = n +n +n +j avec 1 1  j et j 5 ni. - 
9 1 2 i-1 



D'autre p a r t  ~ . ( v . w )  = u'L {u.<w 1 ' . . . , w  >) 
w, eV, .w P 

% 2> 

Nous a l l o n s  montrer que l e s  deux ensembles ( t u }  . V I .  W e t  {u} . (V.W) 

sont  inc lus  dans l ' a u t r e .  

l 
l 'b 'L % 

Soit  donc t É ({u}.V).W. Il e x i s t e  donc vl.O1 É V1,...,v .O E V 
P P  P 

- n 
Posons O = <O1 , . . . ,O  > 8 avec n = f n . .  

P 9 1 
i=l 

- S i  n = O (et donc chacun des  ni e s t  n u l ) ,  a l o r s  O = O e t  I 

'L 'b % 'L 'b 
9 'L 

$(O).w = n, = p(o ) dioù t e ... e v ) L n r  = {u.(v, e ... e v ).or).  
'L P P 

'L x 
On a donc t = u.<vl.Or, ..., v .O >. Mais comme chaque ni e s t  n u l  Oi = O d 'où l 

'b P r 'L 'L % 9 
= p(0  r ) e t  {vi.oi}.w = {vi) . (~(Ri) .W) = {vi}.P(or) = { v ~ . o ~ } ~  I l  

'L 'L 'L % 

} = {vi.Oi).W c Vi . W  e t  que { t }  = {u.<vl.Or,.,v P .O r > }  

1 ' 
w ÉV . W  
1 1  ------- 

w € V  .W 
P P 

n - s i  n # O a l o r s  comme 5 6 8 , q e s t  nécessairement d i f f é r e n t  de 0 .  
9 %  , 'L 

W s ' é c r i t  donc < W 1  ..., W 5 e t  t r {u . (v  8 ... B v ) } . < W ~ ~ ~ ) , . . . , W ~ ( ~ ) >  ; 
9 1 P ' L  

il e x i s t e  donc w 
E WO( 

. . ,W W G ( ~ )  t e l s  que t = u . (v  1 8 ... 8 3 P 1. 

<w ..., w >. On pose a l o r s  
1 ' P 

5 O 
s i  ni = 0 ,  

r 
S = 

) < w  . . . , W  > sinon 
n +n +...+ n . + l y  n t n  +. . .tni-l+ni 

1 2  1 1 2  

On a donc, d 'après  l a  d é f i n i t i o n  de 6, p(s .1  1 c c(Oi).W ; e t  donc 
% 'L 'L 'L , 'L 

vi . si r {vi}.f5(Oi).W = {vi.Oi}.W c V . . W .  1 D'autre p a r t  t=u . (v l  @ ... @ v 1. 
'L 'L 'L % % 

P 
< w l , . . . , w  n > = U . ~ V ~ . S ~ , . . . , V  .s > e t  comme vi.si Vi.W on a bien t r u.(V.W). 

p'b % 
On a donc b ien  1' inclus ion de ( {u)  .V) . W dans {u) . (V. W) . L 1  i nc lus ion  réciproque 

s e  montre de façon parfai tement analogue. 

'b 'L 
I l  r e s t e  enf in  à montrer que ({u.O).V).W = {u.o) . (v .w) .  Montrons d'abord 

que (f5(O).Y).W = P(O).(V.W). On a dé jà  vu que c e t t e  é g a l i t é  é t a i t  v r a i e  s i  
O 1 

0 É û P u 9 P . si O r ûn 9' on a ~ ( n t ) . [ ( p ( ~ ) . v ) . w l  = ~ p ( n ~ ) . ( ~ ( o ) . v ) l . w  = 



($(no'i') .v) .w = .(v.w) = 5tnA.o) .(v.w) = ~(n;).(clO) .(v.w)) et 
9 9 

comme ceci est vrai pour tout i<n, on a d'après @~(o).(v.w) = ($(O).V) .W. 
'b 

On en déduit que {U.O}.(V.W) = {u}.($(O).(V.W)) = {~.((B(o).v).w) = 
<L <L <L 

({U}.(~(O).V)).W = ({u.O}.V).W. Le produit de composition est donc bien 

associatif. 

Le p r o d u i t  t e n s o r i e l  e s t  l u i  aussi associat i f ' .  ~n effet, soient 

U E P(MT)~, V r P(MT)P' et W E P(MT):::. Alors U 8 V = 
9 9 ' 

Ul.Dl,... U D V1.D2,. . . .D27 E P(MT) P'P' avec D, = B(I~ O O , )  
P 1' P ' 9% ' 9 9 

et D2 = $(Oq @ Id ) ;  V 8 W = <V1.D3,. . . ,V .D3,W1.D4,. - *  ,W > 
4 ' P ' p" 4 

avec D = $(Id 8 O ,,) et D4 = $(O 8 Id ,,) et, en tenant compte de 
3 9' 4 4 ' 4 

1 ' associat ivitk du produit de composition 
(U 8 V) Q W = <U1.D1.D5, ..., U p .D 1 5 ' 1  .D V .D 2 .D 5' ..., V .D2.D5,W1.D6,...,Wp,,.D6> 

P ' 
avec D = P( Id 5 8 O ,,) et D6 = 8 Id ,,) et 

4+4' 9 9 
u 8 (V 8 W) = <Ul.D7,. . . ,Up.D7 ,V1.D3 .Dg,. . . ,V p' .D 3 .D 8' W 1 .D4 .Dg, . . ,wpll .D4.D8> 
avec D7 = F(1dq 63 OqTtqV 1 et Dg = c(Oq @ Idql+qu ) et comme 

(Id 8 0 ).(Id 8 Oqll) ' Id 8 Oqttq~, alors D1.D5 D7 ; 
4 9 9+9 ' 9 

g ~d alors Dq.D8 = comme (O 8 Id ,.).(O 8 Idqltqv) = O 
9' 9 9 9+9 ' 9" ' ; 

comme (O 8 Id ,).(Id ) = O  8 I d  8 0  
* 9 9 9+9 ' 4 9 9' 9"' 

D2.D5 = D3.D8 et donc (U 8 V) B W = U B (V D W). 

Dans le cas où l'un au moins des entiers p, p', p" serait nul, la 

démonstration se ferait de la même façon. 

9' . Soient maintenant U E P(MT)' U1 E P(MT)P' V 1 P(MT):, V' E P(MT)~< , 
9 ' q1 ' 

et montrons que (U.V) 8 (U1.V') = (U 8 U').(V Q U'). En effet, Posons 

U = <U1, ..., U >, UV = <Ui, ..., Uf,s, V = <V ..., V > et V' = <Yi, ..., Y',> ; 
P P 1 ' 4 9 

alors (U.V) 8 (U'.V1) = <U1.V.D1, ..., U .V.D1, Ui.V1.D2, ..., U' .V1.D > 
P P ' 2 

avec D = c(Idr 8 O,,) et D2 = 5(Or 8 Idr,) ; 1 
d'autre part (U 8 U ' )  = <U1.D3, ..., U .D ,Ui.D4,...,U1 .D4>. 

P 3 P ' 
avec DJ = P(Id O O ,)  et D,, = c(O @ Id , )  ; 

9 9 9 4 
1, Vi.D2,. . . ,V' .D2> et V 8 V' = <V1.D1, ..., V .D 

9' 
d'où D3.(V 8 VI) = <V1.D1, ..., V .D > = V.D 1 9 1 
et D4.(V 8 VI) = <Vi.D Î,..., V' .D > = V1.D et donc (U 8 U1).(V 8 V') = 

Q' 2 2 

Comme pour les autres démonstrations, le cas où l'un au moins des entiers 



p , p l , q , q '  e s t  n u l  s e  t r a i t e  de façon analogue. 
l 

I l  e s t  immédiat d ' a p r è s  l e s  d é f i n i t i o n s  que l e s  é léments  n e u t r e s  d e  

p(MTIP sont  l e s  éléments P ( Id  ) avec I d  r @ 
P P  P  P .  

P(MT) e s t  donc b i en  un magmoIde. 

Pour que P(MT) cont ienne  un sous-magmoide isomorphe à MT, il s u f f i t  

de montrer ,  compte t enu  de  l a  p r o p o s i t i o n  1.4,  que p(u  B v) = P(u )  B P(v ) .  
1 

O r  P (u )  = <{nl .u) ,  . . . ,{nP.u}>, P (v )  = clII .VI,. . . ,III:: .VI> e t  donc 
p  1 P  Pl 

P ( U )  e p(v )  = n .u.a,),. . . , {np .u . a ,~ ,  I n l l , ~ . 6 2 } , . .  . ,{IIP: ,v .& avec 
P  P  P P  2 

a l  = I d  63 O e t  a 2  = O B Id  . D'aut re  p a r t  c ( u  B v )  = .(u 8 v)),. . 
9  P '  9 9 ' 

j nL.u . ( ld  B O ,) s i  i s p  
i avec il . ( u  B v )  = P Q 9  
P+9 ' n p ; ~ . V ( o ~  e   ci s i  p  < i a p+pl 

4  

On a  donc b ien  $(u 8 v )  = P(u) €4 $(v) .  

Comme P(MT) c o n t i e n t  un sous-magmoide isomorphe à MT il c o n t i e n t  à 

f o r t i o r i  un sous-magmoide isomorphe à 8, l ' image  de l a  t o r s i o n  8 é t a n t  $(O) .  

Comme l 'axiome des  p r o j e c t i o n s  e s t  v é r i f i é  d ' a p r è s  @ , P(MT) e s t  b i e n  un 

magmoide p r o j e t  a b l e .  

cqfd.  

E tan t  donné que MT isomorphe à un sous-magmoide de  P ( W )  nous i d e n t i f i e r o n s  

désormais MT à son image par  $ dans P(MT). 

i 
Nous d i r o n s  qu'un élément U de P ( M T ) ~  e s t  f in i  s i  V i 5 p ,  Ji .U e s t  

1 4  i P  
une p a r t i e  f i n i e  de MT e t  q u ' i l  e s t  non nul s i  V i r p ,  ï'i .U e s t  une p a r t i e  

.1 9 ' P 
non v ide  de MT:. L' ensemble d e s  éléments  f i n i s  e t  des éléments  non n u l s  de 

CI 
P(MT) forment b ien  deux sous-magmoides de  P(MT), no té s  respect ivement  pF(MT) 

e t  PN(MT), q u i  on t  t o u s  l e s  deux MT comme sous-magmoide ; i l s  son t  donc 

p ro  j e t a b l e s .  

On d é f i n i t  également s u r  P(MT) une r e l a t i o n  b i n a i r e  f i b r é e  ( i . e .  deux 

éléments  dans l a  r e l a t i o n  sont  dans l a  même f i b r e )  ,notée c p a r  



a l o r s  U c V ssi - s i  U E P(MT):, V E P(MTIq, 

i i 
Y i < p,  n p . U  c .V ou i c i  l e  symbole c r e p r é s e n t e  l ' i n c l u s i o n  e n t r e  

P  
l e s  p a r t i e s  de  MT1. 

9  

P  Autrement d i t ,  l a  r e l a t i o n  c s u r  P(M ) e s t  l ' e x t e n s i o n  canonique de  
1 4  

l ' i n c l u s i o n  s u r  P(MT ) à [P(MT1)lP = P(MT)P~.  
P  9  

On d é f i n i t  a u s s i  s u r  P(MT) une a d d i t i o n  notée  + q u i  à deux éléments 
i 

U e t  V de P(MT)' f a i t  correspondre U+V d é f i n i  p a r  Y i < P, n .  .(U+V) = 
i 9  1 

ni.u u I l  . V .  I l  e s t  c l a i r  que pour l ' o r d r e  C , P ( M T ) ~  e s t  un s u p - d e m i - t r e i l l i s  
P  P  9  

dont + e s t  l e  sup. 

Démonstration : Pour que l a  première é g a l i t é  s o i t  v r a i e ,  il s u f f i t  que 

V i l p :  

i i i i 
O r ,  p a r  d é f i n i t i o n  Ii .(U+U1) = Ti .U + Ti . U t  e t  ii .(UV + U1.V) = 

P  P  P  P  
i i 

Il .U.V + II . U 1 . V .  O r  il e s t  immédiat par  d é f i n i t i o n  du p rodu i t  de composition 
P  P  

Les deux é g a l i t é s  concernant  l e  produi t  t e n s o r i e l  s e  démontre de l a  

même façon. Enfin,  en ce  q u i  concerne l a  d e r n i è r e  r e l a t i o n ,  il e s t  c l a i r  

q u ' i l  s u f f i t  de montrer que 



i i 
~t comme ïi .O .V  + n .o.v' = nO(i).V + nB(i).V' = no( i ) (v+Vi )  = ni o(V+Vt) 

9  Q r r r Q 
i i Ui 

'L 
on a b i en  il .U.V + II . U . V t  c 

i 
tu.<wl,. . .>w >/wi  E ".OV+V1)I = 

P P  % 4 4 
U.OEII  . U  

P  

cqfd. i 

Montrons s u r  un exemple que dans c e  d e r n i e r  c a s  on n ' a  pas  en géné ra l  1 

l ' é g a l i t é .  

Exemple 1 .7  S o i t  C = { f , a , b }  avec d ( f )  = 2 e t  d ( a )  = d ( b )  = 0. 

! 
1 

On pose U = i<2; f (x l ,x2)>l  r P(T(C)l2 
l 

Alors  U.Y1 = { < o ; f ( a , a ) > }  E P(T(z ) ) '  
O 

donc U . V  + U.V2 = ( i O ; f ( a , a ) >  ,<o ; f (b ,b )> ) .  
1 

Par  a i l l e u r s  V +V = <{<0;a> ,<0;b>) , i < O ; a > , < ~ ; b > } >  
1 2  

e t  U.(V +V ) = { < ~ ; f ( a , a ) > , < ~ ; f ( a , b ) > , < ~ ; f ( b , a ) > , < ~ ; f ( b , b  q u i  c o n t i e n t  
1 2  

s t r i c t e m e n t  U.V1 + U.V 
2  ' 

1 

Le p rodu i t  de composition dans l e  magrnoide des  p a r t i e s  n ' e s t  donc pas 

" a d d i t i f  à d r o i t e t 1 ,  cont ra i rement  au p r o d u i t  dans l e  monoïde des  p a r t i e s  d'un 

monoïde. On v o i t  donc a i n s i  a p p a r a î t r e  une première divergence e n t r e  l e s  

p r o p r i é t é s  des  p a r t i e s  d 'un  monoïde - l e s  langages - e t  c e l l e s  des  p a r t i e s  

d 'un  magmoïde. Signalons que l e  magmoïde des  p a r t i e s  - d i f f é r e n t  d e  c e l u i - c i  - 
que nous cons t ru i rons  au  c h a p i t r e  VI11 a u r a ,  l u i ,  c e t t e  p r o p r i é t e  d ' a d d i t i v i t é  



à d r o i t e ,  mais il ne s e r a  pas  p r o j e t a b l e  ; comme s i  ces  deux p r o p r i é t é s  

s ' e x c l u a i e n t  mutuellement.  

Co/ro&uhe I , t i  L e s  p o ~  de P(MT) aon/t des o p w o n b  ~hoh4Un-te6 

A dtroLte et a gauche. 

Démonstration : Ceci découle immédiatement de l a  p ropos i t i on  1,6, en 

remarquant que s i  U c U '  a l o r s  U '  = U+U' . 

Pour t e rmine r  ce  paragraphe nous d é f i n i s s o n s  un sous-magrnoide p a r t i c u l i e r  

de P(MT), l e  magmoide des  sous-identités. 

i 
On d i r a  que U E P(MT)' e s t  une sous-identité s i  V i < p ïi .U e s t  s o i t  

P P 
1 1 ni M T  c M T  s o i t  0 P(MT ) = P(MT) . 

P P  P ' P P  

i i P 
Comme II . I d  = Ti l ' i d e n t i t é  de P(MT) e s t  b i en  une s o u s - i d e n t i t é .  

P  P  P '  P  
L'ensemble des  s o u s - i d e n t i t é s  des  P(MZ')~ forme un t r e i l l i s  dont l ' é l émen t  

i P 
minimum e s t  c e l u i  q u i  v é r i f i e  ïi .U = @ e t  l ' é l émen t  maximum e s t  I d  ; d 'où  

P  P  
l e  terme de s o u s - i d e n t i t é .  On n o t e r a  S I  l 'ensemblg des s o u s - i d e n t i t é s  d e  

P(MT). SI  forme b ien  un sous-magmoide de P(MT) puisque si S1 e t  S2 E SI  

i 
e t  donc S1.S2 e s t  b ien  une s o u s - i d e n t i t é .  De m ê m e  Il .(SI O S2)  e s t  é g a l e  à : 

P+P ' 

i i 
Remarquons en o u t r e  que S1.S2 S1 n S2. En e f f e t  II .S .S2 = II 

P 1 P 



A t o u t  élément U de P(MT)' on a s s o c i e  l a  s o u s - i d e n t i t é  no tée  E(U) 
9 

d é f i n i e  pa r  

i 
Iii s i  n .U  # 0 

~ ; . E ( U )  = P P 2 0 sinon 

i i i 
On o b t i e n t  a l o r s  E(U).U = U puisque s i  Ii P .U # 0 a l o r s  il P  . E ( u )  = Ii P 

i i 
e t  donc ii .E(U).U = il . U .  

P  P  

i i i i 
S i  n .U = 0 a l o r s  il .E(U) = 0 e t  Il .E(u).U = 0 = ilp.U. 

P P  P  

On a  a u s s i  l a  p r o p r i é t é  s u i v a n t e  : 

% 2, 

~ é ~ ~ ~ ~ ~ < ~ ~ i ~ ~  : Montrons d 'abord  que s i  u.0 r MT' c P ( M T ) ~ ,  a l o r s  u.0.V = 0 
2, 2, 

9 i Q, 

2, 
ssi u.B.E(V) = 0. En e f f e t  u.0.V = {u.<vl ,  ..., v >/v .  E il .o.v} donc u.0.V = 0 

i 2, 
q 1  i 

ssi  3 i t q  na.@.v = 0 ; de même u.@.E(V) = 0 ssi  3 i t q  .O.E(V) = 0. O r  
9 

1 

i ni.o.v 5 @ S S ~  n O ( i ) . ~  = 0 S S ~  nO! i ) .E (~ )  = 0 ssi il .@.E(V) = 0. On en 
4  9 '  4  9  

dédu i t  que s i  U r P(MT)' U . V  = @ ssi  U.E(V) = 0 puisque U.V = U u.V 
P ' urU 

i 
e t  donc que U.V = 0 ssi  Y u E U ,  u.V = 0. On a a l o r s  n .E(U.V) 0 ssi 

P 



S o i t  M un magmoïde e t  MIT un m a p o ï d e  à t o r s i o n .  On a p p e l l e  k - s u b s t i t u t i o n  

de M dans P(MIT) [ r e sp .  s u b s t i t u t i o n 1  t o u t  k-morphisme [ r e s p .  morphisme] de  M 

dans P(M7T). Rappelons que l e  terme de s u b s t i t u t i o n  e s t  u t i l i s é  à cause d e  

l ' a n a l o g i e  de ce morphisme avec l e s  s u b s t i t u t i o n s  dans les  langages e t  q u ' i l  

n ' a  r i e n  à a v o i r  avec les O1 e t  I O  s u b s t i t u t i o n s  d t E n g e l f r i e t  e t  Schmidt, que 

nous avons appe l ée s  "gref fes"  . 

Comme M'T e s t  un sous-magmoïde de P(M'T) t o u t  k-morphisme de M dans M'T 

peut  ê t r e  cons idéré  comme une k - s u b s t i t u t i o n  de M dans P(M'T). 

On d i r a  qu'une k - s u b s t i t u t i o n  a  de M dans P(MIT) e s t  d é t e r m i n i s t e  

s i  pour t o u t  u  E M' e t  t o u t  i 2 kp 
9 ' 

Card (ni . o ( u ) )  5 1 
kp 

e t  on d i r a  q u ' e l l e  e s t  f i n i e  s i  

i 
Card (Il . a ( u ) )  e s t  f i n i .  

kp 

Un k-morphisme e s t  donc un c a s  p a r t i c u l i e r  de s u b s t i t u t i o n  d é t e r m i n i s t e .  

P h o p o a ~ o n  1.10 Une k - a u b a W o n  a  de T ( c )  dann P(MT) ebt  dum- 
i m i d . t e  (kebp. (urie) sd v f c C, i s k  Card ( n k . u ( f ) )  5 1 ( h a p .  f i n i ) .  

Démonstration : La cond i t  ion  n é c e s s a i r e  p r o v i e n t  immédiatement d e s  d é f i n i t  i ons  

e t  de c e  que C c T ( C ) .  La démonstrat ion de l a  cond i t i on  s u f f i s a n t e  s ' a p p u i e  

s u r  l e s  remarques s u i v a n t e s  : 

% - a(u.o) = a ( z ) . o ( o )  où a ( @ )  est une t o r s i o n  de P(MT) e t  donc 

i i 
Card [nk .o(2 .o) ]  = Card [nk .o (u ) l  



1 - Comme pour U E P(MT),y U.V = 

il e x i s t e  un c e r t a i n  e n t i e r  m t e l  que 

i r p  Y 
ca fd  . 

On d i r a  qu'une 1 - s u b s t i t u t i o n  de MT dans P(MIT) e s t  linéaire s i  

Y E M c M T ~ ,  $.O E i . o ( u ) ,  O e s t  une i n j e c t i o n .  Remarquons que dans 
4  P 

CA.D,ch.Vl on a v a i t  d é f i n i  l e s  k-morphismes l i n é a i r e s ,  pour t o u t  e n t i e r  k ,  

i c i  nous ne d é f i n i r o n s  que l e s  1 - s u b s t i t u t i o n s  l i n é a i r e s  - e t  dont l a  d é f i -  

n i t i o n  g é n é r a l i s e  b ien  c e l l e  des  1-morphismes l i n é a i r e s  -. Nous ne d é f i n i s s o n s  

pas  l e s  k - s u b s t i t u t i o n s  l i n é a i r e s ,  c a r  nous ne l e s  u t i l i s e r o n s  pas  pa r  l a  

s u i t e  pour l a  r a i s o n  q u ' e l l e s  n ' o n t  pas  l e s  bonnes p r o p r i é t é s  qu 'ont  les 

k-morphismes l i n é a i r e s  ou  l e s  1 - s u b s t i t u t i o n s  l i n é a i r e s .  

PtrapoaLlion 1 . 7  7 Une 7 - b u b a m n  de  T ( C )  dans P(MT) ebX f i n é d e  

d a i  Y f E C, Y 2 O E o ( f ) ,  O Q A . ~  une. i n j e d o n .  

Démonstration : La cond i t i on  n é c e s s a i r e  e s t  immédiate p a r  d é f i n i t i o n .  Pour 

montrer  l a  cond i t i on  s u f f i s a n t e  on cons idère  t e ? r ( ~ ) z ,  s E ?(Z):: t e l s  que 
1 L 

'I, i % i uo E n o ( t )  => O e s t  une i n j e c t i o n  e t  u .0 E ï i  o ( s )  => O e s t  une i n j e c t i o n .  
P P ' 

On a  a l o r s  : 1 
i - n o ( t  e S )  = ni  
P+P ' 

. [ o i t )  B ~ ( s ) I  d 'où :.O E ni , o ( t  o S I  => 
P+P ' P+P 

'L i % 
uO E Ii . o ( t ) . ( I d  @ O  ,) s i  i l p  e t  u .0  E l l l ;P .o ( s ) . (~  63 I d  , ) .  On e n d é d u i t  

P  9 9  P  9  9 
'L i 'L 

q u ' i l  e x i s t e  u.O1 E . o ( t ) .  ( r e s p .  u  O '  E I lP-lo(s))  t e l  que O E O1.Id O O 
P  P ' 9 4' 

e t  donc que O = @ ' . ( I d  8 O , )  ( r e s p .  O = O1.(O 8 Id  ' 1 ) .  Comme 0' e s t  une 
9 9  9 9  

i n j e c t i o n ,  O e s t  a u s s i  une i n j e c t i o n .  

i i n o ( t  . s )  = ïi . a ( t ) . a ( s )  ; d'où 
P  P 



Mais comme s E ?(E),  s = s B ... 8 s d'où 0 . s  = 
1 ( s @ ( ~ )  8 * a *  @ S 

P'  o(m)).Ollsll 

e t  o(0.s) = a ( ~ ~ ( ~ ) ) @ . . . .  @ 

'L i 'L i 
On en dédui t  que v.y E Ii . a ( t .O)  ssi il e x i s t e  u.0 E Ii . a ( t ) ,  

'L 'L P P 
w O E U ( S  , w 0  E U ( S  ) t e k q u e  
1' 1 O ( 1 )  m m O(m) 

'L 'L 'L 'L 
v.y = U.(W 63 ... 63 w,).(O1 (D ... 8 Om).O . Par hypothèse O e t  chacun des  

1 I I  sll 
O .  son t  i n j e c t i f s  donc 0 e t  y = (O1 B ... B O,).@ l e  sont  a u s s i .  
1 Ils I I  I I  s I I  

cqfd.  

Une s u b s t i t u t i o n  é t a n t  un morphisme de M dans P(MIT), il n ' y  a aucune 

d i f f i c u l t é  à d é f i n i r  l e  composé d'un morphisme de N dans M e t  d 'une s u b s t i -  

t u t i o n  de  M dans P(MIT). 

Par  con t r e  pour pouvoir d é f i n i r  l e  composé d'une s u b s t i t u t i o n  a de  M 

dans P(MIT) e t  d 'un morphisme + de MIT dans M"T, il f a u t  d 'abord é t end re  ce  

morphisme en une a p p l i c a t i o n  de  P(MIT) dans P(M1'T). 

S o i t  + un 1-morphisme de  MIT dans Ml1T ; on d é f i n i t  une a p p l i c a t i o n  notée  

P($)  de  P(MIT) dans P(MllT) p a r  : 

- s i  U E P ( M ' T ) ~  avec p 2 2 a l o r s  P(+)(U)  v é r i f i e  
Q 

i i 
IIp.P(+)(U) = P($).(Tl .U), autrement d i t  P(+)(<Ul,... ,U 7 )  = 

P P 

<P(+)(U1) ,..., P ( + ) ( U  )>. 
P 

Le composé de  l a  s u b s t i t u t i o n  a de  M dans P(MIT) e t  du 1-morphisme 4 

de  M l  dans Ml1  e s t  a l o r s  p a r  définition'l'application P(+)ou de M dans 

P( M1'T). Mais c e t t e  a p p l i c a t i o n  n ' e s t  pas  en géné ra l  une s u b s t i t u t  ion  puisque 

P (+)  n 1  e s t  pas  un 1-morphisme a i n s i  que l e  montrent l e s  exemples s u i v a n t s .  

Exemple 1.12 Soient  Z 2  = I f ) ,  Z1 = {g), C o  = { a )  e t  s o i t  + de T(Z2 u Eo) 

dans T(zl u Co) d é f i n i  pa r  : 



1 
On pose a l o r s  U = t<2;f(xl,x2)71 r P(T(Z2 u t 0 ) )2  

On a bien P(4)(U) = V e t  P($)(W) = W. 

S i  P($) é t a i t  un 1-morphisme on a u r a i t  P ( $ ) ( u  .<W,0>) = V.<W,0> ; 

o r  V.<V,0> = <O;g(a)> e t  U.<W,07 = 0 d 'où P($)(U.<W,g>) = 0. 

Exemple 1.13 Soient Q = { R I ,  !il2 = ( f l  , no = { a , b l  e t  s o i t  $ de 
1 

T(nl u n o )  dans T ( n 2  u no) d é f i n i  par  $ ( g )  = $ ( < l i g ( x l ) > )  = <l ; f (x l ,x l )>  

On pose U = t < l ; g ( x l ) > )  

V = t<1;f(x1,x1)) 

w = {<o;a>,<o;b>) .  

S i  P($) é t a i t  un 1-morphisme, on a u r a i t  

e t  U.W = i < ~ ; ~ ( a ) >  ,<0;g(b)>)  d 'où P($)(U.W) = {<O;f(a,a)> ,<O;f(b,b)>}. 

I 

A première vue, l e  f a i t  que P($) n ' e s t  pas un morphisme provient  de ce 

que $ ne respec te  pas l e s  t o r s i o n s  a d j o i n t e s  ; c ' e s t  pourquoi nous a l l o n s  

examiner l e  cas  p a r t i c u l i e r  où 41 e s t  de l a  forme OIT. S i  on examine de p lus  

p rès  l e s  exemples, on s ' a p e r ç o i t  que l e  f a i t  que P($)(U.V) # P($)(U).P($)(V) 

dépend des r e l a t i o n s  e n t r e  l e  c a r a c t è r e  l i n é a i r e  ou non l i n é a i r e  de 4 e t  l e  
i 

f a i t  que U e s t  un élément s o i t  non n u l ,  s o i t  dont l e s  composantes Ii U sont  
P 

de ca rd ina l  au  p lus  1. Ainsi  nous af f i rmons-  une p a r t i e  de l a  démonstration 



s e r a  f a i t e  au  c h a p i t r e  III - l a  p ropos i t i on  su ivan te  : 

Démonstration : I l  s e r a  démontré au  c h a p i t r e  III que s i  $ e s t  un l-morphisme 

l i n é a i r e ,  

P($>(U.V) = P($)(U.E(V) .P($)(V). 

S i  V c PN(MIT) on a nécessairement  E(V) = Id  d'où P($).(U.Y) = P($)(U).P($)(V).  
9 

Le r e s t e  de l a  démonstrat ion e s t  t r i v i a l .  

cqf d . 

S o i t  $ un 1-morphisme d'un magmolde décomposable M dans un magmoide 

décomposable M f .  A lors  $T e s t  l e  1-morphisme de  MT dans M'T d é f i n i  p a r  

$T(;.o) = $(;).O ( c f .  CADI ch.V). 

- 
Démonstration : Tout d 'abord ,  posons, pour ab rége r  $ = P($T).  identité de 

1 
P(MT)' é t a n t  Id  = <{e.n 1 , .  . . ,{e.iïP}>, son image p a r  $ e s t  

1 P P 1 <{$T(e.n )},.. . ,{$T(e.nP)}> = <{el  .iï ),.. . , { e ' . i ï P ~ 7  q u i  e s t  b i en  l ' é l émen t  
P P P P 

n e u t r e  I d  de P(M'T)P. 
P P 

- 
Montrons e n s u i t e  que T(u.v) = $(u) .$(V).  

- i 
Comme ni.;(u.v) = ((iï .U.V) e t  

P P 

il s u f f i t  de montrer c e t t e  égal i té  quand U E P ( M T ) ~  ; on a a l o r s  
P 

? ( u )  = {+(:>.O 1 U.o u} d 'où ? ( u ) . $ ( v )  = {$<:).O 1 zo E ~ 1 . v  = 



Montrons e n f i n  que T(u O V) = b ( ~ )  O T(v).  

Soient  U = <U1,. . ,U  > E P(MT)' e t  
P  4  

V = <VI ,.. . ,V ,> E P(MT) P ' 
P  q 1  ' 

Alors U 8 V = <U1.61,. . . , U  .6 ,V . 
P l 1  

.VP' 

avec 6  = Id 63 Oq,  e t  d 2  = O O Id  
1 9  Q- 9 '  

6  ) ,  . . . ,+(U -6 ) y 5 ( ~ 1 . 6 2 )  3 .  . ,T(vp1 -62)' ' d'où ;(u 8 V) = <$(u,. , 
- - - - P 1 

<;(u,).a,,. . . ,+(u .a l ,+(vl) .a2, .  . . ,$ (vpl  1 = 8 @ ( v ) *  
P  

cqfd.  

S i  donc a  e s t  une k - s u b s t i t u t i o n  de M dans P(MIT) e t  + un 1-morphisme 

de M' dans M l 1 ,  P(+T)ou est une k - s u b s t i t u t i o n  de  M dans P(MflT). 

Ce t t e  cons t ruc t ion  s e r a  l e  p l u s  souvent u t i l i s é e  dans l e  c a s  s u i v a n t .  

Soien t  C ,  A ,  t r o i s  a l p h a b e t s  gradués ; a  une k - s u b s t i t u t i o n  de T(C) dans 

P(T(A)) e t  + un kl-morphisme de  T(A) dans T(n ) .  11 e x i s t e  a l o r s  un 1-morphisme 

+'  de  T(A) dans k ' d i l  T ( R )  t e l  que 4 = i k l o $ '  où i e s t  l ' i n j e c t i o n  de  
k  ' 

k l d i l  T(n) dans T(Q). Comme T(A) = ?(A)T,  il e x i s t e  un s e u l  1-morphisme 4" 
1 

de  ? (A)  dans k ' d i l  T ( Q m  q u i  co ïnc ide  avec ( l  s u r  ? ( A )  . On cons idère  a l o r s  

P(+llT) de P(T(A)) dans P ( k l d i l  T(R)DT) e t  l a  k - s u b s t i t u t i o n  a '  = P($"T)oa 

de T(C) dans P ( k l d i l  T(R)DT). 

On d é f i n i t  maintenant l ' a p p l i c a t i o n  Redk, d e  k ' d i l  T(n)  DT dans T(n) 
a. 

'L 
d e  l a  façon s u i v a n t e  : s o i t  z . 0  E k l d i l  T(R) DT avec  u E k ' d i l  T(R)D ; 

2, 

a l o r s  u  = u  8 ... 8 u  avec u  E k t d i l  T(Q)'. On pose a l o r s  Redk,(u.O) = 
1 P i 

( i k t ( u l )  @ ... 8 i , ( u  ) ) . v  O ) ,  où t o u t e s  l e s  o p é r a t i o n s  s e  f o n t  dans 
k p  k  

l e  magrnoide p r o j e t a b l e  T(Q) .  

L a  d é f i n i t i o n  de v k , ( 0 )  s e  t rouve  dans CADI ch.111 $2. 



Exemple 1.16 S o i t  p a r  exemple n = (f  ,g} avec d ( f )  =. 2 ,  d ( g )  = '* On pose 
1 

u = <4;f(x1,x3) ,g(x2)> E 2-di1 T ( Q ) ~  

- Alors  Red (w) = <4;f  (xl,x3) , g (x2 )5  B <2 ; f (x î , x l )  ,g (x l )7 .  ~ ~ ( < ~ i x ~ , ~ ~ , x ~ > )  - 
2 - <6;f(xl,x3) ,g (x2)  , f (x6¶x5)  ¶g(x5)>*<8;x1>x29x5,x6,x5,x6> - 

< 8 ; f ( x  ,x , g (x2 )  , f (x6 ,x5 )  , g (x5 )>  E T(Q):- 
1 5  

I 

In tu i t i vemen t  Redkl r e v i e n t  à supprimer t o u t e s  l e s  d i s t i n c t i o n s  f o r m e l l e s  

qu'on a  f a i t  a p p a r a î t r e  en c o n s t r u i s a n t  successivement k1  d i 1  T ( R ) ,  k  ' d i 1  T(R)D, 

k ' d i l  T(Q)DT. 

Avec l e s  d é f i n i t i o n s  données c i -dessus ,  on o b t i e n t  : 

i 
Démonstration : Par  d é f i n i t i o n  de a ' ,  v  E P k . u l ( u )  ssi il existe 

i 'L 'xl 1 
w E l lk.o(u) t e l  que v = mflT(w). E t  comme w = W.@ avec w E ? ( A )  , 

'L 1 'L 
v = @"(w).O. Mais 4" co ïnc ide  avec 4 '  s u r  !?(A) , dloÙ v = + ' ( W ) . O  e t  donc 

'L 'L 'L 
Redk1(v)  = i k 1 ( ( l ( w ) ) . v k l ( O )  -4  (w).$(O> = m(w.0) = 4(w>. 

cqf  d  . 
Le r é s u l t a t  su ivan t  montre que l ' é t u d e  des  k - s u b s t i t u t i o n s  peut  se 

ramener à cel le  des  1 - s u b s t i t u t i o n s .  

P&opob&n 7 . 7 6  ToLLte k - b u b 6 ~ o n  a d e  T(Z) dans P(MT) e 6 X  Le 

compaaé d'un k-rnotrphhme 4 de T(z)  dauls T(C ' ) et d'une I-~ubaZLtmXon a' 
d e  T( c l )  dUrvLb ~ ( M T ) .  S i  d e  p l u  u aini ou d é t M n i s X e ,  u 1  l' e6.t au66i. 



Démonstration : On considère llalphabet gradué t 1  = (fi/f E E, i 5 k} 

où le degré de fi est k fois celui de f. Soit le k-morphisme ( de T(L) 

dans T(C1) défini par si f E C et n = d(f), alors 
k 

((f) = <kn,fl(xl ,..., x kn ),...,£kx,,.,x kn )7 E T(L')~~. 

k 
D'autre part, comme o(f) E P(MT)kn, o(f) s'écrit <U1,. . . ,U k > où chacun 

1 
des Ui appartient à P(MT)kn ; on considère alors la 1-substitution o1 qui à 

i 1 
fi E t1 de degré kn associe Ui = JIk.o(f) E P(MTIkn. Il est clair que 

i i 
ol.c$(f) = o(f) puisque nk.d.@(f) ol(IIk.c$(f)) ol(<kn;f.(xl,...,x 1 kn )>)  = 

i 
ol(fi) = IIk.u(f) ; et donc o1 .c$ = a. 

cqfd. 



Les relations entre substitutions, transductions et himorphismes 

sont étudiées systématiquement dans CD]. Nous allons seulement montrer 

ici l'équivalence entre les substitutions finies et les transductions 

généralisées au sens dlEngelfriet. Nous verrons aussi que les représentations 

matricielles de transductions de langages peuvent être décrites comme des 

k-substitutions. 

Rappelons d'abord brièvement la définition des transducteurs 

dlEngelfriet C511, en utilisant les notations du magrnoide. 

Un transducteur généralisé est un quadruplet M = <C,A,Q,R> où 

C et A sont des alphabets gradués 

Q un ensemble fini d'états 

R un ensemble fini de règles ; 

chaque reg1 e est une séquence <q,k ,m,f ,t ,p 

1 k et m sont des entiers (si k=O alors m.0) 

f E C et d(f) = k 
1 

t r T'(AIm 

( est une application de {xl,...,xm} dans Q x {x1,...,%}. 

On définit ensuite l'ensemble M (u) des q-translatés d'un élément u de 
9 

T(L); = ?(C);, où q r Q, de la fason suivante : 

- si t = a É ZO alors M (a) = 1s É T(A)~/<~,o,o,~,~,@> E 
9 

I - si f E Ck, tl, ..., tk E T(c)~ et t = f.<tl,...,tk>, alors 

Mq(t) = {r.<sl,...,s m >/<q,k,m,f,r,(> c R et V i 5 m, si ((xi) = <qt,xj> 

alors si E M (tj)}. 
9 ' 

1 1 
D'après cette définition, si u E T(E)~, M (u) c T'(dl0 ; et comme 
1 1 9 

T(A)~ est inclus dans T(A)DTO, on considèrera M (u) comme un élément de 
9 



Pno p o a X o  n 1 . 1 9 Qu& q u e  a0k.t l e  &ansducAeutr g é n W é  

< C  ,A,Q,R>, il existe une K - ~ u b b m o n  @Lie o  de T(Z) dam P(T(A)DT), 

eA r r é c i ~ q u e t n e ~ ,  qu&e que 40i.t & K - ~ u b a W o n  Sinie a de T( C 

 da^ P(T(A)DT),  Lt a b t e  un a X a ~ b d u c t ~  gén-é M = <C,A,Q,R> 

que 

- K = Card Q 

K 
- if u E T(T);,  O ( U )  = <M ( u )  ,... ,M ( u ) >  E P ( T ( A ) D T ) ~ .  

91 qk 

Démonstration : 

1. S o i t  l e  t r ansduc teu r  g é n é r a l i s é  M = <C ,A,Q,R> e t  s o i t  K = Card ( 9 ) .  

On pose Q = {ql,  . . . , q  1 .  A t o u t e  a p p l i c a t i o n  $I de {xl,  ..., x 1 dans K m 
Q x {xl , .  .. ,xm) on a s s o c i e  l ' a p p l i c a t i o n  0  de [ m l  dans [Knl q u i  v é r i f i e  

O 
0 ( 5 )  = K - +  s i  (x i )  = <qL,x .> .  On pose a l o r s  ~ ( ~ ~ , f ) ,  pour q  E Q 

d % 1  1 ?i i 
e t  f  E In, é g a l  à l 'ensemble d e s  t .O a T(h)DTh t e l s  que <q,n,m,f , t , d >  

4 
s o i t  une r è g l e  de R. Comme R e s t  un ensemble f i n i ,  V(q.,f) e s t  un ensemble 

1 

f i n i .  On d é f i n i t  a l o r s  l a  K-subs t i tu t ion  f i n i e  a  par  

2 .  Réciproquement s i  est une K-subs t i tu t ion  f i n i e ,  on pose 

Q = <q ly. . . ,qK> e t  on d é f i n i t  l e  t r ansduc teu r  g é n é r a l i s é  M = <C,A,Q,R> 
m 1 i 

p a r  R = {<qi,n,m,t,$O>/f e Z n ,  o E BKn, t E T(A),, t . 0  a nK.o( f )}  

e t  e s t  l ' a p p l i c a t i o n  de {xl ,  ..., xm} dans Q x {xl,  ..., x 1 d é f i n i e  p a r  m 
+ , ( i )  = <qj,xl> ssi  O ( i )  = K ( L - l ) + j .  

I l  e s t  immédiat p a r  cons t ruc t ion  que s i  on r éapp l ique  l a  cons t ruc t ion  1 

au  t r ansduc teu r  a i n s i  obtenu, on r e t r o u v e  l a  K-subs t i tu t ion  f i n i e  o  dont on 

e s t  p a r t i  . 

I 
3 .  On montre a l o r s  par  induct ion  que s i  u  E T(Cl0, 



Or comme a E Co, k = 0 ,  donc m = O et ) = 0 d'où 0 = OO et v(qi,a) = 
9 

{v/<qi,O,O,a,v,O> r R )  = M (a) et donc u(a) = <M a (a)> 
9 i 91 q~ 

3.2 Si u = f.<ul, ..., u > alors d u )  = o(t).<o(ul), ..., u(un)> 
n 

qui est aussi égal, d'après l'hypothèse d'induction, à o(f).<M (ul)..- 
91 

P! (u,), M (u2), ..., M (u2) ,... ,M (un) ,... yM (U )>, OU, en posant 
qK 91 qK 91 (JK 
U = bi (u.), u(f).<U1, ..., U >. Or u(f) = <V(ql.f), ...,V (qK,f)> 
e+K(j-1) qe 1 nK 

i d'où W. = nK.o(f).<u ,,..., u,,> = v(qi,f).<ui ,... ,U > = 
nK u 'L 

{u.<v l,...yv >/vi c 1 .  Ceci est encore égal, 
'h 

m 
u.0€v(qiyf) 

'L 
d'après la définition de Y(qi,f) à (u.<v ..,,v >/v. 1 y m 1 ' O  (il 1. 

4 

Or O (i) = ~(j-l)+e ssi )(i) <q ,x > d'où Uo = M ( . )  ssi 
1 j + 

'L 4 
)(il = <q ,x > et donc Wi = {u.v1.. . v /vi E M (u.) ssi 

qe 

j m qe 

cafd. 

On démontrerait de la même façon l'équivalence entre les transducteurs 

descendants classiques et les k-substitutions finies de T(c) dans P ( T ( A )  ) ; 

et en particulier les k-substitutions déterministes et donc à fortiori les 

k-morphismes sont alors des transducteurs déterministes descendants. Et en 

effet, dans un cadre théorique différent, Goguen et Thatcher C581 ont signalé 

l'analogie entre les transducteurs déterministes descendants totaux et ce que 

nous appelons les k-morphismes. 

En ne se limitant plus aux substitutions finies, mais en considérant 

d'autres types de substitution, telles que les substitutions rationnelles 

que nous définirons au ch.111 ; nous pouvons alors généraliser la notion de 

transduction ; c'est ce qui a été fait dans [Dl. 

Nous allons maintenant montrer comment cette notion de k-substitution 

généralise aussi celle de représentation matricielle. 



Soit  C un alphabet e t  s o i t  C* l e  monorde l i b r e  engendré par C .  On peut 

également considérer C comme un alphabet gradué dont toutes  l e s  l e t t r e s  sont 
1 

de degré 1 e t  on i d e n t i f i e  C* à T(C)l. A toute  matrice M de dimension kxk 

dont l e s  éléments sont des langages de C*, on associe bijectivement un élément 
k 

r(M) de P ( T ( P ) ) ~  de l a  façon suivante 

Soit  un au t r e  alphabet A e t  une appl icat ion $I qui à d E A associe une 
I 
l 

matrice carrée kxk à coef f ic ien ts  dans P ( c * ) ,  on l u i  associe l a  subs t i tu t ion  

a déf in ie  par a (d )  = ~ ( ( ( d ) ) .  Alors, V u E A*, a (u )  = . r (@(u)) .  I l  s u f f i t  pour 

ce la  de montrer que o e s t  bien un morphisme, c 'est-à-dire : 

i a(u.v) = a(u).a(v) ou encore 

Pour ce la  posons M = @(u)  e t  M '  = ( (v) .  On a (EIM')i,j = 1 
t i k  'i,te"k,j 

j i d'où r(M.M') vé r i f i e  u.nk E ilk r(M.Mt) ssi u r M . M i  ssi 3 v ,  w ,  L t e l s  
i , j 

que u = v.w, v E M ~ , ~ ,  w c ~1 D'OÙ i i k . ? ( ~ , ~ l )  = {V.W,II;R L i k,  
, j e  

i 1 i 
D'autre p a r t ,  u E IIn r(M) r(Mt) ssi il ex i s t e  v.nk E I I k . r ( ~ )  e t  

j w.nj E n f . r ( ~ ' )  t e l s  que u = v.w.n ssi il exis te  L i k, v E Mi,&, w E M i  k k , j 
t e l s  que u = v.w.n$ On en déduit  donc que r ( M ) . r ( ~ ' )  = ~ ( M . M ' )  e t  c ' e s t  ce 

qu' on voulait démontrer. 



CHAPITRE I I  

PARTI ES RECONNAISSABLES 

D' UN  MAGMOYDE PROJETABLE 

Dans le cadre de la théorie classique des langages, il existe 

plusieurs façons équivalentes de définir les parties reconnaissables 

d'un monoide libre finiment engendré. Ce sont : 

1- les parties finiment saturées 

2- les parties reconnues par un automate,déterministe ou non 

3- les parties rationnelles,obtenues à partir des parties finies 

par les opérations de Kleene 

4- les solutions de systèmes d'équations linéaires. 

Des généralisations au cas des arbres de ces différents ont 

été définies et étudiées, et plus particulièrement la des 

automates et celle des grammaires régulières par Brainerd C301, C311 et 

Rounds C831. 

Dans ce chapitre nous allons examiner la généralisation au cas du 

magmoïde projetable des deux premiers procédés de définition des parties 

reconnaissables. Les congruences de magmofde ont déjà été utilisées au 

chapitre IV de CADI. Les automates déterministes seront définis en terme de 

magrnoides fonctionnels (CADI, ch.1) et les non déterministes par les 

k-substitutions que nous venons de définir. Mais curieusement, et contrai- 

rement au cas des langages, les deux familles de parties que nous obtenons 

ainsi ne coïncident plus, mais la seconde est strictement incluse dans la 

première. Mais elles coïncident de nouveau si on ajoute la restriction que 



les parties ainsi définies doivent être incluses dans une fibre donnée. 

Nous serons donc amenés à imposer que pour qu'une partie soit reconnais- 

sable, il faut qu'elle soit tout entière incluse dans une mëme fibre. 

Dans lachapitres suivants nous généraliserons la notion de ratio- 

nalité et celle de systèmes d'équations linéaires. Les parties ainsi 

définies auront, elles, cette propriété d'être incluses dans une même 

fibre, ce qui à posteriori renforce la validité du choix d'une telle 

contrainte dans la définition des parties reconnaissables. Par ailleurs 

les "forêts reconnaissablesl~ définies classiquement sont des parties de 
1 ?(LI: = T(I) et vérifient donc bien la restriction indiquée. O 

1, PARTI ES F I N  IMENT SATUREES 

Les langages reconnaissables peuvent être caractérisés comme des 
-1 

parties qui vérifient L = $ ($(L)) où 41 est un homomorphisme à valeurs 

dans un monoide fini. 

Pour définir de la même façon les parties reconnaissables d'un 

magmolde projetable, il faut d'abord définir ce qu'est un magmolde proje- 

table fini. Bien évidemment tout magmolde projetable contient une infinité 

d'éléments puisqu'il contient, à un isomorphisme près, le magmoide 8 qui a 
une infinité d'éléments. 

Nous dirons donc qu'un magmolde projetable M est f i n i  si chacune de 
P ses fibres M ne contient qu'un nombre fini d'éléments. 
9 

Par exemple 8 est un magmolde pro jetable fini puisque la fibre @ 
Q ' 

ensemble des applications de p dans q n'a que qP éléments. Un autre 

exemple de magmolde projetable fini est le magmolde fonctionnel F(E) où 

E est un ensemble f i n i .  Le magmolde fonctionnel F(E) a été défini dans 

[AD] au chapitre 1. C'est le magmolde dont la fibre p-q est l'ensemble 

des applications de E~ dans E~ où le produit de composition f.g est 

g o f  - où O est la composition des applications - et où le produit tenso- 
1 rie1 est défini par f B y (xl,. . . ,xq.xl,. . . ,xl , ) (y1,. . ,y , y 1 ,  . ,y1, ) 

9 P 1 P 
ssi f(xl ,..., x = (y1 ..., y et g(xi, ..., x' 1 = y 1 , y  si n est le 

9 P 9' 



9 
ca rd ina l  de E, l a  f i b r e  F(E)' con t i en t  (npInq = npXn éléments. 

q 

S i  t o u t  magrnoide fonctionnel  f i n i  e s t  un magmofde p r o j e t a b l e  f i n i ,  

l a  réciproque n ' e s t  pas v r a i e .  En e f f e t  0 lui-même n ' e s t  pas un magmoide 

fonct ionnel  f i n i  c a r ,  s inon,  il e x i s t e r a i t  un e n t i e r  n t e l  que l e  nombre 

d'éléments de 8P s e r a i t  n pxnq ; on a u r a i t  donc n Px"9 = qP, ce q u i  e s t  
P impossible. (Pour q = 1, nPXn = 1 d'où n.1 e t  donc 1 = q ). 

1 On d i r a  qu'une p a r t i e  L d lun magmoide p ro je tab le  M est f iniment 

saturée s ' i l  e x i s t e  un magmoide p r o j e t a b l e  f i n i  N ,  un 1-morphisme 4 

de M dans N t e l s  que L = +-'(+(LI). 

Exemple 2.1 S o i t  C un alphabet  gradué, C '  un sous-alphabet gradué de 

C .  Alors T(C1) e s t  une p a r t i e  f iniment sa tu rée  de T(C). 

Soi t  E = { 0,1} e t  s o i t  ( l e  1-morphisme de T(C) dans F(E) d é f i n i  par  

$ l s i f r L k e t V i S n  x i = l  
( ( f ) ( x l , .  . . ,x n 1 = 2 O s inon 

On démontre a l o r s  aisément que si u r T(C) P 
9 ' 

u E T ( C ' ) ~  ssi @ ( u )  ( l , * . . , l )  = (1 ,..., 1) ; 
Q - Y 

q f o i s  p f o i s  

e t  donc T(Ç') = @-'(@(T(L ' ) ) .  

En effet on a 

P 
T(Ct)  c +-'((('I'(Ct)) e t  s i  u r T(C): n ("(((T(E')) ,  il e x i s t e  u '  E T ( L ' ) ~  

t e l  que ( (u )  = $ ( u t )  d'où + ( u V ) ( l  ,..., 1 )  = ( 1  ,..., 1) e t  u E T ( c ' ) .  

I 

Dans l a  d é f i n i t i o n  des p a r t i e s  s a t u r é e s ,  on a u t i l i s é  des 1-morphismes. 

On a u r a i t  pu prendre t o u t  a u s s i  b ien  des morphismes quelconques t o u t  en 

d é f i n i s s a n t  l a  même.famille de p a r t i e s .  



Pmpo&tion 2 . 2  Si 4 es.t un h-mohpkisrne d'un magmoZde p o  juhbte  

M ClLLYlb un magmaLie pwjetable dini N cd L une pcmtie de M .t&e que 

L = L L e6.t y n ~ n e n t  ratuirze. 

Démonstration : Nous avons vu au chapitre III de [AD] que si $ est un 

k-morphisme de M dans N, il existe un 1-morphisme 4' de M dans k-di1 N 
et une injection i de k-di1 N dans N tels que 4 = ik O 4 ' .  On obtient 

-1 
k - 1 

alors L = ( .$(L) ('-'.ik .ik.ml(L). Comme i est une injection k 
- 1 - 1 
i .ik.('(L) = ('(L) d'où L = $ '  .ml(L) et comme N est un magmoide k 
projetable fini, k-di1 N est aussi un magmoïde projetable fini. L est 

donc bien une partie finiment saturée de M. 

cqfd . 

F'/rapoh&n 2 . 3  Si q~ a$ un k-man.pfdrne d'un magmo%e ptojetabte 

M dan6 un rnagmoae pwjetabte M' et h i  L e6$ une pm%e ~LnimevLt satutrée 
de Mt, Y-'(L) es* une pa>Ltie @timent haAmEe de M. 

Démonstration : Soit N un magmoïde projetable fini et soit ( un 1-morphisme 

de M' dans N tel que L = (-'($(L)). Posons p = $ a $ le k-morphisme de M 
-1 -1 

dans N. On a trivialement )-'(L) c p p .  (L). D'autre part 
-1 - 1 -1 -1 . (L) c L ; et comme L = ( L ,  L = .( .((LI = 

- 1 - 1 - 1 - 1 -1 - 1 
p .$(LI 3 p (.$J.)-~(L) = p . p . $  (L). Donc ) (L) = p . p  m$-l(~) 

et comme p est un k-morphisme de M dans N, $-'(L) est finiment saturée 

d'après la proposition 2.2. 

cqfd. 

PmposhXon 2 . 4  Lu p W e s  ~ c ~ t m é a  d'un magrnoZde prraje;tabte M 

{otun& une degébhe de Boole. 

Démonstration : Soit d'abord une partie finiment saturée L de M. Il existe 

un magmoide projetable fini N et un 1-morphisme ( de M dans N tel que 

L = (-'(((L)). Il est alo~s immédiat que M-L = (-'(((M-L)) ; en effet 
-1 M-L c (-'<((M-L)) et si u s ( (((M-L)), il existe u1 s M-L tel que 

((ut ) = ((u). Si u' appartient à L, u appartiendrait aussi à L ce qui est 



-1 
exclu.  On a donc u' E M-L e t  M-L = 4 ($(M-L)). 

Soient maintenant L e t  L deux p a r t i e s  finiment sa tu rées  de M. Pour 
1 2 

i=1 ,2 ,  so ien t  N .  un magmoide p ro je tab le  f i n i  e t  cBi un 1-morphisme de M 
1 - 1 

dans Ni t e l  que Li = g.  (# . (L . ) ) .  Le magmoide produit  N1 x N2 est encore 
1 1 1  

un magmoide p ro je tab le  f i n i  e t  Q = cP1 x $2 e s t  un 1-morphisme de M dans 
- 1 -1 

N1 x N2. On a a l o r s  Q ($(LI n L 2 ) )  = L1 n L 2 .  En e f f e t  s i  u E Q (Q(L1nL2)) ,  

il e x i s t e  u f  E L1 n L2 t e l  que $JIU) = $ ( u t ) .  Par d é f i n i t i o n  du produit  

41 x m 2  (cf .  CADI  ch.1) on a a l o r s  ml(u) = I $ ~ ( U ' )  e t  ( 2 ( ~ )  = m2(ut) .  
- 1 Comme u t  E L1 n L u' E Li pour i = 1 , 2  e t  comme Li = @ i  .4i(Li), e t  que 2 ' 

4 i ( ~ )  = Oi(ul ) ,  on a a u s s i  u E L e t  donc u E L1 n L2. On a donc bien 
-1 

i 
L 1 n L2 = $ ($(Ll n L 2 ) ) .  

cqf d . 

P/tapob&Xan 2 . 5  Si L ut une p m 2 e  $inthent satwrée d'un magmoIde 
prra jetable M, ~ ' ~ ~ e ~ n  de L avec une héunhm de $ibhe6 e6.t encohe une 

pahtie ~d fühée  de M .  

Démonstration : Soient P une p a r t i e  de Xi2 e t  F = u M'. s o i t  L une 
<P ,q>eP q 

- 1 p a r t i e  de M t e l l e  que L = 4 4(L). Alors il e s t  c l a i r  que 

L n F = $"$(L n F) puisque s i  u E M~ +-'(@(u)) c M ~ .  
P' 9 

cqf d . 

? ( e l  est  une p<vrtie diniment ~ a b e  de T ( Z ) .  

Démonstration : Soi t  E un ensemble contenant deux éléments a e t  b e t  
A 2 - 

so ien t  w et  w deux symboles spéciaux. So i t  E = E u {w,w) = {w,w,aa,ab,ba,bb). 

On considère t o u t e  s u i t e  f i n i e  d'éléments de É comme un élément du monoide 

l i b r e  Ê* e t  on considère lthomomorphisme de monoide T de Ê* dans (E U { w }  )* 

d é f i n i  par  : 

T(Ü) = A 

T ( W )  = W 

2 ~ ( e e ' )  = e e '  pour t o u t  ee '  E E . 



- 
On d i r a  qu'une s u i t e  s = cêl ,  ... ,ên7 e s t  admissible s i  T(;) e s t  s o i t  

é g a l  à A ,  s o i t  de l a  forme e O el  el e 2  ... e e e e  m-1 m m m + l '  Dans ce de rn ie r  

c a s ,  on appelera extrémités de 5 l e  couple ( e  O ~ ~ r n + l  ) noté B ( S ) .  

Deux s u i t e s  admissibles il et  se ron t  d i t e s  compatibles s i  : 2 

- - s o i t  '(SI) = T ( s ~ )  = A 

- s o i t  ~ ( 5 ~ )  = ~ ( 6 ~ )  

A 

On considère a l o r s  l e  magmoIde fonct ionnel  f i n i  F(E) e t  l e  1-morphisme 

$ de T ( c )  dans F(Ê) d é f i n i  par  

- s i  f E E n ,  $(f)(ê ,,..., ê ) = n 

w s i  l a  s u i t e  (êl , . . . ,ên)  n ' e s t  pas admissible 

- 
w s i  l a  s u i t e  (é1 , . . . )ên)  est admissible e t  s i  ~ ( ê ~ , . . . , ê ~ )  = A 

e o  s i  B(ê ly...,ê n = (eo,em+l). 

On en déduit  que s i  u r ? (z lP  
9 

( - une s u i t e  admissible compatible avec 

(* )  (u) (é , , .  . . ,ê = ( ê  ly...,ê ) s i  c e t t e  de rn iè re  e s t  admissible 
9 9 

- une s u i t e  non admissible s inon.  

O En e f f e t  a )  S i  u = OO r ? ( L ) ~  

$ (u )  a s soc ie  l a  s u i t e  vide à l a  s u i t e  vide. Ce sont b ien  deux 

s u i t e s  admissibles compatibles e n t r e  e l l e s .  

1 
b )  S i  u r zO c ? ( c ) ~  

$ (u )  a s soc ie  w à l a  s u i t e  v ide  e t  comme T(;) = A ces deux 

s u i t e s  son t  admissibles e t  compatibles e n t r e  e l l e s .  



Si ê n'est pas admissible, $(u)(ê) n'est pas non plus admissible 

et si ê est admissible, ê = A ou ee et alors @(u)(S) est admis- 

sible et compatible avec ê. 

6 * - LI 
6 

alors @(u)(é1,...,ê ê ... e ) = (fl,...,fp,fp+l,u., q9q+i7 q+ql fp+p 1 ) 

- 
Supposons que la suite s = (êl, ..., ê ) soit admissible 

9+9' 

A 6 A I - Soit ~ ( 3 )  = A et alors r(el, ..., eq) = ~ ( e ~ + ~ , . . . . e ~ + ~ ~  =A 

A A 

D'où, d'après l'hypothèse d'induction, r(fl, ..., f ) = 
P 

est admissible et compatible avec s. 

-Soit ~ ( S ) = e e e  ..., e e e  
O 1 1' m m m+l 

alors 

a) ~(ê~,...,ê ) = eo el el ... e e e et 
9 i i i+l 

~(ê~+~,...,ê ) = ei+i ei+2 ei+2 ... e e e 
9+9 ' m m m+l 

qui sont donc deux suites admissibles. On a alors 

A - 
df1,.-.,f 1 = eo fl fl ... fn fn ei+l et 

P 

'(ip+l, ,fp+pl 1 = ei+l fi fi ... fnI f;, em+l 
- A 

et donc (fl, ..., f f ... f ) est admissible et p' p+l' p+pl 

compatible avec s . 

8 )  Il se peut que '(êl,. . . ,ê ) OU ~ ( é ~ + ~ , .  . . ,ê ) soit égal à 
Q 9+9' 

A ; la démonstration précédente s'adapte facilement à ce cas. 



Supposons maintenant que la suite s ne soit pas admissible. 
Soit l'une des deux suites ( ê  ..., é ) ou (éqtl, ... ê ) ne l'est pas 

1 ' 9 9+9 ' 
A + A - 

et alors une des deux suites (fl, ..., f OU (fp+l,... >fp+pl ) ne l'est pas 
P 

a 

non plus, ainsi que la suite tgl,. . . ,$p,$+l,. . . ,f ). Soit chacune des 
P+P ' 

deux est admissible, mais alors .'(El, ..., ê ) = eoelel, ..., e m e m e m+l et 
4 

9 
~ ( ê ~ + ~  ,..., e ) = eg ei ei ... el el e' avec e # eh. On a alors 

q+q ' m' m' ml+l m+l 

e; fi fi ... fAl fnl et donc la suite (fl,. . . ,f p' f p+l' . . . ,f 
P+P ' 

n'est pas admissible. 

e) Si u = f.v avec f E C et v E ?(c)~ alors si s = (êl,.. . ,ê 
P Q 9 

est admissible, $ (v) (s ) est admissible et compatible avec 
- 
s et alors $(u)(S) = $(f)(+(v)(s)) est admissible et compatible 

avec $(v)(S) ; cette suite est donc aussi compatible avec S. 

Si S n1 est pas admissible alors $ ( v ) ( s )  ne l'est pas non plus 

et donc $( f )($(v) (s) ) n' est pas admissible. 

Pour montrer que ?( C) est finiment saturée, il ne reste plus qu'à 
montrer que si u E T ( T )  - ? ( P )  il existe une séquence admissible telle 

que $(u)(S) n'est pas admissible, ou bien est admissible mais n'est pas 

compatible avec ;, car alors il n'existera aucun u1 E ?(LI tel que 

$(u)(S) $(ut ) ( S )  et donc tel que $(u) = $(ut ). 

% 2, 
Soit donc u E T ( L )  - ?(c). Cet élément u s'écrit u.0 avec u E ?(c) ; 

et comme u 4 ?( L) , O n ' est pas une identité. On aura alors 
$(u)(;) = $(:)($(O)(<)). Si $(O)(;) n'est pas admissible, $(u)(s) ne sera 

pas admissible. Si $(O)(;) est admissible mais non compatible avec S ,  
comme ((u)(;) est compatible avec ((O)(:) il ne sera pas compatible avec ;. 
Il suffit donc de montrer que si O n'est pas une identité, il existe une suite 

admissible s telle que $(@)CS)  n'est pas admiisiblëLou aJ&st  pas cmjba$ible - 
avec S. 



O 
Soit d'abord O = O E 8 et soit 2 = caa, ..., aar alors $(0)(2) 

9 9 
est la suite vide. On a donc T(+(o)(S)) = A et $(0)(3) n'est pas 

compatible avec 2. 

Soit maintenant O E @ avec p # O et q # 0. 
9 

. SiO(l)#l,onpose 5 = <êl,...,ê 7 avec ê = ab e t ê  = b b  
9 1 i 

pour 2 s i 5 q. Alors $(O)(S) = <ê O(1) * .  9ê0(p) 
> et comme 

ê 
O(1) = bb, si la suite $(0)(5) est admissible, elle n'est 

certainement pas compatible avec S puisque T(S) commence par a. 

on pose ê = aa 
1 

A 4 

On a alors $(0)(S) = (êO(l),... ye~( i) "O( i+l) e ) =  o(p) 
A 

(aa,...,ab,eO(i+l),...,ê O(p) 1. Or comme ~(i+i) # i+iê O( i+l) = aa 

ou ab et donc la suite $(O)(S) n'est pas admissible. 

. Si O(i) = i, Y i I p, et p < q, on pose 

on pose ê. = aa pour i < q 
1 

On a alors $(0)(2) = a 
A 

(ee(l). .eo(p) ) = (ê,, ..., ê P ) = 
(aa ,aa , . . . ,aa) qui est une suite admissible mais pas compatible 
avec S. 

. Si la torsion O n'est pas une identité, elle rentre nécessairement 
dans l'une des trois catégories ci-dessus. En effet, soit il existe 

un plus petit entier i r p tel que O(i) # i et alors on rentre dans 

l'une des deux premières catégories selon que i=l ou i>l ; soit O(i)=i 



pour tout i I p et comme O n'est pas l'identité on doit avoir p < q. 

cqf d . 

Problème ouvert. Tout magnoide projetable est-il une partie 

finiment saturée de lui-même ? D'après la démonstration de l'exemple 2.1, 

T(c) est bien une partie finiment saturée de lui-même mais nous conjecturons 

que ce n'est pas le cas pour P(T(C)). 



Un automate A sur un magmolde projetable M est un quadruplet 

<E,+,s,S> où 

- E est un ensemble fini dont les éléments sont appelés des états. 

- + est un l-morphisme projetable de M dans le magrnoide fonctionnel 
fini F ( E ) .  

- s est une application qui à tout couple d'entiers (pyq) associe un 

élément s(p ,q) de E~ appelé sequence i n i  t i a ï  e pour la fibre p-q, 

- S est une application qui à tout couple d'entiers (pyq) associe une 

partie S(p,q) de E~ appelée ensemble des séquences f i n a l e s  pour la 

fibre p-q. 

On appelle évènement de l'automate A = CE,+ ,s,S> la partie E(A) de M 
définie par 

Autrement dit, u E M~ est dans l'évènement de A si la fonction de E dans 
P 9 
E associée à u par 41 transforme la séquence initiale s(p,q) en une séquence 

finale de S(pyq). 

On dira aussi que la partie E(A) de M est reconnue par l'automate A .  

Dans le cas où M = T(c) notre définition généralise bien la définition 

classique des automates d'arbres C911, C641. Il suffit de poser S(m,n) = 0 

dès que (myn) # 1 0 )  On a alors S(1,O) c E' = E et s(1,O) est la séquence 

vide. D'où 

et où 41 est bien l'extension à T(C)  d'une "fonction de transition". 



Cette définition généralise aussi la définition des automates donnée 

par Steinby C861, lesquels peuvent reconnaître des arbres ayant des 

feuilles dans l'ensemble {xl, ..., xn), c'est-à-dire en fait des éléments 

de T(E)~. 

On dira qu'une partie L de M est A-reconnaissable ssi il existe un 
automate A tel que L est reconnue par A (i.e. L = E(A)). 

Démonstration : Soit une partie L de M reconnue par l'automate 

A = <E ,$ ,s , S> . Par définition $I est un l-morphisme de M dans le magmof de 

projetable fini F(E). Si on note ?(E)~ l'ensemble des applications f de 
9 ,  u F ( E ) ~ ,  on a bien F(E)' telles que f(s(p,q)) E S(p,q) et F(E) = p,q 

9 

L = E(A) = {u E M/@(u) r T(E)I = @"(?(E)) et donc L = $"I$(L). 

Par contre la réciproque n'est pas vraie : il existe des parties 

finiment saturées non A-reconnaissables corne le montre la proposition 

suivante. 

Pmpoa&on 2.8 S o L t  c L'alphabet g/tadué Ib) avec d(b) = 2. 

A b u  ?'( c ) n1 ut pas une p d e  A-secondsable de Tt C 1. 

Démonstration : Supposons qu'il existe un automate A = <E,$,s,S> 
'L 

reconnaissant ? ( C )  et soit n le cardinal de E. Soit u un élément de 

?l'(C)ntl - un tel élément existe toujours : on peut prendre par exemple 
'L 
u = <nt1 ; b(xl,b(x2,b(x3, ..., b(xn,xntl) ... ) ) ) >  - 

'L 'L 
et soit <el,. . . ,en+ï > la séquence initiale s(l,n+l). Comme u E T(C) = E(A), 
+(:)(s(i,n+l)) E S(i,n+î). 



Mais E n 'ayant  que n  éléments ,  il e x i s t e  deux i n d i c e s  d i s t i n c t s  

i e t  j t e l s  que ei = e  h e n o n s  a l o r s  a l a  b i j e c t i o n  de [n t11  dans 
j ' 

Cn+ll q u i  permute i e t  j .  On a a l o r s  

% 
e t  donc $ ( k ) ( s ( l , n + l ) )  = $ ( u ) ( s ( l , n + l ) )  E S ( l , n + l ) .  

% 
On en  dédu i t  que uO E E(A) ; o r  comme O n '  e s t  pas  une i d e n t i t é ,  

:.O 4 ? ( c )  ce  q u i  c o n t r e d i t  l e  f a i t  que E(A) = ? te  > Le magrnoide l i b r e  

C ) n ' e s t  donc pas  A-reconnaissable . 
cqf  d  . 

Bien que l a  no t ion  de p a r t i e  A-reconnaissable s o i t  donc p l u s  r e s t r i c -  

t i v e  que c e l l e  de  p a r t i e  f in iment  s a t u r é e ,  l a  c l a s s e  des  p a r t i e s  

A-reconnaissable a  cependant des  p r o p r i é t é s  de c l ô t u r e s  i den t iques  à c e l l e s  

de l a  c l a s s e  des  p a r t i e s  s a t u r é e s .  

Démonstration : S o i t  L une p a r t i e  d 'un  magrnoide p r o j e t a b l e  M '  reconnue p a r  un 

automate A <E,$,s,S> s u r  M '  e t  s o i t  $ un k-morphisme du magmoïde p r o j e t a b l e  
- - - -  

M dans M ' .  On cons idère  l ' au tomate  A = <E,@,s,S> sur M d é f i n i  p a r  

. Y u E M' ?(u) e s t  é g a l  à $($ (u ) )  ; 
9 ' 

Comme $ (u )  E M '  kp $($(u)  ) e s t  une a p p l i c a t i o n  de E~~ dans Ekp e t  donc d e  
- kq' 
Eq dans Ëp ; e t  il e s t  c l a i r ' q u e  Q e s t  1-morphisme de M dans F(Ë). 



On en déduit que : 

- 
$(~)(ç(~,q)) = $($(u))(s(kp,kq)) 

et donc u E E(A) ssi ?(U)(S(~,~)) E S(P,q) ssi 

$($(u))(s(kp,kq)) E S(kp,kq) ssi $(u) E E(A). 

On a donc bien E(A) = $-~(E(A)). 
cqfd. 

P~poaiXLon 2.10 L'ensemble des p d e b  A-heco&aabLe6 d'un 

magmoIde phojetable d o m e  une &Eblre de Boole. 

Démonstration : Soit L l'évènement de l'automate A = <E,$,syS> Sur M. - 
Alors M-L est l'évènement de l'autcmate A = c~,$,s,'Ç> où s(p,q) = EP - S(p,q) 

Soit LI reconnu par l'automate Al = <Ely$l,s19S1> SUT M et L2 
l'évènement de l'automate A2 = C E ~ ~ $ ~ , S ~ , S ~ ~ .  Alors L1 n L 2 est reconnu 

par l'automate A = <E,$,s,S> défini par 

P . Si u E M~~ $(u) est llapplication de E~ dans E qui à 
9 

<el, ei>, . . . . . ,ce ,e '> associe <fl ,f i>, . . . ,cf ,f ' >  ssi 
9 Q P P 

ml(u)(el ,... ,eq) = (fl.. . ,f 1 et 
P 

$2(u)(ei,. . . ,et) = (fi,.. . ,f '1. 
9 P 

Il est clair que cette application $ est un 1-morphisme de M dans F(ElxE2). 

. Si s1(p,q) = (el, ..., e ) et 
P 

~ ~ ( ~ , q )  = (ei, ..., et) alors 
P 

eV>, ..., <e ,el>) s(p,q) = (<el, 
Q q 

cqfd. 



Pnapoa&n 2 . 1 1  L ' i v L t e ~  eotio n d ' une pahLie A-keconnaihbabte 

d'un magmoae p o  jetabte M avec une trEunion de { i b l t e ~  de M encoke 

une paxtie A-rreconnahmbte. 

Démonstration : Soit A = <E,$,s,S> l'automate reconnaissant une partie L 
2 

du magrnoide projetable M et soit P une partie de N . On considère alors 
l'automate A' = <E,$I,s,S'> avec 

I s(p,q) si <p,q> P 
S'(p,q) = 

) pj c E~ sinon. 

Il est facile de voir que E(A') = E(A) n ( < g > € P  ~3 
cqfd. 

En ne considérant que le cas où M = T ( c )  on pourrait, de la même 

façon qu'on le fait pour les automates d'arbres classiques, définir des 

automates non déterministes et montrer leur équivalence avec des automates 

déterministes. Cette façon de procéder nous paraît peu intéressante car 

elle ne s'applique pas au cas d'un magrnoide projetable quelconque. De même 

que dans le cas des langages on définit les automates non déterministes 

au moyen des représentations matricielles, nous préférons définir les 

automates non déterministes en utilisant des substitutions qui, nous l'avons 

explicité au chapitre précédent, ne sont pas très éloignées des représenta- 

tions matricielles. 

On appelle automate non-déterministe sur M le quadruplet 

S = <M1,a,s,S> où : 

. Ml est un magrnoide décomposable 

. a est une k-substitution de M dans P(MIT) 

. s(p,q) r P ( M ~ T ) ~ ~  
9 
P s(p,q) € P(M'TIkp- 



On pose a l o r s ,  pour t o u t  élément u  d e  M P  
- 9  ' 
cr(u) = s (p ,q ) . a (u ) .S (p ,q )  E P ( M ' T ) ~  e t  on d é f i n i t  l 'évènement E ( S )  de S 

9  
conme l 'ensemble des  u E M dont aucune composante de  Ü(u) n ' e s t  l a  p a r t i e  

v ide  ; c e t t e  cond i t i on  peut  s 'exprimer - en  u t i l i s a n t  l e s  SOUS-identités 

d é f i n i e s  au c h a p i t r e  précédent  - par  E( ; (U) )  = Id . On a donc 
P 

Remarque : Le cho ix  des f i b r e s  dans l e s q u e l l e s  s o n t  c h o i s i s  l e s  éléments 

s ( p , q )  e t  S(p,q)  e s t  d 'une c e r t a i n e  f a ~ o n  a r b i t r a i r e .  Nous avons c h o i s i  

l e s  f i b r e s  p-kp e t  kq-q de  fapon à ce que s i  u c M' Ü(u) E P(M'T)' 
9 y 9  

e t  c e c i  pour l a  r a i s o n  s u i v a n t e  : dans l e  cas  des  langages ,  un automate 

non-déterminis te  peut ê t r e  u t i l i s é  pour c a l c u l e r  l e  c o e f f i c i e n t  d 'un  terme 

dans une s é r i e  r econna i s sab le  ; s i  on envisage d e s  s é r i e s  fo rme l l e s  dans l e  

magmoïde - pourquoi pas  - il f a u d r a i t  que l e  c o e f f i c i e n t  s o i t  dans l a  même 

f i b r e  que l e  terme e t  donc pour que ce c o e f f i c i e n t  p u i s s e  ê t r e  c a l c u l é  par 

un automate non d é t e r m i n i s t e ,  il fau t  b i e n  c h o i s i r ,  comme nous l ' avons  f a i t ,  

les  f i b r e s  de s ( p , q )  e t  S (p ,q ) .  

On d i r a  qu'une p a r t i e  d 'un  magrnoide p r o j e t a b l e  M e s t  S-reconnaissable 

ssi e l l e  e s t  l 'évènement d 'un automate non d é t e r m i n i s t e .  

Alors que - nous l ' avons  vu - l e s  no t ions  de p a r t i e  f in iment  s a t u r é e s  

e t  de p a r t i e  A-reconnaissable ne  co ïnc iden t  pas ,  nous montrons ci-dessous 

que l e s  p a r t i e s  A-reconnaissables  e t  S- reconnaissables  d'un magmo?de pro je-  

t a b l e  MT obtenu p a r  ad jonc t ion  d e  t o r s i o n s  à p a r t i r  d 'un magmoïde décompo- 

s a b l e  M sont l e s  mêmes. Nous ignorons s ' i l  en e s t  de  même pour l e s  p a r t i e s  

d  'un magmoïde quelconque. 



Démonstration : Soit A = <E,$,s,S> un automate déterministe reconnaissant 
une partie de MT. On suppose que E a k éléments qu'on note el,. ..,ek. 

On définit alors une application a de MT dans P(MT) par 

- si u E MT', avec p 2 1, u s ' écrit de façon unique 
9 - 

% 'L 'L 1 1 
I I .  

<ulO1 ,. . . , u .O >, avec u E Mn et O E 6 . On définit alors o(u) 
P P i i i q 

k(i-l)+j 
comme l'élément de P(MT)~P qui vérifie pour isp et jrk, il 

kp 
.u(u) = 

k q 

où les vk(0) sont les images des torsions par des k-morphismes et qui 

vérifient donc 

L'unicité de cet élément a(u) provient de ce que P(MT) est projetable 

et que tout entier de [pk] s1 écrit de façon unique k(i-l)+j avec irp et jlk. 

On montre d'abord que si u = O E 8' O(@) = vk(0). 
9 ) 

- Si p = O, O = O et a(@) = vk(0) = O par définition. 
4 k q 

- S i p  2 1, O s'écrit <il , .  il@(^)> et 
4 9 

1 - s  s Comme y E 6 k, y - rik et +(nk)(el,...,e k ) = e s . On en déduit que y = 
k( i-l)+p i 

et donc que y(1) = j, d'où ïi .a(o) = nj.v (no(i)) = v (n ).vk(~) = 
kp k k q  k k P  

Montrons maintenant que a est bien une k-substitution, c'est-à-dire un 

k-morphisme. 



'L 'L P  'L 
Soi t  u  = <ul.Ol, ..., u  .O > E W avec u  i e t  

P P 9 Mni 
' L t  

'L 4  'L 1 i 'L 

v  = < v ~ . O ~ , . . . ~ V  . O 1 >  E MT avec v  f Mm . On a  II u.v = u..O.-V = 
Q q  r j  P 1 1  

' I d  'L 'L j'L 'L 
'L 

u.  .<v O ' . O 1  > = ui*(vO.(l) 8 ... 8 v  Oi(ni) 1 O.(n.) 1 1  Oi(ni) 1 

>. Par d é f i n i t i o n  on obt ient  a l o r s ,  en posant 

'L 
8 ... 8 v  

Oi(ui) ) Y 

D'autre p a r t  il k i l  = 
kp 

e t  par  d é f i n i t i o n  du produi t  de composition dans P(MT), c e c i  e s t  é g a l  à 

m 
Oi(s) 

Chaque t o r s i o n  6s é t a n t  dans Ga , on considère l a  t o r s i o n  
m 

- o i ( l )+ . .  -+m Oi(ni) 
6  = <61,...,6 > d e 8  . On a  a l o r s  n .  

1 Q - - 6(s i )  61(1) 6 n i ( m ~ i ( n i )  ) 
Q ... Q IIk = IIk 8 ... Q IIk 

Pour montrer l ' é g a l i t é  des  deux ensembles 

n k )  et n k(i-l)+j U(U).I(V) il s u f f i t  de montrer que s i  
kp kp 



- 
y = <til, ..., 6 > alors )(ui.y)(el, ..., e ) = e ssi 4 6 tel que 

n : k j 
A 

'L 'L 
((ui.6)(el,. .. ,ek) = e et V s I n .6 )(el,.. .,e ) = e 

j i3 @(v~i(~) s k 6(s). 
ni Dans un sens, on définit l'application 6 de ek par 6(i1) = j' ssi 

- 'L 'L 'L 

(("v 6.' )(el,. . . ,ek) = ej. Comme +(ui.y) = ((u .(v 
Oi(i1)* i i Oi(l) Q ... Q v Oi(n. 1 ) .y)= 

- % 'L 
((u i -y)(e1,...,ek) = . . .  (ni) ) = ((ui.6)(el, ..., e k )  Dans 

- 
l'autre sens, de la même façon ((ui.y)(el, ..., ek) = 

Il faut enfin montrer que a(u f3 v) = a(u) f3 u(v)- 
'L 'L 

~r si u = <ul.~l,. . . ,u .O > M T ~  et 
P P 9 

% 'L 
V = <V1.ei,. . . ,V .01>6 MTP' 

P' P 9 ' 
'L 'L 'L 

u B v s'écrit <ul.(O1 B O ,),...,u .(O f3 O ,), vl.(O 8 O;), ..., 
4 P P  9 P 

'L 
v .(O Q Of)> ; d'où pour i 5 p - on procèderait de la même fa~on pour 
P' P P 

p < i I p+pl - 

- - 
On construit alors 1 ' automate non-déterministe S = <M ,O ,s ,S> où 

a est le k-morphisme ci-dessus et où 

i i - k(i-l)+j - 5 n si +tnq)(s(p,q)) = ej 
s(p,q) est défini par ïï .s(p,q) = 9 

k q 0 sinon 

- % 
~(p,q) est défini par, uo étant un élément fixé de M 

1 
P 



L'évènement de S e s t  a l o r s  l e  même que c e l u i  de A .  En e f f e t ,  s o i t  
% 'L 

u = <ul.O1,.. . ,u  .O > E MT' ; e t  s o i t  B l a  t o r s i o n  de $ t e l l e  que 
P  P  9  

$(B)(elY... ,ek) = s ( p , q ) .  On a  a l o r s  @(u.8)(e l  ,..., e  k  ) = $ ( u ) ( s ( p , q ) ) .  

i 'L 
D1où s i  n $ ( u ) ( s ( p , q ) )  = e  on a  $(ui Oi.B)(el,,e ) = e  

P j  k  j  

e t  comme Ji k ( i - l ) + j  = 
kp 

f3(Oi(l)) f3(Oi(ni)) 
'L 

k(i-l)+j .u(u)  con t i en t  ui. (nk  B . . . mlk . v ~ ( o ~ )  
kp 

On en déduit  que li k(i-l)t j  = 
kp 

cli( s )  o i ( s )  
~ ( o ~ ( s ) - ~ ) + B ( o ~ ( s ) )  - 1 l'il s i  $(II 9 ) ( S ( P ~ ) )  = eg(Oi)(s ) )*  

O r  II . s (p ,q )  = 
k  q 1 sinon 

Oi( 1) Oi(ni) 
'L 'L 

d'où I I ~ ( ~ - ' ) + ~  .o(u)  .;(p,q) con t i en t  ui.<n , . . . ,II > = u.  . O . .  
kp 9 4  1 1  

On a  donc montré 

Récip~oquement, s i  n k ( i - l ) + j . u ( ~ ) . ~ ( p , q )  n l e s t  pas v ide ,  c ' e s t  q u ' i l  
kp 

e x i s t e  y  t e l  que 

k(Oi(s) - l )+y(s)  - 
fl s s ni, ï'i . s ( p  ,q) n ' e s t  pas v ide .  

k  q  



Cette deuxième condition implique que 

e y ( s )  = ((ns *~)(e,,.-. ,e . On en déduit que 
n i 

k 

((y)(el,.. . ,ek) = ((Oi.~)(el,. . . ,e k ) et donc 

i - Enfin d'après la définition de S(p,q), ïi .~(p,q) .a(u) .E(p,q) n'est 
P 

pas vide ssi 3 a tel que $(a)(el, ... ,ek) E S(p,q) et tel que iJ J? S n ,  

n k(e-l)+a(e) .u(u) .S(p ,q) n'est pas vide. Cette dernière condition est 
kp 

4 équivalente à V 4 i n, ((II .u)(s(p,q)) = ea(e) et donc à ((u)(s(p,q)) = 
P 

$(a)(el, ..., e ).qui appartient à S(p,q). k 

- 
On en déduit qu'aucune des composantes de ~(p,q).a(u).s(p,q) n'est 

vide ssi ((u)(s(p,q)) E S(p,q) ce qui achève la démonstration. 

cqfd. 

Problème ouvert. Une partie A-reconnaissable d'un magmoïde 

projetable quelconque est-elle S-reconnaissable ? Il ne nous parart 

pas invraisemblable que la réponse soit négative ; auquel cas 

l'explication du phénomène devrait résider dans des propriétés 

concernant les torsions. 

Démonstration : Soit S = <Mt ,u,S,S> un automate non déterministe où 
a est une k-substitution de M dans P(MtT). On construit un automate 

déterministe A = <E,(,s,S> où E est l'ensemble des sous-identités de 

[kl (c'est-à-dire l'ensemble des éléments de P(MT); de la forme 



u1 B u2 B .. . O uk avec ui : l d l  c MIT: ou ui 5 0 c M,<- 

On d é f i n i t  l ' a p p l i c a t i o n  $ de M dans F(E) pa r  s i  u  r M' 9  

( e i , . .  . , e V )  P  = $(u) (e l , .  . . , e  9  ) ssi 

On rappe l l e  que s i  U r P ( M ' T ) ~ ,  
9 

ni s i  ni.u # 
n i . E t u )  = P P 

P 2 O s inon 

Montrons que 41 e s t  bien un 1-morphisme : 

- s i  u  = Id a ( u )  = I d  e t  
P P  

~ ( o ( ~ ) . ( e ~ Q  ... O e  ) )  = E(el B  ... B e  ) = el O ... B e  d'où $(u) = I d  . 
P P P P  

- Pour montrer que $ (u ) .$ (v )  = +(UV) ,  il s u f f i t  de montrer,  

d ' ap rès  l a  d é f i n i t i o n ,  que 

O r ,  a  é t a n t  une k - subs t i tu t ion  a(u .v)  = a ( u ) . a ( v ) ,  d'où 

E(o(u.v) .(el  O ... B e p ) )  = ~ ( u ( u ) . o ( v ) . ( e ~  O O . .  B e  P  1) = 

E(o(u).E(o(v).(el  B ... B  e  1). 
P 

- Enfin, comme a (u  B v )  = a ( u )  B  a ( v ) ,  

On pose e n s u i t e  s ( p , q )  = (el,,e avec e  O ... Q e  = E ( S ( P , ~ ) )  
9 1 4 

e t  S(p,q) = {(el,.. . ,e ) / E ( S ( ~ , ~ )  . ( e l  B  . . . O e ) )  = 1dpI. 
P P  



On en déduit que ((u)(s(p,q)) = (el.--.,e 
P 

e Q . . . Q e = E(u(u).E(S(~,~))) = E(U(U).;(~,~)) et donc 
1 P 

4(u)(s(p,q)) 6 S(p,q) ssi 

~d = E(S(~,~) .E(u(u) .S(p,q) = ~(S(p,q) .u(u) .S(p,q) 1. Et comme E(S) est 
P 

précisément (u~E(S(~,~).U(U).S(~,~)) = Id 1 ,  on a bien E(S) = E ( A ) -  
P 

cqf d . 



Nous avons vu que l a  famille des p a r t i e s  A-reconnaissables d'un 

magmoide p r o j e t a b l e  é t a i t  s t r i c t e m e n t  i n c l u s e  dans c e l l e s  des  p a r t i e s  

f in iment  s a t u r é e s .  Nous a l l o n s  donner une cond i t i on  s u f f i s a n t e  pour 

que c e s  deux f a m i l l e s  deviennent  l e s  mêmes. 

P&opo.6&n 2 . 1 4  S i  L e6.t une p d e  @timent s&ée d'un 

mugrnoide pm jakbbe M, e.t h i  L est  i n d  e danb une 4 euRe d i b t e  d e  M, 

aibu L ut A - & e c o n W a a b l e .  

Démonstration : S o i t  N un magmoide p r o j e t a b l e  f i n i  e t  @ un 1-morphisme de 
- 1 M dans N t e l s  que L @ ( r$(L)) .  Supposons de p l u s  q u ' i l  e x i s t e  po e t  qo  

Po 
t e l s  que L c M . On cons idère  a l o r s  l 'ensemble E = N' q u i  e s t  b ien  un 

90  90 
ensemble f i n i  puisque N e s t  un magmoïde f i n i , e t  l ' a p p l i c a t i o n  $ de M dans 

l e  magmoide f o n c t i o n n e l  f i n i  F(E),  d é f i n i e  p a r  

1 1 
Y U E M '  I e l e E = N  , e e E = N  , Y e i e E  ,..., e l e E ,  

9  ' 9 0 9 Q 0 P 

$(u)(e , , .  .. , e  ) = ( e i , .  . . , e t )  ssi 
9 P 

Montrons que c e t t e  a p p l i c a t i o n  $ est b ien  un 1-morphisme. 

Tout d 'abord  s i  u = O r q ,  
- 

@(0) .<e l , . . . , e  > = O.<el ,..., e > = <eg( l),..., e 
Q 9 O(p)>  d'où - $(@)(e l  ,..., e ) - (eO(l), ..., e g ( q ) )  e t  donc $(CI) = O .  

9  

S i  u  r M' e t  v  r MP' a l o r s  l e  f a i t  que $ (u )  @ $(Y) = $(u  @ V )  
9 q" i 

découle immédiatement du f a i t  que Ii ,r$(u @ v) .<e l ,  ... 3eq'eq+l' . . . ,e 
P+P q+q'> = 

I ,i-p 
.((v) . ~ e ~ + ~ ,  . . . ,e  q+q,> s inon  

P ' 



Enfin s i  u  E M' e t  v  E MF, l e  f a i t  que  $(u.v)  = $(u) .$ (v )  découle 
Q 

de ce que ((u) .((v) .<el , .  . . ,er> = ( (u .v) .<ely . .  . ,er>. 

On c o n s t r u i t  a l o r s  l lautomate  A = <E,$,s,S7 avec 

$ ( I I ~ ~ , . . . , " ~  ) . E ~ O  = ( N I  lq0 s i  p  = po e t  q  = q0 
s ( p , q )  = 90 90 t n' importe quel  élément de Eq sinon.  

Po 
( e l ,  Y c E e . .  . e  > E $ ( L )  c N 

Po 

0  Po 90 

0 sinon I 
On en dédui t  que E(A) = U { u r ~ ; / $ ( u ) ( s ( ~ , q ) )  E ~ ( p , q ) )  = 

P Y ~  

Po 90 
{u . M u n  y . . .  n ) . S(po,qo)}. 

90 90 40 

1 90 
< e i , . . . , e l  > = ((u).<ii ,... , n  > = $(u)  d'où 

Po 90 90 
1 90 

$ ( u ) ( n  .. . . ,il ) E s (pO,qO)  ssi  ( ( u )  6 ( ( L ) .  On en dédui t  que 
90 90 

cqf d  . 

S i  une p a r t i e  L e s t  donc inc luse  dans une f i b r e  donnée, e l l e  e s t  

f iniment s a t u r é e  s i  e t  seulement s i  e l l e  e s t  A-reconnaissable. 

Nous d i rons  a l o r s  qu'une p a r t i e  L d'un magrnoide p ro je tab le  M e s t  

reconnaissable si  e l l e  e s t  inc luse  dans une f i b r e  e t  s i  e l l e  e s t  

A-reconnaissable ou finiment sa tu rée .  

Remarque : I l  e x i s t e  des  condi t ions  s u f f i s a n t e s  p lus  f a i b l e s  que c e l l e  que 

nous avons donnée pour pouvoir montrer qu'une p a r t i e  L finiment s a t u r é e  e s t  

A-reconnaissable - par  exemple que L s o i t  inc luse  dans une union f i n i e  de 

f i b r e s  - Nous aur ions  pu, en conséquence, donner une d é f i n i t i o n  moins 

r e s t r i c t i v e  de l a  r e c o n n a i s s a b i l i t é .  Mais il a p p a r a î t r a ,  au chap i t r e  

su ivan t ,  que l e s  p a r t i e s  " ra t ionne l l e s"  son t ,  e l l e s ,  tou jours  inc luses  



dans une seule fibre ; et comme nous voulons étudier, comme dans le cas 

de la théorie des langages, l'équivalence entre rationalité et reconnais- 

sabilité pour le magmolde projetable libre, il est donc naturel de poser 

une telle condition dans la définition des parties reconnaissables. D'autre 

part nous verrons au chapitre V que les composantes des solutions des 

systèmes d'équations régulières sont aussi incluses dans une fibre. Enfin 

cette restriction n'est pas incompatible avec la définition classique des 

"forêts reconnaissables" qui sont toutes des parties de T ( C )  
1 
O' 

PhopdLCion 2 . 7 5  S i  M ut un mqmo.üfe ph0 jc&.ble, lu pWlXe6 
heconnaLAhablu de MP (ornent une ulgèbhe de Boole. 

q 

Ce résultat découle immédiatement des définitions et des propositions 

2.4 ou 2.10. 

PhopoaLCion 2 . 1 6  S i  4 ut un k-mohpkbme de M dam Ml & d i  L 

e6.t une pak-tie heconnai.bdable de Ml, @-'(M') e6.t une patLtie heconnaidhable 
de M. 

Ce résultat découle lui aussi des définitions et des propositions 

2.3 ou 2.9. 

Comme pour les automates de langages, les problèmes fondamentaux de 

décidabilité concernant les automates sur le magmoïde projetable libre 

T ( C ) ,  à savoir l'équivalence de deux automates, ou le fait de décider si 

une partie reconnaissable est vide ou infinie découlent d'une propriété 

d'itération qu'on pourra aussi utiliser pour montrer que certaines parties 

d'une fibre ne sont pas reconnaissables. 

P h o p d a o n  2 . 1 7  S o a  L une pahtic hecon.m.ahhable de MP (avec pli) ; 
9 

a(o4A plur *o(Lt i 6 p, ltevk50nbee {ni.u/u E L I  ut une p&e heconnddable 
P 

de MI. 
q 



Démonstration : Soient N un magmoide projetable fini et ( un 1-morphisme 

de M dans N tel que L = (-l($( L) ) . Posons Li = {ni.u / u E LI. On a bien 

Ll c 4 -  ( (Li 1. Pour montrer 1' inclusion inverse on considère 
- 1 i 

w a ( ((Li). Il existe donc u a L tel que ((w) = $(Il .u). On pose alors 
i-1 i+l P P 

ut = <nl.u ,..., n .u,w,iïp .U ,..., i'ï .u> ; on en déduit que ((u') = ((u) 
P P P - 1 et donc u' E L ; d'où w = ni.ui E L! et ( (((Li)) c Li. 

P 1 
cqf d . 

La proposition suivante montre que lorsqu'on considère une partie 

reconnaissable L du magmoide projetable libre les variables figurant dans 

les éléments de L ne joue aucun rôle particulier et pourraient être 

remplacées par des constantes (i.e. des symboles de degré 0) sans rien 

changer au caractère reconnaissable de la partie ainsi obtenue. 

Phopoa.Ltion 2 . 1 8  Soient c un alphabet g h é ,  L une pa&.tle 
teconnaidrable de T(C 1' (p#~). A b u  ie &te un dephabet g h é  

P 
n = IW . . . ,W I avec d(wi) = O ,  une pahtie teconnaArable L' de 

1 ' P 
T(C u n); X& que u E L b 6 i  3 v E LI t& que v U~<W~,...,W~>. 

1 Démonstration : Soit A = <E,+,s,S> l'automate reconnaissant L c T(C) . 
P 

On considère l'alphabet Q = <wl, ..., w > avec d(w.) = O. Le 1-morphisme 
P 1 

$ de T(C) dans F(E)  s'étend naturellement un 1-morphisme (' de T(C u Q) 

dans F(E) par 

('(f) = ((f) si f E C 

A. 
On pose alors L1 la partie de T(C u Q)O reconnue par l'automate 

A' = <E,(',s,S>. 

'L 'L 
Soit u E T ( z ) ~ .  Or u s'écrit u.0 avec u E C d'où $(u) = ((:)*((O)- 

'i Or = et n .$(s)(s(i,p)) = m(nO(i))(s(l,p)) = m1(woci)) = 
i) 9 P 

P 
$'w1...w d'où )(O)(s(l,p)) = ('(O.<wl ,..., w >) .  D'où P 

'L P 
$(u)(s(l,p)) = $(~).((0)(s(lyp)) = ('(u).$'(O.<wl,. . . ,w > )  = 

P 
@'(U.<W,,. ,wp>). On a donc ((u)(s(l,p)) É S(1,p) ssi - 

('(u.<w1,.. . ,w > )  E S(1,p) et donc u E L ssi u.<wl,. . . ,w > E L'. 
P P 

cqf d , 



En vertu de cette proposition et de la proposition 2.17, on peut 

donc se contenter de montrer le lemme d'itération pour les parties 

reconnaissables de T( L )O. Mais auparavant nous avons besoin d' une définit ion. 

On appelle profondeur d'un élément u de T(c)~ ( =  ( L  l'entier 

défini récursivement par 

- si u E x0 c T(L)~, prof ( u )  = 1 

I V i < k, ui r T(I)~ et prof (u) = 1 + SuP prof' (ui)* 
isk 

1 
L m e  2.19 Si L ut une pahüe neconnaidrable de T( L )O, Ce &te un 

1 
no t& que u E 4 s i  prof (u) > no, Ce exhteuo E ?1((~)~, 

1 n 
v E L w E ?(L): t& que u = uo.v.w et v n z o,u0.v .w E L. 

Démonstration : Soit A = <E,$,s,S> l'automate reconnaissant L et soit no 
1 

le nombre d'états de cet automate (i.e. no : Card (E)). Soit u E T(Ll0 

de profondeur n no ; alors u s'écrit f.(tl Q ... Q tk) où l'un des ti 

est de profondeur n-1. L'élément u peut s'écrire alors 
1 

f.(t, e ... Q timl Q ldl Q ti+l e . . . e tk).ti = t 1 1 .  .t. avec tl r ?(cll 
'L 1 et ti T(I)o. Mais ti peut à son tour êtredécomposé de la même façon. - - - 

En réitérant le procédé, on voit que u peut s'écrire tl.t2 ... t n avec 
- 

pour i 5 n-1 
1 

ti E ?( I ): et tn e ?( L ) o. On considère alors la suite 

Si n est strictement supérieur à n cette suite comprend deux 
O 

éléments identiques e. et e avec i < j .  
1 j 



- - - 
On a donc ei = +(ti.ti+l ... tn) 

- - 
On pose alors u = tl . . .  O ti-i e *(c);, 

On en déduit que 

d 'où le résultat. 

cqfd . 

Exemple 2.20 A titre d'exemple nous allons montrer la non-reconnaissabilité 

d'une partie d'un magmoïde projetable libre. Soit C = (f,g,a) avec d(f) = 2, 
n d(g) = 1 et d(a) = O et soit L = {f(gn(a),g (a)) / n r O). 

Si L était reconnaissable, il existerait un élément 
n m u = f(gn(a),g (a)) tel que u = uo.v.w et u O . ~  .W E L. 

Ceci implique : 1 

n ' 
Soit uo = idly v = f(gn(a), g (xl)) OU 

n-n ' 
w = g (a). 

n ' n ' n 
Soit uo = f(gn(a), g (xl)) OU f(g (xl),g (a)) 

nri n-n 1 -nt' 
v = g (xl) et w = g (a). 

On en déduit que uo.v2.w a l'une des formes suivantes : 



CHAPITRE III 

PARTI ES RATIONNELLES 

D'UN MAGMOÏDE PROJETABLE 

Il est bien connu que les parties reconnaissables d'un monoide libre 

A* peuvent être définies comme les éléments de la clôture de l'ensemble 

des parties finies par les opérations de somme, de produit et d'étoile 

définies sur le monoide P(A*) ( "caractérisation de Kleene") . Cette méthode 
permet d'ailleurs de définir les parties rationnelles d'un monoide quelconque 

C451. Thatcher et Wright Cg11 ont étendu cette caractérisation de Kleene au 

cas des arbres de façon à retrouver les forêts reconnaissables, mais leur 

définition nous paraît beaucoup trop 'lad hocM pour avoir la simplicité qu'a 

celle des parties rationnelles d'un monofde ; en particulier elle fait 

intervenir plusieurs opérations de produit et plusieurs opérations d'étoile 

différentes dont le nombre dépend de la forêt reconnaissable considérée. 

En nous plaçant dans le cadre du magmoide, nous sommes en mesure de 

donner une définition des parties rationnelles beaucoup plus proche de 

celle des parties rationnelles d'un monoide. En effet de même que l'ensemble 

P(M) des parties d'un monoide M est muni d'une structure de monoide, nous avons 

défini, au chapitre 1, le magmoide projetable P(MT) à partir des parties 

d'un magmoide à torsion MT. Comme opérations rationnel 1 es nous aurons donc 
le produit de composition et le produit tensoriel de P(MT) ainsi que la sonmie 

définie au chapitre 1 - nous verrons d'ailleurs que cette dernière opération 
est redondante et peut se décrire au moyen des deux précédentes - Il reste à 

définir l'opération ce qui sera l'objet du premier paragraphe. Nous 

définirons ensuite les parties rationnelles, étudierons quelques unes de leur 

propriété de fermeture et les comparerons aux parties reconnaissables définies 

dans le chapitre précédent. 



Soi t  MT un magmoide à t o r s i o n  obtenu par  adjonct ion  de t o r s i o n  à p a r t i r  

dlitn magmoide décomposable M. 

On rappe l l e  que P(MT)' = [ P ( M T ~ ) ] ~ ,  e t  que c e c i  permet de d é f i n i r  un 
9 

ordre  p a r t i e l  s u r  P(MT), noté c par  

v = < v ~ , . .  . ,V > E P ( M T ) ~  a l o r s  
P 4 

U c V ssi V i E [ p l ,  Ui c Yi. Pour l ' o r d r e  a i n s i  d é f i n i ,  l e s  deux p rodu i t s  

son t  c ro i s san t s  (au  sens l a r g e )  par  rappor t  à l e u r s  deux arguments, c 'es t -à-  

d i r e  

s i  U c U '  e t  V c V '  a l o r s  U,V c U ' . Y t  e t  U O V c U '  @ V ' .  

On rappe l l e  a u s s i  que pour c e t  o rd re ,  chaque f i b r e  forme un 

sup-demi- t re i l l i s  dont l e  sup, noté  + e s t  d é f i n i  pa r  

s i  u = C U . .  l > r P ( M T ) ~  e t  
P 9 

v = < v ~ , . .  . ,V > r P ( M T ) ~  a l o r s  
P 4 

U + V = <U1 u V1,..., U u V > ou encore V i E Cpl 
P P 

On a a l o r s  : 

4 )  U.(V + y ' )  2 u.v + U.Y1, 

l ' i n c l u s i o n  f iguran t  dans 4)  pouvant ê t r e  s t r i c t e .  



Nous appel lerons  p01yname t o u t  élément de P ( M T ) ~  dont chaque composante 
1 9 .  

e s t  une p a r t i e  f i n ie  de MT . I l  e s t  c l a i r  que, aux d i f fé rences  de formalisme 
q  

p rès ,  l e s  polynômes du magmoide P(T(C)) sont  exactement l e s  polynômes d'une 

C-algèbre l i b r e  d é f i n i s  par  Eilenberg e t  Wright [461 ; par  a i l l e u r s  n o t r e  

d é f i n i t i o n  des  polynômes généra l i se  c e l l e  de Downey C431. 

Nous appel lerons  f ibres carrées c e l l e s  dont l e  degré supér ieur  e s t  é g a l  

au degré i n f é r i e u r .  

S i  U appar t i en t  à une f i b r e  c a r r é e  P(MT)' de P(MT) nous dé f in i s sons ,  
P  

pour n  > O ,  un par  

n + l  f o i s  

e t  nous posons 

Comme U e s t  dans une f i b r e  c a r r é e  chacun des un e s t  d é f i n i  e t  a p p a r t i e n t  
+ 

à l a  même f i b r e  ; U e s t  donc a u s s i  d é f i n i  e t  appar t i en t  a u s s i  à l a  même * 
f i b r e  que U.  

P&opo~Mon 3.7 s i  u a p w e n t  a P(MTP U+ t e  p e ~ d  p a  
P '> 

U é m W  x de  P ( M T ) ~  q u i  v w b i e  Ltég&é x = u + X.U.  
P  

Démonstration : 

D'après l a  d é f i n i t i o n  du produi t  de composition dans P(MT) 

on a  : 



Soit maintenant V appartenant à p(M7'lP tel que 
P 

V = U + V.U et montrons que U+ c V 

n+l 
b) Supposons que un soit inclus dans V. On a alors U = un.u c V.U 

et comme V.U c U + V.U = V on a un'' c Y. 

On en déduit que, pour tout n > O, un c V et donc U+ c V. 
cqf d . 

Par contre, le produit de composition dans P(MT) n'étant pas additif 
t à droite U n'est pas nécessairement solution de X = U t U.X c m e  le 

montre l'exemple suivant : 

2 Soit U = <{<2;b(x2,x2)>}, {<2;a(x2)>}> É P(T(L))2. 

Alors u2 = <{<2;b(x2,x2)>} .U, {<2;a(x2)>} .U> = 

<{<2;b(a(x2) ,a(x2) 1'1, b2;a(a(x2) )>}> 

et de la même façon, on obtient, pour n > 0, 

n- 1 n-1 un = <{<2;b(a (x2), a (x2))>}, {<2;an(x2)>}> et donc 

n U+ = <{<2;b(a (x2),an(x2))> / n r O}, {<2;an(x2)> / n > O}>. 

1 + On en déduit que II2 .U. U = 

{<2;b(an(x2), am(x2))>, / n > O, m > O}. 

1 + 1 + 1 t  
On a donc IT2.(U + U.U ) = {<2;b(x2,x2)>l u I12.U.U # n2.U 

d'où U + U.U+ # ut. 

Bien qu'on n'aie pas l'égalité, on a cependant l'inclusion dans un 

sens : 



n n-1 n- 1 + 
Démonstration : Pour n 2 2, on a U = U.U . Comme U est inclus dans U 

+ + un est inclus dans U.U et donc un c U.U+ ; d'où U+ c U + U.U . 
n= 2 

cqfd . 

Nous montrerons plus loin (proposition 3.10) que pour U appartenant à 

P(MT);, le plus petit élément de P(MT)' qui vérifie X = U + U.X est 
1 P 

(U+Id )+.u, où Id = <{Il 1,. . . ,{IlP)> est l'élément neutre de la fibre p-p 
P P P P 

de P(MT). 

Dans le cas de la théorie des langages, on a l'égalité 
+ 

L* = A + L+ = (A+L) . Par contre, dans le cas du magrnoide, les deux quantités 
P Id + U+ et (Id + u)', où U E P(MT) ne sont pas toujours égales comme le 

P P P 
montre l'exemple suivant. 

Exemple 3.4 On considère l'élément U de l'exemple 3.2. Supposons que les 
+ 

deux quantités Id tu+ et (Id +u)+ soient égales. Comme ( Id +U) est solution 
P P P 

de X = Id +U+X.(Id +U) on aurait Id +u+ = Id +U+(Id +u+).(I~ +U) = 
P P P P P P 

~d + u + ~d .(rd +u) + U+ . ( ~ d  +u) = ~d + u + u+(I~ t u). Or 
P P P P P P 

1 + 
et donc I12.(Id + U + U (Id t U)) = 

P P 

1 + 
qui est bien différent de n2. (Id + U ) = 

P 
n 

{<2;x2>1 u {<2;b(a (x2),an(x2)) / n 2 01. 

Par contre, l'inclusion dans un sens est vraie : 



Démonstration : On a b i e n  U c Id  + U d'où 
P 

un c ( I d  + u)" e t  donc 
P 

U+ c ( I d p  + u)'. Par a i l l e u r s  I d  e s t  i n c l u s  dans I d  + U e t  
P P 

donc dans ( I d  + U)+ d 'où Id + U+ c ( Id  + u)+ .  
P P P 

cqf  d * 

Nous sommes donc amené à pose r  U* = ( I d  + u)+.  
P 

Nous a l l o n s  maintenant exh ibe r  l e s  équat ions  dont Id + U+ e t  U* 
P 

s o n t  l e s  s o l u t i o n s  minimales. 

PmposLthn 3.6 s i  u P(HT):, l dp  + U+ ut Le  ph.^ p m  &thnent 

de P ( M T ) ~  q u i  v P h i y e  X = Idp + X.U.  
P 

Démonstration : 

+ 
Montrons d 'abord que Id + U e s t  s o l u t i o n  d e  X = Id  + X.U. 

P + P 
En e f f e t  Id  + ( I d  + U+).U = Id + U + U .U = Id  + U+ 

P P P P 
d ' ap rè s  l a  d é f i n i t i o n  d e  U+. 

S i  V appar tenant  à P ( M T ) ~  v é r i f i e  V = Id  + V.U on a b i e n  
P P 

a )  I d  c V 
P 

b) Puisque Id  c V ,  U = Id .U c V.U c I d  + V.U = V 
P P P 

c )  S i  un c V ,  c V.U c ~d + V.U = V. 
P 

D'où Id  + U+ c V. 
P 

cqfd.  

Afin de s i m p l i f i e r  l e s  démonst ra t ions  u l t é r i e u r e s ,  nous a l l o n s  donner 

une a u t r e  d é f i n i t i o n  de,U* . 



Démonstration : Par d é f i n i t i o n  ( I d  + Uln+'  ( Idp + U). ( I d  + u)" = 
P P 

( I d  + u)" + u . ( I ~  + u)" d'où ( I d  + u ) ~  c ( I d  + u)"". On a donc b i e n  
P P P P 

cqfd.  

P/ropoA&n 3 . 8  Si u appa>Ltient a P(MT)~  U* es t  le p& p& 
P ' 

Uément de P ( M T ) ~  q d  v w d i e  x = l dp  + U.X.  
P 

Démonstration : 

Montrons d'abord que U* e s t  b i e n  s o l u t i o n  de  l ' é q u a t i o n  

proposée. Pour c e l a  nous montrons d 'abord : 

U* c Id  + U.U*. En e f f e t  : 
P 

a )  On a b ien  Id  + U c Id  + U. Id  c Id + U.(Id  + U) c Id  t U.  ( I d  + u)+ 
P P P P P P P 

b )  S i  (1d + u)" c Id  + U.U* a l o r s  ( I d  t u)"" = ( Idp  + U).(Id + u)" = 
P P P P 

( l d p  + u)" + u . ( I ~  + u ) ~ .  O r  ( I d  + u)" c Id + U.U* d ' ap rè s  l 'hypothèse  
P P P 

de r écumence  e t  U.(Id + u)" c U.U* d 'où ( I d  + u ) ~  = Id  + u.u*. 
P P P 

On en dédu i t  que U* = ( l d p  + u)+  c ~d + u,u*. 
P 

On montre e n s u i t e  : 

I d  t U.U* c ( Idp  + u ) +  = U*. 
P 

On a b i en  d'une p a r t  Id  c Id  + U c U* = ( I d  + u)+  e t  d ' a u t r e  P P + P 
p a r t  U.(1d + u)" c ( l d p  + U).(Id + u)" c U* = ( I d  + U) e t  c e c i  pour t o u t  

P P P 
n > O .  On en dédu i t  d ' a p r è s  l e  lemme 3.7 que U.U* e s t  a u s s i  i n c l u s  dans U* 

'L d'où l e  r é s u l t a t  ; en e f f e t  s inon  il e x i s t e r a i t  uO E U vi É II mu*  
P 



% 
que u.<v . . . ,vk> ( U* ; il e x i s t e  a l o r s  un e n t i e r  n  t e l  que V i 

1 ' ?i 
e II'(i)(~d + U)n d'où u.<v ,,... v > É U.(Id + u)" c U* ce  qu i  e s t  

P  P  ' k  P  
con t rad ic to i re .  

Supposons maintenant q u ' i l  e x i s t e  Y appartenant  à P(MT) P 
P 

t e l  que V Id + U.V. 
P  

On a  bien a )  Id c V d'où 
P 

e t  donc Id + U c V.  Supposons que ( I d  + u ) ~  c V. On a  a l o r s  
P  P  

( I d  + u)"" = ( I d  t u ) ~  + U.(Id + u ) ~  c V + U.V.  Mais V = Id + U.V,  
P P  P  P  

d 'où U.V c V e t  ( I d  + u)"" c Y e t  donc U* = ( I d  + u)+  c V .  
P P  

+ 
Par cont re  Id  + U n ' e s t  pas forcément so lu t ion  de X = Id + U.X. 

P  + P 
Car s i  c ' é t a i t  l e  cas  on a u r a i t  Td + U = Id + U. ( Id + u+) e t  donc 

t P P  P 
( I d  +U ) . u  = ( I d  + U.(Id + u+) ) .u  = U + U.(Id + U+).U. 

P  P  P  P  

O r  ( I d  t U+).U = U + U + U  U+ d'où Ut = U + U.U+.  O r  l 'exemple 3.1 montre 
P  

que c e t t e  é g a l i t é  n ' e s t  pas t o u j o u r s  v é r i f i é e .  

De même U* n ' e s t  pas forcément s o l u t i o n  de X = Id t X.U ; c a r  a l o r s  
P  

on a u r a i t  U* = I d  + U*U e t  c e t t e  é g a l i t é  n ' e s t  pas tou jours  v é r i f i é e  comme 
P 

l e  montre l 'exemple suivant .  

Exemple 3.9 On reprend l ' é lément  U des  exemples 3.2 e t  3.4. On a a l o r s  
2  

( I d 2  + U) = Id2  + U + U.(Id2 + U) = 

j i < { < 2 ; ~  > )  u {<2;b(ai(x2),a  ( x 2 ) ) >  / i , j  5 1 > ) ,  {<2;a (x  )> / i L 21,. 
1 2 

On montre aisément par  récurrence  que ( I d  + u)" = 
2 

i j i 2 ; x 1  u {<2;b(a (x2) , a  ( x 2 ) ) >  / i , j  5 - 1 ,  {<2;a (x2)> / i 2 "1' e t  donc 

1 i 
I12.U* = {<2;x >) u {-52;b(a ( x 2 ) ,  a3 (x2)>  / i 2 O ,  j i 0). 1 

Par a i l l e u r s  II:.U* .U = 
i 

{<2;b(x ,x )  u {<2;b(a (x2) ,  a1(x2))> / i 2 1, j 2 11 d'où 
2  2  



Les deux quantités U* et Id + u*U sont donc bien différentes. 
P 

l 

P k o p o h M n  3.70 Si u appv&ient ZP p(MTIP et V appahtLent à 
P 

P(MT);, U*V tut l e  petit UQnent de P(MT)~ q u i  v W d L e  x = V + U.X. 
9 

Démonstration : D 'après la proposition 3.6, U* vérifie U* = Id + U.U* 
P 

et donc U*.V = (Id + U.U*).V = V + U.U*.V. Par ailleurs, si W = V + U.W, 
P 

on a V c W et aussi U.V c U,W c W d'où (Id + U).V = V + U.V c W. Si mainte- 
nant (Id + u)".v c W alors (Id + u)"+'.v = 
(Id + u)".v + U.(Id + v)".v c W + U.W c W. On en déduit que 
U*.V = (Id + u)+.v c W. 

P 
cqfd. 

Le cas particulier où V = U donne U*U comme solution de X = U+U.X. 
Par contre Uf.U n'est pas solution de X = U+X.U. En effet si c'était le 
cas on aurait u*U = U + U*U.U = (Id + u*.u).u ce qui est exclu d'après 

P 
l'exemple suivant : 

Exemple 3.11 On considère toujours le même U des exemples précédents. 
I 

Dans l'exemple 3.9, on a déjà calculé II2.Uf.U. On calcule alors aisément 

1 
et donc ~:.u*.u # l12(Id + u*.u).U. 

P 

Les résultats obtenus sont rassemblés dans le tableau suivant - 
on rappelle que 

Id + U+ 3 U* = (Id + u)+ 
P P 



Ainsi que nous l'avons déjà signalé, cette dissymétrie est due à la 

non-additivité à droite du produit de composition dans P(MT). 

u+ 
u*u 
Id + U+ 
P 

U* 

Pour terminer, remarquons que si Id c U alors U = Id + U d'où 
P P 

U+ = U* = Id + U+ = U*U. 
P 

On peut d'ailleurs montrer un résultat plus faible : 

est la solut ion 
minimale de 

X = u + X.U 
X = u + u.x 
X = Id + X.U 

P 
X = Id + U,X 

P 

Démonstration : Si U* = Id + u+, alors 
+ P 

U*U = (Id + U  ) U = U + u+U = u+. 
P 

n 'est pas 
solution de 

X = u + u.x 
X = u + X.U 
X = Id + U.X 

P 
X = Id + X.U 

P 

cqfd. 

Le problème reste ouvert de savoir si les implications précédentes se 

retournent, c'est-à-dire U+ = U*U => Id + U+ = U* 
P 

Id + U+ @=> Id c U. 
P P 

Démonstration : Comme Id c U*, on a bien U* = Id .u* c u*.u*. Réciproquement 
P P 

comme U* = lim (Id + U)", on a 
n-m P 





La famille des parties rationnelles d'un magmoide à t o r s i o n  MT, notée  

Rat (MT), e s t  l a  plus p e t i t e  f a m i l l e  de p a r t i e s  de MT 

- q u i  con t i en t  l e s  polynômes de MT 

- q u i  e s t  fermée par  somme, produit  de composition, produit  

t e n s o r i e l  e t  é t o i l e .  

En f a i t ,  l a  condit ion de fermeture pa r  somme est superf lue .  En e f f e t ,  

s a i t  U = U l  > E P ( M T ) ~  e t  V = < V I ,  ..., V > E P(MT)'. On a  a l o r s  
P  9  P  9  

En e f f e t ,  l a  ième composante de c e t t e  de rn iè re  q u a n t i t é  e s t  bien 

{nip  ,n;ii} .<ul, .  . . ,U ,V 
P  lY.*. 9 v ~ '  = 

Ui u Vi.  E t  comme 

<U1' ..., U , 
P v19. . .yvP> = 

(U 8 V).<Id Id > , l a  somme U+V est bien d é c r i t e  
P '  P  

au moyen de polynômes, du produi t  de composition e t  du p rodu i t  t e n s o r i e l .  

La proposi t ion  suivante  montre que l e s  p a r t i e s  r a t i o n n e l l e s  d 'un 

magmoide à t o r s i o n  quelconque son t  l e s  images homomorphes des  p a r t i e s  

r a t i o n n e l l e s  d 'un magrnoide p r o j e t a b l e  l i b r e .  

Pirapo~iXon 3.7 4 S i  u appahZLent à P ( M T ) ~  e d t  une pmtie  &zCLonneL(e, 
Q 

&.te un alphabet g&é d i n i  c, un i -moirpkibme de ?t z ) da>id M et une 
( 1 )  pantie n a t i o n n a e  v de P ( T ( Z )  1: .tee6 que u = (T(v) . 

( 1 )  I l  f a u d r a i t  é c r i r e  p lus  précisément U = P((T)(V) où P(@T) e s t  l ' ex tens ion  

du 1-morphisme (T de T(E)  = ?(L)T dans MT en une app l i ca t ion  P((T) de 

P(T(C)) dans P(MT) q u i  n ' e s t  pas un morphisme (c f .  exemple 1 .12) .  



Démonstration : Nous a l l o n s  montrer  c e  r é s u l t a t  p a r  i nduc t ion  s u r  l a  

c o n s t r u c t i o n  des  p a r t i e s  r a t i o n n e l l e s ,  

a )  S i  U e s t  un polynome de P(MT)' on pose pour i 5 p  

2, 

9  ' 
i = {f; / u.O E ïi .U) avec l e  degré de f?. é g a l  au  degré  i n f é r i e u r  d e  
P  u  

e t  L = u C e s t  donc b i en  un ensemble f i n i .  On d é f i n i t  e n s u i t e  V 
i s p  

P  appar tenant  à P(T(C)) p a r ,  pour i 5 p,  
9  

i n .V = {f;.o / f; c ( i l l  - 
P 

- {f;.O / O E lIi.u}. On d é f i n i t  a u s s i  l e  
P  

1-morphisme ( de ?( L ) dans M p a r  

= u. ((fs) 2, u  

2, 
On a  a l o r s  (T(f;.O) = uO e t  donc 

P  b )  S i  U = U1 @ U2 avec Ul E P(MT) U 2  E P(MT)P' , il e x i s t e  C 
9  ' Q' 1' C2'  

$1 de ?(Cl) dans M y  (2  de  ?(C2) dans M ,  VI r P(T(C1)), V2 E P(T(L2)) t e l s  

que U1 = mlT(V1) e t  U 2  ( T(V2). On pose a l o r s  2  

On o b t i e n t  a l o r s  (T(V1 @ V2) = U 8 U 2  puisque,  pour i r; p ,  1 

L a  démonstrat ion e s t  analogue pour p  < i r; p + p l .  



9 C )  S i  U = Ul.U2 avec U1 E P ( M T ) ~  e t  U 2  P(KT),, il e x i s t e  , L 2 ,  9 

U,, U,, , 4, t e l s  que U1 = (T(V1), U:, = 4T(V2)  On d é f i n i t  a l o r s  L e t  4 
i 

comme précédemment e t  on a ,  pour i I p , $T(II .V .V ) = 
P 1 2  

D'où +T(V .V ) u u 1 2  1' 2' 

d )  si u = u t *  avec U '  P(MT);, il e x i s t e  L ,  Y', 4 t e l  que U '  = (T(v ' ) .  

On a  a l o r s  #T(Id + V') = Id + U '  e t  d 'après  ce  q u i  précède, 
P  P  

$T((Idp + v ' ) ~ )  = ( I d  + U V ) "  d 'où 
P  

( T ( Y ~ * )  = L mT((1d t V I ) " )  = e ( ~ d  + U V ) "  = u t *  = U .  
n  P  n  P  

cqfd. 

Nous a l l o n s  maintenant o b t e n i r  l a  réciproque de ce r é s u l t a t  comme cas  

p a r t i c u l i e r  d'un r é s u l t a t  p lus  généra l  (p ropos i t ion  3.17) que nous démon- 

t r e r o n s  après  a v o i r  démontré l e  lemme su ivan t .  

L m e  3 . 7 5  S i  a  une 1 - 4 u b ~ W n  h é & e  de dans 
P(M'T), h i  u 6 P(MT): et v E P(MT):, et si u.E(v) = u, 
a(U.V) = a(U).a(V) (1). 

(1 )  Comme pour les morphismes, l e s  1 - subs t i tu t ions  s u r  MT sont  étendues à 
i - V a ( u ) .  P(MT) par  ilp d u )  - 

U d 1 .  u 
P  



Démonstration : 

Pour que U(U.V)  = u(U) o(V), il s u f f i t  que V i 2 p ,  

i i e t  comme d ' a u t r e  p a r t  U.E(V) = U e n t r a î n e  i'i .U,E(V) = n .U,  il s u f f i t  donc 
P  P  

1 de montrer l e  r é s u l t a t  pour U c  P(MT) e t  V c  P(MT)', 
P 4  

Par a i l l e u r s  U.V = U tu1.V d'où o(U.V) = U o(tu1.V) e t  
u € U  ucu 

o(U).a(V) = 
ucu 

Comme de p lus  U . E ( V )  = U ,  on d o i t  a v o i r ,  pour t o u t  u  c  U ,  {u).E(V) # $ 

c a r  s inon u  a p p a r t i e n d r a i t  à U mais pas  à U.E(V) puisque par  d é f i n i t i o n  

U.E(V) = {U c  U / u.E(V) # $1, 

1 On e s t  donc ramené à montrer que u(u.V) = a(u).a(V) M!Z' t e l  que 
P  

u.E(V) # O ( e t  donc u.E(V) = u ) .  

Montrons d'abord que o(u.V) c o(u) .o(V).  Par d é f i n i t i o n  

'L 'L 
u.v = u.0.v = lu.<v1, ..., v > / v.  c  n 

n  O ( i ) . ~ }  e t  u 1 P 
'L 'L o(u.V) = u(u.<vl, .  . . ,v > )  = k  i l  d u )  .<u(v1), . . . ,o(vk)>.  

v.an @ ( i l m v  v. en . v 
1 P 1 P 

Montrons e n s u i t e  que a(u).u(V) c a(u.V). 
'L 

s o i t  w c  u ( u ) . u ( v )  = u(u).o.u(v)  = ~ ( U ) . U ( O . V )  ; 
'L - 'L 

il e x i s t e  donc t . O  c  o ( u ) ,  vl, ..., v  avec v  O( i )  
m i 'k a(0.V) t e l s  que 

% 
w = t . < v  , .. . ,V >. D e  p lus ,  comme o  e s t  une 1 - s u b s t i t u t i o n  l i n é a i r e ,  5 e s t  

m 
m une i n j e c t i o n  de 8 
k  ' 



Par d é f i n i t i o n  de E(V), on a  bien 0.E(V) = E(0.V) d 'où ,  comme U.E(V) 
'b 'L 

n ' e s t  pas vide par  hypothèse, e t  que u.E(V) = u.O.E(V) = u.E(O.V), aucune 

des composantes de O.V n ' e s t  v ide .  On c h o i s i t  a l o r s  pour chaque j E [ k l  
j un élément W dans u(n .O.V) q u i  n ' e s t  pas v ide  non p lus .  

j  k  

On pose ensu i t e  pour i E [k]  , en u t i l i s a n t  l e  f a i t  que 5 e s t  une 

i n j e c t i o n .  

v  s i  j e s t  l 'unique  élément de Cm1 t e l  que O ( j )  = i 
j  

v! = ' 
1 ? i sinon i 

'L - 'L 'L 

k  
' > = t . < V  l,..., V > = W. On en déduit  que t . O  . < v i , . . . , v l >  = t . < v l  ,..., v- 

O(1) 
m 

0(m) 

Remarquons e n s u i t e  que v  ' ( j )  u(o .v) ,  d'où s i  v j  = v  B( j )  = i e t  
j  nk j  3 

i O ( i ) . v ) ,  
donc v j  c nk o(0.v)  = u(nk( i ) .v) .  On a  donc POUF t o u t  i 5 k ,  v j  r u ( n k  

I l  e x i s t e  donc, pour t o u t  i s k ,  v i  r  .V t e l  que vj c o ( v l ) .  On a  donc 

'L - 'L 
w = t .O.<v1 ..., v ' >  E U ( U ) . < U ( V ~ ) ,  ..., u(vl1)> e t  comme o  e s t  un morphisme 

1 ' k  k 
'L 'b 

o(u) .  < o ( v ï ) ,  . . . ,o(vk), = o(u  . < v ï ,  . . . ,vl'> ) . Comme par  a i l l e u r s  vl! 
~ ( i )  

k  1 =k e V ,  

cqfd. 

Remarque : Les hypothèses posées dans l 'énoncé du lemme 3.15 ne sont  pas 

u t i l i s é e s  dans l a  p a r t i e  B de l a  démonstration. On a donc, pour t o u t e  

1 - subs t i tu t ion  a ,  a(U.V) c o(U).o(V). Mais ces  hypothèses sont  indispensables  

pour l a  p a r t i e  C de l a  démonstration : l 'exemple 1.12 f o u r n i t  un 1-morphisme 

l i n é a i r e  $ (cas  p a r t i c u l i e r  de 1 - s u b s t i t u t i o n  l i n é a i r e ) ,  un élément u  e t  une 

p a r t i e  W t e l s  que u.E(<w,@>) = 0 e t  $(u).$(<W,@>) # $(u.<W,0>). De l a  même 

façon l'exemple 1.13 montre que l 'hypothèse de l i n é a r i t é  e s t  indispensable.  

On d i r a  qu'une 1 - s u b s t i t u t i o n  o  de MT dans P(M'T) e s t  rationnelle 

s i  pour t o u t  u E MT' o (u )  e s t  une p a r t i e  r a t i o n n e l l e  de P ( M ' T ) ~ .  
9  ' 



Pmpoa.L$Lon 3.16 Une 1 - a u b a m n  a d e  T(C) dand P(MT) Ut 

W n n & e  6 6 i  Y f E E u(f) est une p m X e  W o n n & e .  

Démonstration : La condition nécessaire est immédiate puisque C est une 

partie de T(E). La condition suffisante provient de ce que tout élément 
?, ?, ?, ?, 

u de T(C) s'écrit u.0 ; on a donc a(u) = a(u).a(O) = a(u).O et que u se 

décompose de façon unique en produit tensoriel et produit de composition. 

cqfd. 

PmpoaiAion 3.17 S o i e n t  a une 1 - a u b a W o n  &nn&e f i n é d e  

d e  MT darzd P(MIT) & U une pa&lXe &nn&e d e  P(MT)'. Abu U(U) est 
Q 

une pamXe maXonn&te d e  P(M~T)~. 
9 

Démonstration : On va démontrer par récurrence sur la formation des parties 

rationnelles que si U est une partie rationnelle de P(MT)~ alors, quelle 
9 

que soit la sous-identité E de P(MT)~, a(U.E) est une partie rationnelle. 
9 

La proposition sera obtenue en posant E = Id . 
9 

a) Soit U un polynôme de P(MT)~. Ut = U.E est encore un polynôme et 
9 

i i donc II .Ut est fini pour tout i 5 p, d'où Vi = a(lI .U') 
'Ji 

a (u 
P P 

u ~ n  .ut 
P 

est une partie rationnelle. D'où V = (V1 63 ... @ V ).<Id ..., Id > est 
P 9' 9 

i encore rationnelle. Or lI .V = O .<Id ..., Id > = - 
q(i-1) @ 'i ' O vi - P q(p-i) q' 9 

,(n'.ut) = ni.a(ut) dioù v = o(ut 1. 
P P 

b) Soit U = U U On a alors U.E = U .U .E = U1.~(u2.~).U2.E. 
1' 2' 1 2  

D'après l'hypothèse de récurrence, u(U1.E(U2.E)) et o(U2.E) sont rationnelles 

et donc aussi o(U1.E(U2.E)) .a(U2.E)). Or U1.E(U2*E) = U1*E(U2.E).E(U2.E) 

d'où d'après le lemme 3.15, 

a(u.E) = U(~~.E(U~.E).U~.E) = u(U1.E(U1.E)).o(U2.E) qui est rationnelle. 



C) Si U = U1 B U2 avec U1 P(MT)~ et U2 E P(MT)P' et si 
9 9' 

E E P(MT)~+~' alors E s'écrit E O E2 avec El E P(MTlq et 
9+4' y 1 9 

E2 E P(MT)~'. On a alors U.E = (U1 B U2).(E1 B E2) = (U .E ) @ (U E ). 
Q ' 1 1  2' 2 

D'après l'hypothèse de récurrence, u(U .E ) et o(U2.E) sont rationnelles, 1 1  

donc aussi o(U .E ) @ o(U .E . Or U(U~.E~) @ U(U~.E~) = o(ul*E1 @ u2aE2) 4 
1 1  2 2 

i en effet TI i 
.(o(U1*E1) B o(U2.E2)) = (TIp.u(U1.E1)) B O 

9 ' 

o(U.E) est donc bien rationnelle. 

+ d) Si U = V* avec V E P(MT)~, Alors U.E = (Id + V) .E, 
P P 

Posons W = Id + V et considérons la suite de sous-identités 
P 

On a alors pour tout n 2 1, w"+'.E = W.En. w n . ~  et en vertu du lemme 3 .Il, 

puisque E .E = E u(w"+~.E) = u(W.E ).o(Wn.~). On en déduit par récurrence 
n n n ' n 

que,PoW n 2 1, u(w".E) = U(W.E~-~).U(W.E~-~) ... o(W.EO) qu'on écrira 
n 

D'autre part, la suite En est croissante ; en effet 

Entl = E((Id P + Y).En) = E(En + V.En) = En + E(V.En). On a donc En c En+l. 

De plus cette suite est majorée par 1 . Elle est donc constante à partir 
P 

d'un certain rang no. On pose alors F = 
En et on obtient 
O 



+ 
On en dédui t  que, comme V*.E = W .E = 

U Posons S = Il u(W.En -i) = o(W '.E) e t  montrons que pour t o u t  q 2 1 
i=l O 

U ( W . F ) ~ . S  = o ( I d  + v . F ) ~ . s .  En e f f e t ,  pour q = 1, 
P n 

o ( ~ d  + V.F) .S  = ( l d p  + u(v .F) ) . s  s + u(v.F) .s .  O r  comme s = U ( W  O - E )  
P 

pour q + 1, o(1d + VF)~+'.S = o ( ~ d  + v .F) .u ( I~  + V J ) ~ . S  = 
P nn+q P 

n0+q nO+q n0+4 
o(W .E) + o(V,F). o(W .E) e t  comme F = E(W .E) c e c i  e s t  éga l  à 

L'éga l i t é  (*) devient  donc 

n 
O q  m 

n 
O 

u(v*.E) = 1 n u ( w . E ~ - ~ )  + 1 U ( I ~  + v . F ) ~ .  n U(W.E, 
q = l  i=l q=1 P i= 1 O 

.. 

e t  comme 1 o ( ~ d  + v . F ) ~ . s  = ( 1 U ( I ~  + v . F ) ~ ) . s  = o ( ~ d  + v.F)+.s 
q= 1 P q=1 P P 

n n 
0 q O 

on o b t i e n t  u(v*.E) = 1 n o(W.E ) + o(Id  +v.F)+. Il o(W.En q- i 
q = l  i=l P i=l O 

O r  d ' ag rès  l 'hypothèse de  récurrence ,  q u e l l e  que s o i t  l a  sous- ident i té  E r 
o(V.E ) e s t  une p a r t i e  r a t i o n n e l l e ,  e t  donc a u s s i  EP+u(V.Er) = o(Ep+V.Er) = 

P 

a(W.E ). Compte tenu de l ' é g a l i t é  (**) il s u f f i t  pour que u(v*.E) s o i t  r 



+ 
rationnelle, que a(Id + V.F) soit rationnelle. 

P 

u(V.F )*  ; or d'après 1 'hypothèse de récurrence a(V.F) est rationnelle, donc 

aussi u(v.F)*. 

cqfd. 

Tout 1-morphisme linéaire étant un cas particulier de 1-substitution 

linéaire finie et donc de 1-substitution rationnelle linéaire, on obtient 

immédiatement le corollaire suivant : 

C o k o W e  3.7 8 S i  u ea.t une m e  W n n & e  de P(MT)~ et ( 
9 

un 1-mokpkibme fiéaihe de MT dans P(MtT), ((U) eb t  une pah.tie /Latiann&e 
de P(M'T);. 

Cette propriété n'est plus vraie si on considère des k-morphismes 

linéaires ainsi qu'on le verra ci-dessous. 

Exemple 3.19 Soit l'alphabet C = {c,C,b,a} avec d(a) = O, d(c) = d(b) = 1, 
d(C) = 2 ; et soit le 2-morphisme linéaire de T(C) dans lui-même défini par 

On pose 

et 

Il est facile de voir que 

et donc que ((U.V*) = {<2;C(bn(xl),bn(x2)),a> / n 2 O}. 

Nous avons YU (exemple 2.20) que cette partie n'était pas reconnaissable. 



Nous serons b ien tô t  en mesure de démontrer rigoureusement que c e t t e  

p a r t i e  n ' e s t  pas r a t i o n n e l l e  lorsque nous aurons démontré l ' équivalence  

des p a r t i e s  r a t i o n n e l l e s  e t  reconnaissables.  
I 

Nous rencontrerons encore par  l a  s u i t e  l e  f a i t  que l e s  k-morphismes 

l i n é a i r e s  ont  beaucoup moins de "bonnes1' p ropr ié t é s  que l e s  1-morphismes 

l i n é a i r e s .  Les r é s u l t a t s  f iguran t  dans [Dl e x p l i c i t e n t  ce phénomène. 

L e s  1-morphismes de l a  forme $T é t a n t  des cas  p a r t i c u l i e r s  de 

1-morphismes l i n é a i r e s ,  il découle des  proposi t ions  3.14 e t  3.17 l e  

r é s u l t a t  su ivant  : 

Théoirhe 3 . 2 0  Une u de P ( M T ) ~  es t  MonneRee 4 b i  Ce 
9 

er i s t e  un &phabet gmduZ d i n i  e, un 1 -moirpkibme $ de ?( 1 )   da^ M et une 
pantie NLtionneUe V de P(T(L ) ): te& que u = +T(v) .  

Une app l i ca t ion  importante de ce théorème e s t  q u ' e l l e  permet d ' é t a b l i r  

un l i e n  e n t r e  l e s  bimorphismes e t  l e s  p a r t i e s  r a t i o n n e l l e s  d 'un produit  de 

magmoide ( c f .  CD]). 

Soient  en e f f e t  t r o i s  a lphabets  gradués C , A , r ,  un 1-morphisme 41 de 

T(C) dans T(A), un l-morphisme $ de T(C) dans T ( r )  e t  une p a r t i e  r a t i o n n e l l e  
1 

U de T(ClO. considérons l a  r e l a t i o n  R = { ( @ ( t ) , $ ( t ) )  / t E U )  de 

x ~ ( r ) : .  On peut ne cons idérer  que l e s  r e s t r i c t i o n s  de $ e t  $ à ?(8) 

ce  q u i  indu i t  un 1-morphisme I$ x $J de ?(C) dans l e  magmoide décomposable 

(T(A)xT(T))Det un 1-morphisme ( 4  x $)T de T(C) dans (T(A) x T(I'))DT. On a  
1 a l o r s  pour t E T ( L )  = Y ( z ) ~ ,  ( $ x + ) T ( ~ )  = + x + ( t )  = 
O 

( $ ( t ) , $ ( t ) )  E (T(A) x T ( ~ ) ) D ;  = (TfA) x ~ ( r ) ) ;  e t  donc ($xiy)T(U) = R. 

Réciproquement s i  R e s t  une p a r t i e  r a t i o n n e l l e  de 

(T(A)  x T ( P ) ) D T ~  T ( A ) ~  X T ( ~ ) '  il e x i s t e  un 1-morphisme $ de ? ( T I  dans 
O 

1 T(A) x T(T)D e t  une p a r t i e  r a t i o n n e l l e  U de ? ( z ) ~  t e l s  que R = @T(u). Les 

p ro jec t ions  canoniques pl e t  p2 de T(A) x T ( r )  dans T(A) e t  T ( r )  induisent  

des 1-morphismes p i  e t  p i  de T ( A )  x T(r)DT dans T(A) e t  T ( r )  e t  il e s t  

f a c i l e  de v o i r  que R = p T t  p b ( $ T ( t ) ) )  / t U). 



Ce paragraphe est consacré à la comparaison des notions de rationalité 

et de reconnaissabilité pour les parties d'un magmoide projetable libre 

finiment engendré et à un corollaire important qui est que la famille des 

parties rationnelles est fermée par intersection avec une partie reconnais- 

sable. Remarquons tout d'abord que les parties rationnelles sont des éléments 
1 P de P(M!Z')~ et donc de [P(M!Z' ) 1 et que les parties reconnaissables sont dans 

9 9 
1 P P(MT~). Comme tout élément de [P(M!Z' )1 peut être considéré comme un élément 

9 9 
de P( MT'), il nt est pas impossible qu'une partie rationnelle soit reconnais- 

9 
sable ; il n'en est pas de même dans l'autre sens : pour qu'une partie 

P reconnaissable de P(MT ) puisse être rationnelle, il faudra nécessairement 
9 

que p = 1. La même condition sera nécessaire quand on étudiera l'intersection 
d'une partie rationnelle et d'une partie reconnaissable. 

Démonstration : 

a) Montrons d'abord que tout polynôme est reconnaissable. 

Soit U = U ,  . . . U > un polynôme de P( T( L ) )$ Chaque Ui est donc une partie 
P 

finie de T(z)'. Comme U = 
9 

et que l'intersection de parties reconnaissables est encore reconnaissable ; 
1 il suffit de montrer que chaque <T(8) , . . . ,U . . . ,T(L est reconnaissable. 

1 
'Tt Elq 

Q i ' 9 
Et comme . . , ,  T 1  = <T(Ç)~ ,..., {U} ,..., T(L)'> et que 

1 q "eui Q 

l'union de parties reconnaissables est encore reconnaissable, il suffit donc 

1 
de montrer que <T( t ) . . . ,lu}, . . . ,T( z )l> est reconnaissable. 

9' 9 



Soit donc U E T(I);, i0 < p et u E ~(6)' tel que 
9 

5 {u} si i = i 
i O n .u = 1 

lT(L) sinon. 
9 

Soit n le nombre de symboles de C figurant dans u (i.e. n = taille (u)). 
1 

Soit En l'ensemble (fini) des éléments de T(P) de taille inférieure ou égale 
9 i 

à n. E contient donc en particulier u et les éléments n = <q;xi>. n 9 
Considérons maintenant l'ensemble d'états E = {eV 1 v E En) u { ew} ou w est 

1 
un élément de T(Z) n'appartenant pas à En. On définit alors un 1-morphisme 

Q 
4 de T(C) dans le magrnoide fonctionnel F(E) par : si f E Zk, 

1 
On montre alors aisément par récurrence que pour u E T(Zlk 

On considère alors l'automate <E,$,s,S> avec 

1 On a alors pour v E T(C) , 4(v) s(p,q) = u ssi v = u 
Q - 

O 
d'où 4(v) s(p,q) E S(p,q) ssi iï .v u et donc la partie reconnue par 

P 
cet automate est bien U. 

b) On montre ensuite que si U E p(T(Z)lP et V c P(T(E)); sont deux 
9 

parties reconnaissables, alors U.V est reconnaissable. En effet, soient 

<Q,~,s,S> et <Q',4',s1,S'> les deux automates reconnaissant U et V. Comme 

~ U Ç CP(T(~))~I~ on doit nécessairement avoir s(P,~) = Al x A2 x . . . x A ; 
9 P 

de même S1(q,r) = B1 x B x ... x B . 2 9 



On d é f i n i t  a l o r s  l e  morphisme $ de T(C) dans F(P(Q u Q')) pour 

f a E k ,  El,.. .,Ek c Q u Q '  f i x é s ,  on pose  1 

- 
El = { ( ' ( f ) ( e l y . . . , e  k  / V i s k, e .  1 E Ei n Q Q > l ,  

- 
Ep = { +  ( f ) ( e  l,..., e  k  / V i i k,  e  i a Ei n Q 1, 

- i 
E3 = { n  . s ( p , q )  / 3 i s q : El o B~ # 01 

Q 

- - - 
e t  on pose $(f)(E1,. . . ,E ) = El u E2 u E3. k  1 

In tu i t i vemen t ,  l a  s i g n i f i c a t i o n  de  Ë3 e s t  l a  su ivan te  : s i  ( ( e t  donc $ ) I 

permet d ' o b t e n i r  un é t a t  t e r m i n a l  de Bi, on cons idère  que $ permet d ' o b t e n i r  ~ 
a u s s i  l ' é t a t  i n i t i a l  correspondant  de s ( p , q ) .  I 

A 

On pose a l o r s  S ( p  , r )  = (Ê  . . . ,E ) avec  1' r 

ème ème Autrement d i t  l e  i é t a t  i n i t i a l  de ç est l e  i é t a t  i n i t i a l  de  S '  

auquel  on a  a j o u t é  l e s  é t a t s  i n i t i a u x  cor respondants  de  s s i  c e t  é t a t  

e s t  a u s s i  t e rmina l .  

On pose a u s s i  S ( p , r )  = El x E2 x E avec E  c Ei ssi E n Ai # 0. 
P  

Ceci d é f i n i t  donc a i n s i  un automate dont nous aff i rmons q u ' i l  

fieconnaît U.V.  Pour o b t e n i r  c e  r é s u l t a t ,  il s u f f i t  de montrer que 

i 1 
ïï .U.V = {W a T(Z)r / $ ( ~ ) . % ( ~ , r )  a Ei l .  

P  

i 'L i 0 ( 1 )  . v . . . v  E n @(ml ,, O r  s i  w E ï i  .U.V, il e x i s t e  u.0 E ïi . U ,  v1 ~ ï ï  
P P  9 m q  

'L 'L 
t e l s  que w = u.<v . . . ,V >. On a a l o r s  $(w) = $ ( u )  .<$(vl) ,  . . . ,$(vm)>. 

1 m 
O ( j )  Comme v .  E n . V ,  ml (v . )  s l ( q , r )  a e t  donc, pa r  d é f i n i t i o n  

1 q 3 

$(v. % ( P , r )  c o n t i e n t  n o ( j ) . s ( p  ,q)  d 'où $(w) c o n t i e n t  
3 9 

q u i  appa r t i en t  à A d 'où  $(w) S ( p , r )  a Ei. i 



Réciproquement, s i  $(w) G(p,r)  r Ei, par  d é f i n i t i o n  de iy ,  w peut 

2, 
s ' é c r i r e  u.<vl,. . . ,vk> t e l s  que iy(vi) .S(p , r )  con t i en t  un é t a t  te rminal  de 

Q'  . (En e f f e t  d 'après  l a  cons t ruct ion  de iy pour f a i r e  appara3tre des  é t a t s  

de Q dans i y ( ~ ) S ( ~ , r ) ,  il f a u t  avo i r  f a i t  a p p a r a î t r e  précédemment des  é t a t s  

terminaux de Q ' ) .  I l  e x i s t e  donc une app l i ca t ion  O t e l l e  que 

- 
iy(vi)s(p,r) n Bo(i) # 0 ; on en déduit  que vi E i'i O(i) .V ; e t  donc que 

9 
~ . 8  ~ . 8  i 

w E u.O.V. I l  s u f f i t  a l o r s  de  montrer que u.0 E Ti .U ,  c e  qu'on dédui t  de 
P - 

l a  cons t ruct ion  de iy e t  en p a r t i c u l i e r  de Ë3 e t  E2. 

c )  So i t  maintenant une p a r t i e  U reconnaissable de P(T(E) e t  s o i t  
P 

<Q,@,s,S> l 'automate q u i  reconnaî t  U.  Comme précédemment 

S(p,p)  = Al x A 2  x ... x A . On d é f i n i t  a l o r s  l e  morphisme iy de T(E) dans 
P 

F(P(Q)) pa r  : pour f E E k ,  El, ... ,Ek i n c l u s  dans Q ,  

- 
on pose El = { @ ( f ) ( e l ,  ..., e ) / V i a k ,  e .  E Eil 

k 1 

- j E2 = {IIp.s(p,p) / 3 j 5 p Ël n A j  # 01 

- 
e t  +(f)(E1, ... ,E ) = El u Ë k 2 ' 

On pose ensu i t e  ;(p,p) = s ( p , p )  e t  S(p,p) = El x ... x E 
P 

avec Ei = {E c Q / E n Ai # 01. 

On montre a l o r s  de l a  même manière que ci-dessus que U* e s t  b ien  

reconnu pa r  1 'autoroute  <P( Q) ,$J , S  ,S>. 

d )  ~ ~ i e n t  e n f i n  U r P( T( 1 )  lP e t  V r P(T(E) lp '  reconnues respectivement 
Q' 

par  l e s  automates <Q,@,s,S> e t  < Q ' , ~ $ ' , s ' , s ' > .  On peut supposer que l e s  

ensembles Q e t  Q '  son t  d i s j o i n t s .  On considère a l o r s  un symbole ë n'appartenant  

pas à Q u Q'  e t  on d é f i n i t  l e  1-morphisme $J de T(C) dans 

F(Q u Q '  u { i l )  par  



- 
e s inon 

- 
On pose a l o r s  s(p+p' ,q+ql ) = s ( p , q )  x s ' ( P ' , ~ ' )  

- 
S(p+pl ,q+q' ) = s (p ,q )  x S' (P' 3q' ) *  

I l  e s t  immédiat que l a  p a r t i e  reconnue pa r  c e t  automate e s t  bien U 0 V.  

On dédui t  imrnediatement des  quat re  po in t s  précédents que t o u t e  p a r t i e  

r a t i o n n e l l e  de P(T(C)) e s t  reconnaissable .  

cqf d . 

Montrons maintenant l a  réciproque - dans l e  cas  où p = l  pour l e s  

r a i sons  e x p l i c i t é e s  au début de ce  paragraphe. 

Pmpo&&on 3 . 2 2  S o i e n t  c un d p h a b e t  grraduE d i n i ,  p un d e i r  

et u une pahtie de ~ ( c ) ' .  Si u a* *econnaid&able &M u ut WonneeCe.  
P 

Démonstration : Soi t  <Q,$,s,S> l 'automate reconnaissant  U.  Supposons que 
k 

Q a i t  k éléments noté elY...,ek. On c o n s t r u i t  a l o r s  V E P(T(E)Ik de l a  

façon suivante  : pour i 5 k ,  

Il e s t  c l a i r  que V e s t  un polynôme. On montre a l o r s  aisément par  
1 

récurrence s u r  l a  t a i l l e  des éléments de  T(E)n que pour i S k ,  

1 
On pose a l o r s  V 1  = ln; / ei  E ~ ( 1 , p ) )  e P(T(Z))k e t  

k w = <wl , . .  . ,wk> ~ ( T ( E ) )  avec W. = {n' / ~ [ ~ . s ( l , p )  = eilw 
P 1 P 

On a d 'abord,  pour i i k 

i * 1 nk.v .w = l u  E T ( L l p  / $ ( u )  s(1.p)  = ei ) .  



i 
En e f f e t  v c Iik.v*.w 

% 
ssi il e x i s t e  u,ml, ..., m ,W1,... ,W t e l s  que 

9 9 m 
((G)(e . e ) = e .  e t  V j q W .  r  nkj.w e t  

ml m 1 
Q 

3 

'L 
ssi il e x i s t e  u,ml, ..., mqyjl, . . . , j  t e l s  que 

9 

'L 
ssi il e x i s t e  U ,  j ly  . . . , j  t e l s  que 

9 

% j l  j l  
v = u.<JI , > e t  @ ( v ) . s ( l , p )  = e . .  

P 9 1 

On a e n s u i t e  Vt.V*.W = u ~; .V* .W nk.v*.w = 
i nk€v1 

u 
i /eicS( 1 ,p )  

On a donc bien U = Vt.V*.W. La p a r t i e  U e s t  donc bien r a t i o n n e l l e .  

cqfd . 
Pour simpïif i e r  lt é c r i t u r e  nous appel lerons  ensemble rationnel de 

MT t o u t e  p a r t i e  r a t i o n n e l l e  appartenant  à P(w)'. Toute composante Ui d tune  
P P p a r t i e  r a t i o n n e l l e  U = , U  > appartenant à P(M!Z'lq e s t  donc un 

1 i 
ensemble r a t i o n n e l  puisque Ui E P(MT) e t  que Ui = Ii .U est ra t ionne l .  

9 P 

De même on appe l l e ra  ensemble reconnaissable t o u t e  p a r t i e  reconnaissable  
1 

inc luse  dans MT . La not ion  d'ensemble reconnaissable e s t  donc une généra- 
P 

l i s a t i o n  de l a  not ion  c las s ique  de f o r ê t  reconnaissable.  

Avec ces d é f i n i t i o n s  l a  proposi t ion  3 .22  s'énonce 



P m p o a ~ o n  3 . 2 2  b i ~  TOUX enbembte treconn.uibsa.bte d'un magrnoue 

fibtre ~inimen;t e n g d é  u.t W o n n c t .  

ComlYaihe 3 . 2 3  SoiX c un alphabet g d é  dini. S i  une 

*eco&sa.bte u de T ( E ) ~  peut a8*dw-tidieh il un UPntent Ut de P(T(Z) ) ;  

(i. e. U = u1 x U2 x ... x U et ut = <u~,...,u~>) a l o u  U' e6.t &nn&e. 
P 

Démonstration : Si U = U x U2 x . . . x U où U c T ( c ) ~  est reconnaissable, 
1 p Y  i 9 - - 

chacun des U. est reconnaissable, donc rationnel, ainsi que 
1 

<U1,U2,. . . ,U > = U1 t3 U2 €d . . . €d U . <Id . . . ,Id >. 
P P 9 ' 9 

cqfd . 

Des propositions 3.21 et 3.22 on tire immédiatement, 

Théohème 3.24 L e s   es d'enbembten treco&aabtu eR: 
d ' en6 embles &O nnch d ' un magmoZde ptro jetabte fibtre &L&ent eng endtté 
aont t e s  mêmes. 

Ce théorème s'étend aisément aux parties de la forme U1 x U2 x ... x U 
P 

ainsi qu'il a été fait dans le corollaire 3.23. 

Ce dernier théorème, ainsi que le théorème 3.20 permettent de montrer 

que la famille des ensembles rationnels est fermée par intersection avec un 

ensemble reconnaissable. 

Théotrème 3 .25  Soie& p un ~ n & h  & MT un magmoae h i toubn .  
S i  u es t  une pahtie .YLtionn&e de MT: et K une patrtie neconnaidaabte de 

MT:, a l o u  u n K est  une pahRie &onnetle de MT; 



Démonstration : D'après le théorème 3.20, il existe un alphabet gradué C, 

1 
une partie rationnelle V de T(E) et un 1-morphisme 41 de ?(L) dans M tels 

9 

$T(V) = U. D'après le théorème 3.24, U est aussi reconnaissable ; d'après 
-1 

la proposition 2.16, (T (K) est une partie reconnaissable, ainsi que 

V n (T-'(K). Mais d'après le théorème 3.24 cette partie est rationnelle, 

ainsi que (T(V n $T-'(K)) d'après le théorème 3.20. Or (T(V n $T-'(K)) = 

$T(V) n K = U n K d'où le résultat. 
cqfd. 

Enfin on déduit immédiatement du théorème 3.24 et du corollaire 3.18 

le résultat suivant : 

P~pob.t%on 3 . 2 6  S i  c et A hont deux utphab& gtadué6 d i & ,  
4 un 7-rnorrpkisme LlnEaitre d e  T( L )  dans T( A )  et u une p W e  r r e c o ~ b a b t e  

1 d e  T(cIq, ((u) es* une pLhtie r r e c o d ~ a b t e  d e  T(A)'. 
9 

Remarque : L'exemple 3.19 montre que cette propriété n'est plus vraie 

pour les k-morphismes linéaires avec k > 1. Par contre elle est encore 
P vraie si U est inclus dans T(C) avec p > 1. On pourrait le démontrer en 
9 

raisonnant sur les automates au moyen des méthodes utilisées dans les 

démonstrations du lemme 3.15 et de la proposition 3.17 : comme pour ces 

démonstrations, la seule précaution à prendre et de s'assurer qu'une 

torsion injective non surjective n' élimine pas des "variables11 auxquelles 

on ne pouvait rien "greffer1' (cf. exemple 1.12). N'ayant pas besoin de ce 

résultat par la suite nous laissons au lecteur le plaisir de faire cette 

démonstration. 



CHAPITRE I V  

GÉNÉRALITÉS SUR LES SYSTÈMES 

D '  ÉQUATIONS DANS LE MAGMO~DE 

De même que les langages engendrés par des grammaires "context-free" 

sont des composantes de la solution d'un système d'équations algébriques 

dans un monoide libre, Boudol C291 a montré que les "forêts" engendrées 

par des grammaires d'arbres "context-free" au moyen de dérivations 

descendantes sont les composantes de systèmes d'équations sur un magma 

libre auquel on a ajouté l'opération de greffe. Il est clair que de tels 

systèmes d'équations peuvent être facilement écrits comme systèmes 

d'équations dans le magmoïde. C'est cette notion que nous allons définir 

dans ce chapitre. Nous y définirons également leurs solutions et nous 

donnerons quelques propriétés très générales de ces systèmes et de leur 

solution, qui seront étudiées plus en détail dans les chapitres suivants. 

Soit M un magmoide décomposable (') et soit V un alphabet gradué fini 

dont les éléments seront appelés symboles non-terminaux (le terme llvariablell 

étant déjà utilisé). On appelle système d'équations algébriques sur M et V, 

ou plus brièvement système algébrique (2) la donnée d'un ensemble d' équations 

(1) En particulier, M peut être un magmoïde libre finiment engendré, mais 
on utilisera aussi au chapitre VI1 le magrnoide décomposable k di1 T ( C )  D. 

(2) On pourra omettre de préciser M et V lorsqu'ils seront déterminés par 
le contexte. 



1 
où pour chaque X appar tenant  à V ,  RX e s t  une p a r t i e  de (M @ ?(Y) )Td(*) 

1 
- donc un élément de P(M @ ? ( v ) T ) ~ ( ~ ) .  

On remarquera que s i  M = ?(L) a l o r s  M B, ?(Y) = ?(z v V) e t  donc 

(M @ ?(VI )T T(C u V) . On r e t r o u v e  donc b ien  l a  d é f i n i t i o n  c l a s s i q u e  

( c f .  Boudol C291 par  exemple). 



Considérons l ' ensemble ,  no té  E (S) ,  des  a p p l i c a t i o n s  de V dans P(M2') 

q u i  r e s p e c t e n t  l a  f i b r a t i o n ,  i . e .  s i  E  E E(S),  a l o r s  V X E V ,  
1 E(X) E P(MT)d(X). S i  E  E E(S) on é c r i r a  p a r f o i s  EX au  l i e u  de E(X). 

On d é f i n i t  s u r  E(S)  une r e l a t i o n  d ' o rd re  p a r  E  5 E' ssi V X E V ,  

EX C EX. I l  e s t  c l a i r  que muni de  c e t t e  r e l a t i o n  d ' o r d r e  E(S) e s t  un 

t r e i l l i s  complet.  

1 1 
Comme il e s t  p o s s i b l e  d ' i d e n t i f i e r  P(MT) e t  P(MT)D pour t o u t  e n t i e r  

9  9  
q ( c f .  [AD] c h a p i t r e  I V ) ,  t o u t  élément E  de E(S)  détermine de façon unique 

un l-morphisme de ?(Y) dans  l e  magmoide décomposable P(MT)D q u i  s e r a  n o t é  2. 

Considérons maintenant l ' a p p l i c a t i o n  i q u i  à t o u t  élément m de M 
1 
P 

a s s o c i e  ( m l  E P(MT)' P(MT)D'. Comme M e s t  décomposable - il a  l a  p r o p r i é t é  
P  P  

de décomposition unique en p rodu i t  t e n s o r i e l  - i détermine un unique 
'L l-morphisme 1 de  M dans P(MT)D ( c f .  [AD] c h a p i t r e  I V ) .  

D 'après  l a  d é f i n i t i o n  de  l a  somme d i r e c t e ,  il e x i s t e  un unique l-morphisme 

n o t é  ? @ 2 de  M B ?(v)  dans  P(MT)D q u i  co ïnc ide  avec 1 s u r  M e t  avec 2 s u r  

I l  e x i s t e  a u s s i  ( c f .  LADI c h a p i t r e  IV) un unique l-morphisme no té  oE 
1 

de  (M B ? ( v ) ) T  dans P(MT) q u i  co ïnc ide  avec ? B 2 s u r  M @ ?(v), compte t e n u  
1 1 

r 
1 de l ' i d e n t i t é  e n t r e  P(MT) e t  P(MT)D . En p a r t i c u l i e r  s u r  ?(Y): c M 8 * ( v ) ~ ,  

'b 
P  P  

U co ïnc ide  avec I @ Ê donc avec Ê e t  pour X E V on a  b i en  oE(x)  = EX. De même 
1 s u r  M 
P ' oE co ïnc ide  avec i, e t  donc s u r  MT c M B ? ( Y ) ,  uE co ïnc ide  avec 

l ' i n c l u s i o n  canonique de  MT dans P(MT). De p l u s  comme oE e s t  un l-morphisme 

dont  l e  codomaine e s t  P(MT), c ' e s t  une l - s u b s t i t u t i o n .  

Dans l e  c a s  p a r t i c u l i e r  où M = ? ( c ) ,  on a  ? ( c )  @ ?(v)  = ?(c u V) e t  

(?(E)@?(v))T = T(C u VI. O r ,  p a r  d é f i n i t i o n  o  e s t  l ' u n i q u e  l-morphisme d e  E  
T(C u V) dans  P(T(C)) t e l  que 

a) s u r  T(c)  oE co ïnc ide  avec l ' i n c l u s i o n  canonique de  T(C) dans  

P ( T ( c ) )  

b )  X V ,  oE(X) = EX. On en dédu i t  que oE e s t  l a  l - s u b s t i t u t i o n  

de  T(c u V) dans P(T(C)) d é f i n i e  p a r  



Exemple 4.1 S o i t V  = {X,Y)avec  d(X) = 2 , d ( ~ )  = 1 e t  s o i t  

C = { a , b , ~ , f , ~ )  avec d ( a )  = d ( b )  = d ( c )  = 1, d ( f )  = 1, d ( g )  = 2. 

Soien t  = {<2 ; f (x l )> ,  <2 ;g (x2¶x2)>)  

E = {< l ; a (x l )>  ; < l ; b ( x l ) > I  
Y 

e t  s o i t  u  = <4;X(Y(x2) ; c ( x 3 ) ) > .  

Alors  u  peu t  s ' é c r i r e  a u s s i  X.(Y 8 c) .<4;x2,x3> 

en f a i t  r i e n  d ' a u t r e  que l ' e x t e n s i o n  l'homomorphell de l ' a p p l i c a t i o n  E de  V 

dans P(MT) à (M @ ?(V))T. I l  e s t  donc n a t u r e l  que l ' o r d r e  d é f i n i  sur l e s  

éléments  de E ( S )  i ndu i se  un o r d r e  s u r  l e s  s u b s t i t u t i o n s  a s s o c i é e s .  

P m p o ~ L C i o n  4 . 2  S o i e n t  S un hqhRème &ébtUque AU M v, E  et 
E' deux UheuLts d e  E ( S ) .  S i  E  < El V u  r (M @ T(V))T, a E ( u )  o E l  ( u ) .  

'-b '-b 
Démonstration : Soi t  u  E (M @ T(V) )T. Cet élément s ' é c r i t  2.0 avec U E M  @ Y ( v ) .  

D'après  l a  d é f i n i t i o n  d e  l a  somme d i r e c t e ,  il s ' o b t i e n t  donc à p a r t i r  d e  

M' e t  de  V pa r  un nombre f i n i  d e  p r o d u i t s  de composition e t  de p r o d u i t s  
D 

t e n s o r i e l s .  On peut  a l o r s  démontrer pa r  r écu r rence ,  compte t e n u  de l a  

c ro i s sance  des  p r o d u i t s  du magmoïde P(MT) pa r  r a p p o r t  à l e u r s  deux argu-  
'-b 'L 

ments que oE(u)  c oEl  ( u )  e t  donc 

cqfd.  



L m e  4.3 Soient S un aq~.tème atgébnique a m  M at v, 
E un eLbent de E ( S )  et u un Uément de M e ?'(v)T~. P o u  abut Uément v 

de oE(u), ie &.te une pmtLe f i n i e  E' de E d&e que v r oE1 (u). 

Démonstration : On démontre cette proposition par récurrence sur la 

construction de u. 

i a) Si u = ïi alors pour toute partie finie E' de E on a 
P ' 

i i i 
u t n  = oE,(np) = n . 
E P P 

1 b) Si u = m.<u l,...,uk> avec m E Mk, oE(u) = m.<o (u 1, ..., a (u )> 
E 1 E k  

et si v r oE(u), il existe v o (u ), ..., vk r oE(uk) tels que 1 E 1 

V = m.<vl,...,v >. D'après l'hypothèse de récurrence, il existe pour k 

chaque i s k une partie finie E de E telle que vi r o (ui) et en posant i E 2 

E' = U Ei, v. r oE1(ui) d'où v r oE,(u). 
1 i=l,.. . ,k 

c) Si u = X.<ul, ..., u > avec X E Vk et s i v  E oE(u), il existe k 
% 1 
w.0 r oE(X) = EX c MTk tel que 

'L 'L 
v E w . 0 . ~ ~  (u 1, ..., a (u )>  = w.<a (u 

E 1 E k  E O(1)) 9 . . YoEk(m))>. 
Pour les mêmes raisons que précédemment il existe une partie finie E' de E 

'L % 
que E w'<~E~~O(l)),**.y~E~(uO(m))> ' W.8.<"Ev(~1)y...yoE>(Uk)>. 

On définit alors E" par 

'-b 
On a donc bien E' < E'l d'où oE1(ui) c oEII(ui) et comme w.0 rEi = o (XI, Et' 

cqf d . 



Comme dans l e  système a lgéb r ique  S = {X = RX / X E VI, RX e s t  une 

p a r t i e  de  (M @ ?(v) )T,  oE e s t  d é f i n i  pour t o u t  élément de RX. On peut  

a l o r s  d é f i n i r  l a  s o l u t i o n  de  c e  système comme l e  p l u s  p e t i t  élément E  de 

E(S) - pour l ' o r d r e  < - q u i  v é r i f i e  : 

Puisque a  (XI = E e t  en n o t a n t ,  comme il e s t  d 'usage ,  aE(RX) = U uE(u ) ,  
E X ' UER X 

l a  p r o p r i é t é  (* )  peut  s ' é c r i r e  Y X E V ,  aE(X) = aE(RX). 

De l a  même façon qu 'en  t h é o r i e  des  langages ,  on montre que l a  s o l u t i o n  

d'un système a lgéb r ique  e x i s t e  e t  peut  ê t r e  obtenue comme l i m i t e  d 'une s u i t e  

c r o i s s a n t e  d 'é léments  de E(S) ,  g râce  au  c é l è b r e  théorème du p l u s  p e t i t  p o i n t  

f i x e  d e  Tarsk i  : 

A 

Associons à t o u t  système a lgéb r ique  S = {X = R 1 X E V) l ' a p p l i c a t i o n  S X 
de E(S) dans lui-même d é f i n i e  p a r  : 

s i  E  E E(S) a l o r s  S ( E )  e s t  l ' é l émen t  de E(S)  q u i  v é r i f i e  

A 

L a  p r o p r i é t é  (* )  e s t  donc équ iva l en te  à E = S ( E ) .  La s o l u t i o n  de S e s t  
4 

donc l e  p lus  p e t i t  élément E  d e  E(S) q u i  v é r i f i e  E  = S ( E ) .  O r  l ' a p p l i c a t i o n  
A 

S e s t  c r o i s s a n t e .  En e f f e t ,  s i  E 5 E t ,  d ' a p r è s  l a  p ropos i t i on  4 .2 ,  
A A 

oE(u)  c u E I ( u )  pour t o u t  u ,  d 'où  aE(RX) c a  (RX) e t  donc S(E)X S(E1IX 
E ' 

pour t o u t  X E V ,  c e  q u i  e n t r a î n e  S(E) < S( E '  ) . De p l u s  5 e s t  cont inue .  S o i t  

en e f f e t  une s u i t e  c r o i s s a n t e  { ~ ( ~ ) } ~ ~ _ d ' é l é m e n t s  de  E(S) dont  l a  l i m i t e  

e s t  E .  On a  d ' une  p a r t  E ( ~ )  5 E, d'où s ( E ( ~ ) )  5 S ( E )  e t  donc U s ( E ( ~ ) )  5 S ( E ) .  
I 

A A 

D'au t r e  p a r t ,  comme S(E)X U u E ( u ) ,  s i  v  c S ( E ) ~ ,  il e x i s t e  u  E RX t e l  que 
UER, 

É oE(u) .  D'après  l e  lemme 4.3: il e x i s t e  une p a r t i e  f i n i e  E' de  E  t e l l e  que 



( i l  v E o E , ( u ) .  Il  e x i s t e  donc E t e l l e  que Et 6 E ( ~ )  d 'où v E oE(.)(u)  e t  
A A 

donc v E s ( E ( ~ ) ) ~  c U 2(EilX. On en dédu i t  que S'(ElX c U s ( E ( ~ ) )  e t  donc 
i i X 

S(E) s U s ( E ( ~ ) ) .  Il découle donc du théorème du p l u s  p e t i t  p o i n t  f i x e  que 
i 

l a  s o l u t i o n  de S e x i s t e  e t  q u ' e l l e  e s t  l a  l i m i t e  de l a  s u i t e  c r o i s s a n t e  

{ E ( ~ ) } ~ ~  d é f i n i e  p a r  

On a p p e l l e r a  désormais  c e t t e  s u i t e ,  l'approximation de la solution de S. 

S i  E r E ( S )  e s t  l a  s o l u t i o n  d 'un  système a lgéb r ique  S s u r  M e t  V ,  

a l o r s  pour t o u t  X r V ,  EX e s t  une p a r t i e  de  M T ~  
d(X) 

que nous appe l l e rons  

I ensemble algébrique. Une p a r t i e  U de MT e s t  donc un ensemble a lgéb r ique  
P 

ssi il e x i s t e  un a lphabet  gradué f i n i  V ,  q u i  c o n t i e n t  un symbole non- 

t e r m i n a l  X de degré  p ,  un système a lgéb r ique  S s u r  M e t  V dont l a  s o l u t i o n  
O 

e s t  E t e l s  que U = EX . 
O 



Nous a l l o n s  maintenant d é f i n i r  des  systèmes a lgéb r iques  homomorphes 

e t  comparer l e u r s  s o l u t i o n s .  Nous montrerons e n s u i t e  qu 'à  un 1-morphisme 

p r è s ,  on peut s e  con ten te r  d ' é t u d i e r  l e s  systèmes a lgéb r iques  s u r  un 

magmoïde l i b r e  f in iment  engendré,  

Soient  M e t  M I  deux magmoïdes décornPosables e t  s o i t  4 un 1-morphisme 

de M dans M t .  S o i t  V un a lphabe t  gradué f i n i  e t  no tons  IV l e  1-morphisme 

i d e n t i t é  de ? (v)  dans lui-même. Alors p a r  d é f i n i t i o n  de l a  somme d i r e c t e ,  

il e x i s t e  un e t  un s e u l  1-morphisme, n o t é  5 ,  t e l  que l e  diagramme su ivan t  

commut e  

Autrement d i t  co ïnc ide  avec 4 sur M e t  e s t  l ' i d e n t i t é  s u r  ? (Y) .  

Dans l e  c a s  p a r t i c u l i e r  où M = ?( L) e t  M '  = ? ( A ) ,  5 e s t  l e  1-morphisme 

de ?(c u V) dans T(A u V) d é f i n i  pa r  : 

Soient  maintenant un système a lgébr ique  S = { X  = RX / X c V) s u r  M et  V ,  

e t  un système a lgéb r ique  S' = {X = R; / X E V} sur M '  e t  V.  On d i r a  que S' e s t  - 
l ' image  par  4 de  S, ce  que l ' o n  é c r i r a  S' = $ ( S ) ,  s i  Y X E V ,  R i  = (T(RX)* 

Exemple 4 .4  

S o i t  C = {f ,g ,h}  avec d ( f )  = d ( g )  = d ( h )  = 2. 

S o i t  A = {b,a} avec d ( b )  = 2, d ( a )  = 1. 

S o i t  V = {XI avec d(X) = 2 

e t  s o i t  l e  1-morphisme QI de  ?(c) dans ? ( A )  d é f i n i  p a r  



Alors  l e  système a lgéb r ique  

a pour image pa r  $ l e  système 

Il e s t  a l o r s  n a t u r e l  que l e s  s o l u t i o n s  de t e l s  systèmes p u i s s e n t  ê t r e  

mises  en  r e l a t i o n  au  moyen du morphisme $. 

PtrapoaLtLon 4 . 5  S o i e n t  M et M '  deux magrnoZdeb décompobableb,$ un 
1 -mokpkisme d e  M dand M t ,  V un a lphabet  gttaduE d i n i ,  s et St  d u x  bybXPmeb 
dgéb@ua bwr. k e b p e c t i v m e n t  M et v et M '  et v l .  Soi& E e/t F tu 
4 o W o n 6  d e  ceb deux bqbtémeb. S i  S' = $(S) ,  a b h h  F = $T(E) ( 1 )  

Démonstration : Comme $ e s t  un morphisme de M dans M t ,  I$T e s t  un morphisme 

de  MT dans M'T ; e t  comme pour t o u t  X ,  EX c MT, l ' é g a l i t é  F = $T(E) a b i e n  

un sens .  

Posons S = {X = 5 / X E Y} e t  S1 = {X 5 / X É V I  e t  considérons les 
( i )  approximations { E 1 ia e t  { F ( ~ ) } ~ ~  des  s o l u t i o n s  E e t  F de S e t  S' . 

( i l  
On va montrer p a r  r écu r rence  s u r  i que pour  t o u t  i, F $ T ( E ( ~ ) )  

c e  q u i  s u f f i t  pour o b t e n i r  l e  r é s u l t a t  cherché.  

(O) - 'O) : g, on a b i e n  a )  Comme pour t o u t  X E V, EX - Fx 
F:') : ( T ( E ~  (O)) e t  donc F (O) = (T(E O ). 

( 1 )  C e t t e  é g a l i t é  e s t  une a b r é v i a t i o n  pour Y X é V, FX = U $T(u) .  
ué EX 



b )  Supposons que F ( ~ )  = +T(E( i, ) e t  montrons que F ( i + l )  = 4 ~ ( ~  ( i + l ) )  

( i + l )  c ' e s t - à - d i r e ,  Y X E V ,  FX 
( i + l )  = U = 4r(~:i+i) 1. O r  F~ 

UER: 
A - ( i + l )  = U comme R i  = @T(RX), FX ,( i )  ( ~ T ( u ) ) .  D 'au t re  p a r t  EX 

ur R X 
1 

11 s u f f i t  donc d e  montrer que pour  t o u t  u  e (M O ? (VI  )Td(X), 

F( i)  = (T(E ( i l  o  ( ~ T ( u ) )  = @ T ( O ~ ( ~ ) ( U ) ) ,  sachant  que ) 
, ( i l  

POUF s i m p l i f i e r  l e s  é c r i t u r e s ,  nous posons E = E ( ~ ) ,  F = F ( ~ )  e t  d(X) = p.  

Il f a u t  donc montrer  : 

1 
(*)  s i  Y X e V ,  FX = (T(EX) a l o r s  Y u  r  (M O ? ( v ) ) T ~ ,  

o,(@'(u) = @T(aE(u) 1. 

D'une p a r t  @T(oE(u ) )  e s t  é g a l  à P(@T) O oE(u )  e t  nous avons montré 

( p r o p o s i t i o n  1 .15)  que P(@T) e s t  un 1-morphisme de  P(MT) dans P(MIT). 

'L 
P(@T) O oE e t  donc une 1 - s u b s t i t u t i o n  de  (M O T(V) )T dans P(M'T) .  De même 

- 
oF(@(u))  = o F . m ~ ( u )  où oF. @T est une 1 - s u b s t i t u t i o n  de  (M @ ?(VI )T 

dans P(MIT). I l  s u f f i t  de  montrer  que c e s  s u b s t i t u t i o n s  s o n t  l e s  mêmes, 

c ' e s t - à - d i r e  qu < e l l e s  co ïnc iden t  s u r  M' e t  s u r  V .  O r  pour m r  M 
1 

P P '  

oE(m) = {ml e t  P(@T) (m) = {@(m) l  ; d ' a u t r e  p a r t  ; ~ ( m )  = @(ml e t  

uF(@(m)) = {@(ml). Pour X E V ,  aE(X) = EX e t  P((T)(EX) = FX ; 

$T(x) = X e t  oF(x )  = FX. 

cqfd .  

PmpoaL-CLon 4 . 6  SoiA s un ayatème eéb l t i que  awr M et V. 

11 e d t e  un utphabet ghadue H d i n i ,  un i -tno~phisme de ? ( r  ) dari6 M ,  

et un aydtente cztgZb&pe s' ~ W L  ?( H )  et V tee6 que S = @ ( S v  1. 



Démonstration : Soit S = {X = % / X V} un système algébrique sur M et V 

et soit R = U Rx. Comme chacun des RX est un ensemble fini et que V est 
X eu 

un ensemble fini, R est aussi un ensemble fini. 

Or on a montré au chapitre IV de [AD] que tout magmoïde décomposable 

'L 
était l'image par un 1-morphisme + d'un magmoïde libre T(C), où C est un 

alphabet gradué éventuellement infini. On en déduit l'existence d'un 

1-morphisme 8 de ?(C u V) dans M @ ?(v). Pour chaque élément de M 8 ?(VI 
'L 

il existe donc au moins un élément de ?I'(L u V) tel que $(;) = u. Il 
'L 

existe donc aussi une partie finie Cs de C telle que v E ?(c; u VI. On pose u 

alors ç '  = 2, U C; qui est aussi un ensemble fini puisque R est fini. On a 
u. O 

'L 'L 'L 
donc Y u.OER, il existe v E ?(Cf u V) tel que $(:) = u et donc tel que 
- 'L 'L - -1 
+T(v.O) = u.8. On pose alors Ri = (T (RX) n T ( Z t  u Y). Le système algébrique 

S' = {X = Ri / X r V} est un système sur ?(E) et V et on a bien S = + ( S 1 ) .  

- 1 En effet on a bien d'une part R;( c $T ( R X )  d'où ;T(R~) c RX et d'autre part 

si u RX, il existe v e T u Y) tel que ;T(v) = u d'où 

v r TT-'(u) n T(C' u Y) c Ri et donc u ;T(R~). Ceci implique que 
- 

RX = +T(%) et donc S = @(Sv). 

cqfd. 

Des deux propositions précédentes, on déduit que toute solution d'un 

système algébrique est l'image homomorphe de la solution d'un système 

algébrique sur un magmoïde libre finiment engendré. 

Théotrème 4 . 7  S o i e n t  M un magma.Üie décompoaable & v un &phab& 

ghadué d i n i .  Une app&cation E de  v d a m  P(MT) q u i  trespecte  la d i b u o n  
U t  6o.eu;tian d'un bydtème d g é b h i q u e  buh M & V b b i  e x d z e  un d p h a b e t  
gnadué &i.M. ç, un 1 -motrpkiome + d e  ?( z )  d a m  M ct un bybtème @ébtLique 
6LUI ? ( E )  et v dont  ,ta e a o ~ o n  es t  F ,  ta que E = +T(F>. 



Cet te  p ropr ié t é  e s t  exactement analogue à c e l l e  énoncée au  théorème 3.20 

pour l e s  p a r t i e s  r a t i o n n e l l e s .  

Co/rakXa&e 4 . 8  ToLLt enbemble cQébrUque e 6 X  l'image pm un 

1 -mot~phAme &néahe d'un m m b l e  dgébtuque d'un magrnoXiide p o  jatabte &bne. 



CHAPITRE V 1 

Dans ce  c h a p i t r e  nous d é f i n i s s o n s  e t  é tud ions  t r o i s  c l a s s e s  p a r t i c u -  

l i è r e s  de  systèmes a lgéb r iques .  Nous cons idérerons  en premier  l i e u ,  l e s  

systèmes réguliers (1). Nous démontrerons que l a  f a m i l l e  des  composantes 

de l e u r  s o l u t i o n ,  appe lées  ensembles réguliers s ' i d e n t i f i e  à l a  f a m i l l e  

des  ensembles r a t i o n n e l s .  Nous d é f i n i r o n s  e n s u i t e  une a u t r e  c l a s s e  d e  

systèmes a lgéb r iques  s imples ,  l e s  systèmes coréguiiers. Nous ve r rons  que 

l e s  ensembles coréguliers sont  une g é n é r a l i s a t i o n  des f o r ê t s  c o r é g u l i è r e s  

i n t r o d u i t e s  pa r  Arnold e t  Dauchet [7] ,  [81 e t  d é f i n i e s  également p a r  

Downey sous  l e  nom d'ensembles ILBT [43] ou EDTOLT C441. La d é f i n i t i o n  de  

c e s  systèmes e s t  en q u e l l e  que s o r t e  symétr ique de c e l l e  des  systèmes 

c o r é g u l i e r s ,  d 'où l e u r  nom. Nous montrerons de p l u s  au  c h a p i t r e  VI11 que 

l e s  ensembles c o r é g u l i e r s  peuvent ê t r e  d é f i n i s  "à l a  Kleene" à c o n d i t i o n  

1 
l de s e  p l a c e r  dans un magrnoide de p a r t i e s  d i f f é r e n t  de c e l u i  que nous avons 

d é f i n i  a u  c h a p i t r e  1 ; i l s  son t  donc également "cora t ionnels" .  
1 

(1) Bien que c e s  systèmes s o i e n t  une g ,énéra l i sa t ion  des  systèmes l i n é a i r e s  
à d r o i t e  de l a  t h é o r i e  des  langages ,  nous employons l e  q u a l i f i c a t i f  
" r égu l i e r "  c a r  c e l u i  de  " l i n é a i r e "  e s t  d é j à  u t i l i s é  pour q u a l i f i e r  
l e s  morphismes. 



Soient  V un a lphabet  gradué f i n i  e t  M un magmolde décomposable. 

Un système a lgéb r ique  S = {X = Rx / X E V) s u r  M e t  V e s t  d i t  régulier 
si  

- Tous les éléments d e  V on t  l e  même degré que nous noterons  n 

1 - Pour chaque X E V ,  t o u t  élément u de R = (M @ ? (Y)  ) T ~  X 

. s o i t  a p p a r t i e n t  à MT 
1 
n 

. s o i t  e s t  de  l a  forme v.<Xi ,..., X .  > 
1 

1 
P 

avec v E MT e t  Y j 6 p ,  Xi E V .  
j 

Remarque : C e t t e  d é f i n i t i o n  e s t  cohérente  c a r  s i  u E MT il a p p a r t i e n t  a u s s i  
?r 

à ( M  ?'(v))T e t  comme < X i  , . . . , X i  > E T(V) c (M @ T(V))T, 
1 - 

S i  S = {X = RX / X E V) e s t  un système r é g u l i e r ,  a l o r s  pour chaque X 
1 

appar tenant  à V ,  R peut  s ' é c r i r e  S + T où TX = RX n Mn e t  SX 
X X X 

= RX - TX. 

Supposons une numérotation a r b i t r a i r e  des  éléments  d e  V .  V s ' é c r i t  

donc {XI, ..., Xm) .  On d i r a  a l o r s  qu'un système r é g u l i e r  

s = {xi = si + T .  1 i 6 m} e s t  SOUS forme canonique, s i  Y i s m t o u t  
1 

élément de Si e s t  de l a  forme v.<X1,.-.,X,>. 

PmpoaLtlon 5.1 P o u  .tout a yaltème /~éguRien s, 2 exi~.te un aya.tème 

f~EgulXm canonique S 1  ayant même a o U o n .  



Démonstration : S o i t  S = {Xi = Si + Ti 1 i 2 m} un système r é g u l i e r  s u r  

M e t  V ,  dont on peut  t o u j o u r s  supposer  que l e s  é léments  d e  V a i e n t  é t é  

préalablement  ordonnés. On forme a l o r s  l e  système r é g u l i e r  canonique 

S' = {Xi = Si + T! 1 i 2 m l  où pour t o u t  i 2 m 
1 

Le f a i t  que S e t  S' ont même s o l u t i o n  e s t  immédiat c a r  

j~ j 
u.<n , . . . ,II P> .<X1,. . . ,Xm> e t  u.<X , . . . , X .  > sont  deux é c r i t u r e s  d i f f é r e n t e s  m m jl ' P 

du même élément de (M 8 ?(v) )T. 

cqfd. 

S o i t  V un a lphabet  gradué f i n i  dont on a ordonné les éléments e t  

s o i t  S = {Xi = Si + Ti 1 i i i n )  un système régul iei . .  Un élément E de 

E(S) é t a n t  une a p p l i c a t i o n  de V dans P(MT) q u i  r e s p e c t e  l a  f i b r a t i o n ,  
1 

pour t o u t  Xi E V ,  E É P(MT),  On peut donc i d e n t i f i e r  E à l ' é l émen t  
x : 

J 

<EX1 , . . . ,E  > de P ( M T ) ~ .  A c e t t e  i d e n t i f i c a t i o n  p r è s  on pourra  cons idé re r  
xm n 

l a  s o l u t i o n  d'un système r é g u l i e r  comme un élément de P(MT) ce q u i  permet 

d 'énoncer  l e  r é s u l t a t  : 

Théo/tème 5.2 : La 4 o U o n  de t o u t  sy~X&ne /tég&eh autr. M 

ebf une p m 2 e  W o n n & e  de P(MT). 

Démonstration : S o i t  S = {Xi = S. + Ti / i 2 m) qu'on peut  supposer  sous 
1 

forme canonique d ' a p r è s  l a  p r o p o s i t i o n  5.1.  Posons pour chaque i I m 

5 .  = { u  c MT / u.<X1,.. . ,Xm> É Si) , e t  comme S. e s t  en  ensemble f i n i ,  
- 1 1 

S. e s t  a u s s i  un ensemble f i n i .  
1 

1 
Tout élément de zi a p p a r t i e n t  donc à MT, On pose a l o r s  

- - - m 
S = <S 1,...,Sm7 q u i  a p p a r t i e n t  à P(MT),. On pose de même T = <Tl,  ..., T > m 

1 
q u i  a p p a r t i e n t  à P ( M T ) ~  puisque chacun des  Ti a p p a r t i e n t  à P(MT)n* De p l u s  

n 



- - 
chacun des  Ti et Si é t a n t  des  ensembles f i n i s ,  S  e t  T s o n t  des  polynômes. 
- m 
S*.T e s t  a l o r s  une p a r t i e  r a t i o n n e l l e  de  P(MT), e t  nous a l l o n s  montrer que 

c ' e s t  l a  s o l u t i o n  de S. D'après  l a  p ropos i t i on  3 .Il, S* .T e s t  l e  p l u s  p e t i t  

élément de P(MT); q u i  v é r i f i e  

Pour que S*.T s o i t  s o l u t i o n  d e  S, c ' e s t - à - d i r e  l e  p l u s  p e t i t  élément de  

P(MT): qui v é r i f i e  

m 
il s u f f i t  donc de montrer ,  compte tenu  de  l ' i d e n t i f i c a t i o n  de E(S) à P(MT),, 

1 

1 
1 

m 
que, que l  que s o i t  U appa r t enan t  à P(MT), 1 

u = T + 5.u ssi U = S(U),  

c e  q u i  e s t  équ iva l en t  à i 

Par d é f i n i t i o n ,  pour i 2 m ,  

J. 

D'aut re  p a r t  Si = Iu.<X1,. . . ,Xm> / u É Si} d'où 

- 1 
oU(u) .<U1,. . ,U  m > = u- oU(u)  . U  De p l u s  comme Si c M n ,  s i  

u€Si U€ Si 

- - 
u E Si, uU(u)  = u d l o ù U  oU(u).U =U- u.U = Si.U On en dédu i t  que 

uesi uesi 
A 

A A 

S(Ui) = T. + Si.u e t  donc S(U) = <S(U1),. . . ,S(Um)> = 
1 



- - 
<Tl + S1.U, ..., T + S  .U> = 

m m 
- - - 

<Tl ,..., T  > + <S ..., S  > . U  = T  + S.U. m 1 m 
cqfd.  

Démontrons maintenant l a  réc iproque  de  c e  théorème : 

Théokème 5 . 3  :  soi^ u une pahtie U o n n a e  de P(MT):. A ~ O M  
-. 

eridze un dgdXème kégukXen S = {Xi = Si + T. 1 i c m l  et une Xomion 
1 

0 de Xe& que d i  E e6.t lu so&uXon de S, ü = O.E. 

Démonstration : Nous a l l o n s  démontrer ce  r é s u l t a t  p a r  récur rence  s u r  l a  

c o n s t r u c t i o n  des  p a r t i e s  r a t i o n n e l l e s .  

a )  S i  U = <U1,. . . ,U > e s t  un polynôme, chaque Ui est une p a r t i e  
P  

f i n i e  de P(MT); e t  U e s t  s o l u t i o n  du système r é g u l i e r  {Xi = Ui 1 i 5 p l .  

b )  Soient  U une p a r t i e  r a t i o n n e l l e  de P(M!I')~ e t  U' une p a r t i e  
P ' 9  

r a t i o n n e l l e  de  P(MT)al. D'après l ' hypo thèse  d e  r écu r rence ,  il e x i s t e  

deux systèmes r é g u l i e r s  canoniques {Xi = Si + T .  1 i 5 m l  e t  
1 - - 

{Xi = S i  + T i  1 i 5 ml) dont l e s  s o l u t i o n s  s o n t  E  = S*.T e t  El = S'*.T'y 

deux t o r s i o n s  O e t  O '  t e l s  que U = 0.E e t  U '  = O1.E'. 

Le système r é g u l i e r  S1 

{Xi = Si + Ti O O 1 i 5 m l ,  où chaque Xi e s t  de deg ré  q  + q'  e s t  encore  
9  ' 

canonique e t  a  pour s o l u t i o n  S*.(T 8 O , 1. De même l e  système 
9  

s2 = { x i  = SI + O 8 T! 1 i 5 mi) a  pour s o l u t i o n  81*.(oq B T I ) .  
4  1 

Le système S1 + S2 a  donc pour s o l u t i o n  Ë t e l  que 

i - i - . s i  i s p ,  n . E =  n . S * . ( T B O  ,)  = ( n i . 5 * . ~ )  B O  = 
P  P 9 P  ' 

ni (S*.T 8 S '* .T ' )  
P+P ' 

i - i -p  - . s i  p  < i 5 p + p l ,  Ti .E  = 
P 

P '  s l * . ( o q  B T I )  = ni P+P ' (S*.T B S ' * . T ' ) .  



- 
On en dédui t  que Ë = S*.T @ Ç ' * . T '  = E 8 Et e t  

C )  Soient  U r  P ( M T ) ~ ,  U 1  E P(MT);, e t  deux systèmes r é g u l i e r s  
9 

canoniques {Xi = S. + Ti 1 i s m} e t  {XI = S j  + T! 1 i i d dont l e s  
l- - 1 

s o l u t i o n s  son t  E  = S*.T e t  E1 = S1*.T',  deux t o r s i o n s  O e t  O '  t e l s  que 

U = 0.E e t  U 1  = O1.E'. 

On cons idè re  l e  système 
A 

S = {Xi = Si 1 i < m} u {Xi = S i  + T i  ( i i m') où l e s  Xi e t  Xi s o n t  
A 

cons idé ré s  de  degré  r e t  où Si = Si u {u.O1.<Xi, ... ,X;,> / u r  Ti}. 

Soient  W = <W1,. . . ,W >, m 

W '  < W ; , . . ' , W ' , >  m 
- 

e t  W = <W1, ..., Wm, W i ,  ..., W ' , >  m 
A 

e t  ca l cu lons  s(#) : 

A - 
e t  s ( G ) ~ ,  = U u ~ ( u )  + U u#(u) = S!.W1 1 + T:. 

i u ~ S !  UE T i  
1 

A 

On en d é d u i t  que # = ~ ( k )  ssi 

e t  donc que l a  s o l u t i o n  de  S e s t  l e  p l u s  p e t i t  élément k = < W , W ' >  q u i  

v é r i f i e  ce s  deux équa t ions ,  c ' e s t - à - d i r e  



O r  W (Idrn B O,,).W d'où ( I d  B O .).W = E.O1.E' e t  m m 

( 0  B om, ) .W= @.( Idm O Om,).W = B.E.O'.E1 = U . U 1 .  I l  s ' e n s u i t  que 

U.U'  = 0.W où W e s t  l a  s o l u t i o n  d 'un  système r é g u l i e r .  

d )  Soien t  U E P ( M T ) ~  {Xi = Si + Ti 1 i i m l  un système r é g u l i e r  
P' - 

canonique dont l a  s o l u t i o n  e s t  E  = S*.T e t  O t e l s  que U =O.E. 

On cons idère  l e  système S = 
- - O( i )  i {Xi - nm . < X l , . . . , X  > + i'i / i i p l  u {Xi = Si + Ti ( i i m l  m P  

où 2 . . . 2 1 e s t  un nouvd. ensemble des symboles de degré p  d i s j o i n t  d e  
P - 

{ x ~ , . .  . > X m l  e t  où T i  = Iu.<X1,. .. $2 > / u E Ti}. 
P 

Soient  a l o r s  W = < W l y . . . y W m > ,  

A 

On en dédu i t  que s i  W '  = S(W') on a 

La s o l u t i o n  de S e s t  donc l e  p l u s  p e t i t  élément W '  = < W , k  q u i  v é r i f i e  

(1) e t  ( 2 ) .  

On en dédu i t  que W = S*T.W d'où W = o.Ç*.T.W + Id 

- P 
e t  donc W = (o.S*.T)* = U* d 'où U* = W = (O 63 Id  ).Wt où W 1  e s t  l a  m P  

s o l u t i o n  de S. 

cqf  d  . 



Co/ro.tikhe 5 . 4  P o w  &toute pah t i e  h a t i o n n d t e  u de  P ( E L T ) ~  

exis;te une .tomion o et d u  po.ûjnôme6 s C9 T de  P(M?') teeb que 
U = O.S*.T. 

Démonstration : Soit M un magmoïde décomposable et soit U une partie de 

M Tl. Si U est rationnelle, d 'après le théorème 5.3, U = OE où E est la 
P 

1 
solution d'un système régulier. Comme U E P(MT) O est nécessairement 

P 
i 

une projection d'où U = ii .E est bien la composante de la solution d'un 
m 

système régulier, c'est-à-dire un ensemble régulier. Réciproquement, si 

i U est un ensemble régulier, alors U = ii .E  où E est la solution d'un 
P 

système régulier ; d'après le théorème 5.2, E est rationnel et donc 

i 
U = i'i .E est un ensemble rationnel. 

P 
cqfd . 

CotroUaihe 5 . 6  Tout  ensemble hatiannet est d e  la h o m e  

Ce résultat est obtenu comme cas particulier du corollaire 5.4. 

Il n'est rien d'autre que la généralisation au cas des magmoïdes du 

résultat bien connu que tout langage rationnel de X* est une composante 

d'un vecteur A*B où A est une matrice carrée et B un vecteur dont les 

coefficients sont des parties finies de X*. Nous avons d'ailleurs expliqué 

au chapitre 1 comment une fibre carrée d'un magmoïde de parties pouvait 

représenter une telle matrice. 

Enfin, du théorème 5.5 et du théorème 3.24 on déduit immédiatement le 

résultat démontré par Brainerd [311 dans le cas 'lclassique". 



Comme cas particulier de ce théorème, on retrouve le théorème 

d'Eilenberg et Wright C463 montrant l'identité des parties algébriques et 

reconnaissables de la C-algèbre libre sans générateurs. En effet cette 

1-algèbre a pour support ~(1)' sur lequel notre notion de reconnaissabilité 
O 

coïncide avec la notion classique. D'autre part, il est facile de voir que 

la définition qu'Eilenberg et Wright donnent de ce qu'ils appellent 

"ensemble algébrique" est, compte-tenu de la différence des formalismes, 

celle de la composante de la solution d'un système régulier sur et V 

où V n'a que des symboles O-aires. 



Soient V un alphabet gradué f i n i  e t  M un magmoïde décomposable. 

Un système a lgébr ique  S = {X = RX 1 X E V} e s t  d i t  corégulier s i  

- s o i t  u  E MT 
1 
d ( x )  

d(X' - s o i t  u  e s t  de l a  forme X1.v avec X '  é V e t  v  E MTd(X) 

1 
On pourra donc é c r i r e  RX = S + TX avec TX = RX n MTd(X) e t  SX = RX - TX. X 

On d i r a  qu'un système corégu l i e r  S = {X = RX 1 X é V I  e s t  homogène 

de  degré n s i  tous  l e s  6léments de V son t  de degré n.  La "dual i té"  annoncée 

avec les systèmes r é g u l i e r s  cons i s t e  en ce que, dans l e  cas  des  systèmes 

r é g u l i e r s ,  on dér ive  par  l a  d r o i t e  (ou par  l e s  f e u i l l e s  s i  on i n t e r p r è t e  

comme un a r b r e  un élément d 'un magmoïde) a l o r s  que dans l e s  système 

corégu l i e r s  on dér ive  par  l a  gauche (ou par  l a  r a c i n e ) .  Cet te  d u a l i t é  e s t  

d ' a i l l e u r s  l a  généra l i sa t ion  de c e l l e  q u i  e x i s t e ,  en t h é o r i e  des  langages, 

e n t r e  systèmes l i n é a i r e s  à d r o i t e  e t  à gauche. 

Exemple 5.8 Soi t  C = {b} avec d (b )  = 2 ; s o i t  V = {XI avec d(X) = 1. 

Alors l e  système {X = X.<l ;b(x  1 1  ,x )>+<l;b(xl ,xl)s  e s t  co régu l i e r  homogène ; 

s a  so lu t ion  e s t  l a  l i m i t e  de l a  s u i t e  

= 0 



La limite de cette suite croissante est donc l'ensemble des arbres 

"équilibrés1' 

Phopob&n 5 .9  Qu& que b o a  l e  aya.tème cotZgu.Lh S h m  

V = {XI, ..., Xm} don t  lu boe<Ltion e s t  E = <E l,...,Em> e h t e  u n  

6yb.tème conéguLien homogène de  degné n = sup {d(Xi) 1 Xi VI 6WL 
- - 
V = {XI,. . . ,km} don t  lu soe<Ltion es.t E1 = . . . E .tee que 

Démonstration : Soit V = {X1,...,Xm) où pour tout i < m, d(Xi) = ni. 
Soit n = sup (ni 1 i 5 m} et soit l'alphabet gradué Y = {Xi 1 Xi E VI 

avec d(k.) = n. Soit le système corégulier S = {X. = S. + T. / i I ml 
1 1 1 1 

dont la solution est E = <E l,...,E >. On considère le système corégulier 
m 

- 
homogène de degré n, S' = ( 2 .  = S. + ?. 1 i 5 ml où 

1 1 1 

Ti = {U 8 O n-n 1 u E Ti} et 
i 

n-n 
j 



S o i t  a l o r s  W = <W1, ..., W > appar tenant  à E(S) ; on cons idè re  m 
A - - 

W = <W1 8 On-n l , . . . ,Wm 5 On-.) > appar tenant  à E(St  ) , e t  on c a l c u l e  S' (W) . 
m 

A 

On a  b i e n  S' ( i ) -  = o- (u )  t U- o- (u ) .  O r  s i  u  r Si, il e x i s t e  
uesi  w ueTi W 

- 
t 1 ,  . . t > E Si t e l  que u  = X .  . ( < t l , .  . . ,t 1 1 

1 n ," , . . . . n  n  > 8 On ) e t  - 1 n j  j i i i 

- 1 1 
donc O-(LI) = W .  . ( < t l , .  . . ,t ,nn ,. . ,n n .  4 On-.) ) = 

W 3 j  i 1 i 

( W .  O O ) . ( < t l , . .  .,t 
1 1 

n ynn 
, . . . , n  > 8 On-n ) = 

3 n-n n .  
j  j  i 1 i 

(wj.<t1, ..., t n  > )  8 = o (X .<tl , . . . , t  > )  O OnVn . On en d é d u i t  que 
W j  n  

j  i j  i 
- . De m ê m e  pour u  E Ti, u  = u '  8 O n-n . 

UE Si i 1 

avec u '  E Ti e t  O-(u)  = u u '  8 O = o W ( u l )  5 On-n d 'où  
W n-n . 

1 i - A 

. On en d é d u i t  que =S(W)X. 5 On-n . 
i 1 1 i 

( i l  - ( i )  D'où, s i  E - <El , . . . ,E( i ) >  e s t  1 'approximation de l a  s o l u t  i o n  de  S e t  m 

,( i )  , . . . F c e l l e  d e  S' on a  

- s i V j i m , F  (il ( i l  
j 

= E 
j  

5 On-n , a l o r s  
i 

On en dédui t  que pout t o u t  e n t i e r  i e t  pour  t o u t  j  5 m ,  

e t  en passan t  à l a  l i m i t e  

F.  = U F ( i )  = U E ( i )  U E ( i )  1 0 0  - i j @ On-n = ( - E. 8 On-n 
3 i j  i j  n-n 

j j 
3 j  

d 'où l e  r é s u l t a t .  

cqfd .  



On d i r a  qu'un a lphabet  gradué C e s t  monadique s i  V i 2 2, C i  = 0. 
1 

On a  donc C = Cl u C Tout élément de  T(C)l e s t  donc de  l a  forme 
O '  

I 
< l ; a  a ... a  (x l )>  avec a  E C l  e t  t o u t  élément de T ( L ) ~  e s t  de l a  forme 

1 2  n  i 
1 

<O;a a  ... a  (b)> avec ai  E Z1 e t  b  a C O .  On peut donc i d e n t i f i e r  T(Cl1 1 2  n  
1 

avec l e  monoide l i b r e  C e t  T ( E ) ~  avec C O .  Compte t e n u  de c e t t e  i d e n t i -  

1 1 
f i c a t i o n  l e s  ensembles r econna i s sab le s  de T ( I ) ~  ( r e s p .  T(C) s o n t  l e s  

O 

langages r econna i s sab le s  de C* ( r e s p .  C* C ) , de même l e s  systèmes r é g u l i e r s  1 1 O 

son t  l e s  systèmes l i n é a i r e s  à d r o i t e  e t  l e s  systèmes c o r é g u l i e r s  sont  l e s  * 

systèmes l i n é a i r e s  à gauche. Les ensembles r é g u l i e r s  e t  c o r é g u l i e r s  sont  

donc l e s  mêmes. 

Théohème 5 . 7  0 S o L t  M un magmo.Zde décompo~able. Une p M e  U de 
MT' es t  .5x composante de .5x ~ o ~ o n  d'un sy&tème cohégueien homogène de 

P 
deghé n 66c  exinte un alphabet ghadué vnonadique d i n i  C ,  un n-mohphhme 

4 de T( C dam MT et un ememble neconnaibdable L de Tt Z 1: Z e h  que 
1 

U = (nn.$(u)  1 u E LI .  

Démonstration : .................... Condition n é c e s s a i r e  

S o i t  S = {Xi = Si + T 1 i s m l  un système c o r é g u l i e r  homogène de i 

degré n ,  dont l a  s o l u t i o n  e s t  E = <El, ..., E > e t  s o i t  iO t e l  que U = Ei . m O 
On d é f i n i t  l ' a l p h a b e t  gradué monadique C pa r  : 

dont t o u s  l e s  éléments s o n t  de degré 1. On d é f i n i t  a l o r s  l e  n-morphisme $ 

de T(C) dans MT pa r  

1 - s i  f E C a l o r s  u  E T donc u  a MT e t  on pose u i n  
2 1 

m<fu> = <u,nn,  . . . ,n:> MT: ( dioù + ( f u )  = U )  

n  - s i  gu r t a l o r s  X . u  s Si e t  u E MTn ; on pose a l o r s  $(gU) = u .  
j 



On d é f i n i t  e n s u i t e  l e  système co régu l i e r  homogène de degré 1, 

?r - - - 
S' = {z .  = 2. + 7 .  1 i s m) s u r  T(1) e t  V = {X1,,X 

1 1 1 m 
- - 

p a r  Si = { k .  .gU / Xj . u  E Si} e t  Ti = { f U  / u E Ti}. 
1 

Soient  E ( i l  ( i l  ( i l  = <L:~) ¶ .  . . ,L( l e s  ( i ) >  e t  L = <El ,. . . )Em m 

approximations d e s  s o l u t i o n s  d e  S e t  de  S' ; e t  montrons d 'abord p a r  

( i l  1 ( i l l .  r écu r rence  que E = I n n  . + ( u )  / u E Lj 
j 

( i l  1 ( i ) }  l 
Supposons que V j s m ,  E j = {nn.+(u)  / u E L j . 1 

1 

( i l  
O r  Lk 'gU = U( {v} {gu) ' U ( i )  {v .  gU}. On en dédu i t  que 

VE Lk i VE Lk 

O r ,  à cause de  l ' a d d i t i o n  à gauche du p rodu i t  de  composition dans l e  

1 ( i ) }  - 1 i ( i l  
magmoide des  p a r t i e s ,  {nn .+ (v ) .u  / v E $ - {nn.((v)  / v E ~ ~ 1 . u  = Ek . U  

( i )  On en dédui t  que E = U Ej 1 ( i l  
= U {nn.+(w) / w c L~ 1 = 

j 1 



Or chacun des L est clairement un langage rationnel de C*, donc un 
j 

.I 
I 

ensemble reconnaissable de T(C et que U Ei = Inn. $(w) / w E L. } 1 
O 

1 
O 

la condition nécessaire est démontrée. 

Condition suffisante .................... 

Soient C un alphabet gradué monadique, L une partie reconnaissable de 

L 
T(L)~ et $ un n-morphisme de T(C) dans MT où M est un magmoide décomposable. 

Comme L est reconnaissable, L peut être considérée comme une partie 

rationrielle de L;. Il existe donc un système linéaire à gauche 

S = {Xi = Si + T. / i 2 ml dont la solution est IL1, ..., L 1 tel que L = Li . 
1 m 

O 
Ce système peut être aussi considéré comme un système corégulier homogène 

de degré 1. On forme alors le système corégulier homogène de degré n, 
- - - - 

S' = {Xi = S. t Ti / i < ml où pour i < m, Si = {X..$(u) / X..u E Si} 
1 3 3 

- 1 
et Ti = {l'In .$(u) / u E Ti}. On démontre exactement de la même façon que 

ci-dessus que si E = <El, ..., Em> est la solution de S' alors Y j 2 m, 

L 
E. = {nn.((u) / u E L.} d'où U = {JIL.$(u) / u .E Li 1 Ei est bien la 

3 3 n O O 
composante de la solution d'un système corégulier homogène. 

cqfd. 

Exemple 5.11 Soit C' {a} avec d(a) = 1. Alors l'ensemble corégulier 

homogène de degré 1 de l'exemple 5.1 est l'image de {<l;an(x )>  / n 2 1) 
1 

par le 1-morphisme $ de T(Lf ) dans T(L) défini par $(a) = <l;b(xl,xl)>. 

I 

Cette caractérisation des ensembles coréguliers homogènes homogènes 

va nous permettre d'obtenir aisément des propriétés des ensembles coréguliers. 

Tout d'abord nous en déduisons une généralisation de la caractérisation 

classique des "forêts corégulières" C81, C441, puisqu'un n-morphisme est un 

cas particulier de "transducteur déterministe" (cf. chapitre 1, § 3). 



P h o p o a ~ o n  5 . 1  2 SoLt  M un magrnoLie décompodabte. Une pah;tie U de 

MT: e6X  un ememble conégf im d d i  *e eridte un alphabet gtadué monadique 
6in.i C, une p d e  heconnaiddable L de T( 1 )O e* an 12-rnohpume $ de T( 1 ) 
dum MT t a  que u = {ni / u LI. 

Démonstration : ~~~c~&t~g~-~~cgssg~~$ 

1 
Soit U un ensemble corégulier de MTO. D'après la proposition 5.9 il 

existe un système corégulier homogène de degré k tel que U 8 O est une 
k 

composante de la solution de ce système. D'après le théorème 5.10, il 

existe un alphabet gradué monadique fini C, une partie reconnaissable L 

1 
de T(C) et un k-morphisme de T(C) dans MT tels que 1 

1 
U O Ok = {llk.$(u) / u L}. Soit alors u un élément quelconque de 

O 
1 

U(MT)~, et soit I un symbole O-aire n'appartenant pas à 1. On considère 

l'alphabet C' = C u { # )  et le k-morphisme $ '  de T(C1) dans MT défini par 

On considère aussi L' = {u.# / u E L) qui est encore un ensemble reconnais- 

1 
sable. D'après le théorème 5.10, E = {nk.$'(u) / u L'} est donc un 

ensemble corégulier. Or par définition de L', cet ensemble est égal à 

I 
tnk.$(u) / u 6 L}.<u0,.. . ,u O > = 

(U O Ok).<uo ,..., uo> = {(v 8 Ok).<u 0 ' ..., uo> / V E u} 
1 

et comme v E U c MTO, (V O O ).<uO, ..., u > = v k O 
1 

on en déduit que U {IIk.$'(u) / u E LI} , ce qui démontre la condition 

nécessaire. 



Condit ion s u f f i s a n t e  .................... 

I 
S o i t  L une p a r t i e  reconnaissable  de  T(C) où C e s t  un a lphabet  

O 

gradué monadique f i n i ,  e t  s o i t  $ un k-morphisme d e  T(C) dans MT t e l s  que 

1 
U = {TIk.+(u) / u r  L I .  Supposons que C o  = {al ,  ..., an}. Alors pour  t o u t  

a  E C o  l 'ensemble La : { U  r  T ( L ) ;  / u.a r  L} e s t  r econna i s sab le  e t  on a 

1 
b i e n  L = U La.{A} d 'où U = u {nk.$(u)  / u E La}.$(a).  Posons a l o r s  

acC0 aéCo 

1 
Ua = {nk.$(u)  / u r  La}. On a donc U = U Ua.$(a). D'après l e  théorème 

arCo 

5.10, pour chaque a  c C o ,  Ua e s t  l a  composante EL de l a  s o l u t i o n  

<El, ... ,E  > d 'un  système c o r é g u l i e r  homogène S = (Xi S. t T .  / i S m l .  m 1 1 

S o i t  X o  un symbole de degré O q u i  n ' a p p a r t i e n t  donc pas  à {XI, ..., X m e t  

s o i t  l e  système c o r é g u l i e r  S' : S u {Xo = Xe*$<a)I*  

I l  e s t  immédiat que l a  s o l u t i o n  d e  c e  système e s t  <EC.$(a),E1,. .. ,Em>. 

Et donc U . $ ( a )  = E . $ ( a )  e s t  b i en  l a  composante de l a  s o l u t i o n  d'un 
a  C 

système c o r é g u l i e r .  Pour achever  l a  démonstrat ion,  il s u f f i t  a l o r s  de 

montrer que l a  réunion de deux ensembles c o r é g u l i e r s  e s t  un ensemble c o r é g u l i e r .  

Soien t  donc <El ,  ..., E > e t  E ,  E l e s  s o l u t i o n s  de deux systèmes m m 

c o r é g u l i e r s  S = {Xi S. t T .  / i m) e t  S' {Xi = S i  + T l  / i 5 m') 
1 1 

s u r  deux a lphabe t s  gradués {XI,. . . ,X,} e t  {Xi, .  . . , X I ,  d i s j o i n t s .  Le système m 

S u S' admet pour s o l u t i o n  E l  . E , ,  E e t  l e  système 

S u S v  u {Xo = Xi t X!) où Xo e s t  un nouveau symbole de  même deg ré  que Xi 
3 

e t  X '  admet pour s o l u t i o n  cE. t E;, El, ..., Em, , , E '  d 'où l e  r é s u l t a t .  
j 1 m 

cq fd .  



Démonstration : Soient  M e t  M t  deux magrnoides décomposables e t  @ un 

I 
1-morphisme de  MT dans M'T. S o i t  U c MT un ensemble c o r é g u l i e r .  D'après  

P  

l a  p ropos i t i on  5.9 e t  l e  théorème 5.10, il e x i s t e  un a lphabe t  gradué 

1 
monadique C ,  une p a r t i e  r econna i s sab l e  L  de T ( c ) ~ ,  un k-morphisme $ de 

1 
T(C) dans M , avec  k  > p ,  t e l s  que U O O = {IIk.$(u) / u e LI.  On en 

k-P 

dédu i t  que @(U) O O = { @ ( u )  63 Ok-p / u U) = { @ ( u  8 O ) / u e U} = 
k-P k-P 

1 1 
{@(II , ) .@(+(u))  / u r  LI = {nk .@($(u ) )  / u L} e t  comme @ O $ e s t  un 

k-morphisme, @(U) 8 O e s t  un ensemble c o r é g u l i e r  homogène. C'est donc 
k-P 

l a  composante El de l a  s o l u t i o n  <El, ..., E > d l u n  système m 

S = {Xi = S .  + Ti / i 5 m l  où l e  degré d e  chaque Xi e s t  é g a l  à k .  On 
1 

cons idè re  a l o r s  un nouveau symbole non t e r m i n a l  de degré  p  e t  l ' é l émen t  

1 O = <II , . . . , I I  ,II 
1 

,il > de  MIT^ e t  on cons idè re  l e  système 
P  P  P'" '  + P 

k-P 

S' = S u {X = X .03 dont  l a  s o l u t i o n  est  <El.O,E1, ..., E >. O r  E  .O = O e rn L 

( @ t u )  8 O ~ - ~ ) . O  = { ( @ ( u )  e O ) .<n 
1 

a.. ,np , 1 1 

P'  P'" '  
, ~ > / u E u ) =  

k-P P '  P  

{ @ ( u >  / U E U) = U .  

c q f d ,  

Pt~apoaLtLon 5 . 1 4  Un en6emble en$ cokégLLeih a h i  en$ l ' i m a g e  
patr un 1 -mohphhme d ' u n  ensemble  cohégulXc?h dl u n  magmoIde ph0jeAhble 
fibtre engenché.  

Démonstration : La c o n d i t i o n  s u f f i s a n t e  e s t  une conséquence immédiate de 

l a  p ropos i t i on  5.13. La c o n d i t i o n  n é c e s s a i r e  découle  d e s  p r o p o s i t i o n s  

4.5 e t  4.6 en remarquant que s i  S e s t  un système c o r é g u l i e r ,  l e  système 

Sv  t e l  que S = @ ( S v )  c o n s t r u i t  dans l a  démons t ra t ion  de  l a  p r o p o s i t i o n  4.6 

e s t  a u s s i  c o r é g u l i e r  . 
cq fd .  



PmpoahXon 5 . 1 5  La c k h a e  des en6embles c o r r é g f i m  es$ { m é e  

patr in;tmecsXon avec un wembCe t~econnaAbable. 

Démonstration : Montrons d'abord ce résultat pour les ensembles coréguliers 

d'un magmoide projetable libre finiment engendré. Soit donc C un alphabet 

1 1 
gradué fini. Soient U c T(C) un ensemble corégulier et K c T(C) un 

P P 

ensemble reconnaissable. D'après la proposition 5.9 et le théorème 5.10 

il existe un alphabet gradué monadique A, une partie reconnaissable L de 

1 
T(AIl est un k-morphisme de T(A) dans T(I), avec k 2 p, tels que 

U Q O  1 

k-P 
= Ink.4(u) / u E LI. 

Comme les ensembles reconnaissables et rationnels de T(C) sont les 

mêmes d'après le théorème 3.24, K O O est un ensemble reconnaissable et 
k-P 

donc 

1 
K' = {<v 8 Ok-p,v2,... v > / v 6 K, v2, ... ,vk e T(CIk} k 

k - 1 est une partie reconnaissable de T(c)~. L' = 4 (Kt) est donc une partie 

1 1 
reconnaissable de T(A)~, V = {llk.$(u) / u E L n L'} est un ensemble coré- 

gulier. D'après la définition de L' et K', V est aussi égal à 

1 {n,.$(u) / u  E 1,) n ( K O O  ) = ( U B O  ) n ( K B O  1. 
k-P k- P k-P 

2, 
Or U O O = {u.(O 8 O ) / :.OEU) 

k-P k-P 
2, 2, 

et K O O  
k-P 

= (u.(O 8 O ) / U.OEK) ; on en déduit que v E Y ssi 
k-P 

2, 2, 2, 2, 
v = ul.(Ol 8 O ) : u2.(02 B O ) avec u O c U et u .O 6 V. 

k-P k-P 1' 1 2 2 
2, % 

Mais comme v E T(z)' l'égalité ul. (O1 O O ) = u2. (O2 B O ) k ' k-P k- P 
2, 2, 

entraîne O1 = O et ul = 2 u2, d'où 

V = (U n K) O Ok-p. 

On montre enfin, de la même fa~on que dans la démonstration de la 

1 1 proposition 5.13 que U n K = V.<n ,.. . ,np,nl . . . ,ïi > est un ensemble 
P P P' P 

corégulier. 



I 
Si maintenant U est un ensemble corégulier de MIT où M est un magmoide 

P 

décomposable quelconque, alors d'après la proposition 5.14 il existe un 

alphabet gradué C, un 1-morphisme ( de T(C) dans MT et un ensemble coré- 

1 gulier V c T(L) tels que U = ((Y). Si K c M!T1 est reconnaissable (-l(K) 
P P 

est encore reconnaissable et d'après ce qui précède V n (-'(K) est corégulier. 

D'après la proposition 5.14, ((V n (-'(K)) = ((V) n K = U n K est donc aussi 

corégulier. 

cqfd . 

Ptropaai.aXon 5.16 S o i t  u, u n  eildemble conégulieh de MT' et a o i e n t  
1 P 

U 1  . , <la ~ 8 n b l ~  c o t r E g & ~  de MTq M O M  I+,.~U1,,. . ,U > e6.t cotrég&a. 
P P 

Démonstration : Comme cul, ..., U > = U O ... O U .<Id ..., Idq>, il suffit 
P 1 P 9' 

de montrer que UO.(U1 63 ... 63 U ) = V est corégulier puisque nous avons déjà 
P 

montré que si V est corégulier V.<Id ,...,Id > est aussi corégulier. Or 
9 9 

u l e  ... e u  = ( u , e ~ d  1 . w  e u 2 @ 1 d  .... 
P P-1 9 P- 2 

(Idq(i-l) 8 Ui O Idp-i) . . . 8 U ). Il suffit donc de montrer que 
(Idq(p-1) p 

1 1 si U est corégulier de MT et V est corégulier de MT alors U. (Idn O V 8 Idn ' ) 
P 9 

est encore corégulier, avec p = n+l+nl. 

Toujours d'après les mêmes raisons que précédemment 

On pose alors C = C u C' u {c), r = k+kl et on définit le r-morphisme $ 

Par 

$(a) = ((a) O Idk, si a E C 

$(a) = Idn O ('(a) O Idk - si a E C f  



1 
On en déduit que l'ensemble corégulier W = w / w E L C L1) 

est aussi égal à 

1 
{(nk.$(u)) O Okl / u E L?.$J(c).{I~~ 8 ml(v> e ~ d ~ - ~  / Y E L ~ I  

qui est aussi égal à (U 63 Ok+k,-p ).(Idn B V B O kt-q B Idnl B O )  = 

U.(Idn @ V B Ok,-q @ Idnt @ ok+l-p 1 = 

U.(Idn B v B Idnt).(Id B O 
n+q kt-q @ Idn 1 B Ok+l-p). 

- 
alors (Idnfq B Okl-q @ Idn t ok+l-p ) . o = Idn+q+n d l où w .B qui est encore 

corégulier est égal à U. Id O Y 8 Idnl 1. n 

cqf d . 



P t r o p o ~ ~ o n  5 . 1 7  1.t e&Xe des  ensembteû cotrégd!Lm non trégueiehb. 

Démonstration : Soient l'alphabet gradué C = {a,b) avec d(b) = 2, d(a) = 1, 

l'alphabet padué V = {X) avec d(X) = 1 et S le système corégulier homogène de 

degré 1 

X = <l;b(x ,x )> + X.<l;a(xl)>. 1 1  

La solution de ce système est la limite de la suite 

c'est-à-dire E = {<l;b(an(xl),an(xl))> / n 2 O}. 

Si cet ensemble était régulier donc rationnel, l'ensemble 

E' = E.# = {<O;b(an(#),an(#))> / n > O}, où # est un nouveau symbole 

O-aire, serait rationnel, donc reconnaissable. Or nous avons déjà vu 

(exemple 2.20) qu'il ne l'était pas. 

Le résultat qui suit a déjà été démontré par Arnold et Dauchet dans [ a ] .  ~ 
P h o p o a ~ n  5 . 1 6  1L e&te d a  e n 6 e m b l a  t r é g d i m  non co t r égu t im .  

1 
Démonstration : Soit b un symbole de degré 2. L'ensemble U = T(b)l est un 

ensemble reconnaissable donc régulier. Nous allons montrer qu'il n'est pas 

corégulier. Supposons qu'il le soit. Il existe, d'après la proposition 5.9 

et le théorème 5.10, un alphabet gradué monadique C, une partie reconnaissable 



1 
L de  T(C)l, un k-morphisme # de T(C) dans T(b)  t e l s  que 

'L 
Remarquons d 'abord que pour t o u t  e n t i e r  q  > O e t  t o u t  élément u  d e  

1 'L 5 
y ( b )  , l e  nombre n  = t a i l l e  ( u )  de  symboles b  f i g u r a n t  dans u  e s t  é g a l  à 

4  

Pour t o u t  e n t i e r  n  t O on d é f i n i t  l ' é l émen t  Bn de T(L) 
1 

2" 
p a r  Bo = Idl 

On cons idère  e n s u i t e  l ' e n t i e r  m = sup { t a i l l e  ( # ( a ) ) / a  E C )  e t  l ' é l é m e n t  

- 

5 1 1 1 
On pose u = u.<iil . . . ,ill> E T(b)l .  Il e x i s t e  donc a l  . . . a  E T ( E ) ~  t e l  que 

1 y n 

On pose pour O 5 i I n  

5 a l  ... ai s i  i # O 
v .  = 
1 t Idl s inon  

- 
On a donc b i e n  al  . . . a  = v .v. pour t o u t  i E {O,. . . ,n}. 

n  i i 

1 'L 1 1 1 
Comme ïi .# (a l  ... an )  = u.<nl ..., ii > où <ii ..., ii > n ' e s t  pas une 

k  k '  k  k  ' k  

i n j e c t i o n ,  il e x i s t e  nécessairement  au  moins un e n t i e r  i 2 n  t e l  que 

1 5 
nk.#(vi)  = V.O où O n ' e s t  pas  une i n j e c t i o n .  S o i t  i0 l e  p l u s  p e t i t  e n t i e r  

ayant  c e t t e  p r o p r i é t é .  



1 'L % 1 
On a a l o r s  Il .@(v.  ) = t . 0 '  où 0 '  e s t  i n j e c t i f .  Comme t . O '  E T(bIk> 

k 1 ,- 1 
u 

? E ?'(bll avec q < k d'où t a i l l e  ( t )  = q-1 i k-1. Par a i l l e u r s  
9 

1 1 'L 
IIk.@(vi = Ilk.t$(v. ) .@(ai  ) = t .O.@(ai 1. On en dédui t  que 

O 1 o-l 
1 'L 

O O 
% 'L 

IIk.@(vi = v.0 où O n ' e s t  pas i n j e c t i f  e t  que t a i l l e  ( v )  i t a i l l e  ( t )  
O 

'L + t a i l l e  (@(a i  ) )  < k-l+m. Il en r é s u l t e  que v e s t  un sous a rb re  i n i t i a l  de 
O 

'L 'L 'L 

Bk+m- 1 ' i . e .  il e x i s t e  w t e l  que Bk+m-l = V.W e t  comme 

1 - 'L 
u = Ilk.@(vi .v = V.O.$(;. ), on a 

- % O io 1 1 O 
o . @ ( v ~  ) = w.(B1 8 . . . B2k+m-l 

) .<nk, . . . ,nk>.  Ceci e n t r a î n e  en p a r t i c u l i e r  
O 

O ( i )  - i z, 
que Il .@(v. ) = Il .w.(B1 8 ... 8 B2k+m-1 

1 1 
k 

).<Ilk, ...> Il >. 
l o  9 

k 

O r  O n ' e s t  pas i n j e c t i f .  Il e x i s t e  donc i < j t e l  que O(i )  = O(j )  e t  

donc 

i 'L 
Il .w.(B1 8 ... 1 1 
9 @ B2k+m-l 

) .<Ilk,. . . 'Ilk> = 

* ' L  
lI1.w.(Bl 43 .. . @ '2k+m-1 ) <IIk,. 1 . . ,Ilk>. 1 
9 

i 'L 
O r  on v o i t  aisément d ' ap rès  l a  d é f i n i t i o n  de w que li .w = O @ O 

9 P l  

e t .  , B ~  8 0  avec 
9 p 2 2 q2 

i % d'où n . w . < B ~  B ... 1 1 
k @ B2k+m-l >.<Ilk, ""Il > = 

k 

j %  e t  de même, Il .w.(B1 8 ... 1 1 
k @ B2k+m-l ).<Ilk, ...,Il k > = 

D e  l ' é g a l i t é  de ces deux éléments, on dédui t  l ' é g a l i t é  



Le premier de ces  éléments e s t  dans ? ( b ) l  avec 
1 

"1 
pl+l  p1+2 + 

"1 
Plt2 < p1+1+2 

r1 = 2 t 2  ,,, + 2 e t  l e  second dans 

n 
n ~ ~ + 1 + 2 ~  p2+1 

d'où p l t l+2 < p + l  e t  donc r < 2 < 2 < r2 ; ce q u i  implique 
2 1 

que l e s  deux éléments ci-dessus ne peuvent ê t r e  égaux p u i s q u ' i l s  ne sont  

pas dans l a  même f i b r e .  On a b o u t i t  donc à une con t rad ic t ion .  

cqfd.  

Enfin nous a l l o n s  c a r a c t é r i s e r  l e s  ensembles r é g u l i e r s  d'un magrnoide 

p r o j e t a b l e  l i b r e  q u i  sont  a u s s i  co régu l i e r s .  Cet te  c a r a c t é r i s a t i o n  n ' e s t  

a u t r e  que l a  t r aduc t ion  dans l e  formalisme que nous u t i l i s o n s  i c i  de c e l l e  

donnée par  Arnold e t  Dauchet dans C I O ] .  

I 
Nous d i rons  qu'un ensemble r é g u l i e r  de MT e s t  non-expansif s ' i l  peu t  

i P 
k 

s e  me t t r e  sous l a  forme I Ik0 . s* .~  où S e t  T sont  deux polynômes de P(M!Z')k 

k e t  de P(MT) t e l s  que : 
P 

% i T, 
V v.O1 E il .S t e l  que u.O.v.O1.T # 0 k 

a l o r s  s i  ~ ' ( j )  = 0 1  ( j  ' )  = i on d o i t  a v o i r  j  = j ' 

P/rapo&iAion 5 . 1 9  SoLt  r un utphabet g d u é  d i n i .  Un en6 emble t é g u t i a  

de T ( C )  e b t  co/rég&iu~ a a i  2 e6.t non exparuid. 



Démonstration : Soi t  U un ensemble r é g u l i e r  de T(C) q u i  peut  t o u j o u r s  s e  

me t t r e  sous l a  forme nio.S*.T. 
k  

Condition néces sa i r e  - -- -- ---- ----------- 

Supposons que U ne s o i t  p a s  non expans i f  mais q u ' i l  s o i t  ~ ~ r é g u l i e r .  

'L i O i 
Il e x i s t e  donc u.0 c nk .s*, i' 5 k  e t  i = @(il), vl .O'  c IIk.s* t e l  que 

'L % 
u.O.v.O1.T # 0,  j  # j '  t e l s  que O 1 ( j )  = O 1 ( j ' )  = i. On en dédu i t  q u ' i l  

% 'L ' L % %  
e x i s t e  w = <wl, ... w > E T t e l  que u.O.v.O1.w E u.O.v.O1.T. ) k  

1 i-1 'L On pose V = <ilk , . . . k  
,nk ,v.O1 ,IT:+',. . . ,ii > e t  on montre que k  

'L 'L 'L 
Y t c V*, u.0.t.w # 0 ; d'où u.O.V*.w 2 tu .0. t .w 1 t E Y*}; de p l u s  

'L 
comme u.~.V*.w e s t  r a t i o n n e l  donc reconnaissable  e t  q u ' e l l e  e s t  i n c l u s e  

'L 2, 
dans U on a U '  = u.O.V*.w = u.O.V*.w n U q u i  e s t  encore à l a  f o i s  r é g u l i e r  

% 
e t  c o r é g u l i e r .  Mais en v e r t u  d e  l a  p ropos i t i on  5.14 on peut  supposer  que u ,  

'L 'L % 'L 
.O  > où l e s  W .  e t  v s o n t  des  l e t t r e s  d'un a lphabe t  e t  que w = <wl.O1, ..., W, 

1 

son t  a u s s i  d e s  l e t t r e s .  On cons idè re  a l o r s  l e  1-morphisme l i n é a i r e  @ d é f i n i  

'L 'L j  ' 'L 1 'L pa r  u  -* n j  v , v  - b . < n j  - . n  % >, wi 
d (u)  d ( v )  d ( v )  + IId(;:) q u i  t ransforme u.O.~*.w en un 

I 
'L 

ensemble c o r é g u l i e r  q u i  c o n t i e n t  {@(u.O.t.w) / t E V*) = 
i 01( 1 )  Ok( 1 )  

{nk .$ ( t ) .<n  , . . . , I l  k  > / t i v*} . O r  comme il e s t  f a c i l e  de  montrer 

i % i i % 1 
que { i ik .@( t )  / t E V*} = t s . < n k , .  . . ,iik> / p  > O e t  s E ?'(b)p) d 'où 

i 01( 1 )  Ok( l )  
{ n k . @ ( t  .ak ,...,TI k  > / t  E ~ * )  = 

O i ( l )  Oi( 1 )  
{s.<ii k  ,. . ,nk > / ? E ?(b)', p  > 0) e s t  i n c l u s  dans un ensemble 

P  

c o r é g u l i e r ,  c e  que nous avons d é j à  montré ê t r e  c o n t r a d i c t o i r e  dans l a  

démonstration de  l a  p r o p o s i t i o n  précédente .  

Condit ion s u f f i s a n t e  .................... 
i 

Supposons que U =Ilk'. S* . T s a t i s f a s s e  aux cond i t i ons  de  non e x p a n s i v i t é .  

On d é f i n i t  s u r  Ckl l e  p réo rd re  <<par  



% i * 
i < <  j ssi 3 u.8 E k .S et i' tels que j = O(il) 

et soit r l'équivalence associée et soient < et I les ordres stricts et 

larges associés en  réo ordre << sur [kl / Z .  On note i / ~  la classe de i 

pour Z .  

k Pour chaque classe i/z nous définissons s(~) de P(T(Z))k par 

5 ~].S.E(T) si j 5 i 
j (il - nk.s k 

- 2 0 sinon. 
i On démontre alors que IIk.S.*.~ = II*(s(~))*. U (s('))*.T. 

j4i 

D'autre part, la condition de non-expansivité entrahe que si 
Q., i 
u.0 E K s*, il existe au plus un j tel que O(j) z i. On en déduit que 

k ' 
i 

iik . ( S( ) )* peut être considérée comme 1' image par un k-morphisme d'un 

système monadigue, i . e  lli(~(i) )*  est corégulier On peut alors démontrer k 
i 

par induction sur l'ordre < que Y i, nk.S*.T est corégulier d'où le résultat. 

cqf d . 

Enfin le fait que ~(b)' ne soit pas corégulier va permettre de 1 
montrer que les ensembles coréguliers ne sont pas fernés par morphisme 

inverse. 

La cladde des enbembtes co/rég&m n'es$ pas d m é e  

Démonstration : Soit E l'ensemble corégulier solution du système 

X = X.<l;b(x x )>  + <l;b(x ,x )>. On considère l'alphabet {b,b) avec 
1' 1 1 1  

d(b) = d(b) = 2 et le morphisme I$ de T(b,b) dans T(b) défini par 

I$(b) = $(b) = b. 



- 1 1 
Supposons que F = ( ( E )  s o i t  un ensemble c o r é g u l i e r  de  ~ ( b . 6 ) ~ ~  a l o r s  

1' image de F p a r  l e  lcmorphisme l i n é a i r e  $ de  T ( ~ , B )  dans T(b)  d é f i n i  p a r  

1 est encore un ensemble c o r é g u l i e r  de T(bll. 
I 

1 
O r  nous a l l o n s  montrer  que $(F) est  T(b)l t o u t  e n t i e r ,  q u i  n ' e s t  pa s  l 

I 

c o r é g u l i e r  ; on o b t i e n t  donc une c o n t r a d i c t i o n  d ' où  (-'(E) n ' e s t  pas  coré-  

% 1 
g u l i e r .  S o i t  donc u  = u.0 r T(b)l .  On montre a l o r s  aisément p a r  r écu r r ence  ~ 

l 'L % 
s u r  l a  t a i l l e  d e  u  q u ' i l  e x i s t e  v  E ?(b) t e l  que ((:.a) = Bn. En e f f e t  

1 

l s i  t a i l l e  (U) = O ,  u  = BO i 

% '-b % 'L 'L % 
s i  U = b.(ul O u2)  a l o r s  +(ul.vl)  = Bn , ( (u  .V ) = Bn . En posant  

1 2 2 
% - - 2 - - % 

m = sup (n1,n2), on a ( (b (u l  O u2).(Bm-., 
" . *  ." Bm-nl " Bm-n2 

e ... e Bm-n2)= , 
1 

'L'L 1 1 1 
On a  donc ((u.v.<nl  ,..., nl)) = B .a1 ..., nl> E d ioù  

ni 1' 
l ~ 

% %  1 1 - 
u*v .<n  1 ' . . . ,Il 1 > c ( ' (E) = F. D 'au t re  p a r t  

% ' L  1 1 'L % 1 1 1  
$(u .v)  .<Il l , .  . . ,Il1>) = u.$(v)  .<Ill,.  . . ,II 1 > = u.<* l,. . . ,Il 1 1 > = % u.0 e t  

donc :.O E $(F) .  

cqf  d  . 



CHAPITRE VI 

La déf in i t ion  générale des systèmes algébriques a é t é  donnée 

au chapi t re  I V .  Dans ce chapitre nous a l lons  tou t  d'abord général iser  

l a  notion de "grammaire algébrique descendante d'arbres1' e t  montrer 

pour ces  grammaires l e  théorème d'algébricité déjà démontré pour l e  

cas  classique dans l e  cadre des C-magmas par  Nivat C757 et Boudol 

[ 291. Hous montserons ensu i te  que l e s  systèmes algébriques admettent 

des formes normales et des  propr ié tés  de réduction. Nous donnerons 

auss i  quelques propr ié tés  de fermeture de l a  c lasse  des ensembles 

algébriques, en reportant tou te fo i s  l ' é t ude  de l ' importante question 

de fermeture par morphisme inverse au chapi t re  V I I .  

1, GRAMMAIRES ALGÉBR IQUES DESCENDANTES 

Soit  MT un magmoïde à tors ion et s o i t  V un alphabet gradué f i n i .  

On appel le  gramire (alg&rFque descendante) su r  MT e t  V l e  t r i p l e t  

G = <V,M,P> où P est une p a r t i e  f i n i e  de V x (M @ ?(VI )T appelée 

ensemble des règles de G. 

Chaque règ le  de P, notée X + u, e s t  t e l l e  que u appar t ient  à 

(M b ?(Y) 

On d i r a  qu'un élément u de (M $ ?(v))T se  derive iWdiatement en 

u1 E (M @ ?(v))T, ce qui s e  notera u => u t ,  ou u -> u1 s i  G e s t  
G 



déterminée par  l e  contexte  s ' i l  e x i s t e  a E M, BI, B2 ,  y r ( M  B ?(v))T,  

X + v E P t e l s  que 

u = @ X 8 B2).y e t  

u l =  a.(B1 8 v 8 B2).y. 

Comme X e t  v appar t iennent  à l a  méme f i b r e  de (M B T(v) )T ,  u e t  u' 

appart iennent  a u s s i  à l a  même f i b r e .  

* 
On d i r a  qu'un élément u se derive en u t ,  ce  q u i  s e  no te ra  u => u ' ,  

G 
* 

ou u => u t ,  s ' i l  e x i s t e  une séquence uo,  ul, . . ,u  n appelée derivation 
de u '  à p a r t i r  de u, dont l a  longueur s e r a  par  d é f i n i t i o n  l ' e n t i e r  n ,  

t e l l e  que uo = u ,  un = u '  e t  V i c En] u ~ - ~  => ui. I 

1 
* 

On notera FG(X) l 'ensemble {u r MT / X => u l  appelé ensemble 
engendre par G a partir de x. 

S i  M = ? ( t )  e t  s i  on s e  f i x e  dans V un symbole p a r t i c u l i e r  O-aire X 

appelé axiome, on re t rouve  bien l a  d é f i n i t i o n  h a b i t u e l l e  des  grammaires 

algébriques descendantes d ' a rb res .  En e f f e t  l ' é c r i t u r e  u = a.(B1 8 X @ B2).y 

r e v i e n t  à f a i r e  a p p a r a î t r e  dans u une seule occurrence du symbole non termi- 

n a l  X puisque u M = ?(E) e t  à r é é c r i r e  c e t t e  occurrence p a r  v en u t i l i s a n t  

l a  r è g l e  X -+ v ,  l a  g r e f f e  des composantes de y q u i  sont  arguments de X aux 

v a r i a b l e s  correspondantes de v s e  f a i s a n t  automatiquement pa r  l e  produi t  de 

composition. D e  p lus  comme a r ?( L ) , a ne con t i en t  aucun symbole non-terminal ; 

l 'occurrence X r é é c r i t e  n ' e s t  donc "précédée" d'aucun symbole non-terminal ; 

l a  d é f i n i t i o n  des  dé r iva t ions  donnée ci-dessus e s t  donc c e l l e  des d é r i v a t i o n s  

descendantes. 

Exemple 6.1 So i t  E un alphabet  gradué q u i  con t i en t  l e s  symboles f e t  g 

de degré 3 ; s o i t  V un alphabet  gradué q u i  con t i en t  l e  symbole X de degré 3 

e t  s o i t  G une grammaire q u i  con t i en t  l a  r è g l e  X + <3;g(xl,x2,x1)>. 

Soient tl, t2,  ul, u2, u3 c T( t u v)' e t  s o i t  
P 

u = f .<t 1 2  ,t ,X.<ul,u2 appartenant  à T a  u VI'. Cet élément peut 
P 

s ' é c r i r e  a u s s i  f .  (tl B t2 B X) .<Idp,Idp,ul,u2,u3>. On a donc u => u' 

où u' = f . ( t ,  @ t2  B < ~ ; ~ ( x ~ , x ~ , x ~ ) > ) . < I ~ ~ , I ~ ~ , u ~ , U ~ , U ~ >  = 
f .<tl,t2'g.<u1'u2,u1>>. 



Dans l e  cadre  de  l a  t h é o r i e  c l a s s i q u e ,  c e c i  correspond à l a  d é r i v a t i o n  

Lme 6 . 2  So iX G = <M,V,P> une gtuwmahe atgébxique et 

1 9  2 ; ~  ,u ,u l  
* h a i e n t  a E M ,  6 B E ( M  ?(v) )T .  si u => u1 

a o ( B l @  u 8 B2).y => a . (B B u1 B B2).y. 
1 

Démonstration : On va démontrer c e  r é s u l t a t  p a r  r écu r r ence  s u r  l a  longueur  

de l a  d é r i v a t i o n  de u '  à p a r t i r  de u.  

S i  c e t t e  d é r i v a t i o n  est de longueur  O ,  on a donc u = u '  e t  

a.(B1 O u @$).y => a.(B1 4 U '  B B2).y. 

S i  c e t t e  d é r i v a t i o n  est de longueur  n t l ,  a l o r s  il e x i s t e  u" t e l  que 

* 
U => U" e t  u" => u '  où l a  d é r i v a t i o n  de u '  à p a r t i r  de u" est de longueur  

n.  On peut  donc l u i  a p p l i q u e r  l ' hypo thèse  de r é c u r r e n c e ,  c e  q u i  donne 

Il reste donc à montrer que 

O r ,  pu isque  u => u t ,  il e x i s t e  a 1  c ~ , ~ i , ~ i , y '  E ( M  a P(Y))T,  x + v E P 

t e l s  que 

e t  comme a . ( I d  8 a '  8 Id  E M a l o r s  
P l  p 2 

c q f  d . 



A t o u t e  grammaire G = <M,V,P> on assoc ie  l e  système algébrique 

S = {X = RX 1 X E Y} s u r  MT e t  V dé f in i  p a r  : Y X r V ,  RX = {u 1 X + u  r 2'). 

Réciproquement à t o u t  système S = {X = Rx 1 X r V I  s u r  MT e t  Y, on assoc ie  

l a  grammaire G = <M,V,P> d é f i n i e  par  : P = {X + u 1 X r V e t  u r Rx). 

On é t a b l i t  a i n s i  une b i j e c t i o n  e n t r e  l 'ensemble des  grammaires 

algébriques s u r  M e t  V e t  l 'ensemble des  systèmes a lgébr iques  s u r  MT e t  V .  

De plus il e s t  f a c i l e  de v o i r  que l a  r e s t r i c t i o n  de c e t t e  b i j e c t i o n  

aux systèmes r é g u l i e r s  ( c o r é g u l i e r s )  e s t  une b i j e c t i o n  e n t r e  systèmes 

r é g u l i e r s  e t  grammaires r é g u l i è r e s  (systèmes corégu l i e r s  e t  grammaires 

co régu l i è res )  . Le théorème d ' a l g é b r i c i t é  que nous a l l o n s  démontrer main- 

t enan t  e s t  donc encore va lab le  pour ces  deux sous-c lasses .  

Sad S = {X = R ( x E V) un 4ybtème u l g é b d q u e  AU MT et V dont  lu 
X 

~ O ~ L I X O M  ut E, et A O L ~  G = <M,v,P> lu g m d e  abbociée .  Abm, q u a  

que b o i t  X appahtenani il V,  EX = FG(X). 

Démonstration : 

Montrons d'abord l ' i n c l u s i o n  FG(X) c EX. 

Pour c e l a  nous a l l o n s  démontrer p a r  récurrence s u r  l a  

* 
longueur des d é r i v a t i o n s  que s i  u => ut  avec u" appartenant  à MT, 

a l o r s  u '  r oE(u) .  On en déduira immédiatement que 

S i  l a  dé r iva t ion  e s t  de longueur O ,  u = u' r MT on a oE(u) = {u} 

d'où u '  = u r {u)  = oE(u) .  



S i  l a  dé r iva t ion  e s t  de longueur n + l ,  il e x i s t e  ut' t e l  que u => u" 

* 
e t  u" => u '  e t  d ' ap rès  l 'hypothèse de récurrence ,  u' E aE(u1').  De p lus ,  

comme u => u", u = a.(B1 8 X 8 B2).y e t  u" = a.(B1 8 v 8 B2).y ' 

avec X -r v E P. Par d é f i n i t i o n  v appar t i en t  à Rx e t  comme aE(X) = U uE(v) 
VER, 

A 

on a donc aE(v)  c aE(X),  

d'où oE(un)  = uE(a).(uE(B1) 8 uE(v)  8 u ~ ( B ~ ) ) . u ~ ( Y )  c 

~ ~ ( a ) . ( a ~ ( ~ ~ )  B aE(X) 8 uE(B2)) .uE(y) = aE(u)  e t  donc u '  E oE(un)  oE(u) .  

Montrons ensu i t e  que EX c FG(X). 

( i l  Pour c e l a  considérons l 'approximation {E  lia de l a  

s o l u t i o n  E de S ; e t  montrons pa r  récurrence que pour t o u t  i, pour t o u t  

( i l  X E V ,  EX c FG(X). On en dédui t  immédiatement que V X ,  EX c FG(X). 

- pour i = o  a l o r s  Y x V ,  E:O) = 0 c F ~ ( x ) .  

( i l  - Supposons que V X E V ,  EX c FG(X). 

Montrons a l o r s  pa r  récurrence s u r  l a  cons t ruct ion  de t o u t  élément u 

* 
de (M @ ?(v))T' , v E u ( u )  e n t r a î n e  u => v 

P , ( i l  

. S i  u E MT' a  ( u )  = I U I  d'où 
p , ( i l  

* 
v E a ( u )  e n t r a î n e  v = u e t  donc u => v 

, ( i l  

. si u = x c V ,  u  ( u )  : E ; ~ )  c F ~ ( x ) ,  d'où 
, ( i l  

* 
s i  v E a ( u ) ,  a l o r s  v E FG(X) e t  donc u => v 

, ( i l  

. S i  u = a.<ul ,  ..., uk> où a E M ,  a l o r s  

s i  v E a ( u ) ,  a l o r s  v = a .<vl , . . . ,v  > avec v .  r a  , ( i l  k 3 E(i)("i). 



D'après l 'hypothèse de récurrence  

* 
e t  d 'après  l e  lemme 6.2, u => v. 

. S i  u = X,<ul, ..., uk> a l o r s  

% % 
D'où s i  v E u ( u ) ,  il e x i s t e  W . @  t e l  que X =7 W . @  

, ( i )  
% 

V E U  
( j  ) 

) t e l  que v = w.<vl, ... ~ ~ ~ 9 ' .  

j E  
* % % 

O r  d 'après  l e  lemme 6.2, u => w.O.<ul, ..., u > = k W<UO(l) Y Y U  @ ( k t ) >  ; 

* 
d 'ap rès  l 'hypothèse de récurrence  u - 

O( j )  
-> v e t  donc d 'après  l e  lemme 

j 
* % * 'L 

-> W .  <u 6.2, u - ( )  . u , => w.<vl, ..., v k t >  = V.  

On en dédu i t ,  puisque 

( i + l )  
que s i  v E EX , il e x i s t e  u t e l  que X -r u E P e t  t e l  que v E u ( i ) ( ~ )  

* * E 
e t  donc que u => v d 'où X => v e t  v E FG(X) d'où l e  r é s u l t a t .  

cqf d . 

De ce théorème, e t  compte tenu de l a  remarque q u i  l e  précède on t i r e  : 

Coho&.c&e 6 . 4  Un ensemble in& dand MT' ut dgébhLque 
P 

oLégLLei4~, cohéguLLeh) a b i  il! ergendhé parr. une ghamnde utgébfique 

(hég&&e, CohégU&&e) . 



Comme dans l e  cas de l a  t h é o r i e  des langages, on peut d é f i n i r  

c e r t a i n e s  formes s tandards  pour l e s  systèmes d 'équat ions .  Nous a l l o n s  

nous contenter  de d é f i n i r  i c i  l a  forme normale quadrat ique de Chomsky, 

d é j à  d é f i n i  dans l e  cas  des  grammaires d ' a r b r e s  pa r  Maibaum [ 67 1. 

Considérons d'abord l e  cas  des systèmes a lgébr iques  s u r  un magmolde 

pro j e t a b l e  l i b r e .  

Un système a lgébr ique  {X = RX 1 X r V I  s u r  T(L) e s t  d i t  

SOUS forme normale ssi 

1 - s i v  r PRX, a l o r s  v r @d(X) 

- s i  v e CRX, v = X '  .<Y1 ,..., Y > avec X '  r Vm e t  Yl,.*.,ym r Vd(X) m 

Comme il e s t  logique que l ' image homomorphe d'un système sous forme 

normale s o i t  encore sous forme normale, on d i r a  qu'un système 

S = { X =  RX 1 X c V I  s u r  MT e s t  sous forme normale ssi 

Y X r V ,  RX = PRX u CRX u TRX où CRX e t  PRX sont  d é f i n i s  comme ci-dessus 

e t  où TRX 

PmpoaLtion 6 . 5  Pouh &LLt by4.tèYne atgébhique S, exib.te un 
hyatème ulgébuque aous dome nomde  st .tee que .toute campaante de la 
d o M a n  de S b o a  composante de ta A O ~ ! U ? ~ O ~  de Sv. 

Démonstration : I l  s u f f i t  de montrer ce  r é s u l t a t  pour l e s  systèmes 

a lgébr iques  s u r  T(c ) .  En e f f e t  s i  S e s t  un système algébrique s u r  MT e t  V 

il e x i s t e  T ( c ) ,  un 1-morphisme $ de ? ( C )  dans M e t  un système .? t e l s  que 



s i  E e t  Ë s o n t  l e s  s o l u t i o n s  d e  S e t  3 ,  a l o r s  V X r Y ,  EX = + T ( Ë ~ ) .  S i  .? 
- 

admet une forme normale S v ,  a l o r s  Y X E Y ,  3 Y E V '  t e l  que ËX = E; . 
Le système S' = @ ( S f )  e s t  a l o r s  sous forme normale e t  on a 

S o i t  donc S = {X = RX / X E VI un système a lgéb r ique  s u r  T(E) e t  V. 

On l u i  a s s o c i e  son "ensemble d 'anormal i té"  : Anorm ( S )  e s t  l 'ensemble des  

éléments  de U RX q u i  ne s o n t  pas  de  l ' u n e  des  t r o i s  formes ind iquées  dans 
X r Y  

l a  d é f i n i t i o n  de  l a  forme normale.  On d é f i n i t  e n s u i t e  l e  "degré d 'anormal i té"  

t Par t a i l l e  ( v ) .  On v o i t  qu'un système e s t  sous forme normale ssi 
v~Anorm (S I  

son degré d ' ano rma l i t é  e s t  n u l .  S i  un système n t e s t  p a s  sous forme normale 

il e x i s t e  v = a.<Bl, ..., > E Anorm ( S )  avec a E E u V ,  BI ,... , B  E T(P u Y). 
Bq 9 

On cons idère  a l o r s  l e s  symboles non-terminaux 2 de  m2me degré que a ,  

- - - - al,. . . ,X de  mëme degré  que v ; on remplace v p a r  XI .<XI, .  . . ,X  > e t  on 
4 4 

r a j o u t e  l e s  équa t ions  2 = { a )  ; = I B.  1 .  Ce système S' a pour degré 
1 

d 'anormal i té  c e l u i  de  S moins un,  e t  s i  E e s t  l a  s o l u t i o n  de S , E' c e l l e  

de S r ,  on démontre que 

EX = E i  quel  que s o i t  X E V , 

En r é i t é r a n t  c e t t e  c o n s t r u c t i o n  on a b o u t i t  donc à un système 3 s u r  T(C) 

e t  V u V '  s ous  forme normale t e l  que si  E e s t  l a  s o l u t i o n  de S e t  Ë c e l l e  
- - 

de S, EX = EX pour t o u t  X E V. 

cq f  d . 



Par contre les systèmes algébriques n'ont pas de forme de Greibach, 

comme nous allons le montrer ci-dessous. Ceci est dû à ce que la démons- 

tration de Greibach utilise le fait que la solution d'un système linéaire 

à gauche (i.e. corégulier) est aussi solution d'un système linéaire à 

droite (i.e. régulier) et que cette propriété n'est plus vraie dans le 

magmo Ide. 

On dira qu'un système S = {X = RX / X E V} est sous forme de Greibach 

ssi tout élément u de u RX est de la forme f.w avec f E 1 et w E T ( V ) .  
XEY 

Exemple 6.6  ons sidérons le système algébrique (et même corégulier) 

X = X.<l;a(xl)> + <l;b(xl,xl)>. Il a pour solution 

E = {<l;b(an(xl),an(xl))> / n 2 O}. 

Supposons que E soit la composante E' de la solution E'  d'un système Y 
S' sous forme normale de Greibach. On a alors 

"1 1 
OF uE1(w1) est ré-duit à au plus un seul élément car si a +nl et 
n 
2 1 n 3 1 

a .lï E uE,(wl), a .lï E oE,(w2) avec n1 # n2, on aurait 1 1 
n 1 n n 3 

<l;b(a (xl),a 3(x1))> et <l;b(a 2(x1),a (xl))> qui appartiendrait 

tous les deux à E et donc nl = n3 = n ce qui est contradictoire. De même 2 

oE1(w2) est réduit à au plus un élément , d'où 

Card (E) r Card (Ry) et donc E est un ensemble fini, 

ce qui est contradictoire. 

1 



La ~ropriété suivante de réduction des systèmes algébriques a été 

démontrée par Boudol [29], par Arnold et Dauchet dans le cas des 

grammaires algébriques d'arbres C73, et aussi par Fischer C551 pour 

la notion équivalente de "01-macro-grammars". 

P&opoaLxXon 6 . 7  Si u un euemble dgébnique non vide,  on p u  

condRhlUhe e ~ ~ e d v e m e n t  un byaAème Qébtcnque S hou6 dome n o m d e  $& 

que u es t  une des cmpooantes de ha ~ o U o n  et t e l  que . taLLte~ CU 

compoaanten de au s o U o n  aoien;t non v i d a .  

Démonstration : Soit U un ensemble algébrique inclus dans M T ~  ; il existe 
P 

donc un système algébrique S sur MT et V dont la solution est E et un 

élément Xo de V tels que U = EX . De plus, d'après la proposition 6.5, 
O 

on peut supposer que S est sous forme normale. 

On considère le nouvel ensemble de symboles non-terminaux 
A 

V = (X/a 1 X E V et a c (1,. . . ,d(X))} avec d(x/a) = Card (a). 

Remarquons que a peut être considéré comme une application croissante de 

ème [Card (a)] dans [d(x)] notée également a, qui à i fait correspondre le i 

élément de a (par rapport à l'ordre naturel sur les entiers). 

A 

On forme alors le nouveau système S' = {Y = PR; + CR+ t T q  / Y r VI 
A 

sur MT et V défini par : 



Cette construction est effective. 

On montre alors par récurrence que si E(~) est l'approximation de la 

solution de S et El celle de St  alors pour tout i, 

1 )  = iU M / u.a r EXi)) ; d'où l'on déduira que 
X /a 

- Si i = O, on a bien (0) (O)] = 0 = lu E MT / u.a r EX 

'(i+l) - 
- E ~ / a  - u (u) + u (u) + (i)(u). 

u~CR' (il 
urPRt uéTRXla E ' 

X/a X/a 
j i mais 

(i)(U) = Incard(a) I nd(~) E PRX et i = a(j)) = 
UEPR' 

X /a 
E ' 

de même u (u) = iu / u.a E u  PR^)) ; 
ueTR1 El (i) ,( i) 

X/a 

enfin 

mais comme u.B.<Y1,...,V > = U.<Y~(~),...,V ~ ( m '  1'' Cette dernière quantité m 

est égale à 



e t  il e s t  f a c i l e  de montrer,  d ' ap rès  l a  d é f i n i t i o n  du produi t  de composition 

dans l e  magmolde des p a r t i e s  e t  compte t e n u  du f a i t  que 

I ? ~ < u l . a , . . . , u k . a >  = Y.<ul, . . . ,u  k  >.a que c e t t e  q u a n t i t é  e s t  a u s s i  égale  à 

u ( i l  ( i l  
Iu/u.a E E~ E ( i ) > )  - 

.<E~l  ' . * .  
- {u/u.a E u (i)(CRX)l. 

Y.<Y1, . . . ,Ym>~CRX ' y,." E 

De ces  t r o i s  é g a l i t é s  on t i r e  que 

e t  c ' e s t  ce qu'on v o u l a i t  démontrer. 

On d é f i n i t  a l o r s  l a  s u i t e  Yi de p a r t i e s  de I par  

- 
Comme c e t t e  s u i t e  e s t  c r o i s s a n t e  e t  majorée par  V ,  e l l e  e s t  s t a t i o n n a i r e  à 

I p a r t i r  d'un c e r t a i n  rang i e t  s a  l i m i t e  V1' e s t  égale à Vi . De p lus  comme O O - l a  cons t ruct ion  de chacun des Vi e s t  e f f e c t i v e  e t  que Vi  = Vi+l -> V j  > 2, 

Vi = V l a  cons t ruct ion  de V" e s t  e f f e c t i v e .  
j 

On c o n s t r u i t  a l o r s  l e  système 

Sv' = {Y = R" ( Y E Vu) OÙ 
Y RY = R; n (M @ ?(v'<))T. 

S" e s t  encore un système sous forme normale dont l a  cons t ruct ion  e s t  effect ive. .  

Soient a l o r s  E t  e t  E" l e s  s o l u t i o n s  de S' e t  S" e t  E '  ( i l  et E l t ( i )  l e u r  

approximation. 



On montre d'abord que pour t o u t  i 2 1, s i  Y E Vi a l o r s  

( i l  
0 # E Y  . 

S i  i = 1 par  d é f i n i t i o n  de V1 on a  s i  Y E V1, 

0 # n MT c R+ n ( M  B ? ( v f l ) ) ~  = R; 

d'où 0 # R; n MT = u (R1 n MT) c u (o)(R+') = EY 
(1) 

E"(o) y El' 

. Pour i = itl, par  d é f i n i t i o n  de Viti, s i  Y E Vi+l 

0 # R; n (MT B ? ( v ~ ) ) T  c R; d 'où 

On en  dédu i t ,  pa r  passage à l a  l i m i t e ,  que s i  Y E V", E; # 0. 

On montre e n s u i t e  que pour t o u t  i 2 1, s i  Y r V" a l o r s  

( i l  E;; c E+ 

pour i = O ,  EY ( 0 )  - - 0 c E ;  

O r  pour t o u t  x E vfl ,  E ; ( ~ )  c EX d loù  

On en dédu i t  que pour Y E V I 1 ,  E; c EH. 

Montrons en f in  que pour t o u t  i 2 O 

E + ( ~ )  = 0 s inon.  

Ceci e s t  t r iv ia l ement  v r a i  pour i = 0. 



Montrons que s i  c ' e s t  v r a i  pour i c 'est  v r a i  pour i+l. S o i t  donc 

v = Z.<Z1, ..., Zm> c CR; 

4 

. s i  Z c V - V", a l o r s  a  E l ( i ) ( Z )  = = 0 e t  o ( i ) ( ~ )  = 0 
E' 

. . . s i  Z1 , . , . ,Z  c V-VI1 on a a u s s i  a  ( v )  = 0. Supposons a l o r s  que Z c Y" 
m E l  ( i )  

e t  q u ' i l  e x i s t e  une p a r t i e  non v ide  B de  (1,. , . , m )  t e l l e  que j c B ssi 

Z c V". Mais comme v c R 1  a l o r s  Y = X/a e t  il e x i s t e  y ,  X ' ,  X1, .*. ,X 
j Y' n 

- t e l s  que X 1  . < X I , .  . . ,X > c CRX , Z = X ; Zi - X 
a .  Considérons a l o r s  

n  

v '  = X ' / B * Y . < Z ~ ( ~ )  ,..., Z 
B(ml ) 

> q u i  a p p a r t i e n t  enco re  à CR'  e t  de p l u s  Y 

Z B.l] 3 ,z  appa r t i ennen t  à VI'. Remarquons que a  ( i ) ( ~ )  = ~ ( m '  ) E' 

'L ( i )  
pu isque  pour que u.O<Ei , . . . ,E ; (~ ) ,  ne  s o i t  pa s  v i d e ,  il f a u t  que 0 se 

m 
, ( i )  Q % 

f a c t o r i s e  p a r  6. Or comme Z = X1/y,  EZ : (u .0  / u.0.y c EXf)} d ' où  

D e  p l u s  s i  1 z . 5 . ~  / z.O.8 c E' n ' e s t  pas  v i d e ,  n ' e s t  pas  v i d e  z E ~ i / ~ . y  

e t  donc, d ' a p r è s  l ' hypo thèse  de r é c u r r e n c e ,  X ' / B  .y c V1' d 'où  V '  c T(V1'), 

e t  comme v '  E C R ; ,  v 1  c CR; n T(Vt1). 

On a  donc montré que s i  v c CR; e t  s i  o ( v )  n ' e s t  pas  v i d e ,  il 
E l  ( i l  

e x i s t e  v '  c R; n T(V1') t e l  que a ( i ) ( ~ )  = a ( v l ) .  On en  dédu i t  donc que 
El ( i )  

O (i)(CR;) c O (CR; n T(V1')). I l  en  découle  que s i  Y c V", 
E ' E l ( i )  

CR' n T(Y1') = CR" d 'où Y Y 



= o  (i)(PR+ + TR; + CR;) = 
E  ' 

PR' + TRY + o  Y E  ' (i)(CR+) C 

PR; + TR; + u (i)(CRy) C 
E  ' 

PR' + TR; + oE,,((CRH) = Ey Y 
A 

e t  que s i  Y E Y - V", comme R f  n MT = 0 a l o r s  R; CRY e t  CR; n T(Vf') = 0 Y 

d 'où  E; ( i + l )  = u (CR;) c o  (CR; n T(VW)) = 0 
E t  ( i l  ( i )  

On rassemble maintenant l e s  r é s u l t a t s  obtenus : 

A 

b )  s i  Y E V ,  Y 4 V n  ssi E; = 0. 

On d é d u i t  que t o u t e s  l e s  composantes EH du système S" s o n t  non v i d e s  

c a r  s i  E" é t a i t  v ide  avec Y E V", E' s e r a i t  également v ide  e t  donc Y Y Y 

n ' a p p a r t i e n d r a i t  pas  à V ,  c e  q u i  e s t  c o n t r a d i c t o i r e ,  

I l  r e s t e  à montrer  que U = e s t  une composante d e  l a  s o l u t i o n  d e  S" 

En e f f e t  E# /Id = I u  / u . I d  E EX 1 = EX . Comme EX n ' e s t  pas  v i d e ,  
O O O O 

cqfd . 

Comme l ' a  f a i t  remarquer Boudol C291, l a  c o n s t r u c t i o n  u t i l i s é e  dans 

c e t t e  démonstrat ion f o u r n i t  un a lgor i thme de  l a  d é c i d a b i l i t é  de l a  v a c u i t é  

d 'une  composante de l a  s o l u t i o n  d 'un  système a lgéb r ique .  



Démonstration : On met d'abord le système sous forme normale, ce qui peut 

se faire effectivement, puis on construit le système S' et l'ensemble V" 

comme ci-dessus. On a alors EX : 0 ssi X/Id 1 V''. 
cqfd . 

Il n'est pas étonnant que l'on obtienne la décidabilité de la vacuité 

mgme pour les systèmes sur un magmoïde à torsion quelconque parce que 

précisément cette vacuité ne dépend en fait que des torsions adjointes et 

pas des propriétés intrinsèques de ce magmoïde. Remarquons d'autre part 

que la construction d'un système sous forme normale n'est pas indispensable 

C291 mais que nous avons préféré par cette première étape pour simplifier 

les constructions et les démonstrations ultérieures. 



PkopoahZon 6 . 9  Si u es* un en6 emble begéhique de MT: et 
, . . . v des emmbles dgéb.Uque~ de MT' a l o u  u.<v,, . . ,v > es* 

P 9' P 
un euemble mébhique.  

Démonstration : Soient  SO,S1,...,S l e s  systèmes dont l e s  s o l u t i o n s  s o n t  Eoy 
P 

E1,..,E Pon t  l e s  ensembles de  symboles non terminaux s o n t  d i s j o i n t s  deux 
P 

( i l  à deux, e t  t e l s  que U o (x")), Vi = oE (X 1. On cons idère  a l o r s  l e  
Eo 

( 1 )  système S u S1 u S u 12 = x(O).<X ,..., x(P)>}  dont l a  s o l u t i o n  e s t  Ë ; O P 

il e s t  c l a i r  que s i  X É V i ,  oÉ(X) = o (X) d 'où E: 

cqfd . 

Soient  M e t  M' deux magmoides décomposables, Une 1 - s u b s t i t u t i o n  a 
1 

de MT dans P(MIT) e s t  d i t e  a lgéb r ique  ssi Y p 2 0, Y u E M a ( u )  E P(M 
1 

P ' 'T lp  

e s t  un ensemble a lgébr ique .  Nous rappelons  q u ' e l l e  e s t  a u s s i  l i n é a i r e  s i  
'-b 

Y v.0 E o ( u ) ,  O e s t  une i n j e c t i o n .  

P/rapoa&Lon 6 . 1 0  Une 1-aubbW5Lon a de T(C) dam P(M'T) es* 
a&&bGque abc Y f É 1 , o ( f )  es2 un euemble a.@éb.Uque. 

Démonstration : La cond i t i on  n é c e s s a i r e  e s t  une conséquence immédiate d e  

l a  d é f i n i t i o n .  La cond i t i on  s u f f i s a n t e  découle d e  l a  p r o p o s i t i o n  6.9 e t  du  

f a i t  que T ( c )  e s t  un magrnoide p r o j e t a b l e  l i b r e .  

cqfd.  



P / ~ o p b ~ o n  6 . 1 1  La cea6be des enbembles a&éb/cique,û e,ûf Semée 

pa 7 - a u 6 ~ W o n  aQébtLique f i n é d e '  

J. 
Démonstration : S o i t  U un ensemble a lgéb r ique  i n c l u s  dans MT e t  a une 

P 
1 - s u b s t i t u t i o n  a lgéb r ique .  D'après  l e  théorème 4 .7 ,  il e x i s t e  un a lphabet  

gradué C ,  un ensemble a l g é b r i q u e  V i n c l u s  dans T ( c ) ,  un 1-morphisme O de  

?(L) dans M t e l s  que U = @T(V). On en dédu i t  que U ( U )  = u ( $ T ( v ) ) .  O r  o.@T 

e s t  une 1 - s u b s t i t u t i o n  d é f i n i e  s u r  T(C) q u i  v é r i f i e  : 

1 
si f E Ik,  @T(f)  = $(f) Mk e t  donc o ( @ ~ ( f ) )  = o ( ( ( f ) ) .  

C 'es t  donc b ien  une 1 - s u b s t i t u t i o n  a lgéb r ique  l i n é a i r e .  Aussi  s u f f i t - i l  de 

démontrer l e  r é s u l t a t  énoncé pour  l e s  ensembles a l g é b r i q u e s  de  T(C). 

S o i t  donc un système a l g é b r i q u e  S s u r  T(C) e t  V dont l a  s o l u t i o n  e s t  E 

t e l  q u ' i l  e x i s t e  XU E V t e l  que U = 
ExU 

. On peut  supposer  de  p l u s ,  d ' a p r è s  

l a  p ropos i t i on  6 .7 ,  que S e s t  s o u s  forme normale e t  qu'aucune composante 

de E n ' e s t  v ide .  

S o i t  T une 1 - s u b s t i t u t i o n  l i n é a i r e  d e  T(C) dans MT. Comme Q f É C ,  ~ ( f )  

e s t  un ensemble a lgéb r ique ,  il e x i s t e  un système a lgéb r ique  

s' = { Y  = R i  1 Y É V') s u r  MT e t  V '  - obtenu éventuel lement  comme réunion  

de  p l u s i e u r s  systèmes - dont  l a  s o l u t i o n  e s t  E t ,  t e l  que Y f E C il e x i s t e  

Yf E Y '  t e l  que r ( f )  = E' . De p l u s  il e s t  c l a i r  que Y e s t  de  même degré  
Yf f 

que f .  On cons idère  a l o r s  l e  1-morphisme ) de  ?(E v V) dans ?(Y u Y') 

d é f i n i  p a r  

ce  q u i  permet de  d é f i n i r  l e  système $ ( S ) .  Comme S e s t  sous  forme normale 

S = { X  = P R X +  CRX + TRX X É V), d'où 



S o i t  a l o r s  F l a  s o l u t i o n  du système 

S" = $ ( S )  u S I J  s u r  MT e t  V u V' ,  

Posons G = E(S1')  d é f i n i  p a r  

A 

e t  ca l cu lons  S1'(G) : 

- p o u r Y  E V 1 ,  S ~ I ( G ) ~  = U oG(u) .  Mais, pour  u c  R H c  ( W @ ? ( V ' ) ) T ,  
UER: 

- pour X c  V ,  S " ( G ) ~  = uG(PRX) + oG(CRX) + oG(TR$). 

Comme PRx c 8 ,  oG( PRx) = P% = oE(PRX) = T ( U ~ ( P R ~ ) ) .  

Comme TRX = {Yf.@ / f . 0  E TRxI, 

Enfin s i  Y c  CRX, v = XO.<X1,. . . ,X m > d'où 

Mais p a r  hypothèse aucun des  E  n ' e s t  v ide  e t  comme T e s t  une 

1 - s u b s t i t u t i o n  l i n é a i r e ,  d ' a p r è s  l e  lemme 3.15 c e t t e  d e r n i è r e  q u a n t i t é  

e s t  é g a l e  à ,... ,EX 5 )  = T ( u ~ ( v ) ) ,  d 'où oG(cRX) = T ( U ~ ( C R ~ ) )  
m 

4 

e t  S1'(GIX = r(PRX t TRX t oE(CRX)). O r  PRX t TRX + oE(CRX) = oE(X) = EX 
A 

d'où S1l(G)X = '(EX) = GX.  

A 

Ofi en dédui t  que G = sl '(G) d'où pour t o u t  Z E V u V ' ,  FZ c GZ e t  en  

p a r t i c u l i e r  F c G = T ( E  ) = i ( U ) .  
Xu Xu u 



Montrons e n s u i t e  que pour Y e W', E; c F . p a r  i nduc t ion  s u r  Y '  

1 ' approximation E ' de  El : on a b ien  E+ ( 0 )  
c Fy e t  

Comme de p l u s ,  pour Y E U ' ,  on v i e n t  de montrer  que F y c Gy = E' on a Y 

donc Ey = Fy. 

( i l  
Enfin on montre que pour  X e Y, r ( EX) c FX p a r  i nduc t ion  s u r  T (E X ) 

( i )  ou E e s t  l ' approximat ion  de E 

- pour  i = 0, = 0 e t  T ( E ~  (O))  = 0 c F~ 

( i + l )  
d 'où  T ( E ~  ) = PRX + r(TRX) + r ( o  (CRX)). 

E( 

O r  s i v  = X .< XI, ..., X > r CRX, o ( i ) ( ~ )  = E 
O m 

E m 

pour  l e s  mêmes r a i s o n s  que précédemment ; e t  d ' a p r è s  l ' hypo thèse  de  

r écu r r ence  ~ ( a  ( i ) ( ~ ) )  c FXo.<FX1,. . . ,F > = a (Y). 
E Xm F 

D'où T ( B  ( i ) ( ~ ~ X ) )  c uF(CRX). D e  p l u s  comme PRX c 8, 5 (P  ) = PRX ; p a r  
E F RX 

a i l l e u r s  r(TRX) U r ( f ) . O  = U E;f.O = 
f . OcTRX f . OcTRX 

( i + l )  
d 'où .r(EX ) c oF(PRX + TR); + CRX) = FX. 

On a donc T(U) = T ( E  ) c F . On en dédu i t  que T ( U )  = F est b i e n  
Xu Xu Xu 

une composante de  l a  s o l u t i o n  F du système a lgéb r ique  S I ' .  



Remarquons une f o i s  de p lus  que l 'hypothèse de l i n é a r i t é  de l a  s u b s t i t u t i o n  

T e s t  indispensable.  Nous verrons  au c h a p i t ~ e  su ivan t ,  comme c o r o l l a i r e  du 

théorème de dup l i ca t ion  que l a  c l a s s e  des ensembles algébriques n ' e s t  pas  

fermée pa r  1-mo~phisme non l i n é a i r e  ( c f .  a u s s i  [ y ] ) ,  un 1-morphisme non 

l i n é a i r e  é t a n t  bien un cas  p a r t i c u l i e r  de 1 - subs t i tu t ion  a lgébr ique  non 

l i n é a i r e .  

Les 1-morphismes l i n é a i r e s  é t a n t  bien évidemment des  cas  p a r t i c u l i e r s  

de 1 - subs t i tu t ions  a lgébr iques  l i n é a i r e s  on o b t i e n t  l e  r é s u l t a t  : 

Phopoa&n 6 . 7 3  La cea6ae d a  m m b t a  ~ é b h i q u u  e6X  b m é e  

parr i n t m e U n  avec un enbemble /~econna.haable, 

Démonstration : Soi t  U un ensemble a lgébr ique  i n c l u s  dans MTI e t  s o i t  S l e  
P  

système algébrique sous forme normale {X = PRX + 5 + CRX 1 X E V} su r  MT 

e t  V dont l a  s o l u t i o n  e s t  E ,  t e l  q u ' i l  e x i s t e  X E Y t e l  que U = u ExIl 

So i t  K un ensemble reconnaissable  i n c l u s  dans MT' reconnu p a r  
P ' 

l ' au tomate  A = <Q,$,s,S>. Supposons que Q a i t  k  é t a t s  no tés  el, ..., ek. 

On considère a l o r s  l t a l p h a b e t  gradué 7 = {CX,e] / X E V e t  e E QI 

où l e  degré de  CX,el e s t  é g a l  à k  f o i s  c e l u i  de X. 

On c o n s t r u i t  l e  système S 1  = {K = % + ?%% + 1 X E 71 d é f i n i  p a r  

i i 
% 

T x , e j  I = {S. (nkl  62 . . . B nkm) .vk(0) / u.0 r TRX e t  +(G)(e .  l1 , . . . ,e i m ) = e . )  1 



Si E est une partie de MT& on notera 
9' i 

'L m % % 

j 
g .,. g \ ).-yk(o) / U.O E et e = $(u)(ei y - - - y e i  ) ) *  A ( E )  l'ensemble iu.(IIk i 

1 m 

On a donc par définition PR = A.(PRX) et 5 = A. (TRX). 1 
Cx,ejJ I CX,ejl 71 i 

Soient E 
(il et E' les approxiamtions des solutions E et E' de S et 

S ' .  On montre alors par induction que Y i r O, V e j E Q, Y X E V, 

- c'est &idemment vrai pour i = O 

(il . <E' (il y . .  . ,E' (il > 
Or (i)(CR[~,e.~ 1 = 

E ' 3 n Etxo,ej I ixl,el1 [xnYekl 

qui est égal, d'après l'hypothèse de récurrence, à 

(il (i))> = 
On montre a1oi.s aisément que A. (E( 1. <A1( El 1,. . . ,Ak(En 

3 x, 
U 

A.(E(~),<E~~), . . ., E(i)>). En effet cette égalité découle de 
Xo n 

(il ), 'L A.(:.O).<A~(E:~)),. .. , A ~ ( E ~  = A. (u.o.<E~ (i) , . . . , E(i)>). 
3 3 n 

Le premier de ces deux ensembles est égal à 



e t  l e  second à A .  ( u .  <E 
( i l  ( i l  

3 O ( l ) * O ( s )  = 
'L '-b '-b 

8 , . . @ ) .vk(<Ol,. . . 'Os?) / {u.(vl  8 , . . e vx).(nk 

'L 
i 
1 

i 
'L ( i l  'L '-b 
v  . O .  E E 

j  I O(j )  
e t  $(u . (v l  8 ... @ v s ) ) ( e  ,... e  r, = e . )  3 = 

On en déduit  que a (CR i C X , ~ . ! )  I = 

I l  en r é s u l t e ,  par  passage à l a  l i m i t e  que 

e t  donc que pour t o u t  j  s k  e t  X E V ,  A j  (5)  e s t  un ensemble a lgébr ique  

de M T ~ ~ ~ (  On considère a l o r s  l e  polynôme 

W = < W l Y l , .  . . y W l , k y W 2 , 1 y . .  . , W Z y k , . .  . y W p , l , .  . . ,W > de P ( M T ) ~ . ~  d é f i n i  p a r  
P ,k P  

j i I{"l si  ïï . s ( l , p )  = e j  
W .  - P 

1 , j  - 2 0 s inon.  



D'après l a  proposi t ion  6.9., pour t o u t  j 5 k 

A.(U).W = A . ( E  ) . W  e s t  un ensemble algébrique.  
1 xu 

'L . / 3 i . . ,  i t q  $ ( u ) ( e i  ,..., e ) = e e t  n o ( e ) . s ( i , p )  = e 
9 1 i u , O € U  9 j  P 

On en déduit que U n K = A.(U).W e s t  encore un ensemble a lgébr ique .  

cqf d . 

Nous avons donc montré que l a  c l a s s e  des ensembles a lgébr iques  e s t  

fermée par  1-morphisme l i n é a i r e  e t  par  i n t e r s e c t i o n  avec un ensemble 

reconnaissable - p r o p r i é t é s  d é j à  connues dans l e  cadre de l a  t h é o r i e  

c l a s s ique  des langages d ' a r f i e s  - a i n s i  que par  1 - subs t i tu t ion  a lgébr ique  

l i n é a i r e .  Ainsi que nous l ' avons  dé jà  s i g n a l é ,  l e  problème de l a  fermeture 

p a r  1-morphisme non l i n é a i r e  - r é s o l u  négativement dans l e  cadrk de l a  

t h é o r i e  c l a s s ique  des a r b r e s  pa r  Arnold e t  Dauchet C71 s e r a  t r a i t é  au 

c h a p i t r e  su ivan t ,  a i n s i  que c e l u i  de l a  fermeture par  k-morphisme quelconque. 

I l  r e s t e  enfin à examiner l e  problème de  fermeture par  morphisme inverse ,  

r é s o l u  négativement par  Arnold e t  Dauchet Cl21 dans l e  cadre  de l a  t h é o r i e  

c l a s s ique  des a r b r e s .  C 'es t  l ' o b j e t  p r i n c i p a l  du c h a p i t r e  su ivan t .  
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CHAPITRE VI1 

Il a été démontré dans C121, et nous redémontrerons plus loin, que 
1 la classe des ensembles algébriques de T(C)O n'est pas fermée par morphisme 

inyerse. Or de même qu'en théorie des langages un morphisme inverse peut 

être obtenu en composant un morphisme alphabétique inverse, une intersection 

ayec un langage reconnaissable et un morphisme, un 1-morphisme linéaire 

inverse entre deux magmoïdes projetables libres peut être obtenu par un 

demarquage inverse suivi de l'intersection avec un ensemble reconnaissable 
et - à peu de choses près - un k-morphisme linéaire. Comme la classe des 
ensembles algébriques est fermée par démarquage inverse - nous le 
démontrerons - et par intersection avec un ensemble reconnaissable, on est 
ramené à étudier la fermeture des ensembles algébriques par un k-morphisme 

linéaire. Or 1' image par un k-morphisme de T(C) dans T( A) d'un ensemble 

algébrique de T(C) peut être considérée comme un ensemble algébrique de 

kdil T(A) ou plus exactement k-di1 T(A) DT. On définira ainsi, une nouvelle 

famille d'ensembles inclus dans T(A), les ensembles k-algébriques, qui 

contient celle des ensembles algébriques dont nous étudierons les propriétés. 

Dans tous ce qui suit, tous les magmoïdes décomposables que nous 

utiliserons seront de la forme ?(c) ou k-di1 T(C) D, où C est un alphabet 

gradué. Nous désignerons par a l g  et rat les familles d'ensembles algébriques 
et rationnels inclus dans un magmoide projetable libre finiment engendré. 



1, ENSEMBLES ALGÉBRIQUES ET DÉMARQUAGES INVERSES 

Soient  c e t  A deux a lphabets  gradués f i n i s .  Un 1-morphisme LI 

de T(C) dans T ( A )  s e r a  appelé  démarquage s i  V f E Z 

~ ( f )  = g.0 où g E A e t  où O e s t  une i n j e c t i o n  de Cd(g)l dans[d(f) l  

S i  k e s t  un e n t i e r  s t r i c t ement  p o s i t i f  e t  s i  i E Ck], a l o r s  pour 

n 2 0, e s t  1 élément de qn déf i n i  induct  ivement par  

Les deux r é s u l t a t s  s u i v a n t s  sont  démontrés pa r  Dauchet CD]. 

PtropoaWon 7.1 Soient z cd A deux alphabu2 gtLadué6 d i &  at 4 
un 1 -mohp&me RinEaine de T( A ) dan6 T( 1 1. keoh.4 a a b t e  un &phab& 

grradué 6.ini r , un d ématrquag e de T ( r ) davu T ( r ) , un k-mohpkibme Rinéaihe 
1 

$ de T ( r )  dan6 T(A), et V n 2 O un enhmble *econ&~able Kn de T(r In  

que pouil *O& U T<L>:, 4-'(u> . nken = n:.+(p-'(u) n K ~ > .  

P m p o ~ W o n  7 . 2  Soient c,  A ,  r & o h  alphabath g a é b  d i & ,  
4 un h-mot~phl.Ame Rinéahe de ~ ( c )  dam T ( A ) ,  p un dhmquage de T ( r )  

dan4 T(A) i un en t im  indétUeuh ou égal a k. Abh.4  d? e h t e  un 

&phabet g/radué d i n i  n, un démahquage LI' de ~ ( n )  dan6 l ' (cl,  un 

k.kf-rnohpki6me Unéaihe $ de T(n) dan6 T(r), et p o u  ;&UA n 2 O un 
i 

eridemble heconnaibsable K~ indu6 dan6 T(Q )A t& que V u E T (  L 1:. 
-1 1 - 1 u t o u  (nk.+(u)).n::kn = n i k f  .$(LI< ( u )  n K,). 

Le lemme technique q u i  s u i t  exprime une p r o p r i é t é  c a r a c t é r i s t i q u e  

des  démarquages. 



L m e  7 . 3  Soient ç et A deux alphab& gmdué6 & i n i ~  et 
u un d9ncvr.quage de T(Z) danh T(A). S o a  w wppantenant à T(L)~ td 

'L 'L 1 1 
P(W) = ue<ul ,..., u >. A e o ~  ie e x h t e  wo E ?1((~)~, w1 ,..., w E T(E),, une m P 
i n j e d o n  O de Cm1 d a ~  [pl que 

'L 'L 'L 
w = w0.<w1, ..., W 5 ,  u(w0) = U.O et ui = P(w~(~)). 

P 

'L % 'L 
Démonstration : Supposons qu'on ait trouvé wo tel que u(wo) = u.0. Comme un 

démarquage est un 1-morphisme linéaire, O est bien une injection et on a 
'L 'L 

P(W) u.O.<u(wl),. . . ,p(w )> U.<P(~ 
P 

O(1)),-** 'L y~(~O(m))> 'L d'où ui 1~ = u(w~(~)). 
11 suffit donc de montrer l'existence d'un wo tel que u(wo) = u.0, ce qu'on 

1 va démontrer par récurrence sur la taille de W. 

i i i Si taille (w) = O, w = nn, d'où V(W) = nn = Idl.nn. Alors nécessairement 
'L 'L 
u = Idl et on prend wo = Idi. 

'L 2, 
S i  taille (w) 2 1  alors si taille (u) = O, u = Id et comme 

'L 
1 

on prend wo = Idl, sinon on écrit w sous la forme f.wl. On a alors 
% 

u(w) = p(f).p(wl = U.<U1,. . . ,u 2. m 

i Si p(f) = on a ~ ( w )  = p(ni.w' ) d'après l'hypothèse de récurrence 
i 'L P ' ' L P ' L  

ïi .wl = w;.<w~, ..., wAI> avec p(wg) = u.0. On pose alors 
P a0 = f ( Idi-l 6) w; B Idp-i). On a alors 

'L 'L 'L 
IJ(W,) = ni.(1di - B W; B Idp_i) = O. 1-r B W; B Op-i = u.(O 2-1 8 @ Opmi et P 

'L 
Si u(f) = g-O, alors p(w) = g.u(O.w1) et comme taille (u) 2 1, 

'L 'L 'L 'L 
u = g.(ul B ... 8 u ). On a alors ~(@.w') = (ul B ... 8 u ).<u1, ...,%>.= 
'L 'L i 'L 9 9 
<U1.v1, ..., u .V > et donc Ji 0.w' = u..v.. On applique alors l'hypothèse de 

9 9 q 'L 1 1  'L 'L 
récurrence, ce qui donne lll.O.w' = w .w! avec ~(w.) u..@.. On pose alors 

9 i 1 1 'L 1 1  
wO = f.(tl B ... B tr) avec 

5 $j si O(j) = i - ti - 
) ldl sinon 

'L et on démontre comme précédemment que wo est l'élément cherché. 



P/~opoaLxXon 7 . 4  Soi2 ii un dhcu~quage de T(z )  dans T(A) et baient 
1 u P ( T ( A ) ) ~ >  v = <v,,.. . ,V > P ( T ( A ) ) ~ .  A~OM ~ " ( u . v  O ol) = 

P - - 1 1 
Ii ( U  Q 0 . ~ ~  B O 1 ,  (V P @ O,), T(Z)q+17q 

Démonstration : Comme U .V @ O1 = U (u.V B 01), 
uEU 

- 1 - 1 
p (U.V 6) 01) = u ~i (u.V B O,) ; d ' a u t r e  p a r t  

UEU 
- 1 - 

p (U O 01) = U "(u 63 01)  Il s u f f i t  donc de montrer l e  r é s u l t a t  dans 
u€U 

'L 
l e  cas  où U n ' a  qu'un s e u l  élément u.0. 

'L 
On a a l o r s  u.0.V 8 O - 

1 - 
'L 'L 

u*<VO(l),- > Q O1 = u.<V ~ ( 1 )  o 1 > - . ~ v  ~ ( m )  '1' 

-1 'L 'L 
d'où IJ (u.0.V 8 01) = {v/p(v) = u.<v, ,..., v .  e t  vi E VO(i) 8 O11. m 

On désignera ce t  ensemble p a r  A 

-1 'L -1 - 1 1 
e t  ii (U.@ 6) O1).<p (VI 8 01) ,... (U B O1)yT(Z)q+l> = 

P 
'L 'L 'L I W ~ < W ~ ~ . . . ~ W  k > / p(w.0') = u.0 B O1 e t  u(wi) E V O'  ( i l  8 O1 s i  O 1 ( i )  r p l  

qu'on désignera pa r  B. 

Montrons d'abord que B c A ,  

'L 
En e f f e t  s i  w . i w l , .  . . ,wk> E B ,  

'L 'L 
P ( w * < w ~ ~ * .  'Wk>) = P(W) . < v ( w ~ )  . yV(wk)> E 

'L 
p(w).ol .<VI 8 ol,. . . 'V 8 01' 

1 
P T(Z)q+l> = 

'L 
p(w.O1).<V1 O O l Y . . .  'V 8 O 

1 
P 1' T(Z)q+l> = 

'L 1 - 
u * ( o  8 O1)*<V 1 8 O1. .  . ,V 8 O l Y  T(Z)P+l - 

P 
'L 'L 
u*O.<V1 8 O 1 y . * . y V  8 01> = u.0.V 8 O1. 

P 

5 -1 a 
On en déduit que s i  w E B ,  p(w) E u.0.V 8 O1 d'où B c p (u.0.V 8 01) = A .  

Montrons e n s u i t e  que A c B. 



'L 
En effet si v E A ,  p(v) = u.<vl, ..., v > où vi m '~(i) 8 O1. D'après 

'L 'L 'L - 
le lemme 7.3, v s'écrit donc vO.<w l,.. . ,W ' avec ii(vo) = U-O où est n 

une injection de Cm] dans [nl et où vi = P(W~(~)). On définit alors 

l'application Ô de Cnl dans Cm+ll par 

5 l'unique j tel que O( j) = i s'il existe 
0(i) = 

m+i sinon 

On a alors o. 5 = Id B O1 et comme m 

% 'L - 
Posons O' = 0.(0 B Idl) ; on a donc bien p(v0.O1) = p(vo.O).(O B Idl) = 

i 2, - 
(U B O1).(O B Idl) = u.0 B O1. Et d'autre part, si O1(i) s p, alors O(i) 5 m. 

On a donc ~i(é(i)) = i et donc wi - - WO(~(~)). Par définition vi = p(w~(~)) et 

donc v- - 
~ ( i )  - ( w ~ ) ) )  = p(wi) et comme vi E V @(il '13 

- 'L 

'(w~) Vo(6(i)) o1 - VOYi) O O1. On a donc bien v = ~ ~ . < w ~ , . . . , ~ ~ ~  B. 

cqfd , 

La présence du O1 dans l'énoncé de la proposition ci-dessous n'est pas 

-1 -1 -1 gratuite : en effet on n'a pas p (U.V) = p (U).p (V), comme le montre 

l'exemple ci-dessous.Par contre on pourrait montrer que 

- 1 - 1 p (u.v) = p '(u @ O~).<~-'(V), T(E)~>. La raison pour laquelle nous avons 

choisi un énoncé un péu plus compliqué est tout simplement que c'est celui-là 

dont nous aurons besoin par la suite. 

Exemple 7.5 Soit C = {f,a,b) ; A = {g,a) avec d(f) = 2, d(g) = 1, 

d(a) = d(b) = O, et soit p défini par ! 



Posons U = 1 ; g l )  e t  V = {<O;a>). 

1 1 - 1 
On a a l o r s  P-'(u) = {f.<nl,v> / v r T ( E ) ~ I .  1i (V) = Y. 

-1 1 
U.V = ( < ~ ; g ( a ) > )  ; v (U.V) = {f.<a,v> / v E T ( c ) ~ )  e t  

- 1 - 1 1 
p (U).p (V) = {f .<a ,v> / v E T ( c ) ~ . ~ ) .  On v o i t  donc que 

- 1 - 
P ( u ) . P - ~ ( v )  2 P '(u.v). Par con t re  P"(U B 01) = 

1 1 
{f.<n2,v> / v r T ( L ) ~ I  e t  P-'(u 8 O ~ ) . < U  -~(V) ,T(L) :>  = 

1 1 - 1 
{f .<a ,v> / v E T ( E ) 2 . < a , ~ ( E ) O > )  = (u.V)* 

I l  e s t  b ien  connu [811 dans l a  t h é o r i e  c l a s s ique  des  langages d ' a rb res  

que l a  c l a s s e  des ensembles a lgébr iques  e s t  fermée pa r  les inverses  de 

démarquages p a r t i c u l i e r s ,  à s a v o i r  ceux t e l s  que p ( f )  = g. Le r é s u l t a t  a 

é t é  étendu aux démarquages quelconques pa r  Arnold e t  Dauchet dans C121. 

Nous en donnons ci-dessous une nouvelle  démonstration. 

Théokème 3.6  SoLt p un démahquage de T ( L >  dam T ( A )  et ~ o L t  

u un m m b l e  c@Zbhique de T(A):. A l o u  p - ' ( ~ )  ut un en6embLe & é b ~ q u e  

Démonstration ; S o i t  Ç = {X = PRX + CRX + TRX / X r V I  un système algébrique 

sous forme normale s u r  T(A) e t  V ,  dont l a  s o l u t i o n  e s t  E ,  t e l  q u ' i l  e x i s t e  

XU E V t e l  que U = 
* 

-1 
Pour chaque f . O r u TRX, p ( f .  O 8 01) e s t  un ensemble reconnaissable  

xrv , 
I 

donc algébrique ; il en e s t  de même pour T(E)d(X)+l, e t  pour chacun des 

-1 i 
P (" % O1) t e l  que JI: E U P+ I l  e x i s t e  donc un système a lgébr ique  

XEV 

S' = {Y = R; / Y r V dont l a  s o l u t i o n  est E' t e l  que 

- 1 
V '  t e l  que E '  = p  ( f .OBO1)  

x rv Yf .O 

Y ni e U  PR^, 3 r V I  t e l  que E+ 
-1 i = tnm e ol) 

XÉV i ,m 



1 
X r V ,  3 Ix r V '  t e l  que E l  = T(E)d(X)+l- 

yx 

On suppose a l o r s  que l e  degré de chaque symbole de V e s t  augmenté de 

1 e t  on pose 

On considère a l o r s  l e  système a lgébr ique  

- 
S" = S' u {X = PRX + TR~ t Ci$ / X E Y], dont l a  s o l u t i o n  e s t  E u .  

On pose a l o r s  G E E(S") d é f i n i  p a r  

A 

e t  ca lculons  S"(G) : 



d 'après  l a  proposi t ion  7 .4 ,  ce  de rn ie r  ensemble eSt  égal  à 

- - 1 
d'où oG($) = (oE(C%) 8 0 1 )  On en dédui t  que S''(G)X = 

I l  en r é s u l t e  que V Z E V u V ' ,  EZ c GZ c ' e s t - à -d i re  EY c E; pour 

- 1 
Y E V '  e t  E X c p  ( E x 8 O 1 ) p o u r X ~ V .  

Réciproquement, montrons d'abord que s i  Y E V ' ,  E; c E" Y pa r  induction 

s u r  l 'approximation El  de E ' .  On a b i e n  0 = E; (O) c E; e t  

i+l) 
= o (R;) c oEIl(R;) = Ey. D'où pour Y E V ' ,  E; = Ey.  

E l  ( i l  

Montrons ensu i t e  pa r  induction s u r  l fapproxirnat ion E ( ~ )  de E que 
- 

-l (O) 8 O1) = ,,-l(g) = gj c E;. II '(EX @ 01) c E;1. On a d'abord p (EX 
( i + l )  - Ensui te  EX - P% + TRX t u ~ ( ~ ) ( C % )  d'où 

- 1 
r i - l ( ~ ; ~ + l )  O 01) = ,.l (P% B 01) + r i - l ( ~ %  8 01) + ri-l(o (i)(C%) e 0,). 

-1 i 
E 

-1 or  ri  PR^ 8 ol)  = IJ ri ( \  8 o1), e t  
n;rpRX 

-1 i -1 
ri ("BOl) = E f i  = E l 1  d l o ù p  (PRXBO1) = o E l , ( q ) . D e l a m 8 m e  

i ,m 'i ,m 
- 1 

fason,  on montre que p (5 d 01) uEll (-%). Enfin s i  

X' .<x l¶ .  . . ,X m > r ci?Xy o ( ( X I  .<xl ,.. . ,xrn>> = EX' * < E ~ ~  , .. . ,E:~)> e t  
( i l  (il 

i )  m 

- 0  ( X 1 . < X  ,,..., X .) O 01) = ,, -1 ( i )  (i!  
(EX' *<EX1 , . . . ,E:~)> 8 01) = , ( i )  m m 

V-'(E;:) 63 01) .<ri 
1 

O O1)>. . . , p - l ( ~ i i )  @ 01) T(z)d(X)tl> . 
rr) 

D'après l 'hypothèse  de récurrence ,  c e c i  est i n c l u s  dans 

1 1 
.T(= )d(X)+l> Or T ( z ) à ( ~ ) + l  

El . = El1 EX, .<El1 ,...,EX - d'où, 
1 m .  'd(x) 'd(x) 



- 1 
LI (0 (i)(X' *<X1,. . . ,Xm>) @ ol)  C Ez, . < E i  , . . . ,EX ,Et' > = 

E 1 
- -1 ?d(X) 

uE1l(X' * < X I ,  ,Xm,Yd(X)) e t  donc LI (uE(.) 

-1 ( i + l )  
11 en r é s u l t e  que p 

(EX 8 01) C uEII(P%) + o E i l ( ~ ~ )  + uEil(C%) = E;. 

- 1 
On o b t i e n t  a l o r s  que pour t o u t  X E 8, LI (EX 8 01) = EX e t  est donc un 

-1 ensemble a lgébr ique  ; en p a r t i c u l i e r  pour X = XU,  U = e t  donc p (U @ 01) 

e s t  un ensemble a lgébr ique  de T ( z ) '  e t  donc a u s s i  
n+ l  

-1 1 n n - 
V = JI (U Q O1). < R n , .  . . ,n ,n > . S i  on montre que V = LI ' (u) ,  on a u r a  b ien  

n n 
-1 montré que LI ( U )  e s t  un ensemble a lgébr ique .  

Pour que V = I.I-'(u) il s u f f i t  donc que V u E U l 'ensemble 

- 1 1 n n -1 
A = ~i ( U  8 O l ) * < n  n ' . . . , R n , n n >  s o h  éga l  à l 'ensemble B = p (u) .  

-1 
S i  v E LI ( u )  a l o r s  p(v)  = u e t  donc p(v  8 01) = u 63 01, d'où 

- 1 n n v e O, E p l ( u  e ol) e t  (V O ol).<nn ,..., n ,n > = v.ldn = v E A. 
n n 

1 n n Réciproquement, s i  w = v.<n . . . ,Ti ,Ti > avec p(v)  = u Q 01, a l o r s  
n n n 

1 n n -1 
LI ( w )  = u 63 O1. < T i n , .  . . ,n ,n > = u e t  donc w E p (u)  = B,  ce  q u i  achève 

n n 

l a  démonstration. 

cqfd.  



Nous a l l ons  donner maintenant l'exemple fondamental que nous a l l ons  

retrouver par  l a  su i t e .  

Exemple7.7 S o i t L ' = ( b , b l , b 2 , a , # )  avec 

d(b)  = d(bl) = d(b2) = 2, d ( a )  = 1 e t  d(#) = 0. 

Soit  h(c,b,a,b) avec d(c )  = 3 , d(b)  = 2, d(a)  = 1, d(#)  = 0, 

Considérons l e  système algébrique sur T(C) 

qui s ' é c r i r a i t  encore dans l ' é c r i t u r e  t r ad i t i onne l l e  

On pose An = (bl(b2(am(#), am(# ) ) ,  an(#) )  / 0  5 5 n}, 

1 
B déf in i  par  B1 = b = <2;b(xl,x2)> s ?(bl2 

P  

La composante Xo de. l a  solut ion de S e s t  a l o r s  F = U F 
p> l  p.n' 



Considérons maintenant l e  1-morphisme l in l i a i r e  $ de T ( A )  dans T ( C ) 

d é f i n i  p a r  

Posons A: = {c(am(#) ,  a m ( # ) ,  an (# ) )  / 0 5 m 5 

Alors $-'(FI = F' e t  cependant nous verrons  que F' n' est pas algébrique.  

Considérons maintenant l e  2-morphisme l i n é a i r e  + d é f i n i  p a r  

On montre d'abord par  récurrence  que 

n +(an)  = <2; a (xl),#> ; 

n + l  en e f f e t  c ' e s t  v r a i  pour 1 e t  $ (a  = + ( a n ) * + ( a )  = 
n <2; a (x1),#>.<2; a(xl) ,#> = <2; a n+ l  (xl)>.  D'OÙ +(an#) = 
n <2; a ( x l ) O ;  = <2; an(#),#>.  D'autre p a r t  +(bl(bî @ I d ) )  = 



On a donc $(An) = { a , # '  / u E A:). 

Enfin on montre par  r écur rence  que $ (B ) = ( B  B # )  . II:82P. En e f f e t  
P P 

1 1 
$(BI) = $(b)  = 4; b ( x  ,x ),#> = (b  8 #).(II2 B Il2) e t  1 3  

1 
11 en r é s u l t e  que $(FI = {<u,#z / u E F ' )  e t  donc que F' = n2.$(F). 

Mais $ peut ê t r e  considéré comme un 1-morphisme de ?(b)  dans l e  magmoide 

2-di1 T(A)  e t  donc dans l e  magmoide décomposable 2-di1 T(A)D. $T(F) est 

a l o r s  un ensemble a lgébr ique  de 2-di1 T(A) DT. Comme l a  r e s t r i c t i o n  de 

1 1 1 1 2 
$T à ? ( z ) ~  q u i  envoie ?(El0 dans 2-di1 T(A) D g  = 2-di1 T(A)O = T(A)O 

s ' i d e n t i f i e  à l a  r e s t r i c t i o n  de  $ à ?(E ):, e t  comme 

1 
F c T(EI0 = ?'(E):, $T(F) = $(F)  ; on e s t  donc en d r o i t  de cons idérer  que 

J. 
F'  = I12.$(F) est b ien ,  dans une c e r t a i n e  mesure, algébrique.  C 'es t  de  t e l s  

ensembles a lgébr iques  que nous a l l o n s  d é f i n i r  maintenant. 

1 

Rappelons que t o u t  élément v de k-di1 T(2) D< s ' é c r i t  de façpn unique 

1 1 Cu;Ol avec u E k-di1 T(E) Dm = k-di1 T(Z)m e t  0 E <. Mais comme 

1 k k km 
k-di1 T(EIm = T(ZIkm, u appar t i en t  a u s s i  à T(2) e t  comme vk(0) Qkn, km 

on peut a s s o c i e r  à v l ' é lément  u.vk(G) e T(E) :~  ce  q u i  é t a b l i t  une a p p l i c a t i o n  

1 k 
n a t u r e l l e  de k-di1 T(E) DTn dans T(Z)kn. Réciproquement t o u t  élément de 

k 
T(EIkn peut ê t r e  considéré comme é t a n t  de l a  forme u.vk(0) e t  donc a s s o c i é  

à un élément de  k d i 1  T(Z) DT' ; mais dans c e  sens  l 'é lément a s soc ié  n ' e s t  
n 

pas unique. 

Nous d i r o n s  qu'une p a r t i e  U de T ( E ) ~  e s t  un ensemble k-algebrique 

( re sp ,  k- ra t ionnel )  s ' i l  exCste un ensemble a lgébr ique  e esp p. r a t i o n n e l )  



V de k-di1 T(L) D< t e l  que u.JIF = ~JI;.v.v,(o) / [v;03 r V I -  

L a  r a i son  de l a  présence du npn e s t  l e  f a i t  que d'un cô té  U e s t  i n c l u s  

1 1 1 
dans T(L) e t  que d ' a u t r e  p a r t  {Ilk.v.vk(0) / [v;01 r VI e s t  dans T(Llkn. 

n 

Pour pouvoir l e s  comparer il f a u t  les ramener à une f i b r e  commune. On a 

c h o i s i  c e t t e  méthode par  analogie  avec l e s  r é s u l t a t s  des  proposi t ions  7 .1  

e t  7.2 où l e  même problème s e  p o s a i t .  

Exemple 7 .8  Reprenons l 'exemple 7.7 e t  posons pour t o u t  symbole f de 1, 

1 3 = $(f) r 2-di1 T(A) Dd(f).  On considère a l o r s  l e  système a lgébr ique  s u r  

2-di1 T(A) DT 

i où les t o r s i o n s  ïï sont  i c i  c e l l e s  du magmoide p r o j e t a b l e  2-di1 T(A) DT. 
P 

I l  e s t  c l a i r  que l a  s o l u t i o n  de ce  système e s t  $T(F), qu i  est un 

1 1 
ensemble a lgébr ique  de 2-di1 T ( A )  DTo. S i  u r T(CIO, $T(u) = [ $ ( ~ ) ; 0 ~ ] -  

I 
O r  on a vu ci-dessus que u r F' ssi il e x i s t e  v r F t e l  que u = I12.Y(v) ; 

l e t  donc ssi il e x i s t e  [w;O01 r $T(F) t e l  que u = i i2.w. Mais s i  u E F; 

1 
u E T(A)O e t  u = u.H ; de même s i  Cw;OO1 $T(F), u r 2-di1 T ( A ) ~  = 2 

2 
T ( A ) ~  e t  v ( O  ) = O O  d'où w = w.v (O ). On en dédui t  que u r F'  ssi il e x i s t e  2 O 2 O 

1 [w;O01 E $T(F) t e l  que u.Il:'O = Ji,.w.v,(O) ; e t  comme $T(F) e s t  un ensemble 

a lgébr ique  de 2-di1 T(A) DT, F' e s t  un ensemble 2-algébrique de T(A). 

I 

Les deux exemples ci-dessus i l l u s t r e n t  a u s s i  l a  c a r a c t é r i s a t i o n  su ivan te  

des ensembles k-algébriques e t  k- ra t ionnels .  



Thgosème 3 . 9  Une pahtie u de T ( A ) ~  es t  un membte k-okg8bLque 

( k a p .  h-nationnet) b b i  Lt e>ubte un utphubat g u é  d i n i  r ,  un enbembte 

a.tgZbhique v de T ( z ) ~ ,  un fz-mokpkisrne $ de T(C) dam T(A) tee6 que 

Démonstration : C o d ~ ~ i o ~ - ~ ~ c g s s ~ i ~ g  

I 
S i  U e s t  un ensemble k-algébrique de T ( A ) ~ ,  il e x i s t e  un ensemble 

algébrique W de k-di1 T(A) D< t e l  que 

Mais d ' ap rès  l e  théorème 4.7,  il e x i s t e  un alphabet  gradué f i n i  C f ,  

un 1-morphisme $ '  de ? ( L ' )  dans k-di1 T(A) D e t  un ensemble algébrique V '  

1 de T(L'), t e l s  que W = $'T(V1),  c 'es t -à-d i re  que 

2, l8n  - 
W = { [ $ ' ( ~ ) ; O ]  / v.0 Vt}. On en dédui t  que U B rik - 
1 2, 2, {nk.+ ' (v) .vk(o)  / V.O V I } .  

Mais s u r  ? ( r i  )' O '  e s t  un 1-morphisme dans k-di1 T(A)', qu'on peut 
P ' P 

1 
i d e n t i f i e r  à un k-morphisme de ? ( C )  dans T ( A ) ~  e t  é tendre  en un 

P kp 
2, 1 

k-morphisme noté  $ <  de T(L) dans T(A). On a a l o r s  s i  v.0 E T(Z'ln, 

2, 'L lBn 1 'L <L 1 
$ ' (v .0 )  = $'(v).v,(O) d'où U B Tik = {nk.+'(v.O) / v.0 r V') = IIk.$'(V'). 

Condition s u f f i s a n t e  .................... 

Soi t  $ un k-morphisme de  T(C) dans T(A) .  On en dédui t  un 1-morphisme OT 

2, 'L 
de  T(C) dans k d i 1  T(A)QZ'et a l o r s  cbT(u.0) = C$(u) ;O]. S i  V e s t  un ensemble 

algébrique de  T(L);, d ' ap rès  l e  théorème 4 .7 ,  W = $T(V) e s t  un ensemble 

algébrique de  k-di1 T(A) DT. On a a l o r s  

1 1 % 'L 1 nk +T(v) = {nk.$(u) .vkto)  / u.0 E V I  = tnk.w.Vk(o) / C W , O I  E WI. 



La démonstration s e  f a i t  de l a  même fason pour l e s  ensembles r a t i o n n e l s  

en remplaçant l e  théorème 4.7 pa r  l e  théorème 3.20. 

Cqfd e 

Remarque : Dans l e  c a s  p a r t i c u l i e r  où on ne considère que des p a r t i e s  de 

1 
T(AIO, c ' e s t - à -d i re  des  ensembles "d 'arbres sous var iables" ,  ,f'O = O. 

d'où u 63 n'@O = u e t  l a  c a r a c t é r i s a t i o n  de U donnée p a r  c e  théorème e s t  
k 

On d i r a  qul un ensemble k-algébrique ( re sp .  k- ra t ionnel )  e s t  1 i néai re 

s i  l e  k-morphisme du théorème 7.9 e s t  l i n é a i r e .  On remarquera, compte t e n u  

des démonstrations du théorème 7.9 e t  du théorème 4.7 ( r e sp .  3 .20)  qu'un 1 
ensemble k-algébrique U e s t  l i n é a i r e  ssi il e x i s t e  un système a lgébr ique  s u r  1 
k-di1 T(E) DT t e l  que tous  les éléments de k-di1 T(E) D; : k-di1 T(E) 

f i g u r a n t  dans ce  système s o i e n t  l i n é a i r e s ,  e t  t e l  q u ' i l  e x i s t e  une composante 

V de l a  s o l u t i o n  de S t e l l e  que u E U ssi il e x i s t e  C V , O ]  E V t e l  que 

On notera  

k-alg l a  c l a s s e  des ensembles k-algébriques 

k-alg- l i n  I I  

k - ra t  I I  

k - r a t - l i n  11 

Alg-l in = U k-alg-l in,  
k>l 

Rat = U k-ra t  - 
k>l- 

Ra t - l in  = U k - r a t - l i n  
k>l 

I l  11 l i n é a i r e s  

II  k - ra t  ionnels  

II  I l  l i n é a i r e s  



Les i n c l u s i o n s  su ivan te s  s o n t  t r i v i a l e s  

V k 2 l  k - r a t - l i n  c k- ra t  c k - a l g  

k- ra t - l in  c k-a lg- l in  c k-alg 

Rat - l in  c R a t  - c Alg 

Rat- l in  c Alg- l in  c 9 

Rappelons que e t  - ra t  son t  l e s  c l a s s e s  d'ensembles a lgéb r iques  e t  

r a t i o n n e l s  de  T(C). Comme T(C) e s t  t r i v i a l e m e n t  i n c l u s  dans 

1 - d i 1  T(C) DT = T(C) DT 

alg c 1-alg 

r a t  c 1-rat - 

D e  p l u s  s i  $ e s t  un k-morphisme ( l i n é a i r e )  de T(C) dans T(A) on cons idère  

l e  k+l-morphisme ( l i n é a i r e )  $ '  de  T(C) dans T ( A )  d é f i n i  p a r  

Y f E  C $'(f) = ( $ ( f )  8 Id l )  
P 

' Y ~  où V p  2 0,  y  P  e s t  l ' a p p l i c a t i o n  de  

Ckp+lI dans C(k+l)p] é g a l e  à en1 
k  =k+2 2k+l 

(k+ l )p '  . y n  ( k + l ) p '  ( k + l ) p 9 '  ' ' n ( k + l ) p 9 *  

Commey e s t  une i n j e c t i o n ,  s i  $ e s t  l i n é a i r e ,  $' e s t  l i n é a i r e .  On montre 
P  

1 
a l o r s  par  r écu r rence  s u r  l a  t a i l l e  de u  E T(C), que 

Qm 
Idk Q O1 $ ' ( u )  = $(u ) . ( Idk  Q 01) . En e f f e t  

i ( k + l )  ( i-1 )+1 S i  u  = Q, $'(u) = <n(k+l)m ,. .. , I l  ( k + l ) ( i - l ) + k + l ,  et 
( k t l ) m  

O(u)  = k ( i - l ) + l  k i  
<nkm , . . , km > d'où 

(Idk B O1).$'(u) = <n k ( i - l ) + i  k i t i - 1  &Tl 

(k+l)m 9 ' * * 3 n  ( k + l  )m > $ ( u ) . ( l d k  Q 01) . 



1 1 l@n - l8n ~t comme nkfl = nk. ( ldk ol), nk+, - Jik . (ldk B o~)'~, 

d'où 1 1 
nk*$(~)*(Idk @ ol)@n = + , et donc conme (Idk ol) 

8n 

est une injection, 

Il en résulte que tout ensemble k-algébrique (resp. k-rationnel) (linéaire) 

est aussi k+l-algébrique (resp. k+l-rationnel) (linéaire). D'où les inclusions 

k-alg c k+l-al& 

k-rat c k+l-rat 

k-alg-lin c ktl-alg-lin 

ktl-rat-lin k-rat-lin c 

Ptropoa& n 7.7 0 L'image pm un 3-rnotrpurne (LLnéaihe) d'un enbemble 
h-a&éb.rUque ou h-donnet (finéuhe) ut un ensemble h-aegéb@ue ou 

1 Démonstration : Soient U un ensemble k-algébrique linéaire de T(AIn et 

$ un 1-morphisme linéaire de T(A) dans T(r).  a après le théorème 7.9, il 

existe un k-morphisme linéaire $ de T(C) dans T(A), un ensemble algébrique 

1 V de T(L), tels que 

l8n - 1 u s nk - nk.+(v). 

l@n - l@n 1 1 On a donc $(') @ nk - $(u 8 nk ) = $(T[k.((V)) ' nk.$($(v)). OP $.) 

est encore un k-morphisme linéaire ; donc $(U) est un ensemble k-algébrique, 

La démonstration serait exactement la même dans les autres cas. 

cqfd 9 



P t o p o ~ ~ o n  7.7 J L a  U 4 e . A  k-alg;, k-alg-lin, k-rat, k-rat-lin 

h o n t  dUtmée4 pah inimec;tian avec un ensemble teco&aable. 

Démonstration : Démontrons ce résultat pour la classe k-alg-lin- 

Soient U un ensemble k-algébrique linéaire de T(A)~, et K un ensemble 

reconnaissable de T(A)'. D'après le théorème 7.9, il existe E, un k-morphisme 
n 

linéaire + de T(E) dans T(A) et un ensemble algébrique V de T(Z)~ tels que 

Considérons alors l'ensemble reconnaissable 
- l8n 1 1 -1 1 K = <K." , T(A)kn,.. . ,T(A) >. L'ensemble K' = + ( k )  c T(Z) est encore 

kn n 

reconnaissable et donc V n K' est encore algébrique. 

1 1 1 1 len 
K' = {u r T(z), / nk.+(u) c ~.n;'~} d'où n k ' +(v n KI) = nk.+(v) n K.nk = 

U-II;'" n K.niBn. Pour que U n K soit un ensemble k-algébrique, il suffit 

l8n donc de montrer que u.nken n K.,;" = (U n K).nk . 

Dans un sens, il est clair que 

Réciproquement si u r u.niBn n ~ . l l p ,  il existe ut r U, ul' r K tel que 

u = ul.nk = uil.~yn ; comme n lBn est une injection, on a u1 = ut' E U n K 
k 

l8n et donc u r (U n K).nk . 
cqfd, 



Démonstration : Pour k=l, l e  théorème 7.9 indique qu'un ensemble U e s t  

1-algébrique ( resp .  1 - ra t ionne l )  l i n é a i r e  ssi il e x i s t e  C ,  un 1-morphisme 

l i n é a i r e  @ de T(C) dans T(A) un ensemble a lgébr ique  ( re sp .  r a t i o n n e l )  V de 

T(C) t e l  que 

1 
O r  comme l'il = Idl, on o b t i e n t  U = @(V). Comme l a  c l a s s e  des ensembles 

a lgébr iques  ( resp .  r a t i o n n e l s )  e s t  fermée pa r  1-morphisme l i n é a i r e ,  U est 

a u s s i  a lgébr ique  ( resp .  r a t i o n n e l )  e t  donc 1-a lg- l in  c 3 ( r e sp .  

1 - r a t - l i n  c - r a t ) .  Réciproquement, s i  on prend pour @ l e  morphisme i d e n t i t é  

qu i  e s t  bien l i n é a i r e ,  on o b t i e n t  que t o u t  ensemble a lgébr ique  (resp.  

r a t i o n n e l )  e s t  1-a lgébr ique- l inéai re  ( r e sp ,  1 - ra t ionne l - l inéa i re ) .  

De l a  même façon, on démontre que 1 - a l g  e t  1 - ra t  sont  les fermetures 

par  1-morphisme quelconque de e t  rat. Avec ces no ta t ions  Arnold e t  

Dauchet ont  montré f 7 1  que 1 - r a t  P alg = 1-a lg- l in .  P lus  généralement, 

comme t o u t  k-morphisme e s t  l e  composé d'un k-morphisme l i n é a i r e  e t  d 'un 

1-morphisme ( c f .  [DI) on peut démontrer par  une méthode analogue à c e l l e  

u t i l i s é e  dans la  démonstration de l a  proposi t ion  7.10 que k-ra t  e t  k - a l g  

sont  l e s  fermetures pa r  1-morphisme quelconque de k - ra t - l in  e t  k-alg-l in 

e t  au paragraphe suivant  nous généra l i se rons  l e  r é s u l t a t  de C71 en montrant 

que 1 - r a t  P k-dlg-lin. - 



Démonstration : Nous a l l o n s  c o n s i d é r e r  l e  c a s  de  l a  c l a s s e  Alg-l in  ; 

c e l u i  de  Ra t - l i n  s e r a i t  t r a i t é  exactement de  l a  même façon .  

Soien t  U un ensemble k-algébrique l i n é a i r e  de  T ( A ) ~ , E  un a lphabe t  

gradué f i n i ,  + u n  k-morphisme l i n é a i r e  d e  T(C) dans T(A) e t  V un ensemble 

1 1 
a lgéb r ique  de T(A), t e l s  que u .nfn  = nk.$(V). 

S o i t  v un démarquage de T(Q) dans T(A). 

D'après l a  p ropos i t i on  7 .2 ,  il e x i s t e  un a lphabet  gradué Q'  un 

démarquage v '  d e  T(Q) dans T(C), un k.kl-morphisme l i n é a i r e  $ d e  T(Q) 

1 1 
dans T ( r ) ,  e t  un ensemble r econna i s sab le  K d e  T(R), t e l s  que V u c T(E),, 

-1 1 l@kn - 1 - 1 
P ( n k * ~ ( ~ ) ) * n k l  - n k , k l  . $ (VI  (u )  n KI). On en dédu i t  que 

-1 1 lBkn - 1 - u (nk .$(v) ) .nkI  - n k . k l . $ ( u l  '(VI n K) e t  donc que 

-1 l@n lBkn - - 1 
.$(V1) oÙV1 est l 'ensemble a lgéb r ique  v '  (V) n K. u (U.nk ) .nKl - n k e k '  

S o i t  a l o r s  R 1 ' ensemble r econna i s sab le  d e  T ( R ) ~  t e l  que 

1 1 1Qn u E R ssi IIk,kl .$(u)  E T(I ')n.l lk.kl.  On a 

- 1 1Qn 
. + ( V I  n R )  = 11 l(u.nkQn).n:Pkn n . =k.k' 

- 1 l 8 n  
O r  c e  d e r n i e r  ensemble e s t  précisément  é g a l  à u (U).JIk.k,. En e f f e t  

lQn 
i lkak  = niQn.  IIkfkn ; d'où pour l e s  mêmes r a i s o n s  que dans  l a  démonstrat ion 

- 1 l 8 n  - de l a  p r o p o s i t i o n  7.11, v l (~ .n :Bn) . I I~~kn n T(r),.iikqk1 - 

S o i t  a l o r s  u c u-~(u . IT :~~)  ; on a donc ~ ( u )  = v.nken avec  v E U. 

1Qn 1Qn S i  de  p l u s  u E ~ ( r ) i . l l i ~ ~ ,  u s 'écr i t  ul.Iik e t  u (u )  = u ( u t ) . n k  ; 
- l Q n  

d 'où v = p ( u t )  e t  u '  E V-'(U) e t  donc u = u t  .IIkQn E p l ( ~ ) . l l k  

Réciproquement s i  u E IT-'(u). n ien  , u s r i  u . l n  a u t  ) E U ; 
k 

e t  donc ~ ( u )  = ) ~ ( u l ) . n ; @ ~  E u.JI"~. 11 en r é s u l t e  que 
k 

-1 18n l Q n  1 1Qn - u c LI (U.nk ) n T(I');.~:@~. On a donc v-'(u.nk ) n T(r),.Ilk - 
1 -1 1Bn lQkn = u-l 

V ‘ ~ ( U ) . ~ ~ @ "  d'où n k s k l . $ ( v t  " R )  ' p ( u 1 - 1 1 ~  - n k l  ( U )  * n k , k l  1Qn 

-1 
ce q u i  montre que p (U) e s t  k-algébrique l i n é a i r e .  

cqfd.  



Théoaème 7 . 1 4  Les &a.hAes Aig-lin Rat-lin ho& $&Wlék?.A pan 
i -motrphhme finéaihe Lnv em e. 

1 Démonstration : Soit U un ensemble k-algébrique linéaire de T(EIn et soit 

@ un 1-morphisme linéaire de T(A) dans T(c), D'après la proposition 7.1, 

il existe un alphabet gradué fini r ,  un démarquage de T(r) dans T(A), 

un kl-morphisme linéaire $ de T(r) dans T(C) et un ensemble reconnaissable 

1 1 -1 l8n 1 -1 K de T(E) tels que V u E T(C)n, @ (u).nk1 = nki.$(p (u) n K). 
n 

1 D'où @-'(LJ).IIk?" = nk, .$(p-'<u) n KI. Comme la classe Alg-lin est fermée 

par démarquage inverse et par intersection avec un reconnaissable 

-1 
(propositions 7.11 et 7.13), U1 = v (U) n K est un ensemble k"-algébrique 

linéaire. Il existe donc un kl'-morphisme linéaire p et un ensemble algébri- 

1 1 1 1 1 - 1 18n - 
'kI*$(nklI*~(V)) et comme nkl .@(nkll) nkl .kIl, on a @ (U)*nkl k,, - 
1 
nkl,k"*d(~(V)), et puisque $op est un k'kl'-morphisme linéaire, 

- 1 
@ (U) est bien kl.k" algébrique linéaire. 

La démonstration est la même pour la classe Rat-lin. 

cqfd. 



L m e  7 . 7 5  Soi& $ un h-rnotrpbbme de T(C) davtb l ' ( A ) ,  et U 

1 
un membte dgEbhigue non vide de T ( C ) ~ .  S i  nk.((u)  n 9  = 0  do^ 2 

U . t e  un alphabet g&é dini n, k  ~gmbotes de deg*E I : al , .  ,ak, une 

I-bub~$LtuXon utgébhique u de T(Q) daa  T(L) q u i  v é h d i e  : u(f # 0 
1 

pwr &UA f E n, et un eraemble cotlég&a V de T(C u n u {al,. . . ,ak)  ln  

X e e 6  que 

i )  A i  w E V ,  ~ O M  w = ai.f.wl avec f r C ,  w '  c T(Q) et 

n i*m(f )  L e 

Démonstration : Soi t  S = {X = Pq( t C q (  + T s  / X é Q} un système a lgébr ique  

sous forme normale s u r  T(C) e t  $2 dont E e s t  l a  s o l u t i o n ,  t e l  q u ' i l  e x i s t e  

XU E Cl t e l  que U = E . Comme U n ' e s t  pas v ide ,  on peut supposer d 'après  l a  
xu 

proposi t ion  6.7 que t o u t e s  l e s  composantes de E sont  non vides .  La l - s u b s t i t u -  

t i o n  a lgébr ique  oE de T(n) dans T(L) est donc b ien  t e l l e  que aE(X) = EX # 0 

pour t o u t  X E n.  

Cn d é f i n i t  l ' a lphabe t  gradué V par  

i Y = {<X,i> / X E n,  i s k ,  n $(EX) $ 8). Comme U = 
k ' 

e t  que 

I 
nk.+(U) $ €3, on a  donc < X U , l >  c 1. 

On d é f i n i t  e n s u i t e  l e  système a lgébr ique  

S = {Y =TE +TE +CF$ / Y E Y} par  

m 1 i k(1-1 ) + j  = {<x' , j >  / 3 u E T(c),, 3 t r m t e l  que nk.@(u) = nb 
<X , i> 9 

e t  t e l  q u ' i l  e x i s t e  V E P ( M T ) ~  
L 

d(X) 
avec nm.V = EX,  e t  

0 Z u . V c E  1 X 



C'est  b ien  un système corégu l i e r  dont on notera  Ë l a  so lu t ion .  
- 

L'ensemble V = E e s t  donc b ien  corégul ier .  De p l u s ,  il e s t  immédiat <Xu ,1> 

que t o u t  élément de Ë<X e s t  de l a  forme a f . w  avec w E T(n) e t  
j ' 

n;.$(f) k 8. La condit ion ( i )  e s t  donc v é r i f i é e .  

On montre ensu i t e  : 

P l  : Y < X , i >  c i ,  V u c E s i  n:.$(u> L û a l o r s  X ' 
- 

3 a..f.w c E<Xyi,, v E uE(w) t e l s  que 
3 

- 'L 
a )  u - U ~ . ~ U ~ , . . . , U  > e t  il e x i s t e  e i q t e l  que ut = f.v 

a i n s i  que 

- 
~2 : Y < ~ , i 7  c 5 ,  Y a 5 . w  c E < ~ , ~ > ,  v v c UE(w), 

j ' 

3 u r EX t e l  que 

'L 
a) u = uO.<ul, ..., u > e t  il e x i s t e  J q t e l  que ut = f . v  

9 

I 
D e  P l  on déduira V u r E = U ,  a l o r s  nk.((u) L 8 

Xu - 
e t  donc il e x i s t e  aj.f .w c E< 

%,1> = V ,  v E uE(w) t e l  que 
1 k ( l - l ) + j  

nk.$(u) = nk.q -<+(ul)  , ,"ui)> = n$ecul) = n, .m<f.~) j e t  donc 

- 
De l a  même façon,  s i  a..f .w E V = E 

<Xu ,1> e t  s i  v E uE(w) il e x i s t e  3 
1 j u r E = U t e l  que nk.$(.u) = nk.$(f .v) .  

Xu 



O~EOGSZZSS~OG-~S-P~ On f a i t  c e t t e  démonstration pa r  induction s u r  

l 'approximation E ( ~ )  de E. 

Pour i = O ,  Eii) e s t  v ide  e t  P l  e s t  t r iv ia lement  v é r i f i é e  

- - 
S o i t  u = f . O  e TRX e t  a l o r s  ai.f.O e TR<X,i, - E<~, i>*  

On pose w = O ; v = O E aE(w) = uE(0) e t  uo = Idl- 

i i 
On a donc b ien  u = Idl.f.O = Idl . f .v et  T[kw((Idl) = Ilk. 

2, ( i l  
S o i t  il e x i s t e  X '  . <XI,.  . . ,X > e CRX, u. O c EX, 

( i l  ,.. . ,u ( i l  - m y E ~ Q ( l )  p ( Exo(p) 
2, 

t e l s  que u = u.<ul ,..., u >. 
P 

i 2, 
l e r  cas  n,.@(u) e 8 a l o r s  ni.((:) = n k ( l - l ) + i l  k kp 

i i' 
e t  donc n k . ( ( u ) = n k  .$(ut) t! 0.  On appl ique  l 'hypothèse de récurrence  

: . il e x i s t e  a . f . v  e Ë s u p %  v E uE(w) t e l s  
o t l )  j <xo(l) , i l > '  - .  

que ul = ?fo. <u;, . . . ,u' > , U' = f .  v e t  
9 r 

2, 2, 
Mais a l o r s  u = U . ( I ~ ~ - ~  8 u O 8 I d p - t ) . ~ ~ l , .  .. , u ~ - ~ , u i , .  . . ,ut  qyU4+1,* Y U  ' = P 

+vi ,  . . . ,Y '  > avec vh-l+r = U'  = f . v  e t  
pW-1 r 

i 2, k ( t - l ) + i l  2, 
nk.é(u;) = n 

kp 
. ( ( ~ d ~ - ~  r U, e ~ d ~ - ~ )  = 

i' 2, - k(e-l+r-l)+j. pour que PI s o i t  v é r i f i é ,  
Idk(i!-1) ' 'k '@(uO) l d k ( p - ~ )  - nk(p+q-l) - 
il r e s t e  à montrer que a..f.w E E<X . O r  puisque 

I , i> 
2, ( i l  2, 
u.O e E c EX, u.O.<E , > C E x X1 'm X ' . < ~ X ~ ~ * * *  , E ~  m > c E x 

i 2, e t  comme nk.$(u).O = r k ( l - l ) + i '  .Yk(0) = k(O(l ) - l  )+i et que 
kp =km 

lIgt) .<E ,. . . ,E > = , par  d é f i n i t  ion de E<X, i,, 
X1 'm 

- 
E ~ O ( l )  - 

< x O ( e ) ~ i ' >  e MRex , i> e t  donc Ë,X o( l ) , i '>  E<~ , i>*  



i 'L 2ème cas nk*4(u)  L e. Alors I I ~ . + ( U . O )  L û ; il e x i s t e  donc 

- 'L 'L 1 
a j * f * w  E E < X ~ , i , y  v E U(W) t e l s  que u.O = uo.<ui , . . . ,u '>,  f . v  = u t  e t  9 

'L 'L - 'L 
Ecrivons u l  sous l a  forme u..Oi e t  v = v. O ; on a donc u - = ut - 

1 

'L - 'L 'L - 'lJ 'L 
f . v  = f .v.0 d'où U, = f . v  e t  O = Ot. De p l u s  u.0 = u O . < u i , . . ~ , u ' >  = 

9 
'L 'L 'L 
uO.(ul d ... d u ) .<O ..., O > d'où O = 

9 1' 
<O1,. . . '0 > ; il e x i s t e  donc 

9 9 
r e t  s t e l  que Y j E [SI ,  O( j )  = O(r+j) .  On a donc 

( i )  - ( i l  'L u 
r + j  

- . Calculons a l o r s  u = u.<ul, ..., u > = 
O(r+j  ) E ~ ~ ( i  ) P 

Par a i l l e u r s ,  puisque X1.<X1,. . . ,Xm> E CRXy 

- - - 
<X' ,i> . < X I  , . . . y X m >  " CR<~yi> e t  donc EXXI  , i, <XI ,.. . ,X > c 

,i, i m 
- - 

d'où puisque a f .w E E,X, ,i,, 
j 

a .f.w.<X1,... ,X > E E 
j m t X , i > '  

D 'autre p a r t ,  puisque v = :.O E o (w) e t  que 
E 

v*<E , . * * , E X  > c a (w) .<E ,..., E > = oE(w.<X l y . . .  X >). On a donc 
X1 m X1 xm E ' ID 

- 
b ien  montré q u ' i l  e x i s t a i t  a..f.w.<X1,... 

I m E < ~  ,i> 

'-L - - - - 
U = u s w  <ul , . . ,ur , u ~ + ~  , . . . avec 



O5monstra1ion-be-P1 C e t t e  démonstrat ion se f a i t  a u s s i  pa r  i nduc t ion  

- ( i + l )  
s u r  l ' approximat ion  Ë ( ~ )  de Ë. S i  a .f .w E E<X,i, 

j 

- 
S o i t  a .f.w c TR<X,i>. Dans c e  c a s  w = Q, u = f . 0  E TRX c EX e t  s i  - j 

c o E (w) = O E ( O ) ,  v  = O e t  donc u = Idl.f.O = Id l . f . v .  

- 
S o i t  a .f .w  t O-( (MRCX ,i>  - ). Alors  il e x i s t e  < X 1  , i f> t e l  que 

j  E 
-(il a f . w  E E . s i  v E oE(w),  d ' a p r è s  l ' hypo thèse  de r écu r r ence ,  il 

j  * < x l  , i f>  
'L i1 % k('-')+j e t  ue : f.v. 

e x i s t e  uo.<ul,. . . ,u > c EX, t e l  que Ilk . + (u0 )  = nkq 
4  - 

Mais a l o r s  d ' a p r è s  l a  d é f i n i t i o n  de MR,X,i,, il e x i s t e  ; e t  V t e l s  que 

i k ( 1  '-1 )+i ' t' 
nk.+(;) = n 

- 
'rn 

.v = EX< e t  # u.V c EX. I l  e x i s t e  donc 
km 

- 'L 
dans E un élément de  l a  forme u. <vl , .  . . ,u0. <ul , .  . . ,U > , . . . ,V > qu' on 

X 9 m 
- 

pourra  é c r i r e  Ü.<vl, ..., ul, ..., u 
4'. 

,vm> e t  t e l  que 

i - k( l l ' -1  )+ j  n, + ( c i )  = Ilkr 
1'' 

e t  que n r  . <vl, .  . . ,ul,. . . ,U .. ,V > = ut = f . v .  
9  ' m 

- 
S o i t  a . . f .w E O- - 3 

( i ) ( C R < ~ , i >  ). Alors  il e x i s t e  X 1 . < X 1 , . . . , X  m > E CRX t e l  
E 

- ( i l  que a .f.w E E .<X1,...,X,>. On en  dédu i t  que w p e u t  s ' é c r i r e  
j < x l  ,i> 

- ( i l  'L 

wl.<X1,  ..., X m > avec a f . w l  c E,Xl . S i  v E oE(w) il e x i s t e  v.0 E oE(wl ) ,  
j ' , i> 

'L 

vl é EXo( ) 3 .  ,V E E t e l s  que v r v.<vl ,  ..., vp>. Mais d ' a p r è s  
X ~ ( p )  'L 

l ' hypo thèse  de r écu r r ence ,  il e x i s t e  u  = uo. <ul , . . . ,u  > E~~ , 1 5 
9 

i % k ( e - l ) + j  '7, 
t e l s  que IIk.+(uo) 2 ïi e t  ue = f .v .0 .  

kq 

On a  a l o r s  u.<E ,... E > c EXl.<EX1 , > c EX. D'où, comme aucun des  
1 ' Xm xm 

EX 
n ' e s t  v i d e ,  EX c o n t i e n t  un  élément de l a  forme 

i 
% % 'L 
uo.<u;, ... ,f,v.<vl,...,vp7,...,u;> = u o . ~ u i , . . . y f . v y . . . , u ' ~  9 c e  q u i  montre 

que P2 e s t  v é r i f i é e .  

cq fd ,  



Démonstration : Condit ion .................... s u f f i s a n t e  

S o i t  6 un symbole de degré  1 ne f i g u r a n t  pas  dans ~ ( 1 ) .  Alors  d ' a p r è s  

l a  p r o p o s i t i o n  5.16, 6.U e s t  encore c o r é g u l i e r .  considérons a l o r s  l e  

1-morphisme C#I de T(C u { f i } )  dans T(C u Ca)) d é f i n i  p a r  

k t 1  f o i s  

On a b i e n  $(U) = U '  e t  comme l a  c l a s s e  des  c o r é g u l i e r s  e s t  fermée par  

1-morphisme quelconque ( p r o p o s i t i o n  5.13) U '  e s t  encore c o r é g u l i e r .  

U '  e s t  donc a lgéb r ique ,  c ' e s t - à - d i r e  1-algébrique l i n é a i r e ,  e t  à 

f o r t i o r i  k-algébrique l i n é a i r e .  

Condit ion n é c e s s a i r e  .................... 

S i  U '  e s t  k -a lgébr ique  l i n é a i r e ,  il e x i s t e  un a lphabet  gradué A ,  

i 
un ensemble a lgéb r ique  V de  T(A)n e t  un k-morphisme l i n é a i r e  + t e l s  que 

1 
U' . n l B n  = ïï .$(V). ~ ' a ~ r è s  l e  lemme 7.15, il e x i s t e  un a lphabe t  gradué f i ,  k  k  

un ensemble c o r é g u l i e r  W de  T(fi u A u a l . . . a n )  e t  une s u b s t i t u t i o n  o 

1 
de T(fi) dans T ( A )  t e l s  que nk.+(V) = u IIk.$(f.o(w)).  D'où 

a .  .f .weW 
1 



Considérons maintenant  un 1-morphisme a r b i t r a i r e  $ de  T(Q) dans T(A) 

q u i  v é r i f i e  seulement 1 I 

v f  E L ? ,  $ ( f )  E u ( f )  

c e  q u i  e s t  p o s s i b l e  puisque d ' a p r è s  l e  lemme 7 . 1 5 ,  Y f c S l ,  u ( f )  f 0, 

Nous montrons a l o r s  que s i  a  . f . w  E W ,  i 

i i L ' i n c l u s i o n  de nk .+ ( f . $ (w) )  dans l lk .@(f .o( i r ) )  e s t  immédiate p a r  

d é f i n i t i o n  de $. 

Pour démontrer l ' i n c l u s i o n  inve r se ,  posons d ( f )  = p e t  w = 
<W1-*.. y W ~ ' .  

S o i t  v  = <vl , .  .. ,v > r oE(w). On a  donc V i E [PI ,  vi r oE(wi). De P lus  
P 

i 
d ' a p r è s  (* ) ,  il e x i s t e  u '  E U '  t e l  que nk .$ ( f . v )  = u'.TIk8" , il e x i s t e  donc 

u" E U t e l  que u '  = a . < u n , .  . . , un> ,  e t  en  posant  u  = u".niBn, il v i e n t  

i % ~ 
Comme $ e s t  un k-morphisme l i n é a i r e ,  TIk.$(f) t . 9  où O e s t  une i n j e c t i o n  

i 'L z 
de Cm1 dans Ckpl, e t  comme TIk.$(f) = t . O  1 8, t e s t  de  t a i l l e  2 1. 

% Z 'L % 
t peut  donc s ' é c r i r e  a . ( t l  8 t2  B ... ?k+l ) avec  t E T ( z  )' . posons i q i  

i-1 k + l  
a l o r s  li = 1 qi e t  ri = q .  pour i E I k t l ] .  On a  donc pour t o u t  i 

j =O j = i t i  ' 
l i+q i+r  i = m. 

Considérons a l o r s  l ' a p p l i c a t i o n  Oi de rq i l  dans Ckpl d é f i n i e  p a r  

0; (0,  é3 Idqi 8 Or 1.0. On montre a l o r s  que 
i i 

Y i E [p l  3 j E [kt11 t e l  que Y r c [ k l ,  k ( i - l ) + r  C O.Cq.1. 
I I  



En e f f e t ,  s inon  il e x i s t e r a i t  i E [ p l  t e l  que V j E Ck+l l ,  3 r E Ck] 
j  

t e l  que k ( i - 1 )  t r .  E O.(Cq. l )  ; e t  donc surCrn1,~ p r e n d r a i t  k + l  f o i s  une 
1 3 1 

v a l e u r  de  l a  forme k ( i - l ) + r j .  Comme r j  ne peut  prendre que k  v a l e u r s ,  

O p r e n d r a i t  donc deux f o i s  l a  même v a l e u r ,  c e  q u i  e s t  imposs ib le  puisque 

O e s t  une i n j e c t i o n .  

Chois i ssons  un e n t i e r  i quelconque dans [ p l  e t  cons idérons  

v '  = <VI , .  . ,vi_,,$(wi), v i , . . . , v  > q u i  a p p a r t i e n t  encore  à a(w) pu isque  
P  

$(wi) E o(wi). Pour l e s  mêmes r a i s o n s  que précédemment, il e x i s t e  ; t e l  
- - 'L 

que a .<u , . . . , u>  = t . O . $ ( v l ) .  S o i t  a l o r s  j E Ck+ll t e l  que V r E Ckl, 

- - % % '7, 
e t  a . < u , . . . , u >  a .< t l .Ol ,  ..., tktl .Okt1>.$(v1) e t  donc u  = t . .O . . $ (v )  

3 3 
- 'L 

e t  u  = t .  . O  $ ( v l ) .  Mais aucune v a l e u r  k ( i - l ) + r  ne f i g u r a n t  dans O . (Cq . l ) ,  
I j '  3 I 

% % 
l a  v a l e u r  de t .O. .$(v)  e t  de  t . O . . $ ( v l )  ne dépend p a s  des  composantes 

j I j I 
k ( i - l ) + r  de $(VI e t  de ~ ( v ' ) ,  c ' e s t - à - d i r e  de Q(v.1 e t  d e  $($(wi)) .  Comme 

1 
- 

l e s  a u t r e s  composantlis s o n t  é g a l e s ,  u  = u. 

En r é i t é r a n t  c e  procédé,  on peut  remplacer  de proche en proche 

i 
vi p a r  $(wi) e t  on o b t i e n t  n k . + ( f . v )  = k w)>. 

Le r é s u l t a t  ( * )  peut  donc s e  r é é c r i r e  u  E U' ssi il e x i s t e  a . . f .w E W 
1 

l@n i t e l  que u.n = nk .$ ( f . $ (w) ) .  
k 

Etendons $J de  T(R) dans T(A) en un 1-morphisme $ '  de  

l'(il u A u {a,, ... , ak})  dans T(A u {a l ,  ..., ak} )  en l e  d é f i n i s s a n t  comme 

é t a n t  l ' i d e n t i t é  s u r  A e t  {al ,... ,a 1 .  On a  donc $ ' (a i . f .w)  a i . f .$J (w) .  
k 

Etendons a u s s i  l e  k-morphisme l i n é a i r e  $ de T(A) dans T(C) en un k-morphisme 

l i n é a i r e  $ '  de T(A u { a l , .  . . ,ak})  dans T(1)  p a r  $ ' ( a i )  est l a  permuta t ion  q u i  

1 échange i e t  1. On a  donc n1 $ ' ( $ ' ( a i . f . w ) )  = nk.( ' (a i . f .$(w))  = n;$(f.$(w)) 
k  ' 



Enfin, puisque W est corégulier, $'(w) est corégulier. D'après la 

caractérisation des ensembles coréguliers (proposition 5.9 et théorème 

5.101, il existe un alphabet gradué monadique et un ensemble reconnaissable 

L, ainsi qu'un kt-morphisme p tels que 

1 
$'(W) 8 Ok'-n = flk1.p(L) et donc 

l 
($'(w)) @ ok(kt-n) est encore corégulier, ainsi que 

l8n €Bn d'où U'.niBn est un ensemble corégulier ainsi que "'.Jik . 1 

où E'~ est défini par k 

81 
Ek = E -  

k 
l'unique application de [kl dans Cl1 

1 cBn = Idn et donc U' = U' .IIkBn. €En, d'où U' est Comme I ï k . ~ k  = Idl, ilk k 

corégulier. 

On considère enfin le 1-morphisme de T ( C )  dans T(C) défini par 

On a bien ~(a.<u,...,u>) = u et donc U = v(U'). U est donc bien corégulier. 



Soit b un symbole de degré 2. Nous avons montré que l'ensemble 

1 reconnaissable T(bll n'était pas corégulier (proposition 5.18). Donc 

1 
d'après le théorème de duplication U = {a.<u,.. U> / u r T(b)l} n'est pas 

-P--' 
k+ 1 

k-algébrique linéaire. 

1 
Mais U est l'image de l'ensemble reconnaissable B.T(bll par le 

U est donc un ensemble 1-rationnel. 

D'autre part considérons le k+l-morphisme linéaire + défini par 

B -+ <a, B Oktl,. . . , # B Oktl> où # est un nouveau symbole O-aire, 

% 1 % 
On montre alors aisément par récurrence que si u E ?(bIn, +(u) = 

1 =k+2 (k+l)(n-l)+l, % i n (k+l)(n-l)+j , . . . ,u. <n <u. < n  . . . ,n ,. . . 
kn+n3 kn+n' kn+n kn+n ' ' ' ' kntn 

% n . . . ,LI. <n 1 
kn+n ' ... ,nkO::> > et donc si u F T(b)l, @(u) = u B u ... B U. 

On considère alors un nouveau symbole a de degré k+l sur lequel on définit 

$, encore linéaire par @(a) = <il 1 k+2 (k+l)(i-l)+l 
(k+l)2J(k+l)"... '= (k+1l2 ,... 

1 1 1 k(k+l)+l> d'où $(a.<nl,. . . ,n > )  = <n ,. . . ,ïi 1 m.. 

5k+1)2 1 >.+l k+l' ' 

1 1 1 Donc si u r T(b)l, +(u.a.<nl,...,nl') = 

1 1 
<u. nk+l,. . . , ~ . n ~ + ~ >  = <u, . . . ,u> . Tl kt 1 et donc si V est l'ensemble reconnaissable 

1 1 1 1 1 
B.T(~)~.~.<II~,. . . ,nl>, = la.cu,. . . ,u>.nl k+ 1 / u e T(~)~I = 

1 1  1 
ia.<u, ..., u> / u r T(b)l}.IIk+l = U.IIk+l. Il en résulte que U est k+l-rationnel 



l i n é a i r e .  

L 'ex is tence  de c e t  ensemble U q u i  e s t  à l a  f o i s  1 - r a t ionne l  e t  

k t l - r a t i o n n e l  l i n é a i r e  mais pas  k-algébrique l i n é a i r e  permet donc d e  

montrer : 

PtopobdXon  7.7 7 

LU d!.aAbeA k-a lg - l i n  ~ k - r a t - l i n  ne bovLt pah BefunéeA pu4 

7-rno~phL~rne non f i n é d e  

. k-a lg - l i n  k + l - a l g - l i n  

. k - r a t - l i n  c k + l - r a t - l i n .  
# 

. k-a lg- l in  c k-a lg  
# 

. k - r a t - l i n  c k - r a t  
# 

Démonstration : S i  k-a lg- l in  = k+l -a lg - l i n  a l o r s  

k + l - r a t - l i n  c k+ l - a lg - l i n  = k-a lg - l i n ,  ce  q u i  n ' e s t  pas  p o s s i b l e  puisque 

U E k + l - r a t - l i n  e t  U k k-a lg - l i n .  

De l a  même façon ,  s i  k - r a t - l i n  = k + l - r a t - l i n  a l o r s  

k + l - r a t - l i n  c k -a lg - l i n  ce  q u i  e s t  impossible .  

S i  k-a lg- l in  e s t  fermée p a r  1-morphisme non l i n é a i r e ,  a l o r s  comme 

r a t  = 1 - r a t - l i n  e s t  i n c l u s  dans  1 -a lg - l i n  c k-a lg- l in  e t  que 1 - r a t  - 
e s t  l a  c l ô t u r e  de - r a t  pa r  1-morphisme, on o b t i e n t  1 - r a t  c k-a lg - l i n  

c e  q u i  e s t  impossible .  De meme si  k - r a t - l i n  e s t  fermée p a r  1-morphisme 

l ' i n c l u s i o n  de r a t  = 1 - r a t - l i n  dans k - r a t - l i n  e n t r a l n e  c e l l e  de 1 - r a t  - 
dans k - r a t - l i n  e t  donc dans k -a lg - l i n  ; c e  q u i  e s t  impossible .  



S i  a l o r s  k -a lp - l i n  ( r e sp .  k - r a t - l i n )  é t a i t  éga l e  à k-alg ( r e sp .  k - r a t )  

e l l e  s e r a i t  fermée pa r  1-mcrphisme ; ce q u i  n ' e s t  pas  p o s s i b l e .  

cqf  d  

Tou te fo i s ,  il s e  p o u r r a i t  que l ' image  p a r  un 1-rhorphisme d'un 

ensemble k-algébrique l i n é a i r e  ( r e s p .  k - r a t ionne l  l i n é a i r e )  s o i t  

k ' -a lgébr ique  l i n é a i r e  ou k ' - r a t i o n n e l  l i n é a i r e .  

I l  p a r a î t  t rès vra isemblable  que ce  n ' e s t  pas l e  c a s  e t  que l e s  

c l a s s e s  Ra t - l i n  e t  Alg- l in  ne s o n t  pas  fermées par  1-morphisme non 

l i n é a i r e .  Toutefois  nous ne sommes pas en mesure d ' en  donner une démons- 

t r a t i o n  complète : 

Soien t  B un symbole una i r e ,  b  e t  b deux symboles b i n a i r e s  e t  s o i t  

l ' ensemble  r a t i o n n e l  U = {fin.u / n  > O ,  u t ~(6 ) : ) .  

- I 
S o i t  U '  = {Bn.<u, ..., u> / n  > O e t  u  E T(b)l l  l ' image d e  U p a r  l e  

1-morphisme non l i n é a i r e  

Comme U E R a t - l i n  c Alg- l in ,  s i  l ' u n e  des  deux c l a s s e s  é t a i t  fermée 

p a r  1-morphisme, on a u r a i t  U '  E Alg-l in .  I l  e x i s t e r a i t  donc un e n t i e r  k  t e l  

que U '  s o i t  k-algébrique l i n é a i r e .  Mais comme k-a lg- l in  e s t  fermée p a r  i n t e r -  

- 1 
s e c t i o n  avec un r econna i s sab le ,  U" = (Bk.<u, ..., u> / u  r ~ ( b ) ~ )  s e r a i t  a u s s i  

k-algébrique l i n é a i r e .  

1 
E t a n t  donné que B E ?(b) e t  que 2k 2 k + l ,  nous conjec turons ,  p a r  

k  2 
a n a l o g i e  avec l e  théorème d e  d u p l i c a t i o n ,  que s i  U" e s t  k-algébrique 

- 1 
l i n é a i r e ,  a l o r s  T(b)l  e s t  c o r é g u l i e r ,  ce  q u i  e s t  manifestement c o n t r a d i c t o i r e .  

Le p o i n t  q u i  f a i t  que l a  démonstrat ion de  c e t t e  con jec tu re  ne saurait 

ê t r e  exactement ca lquée  s u r  c e l l e  du théorème de d u p l i c a t i o n  e s t  l e  s u i v a n t  : 



i Pour l e  théorème de dup l i ca t ion  on a v a i t  l lk.$(f)  = 
'L 'L 

C. <ulD1 , . . ,uk.Ok>, mais i c i  on n ' a  pas nécessairement 

i Q 'L 
l lk.$(f)  = B .<ulO1,...,u O .. La d i f f i c u l t é  r é s i d e  a l o r s  dans l a  cons- 

k 2k 2" 

t r u c t i o n  d'un ensemble co régu l i e r  W '  dont l e s  éléments sont  de l a  forme 

a..v.w avec v E T(A) e t  w E T(R) t e l  que 
1 

i 'L 'L - 1 
1) lIk.$(v) = u.@ où u E T(b,bIr avec r 7 k 

Nous a l l o n s  maintenant o b t e n i r  un r é s u l t a t  p l u s  f o r t  que c e l u i  obtenu 

précédemment e t  montrer q u ' i l  e x i s t e  un ensemble k+ l - ra t ionne l  l i n é a i r e  qui  

n ' e s t  pas k-algébrique ( e t  pas seulement k-algébrique l i n é a i r e ) .  

S o i t  A = I d  ly.. .ydktll  un alphabet  gradué dont chaque symbole e s t  de 

degré 1. Soient  f? un symbole u n a i r e ,  b un symbole b i n a i r e ,  d un symbole 

una i re ,  c e t  g deux symboles k + l - a i r e  e t  # un symbole O-aire. On considère  

l 'ensemble r a t i o n n e l  : 

e t  l e  k t 1  morphisme l i n é a i r e  $I d é f i n i  par  



1 
Comme précédemment s i  u E T(b)l,  

"2 "k+l 
S i  u = dl d2  ... dk+l a l o r s  

= d"' B dn2 g ... B dnk+l,  d 'où 

1 
n n 

+ ( T ( A ) ~ )  = {d g dn2 Q ... d 
k + l  

/ n1,n2,. . . ,n > 01 k + l  - 

1 n 
d 'où nk+l.$(v) = Ic .<d  

k + l  1 1  
.u> / nl,...'nktl 2 0 ,  u E T(b)ll.IIk+l. On en 

" 1 
d é d u i t  que u = {c<d . u , . . . , d  

"k+l 1 
eu> / nl,. . . 3nk+l 2 O ,  u E T(b l l )  

est un ensemble k + l - r a t  i onne l .  

Supposons que U s o i t  k -a lgébr ique ,  I l  e x i s t e  donc un ensemble a lgéb r ique  

1 1 Y' e t  un k-morphisme 8 t e l s  que U . n k  = nk.)(P) e t  d ' ap rè s  l e  lenune 7.15 

il e x i s t e  un c o r é g u l i e r  W e t  une s u b s t i t u t i o n  a t e l s  que 

Considérons l e s  deux ensembles : 

où O e s t  i n j e c t i f )  

où O n ' e s t  pas  i n j e c t i f ) .  

Ces deux ensembles peuvent ê t r e  obtenus en  i n t e r s e c t a n t  W avec d e s  

ensembles r econna i s sab le s  ; i ls  s o n t  donc co régu l i e r s .  On cons idère  a u s s i  

un e n t i e r  p t e l  que Y i I k ,  Y f ,  s i  

i nl n 
l lk .+(f)  = c .<d  .ul,. . . ,d k+l.u > avec Y j 5 k + l ,  k + l  



u  E T(b) ,  a l o r s  Y j 5 k t l ,  n  < p. On d é f i n i t  a l o r s  l ' ensemble  
j  j 

U '  = {c.<dp.u,dPp.u ,..., d  ( k + l  ) p  
1 

.u> / u  E T(b)l) i n c l u s  dans U .  

S o i t  a l o r s  t = c.<dP.u,. . . ,d(k+l)ptu> 6 U '  c U ; il e x i s t e  donc 

ai.f.w E W ,  v E U ( W )  t e l s  que 
n  1 

n  
1 i t.5 nk.$( f ) .$ (v)  = c .<d  .ul, .  . . ,d k+l *Uk+l  > .$ (v )  ou v j s k + l ,  

u  E T(b) .  On a a l o r s  n < p  pour t o u t  j 5 k t 1  e t  donc 
j , j  

I 

u .  .iy(v) = d P * l - n j . u . ~ k  avec p - i - n  > O .  Comme u  E T(b) ,  u j  E 8. 
I j  j 

D'où nk .$( f )  2 c.(dnl @ dn2 @ . .. @ dnk+'),0 e t  donc 

a . . f . w  E W1 u W 2 .  Supposons que 0  ne s o i t  pas  i n j e c t i f  ; il e x i s t e  donc 
1 

i < j t e l s  que O ( i )  = O( j )  ; e t  on a 

d'où p ( j - i )  = n  - n . .  Comme i < j ,  p ( j - i )  > p  e t  comme n  < p,  on o b t i e n t  
j  1 j  

p  a p ( j - i )  = n  - n  n  < p  c e  qui  e s t  c o n t r a d i c t o i r e .  La t o r s i o n  O e s t  
j i j  

donc une i n j e c t i o n  e t  donc ai.f.w E W1. On en dédu i t  que 

Considérons l e  démarquage LI d é f i n i  pa r  

1 
l u n i . p ( + ( f . o ( w ) )  C u ( u . I I ~ ) .  or $I U O I  On a a l o r s  u ( U ' . I I ~ )  C 

I 
e s t  encore un k-morphisme e t  p(U' ) = p(U) = {c<u , .  . . ,u> / u  E T(b)l} = U'' 



1 
d'où U1 ' , i i  = i 

k 
i lk .$ ' ( f .o(w))  e t  où n k . $ ' ( f )  = c.0 où O e s t  une 

i 
u 

a .f.w €W1 

i n j e c t i o n .  On démontre a l o r s  de  l a  même façon que dans l a  démonstration 

du théorème de  d u p l i c a t i o n  qu'on peut  remplacer l a  s u b s t i t u t i o n  a par un 

1-morphisme e t  donc que U" e s t  c o r é g u l i e r  e t  donc que ~ ( b ) :  e s t  a u s s i  

c o r é g u l i e r ,  c e  q u i  e s t  impossible .  On en dédu i t  que U ne peut p a s  ê t r e  

k-algébrique.  

Pkopo~&n 7.7 8 La ceabse k-alg ( 4 ~ p .  k - r a t  ) U R  afictement 

in&e  da^ la ceabde k + l - a l g  ( k a p .  k + l - r a t )  . 

Démonstration ; S i  k + l - a l g  = k-alg,  a l o r s  k + l - r a t - l i n  c k + l - a l g  = k-a lg  

e t  s i  k + l - r a t  = k - r a t ,  k + l - r a t - l i n  c k + l - r a t  = k - r a t  c k-alg. Dans l e s  

deux c a s  on a une c o n t r a d i c t i o n  puisque on v i e n t  d e  montrer  q u ' i l  e x i s t e  

un ensemble k + l - r a t i o n n e l  l i n é a i r e  q u i  n ' e s t  pas  k-algébrique.  

cqf  d . 

Démonstration : Nous f a i s o n s  l a  démonstrat ion dans l e  c a s  a lgébr ique  ; 

e l l e  e s t  l a  même dans l e  c a s  r a t i o n n e l .  

So ien t  C un sous-alphabet  gradué monadique d'un a lphabe t  gradué 2 e t  

U un ensemble k-algébrique i n c l u s  dans T ( E  1:. 11 e x i s t e  donc un a lphabet  

I 
gradué A ,  un ensemble a lgéb r ique  de  T ( A ) ~  e t  un k-morphisme 9 t e l s  que 

1 1 
U . n k  = ilk.$(V). On cons idè re  a l o r s  l e  nouvel a lphabe t  gradué 

= { ( f ; i ; i l ,  ... Y i d ( f ) )  f A ,  i, i l , . . . , i d ( f )  E Ckll e t  

- 1 l ' ensemble  r econna i s sab le  K de T(AIl, r econnu  p a r  l ' au toma te  



<Q,p ,s ,S> où Q = Ckl u ( 0 )  e t  p e s t  d é f i n i  par  

p ( f ; i ; i 1 , . .  . , i d ( f ) )  ( i l , .  . . , i d ( f ) )  = i 

e t  O dans l e s  a u t r e s  cas  

a i n s i  que l e  démarquage p de T(Z) dans T(A) d é f i n i  p a r  

~ ( f ; i ; i ~ , . . . , i ~ ( ~ ~ )  = f .  

On cons idère  a l o r s  l a  1 - s u b s t i t u t i o n  l i n é a i r e  u d é f i n i e  pa r  

On en dédu i t  que s i  v  E K ,  

1 1 1 
u(v )  = u  si u  E T t z I l  e t  n K . $ L p < ~ ) ) =  u.nk 

0 s inon  

- 1 1 1 1 
d'où u(v  (VI n K) = l u  E ~ ( 1 ) ~  / 3 v E V t . 9 .  n k . + ( v )  = u.nk)  = U. 

Comme l a  c l a s s e  des  ensembles a lgébr iques  e s t  fermée pa r  démarquage 

i n v e r s e ,  i n t e r s e c t i o n  avec un r econna i s sab le  e t  1 - s u b s t i t u t i o n  l i n é a i r e ,  

U e s t  un ensemble a lgébr ique .  

cqfd. 

k - r a t - l i n  c k-a lg - l i n  
# 

k- ra t  c k-alg.  
# 

Démonstration : S o i t  anbn q u i  e s t  a lgéb r ique  donc k-a lgébr ique  e t  k-algébrique 

l i n é a i r e .  S i  l e s  i n c l u s i o n s  c i -dessus  n ' é t a i e n t  pas  s t r i c t e s ,  anbn s e r a i t  

a u s s i  k - r a t i o n n e l  l i n é a i r e  ou k - r a t i o n n e l  e t  donc r a t i o n n e l  d ' a p r è s  l e  lemme 

7.19, c e  qu i  e s t  impossible .  

cqfd . 



On peut donc résumer l e s  r é s u l t a t s  des  proposi t ions  7.17, 7.18 e t  7.20 

par  l a  f i g u r e  su ivante ,  où l e s  f l èches  représentent  des inc lus ions  s t r i c t e s .  

k-alg b k + l - a l g  

k-a le- l in  '1, .+;-al 

k - r a t  \ r 
k - r a t - l i n  L k + l - r a t - l i n N  



Nous avons vu (théorème 7 .14)  que l e s  c l a s s e s  Alg- l in  e t  Ra t - l i n  

é t a i e n t  fermées pa r  1-morphisme l i n é a i r e  i nve r se .  Nous a l l o n s  d 'abord  

examiner l e  c a s  des  1-morphismes non l i n é a i r e s  i n v e r s e s  ; p u i s  nous 

montrerons que l e  r é s u l t a t  du théorème 7.14 e s t  "global"  c ' e s t - à - d i r e  

5' k 2 1 il e x i s t e  un ensemble a lgéb r ique  U e t  un 1-morphisme l i n é a i r e  

-1 4 t e l s  que @ (U) n ' e s t  pas  k-algébrique d 'où en p a r t i c u l i e r  l e  r é s u l t a t  

dé j à  annoncé et  démontré dans r121 que a n ' e s t  pas  fermée p a r  1-morphisme 

l i n é a i r e  i nve r se .  

- 
Soient  l e s  a lphabe t s  C = i a , b , c , e , # )  e t  A = {a ,b , c , e ,# )  avec 

- 
avec d ( e )  = 2, d ( a )  = d ( b )  = d ( c )  = d ( e )  = 1 e t  d ( # )  = 0 .  

Considérons l ' ensemble  a lgéb r ique  

n n m  T', 
U = { d ( a  b c #, Z ? J ' C ~  # )  / m,n,p,q 2. 0 )  composante en X de l a  s o l u t i o n  de 

f 

e t  l e  1-morphisme non l i n é a i r e  $ d é f i n i  p a r  

n n n n n  3 n n 
OF comme,(ë a l bn2 c t )  = e ( a  ' b c t ,  an' b c 3# ) ,  

- c a "1 bn2 $3 - n n n  
# € b - l ( u )  ssi n, = n2 e t  n2 = n3 e t  donc @-'(u) = e a b c 



qui ne peut pas être k-algébrique dtaprès le lemme 7.19. 

1 
D'autre part comme $(u) = I12.$(u) où $ est le 2-morphime linéaire 

on a aussi le résultat suivant : toute composante de l'image d'un ensemble 

algébrique par un k-morphisme linéaire inverse n'est pas forcément 

kt-algébrique. 

Considérons enfin l'ensemble reconnaissable 

- -m K = (e a an bP cq # /  m,n,p,q 2 0)  

et le 2-morphisme linéaire p défini par 

1 Alors U' = l12.p(K) = (e.<an bP cq #, am bn cP # > /  m,n,p,q 1 0 )  est 

2-rationnel linéaire ; et on a encore 

- 1 - n n 
@ (U) = ie.a .bn.c . # / n r O). 

On obtient donc : 



Pt~aposhZon 7 . 2  7 La &ÔaWte de aig et de 2-rat-lin p a ~  1-motrpkinrne 

non f i n é a h e  b u m e  n ' u t  p a ~  Lnceube dand ~ l g .  

Par contre 1-rat-lin = rat est bien fermée par 1-morphisme inverse - 
puisque les ensembles rationnels d'un magmoide projetable libre s'identi- 

fient aux ensembles reconnaissables. 

Nous allons maintenant généraliser les constructions faites dans 

l'exemple 7.7. Soit un entier k 2 1 fixé et consid6rons l'alphabet gradué 

A = {b,c,a,#) où d(b) = k+l, d(c) = k+2, d ( a )  = 1, d(#) = O, et l'alphabet 

gradué r = {b,bl,bî,a,#) avec d(bl) 2 et d(b2) = k. 

Soit le 1-morphisme linéaire $ de T(A) dans T ( E )  défini par 

On définit B Idl O 

B1 = b 

I 
B2 = b.,(b B . . . B b), € T(b)(k+i)2 

;;Y; 



Pour les mêmes raisons que dans l'exemple 7.7, F est un ensemble 

algébrique et F'  = $-'(F) - remarquons que les ensembles F et F' construits 

dans l'exemple 7.7 correspondent au cas où k = 1 -. 

Nous allons donc démontrer : 

L'emembLe FI ci-duaus n ' u t  pdb k-a.tgéb/tique 

d'où on déduira immédiatement puisque F est algébrique, donc k-algébrique 

linéaire : 

Théokhe 7.23 Aucune d u  cea?lau k-ale;-lin, d en pcVdi~Uç) jq ; r~  

RU d a a e  1-aig-lin = alg d u  ~ e m b t u  Qébniquu n ' a X  6 m é e  pah 

1 -motphhrie finéaite inv  em e. 

Démonstration du lemme 7.22 : Supposons que F' soit k-algébrique linéaire. 

I 
Il existe donc un alphabet gradué r ,  un ensemble algébrique V de T(I')O, et 

1 un k-morphisme linéaire $ de T(r) dans T(A) tels que F' V .  Il existe 

aussi d'après le lemme 7.15 un alphabet gradué R, un ensemble corégulier W 

1 de T(l' u 0 u {a,, ..., a,]), et une substitution o de T(R) dans P(T(r)) tels 

1 
que nk.$(V) = U ni.$(f.o(w)). D'.autre part, comme W est corégulier, il 

a..f.w 
1 

existe d'après la proposition 5.12 un alphabet gradué monadique X, un ensemble 

reconnaissable L de T(x)~ et un kt-morphisme p de T(X) dans 

1 T(i u R u {al,. . . ,ak} ) tels que W = iïk, .p(L). De plus, étant donné la 

construction du système corégulier qui fournit W dans la démonstration 

du théorème 7.15, ainsi que la construction de p et L dans la démonstration 

de la proposition 5.12, on peut supposer que si x.s E L, où x E X et si 

1 1 
nk~*p(x.s) = a..f.w, alors ïi .p(x) = a .f.O. Comme L est reconnaissable, 

1 k ' i 



il e x i s t e  un e n t i e r  qo t e l  que Y mm' L s i  longueur de (ml) 2 qo, il 

e x i s t e  m" t e l  que longueur  (m") < qo e t  m.m" r L. 

Défin issons  maintenant l a  profondeur  d 'un élément u E T(A) : 

s i  u  E 0, prof ( u )  = O 

s i  u  E A ,  prof ( u )  = 1 

s i  u  = f .<u l ,  ..., u  > avec  f  E A 
P  P  

a l o r s  prof ( u )  = 1 + sup  (prof  (u l ) , .  . . ,p rof (u  1). 
P 

On démontre a l o r s  aisément p a r  r écu r rence  s u r  l a  t a i l l e  de  u  que 

prof (u .v)  p ro f  ( u )  + prof ( v ) .  

On cons idère  l 'ensemble 

2 = { ( x , i )  r X x I k . k 1 l  / ni,k1 . $ J (o (p (x ) ) )}es t  un ensemble f i n i } .  

S i  ( x , i )  E ? on peut  d é f i n i r  

h i = sup {prof ( u )  / u  r n k B k ,  . + ( o ( p ( x ) ) ) l  ( x , i >  

et h = sup ih (x , i )  / ( x , i )  E XI. 

De c e t t e  d é f i n i t i o n ,  nous a l l o n s  dédui re  par  r écu r rence  s u r  l a  longueur de s que 1 
- 

1 
s e T(X)O, s i  E = O . + ( o ( p ( s ) ) )  e s t  un ensemble f i n i ,  a l o r s  

Y u  E E prof  ( u )  I h  x longueur  ( s ) .  - 

Dans l e  c a s  où s r X o ,  t o u t e  composante de  E e s t  f i n i e  ; l e  r é s u l t a t  

découle a l o r s  de  l a  d é f i n i t i o n  de h. 

Montrons e n s u i t e  que 

Lest f i n i .  
* * 

S i  s = s1.s2 e t  s i  O . + ( o ( p ( s ) ) )  e s t  f i n i ,  a l o r s  O . $ J ( U ( ~ ( S ~ ) ) )  l 



En e f f e t  o ( p ( s ) )  = ~ ( ~ ( s ~ ) ) . a ( ~ ( s ~ ) )  = 

u 'b 
d'où O.$(u(p(s ) )  = 0 . $ ( u . 0 t ) . $ ( u ( p ( s 2 ) )  = 

:.o'EU(p(S, ) )  

O r  comme a  e s t  une s u b s t i t u t i o n  non v ide ,  v . + ( o ( p ( s 2 ) )  n ' e s t  pas v i d e  ; 

donc pour que O .$ (o (p ( s ) ) )  s o i t  f i n i ,  il f a u t  nécessairement  que 

0 -$ (o (p ( s1 ) ) ) .  D'après  l ' hypo thèse  de r é c u r r e n c e ,  on en dédu i t  que s i  

v  r O ~ $ ( o ( p ( s l ) ) ,  a l o r s  prof  ( v )  i h  x longueur  ( s l ) .  

De p l u s  il f a u t  a u s s i  que chacun des  v . + ( o ( ~ ( s ~ ) )  s o i t  f i n i  ; o r  

'L 
comme v  = v . B t ,  c e c i  implique que O t . $ ( a ( p ( s 2 ) )  s o i t  f i n i  e t  donc s i  

u E R ' . + ( 0 6 b 2 ) ) ,  p rof  ( u )  r h  x longueur  ( s  2  ) e t  comme t o u t  é16ment w 

'b 'L 
de v . + ( o ( p ( s 2 ) )  est de  l a  forme v .u ,  on a  prof  (w) i pro f  ( v )  + prof (u) = 

prof  ( v )  + pro f  ( u )  i h. longueur  ( s l )  + h.  longueur  ( s 2 )  = h.  longueur ( s )  . 

Considérons a l o r s  un e n t i e r  r t e l  que, en posant  m = ( k + l ) r ,  

- m > ( q O + l )  x h  x k  x k1  

1 i 'l, - V xO.s  r L t e l  que l i k l  . p (xo )  = ai.f.O e t  lTk.$(f) u  O '  O 0' 
'b 

a lors  prof (u0) < r 

On cons idè re  a l o r s  l ' é l émen t  u  de  F t  c F' d é f i n i  pa r  
r , m  

l 
u = B .<ul , .  . . ,U > où pour  j  r m ,  u  = c .<a3# , .  . . , a l # , a  .#>. r m j 

1 
I l  e x i s t e  donc s = x o . s t  E L avec IIk, .p(xO) = a  . f . O O  e t  

i 0  
0  

nk - $ ( f )  = uO.OO où Go e s t  une i n j e c t i o n  puisque + e s t  l i n é a i r e  e t  

'b 
il e x i s t e  v  r o(O0 .p ( s1 ) )  t e l s  que u  = uO.OO.+(v).  

Ecrivons maintenant  s sous  l a  forme x o . s i . s 2  ; il e x i s t e  donc 

'b 'b 
vi.0; E 0 ( 8 ~ . p ( s i ) ) ,  v 2  E a ( 0 i . p ( s 2 ) )  t e l s  que v  = vi .v2 .  



- % % 
Posons a l o r s  O0.$(v1) = ui .0;  d 'où 1 

'L - % % %  - 'L - 
uO.OO.$(vi) = u u1 O '  = l l l 0 . ~ ( f . v i )  et donc Cl! es t  une i n j r c t i o n .  0 1 ' 1  k 1 

Considérons a l o r s  l e  p l u s  p e t i t  sous  mot i n i t i a l  x O s '  1 de xo .s  t e l  

'L 'L % 
que uo .u i  s o i t  de  l a  forme Bp.(c 8 ... B c ) . t  ou équivalemment, puisque 

'L %'  - i 0 'L 
O '  .$ (v2)  = Tik . $ ( f . v i ) . $ ( v 2 )  = U ,  Oi .+(v2)  s o i t  d e  l a  forme u o ' u l '  1 

il # 
< a  ,... , a l n  #> . 

On remarque que s '  ne s a u r a i t  ê t r e  r é d u i t  au mot v i d e ,  pu isque  a l o r s  

'L <L 
% " 1 1  - U0.ul 

- u0 
. O r  on a c h o i s i  r suffisamment grand pour  que uo ne s o i t  

pas  de l a  forme d é f i n i e  c i -dessus .  

Comme s '  est t o u j o u r s  de longueur  2 1, éc r ivons  s i  sous l a  forme sl.x, 

s pouvant éventuel lement  ê t r e  l e  mot v ide .  I l  e x i s t e  a l o r s  1 
% % % % % 
v O E o(O . P ( S  ) ) ,  v . O  E a(Ol .p(x) )  t e l s  que v1.v2.02 = vi.0; ; 
1' 1 O 1 2 2 

% 'L 'l, 
d'où O2 0; e t  vl.v2 = v;. 

- % 5 

On pose a l o r s  OO.$(vl) = ul.O1, 

- 'L % - 
Q .$(v ) = u2.B2. 
1 2 

% % -  0 % - 
On a donc uO.ul.O1 = ïik . $ ( f . v l )  e t  donc O1 e s t  une i n j e c t i o n  e t  

% % % -  i 0 % % i o  % 'L 'L - 
u0.u1.u2.02 = Ilk .$(f.v1.v2) = Ilk . $ ( f . v i )  = uO.ul ' .O' 1 d'où O2 = 0; e s t  

'L 'L Z % % % -  
une i n j e c t i o n  e t  U; = ul. u2, u = u o . u 1 . ~ 2 . 8 2 . $ ( ~ 2 ) .  

% % % 
Enfin uO.ul n ' e s t  pa s  de l a  forme Br.(c 8 ... 8 c1.t  



On a donc obtenu un découpage de u de la façon suivante : 



- 
Montrons maintenant  que 00.$(00).$(o(p(sl.x.s2))) e s t  f i n i .  On en 

dédu i r a  d ' a p r è s  l a  démonstrat ion de (**) que puisque 

'L 
Vl.Ol E o ( ^ O . P ( ~ l ) )  

'L 
a l o r s  v  1' 0 1 . o ( p ( x . s 2 ) )  c o(00 .p ( s l . x . s2 ) )  

% - - 'L 

et comme U, .Ol.$(Ol). "o(p(x. s 2 )  ) )  = 00.$(~1.~1).~(~(p(~.~2)) 

- 
0 . j (O l ) . $ (o (p (x . s2 ) ) )  e s t  f i n i  ; e t  comme 1 

% 
v  O E o(O1.p(x)) a l o r s  

2' 2  

'L 
v  2' 0 2  . o ( ~ ( s ~ ) )  c u(Ol-p(x . s2) )  e t  

'L % 
d 'où  d 'une  p a r t  prof  (u2.02.$(B 2  ) )  = prof  ( u 2 )  5 h 

d ' a u t r e  p a r t  6 2 . + ( ~ 2 ) . + ( o ( ~ ( s 2 ) )  e s t  f i n i  e t  comme v2  E 0 2 . 0 ( p ( s 2 ) ) ,  

p rof  (B2.$(v2) )  5 h x longueur ( s 2 ) .  

- 
Supposons donc que OO.$(o(OO.p(s 1 - x . s  1) est i n f i n i .  Alors  2 .  

0  % - 
Oo-p(s  1 ,x.s  2  ) s ' é c r i t  < w ~ , . . . , w ~ ( ~ ) > .  Comme IIk . $ ( f )  = uo.O0 n ' e s t  pas  

% % % r\, 'L 1 
une t o r s i o n ,  uo e s t  de  l a  forme b . t  e t  comme Br = uO.w, u0 ~ ( b ) ,  

r - 
avec  k t 1  < n i (k t11  = m e t  Do e s t  une i n j e c t i o n  de Cnl dans Ck .d ( f ) l .  

i - 
Supposons q u ' i l  e x i s t e  i t e l  que  J i T  . 0n .$ (o (00 .p ( s l . x . s2 ) )  ne s o i t  pas  

O, ( i  
f i n i .  Alors  cet ensemble e s t  é g a l  à il k . d ( f )  .$(o(OO.p(sl .x .s2)) .  

O 0 ( i 1  
S i  5 ( i )  : k ( i l - 1 )  + j ' ,  c e c i  dev i en t  n!'.y(nk1 . a ( p ( s l . x . s 2 ) )  = 

O 

"' ."O (wo, ( ) 1) q u i  est i n f i n i .  

Comme v  E o(Gop(sl .x .s2)) ,  v s ' é c r i t  <vl ¶..., v d ( f ) >  avec v  i 1 o(wO ( i ) ) .  
O 

'L - 
Remplaçons a l o r s  vi p a r  v!. u '  = uo.Oo.$ (<v l ,  ..., v i l ,  ... ,v > )  e s t  encore 

1 d ( f )  

dans F '  . Mais comme O e s t  i n j e c t i f  , l a  mod i f i ca t i on  appor t ée  pour  l e  rempla- 
O 

'L 
cement de v i l  p a r  v '  ne joue que s u r  a u  p l u s  k  des  n  2 k t 1  "arguments" de uo ; i ' 



il en e x i s t e  un qu i  s e r a  inchangé ; on en d é d u i t  que U '  a FAim, e t  donc que 

- 
E = U ~ . ~ ~ . $ ( ~ V ~ ~ . . . ~ O ( W ~  ( i l ) ) i . . . i ~  d ( f I 7 )  CF' . E e s t  donc un ensemble 

O r , m  
- 

f i n i  d'où O O . ~ ( < v l , . . . y ~ ( ~ O  1 Y Y V ~ ( ~ )  > est  f i n i ,  a i n s i  que 
O 

i - - 1  

nkn 'OO*$(<vl>w'  , U ( W ~  ( i l  ) ), ... y v d ( f ) >  = II] k  ~ ( o ( w ~  (it ) ) )  ; d'où une 
O O 

c o n t r a d i c t i o n .  

% % % % j 1 j k t l  % 
Comme p ro f  ( u 2 )  S h i  s i  u  2 = B ~ ( a ~ . c ( a  B . . . 8 a )@a2) 

a l o r s  j  < h-1 d 'où comme u  E F' 
k + l  r , m  

a l o r s  h-1 + prof (02 .$ (v2 ) )  2 m > ( q  O + l ) . h . k T  d'où 

prof ( 0 2 . $ ( v 2 ) )  (qO+l )h .k l  - h+ l .  

Comme prof  (g2 .$(v2) )  5 h  x longueur  ( ~ 2 ) '  

.l 
longueur ( s 2 )  > ( q O + l )  k ' - 1  + qO-  

Comme longueur  ( s 2 )  > q O y  il e x i s t e  s i  t e l  que longueur  (s;) 2 qo 

e t  xOsl.x.s; E L.  

% % % -  
S o i t  a l o r s  v; a O 2  S .  2 Alors  u0.u1.u2.02.$(v;) a p p a r t i e n t  enco re  

à F '  e t  il est dans F  ,. O r  p ro f  (5 .$(v;))  i h  x longueur  ( s ' )  i h  x qo ; 
r 3"' 2  2 

% % %  
d'où m '  < h.qo t jk+l i h(qo+l ) -1 .  Ecrivons u  0 ' ~ 1 ' ~ 2  sous  l a  forme 

j  I j n  
Br.(c t3 ... 8 c ) . ( a  8 ... 8 a ) .Alors  Y i i n ,  

j i  t prof (02 .+(v ; ) )  5 m '  i h ( q o + l ) - 1  d 'où j i  5 h(qo+l)-1.  Les e n t i e r s  j i 

peuvent donc prendre  au  p l u s  h  x ( q o t l )  v a l e u r s .  

Considérons a l o r s  v2 1 o ( a 2 . p ( s 2 ) ) .  O?.p(s2) peut  s ' é c r i r e  sous l a  

- - - 
forme <wl , . . . ,wn> e t  donc v  

2  = <vli... n i 1 
,v > où v  a o ( w . ) .  Considérons 

a l o r s  un 1-morphisme y  de T(R) dans T ( r )  t e l  que y ( g )  E a(g) ; et remplaçons 

- 
une d e s  composantes v .  de v p a r  y(w.1 c e  q u i  donne v" E o ( 0 2 . p ( s 2 ) )  

1 2  1 2  
% % % - O $ i v î )  e s t  encore  dans F' ; o r  comme O2 e s t  une i n j e c t i o n ,  U '  = Uo.U1.U2. 



l e  remplacement de v2 p a r  v" va modi f ie r  au  p l u s  k  "branches" ; o r  pour 2  

o b t e n i r  un u '  d i f f é r e n t  de u  il f a u d r a i t  en modi f ie r  au moins k + l .  On a  

donc u '  = u. De proche en proche on peut  remplacer t ous  l e s  v. p a r  y(w. ) 
1 1 

' L % -  1 
sdns changer u  ; d'où u  = u ~ . u ~ . u ~ . ~ ~ . I $ ( ~ ~ . ~  p ( s 2 ) ) .  Comme s2 T(XIO, 

k  ' k ' 
p ( s 2 )  e T(n) O e t  y ( p ( s 2 ) )  E T ( r I O  ; y ( p ( s 2 ) )  c o n t i e n t  donc au p l u s  k '  

composantes d i f f é r e n t e s  ; donc 0 2 . y ( p ( s 2 ) )  c o n t i e n t  a u s s i  au p l u s  k' 

composantes d i f f é r e n t e s  e t  comme $ e s t  un k-morphisme l i n é a i r e ,  

$ ( 0 2 . y ( p ( s 2 ) ) )  c o n t i e n t  au p l u s  k.kl  composantes d i f f é r e n t e s ,  a i n s i  que 

i 
0 2 . $ ( ~ 2 . y ( O ( s 2 ) I ) .  L e s  é léments  a f i g u r a n t  dans u  s o n t  donc obtenus en 

2, , 2, 
composant l e s  k ( q  + l )  éléments d e  u0.u1.u2 e t  l e s  k.k'  d e  0 2 . ~ ( 0 2 . Y ( p ( s 2 ) ) .  

O 

11 y en a  donc au  p l u s  h (qo+ l ) .k  x k' d i f f é r e n t s  ; o r  dans u  il y en a  

exactement m = (k+ l I r  h ( q o + l )  .k .k l  d 'où une c o n t r a d i c t i o n .  

cqf d  . 

Terminons ce  c h a p i t r e  p a r  quelques remarques s u r  l e  problème d e  l a  

fermeture des  c l a s s e s  9 e t  - R a t  par  1-morphisme l i n é a i r e  i nve r se .  Puisque 

ces  c l a s s e s  s o n t  fermées pa r  i n t e r s e c t i o n  avec un r econna i s sab le ,  il s u f f i t ,  

compte-tenu de  l a  p ropos i t i on  7 .2 ,  de c o n s i d é r e r  l e u r  fe rmeture  p a r  démar- 

quage inve r se .  

O r  un k-morphisme peut ê t r e  cons idéré  comme un t r a n s d u c t e u r  dé t e rmin i s t e ,  

e t  il e s t  b i e n  connu que l e  composé d 'un  t r ansduc teu r  d é t e r m i n i s t e  e t  d 'un 

démarquage i n v e r s e  n ' e s t  pas nécessairement  un t r a n s d u c t e u r  C83I. Il  e s t  

même con jec tu ré  par  Ogden e t  Rounds [761  e t  B .  Baker Cl91 que l a  s u i t e  de  

Do = r a t  ; - Di+i = l a  fe rmeture  d e  D .  p a r  t r ansduc t ion  forme une s u i t e  
1 

s t r i c t emen t  c r o i s s a n t e .  C e t t e  c o n j e c t u r e  e s t  exactement équ iva l en te  à c e l l e  

que l a  s u i t e  R a t i  e s t  s t r i c t e m e n t  c r o i s s a n t e  où Rat, = Rat e t  - e s t  l a  

fermeture de - Rati pa r  l ' o p é r a t i o n  q u i  c o n s i s t e  à prendre  l ' image  p a r  un 

démarquage i n v e r s e ,  p u i s  l ' i n t e r s e c t i o n  avec un reconnaissable  e t  e n f i n  



l ' i m a g e  par  un 1-morphisme rion n é c e s s a i r e m e n t  l i n é a i r e .  Nous c o n j e c t u r o n s  

a u s s i  q u ' i l  e n  e s t  d e  même pour  l a  s u i t e  Q. d é f i n i e  d e  l a  même façon .  
1 



CHAPITRE VI11 1 

LE MAGMOÏDE ADDITIF 

DES PARTIES D'UN MAGMOÏDE 

Le magmoide des  p a r t i e s , q u e  nous avons d é f i n i  au c h a p i t r e  1 e t  u t i l i s é  

p a r  l a  s u i t e ,  a  é t é  c o n s t r u i t  de façon  à ce q u ' i l  s o i t  p r o j e t a b l e .  Mais e n  

compensation, nous avons vu que l e  p rodu i t  de composition n ' é t a i t  pas 

a d d i t i f  à gauche - i . e .  U . V  + U.V2 c U.(V +V ). Dans c e  c h a p i t r e  nous 1 
# 

1 2  

a , l lons  d é f i n i r  un nouveau magmoide de p a r t i e s  q u i  l u i  au ra  l a  p r o p r i é t é  

d ' a d d i t i v i t é  à gauche. Nous ver rons  q u ' a l o r s  il ne peut  pas  ê t re  p r o j e t a b l e .  

Le p rodu i t  de composition dans c e  magmoide fo rma l i se  a l o r s  l a  n o t i o n  

de " g r e f f e  r e s t r e i n t e ' '  de Boudol [ 29 1 ou c e l l e  de l l IO-subs t i tu t  ion" 

d l E n g e l f r i e t  e t  Schmidt C531. On d é f i n i r a ,  de  l a  même façon qu 'au c h a p i t r e  

I V  l e s  systèmes d ' équa t ions  dans c e  magmolde des  p a r t i e s  ; l e s  ensembles 

a lgéb r iques  correspondants  s e r o n t  a l o r s  l e s  ensembles "a lgébr iques  ascen- 

dants"  ou " I O  s e t s " .  On d é f i n i r a  a u s s i  l e s  p a r t i e s  r a t i o n n e l l e s  dont l e s  

composantes s o n t  l e s  ensembles c o r é g u l i e r s .  

Nous n ' en  déduirons pas  l e s  p r o p r i é t é s  des  f a m i l l e s  d'ensembles a i n s i  

obtenues - c e l a  a  d é j à  é t é  f a i t  pour  l e s  ensembles c o r é g u l i e r s  - c a r  n o t r e  

propos e s t  simplement de montrer que l a  d u a l i t é  b i e n  connliel 'algébrique 

descendant " - "algébrique asceridant" ou r é C u l i e r -  c o r é g u l i e r  e s t  basée s u r  l a  

d u a l i t é  projetabilité-additivité des  masmoïdes de p a r t i e s .  



Soit M un magrnoide quelconque. Le magmoïde a d d i t i f  des par t ies  de M, 

noté PA(M) est défini par : 

. Le produit de composition est défini par 
si LI E P*(M)~ et v 6 P~(M): ; U.V = {u.v / u E U, v É VI. 

9 

Il est clair que si u E U et v r V, u r M' v r M: d'où le produit u . ~  
9' 

est défini et appartient à MP d'où U.V E P~(M):. 

. Le produit tensoriel est défini par 
si U r PA(~lP et V E P~(M)P' alors U 8 V = {u 8 v / u r U, v E VI. 

9 9' 

Comme précédemment U 8 V E PA(M) P+P ' 
9+9' ' 

. L'élément neutre e' de pA(MIP est l'ensemble 
P P 

formé du seul élément neutre e de MP. 
P P 

On vérifie aisément que PA(M) est bien un magmoide. De plus, par 

définition, P~(M) est a d d i t i f  c'est-à-dire que si on définit sur PA(M) P 
4 

l'addition notée + par U+V = U u V, on a bien 

D'autre part le magmolde M peut être considéré comme un sous-magrnoide 

de PA(M) en identifiant 1'élFment u de M à l'élément {u} de PA(M). 



Enf in ,  pa r  d é f i n i t i o n  de PA(M) , chaque f i b r e  P ~ ( M ) '  = P(M') 
9  9  

P  c o n t i e n t  l a  p a r t i e  v ide  notée  0 . Les p a r t i e s  v ides  v é r i f i e n t  
4 

e t  peuvent ê t r e  cons idérées  comme des  "zéros". 

De p l u s ,  l 'ensemble de ces  éléments zéros  forme un sous-magmoide 

no té  Z(M) de  PA(^) q u i  n ' a  qu'un s e u l  élément p a r  f i b r e  e t  q u i  e s t  donc 

isomorphe au  magrnoide des  f i b r e s  (CADI, ch. 1). 

Exemple 8 . 1  S o i t  l ' a l p h a b e t  gradué C = { f , E , b , b , a , ~ l  avec d ( f )  = 3 ,  

d ( g )  = 1, d ( a )  = d ( a )  = d(b )  = d ( b )  = 0. 

1 
So ien t  U = { < ~ ; ~ ( x ~ , x ~ , x ~ ) > I  E PA(T(x))â  

2 
e t  V = {<O;a,b>,<o;a,6>) E P ~ ( T ( L ) ) ~ .  

- - -  1 
Alors  U.V = {<O; f (a , a ,b )> ,  <O;f(a ,a ,b)>} E PA(T(x))O* 

2 
So ien t  U' {<1;  g (x l )  , g ( x l ) > )  E PA(T(C I l  

1 
S o i e n t  Ut' = {<2 ;g (x l )> )  E P ~ ( T ( E ) ) * .  

1 1 
Alors  U". (V' 8 go)  = go. 



Démonstration : S ' i l  é t a i t  p r o j e t a b l e ,  l a  f i b r e  O - O c o n t i e n d r a i t  un 

O s e u l  élément.  O r  PA(M)O c o n t i e n t  t o u j o u r s  au moins deux éléments  q u i  

O son t  { e o )  e t  go. 

cqf d  . 

D e  l a  m ê m e  façon qu 'au c h a p i t r e  1, on peu t  d é f i n i r  de s  k - s u b s t i t u t i o n s  

comme é t a n t  d e s  k-morphismes d e  M dans PA(M1), mais une t e l l e  no t ion  n ' a  

p l u s  aucun i n t é r ê t  dès  qu'on cons idè re  des  magmoïdes p r o j e t a b l e s ,  comme l e  

montre l e  r é s u l t a t  s u i v a n t .  

Phopoai,t5on 6 . 3  Si M e.t M '  a o n t  deux magrnoZdecl pmjeXublu, 

.but k-mohpkinrne de M dam PA(Mi) e6.t un k-rnokphi~rne de M d m  M l .  

D4monstration : S o i t  donc 41 un k-morphisme de M dans M l .  Comme M '  e s t  

p r o j e t a b l e  e t  que M '  est  un sous-magmoïde de PA(M1), PA(M1) c o n t i e n t  

donc un sous-magmoïde d e s  t o r s i o n s  e t  on a  b i e n  V O E 8P c M P  
q  9 

Supposons a l o r s  q u ' i l  e x i s t e  u  a MP t e l  que $ ( u )  s o i t  de c a r d i n a l  
9  

s u p é r i e u r  ou é g a l  à deux. I l  e n  r é s u l t e  d 'abord que p  # O c a r  s i n o n ,  

comme M~ = (O 1 ,  @ ( u )  s e r a i t  é g a l  à 10 1 q u i  est de c a r d i n a l  1. Les deux 
9 9 k  q 

éléments  < I d  ,Idp>.u e t  u  é3 u . < I d  , Id  > son t  égaux d 'où 
P  9 9 

<Idkp,Idkp> $ ( u )  = @ ( u )  63 $ ( u ) . < I d  I d  > e t  donc 
kq' kq 

{<v,v> / v E $ ( u ) }  = {<v1,v2> / YI € @ ( u ) ,  V2 E @ ( u ) ) .  

S i  Card ina l  @ ( u )  2 2,  il e x i s t e  vl,  v2 $ ( u )  t e l s  que vl f v2 ; 

il e x i s t e  donc a u s s i  v  a @ ( u )  t e l  que <v,v> = <vl,v2> d 'où 

( I % p  @ Okp).<v,v> = ( I d  é3 O ).<v1,v2> d'où v  = v e t  de lamême 
kp kp 1 

façon,  on montre que v  = v2 d ' où  une c o n t r a d i c t i o n .  

cqfd.  



2, SYSTÈMES ALGÉBRIQUES E T  GRAMMAIRES ASCENDANTES 

1 Soient M un magmoide quelconque et V un alphabet gradué. Nous 

l % 
admettrons l'existence du magmoide libre T(M u V )  qui a la propriété 

l suivante : quel que soit le k-morphisme @ de M dans un magmoide M' et 

I l'application k-dilatante $ de V dans M', il existe un et un seul 

I k-morphisme de ?(M u V) dans M' . Cette existence peut se démontrer en 

I considérant l'ensemble des expressions formelles formées à partir de 

l M, V et de deux symboles O et @ et en quotientant cet ensemble par une 

I congruence adéquate. 

Signalons aussi que dans le cas où par exemple M = T(C) 
le magmoide ? ( T ( C )  u V) est différent du magmoide T ( L  u VI. En effet 

1 soit X un symbole de degr6 2 appartenant à V. Dans T(C u VI, 
1 1  

X.<lll, Til>.X = X.(X 8 X).<Id2,1d2> ; ces deux éiéments sont encore 

dans ?'(T( ,Y) u V) mais ne sont plus égaux. 

Un système algébr ique ascendant sur M et V est un ensemble d'équations 
?r 

S = {X = RX / X 6 VI où V X c V, RX est une partie finie de T(M u V). 

1 Dans le cas habituel, M sera le magrnoide projetable libre T(C). 

On associe alors à S l'ensemble E(S) des applications de V dans 

PA(M) telles que si F E E(S), E(X) = EX r P*(M):(~). Muni de l'addition 

définie par E+Ef(X) = E ( X )  + E'(X) et de l'ordre défini par E 2 E' ssi 

Y X E V, EX c EX, E(S) forme un treillis complet. 

D'autre part, toute application E de E(S) peut être prolongée en un 

unique l-morphisme oE de ?(M u V) dans PA(M) qui vérifie 

La solution de S est alors le plus petit élément de E(S) qui vérifie 



On démontre pa r  les mêmes méthodes qu'au c h a p i t r e  I V  que c e t t e  s o l u t i o n  
( i )  

e x i s t e  t ou jou r s  e t  q u ' e l l e  e s t  l a  l i m i t e  de l a  s u i t e  {E Ii d é f i n i e  p a r  

Maintenant que c e s  d é f i n i t i o n s  géné ra l e s  s o n t  données, nous n ' a l l o n s  

p l u s  cons idé re r  que l e  cas  où M = T(C). Un système a lgéb r ique  ascendant  

S = {X = RX / X c V} s e r a  d i t  sous forme normale ssi  

'L 
Y X E V., Y u E RX., u E T ( V )  c T(T(1) u V) ou 

u T ( C )  C T ( T ( c )  U V I .  

P m p o a ~ o n  8 . 4  que 6 o i - t  Xe nyaithe algéb/Lir2ue ancendavtt S huh 

T(C) 4;t V dont la h o l d o n  ait E,  il e d i t e  un aybithe S' 40Ub dome n o m d e  

hm T(1) ct V '  2 V d o n t  l a  6oXutLon ait E' it& que Y X E V ,  EX = EX. 

Démonstration : S o i t  S = {X = RX / X E V} un système a lgéb r ique .  s ' i l  n ' e s t  

pas sous  forme normale, il e x i s t e  X E V I  u E RX t e l  que u k T(C) e t  t e l  que 

'L 'L 
u s ' é c r i t  a . (@1 Y . $  8 B2).0 avec  y E ~ ( 1 ) ~ .  Alors  y s ' é c r i t  (yl B . . . 8 y ) .O '  

9 P 

e t  u peut  s ' é c r i r e  

'L 'L 

a.(B1 Q y1 B ... @ y p @  B ~ ) . ( I ~  8 0 '  8 1 d  8 6 8  ~d ) .O. 
P l  P2 P l  p2 

Alors on remplace u dans R p a r  X 

Y.  ( I d  8 2 8 I d  ) . O e t  on r a j o u t e  l e s  équat ions  
P l  p2 

Y  = @ Y 1  8 ... 8 Y 8 B2).(Id 8 O'  8 Id  ) 
P P l  p 2 

- 'L 
Yi - Y i  

On o b t i e n t  a i n s i  un système S' s u r  T(C) e t  V u IY,Y1, ..., Y 1. S o i t  E '  
P 

l a  s o l u t i o n  de  S' e t  E" sa  r e s t r i c t i o n  à V .  



'L 'L 
On a bien E; = { y . }  = u~,,(~,J.) d'où 

j 3 3 

% 'L 
E + =  aElr(a.(B1 8 y1 8 ... 8 y 8 B2).(Id 8 O' 8 Id 1) 

P Pl p2 

On en déduit que E' = El' puisqulils vérifient les mêmes équations. 

De proche en proche, on arrivera ainsi à construire un système sous 

forme normale vérifiant les conditions voulues. 

cqf d . 

Définissons maintenant les grammaires algébriques ascendantes : 

Une grammaire a lgébr ique ascendante sur z et v est un triplet 

G = <C,V,R> où R, l'ensemble des règles, est une partie finie de 

1 vxT(zuv) tel que si X + t E R alors t E T ( f  u V)d(X). Jusque là, cette 

définition est la même que celle des grammaires descendantes qui figure 

au chapitre VI. La différence consiste dans la définition des dérivations : 

1 Un élément u de T(C u V )  se dérive immédiatement en u t ,  ce qui se 

notera u =7 u' , ssi 

3 X + t é R  

% 
3 g,ii1,82 ?(z u VI, y e ?(C), O E û tels que 

Autrement dit, on ne peut réécrire un symbole au moyen d'une règle 

que si aucun de ses arguments ne contient un symbole non terminal. 

On dira alors qu'un élément u se dérive en ut, ce qui se notera 

* 
u I=> u', s'il existe u O, ul, ..., un tels que uo = u, u = u' et i E Cnl, n 



u i-1 => u.. 1 L'entier n sera appelé longueur de la dérivation. On note alors 
* FG(x) = {u E T(6) / X => u}. 

Théotrhe 8 . 5  (Théotrème d' a t g é b n i d é  as cendante) . 
SoCt u une paht ie  de T( e):. Alom il eeriste une 

g m & e  ascendante G = <B,V,R> et Xo ic V td que U = FG(xO) d b i  il 

er i s t e  un bLjd$be d g é b ~ q u e  ascendant S = {T( = % / / ic V I  et Ro E Ü 

t e R  que b i  E ut la b o U 0 n  de S ,  u = ER . 
a 

Démonstration : Cgdjcl~gn-n~cgn~giy~ 

Soit G = <C,V,R> une grammaire algébrique ascendante. Alors si 
% <L 

X -, t E R ,  t E T(c u V) ; t s'écrit donc t . 0  avec t ic ?(c u V) ; t peut 

donc être considéré comme un élément de ?(T(c) ü V). On considère alors 

le système SG = {X = 5 / X r V} où RX = {t / X + t  E RI. 

Soit E la solution de SG. On montre alors : 

* 
Si u => u' avec u' T(C) alors u' ic oE(u). 

On le démontre par récurrence sur la longueur de la 

* 
dérivation u =:- u' . 

Si cette dérivation est de longueur O, u = u' et donc 

u' E oE(u) = Iu) = {u'}. 

Si cette dérivation est de longueur 2 1, il existe u" tel que 

* u => u" => u' ; et d'après l'hypothèse de récurrence u' e oE(ut') 

il suffit donc de montrer que aE(ul') c uE(u). 



'L 'L ?, 
Or u s'écrit a.(X1 8 (~.y) e e2).o et ut' s'écrit :.(81 e (~.?I.'&~).O 

'L 'L 
avec X 4 t E R. Or on a toujours o (u.0) = o (LI).@ ; et comme uE est un E E 

morphisme de magrnoide, il suffit d'après la propriété d'addivité dans 

'L % 'L 
PA(T(C)) de montrer que oE(t.y) c oE(X.y). Or oE(y) est un singleton, 

l 

1 
'L ?, % 'L 

on a bien oE(t.y) = aE(t).{yl et oE(X.y) = oE(x).{yl. Il suffit alors de 

montrer que o (t) c oE(X) = E ce qui est immédiat puisque X 4 t E R E X 

et donc t E 5. l 

Soit E(~) l'approximation de la solution E de SG. On montre ~ 
alors par induction sur i que E(~) c TG(x) ; ce qui est X 

(0) (itl) . manifestement vrai pour i = O puisque E = 0. Soit alors v E EX X Y 

il existe donc t tel que X + t E R et tel que v E u (t). Il suffit alors 
,(il 

de montrer par récurrence sur la taille des éléments u de T(C u V) que si 
* * 

V r oE(.)(u) alors u => v ; on en déduira bien que t => v et donc 

X A> v d'où v e (X). G 

i i Si u est de taille O, u = iï et a (u) = {Iï l donc si v E u (u) 
P ,(il P ,(il 

i * alors v = Iï e t u  => v. 
P 

?, 'b Si u s'écrit g.(ul 8 ... €3 u ).O avec g E V u C, alors si v E a (u) 
P ,(il 

il existe vo, vl,...,v t e l s q u e v o ~ o  (g),viru (vilet 
P ,(il ,(il 

v = vO.(vl B ... 8 v ).O. ~ ' a ~ r è s  l'hypothèse de récurrence, on en déduit 
P 

'L * 
que ui => v i ; il est facile d'en déduire, compte tenu de la définition 

% 'L * des dérivations ascendantes, que g. (ul B . . . 8 u ) 0 =7 go (vl 8 . 8 v ) - O -  
P P 

Si g E C alors a (g) = g et vo = g ; on a bien le résultat. Si g E V, 
,(il 

* 
alors vo E  EX^) c ËG(x) d'où g => vO ; et to~jo~rs à cause de la définition 

des dérivations ascendantes, on peut montrer facilement par récurrence sur la 

* 
longueur de la dérivation g => vo, que 

* g.(vl 8 ... 8 v ) .@ =7 vO.(vl 63 ... B v ).O, puisque (vl 8 ... 8 v O E T(E). 
P P p' 



On a donc b ien  d'une p a r t  ËG(X) c EX, d ' a u t r e  p a r t  EX c FG(X), 

d 'où en p a r t i c u l i e r  F ( X  ) = , ce  q u i  montre b i e n  l a  cond i t i on  néces sa i r e .  
G O 

c ~ n ~ i I ~ g g s - s ~ f f ~ s z i n @  

S o i t  un système S = {X = RX / X e V} dont l a  s o l u t i o n  e s t  E ,  e t  s o i t  

I l  e x i s t e  un système sous  forme normale S1 = I>( = / >( e dont l a  

- 
s o l u t i o n  e s t  Ë t e l  que EX = EXO. Considérons a l o r s  l a  grammaire G = <E,Y,R>  

O 
où R e s t  d é f i n i  par  >( -; t r R ssi t c . Cet t e  c o n s t n i c t i o n  e s t  l é g i t i m e  

7 

puisque pa r  d é f i n i t i o n  de l a  forme normale s i  t c RX a l o r s  

t r T ( Z )  u T(V) c T ( Z  u V) - d'où l a  n é c e s s i t é  de pas se r  p a r  l a  forme normale 

S i  maintenant on c o n s t r u i t  l e  système a lgébr ique  ascendant  a s s o c i é  à G comme 

il a é t é  f a i t  dans l a  cond i t i on  n é c e s s a i r e ,  on r e t r o u v e  exactement S' ; on 

peut  a l o r s  app l ique r  l a  cond i t i on  n é c e s s a i r e  e t  on o b t i e n t  



+ P 
S i  U e s t  un élément de P~(T(~)) on d é f i n i t  l ' é lément  U de  PA(T( t 

P '  
2 U+ = U + U + ... + un + ... 

Comme dans P (T(C)) l e  p r o d u i t  de  composition e s t  a d d i t i f  à d r o i t e  e t  A 
à gauche, on au ra  c e t t e  f o i s ,  contrairement  à ce qu i  s e  passe  dans l e  

magmoïde p r o j e t a b l e  des  p a r t i e s ,  U+ = U + U'U = U + u.u+. 

X = X + u.x = X + X.U. 

3 2 n 
Démonstration : I l  e s t  c l a i r  que u2 + U + . . . + un . . .= U. (U+U +. . .+ U ) = 

2 + + (U + U + ... + u n  + ...) U d'où U+ = U + U .U = U + U .U. 
3 

Supposons maintenant  que X = U + U.X. Alors  on montre p a r  r écu r rence  

que pour t o u t  n ,  un c X ; en e f f e t  U c X e t  s i  un c X a l o r s  

un+' = U.U" c U.X c X. D'où U+ c X. La démonstration serait l a  même s i  

X = u + X.U. 

cq f  d . 

La f a m i l l e s  d e s  p a r t i e s  r a t i o n n e l l e s  ascendantes  de  T(C) s e r a  a l o r s  

l a  p l u s  p e t i t e  p a r t i e  de  PA(T(E)) contenant  l e s  ensembles f i n i s  e t  fermée 

p a r  l e s  o p é r a t i o n s  +, produ i t  de composition, p rodu i t  t e n s o r i e l  e t  a d d i t i o n .  



Théoaème 6 . 7  Un Uément u de P ~ ( T (  Z ) )q est une w e  &onn&e 

acendante a a i  il e d t e  un alphabet ghadué m o d q u e  A, un ensmble aecon- 

nadaable L de  T(I):, un entien k 2 sup  (p ,q )  un k-moaphiyne $ de T(A) dunh 

T(Z) et une Lnj 'edon O r te& que 

Démonstration : Cm~~~iog-guffssggI$ 

k 
A chaque p a r t i e  L  de T ( A ) ~  on a s s o c i e  ( (LI  = {$(u ) /u  r L I  r PA(T(Z))k. 

On a  a l o r s  

$(LI + L2) = $(LI)  + $(LE)  

. $(LI . L2) = $(LI) . $(L2)  puisque 

$(Ll)*$(L2) = {4(u1)*4(u2)  / u1 ' LI> u2 € L?I 

$(L') = ( $ ( L ) ) *  puisque $ ( L ~ )  = ( ( (L ) ) "  e t  que 

2  2  $(L + L + . . . + L" .. .)  = $ ( L )  + $(L ... + $ 4 ~ ~ )  + ... 

De p l u s  s i  L e s t  f i n i ,  $(LI  e s t  f i n i  d 'où s i  L e s t  r a t i o n n e l ,  

$(LI e s t  r a t i o n n e l .  Alors  U 8 O = O.$(L) est  a u s s i  r a t i o n n e l  e t  
k-P 

1 U = ( U  8 O ) .<Idp,np,  
1 

...,ii > est encore  r a t i o n n e l .  
k-q P 

Condition n é c e s s a i r e  .................... 

La cond i t i on  n é c e s s a i r e  va ê t r e  démontrée p a r  i n d u c t i o n  s u r  l a  

cons t ruc t ion  de  U. 

- S i  U est une p a r t i e  f i n i e  d e  ~ ( 1 ) '  on pose A = {Ü / u r U) e t  k  = sup (p ,q )  
' 

s i  k  = p 2 q ,  on pose O = I d  e t  $(Ü) = U 8 O 
P k-q 

- k k  s i  k  = q 2 p  2 1, on pose O = I d  8 O e t  $ ( u )  = <u,ilk, . . . , i ik> 
P  k-q 

On a  dans l e s  deux c a s  U 8 O = @.$(A). 
k-q 



- Si U = U1 + U2, 

alors Ul 8 O = O.ml(L1) et U2 8 O = O .$ (L 1. 
k-4 k-q 2 2 2 

Comme El1 et O2 sont des injections de [pl dans Ckl, il existe deux bijections 

O; et O; de Ckl dans Ck] dont Ol et O2 sont les restrictions à [pl. On pose 

alors A = Al u A2 u {a ,a 1 ,  L = alLl+ a2L2 1 2  

0; sur a 1 

O' sur a2 2 

On a alors $(LI = O;.$~(L~) + o;.$~(L~) et 

(Id 8 O ).$(LI = o ~ - $ ~ ( L ~ )  f 02-$2(L2) = 
P P-k 

On pose k = sup(kl,k2), A = Al u A2 u {a) 

on a alors (O1 8 Ok-k ).$(Ll.a.L2) = 
1 

.Si U U1 @ U2, 
u1 @ Ok = Ol.$l(L1) et U2 8 O = O2.O2(L2) ; 

1-91 - k2-q2 
on pose k = kl + k2, A = Al u A2 u {a) et O E ektk1 1 ' injection telle que 

(Id 
@ Okl-ql 

8 ~d e o ~ ~ - ~ ~ )  .O = ~d 8 O 
Ok2-42. 41 42 41+q2 kl-ql 



On pose aussi 

si u E Al 
2 

On a alors +(LI) = +l(L1) @ Idk , 
1 

4(L2) = Idk2 B rn2(L2) 
- 

d'où $(L,.L,.~) = ($,(LI) 8 b2(L2))-o 

- 
et (ol e 02).+(Ll.L2.a) = (U1 Ok e U 2 % 0  ).O - 

1-91 k2-92 

U1 % U2 8 O 
k-q1-q2 ' 

t - Si U = V , alors V B O = O.@(L). Comme O est une injection de Cpl dans 
k-P 

rkl, il existe une bijection de [k] dans [k] telle que O = (ldp B Ok-p) .O. 
- 

On pose alors A' A u {a) et on étend + à A' par +(a) 8 

n-1 - 
et (Id 8 O ).$((a~)~) = O.$(L).[O.$(L)l - 

P k-P 
n-1 - (V e O ).[G.$(L)I - v.(I~ 8 O ).[O.+(L)I"-~. 

k-P P k-P 

On peut démontrer alors par récurrence que 

(ldp B O ).$((a~)") = vn e O d'où 
k-P k-P 

+ 
( ~ d  B O ).+((a~)') = v 8 o ~ - ~ .  

P k-P 
cqf d . 



Dans le cas où on considère des ensembles rationnels ascendants, 
1 

c'est-à-dire des éléments de PA(T(L))n, la torsion qui figure dans la 

caractérisation du théorème 8.6 est une projection et cette caractérisa- 

tion devient exactement la même que celle des ensembles coréguliers 

donnée par la proposition 5.9 et le théorème 5.10. On en déduit donc 

1 ' équivalence de ces deux notions. 

TCzZotrhe 6 . 7  Une p d e  de T (1 1' eh2 un enha~ble tt&nn& 
n 

acscelzdant 46i c' UR: un ennernble cokéguLieh. 

En fait, ces deux notions coïncident sur un domaine plus vaste que 

celui des magmoïdes projetables libres. D'une part, comme on peut cons- 

truire P (M) pour un magmoïde M quelconque, on peut définir les ensembles A 
rationnels d'un magmoïde quelconque. D'autre part les systèmes d'équations 

cor6guliers ont une forme très particulière ; et si on les considère comme 

des grammaires, les dérivations y sont toujours ascendantes ; on peut donc 

définir les systèmes coréguliers comme des systèmes algébriques ascendants 

(ce qui ne changera rien au résultat dans le cas des magmoïdes à torsions) 

et donc définir des ensembles coréguliers dans un magmoide quelconque ; 

il est clair que les notions de coréEularité et de rationalité ascendante 

coïncideront encore. 



CHAPITRE I X  

SYSTÈMES D'  ÉQUATIONS ET 

SCMANTIQUE DES SCHÉMAS DE PROGRAMME NON D~TERMINISTES 

Pour définir la sémantique d'un programme (récursif), Nivat [741  

considère qu'un tel programme est un système d'équations dans un C-magma 

M, ce qui permet de définir la fonction calculée par un programme connais- 

sant la solution du système d'équations correspondant dans le C-magma 

libre et le morphisme canonique du C-magma libre dans M appelé interprétation. 

Ce n'est pratiquement qu'une question de formalisme que de considérer 

un programme comme un système d'équations dans un magmofde fonctionnel. 

Mais en adoptant ce point de vue, il apparaît qu'on peut résoudre des 

systèmes d'équations dans des magrnoides qui ne sont pas des magmoïdes 

fonctionnels, tel que les magmoïdes de relations. 

Il est alors possible d'envisager des programmes qui calculent des 

relations. C'est pourquoi nous avons appliqué les méthodes de Nivat et 

utilisé le formalisme du magrnoide pour étudier les schémas de programme 

non déterministes. 

Pour définir leur sémantique, il faut distinguer le cas de l'appel 

par nom de l'appel par valeur ; dans le premier cas les interprétations 

se font toujours dans des magrnoides fonctionnels alors que dans le second 

elles se font nécessairement dans des magmoïdes relationnels. 

Dans les deux cas, mais pour les domaines plats uniquement, on 

obtient un théorème analogue à celui de Nivat : la sémantique d'un 

programme est définie par l'interprétation d'un ensemble d'arbres 

(finis ou infinis) cet ensemble étant déterminé "syntaxiquement" 

c'est-à-dire sans tenir compte d'éventuelles interprétations. 



Dans t o u t  c e  qu i  s u i t ,  on a p p e l l e r a  domaine un t r i p l e t  (D,I,I >, 

qu'on no te ra  p l u s  brièvement D s ' i l  n 'y  a pas ambiguï té ,  t e l  que 

- l a  r e l a t i o n  5 e s t  un o r d r e  s u r  D 

- I e s t  l e  p lus  p e t i t  élément de D 

- l ' o r d r e  5 e s t  complet [ 94 ]  ou i n d u c t i f  Cl013 

c ' e s t - à - d i r e  que t o u t e  p a r t i e  d i r i g é e  X de  D admet une borne supé r i eu re  

notée  U X .  (Une p a r t i e  d i r i g é e  X e s t  une p a r t i e  t e l l e  que 

dl E X ,  d2  E X => 3 d3 E X t e l  que dl < dg e t  d2 5 d g ) .  

n  
S i  < D I  > e s t  un domaine, il e s t  c l a i r  que <D ,ln ,sn > e s t  encore 

n n 
un domaine, ou 5 e s t  l ' e x t e n s i o n  de 5 à D "composante pa r  composante". 

S i  D1 e t  D sont  deux domaines, une a p p l i c a t i o n  f d e  Dl dans D2 e s t  2 
d i t e  continue s i  q u e l l e  que s o i t  l a  p a r t i e  d i r i g é e  X de  Dl, l 'ensemble 

{ f ( d )  / d E X) admet une borne s u p é r i e u r e  qu i  e s t  f(UX). En appl iquant  c e t t e  

p r o p r i é t é  à des  p a r t i e s  d i r i g é e s  {dl,d2} avec dl 5 d2 ,  on en dédu i t  que 

t o u t e  a p p l i c a t i o n  cont inue  e s t  c r o i s s a n t e  e t  donc que l ' image  p a r  une 

f o n c t i o n  cont inue  d 'une  p a r t i e  d i r i g é e  e s t  encore d i r i g é e .  
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1, SYSTÈMES D'  ÉQUAT 1 ONS S C H ~ M A T I  QUES DANS LES MAGMOÏDES CONT 1 NUS 

1.1 DEFINITIONS 

On d i r a  qu'un magmoïde M e s t  ordonné p a r  5 ssi 

. l a  r e l a t i o n  5 e s t  f i b ~ é e ,  i , e .  s i  deux éléments de  Pi son t  dans l a  

r e l a t i o n ,  i l s  son t  dans l a  même f i b r e  ; 

. l a  r e l a t i o n  5 e s t  un o r d r e  p a r t i e l  s u r  chacune des  f i b r e s  de  M ; 

. l a  r e l a t i o n  5 e s t  compat ible  avec l e  p rodu i t  de composition e t  l e  

p rodu i t  t e n s o r i e l ,  c ' e s t - à - d i r e  : 

- u  I u t ,  v 5 v' => u .v  5 u '  , v '  

- u  5 u t ,  v  I V '  => u  63 v  5 u '  8 v ' .  

Exemple 9 .1  S i  MT e s t  un magrnoide à t o r s i o n ,  l e  magmoïde P(MT) e s t  

ordonné p a r  l ' i n c l u s i o n  ( c f .  ch.  III,  § 1). 

S i  MT est un magmoïde quelconque, l e  magmoïde PA(M) est ordonné p a r  

l ' i n c l u s i o n  ( c f .  ch .  V I I I ) .  

.l 

On d i r a  qu'un magmoïde ordonné e s t  c0mpfet (ou i n d u c t i f )  s i  t o u t e  

p a r t i e  d i r i g é e  de chaque f i b r e  admet une borne s u p é r i e u r e  e t  s i  chaque 
P  P  f i b r e  M a  un p l u s  p e t i t  élément n o t é  R . 
9 9  

Exemple 9 .2  Les magmoldes ordonnés P(MT) e t  PA(M) s o n t  complets  ; 

l e s  é léments  minimaux de chaque f i b r e  son t  l e s  é léments  v i d e s .  

I 

Un magmoide ordonné complet est continu ssi l e  p rodu i t  de composi t ion 

e t  l e  p r o d u i t  t e n s o r i e l  son t  b i c o n t i n u s ,  c ' e s t - à - d i r e ,  s i  X e t  Y s o n t  d e s  

p a r t i e s  d i r i g é e s ,  



Compte t e n u  du f a i t  que l e s  p r o d u i t s  son t  compatibles  avec l ' o r d r e ,  

s i  X e t  Y sont  d e s  p a r t i e s  d i r i g é e s ,  {u .v  / u  E X ,  v  E Y) e t  

( u  8 v  / u  E X ,  v E Y) s o n t  encore d i r i g é e s ,  ce  q u i  a s s u r e  que l e s  

cond i t i ons  i )  e t  ii) ci -dessus  ont  b i en  un sens .  

Exemple 9.3 Le magmoide PA(M) e s t  cont inu .  En e f f e t ,  dans ce  magmoide, 

s i  X e s t  une p a r t i e  d i r i g é e ,  UX = Ib( ; l a  b i c o n t i n u i t é  des  p r o d u i t s  découle 

a l o r s  de l e u r  b i - a d d i t i v i t é  ( c f .  ch. V I I I ) .  

En ce qu i  concerne l e  magrnoide P(MT), on a encore UX = @, mais où l a  

réunion  e s t  p r i s e  i c i  composante pa r  composante. La b i c o n t i n u i t é  du p rodu i t  

t e n s o r i e l  découle encore de s a  b i - a d d i t i v i t é .  Le p rodu i t  de  composition 

n ' e s t  pas b i - a d d i t i f ,  mais cependant ,  à cause d e  l ' a d d i t i v i t é  à gauche, 

on a  UX.UY = u A.UY. I l  s u f f i t  donc de  montrer que A.UY = U{A.B / B r Y). 
A E X  

'L 
Mais comme A . U Y  = % U U . 0 . u ~  e t  U{A.B/B E Y) = u ,U u.P.B, il s u f f i t  

u .  O E A  BEY u.  OEA 

'L 'L 
de  montrer que {:.O} .UY = U l u . @ )  . B .  L ' i nc lus ion  de U lu .01  .B dans 

BEY BEY 

'L 
{:.O) .UY e s t  év iden te .  S o i t  donc v  E { u . ~ )  .UY.  I l  e x i s t e  donc 

% 
w E IIB(').uy , .. . ,w  c II:(q) .UY t e l s  que v  = u.<wl,. . . ,wq>.  I l  e x i s t e  donc, 
1 n  4  

pour i 5 q ,  Bi E Y t e l s  que wi  'n O(i).Bi. Puisque Y e s t  d i r i g é e ,  il e x i s t e  

B E Y t e l  que '4 i 5 q ,  Bi c B, d ' où  v  {:.BI.B c U {U.O) . B .  
BEY 



Soient  C un a lphabet  gradué e t  R un symbole O-aire n 'appar tenant  p a s  

à C .  On pose C '  = C u I R ) ,  e t  pour t o u t  p  Z 1, q 2 0, 

RP = <%Oq,. . . , R .  O > E ~ ( 0 ) '  c T(C1 1'. On d é f i n i t  a l o r s  s u r  
4  9  4  

(l '(Cl u T(R)) x T(C1) l a  r e l a t i o n  I p a r  : 

I l  e s t  f a c i l e  de  montrer que l ' e x t e n s i o n  "homomorphe" de  c e t t e  r e l a t i o n  

à T ( C ' )  x T(C1) e s t  une r e l a t i o n  d ' o r d r e  pour l a q u e l l e  l e  p l u s  p e t i t  

élément de chaque f i b r e  T(C'lP e s t  fiP 
9  4  ' 

On c o n s t r u i t  a l o r s  l e  magmolde p r o j e t a b l e  Tm(C) en complétant T(C1) 
a, 

pa r  idéaux,  de  manière analogue à l a  c o n s t r u c t i o n  du P-magma M C941. 

De façon p l u s  p r é c i s e ,  on d i r a  qu'une p a r t i e  U non v ide  appar tenant  à 

P(T(C1))  e s t  un idéal ssi 5r u E U ,  u '  r u => u '  E U .  On montre a l o r s  

que l 'ensemble des  idéaux d i r i g é s  e s t  un sous-magrnoide p r o j e t a b l e  de 

P(T(C1)) ,  no t é  Tm(C), e t  q u ' i l  e s t  complet pour  l ' i n c l u s i o n  ensembl is te  

des  idéaux.  Comme P(T(C1))  e s t  con t inu  pour l ' i n c l u s i o n ,  son sous-magmoide 

complet Tm(C) l ' e s t  également.  De p l u s  Tm(C) a un sous-magmolde isomorphe 

à T(C). 

On d i r a  qu'un k-morphisme 4 d'un magrnoide p r o j e t a b l e  con t inu  M dans  

un magmoide p r o j e t a b l e  cont inu  M' e s t  continu s i  

- $(fiP) e s t  l e  p l u s  p e t i t  élément de  M '  kp 
9  k  q  

- s i  X e s t  une p a r t i e  d i r i g é e  de M ,  { @ ( u )  / u E XI admet une borne 

supé r i eu re  q u i  est $(UX). 

On démontre a l o r s  que q u e l l e  que s o i t  l a  k -app l i ca t ion  4 de  C dans un 

magrnoide p r o j e t a b l e  con t inu  M ,  il e x i s t e  un e t  un s e u l  k-morphisme c o n t i n u  

de  Tm(C) dans M q u i  co ïnc ide  avec $ s u r  C e t  q u i  s e r a  donc n o t é  a u s s i  4 .  

Autrement d i t ,  en d é f i n i s s a n t  l a  c a t é g o r i e  des  magmoïdes p r o j e t a b l e s  comme 

c e l l e  dont l e s  o b j e t s  s o n t  l e s  magmoïdes p r o j e t a b l e s  con t inus  et  l e s  f l è c h e s  

l e s  morphismes con t inus ,  on a  : 



P h 0 p 0 b x 0 n  9 . 4  T oo (c) en t  un o b j e t  &%te dans la c a t é g 0 ~ e  d a  

mugrnoLiu p t o j e t a b t u  c o n t i ~ .  

1,3 SYSTEMES D ' EQUATIONS SCHEMATIQUES 

Pour l'instant, nous nous limitons au cas des systèmes d'cquations 

schématiques sur un magmolde projetable continu. 

Soit donc M un magmoide projetable continu. Soit V = {XI,. . . ,xp) 
un alphabet gradué avec ni d(X.). Un système d'équations schématiques 

1 

(ou système schématique) sur V et M est un ensemble d'équations 

A un tei système on associe E(S) = M: x x 9 ordonné 
1 

n 
P 

composante par composante par l'ordre de M. E(S) est donc complet pour 

- 1 1 cet ordre, et son plus petit élément est $2 = <Pn , . . . ,R >. 
1 n 

P 

A tout élément u = <U l,...,~ > de E(S) on associe le morphisme mu 
P 

de (MD @ ?(v))T dans M défini de la même fason qu'au chapitre IV, c'est- 

I 
à-dire, mu est l'unique morphisme dont la restriction à M est l'identité 

et tel que @(X.) = u 
1 i ' 

CI 

On considère alors l'application S de E(S) dans E(S) définie par : 

A 

Comme M est un magmolde continu, il est immédiat que S est continue, 

c'est-à-dire : si X est une partie dirigée de E(S), 
Ai - z( X) = U{;(U) / u E x). On en déduit que { S  ( R )  / i E N )  est une partie 

dirigée de E(S) et que sa borne supérieure, v, est le plus petit élément de 

E(S) qui vérifie v = z(v). On appellera cet élément v la solution de S. 



Dans le cas particulier où M = T(C), et alors 

(T(C)D fB ?(v))T = T(C u V), le magmoide T(C) n'est pas continu, mais peut 

être plongé dans le magmoide projetable continu Tm(C). Un système d'équations 

schématiques S = (Xi = t. / i p, ti r T(E u V)} admet donc une solution 
1 

dans T-~c). 

Soit maintenant une application $ de C dans un magmoide projetable 

continu M ; et soit un système schématique S = Ix. = t. / i 5 p, ti r T(E UV)?. 
1 1 

D'une part $ s'étend en un unique l-morphisme, noté aussi $, de Tm(C) dans M ; 

d'autre part, à S on associe le système @ ( S )  sur V et M, obtenu en rempla~ant 

dans les ti tout élément f de C par $(f). \ 

Démonstration ; Il est immédiat par construction de $(SI, que 

A - *i 
$(S)($(u)) = $(S(u)). D'autre part $(QI = fi, d'où @(SI (fi) = $(s~(Q)) et 

a. A i  comme $ est un morphisme continu, @(u,?(Q)) = LJ$(sl(fi)) = U@(S) (QI. 

cqfd. 

s 

Réciproquement, de la même façon que pour les systèmes d'équations 

étudiées au chapitre Fi, toute solut ion d' un système schématique est 1' image 

par un morphisme de la solution d'un système schématique sur un magmoide libre : 

P4.opo~LtLon 9 . 6  Si s ut un agathme achéma;tique a u  Y et M, don t  
la a o W n  es t  u, il! exiMe un &phab& g&é 1, un mo/rpkibme continu 4 

d e  T CO (1) dan6 M, un a y a t h e  schématique S' am v & T(E 1, doM la aoik.CLon 

ut v, t e e 4  que S = $(s') e;t donc u = $(VI. 



Enfin l e  théorème suivant  donne une façon de c a l c u l e r  l a  s o l u t i o n  de 

systèmes schématiques s u r  T ( C ) .  

T h é o t b e  % 3 ( N i v a t  [ 74 1) , S o i t  s = {xi = t .  1 / i i p ,  ti E T ( E  u VI1 

un d y d t h e  dchbn&Lque d o n t  la d o m o n  e d t  u E Tm(C) .  S o a  
Sf  = {Xi = t .  1 + n.0, / i i p l  l e d y d X & n e  d o n t  &zdoe<Ltion dunû P ( T ( Z 1 ) )  

i 
es* L. En identi~uuiz T(  c ) à u n  d o u s - m q o î d e  d e  Tm( L 1, L eh* une  pahtie 

cf-higée d e  ~ ~ ( 1 )  et u = üL. 



Un schéma de programme n ' e s t  r i e n  d ' a u t r e  qu'un système çchématique 

s u r  un magmoPde pro  j e t a b l e  l i b r e  T( C ) . Une i n t e r p r é t a t i o n  de S e s t  l a  

donnée d'un domaine D e t  d 'une a p p l i c a t i o n  q u i  à t o u t  élément d e  C a s s o c i e  

une a p p l i c a t i o n  cont inue  s u r  D. Une i n t e r p r é t a t i o n  n ' e s t  donc r i e n  d ' a u t r e  

qu'un morphisme du magmolde p ro  j  e t a b l e  T( C ) dans  l e  magmofde p r o j  e t a b l e  

F(D) e t  p l u s  précisément dans un sous-magmoide de F(D) que nous a l l o n s  

é t u d i e r .  

S o i t  D un domaine. On d é f i n i t  FC(D) paF F ~ ( D ) '  = 
=l 

{f E F(D): / f e s t  con t inue ) .  FC(D) e s t  donc c o n s t i t u é  des  a p p l i c a t i o n s  

cont  inues  de  F(D). 

F, (D e6-t un hous-magmoUe p>ro jetable d e  F (D ) . 

Démonstration : 11 e s t  c l a i r  que s i  f e t  g s o n t  cont inues ,  f . g  e t  f @ g 

l e  s o n t  a u s s i  e t  donc que FC(D) e s t  un sous-magmoide d e  F(D). Pour q u ' i l  

s o i t  p r o j e t a b l e ,  il s u f f i t  que l e s  t o r s i o n s  s o i e n t  cont inues .  S o i t  donc 

O E @ e t  s o i t  X une p a r t i e  d i r i g é e  d e  D ~ .  Posons 
9  

Xi = {di E D / <d l , . . .yd  > E X ) .  Chacun des  Xi e s t  encore une p a r t i e  d i r i g é e  
9  

de  D e t  de p l u s  UX = <UX1,. . . ,UX >. D'où O.UX = <UXO(l),...yUXO(p)>. D ' au t r e  
9  

p a r t ,  s o i t  Y = (0.x / x E XI e t  posons Yi = {di E D / <d l , . . . ,d  > E Y ) .  
P  

ûn a  donc Yi = e t  UY = <UY1, ..., UY > = O.UX.  
P  

cqfd .  

FC(D) peut  ê t r e  muni d'un o r d r e  p a r  : 

s i  f , g  E F ~ ( D ) ~  f 5 g ssi Y d  E D ~ ,  f ( d )  5 g ( d ) .  
9' 



PhapoAaon 9 . 9  Muni de ce t  o&e, FC(D) e b t  un magnioide continu. 

Démonstration : Il e s t  b ien  connu que F (D) e s t  complet e t  que chaque f i b r e  C 
a  un p lus  p e t i t  élément $2' t e l  que nP(d) = . . , . Montrons que FC(D) e s t  

9  q  
continu . 

I 
l 
1 Soient F une p a r t i e  d i r i g é e  de F ~ ( D ) ~  e t  G une p a r t i e  d i r i g é e  de 
1 q  
l 

F,(D):. Alors (UF.UG)(d) = UF.(U{g(d) / g  E G)) = 1 1 
1 

~{f (UCg(d)  / g  E G)) / f E F) e t  comme f e s t  continue,  c e c i  e s t  é g a l  à 

U{U{f.g(d) / g  E G} / f E FI = U(fg(d) / f E F, g  E G). 

De l a  même façon, on montre que 

(uF O UG)(d) = U{(f O g ) ( d )  / f E F, g  E G). 

cqf d  . 

2.2 INTERPRETATIONS 

Soi t  S  = {Xi = t .  / i < p) un schéma s u r  T ( C ) .  Une i n t e r p r é t a t i o n  1 de 
1 

S e s t  une app l i ca t ion  de C dans F  (D). Ce t t e  app l i ca t ion  1 s ' é t end  de façon 
C 

unique en un 1-morphisme de T( C )  dans F  (D) e t  en un 1-morphisme continu de 
C 

Tm(C) dans FC(D), notés  également 1. A c e t t e  i n t e r p r é t a t i o n  1, on assoc ie  

l e  système schématique I ( S )  s u r  FC(D) ( l e  "programmeff).   après ce  que nous 1 
avons vu un 1 . 3 ,  I ( S )  admet une s o l u t i o n  v  dans F ~ ( D )  - l a  fonct ion  ca lcu lée  

par  l e  programme I ( S ) ,  du point  de vue de l a  sémantique déno ta t ionne l l e  - 

e t  S  admet une so lu t ion  u  dans Tm( C )  ; d 'après  l a  proposi t ion  9.5, v = ~ ( u ) .  

Compte tenu du théorème de Nivat,  e t  de l a  con t inu i t é  de 1, s i  L e s t  l a  

so lu t ion  de {Xi = t .  + R . 0  1 dans P(T(C u {QI)), v e s t  a u s s i  éga l  à 
1 n  

i 



3, SCHÉMAS NON DETERMI N 1 STES 

Un programme non-déterministe est un programme où les instructions 

sont remplacées par des ensembles finis d'instructions. Au moment de 

l'exécution, une inst~uction quelconque d'un ensemble fini sera exécutée. 

Cette possibilité de choix peut être représentée en utilisant un opérateur 

binaire de choix qu'on notera OU. Si on se fixe une donnée, le programme 

aura comme résultat toutes les valeurs calculées en effectuant tous les 

choix possibles. 

Exemple 9.10 Soit le programme (non-déterministe) 

Input ( x) 

A : Print (x) OU (x := x+l ; goto A) 

stop. 

Il est facile de voir que lorsqu'on lui donne un nombre x, ce programme 

peut imprimer n'importe quel nombre x+n ; il peut aussi ne jamais s'arrêter 

si on prend systématiquement la partie droite du OU. A tout entier n, le 

programme ci-dessus associe donc ( ~ , n  ,n+l ,nt2,. . . ) ; la présence de 

l'élément indéfini L dans cet ensemble signifiant que le programme peut 

ne pas se terminer. 

Ce même programme peut être mis sous forme récursive : 

qui est m e  instance du schéma 

Exemple 9,il Soit le programme récursif 

$(XI = - si x est un nombre premier alors x OU $(x+l) sinon $(x+l). - - 



Intuitivement, et ceci sera démontré plus loin lorsque nous aurons 

défini la sémantique du point fixe, 

$(n) est l'ensemble des nombres premiers supérieurs ou égaux à n, 

O(n) pouvant aussi ne pas s1 arrêter. 

Ce programme est une instance du schéma 

Un schéma non déterministe sur C sera donc un système d'équations 

schématiques 

{ X i = t i / i < p }  avec 

ti E T(C U V u {OU)) où OU est un symbole binaire n'appartenant pas à C u V. 

3.1 INTERPRETATIONS ET SEMANTIQUE OPERATIONNELLE 

Si on se donne une interprétation 1 de C (c'est-à-dire un 1-morphisme 

de T( C) dans un magmoïde fonctionnel continu FC(D) ) , 1' interprétation d 'un 
schéma non déterministe sera alors une application qui à tout élément de D P 

fait correspondre une p a r t i e  de D. Les méthodes usuelles de la sémantique du 

point fixe et de la sémantique algébrique ne peuvent plus slappliquer dans 

ce cas. Nous nous proposons donc de les étendre afin de pouvoir les appliquer 

.-u cas des schémas non déterministes. Pour cela, il faut que toute fonction 

de FC(D) puisse être calculée quand on lui donne comme argument non plus un 

élément de D' mais un ensemble d 'éléments. 

Or il y a deux extensions naturelles des applications sur D à des 

parties de D : 

- les fonctions sur les parties de D 
- les relations sur D. 



On remarquera que les applications de D dans P(D), calculées par les 

programmes non déterministes, rentrent dans ces deux catégories : 

dans le premier cas, toute application de P(D)" dans P(D) induit 
n naturellement une application de D dans P(D) puisque D c P(D) ; 

n dans le second cas, à une relation r de D x D on associe l'application 

de D" dans P(D) qui a dl,. . . ,dn fait correspondre {d a D / <d,dl,. . . ,dn>ar). 

Pour interpréter les schémas non déterministes, on se propose donc 

d'étendre les interprétations dans FC(D) soit à F(P(D)) soit à R(D). 

ifans les deux cas l'interprétation du symbole OU sera canonique. 

Mais il se pose alors la question suivante : y a-t-il une différence 

entre les interprétations dans F(p(D)) et celles dans R(D). Si oui, à 

quoi correspond-elle ? 

Sans rentrer dans les détails techniques nous pouvons déjà répondre 

à cette question. Il y aura certainement une différence entre les solutions 

de systèmes schématiques dans F(P(D)) et dans R(D) - si tant est qu'elles 
existent - due au fait que l'un des magmofdes est projetable et pas l'autre 
et que donc les torsions y auront des effets différents. D'autre part le 

magmoïde F(P(D)) est projetable mais pas totalement bi-additif, alors que 

R(D) est totalement bi-additif, mais pas projetable. Cette différence est 

de la même nature que celle qui existe entre le magmoïde des parties et le 

magmoïde additif des parties. Mais c'est aussi la différence qui existe 

entre les interprétations de l'appel par nom et de l'appel par valeur 

(Engelfriet et Schmidt C 531, Boudol C291) . 

Il faut donc examiner si dans le cas des schémas non-déterministes, 

il existe deux sémantiques opérationnelles différentes qui correspondent 

à l'appel par nom et à l'appel par valeur. Il est clair qu'une telle diffé- 

rence apparaitra à propos de l'interprétation des torsions. 

Soient donc f un symbole binaire de degré.2, D un domaine et 1 une 

interprétation de f. Le terme t = f(x,x) aura deux interprétations : 



I l ( t )  e s t  d é f i n i  p a r  

1 2 ( t )  e s t  d é f i n i  p a r  

Le premier c a s  ( appe l  p a r  nom) correspond au  c a s  où l ' e f f e t  de l a  t o r s i o n  

<x,x> e s t  d é f i n i  pa r  <x,x>.E = E x E ; l e  second ( a p p e l  p a r  v a l e u r )  co r r e s -  

pond au  cas  où <x,x>.E = diagonale  ( E  x E ) .  

Exemple 9.12 S o i t  l e  programme x = x/2  + l / x .  Dans R+, que l  que s o i t  

xO r R+, l a  s u i t e  x .  . d é f i n i e  p a r  xitl = xi/2 + l / x i  converge v e r s  fi- 
1 l 

Nous a l l o n s  é t e n d r e  l ' i n t e r p r é t a t i o n  du sch6ma x = x/2 + l / x  de deux façons 

d i f f é r e n t e s  aux i n t e r v a l l e s  fermés de R+ e t  dans l e s  deux c a s  é t u d i e r  l a  

l i m i t e  de  l a  s u i t e  quand xo = [1,21.  

Dans ce c a s ,  x = xi/2 + l / x i  = l y / 2  + l / z  / Y C Xi,  z ' xi}* 
i+l 

S i  x.  = [1,2] on a donc x 
itl 

= {y/2 + l / z  / y r ClY21, z E C1321) = 
1 

y [1/2,11, Z '  [1/2,111 = C1,21. S i  xo = C1,21, on a donc 

y i, x = [1,2]. La s u i t e  e s t  cons t an te  e t  é g a l e  à [ 1 ~ 2 ] -  
i 

a p ~ e l  pa r  v a l e u r  - --- --------- 

I c i ,  xi+l = Iy /2  + l / y  / y r x.}. 1 

S i ,  que l  que s o i t  a E [1,2] ,  on d é f i n i t  l a  s u i t e  { z i ( a ) ) .  p a r  1 

z O ( a )  = a e t  ~ ~ + ~ ( a )  = z i ( a ) /2  + l / z i ( a ) ,  on o b t i e n t  xi = { z i ( a )  / a r [1,21} 

e t  donc l a  s u i t e  converge v e r s  puisque chacune des  s u i t e s  z i (a )  

converge v e r s  fi. 



Exemple 9.13 

S o i t  l e  programme 

$ ( x )  = - s i  x  est un nombre premier  a l o r s  x  s inon  $ ( x  OU x t l )  - - 

dpgel  p a r  v a l e u r  . --- --------- 
La sémantique i n t u i t i v e  de ce programme est : 

- s i  n  est premier ,  $ ( n )  = ( n 1  

- s i  n  n ' e s t  pas  premier ,  $(n) e s t  l e  p l u s  p e t i t  nombre premier  

s u p é r i e u r  à n ,  ou $ ( n )  ne  se te rmine  pas .  

Le premier p o i n t  est év iden t  ; pour l e  second regardons un exemple : 

appe l  p a r  nom ------------- 

La sémantique du même programme est a l o r s  

- s i  n  est premier ,  $ ( n )  = {n)  

- s inon  $ ( n )  = f l , n , n t i ,  ... 1. 

Calculons encore  $(15)  : 

$(15 )  = $(15 O u  16)  = 

s i  1 5  OU 16 e s t  premier  a l o r s  1 5  OU 1 6  s inon  4(15 O u  1 6  OU ( ( 1 5  OU 16)+1)  = - 
s i  1 5  est premier  a l o r s  1 5  O u  16 s inon  $ (15  O u  16 O u  1 7 )  OU - 
s i  1 6  est premier  a l o r s  1 5  OU 16 s inon  $ (15  OU 16 OU 1 7 )  = - 

s i  1 5  est premier  a l o r s  1 5  OU 1 6  OU 17 s inon  $(15 OU 1 6  OU 17 OU 18)  OU - 
s i  1 6  est premier  a l o r s  1 5  OU 1 6  OU 17 s inon  $(15 OU 1 6  OU 17 OU 18)  OU - 
s i  1 7  est premier  a l o r s  1 5  O u  16 OU 17  s inon  $(15 OU 1 6  OU 1 7  OU 18)  = - 



De l a  même façon,  

s i  1 5  e s t  premier a l o r s  1 5  OU 1 6  O u  17 OU 18 s inon @ ( 1 5  OU 1 6  OU 17  OU 1 8  OU 1 9 )  01 - 
s i  1 6  e s t  premier a l o r s  1 5  OU 1 6  OU 17 OU 18 s inon $ ( 1 5  OU 1 6  OU 1 7  OU 1 8  OU 1 9 )  01 - 
s i  17  e s t  premier  a l o r s  1 5  OU 1 6  OU 1 7  OU 1 8  s inon $ ( 1 5  OU 1 6  O u  1 7  OU 1 8  OU 1 9 )  01 - 
s i  1 8  e s t  premier  a l o r s  1 5  OU 1 6  OU 17 OU 18 s inon 4 ( 1 5  OU 1 6  OU 1 7  OU 1 8  OU 1 9 )  = - 

La d i f f é r e n c e  e s s e n t i e l l e  p o r t e  donc s u r  l a  façon de "ca l cu le r "  des  

express ions  de  l a  forme 

Dans l e  ca s  de  l ' a p p e l  p a r  v a l e u r ,  on ob t i end ra  

e t  dans l e  ca s  d e  l ' a p p e l  par  nom 

3 . 2  LE DOMAINE ;(DI 

Afin de pouvoir  u t i l i s e r  l e s  méthodes du $ 2  pour é t u d i e r  l a  sémantique 

a lgéb r ique  des  schémas non d é t e r m i n i s t e s ,  il f a u d r a i t  que P(D) s o i t  un domaine. 

O r  c e  n ' e s t  pas  l e  cas .  

En e f f e t  l ' o r d r e  qu'on veu t  met t re  e n t r e  deux éléments X e t  Y de  P(D) 

d o i t  s i g n i f i e r  que l e s  va l eu r s  d e  Y s o n t  des  amé l io ra t ions  des  v a l e u r s  de 

X c ' e s t - à -d i r e  



e t  ne sont  que c e l a ,  c ' e s t - à -d i r e  

I l  e s t  f a c i l e  de v é r i f i e r  que c e t t e  r e l a t i o n  e s t  un préordre  

- p a r f o i s  appelé  l lpréordre de Milner" [1011. Mais dans l e  ca s  géné ra l ,  

c e  n ' e s t  p a r  un o r d r e .  En e f f e t ,  s o i t  N = N u (-1 muni de  l ' o r d r e  n a t u r e l ,  

q u i  e s t  b ien  un domaine. I l  e s t  a l o r s  f a c i l e  de  v é r i f i e r  que l ' o n  a simul- 

tanément {0 ,2 )  I {0,1,2)  e t  {0 ,1 ,2)  I {0,2). 

Cependant, l o r sque  D e s t  un domaine p l a t  ( i v e .  d I d' => d = 1 ou 

d = d l ) ,  a l o r s  l e  préordre  de Milner s u r  P(D) - (01 e s t  un o r d r e .  De p l u s  

P(D) - { B I  e s t  complet e t  ( 1 )  e s t  son p lus  p e t i t  élément.  

Au l i e u  de P(D) - (01, de Bakker Cg31 e t  P lo tk in  Cl011 cons idèrent  son - 
sous-ensemble , que nous noterons  P(D), d é f i n i  p a r  

- 
s i  X e s t  une p a r t i e  i n f i n i e  de  D, X e P(D) ssi 1 e X .  

La r a i s o n  i n t u i t i v e  de c e t t e  cond i t i on  e s t  l a  su ivan te  : à t o u t  

programme non dé t e rmin i s t e  e t  pour une e n t r é e  donnée, on peut a s s o c i e r  

" l ' a r b r e  des  choix1', chaque branche f i n i e  de  c e t  a r b r e  correspond à un 

c a l c u l  q u i  s ' achève .  S i  donc l e  programme f o u r n i t  une i n f i n i t é  de  v a l e u r s ,  

son a r b r e  de  choix  e s t  i n f i n i  ; d ' a p r è s  l e  lemme de Kijnig, il con t i en t  donc 

une branche i n f i n i e  q u i  correspond à un c a l c u l  q u i  ne s 'achève pas ( P l o t k i n  

C 1011 1. 

4 

P(D) e s t  encore un domaine pour l ' o r d r e  de  Milner ,  mais il a de p l u s  

l a  p r o p r i é t é  i n t é r e s s a n t e  su ivan te  : 

A 

- t o u t  élément i n f i n i  de  P(D) e s t  l a  borne supé r i eu re  d 'un ensemble 

d i r i g é  d 'é léments  f i n i s .  

P(D) e s t  donc "algébrique" ( P l o t k i n  C 1011, v o i r  a u s s i  Cource l le  e t  Nivat C 941). 



4, SEMANTIQUE DES SCHÉMAS NON D~TERMIN ISTES,  APPEL PAR NOM 

Soien t  C un a lphabe t  gradué,  C '  = C u {OU)  e t  

s = {Xi = t .  / 
1 

i I p, t i E T(C' u VI) un schéma s u r  1. 

S o i t  1 une i n t e r p r é t a t i o n  de  L dans FC(D). On d é f i n i t  I(0U) de 

x ;(DI dans P(D) p a r  

A A 

e t  pour f r Z n ,  I ( f )  e s t  une a p p l i c a t i o n  de  CP(D) ln dans P(D) d é f i n i e  p a r  

- A 

PhopaiXion 9 . 1 4  I aZ une i n t e h p h W o n  d e  1' dans FC(P(D) ) . 

Démonstration : On s a i t  d é j à  Cl011 que l a  réunion  e s t  cont inue  s u r  P(D) 
A A 

d'où I ( o u )  E F ~ ( P ( D ) ) .  

A A 

S o i t  maintenant f  E C e t  montrons que I ( f )  E FC(P(D)). I l  f a u t  
P A A a 

d'abord montrer que s i  E  . . , E  EP(D) ,  I ( f ) (E1,  ..., E ) E P(D) .  
1" A P  P  

Supposons donc que Eo = I ( f ) (E1,  ..., E ) ne con t i enne  pas  L ,  e t  supposons 
P  

que E. s o i t  i n f i n i  ; il c o n t i e n t  donc 1. On a  a l o r s  
1 

f ( d l , .  . . , d i - l , ~ , d i + l , .  . . ,d ) E Eo e t  e s t  donc d i f f é r e n t  de 1, d'où,  
P  

di E Ei, f ( d  l,..., di-l,di,di+l. ..., dp) = f ( d  l,..., di-+ ,..., d  1 à 
A P  

cause de l a  c r o i s s a n c e  de  f .  On a  donc Eo = I ( f )  ( El,. . . , { 11,. . . ,E 1. 
a P 

De proche en proche,  on montre a i n s i  que Eo = I ( f ) ( E i ,  ..., E ' )  où t o u s  
P 

l e s  Ei  son t  f i n i s ,  e t  donc Eo est f i n i .  D'où L 4 Eo => Eo est f i n i  

e t  donc Eo E P(D).  

A 

Soient  X I , .  . . , X  d e s  p a r t i e s  d i r i g é e s  de  P(D). S i  di E UXi ,  il e x i s t e  
P 

Ei E Xi t e l  que di E Ei e t  V E l  E X i ,  di E El  ou 1 E E l  (on peut  l e  montrer 

en d i s t i n g u a n t  l e  c a s  où Xi e s t  f i n i  de  c e l u i  où il e s t  i n f i n i ) .  



S i  d  E I ( f  )(UX1,. . . ,UX 1, il e x i s t e  dl E U X l , .  . . ,d E UX t e l s  que 
P  P  P  

d  = f ( d  l y . . . y d  1. On a  donc 
P  

A . d  E I ( f ) (E- l  ,..., E  ) e t  
P  

A . V Ei,,Ep, ' il e x i s t e  d '  s d  t e l  que d l  E ~ ( f ) ( E i ,  ..., E i ) .  

A A 

on en dédu i t  que 1 ( f ) ( ~ X ~ , . .  .,UXp) c U{I ( f ) (E  l,..., Ep)  / Ei E X . 1 .  
1 

Réciproquement s i  El < - E l  1, ..., E s E' 
A A P  P )  
I ( f ) ( E  ly. . . ,ED) s I ( f ) ( E i  ,...,E;) d ' où  

On a  donc obtenu des  r e l a t i o n s  A c B e t  B 5 A 

- s i  1 4 B a l o r s  B = A e t  l a  démonstration e s t  achevée 

- s i  1 E B a l o r s  B - 11) c A d'où B - I I )  c A c B 

e t  A = B ou A = B - (11. Pour achever  l a  démonstrat ion,  il s u f f i t  de 

montrer q u ' a l o r s  1 E A ,  c e  q u i  impliquera A = B. 

S i  1 / A ,  a l o r s  A e s t  f i n i  e t  d ' a p r è s  c e  que nous avons vu p l u s  haut  

A 

A = I ( f  ) ( E i , .  . . ,El ) avec 
P  

5 El E Xi e t  E l  = UXi s i  UXi e s t  f i n i  

2 E! = {LI s inon .  
1 

D'au t r e  p a r t  s i  1 E B, Y Ei E Xi il e x i s t e  di E Ei t e l s  que 

1 = f ( d l , .  . . ,d ). Ceci e s t  encore v r a i  pour Ei = E i  quand UXi e s t  f i n i ,  
P  

e t  d ' a u t r e  p a r t  s i  UXi e s t  i n f i n i ,  J. E UXi e t  donc V Ei E X i ,  I E Ei. 

On a  a l o r s  f ( d i ,  ..., d l )  < f ( d l ,  ..., d  ) = 1 où 
P  P  

5 di s i  UXi e s t  f i n i  
d! = 
1 

1 sinon 

- 
On en dédu i t  que 1 = f ( d i  ,..., d ' )  e ~ ( f ) ( E i , .  . . , E t )  = A ce  q u i  e s t  cont ra -  

P  P 
d i c t o i r e .  D'où 1 E B => I E A .  

cqfd.  



Cet te  p ropos i t i on  nous permet d ' u t i l i s e r  l e s  r é s u l t a t s  des  s e c t i o n s  

1 . 3  e t  2 . 2  c i -dessus .  On peut donc en p a r t i c u l i e r  énoncer : 

ThéokPme 9.15 SoG s = {xi = ti / i 2 p l  un achha  non déteh- 

m i d t e  ~ w r  ~ ( c )  et a o a  I une i n t ~ / r p é t a t i o n  de z dam FC(D). A l b u  l e  

syszenie i(s) a une 6 o ~ o n ,  nozée vai?(S) ,  ciam F ~ ( P ~ D )  De p h ,  

L ut & n o U o n  dam P(T(z u   ou,^))) du a y 6 t h e  d'équations 

(x .  = t .  + R.O / i r p l ,  L ut un ensemble cL&igé et 
1 1 n2 

Nous avons a i n s i  d é f i n i  l a  sémantique du p o i n t  f i x e  pour l e s  

programmes non d é t e r m i n i s t e s  dans l e  c a s  de  l ' a p p e l  par  nom. Nous a l l o n s  

p a r  c e t t e  méthode déterminer  l a  sémantique du programme de l 'exemple 9.13. 

Exemple 9.16 S o i t  l e  programme 

( X I  = x e s t  premier  a l o r s  x s inon  $(x O u  x + l )  - - 

où l e s  opé ra t ions  e t  p r é d i c a t s  s u r  N s o n t  t r i v i a l e m e n t  é tendus  à N u (11. 
1 

A a 

4, v é r i f i e  $,(El = i l } ,  Y E  c Nv ( 1 )  

A A 

On a  donc m l ( ~ )  = U - s i  x  e s t  premier  a l o r s  E s inon  m0(E OU s ( E ) )  
xeE 

s i  x ne c o n t i e n t  aucun nombre premier 
- - s i  x ne c o n t i e n t  que des  nombres premiers  

u i l )  s inon  

A 

e t  ; 2 ( ~ )  = u - s i  x e s t  premier  a l o r s  E s inon  (1 (E OU s ( E ) )  
XE E  

(E s i  E  ne c o n t i e n t  que des  nombres premiers  
a 

$O(E OU s ( E ) )  s i  E ne c o n t i e n t  aucun nombre premier 
A 

E u #,(E OU s ( E ) )  s inon  



E s i  E ne c o n t i e n t  que des  nombres premiers  

11) s i  {x ,x+ l  / x E E) ne c o n t i e n t  aucun nombre premier  

{.LI u i x , x + l  / x E E l  s inon .  

En posant 

A 

+i+ï (El  = U - s i  x  e s t  premier a l o r s  E s inon  # i ( ~  OU s ( E ) )  
XEE 

on montre p a r  i nduc t ion  que 

E  s i  E ne c o n t i e n t  que des  nombres premiers  

111 s i  {x+p / x E E ,  p  i i }  ne c o n t i e n t  aucun nombre premier 

(11 u {x+p / X E  E ,  p  I i l  s inon .  

La l i m i t e  de c e t t e  s u i t e  c r o i s s a n t e  e s t  donc d é f i n i e  par  

E s i  E ne c o n t i e n t  que des  nombres premiers  

11) s i  {x+p / x E E, p  E N) ne c o n t i e n t  aucun nombre premier  

11) u {x+p / x E E, p  E NI s inon .  

O r  comme il e x i s t e  une i n f i n i t é  de  nombres premiers ,  s i  E n ' e s t  pas  v i d e  

{x+p / x E E, p  E N) c o n t i e n t  nécessairement  d e s  nombres premiers ,  d 'où 

5 E s i  E ne  c o n t i e n t  que d e s  nombres premiers  
Q ~ E )  = 2 111 u Lx+p / x E E ,  p  e 1 s inon  

Dans l e  c a s  p a r t i c u l i e r  ou E  = 1x1 on o b t i e n t  a l o r s  

\ x s i  x  e s t  un nombre premier  
Q ~ E )  = < 111 u {x+p / p E N1 s inon  

q u i  e s t  b i e n  l a  sémantique i n t u i t i v e  donnée à l 'exemple 9.13. 

Exemple 9.17 S o i t  l e  schéma non d é t e r m i n i s t e  

#(XI = x OU # ( s ( x ) )  



qu'on va i n t e r p r é t e r  dans l e  domaine p l a t  N u ( 1 )  par  

- 
On étend c e t t e  i n t e r p r é t a t i o n  à P(D), d 'où 

4 

I ( s ) ( E )  = {x+l  / x  r E l .  ( s i  x = 1, x + 1 = 1). 

4 1 
S o i t  $ r FC(P(D))l l a  s o l u t i o n  du programme correspondant.  

I l  e s t  f a c i l e  de montrer que l a  s o l u t i o n  de l ' équa t ion  

+ ( X I  = x o u  + ( s ( x ) )  + n.O1 

dans P(T(S ,OU ,O)) e s t  

n  
Soi t  a l o r s  u  E L ,  e t  donc u  = x  OU ... s ( x )  OU Q.O1. 

A 

I ( u ) ( E )  e s t  p a r  d é f i n i t i o n  de Î éga l  à 
A 

I ( x ) ( E )  u Î ( s ( x ) ) ( E )  . .. u Î ( s n ( x ) ) ( E )  u Î (Q .o~ ) (E )  

qu i  e s t  a u s s i  é g a l  à 

E u {x+l  / x E E) u ... u {x+n / x  c E l  u (1 )  e t  donc 
A 

I ( u ) ( E )  = (1 )  u {x+p / x  r E,  p  5 n) .  On en dédui t  que 

? ( E )  = t u { Î ( u )  / u  r L I ) ( E )  e t  comme F~(P(D)) e s t  continu,  

? ( E )  = u{?(u) (E)  / u  E L I  e t  donc $ ( E )  = ( 1 )  u {x+n / x r E ,  n  2 O). 

Dans l e  c a s  p a r t i c u l i e r  où E s e  r é d u i t  à un nombre m ,  on o b t i e n t  

ce  qu i  e s t  b ien  l ' i n t e r p r é t a t i o n  i n t u i t i v e  du schéma é tud ié .  



Comparons l e  r é s u l t a t  avec c e l u i  obtenu en prenant  l a  sémantique du 

po in t  f i x e  

.L - pour t o u t  E c N u 1 ,  m,(E) = 

On démontre a l o r s  aisément pa r  i nduc t ion  que 
A - 
@ J , + ~ ( E )  = E u @,(s(E))  = I l 3  u ix+p / x E E ,  p  < n3 

e t  que l a  l i m i t e  de  c e t t e  s u i t e  c r o i s s a n t e  e s t  d é f i n i e  p a r  

$ ( E )  = (13 u {x+p / x E E, p E NI . 

On remarque s u r  l 'exemple c i -dessus  que 

n or  l 'ensemble { x , s ( x ) ,  . . . .s (x) ,n.Ol} est obtenu à p a r t i r  de x O U  . . . s n ( x )  

OU Q.0, en  i n t e r p r é t a n t  l e  symbole OU au  n iveau  syntax ique  dans un sens  que 

nous a l l o n s  p r é c i s e r .  

S o i t  T l a  s u b s t i t u t i o n  d e  T(C u {Q,OU))  dans P(T(C u { Q I ) )  d é f i n i e  p a r  

PaoposhXon 9.3 b SoLt  1 une i n t e , t p W o n  de C d m  F~(D). 
1 A n PO(.& lbtou* u r T(C u { Q , o u } ) ~  , E = <El ,..., En> E CP(D)I , 

4 

I ( u ) ( E )  = ~ { Î ( v ) ( E )  / v E r ( u ) j .  

Démonstration : On démontre ce  r é s u l t a t  pa r  i nduc t ion  s u r  l a  c o n s t r u c t i o n  

d e  u : 

- s i  u E T(C u i n ) )  a l o r s  ~ ( u )  = {u) e t  l e  r é s u l t a t  e s t  v r a i  

- s i  u = ul OU u2 ,  a l o r s  r ( u )  = r ( u l )  u r ( u 2 )  e t  



- si u = f. <ul,. . . ,U > alors 
P 

T(U) = {f*<vl,.. .¶v > / v 6 r(ui)} et 
P i 

A A 

I(u)(E) = Î(f).<Î(Ul)(~),.. . ,I(U )(E)> = 
.5 

P 
{~(f) <wl, ..., w > / w E I(ui)(E)} = P i 

A 

fI(f) <wl,.. . ¶W > / 3 vi E T(u~) tq wi 6 I(v~)(E)}. 
P 

D'autre part U {T(w)(E) / w E T(U)I = 
4 

U {I(f.<wly.. .,w > ) ( E l  / vi 6 r(ui)} = 
P 

A 

{I(f).<w l,...,w > / v E r(ui), W. E I(vi)(E)). P i 1 

cqfd. 

Comme le plus souvent, dans la pratique, les données d'un programme 

sont des valeurs et non pas des ensembles de valeurs (ainsi Plotkin Cl011 

considère que l'interprétation d'un schéma non déterministe est une 
A 

application de D~ dans P(D)), nous allons envisager le cas où les ensembles 

Ei de la proposition 9.14 sont des singletons. 

PtropoaLtlon 9 .7  9 SoLt I une i n t m ~ W o n  de I:  da^ fc tD ) . 
1 A 

?'OUA Qat u E T ( L  v  OU} )n, pow t o u t  e = e l  e n  E D~ c P(D)"¶ 
A 

I(u>(e) = {I(v)(e) / v E T(u)}. 

Démonstration : Compte tenu de la proposition 9.18, il suffit de montrer 
1 - que pour v E T ( C  u la)),, I(v)(e) = I(v)(e), ce qui se montre aisément 

par induction sur la construction de v. 

cqfd. 



Le magmoide T(C v  OU)) e s t  ordonné, a i n s i  que l e  magmoide T(C u { R I ) .  
Le magrnoide P(T(C u { Q I ) )  puet donc ê t r e  muni d'un préordre  de Milner. On 

montre que T e s t  a l o r s  une app l i ca t ion  c ro i s san te .  

Démonstration : Nous a l l o n s  démontrer c e t t e  proposi t ion  p a r  induction s u r  

l a  cons t ruct ion  de u  : 

1 - s i  u T(c) , ,  a l o r s  v  = u  e t  T ( U )  {u} = ~ ( v )  

- s i  u  = ul OU u2,  a l o r s  v = v  OU v 2  avec 1 

u  < v  < v  e t  donc r (u l )  < T ( v ~ )  e t  ? ( u 2 )  I r ( v 2 ) .  1 -  1 ' ) u 2 -  2 

On a  donc r ( u )  = r (u l )  u r ( u 2 )  5 r ( v l )  u r ( v 2 )  = r ( v ) .  

- s i  u = f .<ul ,  ..., u  > a l o r s  v  = f v , v  > avec u .  i vi e t  donc 
P  P 1 

T ( V )  = {f * < ~ i ,  . . ,v '> / V! E r (v i )} .  On en dédui t  a l o r s  aisément que 
P  1 

cqfd. 

S o i t  S = {Xi = t . )  un schéma non déterminis te  s u r  T ( L )  e t  s o i t  I une 
1 

i n t e r p r é t a t i o n  de C dans FC(D). S o i t  L l a  s o l u t i o n  du système 
4 

{Xi = t i  + &On 1. Dtaprès l e  théorème 9.15, v a l ~ ( S )  = U{I(U) / u E L I  
i 

e t  donc v a l i ( S ) ( ~ )  = U{Î(u)(E) / u  E L I .  En posant T ( L )  = { T ( u )  / u E LI ,  

on o b t i e n t  d 'après  l a  proposi t ion  9.18, 

v a l i ( S ) ( E )  = U{ U I ( ~ ) ( E )  / V E T ( L ) I .  
v € V  



Comme L e s t  un ensemble d i r i g é ,  ï ( L )  e s t  un ensemble d i r i g é .  Malheureu- 

sement l e  p réo rd re  de Milner  n ' é t a n t  pas  un o r d r e  complet, on ne peut  p a s  

p a r l e r  de borne supé r i eu re  de T (L )  . Cependant il e s t  p o s s i b l e  d '  a s s o c i e r  à 

?(LI, une p a r t i e ,  notée l i r n  T ( L ) ,  de T,(C), qu'on peut dans un c e r t a i n  s ens  

cons idé re r  comme une l i m i t e  e t  t e l l e  que 

Comme L e s t  un ensemble d i r i g é  dénombrable, on peut en  e x t r a i r e  une 

s u i t e  c r o i s s a n t e  K = { u . ) .  t e l l e  que V u E L ,  il e x i s t e  i t e l  que u s ui. 
1 1  

C e t t e  s u i t e  K = { u . ) .  peu t  ê t r e  p a r  exemple l a  s u i t e  de Kleene (Nivat  C741). 
1 1  

On cons idère  a l o r s  l 'ensemble C(K) des  s u i t e s  c r o i s s a n t e  {v i l i  t e l l e s  que 

Y i vi E ' (ui)  e t  on pose l i m  r ( L )  = I U X  / X E c(K)}.  

On en dédu i t  que V ui E K ,  r ( u . )  5 l i r n  r ( L ) .  En e f f e t  s i  vi r r ( u i ) .  
1 

il e x i s t e ,  puisque { r ( u i I i  e s t  une s u i t e  c r o i s s a n t e ,  une s u i t e  de C(K) q u i  

c o n t i e n t  v  d ' où  vi e s t  p l u s  p e t i t  qu'un élément de  r ( L ) .  Réciproquement i ' 
s i  v E T(L) ,  v est l a  borne supé r i eu re  d 'une  s u i t e  de C(K) e t  e s t  donc p l u s  

grand qu'un élément de r ( u i ) .  I l  s ' e n s u i t  que Y u  E L,  ~ ( u )  r l i m  ' (LI.  

I l  s e  peut  que l a  v a l e u r  d e  l i m  i ( L )  dépende du choix  de  l a  s u i t e  

c r o i s s a n t e  K e x t r a i t e  de  L ,  e t  donc que l i m  T(L)  ne s o i t  p a s  à proprement 

p a r l e r  une l i m i t e .  Mais c e c i  n ' a  aucune i n f l u e n c e  dans l e  r é s u l t a t  s u i v a n t .  

T h é o t ~ h e  9 . 2  7 2u& que 4oitLn.t Le s c h h a  non detenminLûXe S 

et L ' i n i t e t ~ p W o n  I 

Démonstration : Comme l a  s u i t e  K a  l a  même borne supé r i eu re  que L e t  que 
4 

1 e s t  cont inue ,  val;(S) = u i Î ( u )  / u E KI e t  donc 



a 

D'après l a  d é f i n i t i o n  de l i m  T(L)  e t  l a  c ro issance  de I 

u Ï ( V ) ( E )  2 v a l î ( S ) ( E ) .  
vrl im T(L) 

Montrons maintenant que 

v a l Î ( S ) ( E )  a u Ï ( V ) ( E ) .  
vr l im T ( L )  

So i t  d  # 1 un élément de v a l ~ ( S ) ( E )  ; il e x i s t e  donc u  r  K, 

v  E T ( U )  t e l  que d  E Î ( ~ ) ( E )  ; il e x i s t e  a u s s i  un élément v '  de l i m  i ( L )  
a 

t e l  que v  v '  e t  donc I ( v ) ( E )  r Ï ( v 1 ) ( E ) ,  d'où 

r  Ï ( v t ) ( E )  c u Î(v)(E).  
v ~ l i m  (L) 

S o i t  d  E u Î ( v ) ( E ) .  I l  e x i s t e  donc v  r  l i m  T(L) 
vr l im T ( L )  

t e l  que d  E Ï (v) (E) .  I l  e x i s t e  a u s s i  une s u i t e  {vil i  de C ( K )  dont l a  borne 
a a 

supér ieure  e s t  v  d'où Y i, I (v i ) (E)  6 I ( v ) ( E )  e t  donc quel  que s o i t  i 

3 di E Î ( v ~ ) ( E )  t e l  que di 5 d .  On en déduit  que di E U I ( v ) ( E ) .  
v € r ( u i )  

a 

S i  pour t o u t  i, di = 1, a l o r s  1 r  U { U I (v ) (E)  / u  r  KI. 
VET(U)  

A 

Sinon, il e x i s t e  i0 t e l  que di : d  e t  d  r  ~ 1 .  U I ( v ) ( E )  / u  r  KI. 
O VET(U)  

cqfd.  

Exemple 9 .22  So i t  l e  schéma $(x)  = g(x ,$(x  OU s ( x ) ) ) .  

Dans ce cas  L = {u0, ... ,un, ... 1 avec 



On en déduit que T(u~) = {Q.O,} ; r(ul) = {g(x,n.O1)}, 

T(u2) = (~(x.~(x,R.O~)), g(x,g(s(x),n.ol))), 

T(u3) = {g(x.g(x,g(x,fl.O1))) 9 

g(x,g(x.g(s(x) ,n.o,))), 

~(x,~(x,~(ss(x) ,n.o,) 11, 

g(~,g(s(x),g(x,n.o,))), 

g ( ~ , g ( s ( ~ ) , g ( ~ ( x ) , n . o ~ ) ) ) .  

g(~,g(s(x),g(s(s(x)),~~O~)))~ 

et de manière générale 

in 
.....g(s (x),n.o1) ... 1) / i S j-11. 

j 

Dans ce cas, en prenant pour K la suite croissante (uO,ul. .... un....), 
on montre aisément que lim i(L) est l'ensemble d'arbres infinis 

in 
.....g(s (x), ... )...)) / i 5 p-11. 

P 
l 

Exemple 9.23 Considérons le schéma S : 

$4~) = f(x,x,@(x OU s(x))). 

Le calcul de lim ï(L) est très voisin de celui qui a été effectué dans 

l'exemple précédent. On obtient donc 

Considérons alors l'interprétation 1 à valeurs dans N u (11 définie par : 

x si n est premier 
Y n a ,  Y X,~~NUEI), I(f )(~.X,Y) = 2 y sinon 



Sous c e t t e  i n t e r p r é t a t i o n  1, c e  schéma devient  l e  programme des  

exemples 9.13 e t  9.16 

$ (XI  = - s i  x est premier a l o r s  x s inon +(x  OU x + l )  - - 

dont on a dé jà  d é f i n i  l a  sémantique par  l e  point  f i x e .  Pour un e n t i e r  n 

quelconque nous a l l o n s  c a l c u l e r  l 'ensemble ( Î ( v ) ( n )  / v r = 

{ I ( v ) ( n )  / v E E l ,  qu i  d o i t  donc ê t r e  é g a l  à $(n)  d é f i n i  à l 'exemple 9.16. 

i) ~-es;-~m~~?e~. Comme t o u t  élément v de e s t  de l a  forme 

f ( x , x , f (  ... )) ,  on a 

I ( v ) ( n )  = n e s t  premier a l o r s  n s inon I ( f (  ... ) ) ) ( n )  = n - - 
d'où { Î ( v ) ( n )  / v E L I  = {n).  

j 
ii) n - n ~ g s ~ - p a s - p ~ g h g .  S o i t  v = f (  s i l (x )  ,s '(x) ,f. . . ) ) r i. 
Deux cas  s e  présentent  : 

- l a  s u i t e  d ' e n t i e r s  i l+n,  i +n, . . . , i  +n, . . .  ne comporte aucun nombre 
2 P 

premier. Pour t o u t e  approximation f i n i e  v '  de v ,  I ( v l ) ( n )  = 1 e t  donc 

I ( v ) ( n )  = 1 

- sinon,  s o i t  p l e  p lus  p e t i t  i nd ice  t e l  que i +n e s t  premier ; a l o r s  
P 

I ( v > ( n )  = n+j  d 'où I ( v )  E { L I  u {n+p / p E NI. 
P 

1 j l  So i t  maintenant v = f ( s  ( x ) , s  , . O V p,  i = O appartenant à L, 
P 

comme n n ' e s t  pas premier i +n = n n ' e s t  pas premier ; on e s t  a l o r s  dans 
P 

l e  premier c a s  ci-dessus,  i . e .  I ( v ) ( n )  = 1 d'où 1 E { I ( v ) ( n )  / v E E).  

So i t  e n f i n  un e n t i e r  m = n+q supér ieu r  ou éga l  à n.  I l  e x i s t e  un e n t i e r  

r > O  t e l  que n+r  s o i t  un nombre premier. S o i t  1 = sup ( q , r ) .  Prenons l 'é lément 

1 j l  2 j 2  
v = f ( s  ( x ) , s  ( x ) , f ( s  ( x ) , s  ( X I , . . . ) )  t e l  que 

pour i 5 k I e, ik = O e t  j k  = O 

pour k > 1, ik = F e t  j k  = q. 

On a donc s i  1 5  k 5 e, ik = jk = O < k-1 e t  - 
s i  k > e, ik r 5 " k-1, jk = q s l 5 k-1 ; d'où v r L. 



On est alors dans le cas 2 ci-dessus avec p = e+l, d'où 
I(v)(n) = n + je+l = n + q = m. 

D'où si m 2 n, m E {I(v)(n) / v E E l .  

On en déduit que si n n'est pas premier 

On retrouve donc bien la sémantique du point fixe. 

1 

Les résultats de ce paragraphe peuvent donc se résumer ainsi : 

les interprétations discrètes d'un schéma non déterministe sont obtenues 

en interprétant un ensemble d'arbres (finis ou infinis), ce qui est donc 

une généralisation, dans le cas discret, du résultat analogue pour les 

schémas déterministes. 



5, SCMANTIQUE DES SCHÉESAS NON D~TERMINISTES, APPEL PAR VALEUR 

Nous avons déjà fait remarquer que dans l'interprétation d'un schéma 

non déterministe, la différence entre l'appel par valeur et l'appel par 

nom provenait de la façon de définir l'effet des torsions sur les parties 

d'un ensemble. Dans le cas de l'appel par nom, on a par exemple 

<1 ; xl, xl>.E = E x E et dant le cas de l'appel par valeur 

<1 ; xl, xl>.E = diagonale (E x E). Dans le cas où E est par exemple 

une partie d'une fibre 1-p d'un magmoide T(C), on retrouve exactement la 

distinction entre la composition dans le magmoide projetable des parties 

P ( T ( C ) )  et la composition dans le magmolde additif PA(T(C)). De manière 

plus générale, pour définir la sémantique d'un schéma de programme non 

déterministe avec appel par valeur, il faudra utiliser des interprétations 

"additives", c 'est-à-dire telles que si t est 1 ' interprétation d'un terme 
t , l'ensemble obtenu en appliquant f à l'ensemble El u E est égal à la 2 
réunion de f appliqué à El et de f appliqué à E2. 

Ceci impose que la torsion <1 ; xl, xl> ne soit plus interprétée 

comme l'application de P(D) dans P(D)* qui à E associe E x E, mais comme 

la relation de D2 x D définie par r = {<d,d ; d> / d E Dl ; et en effet 

dans ce cas on aura bien r.E c D~ = {<d,d> / d s El. 

On est donc amené à prendre comme domaine d'interprétation le magmoïde 

relationnel R(D). L'interprétation canonique du symbole OU est alors bien 

évidemment la relation I<dl;dl,d2> / d2,d2 s Dl u {<d2;dl,d2> / dl,d2 L Dl 

c D x D~ qui composée avec E 1 x E2 c 'D2 = B2 x DO 

donne bien E u E c D = DI x DO ( si El x E2 # g). Mais alors 1 ' interprétation 1 2 
de <l;x ,x >.OU est la relation 1 1  
{<dl,dl;dl,d2> / d 1' d 2 E Dl u {<d2,d2;dl,d2> / dl,d2 E Dl 

tandis que l'interprétation de 

(OU @ OU).<~;X~,X~,X~,X~> = <Ou,OU> est 



Les deux termes <l ;xl ,xl>.0u e t  < O u  OU> on t  donc des  i n t e r p r é t a t i o n s  

d i f f é r e n t e s ,  a l o r s  q u ' i l s  sont  égaux en t a n t  qu'éléments du magmolde 

p r o j e t a b l e  l i b r e  T ( O U ) ,  ( e t  que dans un C u {OU)-magma l i b r e  il e s t  

également impossible  d e  d i f f é r e n c i e r  f ( x , x )  [x O u  y  / XI e t  f ( x  OU y ,  x  OU y ) . ) .  

Pour d é f i n i r  l a  sémantique a lgéb r ique  du schéma non d é t e r m i n i s t e  

{X. = ti / i 5 p} s u r  C e t  {XI, ..., X 1 ,  on ne peut  donc p l u s  l e  f a i r e  à 
1 P 

p a r t i r  de l a  s o l u t i o n  du  système d ' équa t ions  {Xi = ti + Q. 0 / i 5 p} 
n: 
I 

dans l e  magmoide P(T(C)) - ou, c e  qu i  r e v i e n t  au  même quant au  r é s u l t a t ,  

dans l e  C-magma l i b r e  - c a r  dans c e  c a s ,  il e s t  impossible  de f a i r e  l e s  

d i s t i n c t i o n s  s i g n a l é e s  précédemment. I l  f a u t  donc cons idé re r  l e s  termes 

t i  non pas  comme appar tenant  à T(L u V), mais à un magmoïde contenant  l e s  

t o r s i o n s ,  e t  où c e s  t o r s i o n s  ne s o n t  pas  c a l c u l é e s .  

Ce magmoide e s t  ?(Cf u V u €3) , l e  magmolde l i b r e  engendré p a r  C ,  V 

e t  0, q u i  c o n t i e n t  b ien  C ,  V e t  l e s  t o r s i o n s  e t  où c e s  t o r s i o n s  ne son t  

pas  c a l c u l é e s .  On s e r a  donc amené à résoudre  des  systèmes d ' équa t ions  dans 

l e  magmoide P ~ ( ? ( C '  u Q)), c e  que nous avons f a i t  au c h a p i t r e  précédent .  

Nous a l l o n s  donc pouvoir d é f i n i r  pour  l e s  schémas de  programme non 

dé t e rmin i s t e  avec appel  par  v a l e u r  l a  sémantique du p o i n t  f i x e  e t  l a  

sémantique a lgéb r ique .  La démarche fondamentale s e r a  l a  même que c e l l e  

q u i  a  é t é  f a i t e  dans l e  c a s  de l ' a p p e l  p a r  nom, avec l a  d i f f é r e n c e  qu'on 

u t i l i s e  des  magmoïdes non p r o j e t a b l e s  e t  que l e s  r é s u l t a t s  que l ' o n  

ob t i end ra  ne découlent  pas  des  r é s u l t a t s  d é j à  connus pour l a  sémantique 

des  schémas d é t e r m i n i s t e s .  

1 
S o i t  D un domaine p l a t .  Pour t o u t e  r e l a t i o n  r de R(D),, 

r . < d  
1 

,d > = {d e D / <d;dl, .  . . ,dn> E r } .  On d é f i n i t  R+(D); c R ( D ) ~  
n 

1 pa r  r E R+(D), ssi 

i i )  s i  D l ,  ..., Dn s o n t  des  p a r t i e s  d i r i g é e s  de  D, 

{ r .<d l ,  ..., d,> / di E Di) admet une borne supé r i eu re  q u i  e s t  
A 

r . < U D 1 ,  ..., UDn> E P(D). 

Comme P(D) e s t  un ensemble ordonné complet pour l e  p réo rd re  de  Milner ,  
1 

R+(D) e s t  encore complet pour l ' o r d r e  d é f i n i  p a r  n  



r r F' ssi V dl, ..., d c Dy r.<dl, ..., d > s rt.<dl, ..., dn>. n n 

Soit un alphabet gradué C. On peut plonger ?(L u 8) dans un magmoide 

ordonné ?(C u 8 u 5) défini de la façon suivante : 

P pour chaque entier p 2 O et q z O, soit R un nouveau symbole n'appar- 
P 

9 
tenant pas à L et soit n = Inq / p O, q 2 O}. On définit sur ?(E u 0 t~ 

la relation d'ordre notée s qui est la plus petite relation d'ordre compatible 

avec les produits de composition et tensoriel qui vérifie 

Cette construction reste valable lorsqu'on remplace E par 

c u {OUI. 

Soit une interprétation 1 de T(C) dans FC(D). On étend 1 en un morphisme 
- 
1 de ?(E u 9 u n u OU) dans le magmoide relationnel R(D) par 

Soit S {Xi = ti / i < pl un schéma non déterministe sur E 

et V = {XI, ... ,X I, avec d(Xi) = n.. Comme t T(E u V u OU), ti 
P 'L If,, i 

s'écrit de façon unique t . .O. avec t c ?( C u V u OU) et Bi E 0 .  . 1 1  i 
I I 

On pose E I ( S )  = Rt(D) x . . . x R+«lll . Comme chacun des Rt(D) est 
nl "P i 

un ensemble ordonné complet, EI(S) est aussi un ensemble ordonné complet 

pour l'ordre produit. On définit alors l'application SI de EI(S) dans 
lui-même par : 

soit r = <rl,.. . ,rp> E EI(S) , 

soit (F le morphisme de ?(,Y u V u OU) dans R(D) tel que 



- $p(ou)  = ? ( o u ) .  

2, 'L 
z I ( r )  e s t  a l o r s  é g a l  à <$,(tl).Ï(O1) ,... ,$,(t P ) . Ï ( o  P )> .  

5, es t  une appkZcation continue de Er($) 

Démonstration : Remarquons t o u t  d 'abord que nous n'avons p a s  montré 

que s i  r a p p a r t e n a i t  à EI(S) ,  5 1 ( r )  a p p a r t e n a i t  à E ~ ( s ) .  NOUS a l l o n s  l e  

f a i r e  en même temps que l a  démonstrat ion de c o n t i n u i t é .  

Supposons donc que r e s t  l a  borne supé r i eu re  d 'un 

ensemble d i r i g é  R d 'é léments  de EI(S) .  Nous a l l o n s  d 'abord  
2, 1 2, 

montrer  que pour u 6 ( 1  u V u O U  ),, { (, ( u )  I r1 E R I  e s t  un ensemble 
'L 1 

d i r i g é  dont l a  borne supé r i eu re  e s t  $ r ( ~ )  c R+(DIm. 

I l  e s t  c l a i r  que ~ ~ ( 1 d , )  = {<d;d> / d E Dl E R+(D>;. 
- 

D'aut re  p a r t ,  puisque I ( f )  e s t  con t inu ,  I ( f )  c R+(D)'. 
P 

1 
Enfin ? (OU)  .cdl,d2> = {dl,d2} e t  on en dédu i t  aisément que ? (OU)  c R+(D)2. 

'L "4 2, 'L 2, 
Comme u peut  s ' é c r i r e  uo. (u l  @ u, (P .. . 8 um) e t  que 

<L 'L 2, 'L 
Y r E EI(S) ,  mr(u) = $r(uo) . ($r(ul)  (P ... (P $r(um)) ,  il s u f f i t  a l o r s ,  

pour o b t e n i r  l e  r é s u l t a t  voulu en  r a i sonnan t  p a r  r écu r rence  s u r  l a  t a i l l e  

'L 
de u ,  de montrer que 

i 
S i  R e s t  une p a r t i e  d i r i g é e  de R+(D), dont l a  borne supé r i eu re  

e s t  r ,  e t  s i  pour i r m ,  Ri e s t  une p a r t i e  d i r i g é e  d e  R+(D) 
1 

i 
de borne supé r i eu re  r a l o r s  { r l . ( r i  O ... O r:) / r '  c R ,  E RiI e s t  un 

i ' 
ensemble d i r i g é  dont  l a  borne s u p é r i e u r e  e s t  
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Pour montrer que l 'ensemble r i  @ ... 8 rm) / r '  r R ,  r j  E Ri) 

I e s t  d i r i g é ,  il s u f f i t  de montrer que l ' o r d r e  s u r  R+(D), e s t  "compatible 

avec l e s  p rodu i t s " ,  i .e .  2 

r '  i r", r! r! = ( r i  8 ... O r ' )  i r " . ( r l '  @ ... 8 ~ $ 1 .  
1 1 m 1 

Par d é f i n i t i o n ,  c e t t e  d e r n i è r e  i n é g a l i t é  s i g n i f i e  V dl,  ..., de, 

r '  . ( r i  O . . . O r;).<dl,. . . ,d > i r t l . ( r ; I  8 . . . 8 r;).<dl,. . . , . e dl> 

1 m m S o i t  dl,. . . , . . . ,dl  ,..., d E D. Comme r j  2 r'! 
1 ' 

1 i  i i = i d l , . . , d  > i r i . < d  l,..., d l  > = E'!. D 'au t re  p a r t  
P: P : 1 
I I 

m r l . ( r i  f3 ... O r h )  . < d l  l , . . . ,d  > = E'  , 
Pm 

1 ' E x . . . XE',) e t  rl '(rï B . . . 8 rm) .<dl,. . . ,dm > = r". ( E ï  x . .  .XE") = E". 
Pm m 

Montrons que E' 5 E". S o i t  d E E ; il e x i s t e  d i  E E l ,  ..., d '  E E& t e l s  que m 

<d;d;, ..., d l >  c r ' .  Comme Ei  I El! il e x i s t e  d ï ,  ... d" te ls  que d i  c Ei  m 1 ' m 

e t  d'! 2 d l .  A cause de  l a  c o n t i n u i t é  de  r" (cond i t i on  ii de  l a  d é f i n i t i o n  
1 1 

I 
de R+(D) ) il e x i s t e  d l  2 d t e l  que <dl;d;T, ..., d u >  c r '  e t  comme r '  a rH, n m 

il e x i s t e  d" 2 d l  t e l  que <dW;d;l, ..., d"> c r". Mais comme d'! c Ef ,  
m 1 

d" E ??"(El x ... x E i )  = E u .  De l a  même façon ,  on montre que s i  d" E E", 

il e x i s t e  d E E' t e l  que d r d u ,  d 'où Et i Et'. 

L'ensemble r i  B ... B r ' )  / r' r R ,  r! c R . )  é t a n t  d i r i g é ,  il e s t  m 1 1 

f a c i l e  de montrer que s a  borne supé r i eu re  e s t  r . ( r l  8 ... 8 r m ) .  D'après 

ce  q u i  précède on a r l . ( r i  @ ... @ r;) < r . ( r l  @ ... 8 r m ) .  

Pour démontrer l ' é g a l i t é ,  on cons idère  un élément d de  

1 m r ( r l  O . . . O r n )  .<dl , .  . . ,d > ; c e t  élément s e  t rouve  nécessairement  dans 

1 
Pm 

m un r l . ( r l  O ... O rm).<dl,  ..., d > ; c e c i  e n t r a i n e  l ' e x i s t e n c e  d 'é léments  

i i 
Pm 

di dans r i .<dl , .  . . ,d > t e l s  que <d;dl, .  . . ,dm> E r ' .  Mais c e s  di son t  a u s s i  
P i  

i 1 m 
dans des  ??;.<dl, ..., d l  > e t  donc d E r l . ( r i  O ... O rm).<dl, ..., d > 

P i  Pm 



I 
Le fait que r.(rl O . . . O r ) E R+(D) s'obtient par des considérations m L 

analogues. 

'-b 'L - 
Comme SI(r) = <@,(t1).Ï(Ol). . .,@r(t P ).I(O P )>, 

et compte tenu de ce qui précède, il ne suffit plus, 

pour achever la démonstration de la proposition, que de démontrer : 

si R est une partie dirigée de R+(D)~ dont la borne supérieure est r, 
- 

et si 8 E 6 ,  { I O  / rf E R} est un ensemble dirigé dont la borne 

supérieure est r.Ï(0) É R+(D)~. Ceci découle immédiatement du fait que 

cqfd. 

Comme l'application SI est continue, on en déduit que la borne 

supérieure de la suite croissante ?(<ln, , . . . ,I >) ,  où .L est la relation 
n- " : 

{<l;dl,...,d >), notée valI(S) est le plus petit élément r de E,(S) qui 
n : C 

vérifie r = SI('). 

Nous obtenons ainsi une définition de la sémantique d'un schéma non 

déterministe avec appel par valeur par la méthode du point fixe. 

Exemple 9.25 Reprenons le schéma de l'exemple 9.23 

@(XI = f(x,x,@(x OU s(x))) avec son interprétation habituelle. Nous laissons 

'-b 
apparaître la décomposition u.0 en le réécrivant sous la forme 

1 Si r É R+(N u 1 )  a s ,  en appliquant la définition de SI, on voit 

que SI(r) = Ï(f1.r 



- 
avec r = {<d,d,d';d> / <d ',d> E r OU <dt,d+l> E ri 

et donc SI(') = {<dl id> / si d est premier alors d" = d, 

sinon <dtl,d> E r ou edf1,d+l> c r) 

5 d si d est premier 
d'où 31(~) .<d> = 1 r<d> u r.<d+ls sinon. 

On en déduit que pour x E N 

ro.<n> = {II 5 in} si n est premier 
r .<n> = (r ).<n> = 1 I O  2 {I} sinon 

- 5 In) si n est premier 
r2.<n> = S (r ) .<n7 = 

I l  2 pl .<n> u F .<n+l> sinon 1 

{n) si n est premier 

si n n'est pas premier et n+l est premier 

sinon. 

5 in1 si n est premier 
P3 .<n> = 

2 r2.<n> u r2.<n+l> sinon 

{nl si n est premier 

{~,n+l} sinon et si n+l est premier 

{l,n+21 sinon et si n+2 est premier 

11) sinon 



- 263 - 

On montre a l o r s  aisément p a r  r écu r rence  que 

{ n l  s i  n e s t  premier  

{ l ,n+q} s i  n+q e s t  l e  p l u s  p e t i t  nombre premier  s u p é r i e u r  à n 

e t q s p  

({II s inon  

Comme il e x i s t e  une i n f i n i t é  de nombres p remie r s ,  l a  l i m i t e  d e  c e t t e  

s u i t e  c r o i s s a n t e  e s t  d é f i n i e  p a r  

5 {n} s i  n e s t  premier  
r . < n >  = 

? { ~ , n '  1 s inon ,  où n t  e s t  l e  p l u s  p e t i t  nombre premier  supé r i eu r  à n .  

On r e t r o u v e  donc b i e n  l a  sémantique i n t u i t i v e  de  l 'exemple 9.13. 

1 

Pour d é f i n i r  l a  sémantique a lgéb r ique  du schéma non d é t e r m i n i s t e  

s = Ix .  = ti / i 5 p l  dans l e  c a s  de l ' a p p e l  p a r  v a l e u r ,  on l u i  a s s o c i e  
1 

1 l e  système d ' équa t ions  S' = {Xi ti + fin / i 5 pl qu'on résoud dans - i 
pA(?(?)  1, avec L = E u {OU) u 0 u 5 .  P a r  des  méthodes i d e n t i q u e s  à c e l l e s  

u t i l i s é e s  au  c h a p i t r e  p récéden t ,  on montre que c e t t e  s o l u t i o n  e s t  l a  

l i m i t e  de l a  s u i t e  c r o i s s a n t e  (pour  l ' i n c l u s i o n )  

d é f i n i e  par  



- 
où o e s t  l a  s u b s t i t u t i o n  de ? ( C  u V) dans P~(?(E)) d é f i n i e  par  

L 

pour u  E Z ,  oL(u)  = {u) 

pour u  = Xi E V ,  oL(u)  = Li, 

avec L = 
<L1'. .*9L~'- 

Nous pouvons démontrer pour l a  l i m i t e  L de c e t t e  s u i t e  un r é s u l t a t  

analogue à c e l u i  de Nivat C741 

PhopoaLtXon 9 . 2 6  L es$ une w e  c k h i g é e  d e  

( i )  Démonstration : Comme l a  s u i t e  { L  I i  e s t  c r o i s s a n t e ,  il s u f f i t  d e  montrer  

que chacun des  L ( ~ )  e s t  d i r i g é .  En e f f e t ,  on au ra  a l o r s  : s i  u  E L e t  v  E L, 

( i )  il e x i s t e  i t e l  que u  E e t  v E L , e t  il e x i s t e  donc w E L ( i )  

t e l  que u 5 w e t  v 5 W. 

( i  Montrons a l o r s  p a r  r écu r rence  que L e s t  d i r i g é e .  

Comme L 

- 
\ { t i )  s i  t e ? ( z )  

Mais a ( t i )  = i 
@ 2 0 s inon  

1 Chacun d e s  o (ti+.Qn e s t  a l o r s  un ensemble d i r i g é  q u i  admet un p l u s  grand @ i 
élément,  à s a v o i r  : 

I _ 5 fini s i  o ( t i )  = 0 
u. @ 
1 2 t i  s inon .  



L(') a donc un plus grand élément u(l) et donc L(') est dirigé. 

i - (il 
Supposons que L(~) admette un plus grand élément u - u . . . . ,u (i), 

P 
A 

On définit alors le morphisme ( i de ?(E u Y) dans ?(LI par : 

On démontre alors aisément par induction sur la taille de l'élément 
A A 

v de ?( E u Y), puisque l'ordre sur ?( E) est compatible avec les produits 

On en déduit que 

1 
et donc Y v oL(i)(t.+n ), v s (i(t.) 2 a (i)(t.) c L 

( i+l) 
L j 1 nj 3 3 

D'où tout élément de L(~+') est majoré par 

(il Comme chacun des L admet un plus grand élément, c'est un ensemble dirigé. 

cqfd. 

P n o p o a f i n  9.2 7 Si u & v d a n t  deux Uément6 de 

F(E u {ou) u e u {nl / p L NI)'-, ct d i  i atom Ï(U) I; Ï(v). 
P 



Démonstration : 

1 - . Si u r ?'(z u {OU} u en alors u < v entraîne u = v et donc Ï(u) = I(v)* 

1 - - . Si u = fi .w alors Ï(u) = {<l;dl ,..., d > }  et donc I(u) i ~(v). 
9 n 

. Sinon u s'écrit nécessairement 
1 

u0. (ul 8 ... O u ) avec uo r ?(I u {OU} u 8) et 
P P 

u. est : - soit de la forme Qc .wi 
1 i 

1 
- soit appartient à ?(c u {OU) u 8) 

9: 

(Ceci peut se démonter par induction sur la taille de u, en utilisant le fait 

que u.(v l.~l O v2) = u.(vl @ Idn ).(wl 8 v2). 1. 
2 

Dans ce cas v est nécessairement de la forme uO.(vl 8 ... Q vp) 
avec v. = ui si ui r ?(I v {OU) u 8). Il est facile alors d'en déduire, 

1 

compte tenu du fait que Ï(u0) E R+(D)', que Ï(u) i ?(VI. 
P 

cqf d . 

Il résulte des deux propositions précédentes que 
- 

{ u 1  . . . 1 ( u p  / cul ,... ,U 7 E LI est un ensemble dirigé de E~(S) 
P 

que 1 'on notera, par abus de notation, {Ï(u) / u E LI. 

On peut alors énoncer le théorème fondamental : 

Démonstration : Nous avons vu dans la démonstration de la proposition 9.26 

que chaque L(~) avait un plus grand élément u(~). On a donc 

u{Ï(u) / u E LI = ~(i(u(~)) / i r NI. 

1 
Comme <Q , . . . 1 (1) 

n ,Q,>rL , 1 P 
1 1 ..., n > 5 u (1) 

"nl > n 
P 



e t  < I  ,...,ln > 5 ~ ( u ( l ) ) .  
1 P 

-0 - ( 1 ) ) .  D'où S I ( < l n  ,..., ln >)  < I(u 
1 P 

D'autre p a r t ,  s i  u (1)- 1 i ( u ( l ) > -  
j 

- Rn 3 
j - l n j  j 

(1) 1 
4 

s i  u ( 1 )  + \  a a i r s t  c ? ( ~ ) e t u  = t  
j j 

j j j 

(1) donc Ï ( u  ) = Ï ( t  . ) . D'après l a  d é f i n i t i o n  de SI, on en dédui t  que 
j I 

On a donc 

Démontrons a l o r s  par  récurrence  que pour t o u t  n 2 O 

En e f f e t  comme 3I e s t  continue 

Mais, d ' ap rès  l a  d é f i n i t i o n  de SI, 
- - ( n + l )  

1 9 

on dédui t  de (*) que 

cqf d . 

Comme dans l e  cas  de l ' a p p e l  par  nom, on va maintenant i n t e r p r é t e r  

l e  symbole OU au  niveau syntaxique.  Pour ce la  on d é f i n i t  l a  s u b s t i t u t i o n  
1 1 

o de ?(E u {OU} u 6 u {an / n 2 O}) dans PA(T(L u {ROI))  par  



Paopo~LCbn 9.24 POM t o u t  u E ?(c u {OU} u u 10; / n 2 O}), 

Démonstration : Comme Ï ( v )  est une relation, la réunion figurant dans 

l'énoncé de cette proposition est la réunion des relations au sens habituel. 

I 
Le résultat est immédiat lorsque u C u 0 u {fin / n 2 01. 

1 2  D'autre part ?(OU) = {<dl;dl,d2>, <d2;dl,d2>) et o(0U) = {l12,n2), d'où 

Pour achever la démonstration, il suffit de montrer que l'égalité de 

l'énoncé est compatible avec les produits du magmoide, ou en d'autres 

- 
termes que l'application u vw U I(v) est un morphisme de magmoide, 

vea(u) 
1 

et comme il coïncide avec Ï sur Z' u {OU] u 0 u {on / n 2 O], il sera alors 

égal à Ï sur le magmoïde libre engendré. 

Remarquons d'abord qu' il découle immédiatement de la définition de Ï 

1 ' dentifier toute fonction que si u c T(C u {QO}), Ï(u) = I(u), à condition d i 

de Dn dans DP à une relation de DP x Dn. La restriction de Ï à 

I 
T(C u {OU) u (0 / n 2 O)) est donc un morphisme de magmoide et donc 

n 
- - - 
I(u @ V) = Ï(u) @ Ï(v) ; I(u.v) = ~(u).Ï(v). 



I a(u 63 v) = {u' @ v' / U'E u(u), V' E u(v)) et donc 

1 D'autre part, u(u.v) = a(u).a(v) = {u'.vl / u' E u(u),vl E u(v)} d'où 

cqfd . 

1 
Compte tenu de ce résultat et du fait que sur T(C u {aO)) on peut 

identifier Ï et 1, le théorème 9.28 peut s'énoncer 

On se retrouve donc dans une situation analogue à celle rencontrée 

dans le cas de l'appel par nom. On va donc essayer de caractériser valI(S) 

comme l'interprétation d'un ensemble d'arbres finis ou infinis. 

1 1 
Remarquons d'abord que si u E ?(L ü (OU} u 6 u {SIn / n 2 O}), 

1 1  
O(U) T(C u Les o(u) pourront donc être mis en relation par le 

1 préordre de Milner puisque T(C u {Ro}) est un magrnoide ordonné. 



1 1 
Pt~opoaLtion 9.31 soient u  et v 6 ? ( z  u {ou} u 0 u {nn / n  z 0 1 ) ~ -  

Si u  5 v  dona u(u)  I o ( v ) .  

Démonstration : Nous reprenons l e  raisonnement par  induct ion  s u r  u  qu i  a 

é t é  u t i l i s é  dans l a  démonstration de l a  proposi t ion  9.27 

1 . s i  u  E ? ( Z  u {OU} u 8 ) m  a l o r s  u  : v  e t  o (u )  = o ( v ) .  

1 . s i  u  = nl.w a l o r s  U ( U )  = u(R ).o(w) = 
9  

q u i  e s t  i n f é r i e u r  à n'importe que l l e  p a r t i e  non v ide  

. s i  u  = u0.(u1 O ... O u  avec uo r u (OU} u 8 )  
1 

P  P 
1 

e t  ui e s t  - s o i t  de l a  forme RF .wi 
i 

- s o i t  appar t i en t  à ?(c u {OU} u 81,  

1 
a l o r s  v  = uO.(vl @ ... O v  ) avec vi = ui s i  ui # . w i .  

P i 

Dans c e  cas  o (u )  = o(uo) . ( a (u  ) 63 ... 63 a ( u  ) )  = 1 P  

a(uo).(E1 8 . .. O E ) avec 
P 

1 5 o(ui )  s i  ui # " wi - Ei - i 
O s inon O '  mi 

I 
e t  o ( v )  = o(uo) . (E i  O ... O EA) t e l  que s i  Ei # {RO.Omi) a l o r s  El  = Ei. 

I l  e s t  a l o r s  immédiat que o (u )  I o(v) .  

cqf d . 

Comme L  e s t  un ensemble d i r i g é ,  {u(u)  / u  r LI e s t  a u s s i  un ensemble 

d i r i g é .  On d é f i n i t  a l o r s  l i m  u(L) exactement de l a  même f a ~ o n  que l i m  T ( L ) ,  

e t  on o b t i e n t  , en étendant  1 par  c o n t i n u i t é  à Tm( C ) , 



Démonstration : Il suffit, d'après le corollaire 9.31 de montrer que 

I(v) , c'est-à-dire Y d E D~ 

Or pour montrer le théorème 9.21, on a déjà montré que pour 
A A A 

E s (P(D))~, U 1 U I(v1.E / u c LI = u I(v).E en utilisant 
vc~(n) v~ïim ( L I  

uniquement le fait que {~(u) / u E LI était une partie dirigée. 

L'égalité qu'on veut montrer en est un cas particulier, puisque pour 
A 

E = {dl, ~ ( v )  .d = ~(v).d. 

cqfd. 

Exemple 3.33 Nous reprenons le schéma +(x) = g(x,@(x OU s ( x ) ) )  

de l'exemple 9.22. 

1 1  1 
En posant O = <nl,nl,nl> = ~l;xl,xl,xl~, on réécrit cette égalité de 

dé façon à faire apparaître la torsion : 

La solution du système associé 

l. 
X = g.(Idl @ X).(Idl @ 0u).(Id2 @ s) - 8  + ill 

1 
dans P~(?({~,S,OU,Q~) u 8)) est alors luO,ul ,..., un ,... 1 avec 



On en déduit  que 

1 1 1 
U ( U , + ~ )  = g.<nl,o(un).n:> + g.<n ,o(u ) . s e n l >  d t o 3 ,  puisque u  

1 
1 n  O = fil 

1 e t  o(u0)  = no.ol = n.o,, 

1 
o(ul)  = g.<iïl,R.O1> = g ( x y ~ . O l )  

o (u2)  = {g(x,g(x,n.o,)),  g ( x , g ( ~ ( ~ ) , n . o ~ )  11  

d u , )  = {g(x,g(x,g(x,n.ol))  1, g(x ,g ( s (x )  , ~ ( s ( x )  ,n.ol) 1) , 
2  

g(x ,g(x ,g(s(x)  , n . o l ) ) ) ,  g (x ,g ( s (x ) ,g ( s  (x),a.O1)))1 

e t  de manière généra le  

o (un)  = {g(s i l (x)  ,g(s i2(x)  , . , g ( s  i n  ( X ) , Q . O ~ ) .  . -1) / 

il = O e t  i 5 ij+l 5 1 t i . } .  
3 

On e n  déduit  que l i m  o(L) = 
il i 2  { g ( s  (x),~(s x , .  . . / i = O ; i 5 i < i.+l). 

1 j j + l  I 

On remarquera que c e t t e  l i m i t e  e s t  b ien  d i f f é r e n t e  de c e l l e  obtenue 

dans l 'exemple 9.22. 

Exemple 9.34 On examine maintenant l e  schéma $ ( x )  = f ( x , x , 4 ( x  OU s ( x ) ) .  

On c a l c u l e  l i m  o(L) pa r  l a  même méthode que précédemment e t  on o b t i e n t  

- il il 2 i 2 L = l i m  o(L) = { f ( s  ( x ) , s  ( x ) , f ( s  ( x ) , s  (x) ,...)) 1 il = 0  ; 

i j  5 ij+l 5 l + i . )  
3 



On cons idère  l a  même i n t e r p r é t a t i o n  1 à v a l e u r s  dans N u 11) que dans 

l 'exemple 9.23. 

Pour un e n t  i e r  n  quelconque, ca l cu lons  { I (  v )  . <n> / v  E . 

i )  g-es; -p~$~ie~.  Comme t o u t  élément d e  L e s t  d e  l a  forme f (x ,x ,w) ,  on a  

I ( v ) . < n >  = - s i  n  e s t  premier  a l o r s  n  s inon I(w) = n ,  

d'où { I ( v ) . < n >  / v  E = i n ) .  

i i )  g-pl$st-pgs-pr~=;ikc. Par  d é f i n i t i o n  de z, il e x i s t e  une b i j e c t i o n  e n t r e  
- 
L e t  l e s  s u i t e s  d ' e n t i e r s  { i . ) .  t e l l e s  que il = O e t  i < ijtl 2 1 + i 

I I j j 

- s i  l a  s u i t e  il+n, i +n , . . . ,  i +n ne comporte aucun nombre premier ,  2 P  

a l o r s  pour t o u t e  approximation f i n i e  v '  de  l ' a r b r e  i n f i n i  v a s s o c i é  

à c e t t e  s u i t e ,  I ( v l ) . < n >  = I e t  donc I ( v ) . < n >  = I 

- s inon ,  s o i t  p  l e  p l u s  p e t i t  i n d i c e  t e l  que i +n e s t  premier  ; a l o r s  
P  

I (v ) .<n>  = i +n ; mais comme l a  séquence <i l+n, i2+n,  ..., i +n> prend 
P P  

t o u t e s  l e s  v a l e u r s  de  l ' i n t e r v a l l e  [ n , i  + n l ,  aucun nombre p l u s  p e t i t  
P  

que n + i  n ' e s t  premier  e t  donc i +n e s t  b i e n  l e  p l u s  p e t i t  nombre 
P  P  

premier supé r i eu r  à n.  

D'où I (v ) .<n>  = (11 u ( l e  p l u s  p e t i t  nombre premier  s u p é r i e u r  à n ) .  

On r e t rouve  b ien  l a  sémantique du p o i n t  f i x e  d é f i n i e  dans l 'exemple 9.25. 

1 
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