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INTRODUCTION

La carte n'est pas le territoire, le mot n'est pas la
chose, et le programme n'est pas non plus la fonction. Un programme est
un objet informatique fini qui permet de décrire un objet infini, ou

potentiellement infini : la fonction "calculée'" par ce programme.

Or, et en raison méme du fait qu'ils sont effectifs,
les traitements informatiques ne peuvent faire intervenir que des objets
finis. Le champ d'application de 1'informatique en tant que science est

alors déterminé par la réponse 4 la question suivante

Quels sont les objets infinis définissables par

des objets finis ?
et son probléme fondamental est

De quelle fagon les objets finis définissent-ils

des objets infinis ?

La réponsé 3 la premidre question se trouye dans la théorie
de la calculabilité et des ensembles récursifs et récursivement énumérables.
Quant au probléme fondamental, que nous sommes tentés d'appeler le probléme
de la sémantique, il recouvre un grand nombre de problémes de 1'informatique,

parmi lesquels celui de la sémantique des programmes :

Etant donné un programme, écrit dans un certain langage,

quelle est la fonction '"calculée'" par ce programme ?




qu'on peut formuler différemment si on met l'accent sur 1'aspect

"définition effective” du programme

Etant donné un programme, écrit dans un certain langage,

comment obtient-on la fonction calculée par ce programme ?

Une premiére fagon de procéder, - c'est celle qui est
utilisée en pratique - est de considérer que le programme décrit la
séquence des transformations qu'il faudra faire subir aux données
pour qu'elles deviennent résultats. Autrement dit, le programme définit
un processus opératoire, et pour obtenir la fonction calculée par le

programme, il suffit d'appliquer ce processus opératoire.

Cette fagon de définir la fonction calculée par un
programme est appelée sémantique opérationnelle. Ce concept de sémantique
opérationnelle peut 8tre étendu en y incluant tous les cas ou l'objet
infini décrit par un objet fini est défini en fabriquant cet objet infini
(ou plus exactement tout élément fini de cet objet infini) par un processus
opératoire. Ainsi, dans le cadre de la théorie des langages, un langage-
objet infini - peut &tre décrit par sa grammaire - objet fini - 3
le langage étant défini comme 1'ensemble des mots dériyables dans la
grammaire. Dans un tout autre domaine, le nombre réel V2 est un objet
infini relativement aux nombres rationnels (c'est par exemple une classe
d'équivalence de suites de Cauchy de nombres rationnels). Il peut étre
décrit par l'objet fini Xy = 1 X1 =<% (xi + 2/xi) ; en ce sens que
cette équation de récurrence permet de fabriquer une suite de rationmels

qui converge vers V2.

Mais le nombre v2 peut &tre également décrit par 1l'objet fini

en ce sens que l'on sait qu'il existe un seul réel positif dont le carré

est égal 4 2. De la méme facon, on sait qu'une grammaire "context-free"

peut &tre considérée comme un systéme d'équations dans le monoide P(Z*)

des parties d'un monoide libre ©*, et que le langage engendré par la

grammaire est la plus petite partie de I* qui est composante de la solution

de ce systéme d'équations. Dans le méme ordre d'idée, un programme peut etre
considéré comme un systéme d'équations dans 1'espace des fonctions partielles ;

on définit alors la fonction décrite par ce programme comme la fonction la




moins définie qui est solution du systéme d'équations. Cette fagon
d'associer une fonction 3 un programme considéré comme un systéme
d'équations est appelée sémantique dénotationnelle ou sémantique du
point fixe.

En étudiant les propriétés des systémes d'équations,
on pourra plus aisément obtenir des propriétés sur les objets infinis
qui sont leur solution que si ces mémes objets étaient définis par une
sémantique opérationnelle. L'étude de la résolution des systémes d'équa-
tions dans des espaces convenables est donc une partie importante de ce
que nous avons appelé le probléme de la sémantique.

Pour définir la fonction décrite par un programme par la
sémantique dénotationnelle, on est amené 3 résoudre des systémes d'équa-
tions dans un I-magma. Nivat [74] a montré que les solutions de ces
systémes d'équations étaient toujours les images homomorphes de solutions
de systémes d'équations dans le I-magma libre et qu'on pouvait donc définir
la fonction calculée par un programme comme l'image par un I-morphisme de
la solution d'un systéme d'équations dans 1'ensemble des parties d'un
Z-magma libre. Cette fagon de définir la fonction décrite par un programme
d partir d'un objet formel associé au programme, le schéma de programme,

est appelée sémantique algébrique.

La notion de programme que nous avons utilisée jusqu'a
présent était - implicitement - celle de programme déterministe. Grosso-modo,
un programme est déterministe si lorsqu'on applique le processus opératoire
correspondant 3 la sémantique opérationnelle, il est toujours possible, a
tout instant de 1'évolution de ce processus, d'en déterminer univoquement
1l'étape suivante. Les programmes non-déterministes seront ceux pour lesquels
le processus opératoire peut évoluer de plusieurs fagons différentes. Il en
résulte qu'd une méme donnde peuvent correspondre plusieurs résultats

différents.




Sans parler des machines de Turing ou des divers automates
reconnaissent des langages, qu'on peut considérer comme des programmes
non-déterministes, les programmes non-déterministes sont plus fréquents
qu'on pourrait le penser. Ainsi bien des programmes tels que des programmes
de tri, d'analyse syntaxique ou de recherche opérationnelle sont constitués
fondamentalement d'un programme non déterministe qu'on a rendu déterministe
en précisant une facgon systématique d'effectuer tous les choix possibles

dans 1'évolution du processus opératoire.

En tant que systémes d'équations, les programmes non-
déterministes ne sont plus des systémes d'équations dans un espace de
fonctions partielles sur un ensemble, mais soit dans un espace de fonctions
sur 1l'ensemble des parties de cet ensemble, soit dans un espace de relations
sur cet ensemble. Excepté dans le cas des programmes non déterministes
monadiques traité par de Bakker [93], les méthodes de la sémantique dénota-
tionnelle n'ont pas été appliquées au cas des programmes non déterministes.
Quant 3 la sémantique algébrique, elle devient inapplicable dés lors qu'on
travaille dans un espace de relations, car on ne peut mettre sur cet espace

une structure de I-magma.

Et cependant, sur le plan méthodologique, les principes de la
sémantique dénotationnelle et de la sémantique algébrique semblent toujours
valables. Le probléme posé par les programmes non-déterministes est plutdt
d'ordre technique : il s'agit de définir convenablement 1'espace dans lequel
on doit résoudre le systéme d'équations qu'est un programme non-déterministe,
et plus généralement, pour appliquer les méthodes de la sémantique algébrique,
de définir la ou les structures libres dans lesquelles on résout le systéme

d'équations formelles associé 3 un programme non-déterministe.

Ces considérations aboutissent 3 la formulation de la

question suivante :

Existe-t-il une structure algébrique plus générale que
celle de I-magma dans laquelle on puisse résoudre des

systémes d'équations ?

Pour 8tre plus précis, cette structure doit jouer le méme r3le que le

I-magma, c'est-d-dire que la fonction multivoque calculée par un programme




non déterministe correspondant 3 une interprétation raisonnable s'obtient
comme image homomorphe de la solution d'un systéme d'équations dans la

dite structure.

Cette méme question surgit dans un autre contexte, celui
de la théorie des langages d'arbres. Pour &tudier les arbres de dérivation
des mots d'un langages engendré par une grammaire "context-free", Rounds
[83], Thatcher [88] et simultanément Pair et Quéré [77] ont introduit, vers
les années 67-68, la notion de langage d'arbres. Mais alors que Pair et
Quéré utilisent comme cadre théorique le binoide, pour les autres auteurs,

les arbres sont en fait les éléments d'un I-magma libre.

Cette théorie généralise la théorie classique des langages,
en ce sens qu'un langage d'arbre est une partie d'un I-magma libre, et
qu'un langage est une partie d'un monoide libre A* qu'on peut aussi consi-
dérer comme un A-magma libre. I1 n'est donc pas étonnant que bien des
notions et des résultats de cette théorie soient analogues 3 ceux qui font

1l'objet de la théorie des langages.

Or, aux cours de travaux précédents nous avons mis en
évidence, avec M. Dauchet, le fait que sur certains points les résultats
de la théorie des langages ne se généralisaient pas comme on aurait pu s'y
attendre. D'une part, alors que dans le cas général, les transductions d'arbres
ne se composent pas et n'admettent pas de caractérisation par bimorphisme
analogue 3 celle que Nivat a donnée pour les transductions de langages [72],
nous avons défini [9] une classe particuliére de transductions ayant les
mémes propriétés que les transductions de langages mais qui se caractérisent
comme étant les composées de deux bimorphismes. D'autre part, contrairement
d ce qui se passe dans le cas des langages, les ensembles algébriques d'arbres
ne sont pas fermés par morphisme inverse [12]. Ce dernier résultat nous a
conduit 3 penser que la définition des ensembles algébriques d'arbres était

peut &tre insuffisante et nous avons tenté de la généraliser.




I1 faut remarquer 3 ce propos que lorsqu'on parle des
systémes d'équations définissant des ensembles algébriques d'arbres, le
qualificatif "algébrique" fait référence 3 une autre structure que celle
de I-magma : les systémes d'équations qui sont algébriques relativement
l,---,Xn)/l < n} ou Pi(xl""’xn)

est un IZ-polyndme ; ce sont donc les systémes appelés réguliers en théorie

au r-magma sont de la forme {Xi = Pi(X

des langages d'arbres et qui admettent comme solution les parties recon-
naissables du I-magma libre, ainsi que 1'ont montré entre autres Eilenberg
et Wright [46]. Et, de fait, Maibaum [67] d'une part, Engelfriet et Schmidt
[53] d'autre part ont, pour définir précisément les ensembles algébriques
d'arbres, fait intervenir une autre structure que celle de I-magma, d savoir

celle de I-magma dérivé.

Bien qu'Engelfriet et Schmidt aient montré qu'en utilisant
le r-magma dérivé il était possible de traiter la sémantique dénotationnelle
des programmes non-déterministes, ce formalisme ne nous paraissait pas etre
la généralisation cherchée de la structure de I-magma, en particulier parce
qu'il ne permettait pas de rendre compte des différences signalées ci-dessus

entre la théorie des langages et celle des langages d'arbres.

Nous avons donc été amenés a définir le magmolde, généralisation

du monoide. Les raisons plus précises pour lesquelles nous avons choisi cette
structure sont exposées dans 1l'introduction de [AD]. La définition et les
propriétés élémentaires du magmoide se trouvent également dans [AD], texte
auquel seront faits plusieurs renvois au cours de ce travail. Qu'il nous
suffise de dire que les deux opérations de cette structure sont le produit

de composition et le produit tensoriel et qu'un exemple trés intuitif de
magmoide est celui du magmoide des relations sur un ensemble ol le produit

de composition est le produit de composition habituel des relations et ou

le produit tensoriel de deux relations correspond au produit cartésien de
leur graphe ; le magmoide des fonctions sur le méme ensemble en est alors

un sous-magmoide.




Un programme déterministe pourra alors @tre considéré
comme un systéme d'équations dans le magmoide des fonctions partielles
sur un ensemble E et un programme non-déterministe sera un systéme
d'équations dans le magmoide des fonctions sur P(E) ou dans le magmoide
des relations sur E. Par ailleurs, les éléments du magmolide projetable
libre engendré par un alphabet gradué I ne sont autres que les séquences
finies d'arbres sur I ou encore des séquences finies d'éléments du
I-magma libre. Il est donc possible d'utiliser le formalisme du magmolde
pour résoudre des systémes d'équations sur un magma libre et donc pour
définir les ensembles algébriques d'arbres. On dispose donc bien de 1la
structure algébrique qui va permettre de définir la sémantique dénota-

tionnelle et la sémantique algébrique des programmes non-déterministes.

Et, en effet, nous démontrons que ce que calcule un
programme non déterministe peut &tre défini comme 1'image homomorphe d'un
ensemble d'arbres infinis ; cet ensemble étant obtenu par des procédés
purement syntaxiques (et différents selon que l'on considére que les para-
métres sont appelds par valeur ou par nom). Ce résultat généralise bien

le résultat analogue de Nivat [74] pour les programmes déterministes.

Mais au préalable il nous faut étudier les systémes

d'équations et leurs solutions dans une telle structure.

Dans le cadre de la théorie des langages, le systéme
d'équations qui permet de définir un langage algébrique est un systéme
d'équations dans le monolide P(A*) des parties du monoide libre A*. Pour
pouvoir adopter la méme démarche dans la définition des langages d'arbres,
il faut que 1l'ensemble des parties d'un magmoide puisse &tre muni d'une
structure de magmoide. En fait nous verrons qu'il existe plusieurs fagons
différentes de construire un magmoIde de parties. Nous en présenterons
deux, une au chapitre I, l'autre au chapitre VIII, qui permettent de
formaliser respectivement les notions de OI-substitution et de
I0-substitution d'Engelfriet et Schmidt [53] ou de greffe compléte et
de greffe restreinte de Boudol [29]. Une grande partie de notre travail

s'effectue dans le cadre du premier de ces magmoides de parties pour la




raison essentielle que c'est en utilisant celui-13 que 1l'on peut définir

les ensembles algébriques d'arbres auxquels nous nous intéressons principalement.

Disposant d'un magmoide de parties, il devient possible
d'étudier systématiquement les systémes d'équations dans un tel magmolde.
Aprés avoir au chapitre II défini et étudié les parties reconnaissables
d'un magmoide, généralisation des ensembles reconnaissables d'arbres, nous
introduisons au chapitre III la famille des parties rationnelles que nous
définissons comme la cldture des parties finies par les opérations d'unionm,
de produit de composition, de produit tensoriel et par une opération "étoile".
Pour les magmoides projetables libres cette notion coincide avec celle de
parties reconnaissables, ce qui, comme dans le cas des langages, donne une
caractérisation "3 la Kleene'" des ensembles reconnaissables. Cette caracté-
risation est beaucoup plus agréable que celle que donnent Thatcher et
Wright [91], ce qui est di au fait que dans le magma il n'y a pas

d'opération de concaténation naturelle.

Au chapitre IV, nous montrons l'existence de solutions des
systémes d'équations algébriques et que ces solutions sont toujours les
images homomorphes de solutions de systémes d'équations dans le magmolde
projetable P(T(Z)) des parties d'un magmolide projetable libre. Nous établis-
sont aussi le lien avec la théorie classique des langages d'arbres en
montrant que les composantes des solutions d'un systéme d'équations dans
P(T(z)) sont les ensembles d'arbres engendrés par les grammaires

"econtext-free'" d'arbres.

Au chapitre V, nous étudions deux types particuliers de
systémes d'équations, les réguliers dont les solutions sont les parties
rationnelles, et les coréguliers dont les composantes des solutions sont
les ensembles coréguliers que nous avons déj3 définis et utilisés par

ailleurs [7], (8], [10].

Les ensembles algébriques sont les composantes des solutions
des systémes d'équations. Nous étudions quelques unes de leurs propriétés

au chapitre VI, en particulier des propriétés de cldture.




Au chapitre VII, nous montrons que la famille des ensembles
algébriques n'est pas fermde par morphisme inverse. Ceci nous améne a
généraliser la notion d'ensemble algébrique en introduisant les ensembles
k-algébriques (et aussi les ensembles k-rationnels) encore définis a partir
des solutions des systémes d'équations. Nous obtenons alors des hiérarchies

infinies de familles d'ensembles dont nous étudions les propriétés de

clSture.

Ainsi que nous 1'avons déj3 signalé nous définissons au

chapitre VIII un autre magmoide de parties ; nous montrons que les systémes

P4 - ~ .
d'équations dans ce magmoIde ont encore une solution et que les ensembles
algébriques que l'on obtient dans ce cas sont les ensembles engendrés par

des grammaires d'arbres en utilisant des dérivations ascendantes.

Au chapitre IX, nous définissons des magmoldes de fonctions
et des magmoides de relations particuliers. Les programmes (non-déterministes)
sont des systémes d'équations sur de tels magmoides, ce qui permet de définir

la sémantique dénotationnelle pour ces programmes. Enfin, les résultats

obtenus précédemment sur les systémes d'équations dans un magmoide de parties
permettent de définir la sémantique algébrique de ces programmes et d'obtenir

les résultats annoncés ci-dessus.

Nous ne faisons ici qu'amorcer 1'étude des schémas de
programme non déterministes. Nous avons préféré mettre l'accent sur la
définition et les propriétés de ce que nous pensons etre la structure
algébrique adéquate pour 1'étude des familles d'arbres. En effet, le
magmoide permet, d'abord et avant tout, d'unifier tous les résultats

précédents de la théorie des langages d'arbres et d'en rectifier les

anomalies. C'est ce qu'il fallait démontrer.
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CHAPITRE 1

LE MAGMOIDE PROJETABLE DES  PARTIES

[

D'UN  MAGMOTIDE PROJETABLE

De méme que l'ensemble des parties d'un monolde est classiquement muni
d'une structure de monoide, nous allons munir 1l'ensemble des parties d'un
magmoide projetable d'une structure de magmoide projetable. Dans ce magmoide
des parties, le produit de composition sera la "greffe compléte" de Boudol
[29], définie également par Engelfriet et Schmidt [53] sous le nom de
"OI-substitution'". Les propriétés intéressantes de ce type de greffe sont
alors pour 1'essentiel rassemblées dans le fait que le magmoIde des parties

est projetable.

S'il n'existe qu'une seule fagon de construire un magmolde des parties
qui soit projetable, il existe d'autres constructions qui donnent naissance
d des magmoides de parties non projetables. Nous construirons un tel mag-
moide au chapitre VIII dans lequel le produit de composition sera la
"greffe restreinte” de Boudol, ou la "IO-substitution" d'Engelfriet et

Schmidt.

En fait, nous ne pourrons pas construire ce magmolde projetable des
parties 3 partir d'un magmoide projetable quelconque, mais seulement & partir
d'un magmoide projetable obtenu par adjonction de torsions d partir d'un
magmoIde décomposable [AD ; ch. V]. Ceci ne nous semble pas une restriction
trés importante, puisque T(£) est obtenu par adjonction de torsion a partir
de T( ) et que si M est un magmolde projetable, le magmoide MDT qui a M

comme sous-magmoide est aussi obtenu par adjonction de torsions.
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Ce magmoide des parties étant construit, il est alors possible, comme
dans la théorie des langages, de définir et d'étudier les substitutions,
c'est-d-dire des morphismes qui & un élément d'un magmoide associent un
ensemble d'éléments d'un autre. Nous verrons que ces substitutions ont

un rapport avec les transductions d'arbres.
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1. LE MAGMOYDE DES PARTIES D'UN MAGMOYDE

Nous appelons magmoTde & torsijons isolées ou plus briévement
magmoTde 3 torsions tout magmoide projetable, noté MT, obtenu par adjonction
des torsions 3 partir du magmoide décomposable M. Cette appellation vient de
ce que tout élément de MT s'écrit de fagon unique [u3;0] avec u e M et 0 € O.
Rappelons que MT contient un sous-magmoide isomorphe & M qui est 1'ensemble
des termes de la forme [u;qu] avec u ¢ MY et que le magmoide des torsions
de MT est constitué des termes de la forme [ep;@] avec 0O e Og. De plus

(us0] = [u;qu].[ep;O]. Tout ceci a été démontré dans [AD] au chapitre V.

Par la suite, pour alléger les notations, nous identifierons respecti-
vement M et © 3 leur image isomorphe dans MT. Ainsi tout élément u de MT
s e . v v . N

s'écrira de fagon unique u.0® avec u € M et 0 ¢O. Selon que u appartient a M

~ f\‘ - rd P4
ou & ©, 0 ou u pourront &tre des éléments neutres.

Soit donc MT un magmoide 3 torsions. Le magmoide des parties de MT,

noté P(MT) est défini comme suit.

P - 1,-P
@ P(MT)q = [P(MTq)] .

Tout élément U de P(MT)g s'écrira donc

i .
S <Ul,...,Up> avec U, < Mq sip#0

2 Aq sip = 0.

ol Aq est la suite vide de parties de MTi.

s . . 1 . g,
Comme (P(MT)‘;)l est trivialement en bijection avec P(MT)q nous identifierons
] . l ” . .
ces deux ensembles et si U est une partie de MI" , nous écrirons aussi U, au

lieu de <U> pour désigner 1'élément correspondant de P(MT);.

<:::> Puisque nous voulons que P(MT) soit projetable, il devra contenir
un sous-magmoide isomorphe 3 8. Pour le moment nous allons définir une partie
de P(MT) en bijection avec MT, dont nous démontrerons ultérieurement qu'elle
est bien un sous-magmoide de P(MT). Comme MT contient un sous-magmoide isomorphe

a 8, il en sera donc de méme de P(MT). Soit donc l'application p de MT dans

P(MT) qui 4 u € MTg associe p(u) défini par




_13_
alors u = Oq et plu) = Aq’ unique élément de
= p(m7)°
q
. - ' 1
- sip # 0, alors p(u) = <{H;.u},...,{ﬂg.u}> € [P(MTq)]p = P(MT)E-

est une injection

Lo lb ]

Il est clair par construction que cette application

de MT dans P(MT) car si ﬁ(u) = ﬁ(u') alors Y i <p mh.u

Hl.u‘ et donc u=u'.
P p

<:::> Nous définissons maintenant le produit de composition dans P(MT)

lorsque le premier facteur est 1'image par p d'une torsion.
Soit donc 0 ¢ 92 et U e P(MT)E

0, p(0).U = A, = 5(Or) unique élément de P(MT)g

-sip

- si ¢ = 0, alors nécessairement p = 0

-sip# 0 (et doncgqg#0),US-= <U1""’U > avec U, < MTi ; on pose

alors p(@).U = <U > ¢ [P(MP1)1P = P(MD)R.

o(1)*" Y (p)

On déduit de cette premiére définition, que si 0 € © et u ¢ MTg,
alorslﬁ(e)-ﬁ(u) = E(O u). En effet si p = 0, 0 = 0q et p(O ).plu) = r =
ﬁ(Or) = p(0_.u). Si p # 0 (et donc q # 0) p(8).plu) =

ﬁ(@).<{Hé. },.. {Hg.u}> = <{HO(1). ,...,{Hg(p).u}> =
<{n1.e.u},...,{np orul> = 6.0
P P
(:::) On déduit aussi que l'axiome des projections est vérifié. En effet

sipz1,siUs= <Ul,.. Uy> e P(MT)p, siU' = <Ul,...,Ué> € P(MT)p et si

vics<op, p(H ).U = p(H ).U', alors p(Hl) Uu=u, = p(H ).U' = U} et donc U=u".

Soient U = <Uj,...,U > e P(MT)S et V e P(MT)E. Pour que P(MT) soit

un magmoide projetable dont les torsions sont les P(0), on doit nécessairement
av01r puisque le prodult de comp081t10n doit &tre assoc1at1f
(P (H ).U).V = p(HP).(U.V) Or p(H ).U = Us s d'ol p(H ). (U.V)

On pose donc <Ul,...,Up>.V <u,- V ...,Up.V> I1 reste donc a définir le

U..V.
i

produit de composition quand le premier facteur appartient a P(MT); o)
a p(um)0.
P
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Soit donc U ¢ P(MT)P et V e P(MT)p. Si n=0, alors U
et donc U.V = Aq. Si n=1, on pose U.V = k.d {ul.v.
I1 suffit donc de définir U.V quand U est un singleton de P(MT)

A = p(O
p - POy

Soient donc U = {u} ¢ P(MT); et V e P(MT)E.

- Siu=ue Ml, alors si q = 0, V= A = ﬁ(Or) et on pose

{4}.v = {E.Or} € P(MT)i 3y sinon V = <V ..,Vq> et on pose {3},V =

1°°
€ Vl,...,Vq € Vq} = J\JV {ﬁ.<vl,...,vq>}.

Y
{u.<v ,...,vq>/v

1 1

1
- Siu = 4.0 avec U ¢ M;,, et 0 ¢ 82, alors {3.0}.V = {u}.(B(0).V).

Remarquons que cette définition est compatible avec celle donnée en (:)

En effet si u e Gq c MT alors u = Hl et s'écrit e.n” , et comme q # 0,
3 ) Lo _ ) B}

Vo= <V, ..,Vq>. On a alors {H }.V o= {e}.(p(Hq).V) = {e}.Vi = {e.v/v € Vi}
V. = (n ).V .

Le produit de composition est donc défini en plusieurs étapes : pour
effectuer le produit U.V, on effectue le produit par V de chacune des compo-
santes de U ; pour cela on fait la réunion du produit par V de tous les &léments

r\l .
de U ; le produit de u.® par V étant obtenu en "effectuant les torsions d'abord".

Exemple 1.1 Prenons MT = T(I) avec & = {f,g,a,b,c} ol d(f) = d(g) = 2 et
d(a) = d(b) = d(c) =

N

T(z),

Soient u, = {<3 ; f(xl,xl)>}

<
1]
WP W

{<3 H g(x29a )>} [y T(Z)

2
et U = <U,,U> ¢ P(T(z))3 3

Vl = {<0;a>,<03b>} < T(Z)é 5
1
v, = {<03c>} < T(Z)O
1
V3 =g c T(Z)o et

3
et V.= <V ,V,,V3> e P(T(L)),




- 15 . =

Alors U.V = <U1.V, U2,V> et Ul'v = {<3;f(xl,xl)>}.’v =
{<2;f(xl,x2)>.<3;xl,xl>}.<V1,V2,V3> = {<2;f(xl,x2)>}-<Vl,Vl> =
{<2;f(a,b)>, <2;f(a,a)>, <2;f(b,a)>, <2;f(b,b)>} 3
U2.V = {<3;g(x2,a)>}.v = {<1;g(xl,a)>.<3;x2>}.<Vl,V2,V3> =
{<l;g(xl,a)>}.V2 = {<0;g(c,a)>}.

It
=

1] - .
D'autre part U,.<V,,V,,V,> = {<l,g(xl,a)>}-V3

Exemple 1.2 On considére maintenant le magmoide 3 torsions T(I)DT avec

le méme alphabet I que ci-dessus et on pose

Ui = {<3;f(xl,xl)>.<3,xl,x2,x3>} c T(Z)DT;,
Uy = {<liglxy.x,)>.<35x,>) € T(DIDT,

Vi = {<03a>,<03;b>} < T(Z)DT;,

VL = (<0305} © T(TIDT,

V=g (2)DTy

AR <Vi, é,Vé>.

vy = oy gLy t oyt = . ' =

Alors U'.V <Up.v ,UQ.V > et Ul.V {<3,f(xl,xl)>.<3,xl,x2,x3>}.V
- . ] ! ] - . 1 ]

{<3,f(xl,xl)}.<V V).Vg> = {<3,f(xl,xl)>.<ul,u2,u3>/ul € Vi, u, € Voo

Uy € Vé} = g.

vy = ] . ' - . -
U2.V = {<l,g(xl,xl)>.<3,xl>}.<Vi,V2,Vé> = {<l,g(xl,xl)>}.Vl
{<0;g(a,a)>,<03g(b,b)>1}.

On peut voir sur 1l'exemple 1.1 que dans P(T(Z)) 1l'ensemble {4,0}.

. N
<V V > est obtenu en remplagant chaque variable x. figurant dans u.0

JERERE
par un él%ment quelconque de Vi' Autrement dit dans ce cas, le produit de
composition n'est rien d'autre que la greffe compléte de Boudol, ce qui se
démontre aisément par induction sur 3, alors que l'exemple 1.2 montre que
1'utilisation de 1'adjonction de torsion permet des types de greffe plus

complexes. Ainsi si on considére dans T(I)DT des termes de la forme u.qu
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1 . .
avec u € T(Z)q, alors {u.qu}.<Vl,...,Vq> est la IO-substitution
d'Engelfriet et Schmidt.

Nous donnons un autre exemple pour illustrer 1'intér@t de 1l'adjonction

de torsion pour définir des opérations de greffe complexes.

Exemple 1.3 Soit I l'alphabet défini précédemment.

Soit U = {<2;f(g(xl,x2),g(xl,x2))>.<l,xl,xl>} et soit V = {<03a>3;<0;b>}.
Alors U.V = {<2;f(g(xl,x2),g(x2,xl)}.<Vl,Vl> =
{<0;f(g(a,a),gla,a))>,<0,f(gla,b),g(b,a)>,<0;f(g(b,a),gla,b))>,<0;f(g(b,b),
g(b,b))>}.

I1 faut remarquer que lorsqu'il généralise la notion de transducteur,
Engelfriet [51] fait apparaitre explicitement 1'équivalent d'une torsion et
la définition qu'il donne du mouvement .d'un transducteur généralisé utilise
aussi le principe 'on effectue les torsions d'abord", et de fait nous montre-
rons (proposition 1.19) que les transducteurs généralisés d'Engelfriet sont
ceux qui surgissent naturellement 3 partir de notre définition du magmolide

des parties.

Enfin, signalons que dans un cadre théorique différent, celui des
théories algébriques, on retrouve ce type de construction dans Eilenberg
et Wright [(46]. De facon plus précise, si on identifie un "polyndme" d'un
Z-algébre libre & un élément U de P(T(Z)) 1l'effet de ce polyndme sur une

partie V de la méme I-algeébre est précisément U.V.

Proposition 1.4 S{iue MTg et v e MTj; alorns Blu).p(v) = Blu.v).

z

Démonstration : Dans le cas ol u est une torsion, le résultat a déja été

P - -~ r\l '\I
démontré en (:) . On considére donc le cas od u = u.0, avec u € M. On a

alors p(u) = <{n;.ﬁ.@},...,{np.3.e}> et donc P(u).p(v) = <{H;.3.0}.5(V),..

.o {Hp.ﬁ.e}.“(v)>. Or ni.ﬁ.e =9 ..My .0, d'od, par définition du produit
p P P gioplhall » P P

. P .
de composition dans P(MT), (. 3.03.8(v) = {4 .}.p(M ) .0).B(v) =
P p P 17 Pl -7 -P

P

II
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o . R 1 m
{u i}.p(H;”a”.O.v). On pose w = H;HE”.@.V et comme P(w) = <{Hm.w},...,{Hm.w}>

it
b

i~ R o . _ i _
{Hp.u.O}.p(v) = {uni}.p(w) = {uni.<wl,. .,wq>/wi € Hm,w} =
% P
{a <Hl.w, ..,Hm.w>} = {¥ ..w} = {u,.T5y.0.v} = (m*.%.0.v} = {nt.u.v}.
pom m ot e pfldl P P
b P p
On en déduit que P(u).p(v) = <{H;.u.v},...,{ng.u.v}> = plu.v).
cqfd.
(:::) Définissons maintenant le produit tensoriel dans P(MT) par :
1]
S1 U= <Up,eensU> e P(MT)g, SEV =<V, > e P(MT)Z', alors
U Vs <U1'Dl""’Up'Dl’ Vl’DQ""’Vp"D2>
- = q
avec D1 = p(qu 8 Oq,) € P(MT)q+q' et

- a q'
D, = p(oq ) qu,) € P(MT)q+q.-

Dans le cas ol 1'un des entiers p ou p' est nul, on obtient respectivement

> ou

1772

<Vy-DysenesVoieDy

<U1.Dl,...,Up.Dl>.

Remarquons que ce produit tensoriel ne fait que le "décalage adéquat

des variables'" des éléments des Ui et des V.. En effet, par exemple,

u,.0, = J (u}.B(1d_ 8 0 ,) = U B(w.(1a @0 ,) =

ueUi uel,

i
k_) p(u.(Id_ © 0 ,)) = p(u® 0 ,) = k~) {u® 0 ,} ; ceci découlant de la
ueUi q q q ueUi q

proposition 1.4 et du fait que si v ¢ MT;, plv) = <{Hi.v}> = {v}.

Théonéme 1.5 Muni des opérations définies ci-dessus
P(MT) est un magmoide profetable contenant un sous-magmoide {somonphe a MT.

-~

Démonstration : La plus grosse partie de cette démonstration est de

montrer 1'associativité du produit de composition.
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Soit donc U ¢ P(MT)E, Ve P(MT)i, W e P(MT)E
- Sim= 0 alors U = Ap = ﬁ(Op) et donc (U.V).W = U.(V.W) =

- Sim# 0, alors U = <Ul,...,Um> et donc (U.V).W = <U1.V,...,Um.V>.W =
<(U1.V).W,...,(Um.V).w> et U.(V.W) = <Ul.(V.W),...,Um.(V.W)>.
(U.V).W sera donc égal 3 U.(V.W) ssi pour chaque i, (Ui.V).W =
Ul.(V.W). I1 suffit donc de montrer l'associativité du produit de

composition dans le cas ol n = 1. Dans ce cas, on a (U.V).W =

(k‘J {u}.V).W = k,% ({u}.V).W et U.(V.W) = k“J {u}t.(v.w). I1 est donc
uel ue ueU

. < 1
possible de se ramener au cas ol U = {u} avec u ¢ MTP.
Considérons d'abord le cas ol u = H; € 8 c MT;. L'entier p est nécessai-
rement différent de 0 et V s écrit <Vl,...,V

et donc ({H;}.V).W = Vi {H }.(V.W).

1
p
>. On a donc V.W = <V_.W,...,V .W>
P 1 P

Considérons ensuite le cas ou u = U e Ml. Si p=0 alors V = Aq et

{§r.(v.w) = {u}. (A W) = {43. (5(0) W) {'&.oq}.w ({3}.V).W d'aprés les

définitions donnees précédemment. 81 p#0, alors V <Vl,...,VP> et {u}.v =

Y]
k_) {u.<vl,...,vp>}.

1€V1
v_eV
P P
Mais si v, ¢ V, alors vy = Qi.ei et <Vl,...,vR> = (31 e ... 8 $P).
<0 ,...,05. d'od {ur.v = N/ (¥, 8 ... 8v).<0,,...,0 >}
! P V.0.eV 1 prl P
1711
v_.0 eV
P

AV n N V] -
et ({u}.v).w = ,}\_,} {u.(vl 8 ... ® vp)}.(p(<®l,...,@p>).w).

- Rappelons que comme Vs é, v € Ml et O. € qu. Alors <Ol,...,OP>

est 1l'application de [In, ]~ [q] définie par H£ <Ol,...,®p> =
o3

e. (J)

it ssi k= n,+n tn, . +J avec l1<jet]<n,. -
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D'autre part U.(V.W) = \\_,) {3.<wl,...,wp>}

wleVl W

Nous allons montrer que les deux ensembles ({U}.V).W et {0}.(V.W)

sont inclus dans 1l'autre.

. n . y n
Soit donc t € ({u}.V).W. Il existe donc Vl'el € Vl,...,vp.ep € Vp
. NN v -
tels que t € {u.(vl 8 ... ® vp)}.(p(<@l,...,ep>).W).
Posons 0 = <0, ,...,0 > € 8" avec n = E n,.
! P 4 i=1
- 8i n = 0 et donc chacun des n, est nul), alors 0 =0 et
- AV} N * ~N n " N
pe).w =1, = p(0 ) d'ou t € {u.(vl ® ... 8 vp)}'Ar = {u.(vl ® ... 8 Vp)'or}'
On a donc t = 3.<vl or,...,3p 0_>. Mais comme chaque n1 est nul 0, = Oq d'ou
- - "
p(O ).W o= = p(o, ) et {v H } W= {v }.(p(0;).W) = {v . p(O ) = {v1 or}. 11
Y
s'ensuit que {v 0 } = {v 1H } WelV..Wet que {t} = {u <vl 0 5eensV .0 >}
P r
Y]
c \\_/} {u.<wl,...,wp>} = u.(V.W).
w, eV, .W
P
w_eV_.W
P

- 8i n # 0 alors comme 0 € Gn, q est nécessairement différent de O.

t 2 > - .

W s'écrit donc <W,,.. Wq> et t e {u. (v ® ... 0 v )} <W®(l), -5y~ 3
il existe donc w, ¢ wé(l)""’wn € WO( ) tels que t = U. (v 8 ... 8 vp).

<wl,...,wp>. On pose alors

<W ee e W > sinon
+n,.+...4n.+1° ? +n.t...+n. .+n.
nl n2 +nl+l nl 5 nl_l n1

On a donc, d'aprés la définition de 0O, p(s ) < Bloy ) W 3 et donc
si-s- € {3.}.5(9.).w {v H }oW e VLW D'autre part t= 4. (v 8 ...8v).
Wy peee,W > = 3. <$l l,...,$P s_> et comme vl.s1 € V,.Wona blen t e 9.(V.W).
On a donc bien 1'inclusion de ({{}.V).W dans {3}.(v. W) L'inclusion réciproque

se montre de fagon parfaitement analogue.

I1 reste enfin 3 montrer que ({3.0}.V).W = {4.0}.(V.W). Montrons d'abord
que (P(0).V).W = p(0).(V.W). On a déja vu que cette égalité était vraie si

0 1 . n apdy fra Coragpdly s _
0 € ep u ep. Si 0 € eq, on a p(Hn)-L(p(G).V).W] = [p(Hn).(p(G).V)].W =
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(ﬁ(ni(i)).V).w - ﬁ(Hg(i)).(V.w) = $(rt.o).(van = (rh) . ((0). (V1)) et

comme ceci est vrai pour tout i<n, on a d'aprés (::)ﬁ(@)-(V-W) = (B(0).V).V.
On en déduit que {3.0}.(V.W) = {u}.($(0).(V.W)) = {U}.(($(0).V).W) =
({3}.(3(6).V)).W = ({U.0}.V).W. Le produit de composition est donc bien

associatif.

Le produit tensoriel est lui aussi associatif. En effet, soient
1] 11}
U e P(MT)g, Ve P(MT)g, et We P(MT)P . Alors U 8 V =

<U1.Dl,...,Up.Dl, Vl.DQ,...,VP,.D2> € P(MT)g:g: avec D, = ﬁ(qu 8 oq,)

et D, = ﬁ(oq 8 qu,); Ve W:= <Vl.D3,...,Vp,.D3,W1.Du,...,wp".Du>

avec D, = ﬁ(qu, 8 Oq") et D, = ﬁ(Oq, ® qu") et, en tenant compte de
1'associativité du produit de composition

(Uev)ews <U1.D1.D5,...,Up.Dl.DS,Vl.D2.D5,...,Vp,.D2.D5,W1.D6,...,WPH.D6>
avec Dy = ﬁ(qu+q, 8 Oq") et D = ﬁ(oq+q, ® qu") et

Ue (Ve w:= <U1.D7,...,UP.D7,V1.D3.D8,...,VP,.D3.D8,W1.Du.D8,...,Wp".Du.D8>

avec D, = ﬁ(qu 8 Oq'+q") et Dg = f)(oq 8 qu'+q") et comme
(qu ] oq).(qu+q, 8 oq") = qu ® oq,+q", alors D,.Dg = D 3
comme (Oq, e qu,,).(()q ® qu'+q") = Oq+q' ® qu", alors Dq'Dg = D, 3

comme (O ® Td ,).(Id ., @ Oy,) = (14 , © oq,,).(oq g Id

q
.
D2.D5 = D3'D8 et donc (UQ V)8 W=U®(VOW.

q' +ql| q q q",

Dans le cas ol l1l'un au moins des entiers p, p', p" serait nul, la

démonstration se ferait de la méme fagon.

1 1
Soient maintenant U e P(MT)g, Ut ¢ P(MT)g,, Ve P(MT)E, V' € P(MT)&, H
et montrons que (U.V) 8 (U'.V') = (U ® U').(V ® U'). En effet, posons

U = <Ul,...,Up>, ur = <Ui,...,U£,>, vV = <Vl,...,Vq> et V' = <Vi,...,Vé,> 5
alors (U.V) ® (U'.V') = <U1.V.Dl,...,UP.V.Dl, Ui.V'.DQ,...,Ué,.V'.D2>

avec D, = H(Id @ 0,) et D, = ﬁ(Or ® Id ,) ’

d'autre part (U @ U') = <U1'D3""’Up'Da’Ui'Du""’Ué"D4>'

avec Dy = ﬁ(qu ) Oq') et D, = 13(0q 9 qu,) 3

et V@ V' = <Vl.Dl,...,Vq.Dl, Vi.D2,...,Vé,.D2>

d'ou D3.(V @ V') = <V1.D1,...,Vq.Dl> = V.Dl

et D,.(V® V') = <Vi.D2,...,Vé,.D2> = V'.D, et donc (U 8 ur)y.(vev)s=s
<U1.D3.(V e V'),...,Up.Da.(V e V'), Ui'DN'(V ® V')""’Ué'.DH'(V e V') =
<UL.V.Dy,ee,UpeVDy, UFLVILDy, 0. U1 D > = (ULY) 8 (U' 8 V').

Comme pour les autres démonstrations, le cas ol l'un au moins des entiers
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P>P',9,9' est nul se traite de fagon analogue.

I1 est immédiat d'aprés les définitions que les éléments neutres de

P(MT)P sont les &léments B(Id_) avec Id_ e OF.
p P b p
P(MT) est donc bien un magmoide.

Pour que P(MT) contienne un sous-magmoide isomorphe a MT, il suffit
de montrer, compte tenu de la proposition 1.4, que Pp(u 8 v) = P(u) 8 p(v).
Or p(u) = <{H },...,{Hg u}l>, p(v) = <{H;Ar,...,{ng:.v}>'ef donc
B(u) 8 p(v) = <{n .6}, .,{ng.u.al}, {%$,V.52},...,{ng,,v.5 }> avec

6714, 80, et 5 = 0, @ Id ,. D'autre part plu @ v) = <{nl+ ,-(u® v)},..
{np+g (u® v}
: (m Mr.u.(Id 80 ,) siis<p
avec Hp+q.(u ® v) = 2 P q q'
1
n-,P.v(o ® 1d sip< i < ptp!
o' q q,) P ptp

On a donc bien P(u 8 v) = plu) ® p(v).

Comme P(MT) contient un sous-magmolide isomorphe & MT il contient &
fortiori un sous-magmoide isomorphe 3 O, 1'image de la torsion 8 étant H(0).
Comme l'axiome des projections est vérifié d'aprés (::) , P(MT) est bien un

magmolide projetable.
cqfd.

Etant donné que MT isomorphe a un sous-magmoide de P(MT) nous identifierons

désormais MT & son image par P dans P(MT).

Nous dirons qu'un élément U de P(MT)p est fini si v i < p, H;.U est
une partie f1n1e de MTq, et qu'il est non nul siVic<op, HP.U est une partie
non vide de MTq. L'ensemble des éléments finis et des €léments non nuls de
P(MT) forment bien deux sous-magmoides de P(MT), notés respectivement PF(MT)
et PN(MT), qui ont tous les deux MT comme sous-magmolde ; ils sont donc

projetables.

On définit également sur P(MT) une relation binaire fibrée (i.e. deux

€léments dans la relation sont dans la méme fibre),notée < par
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- siUe P(MT)g, Ve P(MT)g, alors U c V ssi

¥ic<op, H;.U c H;.V ou ici le symbole ¢ représente 1'inclusion entre

les parties de MT&.

Autrement dit, la relation c sur P(M )P est 1'extension canonique de

1'inclusion sur P(MT;) a [P(MT&)]p = P(MT%;.

On définit aussi sur P(MT) une addition notée + qui & deux éléments
Uet Vde P(MT)E fait correspondre U+V défini par ¥ 1 < P, H;.(U+V) =
Hé.U u H;.V. I1 est clair que pour 1'ordre C,P(MT)g est un sup-demi-treillis

dont + est le sup.

Proposition 1.6 Pour U, U', V, V' dans Les fibres convenables, on
a Les nelations sulvantes :

(U+U').v = U.V + U'.V
(U+U')8V = UBV + U'8V
Ue(uU+v') = U8V + UgV!’
U.V+U.V' < U.(V+V?').

Démonstration : Pour que la premidre égalité soit vraie, il suffit que

¥is<p:
i i
HP.(U'+U').V = HP.(U.V + UV

Or, par définition M .(U+U') = M .U + NM>.U' et N>.(UV + U'.V) =
_ P P P P
l i P . z . . . . . 13
HP.U.V + H;.U'.V. Or il est immédiat par définition du produit de composition
.UV o+ TEUTLY = (I5.U + T5.UT).V.
P P P p
Les deux égalités concernant le produit tensoriel se démontre de la
méme fagon. Enfin, en ce qui concerne la derniére relation, il est clair

qu'il suffit de montrer que

5.0V + TE.U.V' e mh.u.(V+V1).
P P D
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i i v 3
Or n°-.U.V + II".U.V' = \\_/) {u.<v_,...,v >/v. € 1°.0.V} +
P P A R q

u.OeHE.U
{3.<v',...,v'>/v! e 1.0.V'} ¢ {3.<w so oo W >/W, e .0.v43. 0.V},
A 3 1 q 3] q " i 1 Q J 9 q
u.0ell” .U u.Oel_.U
P p
Et comme 11.0.V + ni.0.v' = 198 v+ 1) yo = 10 (yyyry = 1l aqvevn)
q q T r r q
on a bien N .U.V + N .U.V' < {U.<w sese W >/W. € nr.o(v+ve)} =
p p : 1 q 1 q
v 1
u.GeHP.U

n;.u.(v+v').
cqfd.

Montrons sur un exemple que dans ce dernier cas on n'a pas en général

1'égalité.

Exemple 1.7 Soit £ = {f,a,b} avec d(f) = 2 et dka) = d(b) = 0.

.

On pose U = {<2;f(xl,x2)>} € P(T(Z)); b
Vl = <{<0ja>},{<0ja>}> ¢ P(T(Z))g
V2 = <{<03;b>},{<03b>}> ¢ P(T(Z))g-
Alors U.V, = {<03£(a,a)>} e P(T(E))}
U.V2 = {<0;f(b,b)>} € P(T(Z))é et
donc U.Vl + U.V2 = {<03;f(a,a)>,<0;Ff(b,b)>}.
Par ailleurs V1+V2 = <{<03a>,<03b>},{<03a>,<0;b>}>

et U-(V1+V2) = {<0;f(a,a)>,<0;f(a,b)»<0;f(b,a)>,<0;f(b,b)>} qui contient

strictement U.Vl + U.V2.

Le produit de composition dans le magmoide des parties n'est donc pas
"additif & droite", contrairement au produit dans le monoide des parties d'un
monoide. On voit donc ainsi apparaitre une premiére divergence entre les
propriétés des parties d'un monoide - les langages - et celles des parties
d'un magmoIde. Signalons que le magmoide des parties - différent de celui-ci -

que nous construirons au chapitre VIII aura, lui, cette propriété d'additivité
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3 droite, mais il ne sera pas projetable ; comme si ces deux propriétés

s'excluaient mutuellement.

Conollaire 1.8 ' Les produits de P(MT) sont des optrations croissantes
a droite et & gauche.

Démonstration : Ceci découle immédiatement de la proposition 1.6, en

remarquant que si U ¢ U' alors U' = U+U'.

' cgfd.

Pour terminer ce paragraphe nous définissons un sous-magmoide particulier

de P(MT), le magmoide des sous-identités.

On dira que U ¢ P(MT)g est une sous-identité si ¥ i <p H;.U est soit

i 1 1 : 1 1
I MT~ < P(MT soit P(MT") = P(MT) .
o € 5 ( )P, @ e P( b ( )p

Comme H;.Idp = H;, 1'identité de P(MT)p est bien une sous-identité.
L'ensemble des sous-identités des P(MT)g forme un treillis dont 1'élément
minimum est celui qui vérifie H;.U = @ et 1'élément maximum est Idp ; d'ou
le terme de sous-identité. On notera SI 1'ensemblg des sous-identités de
P(MT). SI forme bien un sous-magmoide de P(MI') puisque gi Sl et 52 e SI

s n1.52
alors n_.s }52 = P

P} g

»

. ) . ., 7 - i P S,
et donc 81'82 est bien une sous-identité. De meme HP+P,.(Sl ® 82) est égale a :

sii<p 1 .Sl.(Idp ) op,) =

o e

si p<is<p+p' H;:p.SQ,(OP ® Idp,) =

i

; i .
Remarquons en outre que 81.82 = Sl n 82‘ En effet Hp'Sl'SQ = HP




esi Tr.s. = 1t et mi.s, = N,
p 1 P p 2 p

A tout élément U de P(MT)g on associe la sous-identité notée E(U)

définie par

i i
. n-sin_.U# @
1i.E(U) = ) e P :
P 2 ¢ sinon

On obtient alors E(U).U = U puisque si H;.U 7 @ alors H;.E(U) = H;

et donc NY.E(U).U = m.U.
D D
i i i i
si nt.u = lors M-.E(U) = £ TY.E(U).U = @ = T_.U.
5 # alor b ) g e o ) b

On a aussi la propriété suivante :

Proposition 1.9 E(U.V) = E(U.E(V)).

Démonstration : Montrons d'abord que si 0.0 ¢ MT; c P(MT);, alors 4.0.V = @

ssi u.0.E(V) = @. En effet 0.0.V = {g.<vl,...,vq>/vi € H;.G.V} donc 1.0.V = @
ssi 4 1 tq H;.O.V = @ ; de méme S3.0.E(V) = ¢ ssi 31itq H;.O.E(V) = ¢g. Or

nt.0.v = ¢ ssi HO(}).V = ¢ ssi Hesl).E(V) =z ¢ ssi Hl.e.E(V) = @. On en
q q q q
déduit que si U € P(MT);, U.V = @ ssi U.E(V) = @ puisque U.V = L‘J u.v
. ueU
et donc que U.V = @ ssi ¥ue U, u.VvV=¢. On a alors H;.E(U.V) @ ssi
»

H;.U.V = @ ssi H;.U.E(V) = @ ssi H;.E(U.E(V)) = ¢ et donc E(U.V) = E(U.E(V)).
cgfd.
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2. SUBSTITUTIONS

Soit M un magmoide et M'T un magmoide 3 torsion. On appelle k-substitution
de M dans P(M'T) [resp. substitution] tout k-morphisme [resp. morphismel] de M
dans P(M'T). Rappelons que le terme de substitution est utilisé 3 cause de
1'analogie de ce morphisme avec les substitutions dans les langages et qu'il
n'a rien 3 avoir avec les OI et IO substitutions d'Engelfriet et Schmidt, que

nous avons appelées ''greffes'".

Comme M'T est un sous-magmoide de P(M'T) tout k-morphisme de M dans M'T

peut &tre considéré comme une k-substitution de M dans P(M'T).

On dira qu'une k-substitution ¢ de M dans P(M'T) est déterministe

si pour tout u ¢ Mg, et tout i < kp
Card (I .o(u)) < 1
kp o) =
et on dira qu'elle est finie si
Card (Tt .a(u)) est fini.
kp
Un k-morphisme est donc un cas particulier de substitution déterministe.

Proposition 1.10 Une k-substitution o de T(r) dans P(MT) est déten-
ministe (nesp. finie) s ¥ f e I, ¥ i < k Card (H]t.o(f)) <1 (resp. fini).

Démonstration : La condition nécessaire provient immédiatement des définitions

et de ce que I c T(I). La démonstration de la condition suffisante s'appuie

sur les remarques suivantes :

- 0(3.6)2 o(a).o(o) ol o(0) est une torsion de P(MT) et donc

Card [n;.g(ﬁ.e)] = Card [Hi.o(a)]

Card [Hip.c(u)]
ag(u) @ a(v)] =< ou

Card [Hi;$p.o(V)]

i

- Card [nk(P+p,)
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- Comme pour U € P(MT) u.v =
\\_,) .0.V \\_,} {u. <V seeesV >/vi € H;.G.V},
u.0el u PeU 1

il existe un certain entier m tel que

Card (U.V) < Card(U) x [ Sup Card (H;.V)]m
i<p cqfd.

On dira qu'une l-substitution de MT dans P(M'T) est linéaire si
YUeMc MTg, ¥ V.0 e H;.o(u), O est une injection. Remarquons que dans
[A.D,ch.V] on avait défini les k-morphismes linéaires, pour tout entier k,:
ici nous ne définirons que les l-substitutions lindaires - et dont la défi-
nition généralise bien celle des l-morphismes linéaires -. Nous ne définissons
pas les k-substitutions linéaires, car nous ne les utiliserons pas par la
suite pour la raison qu'elles n'ont pas les bonnes propriétés qu'ont les

k-morphismes linéaires ou les l-substitutions linéaires.

Proposition 1.11 Une T-substitution de T(T) dans P(MT) est LinZaire
8L ¥ £ ez, VU0 eolf), 0est une infection.

Démonstration : La condition nécessaire est immédiate par deflnltlon Pour

montrer la condition suffisante on considére t ¢ %(Z)p, s € %(2)p tels que

do e Hpc(t) —=> 0 est une injection et U.0 € Hp,c(s) ==> 0 est une injection.

On a alors :

i i N i
- Hp+p,o(t ® s) = Hp+p,.[o(t) ® o(s)] d'od u.0 € HP*P'O(t 8 s) =>

A" i . . v i'p z .
uo € N .o(t).(Id ® 0 si i< t u.0 it .0 (0 ® Id ,). On en déduit
€ I.0 ). ( q q.) isp et u.0 e 1, (s).( q q'

qu'il existe 3.0 ¢ H;.o(t). (resp. 4o e Hg:lo(s)) tel que O € 6'.qu ) Oq,
et donc que O = O'.(qu 8 Oq') (resp. 0 = e'.(oq 8 qu')). Comme O' est une

injection, © est aussi une injection.

=
Q
~~
+
03]
~
il

H;.o(t).o(s) ; d'ol

P
; . ' k\\_’,) 4.0.0(s) = L\\_'/) G.0(0.s)

4.0enio(t) Y.0emo(t)
P D

=]
Q
—~
t
0]
~
H
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i = '\ - = L L]
Mais comme s € 1(Z), s = s, 8 ... 8 S d'ou O.s (SO(l) 8 8 SO(m)) GHSH

E

1

et o(0s) = ofs .

))9 .. ®

o(1 (so(m)y?+©

On en déduit que %.y € H;.o(t.e) ssi il existe U.0 ¢ n;.c(t),

1'91 € O(S@(l)

N N
Y = u.(wl 8 ... ® wm).(Ol ... 8 Om).O

N
),...,wm.Om € o(se(m)) tels que

<2 =2

Is| - Par hypothése 0 et chacun des

0; sont injectifs domnc O”S” et vy = (Ol 8 ... Om).e“s" le sont aussi.

cgfd.

Une substitution étant un morphisme de M dans P(M'T), il n'y a aucune
difficulté 3 définir le composé d'un morphisme de N dans M et d'une substi-

tution de M dans P(M'T).

Par contre pour pouvoir définir le composé d'une substitution o de M
dans P(M'T) et d'un morphisme ¢ de M'T dans M"T, il faut d'abord étendre ce

morphisme en une application de P(M'T) dans P(M"T).

Soit ¢ un l-morphisme de M'T dans M"T ; on définit une application notée

P(¢) de P(M'T) dans P(M"T) par :

- s1U ¢ P(M'T); = P(M‘T;), alors

P(¢)(U) = {¢(u)/u € U} € P(M"T;) = P(M"T)é

. 0 1
- 81U e P(IM'T) alors U=A =0 t P(¢)(U) =A_ =0 P(M"T)
€ q q = Oq et POV = A =0, € q

-siUe P(M'T)g avec p 2 2 alors P(¢)(U) vérifie

i _ i . -
HP-P(¢)(U) = P(¢).(HP.U), autrement dit P(¢)(<Ul,...,Up>) =

<P(PI(U,) 5.+, P($) (U )>.

Le composé de la substitution o de M dans P(M'T) et du l-morphisme ¢
de M' dans M" est alors par définition 1l'application P(¢)ooc de M dans
P(M"T). Mais cette application n'est pas en général une substitution puisque

P(¢) n'est pas un l-morphisme ainsi que le montrent les exemples suivants.

Exemple 1.12  Soient I, = {f}, 7, = {g}, I, = {a} et soit ¢ de T(I, u ZO)
dans T(Zl U Zo) défini par :
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¢(f) = ¢(<2;f(xl,x2)>) = <2;g(xl)>
¢(a) = ¢(<03a>) = <03a>.
On pose alors U = {<2;f(xl,x2)>} e P(T(Z, v 20))2
_ ) 1
V= {<2,g(xl)>} € P(T(Zl u 20))2
W= {<0;a>} ¢ P(T(Zl u EO))é n P(T(Z2 UZO))é.

On a bien P(¢)(U) = V et P($)(W) = W.

Si P(¢) était un l-morphisme on aurait P(¢)(U .<W,@>) = V.<W,@0> ;
or V.<W,@> = <0;3;g(a)> et U.<W,@> = @ d'ol P(¢$)(U.<W,@>) = @.

Exemple 1.13  Soient Q, = {g}, Q, = {f}, Qy = {a,b} et soit y de

T(Ql v Qo) dans T(Q2 u Q4) défini par y(g) = w(<l;g(xl)>) = <l;f(xl,xl)>

i
1)

y(a) p(<03a>) = <0ja>

a

<0;b> b.

v(b) =-w(<0;b>)

On pose U {<l;g(xl)>}

<3
1l

{<13£(x; %))}

W = {<03a>,<03b>}.

Si P(y) était un l-morphisme, on aurait

P(y)(U.W) = P(y)(U).PCy)(W) = V.W.

Or V.W = {<0;f(a,a)>,<0;f(a,b)>,<0;f(b,a)>,<0;£(b,b)>}

et U.W = {<0;g(a)>,<03;g(b)>} d'ol P(y)(U.W) = {<0;f(a,a)>,<0;£(b,b)>}.

A premiére vue, le fait que P(¢) n'est pas un morphisme provient de ce
que ¢ ne respecte pas les torsions adjointes ; c'est pourquoi nous allons
examiner le cas particulier ol ¢ est de la forme ¢'T. Si on examine de plus
prés les exemples, on s'apergoit que le fait que P(¢)(U.V) # P(¢)(U).P(¢)(V)
dépend des relations entre le caractdre linéaire ou non linéaire de.¢ et le
fait que U est un élément soit non nul, soit dont les composantes H;U sont

de cardinal au plus 1. Ainsi nous affirmons - une partie de la démonstration
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sera faite au chapitre III - la proposition suivante :

Proposition 1,14 S{ ¢ est un I-monphisme linéaire de MT dans M'T,
La nestriction de P(¢) 4 P (MT) est un 1-monphisme de P (MT) dans P (M'T).

Démonstration : Il sera démontré au chapitre III que si ¢ est un l-morphisme

linéaire,
P(¢)(U.V) = P(¢)(U.E(V)).P($)(V).

SiV e PN(M'T) on a nécessairement E(V) = qu d'od P(¢).(U.V) = P(¢)(U).P($)(V).

Le reste de la démonstration est trivial.

cqfd.

Soit ¢ un l-morphisme d'un magmoide décomposable M dans un magmoide
décomposable M'. Alors ¢T est le l-morphisme de MT dans M'T défini par
oT(U.0) = ¢(U).0 (cf. [AD] ch.V).

Proposition 1.15 Si ¢ est un 1-monphisme de M dans M', P(¢T)
est un 1-monphisme de P(MT) dans P(M'T).

Démonstration : Tout d'abord, posons, pour abréger ¢ = P(¢T). L'identité de

P(MT)g etant Id = <{e.H;},...,{e.H§}>, son image par ¢ est
<{¢T(e. H )} {¢T(e.ng)}> = <{e‘.H;},...,{e'.Hg}> qui est bien 1'élément
neutre IdP de P(M'T)g.

Montrons ensuite que $(U.V) = ¢$(U).3(V).

Comme H; (UV) = E(H;.U.V) et

3wy ey = satuyav

p BU) (V) = ¢(HP ).9(V),

il suffit de montrer cette égalité quand U e P(MT)l ; on a alors
3(U) = {6(1).0 | 4.0 € U}.d'od $(U).3(V) = {¢(F).0 | W0 € ULy =

\\_/) {o(W). <vy v >/v € H;.O.a(V)} =

u.0eU
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N n N N i _
x\_/) {¢(u).<q>(vl).el,...,¢(vq).@q>/vi.ei € nq.e.v} =

u,QeU
Voo " A i - _ =
§>~’} {¢T(u.<vl.()l,...,vq.6q>)/vi.6i € Hq.O.V} —\\~/) ¢T(u) = ¢(U.V).

u.0eU uel.V

Montrons enfin que ¢(U @ V) = ¢(U) @ ¢(V).

Soient U = <Ul,...,Up> € P(MT)g et
1)
VoE Ve,V e P(MT)g,.
Alors U 8 V = <Uy.6 ,eu,U 8.,V 08p,000,0 1.8,

avec §, = Id @ O,, et §, = 0 @ Id ,
1 q q 2 q_ Q' _ -
d'ol ¢(U @ V) = <¢(Ul.al),...,¢(Up.al),¢(vl.52),...,¢(vp,.52)> =

<¢(Ul).dla...,¢(Up).6l,¢(Vl).62,...,¢(Vp,).62> = ¢(U) 8 ¢(V).
cgfd.

Si donc o est une k-substitution de M dans P(M'T) et ¢ un l-morphisme

de M' dans M", P(¢T)ooc est une k-substitution de M dans P(M"T).

Cette construction sera le plus souvent utilisée dans le cas suivant.
Soient I, A, 9 trois alphabets gradués ; ¢ une k~substitution de T(L) dans
P(T(A)) et ¢ un k'-morphisme de T(A) dans T(Q). Il existe alors un l-morphisme
¢' de T(A) dans k'dil T(Q) tel que ¢ = i,100" ot ik'
k'dil T(Q) dans T(Q). Comme T(A) = %(A)T, il existe un seul l-morphisme ¢"
de ¥(A) dans k'dil T(QWT qui coincide avec ¢' sur %(A)l. On considére alors
P(¢"T) de P(T(A)) dans P(k'dil T(Q)DT) et la k-substitution o' = P(¢"T)oo
de T(I) dans P(k'dil T(Q)DT).

est 1'injection de

On définit maintenant 1l'application Redk, de k'dil T(Q) DT dans T(Q)
de la fagon suivante : soit 3.0 € k'dil T(Q) DT avec u e k'dil T(Q)D ;
alors u =u; & ... 8 u, avec u; e k'dil T(Q)l. On pose alors Redk,(a.e) =
(ik,(ul) e ... 8 ik,(up)).vk,(e), ol toutes les opérations se font dans

le magmoide projetable T(Q).

La définition de v, ,(0) se trouve dans [AD] ch.III §2.
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Exemple 1.16 Soit par exemple @ = {f,g} avec d(f) =. 2, d(g) = 1. On pose
. 1
u = <Hif(xg,x%4),8(x))> € 2-dil T(Q);

. 1
v = <23E(x,y,x%,),g(x;)> € 2-dil T(@)], u @ v ¢ 2-dil T(Q)D2 et

i

Wz U® v 5 <Mixg,xg,xp0] € 2-dil T(Q)DTE.

Alors Redz(W) = <4;f(xl,x3),g(x2)> ] <2;f(x2’xl)’g(xl)>' v2(<4;xl,x3,x3>) =.

<6;f(xl,x3),g(x2),f(xe,x5),g(x5)>-<8;xl,x2,x5,x6,x5,x6> =

<8;f(xl,x5),g(x2),f(x6,x5),g(x5)> € T(Q)g-

Intuitivement Red, , revient 3 supprimer toutes les distinctions formelles

k'
qu'on a fait apparaitre en construisant successivement k'dil T(Q), k'dil T(Q)D,

k'dil T(Q)DT.

Avec les définitions données ci-dessus, on obtient :

Proposition 1.17 YVue (), Vick,

(Red,,(v) / v e Ti.o"(w} = {(w) / w e Mi.o(u)}.
i
k

Woe H;.c(u) tel que v = ¢"T'(w). Et comme w = W.0 avec W € %(A)l,

Démonstration ; Par définition de o', v € I .0'(u) ssi il existe

v = ¢”($).@. Mais ¢" coincide avec ¢' sur %(A)l, d'ol v = ¢'(%).O et donc

. " "
Red, ,(v) = 1,,(¢'(W)).v, ,(0) =¢ (W).4(0) = ¢(W.0) = o(w).
cqfd.
Le résultat suivant montre que 1l'étude des k-substitutions peut se

ramener a celle des l-substitutions.

Proposition 1.18 Toute k-substitution o de T(r) dans P(MT) est Le
compos? d'un k-morphisme ¢ de T(I) dans T(z') et d'une 1-substitution o'
de T(z') dans P(MT). Si de plus o est fini ou déteministe, o' L'est aussd.
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Démonstration : On considére 1'alphabet gradué r' = {f./f € I, i<k}

ol le degré de f; est k fois celui de f. Soit le k-morphisme ¢ de T(ZI)
dans T(Z') défini par si f € £ et n = d(f), alors

k
- 1
¢(£f) = <kn,f1(xl,...,xkn),...,fk(xl,...,xkn)> e T(z )kn'

D'autre part, comme o(f) e P(MT)tn, o(f) s'écrit <U1""’Uk> ol chacun
des U, appartient a P(MT)}];n . on considére alors la l-substitution o' qui a
f; e L' de degré kn associe U, = H;.o(f) € P(MT)in' I1 est clair gque
. i i -
o'.¢(f) = z(f) puisque Hkuf.¢(f) = o'(Hk.¢(f)) = o'(<kn;fi(xl,...,xkn)>) =
c'(fi) = Hk.o(f) ; et donc o'.¢ = O.

cqfd.
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5. SUBSTITUTIONS ET TRANSDUCTIONS

Les relations entre substitutions, transductions et bimorphismes
sont étudiées systématiquement dans [D]. Nous allons seulement montrer
ici 1'équivalence entre les substitutions finies et les transductions
généralisées au sens d'Engelfriet. Nous verrons aussi que les représentations
matricielles de transductions de langages peuvent &tre décrites comme des

k-substitutions.

Rappelons d'abord briévement la définition des transducteurs généralisés

d'Engelfriet [51], en utilisant les notations du magmoide.
Un transducteur généralisé est un quadruplet M = <&,A,Q,R> ol
I et A sont des alphabets gradués
Q un ensemble fini d'états

R un ensemble fini de régles ;

chaque régle est une séquence <q,k,m,f,t,¢>

ou q € Q
k et m sont des entiers (si k=0 alors m=0)
f el et d(f) =
t e T(A)i
¢ est une application de {xl,...,xm} dans Q x {xl,...,xk}.

On deflnlt ensuite 1'ensemble M (u) des g-translatés d'un élément u de

T(Z) ¥(Z)O’ oll q € Q, de la fagon suivante

-sit=ace¢?i, alors Mq(a) = {s ¢ T(A)é/<q,0,0,a,s,¢> € R}

0
- 81 f e Ek, tl,...,tk € T(E)é et t = f.<tl,...,tk>, alors
Mq(t) = {r.<s;,...,8 >/<q,k,m,f,r,¢> ¢ R et ¥i<m, si ¢(x ) = ,x >

alors s; e Mq,(tj)}.

D’apres cette deflnltlon, siue T(z) M (u) c T(A)0 ; et comme

T(A) est inclus dans T(A)DTO, on con81derera Mq(u) comme un é&lément de
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P(T(8)DTY) = B(T(AIDT);

Proposition 1.19 Quel que soit Le transducteur géniralisi
<%,A,Q,R>, il existe une K-substitution finie o de T(L) dans P(T(A)DT),
et néciproquement, quelle que s04it La K-substitution finie o de T(Z)

dans P(T(A)DT), AL existe un thansducteur généralisé M = <I,A,Q,R>
Zels que
- K = Card Q
, K
“Voue T(D, 0w = <M (),... M (w)> e P(T(AIDT)
0 E31 %
Démonstration
1. Soit le transducteur généralisé M = <I,A,Q,R> et soit K = Card (Q).

On pose Q = {ql,...,qK}. A toute application ¢ de {xl,...,xm} dans

Q x {x TR } on associe l'application 0, de m] dans [Kn] qui vérifie

¢
0,(i) = K(3-1)+& ssi (x ) = <q£,x .>. On pose alors V(q »£), pour q; € Q

¢
et f e I ,egal a l'ensemble des t.0, € T(A)DT tels que <q,n,m,f t,¢>

¢

soit une régle de R. Comme F est un ensemble f1n1, V(qi,f) est un ensemble

fini. On définit alors la K-substitution finie ¢ par

o(f) = <V(ql,f),-..,V(qK,f)> € P(T(A)DT)En

2. Réciproquement si ¢ est une K-substitution finie, on pose
Q= <ql,...,qK> et on définit le transducteur generallse M. <I,A,Q,R>
i
par R = {<qi,n,m,t,¢e>/f €I, 0c¢ eKn’ t e T(A) t.0 € HK.c(f)}

et ¢O est l'application de {x ,xm} dans Q x {xl,...,xm} définie par

100
¢e(i) = <qj,x£> ssi (i) = K(£-1)+j.

I1 est immédiat par construction que si on réapplique la construction 1
au transducteur ainsi obtenu, on retrouve la K-substitution finie o dont on

est parti.

3. On montre alors par induction que si u € T(Z)é,

o(u) = <Mql(u),...,MqK(u)>.
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3.1 S8iu=acelI,c T(Z)é, alors

0

V(qi,a) = {v.0 /<qi,k,m,a,v,¢> e R},

¢

Or comme a ¢ L., k = 0, doncm =0 et ¢ = @ d'otl 0, =

0’ s = %
{v/<q.,0,0,a,v,@> ¢ R} = M_ (a) et donc o(a) = <M_ (a),...,M_ (a)> .
* a3 9 e

et V(qi,a) =

3.2 8i u = f.<uy,...,u > alors o(u) = o(t).<0(u1),...,o(un)>

1
qui est aussi égal, d'aprés 1'hypothése d'induction, a o(f).<Mq (ul),--
. 1
M (u), M (u)yeee M (U )yeee,M (u),...,M (u_)>, ou, en posant
QYo 177 a2 G 2 4 " K "

U£+K(j—1) = Mql(uj), o(£).<U;,...,U > Or a(f) = <Vlgy,£),..-,V(qy,f)>

o0 - gl = =
d'ou W, = HK.o(f).<U1,...,UﬁK> = V(qi’f)'<U1""’UnK> =
4 . z
. \\_/} {u.<vl,...,vm>/vi € Uo(i)}' Ceci est encore égal,
u.O€V(qi,f) )
N Lot s . \ ) n
d'aprés la définition de V(q.,f) a {u.<v.,e0e,v >/v. € U ..}
i " 1 m 1 0, (1)
<qi’n9m’f,u,¢>€R ¢
. - . . . - . ' oul . = . i
Or ®¢(1) = K(j-1)+£ ssi ¢(1) <qp,x5> d'ou U9¢(1) Mqt(uj) ssi
. n .
$p(1) = <q£,xj> et donc Wi = {u.<v1,...,vm /vi € Mq (uj) ssi

<qi,n,m,f,3,¢>eR
$(i) = <q£,xj>} = Mqi(f.<ul,...,un>) = Mqi(u).

cqfd.

On démontrerait de la méme fagon 1l'équivalence entre les transducteurs
descendants classiques et les k-substitutions finies de T(:X) dans P(T(4)) ;
et en particulier les k-substitutions déterministes et donc d fortiori les
k-morphismes sont alors des transducteurs déterministes descendants. Et en
effet, dans un cadre théorique différent, Goguen et Thatcher [58] ont signalé
l'analogie entre les transducteurs déterministes descendants totaux et ce que

nous appelons les k-morphismes.

En ne se limitant plus aux substitutions finies, mais en considérant
d'autres types de substitution, telles que les substitutions rationnelles
que nous définirons au ch.III ; nous pouvons alors généraliser la notion de

transduction ; c'est ce qui a été fait dans [D].

Nous allons maintenant montrer comment cette notion de k-substitution

généralise aussi celle de représentation matricielle.
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Soit ¢ un alphabet et soit I* le monolde libre engendré par I. On peut
également considérer I comme un alphabet gradué dont toutes les lettres sont
de degré 1 et on identifie I* a T(Z)i. A toute matrice M de dimension kxk
dont les éléments sont des langages de I*, on associe bijectivement un &lément
(M) de P(T(Z))t de la fagon suivante
i

k.-r(M) ssi u e M,

3
u.I[k e Il l,j.

Soit un autre alphabet A et une application ¢ qui & d € A associe une
matrice carrée kxk 3 coefficients dans P(I*), on lui associe la substitution
o définie par o(d) = 1(¢(d)). Alors, ¥ u e A* o(u) = 7(¢(u)). Il suffit pour

cela de montrer que o est bien un morphisme, c'est-3d-dire :

o(u.v) = o(u).o(v) ou encore

(¢(u.v)) = 1(¢(u)).t(9(v)).

Pour cela posons M = ¢(u) et M' = ¢(v), On a (M'M')i,j = sz Mi,L'Mé,j

d'ol T(M.M') vérifie u.lJ € m t(M.M') ssi u e M.M! . ssi 3 v, w, £ tels
k X i,j .

k s
= od M 1) = 3/
que U = V.W, V € Mi,l’ W e Mé,j' D'old Hk-T(M.M ) {v.w.HK/a £ sk,
]
v ¢ Mi,l et w ¢ Ml,j}'
i . . . ' i
D'autre part, u € Hn (M) T(M') ssi il existe v € Hk.T(M) et

j a , _ j - . .
w.l” € Hk.T(M ) tels que u = v.w.Hk ssi i1 existe £ <k, v € Mi,ﬂ’ W e ML,j

k
tels que u = v.w.Ha. On en déduit donc que T(M).t(M') = T(M.M') et c'est ce

qu'on voulait démontrer.
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CHAPITRE 11

PARTIES RECONNAISSABLES

!

D'UN MAGMOYDE  PROJETABLE

Dans le cadre de la théorie classique des langages, il existe
pPlusieurs fagons équivalentes de définir les parties reconnaissables

d'un monoide libre finiment engendré. Ce sont
1- les parties finiment saturées
2- les parties reconnues par un automate, déterministe ou non

3- les parties rationnelles, obtenues 3@ partir des parties finies

par les opérations de Kleene
4- les solutions de systémes d'équations linéaires.

Des généralisations au cas des arbres de ces différents procédés ont
été définies et étudiées, et plus particuliérement la généralisation des
automates et celle des grammaires réguliéres par Brainerd [30], [31] et

Rounds [83].

Dans ce chapitre nous allons examiner la généralisation au cas du
magmoide projetable des deux premiers procédés de définition des parties
reconnaissables. Les congruences de magmoide ont déja été utilisées au
chapitre IV de [AD]. Les automates déterministes seront définis en terme de
. magmoides fonctionnels ([AD], ch.I) et les non déterministes par les
k-substitutions que nous venons de définir. Mais curieusement, et contrai-
rement au cas des langages, les deux familles de parties que nous obtenons
ainsi ne coincident plus, mais la seconde est strictement incluse dans la

premiére. Mais elles coincident de nouveau si on ajoute la restriction que
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les parties ainsi définies doivent &tre incluses dans une fibre donnée.
Nous serons donc amenés 3 imposer que pour qu'une partie soit reconnais-

sable, il faut qu'elle soit tout entiére incluse dans une méme fibre.

Dans les chapitres suivants nous généraliserons la notion de ratio-
nalité et celle de systémes d'équations linéaires. Les parties ainsi
définies auront, elles, cette propriété d'étre incluses dans une méme
fibre, ce qui 3 posteriori renforce la validité du choix d'une telle
contrainte dans la définition des parties reconnaissables. Par ailleurs
les "foréts reconnaissables" définies classiquement sont des parties de

%(Z)l = T(Z)l et vérifient donc bien la restriction indiquée.
0 0

1. PARTIES FINIMENT SATUREES

Les langages reconnaissables peuvent &tre caractérisés comme des
parties qui vérifient L = ¢_l(¢(L)) ol ¢ est un homomorphisme 3 valeurs

dans un monoide fini.

Pour définir de la méme fagon les parties reconnaissables d'un
magmoide projetable, il faut d'abord définir ce qu'est un magmolde proje-
table fini. Bien évidemment tout magmoide projetable contient une infinité
d'éléments puisqu'il contient, 3 un isomorphisme prés, le magmolde © qui a

une infinité d'éléments.

Nous dirons donc qu'un magmolide projetable M est fini si chacune de
ses fibres Mg ne contient qu'un nombre fini d'éléments.

Par exemple © est un magmolde projetable fini puisque la fibre Gﬁ,
ensemble des applications de p dans q n'a que qp éléments. Un autre
exemple de magmoide projetable fini est le magmoide fonctionnel F(E) ol
E est un ensemble fini. Le magmoide fonctionnel F(E) a été défini dans
[AD] au chapitre I. C'est le magmoide dont la fibre p-q est l'ensemble
des applications de £ dans EP o 1le produit de composition f.g est
gof - ol o est la composition des applications - et ol le produit tenso-
riel est défini par f 8 y (xl,...,xq,xi,...,xé,) = (yl,...,yp,yi,...,yé,)

ssi f(xl,...,xq) = (yl,...,yp) et g(x',...,xé,) = (yl,...,yé,). Si n est le
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q q
= nP*® é1éments.

o . . n
cardinal de E, la fibre F(E)g contient (n®)
Si tout magmoide fonctionnel fini est un magmoide projetable fini,

la réciproque n'est pas vraie. En effet © lui-méme n'est pas un magmolde

fonctionnel fini car, sinon, il existerait un entier n tel que le nombre

q
pxn qp, ce qui est

).

sy z . x .
d'éléments de Oz serait nP nd 3 on aurait donc n

impossible. (Pour q = 1, nP*® = 1 d'od n=1 et donc 1

On dira qu'une partie L d'un magmoide projetable M est finiment
saturée s'il existe un magmoide projetable fini N, un l-morphisme ¢
de M dans N tels que L = ¢_l(¢(L))-

Exemple 2.1 Soit I un alphabet gradué, I' un sous-alphabet gradué de

I. Alors T(I') est une partie finiment saturée de T(I).

Seit E = {0,1} et soit ¢ le l-morphisme de T(I) dans F(E) défini par

S 1sife 25 et Yix<n %, = 1
seeesX ) =
1 n 2 0 sinon

On démontre alors aisément que si u ¢ T(Z)g,

u e T(Z')g ssi ¢(u) (1,...,1) = (1,...,1) ;
Ve

q fois p fois
et donc T(Z') = ¢ T($(T(X')).
En effet on a

T(L') c ¢-1(¢(T(Z')) et si u e T(Z)g n ¢_l(¢(T(Z')), il existe u' ¢ T(Z')g
tel que ¢(u) = ¢(u') d'od ¢(u')(1,...,1) = (1,...,1) et u e T(L").

Dans la définition des parties saturées, on a utilisé des l-morphismes.
On aurait pu prendre tout aussi bien des morphismes quelconques tout en

définissant la méme.famille de parties.




- 4] -

Proposition 2.2 S{ ¢ est un k-monphisme d'un magmoide projfetable
M dans un magmoide profetable §ini N et L une partie de M telle que
L = ¢"1(e(L)), alors L est finiment saturle.

Démonstration : Nous avons vu au chapitre III de [AD] que si ¢ est un

k-morphisme de M dans N, il existe un l-morphisme ¢' de M dans k-dil N

et une injection i, de k-dil N dans N tels que ¢ = ik o ¢'. On obtient

k
alors L = ¢_l.¢(L) = ¢'_l.ikl.ik.¢'(L). Comme ik est une injection
i;l.ik.¢'(L) = ¢'(L) d'od L = ¢'_l.¢'(L) et comme N est un magmolde
projetable fini, k-dil N est aussi un magmoide projetable fini. L est

donc bien une partie finiment saturée de M.

cgfd.

Proposition 2.3 S{L ¢ est un k-monphisme d'un magmoide projfetable
M dans un magmoide projetable M' et si L est une partie finiment saturle
de M', v L) est une parntie finiment satunie de M.

Démonstration : Soit N un magmoide projetable fini et soit ¢ un l-morphisme

de M' dans N tel que L = ¢—1(¢(L)). Posons p = ¢ ¢ ¥ le k-morphisme de M

dans N. On a trivialement w—l(L) c p_l.p.w-l(L). D'autre part
w.w—l(L) cL ; et comme L = ¢_1.¢(L), w‘l(L) = w—l.¢—l.¢(L) =

o te(L) o p_lq).w.qfl(L) = p-l.p.w—l(L). Donc y (L) = p—l.p.lp_l(L)

et comme p est un k-morphisme de M dans N, w_l(L) est finiment saturée
d'aprés la proposition 2.2.

cqfd.

Proposition 2.4 Les panties saturnées d'un magmoide projetable M
gorment une algebre de Boole.

Démonstration : Soit d'abord une partie finiment saturée L de M. Il existe

un magmoide projetable fini N et un l-morphisme ¢ de M dans N tel que
L = ¢-l(¢(L)). Il est alors immédiat que M-L = ¢—l(¢(M-L)) ; en effet
M-L c ¢_l(¢(M—L)) et si u e ¢-l(¢(M—L)), il existe u' ¢ M-L tel que

~

¢(u') = ¢(u). Si u' appartient d L, u appartiendrait aussi @ L ce qui est
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exclu. On a donc u' € M-L et M-L = ¢_l(¢(M-L))-

Soient maintenant L. et L deux parties finiment saturées de M. Pour

1
i=1,2, soient N un magm01de prOJetable fini et ¢; un 1-morphisme de M

dans N. tel que L, = ¢ (¢ (L; )). Le magmoide produit N, x N, est encore

un magmoide projetable fini et ¢ = $; x ¢, est un 1-morphisme de M dans

Nl x N,. On a alors w-l(W(Ll n L2)) = L1 n L2. En effet si u e ¢ (w(L nL )),

il existe u' ¢ L p(u'). Par définition du produit

1 "L, tel que y(u)
9, x ¢, (cf. [AD] ch.I) on a alors ¢l(u) = ¢l(u') et ¢2(Ei = ¢2(u').
Comme u' e L, n Ly» u' € Ly pour i = 1,2 et comme L; = ¢, '¢i(Li)’ et que

¢i(U)

"

s (u ), on a aussi u € L, et donc u € L; n L,. On a donc bien

Ly nkL,= (w(L n L,)).
cqfd.
Proposition 2.5 S{ L est une partie finiment satwrbe d'un magmoide

projetable M, £'intersection de L avec une néunion de f4ibres est encore une
partie saturée de M.

Démonstration : Soient P une partie de N et F = \\_,} Mp. Soit L une
<p,q>€P

partie de M telle que L = ¢_l¢(L). Alors il est clair que
LnanF-= ¢—l¢(L n F) puisque si u € Mg, ¢—1(¢(u)) c Mg.
cgfd.

Proposition 2.6 T(z) est une partie finiment saturde de T(L).

Démonstration : Soit E un ensemble contenant deux éléments a et b et

soient w et w deux symboles spéciaux. Soit E=E£%y {w,w} = {w,w,aa,ab,ba,bb}.
On considére toute suite finie d'éléments de E comme un élément du meonolide
libre E* et on considére 1'homomorphisme de monoide 1 de E* dans (E u {w})*
défini par :

A

w

(W)
T(w)

t(ee') = ee' pour tout ee' ¢ 2.
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On dira qu'une suite s = <él,...,én> est admissible si 1(s) est soit
égal & A, soit de la forme ey €5 € € -+~

e e . Dans ce dernier

e e
m-1 "m "m "m+l° "
cas, on appelera extrémités de & le couple (eo,em+l) noté B(s).

Deux suites admissibles s, et s, seront dites compatibles si :

1

- soit T(gl) 1(52) = A

- soit B(5,) = B(5,)

On considére alors le magmoide fonctionnel fini F(E) et le l-morphisme

¢ de T(Z) dans F(E) défini par
-sif e Los $(F) = w

-si f e Is ¢(f)(él,...,én) =
(

w si la suite (él,...,én) n'est pas admissible

‘< w si la suite (él,...,én) est admissible et si r(él,...,én) =

k €y €n4p Si B(el,...,e ) = (e
On en déduit que si u ¢ %(Z)z

- une suite admissible compatible avec

(%) (u)(él,...,éq) = (él,..

- une suite non admissible sinon.

.,éq) si cette derniére est admissible

En effet a) Si u = 0O € %(2)8

~

$(u) associe la suite vide 3 1la suite vide. Ce sont bien deux

suites admissibles compatibles entre elles.

b) SiuelZjc ?(z)é

$(u) associe w 3 la suite vide et comme t{w) = A ces deux

suites sont admissibles et compatibles entre elles.

¢) Siu= Id, € %(Z)i alors ¢(u)(é) = &.
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Si & n'est pas admissible, ¢(u)(@) n'est pas non plus admissible
et si & est admissible, & = A ou ee et alors ¢(u)(@) est admis-

sible et compatible avec &.

d) Siu=u, ®u

1 2
alors $(u(E1,m- 28,80 00 Bygs) = (%1,...,%p,‘p+l,...,%p+p.)
ssi o(u)(8),..08) = (%1,...,%p) et
D) (B, 1senaByen) = (F £

qtq'

-

Supposons que la suite s = (él,...,eq+q,) soit admissible

& ) = (

- Soit 1(8) = A et alors T(el,... q eq+l""’eq+q') z=A .

D'ol, d'aprés 1l'hypothése d'induction, T(?l,...,fp) =

-

T(f

-

f ) = A et donc (fl""’fp’fp+l""’ p+p

p+l1’>" """ ptp’

est admissible et compatible avec s-

- Soit t(g) = O TR LR LSS, alors
a) r(el,...,eq) T eye e ... e e e, et
T(eq+1"”’eq+q') 541 %142 %142 **° ®m Cm Sl

qui sont donc deux suites admissibles. On a alors

T(fl,...,fp) = ey £ £ ... £ £ eq et

P r= = ' ' ' [
T(fp+l""’fp+p') ej41 F1 f1 oor Foo e epn
et donc (fl""’fp’ p+l""fp+p') est admissible et

compatible avec s .

B) Il se peut que T(el,...,eq) ou r(eq+l,...,e q') soit égal a

qt

A ; la démonstration précédente s'adapte facilement a ce cas.
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Supposons maintenant que la suite s ne soit pas admissible.

. . . - - - - .
Soit 1'une des deux suites (el""’eq) ou (eq+l""eq+q‘) ne l'est pas
. - -~ - - '

et alors une des deux suites (fl,...,fp) ou (fp+l""’fp+p') ne i'est pas

). Soit chacune des

% SUCPRPIIE S

deux est admissible, mais alors T(él,...,éq) = eqe.8 5.8 € e

non plus, ainsi que la suite (fl,...,

m m mtl et

a a - 1 ' 1 ' ' 1 !
T(eq+l""’eq+q') el el €] --- e, er, €ny g aVvec e # eq- On a alors
T(fl,...,fp) = ey £ fl oo £ F e et T(fp+1,...,fp+p,) =

1 ! 1 t 1 ] 3 F p= = 7
el fl fl . fn' fn' er,q et donc la suite (fl""’fp’fp+l""’fp+p')

n'est pas admissible.

e) Si u = f.v avec f € Zp et v e %(Z)g alors si s = (Ql,---,eq)
est admissible, ¢(v)(5) est admissible et compatible avec
s et alors ¢(u)(s) = ¢(£)($(v)(8)) est admissible et compatible

avec ¢(v)(s) ; cette suite est donc aussi compatible avec s.

Si s n'est pas admissible alors #(v)(s) ne 1'est pas non plus

et donc ¢(£)(¢(v)(s)) n'est pas admissible.

Pour montrer que ¥(z) est finiment saturée, il ne reste plus qu'd
montrer que si u e T(Z) - %(Z) il existe une séquence admissible s telle
que ¢(u)(s) n'est pas admissible, ou bien est admissible mais n'est pas
compatible avec S, car alors il n'existera aucun u' e %(Z) tel que

¢(u)(E) = ¢(u')(8) et donc tel que ¢(u) = ¢(u').

Soit donc u € T(Z) - ¥(I). Cet &lément u s'écrit u.0 avec 3 e ¥ s
et comme u ¢ %(Z), O n'est pas une identité. On aura alors
6(W)(S) = ¢(W)($(0)(S)). Si ¢(0)(5) n'est pas admissible, ¢(u)(S) ne sera
pas admissible. Si $(0)(s) est admissible mais non compatible avec s,
comme ¢(u)(s) est compatible avec ¢(0)(s) il ne sera pas compatible avec s.
I1 suffit donc de montrer que si O n'est pas une identité, il existe une suite
admissible s telle que ¢(0){s) n'est pas admisdsible.ou nmlest-pas edmpatible

avec s.
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<aa,...,aa> alors ¢(0)(8)

A et $(0)(8) n'est pas

Soit d'abord 0 = Oq € Qg et soit §

est la suite vide. On a donc t(¢(0)(8))

compatible avec 8.

Soit maintenant 0 € Qi avec p ¥ O et ¢ # O.

ceey€ > é, = et 8, = bb
1° € avec &, ab et i

pour 2 < i < q. Alors ¢(0)(8) = <e9(l),...,eo(p)> et comme

. Si 0(1) # 1, on pose § = <&

éG(l) = bb, si la suite ¢(0)(8) est admissible, elle n'est

certainement pas compatible avec § puisque 1(§8) commence par a.

« Si0(1) = 1,...,0(i) = i, o(i+l) # i+1,
on pose él = aa
®i-1 7 @4
g. = ab
i
i1 7 ba
€, ,, = aa
é = aa
q

On a alors ¢$(0)(8) = (éo(l)a""é@(i)’ée(i+1)""’é@(p)) -

(aa,...,ab,é Or comme O(i+l) # i+l, &€

o(i+1)> " *fa(p))" o(i+1) - 3@

ou ab et donc la suite ¢(0)(8) n'est pas admissible.

Si o(i) = i, ¥ i < p, et p < q, on pose

on pose éi aa pour 1 < q

et e ab

q

On a alors ¢(0)(38) = (ee(l)""’ea(p)) = (el""’ep) =
(aa,aa,...,aa) qui est une suite admissible mais pas compatible

avec §.

. Si la torsion © n'est pas une identité, elle rentre nécessairement
dans l'une des trois catégories ci-dessus. En effet, soit il existe
un plus petit entier i < p tel que 0(i) ¥ i et alors on rentre dans

1'une des deux premiéres catégories selon que izl ou i>1 ; soit 0(i)=i
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pour tout i < p et comme O n'est pas l'identité on doit avoir p < q.

cqgfd.

Probléme ouvert. Tout magmoide projetable est-il une partie
finiment saturée de lui-méme ? D'aprés la démonstration de 1'exemple 2.1,
T(Z) est bien une partie finiment saturée de lui-méme mais nous conjecturons

que ce n'est pas le cas pour P(T(ZI)).
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2. AuTOMATES

Un automate A sur un magmoide projetable M est un quadruplet

<E,$,5,5> ol

- E est un ensemble fini dont les éléments sont appelés des é&tats.

- ¢ est un l-morphisme projetable de M dans le magmoide fonctionnel
fini F(E).

- s est une application qui 3 tout couple d'entiers (p,q) associe un

é1ément s(p,q) de EX appelé séquence initiale pour la fibre p-q,

- S est une application qui 3 tout couple d'entiers (p,q) associe une
partie S(p,q) de P appelée ensemble des séquences finales pour 1la
fibre p-q.

On appelle événement de 1'automate A = <E,¢,s,5> la partie E(4) de M

définie par

E(A) = k_) {u € Mp/¢(u)(s(p,q)) e S(p,q)}.
pP»,q20 4

Autrement dit, u ¢ Mg est dans 1'événement de 4 si la fonction de EZ dans
EP associée 3 u par ¢ transforme la séquence initiale s(p,q) en une séquence

finale de S(p,q).
On dira aussi que la partie E(4) de M est reconnue par l'automate 4.

Dans le cas ol M = T(Z) notre définition généralise bien la définition
classique des automates d'arbres [91], [64]. Il suffit de poser S(m,n) = @
dés que (m,n) # (1,0). On a alors S(1,0) c El = E et s(1,0) est la séquence

vide. D'ol
E(4) = {u e T(2); / ¢(u) € S(1,0))

et ol ¢ est bien l'extension d& T(I) d'une "fonction de transition".
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Cette définition généralise aussi la définition des automates donnée
par Steinby [86], lesquels peuvent reconnaltre des arbres ayant des
feuilles dans 1l'ensemble {Xl""’xn}’ c'est-a-dire en fait des éléments

de T(E)l.
n

On dira qu'une partie L de M est A-reconnaissable ssi il existe un

automate A tel que L est reconnue par A (i.e. L = E(4)).

Proposition 2.7 Toute parntie A-reconnaissable de M est finiment
satunde.

Démonstration : Soit une partie L de M reconnue par l'automate

A = <E,$,s5,5>. Par définition ¢ est un l-morphisme de M dans le magmoide
projetable fini F(E). Si on note F(E)P 1'ensemble des applications f de

F(E)z telles que f(s(p,q)) € S(p,q) et F(E) = %‘é f(E)z, on a bien

L = E(A) = {u e M/¢(u) e F(E)} = ¢ 2(F(E)) et donc L = ¢~ T(L).
cqfd.
Par contre la réciprogue n'est pas vraie : il existe des parties

finiment saturées non A-reconnaissables comme le montre la proposition

sulvante.

Proposition 2.8 Soit © 2'aklphabet graduZ {b} avec d(b) = 2.
Atons Y¥(£) n'est pas une partie A-reconnaissable de T(I).

Démonstration : Supposons qu'il existe un automate 4 = <E,¢,s,S5>

3 - . 3 '\J ” ”
reconnaissant %(Z) et soit n le cardinal de E. Soit u un €lément de

%(E)i+l - un tel élément existe toujours : on peut prendre par exemple

4 = <ntl b, ,b(%y,b(Xg50 e+ sbIX % 1)een)))> =

n+l

3 ” . [ » ’\‘ r\l
et soit <e;,...,e ;> la séquence initiale s(1,n+l). Comme u ¢ T(Z) = E(4),

N n+l
¢(u)(s(1,n+1)) e S(1,n+l).
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Mais E n'ayant que n éléments, il existe deux indices distincts
i et j tels que e; T ey Prenons alors O la bijection de [n+l] dans
[ntl1] qui permute i et j. On a alors

) =

$(0)(s(1,n+l)) = ¢(O)(el,...,ei,...,ej,...,en+l

(el""’ej""’ei""’en+l) = s(1l,n+l1)

et don¢ ¢(30)(s(1,n+1)) = $(U)(s(1,n+1)) e S(1,n+l).

On en déduit que 30 € E(A) ; or comme © n'est pas une identité,
3.0 ¢ H(I) ce qui contredit le fait que E(4) = T(z). Le magmoide libre
%(E) n'est donc pas A-reconnaissable.

cqfd.

Bien que la notion de partie A-reconnaissable soit donc plus restric-
tive que celle de partie finiment saturée, la classe des parties
A-reconnaissable a cependant des propriétés de cldtures identiques a celles

de la classe des parties saturées.

Proposition 2.9 La classe des parties A-reconnaissables est fermée
par morphisme inverse.

Démonstration : Soit L une partie d'un magmoide projetable M' reconnue par un

automate A = <E,$,s,5> sur M' et soit ¢ un k-morphisme du magmoide projetable

M dans M'. On considére 1'automate 4 = <E,$,s,5> sur M défini par

. B =S
. E(P,q) = s(kp,kq) € Ekq = (Ek)q = g4
. 8(p,@) = S(kp,kq) < EP = (E)P = EP

. ¥Yue Mg, #(u) est égal 3 ¢(yp(u)) ;

Comme y(u) ¢ M'ig, ¢(p(u)) est une application de Ekq dans Ekp et donc de
EY dans EP ; et il est clair'que ¢ est l-morphisme de M dans F(E).
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On en déduit que :

¢ (p(u))(s(kp,kq))

et donc u e E(A) ssi ¢(u)(s(p,q)) € S(p,q) ssi
o(p(u))(s(kp,kq)) e S(kp,kq) ssi P(u) e E(A).

On a donc bien E(4) = w'l(E(A)).
cafd.

Proposition 2.10 L'ensemble des parties A-neconnaissables d'un
magmoide projetable forme une algibre de Boole.

Démonstration : Soit L 1'événement de 1l'automate A = <E,¢,s,S> sur M.

Alors M-L est 1'événement de 1'autcmate A4 = <E,4,s,5> ol S(p,q) = P - s(p,q).

. ' -
Soit Ll reconnu par l'automate Al = <El,¢l,sl,Sl> sur M et L2
'/ ~ 1 -
1'éveénement de l'automate A2 = <E2,¢2,32,82>. Alors Ll n L2 est reconnu
par l'automate A = <E,$,s,S> défini par

. E= El X E2

. 81 ue Mg, #(u) est 1l'application de £ dans EP qui a

| 3 1 1 2
<€, ei>, ..... ,<eq,eq> associe <fl’fl>?""<fp’fp> ssi
¢l(u)(el,...,eq) = (fl,...,fp) et
] 1 - 1
¢2(u)(el,...,eq) (fi,...,fp).

I1 est clair que cette application ¢ est un l-morphisme de M dans F(Elez)'

. Si Sl(P’q) = (el,...,eq) et

Sz(psq) = (ei,...,eé) alors

s(p,q) = (<el,e'>,...,<eq,eé>)

. 8(p,q) = {(<el,e'>,...,<ep,e§>)/

(el""’ep) € Sl(p,q) et (e',...,eé) € Sz(p,q)}.

cqfd.
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Proposition 2.11 L'internsection d'une partie A-neconnaissable
d'un magmoide profetable M avec une rdunion de fibres de M est encore
une partie A-reconnaissable.

Démonstration : Soit 4 = <E,$,s,S> l'automate reconnaissant une partie L

du magmoide projetable M et soit P une partie de N2. On considére alors

1l'automate 4' = <E,¢,s,5"'> avec

S(p,q) si <p,q> € P
S'(p,q) =
2 ¢ < EP sinon.

I1 est facile de voir que E(A') = E(4) n k_} M{)
<p,q>€P 4

cgfd.

En ne considérant que le cas ol M = T(I) on pourrait, de la méme
fagon qu'on le fait pour les automates d'arbres classiques, définir des
automates non déterministes et montrer leur équivalence avec des automates
déterministes. Cette fagon de procéder nous parait peu intéressante car
elle ne s'applique pas au cas d'un magmolde projetable quelconque. De méme
que dans le cas des langages on définit les automates non déterministes
au moyen des représentations matricielles, nous préférons définir les
automates non déterministes en utilisant des substitutions qui, nous l'avons
explicité au chapitre précédent, ne sont pas trés éloignées des représenta-

tions matricielles.

On appelle automate non-déterministe sur M le quadruplet

S = <M',5,s,5> ol

. M' est un magmoide décomposable

. 0 est une k-substitution de M dans P(M'T)
k

. s(p,q) € P(M'T)qq

. S(p,q) e P(M'T)Ep.
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On pose alors, pour tout &lément u de MR,
o(u) = s(p,q).0(u).S(p,q) € P(M'T)g et on définit 1'événement E(S) de S
comme l'ensemble des u ¢ M dont aucune composante de o(u) n'est la partie
vide ; cette condition peut s'exprimer - en utilisant les Sous-identités

définies au chapitre précédent - par E(o(u)) = Idp. On a donc

B = \UJ tue® /EGM)) = 1d ).
P,q 4 P

’

Remarque : Le choix des fibres dans lesquelles sont choisis les éléments
s{p,q) et S(p,q) est d'une certaine fagon arbitraire. Nous avons choisi

les fibres p-kp et kq-q de fagon a ce que si u ¢ Mg, o(u) € P(M'T)g

et ceci pour la raison suivante : dans le cas des langages, un automate
non-déterministe peut &tre utilisé pour calculer le coefficient d'un terme
dans une série reconnaissable ; si on envisage des séries formelles dans le
magmoide - pourquoi pas - il faudrait que le coefficient soit dans la méme
fibre que le terme et donc pour que ce coefficient puisse &tre calculé par
un automate non déterministe, il faut bien choisir, comme nous l'avons fait,

les fibres de s(p,q) et S(p,q).

On dira qu'une partie d'un magmoide projetable M est S-reconnaissable

ssi elle est 1'événement d'un automate non déterministe.

Alors que - nous l'avons vu - les notions de partie finiment saturées
et de partie A-reconnaissable ne coincident pas, nous montrons ci-dessous
que les parties A-reconnaissables et S-reconnaissables d'un magmoide proje-
table MT obtenu par adjonction de torsions & partir d'un magmoIide décompo-
sable M sont les mémes. Nous ignorons s'il en est de méme pour les parties

d'un magmoide gquelconque.

Proposition 2.12 Toute partie A-neconnaissable de MT est
S-neconnaissable.
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Démonstration : Soit A4 = <E,¢,s,S> un automate déterministe reconnaissant

une partie de MT. On suppose que E a k éléments qu'on note e;,...,e .

On définit alors une application ¢ de MT dans P(MT) par

- siue MTS, o(u) = 0, € 90

0
kq kq c P(MT)kq

- siuce MTS, avec p 2 1, u s'écrit de fagon unique

n,
“ v " 1 i DU
WDy seees up-®p>, avec u, € Mni et 0, € Gq . On définit alors o(u)
Y e . . k(i-1)+7 _
comme 1'élément de P(MT)ig qui vérifie pour i<p et j<k, Hkp 1.o(u) =
v(n.) n.
" v(1) i 1 N -
{ui'(nk ® ... 81 ).vk(Oi) /v €8 et ¢(ui.y)(el,...,ek) ej}

ol les vk(O) sont les images des torsions par des k-morphismes et qui
vérifient donc

. _ 0
- si0= Oq € Gq, vk(O)

qu
Hk(1—1)+j

k(0€i)-1)+j
kp '

kq

A

-sio0e eg, ¥i<p,3j <k, v (0) = T

L'unicité de cet élément o(u) provient de ce que P(MT) est projetable

et que tout entier de [pk] s'écrit de fagon unique k(i-1)+j avec is<p et j<k.
On montre d'abord que si u = @ € Gg, o(0) = vk(O)-

-8ip=0,06-¢ 0q et 0(0) = v (0) = qu par définition.

0(i) I[e(p)

- Sip=>1, 0 s'écrit <Hq TEERS > et

k(i-1)+p
I
kp

ote) = Py D) /v e o et ey, ney)

k

1 - S S - 23113 - 3
Comme vy € Gk, y =TI et ¢(Hk)(el,...,ek) = e, On en déduit que vy Hk

. « k(i-1)+ I (i), _ .3 i _
et donc que y(1) = j, d'ol Hkp P.oo) = Hi.v (Hq ) = M vk(Hp).vk(O) =

Hk(i—l)+j
kp

k
.vk(@) d'old 0(0) = vk(O).

Montrons maintenant que o est bien une k-substitution, c'est-d-dire un

k-morphisme.
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=

Soit = <m ©) E 0 > MTP e 3 M et
oit u = <u;.0,,..-, L € q avec u; € .

oL . n ' q N 1 - -
v <vl.ol,...,vq.eq> € MTr avec vj € Mmj. Ona I_ u.v ui.Oi.v

j=]

Lol o

A" 4" Y N n Y
u,.<v .0! geoesV .0} > = u,.(v 8 ... 8 v ).
i"77e,(1) Oi(l) @i(ni) Oi(ni) itt7e(1) Oi(ni)
i ] [ e . . 3 .
<®Oi(l),..., Ooi(ni)>. Par définition on obtient alors, en posant
- v Y] 4V
u, = u,.(v 8 ... 8 v ),
i i @i(l) Oi(ui)
. . (s.)
K(i-1)+j = oy(D) Lhhe! : :
nkp g(u.v) = {ui.(]'[k ® ... 8 ).vk(<OOi(l),...,Oei(ni)>) /
S,

¢(ai).y(el,...,ek) = e; et v € le}.

D'autre part ni;i-l)+j o(u).o(v) =
&§(n.)
&
{ﬁi.(nk(l) 8 ... 81 + ).vk(Oi) / ¢(ﬁi.6)(el,...,ek) = ej}.o(v) =

§(n.)
U 3i.(n]‘z(l) & ...8 I ) (0;).0(v)

n,
(868, /6(Y; .8) (e sennsey)

et par définition du produit de composition dans P(MT), ceci est égal a

k_){ﬁi.<wl,...,wn >/ W, € Hiéei(s>-l)+6(s).c(v)} =
§ i

k_) N N Gs(l) Gs(mei(s))
- ]
: {ui'<wl""’wni> / w, = vei(s).(]'[k e ... ® Hk )-vk(@ei(s))

4"
et ¢(v®i(s).és)(el,...,ek) = eG(s)} =

U _ §,(1) 51(“‘01(1)) Gni(l) ‘Sni(”‘ei(ni))
s{u (m 8 ... 81 8 ... & ® ... 8 I )
")
1 ] = .
Vk(<eo.(1)""’®o.(n.)>) / ¢(VO.(s)'6s)(el""’ek) eé(s))
i iti i
Mo, (s)
Chaque torsion &g étant dans 8 , on considére la torsion
i | mei(l)+...+mei(ni)
§ = <61,...,6n > de Qq . On a alors
i
- §_ (m )
z 8§(s.) §,(1) n, 0.(n,)
§(1) i’ _ 1 i Yiti
Hk 8 ... 8 Hk = Hk ® ... 8 Hk
Pour montrer 1'égalité des deux ensembles
Htél-l)+3 o(uv) et Htél-l)+3 o(u).o(v) il suffit de montrer que si

-
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y = <51,...,6ni> alors ¢(ui.y)(el,...,ek) = ej ssi 4 § tel que
N N
¢(ui.6)(el,...,ek) = ej et ¥ s < n., ¢(vei(s).cs)(el,...,ek) = es(s).

no
Dans un sens, on définit 1l'application § de le par 8(i') = j' ssi
n - - - n n N -
¢(vei(i,).Gi,)(el,...,ek) = ej. Comme ¢(ui.y) = ¢(ui.(v@i(l) ® ... ® vei(ni)).y)
N

$(u.) ¢(<v N IUURR .6
i @i(l) 1 Oi(ni) ng

>), on a
- n _ N
¢(ui.y)(el,...,ek) = ¢(ui)(e6(l)""’e6(ni)) = ¢(ui.6)(el,...,ek). Dans

l'autre sens, de la méme fagon ¢(ai.y)(el,...,ek) =

" " v -
¢(ui).<¢(vei(l).61)(el,...,ek),...,¢(v ).Gni)(el,..;,ek)> =

Oi(ni

n - N
¢(ui)(e6(l)""’e6(ni)) = ¢(ui.6)(el,...,ek).

I1 faut enfin montrer que o(u ® v) = o(u) ® o(v).

Or si u = <u,.0 .,ﬁ .0 > e MTP et
P P q

1°°1°""

", 1]
DRI MTg,

Y " n ,
u @ v s'écrit <ul.(ol "] Oq,),...,up.(ep ® 0 ,), Vl'(op 2] Ol),...,

q'

%P'.(OP 8 O£)> ; d'ol pour i < p - on procéderait de la mé€me fagon pour
p < i< ptp' -

k(i-1)+5

k(p+p") -olu 8 v) =

' (n,;)
v vy(1) iRy Ny - -
{ui.(nk 8 ... 81I ).yk(oi 8 oq) / ¢(ui.y)(el,...,ek) = ej} =

Y v(n,)
{1“11.011 & ... 8 I ).y (0,)/4(U,.y)(e,m0u0e) = e5) @ 0 =

k(i-1)+j

k(i-1)+j
(n K(p+p')

kp . o(u)) 0

=1 .(o(u) © a(v)).

kq
On construit alors l'automate non-déterministe S = <M,o,§,§> ol
0 est le k-morphisme ci-dessus et ou
i i
n° si ¢(n2)(s( )) = e.
q ) q P,.q 3
2 $ sinon

s(p,q) est défini par H§;1-1)+J.§(p,q) =

- P P s a2 . 2 1
S(p,q) est défini par, 4. étant un élément fixé de MP

0
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r 8 = oy e e P/ padley,nniie) € S0

L'événement de S est alors le méme que celui de A. En effet, soit

A A ' . .
u = <ul.Ol,...,up.Op> € MTg ; et soit B la torsion de 9& telle que

¢(B)(el,-~-,e ) = s(p,q). On a alors ¢(u.B)(el,..-,ek) = ¢(u)(s(p,q)).

D'ol si H; ¢(u)(s(p,q)) e;» on a ¢(3i Oi.B)(el,...,ek) = e.

]
et comme Hi;i_l)+j.o(u) =
(n;)
o y(1) Yiny " -
{u . (m 8 ... 8 v (0,) / ¢(u;.v)(eg,.nnse) = e]-},
. . B(0.(1)) 8(0.(n;))
tél l)+].c(u) contient ﬁi.(nk * 8% ... Qﬁk s )'Vk(ei)'
On en déduit que Hi;i—l)+j.o(u).§(p,Q) =
N k(oi(s)—1)+8(ei(s)) _
{ui.<wl,...,wni> / w; € Hkq .s(p,q)}.
@i(s) Oi(s)
k(0,(s)-1)+8(0,(s)) I si ¢(m )(s(p,q)) = e .
or i 199 o - (g q 8(0,)(s))
q 2 # sinon
Oi(S) s
et ¢(Hq )(S(p’q)) = ¢(nni-@ios)(el,oo-,ek)) = eB(@i(S))
. . 0.(1) 0.(n;)
d'ou Htél—l)+3.c(u).§(P,q) contient ui.<Hql ,...,qu s o= ﬁi.ei.
On a donc montré
n; $(u)(s(p,) = & ==>
i k(i-1)+] -
Hp.u € Hkp .o(u).s(p,q).
Réciproquement, si Hiéi_l)+j.o(u).§(p,q) n'est pas vide, c'est qu'il

existe y tel que

. ¢(ﬁi.y)(el,...,ek) = ey

k(e,(s)=1)+y(s) _
- ¥ s < n;, nkq .s(p,q) n'est pas vide.
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Cette deuxiéme condition implique que

Oi(s) :
¢(Hq Y(s(p,q)) = e (s) ;

G)i(s) s
or ¢(Hq )( s(p,q) ) = ¢(Hni.ei.s)(el,...,ek) et

- S z .
ey(s) = ¢(Hni.y)(el,...,ek). On en déduit que

¢(y)(el,...,ek) = ¢(6i.6)(el,...,ek) et donc

¢(&iy)(el,...,ek) = ¢(3i.9i.8)(el,...,ek) = ¢(H;.u)(s(p,q)).

Enfin d'aprés la définition de S(p,q), H;.é(p,q).o(u).g(p,q) n'est
pas vide ssi 4 a tel que ¢(a)(el,...,ek) e S(p,q) et tel que ¥ £ £ n,

nk(i’,-l)+a(£)
kp
équivalente 4 ¥ £ < n, ¢(H§.u)(s(p,q)) = ey ©t donc a ¢(u)(s(p,q)) =

.o(u).s(p,q) n'est pas vide. Cette dernidre condition est

¢(a)(e1,...,ek)‘qui appartient a S(p,q).

On en déduit qu'aucune des composantes de S(p,q).0(u).s(p,q) n'est

vide ssi ¢(u)(s(p,q)) € S(p,q) ce qui achéve la démonstration.

cqgfd.

Probléme ouvert. Une partie A-reconnaissable d'un magmoide
projetable quelconque est-elle S-reconnaissable ? Il ne nous paralt
pas invraisemblable que la réponse soit négative ; auquel cas
1l'explication du phénoméne devrait résider dans des propriétés

concernant les torsions.

Proposition 2.13 Toute partie s-neconnaissable d'un magmoide
profetable queleconque M est A-neconnaissable.

Démonstration : Soit S = <M',0,s,S> un automate non déterministe ol

o est une k-substitution de M dans P(M'T). On construit un automate
déterministe 4 = <E,¢,5,5> ol E est l'ensemble des sous-identités de

[k] (c'est-a-dire 1'ensemble des éléments de P(MT)i de la forme
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1 Tl
- ] - 1
Ul e U2 ® ... ® Uk avec Ui = Idl c M T1 ou Ui =@ cM 1

On définit 1'application ¢ de M dans F(E) par si u € Mg
(ei,...,eé) = ¢(u)(el,...,eq) ssi

ei ... 8 eé = E(o(u).(el 8 ... ® eq)).

On rappelle que si U € P(M’T)g,
i, i
- si 0 .U
§ Ip i M0 70

i
n-.E(U) =
P 2 g sinon

Montrons que ¢ est bien un l-morphisme :

- siu=1Id o(u) = Id_ et
P’ (u) p

E(o(u).(el ... ® ep)) = E(el R ... ® ep) e 8 ... 8 e d'ol ¢(u) = Idp.

- Pour montrer que ¢(u).¢(v) = ¢(uv), il suffit de montrer,

d'aprés la définition, que

E(o(u.v).(el ® ... 8 ep)) = E(o(u).E(o(v).(e1 2] ...@ep)).

Or, o étant une k-substitution o(u.v) = o(u).o(v), d'ol

E(c(u.v).(el ... 8 ep)) = E(o(u).c(v).(el ... ® ep)) =

E(o(u).E(o(v)-(el ... 8 ep))-

- Enfin, comme o(u ® v) = o(u) 8 o(v),
E(o(u © v)(el ® ... e el ®...8 eé,)) =
E((o(u).(el ® ... 8 eq)) ) (o(v)-(ei ® ... ® eé,))) =
E(o(u).(el ® ... ® eq)) ® E(o(v).(e] € ... ® eé,))

d'od o(u 8 v) = ¢(u) 8 ¢(v).

On pose ensuite s(p,q) = (el,...,eq) avec e, g ... ® eq = E(s(p,q))

et S(p,q) = {(el,...,ep) / E(S(p,q).(el ... ® ep)) Idp}.
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On en déduit que $(u)(s(p,q)) = (ey,-.v,e)) ssi
e, ® ... 8 e, = E(o(u).E(s(p,q))) = E(o(u).s(p,q)) et donc
¢(u)(s(p,q)) € S(p,q) ssi
Idp = E(3(p,q)-E(o(u).s(p,q)) = E(S(p,q).0(u).s(p,q)). Et comme E(S) est
précisément {u|E(S(p,q).0(u).s(p,q)) = Idp}, on a bien E(S) = E(4).

cqfd.
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3, PARTIES RECONNAISSABLES D’UN MAGMOYDE PROJETABLE

Nous avons vu que la famille des parties A-reconnaissables d'un
magmoide projetable était strictement incluse dans celles des parties
finiment saturées. Nous allons donner une condition suffisante pour

que ces deux familles deviennent les mémes.

Proposition 2.14 S{ L est une partie finiment saturde d'un
magmoide projetable M, et s4i L est incluse dans une sewle fibre de M,
alons L est A-neconnaissable.

Démonstration : Soit N un magmolde projetable fini et ¢ un l-morphisme de

M dans N tels que L = ¢—l(¢(L)). Supposons de plus qu'il existe Py et q
p
tels que L c Mqo. On considére alors l'ensemble E = Nl qui est bien un
0 0
ensemble fini puisque N est un magmoide fini et 1l'application ¢ de M dans

le magmolide fonctionnel fini F(E), définie par

e E = Nl seeese € E = Nl , ¥ e!

YueM, ve
Q7 1 q, q 9 1

w(u)(el,...,eq) = (ei,...,eé) ssi

' tn = P
<el,...,ep> ¢(u).<el,...,eq> € Nq-

Montrons que cette application § est bien un l-morphisme.

» Tout d'abord si u = 0 ¢ 92,

¢(O).<el,...,eq> = 0.<e .,eq> = <e

150" @(l)""’ee(p)> d'ol
w(e)(el,...,eq) = (ee(l),...,ee(q)) et donc Y(©) = 0.

\
»+ Siuce Mg et v € Mg,, alors le fait que y(u) ® y(v) = y(u 8 v)
P 3 P . 3 i
découle immédiatement du fait que HP+P,¢(u ) V)'<el"'"eq’eq+1""’eq+q'>

S H;.¢(u).<el,...,eq> siiz<p

2

s€ . > sinon

i-p
Hp' .¢(v).<eq+l,... a*q

-
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* Enfin si u e Mg et v ¢ ME, le fait que y(u.v) = y(u).yp(v) découle

de ce que ¢(u).¢(v).<el,...,er> = ¢(u.v).<eg,..0,e >

On construit alors l'automate A4 = <E,y,s,S> avec

q q 1.% _.
S(IIl yooa,ll 0 ) € E O - (n ) 0 si P = py et q=q,
s(p,@) = | Yo 4o 9o
2 n'importe quel élément de E9 sinon.
{(el,...,epo) e E /<el,...,epo> e ¢(L) NqO
et S(p,q) = sip=pjyetq=gq,

@ sinon

On en déduit que E(4) = k~J {ueMg/w(u)(s(p,q)) e S(p,q)} =
P.q

{u e Mpo /lp(u)(II1 ,...,qu) € S(p~sq~)}.
40 e 9 0770
Or lp(u)(Hl qu) = (e! e! ) ssi
4N, 1oeees 5
<ej,--.,el > = ¢(u).<IIl ,...,Hq0> = ¢(u) d'ou
Po a4, a,
w(u)(Hl S O) € S(pnsq,) ssi ¢(u) € ¢(L). On en déduit que
9, 9 030
) Po _ -1 ) . Po
E(4) = {fue M~/ ¢(u) € (L)} = ¢ "(¢(L)) = L puisque L < M _".
4 9o
cqfd.

Si une partie L est donc incluse dans une fibre donnée, elle est

finiment saturée si et seulement si elle est A-reconnaissable.

Nous dirons alors qu'une partie L d'un magmoide projetable M est
reconnaissable si elle est incluse dans une fibre et si elle est

A-reconnaissable ou finiment saturée.

Remarque : Il existe des conditions suffisantes plus faibles que celle que
nous avons donnée pour pouvoir montrer qu'une partie L finiment saturée est
A-reconnaissable - par exemple que L soit incluse dans une union finie de
fibres - Nous aurions pu, en conséquence, donner une définition moins
restrictive de la reconnaissabilité. Mais il apparaitra, au chapitre

suivant ue les parties "rationnelles" sont, elles, toujours incluses
> ;] 2 T
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dans une seule fibre ; et comme nous voulons étudier, comme dans le cas

de la théorie des langages, l'équivalence entre rationalité et reconnais-
sabilité pour le magmoide projetable libre, il est donc naturel de poser
une telle condition dans la définition des parties reconnaissables. D'autre
part nous verrons au chapitre V que les composantes des solutions des
systémes d'équations réguliéres sont aussi incluses dans une fibre. Enfin
cette restriction n'est pas incompatible avec la définition classique des

- . . . 1
"foréts reconnaissables" qui sont toutes des parties de T(Z)O-

Proposition 2.15 S{ M est un magmoide projetable, Les parties
neconnaissables de Mg forment une algébre de Boole.

Ce résultat découle immédiatement des définitions et des propositions

2.4 ou 2.10.

Proposition 2.16 S{ ¢ est un k-monphisme de M dans M' et 84 L
est une partie reconnaissable de M, ¢_1(M') est une partie reconnaissable
de M.

Ce résultat découle lui aussi des définitions et des propositions

2,3 ou 2.9.

Comme pour les automates de langages, les problémes fondamentaux de
décidabilité concernant les automates sur le magmoide projetable libre
T(L), & savoir 1'équivalence de deux automates, ou le fait de décider si
une partie reconnaissable est vide ou infinie découlent d'une propriété
d'itération qu'on pourra aussi utiliser pour montrer que certaines parties

d'une fibre ne sont pas reconnaissables.

Proposition 2.17 Soit L une partie hreconnaissable de Mg {avec p=1) ;
alors pour tout i < p, £'ensemble {H;.u/u e L} est une partie reconnaissable
de Mcll.




- 64 -~

Démonstration : Soient N un magmoide projetable fini et ¢ un l-morphisme

de M dans N tel que L = ¢_l(¢(L)). Posons L} = {H;.u / u e L}. On a bien

Li < ¢_l ¢(Li). Pour montrer 1l'inclusion inverse on c?nsidére

W e ¢-l¢(Li). Il.existe d?nc u e L tel que ¢(w) = ¢(H;.u). On pose alors
u' = <n;,u,...,H;-l.u,w,nl+l:u,...,Hg.u> ; on en déduit que ¢(u') = ¢(u)
et donc u' e L 3 d'oli w = H;.u' € Li et ¢_l(¢(Li)) c Li.

cqfd.

La proposition suivante montre que lorsqu'on considére une partie
reconnaissable L du magmoide projetable libre les variables figurant dans
les éléments de L ne joue aucun rdle particulier et pourraient &tre
remplacées par des constantes (i.e. des symboles de degré 0) sans rien

changer au caractére reconnaissable de la partie ainsi obtenue.

Proposition 2.18 Soient r un alphabet gradu?, L une partie
neconnaissable de T(Z); (p#0). Alons il existe un alphabet gradud
Q = {wl,...,wp} avec d(wi) = 0, une partie reconnaissable L' de
T(z v Q)% tels que u € L 884 3 v e L' tel que v = u.<w

1200wy

Démonstration : Soit 4 = <E,$,s,S> 1l'automate reconnaissant L c T(Z);.

On considére l'alphabet Q = Wy

¢ de T(I) dans F(E) s'étend naturellement un l-morphisme ¢' de T(I v Q)

..,wp> avec d(wi) = 0. Le l-morphisme

dans F(E) par

$'(f) = ¢(f) si f € I

' i - 1
¢'(wy) ¢(Hp)(s(l,P)) e E = F(E),.
On pose alors L' la partie de T(Z v Q)é reconnue par l'automate

A' = <E,¢',s,5>.

Soit u € T(Z);..Or u s'éerit U.0 avec.a e T(£) d'ou $(u) = ¢(3).¢(0)-
or o(1) = o' (M) et ML.6(0)(s(1,p)) = $(I0 ) (s(1,p)) = 0" (wg;)) =
Hg(1)¢'(<wl,...,wp>) d'ol $(0)(s(1,p)) = ¢'(0.<u, .
$(u)(s(1,p)) = ¢(¥).6(0)(s(1,p)) = ¢'(3).¢'(e.<wl,...,wp>) =
.,wp>). On a donc ¢(u)(s(1,p)) e S(1,p) ssi

-,wp>) e S(1,p) et donc u ¢ L ssi u.<wl,...,wp> e L'.

..,W >). D'ol
P
o' (u.<w, ,..
1
¢'(u.<wl,..

cqfd.
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En vertu de cette proposition et de la proposition 2.17, on peut
donc se contenter de montrer le lemme d'itération pour les parties

. 1 . . . els
reconnaissables de T(Z)O. Mais auparavant nous avons besoin d'une définition.

On appelle profondeur d'un élément u de T(Z)é (= %(Z)é) 1l'entier

défini récursivement par

-siuez;c T(z)é, prof (u) =1

. 1
- siu f.(ul ® ... 8 uk) € *(2)0 alors

¥Yic<k,u € T():)l et prof (u) = 1 + sup prof (u,).
1 0 1<k 1

Lome 2.19 Si L est une parntie reconnaissable de T(z)é, AL existe un

entien ng tel que ¥ u e L, 44 prof (u) > ng, AL existe u, € %(Z)i,

vV e %(Z)i, W o€ %(Z)é tel que u = u

o!
o VW et Vn 2 O,uo.v W e L.

Démonstration : Soit 4 = <E,$,s,S> l'automate reconnaissant L et soit n,

z . . 1
le nombre d'états de cet automate (i.e. n, = Card (E)). Soit u € T('z".)o
de profondeur n > n, ; alors u s'écrit f.(tl g ... ® tk) ol 1'un des t.
est de profondeur n-1. L'élément u peut s'écrire alors

- - 1
F.(t; ® ...0t;, [ ©Td ®t, 8 ...81%).t, =t,.t; avec Ty ¢ ¥

1
Ny 1 . ~ - P P -
et t. ¢ T(Z)O. Mais t; peut a son tour 8tre -décomposé de la méme fagon.

En réitérant le procédé, on voit que u peut s'écrire tl'%Q ...t avec

pour i < n-1 Ei € ?(Z)i et En.e%(i)é. On considére alors la suite

o
1]

¢(tn)(s(l,0)) ¢(tn)

(0]
1]

n-1 ¢(tn_l)(en) ¢(tn_l.tn)

* o . e o o o o

]
1

) ¢(%2)(e2) ¢(EQ.E3 En)

1"

L = e $(w).

Si n est strictement supérieur a n,., cette suite comprend deux

0
éléments identiques e, et e, avec i<j.




- 66 -

On a donc e, = ¢>(ti.ti+l ees T) 2
¢(ti cen tj_l) ¢(tj...tn) = ot .. tj_l)(ei).
On pose alors u, =t t € ?(z)l
p 0 1°°° ti-1 1°

- = 1
Vv = t. ... tj_l € %‘(Z)l
- T 1
et w I t. ...t e"l‘(z)o.
On en déduit que

$Cugev™ ) = 9Cug) 0™ . 0(v) p(w) =
$(u) . (v . 9(v) . (e) = ¢(ude(v™) (W) = ¢luy.v".w)

d'ol le résultat.

cgfd.

Exemple 2.20 A titre d'exemple nous allons montrer la non-reconnaissabilité

d'une partie d'un magmoide projetable libre. Soit I = {f,g,a} avec d(f) = 2,
d(g) = 1 et d(a) = 0 et soit L = {f(gn(a),gn(a)) / n = 0}.

Si L était reconnaissable, il existerait un élément
u = £(g"(a),g"(a)) tel que u = uy.v.W et uo.vm.w e L.

Ceci implique :

. n n'
Soit uy = Id,, v = f(g (a), g (xl)) ou

£(g" (x,),g"(a)) et

-y !
w=g" " (a).

Soit uy = f(gn(a), gn'(xl)) ou f(gn'(xl),gn(a))

n-n ' _n"
(

n"
vag (x)etw=g a).

On en déduit que uo.v2.w a l'une des formes suivantes :

£(g™a), £(g%a), ga)
£(£(g"(a), g"(a))
£(g"(a), gn+n"(a))

"
£(g""™ (a), g™(a))  qui n'appartiennent pas i L.
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CHAPITRE 111

PARTIES RATIONNELLES

[4

D'UN MAGMOYDE  PROJETABLE

Il est bien connu que les parties reconnaissables d'un monoide libre
A* peuvent &tre définies comme les éléments de la cldture de l'ensemble
des parties finies par les opérations de somme, de produit et d'étoile
définies sur le monoide P(A*) ("caractérisation de Kleene'"). Cette méthode
permet d'ailleurs de définir les parties rationnelles d'un monoide quelconque
[45]. Thatcher et Wright [91] ont é&tendu cette caractérisation de Kleene au
cas des arbres de fagon d retrouver lés foréts reconnaissables, mais leur
définition nous parait beaucoup trop "ad hoc" pour avoir la simplicité qu'a
celle des parties rationnelles d'un monoide ; en particulier elle fait
intervenir plusieurs opérations de produit et plusieurs opérations d'étoile

différentes dont le nombre dépend de la forét reconnaissable considérée.

En nous plagant dans le cadre du magmoide, nous sommes en mesure de
donner une définition des parties rationnelles beaucoup plus proche de
celle des parties rationnelles d'un monoide. En effet de méme que 1l'ensemble
P(M) des parties d'un monoide M est muni d'une structure de monoide, nous avons
défini, au chapitre I, le magmoide projetable P(MT) & partir des parties
d'un magmoide 3 torsion MT. Comme opérations rationnelles nous aurons donc
le produit de composition et le produit tensoriel de P(MT) ainsi que la somme
définie au chapitre I - nous verrons d'ailleurs que cette derniére opération
est redondante et peut se décrire au moyen des deux précédentes - Il reste a
définir 1'opération "étoile", ce qui sera 1l'objet du premier paragraphe. Nous
définirons ensuite les parties rationnelles, étudierons quelques unes de leur
propriété de fermeture et les comparerons aux parties reconnaissables définies

dans le chapitre précédent.




- 68 -

1. L'oPERATION "ETOILE"

Soit MT un magmoide 3 torsion obtenu par adjonction de torsion a partir

d'un magmoide décomposable M.

On rappelle que P(MT)z = [P(MT;)JP, et que ceci permet de définir un
ordre partiel sur P(MT), noté c par

I )
siU <Ul,...,Up> € P(MT)q et

VoE VeV e P(MT)E alors

UcVssiViel [pl, Ui c Vi' Pour l'ordre ainsi défini, les deux produits
sont croissants (au sens large) par rapport 3 leurs deux arguments, c'est-a-
dire

siUcU' et VecV!alors U,V c U V' etUS®VcU V',

On rappelle aussi que pour cet ordre, chaque fibre forme un

sup-~demi-treillis dont le sup, noté + est défini par

iU = <Up,..n,U> e P(MT)g et

V=<V ,...,V> e P(MT)P alors
P q

1°°
U+ V=<l uV,..., Up ] Vp> ou encore ¥ i ¢ [p]
I2.(U+V) = T5.U + 01V = nh.0 v nml.v.

P p p P P

On a alors :

1) (U+U')@V=U®YV+U'8Y

2) UB(V+V')=U®V+U8BY

3) (u+u"). Vv

u.v +U'.V

4) Uy +y")

v

u.v + UV,

1l'inclusion figurant dans 4) pouvant étre stricte.




Nous appellerons polyndme tout élément de P(MT)p dont chaque composante
est une partie finie de MTY. 11 est clair que, aux dlfferences de formalisme
prés, les polyndmes du magmoide P(T(I)) sont exactement les polyndmes d'une
Z-algébre libre définis par Eilenberg et Wright [46] ; par ailleurs notre

définition des polyndmes généralise celle de Downey [43].

Nous appellerons fibres carrées celles dont le degré supérieur est égal

” . P >
au degré inférieur.

Si U appartient 3 une fibre carrée P(MT)g de P(MT) nous définissons,

pour n > O, u” par

vl =u
RV VR R
n+l fois
et nous posons
2 o
T A T |

Comme U est dans une fibre carrée chacun des U" est défini et appartient
~ -~ . + . ” . . . . -~ -
d la meme fibre ; U est donc aussi défini et appartient aussi d la me€me

fibre que U.

Proposition 3.1 Si U appartient & P(MT)p Ut est fe pus petit
étament X de P(MT)P qui vérnifie £'égalité X = U + X.U.

Démonstration :

A D'aprés la définition du produit de composition dans P(MT)

on a :

- _ _ n .. o_ n+l _ n

V.o J uwtU= ] ] uwuU= ] vlu= § U= ] U
ue n=1 ueU n=1 n=1 n=2
. + Y o0 Lot

Dlod U+ UU=U+ ) U =U".
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B Soit maintenant V appartenant a P(Mi)p tel que

V = U + V.U et montrons que ut v
a) Conme Uc U + V.U, on a bien U c V.

b) Supposons que U" soit inclus dans V. On a alors Un+1 = y".U c V.U

et comme V.U c U+ V.U =V on a Un+l cV.

On en déduit que, pour tout n > 0, U" ¢ V et done U' c V.
cqgfd.

Par contre, le produit de composition dans P(MT) n'étant pas additif
3 droite U n'est pas nécessairement solution de X = U + U.X comme le

montre l'exemple suivant
Exemple 3.2 Soit 1l'alphabet gradué I = {a,b} avec d(a) = 1 et d(b) =

Soit U = <{<2;b(x2,x2)>}, {<2;a(x2)>}> € P(T(Z))g
Alors U2 = <{<2;b(x2,x2)>}.U, {<2;a(x2)>}-U> =
<{<25b(a(x2),a(x2))>}, {<2;a(a(x2))>}>

et de la méme fagon, on obtient, pour n > 0,

[
n

<{<2;b(an-l(x2), an—l(x2))>}, {<2;an(x2)>}> et donc

<{<2;b(an(x2),an(x2))> / n = 0}, {<2;an(x2)> / n > 0}>.

(e
1"

On en déduit que H;.U.U+ =
+ +
{<2;b(x2,x2)>} . U = {<2;b(x ,x2)>} - <23%5,%> . U =
2 _+ 2 _+
{<2;b(xl,x2)} . <H2.U . H2 U'> =

{<2;b(a"(x,), a"(x,))> / n > 0, m > 0}.

On a donc H;.(U + U.U+) {<2; b(x2,x >} u Hl u.ut # Hl *

a'od U + u.ut 2 ut.

Bien qu'on n'aie pas 1'égalité, on a cependant 1'inclusion dans un

sens
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Proposition 3.3 ut est inctus dans U + u.ut.

n-1

P . - . +
Démonstration : Pour n 2 2, on a " = U . Comme u” 1 est inclus dans U

U" est inclus dans U.U' et donc Y Ut < U.U+ 3 d'ol vt cu+ v.ut.
n=2

cqgfd.

Nous montrerons plus loin (proposition 3.10) que pour U appartenant a
P(MT)E, le plus petit élément de P(MT)g qui vérifie X = U + U.X est
(U+Idp)+.U, ol IdP = <{n;},...,{n§}> est 1'élément neutre de la fibre p-p
de P(MT).

Dans le cas de la théorie des langages, on a l'égalité
L* = A+ LY = (a+1)*. Par contre, dans le cas du magmolde, les deux quantités
Idp + UT et (Idp + U)+, ol U e P(MT)g ne sont pas toujours égales comme le

montre 1'exemple suivant.

Exemple 3.4 On considére 1'élément U de 1l'exemple 3.2. Supposons que les
deux quantités Idp+U+ et (IdP+U)+ soient égales. Comme (Idp+U)+ est solution
de X = Id_+U+X.(1d_+0) on+aurait IdP+U+ = Idp+U+(Idp+U+).(Idp+U) =

Idp + U + Idp.(Idp+U) + U . (Idp+U) z IdP + U + U+(Idp + U). Or

Mp-Ut.(Ia) + 1) = {<23b(a"(x,),a™(x,)))> / m 2 0}, (1 + V) =

\.) <2;b(an(x ),an(x )>.(Id_ + U) =
n=0 2 2 P

. n n .
U <23b(a™(x)),a"(x,))> <23x ,x

> {<25%,.> <2;a(x2)>} =z
nz0

1 2

IA

{<2;b(a"(x,),a"(x,))> / n 2 0, m = 0, |n-m| < 1}

1 +
et done N_..(Id + U+ U (Id + U)) =
5 D ( p ))

v

{<2;x2>} U {<2;b(an(x2),am(x2)) /n=z20,m 0, In—ml < 1}
. . s pp2 1 +
qui est bien différent de IIQ-(Idp +U) =

{<2;x2>} U {<2;b(an(x2),an(x2)) / n 2 0}.

Par contre, l'inclusion dans un sens est vraie :
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Proposition 3.5 Ia, + ut est inclus dans (14, + nr.

Démonstration { On a bien U ¢ IdP + U d'ou

U < (IdP + U)n et donec

U+ c (Idp + U)+. Par ailleurs Idp est inclus dans Idp + U et
done dans (Id_ + U)* d'od T4 + ut < (14, + nt.
Cgfdv

Nous sommes donc amené a poser U* = (Idp +mt.

L3 - P4 . +
Nous allons maintenant exhiber les équations dont Idp + U et U*

sont les solutions minimales.

+ UY est Le plus petit éfément

Proposition 3.6 Si U e P(MT)g, 14,

de P(MT)g qui verifie X = 1d_ + X.U.

Démonstration :

A ‘ Montrons d'abord que IdP + U est solution de X = Idp + X.U.
En effet Id_ + (Id_ + U¥).U = Id_+ U + U'.U = 1a_ + U*
p p P p

d'aprés la définition de Ut.
—
: |

Si V appartenant a P(MT)g vérifie V = Idp + V.U on a bien
a) Id_c V
p

b) Puisque Idp cV, U= IdP.U cV.Uc IdP +V.U=YV

n+

)sitlev, " cvuc Id, + V.U = V.

D'od Id, + ut cv.
cgfd.

Afin de simplifier les démonstrations ultérieures, nous allons donner

une autre définition de U* .
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Lemme 3.7 Pour U appartenant & P(MT)g, La suite {(Idp+U)n}n
est croissante et a pour Limite U .

n+l

Démonstration : Par définition (Idp + U) = (Idp + U).(Idp + )" =

(1a, + O + U1 + VP d'od (1a + V" < (14 + 0™, on a donc bien
U* = (1d_+0)" = J (1d_ + 1” = 1im (1d_ + O)".
P £ 7p e P
cgfd.

Proposition 3.8 Si U appartient a P(MT)g, U* est Le plus petit
&Lément de P(MT)g qui vBrifie X = Id + U.X.
Démonstration :

A , Montrons d'abord que U* est bien solution de 1'équation

proposée. Pour cela nous montrons d'abord :
Al ' U* c Idp + U.U*. En effet :

+
a) On a bi Id +UcId +U. Id cId +U.(Id +U)cId +U. (Id +U
a bien 4, p p p (Id, + 1) p pt V)

b) Si (Id_ + U)" c Id_ + U.U* alors (Id_ + O™ = (1d_ + U).(1d + U)P =
P P b p P
(Idp + 0" + U.(IdP + W or (Idp + )" ¢ IdP + U.U* d'aprés l'hypothése

de récurrence et U.(IdP + U)n c U,U* d'od (Idp + U)n c Idp + U.U*,
On en déduit que U* = (IdP + U)+ c IdP + U.U*,

On montre ensuite :

A2 Id, + U.U* < (14 + ' = v,

]

On a bien d'une part Idp c Idp + UcU* = (IdP + U)+ et d'autre
part U.(Id + U)" < (Ia, + 0).(1d, + P € U% = (14 + U)* et ceci pour tout
n > 0. On en déduit d'aprés le lemme 3.7 que U.U* est aussi inclus dans U*

£ ; . . . sl N i
d'ol le résultat ; en effet sinon il existerait 10 e U v, € Hg( ).U* tel




- 74 -

que 3.<vl,...,vk> ¢ U* ; il existe alors un entier n tel que ¥ i

o4 ~ v n * .
Vi € Hp(l)(ldp + U)0 d'ou U<V 5000,V > € U.(IdP + U) " < U™ ce qui est
contradictoire,

B Supposons maintenant qu'il existe V appartenant a P(MT)g

tel que V = IdP + U.V.

On a bien a) Idp cV d'old
b) UcU.V c IdP + 0.V =V

et donc Idp + U c V. Supposons que (IdP + U)" <V, On a alors

(Idp + U)n+l = (Idp + T+ U.(Idp + U c V4 U.V. Mais V = IdP + U.V,

n+l

d'od U,V c V et (Idp + U) c V et donc U* = (Idp + U)+ c V.

Cgfd' |

Par contre IdP + Ut ntest pas forcément solution de X = Id_ + U.X.

Car si c'était le cas on aurait Idp + U+ = IdP + U.(Idp + U+) et donc

(1d +U1).U = (1d_ + u.(1a_ + UT)H.U + U.(Id_ + Ut).U.
P p D p

1l
c

u+u.ut. or l'exemple 3.1 montre

Or(I%)+U+LU =u+uTu = Ut aren UY

que cette égalité n'est pas toujours vérifiée.

De méme U* n'est pas forcément solution de X = IdP + X.U j car alors
on aurait U* = IdP + U*U et cette égalité n'est pas toujours vérifiée comme

le montre 1l'exemple suivant.

Exemple 3.8 On reprend 1'élément U des exemples 3.2 et 3.4, On a alors
2 -
(Id, + U)" = Id, + U + U.(Id, + V) =

<f<23x>) U {<23b(a(x)),a (x)))> / 1,1 s 1Y, (<232’ (x> / 1 5 2>,

. P P n
On montre aisément par récurrence que (Id2 + U) =

<{<2;xl>} U {<2;b(ai(x2),aj(x2))> / i,j < n-1}, {<2;ai(x2)> / i < n}> et donc

n;.u* = {<23x>} U {s23B(a (%), al(x,)> / 120, 20}

Par ailleurs né.u*.u =

{<2;b(x2,x2)>} U {<2;b(ai(x2), aj(x2))> /i=21l, 321} d'ol
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né.u* (Idp + U*0) = {<23balx,),x,)>, <23b(x,,a(x,))>}.
Les deux guantités U* et IdP + U*U sont donc bien différentes.
L
Proposition 3.10 Si U appartient & P(MT)p et V appartient &

P(MT)p, U*V est Le plus petit dlément de P(MT)p qu& vernifie X = V + U.X.

Démonstration : D'aprés la proposition 3.6, U* vérifie U* = IdP + U.U*

et donc U*.V (Idp + U.U*).V = V + U.U*.V, Par ailleurs, si W=V + U.W,
onaVcWet aussi U,V c U,WcWd'old (Id + U).V =V + U,V c W. Si mainte-
nant (Id + U)".V ¢ W alors (Id + U)n+l =

(Id + U)P.V + U.(Id + V)".V ¢ W + U.W c W. On en déduit que

Ux.V = (14 + nt.v cw.
cqfd.

Le cas particulier od V = U donne U*U comme solution de X = U+U.X.
Par contre U*.U n'est pas solution de X = U+X.U. En effet si c'était le
cas on aurait U*U = U + U*U.U = (Idp + U*.U).U ce qui est exclu d'aprés

1'exemple suivant

Exemple 3.11 On considére toujours le méme U des exemples précédents.

Dans l'exemple 3.9, on a déja calculé H; U*.U. On calcule alors aisément

I (Idp + U*.U).U =
(<23b(x,,x,)>, <23b(alxy),a(x))>} v {<23b(a’(x,),a)(x,))> / 1 2 2, § 2 2)

et donc H;.U*.U # Hé(Idp + U*,U).U.

Les résultats obtenus sont rassemblés dans le tableau suivant -

on rappelle que

+ +
Id + U U* = (1d_ + U
P 7 p )




est la solution n'est pas
minimale de solution de
ut X =U + X.U X = U + U.X
U*u X=U+ U.X X =U+ X.U
1d +ut X = Id_ + X.U X = Id_ + U.X
p P p
u* X = Id + U.X X =1I1d + X.U
P P

Ainsi que nous l'avons déjad signalé, cette dissymétrie est due a 1la

non-additivité 3 droite du produit de composition dans P(MT).

Pour terminer, remarquons que si Idp c U alors U = Idp + U d'ol

ut = u* = I, + ut = uru.

On peut d'ailleurs montrer un résultat plus faible :

Proposition 3.12 Si1d + ut = u* alons U = Uty

Démonstration : Si U* = Idp + U+, alors
U = (14 + vty u = U+ Uty = Ut
cqfd.

Le probléme reste ouvert de savoir si les implications précédentes se

retournent, c'est-d-dire ut = vty => Idp + Ut = U

Id + ut = r=> 14 < uU.
P p

Proposition 3.13 U* = u*.u* = (ux)t.

Démonstration : Comme Idp c U*, on a bien U* = Idp.U* c U*.U*. Réciproquement

comme U* = 1lim (Id_ + U)2, on a
N> p :

U*.(Idp +w)™ = 1im (1a_ + )™ - g

N>
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et donec U*U* ¢ U*. On en déduit immédiatement que (U*)" = U* et donc que

(uHt = ux,

cqfd.
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2. PARTIES RATIONNELLES D'UN MAGMOYDE PROJETABLE

La famille des parties rationnelles d'un magmoide 4 torsion MT, notée
Rat (MT), est la plus petite famille de parties de MT

- qui contient les polyndmes de MT

- qui est fermée par somme, produit de composition, produit

tensoriel et étoile.

En fait, la condition de fermeture par somme est superflue. En effet,

soit U = <Uj,...,U> e P(MT)g et V = <V

P
1 ..,Vp> € P(MT)q. On a alors

1°°

U4V = <Ul u Vl’ U2 U VQ,...,UP u Vp> =
1 _ptl 2 _pt2 P 2p
<{H2P,H2p s, {HQP’H2P }, veny {HQP,HQP}>.<U13'-'3UPa Vla"-avp>‘

En effet, la i€me composante de cette derniére quantité est bien

e
{n;p,ngpl}.<ul,...,Up,vl,...,vp> = U; v V;. Et comme

<U.,...,0 , V

177 p l,---,Vp> = (U ® V).<Idp, Idp> , la somme U+V est bien décrite

au moyen de polyndmes, du produit de composition et du produit tensoriel.

La proposition suivante montre que les parties rationnelles d'un
magmoide 3 torsion quelconque sont les images homomorphes des parties

rationnelles d'un magmoide projetable libre.

Proposition 3.14 Si U appantient & P(MT)P est une partie nationnelle,
i existe un alphabet gradu? §ind T, un T1-monphisme de T(z) dans M et une
partie nationnelle V de P(T(Z))g tels que U = ¢T(V) (1),

(1) Il faudrait écrire plus précisément U = P(¢T)(V) ol P(¢T) est 1'extension
du l-morphisme ¢T de T(I) = %(Z)T dans MT en une application P(¢T) de
P(T(Z)) dans P(MT) qui n'est pas un morphisme (cf. exemple 1.12).
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Démonstration : Nous allons montrer ce résultat par induction sur la

construction des parties rationnelles.

a) Si U est un polyndme de P(MT)S, on pose pour i £ p

Z(l) = {fﬁ / 4.0 € H;.U} avec le degré de f égal au degré inférieur de

GetrIs= \_} Z(l). L est donc bien un ensemble fini. On définit ensuite V
i<p

- appartenant a P(T(Z))g par, pour i < p,

iy- (1), _ v i Les s .

HP-V = {fa.@ / £y e L7} = {fﬁ.@ / u.0 € HP.U}. On définit aussi 1le

1-morphisme ¢ de %(Z) dans M par

d(£y) = 3.

On a alors ¢T(fa.0) = 40 et donc
r(nt.vy = ni.u.
¢ P ) P

. 1]
b) S1 U =U 8 U, avec U, ¢ P(MT)g, U, € P(MT)g, , il existe £, T

1 2 1> %20
¢, de %(zl) dans M, ¢, de %(22) dans M, V, e P(T(2,)), V, € P(T(L,))) tels

que U, = ¢1T(V1) et U, = ¢2T(V2). On pose alors

n

¢(£)
2 $,(f) si f ¢ Z,

On obtient alors ¢T(V1 ® V2) = U, °] U, puisque, pour i < p,

) = \\—() ¢T(v @ Oq,) =

q' i
Ve]‘[p.Vl

i
¢T(HP+P,.(V1 8 V,))

\\~// ¢T(v) ® Oq'

i
VeIIp.V1

i
¢T((HP.V1) 0

i
ptp'’

$T(V,) ® Ot = Uy 80, =1

1 (Ul ("] U2).

La démonstration est analogue pour p < i < p+p'.
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c) Si U = U1.02 avec Ul

€ P(MT)g et U, ¢ P(MT)E, il existe I, I,

Uss Uy ¢, ¢, tels que U1 = ¢T(V1), U2 = ¢T(V2). On définit alors I et ¢

1’
comme précédemment et on a, pour 1 <p , ¢T(H;.V1.V2) =

Y n " 0(1) _
oT( \\_,) {v.<vl.ol,...,vk.@k> / v..0. € Hq .VQ}) =

n, i e
v.@er.Vl

of;
5\_/) {¢(%).<¢(%l).el,...,¢($k).ek> / 31'91 € nq(l).u2} =

i
v.OeIIP.Vl

noon "N "N 0(1) _ i
j\\—/é {u.<ul.el,...,uk.0k> / ui.Oi € Hq .U2} = Hp'Ul'UQ'
u.Ger.Ul

1 A —
D'od ¢T(V_.V,) = U,.U,.

d) Si U = U'™ avec U' ¢ P(MT)g, il existe I, V', ¢ tel que U'
On a alors ¢T(Idp + V') = Idp + U' et d'aprés ce qui précéde,
$T((1d + vt = (14, + un)® d'od
ST(V'*) = T ¢T((Id_ + V')™) = £ (Id_+U")" = U'* = U,
n P n P
cqfd.

= ¢T(V').

Nous allons maintenant obtenir la réciproque de ce résultat comme cas

particulier d'un résultat plus général (proposition 3.17) que nous démon-

trerons aprés avoir démontré le lemme suivant.

Leme 3.15 S{ o est une T-substitution Lintaine de MT dans

P(M'T), 84 U ¢ P(MT)g et Ve P(MT)E, et 84 U.E(V) = U, alons
o(U.V) = o(U).o(V) (1).

o . . —————— = — = - —

(1) Comme pour les morphismes, les l~substitutions sur MT sont étendues a

P(MT) par n- o(U) = \\—4/ o(u).
P ueH;.U
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Démonstration ;

A ‘ Pour que o(U.V) = o(U) o(V), il suffit que ¥ i < p,
Hi.o(U.V) = Hi.c(U).o(V). Or n o(U.V) =
o o -
o(u) = o(H;.U.V) et H;.U(U).o(V) \\-ej o(u)} .o(V) c(H;.U).o(V)

ueH;.U.V eH .U

et comme d'autre part U.E(V) = U entraine HP .U, E(V) Hp .U, i1 suffit donc

de montrer le résultat pour U ¢ P(MT); et V e P(MT)g.

Par ailleurs U.V = k_) {u}.v d'ol o(U.V) = [_J o({u}.V) et
uel uel

o(U).o(V) = (3?) o({) (V) = k_} (o(u).o(V)).

ueUl

Comme de plus U.E(V) = U, on doit avoir, pour tout u ¢ U, {ul.E(V) # ¢
car sinon u appartiendrait a U mais pas 3 U.E(V) puisque par définition
U.E(V) = {u e U / u.E(V) # ¢},

On est donc ramené a montrer que o(u.V) = o(u).o(V) MT; tel que
u.E(V) # 0 (et donc u.E(V) = u).

B ' Montrons d'abord que o(u.V) c o(u).o(V). Par définition

o(i
PERERE) At / v € HP ).V} et

o(u.v) = K{(i) oMoy ouuv>) = kje(i) o(1).<0(v,), .. 0w ).
.V

v.ell v ‘ v.ell
i~p i

U,V = 0,0.V = {U.<v

o(i)

Or c(vi) c o(np V) d'on

o(u.vV) c o(&).<o(ng(l)

o (%) . <n®1)
. P

o(k)
V), ...,o(Hp

.o(V),...,Hg(k).o(V)> = 0(3).9.0(V) = 0(3.0).0(V) = o(u).o(V).

N)Y> =

C Montrons ensuite que o(u).o(V) ¢ o(u.V).

Soit w € g(u).o(V) = c(%).@.o(V) = c(ﬁ).o(e.v) 3

il existe donc t.0 e c(a), Vyseee,V avec V. € Hg(l) 0(0.V) tels que

n . . . . a
w = t.<v ,vm>. De plus, comme ¢ est une l-substitution linéaire, 0 est

IERRE

une injection de Gﬁ.
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Par définition de E(V), on a bien 0.E(V) = E(6.V) d'ol, comme u.E(V)

%.0.E(V) = u.E(0.V), aucune

n'est pas vide par hypothése, et que u.E(V) =
des composantes de 0.V n'est vide. On choisit alors pour chaque j e [kl

un élément Gj dans o(Hi.O.V) qui n'est pas vide non plus.

On pose ensuite pour i ¢ [k] , en utilisant le fait que 0 est une

injection.

S vy si j est 1l'unique &lément de [m] tel que 0(j) = i

v! =
i 2 - .
w, sinon

On en déduit que %.6.<vi,...,vi> = %.<vl seeesV! > = %.<Vl,...,vm> = w.
o(1) 0(m)
Remarquons ensuite que vy € Hi(j) 0(6.V), d'ou si vi = vy 0(3) = i et
done vi € H; o(0.V) = o(Hg(l).V). On a donc pour tout i < k, vi ec(Hi(l).V).

I1 existe donc, pour tout i < k, vg € ni(l).v tel que vi € c(vg). On a donc

N N .
W = t.e.<vi,...,v'> € o(u).<o(v1),...,o(vﬁ)> et comme ¢ est un morphisme

k
0(3).<o(v"),-..,o(v")> = c(a.<v",...,v">). Comme par ailleurs v! € He(l).V,
1 k k i k

ﬁ.<v",...,v"> € u.V d'ol o(u.<v" eee,y,v!™>) € g(u.V) d'ol w € o(u.V).
1 k 1° k

cqfd.

Remarque : Les hypothéses posées dans 1'énoncé du lemme 3.15 ne sont pas
utilisées dans la partie B de la démonstration. On a donc, pour toute
l-substitution o, o(U.V) ¢ o(U).oc(V). Mais ces hypothéses sont indispensables
pour la partie C de la démonstration : l'exemple 1.12 fournit un l-morphisme
linéaire ¢ (cas particulier de l-substitution linéaire), un élément u et une
partie W tels que u.E(<W,@>) = @ et ¢(u).¢(<W,8>) # ¢(u.<W,@>). De la méme

fagon l'exemple 1.13 montre que 1l'hypothése de linéarité est indispensable.

On dira qu'une l-substitution ¢ de MT dans P(M'T) est rationnelle

si pour tout u € MTg, o(u) est une partie rationnelle de P(M'T)g.
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Proposition 3.16 Une 71-substitution o de T(Z) dans P(MT) est
hationnelle 884 ¥ £ ¢ T o(f) est une partie rationnelle.

Démonstration : La condition nécessaire est immédiate puisque I est une

partie de T(I). La condition suffisante provient de ce que tout élément
z . ’\‘
u de T(I) s'écrit 3.0 3y on a donc o(u) = 0(3).0(9) = c(ﬁ).@ et que u se

décompose de fagon unique en produit tensoriel et produit de composition.

cgfd.

Proposition 3.17 Sodlent o une 1-substitution rationnelle Lindairne
de MT dans P(M'T) et U une partie rationnelle de P(MT)p Alons o(U) est
une partie rationnelle de P(M'T)p

Démonstration : On va démontrer par récurrence sur la formation des parties

ratlonnelles que si U est une partie rationnelle de P(MT)p, alors, quelle
que soit la sous-identité E de P(MT)q, o0(U.E) est une partle rationnelle.

La proposition sera obtenue en posant E = qu.

a) Soit U un polyndme de P(MT)g. U' = U.E est encore un polyndme et

donc T .U' est fini pour tout i < p, d'oy V., = o(ni.ur) = o(u)
P 1 p i
uell . U!
p
est une partie rationnelle. D'ou V = (Vl 8 ... 8V ).<qu,...,qu> est
. iy _ - -
encore rationnelle. Or HP.V = Oq(i—l) e Vi @ 0 q(p- 1)'<Id ,...,qu> = Vi =

o(n;.U') = H;.G(U') d'od V = o(U').

b) Soit U = Ul'U2' On a alors U.E = Ul.UQ.E = Ul.E(UQ.E).Uz.E.
D'aprés 1'hypothése de récurrence, c(Ul.E(UQ.E)) et o(Uz.E) sont rationnelles
et donc aussi o(U,.E(U,.E)).0(U,.E)). Or U;.E(U,.E) = U,.E(U,.E).E(U,.E)

d'od d'aprés le lemme 3.15,

o(U.E) = g(Ul.E(Ul.E).UQ.E) = 0(U,.E(U;.E)).0(U,.E) qui est rationnelle.
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. _ P p' R
c) Si U = Ul ® U, avec Ul € P(MT)q et U, e P(MT)q, et si

qtq’ 'har]
E ¢ P(MT)q+q,, alors E s'écrit E; 5 1

q' - -
€ P(MT)q,. On a alors U.E = (Ul ® U2).(El ® E2) = (Ul'El) ® (U2.E2).

2 E, avec E, ¢ P(MT)g et

Ey

D'aprés 1'hypothése de récurrence, c(Ul.El) et 0(U2.E) sont rationnelles,

donc aussi o(Ul.El) 8 o(U2.E2). Or c(Ul.El) @ o(U2.E2) = o(Ul.E1 ] U2 E2) 5

en effet it (o(U,.E;) 8 o(U,.E 2)) = (H;.O(Ul.El)) ® Oq, =

ptp'’
o(u)] 80 Q' - o(u) @ Oq' =
ueH U E ueH

1
\\F’) o(u') = p+p,.c(Ul.El ) U2.E2).

u er+ 1+(U].E; 8 U,.E,)

0(U.E) est donc bien rationnelle.

d) Si U= V* avec V « P(MT)g. Alors U.E = (Id_ + vyt

Posons W = IdP + V et considérons la suite de sous-identités

™
"

E(W.E)

-

- n
En+l E(W.En) = E(W .E).

On a alors pour tout n 2 1, Wn+l.E = W.En.wn.E et en vertu du lemme 3.11,

n+1l

puisque E-E =E, o(W ~.E) = o(w.En).c(wn.E). On en déduit par récurrence

que,pour n = 1, o(W.E) = c(W.En_l).o(W.E ) ... o(W.EO) qu'on écrira

n-2
n

I o(W.En_i).

i=1

D'autre part, la suite En est croissante ; en effet

n+l

En+l = E((Idp + V)’En) = E(En + V.En) = En + E(V.En). On a donc En c E

De plus cette suite est majorée par Ip. Elle est donc constante 3 partir

d'un certain rang n,. On pose alors F = En et on obtient
0
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n0+q

0
- q
o(W .E) = o(W.F)*. igl o(W.En -i)°

0
a3 +
On en déduit que, comme V*.E = W .E =
(-]

J W.E, o(V*E) = o( ] W.E)

n=1 n=1

( ] WHiE= ) o(W'.E) =
n=1 n=1

nO q ® no

T o(W.E .) + cW.F)3. T o(W.E_ ) (x).
qgl i=1 -t qzl i=1 Bo~t

n n
Posons S = no o(W.En -i) = o(W O.E) et montrons que pour tout q 2 1

i=1 0

o(w.r)%.s = o(1d, + v.F)3.5. En effet, pour q = 1,
n
o(1d_ + V.F).S = (14, + o(V.F)).§ = § + o(V.F).S. Or comme § = o(w °.E)

n
et que F = Bn = E(W O.E), d'aprés le lemme 3.15,
° "0 "0 "o "o
c(IdP + V.F).S = o(W ".E) + o(V.W .E) = o(W ".E + V.W ".E) =
no+l
o(w .E) = o(W.F).S.

Pour q + 1, o(Id_ + VE)3* s = o(1d_ + VF).o(1d_ + vP)L.s =
P nytq

o(Id + VF). o(wr)d.s = o(Id, + WF). o(W = .E) =
ntq nytq n tq

o(w .E) + o(VF). o(W .E) et comme F = E(W .E) ceci est égal a
n_+q n_ +q n_ +q+l

o E+v.w© E)=ow % .E) = o(w.r)3 s,

L'égalité (*) devient donc

. Ty g » q %o

o(V'.E) = ] 1 o(W.E_,)+ ] o(Id+V.F)*. T o(W.E _.)
Q=1 i=1 1 q=1 p i=1 0

«©

et come J o(Id_+ vV.P)d.s = (] o(1d_+ v.P).s = o(1d_ + V.F)'.s
c1 P 1 P P

n n

0 g 0
on obtient o(V*.E) = | 1 o(W.E__.) + o(Id +V.F)". T o(W.E  _;).(xx).
Q=1 i=1 4 P i=1 0

Or d'aprés 1'hypothése de récurrence, quelle que soit la sous-identité Er’
c(V.Er) est une partie rationnelle, et donc aussi Er+°(V'Er) = o(Er+V.Er) =

o(W.Er). Compte tenu de 1'égalité (xx) il suffit pour que o(V*.E) soit
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rationnelle, que c(Idp + V.P)? soit rationnelle.

Or o(Idp + V.F) = Idp + o(V.F) d'ol o(Idp +v.0)t = (IdP + o(v.ENT =
o(V.F)* ; or d'aprés 1l'hypothése de récurrence o(V.F) est rationnelle, donc

aussi o(V.F)*.

cqfd.

Tout l-morphisme linéaire étant un cas particulier de l-substitution
linéaire finie et donc de l-substitution rationnelle linéaire, on obtient

immédiatement le corollaire suivant :

Conoflaire 3.18 S{ U est une partie rationnelle de p(MT)g et ¢
un I-monphisme Lineaine de MT dans P(M'T), ¢(U) est une partie rationnelle
de P(M'T)g.

Cette propriété n'est plus vraie si on considére des k-morphismes

linéaires ainsi qu'on le verra ci-dessous.

Exemple 3,19 Soit 1'alphabet I = {c,c,b,a} avec d(a) = 0, d(c) = d(b) = 1,

d(c) = 2 ; et soit le 2-morphisme linéaire de T(I) dans lui-méme défini par

¢(c) = <2;E(x1,x2),a>
¢(b) = <2;b(xl),b(x2)>.
On pose U = {<l3c(x)>}
et vV =

{<1;b(xl)>}-

I1 est facile de voir que
U.V* = {<l30(b"(x;)) / n 2 0}

et donc que $(U.V*) = {<2;0(b"(x,),b"(x,)),a> / n = 0}.
1 2

Nous avons wu (exemple 2.20) que cette partie n'était pas reconnaissable.
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Nous serons bientdt en mesure de démontrer rigoureusement que cette
partie n'est pas rationnelle lorsque nous aurons démontré 1l'équivalence

des parties rationnelles et reconnaissables.

Nous rencontrerons encore par la suite le fait que les k-morphismes
linéaires ont beaucoup moins de "bonnes'" propriétés que les l-morphismes

linéaires. Les résultats figurant dans [D] explicitent ce phénoméne.

Les l-morphismes de la forme ¢T étant des cas particuliers de
l-morphismes linéaires, il découle des propositions 3.14% et 3.17 le

résultat suivant

Théoneme 3.20 Une partie U de P(MT)El est nationnelle 884 AL
existe un alphabet gradué §ini T, un 1-morphisme ¢ de T(z) dans M et une
muaaawmdavdemum%zMAweu=wwx

Une application importante de ce théoréme est qu'elle permet d'établir
un lien entre les bimorphismes et les parties rationnelles d'un produit de

magmoide (cf. [D]).

Soient en effet trois alphabets gradués I,A,T', un l-morphisme ¢ de
T(Z) dans T(A), un l-morphisme y de T(I) dans T(I') et une partie rationnelle
U de T(Z)é. Considérons la relation R = {(¢(t),y(t)) / t ¢ U} de
TQ?; x T(F)é. On peut ne considérer que les restrictions de ¢ et ¢ & %(Z)
ce qui induit un l-morphisme ¢ x Y de %(Z) dans le magmolide décomposable
(T(A)xT(T))Det un l-morphisme (¢ x Y)T de T(Z) dans (T(A) x T(T'))DT. On a
alors pour t ¢ T(D)g = ME)Z, (x9)IT(t) = pxy(t) =
(6(£),¥(£)) e (T(A) x T(TIIDE = (T(a) x T(r))} et done (¢xy)T(U) = R.

Réciproquement si R est une partie rationnelle de
(TCA) x T(P))DTé = T(A)é><T(F)é il existe un l-morphisme ¢ de ¥(z) dans
T(A) x T(T')D et une partie rationnelle U de %(Z)é tels que R = ¢T(U). Les
projections canoniques p, et P, de T(A) x T(I') dans T(A) et T(T) induisent
des l-morphismes pi et pé de T(A) x T(T)DT dans T(A) et T(T) et il est
facile de voir que R = {(pi(¢T(t)), pé(¢T(t))) / t e U}l.
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3, RATIONALITE ET RECONNAISSABILITE

Ce paragraphe est consacré 3 la comparaison des notions de rationalité
et de reconnaissabilité pour les parties d'un magmoide projetable libre
finiment engendré et 3 un corollaire important qui est que la famille des
parties rationnelles est fermée par intersection avec une partie reconnais-
sable. Remarquons tout d'abord que les parties rationnelles sont des éléments
de P(MT)E et donc de [P(MTi)]P et que les parties reconnaissables sont dans
P(MTE). Comme tout élément de [P(MTé)]p peut &tre considéré comme un élément
de P(MTg), il n'est pas impossible qu'une partie rationnelle soit reconnais-
sable ; il n'en est pas de méme dans l'autre sens : pour qu'une partie
reconnaissable de P(MTS) puisse &tre rationnelle, il faudra nécessairement
que p = 1. La méme condition sera nécessaire quand on étudiera 1'intersection

d'une partie rationnelle et d'une partie reconnaissable.

Proposition 3.21 Soit T un alphabet gradu? f§ini et solent p et q
deux entiens. Alons toute partie rationnelle de P(T(Z))E’1 est neconnaissable.

Démonstration :

a) Montrons d'abord que tout polyndme est reconnaissable.

Soit U = <U1""’Up> un polyndme de P(T(Z))g- Chaque U; est donc une partie
finie de T(Z);. Comme U =

1 1 1 1 1
<U1,T(Z)q,'°”T(z)q> n <T(Z)q, UQ,.'.’ T(E)q> N oo n <T(Z)q, o0y Up>

et que 1'intersection de parties reconnaissables est encore reconnaissable ;

il suffit de montrer que chaque <T(Z);,...,Ui,...,T(Z)l> est reconnaissable.
Et comme <T(Z)l,...,U.,...,T(Z)l> = z <T(Z)l,...,{u},...,T(Z)l> et que
q * q ueU. 4 q
i

1'union de parties reconnaissables est encore reconnaissable, il suffit donc

de montrer que <T(Z);,...,{u},...,T(Z);> est reconnaissable.
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Soit donc U € T(Z)g, ip<petuce T(Z); tel que
i S {u} si i = i,
n—-.u-= 1
P 2 T(Z)q sinon.

Soit n le nombre de symboles de I figurant dans u (i.e. n = taille (u)).

Soit En l1'ensemble (fini) des éléments de T(Z); de taille inférieure ou égale

~

. L] . V4 4 l
an. Erl contient donc en particulier u et les éléements Hq = <q;xi>.
Considérons maintenant 1'ensemble d'états E = {e | v e E tule } ouwest
un élément de T(Z); n'appartenant pas a E - On définit alors un l-morphisme

¢ de T(X) dans le magmolde fonctionnel F(E) par : si f e I,

5 si f<v_ ,...,v

1 > € En

_ S ef.<v k

$(£)(e ,..he ) = 122 Vk

1 k 8 e sinon.
w

.z P 1
On montre alors aisément par récurrence que pour u € T(Z)k

1 u.< .o > E
s1 u vl, ’Vk € b,

e
S u.<y SV >

¢(u)(ev yeees€ ) = k

l,..l
1 Yk 2 e, sinon.

On considére alors l'automate <E,$,s,S> avec

s(p,q) = (e ,,...,e ) et
mt n¢
q q

S(p,q) = EX E ... X {eu} X ... % E.

On a alors pour V ¢ T(Z);, ¢(v) s(p,q) =ussiv=u

i
d'ou ¢(v) s(p,q) € S(p,q) ssi Hpo.v = u et donc la partie reconnue par

cet automate est bien U.

b) On montre ensuite que si U ¢ P(T(Z))g et V e P(T(Z))g sont deux
parties reconnaissables, alors U.V est reconnaissable. En effet, soient

<Q,¢,s,5> et <Q',¢',s',S'> les deux automates reconnaissant U et V. Comme

Ue [P(T(Z));]P on doit nécessairement avoir S(p,q) = A; X A, X ... X Ap 5

de méme S'(q,r) = By X By x ... % Bq.
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On définit alors le morphisme y de T(Z) dans F(P(Q u Q')) pour

f e Iy, El,...,Ek c Qu Q' fixés, on pose

E| = {¢'(f)(el,...,ek) /Vis<k, e €E n Q'},
E2 = {$ (£)(ej,eerse)) /¥ i<k, e, eE nQl,
E, = {Hi.s(p,q) /3isq:E 0B 78

et on pose Y(£)(E ,...,E ) = El U EQ u E3.

Intuitivement, la signification de E3 est la suivante : si ¢ (et donc ¢)
permet d'obtenir un état terminal de B;, on considére que P permet d'obtenir

aussi 1'état initial correspondant de s(p,q).
On pose alors s(p,r) = (El,...,ﬁr) avec

E, = {H;.s'(q,r)} U {H%.s(p,q) /33 <q: H;.s'(q,r) € Bi}'

.8me e el - .éme e es
i®™ gtat initial de s est le i état initial de s'

Autrement dit le
auquel on a ajouté les états initiaux correspondants de s si cet état

est aussi terminal.
On pose aussi S(p,r) = El x E2 P Ep avec E € Ei ssi E n Ai 7 0.

Ceci définit donc ainsi un automate dont nous affirmons qu'il
Yeconnait U.V. Pour obtenir ce résultat, il suffit de montrer que

i - 1 -
HP.U.V = {w e T(Z)r / y(w).s(p,r) € Ei}'

. i . . v i 0(1) o(m)
Or siwe HP.U.V, il existe u.0 € HP.U, vy qu .V,...,vm € Hq .V

tels que w = Y.<v -»V >+ On a alors Y(w) = w(g).<w(vl),...,w(vm)>-

100
0(3) PP
Comme v:.| € Hq v, ¢'(vj).s'(q,r) € BO(j) et donc, par définition
w(vj) s(p,r) contient HZ(]).s(p,q) d'ol ¢(w) contient
¢(3).<n2(1).s(p,q),...,ng("‘).s(p,q» = $(1).0.5(p,q) = ¥(U.0).58(p,q)

qui appartient a A, d'old yw(w) s(p,r) € E,.
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Réciproquement, si y(w) s(p,r) e E;, par définition de ¢, w peut

s'écrire U,<v .,V,.> tels que w(vi).g(p,r) contient un état terminal de

1009V
Q'. (En effet d'aprés la construction de y pour faire apparaltre des états
de Q dans y(v)s(p,r), il faut avoir fait apparaitre précédemment des états
terminaux de Q'). Il existe donc une application 0 telle que

e(i)

o(i Hq .V ;3 et donc que

W e 4.0.V. I1 suffit alors de montrer que 3.0 € H;.U, ce qu'on déduit de

w(vi)g(p,r) n B ) # # ; on en déduit que v; €

la construction de ¢ et en particulier de Es et EQ.

¢) Soit maintenant une partie U reconnaissable de P(T(Z))g et soit
<Q,¢,s,S> 1l'automate qui reconnait U. Comme précédemment
S(p,p) = Al x A2 X e. X Ap' On définit alors le morphisme ¢y de T(Z) dans

F(P(Q)) par : pour f € DA inclus dans Q,

1°°
{¢(f)(el,...,ek) / ¥ic<k, e; € Ei}

on pose E

1
E, = {I0.s(p,p) /3§ <pEnay#al
et Y(£)(Ej,...,E) = El u i2.

On pose ensuite s(p,p) = s(p,p) et S(p,p) = Ef % «oo X Eb

avec E, = {EcQ/En Ay 7 0}

On montre alors de la méme manidre que ci-dessus que U* est bien

reconnu par 1'autoroute <P(Q),¥,s,S>.

d) Soient enfin U e P(T(Z))g et V ¢ P(T(Z))g: reconnues respectivement
par les automates <Q,¢,s,S> et <Q',4',s',S'>. On peut supposer que les
ensembles Q et Q' sont disjoints. On considére alors un symbole e n'appartenant
pas 4 Q u Q' et on définit le l-morphisme ¢ de T(I) dans
F(Q u Q' u {e}) par
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¢(f)(el,...,ek) si¥ic<k e eQ
W(f)(el,...,ek) = ¢'(f)(el,...,ek) si¥i<k e eqQ

e sinon

On pose alors s(p+p',q+q') = s(p,q) % s'(p',q")

S(p+p',qtq') = S(p,q) * $'(p",q").
I1 est immédiat que la partie reconnue par cet automate est bien U 8 V.

On déduit immédiatement des quatre points précédents que toute partie

rationnelle de P(T(I)) est reconnaissable.

cgfd.

Montrons maintenant la réciproque - dans le cas ou p=1 pour les

raisons explicitées au début de ce paragraphe.

Proposition 3.22 Sodient © un alphabet gradué fini, p un entier
et U une partie de T(Z)Il). S{ U est neconnaissable alons U est rationnelle.

Démonstration : Soit <Q,¢,s,S> l'automate reconnaissant U. Supposons que

Q ait k é&léments noté L TERERPNR On construit alors V ¢ P(T(Z))t de la
fagon suivante : pour 1 < k,

. m m
Iy = (f<m S, L% / F e 1, AF) = q, $(£)(e e ) =e;}
k. . k’...,k LY q, ml’.l.’mq i.

I1 est clair que V est un polyndme. On montre alors aisément par
2 . 7z Pl 1 .
récurrence sur la taille des éléments de T(Z)n que pour i < k,

. m m
1 N 1 N 1 "

Hk.V* = {u.<nk ,...,Hkq> / ue %(E)q, ¢(u)(eml,...,emq) = ei}.

On pose alors V' = {Hi / e; € S(1,p)} € P(T(Z))i et

K . .
W= <W W> € P(T(Z))p avec W, = {H; / H%.s(l,p) = ei}.

JERERTLY
On a d'abord, pour i < k
i ox

Hk.V

I
o
—t

W={uce T(Z); / ¢(u) s(1,p) =
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En effet v « n;.v*.w

ssi il existe a,ml,...,m R l,...,Wq tels que
N : mj
¢(u)(eml,...,em ) = e; et Vj<gq Wj € T~ .Wet
q
N
VT USHy,eee W >

q

. . . v . .
ssl1 11 existe UsMysesesm ,jl,...,]q tels que

q 3
¢(3)(e ,eees€ ) = e, et ¥ £<q Hjt.s(l,p) = e et
ml mq 1 P mz
] J
N 1 q
= W<, ...,
v o= u<d p

ssi il existe E,jl,...,jq tels que

3 3
1 1
v = ’1\.{.<Hp ,...,Hq > et ¢(v).s(1,p) = e,
On a ensuite V'.V*.W = \\_,) H;.V*.W = k\_/) H;.V*.W =
MeeV i/e;es(1,p)
\\_/) {u / ¢(u) s(1,p) = ei}.
eieS(l,p)

On a donc bien U = V' .V*.W. La partie U est donc bien rationnelle.

cqfd.

Pour simplifier 1'écriture nous appellerons ensemble rationnel de
MT toute partie rationnelle appartenant & P(MT)l. Toute composante U; d'une

~

partie rationnelle U = <U ..,UP> appartenant a P(MT)g est donc un

1°° .
ensemble rationnel puisque Ui € P(MT); et que Ui = H;.U est rationnel.

De m@me on appellera ensemble reconnaissable toute partie reconnaissable
. l . . 2 P4
incluse dans MTP. La notion d'ensemble reconnaissable est donc une généra-

lisation de la notion classique de foré&t reconnaissable.

Avec ces définitions la proposition 3.22 s'énonce
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Proposition 3.22 bis Tout ensemble neconnaissable d'un magmoide
Libre finiment engendné est nationnel.

Cornollairne 3.23 Soit © un alphabet gradul 44ini. SL une partie

neconnaissable U de T(z)g peut s'identifien & un &Lément U' de P(T(Z))g

{Loe. U=U, x U, x ... x U_ et U' =<U

. .
1 9 b 1,...,Up>) alons U' esd nationnelle.

Démonstration : Si U = Ul % U2 X eee X Up, ol Ui c T(E); est reconnaissable,

chacun des Ui est reconnaissable, donc rationnel, ainsi que

<Ul,U2,...,Up> =U; 80U, 8 ... 80U . <qu,...,qu>.
cgfd.
Des propositions 3.21 et 3,22 on tire immédiatement.
Theondme 3.24 Les famifles d'ensembles reconnaissables et

d'ensembles nationnels d'un magmoide projetable Libre finiment engendrl
sont Les memes.

Ce théoréme s'étend aisément aux parties de la forme Uy x Uy x ... xU

ainsi qu'il a été fait dans le corollaire 3.23.

Ce dernier théoréme, ainsi que le théoréme 3.20 permettent de montrer
que la famille des ensembles rationnels est fermée par intersection avec un

ensemble reconnaissable.

Théoneme 3.25 Sodent p un entler et MT un magmoide & torsion.
S4 U est une partie rationnelle de MTI% et K une partie neconnaissable de

MT;, alors U n K est une partie rationnelle de MT;.
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Démonstration : D'aprds le théoréme 3.20, il existe un alphabet gradué I,

une partie rationnelle V de T(z); et un l-morphisme ¢ de ¥(r) dans M tels
$T(V) = U. D'aprés le théoréme 3.24, U est aussi reconnaissable ; d'apres
la proposition 2.16, ¢T‘1(K) est une partie reconnaissable, ainsi que

Von ¢T_1(K). Mais d'aprés le théoréme 3.24 cette partie est rationnelle,
ainsi que ¢T(V n ¢T—1(K)) d'aprés le théoréme 3.20. Or ¢T(V n ¢T_1(K)) =
¢T(V) n K = U n K d'ol le résultat.

cgfd.

Enfin on déduit immédiatement du théoréme 3.24 et du corollaire 3.18

le résultat suivant

Proposition 3.26 S{ I et A sont deux alphabets graduls 4inis,
¢ un T-monphisme Lindaine de T(r) dans T(A) et U une partie reconnaissable
de T(z)(ll, $(U) est une partie reconnaissable de T(A)cll-

Remarque : L'exemple 3.19 montre que cette propriété n'est plus vraie
pour les k-morphismes linéaires avec k > 1. Par contre elle est encore
vraie si U est inclus dans T(Z)g avec p > 1. On pourrait le démontrer en
raisonnant sur les automates au moyen des méthodes utilisées dans les
démonstrations du lemme 3.15 et de la proposition 3.17 : comme pour ces
démonstrations, la seule précaution & prendre et de s'assurer qu'une
torsion injective non surjective n'élimine pas des "variables" auxquelles
on ne pouvait rien "greffer" (cf. exemple 1.12). N'ayant pas besoin de ce
résultat par la suite nous laissons au lecteur le plaisir de faire cette

démonstration.
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CHAPITRE 1V

GENERALITES SUR LES  SYSTEMES

D'EQUATIONS DANS LE  MAGMOTDE

De méme que les langages engendrés par des grammaires "context-free"
sont des composantes de la solution d'un systéme d'équations algébriques
dans un monoide libre, Boudol [29] a montré que les "foréts" engendrées
par des grammaires d'arbres '"context-free' au moyen de dérivations
descendantes sont les composantes de systémes d'équations sur un magma
libre auquel on a ajouté l'opération de greffe. Il est clair que de tels
systémes d'équations peuvent &tre facilement écrits comme systémes
d'équations dans le magmoide. C'est cette notion que nous allons définir
dans ce chapitre. Nous y définirons également leurs solutions et nous
donnerons quelques propriétés trés générales de ces systémes et de leur

solution, qui seront étudiées plus en détail dans les chapitres suivants.

1. DEFINITION DES SYSTEMES ALGEBRIQUES

(1)

Soit M un magmoide décomposable et soit V un alphabet gradué fini
dont les éléments seront appelés Symboles non-terminaux (le terme '"variable"
étant déja utilisé). On appelle systéme d'équations algébriques sur M et V,

(2)

ou plus briévement Systéme algébrique la donnée d'un ensemble d'équations

S={X =Ry | X eV}

(1) En particulier, M peut &tre un magmoide libre finiment engendré, mais
on utilisera aussi au chapitre VII le magmoide décomposable k dil T(:) D.

(2) On pourra omettre de préciser M et V lorsqu'ils seront déterminés par
le contexte.
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. 1
ol pour chaque X appartenant a V, Ry est une partie de Mo ¥(V))Td(x)

- donc un élément de P(M @ %(V)T)é(x).

On remarquera que si M = T(x) alors M & ¥(v) = T(Z u V) et donc
(M ® ¥(V))T = T(Z u V). On retrouve donc bien la définition classique
(cf, Boudol [29] par exemple).
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2. UNE CONSTRUCTION PRELIMINAIRE

Considérons 1l'ensemble, noté E(S), des applications de V dans P(MT)
qui respectent la fibration, i.e. si E € E(S), alors ¥ X € V,
E(X) € P(MT)é(X). Si E e E(S) on écrira parfois Ey au lieu de E(X).

On définit sur E(S) une relation d'ordre par E < E' ssi ¥ X ¢ V,
Ey Ey. I1 est clair que muni de cette relation d'ordre E(S) est un

treillis complet.

Comme il est possible d'identifier P(MT); et P(MT)Dé pour tout entier
q (cf. [AD] chapitre IV), tout élément E de E(S) détermine de fagon unique
un l-morphisme de T(V) dans 1le magmoide décomposable P(MT)D qui sera noté E.

1

p
associe {m} € P(MT); = P(MT)D;. Comme M est décomposable - il a la propriété

Considérons maintenant l'application i qui 3 tout élément m de M

de décomposition unique en produit tensoriel - i détermine un unique

1-morphisme Y de M dans P(MT)D (cf. [AD] chapitre IV).

G0N
UiiE

D'aprés la définition de la somme directe, il existe un unique l-morphisme™~

noté ¥ & ¥ de M ® ¥(V) dans P(MT)D qui coincide avec Y sur M et avec ¥ sur

T(V). 11 existe aussi (cf. [AD] chapitre IV) un unique 1- morphisme noté op

de (M ® %(V))T dans P(MT) qu1 001nc1de avec ¥ @ ¥ sur M ® %(V) compte tenu

de 1'identité entre P(MT) et P(MT)DP. En particulier sur &‘(V)l cM® %(V)

O coincide avec I @ ¥ donc avec F et pour X € V on a bien ¢ (X) = Ey. De méme

sur M;, O coincide avec i, et donc sur MT c M & %(V), g c01nc1de avec

l'inclusion canonique de MT dans P(MT). De plus comme oF

est un l-morphisme

dont le codomaine est P(MT), c'est une l-substitution.

Dans le cas particulier ol M %(X), ona (z) & ¥v) = ¥(z v V) et
(FeTvyr= Tz v V). Or, par définition o
T(z uV) dans P(T(I)) tel que

p est 1l'unique l-morphisme de

a) sur T(I) op coincide avec 1'inclusion canonique de T(Z) dans
P(T(z))

b) ¥ X eV, op(X) = Ey. On en déduit que op est la l-substitution

de T(Z v V) dans P(T(Z)) définie par
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1

{f} € P(T(Z))d(f)

si felZ, OB(f)

1

X

si XelV, oE(X)

Exemple 4.1 Soit V = {X,Y} avec d(X) = 2, d(Y) = 1 et soit
£ = {a,b,c,f,g} avec d(a) = d(b) = d(c) = 1, d(f) = 1, d(g) = 2.

Soient Ey {<2;f(xl)>, <2;g(x2,x2)>}

Ey

{<lia(x;)> 5 <13b(x,)>}
et soit u = <4;X(Y(X2) 5 C(XS))>'

Alors u peut s'écrire aussi X.(Y 8 c).<4;x2,x3>
et OE(u) = EX.(EY 8 c).<4;x2,x3> =

<2;f(xl)>(EY ® c).<4;x2,x > + <2;g(x2,x2)> (EY ® c).<4;x2,x3> =

3
{<4;f(a(x2))>, <L+;f(b(x2))>, <43g(c(xy) ,C(xa))>-

La construction que nous avons faite dans le cas général n'est donc
en fait rien d'autre que 1l'extension "homomorphe'" de 1l'application E de V
dans P(MT) & (M @ T(V))T. Il est donc naturel que 1l'ordre défini sur les

é1éments de E(S) induise un ordre sur les substitutions associées.

Proposition 4.2 Soient S un systéme algébrique swrt M et V, E el
E' deux &fements de E(S). S{ E < E' alons ¥ u e (M & T(V))T, o (u) cE.(u)-

” - - ’\’ ” ” ” .
Démonstration : Soit u € (M & T(V))T. Cet élément s'écrit 3.0 avec veM ®T(V).

D'aprés la définition de la somme directe, il s'obtient donc & partir de
M; et de V par un nombre fini de produits de composition et de produits
tensoriels. On peut alors démontrer par récurrence, compte tenu de la
croissance des produits du magmoide P(MT) par rapport d leurs deux argu-

ments que oB(g) = GE,(S) et donc

op(u) = o (1).0 € op, (W).0 = o, (u).
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Lorme 4.3 Sodlent S un systeme algébrique sur M et Vv,
zunathuEw)auunaMmtame%wm;Pwn@@é%mmv
de op(u), £€ existe une partie finie E' de E telle que v ope ().

Démonstration : On démontre cette proposition par récurrence sur la

construction de u.

a) Siu = H;, alors pour toute partie finie E' de E on a

i, _ iy _ i
op(I) = op, () = 1.

. 1
b) Si u = m.<u >u > avec m € M, GE(u) = m.<oE(ul),...,0E(uk)>

100"

et si v € UE(u), i1 existe v, « oE(ul),...,vk € cE(uk) tels que

VE Me<Vyse.., v o, D'aprés 1'hypothése de récurrence, il existe pour

chaque i < k une partie finie Ei de E telle que v, € op (ui) et en posant
i

E' = L~J E., Vi € oE,(ui) d'od v € o,(u).

1
i=1, 7.,k E

c) Siu = X.<uy,-..5uy > avec X € Vi et si v e oE(u), il existe

c MTl tel que

n
w.0 ¢ GE(X) = EX "

" "

v € W-O.<0E(u1),...,oE(uk)> = w.<oE(u@(l)),...,ogﬁb(m))>-

Pour les mémes raisons que précédemment il existe une partie finie E' de E
Y n

telle que v ¢ w.<o£(ue(l)),...,oE,(uO(m))> = w.O.<oE,(ul),...,GE,(uk)>.

On définit alors E" par

E! si Y # X
E" = s Y
Yo E} u {w.0} si ¥ = X

On a donc bien E' < E" d'ou UE,(ui) c g (ui) et comme w.0 €Ey = GE"(X),

E"
A OE"(u).

cqfd.




- 101 -

3, SOLUTIONS DES SYSTEMES ALGEBRIQUES

Comme dans le systéme algébrique S = {X = Ry / X eV}, Ry, est une

partie de (M @ ?(V))T, o.. est défini pour tout élément de RX. On peut

E
alors définir la solution de ce systéme comme le plus petit &lément E de

E(S) - pour l'ordre < - qui vérifie :

¥ X%V, Ey = k“) oE(u). (%)
ueRX

Puisque OE(X) = Ey, et en notant, comme il est d'usage, OE(RX) = k_) OE(u),

ueRX

la propriété (*) peut s'éecrire ¥ X ¢ V, UE(X) = oE(RX).

De la méme fagon qu'en théorie des langages, on montre que la solution
d'un systéme algébrique existe et peut &tre obtenue comme limite d'une suite
croissante d'éléments de E(S), grdce au célébre théoréme du plus petit point

fixe de Tarski :

Associons a tout systéme algébrique § = {X = R, | X ¢ V} 1l'application S

de E(S) dans lui-méme définie par :
si E eE(S) alors S(E) est 1'élément de E(S) qui vérifie

¥XeU, 5B, = | op(w.

ueRX E

La propriété (x) est donc équivalente 3 E = g(E). La solution de S est
donc le plus petit élément E de E(S) qui vérifie E = g(E). Or l'application
S est croissante. En effet, si E < E', d'aprés la proposition 4.2,
op(u) < GE,(u) pour tout u, d'ol EE(RX) < oE,(RX) et do?c é(E)X c g(E')X
pour tout X € V, ce qui entraine S(E) < S(E'). De plus S est continue. Soit
en effet une suite croissante {E(1)}, _ d'éléments de E(S) dont la limite

est E. On a d'une part E(l) < E, d'ou E(E(l)) < S(E) et donc U §(E(l)) < 3(E).
i
D'autre part, comme g(E)X = \U) oE(u), siv e g(E)X, il existe u € R, tel que
ueR
vV e OE(U)- D'apreés le lemme 4.3, il existe une partie finie E' de E telle que

X
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(1) telle que E' < E(l) d'ol v € o (G (u) et
p(i)

v € 0_,{(u). I1 existe donc E

E'

donc v ¢ S(E(l))X < | §(E1)X. On en déduit que S(E)y < U g(E(i))X et donc

. i i

3y < U S(B(l)). I1 découle donc du théoréme du plus petit point fixe que
i

la solution de S existe et qu'elle est la limite de la suite croissante

(i) o’ 3 .
{E }iéN définie par
-¥XeV, B;O) = ¢

- U  5g(D)y,
On appellera désormais cette suite, 1'approximation de la solution de 5.

Si E ¢ E(S) est la solution d'un systéme algébrique S sur M et V,
1
d(X

ensemble algébrique. Une partie U de MT; est donc un ensemble algébrique

alors pour tout X ¢ V, EX est une partie de MT ) Que nous appellerons
ssi il existe un alphabet gradué fini V, qui contient un symbole non-
terminal X, de degré p, un systéme algébrique S sur M et V dont la solution

est E tels que U = Ey -
0
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4, MORPHISMES DE SYSTEMES ALGEBRIQUES

Nous allons maintenant définir des systémes algébriques homomorphes
et comparer leurs solutions. Nous montrerons ensuite qu'd un l-morphisme
prés, on peut se contenter d'étudier les systémes algébriques sur un

magmoIide libre finiment engendré,

Soient M et M' deux magmoides décomposables et soit ¢ un l-morphisme
de M dans M'. Soit V un alphabet gradué fini et notons I, le l-morphisme
identité de ¥(V) dans lui-méme. Alors par définition de la somme directe,
il existe un et un seul l-morphisme, noté ¢, tel que le diagramme suivant

commute

M M e ¥V) —— ¥(V)

|
¢ | I

l v

M — M8 YY) —m———— T(v)

S|

Autrement dit ¢ coIncide avec ¢ sur M et est 1l'identité sur %(V).

Dans le cas particulier ou M = %(Z) et M' = %(A), 6 est le l-morphisme
de ¥(z u V) dans T(A u V) défini par :

-sifel $(£) = ¢(£) ¢ T) cFauW
-siXeV $(X) = X e Ve ¥auWv.
Soient maintenant un systéme algébrique S = {X = Ry / X e V} sur M et V,

et un systéme algébrique §' = {X = Rk / X € V} sur M' et V. On dira que S' est

1'image par ¢ de S, ce que 1l'on écrira S' = ¢(S), si ¥ X ¢ V, Ri = 5T(RX)~

Exemgle .4

Soit £ = {f,g,h} avec d(f) = d(g) = d(h) = 2.
Soit A = {b,a} avec d(b) = 2, d(a) = 1.
Soit V = {X} avec 4(X) = 2

et soit le l-morphisme ¢ de Y¥(£) dans Y(a) défini par
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S $(£)
2 o(g)

b.(a ® Idl) = <2;b(a(xl),x2)>

4(h) = b.
Alors le systéme algébrique

X = <2;X(f(xl,xl),f(x2,x2))> + <2;g(x1,xl)> + <2;h(xl,xl)>
a pour image par ¢ le systéme

X = <2;X(b(a(xl),xl),b(a(x2),X2))> + <2;b(xlaxl)>'

I1 est alors naturel que les solutions de tels systémes puissent &tre

mises en relation au moyen du morphisme ¢.

Proposition 4.5 Soient M et M' deux magmoides décomposables, un
1-monphisme de M dans M', V un alphabet gradul fini, S et S' deux sysiemes
algébriques sur nespectivement M et V et M' et V'. Solent E et F Les
solutions de ces deux systemes. SL S' = ¢(5), alors F = ¢T(E) (l).

Démonstration : Comme ¢ est un morphisme de M dans M', ¢T est un morphisme

c MT, 1'égalité F = ¢T(E) a bien

de MT dans M'T ; et comme pour tout X, EX

un sens.,

Posons § = {X = RX / X eV} et §' = {X = R* / X € V} et considérons les
approximations {E(l)}iéN et {F(l)}ieN des solutions E et F de S et S'.
(l) (l))

On va montrer par récurrence sur i que pour tout i, F = ¢T(E

ce qui suffit pour obtenir le résultat cherché.

a) Comme pour tout X € V, E;O) = F;o) = ¢, on a bien
Pio) = ¢T(E§0)) et done F'O = ¢7(£%).

oy T e o o, - —

(1) Cette égalité est une abréviation pour ¥ X ¢ V, Fy = k') ¢T(u).

ueEX
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b) Supposons que F1) = ¢7(E})) et montrons que F(3*1) = gr(e(i*1)),

clest-a-dire, ¥ X ¢ v, FSItD) o gpplitD)y | op plitD) - o . (u) ; et
X X X y (1)
ueR! T
- (i+1) - X (i+1)
comme R! = ¢T(R,), F = o ,..(¢T(u)). D'autre part E =‘ ’ o . (u).
X X X (1) X (1)
ueR F ueR, E
X X
1
I1 suffit donc de montrer que pour tout u € (M & %(V))Td(x),
o . (3T(W) = oT(s .. (u)), sachant que F' 1) = or(e1)).
g(1) p(i)
Pour simplifier les écritures, nous posons E = E(l), F = F(l) et d(X) = p.

I1 faut donc montrer :

(*) si¥XeV, Fy = ¢T(EX) alors ¥Y¥ue (M 8 %(V))T;,

cF(&;T(u)) = ¢T(op(u)).

D'une part ¢T(0E(u)) est égal a P(¢T) o op(u) et nous avons montré
(proposition 1.15) que P(¢T) est un l-morphisme de P(MT) dans P(M'T).
P(¢T) o op et donc une l1-substitution de (M & %(V))T dans P(M'T). De méme

oP(5T(u)) = oF.$T(u) ol © ¢T est une l-substitution de (M @ Fovnr

Fr
dans P(M'T). Il suffit de montrer que ces substitutions sont les mémes,
c'est-d-dire qu'elles colncident sur M; et sur V. Or pour m € M;,

OE(m) = {m} et P(¢T) (m) = {¢(m)} 3 d'autre part oT(m) = ¢(m) et
UF(¢(m)) = {¢(m)}. Pour X € V, OE(X) = Ey et P(¢T)(EX) = Fy 3

¢T(X) = X et op(X) = Fy.
cqfd.

Proposition 4.6 Soit S un systeme algébrique sur M et V.
12 existe un alphabet gradué t 44ini, un 1-moaphisme de T(z) dans M,
et un systdme algébnique S' sun F(r) et V tels que S = ¢(5').
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Démonstration : Soit S = {X = Ry / X € V} un systéme algébrique sur M et V

et soit R = \_) RX' Comme chacun des R, est un ensemble fini et que V est
XeU

un ensemble fini, R est aussi un ensemble fini.

X

Or on a montré au chapitre IV de [AD] que tout magmolide décomposable
L. . - - . ’\‘ ~
était 1'image par un l-morphisme ¢ d'un magmoide libre T(I), ol I est un
alphabet gradué éventuellement infini. On en déduit 1l'existence d'un
1-morphisme ¢ de ¥(z v V) dans M @ ¥(V). Pour chaque élément 3 de M & T(V)
s » . ,o r )Y -, AV
il existe donc au moins un élément v de %(Z U V) tel que ¢(v) = u. Il
existe donc aussi une partie finie Zg de I telle que Ve %(Zg u V). On pose
alors ' = &,} Ly qui est aussi un ensemble fini puisque R est fini. On a

u.0
donc ¥ u.0 €eR, i1 existe voe T v V) tel que ¢($) = U et donc tel que

$T($.O) 4.0. On pose alors Ry = 5T—1(RX) n T(Z' v V). Le systéme algébrique

St o= {X

Re / X ¢ V} est un systéme sur () et V et on a bien S = ¢(5').
En effet on a bien d'une part Ri c 5T_1(RX) d'ou $T(R§) c RX et d'autre part
siu e Rys il existe v € T(L' u V) tel que ¢T(v) = u d'od

v e 5T_l(u) n T(Z' v V) c R§ et donc u € &T(Rk)- Ceci implique que

R, = $T(R;() et donc S = ¢(S').

cgfd.

Des deux propositions précédentes, on déduit que toute solution d'un
systéme algébrique est 1'image homomorphe de la solution d'un systéme

algébrique sur un magmoide libre finiment engendré.

Théoneme 4.7 Soient M un magmoide décomposable et V un alphabet
gradu find. Une application E de V dans P(MT) qui respecte La fibration
est solution d'un systeme algibrique sun M et V 844 i existe un alphabet
gradu? gini T, un 1-monphisme ¢ de Y(z) dans M et un systime algébrique
sun ¥(2) et V dont La solution est F, tels que E = ¢T(F).
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Cette propriété est exactement analogue 3 celle énoncée au théoréme 3.20

pour les parties rationnelles.

Conollaine 4.8 Tout ensemble algibrique est L£'image par un
1-monphisme Lindaire d'un ensemble algebrique d'un magmoide profetable Libnre.
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CHAPITRE V

SYSTEMES D'EQUATIONS

REGULIERS ET  COREGULIERS

Dans ce chapitre nous définissons et étudions trois classes particu-
liéres de systémes algébriques. Nous considérerons en premier lieu, les
systémes réguliers (1). Nous démontrerons que la famille des composantes
de leur solution, appelées ensembles réguliers s'identifie a la famille
des ensembles rationnels. Nous définirons ensuite une autre classe de
systémes algébriques simples, les systémes coréguliers. Nous verrons que
les ensembles coréguliers sont une généralisation des foréts coréguliéres
introduites par Arnold et Dauchet [7], [8] et définies également par
Downey sous le nom d'ensembles ILBT [43] ou EDTOLT [44]. La définition de
ces systémes est en quelle que sorte symétrique de celle des systémes
coréguliers, d'ol leur nom. Nous montrerons de plus au chapitre VIII que
les ensembles coréguliers peuvent &tre définis "3 la Kleene" a condition
de se placer dans un magmolde de parties différent de celul que nous avons

défini au chapitre I ; ils sont donc également 'corationnels".

- - ——— - — -

(1) Bien que ces systémes soient une généralisation des systémes linéaires
d droite de la théorie des langages, nous employons le qualificatif
"régulier" car celui de "linéaire" est déja utilisé pour qualifier
les morphismes.
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1. SysTEMES REGULIERS

Soient V un alphabet gradué fini et M un magmoIide décomposable.
Un systéme algébrique S = {X = RX / X € V} sur M et V est dit régulier

si
- Tous les éléments de V ont le méme degré que nous noterons n

- Pl l
- Pour chaque X € V, tout &€lément u de R, ¢ (M & :}‘(V))Tn

X

: . s gyl
. soit appartient a MTn

. soit est de la forme v.<Xi geeesXs >

1 lp
avec v ¢ M et ¥ j < p, Xi e V.
3
Remarque : Cette définition est cohérente car si u ¢ MT il appartient aussi
3 (Mo TV)T et comme <X; ,...,X; > € T(V) c (M @ T(v))r,
1 P
Ve<X; seeaXg > € (M ® F(v))T.
1 P
Si 8§ ={X = Ry / X € V} est un systéme régulier, alors pour chaque X
5 L . 1
[} = = - .
appartenant a V, RX peut s'écrire SX + TX ou TX = RX n MTn et SX RX TX

Supposons une numérotation arbitraire des éléments de V. V s'écrit
donc {Xl,...,Xm}. On dira alors qu'un systéme régulier
=X =8, + T, | 1 < m} est sous forme canonique, si ¥ i < m tout

€lément de S; est de la forme Vv.<X,...,X >.

1°°

Proposition 5.1 Poun tout systéme rigulien S, LL existe un systéme
négulien canonique S' ayant meme solution.
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Démonstration : Soit S = {Xi =8, + T, | 1 < m} un systéme régulier sur

M et V, dont on peut toujours supposer que les &éléments de V aient été

préalablement ordonnés. On forme alors le systéme régulier canonique

t = - [] [] . ~ .
S {X; = sf +T¢ | 1 < m} ol pour tout i <m
1 -
. Ti = Ti
1 i jp
» 8! o= {u.<Hm S SR 23 STRRRIS St oy u.<Xj ,...,Xj > e S;}
1 p
Le fait que S et S' ont méme solution est immédiat car
3 3
u.<Il l,...,H P, <x yeeesX > et u.<X. ,...,X. > sont deux écritures différentes
m m 1 m J
1 p
du mdme élément de (M & T(V))T.
cqfd.

Soit V un alphabet gradué fini dont on a ordonné les éléments et
soit 5 = {X; = S, + T, | i £m} un systéme régulier. Un &lément E de
E(S) étant une application de V dans P(MT) qui respecte la fibration,
pour tout Xi eV, Ex. € P(MT)i. On peut donc identifier E & 1'élément

i

<E, ,...,E, > de P(Mlﬁg. A cette identification prés on pourra considérer

X X

1 ™
la solution d'un systéme régulier comme un élément de P(MT) ce qui permet

d'énoncer le résultat

Theoneme 5.2 : La solution de tout systeme rnégulier sur M
est une partie nationnelle de P(MT).

Démonstration : Soit § = {Xi = Si + Ti / 1 < m} qu'on peut supposer sous
forme canonique d'aprés la proposition 5.1. Posons pour chaque i <m

= {u e M / u.<X X > e Si} , et comme S. est en ensemble fini,

It 1’
Si est aussi un ensemble fini.

Tout élément de S; appartient donc a MT;. On pose alors

~

S = <§l,...,8m> qui appartient a P(MT)E. On pose de méme T = <Tisees,T >

qui appartient 3 P(MT)$ puisque chacun des Ti appartient a P(MT)i. De plus
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chacun des T; et éi étant des ensembles finis, S et T sont des polyndmes.
S*,T est alors une partie rationnelle de P(MT)Q et nous allons montrer que
c'est la solution de S. D'aprés la proposition 3.11, S*.T est le plus petit

é1ément de P(MT)? qui vérifie

Pour que S*.T soit solution de S, c'est-a-dire le plus petit élément de

P(MT)] qui vérifie

X = é(x)

i1 suffit donc de montrer, compte tenu de 1'identification de E(S) a P(MT)E, )

que, quel que soit U appartenant a P(MT)E

U=T+S.U ssi U-= §(U),
ce qui est équivalent a

5(U) = T + 8.U

Par définition, pour i < m,

g(Ui) = \\_,) cU(u) = L_) oU(u) + k_) cU(u).

ueSi+Ti ueSi ueTi

. 1 N -
Or siueTy, ue MTn et oU(u) = {u} d'ol EZ& OU(u) =T
i

{u.<x

D'autre part S; SERRRES St / u e §i} d'ol

k_) oU(u) = L“L oU(u.<Xl,...,Xm>) = LJL oU(u).<oU(Xl),...,oU(Xm)> =

ueS, ueS. uesS,
i €23 €3

- 1 .
\~l GU(u).<Ul,...,Um> = LJL oU(u).U. De plus comme Si c MTn’ si
ueSi ueSi

u € §i’ oU(u) = u d'ol l ! oU(u).U = k‘l u.U = éi.U. On en déduit que
ueSi ueSi

S(Ui) = T, + S;.U et donc S5(U) = <8(U;),...,8(U )> =
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<Tl + Sl'U""’Tm + Sm.U> =

STy seee,T > 4 <S

1200 esSy
cqfd.
Démontrons maintenant la réciproque de ce théoréme :
Théondme 5.3 : Soit U une partie rationnelle de P(MT)E. ALons

A existe un systeme négulien S = {x; =8, + T, | i <m} et une tornsion
© de 6P tets que 44 E est La sofution de 5, U = 0.E.

H

Démonstration : Nous allons démontrer ce résultat par récurrence sur la

construction des parties rationnelles.

a) S1 U = <Ul,...,Up> est un polyndme, chaque U; est une partie

finie de P(MT)% et U est solution du systéme régulier {Xi = Uy | i < p}.

b) Soient U une partie rationnelle de P(MT)g et U' une partie
rationnelle de P(MT)p:. D'aprés 1'hypothése de récurrence, il existe
deux systémes régulins canoniques {Xi =8, + T, | i < m} et
{x; = S; + T! | i <m'} dont les solutions sont E = S*.T et E' = S'*.T',

deux torsions 0 et O' tels que U = 0.E et U' = Q'.E".

Le systéme régulier 5,
{X; =85, + 7T, 8 Oq' | i < m}, od chaque X; est de degré q + q' est encore
canonique et a pour solution S*.(T ® Oq,). De méme le systéme
= 1 = g1 1 > s qr* '
S, = {X} = s} +‘Oq ® T: | i <m'} a pour solution § .(Oq e T').

Le systéme Sl + S2 a donc pour solution E tel que
. s i = = i=
.siis<p, I_.E=1H_.S*.(T® oq,) = (HP.S*.T) ] oq, =
(S*.T ® S'*.T')

. > el = i_p -y* - i s o 1]
csip<ispp, ILE=1 P8*(0 81 =m (55165 *1).




On en déduit que E = S*.T ® S'*.T' = E ® E' et

U8 U' = (0.E) 8 (0'.E') = (0 8 0').(E® E') = (0 8 0').E.

c¢) Soient U ¢ P(MT)g, U' € P(MT)E, et deux systémes réguliers

iqu i ! = 8! ! i < n} dont les
canoniques {Xi Si_+ Ts | 1< mz et {Xl s} + T} | 1 } don
solutions sont E = S*.T et E' = S'*.T', deux torsions 0 et O' tels que

U=0.EetU' = 0'.E".

On considére le systéme

= - - . r - ' . ' ~ . !
S {Xi Si I i<mlu {Xi Si + Ti l i <m'} ol les Xl et Xl sont
considérés de degré r et ol S; = 8; v {u.O'.<Xi,...,Xé,> / ue Ti}.
Soient W= <wl,...,wm>,
W' = <Wi,...,Wé,>
et W= <My pene Wy WEeea, W2 >

et calculons S(W)

S(W)X = k_) oﬁ(u) + L‘J ow(u.e'.<X',...,X&,>)
i ueS, uel.
i i
=\J o) + U uoerw
ues, ueT,
i i

S..W + T..0'.W'
1 1

et 'g(ﬁ)X! = U cﬁ(u) + U oﬁ(u)

= éi'w' + TS
i ueS! ueT!
1 1
On en déduit que W = S(W) ssi
W=2GS.W+ T.0".W (1)
et W= St.W' o+ T (2)

et donc que la solution de S est le plus petit élément W = <W,W'> qui

vérifie ces deux équations, c'est-a-dire

W' = S'*T' = E' et W = S*.T.0'.W' = E.Q'.E!
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- WoAaray W= E.0".E!
Or W = (Idm 9 Om')iw d'ol (Idm ® om,).w E.0'.E! et

—~
@
o]
o

8
~
=

1]

0.(1d_ @ 0 ,).W=0.E.0".E' = U.U'. I1 s'ensuit que

U.U'" = 0.W od W est la solution d'un systéme régulier.

d) Soient U ¢ P(MT)g, {x; S, + T, | ix m} un systéme régulier

S*.T et 0 tels que U =0.E.

canonique dont la solution est E

On considére le systéme S

by O(i) i . - t 1 <
Xy = m 7 X X >+ n /i<pluix;, =8 +T¢ | i < m}
ou {il,...,ip} est un nouvel ensemble dessymboles de degré p disjoint de
~ P v Py

{Xl,...,Xm} et ol T} = {u.<Xl,...,Xp> / u e Ti}'

Soient alors W= <wl,...,wm>,

W= <ﬁl,...,ﬁp>
et LANEEY PR Wl,. "ﬁb>°

On a é(W'%( = k,) ow,(u) +-k_) ow,(u.<il,...,ip>) =

1 ueS; ueT,
U o+ U uwii=5.w+r1..0
W i 1
uesS, ueT,
i i
= 0(1i) i o(i) i
t Y. - = .
et S(W )Xi = ow,(Hm <Xy, X>) 4 cw,(np) N7 W+ Hp
On en déduit que si W' = S(W') on a
W= S.W+ T.W (1)
W=0.W+Id (2)
p
La solution de S est donc le plus petit élément W' = <W,W> qui vérifie
(1) et (2).
On en déduit que W = S*T.W d'ol W = 0.S*.T.W + Idp
et donc W = (0.S*.T)* = U* d'od U* = W =

1] = 1]
(Om ® Idp).w ol W' est la

solution de S.

cqfd.
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Conollaine 5.4 Pour toute partie rationnefle U de P(MT)‘C’l
AL existe une tornsion 0 et deux polynomes S et T de P(MT) Zels que
U = 9.8*.T.

Théondme 5.5 La famille des ensembles rationnels est
ddentique & La famille des ensembles nZguliens.

Démonstration : Soit M un magmoide décomposable et soit U une partie de

MfP;. Si U est rationnelle, d'aprés le théoréme 5.3, U = OE ou E est la

solution d'un systéme régulier. Comme U € P(MT);, 0 est nécessairement
une projection d'oi U = Hi.B est bien la composante de la solution d'un
systéme régulier, c'est-3-dire un ensemble régulier. Réciproquement, si
U est un ensemble régulier, alors U = H;.E ol E est la solution d'un
systéme régulier ; d'aprés le théoréme 5.2, Ebest rationnel et donc

U = H;.E est un ensemble rationnel.

cgfd.

Conollaine 5.6 Tout ensemble nationnel est de La forme

H;.S*.T oil S et T sont des polyndmes.

Ce résultat est obtenu comme cas particulier du corollaire 5.4.
I1 n'est rien d'autre que la généralisation au cas des magmoides du
résultat bien connu que tout langage rationnel de X* est une composante
d'un vecteur A*B oll A est une matrice carrée et B un vecteur dont les
coefficients sont des parties finies de X*. Nous avons d'ailleurs expliqué
au chapitre I comment une fibre carrée d'un magmolide de parties pouvait

représenter une telle matrice.

Enfin, du théoréme 5.5 et du théoréme 3.24 on déduit immédiatement le

résultat démontré par Brainerd [31] dans le cas 'classique".
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Théondme 5.7 Les familles d'ensemblLes néguliens et nreconnaissables

d'un magmoide projetable Libre finiment engendrni sont Les momes.

Comme cas particulier de ce théoréme, on retrouve le théoréme
d'Eilenberg et Wright [46] montrant 1'identité des parties algébriques et
reconnaissables de la I-algébre libre sans générateurs. En effet cette
I-algébre a pour support T(Z)é sur lequel notre notion de reconnaissabilité
coincide avec la notion classique. D'autre part, il est facile de voir que
la définition qu'Eilenberg et Wright donnent de ce qu'ils appellent
"ensemble algébrique" est, compte-tenu de la différence des formalismes,
celle de la composante de la solution d'un systéme régulier sur () et v

oi V n'a que des symboles O-aires.
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2. SYSTEMES COREGULIERS

Soient V un alphabet gradué fini et M un magmolide décomposable.

Un systéme algébrique S = {X = Ry | X e V} est dit corégulier si

1

ny
c (Mo T(V))Td(x)

VXeV,VueRX

. 1
soit u € MTd(x)

da(x")

- so0it u est de la forme X'.v avec X' € V et v ¢ MTd(X)

On pourra donc écrire R, = S, + T, avec Ty, = Ry n MT

l = -
x - °x T x X a(x) F Sx T By - Tx-

X X

On dira qu'un systéme corégulier S = {X = Ry | X € V} est homogéne

de degré n si tous les &léments de V sont de degré n. La "dualité" annoncée
avec les systémes réguliers consiste en ce que, dans le cas des systémes
réguliers, on dérive par la droite (ou par les feuilles si on interpréte
comme un arbre un &lément d'un magmoide) alors que dans les systéme
coréguliers on dérive par la gauche (ou par la racine). Cette dualité est
d'ailleurs la généralisation de celle qui existe, en théorie des langages,

entre systémes lindaires & droite et a gauche.

Exemple 5.8 Soit ¥ = {b} avec d(b) = 2 ; soit V = {X} avec d(X) = 1.
Alors le systéme {X = X.<1;b(xl,xl)>+<l;b(xl,xl)> est corégulier homogéne ;

sa solution est la limite de la suite

£(0) _ 9

E(Q) = @.<l3;b(x,,x,)> + <l3;b(x,,x,)> = <1l3b(x,,x,)>
. s 1°%9 2 1°71 i 1°71

E(2) -

.<l;b(xl,xl)> + <l;b(xl,xl)> =
<l;b(b(xl,xl),b(xl,xl)> + <l;b(xl,xl)>

(3)

£3) (2

.<l;b(xl,xl)> + <1;b(xl,xl)> =
<13b(b(bxy,x,),b(x; ;%)) ,b(blxy,x,) »b(xy,%)))>

+<l;b(b(x1’xl)’b(xl’xl)) + <l;b(xl,xl)>
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La limite de cette suite croissante est donc l'ensemble des arbres

"équilibrés"
//b
/b\ \ b
b b b \ b
7 "V \
7 A N
\
/ / N
\
4 \
/7
/ \
/b b
X1 ! X1 Xy
1

Proposition 5.9 Quel que s0it Le systeme coriguliern S sun

Vv = {Xl,...,xm} dont La sofution est E = <Ej,...,Ep> AL existe un
systeme condgulien homogine de deghé n = sup {a(xy) | X, e VI sun

V= {X,...,%X_} dont La solution est E' = <El,...,E!> tel que

¥icg 1 = E. .

i sm, B} E; 8 On—d(Xi)
Démonstration : Soit V = {Xl""’xm} ol pour tout i £ m, d(X,) = n, .
Soit n = sup {ni | 1 < m} et soit 1'alphabet gradué v = {ii | Xi e V}
avec d(ii) = n. Soit le systéme corégulier S = {X, = s; + Ty / i< m}

dont la solution est E = <E ..,Em>. On considére le systéme corégulier

1
homogéne de degré n, S' = {Xi =S, + T, | ix m} ol

T,={udo0 | u e Ti}’et

i
S. = {X,.(<v v Hl Hl > 8 0 ) / X..<v v > € 8.}
i j 1*7°°2"'n.% "n,°>" """ n, n-n, 3TNl L i
j i i i j
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Soit alors W = <W,,...,W > appartenant 3 E(S) ; on considére

W= o<W, ® On—nl""’wm 8 On—n; appartenant a E(S'), et on calcule S'(W).

On a bien S'(W)i = k_! o_(u) + kvl o_(u). Or si u e §i’ il existe

i ueS. W ueT, W
i i
s 1
Xj‘<tl""’tn.> € S; tel que u = Xj.(<tl, st Bl el >0 ® 0 _, ) et
3 j i i i
donc om(u) = W,.(<t, ,...,t Hl ces Hl 80 ) =
W 3 1° >n.’'n,’ ’’n., n-n,
i i i
(W, 8 0 )u(<t.,ennst. 05 ,...,0- >80 )=
3 n-n. 17" ' n.>n,? >’n, n-n,
j i i i
(wj'<tl""’tn.>) 8o = °w(Xj‘<t1""’tn.>) ® 0 _ . On en déduit que
J 1 3 1
- - a T —
L_! oplu) = ka o (u) @ 0, - De méme pour u e T;, u=u' 80 _
ueS. ueSs, 1 i
i i
' = = = u' = ' ol
avec u' ¢ T, et op(u) = u=u'® On_ni o,lu') ® On_ni d'ou

[y

l~! o=(u) = k~J Gw(u) 8 0 _ . On en déduit que SKW)R.'=S(W)X. ® 0

ueT, W ueT, i i i nThy
i i
D'od, si B(l) = <E§l),...,E;1)> est l'approximation de la solution de S et
F(l) = <F§l),...,F;1)> celle de S' on a
-9 2 gz b0 ey (O 2 g0 g 0
i i i i n-n,
- si¥3j<m, Fgl) = Egl) 0 , alors
] ] n-n,
(i+1) _ Z,-(1) _ arp(i) - o(i+d)
F =S(F ) =S(ET), 80 = E 60
] 3 ] J
On en déduit que pout tout entier i et pour tout j < m,
G SO SR
j j n-n.
J
et en passant 3 la limite
F. = \%J pid) . kf) elt) g ¢ = ( \e) ey g o = E. 80
] 1 ] i 7 n—nj i j n—nj i n--nj

d'ol le résultat.
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On dira qu'un alphabet gradué I est monadique si ¥ i 2 2, Z. = @.

On a donc ¥ = Zl u ZO- Tout élément de T(Z)i est donc de la forme

7 P l
<l,ala2...an(xl)> avec a; € I, et tout élément de T(E)O est de la forme

. RN 1
<O,ala2...an(b)> avec a; € I, et be I, On peut donc identifier T(Z)l

avec le monolide libre ZI et T(Z)é avec I* I_.. Compte tenu de cette identi-

1°0°

. . . 1
fication les ensembles reconnaissables de T(Z)i (resp. T(Z)O) sont les

langages reconnaissables de ZI (resp. ¥ £ ), de méme les systémes réguliers

170

sont les systémes linéaires 3 droite et les systémes coréguliers sont les
L]

systémes linéaires 3 gauche. Les ensembles réguliers et coréguliers sont

donc les mémes.

Théondéme 5.10 Soit M un magmoide décomposable. Une partie U de
MTL  est La composante de £a sofution d'un systéme corndgulier homogine de
degné n 884 iL existe un alphabet gradul monadique f4ini £, un n-morphisme
¢ de T(x) dans MT et un ensemble heconnaissable L de T(z)i tels que

U= {Hi.¢(u) | ue L}.

Démonstration : Condition nécessaire

Soit § = {X; = S; + T, | is m} un systéme corégulier homogéne de

degré n, dont la solution est E = <E .,Em> et soit iO tel que U = E, .

1

yee
. 0

On définit 1l'alphabet gradué monadique I par :

T = {fu /i<metuce Ti} U {gu /i<m,Jj<m, Xj.u € Si}

dont tous les éléments sont de degré 1. On définit alors le n-morphisme ¢

de T(:r) dans MT par

- si fu € ¥ alors u ¢ Ti’ donc u e MTi et on pose
- 2 n n « -1 :
¢(fu) = <ULM ...l > € MTn (d'ou m, ¢(fu) = u)

- si gu e L alors Xj.u € Si et U e MTE ; on pose alors ¢(gu) = u.
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On définit ensuite le systéme corégulier homogéne de degré 1,

— - f\, — -—
S' = {X, =S, + T, | i <m)sur T(£) et V= {X_ ,...,X }
i 1 1 1 m

par S; = {Xj.gu / Xj.u € S;} et T, = {fu /e T}

Soient E(l) = <E§l),...,E;l)> et L(l) = <L§l),...,Lél)> les

approximations des solutions de S et de S' ; et montrons d'abord par

(i) (1)}

récurrence que E = {H p(u) /uel

(o

. On a bien Lj

(0)

) - g

d'o = {mle(w) /u e L(O)} =g

. Supposons que ¥ j < m, Eg D

(i)

}.
3

= {H .p(u) / u e L.

On a alors L§l+l) \\_/J (l).{gu} + L~J_ £} =

Xk gu6 fuETj
\\_,) L) gy + (_J {£.}.
X ueS v ueT. v
k* j

or Lil) g, = l-J(i) {V}'{gu} = L.J . {v.gu}. On en déduit que

veLk veLk
mls6n /ety = \\_/) mt o(v)ae) /v ey U aliace )y =
J n u n u
X, ~ueS, ueT.,
1 ]
\\_,) mtg(ou /v e 1y 4
X g n r J
k.ue i

Or, 3 cause de 1'addition 3 gauche du produit de composition dans le

(1)

magmoide des parties, {H H(v)eu /v oe Lﬁl)} = {H olv) /voe Ly } Ey

arod o) /w e 1577) - \UJ 5, = s

k ] ]
Xk.uESj

U (l)

i

On en déduit que E gl)

U {H (W) /W } =

1 . (1), _ .1
{n_-oCw) / w e 9 L b= An.o(w) / w e Lj}.
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Or chacun des Lj est clairement un langage rationnel de r*, donc un

ensemble reconnaissable de T(Z)i et que U = E, = {Hl.¢(W) / welL,}
i, n i

la condition nécessaire est démontrée.

Condition suffisante

Soient I un alphabet gradué monadique, L une partie reconnaissable de

T(Z)i et ¢ un n-morphisme de T(I) dans MT ol M est un magmolide décomposable.

Comme L est reconnaissable, L peut &etre considérée comme une partie

rationnelle de ZI. 11 existe donc un systéme linéaire & gauche

S = {Xi =S, + T, / 1 € m} dont la solution est {Ll,...,Lm} tel que L = Lio.

Ce systéme peut &tre aussi considéré comme un systéme corégulier homogéne

de degré 1. On forme alors le systéme corégulier homogéne de degré n,

.= = _
St o= {Xi = Si + T.

5 / i £m} ol pour 1 < m, éi = {Xj.¢(u) / Xj.u € Si}

- 1 . -
et Ti = {Hn.¢(u) / u e Ti}' On démontre exactement de la méme fagon que

ci-dessus que si E = <E_,...,E > est la solution de S' alors ¥ j < m,
1 m

1 N .
E. = {n_.¢(u) / ue L.} d'od U = {Hl-¢(u) /uel.}=E, est bien la
] n J n 15 1O
composante de la solution d'un systéme corégulier homogéne.

cqfd.

Exemple 5.11 Soit ' = {a} avec d(a) = 1. Alors l'ensemble corégulier

homogéne de degré 1 de l'exemple 5.1 est 1'image de {<l;an(xl)> / nz 1}

par le l-morphisme ¢ de T(I') dans T(I) défini par ¢(a) = <l;b(xl,xl)>.

Cette caractérisation des ensembles coréguliers homogénes homogénes

va nous permettre d'obtenir aisément des propriétés des ensembles coréguliers.

Tout d'abord nous en déduisons une généralisation de la caractérisation
classique des "foréts coréguliéres" [8], [44], puisqu'un n-morphisme est un

cas particulier de '"transducteur déterministe'" (cf. chapitre I, § 3).
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Pnopou/téon 5.12 Soit M un magmoide décomposable. Une partie U de
MT est un ensemble condgulien 884 L emte un alphabet gradué monadique
5uu T, une partie /LQCOVLVL(LUSAab[,Q, L de T(Z) et un k-monphisme ¢ de T(L)
danAMT«tequueU'{H ¢(u) / u e L}. ‘

Démonstration : Condition nécessaire

Soit U un ensemble corégulier de MTé. D'aprés la proposition 5.9 il
existe un systéme corégulier homogéne de degré k tel que U 8 0, est une
composante de la solution de ce systéme. D'aprés le théoréme 5.10, il
existe un alphabet gradué monadique fini I, une partie reconnaissable L
de T(Z)i et un k-morphisme de T(Z) dans MT tels que
Ue Ok = {Hi.¢(u) / u e L}. Soit alors u, un élément quelconque de

U(MT)é, et soit # un symbole O-aire n'appartenant pas d& L. On considére

1'alphabet ' = I u {#} et le k-morphisme ¢' de T(r') dans MT défini par

$'(f) = ¢(f) si f e &
81 (#) = <u_,...,u> € HTS
0°' % 0
On considére aussi L' = {u.# / u e L} qui est encore un ensemble reconnais-

sable. D'aprés le théoréme 5.10, E = {Hi.¢'(u) / u e L'} est donc un

ensemble corégulier. Or par définition de L', cet ensemble est égal a
i, _ 1 _

{Hk.¢ (u.#) / ue L} = {Hk.¢(u).<u0,...,uo> / uel} =

02 %07 T

> = {(v ® Ok).<u

{Hi.¢(u) / u e L}.<u

(U e Ok).<u -5ug> / v € U}

OS"'SuO 0,..

et comme v ¢ U c MTl (v ® Ok).<u LU > = v

02" 2Yg

on en déduit que U = {H .¢'(u) / uel'l , ce qui démontre la condition

nécessaire.
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Condition suffisante

— e e e

Soit L une partie reconnaissable de T(Z)é, ol I est un alphabet
gradué monadique fini, et soit ¢ un k-morphisme de T(L) dans MT tels que
U= {Hi.¢(u) / u e L}. Supposons que I, = {al,...,an}. Alors pour tout

a € L. 1l'ensemble La = {u e T(Z)i / u.a ¢ L} est reconnaissable et on a

0
. 1
- [ -
bien L = k,) La.{A} d'od U = [~J {Hk.¢(u) / ue La}.¢(a). Posons alors
ael ael
0 0

u_ = {Hl-¢(u) / uel.}. Onadone U= k~) U .4(a). D'aprés le théoréme

a k a acy a

0

5.10, pour chaque a € I, Ua est la composante EK de la solution

*

<El,...,Em> d'un systéme corégulier homogéne S = {Xi = 5; ¢t T, / i <m}.
Soit X, un symbole de degré 0 qui n'appartient donc pas a {Xl,...,Xm} et

soit le systéme corégulier S' = S v {X0 = X£.¢(a)}.

I1 est immédiat que la solution de ce systéme est <E£'¢(a)’El""’Em>'
Et donec Ua.¢(a) = E£.¢(a) est bien la composante de la solution d'un
systéme corégulier. Pour achever la démonstration, il suffit alors de

montrer que la réunion de deux ensembles coréguliers est un ensemble corégulier.

Soient donc <E

,+-.,6 > et <E! .,E' > les solutions de deux systémes
1 m >“m'

120"

’ . - - » - T ' ! . v
coréguliers § = {Xi Si + Ti / 1i<m}etsS {Xi Si + T1 / i <m}

sur deux alphabets gradués {Xl,...,Xm} et {Xi,...,Xé,} disjoints. Le systéme

S u S' admet pour solution <E1""’Em’Ei""’E$'> et le systéme

SusS'u {XO =Xt X%} ol X, est un nouveau symbole de méme degré que X,

-+,E1,> d'ol le résultat.

et Xj admet pour solution <Ei + Bé, El,...,Em, Ei,.

cqfd.
Proposition 5.13 La classe des ensembles coniguliers est femée

par 1-morphisme quelconque.
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Démonstration : Soient M et M' deux magmoides décomposables et ¢ un

l-morphisme de MT dans M'T. Soit U ¢ MT; un ensemble corégulier. D'apreés
la proposition 5.9 et le théoréme 5.10, il existe un alphabet gradué
monadique I, une partie reconnaissable L de T(E)i, un k-morphisme y de
T(Z) dans M , avec k 2 p, tels que U ® Ok—p = {Hi.w(u) / u e L}. On en

déduit que ¢(U) 8 O = {¢(u) ® Ok—p / u e U} = {¢(u ® Ok—p) / ue U} =

k-p
{o(n)).0(p(w) / u e L} = {1} -¢(y(w)) / u e L} et comme ¢ o ¥ est un

k-morphisme, ¢(U) © O est un ensemble corégulier homogéne. C'est donc

k-p

la composante EK de la solution <E ..,Em> d'un systéme

1
S = {Xi =5, + T, / i < m} ol le degré de chaque X, est égal a k. On

considére alors un nouveau symbole non terminal de degré p et 1'élément

0= <Hl,...,Hp,Hl,...,Hl> de M'Tk et on considére le systéme
p P P b p

k-p

L fud . 1 . .« o N =
3 S v {XO XE 0} dont la solution est <Ejp 9,E,» ,E >. Or Eﬂ 0

1 P .1 1 _
U) 8o .0 = . U} =
(¢(U) k_p) 0 = {(¢(u) & ok_p) <np, ,np,np, ,np> / u e U}
{¢(u) / u e U} = 0.
cgfd.,
Proposition 5.14 Un ensemble est condgulier 444 4L est £'image

par un 1-monphisme d'un ensemble contguliern d'un magmoide projfetable
Libre finiment engendne.

Démonstration : La condition suffisante est une conséquence immédiate de

la proposition 5.13. La condition nécessaire découle des propositions
4.5 et 4.6 en remarquant que si S est un systéme corégulier, le systéme
S' tel que S = ¢(S') construit dans la démonstration de la proposition 4.6

. ” .
est aussi corégulier.

cgfd.
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Proposition 5.15 La classe des ensembles cornigulierns est fermée
pan intensection avec un ensemble reconnaissable.

Démonstration : Montrons d'abord ce résultat pour les ensembles coréguliers
p g

d'un magmoide projetable libre finiment engendré. Soit donc I un alphabet

Pl . [ . e . l
gradué fini. Soient U c T(Z); un ensemble corégulier et K c T(E)p un

ensemble reconnaissable. D'aprés la proposition 5.9 et le théoréme 5.10

il existe un alphabet gradué monadique A, une partie reconnaissable L de
1 .

T(A)l est un k-morphisme de T(A) dans T(I), avec k 2 p, tels que

veo, = {M5.¢(w) / u e L}

Comme les ensembles reconnaissables et rationnels de T(I) sont les

mémes d'aprés le théoréme 3.24, K 8 Ok-p est un ensemble reconnaissable et

donc

1
K' =2 {<v B0 __3Vyseeesvy> / Ve K Voo,V € T(Z), }

k-p
est une partie reconnaissable de T(E)i. L' = ¢_1(K') est donc une partie

reconnaissable de T(A)i, vV = {Hi-¢(u) / ue L nL'} est un ensemble coré-

gulier. D'aprés la définition de L' et K', V est aussi égal a

1 -
{m -¢Cu) /uel}n(kKe Ox-p) = (U € ok_p) n(K®o ).
n "
Or U @ Ok—p = {u.(0 ® Ok—p) / u.0 €U}
et K @ Ok—p = {U.(0 ® Ok—p) / 4.0 €K} ; on en déduit que v € V ssi
v N v n
v=u.(6, 8 Ok—p) = u2-(62 ® Ok-p) avec u;.0, € U et u,.0, € V.

. 1 'z sz v _n
Mais comme v ¢ T(Z)k, 1'égalité ul.(el % Ok-p) = u2.(®2 8 Ok—p)

- n N N
entraine Gl = 0, et u, = Uy, d'od

2 1

V=(UnK)®o

k-p

On montre enfin, de la méme fagon que dans la démonstration de la
. - 1 p .1 1

proposition 5.13 que U n K = V.<np,...,n oIl ,...,Hp> est un ensembile

1%

corégulier.
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Si maintenant U est un ensemble corégulier de MT; ol M est un magmoide
décomposable quelconque, alors d'aprés la proposition 5.1% il existe un
alphabet gradué I, un l-morphisme ¢ de T(X) dans MT et un ensemble coré-
gulier V c T(Z); tels que U = ¢(V). Si XK ¢ MT; est reconnaissable ¢—1(K)
est encore reconnaissable et d'aprés ce qui précéde V n ¢_1(K) est corégulier.

D'aprés la proposition 5.14, ¢(V n ¢_1(K)) = (V) n K= U n K est donc aussi

corégulier.

cqgfd.
Proposition 5.16 Soit U o un ensemble conlgqulien de MT; et sodent
Ul,...,Up des ensembles conguliens de MT;. Alons Qf‘U1=""Up> est cornégulien.

Démonstration : Comme <U

poeeeaUp> T U@ Ll ® U <Td s, Td >, il suffit

de montrer que UO.(Ul ® ... 8 Up) = V est corégulier puisque nous avons déja
montré que si V est corégulier V.<qu,...,qu> est aussi corégulier. Or

Ul ® ... 8 Up = (Ul ® Idp-l)'(qu 8 U2 ® Idp_
(I4

2) cen

® U, 0 Idp-i) ... (14 ). I1 suffit donc de montrer que

q(i-1) q(p-1) U
si U est corégulier de MT; et V est corégulier de MT; alors U.(Id  ® V ® Idn')

est encore corégulier, avec p = n+l+n'.

Toujours d'aprés les mémes raisons que précédemment
- (ol N 1
ue Ok-p = {Hk-¢(u) /uellollc T(Z)l et
1 < 1
V8 Oip® {m -¢"(w)/ u e LY ol L'c TEN].

On pose alors I=2uz ufct,r = ktk' et on définit le r-morphisme ¢

par
p(a) = ¢(a) © Idy, si a el
w(a) = Id_® ¢'(a) 8 14, __ sia eI
plc) = Id ® nl, 8Id , 80 ol O € eiiﬁigp
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2 . 1
On en déduit que l'ensemble corégulier W = {HP-¢(W) /welLCL}
est aussi égal a
1
{(Hk.¢(u)) 8 Oy / ue L}.p(c).{Id @ ¢'(v) ® Idy _, / v elL'}
qui est aussi égal a (U® O

).(Idn 8Veo '—q ® Id , 8 Q) =

k+k'-p k
U.(I1d_ e Ve ok,_q ®Id , ® ok+l-p) =
U.(1d_ e V 8 Id,).(1d, 80,  8Id, 8 Os1-p)°
_ s i si i € n+q
8i o(i) =
2 i-k'+q si n+k' < i < n'+k'-qg
- _ ' -~ - -
alors (Idn+q 8 Ok'—q ® Id_, ® Ok+l—p)'@ = Idn+q+n' d'old W.0 qui est encore

corégulier est égal 4 U. Id_©V ® Id ,).

cqfd.
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5. COMPARAISON DES ENSEMBLES REGULIERS ET COREGULIERS

Proposition 5.17 12 exdiste des ensembles cornlguliens non néguliens.

Démonstration : Soient 1'alphabet gradué I = {a,b} avec d(b) = 2, d(a) = 1,

1'alphabet gradué V = {X} avec d(X) = 1 et S le systéme corégulier homogéne de
degré 1
X = <l;b(xl,xl)> + X.<l;a(xl)>.

La solution de ce systéme est la limite de la suite

£(9) - 4

BV = c15b(x,,%.)> + B.<lzalx;)> = <13b(x,,%,)>
’ 1°%1 + S 1 - ¢ 1°71

£(2) _ (1)

<l;b(xl,xl)> + E .<1;a(xl)> =

<l;b(xl,xl)> + <1;b(a(xl),a(xl)>

c'est-a-dire E {<l;b(an(xl),an(xl))> / n 2 0}.

Si cet ensemble était régulier donc rationnel, 1l'ensemble
E' = E.# = {<0;b(a"(#),a™(#))> / n = 0}, ol # est un nouveau symbole
O-aire, serait rationnel, donc reconnaissable. Or nous avons déja vu

(exemple 2.20) qu'il ne 1'était pas.

Le résultat qui suit a déja été démontré par Arnold et Dauchet dans [8].

Proposition 5.18 12 existe des ensembles néguliens non coriguliens.

Démonstration : Soit b un symbole de degré 2. L'ensemble U = T(b)i est un
ensemble reconnaissable donc régulier. Nous allons montrer qu'il n'est pas
corégulier. Supposons qu'il le soit. Il existe, d'aprés la proposition 5.9

et le théoréme 5.10, un alphabet gradué monadique I, une partie reconnaissable
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L de T(2)}, un k-morphisme ¢ de T(Z) dans T(b) tels que

ue O 1 = {Hi.¢(u) / u € L}.

. £z v
Remarquons d'abord que pour tout entier q > 0 et tout élément u de

%(b)é, le nombre n = taille (u) de symboles b figurant dans 3 est égal A

q-1.
Pour tout entier n > 0 on définit 1'élément B de T(Z)ln
par BO = Idl
Bl = b
B, = b.(b 8 b)
Bn+l = b.(Bn e Bn).
On considdre ensuite l'entier m = sup {taille (¢(a))/a € L} et 1'élément
k+m-1
N 1 1.2 2
= By (B @B, 8 .. 8B, ) de ¥l our =2 +2° +...42 :
On pose d=u <t Hl> € T(b)l Il existe donc a, ... a_ € T(Z)l tel que
SRR 1 17 % 1
1 - o1 1
Hk.zp(al . an) =u® Ok—l = u.<Hk,...,Hk>.

On pose pour 0 £ i <n

et v
2 Idl sinon

0 i .es = v,.v, i oes .
n a donc bien a; a = v;.v, pour tout i e {o, ,n}

i,...,nl> ol <nl,...,ni> n'est pas une

1 n
Comme Hk.¢(a1 v an) = u.<II X X

injection, il existe nécessairement au moins un entier i < n tel que
1 8 < . . .y . . .
nk-¢(vi) = v.0 ou © n'est pas une injection. Soilt i, le plus petit entier

ayant cette propriété.
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. 1
alors Hi'¢(vi _1) = %.G' ol O' est injectif. Comme T.0 ¢ T(b)k,
0
avec q € k d'ol taille (t) = q-1 < k~1. Par ailleurs

ni'¢(vio—l)’¢(aio) = %.@.¢(aio). On en déduit que
v N .« . . ny . N
= v.0 ol O n'est pas injectif et que taille (v) < taille (%)

=t
~
©
~
<
~
i

+ taille (¢(ai )) < k-14m. Il en résulte que ¥ est un sous arbre initial de
0

B ; i1 existe w tel B = V.W et
k+m_l, i1.e. 1 exisrte w e que k+m“l = V. e comme

1 = v =
u =TI .¢(v, .v. ) = v.0.¢(v, ), on a
_k 12 ig i, ?
0.¢lv, ) = w.(B; 8 ... ® B k+m-1

0 .
- _ i
¢(v, ) =1 .w.(Bl e ... 8 B2

i,...,ﬂ&>. Ceci entralne en particulier

1 1
m_1).<nk,...,nk>.

).<I
o(i)

que Hk i, q

k+

Or 0 n'est pas injectif. Il existe donc i < j tel que 0(i) = 0(j) et

donc

N 1 1. _
® ... 8 B2k+m—1)'<nk""’nk> =

~ 1 1
]'[q.w.(Bl 9 ... 9 B2k+m-l) <Hk,...,Hk>.

Or on voit aisément d'aprés la définition de w que Il W=0_ ©B 80

et H].% =0 ® B ® O avec
q Pp Dy 9

nl' _ n _
- Pyt 2+ q; =P, ¢ 2 °+ q, ©

- n1
P, >py *2

- ny < k+m-1, n, < k+m-1

1 1.
or e s> =

1 1
o>

1 1. _
Kreeea> =
1 1

p,+1 ® ... 8 Bp2+2n2).<nk,...,nk>.

d'od M *.W.<B. 8 ... @ .<Il

B2k+m-l>

B .(B ® ... ® B

).<I
n
pl+2 1

et de méme, Hi.x.(Bl e ... 8 ).<I

B2k+m—l
Bn2.(B

De 1'égalité de ces deux &léments, on déduit 1'égalité

B .(B 9 .
nl p1+l

.. ®B n,) = B_ .(B B ... 8B n
p1+2 1 n, p2+l p2+2 2

).
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Le premier de ces éléments est dans %(b)i avec
1
n; n;
pl+l pl+2 pl+2 pl+1+2
r, = 2 + 2 t e00 t+ 2 < 2 et le second dans

n
p2+l p2+2 2 p2+l n

%'(b)l avec r, = 2 + oo, + 2 2 2 or p +21<p
r, 2 1 2

n, pl+l+22 p2+l
d'ol p t1+2 7 < p,tl et donec r; < 2 < 2 <r, ;ce qui implique
que les deux éléments ci-dessus ne peuvent &tre égaux puisqu'ils ne sont

pas dans la méme fibre. On aboutit donc & une contradiction.

cgfd.

Enfin nous allons caractériser les ensembles réguliers d'un magmoide
projetable libre qui sont aussi coréguliers. Cette caractérisation n'est
autre que la traduction dans le formalisme que nous utilisons ici de celle

donnée par Arnold et Dauchet dans [101.

Nous dirons qu'un ensemble régulier de MT; est non-expansif s'il peut
i

se mettre sous la forme Hko.S*.T ol S et T sont deux polyndmes de P(MT)t

et de P(MT)g tels que :
N i
¥ u.0 ¢ m_ .S*
¥i'<keti=o(i")

3

¥ v.0' € m

.S tel que u.0.v.0'.T # @

alors si 0'(j) = 0'(j') = 1 on doit avoir j = j'.

Proposition 5.19 Soit ¢ un alphabet gradu? fini. Un ensemble nZgulien

de T(z) est conlgullien 884 AL est non expandif.
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Démonstration : Soit U un ensemble régulier de T(I) qui peut toujours se

i
mettre sous la forme Hko.s*.T.

Condition nécessaire

Supposons que U ne soit pas non expansif mais qu'il soit corégulier.

i .
I1 existe donc u.0 € Hko g*, i'< ket i = 0(i'), v'.0' € ni.s* tel que

8.0.v.0'.T # @, 3 # j' tels que 0'(j) = ©'(j') = i. On en déduit qu'il

LAV VI V)

. v Y
existe w = <w W > € T tel que u.0.v.0'.w € u.0.v.0'.T.

l,oo-

On pose V = <Hia...,ﬂi l,%.@',ﬂ;+l,...,ﬂi> et on montre que

<V N
VteV* G.0.tw# @ ; doll U.0.V*.w > {U.0.t.w | t € V¥};  de plus
comme U.0.V*.w est rationnel donc reconnaissable et qu'elle est incluse
dans U on a U' = 4.0.V*.w = 4.0.V¥*.w n U qui est encore 3 la fois régulier
Pl . . > . r\J
et coregulier. Mais en vertu de la proposition 5.14 on peut supposer que u,
n n n < Y
et v sont des lettres d'un alphabet et que w = <w1.el,...,wr.6k> ou les w,
sont aussi des lettres. On considére alors le l-morphisme linéaire ¢ défini
1 . v *
par 4> Hd( ),v + b. <Hd( ) d( ) s w > 1 d(w.) Qui transforme u.0.V”.w en un

ensemble cordgulier qui contient {$(u.0.t.w) / t e V*} =

l(l) Ok(l)
{H ¢(t) <Il seeesly >/t V*}. Or comme il est facile de montrer
* i Y. ¥ 1 'S
que{II ¢(t)/teV}-{s<H seess> / p >0 et s e T(b) } d'ou
k-’ k k P
i Ol(l) Ok(l)
* -
{nk.¢(t).<nk seeesll >/t eV } =
Oi(l) 91(1)

{g.<H

K ,...,Hk € %(b);, p > 0} est inclus dans un ensemble
corégulier, ce que nous avons déjd montré &tre contradictoire dans la

démonstration de la proposition précédente.

Condition suffisante

Supposons que U =HkO.S*.T satisfasse aux conditions de non expansivité.

On définit sur (k] le préordre << par
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i<< j ssiq 3.9 € Hi.S* et i' tels que j = 6(i")

et soit = 1'équivalence associée et soient < et < les ordres stricts et

larges associés en préordre <« sur [k] / . On note i/z la classe de 1

pour =
Pour chaque classe i/z nous définissons S(l) de P(T(Z))t par
3 s oo s
5 (i) S Hk.S.E(T) sij=i
Hk.S =

2 @ sinon.

On démontre alors que Hi.S*.T = ni(s(l))*. \_J (S(j))*.T.

j<i
D'autre part, la condition de non-expansivité entralne que si
i
k

i ] -~ - 4 ” - 4
Hk.(S(l))* peut &tre considérée comme 1'image par un k-morphisme d'un

3.0 e T .S8*, i1 existe au plus un j tel que 0(j) = i. On en déduit que

systéme monadique, i.e. n;(s(l))* est corégulier. On peut alors démontrer

» . » i ” L ~ P4
par induction sur l'ordre < que ¥ 1, Hk.S*.T est corégulier d'ou le résultat.

cgfd.

Enfin le fait que T(b)i ne soit pas corégulier va permettre de
montrer que les ensembles coréguliers ne sont pas fernés par morphisme

inverse.

Proposition 5.20 La classe des ensembles coriguliens n'est pas fermée
par morphisme Anverse.

Démonstration : Soit E l'ensemble corégulier solution du systéme

X = X.<13b(x ,xl)> + <l;b(xl,xl)>. On considére 1'alphabet {b,b} avec

1
d(b)

d(b)

2 et le morphisme ¢ de T(b,b) dans T(b) défini par

#(b) = ¢(b) = b.
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Supposons que F = ¢_1(E) soit un ensemble corégulier de T(b,B)i, alors

1'image de F par le l~morphisme linéaire y de T(b,b) dans T(b) défini par

]
lea

v(b)

w(b) = <25x,> = 1

est encore un ensemble corégulier de T(b)i.

Or nous allons montrer que Y(F) est T(b)i tout entier, qui n'est pas
corégulier ; on obtient donc une contradiction d'oil ¢—1(E) n'est pas coré-
gulier. Soit donc u = 0.0 € T(b)i. On montre alors aisément par récurrence
sur la taille de u qu'il existe ¥ e H(D) tel que ¢(3.3) = B . En effet

si taille (¥) = 0, u=B8B

0 >
. v n " v I,
siu-= b.(ul 8 u2) alors ¢(ul}vl) = Bnl, ¢(u2.v2) = Bn2' En posant
- n aV] - - - - _
m = sup (nl,nQ), on a ¢(b(u1 ® u2).(Bm_nl 2 ... 8 Bm_nl ® Bm_n2 ® ... 8 Bm_nz)—
b. . “on .o = b. = .
(Bnl 8 an) (Bm_nl 8 8 Bm_nl ® }3m_r12 8 ) Bm_n2) b.(B ®B ) =B 4

"o 1 1 1 1 N
On a donc ¢(u.v.<I I>) = B,-<Mis-+.,01> ¢ Ed'ol

1o
N 1 1 -
u.v.<nl,...,nl> € ¢ l(E) = F. D'autre part
Ny 1 1 1
w(u.v).<nl,...,nl>) = 3.w(3).<nl,...,ni> = 3.<Hi,...,ni> = 3.0 et

donc .0 € w(F).

cgfd.
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CHAPITRE VI

SYSTEMES D'EQUATIONS  ALGEBRIQUES

La définition générale des systémes algébriques a été donnée
au chapitre IV. Dans ce chapitre nous allons tout d'abord généraliser
la notion de "grammaire algébrique descendante d'arbres" et montrer
pour ces grammaires le thé&oréme d'algébricité déjd démontré pour 1le
cas classique dans le cadre des I-magmas par Nivat [75] et Boudol
[29]. Nous montrerons ensuite que les systémes algébriques admettent
" des formes normales et des propriétés de réduction. Nous donnerons
aussi quelques propriétés de fermeture de la classe des ensembles
algébriques, en reportant toutefois 1'étude de 1'importante question

de fermeture par morphisme inverse au chapitre VII.

1, GRAMMAIRES ALGEBRIQUES DESCENDANTES

Soit MT un magmoide 3 torsion et soit V un alphabet gradué fini.

On appelle grammaire (algébrique descendante) sur MT et V le triplet

G = <V,M,P> ou P est une partie finie de V. x (M & %(V))T appelée
ensemble des régles de G.

Chaque régle de P, notée X + u, est telle que u appartient a

. 1
(M @ %(V))Td(x).

On dira qu'un élément u de (M & T(V))T se dérive immédiatement en

u' ¢ (Mo H(V)T, ce qui se notera u ==> u', ou u ==> uy' si G est
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déterminée par le contexte s'il existe'a € M, B;, B,s Y € M@ %(V))T,
X + v ¢ P tels que

u = a.(Bl ® X ® 82).y et

u'= a.(Bl 8 v e 62).y.

Comme X et v appartiennent 3 la méme fibre de (M @ %(V))T, u et u'

appartiennent aussi 3 la méme fibre.

za 2 : . *
On dira qu'un élément u se dérive en u', ce qui se notera u =z?> u',

ou u ==> u', s'il existe une séquence Ugs UgseessUy appelée dérivation
de u' 3 partir de u, dont la longueur sera par définition 1l'entier n,
—— - t > ma—
telle que uy = u, u, = u' et ¥ieln]l u;_; =>u;.
On notera FG(X) 1'ensemble {u e MT / X ==> u} appelé ensemble
engendré par G & partir de X.

si M= T(z) et si on se fixe dans V un symbole particulier O-aire X
appelé axiome, on retrouve bien la définition habituelle des grammaires
algébriques descendantes d'arbres. En effet 1'écriture u = a.(Bl e X8 62).y
revient a faire apparaltre dans u une seule occurrence du symbole non termi-
nal X puisque a € M = ¥(2) et & péécrire cette occurrence par v en utilisant
la régle X + v, la greffe des composantes de y qui sont arguments de X aux
variables correspondantes de v se faisant automatiquement par le produit de
composition. De plus comme a € %(Z), o ne cohtient aucun symbole non-terminal;
1'occurrence X réécrite n'est donc "précédée" d'aucun symbole non-terminal ;
la définition des dérivations donnée ci-dessus est donc celle des dérivationms

descendantes.

Exemple 6.1 Soit £ un alphabef gradué Qui'contiént les symboles f et g
de degré 3 ; soit V un alphabet gradué qui contient le symbole X de degré 3

et soit G une grammaire qui contient la régle X —+ <3;g(xl,x2,xl)>.

Soient tys th, Uy Uy, Uy € T(Z u V) et soit

>> appartenant 3 T(Z v V);. Cet élément peut

o

u = f.<tl,t2,X.<ul,u2,u3

s'écrire aussi f.(t, @ t, ® X).<Idp,Idp,ul,u2,u353 On a donc u ==> u'
oli u' = f.(tl Q t, ® <3;g(x1,x2,x1)>).<Idp,Idp,ul,u2,u3> =
f.<tl,t2,g.<ul,u2,ul>>.

7z
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Dans le cadre de la théorie classique, ceci correspond d la dérivation

f(tl,t2,X(ul,u2,u3)) => f(tl,tQ,g(ul,uQ,us)).

Lomme 6.2 Soit G = <M,V,P> une gramaire algébrique et

Aodlent o € M, 81,82,y,u,u' e (M@ %(V))T. Si u => u' alons
a-(B; ® u® B,).y = a.(B; ® u' @ B8)).y.

Démonstration : On va démontrer ce résultat par récurrence sur la longueur

de la dérivation de u' a partir de u.

Si cette dérivation est de longueur 0, on a donc u = u' et

a-(Bl ® usg).y => a.(B, ® u' € 8,).v.

Si cette dérivation est de longueur n+l, alors il existe u" tel que
— * ~ P . . ~ .
u ==> u" et u" => u' ou la dérivation de u' a partir de u" est de longueur

n. On peut donc lui appliquer 1'hypothése de récurrence, ce qui donne
*
or..(Bl ® u" ® 62).y —_> a.(B1 2 u' ® 82)-Y-
I1 reste donc @ montrer que
*
a.(Bl @ ue 62).y = a.(Bl 2 u" 8'82).7.

Or, puisque u ===> u', il existe o' ¢ M,Bi,Bé,Y' e M@ %(V))T, X+veP
tels que

u = a'.(Bi @ X 8 Bé).y' et u" = a'.(Bi v e Bé).y'.
D'ou a.(Bl O ue 62).y = a.(Bl 8 (a'.(Bi ® X ® Bé).y') 8 32)°Y =
a.(Id @ o' ® Id_ ).( ® B! ® X O R! O ).(1d e y'®1Id ).

Py D, B, ® B) B, © 8, 1 Y a, Y
et comme o.(Id_ @ o' ® Id ) € M alors

1 P2
a.(B; 8 u® B,y).y =>
(Id @ o' ® Id_ ). R B v e gLe (Id ®©y' @ Id ).y =

a p, ©° p2) (B, @ B} @ v 8BS 8 B, .( q &7 q2)v
a-(Bl ® (u'.(Bi ® v e B).vy') 8 82)-Y = a.(g, @u' @ 82).y.

cqfd.
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A toute grammaire G = <M,V,P> on associe le systéme algébrique
S5=1{X =Ry | X € V} sur MT et V défini par : ¥ X e V, Ry = {u | X > u e P}.

Réciproquement 3 tout systéme S = {X = RX | X € V} sur MT et V, on associe

la grammaire G = <M,V,P> définie par : P = {X » u | X e Vetue RX}.

On établit ainsi une bijection entre l'ensemble des grammaires

algébriques sur M et V et 1l'ensemble des systémes algébriques sur MT et V.

De plus il est facile de voir que la restriction de cette bijection
aux systdmes réguliers (coréguliers) est une bijection entre systémes
réguliers et grammaires réguliéres (systémes coréguliers et grammaires
coréguliéres). Le théoréme d'algébricité que nous allons démontrer main-

tenant est donc encore valable pour ces deux sous-classes.

Theondme 6.3 (thEoneme d'algébricite)

Soit 5 = {X = Ry | X € V} un systeme algébrique sur MT et V dont La
sofution est E, et s0it G = <M,V,P> La grammaire associle. ALons, quel
que 04t X appartenant a V, E, = F(X).

Démonstration :

' A ‘ Montrons d'abord 1'inclusion FG(X) c Eg.
Pour cela nous allons démontrer par récurrence sur la
longueur des dérivations que si u ==> u' avec u" appartenant a MT,
alors u' ¢ oE(u). On en déduira immédiatement que
*
Fo(X) = {u e MT | X => u} ¢ op(X) = Ey.
Si la dérivation est de longueur O, u = u' ¢ M on a oE(u) = {u}

d'od u' = u e {u} = OE(u)-
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Si la dérivation est de longueur n+l, il existe u" tel que u ==> u"

* ~ ~ z
et u" ==> u' et d'aprés l'hypothése de récurrence, u' € GE(u")- De plus,

comme u ==> u", u = a.(Bl ® X8 82).y et u" = a.(Bl v e 62).y .

avec X + v ¢ P. Par définition v appartient a Ry et comme op(X) = \.) cE(v)

veRX

on a donc GE(V) c OE(X),

d'ou oE(u")

= cE(a)-(cE(Bl) ® cE(v) ] UE(BQ))'OE(Y) c

oE(a).(oE(Bl) ® 0p(X) 8 0(B,)).0p(y) = GE(u) et donc u' € OE(u") c OE(u)-

2

Montrons ensuite que E, ¢ F (X).

Pour cela considérons 1'approximation {E(l)}iéN de la

solution E de S ; et montrons par récurrence que pour tout i, pour tout

XeV, BX

- Pour i=0 alors ¥ X ¢ V, E

(1)

S FG(X). On en déduit immédiatement que ¥ X, E, < FG(X).

(0) _ ,
% -@cFG(X).

(i)

- Supposons que ¥ X ¢ V, E,7° < FG(X).

Montrons alors par récurrence sur la construction de tout élément u

de (M @ %‘(V))T1 s Veo ,..(u) entraine u => v
) | E(1)

. 1 - PR
Siu e MTP, OE(i)(u) = {u} d'ou

- *
Veo (i)(u) entralne v = u et donc u =—=> v
E

(1)

(u) = EX

=XeV,o

%]

He

=
'

(1) © FglX), d'od

siveog,.,(u), alors v € F.(X) et donc u S
E(1) G

Siu-= Qe<Uyyeee Uy > ol a € M, alors

GE(i)(u) = a'<0E(i)(ul))’"QOE(i)(uk)> et

si v e oE(i)(u), alors v = @.<v;,...,V} > avec vy eoE(i)(ui).
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D'aprés l'hypothése de récurrence
U, ==> V.
] 3

~ *
et d'apreés le lemme 6.2, u => v.
e Siu = X.<ul,...,uk> alors

oE(i)(u) = oB(i)(X).mE(i)(ul),...,cE(i)(uk)> c

F . (X).<o
G B(

i)(ul),...,oB(i)(uk)>.

.~ s . . N N
D'od si v eo (i)(u), il existe w.0 tel que X =—> w.0
E

v ( ) tel = W.< v, >
3 € Og(i) u@(j) el que Vv = W.<V ,eee, V>,

~ * N n
Or d'apres le lemme 6.2, u ==> w.O.<ul,...,uk> = w<ue(l),...,uo(k,)> 5
d'aprés 1'hypothése de récurrence u@(j) ==> vj et donc d'aprés le lemme

* A"

* N
6.2, u => w.<u > ==> w.<v

(1) % (k) PrreeaVi> T V.

On en déduit, puisque

(i+1) _ _ . (u)
Ex = oy = U o)™
ueRX E X->ueP

que si v ¢ B§1+1), il existe u tel que X + u € P et tel que v € © (i)(u)
E

et donc que u => vd'od X =>vetve FG(X) d'ol le résultat.
cgfd.

De ce théoréme, et compte tenu de la remarque qui le précéde on tire :

Conollaine 6.4 Un ensembfe inclus dans MT; est algdbrique
(négulien, condguliern) 584 il est engendrl par une grammaire algébrique
(négulierne, corégulidre).
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2. FORMES PARTICULIERES DE SYSTEMES ALGEBRIQUES

Comme dans le cas de la théorie des langages, on peut définir
certaines formes standards pour les systémes d'équations. Nous allons
nous contenter de définir ici la forme normale quadratique de Chomsky,

déja défini dans le cas des grammaires d'arbres par Maibaum [67].

Considérons d'abord le cas des systémes algébriques sur un magmoide

projetable libre.

Un systéme algébrique {X = Ry | X e V} sur T(Z) est dit
sous forme normaie ssi

¥XeV, R, = PRX u CR

% x Y TRX ou

1
d(x)

si v e PR,, alors v ¢ O

X’

siv e CRX, v

X'.<Yl,...,Ym> avec X' ¢ Vm et Yl""’Ym € Vd(X)

- siveTR f.0 ol felZetOeB.

<
n

X’

Comme il est logique que 1'image homomorphe d'un systéme sous forme
normale soit encore sous forme normale, on dira qu'un systéme
5= {X =Ry | X € V} sur MT est sous forme normale ssi
¥XeV,R,=PR, uCR, uTR

X X X

N 1
et ou TRX c MTd(X)'

x ou CRX et PRX sont définis comme ci-dessus

Proposition 6.5 Pour tout systéme algébrique S, 4L existe un
systeme algébrique sous forme nonmale S' tel que toute composante de La
solution de S s0it composante de La solution de S'.

Démonstration : Il suffit de montrer ce résultat pour les systémes

algébriques sur T(I). En effet si S est un systéme algébrique sur MT et V

il existe T(Z), un l-morphisme ¢ de ¥(z) dans M et un systéme S tels que
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si E et E sont les solutions de S et S, alors ¥ X ¢ V, EX = ¢T(EX). Si S

admet une forme normale 3', alors ¥ X ¢ V, 3 Y ¢ V' tel que EX = E&.

Le systéme S' = ¢(S') est alors sous forme normale et on a

E, = ¢T(E

X ) = ¢T(Ey) = E

'
X Y*

Soit donc S = {X = Ry / X € V} un systéme algébrique sur T(I) et V.
On lui associe son "ensemble d'anormalité" : Anorm (S) est l'ensemble des

éléments de k.) Ry qui ne sont pas de 1'une des trois formes indiquées dans
XeV
la définition de la forme normale. On définit ensuite le "degré d'anormalité"
par taille (v). On voit qu'un systéme est sous forme normale ssi
veAnorm (S)

son degré d'anormalité est nul. Si un systéme n'est pas sous forme normale
il existe v = a.<61,...,8q> € Anorm (3) avec a € L U v, Bl,...,sq e T(x u V).

On considére alors les symboles non-terminaux X de m@me degré que a,

Xl,...,Xq de méme degré que v ; on remplace v par il.<il,...,xq> et on

rajoute les équations X = {a} ;3 ii = {Bi}' Ce systéme S' a pour degré
d'anormalité celui de S moins un, et si E est la solution de S , E' celle

de S', on démontre que

Ey ='Ek quel que soit X ¢ V ,
Eé = ogla) = opi(a) et
E)l(.: OE(Bj): UE'(Bj)-

B

En réitérant cette construction on aboutit donc 3 un systéme S sur T(I)

et V u V' sous forme normale tel que si E est la solution de S et E celle

de S, E, = EX pour tout X € V.

X
cqfd.
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Par contre les systémes algébriques n'ont pas de forme de Greibach,
comme nous allons le montrer ci-dessous. Ceci est di & ce que la démons-
tration de Greibach utilise le fait que la solution d'un systéme linéaire
3 gauche (i.e. corégulier) est aussi solution d'un systéme linéaire a
droite (i.e. régulier) et que cette propriété n'est plus vraie dans le

magmoide.

On dira qu'un systéme S = {X = Ry / X e V} est sous forme de Greibach

ssi tout élément u de k“} R, est de la forme f.w avec f e L et W ¢ T(V).
XeV

Exemple 6.6 Considérons le systéme algébrique (et méme corégulier)
X = X.<l;a(xl)> + <l;b(x1,xl)>. I1 a pour solution
E = {<l;b(an(xl),an(xl))> / n 2 0}.

Supposons que E soit la composante Eé de la solution E' d'un systéme

S' sous forme normale de Greibach. On a alors

E=E}= U op. (£.%) U f.oE,(w) =

f.wGRY f.WeRY
N k\_J) o b.<oE,(wl),oE,(w2)>.
‘.<W;L ,W2>g Y

n
. 1.1
Or opy(w;) est réduit a au plus un seul élément car si a .l et

n n

2 1
a "y € o.,(w,), a .Hl € o.,(w,.) avec

gr (v, n, 7 n,, on aurait

1 E' 71
n, n, n, n,
<l;b(a "(x,),a “(x;))> et <Ilib(a “(x;),a (x;))> qui appartiendrait

tous les deux d E et donc n, = ng =n, ce qui est contradictoire. De méme

oE,(w2) est réduit & au plus un élément , d'ol
Card (E) < Card (RY) et donc E est un ensemble fini,

ce qui est contradictoire.
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La propriété suivante de réduction des systémes algébriques a été
démontrée par Boudol [29], par Arnold et Dauchet dans le cas des
grammaires algébriques d'arbres [7], et aussi par Fischer [55] pour

la notion équivalente de "OI-macro-grammars".

Proposition 6.7 Si U un ensemble algébrique non vide, on peut
constuwine effectivement un systeme aLgébu’.'q'ue S sous gonme normale tel
que U est une des composantes de sa solution et tel que toutes Les
composantes de sa solution soient non vides.

P . . L1s . 1 s .
Démonstration : Soit U un ensemble algébrique inclus dans MTp 3y 11 existe
donc un systéme algébrique S sur MT et V dont la solution est E et un

é1ément X de V tels que U = Ey - De plus, d'aprés la proposition 6.5,
0

on peut supposer que S est sous forme normale.

A ' On considére le nouvel ensemble de symboles non-terminaux

V= {X/o | X e Vetac{l,...,d(X)}} avec d(X/a) = Card (a).

Remarquons que o peut &tre considéré comme une application croissante de

[Card (a)] dans [d(X)] notée également a, qui 4 i fait correspondre le 1M

€lément de a (par rapport 3 l'ordre naturel sur les entiers).

On forme alors le nouveau systéme S' = {Y = PR} + CRy + TRy / Y ¢ v}

Y

sur MT et V défini par :

- ol i . )
PRX/a _'{HCard(a) | nd(X) € PRyetis= a(3)}
Rysa = 1Y/B< Yp(1y/s-s¥g(cara (g))/* /

Y°<Yl""’Yd(Y)> € CRy et B8 c {1,...,d(V)}}.

{3.0 / U.0.a € TR, , }.

TR&/&

/o
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Cette construction est effective.

On montre alors par récurrence que si (1) est 1'approximation de la

solution de S et E'(l) celle de S' alors pour tout i,

E'(i) = {ue M / u.a € Eéi)} ; d'od 1'on déduira que
X/a
Ei/a = {ue M / u.o € EX}.

- 81 i = 0, on a bien Eksg) =@ = {ue MT / u.a € E;O)}

oo\ v, Y,
- E} = o . (u) + o . (u) + o L (a).
X/a uePRY g (1) ueCR! gr (1) ueTR! g (1)
X/ X/a X/a
. _ j i . . _

mais EZFE{ OE'(i)(U) = {HCard(a) | Hd(X) € PRX et i = a(j)} =

X/a

{u | u.a e PRy} = {u | uea € 0 (i)(PRX)} ;

E
de méme \\_/) o (i)(U)

1 1
ueTRX/Ot E

enfin U

ueCRi/a

{u / u.a € OE(i)(PRX)} 3

(u)

T (1)

OE,(i)(Y/B)'<° (i)(YB(l)/a)”"’OE,(i)(YB(m')/a)> =

Y-<Yl,...,Ym>5CRX E!
Be{l,...,m}
\\_/) fu/u.8 € Eéi)}-<{u/U-a € E§i) }seoos{u/u.a e E§i) }>
Y-<Yl,...,Ym>€CRX B(l) B(m')
gc{1l,...,m}

mais comme u.B.<V ..,Vm> = u'<vB(l)""’VB(m')>' Cette derniére quantité

1°°

est égale a

\\_/) E;i).<{u/u.a € Bgi)},...,{u/u.a € E@i)}>

Y.<Y ...,Ym>eCRX 1 m

k]
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et il est facile de montrer, d'aprés la définition du produit de composition

dans le magmoide des parties et compte tenu du fait que

$.<ul.a,...,uk.a> = ¥.<uy,...,u >.0 que cette quantité est aussi égale a
U {U/u.a € Eél)o<E§l),'van§l)>} = {U./u.a € O (i)(CRX)}-
1 m E
Y.<Yl,...,Ym>€CRX
De ces trois égalités on tire que
(i+1) (i+1)
' = =
Eg /o = {u/ u.a e OE(i)(PRX + CR, + TRX)} {u / u.a e By }
et c'est ce qu'on voulait démontrer.
B ' On définit alors la suite Vi de parties de v par
- v ]
Vi = K/a eV / R%/q M MT 7 ¢}
- g \
Vi = V; u X/ eV /Ry, 0 (e T T # 0.

-

Comme cette suite est croissante et majorée par V, elle est stationnaire a

partir d'un certain rang i, et sa limite V" est égale a v, . De plus comme

0
0
la construction de chacun des Vi est effective et que Vi = Vi+l => ¥ j > i,
Vi = Vj’ la construction de V" est effective.
On construit alors le systéme
S"={Y=R'|YeV'}ol R!'=Rln (M8 VT,

Y Y Y

S" est encore un systéme sous forme normale dont la construction est effective.

Soient alors E' et E" les solutions de S' et S" et E'(l) et E"(l) leur

approximation.
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Bl On montre d'abord que pour tout i 21, si Y € V, alors

(1)

¢ ¢ Ey

+ S1 1 = 1 par définition de VionasiYeV,,

7Ry nMT cRyn (M@ Fvy)T = RY
1 Ay 1 - 1 " - n(l)
d'od ¢ # RY nMr = ¢ (0)(RY nMT) co (O)(RY) = EY

E" EH

. Pour 1 = i+l1, par définition de Vi+1’ siY € Vi+l

9 #Ryn (MT @ %(vi))T c Ry d'od

,(i+1)

@£ v

E"(i)(R§ n (MT ® %(vi))T c cE”(i)(R§) = E

On en déduit, par passage 3 la limite, que si Y ¢ V", E; 0.

—_—
B2 On montre ensuite que pour tout i 2 1, si Y ¢ V" alors
(1)
" |
EY c EY
. (o
« pour 1 = 0, E; ) = g c E%
(i+1)
. EI = (R = (R 0 (M v")T).
By O (D FY) T oy Ry 0 (MO TOIND)
(1)

1 t A
c EX d'ou

n (e FVT) < op, (Ry n (M @ ¥y < op (RY) = E.

Or pour tout X ¢ V", B§

(RS

°E"(i) Y

On en déduit que pour Y ¢ V", Eg < Eg-

' B3 I Montrons enfin que pour tout i =2 0

E§(1) cEpsi¥e v

(i)

1 - : :
BY = @ sinon.

Ceci est trivialement vrai pour i = 0.
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Montrons que si c'est vrai pour i c'est vrai pour i+l. Soit donc

v = Z.<Zl,...,Zm> € CR%

. 81 Z € ; - V", alors OB'(i)(Z) = Eé(i) = @ et OE’(i)(V) =@

-~

»siZ,,...,2 € V-V"ona aussi GE'(i)(V)

et qu'il existe une partie non vide B de {1,...,m} telle que j € B ssi

@. Supposons alors que Z e V"

Zj e V". Mais comme v ¢ R!, alors Y = X/a et il existe vy, X', Xl""’xn

tels que X'.<X .,Xn> € CR,, 2 = X'/y 3 Z4 = XY(i)/a. Considérons alors

1°"° 1

v' = X'"/B.y.<2Z > qui appartient encore 3 CR}, et de plus

Y
i)(0) =

8(1)° ***%8(m")

ZB(l)""’ZB(m') appartiennent a V". Remarquons que ¢

\_)

E'(
(1) @, . \ ) wee aw®,.

N
.\ U.O<E} ... E .. u.0.8 <ELY L.
¥.oepy V) 2y Ty §.8.peEy D) 2 m
puisque pour que 3.®<Ei(l),...,Ei(l)> ne soit pas vide, il faut que O se
m . .

factorise par 8. Or comme Z = X'/y, Eé(l) = {4.0 / ﬁ.e.y € E;})} d'ou
{4.0.8 ¢ Eé(l)} = {4.8.8 / U.6.B.y ¢ E;})} = EkS;;'Y.{B}. On en déduit que

(1) (1) (1) (1) (1) (1)
o ,.\(v) = E}, ABY.<EL Y, BN > = B, .<E! S 1. > =

pr (1) X'/B.y Z, Z_ X'/80Y" 251y Zg (1)
1

oE'(i)(v ).
De plus si {4.8.8 / U.0.8 € Eé(l)} n'est pas vide, Eif};'Y n'est pas vide

et donc, d'aprds 1'hypothdse de récurrence, X'/B.y € V" d'oll v' e T(V"),

t 1 ] 1] 1 "
et comme v' ¢ CRY, v' € CRY n T(V").

On a donc montré que si v € CR% et sio (.)(v) n'est pas vide, il
El

existe v' ¢ R& n T(V") tel que o (i)(v) =g (i)(v'). On en déduit donc que
El E'

o (i)(CRé) c o

(CRy n T(V")). Il en découle que si Y € V",
E'

(9

CRY n T(V") = CR§ d'ol
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A o (1) Ry * TRY + CRY) =

PRy + TRy + cE'(i)(CR\}) c

PRy + TRy + oE'(i)(CRgg) c

PRy + TR} + o, ((CRY) = EY
et que si Y ¢ V- V", comme R% n MT = ¢ alors R§ = CR& et CR& n T(V") = @
dron gy ) E'(i)(CR{{) €0 (1)(CRy 0 TOM) = g

On rassemble maintenant les résultats obtenus :

> " L 1
a) siYyevVv", EY = Ey

b) si Ye V, Y ¢ V" ssi E% = @.

On déduit que toutes les composantes E; du systéme S'" sont non vides

car si Ey était vide avec Y ¢ V", E% serait également vide et donc Y

n'appartiendrait pas 3 V, ce qui est contradictoire.

I1 reste d montrer que U = E, est une composante de la solution de S".

X

0
t - - ' -
En effet EXO/Id = {u/ u.ld € Ey } = EX . Comme E, n'est pas vide,

0 0 XO

d'ou XO/Id e V' et EV

= B! = U.
XO/Id XO/Id

cgfd.

Comme 1'a fait remarquer Boudol [29], la construction utilisée dans
cette démonstration fournit un algorithme de la décidabilité de la vacuité

d'une composante de la solution d'un systéme algébrique.
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Proposition 6.8 12 est décidable de savoirn pour tout systéme
algébrique S sur MT et v, &tant La solution esl E, et pour foul X e V
AL Ey = @.

Démonstration : On met d'abord le systéme sous forme normale, ce qui peut
y

se faire effectivement, puis on construit le systéme S' et 1l'ensemble V"

comme ci-dessus. On a alors EX = @ ssi X/Id f L'ALN

cgfd.

I1 n'est pas étonnant que l'on obtienne la décidabilité de la vacuité
méme pour les systémes sur un magmoide 3 torsion gquelconque parce que
précisément cette vacuité ne dépend en fait que des torsions adjointes et
pas des propriétés intrinséques de ce magmoIde. Remarquons d'autre part
que la construction d'un systéme sous forme normale n'est pas indispensable
[29] mais que nous avons préféré par cette premiére étape pour simplifier

les constructions et les démonstrations ultérieures.
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5. PROPRIETES DES ENSEMBLES ALGEBRIQUES

Proposition 6.9 SL U est un ensemble algibrique de MT; et
Vl,...,vé des ensembles algébriques de MT(ll, alors U.<V,,...,V > est
un ensemble algébrique.

19

Démonstration : Soient SO,Sl,...,Sp les systémes dont les solutions sont Eys

El,..,Bpﬂont les ensembles de symboles non terminaux sont disjoints deux

. (X(O)), Vi = op (x(l)). On considére alors le
i

0
= x(O).<x(l),...,X(P)>} dont la solution est E ;

a deux, et tels que U = ¢

systéme Sy u S, Sp v {X

il est clair que si X e V., oz(X) = o, (X) d'od
i E E;

V >'

0g(X) = o (x .o, ¥y, 0 x P = viev L, .

0 1 P
cqfd.

Soient M et M' deux magmolides décomposables, Une l-substitution o
de MT dans P(M'T) est dite algébrique ssi ¥ p > 0, ¥ u ¢ M;, o(u) € P(M'T);
est un ensemble algébrique. Nous rappelons qu'elle est aussi linéaire si

" . . .
¥ v.0 € o(u), 0 est une injection.

Proposition 6.10 Une T-substitution o de T(L) dans P(M'T) est
alatbrique 884 ¥ £ ¢ I, o(f) est un ensemble algibrique.

£ . . s > '] .
Démonstration : La condition nécessaire est une conséquence immédiate de

la définition. La condition suffisante découle de la proposition 6.9 et du

fait que T(Z) est un magmolde projetable libre.
cqfd.
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Proposition 6.11 La classe des ensembles algibriques est fermée
par 1-substitution algibrique Lingaire.

2 . - r4 . - l
Démonstration : Soit U un ensemble algébrique inclus dans MTp et 0 une

1-substitution algébrique. D'aprés le théoréme 4.7, il existe un alphabet
gradué I, un ensemble algébrique V inclus dans T(I), un l-morphisme ¢ de
%(Z) dans M tels que U = ¢T(V). On en déduit que o(U) = o(¢T(V)). Or o.¢T
est une l-substitution définie sur T(L) qui vérifie :

sif e 2, ¢T(£) = ¢(f) ¢ Mi et donc o{(¢pT(£f)) = o(¢p(£)).

C'est donc bien une l-substitution algébrique linéaire. Aussi suffit-il de

démontrer le résultat énoncé pour les ensembles algébriques de T(I).

Soit donc un systéme algébrique S sur T(I) et V dont la solution est E

tel qu'il existe X . € V tel que U = Ey - On peut supposer de plus, d'aprés
U

la proposition 6.7, que S est sous forme normale et qu'aucune composante

U
de E n'est vide.

Soit T une l-substitution linéaire de T(I) dans MT, Comme ¥ f € I, t(f)
est un ensemble algébrique, il existe un systéme algébrique
Sto={Y = Ry | Y € V'} sur MT et V' - obtenu éventuellement comme réunion
de plusieurs systémes - dont la solution est E', tel que ¥ f ¢ I il existe

Yo € V' tel que t(f) = Ej . De plus il est clair que Y. est de méme degré

Yf f

que f., On considére alors le l-morphisme y¢ de T(z v V) dans T(V v V')
défini par

si XeU p(X) X

H

si fel p(£)

Yf,

ce qui permet de définir le systéme yY(S). Comme S est sous forme normale
S = {X = PRX + CRX + TRX X € V}, d'ol

$(8) = {X = yT(PRy) + PT(CR,) + PT(TRy) | X e VI =
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{X = PRy + CRy + TR} | X € V} od TRy = {¥..0 | £.0 € TR,J.

Soit alors F la solution du systéme

S" = Y(S) u S" sur MT et V u V',

Posons G = E(S") défini par

~s1XeV, GX = T(EX)

- : | 1
si1YeV ,GY EY

et calculons S"(G)

- pour Y € V', 5‘"(@)Y = k_} oG(u). Mais, pour u ¢ R& c (Mo YT,
ueR%
OG(U) = OE'(U) d'ol S"(G)Y = ULEJR OE'

Y

(Y) = E} =G

(W) =0 Y Y

E'

- pour X € V, 5”(@)X = 0g(PR,) + 0 (CRY) + o (TRY).

n

Comme PR e, OG(PRX) = PRy = GE(PRX) = T(oE(PRx)).

X
] —
Comme TR/ = {Yf.e / £.0 € TRX},
o (TR = \J  o.(vp).0 = 0. (Y.).0 = 1(£).0 = T(TR,).
¢ X £.0¢TR, © £ f.g24Rx B f.gE%Rx X

Enfin si v ¢ CRX, v = X .<X

0 Lree X > d'ou

oG(v) = GX .<GX ,...,GX > = T(EX ).<T(EX ),...,T(BX )>.
0 1 m 0 1 m

Mais par hypothése aucun des EX n'est vide et comme T est une
i
1-substitution linéaire, d'aprés le lemme 3.15 cette derniére quantité

est égale a r(EX0.<EX1,...

" -
et § (G)X = T(PRX + TR

JEy ) = t(og(v)), d'od g5(CRy) = T(op(CRy))

X
m

+ OE(CRX)). Or PRX + TR, + GE(CRX) = oE(X) = EX

X
d'ou S"(G)X = T(EX) = G

X

X*

On en déduit que G = $"(G) d'ol pour tout 2 ¢ Vu V', F, ¢ G, et en

particulier F, < G, = 1(E, ) = t(U).
X Xy
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Montrons ensuite que pour Y ¢ V', E% c FY ; par induction sur

1'approximation E'(l) de E' { on a bien E§(O) c FY et

E'(l+l) = o L (u) ¢ t‘) o.{(u) = F,.
v ueR! E'(l) ueR! F Y
Y Y
Comme de plus, pour YeU', on vient de montrer que FY < GY = E% on a
donc BY = Fy'
. . . (1)
Enfin on montre que pour X ¢ V, T(EX) c FX par induction sur T(EX )
ou E(l) est 1l'approximation de E
- pour i = 0, Eéo) = g et T(Eio)) =g c FX
(i)
BX = PRX + TRX + OE(i)(CRx)
aron t(ES*)) = PR, + (TRy) + 7o . (CR,))
X Ry X (1))
. _ (1) (1) (1)
Or si v = XO'<X1""’Xm> € CRX, c (i)(v) = Ex ~<Eg"7,e. 5By 7> et
E 0 1 m
(o 1 (v)) = (B <)y, e el
(1) X X X
E 0 1 m
pour les mémes raisons que précédemment ; et d'aprés l'hypothése de
récurrence 1(o ,,.(v)) ¢ F, .<F_ ,...,F, > = g_(v).
B(1) XO Xy X F
AN - .
D'ou T(oE(i)(CRX)) c cF(CRX). De plus comme PRX c 9, GP(PRX) = PRy ; par
ailleurs T(TRX) = t.J 1(f).0 = E§ .0 =
£.0¢TR f.0eTR f
X X
F, .0 = U 0,(Y..0) = o.(TR})
£.0cTR, 'f  f.oelR, [ T FX
X X
N (i+1)
] ] -
d'ou T(EX ) ¢ OF(PRX + TRX + CRX) = FX'

) < F, . On en déduit que t(U) = Fy est bien
U U U

une composante de la solution F du systéme algébrique S".

On & donec t(U) = T(EX

cgfd.
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Remarquons une fois de plus que 1'hypothése de linéarité de la substitution
1 est indispensable. Nous verrons au chapitre suivant, comme corollaire du
théoréme de duplication que la classe des ensembles algébriques n'est pas
fermée par l-morphisme non linéaire (cf. aussi [7]), un l-morphisme non
linéaire étant bien un cas particulier de l-substitution algébrique non

linéaire,

Les l-morphismes linéaires étant bien évidemment des cas particuliers

de l-substitutions algébriques linéaires on obtient le résultat

Conollaine 6.12 La classe des ensembles algébriques est fenmie
par 1-monphisme Linainre.

Proposition 6.13 La classe des ensembles alglbriques est genmée
par intensection avec un ensemble reconnaissable.

P . . Lyt . 1 .
Démonstration : Soit U un ensemble algébrique inclus dans MTp et soit S le

systéme algébrique sous forme normale {X = PR, + TR, + CRy | X € V} sur MT

et V dont 1la solution est E, tel qu'il existe Xy € V tel que U = EXU.

. . . 1
Soit K un ensemble reconnaissable inclus dans MTP, reconnu par

1'automate 4 = <Q,$,5,5>. Supposons que § ait k états notés I ERRETL

On considére alors 1'alphabet gradué V = {[X,e] / X ¢ V et e € @}

ol le degré de [X,e] est égal 3 k fois celuil de X.

On construit le systéme §' = {X = §§§ + Eﬁi + Tﬁ? | X e V} défini par

- ey i
W[X,ej] = v (Mg xy) 7/ Tyexy € PRy

o v .l im o n, _
ﬁtx,ej] = {U-(Hk g ... 8 Hk )-\)k(O) / 1.0 € TRX et ¢(u)(eils"',eim) - ej}




- 157 -

[X e 77 = {r XO’e 1. <[X ,e ],...,[Xl,ek] [XQ, l] ...,[X2,ek],...,[xn,el],

cenlX Le 1> | Xp:<X15eeesX > € CRy}.

Si E est une partie de MT;, on notera
A (E) 1 vt My () / 5.0 € B ot e = 8N
3 E) 1'ensemble {u.(IIk & ... 81 ).y, (0 / u.® € Ee ey~ $(u)le; »---

1

s s, oy - ey - .TR .
On a donc par définition PR[X,ej] Aj(PRX) et TREX,ej] AJ( X)

Soient E(l) et E'(l) les approxiamtions des solutions E et E' de S et

S'. On montre alors par induction que ¥ i 2 0, ¥ ej e @, ¥XelV,

(1) (1)
E[X ]] = Aj(EX )

~ c'est évidemment vrai pour i = 0

(1+1) _ S5 - ==
[X e ] = PR[X,ej] + TR[X,ej] + OE,(i)(CR[X,ej])

Aj(PRX + TRX) + GE,(i)(CR[X,ej])'

(1) (1) (1)

E <E} JE! >

1&?7{!x seCR, [Xgoe3d " TXp.e 1777 T7IX ey ]
n X

Or ¢ .. (CR ) =
pr(i) X, ] Xg-<X

qui est égal, d'aprés 1'hypothése de récurrence, a

l\_/) A.( ;1)) <A, (E(l)) k(Efli))>.
X oo <Xy, 5K >€CRy 1%

On montre alors aisément que A (E(l)) <A (E(l)),...,A (E(l))> =

A (E(l) (1),...,Egl)>). En effet cette égalité découle de

O .
(1) E(l)>).

A (4.0).<4, (E(l)) -0 sBp

k(E(i))> 4, (§.0.<E]
n

Le premier de ces deux ensembles est égal a

U N (1) (i)
U.-<Ail(E )),c.'gA% (Ee(l))

. . ", _ (1
11,...,1S/¢(u)(eil,...,eis)—ej




(1)
p (1)

{u.(vl 8 ... 8 v ). (T i1 4

et le second 3 A (u.<E

Y (i)
Vj.Oj € EO(j)

i

i
[U.<v .(m~ 8 ... en z).vk(ol),...,Q (T

3 il,...,10 tq ¢(§¥j)(ei

A"
et ¢(u)(eii,...,ei,) = ej}

" .
{u.<vi,...,vé> / 3 11,000

\_/

. . )
11,...,1S/¢(u)(ei R

1 s

On en déduit que o
E'(

L\\~_.,/’J A.(E(i).<

X
Xye<X 50 ,X >eCRy 3 %

d'ol (i+1)

et $(U.(V, 8 ... 8 BNE 1 ...

1 = A.
E[X,e.] A](PRX + TR
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(1)
P bv,e(s)

r
R ).vk(<ol,...,os>) /

) =

i i

ig! ip
. @ ...01 ") le) /
_ ~ (1)
areta€s ) = ey » vj.ej € E@(j)
: l'v ]
] ]
il tq vie Aié(E(l))) et ¢(u)(e iy ..,eié) = es}

(1)
0(1)

(1)

E.<A (E Yoeoes A; (E ))>.

i)(CR[X,ej]) -

(1) (1)
EX ,...,EX >)
n

. = Aj(o (i)(CRX))

E

E(1+l))

I1 en résulte, par passage a la limite que

E'
[X,e]

et donc que pour tout j

de MT& ax” On consideére

W= <W

i. . i
S{Hp} si Hp.s(l,p)

i
23 2 ¢ sinon.

. = A]

1,100 oW oWy paeens

(Ey).

<ket XelV, Aj(EX) est un ensemble algébrique

alors le polyndme

LW LW > de P(MT);'P défini par

W2,k,.. p,17"" b,

= e,

]
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D'aprés la proposition 6,3, pour tout j £ k

Aj(U).W = Aj(EX ).W est un ensemble algébrique.
U

Or 4,(V).W = U {3.<v

Hé(i)
N, -
u.OeAj(U)

K.p W} =

1,...,vq> / v, €

k\_,) {U.<v weeoov > /4 i .01 tq ¢(3)(e- seees€s ) T €. et v, e W .} =
3.0eU 1 q 1 q 170 j 2 € Mol),1i,

1"

\\_/} (0.0 /3 i,,...,1 tq 6(u)(e, ,....e; ) = e. et He(t).s(l,p) = e, }
Y, 0eu 1 q L 1 P £

S>_/) (4.0 / ¢(g.6) s(1,p) = e.} = {u e U / $(u) s(1,p) = ej}'
u.0eU J

On en déduit que U n K = k\_/} A.(U).W est encore un ensemble algébrique.
jesS(1l,p)

cafd.

Nous avons donc montré que la classe des ensembles algébriques est
fermée par l-morphisme linéaire et par intersection avec un ensemble
reconnaissable - propriétés déj3d connues dans le cadre de la théorie
classique des langages d'arbres - ainsi que par l-substitution algébrique
linéaire. Ainsi que nous 1'avons déjd signalé, le probléme de la fermeture
par l-morphisme non linéaire - résolu négativement dans le cadre de la
théorie classique des arbres par Arnold et Dauchet [7] sera traité au
chapitre suivant, ainsi que celui de la fermeture par k-morphisme quelconque.
I1 reste enfin 3 examiner le probléme de fermeture par morphisme inverse,
résolu négativement par Arnold et Dauchet [12] dans le cadre de la théorie

classique des arbres. C'est l'objet principal du chapitre suivant.
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CHAPITRE VII

ENSEMBLES K~ALGEBRIQUES ET K'RATIONNELS

I1 a été démontré dans [12], et nous redémontrerons plus loin, que
la classe des ensembles algébriques de T(Z)é n'est pas fermée par morphisme
inyerse, Or de méme qu'en théorie des langages un morphisme inverse peut
€tre obtenu en composant un morphisme alphabétique inverse, une intersection
avec un langage reconnaissable et un morphisme, un l-morphisme linéaire
inyerse entre deux magmoides projetables libres peut &tre obtenu par un
démarquage inverse suivi de l'intersection avec un ensemble reconnaissable
et - 3 peu de choses prds - un k-morphisme linéaire. Comme la classe des
ensembles algébriques est fermée par démarquage inverse - nous le
démontrerons - et par intersection avec un ensemble reconnaissable, on est
ramené d étudier la fermeture des ensembles algébriques par un k-morphisme
linéaire., Or 1'image par un k-morphisme de T(Z) dans T(A) d'un ensemble
algébrique de T(I) peut &tre considérée comme un ensemble algébrique de
kdil T(A) ou plus exactement k-dil T(A) DT. On définira ainsi, une nouvelle
famille d'ensembles inclus dans T(A), les ensembles k-algébriques, qui

contient celle des ensembles algébriques dont nous étudierons les propriétés.

Dans tous ce qui suit, tous les magmolides décomposables que nous
utiliserons seront de la forme %(Z) ou k«dil T(Z) D, ol I est un alphabet
gradué. Nous désignerons par alg et rat les familles d'ensembles algébriques

et rationnels inclus dans un magmoide projetable libre finiment engendré.
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1., ENSEMBLES ALGEBRIQUES ET DEMARQUAGES INVERSES

Soient ¥ et A deux alphabets gradués finis. Un l-morphisme u

de T(Z) dans T(A) sera appelé démarquage si ¥ f ¢ &
u(f) = g.© ol g e A et ol @ est une injection de [d(g)] dans[d(f)]
1
ou u(f) ¢ ed(f)'

Si k est un entier strictement positif et si i e [k], alors pour
n 20, Hlen est 1'élément de Q" défini inductivement par
k n P

i80 _ idn+l _ _i o i8n
Lo = 0, My =08

Les deux résultats suivants sont démontrés par Dauchet [DI.

Proposition 7.1 Sodlent I et A deux alphabets graduls §4inis et ¢
un 1-morphisme Lindaine de T(A) dans T(L). Alons 4L existe un alphabet
gradu? §ini T, un démarquage n de T(T) dans T(Z), un k-morphisme LinCaire

v de T(T) dans T(A), ¢t ¥ n = 0 un ensemble reconnaissable X_ de T(I)}

Lels que pour tout u e T(Z)i, ¢_1(u) . Hi@n = Hi.w(u_l(u) nK).

Proposition 7.2 Soient £, A, T trhois alphabets graduls f4inis,
¢ un k-morphisme Lindaine de T(r) dans T(A), u un démarquage de T(T)
dans T(A) et i un entiern inférnieur ou égal a k. Alons i€ existe un
alphabet ghadul §ini @, un démarquage n' de T(Q) dans T(L), un
k.k'-morphisme Lindaire ¢ de T(Q) dans T(T), et pour fout n 2 0 un
ensemble neconnaissable X_ inclus dans T(2)) tels que ¥ u ¢ T(2),

n
alors u™ (M. (u)) TP = Mo v(u' ™ (w) K.

Le lemme technique qui suit exprime une propriété caractéristique
des démarquages.
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Lemme 7.3 Soient § et A deux alphabets g)caduéb §inis et
uoun démanquage de T(r) dans T(A). So&t W appaatenant a T(z) tek

p(w) = d. <Ug5e U Alons AL existe "'0 € %‘(Z)P, WiseeesWy € T(z)n, une
Anjection 0 de [m] dans [pl tels que

W = ao.<wl,...,wp>, ”(30) = 4.0 et u; = u(we(i))-

2 . L] rd f\l '\J ’\"
Démonstration : Supposons qu'on ait trouvé w, tel que u(wo) z u.0. Comme un
démarquage est un l-morphisme linéaire, 0 est bien une injection et on a
p(w) = 5.0. <plwy ),...,p(w )> = . <“(w0(l))’;"’p(w®(m))> S ol u1 = u(we(l))
I1 suffit donc de montrer 1l'existence d'un vy tel que u(w ) = 4.9, ce qu'on

va démontrer par récurrence sur la taille de w.

Si taille (w) = 0, w = H;, d'olu p(w) = H; = Idl.H;. Alors nécessairement

= Id, et on prend 30 = Id,.

Si taille (w) 2 1 alors si taille (1) = 0, 3= Id, et comme précédemment
on prend 30 = Idl’ sinon on écrit w sous la forme f.w'. On a alors

wlw) = u(E).oplw') = ﬁ.<ul,...,u >

"s
-5 u(f) = P’ on a p(w) = p(I>.w') d'aprds 1'hypothése de récurrence
To.ow' = 3'.<wi,...,w&.> avec u(&é) = 4.0. On pose alors
= [}
WO% f. (Idl 1 8 W ewldp i). On a alors .
= lc ! . = . = . . .
u(wy) np (1d; , 8 w8 Idp 3) =0, 8wy 8 op _; =u.(0, , 808 op_l) et
= T, i-1 v 1 i+l p
w = wO.<HP.w ,...,HP W Wl s e W HP ,...,HP>
. . L
« Si p(f) = g.o, alors p(w) = g.u(0.w') et comme tallle (u) 2
u = (u 8 ... ® u ). On a alors p(e w') = (ul ® ... ® u ). <ul,...,um>
<al.v ,...,uq.vq> et donc Hq O.w' = ui.v . On appllque alors 1'hypothése de
N
récurrence, ce qui donne Hq.@.w = wi.wi avec u(wi) = ui'ei° On pose alors

N
Wy = f.(tl ® ... 8 tr) avec

. - S 3j si 0(j) =

i .
Idl sinon

Y P
et on démontre comme précédemment que W, est 1'élément cherché.

cqfd.
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Proposition 7.4 Soilt u un démarquage de T(L) dans T(A) et soient

1 4. -1 -
Ue P(T(A)), v = ViseeeaVp> e P(T(A))g. Alors y ~(U.Y 8 04) =

-1 -1 -1 1
WU 8 0)<n (V] 80;)5.usu (vP 8 0,), T(Z)q+l>.

Démonstration : Comme U.V 8 0, = k.J (u.v 8 0,),

uel
p_l(U.V ] Ol) = \_) p_l(u.V 8 Ol) 3 d'autre part
nel.
_l "l . P
(U8 Ol) = k.) p (u® Ol). I1 suffit donc de montrer le résultat dans
uelU

Y
le cas ou U n'a qu'un seul é&lément u.o.

On a alors &.O.V 2] Ol =

A" "
uv<V6(l),nv-’Ve(m)> 8 Ol - 'U..<Ve(l) 8 Ol’o--,ve(m) 8 OJ_>

d'ol u'l(ﬁ.e.v 2] Ol) = {v/u(v) = g.<vl,...,v > et v, €V

- 3 (i) ® 0,1}

On désignera cet ensemble par A
-1, -1 -1 1
et u (u.08 01)‘<“ (Vl 8 01),---,u (Up 8 ol),T(z)q+1> =
n A" ' _ n R —
{w.<wl,...,wk> / u(w.0') = u.0 8 0, et u(wi) € Vor(sy ® 0, si 0'(i) =< p!}

qu'on désignera par B.
Montrons d'abord que B < A,

En effet si ¥'<Wl"

..,wk> € B,

n n
n(w.<w ,...,wk>) = u(w).<u(wl),...,u(wk)> €
1
q+1>

n
)
n(w).o <V, 8 01""’Vp 8 0;, T(Z)

N
u(w.@').<Vl 9 Ol"

A 1 _
u.(0 8 Ol).<V 8 01""’Vp 8 01’ T(Z)q+l =
"
u.

1
..,VP ®0,, T(z)q+l>

1
oy
0.<v, ® 01""’VP ® 0,> = U.0.V 8 0,.
On en déduit que si w € B, u(w) € 3.0.V 8 04 d'ol B c u_l(&.O.V 8 Ol) = A.

Montrons ensuite que A < B.



































































































































































































































































































































































