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RESUME 

Un problème d'emploi du temps se formalise par la B-DECOMPOSITION 

(combinaison linéaire à coefficients entiers positifs) des p-VOLTRICES 

(VO~ume maTRICE - tableaux à trois dimensions, à éléments entiers non-négatifs 

dont les sommes sur les rangées sont étales à p) en sommes de 1-VOLTRICES. 

Ceci demande une généralisation à trois dimensions du théorème de 

VON NEUMANN sur la B-décomposition des matrices bistochastiques en matrices de 

permutation, applicable aux p-MATRICES (p-voltrices de dimension 2). 

La B-décomposition des p-voltrices passant par celle des p-matrices, 

une première partie est consacrée à l'étude de la construction et de la 

multiplicité des B-décompositions des p-matrices, en insistant sur les rapports 

avec : les carrés latins, les ensembles p-TRANSITIFS de permutations (où 

exactement p permutations appliquent chaque objet sur chaque autre), le 

pavage des cône polyédriques dans les espaces vectoriels et les cliques 

maximales du graphe dVlNDEPENDANCE des permutations. 

Certaines p-voltrices étant B-indécomposables en 1-voltrices, dans 

la seconde partie, il est proposé d'étendre l'ensemble des voltrices de 

décomposition aux voltrices MINIMALES, ce qui permet de généraliser le 

théorème de VON NEUMANN. Une caractérisation des p-voltrices B-indécomposables 

en 1-voltrices est donnée pour n = 3. 

Un dernier chapitre traduit en termes d'hypergraphes les résultats 

sur les B-décompositions. 
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1, GENERALITES 



1, INTRODUCTION 

Un probïkme d'emploi du temps est à l'origine de ce travail. La tentative faite 

pour le résoudre à l'aide de l'ordinateur, a nécessité de formaliser des notions attachées aux tableaux 

3 plusieurs dimensions. Pour désigner ces derniers le mot VOLTRICE ( V ~ ~ u m e  maTRICE) (52.1.2 p.7 ) a été 

proposé, distinguant ainsi les tableaux à plus de deux dimensions,des matrices. 

Les emplois du temps sont alors apparus comme des configurations dont certaines, particulièrement 

remarquables, sont les p-vo l t r i ces  ($2.3.1 PIS), tableaux dont les dimensions sont égales, les éléments 

entiers et non-négatifs, et les sommes sur les rangées égales à un entier p. Parmi celles-ci se trouvent 

les 1 - v o l t r i c e s  ($2.3.2 p15), qui n'ont qu'un élément non-nul, de valeur 1, par rangée. Les matrices de 

permutation (52.1.3 p 9) sont, à ce titre, des l -matr ices (52.2.2. p 11). 

La résolution du problème d'emploi du temps se ramène à celui de la 0-decomposition (52 .2 .2  p13) 

des p -vo l t r i ces  en sommes de 1 -vo l t r i ces .  Ceci est résolu par le theorème de VON-NEUMANN(Q2.2 p  9 )  pour le 

cas des matrices, mais la littérature est très pauvre sur les généralisations qu'on peut envisager quand 

on passe à plus de deux dimensions. 

En fait, le problème n'a pas été traité. Les auteurs se contentent de montrer, à l'aide d'un 

exemple, que toute p-voltrice n'est pas somme de 1-voltrices. Seuls W.B. JURKAT et H.J. RYSER ont publié 

en 1968 un article se rapportant à des configurations semblables (B.12.2.1) (1)  où, parmi d'autres prol,lèmes, 

ils abordent celui de la B-décomposition sous un aspect leur permettant d'envisager d'autres configurations 

que les p-voltrices dont il va s'agir ici, et où les éléments de décomposition sont des configurations latines. 

Le travail est fait ici en deux étapes. Il faut d'abord constater que les p-voltrices sont 

doublement liées aux p-matrices (sommes sur les rangées égales à p). D'abord parce qu'elles les généralisent 

et ainsi étendent plusieurs de leurs propriétés, mais ensuite parce qu'elles comprennent elles-mêmes des 

p-matrices . Aussi la B-décomposition des p-voltrices demande, en première étape, l'étude de la B-décomposition 
des p-matrices. Dansce domaine non plus la littérature n'est pas riche. H.J. RYSER dans son livre (B.12.1.2) 

et d'autres auteurs, comme HAK PROU dans sa thèse (B.12.2.1), donnent des théorèmes d'existence de 

B-décompositions de matrices, et même des algorithmes pour en construire, mais aucun n'envisage la multiplicité 

des décompositions de ces matrices. Cet aspect apparait quelque peu dans les problèmes de construction 

de carrés magiques, qui sont des p-matrices particulières. 

La seconde étape, qui est l'étude de la B-décomposition des p-voltrices, poursuit deux buts. 

D'abord proposer une généralisation des matrices de permutation qui permette 9 dans tous les cas, de 

(1)  Pour l e s  renvois en bibliographie, l e  symbole 5 a é t é  remplacé par la  l e t t r e  B. 



construire des B-décompositions <es p-voltrices. Cette généralisation a abouti à la notion de p - v o l t r i c e  

minimale ( $ 8 . 2 .  ~155) qui permet de généraliser le théorème de VON NEUMANN ($8.5 ~169). Le second but est 

de comprendre pourquoi les p-voltrices ne se B-décomposent pas toujours en l-voltrices. Les investigations 

de l'auteur ont permis de l'expliquer pour le cas où l'ordre des voltrices est 3. Mais, pour le cas général 

malgré une étude fouillée des p-voltrices, en particulier de celles d'ordre 3 et d'ordre 4, ces explications 

ne sont pas une justification, et n'aboutissent pas à une condition nécessaire et suffisante de 

B-indécomposabilité en l-voltrices. Ceci restera donc un problème ouvert. 

La voie choisie a nécessité la mise en oeuvre de résultats appartenant a des domaines variés des 

mathématiques dont l'algébre, les graphes et la combinatoire. La convergence de ces théories a permis de 

les enrichir de notions nouvellestcomme celle de groupe p - t r a n s i t i f  (53.1.2 p21) venue de l'introduction 

de l'addition dans le groupe, habituellement multiplicatif, des permutations, ou encore comme cellede 

cube l a t i n  (97.4 ~141) et detableau D (57.1 ~133) qui sont des généralisations des carrés  l a t i n s  (52.2.3 

Les résultats se répartissent en quatre parties. La partie 1 avec les chapitres 1 et 2 présente 

l'ensemble du travail. La partie II avec les chapitres 3, 4 et 5 est consacrée à l'étude des p-matrices, 

et fournit les éléments qui permettent d'étudier les p-voltrices dans la partie III, avec les chapitres 6, 

7 et 8. La partie IV, chapitres 9 et 10, exploite ces résultats dans l'étude des hypergraphes associés aux 

tableaux (99.1 pl871 et donne la conclusion. 

L'ordinateur a été un moyen indispensable de calculs et d'expériences, mais son rôle essentiel 

a été de susciter la rilflexion. L'écriture d'un programme pose toujours de nouveaux problèmes au programmeur 

en l'obligeant à envisager tous les cas et à définir les limites de ses données. Ceux-ci deviennent ardus 

quand l'ordinateur rappelle l'étroitesse de sa mémoire et sa relative "lenteur" de calcul, surtout quand 

ils entrent en conflit avec le caractère combinatoire des problèmes à traiter. 

Certains résultats ont été obtenus sans ordinateur, D'autres fournis par l'ordinateur, auraient 

pu être obtenus après un temps plus ou moins long de réflexion et de calculs. Il en est qui sont le fruit 

réel de programmes comme les décompositions de q . U N ( 4  X 4) ($2.2.3 p13), les décornpo~it ions spécia les  

e t  Pures ($4.3.2. p 65) pour égaux à 2 et 3, et surtout, il fallait l'ordinateur pour être assuré qu'il 

n'y en avait pas pour 9 = 4. 

Enfin, la programmation des méthodes a été l'occasion de mettre au point des algorithmes, certains 

connus, mais d'autres originaux comme celui du Programme D E 1 C V (58.1.3 p153) qui consiste en l'exploration 

simultanée de deux arborescences. 



1.3.1 LE STYLE 

Il n'est pas aisé, malgré la richesse de notre langue, d'être précis dans le domaine combinatoire. 

Ainsi la phrase "Tous les éléments de cette matrice sont obtenus par tel procédé'' peut être interprétée 

comme "L'ensemble des éléments de cette matrice est obtenu ..." et il faudra ensuite placer ces éléments 
dans les cases de la matrice ; ou bien comme "Chaque élément de cette matrice est obtenu..." et dans ce 

cas sa place est définie avant qu'il soit calculé. De même quand on prend les "premiers" de chaque classe, 

faut-il en prendre un par classe, ou les quelques-uns qui sont en tête. Ou encore, il faut distinguer une 

permutation des indices d'une matrice qui modifie de la même façon l'ordre des lignes et celui des colonnes, 

d'une permutation des rangées qui agit d'une part sur les lignes et / ou d'autre part sur les colonnes. 

Nous avons essayé d'éviter ces ambiguités, au risque d'alourdir le style et la ponctuation. 

Toutefois nous demandons l'indulgence du lecteur s'il doit, quelques fois,relire une phrase pour l'interpréter 

autrement. 

1.3.2 LES FIGURES 

11 est impossible de présenter ce travail sans faire appel à des figures et des tableaux, et 

nous n'avons pas hésité à en faire usage, puisque le texte occupe moins de pages que les figures. Nous 

espérons ainsi soulager la méditation du lecteur, et lui épargner, aussi souvent que possible, de devoir 

concrétiser lui même les notions manipulées. 

Pour les distinguer du texte, les figures sont encadrées. Elles sont numérotées afin d'y faire 

référence dans le texte. Le bristo1,qui a été glissé entre les pages,résume les résultats de base qui 

permettent de reconstruire ou d'interpréter les figures. C'est une copie d'un document qui a accompagné 

l'auteur dans sa recherche. 

1.3.3 LA TYPOGRAPHIE 

Une typographie spéciale a été utilisée pour mettre en relief des propriétés et des résultats. 

On peut ainsi, d'un seul coup, repérer l'idée importante d'un paragraphe, en particulier, lors des renvois. 

De la même façon, certains mots ont été appuyés dans le texte. Ils représentent une notion dont 

il est fait usage dans la suite. Ils ront alors définis dans le texte et réapparaissent dans le lexique 

où ils sont classés en ordre alphabétique, et dans le glossaire où ils sont classés suivant l'ordre 

logique des notions introduites. Les symboles ont également été répertoriés dans le glossaire. 



1.3.4 LES PROGRAMMES 

Enfin3une part non négligeable a été accordée à la programmation des algorithmes. Les programmes 

sont rassemblés au chapitre 11. Pour les principaux, un dossier de programme est résumé en début sous 

forme de commentaire. 11s sont signalés dans le texte par un astérisque et un renvoi au chapitre 11. 

Hors-texte : Tableau 

Okfinitions 

ün TABLEAU est  une application d a s  un ensemble E (en général R, res tre int  souvent i c i  àN1 

des points du pavé de Nd ddfini en prenant sür chaque axe un in temal le  born.6,de borne inférieure 1. 

L'ktkment de E associé à un point du pavé e s t  un ELEhTNT du tableau. Les coordonnkes du point 

sont les INDICES de l'klément. Le point,associd à un dldment,est la CASE dans laquelle es t  dcrit  

t 'dldment. 

LA DIMENSION du tableau est  la dimension d de l'espace Nd. LES DIMENSIONS du tableau sont l e s  

indices de l'dldment dont les  coordonndes sont les  bornes supérieures des intervalles ddfinissant l e  

pav.6. Dans ce cas on note les  indices séparés p a r  des croix. 

Dans un tableau, on &et de remplacer un indice p a r  un kldment d'un ensemble quelconque s i  

m e  correspondance biunivoque existe entre cet  ensemble e t  l ' in terval te  de ddfinit ion auquel appartient 

l 'indice. 

Une MATRICE es t  un tableau où d = 2 e t  E = R, tandis qu'un VECTEUR e s t  un tableau où d = 1 

e t  E = R. flou8 proposons le  mot VOLTRICE pour les tableaux où d = 3 e t  E = R. 

Parties de tableau 

Par extension, l e s  éldments associés aux points d'une partie du pavd constituent la partie 

correspondante du tableau. I l  y a a ins i  dans une r>oltrice des droites e t  des plans. Certaines parties 

ont, en raison de leur situation privilégiée, des noms particuliers. 

Ainsi, les  dléments associds aux points du pavé appartenant d une droite parallèle d un 

axe, constituent une RANCEE. Dans une matrice, on distingue les lignes où l'abscisse varie, des 

COLONNES où l'ordonnée o d e .  Dans les  voltrices,  i l  faudrait t ro i s  mots pour ddsigner les  t ro i s  

sortes de rangées. Le mot ' . f i leu  pourrait être éventuellement u t i l i s é  corne troisième mot. 

Dans les  voltrices,  le mot PLAN a étd réservé aux ensembles de cases correspondant aux plans 

du pavé perpendiculaires aux axes. Mais ce mot couvre plusieurs notions. D'abord les  plans sont 

des parties de dimension 2 opposdes aux parties de dimension 1 que sont les  rangées. Ensuite, 

ce sont des hyperplans des voltrices (une dimension en moins que la vol tr ice) ,  corne Les rangées 

dans les matrices. Enfin, i l s  servent à généraliser les  mots "Lignes" e t  "colonnes", e t  d ce t i t r e ,  

i l s  sont quali f iés pm' "horizontal", "de face" ou "de côté" (5  6.2.3,  p 177). 



2, NOTIONS DE BASE 

2 .1 .1  DEFINITION DU PROBLEME 

Quand on débarrasse un problème d'emploi du temps des contraintes à caractère humain, telles que 

les voeux des professeurs ou les incidences pédagogiques de la répartition équilibrée des matières, son 

expression devient : 

Des professeurs p a r t i c i p e n t  à l 'enseignement de p lusieurs  classes. Chaque professeur Pi d o i t  assurer 

Hij heures de cours aux eleves de l a  classe C E t a b l i r  heure par heure l e s  a c t i v i t e s  des professeurs e t  
je 

des &lèves ( f i g  1 p 8 )  

Ce qui se passe à une heure k se représente par une matrice Hk,indicée en lignes par les 

professeurs et en colonnes par les classeS.avec : 5 . .  = 1 si le professeur Pi fait cours 3 la classe C 
11 j 

et Hkij = O sinon. Comme à une heure donnée un professeur ne peut être avec qu'une classe au plus et 

inversement, la matrice Hk n'a au plus qu'un élément non-nul par rangée. 

Construire un emploi du temps consiste donc à décomposer la matrice H des nombres d'heures que 

doit assurer chaque professeur dans chaque classe en une somme de matrices Hk, la première optimisation 

consistant à avoir un minimum de matrices H dans la décomposition. 
k 

2 .1 .2  LA NOTION DE VOLTRICE 

Si maintenant nous empilons les matrices Hk trouvées, nous obtenons une représentation de l'emploi 

du temps sous forme d'un TABLEAU à trois indices dont la représentation idéale se ferait dans un 

,hologramme (h.t., p 6). Ce tableau se compose Cie trois façons différentes) de MATRICES (en rassemblant les 

. ELEMENTS pour lesquels un des indices a une valeur donnée), que nous appellerons "PLANS", et (de trois 

façons différentes) de RANGEES, qui sont des VECTEURS, (en rassemblant les éléments pour lesquels deux 

des indices sont fixés). Ces plans et ces rangées, ainsi que les sommes de leurs éléments ont des 

significations précises utiles à l'une ou l'autre des parties de l'école. Ainsi, les activités d'un 

professeur sont décrites par le plan qui lui est relatif et qui est indic6 par les heures et les classes. 

La somme sur ce plan est le nombre d'heures de cours que devra lui payer l'intendance. 

Nous appellerons "VOLTRICE" (VOLume maTRICE) un tableau de DIMENSION 3, et nous l'envisagerons 

le plus souvent accompagnée des sommes SUR ses plans et ses rangées (fig 2 p 8 ) .  

Le problème de l'emploi du temps s'exprime alors : 

Trouver une v o l t r i c e  à éléments O ou 1 dont l a  somme sur chacune des rangées indicées par  l es  heures s o i t  

&ga le  6 l l é lement  correspondant (à  l a  rangee) de l a  matrice H ,  e t  dont l e s  s o n e s  sur l e s  autres rangées soient  

i n f k r i e u r e s  ou égales à 1. 
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La notion de voltrice permet aussi d'envisager une difficulté supplémentaire qui est l'affectation 

des salles. L'emploi du temps est alors un tableau de dimension 4 et ce qui se passe à une heure donnée 

est une voltrice indicée par les professeurs, les classes et les salles. Les contraintes sont : le nombre 

d'heures de cours de chaque professeur dans chaque classe et le nombre de salles ; et il faut minimiser la 

durée de 1'empl.oi du temps. 

2.1.3 LES MATRICES D'INJECTION 

On conçoit assez bien que pour minimiser le nombre d'heures on a intérêt 3 avoir à chaque instant 

le plus d'activités simultanées. Pour cela, il faut occuper à chaque heure tous les éléments du plus 

petit des ensembles professeurs, classes ou salles. On dira que cet ensemble est "saturé". Cela se 

traduira par un 1 dans chacune des rangées (pour le cas des matrices Hk) ou des plans (pour le cas des 

voltrices Hk) indicés par les éléments de l'ensemble saturé. 

Une matrice Hk ayant au plus autant de lignes que de colonnes. et ayant un élément non-nul par 

ligne et au plus un par colonne est une MATRICE D'INJECTION car elle représente une fonction injective 

de l'ensemble des lignes dans l'ensemble des colonnes (fig 4 p10). Si elle est CARREE, c'est une MATRICE 

DE PERMUTATION. Nous verrons plus loin comment il faut envisager la généralisation de ces matrices sous 

forme de voltrices. Toutefois on constate qu'un "bon" emploi du temps est obtenu en décomposant la 

matpice H en matrices dlinjection. 

La théorie de la DECOMPOSITION des matrices est résumée dans le Theorème de 

VON NEUMANN (B 12.1.2, 5 chap 20) appelé, dans les ouvrages antérieurs à 1970, comme 

ceux de C. BERGE, théorème de B I R K H O F F - V O N  N E U M A N N  : 

T o u t e  m a t r i  c e  BISTOCHASTIQUE e s t  u n  BARYCENTRE d e  m a t r i c e s  d e  p e r m u t a t i o n .  

Nous allons rappeler les résultats les plus intéressants de cette théorie. 

2.2.1 MATRICES DE DECOMPOSITION 

Les matr ices  DE DECOMPOSITION sont l e s  matr ices  de permutat ion e t  l e s  matr ices  d ' i n j e c t i o n .  

A  chaque ligne d'une matrice de permutation associons le numéro de la colonne contenant le 1. 

Le VECTEUR formé avec ces valeurs,ordonnées dans l ' o r d r e  des l i g n e ~ ~ r e p r é s e n t e  c e t t e  m a t r i c e .  Il représente 

aussi la permutation qu'il faut appliquer aux lignes de la matrice unité pour obtenir la matrice de permu- 

tation. Ordonnons lexicographiquement les n! vecteurs associés aux matrices de permutation d'ORDRE n.  
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h en déduit pour chacune d ' e l  l e s  un NUMERO LEXICOGRAPHIQUE beaucoup plus maniable que la matrice (fig 3 $0 ) 

et que l'on notera entre parenthèses. (Voir fig lO(p24) les permutations d'ordre b et paragraphe 11.6.3. 

(~259) celles d'ordre 5). 

Il existe un ALGORITWE* simple pour passer d'un numéro à la permutation et inversement 

( 5  11.2 ~214). 11 est basé sur le fait que pour obtenir toutes les permutations de n objets il suffit 

d'adjoindre à chacun d'eux toutes les permutations des autres. Il y en a alors (n-l)! qui commencent par le 

même objet, puis parmi celles-ci, par récurrence, on en trouve (n-2)! qui ont un même objet en deuxième 

position, et ainsi de suite (fig 5 ~12). 

C'est 3 partir de cette même propriété qu'on construit les ALGORITHMES* pour engendrer toutes les 

matrices de permutation d'un ordre n donné (relativement petit) ($11.3 p218). 

Une matrice d'injection peut être considérée comme une matrice de permutation à laquelle des 

lignes ont été enlevées. De ce fait, les résultats relatifs à la décomposition des matrices carrées en 

matrices de permutation peuvent se généraliser aux matrices rectangulaires décomposées en matrices 

d'injection. 

Les modifications 3 apporter aux algorithmes pour passer des matrices carrées aux matrices 

rectangulaires ne présentent pas de difficultés particulières. Quand les méthodes relatives aux matrices 

carrées ne s'appliquent pas directement, il suffit d'adjoindre à la matrice rectangulaire une rangée 

contenant les informations qui se trouvaient dans les rangées supprimées (B. 12.2.1,15). 

2 .2 .2  LES MATRICES B-DECOMPOSABLES 

Une combinaison linéaire de matrices d'injection de mêmes dimensions donne une matrice M dont 

les sommes sur les lignes sont égales. Si ce sont des matrices carrées, les somrnes sur les colonnes 

sont aussi égales aux sommes sur les lignes. 

Les matrices carrées d 'o rdre  n  & éléments r é e l s  dont l e s  sommes sur l e s  rangées sont égales 

cons t i tuen t  un espace v e c t o r i e l  v is -&-v is  de l a  somne des matrices e t  du p rodu i t  par un sca la i re .  Cet 

Z 
espace vectoriel est de DIMENSION (n-1) + 1 -(voir § 3.2.1. ~ 2 ~ )  

Les matrices de permutation d'ordre n sont des éléments de cet espace vectoriel . On peut 

toujours en t rouver  une BASE constituée de matr ices de permutation ('). Pour n = 3, l'espace est de 

dimension 5 et toutes les matricesde permutation d'ordre 3 moins l'une d'elles constituent une base. 

( 1 )  Pour s'en convaincre, on peut remarquer c e c i .  Soit M une matrice de ce t  espace vectoriel  e t  
P la  some sur chaque rangde- Soit a = m m  l a . . [  ; M t  = ( M +  a.UN(n x n ) )  / ( p  + na), où UN(nxn)(§ 

a i j < 0  '3 
2.2.3 p13)est l a  matrice carrde remplie de 1 ,  e s t  une matrice bistochastique qui d'aprds l e  

thkorème de VON N E U M A N N ~ ~  9) e s t  une combinaison linkaire de matrices de permutation. On en ddduit 

que M e s t  aussi une t e l l e  combinaison, e t  donc*que Les matrices de p e m t a t i o n  sont un systdme de 

gknkrateurs de Z'espace vec to r i e l .  De ce syatdme de gknkrateurs on peut ex tra ire  une base. 



Figure 5 NUMEROS LEXICOGRAPHIQUES DES MATRICES DE PERMUTATION (n = 4) 

l0 Liste des vecteurs permutation et de leur numéro. 

(ij O (3) (4) (9 (6) (7) (8) (9) (10) (1 2.) (1  4) (1 6) +(i 8) (2 O) 0 2) 0 4) 
1 2 13 , choix 

I 1 I I ler objet 
1 
4 

1 7 -  2e objet 

1 - 3e objet 
2O Numéro léxicographique (m) de la permutation (ul, u2, ..., un). 

Si p.(u) est le rang de l'objet u parmi les n-i+l qui restent 

avant le choix de u . 
n-1 

i '  

(m) = 1 (pi(ui) - 1) . (n - i)! t 1 
i=l 

Ex u. '5-3 u2=4 U3= 1 1 

dans : {1,2,3,4} {1,2,4} {1,2} { 1) 

pi(ui) 3O 3O l0 1 

formule (3O-1).(4-1)!t(3O -1).(4-2)!t(1°-1).(4-3)!+1 
12 t 4 t O t1 = 17 

3O Permutation tu1, u2, ..., un) de numéro lexicographique (m). 
Algorithme : 

10 i:= 1 

2O Calculer pi(ui) et r tel que (m-1):- (pi(ui)-l)(n-il!+ r. 

3O n:= n-1 ; m:irtl ; i:= itl. 

4O reprendre en 2O si i < n 

Ex (m) =(17)(n = 4) 

i 1 2 3 4 

m 17 5 1 1 

n 4 3 2 1 

(n-l)! 6 2 1 1 

(m-1) = (pi(ui)-l)(n-i)!tr 16=2x6+4 4=2x2+0 0=0x1+0 0=0x1+0 

pi(ui) 3O 4O l0 l0 + + + 
dans {1,2,3,i)} {1,2,6Q,2} { 2 1  

3 4 1 
'i 

2 

1 



Une base de l'espace vectoriel, pour n = 4, est constituée des 10 matrices de permutation {(Il, (2), (3), 

(4), ( 81 ,  (9), (IO), (15), (171, (21)). Les matrices de permutation étant en nombre n! supérieur à la 

dimension de l'espace, i l  existe entre les matrices de permutation d'un ordre donne des RELATIONS, dont 

il sera fait un grand usage dans la suite ($3.3. p33). Par exemple, pour n = 3, on a : 

(1) + (4) + (5) = ( 2 )  + (3) + (6) ; pour n = 4, on a : (1) + (24) = (3) + (22). 

Les matrices carrees d'ordre n dont les sommes sur les rangees sont @gales sont donc 

combinaisons lineaires a coefficients réels quel conques de matrices de permutation (en décomposant la 

matrice dans uns base). Le théorème de VON NEUMANN (p 9) implique que celles de ces matrices qui n'ont 

pas d'éléments négatifs sont combinaisons lineaires à coefficients réels positifs de matrices de permutation. 

Nous appellerons p-MATRICE une matrice à éléments entiers non-négatifs dont les sommes sur les 

rangées sont égales à p. La lettre "pu qui précéde le mot matrice peut avoir plusieurs significations. 

D'abord elle signifie que les sommes sur les rangées sont égales et, dans ce cas, p peut ne pas être 

défini (on parle alors du caractère "p-matriciel" de la matrice). Ensuite, "p" peut représenter la valeur 

inconnue de ces sommes. Enfin, si p est connu, on peut remplacer p par sa valeur et écrire "3-matrice" 

par exemple. Cette notation a été introduite par HAK PROU dans sa thèse (B12.2.1). Il distingue parmi les matrices, 

les C-matrices qui sont à éléments entiers non-négatifs. Si, en plus, le minimum des sommes sur les 

lignes n'est pas plus petit que le maximum des sommes sur les colonnes, c'est une G-matrice (le "G" rappelant 

le nom de GALE). Si, de plus encore, ces sommes sur les lignes sont égales à p, c'est une S-matrice de 

valeur critique p. Si enfin, en plus, elle est carrée, c'est une p-matrice. Une R-matrice est une S-matrice 

rectangulaire horizontale dont les sommes sur les colonnes sont égales. 

Du théorème de VON NEUMANN (p 9) on déduit encore que les p-matrices Sont sommes de p matrices 

de permutation (pas nécessairement toutes distinctes) qui sont des 1-MATRICES. 

Les p-matrices ont donc deux types de décompositions en matrices de permutation : celles dans 

une base de l'espace vectoriel qui les contient et qui est une combinaison linéaire à coefficients 

quelconques, celles du théorème qui sont les combinaisons à coefficients entiers positifs et que nous 

avons appelé B-DECOMPOSITIONS.Dans cette notation le "B" rappelle à la fois la notion de barycentre à 

coefficients positifs et le nom de BIRKHOFF, jadis attaché au théorème sur les décompositions. 

C'est à ces B-décompositions que nous nous intéresserons et nous ne parlerons plus que des 

p-matrices. 

2.2.3 LES MATRICES UN(n x n), LEURS B-DECOMPOSITIONS ET LES CARRES LATINS 

Parnli les p-matrices, il en est de remarquables. Ce sont les n-matrices UN(nxn), matrices carrées; 

d'ordre n, remplies de 1. Dans la notation "UN(nxn)", le symbole UN rappelle la valeur de tous les éléments 

du tableau, tandis que les dimensions sont mises entre parenthèses. On verra, de même, la voltrice UN(nxnxn) 

($7.1,p133). Les matrices de permutation des B-décompositions de UN(nxn) ont leurs valeurs non-nulles dans 

des cases différentes. 





Ainsi la 3-matrice d'ordre 3,UN(3 x 3) se B-décompose en 

UN(3 x 3) = (1) + (4) + ( 5 )  = ( 2 )  + (3) + (6). 

On appellera A et ces deux B-d6compositions, et on constatera qu'une matrice de l'une des 

B-décompositions exclut les matrices de l'autre, car la somme d'une matrice de A et d'une matrice de B 

contient un élément égal 3 2. Ceci est particuler à l'ordre n = 3 (fig 6 pl4). 

Le nombre des B-d6compositions des matr ices  UN(n x n )  e s t  l e  nombre des CARRES LATINS d ' o r d r e  

p ayant l e u r  premiere l i g n e  ordonnee. Le carré latin associé-à une B-décomposition de la matrice- UN(^ x n) 

s'obtient en faisant la somme des matrices de la B-décomposition, chacune étant multipliée par l'indice 

de l'élément non-nul de sa première ligne (fig 7 p14). 

2.3.1 GENERALISATION DES p-MATRICES 

Les p-matrices se gfnéralisent, à la dimension trois, en voltrices cubiques . En 

fait il y a deux généralisations possibles, celles pour lesquelles les sommes sur les rangees sont égales 

à p, celles pour lesquelles les sommes sur les plans sont égales à p. Nous ne parlerons pratiquement pas 

de ces dernières, notre intérêt se portant uniquement sur les premières qui sont appelées : P-voltrices. 

Une p-VOLTRICE est un tableau de dimension 3 (ou à 3indices), CUBIQUE, à éléments entiers 

non-négatifs,tel que les sommes sur les rangées sont égales à p. 

Les plans d'une p - v o l t r i c e  sont des p-matrices.  

Nous considérons comme distinctes des p-voltrices déduites l'une de l'autre par une transformation 

qui conserve globalement chaque rangée. De méme quand on parlera des plans d'une p-voltrice s'agira, 

sauf exceptions, de la même série (il y en a trois) de plans parallèles qui composent la p-voltrice. ($6.2.1 

p 115). 

2.3.2 LES 1-VOLTRICES 

Les I-VOLTRICES sont une généralisation de dimension trois des matrices de permutation- 

Les p lans d'une 1 - v o l t r i c e  sont des matrices de permutat ion 

La somme des plans d ' u n e  1 - v o l t r i c e  d ' o r d r e  n e s t  l a  m a t r i c e  UN(n x n ) .  Ces plans constituent 

donc une B-décomposition de UN(n x n). Pour chaque B-d6composition de UN(n x n )  on c o n s t r u i t  n !  1 - v o l t r i c e s  



- 

Figure 7b: La l-voltrice A3 d'ordre 3. 

2) la l-voltrice obtenu par la permutation (3) de ces 
3 matrices de permutation : 

plan 3 

(4) 

3) le carre latin associe: 

+ + i 

1 - ( 4 )  2. (1) 3 (5) 

4) représentation de la l-voltrice: , (:) (:) (:) , ( 2 )  (31 ( 6 ,  

plan 

1 2 
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L 

plan 2 

(5 1 
f 
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en permutant de toutes les façons possibles les matrices de permutation de la B-décomposition, et ces 

l-voltrices sont toutes différentes. Il y aura donc n! fois plus de l-voltrices d'ordre n qu'il n'y a de 

B-décomposition de UN(n x n)(fig 6p14).Ce nombre est le nombre de carrés latirsd'ordre n. En effet, 

a chaque l - v o l t r i c e  d ' o r d r e  n  on associera l e  carre  l a t i n  obtenu en multipliant chaque plan par son 

indice et en en faisant la somme (fig 7b p 16). 

A chaque l - v o l t r i c e  d 'o rdre  n  on peut associer un COUPLE de deux nombres. Pour chaque B-décompo- 

sition de UN(n x n) classons suivant leurs numéros lexicographiques les matrices de permutation. Classons 

ensuite lexicographiquement les B-décompositions de UN(n x n). Une l-voltrice sera désignée par le 

numéro, noté entre crochets, de la B-décomposition qui a servi à la construire suivi du numéro de la 

permutation qu'on lui a fait subir. Ainsi pour n = 3, il y a douze l-voltrices numérotées (Cl], (1)) à 

(cl], (6)) et (C21, (1)) à (C21, (6)). Pour plus de clarté, pour n = 3, on a remplacé les premiers 

numéros par A et B et on a supprimé les parenthèses. Ainsi on écrit A3 au lieu de (Cl], (3)). (fig 7b p 16). 

Pour ne pas alourdir cette notation, l'ordre n n'y a pas été introduit. Le contexte permet de le retrouver. 

Nous nous intéressons,en partie III, à la B-décomposition des p-voltrices en l-voltrices. 

La nécessité de disposer d'un grand nombre de p-matrices et de p-voltrices pour 

tester les programmes a permis de mettre en évidence les propriétés suivantes. 

Une mat r ice  M d 'ordre  n-1,  à éléments en t ie rs  non-négatifs se compléte en une p-matrice d ' o r d r e  n  

s i  l e  maximum des sommes sur  l e s  rangées n ' e s t  pas plus grand que l a  somme des elements de M,divisee 

par n-2. Les valeurs de p  sont c e l l e s  comprises en t re  ces deux quant i tés  

ma, 1 Z 
p s  

rangées n-2 

Connaissant une matrice M d'ordre n-1 et p on peut effectivement construire une 

p-matrice d'après les propriétés des espaces vectoriels des p-matrices. Les inéquations 

ci-dessus résultent du calcul des kléments de la ligne et de la colonne qu'on ajoute, 

ainsi que de celui de l'élément commun à ces deux rangées dans la p-matrice. En effet on veut 



En faisant l e  même raisonnement pour l e s  p-voltrices  on trouve : 

Une voltrice P d'ordre n-1, 3 elements entiers non-negatifs se compl6te en une p-voltrice d'ordre 

n s i  les inequations suivantes sont verifiees.  

1 
vofi;? ' p S min t L n ; : j k )  

n-2 n-1 tl 

h borne infér ieure  e s t  obtenue a part ir  des éléments des matrices d'ordre n-1 ajoutées  e t  de 

l'élément an.,,,, l a  borne supérieure v ient  des 6léments des rangées adjacentes à deux des matrices ajoutées. 



I I ,  LES P-MATRICES 



3 ,  LES PERMUTATIONS 

3.1.1 INTRODUCTION 

Dès que l'ordre n est supérieur ou égal h 4 les problèmes de B-décompositions des p-matrices 

et p-voltrices deviennent si gros qu'on ne peut plus envisager de prendre en compte toutes leurs solutions.0n va 

donc, aussi souvent que possible, créer des classes d'équivalences entre les données qui induiront 

des classes d'équivalences entre les résultats. Ces équivalences seront réalisées, dans la plupart 

des cas, à partir de permutations des rangées. 

On se reportera 3 un ouvrage traitant des groupes finis ,comme (B. 12.1.1 ,l) ,pour les définitions 

et démonstrations des propriétés utilisées dans ce chapitre. On trouvera également ici quelques notions sur le 

groupe Sn des permutations de n ob je ts  qui seront utiles par la suite, en particulier pour n = 4. - 

3.1.2 LES DIFFERENTES TRANSITIVITES 

3 . 1 . 2 . 1  La -tnav~s&ivi.tE b i m p t e  

Un ensemble K de permutations e s t  d i t  TRANSITIF s i  pour deux ob je ts  quelconques i e t  j, il 

contientune permutat ion qu i  CHANGE i en j. 

Cette notion est habituellement définie pour les groupes de permutations. 

Elle est vérifiée par exemple pour n = 4 par le groupe Cl1 des 4 permutations {(l), ( 8 ) .  (17). (24)). 

soit r k ( i )  l e s  transformés de l ' o b j e t  i par l e s  permutations de K si K est un sous-groupe 

de S ,rk(i) est 1 ' ORBITE Oi de i . Si K e s t  t r a n s i t i f ,  rk(i) est l'ensemble des n objets a permuter. 

3 . 1 . 2 . 2  La k- 6oib-t~~msiLivi . tE 

Nous la citons pour mémoire. E l l e  assure l ' e x i s t e n c e  d'une permutation qu i  appl ique un ensemble 

quelconque de k -ob je ts  sur  un au t re  ensemble de meme card ina l .  

Comme cette permutation applique les 61-k) autres objets sur le complémentaire du second 

ensemble, l a  k - f o i s - t r a n s i  t i v i  t é  impl ique l a  ( n - k ) - f o i s - t r a n s i  t i v i t é .  

3 . 1 . 2 . 3  La p-.Dranbdtivi.tE 

Un ensemble K de permutations sera d i t  p-TRANSITIF s i  pour deux ob je ts  quelconques i e t  j, il 

c o n t i e n t  exactement p permutations qui  changent i en j. C'est une notion nouvelle. 



---.---- 
l 
i 
1 Figure 8 : Image d'une permutation 

I (Permutation de degré 4 ; no lexicographique : (20)) 

------ .- -- 

I Figure 9 : Permutation et cycles 
1 (Permutation de degré 4 ; no lexicographique : (20)) 

La permutation 1 2 3 4  

+ + + +  
4 1 3 2  

peut se réécrire 1 4 2 3  

i 
soit encore 1 + 4 - + 2 + 1  et 3 + 3  

Les cycles sont (1, 4, 2) ( 3 )  qu'on écrit (1,4,2) 







Enfin, pour chaque i, ces n classes à gauche constituent une partition de G. 

On en déduit qu'il y a exactement p permutations qui changent i en j dans le groupe G 

transitif. 

C.Q.F.D. 

Si un groupe cont ien t  un sous-groupe t r a n s i  t i f ,  il e s t  t r a n s i t i f .  En conséquence, 

Si  un groupe cont ien t  une permutation constituee d'un cycle de degre n ,  il e s t  t r a n s i t i f .  

En effet, le sous-groupe engendré par cette permutation est transitif. 

L'inverse n'est pas vrai, comme le montre le groupe [Il ci-dessus (53.1.2.1 p 21). 

Pour n = 4 ou pour n premier, les permutations constituées d'un ~ycle de degré n sont les 

seules d'ordre n. Mais, par exemple pour n = 6, la permutation (1) (2,3,4) (5,6) est d'ordre 6 (le 

ppcm des degrés de ses cycles) mais n'engendre pas un sous-groupe cyclique transitif puisque l'objet 

1 est fixe. 

Les t r a n s i t i v i t é s  se conservent par CONJUGAISON, mais pas par isomorphisme. En effet, si K 

est un ensemble transitif de permutations, alors pour toute permutation m, Km et mK sont encore 

transitifs. On obtient Km en permutant les lignes des matrices des permutations de K suivant m,et mK en 

-1 
permutant leurs colonnes suivant m . Par ailleurs, le groupe Cl1 ci-dessus ($3.1.2.1 p 21) est fsomcrphe 
au groupe {(l), (71,  (2), (8)) qui n'est pas transitif. 

En conséquence. l e s  classes à d r o i t e  e t  à gauche d 'un  sous-groupe t r a n s i t i f  de G sont aussi 

des ensembles t r a n s i t i f s  de permutations. Et ceci montre en outre . qu'un ensemble transitif de 
permutatiorsne contient pas nécessairement un sous-groupe de permutations. 

3 . 1 . 3 . 4  SUR l e  ghOUpe S 4  

3 
Le groupe S,, des permutations de degré 4 est d'ordre 4! = 24 = 2 x 3. 

Tous les renseignements sur ces permutations sont donnés dans les figures 8 (p22) à 12 (p28). 

Dans la figure 12,pour des raisons typographiques,les numéros lexicographiques n'ont pas été mis entre 

parenthèses. 

Les sous-groupes propres de S4 sont d'ordre 1, 2, 3, 4, 6, 8 ou 12, les diviseurs de 2i+, 

selon le theoreme de LAGRANGE. 

Les sous-groupes transitifs ont un ordre multiple de 4. Ils ne peuvent donc être que d'ordre 

4, 8 ou 12. S d'ordre 24 est 6-transitif. 4 

Il n'y a que quatre sous-groupes d'ordre 4 de S4 (fig 13 p30) qui soient transitifs. 

Ils sont tous abél iens car d'ordre p2, où p est premier. L'un deux, le sous-groupe Cl1 ci-dessus, 
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Figure 11 : Classement des permutations de degré 4 
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est isomorphe au groupe quadratique de KLEIN (Vierergruppe). 11 est invariant car constitué par la 

juxtaposition de deux classes de conjugaison. Les trois autres sont les trois sous-groupes cycliques 

d'ordre 4 de S,, (fig 14 $2). Il sont conjugues. Ils sont, tous les quatre, imprimitifs, donc ne 

peuvent être 2-fois-transitifs, et le premier admet les trois systemes d'imprimitivite possibles 

pour n = b. 

Les trois sous-groupes d'ordre 8 de S,, sont 2-transitifs. Ce sont en effet des sous-groupes 
3 de SYLOW puisque 8 = 23 et que 24 = 3 x 2 . Ils sont conjugués, puisque non invariants,étant donné 

qu'on ne peut constituer un groupe d'ordre 8 par juxtaposition des classes de conjugaison. D'autre 

part ils contiennent le sous-groupe invariant d'ordre 4 car 4 = 2m avec m < 3. Ils sont isomorphes 

au groupe diedral d'ordre 8 qui n'est pas abélien mais contient une permutation d'ordre 4. 

Ceci assure la transitivité qui entraîne, puisque 8 = 2 x 4, la 2-transitivité (fig 16 $4) .  Ils ne 

sont pas 2-fois-transitifs car 8 n'est pas divisible par 3. Mais ils sont imprimitifs. 

Le groupe S4 ne contient qu'un seul groupe d'ordre 12 qui est le groupe A,, alterne des 

permutations paires. Il est invariant (parce que constitué par la juxtaposition de classes de conjugaison), 

et 2-fois-transitif, ce qui implique qu'il est primitif. Il est donc 3-transitif puisque 12 = 3 x 4 

(fig 15 p 32). 

3.2.1 DIMENSION DE L'ESPACE VECTORIEL 

Les p-matrices d'ordre n appartiennent l'ESPACE VECTORIEL des matrices d'ordre n à elements 

reels dont les sommes sur les  rangees sont egales entre-elles.  

Cet espace vectoriel est  de DIMENSION (n-112 t 1. 

Une matrice A de cet espace est construite avec n2tl valeurs (les éléments Aij et la valeur p). 

Le vecteunconstitué par la juxtaposition, complétée par la valeur p, des lignes de cette 

2 matrice, est solution d'un SySteme ~~~~~~~e homogène de 2n lignes à n t1 colonnes constitué en 

exprimant les relations 
n 

qui signifient que les sommes sur les rangées de la matrice sont égaies à p (fig 17 P36). 



Figure 12 : b u p e  P4 : table de mrltiplication 

(Les parenth6ses ont  été enlevées aux no lexicographiques) 

1 N . B. : c e t t e  table e s t  établie suivant l a  notation matricielle. 1 
I Si  f e t  g sont deux permutations alors : I 
l m.p. (f.g) = m.p(g) x m.p. (f). l 

m.p. (g) e s t  l'indice de l igne , et m.p. ( f )  celui de a lonne.  

(10) notation niatricielle : 

(13). (10) = (22). 

1.1 s'agit, ,au  s e n s  d e s  a p p l i c a t i o n s ,  

d e  (pem. 10) x (pem. 13) 



La partie de la matrice de ce systeme qui ne correspond pas à la derniere coordonnee p du 

vecteur ci-dessus est TOTALEMENT UNIMODULAIRE, car iTHYPERGRAPHE ( 5  9.1. p187)sdont les sommets sont 

les cases de la matrice A et les arêtes ses rangées,est unimodulaire, puisque n'ayant pas de cycles impairs. 

(B 12.1.2, 5 chap 20) ( 4  9.11 ~187). 

Le système est de rang 2 n-1. D'ailleurs,la dernière ligne est la somme des n premières diminuée 

de la somme des (n-1) avant-dernières. Ceci signifie que dans la construction d'une p-matrice on peut se dispen- 

ser de verifier l'égalite à p de la somne sur une des rangees. 

2 2 
Il y a, puisque le système est rectangulaire horizontal, n t1 - (2n-1) = (n-1) + 1 

parametreS à définir quand on résoud ce système. Ces paramètres correspondent, par exemple, à une Sous- 

matrice d'ordre n-1 completee par la valeur de p (fig 18 ~38). 

3.2.2 CONSTRUCTION DES p-MATRICES : SYSTEMES D'INEQUATIONS. 

Les p-matrices sont solutions du système. Elles ont leurs elements positifs. Pour cela il faut, 

non seulement que les paramètres soient positifs ou nuls : par exemple 

1) Y Aij 6 sous-matrice : Aij 2 O 

mais encore qu'ils vérifient les conditions suivantes, établies au 5 2.~.(p17), où les sommations sont 

faites sur les éléments de la sous-matrice : 

1 
3 )  max ( E , A..) S p S - n-2 C 
rangées rangée l3  sous-mat 

Ai j 

Comme, on ne sait pas, à priori,pour quelle rangée le maximum est atteint , les conditions 3) 

donnent un système de ?nt1 inéquations, qui complété par les ( n - ~ ) ~  conditions 1) et la condition 2 )  

2 
donne un systèrne de n +3 inéquations à n2-2n+2 inconnues (fig 18 p 38 et 19 p 37). 

Les S O ~ U ~ ~ O ~ S  entieres (non-négatives à cause de 1) et 2)) de ce système d'inéquations donnent 

reportées dans le système d'équations précédent,les p-matrices. 

3.2.3 RESOLUTION THEORIQUE DU SYSTEME D'INEQUATIONS 

Pour résoudre le système d'équations en nombres entiers, on peut utiliser l'une des mèthodes 

décrites par J.C. FIOROT (B 12.2.3, 33) faisant appel, soit à une réduite d'HERMITE, soit 2 une 

forme normale de SMITH. 

Une réduite d'HERMITE d'une matrice C à m lignes et n colonnes de rang r < n à éléments dans 

un anneau euclidien est une matrice H de même dimension, déduite de C par la formule H = PCV où P est 



. 
Figure 13 : Permutations de degr6 4. 

Les 4 groupes 1-transitifs, imprimitifs,d'ordre 4 

C l 1  = {(l), (a), (17), (24) 1 = I 1 , (1,2) (3,4) , (1,3) (2,4), (1.4) (2,3} 
1 2 3 4  1 2 3 4  1 2 3 4  1 2 3 4  

systèmes unprimitifs 

3 
4 4 

(1 (8) (17) (24) 

C21 = {(il, (û),  (le), (23)) = 1 , (1,2) (3,4), (1,3,2,4), (1.4,2,3) 1 

1 2 3 4  1 2 3 4  1 2 3 4  1 2 3 4  

1 
2 
3 
4 3 4 

* I 

(1) (8) (18) (23) 

C31 = [(l), (171, (IO), (19) 1 = 1 , (1,3) (2,4), (1,2,3,4), (1.4t3.2) 1 

1 3 2 4  1 3 2 4  1 3 2 4  1 3 2 4  

système imprimitif 

2 
4 - 4 

(1) (17) (10) (19) 

Cd1 = {(i), (24), ai), (14) 1 = r I , (i,4) (2,3), (ir2,4,3), (1,3,4,2)1 
1 4 2 3  1 4 2 3  1 4 2 3  1 4 2 3  

système imprimitif 
7- 

(1) (24) (11) (14) 

2 
3 

1 
1 

1 
1 



une matrice de permutation d'ordre n et V une matrice unimodulaire d'ordre m, toutes deux dépendantes de . 

C, et telles que la matrice H soit composée suivant le schéma ci-dessous où la sous-matrice L est 

matrice H 

Dans une forme normale de SMITH, la matrice P est une matrice unimodulaire et dans la 

matrice H, la sous matrice S est nulle et la matrice L est diagonale. 

On trouvera,dans B 12.2.3, 33,des procédures, écrites en langage ALGOL 60,pour résoudre les 

systèmes linéaires en nombres entiers par les méthodes proposées. Dans notre cas particulier, leur 

emploi ne se justifie pas. 

Le système d'inéquations relatif aux conditions sur les paramètres engendre un cdne 

polyedrique de sommet zéro. Les p-matrices sont données par les points entiers de ce cône. 

Si la matrice du système d'inéquations est de rang r, en conservant r lignes independantes 

de ce système, on trouve, comme l'indique le théorème V2 de B 12.2.3, 33 que les points entiers du 

cône sont de la forme 

i 
où les x sont les points fondamentaux. c'est à dire les points entiers du parallélotope semi-ouvert 

i 
construit sur les vecteurs B ayant,pour origine,le sommet du cône. En d'autres termes, le cdne 

est pave avec de tels parallélotopes, et chaque point entier est la somme de deux vecteurs, l'un 
i 
x dans le parallelotope contenant le point entier, l1autre,de translation du parallelotope contenant 

l'origine du cÔne,au parallelotope contenant le point. 

Les procédures fournies par B 12.2.3, 33, écrites en ALGOL 60, pour calculer les éléments 

i 
de la formule ci-dessus, donnent un seul point fondamental x qui est le sommet (zéro) du cône. Les 

i 
vecteurs B et VI correspondent soit à des matrices de permutation,soit à des combinaisons linéaires 

à coefficients entiers quelconques de matrices de permutations. Et,dans ce dernier cas, comme elles 

ont des coefficients négatifs, elles ont des éléments négatifs. Ceci est normal, car, en abandonnant 

quelques lignes, on a supprimé des conditions du type a 2 O i j 

3.2.4 BASES DE L'ESPACE VECTORIEL CONTENANT LES p-MATRICES 

Les vecteurs B~ et VI constituent une base de l'espace vectoriel contenant les p-matrices. 
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Figure 14 : Presentation cyclique du groupe C3 1 

C33 - {(Il, (IO), (171, (19) 

1 2 3 4  1 2 3 4  1 2 3 4  1 2 3 4  

3 3 1 

1 7  1 l 1  i l l  , 
1 4  1 4 1 1 4 

i 
1 ' 

(1) (10) (17) (19) 

l 

( 
* 

- -  pu--- 4 

Figure 15 : Le groupe 

(Ordre 12, alterne, invariant, 

2-fois-transitif et 3-transitif) 

-- ' 1 2 3 4  

(1) ' 2 2 4 
(4) 1 3 4  2 G1 

(5) 1 4 2 3 -- - ---- - - . -- 
(8) 2 1 4 3 

(9) 2 3 1 4 

1 
(12) 2 4 3 1 

(13) 3 1 2 4 
(16) 3 2 4 1 

(17) 3 4 1 2 - 
(20) 4 1 2 2 

1 
(21) 4 2 1 3 ,  

(24) 4 3 2 t] 

--- -- eu-- - "4 



L Les ki sont des entiers positifs ou nuls, les y des entiers quelconques. Les x, appartenant au 
j 

i 
parallélotope construit sur les vecteurs B ,sont de la forme 

avec O 5 Ai < 1, où S est le sommet du cône. Comme S est l'origine zéro de l'espace, les p-matrices 

se décomposent dans cette base sous la forme 

où les hi = ki + Xi sont des nombres rationnels non-négatifs de partie entière ki et les y des 
j 

entiers de signes quelconques. 

On peut t rouver  d'autres bases pour l'espace vectoriel contenant les p-matrices et en 

particulier des bases constituees avec des matr ices de permutation. NOUS en avons proposé une au 

5 2.2.2 (p 13) pour n = 4. Pour en construire d'autrson peut utiliser la remarque suivante. 

Dans la réduite d'HERMITE, le rôle de la matrice P est de permuter les lignes de la matrice 

C de façon à amener,en haut de la matrice,des lignes indépendantes. 

Comme l'ensemble des matrices de permutation constitue un système de générateurs pour 

l'espace vectoriel contenant les p-rnatrices,pour avoir une base il faut en extraire un système libre. 

Pour cela on peut se servir de la matrice P de la réduite d'HERMITE de la matrice constituée par la 

juxtaposition des vecteurs lignes construits à partir des matrices de permutation.comme au début du 

9 3.2.1 (~27). Dans la pratique on ne se servira que d'une partie des matrices de permutation, et 

si le système libre obtenu n'est pas de cardinal suffisant, avant de recommencer le calcul de P, 

on remplacera les matrices qui ne sont pas dans le système libre par der: matrices ncn ericore envisagées. 

Un programme a été réalisé pour cet ALGORITHME* (911.4.1, ~223). En proposant les matrices de 

permutation dans des ordres différeiits nous avons obtenu des bases différentes (fig 20 ~40). 

Les matrices de permutation sont des 1-matrices et sont alors contenues dans l'espace 

vectoriel considéré dans le paragraphe 3.2. Etant en nombre supérieur à la dimension de cet espace vectoriel, 

on peut  t rouver  en t re  e l l e s  des RELATIONS déduites de combinaisons linéaires nulles. 

Parmi celles-ci, sont importantes les relations où dans chacun des MEMBRES n'apparaissent que 

des matrices de permutation avec des coefficients égaux à 1. Les plus intéressantes sont c e l l e s  dont 

l e s  membres sont égaux ~3 l a  matr ice  UN(nxn). 

Pour n = 4, ces membres sont l es  24 B-décompositions de la matrice UN(4x4) numér0téeS entre  

crochet dans la figure 21 (~41). 



I Figure l6 : 
Les 3 sous-groupes d'ordre 8 de S4 

Groupe diedral : A4 = B2 = 1 i A.B = B.A 
3 

I o /  ( 1 )  (18)  ( 8 )  (23)  (2)  (24) (7)  (17) 12 / 34 

Z O /  (1 )  ( 10 )  (17)  (19)  (6) (24)  (15) ( 8 )  13 / 24 

3*/ ( 1 )  (11)  (24) (14)  (3)  (17) (22)  ( 8 )  14 / 32 

classe l4 4 z 2  4 122 z 2  122 22 1 ordre 1 4 2 4 2 2 2 4 

i 

le 2-/  se deduit du l n /  en echangeant 2 et 3 

le 3'/ se deduit du l e /  en echangeant 2 et 4 



Il y a quatre B-décompositions de UN(4x4) qui contiennent la même matrice de permutation. 

En l'y supprimant on trouve des membres, somme de t ro i s  matrices de permutation, pour former de nouvelles 

relations (fig 22 ~42). 

Soit un couple de matrices de permutation. Il appartient a zéro ou deux B-décompositions 

de UN(4x4). On peut alors,comme ci-dessus, engendrer DES RELATIONS A DEUX MATRICES DE PERMUTATION 

PAR MEMBRE. On peut en obtenir dix-huit différentes (fig 23 ~43). Ces relations peuvent être couplées 

de façon qu'en prenant les matrices de permutation d'un membre de chacune d'elles on puisse reconstituer 

une B-décomposition de UN(4x4). On peut ainsi reconstituer avec deux RELATIONS COMPLEMENTAIRES, quatre 

B-décompositions de UN(4x4), qui se regroupent en deux paires contenant les huit matrices (fig 24 p42). 

Les classes de conjugaison des matrices de permutation induisent des classes d'equivalence 

dans l e s  ensembles de même cardinal de matrices de permutation. en par t icul ier  dans les membres des 

relations et,parconséquence,dan~ les relations elles-mêmes. 11 y a, ainsi, pour n = 4, trois classes 

de relations a deux matrices par membre. 

On peut remarquer que s i  ii une matrice de permutation x on ajoute une matrice de permutation 

y n'appartenant pas ii une B-d&composition contenant x ,  l a  somne x + y aura au moins une case contenant 

un 2. D'autre part, pour n = 4, les seules sommes de deux matrices de permutation qui interviennent 

dans les relations sont celles envisagées eh figure 23(p43) ; une autre somme de deux matrices de 

permutation ne peut pas être égale a la somme de deux autres matrices. 

Pour n = 4, il existe deux autres categories de re la t ions ,  t r o i s  matrices de permutation 

par membre. 

Les premières se déduisent des relations établies pour n = 3. En effet, en ajoutant Une 

matrice de permutation d'ordre n-1 une ligne e t  une colonne nulles en dehors de leur intersection qui 

e s t  1, on obtient  une matrice de permutation d'ordre n .  A la somme de q matrices de permutation 

d'ordre n-1 ajoutons une ligne et une colonne nullaet d'intersection q .  on a une somme de q matrices 

de permutation d'ordre n(fig 25 p46). 

Les secondes correspondent à des sommes, qui ne contiennent qu'un seul 2. de trois matrices 

de permutation. Ces sommes contiennent alors un O dans la sous-matrice opposée à 'ce 2. On peut 

2 caractériser ces matrices par les indices du 2 suivis par les indices du O. Il y a 4 positions pour le 

2 
2,et 3 positions pour le O, ce qui donne 144 telles sommeS.chacune d'elles peut être obtenue de 2 

façons différentes, ce qui donne 144 relat ions B t ro i s  matrices de permutation par membre (fig 25 p L6 

et 27 p 44). Ces relations sont numérotées,par les indices du 2 suivis des indices du O. 

Il n'y a pas d'autres relations à trois matrices de permutation par membre. Cela ressort 

des résultats du paragraphe 5.6.6 (2OC p 99). 



Figure 17 : 

Systerne d'equations ayant l e s  p-matrices parmi s e s  solutions 

n-4, 8 equations à 17 inconnues, rang 7 ,  10 paramètres 

l 1 

l igne i = I I I 2  3 4 I p  I 

2 solutions du système : 

a 

mat 1 
. - - . - - -- - 1 
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Figure 19 : Dimensions des systemes associes aux p-matrices 

ordre 

n 

Conditions sur les parauètres systeme d'equations 
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n +3 

7 

12 

19 

28 

39 

52 

67 

l 
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1 Figure 18 : Conditions sur les paramètres des p-matrices 
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Figure 2 1  : Les B-décompositions de UN ( 4 x 4 )  

n O 

C 11 
C21 

C31 

C41 

CS1 

[ 6 1  1 C71 

-- [8_3 
Cg1 

C l 0 1  

Cil1 
C l 2 1  

C l 3 1  

C l 4 1  

1 5 1  

C l 6 1  

C l 7 1  

C l 8 1  

C i 9 1  
I 
1 C2Ol 

) C211 

1 C 2 2 1  ' C231 

C241 

j Récapitulat ion : 

i 
1 1 I , 3 ~ 2 ~  Cl1 

2 1 ~ 2 ~ ~ 2 x 4  C 2 3 , C 3 l r C 4 1  

3  2 , 2 x 3 , 4  [ ~ ] f [ 8 ] r [ 1 1 l r C 1 2 l r ~ 1 3 l r ~ 1 4 ~ ~ ~ 1 6 ~ r ~ ~ ~ ~ r ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ 2 2 1 f c 2 3 1  

4  2 ~ 2 ~ 2 x 2 ~  ~ 5 1 r C 9 1 r C 2 1 1  

5  2 ~ 2 ~ 2 x 4  C61rC10I rC241  

6  4 x 3  C l S l f C 1 9 1  - -. , 
' 1 

i 1 

L-, * 

n=4 

décompositions 

( l ) +  ( 8 ) + ( 1 7 ) + ( 2 4 )  

( l ) +  ( 8 ) + ( 1 8 ) + ( 2 3 )  

( 1 ) + ( 1 0 ) + ( 1 7 ) + ( 1 9 )  

( 1 ) + ( 1 1 ) + ( 1 4 ) + ( 2 4 )  

( 2 ) +  ( 7 ) + ( 1 7 ) + ( 2 4 )  

( 2 ) +  ( 7 ) + ( 1 8 ) + ( 2 3 )  

( 2 ) +  ( 9 ) + ( 1 8 ) + ( 2 0 )  

( 2 ) + ( 1 2 ) +  (13)+!232_  

( 3 ) +  ( 8 ) + ( 1 7 ) + ( 2 2 )  

( 3 ) + ( 1 1 ) + ( 1 4 ) + ( 2 2 )  

( 3 ) + ( 1 1 ) + ( 1 6 ) + ( 2 0 )  

( 3 ) + ( 1 2 ) + ( 1 4 ) + ( 2 1 )  

( 4 ) +  ( 7 ) + ( 1 8 ) + ( 2 1 )  

( 4 ) + ( 1 1 ) + ( 1 3 ) + ( 2 2 )  

4 + 1 2 + 1 3 + 2 1  

( 4 ) + ( 1 2 ) + ( 1 5 ) + ( 1 9 )  

( 5 ) +  ( 7 ) + ( 1 6 ) + ( 2 3 )  

( 5 ) +  ( 9 ) + ( 1 4 ) + ( 2 2 )  

( 5 ) +  ( 9 ) + ( 1 6 ) + ( 2 0 )  

( 5 ) + ( 1 0 ) + ( 1 5 ) + ( 2 0 )  

( 6 ) +  ( 8 ) + ( 1 5 ) + ( 2 4 )  

( 6 ) +  ( 9 ) + ( 1 6 ) + ( 1 9 )  

( 6 ) + ( 1 0 ) + ( 1 3 ) + ( 2 1 )  

( 6 ) + ( 1 0 ) + ( 1 5 ) + ( 1 9 )  

Classes 

c lasses  des  d ' ap rès  d ' a p r e s  l e s  groupes reunion 

permutations 

1 22 2 2  2 2  

1 2 2  4 4  

1 4  2 2  4  

1 4  4  2 2  
2  2  2  2  2  2  

2 2  4  4  

2 3  4  3  

-2 3 .3-.4- 
2  2  2  2  2  2  

2 4  4  2  

2  4  3  3  

2  3  4  3  

3 2  4  3  

3 4  3 2  

3  3  3  3 

3 3  2  4  

3 2  3  4  

3  3  4  2  

3 3  3  3 

3  4  2  3  

2  2 2  2  2 2  

2 3  3  4  

2  4  3  3  

2 4  2  4  

i 
l e s  classe 

des permu- 

t a t i o n s  

1 

2  

2 

2  

4  

5  

3  

3  .- - 
4  

5  

a d r o i t e  

1 

2  

3 

4  

2  

1 

3 

4  - 
4  

1 

2  

a gauche 

1 

2  

3  

4  

2  

1 

4  

- _-. 3  
4 

1 

3  

3  

3  

3  

6 

3  
-- - 

3  

3  

6  

3  

4  

3  

3  

5  

2  

3  

2  

1 

4  

4  

3  

1 

2  

3  

2  

4  

1 

4  

3  

1 

2 - - - -  
3  

2 

1 

4  

3  

4  

2  

1 

II 

II 

II 

1 

II 

II 

II 

1 

11 

II 

II 

II 

1 

des préce-: 
dentes 

1 

11 

II 

II 

II 

1 

II 

II 

II 

1 

II 

' 



Figure 24 : Relations complementaires 

n = 4  
(2matrices de permutation par membre) 

(1 )  + (8) = (2)  + (7 )  (17) + (24) = (18) + (23) 

Figure 22 : Relations,& 3 matrices par membre,déduites 

n P 4  
des decompositions de UN(4 x 4 )  ---. 

C l ]  => (8)  + (17) + (24) = ' O T Ï  11 

. - 
(1 )  + (8) + (17)  + (24) = Cl] = '1 1 1  1 '  

(1) + (8) + (18) + (23) = C21 = i 
(2 )  + (7)  + (17)  + (24) = CS]  = 

(2)  + (7)  + (18) + (23) = C61 = 

l l l l i  

1: : : i  
UN(4 x 4)  

C l ]  + C61 = C2l + E51 = 2 . üN(4 x 4)  

C l ]  + [61 et [21 + C 5 1  contiennent les 8 m.p. 

[2] => (8)  + (18) + (23) = 
I 

1 O 1 l j  

C31 => (10) + (17) + (19) = I I  1 O 1 1  

C41 => (11) + (14) + (24) . I 

L l i P i  



Figure 23 : Les 18 relations d deux matrices par membre 

n = 4  

1 

sonme / 
Classe A : 1 + 2 2 + 2 

somme + 
2 i 

Classe C : 2 + 2' = 4 + 4 1 

(17) + (24) = (18) + (23) (1)  + (8)  = (2 )  + (7) 

/ / + +  

/ / + +  

+ + / /  

+ + / / _  

(1 )  + (24) = (3 )  + (22) 

classe B : 2 + 4 = 3 + 3 

i 
1 
i 
1 
! (2)  + (18) = (5)  + (16) (7) + (23) = ( 9  + (20) 
I 

1 

i 
1 (2)  + (23) = (4)  + (21) (7)  + (18) = (12)  + (13) i 
1 
i 
I 

j (3 )  + (11) = (5 )  + (9)  (22) + (14) = (16) + (20) 

1 1 

i (22) + (11) (12) + (21) 

+ / 

(15) + (19) = (13) + (21) 

(15) + (10) = (9 )  + (16) 

/ + / +  
1 

+ / + /  

/ + / +  

+ / + /  

/ + + /  

+ / / +  

+ / / +  

/ + + /  
C 

(8)  + (24) 1 (10)  + (19) 

(8)  + (17) = (11)  + (14) 

I 



Figure 27 144 re lat ions  à 3 matrices de permutation par membre 
(s ignes + e t  ( ) n'ont pas é t é  é c r i t s )  

n O relations 
n O re lat ions  1 2  23  = 6 

A - + 2 t ( 3 ) + ( 6 ) + ( 8 )  = (f,)+ [ 5 ) + ( 7 )  -- 

5 1 4 ~  2 6 i 3  1 4 1 9  = 2  3 2 0  - 
3 2 1  4 1 1  2  6 9 1 0  2 0  = 1 2  SI 2 3 1 7  = ' fi 5 15- 

q 1  5 2 3  = 3 6 2 1  IL 2 3  = 6 
4 2 1  5 1 0 =  2 3 1 2  - -  - 3 4 1 5  12  1 4  = 6 

- 3 1  4 1 0  = 3 6 1 6  % 2 1 2  1 7  = 6 
3 2  6 24 = 4 5 2 2  - -  - - S , 4  1 1  18 = 5 

2 8 ~ 4 1  10 1 1  = 2 9 12  & d l 5  7 17  = 6 
- 3 7  1 1  16 = O 1 2  1 5 7  1 11 1 8  = 5 

If 7 10  2 1  = 8 9 2 2  3 1 3  1 2  1 7  = 6 
- 3 4 3  8 1 2  = 5 7 1 0  3 2 4 %  1 3 17  2 1  = 5 

3 8  9 1 0  = 1 0  1 1  1 3  3 1 1 1  23 = 6 
- - 4 7  11 2 4  = 9 1 2  19  - - - 4 2  9 1 7  4 

- 444 7 L L  = 6 R 9- $6 9 1 7  19 = 11  
- 3 7  1 0  1 1  = 9 1 2  l 4  Z t 7  17  2 1  = 1 1  

4 8  1 2  2 3  = 1 C  1 1  2C h i 8  1 5  2 3  = 9 
~ 2 1 ' 3  16  1 7  = 4 1 5  10  4 4  9 rn  2 1  - 1 1  

t19 14 1 8  = 1 0  1 3  17  5 ,  9 1 7  2 2  = i l  
3 16  2 3  = 14 1 5  21; - -- 4 ,10 17 2 1  = 11 

14 l e  = 6 1 3  16  i l  Y 16  19 1 1  
16 1 7  = 1 2  1 4  15 - 3 3  1 2  19 = 5 
17 22  = 1 5  13 2 0  4 , 3  8 1 8 =  5 

2 13 1 7  = 5 1 4  1 5  t i : 3  18 2 1  = 5 
Ç 8 15  i f i  = 1! 1 3  l i  t' 3 i 1  19 19 = 5 

- 4 ,  4 18 2 1  = 1 6  1 7  1 9  4 2  1 3 2 * =  3 
6 1 1  5 22 2 3  2 6 21 24 ri,! 3 1 7  1 9  = 5 

;a , = ;; ;*; ;; J j iü L C  = 6 

3 1 1Ç 2 7  = 1 2  2 G  2 1  4 4 113 19  = 5 
31 2 70 1 4  = 4 19 22- 344 7 17 2 2  = 1 2  

?, 1 2  27 - 2  = A "  7 "  2::. 2 1  Y. 1 ;y Z C  - c 
3 114 21 2 4  = 1 6  1 9  23 h 1 1L 14  = O 

- A I  1 1  19 2 3  = 3 L C  L1 2.f 1 12  2 3  = 6 
8 1 7  2 1  i'li = Y 19  22 $ 3  12  29 = 6 
3 1 3  2 2  2 3  = 1 5  2 0  Li'  r( 1 I C  2 0  = 4 

2 / / 2 , 1  1'. 1 9  = 2  1 3  20 6 1  1 11 2C = 6 
8 2 0  = 4 7 15' 2 1 1 2  19  = 5 t ! :  7 1 4  6 D L 3  4 2 .,i2 20 = 6 

' 3 2 1 7  14 2 1  = 0 15 20- 444 U l h  2 3  = 1 0  
3 O 1 3  2 3  = 9 14 10 G 7  14  24  = 4 
4 i 7  17  1 9  = 1 1  1 3  Z C  3 2 1 0  2 0  = 4 

4 & 1 7  16 19 = 8  1 3  L L  $ 4  2 !O I I  = 4 
3 ' 7  l/+ 2 4  = 10 1 3  20 5 4  a i o r  r 
(i , O 10  2 3  = l ?  1 4  19 3 2 1 2 . 1 4  = 6 

24.1 7 16 21 = 8 1 5  2L- 4 1  2 9 14 = 4 
3 1 1 0  LL = 2 9 2 2  b 2  1 0  13  -= 3 
4 1 1 1  16 = 2 1 2  15  5 1 1 0  1 4  = 4 

31 1 1 6  1 9  = 2 13 22 d 4 4 3  r, 10 2;: = 6 
3 3  1 5  2 4  = 3 1 6  21 .?. 2 17 211 = 5 
'i 1 18 21 = 5 1 5  22- II 1 13 18 = 3  

b 1  1  1 4  2 1  2: 2  1 5  ï O  2.2 !O 1 8  2 0  = 1 2  
3 1  16  ;">> = II 15 1 2  2 O 1 8  2 2  1 2  
' ~ 7  17 22 O 2 ;  (4 7 i t l  ~ $ 4  1 0  

.qd.! 3 1 4  2 4  c IO 1 3 .  L L  3:;  10 17 2.2 Ji! 
$ 3  16 2 3  = 4 i 2 4  3 10 J O  21. 11 
A 3  1 0  1 7  t: 11 9 1 8  4 9 10 22 = 1 2  

J I  3 10 2C = 4 7 24 $44 1U 1 7  ,!O = 12 
2 1 10 2 3  = 4 Y 2 2  5 4  1 1  2 0 =  6 



Figure 27 s u i t e  

I Relat ions 
- - - - -  - --- - 

*t 7 17 = 6 9 14- 
4 1 7  22 = 6 16 23 

3 2 17 20 = 6 14 11 

Y I l  
14 23 = * 15 1 0  

- 

10 20 = 6 14 2'1 
17 19 = 5 14 23- - -  -- - 

3  17 20 = b 13 23 - 
4 

% l l Z  

0 10 21 = 11 16 19 - - - - . - - - -. -. - - . - 
2 17 19 = 5 14 21' -- . 

4 2  1 1  1 3 =  5 8  1 5  - - - . - - -- - - - - . . - - - - -  
1 1  24 = 5 10 24 

a 1 1  I S  = 5 8 2 3 - - -  . .- -- -. - --. - 
9 19 = 3 8  21 -- 

3 12 19 = 5 8 22 - = -  -- -. - 
6 8 21 -. - .- - 

- -- - 
- . -  - - - - .  - 

. . 

- --. - 

- 1  1 1  13 = 5 7 15 . - --- - - . - - . - 
3 A 1  10 13 = 3  - 7  16 

- 2. 1 9 14 = 4 7 15 -. - - - - - . --. 
3 ; ~  9 1 3 =  3  O 1 5  ------- - --- - - -- 



1 

Figure 25 : Construction d'une relation pour n = 4 

à partir d'une relation pour n = 3 

n=3 UN(3 x 3) 

1 1 1  

(1) (9) (13) 

i 

( 3 )  (7)  
'1 

(15) 

1 

* 

Figure 26 : Une relation 1 3  matrices de permutation par membre 

---. 

1 1  

1 O 

1 2 3 4  I 

L-. - 
(7 )  (11) (16) 

3 i 1  O 1 1  

4 L o  1 1  

mat (1.2, 2.3) 

(8) (12) (15) 

(voir la liste de ces relations fig 27) 

A 



4, LES B-DECOMPOSITIONS DE q . UN(n x n> 

4.1.1 ALGORITHME DE B-DECOMPOSITION 

L'algorithme de B-décomposition d'une p-matrice M en matrices de permutation utilise la remarque 

suivante (fig 28 p48). 

Si P e s t  une mat r i ce  de permutat ion t e l l e  que P s M a l o r s  M-P e s t  une (p-1)-matr ice. 
( 1 )  

Les matrices de permutation P S M correspondent à un couplage des lignes de M sur les 

colonnes et peuvent être obtenues avec un ALGORITHME* de flot du type de'l'algorithme hongrois ($11.5 ~230). 

4.1.2 MULTIDECOMPOSITION DES p-MATRICES 

En géneral , une p-matrice n 'a  pas qu'une seule B-decomposi t i o n .  La MULTIDECOMPOSER consiste à 

les rechercher toutes. 

Ainsi la 4-matrice UN(4 x 4) a 24 B-décompositions. 

Pour chaque p-matrice il est intéressant de connaitre : 

- l e  nombre de ses B-decompositions. 

- l e s  B-décompositions u t i l i s a n t  l e  moins ( e t  l e  p lus)  de matr ices de permutations d i f f é r e n t e s  e t  l e  

nombre de m a t r i  ces qu 'e l1  es contiennent. 

Ces questions ne peuvent être résolues actuellement qu'en calculant toutes les B-d6compositions 

de la p-matrice, sauf pour les matrices UN(n x n). 

Pour les obtenir on utilise un ALGORITHME* basé sur une méthode d'énumération. La masse de 

calcul que nécessite ces méthodes d'exploration arborescente est si importante que l'emploi d'un 

calculateur est nécessaire, et même dans ces conditions, malgré de nombreuses améliorations, il n'est 

pas raisonnable d'envisager la multidécomposition de p-matrices d'ordre supérieur à 5. Le programme en 

question est MLTDCP3 ($11.6.1 p239). 

A chaque p-matrice M on peut associer le minimum NM du nombre de matrices de permutation 

différentes dans une B-décomposition. Pour 1 'ensemble des p-matrices d 'o rd re  n, i 1 e s t  in te ressan t  de 

connai t re  l e  maximum Nn des nombres NM. 

Ainsi N3 = 5 car à l'ordre 3 il n'y a qu'une relation qui lie les 6 

matrices de permutation. Par exemple,la p-matrice M = (1) + (4) + (3) + 2 . UN(3 x 3) admet deux 

( 1 )  Une matrice P. es t  "inférieure ou égale" à une matrice M (on Q c r i t  P s M) s i  e l l e s  sont de mêmes 
dimensions e t  si Y i,j 

' i j  ' ' i j  



Figure 28 : Une p-mat. = une mat;perm. + une (p-1)-mt. 

1 2 3 4 5  1 2 3 4 5  1 2 3 4 5  

2  

3  1 1 1 1 4  = + 1 3  

4  3  1  4  1 4 2  1 3  

5 2 2 4  1 5 2 1 3  

4 4 4 4 4  3 3 3 3 3  

Figure 29 

Classes de r-uples de B-dEcompositions différentes (n = 4 )  



B-décompositions en 5 matrices de permutation différentes (en prenant pour UN(3 x 3) l'une ou l'autre de 

ses deux B-décompositions) et une de 6 matrices de permutation (en utilisant les deux B-d~compositions 

de UN(3 x 3)). Elle ne possède pas de B-décomposition en moins de 5 matrices de permutation. D'une 

façon générale pour toute p-matrice d'ordre 3 qui admet une B-décomposition en les 6 matrices de 

permutation on peut toujours, en utilisant une seule B-décomposition de UN(3 x 3), en trouver une d'au 

plus 5 matrices de permutation différentes. 

4 . 2 . 1  GENERALITE 

La n-matrice UN(n x n) admet plusieurs 9 - d é ~ ~ m p o s i t i o n s  en somme de n matrices de permutation 

(fig 21 ~41). Pour n = 4, il y en a 24. Pour n = 5 il y en a 1344 ( §  11.6.4 p260). Suivant le contexte, 

ces décr>mpositions seront considérées comme somme OU ensemble de matrices de permutation. 

Leur numérotation se fait suivant l'ordre lexicographique. On indique leur NUMERO ENTRE CROCHET. 

4 . 2 . 2  CLASSIFICATIONS DES B-DECOMPOSITIONS 

Chaque B-décomposition de l a  n-matrice UN(n x n )  e s t  const i tuee avec l e s  matrices des 

permutations d'un ensemble 1 - t r a n s i t i f .  Les B-décompositions qui contiennent la matrice identité 

correspondent aux sous-groupes l-transitifs d'ordre n de Sn. Les autres décompositions sont les classes 

à droite ou à gauche de ces sous-groupes (fig 21 ~41). Pour chaque sous-groupe les classes a droite, de 

même que les classes à gauche, partitionnent l'ensemble des permutations. 

Pour n = 4 le sous-groupe Cl1 étant invariant il admet les mêmes classes .3 droite et à gauche. 

On partitionnera les B-décompositions de UN(4 x 4) en deux parties : 1 avec les classes du sous-groupe 

Cl], II avec les autres B-décompositioris. 

Le part i t ionnement des matrices de permutation par l e s  classes de conjugaison i n d u i t  sur  l e s  

B-décompositions de UN(n x n )  une p a r t i t i o n  en CLASSES DE CONJUGAISON (fig 21 p 41) telle que, si, dans 

une B-décomposition, on permute de la même façon les indices des lignes et des colonnes de toutes les 

matrices de permutation on obtient une B-décomposition de la même classe. Cette partition des B-décom- 

positions est plus fine que la précédente. Ainsi la classe 1 de la première est formée des classes 1, 

5 et 6 de cette seconde. 

Si par contre on choisit une permutation des indices des lignes différente de celle des indices 

des colonnes, mais les deux permutations étant encore appliquées à toutes les matrices de permutation de 

la B-décomposition, alors l'ensemble des B-décompositions n'est plus fomé que de deux classes qui sont 

les deux parties 1 et II de ci-dessus. Nous appellerons cette équivalence entre les B-décompositions 

L'EQUIVALENCE LARGE. 



Representants des classes de r-uples de B-dBcompositions differentes 

classes 
représentant 

Cl1 
C21 

Cil, C71 
C l ] ,  Cl51 
C21, C31 
C21, CS1 
121,  Clll 
C21, 1 1 2 1  

Cil, C21 , C31 
Cl], C21 , CS1 
ClIf C21 t C61 
111 ,  C2l  , C71 
Cl] ,  c 2 1  , Cl01 
Cil, C21 , Cl11 
113 ,  C21 , Cl21 
Cil, C21 t Cl51 
Cil, C61 , Cl01 
C11, 1 6 1  , Cl11 
[ i l ,  C61 , Cl21 
Cil, C71 , CE1 
Cil, C71 , C l l l  
Cil, C71 , Cl21 
Cil, C71 , Cl51  
Cil, C71 , Cl61 
Cil, C71 , Ci71 
Cl], C l S I ,  Cl91 
C21, CS1 , C41 
(21 ,  C31 , CS1 

D I ,  c31 , c g 1  
C21, C31 , C l l l  
121,  CS1 , Ci11 
L21, CS1 , Cl21  
C21, [ I l l ,  Cl61 
C21, C121, C201 

Cil, C2l  , C31 , C41 
C11, C21 , C31 , C51 
C l ] ,  1 2 1  r C31 r C61 
[ I l ,  C21 1 C31 , 1 7 1  
[ i l ,  C21 1 3 1  , COI 
Cl], CZI , C31 , CS1 
Cl], C21 r C31 r Cl01 
C l l e  C21 , C31 t Cl11  
C l l t  1 2 1  , C31 Cl51  
Cil* C21 , CS1 , C61 
Cil, CL1 , C51 , C71 
Cil, C21 t CS1 , Cl01  
Cl ln  C21 , C51 t Cl11  
113 ,  r 2 1  t CS1 , Cl21  
C l ] ,  C21 , C51 , ClSI  
Cl18 C21 t C61 t Cl01  

C l ] ,  C21 t 1 7 1  , Cl01  

1 Cllt 1 2 1  , C71 , C l i l  

1 Cil, C2l  , 1 7 1  1 1 1 2 1  
C l l r  C21 r C71 r Cl31  

! Cil, C21 , C71 , ClSI  
i Cil, C21 , C71 , Cl61  

Cil, C21 r C71 1 Cl71  ' C l ] ,  f 2 1  . 1 7 1  t Cl91  
Cl], C21 r 1-73 r C201 / i l I r  C21 , [ 7 1  . C24l 
Cil, C2l  , ClOlt  C i l 1  
Cil, C21 , r101 ,  f i 2 1  
Cl], C21 r C101, ClSI  
Cil, C21 , ClOlt  C l61  

cardinal 

6 
18 

36 
9 

7 2  
6 

7 2  
9 

3 6  
3 6  

7 2 
1 8  
18 

1 4 4  
7 2 

1 4 4  
1 4 4  

7 2  
1 8  
3 6  
3 6  
7 2 

1 4 4  
7 2 
3 6  

2 
2 4  

a 2 8 8  

1 24 
2 4  

72  
144  
288  

1 2 8 0  
24 
7 2 

2 8 8  
144  

9 ' 72  
3 6 1 72 
7 2  

1 36  
1 72  
! 72  

72  1 7 2  
, 144  
1 288  
1 288  
1 72 

1 4 4  
288  

1 7 2  
7 2 

i 2 8 8  
1 1 4 4  
j 72  

72  
i 72  
1 144  

I observations I 
qui sont C11,C61,C101,C15l,C191,C2~1. 
2 couples de matricesrmembres de relations par 
B-d~compositions 

Construite sur la classe 1 ci-dessus i 
La liste complete des couples de chaque classe 
est donnee dans la figure 1 0 5  ( ~ 1 6 2 )  

l f 

t'autre est C61, [IO], [ 2 4 1  (classe 1 de r = 1 )  1 
I 

[i l ,  CL1 , Cl2Iv C l 5 1  72 
[ l ] ,  [ 2 ]  , [121,  C l 9 1  1 144 
Cil, C21 , C121, C201 1 144 

représentant 
Cl], C23 , [IO], c l 9 1  
Cl ] ,  1 2 1  . ClOl, C201 
Cil, 1 2 3  , ClOl,  C24l  
Cil. C21 , C l i l .  C l21  
1 1  2 , C l  1 
Cil, C2J r C l i l ,  C l61  
Cil, 1 2 1  1 Cil], C l 8 1  

cardina 
72 

144 
36 

288 
144 
144 

7 2 

1 .  ( *  classe 1 de r = 1 )  I 
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Figure 31 Carres latins et B-décompositions de UN(n x n) 
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4.2.3 NUMEROS DES MATRICES DE PERMUTATION DANS UNE B-DECOMPOSITION 

De par la 1-transitivité des B-décompositions, également parce que la matrice UN(n x n) ne 

contient pas de valeur supérieure à 1 l e s  matr ices de permutation d'une B-décomposition ont .  pour un 

i n d i c e  de rangée donné, l e u r s  cases non-nulles d i f f é r e n t e s .  C'est cette propriété, appliquée à la 

première ligne, qui donne l'ordre léxicographique pour les décompositions. Inversement, comme chaque 

décomposition contient une seule permutation qui applique l'objet 1 sur n'importe quel autre, disons i, 

elle contient une seule matrice de permutation de numéro compris entre ci-l).(n-l)!+l et i.(n-l)!, 

bornes incluses. Il n'est pas évident d'écrire une telle formule pour les autres rangées. En effet, 

l e s  matr ices de permutat ion non-nul les dans une même case sont  c e l l e s  des permutations d'une des classes 

de l ' u n  des groupes Gi l a i s s a n t  un o b j e t  i i n v a r i a n t .  Alors dans la numérotation lexicographique les 

n séquences de (n-l)! matrices de permutation sont les classes à droite de G1. Ces séquences sont l e s  

INTERVALLES I ( n , i )  = [(i-1). (n-1) !+i, i. (n-i)! 1 vis ci-dessus. Pour les autres groupes Gi, la 

numérotation n'est pas si favorable. 

4.2.4 ENSEMBLES DE B-DECOMPOSITIONS 

Quand on prend r B-décompositions on obtient un ensemble r-transitif. Le par t i t ionnement  

des B-décompositions i n d u i t  un part i t ionnement de ces r-UPLES DE B-DECOMPOSITIONS. 

Pour n = 4, les classes de l'équivalence large des r-uples de B-décompositions, r variant de 

1 à 4 (fig 29 p 48 et 30 p 50), ont été calculées 2 l'aide de l'ordinateur. 

* 
Ceci a été réalisé avec les PROGRAMMES de la série ArDCP (511.7, ~267). Les r-uples de 

0-décompositions ont été, dans chaque classe,ordonnés lexicographiquement et on a indiqué quelles étaient 

les permutations des indices de lignes et des indices de colonnes, qui, appliquées au premier r-uple, 

permettaient d'obtenir l'un d'eux ( 5  11.7.1 ~ 2 6 7  et 11.7.2 p 278). 

Seuls les r-uples de B-décompositions distinctes sont envisagés La figure 29 (p 48) indique 

le nombre de classes pour chaque valeur de r et les cardinaux de ces classes. Pour les B-décompositions 

considérées en tant que 1-uples, on a bien retrouvé les classes 1 et II définies ci-dessus. Il faut 

noter que les cardinaux des classes de r-uples pour r S 4 sont toujours composés de puissances de 2 et 

de 3. 

4.2 .5  B-DECOMPOSITIONS ET CARRES LATINS 

Ides B-décompositions de UN(n x n) sont en correspondance biunivoque avec les CARRES LATINS 

d'ordre n ordonnés sur leur première ligne. Le carre l a t i n  associe a une 8-d@composition de UN(n x n) 

s ' o b t i e n t  en fa isan t  l a  somme des matr ices de permutat ion de l a  B-decomposition, chacune e t a n t  

m u l t i p l i e e  par 1 ' i n d i c e  de 1 lelement non-nul de sa première l i g n e  ( §  2.2.3 p 13 et fig 31 i0 ~52). 





On peut, bien sûr, obtenir d'autres carrés latins en choisissant d'une autre façon les 

facteurs des matrices de permutation. Ceci apparaitra dans la suite de ce paragraphe et @galement 

comme nous le verrons plus tard, en prenant c o r n  facteur, les numéros des matrices d'une B-decomposition, 

la même ou une autre ( $  7.2 p 133 et fig 80 p 134). C'est une PREMIERE METHODE de construction des 

carrés latins. 

Les B-décompositions de UN(n x n) ont encore un rapport avec les carrés latins, de la façon 

suivante. Juxtaposons les vecteurs colonnes representant les permutations d'une B-decomposi tion f de 

UN(n x n). La matrice obtenue est un carre latin d'ordre n construit sur les objets permutés. C'est 

une DEUXIEME METHODE de construction de carrés latins (fig 31 3O p 52). Dans chaque colonne on 

trouve en effet les n objets, sans répétition, puisqu'il s'agit d'une permutation. De par la 1-transitivité 

de la B-décomposition, chaque objet apparait une fois et une seule dans chaque ligne. Chaque ligne est 

donc une permutation, et ces permutations forment un ensemble 1-transitif car,sinon, au moins une des 

permutations en colonne enverrait une même objet dans deux places différentes. Les permutations en 

ligne forment donc une B-décomposition H de UN(n x n). 

Comme chaque objet n'apparait qu'une fois par ligne et par colonne, il occupe les cases 

non-nulles d'une matrice de permutation. Le carré latin est donc, suivant la première méthode, la 

somme des matrices d'une B-décomposition C de UN(n x n), chaque matrice étant multipliée par l'un des n 

objets à permuter (fig 31 2O p 52). 

Si la première ligne de ces camés latins est ordonnée, alors d'une part, les matrices 

de permutation de la B-décomposition C de UN(n x n) sont multipliées par l'indice de l'élément non- 

nul de leur première ligne, ou encore par le numéro de leur place dans la B-décomposition,.classée 

suivant l'ordre lexicographique croissant ; d'autre part, les permutations, que sont les lignes, 

forment l'une des B-décompositions de UN(n x n) qui contient la permutation identité, c'est-à-dire, 

qui est un sous-groupe de permutation. et non une classe d'un sous-groupe de S (fig 31 2O p 52). 

Les carrés latins ne sont pas, en général, symétriques. Toutefois a l'ordre 4 ,  les sous- 

groupes d'ordre n étant abéliens, i l  est possible,par permutation de leurs rang@es,de les rendre 

symétriques. Il suffit de ranger la première ligne comme la première colonne (fig 31 4O ~52). On 

obtient alors la même B-décomposition en ligne et en colonne. On en déduit que les 0-decompo~ition~ 

F et H ci-dessus sont des classes 1 droite,ou 1 gauche d'un même sous-groupe. La B-décomposition C 

a été remplacée par la classe à droite ou à gauche suivant le cas du sous-groupe dont C était une 

classe, et qui n'a que des matrices de permutation symétriques (en fait, il s'agit de Cl], CS], Cg1 

ou C211) Ses matrices de permutation sont prises dans l'ordre indiqué par la première permutation de 

F c'est à dire suivant la première ligne ou la première colonne. 
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Le car re  l a t i n  qu'on peut cons t ru i re  a p a r t i r  de C suivant  l a  deuxieme méthode admet en l i g n e  

t l e s  matr ices de l a  B-decomposition H qu i  sont l e s  transposees des matr ices de l a  B-d@composition H. 

t 
H et H ne sont pas, en général, classes d'un méme sous-groupe de S . Ce c a r r e  l a t i n  se cons t ru i t  suivant  

l a  premiere méthode a l ' a i d e  de l a  B-decomposition F de UN(n x n )  (fig 31 3 O  p 52). 

Si on transpose le carré latin construit suivant la deuxième méthode à partir de la 

B-décomposition F, les B-décompositions F et H vont échanger leur rôle, et la décomposition C sera 

t 
remplacée par ct, ce qui confirme que H et ct , donc H et C, sont comme F et C. 

La figure 32 (p 54) donne la liste des TRIPLETS(F, C, H) ainsi que les transposés F~ des 

B-décompositions de UN(4 x 4). 

4.2.6 B-DECOMPOSITIONS ET RELATIONS POUR n = 4 

Considérons les 6 couples de matrices dê permutation qu'on peut extraire d'une B-décomposition 

de UN(4 x 4). Suivant la classe de la B-décomposition, deux ou tous ces couples sont membres de relations 

3 deux matrices de permutation par membre (fig 33 p 56). Les B-décompositions d'une classe de 

conjugaison font intervenir des ensembles conjugués de relations (qui se déduisent les unes des autres 

par permutation simultanée des indices de lignes et de colonnes des matrices). Les B-décompositions, 

où les six couples sont membres de relations sont celles de la partie 1 (O 4.2.2 p 49). En effet, vis - 
à-vis de l'équivalence large, les relations à deux matrices par membre ne forment qu'une seule classe. 

Pour une B-décomposition, chaque relation intervient avec sa complémentaire, et, ensemble, elles 

concernent alors des couples disjoints de matrices de permutation. En remplaçant,  dans l a  r e l a t i o h  l es  

matr ices d 'un de ces couples par c e l l e s  de l ' a u t r e  membre de l a  r e l a t i o n ,  on o b t i e n t  une au t re  

B-décomposition. On peut faire ce remplacement pour deux couples disjoints, et obtenir, à partir des 

deux relations complémentaires utilisées, trois autres B-décompositions qui, avec la 9-décomposition initiale 

constituent deux paires de 9-décompositions, chaque paire contenant les huit matrices de permutation 

proposées par les deux relations, comme on l'a vu au paragraphe 3.3 (p 35) ( fig 24 p 42 ).  Deux t e l  l es  

pa i res  de B-décompositions forment UNE RELATION en t re  B-décompositions, qu'on d i r a  INDUITE par l es  

r e l a t i o n s  e n t r e  matrices de permutation. 

Suivant la classe II ou 1, une B-décomposition a une ou trois paires de couples disjoints. 

Par les remplacements ci-dessus, on trouve trois ou neuf autres B-décompositions (fig 33 p 56).  et de ce 

fait, elle intervient dans une ou trois relations induites entre B-décompositions. La figure 34 (p 

donne la liste de ces relations induites, qui vis-à-vis de l'équivalence large ne forment qu'une classe. 

Chacune des B-décompositions de la classe 1 apparait dans trois de ces ~elations, tandis que les 8-décompositions de 

la classe II n'apparaissent qu'une fois. Ces relations établissent l'égalité entre la somme de deux 

8-d6compositions de la classe 1 et la somme de deux B-décompositions de la classe II. Plus précisément 

les deux 9-décompositions de la classe 1 sont prises l'une dans la classe de conjugaison 5 composée des 
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B-décompositions {C61, CIO], C2411, et l'autre dans les classes de conjugaison 1 et 6 contenant les 

B-décompositions {Cl]} et {C151, 11931. 11 y a ainsi neuf relations en correspondance avec les groupes 

de relations complémentaires entre matrices de permutation. Remarquons aussi que les membres de ces 

relations induites ont pour somme la matrice 2 . UN(4 x 41, mais cette matrice est aussi la somme de 

deux B-décompositions quelconquesde UN(4 x 4). Remarquons enfin que les matrices de permutation des 

B-décompositions dans chacune des trois premières relations induites de la figure 34 (p58 ) constituent 

les trois groupes d'orbe 8 de S4, et que les autres relations sont les classes à droite ou à gauche, suivant le 

cas, de ces sous-groupes. 

Au niveau de l'équivalence large, pour une B-décomposition, seul le nombre de couples de 

matrices intervenant dans les relations, est important. De même pour les r-uples de B-décompositions, 

qui sont classés suivant l'équivalence large, ne sont étudiés que les couples de matrices, sans regarder 

le détail des relations. La figure 35 (p 60) montre les liens qui existent entre les classes de couples 

de B-décompositions et les relations. 

4 .2 .7  PARTITIONNEMENT DE S4 PAR LES B-DECOMPOSITIONS DE UN(4 x 4 )  

Parmi l e s  r-uples de B-d~composit ions,se d ist inguent  ceux qui  contiennent des matr ices de 

petVIutation toutes d i f f e r e n t e s .  Pour n = 4, on .ne peut trouver au plus que des 6-uples de cette sorte, 

et il y en a exactement trente-quatre (fig 36 p 62). 11s sont identifiés par des NUMEROS LEXICOGRAPHIQUDentre 

accolades. Ce sont des partitionnements de l'ensemble des matrices de permutation d'ordre 4 à l'aide des 

9-décompositions de UN(4 x 4). Certains de ces 6-uples sont constitués avec les classes à droite, 

d'autres avec les classes à gauche, quand ces dernières sont distinctes des précédentesrdes quatre sous- 

groupes 1-transitifs d'ordre 49 qui sont des B-décompositions de UN(4 x 4) ( 5  4.2.2 p 49 ). Ces 

6-uples donnent en quelque sorte une généralisation des classes à droite et à gauche des sous-groupes, 

car chacun de ces 6-uples contientau moins un de ces quatre sous-groupes,puisque contenant nécessairement la 

matrice de l'identité. 

Pour r < 6 ,  l e s  r-uples de B-decompositions ne contenant que des matrices de permutation 

d i f fe ren tes  sont contenus dans au moins un de ces 6-uples. A partir d'un r-upïe on construit aisément 

un des 6-uples le contenant en remarquant que chacun de ces 6-uples nfa.pour chacune des permutations 

laissant le premier objet invariant,qu'une B-décomposition la contenant. Un 6-uple est donc, Pour chaque 

valeur de i entre O et 5, formé avec une seule B-décomposition de numéro lexicographique appartenant à 

l'intervalle [Ci,.i+ll, [4.(i+l)Il. 

Les r e l a t i o n s  en t re  0-décomposi t ions  peuvent s e r v i r  à const ru i re  ces 6-uples.  L'un d'eux 

contient toutes les B-décompositions de la classe 1. Il est d'ailleurs formé par les classes du sous- 

groupe 1-transitif invariant d'ordre 4. Les autres 6-uples se déduisent de celui-là en remplaçant un 
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couple de B-décompositions, membre d'une relation induitespar les B-décompositions de l'autre membre. 

On peut faire ce remplacement pour des couples disjoints de B-décompositions, jusqu'à trois couples 

simultanément. En tenant compte des incompatibilités entre les couples de relations, on trouve bien 

trente trois combinaisons possibles, d ' où trente-quatre 6-uples , comme annoncés. Remarquons que 

chaque relation induite intervient sept fois. 

4.2.8 GRAPHES D' INDEPENDANCE 

Les 6-uples de B-décompositions qui ont fait l'objet du paragraphe précédent, ~rksentent 

de nombreux parallélismes avec les B-décompositions elles-mêmes : il y a des relations entre les 

B-décompositions, de la même façon qu'il y a des relations entre les matrices de permutation ; de 

même les numéros des B-décompositions d'un 6-uple vérifient des règles qui sont comparables à celles 

sur les numéros des matrices de permutation dans les B-décompositions, etc... 

Ces phénomènes sont mieux sentis quand on utilise une représentation graphique. 

Des permutations sont INDEPENDANTES si elles ne changent aucun objet de la même façon. Leurs 

matrices de permutation ont alors leurs valeurs non-nulles dans des cases différentes, d'où leur somme 

ne contient pas de valeur supérieure a 2, d'où cette somme est inférieure à UN(n x n).  i indépendance de 

deux permutations r et s se traduit par le fait que s-?r ne laisse aucun objet invariant. 

Considérons alors le GRAPHE D'INDEPENDANCE DES PERMUTATIONS d'ordre n (fig 37 p 64). Les sommets 

sont les permutations et ses arêtes traduisent l'indépendance des permutations. Il a donc n! sommets. 

On peut vérifier,par le principe d'inclusion et d'exclusion,qu'il e s t  homogene dans son degre. Ses c l iques 

maximales ne peuvent avo i r  plus de n sommets car,sinon,un objet occuperait nécessairement la même 

position dans deux permutations de la clique. Le sous-groupe Gi d 'o rdre  ( n - l ) !  des permutations qui  

l a i s s e n t  un o b j e t  i i n v a r i a n t  const i tue un ensemble s tab le .  De même pour ses classes qui appliquent 

toutes un même objet dans la même position et qui sont aussi de cardinal (n-l)! 

Puisque chacun des n objets peut être appliqué sur chacune des n positions, il y a n2 tels ensembles 

de permutations, y compris les sous-groupes. 

Pour n = 4, ce graphe a vingt-quatre cliques maximales, toutes de 4 sommets. Il contient 

exactement 16 ensembles stables maximaux de six sommets, mais on peut en trouver 96 autres de quatre 

sommets dont le premier lexicographiquement est {(Il, (21 ,  (3), (15)) où la dépendance des permutations 

n'est pas réaliséeen appliquant toujours le même objet dans la même position (voir 5 11.1.4 ~213). 

Ce graphe n'est pas parfait car il contient un cycle de longueur 5 sans corde : I(1), (a ) ,  (3). (12), 

(i'9)l. 

Les B-decompositions de UN(n x n ) ,  qui sont formées avec l e s  matr ices de permutations independantes, 

sont l e s  c l iques maximales de ce graphe. 



I Figure 36 : 6-uples de B-d6compositions de UN(4 x 4) partitionnant S4 l 
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Des cliques sont INDEPENDANTES si leur intersection est vide. On peut, comme pour les 

permutations, construire le GRAPHE D'  INDEPENDANCE DES CLIQUES D'UN GRAPHE DONNE. Les cliques de ce second 

paphe ne sont pas sans rapport avec les partitionnements par des cliques des sommets du premier graphe. 

Les r-uples de B-d~compositions qui contiennent des matrices de permutation toutes d i f f e ren tes  

sont des c l iques du graphe d l  Independance des c l iques du graphe d ' independance des permutations. 

Les résultats énoncés dans ce paragraphe ont été vérifiés numériquement pour n = 4 a l'aide 

d'un PROGRAMME* ( 4  11.8.1 p 312) et l'on a constaté que dans ce cas 

03 a(G) = le nombre de stabilité, 

B(G) = le riombre minimum de cliques qui partitionnent les permutations, 

Y(G) = le nombre chromatique, 

w(G) = le nombre maximum de sommets qui forment une clique. 

On trouvera figure 37 (p 64) un dessin du graphe d'indépendance des permutations pour n : 4 

et les résultats associés au paragraphe 11.8.2 (p318). 

4 , 3  LES B-D~COMPOSITIONS DE LA q.n-MATRICE q , ~ ~ ( n  x n )  

4 .3 .1  NUMEROS DES MATRICES DANS LES B-DECOMPOSITIONS DE q.UN(n x n )  

La n.q-matrice q.UN(n x n ) ,  qui est la matrice d'ordre n dont tous les éléments égaux à q, 

admet des B-decompositions contenant n . q  matrices de permutation. Comme elle est la somme de q matrices 

UN(n x n)*ellc admetrpour B-d~compositionstdcs sommes de q B-décompositions de la matrice UN(n x n). 

Mais ce ne sont pas ses seules B-décompositions. 

Les B-décompositions de la matrice q.UN(n x n) donnent des ensembles q - t r a n s i t i s d e  permutations. 

Pour un indice de rangée donné, il y a exactement q matrices de permutation ayant non-nulle une même case, 

ce sont celles d'une classe d'un des groupes Gi laissant l'objet i invariant. De ce-fait, suivant le 

résultat du paragraphe 4.2.3(p53) dans chaque 8-décomposition de q.UN(n x n), et pour chaque objet i A 

permuter, il y a exactement q matrices de permutation de nuniero appartenant a l ' i n t e r v a l l e  I ( n , i ) .  

Par exemple, la &matrice 2.UN(4 x 4) a des B-décompositions contenant exactement deux matrices de 

permutation non-nulles dans la première case de la première ligne, et ces matrices de permutation ont 

leur numéro lexicographique compris entre 1 et 6 (fig 38 p 66). 
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Figure 37 : 

Graphe d'inddpndance des permutations d'ordre 4 



Hais les matrices de permutation ne sont pas nacessairement différentes dans une B-décomposition 

de q.UN(n x n). Il y a n.q matrices de permutation dans une B-décomposition de q.UN(n x n) puisque c'est 

une n.q-matrice, mais il y a e n t r e  n e t  n . q m a t r i c e s  de  permutation d i f f e r e n t e s .  En effet,aucune d'elles 

ne peut y apparaitre plus de q fois, sinon dans la somme elle ferait apparaitre des valeurs supérieures 

a q. Il en faut alors au moins n différentes car, sinon,l'une d'elles devrait y être plus de q fois. 

Quand il y en a n.q, elles sont toutes différentes. 

Comme il y a n! matrices de permutation, t o u t e  p-matr ice  avec p p l u s  grand que n!  c o n t i e n t ,  

dans chacune de ses B-décompositions au moins deux fo is  l a  meme matr ice  de permutation.  Ceci se produit 

Pour les matrices q.UN(n x n) dès que q est plus grand que (n-l)!. 

4.3.2 B-DECOMPOSITIONS SPECIALES ET PURES 

Les B-décompositions de q x UN(n x n) qui ne contiennent aucune 8-décomposition 

de UN(n x n) sont appelées B-DECOMPOSITIONS SPECIALES. Celles qui ne contiennent 

aucune B-décomposition de q'.UN(n x n),avec q' < q,sont appelées B-DECOMPOSITIONS PURES. 

Les B-décompositions pures sont spéciales (en prenant q' = 1). 

Les B-décompositions de q.UN(n x n) dont tous les coefficients sont minimaux (égaux 3 1) sont 

appelées B-DECOMPOSITIONS A MINIMA. Certaines d'entre-elles sont spéciales, et même pures. Toutefois on 

n'en trouve que pour q 5 n. 

4.3 .3  LES 6-DECOMPOSITIONS DE LA 4 . q-MATRICE q.UN(4 x 4 )  

4 .3 .3 .1  Nombi~e de 8-dtcompobi.tionb de q . U N i 4  x 4 )  

Toutes les B-décompositions de la q.4-matrice q.UN(4 x 4) ne sont pas la somme de q 

B-décompositions de la matrice UN(4 x 4). 

Le tableau de la, figure 39 (p 68) donne le nombre de B-décompositions de q.UN(4 x U). 

Pour q = 4, il y a 38550 B-d6compositions. Leur construction représente une masse importante de 

calculs. Les paragraplies suivants ont pour but de donner les moyens de les construire. Elles ont 

été construites jusque q = 4 et partiellement pour q = 5 et 6. 

4.3.3.2 Pa-ce du dabut Q B-&MW&OYL de q.UNlJl n 41 

Dans &a La-ddBesmpositim d'une matri~e (n x h) an mtt.iees de fmrmutation nms esdenmns 

t o u ~ o ~ w  le matricw suivant le- n u d m  larcicogra~hique das 13-b8cuqmitians. 

î,e LOEBUT D'ME 0-DECbHIZoSLTiOM sst alors oonstitub par les prem%&sws nutt~iws de pwlmvtation 

de fa B-d&~mpasitian et pkus pz4ciskanent par celles de n d r o  fercfcog3.aphipue infhiata ou @al 

(n-1) 1. Cas auitricw en effet permettent de ' m L l R "  La première case, puisque ce 8ant les seules 

qui ne sont pas nulles dans la eelanne 1 de la ligne 1. Le debut d%nne 8-déconipbsition de q.UN(n x n) 

m n t i e n t  donc q aratrices de: p a m u t s t i o n g  
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Figure 38 : Nwnero des matrices dans les B-d6compositions de 2.UN(4 x 4 )  
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Ces matrices de permutation étant nulles dans leur première ligne et première colonne. sauf 

a leur intersection, elles contiennent ,dans la sous-matri ce inférieure droite ,une matri ce de permutation 

d'ordre n-1. Les relations qui lient les matrices d'ordre n-1 induisent directement des relations entre 

les matrices de permutation d'ordre n, comme nous l'avons vu au paragraphe 3.3 (p 35) et à la figure 25 

(p 46). 

. Le début d'une B-décomposition de q.VN(n x n) aura une somme qui contiendra ou ne contiendra 
pas une ou plusieurs valeurs supérieures à 1 dans la sous-matrice inférieure droite d'ordre n-1, selon 

qu'il contiendra ou ne contiendra pas des matrices de permutation ayant des sous-matrices de permutation 

inférieures droites d'ordre n-1 appartenant à une B-décomposition de la matrice UN((n-1) x (n-1)). 

Par exemple pour n = 4, la relation à trois matrices de permutation par membre 

(1) t (4) t ( 5 )  = (2) t (3) t (6) 

est directement induiteparla relation identique dans les matrices de permutation d'ordre n-1. Un début 

de B-décomposition de Z.UN(4 x 4) qui utilise les matrices de permutation (1) et (4) aura pour somme une 

matrice nulle sur la première ligne et la première colonne sauf en leur intersection qui est 2, et de 

sous-matrice inférieure droite d'ordre n-1 ne contenant que des O et des 1. Par contre dans la somme du 

début de B-décomposition utilisant (1) et (2), il y aura, dans la sous-matrice, au moins un 2 (fig 40 

p 70). 

On peut aisément, de cette façon, construire une B-décomposition de 3.UN(4 x 4). cas particulier 

du calcul d'une B-décomposition de (n-l).UN(n x n). à condition de connaître une B-d@composition de 

UF((n-1) X (n-1)):transformer la B-décomposition de la matrice UN((n-1) x (n-1)) en une partie de la 

B-décomposition de la matrice UN(n x n) en ajoutant à chacune des matrices d'ordre (n-1) une premièr,e ligne 

nulle et une colonne d'ordre n contenant un 1 en première ligne. Cette transformation r,.;t 2 faire pour 

toutes les matrices de la B-décomposition d'ordre n-1, en introduisant la colonne dans les n positions 

qu'on trouve devant, entre et après les colonnes. Chacune de ces transformations produira les (n-1) 

matrices de permutation de la 5-décomposition de UN(nxn) qui ont l'élément non-nul dans la même case de 

la première ligne (fig 41 p 72). Pour n = 4, cette B-décomposition contient la moitié des matrices de 

permutation d'ordre 4. Les matrices inutilisées donnent une autre B-décomposition. 

4 . 3 . 3 . 3  EqLUudence  de^ dEbLLt6 de  B-d@composCtionb de q.UN[n x nl 

L'EQUIVALENCE LARGE, qui classe ensemble des matrices qui se déduisent l'une de l'autre par 

permutation des lignes d'une part et des colonnes d'autre part, induit une RELATION D'EQUIVALENCE SUR LES 

DEBUTS DE B-DECOMPOSITIONS, d'après la forme de la sous-matrice inférieure droite d'ordre n-1 de leur 

somme, plus précisément d'après les nombres d'éléments ayant les mêmes valeurs dans les rangées. 



Figure 39 : Nombres de B-d6compositions de q.UN(4 x 4 )  
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Pour n = 4,cette équivalence se définit par le choix de matrices de permutation dans chacun 

des membres de la relation à 3 matrices par membre citée au paragraphe précédent, puisque chaque matrice 

de l'un des membres de la relation a, à part la première case, un élément en commun avec chaque matrice 

de l'autre membre. 

Par exemple sont équivalents des débuts de B-décompositions de 2.UN(4 x 4) contenant 

{(l), (4)). ((11, (5)) ou {(2), (3)) dont les matrices sommes contiennent des sous-matrices inférieures 

droites d'ordre n-1 ayant deux 1 et un O par rangée ; et ils sont distincts de {2.(1)1 dont la somme 

contient une sous-matrice ayant des rangées nulles sauf en un élément égal à 2 ; enfin ils sont tous 

différents des débuts de B-décompositions contenant {Cl), (2)) ou ((51, (3)) qui ont une somme ayant une 

sous-matrice qui ne contient qu'un seul 2 (fie 40 p 70) . 

Pour n = 4 et q variant de 1 à 6, ont été construits, dans la figure 42 (~731, les représentants 

des classes de débuts équivalents de B-décompositions de q.UN(n x n) et ont été calculés les cardinaux de ces 

classes. 

Puisque les  débuts de 8-décompositions de q.UN(n x n) sont les coefficients des premières 

matrices de permutation d'ordre n dans les B-décompositions, ils Sont en correspondance avec les  suites 

ordonnees de q nombres (numéros lexicographiques de matrices de permutation ) pas necessairement distinctes 

compris entre 1 e t  ( n - l ) ! .  11 y a donc 

débuts de B-décompositions de q.UN(n x n) 

Par exemple, il y a 792 débuts de B-décompositions de 7.UN(4 x 4). Ils se répartissent en 

37 classes. 

Le nombre de classes de débutçde B-décompositions de q.UN(n x n) répond à des règles qui se 

traduisent difficilement dans une formule. 

4 . 3 . 3 . 4  C o n o h c t c o n  et nombte deb B - d é c o m p o b ~ o n b  de q . U N  ( n  x n ]  

Un début de B-décomposition de q.UN(n x n) peut se prolonger de nombreuses manières, mais deux debuts 

éqjivdents donneront, chaun, l e  néme nonbre de Bd&onpositiors ,équivakntes par la  même équivalence large. 

Pour connaître,et donc compter,les B-décompositions de q.UN(n x n ) , i l  suf f i ta lorsde  construire 

pour un représentant de chaque cla'sse de débuts de 8-d6compositions, toutes les  B-decompositions qui l e  

contiennent. On a pour cela utilisé le programme MLTDCP3 ( 5  4.1.2 p 47) qui a été conçu pour accepter 

une prédétermination,par le début,des B-d6compositions. 

La figure 42 (p 73) indique dans un tableau pour chaque classe le cardinal et le nombre de prolon- 

gementspossiblesen B-décompositions de chacun de leurs débuts. On a pu ainsi déduire le nombre de B-décom-. 

positions de q.UN(4 x 4). 
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Figure 40 : Les 6 premières matrices de permytation d'ordre 4 
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4 . 3 . 3 . 5  Led 8-dEcompodit.ion.6 bpEc ides  puired de q . U N ( 4  x 4 )  

Les B-decompositions pures de q.UN(n x n )  ne sont somnes d'aucune 8-décomposition de ql.UN(n x n )  

avec q '  < q.  Pour q i 3 ,  l e s  B-d@compositions spéciales sont ,aussi ,pures.  Plus q augmente, plus les 

B-décompositions comportent de matrices de permutation et plus elles ont la possibilité de contenir 

des B-décompositions rencontrées pour des valeurs de q plus petites. 

Pour n = 4, on a 120 B-décompositions pures (parce que spéciales) de 2.UN(4 x 4), et 104 

B-décompositions pures de 3.UN(4 x 4). Il n'en existe pas pour q = 4 et q = 5. On peut supposer que cela 

reste vrai pour q plus grand car une B-décomposition de 6.UN(4 x 4) nécessite déja 24 = n! (6 = (n-l)!) 

matrices de permutation. 

On trouvera, figure 43 ( p  741, les B-décompositions pures de 2.- et ~.uN('+x~) construites sur les 

représentants des classes de débuts de B-décompositions. Il est intéressant de constater qu'aucune d'elles 

ne construit les deux ou les trois matrices de permutation non-nulles dans une même case (voir procédé de 

la figure 41 ( p 72)) toujours à partir du même membrede la relation sur les matrices de permutation 

d'ordre n = 3. 

Une autre constatation à faire depuis la figure 39 (p 68) est que les nombres de B-décompositions 

spéciales de q.UN(4 x 4) semblent plus faibles pour les valeurs de q impaires. 



--... 

Figure 41 : Une ~-d6composition de 3.UN(4 X 4) 
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Figure 42 : Nombres de B-d6compositions de q.UN(4 x 4) 
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Figure 4 3  : Coefficients des B-dBcompositions pures de q.UN(4 x 4) 
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5, LES B-DECOMPOS ITIONS D ' U N E  P-MATRICE D'ORDRE n 

Les questions que l'on se pose au sujet des B-décompositions des p-matrices en matrices de 

permutation sont de connaitre leur nombre et le nombre de matrices de permutation qu'elles contiennent. 

Ceci sous-entend pratiquement de savoir les construire. 

Comme les B-décompositions d'une p-matrice ne peuvent être construites qu'avec des matrices 

de permutation inférieures ou égales à la p-matrice, nous étudierons d'abord celles-ci. 

C'est avec un algorithme de flot du type de l'algorithme hongrois ( 5  4.1.1 p'47) qu'on 

construit une matrice de permutation inférieure ou égale à une p-matrice. 

Le programme MLTDCP3 ( 5  4 . 1 9 ~  47) qui construit toutgles B-décompositions d'une p-matrice 

contient une séquence qui construit toutes les matrices de permutation inférieures ou égales à cette 

p-matrice. 

Mais ce qui nous intéresse ici est de connaître, sans les calculer toutes, le nombre des 

matrices de permutation inférieures ou égales à une p-matrice. 

Pour cela nous allons appliquer récursivement le principe qui consiste à compter les  matrices 

de permutation inferieures ou @gales il la p-matrice e t  qui sont differentes de zero dans les  cases non- 

nulles d'une rangée de la p-matrice. 

Supposoiis que l'on travaille sur une ligne de la p-matrice. Nous la choisissons avec beaucoup te 

zéros pour avoir le firii~imum de cases à traiter. Pour cela, il est intéressant de réorganiser la p-matrice 

en permutant les lignes de façon à avoir un nombre décroissant de zéros par ligne, puis en permutant les 

colonnes de façon à avoir les zéros cadrés à gauche dans les lignes prises de la première à la dernière. 

Ces permutations s'appliquent de la même façon aux matrices de permutation inférieures ou égales à la 

p-matrice, ce qui ne change pas leur nombre. 

Comme chaque case de la première ligne est différente de zéro dans (n-l)! matrices de 

permutation, (celles de la classe de G1 qui appliquent le premier objet sur celui ayant pour numéro celui 

de la colonne de la case), x zeros dans la premiere ligne de la p-matrice, imposerons un nombre de matrices 

de permutation inférieures ou égales a la p-matrice plus petit  ou egal il (n-x)(n-1) ! , cette valeur, 

maximale ëtant atteinte s i  la  p-matrice ne contient pas d'autres zéros. 



Figure 44 ; 

Nombre de matrices de permutation inferieures ou égales la matrice (nxn) suivante : 
i 

? 

O a b3 b4 - bn 
O 

Les valeurs non indiquées sont différentes de zero 

1") Les matrices de permutation non-nulles dans la case a sont de la forme suivante. Il 
y an a (n-1) ! 

2O) Les matrices de permutation non-nulles sans une des n-2 cases bi sont de la forme suivante. 

/ 

' Y,- - 
Ce sont des matrices de permutation d'ordre n-1 contenant un zero en premiere ligne, complétees 

Par utle ligne et une colonne. Il y en a (n-2) (11-21 ! (en prenant x=l et n=n-1) 

3O) La matrice nxn est supérieure ou égale a (n-1) I + (11-21 { (n-2) (n-2) 1 1  
matrices de permutation difffirentes. a - bi 

1 Figure 45 : Calcul sur la matrice et sa transposée 

matrice transposée 

/ 

i 
.d (11-21 (n-1) ! (n-1) { (21-2) (n-2) ! 1  -- -- 



Quand il y a des zéros dans plusieurs lignes de la p-matrice, il faut calculer le nombre de 

matrices de permutation , inférieures ou égales à la p-matrice, associées à chacune des cases de la 

première ligne. Pour une case donnée de la première ligne, ces matrices de permutation contiennent des 

matrices de permutation d'ordre n-1 construites sur les rangées différentes de celles de la case. Ce 

sont ces matrices de permutation d'ordre n-1 qu'il faut compter. On applique donc récursivement le 

procédé et l'on traitera chaque case d'une ligne de ces sous-matrices. 

Toutefois il Y a intérêt 3 rechercher les cases qui donnat des résultats identiques. 

Ces cases sont dans des colonnes ayant les zéros aux mêmes lignes, ou dans des lignes égales par ailleurs 

(fig44 p 76 ). 

Ce procédé de comptage est valable pour les matrices carrées. Il peut être accéléré en 

utilisant les remarques suivantes. 

a) On peut transposer la matrice, ce qui revient à travailler sur les colonnes (fig 45 p 76 ). 

b) Si une rangée est nulle, il n'y a aucune matrice de permutation inférieure ou égale à la 

matrice carrée. Si c'était une p-matrice, elle serait nulle. 

C) Si une rangée n'a qu'un élément non-nu1,dans le cas d'une p-matrice, l'autre rangée 

passant par cette case non-nulle n'a aussi que cet élément non-nul, qui vaut alors p, et 

le traitement est celui de la sous-matrice d'ordre n-1 ne contenant pas cette case. 

La figure 46 (p 78 montre le traitement d'une matrice contenant six zéros. 

Les figures 47 (p 80 ) et 48 (p 82 ) donnent le nombre de matrices de permutation inférieures 

ou égales à une p-matrice d'ordre n, pl@ certaines configurations de zéros. Elle permet de calculer 

aisément ce nombre pour les p-matrices d'ordre 4. 

Ces configurations sont construites en introduisant successivement des lignes contenant des 

zéros, en nombre décroissant. Les configurations qui se déduisent l'une de l'autre par permutation de rangées 

ou par transpositions, n'apparaissent qu'une fois. Enfin pour les configurations où seule la dernière ligae 

ne contient pas de zéros, on a indiqué dans chacune des cases de cette ligne, le nombre de matrices de 

permutation , inférieures ou égales à la p-matrice d'ordre 4 ayant cette configuration de données, qui scnt 

différentes de zéro dans la case correspondante. Enfin, on n'a pas développé les configurations qui se 

ramènent immédiatement à l'ordre inférieur. 

Enfin remarquons que les formules font intervenir (n-z)! où z est le nombre de lignes contenant 

des zéros. C'est l'ordre des sous-matrices ne contenant pas de zéros. 

Ces résultats sont liés à la structure des groupes Gi laissant l'objet i invariant et de leurs 

classes, comme on peut le déduire du tableau T du paragraphe 5.3 (P 85). 



Figure 46 : 
Nombre de matrices de permutations inferieures ou egales il la matrice carrée suivante : 

Io) Les matrices de permutation non-nulles en a sont de la forme 

O 

Ce sont des matrices de permutation d'ordre n-1, complét6e à l'ordre n, Fontenant 2 zeros non alignés. 11 y 
en a d'après la figure 44 (p 76 ) en posant n = n-1 : (n-2) 1 + (11-31 (n-3)!  

zO) Les matrices de permutation non-nulles en b sont de la forme 

O O a b c  

O 

O 

11 y en a (m-2) ((m-2) (m-2) 1) . Ce qui, complet6 B l'ordre n, donne (n-31L(n-3) ! matrics de permutation. 

3O) Les matrices de permutation non-nulles en l'une des n-4 cases c sont de la forme 

O 

Ce sont des matrices de permutations d'ordre m = n-1 complétees à l'ordre n et contenant 4 zéros en 2 
lignes et trois colonnes. Elles sont de la forme ci-dessous. .. ./.. 

c 



Figure 46 (suite) 

rn 

m 

Non nulle dans la case b',il y en a 

(rn-2) (rn-2) ! 

M n  nulle dans une des (m-3) case c', il y en a 

ce quita l'ordre nedonne 

(11-41 1 (n-3) (n-3) !+(n-4) { (n-4) (n-3) ! 

matrices de permutation differentes. 

4' La matrice carrée d'ordre n est superieure oil fgale à 

matrices de permutation d'ordre n differentes. 





Une condition nécessaire et suffisante pour qu'une matrice carrée d'ordre n ne soit 

supérieure ou égale à aucune matrice de permutation est, d'après le théorème de KONIG-HALL (B12.1.2, 

5 chap. 7,3), qu'elle ne contienne pas de sous-matrice (r x s) nulle avec r+s 2 n+l. Ceci ne peut pas 

se produire dans une p-matrice, mais l'algorithme ci-dessus appliqué à une matrice carrée ayant une 

telle sous-matrice fait utiliser, 3 une profondeur donnée de la récursivité, la sous-matrice d'ordre 

max(r,s) ayant au moins une rangée nulle. 

5 . 3 . 1  RELATION AVEC L E S  GROUPES Gi 

Les matrices de permutations qui sont non-nulles dans une case d'une rangée donnée sont 

différentes de celles qui sont non-nulles dans les autres cases de cette rangée. 

Considérons alors la première ligne d'une p-matrice. Il faut dans toutes les B-décompositions 

de cette p-matrice a matrices de permutation de numéro léxicographique dans l'intervalle I(n,i) 
li 

( 5  4.2.3 p 53). 

Cette propriété a déjà été vue pour les matrices q.UN(nxn) ( 5  4.3.1 p 63 ). 

5 . 3 . 2  P O I D S  D'UNE MATRICE DE PERMUTATION M DANS UNE p-MATRICE A 

Le P O I D S  d'une matrice de permutation M dans une matrice carrée A est le plus grand entier u 

tel que A 2 U.M 

u est la plus petite valeur qu'on trouve dans A pour les cases où M n'est pas nulle. La matrice M est 

inférieure ou égale à A si u est différent de zéro. 

5 . 3 . 3  C O E F F I C I E N T  DE M DANS UNE 0-DECOMPOSITION DE A 

Soient (u?). les poids des matrices de permutation M inférieures ou égales à une p-matrice 
3 I j 

qui sont non nulles dans la case (l,i).Chacune de ces matrices apparaitra dans une B-décomposition de la 

i 
p-matrice avec un C O E F F I C I E N T  v < ut et on a i 

j 3 3 "j = 

5 . 3 . 4  L E  TABLEAU T DES P O I D S  

5 . 3 . 4 . 1  D E b i n L t i o n  

On n'exploite pas la propriété précédente pour les rangées de la p-matrice autres que la 

première ligne parce qu'il n'est pas aisé de connaitre les matrices de permutation non-nulles dans une case 

quelconque. 



4 

Figure 48 : Nombre de matrices de permutation d'ordre 4 inferieures ou égales 

configurations de zeros dans les p-matrices. 
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n! 

(n-1) (n-1) ! 1 
I 
I 
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2 
(n-2) (n-2) !+(n-1) ! 

I 
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(n-3) { (n-2) i +  (n-3) (n-3) ! }+2 (11-21 (11-21 ! i 

i 
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(n-2) (n-1) 1 1 
I 
! 

2 
(n-2) (n-2) ! 

i 
1 

(n-3) (n-2) (n-2) !+(n-1) 1 

i 
l 

2 
(n-3) { (11-31 (n-3) l +  (n-2) ! ]+ (n-2) (11-21 ! 

i 
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(n-1) !+ (n-3) (n-2) ! 
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48 (suite) 

Configuration 
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2 2 2 2  
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0 O 
O O 
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O O 
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2 1 1 1  

0 0 
O O 

O 
2 2 1 1  

O O 
O O 
O O 

1 1 1 1  
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O O 
O O 

1 1  1 1  
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0 0 
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2 2 1 1  
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nombre 
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4 

6 

5 

6 

4 

4 
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O 

-. -- 

formule 

2 
(13-4) { (11-3) (n-3) !+ (11-21 ! }+2 (n-2) (n-2) ! 

(n-2) (11-31 (n-2) 1 

2 
(n-3) (11-21 !+ (11-21 (n-2) 1 

2 
(11-31 { (n-4) (n-3) (n-3) l +  (n-2) ! }+ (n-3) (11-31 !+ (n-2) ! 

2 
(n-4) { (11-41 (11-31 (n-3) !+ (n-2) 1)+2{ (n-3) (n-3) !+ (n-2! 

2 2 
(n-3) { (n-4) (n-3) !+ (n-3) (n-3) 1 }+ (11-31 (11-31 !+ (n-2) ! 

2 2 2 
(n-4) { (n-4) (n-3) l +  (n-3) (n-3) ! )+ (11-31 (11-31 l+ (11-31 (n-3) 1 
+ (n-2) ! 

(n-4) (n-3) (n-2) !+2 (11-21 (n-2) 1 

2 
(11-41 ( (n-4) (n-3) (11-31 !+ (n-2) 1)+2{ (n-3) (n-3) !+ (n-2) ! }  

(n-1) 1 



Figure 49 : Les matrices de permutation d'ordre 4 non-nulles dans une case. 

n 1 
T g  u i x M i  

i=l 

1 

2 

3 

4 

1 2 3 4 

I 

1 



Toutefois, pour n = 4, on peut utiliser le TABLEAU T de la figure 49 (p 84) qui pour une case 

indique les matrices de permutation non-nulles dans cette case. T est la juxtaposition des matrices de 

permutation multipliées par leur numéro lexicographique. 

Ainsi, pour la 30-matrice d'ordre 4 de la figure 50 (p 86 ), a été calculé le poids de chacune 

des matrices de permutation et ce poids a été écrit dans les cases où les matrices de permutation ne sontpas nulles 

On trouve alors qu'il y a,par exemple,quatre matrices de permutatiominférieures ou égales à la 30-matrice, 

non-nulles dans la case (3,4). Toute B-décomposition de la 30-matrice pourra alors contenir 

ou une fois chacune de ces quatre matrices 

ou quatre fois la matrice (10) ou la matrice (16) 

ou une combinaison,de somme des coefficients égale à quatre,de ces quatre matrices Une telle 

combinaison qui contiendrait (8) + (14) se compléterait avec 2.(10) ou 2.(16) ou (10) + (16).. . 
On peut faire le même raisonnement pour les autres cases. Par exemple, pour la case (4.3) il faut,dans une 

combinaison,deux fois l'une des matrices de permutation ( 8 ) ,  (Il), (19) ou (21) ou la somme de deux d'entre 

elles. 

5 . 3 . 4 . 2  L a  a a n g & a  du T a b l e a u  T  

Pour chaque case (i,j), après la valeur de l'élément de la case, on a indiqué un majorsit 

h,(i,j) et un minorant hm(i,j) au nombre de matrices de permutation, non-nulles dans cette case, qui 

se trouvent dans une B-décomposition de la 30-matrice. Par exemple,pour la case (3.4). il faut aU PIUS 

les quatre niatrices, chacune avec le coefficient 1,et aU m 0 i n ~  une des matrices (10) ou (16). 

5 . 3 . 4 . 3  M a t h i c a  de p c h m u t d o n c ,  d i d 6 é h e n t c ~  dans une B-df c o m p b d t i o n  

En faisant alors la somme des majorants des cases d'une rangee r ,  on trouve un majora i t  

hM( r )  au nombre de matrices de perntutation d i f f e r e n t e s  dans une B-d6composition. De même la somme des 

minorants des cases d'une rangée est un minorant au nombre des matrices de permutation différentes 

dans une B-décomposition. Comme chaque B-décomposition contient un nombre de matrices de permutation différentes 

qui doit être compris entre le majorant et le minorant de ctiacune des rangées, l e  P I U S  p e t i t  de 

ces majorants e t  l e  plus grand de ces minorants e n c a d r e n t  l e  nombre 

des-matrices de permutation d i f  ferentes dans une B-décomposition, ces valeurs extrèmes pouvant, pour certaines 

p-matrices~ne pas être atteintes. 

5 . 3 . 4 . 4  A l g o k t h m e  d ' d l h d t i o n  du t a b l e a u  T  

Pour résumer ce raisonnement en une formule nous pouvons écrire. 

Io) Soit hm(i,j) le nombre minimum de matrices de permutation différentes nécessaires pour 
e 

"COUVRIR" la case (i,j). C'est le plus petit e tq 1 ak ij r Aij ij 
où ak est le poids de la k-ième, dans 

k= 1 
l'ordre des poids décroissants, matrice de permutation inférieure ou égale à la p-matrice et non-nulle dans 

la case (i,j). 



Poids des matrices de permutation non-nulles dans chaque case. 

1 2 3 4 

--- -- -- - - - 

Figure 50 : Les matrices de permutation dans une 30-matrice d'ordre 4 

1 2 3 4  

Nombre de matrices de permutation dans une B-d6composition : 

1 

2 

entre 6 et 13. 

30 



2O) Soit hM(i,j) le nombre maximum de matrices de permutation différentes nécessaires pour 

couvrir la case (i,j). Si h(i,j) est le nombre de matrices de permutation inférieues ou égales 3 la 

p-matrice et non-nulles dans la case ( i , j )  on a 

hM(i,j) S min ( A . .  h(i,j)) 
1 3  ' 

3O) Si ND est le nombre de matrices de permutation différentes dans une B-décomposition, on a 

ND, = max ( 1 hm(.,.) S ND S NDM = min ( 1 hM(.,.)) 
rangées rangée , rangées rangée 

4O ) On a, bien entendu, 

ND S min (n! ,p,NM) 

car si une B-décomposition d'une p-matrice peut contenir toutes les matrices de permutation, elle n'en 

contient jamais plus de p, différentes ou pas. Rappelons que NM est le nombre minimum de matrices de 

permutation différentes dans une B-décomposition de la p-matrice M. 

Pour la 30-matrice en exemple, à l'aide du programme MLTDCP3 (§4.1.2.P47) on a trouvé 

3092 B-décompositions, dont deux de six matrices de permutation différentes, à savoir 

9.(7) + 4.(10) + 6.(15) + 8.(18) + 2.(19) + (23) 

5 . ( 9 )  + 8.(12) +10.(13) + 4.(16) + (20) + 2.(21), 

et aucune B-décomposition ayant plus de treize matrices de permutation différentes. 

5 . 3 . 4 . 5  TubLeau T r,t ghoupeb Gi 

Remarquons que toutes les permutations qui apparaissent dans une case (i,j) du tableau T 

appliquent l'objet i sur l'objet j. 

De ce fait les  permutations qui apparaissent dans une case ( i . i )  diagonale constituent l e  

sous-groupe d'ordre ( n - l ) !  des permutations qui laissent l 'objet  i invariant. Les cases non-diagonales 

d'une rangee contiennent alors les  classes a gauche (quand i l  s 'agi t  des lignes de T )  e t  à droite 

(quand i l  s ' a g i t  des colonnes de T )  du sous-groupe de la case diagonale de la rangee. 

Ceci explique que daris une rangée du tableau T se trouvent toutes les permutations du groupe 

sans répétition. Il est à remarquer, d'autre part, que le tableau T donne des sous-ensembles de permutations 

qui sont à la fois classe à droite pour un sous-groupe et classe à gauche pour un autre sous-groupe. 

5,4 CASE NULLE ET ENSEMBLE INTRANSITIF 

Remarquons enfin que si une matrice carrée ne contient aucun zéro,toutes les matrices de 

permutations lui sont inférieures ou égales. . S'il s'agit d'une p-matrice, chacune de ses 

B-décompositions correspondra alors à un ensemble transitif de permutations. 



Figure 51 : Les B-decompositions d'une 6-matrice d'ordre 4. 

le) Liste des matrices de permutation inférieures ou &gales d la p-matrice 

Z O )  Parties possibles de B-d6compositions 

1 parties de B-décompositions 

i - 
1 
2 
3 
4 

3O) Construction des B-décompositions en prenant une partie de B-décomposition pour chaque i et 
en controlant leur compatibilité a partir de leur somme (voir 4 ' )  

4') Sommes des parties de B-dBcompositions 

"l i  - 
O 
1 
2 
3 

Les cases encadrees contiennent les 

memes valeurs que les cases corres- 
2. (17) 

pondantes de la 6-matrice. Elles 

matrices de permutation 

1. (81, 1. (10) t 1 -  (11) 
1. (141, 2.  (17) r 2 -  (18) 
1. (19) r 2.  (23) r 3 .  (24) 

servent h controler les compatibi- 

lités. 



.Si au contraire la matrice carrée contient au moins un zéro, les matrices de 

permutations qui lui sont inférieures ou égales correspondent à un ensemble intransitif de permutations 

et il en est de même pour les B-décompositions 

dans le cas où il s'agit d'une p-matrice. En effet, pour obtenir un ensemble intransitif de 

permutations, il suffit d'exclure du groupe Sn de toutes les permutations de degré n. celles qui 

apparaissent dans une case du tableau T. Tout sous-ensemble de l'ensemble obtenu est aussi intransitif. 

L'exploitation de la propriété du paragraphe 5.33 (~81) pour la première case de la 

première ligne d'une p-matrice ramène à la notion de début de B-décomposition déjà vue dans le cas des 

B-dkcompositions de q.UN(4x4) ( 5  4.3.3 p 65 ). Toutefois, les équivalences entre ces débuts de B-décompositions (qui 

permettent d'accélérer les calculs en en court-circuitant une partie, les résultats correspondankétant 

obtenus par permutation des rangées) ne sont utilisables que si la p-matrice est invariable par les' 

permutations correspondantes. 

Par contre si les matrices de permutatiorsinférieures ou égales à la p-matrice et non-nulles 

dans les cases (1 ,Üne sont pas trop nombreuses, on peut construire LES PARTIES DE B-DECOMPOSITIONS 

associées à chacun de ces ali. Ces parties de B-décompositions ont pour sommes des ali-matrices, nulles 

sur la ligne 1 et la colonne i sauf en leur intersection qui est la case (1,i). Il reste alors à combiner 

ces ali-matrices pour obtenir une B-décomposition de la p-matrice comme le montre la figure 51 (p 88 1. 

La all-matrice est la somme des matrices de permutation d'un début de B-décomposition. Les ali-matrices 

étendent donc cette notion, et ne sont pas sans rapport avec les sous-matrices d'ordre (n-1) comme le 

montre la figure 52 (P 90 ). 

,5 RECHERCHE D E  T O U T E S  L E S  B-DÉCOMPOSITIONS D'UNE p - M A T R I  C E  

Si la &-matrice UN(4 x 4) n'admet que 24 B-décompositions, la 16-matrice 4.UN(4 x 4) en 

admet 38 550. De tels nombres invitent à la prudence quand on veut construire toutes les B-dkcompositions 

d'une p-matrice. 

Nous avons déjà cité le programme MLTDCP3 (4.1.2 p 47) qui construit toutes les B-décompositions 

d'une matrice. 11 procéde par une méthode d'exploration d'arborescence. 

Dans le cas où n = 4 et quand on peut espérer un nombre restreint de B-décompositions, 

c'est à dire quand le nombre de matrices de permutations inférieures ou égales à la p-matrice est réduit, 



Figure 52 : Construction de parties de B-d6compositions d'une 6-matrice (fig 51) 

à partir des sous-matrices 

cas i = 4 

1.) Matricffid'ordre n-1 inferieures ou &gales et leur correspondante d'ordre n 

2') Parties de B-décompositions : 3 matrices de permutation. 

,,},: -., 
,, , , , .. t . !; etc... 



plusieurs méthodes manuelles peuvent être utilisées. 

Nous avons VU (fig 51 p 88 ) la methode u t i l i s a n t  l e s  p a r t i e s  de B-decompositions, qui n'est 

qu'un raccourci de l'exploration arborescente de MLTDCP3, mais avec un nombre de niveauxau plus égal à n et des 

choix limités à chaque noeud. 
1 

Ureautre méthode est basée Sur l ' e x p l o i t a t i o n  des r e l a t i o n s  en t re  l e s  matrices de permutation. 

Cette méthode n'est susceptible de donner toutes les B-décompositions.d'une p-matrice que si l'on est assuré 

de faire appel à toutes les relations qui existent entre les matrices de permutation inférieures ou égales 

a la p-matrice. 

Nous avons vu en 3.3 (p 33) certaines de ces relations (fig 21 p 41 à 27 p 44). Résumons 

les dans les figures 53 (p 92 ) et 54 (p 94 1. 

Partant d'une B-décomposition de UN(4 x 4), en utilisant les relations de la forme A (fig 53 

p 92 1, on peut reconstruire toutes les autres B-décompositions de UN(4 x 4) car, justement, ces relations sont 
P 

déduites de ces B-décompositions. 

Pour déduire, à partir d'une B-décomposition d'une p-matrice, les autres B-décompositions de la même 

façon, il faut, éventuellc~rnerit, faire intervenir d'autres relations, certaines matrices de permutation 

puvent intervenir plusieurs fois. 

Enfin, une p-matrice MneconEmnt pas de zéro peut toujours la mettre sous la forme 

M = M' + q . U N ( 4  x 4) 

où q est le plus petit éi6ment de la matrice M et où Mt contient un zéro au moins. Rien des B-décompo- 

s i t i o n s  de M sont a l o r s  l a  somne d'une B-décomposition de M t  e t  d'une B-decomposition de q.UN(4 x 4) 

On les obtient en ajoutant à chaque B-décorril>osition de M '  toutes Irs 

B-décompositions de q.UN(4 x 41,  mais certaines B-décompositions peuvent se retrouver l>Iii~,ieur~s foi\, pouv,riit 

étre obtenues par plusieurs combinaisons. Voir à titre d'exemple la figure 55 l0 (p 96). 

Une technique plus fine pour construire une matrice M' contenant non pas un mais plusieurs 

zéros, est de l u i  e x t r a i r e  indiv iduel lement  l e s  matr ices d'une 8-décomposition de UN(4 x 4). On obtierR 

alors au moins quatres zéros, un au moins pour chaque matrice de la B-décomposition, si chaque matrice 

est extraite un nombre de fois égal à son poids. En effet les matrices de permutation d'une B-décomposition 

de UN(4 x 4) n'ayant pas de case non-nulle en commun, l'extraction de l'une d'elles n'affecte pas le poids 

des autres. 

( 1 )  Remarque : Un calcuZ manuel e s t  plus in téressant  qu'un calcul  sur ordinateur quand, compte-tenu des 
contraintes  impofiées par l 'ordinateur (perforat ion des données, a t t en t e  de l a  d t spon ib i l i t d  
de Z'ordinateur, e t c . . . ) ,  l e s  temps de calculs  e t  de contrôle sont .4quivalents. 



I 
I 
I Figure 53  : 
1 
! Classification des relations entre les matrices de permutation d'ordre 4 l 

1 A) A partir des 24 8-d6mmpsitions de uN(4 x 4) : 

1 Aa) à deux matrices de permutation par membre : 1 
18 relations de la forme (u) + (v) = (x) + ( Y )  

1 
Exemple : (1) + (24) = (3) + (22) 

l 3 relations contiennent une même matrice de permutatjon I 
1 Ab) a trois matrices de permutation par membre : 

Exemple 

4 membres pour chaque matrice de permutation (t) d'où 

18 relations contiennent une même matrice (fig 54 p 94) 

B) A partir des 144 3-matrices de la forme (a.b, c.d) 3 matrices par membre , dc la forme I 

(x) + ( y )  + ( z )  = (u) + (v)  + (w) 

Exemple (1) + (4) + (11) = ( 2 )  + (6) + (9) = 

1 36 relations contiennent une même matrice de permutation. 

! 



Si une p-matrice contient beaucoup de zéros, le nombre des matrices de permutation qui lui sont 

inférieures ou égales est restreint, donc aussi le nombre de B-décompositions, lequel se cherche alors dans un domaine 

plus réduit. Le 2O de la figure 55 (p 96 ) illustre d'une façon spectaculaire l'avantage de passer par une 

matrice contenant beaucoup de zéros pour construire des B-décompositions d'une p-matrice. 

5.6.1 MULTIDECOMPOSITION DES p-MATRICES D'ORDRE 3 

Le nombre réduit des matrices de permutation d'ordre 3 et de B-décompositions de la matrice 

UN(3 x 3) permet la mise en évidence de résultats précis sur les p-matrices d'ordre 3. 

Toute p-matrice d'ordre 3 qui a un zero n'a qu'une seule 0-decomposition. 

Pour la construire il suffit de ramener un zéro au milieu de la matrice par une permutation 

des rangées. Ce zéro élimine alors les matrices de permutations (1) et (6) des B-décompositions. Les 

éléments aux quatre coins de la matrice sont les coefficients des quatre matrices de permutation qui restent. 

Le nombre de B-décompositions d'une p-matrice M d'ordre 3 est min(Mij)+l. 
ij 

En effet si q = min(M..), la matrice M' = M-q.UN(3 x 3) a un zéro et n'a donc qu'une B-décompo- 
i.i '3 . . 

sition. Les B-décompositions de M sont alors de la forme 

décomp. de M' t x.A + (q-x).B 

où A et B sont les deux B-déconipositions de UN(3 x 3). x pouvaiit prendre les valeurs de O a m, il y a qtl 

B-décompositions. 

On en déduit un procédé pour construire les B-décompositions d'une p-matrice d'ordre 3.(fig 56 

Cette niéthode ne se généralise pas immédiatement l'ordre n = 4 car la matrice UN(4 x 4) 

admet 24 B-décompositions. 

5.6.2 LE NOMBRE DE B-DECOMPOSITIONS D'UNE p-MATRICE D'ORDRE n. 

11 n'existe pas de méthodes pour connaître le nombre exact des B-décompositions d'une 

p-matrice, autrement qu'en les construisant toutes. On peut toutefois se faire une idée du nombre de 

B-décompositions d'une p-matrice d'ordre 4, en sachant comment on les construit et en comparant avec des 

p-matrices typiques comme q.UN(4 x 4) ou UN(4 x 4) + (1). 



- -- -- - - -- - - - --- - - - - - - .- - - ---- ----- - -- -- -- ---- -- 

Figure 54 : Constructions des 18 relations du type B contenant (1)  

1') üN(4 x 4 )  = (1) + (8)  + (18) + (24) = [ 11 

1 (1)  + (8 )  + (18) + (23) = [21 

1 (3) + (8) + (17) + (22) = Cg1 

(6)  + (8)  + (15) + (24) = C211 

l 

{a P b} *> une relation d 2 mat. par membre 

de même (a = c) , {a = d l  

{b = c) P> (1) + (18) + (23) = (3 )  + (17) + (22) 1 2 relations 
/ {b = d) => (1) + (18) + (23) = ( 6 )  + (15) + (24) 

i {c = d} relation ne contenant pas (1)  

! 

j 30 )  De même 

/ 4 * )  Par un raisonnement equivalent on trouve 



5.6.3 LES 3 1  B-DECOMPOSITIONS DE UN(4 x  4) + ( x )  

La s o m  de la matrice UN(4 x 4) et d'une quelconque matrice de permutation a 3 1  

B-déc~mp~sitions. Ce résultat a été vérifié avec le programme MLTDCP3 (5 4.1.2 p 47 ). On peut 

construire ces B-décompositions en utilisant les méthodes décrites ci-dessus. 

Le résultat est indépendant de la matrice de permutation x qui est ajoutée 3 la matrice 

UN(4 x 4). La matrice UN(4 x 4) étant équivalente à elle-méme dans l'équivalence large, on peut alors 

considérer que la matrice de permutation ajoutée est la matrice (1). La matrice à B-décomposer est 

alors une matrice ayant des 2 sur la diagonale et des zéros ailleurs. Une série de 24 B-décompositions 

de cette matrice est obtenue en adjoignant la matrice (1) au 24 B-décompositions de UN(4 x 4). Ceci 

autorise l'utilisation de toutes les relations dont un membre contient la matrice (l), à savoir 

3 relations du type Aa 

18 relations du type Ab 

36 relations du type B (5 5.5 p 91 et fig 53 p 92 ). 

Les relations Aa permettent de construire six B-décompositions supplémentaires, mais on peut construire 

les sept qui manquent en utilisant les relations du B. 

11 est à remarquer que,des trente six relations du type B,seules douze sont exploitables, 

car dans la matrice à B-décomposer les 2 sont sur la diagonale, et le 2 et le O qui servent à la 

construction des relations B (53.3 p 35 et fig 27 p 44 ) ne peuvent qu'être sur la diagonale. Les 

relations B exploitables sont donc numérotées (i.i, j.j). Or UN(& x 4) + (1) est la somme d'une matrice 

du type (i. i, j. j) et de la matrice ( j . j , i .i) à laquelle on a enievE la matrice de la permutation qui 

est le produit de la transposition de i et j et de la transposition des deux autres objets. En fait,ce 

produit correspond à une matrice de permutation symétrique de diagonale nulle ; à Savoir la 

matrice (8), (17) oti (24). La figure 57 (p 100 ) montre comment à partir de B-décompositions des deux 

matrices ci-dessus on obtient trois nouvelles B-décompositions de UN(4 x 4) + (1) qui ne contiennent 

pas (1). Les sept B-décompositions qu'on doit ajouter aux 24 précédentes sont trouvées plusieurs fois. 

5.6.4 LES B-DECOMPOSITIONS DE UN(4 x  4) + ( x )  + ( y )  

Siàla somme UN(4 x 4) + (x) on ajoute encore une autre matrice de permutation (y) on augmente 

le nombre de B-décompositions d'une façon qui dépend des rapports qui existent qntre (x) et (y). Les 

résultats sont résumés dans la figure 58 (p 102) sans justification, celle-ci se faisant de la même 

façon que pour construire les B-décompositions de UN(4 x 4) + (x), en faisant.au besoinrusage des 

équivalences entre matrices de permùtation. 



Figure55 : B-décomposition d'une 10-matrice ne contenant pas de zero 

1 1°) Creation des zeros en enlevant UN(4 x 4) 

q = 11 M = M' + UN(4 x 4) avec pour M' la6-matrice I 

qui admet 8 decompositions (fig 51 p 88) parmi lesquelles 

M admet comme B-décomposition 

(1) + (8) + (il) + (14) + (17) + (18) + (23) + 3. (24) 

qui est a + L41 = b + C21 = c + C l 1  
(en ajoutant à une B-decomposition de M' une B-dBcompsition de UN(4 x 4) 

2-1 Creation des zéros en enlevant individuellement les matrices de la B-decomposition 

Cilde UN(4 x 4) . [Il = (1) + (8) + (17) + (24) 
poids 1 2 3 4 

d'où 

On aurait obtenu cette B-d6composition en ajoutant Cl] à la B-decomposition d : 
(8) + 2. (17) + 3. (24) de M' 

3 O )  Le programme MLTDCP3 (5 4.1.2 p 47) a donné 269 8-d~compositions contenant 4 à 10 matrices 

de permutation differentes de cette 10-matrice qui est un carre latin. l 



La matrice UN(4 x 4) + (x) + (y) a un nombre de B-décompositions égal à 

- 32 si (x) = (y) 

- 58 si (x) et (y) sont dans le même membre d'une relation a deux matrices par membre. 
Si (x) = (1) alors (y) = (8), (17) OU (24). 

- 38 si (x) et (y) n'interviennent pas ensemble dans un membre d'une relation du type B. 

si (x) = (1) alors (y) = (21, (3), (61, (7). (15) ou (22) et (x) et (Y) ont au moins, en commun, 

2 cases non-nulles. 

- 50 si (y) apparait dans UN(4x4) - (x) sans apparaitre dans une relation à deux matrices par 

membre. Si (x) = 1 alors (y) = (101, (Il), (141, (181, (19) ou (23). 

- 42 sinon. Si (x) = (1) alors (y) = (4). (5), (9), (12). (13), (161, (20) ou (21). 

5.6.5 NOMBRE DE B-DECOMPOSITIONS DE CONFIGURATIONS SPECIALES. 

Nous avons vu (1 4.3.3 p 65 et fig 39 p 68 ) que, pour n = 4, le nombre Nq de B-décompositions 

de q.UN(4 x 4) croissait rapidement avec q. Toutefois est une fonction décroissante pour les 

premières valeurs de q(fig 59 p 103). 

Soit alors une p-matrice M. de plus petit élément q. Alors M = M' + q.UN(4 x 4) où M', ayant 

au moins un zéro, n'est pas supérieure à toutes les matrices de permutation. Appelons N(~) le nombre 

de B-décompositions de M '  + q.UN(4x4). On peut supposer que N(') 2 N(').N~ puisque 

l'adjonction de UN(4 x 4) à M' apporte toutes les matrices de permutation. Une nouvelle adjonction de 

UN(4x4) ne fait plus cmitre le nombre de matrices de permutation et on a N(~) < N(~).N~. 

D'une façon g6riFraïe, on peut supposer pour > 1 

N(0).Nq s N(q) s N(q-1) 
~~1 

Cette  conjecture n '  a et6 vgrifiée que pour quelques exemples (fig 59 p 103) 

5 .6 .6  LES B-DECOMPOSITIONS DES 2-. 3- et 4- matri ces d'ordre 4 

Il aurait été intéressant d'établir, pour les valeurs de p inférieures ou égales 3 l'ordre n 

des p-matrices, la liste des p-matrices et de donner pour chacune d'elles la liste de leusB-décompositions. 

ne l'avons fait que pour l'ordre 4 et encore en se restreignant à certaines p-matrices. 

Les p-matrices ont été choisies de façon que toute autre p-matrice se déduisede l'une d'elles 

par une transformation qui conserve le caractère p-matriciel. Ces transformations sont celles qui 

conservent globalement chaque rangee de la p-matrice. 11 s'agit essentiellement des permutations des 

indices de lignes, des permutations des indices de colonnes, les unes et les autres étant indépendantes, 

et des transpositions. Les autres transformationsrcomme rotations et syrnétries,qu'on peut faire subir 



Figure56 : B-d6composltions d'une 30-matrice d'ordre 3. 

1 )  

l r 1 3 0  = l r l 1 2  

M = 2  1 0  1 2  8 3 0  2  4  6 2  1 2  + 6 .  U N ( 3 x 3 )  

3  1 4  1 0  3 O 3 8 4 0 1 2  

3 0  3 0  3 0  1 2  1 2  1 2  

M ' + m. U N ( 3 x 3 )  

2  
2 1 3  

2  6 .  m+ 
2 .  171 

M' = permutation de M' = 1  - - ( 2  

3  

d'où M '  = 2  . ( 4 )  + 4  .(5) + 6 , (6)  

3  1 A B 

X 

dcp. de M' 

dcp. de M 6 

5  

4  

3  

2  

1  

0 

b 

't - 



à la p-matrice , se construisent à partir des précédentes. On les appellera les p-TRANSFORMATIONS. 

Ces p-matrices ont été obtenues de la façon suivante. D'abord on construit les partitions de 

p. Ce sont les valeurs différentes de zéro qu'on peut trouver dans une rangée de la p-matrice. 

Ensuite on construit ces p-matrices, colonne par colonne, en utilisant aussi souvent que possible le 

caractère p-matriciel. Quand pour une case plusieurs valeurs sont possibles on les essaie toutes de 

la plus forte à la plus faible (ou inversement pour les 4-matrices). La figure 60 (p 104) montre le 

fonctionnement de la méthode pour la construction des 2-matrices d'ordre 4. 

Les figures 61 (p los), 62 (p 106) et 63 (p 107) donnent les types de 2-, 3- et 4- matrices 

d'ordre 4 et indiquent d'abord toutes leurs 0-décompositions et ensuite les matrices de permutation 

qu'elles contiennent. On remarquera qu'une p-transformation appliquée à une p-matrice donne une 

autre p-matrice qui admet pour 0-décompositions celles qu'on obtient en p-transformant de la même 

façon les matrices de permutation des B-décompositions de la première p-matrice. 

Les résultats rassemblés dans ces figures montrent que : 

1°) Les 2-matrices d'ordre 4 n'ont qu'une B-décomposition sauf si elles sont la somme des matrices de 
/*; 

permutation d'un membre d'une relation a deux matrices de permutation par membre. , J ! /<  
i / i i i  

2O) Les 3-matrices d'ordre 4 n'ont qu'une B-décomposition sauf dans quatre cas. 0 
a) elles contiennent la sous-matrice UN(3 x 3). Les deux 8-dkcompositions sont obtenues a partir 

de celles de UN(3 x 3) par le procédé du paragraphe 3.3 (p 35) et de la figure 25 ( p  46). 

b) elles contiennent des matrices de permutations d'un membre d'une relation à deux matrices 

par membre. L'une des B-décompositions est obtenue a partir de l'autre, en utilisant l'autre membre de 

cette relation. 

c) elle ne contient qu'un seul 2, et elles correspondent aux relations à trois matrices par 

membre vues au 1 3.3. (p 35 ) et à la figure 26 (p 46) 

d) elle ne contient ni 2, ni 3. Dans ce cas,c'est la matrice UN(4 x 4,) a laquelle on a enlevé 

une matrice de permutation. Elle admet alors quatre 0-d~compositions qui sont déduites des quatre 

B-décompositions de UN ( 4 X 4 ) qui contenaient la matrice de permutation enlevée. 

L'inexistence d'autres cas de B-décompositions multiples permet dl af f irmer que, à 1 'ordre 4, les seules 

relations à trois matrices de permutatio par membre sont qui ont été étudiées 3 la fin du 

paragraphe 3.3 (p 3 5 ) .  

3O) Les 4 matrices d'ordre 4 ont trente six types possibles, différents de la matrice UN(4 x 41, parmi 

lesquels on retrouve les doubles des cinq types des 2-matrices d'ordre 4. On trouve jusqu'a sept 

B-décompositions, mais il faut, à l'exception du type numéroté 7, au moins huit valeurs égales (des 2 

ou des 1) pour qu'il y ait plus de trois B-décompositions. Ceci ne se produit jamais quandily a un 4 

dans la 4-matrice, et,à l'exception du type numéroté 30, jamais,non plus,quand il y a un 3. Enfin, la 



Construction de 8-décompositions de UN(4 x 4) + (1) 

-- t 

Figure 57 : 

r + 

(2.2,l.l) - (8) 

=(7)+(16)+(21)-(8) 

De même on trouve 

UN(4x4)+(1) - (1.1,3.3) + (3.3,l.l) - (17) 
P (2) + (3) + (7) + (17) + (22) 

- (4 )  + (5) + (7) + (15) + (22) (déjA VU) 

(2 )  + ( 3 )  + (12) + (15) + (20) 

- etc... (La suite n'apportant rien de nouveau). I 



multiplicité de B-décompositions dépend de l'intervention de relations, entre les matrices de permutation, 1 

deux ou trois matrices par membre, et aucune relation nouvelle, à quatre matricespar inembre,nlapparait 

entre les matrices de permutation. 



Figure 58 : Nombres de B-decompositions de UN(4 x 4) + (1) + (y) 

UN(4 x 4) 

Observations 

(x) - (Y) 
(1) + (2) = (',2-,3,4) + (Ltzr4.3) 

(sinon) 

(1) + (8) = (2) + (7) 

UN(4x4) - (1) = (10) + (17) + (19) 

(1) + (17) = (6)+ (15) 

(1) + (24) = (3) + (22) 

- - 



t 

7 

Figure 59 : Nombres de B-décompositions 

1') Matrices q.UN(4 x 4) 

N / ( N ~ ) ~  9 
-- 

1 

0,713 

0,339 

0,116 

0,0305 

0,0065 

24 

576 

13 824 

331 776 

7 962 624 

191 102 976 

q 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

N 
q 

24 

411 

4 696 

38 550 

243 O00 

1 242 882 

ZO) Bornes au nombres de B-décompositions de M' + q.üN(4x4) 

H' N (0) N(o) * N(q) * N(q-l) 
9 ~~1 

a) 

O 

1 O 24 
2 41 1 576 

O 3 4696 10864 
4 
5 

b) 

0 1 2 3  
1 0 3 2  
2 3 0 1  
3 2 1 0  

= 6  
8 

1 192 269 

2 3288 4265 6456 
(Pour q = 1, il s'agit d'un carré latin) 

c) 

O 13 14 3 = 30 
11 6 5 8  i .Og2 

1 74208 7 

7 1 0  9 4  2 7 7 
12 1 2 1  (Pour q = 1, il s'agit d'un carre magique) 

d) 

3 6 8 1  
4 5 2 7 
1 0 7 1 0  
1 0 7 1 0  

25 1 600 1185 

2 7 
<y* 
i ' .  
1 1 

,? . , 
7 = nombre non calcule 

- 



r 

\-. .' O 1 0 1  
O 0 1 1  

e 

Figure 60 : Construction des types de 2-matrices d'ordre 4 

1°) Rangees utilisables (à une permutation pres des elements) 

2 0 0 0  et 

2O) 2-matrices contenant au moins un 2 : 

(Le 7 dans une case indique un choix a faire. 

2 0 0 0  
O 7  
O 
O 

- * 
2 0 0 0  
O 2 0 0  

O 0 7  

> 

0 0 2 0  

2 0 0 0  
O 2 0 0  
O 0 1 1  
0 0 1 1  

O "'""-1 0 0 0 0 2  

0 1 1  0 -,. -_ 
0 1 1  2 0 0 0 1  O O 

(VU ci-dessus) 

- > 

3O) 2-matrices ne contenant aucun 2 

Seule la deuxieme rangee est utilisable 

1 1 0 0  
1 ? 
O 
O 

1 1 0 0  

--. . 
1 1 0 0  
O 0 1 1  
O 0 1 1  

1 1 0 0  
1 0 1 0  





3") Ne contenant ni 3, ni 2 

' 
Figure 62 : B-d6compositions des types des 3-matrices d'ordre 4 

1°) Contenant au moins un 3 B-d6compositions matrices de permutation contenues 

3 
3 
3 
3 

3 
3 
2 1 
1 2  

3 
2 1 
1 1  1 
1 2  

3 
2 1 
1 . 2  
2 1 

3 
1 1  1 
1 1 1  
1 1 1  

3. (1) (1); 
I 
r 
I 

2. (1) + (2) 2. (1) 1 ( 2 ) ;  
I 
; 

i 

(1) + (2) + (3) (11, (21, (3'); 
I 

I 
i 

(2), (3) 1 

I 

I 

1 

(1) 1 (2) 1 (3) 8 (4) 1 (5) 1 (6) 1 

i 

i 
i 

; 

2 O )  Ne contenant aucun 3 



, 
F i g u r e  63 : B-d6compositions d e s  t y p e s  d e s  4 -ma t r i ce s  d ' o r d r e  4 I 
A) Ne contenant  pas d e  3 
l a )  Contenant au  moins un 4 B-d6composi t i o n s  m a t r i c e s  d e  permuta t ion  con tenues  

I 
1 1 I 

1 

5 
2O) N e  contenant  aucun 4 

a )  l è r e  colonne d e  l a  forme (2,  2,  0, 0 )  

2 2 2. (17) + 2. (24) 8 
2 2 2. (18) + 2. (23) ; 

2 2 (17) + (18) + (23) + (24) (171, (18 ) ;  
2 2 (23 ) s  (24 ) ;  

6 
I 1 



1 1 

15 
c) lere colonne de la forme (1,1,1,1) 

Figure 63 (suite 1) 

B-d6compositions Hatrices de permutation contenues 

2 1 1  
1 2  1 

2 1  1 
2 1 1  

(9) + (10) + (18) + (21) ; 
(9) + (11) + (16) + (24) (9), (101, (11); 
(10) + (il) + (15) + (24) (151, (16) (18); 

(21) t (24); 

1 1 1 1  
1 . 2 1  
1 1 . 2  
1 2 1 .  

13 
b) lère colonne de la forme (2,1,1,0) 

(4) + (8) + (17) + (24) (41, (5); 
(4) + (8) + (18) + (23) (8), (101, (11); 
(4) + (10) + (17) + (19) (141, (171, (18); 
(4) + (11) + (14) + (24) (191, (231, (24); 
(5) + (10) + (14) + (23) 

2 

17 
d) ne contenant pas non plus de 2 

24 B-d6compositions Toutes les matrices de permutation 

B )  Contenant des 3 

= O le) Case (2,2) 

3 1 . .  
1 . . 3  
. . 3 1  
. 3 1 .  

18 

3 1 
1 3 

4 
3 1 

19 

3 1 . .  
1 . 1 2  
. . 3 1  
. 3 . 1  

20 

3 1 . .  
1 . 1 2  
. I l 2  
. 2 2 .  

2 1 

3 1 . .  
1 . 1 2  
. 1 2 1  
. 2 1 1  

22 



i 

Figure 63 (suite 2) 
B-d4compositions Matrices de permutation contenues 

3 1 . .  
1 . 1 2  
- 1 3 .  
. 2 . 2  

(3) + 2. (6) + (7) (3) , 2. (6) ; 
(7) 1 
i 

; 

2 3 

2O) Case (2,2) = 

3 1 . .  
1 1 . 2  
. . 2 2  
. 2 2 .  

24 

3 1 . .  
1 1 . 2  
. . 3 1  
. 2 1 1  

2 5 

3 1 . .  
1 1 . 2  
. . 4 .  
. 2 . 2  

26 -- 
3 1 . .  
1 1 1 1  
. . 1 3  
- 2 2 .  

27 

3 1 . .  
1 1 1 1  
. . 2 2  
. 2 1 1  
-- 

28 
3 1 . .  
1 1 1 1  
. 1 . 3  
. 1 3 .  

29 

3 1 . .  
1 1 1 1  
- 1 1 2  
. 1 2 1  

30 

1 

(1)t (2) 1 (41, (6); 
(7) 8 (8); 

(21, (41, (5); 
(8) 1 

(1) 1 (21 r (3), (4), (51,  (6); 
(7), (8); = 
i 

i 

3') Case (2,2) = 2 

3 1 . .  
1 2 . 1  
. . 2 2  
- 1 2 1  

3 1 

3 1 . .  
1 2 . 1  
. . 3 1  
. 1 1 2  

32 

3 1 
1 2  1 

4 
1 3  

33 

(11, 2.(2), (6); 
(8) ; - 
; 
1 

2. (13 t (6); 
- (71, (8); - 

i 

2. (l), (6); 
- - (7) ; 

i 

i 



Figure  63 ( s u i t e  3)  

'3') Case (2 ,2 )  = 3 Matrices de permutation contenues 



1 1 1 , LES VOLTRI CES 



6, LES P-VOLTRICES 

La B-décomposition des p-matrices trouve son origine dans les problèmes d'emploi'du temps 

($2.1.1 p 7 ) .  Plus précisément, les professeurs indiçant les lignes, les élèves indiçant les colonnes, 

une matrice de permutation de la B-décomposition représente pour une heure donnée la rencontre des 

professeurs et des élèves. 

On peut bien sûr imaginer d'autres problèmes d'affectation du même type, par exemple : entre 

des ouvriers et des postes de travail dans un atelier où le personnel change régulièrement d'activité ; 

OU encore les démonstrateurs dans les boxes dkne exposition, en supposant qu'il change aussi régulièrement 

de place, 

Il existe aussi des problèmes à plus de deux paramètres en dehors de celui qui rythme le temps. 

Ils donnent naissance en général à des problèmes où la B-décomposition nous amène à des configurations Où 

i l  n'y a qu'une valeur non-nulle par plan. comme,par exemple,quand on introduit dans le problème d'emploi 

du temps l'affectation des salles. C'est aussi le cas du problème de l'affectütion des chauffeurs sur 

des véhicules susceptibles de réaliser des itinéraires différents. Le problème est plus compliqué quand 

le nombre de paramètresaugmente comme ,par exemple,quand il s'agit d'un pilote. d'un navigateur, d'un 

avion et d'un itinéraire ; ou bien d'un conducteur, d'une locomotive, d'une rame de wagons et d'un itiniraire 

ou encore d'un officier, d'un sous-officier, d'une équipe d'hommes du rang et d'un service. 

En général on traite le problème en regroupant deux paramètres (par exemple classe et salie. 

pilote et navigateur, officier et service) puis en introduisant successivement les autres paramètres. 

Aussi il est naturel, quand on veut obtenir une configuration à un élément par plan,de 

répartir dans les plans d'un tableau àde dimension 3 les éléments d'une matrice de permutation en 

mettant un élément par plan, cet élément occupant la même case que dans la matrice de permutation. On 

peut de cette façon,à partir d'une matrice de permutation d'ordre n,obtenir n! telles configurations 

(fig 64, p Il4). 

Les p-voltrices correspondent il des configurations pius denses, puisqiie qu'on y envisage 

Mn @lément par rang& . Leurs plans étant constitués par des p-matrices, elles permettent de résoudre les problèmes 
3 plusieurs paramètres, mais d'une façon théorique, car ce sont des configurations trop particulières : forme 

cubique et sommassur les rangées constamment égales à p. Elles n'en présentent pas moins un intérêt 

intrinséque, plein d'énigmes pour le mathématicien, dont la principale est qu'elles ne permettent pas 

la généralisation immédiate du théorème de VON NEUMANN ( 8  2.2.1 p 9 ) et que, pour décomposer 



Figure 64 : 
Construction d'une configuration a 1 element non-nul 

I par plan depuis une matrice de permutation, à l'ordre 4 I 



une p-voltrice, il faut parfois faire usage d'autres p-voltrices que les 1-voltrices. 

Le but de cette étude est de préciser quelles sont ces autres p-voltrices. S'y trouvera 

également une généralisation des carrés latins en configuration à plusieurs dimensions. 

6 .2 .1  RAPPELS SUR LES p-VOLTRICES 

Nous avons défini les p-voltrices en 2.3.1 (p15). Rappelons qu'il s'agit d'un tableau de dimension 

3, à éléments entiers non-négatifs et tels que la somme sur une rangée (deux indices fixés) soit toujours le 

même nombre p. Une p -vo l t r i ce  e s t  const i tuee à l ' o r d r e  n  par un ensemble de n p-matrices dont l a  somne e s t  

p.UN(nxn), e t  ceci  de t r o i s  façons d i f f e r e n t e s .  suivant  l e s  d i rec t ions  des t r o i s  axes. On regarde l a  p - v o l t r i c e  

suivant  un de ces axes. Les p-matrices sont alors ses plans,  et, sauf exception, on considère qu'il s'agit 

d'une autre p-voltrice quand on change l'axe d'observation . On change aussi de p-voltrice quand on permute 

les valeurs des indices sur au moins un des axes ou quand on échange deux axes ( 5  6.2.3, p117). 

6 .2 .2  LES 1-VOLTRICES 

Les 1-voltrices généralisent directement les matrices de permutation. Leurs plans sont 

effectivement des matrices de permutation. La somme de ces plans étant UN(nxn) dont les B-décompositions 

contiennent justement n matrices de permutation, il y a correspondance biunivoque entre les 1-voltrices et 

toutes les permutations des matrices des 8-décompositions de UN(nxn). 

Leur mode de numérotation est indiqué en 2.3.2 (p 15). 

Pour CONCRETISER l e s  1 - v o l t r i c e s ,  ce r ta ines  d ' e n t r e  e l l e s  on t  e t@ r e a l i s e e s  en res ine ,  a la manière 

des inclusions, en in t rodu isan t  dans un cube t ransparent  des p e t i t s  cubes n o i r s ,  à l a  p lace des elements 1  de 

l a  1 - v o l t r i c e .  Quand on regarde dans le cube par une de ses faces, on voit tous les cubes noirs, sans superpo- 

sition, mais on ne voit pas au travers du cube. Ces 1-voltrices en résine sont des solides indéformables 

( 5  6.2.3 p 117). 

La figure 65 (p 116) représente l'une d'elles, d'ordre 4. 

La figure 66 (p 118) indique pour les principales 1-voltrices d'ordre 4, les B-décompositions de UN 

(4x4) qui peuvent être observées dans une des séries de plans d'une 1-voltrice en résine. On peut ainsi dans la 

1-voltrice (Cxl,(l)) retrouver, en l'observant par une autre face, une autre 1-voltrice ([yl,(a)). 

D'une manière générale une 1 - v o l t r i c e  e s t  const i tuee de t r o i s  s e r i e s  de plans qui  correspondent 

à t r o i s  B-décompositions de UN(nxn). Dans chacune de ces séries,le~ n matr ices de permutation ne sont pas 

necessai rement dans 1  'ordre  lexicographique. Les B-décompositions relatives aux plans horizontaux et de côté, 

qu'on déduit des plans de face, pour n = 4, sont celles repérées H et C dans la figure 32 (p 56) du paragraphe 

4.2.5 (p 57) sur les B-décompositions et les carrés latins. 



- 116 - 
I Figure 65 : Concretisation en resine de la l-voltrice C l 1  

axes des indices 

plans 

horizontaux 

couche 
supérieure, 

indice : 1 

couche 
inférieure 

indice : 



6.2.3 LES SERIES DE PLANS DES VOLTRICES 

Une voltrice est un tableau a trois dimensions. Chaque case étant représentée par un cube, la 

voltCice apparait comme un parallélépipède. Les plans sont les couches de cubes, obtenues en fixant un indice. 

Il y a trois séries de plans parallèles, correspondant chacune à chacun des trois indices susceptibles d'ctre 

fixés (fig 65 p 116). 

Pour distinguer ces trois séries de plans, il est comnode de considérer le parallélépipède pop6 

sur une surface horizontale et d'observer une de ses faces verticales. Il y a alors la série des PLANS 

"HORIZONTAUX" dont on ne voit que les tranches, et deux séries de plans verticuax : celle dont on ne voit 

que les tranches et qu'on dira "DE COTE" et celle dont on ne voit que le premier plan et qu'on dira 

"DE FACE""). Les indices qui permettent de repérer les cases sont répartis sur les troix axes que sont les 

arêtes issues du sommet en haut à gauche de la face vue. Nous appellerons cet indiçage 1'INDICAGE CANONIQUE 

Il y a alors plusieurs manières de manipuler une voltrice. On peut abandonner la forme de 

parallélépipède posé sur une surface, comme, par exemple, le dessin de n matrices. Mais, parmi les modifications 

que peut subir la voltrice, en gardant sa forme parallklépipèdique, il y en a de deux sortes : celles où on 

la considère comme un solide indéformable et les modifications ne sont alors que des déplacements, et 

celles où on la considère comme un tableau quelconque et les modifications sont des permutations de 

l'ensemble des cases. 

Dans le cas d'un solide indéformable, des déplacements qu'on peut faire subir à la voltrice 

consistent à changer la face sur laquelle elle repose et la face vue. La voltrice obtenue, après ces transfor- 

mations, en reindiçant canoniquement les cases, se déduit de la première par certaines combinaisons des trans- 

formations suivantes : l'inversion de l'ordre des valeurs dsun indice et l e s  permutations de l ' o r d r e  des ind ices .  

Ces dernieres transformations genéra l i sen t ,  dans l e s  v o l t r l c e s .  l a  t ransposi t ion des matr iees.LTimage symétrique 

par rapport a un plan, qu'on obtient dans un miroir par exemple, quand elle est réindicée canoniquement, est 

une voltrice qui se déduit de la précédente avec d'autres combinaisons des mêmes transfomations. 

Dans le cas où la voltrice est considérée comme un tableau quelconque, toutes l e s  permutations sorit 

a u t 0 r i ~ e e S  Sur l e s  valeurs  d 'un i n d i c e ,  donc dans les plans d'une série (l'inversion de l'ordre des valeurs 

n'est qu'une permutation particulière). En l e s  combinant avec l e s  permutations de l ' o r d r e  des indices on obtient 

les p-TRANSFORMATIONS des voltrices. Elles généralisent les p-transformations des matrices (1  5.6.6 p99) car, 

de même, elles conservent globalement les rangées et donc conservnet les sommes des rangées des p-voltrices. 

La représentation normale d'une voltrice, sur le papier, consiste à dessiner les matrices de la 

série des plans de face en plaçant dans chacune d'elles l'origine des indices en haut a gauche. Les matrices de 

la série des plans horizontaux sont les plans de face d'une v o i t r i c e  indicée canoniquement, obtenue en renversant 

la voltrice initiale sur sa face arrière et en regardant son ancienne face du dessus dans un miroir. De même, un 

mimir, placé à gauche de la voltrice initiale quand on la regarde, permettrait de voir la v o l t r i c e  dont les plan 

de face se représentent comme les matrices de la série des plans de côté de la voltrice initiale.Nous appellerons 

voltrices ASSOCIEES à la voltrice initiale, les deux voltrices ainsi obtenues. 

Tout comme les p-matrices. les p-voltrices d'un ordre sont des 'éléments d'un espace vectoriel ($3.2~27 

( 1 )  La notation des skr ies  de plan a ktk euggkrke par l e s  conventions du dess in  i n d u e t r i e t .  



Figure 66 : B-décompositions dans les 1-voltrices concretes d'ordre 4 
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Corrime pour les p-matrices on peut les obtenir comme solutions d'un système linéaire. Pour 

3 
cela il faut placer leur n t1 valeurs (les éléments Aijk et la valeur p) dans un vecteur en juxtaposant 

les rangées. Le système se construit en exprimant que les sommes sur les rangées sont égales 3 p : 

pour i, j, k variant de 1 a n 

3 Le système contient donc 3n2 lignes et n t1 colonnes. Il est donc rectangulaire horizontal 

3 partir de n = 3 (fig 68 p 122). 11 est de rang 3n(n-1)tl. De ce fait il faut pour le résoudre 

3 choisir (n-1) +1 paramètres. Ce sont~par exemple,*la valeur de p et celle d'une sous-voltrice d'ordre 

n-1. 

Il faut encore que les solutions soient constituées de valeurs entières positives. Pour 

cela il faut que les paramètres soient choisis positifs ou nuls, mais encore qu'il vérifient les - -  

conditions suivantes établies en 2.4 (p 17) où les sommations sont faites sur des parties de la sous-voltrice 
r 

volt mat 
max(max 1 (n-2)(n-i)+l 

rangées rangée 
) s p s m i m  (n-2) 

matrices 

3 On obtient ainsi un système d'inéquations à (n-1) t1 inconnues 

et Io) (n-l)'+l inéquations pour les paramètres non-négatifs 

plus 
2 

ZO) 3(n-1) inéquations pour les sommes sur les rangées 

plus 3O) 1 inéquation pour la somme sur la sous-voltrice 

et plus 4O) 3(n-1) inéquations pour les sommes sur les matrices 

soit 3 n t1 inéquations (fig 67 p 120). 

Les solutions de ce système d'inéquations peuvent être recherchées avec les mêmes méthodes 

que celles utilisées pour le système équivalent des p-matrices ( 5  3.2.2 p 29). Ces solutions seront les 

paramètres qu'on reportera dans le système d'équations qui donnera les p-voltrices. 

Nous n'avons pas tenté de construire des p-voltrices par ce procédé, en raison de la taille 

des systèmes à traiter, et du grand nombre de solutions aux systèmes d'icéquations, c'est-3-dire de 

p-voltrices a trouver. Nkanmoins , comme les p-matrices ( 5  3.2.3 p 31), les p-voltrices appartiennent 

à un cône polyedrique dont elles sont les points entiers. 

La construction des parallélotopes pavant ce cône polyédrique, en fournissant le moyen de 

construire les p-voltrices, a donné aussi des bases de l'espace vectoriel des p-voltrices. Ceci a 

été fait pour n = 4 ( 5  11.4.2 p 226). 

D'autre part, les 1-voltrices étant en nombre supérieur 3 la dimension de l'espace 

vectoriel, il existe des relations entre les 1-voltrices. 
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Figure 67 (suite) 

Systeme d'inéquations verifiees par les parametreg constituant 

une sous-voltrice d'ordre n-1 (cas n = 4). 

- -- pour valeurs-1 

-- pour valeurs 1 

A 



Figure 68 : I 
Ordres de grandeurs des systèmes d'équations et d'inéquations associes aux p-voltrices l 

Syst8mes d' équations 
A 

n 1 rang 1 lignes 1 colonnes /parametAs 

l ) Figure 69 : 

l Construction d'une 3-voltrice d'ordre 4 à partir d'une B-decomposition de 3.UN(4x4) 

I 

i plan 1 plan 2 plan 3 plan 4 

P Nombre de N p r e  de choix Majorant du nombre de 
8-decompositions p-voltrices d'ordre 4 
de p.UN(4x4) <p 

1- 1 

1 24 2 4 576 

2 41 1 2 520 1 035 720 

3 4 696 3 696 O00 17 356 416 O00 

4 38 550 63 063 000 2 431 078 650 O00 

5 243 O00 1 1  732 745 024 2 851 057 040 832 O00 

6 1.242 882 2 308 743 493 056 2 869 495 730 136 427 392 



Ainsi pour n = 3 on a les relations 

Al + A4 + A5 = A2 + A3 + A6 = B1 + B4 + B5 = B2 + B3 + B6, 

et les 1-voltrices 

{ A l ,  A4, A S ,  A2, A3, B1, B4, B2, 83) 

constituent une base de l'espace vectoriel des p-voltrices d'ordre 3. 

En conséquence l e s  p -vo l t r i ces  peuvent se decomposer en combinaisons l i n e a i r e s  II c o e f f i c i e n t s  

quelconques de 1 -vo l t r i ces .  La suite de cette étude va être de démontrer qu'il n'existe pas toujours de 

B-décompositimsen 1-voltrices', et de définir ce que devront être les p-voltrices a adjoindre aux 1-voltrices 

pour pouvoir faim des B-décompositions de toutes les p-voltrices d'un ordre donné. 

6,4 CONSTRUCTION DES p-VOLTRICES ET MAJORANT DE LEUR NOMBRE 

Il y a deux procédés pour construire les p-voltrices. 

6.4.1 PREMIER PROCEDE 

Le premier s ' i n s p i r e  de l a  s t ruc ture  d'espace vec tor ie l  de l 'ensemble des p -vo l t r i ces  d 'un  o rdre  

donne. 11 y a, comme on a vu, n 3 cases dans une p-voltrice d'ordre n.Çi p est connu et si l'on choisit 

3 
les valeurs pour une sous-matrice d'ordre n-1, donc (n-1) valeurs, les autres se déduiront en réalisant 

2 
des sommes sur les n x3 rangées égales à p. C'est un cas particulier de choix de paramétres, le même 

que celui explicité dans la figure 67 (p 120). 

6.4.2 DEUXIEME PROCEDE 

Le deuxième procédé utilise le fait que la somne des plans d 'une p -vo l t r i ce  e s t  p.UN(n X n ) ,  

e t  que chaque p l a n  e s t  une p-matr ice .  donc l a  somne de p  matrices de permutation. p.UN(n x n) étant 

une n.p-matrice admet des B-décompositions en n.p matrices de permutation. En rassemblant ces n.p matrices 

en n sommes de p matrices on obtient les n plans d'une p-voltrice (fig 69 p 122). 

Ce proc6dé permet d'obtenir un majorant au nombre des p-voltrices, car en raison des relations 

qui existent entre les p-matrices, les p-voltrices qu'on obtiendra ainsi ne seront pas toutes distinctes. 

Ce majorant s'obtient en multipliant le nombre de B-décompositions de p.UN(n x n) ( 5  4.3 .3  p 65 ' et 

fig 39 p 68) par le nombre de façowde partitionner l'ensemble de np matrices de permutation en n 

parties de p matrices. Ce nombre est 


































































































































































































































































































































































































































































































