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INTRODUCTION

Soit (Sn} une suite qui converge vers S.

Un probléme que l'on rencontre fréquemment en analyse numérique est la
détermination de S 3 partir d'un certain nombre de termes Sy Ce probléme
peut &tre abordé de deux manidres qui, d priori, semblent totalement diffé-

rentes

la premiére méthode consiste 3 transformer la suite S, en une suite
Vn qui converge "plus vite" vers la méme limite S. On effectue cette trans-
formation & 1l'aide d'un opérateur linéaire T. Les propriétés de convergence
et d"hccélération de la convergence' sont directement liées 3 T. On appelle

ces méthodes : procédés de sommation [1, 3, 66] .

Le second point de vue est celui de 1l'extrapolation tels les procédés
de Richardson [47] et de Romberg, basés sur l'extrapolation polynomiale, qui
de ce fait sont linéaires ou les € et p-algorithmes basés sur 1'extrapola-
tion par des sommes d'exponentielles ou par des fractions rationnelles qui
donnent des procédés non linéaires. En réalité les procédés de sommation
sont des cas particuliers de l'extrapolation par des sommes d'exponentiel-
les, Nous étudierons ici certains de ces procédés d'extrapolations non li-

néaires.

L'algorithme d'extrapolation le plus puissant 3 1'heure actuelle est
sans doute l't-algorithme. D'autre part, c'est pour cet algorithme que 1l'on

posséde le plus de résultats théoriques.

Cet algorithme a été introduit par Wynn [55]) ; il permet de mettre en
oeuvre la généralisation du procédé bien connu d'"accélération de la conver-

gence" qu’'est le A2 d'Altken.



Ce procédé a été imaginé par A. C. Altken [1] en 1926. Il fut reprig en
1959 par Schmidt [493, en 1952 par Lubkin [39] puis généralisé en 1955

par Shanks [50].

En 1956, Wynn a proposé une méthode récursive pour effectuer cette trans-
formation de Shanks : c'est 1'e-algorithme. Il s'est depuis presque entié-
rement consacré 3 son étude et 1'a notamment relié 3 la théorie des frac-
tions continues, & la table de Padé et 3 certaines équations aux dérivées
partielles. Bauer [2] en 1957 3 mis en évidence, & 1'aide des fractions
continues de Stieljes, les relations qui existent entre 1l'e-algorithme,
1'algorithme Q.D de Rutishauser [u8] et une classe plus générale d'algo-
rithmes : les algorithmes en losange. Brezinski [3, s, 18, 6, 7, 8, 9, 10,
11, 66} a étudié certains de ces procédés non linéaires : €, palgorithme,
procédé d'Overholt ; et en a énoncé de nouveaux : les deux généralisations
de 1'e-algorithme, l'extension du p-algorithme;le 8-algorithme et les
procédés p et q. Depuis divers auteurs comme Clark [17, 18], Gray,
Atchison, Adams et Schucany [29, 30, 31, 32, 33, 34] ont étudié la conver-
gence et l'application au calcul d'intégrales impropres de transformations

dérivées du procédé classique d'Aitken.

Nous avons noté que divers de ces algorithmes de transformations non

linéaires ont une formulation commune.

Nous appelons cette formulation:algorithmes de type 8 ol chaque algo-
rithme sera caractérisé par des suites bn et ain). Ainsi le but de ce travail
est 1'étude systématique des algorithmes de type &.

Avant d'étudier ces méthodes nous avons besoin d'un certain nombre de
concepts et de définitions qui forment le premier chapitre. Le deuxiéme
chapitre traite des algorithmes de type 6 dans toute leur généralité. Aprés
avoir énoncé quelques propriétés, nous consacrons une partie du chapitre 3
1'étude des algorithmes de type 92 ; en effet les algorithmes de type 8 ne

sont qu'un cas particulier des algorithmes de type 8, itérés. Nous séparons,

2
dans cette étude, les suites 3 convergence logarithmique desautres suites et

nous donnons dans chaque cas des conditions de conservations de la limite



et d'"accélération de la convergence". Ces conditions sont ensuite géné-

ralisées aux autres colonnes du tableau 8.

Ce chapitre se termine par une étude de la stabilité numérique et de

la propagation des erreurs.

Dans le troisiéme chapitre nous appliquons les résultats du chapitre
précédent aux algorithmes déja connus : e-algorithme, p-algorithme, premiére
et deuxiéme généralisation de 1'e-algorithme. Nous retrouvons ainsi des ré-
sultats connus mais surtout de nouveaux résultats : condition de convergence
et d'"accélération de convergence" pour l'e-algorithme et les autres algo-

rithmes pour lesquels nousn'avions que peu de résultats jusqu'd présent.

Le quatriéme chapitre traite du procédé q introduit par BREZINSKI.
Les éléments successifs de ce procfdé se mettent sous la forme d'un rapport
de deux déterminants et nous mettons en oeuvre un algorithme récursif qui
permet le calcul de ce rapport., Cet algorithme nous permet d'obtenir cer-
tains résultats de convergence et d'"accélération de la convergence" pour
le procédé q. Ce procédé est relié 3 l'e-algorithme et nous utilisons cette

relation pour donner un résultat important de convergence pour l'e-algorithme.

Enfin le cinquiéme chapitre expose les applications et les résultats

P
numériques obtenus.



CHAPITRE |
RAPPELS ET DEFINITIONS

I.] COMPARAISON DE SUITES.

Pour ces définitions nous utiliserons systématiquement les rela-
tions de comparaison. Leur intérét réside dans le fait qu'elles ne sup-

posent pas l'existence de limites quand n tend vers 1'infini.

Soient {un) et (vn} deux suites de nombre réels :

-{(IN eN) et (3c >0) : ¥n > N Ivn| < clﬁnl
on écrit v. = O(u_)
n n

~-si(¥e>0) WeN :V¥n>N Ivnl < slunl
on écrit v. = o(u_)
n n

- silim 2= sic=ov =o (u)

u n

sicfov =0 (u)
n

Supposons maintenant que {un} tende vers u et (vn} vers v.

Not:ns Aun Tu T ou 7
Déginition 1 : on dit que {un) est d'ondre v &4
_ _r . _ T - _
[un+l - uf = O(lun ul’) et 84 Iun u} (¢} (,un+l ul).
Théorndme 1 : soient (un) et (vn) deux suites qui convergent respec-

tivement vers u et v.



Si (IN € N) et (4(a B)) vérifiant a < 1< B tels que Vn N

vn+l - v vn -u Aun
¢ (o 8] et si 1lim ———— = a alors lim — = a.
v > v -V by
n n+e  n nae Cn
La réciproque n'est pas vraie:un = 1/n et v, ® (—l)n/n.
Thiondme 2 : soient {un) et &n} deux suites qui convergent respec-

tivement vers u et v. Alors :

u =~u=0v -v) <=> Au = O(Av_).
n n n n

Thiondme 3 : soient (un} et (vn} deux suites qui convergent respec-

tivement vers u et v. Alors :

u -u=olv - v) ==> A u = olbv).
n n n n
Théondme 4 : soient {un} et {vn} deux suites telles que :
u -u=0(u -u)etv. -v =olu - u)alors
n+l n n n
v, - V= o(un_k -u) ¥k 2 o.
Théondme 5 : soient u et v deux suites telles que
u, -u = O(un+1 - u) et v,V o(un - u ) alors
- - - >
v v o(un+k u) ¥k 2 o.
Théondme 6 : siu ~u=z=0u -u)etv-vzolu -u)alors
—_— n+l n n n
v - v = 0(u - u) ¥k 2 o.
n n-k
Théordme ? : siu -u=0u -u)etv -vz=0(u -u)alors
—— n n+i1 n n
v. - v =0(u - u) ¥k 2 o,



Thondme § : soient (un) et (vn) deux suites qui convergent respec-

tivement vers u et v. Si (vn - v} est strictement monotone et si

Av u -u
N n ;. I .
lim —— = a alors lim ~——— = a.
av v - v
n+e - n n+e n

La propriété principale des algorithmes que nous allons &tudier est
d'accélérer la convergence d'une suite de scalaires. L'expression accélé-
ration de la convergence est 3 mettre ici entre guillemets car je ne
suppose pas nécessairement que la suite initiale converge et cette expres-

sion signifie également "ralentissement de £a divergence" ou extension

du rayon de convergence comme le montre le résultat suivant :

Théorgme 9 : soient {Sn} et {Vn} deux suites convergentes telles que
lim IASnllln = 1/R et lim lAanl/n = 1/R, avec R, < R,. Alors {v_}
no e n+e Av n
converge plus vite que {Sn} en ce sens que lim ZEE = 0.

n n

1.2 DEFINITION.

11 me faut définir maintenant le terme ‘4ccélération de la conver-
gence" ; je vais donner en fait deux définitions dont 1'une ne nécessite

pas la convergence,le terme "accélération de la convergence" est équiva-

lent ici a l'expression "converge plus vite".

Déginition 2 : sodlent deux suites {un) et {vn} qui convengent nrespec-

v -V

tivement vers u et v et 1lim
- u
e n
converge plus vite que u .

= €44 ¢ = o nous dirons que v,



Av
Déginition 3 :  sodent deux suites fu} et {v } telles que lim 5o C
n n
84 ¢ = o nous dirons que v, converge plus vite que u .

11 nous faut également définir ce qu'est un procédé régulier.

Définition 4 : 404t T une méthode qui transforme une suite {un} convergenie
et une suite (vn). Nous dirons que T est afgulidre 84 lim u = lim v,
e N
quelle que so04it fa suite u initiake.
Remarque : on peut trouver un exposé des résultats de ce chapitre

dans les références [3,12,13].



CHAPITRE |1

ALGORITHME DE TYPE ©

N

Ce chapitre est consacré 3 1'étude des algorithmes de type ¢ dans
toute leur généralité. Aprés avoir énoncé quelques propriétés, nous étu-
dions particuliérement la deuxiéme colonne du tableau 6 pour laquelle
nous donnons des conditions de conservation de la limite et d'accéléra-
tion de la convergence reposant sur le choix des suites auxilliaires
{bn}’ (ain)}. Nous faisons ensuite 1'étude de la stabilité numérique et
la propagation des erreurs. Tou$ ces résultats conduisent 3 la construc-

‘tion des suites fbn) et {aén)}.

I1.1 FORMULATION GENERALE.

Dans cet exposé, les indices k et n prennent leurs valeurs sur l'en-

semble N des entiers positifs ounuls.

Brezinski a noté que divers algorithmes de transformation non li-

néaire de suites de nombres réels ont une définition commune.

Soit {Sn} une suite de nombres réels. On initialise :

e(n) = b et e(n)

= ¥n = .
-1 n o sn n = o,l,

)

coz. (n R
et on calcule les quantités 6 = 3u moyen des relations :

(1) o) = pntl) , (m)

(n+1) _ (n) -1 -
K+l k-1 a, [ek Ok ] ¥k,n = o,1,...

(n)

dans lesquelles le choix de b, et a, caractérise 1'algorithme.



Nous dirons que cet algorithme est l'algorithme de type @ associe

) (n)

N )-algorithme.

n
aux nombres bn et ai et nous le noterons e(bn, a

Pour alléger les notations, introduisons 1'opérateur de diffé-
rence définie par :

0. . k+1 R _ Lk
8% =5 et s S = AS . -AS.

Lorsque &4 s'applique 3 des quantités dépendant de deux indices n et k,

il agit toujours sur 1l'indice n.

Ces algorithmes sont des algorithmes récursifs dit de losange.
On place les quantités dans un tableau 3 double entrée : tableau 8 ;
1'indice inférieur k représente une colonne et 1'indice supérieur n

une diagonale descendante.

La relation (1) relie, dans ce tableau, des quantités situées aux
quatres sommets d'un losange ; la quantité la plus a droite est calculée
3 partir des trois autres comme 1'indiquent les ff&ches dans le schéma

suivant :

O
0 -
NO) _________,,\em)
-1 e 1\
V) e2(o>
0
o1 __________,\em/__‘____\t__,) o0
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Dans la suite nous ferons intervenir une sous-classe importante
des algorithmes de type 8 ; célle ou bn = 0 Vn et ol ain) =@ indépen-
dant de n. On ne restreint pas 1a généralité de la transformation en im-

posant a_ * 1. Cette sous classe est appelée algorithme de type yasso-

cié 3 la suite a (Cordellier [221).

Les colonnes qui nous intéressent du point de vue accélération
sont les colonnes paires, les colonnes impaires sont de simples inter-
P . . (n), . ,.(n)
médiaires de calcul. Nous étudirons donc les suites {6, '} ol {8, } est

la transforméede la suite initiale par les k premiéres é&tapes de 1'al-

gorithme (k fixé).

Nous dirons que :
- deux algorithmes de type 8 sont équivalents si les colonnes
paires sont égales
- un procédé T de transformation de suites, fournissant les

(n) _ T(n)

suites {T, , est équivalent a un algorithme type 8 si O = Tk

(n)
NS
pour tout k et n positifs ou nuls.
Nous retrouvons ainsi des algorithmes connus : plagons nous dans
g plag
le cas b constant ; dans ce cas quelle que soit la constante les

colonnes paires ne dépendent pas de cette constante, donc on ne res-

treint pas la généralité en prenant b = 0 Vn. Alors

l, ain) = 1 ¥Yk,n nous avons l'e-algorithme de Wynn

N
<
—~
o
~
|

= Ann Yk,n la premiére généralisation de 1'e-algorithme (1la

suite’(xn} est une suite auxilliaire)
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2. ain) = 8x . Yn.k la deuxidme généralisation de 1'e algorithme
i} a(n) = x - x_ ¥k,n le p-algorithme
'k ntk+1l n ’
(n) _
5- 32)( =1
(n) _ ,,(n+1) , (n) (ne1) 2.(n)
ay T A8, 88, 4y B85 1 /87654, Yn,kide B-algorithme Brezinski [3]
6, ag:) quelconque
x procédé d'extrapolation
(n) (n) ,,(n) n+k+1 i
= A ———————
3k+1 2k 88 x+1 X7 Rl o,k de Richardron [47]
7, ag:) quelconque
k+1
(as )
a;:zl = Aeg;) Ae;iil kel ¥n,k Overholt [42]
(as )k+l - (4§ )k+1
n+k ntk+1

et de manidre générale tout algorithme qui a 1'étape k se met sous la

forme :
(n) .(n+1) (n+1) (n)
T T - r T,
T]((n) .k k-1 k 1 yn,k avec o) g
[} n
L) Rntl)
k k

nous pouvons mettre cet algorithme sous la forme de type © avec

(n)
Aok guelconque

(n+l)
(n) _ ,o(m (n) k
O N N C R (T
v T %
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Remarque : 5 n'est pas un algorithme de losange car il faut quatre termes
(n) aint2) _(n+3) (n)
LD Bk v 8o pour calculer 92k+2.

[1.2 PROPRIETES.,

Avant de donner le moindre résultat pour ces algorithmes il faut pré-
ciser un point important. On voit que lorsqu'on applique un algorithme de

type 8 3 une suite {Sn} il se peut que deux quantités voisines Sin) et

[y

e(n*l)

M deviennent égales. Il est alors impossible de continuer 3 construi-

re le tableau 8 car il y aurait division par zéro. Dans la suite la con-
vergence devra &tre comprise avec la restriction calquée sur celle énoncée
par Wynn [65] : "bien que des conditions spéciales puissent &tre imposées

3 la suite {Sn) pour éviter cette division par zéro, dans 1'exposition
d'une théorie générale ol l'on n'impose aucune condition sur la suite ini-
tiale,‘les résultats énoncés ne concernent que les nombrés qui peuvent &tre

calculés".

Ce type d'algorithme est une transformation non linéaire de suite 3

suite, c'est-d-dire que si on 1l'applique 3 la somme terme 3 terme de deux

)

. o An .
suites les quantités By que 1'on obtient ne sont pas les sommes des quan-

tités obtenues en appliquant le B(kn, ain)) algorithme séparément 3 chacu-
ne des suites. Cependant nous avons :

Propriété 1 : soit c une constante, Si 1l'application du 8(c, aﬁn))-
algorithme & {s_} et a {as  + B} fournit respectivement les quantités

o(n) z(n)
k k

et 8 alors :



-(n)
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e(n) +b

2]+3

2]+°

+

2)< 2k Yion
=(n) _
Ooker © k+1 / a
Démonstration : elle se fait par récurrence.
a(n)
e(n) _ %
1 " &S =) _ (m
n =>8, = 8 / a
a(n)
a(n) . ‘o
1~ ahs
n
a(n)
(n) _ 71
0, = Zatmy T Sl
1
a(n) (n)
M - L _4as b:za [——+5_,1+b
2 =(n) n+l (n) n+l
A8 A6
1 1
= a 9;“) + Db
Supposons qu'd l'étape j nous ayons
-(n) (n) .
2] 23 ¥n = 0,1,
a(n) ofm _
8501 T S2342/0 Yo = 0,1,
(n)
=(n) _ (n+1) 2g+1
alors 82]+2 = 2] + IXIEY)
2j+1
(n)
(n) (n+1) 21¢1 (n+1)
1] -
d'ou 2]*2 = a62j +b +agg ) (0
2341
-(n) _ _a(nt1)
23+2 - e2j+2 th
(n) (n#l) (n)
—(n) = glntl) | 82542 _21:&_ 23+%
2)+3 - 23+1 i ) i )

(n)

323+1

468(n)

2j+1

) +b
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(n) g(n)
s(m) | (ot} | 2y - 21+3
23+3 2J+1 6(n a
25+1

Remarque : hous pouvons généraliser ce résultat au cas d'une suite au-

xilliaire bn non constante : soit d une constante réelle. Si 1‘'appli-

b

cation du e(bn, ain))—algorithme 3 {Sn) et du 9(35 +d, ain)) a
(asn + b} fournissent respectivement 9£n) et 5£n) alors :
z(n) (n)
O = 3%y tP

o(m)
=(n) _ 2k+*1 _ .
Borey = +d ¥n,k = 1,2, ...

Propriété 2 :

(n Drgln=-1)_g(n)4-1_ (n) (n)_ (n 1)1 _(n) (n+l)_ (n) -1_ (n-l) (n)_ (n 1)
A [6k+2 8 ] FO k 2 ] ak [6 1 re 1°

Démonstration : on a les relations :

(n—l) (n} _ (n-1) ( (n) _ (n-1),-1
e 7 1 T A Lo, o 3

(n) (n+1) _ (n) ., (n+1) (n)q-1
01 ™ ka1 T A 8 -9 ]

soustrayons et rangeons les termes 3 gauche du signe égal

(eizi eiill)) (e(n+1) ek ; a;n)[e(n+l) e(n)]-l (n I*B(n) (n 15 -1
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Nous appellerons algorithme de type 92 la restriction 3 la deu-

xiéme colonne d'un tableau 6.

On peut ainsi remarquer que le passage de la colonne 2k 3 la
colonne 2k+2 apparait comme un cas particulier de l'algorithme de type

02 ol :

Ab - Ae(n+1) a(n) - a(n) ot a(n)

(n)
n+l 2k-1 * "2k [} 2k+1 1

= a ¥n=0,1,...

Cette remarque est fondamentale pour la suite de cet exposé ; en

effet il nous suffit d'étudier les algorithmes de ‘type 6, les théord-

2’
mes démontrés pour ces algorithmes donneront des théorémes pour les

algorithmesde type 8 ; de plus nous pouvons faire la méme chose pour

les applications répétées.

II.3 ALGORITHME DE TYPE 8

La remarque précédente montre 1'intérét qu'il y a & étudier les

(n)

k
. vz . (n) _(n)
gorithme de type 92 associé aux suites de nombres bn, ag s a, .

algorithmes de type 92. Nous notons le 62(bn, a )-algorithme,l'al-

Dans 1'étude de la convergence nous nous bornerons aux suites

d'ordre 1 c'est-3-dire : les suite {Sn) telles qu'il existe K, et K,

vérifiant :

Is ., - sl
0 <K, < ¥l <K <e® ¥n >N
[s, - sl
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II.3.1 THEOREMES DE CONVERGENCE.

Nous allons d'abord caractériser 1é type de suites pour lesquelles

les algorithmes de type 6, convergent en une étape.

2

Theondme 10 : une condition nécessaire et suffisante pour que

eé")(c, ai“)) =8 Vn > N est que :

n-1
S=S+AH(1+oi) ¥n > N

n .
izo
avec a(°)
- _o°
Po B
o0
Py = T " o i=1,2,...
B+ Z (ao - a; )
j=o
A=8§ -8
[
Démonstration : D'aprés la propriété 1 nous pouvons dire que si le

résultat est vrai pour (s - S} il sera vrai pour (s 1.

Appliquons donc le 62(c, a}((n))—algorithme 3 la suite x = Sn -5

(n) (n)
o™ L, 3 s x4 %
- ) . ()
2 n+l Ae(n) n+1 a n+l) a n)
1 [] _ o
Axm-l Axn
(n)
B(n) = x + 3y (Axn+1 Axn)
2 n+l a(n~f1) A - a(n) Ax

o n o n+l
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(n+1) (n) (n)
e(n) _ 3 *n+1 Axn YA, *ha Axn+l ta Axn+1 8x
2 ROV CY
[ n [s] n+l
(n+1) (n) (n) (n)
A; - -
e(n) - a 241 Fn T % *an Axn+1 ta o % Axn+1 3 Axn Axn+
2 a(n+1) Ax_ - a(n) Ax
[} n o n+l
j'ajoute et je retranche au numérateur agn) an X4 et je regroupe les
termes
(n+1) (n) _(n) (n)
e(n) - 2, *n+1 Axn + (al 3 )xn+1 Axn+1 "3 anxn+1 * anxn+1(ao
2
a(n+1) Ax - a(n) Ax
[] n [} n+l
(n+1) (n) (n) (n),.
Ax - _
e(n) - 2 *n41 Fn 7 3 anxn+l + (al 3 ) Axn Axn+1
2
a(nfl) Ax - a(n) ix
] n o n+l

Je divise le numérateur et le dénominateur par ax Ax ..

n+l
(n+1) *n+1 (n) *n (n) (n)
% x R
(n) n+l n
5 = { {
a n+l) a n)
L __ _..°
Axn+1 Axn
alat™ T | o, () )
e(n) : [ Axn 1 )
2 ain)
s ax
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posons p_ =

Nous pouvons dire que Gg(c, a;n)) converge en une itération Vn > N
si, appliqué 3 la suite {Sn = 8}, Oén) = o quel que soit n > N, ceci

est vrai si et seulement si

Apn + (agn),— ain)) = o ¥n>N

et

(n)
%
A(Ax ) # o
n
(n)
3 (n)
or le fait que A( ) = o nous interdit d'appliquer le 32(c,a0 )

Ax
n

Nous nous restreignons donc a :

o+ @M -alm) =

n
notons a(n) =: a(n) s
i [] n
=> =
Pne1 °n * n
n
= +
Pn+1 o .Z °i
izo
a(n) X a(n) + 0\
[e) n _ o n
or = p, =R T X ( Z )
Ax n
n
el
Gy = X 'H ¢ 1% - )
1=0 3
n-1 s @
avec p_=p_ + 1 (a(l) = a(l)) n 1
n o B b o

donc pour la suite (Sn) qui converge vers S

(i)
n a,
Sn+1 =S +A .H (1 + )
izo s
A=S -8
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Remarque : 1) nous donnons dans cette démonstration une autre

maniére de noter le 8, algorithme en fonction de la suite {Sn}

(n) *n (n) (n)
A(ao i )+ (a1 a )
e(n) - n
2 (n)
2
A(Ax )
n
dans le cas ou agn) = agn) = 1 nous retrouvons la notation de

Cordellier [22] pour 1'e-algorithme.

2) les suites obtenues au théoréme 10 ne sont pas

nécessairement convergentes; cependant le 8, algorithme donne S.

2

Dans le cas d'une suite divergente S sera aﬁpelé "anti limite".

Cependant les algorithmes de type 62 présentent un grand intérét
pour bien d'autres suites que celles du théoréme 10. Et nous allons
maintenant donner des conditions, sur les suites auxilliaires, qui
permettent d'obtenir une bonne approximation de la limite d'une

suite.

I1 nous faut d'abord donner des conditions de conservation de la

limite.

Theondme 11 : &4 nous appliquons Le 8,(a , a)((“)) a La suite {s )

de Limite S. Une condition néceéaai?%)et suffisant pour que
a
: . . 1
lim Sn = lim Bgn) est que : lim W= o.

n-+o n-+oo n-o

Ce résultat n'est pas trés pratique ; en effet on peut construi-

re agn) = UnAein) avec {Un) convergeant vers zéro ; mais il est
difficile, dans ce cas, pour Un de vérifier les conditions d'accé-

lération (il faut connaitre S).
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Ainsi, dans la suite de cette exposé, nous nous placerons dans

les hypothéses suivantes :

a(n+1)
(n) o (n) : (n)
HO a Z 0, = lim b =b
o ain5 o ro © o
o
S = 5
1m 2L - K, %0
n+ S - S
n
Ab AS
n+l ntl _ A(n) i A(n) =
(n) o o o
a n-+e
o
a(n)
H1 : _%;T-: Cin) lim cin) = e, o
aO e

Dans ces conditions nous pouvons donner une condition suffisante

de régularité :

Théondme 12 : 84 nous appliquons Le eQ(bn, a(n))—algonithme a La
n
suite de nombres néefs (s } de Limite s. S (al } est bornée alors :
a(n)
o
A #b =K Fo=> 15 =i =5
o o ¢} n 2
e n+w
Démonstration : écrivons la relation (1)
a(n) a(n)
g(n) s 42 =g . 1
2 n+l Aeln) n+l NESY) ;Tn)
1 o o
Ab t e -
n+1 ASn+1 ASn
a(n) # o ¥n
o (n)
a1
a(n) 8% wi
ng) = Sn+1 + 2 d'od le résultat ...
(n+1)
Abn+l ASn+1 ao Asn+1

wy - T @fc . s
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S ..-§
e . + IS e s
La seule condition contraignante est que 52:%—— posséde une limite

n
et nous pouvons toujours choisir {bn), {ainh vérifiant les conditions du

théoréme .

Si maintenant nous nous plagons dans 1'hypothése H1 nous pouvons

énoncer le résultat :

Théondme 13 : 84 nous appliquons fe o, (bn,ain)) algorithme & La
suite de nombre néels {sn) ayant pour Limite S. SL -1 ¢ K <1 et 8L

L b, - Ay #o. ALons

K - b - A o(M _ g
c :_0____.9——J<=>1im_2_____:0
o K -1 S - S
o n+e n+l
Démonstration :
(n)
3
(n) .
) s - Sae1 = S . (Sh41 = S
Sav1 ~ % Spe1 7S Ae?
a(n)
1
(n)
82 S 1 (Sn+1 S)
Spep -~ S ain+1) agn)
: b + -
n+l A Sn"1 AS
(n) AS
() 1 % n+l
[:] S S S )
2 _ n+l a
— 1 ¢ a
Sn+1 -8 (n+1)
Abn+1 ASn+1 + 2 _ ASn+l
Y € BN €Y
a a as
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(n)
- S
1 +2
(= 1)
ol _ a(m) S 478
2 =1+ o
S - S (n+1)
ntl Abn+1 ASn+1 + % Asn+1
a(n) aﬁ) AS
[+ o
AS
— n+l
K #1=> 1im S = Ko
n-»e n
d'ol la limite :
XK -b -A
co(Ko 1 2 -1 =>c¢ =2 e f I pour Ko £ 1
A +b - K ° o
[¢) [ o
e(n)_S
Remarque : dans le théoréme précédent nous avons étudié le rapport T%
n+l
(n) cqs . .
ou pour le ¢alcul de 62 nous utilisons Sn’ Sn+1’ sn+2 3 11 faudrait donc
e(n)
-3 )
étudier g% ! je me suis borné dans cet exposé aux suites d'ordre i,
n+2
dans ce cas e(n) s e(“)
2 2
1im——_—=0=>1im g-—"'_—s' =0
n+o n+l n-s» n+2

I1 n'est pas nécessaire que la suite soit convergente pour parler

d'accélération de la convergence dans le cas ou la suite diverge nous

ASn+1

AS
n

appelerons K = lim
° e
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Théondme 14 :

suite (s }, 84 x # 1, a(") ZoVnetsiK -b -A #oalons
n o o o o] o

84 nous appliquons Le 6,(b , ai"))—algonithme a une

K, = by = A Aeg“)
c T ————— => lim 20
o Ko =9 n ASM’1
Démonstration :
a§n+1) agn)
A -
aetn) Sn+1 +Aein+1$ 58(n)
2 - 1 1
= s
el Sn*l
(n) (n+1) (n)
A% - Ay / A5 a,"/bs
= = -
5 41 a(n<r2) aGwl) a(rnﬂ a(n)
b 40 _ o b + 0 _ o
n+2 83 &s n+l &S &S
n+2 n+l n+l n
puisque af)n) #0
(n+1) (n)
3 85,42 o
Ae(n) a(n+l) Esn*l a(n)
2 =14 o - e
as B (n+2) (nt+1)
kL Abn+2 Asn+2 4 O _ ASn+2 Abn+1 ASn+1 & ao ASn+1
a(n+1) a(rnl) LS a(n) a(n) Bn
o o o o
d'old d la limite
<, (Ko - 1) -A - bo #* Ko
L¥g35 - =07 6,7 K -1
o o o o

La remarque précédente est encore valable si K # 0,1 nous avons
o

pelm)

lim—AS——-= 0.
o

n+2



Exemple n°l :

soit la sui

suite K # 1 K ==-1.
o [
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te S =
n

(-nt 172

ne—3

Nous pouvons prendre bgn) = cin) =1
S = 0,60489864216304

n Sn legn)

y 0,10 0,604

9 0,75 0,605

14 0,48 0,60u48

19 c,71 0,6049

24 0,50 0,60487

29 0,69 0,60491

Ft si nous itérons cet algorithme

e (n) dn) e (n)

22 32 L 2
0,60u485 0,50u89867 ©,6048986U5
0,60490 0,604898641 0,60489386u3
0,60u8987 0,60u8986u436 0,60u8986u23
0,6048986 0,6048986433 0,60489864214
0,60u489865 0,604898643u

Exemple n®2 :
c(n) - 4 (n)

. Nous avons pou

soit § = n/(n+1) dans ce cas K = 1. Bien que

b = 1 vérifiant la condition d'accélération nous constatons

o] (=]

que si Ko = 1 nous ne pouvons rien dire :

r cette
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(n)
n Sn e2
4 0,83 0,90
9 0,90 0,95
14 0,93 0,96
19 0,95 0,97
24 0,96 0,98
29 0,96 0,98
Exemple n°3 : enfin voici un exemple d'une suitedivergente qui par le
g -~algorithme donne une limite : c'est le cas de 1l'accroissement du
nooi
rayon de convergence d'une série. Soit Sn = Z qui est le
izl i+l

développement en série de log(3) hors du disque de convergence. Nous

avons K = -2,
[¢]
N . . (n) _, _(n)
ous appliquons a Sn le 6-algorithme avec ¢, % 1= bo et nous
itérons le procédé log(3) = 0,0.9861228866
(n) (n) (n)
n5 172 2%2 3%2
4 -0, 101 1,06 1,097 1,0986
3 40,12 103 1,2 3099 1,0985
' 4
4 -0,26 10 -0,22 10l L,094 1,0987
19 0,65 105 0,19 102 312 1,097
7 3
24 -0,16 10 -0,30 10 - 117
29 0,98 108 0,50 xo“

nous pouvons remarquer,: bien que chaque colonne diverge nous nous appro-

chons de la limite. Si nous continuons, nous obtenons 1ue§g=1,09861228856.
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I1.3.2 SUITES A CONVERGENCE LOGARITHMIQUE.

Dans 1'étude précédente nous avons écarté le cas Ko=1, c'est-a-dire
les suites 3 convergence logarithmique. On peut cependant se demander

s'il est possible d'accélérer de telles suites a 1l'aide des algorithmes

de type 6.

Soit une suite de nombres réels {Sn} convergent vers S ; si cette
suite est 3 convergence logarithmique nous pouvons dire que

(Sn¢1 -8/ (Sn -S8) =1+ e avec lim e = o. Nous pouvons remarguer

n+w

que dans cette hypothése nous n'avons pas nécessairement lim Sn+1/ 5,71

n—m
en effet :
ASn+1 & Sn+2 i (Sn+1 - 8)
ASn Sn+1 -8 = 5Sn - S)
Tn+2 0
ASnfl _ Sn+l - 8 _ ®n+1 _ ®n+1 (15 e )
S -s 1 " e n
as n 1 -
n 1 - =S lfen
n+l
Sn+1
=> lim == 1 (si cette limite existe).
n+e n+l n-+e n

Nous nous placerons pour cette étude au cas ol Abn = o:



Théondme 15 :

(Sn} de Limite
b = lim

° e

e, = lim

n-bm
Démonstration :

tend vers zéro quand n tend vers 1'infini.

e(n) -s

s, avec lim

84 nous appliquons Le 82(c, ai"))—algonithme a4 une suite

n+l

1

n

(1 + — -
e
n

S
S

n

b(n)

(2]

n+l

)
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-8
- S

n+l

1

si Sn est 3 convergence

{ a™ s, -9
=1+
Sper = S agh+1) agn)
T "=
n+l n
(n)
3 Asn+1
agnf bn#l =S
=21+ __._.—r__—.—--—-—
(n+l
ao - Asn+1
a{n) as
o B
c(n) o
=14 o n+l
b(n) - (1+e) %ne1
<] n’ —

e
n

1in oM = s
(D) - _
et (8,7° - 8) =0 (5 41 = 8)

logarithmique alors ASnﬂ/(Sn+1

pour que c soit fini différent de zéro il faut et il suffit que :

bO

lim
n—.-

n

e
n

+1

-5)
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dans ce cas pour que (egn) -S) =o (Sn*1 - 8) il faut et il suffit que :
L b(n)
e, = lim (1 + - ) lorsque cette limite existe.
n-e n n+l
Corollaire : soit (Sn} une suite de nombres réels telle que
S - .
1im S_ = S et 1im "n+l - s . .
e D oo EZ::—E—- = 1, J1 existe une famille de 62 algorithmes
tels que Bgn) = § ¥n > N ; il suffit, pour cela de prendre
(n)
b
an) =1+ g; L —
n ®n+1
Démonstration : nous avons
o L
(1 +— - )AS
e n+l
g{m . ¢ + n n+l
2 n+l (n) en*l
b -(1+e)
o e
n
oM s s /e, =S . +S5-8
2 n+l n+l n+l n+l n+l
eg“) =5
C.Q.F.D.
Exemple :
Posons dn = Sn - 5. Soit une suite logarithmique telle que
- P P+l
dn+1 = dn + aldn + a2dn + ...
dn+1 p-1 P
dn =1+ aldn + a2dn t ...

- p-1 P
dans ce cas e, = aldn + ann + .

e
b = lim o4l
o

nge n



®n a dp-1 d‘)’1
1 n n
im €
lim 'ntl - 1 +a avec lima_ = o
e e n n
n e
prenons donc bﬁn) =1
R
n+l n
(n) 1 1
e vl - =N )
1 ntl 1 n
p-1 _ p4p-1
(n) aldn a, [dn + aldn]
co ~vl -

p-1.p-1_ .p-1
al[dn +ad ] ad’

2, 2p-2
al(p 1) a

2 ,2p-2
a; dn

~ 14

=> lim ¢ =p

pour ce genre de suites nous trouvons :

(n) _ -
8 TSP
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ce cas si p=2 on retrouve le p-~algorithme simplifié.

Nous trouvons également une condition d'accélération de la conver-

gence.

Corollaire :

gence il faut et

b =
]
et J c_ =
]
Dans le cas bgn)
condition :
[ =
o

¢

kn})-algorithme accélére- la conver-

pour gue le 62(c, a
il suffit que :

e

1im -Btl
e
bioad n
L
lim ( 1 + =~ - )
N+ n n+l

= 1 ¥n (algorithme de type 72) nous obtenons comme

1 - lim A(;l-)
N> n

cette condition a déj3 été démontré par Cordellier [19]. Nous pouvons

également remarquer que dans le cas Ko # 1 la condition s'éerit

bo =1 C, =

Exemple 1 :

Sl = 0,938, nous

quons & s, le _ﬁlalgorithme b = b

1 ce qui est le cas pour 1l'¢-algorithme.

soit la suite (Sn} obtenu par : S =8, - 0,05 Si ou

n+l
avons K = 1 3
[¢]

(n)

le calcul de ¢, nous donne 2. Nous appli-

= 1et c(n) = c
o o (o] [>]

= 2. 8=0
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n Sn D;n)

5 0,91 - 0,21 1072
10 0,89 - 0,20 1072
‘15 0,87 -0,9 1072
20 0,85 - 0,18 1072
25 0,84 -0,17 . 1072

Dans la pratique on rencontre de nombreuses suites 3 convergence
lente mais nous ne connaissons pas la limite S ; il nous est donc diffi-
cile d'utiliser ce qui précéde aussi nous prendrons une autre défini-
tion de la convergence logarithmique des suites. Nous dirons que {Sn}

est 3 convergence logarithmique si 1im (ASn+l / ASn) = 1 que nous
nre
pouvons encore écrire :

ASn*l
Y- =1+ en avec lim en=0.

n n+w

Si une suite S; est a convergence lente et si de plus
lim 82 Sn / AS = o alors la suite est a convergence logarithmique.
n

Pour 1'étude de ce cas nous nous restreindrons au cas :

b(n)

5 = bo, A

o T~ Yo (<) o

nous pouvons alors énoncer le résultat suivant :

Théordme 16 : 804t { §,} une suite & convergence Logarnithmique de
Limite s. Si mous Lui appliquons Le 8,(b , a]((")) algonithme.
Alons :

Ao + ho - 1=o

<=>

aaln)
A92 =z o (A Sn+1)
<, = lim 1
ne 1+ A(;—)
n
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de plus :
AS AS
lim 5 ntl - 5 <=> lim eg") =s
n-+e A”S n-+e
n
Démonstration :
a(n+1) a(n)
AS + : .
n+l (n+2) _(n+1) (n+1) (n)
2 2 i i
(n) Ab # - —— Ab t -
A02 N n+2 ASn+2 AS]_M1 n+l ASn+1 ASn
ASnfl
ASn+1
(n+1) (n)
o] ) e
(n) ain+15 ASn+1 a(n)
62 i o ~ o
AS - (n+2) (n+1)
n+l Abn+2 ASn+2 % ao _ ASn+2 Abn+l ASn+l + ao B Asn+1
a(n+1) a(nfl) 8S 1 a(n) ;Th) ASn
o o o o

Pour que c_ soit différent de zéro il faut

maintenant si A(n) = A, b(n) = b et c(n)
[ o’ "o o o
Ae;“)
IS ——> 0 il faut et il suffit que
ntl n =+ =
c = lim A

1
n+o 1 + A(;—)
n

et il suffit que A +b -1
o o

= < alors pour que

=0
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Pour accélérer ce type de suites il nous faut donc évaluer -

AS
Nous pouvons remarquer qQue si Ao = o et 1im Ag+1 £ 1 nous obte-
npe n

nons les conditions bo T leter=l qui est le a2 d'Aitken.

Exemple 2 : soit la suite Sn = n/n+l nous prendrons
A co=>b =1etd™ =1
° o [¢]
e, = lim 1 ™ = 1
n+e 1+ A—) 1 1
e 1+
n n+l 1 n__,
n+3 n+2
c =2
o
ce qui nous donne le pz-algorithme
(n)
n Sn Py
S . 0,857 0,9999999999999939
16 chiffres exacts
10 0,916 "
15 0,941 "
20 0,95 "
25 0,962 "
Exemple 3 : 11 est possible de calculer <, dans certains cas. Par
exemple pour ASn = 1/nu avec a £ 1 alors nous trouvons c;zagi . Soit donc

o
P
une série [

%7 = 1,64493... c'est le p -algorithme qui correspond a
n=1

-

c =2,
o



35

Comparons 1’e2~algorithme et le 92—a1gorithme

n s, Egn) p;n)

5 1,49 1,55 1,645
10 1,55 1,59 1,645
15 1,58 1,61 1,64495
20 1,59 1,620 1,64u94
25 1,60 1,625 1,64493
30 1,61 1,628 1,64493

Nous pouvons remargquer que le 02—algorithme accélére la conver-

gence alors que €, ne fait qu'améliorer la convergence.

Cependant si nous ne connaissons pas P ou si le calcul de c, s'avére

difficile on peut remplacer ¢, par une approximation c(n) = ————2——T-.
1+ A(E—)
. (n) . n
Nous pouvons exprimer ce c, = en fonction de Sn’ Sn+l et Sn+2'
c(n) - 1 - 1
o L1 1 P Y
AS AS 1l 4 > -
nt2 o, Aty 8%s s%s
Asn41 ASB n+l n
Si je remplace maintenant dans l'algorithme bn par o, bﬁn) par 1 et

(n)
[«

[ par cette valeur
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j'obtient :

2
A A ~
e(n) _ Sn+1 sn+2 Sn Sn+2
2 T 2 2
A A -
sn+2 sn s Sn+1 Asn

2
ASn 8 Sn+1

nous retrouvons donc la lére étape d'algorithme que Brezinski appelle

le O-algorithme et qui a également &té obtenu par Germain-Bonne [26] en effecd

(n)}_

tuant une extrapolation linéaire 3 partir des suites {Sn} et {52

I1 faut cependant remarquer que cette algorithme n'est plus un algorith-

p(n)

2 nécessite quatre termes de la

me de losange en effet le calcul de

suite initiale.

(n)
2

saine et sufgisante pour que ©

Théon2me 17 : 44 1ig © = 1ip S_ = S, alors une condition néces-
—ncoreme 1 & o n
;“) converge plus vite que S .. est que

. (n) ;
g o existe

(n)

Corollaire : silig® = lim s, = S, alors une condition néces-

2

saire et suffisante pour que e;n) converge plus vite que Sn+1 est que

AS
1ig 8 5T existe.
n A2s

n

Exemple : pour les troix exemples précédents ce nouvel algorith-
me avec bi“) = 1et cﬁn) =1 nous donne

1
1+ A(;—)
n
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n ex.1l ex.2 ex.3

] 0,933 0,99... 1,1388
-2 16 chiffres exacts

5 - 0,211 10 " 1,64461

10 - 0,209 1072 " 1,6u47

15 - 0,193 1072 " 1,64491
-2 .

20 - 0,185 10 " 1,64492

25 - 0,177 1072 " 1,64493

11.3.3 APPLICATION REPETEE DES ALGORITHMES DE TYPE ¢

I1 apparait intéressant d'étudier 1'application répétée des algo-
rithmes de type 02. Dans le cas de l'e-algorithme, cette premiére étape
s'identifie au A2 d'Aitken et nous savons que la mise en oeuvre de ce
procédé n'est pas dépourvue d'efficacité [50,53]. Pour cette étude nous

(n)

allons regarder le comportement asymptotique de Ael par rapport a

a5 et 4™
n 2

. Ces résultats débouchent sur des théorémes d'accélération

de convergence et des conditions d'application.

Théondme 1§ : 64 L'on applique Le 6,(b_, ai")) algonithme & une sud-
te de nombres rfels {s ) avee 2™ 7o ¥n
- 84 La condition de rEgularité A+b ~K_ ¥ o est vénifdide

Ae(n«fl)
alons lim

[o] ~
Lm — (ol Ko £ o)

m ~ X
Ael [4]

- 84 de plus ¢y © (Ko-bo-Ao) / (Ko-l) avec X_# 1 alons

(n)

AB AS 1-K
. lim n= e
—— ggn) K,
Ao(n) Ae(n)
: 2 1
. lim = 0
n
n a

1
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Démonstration : si nous avons la condition de régularité
aém»?) El(()n+1)
Ab t —

Ae(n+1) n+2 ASIN2 Asnﬂ ) (n)

1 z o+ D) G puisque a_ £ o

Aeilns 2y N ao ) a, wn ¥n

n+l AS AS n
ntl n
(n+2)
b, 8S B 8s .,

Ae(m-l) a(n+1) a(n-tl) Asn+1 AS a(n+1)
1 . o o ntl o
(n)y ~ (n+1) As (n)

Ae1 n+l Asn+1 2 _ ASn+1 nA2 ao

a(n+1) a(n) AS
o o n
8™ a4k b b
5 1 _ O o o o _ o
1lim VI X — = —
n-e 48 A +b -K k K
1 o o o o o
car A +b -K #o
() o
A(_)gn) Asn a(()n#l) a:)n) Asn
= (A _
1 n+l 1

'Ma s &M s m almt) o

1 - n__o© n n+l [] n -1
n) (n) (n) (n) AS
a, a ao ao n+l
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. (n) Aotk
puisque lim ey T e, T Tymg—— bour K #1
e o °
ael® as_ 1- K A4b K
=> lim - = = puisque Atb -X # o
e agn) Atb -K K oo

a0() ag 1-K

. - 1 n _ o

=> Um ——y= = ¢
al [

e

Ae(Qn) Aegn) Aagn) a§n+1) agn)
(n) ) Bt e T L
a a A8 A8
1 1 1 1
(n+1)
2
nous pouvons remarquer que si ey fo,=: i:z —;?;7— = bo
1
(n) ,.(n) (n) (n+1) (n)
A82 AOl . ASn+1 Ael s a1 AB1 -
a(n) a(n) a(n) Ae(n+1)
1 1 1 1
Ae(“)Ae(l") b
d'od lim =1-K +—=2-1:0
e (n) [} b
n a o
1
C.Q.F.D.

Dans ce théoréme nous pouvons remarquer que si Sn converge et si

(n)

le 6_-algorithme est régulier alors Bln diverge.

2

Théonéme 19 : 84 nous appliquons Le ez(bn, a,(("))-dgou',thme a une

suite (sn) de Limite S 84 e, o et A¥b K # o alons une condition

nécessaine et suffisante pour que (6;“) -8) = °(Sn+1 - 8) eat que
ae(™) Aegn)

lim _—T‘T— = 0.

n
e a
n 1
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Démonstration : il nous reste 3 démontrer la condition nécessaire.
adn) ae(n)
Si lim ——2———73%—- =0
Thao al
(n) ,,(n) (n) (n+1) (n)
62 Ael AS +1A 1 N a1 Ael )
(n)  ~ (n) (n)  pa(ntl)
! 1 3 1
ae(m) Ae(“) As aa(0)
N 2 1 . n+l 1
orc £fo= lim = lim +K -1
o (n) (n) °
e a nre a
1 : 1
(n) (n) ’ (n+1) , A
ASn+1 Ae1 - i ASn+1 bnfl a S +1 § n+l
(n) (n) () Z ) AS Y
a a a n
1 1 o
(n) (n)
82 88y 1
=> lim — A +b -K +X -1=o0
Z ) c, o oo o
N
or A+bo—K° 7o Ao+bo Ko
=5 ¢ = qui est la condition d'accéléra-
[ 1-K .
et Ko -1 #o o tion
C.Q.F.D.

Dans toute cette étude nous différentions le cas K =1 et K 71

il semble donc intéressant de connaitre la limite de A® Ml)/A(-)(n) ou

simplement de savoir si cette limite est égale ou différente de 1.
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De maniére générale nous obtenons

(n+2) (n+1)
a a
AS + 1 - 1
Ae(n+1) n+2 Ae(n+?) Ae(n+1)
2 - 1 1
Ae;n) agnfl) ain)
ASn+1 * (n+l) (n)
Ael Ael
(n)

si a; # o Vn nous avons

(n+2) (n+2) (n+2)
ASn+2A61 N al ) Ael
(n+1) _(n+1) (n+1) (n+1) (n+1)
Ael al a, al Ael
(n+2) (n) (n+1) (n+1) (n+1)
AO1 a1 Asn+l Ael N a1 ) Ael
a(n) a(n+15 AeTh)
1 1 1

~

nous obtenons 3 la limite 1'indétermination Pour lever cette indé-

0
5

termination il nous faut faire des hypothéses supplémentaires H2 :

™ =5 v

o [}
A
sn+1 - . -
S = Ko + en avec lim e " [¢]
n+e
K +e -b K -b
(n) _ o n o _, _ oo
c S —— =>c =
o K +e -1 [} K -1
o n [o]

b =c ¥n=> Aﬁ“) = o

Nous pouvons alors énoncer le résultat suivant :
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Théordme 20 : 804t {Sn} une sudte de nombres ndels. Si nous Lud
appliquons Le ©,(c,al™)-atgonithme vErifiant tes hypothdses HI et

84 -1 <K <1 K # o alors
(o] o

be ., Aegn+1)
- lim A“ =B =>lim ———— =K B
n4e en n+e A82

etdonc—1<K°B<1

Ce théoréme nous donne une condition suffisante pour itérer le 92-algo-

rithme.

IT.4 ALGORITHME DE TYPE 6 GENERALISATION AUX AUTRES COLONNES

N

La remarque faite a la fin du paragraphe II.2 nous dit que le passa-

(n)} a la suite {e(“)

ge de la suite {BQk S0

} peut &tre considéré comme un

cas particulier des algorithmes de type 6 Nous pouvons ainsi générali-

9"

ser les théorémes démontrés pour les algorithmes de type 6, aux autres

2

colonnes du tableau

Pour cela nous prendrors les notations suivantes

(n+1)
b(n) _ %
k = _(n)
a2k

(n)

REY ke d
k(0
32k

(n+1) (n+1)
(m _ "Pak-1 Y%
n

22k
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et nous nous placerons dans les hypothéses H3 :

lim bf(“) =b, #o fini Y% > o
v
lim cin) = e Foet fini ¥k > o
N>

(n+1) s (n+1)

2

1lim si 1 => lim
Lin 7—-n> K =1 K Lin S

(n)
1lim =
Lin K" <A

Nous pouvons énoncer un premier résultat :
Théoneme 21 : &4 nous appliquons Le e(bn, a}((")) a une suite (Sr") de
Limite S alons une condition nécessaire et suffisante pour que

L (n) (n) . '
lim 62k+2 = lim B2k est que :
n>e ne
(n)
lim kal = o.
e 864

Comme pour les algorithmes de type 8, ce résultat n'’est pas faci-

2
lement utilisable. Aussi nous donnons une autre condition de régularité

qui n'est qu'une condition suffisante :

Theondme 22 : i nous appliquons fe 8(b_, a™) atgorithme & une
sudite {sn} de Limite S. Alons

_ - - (n) (n)
Kj b A o =>1lim 92] 2 1:: 82J

n-hoe n
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Démonstration :

(n) (n)
o(m) L g(ne1) 2311 ALEY ' %y
?3+2 2j Aein) 23 7 (n+1) (ﬁy
2j+1 (n+1)
2] -1 Aein+15 Aei )
(n)
23 # o ¥n donc
(n)
2J+1 Ae(n+1)
a(n) 23
(n) - e(n+1) 25
2]+2 2j Ae(nfl) (n+1) a(n+1) Ae(n+17
25-1%%5 P25 A%
(n) (n) 28()
a?j 2] 23

d'ol la condition

C.Q.F:.D.

Nous pouvons donner un important corollaire.

Corollaire : si nous appliquons le 9(bn, ain)) algorithme 3 une
(n)
823-1 (n)
suite (Sn} de limite S. S8i { = } est bornée et si (62j } converge plus
. q a3
vite que {923 _} alors :
(n) lim g(n)

K: - b, # o => 1lim 6
i3 o

2542 s 23 )
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Démonstration : en effet la condition du théoréme 22 est Kj-bj—Aj £ o
or si'{eg?)} converge plus vite que {Oggt;)} le théoréme 18 nous dit que
Aeg?*l) Ae;?fi) aé?il
———J———?—-—JL——— > o et si {—717—} est borné A.=o donc la condition
n) n 3
a5-1 e a

s'écrit K.-b., # o
.

C.Q.F.D.

Maintenant nous allons généraliser les résultats d'accélération de
la convergence aux autres colonnes du tableau 8. L3 encore nous séparons
le cas ou Kj # 1 Vj et le cas des suites 3 convergence logarithmique
ou Kj = 1.

Théondme 23 : 84 nous appliquons Le 8(b,, a}((")) algonithme a La
duite {s }. S& K 7 1 alons

K:~b.=A. (m)

c, = <=> A6, = o(A

(n+1)
j Kj-l 2j+2 9 )

2j
Ce théoréme est une application directe du thoéréme 13. De plus
si la suite {Sn} converge vers S nous pouvons dire
Yz
Ki #l1log¢iz<j

P 3 < i .
Ki bi Ai # o Vi tel que 8 < i £ 3

K.-b.-A,
s T TR
J 3

Nous pouvons tirer du théoréme 23 un important corollaire.
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Corollaire : si nous appliquons le 8(b , ain)) algorithme 3 la suite
(n)
324-1 (n)

(Sn . S8i K £1,si (-7—5——} est bornée et si (02j } converge plus vite

que {6(n) } alors :

K.-b.

23 3 = (n) (n+1)
TR T Mayn o(88,577)
J
Démonstration :
(n) : (n).
{82j } converge plus vite que {62] 2}
=> A.=
a(?) Aj 0
2452) bornée
a;
K.-b,
donc la condition s'écrit ¢, YJ—Tl
]

C.Q.F.D.

Nous pouvons faire la méme remarque que pour les algorithmes de

type 6 . En effet nous comparons AG; 32 et Aegg*l) alors qu'il nous
faut 3 termes e;g), 8;g+1)et 62;’2) pour calculer 9§]12 ; cependant nous

pouvons affirmer que si Kj # o alors :

(n) _ (n+1) _ (n) - (n+2)
A92j’2 = o(A8 2j ) =»> Ae 2§+ = (A9 2j ).

La difficulté majeure pour ce type d'algorithme est la connaissance

des Ki et principalement nous devons avoir Ki 71,
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Bien que nous ne puissions vérifier 1'hypothése Ki # 1 pour

chaque i voici des exemples qui nous montre la puissance de ce type d'al-

gorithme. Lorsque K # 1 nous prendrons an) = bgn) =1
T ot
1 s = J S = 0,785398163397448
' n &£, 2.-1
i=1 “4
(o)
2n+l Sn+1 €
5 0,834 0,7855
9 0,813 0,7853983
13 0,80u6 0,7853981635
17 0,800 0,785398163395
21 0,7972 0,785398163397448

n .
2. Ou S, est divergente S = 1 -2)t/(ivD)

in
S = Log(3) = 1,098612288668
(o)

ntl Son+1 2n

1
5 0,506 10 1,101
9 0,375 102 1,09862
13 0,404 10> 1,0986123
17 0,503 10%  1,098612289

5

21 0,655 10 1,098612288669
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I1.5 STABILITE NUMERIQUE ET PROPAGATION DES ERREURS,

L'analyse des erreurs numériques surlbrdinateur d'un procédé récur-
sif peut &tre approchée de diverses manidres. En faisant de fortes hypo-
théses concernant la fagon dont les erreurs sont introduites il est possi-
ble d'obtenir de bonnes estimations de 1'erreur et de cette maniére d'ima-
giner un procédé de correction des quantités obtenues. Ceci a été fait pour
1'¢-algorithme dans [56] . De méme, en faisant certaines hypothéses con-
cernant la fagon dont sont introduites les erreurs, il est parfois possi-
ble d'utiliser la théorie algorithmidue pour diagnostiquer les conditions
pour lesquelles le calcul numérique est instable. Ceci se rencontre par
exemple dans le cas bien connu de récurrence linéaire d trois termes : ce
qui a été mis en oceuvre pour l'e-algorithme dans [57]. Enfin il n'a pas
été possible d'exploiter la théorie de 1'algorithme et il nous faut, en
adoptant une technique de perturbation linéarisée, se contenter d'un pro-
cédé qui donne une borne supérieure de l'erreur : ce qui est abordé pour

1l'e-algorithme dans [58 J.

Dans 1l'investigation présente il a été possible d'étudier le compor-
tement de l'erreur 3 l'aide du comportement asymptotique des quantités

calculées.

Supposons que, dans le tableau 6, nous introduisons une erreur

. (n) 121z (n) (n-1) ,(n)
relative 6k—1 sur 1'élément ek-l ; si nous notons 6k . 6k .
(n-2) . (n-1) (n) . R (n-1)
6k+1 N 6k+1 et 6k+1’ les erreurs relatives respectives de Gk )
(n) _(n-2) _(n-1) (n)
ok . ek+l N 6k+1 et ek#l’ les erreurs se propagent dans le tableau 6

de la maniére suivante :
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(-
inll) £212)(1*6£:12))
eifg ein-l)(1+6£n—1))
°£?;(1*6£fi) izll)(1+6£211))
in;l) ein)(1+6;n))
o i
e]((n+1)
s
Si 1'erreur eif; est suffisamment petite nous pouvons obtenir cer-

taines relations entre les erreurs :

(n 1)
(n-1) (n-1) (n) %=1
;] (146 ) =8 +
k k k-2 ( (1+6(n)) e(n 1)
(n-1)
-1
Aezn—lf
e(“'l)(1+6(n'1)) - 0(n) + k-1
k k-2 sfns eini
k~1 k-1
1
20"



(n)

: n
et si Gk-l
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est suffisamment petit :

1)

2

(n-1) e(n) (n-
e(n-l)(1+6(n-1)) -8 + A1 _ 6(n) k-1 “k-1
k k k-2 Ae(n-l) B [Ae(“’l)]
k-1 k-1
d'od la relation
g{n)

6(n-l) - 6(n) a)((n-l) . ) k-% ;
k k-1 ~1 n-1 n-1),2

8, fae k-1 ]

en raisonnant de la méme maniére nous obtenons les relations :

(n) , 4(m) (n) o
n) _ n n k-1
Gk - 6k‘l ak-l BZn$ [Aezn5]2
k k-1
(n)
6(n-2) - aén—?) (n-1) k-1 6(n)
k+1 -1 (n=2),, _(n-1),2 (n-2),2 k=-1°
Biey [80,_,7"17 Lae, ]
( (n)
) _ (n) _(n) k-1 (n)
6.0 = - a s
k+1 k-1 () () m.7  °k-1
°k+1“°k-1]2“°k b o
e(n) (n) (n-1) (n-1)
6)((n-1) T S PUSE I = S ®x
Tk+1 (n-1) (n)42 (n-1).2 -1),2
Ore1 Cag, _)) “6):1 1 [Ae‘((“ )
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De méme, nous nous intéressons aux erreurs absolues et leurs

(n)

propagations dans le tableau 6, Soit Ek—l l'erreur absolue faite sur

1'é1ément Giﬂi, si nous notons Ein-l), Ein), Ei:;z), E(;;i) et Ei:i les
erreurs absolues respectives de ein-l)"ein)’ 6£212), 6;:11), eiﬁi et
si Ei?i est suffisamment petite alors nous avons les relations suivantes :
(n)
(n-1) _ _ _(n-1) -1
B T % Lae(n- D2
k-1
E(n)
(n) (n) k-1
B30 [a6t™ 12
k-1
(n)
(n-2) _ (n-2) ( 1) F-1
Byl %% -1 n-2) 2 n-1) 12
a0 1 ¢ [ae ]
k k-1
(n) (n-1) (n-1)
El((n—l)‘ L - k-1, %k 3 E‘((n)
+1 (n){2 (n-1),2 (n-1)-2 -1
[Aek_ll [Aek_1 3 Lae, ]
E(n)
E]((n) - . a(n) (n) k-1
+ k [AeifiJQEAein)JQ

Ce qui nous intéresse ici, ce sont les erreurs qui se rapportent aux
colonnes paires c'est-d-dire le cas ol k=2p+1 dans les formules ci-dessus

ces erreurs dépendent des rapports

(n-2) _(n-1) 1 (n) _(n-1) 1
3 -1 -2 D2 % %1 T (w2
Las, LN Cae, ) 46, "]
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Certes nous ne pouvons pas calculer ces rapports, cependant si
1'on connait les Kj' il nous est possible de savoir comment se comporte

ce rapport, lorsque n tend vers 1l'infini ceci 3 1'aide du théoréme 18.

En effet si {eég)} converge plus vite que (85;32] et si Kj # 1 nous
avons :
1lim a(n—?) a(n-l) . 1 - bj
2j+1 23 n-2) (n-1)42 _ _
nhe [ABijl . Ae2j+l ] (bj Kj)(l Kj)
2
1im at® a1 1 - 1 3
2341 “23 aetm) aet™ 32 b -K " (1-x
n+e [ YA P j(bj j) ( J.)

Nous pouvons ainsi remarquer :

- si nous connaissons Kj i1 est possible de choisir bj de
tel maniére que ces facteurs ne soient pas trop grands

- dans la pratique nous ne connaissons pas les Kj cependant
nous pouvons dire que si ces facteurs sont petits la propagation de
1'erreur sera moins sensibles. C'est ce que nous avons mis en évidence
sur les exemples suivants :
f)n)=bo=letcc(>n)=c =1

nous appliquons le 8 algorithme avec b o
dans le premier exemple Ko > o dans le second KS <o
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-Dans ces deux exemples nous avons Ké = -Ko et c'est pour le cas Ké
négatif que les meilleurs résultats sont obtenus. Pour les autres colonnes
nous ne savons pas si Kj existe mais c'est pour une suite oscillante que

les résultats sont les meilleurs.
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cHAPITRE 111 ﬁ%;

APPLICATIONS AUX ALGORITHMES CONNUS

Au chapitre précédent nous avons étudié les algorithmes de type €
dans toute leur généralité. NOus avons obtenu ainsi des conditions sur
les suites b“, aﬁn), ce qui nous donne pour chaque suite une’famille
d'algorithmescapable d'accélérer sa convergence. Le but de ce chapitre
est quelque peu différent : les algorithmes sont connus, c'est-a-dire
les bn et ain) fixés, et nous donnons des conditions sur la suite, pour

que celle-ci soit accélérée par 1l'algorithme en question. Nous passons

ainsi en revue un certain nombre d'algorithmes connus.

II1.1 L'"e-ALGORITHME.

C'est 3 1'heure actuelle le plus puissant et le plus étudié des
algorithmes d'accélération de la convergence. Nous pouvons le considérer

comme une généralisation du 4% d"Altken.

2 . : s s
Le A” d'Altken consiste 3 transformer une suite {Sn} en une suite

(c;n)} donnée par :

2
E(n) - Sne2 5n 7 Sanr =g - 85, - 85 1
2 sn+2-2Sn+1+sn n+l AQS
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e(n) =5 _ Asn+1
2 7 "nt1 S

Sn Sn+1
ASn ASn+1
(n)
2 1 1
Asn ASM’1

Shank [50] a introduit et &tudié une transformation non linéaire
qui généralise le procédé 2 d'Aftken. Cette transformation ek(Sn) est

définie de la maniére suivante :

n+k n+2k
e (Sn) = - - |
[ Sn craereenes A Sn+k—1
2 2
sn+k*1 cenreenenn A Sn+2k_2

L'e-algorithme, di a P. Wynn [55] est un algorithme récursif qui
évite le calcul effectif de ces déterminants. Les régles de cet algorith-

me sont les suivantes :

e(n) =0 e(n) =S ¥n e N
-1 o n

(n) _ _(n+1) 1
1T el P o ReN TheX
Ck -ek
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nous avons alors :

M s e (s

Cet algorithme est un algorithme en losange déja défini au chapi-
tre précédent. Un fait trés important &galement est la connection de
1'¢-algorithme avec la table de Padé. Beaucoup de physiciens sont intéres-
sés par l'approximation de Padé, car ils obtiennent souvent la solution A
leurs problémes sous la forme de série de puissances, chaque terme de
cette série étant trés difficile 3 calculer ils emploient 1'approxima-
tion de Padé pour essayer d'améliorer leurs résultats et avoir le moins
possible de termes 3 calculer. Nous allons voir qu'il y a identité entre
l'e-algorithme et la moitié supérieure de la table de Padé.

»

Etant donndeune série de puissances f(x) = ) cixi il est possible

de construire,vsous certaines conditions, une suii;odouhle de fonctions

rationnelles de x qui seront notées p/q avec

p/q) = ==
g b;x
i=o
ptq . ® R
tel que [p/ql = } cix1 + ) d,x*
izo i=p+q+l

la fonction rationnelle [p/ql s'appelle approximant de padé de f(x). La

table a double entrée obtenue en plagant p/q a l'intersection de la

ligne q et la colonne p (q, p € N) s'appelle la table de Padé [43].

De nombreux ouvrages ont été écrits sur la table de Padé. Les plus importants sor
ceux de PERRON [uS] et WALL [52] et plus récemment [281. La connection

entre la table de Padé et 1l'¢-algorithme a été mise en lumiére par

Shank [ 1] et Wynn [s0].
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Théondme 23 : soit £(x) = J cix1 une série de puissances. Si on
i=o . n 5
applique l'e-algorithme aux sommes partielles de cette série Sn = f ¢ x
: izo
alors :

(n)

€2k

=[n+k /K]

La connectior entre l'e-algorithme et les fractions continues a été
mise en évidence par Wynn{61] . Enfin Brezinski a relié tout ceci 3 la
théorie des polynomes orthogonaux ce qui lui a permis d'obtenir d'autres

approximants rationnels que ceux de Padé.

Nous allons maintenant appliquer les résultats du chapitre I1 a
l'e~algorithme ainsi tous les résultats démontrer pour 1'e-algorithme
s'appliqueront aux approximants de Padé et aux divers &léments connec-
tés a 1'e-algorithme. Certains des résultats obtenus sont déjd connus
mais d'autres résultats importants sont nouveaux en particulier ce qui
concerne la convergence et l'accélération de la convergence pour les-

quelles nous avions jusqu'd présent peu de résultats.

Nous retrouvons ainsi la régle de la croix : propriété 2 du
chapitre II
ainsi que le résultat suivant : bien que 1l'e-algorithme soit un procédé

non linéaire nous pouvons dire

Propriété 3 : si 1'application de 1'e-algorithme a {Sn) et a
. . vezo (n) ={(n)
(aSn+b} fournit respectivement les quantités g et 2y alors
E(n) - ae(n) +b -(n) _ (n) /a

2k 2k €2k+1 T f2k+1
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Nous éllons, comme pour les autres algorithmes, &tudier le cas

particulier de la deuxiéme colonne soit le 4% d'Aftken. Cet algorithme

~

a été trés étudié, en effet le 42 d'ATtken est la premiére étape de nom-

breux algorithmes.

(n)_

2 S

Théondme 24 : une condition nécessaire et suffisante pour que ¢
¥n > N est que :

Sn =5 +ai” avec A 1

Démonstration : dans le théoréme 10 agl) = a§1)=1 Vi et Py =Py

=> § =S+A(1+p)"

Remarque : on voit que cgn) = S méme si |x] > 1, c'est-3-dire
méme si la suite {Sn} diverge, S est alors l'autre limite. Si |A] < 1
alors S est la limite de (Sn}. Si A = -1 i1 y a deux points d'accumula-
tion, S est la moyenne de ces points d'accumulations.

2

Th&ondme 25 : si on applique le A° d'Altken a une suite (Sn}qui

converge vers S et si :

1im Spa1”S

e §;:§—— = Ko # 1 alors

(n) .
(c2 } converge vers S plus vite que {Snfl)'
Démonstration : dans les théorémes 12 et 13 nous avons bn = o
ain) = agn) = 1 ce qui se traduit par
A(n) = o b(n) = 1et c(n) =1
o o o

Ko -1 (n)

donc CO=T°—-_—-1-=1<—> 62 -S=O(Sn*1—5)

C.Q.F.D.
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L3 également il n'est pas nécessaire que la suite converge pour

parler d'accélération de la convergence

Thion2me 26 : si on applique le procédé 42 d'Aftken 2 une suite
s 1 et si
AS
: ntl _
lim 4= = K, 1 alo#s

(n) _
bey " = o(ASn+1)

Démonstration : elle est évidente en appliquant le théoréme 14.

N

Nous avons écarté dans ces théorémes les suites d convergence

logarithmique c'est-3+dire telles que :

lim Sn*t'l_s _
no S -§
n
Cependant il est parfois possible d'accélérer la convergence de

ce type de suite : nous nous plagons d'abord dans 1'hypothése

in_.‘._l_.-..s.—l-fe a >
Sn-S n VeC &) now °
Théondme 27 : si, dans les conditions précédentes,
lim Asn+1 lim~en+l _
T -—= = a ¢ 1 alors

nso AS e e

n n
1im  _(n) _
ne 2 5

en ce qui concerne l'accélération de la convergence.
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H

e/""’}é:.

ThEordme 28 : si (cgn)) converge alors )

(~} { ;
lim 1, _ — (n), _ ! ) . Y
o 3G =0 = (M) 2o (s, - ®) n -3‘015»*}.-};
Démonstration : si la suite (egn)} converge, elle converge vers S

(Lubkin) et d'aprés le théoréme 15 : une condition nécessaire et suffi-

sante pour qu'il y ait accélération de la convergence est que :
€, 31 =1+ limh 03— ) d'ol le résultat
ne P

C.Q.F.D.

En général nous ne connaissons pas S dans ce cas les hypothésesv

AS
sont faites sur le rapport Asn+1 . Nous nous plagons donc dans 1'hypo-
. n .
thése suivante :
AS
n+l _ -
X 1+ dn avec lim dn =0
n
ThEondme 29 : soit S une suite vérifiant 1'hypothdse précédente
1lim _1_1__ r 1 <=> Asgn) = o (A Sn+1) de plus
n+eo 1+A(d—)
n
. AS_ AS
lim +_nll = 0o => lim c;n) = lim Sn
nrew A Sn T n-+ow
Démonstration : il suffit d'appliquer le théoréme 16 au cas
(n) _ _ (n) _
bo = 1, bn Zoetc = 1VneN

Nous pouvons également noter une nouvelle écriture du A2 d'Aitken :

Sn
A('A—S-—)

C(n) - n
2 A
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AS
Nous voyons que la seule condition est lim ~A2*1 1.
) new n
donc intéressant d'étudier
AE(2n+1) AE(2n+l)
lim —Tay~ ¢t en particulier le cas ol : lim —py— # 1,0
n+e Aszn n+o A52n

ceci afin d'étudier le D? d'Aitken itéré

I1 parait

avec l'hypothése faite :

(n) _ 1
88, AEl T K te
o n

4s
. n+l _ : -
Theor2me 30 : si - gz K te avecK ¥ lmoetlime =o
n N
. Aen 1 .
- lim existe
Ae
1 gad
Alors
AE(n+1) e Ae
lim 2 = K lim Nt ot 1im ntl
- Aeini o n¥® A n . Aen
Démonstration :
Ac(n+2)
1 1 (n+2), . "1
(n+1) ASn+2' (n+2) ~  _(n+1) (n+1) ASn+2A€1 1 n+l
Ae Ae Ae Ae bde
2 - 1 1 - 1 1
() - 1 1 T (n2) (n+1)
be, RO FYSY) (€)) bey (1), %1
Ae e AS Ae +1-
1 1 ntl 1 n
. 8e
1
nous allons d'abord étudier :
(n) 1 1 n
8 Ae ™ = AS [t - o] = 21
n 1 n ASn+l ASn ASn+1



Etudions maintenant

(n+1) -1 _ b 1 - n+2
bey 5 L Spgt 8S 41
M)y 1 1 - ’ as
A -
El E:;I -Eq n+2 1- n+l
n
(n+1) N
bey 1 1K en+1
AE(ln) K te ., 1-K -e_
d'ol
TR B W0
ac{nt) 1-X -e K +'i mlrl-g +1e LR E
/ - o n+l o nt2 o n+2 o ntl
= K te_+2 .
Acini \_©° nf\’/'l-l(o—en*2 1 - 1§ 1w I 1-Ko-en+1
2 ) K te K te B 7=
o nt+l n+l Ko-en
(n+1)
A ) K =
E2 =(K o ﬂil Ko en+1 Ko+en+1 Aen+l x Ko en
A:;nj "o nt2 1-K°-em’2 K°+en+2 Aen 1—K°-en+1
AE(n+1) Ae
d'ol lim —?;Y— = KO . lim A ntl
nte A52 nse o

I1 nous faut donc & chaque étape des renseignements sur la suite d
accélérer pour évaluer ce rapport. Cependant pour parler d'accélération il
n'est pas nécessaire de connaitre ce rapport mais simplement savoir s'il

‘est différent de 1 et de 0.
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Théonlme 31 : soit {Sn) une suite convergente de limite S.
AS
§ n+l| _
Si lim i T 1 alors :
n-e n
+
Ae(n 1)
i i é == < <
lim| ———| existe et est égale a a a, fa <1
ne= Ae2
Démonstration : elle est évidente 3 la suite du théoréme précédent
Ae
si lim existe elle est inférieure ou égale 3 1

n-+o n

2 F 2 2 = Vg oF
Ce théoréme est intéressant pour 1l'étude du A" d'Aitken itéré en

(n+1)

ASn+1 AkEQ
effet lim 7S < 1 et si 3 chaque étape k/1lim ey e existe le
n-+e n N Ak€2n
42 4'AZtken accélére la convergence.

Nous allons nous intéresser maintenant aux autres colonnes du ta-

q . (n) (n)
bleau ¢ et en particulier le passage de (EQk }a (E2k+2}
AF(n+1)
. o i 2k _ ., (n) _ (n+1)
Théongme 32 : si lim O 7 1letsiane, =o (A£2k~? )
n+o  Ae
2k
alors une condition nécessaire et suffisante pour que :
(n) _ (n+1)
BeEsen O (AEQk ) est que :
. (n) , (n) _
1im A€2k+2AE2k+1 =0
N3
Démonstration : c'est 1'application directe des théoreémes 18 et 19

Nous donnons maintenant le résultat de plus important de ce paragraphe en ce

qui concerne la convergence et 1l'accélération de la convergence :
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Théordme 33 : Si pour k fixé
c(n) converge vers S
2k
(n+1)
- lim ——%%7—— = a # o avec a <1
e Ae
2k
(n) . (n+1)
- €,  converge plus vite que e, 5

(n) s ; (n+1)
alors 62k+2 converge vers S plus vite que €ox de plus si
I e (n+1)
lim ——25:2— existe et est égale 3 alors < a <1
e actn) ) g sl fe1 5 % :
2k¢2
Démonstration : il suffit d'appliquer les théorémes 22 et 23 ainsi

(nt+1)
converge plus vite que €2k 2

que leur corollaire en effet si e;:)
alors Ak =

I1 nous reste donc d& démontrer que 3, €3 si a1 existe

(n+2) ; 1 1
(nt1) D%k (n+2) = , (n+1)
€ x+2 beorr  BExe1
aelm) (n+1) + 1 )
2k+2 (n+1) Ac(n)
2k*1 2k+1
Ae(n+2)
pent2) , (nt2) o 2k+l
pc(ntD) ac(ntl) 2k f2k+1 PREIY
2k+2 2k+1 2k+1
e (n) A (n+2) E(n+1)
2k+2 f2k+1 aelntD) p (ntl) o 2kl
2k 2k+1 A n

2k+1
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Si nous posons

AE(nfl)
(n) _ , (n+1) (n+1) 2k+1
Te Tt TPy
2k+1
nous avons lim T(n) = o si E(n) converge plus vite que c(n+1) de plus
B k 2k+2 2k
T(nfl)
. . . . g . (n) _
81 a existe alors lim existe et puisque lim T o
k+1 Mo (M) k
Tk Tireem
T§n+l)
1im sVl 1
ne "
k
donc 8,4 € < 1.
Ce théoréme est tres intéressant en effet
- 8i {Sn} est une suite convergente de limite S
AS
5 5w n+l| _
- si 1lim 53 = ag £ 1, avec a < X
n->o n
Ae(n+1)
- siVj=1,2,...,k lim _—%%T—— existe alors d chaque
ne AEQ.

(n) }

étape il y a accélération de la convergence vers S, de plus {€2k*2

converge vers S plus vite que {5;:+15.

Nous pouvons également donner une nouvelle écriture de 1'e-algorithme.

c(n+k-l)
<1
izo € n#k-1)
e(n) - 2i
2k+2 k 1
.z (n+k-1)
izo At2i
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111.2 LE » -ALGORITHME,

Le p-algorithme consiste d faire passer ume fraction ratiomnelle
d'interpolation, dont numérateur et dénominateur sont des polyndmes de
degré k, par les 2k+l1 couples de éoints (xn’ Sn)”"’(xn+2k’ Sn+2k)
3 1'aide d'une formule d'interpolation de Thiele (voir {40,41 ) puis &
calculer la valeur de cette fraction ratiomnelle lorsque n tend vers 1'infini
Définissons d'abord ce qué sont les différences réciproques d'une fonc-

tion. Soit une fonction dont on connait la valeur Sn en un certain nom-

bre de points X

pefinition 5 : on appelle différences réciproques les quantités

(n) _
Py = Sn ¥n ¢ N
(n) _ *n 7 *n41
1 n _ n+l
o 8
(m) _ *n " *av2 (n+1)
I CY R CS VI
1 1
o(m - n *ntk ,(nt1)
k p{n (n+1 k-2
k~1 k-1

On démontre que la fraction rationnelle R(x)dont numérateur et
dénominateur sont des polyndmes de degré k et telle que R(xp) = Sp pour

P=D,...,n+2k se met sous la forme
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(n)
P2k

Par conséquent nous avons lim =
( x-)‘ﬂ)

n . . R -

o~ comme approximation de la limite de 1la

(n)

suite {Sn} lorsque n tend vers 1'infini.,. Le calcul de o2k

ce qui donne l'idée de
prendre cette quantité p
s'effec-
tue 4 l'aide de la forme étendue du p-algorithme qui n'est autre que le

calcul des différences réciproques :

(n) _ o p(n) =g

Py = o n Yne N
(n) _ (n+1) . *nek+1™%n
Pr+1 T Px-1 (n+1) _ (m)

" "

On voit que la structure de cet algorithme est analogue a celle
de l'e-algorithme et que 1'on peut construire un tableau identique au
tableau €. Le p-algorithme a été utilisé pour la premiére fois comme
transformation de suite 3 suite/afin d'accélérer la convergence, par
Wynn [63] mais en se restreignant aux choix x =n Vn € N. Dans certains
cas il est préférable d'utiliser un autre choix pour les abscisses. Ainsi,
si 1'on applique le p-algorithme 3 la suite des approximations de la -
valeur d'un intégrale 3 l'aide de la formule des trapézes avec des pas
hn = H/2" il semble judicieux de prendre X, = l/hz. On obtient ainsi une
méthode proposée par Brezinski [14]). En utilisant un résultat de Gragg on
montre que l'erreur est identique & celle faite par la méthode de Romberg
mais avec un certain avantage pour le p-algorithme.

Sur l'extrapolation rationnelle on pourra consulter les références

[16, 37, 54].

Le p-algorithme est peu utilisé en pratique sans doute 3 cause du
manque de théorémes de convergence le consernant. Nous allons ici é&noncer
certains résultats de convergence ; mais avant cela nous donne quelques

propriétés :
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z

Propriété u :

k-1 k-1
1 Sn * X Sn .. X X Sn X, Sn
1 S X X .S xk S
(n) n+2k n+2k n+2k " n+2k st n+2k “n+2k
P *
k-1 k-1 k
1 .
Sn Xn X Sn Xn Xn Sn xn
S .

b Speok *neok XpeokcSneak cerereeereees X
Thiondme 34 : si on applique le p-algorithme a une suite {Sn)
telle que :

sx+a xk°1+...+ak
- n 1n
S = alors
n < 4b, X4+
n 1"n k
(n) _
Py T S Vn
Propriété 5 : si ltapplication du p-algorithme 2 (Sn) et 3 (asn+b}
fournit respectivement les quantités pin) et Bin) alors :
-(n) _ (n) =(n) _ (n)
ok T APy *h Py TPyl 2
aSn+b
Si 1'application du p-algorithme a (Sn} et 3 (zg—;a} fournit
n
respectivement les quantités oin) et Ein) alors :
(n)
-(n) . ap g +b
Pax )
P oy +d

Nous allons maintenant étudier le cas particulier de la deuxiéme co-

(n)

lonne Py que nous appelons le oz-algorithme.
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Théon&ne 35 : soit S, ure suite convergeant vers S. S$i lim Axn#l/Axn

existe et si

lim "ne1 " = a_ ¥ lim ot alors
s -8 o Ax
n-+e n o n
pgn> converge vers S.
Démonstration : évident d'aprés 1l'écriture de cette premidre étape.
Comme au chapitre précédent posons :
(n+1)
b(n) _ 4 - Axn+1
° a(n ax
o]
(n)
a b3 X Ax
C(n) -_1 _ 'nt2 n _ _ntl 1= b(n) +1
° a’” - X Ax °
(<] n+l n n

et nous faisons les hypothéses

1m b - p
pow  © [<)
1lim c(n) = c
e © o
n+l s

1lim —————— = a
n* S - §

dans ces conditions nous pouvons dire :

Théordme 36 : si
-a £1,0
- b :_1_
o a
- =2 4
o a
Alors o(n) -S= (g -9
2 n+l *
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Démonstration : nous appliquons les théorémes 12 et 13 ainsi que leur

corollaire : une condition nécessaire et suffisante d'accélération est

b - a, 1
i1+b = L0 = b = —
<] o a
1-a [}
o
d'old c =1+ L
[ a
[}
C.Q.F.D.

Contrairement 3 1l'e-algorithme, il nous faut, pour le p-algorithme

(n) _ ASn
° ASn+1

(2n) = .gn) nous retrouvons donc

connaitre a - Il peut venir d 1'idée de prendre b les conditions
du théoréme sont remplies, dans ce cas p
1l'e-algorithme.

L3 encore nous avons écarté le cas a_=1 cependant il est possible

S ~ S
. s N s oy + -
avec P-algorithme d'accélérer ce type de suite. Si lim %—l:—s—- =a = 1
ne n

ce qui conduit 3 b = 1et ¢, = 2 qui est le oz-algorithme simplifié de
Wynn. Cependant ceci ne veut pas dire que le b,;algorithme simplifié

accélére toutes les suites telles que a = 1. En effet supposons que :

S - S
+
ntl = 1+e_ avec lim e = o
s -8 n n+e T
n
e
ThEondme 37 : Si 1im en+1 # 1 alors lim p;n) =8

nre n n-e
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Théondme 38 : soit (Sn) une suite convergeant vers S. Si
Ax
: +1
1im (e_lnAxn el ) = 1 alors p;n)-s=o (Sn+1_5)'
ne n n n+l
Démonstration : c'est une application directe du théoréme 13 qui donne

la condition suivante :

Ax
c_ =2 =1+ lim (-L-— ntl 1
e Ax e

n+eo n n n+l

C.Q.F.D.

Ce théoréme nous donne des renséignements sur le p_-algorithme

2

simplifié de Wynn ; en effet, cet algorithme accélére la convergence des

suites 3 convergence logarithmique vérifiant les conditions :

en+1
lim P 1
p+®
lim A((—}-) = -1
n-e n
®n+1
Maintenant nous nous intéressons au cas lim S = 1 ol encore
N n
AS
. n+l _ P
lim IS = 1 ce que nous écrirons sous la forme :
n+e " n
AS
+1 .
=2 -1 +d avec lim d_ = O.
AS n n
n N

Pour donner un résultat d'accélération de la convergence nous devons

nous placer dans les hypothéses suivantes :

I R T T,
© o] © ]

ce qui est le cas du p-algorithme simplifié de Wynn.
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Théondme 39 : . dans les hypothdses ci-dessus. Si :
ii: ~———l——if = 2 alors
1+ A=)
n
(n) _
Ap2 0 (ASn+1)
Démonstration : c'est une application directe du théoréme 16.

Nous nous intéressons maintenant aux autres colonnes du tableau p.

Nous posons pour cela : en reprenant la notation du chapitre II

(n+1)
p(0) . 22k
k ~ _(n)

32k

(n)
c(n) 2k+1
k a(n)

2k

a

et nous nous plagons dans les hypothéses suivantes :

: 2 - -
llmT-ak Vk-O,l,...
2k

Considérons le passage de la colonne 2k 3 la colonne 2k+2.
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Théondme 40 : si
-{(D;E)} converge vers S plus vite que (p;;+;)}
(n+1)
. 2k
- lim = |a | <1
fiven Apini k
2k
(1 -a.)
Th Tt - 2k+1 [ N 1]
- (‘l-ao)
- ¢ =1+ = e
X El 1T
)
(n+1) s
alors {92k+2) converge vers S plus vite que (o } de plus si
gt
lim 3 = existe alors |ak*1| € 'akl < 1
n+e 0
2k+2
Démonstration :
(n+1) B
p(m . %2k _ %n+2k+2 ~ *ntl
k ~ () " x - x
ay, n+2k+1 n
(n) _ "n+2k+1 Axs
by B o b Lt
n+2k+1l "n n+2k+1 n
(n)
c(n) - F2k+1 - *n+2k+2 *n - B4 2xe1 % i
x N
2k n
Ax
(n) (n) n
! = AT . A
d'ol oY bk +

Xn+2k+1 *n
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ci nous appliquons le théoréme 14 et son corollaire :

Ax a, ~b
o = b +lim — :ak_lk
N n+2k+1—xn k
Ax
notons T = lim X -
n* “nt2k+l “n
=>b =1+ T[=- 1]
K Tay
c, =1+ z
k a
L 1 1 .
T=Um — e x .
nre z n+l 1+ N bl
£ bx L_ [°)
izo n i=1

1 Z s :
et nous avons bo ¥ 4 bour assurer 1l'aceélération du 02-algor1thme.
o

’Ce théoréme nous donne la condition que doit vérifier b et ¢ d chaque

étape pour qu'il y ait accélération de la convergence. Cependant ceci est

difficilement vérifiable car il faut connaltre les ay.

Remarque.  Si a; = 1Vj eN le p-~algorithme simplifié vérifie les conditions

d'accélération mais ceci n'est qu'une remarque et non une démonstration car

nous appliquons un théoréme donc l'une des hypothéses est ay £ 1.
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Enfin nous pouvons donner une nouvelle écriture du p-algorithme

—é(n+k—i) (n+k-1)

)i A 2i Poi . Z(n-rk—' (n+k- 1))
i pp0tk-1) 2i+1 %21
(n) _ 21
2k+2 ~ 'k o (n+k-1)
2x
A
.Z (n+k-1)
i=o A02 J
s (n) _
ou a.k 2 Xl X, Vk et n € N

I11.3 GENERALISATIONSDE L'¢—ALGORITHME

La seule différence entre les régles de 1l'e-algorithme et du p-algo-
rithme est l'introduction d'une suite de paramétres {xn}. I1 est donc ter-
tant d'essayer d'introduire également des paramétres dans l'e- dlgor-;rme
Ceci a été effectué de deux fagons qui aboutissent & deux généralisations

~de 1'e-algorithme

ia premiére généralisation est la suivante :

(n) _ (n) _ S

€., T ©° €5 T o pour n €N
Ax
(n) _ _(n+l1) n
B3 S S U CES VI E nk €N
k k

Nous allons donner quelques résultats théoriques : nous définisscns

d'abord l'opérateur R : soit f une fonction des n quantités Sp ,...,Sp et
1 n
posons r_ = 8S_/ Ax_ alors :
n n n

R f(S eesS ) = f(r_ ,...,v )
Py’ Py PR,
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- R est une généralisation de.l'opérateur & que 1'on retrouve si Axn = 1.

.

Théoneme 41 : on a
v evsessssce V
n n+
Rvn teareeeeen Rvn+
K LS
R Vo sesesssass R Vo+k
(n)
2k
Axn ceeamenean Axn+k
Rvn seerssenee Rvn+k
k k
Riv.  eeeeaiin ROV
et
Axn ceseeesonn Axn+k
2
R Yo veesessses R Vo+k
Rty L R
n ntk
(n) _
e =
2+l Rv R 114
n n+k
k+1 - k+1
R vn crrseeress R vn+k

Nous pouvens tirer de ce résultat la forme des suites {Sn} pour

lesquelles cette premiére généralisation donne le résultat exact.
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. s 2 . J n
ThEonlme 47 : une condition nécessaire et suffisante pour que egh) =S
e ————————— 4.9
Vn > N est qu'il existe @gsee >3y DO tous nuls tels que :
k .
i
a(v. -S.x)+ | a, .R' v =o vn > N.
o n n j2, 1L n

Nous pouvons tirer du second chapitre les deux résultats suivants :

Propriété 6 : si 1'application de la premilre généralisation de 1l'e-al-

gorithme & (Sn} et x {aSn+b} fournit respectivement les quantités ein) et

Ein) alors ‘
-(n) _ _ _(n) -(n) ~ _ _(m)
Sk T3k TP a1 - Saker /2
Theonéme 43 : une condition nécessaire et suffisante pour que
s(n) =S ¥n > N est que :
2
n-1
S =S+A T A, avec A, = 1 + ¢ . 8x,
n . i i i
izo
Démonstration : . dans le théoréme 1C aél) = agl) = bx,
n=1
- - _ 1 -
Py = c. bx_ et p. = c. Axi ouc = gpets = S+ A . 120 (1 + c. Axi)

Nous allons étudier maintenant la convergence en particulier nous

faisons d'abord 1'étude de {sgn)}.
Notons :
Ax.
(n) _ “n+l
bk Sl ¥n, k € N
n
cin) =1 Vn, k € N

et nous faisons 1'hypothése suivante :

1im bf(“) = b

nre

k



Théondme 44 : soit S, une suite convergeant vers S si :
-S
1im 2. 71,0
poe S-S °
n
- b #a R
alors lim e;n) =8

n-ee

si de plus bo = 1 alors :

eé“)-s=o(s - 9S)

n+l

Démcnstration c'est une application directe des théorémes 12 et 13 en

effet A=ob #a => lim S = lih ™ = g
°© o) o n 2
a —b n+e n-e

N S ¢ YN 3
et e = 5.1 = 1 <=> b =1 <=> (e, 8)=o (8 ,,-8)

C.Q.F.D.

Nous pouvons supposer un procédé itéré de cette premiére généralisation

de 1l'e-algorithme et & chaque &tape changer la suite auxiliaire X I1 est

n+l
Aep
alors nécessaire de savoir si : lim T existe et si cette limite est
n+oo Ac2
strictement inférieur 3 un.
ThEondme 45 : soit {Sn} une suite convergente vers S. Si :
. ASm'l _
- lim s=—— =3 Foave |a| <1
4s © o
o n
- bo =1
AE(Ml) |
alors : si lim = . < 1.
N i 3-»» Z—C—(—S—- a, nous avons lall £ [aol

2
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Démonstration : si bo=1 et laol < 1 alors {e;n)} converge vers S plus vite

que Sn+1' Dans ce cas nous pouvons mettre

Ae(n+l) AE(n+1) T£n+l) -
—(@y — Sous la forme AN ) ol lim Ton = o dans ce cas si
Ae Ae.” T -
2 1 [}

As;rnl) l l Térﬁl) l
lim existe et est égale 3 a, alors Ja.| = |a | . lim {———| < la
N+ AE(n) 1 1 [e] n :T(n) o

2 o

C.Q.F.D.

Ce théoréme nous donne une ¢ondition pour que l'application itérée de

la premiére généralisation de l'e-algorithme accélére la convergence & chague
g g

a
étape. En effet si iaO] <1, bozl et si nous notons ke;n) : 1'application

itérée k fois de cet algorithme,une condition pour qu'il y ait accélération a

1tétape k est que : ¥j=1,...,ksl

A.egn*l)
1lim —1—7—7—— existe. Nous pouvons étudié la suite Axn pour que cette con-
n+e Aj52n

dition soit vérifiée.

Nous avons, écarté, dans les théorémes ci-dessus, le cas d'ure suite
3 convergence logarithmique, c'est-d-dire lorsque ao=1. Cependant il est

possible d'accélérer la convergence de ce type de suite. Pour cela nous fai-

S_..-S
sons 1l'hypothése suivante : —%1f§~ = 1+e avec lim e = o.
n
Theondme 46 : soit {Sn} une suite de limite S vérifiant i'hypothidse
précédente, alors
e 3
b, = lim ntl
e (n)
<==> = -
i € S=o (Sn+l S)
lim (-i-- ntl -j;-) )
e Ax e -

ne n n n+l



81
Démonstration : ce théordme est une application directe de théoréme 15.

“Nous nous intéressons maintenant aux autres colonnes du tableau €. En

particulier nous &tudions le passage de la colonnes 2k 3 la colonnes 2k+2.

Théontme 47 : soit une suite {S_ } qui converge vers S. Si {egi)} converge

+2)
vers S plus vite que {82k 5 } alors

- — . (n) _
bk = b° £ a = lm ey 0 ° s
oo

Démcnstration :  c'est une application directe du théoréme 22 et son corol-
laire.
Théoneme 48 : soit {Sn} une suite de limite S, Si
Ae(n+1)
- lim ——%57—— = lak] <1
nre Ae,n |
2k
- {e } converge vers S plus vite que (egz+;)}
_bk:bo:l
(n) . (n+1) !
alors (62k*2 S) = o (e - 3)
E(n+1)
de plus si lim 2k+2 .
aoo ;TTET_. existe alors !ak+ll < |ak[ < 1.
€ok+2
Démonstration : en effet si fa | < 1 et (e(n)-S) = (“+l)—s) alors A =o
Demonstration " €2K-2 A
— (n) _ o1 o= 21 =
dans le théoréme 23 or 3 £ b => ilm Cone2 © S et bk—l => ck-l =>
52232 - S =o0 (e §£+l)-5) de plus dans ce cas nous pouvons mettre
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Aséﬁii) Aeé::i) T£n+l) ()
&y sous la forme ~Tnt2) * Ry avec 1im 7.7 = o
(n n+2) (n) k
Ae Ae T nee
2k 2k k
Ae(n+1)
alors si lim __%E}g. existe alors
e Aesl
2k+2
(n+1)
k
i [ <fal .lim |1 ¢ laf <1
3+l 3 . Tin) k
C.Q.F.D.
) Pae(n+1)y
Ce théoréme est important en effet si laol < letsiVjlim —~T%T——f
n+® A€25 |

existe alors la premiére généralisation de l'e-algorithme accélére la con-
N

vergence de la colonne précédente 3 chaque étape. Il est sans doute possible

d'étudier la suite % pour qu'il y ait existence de cette limite.

Nous pouvons enfin mettre cette premiére généralisation de 1'e-algorithme

sous la forme :

(mk-i)]
; Axn+k-i .vezi .
A -
ito . R (ntk-1)
(n) - €23
€2k+2

A€21

k Ax_ .. . 3
5 A n+k-1
o (n+k-1)
i N
La seconde généralisation de l'e~algorithme est donnée par :

(n) _ (n) _
€, =o € = Sn Yn eN

E(n) - E(n+1) N Axn+k
k+1 k-1 e(n*l)_c(n)
S k

¥n, k e N
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I1 n'a pas été possible d'obtenir, pour cette seconde généralisation des
résultats analogues aux théordmes 41, Y2. Cependant nous pouvons énoncer

certains résultats :

Propriété € : si 1l'application de la seconde généralisation de 1'e¢-algo-
(n)

rithme a {Sn} et 3 {a S, * b} fournit respectivement les quantités g et

Ein) alors :

-(n) _ (n) -(n) _ _(n)

€k @€y *D ©2k+1 = S2ks1 /@
Démorstration : il suffit d'appliquer la propriété 1.

Nous pouvons également donner les suites pour lesquelles la premiére

- étape de la seconde généralisation de l'e-algorithme fournit le résultat

exact :
Théonéme 49 : une condition nécessaire et suffisante pour que e;n) =S
¥n > N est que :
n-1 1
= + A . > LT
Sn § Fj i Vo > N avee Al 1+C.Ax,
izo i
Démonstration : d'aprés le théoréme 10 nous obtenons les suites de la forme :
L) RS
S =S +A . = . =
L =S ;}o (l+p1) avec p_ 5 et o5

i-1 . .
B+.Z (ag])—aij))
J=o

dans le cas présent nous avons :

bx

o .
= -=— S1 nous posons ¢ = -
s B posor

.
Ax _+B
o
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[y

+

Ll
[}

o ~ Itc.hx
o

X, X,
1+ Py 7 1+ i-1 - =1+ B+Axl- X,
B+_Z (bx;=bx, 1) ° 3
j=o
1+p, = —t d'ol le résultat

i 1+c.Ax,
i

Nous étudions maintenant la convergence de cet algorithme ; pour cela

nous posons @

(n) _ Yoent1 _ (n)
b T T %
n+2k

et nous faisons 1'hypothése

.o (n) _ oo {n) _
1im bk = lim S = b

e n-wo

k

(n)
5 3

Nous étudions d'abord la premiédre étape de l'algorithme soit {e

Theondme 50 : soit §, une suite de limite S si :
AS
. n+l _
- lim 5= T a £1,0
Tioe
-b =a
o o

alors lim egn) s
n-or«

si de plus bo=l alors :

(n) . _
€, -S = o (Sn+l-S)
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Dénonstration : c'est une application des théorémes 12 et 13 en effet A =0

-b
_ . (n) _ ,. - - _%7% _ o =1 e
bo 4 a, => lim €, = 1lim Sn =S et e, = bo e <=> bo—co—l <T==r>
n--ow N (o)
(n) - _
(52 S) = o (Sn+l S}
Cc.Q.F.D.

Nous pouvons imaginer une application itérée de cette seconde généralisa-

tion de l'e-algorithme et & chaque étape changer la suite auxiliaire X I2

n+1)
nous est alors nécessaire de savoir si 11m l existe et si cette limi-
te est strictement inférieure 3 un :
Théondme 51 : soit {Sn} une suite de limite S. Si
AS
-~ lim ASh+l =a #oavec la | <1
n—e n
-b =1
[
AE(n+l)
s 4 2
alors si lim = a. nous avons Ja | ¢ |a | < 1.
(n) 1 1 o
n-re  Ag
2
Démonstration : si bo = 1et ]alj < 1 alors {egn)} converge vers S plus vite

que (Sn+l}' Dans ce cas nous pouvons mettre le rapport

AE(n+l) (n+1) (ﬂ+l)
2 S 4 .

—{ny sous la forﬂe ——1315— (n ou lim Tén) = o dans ce cas si
.

c.E,) N>

2z O

(n+1) (n+1)

1in 2 la,| = lag)] 7——~' la |

im ———— existe alors |a,| = |a lim a,
Do Aeén) oo e 1"

C.Q.F.D.



86

Donc si nous notons kegn) la premidre étape de l'algorithme itérée

k fois, pour avoir accélération de la convergence il suffit que :

- la <1
A,e(n+1)
- et de construire X, pour que les limites de ZlETET_- existent
j 2

quel que soit j.

L3 également nous avons écarté le cas a =1, il est cependant possible

d'accélérer certaine de ces suites par k deuxiéme généralisation de 1'eal-

S .4-S
gorithme. Posons alors ——= = 1 + e_ avec lime_ = o.
S -5 n ot
n n>e
Theonéme 52 : soit (Sn} une suite de limite S et vérifiant 1'hypothése
ci~dessus, alors :
e \
. +1 |
be = 1im —2—— I
n* (n)
<=> -8 -
€, -8 (S‘ml s)
A A
S TO! | *ne1 2
lim i =1 4 lim (;—-- Y z———)
n*e n n*e n n n+l
Démonstration : ce théoréme est une application directe du théoréme 15.
Cn+1
Nous pouvons remarquer que si 1lim =1 la condition devient
hotagd en
“n+1 1 Axn+1 1
b = lim et lim &~ - 50— ——) = o.
o e Ax e
N+ n n*e n n n+l

Nous nous intéressons maintenant aux autres colonnes du tableau .

o s (n)y 5 ,.(n)
En particulier le passage de {E2k }a {€2k+2}.
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n)
ok } converge vers

Théondme 53 : soit une suite {Sn} de limite S. Si {e

: (n+1) .
S plus vite que {s2k_2 } alors :

(n)

€oxe2 - S

b =zb #a =>1lim
X [) k N

La démonstration est analogue d celle du théoréme u47.

Théondme 54 : soit (Sn} une suite de limite S. Si
A (n+1)
. €2k
- lim NG = [a | <1
e .Aezz) i k

(n+l)}

(n) .
- {E2k } converge vers S plus vite que {€2k-2

k o]
(n) .
1 - = [ -
alors (e, ' = 8) = o (S ., S)
AE(n+1)
s oqs 2k+2 : 4
i < <
de plus si i*: z;z?s——- existe et est égale 3 lak*ll alors |ak+1| |ak[ 1
2k+2

~

démonstration analogue 3 celle du théoréme 48.

L3 encore la seule condition restreignante est l'existence des limites
(n+1)
ACQ%

e —th—

AEZ}

Nous pouvons enfin mettre cette seconde généralisation de l'e-algorithme

sous la forme

(n+k~1i)

§ A Axn+k+i 21

izo Ae(n+k’i)
E(n) 21
2k+2 [

E . % yx4i ]

L (ntk-1)

izo Ae2i J
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Voici deux exemples qui montrent l'efficacité de ces algorithmes dans

certains cas.

Exemple 1 :

S =1+ 1/n suite d convergence logarithmique
x = Log (1+n) ; cette suite auxiliaire vérifie les conditicns des thécrd-
mes L6 et 52

on obtient :

537 = 1,027 egz) = 1,004 avec l'e-algorithme
egg) = 1,000008 avec la premidre géréralization
eéz) = 1,00000002 avec la seconde généralisation

Exemple 2 :

= 1 -
Sn = nosur -et x = log (1+n)

S,, = 0,99987 eég) = 0,9999938 avec 1% -algorithme
egg) = 1,0000000027 avec la premiére généralisation
elo) - 0,99999999976 avec la seconde généralisation

36
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CHAPITRE [V

ETUDE DU PROCEDE @

Le procédé q est un procédé d'accélération de la convergence qui a
été énoncé et étudié par BREZINSKI [3,66]. Les transformés obtenus s'écri-
Vent sous la forme d'un rapport de deux déterminants ce qui rend leur
évaluation difficilel Nous donnons ici un algorithme récursif permettant
le calcul de ce rapport ; cet algorithme est calqué sur l'algorithme Gn
(36, 44, 45]. Cette nouvelle formulation nous permet une étude de la
convergence et de l'accélération de convergence du procédé q. Enfin nous
appliquons les résultats obtenus au calcul d*intégrales impropres et &

1l'e-algorithme.

IV.1 NOTATIONS ET PRELIMINAIRES.

Nous pouvons considérer le procédé q comme une modification de la

transformation de Shanks. Il peut &tre défini par le rapport de deux

déterminants :
Sn xn cesrsanan xn+k
T ' X
n+l n+l ntk+l
ntk+l nekel U Xn+2k+l
ey (28,) =
Axn Axn+1 ........ Axn+k
Axn+1 Axn+2 [P Axn+k+l
B s BRppgar cereeeee n+ 2k
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ol Sn est une suite de nombres réels et X, une suite auxiliaire.

Pour calculer ce rapport de deux déterminants nous allons le transforrer.

Pour cela notons :

Sn Ceeeeraaaee Sn+k
X, Cresar e Xk
Xkl Tt X iok-1
Gk(xn,Sn) =
1 1 Cesaerans 1
N AR Xk
X R
n ntk *n+2k-1

pour k > 1 et Gc(xn,sn) = sn.

Maintenant retranchant 3 chaque colonne la précédente dans le déter-

minant du dénominateur :

Sn Sn+l PR seen Sn+k
xn n+1 .. RN n'fk
Xokel Kok ccttrcotcrt Xnaokel
Gk(xn,Sn)

1 1 trernnee.. O

x R I B R )

n Axn Axn+k-l
Rotk-1 BRpgper ceeeeeer Xppoke2
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qui donne :
n Sn+l Sk
X tesesceeae
n n+l ' *nrk
¥otk-1 Xnek Ut Xpgok-l
Gk(xn’sn) =
Axn Axn+1 Axn+k-l
L Axn+2_ reraaann Axnfk
X ~ .. " he s e
B%ivx-1 *pn1 Foe2k-2
et donc
.
veers X
5, ntl croe Shexel 2 *n n+k
*n *nel T Foekel n+l Xne1 st Xpekel
nek  Fnek+l 777" Tne2kel Satkel Xnvkal 7T Fne2ial
. Gk+1(xn'sn) = i
Axn Axm’1 Axnﬂ( Axn Axn*l cesenan Axnfk
Axnﬂ creseerstases Axn+k+l Axm—l Axn+2 ceesaen Axnfk-fl
Axmk Xoykel 0t Moo Bxovk Dneker tottt &2k
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Nous obtenons :
G = b3
ko1 (XaS) = g (%8,)
et si nous prenons la suite auxiliaire x = AS_ nous avons

(n) (n)

= S 4 =
(85,8 ) = €41y OU Eg oy soNt les transformés de $  par

Gk+1
1l'e-algorithme.
Nous allons nous intéresser maintenant au calcul de GkT1(xr,Sr) et
pour cela nous nous inspirons de 1'algorithme de PYE et ATCHISON [42]. Danms

cette étude nous avons besoin d'un certain nombre de notations

- nous appellerons déterminant de Hankel d'ordre r le déterminant

n n+l n+r-1
n+l at2 7 Xpar
*ntr-1 Zpir 770 Xpsor-2
que nous noterons
(n) .
H [xi] pour r = 1,2,...
(n) _
avec HO [xi] =1

- nous appellerons déterminant de Hankel borcé d'ordre r le déterminant

n n+l n+r-3
W X R
n Yn n *ntl n+r-3
W b9 e X
n+l Ynr1 nt+l n+2 ntr-2

W X X X
ntr-2 Yatr-2 Fner-2 Cner-1 0 n+2r-5
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qQue nous noterons :

(n) Tuovoozg -
H." pour r 2 3

Wi ¥y %]

Définition § : soient {Sn} et {xn} deux suites de nombres nlels alons :

Go(xn,sn) = Sn ¥on=o0,1,2
e F; 3 '
G (x_,5.) = i = Vk=1,2,..
)
{x.] ¥n=0,1,2,...
H}((n+1) (x.] 5™ [:1 ! Ynol....
it Tk
%]
(24 Rk(xn’sn) = :

(n) {n+D
H Ix.]

*1

"

[xi] ¥k =0,1,2,...

Nous pouvons remarquer que pour k = 1 nous obtenons

S -8
n+l n

Gl(xn’sn) = Sn + ——
*nt1
X

1 -
’ n

qui peut encore s'écrire, en introduisant Rk(xn’sn)

S - S
Gl(x,s):s +_Ill__n__
non "1 - R (x,5)

1" "n’"n



Sy

GO(xnfl’

1 - Rl(xn’sn)

S ) - Go(xn,Sn)

n+l

ol Gl(xn,Sn) = Go(xn,Sn) +

De cette formule, 1'idée est venue de généraliser pour k > 1. Avant

cela nous avons besoin d'un résultat.

Lemme 1 : Soit A une matrice nXn ¢;,C, de vecteurs colonnes R;,R,

deux vecteurs lignes alors

A cl cy
A cq lA <, A <y ' A ¢y
Al | R 4 4y R R, d "l R oa.| |®
1 911 2 922 PRy 12| {F2 o1
Ry dp 4
IV.2 ALGORITHME DE CALCUL
Nous pouvons énoncer le résultat suivant
(o+1) wl ¥ 7] e T
Théondme 54 : i 1t n o+l
e si Hy [Si]’ Hoy > By . et
[x,] %,
it i’
n .
H sont différents de zéro, alors :
k+2
[xi]
G, (x S ) = G (x_,S_)
Gk+1 n’ ) - G (x S 3+ k' "n+l’"n+l k' "n*>"n
1= Ry (x08y)
Démonstration : pour k=0 ceci est vraie pour k2l nous appliquons le
lemme 1
sy S, S.
(ntl (r){_ (n+l) (n) i (n) (n+l)| "%
H [x;3 H {x;1H - B ‘[ ;1H
13 k+2LExi] k+1 k+l txi] k+1 rx )
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et

s, 17
(n+l) (n)[_ il (n+l) (n) (n) (n+l)
H [x,] H [ - H _Ix.1H
x ' A1 W] o Beoat% B tx,)

et en divisant membre & membre :

k+1(x Sn) Gk(xn,Sn) - Gk(xn+1’sn+l)

k+l(xn n) s y -
k+1 X

¢.Q.F.D.

I1 nous reste le probléme de 1'évaluation des Rk(xn,Sn). Pour cela

il nous faut prendre de nouvelles notations. Posoms :

() Hsn)[xi]
rkn L . S ¥ k,n = 0,1,...
ym i
K exa
i

g ]
k+lL
[
s(n)

(n)
Hy [xi]

Les Rk(xn,Sn) peuvent &tre alors écrit Rk(xn’sn) =

(n).

11 nous faut maintenant donner un algorithme qui géndre les quantités T

Pour cela nous utiliserons deux résultats.

Lome 2 : Si k et n sont des entiers tels que k21 et n20 alors

(0+D) (n)r (o) ()| 1 (n+1) (m] t

K 1 [x 1] K+l [X ] H ] - i‘%( [XI] Hk =0
i Xg Cxgd]
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Leme 3 : Si k et n sont des entiers non négatifs, alors :

1 71
(n+l) (n) (n) (n+l)[- (n) (n+A)r- ]
Be DR * Bl 8 - Bl R
[x;] ij_j

Démonstration : [46 ]
Les deux lemmes ci-dessus nous conduisent au résultat :

Théondme 55 : Nous avens la relation suivant :

(n) /s (n+l) + (n+l) / z‘(n)
k

1= rk

(n+l) (n) _ (n) (n+1)
Sy /sy P41/ T

(n)

avec les conditions initiales : Sg =1, r

Ce théoréme nous donne un algorithme récursif permettant de calculer

donc les R(n)

(n)
Tk

IV.3 VISUALISATION DE L'ALGORITHME

D'abord le calcul des rin) et sin) :
nous initialisons rgn) = % au x. est une suite auxiliaire
sén) =1
1 (n) (n) . . .
es ry " et s sont donnés par les relations :
P(nfl)
(n) _ k (n+l)
S T UTmy T s (Ep
Tk
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(n+l)
Vizl S0 o Bk (n+1)
k+l = ( _—(!T -1) I'k (E2)
¥n20 s,

Cet algorithme est un algorithme en losange. Les relations (E,) et (E,)
relient les quantités situées aux quatre sommets d'un losange : la quantité
la plus a droite est calculée 3 partir des trois autres comme 1'indiquent les

fléches dans le schéma suivant :

RO

S(()1) \ (0)
<1>/ \ (©
BN s
(2)/' \ @ S~
+(®) \s<2>/ §
\,,;2) ~

l
1 | !
! t
! | ~
! ! ! =~
l S~
! ! s ~
| . 1
' '
(n+l)
; . (n) (n) _
de cet algorithme, qui nous donne les T, ' nous obtenons les R, "= B
r
k

qui nous permettent de calculer les Gin) d 1'aide des relations :

c(ntl) _ G(n)
(n) _ .(n) k k (n) _
¥k20,¥n20, Gk+l z Gk t ———— avec Go = Sn
1 - g
+1

Les quantités Gﬁn) peuvent &tre rangées dans le tableau suivant :



(0) L (0 o
G 6 > 6,
(n () a
¢ > Gy 'Glz
|
(2) 2) I
8o Gll )
'
! I
i [
(3) '
8y i

IV.4 THEOREMES DE CONVERGENCE

Ce procédé, considéré sous cette nouvelle formulation peut &tre

apparenté 3 d'autres procédés d'accélération. En effet pour k=1

qui est le procédé de Richardson [47] d'ordre 1.

De maniére générale, nous pouvons écrire :

(n+1) (n) _ _(n) (nt+l)
(n) . "x+1 % Tt %k

kel plntl) ()
k k

Ce procédé peut étre considéré comme une certaine généralisation du

procédé de Richardson ol les éléments rﬁn)

[

sont calculés & chaque étape

1'aide des Bquations (E1) et (E2). Mais, d'une certaine maniére, ce procédé
g s

généralise une classe de transformations non linéaires introduites par

W.D. CLARK et H.L. GRAY [33] et étudiées par R.F. STREIT [51].
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Nous pourrions comme pour les autres algorithmes, &tudier le cas
s . on P . (n)} .
particulier de la premiére itération : la colomne {ql , mais comme nous
1l'avons vu ci-dessus, c'est la premiére étape du procédé de Richardson qui
s P

tudié : BREZINSKI [4], LAURENT [38].

o

a déji été trés

Nous allons donc étudier les autres colonnes et en particulier le

passage de la colonne k & la colonne k+l c'est-3-dire le passage de

(n)

n)} k+1

{qi i {q,7}. Soit {Sn} une suite de nombres réels de limite S ; nous

lui appliquons le procédé q associé 3 la suite auxiliaire L
Avant d'étudier ce procédé q 3 1'aide de la nouvelle formulation,
nous allons citer quelques propriétés et théorémes[“ ] tirer de la

définition : rapport de deux déterminants :

S seeasttasans
n 0 - ¥tk
Snekel Xnktl U Xnaokel
qk?l(xn’sn) =
AXn Cerettrsensrenasenas Axn+k
Axn+k hrreeesieete e Axn+2k
Théon2me 56 : une condition nécessaire et suffisante pour que

9, 1(%5S ) =S, ¥ n >N est que la suite {Sn} vérifie



Théondme 57 :

k
-Sis -s= Z a;(n) X1 pour n = 0,1,...
i=0
- Si lim a,(n) = a, pour i = 0,...,k
TR 3

alors lim qk+l(xn’sn) = 5.

n-+o

Propriété 8 :

qk(axn, eS  + d) = ch(xn,Sn) +d

(n)

(Asn’sn) B €2k+2

qk+1

Lorsqu'il n'y a pas ambiguité, nous noterons les éléments C‘k(xn’sn) =

Nous étudions maintenant les conditions de régularité.

Théoneme 58 : si {q}in)} converge, une condition nécessaire et
suffisante pour que lim q)((n; = 1lim q)((n) est que :
(n)
Aqk
lim ———— = 0
n+o (n)

1= R

Démonstration :
(n)
Aq
L
n
ix kal
(n) _ () pg™
n n _ k
lql-<+1 T 9 ! "I I

(n)
L- Rk+l

q

(r)
W



s (n) (n)y . . (n) _ ..
d'ou lim |qk+1 ™ | = 0 et lim Qg1 = lim qu
n+ > i34

la réciproque est immédiate.

ThEondme 59 : Si {qin)} converge et si il existe une constante ¢ > 0
! . n . {n
telle que |1 - Rf(:;l > ¢, ¥n >N alors lim q]((+1)_ = lim q ),
o o
Démonstration :
(n)
ja82) - o) |
k+1 T Ik Y
T Tkl
(n) (n) -1 (n)
lq}(‘fl - qk ‘ <ec |AQk I
puisque qin) converge lim lAqin)l =0
T+
donc 1lim (n) _ qﬁn) = 0.
e lagey - o
C.Q.F.D.
Corollaire : si {qin)} converge et si lim Riri = Ry,, # 1 alors
e
. (m . (n)
lim q = lim q,
o k+1 o k
Démonstration : en effet si lim R(n) # 1 alors il existe ¢ > O

k+1
IR(n)

telle que ¥ n > N K+l 1] > ¢ en appliquant le théoréme précédent nous

obtenons le résultat.

Th3onldme 60 : si {qin)) est monotone convergente et si

iim (1 - Ri:i) = ¢ # 0 alors : 1im qi?i = lim Q£n)-
nre taand

o acd
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Démonstration :
Aqin)
(n) (a) . ——r=
q, = g = _ otn)
k+1 k 1 Rk+l
qin) est convergente monotone alors lim nAqin) =0
n+o
Aq(n) s A q(n)
k . k 0
- pkn) _ o(n) n > ®
1 +1 nia Rk+l)
i €AY o qae WD)
donc lim q .y = lim q 7.
n>e ne
Corollaire : si qin) est convergente et morotone et si riij est
n .
telle que Z r(l) converge : alors lim q(n) = lim c(n).
L Tl K+1 ik
i=0 N> ne
(nt1)
[N EY) Kt
Démonstration : d'aprds Raabe, ) converge alors n{l - —/——=— )
—_ 35 k+1 r(n)
- ktl

ne converge pas vers zéro, d'ou le résultat.

Nous allons nous intéresser maintenant au probléme de 1'accélération
de la convergence. Pour cela nous devons nous placer sous certaines hypo-
théses d'existence de limites : nous nous plagons & 1'étape k et nous

Supposons que :

(n)

. qk converge vers S
q}(<n+l)_S
. lim —-—(T— existe

e qk S

(n+1)
r.
3 k+1 2
s 1lim —(—)— existe.
n+c be n

k+1
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Dans ces hypothéses, nous pouvons énoncer un premier résultat.

Théonime 61 si 1lim q(n) = 1im q(n)’ alors :
—_— k+1 k
N> e
(n+1) (n+1)
q -S r
S 1im —X = 1ip XL £1,0 2 =—> S q(n) -5 = 0(q(n-rl) -5) !
{ neo (n) ¢ e pl0) S } Cktl k S
G K+l
Dé i :
emonstration (n+1)_ (n)
S S
A (n+1)
120
) ¢ P(n)
Kl _ k+1
- (n+l) _
q£n+1)-8 q S
(n)
qkn - S
1 ————— s
(n) (n) (nt1)
Ge1 7S g S . 4 -s
ntl -
q)(('” )—s : q,((““)-s (n+1)
k+1
l -
»(n)
k+1
dMos (W 1 7 1
= 1- +
1
Mg lntlg L) (n+1)
- kel _Txt1
p(n) pn)
B K+l | K+l
B x‘(m»l)
( k+1
n) _ (n) (n)
%1 " S g S o Teel N !
(n+l)_. = _(a+l)_ (o) o+l
I 59 s ! L - Dl
pn) (n)
r
L kel | K+l
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q)((m—l) -5
notons Qk z lim -__7.7_____
ne  q "Moo
k
r(n+l)
. k+1
et Ree1 © iiz (n)
T+l
alors
(n)
1im kel " S 1. _An . !
(n+1) - _
me e S Qe 1-Rey 1-Rey
d'ol le résultat
(n)
Uy ~ S
lim 0 <z==> = Q
o q}(( +1) s Rk+1 k

L3 également, il n'est pas nécessaire que la suite converge pour
parler d'accélération de convergence ; cependant ici nous devons prendre

une hypothése supplémentaire :

Aq(n+l)

. k .
lim existe
Aqf(n)
Théoneme 62 :

T . v i s

lim ———— = lim —5 0,1, <==> 1 Aq = o(Aq
2 n-+o Aqin) e p n) S 2 kel
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Démonstration :
(n+1) (n)
P CON bay Ay
A (n+2) (nt+1)
.- D - Pk
* (nt1) (n)
Aq‘({:; rk?l rki’l
(a+l) =
Aqk Aq;((m-l)
(n)
Aqk
(n} ) (n+1)
S U 1 bqy
(n+1) ~ (n+l) (0+2) (n+1)
B Ay 1o Dk L - Dkel
rinfl) r(n)
k+1 k+1
( (
“qxii Aqkn) r 1 1 L
= 1
PET N ES O Gy T =+ 2)
S =% | 1 - Dol L - Jxil
L »{n) eIy
k+1 Tkl
. (L+15 B
' k+1
(n) {(n) (n)
8,41 _ by 1 . 1
(ot1) - 7, (o+1) |~ (n+1) (a+2)
Bay b, K+l Tyl
1- = 1- ———
ey (n+1
k+1 k+1
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(n+l)
Aqk
posons : lim 7 = Q!
o Aqkn) s
(n+1)
. k+1
lim (n) R)(‘fl
el
(n) =
1 8,1 _ 1 Rl !
m S I A *
e Agy k - R 1- R

d'od le résultat

(n)
k+1

o Aq£n+1)

4q,

Ces conditions d'accélération sont difficilement vérifizbles <25 qua k :

cependant nous pouvons étudier le comportement des rapports

(n+1)
Ty
——(;7— ; nous avons les relations :
Tk
3 = -
r Simz' “(KITQ) “!
- -1 3 r+l P S
L(n+1) (D) p(t2) Glotl) D T ] (e
kel _ | Sk < R YS! i *x
() ~ (n+1) (ntly > () 7} (1) ! nel)
Tt i x kel TSP B
NEY : ¢S] |
K L Tkl J

pour k=0 nous avons

(o) _
Sp =1 ¥n

(m . %
51 T %

(N3



Il y a deux cas :
- s xn+1 -
i) . lim = A £1 alors :
N n
S§n+1) Pén)
- lim ———— =1 = ——y 0
T s(n) P§n11) frav=y
donc si %, converge vers 0
(n) .
r, ° converge plus vite que X+l
(n+l) {(ntl) (n+1)
- lim 2 = lim ! lim Asl
lim e = .
o r;n) N rgn) As§n> (
P2n+l)
si ces limites existent alors lim BRCYN
e T,
X 1
2) . lim —2% = 1 alors
e n
S(n+1) Ar(n+1)
1im-—%—y—— = lim ——%—7—— 13 il y a 2 cas
e 5" I e Ap, D
1 ! 1
| \\\\\‘
s(n+1) | <(n+l)
. 1 =
lim —~——r— =1 1im £1
(n) (n)
n>e Sy t e sl
r(n) | r(n+1)
e as 2 " _— . 2 _
=> Lin ~ty , = ln Sy =1
1 ! 2
1
r§n+$) As1(n+1) |
==> lim = lim —
e rgn) o As§“) |‘

Nous pouvens généraliser 1'étude 3@ 1'étape k, supposons que

(n+l)
Sk
lim ——— = §
(n) k
o Sk
(n+l)
P 2
R YR 51

r
K+l

#1




11 y a deux cas 3 envisager :

) . Rk+l # 1 alors

s(n+1)
. k+1
L q(n) = 5
Tkl
Sk =1 l Sk 1
(n)
Tk+2 l
(nt1) ,
nde pk+1 l {n+l)
k+2
=> L Am)
l T Tee2
r'(m»l AS(n+l)
= Lo n e
™ Te2 e AS |
si les limites existent
. Rk+1 = 1 alors
S$n+1) Arﬂn+l)
1im k+1 = S 1iim <+l
N (n) L. (n)

neo s | "oy Ar

/ i
(n+l) l (rn+l)

s s 7
okl T LKTD
Lim 5 = 1 ! S o
k+1 l K+l
() |
r
k+2
==> =
L oy < O |
o+ T (n+1)
k+1 | Va2
==> lim —&
in)
| % T2
r(n+l) A (n+l)
. k+2 Sk+1
==> lim —p5— = R ,q lim o |
e p o n+® As n

k+2 - k+l ’



I1 est donc possible de connaitre le comportement des suites auxiliaires ;

mais la difficulté majeure vient de la détermination de

Aq(n+1)

1im ———— qui se met sous la forme % et 1'indétermination est difficile

e Aqin)

3 lever.

Cependant veici quelques résultats encourageants : nous comparons les
résultats obtenus avec l'e-algorithme et le procédé q ; dans les tableaux n
désigne le nombre de termes de la suite initiale nécessaire au calcul des

éléments.

Dans ces exemples nous comparons les éléments de la diagonale principale

c'est-3-dire egg) et qio).
Exemple 1 :
n
s, = 1 0y e S = 0,7853981633974
k<1

r = (-1)" log (1+1/n)

n
n Sn € algorithme procédé q
.l 1.0 1.0 1.0
3 0.86 0.79 0.785
5 0.83 2;1225 0:78§393
7 0.82 0.7854 0.7853980
9 2.81 0.7853983 0.785398162
11 9.808 0.785398l68 9778539816337
13 0.304 0.7653981635 0.755398163393



Exemple 2 :

S, ° (0,98)" s=0

x = 0,2 (0,98)" % 0
n 5, € algorithme procédé g
1 0,98 0,98 0,93

- -1

3 0,94 0,2120 x 10713 0,5551 x 10727
5 0,90 0,1925 x 10743 6,562 x 167"

Sur ces deux premiers exemples nous pouvons remarquer la pulssance
s

du procédé q. Nous avons pris la suite auxiliaire lide 3 la suite initiale

telle que :

Asn+l *nt1
I3 se comporte comme
n n
Exemple 3 :
? k
S, = ¥ (-1)"/(1+k) § = Log 2 = 0,693147160555%4
k=1
X = (-1)" Log (1+1/n)
n € algorithme procédé g
1 1.0 1.0
3 0.70 C.552
5 0.6933 £.595143
7 0.69315 0.69315%715
9 0.5931473 9.6931471802
11 0.6931471384 0.65314715C0555
i3 ' 0.6931471805 0.6931471805592

15 0.69314715056 0.6331471805938



Nous allons maintenant voir un certain nombre d'exemples ol la suite

Sn est une suite 3 convergence logarithmique c'est-a-dire au

s ASn+1
lim = 1.
o AS

n

Exemnle 4 :

Sn = n/ntl S =1

X, = 1/n
n 5, € algorithme procédé q
1 0.5. 0.5 : 0.5
3 0.75 0.83 : 1.00000800000000
S 0.83 2;215 1.00000000000000
7 0.875 £.95 1.000060000000007
5 0.3 0.96 1.00000000000037
1z - £.918 0.57 1.00060000000176
13 0.928 Q;Eﬂ 0.989999999891639
Exemple S :

z 2

S._o = Z’) 1/{(x*-1) n>1 S = 0.75

x, = 1/n
n 5, € algorithme procédé q
1 0.33 0.33 0.33
3 0.525 0.60 0.733
5 0.585 c.67 0.750000C0000001
7 0.631 0.70 0.75000000000007
] J.654 0.71 0.750000000C0034
11 0.669 0.72 0.75000000001545

13 0.680 0.73 - 0.75000000028483



Exemple 6 :

11

13

i5

Cependant il ne faut pas croire que le

|

1/3%

iz1

1/n

[F e VT U T T (e

I

.361

€ algorithme

«0

=

45

=

{

.58

=
(3]
w0

1.6443340868u45

procédé q

1.64u4951

procédé q est toujours meilleur

que l'e-algorithme. En effet le choix de la suite {xn} est difficile et dans

certains cas, bien que cette suite vérifie les conditions de ccnvergence et

d'accélération de la convergence, les résultats obtenus sont meins bons que

pour 1l'e-algorithme. De plus , pour certains des exemples précédents le g

algorithme et le © algorithme fournissent des résultats meilleurs (pour cela

on pourra consulter [68]).
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IV.5 APPLICATIONS .

Iv.5.1 INTEGRALES IMPROPRES DU PREMIER ORDRE

Cet algorithme a été calqué sur le G, algorithme introduit par PYE
et ATCHISON. Ce Gm algorithme est en fait le procédé q ol nous avons fait

les initialisations suivantes :

Soit f une fonction intégrable au sens de Riemann sur [a,=]; pour

k > 0 nous notons :

t+nk
F = [ £(x) dx = F(t + nk)
a

£ = f{t + nk)

la transformation Gr est définie comme suit :
s

6,F(t),k] = F(t)

et ¥n>0
F(t) F(t+k) ..... veves F(t+nk)
£(t) FlE+k)  iiiiiaenn £{t+nk)
f(t+nk-k) f(t+nk) ..... veees  Flt+2nk-k)
Gn[F(t),k] =
1 B . 1
f(t) F(t+k) seaereaese  Flttnk)
f(t+nk-k) £(t+nk) .......... f£(t+2nk-k)




alors en prenant Sn = Fn et x = fn dans le procédé q, nous avons
6. [F(t),k] = q, (x,,S5) ol les Gn[F(t),k] sont celculds récursivement 3

1l'aide du G, algorithme.

Le but principal de la transformation G, est 1'évaluation d'intégrales
impropres du premier ordre. Nous n'allons étudier ici en détail cette trans-
formation, ceci a été fait dans [29,30,31,22,33,34,35,361. Cependant nous
pouvons Qire que les résultats de convergence énoncés au paragraphe précédent

sont valables lorsque Sn = Fn et x = fn et peuvent s'appliquer 3 la trans-

formation G, en particulier :

ThEondme 63 :

£

- 8i-1<1lim ;*1
n e n

<1

Si F, converge quand n + ®

P§n+1)
- S8i lim —(—)— existe ¥isk
oo I‘in

- si lAsf“*l){ < (8™ Vo> Netvisxk
i-1 i-1

alors lim Gk[F(t),p] = 1lim F ¥p>0.
o Trece n

La démonstration est évidente en regardant au paragraphe précédent le

comportement de R§n). Nous avons
visk -1 sunr™ <1,
o
f!‘.+ 1
Théoneme 64 : §i lim —3— # 1,0 alors 6,[F(z),p] converge plus vite
o n

Qque Fn+l'



Démonstration : d'aprés les résultats du paragraphe précédent, il suffit
de montrer que :
n+i n+l

lim = lim
oo Fn-s o £

£(x) dx
1im Fm»l-s = lim S—Fn‘v»l = 1im t+(n+l)2
-]
wme  F-S  mww S-F e T ) i

t+np

en appliquant la régle de 1'hospital :

C.Q.F.D.

Cette transformation est trés utile en particulier pour 1'évaluation
de la transfornée de Laplace d'une fonction, comme le montrent les résultats

suivants :

Nous définissons l'opérateur L appliqué 3 la fonction g tel que :

e 4 (n) (n-1)
L [g,ai] =g ta . g + . - tagl o+ ag
ol ies a; sont des constantes.
Théondme 65 : si Ln[g,ai] =0, ¥tela,#] et si lim F(t) = S

Tt

alors Gm[F(t),p] S, ¥p>0,¥m2n.



Corollaire : si Ln[f,ai] = 0 et si L[f,s] est la transformée de
Laplace de paramétre s alors quel que soit s tel que L[f,s] existe :
t
6l £ e % £(x) dx, pl = L[f,s] Vtz20
Ce corollaire est intéressant, en effet si f vérifie thf,ai] =0
(c'est-3-dire si f est solution d'une équation différentielle d'ordre n)

et si f est connu en certains points on peut donner sa transforméie de

Laplace.

Nous allons maintenant donner quelques exemples numérigues. Dans ces
exemples, nous évaluons F(t), F(t+p),... 3 l'aide d'une formule de Simpson

sos -6 PN : .
dont la précision est en 10 ~ (pour plus de précision ncus pcurricns prendre

Romberg...)
Exemple 1 :
t
F(t) = [ xe™™ ax S =1
0
t Gl[F(t).ll Gz[F(t),l]
6 1.0015 0.8€59993387
8 1.00013 "
10 1.000013 "
12 1.6000014 T
14 1.00000016 "

16 1.000C00017 "



Exemple 2 : pour cet exemple £ indique simplement les erreurs obtenues
t .

F(t) = g 222 ax S=1

t erreurs pour la transformation G

1 0.2

3 - 0.5005 x 107"

5 - 0.1397 % 107*

7 - 0,2662 x 107°

9 - 0.4933 % 107°

Cette transformation a été comparée [44] & la premidre forme confluente
de 1'g~algoritmme [3,66]. Nous avons en général trouvé de meilleurs résultats
numériques pour la transformation Gn’ de plus elle ne nécessite pas le calcul
des dérivées de la fonction f comme cela est le cas pour la forme confluente
de I'c-algorithme. Cependant la forme confluente de l't~algorithme ne nécessite
que 1'évolution d'une seule intégrale finie alors que pour la transformation

G, il faut en évaluer n.

IV.5.2 RELATION AVEC L'e=-ALGORITHME

(n)
2%

Nous pouvons donc nous demander si 1'un des deux algorithmes n'est pas

Nous avons, au début du chapitre, remarqué que qk(ASﬂSn) =€

plus performant que l'autre.

Une étude numérique faite dans [ ] nous laisse penser que ces deux
algorithmes fournissent une précision comparable : lorsque l'un est
instable, 1l'autre l'est également et réciproquement. Cependant du point

de vue performance l'e-algorithme est préférable :



(0)

- pour calculer €, il faut : . k(2k+l) additions
. k{2k+l) soustractions

. k(2k+1) divisions

= pour calculer q, (AS,,S,) il faut :

. Ei%ill additions
. 3k2 soustractions
. 3k2  divisions

« (2k-1)k multiplications

De plus les résultats de convergence peuvent &tre appliqués au cas

ou x = Asn. Nous retrouvons des résultats connus :

S -S
Théondme 66 : si lim —%Iig— # 1.0 alors {e ; converge pius vite
me “n
que {sn+l}'
T . . ¢.D o) .
Theondme 67 : si {82} converge alors lim €, = lim § .
T e O

Nous pouvons &galement montrer un important résultat de convergence :

Théondme 68 : soit {S } une suite convergente de limite S. S$i pour

k fixé {5\ )} est convergente monotone de limite S alors si {eé?zz

n)}

elle converge vers la méme limite que {e

Démonstration : par identification avec le procédé q ol x = ASn,

nous pouvons écrire

(n)
(o) m) )y, %
2k+2 - Y+l T % (arl)
k+1
(n)
k+l

} converge,



Supposons que qi?i converge vers T # S, ceci entraine que

(n+l)

Ti+1 N (n)
lim e = 1 et donc qu'il existe un rang N & partir duquel ry ., > 0.
new "

k+1 r(n) (a+1)
Etudions maintenant la suite r'"), nous av vkaol

udions maintenan suite ry i, nous avons r(n*l) s(n)
k k

or ce rapport est borné, 3 A et B finis tels que

(n+l)
Sx
¥nzN A<——-1<B
s(n)
k
0 L] (')
or S = S0 + 2 as, donc z r converge
£ i . L 1
i=0 i=0

a0
2.4 - i .
la remarque précédente entralne que E ri ) converge quel que soit k,
. i=0
de plus c'est une série a termes positifs donc

I‘,((n«i-l)
lim n(} = —F—— ) # 0
(n)
e Pl
or qin) est monotone convergente donc lim n Aqin) =0
e
Aqin) n.Aqin)
==> lim = lim 0
<o H(0t1) . ey
1 - k+1 a1 - k+1 )
an) r(n)
k+1 k+1
. () . (n)
done lim q = lim .
oo k+l e k

C.Q.F.D.

Ce théoréme est trds important : il nous donne une condition de

convergence pour les différentes colonnes de €-algorithme.
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CHAPITRE V

APPLICATIONS ET RESULTATS NUMERIQUES

Ce chapitre est consacré aux applications et aux résultats numériques
des algorithmes &tudiés., Bien que les conditions des théorémes énoncés soient
parfois difficiles 3 vérifier nous donnons des exemples pour lesquels ces
conditions sont vérifiées. Nous appliquons ces algorithmes 3 certaines métho-

des itératives d'analyse numérique : .intégration numérique, résolution de
gr ,

systémes dEquatiorns, recherches de valeurs propres d'une matrice.

Les résultats numériques seront présentés dans deux formes différentes.
Lapremiére: correspond plus précisément 3 l'application 3 posteriori des al-

gorithmes. Elle consiste 3 donner le tableau triangulaire obtenu :

e(o)

o

(1) (o)
eo e2

(2) (1) (o)
6 ] 8,

o 2

(3) (2)
eo e2
(%)

[}

La seconde correspond mieux 3 l'application en paralléle des algorithmes
Elle consiste 3 ne donner au fur et i mesure que le terme d'indice inférieur

pair et d'indice supérieur maximum que l'on peut atteindre dans le tableau
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(n}

. . R P n
triangulaire 3 partir des valeurs initiales eo

(o) (o)
Bo 00
e(1) 6(1)

o °o

(2) (o)
eo B2

(3) (1)
eo e2
e(2n) e(o)

o 2n
e(2n+1) e(1)

o 2n

Les résultats seront systématiquement présentés sous l'une des deux
formes. Avant d'étudier les améliorations et les solutions que ces algorithmes
peuvent apporter a certains domaines de l'analyse numérique, nous allons
donner des exemples simples d'application d des suites et & des séries afin

de tester les possibilités respectives des algorithmes.

V.1 LIMITES DE SUITES ET SOMMES DE SERIES.

Ce premier exemple montre qu'il faut prendre certaires précautions pour
1'application des algorithmes de type 6.

Soit la suite Sn =S - O,OOS*SE~

avec S_ = 0,938 cette suite est &
n~1 [}

i

convergence logarithmique. Nous lui appliquons la premiére généralisation de

lte-algorithme avec la suite auxiliaire x = Log(l4n). Nous cbtenons :
n
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n s Eén-l)
24 0,846 0,9443
25 0,842 0, 94140
26 0,839 0,9u441
217 0,835 0,94442
28 0,832 0,94443
29 0,828 0, 9u443
30 0,825 0, kY

On pourrait croire que la limite est de la forme 0,%44u4u44... or la
limite de la suite initiale est O (c‘ependant il ne peut &tre considéré comme
un contre-exemple)

I1 existe cependant un certain nombre d'exemples pour lesquels ces
procédés d'accélération rendent de grands services. En particulier 1'e-algo-
_rithme est trés utile pour les suites totalement monotones ou totalement -
oscillante.

Considérons la série :

xS
1 - - —— — -
Log(l4x) = x R cee

Nous savons que cette série converge pour x € J-1,1], pour x=1 on a

Log2z = 0,6931471805599453



2k

1
0,83

0,783
0,759
0,745
0,736
0,730
0,725
0,722
0,719
0,716

(o)
€2k

1

0,7

0,6933

0,69315
0,6931473
0,693147185
0,69314718C6
0,693147180563
©,693147180560
0,69314718055994
0,6931471805539454

pour x=2 bien que la série diverge, 1l'e-algorithme converge vers le prolonge-

ment analytique de la série, c'est-a-dire vers Log3=1,098612288668110

Sax
2
2,6
5,06,
12,6
37,5
121,3
410,1
14244
5038,5
18069,1
655046

o)
2k
2
1,14
1,101
1,0988
1,09862
1,098613
1,0986123
1,09861229
1,098612289
1,09861228859
1,098612288669

L'e-algorithme semble &galement bien adapté 3 la sommation des séries tri-

gonométriques.
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Prenons par exemple la série :

n+l sin nx

522—25 + ...+ (-1) — + JYxe ML

x=2 (sin x - 5

pour x = 0,2 on obtient :

n Sn 52221)

1 0,397 0,397

3 0,384 0,1993

5 0,362 0,20002

7 0,333 0,199999995

9 0,299 0,20000000001

11 0,264 0,19999999999997

13 0,231 0420000000000000007

Frenons maintenant la série :

x,_1 " _ 7L k . .
e+ 3 = Z (&7 + a)x avec a =1 et a =a, _ +k+l.
(1-x) k=o

Cette série posséde un pSle d'ordre 3 en x=1 en appliquant le théoréme de
Montessus de Bollaire [3] la suite {cén)} doit converger vers S=ex+——3——§

(1-x)
¥x # 1.

Ainsi pour x=1,5, S = -3,51831092966193527.

Les résultats sont donnés 3 la page suivante :



1

2
8

22,6

56,9

133,0
292,86

611,5

1226,6
2379,9
uy9y 3
8300,2

15047,7
26853,9
47289,0
82320,5
141874,1
242370,7
410850, 4
691649,8
1157185,8

(n)

2,1
2,8
5,5

12,6
26,5
50,9
91,4
157,2
263,0
430,9
95,4
1109,7
1755,0
2755,9
4302,8
6686,1
10348 ,7
15964 7

t(n)

1,8
0,9
3,3
9,8

16,3
22,8
30,5
40,6
S4,1
72,4
97,2

131,2

177,6

241,5

329,5

451,2

(n)

2,5
70,9
45,2
90,4
41,5
9,8
4,8
3,7
3,56
3,52
3,519
3,5184
3,51832
3,518312

szt
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V.2 APPLICATIONS AUX PROBLEMES D’ANALYSE NUMERIQUE,

Pour ces applications nous utiliserons le théoréme suivant :

soit une suite S, = S + E b.B]: avec IB | > IB l s ... >!Bl alors
3 jz1 13 1 2 P

1B (B

2
{(1—61)...(1-Bk)]

2
b, {8 - 8}

() j
alors € = S+ Bk+1

2k

Dans ce cas nous pouvons voir que si pour k € p-1 Vi 8 £ 1 alors les

(n+l) -
€2k -8 .
limites des rapports Ty eristent pour k § p-1 et, nous pouvons appli-
€ -S
2k

quer les théorémes du chapitre III

a) Recherche des valeurs propres d'une matrice.

Brézinski a exposé dans [15] différentes méthodes pour évaluer les
éléments propres d'une matrice. Ces méthodes font appel 3 l'e-algorithme vec~

toriel. Soit A une matrice p lignes, p colonnes, on considére {xn) les ité-

rations de la forme Xop1 S Axn. Ltapplication de 1l'e-algorithme vectoriel nous
donne les é&léments ef(n) de RP et nous définissons les quantités :
+
(n) {y, e;; l))
a 5 e KFO0,...,p~1 et n € N

X, e
oly ¢ Rp, y # o et (y, eéz)) est le produit vectoriel . Alors si les valeurs
propres vérifient |)\1[ > |A2| > .. 2 “p! :

(n)

lim a = )‘k+1 pour k=0,...,p-1

i

de plus :



127

(v E(n) )
. (n) _ .. * T2k+l” - _
li: bk = ii: z————TE;IT; = xk+1 pour k=0,...,p-1
n Yr €41

(n)
€

et 1lim ___Z%—-T_ =z lim (y, €

o (y, 52: ) N

(n) (n) _ - -
2k*1) €ok T Ve POUr kZo,....p-1

ol v, est le vecteur propre associé 3 Ak+

k+1 1’

Dans ce c¢as nous avons :
A,

i \n+
L_yntk

(n) i )
a ~oA + a, (z——
k k+l izk+2 1' Aktl

+ on,k ou on,k est négligeable

par rapport 3 la somme.

Si, pour k fixé, nous appliquens l'g-algorithme scalaire aux aﬁn)

le théoréme ci-dessus est vérifié et nous pouvons dire que chaque colonne du
tableau e obtenu,converge vers M1 et cela plus vite que la colonne précédente.
Pour cela il suffit que (Aj = <= i=j)

Exemple : soit la matrice

=9, x2': 3, 13:1

nous appliquons 1'c¢-algerithme 3 la suite scalaire agn)
@) ey ™y (™

2,93

2,98 2,99992

2,992 2,999991  2,999999988

2,997 2,9999990  2,99989999996 3,0000000002

2,9991 2,99999989  3,0000000001 2,9999999598

2,9997 2,99999998 2,9999989996

2,99991 2,999999998
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b) Systéme d'équations.

Soit & résoudre le systéme d'équations Ax = b 3 1'aide d'une technique

itérative que nous pouvons exprimer sous la forme :

X =P + c
v+l *r

ol P est une matrice itérative et ¢ un vecteur constant

= - = = r -
x-x = P Ax .=x) = ...=p (x-x)

£i les valeurs propres Ai sont différentes et si les %s sont les

vecteurs propres correspondants :

=

Dans ce cas si on applique l'e-algorithme scalaire d& chaque composante
de x  les conditions du thoéréme sont vérifiées si les valeurs propres
sont toutes différentes;chaque colonne du tableau ¢ "converge plus vite"

que la précédente : de plus si |A1| > .. > lkil *» 1> |Ai+ll >o.. > IXP{

(n

les colonnes 62]’ divergent pour j € i-1 et convergent pour i-1 <'j.

Exemple : soit 3 résoudre

x, + 2x, + 10x, = 59
s

1 3
2xl + 8x2 + Xy = -y
2Ox1 RN + 2x3 = 74

les itérations de Jacobi nous donnent :



x(r-rl) (r) _ lox(r')

1 = 59 - 2x2 5

(r+1) . (r (r)
X, =z -0,5 ~ 0,25 Xy . 6,125 Xy
(r+1) _ (r) (r)

Xg = 37 - le1 + O,Sx2

les valews propres de la matrice itérative sont :

A, = 10,027984
A, =-10,015428
A, = 0,012446

Les itérations de Jacobi divergent

xgn) (Egn)) ain)
¢,0
59 8,1
- 310 37,4 3,11
5631,25 509,4 3,001
- 31503,9 3457,2 3,00C001
5€5681,6 50775,6 3,0000C02
- 3171510,3 346643

56854732

e(n)

3,0000050000C1
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™) O EM) (e e(™
C
- 0,5 0,13
- 18,5 2,5 2,04
148,11 6,8 - 1,97 - 2,0000000000000%
- 1799,1 56,8 - 1,9996 -~ 1,99999899599938
14900,7 485 4 - 1,999995
- 180592,9 - 5493,3
1493C43,1
™) tel™) te{™) (e{™)
0
37
- 553,2 2,1
3127 - 44,5 5,5
- 56202,4 - - 338 5,99
314176,7 - 5Geh 5,9999 5,999995393936
- SEnS32¢,7 = 34Shy 5,999999 6 ,000000000002

31624733

508333

c) Problimes de quadrature numérique.

Genz [24, 25] a généralisé le thoéréme de ce chapitre au cas ol
n . . . (§+k )
S, =S5+ J bgj) p{l) ou bgl) =Dp, ° pour k_ entier fixé.
bl j=1 1 i i i o

Considérons des intégrales de la forme

1
Iz J £(x) dx
o
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ainsi qu'une méthode de quadrature approchée

o
1= .? W £(x;) avec .z w; =1
izl i=1

A ltaide de cette formule il est classique de construire des méthodes

composites d'intégration de la fagon suivante : on écrit que,
*1 *2 1
1= J f(x) dx + ] f(x) dx + ... + J £(x) dx

o X X

puis chacune de ces intégrales est calculer de fagon approchée en utilisant

la formule de I correctement modifiée.

Nous appellerons Im la valeur approchée de 1 cbtenue & l'aicde d'une
méthode composite comprenant m sous intervalles. On a :
-1 n
m=-1 1

I =h P Z W, £((x;+Oh) avec b = =
k=o j=1

3

On démontre que ([69]) sous des conditions faibles sur f :

lim I_ =1
mre

De plus si f est analytique sur [0, 1] alors une simple généralisation de la

formule d'Euler-Mac Laurin nous donne {70]

_ 2 k k+1
I =1+ alh t+a, h® + ... + a h™ 4+ o(h” )

Si 1'cn prend Sn = I2n ; on aura alors [24]

S =I+a A\ ¢+an?

n 11 272 1

n
+ ...+akfk +0(>\k+)
avec A, = 2°°
i



On peut applique? l'e-algorithme 3 Sn {71, 72,.73]. Le théoréme du
début de ce chapitre nous assure la convergence et 1'accélération de la
convergence d chaque &tape. On s'apergoit dans la pratique [74] que la
wéthode de Romberg fournit de meilleurs résultats que l'e-algorithme

lorsque f est continue.

Venons en maintenant au cas ou f présente, 3 l'une des bornes de
I'intervalle d'intégration, une singularité de la forme

£(x) = x° (1 - x)B g(x)

avec g analytique dans [0,1] et a, B non entiers.
Alors on sait que [70]

In=1+a nite a, W2ty akhk“’+ o(h

RN b, AL bkhk+8+ O(kk+8+l)

k+a+l)
+ bl h
Si 1l'on appligue la méthode de Romberg il faut traiter séparément les termes

en a et ceux en B [75].

Par contre si nous considérons la suite (SW=I n} alors
T
2

S =I+ a; A"+ a A(n) + + b s(“) +

d(n)
n 1 2 "2 1%

+ bk k

&vec A, = 2-(a+i) §, = 2-(8+i).
i i

L'application de 1'e-algorithme sera performant, la convergence et
1'accélération de convergence sont assurées, Pour des singularités logarith-
miques on obtient des développements limités analogues et l'e~algorithme est
également trés efficace [76] .

Si maintenant f possdde une singularité au milieu-de l'intervalle,

Par exemple

£(x) = (x-a)® g(x) o<ac<l

et g analytique sur [0,1] alors [70]



- k k+1
I =T+a h+ .. +a h+0(h )
+ b(m) ha+l i b(m) ha+k + 6 (hk+u+1)
1§ k
avec cette fois les coefficients bEm) qui dépendent de m de sorte gue
b(m) = y.(ma) et y.(ma) = y.(ma+1)
i i i i

Si a est un rationnel il aura un développement binaire périodique ; soit p
cette période alors

n n+p)
3% ) 2 pl2
i i

Par conséquent la suite {Sn =1 n} vérifiera
2

C{n) 5?
i i

1

(%]
"
-
+
~
[
>
+
11~ X

i=1 i

. n .
N

avec A,
i i

L3 encore l'application de 1l'e-algorithme est efficace de plus Genz

a démontrer que s(n) = I.
2kp
Exemples :
1 0,75
1) I= f x * - cos x dx =.0,54516493
o

en utilisant une formule de quadrature de Gauss-Legerndre avec deux points

et en appliquant 1l'e-algorithme nous obtenons :
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(e(n)y {E(n)) {E(n))
o ) 2 n
0,4u7
0,4459 0,44501
0,445k 0,445158 0,44516491
0,4452 0,4u45164
0,44518

3 dx
2) T = I ———— = - 1,0033534
o x“-0,01

en utilisant une formule de quadrature de Gauss-Legendre avec huit-points :

Eén) eén) Ein)

331,0

15,252 86,6

107,535 544 155,7
- 107,2 - a71,u - 1,0033535 - 1,0033534
- 109,5 - 56,4 - 1,0033534

15,2 369,k

107,5

N

Nous pouvons également appliquer 1% ealgorithme d la recherche de
zécos multiple d'un polyndme. Il est aussi trés efficace pour accélérer les
suites totalement monotones non logarithmique et les suites totalement oscil-
lantes. On montre que les sommes partielles de certaines series d'opérateurs
utilisées en analyse numérique sont totalement monotones. C'est le cas de la
série d'interpolation de Newton, la série de Newton pour la dérivation, de
la série d'intégration de Newton-Gregory, la formule d'Euler-Mac Laurin pour

certaines fonctions ... Wynn [77] 'a donné des exemples qui montrent le gain

appréciable que procure 1'e-algorithme appliqué & ce type de suite.



CONCLUSION

Nous voyons que les méthodes d'accélération de la convergence sont
intéressantes. Il semble indiscutable que leur emploi dans les méthodes
itératives ainsi que les diverses applications que nous avons examinées

scnt d'un grand intérét pratique.

I1 est ceperdant essentiel si 1'on veut espérer obtenir de boms
résultats numériques avec des algorithmes d'accélération de la convergence
de les programmer de fagon e;trémement soigneuse, La propagation des
erreurs dues 4 l'ordinateur est quelques fois catastrophique. Il est donc
nécessaire d'utiliser les régles particiliéres et méme parfois de corriger
1'arithmétique de l'ordinateur. On trouvera dans [4, 78, 79] des pro-
grammes FORTRAN et dans [80, 81] des programmes algol.

La question la plus importante qui reste d résoudre est celle du
choix du procédé d'accélération de la convergence le mieux adapté d la
suite 2 accélérer.

Dans cette thése nous avons essayé de répondre, en partie, & cette
question :

~

- si la suite est 3 convergence linéaire mais non logarithmi-
- que 1'e-algorithme et le 6-algorithme sont bien adaptés
- si la suite est 3 convergence 'ogarithmique l'e-algorithme
nous donne de mauvais résultats tandis que le 8-algorithme de Brezinski
et parfois le p-algorithme sont intéressants
- 1l'e-algorithme est également bien adapté aux suites totale-

ment monotonesnon logarithmique ét aux suites totalement oscillantes.



De nombreuses questions restent 3 aborder :

- soit (Sn] une suite totalement monotone (resp. totalement
oscillante), la question est de savoir si {E;E)} est totalement mcnotone
(resp. totalement oscillante). Dans ce cas il y aurait accéliération de la
convergence a chaque étape

- éxtension des algorithmes de type § au cas non'scalaire

- peut-on changer une suite monotone en une suite oscillante
par laquelle 1l'e-algorithme est plus stable (ceci a &té abordé par DANIEL
mais sa méthode nécessite beaucoup de termes de la suite initiaie).

- le champ des applications reste 3 élargir.

Enfin nous avons, dans cette exposer, abordé ces algorithmes de fagon
trés technique, je pense qu'une approche plus théorique nous fournirait
des résultats plus généraux et plus ccmplets. Mais le plus difficile est
finalement de convaincre ceux qui utilisent les méthcdes itératives d'em-

ployer systématiquement des méthodes d'accélération de la convergence.
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