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1 NTRODUCT ION 

S o i t  { S  une s u i t e  qu i  converge vers  S. 

Vn problème que l 'on  rencontre fréquemment en analyse numérique e s t  l a  

détermination de S à p a r t i r  d'un c e r t a i n  nombre de termes Sn. Ce problème 

peut ê t r e  abordé de deux manières q u i ,  2 p r i o r i ,  semblent totalement d i f f é -  

r en t e s  : 

1s première méthode cons i s t e  2 transformer l a  s u i t e  S en une s u i t e  

V qui  converge "plus v i t e "  vers  l a  &me l i m i t e  S. On e f f ec tue  ç e t t e  t rans-  

formation 3 l ' a i d e  d'un opéra teur  l i n é a i r e  T .  Les p rop r i é t é s  de convergence 

e t  d 'hccélération de l a  convergence" son t  directement l i é e s  à T. On appel le  

ces méthodes : procédés de s o m a t i o n  Cl, 3 ,  661 . 

Le second point  de vue e s t  c e l u i  de l ' ex t r apo la t ion  t e l s  l e s  procédés 

de Richardson 1471 e t  de Romberg, basés s u r  l ' ex t r apo la t ion  polynomiale, qu i  

de ce f a i t  sont  l i n é a i r e s  ou l e s  c e t  0-aigorithmes basés s u r  l ' ex t r apo la -  

t i o n  par  des sommes d 'exponent ie l les  ou pa r  des f r a c t i o n s  r a t i o n n e l l e s  qui  

donnent des procédés non l i n é a i r e s .  En r é a l i t é  l e s  procédés de sommation 

son t  des ca s  p a r t i c u l i e r s  de l ' e x t r a p o l a t i o n  pa r  des sommes d'exponentiel-  

l e s .  Nous étudierons i c i  c e r t a i n s  de ces  procédés d 'ext rapola t ions  non li- 

néa i r e s .  

L'algorithme d 'ext rapola t ion  l e  p lus  puissant  2 l ' h e u r e  a c t u e l l e  e s t  

sans  doute l '€ -a lgor i thme.  D'autre p a r t ,  c ' e s t  pour c e t  algorithme que l ' o n  

possède l e  p lus  de r é s u l t a t s  théor iques .  

Cet algorithme a é t é  i n t r o d u i t  pa r  WyBn C S 5 1  ; il permet de met t re  en 

oeuvre l a  géné ra l i s a t i on  du procédé bien connu d'"accélération de l a  conver- 

gence'' qu 'es t  l e  b2 dlAItken. 



Ce procédé a été imaginé par A. C. Aitken cl1 en 1926. Il f ù t  ,c.pn.s en 

1959 par Schmidt C491, en 1952 par Lubkin r391 puis généraliçé en 1955 

par Shanks CS0 1. 

En 1956, Wynn a proposé une méthode A~ursive pour effectuer cette trans- 

formation de Shanks : c'est 1'~-algorithme. Il s'est depuis presque ~ ~ t i è -  

rement consacré à son étude et l'a notamment relié à la théorie des frac- 

tions continues, à la table de Padé et à certaines équations aux dérivhes 

partielles. Bauer C23 en 1957 à mis en évidence, à l'aide des fractions 

continues de Stieljes, les relations qui existent entre l'a-algorithme, 

l'algorithme Q.D de Rutishauser [48l et une classe plus générale d'algo- 

rithmes : les algorithmes en losange. Brezinski C3, 5, 18, 6, 7, 8, 9, 10, 

11, 661 a étudié certains de ces procédés non linéaires : a, palgorithme, 

procédé dT0verholt ; et en a énoncé de nouveaux : les deux généralisations 

de l'a-algorithme, l'extension du P-a1gorithme;le @-algorithme et les 

procédés p et q. Depuis divers auteurs comme Clark C17, 18 1, Gray, 

Atchison, Adams et Schucany C29, 30, 31, 32, 33, 3 4 1  ont étudié la conver- 

gence et l'application au calcul d'intégrales impropres de transformations 

dérivées du procédé classique d'Aitken. 

Nous avons noté que divers de ces algorithmes de transformations non 

linéaires ont une formulation commune. 

Nous appelons cette formu1ation:algorithmes de type 8 où chaque algo- 

rithme sera caractérisé par des suites b et a'"). Ainsi le but de ce travail n k 
est l'étude systématique des algorithmes de type 8. 

Avant d'étudier ces méthodes nous avons besoin d'un certain nombre de 

concepts et de définitions qui forment le premier chapitre. Le deuxième 

chapitre traite des algorithmes de type 0 dans toute leur généralité. Après 

avoir énoncé quelques propriétés, nous consacrons une partie du chapitre à 

l'étude des algorithmes de type e2 ; en effet les algorithmes de type 0 ne 

sont qu'un cas particulier des algorithmes de type O2 itérés. Nous séparons, 

dans cette étude, les suites à convergence logarithmique desautres suites et 

nous donnons dans chaque cas des conditions de conservations de la limite 



e t  d'"accélération de l a  convergence". Ces condi t ions  sont ensu i t e  géné- 

r a l i s é e s  aux a u t r e s  colonnes du t ab l eau  8 .  

Ce chapi t re  s e  termine pa r  une étude de l a  s t a b i l i t é  numérique e t  de 

l a  propagation des e r r e u r s .  

Dans l e  t ro is ième chapi t re  nous appliquons l e s  r é s u l t a t s  du chap i t r e  

précédent aux algorithmes déjà connus : €-algorithme, p-algorithme, première 

e t  deuxième géné ra l i s a t i on  de 1 ' ~ - a l g o r i t h m e .  Nous retrouvons a i n s i  des ré- 

s u l t a t s  connus mais su r tou t  de nouveaux r é s u l t a t s  : condition de convergence 

e t  d ' "accéléra t ion  de convergence" pour l ' c -a lgor i thme e t  l e s  au t r e s  algo- 

r i thmes pour l e sque l s  nousn'avïons que peu de r é s u l t a t s  jusqu'à présent .  

Le quatrième chap i t r e  t r a i t e  du procédé q i n t r o d u i t  par BREZINSKI. 

Les éléments succes s i f s  de ce procédé s e  mettent sous l a  forme d'un rappor t  

de deux déterminants e t  nous mettons en oeuvre un algorithme r é c u r s i f  q u i  

permet l e  ca l cu l  de ce rappor t .  Cet algorithme nous permet d ' ob t en i r  cer- 

t a i n s  r é s u l t a t s  de convergence e t  d'"accélération de l a  convergence" pour 

l e  procédé q. Ce procédé e s t  r e l i é  à 1's-algorithme e t  nous u t i l i s o n s  c e t t e  

r e l a t i o n  pour donner un r é s u l t a t  important de convergence pour 1 's-algorithme. 

Enfin l e  cinquième chapi t re  expose l e s  app l i ca t ions  e t  l e s  r é s u l t a t s  

n d ~ i q u e s  obtenus. 



CHAPITRE ! 
RAPPELS ET D ~ F I N I T I O N S  

1 COMPAPAISON DE SUITES, 

Pour c e s  d é f i n i t i o n s  nous u t i l i s e r o n s  systematiquement l e s  r e l a -  

t i o n s  de comparaison. Leur i n t é r ê t  r é s i d e  dans l e  f a i t  q u ' e l l e s  ne sup- 

posent  p a s  l ' e x i s t e n c e  de l i m i t e s  quand n t e n d  v e r s  l ' i n f i n i .  

S o i e n t  l u  e t  ( v  1 deux s u i t e s  de nombre r é e l s  : 

- (3N r N) e t  ( 3 c  > O) : I n  > N lvnl  < clkn1 

on é c r i t  v = O(un) 

on é c r i t  v = o(u,) 

Si~pposons maintenant  que (u tende  v e r s  u e t  ( v  } v e r s  v. 

Noi ns Au = u 
n n t 1  - Un 

D t , j ~ t ~ i t i o n  1 : o n  d i f  que (un) e.bt dlo&&e r 6 i  

j ~ ~ + ~  - u (  = O( lun - u l r )  et h i  /un  - u I r  = O ( lun+, - u I ) .  

ThPofiPrne 1 : s o i e n t  l u  1 e t  {v ) deux s u i t e s  q u i  convergent  respec- 

t ivement v e r s  u e t  v.  



S i  (3N r N) e t  ( g ( a , B ) )  v é r i f i a n t  a < 1 < 8 t e l s  que Vn N 
v  - v  v  - u  Au 

i Ca,Bl e t  s i  i i m  = a a l o r s  i i m  -2 = a .  v  - v  V - v  
n- n  nQ. Avn 

La réc iproque  n ' e s t  p a s  w a i e : u  = l / n  e t  vn = ( - l I n / n .  

ThtohPme 2 : s o i e n t  l u  1 e t  fv 1 deux s u i t e s  qu i  convergent  respec-  

t ivement  v e r s  u  e t  v .  Alors  : 

u  - u : O ( v  - v )  <=' 13 un = O( Avn 1 .  

Thtoctme 3 : s o i e n t  ( u n ]  e t  (vn } deux s u i t e s  qu i  convergent  r e s p e c -  

t ivement v e r s  u  e t  v.  Alors : 

u  - U = o ( v  - v) - -> A u  = o ( 6 v n ) .  

ThPo&i?me 4 : s o i e n t  iu 1 e t  {vn?  deux s u i t e s  t e l l e s  que : 

u n t l -  u = O(U - U )  e t v  - v  = o ( u  - u )  a l o r s  

v  - v  = o ( u , - ~  - U) Vk 2 o. 

TheohPrne 5 : s o i e n t  un e t  v  ~ l p u x  s u i t e s  t e l l e s  que 

u  - u  = O(untl - u )  e t  vn - v =  o(un - U )  a l o r s  

v  - v = o ( u  
n t k  - u) Vk 5 o .  

ThPoiltme 6 : si  untl - u  = "(un - u )  e t  v  - v  = "un - U )  a l o r s  

v  - v  = O(u - U) Vk 5 o.  
n-k 

Thhoceme ? : s i u  - ~ = O ( U , + ~ -  U )  e t  vn - v = O(un - u )  a l o r s  

v  - v =  O ( U ~ + ~  - U )  Vk I o .  



Thtot8rne a : s o i e n t  (u ) e t  (v 1 deux s u i t e s  q u i  convergent  respec- 

t ivement v e r s  u e t  v .  S i  {v- - v )  e s t  s t r i c t e m e n t  monotone e t  s i  
Av u - u  

l i m  2 = a a l o r s  i i m  = a 
Av v v 

n* n n* n 

La p r o p r i é t é  p r i n c i p a l e  des  a lgor i thmes  que nous a l l o n s  é t u d i e r  e s t  

d ' a c c é l é r e r  l a  convergence d 'une s u i t e  de s c a l a i r e s .  L 'expression a c c é l é -  

r a t i o n  de l a  convergence e s t  à m e t t r e  i c i  e n t r e  gu i l lemets  c a r  j e  ne 

suppose p a s  n é c e s s a i r e m n t  que l a  s u i t e  i n i t i a l e  converge e t  c e t t e  expres -  

s i o n  s i g n i f i e  également l t h a î d b e m e n t  de t a  diveAgence" ou e x t e n s i o n  

du rayon de convergence comme l e  montre l e  r é s u l t a t  s u i v a n t  : 

TheohPrne 9 : s o i e n t  fS ) e t  IV 1 deux s u i t e s  convergentes t e l l e s  que 

i i m  / b s n l  '/' = i / R ,  e t  l i m  I A V ~ ~ ' ' ~  = 1/R2 avec R I  < R2. Alors 
n- nr+- bv 
converge p l u s  v i t e  que IS ) en c e  s e n s  que l i m  2 = 0 .  

n ASn 

I l  m e  f a u t  d é f i n i r  maintenant  l e  terme S c c é l é r a t i o n  de l a  conver- 

gente"; je  v a i s  donner en f a i t  deux d é f i n i t i o n s  dont  l ' u n e  ne n é c e s s i t e  

p a s  l a  convergence.Le terme " a c c é l é r a t i o n  de l a  convergence" e s t  équiva- 

l r n t  i c i  à l ' e x p r e s s i o n  "converge p l u s  v i t e " .  

D C i W o n  2 : s o i e n t  d e u x  biLZeb {un} et Cvn1 q u i  convehgettt hebpec- 
v - v  

t i vement  v e M  u e t  v et i i m  + = c s i  c = O noud d i h o n ~  que vn 
n- 

convenge p h b  v i t e  que un. 



d i  c = O noud d h o n b  que vn convehge p u  vCto que un. 

I l  nous faut  égalernent d é f i n i r  ce q u ' e s t  un procédé régulier. 

Dt6iniLion 4 : soi.€ T une méthode q u i  .ttan.bdonme une b u d e  {un) conumgente 

& une b d t e  ( v  ). Noud diton6 que T ut iltguLithe s i  i i m  un = iim vn 
IW n-* 

q u d e  que b o a  t a  bbwRr un indt iaee.  

Remarque : on peut trouver un exposé d e s  r é s u l t a t s  de c e  chapitre 

dans l e s  A f é r e n c e s  [3,12,13]. 
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CHAPITRE I I  

ALGORITHME DE TYPE 

Ce chap i t r e  e s t  consacré à l ' é t ude  des algorithmes de type 0 dans 

tou te  l e u r  géné ra l i t é .  Après avo i r  énoncé quelques p rop r i é t é s ,  nous é tu-  

dions par t icul ièrement  l a  deuxième colonne du t ab l eau  0 pour l aque l l e  

nous donnons des condi t ions  de conservation de l a  l i m i t e  e t  d 'accéléra-  

t i o n  de l a  convergence reposant s u r  l e  choix des s u i t e s  a u x i l l i a i r e s  

cb.1, I~;)I .  Nous f a i sons  ensu i t e  l ' é tude  de l a  s t a b i l i t é  numérique e t  

l a  propagation des e r r e u r s .  Tous ce s  r é s u l t a t s  conduisent à l a  construc- 

t i on  des s u i t e s  l n )  e t  I $ ) ) .  

I I ,  1 FORMULATION GÉNCRALE 

Dans ce t  exposé, l e s  indices  k e t  n prennent l e u r s  va leurs  s u r  l ' en -  

semble N des e n t i e r s  p o s i t i f s  ounu l s .  

Brezinski a noté que d ive r s  algorithmes de transformation non li- 

néa i r e  de s u i t e s  de nombres r é e l s  ont  une d é f i n i t i o n  commune. 

S o i t  [ S  1 une s u i t e  de nombres r é e l s .  On i n i t i a l i s e  : 

O(") = bn e t  0:) = sn vn = 0-1,. .. 
-1 

e t  on ca l cu l e  l e s  quan t i t é s  $"' au moyen des r e l a t i o n s  : 

(1) (n)  - e (n+ l )  ("1 (n+1) - e(n)3-1 Vk,n = .. 
Ok+l - k-1 + ak k 

dans I e sque l l e s  l e  choix de bn e t  q) c a r a c t é r i s e  l 'algorithme. 



Nous d i r o n s  que c e t  a lgor i thme e s t  l ' a l g o r i t h m e  de  type  0  a s s o c i e  

aux nombres b  e t  40) e t  nous l e  n o t e m n s  B(b a ( n ) ) - a l g o r i t h m e .  
n '  k 

Pour a l l é g e r  l e s  n o t a t i o n s ,  i n t r o d u i s o n s  l ' o p é r a t e u r  de  d i f f é -  

r e n c e  d é f i n i e  p a r  : 

Lorsque A s ' a p p l i q u e  à d e s  q u a n t i t é s  dépendant de deux i n d i c e s  n  e t  k ,  

il a g i t  t o u j o u r s  s u r  l ' i n d i c e  n .  

Ces a lgor i thmes  s o n t  d e s  a l g o r i t h m e s  r é c u r s i f s  d i t  de l o s a n g e .  

On p l a c e  l e s  q u a n t i t é s  dans un t a b l e a u  à double e n t r é e  : t a b l e a u  0 ; 

l ' i n d i c e  i n f é r i e u r  k r e p r é s e n t e  une co lonne  e t  l ' i n d i c e  s u p é r i e u r  n  

une d i a g o n a l e  descendante .  

La r e l a t i o n  (1) r e l i e ,  dans c e  t a b l e a u ,  d e s  q u a n t i t é s  s i t u é e s  aux 

q u a t r e s  sommets d 'un losange  ; l a  q u a n t i t é  l a  p l u s  a  d r o i t e  e s t  c a l c u l é e  

à p a r t i r  d e s  t r o i s  a u t r e s  comme l ' i n d i q u e n t  l e s  f i è c h e s  dans l e  schéma 

s u i v a n t  : 



Dans l a  s u i t e  nous fe rons  i n t e r v e n i r  une s o u s - c l a s s e  impor tan te  

des  a lgor i thmes  de t y p e  8 ; c i l l e  ou b = O Vn et où = a k  indépen- 

dant  de n .  On ne r e s t r e i n t  pas l a  g é n é r a l i t é  de l a  t r a n s f o r m a t i o n  en i m -  

posant  a  = 1. C e t t e  s o u s  c l a s s e  e s t  appelée a lgor i thme de type  y a s s o -  

c i é  à l a  s u i t e  ak ( C o r d e l l i e r  C 2 2 1 ) .  

Les colonnes q u i  nous i n t é r e s s e n t  du p o i n t  de vue a c c é l é r a t i o n  

s o n t  l e s  colonnes p a i r e s ,  l e s  co lonnes  impaires s o n t  de s imples  i n t e r -  

média i res  de c a l c u l .  Nous 6 t u d i m n s  donc l e s  s u i t e s  <B:L)) où (8:")) est 

l a  t ransforméede l a  s u i t e  i n i t i a l e  p a r  l e s  k p remières  é t a p e s  de l ' a l -  

gorithme (k  f i x é ) .  

Nous d i r o n s  que : 

- deux a l g o r i t h m e s  d e  t y p e  8 s o n t  é q u i v a l e n t s  s i  l e s  colonnes 

p a i r e s  s o n t  é g a l e s  

- un procédé T de t ransformat ion  de s u i t e s ,  f o u r n i s s a n t  l e s  

( s u i t e s  ( ~ ~ " ' 1 ,  e s t  é q u i v a l e n t  a  un algori thme t y p e  8 si  8'") : T(") 
2k k 

pour t o u t  k e t  n p o s i t i f s  ou n u l s .  

Nous re t rouvons  a i n s i  des  a lgor i thmes  connus : plaçons  nous dans 

l e  c a s  b cons tan t  ; dans  ce c a s q u e l l e  que s o i t  l a  c o n s t a n t e  l e s  

colonnes p a i r e s  ne dépendent  p a s  de c e t t e  c o n s t a n t e ,  donc on ne r e s -  

t r e i n t  p a s  l a  g é n é r a l i t é  en prenant  b = O Vn. Alors  : 

1, ak") = 1 Vk,n nous avons l ' r - a l g o r i t h m e  de Wynn 

2, a ( n )  = An Vk,n l a  première & & r a l i s a t i o n  de 1 ' s -a lgor i thme ( l a  
k 

s u i t e ' l x  } e s t  une s u i t e  a u x i l l i a i r e )  



n+k+ l  - xn Vk,n l e  O-algori thme 

5, a::) = 1 

( n )  = A e ( n t l )  b e ( n )  Ae(n*l )  2 (n) 
2k 

2k+l 2k+l / A 02k+l Vn,kl&e 0-algori thme B m z i n s k i  C31 
a2k 

6, a::' quelconque 

d ' e x t r a p o l a t i o n  

( n )  
2 k t l  d e  Richardron C't71 

n+k+l  

7, a::) queiconque 1 

e t  de  manière g é n é r a l e  t o u t  a lgor i thme q u i  a l ' é t a p e  k s e  met s o u s  l a  

forme : 

Vn,k a r e c  T:) = 'n 

nous pouvons m e t t r e  c e t  a l g o r i t h m e  sous  l a  forme de  type  8 a v e c  

a(") quelconque 
2k ( n t l )  

( 1  ; ne:;" ~k ,n 
2 k t l  ( n t l )  



Remarque : 5 n ' e s t  p a s  un algori thme de losange  c a r  il f a u t  q u a t r e  termes 

( n )  e'nt2) e In tJ )  pour  c a l c u l e r  o::'~. 
e2k 9 2k ' 2k 

Avant de donner l e  moindre r é s u l t a t  p o u r  c e s  a l g o r i t h m e s  il f a u t  pré-  

c i s e r  un p o i n t  impor tan t .  On v o i t  que lo rsqu 'on  appl ique  un a lgor i thme de 

t y v  fi ; une s u i t e  i S  1 il s e  peut  que deux q u a n t i t é s  v o i s i n e s  ehn) e t  

tlk"*l) deviennent  é g a l e s .  I l  e s t  a l o r s  imposs ib le  d.e c o n t i n u e r  à c o n s t r u i -  ' 

r e  l e  t a b l e a u  0 c a r  il y a u r a i t  d i v i s i o n  p a r  zéro .  Dans l a  s u i t e  l a  con- 

vergence devra  é t ~ e  comprise avec l a  r e s t r i c t i o n  ca lquée  s u r  c e l l e  énoncée 

p a r  Wynn C651 : "bien que d e s  c o n d i t i o n s  s p é c i a l e s  p u i s s e n t  ê t r e  imposées 

à l a  s u i t e  {S 1 pour é v i t e r  c e t t e  d i v i s i o n  p a r  zéro, dans l ' e x p o s i t i o n  

d 'une t h é o r i e  g é n é r a l e  où l ' o n  n'impose aucune c o n d i t i o n  s u r  l a  s u i t e  i n i -  

t i a l e ,  l e s  r é s u l t a t s  énoncés n e  concernent  que l e s  nombres q u i  peuvent être 

ca lcu lés" .  

Ce type  d 'a lgor i thme e s t  une t ransformat ion  non l i n é a i r e  de s u i t e  à 

s u i t e ,  c ' e s t - à - d i r e  que si on l ' a p p l i q u e  à l a  somme tenne  à terme de deux 

s u i t e s  l e s  q u a n t i t é s  0'") que l ' o n  o b t i e n t  ne s o n t  p a s  l e s  sommes d e s  quan- k 

t i t é s  ob tenues  en a p p l i q u a n t  l e  e ( k  n ,  a:)) a lgor i thme séparément à chacu- 

ne des s u i t e s .  Cependant nous avons : 

( Propriï2t.e 1 : s o i t  c une cons tan te .  Si i t a p p i i e a t i o n  du 0 ( c ,  %.))- 

a lgor i thme à {s,} et  à { a n  t B I  f o u r n i t  respec t ivement  les q u a n t i t é s  

0:) e t  ëp) a l o r s  : 



Démonstration : e l l e  s e  f a i t  par récurrence. 

Supposons qu'à l ' é t a p e  j nous ayons : 

( n )  
- ( n )  ;(nt11 + a 2 j + 1  

a l o r s  B 2 j t 2  = 2 j  Ae(n) 
2 j t l  

( n )  ( n )  
n - a e ( y l )  + a 02i- = a (O;;+') t + b 

d'où 82j+2 - 
2 1 A0 ( n )  

2 j t l  2 j t l  



Remarque : tious pouvons g é n é r a l i s e r  ce  r é s u l t a t  a u  c a s  d'une s u i t e  au- 

x i l l i a i r e  b non c o n s t a n t e  : s o i t  d une c o n s t a n t e  r é e l l e .  S i  l ' a p p l i -  

bn c a t i o n  du 0 (b n '  a:))-algorithme à { s n )  e t  du + d ,  a:)) a 

(') e t  ëXn) a i m s  : ( a n  t b} f o u r n i s s e n t  respec t ivement  Bk 

Démonstration : on a l e s  r e l a t i o n s  : 

8(n-1) - ("-1) [e:n) - , i n - l ) ] - l  
kt1 k-1 = ak 

sous t rayons  e t  rangeons l e s  termes a gauche du s i g n e  éga l  



YZ 
.)eV Yzev ( - (KtU) + K-YZ 

y% YZ, ( K + U ) ~ '  
(") (K+U) + YZ Z t Y Z  

K + Y Z e  = ( u ) ~  
( u )  

: SUOJieTW s a 1  suohe snou ' 

s x ~ e T e 3 s  ap a l J n s  aun F e  adAaap a u i q & r ~ o % ~ e  un s u o n b g d d e  snou JS 

. ( s a ~ e 8 ?  luauuaJAap sau:s:oA sJnaTea s ~ n a r s n ~ d  no xnap anb 

-SIOT) a u q l r ~ o 8 ~ e  3 , ~  ap TnsTea ap s a r p ~ ~ n s r i ~ e d  s a ~ i i ' ? ~  Sap anb ? s u r e  

w i q l r ~ o a ~ e  3 , ~  ap a n b : ~ i p o ? 8  u o r ~ e i ~ d r a a u :  aun ?uuop e[cELzq ~ a g ~ a p ~ o 3  

' a ~ q e ~ q u a s  uo:aeIar aun ,p  ~ u e a ~ e d  u3 -9 neaTqel aT suep  s a r l e d  sauuoKoa 

s a q e d  SauuoTos ap ~ a s s e d  a p  aauuad ? j ? ~ ~ d o ~ d  a l l a s  J J O A  aT uo w u 0 3  

T +Y T-Y K-Ye = Z-Y 
73 'C ) - ( 1  (U) ( T + u ) ~  - 

T+Y K + Y  T t \  = Y Z+Ye 
r e  - ( u )  ( T U )  (u)'  - (T-U) 

Tssne suohe snou 



Nous appel lerons  algorithme de type e2  l a  r e s t r i c t i o n  à l a  deu- 

xiême colonne d'un t ab l eau  0.  

On peut a i n s i  remarquer que l e  passage de l a  colonne 2k à l a  

colonne 2k+2 appara i t  comme un cas  p a r t i c u l i e r  de l ' a lgor i thme de type 

e2 03 : 

Cet te  remarque e s t  fondamentale pour l a  s u i t e  de c e t  exposé ; en 

e f f e t  il nous s u f f i t  d ' é tud ie r  l e s  algorithmes de 'type 02, l e s  théorè- 

mes démontrés pour ces  algorithmes donneront des  théorèmes pour l e s  

algorithmesde type 0 ; de plus  nous pouvons f a i r e  l a  même chose pour 

l e s  app l i ca t ions  répétées .  

La remarqueprécédente montre l ' i n t é r ê t  q u ' i l  y a à é t u d i e r  l e s  

algorithmes de type 02. Nous notons l e  02(bn. a;))-algorithme.l'al- 

( n )  gorithme de type e2 associé  aux s u i t e s  de nombres bn, a:), a l  . 

Dans l ' é tude  de l a  convergence nous nous bornerons aux s u i t e s  

d 'ordre 1 c 'es t -à-di re  : l e s  s u i t e  {S,} t e l l e s  q u ' i l  e x i s t e  K e t  K2 1 

v é r i f i a n t  : 



11.3.1 THEOREMES CONVERGENCE. 

Nous a l l ons  d'abord c a r a c t é r i s e r  16 type de s u i t e s  pour l e sque l l e s  

l e s  algorithmes d e  type B 2  convergent en une é tape .  

ïhéoilenie I O  : une c o n u o n  nécesbaite et du66ihnnte peuh que 

g ( n ) ( c ,  < ) i  = s vn > N ear que : 2 

avec ( O )  
- 0 

Po - - B 

A - S  - S  

Dkmonst~.?tion : D'après l a  p rop r i é t é  1 nous pouvons d i r e  que s i  l e  

r é s u l t a t  e s t  v r a i  pour {S - S) il se ra  v r a i  pour CSn). 

Appliquons donc l e  0 ( c ,  dn ) ) - a lgo r i t hme  à l a  s u i t e  xn = % - S 
2 



j 1 a j o u t e  e t  j e  r e t r a n c h e  a u  numérateur a(")  x A xntl e t  j e  r e g m u p  les 
O n 

termes 

J e  d i v i s e  l e  numérateur e t  l e  dénominateur p a r  Ax 
n A X n t ~ .  



posons 

Nous pouvons d i r e  que e2 (c ,  $)) converge en une i t g r a t i o n  Vn > N 

si, appliqué l l a  s u i t e  {% - SI. O,?) = O quel que s o i t  n > N ,  n c c i  

e s t  m a i  s i  et  seulement si 

*pn t (a?)-- a:)) = o vn > N 

(n )  

o r  l e  f a i t  que A(%) = O nous i n t e r d i t  d 'appliquer l e  e 2 ( c . a r ) )  Ax 

Nous nous res t re ignons  donc a  : 

bn + ( ; y )  - a(")) = O  

notons a ( n )  - a ( n )  = cn 
1 

n-1 
avec pn = P, + n ( a ( i )  - a ( i ) )  n  > 1 

i = o  1 

donc pour l a  s u i t e  fS 1 qu i  converge ve r s  S 



Remarque : 1 )  nous donnons dans c e t t e  démonstration une au t r e  

manière de no te r  l e  e 2  algorithme en fonction de l a  s u i t e  {Sn) 

dans l e  cas ou a(") = a(") = 1 nous retrouvons l a  nota t ion  de 
1 

Corde l l i e r  C221 pour 1 '~ -a lgo r i t hme  

2)  l e s  s u i t e s  obtenues au théorème 10 ne sont  pas 

nécessairement convergentes; cependant l e  e2 algorithme donne S. 

Dans l e  cas d 'une s u i t e  divergente S se ra  appelé "anti  l im i t e " .  

Cependant l e s  algorithmes de type 0 p ré sen ten t  un grand i n t é r ê t  2 

pour bien d ' a u t r e s  s u i t e s  que c e l l e s  du théorème 10. E t  nous a l l ons  

maintenant donner des condi t ions ,  su r  l e s  s u i t e s  a u x i l l i a i r e s ,  qui 

permettent d ' ob t en i r  une bonne approximation de l a  l i m i t e  d'une 

s u i t e .  

I l  nous f a u t  d'abord donner des condi t ions  de  conservation de l a  

l i m i t e .  

Thton$ne I I  : a i  noua appLiquonb t e  O2(an, a:)) a h b u ü e  {sn )  

de LinLte S. Une condi l ion  nbc&bb~$)k?t b u d 6 h a n t  pouh que 

l i m  Sn = l i m  O?) Ut que : l i m  al 

n- n- n- 

Ce r é s u l t a t  n ' e s t  pas t r è s  pra t ique  ; en e f f e t  on peut cons t ru i -  

r e  a(") = Y ~ ~ : n )  avec {U convergeant ve r s  zém ; mais il e s t  1 

d i f f i c i l e ,  dans c e  ca s ,  pour Un de v é r i f i e r  l e s  condi t ions  d'accé- 

l é r a t i o n  ( i l  f a u t  connaî t re  S).  



Ainsi, dans l a  suite  de c e t t e  exposé, nous nous placerons dans 

les hypothèses suivantes : 

Dans ces conditions nous pouvons donner une condition suff isante  

de régularité : 

Démonstration : écrivons l a  re lat ion ( 1 )  

d'où l e  résu l ta t  ... 



Sn+l-S 
La s e u l e  condition contraignanteest  que - S -S ~ o s s è d e  une l i m i t e  

e t  nous pouvons toujours c h o i s i r  Ibn),  (a:+ vénrifiant l e s  condit ions du 

théorème. 

S i  maintenant nous nous plaçons dans l 'hypothèse H l  nous pouvons 

énoncer l e  r é s u l t a t  : 

Démonstration : 
f n )  

al 



"nt1 - 
Ko + 1 => l i m  - - 

n u .  ' n  
Ko 

d'où l a  l i m i t e  : 

Ko - bo - A. 
co(Ko-1) = -1 => c = pour Ko # 1 

O Ko - 1 
A. + bo - Ko 

, ( n ) - s  
2 

Remarque : dans l e  théorème précédent nous avons é tudié  l e  rappor t  - 
'ntl-' 

ou pour l e  ca l cu l  de 8:") nous u t i l i s o n s  S Sntl, Snt2 ; il faudraitdonc 

9:")-s 
k tud ie r  -- : je  m e  s u i s  borné dans c e t  exposé aux s u i t e s  d 'ordre  i ,  

'nt2 
dans ce cas  

, (n)  - ç , (n) - ç 
2 ç - ~  = > l i m  L = O  

l i m  - - 
n* 'n+i - n- 'n+2 - 

I l  n ' e s t  pas nécessaire que l a  s u i t e  s o i t  convergente pour p a r l e r  

d ' accé l é ra t ion  de l a  convergence dans l e  c a s  ou l a  s u i t e  diverge nous 

ASn+i 
appelerons Ko = l i m  - 

n-ro "n 



Démonstration : 

(n+ l )  a!n) a. 

puisque a:) # O 

d'où à l a  l imite 

La remarque précédente e s t  encore valable s i  K # 0.1 nous avons 

Ae:" ) 
lim = 0. 
n- n+2 



i 
Exemple n O l  : s o i t  a  t e  S = - 1  i-li2. Nous avons pour  c e t t e  

i - 1  

s u i t e K  f 1 K  1-1. 

Nous pouvons prendre  b(") = c ( n )  = 1 

F t  s i  nous i t e r o n s  c e t  algori thme 

Exemple n02 : s o i t  Sn = n / ( n + l )  dans ce  c a s  Ko = 1. Bien que 

= b p )  = 1 v é r i f i a n t  l a  condi t ion  d l a c c é l é r a t i o n  nous c m s t a t o n s  

que s i  K = 1 nous ne pouvons r i e n  d i r e  : 



Exemple n03 : enf in  v o i c i  un exemple d'une su i t ed ive rgen te  qui  pa r  le 

e-algorithme donne une l i m i t e  : c ' e s t  l e  ca s  de l 'accroissement du 

rayon de convergence dvune s é r i e .  Soi t  Sn = 1 - (-'Ii qui  e s t  l e  
i=l itl 

développement en s é r i e  de log (3 )  hors du disque de convergence. Nous 

avons Ko = -2. 

Nous appliquons a S l e  8-algorithme avec c g )  = 1 = b p )  e t  nous 

i t é rons  l e  pmcédé log(3)  = 0.0.9861228866 

nous pouvons remarquer,: bien que chaque colonne diverge nous nous appro- 

chons de l e  l imi t e .  S i  nous continuons,  nous obtenons 14c:9=1,09861228856. 



11.3.2 SUITES A CONVERGENCE LOGARITHMIQUE. 

Dans l ' é t u d e  précédente nous avons é c a r t é  l e  cas  K z l ,  c 'es t -à-di re  

l e s  s u i t e s  à convergence logarithmique. On peut  cependant s e  demander 

s ' i l  e s t  pos s ib l e  d ' accé l é re r  de t e l l e s  s u i t e s  à l ' a i d e  des.algorithmes 

de type B .  

So i t  une s u i t e  de nombres r é e l s  ( S ) convergent ve r s  S ; si c e t t e  

s u i t e  e s t a  convergence logarithmique nous pouvons d i r e  que 

(Sn+l - S) / ( S  - S) = 1 t en avec l i m  en = o .  Nous pouvons remarquer 
n* 

que dans c e t t e  hypothèse nous n'avons pas  nécessairement l i m  Sntl/ Sn=l  
n- 

en e f f e t  : 

'nt1 - e n t ï  -> l i m  - = l i m  - ( s i  c e t t e  l i m i t e  e x i s t e ) .  
n+- n- en 

Nous nous p lacerons  pour c e t t e  étude au c a s  où bb = O : 



ruohlme 15 : d i  10uh ~ ~ U D M  t e  e 2 ( c ,  a p ) ) - a o h t t h n i e  a une 4 u i . t ~  

'nt1 - '- , 
(sn) d e  L h L i e  S ,  avec  l i n  Sn - 

n 

en+î bo = l i m  - 
n* en 

1 
c0 = l i m  ( 1  t - - 

n- n 

Démonstration : si  S e s t  à convergence lagarithmique alors ASn+l/(Sn+l-S) 

tend vers zéro quand n tend wrs l ' i n f i n i  

pour que co s o i t  f i n i  différent de z6m il faut e t  il s u f f i t  que : 



dans ce cas pour que (Ba") - S) = O (Sn+l - S) il f a u t  e t  il s u f f i t  que : 

1 Do 
c = l i m  (1 t - - - 3  lorsque c e t t e  l i m i t e  e x i s t e .  

O n- en e n t î  

Corollaire : s o i t  {Sn] une s u i t e  de nombres & e l s  t e l l e  que 

S - S  
lim n = et lim = 1. Il e x i s t e  une f ami l l e  de algorithmes 
n- n- Sn - S 

t e l s  que 8:") = S h > ii ; il s u f f i t ,  pour c e l a  de prendre 

Démonstration : nous avons 
,( n)  

1 
( i + - -  e - O ) ~ ~ n t i  e 

,.,(n) = n n t 1  
2 S n t l  + en+l  b(") - ( 1  + en )  7 

n 

e(") = s 
2 C.Q.F.D. 

Exemple : 

Posons d = Sn - S. S o i t  une s u i t e  logarithmique t e l l e  que 

= d t aldE + a2d:+l t . . . n + i  n 

dans ce cas e = al$-' + agd: t .. . 



lim z + 1 + a avec lim a = 0 - en - 
prenons donc b p )  = 1 

(n) => l i m  co = p 

pour ce  genre de s u i t e s  nous trouvons : 



On v o i t  que dans c e  ca s  s i  pz2 on re t rouve l e  O-algorithme simplifi ; . .  

Nous trouvons également une condition d 'accéléra t ion  de l a  conver- 

gence. 

gence il fau t  e t  il s u f f i t  que : 

en+l b = l i m  - 
TI+<D n 

,(n) 
1 et J c = i i i s ( ~ + - - L )  

n a  e e n n i 1  

Dans l e  cas  b:) = 1 Vn (algorithme d e  type y ) nous obtenons comme 
2 

condi t ion  : 

I c = 1 - l i m  A(-) 
n+- en 

c e t t e  condition a dé ja  é t é  démontré p a r  Corde l l i e r  C191. Nous pouvons 

égalenrent remarquer que dans l e  c a s  K # 1 l a  condi t ion  s ' é c r i t  

bo = 1 co = 1 ce qu i  e s t  l e  c a s  pour l ' r -a lgor i thme.  

Exemple 1 : 
2 

s o i t  l a  s u i t e  {Sn} obtenu p a r  : Sn+l = S - 0,05 S ou 

S1 = 0,938, nous avons K = 1 ; l e  c a l c u l  d e  c nous donne 2. Nous appl i -  
O 

qua>. L sn l e  ï a l g o r i t t m e  = bo = 1 e t  C F )  = Co = 2. S=O 



Dans l a  p r a t i q u e  on r e n c o n t r a  de nombnuses s u i t e s  à convergence 

l e n t e  mais nous n e  connaissons p a s  l a  l i m i t e  S ; il nous est donc d i f f i -  

c i l e  d ' u t i l i s e r  c e  q u i  précède a u s s i  nous prendrons  une a u t r e  d é f i n i -  

t i o n  de l a  convergence logar i thmique  des  s u i t e s .  Nous d i r o n s  que {Sn? 

e s t  a convergence logar i thmique  s i  l i m  (AS / ASn) = 1 que nous - n t 1  

pouvons encore é c r i r e  : 

A s n t l  - - - 1 + e avec  l i m  en=O. 
A 'n n-w 

S i  une s u i t e  Sn est a convergence l e n t e  e t  si de p l u s  

l i n  b2 Sn / AS = O a l o r s  l a  s u i t e  e s t  a convergence logar i thmique .  

Pour l ' é t u d e  d e  c e  c a s  nous nous r e s t r e i n d r o n s  a u  cas : 

b ( n )  = A ( n )  = A e t  C(n) = C vn 
bo* o O O 

nous pouvons a l o r s  énoncer l e  r é s u l t a t  s u i v a n t  : 

ThtofiEme 16 : 6oCt {sn)  une b d e  à convagence LogaaiAhnUque de 

L imi te  S. S i  nour h i  appïi.quon~ Ce e2(bn, ) n ( g o * ü k n .  

c = l i m  1 



de plus : 

ASn . 
l i m  ASn+l = <=> lin e(") = S 
n- ~~s~ n- 

2 

Démonstration : 

Pour que c s o i t  d i f férent  de zéro il faut e t  il s u f f i t  que Aotbo-1 = O 

maintenant si A:) = b(") = bo e t  $ )  = c  a l o r s  p o u  que 
Ao* O 

A,?) - - O il faut e t  il s u f f i t  que 
"nt1 n + 

c = lirn 1 
1 O n+-1 t A(e) 
n 



Pour accé l é re r  ce type de s u i t e s  il nous f a u t  donc 6valuer  co. 

"nt1 Nous pouvons remarquer que s i  A = O et l i m  - # 1 nous obte- 
n* 

nons l e s  condi t ions  bo = 1 e t  co=l  qu i  e s t  l e  b2 dlAitken. 

Exemple 2 : s o i t  l a  s u i t e  Sn = n/n+l nous prendrons 

A ; o = > b  ; l e t b ? ) ; 1  

c- = l i m  1 - 1 
3 

c = 2  

ce q u i  nous donne l e  p2-algorithme 

S .  0,857 0,9999999999999999 
16 c h i f f r e s  exac t s  

10 0,916 II 

Exemple 3 : Il e s t  poss ib le  de c a l c u l e r  co dans ce r t a in s  ca s .  Par  

exemple pour AS = l /na avec a # 1 a l o r s  nous trouvons c o s  . S o i t  donc 
<D 

1 une s é r i e  1 7 2 1,64493 ... c ' e s t  l e  p -algorithme qui  correspond a 
n = l  2 

c =2. 



Comparons lVc2-a lgor i thme e t  l e  pz -a lgo r i t hm 

Nous pouvons remarquer que l e  pz-algorithme accélère  l a  conver- 

gence a l o r s  que c2 ne f a i t  qu'améliorer l a  convergence. 

Cependant s i  nous ne connaissons pas P ou si l e  ca l cu l  de co s 'avère  

d i f f i c i l e  on peut  renplacer  co p a r  une appmxinat ion  c r )  = 1 
1 ' 

1 + A(-) 

Nous pouvons exprimer ce c g )  en fonction de S n  Sn+1 e t  Snt2. en 

c(n) = 1 - 1 
O 1 +  

1 "n+i ASn 

"n+2 
1+--- 

-- AS,+~ 
1 - -  2 

AS- A 'n+i d2sn Asriil n 

b(") pa r  1 e t  S i  j e  remplace maintenant dans l ' a lgor i thme bn p a r  O ,  

C r '  p a r  c e t t e  va leur  



j ' ob t i en t  : 

nous retrouvons donc l a  l è r e  é tape  d'algorithme que Brezinski appel le  

l e  8-algorithme e t  qu i  a également é t é  obtenu pa r  Gerrnain-Bonne C261 en ef fec4 

(n)]  t uan t  une ext rapola t ion  l i n é a i r e  a p a r t i r  des s u i t e s  I S  1 e t  { c 2  . 
11 f a u t  cependant remarquer que c e t t e  algorithme n ' e s t  p l u s  un a lgo r i t h -  

me de losange en  e f f e t  l e  c a l c u l  de n6cess i te  q u c f i r  t e r n e s  de l a  

s u i t e  i n i t i a l e .  

ThtokPrne 1 7  : b i  ijJJ 8 i n )  = ijgj sn = S,  a l o u  une condition ntceb- -- L? 
n a h e  D f   idante an te DY* que 8:) convme p h  v i l e  pue sntl ut que 

qg,  ,C(n) existe 

( Cor01 l a i r e  : si .ll 8:) = Ai Sn = S, a l o r s  une condi t ion  néces- 

s a i r e  e t  s u f f i s a n t e  pour que 0:) converge p lus  v i t e  que Snt1 e s t  que 

A Sn Al A( -) ex i s t e .  
A2Sn 

Exemple : pour les t m i x  exemples précédents c e  nouvel a lgo r i t h -  

m avec b(n) = 1 e t  c p )  = 1 nous donne 
1 + A(+) 

n 



n ex.1 ex.2 ex. 3 

O 0;933 0.99.. . 1,1388 
16 chiffres exacts 

5 - 0,211 II 1,64461 

10 - 0,209 1oe2 11 1,6447 

15 - 0,193 10-~ II 1,64491 , 

11.3.3 APPLICATION REPETEE DES ALGORITHMES DE TYPE e2 

Il apparait intéressant d'étudier l'application répétée des algo- 

rithmes de type 02.  Dans le cas de l'e-algorithme, cette première étape 

s'identifie au A' dlAitken et nous savons que la mise en oeuvre de ce 

procédé n'est pas dépourvue d'efficacité [50,53]. Pour cette étude nous 

allons regarder le comportement asymptotique de 48'") par rapport a 
1 

ASn et ~8:~). Ces Gsultats débouchent sur des théorèmes d'accélération 

de convergence et des conditions d'application 

Thtonhe l i  : a i  L'on applique le e2(bn, $)) dgowfhme a une bui -  

te de nonbira nt& (sn) avec a:) # O rn 

- - ~COM lim - - (OC Ko # O) 

- b i  de peub co = ( K ~ - ~ ~ - A ~ )  / (0-1) avec K~ # 1 atotb 

AB:) ASn - 1-K 
A lim 

(n) 
- - 

n- a. Ko 
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Démonstration : si nous avons l a  condi t ion  de A g u l a r i t é  

(n+2) . ( n t l )  

+ O 7 0  
A(l(n+l)  %+2 AS"+? 

puisque a:) + o += ( n + l )  a 

D bntl + 
- A Sn # 0 

''nt1 'Sn 1 - 

A +b -K b b 
1 - 0 0 o x o = o  lim - - 

n- A Ao+bo-Ko k Ko 

car 



Ao+bo-Ko 
puisque l i m  = c = --- 

O 1 - K o  
pour Ko # 1 

Ir'- 

AB:) AS 1 - K A t b  -Ko 
n -  0 0 0  

=> lim a(n) - Atbo-Ko puisque A+bo-Ki # O - 1 Ko 

AB?) bSn - 1 - K  
=> l i m  

(n)  
- -  

rr" a 1 
Ko 

( n t l )  
al 

nous pouvons remarquer que si c # O , - :  l i m  (n) = bo 
n- a. 

AB:") AB:") &snt1 AB:") a'"*') 1 AB:' 

( n )  (n )  t F q X T - l  
a 1 al 1 

AB?)AB?) 
d 'où l i m  boKo 

( n )  
= l - K  t-- 1 = O  

n- al 
bo 

C.Q.F.D. 

Dans ce théorème nous pouvons remarquer que si  S converge e t  si 

l e  B2-algorithme e s t  & p l i e r  a l o r s  8:") diverge.  

("))-dgohLthme a une Thgoic2rne 19 : b i  noud ~ ~ Q U O M  t e  Bz(bn. 4< 

blUfe {Sn) de  W e  s b i  co # O et A ~ + ~ ~ - K ~  # O d o ~  une condi t ion  

n t e a a a h e  c2 bu66 i iMte  povn que (0:) - 5 )  = o(sntl - S) at pue 

l i m  = o. 
n- a: 

n) 



Démonstration : il nous r e s t e  à démontrer l a  condition nécessai re .  

ban )  ~ e ( n )  <i  = O  

al 

Ae(") A Sn+, AB :") 

o r c o # o =  l i m  1 z l i m  
(n )  + K o - 1  

mOD a?' 
al 

(n )  (n)  Ae2 A e l  
=> l i m  

(n)  
; ' ôtbo-Ko t Ko - 1 = 0 

Il+-- 
al 

O 

o r  A+bo-Ko # O 1 Ao+bo-Ko 
= > c  z -  qui e s t  l a  condition d 'accéléra-  

e t K o - 1  # O  O l-Ko t ion  

C.Q.F.D. 
.- 

Dans toute  c e t t e  étude nous d i f f é ren t ions  l e  cas  K il e t  K #1 

il semble donc in t é re s san t  de connaî t re  l a  l i m i t e  de de2 
( n + l ) l ~ e : D )  O" 

simplement de savo i r  si c e t t e  l i m i t e  e s t  €gale  ou d i f fk ren te  de 1. 



De manière génsrale nous obtenons 

( n t 2 )  (nt11 
a ,  a ,  

O Vn nous avons 

O 
nous obtenons à l a  l i m i t e  l ' indétermination -. Pour lever  c e t t e  indé- O 

termination il nous faut f a i r e  des hypothèses supplémentaires H2 : 

ASn+l - - - Ko + en avec l i m  en = 0 

n- 

Nous pouvons a l o r s  énoncer l e  r é s u l t a t  suivant : 



Théoiltme 20 : doCt {Sn) une sui te  de  nomkeb d e & .  S i  nou6 lui 

appCipuond t e  ü2(c ,$)) -dgocühmr vlhi6kw.t LU h y p o t h i ? ~ ~  HZ Lt 

4i -1 < K~ < 1 K~ # O d o u  

Ae(n+l)  
Aen+i - - l i m  - - B => l i m  

2 

n e  Aen 
T- = Ko LI 

n- A e 2  

et donc -1 < K~ B < 1 

Ce théorème nous donne une condi t ion  s u f f i s a n t e  pour i t é r e r  l e  0 -algo- 2 

ri thme. 

L a  remarque f a i t e  à l a  f i n  du paragraphe 11 .2  nous d i t  que l e  passa- 

ge de l a  s u i t e  {8:;)1 a l a  s u i t e  {B:;:~I peut  R n  considéré corne un 

cas  p a r t i c u l i e r  des algorithmes de type e2.  Nous pouvons a i n s i  généra l i -  

s e r  l e s  théorèmes démontrés pour l e s  algorithmes de type e2 aux a u t r e s  

colonnes du tableau . 
Pour ce l a  nous prendrors les  no ta t ions  suivantes  



e t  nous nous p l a c e r o n s  dans l e s  hypothèses H 3  : 

l i m  b r )  = bk # O f i n i  V k 5 0  
nQ 

i i m  c ( ~ )  = ck # O e t  f i n i  Vk > O 

n* 
k 

- 
2k ~ 0 : : ~ ~ )  

1 i r n  = 2 s i  5 # 1 => l i m  
n- 0;;) - S 

-T- = 5 
n- A0 

2k 

Nous pouvons énoncer un premier r é s u l t a t  : 

ThEonPne 2 1  : d i  novd appLiquom Le e(bn ,  a:")) à une dircte ( s n i  de 

fimile S & o u  une concfh%on n~?ctbdaihe et bu66isante p o u  que 

Comme p o u r  l e s  a lgor i thmes  de type  0 ce  r é s u l t a t  n ' e s t  pas  f a c i -  
2 

lement u t i l i s a b l e .  Aussi nous donnons une a u t r e  c o n d i t i o n  de r é g u l a r i t é  

q u i  n ' e s t  qu 'une c o n d i t i o n  s u f f i s a n t e  : 

ThtonPrne 2 2  : d i  novd appLipuo" Le O(bn, c)) dgoki~hmc? a une 

b u d e  ( s n 1  d e  W e  S. Aeom 



Démonstration : 

a(") f 0 Vn donc 
2 j 

d'où la condition 

C.Q.F:D. 

Nous pouvons donner un important corollaire. 

. 
Corollaire : si nous appliquons le O(bn. 4")) algorithme à une 

(n) 

suite iS 1 de limite S. Si (%) est bornée et si i8(1)? converge plus 
23 

a2j 
vite que {O:;:? alors : 

K. - b. # o => lia 8(n)  = iim 0 (n) 
3 3 n* 21+2 n-rs 2j ' 



Démonstration : en e f f e t  l a  condition du théorème 22 e s t  K.-b.-A. # O 
3 3 1 

o r  s i r (8 : l ) )  converge plva v i t e  que (8:;f:)) l e  thbo&w 18 nous d i t  que 

68(n+l) (nt11 (n )  
A82.-1 *- -> O e t  s i  (&) e s t  b o d  A.=o donc l a  condition 

II+- a 3 
2j-1  

s ' é c r i t  K -b + O 
j j 

C.Q.F.D. 

Maintenant nous a l lons  général iser  l e s  r é s u l t a t s  d 'accéléra t ion de 

l a  convergence aux a u t r e s  colonnes du tableau 0.  Là encore nous séparons 

l e  cas ou K .  # 1 V j  e t  l e  cas des s u i t e s  a convergence logarithmique 
3 

ou K = 1. 
j 

Ce théorème e s t  une appl ica t ion d i r e c t e  du thoérème 13. D e  p lus  

si l a  s u i t e  (Sn) converge vers S nous pouvons d i r e  . 

K i # l o s i s j  
il% ,* ' 

K-b. -A .  # O  V i  tel que 0 S i ( j => 8 - S = o (8  - S) 
i l 1  2j+2 2 j  

Nous pouvons tirer du tdo rème  23 un inpor tant  c o r o l l a i r e .  



Corollaire : s i  nous appliquons l e  O(bn, d n ) )  algorithme 1 l a  s u i t e  

( n )  que {82j-23 a l o r s  : 

Démonstration : 

t n )  { O  . I converge p lus  v i t e  que te:;:2) 
2 1 1 

K .-b 
donc l a  condi t ion  s ' é c r i t  c,  = & 

3 

C.Q.F.D. 

Nous pouvons f a i r e  l a  même remaque que pour l e s  algorithmes de 

( n )  type O z .  En e f f e t  nous comparons e t  A B  ("") a l o r s  q u ' i l  nous 
2 j 

f a u t  3 termes O("),  2 j  ~ ( ~ ' " s t  2 j  8(?*2) pour c a l c u l e r  9$i2 ; c e p n d m t  nous 
2 1 

pouvons af f i rmer  que si Kj # O a l o r s  : 

La  d i f f i c u l t é  majeure pour ce  type  d 'algorithme e s t  l a  connaissance 

des Ki e t  principalement nous devons a v o i r  Ki # 1. 



Bien que nous ne p u i s s i o n s  v é r i f i e r  l 'hypothèse  Ki  # 1 pour 

chaque i v o i c i  des  exemples q u i  nous montre l a  puissance de c e  type d ' a l -  

( gorithme.  Lorsque Ko # 1 nous prendrons c ( ~ )  = bin) = 1 i 

n 
2. OU Sn e s t  d ivergente  Sn = 1 ( - 2 1 1 / ( i + l )  

i ~l 

S = Log(3) = 1,098612288668 



L'analyse des e r r e u r s  numériquessurlbrdinateur d'un procédé récur-  

s i f  peut ê t r e  approchée de d iverses  manières. En f a i s a n t  de f o r t e s  hypo- 

thèses  concernant l a  faqon dont l e s  e r r eu r s  sont  i n t r o d u i t e s  il e s t  poss i -  

b l e  d 'obteni r  de bonnes es t imat ions  de l ' e r r e u r  e t  de c e t t e  manière d'ima- 

g ine r  un procédé de co r r ec t ion  des quan t i t é s  obtenues. Ceci a é t é  f a i t  pour 

l 'c-algorithme dans C561 . De même, en f a i s a n t  c e r t a i n e s  hypothèses con- 

cernant l a  façon dont son t  i n t rodu i t e s  l e s  e r r e u r s ,  il e s t  p a r f o i s  poss i -  

b l e  d ' u t i l i s e r  l a  t héo r i e  algorithmique pour d iagnost iquer  l e s  condi t ions  

pour l e sque l l e s  l e  c a l c u l  numérique e s t  i n s t ab l e .  Ceci s e  rencontre p a r  

exemple dans l e  cas  bien connu de récurrence l i n é a i r e  a t r o i s  termes : ce  

qu i  a é t é  mis en oeuvre pour l 'c-algorithme dans C573. Enfin il n ' a  pas  

é t é  poss ib l e  d ' exp lo i t e r  l a  t héo r i e  de l ' a lgor i thme e t  il nous f a u t ,  en 

adoptant une technique de per turbat ion  l i n é a r i s é e ,  s e  contenter  d 'un pro- 

cédé qui  donne une borne supér ieure  de l ' e r r e u r  : ce  q u i  e s t  abordé pour 

1's-algorithme dans CS8 1. 

Dans l ' i n v e s t i g a t i o n  présente  il a é t é  poss ib l e  d ' é t u d i e r  l e  compor- 

tement de l ' e r r e u r  à l ' a i d e  du comportement asymptotique des quan t i t é s  

ca lculées .  

Supposons que, dans l e  t ab l eau  8, nous in t roduisons  une e r r e u r  

( n )  (n-1) ( n )  r e l a t i v e  6'") s u r  l ' é lément  Bk-l  ; si nous notons 6) . 6k , k- 1 

(11-21 (n-1) ( n )  
6k+l , 6k+1 e t  6k+l, l e s  e r r e u r s  r e l a t i v e s  r e spec t ives  de û 

(n-1) 
k ' 

(n-2) (n-1) (n )  
n in ) ,  ûkt1 . e t  6k+l, l e s  e r r e u r s  s e  pmpagent dan. l e  t ab l eau  û 

de l a  manière suivante  : 



Si l'erreur 6:'; est suffisamment petite nous pouvons obtenir s e r  

taines relations entre les erreurs : 



5 0 

et si 6'") est suffisamnent petit : k- 1 

dto3 la relation 

en raisonnant de la aieme manièn nous obtenons les relations : 



De &me, nous nous intéressons aux erreurs absolues et leurs 

propagations dans le tableau 0. Soit 6:; l'emur absolue faite sur 
(n) l'élément si nous notons , $n), {II;~), &II-,) et (n) 

kt1 Fktl les 

erreurs absolues respectives de e(n-l) (n) (n-2) (n-l) (n) 
k * Ok+l ' Oktl ' Oktl et 

(n) si s-l est suffisamment petite alors nous avons les relatioqs suivantes : 

Ce qui nous intéresse ici, ce sont les erreurs qui se rapportent aux 

colonnes paires c'est-à-dire le cas où k=2ptl dans les formules ci-dessus 

ces erreurs dépendent des rapports 



Certes nous ne pouvons pas ca l cu le r  ces  rappor ts ,  cependant si 

l 'on connait  l e s  K il nous e s t  poss ible  de savo i r  comment s e  comporte 
j 9  

ce rappor t ,  lorsque n tend vers  l ' i n f i n i  cec i  à l ' a i d e  du théorème 18. 

En e f f e t  s i  {0 (? ) l  converge plus  v i t e  que e t  si K. # 1 nous 
2 1 3 

avons : 

l i m  a (n-2) (n-1) 1 - bj 
2 j + l  '2j n-1),2 

n* A . .8ij+, ( ~ . - K . ) ( I - K . )  1 1  I 

( n )  (n-1) 1 - 1 
K~ 

l i m  a2j+l a2j  -i.- 
n- 

Nous pouvons a i n s i  remarquera : 

- s i  nous connaissons K .  il e s t  poss ible  de c h o i s i r  b .  de 
3  3  

t e l  manière que ces f ac t eu r s  ne soient  pas t m p  grands 

- dans l a  pra t ique nous ne connaissons pas l e s  K cependant 
j 

nous pouvons d i r e  que si  ces fac teurs  sont  p e t i t s  l a  propagation de 

l ' e r r e u r  s e r a  moins sens ib l e s .  C'est ce qui nous avons m i s  en évidence 

s u r  l e s  exemples suivants  : 

nous appliquons l e  0 a l g o r i t h m  avec ben) = bo = 1 e t  =(") = c = 1 
dans l e  premier exemple Ko > O dans l e  second K; O 





Dans ces  deux exemples nous avons K '  = -K e t  c ' e s t  pour l e  cas K '  
O O 

négatif  que l e s  meilleurs résultats  sont obtenus. Pour l e s  autres colonnes 

nous ne savons pas s i  K .  ex i s t e  mais c ' e s t  pour une s u i t e  osci l lante  que 
3 

l e s  résultats  sont l e s  meilleurs.  



CHAPITRE 1 I I  

APPLICATIONS AUX ALGORITHMES CONNUS 

Au chap i t r e  ~ r é c é d e n t  nous avons é tud ié  l e s  algorithmes de type 8 

dans tou te  l e u r  géné ra l i t é .  NOUS avons obtenu a i n s i  des condi t ions  s u r  

l e s  s u i t e s  bn, a:), ce  qu i  nous donne pour chaque s u i t e  une f ami l l e  

d'algorithme3capable d ' accé l é re r  s a  convergence. Le but de ce chap i t r e  

e s t  quelque peu d i f f é r e n t  : l e s  algorithmes sont  connus. c 'es t -à-di re  

l e s  bn e t  d n )  f ixés,  e t  nous donnons des condi t ions  s u r  l a  s u i t e ,  pour 

que ce l l e - c i  s o i t  accélérée  par  l ' a lgor i thme en ques t ion .  Nous passons 

a i n s i  en cevue un c e r t a i n  nombre d 'algorithmes connus. 

II1,l LIE-ALGORITHME, 

C'es t  à l 'heure  a c t u e l l e  l e  p lus  puissant  e t  l e  p lus  é tud ié  des 

algorithmes d ' accé l é ra t ion  de l a  convergence. Nous pouvons l e c o n s i d é r e r  

comme une géné ra l i s a t i on  du A~ dVAitken.  

2 Le A dlAitken cons i s t e  3 transformer une s u i t e  (Sn) en une s u i t e  

I C : ~ ) }  donnée par  : 



qui peut encore se noter 

Shank [SOI a introduit et étudié une transformation non linéaire 

qui généralise le procédé A2 dTAitken. Cette transformation e (S ) est k n 
définie de la manière suivante : 

L'E-algorithme, dû a P. Wynn CS51 est un algorithme récursif qui 

évite le calcul effectif de ces déterminants. Les règles de cet algorith- 

me sont les suivantes : 

E(n) = O E(n)  = 
-1 o n Vn c H 

,(n) = E(n+l) + 1 
kt1 k-1 (nt11 

V k c H  V n c N  
(n) 

,k - €k 



nous avons a l o r s  : 

Cet algorithme e s t  un algorithme en losange d é j a  dé f in i  au chapi- 

tre précédent.  Un f a i t  t r è s  important également e s t  l a  connection de 

l 'c-algorithme avec l a  t a b l e  de Padé. Beaucoup de physiciens sont inréres-  

s é s  pa r  l 'approximation de Padé, c a r  ils obtiennent souvent l a  so lu t ion  a 

l e u r s  problèmes sous l a  forme de s é r i e  de puissances ,  chaque terme de 

c e t t e  s é r i e  é t a n t  très d i f f i c i l e  a c a l c u l e r  ils emploient l'approxima- 

t i o n  de Padé pour essayer  d 'améliorer l e u r s  r é s u l t a t s  e t  avo i r  l e  moins 

poss ib l e  de termes à ca l cu le r .  Nous a l l o n s  v o i r  q u ' i l  y a i d e n t i t é  e n t r e  

1 's-algorithme e t  l a  moitié supér ieure  de l a  t a b l e  de Padk. 

0 

Etant  donnéune s é r i e  de puissances f(x) = 1 ciri il e s t  poss ib l e  
i = o  

de cons t ru i r e ,  sous ce r t a ines  condi t ions ,  une s u i t e  double de fonct ions  

r a t i o n n e l l e s  de x q u i  seront  notées p/q avec 

P t 9  . OD 

t e l  que [p/ql  = 1 cixl t dix 
i 

i =O i=p+q+l 

l a  fonct ion  r a t i o n n e l l e  Cp/ql s ' a p p e l l e  approximant de  padé de f ( x ) .  La 

t a b l e  a double e n t d e  obtenue en p laçant  p/q a l ' i n t e r s e c t i o n  de l a  

l i g n e  q e t  l a  colonne p (q ,  p rH) s ' a p p e l l e  l a  t a b l e  de Padé [43]. 

De nombreux ouvrages ont  é t é  é c r i t s  s u r  l a  t a b l e  de Padé. Les plus  importantssor 

ceux de PERRON C451 e t  WALL CS21 e t  p lus  récemment -[281. La connection . 
e n t r e  l a  t a b l e  de Padé e t  l ' r -a lgor i thme a é t é  mise en lumière pa r  

Shank C 1 1  e t  Wynn C601. 



Th6oaErne 2 3  : soit f(x) = c.xi uiie &rie de puissances. S i  on 
ira l 

applique l'r-algorithme aux sommes partielles de cette série $ = cixi 
i =O 

alors : 

Laconnectior: entre l'c-algorithme et les fractions continues a été 

mise en évidence par ~ynnr611 . Enfin Brezinski a relié tout ceci à la 

théorie des polynomes orthogonaux ce qui lui a pemis d'obtenir d'autres 

approximants rationnels que ceux de Padé. 

Nous allons maintenant appliquer les r6sultats du chapitre II a 

1'~-algorithme ainsi tous les résultats démontrer pour l'c-algorithne 

s'appliqueront aux approximants de Padé et aux divers éléments connec- 

tés a 1's-algorithme. Certains des résultats obtenus sont déjà connus 

mais d'autres résultats importants sont nouveaux en particulier ce qui 

concerne la convergence et l'accélération de la convergence pour les- 

quelles nous avions jusqu'à présent peu de résultats. 

Nous retrouvons ainsi la règle de la croix : propriété 2 du 

chapitre II 

ainsi que le résultat suivant : bien que l'r-algorithme soit un procédé 

non linéaire nous pouvons dire 

Propriété 3 : si l'application de 1's-algorithme a (Sn) et a 

iasn+a) fournit respectivement les quantités r(") et alors k 



Nous a l l o n s ,  conme pour l e s  a u t r e s  algorithmes,  é t u d i e r  l e  cas  

p a r t i c u l i e r  de l a  deuxième colonne s o i t  l e  h2 dlAlitken. Cet algorithme 

2 
a é t é  très é tud ié ,  en e f f e t  l e  A d'Aitken e s t  l a  première é t ape  de nom- 

breux algorithmes.  

Thtocerne 2 4  : une condition néces sa i r e  e t  s u f f i s a n t e  pour que E ( ~ ) = s  2 

Vn > N e s t  que : 

S = S + a A n  a v e c A f 1  

Gnons t r a t i on  : dans l e  t héo rèm 10 a i i )  = a y ) = l  V i  e t  P i  = Po 

=> Sn = S + A  ( 1  + p o I n  

Remarque- : on v o i t  que f = m e  si 1 A l  > 1, c 'es t -3-di re  

même si  l a  s u i t e  {S diverge,  S e s t  a l o r s  l ' a u t r e  l imi t e .  S i  11 1 < 1 

a l o r s  S e s t  l a  l i m i t e  de {S 1. S i  A = -1 il y a deux po in t s  d'accumula- 

t ion ,S  e s t  l a  moyenne de ces  po in t s  d'accumulations. 

Th+?oh$m~ 2 5  : si on applique l e  dlAXtken a une s u i t e  (Snlqui 

converge vers  S e t  s i  : 

Sn+l-s 
lim - = K,, + 1 a l o r s  n+O Sn-S 

( r i n ) ]  converge vers $ pius  v i t e  que {S n+i"  

Démonstration : dans l e s  théorèmes 12 e t  13 nous avons bn = O 

a?) = a?) = 1 ce q u i  se t r a d u i t  p a r  

(n )  = b(n) = et C(n)  = 
A. 

KO - 1 
O 

donc c = = 1 <=> f(")  - S = O (Sn+1 - S) 
O K - 1  2 

C.Q.F.D. 



Là également il n ' e s t  pas  nécessa i re  que l a  s u i t e  converge pour 

p a r l e r  d ' accé l é ra t ion  de l a  convergence : 

TMoteme 26 : s i  on applique l e  procédé A2 dtAitken a une s u i t e  

{Sn} e t  s i  : 

Asnt i  l i m  - .: K # 1 a l o r s  
n- "n 

Démonstration : e l l e  e s t  évidente  en appliquant l e  théorème 14.  

Nous avons éca r t é  dans ce s  théorèmes l e s  s u i t e s  à convergence 

logarithmique c 'est-aAdire t e l l e s  que : 

S -s 
l i m  n t 1  - 
Il+- S -S 

Cependant il e s t  p a r f o i s  poss ib le  d ' accé l é re r  l a  convergence de 

ce type de s u i t e  : nous nous plaçons d 'abord dans l 'hypothèse 
~ - 

'nti-' - = 1 + e  a v e c e  - > O 
S -S n n- 

Thhoteme 2 7  : s i ,  dans l e s  conditions précédentes,  

l i m  E ( n )  = 
n- 2 

en ce  q u i  concerne l ' a ccé l é ra t ion  de l a  convergence. 



T h  2 : s i  {r:")) converge a l o r s  

l i m  1 A(-) = O <=> (.pl) = O (Snt1 - S.) n-w en 

Démonstration : s i  l a  s u i t e  (a("))  converge, e l l e  converge vers  S 2 

(Lubkin) e t  d 'après  l e  théorème 15 : une condi t ion  nécessa i re  e t  s u f f i -  

s an t e  pour q u ' i l  y a i t  accéléra t ion  de l a  convergence e s t  que : 

Co = 1 = 1 + ï i m ~  ( ) d'où l a  r é s u l t a t  
n-ço *n 

C.Q.F.D. 

En généra l  nous ne connaissons pas  S dans ce cas  l e s  hypothèses 

"nt1 son t  f a i t e s  s u r  l e  rappor t  - . Nous nous plaçons donc dans l 'hypo- 
'Sn . 

t ha se  suivante  : 

Asnt l  - - - 1 t dn avec lJg dn = O 

TheokZme 2 9  : s o i t  Sn une s u i t e  v é r i f i a n t  l 'hypothèse précédente 

AS" AS"" ; => n )  = i m  % l i m  - 
n* b2 sn n- n-w 

Démonstration : il s u f f i t  d 'appliquer l e  théorème 16 au cas  

b p )  = 1, bn = o e t  cp) = 1 vn < N 

Nous pouvons également no te r  une nouvelle é c r i t u r e  du A2 dtAItken : 



"nt1 Nous voyons que l a  s e u l e  c o n d i t i o n  e s t  l i a  -- # 1. T l  p a r a i t  
n- "n 

donc i n t é r e s s a n t  d ' é t u d i e r  

A E ( n + l )  ( n t l )  
2 AE2 

l i m  e t  en p a r t i c u l i e r  l e  c a s  où : l i m  (n) # l , o  
n- Ac2 n- Ac2 

2 c e c i  a f i n  d ' é t u d i e r  l e  fî d'Aitken i t k r é  : 

T h t o ~ 8 w  30 : "nt1 si - dsn = Ko t en avec KO # 1.0 e t  lirn e n  = O 

n* 

Ae 
n t 1  - l i m  - e x i s t e  

n* 

Alors  

Démonstration : 

A €  ( n t 1 1  
2 A e n + ~  

l i m  .T = K i j m  - e t  
n" AE O n- ben 

2 

nous a l l o n s  d 'abord é t u d i e r  : 

avec  l 'hypothèse  f a i t e  : 



Etudions maintenant 

&n+l 
d'oh l i m  = Ko . l i m  - 

nQ Ac2 n* 

I l  nous faut donc à chaqw étape des renseignements sur l a  s u i t e  à 

accélérer pour évaluer ce  rapport. Cependant pour parler d'accélération il 

n'est  pas nécessaire de connaître ce  rapport mais simplement savoir  s ' i l  

; e s t  di f férent  de 1 e t  de O.' 



ThEoftZme 31 : s o i t  ( Ç  1 une s u i t e  converyente de l imi t e  S 

si n-l l i m  - t;tll = a. c 1 a l o r s  : 

( n t l )  

l i m  $1 e x i s t e  e t  e s t  égale  a a => a l E a  < 
n* 

Démonstration : e l l e  e s t  évidente  à l a  s u i t e  du théorème précédent 

si l i m  - e x i s t e  e l l e  e s t  i n f é r i eu re  ou égaie  b 1 
n z  (ben 1 

2 
Ce théoràme est in t é re s san t  pour l ' é tude  du A d1Aitkeri i t é A  en 

< 1 e t  si à chaque é tape  

A d'Aitken accé l è re  l a  convergence. 

Nous a l l o n s  nous i n t é r e s s e r  maintenant aux a u t r e s  colonnes du t a -  

bleau r e t  en p a r t i c u l i e r  l e  passage de (.::)) d (.(") 1 2k+2 

Ac ( n + l )  

ThEok8nie 32 : si l i m  2k = 4, # 1 e t  si AC:;) = 0 (*.:;fi)> 
n* 

- .  

a l o r s  une condi t ion  nécessa i re  e t  s u f f i s a n t e  pour que : 

(n )  = O e s t  que : 

Démonstration : c ' e s t  l ' app l i ca t ion  d i r e c t e  des théorèmes 18 e t  19 

Nous donnons maintenant l e  r é s u l t a t  de p lus  important de ce  paragraphe en ce  

qu i  concerne l a  convergence e t  l ' a ccé l é ra t ion  de l a  convergence : 



Th@oiltrne 33 : Si  pour k fixé 

- converge ver.  s 

(n+ l )  - E(") converge p lus  v i t e  que E ~ ~ - ~  2k 

(n )  ("+') de p lus  si a l o r s  E Z k t 2  converge ve r s  S p lus  v i t e  que EZk  

( n + l )  / - 1 e x i s t e  e t  e s i  'gale I .itl a ï o n  =k+i  "k < 

Démonstration : 11 s u f f i t  d 'appl iquer  l e s  théorèmes 22 e t  23 a i n s i  

( n + l )  
que l e u r  c o r o l l a i r e  en e f f e t  si c(") converge ;>lus v i t e  que E ~ ~ - ~  2k 

a l o r s  \ = O 

I l  nous r e s t e  donc a démontrer que %+1 s 4( s i  %+' e x i s t e  



S i  nous posons : 

nous avons l i m  TF' = O si c 2k+2 converge p l u s  v i t e  que E ("+') de p lus  (n )  

n-- ?k 

T(n+l)  

s i  aktl e d s t e  a l o r s  l i m  
k -r e x i s t e  e t  puisque i i m  TL") = 0 - Tk n* 

donc aktl 6 4( < 1. 

Ce théorème e s t  t r t s  i n t é r e s s a n t  en e f f e t  : 

- si IS 1 e s t  une s u i t e  convergente de  l i m i t e  S 

- r i  l i n  1 -1 = a. I 1, avec a O < 1 
n-- 

- si V = 1 2 , .  . e x i s t e  a l o r s  à chaque 

é t ape  il y a a c c é l é ~ a t i o n  de l a  convergence ve r s  S, de plus  1~:;:~) 

( n t l b .  converge vers  S p l u s  v i t e  que fcZk 

Nous pouvons également donner une nouvelle é c r i t u r e  de l 'c-algorithme. 



Le p - a l g o r i t h m  c o n s i s t e  à f a i r e  p a s s e r  une f r a c t i o n  r a t i o n n e l l e  

d ' i n t e r p o l a t i o n ,  dont  numérateur e t  dénominateur s o n t  des  polynômes de 

deg& k ,  p a r  l e s  2ktl couples  de p o i n t s  ( x n ,  Sn) ,...' (xntak,  

a l ' a i d e  d'une formule d ' i n t e r p o l a t i o n  de Thie le  ( v o i r  [u0,41 p u i s  a 

c a l c u l e r  l a  v a l e u r  de c e t t e  f r a c t i o n  r a t i o n n e l l e  l o r s q u e  n  t e n d  v e r s l ' i n f i n i  

Déf in i ssons  d 'abord c e  quC s o n t  l e s  d i f f é r e n c e s  réc iproques  d 'une  fonc- 

t i o n .  S o i t  une f o n c t i o n  dont  on c o n n a i t  l a  v a l e u r  S en un c e r t a i n  n o w  

b r e  de p o i n t s  x . 

DedUlition 5 : on a p p e l l e  d i f f é r e n c e s  réc iproques  l e s  q u a n t i t é s  

On démontre que l a  f r a c t i o n  r a t i o n n e l l e  R(x)dont  numérateur e t  

dénominateur s o n t  d e s  polynômes de degré  k e t  t e l l e  que R(x ) = S pour  
P P  

p-n,. . . ,nt2k se met s o u s  l a  forme 



Par conséquent nous avons l i m  - - ce qu i  donne l ' i d é e  de 
x- 

prendre c e t t e  q u a n t i t é  0'") comme approximation de i ù  l i m i t e  de l a  
2k 

s u i t e  (S  ) lorsque n tend vers l ' i n f i n i .  Le c a l c u l  de pi:) s ' e f fec-  

t u e  à l ' a i d e  de l a  forme étendue du O-algorithme qu i  n ' e s t  a u t r e  que l e  

c a l c u l  des d i f f é r ences  réciproques : 

Vna H 

On vo i t  que l a  s t ruc tu re  de c e t  algorithme e s t  analogue à c e l l e  

de 1 's-algorithme e t  que l ' on  peut cons t ru i re  un tableau ident ique  au 

tableau s .  Le p-algorithme a é t é  u t i l i s é  pour l a  première f o i s  comme 

transformation de s u i t e  à s u i t e l a f i n  d ' accè l é re r  l a  convergence, par  

Wynn C631 mais en s e  restreignarit  aux choix x = n Vn 6 PI. Dans ce r t a in s  

cas il e s t  p ré fé rab le  d ' u t i l i s e r  un a u t r e  choix pour l e s  absc i s se s .  Ainsi ,  

si l 'on  applique l e  P-algorithme à l a  s u i t e  des approximations de l a  . i .  

valeur  d 'un i n t é g r a l e  à l ' a i d e  de l a  formule des t rapèzes  avec des pas 

2 
hn = ~ / 2 "  il semble judicieux de prendre x = l /hn .  On ob t i en t  a i n s i  une 

rdthode proposée p a r  Brezinski r 1 4 J .  En u t i l i s a n t  un r é s u l t a t  de Gragg on 

montre que l ' e r r e u r  e s t  identique à c e l l e  f a i t e  p a r  l a  méthode de Romberg 

mais avec un c e r t a i n  avantage pour l e  p-algorithme. 

Sur l ' ex t r apo la t ion  r a t i onne l l e  on pourra consul ter  l e s  références 

C16, 37, 541. 

Le p-algorithme e s t  peu u t i l i s é  en p ra t ique  sans  doute iI cause du 

manque de théorèmes de convergence l e  consernant.  Nous a l l ons  i c i  énoncer 

ce r t a in s  r é s u l t a t s  de convergence ; mais avant c e l a  nous donne quelques 

p rop r i é t é s  : 



Propriété 4 : 

Thtoil8me 34 : si on applique le p-algorithme a une suite [Sn] 

telle que : 

k s x + a l  XE-'+ ... + 41 - n 
Sn - alors 

+ b, xk-' t ... + bk 

Propriété 5 : si l'application du p-algorithme a (Sn} et a [aSn+b) 

fournit respectivement les quantités et zp) alors : 
-(n) - (n) i n  2k = a o + 4 "k+l - p2k+1 a 

aSn+b 
Si l'application du p_algorithme à {s,} et a In) fournit 

respectivement les quantités .Ln) et ;Ln) alors : 

Nous allons maintenant étudier le cas particulier de la deuxième co- 

lonne p(") que nous appelons le p2-algorithme. 2 



Th8ohP:ne 35 : s o i t  S unc s u i t e  convcrgcant v e r s  S .  Si l i m  A X  

w- n+ifAXn 

e x i s t e  e t  s i  

p:) converge vers S .  

Démonstration : évident d'après l ' é cr i ture  de c e t t e  première étape.  

Comne au chapitre précédent posons : 

e t  nous faisons l e s  hypothèses 

'nt1 - l i m  - = a 
n- Sn - S O 

dans ce s  conditions nous pouvons dire  : 



Démonstration : nous appliquons l e s  théorèmes 1 2  e t  13 a i n s i  que l e u r  

c o r o l l a i r e  : une condi t ion  nécessa i re  e t  s u f f i s a n t e  d 'accéléra t ion  e s t  

d'où 

C.Q.F.D. 

Contrairement à l l t - a lgo r i t hme ,  il nous f a u t ,  pour l e  p-algorithme 

"n connaî t re  ao.  I l  peut ven i r  à l ' i d é e  de prendre b r )  = - l e s  condi t ions  
"nt1 

du théorème sont remplies.  dans ce  cas  O(") = LI?) nous retrouvons donc 
2 

l 'c-algorithme . 
Là encore nous avons é c a r t é  l e  cas a =l cependant il e s t  poss ib l e  

%+l - 
avec P-algorithme d ' accé l é re r  c e  type  de s u i t e .  S i  l i m  --- = a = 1 

n- S n - S  o 

ce  qui  conduit  à bo = 1 e t  c = 2 qu i  e s t  l e  pz-algorithme s i m p l i f i é  de 

üynn. Cependant c e c i  ne veut pas  d i r e  que l e  P -algorithme s i n p l i f i é  2 

accé l è re  t ou te s  l e s  s u i t e s  t e l l e s  que a. = 1. En e f f e t  supposons que : 

'n+1 - - = 1 + e avec l i m  e = O 

s,, - s n a  " 

ThEoahe 37 : S i  ï i m  - 1 1 a10rs ï i m  ~ 2 )  = S 
n- en n- 



ThfohPme 38 : s o i t  ( S  1 une s u i t e  convergeant vers S. S i  

1 
A X  

l i m  (- - -- n t l  -- ) = 1 d o r s  p i n )  - s = o - SI. 
Axn e n t i  n- n 

Démonstration : c ' e s t  une appl ica t ion  d i r e c t e  du théorème 13 qui  donne 

l a  condition suivante  : 

C.Q.F.D. 

Ce théorème nous donne des renséignements s u r  l e  pî-algorithme 

s imp l i f i é  de Wynn ; en e f f e t ,  c e t  algorithme accé l e re  la  convergence des 

s u i t e s  a convergence logarithmique v é r i f i a n t  l e s  conditions : 

1 l i m  A(-) = -1 
n- n 

Maintenant nous nous in téressons  au cas  l i n i  e"+l 2 1 où encore 
n- n 

"n+i l i m  - = 1 ce que nous éc r i rons  sous l a  forme : 
n- 

ASn t l  - -  - 1 t d avec l i m  dn = 0. 
A 'n n- 

Pour donner un r é s u l t a t  d ' accé l é ra t ion  de l a  convergence nous devons 

nous p lacer  dans l e s  hypothèses suivantes  : 

ce  qu i  e s t  l e  c a s  du p-algorithme s i m p l i f i é  de Iiynn. 



Thtoktme 39 : dans l e s  hypothèses ci-dessus.  S i  : 

l i m  1 
n- = 2 a l o r s  

1 t AC-) 

Démonstration : c ' e s t  une appl ica t ion d i r ec t e  du théorème 16. 

Nous nous in téressons  maintenant aux au t re s  colonnes du tableau p .  

Nous posons pour ce l a  : en reprenant l a  nota t ion du chapi t re  II 

e t  nous nous plaçons dans l e s  hypothèses suivantes  : 

( n t l )  
2k l i m T = a k  V k = 0 , 1 ,  ... 

n* Ap 
2 k 

Considérons l e  passage de l a  colonne 2k à l a  colonne 2k+2. 



( n + l ) )  
-i<p:;)) converge vers  S plus  r i t e  que ( o ~ ~ - ~  

- l i m  

a l o r s  (p:::2) converge v e r s  s pius v i t e  pue  IO:^*^)) de p l u s  s i  

( n t l )  
1 im Ap2k'2 e x i s t e  a l o r s  /%+1 1 6 1 ~ 1  < 1. 
n- lGl 



s i  nous appliquons l e  théorème 14 e t  son c o r o l l a i r e  : 

A xn a -b 
Ck = bk + l i m  k k = -  

a -1 
n- Xn+2k+l-xn k 

Ax 
notons T = l i m  

n- n+2k+1-~n 

e t  nous avons b = pour a s su re r  l l a c e é l é r a t i o n  du P~-a lgo r i thme .  
O a 

C.Q.F.D. 

' c e  thiorème nous donna l a  condition que d o i t  v é r i f i e r  bk e t  ck à chaque 

é tape  pour q u ' i l  y a i t  accéléra t ion  de l a  convergence. Cependant c e c i  e s t  

d i f f i c i l emen t  v é r i f i a b l e  c a r  il fa;? connaî t re  l e s  ak .  

Remarque. S i  a .  = 1 V j  6 W l e  p-algorithme s i m p l i f i é  v é r i f i e  l e s  conditions 
3 

d ' accé l é ra t ion  mais c e c i  n ' e s t  qu'une remarque e t  non une démonstration c a r  

noùs dppliquons un théorème donc l ' une  des hypothèses e s t  eg # 1. 



Enfin nous pouvons donner une nouvelle écriture du p-algorithne 

La seule différence entre les règles de 1'~-algorithnie et du 5-algo- 

rithme est l'introduction d'une suite de paramètres {xn). 11 est doric ter,- 

tant d'essayer d'introduire &galement des paramètres dans l'E-algorithme. 

Ceci a été effectué de deux façons qui aboutissent 3 deux généralis~tions 

de 1' E-algorithme : 

ia première généralisation est la suivante : 

Nous allons donner quelques résultats théoriques : nous définisscns 

d'abord l'opérateur R : soit f une fonction des n quantités S S et 
Pl PR 

posons r = AS / Axn alors : 
n n 



R est une généralisation de.llopérateur A que l'on retrouve si Ax = 1. 

Nous pouvoris rirer de ce résultat la forme des suites [S pour 

lesquelles cette première généralisation donne le résultat exact. 



(n )  = TheohPrne 42  : une condition nécessa i re  e t  s u f f i s a n t e  pour que E~~ 

Vn > N e s t  q u ' i l  e x i s t e  ao, ...,4( non tous  nuls  t e l s  que : 

Nous pouvons t i r e r  du second chapi t re  l e s  deux ~ é s u l t a t s  su ivants  : 

Propr ié té  6 : s i  l ' app l i ca t ion  de l a  2remière généra l i sa t ion  de 1 '6-a l -  

goriihme à {S 1 e t  x {asn+b) fou rn i t  respectivement l e s  quan t i t é s  6:") e t  

;Ln) a l o r s  

- ( n )  ' = c ( r ~ )  2'") = a  E ( n )  + b E 
2k 2k 2k+l 2k+l  ' a 

Theohème 4 3  : une condition nécessa i re  e t  s u f f i s a n t e  pour qEe 

E ( ~ )  = s Vn > N e s t  que : 
2  n- 1 

Sn = S  + A i'i A i  avec A : 1 + c  . Axi 
i = o  i 

( ( Démonsrratiori : dans l e  théorème 10 a d )  = ali)  = Ax; 

1 
n=I  

po = C .  Axa e t  pi = C .  A x .  OU c = - e t  S  = S + A . Tl ( 1  + c .  Lxi) 
B n  i = o  

Nous a l l ons  é t u d i e r  maintenant l a  convergence en p a r t i c u l i e r  nous 

f a i sons  d 'abord l ' é t u d e  de {E?)}. 

Notons : 

a n )  - Axn+l Vn, k É IN 
AXn 

c(n)  : 1 
k  

Vn, k r H  

e t  nous f a i sons  l 'hypothèse suivante  : 



Thtoheme 44 : s o i t  S  une s u i t e  convergeant vers S  s i  : 

- bo # a. 

a l o r s  l i m  c:"' = s 
n- 

s i  de p lus  b  = 1 a l o r s  : 

Dizcnst ra t ion  : c ' e s t  une app l i ca t ion  d i r e c t e  des théorèmes 12 e t  13 en 

e f f e t  Ao=o bo + a. => l i m  Sn = l i h  c?) = S 
n* 

a  -b n-. 

C.Q.F.D. 

Nous pouvons supposer un procédé i t é r é  de c e t t e  première géné ra l i s a t i on  

de l 'c-algorithme e t  à chaque é t ape  changer l a  s u i t e a u x i l i a i r e  xn. 11 e s t  

a l o r s  nécessa i re  de s avo i r  s i  : l i m  lsl e x i s t e  e t  s i  c e t t e  l i m i t e  e s t  
ri- Ac2 

s t r i c t emen t  i n f é r i e u r  à un. 

ThEoheme 45 : s o i t  t sn}  une s u i t e  convergente vers  S. S i  : 

ASn+l - 1 i m  - = a o  j o a v e c  la 1 1 
n- Asn 

- b o = l  
Ac(n+l)  

a ro r s  : si  l i m  = a l n ~ ~ s a v o n s l a / ~ / a 0 / < 1 .  
c* bE0 1 

2 



Démonstration : si bo:l e t  laol < 1 a l o r s  { E ( ~ ) I  converge vers Ç p l c s  v i t e  
2  

que Sntl. Dans ce  cas  nous pouvons met t re  

( n t l )  (nt11 T(n+ l l  
AE2 

sous l a  forme 
1 p .;..- où l i r n  T(") = O dans ce cas s i  

2 1 
n- 

o 
( n t i )  , (n+l)  

i m  e x i s t e  e t  e s t  égaie  I a l  a l o m  l a l ]  = l ao /  . l i m  - 
n* Ac2 lT!n) i s ' a o '  
C.Q.F.D. 

Ce théorème nous donne une condi t ion  pour que l ' app l i ca t ion  i t é r é e  de 

l a  première géné ra l i s a t i on  de l 'e-algorithme accé l e re  l a  convergence à chaque 

é tape .  En e f f e t  si l ao /  < 1, b =l e t  s i  nous no ro i s  : l t a p p l i c a t i o n  

i t é r é e  k f o i s  de  c e t  algorithme,une condi t ion  pour q u ' i l  y o i t  acc6léra t ion  à 

l ' é t a p e  k e s t  que : V j = l , .  . . , k r l  

A . E ( n + l )  

lirn -* e x i s t e .  Nous pouvons é tud ié  l e  s u i t e  Axn pour que c e t t e  con- 
n- 

j 2 

d i t i o n  s o i t  v é r i f i é e .  

Nous avonq é c a r t é ,  dans l e s  théorèmes c i -dessus ,  l e  cas dlur.e s u i t e  

à convergence l o g a r i t h m i q ~ e ,  c ' e s t - à -d i r e  lorsque  a -1. Cependar,t il e s t  

poss ib l e  d ' accé l é re r  l a  convergence de ce type de s u i t e .  Pour c e l a  nous f a i -  
s,+,-s 

sons l 'hypothèse  suivante  : - = 1 t e  avec l i r n  e  = o. Sn-S n  

Théotème 46 : s o i t  {S 1 une s u i t e  de l i m i t e  S  v é r i f i a n t  i 'hypo~.t .èse 

précédente,  a l o r s  . 



Démonstration : ce théorème e s t  une app l i ca t ion  d i r e c t e  de théorème 15. 

.Ncus nous in t é r e s sons  maintenant aux a u t r e s  colonnes du tableau e .  En 

p a r t i c u l i e r  nous é tudions  l e  passage de l a  colonnes 2k à l a  colonnes 2kt2. 

Théo&Prne 47  : s o i t  une nui te  {Sn] q u i  converge ve r s  S. S i  {c::)) converge 

vers s plus  v i t e  que { s  ( n t 2 ) ~  a l o r s  2k-2 

Cenccstration : c ' e s t  une appl ica t ion  d i r e c t e  du théorème 22 e t  son corol- 

l a i r e .  

Théo.zPrne 48 : s o i t  { sn}  une s u i t e  de l i m i t e  S .  S i  

( n t l ) )  - tr:;)l converge vers s p lus  v i t e  que 

( n + l )  - s) a l o r s  (e:~:, - S) = o ( s 2 k  

D6monstration : en e f f e t  s i  j i l  < 1 e t  (r:;)-S) = 0 (e:;Ii)-~) a l o r s  %=O 

dans l e  théorème 23 o r  $ # bk => l i m  s:ii, = s e t  4'1 => c  =1 => 
n+= k  

( n )  e2kt2 - S = O (E:;~')-s) de p lus  dans ce  cas  nous pouvons mettre 



(ntl) Ac :;:;' 
SOUS la form n+2) . -?;;)- avec iim T(") : O 7 n- k 

2k Tk 
AE(n+l) 

alors si lim 2kt2 existe alors 
n- F 

2k+2 

C.Q.F.D. 

l ! 
Ce théorème est important en effet si /ao/ < 1 et si V j  lin 

nQD &(T.) 
2 j 

l 
existe alors la première généralisatioi.de l'c-algorithme accilère la con- 

vergence de la colonne précédente à chaque étape. Il est sans doute possible 

d'étudier la suite xn pour qu'il y ait existence de cette limite. 

Nous pouvons enfin mettre cette première généralisation de 1'~-algorithme 

sous la forme : 

k AXn tic- i 
A 1 AEh;tk-ij i-O 

t 

La seconde généralisation de l'c-algorithme est donnée par : 

E n  = o E(n) = % vn c N 
-1 



11 n'a pas été possible d'obtenir, pour cette seconde généralisation des 

résultats analog~es aux théorèmes 41,' 42. Cependant nous pouvons énoncer 

certaks résultats : 

Propriété E : si l'application de la seconde généralisation de 1'~-algo- 

rithne à {s}  er à {a Sn + b) fournit respectivenent les e:) et 

alors : 

-(n) = (n) + -(n) - (n) 
'2k a '2k '2k+l - '2k+l ' a 

Dértor.ctratiori : il su£ f it d'appliquer la propriété 1. 

Nous pouvons également donner les suites pour lesquelles la première 

étape de la seconde généralisation de l'e-algorithme fournit le résultat 

exact : 

ThEokème 4 9  : une condition nécessaire et suffisante pour que E(") = ç 2 

Vn > N est que : 

Démonstration : d'apr2.s le théorème 10 nous obtenons les mites de la forme: 

dans le cas présent nous avons : 

Gx 1 - si nous posons c = - - Po - - Ax +E 



1 
1 t  Po = - l t c  .Ax O 

X .  

= 1 t  
'i 

l t p i = l t  i-1 BtAx - x 
O i 

Bt 1 (Ax.-Lxjtl) 
j = o  3 

1 
1 t p i  = - d'où l e  r é s u l t a t  

1 t c . A ~  i 

Nous é t u d i o n s  maintenant  l a  convergence de c e t  a lgor i thme ; pour c e l a  

nous posons : 

e t  nous f a i s o n s  l ' h y p o t h è s e  : 

Nous é t u d i o n s  d 'abord  l a  première é t a p e  de l ' a l g o r i t h m e  s o i t  ! E ( ' ~ ) I  2 : 

Thtoheme 50 : s o i t  Sn une s ü i t e  de l i m i t e  S s i  : 

a l o r s  i i m  E : ~ )  # s 
n- 

si de p l u s  b =1 a l o r s  : 



Dénonstration : c ' e s t  une appl ica t ion  des théorèmes 1 2  e t  13 en e f f e t  A =O 

ao-b 
bo # a. => l i n  ( )  = s z = = <=> b =c  =1 <=>> 

n- 
€ 2  n-w a - 1 '  0 0  

C.Q.F.D. 

Nous pouvocs imaginer une aap l i ca t ion  i t é r é e  de c e t t e  seconde généra l i sa-  

t i o n  de 1 '~ -a lgo r i t hme  e t  à chaque é t ape  changer l a  s u i t e  a u x i l i a i r e  x Il n'  

nous e s t  a l o r s  nécessa i re  de s avo i r  s i  l i m  e x i s t e  e t  s i  c e t t e  l i m i -  

t e  e s t  s t r i c t emen t  i n fz r i eu re  à un : 

Thjo~$rne  5 1  : s o i t  {Sn> une s u i t e  de l i m i t e  S. S i  : 

Asn+l  - ïim - = a # O avec la 1 < 1 CS n- n 

- b  = 1  

( n t i )  
2 a l o r s  s i  l i m  - = 
( n )  

a nous avons la 1 s l ao /  < 1. 
n- Ac2 

1 1 

D6n;nstration : si  bo = 1 e t  ]ap[  < 1 a l o r s  { E ( ~ ) }  converge ve r s  S p lus  v i t e  
2 

que Dans ce cas  nous pouvons met t re  l e  rappor t  

bE(n+ l )  A E ( n t l )  .,.(nt11 
2 1 

sous Ia  f o k e  ,p. . où l i m  T:) = O dans ce  ca s  s i  
n- "5 1 o 

( n + l )  

l i ~  - e x i s t e  a l o r s  lal]  = , / a o  1 l i n  
n- 

2 

C.Q.F.D. 



Donc s i  nous notons k€:") l a  première é tape  de lqa lgor i tLme i t é r g e  

k f o i s ,  pour avo i r  accéléra t ion  de l a  convergence il s u f f i t  que : 

- bol < 1 
(n t11  

A . s 2  
- e t  de const ru i re  x pour que l e s  l i m i t e s  de ex i s t en t  

j 2 
quel  que s o i t  j. 

Là également nous avons é c a r t é  l e  ca s  a =1, il e s t  cependant poss ib le  

d ' accé l é re r  ce r t a ine  de ces s u i t e s  par  k deuxième géné ra l i s a t i on  de l ' c a l -  
snt,-s 

gorithme. Posons a l o r s  - = 1 + e avec l i m  e  = O .  
Sn - s "- r. 

ThZo&ëm@ 52 : s o i t  {S 1 une s u i t e  de l i m i t e  S e t  v é r i f i a n t  l 'hypothèse 

c i -dessus ,  a l o r s  : 

e n t i  bo = l i m  - 
n- en 

Démonstration : ce théorème e s t  une app l i ca t ion  d i r e c t e  du t:&urème 1 5 .  

Nous pouvons remarquer que s i  l i n  = 1 l a  condition devient 
n- n 

Nous nous in téressons  maintenant aux a u t r e s  colonnes du t ab l eau  . 
( n ) }  ( n )  En p a r t i c u l i e r  le passage de {.sZk à { E ~ ~ + ~ } .  



ThLonène 5 3  : soit une suite (5 1 de limite S. Si {i:;)) converge vers 

s plus vite que ic:ifi)l alors : 

b = b + ak => lim ,(n) 
k 0 Il+== 

2k+2 = 

La démonstration est analogue à celle du théorème 47. 

TliEoh8mc 54 : soit {S 1 une suite de limite S. Si 
I (nt11 I 

- t c h k ) )  converge vers s plus vite que {E (n+l)} 2k-2 

(n) alors (cZkt2 - S i  = O (Sn+l - S) 

démonstration analogue à celle du théorème 48. 

La encore la seule condition restreignante est l'existence des limites 

2j- 

Nous ?ouvons enfin mettre cette seconde généralisation de l'c-algorithme 

sous la forne 



Voici  deux exemples q u i  montrent l ' e f f i c a c i t é  de ces  a lgor i thmes  d a ~ s  

c e r t a i n s  c a s .  

Exemple 1 : 

Sn = 1 + l /n s u i t e  à convergence logar i thmique  

xn = Log ( l + n )  ; c e t t e  s u i t e  a u x i l i a i r e  v é r i f i e  l e s  c c n Z i t i c n s  des t h é c ~ è -  

mes 46 e t  52 

on o b t i e n t  : 

S37 = 1,027 € ( O )  = 1,004 avec  l ' e - a l g o r i t h m e  3 6 

C ( O )  = 1,000008 avec. . la  p remière  gécE~alisatlon 
3 6 

E 'O)  = 1,00000002 avec l a  seconde gér,érai is i l t ior .  
3 6 

Exemple 2 : 

Sn = n s u r  e t  x = l o g  ( ï + n )  
n n 

S37 = 0,99987 E'O)  = 0,9999938 avec l k  -a lgor i thme 36 
' 

€ ( O )  = 1,0000000027 avec l a  première EÈn6pal i sa t lon  
36 

€ ( O )  = 0,99999999976 avec  l a  seccr.de g é n 6 r a l i s z r i o n  
3 6 



CHAPITRE I V  

ETUDE DU PROCÉDÉ Q 

Le procédé q e s t  un prûcédé d ' accé l é ra t ion  de  l a  convergence q u i  a 

é t é  énoncé e t  &tudi6  p a r  BRFZINSKI C3,66j. Les transformés obtenus s ' é c r i -  

vent sous la forme d'un rappor t  de deux déterminants ce  q u i  rend l eu r  

évaluation d i f f i c i l e .  Nous donnons i c i  un algorithme r é c u r s i f  permettant 

l e  c a l c u l  de ce  rappor t  ; c e t  algorithme e s t  calqué sur  l ' a lgo r i t hme  Gn 

C36, 44, 451. Cet t e  nouvelle formulation nous permet une étude de l a  

conversence e t  de  l ' a c c é l é r a t i o n  de  convergence du procédé q.  Enfin nous 

a?-liqiions i e s  r é s u l t a t s  obtenus au ca l cu l  d J i n t é g r a l e s  impropres e t  à 

1 '~ -a lgo r i t hme .  

I V , 1  NOTATIONS ET PRÉLIMINAIRES, 

Nous poiivons considérer  l e  procédé q comme une modification de l a  

t r ans foma t ion  de Shanks. I l  peut ê t r e  d é f i n i  par l e  rappor t  de  deux 

d é t e m i n a n t s  : 

X ........... X 

Snt1 Xntl  ........... X i S n  n t k t l  



0Ù Sn e s t  une s u i t e  d e  nombres r é e l s  e t  xn une s u i t e  a u x i l i a i r e .  

pour c a l c u l e r  c e  r a p p o r t  d e  deux d é t e m i ~ a n t s  nous a l l o n s  l e  t r a n s f v r r ; ? i .  

Pour c e l a  notons : 

............ Sn 'ntk 

............ X X 
n n t k  

_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ - -  
Xn+k_l  ......... X nt2k-1 

n+l X X X ....... n t k  1 
_ _ _ _ _ _ _ _ _ - - - -  
X X 

n n tk  """' nt2k-1  i 
pour k s 1 e t  GC(xn,Sn) = Sn. 

Maintenant r e t r a n c h a n t  à chaque colonne l a  p récédente  dans  l e  d é t e r -  

minant du dénominateur  : 



qui dcnne : 

et donc 

Sn 'nt1 ".' 'n tkt l  

Xn Xn+l n t k t l  
- - - - - - - - - - - - - -  

'ntk 'ntk+l ""' 'n+2k+l 



Nous obtenons : 

Gktl(xn'Sn) = qktl(xr, 'Sn) 

e t  s i  nous prenons l a  s u i t e  a u x i l i a i r e  x  = ASn nous avons 

( n )  ( n )  Gk+l(ASn,Sn) = E ~ ~ + ~  où "k+2 s o n t  l e s  t r a n s f o m . 6 ~  d e  Sn par  

Nous a l l o n s  nous i n t é r e s s e r  maintenant  au c a l c u l  à e  GkTl(xn,Sn) e: 

pour c e l a  nous nous i n s p i r o n s  d e  l ' a l g o r i t n m e  d e  PYL e t  ATCHISON [421. Dans 

c e t t e  é t u d e  nous avons b e s o i n  d 'un  c e r t a i n  nombre d e  n o t a t i o n s  : 

- nous a p p e l l e r o n s  dé te rminant  de Hankel d ' o r c r e  r l e  d;rer~ir,a:.: : 

I Xn 

'nt1 ' - " '  n t r - 1  1 
I X n t i  X n t ~ " " '  n t r  I 

que nous n o t e r o n s  : 

avec 

pour r = 1,2 , .  

- nous a p p e l l e r o n s  dé te rminant  de Hankel b o r t é  d ' o r d r e  r l e  d é t e m i n a Z t  

u  v 7. 
n 'nt1 '."' n t r - 3  

I 

W X X n  Y n n  n t 1  ""' r,+r-3 

W n t l  Xn+l  Xnt2 n t r -  2  

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

w n + r - ~  'nt,-2 X n t r - 2  * n t ~ - ~  ' " ' .  



quc nous noterons : 

u v 7.. -' 
pour r 2 3 

VE~initLon k : b o i t n t  {Sn} eA {xn} deux bucteb de nombrreb aé& abth : 

Nous pouvons remarquer que pour k = 1 nous obtenons 

qui peut encore s'écrire, en introduisant Rk(xn,Sn) 



De c e t t e  formule, l ' i d é e  e s t  venue de g h é r a i i s e r  pour k > 1. Avint 

c e l a  nous avons besoin d'un r é s u l t a t .  

L m e  1 : S o i t  A une matrice n x n  cl ,c2 de  vecteurs  colonnes R1,R2 

deux vecteurs  l i g n e s  a l o r s  

1V,2 ALGORITHME DE CALCUL 

Nous pouvons énoncer l e  r é s u l t a t  suivant : 

Hh2[ -1 sont  d i f f é r e n t s  de zéro.  a l o r s  : 
Lxi] 

Démonstration : pour k=O c e c i  e s t  v r a i e  pour k>l nous appliquons l e  

lemme 1 



e t  en d iv i san t  membre à membre : 

I l  nous r e s t e  l e  problème de l ' évaluhr ion des  Rk(xn,Sn). Pour c e l a  

il nous f a u t  prendre de  nouvelles nota t ions .  Posons : 

( n t l )  
rk 

Les R ( x  ,S ) peuvent ê t r e  a l o r s  é c r i t  Rk(xn,Sn) = - k ri n ( n )  ' 

rk 

( n ) ,  Il nous f a u t  maintenant donner un algorithme qu i  génère l e s  rk 

Pour ce l a  nous i i t i l i s e r o n s  deux r é s u l t a t s .  

Lame 2 : S i  k e t  n sont  des  e n t i e r s  t e l s  que k2i  e t  n2O a l o r s  



Lemne 3 : S i  k et n  s o n t  d e s  e n t i e r s  non n é g a t i f s ,  a l o r s  : 

Démonstration : [46 1 

Les deux lemmes c i -dessus  nous conduisent  au r é s u l t a t  : 

Thhofième 55 : Nous avons l a  r e l a t i o n  s u i v a n t  : 

( n )  ( n + l )  + = 
Sk ' sk-l  L"" / 4"' 

avec l e s  c o n d i t i o n s  i n i t i a l e s  : shn)  = 1, r i n )  = x  n' 

Ce théorème nous dorine un a lgor i thme r é c u r s i f  p e r n e t t a n t  d e  c a l c u l e r  

( x':) donc l e s  R ~ ~ ) .  

D'aSord 1s c a l c u l  d e s  r?) e t  s(")  : k 

( 
nous i n i t i a l i s o n s  r l n )  = x a u  x  e s t  une s u i t e  a u x i l i a i r e  

(n) = 
So 

l e s  r p )  e t  .kn) s o n t  donnés p a r  l e s  r e l a t i o n s  : 



Cet algorithme e s t  un algorithme en losange. Les r e l a t i o n s  (El) e t  (E2) 

r e l i e n t  l e s  quan t i t é s  s i t u é e s  aux qua t r e  sommets d'un losange : l a  quan t i t é  

l a  ? lu s  à d r o i t e  e s t  ca lculée  à p a r t i r  des  t r o i s  a u t r e s  comme l ' indiquent  l e s  

f l è c h e s  dans l e  schéma suivant : 

de c e t  algorithme, q u i  nous donne l e s  r i n )  nous obtenons 

( n + l )  
rk 

l e s  R:") : - ( n )  

rk 

qu i  nous permettent d e  ca l cu l e r  l e s  Gkn) à l ' a i d e  des r e l a t i o n s  : 

GLn+l) - G i n '  
Y k  2 O ,  Y n  2 O ,  G::; = G:~) + avec G ; ~ )  = sn 

1 - x*:; 

Les q u a n t i t é s  4") peuvent ê t r e  racgées  dans l e  tableau suivant  : 



Ce procédé, considéré sous c e t t e  nouvelle formulation peut ê t r e  

apparenté à d ' au t r e s  procédSs d ' accé l é ra t ion .  En e f f e t  pour k-1 

q u i  e s t  l e  procédé de  Richardson [471 d 'ordre  1. 

De manière généra le ,  nous pouvons é c r i r e  : 

Ce procédé peut ê t r e  considéré  comme une c e r t a i n e  géné ra l i s a t i on  du 

procédé de Richardson où l e s  éléments r p )  sont ca l cu l é s  à chaque étape à 

l ' a i d e  des équations ( E l )  e t  (E2). Mais, d'une c e r t a i n e  manière, c e  procédg 

géné ra l i s e  une c l a s s e  dc transformatlons non l i r é a i r e s  i n t r o d u i t e s  par 

W.D. CLARK e t  H.L. G M Y  [331 e t  é tudiées  par R.F. S T X I T  C511. 



Nous pourrions comme pour l e s  a u t r e s  algorithmes,  é tud ie r  l e  ca s  

(n) ]  p a r t i c u l i e r  de l a  première i t é r a t i o n  : l a  colonne {ql , mais corrme nous 

l ' avons  vu ci-dessüs,  c ' e s t  l a  première é tape  Cu procédé de Richardson qu i  

a  d é j a  é t é  t r é s  é tud ié  : BREZINSKI [QI ,  LAURENT C381. 

Nous a l lons  donc é tud ie r  l e s  a u t r e s  colonnes e t  en p a r t i c u l i e r  l e  

passage de l a  colonne k à l a  colonne k+ l  c 'es t -à-di re  l e  passage de  

( n )  ( n )  
{qk 1 à iqk+l}. S o i t  { s ~ ]  une s u i t e  de  nombres r é e l s  de l i m i t e  S  ; nous 

lu5  appliquons l e  procédé q associé  à l a  s u i t e  a u x i l i a i r e  x  . 

Avant d ' é tud ie r  ce  procélé q  à l ' a i d e  de l a  nouvelle fomtüla t ion ,  

noüs a l l o n s  c i t e r  quelques p r o p r i é t é s  e t  t héo rème[4  1 t i r e r  de  l a  

d é f i n i t i o n  : rappor t  de deux déterminants : 

Tkéorihe 56 : une condition nécessa i re  e t  s u f f i s a n t e  pour que 

qk+l(xn,Sn) = S,  V n > N e s t  que l a  s u i t e  {sn) v é r i f i e  



- Si lim ai(n) = ai 
n" 

pour n = 0,1,... 

pour i = O,.. .,k 

alors lim qk+l(~n,~n) = S. 
n- 

( n ) .  
Lorsqu'il n'y a pas ambiguïté, nous noterons les él6ments qk(xn,Sn) = qk 

Nous étudions mainrenant les co~ditions de régularité. 

si {q?)~ converge. une condition nécessaire et 

suffisante pour que iim qL:: = ïii q;) est que : 
rpo n- 

Démonstration : 



l a  rCciproque e s t  immédiate. 

C.Q.F.D. 

ThEonème 5 9  : S i  {qkn)} converge e t  si il e x i s t e  une constante c > O 

t e l l e  p e  1 1  - $::] > c,  v n > N a l o r s  l i m  = i i m  q?'. 
I»<i> rtb- 

Démonstration : 

puisque q;) converge i i m  l~q:") 1 = O 
n9) 

donc l i m  lq(") - q:)l = 0. 
n a  kt' 

C.Q.F.D. 

Corollaire : si  {qin'} convepge e t  si i i m  RL:~ = R ~ + ~  + i a l o r s  
R" 

(n )  
i i m  qk:' = l i n  qk 
n- n- 

3érnoisrrai~or1 : en e f f e t  s i  1 i m  R::: # i a l o r s  il e x i s t e  c > O 
rrw 

t e l l e  que Y n > N IR::: - 11 > c en appliquant l e  théorème précédent nous 

obtenons l e  r é s u l t a t .  

T h Z o c h e  60 : s i  { q k n ) ~  e s t  monotone convergente e t  s i  



Démonstration : 

q;) est convergente monotone alors iim dg;) = 
n- 

(n). donc lim qk:i = lim qk 
n- n- 

Corollaire : si $) est convergente et monotone et si rl' s+ 1 ' .sr 
telle que 1 ri:: converge : alors iim q::: = iim 9:"). 

i = O  n- n- 

Démonstration : 

(nt1 
(i) rk+l d'après Raabe, rk+l converge alors n(l - - ( n )  1 

i-O rk+l 

ne converge pas vers zéro, d'où le résultat. 

Nous allons nous intéresser maintenant au problème de l'accélération 

de la convergence. Pour cela nous devons nous placer sous certaines hypo- 

thèses d'existence de limites : nous nous plaçons à l'étape k et nous 

supposons que : 

q:' converge vers s 

lim - existe 

.(n+l) 

lim - existe. 
~ l + -  r(n) 

k+l 



Dans ces hypothèses, nous pouvons érioncer un premier résultat. 

q;n+l)-s (n+i) 
'k+l 

lin = lim - 1 I (n) (n+1> -s) 1 # 1, a <=> q,+, -s = O<,, 
1 n $"' -S - .(") 

k+l I 

Démonstration : 
(n+l)- (n) 

+ S +  qk 4k 
..(n+l) 



notons Qk = l i m  
n-cm qp' - s 

( n + l )  
r k t l  

Rktl = l i m  - 
(n )  - rk+l 

a l o r s  

d'où l e  r é s u l t a t  

Là également, il n ' e s t  pas nécessa i re  que l a  s u i t e  converge poar 

pa r l e r  d ' accé l é ra t ion  de  convergence ; cependant i c i  nous devons prexdre 

une hypothèse supplémentaire : 



Démonstration : 



posons : l i m  = Qk 
( n )  - Oqk 

d'où l e  ~ é s ü l t a t  

(n) 

iim Oqktl (n+l)  = O <=> Rktl = Qk. 
n- Aqk 

Ces conditions dtaccélÈration sont ciifficilenent véri f i2Sics  22; C.L? k 2 ? 

cependant nous pouvons Er2dier l e  compcrtement des rrippsr-ts 

,(nt1 ) 
k 

; nous avons l e s  re lat ions  : 
r(n)  

k 

pour k=O nous avons 



I l  y a deux cas  : 

donc si xn converge ve r s  O 

x - ( ~ )  converge p lus  v i t e  que xntl 2 

(r.tl) ( n t l )  ( n t l )  
rl Asl - ~ i m  2 = l i m  . l i m  - 

n- p'n) n- rIn) 
2 .. AS:") 

( n + l )  
l-2 

s i  ces l k i t e s  e x i s t e n t  a l o r s  l i m  - # 1 
ri+= r (" )  

2 

"r.+?. 
2 ) .  l i n  - = 1 a l o r s  

n* Xn 

( n + l )  Ar ( n + l )  
s1 l i m  - 1 - 

( n )  
l m  l à  il y a 2 cas  - S1 I n- kr ln)  

I 

! 
( r i t l )  ( n t l )  

l i m  - - - 1 1 l i m  - # 1 

1 

( n t i )  
'2  AS^"'^) 1 => l i n  - 2 l i n  - - r n  n- AS'") 1 

1 

Nocs pouvcns E é s é r z l i s e r  l ' é t u d e  à l ' é t a p e  k ,  supposons que 

<:1+>) 

S;< 1 i m  - = - n 'k 
k 

( n + l )  
"kt> 

l i m  - - ( n )  - %+I - rk+l 



Il y a deux cas à envisager : 

1 )  . \tl # 1 a lors  

s i  l e s  l imites  existent 

2 )  . Rk+l = 1 alors  

"kt1 - 
l i a  - - 

( n t l )  :. (r.t:) 

I x t :  
lim çk+l = 1 l i n  qn) 1 1 

(n) - sktl  
n- S. 

I '< t l  

I 
(2) 

=> 1irn 'kt2 ~r = O 
n t l )  

I 
n-w r 

I 
(r i i l )  

kt 1 'k+2 
=> l l m  7- = RkTi  = 1 

in) 

(nt11 
'kt2 

- 'kt2 -> l i m  - = 
~r (n) 

kt2 , 



I l  e s t  donc poss ible  de connaitre l e  comportement des s u i t e s  a u x i l i a i r e s  ; 

mais l a  d i f f i c u l t é  majeure v ient  de l a  détermination de 

l i n  - qui s e  met sous l a  forme % e t  l ' indéterminat ion e s t  d i f f i c i l e  
( n )  - bqk 

à lever .  

Cependant v o i c i  quelques r é s u l t a t s  encourageants : nous comparons l e s  

r é s u l t a t s  obtenus avec l 'e-algorithme e t  l e  procédé q ; dans l e s  t a b l e a u q n  

désigne l e  nombre de t e r n e s  de l a  s u i t e  i n i t i a l e  nécessai re  au ca l cu l  des 

éléments .' 

Dans ces exemples nous comparons l e s  éléments de  l a  diagonale pr incipale  

c 'es t -à-di re  ci:) e t  2 ' ) .  

r = ( - I ) ~  log  ( l + l / n )  

Sn E algorithme procédé q 



Exemple 2 : 

Sur c e s  deux premiers  exemples nous pouvons reinarquer la ? ~ i s s a n c e  

du procédé q. Nous avons p r l s  l a  s u i t e  a u x i l i a i r e  l i s e  2 l a  s u i t e  i ? i t i a :e  

t e l l e  que : 

5 Xn+i  
se comporte comme y- 

"n n 

Exemple 3 : 

S = Log 2 = 0,6931~71ti0559SU 

E a lgor i thme 

1.0 

0.70 - 
O .  6933 - 
0.69315 

O .  6931473 

0.693147184 

0.6931r71805 

O .  6931471~,056 



?;GUS allons maintenant voir un certain nonbre d'exemples où la suite 

Sn est une siiite à ccnvergence logarithmique c'esr-à-dire au 

AS"+l - 
iim -- - 1. 
n- AS 

E algorithme 

ri S E algorithme 

1 C.33 0.33 

3 0.525 0.60 

procédé q 

0.5 

1.00000000000000 

1 . 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 ~  

1.000G0000000007 

1.00000000000037 

1.00000000000176 

0.99999999991639 

procédé q 

3.33 

0.733 



Exemple 6 : 

procédé q ' 

Cependant il ne faut pas croire que le procédé q est toujours me il leu^ 

que l'€-algorithme. Sn effet le choix de la suite {x 1 est dlfficLle et dans 

certains cas, bien que cette suite vérifie les conditions de ccnvergence et 

dtaccél&ation de la convergence, les résultats obtenus soct moins bons c,ue 

pour l'r-algorithme. De plus , pour certains des exemples précédents le p 

algorithme et le 8 algorithme fournissent des résultats zisilleurs (pour cela 

on pourra consulter C683). 



IV.S.l INTEGRALES IMPROPf(ES DU PXMIER ORDRE 

Cet algorithme a é t é  calqué s u r  l e  Gm algorithme in t rodu i t  p a r  PYE 

e t  ATCHISON. Ce G algoritiune e s t  en f a i t  l e  procédé q où nous avons f a i t  m 

l e s  i n i t i a l i s a t i o n s  suivantes  : 

S o i t  f une fonct ion in t ég rab le  au sens de Riemann sur  Ca,-]; pour 

k > O nous notons : 

t+nk 

Fn = 1 f ( x )  dx = F ( t  + nk) 
a 

f n  = f ( t  + nk) 

l a  transformation G e s t  d é f i n i e  comme s u i t  : 

~ ~ C ~ ( t ) , k l  t ~ ( t )  

e t Y n > O  



olors en prenant Sn = Fn et xn = fn dans le procidé q, nous avons 

G [~(t),kJ = q,,(xo,So) w> les Gr,CF(t),kl sont calcul6s récurslvemerix d 

l'aide du Gn algorithme. 

Le but principal de la transformation Gn est l'évaluation d'intÊgrûies 

impropres du premier ordre. Nous n'allons étudier ici en détail csrte tracs- 

formation, ceci a été fait dans [29,30,31,22,33,34,35,361. Cepcndzct nous 

pouvons dire que les résultats de convergence éconcés au pa-a~rashe préc&denr 

sont valables lorsqüe Sn = F et x = f et peuvent s'applique? à la trans- n n n  

formation G en particulier : 

ThEohPrne 6 3  : 

n+ï - Si -1 s lirn - < 1 
ri-m fn 

- Si Fn convepge quand n -+ m 

(n+l) 
i - Si lirn - 
(n) 

existe V i S k 
R" r. 

alors lim GkiF(t ) .pl = lim Fn P > 0. 
n- m 

La démonstration est évidente en regardant au paragraphe précédent Ir 

comportement de R("). Nous avons 
i 

TheohPrne 64  : f,+l 
Si lim - f 1,O alors ~~[F(:),pl converge plus vite 

n- fn 
que Fn+l. 



Gémonstration : d'après les résultats du paragraphe précédent, il suffit 

de aonrre? que : 

fn+l-S 
lim - - fn+l - lim - 
Il+- Fn-s n-iao fn 

F -S '-'n+1 p° f(*) dx 
lirn "+1= lim-= lim t+(ntl)p 

en appliquant la règle de l'hospitdl : 

Tr l-s 
'+ = lim - fn+i 

n* Fn-S - *n 

C.Q.F.D. 

Cette transformatior! est très utile en particulier pour l'évaluation 

de la transformée de Lapiace d'une fonction, connue le montrent les résultats 

Suivants : 

Xocs définissons l'opérateur L appliqué à la fonction g tel que : 

L"[~,Z~] = g(n) + a g(n-l) + . . . + algl + a. n-1 

où ie; ai sont des constantes. 

Théoilhne 65 : Si ~"[~,a~l = O, V t E Ca,-] et si lim F(t) = S 
t- 

alors GmCF(t),pl 5 S, V p > O, V m 2 n. 



Cor01 laire : si Ln[f ,a i l  = O e t  s i  LCf , a l  e s t  l a  traras:orr;.6e de 

Laplace de paramètre s a l o r s  quel  que s o i t  s t e l  qüe L[f . s j  e x i s t e  : 

L 
-sx Gn[ ( e  f ( x )  dx,  PI = L[f,sl  V t '0 

O 

Ce c o r o l l a i r e  e s t  i n t é r e s s a n t ,  en e f f e t  s i  f  v é r i f i e  ~ " [ f , a ~ l  = O 

(c 'es t -à-di re  si f  e s t  so lu t ion  d'une équation d i f f é r e n t i e l l e  d 'ordre  nJ 

e t  si f e s t  connu en c e r t a i n s  po in t s  on peut dcnner s a  t ransfs?n>a de 

Laplace. 

Nous a l l o n s  maintenant donner quelques exemples numeriqiies. 3nr.s ces  

exemples, nous évaluons F ( t ) ,  F ( t + p ) ,  ... à l ' a i d e  d ' m e  fomiile c e  Simpson 

dont l a  p réc i s ion  e s t  en (par plus  de p réc i s ion  ncu* p c u r i o r s  ?rer.o?e 

Rornberg ... ) 

Exemple 1 : 
t 

f(t) = ( dx 
O 



Exemple 2 : pour c e t  exemple f indique simplement l e s  e r r eu r s  obtenues 

s i n  x 
F ( t )  = - dx 

O 

e m e w s  pour l a  transformation G 

0.2 

- 0.5005 x 1 0 - ~  

- 0.1397 X 1 0 - ~  

- 0.2662 X IO-' 

- 0.4933 X 10-~  

Cet t e  transformation a é t é  comparée [441 à l a  première forme conf luente  

de l ' ~ - a l ~ o r i t c &  [3,661. Sous avons en g é n 6 ~ 1  t rouvé de mei l leurs  r é s u l t a t s  

numériques pour 1s trarisformation Gn,  de p l u s  e l l e  ne néces s i t e  pas l e  c a l c u l  

des  dér ivées  de l a  fonct ion  f comme c e l a  e s t  l e  c a s  pour l a  forme confluente 

de  :'E-algorithme. Cependant l a  forme conf luente  de  l 'Ê-algorithme ne néces s i t e  

que l ' évo lu t ion  d'une seu le  i n t é g r a l e  f i n i e  a l o r s  que pour i a  transformation 

G il f a u t  en évaluer  n. 

IV.5.2 RELATION AVEC, LI€-ALG?RITbYE 

Nous avons, au début du chap i t r e ,  rermrqué que gk(AS S ) = (") rl n '2k ' 

Nous pouvons donc nous denander s i  l ' u n  des  deux algorithmes n ' e s t  pas 

p lus  perfonaant que l ' a u t r e .  

Une étude nurnériqiie f a i t e  dans [ 1 nous l a i s s e  penser que ces  deux 

algorithmes fournissent  une p réc i s ion  comparable : lorsque l ' u n  e s t  

i n s t a b i e ,  l ' a u t r e  l ' e s t  également e t  réciproquement. Cependant du point 

de  vue performance l 'e-algorithme e s t  p ré fé rab le  : 



- pour co l cu le r  E(O) il f a u t  : . k(2k+l) add i t i ons  2k 

. k( 2k+l) soustl,actlûns 

. k(2k+l)  d iv i s ions  

- pour ca l cu le r  qk(ASo,SO) il f a u t  : 

k(k+ l )  . - add i t i ons  2  

- 3k2 sous t r ac t ions  

, 3k2 d iv i s ions  

, (2k-l)k n u l t i p l i c a t l o n s  

De p lus  l e s  r é s u l t a t s  de convergence peuvenr ë t r e  sp?l iqués  au cas  

où x = ASn. Nous retrouvons des r é s u l t a t s  connus : 

ThEotireme 66 : 
S,+l-S 

si  l i m  - # 1.0 a l o r s  {E:~) ;  converge p ius  v i t e  s -S 
II- n  

que { s ~ + ~ ) .  

ThEotème 67  : si {cn} converge a l o r s  l i n  E:') = 1.n I> 
2 n' n- 3-w 

Nous pouvons également montrer un important r é s u l t a t  de convergence : 

ThEoxème 68 : s o i t  {S } une s u i t e  convergente de l i m i t e  S. Si 3 0 u ~  

k  f i x é  {E!$'> e s t  convergente monotone de  l i m i t e  S a l o r s  si {E:W2i converge, 

e l l e  converge ve r s  l a  même l i m i t e  que {E::)). 

Démonstration : par i d e n t i f i c a t i o n  avec l e  procédé q  où x : AS,, 

nous pouvons é c r i r e  



( n j  Supposons que qkfl cowerge vers  T # S,  c e c i  en t r a ine  que 

( n + l )  
%+l  (n)  

l i a  - = 1 e t  donc q u ' i l  e x i s t e  un rang N à p a r t i r  duquel rk+l > 0. 
n- r ( n )  

k+l  (n )  ( n t l )  
(n)  rk+l sk 

Etudions maintenant l a  s u i t e  T ' ~ + ~ ,  nous avons V k 2 O - = - - (n+ l )  (n)  
1 

rk k 

o r  ce  rappor t  e s t  borné, 3 A e t  B f i n i s  t e l s  que 

m 

la remarque précédente en t r a ine  pue rk i )  converge quel  que s o i t  k, 
i = O  

de p lus  c ' e s t  une s é r i e  à termes p o s i t i f s  donc 

(n+ l )  
rk 

l i m  n ( 1  - - 
.(fi) ) 2 0 

k t  1 

o r  q p )  e s t  monoione convergente dons l i m  n A~:) = O 
nQ1 

A$' ( n )  - na  Aqk 
-> l i m  = l i m  

rrw (n+ i )  = O 
l-ktl 

n (1  - - 
r (n )  ) 

k+ 1 k t 1  

C.Q.F.D. 

Ce théorème e s t  t r è s  important : il nous donne une condition de 

convergence pour les d i f f é r e n t e s  colonnes de €-algorithme. 



CHAPITRE V 

APPLICATIONS ET RÉSULTATS NUMÉRIQUES 

Ce chapi t re  e s t  consacné aux appl ica t ions  et aux r é s u l t a t s  numériques 

des algorithmes é tud ié s .  Bien que l e s  conditions des théorèmes énoncés so ien t  

pa r fo i s  d i f f i c i l e s  à vGrif ier  nous donnons des exemples pour l e sque l s  ces  

condi t ions  s o n t v é r i f i é e s .  Nous appliquons ces algorithmes à ce r t a ines  métho- 

des i t e r a t i v e s  d 'analyse numérique : i n t ég ra t ion  numérique, r é so lu t ion  de 

systèmes 18quatior.s, recherches de valeurs  propres d'une matrice.  

Les r é s u l t a t s  numériques seront  présentés  dans deux formes d i f f é ren te s .  

Lapremière. correspond plus pdiciséraent à l ' app l i ca t ion  à p o s t e r i o r i  des a l -  

gorithmes. E l l e  consis te  à domer  l e  tableau t r i angu la i r e  obtenu : 

La seconde correspond mieux à l ' app l i ca t ion  en p a r a l l è l e  des algorithmes 

E l l e  consis te  à ne donner au f u r  e t  à mesure que l e  terme d ' indice  i n f é r i e u r  

p a i r  e t  d ' indice  supér ieur  maximum que l ' on  peut a t t e i n d r e  dans l e  tableau 



t r i a n g u l a i r e  à p a r t i r  des va leurs  i n i t i a l e s  e) 

Les r é s u l t a t s  seront  systématiquement présentés  sous l 'ui ie des deux 

formes. Avant d ' é tud ie r  l e s  améliorations e t  l e s  so lu t ions  que ces  algorithmes 

peuvent appor ter  à ce r t a in s  domaines de l ' ana lyse  numérique, nous a l l o n s  

donner des exemples simples d 'appl ica t ion  à des s u i t e s  e t  à des s é r i e s  a f i n  

de t e s t e r  l e s  p o s s i b i l i t é s  respect ives  des algorithmes.  

V,1  LIMITES DE SUITES ET SOMMES DE S É R I E S .  

Ce premier exemple montre q u ' i l  f a u t  prendre c e r t o i ~ e s  précautions pour 

l ' a p p l i c a t i o n  des algorithmes de type 9 .  

2 S o i t  l a  s u i t e  S = Sn-l - 0,005*Sn-1 avec So = 0,938 c e t t e  s u i t e  e s t  à 

convergence logarithmique. Nous l u i  appliquons l a  première géné ra l i s a t i on  d e  

l t r a l g o r i t h m e  avec l a  s u i t e  a u x i l i a i r e  x = Log(l+n). Nous obtenons : 
n 



On pour ra i t  c r o i r e  que l a  l i m i t e  e s t  de l a  fonne 0,944444 ... o r  l a  

l i m i t e  de l a  s.uite i n i t i a l e  e s t  O (cependant il ne peut ê t r e  considéré comme 

un contre-exemple) 

Il e x i s t e  cependant un c e r t a i n  nombre d'exemples pour l e sque l s  ces  

procédés d 'accéléra t ion  rendent de grands se rv i ces .  En p a r t i c u l i e r  l ' c a l g o -  

r i t h n e  e s t  t r è s  u t i l e  pour l e s  s u i t e s  totalement monotones où totalement 

o s c i l l a n t e .  

Considérons l a  s é r i e  : 
2 3 

Log(l+x) = x - + - 
2 3 "' 

Nous savons que c e t t e  s é r i e  converge pour x c 1-1,1:, pour x = l  on a 

L o g  = 0,6931471805599453 



pour x=2 bien que l a  série  diverge, l'c-algorithme converge vers l e  prolonge- 

sant analytique de l a  sér ie ,  c'est-à-dire vers Log3=1,09861226866aiiO 

LIE-algorithme semble également bien adapté à l a  sommation des séries tri- 

gonométriques. 



Prenons par exemple l a  s é r i e  : 

s i n  2x xz2 ( s i n  x - - +  ... + (-l)n+i sin nx +. x x 1-~JT c 
2 

pour x = 0,2 on ob t i en t  : 

Prenons raaintenant l a  s é r i e  : 

OD 

1 ' e x + -  - - 1 + %lxk avec ao= l  e t  ak=\-l+k+l. 
- kzo 

Cet te  s é r i e  possède un po le  d 'ordre .3 en x = l  en appl iquant  l e  théorème de 

Montessus de Bol la i re  [ I l  l a  s u i t e  { c p ) )  d o i t  converger vers  %ex+ 1 

( 1-x) 
Vx # 1. 

Ainsi pour x=1,5, S = -3,51831092966193527. 

Les r é s u l t a t s  sont  donnés à l a  su ivan te  : 





V , 2  APPLICATIONS AUX PROBLÈNES D'ANALYSE NUMÉRIQUE 

Pour ces appl ica t ions  nous u t i l i s e r o n s  l e  théorème suivant : 

s o i t  une s u i t e  5 = s + y biB? avec 1 e l ]  > 1B21  9 . . . > 18 / a l o r s  
j i=l P 

2 
( 5 )  - bk+l I(6k+l-B1). . .(Bk+l - Bk).} 

a l o r s  E 2 k - ' +  {(l-Bl)...(l-Bk)) 2  4 + 1  

Dans ce cas nous pouvons vo i r  que si pour k f p-1 V i  4 # 1 a l o r s  l e s  

, (n+ l )  - -S 
l i m i t e s  des rapports 2k e x i s t e n t  k  f p-1 e t ,  nous pouvons appli-  

quer l e s  théorèmes du chapi t re  III 

a )  Recherche des valeurs  propres d'une matrice.  

Srézinski  a  exposé dans cl51 d i f f é r e n t e s  méthodes pour évaluer  l e s  

éléments propres d'une matrice.  Ces méthodes font appel  à 1 '~ -a lgo r i thme  vecl 

t o r i e l .  S o i t  A une matrice p  l i gnes ,  p  colonnes,  on considère {xn} l e s  i t é -  

r a t i o n s  de 15 forme x ~ + ~  = A n .  L 'appl ica t ion de l ' r -a lgor i thme vec to r i e l  nous 

donne l e s  éléments E ( ~ )  de R' e t  nous déf in issons  l e s  quant i tés  : 
k 

w3 y f R ~ ,  y # O e t  (y ,  E ( ~ ) )  e s t  l e  p rodu i t  v e c t o r i e l  . Alors s i  l e s  valeurs  2k 

propres v é r i f i e n t  I A  1 > 1 A 2  1 > . . . > 1 A p l  : 
1 



1 iw r2k = ïim ( y ,  ci:' = vk+l pour x=o,.. . .p-1 
n- (y ,  ci:)) n- 

où vk+% est le vgçteur propre associé à Ak+l. 

Dans ce ça$ nous avons : 

n,k OU 
est négligeable 

par rapport à la somme. 

Si,  pou^ k f i x é ,  nous appliqüons l'c-algorithme scalaire aux 

le théorème ci-dessus est vérifié et nous pouvons dire que chaque colonne du 

tableau c obtenu,converge vers et cela plus vite que la colonne pscédente. 

Pour cela il suffit que {A = A. <=> i - j l  
j 1 

Exemple : soit la matrice 

L 
(n) nous appliquons l'e-algo~ithaie à la suite scalaire al 

(n) tal 



S o i t  à résoudre l e  système d'équations Ax = b à l ' a i d e  d'une technique 

i t é r a t i v e  que nous pouvons exprimer sous l a  forme : 

Xr+l = P Xr + C 

02 P e s t  une matrice i t é r a t i v e  e t  c un vecteur  constant  

x - x  = P ( X  -x) = ... z p r  (x0-x) r-1 

S i  l e s  valeiirs propres Ai s on t  d i f f é r e n t e s  e t  s i  l e s  xi sont  l e s  

vecteurs propres correspondants : 

33ns ce cas  si on applique l 'c-algorithme s c a l a i r e  à chaque composante 

de x l e s  condirions du thoérème sont  v é r i f i é e s  s i  l e s  va leurs  propres 

s cn t  toLtes  d i f f5rec tes ;chaque colonne du tableau E "converge p lus  v i t e "  

qae l a  prgcédente : de p lus  si 1 1  1 > ... > Ilil * 1 > I A i + l l  >... > 1 

l e s  coiorines E(?' divergent  pour j S i -1 e t  convergent pour i-1 ~ ' j .  
21 

Exemle : soit .  à réssudre  

l e s  i t é ~ a t i o n s  de jacobi  nous donnent : 



l e s  valeinspropres de l a  matrice i t éra t ive  sont : 

Les i térat ions  de Jacobi divergent 



Genz [24, 251 a généralis6 le rhoérème de ce  chapitre au cas où 
( j+ko) 

. = s + i b!j) ( i )  b!j) = bi 
1 Pi pour ko e n t i e r  f i x é .  

3 i=l 

Considérons des intégrales de l a  forme 



a i n s i  qu'une méthode de quadrature app-ochée : 

Ï = wi f (x i )  avec wi = 1 
i=l i=l 

A l ' a i d e  de c e t t e  formule il e s t  c lass ique  de cons t ru i r e  des d t h o d r s  

composites d ' i n t ég ra t ion  de l a  façon suivante  : on é c r i t  que. 

puis  chacune de ce s  i n t ég ra l e s  e s t  ca l cu l e r  de fafon approchée en u?il isa;: t  

l a  formule de Î correctement modifiée.  

Nous appel lerons  1 l a  va leur  approchée de i obtenue à l ' a i d e  d ' m e  

méthode c o m ~ o s i t e  comprenant m sous i n t e r v a l l e s .  On a  : 

m - 1  n  1 
I m = h  1 1 W. f ( (x i+k)h)  a v e c h  = -  

k=o j = l  ' 
On démontre que (C691) sous des conditions f a i b l e s  siïr f  : 

l i m  Im = 1 
m- 

De plus  s i  f  e s t  analy t ique  s u r  [ O ,  11 a l o r s  une s inp le  g é n é ~ a l ~ r ~ t i c :  l e  12 

formule d'Euler-Mac Laurin nous donne C703 

S i  l ' c n  prend Sn = 1 n ; on aura  a l o r s  C241 2  

s = 1 + a  1 1  A ~ + ~ ~ x ; +  . . . + %  f + o ( A ; + ~ )  
k 

avec A; = 2-i 



On peL: appl iquer  1 ' ~ - a l g o r i t h m e  à Sn C71, 72, .731. Le théorème du 

àgbut &e ce chap i t r e  nous assure  l a  convergence e t  l ' a cc6 lé ra t ion  de  l a  

cocvergence à chaque i t a p e .  On s ' a p e r ç o i t  dans l a  p ra t ique  C741 que l a  

:.$thode de ilomberg f o u r n i t  de me i l l eu r s  r é s u l t a t s  que 1 '~ -a lgo r i t hme  

lorsque  f  e s t  continue.  

Venons en maintenant au cas  où f  présente ,  à l ' u n e  des berces d i  

l ' i n t e r v a l l e  d ' i n t ég ra t ion ,  une s i n g u l a r i t é  de l a  forme 

avec g  analyt ique  dans [0,11 e t  a,. 6 non e n t i e r s .  

Alors on s a i t  que C701 

S i  l ' o n  a p p l i ~ u e  l a  :néthode de Romberg il f a u t  t r a i t e r  séparément l e s  termes 

en a e t  ceux en 6 C751. 

Par con t r e  s i  nous considérons l a  s u i t e  ISn:I a l o r s  : 
2" 

L 'appl ica t ion  de 1 ' ~ - a l g c r i t h m e  s e r a  performant,  l a  convergence e t  

l ' a c c i l é r a t i o n  de convergence s o n t a s s u k e s .  Pour des s i n g u l a r i t é s  l oga r i t h -  

miques on ob t i en t  des  développements l i m i t é s  analogues e t  l 'c-algorithme e s t  

égalensnt  t r è s  e f f i cace  c761 . , 

S i  x i inrenant  i possS2e une s i n g u l a r i t é  a u  mi l ieu-de  l ' i n t e r v a l l e ,  

? a r  exemple : 

f ( x )  = ( ~ - a ) ~  g(x)  o < a < l  

e t  g  analyt ique  s u r  C0,lI a l o r s  C701 



avec c e t t e  f o i s  l e s  m e f f i c i e n t s  b p )  gu i  &pendent de n de s o r r c  pçi : 

Si a est un ra t ionne l  il aiuui un dëveloppetnent bir .airep5riodique ; s o i t  p 

cette  phioda alors : 

n ( p ~ )  
a!' ' = hi 

Par  c o d q u e n t  la s u i t e  {Sn = 1 v é ~ i f i e ~ a  
2' 

Là encore l f app l i ca t ion  &e l * r a l g o r i t h r e  e s t  e f f i cace  de plus  Genz 

1 
1)  I 2 1 rO'" cas x dx 2 .O, i *516~93 

O 

en a i l i s a n t  une 'formule de quadrature de Gauss-Legecdre avec deux po ic t s  

e t  en appliqrsant: 1 '~-a lgor i thme ~ a u s  o b ~ h o ~ s  : 



en u t i l i s a n t  une fornule  de puadrat& de Gauss-Legendre a w c  h id t -po in t s  : 

In )  
O 

Nous pouvons également appliquer l ' c a lgo r i th rne  3 l a  recherche de 

zéros multiple d'un polynbme. I l  e s t  a u s s i  très e f f i c a c e  pour accé lé re r  l e s  

s k i t e s  totalemect manotones non logarithmipue e t  l e s  s u i t e s  t o t a l e n r n t  oscil- .  

l a n t e s .  On montre que les s~mrnos p a r t i e l l e s  de ce r t a ines  s e r i e s  d 'opérateurs 
d 

u t i l i s é e s  en  analyse numérique sont  totalement m m t o n e s .  C 'es t  l e  cas  de l a  
* 

s é r i e  d ' in terpola t ion de Newton, l a  s é r i e  de W o n  pour l a  d&r iva t ioc ,  de 

l a  s é r i e  d ' in tégra t ion de Newton-Gregory, l a  formuie d1EulerMac Laurin pour 

c e r t a i c e s  fonctions ... Wynn C771.a donné des exemples qui  montrent l e  gain 

appréciable que p&cure l 's-algorithme appliqué à ce  type de s u i t e .  



CONCLUS I ON 

Nous voyons que les méthodes d'accélération de la convergence sont 

intéressantes. Il semble indiscutable que leur emploi dans les méthodes 

itgratives ainsi que les diverses applications que nous avons examinées 

sc~t d'un grand intérêt pratique. 

Il est ceperidant essentiel si l'on veut espérer obtenir de bons 

rgsultats numériques avec des algorithmes d'accélération de la convergence 

de les programer de façon extrêmement soigneuse. La propagation des 

erreurs dues à l'ordinateur est quelques fois catastrophique. Il est donc 

nécessaire d'utiliser les règles particulières et même parfois de corriger 

l'arithmétique de l'ordinateur. On trouvera dans C4, 78, 791 des pro- 

grammes FORTRAN et dans [80, 811 des programmes algol. 

La question la plus importante qui reste à résoudre est celle du 

choix du procedé d'accélération de la convergence le mieux adapté à la 

suite 2. accélérer. 

Dans cette thèse nous avons essayé de répondre, en partie, à cette 

question : 

- si la suite est à convergence linéaire mais nan logarithmi- 

que 1'6-algorithme et le 8-algorithme sont bien adaptés 

- si la suite est à convergence logarithmique 1'~-algorithme 

nous donne de mauvais résultats tandis que le 8-algorithme de Brezinski 

e t  parfais le p-aigorithe sont intéressants 

- l'c-algorithme est égalernent bien adapté aux suites totale- 
sent monotonesnon logarithmique et aux suites totalement oscillantes. 



De nombreuses questions r e s t e n t  à aborder : 

- s o i t  {S une s u i t e  totalement monotone ( r e sp .  totalement 

o s c i l l a n t e ) ,  l a  ques t ion  e s t  de s avo i r  s i  {s'")} e s t  totalement mcnoione 
2k 

( r e sp .  totalement o s c i l l a n t e ) .  Dans c e  cas  il y a u r a i t  a ccé l é ra t ion  de l a  

convergence à chaque étape 

- èxtension des a lgor i thmes  de type a au cas  non s c a l a i r e  

- peut-on changer une s u i t e  monotone er. une s u i t e  o s c i l l o n t e  

par  l aque l l e  1 '~ -a lgo r i t hn ia  e s t  p l u s  s t ab l e  ( c a c i  a 676 aboras pur DAXIEL 

mais s a  méthode néces s i t e  beaucoup de  termes de l a  sci te ; n i r i a l e ) .  

- l e  champ des  app l i ca t ions  r e s t e  à é l a r g i r .  

Enfin nous avons, dans c e t t e  exposer, abordé c e s  algoïith!!cs 6e  f a s o ~  

t r è s  technique, j e  pense qu'une approche p lus  théor ique  nous fou rn i ?a i t  

des  r é s u l t a t s  p lus  généraux e t  p l u s  complets. Mais l e  p lus  d i f f i c i l e  e s t  

f inalement de convaincre ceux q u i  u t i l i s e n t  l e s  méthodes i t r r a t i v e r  d'en- 

ployer  systématiquement des méthodes d 'accéléra t ion  de l a  convergence. 
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