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- 2 -  

Un p a o g m e  niathéniatique de g m d e  U e  peut i t t e  déconpobé en plu- 

b i e w  s o u - p m g m  de t a i l l e  p h  i l é d d e  et de pté6tcence, pCub daciles à 

tfiboudile. DANTZIG e t  WOLFE [91 ont i l é d h é  cet te  déconipobWon en cLtieis& ta 

noLion de baqcen* d m  un ensemble convexe. L ' in thodudon  de ce phincipe en 

pilogmmaiion nathénhtigue a donné naibsance à torrte une @nit& d ' ~ o ~ e ~  

blappCiguant aux pmbl8mes de type î i n é h  et de $acon p l u  g e n t d e  de type con- 

vexe. Noub q p e M e m r i 6  aux chapCtnes II e t  III Ces  PLIA 40- d'enCte eux. 

Now now intéiles~on6 dam ce &avai t ,  aux mhfhocies de décoinpobWon du 

type "bnnycenthique". Signaton6 totoutejod q u ' i t  e x i s t e  dd'autireb modes de dZconpo- 

b W o n ,  n ' W n n t  pas fa notion de bwujcentile. On peut &il, en p a i l ü u d i e t ,  

ik d t h o d e  "des cen-" de HUARD 119 1, la méthode de UU1.lA [28 1, hULbi que ceCees 

de BENDER5 E41 et ROSEN 1261. 

u En intilodwdant Le pkLncipe de décoyobLtion bwujcenticique d m  l d ' a t g o ~ -  

thme de P W K  et WOLFE 113 1 ,  noub dé@nhonb au chapi t te  IV l ' d g o L t h m e  mise. 

Des edbaib numZiuques ont é té  s@aeibtb et ba wnveqence  a t t é  compailée à ce l le  

de Pa muhode des w b n n e s  de DANTZIG [8I .  Cu iléblletats (iguhent cuc chapCtne V I I .  

Pu chupi-he V, noub étutudiehonb un cab pahticdieil  de pilogilamne convexe. 

NOUA v e m m  que tes  chthocieb de d6compobLtion b a h y c e n ~ q u e  ne peuvent ë t t e  appîi 

quecd dihectement au pilobtEme pobé. Un a(go&thme de pailainéaXb&on beila d o h s  

dé&ini, tendant p o k i b l e  Cet& ut ie ibat ion.  A&in d'en amétiotet t a  convetgence nwné 

hique, des vahianteb sehont dédinies. E t t e b  digunent au c h n p h e  V I 1 1  &nbi que l e  

,tésuetats numéaiqueb cowtespondants. 

Nwné&.ique&, il est &<ohtant de pouvoh bboudile de façon appmchee fed 

b o u b - p m g m e b .  Cette étude l ' o b j e t  du chapi&e VI.  
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1 - 1 - NOTATIONS. 

1 1 ( Nombre d'éléments d'un ensemble f i n i  d ' indices  1. 

Ensemble des e n t i e r s  na tu re l s .  

Ensemble des nombres r é e l s .  

Espace vec to r i e l  euc l id i en  de dimension n. 

Produit  s c a l a i r e  de ( x , y ) e lRnx R". 

Norme eucl id ienne de x, ~ X I I  =c. 
- Tout vecteur  x e R" e s t  i d e n t i f i é  à une matrice colonne dont l e a  

élgments son t  l e s  coqosan te s  de x s u r  l a  base canonique de kn. 
* - Toute forme l i n é a i r e  f e ( Rn ) [ dual de IRn] e s t  i d e n t i f i é e  à 

l a  matrice l igne  dont l e s  éléments sont  l e s  coDposantes de f par  

rapport  à l a  base duale de l a  base canonique de kn. 

- A tout  f ( R~ , &lm ) e s t  associée une matrice M indicée pa r  

Ligne i de l a  matrice M. 

Colonne j de l a  matrice M. 

Elément en pos i t ion  ( i .  , j ) de l a  matrice M. 

Sous-matrice de M comprenant l e s  l i gnes  M. avec i e 1 c L. 

Sous-matrice de M comprenant l e s  colonnes MJ avec j i? K c J. 

Transposée de l a  matrice M. 

,Soit f : Rn + IR ' d i f f é r e n t i a b l e  en M .  

vecteur l i gne  représentant l a  va leur  du gradient de f ca lculée  

au point  +. 
' - S o i t  a : R~ + Elm d i f f é r e n t i a b l e  en #. 

Matrice jacobienne de a en XL . 
C'est  une matrice de dimension ( m . n ) de terme généra l  : 



- S o i t  f : ktn -* R deux f o i s  d i f f é r en t i ab l e  en x* . 
* 

H ( x* ) Hessien de f en x . Matrice carrée  symétrique de tenœ 

générai  : a2f ( x* ) . 
a x i  a x  

j 

T ( A , x )  cône tangent a A en  x . ( l  1 - 3 - 2 ) 

r ( K ) cône po la i r e  ( néga t i f  ) de K.(§ 1 - 3 - 3 ) 

- S o i t  A C  E e t  f : E + IR, l e  problème suivant  : 

trouver X tel  que f ( ii. ) - Max { f  ( x ) 1 x e A 1 e s t  appelé 

progranmie mathématique. 

ai l e  note symboliquement : 

Dans l ' é tude  qu i  va suivre  on prendra E - R ~ .  

- En général A e s t  déf in i  pa r  un système de r e l a t i ons  : 

A - { x elun 1 a i ( x )  5 0 . i - 1 . m  1 

avec a ,  : R" -+ P. 

En in t roduisant  a : IRn + R~ de composantes a. , i = 1 , rn 

o n a :  A -  I x e l R "  1 a ( x )  3 O 1. 

IP pmgramœ s ' e c r i t  a lo r s  : 



- Vacabutaine W i ?  : 

f Fonction tconomique. 

ai ( x ) % O C o c t m i n t e  i .  

x 1 x e A SoeLtion kt&ab& 

A Ensemble des 6 0 t L L ü 0 ~  k t a e i b a b t e b .  

K SoeLtion opZLinde. 

f ( 2  1 Vatetta du p m g ~  n i a t h E d q u e .  

- Remailqueh : 

- 1 -  a . ( x ) = O  < = = = = > { a .  ( x ) > , O  e t  - a i ( x ) ? . O )  

- 2 -  H i n { f ( x )  l x  e A )  <-> M a x { - f ( x )  l x  ( ? A )  

- I - On d i t  que x e A c  Etn maximise (globalement) f su r  A s i  e t  

seulement s i  : 

v Y ~ A ,  f ( x )  3 f ( y )  

- 2 - ûi d i t  que x e A c $ maximise localement f s u r  A s i  e t  

meulement s ' i l  e x i s t e  un voisinage V de x t e l  que x maximise f 

s u r  An V. . 

- 1 - Soient A CC(" e t  x ex. On d i t  que y e R~ e s t  un vecteur  

tangent a A en x s i  e t  seulement s ' i l  e x i s t e  une s u i t e  i n f i n i e  

( . xk ) e R x Etn d e f i n i e  par  : 



t e l l e  que : 

- i i m  \ ( x k - x )  - y 
k + -  

- 2 - On appel le  cône tangent a A en x , l'ensenible des vecteurs  

tangents a A en  x. 

û i l e n o t e  T ( A . x ) .  

Soi t  K in cône de W~ , on appel le  cône p o l a i r e  (négat i f )  de K , 

l'ensemble r ( K ) dé f in i  par  : 

r ( ~ ) - { ~ e ~ ~ (  v x  e K .  y . ~  6 0 1  

1 - 3 - 4 - Fonction concave. 

- 1 - Soient C c  IRn un ensemble convexe e t  f : C + 0tm 

f e s t  d i t e  concave s i  e t  seulement s i  : 

Y ( x , y )  e c x c ,  v x e [ o ,  i l  : 

f [ A x + ( l - A ) y ]  3 X f ( x ) + (  I - i ) f ( Y )  

f  e s t  d i t e  convexe s i  ( - f ) e s t  concave. 

- 2 -  So i t  f :  R" + R concave. 
* 

Si  f e s t  d i f f é r e n t i a b l e  en x e IRn a l o r s  : 

- 3 - SOit f  : R" -+ R deux f o i s  contintment d i f f é r en t i ab l e .  

En désignant p a r  H ( x ) l a  matrice des dér ivées  secondes de f  en x , 

on a : 

f  concave <--> Y x e R~ , ,H ( x ) semi-définie négat ive .  



* 
Soient A c C(" e t  f  : R" + IR d i f f é r e n t i a b l e  en x i? A. 

* * 
So i t  P - [ T ( A . x ) 1 l 'enveloppe convexe f e d e  de T ( A , x ). 

Dans ces conditions : 

- 1 - maximise localement f  sur  A 

* - 4 v r ( 2 )  e r ( ~ )  - r ( T ( A , x ) )  

- 2 - Si  de p lus  : - A convexe e t  

- f  concave a lo r s  

* 
Vf ( X ) e r ( P ) -> x maximise f  su r  A. 

I - 3 - 6 - ConcbXon6 & K M N  e t  TUCKER [ 22 1. 

Considèronr, l e  progr- suivant : 

Posons : 

A = { X ~ R "  I a ( x )  2 0 1 
* 

f  e t  a é t a n t  d i f f é r e n t i a b l e s  en x e A , l e s  conditions suivantes  : 

3" e R~ t e l  que : I -  u 3 O 

* 
2 -  vf ( x ) + u . v a ( E >  - O 1;- u . a ( E )  - O 

sont appelées condi t ions  de KUHN e t  TUCKER. 



* 
f e t  a é t a n t  supposées d i f f é r e n t i a b l e s  en x  e A. 

Posons : 

E -  1 1  a l ( : )  - O ?  

K - y e ~ "  ( 5 O .  1 e ~  

s i  K = [ T ( A , X )  I , a lo r s  : 

; maximise localement f  su r  A --> *x v é r i f i e  l e s  condi t ions  de 

KUHN e t  TUCKER. 

Si - f  e t  a  sont d i f f é r e n t i a b l e s  en ; e A , 

[: 
A e s t  convexe e t  

f  e s t  concave 

a l o r s  

* 
x v é r i f i e  l e s  conditions de KUHN e t  TUCKER W $ maximise f sur  A. 

Dans l e  cas l i n é a i r e  su ivant  : 

* 
So i t  x une so lu t ion  r e a l i s a b l e  de P . 

Les C.N.S. d 'opt imal i t6  b l éc r iven t  : 



j ( u ,  v) t e l  que : 

u . A + v . B + f  6 O 

( u . A + v . B + f )  . ? -  O 

ConsidPrais l e  progr- mathématique : 

i4ax f (x) 

P a  (XI 3 0 

b (x) 2 O 

S i  - f  : Etn -+ IR e s t  concave e t  d i f f é r e n t i a b l e  

- (i : R" -+ 'dlrn e s t  concave e t  d i f f é r e n t i a b l e  

- b  : ktn -+ R~ e s t  a f f ine  

1 
S i  de p lus  i l  e x i s t e  x  t e l  que : a(b) > O e t  b(b) 3 O 

Alors : 2 e s t  so lu t ion  optimale de P o 

^x v é r i f i e  l e s  conditions de KUHN e t  Tü(XER. 

1 - 4 - DECOMPOSITION BARYCXNTRIQUE D'UN POLYEDRE [20] 

- Défini t ion  

So i t  K - { 1 ,  2 ,  ...... k ) h ensemble fini d ' indices  e t  

{ X' 1 j e ,)un ensenible de po in t s  de R". 

x e s t  appelé barycentre  des po in t s  { x', j e K ) s i  e t  s eu l e ren t  s i  

k 3 A - ( A 1 .  ...., A L ) e R  a v e c A > O e t  Z A j - 1  t e l q u e :  
j e K  



- Propr ié té  

A convexe @ A - { x 1 x barycentre de points  de A )  

- Défini t ion  

ûi appelle polyèdre P de IRn t ou t e  i n t e r s e c t i o n  d'une famil le  finie de 

demi-espaces fermés. 

On peut donc d i r e  que: 

3 B ,  3 b  t e l s q u e  : P -  C x e I R n  1 B .  x x b  b g  

- Remarque 
B . x - b  ++ { B x 3 b  e t  - B x ) - b }  

i - 4 - 3 - Dtconpooi t ion  b q c c n O L c q u e  d'un p o Q 8 d h t  

- Considèrons l e  polyèdre P  d é f i n i  par : 

P =  I x e P  I B . ~ - ~ , x ~ o }  

- Désignons par : 

{ xJ, j e G } l'ensemùle des po in t s  extrêmes de P 

{ xJ, j e G } l'ensemble des d i r ec t ions  d ' i n f in i tude  extrêmes de P 
1 

De façon équivalente  on a  : 

1 - Pour tout  po in t  x de l 'enveloppe convexe des po in t s  extrêmes : 

2 ( A j  3 O , j e G ) t e l s  que E A j  - 1 e t  x X E  d . ij 
j e Go j e Go 



2- Pour t o u t  point  x du cône asjmptotique : 

C- P e s t  l a  somme de l 'enveloppe convexe de ses  points  extrêmes e t  de 

son cône asyriptotique, en posant : G - GO + G, , on a donc : 

[ ( $ 3  ~ , j ~ ~ ) t e i s q u e E  A - 1 1  
je% j 

e t  

- r x j . i j  
j eG 

On appe l l e r a  généra teur  extrême dp P tout  xj , j e G. 

ûésignons par  : 

- X l a  matrice dont l a  colonne j e s t  X' , j e G 

- 6 l e  vecteur l i gne  de composantes 6' , j e G t e l  que : 

- A l e  vecteur  colonne de composantes X j e G 
j' 

Alors : 
x œ X . X  

X ~ P  - 3 x t e l  q w  6 . A  - 1 

1 - 5 - METHODE SIMPLICIAIE [ 8 1 , [ 18 1 

S o i t  B résoudre l e  programse l i n é a i r e  su ivant  : 



où A e s t  indicée  par L x J 

No.tetionh - D e ~ u o n h  

I c  J 

1 e s t  une base <-> 

A e s t  i nve r s ib l e  1 I 
- 1 é t an t  une base : 

T (1) - (A1 ) - l  . A tableau s imp l i c i a l  

t (1) - (A1 ) - '  . a  second membre du tableau s impl ic ia l  

d  (1) - f  - f 1  . T (1) vecteur c r i t è r e  de candidature 

x - t (1) 
x (1) t e l  que so lu t ion  de base 

x (1): - O v 

s i  de p lus  t (1) > O a lo r s  x (1) e s t  m e  so lu t ion  de base r é a l i s a b l e  e t  1 e s t  

une base r é a l i s a b l e .  

TheoJLeme 

S i  powr une base 1 &&ab& on a d (1) < 0 &hs ~ ( 1 ) u t  bo lu t i on  optunaee 

Principe de l a  Méthode s imp l i c i a l e  

La méthode s impl ic ia le  dé f in i e  une s u i t e  de valeurs  f . x (1) mnotone non 

décroissante ,  en se  déplaçant d'une base 1 à une base vois ine  1' - 1 - r + s  

r e t  s  é t a n t  d é f i n i s  couaœ s u i t  : 

d (1) 4 O a l o r s  on c h o i s i t  s t? Ï t e l  que ds (1) > O 



( classiquement s correspond au dS maximum p o s i t i f )  

L' indice r q u i t t a n t  l a  base e s t  a lo r s  sé lec t ionné de l a  façon suivante : 

Ch peut noter que, t (1) e t  s é t a n t  connus. on u t i l i s e  uniquement l a  

colonne ~ ' ( 1 )  du tableau s imp l i c i a l .  

ûi peut remarquer qu'un changement de base de l a  méthode s imp l i c i a l e  

néces s i t e  de pouvoir connaître à chaque étape : 

- s correspondant à un ds > 0, 

- l a  colonne correspondante TS(l)  du tableau s imp l i c i a l .  

La nouvelle matrice inverse de base e t  l a  nouvelle so lu t ion  de base sont 

a l o r s  ca lculables .  La méthode de décomposition barycentrique de DANTZIG 

e t  I!OLFE [9 1 repose s u r  c e t t e  i dée .  



C H A P I T R E  I I  

D E C O M P O S I T I O N  B A R Y C E N T R I Q U E  
X  :: :: X  :: :: :: :< 2: :: :: :: :: 1: :: :: X  X  :: :: :: 1: :: 1: X >: 3: X 

C A S  L I N E A I R E  
> : X X : : : : X X > : X X x x X  
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II - 1 - INTRODUCTION 

La résolut ion  des prograiunes l i n é a i r e s  de grande t a i l l e  a néces s i t é  l ' é l a -  

bora t ion  d ' a lgo r i  thmes spéciaux. L'idée d i r e c t r i c e  en e s t ,  de décomposer l e  

problème i n i t i a l  en p lus ieurs  sous-problèmes de t a i l l e  p lus  rédui te  e t  . de 

préférence ,  plus f a c i l e s  à résoudre. 

Une famil le  d'algorithmes de décooposit ion u t i l i s e  l a  notion de barycentre  

dans un ensemble convexe. Dans l e  cas des progratœœs l i n é a i r e s ,  on e f f ec tue  

une décoaposit ion barycentr iqw d'une p a r t i e  du domaine cotœœ on l ' a  dé j à  

indiqué au S 1 - 4. 

DANTZIG e t  WOLFE [IO] , l e s  premiers,  ont é laboré  un algorithme reposant 

s u r  l a  méthode s imp l i c i a l e .  ABADIE e t  WILLIAM [ I l  u t i l i s e n t  par  cont re  l a  

méthode dua le - s inp l i c i a l e .  La méthode primale-duale e s t  a l a  base de l ' a l g o r i t h -  

me proposé par BALAS [2] . Signalons encore WILLIAMS [32] , qui  a r é so lu  pa r  

décomposition ba rycen t r iqw l e  problème du t r anspor t  s i m l e .  Citons en f in  l e s  

méthodes déf in ies  par  OBEL 124 ]e t  BEN-ISRAEL e t  ROBERS [ 3 ] . 
Dans ce chap i t r e ,  nous développerons l a  méthode primale ( I II - 2 ) e t  

nous donnerons l e s  grandes l ignes des méthodes duale ( 5 II - 3 ) e t  primale- 

duale ( 5 II - 4 ) .  Ces rappels nous permettrons de mettre en évidence l e  

pr inc ipe  de décomposition e t  d'en montrer l ' i n t g r ê t  pour l e  t ra i te -n t  de 

c e r t a i n s  problèmes. 

11 - 2 - ALGORITHME DE DANTZIG ET WOLFE [9] [IO] 

Considéronr un prograrmœ l i n é a i r e  donné sous l a  forme ruivante:  



A .  x - a  

B .  x = b  

x 3 0  

A e r t  une matrice indicée par  L x J 

B " '* I' 
II " L v X  J 

a e s t  un vecteur colonne indicé  par  L 

,, II II 11 11 Il il LI 

Il Il 11 11 11 " ' J  

f  e s t  un vecteur l igne  indicé  par  J 

En appliquant l e s  r é s u l t a t s  du 51-4 au polyèdre 8. P 1 e s t  a l o r s  équivalent  

au progr- l i néa i r e  su ivant  : 

où X e t  6 sont supposés connus. 

A une so lu t ion  optimale A de P2 correspond une solu t ion  optimale 

- Reniahqueb : 

1 - On r é a l i s e  un gain en "lignes". En e f f e t ,  a lo r s  que P l  comprenait 

I L  1 + 1 L '  I cont ra in tes ,  P2 n'en cont ient  que 1 L ) + 1 .  

2 - Toutefois,  une d i f f i c u l t é  appara î t  B p r i o r i  pour l a  r€ so lu t ion  de P2 ; 



X e t  6 ne sont pas expl ic i tement  Connus. 

On s e  propose de resoudre 
P2 

par  l a  d t h o d e  s imp l i c i a l e .  S o i t  1 m e  

base r éa l i s ab l e  de P2 . û1 peut ca l cu l e r  l a  matrice de base e t  l a  so lu t ion  

de base correspondante. Les va r i ab l e s  duales associées  sont a l o r s  déterminées 

par l a  formule suivante : 

" ( 1 ) - [ u ( I ) . u O ( I )  1 - f  .X I .  

Par contre l e  ca l cu l  du c r i t è r e . d e  candidature f a i t  i n t e r v e n i r  l a  matrice 

X des générateurs extrêmes de B. En e f f e t  : 

Nous avons w , a u  5 1 - 5,qu'un changement de base peut ê t r e  e f f e c t u é ,  s i  l 'on  

connaît  une composante pos i t i ve  du c r i t è r e  de candidature e t  l a  colonne corres-  

pondante du tableau s imp l i c i a l .  DANTZIG e t  WOLFE proposent de l e s  ob ten i r  en 

résolvant  l e  progr- a u x i l i a i r e  suivant : 

[ h ~ f - u ( 1 )  . A ] . .  

L 

P é t a n t  résolu  par  l a  méthode s impl ic ia le ,  on obt iendra  un géngrateur 3 

extrême xS e t  dS = [ f  - u (1) . A 1 . x S -  u* (1) . 6' . 
A l'optimum deux cas sont  poss ib l e s  : 

cas 1 : Optimum f i n i  . - 
S o i t  X' l a  so lu t ion  optimale trouv6e. Dans ce cas ,  on a : 

i * [ f  - u (1) . A 1 . X' - u0 (1) > O - Alors s e s t  candidat B 

e n t r e r  dans l a  base. 

OU - 



ii # [ f  - u (1) . A 1 . xs - ue (1) 6 O - Alors l a  base 1 e s t  optimale. 

C 

Cas 2 : Optimum i n f i n i .  - 
S o i t  xS l a  d i r ec t ion  d ' i n f in i tude  trouvée. On a a lo r s  : 

1 f  - u (1) . A 1 . xs > O e t  s e s t  candidat il e n t r e r  dans l a  base. 

La résolut ion  de P nous conduit donc il l 'un des deux r é s u l t a t s  suivants:  
3 

1 - La solu t ion  de base r é a l i s a b l e  A (1) de P e s t  optimale 
2 

On a a lo r s  l a  so lu t ion  optimale 2 de P - 
1 . '  

2 - Obtention d'un candidat s  permettant d ' e f f ec tue r  l e  ch.9ngei1œnt de base- 

a l ' a i de  de l a  colonne d i t e  candidate : 
P 1 

En e f f e t ,  on peut a lo r s  déterminer l ' i n d i c e  r  q u i t t a n t  l a  base .  

- Remtuque : 

Une base i n i t i a l e  peut ê t r e  obtenue en e f f ec tuan t  une phase 1 s u r  l e  

problème P 
2 '  

II - 2 - 3 - AtgoJLaCime : 

a - D ~ e ~ a t i o n  d'une base héatiAabîe de pz. 

b - 1 @.tant une base htaLisabLe de p2 

i - D&teiunUlation des v u l e s  d u d a  w (1) = [ u (1).  U' (1) 1 



Deux cas : 

- ds (1) s O . FIN 

i t a n t  résolu  par l a  méthode s imp l i c i a l e .  a chaque étape,  on ob t i en t  un 

générateur de 8 . Leur nombre é t a n t  f i n i .  moyennant l 'hypothèse de non 

cyclage,  l a  convergence e s t  assurée en un nombre f i n i  d 'étapes . 

- Renuvques : 

I - L'optimisation complète de P3 n ' e s t  pas nécessa i re .  I l  s u f f i t  de deter -  

miner ]P t e l  que ds (1) > 0. , 

2 - On peut noter  que,  dans le  cas où 8 e s t  borné,  on a l'encadrement 

su ivant  : 

O S £ .  2 - f  . X ( I ) < d S  

Ce type d'encadrement joue un r ô l e  primordial  dans l a  décomposition barycen- 

t r i que  des progranmes non l i n é a i r e s .  

II - 2 - 5 - I - D é ~ o n p 0 b ~ O f l  dQA hljb~$JlEA angueaihes 

Il peut a r r i v e r  que l a  matrice B s e  décompose .en sous-matrices parmi les-  

que l l e s  l e s  seules  qu i  contiennent des termes non nuls  sont  s i t u é e s  s u r  une 



"diagonale". So i t ,  Bi , i - 1 , h ccs sous?natrices. 01 a l e  schéma s u i v w t :  

* 

Le problème peut ê t r e  envisagé sous deux points  de vue : 

a - A ei nm%ice A a.hhoDiEe une mathice mathice B . 
(Sans u t i l i s e r  l a  structure part icul iere  de B 

indépendants : 

rrrr [ f i  - u ( I )  . A i , . X  
i 

x s ' é c r i t  : 

x e s t  candidat s i  : 

PZ ne change par de forme . Par contre P3  se  décompose en h sous-progr- 

r -I 

1 

2 

. 

h 
- - 

où xi correspond B B .  



b - A ta niethice A on a 6 6 0 ~ e  tes h Wu B. 
A 

üéaignons par X .  l a  matrice des gCnérateura de: 

P2 n'écrit alors : 

1 1 h 
- k  f . X I  . A  + ............... + f  . x , , . l h  

A, . X, . A I  + ................ + % . x , , , x ~  - a  

. A '  - 1 

- li 3 O , i - I  , h  

Lei h sous-progr-a P3 sont encore definis par : 

xi e s t  candidat a i  : 
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Remvque: 

ün exempte de ce Qpe e ~ t  6oum.L pah Ce p h a b t h  & W p o h t  b b p t e  . . 

II - 2 - 5 - 2 - PahaméWat ion  de La ~ o n o t i o n  Ewnonique i 14 1 

GMPPHIER a appliqué cet algorithme pour résoudre l e  problème paqamé- 

trique suivant : 

Pour chaque valeur de 0 : 

Le problème du transport simple peut se formuler de l a  façon suivante: 

m n 
Min ii, j C ,  cij . x i j 

m n 
avec Si  - j E l  Dj 

WILLIAMS applique le  principe de d€conposition en uti l isant l e s  contrainte6 



ïe problsme s e  ramène a l o r s  B : 

- 
P 

Kin E 
1-1 

P 
E 

1- 1 

1 
avec x1 - [ X . .  ] gén6rateur de (2) + (3 )  

L J  

s ?  x i j  
l j-i 

L'obtention du candidat s e  f a i t  par un ca lcul  t r s s  simple pour lequel  

l a  g r i l l e  des coûts  n ' e s t  examinée qu'en colonnes. 

11 - 3 - RTHODE DUALE [ I ] 

E l l e  repose essent ie l lement  su r  l a  méthode duale-s inpl ic ia le .  On résoud l e  

p rob l sm sous s a  forme équivalente  PZ. On a besoin de connaî t re  une base 1 

"duale optimale" [c 'es t -à-di re  d(1) < O 1 a i n r i  que : 

' a  - l ' i n v e r s e  de l a  matrice de base 

b - A (1).  v (1) - [ u  (1). ua ( I ) ]  

Supposons q u ' i l  e x i s t e  r 1 A r  (1) < O 

Désignons par [ a .  (1). a: (1) ] l a  ih l igne  de l ' i nve r se  de la: matrice 

de base. 



Les problèmes B résoudre sont a l o r s  l e s  su ivants  : 

1 - Recherche d'un p ivot  n é g a t i f ,  s o i t  i c i  : 

x t e  que a (1) . A . x j  + a: (1) . 6 j  < O 

2 - Recherche de l a  colonne candidature. So i t  

La base 1 é t a n t  "duale optimale" l e s  rappor ts  sont tous ,  dans ce cas ,  posi-  

t i f s  ou nu l s .  

Remahque 

Les mêmes problèmes se posent qu'au paragraphe II - 2 . Une d i f f i c u l t é  

supplémentaire appara î t  : dans l a  recherche de l a  colonne candidate.  l a  

fonction in tervenant  e s t  f r ac t ionna i r e .  Toutefois,  l ' a lgor i thme qui  s u i t  a 

ne prend en compte que l e s  prograrmes l i n é a i r e s  

Pour s imp l i f i e r  l 'exposé,  on supposera B borné. 

1 )  ûi résoud d'abord 

Min a r  (1) . A . x 

B .  x - b  

t 
En désignant par  X  l e  point  optimal trouvé on a : 

t O - Soi t  a, (1) . A . X + a r  (1) >, O, l e  problème i n i t i a l  n ' a  pas de soluti,on. 



O - S o i t  a r  (1) . A . xt + ar (11 < O 

t 
[ f  - u  (1) . A 1 xt - uo (1) 

Posons : u t  = h [X 1 - 
t O ar (1) A .  X + a r  (1) 

Alors : 

- s i  U t  = O . xS - xt e s t  le générateur candidat 

- s i  U t  > O a l l e r  à 2 

2 - On résoud l e  progranme l i n & a i r e  su ivant  : 

Désignons pa r  X' l a  so lu t ion  optimale trouvée. 

Deux cas  son t  a l o r s  poss ib l e s  : . 

Cas 1 : 

vt  a 1 )  . A .  x a 1 I - [ f - u 1 . A) . x j  - uo (I>I<O 

On prend : Xt+I  , Xj 

V t+ 1 - h [ x t + ' ]  

- Si V t + l  = O.-xS  = xt*' e s t  le générateur candidat 

- Si  V ' > O re tour  P 2 avec t = t + l  
t+ i 

Cas 2 : 

t t a r < l >  A .  + a  I -  I N  x -  (o 1 - 0  
O 



Dans ce cas xs - xt e s t  l e  candidat cherché. 
7. 

- La s u i t e  v é t a n t  s t r ic tement  décroissante ,  l 'algorithme e s t  f i n i  s i  on 
t 

résoud p 4  e t  P 5  pa r  l a  mithode s iwl ic ia le(moyennant  l 'hypothèse de non-cy- 

1 - Dans l a  méthode primale, la 'co lonne candidate e s t  obtenue en résolvant  

m seul  sous-progr- P 3 .  Par contre .  dans l a  méthode duale.  on a à résoud- 

re  une séquence ( f i n i e )  de programws l i n é a i r e s  P5 en plus  de l a  r é so lu t ion  

de P 4 .  

2 - ûn peut no te r  que ce t  algorithme e s t  u t i l i s a b l e  l o r s q u ' i l  s ' a g i t  de 

résoudre des programes  l i n é a i r e s  parametriques ( fonct ion  économique ou 

second membre) , pour lesquels  des  problèmes du même type se posent. . 

Nous nous contenterons de donner l ' i dée  d i r e c t r i c e  de l a  méthode. A 

chaque i t é r a t i o n .  on résoud d'abord l e  sous-programme P ' 3  (u)suivant (avec 

in i t ia lement  u - 0) : 

L 
Ch d é f i n i t  a l o r s  un progr- d i r ec t eu r  P l 2  dans lequel xK e s t  m e  

matrice dont l e s  colonnes j sont des points X' s o lu t ions  optimales de 

P ' 3  (u) . 



- Cette méthode d i f f è r e  des précédentes à 2 po in t s  de vue : 

a) u  n ' e s t  pas d é f i n i  comme mul t ip l i ca t eu r  de KUHN e t  TUCKER 

r e l a t i f  au programne p r inc ipa l  P'2. 

b) Les solu t ions  optimales de P'2 (u) ne donnent pas en généra l  

des po in t s  x r éa l i s ab l e s  de Pl .  

On r éa jus t e  l a  valeur du paramètre u  s ' i l  y  a  l i eu .  

1 2  
posons Z (u) - + 1 ( pi + Ui ) 

i 

Il e s t  montré que Z (u) e s t  décroissant .  De p lus  l a  so lu t ion  optimale e s t  

a t t e i n t e  quand Z (u) - 0. 

S i  Pl  a  des solu t ions  r éa l i s ab l e s ,  l ' a lgor i thme converge nioyennant l'hypo- 

thèse  de non-cyclage. 
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III - I - INTRODUCTION 

Toute une famil le  d'algorithmes a é t é  obtenue en in t roduisant ,  dans l e s  * 

programDes mathématiques non l i n é a i r e s ,  l e  pr inc ipe  de déconposition bary- 

cent r ique .  CHANDRA[ 51 a é tud ié  l e s  programnes de type f rac t ionnai re  en  u t i -  

l i s a n t  l ' a lgor i thme de KANT1 SWARW [21 ] . Le cas des progranmes quadratiques 

a é t é  abordé par IJHINSTON ( [29] , [30] ) .  Des va r i an t e s  de l a  méthode s i ~ p l i -  

c i a l e  sont  a l o r s  adaptées.  pour résoudre l e s  nouveaux problèines posés. 

Dans l e  cas généra l ,  pour l e s  programœs d i t s  convexes, des algorithmes 

ont é t é  d é f i n i s  par  DANTZIG [ 8 ]  puis HUARD [20] . Une décomposition barycen- 

t r i que  p a r t i e l l e  du domaine e s t  r é a l i s é e .  Les conditions de KUHN e t  TUCKER 

[221 permettent a l o r s  " d'agrandir  " c e t  ensemble à chaque étape. C i t a i s  

également l e s  travaux de GEOFFRION [12J . 
Afin de p réc i se r  c e t t e  g€né ra l i s a t i on ,  nous présenterons dans ce chapi- 

t r e  : 

- Un a l g o r i t h m  de programnation quadratique ( S III - 2 ) 
- La méthode des colonnes de DANTZIG ( III - 3 ) 

- La méthode du barycentre de HUARD .( S III - 4 ) 

Ces rappels  permettront de s i t u e r  " l 'algorithme mixte ", que nous a l l ons  

d é f i n i r  gu 5 I V  - 3 . Nous in t roduirons  de l a  &me façon , l e  pr inc ipe  de 

décomposition barycentrique dans l ' a lgor i thme de FRANK e t  WOLFE [13]  . 

III - 2 - CAS QUADRATIQUE ( [ 2 9 ]  . 1301 ) 

III - 2 - 1 - ~t lobé~n ie  posh 

Consi'dérons l e  progr- quadratique suivant:  

I - ruax ; . x - 5 .  . q  . x  

A . x œ a  

B .  x - b  
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où Q e s t  une matrice symétrique serai-définie pos i t i ve .  

8 - x e ~ " (  B .  x - b ,  x 30) e s t b o r n é e t n o n v i d e .  

En in t roduisant  une décomposition barycentrique de 8 , P l  e s t  équivalent  

(ki résoud a l o r s  P2 en u t i l i s a n t  l ' a l ~ o r i t h m e  de WHINSTaJ e t  VAN DE PANNE 

1311 . I l  s ' a g i t  d'une var iante  de l a  méthode s imp l i c i a l e  adaptée aux pro- 

grammes quadratiques 1291 ( une d t h o d e  duale e s t  abordée dans [MI ) . 

III - 2 - 2 - Conditiom de KUHN e t  TUCKER heLatives a PZ . 

S o i t  X m e  so lu t ion  r éa l i s ab l e  de P2 . Les conditions nécessa i res  e t  

s u f f i s a n t e s  d 'optirnali té r e l a t i ves  à PZ s ' éc r iven t  : 

ût cherche ( 1 ; u , v , v0 ) s a t i s f a i s a n t  l e s  conditions de ( 1 )  P ( 6 ) .  

L 'a lgo r i t hm progresse par des changements de base de type simplex de t e l l e  

s o r t e  que: 



a - Les conditions de ( 1 )  B (4) so i en t  v é r i f i é e s  

b - La fonction économique s o i t  croissante 

Une solut ion de base e s t  de type standard lorsqu'on a : 

\ variable de base -> P variable hors base e t  v i ce  versa. 

Remahque : 

On retrouve l e  &me p r o b l è ~ e  que prgcedemnt ,  X e t  6 n'étant paa explici- 

tement connus. 

III - 2 - 3 - ALGORITHME 

On M a e A b e  L1&ahithine avec M e  b0fbtion de babe hhalisable de type 

s tandad .  Un va a L'étape 1 .  

- E-e I :  

On détemine & minkun ddeb uk . S a d  % l  cette va&wl. 

Veux cas ban2 &hb posbibLe6 : 

- Etupe 2 :  

On UL.tROddt La v&abte \ ta babe. La ucuiabte qu&tant î a  base 

est  chaldie paivni &A \ de base et uk, ; Veux cab bont aCou pobbibibCe6 r 

. uk q u i t t e  4a babe - R e t o a  à L'&ta@ I 

. b&0n \, q&e ï a  babe. AUeiL à t 'é-tqe 3 .  

- Etupe 3:  

On inimdLLit  x2 dan4 Za babe. La vahiable qu&bnt Za b u e  est c h o d i e  



pohnriteb \de babe et ukl .  . 

RUX cab b0IU! &kb pobbdlibLe6 : 

. \ p u  La b u e .  Repeterr L ' t t a p e  3. 

. u, qLU-tte La b u e .  ALCek a L'eabpe 1. 

I - Il e s t  montré, qu'en se  donriant 1 L 1 + I va r i ab l e s  $ >, O. on peut 

en pr inc ipe ,  déterminer l e s  va leurs  i n i t i a l e s  de v e t  v0 . 
2 - ûi r ev i en t  toujours  à l ' é t ape  1 aw'c M t ab l eau  de type standard.  

3 - X . 1 e s t  déterminé par l e s  var iables  \ de base. 

4 - L ' a l g o r i t h ~  exige de connaître l e  minimum des { uk, k ê C. 1, s o i t  u,,. 

Il s u f f i t  pour c e l a ,  de résoudre l e  programme l i n é a i r e  suivant : 

En résolvant l e  problème par l a  méthode s i n p l i c i a l e ,  on ob t i en t  à l a  f o i s ,  

5 - Enfin,  on peut  v é r i f i e r  que l a  colonne candidate e s t  explicitement connue. 

ai peut donc d i r e  que l 'algorithme peut s e  dérouler ,  sans que l 'on  a i t  à 

déterminer tous l e s  points  extrêmes de 8. 

I l  e s t  w n t r 6  que. moyennant l 'hypothase de non cyclage, l ' a lgor i thzw 

est f i n i .  



III - 2 - 4 - Concûlsion. 

Le p r inc ipe  de décomposition ba rycen t r iqw e s t  donc applicable aux pro- 

granmies quadratiques.  De l a  mêne  façon, l ' é tude  du problème a  6 t é  ramenée 

3 l a  r é so lu t ion  de programmes l i n é a i r e s  de t a i l l e  p lus  redui te  , d e f i n i s  

B p a r t i r  des conditions de KUHN e t  TUCKER. 

I l  e s t  à no te r  que, s i  l a  p a r t i e  quadratique e s t  n u l l e ,  l 'algorithme s e  

r édu i t  a c e l u i  de DANTZIG e t  WOLFE. 

111 - 3 - CAS CONVEXE - METHODE DES C0U)NNES [ a l  

DANTZIG a généra l i sé  aux programiles d i t s  convexes, l e  pr inc ipe  de d é c m  

pos i t i on  barycentrique.  

w 

Considérons en e f f e t  l e  probleme su ivan t  : 

I Max f  (x) 

Posons : A' - ( x 1 a  (x) 3 O 1 

8 - { x I b  ( x ) & O }  

Prenons, en out re ,  c- hypothèses i n i t i a l e s  : 

a i -  ~ n 8  + 0  

H2 - 8 compact 



~3 - f : kn + R concave AWL R~ 

a : R~ + RP wncave AUA R~ 

b : R" + Rq concave b U A  R~ 

Remwtque : 

D'après l 'hypothèse H 3 ,  f ,  a e t  b sont  continues s u r  Rn. 

A chaque i t é r a t i o n ,  après avoir  déterminé une so lu t ion  approchée de P I ,  

on cherche un nouveau générateur x'. Le progr- d i r ec t eu r  aura  un nombre 

c ro i s san t  de colonnes tout  en r e s t a n t  l i n é a i r e .  Par  cont re ,  l e s  sous-pro- 

granmes de recherche de 9, d é f i n i s  a p a r t i r  des conditions de KUHN e t  

TUCKER, ne sont  pas l i néa i r e s .  

DBsignons par  : 

- K un ensemble f i n i  d ' indices .  

- XI ,  j e K un ensenhle de points  de 8 

Posons : 

- xK matrice dont l a  colonne j e s t  XI 

- f K  vecteur  l igne  t e l  que f i  = f (x') 

- eK vecteur  ligne t e l  que V j e K. e j  - 1 

K - A matrice dont l a  colonne j e s t  A' = a (xi) 

On s a i t  que, x e s t  barycentre des { XI 1 j e K ? si  e t  seulerœnt r i  : 

3 k t e l q u e : x - f .  + P v a e e K .  ~ i [ -  1 e t k 3 0  



III - 3 - 3 - P J w g m l n e  diJuctewt : 
* 

On reuplace a lo r s  PI par  un prograiime l i n é a i r e  approché, no te  PZ (KI. 

On désignera par X(K) une soluti'cn optimale de PZ (K) e t  par x (K) 

- 8 . X(K) l e  point  associé .  

- Remanqueb : 

1 - L'ensemble des générateurs de P2 (K) e s t  i n i t i a l emen t  chois i  de t e l l e  

s o r t e  que l'ensemble des solu t ions  r é a l i s a b l e s  s o i t  non vide.  

2 - P2 (K) e s t  une approximation de PI p a r  défaut  : 

En e f f e t  : 

- Posons : 

B (KI = I x 1 x - 3 .  h a v e ' c ~ ~ .  ~ ~ 3 0 . c ~ .  ~ g -  1. X ~ ~ O I  

- Du f a i t  de l a  concavité de a e t  b ,  on a : 

- En outre .  f é t an t  aus s i  concave : 

03 f désigne une s o l u t i m  optimale de P l .  
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III - 3 - 4 - CondLtiond de KMN et TUCKER JIJ&AXV~~ à ~2 (K) 

A l'optimum . A (K) e s t  l i 6 e  à l a  va r i ab l e  duale w (K) = [ u (R).u0 (K) ] * 

par  l e s  r e l a t i o n s  suivantes  : 

( 1 )  u ( K )  > , O  

K (2)  u  (K) . + f K  + un (K) . e < O 

(3) u  (K) . .a (KI - O 

( 4 )  fK  . A (K) - - u 0 ( K )  

Il e s t  B noter  que,  s i  PZ (K) e s t  r é so lu  par  l a  aiéthode s imp l i c i a l e ,  

w (K) e s t  fourni avec l a  so lu t ion  'optimale A (K) . DANTZIG i n t r o d u i t  a lo r s .  

comne nouveau générateur de P 2  ( K ) ,  l e  point  de 8 donnant l a  va l eu r  maxi- 

male de : u (K) . a  (x) + f  (x) + us (K) . 

La va r i ab l e  duale u  (K) é t a n t  considérée coume constante,  on d é f i n i t  l e  

sous-progranmie suivant : 

Désignons par  2 une solu t ion  optimale de P 3  (K) . 
Posons : 

- a  (2) ; f a  - f  (xS) ; e s  - 1 . 
Notons e n f i n  : 

ds - fs  + u (K) . A' + U. (K) . 



1 - P 3  (K) ne comporte que q con t r a in t e s  a l o r s  que P l  en conprenait  (p + q) .  . 
C- dans l e  cas l i n é a i r e ,  on r é a l i s e  un gain en l ignes  s u r  l a  t a i l l e  du 

problème résoudre. 

2 - Toutefois .  P 3  (K) r e s t e  un problème entièrement non l ingai re .  

Par  d é f i n i t i a i  de X' on P : 

Connae u (K) . a (2) >, O ,  on dédui t  que : 

r (XI - f K .  A(K) 5 ds (KUHN e t  TUCKER) 

Or f K .  X(K) d f [ X  (KI1 ' (f  concave) 

U 0 ,< f (2) - f [ X  (K)]  ,< ds 

On en dédui t  que : 

( 8 )  ds > , O  

( b ) ds - O -> x (K) so lu t ion  optimale de P I .  

Remahque : Cet encadrement e s t  i n t é r e s san t  s u r  l e  plan pra t ique .  On en 

trouvera une étude au chapitr.e VIX. 

III - 3 - 7 - A e g o t i t h m .  

s a n t  d o ~ e  un wembïe bini d'indices K et I xj 1 j e K. x j  e 81 

&A g t n é m t e u u  coivtedpondants étant bien c h o C 6 i ~  ( m u q u e  i du 111 - 3 - 3) : 



- 1 - ûp.tUnibdüon de P2 (K). 

- 2 - D h t e m i n a t i o n  & w (KI abhocih . 
- 3 - Redolut ion de P3 (K) à C'aide de u (K) et calcul de ds . 
ûeux fae bon2 & o u  p o h b i b h  : 

( a )  d S = ~ a t o u x ( ~ ) e d . t b o ~ o n o p t i n i a e e d e  P I .  

(b) ds > O & o u  on agilandi~ .t8en64mb& d8inindices: K I  - K + s . 
R e t o u > r  en 1 avec K - K' . 

Remairque: 

L'algorithme e s t  t e l  que l a  s u i t e  des va leurs  { f [ x  (K)] 1 e s t  monotone e t  

non décroissante.  

Comme K augmente d 'un él6ment B chaque é tape ,  on peut  noter:  

K = { 1 , 2  ,....., k )  e t  s=k+l . 
Par a i l l e u r s .  notons: 

k 
& - x  (K) ; k m u  (K) ; h o  -U ' (K)  ; f - f [ x ( K ) ] .  

k '3' (K) = f ( ? + I  ) + U .  a (Y?+ '  ) + ua. 

Désignons par S l a  s u i t e  des i t é r a t i o n s  . 

- Supposons que, y k i? S. k d l  (K) > O . L'algorithnre e s t  a lo r s  i n f i n i  . 
Ajoutons l 'hypothèse supplémentaire su ivante  : 

N rr 

So i t  ( X , u , 2 ) un point  d'accumulation de c e t t e  s u i t e  . On peut e x t r a i r e  
N 

de S une soue-suite i n f i n i e  S t e l l e  que : 



?r C C, (XL+', U, U*) + (x, u,  u e  s x .u 

k + -  

i r e %  

Or 

t/ k  f3 3 ,  (K) = f ( p l )  + k . a ( x ~ ' )  + > O (par hypothsse) 

e t  

V k  e '3, W k v  > k, kJ' (K') = f ( P l )  + U t .  a (PI) + U: 4 O 

f e t  a &tant continues sur R", a en déduit en passant ii l a  l imite  que : 

f (1) +:. a (1) + 3  - 0  
k 

C a m e  la  s u i t e  des valeurs f e s t  monotone non décroissai te ,  a a : 

k 
l i m  f = f (2 )  

P m p o b Z o n  

Avec l es  n o t d o n b  pphecEdentu eA s o u  &A hypo-thtsed H I ,  H2, H3 e t  H4 d i  
* 

a une Etape on a 'a' (K) - O abha  k ut soeution op.tunaee du p m b t k  P i .  
k 

Si ceLi2 EventuatuE ne se p m U  jmai.6, l a  scuRe &&,nie f x 1 k  e s} 

d o d e  pail l 'atgohh%nie e s t  teîle que : 

i i m  f (kx) - f (2) 

k + -  

k e S  

Remanque I' : 

L'hypothèse H4 e s t  en par t i cu l i er  v é r i f i é e  dans l e s  2 cas suivants : 

ii"4 - A une cehtccine C t E m 5 o n  K * Ko. PZ (KO) k o d  s o u  domne w o n i q u e  

cuLnet une b u e  optimate I - IO non dpgbEilee. 



~ ~ 4 -  initialement 3 joe~-tet que a (x'") > O b (x") 3 0.  

Cette conditicn suppose que A e s t  d'intérieur non vide. 

-RemMque 2 

1;a proposition e s t  encore vraie s i  on se contente de xk+' t e l  que : 

kd' (K) - f (Pl) + U . a (Pl) + kua > O 

e t  

f (xk+') + u . a ($+') Max if (x) u . a (x) 1 x e 81 -E ( 'k > O) 

s i  toutefois : E~ O quand k + w 

111 - 4 - CAS CONVEXE - bETHODE DU BARYCENTRIJ [201 

I l  s 'agit  de traiter l e  même probleme que préc6dement : 

avec les  &mes notations 

Les h y p o d ~ b e s  choisies d o n t  p h  6 0 ~ 2 4 ,  ii 4avoM 8 



(C et c  peuvent ne pas exA-terr1 

On bUppO6e ql@ : 

j g I  a*  ($1 > o , c . X - c - o . b ( ~ ) 3 O  

e t  

c non buiguLL8ite 

III - 4 - 2 - PirogmJmc l ihcteuh 

On u t i l i s e  l a  rnêrne méthode que dans l 'algorithme de DANTZIG en in t rodui-  

sant  l e s  po in t s  { X' e B I  j e K } . 
Toutefois. on ne procide pas  P des l i noa r i s a t ions  de f e t  a  . Le program- 

pe d i r ec t eu r  s ' é c r i t  : 

0 

Max f (xK . &) 

P2 (KI 
a  (8 . aK) 5 O 

Les X' é t an t  cho i s i s  de t e l l e  s o r t e  que l e  domnine de P2 (K) s o i t  non vide.  

Remque : P2 (K) e s t  un progranme non l i n é a i r e .  Il s ' a g i t  encore d'une 

approximation par  défaut  de PI; 

III - 4 - 3 - ConâiXom de KUHN et TUCKER i te laüveb d P2 (K) 

A l'optimum, A(K) e r t  l i é e  aux va r i ab l e s  duales [ u (K). u* (K) 1 



p a r  l e s  conditions suivante8 : 

( 1 )  u (K) > O  

(2) g (K) . xK + u0 (K) . eK < O 

(3)  u (K) . a t x (K) 1 - O 

(4) g (K) . x (K) .- - u0 (K) 

où g (K) - u  (K) . V a  [ x (K) 1 + V f  [ x (K) ]  

- [ u (K) ,  uo (K) ] é t a n t  supposés connus, on d é f i n i t  a l o r s  l e  sous-program- 

rm suivant  : 

P 3 ( K )  L b ( x ) i o  

A n o t e r  que P3  (K) r e s t e  par t ie l lement  non l i néa i r e .  

- L'encadrement de l'optimum s ' ob t i en t  imnédiatement : 

f (2) - f [ x  (K) 1 < f (f) + u  (K) . a (2) - ( f  [x  (K) 1 + u (K) . a [ x ( K ) ] )  

6 g (K) . [ 2 -  x ( K ) ]  

< g (K) . I Xd - x  (Io1 

< g (K) . xS + uo (K) 

S o i t  en posant : ds - g (K) . X' + U* (K) . es 

avec es - 1 

L'encadremnt e s t  du même type que p r é c e d e e u t .  C- au paragraphe III - 
3 - 8 ,  on peut poser : 



k k , = t + 1 ; = x (KI e t  g g ( K ) ,  u' - u' (KI, 

"$1 (K) = : . xk+l + O.. 

III - 4 - 5 PkoposLtion 

On d é f i n i t  alors l e  &me algorithme qu'au paragraphe III - 3  - 7. 

D'après l'hypothèse H13, 1 lvf (x) 1 1  e t  1 jva (x) 1 1  sont bornés eupérieu- 

renient sur 8. 

On obtient l a  proposition suivante : 

P50pob&ion 

Avec C u  no ta t ionb  pilecEdevUeb & 60u6 Ced hypofi?.beb (Hi), (HZ), (H'3). 

(H4) 4i à uxe t t a p e  on a kd' (K) - O aîohb kx est boeL;tion ap .2hd .e  de P i .  
k 

cette t v e n t w  ne be p k o d u i ~  j d ,  îa tu.Lte o t W e  {x 1 k e SI 

d o w n i e  pan C ' ~ g o ~  est t e U e  que : 
k l i m  f (x) = f (2) 

k + -  

Reinailque : L'optimisation conplète de P 3  (K) n'est  pas nécessaire.  

III - 4 - 6 - Lien entile b d t h o d e  du baqcentae  et L1af3ohithme de FRANK 

ET WOLFE 113 1 - .  

Soit  & résoudre l e  programne Suivant : 

Max f (x) 

P 1 b (x) >, 0 



- 45 - 

III - 4 - 6 - 1 - Appf ica t ion  de l'&o&hme de FRANK et WOLFE : 

Cet algorithise développé au I I V  - 2 donne dans ce cas part icul ier  l a  sé- 

qwnce suivante a l 'é tape  k : 

- a - ~ o c t  X tee que b (X) > O 

- b - SOM k s o t u t i o n  o p t h d e  de : 

k 
Max V f (x) . x 

b (x) 5 O . 
k+ 1 k k - c - SoCt x b o W o n  de Max f (x) 1 x e [ x ,  Z ]  1 

k 
( R e t o ~  à - e - avec x = kX') 

E t  à chaque t t q e  on a L1encad4ement buivant  : 

O < f (2 )  - f (5 )  < V f ($) . (Z - $1 

Le progr- directeur devient : 

PZ (K) 1 eK . - I 

A l'optimum x (K) - 8 . X(K) e s t  l i é  à l a  variable duale u* (K) par l e s  

re lat ions  : 

(2')  v f [ x (K) 1 . 8 + u0 (K) . eK ,< O 

(4')  v f r (K) 1 . (K) = - uo (K) 

On a dcac P résoudre l e  prograipilie auxi l ia ire  suivant : 



A l'optimum, x', de P 3  (K) on a  : 

0 s  f (X) - f [ x  (K) 1 5 O f  [ x (KI1 . [ x S - x  (KI1 

111 -'4 - 6 - 3 - GentiraCiddon de L'aCgohithnie de FRANK et WOLFE 

A l ' é t ape  suivante de l a  méthode du barycentre ,  on résoud P2 (K') 

avec K' - K U  { s )  . On maximise f  dans un ensemble convexe cmtenan t  

l e  segnient [ x  (K), X' 1. 

Il s ' a g i t  d'une géné ra l i s a t i on  de - c  - dans l 'algorithme de FRANK e t  WOLFE. 

- 1 - On retrouve dans ce CM p a r t i c u l i e r ,  l ' a l g o r i t h m  de HOLUWAY 1151 

appliqué au programme su ivan t  : 

- 2 - On peut encore no te r  que,  dans l e s  mêmes condi t ions ,  l a  méthode des 

colonnes [III - 3  1 de DANTZIG dome l a  so lu t ion  apres une Btape de ca lculs .  

III - 5  - CONCLUSION 

L ' i n t é r ê t  p r inc ipa l  de ces deux méthodes r é s ide  dans l e  f a i t  que l e s  

progr-s à t r a i t e r  son t  de t a i l l e  p lus  r édu i t e ,  en généra l .  Cependant, 

e l l e s  ne nous af f ranchissent  pas de l a  non l i n e a r i t e  de tous l e s  probleines 



a envisager ; ceci  en p a r t i c u l i e r  au niveau den sous-progr-S. 

Notons en f in  qu ' e l l e s  seublent b ien  convenir pour l e s  progr-s psth6- 

ma t iqws  du type suivant  : 

f  (x) 

a  (x) 5 0 

B . x œ b  . 
x 2 0  

avec des hypothèses b i en  chois ies .  
' 

Supposons de p lus  a  quadratique ; on peut no te r  qu'aucun des deux algo- 

rithmes ne p e m t  de t i r e r  p r o f i t  de c e t t e  p rop r i é t é  p a r t i c u l i è r e .  

"L'algorithme mixte", que nous a l l ons  d e f i n i r  au I I V  - 3.  s e  p a r t i c u l a r i -  

s e r a  dans ce cas. 



C H A P I T R E  I V  

A L G O R I T H M E  M I X T E  

:: :: :: :: :: :: >: >: :: 3: >: >: :: :: :: :: :: 



- 49 - 

I V  - 1 - SOUS-OPTIMISATION UNIDIMENSIONNELLE : 

So i t  a résoudre l e  problème s u i v w t  : 

Ch suppose que : 

H I  - A e s t  un enbemble convexe qt ~vvné 

H2 - 8 compact et convexe 

H ~ - ~ : R " + R  t e e e e q u e :  

i - f est  concave AUA R~ 

ii - f ut con t inkn t  di66éirentiab& *UA 

- H ~ - A ~ B  f 0 

I V  - 1 - 2 - P4.incipe d'un dgohi€hme de b o U b - 0 p ~ a t i o n  wLidUnertbionneUe 

k 
A une so lu t ion  r é a l i s a b l e  x , obtenue a une étape k ,  on associe  une p a r t i e  

k 
A (x)de A /7 8 

k k 
c h o i s i t  a rb i t ra i rement  z t? A (x) 

k k 
On maximise a l o r s  l a  fonct ion  f su r  l e  segment x , z 1 

k+ i 
S o i t  x l e  point  a i n s i  obtenu. 

k+ l k 
On r é i t s r e  l e  processus avec x au l i e u  de x 

O 

I n i t i e l e a e n t  on c h o i s i t  x e A h B 



Moyennant l e s  hypothèses indiquées,  l 'algorithme génère une s u i t e  i n f i n i e  
k k 

{ (X , Z )  1 k e El 1 v é r i f i a n t  l e s  p rop r i é t é s  su ivantes  : 

- ~ m p t i ~ t t  2 : :Y k e N. X e A A B  

- P m p h i t t é  3 : 

Quel que 60i.t t e  p o i n t  d ' u c c d a t i o n  1;. *z) de eu duCtc?I (X, t 1 k e h3 1 

gtnéhhe p m  t s & o t i t h m e  on a : 

v f (2 )  . ( 2 - 3 < 0  
- D é m o n b M o n  : 

Soi t  N ' C  N dé f in i s san t  une sous-suite i n f i n i e  convergente : 

Par dé f in i t i on  de kiI on a : 

k k k v s ,  O <  8 \< 1 ,  f  >, f I x  + 0 (z  - x ) ]  

Donc V k t? N' e t  V k' e N' avec k '  >, k 4 I on a : 

So i t  en passant à l a  l imi t e  [ f  é t an t  continue s u r  EZn ] : 
* * * * 

V e ,  O s e 6  1 ,  f  (x) 3 f  [ x +  0 ( 2 - x ) ]  

* * * 
On en déduit  que x maximise d s u r  l e  segment [ x,  t 

* * * 
Cki a  donc, en  désignant par  U le cône tangent en x  au segment [ x  , z] : 

* 
C f  (x) e r(H) cône po la i r e  de M ( 5 I - 3 - 5 )  

Par de f in i t i on  du cône po la i r e  F (M), on 2 donc : 

>P * *  
O f (xi  . (4: - X) 6 O 

Remarque: Pour toute  p a r t i e  i n f i n i e  NI' de N t e l l e  que : 

4 d 8 4 a d  pi4 
V k e ~ " , ( ! , ~ ) = ( * ~ , z ) o n a a u s s i : O f ( x ) .  ( a - X I , (  O 



2 EM une soCL.éion o p f i d e  de P ,  b i  V k e N , on a : 

En e f f e t  : 4 k e N, V f ($),(k - k) 2 0 

D'après l a  p rop r i é t é  3, (g, z*) é t a n t  un point  d'accumulation de l a  s u i t e ,  

on a dans ce cas : 

* * v f (3 . (Z - X) = o. 
k 

f (kx) = f (2). Donc:lim f (x) - f (2) l a  s u i t e  
k * -  

. s u i t 6  é t a n t  monotone non décroissante .  
* *  * +  

Pour un point  ( x , z ) [  remarque précédente] on a l e  même r é s u l t a t .  

IV - 2 - ALGORITHME DE FRANK ET WOLFE [ 13 1 

I V  - 2 - l - Alqo&s : 

1 - I&dewuct, on choAibCt $ e ~n 8 

2 - A .t86tapc k, O M  d i s p o s e  de kx . 
k 

A ( $ )  - I z  e ~ n  8 1 m x u n i b e v f  (x) . x a v e c X e A n 8  1 
k On h o ~ d i t  k e O(X) 

k k 3 - s o a  kX' p o i x t  QW marimide f bupl [ x, i 1 

R ~ ~ O U  a 2 a v q  k = k + I . 

k Par d é f i n i t i o n  de e ,  on a : ' 

v f (X, . cn - $1 ,< v f (XI eQ - XI 
DsapaF?s l a  propriécii 2 e t  compte tenu du fa i t  que f e s t  concave on peut 



La propr ié té  4 nous donne : 

k l i m  f (x) - f (?) 
k+ m 

Avec &A nota t ionh  p t 8 c e d d t A  U! bOüA &?A hypoZ%$btA ( H i ) ,  (HZ) . (H3). (H4). 

h i n m e  { kr / k e ~r 40- pan . t l a t g o a  e s t  te& que : 

1 . Lors de l a  maximisation s u r  l e  segment, on peut s e  contenter  d'une 

solu t ion  à E près .  Nous préc iserons  dans que l l e s  conditions au chapi t re  V I  . * 

2 . A chaque i t é r a t i o n ,  on possède un encadrement de l'optimum t r è s  s a t i s f a i -  

sant s u r  l e  plan numérique. 

3 . Dans l e  cas p a r t i c u l i e r  suivant : 

Max f  ,.) 

Cet a l g o r i t h m  conduit  à une séquence i n f i n i e  de prograunres l i n é a i r e s  e t  

de maximisations su r  un segment, ce qu i  e s t  i n t é r e s san t  sur  l e  plan n d -  

rique.  

4 . On trouvera dans [ 16 ] e t  [33  1 une étude générale des algorithmes de 

sous-optimisation unidimensionnelle u t i l i s a n t  en  p a r t i c u l i e r  l a  notion de 

fonction multivoque. On peut aus s i  en trouver une d é w n s t r a t i o n  d i f f é r en te  

dans [ I I  1 mais moyennant des hypothèses p lus  f o r t e s .  



I V  - 3 - ALGORITHME MIXTE 

- 11 s'agit de résoudre : 

%lx f (x) 

F I a (XI 3 O 

b (XI >, O 

A e t  8 sont dé f in i s  conaie au chapitra III .  

- On supposera que : 

M2 : B umpaot 

~3 : f : QP + R concave et w r i i k a t  diddemfidre awr P 

a : Ba" -9 ~ ~ c o r i c n v e  d u *  R~ 

Pour l a  s u i t e ,  nous introduisons l e s  niemes notations chapitre III. 

k t'algorithrr.? de FRANK e t  WOLFE détermine t à partir du programie suivent : 

r Max p f  (XI . . 
/ b ( x )  I Q 
&. 

pour lequel l e s  contraintes sont non l inéa i re s .  . 



NOUS a l l o n s  i n t rodu i r e  l e  pr inc ipe  de décomposition barycentrique.  

Le point  k se ra  a l o r s  dé f in i  à p a r t i r  d'un programme linéaire.  dont l e  

domaine des solu t ions  r éa l i s ab l e s  s e r a  i nc lus  daqs An B . Il s ' a g i r a  donc 

d'une approximation pa r  défaut.  

Les conditions de KiJHN e t  TUCKER nous permettront "d'agrandir'' c e t  ensemble 

P chaque i t é r a t i o n  en résolvant un programme non l i n é a i r e  en généra l .  

- A l ' é t ape  k ,  on dispose d'un ensemble f i n i  d ' i nd i ces  K. e t ,  d'un enseuble 

de générateurs { X' 1 X' e B ,  j e K i 
K 

E r i g n o n r p a r :  B(K)  = ( r e k n  11-8. * . A ~  . X K j 0 . e  : A K -  1 ,  

K 
Q ) o~ matrice dont l a  colon<ie j e s t  A' a (x'). 

K 
k 

s o i t  x e 8 (K) 

(ki peut  d é f i n i r  l e  prograrrnir su ivant  : 

Si  A (K) e s t  une so lu t ion  o p t i m l e  de P2 (k. KI on no te ra :  

- R e w q u b  : 

- I I )  K e s t  chois i  t e l  que 8 (K) f @ à l ' é t ape  1 - 
- 2) PZ (k, K) e s t  p r o g r a m  entièrement l i n é a i r e  - S ' i l  e s t  suppose r é so lu  

par l a  d t h o d e  s inpl i r iaa le .  on o h t i e n t  l e s  va r i ab l e8  dualcs avec X (K). 



IV - 3 - 4 - C o n d i i i o n b  de KUHN et TUCKER mceeativeb a ~2 (k, K) 

- Déaignons par  (k, ka) l e s  var iables  duales  associées  à l a  so lu t ion  

optimale A (K). 

ûi o b t i e n t  l e s  r e l a t i o n s  suivantes : 

Désignons par  X' une so lu t ion  optimale du progr- suivant : 

A no te r  que  P3 (k, K) n ' e s t  pas un progranme l i n é a i r e .  

k 
Posons e n f i n :  d a  = V f  (X) . X' + u . a (x8) + ko 

La résolut ion  de P3 (k, K) va permettreld'agrandirl'l'ensemble 8 (K) . 

- ûn peut ob ten i r  a l o r s  un encadrement de l'optimum courne dans les méthodes 

présentées  au chap i t r e  III. . 

En e f f e t  on a  : V f (5) . 2 + 5 . a (2) + kg < ds 



k k 
conmie u . a ( 2 )  >, O e t  v f  (x) . & = -4, , on en déduit  que : 

k k 
v f  (XI.(? - Z) ,< ds. 

k k k k k  
S o i t  encore : C f  (x ) .  (% - x) 5 dS + V f (x) . ( z  - x) 

Or f e s t  concave su r  en : 

- R e m q u e  

On peut no te r  que l 'algorithme &te  f a i t  i n t e r v e n i r  l e s  majorants r e l a t i f s  

aux deux méthodes dont e l l e  e s t  i ssue .  

k k k  Pour l a  s u i t e  nous poserons : D' - ds + V f (x) ( z  - X) 

D'où : 

k 
O < f (2) - f  (x) d D~ 

al On d e t e m e  k bo&~t~on o p t a n l e  dc PZ (k, K) 

61 On d c d e  (k, k") 
ci On hPdoud a l o u  ~3 (k, K) q u i  nou6 donne xs e t  na 

3 - Deux cas b o n t  &*ru p 0 4 b ~ b t e 6  : 

al nS = o h h s  k ut ~ o t u ~ c o ~  op-& d e  pi  . 
k bi  D' > O On dEie.tutune kX1 q u  mrUI)L6c f 4LM[ 2, z ] 

On a g m &  t ' e n e e m b t e  d'indices K' = K + B 

Rtdouk d 2 avec k - k4l eC K - K' 
- Rentahqued : 

11 r é s u l t e  de l ' a lgor i thme que : 



k - La s u i t e  { f (x) 1 k e S 1 e s t  monotone non décroissante  . ( S é t a n t  l a  

s u i t e  des i t é r a t i o n s  ) 

IV - 3 - 8 - CondiXion netebbaihe e t  4u66.ibante pouh que os - O 

- Montrons t o u t  d'abord que ds 3 O. En e f f e t  : 

dS = V f (k) . xS + & . a (x") + U" 
- v f (X) . xS + U . a (xS) - v f (X) . Z 
2 [ ~  f (5) . xS + U . a (xS) I - [V f ( k )  . Z + U . a (Z)J  2 O 
k 

car  z e 8 e t  xs e s t  so lu t ion  optimale de P 3  (k ,  K) 

k k - Co- x e 8 (K) e t  z e s t  so lu t ion  optimale de P2 (k, K) 

k k 
o n a : v f ( x ) .  ( z - X ) > _ o  

- On peut  a l o r s  é c r i r e  que : 

dS - O 

f (kx) . (5 - X) 0 O 

- D'après l 'encadrement, s i ,  à m e  éeape k, cm a D' = O, a l o r s  l ' op t imm e s t  

a t t e i n t .  

- Sinon l 'algorithme @se  i n f i n i .  

Supposons que : v k e S ,  D' > o. 

Ajoutons l 'hypothèse suivante : 

k k ~4 - v k e s,  (u, u') e u compact 



S é t a n t  l a  s u i t e  des i t é r a t i o n s .  posons pour le. w-mes r a i sons  qu'au chap i t r e  . 
III : 

K -  { 1 ,  2. ...., k )  s - k + l  

4 k  e S e t  k ' , k  : K'={ 1 ,  2. .... k' 1 

k k31 (K) - v F ( 5 )  . xk+l + U . a  (xk+') + uo 

k+ 1 k  k k  
D (K) - k d l  (K) + f  (x) . ( z  - x) 

3 
Y k e s, (xk+', kx, 5 ,  k, U,) e 8 x L' compact. 

* * * Y  
=signons par (3 ,  x,  z ,  u ,  uo) e 83 x U un point  d'accumulation de c e t t e  

s u i t e .  On peut e x t r a i r e  de S une sous-suite i n f i n i e  S c  t e l l e  que : 

* * * *  
( xk+jr  5 ,  Z, U. UO) + (3. X,  Z ,  I?..uO) 

Conmie a  e s t  continue su r  IRn e t  f cont inûmrn~ d i f f é r e n t i a b l e  sur  R ~ ,  

on ob t i en tBen  passant a l a  l imi t e  : 

P f  (X) . I + U .  a  (9) + Z 0  - O  

De p lu s  Y k e S v ,  V f (k) . (k - k) 3 O.compte-tenu de l a  p rop r i é t é  3 

du  paragraphe IV - 1 - 3 on a  a u s s i  : 

P f  (X) . ( Z  - 3 - O 

k 
Conrne l a  s u i t e  des va leurs  f(x) e s t  monotone non décroissante ,  on e : 



P&0p06&n Avec Les  notaLion6 phtcedented eC s o u  lu hypoththedes H I ,  H Z ,  - 
k + l  

~ 3 , ~ 4  s i  a une W e  cie t l a . t g o m m e  un a D (K) O d o h s  $ 

e s t  une ~ o û d i o n  optunaee du pmblhm P 1 .Si c e t t e  @venm&,tt ne s e  p m U  

.&?ne que : 

iim f (X) = f (XI 
k * m  

k e S 

ms4 - in&idement L'un des gtn&&zteunA x jo  ebt  teC que : 

k . k " - En e f fe t  : V k C? Ç, O f (x)  . X" 9 k . a (do) 9 U' < O 

Co- f e s t  continûotznt différent iable  e t  que Y k e S ,  (k, 5) e 8 x 8 

compact, on a : 

k k V k e S,(u, un) B U êonipact 



~ " 4  : A une c e h t h e  LtEtatLon k - k$e phogfinnme d i h e c t c u  PZ (k,  K) 
O 

6y)pobE EChit bou6 d o m  canonique admet une babe op- non d E g E n W e  1 . 

Mettons PZ (k. K) sous fornie canonique. 

r k 
Max v f (x) . $+I . X K+L 

avec xL - O ; e L  - O ; - - U 

11 s u f f i t  de montrer que V k  e S, k 2 ko on a (k, kUo) e U cowac t .  

posons : 

X K + I + U ,  A ~ + ~ + U * .  e K + L < ~ . v k e s  d (K) - V f (x) ; 0 e 

I k  i k  
dfoù  ~ I ( K )  - v f  jb) . x + U . A  + u 0  . e I $ ~ . ~ k ~ k o , k e ~  

- Co- Xe > O on a donc : 1 

O 
. 

k - k 
d l ( u )  . ;; V f  ($1 . x . X ; + U .  A ' .  i ; * u O  . e l -  ;;<O 

O 



On peut donc af f i rmer  que dL (KI e s t  borné V k e S, k ) ko 
1 

Comme 

3 

O r  k e B e t  f e s t  continûment d i f f é r e n t i a b l e  : 

-> (?, 5.1 e u c o q i c t V ~  e S. L 5 k0. 

1 - Les deux cas proposés sont ident iques  à ceux envisagés dans l a  méthode 

des colonnes. 

2 - L'optimisation complète de P 3  (k ,  K) n ' e s t  pas néces sa i r e ,  ce q u i  e s t  

t r è s  i n t é r e s san t  s u r  l e  plan pra t ique  (vo i r  chapi t re  V I )  

- C o r n  dans l e s  deux algorithmes précédents,  tous l e s  sous-problèmes il 

t r a i t e r  ne sont pas l i n é a i r e s .  

- On peut t ou t e fo i s  remarquer que, dans l e  cas p a r t i c u l i e r  q u i  va suivre  e t  

moyennant une hypothèse supplémentaire,  l 'algorithme mixte s e  ramène à une 

séquence théoriquement i n f i n i e  de programnes l i n é a i r e s  e t  de maximisations 



s u r  un segment. 

- En e f f e t ,  supposons que l 'on  a i t  à résoudre : 

PZ (k, K) conserve l a  même s t ruc tu re  l i n é a i r e  t and i s  que P 3  (k, K) devient 

un problème à con t r a in t e s  l i n é a i r e s  e t  à fonction économique par t ie l lement  

non l i néa i r e .  

P 3  (k, K) 

k V f  (k) . x + u . a (x) 

B . X 9 b  

x > , o  

Si a e s t  de p lus  continûment d i f f é r en t i ab l e  su r  ~ ~ ~ l ' a l ~ o r i t h m e  de F W K  

e t  WOLFE peut ê t r e  u t i l i s é  e t  donnera une séquence i n f i n i e  de problènrts 

l i n é a i r e s  e t  de maximisations s u r  un segment. En ou t r e ,  à chaque é t ape ,  

on possédera un encadremnt  de l'optimum, ce qu i  s 'avère  t r è s  i n t é r e s san t  

s i  on veut résoudre P 3  (k, K) à E près .  ûn en  trouvera l ' é tude  d é t a i l l é e  

au chapi t re  V I .  

Remarquons en f in  que, dans l e  cas  où a e s t  quadratique,  P 3  (k. K) e s t  un 

programme quadratique.  I e s  maximisations su r  un segment peuvent s e  f a i r e  

de façon exacte.  ûn peut &me résoudre P 3  (k, K) par  un algorithme f i n i  de 

progratmnation quadratique.  Les deux algorithmes p ré sen té s  au chap i t r e  III, 

ne presentent pas den8 ce cas  c e t t e  p a r t i c u l a r i t e  i n t é r e s san te .  



C H A P I T R E  V 

E T U D E  D ' U N  C A S  P A R T I C U L I E R  

% x : : x : : x : : : : X X : : X X x x : : X : : X > < : : X X : : x : < : : : <  



V - 1 - ETUpE D'üN CAS PARTICULIER 

Nous a l lons  maintenant nous i n t é r e s s e r  au p r o b l h e  p a r t i c u l i e r  suivant  : 

Posons : A'-  { x 1 c (x) - 0 1 

B - { x l  b (x) > O }  

- Les hypothèses sont l e s  suivantes  : 

H4 : i - c : R" + R convexe ~ W L  R" 

ii - 4 x e R n ,  c (x) O 

( 1 )  ne comporte qu'une seule  contra inte .  S i  on i n t r o d u i t  l e  pr incipe  de 

décomposition dans 8 , l e  progr- p r inc ipa l  ne contiendra q r r  deux con- 

taabates .  ce qui e s t  t r è s  in t é re s san t  su r  l e  plau n u d r i q u e .  



A t i t r e  d'exemple, le  problème suivant peut s e  ramener P l a  forme P : 

p a x  f (x) 

b (x) % O 1 
S i  ( 1 )  conporte p con t r a in t e s ,  on peut poser : 

où c v é r i f i e  l 'hypothèse H4, 

v - I - 2 - F o m  canonique du p m b t e ~  

Ramenons (P) à l a  forme (PI) des chapi t res  III e t  I V  . 
En u t i l i s a n t  l 'hypothèse H4 - ii on peut é c r i r e  que : 

c (x) - 0 -  - C (x) 3 O 

Posons donc : V x e R ~ ,  a' (x) - - c (x) V x e IRn, a '  (x) d O 

Notons de &me A - { x 1 a'  (x) 3 O } 

P s l € c r i t  a l o r s  

f (x) 

Cowte-tenu de i  hypothèses : x e 1 a '  (x) > O 

Lthypoth&se H4 de l a  d t h o d e  du barycentre (5  111 - 4) n ' e s t  pas  s a t i s f a i t e .  



Envisageons maintenant, l a  méthode des colonnes ( 5  III - 3) e t  l ' a l g o r i t h -  

me m i x t e  ( 4  - TV - 3 ) .  

On peut dé jà  no te r  que l 'hypothèse H'4 n ' e s t  pas  v é r i f i é e .  Montrons q u ' i l  

en e s t  de même pour l 'hypothsse H"4 - 

En e f f e t ,  pour ces deux méthodes, l e  progr- d i r e c t e u r  e s t  un progrmime 

l i n é a i r e  P deux con t r a in t e s .  Mis sous f o n œ  canonique, il s ' i c r i t  : 

On en dédui t  que : 

r a j + o +  c ( x j ) = o  I ++ [ c ( x j ~ + ~  + ~ ~ - 0 1  

Pour avo i r  m e  base non dégénérée on dev ra i t  avo i r  corme matrice de base 

pl ce qu i  e s t  i q o i s i b l e .  I I  n ' e x i s t e  donc aucwne b i se  non d6g6né- 

Les deux va r i ab l e s  de base ont pour valeurs  : 



La so lu t ion  du progr- d i r ec t eu r  e s t  donc un des générateur8 X" t e l  

quc a '  ( x j l )  - 0  

D'après l a  remarque précédente,  l a  so lu t ion  du progranme d i r e c t e u r  d m #  

l a  méthode des colonnes e s t  l e  généra teur  x j i  t e l  que : 

f ( x j i )  - ,x { f (x') 1 j e K. b (x'! 3 0 e t  a '  (x') - 0 ) 

D'une é tape  s u r  l ' a u t r e ,  l a  so lu t ion  du programme d i r e c t e u r  r e s t e  inchan- 

gée t a n t  que l e  générateur e n t r é  xk+' e s t  t e l  que a '  < 0 

v - i - 4 - Methode ~ Q A  cotonnu - fien avec .&A métl tode~ de ptnaei -  

6 ~ 0 ~  e r t l r a i e w u  123 1 125 ] [341 

A chaque étape de l a  méthode des colonnes. on i n t r o d u i t  un nouveau gCnEra- 

t e u r  8'' so lu t ion  optimale de P3 (K) : 

b (x) 2 O 

Deux cas sont a lo r s  poss ib les  : 

I - a'  (xk+l) = O : Alors xk+l e s t  so lu t ion  optimale du problème posé P 

2 - a '  (xk+l) < O. Alors l a  so lu t ion  optimale du p r o g r a m  d i r e c t e u r  PZ (K) 

r e s t e  inchangée l ' é t ape  suivante ( 5  V - 1 - 3 - remarque 2) . 

Supposons q w  : v k e S ,  a '  ($*l) < O 

I n i t i a l i s o n s  l ' a lgo r i t hue  avec : 



K - I I }  e t  X'  e A n 8  

En généra l ,  on a  : f (XI )  < f (X)  
k 

Dans ces conditions on a  : V k e S, x - X' (cas 2) 

k 1 Donc Y k e S. u' = - f (X ) (condition de Kuhn e t  Tucker) 

L'encadrement donne dans ce cas : 

O < f (2 )  - f (n*) .' k2' (K) 
k+ l  

D ' O U :  Y k e S.  d ( ~ ) - f ( d X + l ) + U  . a p ( f + l > + k U e 3 p  > O 

o r :  ~ k e s .  f  ($+Il + kt1 . a' ($+l) + 1Cu. 5 O 

(Kuhn e t  Tucker) 

k La s u i t e  des valeurs { u 1 k S 1 e s t  monotone s t r i c t e ~ n t  c ro i s san te .  

Supposons qu ' e l l e  s o i t  bornée. 

k k Dans ce ca s ,  on a u r a i t  : Y k e S ,  (u ,  u*) e U compact 

En u t i l i s a n t  l e s  r é s u l t a t s  du S - III - 3 - 8 - On a u r a i t  : 

j2C s t e l  que : kb' (K) + O 

k +  m 

k e  5: 
ce qui e s t  en contradic t ion  avec l e  f a i t  que : V k e S. k A 1  (K) 5 p: > O 

k 
l i m  u  - + m 
k + m  

On peut a l o r s  é t a b l i r  ini l i e n  e n t r e  l a  méthode des colonnes e t  l e s  d t h o d e s  

de péna l i s a t ion  ex t s r i eu re .  



En e f f e t ,  reprenons l e  problème P : 

Rappelons que A'-  1 x e IR" 1 c (x) - O 

Introduisons une s u i t e  de fonctions pénal isantes .  r e l a t i v e s  P K .  s o i t  p k *  

k - ' 1 ,  ..., n, .... 
ûi rbsoud l e  progr- pénal isé  su ivant  : 

r 

Max f (x) - Pk (4 

b (x) >/ O 

L 

ûi a La proposi t ion  suivante : 

S i  l e s  problèmes (P ) admettent tous des so lu t ions  optimales 5. a l o r s  
k k 

t o u t  point  d'accumulation de l a  s u i t e  { Z 1 k e N e s t  s o l u t i o n  o p t i r a l e  
k 

de P e t  l a  l imi t e  de pk (2) e s t  nu l l e .  

Or l e  sous-progr- P3  (K) r e l a t i f  à l a  méthode des colonnes s ' i c r i t  : 
k 

avec V k t? S, , & 0 



Renwque : 
k *   partir de l ' é t ape  2 on a donc u > O 

Par un changement d ' i nd i ces ,  on peut démarrer à l ' € t ape  2. 

Alors l a  fonction continue : pk (x) - k . c (x) e s t  une fonction p € n a l i s n t e  

r e l a t i v e  B A ' .  En e f f e t  : 

( i i i )  Y x t A' , pk (x) - ku ; c (x) < pk+,(x) - "=' . c (x) 

ca r  b <k:' e t  (x t A' ++ t (XI> O 

( i v )  pk (xk + rn pour tout  x f i d ,  x t A' 
+ OD 

ca r  i i m  U = + 
k -+rn 

On en dédui t  donc que l a  décomposition barycentrique du problsme s e  ramène à 

m e  péna l i s a t ion  ex t é r i eu re  du problèioe (P). 

(2i a donc,dans ces conditions,la proposi t ion  suivante  : 

- P m p o d i t i o n  

Avec t e s  notaXXou p&2céden€es et h o u  &A hypohthèbes Hi, H2, H3, H4, 

.COU€ poUt t  dlaccumLLeation X* de tn s u i t e  I 8'' 1 k e s 1 g@nehee pah 

La "méthode des w b n n e d "  e s t  b04?LLtion opthnale du pmbl2me P 

v - i - 5 - Medode des c o i o n n a  - Etude d'un exenp& 

Afin d ' i l l u s t r e r  l e  r g s u l t a t  précédermnent trou&, nous a l l ons  résoudre, '  

en u t i l i s a n t  l a  méthode des colonneslle progr- mathématique suivane : 



- 7 1  - 
2 Max - X I  - x2 

Graphiquement , on obtient : 
r o J 5  1 



Choisissons in i t ia lement  X ' -[a\. h en déduit  que : 

I 1 4 - x  e t c  ( x )  = O .  

1 1 
A l ' é t ape  1 ,  on a nécessairement u - 0. ( X s e u l  générateur de P 2  (K)) 

1 
ûi s a i t  (remarque 2 - I V - 1 - 3) que X r e s t e r a  so lu t ion  optimale du pro- 

gr- d i r ec t eu r  tant  que l e  généra teur  e n t r é  #+' e s t  t e l  que : 

+ 1 
S i  c ()È ) > O, a l o r s  l a  matrice de base à l ' é tape  suivante vaut  : 

Le sous-programne donnant xk+' s ' é c r i t  : 

Max f (x )  - U . c (x) 

I X I  + X2 < 2 
P 3  (K) 

XI  >' 0 .  X2 3 0 

Remarquons qu'à p a r t i r  de l ' é t ape  2. l e  point  de gradient nu l  e s t  so lu t ion  

optimale de P 3  (K). En ef . fe t ,  par  r a i son  de symêtrie,  on a x l  - x2 . 



Les points  { X k + I  ( k i? S } générés pa r  l a  méthode des  colonnes sont 

2 k 
s i t u é s  sur  l e  segment [ X , X J ûn v e r i f i e  que l a  s u i t e  { x 1 k e S } q 

1 
e s t  s t a t i onna i r e  : kx - X 

L'algorithme e s t  i n f i n i  e t  on a : 

point  d'accumulation de l a  s u i t e  ( Xkgl 1 k f? S) e s t  so lu t ion  

(ki peut encore no te r  que : 

1 
k2 

c (Xk+') = - e t  f (Xk+') - - 2 u 
k 2 (1 + 2 u) k 2 ( 1  + 2u) 

Dans ce cas ,  l a  convergence e s t  t r è s  rapide.  En e f f e t  : 

l'optimum e s t  a t t e i n t  B IO-' près.  

Dans l e  cas généra l ,  l a  convergence numérique s 'avère lente .  Ceci e s t  dû au 

k 
f a i t  que l e s  va leurs  de u ne sont pas contrôlées mais calculées à p a r t i r  des 

conditions de Kuhn e t  Tucker. 

V - 2 - PARAMETRISATION DU PROBLEME P 

Nous avons indiqué au paragraphe précédent l e s  p r inc ipa l e s  d i f f i c u l t é s  

rencontrées en u t i l i s a n t  l e s  méthodes barycentr iques .  La propr ié té  par t icu-  



l ière de l a  fonction c (H4 - ii) va toutefois nous p e m t t r e  d'introduire 

une paradtriration du problsme *quivalent P I .  

Définissons le problème P l  (a ) suivant : 

Pl (a) a l ( x ) > , - a  avec a + O 

b (XI > , O  

ûI notera x (a) me solution optimale de Pl (a) 

Remarque : ' a' (x) >, - a O < c (x) a 

- 1 - On i n i t i a e i s e  k l d g o * e  avec a = a,, > O 

L1aQo&Lthme gtnehe une b u X e  h w e  ( (x [ al 1, a ) 1 1 e H 

- Avec eed n o m o m  phecédenteA e l  hou6 .&A h y p o & & ~  Hl. HZ, H3, H4, b i  

7 * 
( X  . a ) ut wi PO& d ' a c c u m ~ o n  de Pa bu& I (X (al), 4) 1 1 e IN ? 

g t n t d e  pair L1dgo&Lthme, d o h b  on a : 

* 
a - O -a x * est h o t d o n  optUmLe  ci^ P 

En e f f e t ,  désignons par 2 une solution optirnale de P. 

Cm a :  a' (2) -O;al , Y i  eN. 



-> 2 e s t  so lu t ion  r éa l i s ab l e  de P I  (a  ) ,  \d 1 e IN. 1 

11 s ' ensu i t  que : V 1 e N ,  f (2) < f  fx (al) 

C- f  e s t  continue on a donc f  (2) < f  (x* ) 

En outre  : 

8 compact 

De p lus  : 

v 1 e av, 0 < a '  (x (al) ) $ a l  

* 1 d a '  (2) - O 
a  - 0  

a '  continue s u r  8 

On en déduit  que:  x r e  A ' f t  8 d'où f (?)< f (2) 

So i t  finalement f (9) = f (?) 

x * e s t  bien so lu t ion  optimale de P 

R w u e  1 

En u t i l i s a n t  l e s  fonctions multivoques, c e t t e  proposi t ion  e s t  évidente .  

- L'algorithme n ' e s t  pas m d i f i é  s i  on cherche une solu t ion  à c près  de p 

(cf chap. VI) 

- (Xi peut no te r  au  niveau des p rop r i é t é s  une s imi l i t ude  avec l e i  méthodes 

de pénal isa t ion  ex t é r i eu re  ( [23 1 [ 25 1 [ 3 4 ]  ) 



si3 l e  e N 1 a '  (x ( ale) ) - O a l o r s  x ( a  ) e s t  so lu t ion  optimale du pro- l o  

b l h e  P.  On peut donc modifier l 'algorithme coume s u i t .  

3' - Deux cas  sont a l o r s  poss ib les  : 

a - a '  (X (a1) ) - O - x (a ) e s t  aolu t ion  optimale de P - PIN 
1 

b - a'  (x (a1) ) < O - r e tou r  a 2 - avec a - %+, < a e t  1 - 1+1 1 

V -  2 - 4 - REdoClLtion & Pl (a) 

Posons : v a > O, \d x e R", a  (x) - a '  (x) + o( = d - c (x) 

d 'après H 4  - i. a e s t  concave ( e t  continue) , su r  R ~ .  

- P l  (a) peut  a l o r s  s e  met t re  sous l a  f o n œ  : 

I Kax f (x) 

ûi vo i t  de façon i m k d i a t e  que l e s  hypothèses Hl, H2, H 3  de l 'algorithme 

mixte sont vé r i f i ée s .  Le progr- d i r ec t eu r  s ' é c r i t  : 

X 
A matrice dont l a  colonne j  e s t  A' - a '  (x') - - c (x') 

P2 ( a ,  k, K) 

A K .  % > / - a  

eK . * I 



Il s ' a g i t  d'un programme l i n é a i r e  à deux contra in tes  - Sa r é so lu t ion  par  

l a  méthode s impl ic ia le  nous donne de façon immédiate l e s  va r i ab l e s  duales.  

Leci conditions de KUHN e t  TUCKER donnent dans ce cas : 

3 ( U 3 O ,  UO) t e l s  que : 

k ' k  1 - 4 j e K. V f  (x) . X' + u . a ' ( ~ j )  + % < O 

2 - 7 f ( X )  .Z-$a-:, 

3 - U .  A ~ .  X(K) = - 5 .  a 

e t  l e  sous-programme s ' é c r i t .  : 

Enfin : A'+ 6 e t  V x f3 R", c (x) >, O. 

Compte tenu des hypothèses on peut af f i rmer  que : 

3 X e B  1 c ( X ) < a  c e c i v a > O  

Donc : v a >  O,  ]XI e (X) i O e t  b (g) 0. 

l 'hypothèse H ' 4  de l 'algorithme mixte e s t  s a t i s f a i t e  s i  on i n t r o d u i t  un t e l  

po in t  $ dans l 'ensemble des générateurs i n i t i aux .  

Nous u t i l i s e r o n s  donc l ' a lgor i thme mixte pour résoudre PI  (a) ,  V a > 0.  

V - 3 - ONCLUSION 

Le problème p a r t i c u l i e r  P peut donc ê t r e  résolu  en in t roduisant  l ' a lgor i thme 

précédent de paramétrisation.  Toutefois l a  résolut ion  de P I  (a) par l ' a lgo-  

rithme mixte néces s i t e  une s6quence thêoriquement i n f i n i e  de problèmes à 

résoudre. 



Au chapitre suivant, nous allons nous intgreaaer l a  r6solution approchée 

P des sous-prograrmaes à. t ra i t er .  Be* solutions approchées seront obtenue* apres 

un nombre f i n i  de calculs .  



C H A P I T R E  V I  

D E T E R M I N A T I O N  D E  

:: :: :: :: :: :: :: :: :: :: :: :: :: :: X :: :: 

S O L U T I O N S  A P P R O C H E E S  

:: :: :: :: x :: :: X :c 2: >: >: :: :: X X X X :: X X 



VI- I - PARAMETRISATIUA 

- Dans l ' a lgor i thme de pararnétrisation,  d é f i n i  au paragraphe V - 2 - 2 ,  

modifions CO- s u i t  l a  phase 2 : 

- ûi ob t i en t  a l o r s  le  r é s u l t a t  su ivant  : 

- PtoposLtLon 

Avec 1e.b notatconh et 60U4  te^ ménied hypoz%&e~ qu'aurpanaghaphe.b V - I 

et V - 2,  bi ( x*, a*, e*),débigne un point  d'accwnueation de buXe 

En e f f e t  : V 1 e C Y ,  f [x (al) 1 + El 3 f  (2) 

Conrnn f e s t  continue s u r  8 compact : 

f  (X* ) + E * % f  (2) 

* 
En outre  a - O 4 a (2) = O. Par dé f in i t i on  de 2 on a donc : 

* 
f ( X ) b f  ( 2 )  

S o i t  finalement : 

* * * 
f  (x ) .$ f  (2 )  < f  (x - )  + E 

VI- 2 - SOUS-OPTIMISATION UNIDIMENSIrnNELLE 

Dans l ' a lgo r i t hue  de sous-optimisation unidimensionnelle d é f i n i  au para- 

graphe I V  - 1 - 2 ,  déf in issons  l e  point  kg' de l a  fason suivante : 



- a -  
k;  l k  k  

e [ x , z i  

k - b - f ( k ; l )  2 f ( x )  

- c - r ( k X ' )  > M ~ x { ~ ( x )  ~ x e [ h , k l )  - E k .  ( E ~ > o )  . 

On obtient l a  proposition ruivante : 

PJwpfLiete 3 '  

Moyennaht l e b  hypo thèbcb  uidcquZeb au panagmphe  IV - 1 - 1 ,  q u e l  que b o i t  

& point dlaecumû&Lon I X *  , z* , E* ) de Ca b d e  i n f i n i e  (k , k , 5 1 k  

gPnhtée  pah l l a î g o f t i & a m e ,  on a : 

c* = O -> Of (X*) . (Z* - X* ) \< O 

Soit  N' e N definissant toujours une sous-suite in f in ie  convergente : 

Par définition de k g '  on a : 

k + l  k k k 
Y @ ,  O S 0  i l ,  f (  x  ) > f ( x + 8 [ z - x ] ) - ~ ~  

D'où V k  e N '  e t  V k' e N' avec k '  + k + l  : 

v e ,  O l e 5  1 ,  f  ( 5 ' )  z , f [ X + e  ( 5 - X )  ] - E k  

Soit  en passant à l a  l imite : 

Y 0 ,  0 s  e $ 1 ,  f (X*) 3 f  [ X * +  0 ( z * - x Y ]  - E *  

* * 
&i en déduit que, pour E*- 0 ,  x'maximise f  sur l e  segment[ x ,  r ] 

La nuite du raisonnennnt se poursuit alors & la  même façon. 



Cortstquenca 

k+ 1 - En cho i s i s san t  x conmie on v i en t  de l ' i nd ique r .  on en déduit  que: 

a) La proposi t ion  I V  - 2 - 2 r e l a t i v e  3 l ' a lgor i thme de FRANK e t  WOLFE e s t  

encore v é r i f i é e .  

b) La proposi t ion  I V  - 3 - 9 r e l a t i ve  à l 'algorithme mixte également. 

(K) tend vers zéro indépendanment du choix de k$'. 
2 

Ces r é s u l t a t s  sont t r è s  importants s u r  l e  plan numérique. l e s  maximisations 

s u r  un segment s ' e f f ec tuan t  en général  de façon approchée après un nombre 

f i n i  de ca l cu l s .  

V I  - 3 - ALGORITHME MLm - RESOLUTION APPROCHEE W P R O G l ? ? I E  AUXILIAIRE 

C o m  dans l e s  méthodes de décomposition rappelées au chapi t re  III. on 

peut,  dans l 'algorithme mixte. s e  con ten te r  d'une so lu t ion  approchée de 

P3 (k, K) dé f in i e  corane s u i t  : 

k k a - vf (k) . xS + u . a (xS) + uo >, O 

k k 
b - vf (5 )  . X' + u . a (2) 3 >(nx v ( 5  . x + u . a x 1 b (i) 5 01- B~ 

avec + B k > O  

+ Bk + 8* quand k + 

En e f f e t  l ' encad remnt  obtenu au paragraphe I V  - 3 - 6 s ' é c r i t  c e t t e  f o i s  : 

Dans ce8 conditions : 

* - f s i  8 - 0 on a encore : l i m  f (5 ) -  f (2) 
k +  EO 



k 
ii - s i  B* > O a lo r s  l i m  f (x)> f ( 2 )  - B* 

k + m  

(ki ob t i en t  une so lu t ion  approchée B 8* pres du problème P 

VI- 4- CONSEQUENCES 

1 - L'algorithme mixte nécess i te  iI chaque é tape  l e  t ra i tement  de deux pro- 

grarmnes en géneral  non l i n é a i r e s ,  a savoir  P3 (k ,  K) e t  une maximisation s u r  

un s egmnt .  

D'après ce qu i  précède. ce9 deux sous-progrannnes peuvent ê t r e  résolus  de 

façon approchée. Chaque étape de c e t  algorithme peut donc ê t r e  ramenée à une 

sequence f i n i e  de ca l cu l s .  

2 - Dans l e s  mêmes conditions,  chaque é tape  de l 'algorithme de paramétrisa- 

t i o n  néces s i t e r a  un nombre f i n i  de ca lculs  l o r s  de l a  résolut ion  de P l  (a 1) 

VI - 5 - ALGORITHME MIXTE - RESOLUTION APPROCHEE DU PROGRAMME AUXILIAIRE 

DANS UX CAS PARTICULIER 

Sur l e  plan numérique, nous nous in téressons  tout  par t icul ièrement  au 

cas  su ivant  : 

b ( x ) 3 O  < d { B  . x œ b , x > , O }  

Dans ces conditions l 'algorithme mixte (IV - 3) ( e t  par voie de conséquence 

l ' a lgor i thme de paramétrisation (V - 2)) demande de résoudre un s o u s - p r o g r a m  

du type : 



k 
M a x V f  ( 5 )  . . + . . a  (x) 

P3  (k, K) B . x - b  

x > , O  

Moyennant une hypothèse supplémentaire s u r  l a  fonct ion  a , on peut  chercher 

une so lu t ion  approchée à Bk > O pr2s en u t i l i s a n t  l 'algorithme de FRANK e t  

WOLFE (IV - 2). Ce choix s e  j u s t i f i e  par  l e  f a i t  qu 'a  chaque é t ape ,  on pos- 

sède un encadrement de l'optimum. 

VI - 5 - 2 - Rédoeution apphochPe de P3 (k, K) 

Aux hypothèses retenues au paragraphe I V  - 3 ajoutons : 

(h peut appliquer l ' a lgor i thme de FRANK e t  WOLFE c o r n  s u i t  : 

. i - On i n i t i a l i s e  avec e 8 

ii - A l ' é t ape  m on dispose de e B 

a - On résoud l e  programim l i n é a i r e  su ivant  : 

k ~ a x v f ( X )  . x + u  . v a  (Y). x 

B .  x = b  

x >, O 

Soi t  ;' la so lu t ion  trouvée.  

m+ 1 
b - ch détermine y v é r i f i a n t  : 

:: Tle y , 1 

k : : ~ f  ( 5 )  . 5' + U .  a ( 7 ' )  > / p f  (X) . Y + u .  a (Y) 

- 
avec E. > O m 



Retour à ii avec 1 

On s a i t  ( V I  - 2) que s i  E*- O a lo r s  l a  s u i t e  : 

m k 
{ V f  (kx) . y + u . a (3 1 m e H  1 converge vers l'optimum de P3 (k, K) 

L'algorithme e s t  i n f i n i ,  montrons que l 'on  peut t rouver  après ui nombre f i n i  

de ca l cu l s ,  une so lu t ion  approchée de P 3  (k, K)à Bk> O près .  

Co- nous l 'avons indiqué au paragraphe V I  - 3, X' d o i t  d'abord v é r i f i e r  : 

v f (k).xS + uk . a (xS) + U o  3 O 

Notons d'abord que pa r  dé f in i t i on  de l a  s u i t e  : 

k k 
{ ~ f ( $ )  . + u . a (3 + uo ( m e LI } e s t  monocone non décroissante .  

Si on i n i t i a l i s e  l 'algorithme précédent avec : 

o n a :  

En outre on a ,  à chaque é t ape ,  l'encadrement su ivant  : 

k 
0 5  { Max V f  (kx) . x + u . a (x) 1 x t? 8) + 50 -[V f (%) . 9 + kU . a (B+ 
5 [ V ~ ( X >  + U . V ~ ( Y ) ~ . [ ~ ~ - P I  

de p lus ,  n i  (F, 9') e s t  un point  d'accumulation de l a  s u i t e  : 

{ (Y, y ' )  1 m eix 1 on a : 

On peut donc af f i rmer  qu'après un nombre f i n i  d 'é tapes ,  mo, on aura : 

Il a u f f i t  a l o r s  de prendre : 

xS - F 



ûi en déduit donc qu'un solution approchée à8 > O près de Pj (k. K) 

peut Etre trouvée après in nombre f i n i  de calculs .  



E S S A I S  N U M E R I Q U E S  ., ,. ,. .. x >: x x x >: :: >: :: >: x x >: :: 9: x 



Le code des méthodes a é t é  r é a l i s é  en FORTRAN IV ( toutes  lep  

va r i ab l e s  é t a n t  en préc is ion  étendue ) e t  exp lo i t é  s u r  un ordinateur  

IBN 360-40 de 128 K-octets de mémoire cen t r a l e .  

Pour ce matér ie l  l e  temps de résolut ion  du progr- t e s t  de 

COLVILLE , en préc is ion  étendue, e s t  de 710 secondes. Nous appel lerons  

temps de résolut ion  l e  rapport  obtenu en d iv i san t  l e  temps r é e l  de 

résolut ion  par  710 . 

La méthode des colonnes ( 5 III - 3 1 e t  l 'algorithme mixte 

( O IV - 3 ) on t  é t é  é tud ié s  numériquement ( 5 VI1 - 1 ) .  Au paragraphe 

VI1 - 2 l e s  deux méthodes ont é té  comparées. Pour l e s  problèmes t e s t s  

envisagés ( annexe 1 ) l 'algorithme mixte e s t  p lu s  performant que l a  

méthode des colonnes. Toutefois l a  convergence numérique s 'avère l en t e  

, dans ce r t a in s  cas.  

Au chapi t re  VI11 nous é tudierons  l a  paramétr isa t ion  ( S V - 2 ) . 
Les problèmes t e s t s  sont  regroupés dans l 'annexe II. Des var iantes  seront  

apportées a f i n  d 'améliorer l a  convergence numérique ( 5 VI11 - 4 ). 



C H A P I T R E  V I  1  

A L G O R I T H M E  M I X T E  

.S. ,  . S . ,  W . ,  ,. ,. .. .. .. i. :: :: :: :: :: :: :: :: :: :: :c 

M E T H O D E  D E S  C O L O N N E S  

:: :: :: :: :: :: X x 2: x X x x :: :: x :: :: :: X :: 
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V I 1  - 1 - CONSIDERATIONS NUMERIQUES 

La prograumation des deux algorithmes a nécess i té  l a  r é so lu t ion  des 

problèmes suivants : 

- Choix des générateurs i n i t i a u x  e t  

- Résolution du programne a u x i l i a i r e  à E près .  

Au paragraphe V I 1  - 1 - 2,  nous a l l o n s  indiquer l a  méthode chois ie  pour 

s é l ec t ionne r  l e s  générateurs i n i t i a u x  e t  en  montrer l ' i n t é r ê t .  La r é so lu t ion  

approchée du progrannie a u x i l i a i r e  s e r a  abordée au paragraphe VII- 1 - 3. 
' 

Les deux algorithmes fournissent  à chaque étape un encadrement de l'optimum. 

Son e f f i c a c i t é  conmie t e s t  d ' a r r ê t  s e r a  étudiéeau paragraphe V I 1  - 1 - 4. 

Les ca rac t é r i s t i ques  des s ep t  problèmes t e s t s  u t i l i s é s  f i gu ren t  en annexe 1. 

* 

VII - i - 2 - C h o i x  des gEnéhcLtcum u U f i a u x .  

Dans l e  cas p a r t i c u l i e r  é tud ié  numériquement ( 1  s eu l e  con t r a in t e  non l i n é a i r e )  

' l ' op t ion  retenue a é t é  une créa t ion  automatique de générateurs i n i t i aux .  ûu 

s a i t  que l 'un d'entre eux. s o i t  XI ,  d o i t  ê t r e  r éa l i s ab l e  ; . i l  a é t é  obtenu, 

l o r s q u ' i l  e x i s t e ,  en r é so lvan t  l e  prograuuœ suivant : 

r Max a (x) 

La convergence numérique des deux algorithmes s ' e s t  avérée relativement 

l en t e  en pa r t an t  de ce s e u l  point .  Une amélioration a é t é  obtenue en i n t r o -  

duisant l e s  deux générateurs supplémentaires su ivants  ( s ' i l s  e x i s t e n t )  : 



2  - X solut ion  à E près  de : Max f  ( x ) 

b  ( x )  > , O  

3 3 - X  t e ~ q u e a ( ~ ) - ~  à c près .  x3 E. [ x 1 , x 2 ]  

Le progranmie a u x i l i a i r e  de l a  méthode des colonnes ou de l ' a lgor i thme mixte 

a  é t é  résolu 2 E près  en u t i l i s a n t  l 'algorithme de FRANK e t  WOLFE. Pour c e t  

algorithme on a  f a i t  v a r i e r  l e  nombre maximum d ' i t é r a t i o n s ;  s o i t  J ce nombre. 

Des e s s a i s  numériques, il r e s s o r t  que l a  préc is ion  des r é s u l t a t s  obtenus pour 

l e  problème posé ( P ) v a r i e  avec l e s  valeurs de J . 

Dans un premier temps, l e  sous programme a  é t é  r é so lu  à E près  sans l imi ta-  

t i on  , l e s  temps de résolut ion  é t a i e n t  a lo r s  relativement é levés  (vois in  d'un 

-3 
temps standard pour une préc is ion  de 10 ). 

On a é t é  amené à é tud ie r  une l imi t a t i on  du nombre d 'é tapes .  I l  en e s t  res- 

s o r t i  que l e s  f a i b l e s  va leurs  de J ( in fé r i eu re s  à 30) permettaient d ' ob t en i r  

- 3 
bien p lus  rapidement l a  même préc i s ion  (temps moyen : 0,35 pour 10 1. La 

valeur  J a 1 a  donné pour c e r t a i n s  problèmes de t r è s  bons r é s u l t a t s .  J supé- 

r i e u r  à 30 n'apporte aucun gain ,  n i  en préc is ion ,  n i  en temps. On a  envisagé 

l ' a l t e rnance  J  - 1 , J  - JO pour des valeurs de JO  in fé r i eu re s  à 30. 

Le tableau su ivan t ,  c a rac t é r i s t i que  des r é s u l t a t s  obtenus dans l 'ensemble, 

donne l ' i l l u s t r a t i o n  du gain de temps. 



TEWS DE RESOLLJTION NECESSAIRE POUR ATTEINDRE 

UNE PRECISION ABSOLUE DE A f - 1 ~ - 3  

Terps maximum de résolution 0, 282 (200 secondes) 

2) Meilleure valeur a t t e in te  : 175,5848 



Le graphique ci-dessous donne l ' évolut ion  du temps de résolution'  nécessa i re  

-3 à l ' ob t en t ion  d'une préc is ion  de 10 dans l e  cas de l ' a l te rnance  pour des va- 

leurs  de JO couprises en t r e  l e t  30 ( l ' é t ude  a por t é  su r  l e s  p r o b l è m s  

r a v )  ., 

Algori thme mixte 

( 1 )  courbe correspondant à une préc i s ion  de 0,006 

Les valeurs de JO comprises e n t r e  1 e t  10 semblent donner l e s  

m i l l e u r s  r é s u l t a t s  . 



Une recherche des mei l leurs  paramètres a é t é  également r é a l i s é  pour c e t t e  

méthode. I l  en r e s s o r t  que l e s  pr inc ipes  de l a  l imi t a t i on  de J e t  de l ' a l t e r -  

nance sont également améliorants.  

Pour l e s  problèmes 1, 11 e t  V ( l e s  s eu l s  ayant donné des r é s u l t a t s  dans un 

tenps  l imi t é  a 0,282) l e s  r é s u l t a t s  obtenus apparaissent dans l e  t ab l eau  e t  

l e  graphique ci-après.  

Temps d'obtention d'une préÊision d f =  IO-^ 
Temps maxirami de résolut ion  0,282 (200 secondes) 

ALTERNANCE 3 CONSTANT 



t (en millièmes) Méthode des colonnes 6- Evolution du temps de résolution 

Les résultats l e s  plus sa t i s fa i sants  semblent être  obtenus pour 

J vois in  de 10 . O 



VII - 1 - 4 - E n d e n m . 2  de L'optimum . 
L'étude a porté sur tous l e s  problèmes t e s t s .  l e s  tableaux qui vont 

suivre donnent l e s  résultats  pour l e s  problèmes 1 e t  I V  caractéristiques de 

tous l e s  autres.  

Problème no 1 

f ( 2 )  = 3.732050 

JO = 30 

k 

No de l ' i t éra t ion  

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

B 

D~ 

3,745 

0.4837 

O, 1340 

0,0212 

0,0062 

0,0062 

0,0035 

0,0575 

0,0008 

A 

f (2 )  - f(xk) 

0.957 

0,1320 

0.0381 

0,0122 

0,0043 

0,0016 

0,0012 

0,0010 

O .  0002 

B / A  

4 

4 

4 

2 

1 

4 

3 

5 7  

4 



Problème n* IV 

e s t  moins rapide en général. 



VII - I - 4 - 2 - Cab de La niethode d u  cobnneb. 

k 

N* de l'itération 

1 

I I  

2 1 

3 1 

4 1 

5 1 

6 1 

7 1 

8 1 

9 1 

B / A  

18 

3 1 

3 

2 7 

2 

3 2 

3 

3 1 

3 

3 

A 

k 
f (2) - f (X ) 

0,0710 

0.0012 

O, 0006 

O. 0004 

0,0003 

O, 0002 

0,00017 

0,00014 

0,00013 

0.0001 1 

B 

D~ 

1,2961 

0,0373 

0.0016 

0,0109 

0,0007 

0,0063 

O. 00050 

0,00440 

0,00040 

0,00030 



Problème no IV 

f (f) - 14.97056 

JO = 1 



ün peut estimer que l'encadrement obtenu à chaque étape e s t  au 

mins 10 f o i s  plus important que l'écart réel .  

~Toutefoir, étant donné l a  trPs grande disparité des résultats. il 

ne peut être ut i l i sé  efficacement comnc t e s t  d'arrêt pour des valeurs meilleures 

-2 
que 10 . 
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VI1 - 2 - ETUDE COWARATIVE DES DEUX METHODES 

L'algorithnr? mixte e t  l a  méthode des colonnes ont  é t é  u t i i i s é s  pour résoudre 

l e s  mêmes problèmes t e s t s  regroupés dans l 'annexe 1. 

Après l e s  avoi r  comparés en préc is ion  absolue dans un temps t r è s  l imi t é  

( 5 VI1 - 2 - 2 ) on e f f ec tue ra  une analyse des r é s u l t a t s  obtenus en préc is ion  

r e l a t i v e  (SV11 - 2 - 3) dans un temps beaucoup plus  important. En ou t r e ,  on 

évaluera  ( O  VI1 - 2 - 4) l e  nombre d ' i t é r a t i o n s  néces sa i r e s  pour on ten i r  une 

p réc i s ion  r e l a t i ve  donnee. 

VI1 - 2 - 2 - Etude c u m p m t i v e  en phEciAion abbotue 

Le temps de r é so lu t ion  maximum a é t é  l i m i t é  à 0,282 ( s o i t  200 sec . )  

Les temps de résolut ion  f igu ran t  dans l e  tableau.  ci-dessous,sont ceux qui 

ont é t é  nécessa i res  pour a t t e ind re  l a  préc is ion  absolue chois ie  dans un temps 

de résolut ion  i n f é r i e u r  à 0,282. 

De l ' analyse  des r é s u l t a t s  il re s so r t  que. l 'algorithme mixte e s t  p lu s  

performant que l a  méthode des colonnes. En e f f e t .  l e s  préc is ions  cherchées 

sont a t t e i n t e s  dans deux fo i s  p lus  de cas. En out re .  l ' a l g o r i t h m  mixte 

converge, numériquement, en moyenne qua t r e  f o i s  p lus  v i t e  que l a  méthode des 

colonnes (dans l e s  cas  oic l e s  deux méthodes a t t e ignen t  l e s  r é s u l t a t s . )  

Toutefois,  on d o i t  reconnaître q u ' e l l e  r e s t e  une méthode 2 convergence 

nuhGaique l en t e ,  l e s  r é s u l t a t s  cherchés n 'ayant  pu ê t r e  a t t e i n t s  dans tous 

cas pour des problèmes de t a i l l e  modeste. 



COMPARAISON EN PRECISIûN ABSOWE 

TEMPS DE WSOLUTJ.CN MAXIMUM T = 0 ,282  

Aucune des deux méthodes n ' a  permis d'atteindre l a  précision souhaitée dans 

l e  temps fixé pour l e  problène t e s t  no  I I I  . 

k i l l e u r e  valeur a t t e in te  : - ( 1 )  - 2,181 1 

- (2 )  15,9530 

- (3)  175.5792 

Temps de résolution Dantzig 
k - 

Temps de résolution Alg. mixte 



On a déterminé cette  f o i s  l e s  temps de résolution nécessaires pour 

atteindre une précision relat ive  donnée. Le temps de résolution maximum 

a é té  f ixé  à 1.9 ( s o i t  1350 secondes). 

La précision relat ive  maximale atte inte  en général e s t  égale à  IO-^. 
Les tableaux qui suivent donnent l e s  résultats  pour l e s  precisions r e l a t i -  

ves  IO-^,  IO-^ puis  IO-^,  IO-^. 



COWARAISON EN PRECISION RELATIVE 

TEMPS DE RESOLUTION MAXIMUM T - 1.9 

Meilleure valeur atteinte ( 1 )  - 16,0655 



COMPARAISON EN PRECISION RELATIVE 

TEMPS DE R E S O L U T I O N  MAXIMUM 1 .9  

Remarque : 

Les précisions 1 0 - ~  e t  n'ont é t é  a t t e in te s  par aucune des deux mé- 

thodes pour l e s  problZmes III e t  V . 

( 1 )  &il l eure  valeur a t t e in te  16,0655 

(2) Meilleure valeur a t t e in te  175.5935 



On peut f a i r e  l e s  remarques suivantes : 

1 - L'algorithme mixte a t t e i n t  dans tous l e s  cas l e s  préc is ions  r e l a t i v e s  

 IO-^ et  IO-^. 

2 - Le rappor t  k c r o î t  de l a  manière suivante quand l a  préc is ion  augmente: 

r 3 - Si  l 'algorithme mixte converge numériquement en moyenne 4 f o i s  p lus  

v i t e  que l a  méthode des colonnes, c e t t e  convergence e s t  t ou t e fo i s  l e n t e  

au voisinage de l'optimum. 

VII - 2 - 4 - D é t e m i n d o n  du nombte d l ih? i r a t ioa  nEcesbaihes powt cLtteUrd>le 

un h h b  LLetCLt donne. 

Dans l e  tableau su ivan t ,  nous avons indiqué l e  nombre d ' i t é r a t i o n s  néces- 

s a i r e s  pour a t t e ind re  m e  préc is ion  r e l a t i v e  déterminée. Les représenta t ions  

graphiques qu i  suivent en  donnent l ' i l l u s t r a t i o n .  

Les va l eu r s  retenues correspondent aux cas donnant l e s  mei l leurs  r é s u l t a t s  

pour chaque méthode. 
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NOMBRE D'ITERATIONS NECESSAIRES POUR ATTEINDRE UNE PRECISION IONNEE 
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ALGORIïHME MIXTE 

Evolution du nombre d'itérations 

en fonction de la précision 

1 

nombre 

d'itérations 

'. 200 

150 

Précision 

-5 -4 1 O -3 
10 10 



On peut noter que. g lobalewnt,  l e s  résultats sont plus homogènes pour 

1 'algorithme mixte. 

Toutefois, dans l e s  deux cas.  se confirme l a  convergence lente au vo i s i -  

nage de l'optimum. En part icul ier .  pour ltalgorithare mixte, 5 0  i térat ions  en 

moyenne sont nécessaires pour atteindre l a  précision 1 oW6. 



C H A P I  T R E  V I  I I  

P A R A M E T R I S A T I O N  
:: :: :: :: :: :: :: :: :: :: :: :: :: :: :: 



V I 1 1  - 1 - INTRODUCTION. 

S o i t  à résoudre l e  problème suivant  : 

m oyennant l e s  hypothéses du $ V - 1 - 1 e t  B é t a n t  une matrice de 

dimension ( q , n ) .  

Pour l e s  e s s a i s  numériques l a  con t r a in t e  c ( x  ) a é t é  obtenue à 

p a r t i r  d'un système l i n é a i r e  : 
P 

A . x  - a -> c ( x )  = .C ( A i  . X  - a i )  
2 

1- 1 
Le problème i n i t i a l  à résoudre é t a i t  donc l e  suivant : 

Max f ( x )  

A ; x  = a 

B . x  - b 

- Nous avons résolu  l e  problème sous s a  forme ( P' ) e t  sous s a  

forme équivalente ( P ) .  

Au § V I 1 1  - 2 nous montrerons que l a  t a i l l e  des problèmes à 

résoudre par  paramétrisation de ( F ) peut ê t r e  t r è s  i n fé r i eu re  à c e l l e  

des problèmes in tervenant  dans l a  r é so lu t ion  de ( P' ) par  l a  méthode de 

FRANK e t  WOLFE. 



L'étude de l a  convergence numérique de l a  paramétr isa t ion  s e r a  abordée 

au S V I 1 1  - 3. Les var iantes  dé f in i e s  au 9 V I 1 1  - 4 améliorent notablement * 

l a  convergence pra t ique  de l a  paramétr isa t ion .  

V I 1 1  - 2 - EVALUATION DE LA TAILLE DES PROBLEMES A RESOUDRE. 

Résoudre ( P ) par  paramétrisation demande l a  résolut ion ,  en a l ternance ,  

du programme d i r ec t eu r ,  qui e s t  l i n é a i r e ,  e t  du programne a u x i l i a i r e .  Pour 

ce dernier,  l ' a lgor i thme de FRkW e t  WOLFE se  r a k n e  à l a  résolut ion  d'une 

s u i t e  de progranxneslinéaires. Ii en e s t  de même pour ( P '  ) .  

Nous a l lons  déterminer l e  nombre de mémoires nécessa i res  à l a  résolut ion  

de ces progranmies l i néa i r e s  en fonction des d iverses  techniques de ca lcul  

u t i l i s é e s .  
- 

- %thode "manuelle". Pour toute base 1 on d o i t  disposer de : T ( 1 )I , - 
1 

t ( 1 ) e t  d ( 1 ) .  

- Méthode de l ' i nve r se  exp l i c i t e .  On conserve en mémoire l ' i n v e r s e  de l a  

1 - 1  
matrice de base ( A ) , e l l e  e s t  modifiée à chaque changement de base. 

La connaissance de c e t t e  matrice permet de déterminer : V j E Ï , dJ ( 1 ) 

puis  T' ( I )  e t  t (  1 ) .  

- Méthode de l a  f ac to r i s a t ion  de l ' i nve r se .  S o i t  IO l a  base de dépar t ,  A 
Io 

e s t  généralement une matrice un i t é .  Pour t ou te  base 5' : 

Ik 
EZ-l matrice de pasragede l a  base I , - l  à l a  base I, e s t  de même dimension 

Ik 

que *Io. E l l e  e s t  complétement dé termine  pa r  La connaissance d'une seule  

de se s  colonnes. Les ca lculs  se raménent à une succession de produi ts  

s c a l a i r e s  de deux vecteurs de dimension 1 IO 1 . 
Le tableau suivant  donne, pour chaque méthode, l e  nombre de mémoires 

nécessa i res  pour résoudre l e s  d i f f é r e n t s  p rog rames  l i n é a i r e s .  



On a indiqué : 

- s u r  l a  l igne  A l e  nombre de mémoires nécessa i res  en mémoire cen t r a l e ,  
F 

- s u r  l a  l igne  B l e  nombre de mémoires nécessa i res  s u r  périphériques.  

(Xi désigne par : 

- k l e  nombre d ' i t é r a t i o n s  l o r s  de l a  résolut ion  du programw d i r e c t e u r  dans 

l 'algorithme de paramétr isa t ion ,  

- 1,.12,13 l e  nombre de changements de base l o r s  de l ' u t i l i s a t i o n  de l a  

méthode s impl ic ia le .  

M E T H O D E  

f a c t o r i s a t i o n  
de l ' i n v e r s e  

(!)Stockage d'un généra teur  à chaque étape.  

(2)Stockage d'une colonne de E - i chaque i t é r a t i o n .  
Ik 

En général .  l a  résolut ion  de (P) par  l ' a lgor i thme de paramétr isa t ion  

néces s i t e  globalement moins de mémire que l a  résolut ion  de (Pt) par  l a  méthode 

d i r e c t e .  De p lu s , l e  taux d'occupation de l a  mémoire cen t r a l e  e s t  p lus  f a ib l e  

avec l a  paramétrisation.  Ces avantages c ro i s sen t  avec l a  t a i l l e  des problèmes. 

(Xi remarquera aux paragraphes suivants  que c e t  avantage se  t r a d u i t  pa r  une 

augmentation du temps de résolut ion .  Le tableau suivant donne l e s  r é s u l t a t s  

obtenus,pour l e s  problèmes de l 'annexe I I , p a r ' l a  méthode d i r ec t e .  





La paramétr isa t ion  a é t é  abordée cornrie une app l i ca t ion  d i r e c t e  de 

l ' a lgor i thme mixte. Le code a é t é  t e s t é  a l ' a i d e  des problèmes t e s t s  f i gu ran t  

en annexe II. 

La c réa t ion  automatique de générateurs i n i t i a u x  ne nous a pas permis 

d 'obteni r  numériquement au m i n s  un générateur r éa l i s ab l e .  Nous nous 

sonmies donc donna des générateurs i n i t i a u x  dont un r é a l i s a b l e .  

La  paramétr isa t ion  nécés s i t e  l a  connaissance d'une s u i t e  : 

{ a l  / 1 € M t e l l e  que l i m  a - O .Les mei l leurs  r é s u l t a t s  
1 + m l  

ont é t é  obtenus pour une s u i t e  { a l  1 t e l l e  que a l + ]  - u. al avec 

L'algorithme mixte converge uniquenient pour a > O . Numériquement 

des problèmes se  sont posés pour a vo i s in  de O ( environ 1 0 - ~ ) .  

Une première option cho i s i e  a é t é  de curmler l e s  générateurs des é tapes  

précédentes.  

Le tableau suivant  r écap i tu l e  l e s  r é s u l t a t s  obtenus. 





La convergence numérique n ' e s t  pas assurée dans tous l e s  cas . Nous 
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n'avons pas obtenu de r é s u l t a t s  s a t i s f a i s an t s ,une  f o i s  su r  d e u s p o u r  < 10 . 

Dans l e s  cas favorables l e  temps moyen de r é so lu t ion  e s t  de 0.22 pour 

-5 a vo i s in  de 10 . 

Nous avons amélioré l a  convergence n d r i q u e  en in t rodu i san t ,  à chaque 

étape de l 'algorithme mixte, des générateurs supplémentaires. Deux v a r i a n t e s  

ont é t é  dé f in i e s .  

V I 1 1  - 4 - VARIANTES DE LA PARAMETRISATION 

VIII - 4 - I - Idée qhné& des vmiantes  

Nous avons u t i l i s é  l 'algorithme mixte pour résoudre l e  problème P l  (a). 

- On i n t r o d u i t  à chaque é tape  un générateur xS. Afin d 'améliorer l a  convergence 

nt-rique, nous a l l ons  i n t rodu i r e  deux générateurs supplémentaires. I l s  seront  

obtenus pa r  des maximisations unidimensionnelles dans 8 du type suivant :  

- 
Max f (x) 

x - X o + û . d  avec X 0 e 8  

x >  O 

8 5  0 

B .  x - b  

Remarque : 

Ces va r i an t e s  améliorent l a  convergence numérique de l a  paramétrisation sans  

accé l é re r  l a  v i t e s se  de convergence de l 'algorithriie mixte. 



t e s  deux p o i n t s  supplémentaires s o n t  ob tenus  en prenant  : 

Les deux p o i n t s  supplémentaires s o n t  ob tenus  en prenant  : 

Afin d ' i l l u s t r e r  ce qu i  précéde,  cons idérons  l e  programae s u i v a n t  : 

r 

Max - x2 - x; + 2 x 1  + 2 x2 
1 

y x l + x 2 - 1 ) 2  = O 

I l  a pour s o l u t i o n  optimale f ,  - X - 0.5 
2 

Choisissons comme généra teur  i n i t i a l  l e  p o i n t  X I  

L 'algori thme mixte ou de p a r a m é t r i s a t i o n  ( a i n s i  que  s e s  v a r i a n t e s )  

1 
donne u - 0. 

Dans tous l e s  cas,le premier sous-programme à résoudre a pour s o l u t i o n  



e = [,"] 
Les figures suivantes i l lus trent  l a  solution au démarrage dans tous l e s  cas. 

- 1 - Algorithme mixte. 

k 
b s a i t  que z - XI tant que le générateur 3 entrant 

* 
o. 5 x1  1,s 2 - 2 - Paramétrisation. X 1  

Pour a > 0 . on résoud : 

e s t  t e l  que 



x l 2 1 

Le domaine des so lut ions  réal i sables  du p r o g r a m  directeur d o n n ~ à  l 'é tape  2 ,  

1 
des points du segment[ X , Z 1 

- 3 - Variante 1 Ou 2 . 

A l 'é tape  2 ,  l e  domaine des so- 

lut ions  réal i sables  du p r o g r a m  di-  

"\ recteur donne des points de l a  part ie  

\\A " doublement hachurée " . 



maximise a l o r s  f dans B s u r  l a  demi d r o i t e  ( X* , d ) ,  

on obt ient  xv2 . 
2 - sc ( X' > - [:;.] - d l .  L. mximisat ion  de f dans B su r  ( X . d'  ) 

donne x2. 

i ' in t roduct ion  de ces générateurs supplémentaires "agrandit" l 'ensemble 

des so lu t ions  du programme d i r ec t eu r .  La maximisation de f dans B su r  

ces  demi-droites a pour e f f e t  "d'agrandir" l e  domaine en " s%l.oignant ", 

en  généra l ,  de l a  cont ra in te  c ( x ) - 0 . 

Pour l e s  mêmes problèmes l e s  deux va r i an t e s  donnent l e s  résultats 

suivants  : 





O "3 

'i 
roi 



ûi peut noter  que l e s  deux va r i an t e s  donnent chacune des r é s u l t a t s  

s a t i s f a i s a n t s  pour tous l e s  problèmes. De plus,dans tous l e s  cas, l lune 

des deux var iantes  permet d ' ob t en i r  une solu t ion  avec une p réc i s ion  
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r e l a t i v e  meilleure que .  IO-^ pour a de l ' o r d r e  de 10 . 

Les e s sa i s  n u d r i q w s  ont  permis de consta ter  qué 1 0 - ~  e s t  un s e u i l  

numérique pour l e  paramètre a correspondant à l a  non convergence 

théorique de l ' a lgor i thme pour a - 0. 

La préc is ion  des r é s u l t a t s  e s t  obtenue au détriment du temps de 

résolut ion .  

Les graphiques q u i  suivent, i l l u s t r e n t  l ' évo lu t ion  des so lu t ions  des 

problèmes 1 e t  III l o r s  de l e u r  résolut ion  par  l a  paramétr isa t ion  e t  

l e s  deux va r i an t e s  de l a  paramétr isa t ion .  
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PROBLEME No III 



La pararnétrisation e t  ses  variantes permettent l a  résolution 

de problèmes de grande t a i l l e .  Le gain de place se f a i t  au dctriment 

du temps de résolution. 

La paramétrisation ou ses  variantes fournissent des résultats  

sat is faisants  dans l'ensemble. 



A N N E X E  1 

:: :: :: :: :: :: :: :: X 



PROBLEME N* 1 

P R O B L E K  No I I  

5 
hkm.L"L,eA: - C  

i - l  
Sou eeb wnt.lauih : 

5 
- C . < + 2 X 1 + 4 % - 2  3 O 
i- l  

5 
E X i  4 l  

i- l  .. 
X .  3 O .  i - 1 . 5 .  

PROBLEME N o  I I I  



PROBLEME N o  I V  

PROBLEME No V 

7 
M a u e n : - ~  < + 2 x 6 + 2 x ,  

i - l  



Saw leb c o n t J d n t e d  : 





A N N E X E  I I  
:: >: " ., .' ., :: ;: ;: :: , . , . . . , . 



PROBLEME N* 1 

PROBLEME No 11 



PROBLEME N o  I I I  





A N N E X E  - I I  1 

.. .. .. .. ., ., ., ., ., ., ., .. I. . . . . . . , . .. .. . . ,. ,. 



X F L X  E S T  L A  S C L t T I C k  C E  
L ! X I E I S E F  F X h C T ( X l h )  b b L P k C  P R E S  
S L F  t h  E h 5 E N E C E  C E F I N I  P D R  C E S  C O h T R A I N T E S  L I N E A I R E C  

C h  L T I L I C E  LE C L T h t C t  C E  F R C h C K  E T  W O L F E  

F C h C T  C E F I h I  L E  E A b i I E h T  CE F X h C T  
1 E S T  L E  h C P i ? P E  N b X I P L P  C I T E R A T I C h S  
$ 1  l L f O = û  4 C C R S  E EST L E  F C I K T  R E P L I S A E L E  C E  C E P A R I  
T , F t I S P S E , $ t h P 2 , 1 h E 6 T 1 1 P k , C S  C b R P C l E R I Z E N T  L E S  C C h T R A I N T E s  L I h E A I R E S  
I Z C L  = IACIC~,E C L E  L ch P 7 n c L v t  LNE 
SCLLiTTCh C F T I P P L E  d D I S T A h C E  F I h I E  

4 t i . . I % < S Z < 1 4 . s ~ * l l 1 4 4 + * *  

J t F L I C I T  A E d l * B ( b - k ) , P E h L * @ ( C - Z )  
1 C C I C t L  C A X l l h  
F E A L * E K L S  
E X l E F h E L  C E 1  
E X 1 ï Q 4 2 L  F X î \ C T r F C l C T  
C I b E ? S I C A  E i ï C )  

, L I E E h 2 I C h  C ( 1 5 1 1 5 )  
c l r E h : I c h  X ~ I Z C )  
L I h i h S i C b  7 ( 1 )  ,F ( 1 ) , X C A X (  l ) , I e b S E o  
C l h I h S I C h  X ( Z C ) , Z ( L C )  g C R A C ( 4 C )  
L I C E h C I C A  X K 1 2 C ) , Z K ( t C I  
C C b C C h / I t E h T / C 4 ( 1 5 , 1 5 ) > P 3 (  1 5 )  
C C F k C h  L , C : r C X K ( 4 C  
C C ~ J V C ~ / F U \ ? / C ~ ( ~ ~ V  1 5 )  , P l (  1 5 )  
C L ~ ~ ~ ~ h / F C h l / C S 7 P , P d ( 1 5 ) , C A I 1 5 s 1 5 )  
C C h ~ C h / d ~ b & C / C C L k d  
h ~ b C l I S T / F E C / L Z 1 ~ 1 2 1 ~  C L P h k l ~ T E T P r X K s Z K  
F F ! X = - l . Z 3 C  
R k I ! \ = l . E  10 
I k F = ?  

n e c C F T  T C L E E L h C E  P C L X  L A  P A X I P I S A T I O h  SLR L E  S E C C E N T  
E F S z C . 1  
Ç i = h h Z t F  
h l = \ - ;  
E F J E = O .  C C C C l  
CC 2C4 ! = l t X l  

i X ( T ) = i ( I )  
* * * C E T E n l l C h  C  l h  F C I h T  P E b L I S b P l E  

I F  ( I C ; E ) 1 , 3 i Z , l  
C P L L  S F t L 1 ( T ~ F ~ I E 4 S E ~ C q h h 2 ~ 1 h A R T ~ I P H A S t I S O L ~ F X ~ l )  
I F ( I C C L - 1 1 I C l q l O C ~ I C l  

; C I L 1  C C L F L ( X , h l > C , h h Z ,  1 8 A 5 E v T )  
1  b =  1 

- r r i C L L L L  b  F L S T I F  C Lh F E I N T  P E b L I S t B L E  
r C C  ? 2  1 2 1 = 1 , 1 2 2  

C C  9 1 = h l r E 2  



; C E E C ( I ) = C . C  
CtLL FCACI(X,hlrGRAt) 
C C  1 2  I=3,E2 
II=IELSi(I) 

LC F(II=GPICIII) 
C t L L  S F C L I ( T I F ~ ~ ~ ~ S ~ , C ~ ~ F ~ ~ ~ ~ ~ ~ R T ~ I P ~ A ~ I I S O L I F X ~ ~ ~  
IF IISCL.hE-1)ECTC 101 
C C L L  S L L F L ( Z a h l , P , h h 2 , 1 C P S E n T )  

i**+*PFCTECIICL C E 5  PCIhTS P R E C E C E Y E h T  O B T E N U S  
C C  '+1 i=l.hl 
XK(Il=X(lJ 

51 ZK(II=Z(l) 
r * * n * E f S  T i X C  VEFS C 

E F S = i F S * X C E  
fia***CE7~RbIhAilCh C L'hE N C U Y E L L E  SCLUTIC& 

CtLL ~ L X S E ( X K t Z K , C ~ b D I C I T E T P ~ T E T A i t N 1 )  
C C  2 2 2 2 2  I=l,hl 

2 2 1 2  X ~ b X l l ) = T E : A * ? ~ ( I ) + [ l - T E T A ) * X K (  1 )  
3 b > = F X h C T  tXh2Xthl) 
lCCC C C h T I h t E  

I F  (i'6XLlh) G C  T C  5C0C 
I F  ( ~ ~ S ( C ~ ( X F A X I ~ I ~ ) . L T . ~ . E - C )  CO 70 2 C  

5 C C C  CCIT IhLt 
* * * * * i E : T  C  P F F t 7  

E F l E = 1 . E - 1 5  
ZZ=tTEST(X,Z,Xl*FChCT) 
Z Z l = Z Z  
PLFI-!l=CLPt& 
I F I Z Z - b L f h d )  iC,2C130 

3 i  C C  3 1  I=l,hl 
31 X(I)=XPAX(Il 

IF (T:Tt.LT.£iTEI CC T t  2 0  
32 CChT1hL.E , 

2C ILCL=E 
1 C 1  RETLFh 

E h  C 

X C C L  EST L 5  P C I A T  F b X I P I S t h T  F ( X I  P V E C  
X = X K  +L.C L FCSITIF CU = C  ET. X h P P A R T E N A N T  
P L h  FhSENCLE tEFlNl FAR CES C O h T 2 A I h T E S  
LIFEPIFCS . F E S T  C G A C X A T I C C E  
G F C C  CCATIE5T C R D C  F(XKI 
Cl L P  bATAICE C E S  C E R I V E i S  S E C C N C E S  ....* * * S .  C.&I*.aIL9**.***** 
IbFLICIT R i 2 L * E I E - k . ) r F E P L . E ( C - Z )  
LCGICAL @AS 
EXlEEhJL 1ES 



C l k f b S I C M  ~ ~ ~ l ~ r C ( l ~ ~ T ( l l ~ E ~ d C ~ l ~ ~ Q l ~ 1 5 ~ 1 ~ ~ 1 X S C L ~ 1 I r Z ~ 2 ~ ~  
E F Z = G . C C S I  
l E l I ? = l . E î 5  
C b > I C I S ! T l C h  C f  F SLR LA C E C I  C R D I T E  ( XK r  O 
CC L I l l r h l  
Z I I ) = X K ( I ) + C [ I )  
x r  I ~ P C  I G C T C  5 
C b L L  b P X S G  ( X K I Z I G R P D I C ~ ~ T E T A , T E T ~ Z ~ N ~ )  
T i l A = T  ETb2 
C C E T I h l E  
* 5 = 2 * ) .  
r t = r + l  
b 7 - ( h 1 + 2 1 * C  
1< = 1 

* + C h  f i f P E . 4 E  L d  SCLLT1CI.I C b t i S  LE CClJdIEtE 
r . C E F I h I  Pb6 L E S  C C h T R A l h T E S  L I N E b I R E S  

S C  4 ;  1-E.H 
S l = T  I F 6  1 
E L = C C + 1  
P 5 = k 5 + 1  
s,=3. 
1 1 - 1  
C C  3 J = b 5 r h 7 r P  
S 1 =  5 l - X K ( l l ) r 7 ( J I  
CC=S2+ C ( l I i * T i J I  
I I = I  I + 1  - rC TC ( l C r Z l r 3 l ) r K  
I F i I . G C . I E C )  CC TC 20 
c;;-r? 
1FiSi.EE.S.) CC f C  40 

' T E 7 4  l = - 2 1 / S 2  
I F i T E 7 C l . C T . T I 7 d )  T E T b = T E T P l  
G C  TC 4C 
K = i  
1 F I I . C E . I h i C )  E C  TC 3 C  
I F  O E S ( S Z I . E T . E P S I  R E T L R h l  
C C  TC 4C 
K = 3 

b c l = - S I  
G C  T C  1 2  
C C E J  I h L  E 
C C  5 c  1 = 1 * ; t 1  
I F (  C(I).E€.C) CC TC 50 
T E l A l = - X K (  I)/C( 1 )  
I F I T E T t L . L T . T E T b 1  T E T b = T E T P l  

l C C h T I h L t  
c c  C C  I = l e h l  
X C C C i  1 1 = X K i I  ) + T E T d * C I I )  
F.El99h 
E L C  



1 
T  C C h T I E h T  C 2 h S  L C R O R E  F L E  S E C O h C  H E H B R E  
CL T 6 E L E E L  S I P F L I C I E L  ET L E  T P e L E l U  S I P P L I C I A L  
I C L S E  I h C I î i I  C C L C B h E  C C  T I i C L E b L  S I M P L I ' C I A L  
LE G P A C I F I i T  C E  LC F C I i C T I C h  E S T  C E F I N I  P A R  F  
F  K C E C R E  CC C C h 7 R A l N T E S  
h  L C Ç E E E  C E  V L E I P E L E $  h B T L F i L L E S  ET 
G L C b E l S  L S S C C I E E S  LUX C C h T k b l N T E S  EN S C P  OlI  EGt3L 
I L C R T  I h C I C E  L E  LC P F E P I E P i  V C R I A E L E  A R T I F I C I E L L E  

IZCC l Y F E  C E  LA S C L U T I C h  C C T E h L E  

I Z C L = l  S C L U T I C h  C P T I C A L E  A C I S T A h C E  F l h I E  
I ' C L = î  FFCFJLECC I P P O S S I B L E  
I 5 t L = ?  S C C L 1  I C h  I h F I b I E  
I S C L = 4  V t F I L E L i  P Ü T I F I C I E L L E  NCN S S R T I E  

E h  F l h  D E  P h . P S E  1 
1  $ i L = 5  C V C L l C E  
F X  Y é L E L F  CL P R C E R L N P E  L l h Z L I R E  
I t F S  I 1 C - X  C C h T F i L t h T  L E S  I t P R E S S l C X S  I N T E R H E C I d I R E 5  
I F f h  = 3  C C C 3 S  I P F P S S S I C h  C E  T C U S  L E S  R E S V L T U T C  I K T E R F E C I d I H i C  

...a* d . * a * * ~ 1 1 s a . . * t a * * * * ~ . *  
I P P L I C i T  r i . E d L * B ( b - l - I r  F E A L * E I C - Z l  
I L T E C E F  k 
R E b L * B  C P X h A C  
E Y l F F C f L  P E 2  
C I l d E h S I C h  7 1 1 ) ~ F ( 1 ) 1 I E b S E ( l )  
1 b P = '  

r + * * * t F C S  7 C L E P J \ C E  P 5 S C C I E E  A L  E N T R E E  C b h E  V A R I A B L E  
EF!S=l.c-6 

r * + * t E F 5 R  T C L E S L h C E  L S S C C I E E  A L h  S C R T I E  G L N E  V A R I A E L E  
E F C Ç = l . E - 6  

* * * . K E F >  I L L E F t t > L E  A S S C C I E E  A LA F I h  CE LA P H A S E  1 
t P X - 1  . E - 9  

s * * * * S k > P : C  r L L S  C F b h C  h O P E R E  L T I L I S L E L E  
h P > P d C = l . i t 3 :  
Ç h = P * i \  

* * c a * I 5 7 C  hCF:RE PLX1Pl .C  D I T E h b T I C h S  
1 C 1 C  l i l C = 4 * P s h  

c c  l C C C  I I I = l r l S 7 C  
* * * * * C i - Z R C L F E h T  C C  F 5 L R  L A  B A S E  C b h S  L E S  

Ç F R E F I F F '  E L E P E h T S  D E  C E  1 
I F ( ? F t b S - l ) l s 2 ~  1 

2 h l = h  
C C  3C I = l . P  
h l = h l r l  
I F i I i d S E ~ h l ) - I h A ~ T ) 1 0 ~ 2 C ~ 2 C  



C TI11.-1. 
C C l G  3 C  

c l(I)=O. 
C  C C h T l h C E  

G C l C  3 1  
1 h1.h 

C C  32 I=l,P 
hl=lul+l 

i T(l)=F(hl) 
* * C 4 L C L L  C E  F X  
1  F r - a .  

c c  4 ù  I-lVlr 
I I l = I + F  
IF(dES(T(III)I.Ll.I.E-30) CC TO 4 C  
IF(bESIT(Ii).LT.l.E-3C)CO T C  4C 
FJ=FX+7(I)+T(IIl) 
C C h 7  I h L E  
I F ( I C F F ) S > 6 r S  
C P L L  T E S T ( T V F ~ I B P S E ~ I I I I F X ~ P ~ ~ ~ ~ H F )  
Cl h7 I h L E  

**:ElEFFIAATlCh C E  S E N T R P h T  C A K S  L b  BASE 
I C = C  
h 2 = 2 * C  
C'=5PSS 
t t  S C  J =  3ih 
c = c .  
I F  (]Fi-15-1) 5 i r 5 1 * 5 2  
I F  L 1 E L S E I J ) - I L b R l  55.54.54 
c = - 1 .  

, 6 C  T C  5 5  
I F  I J E 3 S E ( J ) - l h P 81) 5 3 ~ 5 6 . 5 6  
C - F L J )  
1 1 2 = A î  
L C  6 i  I = l i P  
Y . h ; = Y k i t L  
C=t-l(Kh2)*7(1) 

. C C h T i h C E  
I F  (L-CS) 5t.56161 
c z = c  
I ' = J  
h Z = A Z t F  
C C E T I h C c  
I F ( I Z ) ~ C L , I C ~ . T C  

* r C i l E ? k I h 4 T I C h  L E  R S û R T A H T  C E  L A  E P S E  
c PC=(IS-l).C 

F R = P J X C A C  
1 F = O  
C C  ? C  J=l.P 
P S = F C * l  
T k 5 = 7  ( P S I  
I F  I T ~ ~ - E P S ~ ~ ) ~ U . B C V E Z  
I I i = F + J  
F b = T  ( I I î l / T P C  
IF 1AR-Fb)BC.8CrBl 
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