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Un programme mathématique de grande taille peut &tre décompos? en plu-
sieuns sous-programmes de taille piuA- ndduite et de prlference, plus faciles 2
adsoudre. DANTZIG et WOLFE [9) ont réalisé cette décomposition en utilisant la
notion de barycentre dans un ensemble convexe, L'introduction de ce principe en
progrumation mathémtique a donné naissance d toute une famille d'algonithmes
&'appliquant aux problimes de type Lindaire et de facon plus ginérale de type con-

vexe. Nous rappelleaond aux chapitres II et ITI Les plus impontants d'entre eux.

Nous nous <intdressons dans ce travall, aux méthodes de décomposition du
tyne "barycentrique”. Signalons toutefois qu'il existe d'autres modes de décompo-
sition, n'utilisant pas La notion de banycentre. On peut citer, en particuliexr,
La mithode “des centres” de HUARD [19], fa mithode de UZAYA [28), ains{ que celles

" de BENDERS f4] et ROSFN [26].

En introduisant Le principe de décommosition bawycentrique dans L'algori-
thme de PRANK et WOLFE [13], nouws d&fininons au chapitre 1v L'algonithme mixte.
Des essais numdriques ont 8t& nBalisls et sa convengence a Et& comarfe A celle

de la méthode des colonnes de DANTZIGC [8]. Ces Alsuliats {igurent au chapitre VII.

Au chapitre V, nous &tudierons un cas particulier de programme convexe.
Nous verrons que les méthodes de décomposition barycentrique ne peuvent étre appli-
quies directement au problime posd. Un algorithme de paramdtrisation sera alors
defind, nendant pos.u'ble Lewn utilisation. Adin d'en améliorer fa convergence numé-
rdque, des variantes seront definies. EfLes figurent au chapitre VIII ainsi que les
Asultats numgriques comupondm.\a. »

Numiriquement, il est immontant de pouvoir agsoudre de fagon approchle Les
sous-programmes. Cette €tude fera L'objet du chapitre VI.
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1 = 1 = NOTATIONS.

| 1|
N
R

xX.y
1x4

e SR . S FU

Ve ()

Va (x*)

Nombre d'éléments d'un eénsemble fini d'indices I.
Ensemble des entiers naturels.

Ensemble des nombres réels .

Espace vectoriel euclidien de dimension n.
Ptoéuit scalaire de (x , y) € [ &".

Norme euclidienne de x, lxl “-Vx.x.

- Tout vecteur x € R" est identifié 2 une matrice colonne dont les

ElEments sont les composantes de x sur la base canonique de K".

-. Toute forme linéaire f € ( &" )‘[ dual de R") est identifie 2
la ﬁatrice ligne dont les éléments sont les composantes de f par
rapport 3 la base duale de la base canonique de &".

- A tout f e.C( /" . &™ ) est assocife une matrice M indicée par
LxJ,avec|L| =met |J| =n.

Ligne i de la matrice M.

Colonne j de ll\natricn M.

Elément en position (i , j ) de la matrice M.

Sous-matrice de M comprenant les lignes Hi avec i € I < L.
Sous-matrice de M comprenant les colonnes Hj avec j €K c J.
Transposée de la matrice M.

n

.Soit f : R he R différentiable en w ,

vecteur ligne représentant la valeur du gradient de £ calculée
au po.int ®*,
- Soit at R* + @&" différentiable en .
Matrice jacobienne de & en » .
C'est une matrice de dimension ( m , n ) de terme général @
Bai ’
(o
3

(Va0 -
ox
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- Soit f : ®" + R deux fois différentisble en x .
a( x'I ) Hessien de f en x‘. Matrice carrée symétrique de terme
général : 32\1 (") .
. ] x; 3 X
T(A, x) Cone tangent 2 Aen x.(§ 1-3-2)

r(x) Cone polaire ( négatif ) de K.(§ T -3 -3)

I - 2 - PROGRAMME MATHEMATIQUE.

.= Soit ACE et f: E * R, le probléme suivant :

trouver % telque £ (%) = Max { £ (x) | x @A} est appelé

programme mathématique.

On le note symboliquement :

Max f ( x)

x € A

-

Dans 1'étude qui va suivre on prendra E = ®".

- En général A est défini par un systime de relations :

A= { x ex" | s, (x) 3 0,i=1,n }
avec aizlln*ll.

Po introduisant a: R® + R* de composantes 8 i=1,m

-

ona:A-{xeR“Ia(x);O}.

ls programme s'écrit alors @

Max £ ( x)

a(x) >0

B



- Vocabulaire utilisé :

f Fonction &conomique.
s, [x) 20 Contrainte i.
x | x eA . Solution rtalisable

A Ensemble des solutions alalisables.
g . Solution optimale.

£(R) Valeur du programme mathématique.
- Remargues :

1= 4 (x)=0 <w===>{a (x)20 et -a (x)20)}

-2- Min{f(x)|x €A} > Max{-£(x)|x €A}

I = 3 = CONDITIONS D'OPTIMALITE EN PROGRAMMATION MATHEMATIQUE.

I- 31~ Macimum Local - Maximum global.
\

“ 1= Onditque x€Ac g .uximiu (globalement) £ sur A si et
seulement si :

Vv yea, £(x) 2 £(y)
~2- odditque x € Ac R" maximise localement f sur A si et
seulement 8'il existe un voisinage V de x tel que x maximise f

sur ANV,

I -3 -2 - Cone tangent.

-1~ Soient ACR' et x €R. On dit que y € &® est wn vecteur
tangent 3 A en x si et seulewent s'il existe une suite infinie

()‘k .xk)e B x 8® définie par 3
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((lk.x )ka 0,x€e a,ken )
telle que ¢ \

- lim x = x “
k+e

- lim Xk(xk'!) -y

k+o

-2 - On appelle cdne tangent & A en x , l'ensemble des vecteurs

tangents & A en x,

On lenote T (A, x). .

I~-3=-3- Cone pplaire

Soit X un cone de R" » on appelle cOne polaire (négatif) de K ,
1'ensemble T ( K ) défini par :

r(e)={yer"| vx e x, y.x ¢ 0}

I-3-4« Fonction concave.

- 1~ Soient Cc & un ensemble convexe et ft C + &
f est dite concave si et seulement si t
¥V (x,y) € ¢cxC, ¥ xelo, 1] :

ElAx+s (t=-2A)y]) 2 AE(x)+(1=-2)€f(y)
£ est dite convexe si ( = f ) est concave.

n

2= Soit f: K -+ R concave.

8i f est différentiable en : e R" alors @
Voxe® , f(x)-f(%) ¢ (E) . (x-1)
-3- soit f:R' + R deux fois continiment différentisble.
En désignant par H ( x ) la matrice des dérivées secondes de f en x ,
on a

f concave <e—=> ¥ x €K' » B (x) semi~définie négative.



1-3-3 - Condition glnérale d'optimalits.

Soient Ac B et f: R" + R différentiable en + @ A.

Soit P = [T (A, :) ] 1l'enveloppe convexe fermée de T (A, :).
Dans ces condi._tiona H
= 1= X maximise localement £ sur A
—> VE(X) €T (P) =T (T(A,2))
= 2= Sideplus: = A convexe et
= f concave alors
VE(X) € I (P)=——>% maximise f sur A.

1-3- 6~ Conditions de KUWN et TUCKER [ 22 ].

Considérons le programme suivant

\
Max " £ ( x )
s (x)20
ol £: R" + R et a: R -+ g
Posons @

'A-(xellnla(x)ZO)
f et a étm; différentiables en ; € A, les conditions suivantes :
JueRi“ tel que : -l=- u 3 0
~2- VE (X)eu.Va(%) = 0
-3-u.c(=) -0

sont sppelées conditions de KUHN et TUCKER.




I-3=-6-=1-Conditions nlclssaines d'optimalité.

f et a &tant supposées différentiables en X € A
Posons ¢

»
!-{llnl(x)-O)

K = { yer" | v.l(!)., > 0, 1€ }

—_—
si K » [T(A,x)] . alors :
: maximise localement f sur A = ; vérifie les conditions de

KUHN et TUCKER.

I=-3-6-2-- Conditions suffisantes d'optimalits.

Si |- f et a sont différentiables en : e A,
- A est convexe et
- £ est concave

alors

-

: vérifie les conditions de KUHN et TUCKER sw==> : maximise £ sur A.

I=-3-6-3-Cas Lindaine.

Dans le cas linéaire suivant :

Max f . x

P A.x = a
B8.x = b

x 3 0

"
Soit x une solution réalisable de P .

les C.N.S. d'optimalité »' écrivent ¢
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](U. v) tel que :
Uu.A+v.B+f ¢ 0

(u.A¢tv.Be+f) . %a 0

1-3-6-4-Cas des programmes convexes

Considirons le programme mathématique @

Max £ (x)
P a(x) 0

b(x) 30
S5i~-f:g"

+ R est concave et différentiable
a1t B + B™ est concave et différentiable

=b: R" + RP est affine

1
Si de plus il existe x tal que : ah) > 0 et b(:l() 20
Alors : % est solution optimale de P Comd>

X vérifie les conditions de KUHN et TUCKER.

I = & - DECOMPOSITION BARYCENTRIQUE D'UN POLYEDRE [20]

I = 4 - 1 - Barycentre

- Définition
Soit K = { 1, 2, seeeey k } un ensemble fini d'indices et
{ xJ | § €K}un ensemble de points de K",
X est appelé barycentre des points { Xj, J €K} si et seulement si

e, eR amerr 0 f A; = 1 tel que:
_ jex




= Propriété

A.convexe «> A={x | x barycentre de points de A}

I -4 -2~ Polyddne

- DéFinition
On appelle polyddre P de K" toute intersection d'une famille finie de

demi-espaces fermés.
On peut donc dire que:

3B, Jbteloque:Pe(x€R |[B.x3b}:

-kmmm
B.x=b <> { Bx3b et -Bx3 b}

1 = 4 ~ 3 = DEcomposition barycentrique d'un polyddre

~ Considérons le polyédre P défini par
P=- (xe€R" |B.x=b,x30)
= Désignons par @
{ xj, jeg, } 1'ensemble des points extrémes de P
{ Xj. j€G )} 1'ensemble des directions d'infinitude extrémes de P
1

De fagon équivalente on a @

1 - Pour tout point x de 1'enveloppe convexe des points extrémes

3 ()30,i€6) telaqu £ xj-l.:xj.gcoxj.xj
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‘t'

2- Pour tout point x du cSne asymptotique ¢

J(Xj >,o,jec| ) tels que x = [ Xj.k
jeg,

j

Comme P est la somme de 1'enveloppe convexe de ses points extrémes et de
son cSne asymptotique, en posant @ (R Go + Gl , on a donc
x ¢ P & h[ ("5’/ 0,3 €G) tels que I xJ.-n]

jec
et 0

x= I XJ.Aj
jec

On appellera générateur extréme de P tout Xj s jec.

Désignons par
= X la matrice dont la colonne j est x] v jee

= 6§ 1le vecteur ligne de composantes Gj » j € G tel que

|.i\jeco

0sijeg,

A le vecteur colonne de composantes Aj' jeegc

Alors :
x=X, A
XEP e I tel que . =)
A3 o0

1-5- METHODE SIMPLICIAIEZ [ 81, [18 }

Soit 3 résoudre le programme linaire suivant t
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Max £ . x

A.x=g

\ .

x20

ol A est indicée par L x J

Notations - DEfinitions

IcJ
I est une base <o | 1| = |L]
AI est inversible

- I &tant une base :

T(D = (AI )-l . A tableau simplicial

t (1) = (AI )_l . a second membre du tableau simplicial

I

d (I) = £~ £ ., T(I) vecteur critdre de candidature

x (D=t (D
x (I) tel que solution de base

x (I)s =0

1

8i de plus t (I) » O alors x (I) est une solution de base réalisable et I est
une base réalisable.
Théordme
S¢ pour une base 1 rdalisable on a d (1) ¢ O alons x(I)est solution optimale

Principe de la Méthode simpliciale -

La méthode simpliciale définie une suite de valeurs f . x (I) monotone non
décroissante, en se déplagant d'une base I & une base voisine I' = I v r + ¢
r et o étant définis comme suit :

d (I) £ 0 alors on choisit s € T tel que a* (1) >0
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( classiquement 8 correspond asu d® maxioum positif)

' L'indice r quittant la base est alors sélectionné de la fagon suivante :

t (1) t. (1)
r:: -Hiu{: | m>0,iex}
. TAD T,(D t

On peut noter que, t (I) et s &tant connus, on utilise uniquement la

colonne T.(I) du tableau simplicial.,

On peut remarquer qu'un changement de base de la méthode simpliciale
nécessite de pouvoir connaitre 3@ chaque &tape :
~ 8 correspondant & un a® > o,
- la colonne correspondante T*(I) du tableau simplicial.
La nouvelle matrice inverse de base et la nouvelle solution de base sont

alors calculables. La méthode de décomposition barycentrique de DANTZIG

et VJOLFE (9] repose sur c\tte idée.
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II = 1 -~ INTRODUCTION

La résolution des programmes, linéaires de grande taille a nécessité 1'€la-
boration d'algorithmes spéciaux. L'idée directrice en est, de décomposer le
problime initial en plusieurs sous-problémes de taille plus péduite et , de

préférence, plus faciles 3 résoudre.

Une famille d'algorithmes de décomposition utilise la notion de barycentre
dans un ensemble convexe, Dans le cas des programmes linéaires, on effectue
une décomposition barycentrique d'une partie du domaine comme on 1'a déji
indiqué au § I - &,

DANTZIGC et WOLFE [10] , les premiers, ont &laboré un algorithme rei)osmt
sur la méthode simpliciale. ABADIE et WILLIAMS {1] utilisent par contre la
méthode duale-simpliciale. La méthode primale-duale est i la base de 1'algorith-
me proposé par BALAS [2] . ‘§ignalons encore WILLIAMS [32] | qui a résolu par
décomposition barycentrique le probléme du transport simple. Citons enfin les
méthodes définies par OBEL (24 Jet BEN-ISRAEL et ROBERS [ 3 ] .

Dans ce chapitre, nous développerons la méthode primale ( § II -~ 2 ) et
nous donnerons les grandes lignes des méthodes .dunle (§II~-3) etprimale~
duale ( § I1 - 4 ). Ces rappels nt.ml permettrons de mettre en évidence le
principe de décomposition et d'en montrer 1'intérft pour le traitement de

certains problémes.

II = 2 - ALGORITHME DE DANTZIG ET WOLFE [9] [10]

1l - 2 = 1 = Probl2me posd

Considérons un programme lin€aire donné sous la forme sguivante:
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! B.x=b \

ol
A est une matrice indicée par L x J

B " " LU} " L} L' x J

a est un vecteur colonne indicé par L
b " " " " L] " L L]
x [1] " " ” L ” . J
f est un vecteur ligne indicé par J

Posons B» { x| B.x=b,x20)

En appliquant les résultats du $I-4 au polyddre 8, Pl est alors &quivalent

au programme linéaire suivant 3

(mf.x.x
P A.X.iA=g
§ . A=

Az0

ol X et § sont supposés connus.

A une solution optimale A de P2 correspond une solution optimale .

= X. ) de Pl

- Re ues :
| = On réalise un gain en "lignes". En effet, alors que Pl comprenait

IL 1 ¢+ |L'| contraintes, P, n'en contient que {L| + 1.

2 - Toutefois, une difficulté apparaft 3 priori pour la résolution de Pz H



X et § ne sont pas explicitement ¢onnus,

I1 - 2 = 2 = Princdpe.

On se propose de résoudre P2 par la méthode simpliciale. Soit I une
base réalisable de Pz . On peut calculer la matrice de base et la solution
de base correspondante. Les variables duales associfes sont alors déterminées
par la formule suivante @

v(I)el[u(D, " (D 1=f.x.]a.X

. 61
Par contre le calcul du critére.de candidature fait intervenir la matrice
X des générateurs extrémes de B. En effet @
d(I) e[ f-u(D)A) .X=-u (D) .8
Nous avons vu,au § I - 5, qu'un changement de base peut &tre effectué, si 1'on
connaft une composante pos\itive du critére de candidature et la colonne corres-
pondante du tableau simplicial. DANTZIG et WOLFE proposent de les obtenir en

résolvant le programme auxiliaire suivant @

Max [ £~ u (D) . A, x
P B.x = b
x' > 0
P3 étant téaolu.par la méthode .inplicinle, on obtiendra un générateur
extr?mex.’etd'-[f-u(l) AT X -t (D . 8%,
A l'optimum deux cas sont possibles :

cas | ¢ Optimum fini

soit X* 1a solution optimale trouvée. Dans ce cas, on a @

iw {f-u(D) .A}.X-u" (1) > 0 - Alors s est candidat &

entrer dans la base.

ou
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ii o [ £-u (1) .A]. Xt - (I) € 0 = Alors la base 1 est optimale.

Cas 2 : Optimum infini. \

Soit X* 1a direction d'infinitude trouvée. On a alors :
(f£-u(I) .A). x* > 0et s est candidat  entrer dans la base.

La résolution de P3 nous conduit donc 3 1'un des deux résultats suivants:
1 = La solution de base réalisable ) (I) de PZ est optimale
On a alors la solution optimale & de l’l :

-1
A xI a
I

£«Xx . .

2 - Obtention d'un candidat s permettant d'effectuer le changement de base

3 1'aide de la colonne dite candidate :

A.x*

s -

é

En effet, on peut alors déterminer 1'indice r quittant la base.

- Re ue 3
Une base initiale peut &tre ocbtenue en effectuant une phase I sur 1le

probléme Pz. -

11 = 2 - 3 - Algorithme :

a - Diteamination d'une base néalisable de P,.
b - 1 &tant une base alalisable de P,
4 - Ditermination des variables duales w (I) = [ uw (), w* (1) )
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U - Résolution de P, - obtention de la colonne candidate

AL X
6'

Deux cas i
-d® @ go. FIN
- d® (1) > 0. Changement de base - Retour A b

II = 2 = & ~ Convergence :

P3 étant résolu par la méthode simpliciale, & chaque &tape, on obtient un

générateur ds B . Leur nombre étant fini, moyennant 1'hypothise de non

cyclage, la convergence est assurée en un nombre fini d'&tapes,

- Re ues ¢
| = L'optimisation complite de Py n'est pas nécessaire. I1 suffic de déter-
\

miner X* tel que d* (1) > 0.

2 - On peut noter que, dans le cas ol B est borné, on a 1'encadrement
suivant

Osf.2-f¢.x (D gd°
Ce type d'encadrement joue un rdle primordial dans la décomposition barycen-

trique des programmes non linéaires.

11 - 2 = 5 - Applications ¢

I1 = 2 =5 - t-Décomposition des systldmes anqulaires

11 peut arriver que la matrice B se décompose -en sous-matrices parmi les-

quelles les seules qui contiennent des termes non nuls sont situées sur une




-21 -

"diagonale". Soit, Bi s i® 1 , 8 ccs sous—matrices. On a le schéma suivant.

: ;/}/;/7///////%///
oo ° °

Z. .

Le probléme peut &tre envisagé sous deux points de vue

a- A Llamitrice A est associle une matrice matrice B

(Sans utiliser la structure particulidre de B

‘l
2
x
x 8'écrit . ol xi correspond 1 Bi
h
x J .

P2 ne change pas de forme . Par contre PJ se décompose en h sous-prograume
indépendants:

Max (£ - u (D .Ai].x‘

B. . x -bi f=1,h
0

x est candidat si &



-22 -,

(e -u(.a . A A ¢ I Al L -w (D850

b - A La matrice A on associe fes h matrices B.
Désignons par Xi la matrice des générateurs de:

B, = { «f ] B, . o oenl . <2 0}

P2 a'écrit alors !

[ Max f' - X WA !

® tesesessnnsencs * th e X . Ah

1 h
Ao X AT . .i..............4 L Xh A =g

1 .
61 . A -1

h

Gh A e}

L Ao ,ie1,n

Les h sous-programmes P3 sont encore définis par :

Max [f1 -u (1) . Ai] . xi
B, . xt =bt i=1,h
i
xi 20

xi est candidat si @

i

(e -u (. Al -u (D .8 0
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Un exemple de ce fype est 5oun§i par Le probldime de transpont simple .

1-2-5~-2-~-

Paramé trnisation de La fomction &conomique { 14 )

GAUTHIER a appliqué cet algorithme pour résoudre le problime pacamé-

trique suivant :

-

11-2-5-13~

Pour chaque valeur de @ @

Max [ £1 ¢ 6, £f2] . x
A.x"2
B.x=b

x20

Probldme du transport simple { 32 ]

le probléme du transport simple peut se formuler de 1a fagon suivante:

-

a n
U T T Y

n

Zoox., = S, il ,n ¢)

j=1 i} i

. .

igl X5 - Dj j=t1,n (2
> 0 3

»n n
avec igl s‘-j;I D).

WILLIAMS applique le principe de décomposition en utilisant les contraintes

(2) ok (3) .

- ;
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Le probldme se raméne alors 3 :

P
Min £ £ Xl
1=1
P
L A, =S
e S B fel, n
Algo .
avec xl - [xilj) générateur de (2) + (3) '
n
51- b3 x.l.
i ij

L'obtention du candidat se fait par un calcul tr2s simple pour lequel

la grille des colits n'est examinée qu'en colonnes.

II - 3 - METHODE DUALE [ 1 ]

I1 - 3 ~ | - Principe

Elle repose essentiellement sur la méthode duale-simpliciale. On résoud le
probléme sous sa forme &quivalente P2, On a besoin de connaftre une base I

"duale optimale” [c'est-d-dire d(I) € O ] ainei que :

‘a = 1'inverse de la matrice de base

b-A(D, v(De[u(D,u (D] ’
Supposons qu'il existe r | Xr (1)< o0

Désignons par [ a; (1), ag (1) ] 1a i ligne de 1'inverse de la matrics

de base.
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les problémes 2 résoudre sont alors les suivants :
1 = Recherche d'un pivot négatif, soit ieci ¢
x) tel que a_ (0 . AL X ead (D .8l <o

2 - Recherche de la colonne candidature. Soit

[f-uw(.ALX-u (.&

‘Min |ar(1).A.Xj*uS(I).6j<0}

1, .0 ]
ar(I).A.x oar(l)d
La base I &tant "duale optimale" les rapports sont tous, dans ce cas, posi-

tifs ou nuls.

Re ue

Les omes problémes se posent qu'au paragraphe II = 2 . Une difficulté
supplémentaire apparaft : dans la recherche de la colonne candidate, la
fonction intervenant est fractionnaire. Toutefois, 1'algorithme qui suit
ne prend en compte que les progracmes linéaires.

Pour simplifier 1'exposé, on_supposera B borné.

-~

II - 3 - 2 - Algorithm partiel de recheache de s

1) On résoud d'abord
Hinur (I) « A . x
P4 B.X &)}

x20

En désignant par x° 1e point optimal trouvé on a :

= Soit q‘; (1) . A xt e 02 (I) 3 0, le probléme initial n'a pas de solution.
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- Soita_ (D) . A. < . ag (D <o

. (£-u(D.Alx"-u (@
Posons 3 vt =h [X] =

t 0
3 a. (1) A. X #ur gl)
Alors @

- 8i V= 0. x* « X% est 1e générateur candidat

- i Ve >0 aller 2 2

2 - On résoud le programme linéaire suivant :

ant[uru).h#ogu)]-[“-u(ndxx-%(nl

PS
Bx = b

x20

\

Désignons par Xj la solution optimale trouvée.

Deux cas sont alors possibles : *

Cas ! ¢
vola M. a.dead@I-T¢t-u@.n.¥-u (o
On prend ¢ x"' - xj

' tel
Veor ® hiX ]

- 8i Vey ® 0, x" = xt" est le générateur candidat
- si vt’} >0 retour & 2 avec t = t+]
Cas 2

v Lo (0. A. dea®mi1-t¢t-u.n o ~u (D 1=0
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Dans ce cas X' = Xt est le candidat cherché.

= La suite Ve étant strictement d)croiumte, 1'algorithme est fini si on .
résoud P4 et P5 par la méthode simpliciale(moyennant 1'hypothise de non-cy-

clage)
- Re ues

! = Dans la méthode primale, la’colonne candidate est obtenue en résolvant
w seul sous-programme P3. Par contre, dans la méthode duale, on a 3 résoud-
re une .léquence (finie) de programmes linfaires PS5 en plus de la résolution

de P4,

2 - On peut noter que cet algorithme est utilisable lorsqu'il s'agit de
résoudre des programmes linéaires paramétriques (fonction écononique ou ‘

second membre), pour lesquels des problémes du méme type se posent.

IT - 4 - METHODE PRIMALE-DUALE [ 2 ]

Nous nous contenterons de donner 1'idée directrice de la méthode. A
chaque itération, on résoud d'abord le sous-programme P'3 (u)suivant (avec

initialement u = 0) 1

Max [ £=u.A] . x
P'3 (u) - B.xs=b
x20
On définit alors un programme directeur P'2 dans lequel XK est une

matrice dont les colonnes j sont des points Xj solutions optimales de

P'3 (u) .
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Max - L ( u; + v: )
i
i
A-xK-xlou -uz-n

P'2 (v)

& .oy .1
xg20,u' 200720
L
Re ue ’ .

= Cette méthode différe des précédentes & 2 points de vue :

a) u n'eat pas défini comme multiplicateur de KUHN et TUCKER

relatif au programme principal P'2.

b) Les solutions optimales de P'2 (u) ne donnent pas en général

des points x réalisables de Pl.
On réajuste la valeur du p)rauitre u 8'il y a lieu.

Posons Z (u) = + I ( u! + u? )
i i i

I1 est montré que Z (u) est décroissant., De plus la solution optimale est

atteinte quand Z (u) = O.

Si Pl a des solutions réalisables, 1'algorithme converge moyennant 1'hypo-

thase de non-cyclage.
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CHAPITRE 111

DECOMPOSITION BARYCENTRIQUE
IR R EEREEREREEREREREERNEEENENENEEEERE]

CAS NON LINEAIRE
X XXX XHRXXNXKKKXXX
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ITI - 1 - INTRODUCTION

Toute une famille d'algorithmes a &t obtenue en introduisant, dans les
programmes mathématiques non linéaires, le principe de décomposition bary-
centrique. CHANDRA[ 5) a &tudié les programmes de type fractionnaire en uti-
lisant 1'algorithme de KANTI SWARUP [21] . Le cas des programmes quadratiques
a été& abordé par WHINSTON ( {[29) , [30] ). Des variantes de la méthode simpli=-
ciale sont alors adaptées, pour résoudre les nouveaux problémes posés.

Dans le cas général, pour les programmes dits convexes, des algorithmes
ont &té définis par DANTZIG [8] puis HUARD [20] . Une décomposition barycen=-
trique partielle du domaine est réalisée. Les conditions de KUHN et TUCKER

{22] permettent alors " d'agrandir "

cet ensemble 3 chaque &tape, Citons
également les travaux de GEOFFRION [12] .

Afin de préciser cette généralisation, nous présenterons dans ce chapi=-
tre:
= Un algorithme de programmation q\uadratiquc (§ 111 ~-2)
- La méthode des colonnes de DANTZIG ( § III - 3 )
= La mécthode du barycentre d; HUARD ( § IIXI = &)

Ces rappels permettront de situer " 1'algorithme mixte "

» que nous allons
définir gu § IV - 3 . Nous introduirons de la méme fagon , le principe de

décomposition barycentrique dans 1'slgorithme de FRANK et WOLFE [13] .

IIT - 2 - CAS OUADRATIQUE ( [29] , [30) )

III - 2 = | ~ Problime posé

Considérons le programme quadratique suivant:
[ Max ;.x--;-;.q.x
A.x=a

Pl
i B.x=b

x2 0 .
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ol Q est une matrice symétrique semi-définie positive.
] -{xellnll.x-b,x > 0} est bormé et non vide,

En introduisant une décomposition barycentrique de B , Pl est équivalent ~

au problime suivant

Max p.X.A-)%X.%X.q.Xx., 1

2
P2 A.x.x'-. )
§.2=1 (2)
A0 (3)

b

On résoud alors P2 en utilisant 1'algorithme de WHINSTON et VAN DE PANNE
{31] . 11 s'agit d'une variante de la méthode simpliciale adaptée aux pro-

grammes quadratiques [29] ( une méthode duale est abordée dans [X0] ) . !

111 - 2 - 2 - Condi{tions de KUHN et TUCKER nelatives a P2 .

Soit A une solution réalisable de P2 , les conditions nécessaires et

suffisances d'optimalité relatives A P2 s'écrivent :°

3(v,v') et Ju-(%l keco)teloqm Ykec :

TR aE S S S ER W SR 0)
uk.lk-O (5)
w > 0 (6) -

On cherche ( A ,,u, v, v° ) satisfaisant les conditions de (1) 2 (6).
L'algorithme progresse par des changements de base de type simplex de telle

sorte que:
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a ~ Les conditions de (1) 3 (4) soient vérifides
b = La fonction &conomique soit croissante

Une solution de base est de type standard lorsqu'on a 3

X,k variable de base =—> w variable hors base et vice versa.

Remargue :

On retrouve le méme problime que précédemment, X et § n'étant pas explici-

tement connus.

IIT - 2 = 3 = ALGORITHME

On initialise L'algonithme avec une solution de base rdalisable de type
standand. On va & L'Etape 1.

- Etape 1t
On détermine Le minimum des u . Soit u  cette valeun.

Deux cas sont alorns pouibzu\

U, 20 . On est 2 L'optimum
‘w0 . Allen 2 L'&ape 2.
= Etape 2:

On introduit La variable ) dans la base. la variable quittant la base
est chodsie parmi les ), de base et u. # Deux cas sont alors possibles

. W, quitte la base - Retour & L'&tape 1
. dinon A, quitte la base. Aller A L'Etape 3.

- Etape 3:

On introduit w ., dans la base. la variable quittant la base est choisie
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pami Led xk de base et Yy

Deux cas sont alors possibles \
. xk quitte la base. Répétex L'dtape §.
w quitte la base. Allex 2 L'¥tape 1.

Remangues @

1 = 11 est montré, qu'en se donnant | L | ¢+ 1 variables Ak 2> 0, on peut

en principe, déterminer les valeurs initiales de v et v® ,

2 = On revient toujours 3 1'étape | av.e'c un tableau de type standard.

3= X, A est déterminé par les variables Xk de base.

4 - L'algorithme exige de connaitre le minimum des { U k € Co }, soit g,

I1 suffit pour cela, de résoudre le programme linéaire suivant @

(Ku ;.x-;.Q.X.)‘-;.A.va'
B.x = b

x » 0

En résolvant la problime par la méthode simpliciale, oa obtient 3 la fois,
o, et B
S = Enfin, on peut vérifier que la colonne candidate est explicitement connue.
On peut donc dire que 1'algorithme peut se dérouler, sans que l'on ait ¥

déterminer tous les points extrémes de B.

I1 est montré que, moyennant 1'hypoth2se de non cyclage, 1'algorithme

est fini,




-3 -

IIT - 2 = 4 = Conclusion.

Le principe de décomposition barycentrique est donc applicable aux pro-
grammes quadratiques. De la méme fagon, 1'étude du probléme a Eté ramenée
3 la résolution de programmes linfaires de taille plus réduite , définis

2 partir des conditions de KUHN et TUCKER.

Il est 2 noter que, si la partie quadratique est nulle, 1'algorithme se

réduit & celui de DANTZIG et WOLFE.

11T - 3 ~ CAS CONVEXE - METHODE DES COLONNES [g]

IIT = 3 = | = Probldme trhaité - hypothlses

DANTZIG & généralisé aux programmes dits convexes, le principe de décom

position barycentrique. \

Considérons en effet le problime suivant

’ Max £ (x)
P a(x) 20

b (x) 20

Posons : A.'(xln(X)ZO)

B a{x|b(x)30}

Prenons, en outre, comme hypothises initiales ¢

Hl- ANB 49 .

H2 = B compact
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B3 - £ 1 B® + R concave sun R®
a: 8"+ &P concave sur R"

b : & + &Y concave sun R" \

Re ue 1t

D'aprds 1'hypothdse H3, f, a et b sont continues sur R".

A chaque itération, aprds avoir déterminé une solution approchée de Pi,
on cherche un nouveau générateur, x*. Le programme directeur aura un nombre
croissant de colonnes tout en restant linéaire. Par contre, les sous-pro-

gramoes de recherche de x*, définis 2 partir des conditions de KUHN et

TUCKER, ne sont pas linéaires.

IIT - 3 - 2 - Notations

Désignons par @
= K un ensemble fini d'indices.

Xj. j € K un ensemble de points de B

Posons ¢
- X matrice dont la colonne j est xJ
- fK vecteur ligne tel que £l = ¢ (Xj)
- c“ vecteur ligne tel que Vv j € K, cj -]

- A¥ zatrice dont la colonne j est Aj - a (x9)

On sait que, x est barycentre des { XJ | j € K } si et seulement si 3

Jk‘ulqmzx-{.kllvecoK.Xl-letXK;O




III = 3 - 3 = Programme directeur :

On remplace alors P par un programme linéaire approché, noté P2 (K).

- r

Hufx.ll
AK.XK;O

P2 (K) .‘.&-l

20

On désignera par A(K) une solution optimale de P2 (K) et par x (K)

- XK « A(K) le point associé.

Remarques 1

1 = L'ensexble des générateurn\de P2 (K) est initialement choisi de telle

sorte que l'ensemble des solutions réalisables soit nom vide.

2 - P2 (K) est une approximation de Pl par défaut
En effet 3
= Posons :

8 (x) -(xlx-xx. X‘nvc'cAK. AK;O,Q‘. A=l A20]}
~ Du fait de la concavité de a et b, on a

B (KcANs

= En outre, f étant aussi concave :

o sElxmlet ®

oll & désigne une solution optimale de Pl.
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I11 - 3 - & - Conditions de KUHN et TUCKER aelatives & P2 (K)

A l'optimum , A (K) est life 2 la varisble duale w (K) = [ u ¥ ,u* (K]
par les relations suivantes ! \

) u() 2 0

@ e AR @ . & g0

-~

3) u (K) . Fam o0
W  FLam e m®
I1 est & noter que, si P2 (K? est résolu par la méthode simpliciale,
v (K) est fourni avec la solution optimale A (K). DANTZIG introduit alors,

comme nouveau générateur de P2 (K), le point de B donnant la valeur maxi-

male de :u (K) . a(x)+f(x)+u (K.

I11-3-5- Programme auxiliaire

La variable duale u (K) étant considérée comme constante, on définit le
sous-programme suivant

-

Max f (x) + u (K) . a (%)

P3 (K) b 3 0

Désignons par x® une solution optimale de P3 (K) .
Posons
A e £Lef(xh ;e

Notons enfin ¢

St o u@® A (D,
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Remarques t

I « P3 (K) ne comporte que q contraintes alors que Pl en comprenait (p + q).
'
Comme dans le cas linfaire, on réalise un gain en lignes sur la taille du

problidme A résoudre.

2 - Toutefois, P3 (K) reste un probléme entidrement non linfaire.

II1 - 3 - 6 - Encadrement de L'optimum 1

Par définition de X* on a ¢
£(R) +u (K .a(®+u K gd*
Comme u (K) . a (RX) 2 0, on déduit que @

£ () +u® K gd*
£ (R - .A® sd®  \ (RUHN et TUCKER)

Or f‘ « AK) £ £ [x (X)] ‘(f concave)
— 0gf (R - f[x(K]ga

On en déduit que @
(e) ¢ 30
(b) ¢" =0 —>.x (K) solution optimale de P1,
REM(& : Cet encadrement est intéressant sur le plan pratique, On en

trouvera une §tude au chapitre VII.

IIT - 3 = 7 ~ Algonithme. .
Etant donng un ensemble gini d'indices K et { xJ | j ek, xJ € B)
Les genérntewrs conxespondants Btant bien choisis {remarque 1 du XII = 3 = 3) ¢
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-~ 1 - Optimisation de P2 (K).
- 2 - Déteamination de v (K) associl .
- 3 - Resolution de P3 (X) 2 L'aide de w (X) et caleul de ¢* .
Deux cas sont alons possibles :
@) d* =0 alons x (K) est solution optimale de P1 .
() ¢® > 0 alons on agrandit L'ensemble d'indices: XK' = K + s .

Retour en 1 awe K =K',

Remargue :

L'algorithme est tel que la suite des valeurs { f[x (K)] } est monotone et

non décroissante.

311 = 3 - 8 - Proposition

Comme K augmente d'un &lément 3 chaque &tape, on peut noter:

Ko {1,2,.000.,k} et s=kel .
Par ailleurs, notons:
k -~
fex s liav @b eaw®w; £efx i
KEU ) o £ (R ) o 8L a0 (XY o ke,

Désignons par $ la suite des itérations .

- Supposons que, y k € S, “&' (K) > 0. L'algorithme est alors infini .

Ajoutons 1'hypothise supplémentaire suivante :

He - vkes, (§,5) eu comact

ooa vkes, (X',%5,%) e Bxu compact .
~ ~ N
Soit (X, u, e ) un point d'accumulation de cette suite . On peut extraire {

~
de 8§ une sous-suite infinie S telle que 3
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x**, k &) - &, '.‘.;, ) e8 =y
k+»
ked
Or
Vied, %' ) o g okl o k., Y e 5 5 0 (par hypothase)
et
Vied, Vi > kK8 - g o LK, oty ok £0
f et a ftant continues sur R?, on en déduit en passant 2 la limite que 1
f('k)ol‘;‘.;(bo'&"-o

Comme la guite des valeurs f est monotone non décroiumte, on a :

k
lim £ =« £ (%) .

k+o

kes

Proposition

- Avece Les notations précédentes e\t dous Les hypothdses Hi, H2, H3 et H4 &
A une ttape on a *§' (%) = 0 ators & opp solution optimile du problime p).
$C cette Bentualite ne se produit jamais, ta suite inginie (:'| k@ s)
fournde par L'algorithme est Lelle que ;
lin £ &) = £ (%)
ol

keés

Remargue 1 ;

L'hypothese H4 est en particulier vérifiée dans les 2 cas suivants i
%< A une centaine 4teration X = Ko, P2 (Ko) Ecnit dous forme canonique
adwet une base optimale I = Yo non d¥géniale.
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W4 initialement J j°eR tel que a (%) >0 et (%) 2o

Cette condition suppose que A est d'intérieur nom vide.

‘Remarque 2

La proposition est encore vraie si on se contente de x“" tel que 3

k§l gy m g &) 5L a (@ e B0
et

f(xk")ou..(xkﬂ)amx[f(x)Qu.c(x)|x€§)-ck (ck>°)

si toutefois € o> 0 quand k * @

IIT - 4 - CAS CONVEXE - METHODE DU BARYCENTRE [20]

III - 4 - 1 = Problime pos? - HypothRses

11 s'agit de traiter le méme problime que précédemment ¢
Max £ (x)
P1 a(x)20

b (x) 20

avec les mémes notations .

Les hypothdses choisies sont plus fortes, 2 savein t

Hl - 'An Bé o

H2 - B compact

B'3 - £, a, b concaves et continiment différentiables sur &
B4 - en posant i
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a' (x)
a(x) »f C.x~¢
~=C.x*+c¢
(C et ¢ peuvent ne pas existen)
On suppose Que @
Je8la®>0,c.8-ce0, b (D20
et

C non singulidre

111 = 4 = 2 ~ Programme direcleur

On utilise la méme méthode que dans l'algor{thm de DANTZIG en introdui-
sant les points { e Bl jex}.
Toutefois, on ne procdde pas 3 des linfarisations de f et a . Le program—

@e directeur s'écrit ¢

-Muf(xx-Xx)
-(x‘.xk);o
QK.AKOI
| %3P

)
P2 (K)

Les XJ tant choisis de telle sorte que le domaine de P2 (K) soit non vide.

M__t P2 (K) est un programme non linfaire. Il s'agit encore d'une

approximation par défaut de P):

II1 - 4 - 3 - Conditions de KUAN et TUCKER relatives & P2 (K)

A 1l'optiomm, A(K) est lide sux varisbles duales [ u (X), u* (K) )
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par les conditions suivantes ¢

() w® 20
@ g® . X+u" (@ .eFgo0
(3 u( .alx(® )=0
(B g® . x ® =-u (X

o g(K) =u(R .Valx®Il+ VE[ x (K)]

I1I -~ & - 4 - Programme auxiliaire - Encadrement de L'optimum

- [ v (K), u* (K) ] &tant supposés connus, on définit alors le sous~program- 1
3 suivant !¢
Max g (K) . x
P3 (K) b (x) 20
A noter que P3 (K) reste partiellement non linéaire.
= L'encadrement de 1'optimum s'obtient immédiatement i g

N !
t (R -t[x(K ] £(X) 0 (K) .a(@ =~(fx ]J+u(.sx@®D

N

g8 X . [2%-x(K]

N

g . X -x ()

/A

g . X e (®

N

Soit en posant t d* =g (K) . X" ¢+ u® (V) . o*

[
avec s = |

ogE®-£lx (g

L'encadrexent est du méme type que précédemment, Comme au paragraphe III -

3 - 8, on peut poser :
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seketsbex et feogm, e m,

LTS B A

III - 4 - 5 Prpposition

On définit alors le méme algorithme qu'au paragraphe III - 3 -~ 7,

D'Ipr‘él 1'hypothase H'3, ||Vf (x) || ot ||[Va (x) || sont bornés supérieu-

rement sur B.

On obtient la proposition suivante :

Proposition

Avec Les notations précédentes ot sous Les hypothlses (ut), (H2), (H'3),
(H4) o4 & une 2tape on a ky! (K) = 0 alons X est sotution optimale de PI1,
Si cette Eventualith ne se produit jamais, la suite inginie (% | k € )

fournie par L'algonithme est telle que ¢

lim£ (5) = £ (D

k+e»

k €8

RCMU& : L'optimisation compl2te de P3 (K) n'est pas nécessaire.

IIT - 4 - 6 - Lien entre la méthode du barycentre et L'algonithme de FRANK
ET woLFe 131

Soit A résoudre le programme suivant
Max £ (x)

P] . b (x) 20
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11T - &4 - 6 - 1 - Application de L'algonithme de FRANK et WOLFE

\

Cet algorithme développé au § IV = 2 donne dans ce cas particulier la sé-

quence suivante A 1'étape k :
-a-Soit % tetquev 5 2o
- b - Soit § sotution optimle de :
[Hax vt (I;) P

b(x) 20 -
k
-c-Sodk;lboMonde{Haxf(x)lxe[x,‘;]}

(Retour & - a - avee LI D)
EL A chaque &tape on a L'encadrement sulivant s

o st®m-t®Meved . E-H

111 -~ & - 6 = 2 Application de la méthode du barycentre

le programme directeur devient t
ax £ (X5 . A)
X

e . kx =]

20

P2 (K)

-

A l'optioum x (K) = x‘ « A(K) est 1i& 3 la variable dusle u’ (KX) par les

relations ¢
2 VElx@ 1.+ (0 .eF g0

) vEfx@® J.x(K ==u" (K

On 8 donc 3 résoudre le programme auxiliaire suivant @

- Y .
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Max V£ [ x (K) ].. x

P3 (K) b(x)2 0

A l'optimum, X°, de P3 (K) on a ¢

0SEM®M~E(xM] g VEIx®] . [X-x®]

II1 - 4 - 6 - 3 - GEnéralisation de 'algonithme de FRANK et WOLFE

A 1'étape suivante de la méthode du barycentre, on r&soud P2 (K')
avec K' » XU {s} . On maximise f dans un ensemble convexe contenamt

le segment [ x (K), x* ] . .

I1 s'agit d'une généralisation de ~ ¢ - dans 1'algorithme de FRANK et WOLFE.

III - 4 - 6 -~ &4 - Remarquesd \

= | - On retrouve dans ce cas particulier, 1'algorithme de HOLLOWAY [15])

appliqué au programme suivant @
4

Max £ (x)

= 2 - On peut encore noter que, dans les mémes conditions, la méthode des

colonnes [IIT -3 ] de DANTZIC donne la solution aprds une &tape de calculs.

IIT ~ 5 - CONCLUSION

L'intérét principal de ces deux méthodes réside dans .le fait que les
Programmes 3 traiter sont de taille plus réduite, en général, Cependant,

¢lles ne nous affranchissent pas de la non linfarité de tous les problimes
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2 envisager ; ceci en particulier au niveau des sous—programmes.
“prog

Notons enfin qu'elles semblent bien convenir pour les programmes mathé-

matiques du type suivant 3

Max £ (x)

a(x) 20

B.x=b .
x20

avec des hypoth2ses bien choisies.

- Re ue

Supposons de plus a quadratique ; on peut noter qu'aucun des deux algo~

rithmes ne permet de tirer profit de cette propriété particulidre.

"L'algorithme mixte", que nous allons définir eu § IV = 3, se particulari-

sera dans ce cas.
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CHAPITRE Iv

.

ALGORITHME MIXTE

\

M XK KA MK KK KR KKK XRN
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IV = 1| = SOUS-OPTIMISATION UNIDIMENSIONNELLE

IV = | ~ | Problime posd

Soit 3 résoudre le probléme suivant @

Max £ (x)
P xeANs

On suppose que !

HI = A est un ensemble convexe et fermd
H2 - B compact et convexe
HY - £ : " + R telle que :
i-f est concave sur &"
il - £ est continiment différentiable sur R

He - ANB ¢ @

IV ~ 1 = 2 - Principe d'un algorithme de sous-optimisation unidimensionnelle

k .
A une solution réalisable x , obtenue 2 une &tape k, on associa une partie

k
4 (x)de ANB

. k k
On choisit arbitrairement z € A (x)
k k
On maximise alors la fonction f sur le segment (x I ]
k+!
Soit x le point ainsi obtenu.

) kel k
On réitdre le processus avec x au liey de x

o
Initialement on choisit x € ANB
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IV - 1 - 3 Propri8tis

\

Moyennant les hypoth2ses indiquées, 1'algorithme génire une suite infinie
k k
{(x,2)| keN) vérifiant les propriétés suivantes :

- Propri8tt 1 i VR EN, £ (5 € £ ( 5
- Proprité 2 1 ¥k eN, 5e ANB
- Propnitts 3
Quel que s0it Le point d’accumulation (%, 3) de fa suite{ (%, % | k €N )
g8nérte parn L'algorithme on a : ‘ '

TEM . (T-D<go

/A

- Démons tration :

Soit N'<€C N définissant une sous-suite infinie conwvergente 13

[ I ]
(& 5Hlxen') + (x,2€B x 8
Par définition de k;l on a
ve,0¢0 ¢ 1, £Cxh ke E-%)

Donc Yk € N' et Yk' € N' avec k' 2k ¢ | on a ¢

L]
ve,0ces 1,£G4) > etk -
Soit en passant 3 la limite [ f &tant continue sur & ]

" » w »
V0,0 £068¢ 1, f£(x)2Ff[x+ 8 (z-x]

» .
On en déduit que x maximise f sur le segment [ x, z ]
" .- w

On s dong, en désignant par M le clne tangent en x au segment [x , 2] :
™ .
Vf(x) €T(M cone polaire de M ( § 1 ~3-5)
. w»
or{z-x)]éeM
Par définition du cBne polaire T (M), on a donc :
» » =
VEf &x). (I'X)\<0

Remarque: Pour toute partie infinie N'' de N telle que :

Y k 6N, (‘)‘t,lz‘)-(':,‘z') on a aussi : V f('x‘) . (.z‘-.x‘)\< 0
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P ropri8Lt 4 :
& &tant wte solution optimale de P, 3{ Yk 6N , on a

oct@-tHeve® . E-H

ators Lim £ (5 = £ (R

k + o

Eneffer vk en, V£ 0. 8-H 30
D'ap;ln la propriété 3, (:. :) étant un point d'accumulation de la suite,
on a dans ce cas ¢

VEM . (-0 =0,

= lim £ =t @®. donc:lim £ (5 = £ (R 1a suite
k + ok €N' kK =+ o

suité &tant monotone non décroissante,

Pour un point f'; ,.i.)[ remarque précédente] on a le méme résultat,

IV - 2 - ALGORITHME DE FRANK ET WOLFE [ 13 ]

\

IV - 2 = 1 = Afgorndithme

I - Initialement, on choisit S € An B

2 - A L'8tape k, on dispose de ¥ .
A(‘)‘t)-(18408|:muMer(§) .xaecxeAnsB}

on choisit & e o)

3 - Soit *x' fe point qui mavimise £ sun [ &, ¥ )

Retour & 2 avec k =k + 1.

IV - 2 - 2 ~ Proposition

Par définition de %. on a i
ved . -9 sved . E-Y
D'aprés la propriété 2 et compte tenu du fait que f est concave on peut

crive
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ostw-t®meve® . E-H
La propriété & nous donne:; p

lim £(5 = £ (®

kv o

Proposition

Avec les notations prfcédentes et sous Les hypothRses(Hl), (H2), (HI), (H4),

La suite inginde { § | x eN )} fournie par L'algorithme est telle que :
tim tH -t ®

k+o

IV = 2 = 3 - Remarques

| . lors de la maximisation sur le segment, on peut se contenter d'ume

solution 3 ¢ prés, Nous préciserons dans quelles conditions au chapitre VI .

2 . A chaque itération, on posséde un encadrement de l'optimum trés satisfai-

-

sant sur le plan numérique.

3 . Dans le cas particulier suivant @

Max f (x)

A.x=a

x>0

Cet algorithme conduit 3 une séquence infinie de programmes linéaires et
de maximisations sur un segment, ce qui est intéressant sur le plan numé-~
rique.
4 . On trouvera dans [ 16 ] et [33 ] une &tude générale des algorithmes de
sous-optimisation unidimensionnelle utilisant en particulier la notion de
fonction multivoque. On peut aussi en trouver une démonstration différente

dans { 1] ] wais moyennant des hypothéses plus fortes.
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IV = 3 ~ ALGORITHME MIXTE

IV -3 -1 = Probldme posd - Hypothdses

~ Il s'agit de résoudre :
Max £ (x)
Pl a{x) 20

b(x) >0

A et B sont définis comme au chapitre III.

= On supposera que ! R

Hi : ANB 4§ #

H2 : B compact

H3: f: R = R concave et con\mamnt digferentiable sur "
at & + &Peoncave sur R

b : B" + gYconcave sur K
Pour la suite, nous introduisons les mémes notations qu'au chapitre III.

IV =3 =2 - Prineipe de £'alqorithm mixte.

L'algorithme de FRANK et WOLFE détermine % 4 partir du programme suivant :

Max 9 £ (i) . X
a(x) 20
b (x) 20

pour lequel les contraintes sont non linaires.
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Nous allons introduire le principe de décowposition barycentrique.
Lle point % sera alors défini 3 partir d'un programme linéaire dont le
domsine des solutions réalisables sera inclus dans AN B ., Il s'agira donc

d'une approximation par défaut.

Les conditions de KUHN et TUCKER nous permettront "d'agrandir" cet ensemble

2 chaque itération en résolvant un programme non linéaire en général.

_IV = 3 - 3 - Programme directeur de £'algonithme mixte

- A 1'€cape k, on dispose d'un engemble fini d'indices K, et, d'un ensemble
de générateurs { X7 | Xj €B, jex}

Désignonlpar:B(K)-(xeRn]x-xx.XK,AK.XKZO.cK.XK-I,

AK 201} od AK est une matrice dont la colonne j est A o=a(xh).

soit § € B (x)
Oan peut définir le programme suivant @

(ax v e & XL 2

K
X
A.X‘?.O
P2 (k, K) Koo -
Ag 20

W~

Si A (K) est une solution optimale de P2 (k, K) on notera:

X aw
- Rew&eé !
= 1) K est choisi tel que B (K) ¢ @ 3 1'étape | .
- 2) P2 (k, K) est programme entidrement linéaire - S$'il1 est supposé résolu

par la méthode simpliciale, on obtient les variables duales avec A (K).
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IV - 3 - 4 - Conditions de KUHN et TUCKER relatives & P2 (k, K)

- Désignons par (h, E') les variables duales associées 3 la solution

optimale A (K).

On obtient les relations suivantes :

ex

20

m
@ ve® Ko E AR K L Kgo

ex

» Y. Af . 2w -0

@ ved L Ea-ke

.

IV - 3 ~ 5 ~ Programme auxiliaine de L'algonithme mixte

Désignons par x* une loluti()(l optimale du programme suivant 3

Hafo(%).x#h.a(x)

P3 (k, K) b (x) 30

A noter que P3 (k, K) n'est pas un programme linéaire.

Posons enfin: d° = ¥ ¢ (?() . x* 0|k1 ca(x® ¢ h'

La résolution de P3 (k, K) va penmttre“d'agrandirul'enleuble B (K) .

IV - 3 -'6 ~ Encadrement de L' optimum

= On peut obtenir alors un encadrement de l'optimum comme dans les méthodes
présentées au chapitre III,

En.ffeton.:Vf(l)‘:).i*h-l(i)’§.$d..
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k
Conneh.c(i);OetV!(‘)(() .§&°u',onendéduitque:

ve ©.x-5 ¢d

k _k

Soitencore : VE(D.G-Decd eve® . E-5

n
Or f est concave sur R

ost®-t® v ®.E-9

- Re ue

On peut noter que 1'algorithme mixte fait intervenir les majorants relatifs
aux deux ;::éthode- dont elle est issue.

Pour la suite nous poserons AP S A (|§) (§ - k)

D'od

osE® ~£¢ ¢0°

IV - 3 - 7 - Algorithme

] - Initiatement on choisit % €B (K)
2 - AQ'8tape k , on dispose de l§ et K.

al On déteamine § sofution optimale de $2 (k, K)

b} On cateute (5, &)

¢) On adsoud alors P3 (k, K)  qui nous donne x* et p°
3 - Deux cas sont alors possibles :

al D® = 0 alors ¥ est solution optimate de P! .

b). 0* > 0 On detenmine %' qui maximise £ surl &, ¥ )

On agrandit l'end.amba d'indices X' =K+ s

Retour & 2 avec k = k+l et K = K'

- Remanques :

I1 résulte de 1'algorithme que :
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k
- Vkes, x€B8 (K
k
- La suite { £ (x) | k € S } est monotone non décroissante . ( S Etant la

suite des itérations )

IV - 3 - 8 - Condition ndcessaire et suffisante pour que ®* = 0

- Montrons tout d'abord que d® 2 0. En effet :

P eve® . el a0+ K

k

u
vt . ek a ) -ved Lk
K axH1-ve . 5+5%. a1l

v e (K L xt e

Vv
o

car % € B et X* est solution optimale de P3 (k, K)
= Comme I)‘: € 8B (K) et g est solution optimale de P2 (k, K)
ona:Vf(‘;) ._(E‘l}:)ao

=~ On peut alors &crire que ¢

ved . &E-%Heo

IV - 3 = 9 -Proposition

~ D'aprés 1'encadrement, si, & une &tapek,on a D* - 0, alors 1'optimum est
atteint.
= Sinon 1'algorithme est infini.

Supposons que : ¥k € S, D' > 0.

Ajoutons 1'hypothése suivante :

né-vies, 5 5) ev compact
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S étant la suite des itérations, posans pour les mfmes raisons qu'au chapitre
\

III ¢

Ke{1,2, ..oo, k} s =kel

Ykesetk' >k : K's{ 1,2, ...,k"}

K oeve® TS o ke

o L weved . E-H

vies, o, 5 55 By e B x U compact.

Désignons par (Y, ;, :, :, :') € 83 x U un point d'accumulation de cette

suite. On peut extraire de S wne loua-lyite infinie S' telle que :
CRLEEE B - L5 DY

k+

k€s’

k
orrvikes, Kl @« 96 T e K 0 (Y oK s 0 (v-3-8)
1 1] 13
et ¥kes,Vk' ok Ky eve® . el aokh sk o
( K. et T.)

Comme a est continue sur R et f continloent différentiable sur Rn)

on obtient,en passant 3 la limite :
PEXD el a P et eo

De plus ¥ k€S8', ©Vf (§) . (5 - K) 3 O.Compte-tenu de la propriété 3 .
du paragraphe IV - | = 3 on a aussi @

vE® . (E-% =0

Doz : lim B (0 =0

k + o
kes'
Comme la suite des valeurs f(g) est monotone mon décroissante, on a ¢
, k -
lim £ (x) = £(X)

k + o

kes
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Proposition Avec les notations précédentes et sous Les hypothdses W1, H2,
H3,H4 84 & une tape de £'algorithme on a ‘5 2,0 = 0 alons £
est une solution optimale du problime P1.S{ cette Sventualité ne s¢ produit
jamais, la suite inginie { & | k € S } founnie par L'atgonithme est
Lelle que

tia £ = £ ®

k » >

kes

IV - 3 -~ 10 - Cas ol L'hypothdse H4 est salisfaite

B'4 - Initialement L'un des générateurs xi° est tel que
s (3% >0 et b (xI% 3 0.

£0

. \ .
-Eneffetszes,Vf(g(c).xJooh.a(xJ°)¢5°\

- Sawycved . &-xio

k. , : .
= pula e d . E- X

Or

k. . k. .

i jo 1 Jo
ogu.-i(X)gfu..i(x)

L}

k. k k _k

0\<u1§Vf(X) .jc(,z-x)
s (x)
= En outre
k k

u'--Vf(&).z

Comme f est continlment différentiable et que ¥ k € §, (‘:‘(, 5) e Bx8
compact, on a ¢

Yk e S,(\kn, h') 8 U compact
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H"4 : A une certaine itération k = }l(,l.e programme dinecteur P2 (k, K)

[}
suppos€ Ecnit sous forme canonique admel une base optimale nom digénénle X .

Mettons P2 (k, K) sous forme canonique.

k
Max V£ (0 L KU A L

avec XL-O;eL-O;AL--U

I1 suffit de montrer que Yk €S, k 2 ko on a (‘\‘n. h.) € U compact.
Posons :
k
d® 900 XLk AR ke Kleo vres
L] L ]
1

[ ]
dod adF =0k o xlel. Atk L Tco, vizKo, keSS

L]
= Come X;> 0 on a donc @

L ] ’ L] L] L]
L[] L [ ] ®
FLINCIPEIE CRIE 2PN U LIS U SURPUINS SR P IR (P
1 1 I I
b .
sve®m g
‘.
-ve ity
IO j. L] ;..
Or d. A% = I, d X, £SO .Posonss: ye X A7 .
I jer j S 1.

D’oan(‘x(:) . (;-!)sdj.kj§090ur je;
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k M k . .
. v . -
Soit f(i) ( ‘)<dlso,Vje1.Vkes,k2k°

i

L]
On peut donc affirmer que d° (K) est borné , v k €8, k 3k

. 1
S A
Come dd () -veH . X" 5 51 .| .
: g
. ° ;‘l
- &GEyetdw-ved® . xry. A
1

Oor § € B et f est contintiment différentiable @

- (b, 't(a.) evu cownct\/k es, k3 ko.

- RCMU“ ] \

] - Les deux cas proposés sont identiques 3 ceux envisagés dans la méthode

des colonnes.

2 - L'optimisation compléte de P3 (k, K) n'est pas nécessaire, ce qui est

trds intéressant sur le plan pratique (voir chapitre VI).

IV~ 13- 11 = Conclusion

= Comme dans les deux algorithmes précédents, tous les sous—problémes 3

traiter ne sont pas linéaires.

= On peut toutefois remarquer que, dans le cas particulier qui va suivre et
moyennant une hypothdse supplémentaire, 1'algorithme mixte se ramene 3 une

séquence théoriquement infinie de programmes linfaires et de maximisations
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sur un segment.

\

- En effet, supposons que l'on ait 3 résoudre 3
[~

Max f(x)

a(x) 20

Pl
B.x=b

x20

P2 (k, K) conserve la méme structure l‘inéaire tandis que P3 (k, K) devient
un probléme & contraintes linéaires et .l fonction &conomique partiellement
non linéaire.
Max V£ (H . xe 8.0
B.x=b»b

P3 (k, K)
x20

~

Si a est de plus continiment différentiable sur Rn,l'algorithme de FRANK

et WOLFE peut #tre utilisé et donnera une séquence infinie de problémes
linéaires eé de maximisations sur un segment, En outre, 3 chaque é&tape,
on possédera un encadrement de l'optimum, ce qui s'avére trés intéressant
si on veut résoudre P3 (k, K) & € préds. On en trouvera 1'étude détaillée

au chapitre VI,

Remarquons enfin que,dans le cas ol a est quadratique , P3 (k, K) est un

programme quadutique.' les maximisations sur un segment peuvent se faire
de fagon exacte., On peut wfme résoudre P3 (k, K) par un algorithme fini de
programmation quadratique. Les deux algorithmes présentés au chapitre III,

ne présentent pas dans ce cas cette particularité intéressante.
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CHAPITRE v

ETUDE D'UN \CAS - PARTICULIER

XXX XMXXRHRXXR XXX XNHXKARX XXX XX
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V - 1 - ETUDE D'UN CAS PARTICULIER

Ve=1-=1¢=Probldme traitf - Hypothlses

Nous allons maintenant nous intéresser au problime particulier suivant @

Max f (x)
P c(x) =0 (§))
b(x) 20 (2)

Posons 1 A'" { x [ ¢ (x) =0}

Be{x|b(x)20}

Les hypoth2ses sont les luivm\tel !

Rl : AN Bf @
H2 ¢+ B compact \
R3¢ £ : " + R concawe et continiment digferentiable sur &®

b R - Rq concave Sur Rn

He: 4 -c: R +R convexe sur R

ii-¥Yxe®, c(x) 20

-_Remarque 1 s

(1) ne comporte qu'une seule contrainte. Si on introduit le principe de
décomposition dans B , le programme principal ne contiendra que deux con-~

txsintes, ce qui est trds intéressant sur le plen numérique.
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= Remarque 2 :

A titre d'exemple, le probléme suivant peut se ramener 2 la forme P :
Max f (x)
A.XxX= g ()]
b (i) >0
8i (1) comporte p contraintes, on peut poser :
P 2
c(x)= % (A, . x7a.)
-1 i i

ol ¢ vérifie 1'hypothése R4,

V=-1=-2-=Foume canonique du problime

Ramenons (P) 3 la forme (Pl) des chapitres III et IV .
En utilisant 1'hypothise H4 - il on peut &crire que :

c(x) «0co -c(x)3 0

Posons donc ¢ YV x R, a' () mec (=D Vx ER, a' (x) 0
Notons de ofme 4 = { x| &' (x) 3 0}
P s'écrit alors
Max £ (x)
(e1) a' (x) 30

b(x) >0

V-1 -3-Difficultés rencontries

Compte~tenu des hypothises : 1 xer | a' (x) >0

L'hypothdse H4 de 1a méthode du barycentre (§ III - 4) n'est pas satisfaite.
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Envisageons maintenant, la méthode des colonnes (§ III ~ 3) et 1'algorith=-

me mixte (§ = IV - 3).

On peut déja noter que 1'hypothidse H'4 n'est pas vérifiée. Montrons qu'il

en est de méme pour 1'hypothdse H"4 -

En effet, pour ces deux méthodes, le programme directeur est un programme

linéaire 3 deux contraintes, Mis sous forme canonique, il s'&crit :

r X .
A .AX"XO-O

K
e .XKOO.XOOI

A 20 , A 2 0O

S

K - - j L ]
OI'A.XK Xo Owjglc(x).leXO Y

: 3
=> lo-Oet(VJeK.c(X).Xj-O)
On en déduit que :

[A 40 = caxheo ] = [cxhgo = A= 0]

_ Pour avoir une base non dégénérée on devrait avoir comme matrice de base

[0 0] ce qui est impossible. Il n'existe donc aucune base non dégéné-
! | .

Remargue 1 :

les deux variables de base ont pour valeurs i .
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le-l et iji:o

La solution du programme directeur est donc un des générateurs X! cer

que &' (le) =0

Remarque

D'apris la remarque précédente, la solution du programme directeur dans

1a méthode des colonnes est le générateur X‘“ tel que @

t ) emx (e e, b )3 0eta () ooy

D'une &tape sur 1'autre, la solution du programme directeur reste inchan-

gée tant que le générateur entre X‘”l est tel que a' (Xkﬂ) <0

V-1 =4&- Mthode des colonnes - Liem avec Les méthodes de pénald-

sations extfnieures [23 1 125 ] [34]

A chaque Etape de la méthode des colonnes, on introduit un nouveau généra-

teur x’"' solution optimale de P3 (K) :
Max £ (x) *lul: cd
b (x) 30

-

Deux cas sont alors possibles 1

1 - a' (Xk”) » 0 : Alors Xk’l est solution optimale du probléme posé P .

2 -a' (xk’_') < 0. Alors la solution optimale du programme directeur P2 (K)

reste inchangée 3 1'Etape suivante (§ V- 1 ~ 3 = remarque 2) «

Supposons que : ¥ k €S, a' (x"") < 0

Initialisons l'algorithme avec
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kK={1)} et x! € AN B

!
En général, on a @ £(X) <f(®
. : k
Dans ces conditions on a: V¥V k € S5, x = Xl (cas 2)

ke

Done Vv k € S, u' == f¢ (x') (condition de Kuhn et Tucker)

L'encadrement donne dans ce cas :
o<t -t ¢
k)
pos: vkes d@=t@hel o ®heb 2o 0
or: Vv Kk €s, £ Eh SR L o) ek <o

(Kuhn et Tucker)

- (K=& e o0

a' x“')<
(\ 0

La suite des valeurs { 5 | Kk € S} est monotone strictement croissante.

Supposons qu'elle soit bornée.

Dans ce cas, on surait : ¥V k € S, (5. 5') € U compact
En utilisant les résultats du § = IIT -~ 3 - 8 - On aurait 3
Tes telque: @ 0
k+ o
ke ¥
ce qui est en contradicti:on avec le fait que : Yk €S, “3' (K) 2p>0

-> linil‘:-*"
k+ow

On peut alors &tablir un lien entre la méthode des colonnes et les méthodes

de pénalisation extérieure,
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En effet, reprenons le probléme P :\
Max f (x)
P c(x) =0
b (x) 20

Rappelons que A'= { x € R® J]e(x) =0}

Introduisons yne suite de fonctions pénalisantes, relatives 3 A', soit 190

K=, coep B, sees

On résoud le programme pénalisé suivant :

Max f (‘) - Pk (‘)

b (x) 20 | SLIE S T
On a la proposition suivante :
Si les problémes (Pk) admettent tous des solutions optimales !, alors
k
tout point d'accumulation de la suite { Z | k € N } est solution optimale
k -

de P et la limite de Py (Z) est nulle.

Or le sous-programme P3 (K) relatif & la méthode des colonnesg s'écrit :

k
Max £ (x) = u . ¢ (x)
b(x) 20

ks s

avec vk es,
et

lia 5-0-
k+o
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Re, ue
. k
A partir de 1'étape 2 on a donc u > 0
Par un changewent d'indices, on peut démarrer & 1'&tape 2,

Alors la fonction continu.c PP (x) -h . ¢ (x) est une fonction pénalisante

relative 3 A', En effet :

(i)'Pk(x)'lt‘l-C(x)-O > xg A
(ii)-pk(x)-h.c(xwow xg A

(iii) vx¢g A, Py (x) -h . ¢ (x) < pk“(x) -“3'. c (x)

k

k +1
car u <

et (x £ A" o= c(x)> 0)

(iv) Py (x{ + ® pour tout x fixk, x £ A’

“+ o

car lim 5-0"
k*.

Oa en déduit dbnc que la déconpouition barycentrique du ptobilm se raméne 3

une pénalisation extérieure du probléme (P).

On & donc,dans ces conditions,la proposition suivante !

- _Proposition
Avee les notations palcédentes et sous Les hypothlses Bi, W2, H3, H&,

" tout point d'accumulation X' de ta suite { “*! |xe s )} ginirde par
La "mithode des colonnes" est solution op&'ml;, du problime P

V-1~-5-~ Mthode dea colonnes - Etude d'un exemple

Afin d'illustrer le résultat précédemment trouvé, nous allons rilou&re,'

en \'atili-mt la mEéthode des colonnes, le programme mathématique suivant @




X 2 0
xx 20
Craphiquement , on obtient ¢
0,5
§ - et £ (R = -0,5
0,5
fo
J Leo X?- ]
0
0,3333.
iz lzl - ] X3 -
10,3333,
0, 4666.
2.7 - '
0,4666.
0,49803:
b1 xda
0, 49803,
2 =32767
- 6 [0.49999.
"=
0,49999.
1
%
&
1
S B
2 1 2 !
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l. On en déduit que :
0

Choisissons initialement xl -[

fex et ca)-o.

A 1'étape |, on a nécessairement lll = 0.¢( Xl seul générateur de P2 (K))

On sait (remarque 2 ~ § V - 1 - 3) que Xl restera solution optimale du pro-

’ +
gramme directeur tant que le générateur entre Xk ! est tel que ¢

c (Yo

Co-m-l-o.on.:xz-[o

]etc(xz)-l;f(xz)-o
[¢) .

Si ¢ (Xk") > 0, alors la matrice de base & 1'€étape suivante vaut
—exh -e (®*hH

d'ol :

k+] £ (x“") - f (X’)
u =
c (Xk“)

Le sous—programme donnant Xkﬂ s'écrit
Max £ (x) -h . ¢ (x)
x, +x, <2
P3 (R t-m2=
x, 20, X, 20

Remarquons qu'd partir de 1l'étape 2, le point de gradient nul est solution
optimale de PJ (K). En effet, par raison de symftrie, on a X; = X9 o
k
- - ‘ - - u - +1 - +!
V£ (x) th(x) 0 > X Xy e ——p x‘; x‘.:,
1+2u
+]
- Xhl-x‘; eBettk’ch'

5"
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\
Les points { ! | k € S ) générés par la méthode des colonnes sont

situés sur le segment [ Xz, %] On vérifie que la suite { § |ves}

. . k 1
est stationnaite : x @« X

L'algorithme est infini et on a :

. 1. kel ]
hnx‘; -lxnlé -3 .

k = k + =

x*- ? point d'accumulation de la suite { x“" | k 8 5} est solution

71

optimale de P

On peut encore noter que @

k

2 .

c &' - ! s, et f(x““).____2u_k___
(1+2% (1« 2%?

ot IR YIS P

Dans ce cas, la convergence est trds rapide. En effet :

5 0,4999923 5
X = et f (X)) =-0,499985:..
0,4999923
1'optimum est atteint 3 1073 prés.

Re ue

Dans le cas général, la convergence numérique s'avére lente. Ceci est di au

fait que les valeurs de 5 ne sont pas contrdlées mais calculées 3 partir des

conditions de Kuhn et Tucker.

V = 2 = PARAMETRISATION DU PROBLEME P

V=-2-=1=Paramitrisation du problime

Nous avons indiqué au paragraphe précédent les principales difficultés

rencontrées en utilisant les méthodes barycentriques, La propriété particu-
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lidre de la fonction ¢ (H4 =~ ii) va toutefois nous permettre d'introduire
we paramftrisation du probléme &quivalent PI,

Définissons le problime Pl (a ) suivant :

Max £ (x) a > 0
Pl (a) a' (x) 2-a avec . . 0
b (x) 20

On notera x (a) une solution optimale de Pl (a)
Remarque : 1 a' (x) 2= a L g Osc(x).ga

2 a =+ o0 = e =+0

V-2-2= Algonithme de paramétrisation
\

1 - On {nitialise L'algonrithme avee a * a, >0

2 - A L'8tape 1, pour a » & >0 ’ on adsoud P1( a)

3 - On choisit alons a= @44 S0 mtour & 2 avecl = 1 + 1
L'algorithme géndre wune suite inginie { (x [ a l,a,) | 1€e8)

V-2-3- Propos ition

= Avec les notations prbcédentes et sous Les hypothlses Hi, H2, H3, H4, &4
(x", ") est wr point d’accumutation de a suite { (x (a), a) | 1ea}
générte par L'algonithme, alors on a 3

a% 0 = x" est sotution optimatle de P

En effet, désignons par X une solution optimala de P.

On ata' (i)-osul. ¥1Ee€EN.
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=> % est solution réalisable de P! (al\). Y1en,
Il s'ensuit que 1Y 1 €W, f (X < f (x(a)))
Corme f est continue on & donc £ (%) < f ()

En outre @

V1eN, x (al) € 8} ¢ c B
S

B compact

De plus @
view, 0§ ' (x (@) ) ga

. -
-a' (x) =0

L ]
a =0

a' continue sur B
On en déduit que: x*e A'n B d'od £ (x‘) ¢ f®

Soit finalement £ (%) = £ ")

x‘elt bien solution optimale de P

Remarque 1

En utilisant les fonctions multivoques, cette proposition est évidente.

Remarque ¢

- L'algorithme n'est pas modifié si on cherche une solution d ¢ pris de p

- On peut noter au niveau des propriétés une similitude avec les méthodes

de pénalisation ext&rieure ( [23] [ 251 [34]))
-a- ¥ leN,f(i)sf(xﬁl))
“b- v 1eN, f(xG, ))sf(xG))

-c= 2" () =0

(cf chap. VI)




- 76 -

Remarque 3

si-] le €W | &' (x( alo) ) = 0 alors x (ulo) est solution optimale du pro-
bléme P. On peut donc modifier 1'algorithme comme suit,

3' - Deux cas sont alors possibles

s -a' (x (al) ) =0-x (al) est solution optimale de P - FIN

b - a' (x(ul))<O°r¢tour12-nvoca-abl<glct1-1¢l

V=2-4=- Réolution de P ()

Posons : Y a> O, YxeR, a(x) wa' (x) sa=a-c (x)

d'aprés H4 - i, a est concave (et continue) sur .

\

Pl (a) peut alors se mettre sous la forme !
Max £ (x)
P'l (a) a(x) 20

b (x) >0

On voit de fagon immédiate que les hypoth2ses H!, H2, H3 de 1'algorithme

mixte sont vérifiées. Le programme directeur s'écrit

-~ © ok
Hafo(x).XK.XK
AK.AK;-G

X

. .Xx-l
2 0

P2 (a, k, K)

Ax matrice dont la colonne j est Aj - ' (Xj) - - ¢ (XJ)
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\

11 s'agit d'un programme linéaire 2 deux contraintes = Sa résolution par

la méthode simpliciale nous donne de fagon immédiate les variables duales.

Les conditions de KUHN et TUCKER donnent dans ce cas :

3 ( l‘.;o, k) tels que @

|-Vjex,vu§).xjoh..’(xj)ol‘.'.go

K
2-v¢® .5%a-u

3-5. K. awe--5.a

et le sous-programme s'écrit :

Max V £ (&).xth Cat

P} (a, k, K b (x) 20

1]
Enfin t A ¢ 9 et v:ea“,c(x);o. ~
Compte tenu des hypoth3ses oo peut affirmer que 3
2eB | ¢c®M<a ceciva>0
Donc : Vva>o J%|a®>0ecd ()20

1'hypothdse H'4 de 1'algorithme mixte est satisfaite si om introduit un tel

point Q dans l'ensemble des générateurs initiaux.

Nous utiliserons donc 1'algorithme mixte pour résoudre Pl (a), ¥ a > O.

V - 3 - CONCLUSION

Le probl2me particulier P peut donc &tre résolu en introduisant 1'algorithme
précédent de paramétrisation. Toutefois la résolution de Pi (a) par 1'algo-
rithme mixte nécessite une séquence théoriquement infinie de prohlimes 3

résoudre.
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Au chapitre suivant, nous sllons nous intéresser 2 la résolution approchée

des sous-programmes 3 traiter. Des solutions approchées seront obtenues apris

un nombre fini de calculs.
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CHAPITRE VI

DETERMINATION DE

HAR AN XN ARKHX RN XAR

.SOLUTIONS APPROCHEES

XX R XNHRXXNRARX XXX XX XX



VI~ | - PARAMETRISATION

- Dans 1'algorithme de paramétrisation, défini au paragraphe V - 2 ~ 2,

modifions comme suit la phase 2 @

2' = Al'étape 1 , pour a = a,> o, on xlsoud pi(a)l €, prds.
Soit x (a)) La solution approchée trouvée.

= On obtient alors le résultat suivant :

- Proposition

Avee les notations et sous Les mémes hypothdses qu'auxparaghaphes V - 1

et V-2, 88 ( x‘, u.. e‘)\déulgne un point d'accumulation de la suite
{x (), a, € | 1 €8 }ginEne par L'algornithme modiié de paraméiri-

sation, alons on a :

a¥e0 = x* est solution approchle & €™ pads de (é)

Eneffet : Y1 €N, £[x (a) ] ¢+¢ 3£ (R

€1
Comme f est continue sur B compact :

£(x.)0 e

> £ (%)

En outre o =0 => & (x‘) = 0, Par définition de & on a done :
-

£(x) g f (%)

Soit finalement :

£ CEM®SE G +e

VI- 2 - SOUS-OPTIMISATION UNIDIMENSIONNELLE

Dans 1'algorithme de sous-optimisation unidimensionnelle défini au para-

graphe IV - | - 2, définissons le point k;l de la fagon suivante



k+]
X
~b-f %) 3¢

—ectMhsmx (e [ xel 1) -, L >0

On obtient la proposition suivante t

Propni8é 3'

Moyennant les hypothldses indiquées au paragraphe IV = | - 1, quel que soit

Le point d'accumulation (x ,

, €5 ) de 2a suite indinde (l:‘g.lé ' € | x en})
gininfe pan L'algorithme, on a :

0 =GN .6 -x")g0

- DEmons tration

Soit N' € N définissant toujours une sous-suite infinie convergente @

(&S eplren s lele™

Par définition de k;l on & ¢

ve, 06 <1, £(%') > rkeori-%))-¢

D'o0 Yk € N' et Y k' € N' avec k' > k+!} ¢

ve. 0o sos Ledrekeod®-9 ),

Soit en passant 3 la limite :
¥O,0<8 < I, f(x)2f[x+8 (23 ]-¢"

. - * ... w .
On en déduit que, pour € = 0, x maximise f sur le segment[ x, 2 ]

La suite du raisonnement se poursuit alors de la méme fagon.
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Conslquences

- En choisissant k;l comme on vient de 1'indiquer, on en déduit que:

a) La proposition IV - 2 = 2 relative 3 1'algorithme de FRANK et WOLFE est

encore vérifiée.

b) La proposition IV = 3 - 9 relative & 1'algorithme mixte également.

ka' (K) tend vers zéro indépendamment du choix de k;l.

Ces résultats sont trds importants sur le plaﬁ numérique, les maximisations
sur un segment s'effectuant en général de fagon approchée aprés un nombre

fini de calculs,

VI - 3 ~ ALGORITHME MIXTE - RESOLUTION APPROCHEE DU PROGRAMME AUXILIAIRE

Comme dans les méthodes de décomposition rappelées au chapitre III, on
peut, dans ]'algorithme mixte, se contenter d'une solution approchée de
P3 (k, K) définie comme suit :

k

a- v . eSah s &

>0

b= vt . el e e (e xel a @b w2o-g

+ >
avec Bk 0

+ Bk - 8‘I quand k * ®
En effet 1'encadrement obtenu au paragraphe IV - 3 - 6 g'écrit cette fois :
ose@w-t®edeved.E-Y%ea.
Dans ces conditions :

-4 i Bf = 0 on & encore ¢ lim f (5)- £ (%)
ke w
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k
il - oi 8% >0 alors lim £ (02 £ () - 6"
Koo -
On obtient une solution approchée 3 B pras du problime P

VI-4- CONSEQUENCES

] = L'algorithme mixte nécessite 3 chaque Eétape le traitement de deux pro-
grammes en général non linéaires, 3 savoir P3 (k, K) et une maximisation sur

un segment..

D'apréds ce qui précéde, ces deux sous-programmes peuvent étre résolus de
fagon approchée. Chaque &tape de cet algorithme peut donc €tre ramenée 3 une

séquence finie de calculs.

2 - Dans les mémes conditions, chaque &tape de l'algorithme de paramétrisa-
tion nécessitera un nombre fini de calculs lors de la résolution de Pl (a 1)

) el prés,

VI = 5 = ALGORITHME MIXTE - RESOLUTION APPROCHEE DU PROGRAMME AUXILIAIRE

DANS Ui CAS PARTICULIER

VI - 5 = | - Cas particulien &tudid

Sur le blan numérique, nous nous intéressons tout particulidrement au
cas suivant
. b(x) 20 <> {(B.xeb, x20}
Dans ces conditions 1l'algorithme mixte (IV - 3) (et par voie de conséquence

1'algorithme de paramétrisation (V = 2)) demande de résoudre un sous-programme

du type 1
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anVf(&).x*h.n(x)

P3 (k, K) B.x=b

x20
Moyennant une hypoth&se supplémentaire sur la fonction a , on peut chercher
une solution approchée @ 8k > 0 prés en utilisant 1'algorithme de FRANK et
WOLFE (IV = 2). Ce choix se justifie par le fait qu'd chaque &tape, on pos-

séde un encadrement de 1'optimum.

VI - 5 - 2 - Résolution approche de P3 (k, K)

Aux hypothdses retenues au paragraphe IV - 3 ajoutons :
n P , . \ , n
HS - a: R + R continument différentiable sur R

On peut appliquer 1'algorithme de FRANK et WOLFE conme suit @
{ = On initialise avec (y’ € B
ii - A 1'étape m on dispose de § € B
a - On résoud le programme linfaire suivant :
Maxvf(‘;(() .x*h.Vn(?) . X
B.x=b
x>0

Soit ;" la solution trouvée.

b - On détermine ¥y' vérifiant : |
o |
*%Ne(¥, 9
k 1
ot (D . e SLa (W) et PN D

ot D T el La (W Mxwe® xS e [ xed I

“~ €

. n

avec €_ >0
L]




Retour & ii avec

On sait (VI = 2) que si c‘- 0 alors la suite:

{vf (&) ¥ 5 . a (55 | m eAN } converge vers 1'optimum de P3 (k, K)
L'algorithme est infini, montrons que 1'on peut trouver aprés un nombre fini
de calculs, une solution approchée de P3 (k, K)a Bk> 0 prés.

Comme nous 1'avons indiqué au paragraphe VI - 3, X® doit d'abord vérifier :
veEdt ek a ™50

Notons d'abord que par définition de m;l la suite

{vedH . B K.a &H + L3 | ® €N } est monotone non décroissante.

or:ve .8+ wo

s B amso

- @ .5k a® 830

e

-~

Si on initialise 1'algorithme précédent avec t
§ -k :
=2 ona:

ke
u

Voen, e . F+5. aBH 520

En outre on a, 3 chaque &tape, 1l'encadrement suivant :
0c{MaxVEC .x+85.a | xeB +5 -ved . P+5.a et
sve®+b.va®draf -9

d? plus, si (J, ¥') est un point d'accumulation de la sujte ;

{F. ¥ |men}) ona:

(veEd s+ 5. vad1 T -T1-0 (" =0) [51V-1]
On peut donc affirmer qu'aprés un nombre fini d'étapes, ® s on aura :

o sreh +b.vad .0 F0-Fisgs,

I1 suffit alors de prendre :

x* -5
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On en déduit donc qu'un solution gpprochée aB k > 0 prés de P3 (k, K)

peut §tre trouvée aprds un nombre fini de calculs.



ESSAILS NUMERIQUES
XK KXNXKXXNXXXXXXXX
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Le code des méthodes a &té réalisé en FORTRAN IV ( toutes lesg
variables &tant en précision &tendue ) et exploité sur um ordinateur

IBM 360-40 de 128 K-octets de wémoire centrale.

Pour ce matériel le temps de résolution du programme test de
COLVILLE , en précision &tendue, est de 710 secondes. Nous appellerons
temps de résolution le rapport obtenu en divisant le temps réel de

résolution par 710 .

La wméthode des colonnes ( ‘ III = 3 ) et 1'algorithme mixte

‘ ($IV-3) ont &té &tudiés numériquement ( § VII - | ). Au paragraphe
VII = 2 1les deux méthodes ont &t& comparées. Pour les problémes tests
envisagés ( annexe I ) 1'algorithme mixte est plus performant que la
méthode des colonnes. Toutefois la convergence numérique s'avére lente

dans certains cas.

Au chapitre VIII nous étudierons la paramétrisation ( § V- 2 ).
Les problémes tests sont regroupés dans l'annexe 1I. Des variantes seront

‘apportées afin d'améliorer la convergence numérique ( § VIII - & ).



CHAPITRE VII

\

ALGORITHME MIXTE

X RXHRXARXRAXXKXEXXARXX

METHODE DES COLONNES

B X X X X NAXXRXXXKXXRXXXAKRXK XK
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VII = | - CONSIDERATIONS NUMERIQUES

VII = 1 - 1 - Introduction

Le programmation des deux algorithmes a nécessité la résolution des
problémes suivants : .
~ Choix des générateurs initiaux et
- Résolution du programme auxiliaire 2 ¢ frés.

Au paragraphe VII - | - 2, nous allons indiquer la méthode choisie pour
sélectionner les générateurs initiaux et en montrer 1'intérét. La résolution
approchée du programme auxiliaire sera abordée au paragraphe VII- 1 - 3.

Les deux algorithmes fournissent 2 chaque &ctape un encadrement de 1'optimum.

Son efficacité comme test d'arrét sera &tudiéeau paragraphe VII ~ 1 = &,
Les caractéristiques des sept problimes tests utilisés figurent en annexe I.

VII = | = 2 = Choix des générateurs {initiaux.

Dans le cas particulier &tudié numériquement (1 seule contrainte non lin&aire)
‘1'option retenue & &té une création automatique de générateurs initiaux. On
sait que 1'un d'entre eux, soit x'. doit Etre réalisable ; il a &té obtenu,

lorsqu'il existe, en résolvant le programme suivant :

Max a (x)

b (x) 20

La convergence numérique des deux algorithmes s'est avérée relativement
lente en partant de ce seul point. Une amélioration a §té obtenue en intro-

duisaot les deux générateurs supplémentaires suivants (s'ils existent) :
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-Xzsolutionit:ptéldex Max £ ( x)
b(x)20

- X3 tel que .(x3) =0 & ¢ pris, X3 e[ xl » xz ]

VII = 1 = 3 = REsolution approchbe du programme auxiliaire.

Le programme suxiliaire de la méthode des colonnes ou de 1'algorithme mixte
a &té& résolu 2 € prés en utilisant 1'algorithme de FRANK et HOLI_’E. Pour cet
algorithme on a fait varier le nombre maximum d'ittrati.ons; soit J ce nombre.
Des essais numériques,il ressort que la précision des résultats obtenus pour

le probléme posé ( P ) varie avec les valeurs de J .

VIT = 1 =3 -1 - Cas de £'algorithme mixte.

Dans un premier temps, le sous programme a &été résolu & € prds sans limita=-
tion , les temps de résolution &taient alors relativement élevés (voisin d'un

temps standard pour une précision de 10-3).

On a &té amené 2 étudier une limitation du nombre d'&tapes, Il en est res-
sorti que les faibles valeurs de J(inférieures 330) permettaient d'obtenir
bien plus rapidement la méme précision (temps moyen': 0,35 pour 10-3). La
valeur J = | a donné pour certains probldmes de trés bons résultats. J supé-
rieur 2 30 n'apporte aucun gain, ni en précision, ni en temps. On a envisagé

1'alternance J = | , J = J, pour des valeurs de J, inférieures A 30.

Le tableau suivant, caractéristique des résultats obtenus dans l'ensemble,

donne 1'illustration du gain de temps.
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TEMPS DE RESOLUTION NECESSAIRE POUR ATTEINDRE

UNE PRECISION ABSOLUE DE A £ = 107>

Temps maximum de résolution O, 282 (200 secondes)

TYPE A B
ALTERNANCE J CONSTANT B/ A
PROBLEME £ (B 1 - 15 . =18
I 3,7321 0,001\ 0,011 1
11 -0,2540 0,011 0,033 ' 3
v 14,9706 0,025 0,039 1,5
v -2,1806 0,106 0,262 2,5
V1 16,1231 0,080 pas atteint (1)
128 175,5996 0,123 pas atteint (2)

1) Meilleure valeur atteinte : 16,0635

2) Meilleure valeur atteinte : 175,5848
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Le graphique ci-dessous donne 1'#volution du

A 1'obtention d'une précision de

temps de résolution nécessaire
10 dans le cas de 1'alternance pour des va-
leurs de J  comprises entre 1 et 30 ( 1'étude a porté sur les problémes
1av) . '
jt

en millizmes

Algorithme mixte

150

50

(/?',’\':": Yo
\ UL 1 S 10 15 20 25 30
~

(1) courbe correspondant & une précision de 0,006

Les valeurs de J

comprises entre | et 10
meilleurs résultats .

semblent donner les



- 93 -

VII -1 -3~ 2~ Cas de La mithode des colonnes

Une recherche des meilleurs paramétres a &t& Egalement réalisé pour cette
méthode. Il en ressort que les principes de la limitation de J et de 1'alter-

nance sont &galement améliorants.

Pour les problémes I, II et V (les seuls ayant donné des résultats dans un
temps limité & 0,282) les résultats obtenus apparaissent dans le tableau et
le graphique ci-aprés.

Temps d'obtention d'une précision 4 f = 10-3

Temps maximum de résolution 0,282 (200 secondes)

TYPE A B
ALTERNANCE J CONSTANT B/ A
PROBLEME 1 =15 - =15
1 0,009 0,012 1,3
11 0,006 0,019 3,2

v 0,215 pas atteint
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Méthode des colonnes

I's
t (en millidmes)
300 Evolution du temps de résolution

en fonction du paramdtre Jo

200

II

Les résultats les plus satisfaisants semblent &€tre obtenus pour

Jo voisin de 10 .
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VII = | = 4 = Encadrement de L'optimum

L'&tude a porté sur tous les problimes tests, les tableaux qui vont
suivre donnent les résultats pour les problimes I et IV caractéristiques de

tous les autres.

VII - | = 4 - | = Cas de L'algornithme mixte

Probleme n® 1

£ (%) = 3,732050

3% \
X A B
N® de 1'itération £ (%) - £ p® B/A

1 0,957 3,745 4
2 0,1320 0,4837 4
3 . 0,038 - 0,1340 4
4 0,0122 0,0212 2
5 0,0043 0,0062 1
6 0,0016 0,0062 4
7 0,0012 0,0035 3
8 0,0010 0,0575 57
9 . 0,0002 0,0008 “
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Probleme n® 1V
£ (%) = 14,97056
Jo -‘l
k A B.
. . . - k [ B/ A
N® de l'itération £(x) - £ (x) D
1 3,900 6,502, 2
2 0,151 1,469 10
3 0,058 1,798 31
4 0,048 1,557 32
5 0,017 1,363 80
6 0,016 1,322 83
7 0,003 0,603 201
8 0,002 . 0,399 200
9 0,002 0,351 176
10 0,0007 0,185 264
1 0,0006 0,166 276
12 : 0,0004 0,100 250

L'encadrement est bEnucoup plus fin lorsque J° est grand, ceci est
3 approcher du fait que dans les wfmes conditions la convergence numérique

est moins rapide en général,




VII = 1 = 4 = 2 = Cas de La mEthode des colonnes.
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Probléme n® I

£ (%) = 3,732050
J = 15

K A )
\ B/A
N® de 1'itération £ (R - £ ) 0*
1 0,0710 1,2961 18
1 0,0012 0,0373 3l
21 0,0006 10,0016 3
31 0,0004 0,0109 27
41 0,0003 0,0007 2
51 0,0002 0,0063 32
61 0,00017 0,00050 3
7 0,00014 0,00440 31
81 0,00013 0,00040 3
91 0,00011 0,00030 3

—

/‘II £ .
( Y\\l M '
Y

-’
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Probléme n® IV
£ (%) = 14,97056
3=
k ) A B
N® de 1'itération £ (X) - ¢ (xk) p® B/ A
1 0,151 3,162 21
R 0,0500 1,425 29
3 0,0240 2,417 100
e 0,0240 1,247 52
s 0,0118 1,252 106
6 0,0116 0,907 78
7 0,0048 0,745 155
8 0,0046 0,364 79 .
o 0,0045 0,329 73
o 0,0035 0,416 19
. 0,0019 0,264 139
12 0,0013 0,269 207
i 0,0012 0,225 188
" 0,0008 0,160 200
1 s 0,0005 0,137 274
/ ;\\z“ :
JRIX e
-~

On peut noter de méme que 1'encadrement est d'autant plus fin que J, est

grand.
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VII - | - 4 = 3 - Conclusion

On peut estimer que 1'encadrement obtenu 3 chaque &tape est au

moins 10 fois plus important que l'écart réel.

‘Toutefois, Etant donné la trds grande disparité des résultats, il

ne peut &tre utilisé efficacement comne test d'arrét pour des valeurs meilleures

que 1072,
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VII - 2 - ETUDE COMPARATIVE DES DEUX METHODES

VII - 2 = ) = Intwduction

L'algorithme mixte et la m&thode des colonnes ont &t& utilisés pour résoudre

les mCmes problimes tests regroupés dans 1'annexe I.

Aprés les avoir comparés en précision absolue dans n temps trés limité
(§ VII - 2~2) on effectuers une analyse des résultats obtenus en préci.ion
relative (§VII - 2 - 3) dans un temps beaucoup plus important. En outre, on
évaluera (§ VII = 2 = 4) le nombre d'itérations nécessaires pour obtenir une

précision relative donnée.

VIl - 2 = 2 ~ Etude comparative en précision absolue

le temps de résolution maximum a &té limité & 0,282 (soit 200 sec.)
Les temps de résolution figurant dans le tableau- ci-dessous ,sont ceux qui
ont été nécessaires pour atteindre la précision absolue choisie dans un temps

de résolution inférieur 2 0,282.

De 1'analyse des résultats il ressort que, 1'algorithme mixte est plus

performant que la méthode des colonnes. En effet, les précisions cherchées

sont atteintes dans deux fois plus de cas. En outre, l'algorithme mixte

converge, numériquement, en moyenne quatre fois plus vite que la méthode des

colonnes (dans les cas ot les deux méthodes atteignent les résultats.)

Toutefois, on doit reconnaftre qu'elle reste une méthode 3 convergence

tubSrique lente, les résultats cherchés n'ayant pu &tre atteints dans tous

cas pour des problémes de taille modeste.
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COPPARAIS(NlEN PRECISION ABSOLUE

TEMPS DE RESOLUTION MAXIMUM T = 0,282

- . -
Précision 10 3 i 10 ¢
Af '
H
Probléme £ (%) bantzig Alg. k Dantzig | Alg. K
mixte mixte
1 3,7321 0,008 0,001 8 0,152 0,030 5
II =-0,2549 0,001 0,001 1 0,004 0,001 4
Iv 14,9706 0,015 \ 0,008 1,9 0,030 0,018 1,7
v -2,1806 0,146 0,054 2,7 Pas 0,225
atteind
¢
VI 16,1231 Pas 0,080 Pas 0,161
atteint atteint
(2)
!
VI 175,5996 Pas 0,123 Pas 0,205
atteint atteint
(3)

Aucune des deux mBthodes n'a permis d'atteindre la

le temps fixé pour le probléme test n® III

Meilleure valeur atteinte : = (1)

= (2
- (3)

Temps de résolution Dantzig

Temps de résolution Alg. mixte

- 2,1811
15,9530

175,5792

précision souhaitée dans
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VII - 2 = 3 - Comparaison des mithodes en précision nelative

On a déterminé cette fois les temps de résolution nécessaires pour

atteindre une précision relative donnée. Le temps de résolution maximum

& &té fixg 2 1,9 (soit 1350 secondes).

.

La précision relative maximale atteinte en général est &gale 10-6.

Les tableaux qui suivent donnent les résultats pour les pré&cisions relati-

ves 1073, 1074 puis 1073, 1075,




COMPARAISON ‘EN PRECISION RELATIVE

TEMPS DE RESOLUTION MAXIMUM T = 1,9
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Précision eﬁ

[ 1073 1074
Pb. £ (X) | Dantzig| Alg. k Dantzig | Alg. k
mixte mixte

I 3,7321 0,004 0,001 4 0,032 0,007 4,6
I1 -0,25403| 0,00! 0,001 1 0,004 0,002 "2
111 | 12,6969 | 0,128 0,033 3,9 1,830 0,669 2,7
Iv 14,9706 0,007 0,004 1,8 0,012 0,006 2
v -2,1806 | 0,153 0,040 3,8 0,500 0,199 2,5

Pas Pas
Vi 16,1231 atteint | 0,043 atteint 4§ 0,071

(1 n
VII {175,5996 0,022 0,0i8 1,2 0,222 0,650 4,4

Meillcu;c valeur atteinte (1) = 16,0655

U5

uD
/
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COMPARAISON EN PRECISION RELATIVE

TEMPS DE RESOLUTION MAXIMUM 1,9
Précision =~ _ 10-5 10-6
f
Probléme f (%) Dantzig | alg.mixte] k [ Dantzig | Alg.mixte k
1 3,732051 0,338 0,060 5,6f 1,876 0,649 2,9
II 0,2540331 0,006 0,004 1,51 0,014 0,007 2
v 14,970562 0,032 0,013 2,5f 0,280 0,023 12,2
Pas Pas
VI 16,12305
' atteint 0,100 atteint 0,132
(@) (1)
Pas Pas
VI 175,5996 atteint 0,118 atteint 0,192
(2) (2)
Remarque:
Les précisions lO-S et 10-6 n'ont Eté atteintes par aucune des deux mé-

thodes pour les problémes III et V .

(1) Meilleure valeur atteinte 16,0655

" (2) Meilleure valeur atteinte 175,5935
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On peut faire les remarques suivantes :

] - L'algorithme mixte atteint dans tous les cas les précisions relatives

1073 o¢ 1074,

2 - Le rapport k croft de la manilre suivante quand la précision augmente:

-3
mirn
'
(%]
]
&~
[]
w
]
[,

3 - 8i 1'algorithme mixte converge numériquement en moyenne &4 fois plus
vite que la wéthode des colonnes, cette convergence est toutefois lente

au voisinage de 1'optimum.

" VII = 2 - 4 ~ Détermination du nombre d'itérations nécessaires pour atteindre
un rdsultat donné.

Dans le tableau suivant, nous avons indiqué le nombre d'itérations néces-
s2ires pour atteindre une précision relative déterminfe. Les représentations

graphiques qui suivent en donnent 1'illustration.

les valeurs retenues correspondent aux cas donnant les meilleurs résultats

pour chaqua méthode.
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NOMBRE D'ITERATIONS NECESSAIRES POUR ATTEINDRE UNE PRECISION DONNEE
Précision - - - -
1073 107 1073 1078
. Af .
relative .
PB ALGO.
I Dantzig 5 18 125 402
I Alg.mixte 5 6 34 150
11 Dantzig 6 7 1 17
11 Alg.mixte 9 14 24 31
III | Dantzig 27 230 /// ///»
It Alg.mixte 17 83 / P .
v Dantzig 10 17 23 2]
IV 1 alg.mixte 5 7 13 18
v Dantzig 26 82 / / /T/ / /
v Alg.mixte 16 75 /// //
/ . / yd
VI Dantzig i ///// / / e / /
VI Alg.mixte 16 22 - 29 37
~ - / B - 4
B\D 4 18 / / ‘
Uiy vir Dantzig , / / )
Nt
VIT |[Alg.mixte 7 35 36 46
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METHODE DES COLONNES
ombre -

‘itérations Evolution du nombre d'ité-
rations en fonction de la

précision

. Paboision— -

1 0-6 IO-S ‘ -4 -3
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ALGORITHME MIXTE

nombre

d'itérations Evolution du nombre d'itérations
en fonction de la précision

200

150

100

/:-:\\S Précigion
LA - 1078 1073 1074 T
, - -

~—.
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On peut noter que, globalement, les résultats sont plus homogénes pour
1 'algorithme mixte.

Toutefois, dans les deux cas, se confirme la convergence lente au voisi-
nage de 1'optimum. En particulier, pour l]algorithme mixte, S0 itérations en

moyenne sont nécessaires pour atteindre la précision IO-6.
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CHAPITRE VIl

\

PARAMETRISATION
R KM H KKK KKK KX KK



VIII - | - INTRODUCTION.

Soit 3@ résoudre le probléme suivant 3

Max £ ( x)
c (x )' = 0

m oyennant les hypothéses du § V=1 -1 et B &tant une matrice de

\

Pour les essais numériques la contrainte ¢ ( x ) a &té obtenue 2

dimension (q , n ).

partir d'un systéme linéaire :

p .

A.x = a w> ¢ (x) =L (A .x - s )2
i=1 i

Le probl2me initial 2 résoudre &tait donc le suivant :

Max f ( x)
A, x = 2
Pl
B.x = b

x 2 0

= Nous avons résolu le probléme sous sa forme (P') et sous sa
forme équivalente ( P ).
Au § VIII = 2 nous montrerons que la taille des problémes 3
résoudre par paramétrisation de ( P ) peut @tre trés inférieure 3 celle
des problemes intervenant dans la résolution de ( P' ) par la méthode de

FRANK et WOLFE.
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L'étude de la convergence numérique de la paramétrisation sera abordée
au § VIII - 3, Les variantes définies au § VIII - 4 améliorent notablement

N

la convergence pratique de la paramétrisation.

VIII = 2 - EVALUATION DE LA TAILLE DES PROBLEMES A RESOUDRE.

Résoudre ( P ) par paramétrisation demande la résolution, en alternance,
du programme directeur, qui est linéaire, et du programme auxiliaire. Pour
ce dernier, 1'algorithme de FRANK et WOLFE se raméne 2 ia résolution d'une
suite de programmeslinéaires. Il en est de méme pour ( P' ).

Nous allons déterminer le nombre de mémoires nécessaires & la résolution
de ces programmes linfaires en fonction des diverses techniques de calcul
utilisées, ~

~ MEthode "manuelle". Pour toute base I on doit disposer de : T ( I f ,

t (I)ec d (1 f .

- Méthode de 1'inverse explicite. On conserve en mémoire l'inverse de la

1

matrice de base ( Al ) ', elle est modifife & chaque changement de base.

La connaissance de cette matrice permet de déterminer : V j € I R ad (1) .
puis TP (I)ert (I).

I
- Méthode de la factorisation de 1l'inverse. Soit I0 la base de départ, A 0

est généralement une matrice unité. Pour toute base Ik :

I

L -1 G-t k=1 -1
(a7) = (E J.. (A )

L, Iy

E matrice de passagede la base Ik-l 2 la base Ik est de méme dimension

I
que A 0. Elle est complétement déterminde par la connaissance d'une seule

de ses colonnes. Les calculs se raménent 3 une succession de produits
scalaires de deux vecteurs de dimension | I0 [.
Le tableau suivant donne, pour chaque mithode, le nombre de mémoires

nécessaires pour résoudre les différents programmes linéaires.



On a indiqué :
= sur la ligne
- sur la ligne
On désigne par

= k le nombre

A

d'itérations lors de la résolution du programme directeur dans
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le nombre de mémoires nécessaires en mémoire centrale,

le nombre de mémoires nécessaires sur périphériques.

1'algorithme de paramétrisation,

11.12,13 le nombre de changements de base lors de 1'utilisation de la

méthode simpliciale.

METHODE

"manuell\" inverse factorisation
explicite de l'inverse
Programme (A 2k ~ 4 6 4
Z | directeur wn (1)
E (8 kn (1) kn (D) { . (D
[7,] 3
-
& 2

Programme (A q(n-q) q 2q
g auxiliaire
= (8 1l(Q*2) 2)
Résolution (Al  (p+q) (n—p—q) (p+q) 2 2(p+q)
de (P')

. (B

12 (p+q+2) (2)

(1)Stockage d'un générateur @ chaque é&tape.

(2)Stockage d'une colonne de E

L

4 chaque itération.

En général, la résolution de (P) par 1l'algorithme de paramétrisation

nécessite globalement moins de mémoire que la résolution de (P') par la méthode

directe. De plus,le taux d'occupation de la mémoire centrale est plus faible

avec la paramétrisation. Ces avantages croissent avec la taille des problémes.

On remarquera aux paragraphes suivants que cet avantage se traduit par une

augmentation du temps de résolution. le tableau suivant donne les résultats

obtenus,pour les probl2mes de l'annexe II,par la méthode directe.
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VIII = 3 - PARAMETRISATION.

VIII - 3 -~ | ~ Consid¥rations numdriques.

La paramétrisation a ét€ abordée comme une application directe de
1'algorithme mixte. Le code a &té testé A 1'aide des problémes tests figurant
en annexe II.

La création automatique de générateurs initiaux ne nous a pas permis
d'obtenir numériquement au moins un générateur réalisable. Nous nous
sommes donc donnés des générateurs initiaux dont un réalisable.

La paramétrisation nécéssite la connaissance d'une suite :

{ a | 1 € N } telle que lim @ = 0 .les meilleurs résultats
1]+
ont €té obtenus pour une suite { a } telle que G 4p* M. a; avec

0,3 £ uv g 0,7.

L'algorithme mixte converge uniquement pour & > 0 . Numériquement
des problémes se sont posés pour o voisin de O ( environ 10-3).
Une premidre option choisie a &t& de cumuler les générateurs des &tapes

précédentes.

Le tableau suivant récapitule les résultats obtenus.
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Temps maximum de résolution

PRECISION Temps de
- "
Probléme N° £ (%) f (x) absolue relative e (x) a résolution
1 0,75 jamais atteint 3 0,25 prés Ya, 0 <a < 1073
-7 -7
2 6,6666... 6,6395 0,03 0,0044% 1.10 4.10 0,32
3 6,6666. .. 6,66732 0,001 0,0001 1077 4.1077 0,28
4 6 Jamais atteint & 0,25 prés ¥ a, O0< a < IO-I‘
-6 -5 -5
5 14166,666... 14166,599 0,07 5.10 5.10 5.10 0,06
6 48,706136 Jamais atteint 3 0,75 prés ¥ a, 0< a < 102

PARAMETRISATION

-9 -
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VIII - 3 = 2 = Conclusion

La convergence numérique n'est pas assurée dans tous les cas . Nous
n'avons pas obtenu de résultats satisfaisants,une fois sur deux,pour g < I0-3.
Dans les cas favorables le temps moyen de résolution est de 0,22 pour

a voisin de 10-5.

Nous avons amélioré la convergence numérique en introduisant, & chaque
&cape de 1'algorithme mixte, des générateurs supplémentaires. Deux variantes

ont &té définies.

\
VIIT - 4 - VARIANTES DE LA PARAMETRISATION

VIII - & - 1 = Ide¢ gindrale des variantes

Nous avons utilisé 1'algorithme mixte pour résoudre le probldme Pl (o).
On introduit 3 chaque &tape un générateur x®. Afin d'améliorer la convergence
numérique, nous allons introduire deux géndrateurs supplémentaires. Ils seront

obtenus par des maximisations unidimensionnelles dans B du type suivant:

-Max f (x)
PO . d) x= Xo +06.d avec xo_e B
° . x > 0
> 0
_B + X =)
Remargue s

Ces variantes améliorent la convergence numérique de la paramétrisation sans

accélérer la vitesse de convergence de l'algorithme mixte.
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VIII - 4 - 2 - Vaniante n® 1.

Les deux points supplémentaires sont obtenus en prenant

-1~ X, = X® et d = V£ (X*).

-2- X, = x* et.d = Va (X*).

VIII - 4 = 3 - Variante n® 2.

les deux points supplémentaires sont obtenus en prenant

k k
-1~ Xo = %X et d = Va(x )
2= x, = X et d = VE(X) )

VIII -~ & - 4 - T&lustration.

Afin d'illustrer ce qui précéde, considérons le programme suivant :

X% 20

I1 a pour solution optimale il - % - 0,5
Choisissons comme générateur initial le point x' - [ é ]
L'algorithme mixte ou de paramétrisation (ainsi que ses variantes)

donne & = 0.

Dans tous les cas,le premier sous-programme 3 résoudre a pour solution




x2 - 0

1,8
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Les figures suivantes illustrent la solution au démarrage dans tous les cas.

Algorithme mixte,

s k
On sait que =

1

X' tant que le générateur x* entrant est tel que

2 2
Max - x; x202x

a - (x

|

* X

xl¢x2 £ 2

xzs

1,5

2

-1)

2

2

0

KX x*) > o,
2
*2
1
0,5
1
Ve (X))
A A T
0,5 x! 1,5 2 x
= 2 - Paramétrisation.
Pour a > 0 , on résoud :
F +2x
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*2

2

1,5
—

| N2
- x{a)
b3
"N 1 .
- /Vf\(‘x ) N _
xI 2 X,

Le domaine des solutions réalisables du programme directeur donne, 3 1'étape 2,
1
des points du segment[ X , Z )

- 3 - Variante .| ou 2 .

A 1'8tape 2, le domaine des so-
lutions réalisables du programme di-
recteur donne des points de la partie

" doublement hachurée " .

xl'
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VE(X) « |72% %2 - 2 - 4

-2x2¢2 -1

On maximise alors £ dans B sur la demi droite ( X ,d),
on obtient )('2 .
- Ve ( xz ) = [::] = d'., La maximisation de £ dans B sur ( Xz , d')

donne Xz .

L'introduction de ces générateurs supplémentaires "agrandit" 1'ensemble
des solutions du programme directeur..la maximisation de f dans B sur
ces demi-droites a pour effdt "d'agrandir" le domaine en " 3'6loignane ",

en général, de la contrainte ¢ (x) e 0.

_VIIL - 4 - 5 - Résultats.

Pour les mémes problémes les deux variantes donnent les résultats -

suivants :



Tewmps de résolution wmaximum

PRECISION '
. - Temps de
Probléme N £ ® £x)) Absolue Relative ¢ (x ‘) a résolution
-10 -6
1 0,75 0,7489 0,001 0,001 2.10 6.10 0,56
2 6,6666. .. 6,6670 0,0004 |  0,00c08 2.10°8 4.1078 0,53
3 6,6666. .. 6,6659 0,0007 0,0001 4107 41078 0,42
-8 -6
4 6 5, %876 0,01 0,002 7.10 7.10 6,92
-5 -4
5 14166,666...] 14161 5 0,0003 6.10 4,10 0,73
’
-3 -5 —4 -4
6 48,706136 48,707565 10 3.10 2.10 10 0,50
PARAMETRISAT ION N°® 1

VARIANTE

- 7 -
\



Temps de résolution maximum

: 1,0

PRECISION

. Temps de
Probléme n® £ (%) £ (x) | Absolue Relative e x) a résolution
o 0,75 0,7493 | 0,0007 0,001 1078 6.10°° 0,66
2 6,6666. 6,6686 | 0,002 0,0003 9.10°8 5.107% 0,59
3 6,6666. 6,6714 | 0,005 0,0007 1078 6108 0,56
& 6,0 6,003 | 0,001 0,0002 31077 2.19'5 0,47
s 14166,666. | 14129 | 38 0,002 4.107° 6.1073 0,67
6 48,706136. | 48,620 | 0,09 0,002 2.107% 1074 0,71

PARAMETRISATION

VARIANTE N° 2

- €T -
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VIIT - 4 - 6 = Conclusion.

On peut noter que les deux variantes donnent chacune des résultats
satisfaisants pour tous les problimes. De plus,dans tous les cas,l'une
des deux variantes permet d'obtenir une solution avec une précision
relative meilleure que . 10“3 pour o de l'ordre de 1073,

Les essais numériques ont permis de constater que 10-'6 est un seuil
numérique pour le paramdtre & correspondant 3 la non convergence

théorique de 1'algorithme pour a = 0,

La précision des résultats est obtenue au détriment du temps de

résolution.

Les graphiques qui suivent, illustrent 1'évolution des solutions des
problémes I et III lors de leur résolution par la paramétrisation et

les deux variantes de la paramétrisation.



1,5+ Courbes donnant pour les différentes méthodes,
»

en fonction de a , la valeur de la solution atteinte.
Courbe A : paramétrisation
Courbe B : variante n® 1

] r Courbe C : variante n° 2

JATIE08d
- 6% -

oN

g0t 0
-0t s‘0}
.0t €°0F
0t z0f
1000t
8000}
S0‘0f~
9eor

sz1'z|



7,5

Courbes donnant pour les différentes méthodes,

en fonction de a , la valeur de 1a solution atteinte.

Courbe A : paramétrisation
Courbe B : variante n® 1

Courbe C : variante n® 2

f(x) = 6,666666...

6,666666

N BT1608d

111

301 2°0

,-01 9°0
g0t vot

<
01 5%
¢
401 1°0

2000

700

t'of

”9°0

- 971 -
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VIII - § = Concludion.

La paramétrisation et ses variantes permettent la résolution
de problémes de grande tgdille. Le gain de place se fait au détriment

du temps de résolution.

La paramétrisation ou ses variantes fournissent des résultats

satisfaisants dans l'ensemble,

\
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ANNEXE 1
HHRAXXXKX
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PROBLEME N* 1

.. 2
Mawwsm:-le-xzol.xl
Sous Les contraintes :

-le-x§+leozxzo| > 0

X, & 312
;3 $§ 32
Xl ’ Xz 2 0

Vateur du programme ¢+ § { X)) = 3,7320508

PROBLEME N* 11

5
Mavimisern t = I % \
i=]
Sous Les contraintes i

5
-lfl.xiole+ax2-z > 0

™~
»
A

>
AN

0, 1i=1,5.

Valeurn du prograrme @ § | X)) = 0,254033077

PROBLEME N* 111

6
Maximisen s+ - ¢ x§¢6x106x2¢6x3,

im)

Sous Les contraintes

6

-Ixie2 3 0

is|

6 6

T x 3 1 el I x. < 3
i) 1 i=] 1

X, > 0, i=1,6

Valeur du programme @+ § ( X ) = 12,69693846




\
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PROBLEME N° IV

7
Maximisen : -i}ilx§¢6(xl¢x2¢x3¢x7)

Sous Les contraintes
7

-t X2e2 3 0
. by

ie]

7

£ x > 1

O

7

I x < 3

i=1 !

X. > 0,i=1,1

b §

Valeur du programme :+ § (X} = 14,9705

PROBLEME N* V

7
Maximiser : = L x?ozx ¢2x7
j=1 * 6

Sous Les contraintes :

7 7
-t Zesr x; -1 2 0
i=1 i=1

<
xl0x2¢x3¢x‘oxsox6ox7 K3 13

Xl05X3-X2-X‘¢3XS-X604X7 <€ 12

Axl-sxzo7x3-x6ox7

IR+ X +3X X =X 2 )

n
o

-xlozxz-x3<»x6 2 0
2X =X m2X b X X+ X 2]

X 2 0.i-l.7.

Valeur du programme :+ 4 | X ) = -2,1806
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PROBLEME N* V1

. 10
Maximisen @ -7 x2i§2x

i=1
Sous Les contraintes :

#2X507X7*8X

3 9

10 :
i-l_:l x§¢2x107x209x3 °8x4 -st¢§x6¢2x7¢x8+4x902xl°

~1620

X "X %y mX, X X XXt R oy "X 80
2x1*3x2*x3 -Zx‘,.Oxs#sz°3x7¢X8¢x90xw\<8

xl.‘3X2 -X #ZX‘ -1 X, + X *7)(7 ‘2X8 -X9<*xl°\<20

3 5 6

')(l -2)(2~3X3 -ax4-4x5¢7x6¢8x7¢9x8-lox9-lsx,°\< 0

Zx|¢3x2¢4x3 -7X -5x5'10x6 -7X ”‘xs -:ix9¢2xl

7 < 0

4 0 ™

x2¢xl‘¢x6¢x8¢xl° - 5

205x3+ax‘ox5-7x§-7x7¢2x8¢3x9 2 3

-le*xz-3x3¢7x4012x5-ax6¢3x7*sx8-9x “2Xl > 10

9 0o -

5x'-2X +7X,+ 11X, -18X o9x6¢2x7*3x8¢x9-6x

2 3 4 s > 10

10
‘3Xl -2x2¢x3-7x,‘¢12x5¢|sx6 ‘3X7021X8*2X94‘5X‘°;35

X, > 0, di=1,10

Valeur du programme :+ § ( X} = 16,12305...
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PROBLEME  N* VIl
l0x2
Maximiser : -ifli¢20xl060x2¢20x306x‘*6x7¢20x]0

'(6'x508x6¢2x8¢6x9)

Sous Les contraintes

X, "2X + X+ X & 2

2X ¢ %) ~Xy b X, -Xg g 6

-xl-xzox..,-xbox6 < O ~
sxl-x2-2x3ox‘-zxs+xl° < 3

IR; 42X, 4% ~X X, & 5

L)

ix-xxi-s H x6¢x93 3 H 170)(10 > 1
x7.x8a| : x‘~x5¢3x6¢x9 > 3

N Tt 2K e XX, 2 3

X m2%) ¢ X =X, *3X X+ X ~Xg =X eX,y 2 0
10 2

- I Xi 012xl¢lzxzobx

+6X +10X +2X =37 3 0
i= b

3 3 6

X

WV
(=]

»i=1,10

Valeur du programme : §(x) = 1755995...



-133 -

ANNEXE 11
XXX XXAXXKX
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PROBLEME _ N* 1

Maximisern & = X, + xz
Sous Les contraintes

22 2 } -
2 xf 2 e e xf X -35x 35X -2

+ 2 ( xlxz + xlx3¢xlx“¢ xzxsoxzxs ) +2,125 =« O

X3 + X“ + Xs KS 1000

- 1,5 X“ - 1,5 )(5

)(I~2x2 > 1
X o X o X X 0 X 2 0
Valeur du programme i 6(2\’- 0,75

PROBLEME  N* 11

. 2
Mauwu:-le-xz-xgobxlol.xzoaxs
Sous Lesa contraintes :
xf . xg . x§ . xf S2X X 42 XK H 2K X 42 KK e 2 XK, ¢ 2 KX,

-4xl-ax2-l.x3-l.xl‘ob - 0

X X & 1S
X, 0§ 1
X, ¢ 10

KoXs X% 2 0

Valewr du programme + § ( L) = 6,666666
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PROBLEME _ N°* 111

., 2 2
MaquelL:-xl-xz-xgobxlol.xzobx3
Sous Les contraintes®:

2 2 v - - - -
x“;oxzox3olex202xlx3ozx2x3 bX) =4 X =4X %4 0
X, +X% € LS

x3sl

Xl.s,xa > 0
Valeur du programme @ § ( X ) =  6,666666

PROBLEME _ N* 1V

Maximisen : = xf - x§ RS

Sous fes contraintes :

2 2 2 2 2 2
2 ( xI + x2 + x3 ) + x‘ + xs + x6 + x§ + 2 ( xlxz + xlxs + xlx“ + x2x3
0X2X59X2X6-X1X7-X2X7'X3X7)'6X]-6X2-6X3-2X“-2X5

-2X6*4X707 = 0

xloxzox3 & 4,5

X+ X+ X+ X, & 100

X, 2 0,5
X, » 05
X, 2 0,5

A\'4
[=]

Xy 0% 0 Xy 0 X0 Xy X Xy

Valeur du prograrme ¢ § ( X) = &
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PROBLEME N*° V

Maumu:-xf-xg-xz

30300)('0300)(20300)(

3
Sous les contraintes i
2 2 .
xf ¢ e xTe2 (XX * XK XXy ) = 100 (X, ¢ X, * Xy ) + 2500 0

X +X & 100

>
"
v
=)

X, +2x, & 10

X ,X ,X 2 0

1’ "2 3
Valeur du prograrme ¢ § { X ) = 14166,6666
\

PROSLEME  N* V1

Mavimisen : - B v ax - 6% +2X
i 1 !
Sous Les contraintes :

2
5 xf +3 xi .5 x§ +5% . x§ . xé N x§ -2XX, 46 XX,

3-10X4¢20X5012X7

OZXIX »4xlx

5

4

-6x1x702x2x3-6x2x‘¢2xzxsozx2x6¢2x2x7¢4x3xa04x3x5

-2X3X6-6X4X6-2X“X7-14X1-6X2-22X3-6X‘-IOX5*2X6

02)(7027 = 0

X ¢2x20x3¢5x‘42x50x6

X ‘2X205X3-X"3X

¢x7 < 13

X T AhX, $ 2

AX =5X+T7X =X+ 5, ¢ 2

IX 4 X+ 3K -X X 2 I
X +2X% -X+X 2 0
2X - X - 2K e b X -X X, 2 )

el
A\4

0,1i =« 1,7,

Valeun du programme @ § [ X ) « 48,7061368..
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ANNEXE - 111

XX KK KUKXAXRXNR
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SLBRCUTIME FRWC(ToFyTRBASE,MyAN2,INART, IPHAS, ISCL N, XFAX,ALPHA 4FXNC
“ToFGNCT ICER, E9KCE91224C, 22, VAXLINY

decesrgescasrsunraansnnag

XFEX EST LA SCLLTICA CE
FEXINISER FXNCT(XoN) & ALPHA PRES
SUF LN ENSEMBLE CEFINT PoR CES CONTRAINTES LINEAIRES

CN LTILISE LA PETRCCE CE FRANCK EV WOLFE

FGMACT CEFIND LE GRACIENT CE FXNCT

122 EST LE NCMERE MAXIMLM C ITERATICNS

$1 JL28=0 ALCRS £ E£ST LE PCINY RCALISABLE CE CEPART

ToF o IB2SEoFgAN2y INART 4 IPEAS CARBCTERISENT LES CCATRAINTES LIREAIRES
ISCL = & INCICUE QUE L CN & TRCUVE UNE

SCTLUTIIN CFTIMALE # DISTANCE FINIE

.OQCIIC"CC...C..C...I.'.
IFFLICIT RE4LeB(A~F),REALE(C=Z)
LCCICEL MAXLIN \
REALwEXCE
EXTERNAL 2ES
EX1ZRAAL FXKCT, FCACT
CIMIASICN ELZ0)
CIrENSICH Clis,1¢)
CIMENCICA AX(2C)
CIFENSICN TU1),F(1) XFAX(I).IEAS[(I)
CIPZASICA X(25)4202C) yCRAL(4C)
CIFZRSICA XK{2C),ZK(20)
COMMONZICENTIC4(1S,15),P3(15)
COANMCN L LCoCXK(4C)
C[!P(h/FUNl/rI(\f'l5)191(1‘)
COMpe NZEUNY/CSTA,PA(LE) QA (15,515)
C[)*C\/Dtt‘ﬂl!ﬂ)ll

S NENEUIST/FECII21,121, ALPHAL, TETA, XK, 2K

Rt:x:-;.g;c
RMINs1,E 10
IrFz2

"S<CET TCLERANCE PCLR LA MAXINISATION SUR LE SEGMENT
£7SaC.1
L PEINVEY]
SPT i
EFTE20.CCCCY

. LU 2c4 1=1,M1

Yoxthez(1)

"e4CETENTICA C LN FCINT REALISABLE
IFUICER)1,322,1
CALL SFTLI(ToFolEASEsMoAN2Z s INART S IPHASSISOL o FXy1)

. TEUISCL~1)101,10C, 1C1

P OCILL SCLELIX N1, ¥, M2, [BASE,T)
Ivs]

Te0CALLLL & PAATIF L UN FCINT REALISAOLE PETI
¢ CC 22 j21s1,122 g
€C 9 1=t k2 .

~——r’



] CRAC(IN=C,LC
CALL FCNCTUXaN14CGRAC)
CC 1C 1=3,M2
11=1E252L1)
1C¢ FOIV=GRLC(II)
crLL SPLLI(T:F.IE‘SE'V,hN;.lhART.lPPAS.lSOL.FX 1
IFIISCL.NELYLIGCTC 101
catL SLLFL(Z:%IpP.hNZ.IEASE.T)
Cosae PRCTECTICN LSS PCINTS PRECECENEAY CBTENUS
CC 41 I=1,AN)
XK(L)=X(]}
41 k(l)=211)
CevassEfS TENC VESS C
EFS=EFSPXCE
ConaunelETTRMIAATICN L UNE NCUVELLE SCLUTICN
CALL MIXSCUXKG2ZKGCRAD CyTETL,TETAZ,N1)
CC 22222 1=1,M
22222 XMAXUL)=TETAaRK(T)(1=TETAYaXK(])
3 AXefXNCT (XMEX,N])
10CC CONTIMCE
IF {(MAXLINY GC TC ECOC
§CCC COMTINLE
C-nn‘lE<T L 2AFRFZT
EFI1C=1.€~15
22sGTESTUX 424N 4FCACT )
221=22
ALFFAL=RLPHS
1F(22-ALPhA) 2(,2C,30
¢ CC 31 I=1,MN1
31 X(IY=xvax(])
TFITZTALULTLEFTE) €C TC 20
32 CCATINLE

2C 1sCL=¢
1{1  RETLFN
EM

SLERCUTINE AFELY (XKyCyN1oIECy INECHToGRAD,QL1,XSCLo#4F,BAS)

CICCCI.II'CICDIII!CIO'CIICOC

C
C XSCL EST LS PCINT MAXIVMISANT F(X) AVEC
C X = ¥K ¢L.C L PCSITIF CU =C €T X APPARTENANT
C A LN ENSENELE CEFINT FAR CES CONTRAINTES
C LIMZAIFLS o F EST CUACRATICLE
C CFAC CCATIEANT CRAC FUXK)
c €1 LA PATRICE CES CERIVEES SECCNCES
o .
cl.ICCI'.ICC‘ICII.I..I.ICI..
IMFLICIT RES L'E(t Fle REALSE(C=2)
LCGICAL eas
EXTERNAL 2ES
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CIMINSION XK(ID)C{1)y TOL)LCRAC(L1)4Q1(15,15),%XSCLI1),2(20)

EFS=C,CCI1

TETA=z],E25

MAXIMISETICN CE€ F SLR LA CEMI CROITE { XX 4 0 )

CC 1 I=1,M1

201 =XK(TI)«C (D)

TF(RASIGCTIC S

CALL MAXSG (XK,2Z,GRAD,Cl,TETA,TETA2,N1)

TETA=TETA2

CCMPTINLE

F5224 )

Mézpe]

Fle{AL142) ap

K=}
8elN RAMENE LA SCLUTICN CANS LE CCMAINE
#eCEFINT PAR LES CCNTRAINTES LINEAIRES

£C 40 Is]l,N ’

S1eT(re)

Pearéal

F5apce] \

52"30 .

11=1

£( 3 J=F5.)1'P

$1z S1~XK{II)al1{J)

£2=52¢ CLINYsT(Y)

Il=11¢1

CC TC (10421,31),4K

1FLl.GE.1£EC) GC TC 20

$2:=82

IF(SZ.6E.Q0.) CC TC 40

TETAl==S]1/S2

TFITET141LT.TETA) TETA=STETAL

GC TC 4¢C

Kz

TFII.CELINEC) €C TC 3¢C

1F (28S{S2).CT.EPS) RETURN]

CC TC 4¢C

Ke2

Sl=-81

GC ¢ 12

COMTIALE

CC SC 1=1,u1

IF{ C(1).CE.C) CC TIC S¢

TEYALl=-XK(I)/C(T) '

TF(TET2ALLLY.TETA) TETA=TETAL

COMTINLE

CC &C t=1,M1

XSCLUI)=xK(I)+TETACCL])

RETLON

EnC
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SUERCUTINE SEELI(T oFy 1BASE,N Ny INART,IPHAS,ISCL,FX,1MPR)

CIQCCI.IICIIICCIICCC.IICIIQI.

¢
C
Cesaca » & T F C [ E $ 1. ¥ P L 1 €C I A L E

N |
T CCNTIENT CANS L CRORE F LE SECONC MEMBRE
CLU TAELERL SIVMFLICIAL ET LE TABLEAU SIMPLICIAL
1B2SE  INCICE CCLCMAE CU TACLERL SIMPLICIAL
LE GRACIFRT LZ LA FCICTICN EST CEFINI PAR F
b NCMPERE LLC CCANTRAINTES
N MNCMCRE CE VIPIARLES NATURELLES EY
C SCARIS ASSCCIEES rUX CCATRAINTES EN SUP OU EGAL
IAZRT INCICE CE LA PREPIERE VARIABLE ARTIFICIELLE

1SCL IYFE CE LA SCLUTICN CETENLE

1SCL=1 SCLUTICM CPTIMALE A CISTANCE FINIE
I¢CLsZ FRCBLEMZ T1FMPOSSIBLE
1SCL=2  SCULLTICN INFIMNIE
18CL=4 VEFISELE BRTIFICIELLE NCN SORTIE -
EN FIN DE PEASE 1
1SCL=5 CyCL2LE
FX VALELF CL PRCCREMPE LINEZIRE
IFFR INCIX CUNTRCLAANT LES IMPRESSICNS INTERMECIAIRES

[ EEEEERF Y EEXFRRRERREEL RN |
IMPLICIT REALeB(A=F)y REALE(C-2)
INTECEF W
REALe8 FBXMAC
EYICEhAL BES
CIPEMNSICN T(1),F(1),IEASEL(])
1rp=22
ConnsafFSS TCLERANCE ACSCCIEE A L ENTREE £ UMNE VARIABLE
EFSS=lq -6
CoesesfFSR  TCLEZSANCE 2SSCCIEE A LA SCRTIE C UNE VARTAELE
(FSF=1~E-
ConencfFx TCLEFANLE ASSCCIEE A LA FIN CE LA PHASE 1
~ ePy=l.E-8
Ceoamead2yl:( SLLS GRANC ACOVMERE UTILISAELE
! PAINAC=1.E3C
! FhcpeN
'CosnuelSTC NCMSRE PAXIMULM D JTERATICAS
VICLC 1¢7Cm4aNan
L €L 1CCC 111=1,1STC
ICeaswaCFARCIMENT CE F SULR LA BASE [th LES
'C P FRIMIESS ELEMENTS DE CE T
{ TF(TFE2S-1)1,2,1
{ 2 N)=A
1 CC 3C I=l,¥
Nlshle]
TF{ICASE(NL)-INART)10,2C,2¢C

OO OO

IMFR =3 2LCARS IMPRESSICN CE TCUS LES RESULTATS INTERMECTAIRES
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~

Ti{1)==1,
GCIG- 3C
T{1)=Q,
CCATINLE
GCIC 31
Nlsh
{C 32 ]=1,¥
AlzN1ael
¢ T(1)=F(A1}
*el2ILCLL CE FX
l F,‘On
CC 40 I=1,M
111=a]ep
TF(ACSIT(IILI)LT.1.E~20) GC TO 4¢C
TFIACSIT(INYLLTW1LE~3C)CO TC 4C
FX=FX+T(I)eT(111)
CONT IMNLE
TFE{INEF)S,6,5
CALL TEST(T4FoIBASEZIIT,FX eV NyIMF)
COMNTINLE \
SoLEISFMINATICA CE S ENTRANT TANS LA BASE
18sC
Nez24p
LSecpss
TC 5C J= 3,A
C=C.,
IF(IFrAS=1) S24%1,52
TF CTE2SE(J)-IMART) 55,54,%4
("-l.
GC TC &5
1F (JBASELJ)-INART) 52,56,5¢
Caf(d)
KNZ2p2
CC 68 Lal,p
FhNz=KANZe}
C=2C=T(kn2YT(L D)
- CONTIMCE
IF (L~LS5) S€,5&,¢€1
L=,
1=y
AN2:=N2¢p
COMTINLE
IFLIS)1€5,1C0,2C
SOLETEPFINATICN LE R SORTANY CE LA EASE
C Fse(15=1)an
FReMAXMAC
1F=Q
CC ¢ U=,
MSakCae}
TrS=T(¥4S)
TF{TMS-EPSR)BC,8C, €2
Ile=may -
RA=T 11217108
IFIRR-FA)8C,8C, 81
1 Fs:aa
TRE=Tps

[ e X ol
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IR=J
AC CCATIANUE )
1FIIR)I118,118,200
118 1sCL=3
RETURN
CesassM(CIFICATICAN TABLEAU SIMPLICIAL DEBLT
<CC Xk=2
ZC1 ME=NMe IR
Nlzpe]R
21C 212w=T (A1)
TINI)®2Zv/TRS
3CC CCATIMLE
Nl=shle¥
IF{N1I-PH)21C,21C,211
211 FS2([S-1)ep
MSRaM34]R
T(MSFI=LL/TRS
CoosaeslHINCENENT LIGMNE CCURANTE
CC 22C I=1,¥
IF{I=-1R)Z221922C4221
c2) Ni=pe]
Ae=sNe]F
I11=p341
1F1=T(111)
LC 222 J=inl ¥, »
T(J)2TlJ)=-TRI«T(MN2Z) N
3 COMTIMLE
e22 Ma=hz¢b
IDEY BN
T{il)=C.
T(I1)==181/1TRS
¢2C COMTINLE
Cooaser(LIFICATICN TABLEAU SIMPLICIAL FIN
IFA=]8eN
1€=IRASELIRN)
1E2SECIRNY=TEASE(IS)
JELSE(ISI=]R
Z=F(1FN)
FULIANY=F (1S)
FL1S)=2
CevnasFIN L€ CHANGEMENY CE BASE
GLIC (13241200 ),XK
Caonss1RAITCMENT FFASE 1 CU FHASE 2
" 1C0C TF(IFR2S-1112C,11C,12C
12C I<CL=1
RETURN
CesasaTFAITENENT FIN CE PHASE )
J1C TF(ARS(IX)=EPX)111,13C,13C
©13C 18CL=2 ’
RETURA
CaosnnaVERIFICATICN ~VAFIACLES ARTIFICIELLES FCRS~BASE
111 %=C
113 hsbel
II2=hek .
IFLIDASE(II3)=INARY) 112,114,114
114 [Fapene¥

2
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IRzw
TFS =21,£-6 -
I1€Sa2
18=¢’
CC 117 J=sIMyPA ¥
TFLAESIT(I))-TRS) 11711!7-116
¢ TFS=ARS(T(J))
J'li
Il21¢S
T 188a215%4)
TFSaT({Jul)
1FI1$1133,133,131
3 1¢CL=4
RETURA
1 IF=y
Kk=]
CCIc 2C1
2 Krz2
2 COMTINLE
IF(n,LT.NICCTC 113
IFULIMERY T, €4
WEITE(IMP,LG)
FCRMATU/7/7260aCHANCGEVMENT CE\ PHASEane/ /7))
TFHASa2
GCIG 1C1C
C COMTINE
I1SCLs=S
RETURM
ENC

SLEFCLTIMNE P2XSG (XKyYKsCRAC,C1,TETA,TETA2,N])

XK o TETA(YK=-XK) MAXIVISE F SUR LE
SECMENY (3K 4 YK )

XK & TETA2 (YK = XK) MAXIMISE F SUR LA
LedI-CoCiTe ( XK o YK = XK )

F EST CLALFATICLE

CRIC COMNTIENT CRAC F(XK), .
Cl LA PATRICE LES CERIVEES SECCACES

St snvcnassvanasteransne
VMELICIT FEALOE(A-} ), REAL®E(G=2)
ExTErnaL aes
CIrcnsION 8ngx(2€)
CI}EhSICh'Gﬁlt(l).Cl(15.15)'XK(1).YK(1)
C=C.cce
CC 11111 1=1,M}
Ceyk(1)-xK(1) i .
TE{ARSIL) LT o1 E~15)D2C,0CC
BAEX(I)aC
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CsCeCRACLI) SC
11111 CCAMTIME
C=2ES(C)
grC.CCC
LC eC I=1,M
2sC.CL6
CC 81 J=1,N1
ls l'thX(J)'Cl(J 1)
el CCMTIMLE
DxBeshEX(]) o2
114 CCMUINLE |
B=fES(E)
TETA=1.0CC
IFIC.LT1.8)TETA=C/B
TCTA=ALS(TETA)
Te142=1,E3C
1F12.GTal . E~15)TETA2=£ES(C/E)
FETLRM
ENC

SLERCLTINE LECTU

KRR R XY RRRRYRRRNRSRRRREL X |

LECTY MCCULE A FCINTS € ENTREE MULTIPLES

RECACLFANT LES CIFFERENTES FHASES CE LECTLRE

C INTTIALYSATICAN ET DE CALCLLS LTILILISEES PAR TCUS
LES ALGCRITHMES PRCPOSES, LEUR ENCHAINENMENT

ETANT CCNTRCLE PZR UN AUTRE PRCGRZAVME

C
C
¢
C
C
C
Cescasqcstacsvansgasdrsgecas
C
C LE PCINY C ENTREE LECTU CCATRCLE LA LECTURE
C Cc€ CIFFESIMTES CCANEES CARACTERISANT LE
C PRC(BLcME A& ARESCUIRE
C .
Cussssaacsesstasusossnssrnscns
IFFLICIT REALSE(A~F),REAL48(C~2)
LUCICAL ARCL
LCGIC2L PARAS
LCGIC2L ERS
LECICAL FIXLIN
LCCICAL BICE
LCGICTAL CTZIC
REALWEKCE
INTECER 21,022,023
EXTCRNAL ALS
EXTEANAL F3,FG3
EXTERNAL &,FGA,FlyF2,FCLl,FC2
CIMENSICA FGS(2C).FC6(2C)
CIMENSION CENILZQ)
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CIPENSICN X(2¢€), XK(ZO).YK(ZC)'XPAX(zo) TT(1CCC), FF(450) 158‘55(450
= o ANV{4) o XGECICOC) XX (2C)

CIPENSICN T(SCC)oF(EO),IBASELEC)
CIMEMNSILN FXGE(4EC)
CIPENSICN FCa(4C)
CIPENSICAN C3{15,15)
CIPENSTICN XSA(SC)
CIMENSICN C2{125,185)
CIPZASICMN TPRISCC),IBFR(BC),FPRIBC)
CIFENSICN GFAC20)
CCOMPMUNIFUNA/CSTALFA(L1E),Q2(15,15)
COMFON LG LC,GRALL4C)
COMPOMAZFULANLICI(15,15),P1(15)
COMRCN/A2EPAJAANLD
C(’PCB/ILEBT/C‘(]S'IS)opa(]"

55 CCATINLE
LEC=]
FEAD(LEC,4433,ENC=5556)KOE

133 FCEMATIFLCL2)
1¢Fa3

\
*eesCONTRAINTES LINEAIRESy LECTURE, MISE EM FORME

CC 27 1=1,£0
! FL1)=0.CTC
Fll)=1CtLC
. FELTILECICCINM NSTEC, INEC,MAX
<€ FCRMATISIIZH1IX))
10) FCENMATIE(2%,FE.2))
"2 FCRPAT(BU2X,FB.2))
VZ2z24)
Naphe2
PAxpVap
€C 1C I=1,)
IlsNMze]
. REACUILEC,1CI)UT(J) 4Jd=I14MN,y¥)
1C COMTIME
TlzMe}
FEACILEC,1C2)(T(J)4d=11,M2)
MNlzFel=-FINEC
MAZ=h

CHARCEMENT CES CCLCMNES CCRRESPONTANT AUX VARIABLES C ECARIS
MN22 NCMEAE CE CCLCNNES PHYSICULEMENY UTILISEES

IFIN1)2C42C430
30 MhzZEhedd

AEN2=NN2o b

PhzFNet

CC 31 1=FANPAN2
31 1(1)=¢.CCO

FrarheINEC=]

FPlepael
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32 1(hi=-1.000
¢ FIN CE CHAGCENENT
2( CCMYINMNLE
AN3=NN24M
CC 23 1=3,M
32 1EASE(L)=]-2

INERT=INCICE PREFIERE VARIACLE ARTIFICIELLE
Trtasa] PETHCCE CES CEtiXx FHASES .
IFFAS=2 CN PART CIRECTEMENT EN PHASE CELX

[aNaNaYaXal

1FRAS=2
IMRT=22CCC
' IF (IEC-¥) 34,34,35
34 1fFHASa] )
INART2A=-24N1¢1EC
35 CCRTIANLE
EFS=3.CC1LQ
NECZAE=C
BETA=0.CCLCC
FLFEF220,0100
Mlan-2
C
ConnualcCTURE DES CARACTERISTICUES CE LA FCNCTICN
CooeasCCINCMICLT QU2ZCRATICUE ET CE LA CCNTRAINTE
Csanes CLACRATICLE
C
[C 84 I=1,M1 .
€4 REZC(LEC,1CLY(C1(1,J),J=1,M1)
£C 8¢S I=1,A1
13- REAC(LECLICII(CALT ) 0d=1,5N])
REACILEC,ICLILFLIT), I=1,N1)
REAC(LEC,1C1)(FAL(T),I=1,N2)
PEZCILEC,1CL) CSTA -
CC EE I=1,AM1
€C €€ J=1,M1
Cl(1,d)==C111,J4)
EE CALT,,J)==C2(1,4J)
AGsh1el
RETURM

EMIRY FRY

(eddrssscassacaecrnsassgany

C

C RESCLLTICN CIFECTE CU FRCCPANMME

C FAXIMESCR FUX) SCLS LES CCATRAINTES
" C 2213l 5, E.X = C o X FCSITIF CU =(
i C F EST CLALAATICUE 4 A EST CLACRATICLE TCUJOURS NEGATIF CL =C .
¢
C

I EER RS REEREEERNARRRERNERR R X |
Catt FCRLIITIME)
FexLINeoTFLc
ALFHI= ] E-S
122=3C
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CALL FRWC(ToFolC2SEaM NN2INBRT (IPHAS, ISOLyNyXKyALPHAyF1,FGlely,
IXKGKCEG 1224814221 ¢FAXLINY
CC TC s642

EMNTRY BICCAINES)

4020000550000 3808080000

LES ENTREES EICCN ET CHARCE PERMETTENT CE
REACTUALISER LA VALEUR CE LA CCATRAINTE
NCA LINEALIRE PCLR CHACUE CENERATELR

*erssansesasaessasnsang
FIlLE=,TFLE.
MAA=AEGTMNE
NERIS=AAN
GCTIC 4¢C

EMIRY CRARCE(4) \

Elfza, FRrLceE,
MMAN=NECENE
NEEISaMANG]
NECINE=AAN
MCINE=AMNANGH]

NlE4=NGENE-]
LC 11 I=1,MN184,AC
Jsl
LC 12 K=1,\1
Jrlel
X{KY=XCE(Y)
XCELINaA(X, N1

1 COMTINLE
TF(CTCEIRETUEN

*bC 17 I=1,M1
XeAX(I)2xK(1) . ‘
COMTINLE
}F(*lxrtx.xx).LT.c.)RETURAx .

Aa}

ARCU=,FeLSE,
CCIc 18

CMIRY LECGENIMAN,CTZIC)

'l-occqcccnﬁcucocucacaoc

Ch LIT MAN GENERATEULRS CE CEPART
$1 LT21G6 €ST vaal CA SAUVEGARCE LA VALELR

CZ L3 FUNCTICN ECCACMICUE ASSCCIEE -//jh“
"CCICCCC'IIII"CCCIICC'C \LHL
MEELSapAp

‘\—J
lﬁthph
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ASTL=.TFLE.
NECEMNESG
pGENE=]

18 COMTIME
CC 14 I=21,IN
TFUARCUIREAC(LEC,1CLY (XPAX{I)sd=1yN1)
ABCEMNE=NEGENI L
JFICTZICIFXGE(NECENE) sFLIXPAX, N1}
XCE(NGLME)=A(XFAXGN])
NGENESRCEINEe]
LC 15 J=1y01
XCE(NCENF)=XxMAX(J)

15 MGENCMGENE+]

14 CCMPTINLE
TFINCGENELNELMNNYICE TC9631
CC 1€ I=1,M1
CEMI(T)=XMAX(T)

1¢ XEL(TV=xraX(])
FRzF1{XVAX,N1)

§€31 RETURN

EMIRY FENEXT(A22,ALPHA)

:chccocccoccccc«ccccclcccaoc
C
tc

C
C
¢

CN EFFZCTLE 422 ETAFES PCLR RESCUCRE
FAYINISEF FUX)422A250A(X) J BLEHA PRES
SCLS LES CUNTFZINTES Esx=sC 4 X PCSITIF CU NUL

c.l.l!ll‘l.ltllCC’CCCIC.CII'

C
C
C
¢
C
C

CC 11C I=1,01
CC 11C J=l,4M)
110 C23{1.Jd0=C{T,d)42020A0CA(14J)
COLL FRWO (T o F IR 2SE MgMN2INART JIFHEASy ISOU Ny XMAXJALPHAF3,FG3,1,
L] X KCEL£22,C3,221)
AXzA(XPAX,ND)
F=Fl{xN:X,01)
WRITELTRP,102)0EX,8%,221
112 FCRMAT(® *43216.12)
WEITELIPF, 1130 (XNMAX{I),In]1,01)
113 FCRMAT(Y axe,5E16,.12)
KETURN

ENTRY SAUF
X XX X R X IY R YRR R R ]

ECFECTLE LA S2LVCCARDE CES CIFFERENTES CCANEES
KELATIVES ALX CCNTRAINTES LINERIRES

essasatIeEsItenINsesNNTITRS
1Ffn=ifRAS
CC €927 1x=1,5C3

€637 TFR(IX)=T{IX)
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LC 8938 IX=1,EC
FFRUIX)=F(1X)
TEFRUIX)=]1BASE(1IX)
RETUFA

EMRY FESTO

M R R Y RS R R RRYY

EFFECTUE LA FESTAURATICN CES CIFFERENTES CONNEES
FELATIVES AUX CCATRAINTES LINEAIRES

Ss24asvnss0sasgusaastsisag

913s

S4¢

IFEASs1FPW

CC 8926 Ix=1,5CC
TUIXI=4PR1X)

CC 894C Ix=1,8C
FUIX)=sFPFRCIX)
TELSE(IX)=IRFR{IX) \
FEILRA

EMTRY INITI(ALPFA,A21,A22,822,024,8,0721G,AAAL)

'.'CCOCCCC‘II.CCCCCI'.CI.C

1332 C(BIIALE

CETERMINATICN CES CGENERATELRS CE CEPART

LTILISES CANS L ALGCRITHME PIXTE .
CELX (U TFCIS CENERATEURS SCKY CETERMINES

ALFHA FRECISICMN PCLR FRANCK ET WCLFE

21 NCPPRES C ETAFES FCLR LE GEMERATEULR NC 1

AZ2 NCMEFES € ETAPES FCUR LE GENERATELR NC 2

AZ3 NCPBEES T ETAPES PCUR LE GEMNSRATELR NO 3
Br¢l, 224 TCLERANCES RELATIVES A LA CETERMINATICN
CL EZNERATELR AC2

.'.‘I.I'I...."..........

FASUINE, TRUE. ;
MECEME=Q '
NCENE=]

FAXIPISATICN & ALPEM PRES LE F LCANS E
CEYENTICN CE XX

CELL FRMCCT,FoIRASE,MiMNZo INART S IPHAS, ISOLsN XX ALPFA,FL,FGL, 1o XK
CCE,420,C1,2221,FAXLINY

1FiTece, NELEIRETLRAL

TRAL =]

tr22233 1=1,$

TFOE(3X,N1).0T.0) CCTC 33224 .

LC 12123 18021,N1 : ) )
X{12C)exx(15C) ’
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CPLL FRWCAT oFolBASEyM AN2y INARY 4 IPHAS ) ISCL N ) XX ALPHAF14FGLleCoXyK *
WLELA224C1,222,FAXLIN) )
JF(ISCLLNELH)IRETLAN]
22233 COMTIMLE
1&2LaC
CC 87¢€%4 1z2}1,N]
€7€54 Xx{I})=2xx(1)
33324 CCMTIMLE
NEGENE=NPGENC+]
lF(CIlIC)rX(E(hECEhE)-Fl(XX.hl)
XCE{NGENE)=2(XX,4N1)
NCENE=NGoNE+]
£C 5CC1IC 1=1,M)
X(1)=xx(1)
XCELACENE)=2XL])
NCENE=NGLAZ+]
S5CCLIC COMTINLE

FAXIMISATION 2 ALPRA FRES CE A CANS B
CETENTICN L& xMAX

OO

[C 22222 J=1,45
CILL FAWCUT oFolEBSE My AN  INARTSIPFAS, TSOL Ny XMAX  ALPHA JA,FGA,CyX,
SKCE,223,C842221,MAXLIN)
1FIISCLAECGIFETLANL
TF(AUXMAXSNY) JCT ABAYICCTC 22222
£C 7857 I=1,A)
7697 X{1)=xraX(I)
22z2¢ CCNTIANLE
18CL=z] .
FLIURML
22223 CCMTINLE
NEGENE=NEGENES]
TF(CTZIGIFXCZINRGENE) s FL(XNAX,N)
XCI{NGINE)=2IXPAXyAL) . .
NCLAE=AGERZ+] :
CCECCIC T=1,AM1
XCE(AGENZY=XMAX(])
NCENE=AGERES]
ECCIC CCMNTIME
TF(ISALLECLCICCTC £544¢

-

C
C XP2X FCINT CU SECHMENT f XX 4 XVAX )
¢ TEL CLe A(XNBX)=C A A24 PFRES

ECCZC CC BCCCC 131,01 v

ECNG XKUI)a(XPaX{Y)eux(1))/2,CCC
JF(A(XK,M1)) 8CCC1,E0C01,ECCC2

€0CCZ CC UCCCY I=21,M1 : ’

E§CCC2 XM2X(1Y=xK{1)
IFCA(XPAX NL) LT LA24)CCTQ 445
6CTIC eccaq

ECCLY CC bOOT4 1a] 4]

ECCo4 XX(IysXK(])
GL1C 8CC28

445  COMTIME
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_GEMNE=NEGENES]
?ﬁ?ETle)FXCE(hﬁCEhE)'Fl(XFﬁX.Nl)
XGEUMGENE)=2({XMAX,NY)
NGENE=NCENEL
CC 8245 1=1,M1
XGELNGENE)=XMAX(I)
AGENE=NCENES]

45 CCMVINLE
%€ CONTINLE
le2=1
CC 8542 I=1,A1}
42 XSELT)=XMAX(I)
NEEIS=NEGENE
KETURN

PesCHARGEFENT NLUVEAU CEMERATELR

fCC kK-l

<€l XCE(NGENE)=A{XVAX,N])
NCENE=NGENE+]
L0 2¢CC 1=1,MN1 \
XGEINGENE)=XMAX(])

JCC NCENZ=NGENE4]
NBCENE=NEGENE+]
TF{CT2IGIFXGE(NBCENE) sF1(XFAX,N1)
€Az, TFLE,

45 G(TC(32542932843-18752v60C((loKK_

'¢0sCHIRCENENT CES GENERATEURS SUFPLEMENTAIRES _
TeeLSELCN LA VARIANTE ‘

€42 FK=z2
CrLL FCL X »A1,FC4)
157 COMTINLE

CALL AFELL (X oFG4yN1oJCC, INEC,TPR,FG4,QL, XNAX,432645,¥,BAS)
GC 7C 4C¢)
543 kk:a
CALL FGAUXK,NY,FC4) c
15¢ Catt AMELL ;xx' ,fcé,hl,]EC.INEC.’PR'F?“nCl.XNAX'f3;€451V|BA-)
6L 1¢ 4cC) ' '
752 gap1-g
KKksg

GC 1C 18757
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ENTRY CALCUGALFY24BETAg82)3822,R24,1244EPSULCTIIGoPARAN JISCL AL,
1 Kb}

. (IC.CCICCI(CI.CI'IIC.IC..I.CCC

. CALCU EFFLCTILE L CACHAINENMENT CES CALCLLS
FCLR LES CIFFERENTS ALCCTYRITLMES CE TYPE
E-ARYCENTRICLE EN FCNCTICN LES INCICATELRS
C121Gy PARAM ET LES DIFFCFENTES FCANCTICNS FGLRNIES

C
C
¢
C
c
C ALFhA PRZCISICN PCUR FRWC

C AZ1,822 NCMBRES CES ITERATICAS PCLR FRWC

c AZ4& TEMPS MAXIMUM FCUR L ETAPE [E CALCLL

C 124 MCMLCRE MAXINUM DE CERERATELRS

C ISCL  INCICATSLR CU TYPE CE LA SCLLTICN

¢ AG4y Xn4 PASAMETRES RELATIFS A LA PROJECTICN
¢ EVENTUELLE CcS GENERATEURS

C
C

I Y Y KRR XX RRERERRERRRE X K |
F2INNZ NV
CC ¢6971 1=n1,P2
€697 FG4{l)=C.
NOCENE=NERIS
CC 87413 =1,01 -
€542 xMEX(1)=XS2(])
CC 444 1wl
XK{1)=xraxll])
YK{I)=XxMpX{])
Q44 XX(L)=xM8X(1)
C2LL ECRLITITIME)
€(CCC CCATIMLE
[22=221
IF(NEGENE/202 . ECNBCENEYI 22222
CC 373 [=N1,02
223 CRLC(ID=0.C(C
C2LL FEYLUXN AL, CRAC)
CooawaalFARCCNINT CLU TAELEAU SIMFLICIAL CU PRCGRAMME CIRECTELR
44¢ Jz1
JJs¢
CC 2C1C I=1,ACGENE
TTCIIY=aXGE(I)
JElehG
JdedJed
T1{JdJ)=1.:0C
2C1C JJ=JJel
1TtJdy)==-1.200
Jdzdoel
TTLJIN=G. (€
17(3)=C,.NCC
TT{e)=1.0LC
Coennef (NCTICN SCCACPICLE
JJ=3
IF(CT21CICCTIC 2C2¢
NED]
CC 2C2C I=1,MBGEMNE
22=C.CCC
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J=Jel
CC 2031 11=14A1
22224 XGE(JYeGRACLITD)
31 J=get
FFEJJY=22
2C JdzyJel
GCIC 2C23
32 €C 2734 1=1,ABCENE
FFLJIY=FXGEL])
34 Jinddel
23 MIC=NPGEMES243
€C 233C 1=1,)
FF{JJ)}=0.0(C
IC Jorglel
£C 204C 1=3,M1C
4C IEPASE(I)=1~2

$e*RESCLUTICN CL PRCCRAMME CIRECTEUR
CETENTICN CL PCIANT XK

L1s] \
Lz=0
CatL CSPCLI(YY,FFy JEBASE9 2 NEGENE®2,NBCGENE+2,L14L24FX,1}
Is{la-t2 -
IF{L2.02.103CTC scCC
*osCCMSTARLCTICA SCLUTICN ET VARTABLES CUALES
NI:NECENC+]
NezTEEASE (NECENE44)
MNE=TEELSEINIC)
LY IO x
FI*I.C[..
rMIs-1,009
TF{NG~p3)21CC,211C,21C0
€ IF(AS-AS)¢IZC.¢IBC 212¢
1O NEx(NS=1)erCH1L
CELL INVIWNY WCoXCEINE) yW1,ANVSCET)
TAPK=XCI(NE)aBNV(4)
€evC z2zc¢
3C MEx(NG=i)enGe)
Cely Ihv(xcc(hé),hl.HFI.NC.ﬁAV CETY
Ark=xGe(heYaaav(3) !
€L 00 2212 1=1,01
LY EI YR
1C Yk(Ir=x0E(NG)
€CIC zz20
20 Nes(heal)engal
Mlz(hS=1)enGel
AR1xxGE(NE)
AkZ=XGE(NT)
CELL INVIXCE(NG D, W1 XCEINT), K1 4ANV, cET)
Al=any ()
IF (AL LT C.) A1a2C.CCO
TFlal.67,.1.) a1=1.CCO
€C 2125 1=1,N1
LY 2 S Y] : .
MNl=hn74 .




AL

-

[aXaNaNa¥e)

2125

2z2C
222

2221

4(C11

€7
S4

sC
€s
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YR{I)=ALleXGE(NE)4(1.00C~A1)eXGE(NT)
ArkeAKLeANV )4 2KZaNVI4)
TF(ALS(CET)~1e8-1C12222,222202221
1sCL=1
GCIC SCCC

CONTINLE
AlxFI (NCGENE+44)
BE=FF(N1C)
L=A1e ANV (1) ¢AC0ANV(2)
LCsALaAAV(3)¢LEVANVLA)
Ls22S(L)
LCe=\C

RESCLLTICHh CU FPRCCRAMME ALXILIAIRE
CETEMTICN CU NCUVEAU CGENERATELR XMAX

CC 4C11 I=1,AN1}

X(1} =y&(1)

1F(CT2I1GICLTC S4

CC 87 I=1,AN1

[C ET J=1,M)
Ctl,d)=LsCA(I,J)

¢C TC ¢t9 s
TC 9C 121,401

{0 9C J=1,71
Cotlod¥=C1({Tod)4L0CA(1,d)
PAXLIM= TRLZ.

QTT€ CALL FRaCUT FalB2SE MoNN2 o INART qIPHAS,) ISCLy Ny XNAXSALPHA F2,FCG2,4C X

€ kCE,122,02,22)4F/XLIN)

121=2ES8(221)
TFLISCL AL EXCCTC sCOC

CosonaliST [ AFRAEY LCCICLE

4117
248
2245

sl

S

AYY=2 (YK ,ND)
TF(AYKLLTLLIGCTC SCCO
CelL FCRLLIMTIFG)
RTIMc=(11TINE~TITINED/ 20C,

TFICT21G6) GCIC 91

ClS=Lea{xk2X,N1)
CC 2345 31,01}
CLS=CCSeGRAC(T)a(XMAX(T)=XK(T))
CCe=aLS{CLS)
CCs=0(5+221
CCTIC 62
CrS=F2(XN2X,A])
€Ls=00Se721
CC 92 I=1,M\1
Xk(I1=YK{])
LF(PaR2M) GC TC 92
DxS=L(XMLX,N1Y)
FXSsF1ExNMAX,NL])
PRITEUINMD J4SE XS 2XS yFXSoFXSHyRTIMELAYK
FFLACS(2UXPAXLML1Y)LCTL1LE-1C) GC TO 3CCC
CC $S 1=1,4M1
(1 =xrax(l)
1sCL=12
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€C TC scC¢C
FCRVAT(Y 0,4522.14,F1Ca2,E12.4)
CTMTINLE
FIx=Fl(XK,4N1)
IFCACS(FIX)elTalef~10) FlX=1.C~1C
AXzp( XK N1)
CFI=C[S/F1X
WEITC{IMP,45€YFLIX 3 AXya LCSyCFY,RTINME JAYK
CLs=32S(CCS)
IF(CCE-35T1A)€89C0,89C0,200¢C

€ 1¢cL=6
€L1C 9ccCcC

€ COMIME

FAXIMISATION CE F SUR LE SECHENT (XK ,YK )
CCIFATIUM CL NCUVEAL FCINT CE LINEARISATICN XK
IF(CTZIGIGETC 5¢11
CC 3010 Jal,AM}

XX(I)=xK(])

O Xt =xx(1)

CALL F£XSG (XK YK CRALQ1,TETA,TETA2,N1)
LC 22522 1=1,M

2 XKLT)=TITAYR(T)4(1.0CC~TET2)eXK(])

160 311 1a2l,4d1
XCIY=xrix{])
1scL=3¢

**T1CSTS L ASRET FHYSICUE
TF{RTIF2,(Y.%24) GC TC SCCC

4 1F (APGENE-1264)4CC0C,4CC044C1C

C 15CL=sg

C COATIALE
TFLZT216) GC TC Se42
Fly=r1{xK,nl)

Ine=pzZ (XK D)
TF U F X LT Fn)oCRe(ABSIZW4)oCT.1E=S)IGCTC 9€42
0C S¢q2 121,01
2 xS2ty=xk1)
Fysflx

@ CCM INLE
IFCABSUFIX)oLTol4E=10) FiXs1,C=1C
CFI=trs/FLn
CALL FCRL{TLTINE)
RIINME=([1TINZ=-ITIME)/ 2C0.

AX=zA (XK, A])

Fiy =F1(xk,n1)

M EIYC (1WP,456)71%,AX,CCS,CF1,RTINME
MEITE(1rF, 1CC1ISCLLISCL,TSCL

MRITE (4P, 4434 )NECENS
PEITE(INF,4435)KCE
MEITECIMFE,4CC2) (XK(T) 4 In1,N1)

4 TCRMAT( NCMEFE € ITGRATICN',1%)

5 FUAMAT(Y CCEFFICIENTY yF502)

2 FORMAT(Y (INEZRISATION' ;3£2641€)
REYLE _

6 CrLL ExgT
FNC -
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FUMCTICN GYCSTI(XyXBARyNyFCNCT)

Coseansasoncizaoacpcassssaane

C
C
¢
¢

EVALLE LA CUANTITE
GTEST=FGNCTIX M) IXAR=X)

CCCCGCCUOICCCICICCCCIOCCICQII,

1

JHPLICIT REALSB(A~F), REALSE(C-2)
EXTEFNAL ¢ES

CIMEMSICN XU1),XBAR(1)

CIFENSICN CRECL2C)

CCMMON LoLCLGXK(4C)
COMMCAN/ICENT/C4L15,15),P3(1€)
COMICNZEUNL/ZCLILLS,15),P1L1S)
COMFONZFUNEICST2,PALLE)2C2115418)
COMYUNIABAALIRALLA

L21L FCNCTIX,N,CRAC)

ClEST=C.C

€C 1C J=14M

21=XcAPLI}=X(I)

2z2AES(21)

1F(22.17.2-1C) 21=0.0
GIEST=CTZST+CALC(])e2]
GIEST=2ES(GTEST)

FCIURN

En

SLERCLTINE SCLPL{X,N1,¥,NZ,1EASE,T)

CI.CICOCIQCCCIl!.llll..l(..!l

C
C
C
C
c
C
C
C

1C

LN
oy

X EST LA SCULUTICA CE €ASE REALISABLE
ASSCC1Ec A LF ESSE IBASE

b MCHMBFE LE CCPTRAINTES
Ml NCNERE TZ VZRIAFLES NATLRELLES
NZsN14hCMBAE CE VARIAELES € ECARTS EN SUP CU EGAL+2

[EEREFEENEFESRRNERERRRRARREL R R ]

IFPLICIT REALsB(A-F), REALE(C-2)
CIMENSICN (1) ,T(1),IBASE(])
£C 1C 1=14M1

X{i)s0.0

11=N2

CC 11 I=1,»

Tlelle}

12=1E0255(11)
[FU12-01)20,20,11

12=M¢e] ’

X(12)=sT7(13)

COMTINLE

RETURN

EM
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SUERCUTINE TEST(ToFo1BASE,ITER,FXoMsN,1MP)

asS{LS FRCGRANMME C IMPRESSICAN CES
SeRESULTLTS INTERCEMECIBIRES FRCVENANT
“e¢LE SPELI (PETHLLE SIMFLICIALE)

IMFLICIT REALSB(A-H), REALSE(C~2)
CIPENSICMN TUY)},F(1),1RASE(])

FCFMAT(Oa2aT2ELEAL SIMPLICIALEaY/?

')

FCRN AT (*aan SECCNC ae MEMERE 00t/

9117}

FCFVMET(* ooaFChCTICN ECCACMICUE?/®
FCEMAT(®een ITTERATICH NUMERC aut/s

*777)

FCANAT(%ausases E A § [ scsat/e
FCRPATILX,9512,3)
FCRPAT(1X,9112)

FCRMATL/ 1) \
FCEMATL(/)

FCRPATLI2C( 00 ))
WRITEUINPyl44)

F2apa})

bex2a)

Mhzpdp

MNENaN

WRITE(IMF,132)
WRITE(IMP,141)1TER
WRITEUiNF,142)
TF(1TER-10240,30,2C

COATINLE

WFITE(IVMS,12C)
WRITE(IMP,142)
WETITE(IMP L LACH(F(T),Im2,MNM)
WFRITCS(INE,142)
WRITELTINE,1CC)

CC 1C 121,p

Flzp2el
REITCUINMP 140 )ITLI ) sJ2M] AN, M)
WRITECINP,143)

CCMTINLE

WRITC(INP,142)
WEITE(IFF,11C)

WRITECINMO, 14CI(T(1)I2P2,H2)
WRITE(IMF,142)
WRITE(IMP,245)
hEITC(EFP, 142 (T1BASE(T),123,/FN)
WEITE(INP,142)
WRITELIPP,120)
WRITECINFL140)FX
RRITELING,142)

EETURA

EM

'211)
=177
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FUMCTICN FLP(X 4 NeCyP)
CCI.CIIC’Iﬂl"lll’."l......
C
C T ) T
C F(XgNoFoeC) = P« X ¢ 1/2¢ X a C o X
4

CI...C."C.CC'CII.‘.C...C.'.
IMFLICITHZALe8(A-F),REALeE(C=-2)
CIMENSICN X{1),P{1),Q(15,1)
CIPEANSICA R(15)

Az(,
CC 1C T=1,A
2=C,
CC 11 J=1,A
ITAX{J)eLlTL2.E=-10) X(J)=0Q.C
11 2:74x(3)sClJd,1)
AzF(1)oXx(1)e2
R{1)s2/2,
1¢ COMNTINLE
CC 12 I=1,»
2afef (ThaX(1)
12 COMNTINLE
FLF=2
FETIUAN
ENC

SLBRCLTINE CCP{X A ,GR (P

c"l.'....f..ICIII.CCICC.'..
C
C .1 T
C Gf = £ + x e C
C
C"."O.'Ill!ﬁ.ll"l"‘l..'.
IMFLICTTRGALOE (A=) REALWE(C-2)
CIFTNSICN XU1)4CRIL1),F(1),C(15,1)
€C LC I=14AN
2=C,
€C 11 Jd=1,M
TF{X(JVelTale2=10) X(J)=0LC
11 2=14X(J)«QlJs]) ’
CR{INaF(I)+2 .
1¢ CCATINLE
FETURN
eh
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08883080000 adsnesnttssany

FOCNCTICNMS "UTILISEES

4803300405208 00038c8000300 s

FUMCTION AUX,MN)

e seCETERMIMATICN CE LA CCATRAINTE A(X) POSITIF GU NUL

IMFLICLIT REAL®E(A=~E), REAL!E(C~Z)
CIMENSICA X%(1)

COMMCON U LCsCRAC(AC)
COMPOA/FUNT/ZCIL1S415),P1L 1)
COMMIN/ZELAA/CSTALFA(LE)»CAL15,15)

COrMONPBALL 2222
COMPONZITENTZC4(15,150,P3(15)
A'FCC(X'A'CAQPA)’CSTA "“‘A
RETURA

ENTRY  A2(X4N)

EZ2sFCP{XyNogCRWFPA)SCSTA
RZTUFRN
EATRY FLUX4N)

120aCETERMINATION CE LA FOCNCTICMN ECCNCMIQLE

©

F1sFCP(XsheC1,F1)
RETURN
EM

" FUNCTICN F2UX,N)

IMELICTT REALSE(2-H),REALSELC~2)
LIPENSTICAN X(1)

COMMON LyLC,GR2LLAC)
COMMON/FURNTZCLL1S,15),P1(15)
COMPUNIFUNB/CSTA,PALLSY, CGA(15419)
((’M(h/ﬁtﬁtl/lt‘ll
CCOMMOMN/ZICENTZC4A(L15,15),P3(15)
FZs Gaa(x,N) ¢ LC

CC 13 I=1,M

Fa= F2 «GFAC(T)ax(1)

RETUSA

ENTRY F3 (X4A)
F2aFCP(X,NeCh,P3)

EEIURN
ENC- ' .




SLERCUTINE FC1(X,N,CR1)

vasCETERMINATICM CU GRADIENT CE L2 FCNCTIGON
IFFLICIT REALSE(A-F), REALCB(C~-T)
CIPEMNSICN X(1),GF1(1)
COMVON UGLLCFACLAC)
CCMMOMZELNLZCL(15,15),F1(15)
CCMVON/FLANA/ZCSTA,PA(15),QA(1%,15)
CCHUCNIRRRRAIDA22A
COMPONZICENTIC4(15415),P23L18)
CALL GCFUXy,ANgGR1,C1,P1)
RETLRA

EMIRY FGA(X4N,CR1)

ECONOMICQLE

sasTLTERMINATICN CU CRADIENT CE LA CCNTRAINTE

Y NCN LINEZIRE
CALL GCF{XgNgCR1,CA,P2)
FETILRN
ENC

SUERCLTINE FG2(XaN,4CR1)

IPFLICIT REALSE(A-F), REAL@E(C=-2)
CIFEMSICN X(1),CRL(D)

CIMPENSICN CF2L1S)
CUMVONIFUNZICST AW F2(15),C4(15,18)
COMNEA/TULNLZCIL1S,15),4PLLLE)
COMPONIEL2PRIBBARA
CCPMUN/ELeNT/CA(15415),P3(LE)
COMFON LaUC,GRACLAC)

CALL FGA(X¢N(CF1)

£C 1C I=1,N\
GRI(II=GRAT(1)4LeCRILTY}

RETLAM

EMNRY FGIUX,N,4GR1)
CALL GCPIX N,3R1,04,P2)

FEIUFRM
M
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200800969000 s00dsc00qcnae

SECUENCE € APPEL CCRKESPCNYANTE A
LAE VARIANTE CE LA PARAFETRISATICN

l..'.....'.."'.'.....'...
JMFLICIT RESLEE(D=FE) REALSE(C=2)
LCCICAL PARAYN
LCCICAL L1216
EXTERNLL aPS
COPMON/R22027A2004
COMMOA/FUNA/CSTALPAILS),CA(15,15)
hK'EllSTIBPIﬁ““.TEHF.PAR‘V'CTZIG'J.NNNQAV.‘44.K34'lH‘.XhK
Av=0,%CG
K11=25¢C
ALFRA=]E-6
EFSl=1.L-6
BETA=1.C-4
TEPP=3C,
IrP=2 \
FOFAM= FALSE,
Cl121G=,TRUC
RLIAr=,
Je&
MM
SeeFIMN INITIALISATICN STANCARY
LEC=
RELC(LEC,BF)
F‘IIE(IFF.lll)““‘.TfMF'P‘FlM.[TZIG'J'NNN
WEITE(INMP,EP)
TAN=TEMP
Yy pLL2)
NELINRN
CrLL tECTY
Kiiz=4
TEMP=TAMN
AM=NBY¢
bPPABzY R
ALEAP=2ES(LST2)
WRITE(IVP,S5G1)
CALL LECCEN(AMN,CTZIG)
WRITELINMF,9991)
CC 15 t=1,Lp2
IF(ABELALGT.XWK )CCTC 2
TE'P‘}CC.
K1l=225¢
KIT = kIY 4 12
c2 F(FVA]('ccoccgcc[‘;bA-',E]G.]Z)
WEITECINP,ECZYRLALA : .
CrLL CﬁLCL(ALPF;,EEYA.J'J11Eﬂp.KIToEPSU'OIIIG,PARA"ISCL'A44)K\4)
IFCALL22 LELXWK ) €0 TC 1
BEpaA=L2EpAR 2y




MNP MM

->
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1¢ CALL EICCN{NGA)

15 COMTINE
6CIC 1

6SGS CAL\L EXIT

111 FCRMAT(LXo3CO(0a0)}/1IX,'CCEF FARAN =9,E19,12/1X,°TCNPSa,F10.2//1X
o' LANT2IGC EXATERIEURE® yLS5/71Xo"CANTZIG »LS/1Xy *NB ETAPES CALCLL=",I4
«/1¥3NE CGENERETEURS DE DEFP2FTY,12/7/777)

G591 FCFNATIY]1',%0s0sssavsnf(X)enanasesatcnncanvep(X)onazanncvtacacasse
SCLE escstcasssasnrssnrges (/fracsssncsasncanaENPSanucnasealt)

ENC
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