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• 2 • 

Un p~O!J-\œllllf IIIClthlma.tiqUI. dt gJUUtdt taille pe.ut itu. dlcorryJoAl en plu.

~.itwu ~ou.6-p!l0gilaiiii!U ck ta.<.Ut ptuA· Jtldu.itt e..t dt p!tl6htnct, pt.U6 ~acUu a 
Jtl6oudltt. DANTZIG et WOLF! [9) on.t Jtla.t...Ul ee..t.te dlco,.,oA.uion en u.ü..UI.ant ta. 

notion dL baJtqcentu. cian.4 un tn4emblt convexe. L '.intJtodu.c.ü.on dt ce pll..inc..ipt ell 

pll.ogltllJrflta.tioll IMthlMû.qUI. 4 donnl nll.iuanct a toute unt 6o.Mil.lt. d' a.lgoi!Ltltmu 

~'app~uan.t 4U~ pii.Obllme4 dt type. l.inl~ e..t dt 5açon ptuA glnllta.lt dt type colt

vue. Nou.6 JtapptUe!lOM au~ chap.(tltu II et III tu plu.6 .impoJLt:ant.l. d'entu. eux. 

Nou.6 nou.6 .inthuAort4 dM4 ce tll4va.il, aux 1111-thorlu de dlcompoA.uion du. 

type "ba~t.ycelltJl.ique". S.i.gna.lort4 toute5o.i.A qu'a ewte d'«utJtu IIIOdU de dlcorryJO

AWon, n'uû.ti.4tmt pa4 ta. notion de b41ttjcentlte. On peu,t Utelt, en pMti.cu,l.(u, 

ta. mf.thode "du centltu" de HUARD (191, 1.4 mlthode de UZA'·IA (28 ], a.i.nl..i. que ce.Uu 

dt BENDE~~ (4] e..t ROSr.N [26]. 

En .i.n.tltodu..i.Aant tt plt.i.nc..ipe de dlco~oA.i.ü.on b41ttjcentltique danA l'a.lgolt.i.

thllll'. de FRANK e..t WOLF!': [ 13 ] , nou.6 dl5in.Vton4 au chap.{tu. IV l' algo~e mü.te. 

Pu UAW numh.iquu ont ltl Jr.lal..U.U e..t 44 c.onvugence 4 ltl co~Mle a etUt 
\ 

de ta. rrtUhode du c.olonnu de DA.~TZIC (8 ], Cu Jr.l4uU.a.U ~.i.g~ent au chap.(tlte VII. 

"u chap.i.tlte v, nou.6 ltudieMn6 un C44 p<Utt.icu,l.(u de pll.og~anmt conveu. 

NouA velt!l0rt4 que t.u ~~thode4 de dlc.ompoA.uion ba~r.ycentltique ne peuvent étlte appti

qulu düectement au pll.obUme po.\l. Un a.lgolt.i..thme. de ~tlt.iAaü.on Hlta alolr.4 

dl6.in.(, Jr.endant poiûble ltM u,Ut<Aaü.on. Afin d'en arrlf.Uoltelt ~a conveltguce numl

lt.i.que, du vMA:antu AeJton.t r!l 6-in.i.u. Elt.u 6.igUJten.t au ch~~P.(tltt. VUI a.Ou..i que tu 

,tf. 4 u,l-W.4 numllt.i.q uu co Mu pondant4 • 

Numf.Jt.i.qUI.me.n.t, U ut ~Jttant de pouvo.i.Jt lr.l4oudltt. dt laçon app110chle tu 

40U6-p!lOgltalmiU, Cùte ltude 6e~ta l'obje..t du. ehap.(tltt VI. 
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I - 1 - NOTATIONS. 

1 I 1 Nombre d'flémenta d'un fnaemble fini d'indice• 1. 

Enaemble dea entiera naturela. 

R Ensemble dea nOIIIbrea ri!e 11 . 

Eapace vectoriel euclidien de dimenaion n. 

x • '1 

lxi Norme euclidienne de x, lx.-~, 

M. 
1 

ttÏ 

~ 
1 

Vf (~) 

Va (Xl') 

- Tout vecteur x e Rn est identifii! 1 une matrice colonne dont lee 

éli!mentl 1ont le1 compo1ante1 de x 1ur la base canonique de •n • 

• - Toute forme lini!aire fe (Rn ) [ dual de Rn] eat identifii!e 1 

la matrice ligne dont lee i!lément1 1ont le1 compoaantel de f par 

rapport 1 la base duale 4e la base canonique de k0
, 

- A tout f e.C ( ftn , R111
) est auociée une matrice K indici!e par 

L >< J , avec 1 L 1 • m et 1 J 1 • n • 

Ligne i de la matrice M. 

Colonne j de la\•atrice K. 

Elément en poaition ( i· , j ) de la matrice K. 

Sous-matrice de K comprenant les lignee Ki avec i e 1 c:: L. 

Sous-matrice de K comprenant lee colonne• ~ avec j e ~ c J, 

Transposée de la .. triee M. 

_soit f : Rn + R différentiable en Jill. 

vecteur ligne représentant la valeur du gradient de f calculi!e 

au point Xl'. 

- Soit a 1 Rn + R• différentiable en Jtfl, 

Matrice jacobienne de a en 'Jl'll 

C'eat une .. triee de di.enaion • , n ) de terme géni!ral 1 

il a • . --~- (~) 
ilxj 
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- Soit f : ~n + R deux foie difUrentiable en x• • 

• H ( x ) Heesien de f en x•. Matrice carrEe eymétrique cie tez-. 
\ 

--=3~2=-f - ( x. ) gEnEral 

a xi a xj 

T A , x ) CÔne tangent l A en x. (J I - l - 2 ) 

r c K > Cône polaire ( nEgatif ) de K.(l 1 - 3 - 3 

1 - 2 - PROGRAMME KAnŒ~.ATIQUE., 

. -Soit ACE et f 1 E + IR, le P.robli!1111 euivant 

trouver i tel que f ( i ) • Max { f ( x ) 1 x e A } est appelE 

progr~ .. thEmatique. 

On le note eymboliquement 

Dans l'Etude qui va euivre on prendra E • ~n. 

-En général A ut défini par un eyst~œ de relation• 

A • { x e IRn 'i ( x ) ~ 0 • i• l • Il } 

avec .. 
1 

En introduieant a : ~n + IR
11 

de composante• 'i , i • 1 , 11 

• ( x) ~ 0 }. 

Le prograaa. a'lcrit alor1 1 

[

Max f ( 

• ( x ) 

x) 

~ 0 
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f Fonction lconoMique. 

•• 1 z 1 ~ 0 Con.WU.n.te. L 
1 

x 1 x e A • Solution JtlalJ..I,abû 

A EnHmbte. du 6otu.tioru ltlalJ..I, ab tu . 

i Solution optimale.. 

f 1 S! 1 Vale.u.t du p.to glt.alllllt lllltth bta.tiq UL • 

- Re.IIIIVI.q uv. 1 

- 1 - a. ( x ) • 0 <••••> { a. ( x ) ~ 0 et - a
1
• ( x ) ~ 0 } 

1 1 

- 2 - Min { f ( x ) 1 x e A } ~ Kaz { - f ( x ) 1 x e A } 

1 - 3 - CONDITIONS D'OPTIMALIT! EN PROGRAMHATHll MATHEMATIQUE. 

I - 3 - 1 - MaWnu!n local - Max.i.mum global. 

\ 

- 1 - On dit que xe Ac rr ~~U:imiae {globalement) f aur A ai et 

aeulement ai : 

v y e A , f(x) ~ f(y) 

- 2 - Orl dit que x e .a. c ~n IIIAxiaaiae locale•mt f aur A ai et 

ieulement a'il exi8te œ voiainage V de z tel que x aaximiae f 

•ur Af\ V. 

I - 3 - 2 - CÔne. tallgt.n.t. 

- 1 - Soient A c ~~,n et x e A. On dit que y e Rn ut 1111 vecteur 

tangent l A en x ai et aeulement a'il exiate une auite infinie 

( ~ , xk ) 8 R K Rn dEfinie par 1 
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{ ( \ ....... ) 1 \ ~0 • ...... e A,kt!l4 } 

telle que 1 \ 
k - lia ... . ... 

k+• 

- lia \ ( ...... - ... ) . 1 
k+• 

- 2 - On appelle cône t.ngent l A en a , l'ensemble dea vecteur• 

tangentl l A en a. 

On le note T (A, a), 

I - 3 - 3- Cbn~ f!'la.iM. 

Soit l un cône de ~n , ou appelle cône polaire (nlgatif) de l , 

l'enaemble r ( l) défini par 1 

r < ~ > • { y e ~n 1 v a e l • 1 . a ~ o } 

I - 3 - 4 - Fonc.t.ion eoncav~. 

- 1 - Soient Cc: ~n un ensemble convexe et f 1 C + rA• 

f eat dite concave 1i et leulement li 1 

v x,y ) e c • c , v A e ( o , 

f(Aa+(I-A)1] ~ Af(a)+(I-A)f(1) 

f e1t dite convexe li ( - f ) est concave. 

- 2- Soit concave • 
• 

Si f e1t difffrentiable en a e ~n alora : 

n * * * V x e R , f ( a ) - f ( a ) ~ Vf ( x ) , ( a - x ) 

- 3 - Soit f 1 Rn + R deux foia continÛment difffrentiable. 

ln dfaignant par H ( a ) la matrice dea dfrivée1 ••condel de f en a , 

on a 1 

f concave - Y a e Rn , B ( a ) ••ai-dUinie nlgative. 
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Soient A c: ll.n et f 

Soit P • [ T ( A , : ) 1 'enveloppa convexe ferml!e de T ( A , : ) , 

Dana cea condition• 1 

- 1 - : maxillliee localement f aur A 

- Vf c : > e r c P > • r c T c A • : > > 

- 2 - Si de plua 1 - A convexe et 

Vf ( : ) 

- f concave alora 

e r c P > .. 
->x maxillliee 

I - 3 - 6 - ConditionA rk KUHN et TUCKER [ 22 ]. 

Conaid~rona le programme auivant 1 

Poaona 1 

\[Max'f(x) 
• ( ll ) ~ 0 

f aur A. 

A • { x e ll.n j a ( x ) ~ 0 } 

• f et a 'tmt diffi!rentiablu en x e A , lea conditiona auivantea 1 

] u e IRirl te 1 qua 1 r- 1-

u ~ 0 

- ,2 - Vf : ) + u • Va ( : ) . 0 

- 3 - u • . ( : ) • 0 

aont appeli!ea conditions de KUHN et TUCKER. 



------· __________ ::r.-
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I - 3 - 6 - 1 - Condition6 n~c~66~eA d'optima!Lt~. 

\ . 
f e~ a ltmt auppoalea diffhentiablea en :~t e A. 

Poaona 1 

! • 1 • a
1 

( x ) • 0 

J( • 

ai l • [ T ( A • : ) illon : 

: maximise localement f sur A ~ : vlrifie lea condition• de 

KUHN et TUCKER. 

Si 

[ 
différentiables • f et a a ont en x e A • 

A eat convexe et 

f eat concave 

a lora 
... 

vérifie lea condition• de KUHN et • aaximiae f :K TUCJŒR ~:K aur A. 

I - 3 - 6 - 3 - Ccu. U.n~a.üte. 

Dana le cu linéaire auivmt 1 

Max f , x 

p A • K • a 

B x • b 

x ~ 0 

• Soit :K une aolution réaliaable de P 

Laa C.N.S. d'optimalitl •' écrivent 1 
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]cu, v) tel que 

u , A + v • B + f ' 0 

( u .A + v • B + f) , ~ • 0 

I - J - 6 - 4· - Ca.6 du pilOg.\.anmU c.onvuu 

Conaidhona le progr&llllle 1114thfmatique 1 

P a (x) ) 0 

[

Max f (x) 

b (x) ) 0 

Si - f R
0 

+ a est concave et différentiable 

- a 1 Rn + Rœ eat concave et différentiable 

Si de plue il existe ! t~l que : a(!) > o et b(!) ~ o 

Alora 1 i eat aolution optimale de P <-> 

i vérifie lea conditions de KUHN et TUCKER. 

I - 4 - DECOMPOSITION BARYŒNTRIQU! D'UN POLYEDRE [20] 

1 - 4 - 1 - 8aAVce~e 

- Oé fini ti ou 

Soit lt • { 1, 2, ...... k} ùn enaeai>le ~ d'indicea et 

{ Xj j je K}un enaeai>le de pointa de Rn. 

x eat appel' barycentre dea pointa { Xj, j e K} ai et aeulement ai 

]~~(~ 1 ...... Ak)ea"awcA>Oet I: Aj•ltelque: 
j e 1 



______ l.o. 

-Il-

K • I ~ • A. 
j ex l 

\ 
- Proprihi 

A convexe <-> A • ( K 1 :11 barycentre de point• de A} 

I - 4 - 2 - Pot~~~ 

- Définition 

On appelle polyldra p de R0 toute interlection d'une famille ~de 

deali-upacu fermh. 

On peut donc dire que: 

3 B, :1 b te 11 que 1 P • ( :11 e l.n 1 B • :11 ~ b } • 

- lte1118rque 

B • :11 • b ~ ( Bx ~ b et - Bx ~ -b } 

- Considèrona le polyèdre P défini par 1 

P • {xe a" B • x • b , x~ o} 

- ~aignonl par 1 

( xJ, J e c 
0 

( xj, j e c
1 

l'enaemble del point• extrême• de P 

i'ensemble del direction• d'infinitude extrême• de P 

De façoo équivalente on a 1 

1- Pour tout point :11 de l'enveloppe convexe de1 pointa extrême• 
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at 

2- Pour tout point x du cône asYuœtotique 1 

tela que x • t xj • ~j 
J e G1 

C~ P ut la ao- de l'enveloppa convexe da au pointa u:trêaoea at de 

aon cône aaymptotique, en poaant G • G0 + G1 , on a donc 1 

] 

at 

()"j ~ 0 , j e G) teh que t A. • 1 ] 
jec

0 
J 

On appellera g~nérateur extrême dt P tout Xj , j e G. 

Dhignona par 1 

- 1 la aatrice dont la colonne j eat Xj j e G 

- 6 le vecteur ligne da compoaantea 6j j e c tel qua 1 

j [ 1 ·~, j e G0 

6 = 
o ai j e c

1 

- A le Yecteur colonna de compoaantea ).j. j e c 

Alora 1 

[ 
x. 1 • ). 

x e P -:-- ]A tel que cS .>. • 1 

~ ~ 0 

I - 5 - HEntODE SIHPLICIAlZ [ 8 ) [ 18 J 

Soit l réaoudra le programme linéaire auivant 1 
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[

Kaxf.x 

A • x • a 

x ~ 0 
\ 

où A ut indicée par L x J 

NotaU.ont. - TM 6Utiilont. 

I est une base - [/1;: ~L/ 
A est inversible 

- I étant une bue : 

T (I) • (AI )-1 A tableau 1implicial 

t (I) • (AI )-1 a second œmbre du tableau siarplicial 

d (I) • f - fi • T ( I) vecteur crit~re de candidature 

x (I) tel que [: (I) I • t (I) 

(I)Ï • 0 
aolution de bue 

ai de plus t. (I) ) 0 alora x (I) eat une aolution de base réaliaable et I ut 

une base réalisable. 

Si pouJt. une bau I llla.ti.l.able on 4 d (I) ( o 4lo11.6 x(l)ut 6oluû.on op.ti.male 

Principe de la Méthode simpliciale 

La méthode 1impliciala définie une 1uite de valeura f • x (I) monotone non 

décroi11ante, en 1e déplaçant d'une bue I 1 une base voi1ine I' • I ~ r + 1 

r at 1 hant défini• co111111e 1uit 

d (I) ( 0 alor1 on choi1it 1 e I tel que d1 (I) > 0 
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( classiquement a correapond au ds maximum poaiti1) 

L'indice r quittant la base est alora s~lectionnf de la façon auivante 

r : • Min { 
t. (I) 

1 

T~(l) 
1 

r~ (1) > o, i e 1 } 
1 

~ peut noter que, t (1) at a ftant connua, on utiliae œiquement la 

colonne T1 (1) du tableau simplicial. 

~ peut remarquer qu'un changement de base de la méthode aimpliciale 

nfcessite de pouvoir connaître i chaque êtape 

- a correspondant i un d1 > 0, 

la colonne correspondante Ts(l) du tableau simplicial. 

La nouvelle matrice inverse de base et la nouvelle aolution de base aont 

alora calculablea. La méthode de décoD~poaition barycentrique de DANTZIG 

et I:OLFE [9] reposa a ur c\tte idêe • 
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C H A P 1 T R E 1 1 

0 E C 0 M P 0 S 1 T 1 0 N BARYCENTRIQUE 

X X X X X H X X X X\H X X X X X X X X X X X X X X X X X 

CAS LINEAIRE 
x x x x x x x x x x x x x 
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II - 1 - INTRODUCTION 

La r~aolution dea programmea,lin~airea de grande tailla a n~ceaaiti l'Ela

boration d'algorithme• spéciaux. L'id~e directrice en eat, de décompoaer le 

probl~me initial en pluaieura aous-probllmea de taille plus réduite et , de 

pr~f~rence, plua facilea 1 r~aoudre. 

Une famille d'algorithme• de d~compoaition utilise la notioa de barycentre 

dana un enaembla convexe. Dan1 le cas dea programmes lin~aire1, on effectue 

una décompoaition barycentrique d'une partie du domaine comme on l'a déjl 

indiquf au f I - 4. 

DANTZIG et WOLFE (JO] , ln premiers, ont Uabor~ un algorithme reposant 

1ur la méthode simpliciale. ABADIE et WILLIAMS (1] utilisent par contre la 

méthode duale-•impliciale. La méthode primale-duale est l la base de l'algorith

me propod par BALAS [2] , ~ignalons encore WILLIAMS [32] , qui a rholu par 

décomposition barycentrique le problème du transport 1imple. Citon1 enfin le• 

méthodes définies par OBEL (24 ]et BEN-ISRAEL et ROBERS ( 3 

Dana ca chapitre, noua d~velopperon1 la méthode primale ( 1 II - 2 ) et 

noua donnerona lei grandea ligne• dea aithode1 duale ( 1 II - 3 ) et primate

duala ( f II- 4 ). Ce• rappel• noua permettronl de mettra en évidence la 

principe de d~compoaition et d'an montrer l'intérft pour le traitement da 

certains problèlll!l. 

Il - 2 - ALGORI11111E DE DANTZIG ET WOLFE (9] [ 10) 

II - 2 - 1 - P~obll~ po4l 

Con1idéron1 uo programme linéaire donné loua la forme auivante: 
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Max f x 

Pl 

x ~ 0 

oil 

A eat une ••triee indicfe par L x J 

B Il Il Il " " L' x J 

a eat un vecteur colonne indicl par L 

b Il " Il " " Il L' 

x Il " Il " " H· J 

f eat un vecteur ligne indicf par J 

Poaona 8 • { x 1 B • x • b, x ~ 0 } 

En appliquant lu rhultata du U-4 au poly~dre 8, P 
1 

ut elon Equivalent 

au programme linéaire auivant : 

Max f • x . A 

A • X .). • a 

a >. • 

.). ~ 0 

où X et ~ aont aupposéa connua. 

A une aolution opti .. le >. de P
2 

correspond une aolution optimale 

i•X.AdeP 1 

- R~ flkl.ll9 uu : 

-On réaliu un gain en "lignea". En effet, elon que P
1 

comprenait 

IL 1 + IL' 1 contraintea, P2 n'en contient que ILl + J, 

2- Toutefoia, une difficult6 apparart l priori pour la réaolution de P2 ; 
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X et 6 ne 1ont pas explicitement ~onnu1. 

II - 2 - 2 - P~cype. 

On 1e propose de ri1oudre P2 par la méthode 1impliciale. Soit 1 une 

baae réalisable de P
2 

• On peut calculer la matrice de baae et la 1olution 

de base correspondante. Le1 variables duales assocife1 sont alors diterwdnéel 

par la formule 1uivante 1 

v ( I) • [ u (1), u" (I) ] • f, x1 , 

Par contre le calcul du crit~re.de candidature fait intervenir la Matrice 

X dea générateun extrêmes de B. En effet 1 

d (I) • [ f - u (I) ·• A ] • X - u" (I) • 6 

Noua avons vu,au 1 I- 5,qu'un changement de base peut être effectué, si l'on 

connatt une compoaante po,itive du crit~re de candidature et la colonne corre•
' 

pondante du tableau 1implicial. DANTZIG et WOLF! propo1ent de le• obtenir en 

ré1olvant le programme auxiliaire 1uivant 

[- [ : ~: (:) b 

A ], x 

p J étant résolu. par la œthode limpliciale' on obtiendra un séné rate ur 

extrême X
1 et d1 

• [ f - u (I) • A .x• - u" (I) , cS
1 

A 1 'optimum deux cas lont pouiblea 

~ 1 OptiatUIII fini 

Soit X1 
la aolution optimale trouv,e. Dana ce caa, on a : 

i • [ f - u (I) • A • X1 
- u" (I) > 0 - Alora 1 e1t candidat l 

entrer dm a la ba1e. 

ou 
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.::.i.:.i...;•:::....J~f"---....::.u_(lo,;I:.,:):.....:,•....::A_.....:....:;X:...1_-...;u::."-..l(..:I:t.)~S...;O:.- Alou la ba1e 1 ut optimale. 

Cas 2 : Optimll111 infini. \ 

Soit X1 la direction d'infinitude trouvée. On a alor1 : 

[ f - u (I) , A ) , X1 > 0 et 1 est candidat l entrer dan• la b11e. 

La réeolution de P
3 

noUI conduit donc l l'un del deux ré1ultat1 1uivant1: 

1 - La 1olution de base réali•able ~ (1) de P
2 

e1t optimale 

On a a lou la 10lutioo optimale ~ de Pl.: 

•• x' -r-:: r [ :J 
2- Obtention d'un candidat 1 permettant d'effectuer le chanae.ent de ba1e 

l l'aide de la colonne dite candidate 

!n effet, oo peut alon déterminer l'indice r quittant la base. 

Une base initiale peut être obtenue en effectuant une ph••• I 1ur le 

II - 2 - 3 - Atgowhme r 

4 • VUe..utüta.tioK d'Uilt. bau l&.l.a.U4abû de. P
2

• 

b - 1 U.an..t Ulle. blUe. l&.l.a.U4ablt dL P 2 

i - l'Ue.>UIO!a.Ucm du. vC111.ia.btu dualu v (1) • [ u (I), u" (1) 1 
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U- Rl.J.olu..ti.ort de. r 3 - obtu.U.on.rk la. eotortKr. cancUdate. 

OeuJt ca.6 1 

- da (1) ' o FIN 

- da ( I) > 0 Chartgemen.t de. bau - Ràowt a b 

II - 2 - ' - Conve.~g~n~t 1 

~ 'tant résolu par la méthode simpliciale, l chaque étape, on obtient un 

génfr•teu~ da 8 , Leur nombre ltant fini, .oyennant l'hypoth~se de non 

cyclage, la convergence eat a .. urie en un nomre fini d'ltapea, 

- Rt.mallqU'-4 1 

- L 'optiaiaation co~~p l~te de P 3 1\ 'ut pu néceuaire, Il auffi t de déter-

ainer x' tel que da (1) > O. 

2- On peut noter que, dana le caa oa 8 eat borné, on a l'encadrement 

auivant 1 

0 ~ f • i - f •• (1) ~ d
1 

Ce type d'encadrement joue un rôle primordial dana la déc0111poaition barycen-

trique dea programmes non linéairea. 

tl - 2 - S - ~lication~ 1 

Il peut arriver que la aatrice B ae décompoae ·an aoua-aatricea parmi lea-

quellea laa aeulea qui contiennent dea termea non nula aont aituéea aur une 
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"diasonale". Soit, Bi , i • 1 1 Il ccl aoua-matricee. ~ a le achl!ma auivant: 

A 

1 

0 0 

0 

Le probUœ peut être enviaagE aoua deux pointa de vue 1 

4 - A la lllatM:ct. A ut ClUOci~e Wlt. 111a.t~ùt. lllatM:ct. B 

(Sana utiliaer la atructure particulifre de a: 

x a'6crit où xi correapond l B. 
l 

P2 ne change paa de forme , Par contre PJ ae dfcompoae en h aoua-programme 

indEpendantal 

x eat candidat ai 1 

i 
- u (I) , Ai ] • x 

i 
Bi • x • bi 

i 
x ~ 0 
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[ t 1 
- v (I) • A1 J • z

1 
+ .... ·• [th - v (I) • '\ ) • zh - v• (I) .a 1 

> o 

b - A l4 Mt-Uc.e A o" IL66ocA.e tu h matM:c.u 11. 

Dfaignona par Xi la aatrica dea a~nfrateura del 

P2 a'fcrit alora 1 

Max t
1 x, .~ 1 

+ ............... + ~ • ~ • ~h 

A1 , x1 , >. 1 + .............. ,+ \ , ~ , ).h • a 

a, >.
1 

- ' 

\ 

Le a b aoWI-proarUIIII!I Pl aont encore d~ fini a par 1 

a1 eat candidat ai 

B. 
1 

i x ~ 0 

- u~ 
1 

• z 

h ah • >. • ' 

i 
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Rtii!ClAqUt: 

Un uenple dl. et tljpt ut 6o~ pd.\ le pJt.Oblbre dl. tluw.poiLt 1o.ürple • 

II - 2 - 5 - 2 - P~~dtion dt la 6onction lconomique [ 14 1 

GAUTHIER a appliqué cet algorithme pour r~aoudre le problême pa(ami-

trique suivant 1 

Pour chaque valeur de 8 1 

Max ( fi + 9 • f2) • x 

A • x ··.a 

x ~ 0 

II - 2 - 5 - 3 - PJtobUme du tluw.poll.t 4:Üitplt [ 32 

t. problème du tranaport aimple peut ae fo~ler de la façon auivante: 

• D 

Kin i~l j~l c .• • lltij lJ 

n 

j~l x .• . s . i • • • (1) 
lJ 1 

• 
i~l x .• . D . j • 1 o D 

(2)' 
lJ J 

xij ~ 0 (1} 

• n 
avec i~l Si • j~l Dj 

WILLIAMS applique la principe de d'ca.poaitioa en utiliaaot le• contrainte• · 

(2) ak (3) • 



! 
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Le probU• •• ramène alon l 1 

p 
fl). Kin t 

1•1 1 

p . 1 
t 1 i ).1 • si 

1•1 

Àl ~ 0 

avec: Xl [X~.) gfnlirateur de (2) + (3) 
lJ 

1 D 1 
'i • l: l .. 

j•l lJ 

............. - ........ ---~____, 

. 

L'obtention du candidat 1e fait par Wl calcul trb 1imple pour lequel 

la grille del c:oût1 n'est examinfe qu'en colonne1. 

II - 3 - HE Til ODE DUALE t 1 ) 

II - 3 - 1 - P-'li.rtci.pe 

Elle repo1e esaentiellement 1ur la mfthode duale-•impliciale. On résoud le 

problfme 1ous •• forme fquivalente P2. On a be1oin da connattra una ba1e I 

"duale optimale" [c'nt-l-dire d(l) '. 0] ainli que 

a- l'invar•e de la matrice de basa 

b-). (I), v (I) • [u (I), u• (I)] 

Suppo1on1 qu'il exista r 1 ).r (I) < 0 

0 ~-Dfaianonl par [ a
1
• (I), a. (I) ) lai lisna de l'inver•• de la,aatrice 

1 0 

da bua. 
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Lea probl~mel l r~aoudre aont alora lea auivanta 

\ 
1 -Recherche d'un pivot nEgatif, aoit ici : 

Xj tel que ar (1) • A • lj + a~ (I) • 6j < 0 

2 • Recherche de la colonne candidature. Soit 

. [ f - u ( I) • A ] • lj - u0 ( I) • 6j 
Kin( 0 ar (I) • A • xj + a0r ( I) • 6j < o} 

a (I) • A • xl + a (I) c5J 
r r 

La base I 'tant '"duala optimale" le a rapporta aont toua, dena ce cu, poli-

tih ou null. 

Lea mêmea probl~mea se poaent qu'au paragraphe II - 2 , Une difficultf 

aupplEmentaire apparaît : dana la recherche de la colonne candidate, la 

fonction intervenant eat fractionnaire. Toutefois, l'algorithme qui auit 

ne prend en compte que lu prograœnea linéairea. 

Pour aimplifier l'expoaf, on supposera 8 bornE. 

II - 3 - 2 - ~go.lti-thlftl1 piVIliel dL lttdtVtcht dt a 

1) On r~aoud d'abord 

(I) • A • x 

P4 

J[ ~ 0 

En dhignent par lt le point optimal trouY€ on a 

- Soit ar (I) • A • lt + a~ (I) ~ O, la problême initial n'a paa de aolution. 
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- Soit a (I) , A • xt + a0 
(I) ~ o 

r r 

"' • h rl 1 • t 

t 
[f - u (I) , A ] X - u0 (I) 

ar (I) A • xt + a~ ~I) 

Alon : 

- •i "'t • 0 . x• • xt e•t le a~nfrateur candidat 

- li "'t > 0 aller 1 ! 

2 - On rhoud le prograaue linhire auivant : 

Min "'t [ ar (I) , Ax + a~ (1) ) - [ (f - u (I). A). x - u
0 

(I) ] 

PS 
Bx • b 

x~ 0 

\ 
Dflignon• par xj la lolution optimale trouvie. 

Deux cu 1ont elon pouiblel 1 · 

Cu 1: 

"'t [ ar (I) • A • xj + a~ (I) ] - [ Cf - u (I) , A) , xj - u 
0 

(I)]<O 

On prend 1 xt+l • xJ 

"'t+l • h [ xt•J 1 

- Si "'t+l • O,·X1 • Xt+l e1t le gfnfrateur candidat 

- Si "'t."l > 0 retour l 2 avec t • t+l 

c .. 2 1 

ar (I) • A • xj + a: (I) l - [ (f - u (I) , A) xj - u 
.0 

(I) ] • 0 
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Dana ce cas J! • Xt eat le cmdidat cherch6. 

-La luite vt ftant 1trictement d~croiaaante, l'algorithme est fini 1i on 

rfaoud P4 et PS par la -'thode •i~liciale(moyennant l'hypothi1e de noo-cy-

clap) 

1 • Dans la méthode primale, la'colonne candidate est obtenue en résolvant 

un aeul aoua-programme Pl. Par contre, dana la méthode duale, on a l rfsoud-

re une afquence (finie) de programmea linfaires P5 en plua de la résolution 

de P4. 

2- On peut noter que cet algorithme est utilisable lorsqu'il •'agit de 

rfaoudre de1 progra~~~~~ea linfoaire1 para~trique1 (fonction fconomique ou 

1econd ~~eJDbre), pour lesqueh du problè~~ea du mime type ae poaent. 

II - 4 - METHODE PRIHALE-DUALE ( 2 ) 

Noua noua contenterona de donner l'idfe directrice de la méthode. A 

chaque itfration, on rfsoud d'abord la loua-programme P'l (u)auivant (avec 

initialement u • 0) 1 

P'~ (u) 

[

Max [ f • u • A ) , x 

1 • x • b 

ll ~ 0 

On dffinit alora un progra- directeur P'2 daru lequel ~ est une 

matrice dont lei colonnea j sont del pointa Xj aolution1 optimale• de 

P' 3 (u) • 
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Max - I ~! + ~~ 
i 

/-. 1 2 
A· • Ait + Il - Il • a 

P '2 (u) • 1 

1 2 
~ lt ~ 0, Il ~ 0,1.1 ~ 0 

- Cette méthode diffire dea pricidentea l 2 pointa de vue : 

a) u n'eat paa défini comme aultiplicateur de ltUHN et TUCKER 

relatif au progr8111De principal P'2. 

b) Lea aolutiona optimalea de P'2 (u) ne donnent paa en aénéral 

dea pointa x réaliaablea de Pl. 

On réajuate la valeur du pir~tre u a'il y a lieu. 

Poaona Z (u) • + I 
i 

~~ + ~~~ ) 
1 1 

Il eat aontré que Z (u) eat décroiaaant. De plua la aolution optimale eat 

atteinte quand Z (u) • O. 

Si Pl a dea aolutiona réalieablea, l'algorith• converge aoyennant. l'hypo-

thiae de non-cyclaae. 

( 
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C H A P 1 T R E 1 1 1 

0 E C 0 M P 0 S 1 T 1 0 ~ BARYCENTRIQUE 
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CAS NON LINEAIRE 
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III - 1 - INTRODUCTION 

Toute une famille d'algorithme• & étl obtenue en introduisant, dans le1 

programme• mathématiques non linéaire•, le principe de décomposition bary-

centrique. CH~~DRA[ 5) a étudié le1 programmes da type fractionnaire en uti-

liaant 1 'algori thiDI! de KANTI SWARUP [21 ) • Le ca1 du progr._, quadratiquu 

& lté abordé par IJHINSTON ( [29) , [JO) ) • Dea variantu de la méthode 1i111pli-

ciale 1ont alor1 adaptée•, pour résoudre le1 nouveaux probl~mel poaé1. 

Dans le cas général, pour lee programmee dits convexes, dea algorithme• 

ont été définie par DANTZIG [8) puis HUARD [20) • Une décompo1ition barycen-

trique partielle du do~ine eat réali1ée. Le• condition• de KUHN et TUCKER 

[221 penœttent alorl "d'agrandir "cet enaellllble 1 chaque étape. Citona 

également lu travaux de GEOFFRION [ 12J • 

Afin de préciser cette générali1ation, nou1 pré1enteron1 dan1 ca chapi-

tre: 

- Un algorithme de programmation \uadratiqua ( 1 III - 2 ) 

- La méthode del colonne• de DANTZIG ( 1 III - J 

- La méthode du barycentre de HUARD ,( 1 III - 4 

Ces rappela permettront de ai tuer " 1 'algorithme ai.xte ", que noul allon1 

définir •u 1 IV- 3 • Nous introduirons de la même façon , la principe de 

décomposition barycentrique dana l'algorithme de FRANK et WOLFE [13] , 

III- 2- CAS QUADRATIQUE ( [29] [30] 

III - 2 - 1 - P~obl~me po6l 

Consïdéronl le progrllliiDI! quadratique auivant: 

- 1 -Max p • x - 2 • . Q • x 

A x • a 
Pl 

x~ 0 
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o~ Q aat une matrice ay.6trique aemi-dffinie poaitive. 

8 • { a e Rn 1 1 • a • b , z ~ o} eat bornE et non vide. 

\ 
En introduiaent une dEcompoaitioo barycentrique de 8 , Pl aat Equivalent 

au probU- auivent 1 

P2 A.l.A•a 

6 • A • 

( 1) 

(2) 

(3) 

On rfaoud alora P2 en utiliaant l'algorithme de WHINSTON et VAN DE PANNE 

[31] • Il a'agit d'une variante de la mEthode aimpliciale adaptfe aux pro-

arammea quadratique• [29) ( une .éthode duale eat abordfe dana (301 ) • 

III - 2 - 2 - Condi.tio~ dt KUHN tt TUCKE~ lttla.Uvu a P2 • 

Soit A wte aolution rEaliuble de P2 • l.ea condition• dceuairea et 

auffiaantea d'optimalité relativea l P2 a'êcrivent :' 

'] ( v • v• ) at ] u. ( '\' k e co ) teh qua "k eco : 

p . -/- - 7- . Q • 1 • A - y . A • -/- - v• + ~ • 0 ( 4) 

(5) 

(6) 

On chercha ( A 0 u , v , v• ) aatiafaiaant le a con di ti on a de ( 1) l (6). 

L'algorith .. proareaae par dea chanaementa da baae da typa aimplex da telle 

aorte qua: 

\ 
1 

1 

1 

1 
1 
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a- Lea condition• de (1) 1 (4) aoient vérifiéea 

b - La fonction économique aoit croiaaante 

Une aolution de bue eat de type atandard loraqu'on a 1 

\ variable de bue -> '\ variable hon bue et Yi ce wraa. 

On retrouve le même probl~ .. que précéde ... nt, x et a n'étant pal explici-

te ment conn ua. 

III - 2 - 3 - ALGORITHME 

On .in.W.a.Uu t' al.go.UthiiiiZ. a~c. 'une 4otuti.on de. b46e llla.ti.6abte dL type. 

4.tMdlllld. On va 4 t' Uape 1. 

- Etape Ir 

On d~Ù!UIIÜ!e te IIIÜWII.ull de6 '\ • Soit '\ 1 at.te. valeWt. 

Veux CCl6 4 ont a.l.oi!J. pou.i.blu \ 

On ut 4 t'opü.IIIUJII 

'\J < 0 • ~ 4 t'ltape 2. 

- Etape 2r 

On .intltoduli .ta. vaM.abte \ 1dan.4 ta b46e. La. va.M.a.bte qu.Uta.n.t ta ba6e 

ut c.ho~ü piVUrli. tu \ dL bau et '\ 1 1 Veux CCl6 6ont a.l.o.u pou.i.btu 1 

• '\ 1 qu.Ute ta ba6e - RetoWt 4 t' ltape 1 

• 4.i.llon \ 2 qu.Ute ta b46e. ~a t'ttape J. 

- Etape. Jr 
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p4)IMi tu ~ « bau ù ~ 1• 

~ux ~ ~ollt a.t.ou pou.ibtu 1 \ 

\ qu.Utt. lA. ba.6t. Rlpltu l'ltape. 3 • 

. '\l qu.Uà. lA. &a.6t. AU.t.11. a t'l.tape 1. 

1 - Il ut W>ntrf, qu'en ae donn'ant 1 L 1 + 1 variablu \ ~ 0, on peut 

en principe, d~tenainel' lu valeura initiale• de v et v• , 

2- On revient toujoura l l'ftape 1 avéc un tableau de type atandard. 

3 - X , >. ut ~terainf par lea variable& ~ de bue. 

4- L'alaorithme exige de connaître le annimum dea { '\• k € c. }, aoit '\a' 

Il auffit poul' cela, de r~aoudre le programme lin~aire auivant 1 

Ku p Jt - Jt Q , l , >. - ; , lt. , Jt - v" 

Jt ~ 0 

En rfaolvant la problême pal' la m~thode aimpliciale, on obtient l la foia, 

~. at /- 1
, 

5 - Enfin, on peut vfrifiel' que la colonne candidate aat explicitement connue. 

On peut donc dire que l'alaorithme peut ae dfroulel', aana que l'on ait a· 

dfterminel' toua lea pointa extrêmea cie B. 

Il eat W>ntd qua, W>yennant l'hypothha de non cyclaae, l'alaorith-

ut fini. 
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III - 2 - 4 - Cortchu..u'". 

Le principe de dEcompoaition barycentrique eat donc applicable auK pro-

arammea quadratiques. De la même façon, l'Etude du problème a Et6 ramenEe 

l la rEsolution de ·programmea linEairea de taille plua rEduite , définia 

l partir dea conditiona de KUHN et TUCKER. 

Il eat l noter que, ai la partie quadratique eat nulle, l'algorithme •• 

réduit l celui de DANTZIG et WOLFE. 

III - 3 - CAS CONVEXE - I'ETHOD! DES COLONNES [S] 

DANTZIG a aénéralisé aux proarammea dita convexea, la principe de déca.-

poaition barycentrique. 
\ 

Conaidérona an effet la problème auivant 1 

Poaona 1 

[ 

Max f (x) 

Pl a (x) ~ 0 

b (xj ~ 0 

A • { x a (x) ~ 0 } 

8 • { x b (x) ~ 0 

Prenona, en outra, comme bypothèaea initialea 1 

BI - An 8 ~-

H2 - 8 compact 
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BJ- f 1 Rn +IR C.O~CilVf. 41.111. IR0 

• IRn + IRP eon CllVf. 41.111. IR n 

b lln + llq eonCilvf. 41.111. IRn \ 

Rel!ltVtq UL 1 

D'aprla l'hypothlae H3, f, a et b aont continuel aur lln. 

A chaque i thation, aprh avoir déterminé une aolution approchée de P 1, 

on cherche un nouveau générateur. X1
• Le programme directeur aura un nombre 

croisaant de colonnea tout en reatant linéaire. Par contre, lea.aoua-pro

grammea de recherche de x', défini• l partir dea conditiona da lUHN et 

TUCKER, na aont paa linéairea. 

III - 3 - 2 - ~otationo\ 

Désignons par 

- l un ensemble fini d'indicea. 

- Xj, j el un enaemble de pointa de B 

Posona : 

- xl matrice dont la colonne j eat Xj 

- f 1 vecteur ligne tel que fj • f {Xj) 

- e'l vecteur ligne tel que Y j e K, ej • 1 

- A1 matrice dont la colonne j eat Aj • a (Xj) 

On aait que, x eat barycentre dea { Xj 1 j el } ai et aeulement ai 1 

] "' tel que 1 x • {' , ~ avec al , "' • 1 at "' ~ 0 
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III - 3 - 3 - PilOgltaJmle CÜM.~Wt 1 

On remplace alor1 Pl par un progra.me linéaire approché, not6 P2 (K). 

P2 (K) 

Hmlf
1 

• ~ 

Al , ~ ~ 0 

el • ~ • 1 

~ ~ 0 

On désignera par À(K) une 1oluti'on optimale de P2 (K) at par x (l) 

• XK • À(K) le point .. aoci6. 

1 - L'enaemble de1 générateura\de P2 (K) est initialement choiai de telle 

aorte que 1 'enaemble de1 1olutio~1 réaliaabl .. 1oit noa vide. 

2 - P2 (K) eat une approximation de Pl par défaut 1 

En effet 1 

- Posons 

lC. · K l 8 (K) • {x 1 x • K .• ~avec A • ÀK ~ 0, e • ~ • 1, A1 ~ 0} 

- Du fait de la concavit6 de a et b, on a : 

8 (K)c: A n 8 

- En outre, f étant aUBai concave 1 

r . ~ ~ f [ x <K> 1 , f <st> 

o~ 1 déaiane une aolutioa optimale de Pl. 
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III - 3 - 4 - Condition~ de. KLHII e..t TUCKER .\e.ltttivu a P2 ('l) 

A l'opti-, A (K) ut lib l la variable duale v (K) • ( u ('l),u" (lt) 1 

par laa relation• auivantea 1 \ 

( 1) u (K) ~ 0 

(2) Il (lt) • AK + fit + 11° (K) Jt 
~ 0 e 

(3) u (K) • A
1 

• A (lt) . 0 

(4) fl • A (lt) •- u"(K) 

Il est l noter que, ai P2 ('l) est résolu par la méthode aimpliciale, 

v (K) eat fourni avec la aolution'optimale A (Jt), DANTZIG introduit alora, 

comme nouveau générateur de P2 (K), le point de B donnant la valeur aaxi-

aale de : u (lt) • a (x) + f (x) + u• (K) • 

La variable duale u (K) 6tant conaid,rêe comme conatante, on dEfinit le 

aoua-programme auivant 1 

Pl (lt) 

f (x) + u (K) • a (x) 

b (x) ~ 0 

Dêaignona par x' une aolution opti .. le de Pl (K) • 

Poaona 1 

A' • a (x') r• • f <x'> e• • 1 • 

!lotona enfin 1 

d1 • f 1 + u (l) , A1 
+ u" (l) • 
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1 - Pl (lt) ne co~~porte que q contraintu al on que P 1 en co~~prenai t (p + q). , 
Comme dan1 le cal linfaire, on rfali•• un aain en liane• 1ur la taille du 

problime l résoudre. 

2- Toutefoi1, Pl (K) reste un probl•me entiire .. nt non linfaire. 

III - l - 6 - EnCild!te~Jtt de t'oflÜJ'W' r . 

Par définition de ~ on a : 

f (x) + u (K) • a (SI) + u" (K) ~ d1 

Comme u (K) • a (x) ~ 0, on déduit que 

f (x) + u• (K) ~ d1 

f (SI) - fl , ~(K) ~ d
1 \ (KUHN at TUCJŒR) 

Or fl, ~(K)' f (x (K)] '(f concave) 

0 ~ f (i) - f [x (K)] 'd1 

On en déduit que 

( • ) d
1 ~ 0 

('b) d1 • 0--> x (lt) 1olution optimale de P 1. 

~t.maAgut ~ Cet encadre .. nt ••t intfre11ant 1ur le plan pratique. On an 

trouvera une ituda au chapit~a VII. 

III - l - 7 - AlgoJLWune. 

ftcut.t doMl Wl Vlbel!lbte 6-iJI..i. d'.utd.i.c.u IC e..t { xJ 1 j e K, xJ e B} 

W glnlJt.4ùuJt,j co~pondan.a Ucmt b.i.e.n c:ho.U..U. (~ue. 1 du. III - 3 - 3) 1 
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- 1 - Op~a.tion dt. P2 (K). 

- f - O~te~a.tion dt. v (K) 46~ocil • 

- 5 - Il~ ol.u.tion de P 3 (K) A t'aide ck u (K) e.t calcul dL d 1 
• 

1kwt C46 ~ont al.o.u pou.iblu 1 

(Cl) d
1 

• o al.o.u x (l) ut ~ol.u.tion op.tUrtale. dt P 1 

(b) d
1 > o al.o.u Olt 4g1U111dU t' Vl4e.mbtt d' .indic.u 1 l' • l + • • 

lle.toWI. Vt 1 ctve.e 1t • 1t' • 

L'alaorithme eat talqua la auite dea valeura { f[x (K}] } eat 80Dotone et 

non dêcroiaaante. 

Coœae l augmente d'un fUment l chaque étape, on peut noter: 

l•{l,2, ••••• ,k} et a-k+l, 

Par ailleura, notons: 

~ • x (K) ; ~ • u (K) 1 h• • u•(K) ; 
k ~ 

f • f[x (K)]. 

k~l (K) • f ( t'+l ) + ~ • a ( tc+l ) + ~·. 

Déaignona par S la auite dea itération• 

- Suppoaona que, y k eS, kdl (K) > 0, L'alaorithme eat alora infini • 

Ajoutona l'hypoth~ae aupplémentaire auivante 

H4 - v k e s , ( h , h• ) e u co~act 

Ona Yk8S, ( _i+J k k. ) x-- • u • u e 8 >< U e0111p act • 

Soit (X,;', ':• ) un point d'accUIIIulation de cette auita • On peut axtraire 
N 

da S une aoua-auite infinie S telle qua 1 
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_Jr.+ 1 k k. ~ "' "'•> ex-- • u, u > • ex, u, u e s ,. .u 

k e ~ 
Or 

V k e }, k3l (K) • f (~+l) + h , a cxk•l) + h• > 0 (par hypoth~se) 
et 

Vk e 'i. V k' > k, ka• CK'> • t cxk• 1> + h' .• etc••> • ~;, o 

f et a ltant continue• 1ur Rn, on en dEduit en pa1sant 1 la limite qua 1 

t <'~> • ~ • • cb • ~· • o 
k 

Comme la auite de1 valeur• f e1t ~otone non dEcroi11ante, on a 
k 

li• f • f (i) 

k e s 

\ 
Avec lu nota.û.oM p/llc~ckntu et .so~ lu hypotM . .su Hl, H2, HJ et H4 l>i. 

a une Uape Oll 4 kd 
1 

(K) • 0 a.lo.u ~ ut .solu.ti.Oil op.ti.Jfta..t.e. du. pJr.oblbte. p 1. 

le Si œ.tte lven.tua.Wl ne .se pJr.od!.J.,i,.t jaJrttUA, la .Suite .ût6-ûti.e { x 1 k e S} 

6owtn.te PaJl l' dgoti . .t.lur~e e.s.t .t.eLt.e. q~ : 

li• f &> • t <x> 
k + .. 

k e s 

R~l!la:tgue 1 : 

L'hypoth~sa H4 est en partiçulier vlrifile dan• 1•• 2 caa auivanta 1 

H"4- A une ~e .ithaU011 1t • lto, P2 (Ko) lc.ll..(.t .sou.s 6ou.t C4110n.iqu.t. 

4dJrte.t une ba.se opti..Irta.le I • Io ltOit dlglnlllle. 
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H'4- initiale-nt ] j"el ttl qUL a (Xj") > 0 tt b (Xj") ~ O. 

Cette condition 1uppo1e que A ut d~nthieur non vide. 

·Re maiUl ut 2 

La propoaition eat encore vraie ai on ae contente de Xk+l tel que 1 

et 

f (xk+l) + u , a (xk+l) ~ Max {f (x) + u • a (x) 1 x e 8} -& k 

1i toutefoi• 1 Ek ~ 0 quand k • • 

III - 4 - CAS CONVEXE - l'f:THODE DU BARYCENTRE [20] 

III - 4 - 1 - P~obl~me po6l - Hypoth~t4 

Pl 
[

Max f (x) 

a (x) ~ 0 

b (x) ~ 0 

avec lei même• notation• • 

u1- Ans~ 111 

H2 - 8 co~ct 

R'3- f, a, b COIIC4Vt4 tt COrtÜJIÛftJI.t di66htn.ti.4bW .\Wl CR
0 

84 - til po.\ant 1 
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CC e..t c peu.ve.nt ne. pa.6 e.U4.tul 

On 4u.ppou. qu.L : 

] ~ 1 a' C~) > o, c • ~- c • 0, b C~) ~ 0 

III - 4 - 2 - P~og~ ~cte.ut 

On utiliae la même ~thode que dana l'alsorithme de DANTZIG en introdui

lant lu pointa { xj e BI j e l } • 

Toutefoia, on ne procède pal l ~· linlariaationa de f et a , Le proar..

• directeur a 'Ecrit 1 

P2 Cl) 

Max f c.f- , >-.c> 

a cl . Ax> ~ o 

el • >-x • 1 

"tc ~ 0 

Lea lj ltant choiaia de telle aorte que le domaine de P2 CK) aoit non vide. 

Re~ue 1 P2 Cl) eat un proaramme non linEaire. Il •'•ait encore d'une 

appro:atimation par dEfaut de PJ; 

III - 4 - 3 - Cond.i.U.on4 de. KUHN e..t TUCKER ~lativu a P2 (K) 

A l'optimua, .\(l) eat lile aux variablea duale• ( u Cl), u• (l) 
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par lee condition• IUiVIIIItel 1 

(1) u {K) ~ 0 
\ 

(2) {lt) .,!- + u" (K) Jt 
1 • e ~ 0 

{3) u (K) e ( x (Jt) ) • 0 

(4) 1 (lt) • 'X {lt) .• - u" (!<) 

oil 1 (K) • u (K) .Va(x(K) ] + Vf t x (lt)] 

- ( u (K), u" (K) ] ftant 1upposés connu•, on définit alon le eou•-pro1ra.-

1r. 1uivant 1 

p 3 (lt) [

Mu 1 {K) • x 

b {x) ~ 0 

A noter que Pl (K) re1te partiellement non linéaire. 

-L'encadrement de l'optimua •'obtient immédiatement 1 

.. ,_ ........... -

f (i) - f ( x (lt) ] ~ f (i) + u (K) • a (i) : ( f [x (K) ] + u (Jt) • a (x(K)]) 

~ 1 (K) . [ i - x (K) J 

~ 1 (K) ( -,.A - x (K)) 

~ 1 (K) • J!' + u• (K) 

Soit en po1mt 1 d
1 

• 1 (Jt) • x' + U
0 
(~ 

1 • e 

• • 1 avec e 

0 ~ f (i) - f [ 'X (l) ] ~ •• 

L'encadrement ut du llê• type que pdclde-nt. Caa. au paraaraphe III -

3 - 8, on peut po1er 1 
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k k k 
1 • k + 1 ; x • x(~) et 1 • 1 (~), u" • u" (~), 

k~J (l).'. Xk+l. ~·. 

III - 4 - S P40po6Ltion 

On définit alore le même algorith.e qu'au paragraphe III - 3 - 7. 

D'apri!l 1 'hypothhe H'J, I!Vf (z) Il et liVe (z) Il eont bornlia eupErieu-

rement sur 8. 

On obtient la propoeition euivante 

P!topoûüon 

Avu lu nota.Uon6 p.lllclden.tu e.t .\Ou.\ à6 hypothùu (Hl), (H2), (H'l), 

(H4) 4l.i. 11 une ttape m1 a k~ 1 
(IC) • 0 alolt6 ~ ut .\oluti.on opt..(Jrtah dt. P 1. 

Si. ee.t.tt lven.tu.al.i..tl. nt .\t p!todu.i..t jaJIIIIJ..iA, la uUe .i.n6-i-Me {~ 1 k e S} 

6owcn.ie pM l' algo!Lithme ut teUe que 1 

\ k 
li• f (x) • f (i) 

k e s 

Re'"o/lQue 1 L'optimiaatiœ compUte de Pl (~) n'ut paa nEceuaire. 

III - 4 - 6 - Lien en.t.lte la rrtl.thode du bo/1!/Wt-tltt. et l'a.lgo.lt.ithme dt. FRANK 

ET WOLFE ~13] 

Soit l rE1oudre le programme •uivant 1 

Pl [ b

Hax f (z) 

(z) ~ 0 
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III - 4 - 6 - 1 - AppUcailort dt t'also.lf..Uhmt de FRANK ù WOLFf 

\ 

Cet alaorithme diveloppf au 1 IV - 2 donne dana ce cax particulier la a6-

q~nce auivante l l'ftape k 1 

- a - Soit ~ tet que b <~> ~ o 

- b - Soit i • 0 tu..ti 0 rt 0 p.t(ma.l.L dt. 1 

[ 

Max V f ~~) • a 

b (x) ~ 0 

- c - Soit k~l •olutiort dt. { Max f (x) 1 x e [~, ~] 
(Re..tol.ll\ A - a - 11vtc. ~ • k~ 1> 

A k k k k 0 ~ f (x) - f (x) ~ V f (x) • (z - x) 

III - 4 - 6 - 2 AppUcailon dt ta. mlthodt. du. baJtyc.tntJIL 

La proaramme directeur devient 1 

Maa f (x!- • ~) 

P2 (X) 

A l'opti.ua a (K) • xl, A(X) eat li' l la variable duale u• (K) par lea 

relation• 1 

(2') V f [ x (K) ) , xl+ w• (K) , eX~ 0 

( 4 ') V f [ ll (K) , ll (K) • - u • (K) 

On a donc l rf•oudre le proaraaae auxiliaire auivant 1 
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P3 (K) 

f[x(It)]..x 

b (x ) ~ 0 

A l'opti~, X1 , de P3 (K) on a 1 

0 ~ f (x)- f [x (K) ) ~ V f [x (K)] • ( X1
- x (K)) 

III - 4 - 6 - 3 - ~nhal.Ua.ti.ort de l' 11lgoltilhme dt. FRANK et WOLFE 

A 1 'hape euivante de la lllithode du barycentre, on rfeoud P2 (K') 

avec l' • lU {1} , On aaximiu f dan• 1111 enumble convexe contenmt 

le eegment [x (K), X1 ]. 

Il e'agit d'une gfnêralieatioa de- c- dan1 l'algorithme de FRANK et WOLFE. 

III - 4 - 6 - 4 - Rei!ICV!qUU \ 

- 1- On retrouve dan1 ce cft8 particulier, l'algorithme de BOLLOWAY [15) 

appliqu6 au programme euivant 1 

[

Hu f (x) 

x e B 

- 2 - On peut encore noter que, dan• lee mimee conditione, la ~thode del 

colonnee [III - j ) de DANTZIG doiUle la eolution aprb une 6tape de calcule. 

III - 5 - CONCLUSION 

L'int6rêt principal de cee deux méthode• rêeide dan• le fait que lee 

progremmee l traiter eont de taille plue réduite. en général, Cependant, 

ellee ne noue affrmchieeent p&l de la non linfarit6 de toue lee probllmee 
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l enviaaaer ceci en particulier au niveau dea aoua-proar..-ea. 
\ 

Motona enfin qu'elles aeablent bien coaveair pour laa proar...ea ~th6-

aatiquea du type auiv8Dt 1 

Kas f (x} 

a (x} ~ 0 

• ~ 0 

avec dea hypoth~aea bien choi1iea. 

Supposons de plua a quadr1tique : oa peut noter qu'aucun dea deux alao-

rith•• ae per.et de tirer profit de cette propriEtE perticuli~re. 

"L'alaorith• aixte", qua noua allon1 dEfinir au 1 IV:- 3, •• particulari-

aera d8Da ca cu. 
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CHAP 1 TRE 1 v 

A L G 0 R 1 T \H M E M 1 X TE 

X X X X X X X ~ X X X X X X K X X 
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IV - 1 - SOUS-OPTIMISATION UNIDIHF.NSIONNELL! 1 

IV - 1 - 1 P~bt~me po~l 

Soit l rfaoudre le probl~me auiv~t 1 

p 

On auppoae que 1 

[ 

Max f (x) 

xeAt'\s 

H 1 - A ut un ett4embte cortveu et 6e.Jtlli 

H2 - 8 compact et conve~e 

Hl - l 1 ln + R . .telle que 1 

i - f ut conCAve 4WI. 11.
0 

\ 
ii - f ut con.t.Utir.ten.t di66l.~~en.t<.abte 41.1-\ R" 

H4 - A n 8 ~ • 

k 
A une aolution rfaliaable x 1 obtenue l une ftape k 1 on aaaocia une partie 

k 
6 (x) de An 8 

k k 
On choiai t arbitrai re ment 1 e 6 (x) 

k k 
On maximise elon la fonction f aur le eegment [ x 1 1 

k+l 
Soit x le point ain1i obtenu. 

k+l k 
On rfithe le proceaaua avec x au lieu de x 

0 
lnitialu.ent on choiait x e Ans 
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IV - 1 - 3 P~ap~~tl~ 
\ 

Moyennant lea hypoth~sea indiqu~ea, l'algorithme g~nèra une auite infinie 
k k 

(x , z) 1 'lt e tl } vérifiant lu propriith auivmtu : 

'lt+l 
- PMp!UUl 1 1 V 'lt € tl, f (~) ~ f ( x ) 

- P11.0p~ltl f 1 v k e 11, ~ e A n 8 

- PMp!Ultl 3 1 

Quel que ~au lt pa.ütt d' ac.c.lAINLlo..üort ,;, ~~ de. la .~ou.<.te{ c'i, ~ 1 'lt e ~ } 

ghVtlr. pail l' algolt.Uhrne. ort a 1 

v f (~) • (: - ~ ~ 0 

Soit N'C: N définiaaant une aoua-auite infinie convergente 1 

ct i> 1 
... • { t eN' + (x, z) e B )( 8 

Par définition de 
k+l 

x on a : 

v e, o ~ e ~ 1, f (k~ '> ~ f[~ + e (~ - ~) 1 

Donc V k eN'etVk' eN' avec k' ~k + on a 

v e , o ~ e ~ 1, f <r> ~ f ( ~ + e (~ - ~) 1 

Soit en passant l la li mi te ( f ~tant continue aur Rn ) 1 

• • • • v e , 0 ~ e ~ 1, f (x) ~ f ( x+ e (z - x) 1 .. • .. 
On en déduit que x maximise f a ur le aegment x, li 

... 
On a donè, en désignant par H le cône tangent en x au aegment 

• V f (x) e f (H) cône polaire de M 1 I-J-5) 
.. . 

or [ z - x ) e K 

Par définition du cône polaire r (H), on a donc . . ... 
V f (x) • (li - x) ~ 0 

Rt'marque: Pour toute partie infinie N'' de tl telle que : 

... ... 
[x z] 

k k ... ... •• ., 
V k e N'', ( x , li ) • <': , li ) on a ausai : V f ( x ) • ( li - x ) ~ 0 
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i U.an.t une 4 oluû.cm opt.Urtale de P, 4.i Y k e R , Olt 11 1 

k k k k 
0 ~ f (i) - f (x) ' V f (x) , (& - x) 

a.l.OIL4 tiJn f (~) • f (i) 
k +. 

En effet 1 "1 k e N, V f ( ~) • ( \ - i) ~ 0 

O'aprèa la propriEtE 3, (:, :) Etant un point d'accumulation de la auite, 

on a dans ce cas 1 

v f (~ • (: - ;) • o. 

lim f (~) • f (i). Donc:lia f (~) • f (i) la auite 
k + e,k e N' k + • 

auitl Etant monotone non dêcroiasante. 

Pour un point (*':. , •,.•) [ re111arque précédente] on a le même l'éaultat,. 

IV - 2 .;. ALGORinlME DE FRANK ET WOLFE 13 

\ 

IV - 2 - 1 - Algo~e 

1 - ln..U<.a.l.emen.t, Olt cho.i4U ~ e An 8 

2 - A t'~tape k, on di4po4e de ~ , 

A &> • { z e An 8 1 z lllllu".m<..le v f <~> • x 11vec x e A n 8 } 

On cho.i4.it ~ e A(~} 

3 - SoU k~ 1 ~ po.&l.t qul rnax.ùn<.u f 4Wl [ ~. ~ ] 

RetoWL a 2 ave~ k • k + 1 • 

IV - 2 - 2 - P~opo4it<on 

Par définition de t on a 1 

v f (~) • (i - ~) ~ v f (~) • <i - ~) 

D'aprèa la propriété 2 et compte tenu du fait que fait concave on peut 

icrire 1 
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k k k k 
o ~ f (x) - f (x) ~ V f (i) • (& - i) 

La propri~ti 4 noul donne: 
\ 

u. f <~> • f ex> 
k+-

AvLe le4 notation4 p~cldente4 Lt 4ou6 le4 hypothl~e4(HI), (H2), (H3), (H4), 

la ~ouUe. bl6(.n.i.L { ' k e tf 6oi.Wl.U Pl" l'algolt.Uhmt. e4t te.Ut. q~ , 

u. f (~) • f (i) 
k+• 

IV - 2 - 3 - 11e.IIICIAqUe4 

1 • Lor1 de la aaximi1ation 1ur le segment, on peut 1e contenter d'une 

1olution l E pr~s. Nou1 pr~ciseron1 dan1 quelle• condition• au chapitre VI • 

2 • A chaque itération, on po1sède un encadrement de l'optimum tr~• 1ati1fai-

1ant 1ur le plan numérique. 

3 • Dan1 le cal particulier 1uivant 1 

[

Max f (x) 

A • x • a 

x~ 0 

Cet algorithlll! conduit l une 1équence infinie de progr8JIIDI!I lin~airea et 

de maximi1ation1 1ur un aegment, ce qui e1t intérea1ant sur le plan numé-

rique. 

4 , On trouvera dan1 [ 16 ] et [ 33 ] we ~tude gl!n~rale del algorithlll!l de 

loua-optimiaation unidimenaionnelle utilisant en particulier la notion de 

fonction multivoque. On peut au1si en trouver une dé.anatration différente 

dan1 [ Il ] 1111i1 moyennant del hypothèus plu1 fortea. 
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IV - 3 - ALCORiliiHE MIXTE 

IV - 3 - 1 - P1t.0blb!e pohl - Hrœoth~u 

- Il a'agit da rfaoudre : 

FI 

A et 8 aont défini& comme au chapitre III. 

- On auppoaera que 1 

Hl An8~QI 

H2 1 8 ccrrpa.ct 

Hl f 11." + IR concave e-t CD~ÛIIen.t d<.66lite~t.tia.bte -'u.\ R0 

a 1 R0 + IRP concave 41!.\ Rn 

b R0 
+ Rqconca.ve -'u.\ Rn 

Pour la auite, noua introduiaona lea mêmea notations qu'au chapitre III. 

IV- 3 - 2 - P..W.cipe d~. l'a.lgoiLUJime mü.te. 

L'algorithme de FRANK et WOLFE détermine~ l partir du programme auivant 

[

Max v f (~} • x 

a (x) ~ 0 

b (x) ~ 0 

pour lequel lea contrainte& aont non linfairea. 
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Noua allons introduire le principe de dEco~oaition barycentrique, 

' Le point ~ aera alora défini l partir d'un progranme linfaire dont la 

domaine dea 1olutiona rl!aliaabln ura indu• dan_• A~ 8 • Il •'agira donc 

d'une approximation par défaut. 

Le1 conditions de XUHN et TUCIŒR nou1 permettront "d'agrandir" cet enumble 

l chaque itération en réaolvant un programme non linéaire en général. 

IV - 3 - 3 - PJtDglta!m!e cWr.ectetilt de l 'algoiLLthme "'üte 

-A l'étape k, on dispose d'un ensemble fini d'indice• K, et, d'un en1embla 

de génlirateur1 { Xj j Xj e 8, j e K } 

Désignonl par: 8 (K) • {xe ~n 1 x. XK. ~· AK • A,~ 0, •': A,. 1, 

AK ~ 0} 0~ AK est une matrice dont la colonne j est AJ • a (XJ), 

Soit ~ e B (K) 

011 peut définir le progranme 1uivant : 

Max V f (~) • '1f • Ar.: 

Al Ar.: ~ 0 

P2 (k, K) K 

·~ • . 
Ar.: ~ 0 

Si A (K) est une 1olution optimale da P2 (k, l) on notera: 

~ • {' • A (K) 

- Rl'.l!la.l\q w> 6 1 

- 1) K ut choiai tel que 8 (K) ; Ill l l'étape 1 • 

- 2) P2 (k, K) est programme enti~rement linéaire - S'il e1t auppoaé rEsolu 

par la llll!thode ailll(llidale, on obtient ln variablee duale• avec A (K), 
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IV - l - 4 - Concü..Uon~; de KUHN ~t TUCKER Jtelo..ûvu 4 P2 (k, K) 

- ~lignon• par ch. h·> lee variable• duale• aaaociéea l la aolution 

optimale ). (K), 

On obtient lee relation• auivantea 1 

( 1) 

(2) 

(l) 

k 
u ~ 0 

k .~ k. )( V f (x) , ~· + u , A 

k 
u 

(4) v f (~) • ~ • - h· 

k. )( 
+ u • e ~ 0 

Déaignona par X1 une aoluti~ optimale du programme auivant 1 

f (~~ , x + h a (x) 

PJ (k, K) b (x) ~ 0 

A noter que Pl (k, K) n'est paa un programme linéaire. 

Poaona enfin: d1 
• V f (~) X1 

+ h. a (X1
) + h• 

.. .. 
La résolution de Pl (k, K) va permettre d'agrandir l'enaemble 8 (K) , 

IV - 3 - · 6 - Encafumen.t ~ l' op.tim.url 

-On peut obtenir alors un encadrement de l'optimum comme dana lei ~thodea 

préaentéea au chapitre III. 

En effet on a 1 V f (~) • i + ~ , a (i) + h• ~ d~ 
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Comne h. a (x) ~ 0 et V f (~) • l ~-~·.on en déduit que 

v t <~>. ex - ~> ~ d'. 
Soit encore :V f (~).(i- ~) ~ d

1 
+V f (~) 

Or f eat concave 1ur fl.n : 

k • k k k 
0 ~ f (x) - f(x) ~ d + V f (x) • (z - x) 

ci - ~> 

On peut noter que l'algorithme IIIÎxte fait intervenir lei aajorant1 relatifl 

aux deux méthode• dont elle est i1sue. 

Pour la luite noua poaeron1 

D'oïl 

o ~ f ex> - t <~> ~ o' 

IV - 3 - 7 - Algo!Li thlft(l_ 

1 - l ~alement on dto.U.U ~ e 8 (K) 

Z - A t'ltape k , on ~po4e de ~ et K. 

al On dlte~e ~ 4olution optimale dt P2 (k, K) 

b) On calcU-le ch, h•> 
c.l cM 1tl6ou.d alolt.l. PJ (k, K) qui. IIOU6 donne x- et 01 

J - Oewc c.at. 4ont al.o!L6 po6ûblu : 

al D1 
• o ato!L6 ~ ut 4olu.Uon opt.Una.le de P 1 

b) D1 > o On dlteJUI!{_ne k~l qui. ~e f 4u.A[ t ~ 1 

On agJt.andU l'en4embtt. d'.Utdic.u J:' • 1: + • 

Retou.lt 4 2 avec. k • k+l et 1: • l' 

Il ré1ulte de l'algorithme que 1 
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k 
- v 1t e s, x e 8 (K) 

k 
- La 1uite { f (x) 1t e S } est monotone non d~croiuante • ( S ftant la 

luite de1 itêrationa 

- Hontron1 tout d'abord que d1 >, o. En effet 1 

d' • v f (~) x• + h . a (X
1

) + ~· 
• v f (~) x• + ~ a (X

8
) - v f (~) • l 

~[V f (~) x• + h a (X') ] - [V f (~) k k z + u .. (~)] ~ 0 

car ~ e 8 et 1
1 eat solution optimale de Pl (k, K) 

lt 8 ( ) lt 1 . • 1 2 (k ) - Comme x e K et a est 10 ut10n optlNa • de P , K 

k k k 
oa a 1 V f (x) • (& - x) ~ 0 

- On peut alors fcrire que 

o• • o - [
d~. 0 

et 

v f (~) • (~ - ~) • 0 

IV - 3 - 9 -P~opo6~on 

- D'apri!• l'encadrement, li, lune 6tapek,on a 01 • 0, alor1 l'optimum ••t 

atteint. 

- Sinon l'algorithme est infini. 

Supposon1 que : ~ k e S, 01 
> O. 

Ajouton1 l'hypothi!se 1uivante : 

H4 - v 1t e s, ct ~·> e u co,.,act 
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S itant la auita dea itérationa, poa&n• pour lea mêmea raiaona qu'au chapitra 
' 

III 1 

K • 1' 2, •••• ' k •• k+l 

v k es et k' > k K'•{ 1, 2, ••. , k' } 

(~ - ~) 
u k < k+l k k k k.> e 83 x u ..,. e S, lC , x, z, u, u compact. 

Déaignonl par ct, ~. ~. ~. ~·) e 83 x u un point d'accumulation de cette 

auite. On peut extraire de S une aoua-auite infinie S' telle que 

xk•l, t ~. h, h·> • c!. tt L'::"> 
k+• 

k es' 

Or 1 v k e s ' , k ~ 1 (K) • v c c ~> . y}< • 1 k 
• u 

et Vk eS', Vk' > k, kal (K') • V f (~l 

a (;xk+l) + ~· ~ 0 (IV-3-8) 

;xlt+l +~·.a cxk• 1) + ~: ~ 0 

(K.etT.) 

Comme a est continue aur IRn et f continûment différentiable aur Rn_, 

on obtient1 en passant l la limite 

V f (~) • ! + : • a (!) + ~· • 0 

De p lu1 V k e S', V f (l) • (' - l) ~ O. Compte-tenu de la propriHi J • 

du paragraphe IV - 1 - J on a aussi 

v f (~) • (~ - ~) • 0 

D'où lim kÔI (K) • 0 
k+• 

1t e s' 

Comme la auite del valeura f(~) aat monotone non décroiaaante, on a 1 

lt 
lim f (x) • f (x) 
k+• 
1t e s 
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P~topo4.U.Wn Avec lu nota.ü.on4 p't~ddentu u 40U4 lu ltypothùu H 1, H2, 
k + 1 

H3, H4 4.i d Wte Uape de l' o.lgo!Lithme on 4 D (K) • o o.lo.lf.4 ~ 

ut Wte 4olllti.on opti.orto.le du pMbame P I.S.i ce.Ue ~W.It.twzU.t~ ne 4e plf.Odu.i.t 

jama..il., la 4 u.Ue .in 6.(.n.ie { ~ 1 k e s } 6o1.41111.ie pM l' a.tgoi!Lthme ut 

.te11.e que 1 

Iim f <~> • f (x) 
k + ... 

1t e s 

IV- 3- 10- CM où l'lttjpotM4e H4 ut 4a.û..66ttile 

k \ ·o k 
- En effet 1 "1 k e S, V f (x) • XJ + u 

Or 
k. . k. 

0 < 1 (XJO) ~ ~ U1 .... u • ai ~ r 
k. v f (k) (k k) 

0 < 1 < x .z - x 
' u ' • 

a. (XJ 0
) 

1 

- En outre 

~· • - v f (~) • ~ 

• • 

Co~~~a~e f est continûcœnt di fUrentiab le et que 1t1 k e s, <t i> e B x B 

compact, on a 

"'k e s,<h. ~·} eu compact 
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H" 4 1 A Ullt c.vr..tai.ne .Uh.4Ü.Ort k • ~~ pii.Og..\a.mte CÜJI.ec..teWI. P2 (k, K) 
0 

.!.uppo.!.l leAU .!.Ou.6 6ou.e canolt.ique a.cVrrz-t Ullt baH optûna.lL 11.011. dlglnhh. I 

Hettone P2 (k, K) aoue forme canonique. 

k _JC+L 
Max V f (x) • x-- ). K+L 

AK+L ). • 0 
' l+L 

K+L 
8 ). K+L • 

). K+L ~ O 

avec XL • 0 ; eL • 0 ; AL • - U 

Il euffit de montrer que V k e S, k ~ ko on a (~, ~·) eU coq>act. 

Poeone : 

k • tc•L +ku ' AK+L + k. K+L 
d (K) • V f (x) u • ~ 0, v 1t e s 

• • . • 
d'où di (K) • v f <i> • xi + ~ • At + k. I V kl:- ko, k e s u •• ~ 0, 

• 
- Colllllll! ).i > 0 oa a donc 

• • 
di (K) • 

• k I • k Ai + u • A , ). i • u" 
I • • .. ).i ~ 0 

• 
• v f (~) xi • • + ~· ).. 

I 

.. 
k [XI 

• lt • V f (x) )." -. I 
• • 

di. 
• dj • • XI • 

Or ).. !: • ).j ~ 0 • Poeone ~ y • . ). i 
I j e I 
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Soit 

• 
On peut donc affi I'IDI!r que di (K} eat bornE) V k e S, k }. k

0 

• • -[:~ l di ( K) - v f (~) • XI •[ k ~·] eo- u, 

-> <~. h·> • ( di (K) - V f (~) • xi ] . ~~ r 
Or ~ e 8 et f eat continûment difffrentiable 1 

\ 

J - Les deux cu propoaéa aont identiques 1 ceux enviaagh dana la méthode 

dea colonnes. 

2 - L'optimiaation compl~te de PJ (k, K) n'eat pas nfceaaaire, ca qui eat 

tri!a in tf re nant a ur le plan putique (voir chapitre VI) • 

IV - 3 - Il - Concl~.ion 

- Comme dana lea deux algorithmes prEcEdents, toua lei aoua-problèmea 1 

traiter ne aont pas linéaires. 

- On peut toutefois remarquer que, dana le caa particulier qui va suivre et 

1110yennant une hypoth~se supplémentaire, 1 'algori.thme mixte .e rœne 1 une 

séquence théoriquement infinie de programmes linéaire& at de maximiaatio01 
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1ur un ngment. 
\ 

-En 1ffet, 1uppo1on1 que l'on ait l ri1oudre 1 

Max f(x) 

a (x) ~ 0 
Pl 

x ~ 0 

P2 (k, K) con1erve la même structure linéaire tandi1 que Pl (k, Jt) devient 

un probl~me i contraintes linéaire• et l fonction ~conomique partiellement 

non linéaire. 

Max V f (~) • x + ~ , a (x) 

Pl (k, Jt) B • • b 

x~O 

Si a est de plus continûmPnt différentiable sur Rn,l'algorithme de FRANK 

et WOLFE peut être utilieé et donnera une séquence infinie de probl~mel 

linéaire• et de œaximi1ation1 1ur un segment. En outre, l chaque étape, 

on poa1édera un encadrelll!nt de 1 'optimum, ce qui s'av~re tr~a intéressant 

li on veut résoudre Pl {k, K) lE prh. On en trouvera l'étude détaillée 

au chapitre VI. 

Remar~uone enfin que1 dana le cas où a est quadratique J Pl (k, K) est un 

programme quadratique. 1~• maximisation• sur un 1egment peuvent ee faire 

de façon exacte, On peut même réeoudre Pl (k, K) par un algorithme fini de 

programmation quadratique. Le1 deux algorithmes présenté• au chapitre III, 

ne pr61entent pal dan1 ce ca• cette particularité int6re11ante. 
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CH A P_l T RE V 

ET U 0 E 0 ' UN \CAS P A R T 1 C U L 1 E R 

X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X H 
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V - 1 - ETUDE D'UN CAS PARTICULIER 

V - 1 - 1 - PMb.lbte. tJutUl - H!ipothllou 

Mou• alloo1 .. intenant oou1 intlre•••r au probllme particulier 1uiveot 1 

p 

Po1on1 1 A'• { x c (x) • 0 } . 

B • { x b (x) ~ 0 

Lei bypotblleB IODt lei 1uiv~te1 1 

H2 1 8 CO!IJ!act 

(1) 

(2) 

Rl 1 f 1 lln + Il COnCJI\If. U con.tütÛineltt di~~lJWtti.ab~ 4u.\ fl..n 

b 1 a" + llq concave 4u.\ 1." 

H4 1 i - c : a" + Il convexe 4u.\ Rn 

ii- v xe •". c (x)~ 0 

- Re~nMQue 1 1 

(1) ne comporte qu'une aeul1 contraiota. Si on introduit le principe de 

dlcompo1ition dan• B 0 le progr .... principal ne contiendra qUI deux con-

t~aiot••• ce qui ••t tr~• iotlr•••aot 1ur le plan nu.lriqUI. 



- 65 -

- Re IM:\q UL 2 1 

. \ 
A titre d'exemple, la probl~me aUlvant peut ae ramener l la for.e P 1 

[

Max f (x) 

A·X. a 

b (~ ~ 0 

(1) 

Si ( 1) coq>orta p contrainte& • on peut poaer 

p 
c (x) • J: 

i • 

oa c vlrifie l'hypoth~se H4. 

A. , .a T a.) 2 
l l 

V - 1 - 2 - Fo~ canoniqUL du p~bt~~ 

Jtuaenona (P) l la forme (Pl) dea chapitree III et IV • 

En utiliaant l'hypoth~ae H4- ii oo peut fcrire que 1 

c (x) • 0 <""0 - c (x) ~ 0 

Poe one donc 1 'trrf x e Jl, a' (x) • - c (x) ::;> V x e 1R0
, a' (x) -' 0 

Notona de Ê• A • { x 1 a' (x) ~ 0 } 

P a'fcrit alon 

(Pl) 

[

Max f (x) 

a' (x) ~ 0 

b (x) ) 0 

Compte-tenu dea hypoth~aea : ~xe Rn 1 a' (x) > 0 

L'hrpoth~se H4 de la ~thode du barycentre (1 III- 4) n'eat paa aatiafaite, 
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Envisageons maintenant, la ~thode dea colonne• (1 III- 3) et l'algorith-

~mixte (1- IV- 3). 

On peut dEjl noter que l'hypoth~ae H'4 n'est pas vfrifi€e. Montrona qu'il 

en est de même pour 1' hypothhe H" 4 • 

En effet, pour ce• deux .f~hodu, le proar._ directeur ut un proar

linéaire 1 deux contraintes. Kil 1ou1 fo~ canonique, il •''crit 1 

A~ .~- ~0 • 0 

.~ • ~ + 0 • ~0 • 

~ ~ 0 

\ 

~> ~ • o et ( v j e ~. c (Xj) • ~. • O) 
0 J 

On en déduit que : 

_.. ~ .• 0 1 
J 

Pour avoir une bau non dégénérée on devrait avoir caa. matrice de bu·e 

ce qui e1t i.po11ible. Il n'exi1te donc aucune base non dégéné-

lle~~WVtgue 1 1 

l.e1 deUil variable• de b11e ont pour valeun 1 
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"1 
La aolution du proar .... directeur eat donc un dea a~nirateura xl tel 

"1 que a' (XJ ) • 0 

D'apr~a la reaarqua prfcfdente, la aolution du programme directeur dan1 

la .fthode dea colonne• eet le afnfrlteur xjl tel que 1 

f (lj 1) • Max { f (Xj) ., j e 1:, b (Xj) lf. 0 et a' (Xj) • 0} 

D'une 'tape aur l'autre, la 1olution du programme directeur reate inchao-

• _i+l _i+l 
ah tant que le g~nfrateur entre ~- ut tel que •• ex-- ) < 0 

V - 1 - 4 - Ml.thodt. tk6 c.otonnu - lü.1t avu tu ~thodu dt. plna.li-

[23 l [25 l [34] 

A chaque ftape de la llléthode dea colonnea, 011 introduit UD nouveau afnfra-

___.... l 1 ' . 1 ... Pl ( ) teur ~- 10 ut1on opt1aa e ~ K : 

(""' f (xl 
k ' + u , a (x) 

b (x) ~ 0 

Deux caa aont alora poaaible1 1 

· 1 - a' (_xk+l) • 0 : Alora .f+l est 1oluti011 optimale du proba- poli P • 

2 - a' (.f+l) < O. Alora la aolution optimale du programme directeur P2 (1) 

rea te inchangée l 1 'hape auivante (f V - 1 - 3 - reaarqua 2) • 

Suppoaona que : i+l v k e s, a' (x- ) < o 

Initialhonl 1 'alaorith• nec 1 
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x1 e An B 

t cx 1> < t <x> 
k e k 1 s. li • x (c .. 2) Dana cea condition• on a V 

Donc V k e S, ~· • - f (X
1
) (condition de luhn et Tucker) 

L'encadrement donne dana ce caa : 

0 < t <x> - f (x') ~ k31 (l) 
k+l 

ctt•1> • t • a' cxk•1> • t· ~ P D'où v k e s, d ('K) • f 

Or 1 v k e s. f ctt•l> • k~l • a' c/•1> + ~· ~ 

> 

0 

(ICuhn et Tucker) 

(uk _ uk+l) • a' (j+l) 

a' cxk•1> 
\ 

> 0 ,_~ k+ul k 
r--- >u~O 

< 0 

0 

La auite dea valeurs { h 1 k e S } eat monotone strictement croiaaante. 

Suppoaona qu'elle aoit bornée. 

Dana ce caa, on aurait v 1t e s. ch. ~·> 6 U COIIIp act 

En utiliaant lea réaultatl du 1 III - 3 - 8 - On aurait 1 

]'§cs tel que 1 ka 1 (K) + o 

k + • 

k e l 
ce qui eat en contradiction avec le fait que : V k e S, kdl (K) ~ p > 0 

-> 

On peut alors établir un lien entre la méthode dea colonnea et lea méthodea 

de pénaliaation extérieure. 
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ln effet, nprenona le problème P :\ 

p 

llappelona que 

[ 

Max f (x) 

c (x) • 0 

b (x) ~ 0 

A'• { • e ll.0 1 c (x) • 0 } 

Introduiaona yne auite de fonctiona pénaliaantes, relativea lA', aoit pk, 

lt•1, ... ,a, .... 

OD rfaoud le programme pénaliaé auivant 

[

Max f (x) - Pk 

b (x) ~ 0 

(x) 

k • J , •• • • 1 D , • •• • • 

On a la propoaition auivante : 

Si lea probl~mea (Pk) admettent toua dea aolutiona optimalea ~. alora 
k 

tout point d'accumulation de la auite { Z 1 keN } eat aolution opti .. le 
k 

de P et la liaite de pk (Z) eat nulle. 

Or le aoua-programme P3 (K) relatif 1 la méthode des colonne• t'fcrit : 

avec 

et 

lia ~ • + • 
k+• 

k 
(x) (x) 

(x) ~ 0 
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RtfiiWl u.e 1 

A partir de l'ftape 2 on a donc ~ > 0 

Par un change•nt d'indicea, on peut dl!marrer l l'ftapa 2, 

Alore la fonction continue pk (x) • ~ • c (x) eat une fonction pfnaliaante 

relative l A', En effet 

(i) t pk (x) 
k c (x) • 0 ~ x e A' • Il • 

(ii) t pk (x) • h , c (x) > 0 ~ 
x ' 

A' 

(iii) Il x • A' k 
, pk (x) • u , c (x) < p~(x) 

k k+l car u < u et (x e A' ~ c (x)> 0 ) 

(iv) pk (x) + • pour tout x fixf, x t A' 
k ... 
car lia ~ • + • 

k•• 

\ 

k+l 
• c (x) . Il 

On en déduit donc qua la décomposition barycentrique du probl~a. ae ramène l 

une pl!naliaation extérieure du probl~ (P). 

On a donc
1

dana cee conditione,la propoaition euivante 1 

- PMpo4Wort 

Avtc. tu rtota.ti.orû p-'llcldvt.tu ù 6ou.6 tu hypothll.u BI, H2, Hl, H4, 

tc ut po.in-t d' ac.cwru.ta.tiort x* dt ta 6 u.Ue { .f + 
1 1 k e s glnhlt pM 

ta "mlthodt du c.olonnu" ut 4otuüort op.tUrtalt du. pJWbtbte P 

v - 1 - .5 - Mlthoch du cotonrtu - Etudt d'WI Uti!J?lt 

Afin d'illuatrer le réaultat précédemment trouvê, noua allona r'aoudre,· 

en utiliaant la ~thode des colonnes, le programme aathématique auivant 1 
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Max - xi - x2 

. \ 
2 ( x 1 + x2 - 1 ) • 0 

x 1 + x2 ~ 2 

x 1 ~ 0 

Graphiquement , on obtient 

i . [o.s l 
o.s 

et f (i) • -o,s 

2 u • x3 ·10,3333.] 

.o ,3333. 

a. 7 x4 ·[0,4666., 
0,4666._ 

4 s [0,498031 
u •127 x • 

0,49803. 

~ •32767 

x6 • ro. 49999.] 

lo,49999. 
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0\oiaiuona initialelll!nt XJ •[~ l On ID déduit que 

A l'ftape 1, on a n'ceaaaireaent 
1 
u • O. ( x1 aeul génirateur de P2 (K)) 

On aait (remarque 2 - 1 V - 1 - 3) que 1
1 reatera solution optimale du pro-

~ Jr.+l 
gramme directeur tant que le générateur entre ~- eat tel que 1 

c ,t'·'> > 0 

Cou. ~ • 0, on a : ~ • [: J ~t c (:xl) • 1 f (1
2

) • 0 

Sic <xk+l) > 0, alora la matrice de baae 1 l''tape euivante vaut 1 

- c 

d'oïl 1 
lt+l 

u • 

~ 
f (x't+l) - f (1

1
) 

c (it+'> 

Le aoua--programme donnant t'+l a'êcrit 1 

[

Kax f (x) - ~ • c (x) 

x 1 + x2 ~ 2 

x 1 ~ 0, lt2 ~ 0 

Pl (K) 

Remarquona qu'l partir de l''tape 2, le point de gradient nul eat eolution 

op ti rule de Pl (K). En effet, par 

V f (x) - h V c (x) • 0 ~ 

raiaon de 1y~trie, on a x1 • x2 • 

le 
u t;•l • ~+1 
+ 2 ~ • 

.j-+1. r~·ll e 8 et xk+l f A' 
~+1 
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Lea pointa { ~+l 1 k e S } g~nErEa pa; la méthode dea colonnea aont 

aitufl aur le aegment x2, i] 

eat atationnaire : ~ • 1
1 

L'alaorithae eat infini et on a : 

On v~rifie que la luite { ~ 1 k e s } 

. k+l l' ..k+t 1 
hm Jr1 • 1m "2 • 2 
k+• k+• 

1"' -~~ l poin< d'm-lo<i~ do lo oui<o { -f•l 1 k 0 S) "' oolud~ 
optiaa l de P 

On peut encore noter que 

c <i'-+1) • -...:....~ 
( 1 + 2 ~) 2 et 

et k~l • 2 ~2 + 4 ~ + 1 

Dana ca caa, la convergence eat tr~a rapide. En effet 

[

0,4999923 l et 

0,4999923 

s f (X) •·0,499985.:- •• 

l'optimum eat atteint l 10-S pr~•· 

_ Rell!dltQ ue 

Dans le caa g~nEral, la convergence n~rique a'av~re lente. Ceci eat dû au 

fait que lea valeurs de ~ ne sont pas contrôléea mais calculées l partir ~~~ 

conditions de Kuhn et Tucker. 

V - 2 -· PARAMF.TRISATION DU PROBUEME P 

Noua avona indiqué au paragraphe prlc~dent lea principalea difficultéa 

rencontréea an utilieant lea méthodea barycentriquea. La propriété particu-



- 74 -

li~re da la fonction c (H4 - ii) va toutefoia noua per.ettra d'introduire 

Wta parwtriaation du problê• lquivalent Pl. 

DUioinona la probUme Pl (a) auivant 1 

a > 0 

P 1 (a) avec 
a • 0 

On notera z (a) une aolution optimale da Pl (a) 

lle11arqua ; 1 a' (x) ~- a - 0 ~ c (x) ~ a 

2 a • o c (x) + 0 

\ 

f - A l'ltape 1, poUA a • a1 > O , Olt Jr.ll.ou.d Pi( a ) 

J - Olt cho.Uit al.ou a • a l+ l < a l Jte..toUA 4 2 4~C 1 • 1 + 

l' 4lgolr.ithme glnlu. une 4uae .&t6(..nü { (x [ ~ ] 1 a 1 ) 1 e 11 

V - 2 - 3 - P~opo6~0it 

- Avec ln 1tota.Uon4 p~clden.tu ù 401.16 ln hypothl6u Hl, H2, H3, H4, 4.i. 

(x •, a*> ut un po.&tt d·' accwrtUl.a.üo1t ck. la. 4ui.U { (x (a
1

) , ~) 1 1 e If } 

glnl~e pa-t l' algolr.ithme, 4lou Olt 11 1 

a "• o -> z • ut 4olu.t.iolt optilll4te dt. P 

En effet, déaisnona par i Wte aolution optimale de P. 

On a 1 a' (i) • o ~ a1 , v 1 e H. 
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-> i ut eolution réaliub le de p 1 (a. l'?. v 1 e ... 

Il •'en~uit que 1 v 1 e li, f (x)~ f (x (al) ) 

... eo- f ut continue on a donc f (i) ~ f (x·· ) 

En outre 

8 compact 

De plue : 

Y 1 e~N, o~ a' (x (a.l) ) ~ a.l J -a· 
1ur 8 

... 
a. • 0 

a' continue 

On en déduit que: x•e A'n 8 d'où f (x*>~ f (i) 

Soit finalement f (x) • f (x*> 

x • ut bien eolution optiula de P 

En utili1ant lei fonction• multivoque•, cette propo1ition e1t évidente. 

- L'algorithme n'ut pu modifié •i on cherche une eolution l t prh de p 

(cf chap. VI) 

- On peut noter au niveau de• propriété• une aimilitude avec lea méthodea 

da pénaliaat ion ex té rieu ra ( [ 23 ] [ 2S ] [ 34] ) 

- a- y. 1 e li, f <x>~ t (x ~ 1) ) 

- 'b - 't 1 e N, f (x ~ l+ 1) ) ~ f (x ~ 1) ) 

- c:- a' (x*) • 0 
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si] le e fi 1 a' (x ( a
10

)) • 0 alon x Ca10) eat aolution optimale du pro

bl~me P. On peut donc ~difier l'algorithme comme auit. 

J' - Deux caa aont alora poaai~lea 1 

a - a' (x Ca
1
) 

b - a' (x (a
1
) 

• 0 - x (a
1
) est aolution optimale de P - FIN 

< 0 - retour l 2 - avec a • ~+l < ~ et 1 • 1+1 

V - 2 - 4 - R~6olu.ti.ort rh. P 1 (a) 

Poaona : \J a > O, \J x e lin, a (x) • a' (x) +, ot • C( - c (x) 

d'apria H4- i, a ut concave (et continue) aur F.n. 

\ 

Pl (a) peut alora ae mettre aoua la forme 1 

(x) 

P' 1 (a) ~0 

~0 

On voit de façon immédiate que lea hypothisea Hl, H2, Hl de l'algorithme 

lllixte aont vi!rifi~a. Le progr.- directeur •''crit 1 

0 k 
Max V f (x) • J!- • ~ 

AK • \~ -a 
P2 ( a, k, Jt) 

)( 
e . \ • 1 

~ ~ 0 
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\ 
Il a'agit d'un programme linEaire l deux contraintea - Sa riaolution par 

la mEthode aimpliciale noua donne de façon immédiate lei variable• dualea. 

Lea conditiona de KUHN et TUCIŒR donnent dana ce cu 

.3 ( ~ ~ 0, ~·) tell que : 

- v j e K, v f <~> • xj + h . •' cxl> + ~· , o 
k k k k. 

2 - V f (x) ~ a • u œ - u 

H!t) • 
k 

- u • a 

at la aoua-programme a'écrit 

Pl ( a , k, K) 

rMax v f <h x + ~ 
l b (x) ~ 0 

• •' (x) 

. ' n Enf1n 1 A ; f at V x e ~ , c (x) ~ O. 

Compta tenu dea hypoth~aea on peut affirmer qua 1 

Donc : 

] ~ e 8 c (~) < œ ceci V a > 0 

V a > 0, J i 1 a (~) ~ 0 et b (~) ~ O. 

l'hypoth~se H'4 de l'algorithmr mixte eat aatiafaite ai on introduit un tel 

point i dana l'ensemble dea gEnérateura initiaux. 

Noue utiliserona donc l'algorithme mixte pour rEsoudre Pl (a), V a> O. 

V - 3 - CONCLUSION 

Le probl~me particulier P peut donc être résolu en introduiaant l'algorithme 

précédent de paramétriaation. Toutefois la résolution de Pl (a) par l'algo-

rithiDI! miate néceuite une aéquence théorique~Ent infinie de prohUœea l 

rfaoudra. 
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Au chapitre auivant, noua allona noua intire5aer l la rfaolution approchée 

dea aoua-programmea 1 traiter. Dea aolutiona approchEe• aeront obtenuea aprla 

un nombre fini de calcula. 

\ 
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C H A P 1 T R E V 1 

\ 

0 E T E R M 1 N A T 1 0 N 0 E 

x x x x x x x x x x x x x x x x x 

. S 0 L U T 1 0 N S A P P R 0 C H E E S 

X X X H X X X X X X X X X X X X X X H X X 
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VI- 1 - PARAMETRISATICfi 

-Dana l'algorithme de paramétriaation, dEfini au paragraphe V- 2- 2, 

aodifiona comme auit la phase 2 1 

2' -A t'U.ape. 1, powt a • a
1 

> o, ort Jt.boud Pl( a)A t
1 

pit.~. 

Soit x (a
1
) la. 4otutiort appii.Oc.hh . .tllouv~e.. 

- Oo obtient a lora le réaultat aui vant : 

- PJtopo6Wort 

Avec tu rtotat.ion4 e.t 401.14 tu mêmU hypo.dt~U qu'auxpaJt.agTt.aphU V - 1 

{ x (a
1
), a

1
, t

1 

4a.ti.ort, a.lou on 4 1 

1 e cq } glnhle pM t' a.lgo!t.Uhme 1110di. 6-<1 de p~.OU-

\ 

• a • o -> • Ut 4ol.u.ûort applt.Oc.hle A t
111 pit.~ de. (P) 

En effet : "1 1 eN, f [x (a
1

) ] + t 1 ~ f (i) 

Co~~~~~~e f est continue aur 8 compact : 

f (x
111 

) + t • ~ f (i) 

En outre a"' • 0 -> a (x"') • O. Par définition de t on a donc 1 

• f (x ) ~ f (i) 

Soit finalement 

f (x .. ) ~ f (x) ~ i c.*> + t"' 

VI- 2 - SOUS-oPTIMISATICfi UNJDIMENSIOONELLE 

Dana l'algorithllll! de aoue-optiaaiaation unidimensionnelle dEfini au l?ara-

h Iv 1 2 déf • . 1 . k+l grap a - - , 1nlaaon1 e po1nt x de la façon auivanu 1 
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\ 
k+l k k -. - x e [ x, z J 

- b - f (k~l) k 
~ f (x) 

- e - f (k~ 1) ~Max { f (x) jxertiJ> - E k • (t k > 0) 

On obtient la propoaition auivante 1 

Moyennant tu hypoth~u .ind.i.qu~u au piVUlgltaphe IV - 1 - 1, qud que. 1.o.U 

tL po.üt.t d' ac.c.wru.l.a.û.on (x"' , r. * , E"' ) ck. la 1. U.Ue .in 6-i.n.ie (~ , ~ , tk 1 k e.} 

g~nh~e palt t' al.golt.ithme, on a 1 

t"' • 0 -.> Vf (x*> • <•* - x"' ) ~ 0 

Soit N' e IN définisaant toujoun une aoua-auite infinie convergente 1 

Par dEfini ti on de k+l x on a : 

k k k 
~ f (x + e [ z - x ] ) - tk 

D'où V keN' et V k' eN' avec k' ~ k+l: 

v e, o ~ e ~ 1 , t c~' > ~ t l ~ + e ci - i> 1 ""E k 

Soit en passant l la limite : 

y e, 0 ~ e ~ 1, f ex*) ~ f [x"'+ e (z"'- x1 J - t"' 

On en déduit que, pour t"'• 0, x•maximiae f aur le aegment[ x~ •"' 

La auite du raiaonnement •• pourauit alora de la même façon. 
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Co~~qu~n~u 

-En choiaiuant k~l coDDe on vient de l'indiquer, on en déduit que: 

a) La propoaition IV- 2- 2 relative l l'algorithme de FRANK et WOLFE e1t 

encore vérifiée. 

b) La propoaition IV- 3- 9 relative l l'algorithme ~xte également. 

kAI (K) tend ven zéro indépendanment du choix de k~l. 

Ce a rhultata aont trh important a 1ur le plan numérique, le1 maxi~ution1 

1ur un segment •'effectuant en aénéral de façon approchée apr~• un no.bre 

fini de calculs, 

VI - 3 - ALGORITHME MIXTE - RESOUJTIOO APPROO!EE DU PROGr-AMt!E AUXILIAIRE 

Comme dana les méthodes de décomposition rappelées au chapitra III, on 

peut, dan1 l'algorithme mixte, •e contenter d'une 1olution approchée de 

Pl (k, K) définie comme suit : . - x• + ~ a (X1
) + h• ~ 0 

b - Vf (~) x' + ~ • a (x') ~ Max k k 1 { Vf (x) • x + u • a (x) b (x) ~ O}- Bk 

quand 1t + • 

En effet l'encadrement obtenu au paragraphe IV- 3- 6 •'écrit cette foil 1 

k • k k k 
0 ~ f (x) - f (x) ~ d + V f (x) • (z - x) + Bk. 

Dan• ce1 condition• : 

1 . s* k - 11 . • 0 on a encore 1 lim f (x) • f (x) 
k+. 
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ii - •i a• > 0 alorl lim f 
k •• 

k \ 
(x)~ f (i) - a• 

On obtient une 10lution approchEe l 8* pr~l du problime P 

VI- 4- CONSEQ!JENCES 

1 - L'algorithme mixte nfceuite l chaque Etape le traitement de deux pro-

gramme1 en gEnEral non linéaire•, l lavoir P3 (k, l) et une maximisation 1ur 

un tegment •. 

D'aprh ce qui précède, cea deux 1oua-progra~~~:œa peuvent être résolus de 

façon approchée. Chaque étape de cet algorithme peut donc être ramenEe lune 

1équence finie de calcula. 

2- Deni le1 même1 condition•, chaque étape de l'algorithme de paramétri•a-

tion néceaaitera un nombre fini de calcuh lon de la' rélolution de Pl (a 
1
) 

l t
1 

près. 

VI - 5 - AI.GORlnlME MIXTE - RESOLUTION APPROOlEE DU PROCRAH!'1F. AUXILIAIRE 

DA.~S u;; CAS PARTICULIER 

VI - 5 - 1 - Ca..~ pMÜcu.Uvr Uudi.l. 

Sur le plan numérique, noue noua intfress{ln8 tout particuli~rement au 

cal lui vant 

b (x) ~ 0 ~ { B • x • b, x~ 0 

Dan1 ces condition• l'algorithme mixte (IV- 3) (et par voie de conséquence 

l'algorithme de paramétri1ation (V - 2)) demande de rhoudre un aoua-progra-

du type 1 
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[

Max V f (~) , x + ~ , a (x) 

B • x • b 

x~ 0 

Moyennant une hypothèse aupplémentaire aur la fonction a 1 on peut chercher 

une solution approchée i Bk> 0 prèa en utilisant l'algorithme de FRANK et 

WOLFE (IV- 2). Ce choix se justifie par le fait qu'l chaque 6tape, oo poa-

aède un encadrement de 1 'optimum. 

VI - 5 - 2 - R~6otution apP~ch~e de PJ (k, K) 

Aux hypothèsea retenue• au paragraphe IV - 3 ajouton1 

H5 -

On peut appliquer l'algorithme de FRANK et WOLFE coma. luit 1 

i - On initialise avec Y e 8 

ii- A l'étape m on dispose de ~ e B 

a - On réaoud le prograllllll8 linéaire auivant 1 

f (~) • x + ~ • V a (~ • JI: 

JI: ~ 0 

Soit ~· la aolution trouvée, 

b - On détermine my• vErifiant 

~: m+le m m, y [y • y 

H Vf (~) m+l k a ( 
m+l 

y + u y 
k m k m.. 

~V f (x) , y + u , a (YJ 

x Vf (~) m+l 
+ ~ ' a ( 

m+l y y ~ Max(V f (~) • x+~, a (x) 1 xe~,'']} 

- E • 
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On aait (VI - 2) que ai t*• 0 alors la auite: 

k Il lt m,. 1 { V f (x) • y + u • a (yi • e,. } converge ven l'optimUID de Pl (k, l) 

L'algorithme est infini, montrons que l'on peut trouver aprèa un nombre fini 

de calcula; une solution approchée de PJ (k, K)l ~> 0 prèa. 

Comme noua l'avons indiqué au paragraphe VI- 3, x• doit d'abord vérifier 1 

V f (~)· xB + uk • a (X1
) + h• 3:- 0 

Notons d'abord que par défin.ition de myl la auite: 

{ Vf(~) • J + h , a (~ + h• 1 meN } est 1110notone non décroinante. 

Or : V f (~) • l + h• • 0 

k k O ]~ Vf (~) \ + h . a (\) + h• ~ 0 
a (z) ~ A • A (K) ~ 

Si on initialise l'algorithme précédent avec 1 

v-~ ona: 

'V m e ~, Vf (~) • J + h . a (~ + h• ~ o 

En outre on a, l chaque étape, l'encadrement suivant: 

0 ~ { Max V f (~) • x + h . a (x) 1 x e B} + h• -[V f (~) • J + ~ • a <If>+ h•] 
~ [ V f (~) + h . V a (~) l . [ J• - J ] 

de plu•.• si (y, 1'> est un point d'accumulation de la auite; 

{ (~, ~·) 1 m e li } on a : 

( V f (~) + h . V a <Y'> ) • [ y' - y ] • 0 (t*•o) rnv-11 

On peut donc affirmer qu'après un nombre fini d'étapes, 11
0

, on aura : 

Il auffit alora de prendre : 

x• • ~ 
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On en d~duit donc qu'ua aolutioo approch~e lS k > 0 pr~• de P3 (k, ~) 

peut être trouvfe apr~• un nombre fini de calcula. 

\ 



\ 

ESSAIS NUMERIQUES 
x x x x x x x x x x x x x x x x x x 
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Le code dea méthodea a ftf réaliaf en FORTRAN IV ( toutes le• 

variablea ftant en prfciaion ftendue ) et exploité aur un ordinateur 

IBM 36û-40 de 128 K-octeta de mémoire centrale. 

Pour ce matfriel le tempe de rélolution du progr8.DGI! teet de 

COLVILLE , en prfciaion étendue, eat de 710 aecondea. Noua appellerona 

temps de réeolution le rapport obtenu en divisant le temps réel de 

résolution par 710 

La méthode dea colonnea (. III- 3) et l'algorithme mixte 

( 1 IV - 3 ) ont été hudiéa ntanériquement 1 VII- 1 ). Au paragraphe 

VII - 2 lea deux méthode• ont étl comparéea. Pour lea probl~mea tests 

enviaagéa ( annexe I) l'algorithme mixte eat plus performant que la 

méthode dea colonnea. Toutefoia la convergence numi!rique a'av~re lente 

dan• certeina cal. 

Au chapitre VIII noua étudierons la paramétrisation ( 1 V - 2 ) • 

Lea probl~mea te1t1 aont regroupé• dana l'annexe II. Dea variantes aerant 

·apportEea afin d' amUiorer la convergence numérique ( 1 VIII - 4 ) • 
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C H A P I T R E V I 

\ 

A L G 0 R I T H M E M 1 X T E 

X X ~ K X X X X X X X X X X X X X 

METHODE 0 E S COLONNES 

X X ~ K X X X X X X X X X X X X X X X X X 
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VII - 1 - CONSIDERATirnS NUMERIQUES 

VII - 1 - 1 - IIIVtoducUon 

La programmation des deux algorithme• a nécessité la résolution dea 

probl~me• 1uivant1 

- Choix dea générateurs initiaux et 

- Résolution du programme auxiliaire l E pr~a. 

Au paragraphe VII - 1 - 2, noua allons indiquer la méthode choisie pour 

1électionner les générateurs initiaux et en montrer l'intérêt. La ré1olution 

approchée du prograllllll! auxi liai re 1era abordée au paragraphe VIt- - 3 • 

Le1 deux algorithmes fourniaaedt l chaque étape un encadrement de l'optimum. 

Son efficacité comme test d'arrêt sera étudiéeau paragraphe VII - 1 - 4. 

Lei caractériatique1 du upt probaœ1 testa utilish figurent en annexe I. 

VII - 1 - 2 - Cho~x deA g~n~~e~ ~tiaux. 

Dan1 la cas particulier étudié numériquement (1 seule contrainte non linéaire) 

'l'option retenue a été une création automatique de générateun initiaux. On 

aait que l'un d'entre eux, aoit x1, doit être réalisable ; il a été obtenu, 

lorsqu'il exi1te, en résolvant le programme 1uivant : 

[

Max a (x) 

b (x) ~ 0 

La convergence numérique dea deux algorithme• a'eat avérée relativement 

lente en partant de ce 1eul point. Une amélioration a été obtenue en intro-

duisant le1 deux générateur• 1upplémentairea auivanta (s'ila exiltent) : 



- xl aolution l E pr~a de 1 

- 90- \ 

rKax f(x) 

Lb , x> ~ o 

E prh, ~ e [ x1 , x2 ] 

VII - 1 - 3 - IU6olu.üo11 appJtocMe du p~togJtiVIII!e auU.Ua..Vr.e. 

Le programme auxiliaire de la méthode dea colonne• ou de l'algorith~ mixte 

a EtE rEsolu lE pr~• en utiliaant l'algorithme de FRANK et WOLFE. Pour cet 

algorithme on a fait varier le nombre maximum d'itErations; aoit J ca nombre. 

Dea eaaaia numiriquea,il reasort que la préciaion dea rEsultat• obtenus pour 

le probl~me posE ( P ) varie avec lea valeur• de J • 

VII - 1 - 3 - 1 - Cl%.6 de l'algolt.Uhme miâe. 

Dana un premier temps, le aoua programme a EtE rEaolu l E pr~s aana limita-

tian 1 lea tempa de rEaolution Etaient alora relativement ElevEa (voisin d'un 

tempa atandard pour une prEciaion de I0-3). 

On a EtE amenE 1 Etudier une limitation du nombre d'Etapea, Il en est rea-

aortique lea faibles valeun de J(inférieurea.l30) permettaient d'obtenir 

bien plue rapidement la même prEcision (temps moyen: 0,35 pour I0-3), La 

valeur J • 1 a donnE pour certain• probl~mes de tr~s bona réaultata. J aupE-

rieur l 30 n'apporte aucun gain, ni en précision, ni en temps. On a enviaagE 

l'alternance J • 1 , J • J 0 pour dea valeura de J 0 inférieure• l 30. 

Le tableau auivant, caractEriatique dea rEaultata obtenua dana l'enaemble, 

donne l'illustration du gain de tempe. 
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TEMPS DE RESOLI1l'IŒ NECESSAIRE POUR ATTEINDRE 

UNE PRECISION ABSOLUE DE A f ,. 10-3 

Te~a maximUIII de rholution o, 282 (200 secondes) 

TYPE A B 

ALTERNANCE J CONSTANT B / A 

PROBLEME f(X) 1 - 15 • 15 

I 3, 7321 o,oo1\ 0,011 Il 

II -0,2540 0,011 0,033 3 

IV 14,9706 0,025 0,039 1,5 

v -2,1806 0,106 0,262 2,5 

VI 16,1231 0,080 pas atteint ( 1) 

VII 175,5996 0,123 pal atteint (2) 

1) Meilleure valeur atteinte 16,0635 

/-:--.)· / .: .. '·' ·: 
. . -
\ · ... ! ~- ~. ~ . 

. __, 
2) Meilleure valeur atteinte 1 175,5848 
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Le graphique ci-dessous donne l'lvolution du temps de résolution' nfces1aire 

l l'obtention d'une prfcision de 10-
3 dans la cas de l'alternance pour dea va-

leurs de J
0 

coqJriaea entra 

1 l v ) • 
et 30 ( l'huda a porté sur les probUIIII!a 

t 

en millièmes 
Algorith~ mixte 

150 

I 

25 

(1) courbe correspondant lune prici•ion de 0,006 

Les valeurs de J 0 comprises entra 1 at 10 semblent donner les 

meilleurs résultats , 

IV 

III 
1) 

It 

v 

0 
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VII - 1 - 3 - 2 - Ca4 ck lA. rnUhode. du eolonnu 

Une recherche del meilleur• paramètre• a êté êgalement rêalisé pour cette 

méthode. Il en ressort que le1 principe• de la limitation de Jet de l'alter-

nance 1ont êgalement ~liorants. 

Pour le• problème• I, II et V (lea aeula ayant donné dea rêaultata dan• un 

te~• limitê l 0,282) lea rê1ultata obtenua apparai11ent dana le tableau et 

le araphique ci-apr~•· 

Tempa d'obtention d'une précision ~ f • 10-3 

Tempa maximum de \ésolution 0,282 (200 1econde1) 

~ 
A B 

ALTERNANCE J CONSTANT B / A 

1 - 15 • 15 ME 

I 0,009 0,012 1,3 

Il 0,006 0,019 3,2 

v 0,215 paa atteint 



t (en mi lli~mea) 

300 

200 

JOO 

5 

\ 
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Méthode des colonne• 

JO J5 

Evolution du tempa de rEsolution 

en fonction du param~tre J0 

20 25 JOJ 
0 

Lea rhultata lea plua aatiafaiaanta aemblent ftre obtenua pour 

,..,--... 
1 ~ .. , .· \ 

:j l' : l 
\ ':; i.i/ 
~.-· 

J
0 

voiain de JO • 
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VII - 1 - 4 - EnCAdJtemen.t dt l' opü.~JW~t 

L'itude a porti aur toua lea probllmea teata, lea tableaux qui vont 

auivre donnent lea réaultata pour lea problèmea I et IV caractiriatiquea da 

toua le a autre a. 

VII - 1 - 4 - 1 - Ca4 dl. l' al.go!LUhmt. Mixte. 

N" de 

ProbHme n" I 

f <x> • 3,7J2oso 

J • 30 
0 

lt 

1 'itération 

1 

2 

3 

4 

s 

6 

7 

8 

9 

\ 

A 

f (i) - f(xlt) 

0,957 

0,1320 

0,0381 

o,p122 

0,0043 

0,0016 

0,0012 

0,0010 

0,0002 

B 

o• B / A 

3,745 4 

0,4837 4 

0,1340 4 

0,0212 2 

0,0062 1 

0,0062 4 

0,0035 3 

0,0575 57 

0,0008 4 

', 
r 



-... 

ProbUme n• IV 

f (i) • 14,97056 

J • 1 
0 

N• de 

k 

1 'itération 

1 

2 

3 

4 

s 

6 

7 

8 

9 

10 

Il 

12 

,r ) ' ; 
tt'i 

-·-· 

\ 
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A B 

f ex> - f cl> o• 
B / A 

3,900 6,502.. 2 

0,151 1,469 10 

0,058 1, 798 JI 

0,048 1,55 7 32 

0,017 1,363 80 

0,016 1,322 83 

0,003 0,603 201 

0,002 0,399 200 

0,002 0,351 176 

0,0007 0,185 264 

0,0006 0,166 276 

0,0004 0,100 250 

L'encadrement eat beaucoup plua fin lorsque J
0 

eat grand, ceci eat 

1 approcher du fait que dana lea mêmea condition• la convergence nuairique 

eat moina rapide en général, 
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VII - 1 - 4 - 2 - Ca.6. d2. la. lill .th ode d.e.4 c.oloMU, 

ProbUme n• I 

f (i) • 3. 732050 

k A 

\ k 
N• de l' i t~ration f <x> - f (x ) 

1 0,0710 

Il 0,0012 

21 0,0006 

31 0,0004 

41 0,0003 

51 0,0002 

61 0,00017 

71 0,00014 

81 0,00013 

91 0,00011 

B 

o• 

1,2961 

0,0373 

,0,0016 

0,0109 

0,0007 

0,0063 

0,00050 

0,00440 

0,00040 

0,00030 

B / A 

18 

31 

3 

27 

2 

32 

3 

31 

3 

3 

,---. 
( \\\'/·.\ 
\ .. \.rlr...J ... _,.,, 



Problème n• IV 

f (i} • 14,97056 

J • 1 
0 

N• de 

::\ 
1 

k 

l'itl!ration 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

1.0 

Il 

12 

13 

14 

15 

··-··---------'--

\ 
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A 

f (i) - f (xk) 

0,1511 

0,0500 

0,0240 

0,0240 

0,0118 

0,0116 

0,0048 

0,0046 

0,0045 

0,0035 

0,0019 

0,0013 

0,0012 

0,0008 

0,0005 

B 

o• B / A 

3,162 21 

1,425 29 

2, 417 100 

1,247 52 

1,252 106 

0,907 78 

0, 745 155 

0,364 79 . 

0,329 73 

0,416 119 

0,264 139 

0,269 207 

0,225 188 

0,160 200 

0,137 274 

On peut noter de mê11111 que l'encadre•nt e1t d'autant pl ua fin qua J
0 

est 

ar and. 
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VII - 1 - 4 - 3 - Conclw.ion 

On peut eati•r que 1 'encadreJEnt obtenu l chaque ftape eat au 

moina JO foia plua important que l'fcart réel, 

·Toutefoia, ftant donnf la tr~• grande diaparit' dea rfaultata, il 

ne peut être utiliaf efficacement comme teat d'arrêt pour dea valeur• meilleure• 

-2 que JO • 

\ 
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VII - 2 - EnJDE COMPARATIVE DES DEUX MElliODES 

VII - 2 - 1 - ln~duetion 

L'algorithme mixte at la méthode dea colonne• ont ~t~ utiiiaéa pour résoudra 

lea mêmea problèmea testa regroupéa dans l'annexa I. 

Aprèa lea avoir compar~s en préciaion absolue dana un tempa trèa limité 

1 VII - 2 - 2 ) on effectuera une analyse dea résultata obtenua en préciaion 

relative (lVII- 2- 3) dana un tempa beaucoup plua important. En outre, on 

évaluera (1 VII- 2- 4) le nombre d'itération• néceMaairea pour obtenir une 

préciaion relative donnée. 

VII - 2 - 2 - Etude coTPaAa~ve en p~~ci6~on ab6otue 

Le temps de réaolution maximum a été limité l 0,282 (soit 200 sec.) 

Lea tempa de résolution figurant dana le tableau· ci-denoua ,aont ceux qui 

ont été néceuaires pour atteindre la préciaion absolue choisie dans un temps 

de réaolution inférieur 1 0,282. 

De l'analyse dea résultats il reuort que, l'algorithme mixte est plus 

performant que la méthode des colonnes. En effet, le a précisions cherchée a 

aont atteintes dana deux fois plua de caa. En outre, l'algorithme mixte 

converge, numériquement, en moyenne quatre fois plus vite que la méthode dea 

colonnes (dana les caa o~ les deux méthodea atteignent les résultats.) 

Toutefois, on doit reconnattre qu'elle reste une méthode l convergence 

tt~rique lente, les réaultata cherchh n'ayant pu être atteint• dana toua 

cas pour dea problème• de taille modeata. 
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COMPARAISOO EN PRECISIOO ABSOLUE 

TEMPS DE RESOLUTIOO MAXIMUM T: 0,282 

Préciaion I0-3 I0-4 

Af i 

Problème t <x> bantzi~: Alf!. k nantzi& Alg. k 
mixte mixte 

I 3,7321 0,008 0,001 8 0,152 0,030 s 

II -0,2540 0,001 0,001 1 O,C'04 0,001 4 

IV 14,9706 0,015 \ 0,008 1,9 0,030 0,018 1,7 

v -2,1806 0,146 0,054 2. 7 u Pu 0,225 
atteint 

( 1) 

1 
VI 16,1231 Pas 0,080 Pas 0,161 

atteint atteint 
(2) 

VII 175,5996 Pas 0,123 Pas 0,205 
atteint atteint 

( 3) 
i 

Aucune dea deux méthodea n'a permia d'atteindre la préciaion souhait~e dana 

la tempa fixé pour le probl~ce teat n• III • 

Meilleure valeur atteinte - (1) - 2,1811 

- (2) 15,9530 

- (3} 175,5792 

Te~a de réaolution Dantzig 

k • --------------------------

/--....~ ,. ,. , . .-; \. 
\ .. ' '·;;! 

Te~· da rholution Ala. mixte 
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On a ditermini cette foi• les templ de rEsolution nice&saires pour 

atteindre une pricision relative donnie. Le temps de réaolution maximum 

a êtf fixE l 1,9 (soit 1350 secondes). 

La priciaion relative ~ximale atteinte en général est igala l 10-6• 

Laa tableaux qui auivent.donnent lea riaultatl pour le• prlci1iona relati-

-3 -4 -.5 -6 
vel 10 , 10 puil 10 • 10 , 



- 103 -

COMPARAISON EN PRECISIŒ RELATIVE 

TEMPS DE RESOLUTION .IAXIMUH T • 1, 9 

P E . . Af r CUlOn f lo-3 I0-4 

Pb. t ex> Dantzi' Alg. k Dantzig Alg. k 
mixte mixte 

I 3,7321 0,004 0,001 4 0,032 0,007 4,6 

II -0,25403 0,001 0,001 1 0,004 0,002 2 

1 

0,033\ 
! 

III 12,6969 0,128 3,9 1,830 0,669 2,7 

IV 14,9706 0,007 0,004 1,8 0,012 0,006 2 

v -2,1806 0,153 0,040 3,8 0,500 0,199 2,5 

Pu Pas 
VI 16,1231 atteint 0,043 atteint 0,071 

( 1) { 1) 

i 

VII 175,5996 0,022 0,018 1,2 0,222 0,050 4,4 

Meilleure valeur attainte (1) • 16,0655 
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COMPARAISŒ EH PRECISIŒ RELATIVE 

TEMPS DE RESOLUTION MAXIMUM 1,9 

PrEcision b.t 
10-5 ;0-6 -

f 

~roblème t <x> Dantzig alg.mixte k Dantzig Alg.mixte k 

I 3,732051 0,338 0,060 5,6 1,876 0,649 2,9 

' 

II 0,2540331 0,006 0,004 1,5 0,014 0,007 2 

IV 14,970562 0,032 0,013 2,5 0,280 0,023 12,2 

VI 16,12305 Pas Pas 

atteint 0,100 atteint 0,132 

( 1) ( 1) 

VII Pas Pu 0,192 175,5996 atteint 0,118 atteint 

(2) (2) 

Remarque: 

Le1 prêci1ion• 10-5 et 10-6 n'ont êtê atteintes par aucune de• deux ml-

thode1 pour lu probamu III et V • 

(1) Meilleure valeur atteinte 16,0655 

. (2) Meilleure valeur atteinte 175,5935 
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On peut faire lea remarquee auivantea 1 

1 -L'algorithme .ixte atteint dana toua lea caa lea pr~ciaiona relative• 

10-3 at 10-4• 

2 - Le rapport k crort de la mani~re auivante quand la préciaion augmente: 

Af 10-J 10-4 10-s I0-6 
f 

\ 

k 2,6 3 3,2 5,7 

3- Si l'algorithme mixte converge numériquement en .ayenne 4 foia plua 

vite que la méthode dea colonnea, cette convergence est toutefoia lente 

au voiainage de l'optimum. 

VII - 2 - 4 - V~te~nation du nomb~e d'~~~on6 n~Ceh6~eh pout attein~ 

un ~~6ultat donn~. 

Dana le tableau auivant, noua avona indiqu~ le nombre d'it~rationa n~cea-

aairea pour atteindre une prfciaion relative déterminfe. Lee reprfaentationa 

araphiquea qui auivent an donnent l'illuatration. 

Lee valeura retenue• correapondent aux caa donnant lee meilleure rfsultata 

pour chaque méthode. 
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NOMBRE D'ITERATIONS NECESSAIRES POUR ATTEINDRE UNE PRECISION DONNEE 

Pricision 
to-3 to-4 to-5 to-6 

M relative T 

PB ALGO. 

I Dantzig 5 18 125 402 

I Alg.mixte 5 6 34 150 

II Dantzig 6 7 Il 17 

II Alg.mixte 9 14 2-4 31 

III Dantzig 27 230 ~// v// 
III 

Alg.mixte 17 83 V// ~// 
IV Dantzig 10 17 23 81 

IV 
Alg.mixte 5 7 13 18 

v Dàntzig 26 82 v/// V// 
v Alg.mixte 16 75 j/// 1.///~ 
VI Dantzig r/// /// V/ // ////. 
VI Alg.mixte 16 22 . 29 37 

> /// . ///. . 1 :_ ~ 
VII Dantzig 4 18 l~l 

/ / ./ 

VII Alg .mixte 7 35 36 46 
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'idrationa 

00 
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lOO 

II 
10 
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MEnlOŒ DES COL<IINES 

\ 

VII 

Evolution du nombre d'iti-

ration& en fonction de la 

prfciaion 

a\ 
-~-:;)· 
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ALGORITHME MIXTE 

nombra 

d' i tfrationa Evolution du nombre d'itération• 

an fonction de la préciaion 

200 

150 
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On peut noter que, globalement, lea réaultatl aont plu1 homog~ne1 pour 

1 'algorithme mixte. 

Toutefoia, dana lea deux caa, se confirme la convergence lente au voisi

nage de l'optimum. En particulier, pour l'algorithme mixte, 50 itérations en 

moyenne 1ont nécessaire• pour atteindre la préci1ion 10-6• 

\ 
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VIII - 1 - INTRODUCTION, 

Soit l r~soudre le problème suivant 

Maxf(x) 

c ( x ) 0 
p 

B x b 

x ~ 0 

m oyennant les hypoth~ses du 1 v - 1 - et B itant une matrice de 

dimension ( q , n ), \ 

Pour les essais numériques la contrainte c ( x ) a ~ti obtenue l 

partir d'un système lin~aire : 

A.x a c ( x ) 
p 
I: 

i•l 
( A, , x -

1 

Le problème initial l r~soudre itait donc le suivant : 

Max f(x) 

A x a 
P' 

B x • b 

x ~ 0 

-Nous avons résolu le problème sous sa forme ( P' ) et sous sa 

forme ~quivalente ( P ), 

Au 1 VIII - 2 nous montrerons que la taille des problèmes l 

résoudre par paramétriaation de ( f ) peut être très inf~rieure l celle 

des problème• intervenant dans la rEsolution de ( P' ) par la méthode de 

FRANX et WOLFE , 
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L'étude de la convergence numérique de la paramétriaation aera abordée 

au 1 VIII - 3, Lea variantea définiea au i VIII - 4 améliorent notablement 

la convergence pratique de la paramétrisation, 

VIII - 2 - EVALUATION DE LA TAILLE DF.S PROBLEMr.S A RESOUDRE: 

Résoudre ( P ) par paramétriaation demande la résolution, en alternAnce, 

du programme directeur, qui eat linéaire, et du programme auxiliaire. Pour 

ce demie~ l'algorithme de F~~ et WOLFE se ra~ne 1 la résolution d'une 

auite de progra~~~~~eslinéairea. n en est de même pour ( P' ) • 

Noua allons déterminer le nombre de mémoire• nécessaires 1 la résolution 

de ces programmee linéaires en fonction dea diverses techniques de calcul 

utilisées. 

llléthode "manuelle". Pour toute base I on doit disposer de 

t ( I ) et d ( I l. 
Hé tho de de 1' inverse exp li ci te. On conserve en mémoire 1 'inverse de la 

matrice de base ( AI ) -l , elle est modifiée 1 chaque changement de base, 

La connaissance de cette matrice penœt de déternüner : V j € Ï , dj ( I ) 

puia T
1 

( I) et t ( I ), 
ro 

- Méthode de la factorisation de l'inverse. Soit 1
0 

la base de départ, A 

est généralement une matrice unité. Pour toute base ~ 

(A\ )-1 ( E;-1 ). , ( A
1
k-l )-1 

k 
matrice de passage de la base ~-l 1 la base ~ eat de même dimensioo 

10 
A • Elle est complétement déterminée par la connaissance d'une aeule que 

de sea colonnes, Les calcula ae ramtnent 1 une succession de produite 

acalairea de deux vecteura de dimenaion 1 1
0 

j. 

Le tableau auivant donne, pour chaque méthode, le nombre de mémoirea 

né cessai rea pour rhoudre le a di fférenta progra!lllll! 1 lini!airea. 
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On a indiqué : 

- aur la ligne A le nombre de mémoirea néceasairea en mémoire centrale, 

- aur la ligne B le nombre de mémoires néceasairea aur p~riphériquea. 

On dhigne par 

k le nombre d'itérations lora de la résolution du programme directeur dana 

l'algorithme de paramétrisation, 

1
1
,1

2
,1 3 le nombre de changements de baae lora de l'utiliaation de la 

méthode aimpliciale. 

METHODE 

"manue 11\' inverse factorisation 
exp li ci te de 1' inverse 

Prograllllll! (A 2k - 4 6 4 
~ di recteur kn ( 1) ..... (B kn ( 1) kn (1) { 

(2) ~ 413 
V) 
..... 
~ 2 

~ 
Programme (A q(n-q) q 2q 
auxi liai re 

< (B 11 (q+2) (2) 
"" 

Résolution (A (p+q) (n-p-q) (p+q) 2 2(p+q) 
rle ( P' ) 

(B 12 (p+q+2) (2) 
. 

(!)Stockage d'un générateur l chaque étape. 

\-1 (2)Stockage d'une colonne de E
1 

l chaque itération. 
k 

En général, la résolution de (P) par l'algorithme de paramétri&atian 

nécessite globalement moins de mémoire que la résolution de (P') par la méthode 

directe, De plus,le taux d'occupation de la mémoire centrale est plus faible 

avec la paramétrisation. Cea avantagea croisaent avec la taille dea problèmes. 

On remarquera aux paragraphe• auivanta que cet avantage ae traduit par une 

augmentation du temps de réaolution. Le tableau auivant donne lea réaultata 

obtenua,pour lea problème• de l'annexe II,par.la méthode directe. 
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VIII - 3 - PARAHETRISATION. 

VIII - 3 - 1 - Con6~d~~1on6 num~~ue4. 

La paramétriution a ftf. abordée co11111e une application directe de 

l'algorithme mixte. Le code a ftf teltf l l'aide dea problème• testa figurant 

en annexe II. 

La création automatique de gf~érateura initiaux ne nous a pas permis 

d'obtenir numfriquement au moins un générateur réalisable. Noua nous 

aoamea donc donnés dea générateuu initiaux dont un réalisable. 
\ 

La paramétrisation nécéssite la connaiasance d'une suite : 

1 e IN telle que lim a1 1 + CD 

0 .Lea meilleur• résultat• 

ont ftf obtenus pour une auite { a 1 } telle que avec 

0,3 ~ ~ ~ 0,7 • 

L'algorithme mixte converge uniquement pour a > 0 • Numériquement 

dea problèmea ae aont poséa pour a voisin de 0 environ I0-3). 

Une première option choiaie a ftf de cumuler lee génfrateura dea ftapea 

précédentel. 

Le tableau auivant ricapitule lee rfaultatl obtenus. 



,--0.Telllps maximum de 
l'r:..~ r- --
·, r• '"'") 

.... ,:: ,/ 

r4!solution 

PRECISION 
TelllpS de 

1 Problème N" 
.. • f (i) f (x ) absolue relative c (x ) a rholution 

: 

1 o, 75 jamais atteint à 0,25 près V a, 0 < a < I0-3 

' 

2 6,6666 ••• 6,6395 0,03 0,0044 l.lo-7 4.10-7 
o,32 

3 6,6666 ••• 6,66732 0,001 0,0001 I0-7 4.10-7 0,28 

4 6 Jamais atteint à 0,25 près V a, 0 < a < 10-4 ... 
_,..-

5 14166,666 ••• 14166,599 0,07 5.10-6 5.10-5 5.10-5 0,06 

6 48,706136 Jamais atteint à 0,75 près V a, 0 < a < I0-2 

-- ---- --------

PARAMETRISATION 
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VIII - 3 - 2 - Canc1U6~on 

La convergence nuairique n'est paa assurée dana toua lea caa , Nous 

n'avona pas obtenu de résultats aatiafaiaanta,une fois sur deux,pour a< 10-3• 

Dana les cas favorable• le temps moyen de résolution est de 0,22 pour 

a voiain de 10-5• 

Noua avons améliori la convergence nuairique en introduiunt, l chaque 

Etape de l'algorithme mixte, dea générateurs supplémentaires. Deux variantes 

ont hé définies. 

\ 
VIII - 4 - VARIANTES DE LA PARAMETRISATION 

VIII - 4 - 1 - 1 d~e g~n~Jta.le du, viVU an tu 

Nous avon a uti lid 1 'algorithme mixte pour rhoudre le prob ame P 1 (c:&}. 

On introduit l chaque Etape un générateur X1
• Afin d'améliorer la convergence 

numérique, nous allona introduire deux générateurs supplémentaires. Ils seront 

obtenua par des maximiaationa unidimensionnelle• dana 8 du type auivant: 

Max f (x) 

x • xo + e • d avec x0 e 8 
p ( xo • d ) 

x ~ 0 

e ~ 0 

Remarque :· 

Ces variantes améliorent la convergence numérique de la paramétriaation aans 

accflêrer la viteue de convergenca de 1 'algorithme mixte. 



\ 
- 118-

VIII- 4- 2- V~ante n• 1. 

Le1 deux point• 1upplfmentaire1 eont obtenu• en prenant : 

- 1 -

- 2 -

x
0 

• x• et d • Vf x• ). 

x
0 

• x• et . d • Va x• ) . 

VIII- 4- 3- V~ante n• f. 

Le• deux pointa supplémentaire• 1ont obtenus en prenant 

- 1 -

- 2 -

k k 
x

0 
• lJ et d • Va ( x 

X • X1 et d • Vf X1 

0 

VIII - 4 - 4 - T~~~on. 

Afin d'illu1trer ce qui précéde, considérona le programme suivant 

Max 
2 2 + 2 • 2 x2 - xl - xz xl 

( x, + x2 - )2 - 0 

xl + x2 ~ 2 

xz ~ 3/2 

xl , xz > 0 
" 

Il a pour solution optimale x
1 

• x
2 

• 0,5 

Choisissons comme aénfrateur initial le point x1 

L'algorithme mixte ou de paramétrisation (ain1i que ae1 variantes) 

donne 1 
u - o. 

Dana toul lu cu, le premier sous-prosraume 1 résoudre a pour 1olution 
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x' • [.~, l 
Lee figuree euivantee illuetrent la aolution au d€marrage dana toua le• caa. 

- 1 - Algorithme mixte. 

~ uit que 
k 
• • xt tant que le gEn€rateur Y! entrant ut tel que 

c ( ~ ) > o. 

o,s 1 .s 2 
- 2 - Paramétrisation. 

Pour a > 0 , on r~eoud 

Max 
2 2 

2 x1 + 2 x2 - xl - x2 + 

a - ( xl + x - 1 ) 2 
2 ~ 0 

xl + x2 ~ 2 

x2 ~ 1,5 

xl • x2 ~ 0 



---=-----
... ~.,..._,..._ .. -......... -~--~-~--

\ 
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Le domaine del aolutions réaliaables du programme directeur donne,l l'étape 2, 

1 
del pointa du segment( X , Z J 

- 3 - Va ri an te ou 2 • 

A l'étape 2, le domaine dca ao-

lutionl réalisables du programme di-

recteur donne dea pointa de la partie 

" doublement hachurée 11 
• 
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Vf ( y,2 ) [: : :: : : l d 

On maximise alors f dana 8 1ur la demi droite 2 (X ,d), 

on obtient x•2 • 

Vc < x2 ) . [: :. ] .d 0 
• La maximi1ation de f dans 8 IUr ( X

2 
t d 0 

) 

donne x2. 

L'introduction de ces généra~urs 1upplémentaires "agrandit" 1 'ensemble 

dea aolutiona du programme directeur •. La maximiaation de f dana B 1ur 

ce1 demi-droites a pour eff~t "d'agrandir" le domaine en" i1'6loignan~" 

en général, de la contrainte c ( x ) 0 

Pour les même1 problèmes les deux variante• donnent le1 réaultatl 

1uivant1 : 



~ t-g:;.; r:,:. <•" Te'lllpa de rfaolution aaxiauœ .. 

ProbU- M• f (i) 

1 o, 75 

2 6,6666 ••• 

3 6,6666 ••• 

4 6 

5 14166,666 ••• 

6 48,706136 

Pll!CISION 

f (x •) 
Absolue Relative c (x •) a 

0,7489 0,001 0,001 2.1o- 10 6.10-6 

6,6670 0,0004 o,oocos 2.10-6 4.10-6 

6,6659 0,()('()7 0,0001 4.10-5 4. I0-6 

5, 9876 0,01 0,002 7. I0-8 7. I0-6 

14161 5 0,0003 6. I0-5 4.10-4 

' 
48,707565 I0-3 3.10-5 2.10-4 10-4 

PAltAHETltiSAT ION VAltiANTE N• 

Tempa de 

rfaolution 

0,56 

0,53 

0,42 

0,92 

0,73 

0,50 

1 

1 

N 
N 

•__..... 



Problème n• 

1 

2 

3 

4 

5 

6 
r 

r--2:J;: . .,.··v'> 
" .. , 
'· 

Temps de résolution œaXi.ua: 1,0 

P R E C 1 S 1 0 N 

f (i) • f (x ) Absolue Relative • c (x ) 

0,75 0, 7493 0,0007 0,001 Jo-6 

6,6666. 6,6686 0,002 0,0003 -8 
.-/ 9. JO 

6,6666. 6,6714 0,005 0,0007 I0-6 

6,0 6,0013 0,001 0,0002 3. Jo- 7 

14166,666. 14129 38 0,002 4.Jo-5 

48,706136. 48,620 0,09 0,002 2. I0-4 

P A R A H E T R I S A T I 0 N V A R I A N T E N• 2 

a 

6.10-6 

5. I0-6 

4. I0-6 

2. J0-5 

6.10-5 

I0-4 

Temps de 

dsolution 

0,66 

0,59 

0,54 

0,47 

0,67 

0,71 

1 

! 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

..., 
\..1 
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VIII - 4 - 6 - Con~~on. 

On peut noter que lea deux variantes donnent chacune dea résultat• 

aatiafaiaanta pour toua les probl~mea. De plua1 dana toua les cas,l'une 

dea deux variantes permet d'obtenir une aolution avec une précision 

-3 relative meilleure que . 10 pour a de 1 'ordre de 

Lea easaia numériquea ont penllia de constater que 10-6 est un aeuil 

numérique pour le paramêtre a correapondant l la n.on convergence 

théorique de l'algorithme pour a • O. 

La préciaion dea réaultata est obtenue au détriment du temps de 

réaolution. 

Lea graphiques qui auivent, illustrent 1 'évolution dea aolutiona dea 

probl~mea I et Ill lora de leur résolution par la paramétriaation et 

lea deux variantea de la paramétrisation. 



I,S Courbes donnant pour les différentes méthodes, 

en fonction de a , la valeur de la solution atteinte. 

Courbe A : paramétrisation 

Courbe B : variante n• 

Courbe C variante n• 2 
__..., 

f ( i 0,75 

0,751---------------~--------~==~~------~~~~~-----------=~~--------------------------

"" ~ 
~ 
i5 

:z: . 
.... 

. 0,5f 
------~--------~------~~------~------~~------~--------L-------~--------~-----0 o o o o o o o ..., a 

N ~ -:.., N 0 0 0 W :. 

01 
o-

0 
1 
~ 

o. 
~ 

01 

"' 

0 0 "" ~ N 
~ ~ 

.... 
"' 



7.5 

7 

6.666666 

6.5 

f(x) 

0 

N 

0 
1 ... 

/- ......... 

1 ":: ::" 
'~, ·-· t ,") i ... ' ......... 

Courbea donnant pour lea différentes méthodes. 

en fonction de a • la valeur de la aolution atteinte. 

Courbe A paramétriaation 

Courbe B variante n• 

Courbe C variante n• 2 

f ( i 6.666666 ••• 

0 .o 0 0 0 

"' - .... ~ 0 
0 

0 0 0 N 

1 01 1 1 

"' • • ... 

..., 
:xo 
0 

"" f;; 
ili 

;;:; 
21 ... . 1/"'"' 

.... .... .... 

0 :' 0 a 
0 - ... 
N ~ 
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VIII - S - Conclu&ion. 

La paramétri1ation et ••• variantes permettent la résolution 

da problème• de grande taille. Le gain de place sa fait au détriment 

du temps de résolution. 

La paramétri1ation ou aea variante• fournissent del résultats 

1atiafai1ant1 dana l'ensemble. 

\ 
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\ 

ANNEXE 

x x x x x x x x x 



PROBLEME N" l 

Max.inK.6VL 1 - ~ - ~ + 4 Xl 

So~a l.u co~ 1 

- 129 -

- ;. - ~ + 2 x1 + 2 ~ + =!:. o 

x1 ~ 3/2 

lez ~ 3/2 

xl • lez ~ o 
VaùWt du. pltOg~ta~m~e 1 6 1 i J 

PROBLEME N" 11 

5 
Alax.UM.6 VI. 1 - 1: ,t. \ 

i•l 
1 

So~a tu con.ôuWt.tu 1 

5 
- r. r + 2 x1 + 4 lez - 2 =!:. o 
i•l 1 

5 
1: xi .s 

i•l 

xi >, o , i •1 , 5. 

ValeUil. du. pltog~ta~m~e 1 ~ 1 i J 

PROBLEME N' III 

3,1320501 

0,254033017 

6 
Max.UM.6e1t 1 -.1:

1 
~ + 6 x 1 + 6 lez + 6 x3 

1• 

So~a l.u cotLtJta.i.n.u~ 1 

6 
- r x~ + 2 ~ o 
i•l 1 

6 6 
1: x. ~ t.t 1: xi ~ 3 

i•l 1 i•l 

x1 ~ o , i • 1 , 6. 

VaùWt du. pltOg/Lilllrnt. 1 6 1 i J • 12,69693&46 
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PROBLEME N• 1V 

7 
Ma~e.~t 1 -.t

1 
~ + 6 < x1 + ~ + x3 + ~) 

1• 

SoU4 ru corWt.a.Ul.tu 1 

1 
-z: r..2 ~ o 
i•l 1 

7 

i:l xi >, 
7 
t xi 

i•l 
3 

xi >, o , i • 1 , 7 

Vale~ du p~og~ 1 6 ( i 1 • 14,91056 

PROBLEME N• V 

7 
MaUmi.4e~ 1 - I: r + 2 x6 + 2 ~ 

i•l 1 

SoU4 le~ ~on~~ 1 

7 7 
- I: ~ + 4 E x. - 21 ~ 0 
i•l 1 i•l l 

x 1 + lez + x
3 

+ x4 + x
5 

+ x6 + x7 ~ 13 

x1 + 5 x
3 

- lez - x
4 

+ 3 x
5 

- x6 + 4 x7 ~ 12 

4 x 1 - 5 lez + 1 x3 - x6 + x7 ~ 6 

3 x1 + lez + 3 x4 - x5 - x7 ~ 

- x1 + 2 lez - x3 + x6 >, o 

2 x 1 - lez - 2 x3 + 4 x5 - x6 + ~ ~ 

xi >, o , i • 1 , 7 

Vale~ du. p1Wgll4Jm!e 1 6 ( i 1 -2,1806 
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PROBLEME N" V1 

10 
- r x~ + 2 x

3 
+ 2 x5 + 7 x, + a x9 

i • 1 
1 

Sol.l4 tu eo~u 1 

10 

1
:

1 
~ + 2 x 1 + 7 ~z + 9 x3 -a x4 • s x5 + 3 x6 + 2 x, + Xa + 4 x9 + 2x10 

- 16 ~ 0 

xi ~ o • i • 1 • 10 

Vate~ du p~g~ 1 6 1 i) • 16,12305 ••• 



\. 
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PROBLEME N" VIl 

JO 
Ma.x..i.mU.VI. , - t 1 ~ + 20 x

1 
+ 60 ~ + 20 x

3 
+ 4 x4 + 6 x7 + 20 x1 0 i • 

- < 6 is + 8 x6 + 2 la + 6 ~g> 

JO 
E x. ~ Il 

i • 1 1 

3 x3 + 2 x4 + ~ - x6 - x7 

5 
E xi • 5 

i • 1 

0 

3 

3 

xl -2 ~ + x3 - x4 + 3 ~ -x +X -Xa 6 7 - Xg + XIO ~ 

JO 2 
E x. + 12 x

1 
+ 12 ~ + 4 x3 + 6 x

4 
+ 10 x

5 
+ 2 x

6 i • 1 

xi >, 0 • i • 1 ' JO 

Va.le.l.V\ du pii.OgJtallllle r 6 ( i 1 . 775,5996 ••• 

0 

- 37 ~ 0 

1 '1..............;, 
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A N N E X E 1 1 

x x x x x x x x x x 



PROBLEME N' 1 

Max.imi4Vt 1 - x, + ~ 

Sou.6 tu c.onVt.a..Ut.tu 1 

- J34 -

2 ;. + 2 x~+ x~+ x!+ x~- 3,5 x 1 - 3,5 ~ - 2 x3 - 1,5 x4 - 1,5 x5 

+ 2 ( x1x2 + x1x3 + x 1x4 +~Xl+ Xzls) + 2,125 :• 0 

xl + Xz ~ s 
x3 + x4 + 1s ~ 1000 

xl + 2 Xz >, 

xl , Xz ' xl , x4 , Xs ~ o 

ValeWt du pMgJt.anrne 1 & 1 i \ • 0, 75 

Sou.6 lu c.cnbr.a.bttu : 

~ + ~ + ~ + ~ + 2 x 1 ~z + 2 x 1x3 + 2 x1x4 + 2 Xz~ + 2 XzX4 + 2 x3x4 

- 4 x - 4 x_ - 4 x - 4 x + 4 1 -~ 3 4 0 

x1 + x2 ' 1,5 

xl ~ 

x4 ~ 10 

x1 , x2 , xl , x4 >, o 

Vale.Wt du pMgJt.anrne z 6 1 i 1 6,666666 
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PROBLEME N' 111 

Ma~VL : - x~ - ~ - ~ + 4 x1 • 4 ~ + 4 x3 

Soua tu con.tJuu:.n.tu • 1 

2 2 2 . Xl + 12 • x3 • 2 x1X2 + 2 x1x3 • 2 ~x3 - 4 x1 - 4 ~ - 4 x3 + 4 

x1 + ~ ~· 1,5 

xl ~ 

X1 , ~ , x3 ~ o 
Vab.Wt du pllOgiUllml('. 1 6 ( i l 

PROBLEME N• lV 

Ma~e.Jt : - ~ - ~ + 4 x1 + 4 x2 

SoU6 lu contJt.ain.tu : 

6,666666 

2 2 2 2 2 2 2 
2 ( x1 + Xi + x3 ) + x4 + x5 • x6 + 17 + 2 ( x 1~ • x1x3 + x1x4 + ~x3 

+ ~x5 + ~x6 - xlx7 - ~x7- xlx7 ) - 6 x - 6 ~ - 6 x - 2 x - 2 x 1 3 4 '5 

- 2 x6 • 4 x7 + 7 0 

xl + x2 + xl ~ 4,5 

x4+ ~ + x&+ x7 ~ 100 

xl ~ . 0,5 

~ 3: 0,5 

xl ~ 0,5 

xl ·~ • xl • x4 • x5 • x& • x7 3: 0 

ValeWt du p!togJt.a~m~e 1 6 ( i l 6 

0 
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PROBLEME N' V 

Ma~e11. 1 - x~ - x~ - ~ + 300 x1 +300 ~ + 300 x3 

Sou4 lu c.ontJla.Ut.ù4 1 

~ + xi + x~ + 2 < x 1~ + ~x3 + x1x3 > - 100 < x1 + ~ + xl ) + 2500 • o 

x1 + x2 ~ 100 

xl ~ tso 

x
1 

+ 2 x
2 

~ 10 

x1 , x2 , xl ~ o 

ValeUil. du p11.og~ 1 6 ( i l • 14166,6666 

\ 
PROSLEME N' Vl 

~~~wK4ell.: -.~,x~+ 4 x1 - 6 ~ + 2 xl- 10 x4 + 20 x5 + 12 x7 
l• 

Sou4 b.4 c.ontJt.a.Uttu 1 

5 ;. + l ~ + s x; + 5 x! + ~ + x! + ~ - 2 x1x2 + 4 x1x3 + 2 x1x5 + 4 x1x4 

- 2 x3x6 - 4 x4x6 - 2 x4x7 - t4 x1 - 6 ~ - 22 x3 - 6 x4 - 10 x5 + 2 x6 

+ 2 x
7 

+ 27 o 

x1 + 2 Xl+ xl + 5 x4 + 2 x5 + x6 + x7 ~ 13 

x1 - 2 ~ + 5 x3 - x4 + 3 x5 - x6 - 4 x7 ~ 2 

4 x1 - 5 ~ + 1 x3 - x6 + ~ ~ 2 

3 x1 + ~ + 3 x4 - x5 - x7 ~ 

- x1 • 2 x2 - x3 + x6 ~ o 

2 x1 - Xl - 2 x3 + 4 1s - x6 + x7 ~ 

xi. ::. o , i • t , 1. 

ValeUil. du pltDg~tJZ~mte 1 6 ( i 1 48,1061368 .. 
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\ 

A N N E X E 1 1 1 

X X X X X X X X X X K 
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~lBRCUll~E fr~C(T,F,tfASE,~,~N2,I~ART,IPHAS,ISCL,N,X~AX,AlPHA,FX~C 
-T,FG~CT,ICEf,E,~CI,I22,C,ZZ,~AXLI~I 

••••••••••••••••••••••••• 
X~tX EST LA SCLLliC~ [E 
~/)l~ISEP FX~Cl!X,~) ~ ALP~I PRES 
SL~ L~ HSEIIflE I:EFIIU p,.JI CES CCI'ITRAINTES.LINEAIRES 

C~ lllll5! L~ ~fT~CCE CE FRti'ICK ET WOLFE 

FC~Cl CErt~l lE ~~A~IE~T CE FXI'ICT 
l~i EST LE ~C~ePE HAXl~L~ ~ ITERATIChS 
~1 ll~O•O ALCIIS E EST LE PCJ~T ~ëALISAeLë CE CEPART 
T,F,IatSE,~,.~2,I~I~T,IPhAS CARACTERISENT LES CCI'ITRAINTES ll~EAIRES 
ISCL a ~ l~CICLE tLE L C~ ~ TRCLV( LNE 
SClUTt(~ CFli~'LE 'OISTAI'ICE fii'IIE 

••••••••••••••••••••••••• 
l~çliCil ~EAl•BIA-~I,~EAL•etC-Z) 
lCCICtl ~A~Lll'l \ 
Hn•fr.t: 
EnEf:'-H lES 
EX1~~''L FXhCl,FC~CT 
CH:I·SIC:\ E(;() 
CHHS!Cf, Ctl~.l~) 
ll~E,~ICI'- .XXI2CI 
CHHSICI\ Tlli,Fili 1 XIIAXIII 1 !f1St:lll 
CH.:;,\SIC~ XI2::J,ZiiCI ,GRACIItCl 
CHï:r\5iC:>. XKI2CJ,ZKI2CI 
CC~~C~/1~~~1/t~ll5,151,P311~) 
CC~~(~ L,LC,CX~I'<C) 
C0/1(~/'FU"l/C:ll \~ 1 151 ,Plll~ 1 
CL~~:"/FL:..l/CSlA,PA115),~A(l5tl5) 
CC.~C~/~liAIJt~JII 
~~~[LIST/~~C/Zll 1 121 1 ~LP~~l 1 TET,,XK 1 ZK 
~~~x.:-t • .:JC 
P " 11, • 1 , E l 0 
IH•'! 

••~~F~ lClE~l~CE PCL~ LA ~AXIIIJSATJON S~R LE SEG~ENl 
HS:oC.l 
"-'·~~2•1' 
"1•!\-:t 
EfHsO.CCCCl 
CC 2Cio 1•1,1'-.1 
Xlll•"ll 

•••CElE~llC" tl~ FCJ"l PEAliS~eLE 
1 F Il 1: al 1 , 12 i , 1 
CALL SF(llll,f 1 IEASF.,II,~~2 1 l"APT 1 IPHAS,tSOl 1 FX 1 ll 
IFII~CL·lllCI,lOC,lCl 
Clll !CLFLIX,"1•~'•~"2,16ASE 1 TI 
H•l 

•••CilCLL ' F!~TlF C ~" FCJNT PE'LIS~BLE 
~ cc ~2 121•1.122 

cc 9 1•111,1'2 (·~·:~) t.l L ._r 

--~ 



\ 
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C:~~CIIIaC,C 

C~Ll rG~Cl!X,~l,GR~CI 
cc 1: 1=3 ,P.2 
li•HtSé:lll 

1( FIII=GP.te(ll) 
C~ll SflllllltfoiEASE 1 ~ 1 ~N~,l~A~T, JP~ASoiSOLtf,,ll 
If IISCL.~E.liGCTC 101 
Ctll ~llfl!Z,~l,~.~~2,1CASE,TI 

C••••·P~ClfCTlC~ C!S PCI~TS PRECECE~E~T CBTENUS 
[( .,.1 1•1,1\l 
lll< ( l!c)C ( J 1 

1,1 Zl<!li=ZIII 
C•••••EFS Té~C V(~S C 

HSs EFS.,l<CE 
C•••••Cél~~P.l~~llC~ t l~E NCUVEllE SCLUTICN 

2~22t 
3 
lCCC 

C/ll ~tXS~(XI<,ZX,GR~O,C,TET~,TETA~,Nll 
cc 2:C2~2 l:l,tll 
X~~ X 1 11 z T E1' A • li' ( J 1 .. ( 1- TEH 1• XK ( 11 
~>~rx~CTIX~~x.~ll 
COl I~U; 
IF ~~~Xll~l GC TC ~COC 
IF l~éSI~21XP.AX,~lll.lT.l.E-fl CO 10 2C 

5CCC COT !~LE 
C•••••1f5T C t~F~T 

t.FH:=l,f-15 
ll•GTEST!x,z,~I,FG~CTI 
Zllo:ll 

~c. 
31 

~lft-tlzHPt-J 

IFI~Z-ALPhAI ~C,2C 1 30 
[( 31 1•1,,..1 
ll(II•XI"AX(J) 
JFIT:lA.LT.EfTEI CC TC 20 

~2 COTII\LE 
2C l~CLat 

1Cl IIETI.F~ 
E~C 

HE~(l;lii\E M1 Ell IXK,C,~l,HC,J~EC:,T,GRA0 1 Ql,XSCL,• 1 fi,OA$) 

(••••••••••••••••••••••••••• 
c 
C X~Cl EST L! PCJ~l P.~XIfiiS~~T FIX) A~EC 
C X • XK tl,C l PCSillF CU •C e~ X ~PPARlENANT 
C ~ LN f~SE~CLE ~EFINI FA~ CES .CO~T~AI~lES 
·c LJ~~~I~CS • F EST C~A[~ATJClE 
C CF~C CC~Tlf~l CRftC f(XKI 
C Cl LI- ~AT~ICe CtS CERIVEéS SECC~CtS 
c , ............ , .............. . 

I~FLJCIT RE~L•EI~-~~.~~~L•EIC-ZI 
l(G I<.Al f,!S 
Elll!:ft/1,.\l tES 

··---~ .._ __ 
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Ct~=~SJCN X~lll,Cili,T!li,G~~Cill,Ql(l5,151,XSClllltZ!201 
B~aC.CCJl 
lEHzl.EZS 
~~)l~IS~llC~ CE F SlR LA CE~I CROllE 1 XK , 0 ) 
cc l J.:l,l\1 
Zlli•XI<III+CIJI. 
IrteJ5lGC.TC 5 
Cftll ~·X~G IXK,Z,GR•O,Ql,TETA,TET•2,Nll 
lETA•T H ~2 
COT IHE 
~5a2•1' 

,.t .. ,.tl 
"7•11d+2l•l' 
ICal 

••C~ ~'"f~~ LJ SCllTICN CJNS LE CC~•IhE 
••CEFI~I Pft~ l~S CCf\TRAII\TES.LJNE~JRES 

cc "~ J .. l,l4 
Sl"'T IH l ,.l: .. ~l: tl 
~5s~5tl 

SZ•:J. 
I l" 1 
cc ] J-=~5,1'7,1' 
Sl: ~1-XKllll•llJI 
~2=S2+ Cliil•TlJl 
lJ:.IJtl 
r:c TC 11C,21,3li,K 
lftl.G[.Jf'l GC TC 20 
S;;•-S?. 

\. 

lfiSZ.GE.O.l CC TC ~0 
1E1Ala-Sl/S2 
IFITEltl.LT.lElJI TETJcTETJl 
GC TC loC 

'IC "~ 
IFII.GE.II\ECI GC TC 3C 
IF l~fSIS2l.GT.EPSl RETLRI\1 
H TC itC 
tc .. ~ 
S lz-Sl 
c ( lC. 12 
C07 !Hf 
[ ( 5 c l • 1 • ii l 
Jft Clil.GE.Cl CC TC 50 
TE,Al•-XKIII/Clll 
IFITETtt.LT.TETAI lETJ•TETJl 
cor IHf 
CC (;C (al,lll 
X~ClliJ:aXJ<III+TEU•CI JI 
li[ll,;~f\ 
EH 



----------·- --------
\ 

- 141 -

!LERClli~E SFELIIT,F, IEASE,~,N,lNART,tPHAS,ISCL,FX,l~PR) 

, ........................... . 
c 
c 
C••••• ~ E T ~ C C E S1~PL1ClAlE 

. 1 
T CC~Tif~T C!~S L CRDRE F LE SECO~C MEMBRE 
CL T~ELE~~ Sl~fliCitL El LE TAeLE~U SI~PLICIAL 
Ietsf l~CJC~ CCLC~~E C~ T~CLEtL SI~PLICIAL 
LE Gl'AC)q,y r:..: LA FC:lCTICt. EST CéFINl P/IR F 
~ ~(~eRE CC CC~TRAINTES 
t. ~C~(~f [~ VI~IAClt~ ~ATL~ëLLES ET 
0 EC&~1S ASSCClfES fUX CC~T~/II~TES EN S~P Ou EGtL 
I~I~T I~CICE CE LA PPEPIEPi VARIAeLE ARTIFICltllE 

l~Cl ;Yff CE LA SCLUTICt. CeTEt.LE 

l!Clzl SCLUTICt. CPTI~ALE A CISlAt.CE FI~IE 
I~CL·~ 
ISCL• ~ 
I ~CL=It 

F~CBLE~ë l~POSSIBLE 
SCU.1IC~ IMHIE 
Vtfi/.ELE ARTIFICIELLE NCN SGRTIE 

Et. Fit. OE P~ASf 1 
1 Hl•5 C'rCLHE 
FX V!LELF tl PR((RtM~E LI~EtiRE 
!"fil HCO::JC CCI\HCLHT LES !l'PRESS lOiS INTë:RMECHIRE~ 

-----· ~--

c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 

l~f~ •3 ~lt~S I~FPESSIC~ CE TC~S LES RESULTAT~ INTER~=CIAIRëS 

, .......................•.... 
I~PLlCJT RfAL•B(A-~),F~AL•EIC-Z) 
HlHEF a 
llEH•8 .. IIX~AC 
enc~l·tl H~ 
Cl~E~SIC~ llll,flli,IEASE(l) 
HP=-, 

C•••••[F~S lCLEP~~CE ~~SCCIEE A L CNTREE t U~E VARIABLE 
EF!~·l.C-6 

C•••••EFSR 1Cl~~~~CE tSSCCIEE A L~ SCRTIE C ~NE VARIAELE 
EF!Iè=l.~-~ 

C••••cEF~ lCLfF-~CE ASSCCIEE A LA FI~ CE LA PHASE 1 
cPll•l.E•S 

C•••••~t>~:C r.L~S CP,~C ~o~e~E ~TILISAELE 
1 .. A>~~C•l.Et3C 

1 ~" .... ~ 
•t•••••I~lC t.C~tRE ~AXI~L~ 0 llE~~TIC~S 
1 lClC I~lC·~·~•h 
1 ' CC lCCC UicJ,ISTC 
1 C•••••C~~RC~~tl\l Ct F SL~ LA BASE t•~S LES 
1C ~ F~E~~~~~ Elc~E~TS DE tE 1 
1 IFI!F~~S-111,2.1 

2 !ll•t. 
CC JC 1•1,~ 
t.l·~l•l 
lf(IêASEI~li-It.ARTI10,2C,2C 



c 1111•-1. 
GC1G3C 

c 1111•0. 
C COTI/ILE 

CCTC H 
l t.l•l\ 

[( 32 l•ltl' 
1\l•I'H•l 

ë Tlllo:flt.ll 
.. CHCll CE Fll 
1 f)fzQ 0 

[('tl) .... 1." 
lll•l+~ 
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IFCA~SITIIItll.LT.I.E-~0) GC TO ~tC 
lfiAOSITCill.LT.l.E-3ClGO TC ~tC 
Flf=FX•llll•llll1) 
CO.lll>lf 
1F lli'H 15 1 61 5 
C~tl lESTIT,F,lBISE,III,FX,I',~,J~FI 
((t.li~LE \ 

••(El~r~IhAliCI\ tE S ENTRAI\T tAI\S LA BASE 
J~aC 

"~·2·~ 
C!•~PSS 
re sc J• J.fl 
C •C • 
Irctr~t!-ll 5t,~1.~2 
IF IIE.tSEIJl-IP.AIIll 5~t51t,~4 
t•-1. 
GC H ~, 

tF IJe!SE(Jl-It.ARll 5!,~6,5f 
!:•FIJI 
~l'i .. ll2 

'lC 6C 1"'1 ,1• 
t:PI~=n-:<:+1 
[ .. [-1!1<112l•11Il 

.((HHLE 
tF Il-CS) 5t 1 5E 1 El 
c~ ... r. 
I~·J 
t.2•1\2H 
(Ctlzt..U: 
lfiiSllCC 1 lC0 1 1C 

••[élE~~It.~TICI\ CE A SORTANT CE LA eASE 
c ,. ~ z c 1 s- 1 ' • ,. 

Flh".lXI'AC 
lF•O 
CC !!C Jarl,fl 
"S·,.~•l 
H~=li,.SJ 
tFIT,.~-EPS~IBC 1 8C,E2 
lli•,.•J 
IlliaT 1 I lt l /HS 
IF IRP-FAIS.:,ec,B1 
f:t::aR.& 
H!•lf'S 

© . 
E 



llhJ 
AC CC~TI~l.E 

lf1Hlll0,11Bo200 
118 l~Cl·l 

IH ll:f;ll 
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:•••••~CtlflC~TlCII l,flE~U Sl~PlJCJAl DEe~T 
~cc H •2 
2C1 H=l'•ll' 

Ill=,. • Ill 
21c zz~ .. r 111u 

1 lllli•ZH/11\S 
3CC COTIIILE 

111•1\ltl' 
JF1111-~~121Co21C,211 

211 ,. s • r r s- 1 1 •" 
I'SI' .. ~S•l;: 
1 I~SI'Jsl./TflS 

C•••••C~t~CE•E~T llG~E CCURIIITE 
CC 22C 1=1,11 
IFII-11'122lo22C,221 

~21 td=l'• 1 
112•~+ IF 
Jil .. ,.!+l 
lFl .. liiil) 
lC 2~2 J•~l,l'll,~ 
l!JI•TIJI-TPI•lll\2) 

2L3 CO.TIHE 
(22 ~~~·117tfo 

11· .. ~·1 
Tllll.o:C. 
1 lllls-1~1/li<S 

(2C CC~lllllE 
C•••••,.CtlflCATlC~ l~flE'U Sli'PlJCJAl FJII 

JH:!.'tl'l 
I'•Jr.-HI 1~1\1 
lfJStll~I'II•IHSEilSI 
JEIHilSl•li< 
Z=fll~/11 

FI!.Hdsf!ISI 
FIISl.=l 

C•••••Flll CE C~AI'IG~I'E~T CE fASE 
GCTC.Il3Z,\:GC),XK 

C•••••l~AlTciiEI\1 F~ASt 1 CU F~ASE 2 
0 lCC IFIIF~~S-lll2C,11C,l2C 

12C I~Cl•l 
r.e lu Pli 

C•••••lFAlT~~[IIl Flll CE P~ASE 1 
llC IFI~CSifXI-EPX)Ili 1 13C,l3C 

· ne I~cL"'2 ° 

r. ElU f;fl 

~•••••V~FIFJCAT!C~ -VAFlA~LES APTIFJCJELLES ~CRS-BASE 
111 lo=C 
113 lo• .. •l 

I I~=Hii 
lfiiD~~Eillli-11\JRll 112,11~,114 

11~ H•l'+lotl' 



llh\1 
H~ •l.E-6 
HS•J 
1 Szc· 
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cc 117 J•il',l'fl,l' 
lfiAESITIJll-TIISl 117,111,1H: 

~ HS•.AES(T(JII 
J~ }a J 
I~·l~S 

1 t~S ... IS~•l 
TFS .. liJ\oll 
1FII51ll3,133,131 

3 IHL•It 
Il ElU l'li 

1 I J: •Il 
1< ~., 1 
Gele 2c1 

2 1<1'.,2 
2 COlli\LE 

IFI",ll.~ICCTC 113 
IFIII'Hll,l:,l 
"~ IH 111-P ,c; 1 
FC~P..6TI//// 1 • .. Ct-~P.,GEI'ENT CE\ H.ASE .. •'///1) 
lft'ASa2 
GC"TC: lC lC 

C COTIH!; 
ISCL•5 
1\E lUH, 
He 

·~······················ 
)J< + TEli(YJ<-XJ<l I'~XII'ISE f SUR LE 
Sf(I'~~T 1 lK , Y~ 1 
X~+ TUA2 I'IK- Xt<l I'.AXII'ISE f Sl!R LA 
CëH-CtCIH (Xi< t YK- XK l 
F ESJ CL~fF~TICLE 
(~tC CC~TJE~T C~~C F(XK), 
tl l~ ~ATAICE CES CERIVEES SECCfiCES 

•••••••••••••••••••••••• 
1 ~FLIC 1T ;é.Al•S I.A-1- ) 1 PEAL•EIG-Z l 
Ol[~~H .aes 
CI~E~!Il~ A~fXI2Cl 
CHë~!:lCI\ Glitt!ll,Cll l5,l~l,XK(ll,YK(ll 
C•C,C:t( 
cc lllll 1•1.~1 
t•,t<(Jl-Xt<ltl -
If1AeStLl,LT.l.E~15lD•C.OCC 
.At-[)C(J)•[ 

. ·-·--' 



\ 
- J4S • 

C•C+GIIattl)•C 
11111 COTHU: 

C•HSl(J 
esc. ccc 
cc ec l•l,tll 
zsc.cc:c; 
cc 81 J ... l,t\1 
l•Z+~~~XlJI,Cl(J,IJ 

1!1 CCHHLE 
!!•1!4Jt,Elll 1) •Z 

H COlllllE. 
l!•,fSIEI 
TETAsl.JCC 
IFIC.Ll.51Té1A=C/B 
HlA-=AI!S (HU) 
H1A2•l.E3C 
lfte.Gl.l.E-15lTETA2•~eSIC/E) 
Hll .. l<~ 
EH 

(••••••••••••••••••••••••••• 
( 
C LECT~ ~CC~lë A FCI~TS C E~TPEE ~UlllPLES 
C ~EC~CLFA~T LES CIFFE~E~TES F~~ScS CE lECTLRE 
C t I~tTI~LtSATICt. ET DE CALCllS LTILILISEES PAR TClS 

tC LES ~LGC~lT~~ES P~CPO~ES, LEUR ENC~AihE~ENT 
C ElA~l CC~T~Clf PtR U~ A~l~E PRCGRt~~E 
c 
C••••••t•••••••••••••••••••• 
c 
C LE PCI~T C Ehl~EE LECTU CC~TRCLE LA LECTURE 
C C'S ClffECë~l~S CC~~EcS CARAClERISA~T LE 
C P~COlé~E A ~tSC~tRE 

1 c , .......................... . 
l~fLICii ~~·L•ftA-tl 1 REAL•SlC-Zl 
LCGIUL ARCL 
LCG 1 CH PA~H 
LCGICt.l EliS 
l(G ICH ~.Hllt. 
LCGICH I!Hé 
LCC:ICAL tTliG 
PEH•EIICE 
I~TëCéR A21,,22,A23 
Enï:F"H .ES 
E)1~rt'H F3,FG3 
f)lE~t.AL A1 FG,,Fl,f2 1 FGl,FG2 
tl~E~SIC~ FG512CI 1 FC6l2Cl 
tl~ë~~!l~ (k~112tl 
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. . 
ti~E~SIC~ XI2(J,XKI20I,YKI2CI,X~AXI20l,TTllCCCI,FF(4501,1BBASEI~5C 

- 1 , .H 1. 14 1 , X G! l 3C 0 C 1 , XX l 2 C 1 
ti~E~SIC~ TI~CCI,FieOI,IBASEI8CI 
tl~E~~ll~ FXGEI~~CI 
tl~i~SJC~ F~414CI 
tl~E~SJCh C3115,151 
ti~~~SIC~ XS~I5CI 
CI~E~~~C~ C2115,l~l 
Cl~~hSIC~ TP~I~CCI,JBF~IBCI,FPRlBCJ 
CI~E~SIC~ GFA1201 
CC~MCh/FUhA/CSTA,F~ll~),Q~ll5,151 
CC~~Ch l,LC,G~~ti~CI 
cc~~c~Jft~I/tlll5,151,Plll51 
CC~MC~/~~~~~J''A'~ 
CCJ~C~/JCE~T/C4115ol5l,P311!J 

55 CC~Tll\lf 
l f<z 1 
~E~DitfC,~4J3,E~C•55561KOE 

•33 FCF~ATIF1C.2l 
IH•l 

\ 
••••CC~T~Al~TfS LI~E~IPES, lECTLRE, MJSE E~ FORHE 

~c 
101 
~2 

'lC 

cc :n I•l,[O 
F 111 =o.crc 
F lll=lCt:C 
Hli: lLEColCCJI',I\,JEC, JJ'.EC:,I'~X 
r(j;~.ATI51I.t,IXII 
FCFI'A11EI2X,Fe.21) 
f(FI'~ll8l2X,F8.2)) 
f'.(•2·~ 
~ .. ~.2 
~1\ .. ~•1\ 
CC lC Jz:l,~ 
ll•l'(+l 
Il El C IlE C, 1 C li lT l J) , Ja Il, l' t\, ~ ) 
CC~TIHE 
11•1'+1 
F< 0 C 1 lE C , 1 C 2 1 Il l J 1 , J= Il , ~ 21 
~l=l'·tl-HH 
Pl~( .. ~ 

C~.ARCf~E~l tES CCLCI\tlES CC~PESPCNtANT .AUX VARIAeLE~ C ECARTS 
t-t-2z ~C~f~f CE CCLCI\N[S PtYSJClEI'E~T UTILISEES 

lfl~l12C,2C,30 
30 H:ë•l\•~1 

~ .. l\2a~l\2•1' 
Johzf'lltl' 
[( ] 1 Jo:/'~.~ .... 2 

31 l(JI=C.CCO 
Ha,.l\+ n.ec-1 
~l·P.•l 
tC l~ l•~M,N~N2,~1 



c 

c 
c 
c 
c 
c 

c 

2( 

3~ 

3~ 

1!11~-I.OCO 
r1~ tE Ch~~;e~f~T 

COilt.LE 
P..3"""2tl' 
tC 33 Js:'3,f\1 
1 OSé 1 l)a 1-2 

\ 
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l"tRt•lP..CrCE PRE~1ERE V~R1~~LE ~RTIF1CIELLE 
~~~~S•l ~EiPCCE CES [(~X f~A~ES 
lf~A~~2 CP.. PAAl CIRECTEI'E~l El\ PHASE CELX 

IFhAS•2 
1 ~IR T.a~2CCC 
IF IIEC-~1 3~ 1 34 1 35 

34 IHAS"l 
l ".ART~"-2•1'11• IéC 

35 COliH~ 
E F~•ù. CC 11:0 
HC.:"!:•C 
eElA=O.CC.ltC 
HHtzQ .011:0 

f\1 aP..-2 

C•••••l~CT~~E CES Ct~.AC1ER1STIC~ES CE L.A FCNCT!C~ 
C•••••ECC~CI'ICL; CLtC;ATlCUE ET CE LA CC~lRAl"TE 
C••••• CLtC~'llCLE 
c 

cc 84 1=1."1 . 
E4 r.E l C 1 LE C , 1 C 11 1 C 1 1 1 1 J l 1 J"' 1," 1 J 

cc 6'5 l=l,t-1 
E!i I'E:CiléC,lClliCJIIl,JloJ•l,P..ll 

~E~CILE(,1Clllf11Il,1•1,"1l 
ll~H:IllC 1 1ClllfAlll 1 1•1 1 P..ll 
PëlCIL:C,lCll CSlA 
cc Ee l•l,"l 
cc ee J•l,lll 
Clll,Jloo-Cl(I,JI 

EE CAII,JI•~CIII,Jl 

P..(•"l•l 
I<Ell;l\1\ 

HlRY FR\o 

C••••••••4•••••••••••••••••• 
·c 
C ~~~CLLT!Cf\ CJFfClë CU FRC(P~I'I'E 
C ~JI~l~I5cP riX) SCLS LES CC"TRAI"TES 

. C ti>I•C , e.x • C , X Ft:SlliF C~ •C 
1( r EST CL/.~~~TlCLE , A EST CLAC~ATICLE TOUJOURS P..EGAllF C~ •C 
c 
C••••••••••••~•••••••••••••• 

CHL HHII11,.fl 
I'Ol.IP..•.HLê • 
.Alfl1~•l.E-5 
1.<2•3C 



- 148 -

C~ll f~~C(T,Frl~tSE,H,~~Z,J~~RT,tPr.AS,lSOL,N,XK,ALPMA,Fl,FG1,lt 
l>~.~CE,I7.2,Cl,ZZ1o~~Xll~l . 
tc TC c;6'-2 

•••••••••••••••••••••••• 
LE~ E~T"iES EJCC~ ET Cf~PCE PERMETTENT CE 
PëiCTL~LtS!F L' V'LEUP CE LA CC~TPAINTE 
hO L HCAI H PCl.l< CI'ACUE GEIIERAlELR 

•••••••••••••••••••••••• 
F.IC!:•.lH.:. 
"H"/IEGHE 
~eezs-=H~ 
GCTC loC 

r:a= ... Fnse. 
HII,.IIEGE:\i. 
~EEIS:o~l\11+1 
IIF.C~t-[•~.\PI 
~(:lli.zHII<~IIG+l 

~lEitz~GEI'I~-1 
LC 11 I~1,11184 1 ~G 
J•J 
cc 12 1<=1.~;) 
J ~ .:•1 
ltln=X(UJI 
>GE( II"~(X .. ~\1 1 
COT 11\Li. 
IFILIUiiiETl:H 
oc 11 1=1.~1 
X~IXIII•XI<CII 

\ 

COl 11\L~ 
IF(A(X~tX 1 1\li.LT.C.IRETUR~l 
111•1 
H[U•.FtLSE. 
Gele 1a 

•••••••••••••••••••••••• 
C" LIT llllh GEIIERilEl.~S CE CEPART 
~1 ClllG EST V~Al C~ ~AUVEG~~CE LA VALELR 
t~ L~ F~I\CTICh ECCIICMICUE ASSCCIEE 

••••••••••••••••••••••••• 
~EEI.S·H~ 
lhi\H 



' 

.. 

16 

H[l.•. Ht...E. 
MGHE.ot; 
"G~1\ê•l 
COl IP.lf. 
[( 1-4 J:al,ll\ 

\ 
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1 f 16 HU 1 Il~,\[ 1 Lf C, 1C 11 (X t' AX ( J 1, Jal, 1\ l) 
t.P.G.é~F. .. I\fGf., i+l 
lfiClZIGIFXGEI~EGf"EI•fl(X~.AX,I\ll 
~(EI~uiP.El•.AIX~.AX,I\11 

Htf\E"H:I\~t1 
[.( 15 Jo:l,t\1 
XGEI~Cr"Fl=X~AXIJI 

15 P.Gti\~:~CE~E+1 
14 COTJIILi 

lfiP.(G~t.E.IIE.P.IIhiGC TC9631 
[( H: l .. l,t.l 
GHIIJl.sXI'Hlll 

lt X!ttll•)~tXI Il 
H=fl()C,.,AX,~ll 

SO 1 H llJH 

., .......................... . 
( c 
1 c 
c 
c 
c 

Cil EfFECl~é ~22 tl~FES FC~~ llESCUCilE 
~,A)J~l~t~ fl~l+tt.AtA•AIXI ~ AlfHA PRES 
SClS lES (.(~i~/11\TES E«Xc( , X FC5ITIF CU NUL 

(•••••••••••~••••••••••••••• 

c 

CC llC J .. J,t-1 
[( liC Ja},l\l 

llC C?tl,JI,.Cl!I,JJtHt,!A•C:.HloJI 
C~ll f~~((T,f,Jet!E,~,t.I\2,II\AilT,lF~AS 1 1SOL,N,X~AX,ALPHA,F3,FG3,1, 

• x,~cE.~~2,C:3,ZZ11 
AX~HUAX,IIll 
fXzf\(Xl'o!X,l\ll 
~~ITEil"P 1 1121FX 1 tX,ZZl 

112 FCFid.l(' 1 ,3:l«ï.ltl 
~~ITfll~f,11Jl(X~AXIIl,I•l 1 t.ll 

11'3 FOI'ATI' •••• 1 5f\CJ.l21 
H lU~!\ 

·C El\l~Y !AUF 
c 
c c ••••••••••••• 1.1 ••••••••••• 

c ·c 
'c c c c 
c c 

ErfëCT~~ LA Stl~[GA~OE téS CIFFEREI\TES CCI\NEES 
~ELAll\ES AlX CC~l~AI~TES ll~E•IQES 

(••••••••••••~•••••••••••••• 
lfH,:aifh.,~ 

I:C t'H1 IX•1 1 5CO 
fCJJ1 TF~llJl•TIIXl 



tC 893e IX•l,eC 
FHlJXl•Ft 1'1 

ÇJf JErRllX)•lBASElJX, 
IIElUH 

HlRY HSTO 

•••••••••••••••••••••••••• 
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EffEClLE LJ ~EST~UPJTJOh tES tlFFERENTES tONNEES 
~ElAll~~S JUX CC~TRJI~TES LJNEJIRES . 

•••••••••••••••••••••••••• 
l FI-AS•l FPw 
CC 89~<; IX 2 1,5CC 

93<; TllXl~IP~llX) 
cc sq~c D•t,ec 
fllXl•FPF(JX) 

~~C lEtSf(]X)aJeF,(JX) 
IlE lLH \ 

•••••••••••••••••••••••••• 
t!1E~~~~~11C~ CES GENERJTELPS tE tEPART 
lTJLISES CJ~S l JLGCRll~ME ~IXTE 
CELX CC TFCIS CE~E~JlfU~S ~C~T CElER~JNES 
Alr~A f"ECISlC~ PCLR FRt~CK ET WCLFE 
J~l ~C~e~ES [ ETJFES FCLR lE GE~E"AlElR NC 1 
A<~ ~C~EFfS C El~PES FClR LE GENE"AlELR NC 2 
A~J ~C~a~~S C fTIPES PCUR LE CE~E~JlELR NO 3 
Attl, ~2~ TCLEPA~CES PELATJVES J LJ CETER~lNATJCN 
Cl GEIIE"JTELR ~CJ 

····~······················· "'Hihz. Hi.;E. 
t.EHHzQ 
IICE~E"l 

"J>l,.ISATICN ' JLP~J PRES tE F tANS e 
CElH.llU CE U 

CtlL F~~C(T,F 1 JCtSE,M,~~Z 1 l~AR1 1 1P~AS 1 ISOL,N,XX,AlPfA,Fl,FGl,l,XoK 
•C[,A]l 1 Cl 1 llll,II>IXLINI . 
lffl~[l.~E.flRETLRI\1 
Htl .. l 
[[~~~:3 J .. l,5 
lF(t()X,~ll.lT.O) CCTC 33~~~ 
[[ 12333 l80•1 1 Nl 
Xllect•lCX(l5CI 
CO.ll~LE 



\ 
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Clll f~~((J,FolfiSE,H,~~2,J~A~l,IP~AStlSCL,N,,X,ALPHA,Fl,FGloCo~oK 0 

t([,A22,Cl,llZl,~,nliNI 
0 

If llSCl.~E.611<ëll;ill\l 
~:!:?:!:! CCt-llHE 

t~n~c 
1:( 07{~<4 Jsl,l\1 

~it~lo X~IIl~XX(IJ 
33334 CO 11 ~LE 

HGOE=II!~GEH+l 
tf IC HIC H X ( E ltd!CHEI •FliXX ,til) 
XGE(~GEhEI•tiXX,~ll 
1\Cfi\E•I\G;:t.E-tl 
CC 5CCIC 1=1,~1 
JIIJ):XX(it 
XGEI~GEHI=XXIJ) 
HHE=Ht./IE-tl 

5CC lC CCI\T 11\LE 
c 
C ~~)I~IS~liC~ A ~LPr.~ F~ES Cf A CAI\S B 
C CEltllllC~ [~ X~AX 

c 
re 2~2:<2 Jsl,5 
Clll r~~Cil,F,lE~SE,M,~I\2,J~t~T,IP~AS,lSOL,N,,~AX,ALPHA,A,FGA,C,x, 
•I'U,~n,c~,21Zl,~~Xlll\l 
lfii~Cl."E·61FETLPI\l 
lfi~IX~~X,I\li.GT.AAAliCCTC ~~22:! 
cc H•n 1•1,111 

1t91 )((IJ•HAX(l) 
22<2:< CCI\TII-.l.E 

15Cl,.,l 
Hl!Jrlll 

22223 C0111\L.: 
IIHi:llt"l\EGHE+J 
Jf 1 C lll G 1 F ~ C: 1 ~ e GE liE 1 • Fll X Il,! X, Il 11 
l!G:I 1\G~I\~ l=liX~~X 1 1\ll 
I•GL.I\t•IIGE/1=+1 
CCf~ClC 1•1 1 :0.1 
XC~ 1 t-G~I\E J:XJo JX Ill 
1\CEI\E"t-G~IIé-tl 

ECCIC CCI-.1HLE 
lfll~~L.EC.Cl!CTC ~5446 

( 
C. HfX HIIIT tU SE<:I'E~T t )IX , XI'AX ) 
C 1El Cl.i AIX~·Xl•C A A24 PFES 
c 
EC(2C tc ecccc 1•1.~1 
fC~~( X~I!J~tx~~XIll+~Xtlli/2.CCC 

If 1 ~ 1 x 1< , "'l 1 8 CCC 1, CO C 0 1, E CCC 2 
!CCC~ CC ~CCtl 1,.1,~1 

tC<C~ X~tXCII=~~Ill 
IFIAIX~~X,h1J.LT.,24JGCTO 4~5 
GC1C eCC2:1 

ECCtl CC bGr.~~t 1•1,~1 
fC(G.t, XXIII•XKIII 

GC1C liCG2: 
1,1,5 COTIHE 
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~CCi:t.Est.éCEI\E•l 
IFICT1JGIFXGEI~eGEI\EI•F11X~'X•NI) 
XGtl~GEI\EI=l(X~,X,I\1) 
t.CEhEzi\CEI\E•l 
[( 8~~5 JsJ,I\1 
XGE{I\Gfi\El:X~'Xll) 
hGEIIE=I\GH.E•l 

:lo 5 C 0 li 1\L E 
•lol: COTIIILE 

l:t~=l 
[( 851,2 J.zl,l\1 

"1,2 X~tiJI=XI'AX(l) 
HEJS:o:llftft.ê 
HllJRI\ 

••••C~ARGE~EI\1 1\CUVE'U GEI\EAAlELA 
:cc 1< 1< •1 
~Cl XGEII\GEI\EI•~IX~'X,I\11 

1\Cëi\!:=IIGHE•l 
CC 2CCC J:o:l,l\1 
XGEl~GEIIEI:X~AXIJI \ 

:cc 1\CEI\ë=I\GEI\~•1 
1\fCHE,.t.rG!::-.!:•1 
lFIDTZJCIFXGEiheCEI\EI•fllX~'X,"ll 
E'!s.THE. 

~1,5 GCTCI3Lf1,2,J2flo3 1 1f752,f0CCC),KK 

••••C~tRCEI'fi\T CES CEI\ERATEURS ~LFPLE~ENT,JRES 
••••~ElCI\ lA VA~JAI\lE 

~42 

JS l 

75~ 

152 

1'1<-2 
Clll FGllX 1 1\l,FCio) 
CCr.lil\l:E 
CAll '~Ell IX 1 FC~ 1 1\l,JEC 1 INEC,TPR 1 FC~,Ql,X~AX,.32f45,~,BASI 
H TC ~CCI 
1< ~= 3 
CAll FCA(XK 1 1\l 1 f(lo) 
CAll l~El1 IXK ,FCio,I\1,JE~eiNEt,lPR,FC~,Cl,XMAX,t~2f45,~,BA~) 
CC 1~ ioCCl 
Js~l-l 
1<1<•-\ 
cc 1C 18757 



··-·-·-·--=--==~-...:..::;.;. 

\ 
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E~lRY C~LCLI~LF~t,eëTI,~21,~~2,A2~,12~,EPSC,ClZIGePAPA~,I~CL,A~4, 

1 ~~4 1 

(•••••••••,••••••••••••••••••• 
CtlCl Eff[ClLE L E~CHAI~E~f~T CES C~LCLLS 
FCLR LES CifF~~E~lS ALGCT~ITI·~ES CE TYPE 
E;FYCE~lRlr.L~ E~ FC~CTJC~ CES I~CICATELRS 
Cl1IG 1 PA~l~ ET CES OIFfëF[~TE5 FC~CliCNS 

ALFh6 PPECISIC~ PClA FRWC 
A~I,A22 ~C~e~ES CES ITER~liC~S PCLR FR~C 
ft<4 lE~PS ~J~i~L~ FCU~ L EltPE CE CALClL 
12~ ~C~C~i ~JXI~~~ DE CE~EPATELRS 
l~CL I~CIC~l~LR CU TYPE CE LA SCLLTICN 

FGLRNIE~ 

c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 

A44 1 ~h4 PA~A~ET~ES RELATIFS A LA PROJECTJCN 
E~~~lLELLE CëS CE~ERATEURS 

Cc••••••••••••••••••••••••••~ 
~2·~~2·~ 
CC tÇ'll l•'-lel'2 

tS'll r:;~(IJ.zC. 

Hf:EHo:~Ei!J~ 

CC C~43 1=1,~1 

E~4~ HtXIII=XSt(IJ 
cc 4.t,Je 1•1.~1 
xt.IJI•XI'A)((JI 
HIII•lii'AXIII 

444 l!l!III=H.CXIII 
Ctll ~C~LIIll~fl 

HCCC CCH IHE 
1~2=~21 

IF I~EGE~E/2 •2 .EC .~eCE~E 1 J.i~•A22 
L:( 3~1 Ja.~[,l-2 

'!~3 CH!:III•O.::CC 
Ctll f~llx~.~l,C~~CI 

C•••••CtA~(~I'~~T CL l~ELEAU SJ~FLJCJAL CC PRCGRA~~E CIRECTECR 
~"~ J•l 

JJ•S 
CC ~CJC l•l,A~GE~E 
lTIJJJ.aXGEIJI 
J•.:+ f,G 
JJ•JJtl 
lliJJI=l • .:cc 

2ClC JJ•JJ4l 
lliJJ)•-l.~Cil 

JJ·J~•l 
lliJJI=C.JCC 
ll131•C.PCC 
lTI~J .. l.~;CC 

C•••••ïl~CTIC~ ECCAC~ItLE 
JJ•3 
IFic:TZlGICCTC ~C~2 
J•l 
CC 2CH l .. l,HGE~E 
lZ•C.CCC 



J=Hl 
CC ZCJl ll=l,tll 
Z2•ZJ.t~Gf(JI•G~~CI1Il 

H J•.i·tl 
fFIJJl=ZZ 

ZC JJaJJ+l 
GClC 2CB 

32 CC 2::H Jal,f\fCEtiE 
ff(JJ)afXGUll 

3it J.:. J J. l 
~~ "1Cs~fGë~f+2+3 

cc z.:H J:rJ,3 
fF(JJl•O.OCC 

3( J.;aJJ+l 
CC 2ü4C JzJ,hlC 

4C IEI'~SEIII=I-2 
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•••~F.!CLCllCtl CL FRCGPJM~E CJRfCTEUR 
CflE,.liC~ CL PCJhT XK 

llzl \ 
U•O 
CALL 5PBLJITl,FF,JEeASE,2,~EGEf\f+~,f\BGENE+2,Ll,L2,FX,ll 
1 HL:o-12 
1Fil2.t.~.ll~CTC ~CCC 

•••CC,.Sl"LCTlC" SCLLTICN ET ~'RJ~eLES [U~LES 
._.?,."ECEI\~+1 
"~•lEEISëii\E~E,.f+~l 
1\~aiEE/.SU~lCI 
Hz(; .CC·: 
lol•t.cc:; 
~P..l=-1·=~~ 
lfi~~-~Jl21CC,211C,21CO 

CC lflt~5-~31,12C 1 213Co212C 
'lC 1\hi~S-ll•Hfl 

ClLL l"vllo~l,~C,XCEINtlokl,,f\V,CETl 
A~~=XG;(I\6)•01\v('<) 
t:Clc 2LCC 

3( ~6a(~~-il•11Gtl 
CtLL l~vi~Cé!htl,~l,W~lokC,If\V,CEll 
~~~·x:~I~61•~1\VI31 

~' re 221~ I=J,I\1 
llé·~(+J 

lC Hlllzl!CEII\61 
(( 1( ~.t20 

ZC ~~~·1~'-li•"G•l 
Il 7" 1 ~ 5- 1 l • ~ G t 1 
~Ill"' li G f 1 :"\t 1 
~~.t·~üEII\7) . 
CttL I~VIX(ëi116J,kl,XGEIN1l,kl,,NV,CEll 
Al•AI\vl3l 
lFIAl.lT.C.J AI•G.CC1 . 
lf1A1.GT.J.l ~1•1.CCO 
cc 2125 1•1,,.1 
l\é·~6t1 
"l-11 1•l 



• 

c 

·C 
:r. 

:2 
=~ 

(.1 
(.1, 
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-'125 Hlll•AlclCGEI~~)4(1.;HC-A1l•XGE!Nll 
~l'l'c/ll<l•HIJI1l•tt<::•m~lltl 

2~2C lFIAL~ICUI-l.i-lCI2222,2:i2:i,2221 

"222 I!Cl-=1 
Gele -;ccc 

2.<21 CCI\111'-L:: 

c 
c 
c 
c 
c 
lo47 

1,( 11 

El 

c;c 
(Ci 

.t.7H 

AlzHIHGEI\E•Itl 
H.=H 11\1() 
ls~l•AI\~Ili•AC•AI\VI2l 
~(•A1•~1\~(3)41E~AI\VIItl 

l.•I!!S!Ll 
LC •-l.C 

PE!CLLliCh t~ FRCC~~M~E ~LXlllAIPE 
CElfl'-liC~ CU ~CUVE~U CE~ER~lELR X~AX 

CC ltCll 1=1,1\1 
Xlll=YiC(ll 
1FICT21GICCH c;4 
cc 81 1=1,1\1 
f( E7 Jsl,lll 
C2 11, Jl-=L•C,q 1, J l 
Cl TC f9 
CC 9C l"lol\1 
CC 9C J=l,!'ll 
Clll,~l=t:l(I,JHL•OI l 1 JI 
~tHJf\s,1.<U, 

~tll f~~CIT,F,!e!Sf,M,I\I\2,JI\tRT,IP~AS,ISCL,N,X~AX,tLPHA,F2,FG2,C,X 

• ,HE , !.<:;: ,1.: 2 ,ï .Z 1 , "'X LI fi l 
221.o:t(S(2Z11 
IF IISCL.fi~.UCCH <;COC 

C•••••lt!T C tF~ET LCGICLE 
''ft'c/('H,t.ll 
IFI~YK.LT.r.IGCTC 9CCO 
C.Hl 1-C~lllllH~I 
~11~~·111TI~ë-ITI~fl/~OC. 
IFICIZIGl ÇClC CJl 

~171 CC~=L•~I~~~X,IIll 
~~te cc 2345 121,111 
2~45 tC~c(CS•GPACIII•IX,.~XIIl-XKilll 

[(~s~ES(CCSl 

SI 

S3 

CC~= ( CS•Zll 
G CTC S2 
tr~=f2(X"IX,IIll 
[(~=USilll 

t:( 93 1=1 •. \1 
Hlll:Yt<( Il 
IFIPA~t~l GC 1C 92 
A)~=J.I~l<tX,I\1) 

FX5•f 1( X,.H,I\11 
H l T ( Il l' P ,4 5 f. 1 t X 5, t XS, f X S, F X S, Ill I ~ E, A YK 
lf!AèSUIX~All,fllii.CT.l.E-lCI GC 10 3CCC 
cc ss 1.,1,111 
)lt 1 Il ")~A .X ( I 1 
l~Cl•l2 
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Ge TC 4iCCG 
FCF~~ll' •.~~22.1~oflC.2,E1,.~1 
COlllllé 
flll•fl(XI< 1 lll) 
1 F lA 1: S 1 F 1 x 1 • l l • 1 • E- 10 1 F lX" 1 • t- 1 C 
AX•.IIDXollll 
trt.,:CS/flX 
~~lléii~P,~5élflX,~X,CtS 1 tf1,RTI~EoAYK 
tC~=~2Sit[SI 
1rccrs-a~T~Iesco,eqco,~ooc 

c 1 ~Cl·6 
C:llC 9CCC 

C CCl-Tl t-l.E 

~1)1~1S~T1Ch tE F SUR LE SEC~E~T IXK oYK 1 
CElflllJCII Cl IICU~E~~~ FCIIIT .CE llNEARlSAliCN XK 
lFIClllGIGCTC 5011 
tc 3Cto 1~1.1-1 
lllC(J).s)(l((l) 

.C X(JI=Xl<(i) 
Ctll ~tXSG (XK 1 YK 1 CRAC 1~1 1 1El~olE1A2oNl) 
(( 2:.1~22 1=1,111 . 

~ )~(!I=T;T.II•Y~IJI•II.OtC-TETti•XKIII 
l ([ 311 l"lolll 

X(l):H.:X(JI 
l~Cl=JC 

••l~~T~ C A~~~l F~YSICUE 
lrLPI~:.Cl.~2~1 GC TC t;CCÇ 

~ IF (t-PG~IIE-I241~CC~,4CCOo4CIC 
c l~Cl·'i 
C COl 1:--Lé. 

lfl::lZJGI GC TC Cjf-42 
FD=Fl(XI< 1 11l) 
Z..L"nl.<t<,llll 
IFIIFI~.ll.F~I.C~.I.IIBSIZM-4).GT.l.E-SilGCTC 9f-42 
[( <)(;4~ J.:l,t-1 

! ll~llll=Xtclll 
fhflX 

,;: COili\L:; 
Ir 1 ~eS 1 F l)( 1 .t 1. 1 • E- 10 ) F1 X • 1. t- 1 C 
CFl=[[~lfUI 
(All ~Crllllll~El 
RTII'ë=lllTI~i-ITHEI/!CO. 
A):/l(XII,"-11 
FD rft(XK,~.ll 
~~lT[(l~P,45tlll~,~x,CCS,rFl,RTI~E 
~ ~ 1T ~ 1 1 H , tC C II SC L 1 I SC l 1 1 SC L 
~1< lT~ 1 IH ,.t,io ~" lt-.EC Elli: 
H IT::: (HF 1 Jo.to3S IKCE 
~~~llE!I~F,HC2JIXI<Ill 1 l•l 1 t.ll 

~ rc~~AT(• ~C~EFE t llëP.IITICII 1 ol~) 
'S Fc;;~AT(I CCEfFICJHl'oF~.~I 
2 f(~~~1( 1 ll~E/~IS~ll0tl 1 o3f2~.lf) 

!l f 1 l ~Il 
·6 CILL EXIT 

F 1\C . 
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" 

1 
1 
r:: 
)( 

c 
1 
F 
c 
~ 

1 
) 

1 
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) 

1 

' 

\ 
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fl~Cl1CN CTCSTIX,X~~R,~,FC~C11 

C•••••••••••••••••c•••••••••• 
c 
C l~~LLE LA Cl~~lllE 
C GlES1•f~~CTIX,~IIXeAR-~1 

1 c 
(••••••••••••••••••••••••••••. 

H Fl I Cl T RE H •1! l.l- 1- 1, IlE AL • e 1 C- Z 1 
EXHHH lES 
C1~E~~~C~ Xll) 1 X~AR!l1 
Cl~E~SIC~ C~lCI2CI 
CC~~(~ lt~C,GXKI~CI 
CC~~C~/ICE~T/C~Il5,151,P311~1 
CC~PCh/f~~1/Clll5,151,Pll151 
cc•~C~/Fl~t/CSlt,P~Il~),C~Il5tl~1 
cc•~l~/AAA~AIJ~f.IA 
(~ll FG~CTIX,~,GPACI 
cHsr=c.c 
cc lC l 2 ltll 
Zl=X<!HIII·XII1 
Z2<>Ai:~ Ill! 
lffZ2.LT.ë-lC1 Zl•O.O 

1C GlE~T=<:i'::Sl+CiiiCI I I•Z 1 
GTEST,.HSIGHSTI 
Ji (ll!tl~ 
HC 

(•••••••••••••••••••••••••••• 
c 
C X E~T LA SClvllC~ Cë I!ASE PfALlSAI!LE 
C ~~~CCIEë A Lt E~SE IOASE 
c 
C ~ ~C~I!FE CE CC~TPAI~TES 
C ~~ ~C~E~~ ~L ~l~l~flES ~ATlliELLES 

-----------l~:-.l..~-~ 

C IIZ•~l+AC~e~E CE ~A~IAELES t ECARTS EN SlP C~ EGAL+2 
c , ...................•........ 

1 1< PU C Il R ë Al • e 1 A-1- 1, IlE .AL • e 1 C- Z 1 
CIH~SICI\ lllll,lllleiEASEI11 
[( lC l=l,t-.1 

lC X(Il20.0 
11 .. ~2 
r:c 11 1•1,,. 
11•11•1 
1~~1uss: 1111 
1fii2-~112C,20 1 ll 

~~ l?z~+l . 
X!I21•H131 

11 CCt;T JH E 
lltll.i~t. 

EH 
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~~ERCUTI~E 1ESTIT,f,1eASE,11ER,FX,M,N,I~PI 

••5ClS f~CG~A~~E t 1~PRESSit~ tES 
••~E~~l1tlS IhlERCE~ECI•IRES FRCVEN.~T 
••LE SPEll I~El~ttE SIMFLICI•LEI 

l~FLICil ~E~l•Bt•-Hl,PE.eL•EIC-ZI 
C:HHSICII llli,Fili,IEASEill 
FCF~ATI••••T;fLE•~ SI~PliCIAL••'/ 1---------------------- 1 ///) 
Ft~~tTI'••• SéCCI\C •• ~E~ERE ••'1'----------------------'1111 
FC~~tTI' •••FChCTIC~ ECC~(~ICUE'/'----------------------'1//) 
r O"Al 11 

• • • llEI<~liŒ N\JMEI<C u 1
/ •------------------- 'Il Il 

FC~~ATI'••••••• E • S f •••••/•------------------- --'1111 
FC~~AlllX,9:12.31 

f(" ".\ 1 ( 1 x. 9 112 1 
~OI'H (///1 
fC;:I'ATI/1 
rol'.\11121:1'•'11 
""ll~(l~P 1 l1,lo) 
.. ~-"'tl 
.. ~·2·~ 
~ .. ~,.H• 

""""'""' "RIT~IIH,J3::J 
"Fll~II~P,l~lllTER 
\o~lTél.iH,llo2) 

1 F ( 1 TH- 1 12 ':, 3 C 1 ~ C 
COT!I\LE 
"FIHII,.,!= 1 12Cl 
"~'ll:IHP.l'o~l 

\ 

.. ~Il t 1 1 ,_ P 1 1 '• C 1 1 F l J 1, 1 • ~, IJ ~ 1 
~o.nT:tll'l:,l"~' 
1\!:ITEIHe,lCCI 
[( lC l•loft 
.. 1•1'2tl 
'-FIT:IIP..P,lltC)(l(J),J•"l•t.tl,~) 
1-FITEIII'Ptl'dl 
C07!~U 
I<RITCII~Ptl'•21 
'-FIHIHF,UC) 
1. 1< 1 TE 1 Il' P, llo C 1 CT 1 1 1, I • ~ 3, ~ 2 1 
I.RilEIIH,llt~l 
\IRTTEIHP,\Io5) 
~Fll::IHP 1 llollllf.&Hlli 1 1•3 1 ~H) 
\.1:1TfllH,llt21 
\.P1Ttll._P,l2CI 
.,_ ~ 1 Tt 1 1 ~ F, 14.; 1 F X 
I.~IHlnP,l421 
l' E ll Pt\ 
EH· 



\ 
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fl~CliC~ FtPIX,~,C,Pl 

, ..........................• 
c 
C T 1 
C fi~ 1 ~ 1 F,CI • P • X t 1/2• X • C • X 
c , ....................... , .. . 

I~FLICIT~~~L•81A-~I,REAL•EIC-ZI 
CI~E~~IC~ Xlll,Pill,Qil5,ll 
CI*'th5IC~ 111151 
/.•(. 
CC lC I•l,t. 
z .. c. 
re 11 J=I,r. 
lfiXIJI.LT.l.E-Hll XIJ)s:O.C 

11 l•l•~IJI•CIJ.II 
A=fl II•.X C Il•~ 
~111•212. 

lC COT Hl.E 
[;( 12 Iclofl 
~ .. t+F !TI•XIII 

12 COT!Më 
F'~",e 
~n~;n 

EH 

5lfriCl.lit.E CCPIX,t.,GR,C,PI 

, ...•...........•.......•••• 
c 
c 
c 
c 

1 
G~ • f • 

T 
)( • c 

C•••c••••••••~••••••c••••••t 
I~fLICIT~ëll•EIA-~I,RE/.L•EIC-ZI 
C!I-L:h~IC'- lllll,<:R(l),Fill,C115.ll 
cc 1( 1=1,11 
Z=C. 
cc 11 J .. l,ll 
lf(X(JI.Ll.l.ë-101 XIJl•O.C 

11 Z=Z.XIJI•~IJ.II 
0 Cll•FI 11-tZ 

1C COTIH~ 
f:EllJFIII 
i:~C 

---~. ------- h- .... 
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••••••••••••••••••••••••• 

F C ~ C T 1 C ~ ~ U T 1 L 1 S E E S 

••••••••••••••••••••••••• 
H,.CTICII AU,II) 

••••tElER~IIIATICII CE LI CC~TR~IIITE AIX) POSITIF OU NCL 

I~Fl!Cll "EAL•EI--P.) 1 REAL•fiC-Z) 
ClHII~ICII XII) 
cc~~c11 u.~c.c~~Ct4CI 
CC~~CII/fl;,\1HIIl5,151,Plll~l 
CC~~LII/fl;~~/CST~,F~Il~loC-(15,151 
cc~~C~I~6tt~ltttt• 
CC~~CII/l[EIIT/C4115,l~I,P3(1~1 
~·f,ç(X,II,C~,P~I•CSTA +~AAAA 
fiE ll.ill\ 

Hlll'\' A2IX 1 1\I 

~2•fCP(X 1 1\ 1 C~,F~I+CSTA 
r.: lL f: ~ 
Flllll' FliX,I\1 

••••Cll:~~l~AT1CII CE LA FCIICTICII ECCNC~IQLE 
~l•FCP(X 1 11 1 Cl 1 F11 
r.Ell;lill 
HC 

FLIIUICII F2IX 1 11) 

l~fliCil ~é~L•Cl!-HI,PEAL•EIC-Z) 
llHII~lCII Xlll 
CC~~CII l.,LC,G~JCI4CI 
COI'(II/Fl..hl/Cll 1~,1~1 1 Pll 1~1 
CC~I'tll/f~IIA/CST-,PA(15),C~tl5,15) 
CC~MCII/~t~lt/tt~l· 
CC~~(II/!C~111/C4115,15),P31151 
Fëa l.••tx,t.) + l.C 
(( 10 1•1,11 
f~· F2 tCF,Ctii•XIJ) 
P!;lUt:l\ 

ElllPY F3 lX,III 

f~•FC~lX,II,C4 1 P31 
HlCJ;II 
Ht· 

~ 
.\ ~ _':_.: ~:) 
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SLERCUll~E fGlCXo~oGRl) 

•••CClE~~~~ATIC~ CU GP~DIENT CE LA FC~CTION ECO~OMIC~E 
l~FllCIT PE~t•EI•-~l,FEAL•BCC-Z) 
tP.HSICt. lllll,GFllll 
CC~~(~ UoLC,CF,CI4C) 
CC~~C~/FL~l/Clll5,15l,Fltl~) 
CC~~Ct./fl~A/CSJ~,P~Il~l,Q.(l~el5l 
CC~rC~I~lttAIA,llA 
CC~~Ct./1Ctt.T/C4115,15l,P311!) 
CAll GCf(X,t.,G~l,Cl,Pl) 
H1LII~ 

•••CEléF~lhATICt. CU GII6DlEhT tE LA CC~TRAINTE 
••• ~Ch Ll~[tliiE 

Ctll GCFCX,t.,(Fl,CA 1 Pt) 
FEll.ilt. 
Ht 

Slf~CLll~E FG21X,t.,GRll 

I~FLICIT ~EAL•Et~-tl,IIEAL•etC-Zl 
tl~E~SlCh •tll,GPl(ll 
ClH"-510 021151 
ttf~C~/FL~l/C!Tt,Fttl5l 1 Cttl~ 1 l~l 
CU 11 0 tr L ,\ 1/ C 1 1 1 '5, 1 ~ l ,P 1 1 1 ~) 
CC~~r~JlltiJ/!Aftt~ 

CC~~l~/1Cc~l/C411~,15l 1 P3Cl!l 
CC~~Ct. L,~C,G~!CI4Cl 
CALL FG~(),~ 1 GF1) 
CC lC' 1"1•" 

LC Glll(li~GI<AI:(lHl•GIIltl) 
RElLH 

E~lRY FG3CX,~,GR1) 

C~ll GCP(X,~,~~l,C4,P~l 
HlU~I\ 
!:1\t 
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~···············~········ 

5ECUEhCE t ~PPEL CC~RESPC~CI~TE ~ 
l~E VA~l~~TE CE LJ PA~A~ET~JSATJC~ 

•••••••••••••••••••••••••• 
l~FLJCJT ~EAl•fiA-f.I,~EAL•EIC-Z) 
LCCIUL PAF-Al' 
LCUCH tlZIG 
EXlEHH AI!S 
CC~~C~Ilt~l~IAIIIA 
CC~~Ch/FChA/C51~,PAil~),CAI15,15) 
ht~ElJ5T/DP/ttAAA 1 1EMP 1 PAAA1' 1 CTZIG 1 J 1 N~N,AV 1 A~~,K~~.LMA,X~K 
~~=O.~CO . 
1< J1z25C 
HFI-A=l.E-6 
fF~l'~l.C-6 
l!f1Asl.t-io 
TOPsJC. 
JHa~ 

F AFH:r .FHH. 
C12IG•.Hl!ë. 

Jo:! 
P.Hsl 

\ 

•••FI~ i~ITIALISATIC~ STA~CA~T 
LH•\ 
HtCilEC,BF) 
~~lT!IIP'F 1 lll)ttAAA,TEf'IP 1 PA~tf'I 1 [TZIG 1 J 1 NNN 
.. ~ll!:flloP,Hl 
ltf>.zTHP 
't-HaAtHA 
liE""'""~ 
CHL t~CTU 
i'jï:t, 

TH P..: TH 
Hll•118io 
Altllh'rllll 
AllA~=/.ES ICST /.1 
~!:IlE 1 li'P 1 '>59ll 
CALL LEC(E~IIIP.II 1 CTZIGI 
kllllElli'F 1 999l) 
CC 15 l•l,U•A 
lriA!ttA.GT.x•~ ICCTC 2 
TE~F=~cc. 
1< Il "4:5C 
1<11 • J<JT • 12 

C2 FC>I'All•••••••••tiiAA• 1
1 ElÇ.12) 

"FITEIIP.P1HnAuH . : 
CH L C ~ LCl. 1 Al Pt-~, 1! ET A 1 J, J, 1 Ef'IP 1 1< IT 1 EP SU, OTZ IC 1 PARA fit 1 SC L 1 A~t,,, 1< \.4) 
IFIAtlti.Li.X~K ) CO TC 1 
HHhHUA•A'II 



lt Ctll EICC~I~8~1 
15 CCHIM.E 

C.ClC 1 
c;c;9c; CHL 011 
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111 rCF~~l(1)olCOI 1 t 1 )/IX, 1 CCEF F~PAM • 1 ,E1q.12/1X, 1 Tf~P~2 1 ,Fl0.2//1X 
•, '[A~lZIG EX TEll H~I'E' ,L5/1X, 'L41\T l IC' oL5/lX, ·~B ET .APES CALCLL•' 1 lAo 

E t/l1o 1 ~E GE~f~tTEURS DE CEF~FT 1 oll////l 
~ c;c;91 FCF~~ll 1 1 1 e'•••••••••FIXl••••••••••••••••••AIXl•••~•••••••••••••• 
I •CCS •••••••••••••••••• CIF•••••••••••••••TEMPS••••••••'l 
c EH 
( 
( 

( 
( 

/. 
E 

. 1 
! 

.1 

)1 

Il 

:.1 
Cl 
c 1 
( ( 

Cl 
Co 
[( 

Gl 
RI 

El 

.. 
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