S0 33¢ 50376
NO dordre 1418, | o 1978
8

A
‘ - THESE

4
préser-tée a

L' UNIVERSITE DES SCIENCES ET TECHNIQUES DE LILLE

«» pour obtenir le grade de
e

DOCTEUR es SCIENCES PHYSIQUES

par

Jacques LESENNE

[

Ingenieur H.E.l., Docteur-Ingénieur

|
CONTRIBUTION A L ETUDE DES COMPOSANTES

RELATIVES ET A LEUR EMPLOI POUR L’ ETUDE
ANALYTIQUE DU MOTEUR ASYNCHRONE ALIMENTE

i PAR DES MONTAGES A- REDRESSEURS

A

Soutenue le 30 Juin 1978, devant la Commission d’Examen

MM. R.BONNEFILLE Président
G.SEGUIER Rapporteur
C.MAIZIERES Rapporteur
C.SOL Rapporteur
F.NOTELET Examinateur

A.WIART Examinateur



AVANT PROPOS

Nos recherches ont été effectuées sous la dirvection de Monsieur
Le Professeur G. SEGUIER dans le cadre du Laboratoire "Applications des
redresseurs de puissance"” de l'Université des Sciences et Techniques de
Lille. Aprés avoir éveillé notre vocation pour L'enseignement et suscité
notre goiit pour la recherche, Monsieur SEGUIER nous a constamment guidé
et encouragé. 1l o été pour nous un guide attentif et bienveillant. Nous
tenons a4 lut témoigner notre profonde gratitude.

Nous remercions trés vivement Monsieur le Professeur R. BONNE-
FILLE d'avotr accepté de présider le Jury auquel nous soumettons ce mémoire
et de nous avoir encouragé a présenter notre modeste contribution 4 ce
vaste et délicat domaine des machines électriques ou tant de brillants cher—
cheurs nous ont précédé. '

Nous exprimons notre profonde gratitude A Monsieur le Professeur
C. MAIZIERES qui a bien voulu examiner notre travaill. Grdce & luil nous avons
tougours trouvé au Service d'Electrotechnique de L'U.E.R. d'I.E.E.A. un ex-
cellent accueil et l'aide que nous sollicitionms.

Nous sommes heureux que Monsieur C. SOL ait, lui aussi, accepté
de juger ce mémoire. Les hautes fonctions qu'il assume a L'E.N.S.E.T. nous
permettent d'espérer que notre travarl pourra Etre un peu utile aux futurs
ensetgnants en électrotechnique.

C'est une nouvelle preuve d'amitié que nous donne Monsteur F. NOTE-

LET en participant a ce Jury. Il dirige le Département I.U.T. dans lequel nous

exergons notre enseignement et c'est pour nous un plaitsir de le seconder dans
cette responsabilité. Il nous a fait profiter de sa longue expérience des ma-—
chines électriques dans certaines recherches effectudes en commun.

Notre travail n'aurait pas été possible sans les liens étroits unis-

sant notre Laboratoire & la Société JEUMONT-SCHNEIDER. Celle—ct nous a donné

acceés d tous les relevés expérimentaux qu'elle a effectués sur les divers équi-—

pements destinés 4 faire varier la vitesse du moteur asynchrone qu'elle a réa-

lisés, nous permettant ainsi de vérifier les conclusions auxquelles nous con-—
dutsatent nos calculs.

Monsieur A, WIART, Directeur Scientifique de JEUMONT-SCHNEIDER, a
sutvi notre travail depuis la phase exploratoire ou nous mettions largement
a contribution le Service Documentation de sa Société. 1. a suivi tout le



déroulement de nos recherches, nous faisant bénéficter de ses conseils et de
ses encouragements. Nous sommes heureux qu'il soit ld au moment ou nous expo-
sons les résultats obtenus et nous lui redisons notre profonde gratitude.

Nous remercions tous nos collégues de 1'I.U,T. de Béthune et plus
particuliérement Monsteur G. RAVALITERA auprés duquel nous avons trouvé une
atde trés efficace.

Nous tenons également a4 exprimer notre gratitude & Madame REMY du
Centre Interuniversitaire de Traitement de L'Information ; sans elle, la
mise au point de nombreux programmes aurait été particuliérement laborieuse.

Nous ne saurions omettre de remercier trés vivement Madame M.
CARNEZ, Monsieur P, LEROY, Monstieur J, HOUZE qui ont assuré la réalisation
matérielle de ce mémoire.



INTRODUCTION, PRESENTATION DE L'ETUDE.

Le moteur asynchrone est certainement la machine &lectrique la
plus fréquemment utilisée dans 1'industrie. Cela tient, surtout s'il s'agit
du moteur 3 cage, 3 sa grande robustesse, & la facilité avec laquelle on
peut le démarrer, i son prix de revient qui & puissance donnée est plus fai-
ble que celui de la machine & courant continu ou de la machine synchrone et

i la possibilité-de l'alimenter directement par le réseau industriel.

LES TROIS METHODES D'ETUDE DU MOTEUR ASYNCHRONE :

De trés nombreux travaux ont été consacrés au fonctionnement du
moteur asynchrone tant en régime permanent qu'en régime fransitoire (démar-
rage, changement de couplage, court-circuit triphasé, etc...) dans le cas
de 1l'alimentation par le réseau industriel. '

Depuis le développement des dispositifs d'électronique de puis-
sance, 1'8tude des régimes permanents et transitoires de cette machine est
de nouveau un sujet de recherche car les grandeurs d'entrée, qui sont non
sinusoidales, sont & l'origine d'anomalies (couple pulsatoire, pointes de
courant élevées, etc...). Trois méthodes principales sont utilisées pour

de telles études :

~ La plus connue utilise le schéma monophasé équivalent du moteur asynchro-
ne. Plus spécialement utilisée pour 1'étude du régime permanent sinusoidal,
elle peut 8tre étendue 3 l'étude du régime permanent d'un moteur asynchro-
ne alimenté par des signaux non sinusoidaux. Il suffit en effet de décom-
poser le signal appliqué en série de Fourier et de rechercher la réponse a
chaque harmonique. On obtient alors la réponse globale par application du
principe de superposition, car toutes les études mathématiques ne peuvent
actuellement &tre réalisées qu'id partir d'un modéle linéaire, Cette métho-
de a &té employée, par exemple, pour la détermination des pertes supplé-
mentaires car elle permet de tenir compte de la variation de certains
‘paramétres avec la fréquence (effet de peau par exemple). Elle n'est mal-
heureusement pas satisfaisante lorsqu'il s'agit d'étudier les oscillations

du couple ou les courants statoriques car pour obtenir des résultats pro-



ches de la réalité, il est alors nécessaire de tenir compte d'un grand nom—

I

bre d'harmoniques et les sommations & réaliser sont alors trés complexes.

- Un grand nombre d'auteurs ont eu recours aux méthodes d'intégration numé-
rique, du type Runge Kutta par exemple, pour résoudre globalement 1'étude
du régime permanent ou transitoire d'un moteur asynchrone diversement ali-
menté. Outre que cette méthode est d'une mise au point délicate, les er-
reurs inhérentes aux approximations numériques successives ou le temps de
calcul prohibitif ne permettent pas de réaliser 1'étude globale des dispo-
sitifs en fonction des divers paramétres soit caractéristiques de la ma-
chine, soit caractéristiques de l'alimentation. Néanmoins, il faut signa-
ler que la méthode numérique, ou ce qui revient au méme la simulation ana-
logique, restent les seuls outils dont dispose actuellement le chercheur

lorsqu'il doit abandonner le modéle linéaire.

- La troisiéme méthode consiste i résoudre analytiquemernt le probléme con-
sidéré. Sous la forme classique, le comportement d'un moteur asynchrone
est décrit par un systéme différentiel d'ordre six & coefficients pério-
diques. Il ne peut donc &tre résolu directement. De maniére § obtenir un
systéme différentiei plus simple et a coefficients constants, divers au-
teurs ont proposé des systémes de composantes relatives. Dés 1929, R.H.
PARK a proposé un systéme de composantes relatives permettant de simpli-
fier considérablement 1'étude des machines électriques alternatives, en
particulier celle des machines synchrones. Ce type de composantes est
trés largement employé dans les pays anglo saxons. A la méme époque, Y.H.
KU présentait un autre systéme de composantes relatives, proches
de celles de C.,L. FORTESCUE. Ce systéme n'a pas connu un développement
comparable & celui de R.H. PARK car, & notre avis, 1'interprétation phy-
sique est moins aisée et il n'apporte pas pour 1l'étude des machines syn-
chrones de plus grandes simplifications., Mais ainsi que nous allons le
montrer, ce systéme est nettement préférable pour 1'étude analytique des
régimes transitoires du moteur asynchrone alimenté par des tensions sinu-
soldales et pour 1'étude du régime permanent du moteur asynchrone alimenté

par des convertisseurs statiques.,



LES CONVERTISSEURS STATIQUES DE FREQUENCE POUR MOTEUR ASYNCHRONE :

Les progrés de l1'Electronique de Puissance ont permis de faire
varier la vitesse des moteurs asynchrones dans de larges proportions gra-—
ce & la réalisation de convertisseurs de fréquence i étage intermédiaire
d courant continu appelés onduleurs non autonomes & commutation forcée.

‘Certes ces dispositifs ne sont pas les seuls employés et dans
un article récent ‘1[ R. CHAUPRADE passe en revue les divers dispositifs
ac tuellement employés ou en cours de développement. On peut, par exemple,
r appeler le montage en cascade hyposynchrone qui est 1'équivalent stati-
que des montages Scherbius ou Kreamer, mais il faut avoir recours au mo-
teur 3 rotor bobiné. Le dispositif cycloconvertisseur permet, lui, une
conversion directe de fréquence mais il ne donne que des fréquences nette-

ment inférieures A celles du réseau d'alimentation.

Aussi poursuit-on les travaux sur la variation de vitesse des
moteurs & cage a l'aide d'onduleurs autonomes a fréquence variable ali-
mentés en continu 3 partir du réseau industriel par l'intermédiaire d'un
montage redresseur. on peut schématiquement diviser les montages proposés
en deux familles :

- les onduleurs imposant la tension aux bornes de chaque phase
du moteur. Cette famille regroupe les redresseurs commutateurs de tension,
les hacheurs commutateurs de tension, les onduleurs i modulation de largeur
des impulsions (PWM), les onduleurs i ponts décalés ou & couplage polygonal,

~ les onduleurs imposant le courant dans chacune des phases. Cette
famille regroupe les redresseurs commutateurs de courant et les hacheurs
commutateurs de courant.

Dans la littérature anglo-saxonne, la premiére famille est dési-
gnée par le sigle V.S.I. (voltage source inverter) et la seconde par C.S.I.
(current source inverter). Il ne semble pas, de plus, que se soit dégagée
une philosophie générale des montages onduleurs & commutation forcée analogue
4 celle proposée par G. SEGUIER pour les montages redresseurs lZl, mais que
chaque type ait &té étudié et réalisé en fonction d'un cahier des charges

donné.



PRESENTATION DE NOTRE ETUDE ET DE NOTRE APPORT :

Ce mémoire est divisé en deux parties :

- la premiére est consacrée & la présentation des composantes relatives de
Y.H. KU. Elle montre comment l'emploi de ces composantes conduit 3 la
simplification de 1'étude analytique du moteur asynchrone. Nous mettrons
en évidence, pour cette machine, leur supériorité sur celles de R.H.
PARK en particulier pour la recherche du régime libre et du schéma équi-
valent,

- la seconde partte traite de la machine asynchrone alimentée, en régime
permanent, par des signaux 1ssus de convertisseurs statiques.Aprés 1'étu-
de des signaux usuels, nous examinerons successivement l'alimentation du mo-
teur par des tensions formées de paliers de largeur constante et d'amplitudes
différentes, puis par des tensions dites & modulation de largeur d'impulsions,

enfin par des créneaux de courants.

Il est évident que, vu le sujet traité, nous ne saurions nous li-
miter 3 n'exposer que ce qui constitue notre contribution originale 3 cette
vaste étude, Il nous a paru utile d'insérer nos apports dans un exposé géné-
ral et de faire ainsi profiter nos collégues, enseignants et chercheurs, de
la synthése que nous avons faite des travaux antérieurs. Ce choix explique
1'importance de la bibliographie d'une part, la nécessité de rapporter en
annexes certains calculs encombrants d'autre part,

Nous avons, en ce qui nous concerne, affiné 1'étude des composantes
généralisées en soulignant 1'importance de la conservation de la puissance ;
nous avons perfectionné la formulation des composantes de Y.H. KU et montré
que la simplification qu'elles apportent au calcul est indépendante du nom-
bre de phases des deux armatures de la machine asynchrone.

Lors de l'alimentation par un onduleur fournissant des tensions en
paliers optimisés, nous avons indiqué la régle générale de génération de tels
signaux et montré qu'ils permettent une nouvelle simplification lorsqu'on
emploie la transformation de Y.H, KU, Pour les onduleurs & modulation de lar-
geur des pulsations, nous avons indiqué le mode de conduite des calculs a
adopter pour arriver le plus rapidement possible i l'expression des courants
et du couple., Lors de l'alimentation en courant, nous proposons une méthode

trés rapide d'obtention des tensions et du couple.



PREMIERE PARTIE

LES COMPOSANTES RELATIVES DE Y.H KU
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CHAPITRE 1

HISTORIQUE

I1 est toujours délicat d'essayer de découvrir celui qui est &
1'origine d'une dé&couverte scientifique ou d'une méthode de calcul car
elle est souvent le fait d'un certain nombre de chercheurs isclés ou d'équi~—
pes travaillant au méme moment sur des sujets voisins et on est tenté d'at-
tribuer & ou aux auteurs qui ont effectué les premiers travaux de syntheése

la pérennité de la découverte. Les coordonnées symétriques et relatives

n'ont pas échappé a cette régle quasi générale,

I - NAISSANCE DE L'IDEE DE COMPOSANTES. LES COMPOSANTES SYMETRIQUES DE C.I.
FORTESCUE

1.'idée de base de la notion de composantes semble avoir &té trou-
vée vers 1895 par FERRARIS alors qu'il étudiait le moteur monophasé, I1 dé-
composa, en effet, le champ monophasé en deux champs tournant en sens inver-
se. L'idée de décomposer un ou des vecteurs en une somme de vecteurs était
ainsi énoncée pour la premiére fois en électrotechnique.

Un peu plus tard, E.F.W. ALEXANDER et L.G. STOCKVIS, 1'un pour
1'étude des compensateurs de phase, 1'autre pour la régulation de la tension
des générateurs, décomposaient un systéme de courants déséquilibrés en deux
systémes de vecteurs, systémes que 1'on désigne maintenant par les qualifi-
catifs de direct et inverse. L.G. STOCKVIS |3| montrait en particulier que
le systéme direct produit un champ tournant direct origine d'un couple cons~
tant . S'il avait trouvé les éléments essentiels nécessaires & l'établissement
d'un systéme de composantes qui ne réagissent pas les unes sur ‘les autres
dans le cas de systémes de constitution symétrique, il n'avait pas découvert
la nécessité d'un nouvel ensemble de vecteurs mne produisant ni champ tournant,
ni champ pulsatoire, & savoir ce que 1l'on appelle de nos jours la composante

homopolaire.,



C.L. FORTESCUE qui étudiait avec son équipe (R.E. GILMAN, J.F.
PETERS, J. SLEPIAN) le probléme des circuits déséquilibrés, percut la
généralité de la méthode., Il développa une étude nouvelle et compléte
des circuits déséquilibrés qui fut publiée en 1918 [4]. C'est lui qui
introduisit la notion de composante homopolaire, qui démontra que dans
les parties symétriques les courants et les tensions d'un méme type de
composantes n'ont aucune influence sur les autres et qui montra que les
machines présentent des impédances différentes pour chaque type de com-
posantes. Le mémqire de C.L. FORTESCUE fut vulgarisé en France ﬁrinci—
palement par V., GENKIN, en Grande Bretagne par B. HAGUE et au Japon par
S. BEKKU.

Cette méthode donna naissance i un grand nombre de travaux quil
s'orientérent soit vers le calcul des courants de court=-circuit avec
1'introduction de différents réseaux équivalents suivant les composantes
considérées, soit vers la stabilité des systémes (avec les travaux de
C.F. WAGNER et R.D. EVANS), soit vers la prédétermination et la mesure
des différentes impédances rencontrées lors du calcul des courants de
court=circuit des machines synchrones (avec S. BEKKU, C.F. WAGNER, R.H.
PARK, B.L. ROBERTSON, L.A. KILGORE, R.E. DOHERTY et C.A, NICKLE). Les
auteurs frangais ont plus spécialement étudié la détermination des cou-
rants de court-circuit dans les réseaux (V. GENKIN, G. DARRIEUS, J.
FALLOU) , la protection contre ces courants ou ceux nés d'un contact phase-
terre. En France, les études théoriques ont été réalisées plus particulié-
rement par L.G., STOCKVIS, V. GENKIN, J. FALLOU et A. ILLIOVICIL.

La synthése de ces tré&s nombreux études, publiées de 1912 &

1932 a été faite aux U.S.A. par C.F. WAGNER et R.D. EVANS [51 et en France

par A, ILLIOVICI |6]|. Ces ouvrages ainsi que l'article de B. HAGUE |7]

comportent une importante bibliographie.

IT - AUTRES COMPOSANTES SYMETRIQUES

Si la méthode des composantes de C.L. FORTESCUE est encore de
nos jours la plus largement employée et enseignée, elle n'est pas la seule
i permettre 1'étude des systémes déséquilibrés. De nombreux autres systémes
de composantes symétriques ont &té mis au point, par E, CLARKE [8]]9], C.

CONCORDIA |10|, E.W. KIMBARK |11|, etc... Dans 1'importante discussion qui



suivit ce dernier article, de nombreux auteurs, en soulignant que les com-
posantes symétriques pouvaient €tre représentées par des transformations
linéaires, montrent la puissance du calcul matriciel appliqué a 1'électro-
technique. Des chercheurs tels que L.A. PIPES |12]|[13]| et G. KRON |14] ont
surtout essayé de dégager a quelles conditions les transformations lindaires
pouvaient €tre intéressantes (probléme de l'invariance de la puissance ins-—
tantanée et complexe, probléme des impédances mutuelles réciproques).

C'est i partir de certaines de ces considérations que A, BOYAJIAN
]]5, introduisié ses composantes symétriques peu différentes de celles de
E.W. KIMBARK mais qui permettaient de garder invariante la puissance, et
que F.H, RYAMOND |16||17| définit une transformation trés intéressante gar-
dant & la fois invariantes la puissance complexe et la puissance instantanée.
Depuis la fin des années 40, un certain nombre de composantes ont &té propo—
sées, permettant de simplifier tel ou tel cas particulier. Nous nous conten-—
terons de signaler dans cet historique la transformation de C. SZENDY |18]
qui par sa forme générale permet, en fixant des valeurs particuliéres aux
différents paramétres de retrouver la totalité des composantes symétriques
proposées par les différents auteurs.

Depuis, les ouvrages de C.F, WAGNER et R.D. EVANS et celui de A.
ILLIOVICI, deux livres traitant des composantes symétriques ont été publiés
par S.A. STTGANT |19|]|20| ; N. DHARMA RAO et N.H. RAMACHANDRA |21| ont &tu-
dié un certain nombre de composantes symétriques vues sous l'aspect trans-
formation linéaire. En France, G. NASSE |22||23| a publié des articles dans
lesquels il met en relief l'application des espaces vectoriels a 1'électro-
technique et oti il donne comme exemples d'illustration les composantes symé-

triques de C.L. FORTESCUE et de F.,H, RAYMOND.

IIT - LES COMPOSANTES RELATIVES

On peut faire remonter l'origine des composantes relatives 3 la
théorie des deux réactions de A. BLONDEL f24[|25l et aux travaux de L.
DREYFUS 1261127[ qui dans ses calculs considérait une machine diphasée avec
amortisseur transversal et pSles saillants (ce qui correspond & la machine
idéalisée de R,H. PARK). Ces travaux étendus par ceux de R,E. DOHERTY et
C.A. NICKLE [28[ ont abouti simultanément & la théorie des deux axes de

R.H. PARK |29]]30]||31| et & la méthode de Y.H. KU |32].
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La méthode de R.H., PARK qui a l'origine avait été employée pour
1'8tude de la machine & pbles saillants & nombre quelconque de circuits
rotoriques, fut appliquée au cas des machines débitant sur charges inductives
et capacitives (S.B. CRARY), au débit sur des charges quelconques (C. CONCOR
DIA), puis & 1'étude de la synchronisation et i celle des oscillations tran-—
sitoires et permanentes. Y.H. KU |33| appliqua cette méthode aux machines
synchrones multiphasées et aux machines d'induction polyphasées |34]. L'ap-
plication de la théorie généralisée des deux axes & d'autres types de moteurs
fut faite par E.M. SABBAGH |35| et B, ADKINS |36||37] réalisa 1'étude compléte
de la théorie des générateurs synchrones en régime transitoire, Cette théorie
des deux axes, souvent couplée avec 1'emploi du systéme per-unit |38| a amené
certains auteurs tels C.V. JONES ,39f et B. ADKINS |40| a proposer une théorie
générale des machines électriques. Cette maniére d'aborder les machines élec-—

triques commence i eétre employée en France |41| alors qu'elle 1'est depuis un

certain nombre d'années dans les pays anglo-saxons |42].°

Les composantes relatives de Y.H. KU ont eu pour but de faciliter
1'étude et 1l'analyse des régimes transitoires des machines alternatives. Cet
auteur les introduisit en appliquant le théoréme du retard d'Heaviside 3
1'analyse transitoire des machines asynchrones. Il publia par la suite une
trés intéressante monographie ,43] dans laquelle il étudiait, par la théorie
des champs tournants, les machines synchrones et les machines d'inductien
dans le cas général, y incluant, par exemple, les lignes & constantes répar-—
ties et l'études des groupements de machines synchrones et asynchrones.

Depuis ces travaux fondamentaux sur les composantes relatives, peu
de. réelles découvertes ont été faites. Nous pouvons signaler le livre de T.J.
TAKEUCHI |44[ dans lequel cet auteur introduit la théorie des poly-axes, Assez
semblable & celle de Y.H. KU, elle permet la mise en équations et la résolution
sous forme opérationnelle de la plupart des régimes transitoires et permanents
survenant aux machines de construction symétrique ou dissymétrique, Cet auteur
a étendu sa théorie & l'emploi de dispositifs électroniques d'alimentation des

machines électriques [45[. Malheureusement, il n'est pas facile de revenir aux

originaux, ce qui limite 1'emploi de cette méthode.

IV - L'APPORT DE G. KRON

On ne peut ignorer lorsque l'on étudie les composantes symétriques



(9)

et les composantes relatives, 1'immense contribution de G, KRON i l'analyse

des réseaux et des machines €lectriques |46[|47|[48 . Par 1'emploi systématique
des notations tensorielles, des régles de calcul tensoriel et d'une machine
synthétique, il obtient une équation tensorielle valable pour tous les types

de machines électriques. L'introduction du tenseur de transformation permet
alors de déterminer le tenseur de telle machine particuliére. Si cette fagon
de procéder n'est pas nécessaire dans bien des cas simples, 1'étude des &tats
de fonctionnement 3 vitesse variable (oscillations pendulaires de couplage,
synchronisation automatique, etc...) nécessite des métriques riemaniennes et
les symboles de Christoffel correspondants,

La méthode de G. KRON ne présente pas d'avantages essentiels pour
1'étude des composantes symétriques ; mais des articles ultérieurs de G. KRON
|49||50| établissant les &quations fondamentales des réseaux stationnaires
relatifs 3 des systémes d'axes de référence tournant uniformément ont montré
que les composantes de R.H. PARK et de Y.H. KU appartiennent toutes deux au
méme systéme d'axes de référence tournant, c'est—-i-dire qu'elles ne sont que
deux formes de la méme solution du point de vue de l'analyse tensorielle.
(une introduction & la méthode de G. KRON est donnée, par exemple, dans 1'ou-
vrage de F. DACOS |51| ou dans celui de M. DENIS PAPIN et A. KAUFMANN |52|).

Depuis, si les travaux de G. KRON ont été poursuivis par W.J, GIBBS
|53l, J,W. LYNN, U.A. VON DER EMBSE, aucune méthode réellement nouvelle n'a

été proposée,



(10)

CHAPITRE I1I

INTRODUCTION A LA NOTION DE COMPOSANTE

L'outil mathématique indispensable pour 1'étude des composantes
symétriques ou relatives est de nos jours bien connu des électrotechniciens.
Nous nous contenterons, en effet, d'utiliser le calcul matriciel méme si
parfois la généralité d'une méthode ne peut étre mise en évidence que par
1'emploi des notations et des régles de calcul tensoriel.

Nous allons rappeler comment l'emploi de transformations appro-
priées et le calcul matriciel permettent de simplifier 1'expression mathé-
matique de nombreux problémes qui se posent tant 3 1'ingénieur qu'au cher-
cheur en électrotechnique. Un grand nombre d'ouvrages spécialisés simples
et clairs, |54||55||56], ainsi que beaucoup d'articles s'adressant plus
particuliérement aux électriciens, tels |12[|22]|57|, ont &té consacrés
au calcul matriciel qui offre des possibilités trés riches tant 4 1'analyste
des réseaux qu'i 1'électronicien de puissance étudiant l'interconnection des

montages & redresseurs aux machines &lectriques tournantes.

I - MISE SOUS FORME MATRICIELLE D'UN RESEAU ELECTRIQUE

- Considérons un réseau polyphasé, fig.l, passif, possédant (n+l)
bornes d'entrée 1, 2, ..., n, n+l, Désignons par Vi la tension appliquée

. & iém .
entre la i™ borne et la (n+l)le € et par Ii le courant circulant dans la
phase i correspondante,

Les é&quations régissant ce réseau linéaire peuvent s'dcrire
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Les impé&dances Z intervenant dans ces relations sont soit des

impédances complexes de la forme R + iX, soit des impé&dances opérationnelles

de la forme R + X(p). Cela n'affecte pas la généralité de 1'étude.

1
10 1
! Iy
' 20 £ RE SEAU
A .
Vi PASSIF
v
2
ng— LINEAIRE
n." L | Tvﬂ
FIGURE 1

Dans un espace vectoriel €, d n dimensions, ce systéme d'&quations

représente la transformation linéaire qui au vecteur [IJ de composantes

(Il’ 12, veey In) fait correspondre le vecteur [V] de composantes (V],Vz,...,V )

V1 le ciaa e Zln I1

. » .

= . hd

V Z ll.'....’z I
n nl nn n

L'équation matricielle régissant le réseau considéré est alors

[v] = [z][1], ¢
expression dans laquelle Z est une matrice carrée d'ordre n, possédant n2

termes a priori tous distincts notés Zi"

- Parmi les réseaux rencontrés en électrotechnique, deux sont d'un

type particuliérement intéressant.

a) les réseaux stationnaires réciproques

Pour de tels réseaux, les impédances mutuelles satisfont & la
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condition de réciprocité :

n(n+1)
2

Pour un systéme triphasé, par exemple, si les impédances propres

Il ne subsiste alors que coefficients distincts.

4 chacune des phases sont égales et si toutes les impédances mutuelles ont

méme valeur, la matrice impédance se présente sous la forme

2y, Iy Zy
[z] = Zy 21 Iy
Zy Iy 7

b) les réseaux cycliques

Un réseau de structure polyphasé symétrique est caractérisé par son
invariance vis i vis des permutations circulaires des tensions appliquées & ses
bornes, Analytiquement, cette propriété se traduit par 1'identité du systeme
d'équations lorsque l'on permute circulairement dans le méme ordre les lignes
et les colonnes. Pour de tels réseaux, les coefficients Zij de la matrice lZ!

vérifient

i3 7 Zie1, g4

La matrice [ZJ d'un tel réseau est dite circulante ou cyclique.
Dans le cas d'un réseau triphasé, une telle matrice impé&dance présentera

la forme suivante :

Zy Iy Zg
(2] = |z, 2z, 74
Zy o %y

IT - FORME REDUITE D'UNE MATRICE IMPEDANCE. TRANSFORMATIONS
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2.1. But

Dans de nombreux cas, la résolution analytique de 1'équation
[V] ={:Z][I} est difficile, méme dans le cas de réseaux i coefficients
constants, et cette résolution devient impossible si le réseau est i
coefficients non constants (cas de machines électriques tournantes). Il
est donc normal de se demander si des changements de variables appropriés
ne permettent pas d'obtenir une expression plus simple, telle la forme de
Jordan ou mieux la forme diagonale, de la matrice impédance.

Les transformées de <V1’ v ey Vn) seront appelées les compo-

2’
santes (symétriques ou relatives suivant le cas) des tensions réelles, de

méme les transformées de (I], I vesy In) seront les composantes des cou-

2)
rants réels,

Considérons de nouveau le cas du réseau passif linéaire et considé-
r ons deux matrices [A] et [B], non singuliéres, transformant respectivement
le vecteur [V] en un vecteur des composantes de tension [Vé] et le vecteur

[I] en un vecteur des composantes de courant [IC], tels que

[v] = [al[v,] et (1] = [B][r ]

En reportant dans 1'équation (1), on obtient

[A][v.] = [2][#][r,]
v.] = [a7" [2][E] [z ]
soit v.] = [2][z.] avec [z] = [A]_l (z] [B].

Ces changements de variables ne présentent d'intérét que dans la mesure ol
[ZC] est d'une expression bien moins complexe que [ZJ et sous réserve que
1'on sache déterminer les matrices [A] et [B].

L.A. PIPES |13| a montré comment 3 1'aide d'opérations &lémentaires
sur les lignes et les colonnes on peut diagonaliser [Z] et obtenir les matrices
[A] et [B]. Généralement, les matrices ainsi obtenues ont des termes qui dépen-

dent des coefficients Zij de la matrice [Z} du départ.
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~

Une autre méthode, sur laquelle nous reviendrons, consiste 3 recher-

cher une matrice [Zc] semblable & [Z], c'est-3-dire telle que :

[z.] = {7 [2][¥]
Pour cela, il est nécessaire de rechercher les valeurs propres Ai de la matrice
[z] en résolvant 1'équation caractéristique de {[z] - A[1]} =[0] puis les vecteurs
propres [Xi] associés.i chaque Xi et définis par [Z][Xi] = k[xi].

Les théorémes généraux du calcul matriciel nous indiquent qu'une ma-
trice carrée d'ordre nxn n'est diagonalisable que si tous ses vecteurs propres sont
linéairement indépendants. S'il n'en est pas ainsi, on peut toujours réduire la
matrice [Z] a4 une forme triangulaire, c'est-i-dire i une matrice dont tous les
éléments situés en dessous de la diagonale principale sont nuls, ou a une forme
de Jaslan, c'est-3-dire 3 une matrice ne possédant que des termes sur la diagonale
principale et éventuellement des 1 sur la diagonale immédiatement supérieure.

Dans ces deux cas, le probléme de la résolution analytique de

v = [z ]0t]

est néanmoins simplifié.

Que 1'on essaie de simplifier la résolution de [V] = [z][I] par 1'em-
ploi de deux matrices de transformation ou par la recherche de la matrice sembla-
ble & [Z], il est nécessaire d'un point de vue physique :

- que [ZC] soit réalisable (il faut par exemple dans 1'étude des ré-
seaux que les mutuelles de la matrice impédance transformée restent &égales),

- que la ou les transformations laissent la puissance complexe ou

intantanée invariante.
Ce probléme délicat a fait 1'objet d'un grand nombre de publications

|a7]|48]|39]|58]]|59]|60]|61|]62]|63]|64]]65]||66]|67]]68].

a) Invariante de la puissance complexe
La puissance complexe dans le réseau de la figure est donnée par

* * *
PC_VIJI +V2J2 + .........+Van

.

Cette quantité est le produit scalaire, sur C, du vecteur lV| et du vecteur [I

p, = [v], [1]*



(15)

Considérons 1'effet de transformations sur 1l'invariance de la puissance complexe :

. Emploi de deux transformations

[v] = [a][v,] et (1] = [8][z]

lae]
1l

o= (A Y (B Y

P

[}

. * *
c [Vc]t [a], [3]7 [1.]
Pour que la puissance reste invariante, il faut que les deux formes bilinéaires :
x x
P, = [v]t [1] et P, = [VC]t [r.]
soient égales, c'est—-a-dire que les matrices [A] et [B] doivent vérifier :
*
[a], [8]* - [1]

. Emplot d'une seule transformation

W - R) e 1] = [])[1]

+d
1]

TN

P

x *
¢ [VC]t (Rl TrRI™ 1]
Pour que la puissance complexe reste invariante, il faut donc que :
[®], [RI* = [1]
c'est~d~dire que la matrice [R] soit unitaire
NOTE

On dit qu'une transformation garde pseudo-invariante la puissance si
[V]t []* = q [VC]t |}CJ*. Notons d&s & présent que les différentes transformations

de composantes symétriques ou relatives ne conservent pas toutes la puissance inva-

riante ou pseudo-invariante.
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b) Invariante de la puissance instantanée

La puissance instantanée dans le réseau de la figure 1 est donnée
par

=v.i +v,i, + tiiiiiiinie. vV I

LS T B A Yn'n

Cette quantité est le produit scalaire, sur R, du vecteur [v] = [VI’VZ""’Vn] et
t

du vecteur [i] = [il,iz,...,in]t.

p = [v], [i]
Considérons 1'effet de transformations sur 1'invariance de la puissance instantanée :

. Emploi de deux transformations

] = Ry, et [i] = [RI[i,]

)
1l

(WD (D
] [, [0

o
1

Pour que la puissance instantanée reste invariante, il faut donc que

&1, [’] = [1]

c'est-3-dire que la matrice [R] soit orthogonale.

NOTE

F.H. RAYMOND s'est attaché |17| & rechercher une transformation qui
laisse invariante 3 la fois la puissance complexe et la puissance instantanée, ce
qui 1'a amené 3 proposer les composantes dites quasi-symétriques., Cette étude peut
d'ailleurs &tre appliquée de la méme maniére aux composantes relatives et on peut
obtenir des composantes que 1'on pourrait appeler quasi-relatives,

ec) "Réalisabilité" des réseaux transformés

Par "réalisabilitd" d'un réseau transformé on entend la possibilité
de le concevoir i partir d'éléments passifs (résistance, capacité, self).

H., EDELMANN |69||70| et A, CALVAER |71]||72| ont montré qu'il fallait
que :

. La partie hermitique de la matrice des impédances ou des admittances
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soit définie positive, c'est-d-dire que ces matrices correspondent & des réseaux
passifs,

. La matrice des impé&dances ou des admittances soit symétrique par
rapport a la diagonale principale.

La premiére condition est réalisée avec l'utilisation de transforma-
tions assurant l'invariance de la puissance, Pour que la seconde condition soit
remplie, il faut, dans le cas d'une seule matrice de transformation, que celle-ci

soit orthogonale, la matrice unitaire ne gardant pas la symétrie,.



CHAPITRE IT1I

DES COMPOSANTES DE C.L. FORTESCUE AUX COMPOSANTES GENERALISEES

Nous allons d'abord montrer ici comment, & partir des propriétés
de la matrice de permutation [P], on peut retrouver la matrice de la trans-
formation de C.L. FORTESCUE classique d'ordre n. Celle-ci n'est que la ma-
trice de passage permettant d'obtenir une matrice diagonale semblable 3 la
matrice circulante d'origine caractérisant un réseau polyphasé cyclique.

Nous rappelerons ensuite dans le cas général, puis en triphasé,
la forme normée de la matrice de la transformation de C.L., FORTESCUE.

Enfin, aprés avoir exanimé le cas oli le réseau cyclique devient
de plus stationnaire réciproque, nous montrerons, en triphasé , com~
ment on peut déterminer la matrice d'une transformation généralisée permet-—
tant de retrouver les nombreuses composantes symétriques et relatives pro-

posées dans la littérature technique depuis soixante ans.

I - DIAGONALISATION D'UNE MATRICE CIRCULANTE. COMPOSANTES DE C.L. FORTESCUE

Dans une matrice circulante, que nous supposerons d'ordre n, les
n coefficients Zij ne sont pas tous distincts |73] ; seuls n &léments au
plus sont différents. Elle s'écrit :

Z Z Z LA I L I T IR I IR B B DN B B B ) ZN

A B LI A A N R RC A AT A R ) ZM

—
N
[
1

62 08 800088 0 EEBEPIEEN PO TP OSSN

Z, L A

B C D A

Considérons la matrice de permutatior [?] définie par :



'0 1 0

0 1
0 0 0
1 0 0 0

Il est aisé de montrer que la matrice [Z] peut alors s'écrire :

(2] =z, [1] + 2, [P] + 2. [P)% + ooenn v 2 [P]™

-~

autrement dit [Z] s'exprime & 1'aide d'un polynome matriciel de degré (n~-1)

en [P] .

Les valeurs propres de [P} sont données par 1'équation :

[p][x] = A[x]
ol [X] est un vecteur colonne d'ordre n de composantes x.. Cette équation

matricielle conduit 3 :

X, = A Xy
x3 = A x2
x =)\ X

n n—1
x1=)\xn

C'est—-3-dire 3 :

x, = Ax_ = AAx )= ... = AR R

1 n-1

Puisque x, est différent de zéro (sinon tous les X, seraient nuls

1
ce qui constituerait une solution triviale &vidente sans intérét de 1'équation

[P][X] = A[X]), les valeurs propres de la matrice [P] sont donc données par



les solutions de 1'équation de degré n :

qui admet n racines distinctes sur C

iéﬂ K i
AK = e = a avec K=20,1,2,...,n"1
i2m
n
en posant a=-e .

Les composantes des vecteurs propres de [?] associés i chaque

valeur propre Xi sont données par

x2 = Ki x1
Xq = Xi x2
X, = A. %X

1 1 n

Ces composantes étant définies 3 une constante prés, si l'on
.. . L2 n—1
= on obtient alors x, = A.,, X, = A. A
choisit par exemple X 1, b 9 Al, 3 AL » X ;

De ce fait, le vecteur propre correspondant a la valeur propre Ai est donc :

; : -1 -2
Si 1'on range les valeurs propres dans l'ordre 1, a" . a" sy seey 4

on obtient une matrice de passage
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ooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

oooooooo

qut est la matrice [EJ de la transformation de C.L. FORTESCUE d'ordre n

telle qu'elle est donnée dans tous les ouwvrages classiques d'électrotechnique.

Cette matrice permet de diagonaliser [PJ

o] = [F]7" [2][F]

la matrice [D] étant de la forme :

Il ne reste donc plus qu'a montrer que cette matrice de trangfor-

mation [F] permet de diagonaliser [Z]

(17" [e][¥] = [n] [e] = [&] [0} [#] ™

I1 en résulte que :

(1% = [F] [o] [¥) "+ [E] (0] []] ™1y = [¥)[p]% [¥]7"

On montrerait de la méme fagon que :

(1™ = [¢] 0™ ]
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la matrice [Z} peut alors s'écrire, compte-tenu de la distributivité du produit
matriciel par rapport a4 l'addition matricielle,
2 -1 -1
[z] = [Fltz,[1] + z;[0] + 2 [D]" + ... + 2. [D]"7") [F]

le polyndme matriciel de degré (n~1) en ED} a pour somme [Zc] telle que

Z, t an_1 Z_+ ... * a(n—l)(n—l)ZN

2] - B
n-1

+ + ... +
ZA a ZB a Z

N

Cette matrice est une matrice diagonale et nous avons entre [Z] et [ch les

relations

[z = [Fl gl [F]™ 2ol = (717" [2[F]

Cette matrice [F| de transformation ne laisse pas la puissance com-
plexe invariante car elle n'est pas unitaire. On peut néanmoins remarquer que
le produit scalaire, sur(E, de deux vecteurs propres quelconques est nul et
que la norme de chacun de ces vecteurs propres est égale a /n de sorte qu'il
est aisé en divisant chaque coefficient de la matrice [F} par vn d'obtenir
des vecteurs propres de norme &égale 4 1'unité. Les n vecteurs propres ainsi
déterminés forment une base orthonormée de 1'espace unitaire d n dimensions
et la matrice [F| correspondante est unitaire.

En triphasé, nous obtenons

1 1 1
[F] ¥-§§ 1 a a

1 a a

Nous n'avons considéré jusqu'ici que le cas oii Zy # Zg R Zy
ce qui conduisait 4 la détermination de n vecteurs propres linéairement indé-
pendants, Examinons maintenant si les résultats obtenus précédemment sont

modifiés si cette hypothése n'est plus vérifiée.
Si les éléments du réseau polyphasé symétrique ont une structure

monophasée, c'est-a~dire si ZB = ZC = .. = ZN’ les valeurs propres de la

” .t plus distinctes. Il vy a une racine simple



ZA + (n-1) ZB

et une racine d'ordre (n-1)

Il est possible de vérifier que les n vecteurs propres définis pré-
cédemment restent linéairement indépendants les uns des autres, qu'ils consti-—
tuent donc une base et que la matrice de C.L., FORTESCUE, modifiée ou non pour
garder 1'invariance de la puissance complexe, peut etre encore utilisée pour

diagonaliser [Z] mais ce n'est plus la seule.

IT - VECTEURS PROPRES DE LA MATRICE IMPEDANCE D'UN RESEAU TRIPHASE

Lorsque le réseau triphasé est cyclique tous les vecteurs propres
déterminant la matrice de la transformation de C.L. FORTESCUE sont égaux, a

une constante prés, i :

1 1 1

x,] =1 x,] = a’ (x,] = a2

1 a a

Lorsque les termes Zp et Z traduisant le couplage entre les dif fé-

Cl.’
rentes phases, sont de plus égaux 1'équation caractéristique de la matrice

‘[Z] admet pour valeurs propres

== -+ /,
T W

My T M3 T By T %y

et les vecteurs propres EX'I], [X'Z] et [X'3] associés aux valeurs propres

ul, “2’ u3 sont de la forme
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o, o, a
1
' = ' = ' —
X' =]e (x',] =] & x5l =y
% B R
o, B8
sous réserve que a:-soir différent de F_ pour que la matrice de passage n'ait pas
3 3

un déterminant nul, donc qu'elle soit inversible.

Les matrices de passage des composantes symétriques de CLARKE 9{,
KIMBARK |11], BOYAJIAN |15|, HWANG |78||79|, celles définissant les composantes
relatives de PARK |30| ou de KU [32[ sont effectivement de la forme :

1 2 3
g
“1 F2 B3
o -8y R RLE
o, B
avec &—:# B—zv
3 3

ITI - COMPOSANTES GENERALISEES

v > et oy A T

Soit deux vecteurs [V]] et [VZ] de 1l'espace i trois dimensions, définis
sur le corps des complexes, orthogonaux entre eux au sens hermitien, de norme égale

a2 1l'unité, Nous allons montrer que le vecteur [yé], défini par :

)] - 7] x (7,

ol [V] désigne le vecteur dont les composantes sont les conjuguées de celles de [V],
et X le produit vectoriel de deux vecteurs, est orthogonal au sens hermitien &

[Vl] et [Vzl et que sa norme est égale 3 1'unité.

Si x, y, z désignent les composantes de [V1], x', y', z' celles de

[VZJ, les composantes 1, m, n du vecteur [V3] ont pour expressions :
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1

I 1

1 =yz' -vy'z
m=zx' - z'x
— 1 1]
n=xy' -x'y

le produit scalaire, au sens hermitien, de [V]} et de [V3] noté <[V1j,[V3]> a

pour expression :

It

<[V]],[V3]> xl + ym + zn
: = x(yz' - y'z) + y(zx' - zx") + z(xy' - x'y)
SARALEE

de méme

'L+ y'm+ z'n

<[Vé],[v3]>

- x'(yz' _ y'z) + yv(zxv _ ZXV) + z'(xy' . xvy)

<l vyl =0
le vecteur [Vé] est donc orthogonal, au sens hermitien, a [VIJ et & [Vé].

be plus, puisque ||[v,]1] = [|[v,]1] = 1 et que <[v ], [V,} = o,
le systéme {[VIJ,EVé},EV§]} détermine une base arthonormée de 1'espace i trois

dimensions. En effet, l'identité de LAGRANGE :

(yz' = zy")(yz' = zy") + (zx' - xz')(zx' - xz")
ey -y D (xy' - yx') b x4yt +ozz") (x4 gy o+ zz)

= (xx + yy + zz) (x'x' + y'y' + z'z")
peut s'écrire :
112+ <[00, 0], 0 = 102 1,102

I1 en resulte bien :

IANEE

3.2. Composantes généralisées en triphasé : |80|

s e T v o 20 bt e

Le choix des vecteurs [?1] et ]yéj est arbitraire, sous réserve
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qu'ils soient orthogonaux au sens hermitien et de norme égale a 1l'unité. Nous

choisirons |68] :

1

1

1

i Jio! Jie"
VIl=v] 1] 5 [Vl =g cos ¢] -1+ —sino| 1

I

0

i

-2

Le vecteur [V3] a alors pour expression :

3 . -i6"
- 73.51n ¢ e
16 3 . -16"
[VJ=el sln ¢ e
3 73 V6

et puisque l'on ne change pas les propriétés de ce vecteur en multipliant chacune
P q ge p prop P

~ -i6
de ses composantes par un méme nombre complexe e

1 -16"'
+ VE'COS b e

-ig!

1
+ 77 cos b e

~16"

2
- 75 cos o e

forme la plus générale du vecteur [Vé] est alors :

3 . -ig" 1 -ip’

- 7g sin o e + 75 cos ¢ e

- am

e 1B+ 87) 3. ~ie" 1 ~ig"

[V3] = —ry 7E sin ¢ e + 75 cos b e
2 -16"'

- 7§-cos o e

%3
Ce vecteur est bien de la forme 63 que doit
BRERLE!

propre relatif & la valeur propre u

!

3.

de module égal a 1'unité, la

présenter le troisiéme vecteur

La matrice des composantes ainsi généralisées s'écrit donc :

ei6 ig’ ig"

75 v o8 ¢ ¥ =g sin
i6 ig! ig"

e e e .

V3T Tr oS 8t g sin
> 1Al

e ® gn.,ie 31

';7:,;"" ‘/6 e bL},}q’;

-i(s + &™) -ig!
e e 3
6 73 (=g cos ¢ = pe
-1(6 + 8™ -16' 3
6 = - ( cos ¢ + e
v3 V2 73
e—l(e + 8™ 2 .8’
e (- 5 e cos {)




Cette matrice introduit cinq paramétres 6, 6', 6", 6"

y et ¢. Cette
forme de matrice généralisée est donc semblable a celle de SZENDY |18| dans laquelle

on avait généralisé le vecteur propre intervenant dans la premiére colonne.

IV - PASSAGE AUX COMPOSANTES USUELLES

De nombreuses transformations ont &té proposées pour passer des varia-

bles réelles & leurs composantes. On peut les décomposer en deux grandes familles.

. les composantes symétriques pour lesquelles les matrices de passa-

ge sont & coefficients constants, réels ou complexes.

. les composantes relatives pour lesquelles les matrices de transfor-

mation introduisent des coefficients, réels ou complexes fonctions du temps.

ot ot bt e i e gt e el -

Ainsi que nous 1l'avons précédemment rappelé les composantes symétriques

peuvent elles mémes se diviser en deux catégories

.

. Celles utilisant une transformation tdentique pour les courants

ou les tensions !

Certaines ont été d'abord proposées sous une forme ne conservant
pas invariante la puissance complexe ou instantanée mais il est possible de les
modifier de maniére 3 rendre soit unitaire, soit orthogonale la matrice de passa-
ge. On a vu comment modifier la matrice de la transformation de C.L. FORTESCUE ;

de méme C. CONCORDIA [10| a modifié les composantes proposées par E. CLARKE |9
Citons encore les composantes, soit proposées directement par leurs auteurs sous

la forme donnant l'invariance de la puissance, soit modifiées de fagon a 1l'obtenir
les composantes du type PPN (positive plus négative) et PMN (positive moins négative)
|8|, celles de F.H., RAYMOND |17l (du type + et de type -), celles de B,L. COLEMAN
|76], de H.H. HWANG |74|, de B.I. GURURAJ |78|, et de M. POLOUJADOFF et Th. BARTON
|81].

. Celles utilisant deux transformations distinctes, une pour les

courants, une pour les tensions.

Les composantes de E, CLARKE |21] 3 deux matrices de passage peuvent

8tre modifiées pour conserver 1l'invariance de la puissance. Cette condition est
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respectée par les transformations de E.W., KIMBARK [lll, de A, BOYAJIAN !15[ et
celles de N. KOGA |82]|83]]|84].

- ettt s s

Parmi les composantes relatives, utilisées notamment pour !'étude
des machines tournantes, les plus utilisées sont celles de R.H., PARK |10| et de
Y.H. KU |32|. Elles utilisent la méme transformation pour les courants et les
tensions, du moins ceux de la méme armature ; on peut aisément modifier leur
présentation initiale pour qu'elles assurent 1'invariance de la puissance (soit

complexe, soit réelle).

Le tableau | montre comment par un choix judicieux des cing paramétres
on peut retrouver les composantes symétriques et relatives i une seule transformation
conservant l'invariance de la puissance apparente ou instantande. Pour chaque type,
on a indiqué s'il s'agissait de composantes symétriques (S), ou relatives (R) et
8ventuellement si elles avaient été modifides (M) ; on a notéd le nom de l'auteur
qui les a proposées et les indices usuellement proposés pour repérer les trois

variables transformées.

NOTE

On trouvera dans 1'Annexe 1 une présentation plus détaillée des diverses
composantes symétriques proposées. Les composantes relatives, elles, seront plus

particulidrement é&tudiées dans la suite de ce mémoire.



? | T
AUTEUR(S) ou |
TYPE DENOMINATION DES SYMBOLES 0 ' o" | 8" ¢
COMPOSANTES ;
m 5T : 3 kil
S, M FORTESCUE o, 1, 2 0 z > -
P - - ;
| ? T
S, M PPN, PMN 0, +, - 0 0 0 | -g- z
S CONCORDTA 0, o, B 0 0 o 0 %
—— ]‘L i
|
S RAYMOND (+) 0, I, II 0 o | 0 0 - NTE
|
. . |
: : ! 5T
S RAYMOND (-) 0, I, II | O o : o0 m =
| , i z
S HWANG I, o, 8 | O o ' o %
| ;
| 1
s POLOUJADOFF-BARTON | . . 2 _q)% -
AT PR IR PR LM I M RS
1
m
S, M COLEMAN t, d, s 0 0 0 0 -z
57
s, M GURURAJ 0, u, v 0 0 0 T =
m
R, M PARK 0, d, q 0 0 0 0 + %
0, £, b o le+I e+ 2 -1 -
R, M KU , £, z & 5 i
1.

TABLEAU 1




CHAPITRE IV

PRESENTATION DES COMPOSANTES RELATIVES DE R.H. PARK ET DE Y.H. KU

La plupart des composantes que nous avons rappelées et présentées au
Chapitre III s'appliquent plus particuliérement i 1'dtude des réseaux passifs. Elles
permettent, ainsi que nous l'avons montré, de diagonaliser les matrices impédances
soit symétriques, soit circulantes. Elles peuvent aussi s'appliquer aux machines
tournantes asynchrones et synchrones mais la matrice obtenue aprés simplifications

reste a coefficients fonctions de temps et les équations différentielles qui lui

sont associées ne sont donc pas i coefficients constants [85].
Si certaines méthodes [86|[87[ permettent de résoudre de telles équations

dans des cas relativement simples, l'emploi de matrices de transformation plus comple-

xes, a coefficients non constants, permet de ramener le systéme différentiel & coef-

ficients périodiques caractérisant le fonctionnement d'une machine tournante 3 un

systéme différentiel a coefficients constants présentant de plus de nomkreux

zéros.,

Ces matrices de transformation définissent les composantes relatives,
les plus remarquables étant celles de R.H. PARK et de Y.H., KU, Si les premiéres sont
relativement connues, les secondes permettent de plus grandes simplifications dans
1'étude des machines tournantes classiques. Mais, ainsi que D.W.C. SHEN |88| 1'a
montré ces deux types de composantes ne sont que deux formes de la méme solution du
point de vue de l'analyse tensorielle.

k Ces composantes rapportent les équations régissant le systéme physique
t ournant considéré 3 des systémes d'axes de référence fixes par rapport soit au sta-
tor, soit au rotor par exemple. De tels systémes d'axes ne sont que des exemples de
divers systémes d'axes que l'on peut considérer. Ils ont &té &tudiés et classifiés

par G. KRON 1501189| qui a montré le lien qui existe entre les équations ainsi obte-

nues et celles de la mécanique Lagrangienne.

Nous allons dans ce chapitre présenter les deux types de composantes, en
donner une interprétation physique, indiquer leur forme modifiée qui assure 1'inva-
riance de la puissance. Nous montrerons enfin la relation qui existe entre ces deux

systémes de composantes.,
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I - LES COMPOSANTES DE R.H. PARK [30]]31]

Parmi les différentes composantes relatives possibles, celles introdui-
tes par R.H. PARK sont les plus connues. Couramment étudides et employées dans les

pays anglosaxons, elles sont maintenant introduites dans 1'enseignement de 1'Elec-

trotechnique en France |41

1.1. Matrice de Ta transformation de R.H. PARK

- s 28 - it A o e mm A G Bt e N G Bt At W S A b

La matrice de la transformation de R.H. PARK, applicable aux tensions,

aux flux et aux courants est définie, dans le cas des tensions par exemple, par

v 1 cos O - sin 6 v
a o
vl = 1 cos{(6 - 21/3) - gin(6 - 21/3) vy
v, 1 cos(8 - 41/3) - sin(8 - 4m/3) vq

ou sous forme matricielle

(] = ey [v,]

[P(@)]—] a pour expression :

1/2 1/2 1/2
[P(B)]_l = é; cos 8 cos(B -~ 21/3) cos(6 ~ 4w/
—-sin 9 -sin(8é - 2n/3) -sin(8 - 4v/3)

Ces transformations portent souvent le nom de transformation des deux axes.

NOTES

- le troisiéme axe est "1'axe homopolaire" que 1'on néglige généralement soit parce

) ) ) L eqaq . ' e
que 1'on envisage une alimentation equilibrée, soit parce que 1'on considére que

le neutre des machines n'est pas sorti.

~ Quelques modifications apparaissent parfois dans les matrices que nous venons de
définir ; elles portent sur le signe des termes en sinus que certains auteurs
choisissent positifs. Elles n'affectent pas le principe de la méthode, elles ne font

que modifier l'interprétation géométrique que l'on peut donmer aux axes d et g,

. G " W B B M Bt W ot Mt o e il e it e e e Tt A A A S e v S S Mt et e o o b o o s

£ARK a présenté ses composantes, A partir des équations de la machine



synchrone, comme un moyen de simplifier les &tudes relatives & celle-ci. Aussi
pour introduire sa transformation, nous considérerons une machine synchrone
simplifiéde et 4 rotor lisse (fig.2).
a Outre les enroulements statoriques a, b, ¢,

la machine simplifiée ne comporte au rotor
qu'un bobinage repéré par F suivant 1'axe
polaire et un bobinage noté Kq dans 1'axe

l interpolaire que PARK appelle en quadrature.
c L b La constance de 1l'entrefer permet d'écrire

|

e que la mutuelle inductance entre deux en-

roulements varie comme le cosinus de 1'angle

-

que font leurs axes |90

Kq Le flux dans 1'axe polaire ou direct a pour

expression :
FIGURE 2

- C C, C, -
¢F mFa la mFb 1b ch 1c LF lF

Les mutuelles inductances entre les trois phases du stator et l'enrou-

lement F d'inductance propre L. ayant pour valeurs

F

Meo = MFam cos 6 3 Mgy = MFam cos(® - 2n/3) ; me. T MFam cos(B = 4m/3)

I1 vient donc :

¢F = MFam(la cos 6 + i cos(6 - 2n/3) + i, cos(B® ~ 4m/3)) + LF i

PARK a alors posé

— . .
i Kd(la cos 6 i

cos(8 - 2n/3) + 1 cos(® ~ 47/3))
d c

b

et a choisi la constante Kd de maniére i ce que id soit égal 3 l'unité lorsque les

i ont une amplitude elle aussi égale a l'unité (utilisation du
c

courants 1 i
a' '’
systéme "per unit" [38]).

1 = Kd( cos2 8 + cosz(e - 2n/3) + cosz(e - 4n/3)) = 3/2 Kd

Le flux dans 1'axe direct a pour expressions



M
o fam . .
- 1 : = e +
dans le cas geénéral ¢F Kd 1 LF 1o
- 1 ticuli : = i+ i
dans le cas particulier ¢F ‘3/2 MFam i LF i

Le flux dans l'awe interpolaire s'écrit de la méme facon :

¢Kq - qua ta * qub b * quc te * LKq qu

Si l'axe interpolaire considéré est celui déphasé de m/2 en avant
de l'axe direct dans le sens de rotation, les mutuelles inductances entre les

phases stato;iques et l'enroulement Kq d'inductance propre LKq ont pour valeurs
Meqa = Manm cos(6 + ﬂ/z); b = Manm cos(8 = 2w/3 + ©/2) ;
quc = Manm cos(® - 4m/3 + w/2)
ou
qua = - Manm sin 0 qub = - Manm sin(® - 2w/3) quc = - Manm sin(6 - 4w/3)
Le flux dans l1'axe interpolaire a pour expression :
brq = Mgqam'™ g Sin © - i sin(e - 21/3) = i_ sin(6 = 4n/3))

et il choisit Kq = 2/3 de maniére i ce que iq soit €gal a4 l'unité lorsque 1'amplitude

des courants ia, ib et 1 est elle méme égale a4 1'unité.
c

Le flux dans l'axe en quadrature a pour expressions

g
_ s . _ dm . L .
dans le cas général : ¢Kq Kq lq Kq 1Kq

3/2Manm 1q + LKq 1Kq

Les équations de flux régissant la machine synchrone sont

~ dans le cas particulier : ¢Kq

»
. _ Fam . .
bp = k d *lpip et ¢

_ Manm . ; .
K K txa ¥ kg ‘kq

K, et Kq étant pris par PARK égaux a 2/3.
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REMARQUE

Si 1'on projette les flux totaux ¢a’ ¢b et ¢C 4 travers les trois

phases statoriques sur l'axe direct, on obtient une quantitd, notée ¢d’ définie par :

¢d = ¢a cos O + ¢b cos(6 — 2n/3) + ¢C cos(6 = 41/3)

compte tenu des expressions de ¢a, ¢b et ¢C et de celle de id’ on obtient

0q = Lg ig + 32Ky My g

De méme si 1'on projette ces mémes flux sur l'axe en quadrature,

on obtient une quantité, notée ¢q, définie par :
¢q = ¢a cos(6 + w/2) + ¢b cos(6 - 2n/3 + ©w/2) + ¢C cos(6 = 4u/3 + 7w/2)
c'est—-a-dire, aprés simplifications
=1L 1 + 3/2 K i
4)<11 q 9 q Manm Kq

De sorte que les équations de flux donnant ¢d et ¢q sont

. . - . .
¢d Ld 14 + 3/2 Kd MFam lp et ¢q Lq 1q 3/2 Kq Manm 1Kq

d comparer avec

, Fam .
plpt T g et ¢

P+ MKgam ;
Kq Kq K Kq
q
Avec les composantes de R.H., PARK ainsi définies, on obtient des

circuits équivalents pour lesquels les mutuelles inductances ne sont pas réciproques.
Si cette caractéristique n'est pas génante du strict point de vue mathématique, ces
composantes ne permettent pas de présenter les circuits équivalents par des &léments
simpes (résistance, inductance, capacité) puisque les paramétres mutuels pour de tels

€léments sont réciproques. C'est une conséquence de la non orthogonalité de la matrice

de la transformation initiale de R.,H. PARK.
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Les vecteurs colonnes de la matrice [P] de la transformation précédente
forment une base orthogonale de l'espace a trois dimensions, mais les normes de ces
vecteurs sont différentes de 1'unité et de ce fait la matrice [P] n'est pas ortho-
gonale., Mals en divisant chaque vecteur colonne par sa norme, on obtient une matrice
[Pl] orthogonale et laissant de ce fait la puissance instantanée invariante. Cette

matrice [Pl] est définie par :

, 1/v2 cos 6 - sin O
EPl(e)J = Y273 | 1/V/2 cos(8 - 2n/3) - sin(8 - 21/3)
1/v2 cos(6 - 4w /3) - sin(® =~ 4w/3)

-1
et [P ()] " = [p (0],
Cette matrice transformée correspond au choix Kd = Kq = v2/3 pour
lequel nous obtenons des impédances mutuelles des circuits situés sur 1'axe direct
réciproques et de méme pour l'axe en quadrature. En effet, pour qu'il y ait récipro~

cité, il faut :

M M
_ Fam . _Kgam
3/2 Ky MFam K et 3/2 Kq Manm ——%;—
C'est—a-dire : Kd2 = qu = 2/3, ce qui conduit & :

K, =+ V2/3 et K, =t V2/3

Le choix du signe est arbitraire et nous obtenons la matrice [Pl(e)]
en choisissant le signe + mais d'autres auteurs ont utilisé une matrice modifiée.
Ainsi W.A. LEWIS |91| par exemple choisit Kq = - ¥2/3. Ceci revient 3 choisir

1'axe interpolaire en quadrature arriére par rapport a l'axe direct,

- e i . o Bt o O T b o o

On peut noter que l'on obtient la matrice [Pl(e)] par :

[, ] = [4][5]
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avec :
1/v2 1 0 1 0 0
[A] =|1/vVZ =1/2 3/2|et [B] =| 0 cos 6 -sin 8
1/vV2 -1/2 3/2 0O sin 6 cos 6
La matrice [A] est la matrice des composantes de C. CONCORDIA (voir Annexe ! - § 1.3.)

v v v v
o ' o o

Vel = [B] v, | avec v |= [&} vy

Vq Vg Vg v,

La transformation de C, CONCORDIA permet de passer d'un systéme de
trois axes décalés entre eux de 27/3 4 un systéme de deux axes a et B en quadrature
(et d'un "axe homopolaire"), 1'axe o coincidant avec celui a du systéme triphasé.

La matrice [B} opére la rotation de 6 dans le sens horaire qui fait
passer des composantes (a, B) aux composantes (d, q), l'axe o vient en d, 1'axe 8
en q.

La transformation [Pl(e)] correspond donc & un passage de trois
axes 4 deux axes en quadrature, puis i une rotation de ces derniers qui les rend
solidaires du rotor. Elle rend les inductances propres et mutuelles indépendantes
de 6.(1)

La figure 3 illustre l'interprétation vectorielle des composantes de

C. CONCORDIA et de R.H., PARK

FIGURE 3

(1) Outre les composantes de C., CONCORDIA, les composantes de R.H. PARK permettent
de retrouver d'autres composantes symétriques (voir Annexe II).



Ces composantes permettent aussi de définir la machine équivalente

dans les divers systémes d'axes de référence considérés (fig.4).

//’ \\\
« g d N
N\
\
\
\ B q |
~—o —0—
//
/
/
N //
‘\\ //

(1) (2) (3)

FIGURE 4

(1) La machine réelle, structure triphasée au stator, mouvement relatif entre

stator et rotor.

(2) La machine é&quivalente avec les composantes de C. CONCORDIA, structure diphasée

au stator, mouvement relatif entre le stator et le rotor.

(3) La machine &quivalente avec les composantes de R.H, PARK, structure diphasée

au stator, pas de mouvement relatif entre le stator et le rotor.

II ~ LES COMPOSANTES DE Y.H. KU |32]]43]]92]

C'est en 1929, c'est-id-dire au moment ol R.H. PARK batissait la théorie
dite des deux axes et développait les composantes qui portent son nom, que Y.H. KU
dans un article reprenant les travaux de S. BEKKU |93| découvrait les composantes
relatives qu'il dénomma (o, £, b). Il devait montrer quelques années plus tard le

lien qui existe entre ses composantes relatives et celles de R.H, PARK.

2.1, Introduction & 1a transformation de Y.H. KU

— e A G G S R e e W S S A o e o S et S B ot S B o o
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A l'inverse de ce que nous avons fait au § 1.!. nous allons partir
des &quation$ simplifiées de la machine synchrone et montrer comment par 1'emploi
des composantes de C.L. FORTESCUE, suivi d'un simple changement de variables, on

arrive, tout naturellement, aux composantes de Y.H. KU.

Considérons donc de nouveau la machine synchrone simplifide 3 entrefer
constant et supposons que le rotor ne présente qu'un enroulement dans 1'axe polaire
(1'existence d'enroulement(s) dans 1'axe interpolaire ne modifie en rien ce qui va
suivre, cela ne fait que compliquer les calculs que nous reprendrons dans leur géné-
ralité au chapitre suivant).

Les équations des trois enroulements statoriques et du bobinage rotorique

s'écrivent :

<
|

= (R

. - . C, .
a L p)la Mp i Moi p(maF 1F)

b P ¢
Vb T Mp ta * (Rl * Ll p)lb * Mp te * p(me lF)

o . - .
V. Mp i, + Mp i + (R1 + L1 p)1C p(mCF 1F)

<
il

F p(mFa ia - U ib * "Fc ic) * (RF * LF p)iF
expressions dans lesquelles p représente l'opérateur d/dt. Le neutre n'étant en

général pas connecté et les tensions d'alimentation Vs Vs YV, étant en général

équilibrées, nous avons, en posant ;q = L1 - Ml’

(R, +°\£1 i, +plmpip)

V =

a

vy = (R] +$f, p)lb + p(me lF)
v, = (R1 +i’1 p)lc + p(mCF 1F)

<
I

. . . + .
p = Pmp, 1, ¥ mpy Ay tmp 1)+ R+ Ly i
et compte tenu des expressions de Mops Mps M gy Moy mFb’ My s mous obtenons

v = (R1 +;£1 p)ia + p MFam(iF cos 6)

<
|

b = (R1 +$€1 p)ib +p MFam(iF cos(8 - 2n/3))

<
|

- (&, +a€1 PYi_+p M (i cos(s - 4n/3))

<
[l

P MFam(la cos B + i, cos(6 = 2n/3) + i, cos(8 =~ 47/3)) + (RF+p LF)lF



Vg 1q iF cos 6
Vp | = (R1 +;?2 p) 1b + MFam P iF cos(6 - 2m/3)
Ve ic 1F cos(6 - 4n/3)

En appliquant la transformation classique de C.L. FORTESCUE, nous obtenons :

' iF cos 6
[F][VC] = (R]‘+&ﬁ P){[F][IC]} + MFam P iF cos(8 - 2m/3)
: iF cos(® =~ 4n/3)

. -1 2 .
La matrice [F], comme [F] s étant formée de coefficients constants,

F]170 p ([x]} = pt[F] 7! [x]}

on obtient :
' i, cos 6
[vc] = (R, +°\€1 p) [IC] + M, P {[r]"! ip cos(8 = 2m/3)
iF cos(® - 4m/3)

cos 6 + cos(® —-%ﬁ) + cos(s - %i)

_ ;f ] ~ 27 2 _ b
[vc] = (R1 + ot P) I+ S'MFam p| cos 6 + azcos(e §;v+ a” cos(s Z .
cos O + a” cos(p - 33 + a cos(p - §ﬂ9

Soit aprés passage a la forme exponentielle complexe des expressions cosinusoidales

puis simplifications :

v i 0
s} Q
- L ol io .
vi|= Ry et i+ /2 b e g
v ' i e_ie 1
2 2 F

L'équation des tensions au rotor s'écrit :

. 2
= e - 3 - . .
Vp =P MFam {cos 9 (10 +ip 12) + cos(p ; 2:/3) . (10 *ati,

+ cos(8 - 47/3) . (io + a i] + a iz)} + (RF +p LF)iF

+ a 12)
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soit aprés simplifications de méme nature :

~-18

) . T .
vp = 3/2 MFam P (11 e + i, e ) + (RF + p LF)J.F

Si 1l'on ne tient pas compte de la composante homopolaire qui est nulle dans les

hypothéses faites présentement alors :

(R, +‘°Z°1 )i, + 1/2M, b e® i)y

v, = .

- . -18 .
vy = Ryl e, v /2 e (7 i)

) . -i6 . ie .
vp = 3/2 p PFam (1l e +i, e ) + (RF + p LF)1F

La validité de 1'emploi du théoreéme de superposition dans le cas
d'un tel circuit ou certains coefficients sont fonctions du temps a &té démontrée par
F. GARDNER |94

constants , effectua ensuite dans le systéme simplifié les changements de variables :

-~

. Y.H. KU, néanmoins, de maniére i obtenir des &quations & coefficients

ce qui conduit aux résultats suivants :

ig . i6 s
Vf e = E{l +°f1(p + 16 t)]lf e + 1/2 MFam(p + 16 t)lF e

-i6 , . -i6 . . -
e o = [k +il<p S AT Ji, e T /2 (p - 87 )ip e
vp T 32 Mp Pl i)+ Ry +p Lp)iyg

soit aprés simplifications

e By s 10 )i ¢ 2 b G i

<
1}

b= B+ X6 - to' O], + 1/2 M (p - d0" )ip

<
il

p 32 Mp g+ i)+ Rp v e Ipiy

Le systéme différentiel ainsi obtenu est un systéme différentiel liné-
aire a coefficients constants et 3 second membre variable que 1'on peut résoudre
par les méthodes classiques, en particulier par le calcul opérationnel ce qui était

d'ailleurs le but initial des travaux de Y.H. KU.



Ce qui n'apparait dans ce qui précéde comme n'étant qu'un changement

de variables judicieux peut se mettre sous la forme matricielle suivante :

i 1 0 0

o

. -1i6 ' o .
1f =10 e 0] c est—-d-dire
i 0 o e
1 1 0 0 1 | 1 i
o a
. _ ~10 2 .
io|= 0 e o [1/3 11 a a® i
i 0 0 ele 1 a2 a i
b c
1 1 1 1 1

o a
1 =l e—16 a e_ie a2 e—le 1 etlinversement
f 3 b

. 16 2 1i6 16
i e a” e ae i

b c

. i6 -i6
1 1 e e 1

a o

] =1 a2 i6 -1
1y e ae i

16 2 =~1i6 .

1 1 ae a e 1

c 2

Cette derniére relation matricielle définit la matrice [K] de la
transformation de Y.H. KU. On peut voir immédiatement que cette transformation
n'étant pas unitaire ne gardera pas invariante la puissance complexe mais, ainsi
que nous le montrerons plus loin, il n'est pas difficile de déterminer une trans-—

formation de matrice EK1] gardant cette puissance invariante.
REMARQUE

Contrairement aux composantes relatives de R.H. PARK, les composantes
relatives de Y.H. KU ne présentent pas d'interprétation physique aisée. C'est ce
manque d'interprétation simple qui, i notre avis, a fait que les composantes rela-

tives de Y.H. KU n'ont pas eu le développement qu'ont connu celles de R,H, PARK.
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En exprimant les quantités id et iq sous la forme exponentielle

complexe, nous obtenons :

id = 2/3{;a cos 6 + ib cos(6 — 21/3) + ic cos(6 - 4n/3i]
= I/3[fia + ib a4 ic a} % 4 {ia + a ib + a? ic} e_le]
soit ' i, =1i_+1i

et de méme

i =- 2/3[}a sin 0 + i_ sin(6 - 27/3) + i_ sin(® - 4m/3)]
il 2, T : 2., -i®
= 1/3[11a *al iy + a 1C} e {la tai +a lc} e ]

soit lq = 1(1b - 1f)

La composante homopolaire ayant la méme expression dans les deux types

de composantes relatives, nous avons donc sous la forme matricielle :

1 1 0 0 i

o o

ld =10 1 1 g et inversement
1q 0 -1 i lb

i 2 0 0 i

o o

ig)= 1/2 10 1 i i

ib o) 1 -1 lq

La matrice permettant de passer des composantes (o, d, q) aux

composantes (o, £, b) n'est pas unitaire,
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Pour obtenir une matrice [Kl] de transformation gardant invariante
la puissance complexe, il suffit de remplacer la matrice de C.L. FORTESCUE [F]

par la matrice modifiée [FIJ. Nous obtenons ainsi :

1 ele e-ie 1 1 1
- -3 2
_ 1 2 18 -16 -1 1 e 1 ae 10 a” ele
[Kl] =73 { a e ae H [:KIJ =73
16 2 -if i6 2 -i6 16
1 ae a e e a e ae

Ces composantes modifiées sont reliées aux composantes relatives
modifiées de R,H. PARK et 1l'on peut montrer facilement, par un calcul identique

a celui effectuéd au paragraphe précédent, que :

i V2 0 olli
o o
N .
1d —75 0 1 1 lf
lq 0 -1 i ib
et inversement
1 2 0 0 1
o o
|l .
lf —75 0 ] 1 ld
i 0 1 -1 lq

Si 1l'on ne s'occupe pas des composantes homopolaires, on obtient :

1g 1 1 1f
_
V2
1q -1 i i
et la matrice
1 1
1
2| . .
-1 i

est la matrice des composantes symétriques modifiées d'un systéme diphasé, c'est-d-

dire que les composantes f et b sont les composantes symétriques des composantes d

et q,




CHAPITRE V

EMPLOI DES COMPOSANTES RELATIVES DE R.H. PARK ET DE Y.H. KU POUR LA SIMPLIFICATION
DE L'ETUDE ANALYTIQUE DE LA MACHINE SYNCHRONE

Ayant présenté les deux types de composantes relatives les plus
usitées, nous allons rapidement montrer 1'intérét de leur emploi pour l'éfude
ana lytique de la machine & pSles saillants.

Aprés avoir rappelé les équations régissant le mod&le mathématique
d' ordinaire adopté pour cette machine, nous examinerons les simplifications que
permet la transformation de R.H., PARK ou de Y.H. KU. Si celle—-ci est nettement
supérieure i la premiére pour les machines asynchrones, nous pourrons voir qu'elle
ne présente pas moins d'intérét que la transformation de R.H. PARK pour les machines

synchrones.

I - MODELE MATHEMATIQUE D'UNE MACHINE SYNCHRONE

Une machine synchrone est formée d'un stator portant le bobinage
triphasé dans lequel est induit le systéme triphasé de forces électromotrices.

L'inducteur constitue le rotor, Il est 3 pdles saillants sauf pour
les unités de forte buissance oi l'enroulement inducteur est réparti dans des
encoches fraisées dans la masse du rotor.

La quasi-totalité des machines a pdles saillants sont munies d'amor-
tisseurs formés de barres placées dans les épanouissements polaires et relies entre

elles aux deux extrémités de la machine.

Si le stator est symétrique par rapport a4 1'axe des trois phases,
la non uniformité de 1l'entrefer dans les machines 3 pdOles saillants, le rdle de
la partie massive du rotor pour celles a rotor lisse et la nature du ou des bo-
binages rotoriques rendent inévitablement compliquée la mise en équation. Et
cela méme si on fait d'importantes hypothéses.

Pour arriver au modéle mathématique, on négligera en effet
- la saturation magnétique, l1'hystérésis et les courants de Foucault,

- 1'effet de peau qui augmente les résistances et diminue les inductances,
~ les couplages capacitifs entre les emroulements,

- 1l'effet de la température sur la valeur des résistances.



(45)

—— it g o . e T G s e a e v e O S A e e S Wt e e v B e e e e e -

On déduit les inductances des flux embrassés par unité de courant.
Cette méthode permet la détermination analytique des inducteurs dans le cas général

|101| et se déroule en quatre étapes.

a) On détermine d'abord la répartition de la force magnétomotrice
produite par l'enroulement considéré en fonction de la position angulaire x des
points de l'entrefer. Cette f.m.m. F(x), établie en tenant compte des particula-
rités de 1l'enroulement (coefficient de bobinage, raccourcissement des bobinages,

cumul des effets des phases du méme enroulement ...), s'exprime 3 1'aide d'une

série de Fourier.

b) On détermine la perméance de l'entrefer P(x) en fonction du
développement angulaire, On peut dé&duire cette courbe du tracé des lignes de
force effectud en utilisant les équations de Lagrange ou la méthode des 'carrés
de LEHMANN" ou par application de la transformation conforme ou, expérimentalement,
par la méthode rhéoélectrique.

Pour les machines & pOles saillants si on prend comme origine des

angles 1l'axe d'un pdle, la perméance s'exprime par une série de cosinus pairs.

(o]

P(x) = Z P2K cos 2 Kx

K=0

¢) On en déduit l'induction le long de 1'entrefer par :

B(x) = P(x) . F(x)

puisque l'on néglige la saturation du circuit magnétique, ce qui revient 3 négliger
toutes les réluctances devant celle de l'entrefer.

R.E. DOHERTY et C.A. NICKLE |28| puis L.V. BEWLEY |102| ont montré
que cette hypothé&se conduisait & une bonne premiére approximation méme si le cir-
cuit magnétique est saturé 3 condition que la courbe de perméance reste symétrique

par rapport & l'axe des pdles.

d) Par intégration de 1l'induction, on passe au flwx., Si le courant
ia passant dans un bobinage a crée % travers celui-ci un flux ¢aa’ ce bobinage a
une inductance propre L égale & -3 Si ce courant passant dans 1'$nrou1ement o,
a 1

crée dans l'enroulement B un flux ¢Bg la mutuelle mBa a pour valeur I%ﬁ.



Si 1'on suppose la machine 3 pSles saillants mais dépourvue d'amortis-
seurs ou de piéces massives jouant le méme rdle, il n'y a que 1l'enroulement triphasé
statorique et l'enroulement inducteur au rotor.

De nombreuses inductances dépendent de l'angle 6 que fait 1'axe d'un
pOle et l'axe de la phase a du stator, angle mesuré& dans le sens de rotation du rotor
qui est aussi le sens de succession des phases a, b et c de 1'induit.

On s'en tient au premier terme alternatif du développement en série de

la perméance.

L'inductance propre d'un enroulement statorique est maximale quand un
pole est dans son axe, minimale quand son axe est face a 1'axe interpolaire. On écri-

ra donc

L =L + L cos 2 8
aa sa sV

Lib LSa + LSv cos 2(8 - 2n/3)

L. = LSa + st cos 2(8 - 47/3)

L'inductance mutuelle entre deux phases du stator est maximale quand

un pole est a égale distance de leurs axes., D'oli les trois mutuelles inductances

statoriques :
= == + -—
my Lma LSV cos(2 6 2n/3)
m.= T L _+ L cos 2 6
c ma sV
m =-L + L cos(2 6 = 41/3)
ca ma sV
On montre en effet que 1'amplitude des variations est la mEme pour les
impédances propres et mutuelles. D'autre part, Lma est peu différent de —%E;

D'ol les flux résultants 3 travers les trois phases du stator et a

travers 1'inducteur :

m'e-
[}
=
=
+

aa " a mab b ac ¢ aF ' F

bb b T Mbe ¢ T PbF 'F

n-e- Uﬂ-
[t}
Y]
H
o]
+
s
'-J
+

ca a ¢cb b cec ¢ cF 'F

m

=
1}
=)
o]
m
)—l
I\
+
H-
o
+
o)
b
o)
+
=
o)
Frf
H
g
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et si Rs est la résistance des enroulements de 1'induit, RF celle de 1'inducteur :

e = R 1 v pild_j
2 8 d &
= P -, + :)\/A
e =R 1 + (¢
.

La figure 5 représente le développement frontal d'un rotor bipolaire

muni d'amortisseurs © ~inq bharres par piirce polaire et la fagon dont on en tient
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compte par deux groupes de circuits reliant deux i deux les barres symétriques par
rapport & l'axe polaire, puis les barres symétriques par rapport a4 l'axe interpolaire.
S'il y a 2n ou 2n+l barres par piéces polaire, axées suivant 1'axe
polaire, on a n cadres en court—circuit, Chacun &quivaut & un circuit couplé magné-
tiquement aux n-1 autres, & l'inducteur et aux trois enroulements statoriques. Les
n premiéres mutuelles inductances sont constantes, les trois autres sont fonctions
de 6. En plus de leur couplage magnétique les n cadres présentent des résistances
mutuelles car une partie du trajet de leurs courants est commune.
De méme suivant 1l'axe interpolaire les amortisseurs équivalent 3 n ou
d n+l circuits, suivant qu'il y a 2n ou 2n+! barres, couplés magnétiquement et &lec—

triquement entre eux et présentant par rapport aux phases du stator des mutuelles

inductances fonctions de 6,

Les circuits dont 1'axe est l'axe polaire ne présentent pas d'inductance
mutuelle avec ceux centrés sur l'axe interpolaire. De méme, les chutes ohmiques mutuel-
les entre cadres des deux familles sont nulles 3 cause de la symétrie des amortisseurs
par rapport aux axes polaire et interpolaire. Ceci est di au fait que toute chute de
tension apparaissant dans tout circuit situé d'un c8té d'un pSle est exactement contre-
balancée par une chute &gale et opposée dans le circuit symétrique situé de 1'autre

coté,

Malgré cette simplification, méme en négligeant les effets des piéces
massives du rotor et en s'en tenant au premier terme alternatif des inductances

mutuelles variables, on arrive & un systéme d'équations trop complexes,

o - - —— - i o) = -

Devant la lourdeur du systéme qui voudrait suivre de prés le fonction-
nement de la machine réelle, de nombreux auteurs ont proposé une machine "idéalisée"
qui par un choix convenable des paramétres permet de rendre assez bien compte des
pfincipales caractéristiques de la machine réelle.

La machine idéalisée (fig.6) comporte
- au stator, les bobinages a, b, c des trois phases déclarées deux i deux de 120°

électriques.
- au rotor, le bobinage inducteur F et sur le méme axe un bobinage K, "équivalent" aux
circuits amortisseurs Situés sur l'axe polaire et un bobinage Kq "équivalent" aux

circuits amortisseurs centrés sur 1l'axe interpolaire.



FIGURE 6

Les flux & travers les six enroulements de cette machine ont pour

expressions
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avec

L =L + L cos 2 6

aa sa sv

Lbb = Lsa + LSV cos 2(8 - 2m/3)
L =L + L __ cos 2(8 - 41/3)

cc sa sV
mg =m = - Lma + st cos(2 8 - 21/3)
mbc - mcb -7 Mma * st cos 2 9

= ; = -~ B — 4T

mo=m L.+ LSV cos (2 47/ 3)
m_=m, =

8
aF Fa MFam cos

Typ = Ty = Mgy €080 = 27/3)

m o = Wp MFam cos(6 ~ 4m/3)

akd = Mda ~ Makdm ©°8 ®
Mokd = "kdb - Makdm €056 - 27/3)

Bekd mkdc - Makdm cos(6 - 4n/3)

m

makq B mkqa - Makqm sin 6

mbkq = mkqb = - Makqm sin(8 - 2w/3)

mckq - mch - Makqm sin(6 - 4/3)

Des flux, on passe aux équations de base de la machine synchrone |95].
Certains auteurs, tels D.B, BREEDON et R.W. FERGUSSON |96| ont ajouté@ un quatriéme
enroulement au rotor situé sur l'axe interpolaire et les bobinages sont alors ap-
pelés '"bobinage transitoire" et "bobinage subtansitoire".

Néanmoins, les équations précédentes sont généralement admises par
la plupart des ouvrages classiques traitant des machines synchrones |39]|40|. No-

tons que dans de nombreux cas, de maniére & obtenir des résultats simples, on ne

tient pas compte des amortisseurs |97| et parfois des résistances |98].



IT - SIMPLIFICATION DES EQUATIONS DE- LA MACHINE SYNCHRONE A L'AIDE DES COMPOSANTES
RELATIVES DE R.H. PARK

Pour simplifier les équations générales de la machine synchrone
la transformation de R.H. PARK rapporte les &quations statoriques a un systéme

P, S . . db
d'axes de référence tournant a la vitesse angulaire rra w du rotor.

Les équations des tensions statoriques et rotoriques se déduisent

des expressions de flux par :

PO
e, = R 1, p(¢a)

©
1

p TR iy T pley)

o = Ry ic +p(d)

1]
I

o
i

p = Rp ip * plogp)
®hd = Rg Tra T PO
rq - qu ikq + p(¢kq)
soit sous forme matricielle :
[B.] = Rg[t] + piLggl (1] + [Lgpl 1 ]"

[Eg] = [RJltpl+ piltggl [Tg] + [LppllLp]?

(2)

il

Effoctuons les changements de variables
k] - B,®]Eg e [5] = By®]0.]
on obtient :
0], = vg[2, [Tg] + 2l ligg] (B, @] [T g] + [Lgl (12
] = RILE] + plliggl (7,1 (1] + [ggd (1)
soit aprés prémultiplication par [Pl(e)]”
E]- &)+ B . plagdTe, @] (16 ]+ [ (1, 1)
e = BI0] +p . ([l [, @101 + [ I3



Aprés les calculs et

en posant :
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+
Ld sa Lma * 32 st
L +L =-3/2L
q sa ma sV
L - 2L
o sa ma (3)
/372 =
3/2 MFaM MF
VI2Z M am = Mia
v3/2 Maqu = qu
Mear = Mpq
nous obtenons 1'expression matricielle (4)
e, Rg + L, p 0 0 0 0 0
ed 0 RS.+ Ld p - Lq w MF . P Mkd . P - MKQ .w
eq 0 Ld w RS + Lq p MF . P Mkd . w qu . P
ep 0 MF . P 0 RF + LFF p MFd . P 0
®1d 0 Meg » P 0 Mpg P Pep " Lyg P 0
0 . )
ekq 0 qu P 0 0 qu + Ik p

les simplifications résumés dans 1'Annexe 3 et

lkd

kq
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Cette expression est bien plus simple que celle du départ car :
~ 17 coefficients sont nuls sur les 36 constituant la matrice 6 x 6,

- les 19 coefficients non nuls se réduisent & des constantes. On peut donc
résoudre par les procédés classiques ce systéme, en particulier utiliser

le calcul symbolique.

Ce résultat est identique & celui établi par B. ADKINS |40] en rempla-

gant eq par - eq, i par - iq’ ekq par - et par - i ceci a la suite

e i
g kq kq kq
d'une convention de signe différente relative aux termes d'indice q. Signalons
de plus que cet auteur n'utilise pas la forme modifiée de la matrice de R.H.

PARK et que de ce fait la puissance instantanée n'est pas conservée.

On peut & partir de ce systéme d'équation déterminer les principales
constantes de temps intervenant dans 1'étude des régimes transitoires des machines
ainsi que les schémas équivalents : un pour 1l'axe direct et 1l'autre pour 1'axe
en quadrature. Le détail des manipulations mathématiques est donné par 1'Annexe

4,

Partons de 1l'expression générale du couple établie par D.C. WHITE et

H,H. WOODSON" |99], soit :

9
C = 1/2([18] [IR] ) 37
t t

[tps]  [Lgg] [Tg]

Comme la matrice [LRR] est, quelque soit le nombre d'enroulements
- . - 3 : .
au . rotor, formée de termes constants 11 en résulte que 35 [LRR} = [OJ. En

développant 1'expression précédente, nous obtenons
PP P P ’

3 oL oL
-2 ilrg] [0+ Bl R ¢ D] Rl

. e | P4 . . x P
Les matrices LLSS]’ [LSR]’ et [LRS] n'étant fonctions que de la
seule variable 8 on peut remplacer les derniéres partielles par des dérivées

ordinaires.
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De plus :

i) Do - (] L[

t

de sorte que la formule de D.C. WHITE et H.H. WOODSON se réduit 3 :
dLSS
c=1/2{[ls]t [—ae——[s]+2LI] l'd ]fIJ (5)
effectuons le changement de variables :

1] = [, ] L]

il vient :
c=1/2{[I] [ 1, @11 ] + [IS] I; <e>][d SIENE

Aprés simplifications, nous obtenons :

_ 3 . 3 o . o
C=2. 7yt i VT Mraw ' g ¥ Makar *ka Tq 7 Makqi kg i)

Oou encore @

C =1 {(L + L +
q " sa ma

. 3 . /3 . .
L )ld +\/§ Made Yrd * E'MFaM 1F) (Lsa * Lma)l

sv
. 3 . .
st)lq +\/;fMaqu lkq) * (Lsa * Lma)ld lq

De ce fait, en posant :

3
2
_ _3
ld((Lsa * Lma 2

. 3 . 3 : 3 :
b= Qga * Ipa Y 7 L) a +\/2 Mpay 'y +\/2 Makar kd
_ 3 . /3 .
¢q " (Lsa * Lma 2 st)lq "\ 2 Maqu 1kq

ou, d'aprés les relations (3)
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On obtient :

C = (¢d i - ¢q id) (6)

q
est le flux de couplage produit par les différents bobinages fictifs situés

sur 1l'axe direct.

¢ est le flux de couplage produit par les différents bobinages fictifs situés

sur l'axe en quadrature,

On peut remarquer qu'aucun couple n'est produit par 1'interaction

entre un flux et un courant d'un méme axe ou avec des quantités homopolaires.

Les composantes relatives de R.H. PARK facilitent beaucoup 1'étude
analytique de la machine synchrone : le systéme d'équations différentielles
liant les tensions et les courants est nettement plus siﬁple et le couple se
déduit directement des composantes. Le seul désavantage réside dans la nécessité
de deux schémas équivalents, un pour chaque axe, comme nous le montrons dans
1'annexe 3.

Dans celui-ci, nous montrons que toutes les grandeurs intervenant
dans les équations de R.H. PARK de la machine synchrone se déduisent de celles
du modéle mathémétique de la machine synchrone idéalisée. Ainsi que 1'a montré
CANAY |100| les différences entre les résultats expérimentaux et ceux obtenus
a partir des équations de R.H. PARK sont dues 3 la simplicité relative du
modéle utilisé. Divers auteurs ont porposé des modéles de plus en plus élaborés
mais la complexité des calculs qui en résulte ne permet plus de mettre en

évidence 1'influence des paramétres constitutifs de la machine.

II1 - SIMPLIFICATION DES EQUATIONS DE LA MACHINE SYNCHRONE A L'AIDE DES
COMPOSANTES RELATIVES DE Y.H. KU

P T e M T R )

Repartons des équations de la machine synchrone simplifiée, soit

[Eg]
[Eg]

R [Ig] + p (gl [1g] + [Lggl [T ]

R [Te] + o tlagglligl (gl il

(2)
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Effectuons les changements de variables :

B = k@lEy e [ - K @1

nous obtenons aprés prémultiplication par [KI(S)]_I et simplifications :

]

R[Iog] + [, ®T7 b (figg] [ @] [1 ] + [gel [1]
(R [1g] + p (lLpgl K (V[T ] + [Lppl (113

[E,q]
[e,]

Aprés avoir effectué les calculs et les simplifications résumés dans

1'Annexe 5, on obtient l'expression matricielle (7).  page 57.
b

Cette expression est bien plus simple que celle du départ car :

14 coefficients sont nuls sur les 36 de la matrice 6 x 6

- les 22 coefficients non nuls se réduisent 3 des constantes quil peuvent étre

complexes mais qui sont indépendantes de 8.

Dans l'expression du couple donné par la relation (5), effectuons

le changement de variables

- ] e

il vient :

- dLSS dLRS‘
C = 1/2<Dcslt D<1<e>]t k@]l + Elcs]t [k, &)] =1 [1zD)

Aprés simplifications, nous obtenons :

2 .2 . /3

(1,7 -ig) +i—5 i)

Mo TpCy 7 1) P M gy T g

+ 1M

3.
=7t ey
akqm lkq(lf * lb)}
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en posant
_ 3 . 3 /3
q)f B (Lsa * Lma * E'st)lf * Elst lb +'—5
V3 .
+ =
v T3 akqm lkq
et
_ 3 . 3 V3
¢b (Lsa * Lma * 2 Ls )lb * §'st lf +'—§
T
2 akgm kq

on trouve
C = 1(¢>f 1b - ¢b 1f)

3.3. Conclusion

i +~—§ M i
aFm F 2 akdm “kd
. V3 .
1, +t — 1
aFm F 2 akdm kd
(8)

Les composantes relatives de Y.H. KU facilitent l1'8tude analytique

de la machine synchrone, en en simplifiant le systéme différentiel liant les

tensions et les courants, en donnant du couple une expression commode.

De plus, les composantes de Y.H. KU conduisent & un schéma équivalent

unique comme le montre 1'Annexe 6.

IV - COMPARAISON DES DEUX METHODES DE SIMPLIFICATION

Si 1'on compare les relations matricielles simplifiées (4) et (7),

il apparait que la transformation de R,H. PARK conduit & plus de termes nuls

que celle de Y.H. KU.

Cet avantage est illusoire compte tenu
ces systémes différentiels conduit & des calculs
L'interprétation physique simple des composantes

termes ''direct" et '"quadrature' explique que les

du fait que la résclution de
d'une complexité comparable.
de R.H. PARK et le choix des

électrotechniciens anglo—saxons

aient plutdt développé cette transformation que celle de Y.H. KU.

Cette derniére permet seule d'obtenir un schéma équivalent unique ce

qui tend 3 montrer sa supériorité mathématique qui deviendra évidente lors de

1'étude de la machine asynchrone.
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CHAPITRE VI

EMPLOI DES COMPOSANTES RELATIVES DE R.H. PARK ET DE Y.H. KU POUR LA SIMPLIFICATION
DE L'ETUDE ANALYTIQUE DE LA MACHINE ASYNCHRONE

"Nous allons maintenant examiner comment les composantes relatives
de R.H. PARK et de Y.H. KU permettent de simplifier les équations de la machine
d 'induction asynchrone triphasée idéale et montrer la supériorité de la transfor-

mation de Y.H. KU. Nous ferons les hypothéses suivantes :
a) l'entrefer est uniforme et l'effet d'encochage est négligé,

b) la saturation magnétique,: l'hystérésis et les courants de Foucault

dans les deux armatures sont négligeables,
c) les enroulements produisent des flux i répartition sinusoidale,

d) les résistances ne varient pas en fonction de la température et

on néglige l'effet de peau.

De plus, nous supposerons le rotor triphasé comme le stator.

I - MODELE MATHEMATIQUE DE LA MACHINE ASYNCHRONE

Avec de telles hypothéses, les équations régissant le fonctionnement

général d'une machine d'induction asynchrone triphasée idéale sont : [105|

_ . d _ . d
Vea T Rglga ¥ E?(¢Sa) VRa = RR Tra * Tt (Ra’
. d . d
= — = +
Ve T Rglg T Iy Ve = Rr trp * TE0m’
. d . d
VSC - RS lSC * E€(¢Sc) VRe RR 'Re * dt(¢Rc)
en désignant par Vear Vg et v . les tensions appliquées aux trois phases primaires,

i, 1 et 1 . les courants qui les traversent, ¢Ca’ ¢Cb’ ¢SC les flux totaux &

sa s

travers les enroulements, R_ leur résistance. On adopte pour le rotor les mémes

S
notations en remplagant 1'indice S par l'indice R.

Le flux traversant la phase a du stator est donné par :

! 1 Al

- . + . . . + . N . + .
¢Sa m aa 1sa m ab Lsb m ac lSc maa lRa mab IRb Mac ch
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de méme le flux traversant la phase a du rotor est donné par :

" . " . " . . . .
= m 1 + m 1 + m 1 + m I + 1 + m 1
¢Ra aa Ra ab "Rb ac "Rc aa “Sa mba Sb ca “Sc

Compte tenu du fait que la machine est symétrique i entrefer constant
et triphasé, les inductances propres et mutuelles entre enroulements d'une méme

armature sont constantes

- ' i 1 ' =
au stator m i MS (1 # 3) et m'.. LS

- au rotor m'",

MR (i #3) et m"ii = LR

L. est l'inductance propre d'une phase statorique
L_ est l'inductance propre d'une phase rotorique
M, est 1l'inductance mutuelle entre phases statoriques
M_“est 1l'inductance mutuelle entre phases rotoriques.

Les neuf termes m_ (s = a, b, c et r = a, b, c) qui représentent les
coefficients de mutuelle inductance entre la phase s du stator et la phase r du

rotor sont donnés par |90[

m, = M cos(®6 + (r = 1)27/3 = (s = 1)2n/3)

oli M est la mutuelle inductance entre une phase du stator et une phase du rotor lorsque
leurs axes coincident et ol 6 désigne l'angle "électrique'' séparant ces deux axes &

1 'instant t.

, - . d_ . . . .
Vaa RS lg, + dt(L 1 + M. 1 M 1

d \ . .
E?(maa lRa * Mab le * mac ch)

. d . . .
= —— +
VRa = BR iRa * 3E(r Tra * MR frp * MR e’

* Ef(maa lSa * mba 1Sb * Tea lSc)

o s . . P . . d
c'est —~3~dire sous la forme matricielle et désignant toujours par p l'opérateur s

w1 [RIvelel el ||

= (D
B’R] P [MRS-J [RR + P [LRR] [IR]
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expression matricielle dans laquelle :

VSa VRa iSa iRa
el = |vsp| 5 DRl = | vpo| 3 [sl=| iy | 5 (1) = |igs
VSc VRC 1Sc ch
[Rg] = R [1] 5 [Ry] = ro[1]
LS MS MS LR MR MR . Maa Mab Mac
(Lol = | Mg Lo Mg| 5 [Logl =| M Lo M| 5 [Mgpl = fm mom
Mg Mg Lg Mp Mg Ip Pea Meb Pee
et [Mgp] = Dipg]

Les six équations différentielles ainsi obtenues sont des équations
différentielles non linéaires car certains coefficients dépendent de la position du
rotor, donc du temps. Elles ne peuvent €tre résolues que par la simulation analogique
ou par l'utilisation des méthodes d'intégration numérique. Ces méthodes, difficiles
i mettre en oeuvre, nécessitent un calculateur puissant et conduisent d des résultats
entachés d'erreurs. Les composantes relatives vont nous permettre, en simplifiant le

systéme différentiel précédent, de résoudre analytiquement les équations transformées.

IT - SIMPLIFICATION DES EQUATIONS PAR LA TRANSFORMATION DE R,H, PARK

Au lieu de rapporter les équations
de la machine asynchrone 3 des axes
de référence fixe par rapport au sta-

tor ou par rapport au rotor, nous

allons les rapporter & un systéme
d'axes tournant 3 la vitesse angu-—

laire wg = des/dt pour la stator et

4 un systéme d'axes tournant 3 la

vitesse angulaire w, = dGR/dt pour

R
le rotor. Nous rechercherons ensuite

quelle doit &tre la relation liant

9, 8, et eR pour que le systéme de six

S




équations différentielles non linaires & six inconnues se simplifie.

Désignons par [fl(BS)J la matrice de la transformation de R.H. PARK,
d'angle GS, appliquée aux graﬂaeurs statoriques et par Pl(eR)] celle d'angle SR
appliquée aux grandeurs rotoriques.

Dans les &quations différentielles :

fl

RG] + ptEggl (161 + ot Prgg] (112

7] = [l 1] + bt iged [1.]) + pttgg] (1,17,

effectuons les changements de variables suivants :

Ly |
<3
wn
[A—
|

= [P 6] Vgl 5 [1g] = [y e ][1 ]

<{
=
[ E—
1

- [P] (GR)] [VCR] 3 [IR] [Pl (GR)] [IcR]

nous obtenons aprés remplacement :

[P 01V ] = [RI [P (6] DCSJ + pl[Lgg] [P, (8 [1 I}
+ p{ Mgp] TP (0] [T ]
et P01V gl = [Re] [P 011 o] + piDp I[P, (01T 1}

Pl (Ll 2, (01T g3

En prémultipliant la premiére équation par EPl(GS)J-] et la seconde par [PI(GR)]—I,
il vient :

Vol = [RgI gl + [7, 017" [p « {[Lggl Py 091 (1510

+ [ 0017 o (gl [P, e T[T 101
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_1 -
et Vel = BellTgl + Byop] " [p - (Mgl [P (6] [T (17]
= -1 - :
F 2617 b - (L] [P, (0 T[] 7]
nous obtenons, aprés simplifications et en posant
(6 + GR) - 8g =

le systéme différentiel donné sous la forme matricielle page 64.

en effet dans ces conditions u = O et le systéme se réduit & celui de la page 65

dans lequel :

;f; LS - MS est 1'inductance cyclique du stator,

_ ' .
$£R Lp '~ Mp est l'inductance cyclique du rotor,

;fSo est 1'inductance homopolaire du stator,

8fRo est 1'inductance homopolaire du rotor.

Parmi toutes les solutions satisfaisant la relation :

trois d'entre elles sont intéressantes.
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8, =0 ;

lédre solution : S

Nous obtenons alors :

P‘R“’\ésp 0 0 0 o0 0 l i

i So
| .
i3
0 R, + L -3
S‘ Sp 0 0 2Mp 0 lSd
| 3 .
0 + ;f | 2 ‘
0 RS g P 0 ‘ 0 3 Mp lSq
0 0 0 RR+ ORp 0 0 Irs
3 3. | g &L . .
0 5 Mp 5 Muw 0 R+ % P R Y 1r4
“ 3y 3 L °\<1 :
0 5 Muw 5 Mp 0 R Y RR + P 1Rq
de v 3
avec 7- = w' vitesse angulaire du rotor.
On dira dans ce cas que les équations du moteur asynchrone sont rappor-—

tées a un systéme d'axes de référence frxes par rapport au stator.
La matrice comporte vingt deux termes nuls sur les trente six la

composant .

6, = 0 3

28me solution : R

On dira, dans ce cas, que les équations du moteur asynchrone sont
rapportées a un systéme d'axes de référence fixes par rapport au rotor.
La matrice comporte vingt deux termes nuls sur les trente six la

composant,
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S ‘ |
| i |
| I .
Vo, | Rg + Lo p | 0 0 0 0 0 i,
‘ !
o | _ .
i
i N4 Xt 3 3 . .
Vsa | - Rg ¥ 7% 5 ¢ © TMP Mo 1sg
3 3 .
\ ;f ' + = ' =2
Sq ; g @ RS O\FS P 0 5 Muw > Mp lSq
. N -
v ‘ + g
Ro | 0 0 \‘ RR oR P 0 0 'Ro
| 3 N .
Vg | Mo 0 0 R+l p 0 g
| . 3 N .
VRq é 0 5 Mp 0 0 R, +% P irg
3éme solution : GS = wt 5 6 w't = (1 - glut SR = guwt
Nous obtenons dans ce troisiéme cas
Vo Rg + %o p 0 0 0 0 0 iq,
| e 3 3 .
Vsa | Rg + %P %“’ 0 e m3Me 1sd
3 3 .
Vsq o\fs‘*’ Rs+°\<;p 0 7Me FMP tsq
| o A v
VRo | 0 0 Rp * &';R P 0 © TRo
3 _3 g _ L .
VRd FMp FHew 0 Rp * %2 P R & 'Rd
3 3 X | N4 .
VRq g Mew 7 Mp 0 R8w [Bg*TR P *Rq




avec g, glissement du moteur asynchrone,
w, pulsation des tensions d'alimentation.
On dira, dans ce cas, que les équations du moteur asynchrone sont
rapportées a un systéme d'axes de référence tournant au synchronisme.
La matrice comporte alors dix huit termes nuls sur les trente six

la composant.

2.3. Choix d'un systeme d'axes de référence

I T L R

- Si 1'on effectue une étude analytique du moteur asynchrone par
1'emploi des composantes de R.H. PARK, il est préférable de partir d'un systéme
différentiel le plus simple possible,

C'est pour cette raison que l'on choisira soit un systéme d'axes
de référence fixes par rapport au stator, soit celui fixe par rapport au rotor.
Dans les deux cas deux des sous matrices d'ordre trois sont diagonales, ce qui

simplifie les calculs.

- Si 1'on effectue une étude du moteur asynchrone par simulation
analogique par exemple, il est préférable de choisir le systéme conduisant i des
i i membres v Vo . (En effet, v t v
expressions simples des seconds memb VSO, sa’ Vsq ( fet, RO? de e Rq
sont nuls généralement car le moteur asynchrone présente un rotor en court-circuit).

Les tensions d'alimentation étant équilibrées :

Ve, = VSm 31n(8a + ws)
Vop = Vg Sin(e, + vy - 2n/3)
Voo = Voo sin(6, + ¥g - br/3)

par le changement de variables :

_1 -
[Vcs] = Epl(es)] LVS]
nous obtenons

0

<
]

So
Ve, =\[2V sin(6,_ + Yo = 6o)
Sd 2 Sm a S S

_ B _
Vsq © \/5 Vg cos(8, + bg = 65)



S1 6 = wt =906

/3 .

sd _\/—Z-VSm sin yg
[3

Sq 7 Vg 08 Vg

Ces tensions sont donc constantes, ce qui dans le cas d'une simulation

alors :

<
1]

analogique évite 1'emploi d'un module générateur basse fréquence. Le systéme d'axes

tourmnt au synchronisme est alors le plus commode.

III - SIMPLIFICATION DES EQUATIONS PAR LA TRANSFORMATION DE Y.H. KU

Comme pour la transformation de R.H. PARK, nous allons rapporter les
équations de la machine asynchrone a des systémes d'axes de référence fictifs tour-

nants et nous examinerons ceux qui présentent le plus d'intéréet.

e o o m Bl o T e T " e o o . A e - - o - Y - e o

On repart des équations du systéme (1).

En effectuant les changements de variables :

vg] = K] [V 4] ; |z

w
[
1

K11 ]

Vel = X ep)] [V gl ; [1.] = K (6 ][I gl

nous obtenons aprés remplacement :

K, (601 [Veg] = Rgl[K;(8)1 [T ] * pL[Lgg] [Xy (o) ][I g])

+ p{Mgp] [k (o) ] [T g ]}

et

(K, ] Vo) = Rel & (o] [T ] *+ p{Mpg] [K (690 ] [T ]t

+ p{ [Lpg| X (o) [ [T g]?
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En prémultipliant la premiére équation par [?l(es)]_l et la seconde

par Dkl(eR)]'l, nous obtenons :

I

+

ol = R[]l + k001" Tp . (Tiggl [k, (091 [T (13

1

+

K, 69T B+ (] K, (e 1[I 1)

et

+

v = DRl (1] + &, 617 [+ Dig] [k, (0] [T 6]

+

[k 6] 7" [o o [Lggl [k, (8] [T g1}

Nous obtenons, aprés simplifications et en posant
= “+ _—
u (6 eR) 9

$S=L - Mg
oy = g - My

;fSO =L+ M

;fRo R 2MR

le systéme différentiel donné sous forme matricielle & la page 71.

S!

2=}

it
ja
+

W - - o -

en effet, dans ces conditions p = O et le systéme se réduit alors 3 celui de la
page 72,
Cette matrice est nettement plus simple que celle de départ car seuls

dix termes ne sont pas nuls sur les trente six la constituant. Les coefficients de cette

matrice sont constants.

Parmi toutes les solutions satisfaisant la condition de simplification

trois d'entre elles sont particuliérement intéressantes,
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lére solution : 6, =0 ; 6, = -8

En posant df/dt = w', vitesse angulaire du rotor, nous obtenons

Ry +<§€)S p 0 0 0 0 0 i
3 .
0 RS + «Yé P 0 0 5 Mp 0 ige
L 3 .
0 0 Rg v+ p 0 0 7Mp gy,
] = . X
0 0 0 R+ QQR P 0 0 i
i
3 - ! . [
0 §M(p iw') 0 0 RR+3£(p-1“’ 0 : Ipg
3 - | ‘ Q
0 0 :2-M(p + 1w') 0 i 0 RR+¥1;(p+1w' ‘ in

Lorsque 1'on ne s'intéresse pas aux termes homopolaires (tensions

équilibrées, neutres non connectés), le systéme précédent se réduit 3 :

: ;
£ 3
st } RS + 3 P 0 i-M P | 0 lge
i b — i | - “
| &£ -3 3
Vsb | 0 Rg + o P 0 o3 Me sp
| |
— = x X . ]
3 . i T |
VRE M - il 0 Rptg(p=iw®) 0 - Ipe
1
N - 3 - T I L
Veb | -0 7M(p + iy % 0 IRR+ R(p+1w ) Lpb %
i } | i
i ‘ | R

Systéme que l'on peut résoudre par la technique des sous-matrices en

1'écrivant sous la forme :

Vsl | _ [ 4] [B]| | L]
[Vg] [c] [T | | [t
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dans le cas usuel ol le rotor est en court-circuit, ce qui conduit i [VR] = [QJ, on

obtient aisément

([a] - [8]p)7" [e]¥7! [vg]
~[0]7" [c] . t[a] - [8][p]"" [c]}!

1]
1]

Toutes les matrices sont des matrices diagonales de sorte que le calcul

de s expressions précédentes est trés simple.

28me solution : SR =0 3; 6, =296

Nous obtenons directement dans le cas ol l'on ne tient pas compte des

composantes homopolaires

Vg RS+;€(p+iw' 0 %M(p+im') | 0 iSf<~
ﬁ;;bw 0 ]{S+°\€(p-iw' 0 %M(p—iw')r ig
VR; | % M p 0 Ry +°\§ p 0 ins
YRb 0 —3' M 0 Rp * G\CR P kb
I I
3éme solution : eS =t 3 0 =w't = (1 - gut 3 SR = g tw

Les composantes, autres que celles homopolaires sont liées par :

. 3 o , .
T Rs+gé(p+1w) 0 7-M(p+1w) 0 | lge
{
i i
o 3 s .
Vep, 0 RS+ S(p—lw) 0 E'M(p"lw) iy
= I : X
v 3 M(p+igw) 0 R +é£(p+igw) 0 i
RE 2 r r RE
3 s I Lo
Ve 0 E~M(p igw) 0 R+ r(p igw i
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Prhohiy uiuiiihuiihd b puipuship i el puighdpipiipeiys iy st R e bkt R T

- Ces trois solutions conduisent 3 des matrices de méme forme et de
complexité équivalente.

On dira que dans le premier cas on rapporte les équations du moteur
asynchrone 3 une systéme d'axes de référence fictifs 1iés au stator, dans le second
cas liés au rotor et dans le troisiéme cas on dira que les équations sont rapportées

i un systéme d'axes fictifs synchrones.

- La simplification obtenue par la transformation de Y.H. KU est plus
importante que celle donnée par la transformation de R.H. PARK.

Dans le cas général :

a) sur les trente six termes de la matrice impé&dance complexe, vingt
six sont nuls au lieu de dix huit ou de vingt deux si on prend une des deux solutions

les plus favorables.

b) surtout la matrice est diagonale, ce qui comme nous le montrerons

au § 3.5 divise par deux les calculs & effectuer.

La formule de D.C. WHITE et de H.H. WOODSON utilisée lors de 1'étude
de la machine synchrone reste bien entendu valable et se simplifie compte tenu

des expressions de LSS

dMSR _
c = [IS]t a5 gl
Effectuons dans cette expression les changements de variables

1] - e ) e [ = [k GpllTl

nous obtenons :
_ dMSR
€= LIcs]t [Kl(es)lt e L LSYCION LY
Aprés simplifications, on obtient

i (8+6_-6 - -
- 21 MG,, i TSy TR
c=51Ma Sf “Rb )



c'est—-d-dire, lorsque la condition de simplification est vérifiée

c=3/21 M(1Sb iee = igs le)

On peut obtenir le couple permanent a partir de

c = [1]* [Tsr ]
P t | dt R
En effectuant les mémes changements de variables et compte tenu des propriétés des

matrices [?l(eﬂ , nous obtenons

=08 [k (e )]"1 -—-—-dLSR} K. (6,)] [T
G 7 Hesh | % el [Kyep)] [Ip]
ce qul conduit a :
_ X _ %
C, = 3/2Mi(T7g, Tpp =~ Ty Ip)

Cette formule est identique d celle du couple instantané en remarquant que

I = i et

Les circuits équivalents des différentes machines sont depuis longtemps
des aides précieux pour 1'étude de comportement de ces machines tant en régime perma-
nent sinusoidal, qu'en régime transitoire ou d&séquilibré, G. KRON dans de nombreux
articles ou ouvrages a établi les schémas équivalents d'un grand nombre de machines

électriques [89]]103]]|104

Les équations de R,H. PARK de la machine asynchrone présentant des
inductances mutuelles non réciproques, il faudrait pour &tablir un schéma équivalent

introduire des &léments déphaseurs purs.

Au contraire, & partir des é&quations de Y.H. KU de la machine asynchro-
ne, une fois la condition de simplification réalisée, il est aisé de déterminer le

schéma équivalent dans des systémes d'axes de référence fictifs quelconques.



Pour le montrer regroupons les équations relatives & la méme compo-

s ante. En développant les relations générales de la page 72

deS des

Vgp = (Rg (e + i gpige * 32 M(p v i gy,
deR ¥ deR

Vpe = /2 M + 1 g )ige + Ry + ((p + I g)igy

Rf

et un second systéme d'indice b du méme type :

VRE Rs ¥

des = { des + ( g 3/2M) } ige * 3/2M(1Sf + lRf)
PHITE PHITE

v

RE & v . .

3. " FERS 3/ dpe + 3/ MU+ ipe)
PHRTe PR

et de méme, nous obtenons pour le systéme d'indice b

v R

Sb S L - . : .
prigg  Prige

v

Rb B ¥ . . .

ao, " { EE *OE T /MDY gy, + 3/ Mg+ ipy)
p-i—— p-iz—

dt
Ces deux systémes d'équations conduisent au schéma équivalent unique de la figure 8

Lorsque 1'on considére les systémes d'axes de référence fictifs fixes

par rapport au stator :

6. =0 B, =—-6 =- (1 - glut

nous obtenons en régime permanent sinusoldal, qui correspond & p = iw, dans le cas
d'un moteur asynchrone triphasé i rotor en court-circuit le schéma équivalent de la
figure 9.

On reconnait & la partir supérieure le schéma équivalent classique

d'un moteur asynchrone alimenté& par des tensions sinusoidales équilibrées, et 3 la
’



FIGURE 8§

Rs (€-3/2Miw  (K-32Mliw  Rg/g

vvvvv

------------

Re  (X-32Miw  (X-32M)iw  R{(2-9)

FIGURE 9



partie inférieure le schéma équivalent de ce méme moteur alimenté par un systéme
de tensions inverses.
Notons que lorsque la machine asynchrone est alimentée par un sys-—

t éme de tensions triphasées équilibrées

Ve, T VSM S1n(ea + ws)
Vep = VSM 51n(8a + ws - 21/3)
Voo T VSM 31n(6a + ws - 41/3)
on obtient :
vSO =0
i(0 + v, - 6.)
- s a S S
Veg = i v3/2 VSm e
—1(9a + wS - GS)
Vo = i V3/2 VSm e

de sorte que les deux courants iSf et iSb existent. Mais puisque

x
Sb

*
Rb

lsf=1

i =1

Rf

il ne sera donc nécessaire que d'étudier un seul systéme différentiel, le second

ét ant le conjugué du premier.

C'est cette derniére remarque qui constitue la putissance principale

des composantes de Y.H., KU. De plus, les sous—matrices obtenues étant‘diagonales

lLa résolution littérale du régime libre deviendra alors trés simple.




CHAPITRE VII

EMPLOI DES COMPOSANTES DE Y.H. KU POUR LA SIMPLIFICATION DE L'ETUDE ANALYTIQUE
D'UNE MACHINE ASYNCHRONE A NOMBRES QUELCONQUES DE PHASES

‘Nous allons montrer comment la généralisation de l'étude précédente
permet de simplifier 1'étude analytique d'une machine de construction symétrique

dq phasée -~ phasée en ramenant 1'étude d'un systéme différentiel de qq *

g Ir
équatiéhs i coefficients fonctions du temps i celle de deux systémes différentiels

a coefficlents constants et de qq * - 4 Bquations différentielles ordinaires &

ar
coefficients eux aussi constants.

I - SYSTEME ETUDIE, EQUATIONS DIFFERENTIELLES

Nous considérons une machine asynchrone formée de deux armatures
polyphasées, la premiére de dg phases, l'autre de ap phases, mobiles 1'une par
rapport & l'autre, toutes deux de construction symétrique, séparées par un entre-

fer constant, alimentées par des tensions quelconques. 185’. Figure 10.

Qs

V51

Vsz
Vsqs

FIGURE 10
1.1. Notations

On dééigne par :
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Vg1 Vgps +ees vqu les tensions appliquées aux phases statoriques,

151, 152, cees isqs les courants dans celles-ci,

VR1® VRZ’ e VRqR » Tp1* TR2> trv 1RqR les tensions et les courants rotoriques.

RS et LS la résistance et 1'inductance propre par phase de 1'armature statorique,
' N
N
RR’ LR, m"ij les mémes grandeurs pour le rotor,

m la mutuelle inductance entre les phases i et j du stator,

m . la mutuelle inductance entre la phase de rang s du stator et celle de rang r

du rotor.

1.2. Valeur des inductances mutuelles

On suppose que chaque phase crée dans l'entrefer et dans la zone ol

se trouvent les bobinages un flux 3 répartition sinusoidale. Dans ces conditions :

-
|

= Mg cos(i—j)Zﬂ/qS

=]
It

MR cos(i-—j)ZTr/qR

Si 6 désigne l'écart angulaire électrique, fonction du temps, entre les

phases de méme rang des deux armatures,

m, = M cos(6 + (r-])ZW/qR - (S-l)21r/qS

L'équation différentielle de la premiére phase statorique s'écrit

dig, dig, dlSqs
= e ' s t
Vo TR lgp Ly g Yy g toeeeerer TR lgg —dt
+ é—(m i + m i + . .+ m i )
dt* 11 "Rl 12 "R2 e g, Rq
R R
et pour la 1 &me phase :
ai Is di
_ . . Si j[: ' Sk
Vg = Rgigy * (kg = m'y) —r ¢t MUk TdT
k=1
aR

diRj dmi.
+Z (mij 3t 7 IRj T



- - . . . éme P
De méme au rotor l'équation des tensions de la i phase s'écrit :

q
R
di_. di
= s - " Rl 1] Rk.'
vgi = Bp ipg * Qg Ty 3¢ *z ™K' Tdt
k'=1
q
S .
dig., dm. .,
+ (m 514 i *J )
ij' dt sj' dt
it

Les dg courants du stator et les a4 courants du rotor sont solutions de :

d
NSRS S[AR Bl + ] o] + D] (o] + [o¥ 1]
dIR

dI, dIg g
] = RIL] + Dl [ + b 5 + Bel [ + 25 (1]

IT - COMPOSANTES RELATIVES DE Y.H. KU GENERALISEES. APPLICATIONS

Considérons une matrice circulante d'ordre q de la forme :

ABC--.-‘.!-.-;-Q
QAB...:QQ.-.-..P
CDE.OD.I.....'.B
BCD'....I.D.OI.A

Divers auteurs ont déterminé 1'équation caractéristique associée i cette

matrice carrée |16]|106|. De la connaissance des valeurs propres, on déduit celle des

vecteurs propres. Ce calcul conduit & la définition de la matrice de C.L., FORTESCUE

d'ordre q. Si on la modifie pour garder 1l'invariance de la puissance, elle s'écrit :

1 1 1
i 2n(q=1)/q i 2n/q
1 e sess s e

| i 2.2n(q-1)/q 21 2m/q
[Fq] "7q- 1 e - Pesasersns s e

ifzﬂ(q-w(q*.l)/q (q-1Di 2m/q

1 e LRCI RIS SN S ) e
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Mais ainsi que 1l'ont montré M. POLOUJADOFF et Th. BARTON |81] la
matrice de Fortescue d'ordre q n'est qu'un cas particulier de la matrice de
passage trés générale définieign multipliant chaque vecteur propre par un

nombre complexe de la forme e ' de module égal & 1'unité,.

o,  i¢, it
e e ® 0 & 868 00 88588 s 0 s e
. . . 21 . .
) ld)] 1¢2 1—CI'—(q—]) i¢ 1..2.'.1
7q_. e e e s 4000000000840 e qeq
0:.0..ooo:o‘o.’r'étuoll.é.oo.a.c-to.olcoobul.anol:'o.oo"ot.-
1¢1 id, L—l(q—l) i¢ igﬂfq-l)
e’ e “ed Cesevaenesasnsas e T4

les quantités ¢], ¢2, ooy ¢q étant quelconques et pouvant &tre en particulier

des fonctions du temps.

Pour 1'étude des composantes relatives d'ordre q, il suffira de

choisir convenablement les fonctions ¢1, ¢2, coey ¢

Dans une étude précédente |85| nous avons montre que l'utilisation

des fonctions :

permettait de simplifier considérablement 1'&tude de la machine qg X qR>phasée.

Ce choix permet de définir les composantes relatives de Y.H. KU généralisées

X0y

1 e_le 1 "8 9 04 8 600 e s 8Py ele
.27 .27 A
i——(q-1) _. i=—(q-2) N

l e q e 16 e q " g P S0 8 6B s 4 s 08B ele q

k (9o =
e, (0]

.2 N2 .2 2w
%=1 _,, 1§(q-2) CRab ip ig(ah

1 e 4 e e T - e

Effectuons dans les équations matricielles (])les changements de varia-

bles suivants :

] = Dgslles] 5 [l = Fgsllosl 5 [l = [l Meg] et el = gpl [feal
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Ces équations matricielles s'écrivent alors :

[Fos] Vsl = Rl [Fygl [T gl + Dl [ (gl 16101

+

' ] Bt [Foed [Tl ] + Ditged [t [ g [T gl ]
S k)
dt qR ck

-+

o Fod = (Rl ol (el * Drgd (5 (Rl [1 ]

+

] Bt [ (o] + D) 3¢ 1 (1,610

+

d S ‘
o) 1]

On passe aux relatlons entre les composantes en prémultipliant la pre-
miére équation par LF é] , la seconde par [K ﬁ] . Lors des derivations des
produits de matrices on doit remarquer que si [F é] et EFqS] sont formés de
termes constants il n'en est pas de méme de [k R] et [qu] qui contiennent

des termes fonctions du temps.

d1 -
(g] [Teg] * SR R I
41 .M
v Pl ™! Dl Rl B + (sl o] Kqrl [Tl

[V c S]

) Vol = el T * @@[ Kl | el 2 o)
d1
¢ Kl [MRJLd—J el * [Kerl ' P'p] Rorl o]
- dI 4
e gl sl Fosl (2] * Kl o [l (1]

Examinons un 4 un les divers termes du systéme (2)
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2.3.1, Termes de 1'expression dé'[y,sl

Notons tout d'abord que [:RS] est une matrice diagonale égale 3 Rg [].
I1 en est de méme de [fg] = (Lg - MS) [].

a) Simplification de Elué] = [FqS]—I [M'S] I:Fqu
- le terme général de [FqS]-] [M'S'] est :

I5 120(5-1) (k-1)

M q

S S 2m
0., = e : cos (k = 1)—
i 7-_qs§ O

k=1
c'est-d~-dire aprés passage 3 la forme exponentielle complexe

i§1{5+1—1+<k-1)j}

q
M S
o = S{ZeS
il = /g
S k=1

A5 32T (k=1) (5-2)=1+1}
g

+Ze }

k=1
L2T .,
i=—(j+1=-1) .. .
i _ MS e qg elZTTJ -1
il 2 s i-zl_]
g
e -1
i§ﬂ<1—1)
v o S 12m(j-2) 3
2,
i=2(3-2)
g
e -1

%91 F 27qs'qs € =3 v 4 ¢
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2T
M 1——{qs+1 1) M la—(l—l)
qd = 2748 g ) s ©
- le terme général de Bﬂ'sj s'écrit :
B1n = L %1k Yin
Seules deux séries de termes peuvent exister B2m’ Bq . On obtient
dg y i200c-1) 12 (qgmme 1) (k- 1)
_Z 1 s — . s
B = —_— =V q e e
2m Vg 2 )
k=1
q L2T . \
S i=—(k=1) (q,—m*+2) i2m(q—m+2)
S el T e o
2 | 2 2m .
k=1 i=—(q.m+2)
, qg S
e -1

Tous ces termes sont nuls sauf celul correspondant 3 m = 2 qui vaut :

g
By =7 Mg
M 12n(qs-m)
De méme R = 5 >
igm i=—(q,-m)
qg S
e -1

Tous ces termes sont nuls sauf celui correspondant & m = dg qui vaut

g
d =5 Mg

B
dg

d'oll 1'expression de la matrice BMS]
0

1
0

/
o O ©
o o O

000 . I
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b) Simplification de [Fql I: J[K _J et de |-F SJ—II:MSR][ ]

- La matrice |_F ]_I[ It ]a méme expression que dt{ [F S] [MSR:I}

En effet la matrice rF :I n'est formée que de constants.

Le terme général du produit [FqS]-IEMSR] est :

as i§3<5—1><k—1>
1 s
0., = Z e M cos(6+(1- 1)—-— - (k~ 1)
Jl = 7qs dp dg
c'est-a-dire :
1—(k-1)(3 2) s %’Uk 1)

Q
|

jl—ﬁ_{z : +Z e_id-e S }

en posant o = 6 + (1—1).%1.
R

Nous obtenons aprés sommation :

M io e127r(3—2) = 1 -iq e121TJ ~ 1
. =7 {e 5 e mm—mm— }
] 15 i=2(5-2) 120
q q
S S
e -1 e -1

Ces termes sont nuls sauf ceux relatifs 3 j = 2 et j = dg qui valent :

eia et o =2 e_ia
s qgl 2 s

:vtg

21
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Cette expression est nulle sauf pour m = 2. Dans ce cas ¢m = - 0 et Gyp vaut :

M i
%273 \/qs dg 1w

De méme tous les termes de o q Seront nuls sauf celui correspondant a3 m = AR
S
M / .
o = - — Qe 9y 1W
4g dp 2 \J S 'R
~-dK R
D'une maniére analogue, puisque L dg }a pour expression :
0 - o . o e
i%l(qR-l) . . i%l
- i
0 -e 18 e R 0 0 e 8 e X
iw' ’ .
;qR .
. 2T 2 : .2m
i—(q,-1) . 1—(q,~1)
-ip 9% R ig dg X
0 -e e 0 0 e e
; L
Seuls peuvent exister dans le produit LFqS][MSle}Ht ] de terme général ajl
que les termes o et o s O et a . . Des calculs conduits d'une maniére
22 2qR qSZ 959,
analogue conduisent 3 :
=X mn -
%o T 73 \V/qs g 1w “2q, 0
a =0 o = L-\w q iw'
qSZ quR 2 s g

de sorte que :
dM dK
ool o [Kal + [Fysl ™ Diggl [0 = [o]

c) Simplification de [FqS]—][:MSR] [KqR:I

Seuls les termes o, et o sont non nuls a priori compte tenu de

2m gqSm

. -1 . .
|
1'expression de,[FqS] Dﬂsﬁ]. Un calcul identique montre que seuls Y, et

a ne sont pas nuls et l'on obtient :
qgdp



[0 0 o . 0
o 1 0o 0

-1 M .
[Fqu M ] [KqR] =5 \/agagl0 O 0 . 0
o o0 0 . I

2.3.2. Termes de 1'expression de [V pl

Notons d'abord que [RR] et Ef;] sont des matrices diagonales
[Ry] = Rp[1]
] = (g - 1) [1]
a) Simplification de [-_KqR]_]D\ ][_ :|
Puisque [X ] = (LR - MR)[l] nous obtenons :
-1 -quR
[kea) DR][d ] = @ = K] [

Dans ce cas, seuls les termes a a0 ot aqu ne sont pas nuls a priori et un

calcul rapide conduit 3 : B
0 0 0 . 0

[KqR]_lD\][ Bl =dw' g-M) |0 0 0

I <
b) Simplification de [K ¢] e ] =2

dK

Comme la matrice ] ne comporte que deux colonnes et que le
terme général de la matrice EM' ] est m'" i MR cos(i- J)a—, le terme général
du produit DU ] E—JLJ ne comportera que deux séries de termes non nuls.

-1._(m-l)

2o — -is IR -
q, € e iw
\/ R 2T
iZ— (m=1)

2
Mr is IR .
OmgR = e e iw

de sorte que seuls deux termes ne seront pas nuls dans le produit

l:KqR]"l [MVRI[d.ég} qui se réduit & : |

o‘m2 -



2

. . o . -1
¢) Simplification de B<qR] [M'R] [qu.[ :

d
Kol ] (]

Ces expressions se simplifient de la méme maniére et

e Bl B =

el Bl Bl =

d
[KqR]—i[iM[é_S] [FqS] = 1w \/

MR 1w’

\ 0

.......................

] Bl ol

95 9 7

conduisent 3 :

0 0
0 1 0
0 0
0 0 0 1
0 0 . 0
0 1 ‘ 0
o )
= i 0
g g 7| © 0
0 0 0 ]
0 .
-1
0
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. -t e R - o o o s o Gt AR M e

Ves1

Ves3

000 .0
010°0
000 .0

\o 00 .1

et pour les quantité&s rotoriques :

!chl ’] 00
VCR2 010
VCR3 = RR 001
A 00O

chR

+ iw'(LR -

LeR1
lcR2
1cR3

e s 002

lchR

0 00
0-10

g
+ 5o M0 00

CRCRC NI

0 00

+ (LR - MR)
v 0 LeR1
. tcR2
. 1cR3
o lchR

\[q q
S R
+ M 5

100 . O\ {d1c51/dt
010.0 d1C52/dt
001.0 d1c53/dt
\o 00:1 d1csqs/dt
000, diCRl/dt
010 . dlch/dt
000.0 dlCR3/dt
000 : 1 di /dt
chR
100, 0 diCRI/dt
010,0 dich/dt
001 ,0 dicR3/dt
* & .0..‘ ¢ 8 & p b o 88
000 : 1 dlchR/dt
000, 0 diCRl/dt
MR 010 ‘ 0 dlch/dt
* 5 ag 000, 0 dlcR3/dt
000, 1 dlCRqR/dt
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000.0 dlcSI/dt 0O 00.0 Lsi

010°0 dlcsz/dt 0-10"'0 igy

M . . M., . .
+TZ\/ ag 000 . 0| [di_g,/de |+ iw \/ ag 9/ 0 00 . 0| i g,

. ’
¢« s s PP LI N I PR S R S A ') LRI
. .

lo 00 . 1] |d /dt 0 00 .1 i

cSq

icSqS
2.5, Eguations simplifiées_de_la_machine_g¢_X_gp_phasée

En developpant les relations matricielles précédentes, nous obtenons :

. d .
= r £ = -
V.si RS 1gi +é£ S gt Legy Ppour 1 1, 3, 4, +.u, dq 1
. §F . M d .
= — + — —
Ves2 RS tes2 * s dt ‘cs2 2 95 9R gt ‘cr2

d .
v =R, i -+é€ — i M\ / —d .
cSqS S chqS S dt cSqS + 5 dg qR it 1CRqR

avecx'S = Lo - Mg et ‘YS =X'S + 1/2 qg Mg

. d . . _
VR = RR g +;f'R,EE i gy Ppour 1= 1, 3, 4, «v4y dp 1
d . M d .
_ _ it . a =2 -
VeR2 T (RR Lw ;fR)lcRZ +;{; dt lcR2 * 2 \/ ds qR dt lcSZ
D S\
e 9 9R ‘es2

v - oy . L 4 M d .
cRqp = (Rp + 1w ;fg) “erqy TR T *eRay "7V % %Roar Tesqg
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Ces équations constituent les équations simplifiées de la machine
qg ¥ 4p phasée par l'utilisation des composantes de Y.H. KU généralisées et

rapportées 3 un systémes d'axes de référence fictifs 1iés au stator. On constate

qu'il y a :

- qg - 2 composantes découplées au stator,

- dp - 2 composantes découplées au rotor,

- deux systémes de composantes couplées (icsz, icRZ) et (icSqS’
ichR)'

o d . M d .
Ves2 T Rs Tes2 +éf2 at tes2 T2 \V/'qs IR dt *er2

. . d
v = ( - 1w';f )1 +;£ . M d .
cr2 © R R77eR2 R 1ogy T3 95 9 Jt es2

et

: ¥4 . M d .
= — + —— o
Vesag T s tesag TS @ Yesag T7T\/ 95 TG ferqy

d . M d .
+Qz;'EE lchR 2 \v/ 9s 9g dt lcSqS

O L W AP
2 S °R cSqS

Les deux systémes d'&quations étant de plus conjugués 1'un de

(RR + iw';f;)ich

<
]

chR R

1'autre, il ne sera donc nécessaire que d'en étudier un seul. Les équations
différentielles étant a coefficients constants la résolution pourra s'ef-

fectuer par les méthodes classiques de l'analyse.

Signalons qu'une étude analogue a été réalisée pour la machine

synchrone généralisée au moyen de diverses composantes tant symétriques que

relatives |107



DEUXIEME PARTIE

- APPLICATION AU MOTEUR ASYNCHRONE
ALIMENTE PAR LES SIGNAUX DE

L'ELECTRONIQUE DE PUISSANCE



CHAPITRE I

L'ELECTRONIQUE DE PUISSANCE ET LA VARIATION DE VITESSE DU MOTEUR ASYNCHRONE

L'Electronique de Puissance a vu se développer son champ d'appli-
cation avec 1'introducpion vers 1957 du redresseur contrdlé au silicium com-
munément appelé ﬁhyristor.

Notons que de nombreux montages avaient déja &té &tudiés et mis
au point soit avec des thyratrons ou des redresseurs & vapeur de mercure

|108], soit avec des amplificateurs magnétiques.

Un des domaines privilégiés d'application des thyristors est la
varitation de vitesse des machines Electriques. Ils ont en effet permis de
remplacer ou de compléter les nombreuses solutions purement "éléctrotech—
niques'" qui avaient 8té proposées depuis le début du siécle :

- machines alternatives i collecteur,

- machines i courant continu aliment€es sous tension variable par
un groupe convertisseur : montages Ward-Léonard, Ilgner,

- machines 3 courant alternatif 3 bagues avec récupération par
d'autres machines de la puissance de glissement : systémes Kraemer, Scherbius.

Ces dispositifs ont permis de réaliser dans d'excellentes conditions
les entrainements & vitesse variable nécessaires dans les industries les
plus diverses.

L'augmentation des puissances unitaires, la necessité de régulations
de plus en plus élaborées et la réduction des temps de réponse d'une part,
la possibilitéd de réduire les investissements et les colits d'exploitation
d'autre part, ont conduit -3 n'utiliser les machines que pour remplir la fonc-
tion qu'elles peuvent seules assurer, la conversion électro-mécanique. On a
cherché 3 réaliser par des équipements statiques les modifications de la pré-

sentation de 1'énergie électrique,

On a tout d'abord utilisé la machine d courant continu associée a
un convertisseur statique réversible ou non |109|, lui m@me alimenté par le
réseau alternatif industriel, Cette solution est de nos jours encore la plus

employée. La variation de vitesse s'obtient par variation de la tension



appliquée a 1'induit au moyen de ponts redresseurs soit mixtes (variateurs
non réversibles), soit tout thyristors (variateurs réversibles). L'utilisa-
tion d'un asservissement de vitesse permet des réglages précis et la gamme
de vitesse que 1'on peut obtenir est trés étendue.

Néanmoins la machine & courant continu présente le désavantage
de nécessiter un collecteur qui limite :

- la tension nominale de la machine,

- le courant qu'elle peut absorber,

- la vitesse périphérique.

I1 ne faut pas exagérer ces difficultés et 1l'utilisation préfé-
rentielle de ce type de variateur montre que ses limites ne sont atteintes
que dans les cas :

- des trés fortes puissances,

- des trés grandes vitesses de rotation.

De par sa conception plus rustique, le moteur asynchrone 4 cage
d'écureuil semble &tre le concurrent le plus sérieux du moteur i courant
continu. Il est en effet beaucoup moins cher, 1l ne présente ni 1'inconvé-
nient du collecteur, ni méme celuli des bagues. Mais on ne peut faire varier
sa vitesse dans de bonnes conditions de rendement que par variation de la
fréquence des tensions d'alimentation grdce & l'utilisation d'un convertis-
seur.

A partir du réseau industriel, on peut utiliser :

- soit un convertisseur direct de fréquence ou montage cycloconvertis-
seur | 110} ]111]]|112]

- soit un convertisseur indirect de fréquence 3 étage intermédiaire

4 courant continu ]1]3,!1]4))115

»

Ces dispositifs avaient soulevé de grandes espérances au milieu des
années 60 mais ils n'ont pas donné lieu au développement massif prévu.

Pour les convertisseurs directs oG les commutations forcées sont
assurées par le réseau, cela semble tenir au grand nombre de redresseurs
nécessaires, i la complexité de la commande et 3 la possiblité de n'obtenir
des signaux convenables que lorsque les tensions de sortie ont une fréquence

nettement inférieure 3 celle du réseau,



Pour les convertisseurs indirects, c'est le colit des auxiliaires a
ajouter pour obtenir les commutations forcées qui s'est révélé tré&s important.

Progressivement les constructeurs semblent se ranger X 1'idée énon-
cée par H. STEMMLER |116| dés 1967 selon laquelle ces dispositifs resteront
limités soit aux trés fortes puissances, soit aux trés grandes vitesses, soit
aux trés faibles, soit & 1'alimentation d'un ensemble de machines électriques,
soit évidemment au cas ol tout contact glissant doit &tre exclu. Cette diver-
sité des domaines d'applications montre en outre que la possibilité d'une solu-

tion unique doit etre exclue.

Le probléme se complique du fait des possibilités que présente le

moteur synchrone alimenté & fréquence variable | 1 |]157 . I1 peut assurer
lui méme les commutations forcées grice aux forces électromotrices qu'il dé-
veloppe. L'excitation peut &tre obtenue par un ensemble alternateur auxili=-
aire-diodes, ce qui supprime tout contact glissant.

L'électronique de puissance semble actuellement marquée par un temps
de réflexion et 1'on voit apparaitre les premiéres tentatives de synthése
basées sur 1'approfondissement des comparaisons entre les divers montages
proposés l117||118l.

Aussi nous semble-t-il intéressant de rappeler ce qu'on attend de

.

1'ensemble formé par le moteur & courant alternatif et le convertisseur qui

1'alimente |119

Pour le moteur : I1 doit 8tre robuste, sUr, sans contact glissant

et présenter un bon rendement. Il doit pouvoir délivrer son couple maximum

3 toutes les vitesses et doit posséder un bon facteur de puissance.

Pour le convertisseur : Il doit délivrer un systéme de tensions

tr iphasées dont 1'amplitude puisse etre modifiée en méme temps que la fré-
quence de maniére i maintenir dans la machine une induction sensiblement
constante. Le résidu harmonique de la tension de sortie doit &tre faible

car la présence d'harmoniques augmente les pertes et fait apparaitre des

harmoniques de couple l]20 . Le facteur de puissance i !'entrée du convertis-
seur doit &8tre bon et les courants harmoniques injectés sur le réseau d'alimenta-

tion doivent étre réduits.
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Dans 1'étude du moteur asynchrone alimenté par les signaux de
1'électronique de puissance qui suit, nous nous intéresserons principalement
aux convertisseurs de fréquence i étage intermédiaire a courant continu. Ces
dispositifs nécessitent des auxiliaires de commutation forcée. De trés nom-
breux schémas ont &té& proposés mais tous utilisent des capacités pour appli-
quer une tension inverse aux bornes des thyristors 3 bloquer. Ces convertis-
seurs, pour lesquels nous supposerons nulle la durée de commutation, permet-
tent :

- soit d'imposer aux bornes des phases une tension de forme conve-
nable, ce sont lés onduleurs de tension (VSI),

- soit d'imposer dans une phase un courant de forme convenable,
ce sont les onduleurs de courant (CSI).

Avant d'envisager 1'étude analytique de comportement de la machine
asynchrone alimentée par de tels signaux, il convient d'examiner quelles sont
les formes d'onde utilisées, puis d'étudier le régime libre d'un moteur
asynchrone, régime libre que 1l'on retrouvera quel que soit le type d'alimen-

t ation de tension,
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CHAPITRE I1

ONDES DELIVREES PAR LES CONVERTISSEURS STATIQUES

Les ondes délivrées par les convertisseurs statiques doivent pré-
senter les deux caractéristiques suivantes

- constituer une approximation aussi bonne que possible de la
sinusoide car les harmoniques produisent des effets nuisibles,

- présenter un fondamental de fréquence désirée dont on puisse
faire varier l'amplitude de fagon continue.
Le probléme est technologiquement difficile & résoudre et c'est pour avoir
voulu trop bien répondre & cette double contrainte que certains variateurs

de vitesse pour moteur asynchrone se sont révélés trop onéreux.

Deux procédés de génération de forme d'onde approximant la sinu-

soide sont, actuellement employés

- découpage d'une tension continue par 1'utilisation du procédé dit de

modulation de largeur des impulsions (PWM dans la littérature anglo-

saxonne) ]]30 . On peut ainsi obtenir des formes d'onde pour lesquelles
les premiers harmoniques soient nuls, ou ont une valeur faible par rap-
port au fondamental. Ce procédé peut par exemple &tre utilisé dans les

alimentations de secours de maniére a4 obtenir une forme d'onde pure, ce

/'y VS

" L -
k3 T 3x °
2 ‘
2 8U§
'lff

FIGURE 11|
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qul facilite le filtrage car les harmoniques restants sont alors d'ordre

éleve,
- synthétisation d'une onde quasti sinusofdale soit par paliers d'amplitudes

lVS

AE g

|

FIGURE 12

ne différant que d'une constante AE mais de durée variable (alternance posi-
tive de la figure 12), soit par des paliers d'amplitudes variables mais de

durée fixe T' (alternance négative de la figure 12),

Nous considérerons ici comme paramétre caractéristique d'une onde

le résidu harmonique o rapporté 3 la valeur efficace du fondamental défini

par

étant la valeur efficace de l'onde considérée,
la valeur efficace de son fondamental,

la valeur efficace de l'harmonique de rang K.
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I - MODULATION DE LARGEUR DES IMPULSIONS, PROCEDES DE MODULATION

La modulation de largeur d'impulsions consiste i découper le signal
continu en un certain nombre d'impulsions bistables ou tristables de largeur

variable.
I.1, Onduleurs utilisés

T o - -

Ces impulsions peuvent &tre obtenues & partir de 1'un des deux

schémas de principe suivant

a) Impulsions tristables

Elles sont obtenues par le montage de principe suivant (fig.13)

/51 j /53
—_—
E "1:'

\'
S /s
/s .

FIGURE 13

dans lequel Sl = §Z et S3 = §Z, les interrupteurs Si représentant le thyristor

‘muni de son dispositif d'extinction et de sa diode de récupération.
Le tableau de vérité d'un tel dispositif se réduit aux quatre cas

suivants compte tenu des remarques précédentes
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1
5, S, S, 5, v
1

1o 1 0 0
1 0 0 1 E
0 ! 1 0 -E
o | 1 o 1 0

i |

!

un tel systéme est appelé onduleur en pont et il permet de générer des
formes d'onde de pulsation fondamentale w ayant 1'allure représentée sur

la figure 14 :

2n ]

> 2

FIGURE 14
b) Impulsions bistables

Elles sont obtenues & l'aide d'onduleur i point milieu soit cOté

sortie, soit cBté entrée (figure 15)
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E .
T i 3
-—
_ —
E = Y /
T
52
FIGURE 15
Ici S1 =3 .
= -E. Un tel montage permet de générer

=O,V"

[[I 3}

Lorsque S] I, v= E ; lorsque S1
des signaux dont la forme d'onde a 1l'allure représentée sur la figure 16.

ve §
°E
n 2o
- E : .
ﬁ:1 ﬁ:O S1 =1 5*:0 S:‘l §=O§:1 ﬁ: 0 51=1 51:0

FIGURE 16
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Le nombre d'impulsions est variable et dépend dé la qualité de
1'onde souhaitée. La largeur des impulsions est

- soit déterminée une fois pour toute lorsque 1'on désire éliminer
certains harmoniques,

-~ soit obtenue par modification de la profondeur de modulation des
impulsions qui s'effectue par la variation de l'amplitude de 1'onde de réfé-
rence (rectangulaire, trapézoidale ou sinusoidale) qui est superposée i une
porteuse généralement triangulaire.

Le nombre d'impulsions par période dépend de la fréquence de commu-
tation de 1l'onduleur. Pour des dispositifs devant avoir une gamme &tendue de
variation de fréquence, on péut prévoir plusieurs fonctions de modulation et

les commuter.

- . - n - — . - 0 B et e W v o B

Considérons les ondes de la figure 17 correspondant & un nombre n'

pair ou impair d'impulsions par alternance.

Av |
E |
|
' 2[1: 4
| v O
WY 8 6; 6, & | no
E -+
A
' 2[101 = 5
|
= 0
e 6 6 6 o | X

FIGURE 17
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- S n' est pailr et égal a 2 n

Compte tenu de la symétrie de 1'onde considérée sa valeur efficace

est donnée par :

%, sy Hon
v2 = %ﬁ { L? de + g2 do + vee g2 de}
B ! B e
donc
rr o o
'/ B
)
VE=E T Z T
i=1

et 1'amplitude de 1'harmonique de rang (2K+1) est donné par :

9, 94 Y20
8 o . o -
Voerpm = oyl e E sin(2K+1)6 d6 + . E sin(2K+1)6 d6 + ... + L E sin(2K+1)6 d6}
1 3 J 2n=1
n
v 8 B Z (cos(2K+1)6,. . = cos(2K+1)8,.)
2K+1’m ™ 2K+1 2i~] 21
=i

d'od sa valeur efficace

n
_2/2 E 2: - :
V2K+1 = T TR - (cos(2K+1)82i“] cos(2K+])82?

- 57 n' est impair et égal & 2n+l

Les relations précédentes restent valables & condition de remplacer

il
n par,n+l et de poser 62n+2 =3
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On peut profiter du choix arbitraire des 6, pour €limirer par exemple

1'harmonique de rang (2K+1). Il suffit de choisir les ei tels que :
n

z: (cos(2p + 1) 62i_] - cos(2p +1)621) = 0
i=1

De sorte qu'avec 2n degrés de liberté, il est possible de se fixer
2n contraintes. Généralement les équations obtenues sont non linéaires et doivent
atre résolues numériquement. [121]]122].

Ainsi dans le cas 2n = 2, si l'on désire &liminer les harmoniques

de rang 5 et 7, il suffira de choisir :

6, = 15,4226°
6, = 87,3949°
Dans le cas 2n + 1 = 5, g1 1'on désire é&liminer les harmoniques

de rang 5, 7, 11, 13 et 17, i1 suffira de choisir :

o, = 11,3490° 9y = 34,8708°
8, = 17,2616 8, = 37,2567
93 = 23,8017°

= - o - S e A i - A " S - e o e T B G R e o e e S T e e el e s s

,Stables

Généralement dans les onduleurs alimentant des moteurs asynchrones
on ne réalise pas 1'élimination d'un certain nombre d'harmoniques déterminés & 1'a-

vance mais on utilise pour déterminer les 8, la technique de la modulation.

1.3.1. Modulation par signaux triangulaires et référence rectangulaire

L'onde modulatrice est triangulaire, unidirectionnelle, d'amplitude
Em et de fréquence (2n + 1) fois celle de 1'onde de référence rectangulaire d'ampli-
tude E_ (figure 18). |124]|125

On régle la valeur de la temsion v par action sur Er'
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4
Ern
r
C]
n
Vv A
99707
A A 9 g g .
eﬁ4 e2i E
FIGURE 18
La valeur efficace de v est donnée par :
E
i r
{m Z-g) !
V2=%—T-{n - EZ do + E% 48
- - m 1 <L T
i 77 I B 20w

soit, aprés simplifications

L'amplitude de 1'harmonique de rang (2K+1) est donnée par :

PR —:
2n + 1 2(2n+1) Em

m(i+1) ﬂ Er m
n-1 [2n + 1  2(2n+l1) E_ 2
; _4 Z E sin(2K+1)6 do + E sin(2K+1)6 do}
2K+1, m 27 E nm T Y

ol | 2(Zn+1) B
m

On obtient aprés sommations et simplifications détaillées dans

.

1'Annexe 7 :

. gin 2K+l _ 5T
v - 2/2 E ' 2n+1 E "2
2K+ 1 T 2K+1 ; 2K+1 T

s1in
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Lorsque le nombre d'impulsions est élevé, en remplacant les sinus

par le premier terme de leur développement limité, on obtient :

- E
272 E r
V2K+] ## T 2K+1 (1 E )
m
V]
de sorte que l'on peut réaliser simplement la commande‘f— = constante en jouant sur

le niveau de la référence Er'

L'erreur relative commise sur le fondamental par cette approximation

E
{ R S L - £
AV sin  ( Em) In+1 (1 Em)
'—v-l"z = 100 Er
(1 ""E"‘)
m

reste faible méme lorsque le nombre d'impulsions par alternance est faihle. Dés
que n = 7 1l'erreur relative ne dépasse pas 1%, ce qui est tout 3 fait convenable

comparativement a4 la précision des déclenchements.

Le résidu harmonique p est donné par :

,

s sin’  me—e
9
\// v2 g 2 ‘_ . , 2(2n+1)
= 1-— = ‘J} (1 — __I;.) l. — 1
0 v E’ 8 E
1 \/ m . 2 M (1 - _5)
¢ sin 2(2n+1) E_

Méme pour n égal & 3, les courbes (figure 19) donnant p en fonction
de Er/Em sont peu différentes de celle qu'on obtiendrait pour n infini. On voit
que p est trés important et croit, tendant vers l'infini, lorsque le rapport ErfEm
“tend vers 1.

Ce type de modulation permet de faire varier de fagcon simple la va-
leur efficace du fondamental car la commande est sensiblement linéaire méme pour
un faible nombre d'impulsions par demi-période. Par contre 'e¢ résidu harmonique

de ce type de modulation est trés important.
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2o% dp%
E

FIGURE 19

1.3.2. Modulation par des signaux triangulaires et référence en gradins |126]

B. MOKRITSKY |123| et J.J. POLLACK |127| utilisent une modulation
pour laquelle la largeur des impulsions est déterminée par les intersections d'une
sinusoide approximée par 2n+] paliers d'égale largeur avec 2n+! signaux triangu-
laires d'amplitude Em pour chaque alternance de v (figure 20). La largeur des
impulsions est alors proportionnelle a 1'aire de la sinusoidale qu'elle approxime.
- L'aire de cette portion de sinusoide est (figure 21)

6

23
U&. = l sin 6 do =

i 3 ; = cos 62i-1 - cos 62i
2i-1

Pour 1'impulsion centrale, dans le cas d'un nombre impair d'impulsions
par alternance, on obtient :

T
Q& 2
=2 sin 6 d6 = 2

D
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m |

i T

k,Er |

ki Ey II
I b]

4 |

l
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0477
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FIGURE 20

L

i
o
l
I

211 2o O

FIGURE 21

Si 1'on choisit le coefficient de proport+tonnalité de sorte

que l'aire dk soit égale a 1'unité, on obtient alors :

. _9%1 ) 1 - cos TS

1
d£n+1 2 cos

. ki
, = sin ————nr
nmw 2(2n+1)

2n+1
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ki il
« okp  COS Ty T C08 o iy
2k - o 2{2n+1)
“~ +1 . N .
n 2 cos ot
COS (n-Dn cos L
K =\kn - SEE o ' 2n+l sin i
n &k nn 2(2n+1)
n+1 L
2 Fos 5T
= 1
Kn+1 .

ro

0,809 018

.,\\

. K ,

o

\.

2n+ 1] \‘\
3
5
- —
[ 7
9

~ Chaque impulsion est

6

]

0,173 647

0,623 490

0,500 000

0,900 968 |

0,766

TABLEAU I1

_on(2i+1y i
21+1 2(2n+1) 2(2n+1)

- q(2i+1) m
2i+%  2(2n+1) 2(2n+1)

o
E

L
E

=

E
T

E
m

centrée sur un multiple

043 (0,939

impair de

e

691

e
2(2n+1)°

On obtient
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La valeur efficace de 1'harmonique de rang (2K+1) de la tension v

est donnée par :

n—1
_2/2 _E { {cos(2K+1)9 = cos(2K+1)8 b+ cos{2K+1)6 }
' Yoi ; 2142 b on+l’

Voket = 7 2R+1

1=0
n-1
. E
2/2 _E }E: (2K+1) (2i+1) 7 (K1) T x
= kel L2 st Tt 1 7 v SYMOTHRT 2 E_ Kie
1=0
2K+1 ILr }

. m .
+ sin  (2K+1) -2' sin m 55 Koo
m

et compte tenu de la valeur des coefficients Ki+1

n-= .
~~~~~ B 1~ .
2/” (2K+1)(2i+1) n o p2K0l g Tco Lo 20k] oy
2k+1 T w 2:_ o 3 s [0 2 E_ 1000 2)J
i=o0
T ZK+1 @ Fr
+ sin (ZK+1)-§ sin 54 5T }
En particulier le fondamental a pour valeur :
n-1 B
v, = 202 E {2 sin il sinli-——ﬂF—- —= sin (Zlil)“]
1 T ) 2(20+ 1) E_ 2n+172
i=o
R i Ty
S 7(2n+1) E
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On peut alors remplacer les sinus par 1'approximation du premier

ordre :
n~-1 . i g
v =225 0 T T2 Q@D 7
1 T 2(2n+1) Em_ 2n+l1 2 2(2n+1) E
i=o0 m
On obtient aprés simplifications
g 227 o 1l
1 i 4 E
m
Dans ce cas encore la commande est linéaire.
\
La figure 22 montre d'abord comment &volue le rapport /= en fonction
V.
1o $pPo
— %o [T
E
100 <
80 -
2n+1 = oo
7 2n+1 =3
60 4
404
204 2n+l =3
= 2n01 =7
CEr
Eﬂ\

FIGURE 22
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E

T 5 % 3 -
de-E—-pour n infini. La comparaison avec la courbe tracée pour 2n+l1 = 3 montre que

m . ; ;
1'approximation sur V] est bonne quelque soit n.
Les coErbes de cette figure montrent comment évolue le résidu harmo-
; : r P £ . _ ~
nique en fonction de —=. Comme précédemment ce résidu harmonique a une valeur élevée,

E
et crolt quand le fondamental diminue.

1.3.3. Modulation par signaux triangulaires et référence sinusoidale

Parmi les signaux de référence utilisés, la sinusoide est considérée
par divers auteurs |128||129| comme celui conduisant au taux d'harmonique le plus

réduilt.

I\/ o
vg § |
L H2E
eée e el//[ x ¢

FIGURE 23

La largeur des impulsions de sortie (figure 23) ne demeure pas
constante et la détermination des Gi ne peut s'effectuer de maniére analytique.

Nous proposons ci-dessous une méthode permettant de déterminer
avec une assez bonne précision ces différents angles de commutation méme lorsque

le nombre (2n+1) de triangles par alternance est faible.



a) Détermination des angles ©. lorsque 1 est impailr (figure 24)

o D
-]
2(2n+1) 2%2n+1)  2(2n+1)
FIGURE 24

' ’ : in L+,
L'angle 6i est alors compris entre 2(2n+1) et 2(2n+1)

L'équation de la droite D a pour équation

- 2£ZEi12E x + (i+1)E
m m m

- P R S .
= 0 + (1+2) 2t 1) nous obtenons

Pour x = 0.
1

L y _ _ 2(2n+1D) 1
Er 81n(9 + OL(l)) ”—T—‘Em(e) + -Z'Em

oN g 1 kil
avec a(1) = (i + Z)EZE;:TS

d'oli, en développant et en confondant sin 6 avec 0 et cos 6 avec |

o = 2
2(2n+1)E
o

1, . .
) .
hm . sin (1)

+ E cos a(l)
m r
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ce qui donne

E
1 r . .
5~ sin a(i)
_ . m
ei = a(l) + 5
Eﬁggil) + - cos o (1)
m Em

b) Détermination des angles 0, lorsque 7 est pair
On posera comme précédemment : ei =0 + a(i)

L'équation de la droite D' est alors :

-2ty g
™ m
!
D 0
———

L o. (i+n)T

s _
2( ;nn) (“';')z(znn) bo2(2nst)

FIGURE 25

Pour x = 9 + a(i) nous obtenons

. . 2(2n+1) 1
B + o = o= 7 -
E_ sin( (i) B _ 5E_
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c'est-d-dire en développant

E |
E; sin a(i) - 7
g = B
9
:izgill - Ez»cos o (1)
m
soit finalement
E
1 r . 3 m
i} 2 " E_ O O U TerTe))
Soger = (24D Smmn T T 5
T Em 27 2(2n+1)
E 5 1
r . T
5 7 £, (K3 5D 3
Sokez = (KD s * 5
2522112 - % cos (2K+§) —_—
T o 27 2(2n+1)

La figure 26 montre comment évolue les
les premiéres valeurs du nombre 2n+1 de triangles par
La figure 27 montre que la valeur effi

varie peu avec le nombre (2n+1) de triangles de modul

différents angles Bi pour
alterna .

ernance V]
cace relative-ﬁ* du fondamental

ation et que la commande est

sensiblement ligéaire. Cette méme figure montre comment &volue le résidu harmonique

. r P oo . P .
en fonction de T Comme précédemment ce résidu harmonique est &levé lorsque la

valeur du fondamental devient faible.

I.3.4. Comparaison des modes de modulation

Les courbes des figures 19, 22, 27 donnent

Vl/E = f(Er/Em)

et le résidu harmonique p g(Er/Em)
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2n01 = 3
&
Em
,9
90+ 6,
%01
704
60 4
93 an = 5
504
6,
40+
30+
— 6,
Er
20 L ™ 12 T 4 ——
0,2 0,4 0,6 03 1 Em
TO
904 9
80"
704
85
60+ e,
2n¢1 = 7
504
e
401 3
—
304 2
E
20 - - . ; -0 _r
0,2 0,4 0,6 0% 1 Em

FIGURE 26
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n
=

~n=4
n=1
Er
> Ern

FIGURE 27

dans les trois cas de modulation décrits par P.H. NAYAK et R.G. HOFT |124|. Elles
sont sensiblement identiques et montrent que les faibles valeurs du fondamental
V] sont obtenues au prix d'un résidu harmonique trés Elevé.

Nous avons pu dans les trois cas établir une expression
analytique simple des divers angles Gi de commutation et montrer que la caractéris-
tique de commande Vi/E = f(Er/Em) est trés sensiblement lindaire.

Surtout, on voit que la qualité de la tension v dépend assez peu

du nombre de crénaux par alternance.

o M o s o T e e B e e M e M At e B At v by e e e e e B o - -

Les signaux bistables ont la forme d'onde rappelée sur la figure
28,
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Vs y
E
2K e
9, e, n
=k
FIGURE 28
La valeur efficace d'un tel signal est
V =E
et la valeur efficace de 1'harmonique de rang (2K+1) calculée par :
Ul
) % % i 12
_ . B . b F i Sy 5
V2K+1 F?Z-{ ) E sin(2K+1)6 dé ) E sin(2K+1)8 do + ... + (-1) ) E sin(2K+1)6 do}
1 !
a pour valeur
- 2v2 E
V2K+1 = = 3% {1 = 2 2: (1) cos(2K+l)8i}

On peut ici encore profiter du choix arbitraire des ei

par exemple 1'harmonique de rang (2p+1). Il suffit de choisir les Gi

j — 3 z: =1 cos(2p+1)6, = 0

pour éliminer

tels que

de sorte qu'avec 2 n degrés de liberté, on peut éliminer 2n harmoniques.

D'aprés B.D. BEDFORD et R.G. HOFT |]13| pour éliminer les harmoni

ques de rang 5 et 7, il faut

{an]
il

16,2448°
= 22,0630°

@
|
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les harmoniques de rang 5, 7, 11, 13, 17, 1l faut

el = 6,7952° 64 = 34,6566°
92 = 17,2962° 95 = 35,9840°
63 = 21,0252

- O o Wt o o 504 T ot S O o ok B W b o e e b ittt e ) o  Mn r m y  T m t W ht M o o et s o e o e e -

Généralement, on ne réalise pas 1'élimination de certains harmoniques
déterminés 3 l'avance mais on utilise comme dans le cas des ondes formées d'impulsions
tristables les techniques de modulation.

Nous nous limiterons au cas d'une modulation par signaux triangu’aires

et d'une référence rectangulaire (figure 29)

A

NN

NN

]

e

©
i\\

=

FIGURE 29



Lorsqu'il y a (2n+1) alternances positives de l'onde modulatrice

(122)

par alternance positive de la référence, la droite D a pour équation :

= E

2(4n+1) «
m T

L'intersection avec y = Er a lieu pour 6 tel que :

E
) 2g4n+1)8 . it T
= 6 = " o —
TR T soit 2 E_
D'old la demi largeur d'une impulsion :
E E
o = il _ il _r_ il (1 - _g)
2(4n+1) 2(4n+1]) Em 2(4n+1) 7 Em

La valeur efficace de 1'harmonique de rang (2K+1) est donné par :

v _22 _E_
2K+ 1 I 2K+1

soit pour le fondamental :

Or :

2V2

==—=FE {1
i

-2 :(cos 9] - cos
— m S

%) T TG

5. = 57

3 T+ ©

S84 ss 00 s e 0000 o

o _ GitDTm
2i+1 2(4n+1)

T
e2n+1 ) o

M
{1-2 z: (—1)1+] cos(2K+1)ei }
-

62) + (cos 63 - cos 64) + o0l t (cos(ﬂzn_
+ (cos § - cos EOT }
In+1 27
L —
5, % G T °
- L.
% T TGy T
5 (4i+1) .

2i+2  J(4nt1

]

)

.
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. 2n-1 e2n . 2n e2n—1 i N
+ sin — sin — - 2 cos (E'— o)

<
1]

27 . in T 4 sin T in ——473)
—E{1-4sina [ S1n o ne ) tosin oy ot T osin 2(4n+1) ﬂ]

- 2-sin o }

— sin —— sin (Zo=D)m
- /. . ——:—— —-—2—-—-—-——-
V] = E%g E{1-2sina (1+2 4nt ] 2(2n+1) 1
sin
4n+1

soit aprés simplifications et remplacement de o par sa valeur

E
. i r
sin e (] = e
L2 G ) :
E 7 -2 sin cos 2(4n+1) !
4n+1
E
2v2 : , o
Lorsque EE =1, V] = E, ce qulEcorrespond au fondamental du dévelop
pement en série de Fouriér d'un créneau. Lorsque E£—= 0, V] = 0 car dans ces conditions

la fréquence du fondamental du signal obtenu est (%n+l) fois celle du signal de réfeée-

rence.

En remplacant les sinus et les cosinus par le premier terme de leur

développement limité, on obtient

Vit
E

L
T E

=

La figure 30 montre que cette approximation linaire est justifiée

méme pour les valeurs faibles de v et de n.

Le tracéd du résidu harmonique montre que celui~-ci est plus important
que lorsque l'on utilisait des signaux tristables.

Avec les autres types de modulation, on arriverait aux memes conclusious,
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FIGURE 30

IT - SYNTHETISATION D'ONDES QUASI-SINUSOIDALES

La synthétisation d'une onde sinusoidale consiste & approximer une
sinusolde par une onde formée de paliers d'amplitude égale ou non et de durée égale

ou non.

Ces formes d'ondes peuvent &tre obtenues par 1'association d'onduleurs

113

II1.1. Synthétisation par_paliers d'écarts_en_amplitude_constants_|131]|132]

L'erreur commise en approximant la sinusoide par cette fonction
en escalier (figure 31) d'amplitude 1E durant 1l'intervalle 61 < B g 6]+1 est

€141 = (NE sin 6 = 1 ., E)
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FIGURE 31

L'erreur quadratique commise par cette approximation est

N 91+1 N 61+1
= 2 = " L 2
sq Z: . € 141 de Z: . (NE sin 6 1 E)¢ de
1=0 1 1=0 1
N (6, N (Y141
sq—NzEZZ 1-c§she de+E?—Z 12 ds
l=0 “6 1=0 61
1
N f61+1
—ZNEZZl 1 sin 6 d®
1=0 ei
soit aprés simplifications
N N
= I N2E2- ZZ _2Z -a
Eq 7 N<E 2 NE cos 81 E (21 -1) 1
1=0 1=1

cette quantité Eq est une fonction de N variables 61, 62, cer By
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37ﬂ~ ont pour cspression
[SR)

V
s 2y ve ey N

L S SN
fes Lnstdants de

1a valeur efficace de 1'onde a pour expres-

évolue V
supdrieur ou égal & trois ces deux grandeurs

s. L'évolution du résidu harmonique coufirme

lenchement au milien de
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Cette propriété se généralise au cas de rdnouue 'doarte négoux.

L'erreur commiseé en approximant la sinusoide par une fonction

en escalier est durant l'intervalle @] £ 8 g 61

€= (V sin 8 = E.)
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et 1l'erreur quadratique commise est

A N[
g = Z < do = Z (V sin 8 - E )2 d8
q 9 1 4 1
= 1-1 =1 7 1-1
N (91
5 ~os 26 .
e = (v2 L2 08 20y _ ) i osin 6 + B2 )de
q 3 2 1 1
=1 7 "1-1
N N
= A 7 ~ ; + a 72~ 2
Eq T V 2V 2:. cos 61 (Pl+l El) E:: (F 1 E 1+1)
1=0 1=0
avec EO = hN+l = 0
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O
m

' q _ - : 2 - T2
d'ot 661 2V (E1+1 El) sin 61 + (E 1 E 1+])
Se E. + E
;—S»= 0 pour sin €, = 1 1+1
uSl 1 2

Généralement, néanmoins, on générera des formes d'onde pour lesquelles

T . _ . P
féz-— a) = f(%—+ o) ce que ne supposait pas la démonstration précédente.

Considérons (figure 34) une onde en gradins réalisée a partir de
2p paliers d'égale durée dont les amplitudes sont désignées par El’ E2, ce e E2p'
Puisque les tensions appliquées aux moteurs ne doivent comporter ni valeur

moyenne, ni harmoniques pairs, il est donc nécessaire que

T T
V(ZE-‘ t) = V(Z—Sl + t)
Vg '}
-
4
i
E
[ E, 3
1 . zn_‘n
b3 2 3R ' e o
P P P 2p

FIGURE 34
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L'amplitude Am de 1'harmonique de rang m est donné par

=2
r2
\ 1 s . C s
A= o~ v(9) sin m39 do
m
© T
, k —
2p e
= l~ E_, | sin mb do
i k=1 K T
(k=1)=
P
soit aprés simplifications
2 sin ?é~ iﬁ -
. 4 < i ; MK - o
Am T e Bg StH (2K b 2p

. ol . ' .
Soit LCJ une matrice rectangulaire de p lignes de 2p colonnes
de terme geénéral

. . . mT .
C = gin (2K - 1) =— s1 & ¥
mk 2p P
C . = —hsin K= 1) = sim=
ik 75 sin 5 sim P

Solt [Y] une matrice colonee présentant 2p lignes et de terme
général EK’ le produit matriciel

Tab o A Tl
[a] = [c]]Y]
a pour terme général
2p 2p
= = E. sin (2K - o
a, E: ka EK 2: E. sin (2K 1) 7o m# p
k=] k:]
2p
- -1)"“E Slﬂ(?_K"l)% m=p
v 2
k=1

de sorte que



oy
s
[OV]
—
At

mT A

a = sin m
™ , mm £ p
sin —

[

pPToA

La matrice LLJ présente les deux propriétés sulvantes :

a) la somme des carrés des termes de chaque ligne est égal a p,

b) la somme des produits de termes correspondants de deux lignes quelconques est

nulle de sorte que :

. g w1 . - | P .
expression dans laquelle [I] est une matrice carree d'ordre 2p et [th est la

transposée de la matrice {C?.
I1 est alors possible d'obtenir la matrice [Y| lorsque 1'on désire
certains harmoniques A1 antrement dit lorsque 1'on se fixe les a_ c'est-a-dire
il it

.7
= G

<1

1

BN
i
d

r
|
IS

. i 4 - E + P - . . o "
la matrice {Al. Pour cela, prémulviplions 1'équation matricielle [A

par [Cjt nous obtenons alors :
e [¥]=p [T)[¥] = p [¥]

de sorte que :

[
t

En électronique de puissance, il est intéressant d'obtenir des ondes
pour lesquelles le premier harmonique ait une valeur donnée, VY2, et exempte

.

des p -~ | harmoniques suivants, de sorte que !

T Vv2
a, = - 8, F cvene = a_ =0




A partir de 1'équation [Y] = % [C]t [A] nous obtenons
W W2 E 1w V2
h] = — — sin §—~" — 5
P2 sin — p P
2p
N
. _ oo V2 . 3 } sth 2
E, = = sin —— = K
2 P 2 sin —— 2p : sin =
2p 2p
- in (4p = 1) =
. 1 7 U/2 } , T stn P 2p
E, = — sin (4p = 1) —— = E
2p p .o 2p 1 .o
2 sin —&— sin —
2p 2p
sin (2p + 1) %m .
Mais de plus E, = = E puisque E = P p de sorte qu'il n'est
; p+1 p+1 T 1
sin —
2p

nécessaire de définir que les p premiers Ei' I1 n'en est pas nécessaire d'en

définir autant. En effet

~ si p est pair, il n'est nécessaire d'en définir que % puisque Ep—l = Ep
rl-
. u . ﬁ
sin(p-21-1) 5= sin{p+21+1) oy
car E P -y P
: sin —— : sin =——
T 2p 2p
. . . . ' . . e s p+1l .
-~ si p est impair, il n'est nécessaire d'en définir que ~5— pulsque Ep+l
Fog - 1
. T . , m
sin(p—-21) = sin(p+21) =
. 2p . ¢ 2p
car E = Lk p
1 sin —— ! sin om
sin 52 in >

avec, s1 p est pair :
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p esat impair E +1

-
Br-1 Byl

K € [1, p/Z] p pair

s8in(2K=1)=—
MR Y K €l 1, Eﬁa " p impair

d'ou le Tableau III dennant les niveaux des p/2 ou (p+1)/2 paliers pour

quelques unes des premiéres valeurs de p.

—_p 3 4 5 7 9 % 13
By 2 2,414 213 12,618 033 2,801 937 | 2,879 385 2,918 985 2,941 883
. ﬂ

] | i
E . \ //’ s
) N 713,236 067 4,048 917 | 4,411 474 4,601 493 4,712 795
E, P 7 L | . )
54 <\\\\ PR T N B N :

C ) B 4,493 959 |5,411 474 5,911 214 ' 6,209 817

5,758 770 6,742 044 7,345 946

T 7,026 674 | 8,055 156

.,

N
: S

L

| R -
////;/{/ ™ 8,296 229

TABLEAU 111
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11 est alors possible de déterminer les harmoniques restants et de

déterminer ainsi le spectre de l'onde ainsi optimisée.

u G- s
4 . .
i = - { e
Ipgetm = L |y Sin(2KeDO a0+ f| . B, sin@rens d
: 0 S 5
i
2
+ B sin(2Ke1)6 df)
E&-ni 3
2 p

c'est-id-dire

4 1
T

7 - T - 510
TN {El + (E2 El)cos(ZKH)p + ... + (E / Ep/z_l)cos(2K+1)(p/~ l)p}

p/2

soilt en remplacant les Ei par leurs valeurs et aprés simplifications :

o 7
4 E1 sin LE—cos K(% - %2 sin(K+1)% cos(K+l)(é - g)
Vi = e - ; + .
\2K+l,m T (2K+1) [ sin K - 51n(K+1)§ !
~ . . Kn . il
2B sin K7 cos —  sin(K+1)w cos (K+1)-
v - ——L —P 4 P
2K+1,m  T(2K+1) i KT sin(xr )2
P P

Tous les termes du crochet sont nuls sauf pour les valeurs de k

annulant 4 la fois le numérateur et dénominateur, c'est-d-dire K = Xp et
K = Ap - I.

Dans ce cas, les harmoniques restants sont d'ordre 2ip 1 et leurs

1+

amplitudes ont pour expression :

2p E
[ T
- (-1t

v
ZAp + 1,m T(2Ap * 1)



—
Py
(€8]
o

~——

ol T
f"i)* 2 p
=4 T osin(2K+1)6 de + + E : +135 d6
Voksrm — ¢ b By sIn(ZKEDO S+ poy SIN(2K#1)0 do
0 p=3 T 55
2 p
i
2
+ E sin(2K+1)6 d8}
_1 . P*l
_"J i 0
2 p
solt
4 . . . T
"5 Do+ (B, = E) cos(2K+15—+ ...
Vogser,m = 7 3ke1 -y By T b cosRRALS
O - FE ) cc pol
+ (%Ril LE:J) cos (2K+1)( 5 p)
2 2

v - ,_EMEJ_ i sin Kk sin(K+1)w
2 . —
2Rrl,m (2K D) sin gﬁ 51n(K+1)%

Tous les harmoniques sont nuls sauf ceux de rang 2ip + |

2p E1
V.. S S,
2ip + 1,m m(2xp + 1)
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Quelleque soit la parité de p, seuls subsistent les harmoniques

de rang 2ip * 1.

- - o  —— _—  _ an oo oy ey -

Pour obtenlr plusieurs paliers par alternance de la tension alter-
native de sortie.v, il faut ajouter des tensions fournies par plusieurs ondu-

leurs.

11,3.1. Obtention de la forme d'onde

On obtient des signaux présentant des écarts de niveau constants
entre les paliers en additionnant les tensions de mémes amplitudes mais de
largeurs différentes des onduleurs &lémentaires délivrant chacun un créneau
par période (Figure 35 b).

Pour obtenir des signaux & écarts de durée constants entre les
paliers, on ajoute des tensions de méme largeur mais d'amplitudes différentes,
décalées entre elles (Figure 35 c).

La figure 35 montre la mise en série de deux tensions fournies par
deux onduleurs élémentaires en ponts schématisés puils la construction de la

tension v & partir de v, et de v,

11.3.2. Variation de la valeur du fondamental

Les onduleurs alimentant les moteurs asynchrones doivent délivrer
des tensions dont la valeur diminue au fur et & mesure que leur fréquence

décroTt.

I1 y a deux fagons d'obtenir la variation de la valeur du fonda-

mental V] des tensions de sortie d'un onduleur.

- Alimenter l'onduleur par une tension continue E proportionnelle

Fntre le réseau industriel d temsion et fréquence constantes et
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FIGURE 35

L'onduleur, on peut placer un montage redresseur a thyristors et un filtre,.
lLa tension continue E est alors sensiblement proportionnelle a ‘COS wl, ]
désignant 1'angle de retard 4 1'amorcage des thyristors. L'inconvénient

de cette solution est que pour les faibles valeurs de |cos w! la puissance



(138)

est prise au réseau avec un facteur de puissance trés mauvais.
On peut pour éviter cela placer entre le réseau et 1l'onduleur
un montage redresseur d diodes, un filtre, un hacheur, un second filtre.
On régle E par le taux de hachage. Tel que le montage n'est plus, comme le
précédent, réversible. Si on veut pouvoir freiner le moteur en récupération,
il faut que le hacheur soit réversible et utiliser un second montage i diodes.
L'inconvénient de l'alimentation de 1'onduleur sous tension continue
variable est que pour les faibles valeurs de celle-ci, il est difficile de charper

les condensateurs de commutation. Il est souvent nécessaire d'ajouter une source
distincte pour assurer cette charge.

- Alimenter 1'onduleur sous tension F constante et lui demander
d'assurer lui-méme la variation du rapport VI/E' C'est possible avec les
onduleurs en pont ; en faisant varier l'angle B (figure 35), on fait varier
la wvaleur de Vl.

Dans le cas ol on ajoute les tensions de sortie de plusieurs onduleurs
pour obtenir une tension en paliers, si ceux—ci approximent la sinusoide par des
paliers de méme hauteur mais de largeur variable, il est trés difficile d'obtenir
des intervalles dont la valeur soit proportiomnelle & la fréquence. De plus, il
faut alimenter les onduleurs &€lémentaires sous une tension E variable.

Au contraire, la réalisation de signaux en paliers d'égale durée rela-
tive est alsée. S'il y a 2p paliers par période, on génére des impulsions de
fréquence 2pf, f étant la fréquence désirée ; les impulsions successives sont
orientées vers les onduleurs adéquats. On régle VI/E en déphasant du méme angle
toutes les impulsions.

De plus, ce procédé présente un autre avantage ; en montant sur
chacun des onduleurs des transformateurs de sortie & plusieurs secondaires
de rapports convenablement choisis, on peut obtenir trois tensions de méme

- 2 . - ~
forme d'onde, déphasées de 5, et dont la valeur est simultanément réglable

>,

par action sur 1l'angle B. On reviendra d'ailleurs sur ce point au chapitre

IV.

I1.3.3. Remarque sur 1'alimentation des récepteurs triphasés

Si le moteur est relié 3 l'onduleur triphasé qui 1'alimente par une

liaison & trois fils, la tension aux bornes des. phases du moteur ne peut comporter



d'harmonique de rang trois ou multiple de trois quelque soit le couplage de

ses phases.
Si 1'onduleur délivre des tensions simples

0

VoA = Z V2K+l,m sin(2K+1)wt
k=0

(v}

Yop " Z V2K+],m sin(2K+1) (wt - 3 )

k=0
v = Z A9 sin(2K+1) (wt - —Zﬂl)
0C 2K+1,m 3

e8]

k=0
Onduleur 1 IVOA
A
Onduleur?2 T Vos 00000000

Onduleur 3 g é Tvoc

FIGURE 36




de sorte que

On
YNa - VoA
RS + =
Voa T Vo T Voo
+
+ + =
Yoa T Yo 7 Voc
VNA = VOA - I/B(VO
- Z Vok+1,m
k=D

v, *t

oa  VoB

en déduit

(140)

= +
Voo ~ VYo T Yma
; = + v
“op = Von T Vum
Y +
Yoo T Von T VNG
+ = 3 + (v + + = J
Voo Vou P M T Vs T e T2 Vo
alors
- : + v+ = - I I
W3(vg, * Yoy ¥ Vo) T 203 v, T 13 vy 3 ¥y
U = vl = v
AB NA VN
, Sin(oK+ Dut ; (2R 1) (wf - e
E: V2K+l,m sin(2K+ 1wt + E: \2K+l,m sin(2K+1) (it 3
k=0 k=}

. 4m
7 ; K+ ; — —
E:j X2K+1,m sin(2R+ 1) (wt 3 )

k=0
v sin(2K+1)wt M-2 cos(2K+1)E]
2K+1,m - 3
k=0
+ v v )
A 0B 0C

sin(2K+ 1)t [1—1/3+2/3 cos(2K+1)%ﬂ
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oo

i C
2/3 2:. V2K+1’m(1+cos(2K+l) §) sin{ ..+i)wt
k=0

It

v
AN

I1 est ensuite possible de déterminer 1'expression de la tension COmMpO~

0

, i

¥] = —_ = o — L . Wt TRL

AB = VAN VaN z:l V2K+1,m sin(2X+1)wt E:. 241 m sin(2K+1) (wt 3 )
k=1 k=1

U = 1 y .lT. - _T_T
AB 2: 2 V2K+],m 51n(2K+])3 cos (2K+1) (wt 3)
k =

[e]

Pour illuster cette remarque, considérons le cas du plus simple des
onduleurs triphasés, celul n'utilisant que six thyristors principaux (figure
37).

Les tensions Vou? VOB oc

fictif de la source sont formées de deux alternances rectangulaires. Les tensions

s V comptées par rapport au point milieu

aux bornes des phases v ont 1l'allure représentée.

na’ Vne’ Vne
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REGIMES LIBRES ET FORCES DU MOTEUR ASYNCHRONE TRIPHASE

De trés nombreux travaux ont été consacrés aux régimes transitoires
de la machine asynchrone alimentée par des signaux alternatifs sinusoldaux

équilibrés ou non et & la fin de 1l'étude générale de ces régimes effectuce

par F. NOTELET

133], on trouve une importante bibliographie consacrée a ce
sujet.
Nous allons dans ce chapitre montrer comment & partir des équations

obtenues a4 l'aide des composantes relatives de Y.H. KU, 1l est relat.vement

[
-

Gis¢ de dérerminer le régime transitoire du moteur asynchrone consideré

La o superposition du régime libre ot du regime forcé.

i - REGIME LIBRE DU MOTEUR ASYNCHRONE TRIPHASE

Nous avons étabil au chapitre VI de la premiére partie les dquations

,__4
o

composantes relatives de tension et de courant lorsque & + QR = UL

Fn particulier, si nous choisissons la troisiéme solution caractérisde

Yut = w't ; §_ = gut

i
©
=
-
i
N
:
ag
M
e

le systime différentiel le fonctionnement de la machine asynchrone

est alors

i dr_ .
X SE Rf
= + —r t 2o + 21
Vgr “{s””&ps)ls:i ¢ Tt O/e e dpge v /2 M —p
()
d1 di
. Sf Lo &0 . RE
= 3/2 > . 2 + , +
Vg 3/2 Migw Las + 3/2 M T + (KR {igw R)lRf T

En général, le rotor est en court-circult ; de ce fait Vea Vib? Vpe

sont nuls. L'écriture opérationnelle de ce systéme est alors, en

CLo done v,

RE
I tabsence de conditions initiales
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= 1 + + 16 21
Vo g (RS+L»QQ)ISf ;)a% ISf 3/2 Miw IRf + 3/2 Mp IRf
5= 3/2 Miew I + 3/2 ¥ L 1gw
( 3/2 Mig Iog 3/2 Mp lSt + (RR+LgLA€R)IRf +;f; p IRf
en appelant par st, ISf et IRf les 1mages des grandeurs Veps 1gg et loge

Ce systéme va nous permettre de déterminer ['équation caractéristique

du systéme différentiel sans second membre. De la seconde équation, ncus obteruns

I - _ 3/2 M(p+igw)
RE Ry + (p+igw)¥R Sf

d'ol, en reportant dans la premiére

g + eient, gL ety Lo
| 'équation caractéristique s'écrit

[(RS + (p+iw)&%j[RR + (p+igw)&%} - 9/4 MZ (p+iw) (p+igw) = O
c'est-a~-dire, en développant et en ordonnant

P2(°YS°\,;{ - 9/4 MZ) + P[(RS‘yR + RRAOS) + i(&ﬂSXR - 9/4 Mz) (w + gw)]

+ [RR, -u’g L - 9/4 ] - i R+ g RG] = 0

. Les racines C1 et C2 de cette équation du second degré a coef-

ficients complexes sont

—[RS§; + RR§% + i(2m-w’)] G¥g¥% - 9/4 Mz) + \’u + iS

2L - N
2( %R 9/4 M
avec

B _ 2 _ a2 ¥ _ 2 2
o (RS&;{ RR.YS) ( S&"R 9/4 M7) + 9 M” RRy
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5= 2 R - REOEX - 9/4 1)

c'esy-a-dire, un posant )/u + 1f = + (P + 1Q)

= - /T =1 o= = - 10
C, / | L, C, 1/T2 i 24
avec
2, , 2
2(¥S¥R -9, 0y z(,YS-}’R - 9/4 M%)
T, = : ; T, =
+ R - LR R
oLl v AR - A
et
S‘) i 2 W -._.92..'. — ....A._._W_%....__..Q‘.k_,_,m., ———
3 2 2.
20888 - 9/
( %R 9/4 M7)
LZ, = 2m—w' + Q -
4 & L
2l P -
2( R 9/4 M7)
. Pour tenir compte des conditions initiales, on écrit qu'en régime
libre les courants LSf et lRf sont de la forme
C t C.t
1 = X e ] + A e 2
St 1 2
C.t oL
1 = A_ e 2 + X, e 62
RE 3 4

Al et XZ sont deux constantes complexes découlant directement des conditions

initiales. A, et A, sont deux autres constantes complexes que l'on peut déter—-

3 4

miner 4 partir de A] et de AZ' Nous posons

(O8]
—
—_—
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On déterminera Kl et K, par identification dans le systéme

1 - . -~ | : = =
d'équation (1) ot l'on fait Ve T Vgs 0.
De
C t C.t C,t Cc.t
_ . 1 2 5 1 2
0 (RS + 1w3£s)(A] e + AZ e ) + S(A C1 e + AZ 62 e )
c,t C,t ct Lt
+ 3/2 Miw(K1 Al e + AZ K, e ) + 3/2(K] A] e + K, Ao Ty =0

On en déduit

C.t
1

A 1 { M1 2MC b=

A e (g + lwo‘(’s) +&"S C, + K, 3/2Miw+ K 3/2MC 1 =0

RS +;£S(cl + iw)

S BV (C, + iw)
et de méme
L Rg +é[’s (C, + iw)
27 T 3/2 M (C, * iw)

IT - REGIME FORCE DU MOTEUR ASYNCHRONE TRIPHASE

A la tension v.,. correspond une solution forcée 1 ¢ que 1'on

Sf S
obtient soit par identification, soit mathématiquement par la méthode de Lagrange.
Si nous considérons par exemple l'alimentation du moteur asynchrone par

un systéme équilibré de tensions triphasées

=V sin(wt - 27/3), v_ = V_ sin(wt - 47n/3)
m d m

b

v_ =V sin wot, v
a m

Nous obtenons
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VSO 1 1 1 VSa
v 21 ~iwt -iwt 2 -iwt .
sf | T V3 Sh
St 2 1wt iwt v
lVSb a” e ae Se
’ v 2 —iwt( N + 2 )
sf - /3 ¢ Vsa T @ Vsp T2 Vge
. "ithXE 1 iwt _ —iwt) + al +i(wt = 20/3) _ -i(wt - 2ﬂ/3))
Vg =5 © TG e a(e e

Z(ei(wt - 4i/3) _ e-i(wt - Aw/?))]

+ a

Vag est donc une constante complexe & laquelle correspond en régime
forcé une autre constante complexe pour iSf et pour in. Nous poserons

{0 = —

Sff i
Z el¢

, )

1 = K 7

ff
R 7 el¢

en reportant dans le systéme différentiel (1) et en identifiant, il vient :

Vo= (Rg + iwa?’s) Vi¢ + 3/2 Miw K Vi¢
Z e Z e

0= 3/2 Migw —— + (R, + iguef )k —=
i¢ Rp R 1¢

Z e Z e



- 3/2 Mgt

RR 4 ngdiR

Log

2 w |2
ra R A
PN - R O T
\ / v o Y
SRR S TR
\ By RO R
in el o+ gR. ) g of
NS S R I8
Aoty T e e = At g
) ; v N
o o - G/h M Ve T 2
KRy, = X = 9/4 M)z R
ATION DES CONSTANTES D'INTEGRATION
solutions du systime Jdifférenticl (i) sont alors
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A l'instant t = O choisi comme origine des temps de 1'étude du régime transitoire,

nous avons .

fgglo) = Igplo) dggpo) = Iggelo)
Lpe(@) = Tpele)
avec
igp(0) =75 (g, (0) + a® i (o) + a ig (0)
de mdme

in(o) =—}§-(1Ra(o) + a2 in(o) + a iRC(o))

LSa(o), ceny Ra(o), ..., étant les valeurs que possédaient les courants

statoriques et rotoriques a l'instant t = O.

Isf(o) - Isff(o) 1 1 Al
lRf(O) - K ISEf(O) hl K2 X2
Par inversion, on détermine facilement Al et Xz. En effet
Al | K2 -1 Isf(o) - Isff(o)
TR -K, | . |
AZ 2 1 k] 1 IRf(o) K lsff(o)
solt en développant :
A = e [Ky (T (0) = I (0)) = (Ipp(0) - (o))]
1 K2 - K] 2" st Sff ‘ RE “ft
= 1 7. - ]
2 TR, - K [~ R (Tgp(0) = Tgpp(0)) + (Tge(0) = K Igpe(o)))
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en reportant, il vient

K C.t ¢t
. . 2 _ I I
,,L - = . -+ ..( — . ( ',) — —_—— — -y
st Yers k. - Kl(Isr*o) Tgpplone K, - KI(IRf(O) K Iggglod)e
K, C,t , C,t
T K- Ki(ISf(o> T Igeglode T o Ki(IRf(O) - KIggglode

et 1'on peut obtenir de la méme fagon 1'équation de in.

Si 1'on prend comme exemple d'illustration, l'alimentation du moteur

1

asynchrone préalablement au repos on obtient alors

i..-=T1.._(o
Sff SEE )
puisque la gquantitd iiff se réduisant & une constante complexe est indépendante
du temps.
D pius
I..(0) =1 _(0o) =0
sglo) = Tpp(0)

pulsque par hypothése nous supposons que le moteur asynchrone part de 1'état
du repos.

Nois ohtenons alors

C.t . c,t
1. = I..:(0) 1 - = \2 — ¢ 1 + — E e !
£ SStE kz Rl Rz K]
{ t
. h] ~ eC2t ) K eCh
K2 - h] h2 - kl
QU
- o C t
= YQ_ Vm L 1 - M eld] etlt + M els2 ec2 ]
Y5 T2 i¢ 1 2
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en posant

- - 18
* S e
K2 - Kl 1
- 18
2
L - =M e 7
2 1 2
et
~
L3 !
fsse(@ =3 o T
IV - OBTENTION DES COURANTS REELS
De
. {1 eimt e-iwt {i
Sa “So
- _1__ ! a?. ,)iwt a e-—iwt
"sb /3 ¢ tsf
; | a eiwt a2 -ilwt i
SC € Sb ‘
On déduit
. 1, dwt . -iwt
tga T 73l lgp v @ igp)

en l'absence de courant homopolaire. Or les quantiteés iSf et i%b sont conjuguées

1'une de l'autre, de sorte que :

; -2 9Qj' iwt
lsa V3 lgg € )
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%L désignant la partie réelle de la quantité spécifiée. Nous en déduisons

immédiatement
L2 AV fﬁl(el(wt—¢) , L . 16‘ C,t ) 7152 C,t 1
Sa v3 2 Z 1 XL ™ € e + o e | )

En notant

i T1 1
C +1w=——-]—+1<2
2 T 2
2
nous obtenons
t

i(ue-¢) _ Ty R, =e).

\ (e M, e e
R |
Sa “ - i

y - t/T2 i(Q2t+62-¢)
9 e e ]
+ :
1
soit
vm [ -t /T
lsa ="'Z—'— ‘_Sln(wt"(b) - MI € Sln(§21t+61_¢>)
-t/T )
+ M2 e 51n(Q2t+62—¢) ]

Cette méthode de calcul simple et é€légante sera utilisée dans les

chapitres qui suivent pour 1'étude analytique du fonctionnement d'un moteur

asynchrone alimenté par des signaux issus de convertisseurs statiques.

On peut en déduire le couple de la formule établie au chapitre VI

de la premiére partie :

C = 3/2 Mi(di )

sb 'rRf ~ sf 'Rrb
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et 1 d'autre part étant

' .
d'une part, lps ”b

les quantités i_,, et i
res A Sb Sf
conjuguées, cette expression se réduit & :

C=3M ;](le le)

£7 désignant la partie imaginaire de la quantité spécifiée.
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CHAPITRE TV

ETUDE ANALYTIQUE DU MOTEUR ASYNCHRONE ALIMENTE PAR DES TENSIONS QUASI-
SINUSOIDALES

L'étude du fonctionnement en régime permanent du moteur asynchrone
alimenté par un onduleur quasi-sinusoidal a été entreprise par de nombreux
auteurs. Ceux-ci ont utilisé les divers procédés d'étude cités lors de 1'in-

troduction générale.
- Utilisation des développements en série de Fourier

Les performances du moteur asynchrone alimenté par des ondes non
sinusoidales a fait depuis longtemps |134] 1'objet de nombreux travaux.
Nous pouvons citer ceux de E.A. KLINGSHIRN et H.E. JORDAN |135[, de G.W. Mc
LEAN, F. NIX et S.R. ALWASH ]I36|, de G, JAIN |137i, de P.L. ALGER {]38].
Tous utilisent le développement en série de Fourier des tensions appliquées
et le schéma monophasé équivalent relatif a 1'harmonique de rang considéré.
Si cette méthode permet de calculer les pertes supplémentaires qu'occasion-
nent ces harmoniques, elle est trés difficile 3 mettre en oeuvre pour déter-

miner la forme d'onde des courants et du couple.
- Utilisation de la simulation analogique

P.C. KRAUSE et L.T. WOLOSZYK [139{ ont établi le schéma général
de la simulation analogique de l'ensemble onduleur-moteur asynchrone, en uti-
lisant d'ailleurs les composantes relatives de R.,H. PARK. Ce schéma trés
complexe nécessite l'utilisation d'un calculateur analogique de grande taille.
De ce fait, P.C. KRAUSE et T.A. LIPO |140| ont repris 1'étude précédente et
proposé un modéle simplifié qui leur permet ensuite avec H.E. JORDAN |158|

d 'étudier le couple développé par le moteur asynchrone alimenté& par un tel

convertisseur.
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Utilisation de la stmulation numérique

I

W. CHARLTON [I41| | 142] et R. MAGUREANU |143| ont utilisé une méthode
matricielle associée a l'utilisation des variables d'état. Cette forme de mise
en équation conduit d une formulation simple de la solution mais sa mise en
application fait appel d un calculateur pour 1'évalution de la matrice de transi-
tion. Cette méthode conduit i une bonne approximation des courbes des courants
et du couple, mais elle nécessite 1l'emplol d'un calculateur de grandes perfor-—

mances et de programmes difficiles 3 mettre au point.
- Utilisation de méthodes analytiques

Divers essais ont été menés i partir de la méthode de W.V. LYON |92].
Les études de E.M. SABBAGH et W. SHEWAN | 144|, comme celle de J. STEPINA | 145]

conduisent a des résultats difficilement exploitables.
La méthode que nous proposons est simple, directe et conduit & une

solution analytique qu'il est ensuite facile d'exploiter sur de minicalcula-

teurs programmables méme pour la détermination du couple.

I - PROPRIETES DES TRANSFORMEES DES ONDES DE TENSION

Considérons un convertisseur délivrant un systéme triphasé de ten-
sions équilibrées formées de paliers d'égale durée. Nous avons vu (chapitre
II, § II.1.2) que pour qu'un tel systéme ne présente pas de composante homo-—

. polaire, il fallait que le nombre 2 p de paliers par période soit un multiple
de 6. Dans ces conditions, il y a 2 p intervalles durant lesquels les tensions

v restent constantes. La figure 38 donne leur forme d'onde lorsque

Vsb® Vse
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v
.y
N\
ES
4 E%
E3
E2
E1T. | 2n
X X 3x
9 2 2
_J

FIGURE 38
D'une fagon générale

- durant le premier intervalle,

1T Eh3p o+t

se, ” Ey/3p o+ 1

*»Q
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iéme .
- durant le K intervalle,

Sa K

Sb, =
k- E43p 4k

Sck = E2/3 b+ k

. Les composantes relatives de Y.H. KU de ces systémes de tensions sont :

~ durant le premier intervalle :

v i 1 1 v
! So1 / Sa]\
v = —]— e—iwt a G—iwt 32 e_iwt v
Sf1 V3 Sb]
1wt a2 iwt a iwt
leb1 e e e VSCl}

sin(2i - 1)7/2p
1 sin T /2p i

Puisque Ei = E

sin(T/2p + 47/3) . sin(n/2p + 21/3)

VSo1 = }5 El(1 * sin m/2p sin m/2p ) =0
Ve - 1 E, oTHE (] 4 5 Sin(T/2p ;2%/3) + g2 $in(/2p + 21/3),
1 = V3 sin T/2p sin 7/2p
—iwt
I . 2
=73 sin ™/ 2p {sin ™/2p(1 + a cos 47/3 + a“ cos 27,3)

+ cos T/p(a sin 47/3 + a2 Sin 27/3)}
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-1w
Ele1t

I , -

= V3 sinwyzp 3/3lsin /2 - i cos /2p)
E . .

/3 1 miet i T/2p

- T 1'% sin T/2p

de méme

_ ] iur 2 sin(n/2p + 4r/3) , , sin(r/ep = 21/3)
VSb 73 El € (1+a T sin T\'/Zp a T s '.'//'.7p )

E eiwt 2
1 1~ . {sinm w/2p(1 + a" cos 4m/3 + a cos 21/3)

/3 sin w/2p
+ cos TT/Zp(a2 sin 4n/3 + a sin 21/3)}

iwt
E e
L1 . .
73 sin 7/2p 3/2 {i cos ©/2p + sin 7/2p}

1]

] By iwe =i /2
2 sin w/2p

me

. . ' ié .
En appliquant cette transformation durant le K intervalle, nous obtenons

sin(2Kk-Nx/2p

1 -
VSoK 1 : 1 sin 7/2p
11 -int -ipt 2 -ipt sin [(2K-1)n/2p + 4u/3]
VSfK 3| € a e & ¢ E sin 7/2p
v elwt a2 elwt a elwt E 51n[(2KT])ﬁ/2p + 2n/ﬂ
SbK 1 sin n/2p
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. -ilwt
! 1 P .
VSf" ="73"gE;:;E&;tSln(ZK*l)ﬂ/Zp + a 51n[(2K—1)ﬂ/2p + 4n/3]
N
2 .
+ a s1n[(2K-1)n/2p + 2ﬂ/3]}
ou
V3, £, -iwt ~1(2K-1)7m/2
Veg =T b oo };Z—~e e 4P
K sin P
De méme, nous obtenons
E . .
v _ /3 : 1 elwt o i(2K-1)n/2p
Sbe 2 sin m/2p
Si dans les expressions de Vge et vg  mous effectuons le changement
K K

de variable :

wt =w't + (K- Dn/p

nous obtenons :

E . .
V3. 1 ~i(wt" + (K=D)n/p) 1i(2K-1)1/2p
v = -2 ] ——— e e
SfK 2 sin m/2p
c'est—-d-dire
E .,
_ V3. 1 -iwt' 1 7/2p
v = -l - e e
Sf 2 sin 7/2p
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et de méme :

V3 ,Hélm‘, iwt' -1 w/2p
v = 701 e e
Sb 2 sin m/2p

On voit que les fonctions Vge et vg o sont identiques aux fonctions

K K
"Sfl et VSb1

pour :
(K = Dr/p g wt £ K n/p

I1 en résulte que les fonctions v__. et v_, sont des fonctions pério-

S Sb
diques de période T définie par :

T = TO/Zp

T étant la période des tensions simples délivrées par 1'onduleur "quasi-sinusoidal''.
o

et Vg qui permet la simpli-

L

Clest cette périodicité des fonctions v

sf
fication de 1'étude analytique de l'ensemble onduleur-moteur asynchrone trivhasé

| 146

II - DETERMINATION DES EXPRESSIONS ANALYTIQUES DES COURANTS ET DU COUPLE |147]

Le systéme différentiel utilisé& pour 1'étude du moteur asynchrone

est celui établi au chapitre III

dige dipe
v o= (. +ie¥)yi.. +&L Loy s/2 Miw i . + 3/2 M —— !
S, S s'tst, s dt RE at
@D)] _ dlsf] &p lefl
0 = 3/2 Miwg lsf] + 3/2 M It + (RR + igw R)lRf1 +;£R 7S
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-1
avec Vg V e t

- iiﬁgw__EJ”‘, i 7/2p
¢ 2 sin 71’/21) ©

et ici : v
Nous utilisons ces expressions pour :
0 stsgn/up
elles resteront wutilisables pour
(K- I)r/pw £ £ £ K 7/pw
‘é condition de remplacer wt par wt + (K - 1)n/p avec K € N .
Les solutions du systéme (1) sont :

Be Wt i o w2

[N
1]

1Rf =D e + K]A] e + KZKZ e

.

A A, étant des constantes complexes d'intégration K., K. des coefficients complexes
P 8 5 K, K, ;

1’ 72
obtenus par identification et (, et c, les racines de 1'équation caractéristique

qui est & coefficients complexes.

s -1 -iwt . - - P
Les quantités B e Twe et D e " donnent le régime forcé correspondant a 1l'entrée
v ~-iwt . . . o .
Sfl = VC e . On obtient les expressions de B et de D par identification :
LA |
B=V_/Rg - D=V /R 3/2_M%$'gf
c RR 1 R

Pour déterminer les constantes d'intégration, notons que de par la

périodicité de la fonction v nous avons en régime permanent établi :

Sf’
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ig, (0) = igr (D)

1 1

in](O) B inl(T)

Cette condition de périodicité s'écrit

-1wT ¢T ., €t _
B(1 - e ) + Al(] - e ) + A {1 — e ) =0

—iuT ¢t €yt
D(1 — e 7Y + K- e )+ KA (1-e”)=0

ce qui donne :

| | - e—in
MR e B KD
2 1 1
1 — e

11 -t
Ay = = S (B K, + D)

- - C.T

2 K2 Kl,_e2 1

ou, en revenant aux grandeurs initiales,

) 2
e . , . o o, . o2
| - e iwT C1 + iw RSQR + RRJ%(C2+lw) iw Ré&%,_mig (C2+1u)C£§f£ 9/4M7)

paa— — N
1 ¢ S L]L C2 Cl RS(RR 1w QfR)

2
PP . o i e v _ 2
|- e {iwT L2 + 1w RSRS f Rﬁig(bl+1w) iw R§¥% iw (b1+1w)Cf§i% 9/4M7)

¢C.T ¢, =C - jw'!
v 2 RS(RR 1w iR)

2 1

2.1. Détermination des courants statoriques

De maniére 3 simplifier les expressions, posons a nouveau :

@]
+
g
l

- l/T1 + 1 Ql

@]
+
P—‘
€

1

= - l/T2 + i “2
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Tl’ T2 dtant les deux constantes de temps caractéristiques des régimes
libres du moteur asynchrone triphasé, Ql’ QZ 8tant les deux pseudopulsations inter-—

venant dans ces mémes régimes libres.

Posons de plus

1 -1 QIT] = P: e
1 -1QT. =P R
Lots 2 ¢
(T2 - Tl) - i T]TZ(Q] - 92) =P e
2 RRx &,' x I -
{ - I . . ' 1 ¥ - MY |
[RSRS +w'n, (B - 9/4 M) T + l[Rﬁysﬂz R w' + w'/T, &L — 9/4 17
iy
B 4
= P4 e

R_ &,
' - 2y _ RS ; - ' ' - 2
ERSRR + 9161%1% 9/4 M7) Tz'] + 1[R§¥éﬂl R w' + ' /T (Bt = 9/4 M )]

+1y
=P e 5
5
_.i¢
R
— 11 =
RR 1w éfR Z, e
CIT -T/T _T/Tl in
b-e = - cos 2, T) + i(e sin 0. T) = N. e
3 3 I
C,T -T/T -1/7, ix2
- - - i < si = N
1 - e (1 - e cos &, T) + i(e sin Q, T) N, e
On obtient alors
P e e
A, ==V /R, 2i sin 1/2p P P eL<W4 Yy ¥ op Txy T ¥, - 7/2p)
T m
1 0 Rs ¥y P3 %y
A, =V /R, 21 sin 5/2 E!_EELEEL_~_81(¢S Uyt by Xy T U, T m/2p)
2 ¢S TP RN, P, Z
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Puisque

et que

avec 0 = wt + (K- I)n/p et t € BL W/p]

le courant statorique iSa est donné par :

%{(B ei(K - Dn/p ‘s e(CI + iw)t + i(K - D7n/p

1

.2
lSa V3
(CZ + i)t + i(K - Dn/p

+ AZ e )}

c'est-d-dire en tenant compte des expressions de B et de V
c

sin(2K = 1)m/2p

-

i = E]/RS

Sa sin m/2p
T, P ~t/T |
- ZES_N;—E;Z_R—Q cos( t + (K= Dm/p + Yy 0+ 0p =4 = %)
T] P, P5 ~-t/T |
*+ 2 Rg N, Py Zp © cos(yt + (K= Dn/p + yg + g+ bp =0y = X5)

tger

En posant
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_lw
& ( A < _ . _ 6
Rg * g€ * iw) ¢ S/T1 Rg) hﬁ%ﬂl} P, e
£ N4 -y,
) . cy = - _ . e _ J
RS + S(Lz + iw) L ( S/T2 &S) ldguz} p7 e
nous obtenons
T P o o
KA, =V /R Tv] 2 P4 ! 271 gin 7T/2p el(¢4 * I’b'_’) * q)R "6 4 1/2p)
11 ¢S N, 3/2 M Py Rg Zy
T, P. P . . R o
K = = v R, ST 2t sin 1 e 3T T IRT T v/2p)
A ¢S N2 3/2 M P3 RS ZR

D'une maniére analogue # celle présentée lors du chapitre ITL.§.IV, par l'emploi de

1 a matrice [ﬁ(e')] nous obtenons :

= 2 (i ip’
Ra V3 ‘re © )
avec 8" = gut + (K - D7/p gw/w
de sorte que
3/2 M w' ‘ . e
'Ra EI/RS {ZR sin n/2p cos (gut 7R (K yrlp g)
T, T, P, P - t/T
1 2 "4 "6 1
. O oy ¥ — 1 ; W= e -
*2§ 3/2Mp, Rz, © cos [(2 =" )t (R=1)7/p gt #0500 x|
1 2 °S "R
T1 T2 P5 P7 -t/T
- o ! ~ My =g ey )
YRV cos [(2yw" ) t+(K=1)w/pugtiboti, =i, =iy x]]f

1 3 5 R
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et l'on peut obtenir les courants in et iRc de la méme fagon.

Puisque nous connaissons les expressions de iSf et de in nous
connaissons celle de in et donc du couple qui est donnée par :
C=3MJ(1Sf lRf)
En posant
C +C = - - C +C =- -
2+ I 1/T 15 2+ I 1/T. + i
avec 1/T = I/T1 + l/T2 et Lo=0p -,
nous obtenons aprés simplifications
M ) %M“' T, Py B, -e/T, r
= - ——— T - —— 0 RN S B— 1 9] W or—h - -
C 9/4 : 0 7 [R5 feosip ¥ 7= 5. 7 © sin(Q t+d, +vg=t —x, o
(sin 7m/2p) R S 1 3R
-t/T
T P . T,
o + —_ p— —— — S
_ Rl NZ Pi Z’ e bln(ta w5+xp3 d)z X Zp)J
S 72 "3 7R
T, T, P, Pé -t/T
+ 2 sin(E=) | S - e CoS (2, B+, F it by, "X T57)
2p §M N P.R.Z 1 4 Y3 'R Y6 A1 2p
2 3SR
T, P -
- ?1 2 5 P7 o e/ C08(92t+¢ +w3+¢R~w -y —§~)l
M N, P, R, Z > 772 %p
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2t
) L2t
5 T 1 2p p%p 2t 2T p p2p Ty
R 1 72 14 "6 ‘ 1 "2 7275 Y7 . .
- (2 sin E-) { 7 5 5 T3¢ 51n(¢1~y ) + 5 5 e sin(y.-y,)}
PPoR NP, 2, 3m 60 s 24292723 27
s "1 "3 R 2 s 2 Y3 fr o2
2 P D
Ty Ty Py ¥yt
- (2 sin = {— 5 5 3 51n(ﬂt+w4-xl—¢1—w5+w7+xz)
R.“P.“ 7z °N, N, M
s "3 ‘R "1 722
TszPPP ';:’
B 12 22 - 63 sin(t+y, =X =b =gt etx,) Je
R“P.°“ 7~ N.M
s "3 R 1722

Le couple est une fonction périodique de période T/2p.

I1 se compose d'une constante, de termes amortis et de termes pseudo-

sinusoldaux amortis.

IIT - "REALISABILITE" DES FORMES D'ONDE QUASI-SINUSOIDALES TRIPHASEES

I1 reste 3 montrer comment on peut obtenir un systéme triphasé de tensions

en gradins optimisés.

Le schéma de principe de 1'onduleur triphasé 3 six redresseurs controlés
principaux a été donné dés la figure 36. Les formes d'onde obtenues sont celles de
la figure 37.

Ce montage donne aux bornes de chaque phase du moteur une tension pré-

sentant 2p = 6 gradins optimisés puisque

et que chaque gradin a une durée égale & m/3w avec w = 2rvf, f étant la fréquence

de commutation de chaque bras de pont.
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3.2, Utilisation_d'onduleurs monophasés et _de_transformateurs |148]

Considérons p onduleurs monophasés délivrant des tensions rectangulaires
Ugs weey Uy wan, up de méme amplitude mais déphasées deux a deux de 7/p.

Ces tensions appliquées aux primaires de p transformateurs i trois
secondaires (figure 39) permettent d'engendrer trois groupes de p tensions secondaires

dont les sommes constituent les tensions v_, , V.., V. .
Sa Sh Sc

+—-- —--—
) L] é ® ® ® ‘ ® ®
Onduleur 1 Onduleur 2| Onduleur i Onduleurp

————ee ——————— —-T~——i- ——mr————> %
! m u
m ul WH UZ ﬂ% u| P p

—_— - — —_— [}
m2 y m? u m? u m? u
1 2 2 i p
L
—_— —_— —— - T
m3u m3uy m3 u m3u
1 1 2 2 i P P <

FIGURE 39
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n n n
v = E: Hll u. 3 v, = z: n12 u. 3 v, = 2: n13 u
Sa i i’ 'Sb i i’ "Sc i i
i=1 i=1

i=1

2

. 1 2 3
On peut calculer les rapports de transformation m, , m;o, m, de
i i

maniére A engendrer un systéme triphasé de tensions en gradins optimisés d. somme

nulle (p = 3n). Si le passage, pour t = 0, de la tension u, de la valeur —= U 3 la

valeur + U fait varier v de E 3 E. alors
Sa 2p 1

Pour t = T/2p, l'inversion de u, fait varier Vea de

2m, U=FE, -E = 2 E1 cos m/p

2 2 1
Pour t = T(l_lz, l'inversion de u. fait varier v, _ de :
2p 1 Sa
! . _ .
Zmi U= Ei - Ei-l = 2 E] cos(i-1)n/p
et enfin pour t = IﬁE:ll’ 1'inversion de u_ fait varier v, de
2p P Sa
| = kK - E = ) v -
om U Fp Ep—l 2 Fl cos(p=1)n/p
P
P 1 1 1 1 .
On peut alors en déduire les valeurs de My 5 My, eeey W, ., et mp rapportées
N !
am
m 1/m '= cos m/p 3 m l/m.1= cos 21/p 3 ... 3 m.l/m . cos(i-D)n/p ;
21 >3 ’ >l 1

1=

!
; m, /mi cos(p=1)n/p

Les ondes Ve et Vse gtant dephasées de 2p/3 7/p et de 4p/3 w/p en

.o 2 3 -
arriére de celle de o les rapports m, et m. seront donnés par
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miz/mil= cos(i~1-2p/3)n/p ; mi3/mi1= cos(i-1-4p/3)m/p

Les rapports de transformation ont pour expression générale

mir = E,/U cos(i-1=(r=1)2p/3)n/p

avec r = 1, 2 ou 3 suivant qu'il s'agit dec phases A, B ou C.

Les p transformateurs n'ont pas tous des rapports différents.

En effet

Les transformateurs 2n+l, 2n+2, ..., n+tl, n+2 ont les mémes enroule-
ments secondaires que 1, 2, ... Il suffit de prendre les enroulements adéquats
dans le sens convenable.

De plus, si n est impair et supérieur a 1, les n-1 transformateurs
compris entre ceux de rang 1 et n+! peuvent Etre groupés deux a deux, 2 avec n,
3 avec n-1l, ...

Dans chaque groupe, on trouve au signe et au numéro de la phase
prés, les mémes rapports de transformation.

Il n'y a donc que 1 + (n-1)/2 soit 1/2 + p/6 transformateurs de
construction différente,

Si n est palr et supérieur i 2, parmi les n~1 transformateurs
compris entre le premier et le (n+l)leme, on peut en grouper n—2 deux a deux,

celui de rang 2 avec celui de rang n, celui de rang 3 avec le (n—-])leme e

I1 faut donc 1 + (n=2)/2 + 1| soit 1 + p/6 transformateurs différents.

La formule générale permet de déterminer rapidement les €léments néces-
saires 4 la réalisation d'un systéme triphasé équilibré de tensions alternatives
en paliers optimisés,

Redonnant les valeurs connues |1||113| pour les signaux & 6 et 12
paliers par période, elle permet de les établir pour les nombres plus Elevés

de paliers.

Le tableau IV donne, par exemple, les p rapports de transformation
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DU 1 _ - .
ramenés a m,  pour 2p eégal a &, 12, 18 et 24,

IV - EXEMPLES DE FORMES D'ONDE

Aprés avoir montré que les formes d'ondes de tension considérées &taient
facilement réalisables, nous allons pour terminer donner un exemple d'application
des formules générales des courants et du couple,

Le tracé des formes d'ondes, & partir des expressions, a été effectué

pour le moteur suivant

Moteur CEM - Type L 580236 ; 7,5 CV 3 50 Hz ; 1420 t/mn ;

triphasé ; stator 220/380 V , 21,5 A/12,5 A 3 rotor 110 V ;

36,5 A,

Des essais classiques conduisent aux valeurs suivantes des paramétres
de la machine

RS = 0,54 Q ; RR = 0,076 & ; L

M = 0,0223 H.

= 0,127 H ; L, = 0,0098 H ;

S R

Ce moteur est alimenté par les plus simples des tensions en paliers

optimisés (2p = 6).

La figure 40 montre comment varient les deux onstantes de temps TI

5 et les deux pseudopulsations Ql et Qz lorsque la période des tensions appliquées

est de 20 ms, en fonction de la vitesse angulaire relative w'/w.

et T

————————————————————————— a-

Nous avons tracé point par point (figure 41) la forme d'onde du
courant statorique iSa a partir de 1'équation obtenue au §.2.1., pour deux
valeurs du glissement. Nous avons choisi E] de fagon que la valeur efficace du
premier harmonique soit 220 V, c'est-a-dire B, = 163 V.

La valeur du premier glissement 1% correspond A une faible charge,
la seconde, 107, & une surcharge.

On peut noter que la premidre forme d'onde est trés éloignée d'une



(173)

(/s L= %) 91dnop

J

=M
. (/1= g ) 9nbiiciol jueinos .
_ (% 1= g)anbuojeys juesnoy - T = —m— =~
_ ow:U__aam uoisua} e} 3p IPUOR 3wioy e
_ (%4 01= g) 9nbiiojeis jueino)
|
m
|
|
mﬁhc _
w
H

WN Y

|
!
|
!
!
|
l
i
I
i
!
|
L

. »
.o .
. . /
. .
‘. P

<

v o ey . ——

V0Y-

mm_ e mm_

VOl
-V0<

. .
. .
AN .
’ ‘ >
, 3
o 0- = o m
’ / . v

, "
K .

/ e li..r e voy

/w, \ - hvos

VOE+V09

FIGURE 4]



Vi

1

0%

04

L T T RO il
i 233 Tt -
! : 1 1 §i B i
Hi 4. | T b 4
i ‘ 3
- HH
; : b HH
f* i 1N HH
; ; ol i i i
H 4 —t -y - - a2
, ] oo L
.
< o T
+ s thowe
$1Ese: Bhes
i+t [oo%s BmEs
, L [ SURTRTRON (N U0 U O
_ b .lrll
T 3 el i & .I.
- . + 3
i = - : iy w b 21080 poees
; ; o H 4 e H 4 =] 1T IS PRON t pmaan
; TOSY JREEEE N I i
] SN ARSI LA N it =2
; ; H T ek ] ssuss
e, = H ]
el + : -t m.i
g i _ IR
[ H .
i i A : 4T 3 ¥
H T 1
1 1
W, 44 oo , A,L: e H -
j + , g iis
; T v < \ I <o
; % B 4 Ly
+H . v
, T i
! tHH
- -y I3 H " $-id 3
] | i u w 5 :
‘ ¥ ﬂ T u
} : i VT T iz - N
0 T i T - 1 3 3
£ - T i . ey &
: T e X
+ ot oo H S5i
i ! " HH
b b 4 i 4 : 1
m ) FHHH
35 1zssr
i HARHH
: TR ~ i
€N - f 1 i 3
for— [ ~
- it ~— 1
f— i H 3t {8k,
- o
W ™ - wn ™ - /S = (=4 o
o o o o o, = o\ Q = =
© o o . ™ ~ -

02



(175)

sinusoide. FElle présente des pseudo-oscillations assez marquées. Lorsque la
charge du moteur asynchrone augmente, la forme d'onde du courant absorbé se

. : . -
rapproche de celle d'une sinusoide.

La figure 41 donne aussi un exemple de 1'@volution du courant roto-

rique 1 durant une demi-période des tensions d'alimentation. Elle correspond

Ra
4 une valeur importante du glissement (107). Cette courbe montre que les enroulements
rotoriques sont soumis & des pointes de courant de valeur relative élevée.

Ceci est le cas chaque fois que 1l'on désire modifier de fagon brusque
le flux tournant par modification des tensions d'entrée |133].
‘ On doit noter que la phase de la forme d'onde des courants rotoriques
dépend de la valeur de l'ang¥e 60 entre l'axe de la phase A du stator et 1'axe
de la phase A du rotor & l'instant initial.

L'exemple traité correspond & 1'alimentation d'un moteur asynchrone
4 rotor bobiné, mais 11 peut s'étendre a4 celui d'un moteur rotorique a cage
d'écureuil. Cette étude du courant rotorique permet d'expliquer les ruptures

de cage que 1'on observe parfois.

Les formes d'ondes des courants statoriques et rotoriques ainsi obtenues

par le calcul ont bien 1'allure de celles expérimentalement relevées.

- " - o

La figure 42 montre enfin comment évolue le couple durant une alter-
nance des tensions d'alimentation, et la courbe tracée correspond & une valeur
faible du glissement (1%).

Cette courbe montre que le couple présente des oscillations de fré-
quence égale a4 2p fois celle des tensions d'alimentation, d'amplitude relative-
ment importante. (Dans cet exemple, 1'amplitude cr@te & créte des oscillations

est sensiblement voisine de la valeur moyenne).
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V - CONCLUSION

L'étude que nous venons de présenter sur 1'alimentation d'un moteur
asynchrone triphasé par un convertisseur délivrant un systéme triphasé de tensions
équilibrées en paliers optimisés constitue le premier exemple d'application de la
méthode basée sur les composantes de Y.H. KU que nous avons proposée.

Elle illustre bien l'intérét de cette méthode. En effet
- les expressions analytiques des courants statoriques et rotoriques s'obtiennent

aisément en fonction de paramétres facilement mesurables.

- 1'expression analytique du couple, bien qu'un peu plus complexe, s'obtient néan-

moins sans difficulté.

Ces expressions permettaient de rechercher les caractéristiques de
construction optimales du moteur asynchrone triphasé destiné i étre alimenté par

un convertisseur de ce genre. Nous le montrerons lors de la troisiéme application.
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CHAPITRE V

ETUDE ANALYTIQUE DU MOTEUR ASYNCHRONE ALIMENTE PAR UN ONDULEUR A MODULATION
DE LARGEUR DES IMPULSIONS.

De trés nombreuses publications ont été consacrées 3 1'étude des
différents types d'onduleur pouvant fonctionner suivant le principe de la mo-
dulation de largeur des impulsions ou & 1'@tude des différentes techniques de
modulation et de commande, mais & notre connaissance aucune étude n'a été con-

sacrée au comportement du moteur asynchrone alimenté par un tel convertisseur.

L'emploi des composantes relatives de Y.H. KU va nous permettre
de donner une expression analytique relativement simple des courants et du
couple. Nous n'expliciterons pas complétement ces expressions que nous lais-
serons sous la forme matricielle qui nous a semblé la plus judicieuse pour
1'exploitation numérique. L'ordinateur dans ce cas n'est qu'un outil de cal-
cul 3 il ne sert pas a résoudre pas i pas le systéme différentiel. La préci-
sion des calculs est ainsi trés grande et on peut ensuite utiliser des tech-
niques numériques pour le calcul des développements en série de Fourier des
courants et du couple par exemple, sans que les résultats soient entachés de
1'erreur de résolution que donnerait un traitement purement numérique des équa-~

tions initiales.

De maniére 3 étudier le cas le plus général, on supposera tout
d'abord que les tensions aux bornes des phases statoriques peuvent aussi
présenter une composante homopolaire (alimentation par quatre fils d'un
stator couplé en étoile). L'étude du courant produit par cette composante
nous permettra de montrer, dans ce cas simple, comment on méne les calculs.
Nous étudierons ensuite les courants produits par les deux autres types de
composantes ; nous en déduirons les expressions matricielles des courants

réels et du couple.

I - SYSTEME D'EQUATIONS UTILISEES. INTERVALLES A ETUDIER

Nous utiliserons le systéme d'équations simplifiées (1) aprés
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de Y.H. KU rappelée au Chapitre III, auquel nous

ajouterons l'équation différentielle régissant le comportement de la compo--

sante homopolaire, soit

. So
Vso T Rg Tso +;f;o dt
di di
_ : . y st o Rf
(D Vo (RS'*]J)ig)lsf + s it + 3/2 Miw ipg + 3/2 M It
di di
_ . Sf . . Rf
Veg = 3/2 Migw log + 3/2 M Tc + (RR + lgwfR)lRf +;PR It

Le rotor du moteur asynchrone étant courcircuité, les tensions

VvV, , V et v sont nulles,

Ra Rb Rc

transformées des tensions statoriques v

L antité et v o
es quantiltés Voo gf S nt les

Ces tensions ne sont pas

de meéme va.

sa’ 'sb’ 'sc°

constantes durant toute la période T mais on peut définir un certain nombre

d'intervalles durant lesquels v

servent la méme expression.
Considérons par
par trois onduleurs en pont
trois et cing.
Les figures 42,

intervalles durant lesquels

Pour étudier la

sa’ Vsp® Vse étant constants, Vao et Vg con-

exemple trols tensions déphasées de 27/3 engendrées

commandés de maniére a éliminer les harmoniques

43, 44 montrent qu'il y a au maximum soixante

ces trois tensions demeurent constantes.

composante homopolaire, nous ne considérerons

que les m intervalles situés entre 8 = 0 et 6 = 2n/3. (Pour cet exemple m = 20).

En effet, les tensions Vga

sous la forme

Sa

Sb

Sc -

Van et Voo étant décomposables en série de Fourier

i w
E:. V2K+1,m sin(2K+1)wt
k=0

2: VéK&],m sin(2K+1) (wt = 21/3)
k=0

i _4\3
2: V2K+1,m sin(2K+1) (wt n/3)

k=0
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de Voo = 1//§(VSa + Ve + vSC)

On déduit

oo

v .
_ § 2K+1,m 2R+ K+2 1(2k+ 1wt _ -1 (2K+1)wt
Voo ~—5§XT%F'(1 + a + a ) (e e )
k=0

Compte tenu des propriétés du nombre complexe a, on voit que
+ =
vso(t 27/ 3w) VSO(t)

La quantité complexe vg (t) est donc une fonction périodique de
)

période 27/3w.

De méme pour étudier les deux autres composantes, on restreindra
1'étude aux n intervalles compris entre 6 = O et 6 = /3 (pour cet exemple n = 10).

Fn effet, puisque

N -iwt 2
Ve = I/Vg-e (vSa + avgy + a VSC)

cette composante des tensions d'entrée peut s'écrire :

Zv . ~12(R+ 1wt
_ § 2K+1,m 12Kwt K 2K 2K+2 K+1
Veg = *EI—VgF e (L +a + a ) e (1 + a + a )
k=0

Donc

vsf(t) = st(t + T/6w)

La quantité complexe_vsf(t) est donc une fonction périodique de période 7/3w. On

démontrerait qu'il en est de méme pour la composante Vop

4 ces grandeurs périodiques correspondent, en régime permanent,

d'autres grandeurs périodiques, solutions :i. cysteéme diffirentiel (1).

o
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IT - ETUDE DU COURANT HOMOPOLAIRE 130’]£§l

iéme . .

Durant le 1 intervalle tel que 61_1 <0 < 61, la tension et

le courant homopolaire sont VSo‘l(t) et iSo 1(t). Leurs expressions sont liées
s b4

par 1'équation différentielle

di
- : &? So, 1
Veo,1(8) = B Bgq 1t Tgo Tar
dont la solution est 8 - 8 5 - 8
1-1 1-1
-( ) -(—s——)
io(t) =1 %o -D %o, D (2)
So,1 1-+ € 1 ¢ 1
;£Sow =~
= = = 2 <+
avec Qg R , 0= wt , D 1/V3 I/PS(VA’I + VB’l VC,l)

\ v étant les valeurs co ante 1
A1 VBl VC,l n u nstantes que prepnent es tensions Vgao

Vs et Vg, durant 1'intervalle considéré. L'équation (2) donne l'expression du
courant iSo 1 durant cet intervalle en fonction de la valeur Il-] qui était
H
celle du courant homopolaire pour ¢ = el_ . Nous obtenons ainsi successivement
g, - 6 g, -6
| 9 1 0
=( ) = (=)
QSo QSo
I, =1 e D, e + D
1 o] 1 1
5, = % = % %, 7 %
=( ) =( ) = )
I, =1 *so D e Yo (™, - D,) o, D
v 1 2~ 1) ¢ 2

¢ l—i% o) 1-2 ¢ l—é K)
o) So
Il_1 = Io e - }E: (DK+1 - DK) e + Dl—l (3)
k=0

Il est alors possible de déterminer IO compte tenu de la condition

de périodicité

i

So,l(o) - lSo,m(Z“/Bm) - Io

on obtient
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4] —-GK
m-1 - )
D - (D - D) e Yo
o K+1 =
_ k=0
Io - g =5
m 0
(=)
“So
I - e

En reportant l'expression de IO dans la relation (3), on obtient

Il—l et ainsi iSO , en régime permanent pour un intervalle quelconque. Aprés
b

simplifications, i

So 1(t) s'écrit

wt = 6
o) 8 -6
S -1 QL
e So QSo
igo 1 (0) e D - Z (0, = De
__( 1 O) -0
QSo
I - e
“(wt - SK)
1-1 QSo
- (DK+I —'DK)e + D1 (4)

avec D = 0.
o)

IIT - ETUDE DES COMPOSANTES 1Sf’j(t) ET 1Sb,j£E)

Pour obtenir les expressions de i1 .(t) et 1 .(t), il est nécessaire
SE,] Sb,]

de résoudre les deux derniéres équations différentielles du systéme (1). Pour

le jeme intervalle, c'est-3d-dire pour ej—l <0 g ej, elles s'écrivent :
_iu)t 2 x di(‘f . din’.
_ A . SE.: . . ]

Ej e (RS+1 S)le,J S___EEL¢.+ 3/2Mi lRf’J 3/2M It

(5)
disf i di .
3/ Migd igp . 7 M —g (RR"‘igw%)lRf,j +XR —dt

o
0

*
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. = v.o. + v, .+ .
avec EJ 1/\3 « R T VC,J)

V., ., V_ . et V, . étant les valeurs constantes prises par les
A,J’ B,] C,] P P

.éme
v, et v durant le j intervalle.

tensions statoriques v
ens 4 sa’ Vsb Sc

Les solutions du systéme différentiel (5) sont alors

(6)

- _ 3/2 M(i-g)w
A7 5T b TR - im0 %

Les quantités C1 et C, sont les solutions de 1'8quation caractéristique corres—

pondant au régime libre et ont été définies au Chapitre III, §.1II.

- On peut exprimer les constantes d'intégration i partir des valeurs

IS,j—I et IR,j—l qu'avaient les composantes iSf,j et in,j au début du j°°°
'intervalle ; puls on peut exprimer IS,j—l et IR,j-l en fonction de IS,o et de
IR 0" Il est alors possible, compte tenu des conditions de périodicité,
bd
I = =
S,n Io et IR,n IR,o
d'obtenir les expressions littérales de I et de I , celles de I, . et
S,o0 R,o0 S,31-1
de T . et ainsi celles de K, ., et de K

R.j-1 1,j 2,3°
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En effet, pour 6 = 6j*1 les équations (6) donnent

-iej_l C\ Jw 5o Cylu 8
Is,5-1 745 ¢ YR e * 50
—iej_l Cl/w Gj_] Cl/w Qj—l
I, . = B. e + K, . e + K, .
R,]-1 J 3,3 4, ©
D'ol
-C /w 8. ~(Cy/w+i)0.
1 1 j=1 1 -1
K, . ==——|*, I, . - A .
1,3 x3—xz<3 s,j-1 ¢ 38y ¢
-C Jw 8, -(C,/w+i)0. )
_ 1 -1 2 j-1
IR,j—l + Ay Aj e
~-C./w 8. ~(C. /u+i)6.
1 2 -1 2 T3
7 = e I . + )\
K3 A3—k2< 2 7s,5-1 ¢ 9 By @
-C_/w 8. ~(C . /w+i)® )
2 -1 2 i
+ IR,j—i e Xl AJ e
avec K = A, K et K, . =X, K, ..
3, 2 1,3 4,3 32,1
i t . et K, . { : _ 3
) . Connailssan KI,J e 2,3’ cn peut ensulte exprimer IS,J et IR,J a
partir de IS,o et de IR,o'
_1 .
s caf A=A C (9_6) Ah oo w8, -0 )
- -i8j _ -iegf 373 “ PNk 172 72 iow
R BT (k ) R
k=0 3 2 3 2
A C /w4 A C./u 8 1 C /w9 C./u 8.
3 1 3 2 2w j> R,0 ( I i 2" 'J>
+ I < e - e T\ e - e
X - - —A
SA g A A3 372
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et de méme

1-1
-183 -18K A=A, G, w(8.-0 ) Ao=A. C./w(8.-6_)
= >\ -— . / \
Tes = My Ay e + }::(AK+1 Ade <x2 A1_A3 T i X1_\2 P B | )
k=0 3702 372
AN 0. Y 9. .
- L (ecl/w i euz/w J) S Ao ecl/w 8 _ Ay ecz/w ej)
; T ‘ — —
So 3 )\2 R,0 >\3 )\2 )\3 >\2
avec les conventions Ao =0 et 60 = 0.
Cr3ce 3 la condition de périodicité, on en déduit
. n
XA, -i® c i -
. MM e ién o oa e(vl/w+1)(6n GK)
S,0 X=X C,/w 8 K+1 K
3 2 1 n
1-e k=0
. n .
) Al Xz o 18 n “ ) (Cz/w+1)(6n GK)
X=X C./w 6 kK+1 K €
3 2 L n *
1-e k=0
et
. n
- - i -
L - 1 k3 o iBn o ) (C]/w+1)(6n GK)
R,0 2 =X c./w 6 g+1 kS ¢
32 2 n
I-e k=0
N MRy TR = (©,/uti) (8_-6,)
3 >\3")\2 Cz/m en Z(AK_H—AK) e
1-e
k=0
Il est alors possible de calculer les valeurs de IS 5 et IR ; puis
s 2
celles de K, . et de K. . et d'obtenir les expressions de i () et 1 ().
1,3 2,7 P sg,j(F re, (")

Elles s'écrivent



SE, ]

et

(t)

avec

et

n+1
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t 1= .
I eC] = *(Cl/w+1)6K Cl/w o, - —(C]/w+i)8K>
T T 6 (Z (A mag)e e Z(AKH'AK)tl
3 2 1 n —
l_e k.—o k:o
n
C,t j-1 , ,
. }\1 >\2 . 2 G en ‘((‘2/w+1)6K . Cz/w en Z(A N )—(Cz/w+1)0K>
P Tw © K+1 K€ € K+1 k7
372 2 n
l'e k_=O k:o
+ AL e—lwt ' 7
]
Xl-}\3 eclt i, "(Cl/w+i) K Cl/w e-n n _(cl/wh:}.j
A -A + — K
" 7Aoo C e en<Z( K+ 1 K€ e Z.(AKH Agle )
l-e k=0 k=]
oo, Caf e, —(Cyluri)oy  Colu B - yluri) By
At L Z(A age Kye? HZ(A A e
3 )\B—XZ Cz/w en K+1 TR+ K
l-e k=0 k=]
3 A. ~1wt
13
i C + € (ip+ C
3/2 Miw' N Louwr €)) s s (ot &)
R, - m':é’R ) 3/2 M(iw+ C, i 3 3/2 M(iw+ Cz)
=A =0 : 8 .= 7/3 et 8 = 0.
n
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A partir des expressions littérales de Al’ AZ’ K3, X4 et en posant

C] + iw = - 1/";1 + in C2 + 1y = - l/T2 + iQZ
) iy, —iv,
1 - 1Q1 T1 = P1 e 1 - 1Q2 T2 = P2 e
: . ~iy,
(T2 -~ Tl) -1 T] TZ(QI - QZ) = P3 e
(RqR —RR:FS+ Vo B2 - 9/4 M)+ LR, - R '+ w' [T (L - 94
s'R T, T TR L(Rpefg ) = Redp wi + w /T, (K% MOl
iy
= P4 e 4
(ReR —RRyS+ W 0 @E - 9/4 M) ¢ LRY O - RE W+ /T (X - 974 v
S™R T, 17 s°R TiRp%s ¥ SR 1'°S R M)
iy,
5
= P5 e
_1¢
) R
-— ' =
RR 1w &?R ZR e
c./w 8 1x
1 - e ] no_ N, e !
1
cz/w o, 1x,
I — e = N, e
2
T. P P \
2 1 T4 1 5
M. = |/R, ———F M. = 1/R
1 S Py Zp N, 2 S Py Z N,
SpT VT T R TN T FIRC TR S

On obtient :
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i-! n _ .
ig, C,t -(C,/wri)e, cz/w e h -aye (Cz/w+1)eK
iSf,j(‘t) = M?_ e e~ Z"_;‘:KJ’!%\K)e - T+ e Z K+1 K
k=0 k::J
i-1 n _ .
16l C]t Z —(C]/w-i-i)eK c]/(JJ en Z(A_K 4 ye (Cl/w+1)6K)
- M1 e e (AK+1-AK)e + e +1 K
k=0 k=]
+ A, e Ut (9)
]
De méme, en posant :
_iw6
1 = —|¢ - - - -
Rs + Q%(C1+1w) [l#%/Tl RS) 13% Ql] P6 e
_iw7
(o) = <[y - -3 ] - -
Rg + S, (Cy+in) = [ /Ty ~ R - i Fre.
w o3z 5 T Pa T R T Bk I
3 Zp A 3/2 M Rg Py Zp Ny 5 3/2M Ry Py Zp N,
Sy = M2 b g 8 T Uy U g T T g 3 S5 T Uy Us g T T Uy
nous obtenons :
i . n ;
i5, vt ~(c Juride,  Clw e =€ furi) by
lRf,j'(t) = L’Ia e e (Z(AKH-AK)e + e Z(AKH_AK)e )
k=0 k=]
. 3-1 _ . n N .
- M e165 eC2t Y (A, -A e (Cz/w+l)6K + ecz/w "o (A, -A)e (Cz/w+l)eK>
5 K+1 "K K+1 AK
k=0 k=]
is .
+ M, A, e 3 e twt (10)
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Les expressions (9) et (10) se réveélent difficiles 3 utiliser numéri-

quement, aussi nous allons en proposer une forme plus facilement exploitable.

IV - FORME MATRICIELLE DES COURANTS TRANSFORMES

L'exploitation des relations (9) et (10) est plus aisée si on les pré-

sente sous la forme matricielle.

Puisque

On peut mettre la quantité :

i-1 L
-(C, /wti)g C, /w 8
1 K
Z (Ap7Agde * Z (AK+1"AK)e
k=0

k:

—(Cl/w+i)6K

sous la forme :

éXé*Q ......AVA’n u _eo !
RS RS 1 ) —6]
AV AV, . :
I/ngl a a2) Ri,o ceeean R;n \\\\\ . Y]en
AVC,O Avcan \Ul ' 6
RO e H L



AT & ... _3
6 n u‘p )
e AV AV
Lt 8-
u q q
T a  eevees ST
I . Ty Tvlce = ' o Iy -
Ly ¢ o
0T
« {om I 4 ... _d :
. o u‘y o'y
. 6— AV AV
d
—.Ja
o,
1
N (e & 1) 9P e/l = Sy/3
IMT— - e
. z : (I8,
_-ln
N

! S9]UBATINS

< L3
$97[210Ta3eW suotssaidxa saj t wmﬂ Fe3s

1o T anod suoua3qo snou anb @jixos Cled

Q9 = N> 9 = Nl
m/7 0 3+3\Nuv

4 I [4 I

: o9ar “a aed 'a 39 Y aed 'd juedeidwsa us

O".VM

[=x
m%f-?vfw , ° + e N

MQAH+3\~UVI - 8 3\_ o) Aﬂ+3\muv| (—r
: aed °aTe[TWIS uoissaadxe UN JUSTIQO UQ
3 = _> 19 9 = ﬁn
/1o (14m/'0)
: ooae 39 nMﬁu>< 19 M,m>< anod swguw °p 39 .M,<> - _+M,<> = Mﬁ<>< JoAE

(631)



et d'une maniére analogue

w

- M_ e

(9]

’\t
W w (1 a

a’)
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A,O :A,n
e 5
AV AV
B,o KB,n
E * E
AV AV
C,o : C,n
TR 7
Voo,
A,J
E
2
M Y
13(1 a a’) B, i
7
Ve
—=
My o BVa 4
_—jan ...... 7
AVB ° ZVB,n
E ' E
AVC,o AVC,n
E : E
Y40 LA n
E ) B
v
AVB,o A B,n
E T E
AV Y
C,o " C,n
F . 28 ’T«
= V = V =
A,n+] B,n+1

V - OBTENTION DES COURANTS REELS

Vv
C,n+1

(12)
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On passe aux courants réels & 1'aide de la matrice inverse de la

transformation de Y.H. KU, EK](G)]—].

Le courant circulant dans la phase A du stator sera la somme du

. - . . . Cu
courant 1 obtenu a partir des composantes 1 et 1 et du courant 1
Sa P P Sf Sb Sa
du & la composante homopolaire iSo :
LN ] ]

1 = 1 +

Sa Sa Sa
Puisque les enroulements du rotor sont en court-circuit, le courant 1 dans

Ra
la phase A de cette armature est :

lRa =1 Ra’
. . . . . .
1, étant obtenu 3 partir des composantes log et lpp:
5.1. Détermination_de_ i'g,.
i eiwt e—iwt
Sa,j
igg,;(0)
2 1wt -1wt
Y |- a
i Sb, 1/U§ e ae
igp,;(E)
.y iwt 2 -iwt
SCj lae a e
s’

On peut utiliser ces expressionspour 05 t < 7/3w. De maniére a

déterminer toute la courbe de iSa durant une période, on doit tenir compte

de la condition de périodicité et utiliser le changement de variable suivant

t' =t + (h-1)7/3w

avec OstSTT/Bw et h=1, 2,3, 4,5, 6
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I1 serait possible de déterminer 1'expression mathématique du courant

- . U . . iwt' . -iwt’
1 en combinant judicleusement les expressions de 1 .e et 1 . e
Sa Sf,] Sb,]

Mais puisque ces deux quantités sont conjugées 1l'une de 1'autre, on écrira

ity - 2//377{((3,1(“)“(}1’””/3)1“ RO (13)

expression dansAlaquelle?L(z) désigne la partie réelle du nombre complexe z.

___________________ a-

i, = 1//'3‘180 ()

Sa o 1

On peut utiliser cette expression pour 0 g t g 21/3w. De maniére
a obtenir la forme d'onde compléte de ce courant durant toute la période,

on utilisera la périodicité de cette fonction iso(t).

___________________ a-

Puisque

. ol gut o Bwe

Ra e 1 (0)
Rf, ]

. ot

i | = awF | et et ae B

Rb
le,j(t)

; Q olBWE a2 olewt

Re

On en déduit facilement que :

i, 2//3 ?y(eig‘”t ing,;(E)
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On peut utiliser cette expression pour O £ t & 7/3w. De maniére i obteni-~

toute la courbe de iRa’ on utilisera la condition de périodicité et 1'on effectuera

donc le changement de variable :

t' =t + (h~1)n/3

On obtient alors :

iRa _ 2//§-§{(eigwt eig(h—l)ﬂ/?) in,j(t))

VI - EXPRESSION DU COUPLE

Nous utiliserons- pour calculer l'expression du couple la formule :

C=3 MU (le,j . le,j)

établie au Chapitre III, §. 4 . La quantité in ; est la conjuguée de iSf T
s ’
de sorte que nous obtenons.
v .
A,J
. ‘o E
'Rb, j ad er T3 2
2 = i .
T7R 1/v3 e e M3(l a a) VB,J
S
E
\Y
C,J
E
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Vv \Y -6
A,o0 ) Anli— o) {
i E Tt E 1 -8
4 — w0t 2 m 1
+ M
4 © (vl) (1 a” a) VB,o VB,n 1 _ en
E s s a s e E \)1
\Y -6
C,o ) VC n T n S 6n
T e —E4— . |
VA,o e VA,n - -60 1
E E Ho -8, 1
u 0
-i6 v v Mo n
5 ey t 2 B B . =
- M_ e v 1 a a) 50 .1 v
5 ( 2) ( E te E . 52
A ' -0 D6
Czo ) C,n o n < n
F * L 2 2

- VII - EXEMPLES DE FORMES D'ONDE

Considérons de nouveau le moteur dont les paramétres ont &té définis
au Chapitre IV et son convertisseur constitué de trois onduleurs PWM dont les
angles de commutation ont été calculés de maniére 3d &liminer les deux premiers
harmoniques impairs. Par le décalage B de la commande des deux demi-ponts, on
peut faire varier la valeur efficace du fondamental.

., v

La forme d'onde pour une demi-période des trois tensions v v
P pe or’ "OB ‘0C

engendrées par les convertisseurs pour trois valeurs de B est tracée en haut

des figures 42, 43, 44.(1) Aux bas de celles-ci, on a porté la forme d'onde de

la tension aux bornes de la phase A du moteur asynchrone supposé couplé en

étoile sans conducteur neutre,

Nous avons tracé sur les figures 45, 46, 47 la forme d'onde du courant

(1) L'ensemble des courbes caractéristiques tracées a &té regroupée a la

fin dir Yavta Ao roa rhani+rao
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i pour trois valeurs du glissement :

Sa
g = 1% qui correspond & une faible charge,
g = 5% qui correspond sensiblement & la charge nominale,
g = 107 qui correspond i une forte surcharge,

et pour trois valeurs du décalage de la commande des demi-bras de pont

(B =0 ; 80 ; 135°).

Ces courbes montrent que le courant absorbé par le moteur asynchrone

est loin d'@tre sinusoidal quel que soit 1l'angle B et le glissement g.

La décomposition en série de Fourier de ces formes d'ondes a conduit
aux résultats groupés dans le tableau 5 lorsque g = 57.

Les calculs effectués montrent que la valeur maximale des diffé-
rents harmoniques, quel que soit le décalage B considéré, n'est pratiquement
pas influencée par la valeur du glissement.

Nous avons ensuite tracé 1'évolution, en fonction de g et pour trois
valeurs de B, de la valeur maximale du courant & commuter (figure 48). Cette
valeur est une des données nécessaires pour 1'établissement du projet de
bl'onduleur PWM. Ces courbes suivent sensiblement 1'&volution de Ilm avec le
glissement et confirment 1'existence de pointes de courant relatives importantes

surtout pour les faibles valeurs de g.

La figure 49 montre 1'évolution du couple moyen CO développé par
le moteur en fonction de g et pour différentes valeurs de 8. La courbeAest
réguliére et présente, comme pour le cas de l'alimentation par des signaux
sinusoidaux une concavité, vers le bas.

Les figures 50, 51, 52 donnent la forme d'onde du couple instantané
durant une de ses périodes, c'est-d-dire un sixiéme de celle des tensions primaires
pour diverses valeurs de B et de g. On peut remarquer que les courbes du couple
sont nettement moins perturbées que celles du courant.

La décomposition en série de Fourier de ces ondes a conduit aux résul-
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tats reproduits dans les tableaux 6, 7, 8.
Ces tableaux montrent que la teneur en harmonique du couple dépend
peu, 3 B donné, du glissement, mais l'importance relative des divers harmoniques

dépend beaucoup de B.

VIII - CONCLUSION

La méthode des composantes relatives nous permet d'étudier analytiquement
le comportement du moteur asynchrone alimenté par un onduleur PWM (& modulation
de largeur des impulsions). La forme matricielle proposée s'est révélée trés in-
téressante pour l'exploitation numérique des résultats.

Ce mode d'alimentation conduit a des courants statoriques trés pertur-
bés, mais la courbe de couple est elle nettement moins distordue. Nous avons vu
1'influence du glissement et du réglage des tensions d'entrée sur les formes d'on-
des et leurs harmoniques. De telles &tudes permettraient de déterminer les carac-
téristiques optimales pour le moteur alimenté par de tels signaux.

Nous avons simplement voulu ici illustrer la puissance de la méthode
d'étude proposée en 1'appliquant & un cas particulidrement difficile, voire méme

a priori impossible.
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80°

135°

K 1 7 11 13 17 19 | 23 25 29 3] 35 37 41 43
PR, S e R S e , S - P, e 2 . - -
K - E
TE 93,75 | 16,15 | 14,07 | 1,09 | 4,03 1,531 4,23 1,191 0,88| 0,21 0,72{ 0,38 | 0,691 0,57
IK 1071 71,82 | 3,15 | 2,44 | 1,03 | 3,09 1,18 1 3,97 | 0,21 | o,16| 0,21 | 0,561 0,29 | 0,65 (0,10
E/ 3Rg ' ;
!
K - ] | ,
E/3RS‘O 29,81 | 1,63 | 9,52 | 4,99 1,44 | 2,74 3,14 1,39 1,371 0,95 | 0,46 : 0,93 | 0,68 | 0,59
TABLEAU 5
- T ﬂauwmmgwmwmm%ww P T P
o cl =6 -4 -6 - - -6 - -
T : )2‘0 ? ,10° 2106 b 2106? > 2106 6 10%1 7 215‘ 8 2106
92 . (E/3R X (E/3R :
R N (BB EIR)T (B3RO (B3R (BOR)T(B/3R)T 1 (B3R (B3R T
1 248,7 177,6 | 76 L 41,5 . 15 4,7 1,7 ; 2
2 247,1 176,1 | 75,4 41,3 1 14,9 4,7 L9 2,1
3 245,5 174,6 i 74,5 41,1 14,8 4,8 2,3 b2,3
4 243,4 173,0 | 73,4 41,1 14,6 4,9 2,8 F 2,5
5 241,0 171,21 72,2 41,1 14,4 5,1 3,4 2,6
6 238,3 169,3 | 70,8 41,21 14,1 5,3 3,9 2,9
7 235,3 167,2 69,4 | 41,2 | 13,8 5,5 4,3 3
8 232,2 165, 1 67,8 | 41,3 1 13,5 5,7 4,8 3,2
9 228,8 162,9 66,1 41,4 . 13,2 5,9 5,2 3,4
10 225,4 160,6 L 64,4 L AL, 13 6,1 5,5 3,5
— - e i .,‘E - ; . _‘L e o s e et
TABLEAU 6 (8 = 0)

(L61)
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|

6% -6 %3 -6 (%4 -6 s -6 ¢ 6.C3 ~6_°3 -6

=10 510 510 ~10 510 10" ,10 =10
9%\\\\\\\ E/3R) (B/3R) " (E/3Rg) (E/3R)”  (E/3Rg) (E/3Rg)" (/3R (B/3Ry)
33 36,3 44,7 43,8 , 2,8 7,8 3,7
2 32,9 36 44,3 43,4 , 2,8 1,8 3,6
3 32,6 35,6 43,8 43 , 2,8 1,7 3,6
4 32,4 35,1 43,1 42,5 , 2,9 7,6 3,5
5 32 34,5 42,4 w2 , 3 7,4 3,5
6 31,7 33,8 41,6 L 41,3 1 3,1 7,3 3,4
7 31,3 33,1 40,7 ! 40,7 1,1 3,2 7,2 3,3
8 30,9 32,3 39,8 40 11 3,3 7,1 3,3
9 30,4 31,5 38,8 39,3 1,2 3,5 6,9 3,2
0 30 30,7 37,8 38,5. 1,3 3,6 6,8 3,1

TABLEAU 7 (R = 80°%)

(861)
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CHAPITRE VI

ETUDE ANALYTIQUE DU MOTEUR ASYNCHRONE ALIMENTE PAR UN REDRESSEUR COMMUTATEUR
DE COURANT

Parmi les dispositifs permettant de faire varier la vitesse d'un
moteur asynchrone, les onduleurs du type redresseur commutateur de courant
font actuellement 1'objet de nombreuses études |149]|150||151]]152]|153]|154]
Ils présentent en effet sur les onduleurs de tension un certain nombre d'avan-
tages quant & la robustesse, la fiabilité et la facilité de construction . Iis
peuvent fonctionner dans une grande gamme de fréquence, dans les quatre quadrants
du plan couple-vitesse.

Ces montages imposent une forme d'onde du courant statorique discon-
tinue ; de ce fait, le couple produit présentera lui aussi des discontinuités
ainsi que les tensions simples, qui sont 3 la chute de tension dans les résis-
t ances statoriques prés, les f.e.m induites. Ces tensions simples contrairement
aux montages imposant une forme d'onde de tension mne sont plus contrdlées et
il ne peut donc plus €tre question de maintenir le rapport U/f constant.

La discontinuité du couple ainsi que le fait que les caractéristiques
de commutation des onduleurs soient fonctions des courants dans la charge sont
les principaux désavantages de ce type d'alimentation.

"Aprés un bref rappel sur les onduleurs commutateurs de courant, nous
établirons les expressions analytiques du couple instantané, du couple moyen
et de la tension simple. Nous mettons ensuite en évidence dans ces expressions
les paramétres caractéristiques du moteur asynchrone et du convertisseur sta-
tique et nous montrerons comment on peut juger de l'influence de ces paramétres

sur la valeur et la forme d'onde du couple.

I - GENERALITES SUR LES VARIATEURS DE VITESSE UTILISANT DES ONDULEURS DU TYPE
REDRESSEUR-COMMUTATEUR DE COURANT

Le schéma de principe d'un variateur de vitesse pour moteur asynchrone

alimenté par le réseau industriel et utilisant un onduleur de courant (CSI)
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comporte :

- un pont triphasé 3 thyristors fournissant la tension continue variable u
C

- une inductance lissant le courant I fourni i 1'onduleur

- un onduleur de courant dont 1'un des schémas de principe est celui de la

figure 53 :

. Recepteur
_ Triphase

Th, ¥Th6 X,
(o,

FIGURE 53
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Les thyristors Thl’ ThZ’ ey Th6 font
récepteur 2 une fréquence variable.

Les capacités Cl’ CZ’ e C6, de méme
nécessaire pour réaliser les commutations.

D «v+y D, isolent les

1?72 6
A chaque instant seuls deux thyristors

Les diodes D

passer le courant dans le

valeur, fournissent 1'énergie

capacités de la charge.

sont conducteurs et un thyris-

tor est commuté par l'allumage du thyristor suivant. Le diagramme de conduction

est celui de la figure 54.

| DA 2n
8 'sb A g
| 7%%21(
007, | .

Thi Th3 Ths Thi
> —la- P
Th2 Thé
- —ple h — ol Theé —d
FIGURE 54

L'angle de conduction de chaque thyristor est de 2m/3 durant une

période. Ce type d'onduleur est dit 4 commutation auto-séquentielle | 155
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Divers montages sont étudiés dans ‘156’ et leurs performances en tant que commu-~

tateur de courant sont comparées.

1T - EQUATIONS UTILISEES. FROPRIETES DES TRANSFORMEES DES COURANTS

Nous utilisons encore le systéme (1) d'équations établi au chapitre

' o Yg di
3 = { 1 —_— 1351 { /
rgp = (Rg + lud)ige +&Lg —= + 3/2 Miw dp + 3/2 M —
o digf def
vpg = 0 = 3/2 Migw ige * 3/2 M T (RR + 1gw§%)1Rf +éfR v

expressions dans lesquelles, du fait de 1'alimentation en courant i est une

St

fonction complexe connue et in et vg. sont des fonctions complexes i déterminer.
AN

L'étude de ce systéme est simplifiée par le fait que la fonction 7,,.(%)
P q 5

est une fonction périodique de période T = n/3w. En effet
- durant le premier intervalle, 0 < t < 7/3w,

iSf | = 1/V3 e—lwt (1 - az)I ;
’

- durant le second intervalle, 7/3w < t < 27/3w,

- )
i = 1//3 e twt (a - a)I

Sf,2

et des expressions de forme analogue donnent iSf pour les autres intervalles.

Si dans l'expression de iSf 5s On remplace t par t' + w/3w, on obtient
s

Y3 e~iw(t' + 7/3w) (a - a2)I

[T
1

Sf£,2

VT T (2 T
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de sorte qu'avec ce changement d'origine des temps isf , a la méme expression
b

que 1 I1 n'est donc nécessaire d'étudier les grandeurs i_,. et Vge que

SE,1°
durant le premier intervalle B), ﬁ/3w].

Rf

Pour obtenir l'évolution de ces grandeurs durant toute la période,
il suffira ensuite d'effectuer pour chaque intervalle le changement comvena-

ble d'origine des temps.

ITT - RESOLUTION

Effectuons dans la seconde équation le changement de variable

On obtient aprés report et simplificationg

dy
3/2 M ., . Rf
R~ &g lgg = Rg * lng“ YR +xk at

R

I1 s'agit d'une &quation différentielle du premier ordre en Yre a

second membre périodique de période T = 7/3w, dont le régime libre est donné

par
_ ~(a + iB)
Ype,1 T K
R
R -
avec ¢ = et B = gu
R

Durant le premier intervalle de fonctionnement, nous avons

. _ _ .2y miwt
igey = 1//3 1 (1 - a%)e

. ~ -igt
Le régime forcé correspondant est donc du type B e “* et 1'on
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obtient le coefficient B par identification :

) 2 R
B = 1/V3 (1 - a1 3/2 M/aPR R - i:%w'

et Yp g @ pour expression :
]

R . .
yR f(t) = ]/1/3 (1r - a2)I 3/2 M/.YR_IEiY'—T e twt + K e_(a * k)t
’ RR Rw
Puisque 1'on a une équation différentielle avec second membre pério-
dique, la solution en régime permanent établi est une fonction périodiqu: et

1'on a donc :

(o) = (m/3w)

YRt YR

Il est possible de déterminer la constante d'intégration complexe K. On obtient
P g p

R -im/3
_ _.2,3/2m R 1 - e
K=-1//3 0 -a") g R, - i%0' ~ | _ (@ + 1)/

et la premié&re composante relative du courant rotorique s'écrit

N 2. 3/2 M . S s ~(arig)t
e = 195 0 = a2 (e - P

Le couple est obtenu a partir de la relation :

C=—3M)‘7(1sb lRf)

Puisque dans le premier intervalle :

. _ _ ilwt
ive = 1/V3 (1 - a)T e

nous obtenons en posant :



(216)

Y e
— -
RR 1 Rw ZR e
—RR/ﬁzw /3 -R_ /¥ w /3 iy
R . . R . 1
(1 - e cos g m/3¥+ i(e sin g 7/3) = Nl e
- i¢ Lo =—ix, .
N R _ ; R I ir/3 (-a+ie')t
i g 3/2 017 diw lig e RRﬁik I/(h] ZR)e e e }
Il en résulte :
w2 12 ‘ —RR/XRt
= - A - N 1 1 -—
C 9/2 z {w' cos o RRAYR Nl e sin(w't + 7/3 + ¢R XI)}

R

On peut alors calculer l'expression du couple moyen par :

/3
c = 3/r C(8)ds
o
Un calcul simple conduit 3 :
2 .2 -R, /& w /3
= - 9/2 ML {w' cos ¢, - 3/ﬂ——§5—-w(sin(ﬂ/3 + 20, = x,) ~— e RR R
ZR R ZR Nl R 1

sin(w'/w w/3 + w/3 + 2¢R - x]))}

Enfin la premiére équation du systéme (1) permet de calculer la composante

Ves des tensions d'alimentation. On obtient aprés simplifications :
) ~-in/3 -(a + iR)E
. _ .2 -iwt 2 2 1 - e e
Ve = 1/Y3 (1 = af)I {Rg e +9/4 MU/ Ry TG i

et puisque :

v. = 2/V3 f{@“‘”t + (R-Dn/3)

Sa )

st
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1'expression de la tension simple v__, aprés simplifications, s'écrit

Sa

- » 5 5 —RR/¥%t
Vea = 2/v3 {RS 1 cos(m/6+{(K=1)m/3) ~ /4 M“/&"R RR/NI T e

sin(w't—xl+(K—1)g}
expression dans laquelle
0 <t g m/3w

et ol K est un entier naturel pouvant prendre successivement les valeurs de | a 6.

Des tensions aux bornes des phases on dé&duit la tension us de période

m/3w, 4 appliquer & L'entrée de l'onduleur.

Durant le premier intervalle, par exemple, u, = VSa - VSC :
2 -R, /¥t
) _9/4 M : RIRS
u, = 2 RS I %7 RR/M1 Ie sin(w't X, m/6)
R

D'oli, 4 la chute de tension dans la résistance de la bobine de lissage

prés, la tension redressée moyenne UCO que doit fournir le montage redresseur :

2 e
9/4 M -m/3 RRﬂﬁpw

= - % i - - -
U 2 RS I 6/ﬂa4R N1 cos ¢y I¢ 51n(¢R X T/6) - e

sin(w'/w ﬂ/3-x]—ﬂ/6+¢R)}

IV - MISE EN EVIDENCE DES PARAMETRES CARACTERISTIQUES

On peut réécrire les relations donnant ¢, C , V, ., u et U _en
o’ AN c co

mettant en &vidence

- les paramétres caractéristiques du moteur :



(218)

Son coefficient de dispersion o, la constante de temps du stator

T =MS/RS, celle du rotor t

= w 1
g R/RR et le glissement g.

R

- Les caractéristiques de commutateur de courant

Le courant I qu'il fournit et la pulsation w qu'il impose aux

grandeurs statoriques.

On obtient ainsi :

-6 /Tt w
¢ 26 {(1-g) e ° - {n((i=g)8 +7/3+6 =X )
= - T, T, €OS -g) - sin{{i=g " X
2(1-0)w Rs I2 S R R TR w N] cos ¢R S R 71
¢, 2 3
2(1-9)u Rg 12 = 7 Tg Tg cost dp {(lmg) - N, LSin€m/3+20p=x
/31T w
- e sin(2m/3-gm/3+2 ¢R—x])]}
VS —SS/TRw
&_ - //3 {cos(n/6+(K=-1)1/3) - (1-0) t./1, N e sin((t=-g)o,~x,+*(K-1)n/3)}
RS I S" R "1 S ™1
uC -6./T,w .
R T =2 - 2TS/TR(1—G)/N]e sin((l—g)es =Xy T m/6)
UCO » —ﬂ/3TRw
I 2-6/n(1~a) rsw/Nl cos ¢R {sin(¢R-Xl-ﬂ/6) - e Sin((l’g)“/3'X1'W/6+¢R)}
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Ces relations permettent de tracer point par point les formes d'ondes

de c, Voa et u_pour un moteur donné (o, Tgs TR) lors d'un fonctionnement donné
(I, w, g).
La figure 55 en donne un exemple :
i 2
AS
- 2 Vas Uc
I? 2(1-0) wgRsl et
| s 'Rl
v T 40
N N =~ — — Ye
N AN ™ AN N[N
30
—~ N N LN N \L—\
\ \\' \ \ \\C \\
001 = < N = = ~120
\ Vas b
AV /
\ i
I X // —=110
\ ®
0 / S

A
S
5
o
=
a
RN
4
PR)
N
A

FIGURE 55
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Elles permettent surtout de choisir le type de moteur, la plage de
variation de w et le mode de commande les plus favorables pour une application
donnée, en illustrant par des familles de courbes les remarques formulées par
A. WIART [119]| sur les particularités du fonctionnement du moteur asynchrone au-

quel les ondes du courant sont imposées.

Nous nous limiterons ici, parce qu'elle est la plus difficile, & l'étude

du couple et de ses variations.

V - ETUDE DU COUPLE

La relation établie montre que le couple moyen CO est proportionnel i

TS(I—O)RS 12 et fonction de Tpw et de g. Les courbés, telles celles de la figure

56, montrant 1'évolution de CO/(I—O)RS 12 T, avec le glissement pour diverses

S
valeurs de Tpws ou a TR donné, de f, présentent un maximum pratiquement indépen-
dant de f ; ce maximum est obtenu pour un glissement variant sensiblement comme
1'inverse de la fréquence f. D'ailleurs tout au long des courbes le glissement
nécessaire poutr obtenir une méme valeur de CO/(I—G)RS I2 T. est a peu prés pro-

portionnel & 1/f.

Ces courbes montrent
. . - 2 .
- que le couple maximum est proportionnel 3 (I—o)&g I, donc au produit du cou-
rant statorique par le flux que crée ce courant ; il ne dépend pas des carac-

téristiques du rotor.

- que le glissement pour obtenir un couple donné est inversement proportionnel

arT
R

statorique augmente.

w . Il diminue quand la résistance du rotor diminue, quand la fréquence

5.2. Forme d'onde du _couple_instantané

— - - - - o= - - = . - .

La forme d'onde du couple ¢ durant chacune de ses périodes et 1'impor-—

tance relative de la brusque variation de ¢ a chaque changement de période ne
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dépendent, elles aussi, que de TRW et de g. La figure 57 donne l'onde C
pour une valeur de TRw et diverses valeurs de g. Plus le glissement crofTt
moins le couple varie et moins les &-coups sont importants. Quand g est

suffisant, au lieu de décroitre tout au long de sa période, le couple passe
par un maximum durant celle-ci.

o —Co
4 (1_0)R5T$Iz

FIGURE 36
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15+

0,51

05+

,

FIGURE 57

gWs & nous avons tracé (figure 58) les

courbes donnant au cours de l'intervalle [O, /3], la valeur 9

Dans le systéme d'axes T

|
Smax de 1l'angle

es pour laquelle C passe par son maximum.

9 , valeur de 6

Smax qui annule dc/d6S est donné par :

S
Xy~ T/3

Samx I~g
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Quand T, w et g sont tels que § s'annule, on passe du domaine ou

R Smax
C présente un maximum & celui ol il décroit sans cesse durant chacune de ses

périodes.

‘d'e

i
b

Cpas \ Ny
xtremu._m\

L

20

FIGURE 58 FIGURE 59

Il est alors possible (figure 59) de tracer, toujours dans le méme
systéme d'axes, les courbes d'égale variation relative du couple, c'est-a-

dire d'égal rapport

C - C .
max mln

c 2C
o

Le couple varie d'autant moins de part et d'autre de sa valeur moyenne

CO que Tow et g sont plus importants.

L'étude du couple moyen (figure 56) et celle de ses variations ins-

tantanées (figure 57) conduisent aux mémes choix :
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~ Pour avoir le méme couple moyen Co, 4 courant statorique donné, i1l faut adopter
un glissement qui augmente quand la fréquence statorique f diminue. Cet accrois=—

sement de g permet de maintenir KC faible méme aux basses valeurs de f.

- Pour réduire le glissement nécessaire a4 l'obtention des mémes valeurs de

C, et de K.» a fg donné, il faut augmenter la constarte de temps du rotor

et, en particulier, utiliser une cage de résistance relative réduite.

VI - CONCLUSION

L'étude de 1'alimentation du moteur asynchrone par un onduleur de courant
a permis de montrer que l'emploi des composantes relatives de Y.H. KU permettait,
ici encore, d'obtenir aisément les expressions instantanées des variables.

On peut facilement obtenir ces expressions en fonction des parametres
caractéristiques de la machine et montrer ainsi 1'irnfluence de ces paramétres

sur les performances de celle~ci. C'est ce que nous avons fait pour le couple.

Nous avons voulu 3 propos de cette derniére application montrer /a
supériorité de l'étude analytique qui permet seule d'obtenir les expressions lit-
térales des variables ce qui facilite beaucoup 1l'examen de l'influence des ca-
ractéristiques du moteur et de son alimentation sur leurs performances et permet,
pour chaque application précise, de faire travailler 1'ensemble dans les condi-

tions optimales.
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CONCLUSION

Parmi les divers dispositifs permettant de faire varier la vitesse
des moteurs électriques, les montages statiques & redresseurs se substituent pro-
gressivement aux associations de machines électriques.

L'Electronique de Puissance a d'abord permis le développement des
variateurs de vitesse alimentant des moteurs & courant continu. Les caractéristiques
tant statiques que dynamiques de ces convertisseurs sont actuellement assez bien
connues.

Il n'en est pas de méme des montages permettant de faire varier la
vitesse du moteur asynchrone. L'étude que nous venons de présenter a essentiellement
pour but de forger l'outil nécessaire a 1'étude quantitative du comportement du mo-
teur asynchrone 3 cage alimenté par les divers convertisseurs statiques permettant
son alimentation 3 temsion et fréquence variables. Il s'avére nécessaire d'effectuer
une comparaison des diverses solutions possibles et de leur domaine d'intérét. Cela
devrait déboucher sur une philosophie de la variation de la vitesse du moteur asyn-—
chrone, comme cela a 8té fait pour les montages redresseurs et pour la variation de

vitesse du moteur A courant continu.

Pour cela, nous avons tout d'abord rappelé l'avantage que présentait
1'emploi de composantes relatives pour la simplification de 1'étude analytique des
machines alternatives. Nous avons indiqué que celles proposées voild prés d'un
demi-si&cle par Y.H. KU nous semblaient les plus intéressantes tant pour l'étude
de la machine asynchrone, pour laquelle leur supfiorité sur celles proposées par
R.H. PARK est manifeste, que pour 1'étude de la machine synchrone, bien que dans
ce dernier cas on perde l'interprétation physique commode des composantes de R.H.
PARK.

Notre contribution a surtout consisté & montrevr que les composantes
smétriques et relatives pouvaient toutes se déduire de composantes généralisées, que
la simplification qu'amenaient les composantes de Y.H. KU pour une machine triphasée
pouvait se généraliser 3 une machine qq X dp phasée.

Dans le souci de mettre & la disposition des enseignants les éléments
qui nous ont permis notamment de comparer les deux systémes de composantes relatives

nous avons, dans quelques annexes, présenté lc déroulement des caiculs effectués.
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Ils montrent en particulier que les paramétres de la machine généralisée, introduits
par G. KRON, peuvent se déduire aisément de ceux présenté&s lors de 1'étude classique

des machines.

Dans la deuxiéme partie, nous avons d'abord fait remarquer que la forme
d'onde des signaux appliqués au moteur asynchrone par les équipements destinés a en
faire varier la vitesse est souvent complexe ; or cette complexité, qui entraine 1'élé-
vation du colt de leur réalisation et explique le développement plus lent que prévu des
variateurs de vitesse pour moteurs asynchrones, est peu justifiée pour 1'amélioration
des performances de la machine.

Nous avons ensuite détaillé 1'étude des régimes libres et forcés du
moteur asynchrone. Ces régimes interviennent quel que soit le type d'alimentation et
seules sont modifiées la solution forcée, et, du fait de la modification des conditions
aux limites, les constantes d'intégration.

Nous avons pu employer la méthode mathématique précédemment développée
pour étudier le fonctionnement du moteur asynchrone alimenté par trois types de conver-
t isseurs statiques

- le premier type fournit a4 la machine des tensions en gradins optimisés.
Nous avons montré comment obtenir de tels signaux 3 partir d'onduleurs simples et de
transformateurs. Nous avons ensuite mis en &vidence la périodicité des grandeurs trans-
formées qui facilite 1'étude analytique du comportement de la machine ainsi alimentée.
Les équations obtenues ne font intervenir que les grandeurs caractéristiques de la
machine et du convertisseur qui lui est associé.

- le deuxiéme type considéré est celui utilisant la modulation de lar-
geur d'impulsions. Nous avons proposé une formulation matricielle permettant 1'étude
systématique de la réponse de la machine 3 des signaux apparemment fort complexes.

~ le troisiéme cas traité est celui ol le convertisseur impose les on-
des de courant. L3 encore, les composantes de Y.H. KU permettent de simplifier consi-
dérablement 1'étude du moteur ; il est aisé de déterminer les expressions des varia-
bles et de mettre en évidence l'influence des paramétres caractéristiques de la machi-

ne sur ses performances.

L'emploi des composantes relatives de Y.H, KU permet l'étude analytique
du moteur asynchrone tant en régime &quilibré que déséquilibré lorsqu'il est alimenté

par des tensions sinusoidales. Elles facilitent beaucoup 1l'examen du comportement de
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la machine recevant d'un convertisseur statique un systéme équilibré de tensions ou
de courants. A ce double titre, ces composantes et leur utilisation nous semblent

mériter qu'on leur fasse une place dans 1'enseignement de 1'Electrotechnique.
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