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A V A N T  P R O P O S  

Nos recherches ont é t é  e f fec tuées  sous la direct ion de Monsieur 
Ze Professeur G. SEGUIER dans le  cadre du Laboratoire "App Zications des 
redresseurs de puissanceff de l 'Universi té des Sciences e t  Techniques de 
Li Zle. Après avoir éve i  Zlé notre vocation pour 2 'enseignement e t  susc i té  
notre goût pour la recherche, Monsieur SEGUIER nous a constamment guidé 
e t  encouragé. 1 2  n é t é  pour nous un ,p ide  a t t e n t i f  e t  b ienvei l lant .  Nous 
tenons d Zui témoigner notre profonde grati tude.  

NOUS remercions t r è s  vivement Monsieur Le Professeur R. BONNE- 
FILLE d'avoir accepté de présider le  Jury auquel nous soumettons ce mémoire 
e t  de nous avoir encouragé à présenter notre modeste contribution à ce 
vaste e t  dé l ica t  domaine des machines é lectr iques  où tan t  de br i l lan t8  cher- 
cheurs nous ont précédé. 

Nous exprimons notre profonde gratituUe à ,Monsieur le  Professeur 
C .  MAIZIERES qui a bien voulu examiner notre travai 2 .  Grâce à l u i  nous avons 
toujours trouvé au Service d 'EZectrotechnique de 2 ' U.E. R. d '1. E.  E.  A.  un ex- 
cel lent  accueiZ e t  I f a i &  que nous soZZicitions. 

flous sommes heureux que Monsieur C.  SOL a i t ,  Zui aussi ,  accepté 
de juger ce mémoire. Les hautes fonctions q u ' i l  assume à l f E , N . S . E . T .  nous 
permettent d'espérer que notre t rava i l  pourra ê t r e  un peu u t i l e  aux futurs 
enseignants en é leetrotechnique . 

C'est une nouvelle preuve d'amitié que nous donne Monsieur P. NOTE- 
LET en partieîpant à ce Jury. IZ dirige Ze Département I.U.T. dans lequel nous 
exerçons notre enseignement e t  c ' e s t  pour nous un p l a i s i r  de Ze seconder dans 
ce t t e  responsabil i té .  IZ nous a f a i t  pro f i t er  de sa longue expérience des ma- 
chines é Zectriques dans certaines re cherches e f fectuées  en commun. 

Notre travai  Z n 'aurai t  pas é t é  possib Ze sans l es  l i ens  é t r o i t s  unis-  
sant notre Laboratoire à Za Société JEUMONT-SCHNEIDER. Celle-ci nous a donné 
accès à tous l e s  re levés  expérimentaux qu ' e l l e  a e f f ec tués  sur l es  diuers équi- 
pements des t inés  à faire varier Za v i t esse  du moteur asynchrone qureZZe a réa- 
l i s é s ,  nous permettant a ins i  de v é r i f i e r  l e s  conclusions auxquelZes nous con- 
duisaient  nos caZcuZs. 

Monsieur A. WIART, Directeur Scient i f ique de JEUMONT-SCHNEIDER, a 
su iv i  notre t rava i l  depuis Za phase exploratoire où n ~ 2 s  mettions largement 
à contribution le  Service Documentation de Sn Soeîété.  1; a su iv i  t ou t  le 



déroulement de nos recherches, nous faisant béné f ic ier  de ses  
ses encouragements. Nous sommes heureux q u ' i l  s o i t  l à  au moment où nous expo- 
sons l e s  résu l ta t s  obtenus e t  nous Zui redisons notre profonde grati tkde,  

Nous remercions tous nos collègues de l'I.U.T. de Béthune e t  plus 
particulièr>ement Monsieur G. RAVAALITERA auprès duque 2 nous avons trouvé une 
aide t r è s  e f f i cace .  
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re In terunivers i ta ire  de Traitement de l 'Information ; sans e l  Le, Za 

au point de nombrax programmes aurait é t é  particulièrement laborieuse. 

Nous ne saurions omettre de remercier t r è s  vivement Madame M .  
CARNEZ, Monsieur P. LEROY, Monsieur J .  HOUZE qui ont assuré Za réa l i sa t ion  
matérie 2 le  de ce mémoire. 



INTRODUCTION. PRESENTATION DE L'ETUDE. 

Le moteur asynchrone est certainement la machine électrique la 

plus fréquemment utilisée dans l'industrie. Cela tient, surtout s'il s'agit 

du moteur à cage, à sa grande robustesse, à la facilité avec laquelle on 

peut le démarrer, à son prix de revient qui à puissance donnée est plus fai- 

ble que celui de la machine à courant continu ou de la machine synchrone et 

à la possibilité.de l'alimenter directement par le réseau industriel. 

LES TROIS METHODES D'ETUDE DU MOTEUR ASYNCHRONE : 

De très nombreux travaux ont été consacrés au fonctionnement du 

moteur asynchrone tant en régime permanent qu'en régime transitoire (démar- 

rage, changement de couplage, court-circuit triphasé, etc...) dans le cas 

de l'alimentation par le réseau industriel. 

Depuis le développement des dispositifs d'électronique de puis- 

sance, l'étude des régimes permanents et transitoires de cette machine est 

de nouveau un sujet de recherche car les grandeurs d'entrée, qui sont non 

sinusoïdales, sont à l'origine d'anomalies (couple pulsatoire, pointes de 

courant élevées, etc..,). Trois méthodes principales sont utilisées pour 

de telles études : 

- La plus connue u t i l i s e  Ze schéma monophasé équivalent du moteur asynchro- 

ne. Pliis spécialement utilisée pour l'étude du régime permanent sinusoïdal, 

elle peut être étendue à l'étude du régime permanent d'un moteur asynchro- 

ne alimenté par des signaux non sinuso~daux. Il suffit en effet de décom- 

poser le signal appliqué en série de Fourier et de rechercher la réponse à 

chaque harmonique. On obtient alors la réponse globale par application du 

principe de superposition, car toutes les études mathématiques ne peuvent 

actuellement être réalisées qu'à partir d'un modèle linéaire, Cette métho- 

de a été employée, par exemple, pour la détermination des pertes supplé- 

mentaires car elle permet de tenir compte de la variation de certains 

paramètres avec la fréquence (effet de peau par exemple). Elle n'est mal- 

heureusement pas satisfaisante lorsqu'il s'agit d'étudier les oscillations 

du couple ou les courants statoriques car pour obtenir des résultats pro- 



ches de la réalité, il est alors nécessaire de tenir compte d'un grand nom- 

bre d'harmoniques et les sommations à réaliser sont alors très complexes. 

- Un grand nombre d'auteurs ont eu recours aux méthodes d ' in tégrat ion numé- 

rique,  du type Runge Kutta par exemple, pour résoudre globalement l'étude 

du régime permanent ou transitoire d'un moteur asynchrone diversement ali- 

menté. Outre que cette méthode est d'une mise au point délicate, les er- 

reurs inhérentes aux approximations numériques successives ou le temps de 

calcul prohibitif ne permettent pas de réaliser l'étude globale des dispo- 

sitifs en fonction des divers paramètres soit caractéristiques de la ma- 

chine, soit caractéristiques de l'alimentation. Néanmoins, il faut signa- 

ler que la méthode numérique, ou ce qui revient au même la simulation ana- 

logique, restent les seuls outils dont dispose actuellement le chercheur 

lorsqu'il doit abandonner le modèle linéaire. 

- La troisième méthode consiste à résoudre analytiquement le problème con- 

sidéré. Sous la forme classique, le comportement d'un moteur asynchrone 

est décrit par un système différentiel d'ordre six à coefficients pério- 

diques. Il ne peut donc être résolu directement. De manière à obtenir un 

système différentiel plus simple et à coefficients constants, divers au- 

teurs ont proposé des systèmes de composantes relatives. Dès 1929, R.H. 

PARK a proposé un système de composantes relatives permettant de simpli- 

fier considérablement l'étude des machines électriques alternatives, en 

particulier celle des machines synchrones. Ce type de composantes est 

très largement employé dans les pays anglo saxons. A la même époque, Y.H. 

KU présentait un autre système de composantes relatives, proches 

de celles de C.L. FORTESCUE. Ce système n'a pas connu un développement 

comparable à celui de R.H. PARK car, à notre avis, l'interprétation phy- 

sique est moins aisée et il n'apporte pas pour l'étude des machines syn- 

chrones de plus grandes simplifications. Mais ainsi que nous allons le 

montrer, ce système est nettement préférable pour l'étude analytique des 

régimes transitoires du moteur asynchrone alimenté par des tensions sinu- 

soïdales et pour l'étude du régime permanent du moteur asynchrone alimenté 

par des convertisseurs statiques, 



LES CONVERTISSEURS STATIQUES DE FREOUENCE POUR MOTEUR ASYÎKHRONE : 

Les progrès de 1'~lectronique de Puissance ont permis de faire 

varier la vitesse des moteurs asynchrones dans de larges proportions grâ- 

ce à la réalisation de convertisseurs de fréquence à étage intermédiaire 

à courant continu appelés onduleurs non autonomes à commutation forcée. 

Certes ces dispositifs ne sont pas les seuls employés et dans 

un article récent 11 1 R. CHAUPRADE passe en revue les divers dispositifs 
actuellement employés ou en cours de développement. On peut, par exemple, 

rappeler le montage en cascade hyposynchrone qui est l'équivalent stati- 

que des montages Scherbius ou Kreamer, mais il faut avoir recours au mo- 

teur à rotor bobiné. Le dispositif cycloconvertisseur permet, lui, une 

conversion directe de fréquence mais il ne donne que des fréquences nette- 

ment inférieures à celles du réseau d'alimentation. 

Aussi poursuit-on les travaux sur la .variation de vitesse des 

moteurs à cage à l'aide d'onduleurs autonomes à fréquence variable ali- 

mentés en continu à partir du réseau industriel par l'intermédiaire d'un 

montage redresseur. On peut schématiquement diviser les montages proposés 

en deux familles : 

- les onduleurs imposant la tension aux bornes de chaque phase 
du moteur. Cette famille regroupe les redresseurs commutateurs de tension, 

les hacheurs commutateurs de tension, les onduleurs à modulation de largeur 

des impulsions (PWM), les onduleurs à ponts décalés ou à couplage polygonal. 

- les onduleurs imposant Ze courant dans chacune des phases. Cette 

famille regroupe les redresseurs commutateurs de courant et les hacheurs 

commutateurs de courant. 

Dans la littérature anglo-saxonne, la première famille est dési- 

gnée par le sigle V.S.I. (voltage source inverter) et la seconde par C.S.I. 

(current source inverter). Il ne semble pas, de plus, que se soit dégagée 

une philosophie générale des montages onduleurs à commutation forcée analogue 

à celle proposée par G. SEGUIER pour les montages redresseurs 1 2 1 , mais que 
chaque type ait été étudié et réalisé en fonction d'un cahier des charges 

donné. 



PRESENTATION DE NOTRE ETUDE ET DE NOTRE APPORT : 

Ce mémoire est divisé en deux parties : 

- Za première e s t  consacrée à Za présentation des composantes r e l a t i v e s  de 

Y.H. K U .  Elle montre comment l'emploi de ces composantes conduit à la 

simplification de l'étude analytique du moteur asynchrone. Nous mettrons 

en évidence, pour cette machine, leur supériorité sur celles de R.H. 

PARK en particulier pour la recherche du régime libre et du schéma équi- 

valent. 

- Za seconde part ie  t r a i t e  de Za machine asynchrone alimentée, en régime 

permanent, par des signaux i s su s  de convertisseurs s tat iques.Après l'ëtu- 

de des signaux usuels, nous examinerons ~~ccessivement l'alimentation du ma- 

teur par des tensions formées de paliers de largeur constante et d'amplitudes 

différentes, puis par des tensions dites à modulation de largeur d'impulsions, 

enfin par des créneaux de courants. 

Il est évident que, vu le sujet traité, nous ne saurions nous li- 

miter à n'exposer que ce qui constitue notre contribution originale à cette 

vaste étude. Il nous a paru utile d'insérer nos apports dans un exposé gërié- 

ral et de faire ainsi profiter nos collègues, enseignants et chercheurs, de 

la synthèse que nous avons faite des travaux antérieurs. Ce choix explique 

l'importance de la bibliographie d'une part, la nécessité de rapporter en 

annexes certains calculs encombrants d'autre part. 

NOUS avons, en ce qui nous concerne, affiné l'étude des composantes 

généralisées en soulignant l'importance de la conservation de la puissance ; 

nous avons perfectionné la formulation des composantes de Y.H. KU et montré 

que la simplification qu'elles apportent au calcul est indépendante du L~VIW- 

bre de phases des deux armatures de la machine asynchrone. 

Lors de l'alimentation par un onduleur fournissant des tensions en 

paliers optimisés, nous avons indiqué la règle générale de génération de tels 

signaux et montré qu'ils permettent une nouvelle simplification lorsqu'on 

emploie la transformation de Y.H. KU. Pour les onduleurs à modulation de lar- 

geur des pulsations, nous avons indiqué le mode de conduite des calculs à 

adopter pour arriver le plus rapidement possible à l'expression des cosrants 

et du couple. Lors de l'alimentation en courant, nous proposons une méthode 

très rapide d'obtention des tensions et du couple. 



PREMIERE PARTIrE 

LES COMPOSANTES RELATIVES DE Y.H K U  



C H A P I T R E  1 

H I S T O R I Q U E  

Il est toujours délicat d'essayer de découvrir celui qui est à 

l'origine d'une découverte scientifique ou d'une méthode de calcul car 

elle est souvent le fait d'un certain nombre de chercheurs isolés ou d'équi- 

pes travaillant au même moment sur des sujets voisins et on est tenté d'at- 

tribuer à ou aux auteurs qui ont effectué les premiers travaux de synthèse 

la pérennité de la découverte. Les coordonnées symétriques et relat-ives 

n'ont pas échappé à cette règle quasi générale. 

I - NAISSANCE DE L'IDEE DE COMPOSANTES. LES COMPOSAI\ITES SYIIETRIQ~JES DE r, i , 
0. . , . ----- 

FORTESCU E 

L'idée de base de la notion de composantes semble avoir été trou-- 

vée vers 1895 par FERRARIS alors qu'il étudiait le moteur monophasé. T l  dé- 

composa, en effet, le champ monophasé en deux champs tournant en sens inver- 

se. L'idée de décomposer un ou des vecteurs en une somme de vecteurs était 

ainsi énoncée pour la première fois en électrotechnique. 

Un peu plus tard, E.F.W. ALEXANDER et I,.G. STOCKVIS, l'un pour 

l'étude des compensateurs de phase, l'autre pour la régulation de la tension 

des générateurs, décomposaient un système de courants déséquilibrés en deux 

systèmes de vecteurs, systèmes que l'on désigne maintenant par les qualifi- 

catifs de direct et inverse. L.G. STOCKVIS 131 montrait en particulier que 

le système direct produit un champ tournant direct origine d'un couple cons- 

tant. S'il avait trouvé les éléments essentiels nécessaires à l'étabiissement 

d'un système de composantes qui ne réagissent pas les unes sur les autres 

dans le cas de systèmes de constitution symétrique, il n'avait pas découvert 

la nécessité d'un nouvel ensemble de vecteurs ne produisant ni champ tournant, 

ni champ pulsatoire, à savoir ce que l'on appelle de nos jours la composante 

homopolaire, 



C.L. FORTESCUE qui étudiait avec son équipe (R.E. GILMAN, J.F. 

PETERS, J. SLEPIAN) le problème des circuits déséquilibrés, persut la 

généralité de la méthode. Il développa une étude nouvelle et complète 

des circuits déséquilibrés qui fut publiée en 1918 14 1 . C'est lui qui 
introduisit la notion de composante homopolaire, qui démontra que dans 

les parties symétriques les courants et les tensions d'un même type de 

composantes n'ont aucune influence sur les autres et qui montra que les 

machines présentent des impédances différentes pour chaque type de com- 

posantes. Le mémoire de C.L. FORTESCUE fut vulgarisé en France princi- 

palement par V. GENKIN, en Grande Bretagne par B. HAGUE et au Japon par 

S. BEKKU. 

Cette méthode donna naissance à un grand nombre de travaux qui 

s'orientèrent soit vers le calcul des courants de court-circuit avec 

l'introduction de différents réseaux équivalents suivant les composantes 

considérées, soit vers la stabilité des systèmes (avec les travaux de 

C.F. WAGNER et R.D. EVANS), soit vers la prédétermination et la mesure 

des différentes impédances rencontrées lors du calcul des courants de 

court-circuit des machines synchrones (avec S. BEKKU, C.F. WAGNER, R.H. 

PARK, B.L. ROBERTSON, L.A. KILGORE, R.E. DOHERTY et C.A. NICKLE). Les 

auteurs français ont plus spécialement étudié la détermination des cou- 

rants de court-circuit dans les réseaux (V. GENKIN, G. DARRIEUS, 3. 

FALLOU), la protection contre ces courants ou ceux nés d'un contact pliase- 

terre. En France, les études théoriques ont été réalisées plus particuliè- 

rement par L.G. STOCKVIS, V. GENKIN, J. FALLOU et A. ILLIOVICI. 

La synthèse de ces très nombreux études, publiées de 1912 à 

1932 a été faite aux U.S.A. par C.F. WAGNER et K.D. EVANS 151 et en France 

par A. ILLIOVICI 16 1 . Ces ouvrages ainsi que 1 'article de B. HAGUE 17 1 
comportent une importante bibliographie. 

II - AUTRES COMPOSANTES SYMETRIQUES 

Si la méthode des composantes de C.L. FORTESCUE est encore de 

nos jours la plus largement employée et enseignée, elle n'est pas la seule 

à permettre l'étude des systèmes déséquilibrés. De nombreux autres systèmes 

de composantes symétriques ont été mis au point, par E, CLARKE 18 1 19 1 , C. 
CONCORDIA 1 10 1 ,  E.W. KIMBARK 1 l l 1 ,  etc.. . Dans l'importante discussion qui 



suivit ce dernier article, de nombreux auteurs, en soulignant que les com- 

posantes symétriques pouvaient être représentées par des transformations 

linéaires, montrent la puissance du calcul matriciel appliqué à l'électro- 

technique. Des chercheurs tels que L.A. PIPES ( 12 1 1 13 1 et G. KRON 1 14 1 ont 

surtout essayé de dégager à quelles conditions les transformations linéaires 

pouvaient être intéressantes (problème de l'invariance de la puissance ins- 

tantanée et complexe, problème des impédances mutuelles réciproques). 

C'est à partir de certaines de ces considérations que A, BOYAJIAN 

1151 introduisit ses composantes symétriques peu différentes de celles de 

E.W. KIMBARK mais qui permettaient de garder invariante la puissance, et 

que F .H. RYAMOND 1 16 1 1 17 1 définit une transformation très intéressante gar- 

dant à ,la fois invariantes la puissance complexe et la puissance instantanée. 

Depuis la fin des années 40, un certain nombre de composantes ont été propo- 

sées, permettant de simplifier tel ou tel cas particulier. Nous nous conten- 

terons de signaler dans cet historique la transformation de C. SZENDY 1181 

qui par sa forme générale permet, en fixant des valeurs particulières aux 

différents paramètres de retrouver la totalité des composantes symétriques 

proposées par les différents auteurs. 

Depuis, les ouvrages de C.F. WAGNER et R.D. EVANS et celui de A. 

ILLIOVICI, deux livres traitant des composantes symétriques ont été publiés 

par S.A. STTGANT 1 1 9 )  1201 ; N .  DHARMA RA0 et N.H. RAMACHANDM 121 1 ont étu- 

dié un certain nombre de composantes symétriques vues sous l'aspect trans- 

formation linéaire. En France, G. NASSE / 22 1 1231 a publié des articles dans 
lesquels il met en relief l'application des espaces vectoriels à l'électro- 

technique et où il donne comme exemples d'illustration les composantes symé- 

triques de C.L. FORTESCUE et de F.H. RAYMOND. 

III - LES COMPOSANTES RELATIVES 

On peut faire remonter l'origine des composantes relatives à la 

théorie des deux réactions de A. BLONDEL 124 1 ( 25 1 et aux travaux de L . 
DREYFUS 126 1 127 1 qui dans ses calculs considérait une machine diphasée avec 

amortisseur transversal et pôles saillants (ce qui correspond à la machine 

idéalisée de R.H. PARK). Ces travaux étendus par ceux de R.E. DOHERTY et 

C.A. NICKLE 1281 ont abouti simultanément à la théorie des deux axes de 

R.H. PARK 1291 1301 131 1 et à la méthode de Y .H. KU / 32 1 . 



La méthode de R.H. PARK qui à l'origine avait été employée pour 

l'étude de la machine à pôles saillants à nombre quelconque de circuits 

rotoriques, fut appliquée au cas des machines débitant sur charges inductives 

et capacitives (S .B .  CRARY), au débit sur des charges quelconques (C. CONCOR 

DIA), puis à l'étude de la synchronisation et à celle des oscillations tran- 

sitoires et permanentes. Y.H. KU 1331 appliqua cette méthode aux machines 

synchrones multiphasées et aux machines d'induction polyphasées 1341. L'ap- 

plication de la théorie généralisée des deux axes à d'autres types de moteurs 

fut faite par E.M. SABBAGH 135 1 et B. ADKINS 136 1 137 1 réalisa l'étude complète 

de la théorie des générateurs synchrones en régime transitoire. Cette théorie 

des deux axes, souvent couplée avec l'emploi du système per-unit 138 1 a amené 

certains auteurs tels C.V. JONES (391  et B .  ADKINS (401  à proposer une théorie 

générale des machines électriques. Cette manière d'aborder les machines élec- 

triques commence à être employée en France 141 1 alors qu'elle l'est depuis un 

certain nombre d'années dans les pays anglo-saxons 142 ( . 
Les composantes relatives de Y.H. KU ont eu pour but de faciliter 

l'étude et l'analyse des régimes transitoires des machines alternatives. Cet 

auteur les introduisit en appliquant le théorème du retard d'Heaviside à 

l'analyse transitoire des machines asynchrones. Il publia par la suite une 

très intéressante monographie (43 1 dans laquelle il étudiait, par la théorie 

des champs tournants, les machines synchrones et les machines d'induction 

dans le cas général, y incluant, par exemple, les lignes à constantes répar- 

ties et l'études des groupements de machines synchrones et asynchrones. 

Depuis ces travaux fondamentaux sur les composantes relatives, peu 

de réelles découvertes ont été faites. Nous pouvons signaler le livre de T.J. 

TAKEUCHI 144 1 dans lequel cet auteur introduit la théorie des poly-axes. Assez 

semblable à celle de Y.H. KU, elle permet la mise en équations et la résolution 

sous forme opérationnelle de la plupart des régimes transitoires et permanents 

survenant aux machines de construction symétrique ou dissymétrique. Cet auteur 

a étendu sa théorie à l'emploi de dispositifs électroniques d'alimentation des 

machines électriques 145 1 . Malheureusement, il n'est pas facile de revenir aux 

originaux, ce qui limite l'emploi de cette méthode. 

IV - L'APPORT DE G. KRON 

On ne peut ignorer lorsque l'on étudie les composantes symétriques 



et les composantes relatives, l'immense contribution de G, KRON à l'analyse 

des réseaux et des machines électriques 146 1 147 1 148 1 . Par l'emploi systématique 

des notations tensorielles, des régles de calcul tensoriel et d'une machine 

synthétique, il obtient une équation tensorielle valable pour tous les types 

de machines électriques. L'introduction du tenseur de transformation permet 

alors de déterminer le tenseur de telle machine particulière. Si cette façon 

de procéder n'est pas nécessaire dans bien des cas simples, l'étude des états 

de fonctionnement à vitesse variable (oscillations pendulaires de couplage, 

synchronisation automatique, etc ...) nécessite des métriques riemaniennes et 

les symboles de Christoffel correspondants. 

La méthode de G. KRON ne présente pas d'avantages essentiels pour 

l'étude des composantes symétriques ; mais des articles ultérieurs de G. KRON 

1491 1501 établissant les équations fondamentales des réseaux stationnaires 

relatifs à des systèmes d'axes de référence tournant uniformément ont montré 

que les composantes de R.H. PARK et de Y.H. KU appartiennent toutes deux au 

même système d'axes de référence tournant, c'est-à-dire qu'elles ne sont que 

deux formes de la même solution du point de vue de l'analyse tensorielle. 

(une introduction à la méthode de G. KRON est donnée, par exemple, dans l'ou- 

vrage de F. DACOS 15 1 1 ou dans celui de M. DENIS PAPIN et A. KAUFMhNN 152 / ) . 
Depuis, si les travaux de G. KRON ont été poursuivis par W.J. GIBBS 

1 531 , J.W. LYNN, U.A. VON DER EMBSE, aucune méthode réellement nouvelle n'a 

été proposée. 



C H A P I T R E  I I  

IIITRODUCTION A L A  NOTION DE COMPOSANTE 

L'outil mathématique indispensable pour l'étude des composantes 

symétriques ou relatives est de nos jours bien connu des électrotechniciens. 

Nous nous contenterons, en effet, d'utiliser le calcul matriciel même si 

parfois la généralité d'une méthode ne peut être mise en évidence que par 

l'emploi des notations et des règles de calcul tensoriel. 

Nous allons rappeler comment l'emploi de transformations appro- 

priées et le calcul matriciel permettent de simplifier l'expression mathé- 

matique de nombreux problèmes qui se posent tant à l'ingénieur qu'au cher- 

cheur en électrotechnique. Un grand nombre d'ouvrages spécialisés simples 

et clairs, 1541 1551 1561, ainsi que beaucoup d'articles s'adressant plus 

particulièrement aux électriciens, tels 1 121 1221 157 1 , ont été consacrés 
au calcul matriciel qui offre des possibilités très riches tant à l'analyste 

des réseaux qu'à l'électronicien de puissance étudiant l'interconnection des 

montages à redresseurs aux machines électriques tournantes. 

1 - MISE SOUS FORME MATRICIELLE D 'UN RESEAU ELECTRIQUE - . ~~ 

- Considérons un réseau polyphasé, fig.1, passif, possédant (n+l) 
bornes d'entrée 1 ,  2, ..., n, n+l. Désignons par V. la tension appliquée 

I 

entre la ième borne et la (n+l) 
i ème et par Ii le courant circulant dans La 

phase i correspondante. 

Les équations régissant ce réseau linéaire peuvent s'écrire : 



Les impédances Z intervenant dans ces relations sont soit des 

impédances complexes de la forme R + iX, soit des impédances opérationnelles 

de la forme R + X(p). Cela n'affecte pas la généralité de l'étude. 

FIGURE 1 

11 
O 
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Dans un espace vectoriel E à n dimensions, ce système d'équations n 
représente la transformation linéaire qui au vecteur [1] de composantes 

(Il, Iq, . , . , 1 ) fait correspondre le vecteur [v] de composantes (VI , V 2 , .  . . ,V ) .  
n n 

. 

RESEAU 

PASSIF 

LI NEAIRE 

L'équation matricielle régissant le réseau considéré est alors : 

[VI = Czl [II 9 ( 1 )  

expression dans laquelle Z est une matrice carrée d'ordre n, possédant n 
2 

termes a priori tous distincts notés Z ij 

- Parmi les réseaux rencontrés en électrotechnique, deux sont d'un 
type particulièrement intéressant. 

a) les réseaux stationnaires réciproques 

Pour de tels réseaux, les impédances mutuelles satisfont à la 



condition de réciprocité : 

La matrice [z] est alors telle que : 

Il ne subsiste alors que n(n-+l) coefficients distincts. 
2 

Pour un système triphasé, par exemple, si les impédances propres 

à chacune des phases sont égales et si toutes les impédances mutuelles ont 

même valeur, la matrice impedance se présente sous la forme : 

b )  Zes réseaux cycliques 

Un réseau de structure polyphasé symétrique est caractérisé par son 

invariance vis à vis des permutations circulaires des tensions appliquées à ses 

bornes. Analytiquement, cette propriété se traduit par l'identité du système 

d'équations lorsque l'on permute circulairement dans le même ordre les lignes 

et les colonnes. Pour de tels réseaux, les coefficients Z de 1.a matrice I z I  ij 
vérifient : 

La matrice [z] d'un tel réseau est dite circulante ou cyclique. 

Dans le cas d'un réseau triphasé, une telle matrice impédance présentera 

la forme suivante : 

I I  - FORME R E D U I T E  D ' U N E  MATRICE I M P E D A N C E .  TRANSFORKATIONS 



2.1. B u t  - - - 
Dans de nombreux cas, la résolut ion analytique de l'équation 

[VI = [ z][I] est difficile, même dans le cas de réseaux à coefficients 

constants, et cette résolution devient impossible si le réseau est à 

coefficiens non constants (cas de machines électriques tournantes), Il 

est donc normal de se demander si des changements de variables appropriés 

ne permettent pas d'obtenir une expression plus simple, telle la forme de 

Jordan ou mieux la forme diagonale, de la matrice impédance. 

Les transformées de (V 1, V2, .. . , V ) seront appelées les compo- 
n 

santes (symétriques ou relatives suivant le cas) des tensions réelles, de 

même les transformées de (1 ] ,  12' ..., 1 ) seront les composantes des cou- n 
rants réels. 

2 - 2 .  Emeloi de matrices de transformation -- ................................. 
Considérons de nouveau le cas du réseau passif linéaire et considé- 

r ons deux matrices [A] et [B] , non singulières, transformant respect ivement 
le vecteur [v] en un vecteur des composantes de tension [V 1 et le vecteur 

C 

[1] en un vecteur des composantes de courant [1 1 ,  tels que : 
C 

[VI = [AI [vcI et 

En reportant dans l'équation ( 1 ), on obtient : 

soit 

Ces changements de variables ne présentent d'intérêt que dans la mesure où 

[ZC] est d'une expression bien moins complexe que [z] et sous réserve que 

l'on sache déterminer les matrices [A] et [BI. 

L.A. PIPES 1 13 1 a montré comment à 1 'aide d'opérations élémentaires 

sur les lignes et les colonnes on peut diagonaliser [z] et obtenir les matrices 
[A] et [BI. Généralement, les matrices ainsi obtenues ont des termes qui dépen- 
dent des coefficie~~ts Z de la matrice [z] du départ. 

i j 



Une autre méthode, sur laquelle nous reviendrons, consiste à recher- 

cher une matrice [zC] semblable à [z] , c'est-à-dire telle que : 

Pour cela, il est nécessaire de rechercher les valeurs propres A de La matrice i 
[Z] en résolvant l'équation caractéristique de { [z] - A [ I I  ) =[O] puis les vecteurs 

propres [xi] associés à chaque Ai et définis par [z] [xi] = h[xi]. 

Les théorèmes généraux du calcul matriciel nous indiquent qu'une ma- 

trice carrée d'ordre nxn n'est diagonalisable que si tous ses vecteurs propres sont 

linéairement indépendants. S'il n'en est pas ainsi, on peut toujours réduire la 

matrice [z] à une forme triangulaire, c'est-à-dire à une matrice dont tous les 

éléments situés en dessous de la diagonale principale sont nuls, ou à une forme 

de Jaslan, c'est-à-dire à une matrice ne possédant que des termes sur la diagonale 

principale et éventuellement des 1 sur la diagonale immédiatement supérieure. 

Dans ces deux cas, le problème de la résolution analytique de : 

est néanmoins simplifié. 

2.3. Conditions gue doivent remelir les  matrices de transformation ----------- -------------- .................................. 
Que l'on essaie de simplifier la résolution de [v] = [z] [I] par l'em- 

ploi de deux matrices de transformation ou par la recherche de la matrice sembla- 

ble à [z], il est nécessaire d'un point de vue physique : 

- que [zC] soit réalisable (il faut par exemple dans l'étude des ré- 
seaux que les mutuelles de la matrice impédance transformée restent égales), 

- que la ou les transformations laissent la puissance complexe ou 
intantanée invariante. 

Ce problème délicat a fait l'objet d'un grand nombre de publications 

1471 1481 1391 1581 1591 1601 1611 1621 1631 1641 1651 1661 1671 1681 

a) Invariante de Za puissance complexe 

La puissance complexe dans le réseau de la figure est donnée par : 

Cette quantité est le produit scalaire, sur C, du vecteur I V  1 et du vecteur 1 1  1 .  



Considérons l'effet de transformations sur l'invariance de la puissance complexe : 

. ET Zoi de deux transformations 

Pour que la puissance reste invariante, il faut que les deux formes bilinéaires : 

soient égales, c'est-à-dire que les matrices [A] et [B] doivent vérifier : 

. Ernp Zoi d 'une seu l e  transformation 

et 

Pour que la puissance complexe reste invariante, il faut donc que : 

[RI, [RI* = [II 
c'est-à-dire que la matrice [R] soit unitaire 

NOTE 
II_ 

On d i t  qu'une t rans fo rmat ion  garde pseudo- invar ian te  l a  puissance s i  
X 

[ v ] ~  [I] = q [vc] [I~]? Notons dès à p résen t  que l e s  d i f f é r e n t e s  t rans fo rmat ions  
t 

de composantes symétr iques ou r e l a t i v e s  ne conservent pas t o u t e s  1 a pu i  ssance i nva- 

r i a n t e  ou pseudo- invar iante.  



b) Invariante de la puissance instantanée 

La puissance instantanée dans le réseau de la figure 1 est donnée 

par : 

p = v i + v i + ............ + v i 
1 1  2 2 n n 

Cette quantité est le produit scalaire, sur iR, du vecteur [v] = [vl ,v2,.. . ,vn] et 
t - 

du vecteur [il = [il,i2,...,in] . 
t 

Considérons l'effet de transformations sur l'invariance de la puissance instantanée : 

. Emploi de deux transformations 
[VI = CRI [v,] et [il = [P.] [i c ] 

Pour que la puissance instantanée reste invariante, il faut donc que : 

c'est-à-dire que la matrice [R] soit orthogonale. 

NOTE - 
F.H. RAYMOND s ' e s t  attaché 117 1 2 rechercher une transformation qui 

la i sse  invariante à l a  fo is  la puissance complexe e t  la  puissance instantanée, ce 

qui 1 'a amené à proposer les composantes di tes  quasi-symétriques. Cette étude peut 

d 'a i l leurs  ê t r e  appliquée de la  même manière aux composantes relat ives  e t  on peut 

obtenir des composantes que 1 'on pourrait appeler quasi - relat ives .  

c) "RéaZisabi Zité If des réseaux transformés 

Par "réalisabilité" d'un réseau transformé on entend la possibilité 

de le concevoir à partir d'éléments passifs (résistance, capacité, self). 

H. EDELMANN 1691 1701 et A. CALVAER 171 1 172 1 ont montré qu'il fallait 

que : 

. La partie hennitique de la matrice des impédances ou des admittances 



soit définie positive, c'est-à-dire que ces matrices correspondent à des réseaux 

passif S. 

. La matrice des impédances ou des admittances soit symétrique par 
rapport à la diagonale principale. 

La première condition est réalisée avec l'utilisation de transforma- 

tions assurant l'invariance de la puissance. Pour que la seconde condition soit 

remplie, il faut, dans le cas d'une seule matrice de transformation, que celle-ci 

soit orthogonale, la matrice unitaire ne gardant pas la symétrie. 



C H A P I T R E  I I I  

DES COMPOSANTES DE C.L. FORTESCUE AUX COMPOSANTES GENERALISEES 

Nous allons d'abord montrer ici comment, à partir des propriétés 

de la matrice de permutation [PI, on peut retrouver la matrice de la trans- 
formation de C.L. FORTESCUE classique d'ordre n. Celle-ci n'est que la ma- 

trice de passage permettant d'obtenir une matrice diagonale semblable à la 

matrice circulante d'origine caractérisant un réseau polyphasé cyclique. 

Nous rappelerons ensuite dans le cas général, puis en triphasé, 

la forme normée de la matrice de la transformation de C.L. FORTESCUE. 

Enfin, après avoir exanimé le cas où le réseau cyclique devient 

de plus stationnaire réciproque, nous montrerons, en triphasé , com- 
ment on peut déterminer la matrice d'une transformation généralisée permet- 

tant de retrouver les nombreuses composantes symétriques et relatives pro- 

posées dans la littérature technique depuis soixante ans, 

1 - D I A G O N A L I S A T I O N  D ' U N E  M A T R I C E  CIRCULANTE. COMPOSANTES DE C.L.  FORTESCUE 

Dans une matrice circulante,  que nous supposerons d'ordre n, les 
2 n coefficients Zi ne sont pas tous d is t inc ts  173 / ; seuls n éléments au 

plus sont différents.  Elle s ' é c r i t  : 

Considérons la matrice de p e r m t a t i o v  [P] définie par : 

[z] = 

Z A  ZB Z c  . u . . . . . . . . . . . . . .  N 

................. ZN ZA Z B  z~ 
.................................. 

ZB zc ZD ................. z~ 



Il est aisé de montrer que la matrice [z] peut alors s'écrire : 

autrement dit [z] s'exprime à l'aide d'un polynome matriciel de degré (n-1) 

en [PI , 

Les valeurs propres de [P] sont données par 1 'équation : 

[pl [XI = X [XI 
oc [x] est un vecteur colonne d'ordre n de composantes xi. Cette équation 

matricielle conduit à : 

C'est-à-dire à : 

Puisque x est différent de zéro (sinon tous les x. seraient nuls 
1 1 

ce qui constituerait une solution triviale évidente sans intérêt de l'équation 

[P] [x] = X[X]), les valeurs propres de la matrice [P] sont donc données par 



les solutions de l'équation de degré n : 

qui admet n racines distinctes sur a: 
i2~r - 
n 

XK = e = a 
K 

avec K = 0,1,2,. ..,II-1 

en posant 

Les composa:ztes des vec teurs  propres de [Y] associés à chaque 

valeur propre Xi sont données par 

m......... 

Ces composantes Stant définies à une constante près, si l'on 
2 n- 1 

choisit par exemple x = 1 ,  on obtient alors x = Xi, x = A. 1 2 3 n 1 .  
, ..., X = A. 

De ce fait, le vecteur propre correspondant à la valeur propre est donc : i 

n-1 n-2 
Si l'on range les valeurs propres dans l'ordre 1, a , a , ..., a 

on obtient une matrice de passage : 



qui e s t  l a  matrice [FJ de Za transformation de C. L. FORTESCUE d 'ordre n 

t e  2 Ze q u ' e l  l e  e s t  donnée dans tous  Zes ouvrages c las s iques  d '& l e c t r o t e ~ h n i q u ~ .  

Cette matrice permet de diagonaliser [P] 

la matrice [DI étant de la forme : 

11 ne reste donc plus qu'à montrer que c e t t e  matrice Jc t r a n s f ~ ~ a -  

mation p] perJmet de diagonaZiserl [z] 

Il en résulte que : 

On montrerait de la même façon que : 



la matrice [z] peut alors s 'écrire, compte-tenu de la distributivité du produit 

matriciel par rapport à l'addition matricielle, 

[z] = [F]IZ~[I] + zB[D] + .ZC[D12 + .... + ZN[~]n-l~ [FI-' 

le polynôme matriciel de degré (n-1) en [DI a pour sonme [Z ] telle que : 
C 

Cette matrice est une matrice diagonale et nous avons entre [z] et [zC] les 
relations : 

Cette matrice [F] de transformation ne laisse pas la puissance com- 

plexe invariante car elle n'est pas unitaire. On peut néanmoins remarquer que 

le produit scalaire, surs, de deux vecteurs propres quelconques est nul et 
que la norme de chacun de ces vecteurs propres est égale à &de sorte qu'il 

est aisé en divisant chaque coefficient de la matrice [FI par &-d'obtenir 
des vecteurs propres de norme égale à l'unité. Les n vecteurs propres ainsi 

déterminés forment une base orthonormée de l'espace unitaire à n dimensions 

et la matrice [F] correspondante est unitaire. 

En triphasé, nous obtenons : 

Nous n'avons considéré jusqu'ici que le cas où ZA + ZB P ... + 
ce qui conduisait à la détermination de n vecteurs propres linéairement indé- 

pendants. Examinons maintenant si les résultats obtenus précédemment sont 

modifiés si cette hypothèse n'est plus vérifiée. 

Si les éléments du réseau polyphasé symétrique ont une structure 

monophasée, c'est-à-dire si Z = Z = - B C "' 
- ZN, les valeurs propres de la - - 

" - 5 . l , ' ; , :  distinctes. I l  y a ilnc rac inf  ~i inp!~:  : 



ZA + (n- 1 )  ZB 

et une racine d'ordre (n-1) : 

11 est ~ossible de vérifier que les n vecteurs propres définis pr6- 

cédemment restent linéairement indépendants les uns des autres, qu'ils çonsti- 

tuent donc une base et que la matrice de C.L. FORTESCUE, modifiée ou non pour 

garder l.'invariance de la puissance complexe, peut être encore util-isée pour 

diagonaliser b] mais ce n ' e s t  p lus  Za seuZe, 

II - VECTEURS PROPRES DE L A  M A T R I C E  IMPEDANCE D ' U N  RESEAU T R I P H A S E  

1,orsque le réseau triphasé est c y c Z i q u ~  tous les vecteurs propres 

déterminant la matrice de la transformation de C.L. FORTESCUE sont égaux, à 

une constante près, à : 

Lorsque les termes Z e t  Z t raduisant  l e  couplage entre les dif £6-, B C' 
rentes phases, sont  de plus bgaux l'ëquation caractéristique de la matrice 

[z] admet pour valeurs propres : 

et les vecteurs propres [x' 1 ,  [x'J et [x'~] associés aux valeurs propres 
1 

Fi 1, L'y F i 3  sont de la forme : 



2 
sous réserve que 2 soir différent de -pour que la matrice de passage nlai.t pas 

C1 
3 3 

un déterminant nul, donc qu'elle soit inversible. 

Les matrices de passage des composantes symétriques de CLARKE 191, 

KIMBARK / 11 1 , BOYAJIAN 1 15 1 , HWANG 178 1 1 79 1 , celles dé£ inissant les composantes 
relatives de PARK 1301 ou de KU 1321 sont effectivement de la forme : 

i .i 
avec - Z - 

a3  R3 

III - COMPOSANTES GENERALISEES 

3.1. Considérations ~ r é l  irai nai res --------------- ------------ 
Soit deux vecteurs [VI] et [V ] de l'espace à trois dimensions, ~LFIinis 

2 
sur le corps des complexes, orthogonaux entre eux au sens hermitien, de norme égale 

à l'unité. Nous allons montrer que le vecteur (V 1,  défini par : - 3 

où [TI désigne le vecteur dont les composantes sont les conjuguées de celles de [q, 
et X le produit vectoriel de deux vecteurs, est orthogonal au sens hermitien à 

[v]]  et [v2] et que sa norme est égale à l'unité. 

Si x, y, e désignent les composantes de [vl] , x' , y', Z '  celles de 

[v~], les composantes 1, m, n du vecteur [V ] ont pour expressions : 3 



m =  zx' - z'x 
-- - - 

n = xy' - x'y 

le ~roduit scalaire, au sens hermitien, de [V ] et de [v3] n u t g  < [vl] , [v3] > a 
1 

pour expression : 

= x(yz1 - y'z) + y(zxl - zx') + z(xy' - 

<rv,], [VJ> = O 

de même 
- - - 

<[v,J,[vJ> = x'l + y l m +  i'n 

= x1(yz' - ylz) + yl(zx' - zx') + z1(xy' - x'y) 

le vecteur [v3] est donc orthogonal, au sens hermitien, à IV1] et à [vJ . 
De plus, puisque ] 1 = II[V2]1 1 = 1 et que <[v~],@~;!> = 0 ,  

'. 
le système C [V ] , [V 1, [V ] > détermine une base arthonormée de l'espace 5 trois 

1 2 3 
dimensions. En effet, l'identité de LAGRANGE : 

-- -- -- -- 
(yz' - zy') (yz' - zy') + (zx' - xz') (zx' - xz') -- - 

+ (xy' - yxl)(Xy' - yx') + (xi1 + yy' + zZ1)(Xx' + y y l  + Zz') 

= (XX + yy + zS) (XfX' + y'yl + Z'Sl) 

peut s 'écrire : 

Il en resulte bien : 

3.2. Corneosantes --- général ------------------ i sées en triphasé ---- : 180 1 
Le choix des vecteurs [V ] et /il2] est arbitraire, sous réserve 1 



qu'ils soient orthogonaux au sens hermitien et de norme égale à l'unité. Nous 
1 

choisirons 1681 : 

Le vecteur [v3] a alors pour expression : 

et puisque l'on ne change pas les propriétés de ce vecteur en multipli-ant chacune 
-ion 

de ses composantes par un même nombre complexe e de module égal à l'unité, la 

forme la plus générale du vecteur [V 1 est alors : 3-1 

i 0 
[V,I = 

-ie" 
sin + e 1 -i0 ' 

-J6 + ~2 ces $ e 

-iefl 
sin 4 e -iû ' 

7% + & cos 4 e 

cos 4 e -ia ' - J 2  

propre relatif 2 la valeur propre P 3' 

La matrice des composantes ainsi généralisées s'écrit donc : 

Ce vecteur est bien de la forme 

i 8 i8 ' i0" -i(B + 0'") -i0' 
e e 
- J Z C O S ~ +  .% sin 4 J3 (.% cos t sin $1 

i 0 ia ' i 0" -i(e + 9'") -i8' 
e e e 3 -iû" 
73- + cos 4 + -7 sin t (% cos 4 + e sin 4 )  

6 vr3 

F' 
i e 2 i f3 Il -i(0 + 0") ,O' 

--.'--- 
e -, _ 1-1- -- 2 -1 JFI' 5 il1 < i' "2 (-$y? cos 4 '  

C1 
3 

3 
-a3-B3 

que doit présenter le troisième vecteur 



Cette matrice introduit cinq paramètres 8 ,  e t ,  O", O", et 4 .  Cette 
forme de matrice généralisée est donc semblable à celle de SZENDY 1181 dans laquelle 

on avait généralisé le vecteur propre intervenant dans la première colonne. 

I V  - PASSAGE AUX COMPOSANTES USUELLES 

De nombreuses transformations ont été proposées pour passer des varia- 

bles réelles à leurs composantes. On peut les décomposer en deux grandes familles. 

. l e s  composantes symétriques pour lesquelles les matrices de passa- 

ge sont à coefficients constants, réels ou complexes. 

, l e s  composantes r e l a t i v e s  pour lesquelles les matrices de transfor- 

mation introduisent des coefficients, réels ou complexes fonctions du temps. 

4.1. Composantes --- --------- symétriques - m . - - -  --- 

Ainsi que nous l'avons précédemment rappelé les composantes symétriques 

peuvent elles mêmes se diviser en deux catégories : 

, Ce 2 Zes u t i  l i san t  une transformation identique pour Les courants 

ou Zes tensions : 

Certaines ont été d'abord proposées sous une forme ne conservant 

pas invariante la puissance complexe ou instantanée mais il est possible de les 

modifier de manière à rendre soit unitaire, soit orthogonale la matrice de passa- 

ge. On a vu comment modifier la matrice de la transformation de C.L. FORTESCUE ; 

de même C+CONCORDIA 1101 a modifié les composantes proposées par E. CLARKE 191. 

Citons encore les composantes, soit proposées directement par leurs auteurs sous 

l a  forme donnant l'invariance de la puissance, soit modifiées de façon à l'obtenir : 

les composantes du type PPN (positive plus négative) et P M '  (positive moins négative) 

181, celles de F.H. RAYMOND 1171 (du type + et de type -), celles de B,L. COLEMAN 

] 76 / , de H.H. HWANG / 741 , de B. 1. GURURAJ 1 78 1 , et de M. POLOUJADOFF et Th. BARTON 
1811 

. Celles u t i l i s a n t  deux transformations d i s t i n c t e s ,  une pour les 

courants, une pour les tensions. 

Les composantes de E. CLARKE 121 1 à deux matrices de passage peuvent 

être modifiées pour conserver l'invariance de la puissance. Cette condition est 



respectée par les transformations de E.W. KIMBARK 1111,  de A. BOYAJIAN 1151 et 

celles de N. KOGA 182 1 183 1 1841 . 

4 . 2 .  Com~osantes --- relatives 

Parmi les composantes relatives, utilisées notamment pour l'étude 

des machines tournantes, les plus utilisées sont celles de R.H. PARK 1 101 et de 

Y .H. KU 1321 . Elles utilisent la même transformation pour les courants et les 
tensions, du moins ceux de la même armature ; on peut aisément modifier leur 

présentation initiale pour qu'elles assurent l'invariance de la puissance (soi-t 

complexe, soit réelle). 

4.3. Obtention des diverses corneosantes à une matrice de transformation à par t i r  des .......................... - I - - - - - C - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -  --------- 
comeosantes --- m e - - - - - -  généralisées. 

Le tableau 1 montre comment par un choix judicieux des cinq paranièt r e s  

on peut retrouver les composantes symétriques et relatives à une seule transformation 

conservant l'invariance de la puissance apparente ou instantanée. Pour chaque type, 

on a indiqué s'il s'agissait de composantes symétriques ( Ç ) ,  ou relatives ( K I  et 

éventuellement si elles avaient été modifiees (M) ; on a note le nom de l'auteur 

qui les a proposées et les indices usuellement proposés pour repérer les trois 

variables transformées. 

NOTE - 
On trouvera dans l'Annexe 1 une présentation plus detaillêe des diverses 

composantes symétriques proposées. Les composantes relatives, elles, seront. plus 

particulièrement étudiées dans la suite de ce mémoire. 



TABLEAU 1 



C H A P I T R E  IV 

PRESENTATION DES COMPOSANTES RELATIVES DE R.H. PARK ET DE Y.H. KU 

La plupart des composantes que nous avons rappelées et présentées au 

Chapitre III s'appliquent plus particulièrement à l'étude des reseaux passifs. Elles 

permettent, ainsi que nous l'avons montré, de diagonaliser les matrices impédances 

soit symétriques, soit circulantes. Elles peuvent aussi s'appliquer aux machines 

tournantes asynchrones et synchrones mais la matrice obtenue après simplifications 

reste à coefficients fonctions de temps et les équations différentielles qui lui 

sont associées ne sont donc pas à coefficients constants 185 1 . 

Si certaines méthodes 1861 187 1 permettent de résoudre de telles équations 
dans des cas relativement simples, l'emploi de matrices de transformation plus comple- 

xes, à coefficients non constants, permet de ramener le système différentiel à coef- 

ficients périodiques caractérisant le fonctionnement d'une machine tournante à un 

système différentiel à coefficients constants présentant de plus de nombreux 

zéros. 

Ces matrices de transformation définissent les composantes relatives, 

les plus remarquables étant celles de R.H. PARK et de Y.H. KU. Si les premières sont 

relativement connues, les secondes permettent de plus grandes simplifications dans 

1' étude des machines tournantes classiques. Mais, ainsi que D.W.C. SHEN 1881 1 'a 

montré ces deux types de composantes ne sont que deux formes de la même solution du 

point de vue de l'analyse tensorielle. 

Ces composantes rapportent les équations régissant le système physique 

tournant considéré à des systèmes d'axes de référence fixes par rapport soit au sta- 

tor, soit au rotor par exemple. De tels systèmes d'axes ne sont que des exemples de 

divers systèmes d'axes que l'on peut considérer. Ils ont été étudiés et classifiés 

par G. KRON 1501 1891 qui a montré le lien qui existe entre les équations ainsi obte- 

nues et celles de la mécanique Lagrangienne. 

Nous allons dans ce chapitre présenter les deux types de composantes, en 

donner une interprétation physique, indiquer leur forme modifiée qui assure l'inva- 

riance de la puissance. Nous montrerons enfin la relation qui existe entre ces deux 

systèmes de composantes. 



1 - L E S  C O M P O S A N T E S  DE R.H. PARK 1301 1311 

Parmi les différentes composantes relatives possibles, celles introdui- 

tes par R.H.  PARK sont les plus connues. Couramment étudiées et employees dans les 

pays anglosaxons, elles sont maintenant introduites dans l'enseignement de l f E l e c -  

trotechnique en France / 4 1 1 . 

1.1. Matrice de l a  transformation de R . H .  P A R K  ......................................... 
La mat,rice de la transformation de R.H. PARK, applicable aux tensions, 

aux flux et aux courants est définie, dans le cas des tensions par exemple, par : 

[VI = CP(~)] [vc] 

[P(o)]-' a pour expression : 

v a 

v 
b 

v 
C 

Ces transformations portent souvent le nom de transformation des deux a x e s ,  

ou sous forme matricielle 

= 

1 cos 0 - sin 6 
1 cos(6 - 2~13) - sin(6 - 2~/3) 

1 cos('? - 4~/3) - sin('? - 47r/3) 

2 
[P(~)J-' = 

NOTES : 

v 
O 

v 
d 

v 
9 

1 /2 112 1 /2 

cos 0 cos(0 - 2~13) cos(4 - 4 n / 7 )  

-sin 9 -sin(e - 21~13) -sin(0 - 4 n / 3 )  

II - le troisième axe est l'axe homopolaire" que l'on néglige géneralement soit yarc:fA 

que lion envisage une alimentation équilibrée, soit parce que l'on considère que 

le neutre des machines n'est pas sorti. 

- Quelques modifications apparaissent parfois dans les matrices que nous venons dc  

définir ; elles portent sur le signe des termes en sinus que certains auteurs 

choisissent positifs. Elles n'affectent pas le principe de la méthode, elles ne font 

que modifier l'interprétation géométrique que l'on peut donner aux axes 4 et r l .  

1 .2.  Préselization. Propriétés. Conséquences sur 1 es schéni.as équivalents ----------------- .................................................. 
CARY a présenté ses composantes, à partir des équations de la machine 



synchrone, comme un moyen de simplifier les études relatives à celle-ci. Aussi 

pour introduire sa transformation, nous considérerons une machine synchrone 

simpZifZ6e e t  à rotor l i s se  (fig, 2). 

Outre les enroulements statoriques a, b, c, 

la machine simplifiée ne comporte au rotor 

qu'un bobinage repéré par F suivant l'axe 

polaire et un bobinage noté Kq dans l'axe 

interpolaire que PARK appelle en quadrature. 

La constance de l'entrefer permet d'écrire 

que la mutuelle inductance entre deux en- 

roulements varie comme le cosinus de l'angle 

que font leurs axes 190 . 

Le flux dans l'axe polaire ou direct a pour  

expression : 
FIGURE 2 

Les mutuelles inductances entre les trois phases du stator et L'enrou- 

lement F d'inductance propre LF ayant pour valeurs : 

m = 
Fa M ~ a m  

COS 0 ; %b = %am COS(B - 2.13) %c = $am  COS(^ - 4~/3) 

Il vient donc : 

$ = M (i COS 0 + i COS(€) - 2 ~ / 3 )  + ic COS(@ - 4~13)) + IJF iF 
F Fam a b 

PARK a alors posé : 

et a choisi la constante K de manière à ce que i soit égal à l'unité lorsque les 
d d 

courants i i i ont une amplitude elle aussi égale à l'unité (utilisation du 
a' b' c 

système "per unit" 1381 ). 

2 2 
I = K ( cos2 0 + cos ( 0  - 2~13) + cos (8 - 4.13)) = 112 Kd 

d 

Le flux dans l'axe direct a pour expressions : 



- dans l e  c a s  p a r t i c u l i e r  : m F  = 312 MFam id + LF iF 

Le f lux  dans l'axe in terpo la i re  s ' é c r i t  de l a  même façon  : 

S i  l ' a x e  i n t e r p o l a i r e  c o n s i d é r é  e s t  c e l u i  déphasé de ~ / 2  en  avant  

de l ' a x e  d i r e c t  dans l e  s e n s  de r o t a t i o n . ,  l e s  m u t u e l l e s  i n d u c t a n c e s  e n t r e  l e s  

phases  s t a t o r i q u e s  e t  l ' enroulement  R d ' induc tance  p r o p r e  L  on t  pour  v a l e u r s  : 
4  Kq 

- - - s i n  0 - - - 
%qam ; %qb %qam 

s i n ( 8  - 2x13) ; = - 
"kqc 

1 k q m  s i n ( 8  - 4 n /  3) 

Le f l u x  dans l ' a x e  i n t e r p o l a i r e  a  pour e x p r e s s i o n  : 

+Kq = f$ 
(- ia s i n  8 - i s i n ( 6  - 2n/3) - ic s i n ( 8  - 4x13)) 

qam b 

e t  il c h o i s i t  K = 213 de manière à ce que i s o i t  éga l  à l sun i tP_  lo r sque  l ' a m p l i t u d e  
9  4  

des c o u r a n t s  i i e t  i e s t  e l l e  même é g a l e  à l ' u n i t é .  a '  b c 
Le f l u x  dans l ' a x e  e n  q u a d r a t u r e  a  pour  e x p r e s s i o n s  : 

- dans l e  c a s  g é n é r a l  : 
% =2.; + L i 

+ ~ q  K 
9 

q  Kq Kq 

- dans l e  c a s  p a r t i c u l i e r  : i + L  i + ~ q = ~ / * % q a m  q  Kq Kq 

Les é q u a t i o n s  de f l u x  r é g i s s a n t  l a  machine synchrone s o n t  : 

K e t  K é t a n t  p r i s  p a r  PARK égaux à 213. 
d  4  



REMARQUE : 

Si l'on projette les flux totaux $ 
a' 'b 

et $c à travers les trois 

phases statoriques sur l'axe direct, on obtient une quantité, notée $ définie par : 
d ' 

4, = cos 0 + $ cos(0 - 2 n / 3 )  + 4 cos(@ - 4 ~ 1 3 )  
b c 

compte tenu des expressions de 4 a ' $,, et $c et de celle de i on obtient : 
d ' 

De même si l'on projette ces mêmes flux sur l'axe en quadrature, 

on obtient une quantité, notée 4 définie par : 
q ' 

c'est-à-dire, après simplifications : 

De sorte que les équations de flux donnant $ 
d et $q : 

à comparer avec : 

Avec les composantes de R.H. PARK ainsi définies, on obtient des 

circuits équivalents pour lesquels les mtueZZes inductances ne sont pas récz:proques. 

Si cette caractéristique n'est pas gênante du strict point de vue mathématique, ces 

composantes ne permettent pas de présenter les circuits équivalents par des éléments 

simpes (résistance, inductance, capacité) puisque les paramètres mutuels pour de tels 

éléments sont réciproques. C'est une conséquence de la non orthogonalité de la matrice 

de la transformation initiale de R.H. PARK. 



1.3. Les comeosantes rel ati ves modi f i ëes de R. H. PARK 110119~1 ------- ......................................... -- 
Les vecteurs colonnes de la matrice [P] de la transformation précédente 

forment une base orthogonale de l'espace à trois dimensions, mais les normes de ces 

vecteurs sont différentes de l'unité et de ce fait la matrice [P] n'est pas ortho- 

gonale. Mais en divisant chaque vecteur colonne par sa norme, on obtient une matrice 

[pl] orthogonale et laissant de ce fait la puissance instantanée invariante. Cette 

matrice [pl] est définie par : 

Cette matrice transformée correspond au choix K = K = m p o u r  
- d  q 

lequel nous obtenons des impédances mutuelles des circuits situés sur l'axe direct 

réciproques et de même pour l'axe en quadrature. En effet, pour qu'il y ait récipro- 

cité, il faut : 

[pl(e)] = J ? E  

C ' est-à-dire : 
2 2 

Kd = K = 2/3, ce qui conduit à : 
4 

]/fi cos e - sin û 
]/fi cos(O - 2~13) - sin(8 - 2~13) 
1 ,'fi cos(e - 4rr 13) - sin(8 - 4n/3) 

Le choix du signe est arbitraire et nous obtenons la matrice [P (O)] 
1 

en choisissant le signe + mais d'autres auteurs ont utilisé une matrice modifiée. 

Ainsi W.A. LEWIS 191 1 par exemple choisit K = - Ceci revient à choisir 
Q 

l'axe interpolaire en quadrature arrière par rapport à l'axe direct. 

1.4. Interprétation des comeosantes modifiées de R.H. PARK ---------------- .............................. 
On peut noter que l'on obtient la matrice [P (O)] par : 1 



avec : 

La matrice [A] est la matrice des composantes de C. CONCORDIA (voir Annexe 1 - 5 1.3 . )  

[A] = 

La transformation de C .  CONCORDIA permet de passer d'un système de 

I I J S  1 O 

116 -112 3 1 2  

i l f i  -112 3 1 2  

trois axes décalés entre eux de 2-1~13  à un système de deux axes a et fi en quadrature 

(et d'un "axe homopolaire"), l'axe a coïncidant avec celui a du système triphasé. 

v 
O 

v 
d 

v 
4 

La matrice [BI opère la rotation de 0 dans le Sens horaire qui fait 

et [B] = 

= [A] 

passer des composantes (a, f3) aux composantes (d, q), l'axe a vient en d, l'axe B 

1 O O 

O cos 0 -sin 0 

O sin 8 COS 0 

v 
a 

vb 
v 
C 

= ' [B] 

en q. 

La transformation [P ( e l ]  correspond donc à un passage de trois 
1 

axes à deux axes en quadrature, puis à une rotation de ces derniers qui les rend 

v 
O 

v 
a 

va 

solidaires du rotor. Elle rend les inductances propres et mutuelles indépendantes 

de 0. (1) 

La figure 3 illustre l'interprétation vectorielle des composantes de 

avec 

C.  CONCORDIA et de R.H. PARK 

v 
O 

v 
a 

v a 

F I G U R E  3 

( 1) Outre les composantes de C. CONCORDIA, les composantes de R.H.  PARK permettent 
de retrouver d'autres composantes symétriques (voir Annexe II). 



Ces composantes permettent aussi de définir la machine équivalente 

dans les divers systèmes d'axes de référence considérés (fig.4). 

F I G U R E  4 

(1) La machine réelle, structure triphasée au stator, mouvement relatif entre 

stator et rotor. 

(2) La machine équivalente avec les composantes de C. CONCORDIA, structure diphasée 

au stator, mouvement relatif entre le stator et le rotor. 

(3) La machine équivalente avec les composantes de R.H. PARK, structure diphasée 

au stator, pas de mouvement relatif entre le stator et le rotor. 

I I  - LES COMPOSANTES DE Y .H. KU -1 

C'est en 1929, c'est-à-dire au moment où R.H. PARK bâtissait la théorie 

dite des deux axes et développait les composantes qui portent son nom, que Y.H. KU 

dans un article reprenant les travaux de S. BEKKU 1931 découvrait les composantes 

relatives qu'il dénomma (O, f, b). Il devait montrer quelques années plus tard le 

lien qui existe entre ses composantes relatives et celles de R.H, PARK. 

2.1. Introduction à la transformation de Y .H. KU ........................................... 



A l'inverse de ce que nous avons fait au 5 1.:. nous allons partir 

des équations simplifiées de la machine synchrone et montrer comment par l'emploi 

des composantes de C.L. FORTESCUE, suivi d'un simple changement de variables, on 

arrive, tout naturellement, aux composantes de Y.H. KU. 

Considérons donc de nouveau la machine synchrone simplifiée à entrefer 

constant et supposons que le rotor ne présente qu'un enroulement dans l'axe polaire 

(l'existence dlenroulement(s) dans l'axe interpolaire ne modifie en rien ce qui va 

suivre, cela ne fait que compliquer les calculs que nous reprendrons dans leur géné- 

ralité au chapitre suivant). 

Les équations des trois enroulements statoriques et du bobinage rotorique 

s 'écrivent : 

expressions dans lesquelles p représente l'opérateur dldt. Le neutre n'étant en 

général pas connecté et les tensions d'alimentation v as Vb, Vc étant en général 

équilibrées, nous avons, en posant XI = LI - Ml, 

et compte tenu des expressions de m aF, mbF, mcF, %, %c, nous obtenons : 



En appliquant la transformation classique de C.L. FORTESCUE, nous obtenons : 

La matrice [F] , comme [FI-', étant formée de coefficients constants, 

on obtient : 

Soir après passage à la forme exponentielle complexe des expressions cosinusoïdales 

[v,] = (RI + 3 P) [IC] + %am P {[FI-' 

1 
Ic + 3 %am p 

~ u i s  simplifications : 

i cos 0 
F 
iF cos(0 - 2~13) 
iF cos(f3 - 41~13) 

4 n cos e + cos(0 - 
+ a2 cos(e - cos 8 + a cos(8 - 

cos B + a2 cos(0 - 31 + a cos(@ - 

L'équation des tensions au rotor s'écrit : 



soit après simplifications de même nature : 

Si l'on ne tient pas compte de la composante homopolaire qui est nulle dans les 

hypothèses faites présentement alors : 

La validité de l'emploi du théorème de superposition dans le cas 

d'un tel circuit ou certains coefficients sont fonctions du temps a été démontrée par 

F. GARDNER / 941.  Y.H. KU, néanmoins, de manière à obtenir des équations à c o e f f i c i e n t s  

constants , effectua ensuite dans le système simplifié les changements de variables : 

ce qui conduit aux résultats suivants : 

soit après simplifications : 

Le système différentiel ainsi obtenu est un système différentiel l i n é -  

aire à coefficients constants et à second membre variable que l'on peut résoudre 

par les méthodes classiques, en particulier par le caicul opérationnel ce qui était 

d'ailleurs le but initial des travaux de Y.H. KU. 



Ce qui n'apparait dans ce qui précède comme n'étant qu'un changement 

de variables judicieux peut se mettre sous la forme matricielle suivante : 

c'est-à-dire 

Cette dernière relation matricielle définit la matrice [K] de la 

transformation de Y.H. KU. On peut voir immédiatement que cette transformation 

n'étant pas unitaire ne gardera pas invariante la puissance complexe mais, ainsi 

que nous le montrerons plus loin, il n'est pas difficile de déterminer une trans- 

formation de matrice [K]] gardant cette puissance invariante. 

i 
f 

i b 
i0 

REMARQUE : 

Contrairement aux composantes relatives de R.H. PARK, les composantes 

relatives de Y.H. KU ne présentent pas d'interprétation physique aisée. C'est ce 

manque d'interprétation simple qui, à notre avis, a fait que les composantes rela- 

tives de Y.H. KU n'ont pas eu le développement qu'ont connu celles de R*H* PARK* 

1 1 

-iû 2 -iû 
a e a e 

e 
i 0 

a 
2 eiû a e 

i 0 

i 
a 

i 
b 

i 
C 

et inversement 



2.2. Passage des com~osantes r e l a t i v e s  de R.H. PARK à ce1 l e s  de Y .H. KU --------- -------i------------------------------------------ 
En exprimant les quantités i et i sous la forme exponentielle d 4 

complexe, nous obtenons : 

i = 2/36 cos û + i cos(8 - 21~13) + ic cos(8 - 4n/3)] 
d a b 

i 8 
= 1/3[{ia+ ib a 2 +  i a l e  + iia+ a i  

c b 
+ a2 i e-ie~ 

C 

soit id = if + ib 

et de même 

i = - 2/3Ea sin û + i sin(8 - 21~13) + ic sin(8 - 4n/3)] 
q b 

soit i = i(ib - if) 
4 

La composante homopolaire ayant la même expression dans les deux types 

de composantes relatives, nous avons donc sous la forme matricielle : 

et inversement 

La matrice permettant de passer des composantes ( O ,  d, q) aux 

composantes (O, f, b) n'est pas unitaire. 



2.3. Les corneosantes relatives modifiées de Y . H .  KU ------- ...................................... 
Pour obtenir une matrice [K,] de transformation gardant invariante 

la puissance complexe, il suffit de remplacer la matrice de C.L. FORTESCUE CF] 
par la matrice modifiée IF']] . Bous obtenons ainsi : 

Ces composantes modifiées sont reliées aux composantes relatives 

modifiées de R.H. PARK et l'on peut montrer facilement, par un calcul identique 

à celui effectué au paragraphe précédent, que : 

et inversement 

Si l'on ne s'occupe pas des composantes homopolaires, on obtient : 

et la matrice 

est la matrice des composantes symétriques modifiées .d'un système diphasé, c'est-à- 

dire que les  composmtes f e t  b sont Zes composantes symétriques des composantes d 



C H A P I T R E  V 

EMPLOI DES COMPOSANTES RELATIVES DE R.H. PARK ET DE Y.H. KU POUR L A  S I M P L I F I C A T I O N  

DE L 'ETUDE ANALYTIQUE DE L A  MACHINE SYNCHRONE 

Ayant présenté les deux types de composantes relatives les plus 

usitées, nous allons rapidement montrer l'intérêt de leur emploi pour l'étude 

analytique de la machine à pôles saillants. 

Après avoir rappelé les équations régissant le modèle mathématique 

d'ordinaire adopté pour cette machine, nous examinerons les simplifications que 

permet la transformation de R.H, PARK ou de Y.H. KU. Si celle-ci est nettement 

supérieure à la première pour les machines asynchrones, nous pourrons voir qu'elle 

ne présente pas moins d'intérêt que la transformation de R.H.  PARK pour les machines 

synchrones. 

1 - MODELE MATHEIvIATIQUE D 'UNE RACHINE SYNCHROtiE 

Une machine synchrone est formée d'un stator portant le bobinage 

triphasé dans lequel est induit le système triphasé de forces électromotrices. 

L'inducteur constitue le rotor. Il est à pôles saillants sauf pour 

les unités de forte puissance où l'enroulement inducteur est réparti dans des 

encoches fraisées dans la masse du rotor. 

La quasi-totalité des machines à pôles saillants sont munies d'amor- 

tisseurs formés de barres placées dans les épanouissements polaires et reliées entre 

elles aux deux extrémités de la machine. 

Si le stator est symétrique par rapport à l'axe des trois phases, 

la non uniformité de l'entrefer dans les machines à pôles saillants, le rôle de 

la partie massive du rotor pour celles à rotor lisse et la nature du ou des bo- 

binages rotoriques rendent inévitablement compliquée la mise en équation. Et 

cela même si on fait d'importantes hypothèses, 

Pour arriver au modèle mathématique, on négligera en effet : 

- la saturation magnétique, l'hystérésis et les courants de Foucault, 
- l'effet de peau qui augmente les résistances et diminue les inductances, 
- les couplages capacitifs entre les enroulements, 
- l'effet de la température sur la valeur des résistances. 



1 .l. Méthode de détermination des inductances propres e t  mutuel les  ........................................ -- ---------------- 
On déduit les inductances des flux embrassés par unité de courant. 

Cette méthode permet la détermination analytique des inducteurs dans le cas général 

1 10 1 1 et se déroule en quatre étapes. 

a) On détermine d'abord la répartition de la force magnétomotrice 

produite par l'enroulement considéré en fonction de la position angulaire x des 

points de l'entrefer. Cette f.m.m. F(x), établie en tenant compte des particula- 

rités de l'enroulement (coefficient de bobinage, raccourcissement des bobinages, 

cumul des effets des phases du même enroulement ...), s'exprime à l'aide d'une 

sér ie de Fourier. 

b) On détermine la perméance de 2 ' en t re fer  P(x) en fonction du 

développement angulaire. On peut déduire cette courbe du tracé des lignes de 

force effectué en utilisant les équations de Lagrange ou la méthode des "carrés 

de LEHMANN" ou par application de la transformation conforme ou, expérimentalement, 

par la méthode rhéoélectrique. 

Pour les machines à pôles saillants si on prend comme origine des 

angles l'axe d'un pôle, la perméance s'exprime par une série de cosinus pairs. 

P(x) = L P2K COS 2 Kx 

K= O 

c) On en déduit l ' induct ion l e  long de l ' en t re fer  par : 

puisque l'on néglige la saturation du circuit magnétique, ce qui revient à négliger 

toutes les réluctances devant celle de l'entrefer. 

R.E. DOHERTY et C.A. NICKLE 1281 puis L.V. BEWLEY 1 1021 ont montré 
que cette hypothèse conduisait à une bonne première approximation même si le cir- 

cuit magnétique est saturé à condition que la courbe de perméance reste symétrique 

par rapport à l'axe des pôles. 

d) Par intégration de l'induction, on passe au flux. Si le courant 

i passant dansubobinage a crée ' travers celui-ci un flux 4 ce bobinage a 
C1 au 

Si ce courant passant dans 1'p;:oulement a, une inductance propre L égale à -. 
a a 1 

crée dans l'enroulement f3 un flux @ a la mutuelle m a pour valeur -. 
Ba Ba i a 



1.2. Aeel i c a t i o n  à l a  machine synchrone s i m p l i f i é e  - ------------- --------- mm--- - - - - - -  ------ 
Si l'on suppose la machine à pôles saillants mais dépourvue d'amortis- 

seurs ou de pièces massives jouant le même rôle, il n'y a que l'enroulement triphasé 

statorique et l'enroulement inducteur au rotor. 

De nombreuses inductances dépendent de l'angle 0 que fait l'axe d'un 

pôle et l'axe de la phase a du stator, angle mesuré dans le sens de rotation du rotor 

qui est aussi le sens de succession des phases a, b et c de l'induit. 

On s'en tient au premier terme alternatif du développement en série de 

la perméance. 

L'inductance propre d'un enroulement statorique est maximale quand un 

pôle est dans son axe, minimale quand son axe est face à l'axe interpolaire. On écri- 

ra donc : 

Laa = L sa + Lsv COS 2 e 

L'inductance mutuelle entre deux phases du stator est maximale quand 

un pôle est à égale distance de leurs axes. D'où les trois mutuelles inductances 

statoriques : 

m = -  
ab Lma + Lsv 

cos(2 8 - 2-1~13) 

mbc = - Lma + Lsv cos 2 8 

m = - L  c a ma + Lsv 
cos(2 e - 4 1 ~ 1 3 )  

On montre en effet que l'amplitude des variations est la mEme pour les 
da 

impédances propres et mutuelles. D'autre part, Lma est peu différent de -3 2 

D'où les flux résultants à travers les trois phases du stator et à 

travers l'inducteur : 



et si R est la résista~i~c des enraulements de l'induit, RF celle de l'inducteur : 
s 

1.3. Schématisation des ar,;sriisseurc ............................... 
La figure 5 represent, le d6veloppement frontal d'un rotor bipolaire 

. . 
xur:i d'anortisseilr;: * 7  - q  ilrrds -2:- r : -P ?nl -.ire et 1 a façon dont on en tient 

I I I 



compte p a r  deux groupes de c i r c u i t s  r e l i a n t  deux à deux l e s  b a r r e s  symétriques p a r  

rappor t  à l ' axe  p o l a i r e ,  p u i s  l e s  b a r r e s  symétriques p a r  rapport  à l ' a x e  i n t e r p o l a i r e .  

S ' i l  y a  2n ou 2n+l b a r r e s  pa r  p i è c e s  p o l a i r e ,  axées su ivan t  l ' axe  

p o l a i r e ,  on a  n  cadres  en c o u r t - c i r c u i t .  Chacun équivaut  à un c i r c u i t  couplé magné- 

tiquement aux n-l a u t r e s ,  à l ' i n d u c t e u r  e t  aux t r o i s  enroulements s t a t o r i q u e s .  Les 

n premières  mutue l les  inductances son t  cons tan tes ,  l e s  t r o i s  a u t r e s  sont  fonc t ions  

de 8.  En p lus  de l e u r  couplage magnétique l e s  n  cadres  p ré sen t en t  des r é s i s t a n c e s  

mutue l les  c a r  une p a r t i e  du t r a j e t  de l e u r s  couran ts  e s t  commune. 

De même su ivan t  l ' a x e  i n t e r p o l a i r e  l e s  amor t i sseurs  équiva len t  à n ou 

à n+l  c i r c u i t s ,  su ivant  q u ' i l  y  a  2n ou 2n+l b a r r e s ,  couplés  magnétiquement e t  é lec-  

tr iquement e n t r e  eux e t  p r é sen t an t  p a r  rapport  aux phases du s t a t o r  des mutue l les  

inductances fonc t ions  de 8 .  

Les c i r c u i t s  dont l ' a x e  e s t  l ' a x e  p o l a i r e  ne p ré sen t en t  pas d ' induc tance  

m u t u e l l e  avec ceux c e n t r é s  s u r  l ' a x e  i n t e r p o l a i r e .  De même, l e s  chutes  ohmiques mutuel- 

l e s  e n t r e  cadres  des deux f a m i l l e s  son t  n u l l e s  à cause de l a  symétr ie  des amor t i sseurs  

pa r  rappor t  aux axes p o l a i r e  e t  i n t e r p o l a i r e .  Ceci e s t  dû au f a i t  que t o u t e  chute  de 

t ens ion  appara i ssan t  dans t o u t  c i r c u i t  s i t u é  d'un c ô t é  d'un pôle  e s t  exactement contre-  

balancée pa r  une chute  é g a l e  e t  opposée dans l e  c i r c u i t  symétrique s i t u é  de l ' a u t r e  

cô té .  

Malgré c e t t e  s i m p l i f i c a t i o n ,  même en nég l igean t  l e s  e f f e t s  des p i è c e s  

massives du r o t o r  e t  en s ' e n  t enan t  au premier terme a l t e r n a t i f  des inductances 

mutue l les  v a r i a b l e s ,  on a r r i v e  à un système d 'équa t ions  t r o p  complexes. 

1.4. Machine synchrone idéalisée. Eguations --------- .................... ------- 
Devant l a  lourdeur  du système q u i  voudra i t  su iv re  de p r è s  l e  fonc t ion-  

nement de l a  machine r é e l l e ,  de nombreux au teurs  on t  proposé une machine " idéa l i s ée"  

qu i  pa r  un choix convenable des paramètres  permet de rendre  assez b i en  compte des  

p r i n c i p a l e s  c a r a c t é r i s t i q u e s  de l a  machine r é e l l e .  

La machine i d é a l i s é e  ( f i g .  6) comporte : 

- au s t a t o r ,  les bobinages a ,  b ,  c  des  t r o i s  phases  déc l a r ée s  deux à deux de 120" 

é l e c t r i q u e s .  

1' - au r o t o r ,  l e  bobinage induc teur  F e t  s u r  l e  même axe un bobinage Kd équiva len t"  aux 

c i r c u i t s  amor t i s seu r s  s i t u é s  s u r  l ' a x e  p o l a i r e  e t  un bobinage K "équivalent ' '  nllx 
4  

c i r c u i t s  amor t i sseurs  c e n t r é s  s u r  l ' a x e  i n t e r p o l a i r e .  



FIGURE 6 

Les f l u x  à t r a v e r s  l e s  s i x  enroulements  de c e t t e  machine o n t  pour 

e x p r e s s i o n s  : 

$ , = L a a i  + m  i + m  i + m  i + m  + m i 
a ab b a c  c aF F akd ikd akq kq 

'b = i a  + Lbb ib + mbc i c  + %F i~ + %ltd ikd + %kq ikq 
i + m  i + m  O c = m  i + m  i + L c c  i 

c a  a cb b CF F ckd ikd + mckq kq 
- 

'F - m ~ a  i a  + " fb  + " f c  i c  + L~~ i~ + '$kd 
- 

'kd - %da i a  + mkdb + mkdc ic  + %dF i~ + 'kd ikd 
- i + L  

'kq - mkqa ia + ?sqb ib + mkqc c kq ikq 



avec 

L = L  
+ Lsv 

cos 2 8 
a a sa 

Lbb = Lsa + Lsv COS 2(8 - 2~~13) 
= L + Lsv 

sa 
cos 2(8 - 4n/3) 

m = m b a = - L  ab ma + 
cos(2 8 - 2~13) 

mbc = mcb = - M 
ma 

+ Lsv COS 2 8 

m = m  = -  
c a ac Lma + Lsv cos(2 8 - 4T/3) 

m = m  - 
aF Fa - MFam COS 8 

mbF = mFb = MFam  COS(^ - 2~13) 
m = m  = 
CF FC M ~ a m  cos(@ - 4~13) 

m - - - 
akd - %da Makdm 

cos e 

%kd = %db = Makdm cos (8 - 2713) 
m - - - 
ckd - %dc Makdm cos (8 - 4~13) 

m - - - - 
akq - mkqa Makqm 

sin 8 

- - 
%kq - mkqb 

- - 
Makqm sin(8 - 2~13) 

m - = - M  
ckq - sin(8 - 4~13) 

akqm 

Des flux, on passe aux équations de base de la machine synclirn~ie 1951. 

Certains auteurs, tels D.B. BREEDON et R.W. FERGUSSON 1961 ont ajouté iiri qriat rièrne 

enroulement au rotor situé sur l'axe interpolaire et les bobinages sont alors ap- 

pelés "bobinage transitoire" et "bobinage subtansitoire". 

Néanmoins, les équations précédentes sont généralement admises par 

1 a plupart des ouvrages classiques traitant des machines synchrones 1 39 1 1 40 1 . No- 
tons que dans de nombreux cas, de manière à obtenir des résultats simples, on ne 

tient pas compte des amortisseurs 197 1 et parfois des résistances 198 1 . 



II - S I M P L I F I C A T I O N  DES EQUATIONS DE L A  MACHINE SYNCHRONE A L ' A I D E  DES COMPOSANTES 

R E L A T I V E S  DE R.H. PARK 

Pour simplifier les équations générales de la machins sy;~chronl i  

la transformation de R.H. PARK rapporte les Gquations statoriques à un système 
de 

d'axes de référence tournant à la vitesse angulaire - = U du rotor. 
dt 

2.1. L e s  éguat ions simplifiées ----- ----..------ ------- 
Les équations des tensions statoriques et rotoriques se déduisent 

des expressions de flux par : 

e = R  i 
a s a + ~(4,) 

e = R  i +p(~$~) 
b s b  

e = R  i +P($~) 
C S C 

eF = RF iF + ~ ( 4 ~ )  

ekd = qid ikd + ~ ( 4 ~ ~ )  

e = Rkq ikq + p(rnkq) 
kq 

soit sous forme matricielle : 

Effectuons les changements de variables : 

On obtient : 

soit après prémultiplication par [P (O)] 
- 1 

1 



Après les calculs et les simplifications résumés dans l'Annexe 3 et 

en posant : 

nous obtenons l'expression matricielle (4) 



C e t t e  e x p r e s s i o n  e s t  b i e n  p l u s  s imple  que c e l l e  du d é p a r t  c a r  : 

- 17 c o e f f i c i e n t s  s o n t  n u l s  s u r  l e s  36 c o n s t i t u a n t  l a  m a t r i c e  6 x 6 ,  

- l e s  19 c o e f f i c i e n t s  non n u l s  s e  r é d u i s e n t  à des  c o n s t a n t e s .  On p e u t  donc 

résoudre  p a r  l e s  p rocédés  c l a s s i q u e s  ce sys tème ,  e n  p a r t i c u l i e r  u t i l i s e r  

l e  c a l c u l  symbolique.  

Ce r é s u l t a t  e s t  i d e n t i q u e  à c e l u i  é t a b l i  p a r  B .  ADKINS 1401 e n  rernpla- 

ç a n t  e  p a r - e  i p a r - i  , e  p a r - e  e t  i p a r - i  c e c i  à l a s u i t e  
q  4 '  q  q  kq kq kq kq 

d 'une  conven t ion  de s i g n e  d i f f é r e n t e  r e l a t i v e  aux termes d ' i n d i c e  q .  S igna lons  

d e  p l u s  que c e t  a u t e u r  n ' u t i l i s e  pas  l a  forme modi f i ée  de l a  m a t r i c e  de R . H .  

PARK e t  que de  ce f a i t  l a  p u i s s a n c e  i n s t a n t a n é e  n ' e s t  pas  c o n s e r v é e .  

On p e u t  à p a r t i r  de ce  système d ' é q u a t i o n  d é t e r m i n e r  l e s  p r i n c i p a l e s  

c o n s t a n t e s  de  temps i n t e r v e n a n t  dans  l ' é t u d e  des  régimes t r a n s i t o i r e s  des  triachines 

a i n s i  que l e s  schémas é q u i v a l e n t s  : un pour  l ' a x e  d i r e c t  e t  1 'aut r e  poili- 1 ' axe  

e n  q u a d r a t u r e .  Le d é t a i l  des  m a n i p u l a t i o n s  mathématiques e s t  donné p a r  L'Annexe 

4 ,  

2 . 2 .  Calcul du couple -- 

P a r t o n s  de  l ' e x p r e s s i o n  g é n é r a l e  du coup le  é t a b l i e  p a r  D . C .  Wf1l'I'E e t  

H.H. WOODSON / 991 , s o i t  : 

Coimne l a  m a t r i c e  [ I . ~ ~ ]  e s t ,  que lque  s o i t  l e  nombre d ' en rou lements  
a 

au r o t o r ,  formée de termes  c o n s t a n t s  i l  e n  r é s u l t e  que - = [ O ] .  E n  a e 
développant  l ' e x p r e s s i o n  p r é c é d e n t e ,  nous ob tenons  : 

Les m a t r i c e s  IXSS], [ L ~ ~ ] ,  e t  [L*~] n ' é t a n t  f o n c t i o n s  que de  l a  

s e u l e  v a r i a b l e  0 on p e u t  r emplace r  l e s  d e r n i è r e s  p a r t i e l l e s  p a r  d e s  d é r i v é e s  

o r d i n a i r e s .  



De plus : 

de sorte que la formule de D.C. WHITE et H.H. WOODSON se réduit à : 

effectuons le changement de variables : 

il vient : 

Après simplifications, nous obtenons : 

OU encore : 

De ce fait, e n  posant : 

ou, d'après les relations (3) 



On o b t i e n t  : 

+ d  e s t  l e  f l u x  de couplage p r o d u i t  p a r  l e s  d i f f é r e n t s  bobinages  f i c t i f s  s i t u é s  

s u r  l ' a x e  d i r e c t .  

+q 
e s t  l e  f l u x  de couplage p r o d u i t  p a r  l e s  d i f f é r e n t s  bobinages  f i c t i f s  s i t u e s  

s u r  l ' a x e  e n  q u a d r a t u r e .  

On p e u t  remarquer qu'aucun coup le  n ' e s t  p r o d u i t  p a r  l ' i n t e r a c t i o n  

e n t r e  un f l u x  e t  un couran t  d 'un même axe ou avec  d e s  q u a n t i t é s  homopola i res .  

Les composantes r e l a t i v e s  de R . H .  PARK f a c i l i t e n t  beaucoup l ' é t u d e  

a n a l y t i q u e  de l a  machine synchrone : l e  système d ' é q u a t i o n s  d i f f é r e n t i e l l e s  

l i a n t  l e s  t e n s i o n s  e t  l e s  c o u r a n t s  e s t  ne t t ement  p l u s  s imple  e t  l e  couple  s e  

d é d u i t  d i r e c t e m e n t  d e s  composantes. Le s e u l  désavan tage  r é s i d e  dans  l a  n é c e s s i t 6  

de deux schémas é q u i v a l e n t s ,  un pour  chaque a x e ,  comme nous l e  montrons dans 

l ' annexe  3. 

Dans c e l u i - c i ,  nous montrons que t o u t e s  l e s  g randeurs  i n t e r v e n a n t  

dans l e s  é q u a t i o n s  de R.H. PARK de l a  machine synchrone s e  d é d u i s e n t  de c e l l e s  

d u  modèle mathématique de l a  machine synchrone i d é a l i s é e .  A i n s i  que l ' a  montré  

CANAY 1 100 1 l e s  d i f f é r e n c e s  e n t r e  l e s  r é s u l t a t s  expér imentaux e t  ceux ob tenus  

à p a r t i r  d e s  é q u a t i o n s  de R.H. PARK s o n t  dues  à l a  s i m p l i c i t é  r e l a t i v e  du 

modèle u t i l i s é .  D i v e r s  a u t e u r s  o n t  porposé  d e s  modèles de p l u s  e n  p l u s  é l a b o r é s  

mais l a  complex i t é  d e s  c a l c u l s  q u i  en r é s u l t e  ne permet p l u s  de m e t t r e  en 

é v i d e n c e  l ' i n f l u e n c e  d e s  pa ramèt res  c o n s t i t u t i f s  de l a  machine.  

III - SIMPLIFICATION DES EQUATIONS DE LA MACHINE SYNCHRONE A L'AIDE DES 
COMPOSANTES RELATIVES DE Y .H. KU 

3.1. Les équations simplifiées ------- 
Repar tons  d e s  é q u a t i o n s  de l a  machine synchrone s i m p l i f i é e ,  s o i t  : 



Effectuons les changements de variables : 

- 1 nous obtenons après prémultiplication par [K (0)] et simplifications : 1 

Après avoir effectué les calculs et les simplifications résumés dans 

l'Annexe 5, on obtient l'expression matricielle (7) Page 576 

Cette expression est bien plus simple que celle du départ car : 

- 14 coefficients sont nuls sur les 36 de la matrice 6 x 6 

- les 22 coefficients non nuls se réduisent à des constantes qui peuvent être 

complexes mais qui sont indépendantes de 9. 

3.2 .  Exeression -- -------------- du couele -- 
Dans l'expression du couple donné par la relation (5), effectuons 

1 e changement de variables : 

il vient : 

Après simplifications, nous obtenons : 

3 2 2 6 
C = - i Lsv(ib - i ) + i 7 {Mahi i (i - if) + Makdm ikd(ib - if) 2 f F b  

+ i FI i (i + ib) 3 
akqm kq f 





en posant : 

3 3 
m f Z ( L s a + L  + - L  )i + - L  i +-M i +-M 

ma 2 SV f 2 SV b 2 aFm F 2 akdm ikd 

"'TM + i -  i 
2 akqm kq 

43 - i - M  i 
2 akqm kq 

on trouve : 

3.3. Conclusion ---------- 
Les composantes relatives de Y.H. KU facilitent l'étude analytique 

de la machine synchrone, en en simplifiant le système différentiel liant les 

tensions et les courants, en donnant du couple une expression commode. 

De plus, les composantes de Y.H. KU conduisent à un schénia équivalent 

unique comme le montre l'Annexe 6. 

IV - COMPARAISON DES DEUX METHODES DE SIMPLIFICATION 

Si l'on compare les relations matricielles simplifiées (4) et ( 7 ) ,  

il apparait que la transformation de R , H ,  PARK conduit à plus de termes niils  

que celle de Y.H. KU. 

Cet avantage est illusoire compte tenu du fait que la résolution de 

ces systèmes différentiels conduit à des calculs d'une complexité comparable. 

L'interprétation physique simple des composantes de R . H ,  PARK et le choix des 

termes "direct" et "quadrature1' explique que les électrotechniciens anglo-saxons 

aient plutôt développé cette transformation que celle de Y . H .  KU. 

Cette dernière permet seule d'obtenir un schéma équivalent unique ce 

qui tend à montrer sa supériorité mathématique qui deviendra évidente lors de 

l'étude de la machine asynchrone. 



C H A P I T R E  V I  

EMPLOI DES COMPOSANTES RELATIVES DE R.H. PARK ET DE Y .H. KU POUR L A  S I M P L I F I C A T I O N  

DE L ' E T U D E  ANALYTIQUE DE L A  MACHINE ASYNCHRONE 

Nous a l l o n s  maintenant  examiner comment l e s  composantes r e l a t i v e s  

d e  R.H. PARK e t  de Y.H. KU p e r m e t t e n t  de s i m p l i f i e r  l e s  é q u a t i o n s  de l a  machine 

d ' i n d u c t i o n  asynchrone t r i p h a s é e  i d é a l e  e t  m o n t r e r  l a  s u p é r i o r i t é  de l a  t r a n s f o r -  

mat ion de Y.H. KU. Nous f e r o n s  l e s  hypothèses  s u i v a n t e s  : 

a )  l ' e n t r e f e r  e s t  uniforme e t  l ' e f f e t  d 'encochage e s t  n é g l i g é ,  

b )  l a  s a t u r a t i o n  magnétique,: l ' h y s t é r é s i s  e t  l e s  c o u r a n t s  de Foucau l t  

dans l e s  deux a rmatures  s o n t  n é g l i g e a b l e s ,  

c)  l e s  enroulements  p r o d u i s e n t  des  f l u x  à r é p a r t i t i o n  s i n u s o ï d a l e ,  

d)  l e s  r é s i s t a n c e s  ne  v a r i e n t  p a s  en f o n c t i o n  de l a  t empéra tu re  e t  

on n é g l i g e  l ' e f f e t  de peau.  

De p l u s ,  nous supposerons  l e  r o t o r  t r i p h a s é  comme l e  s t a t o r .  

1 - MODELE MATHEMATIQUE DE L A  MACHINE ASYNCHRONE 

Avec de t e l l e s  hypothèses ,  l e s  é q u a t i o n s  r é g i s s a n t  l e  fonctionnement 

g é n é r a l  d 'une  machine d ' i n d u c t i o n  asynchrone t r i p h a s é e  i d é a l e  s o n t  : 1 105 1 

e n  d é s i g n a n t  p a r  v  v  e t  v  l e s  t e n s i o n s  a p p l i q u é e s  aux t r o i s  phases  p r i m a i r e s ,  
$a '  sb F c  

i i e t  i l e s  c o u r a n t s  q u i  l e s  t r a v e r s e n t ,  @ s a ,  'Sb* 'Sc 
l e s  f l u x  t o t a u x  à 

sa' Sb SC 
t r a v a s  l e s  enrou lements ,  R l e u r  r é s i s t a n c e .  On adopte  pour  l e  r o t o r  l e s  mêmes s 
n o t a t i o n s  e n  remplaçant  l ' i n d i c e  S p a r  l ' i n d i c e  R. 

Le f l u x  t r a v e r s a n t  l a  phase a  du s t a t o r  e s t  donné p a r  : 



d e  même l e  f l u x  t r a v e r s a n t  l a  phase  a  du r o t o r  e s t  donné p a r  : 

Compte t enu  du f a i t  que l a  machine e s t  symétr ique à e n t r e f e r  c o n s t a n t  

e t  t r i p h a s é ,  l e s  i n d u c t a n c e s  p r o p r e s  e t  m u t u e l l e s  e n t r e  enroulements  d 'une même 

armahire s o n t  cons t a n t e s  : 

- au s t a t o r  m '  = MS ( i  # j )  e t  m '  = LS 
i j  i i 

- au r o t o r  m" i j  = ( i  # j )  e t m "  - ii - L~ 

L e s t  l ' i n d u c t a n c e  p r o p r e  d 'une phase  s t a t o r i q u e  S  

L  e s t  l ' i n d u c t a n c e  p r o p r e  d 'une  phase r o t o r i q u e  
R 

M e s t  l ' i n d u c t a n c e  m u t u e l l e  e n t r e  phases  s t a t o r i q u e s  
S. 

M - e s t  l ' i n d u c t a n c e  m u t u e l l e  e n t r e  phases  r o t o r i q u e s .  
R 

Les neuf termes m ( s  = a ,  b ,  c  e t  r = a ,  b ,  c)  q u i  r e p r é s e n t e n t  l e s  
s r  

c o e f f i c i e n t s  de m u t u e l l e  induc tance  e n t r e  l a  phase  s du s t a t o r  e t  l a  phase  r du 

r o t o r  s o n t  donnés p a r  (901 

où M e s t  l a  m u t u e l l e  induc tance  e n t r e  une phase  du s t a t o r  e t  une phase  du r o t o r  l o r s q u e  

l e u r s  axes  c o ï n c i d e n t  e t  où 8 d é s i g n e  l ' a n g l e  " é l e c t r i q u e "  s é p a r a n t  c e s  deux axes  à 

1 ' i n s t a n t  t .  

d  
c ' e s t  -à-di re  sous  l a  forme m a t r i c i e l l e  e t  d é s i g n a n t  t o u j o u r s  p a r  p  l ' o p é r a t e u r  - 

d t  



expression matricielle dans laquelle : 

Les six équations différentielles ainsi obtenues sont des équations 

différentielles non linéaires car certains coefficients dépendent de la position du 

rotor, donc du temps. Elles ne peuvent être résolues que par la simulation analogique 

ou par l'utilisation des méthodes d'intégration numérique. Ces méthodes, difficiles 

à mettre en oeuvre, nécessitent un calculateur puissant et conduisent à des résultats 

entachés d'erreurs. Les composantes relatives vont nous permettre, en simplifiant le 

système différentiel précédent, de résoudre analytiquement les équations transformées. 

II - SIMPLIFICATION DES EQUATIONS PAR LA TRANSFORMATION DE R.H. PARK 

LLss1 = 

FIGURE 7 

; = 

Au lieu de rapporter les équations 

de la machine asynchrone à des axes 

de référence fixe par rapport au sta- 

tor ou par rapport au rotor, nous 

allons les rapporter à un système 

d'axes tournant à la vitesse angu- 

laire w = dB /dt pour la stator et 
S s 

à un système d'axes tournant à la 

vitesse angulaire w = dû /dt pour R R 
le rotor. Nous rechercherons ensuite 

quelle doit être la relation liant 

8, 8 et û pour que le système de six 
S R 

L~ M~ M~ 

MS LS MS 

M~ M~ L~ 

m m m  aa ab ac 

mba mbb m b ~  
m m m  
ca cb cc 

; rLRRl = 

L~ % % 
MR LR '5 
YI % L~ 



équations d i f f é r e n t i e l l e s  non l i n é a i r e s  à s i x  inconnues  s e  s i m p l i f i e .  

2.1. Forme générale des équations transformées ------ ------------- .................... 
Désignons p a r  l a  m a t r i c e  de l a  t r a n s f o r m a t i o n  de R.H.  PARK, 

d ' a n g l e  8 app l iquée  aux g randeurs  s t a t o r i q u e s  e t  p a r  c e l l e  d ' a n g l e  0 
S ' R 

a p p l i q u é e  aux grandeurs  r o t o r i q u e s .  

Dans l e s  é q u a t i o n s  d i f f é r e n t i e l l e s  : 

e f f e c t u o n s  l e s  changementsde v a r i a b l e s  s u i v a n t s  : 

nous obtenons  a p r è s  remplacement : 

- 1 
En p r é m u l t i p l i a n t  l a  p remière  é q u a t i o n  p a r  [PI (O,)]-' e t  l a  seconde p a r  [pl (eR)]  , 
il v i e n t  : 



nous obtenons, après simplifications et en posant : 

le système différentiel donné sous la forme matricielle page 64. 

2.2. Conditions _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  de simplification _____-__-.. 

Ce système d'équations se simplifie lorsque : 

en effet dans ces conditions p = O et le système se réduit à celui de la page 65 

dans lequel : 

Ys  = Ls - M est l'inductance cyclique du stator, 
S & = L R , -  % est l'inductance cyclique du rotor, 

xso est l'inductance homopolaire du stator, 
XRO est l'inductance homopolaire du rotor. 

Parmi toutes les solutions satisfaisant la relation : 

trois d'entre elles sont intéressantes. 







I è r e  s o l u t i o n  : O S  = O ; BR = -  8 

Nous obtenons a l o r s  : 

d 0 
avec - = w '  v i t e s s e  a n g u l a i r e  du r o t o r .  

d t  

On d i r a  dans ce c a s  que l e s  é q u a t i o n s  du moteur asynchrone son t  rappor-  

t é e s  à un système d'axes de ré férence  f i x e s  par rapport au s t a t o r ,  

La m a t r i c e  comporte v i n g t  deux termes n u l s  s u r  l e s  t r e n t e  s i x  l a  

composant. 

2ème s o l u t i o n  : BR = 0 ; O S  = 0 

On d i r a ,  dans ce  c a s ,  que l e s  é q u a t i o n s  du moteur  asynchrone son t  

r a p p o r t é e s  à un système d 'axes  de ré férence  f i x e s  par rapport au r o t o r ,  

La m a t r i c e  comporte v i n g t  deux termes n u l s  s u r  l e s  t r e n t e  s i x  l a  

composant. 





avec g ,  g l i s s e m e n t  du moteur asynchrone,  

w ,  p u l s a t i o n  des  t e n s i o n s  d ' a l i m e n t a t i o n .  

On d i r a ,  dans ce  c a s ,  que l e s  é q u a t i o n s  du moteur asynchrone s o n t  

r a p p o r t é e s  à un système d'axes de ré férenee  tournant au synchronisms. 

La m a t r i c e  comporte a l o r s  d i x  h u i t  termes n u l s  s u r  l e s  t r e n t e  s i x  

l a  composant. 

2.3. Choix d'un système d'axes de référence ------------ ......................... 
- S i  1,'on e f f e c t u e  une é t u d e  a n a l y t i q u e  du moteur asynchrone p a r  

l ' emplo i  des  composantes de R.H. PARK, il e s t  p r é f é r a b l e  de p a r t i r  d 'un système 

d i f f é r e n t i e l  l e  p l u s  s imple  p o s s i b l e .  

C ' e s t  pour c e t t e  r a i s o n  que l ' o n  c h o i s i r a  s o i t  un système d ' axes  

de r é f é r e n c e  f i x e s  p a r  r a p p o r t  au  s t a t o r ,  s o i t  c e l u i  f i x e  p a r  r a p p o r t  au r o t o r .  

Dans l e s  deux c a s  deux des sous  m a t r i c e s  d ' o r d r e  t r o i s  s o n t  d i a g o n a l e s ,  ce q u i  

s i m p l i f i e  l e s  c a l c u l s .  

- S i  l ' o n  e f f e c t u e  une é t u d e  du moteur asynchrone p a r  s i m u l a t i o n  

analogique p a r  exemple, i l  e s t  p r é f é r a b l e  de c h o i s i r  l e  système conduisant  à des  

e x p r e s s i o n s  s imples  des seconds  membres v  ‘.O> Vsd, VSq. (En e f f e t ,  Ro5 V ~ d  et  Rq 
son t  n u l s  généralement  c a r  l e  moteur  asynchrone p r é s e n t e  un r o t o r  en  c o u r t - c i r c u i t ) .  

Les t e n s i o n s  d ' a l i m e n t a t i o n  é t a n t  é q u i l i b r é e s  : 

p a r  l e  changement de v a r i a b l e s  : 

nous obtenons  



S i  

a l o r s  : 

v  S d  =f;vSm s i n  + s 

v  = -$-Vsm C O S  jS 
sq 

Ces t e n s i o n s  s o n t  donc c o n s t a n t e s ,  ce  q u i  dans l e  c a s  d 'une s i m u l a t i o n  

analogique é v i t e  l ' emplo i  d 'un module g é n é r a t e u r  b a s s e  f réquence.  Le système d ' axes  

tourrant  au synchronisme e s t  a l o r s  l e  p l u s  commode. 

III - SIMPLIFICATION DES EQUATIONS PAR LA TRANSFORMATION DE Y.H. KU 

Comme pour  l a  t r a n s f o r m a t i o n  de R.H. PARK, nous a l l o n s  r a p p o r t e r  l e s  

é q u a t i o n s  de l a  machine asynchrone à des  sys tèmes d ' axes  de r é f é r e n c e  f i c t i f s  tour -  

n a n t s e t  nous examinerons ceux q u i  p r é s e n t e n t  l e  p l u s  d ' i n t é r ê t .  

3.1. F g r g g - g e ~ e r g l ~ - ~ g : - e q ~ a t ~ ~ ~ s s t r a ~ ~ f g r ~ e g ~  

On r e p a r t  des  é q u a t i o n s  du système ( 1 ) .  

En e f f e c t u a n t  l e s  changements de v a r i a b l e s  : 

nous obtenons a p r è s  remplacement : 



- 1 En prémultipliant la première équation par (8 )] et la seconde - 1  S 
par [K] (OR)]-', nous obtenons : 

Nous obtenons, après simplifications et en posant : 

le système différentiel donné sous forme matricielle à la page 71. 

3.2. C o n d i t i o n s  de sirne1 i f i c a t i o n  ----------------- ---------- 
Le système d'équation de la page 7 1  se simplifie lorsque : 

en effet, dans ces conditions p = O et le système se réduit alors à celui de la 

page 72. 

Cette matrice est nettement plus simple que celle de départ car seuls 

dix termes ne sont pas nuls sur les trente six la constituant. Les coefficients de cette 

matrice sont constants. 

Parmi toutes les solutions satisfaisant la condition de simplification 

trois d'entre elles sont particulièrement intéressantes. 



- - -  
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I è r e  s o l u t i o n  : O S  = O ; O R  = - 0 

En posan t  d 0 / d t  = w ' ,  v i t e s s e  a n g u l a i r e  du r o t o r ,  nous obtenons  : 

Lorsque l ' o n  ne s ' i n t é r e s s e  pas  aux termes homopolaires ( t e n s i o n s  

é q u i l i b r é e s ,  n e u t r e s  non c o n n e c t é s ) ,  l e  système précéden t  s e  r é d u i t  2. : 

Système que l ' o n  p e u t  résoudre  p a r  l a  t echn ique  des  sous-matr ices  en  

l ' é c  r i v a n t  sous  l a  forme : 



d a n s  l e  c a s  u s u e l  où l e  r o t o r  e s t  en  c o u r t - c i r c u i t ,  ce q u i  condui t  à -1 = [O], on R 
o b t i e n t  a isément  : 

CI,] = { w - lai [DI - l [CI 1 - l  [vsl 

Toutes  l e s  m a t r i c e s  s o n t  des  m a t r i c e s  d i a g o n a l e s  de s o r t e  que l e  c a l c u l  

de s  e x p r e s s i o n s  p r é c é d e n t e s  e s t  t r è s  s imple .  

2ème s o l u t i o n  : eR = 0 ; O S  = 8 - 

Nous obtenons d i r e c t e m e n t  dans l e  c a s  où l ' o n  ne t i e n t  pas  compte des  

composantes homopolaires : 

3ème s o l u t i o n  : Os 
Les 



3.3. Comearaison des solutions. Comparaison avec les résul ta ts  de la  transformation --_ .......................... ............................................... 
de R.H.  PARK ------------- 

- Ces t r o i s  s o l u t i o n s  conduisen t  à des  m a t r i c e s  de même forme e t  de 

c  omp l e x i t é  é q u i v a l e n t e .  

On d i r a  que dans l e  p remier  c a s  on r a p p o r t e  l e s  é q u a t i o n s  du moteur 

asynchrone  à une système d 'axes  de r é f é r e n c e  f i c t i f s  l i é s  au s t a t o r ,  dans l e  second 

c a s  l i é s  au r o t o r  e t  dans l e  t r o i s i è m e  c a s  on d i r a  que l e s  é q u a t i o n s  s o n t  r a p p o r t é e s  

à un système d ' a x e s  f i c t i f s  synchrones .  

- La s i m p l i f i c a t i o n  obtenue p a r  l a  t r a n s f o r m a t i o n  de Y . H .  KU e s t  p l u s  

i m p o r t a n t e  que c e l l e  donnée p a r  l a  t r a n s f o r m a t i o n  de R.H. PARK. 

Dans l e  cas  g é n é r a l  : 

a )  s u r  l e s  t r e n t e  s i x  termes de l a  m a t r i c e  impédance complexe, v i n g t  

s i x  s o n t  n u l s  au  l i e u  de d i x  h u i t  ou de v i n g t  deux s i  on prend une des deux s o l u t i o n s  

l e s  p l u s  f a v o r a b l e s .  

b )  s u r t o u t  l a  m a t r i c e  e s t  d i a g o n a l e ,  ce q u i  comme nous l e  montrerons  

a u  § 3.5 d i v i s e  p a r  deux l e s  c a l c u l s  à e f f e c t u e r .  

3.4. Calcul duscouele -- 

La formule de D.C.  WHITE e t  de H . H .  WOODSON u t i l i s é e  l o r s  de l ' é t u d e  

de l a  machine synchrone r e s t e  b i e n  en tendu  v a l a b l e  e t  s e  s i m p l i f i e  compte t enu  

d e s  e x p r e s s i o n s  de Ls s 

E f f e c t u o n s  dans c e t t e  e x p r e s s i o n  l e s  changements de v a r i a b l e s  : 

nous obtenons : 

Après s i m p l i f i c a t i o n s ,  on o b t i e n t  : 



c ' e s t - à - d i r e ,  l o r s q u e  l a  c o n d i t i o n  de s i m p l i f i c a t i o n  e s t  v é r i f i é e  : 

On p e u t  o b t e n i r  l e  couple  permanent à p a r t i r  de : 

En e f f e c t u a n t  l e s  mêmes changements de v a r i a b l e s  e t  compte t enu  des  p r o p r i é t é s  des  

m a t r i c e s  [K1(0)l  , nous obtenons  

ce q u i  condui t  à : 

C e t t e  formule e s t  i d e n t i q u e  à c e l l e  du couple  i n s t a n t a n é  en  remarquant que : 

3.5. Schéma équivalent -------- -------- 
Les c i r c u i t s  é q u i v a l e n t s  des d i f f é r e n t e s  machines s o n t  d e p u i s  longtemps 

d e s  a i d e s  p r é c i e u x  pour  l ' é t u d e  de comportement de c e s  machines t a n t  en régime perma- 

n e n t  s i n u s o ï d a l ,  qu 'en  régime t r a n s i t o i r e  ou d é s é q u i l i b r é .  G. KRON dans de nombreux 

a r t i c l e s  ou ouvrages a  é t a b l i  l e s  schémas é q u i v a l e n t s  d 'un grand nombre de machines 

é l e c t r i q u e s  189 1 1 103 1 1 104 1 . 

Les é q u a t i o n s  de R.H. PARK de l a  machine asynchrone p r é s e n t a n t  des  

i n d u c t a n c e s  m u t u e l l e s  non r é c i p r o q u e s ,  il f a u d r a i t  pour  é t a b l i r  un schéma é q u i v a l e n t  

i n t r o d u i r e  des é léments  déphaseurs  p u r s .  

Au c o n t r a i r e ,  à p a r t i r  des  é q u a t i o n s  de Y.H. KU de l a  machine asynchro- 

n e ,  une f o i s  l a  c o n d i t i o n  de s i m p l i f i c a t i o n  r é a l i s é e ,  i l  e s t  a i s é  de d é t e r m i n e r  l e  

schéma é q u i v a l e n t  dans d e s  sys tèmes d ' a x e s  de r é f é r e n c e  f i c t i f s  que lconques .  



Pour  l e  montrer  regroupons l e s  é q u a t i o n s  r e l a t i v e s  à l a  même compo- 

s a n t e .  En développant  l e s  r e l a t i o n s  générales de l a  page 7 2  

e t  un second système d ' i n d i c e  b du même type  : 

e t  de même, nous obtenons  pour  l e  système d ' i n d i c e  b : 

Ces deux systèmes d ' é q u a t i o n s  conduisen t  au schéma é q u i v a l e n t  unique de l a  f i g u r e  8 

Lorsque l ' o n  c o n s i d è r e  l e s  systèmes d ' a x e s  de r é f é r e n c e  f i c t i f s  f i x e s  

p a r  r a p p o r t  au s t a t o r  : 

nous obtenons  e n  régime permanent s i n u s o ï d a l ,  q u i  correspond à p = i w ,  dans  l e  c a s  

d ' u n  moteur asynchrone t r i p h a s é  à r o t o r  en  c o u r t - c i r c u i t  l e  schéma é q u i v a l e n t  de l a  

f i g u r e  9 ,  

On r e c o n n a i t  à l a  p a r t i r  s u p é r i e u r e  l e  schéma é q u i v a l e n t  c l a s s i q u e  

d ' u n  moteur  asynchrone a l i m e n t é  p a r  d e s  t e n s i o n s  s i n u s o ï d a l e s  é q u i l i b r é e s ,  e t  à l a  



F I G U R E  8 

F I G U R E  9 



partie inférieure le schéma équivalent de ce même moteur alimenté par un système 

de tensions inverses. 

Notons que lorsque la machine asynchrone est alimentée par un sys- 

tème de tensions triphasées équilibrées : 

on obtient : 

de sorte que les deux courants iSf et i existent. Mais puisque : Sb 

il ne sera donc nécessaire que d'étudier un seul système différentiel, le second 

étant le conjugué du premier. 

C'es t  c e t t e  dernière remarque qui  const i tue  la puissance principale 

d e s  composantes de Y.H. KU. De plus, Les sous-matrices obtenues é tan t  diagonales 

Za résolut ion l i t t é r a l e  du régime l ibre  deviendra alors t r è s  simple. 



C H A P I T R E  V I 1  

EMPLOI DES COMPOSANTES DE Y.H. KU POUR LA S I M P L I F I C A T I O N  DE L 'ETUDE ANALYTIQUE 

D'UNE MACHINE ASYNCHRONE A NOMBRES QUELCONQUES DE PHASES 

Nous allons montrer comment la généralisation de l'étude précédente 

permet de simplifier l'étude analytique d'une machine de construction symétrique 

q phasée - q phasée en ramenant l'étude d'un système différentiel de q 
S R S + 'R 

équations à coefficients fonctions du temps à celle de deux systèmes différentiels 

à coefficients constants et de q + qR - 4 équations différentielles ordinaires à S 
coefficients eux aussi constants. 

1 - SYSTEME ETUDIE, EQUATIONS DIFFERENTIELLES 

Nous considérons une machine asynchrone formée de deux armatures 

polyphasées, la première de qS phases, l'autre de q phases, mobiles l'une par 
R 

rapport à l'autre, toutes deux de construction symétrique, séparées par un entre- 

fer constant, alimentées par des tensions quelconques. 185 1. Figure 10. 

FIGURE 10 

1.1. N o t a t i o n s  
---a----- 

On désigne par : 



vS1, vS2,  . . . , v les tensions appliquées aux phases statoriques,  
Sqs 

iS1, iS2 ,  , .. , i les courants dans ce l les -c i ,  
Sqs 

VR1, V R 2 9  a * o ,  , iR1, i R 2 >  + # a  , i ~ q R  les  tensions e t  les  courants rotoriques. 

RS e t  LS l a  résistance e t  l'inductance propre par phase de l'armature statorique, 

m l i j  l a  mutuelle inductance entre les  phases i e t  j du s t a t o r ,  

R R ,  L R ,  mi' les  mêmes grandeurs pour l e  rotor,  i j 
m l a  mutuelle inductance entre l a  phase de rang s du s t a to r  e t  ce l le  de rang r s r  
du rotor.  

1.2. Valeur des inductances mutuelles ................................ 
On suppose que chaque phase crée dans l'entrefer et dans la zone où 

se trouvent les bobinages un flux à répartition sinusoïdale, Dans ces conditions : 

Si 0 désigne l'écart angulaire électrique, fonction du temps, entre les 

phases de même rang des deux armatures, 

1.3. Equations différent iel  les  du système - ............................ ----- 
L'équation différentielle de la première phase statorique s'écrit : 

. ème 
et pour la 1 phase : 

diSi s di 
Sk 

v Si = R  -S i Si + (LS-ml ii .)-+x dt m' - 
ik dt 



. ème 
De même au rotor l'équation des tensions de la 1 phase s'écrit : 

diRi 
R 

di 
Rk' 

VRi = RR iRi + (LR - m'' .) - + - 
i dt ik' dt 

disj ' dmi j ' 
(mi 1 

- +  i - 
dt Sj' dt 1 

Les q courants du stator et les q courants du rotor sont solutions de : 
S R 

II - COMPOSANTES RELATIVES DE Y.H. KU GENERALISEES. APPLICATIONS 

2.1. --- Diagonal ......................................... i s a t i  on d'une m a t r i  ce c i  r c u l  ante.  Comeosantes de Y .  H, KU généra l  i sées 

Considérons une matrice circulante d'ordre q de la forme : 

A B C  ............ Q 
Q A B ............ P 
.................... 
C D E ............ B 
B C D ..,......... A 

Divers auteurs ont déterminé l'équation caractéristique associée à cette 

matrice carrée 1 16 1 1 106 1 . De la connaissance des valeurs propres, on déduit celle des 
vecteurs propres. Ce calcul conduit à la définition de la matrice de C.L. FORTESCUE 

d'ordre q. Si on la modifie pour garder l'invariance de la puissance, elle s'écrit : 



Mais ainsi que l'ont montré M. POLOUJADOFF et Th. BARTON 1 8 1 1 la 

matrice de Fortescue d'ordre q n'est qu'un cas particulier de la matrice de 

passage très générale définiei$n multipliant chaque vecteur propre par un 

nombre complexe de la forme e de module égal à l'unité. 

les quantités $ ], m2, .... mq étant quelconques et pouvant être en particulier 
des fonctions du temps. 

Pour l'étude des composantes relatives d'ordre q, il suffira de 

choisir convenablement les fonctions 41 ], m2, * . a .  4,. 

Dans une étude précédente 185 1 nous avons montré que l'utilisation 

des fonctions : 

permettait de simplifier considérablement l'étude de la machine qS x qRphasée. 

Ce choix permet de définir les composantes relatives de Y.H. KU généralisées : 

2.2. Changements _ _ _ _  _____________------  de variables 

Effectuons dans les équations matricielles (~)les changements de varia- 

bles suivants : 

1 

1 
Ckq(~)1 = Jq 

-i 0 
1 

i e .................. 1 e e 

2Tr 2 IT .2Tr - -ie i-(q-2) 1- 

1 4 e e .................. e q q 
e 

.................................................................. 
2 Tr 2 2 T 2~ i-q- 1 ) -ie i-(q-2) (q- 1 ) i-(q- 1 ) 

1 q e e ............*. q e ie q 
e 

i 



Ces équations matricielles s'écrivent alors : 

On passe aux relations entre les composantes en prémultipliant la pre- 

mière équation par CF 1-', la seconde par [K 1-I. Lors des dérivations des 
q s qR 

pmduits de matrices on doit remarquer que si [F 1 et [F II-' sont formés de 
4s qs ] 

termes constants il n'en est pas de même de [K ] et [K~~] qui contiennent 
qR 

des termes fonctions du temps. 

2.3, Etude et sim~lification des divers termes ------------ ............................ 

Examinons un à un les divers termes du système (2) 



2.3.1. Termes de 1 'expression de r~ 

Notons tout d'abord que [R~] est une matrice diagonale égale à RS C I ] .  
Il en est de même de g] = (LS - Ms) [ l ]  . 

a) Simplification de &] ]= CFqS] 
- le terme général de [F 1-I [Mt;] est : 

q s 

c'est-à-dire après passage à La forme exponentielle complexe 

2 IT J 
i-(j -2) 
q c  

Ces quantités sont nulles sauf pour j = 2 et j = q S 



- le terme général de PSI s'écrit : 

'ln = "lk 'kn 

Seules deux séries de termes peuvent exister 6 . On obtient : 
2m' qsm 

2 Tr .2n i-(k- 1 ) 1-(qs-m+ 1 )  (k- 1) 
4s e s 

k= 1 

2 Tr qs i-(k-l ) (qS-m+2) i21r (qs-m+2) 
M~ =,y e s - - - *S e - 1 

Tous ces termes sont nuls sauf celui correspondant à m = 2 qui vaut : 

De même 

Tous ces termes sont nuls sauf celui correspondant à m = q qui vaut : S 

d'où l'expression de la matrice Bs] 



- 1  d M ~ ~  dK 
b) Simplification de [F 4 s 1 [~;-I[K q R 1 et de [F~S]-'[M~~][.$] 

- 1  d - La matrice CF ] [+ a même expression que - I [F ] [ M ~ J  1 .  
s s dt qS 

En effet la matrice [F ] n'est formée que de constants. 
q s 

Le terme général du produit CF 1-' [M~~] est : 
q s 

c'est-à-dire : 

2lT 
en posant a = 8 + (1-1)-. 

'R 

Nous obtenons après somation : 

Ces termes sont nuls sauf ceux relatifs à j = 2 et j = q qui valent : s 



- 
n 

n 

NI,"; &IV"; n 
n - - I 
I d 
"; e 

u' w 
w + 

n 

: AICF 
n - 
I 
Fr; 
e 
w 

+ 
F 
Fr; 

u' 
w 



Cette expression est nulle sauf pour m =  2. Dans ce cas @ = - 0 et a vaut : 
m 2 2 

De même tous les termes de a seront nuls sauf celui correspondant à m = q 
9s R ' 

C1 
M = - C/' qs qR iw' 

q~ 'R 

D'une manière analogue, puisque - a pour expression : ER] 

dK R 
Seuls peuvent exister dans le produit [F~~] [M~~]-[-~FJ de terme général a 

i 1 - 
que les termes a et a , a 2 2 et a . Des calculs conduits d'une manière 
analogue conduisent à : 

2q~. 4s qs q~ 

de sorte que : 

- 1  - 
C) Simplification de [F ] LM~~][K 7 qs qR 

Seuls les termes a et a sont non nuls a priori compte tenu de 2m - 1 q Sm 
l'expression de CF ] [M~~]. Un calcul identique montre que seuls a et 

qs 22 
a ne sont pas nuls et l'on obtient : 
q ~ q ~  



2.3.2. Termes ."-- de l'expression de [V ] -------CR 
Notons d'abord que C%] et FR] sont des matrices diagonales 

dK 
a) Simplification de [K A 1 r qR] qR - R -dt_ 

Puisque [A~] = (LR - MR) [ l ]  nous obtenons : . 

dK 
qR Comme la matrice 1-1 ne comporte que deux colonnes et que le dt 2rr 

terme général de la matrice [M'~] est m" = $ cos(i-j)-, le terme général 
i j 'R 

du produit [MlR] PT] ne comportera que deux séries de termes non nuls. 
CI -  

Dans ce cas, seuls les termes a et a ne sont pas nuls a priori et un 
m2 

calcul rapide conduit à : "%? 

. L71 - 1-(m- 1 ) 
-iB q~ iw' 

m2 
. 2 ~  
1- (m-1) 

ie 'R iw ' 
'mq~ 2 

dK 
qR - C K ~ ~ ~ - ~ [ ~ ~ ~ [ ~ J  - iwl (LR - %) 

de sorte que seuls deux termes ne seront pas nuls dans le produit 

O O O O 

O - 1 O . O 

O O O O ........................ 
O O O 

* 1 

[Kq 1-' qui se réduit à : 
R 

-1 - dK 
b) Simplification de [KqR] LM~~]~+] 



Ces expressions se simplifient de la même manière et conduisent à : 



2.4. Re1 ations matri c ie l  les entre 1 es comeosantes .................................... ------- 

et pour les quantités rotoriques : 

qR 
+ i w ' ( ~ ~  - ~ + r % )  

0  0  0  , 0  

0  1 O ' O 

......... 
0  0  O , l 

di /dt 
CR 1 

dicR2/dt 

di cR3 /df 

........ 
di 

O 

0 - 1 0 ' 0  

O O O . O . .......... . 
O 0 0 . 1  

icRl 

icR2 

icR3 
o . .  o .  

i 
c m R  



2 - 5 .  Equations _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  simplifiées _______-___________- - -  de l a  machine qS-x-qR - phasée - - - S m -  

En developpant les relations matricielles préc&dentes, nous obtenons : 

v = R  i +gl - i pour i = 1, 3, 4, ..., qs - 1 d 
cSi S cSi S dt cSi 

v - d 
cRi - Pk i c ~ i  'Z'R dt i ~ ~ i  pour i = 1 ,  3 ,  4 ,  ..., qR - 1 

d 
v c R2 = ( - iw' yg)icR2 + $OR icR2 

- iw ' M 
2 \/ q~ 'R i ~ ~ 2  

v 
cRqR = (% + iw1yR) i c R ~ R  +d4d R dt i cRqR + 2 MV-' 'S 'R dt i cSqS 

- iw' 2 V V R  i ~ ~ q S  



Ces équations constituent les équations simplifiées de la machine 

'S 'R 
phasée par l'utilisation des composantes de Y.H. MT généralisées et 

rapportées àim systèmes d'axes de référence fictifs liés au stator. On constate 

qu'il y a : 

- qS - 2 composantes découplées au stator, 
- qR - 2 composantes découplées au rotor, 
- deux systèmes de composantes couplées (i i ) et (i 

cS2' cR2 csqs 

Les deux systèmes d'équations étant de plus conjugués l'un de 

l'autre, il ne sera donc nécessaire que d'en étudier un seul. Les équations 

différentielles étant à coefficients constants la résolution pourra s'ef- 

fectuer par les méthodes classiques de l'analyse. 

Signalons qu'une étude analogue a été réalisée pour la machine 

synchrone généralisée au moyen de diverses composantes tant symétriques que 

relatives 1 107 1 . 



DEUXIE ME PARTIE 

APPLICATION AU MOTEUR ASYNCHRONE 

ALIMENTE PAR LES SIGNAUX DE 

L'ELECTRONIQUE DE PUISSANCE 



C H A P I T R E  1 

L 'ELECTRONIQUE DE PUISSANCE ET L A  V A R I A T I O N  DE V I T E S S E  DU MOTEUR ASYNCHRONE 

LIElectronique de Puissance a vu se développer son champ d1appli- 

cation avec l'introduction vers 1957 du redresseur contrôlé au silicium com- 

munément appelé thyristor. 

Notons que de nombreux montages avaient déjà été étudiés et mis 

au point soit avec des thyratrons ou des redresseurs à vapeur de mercure 

11081, soit avec des amplificateurs magnétiques. 

Un des domaines privilégiés d'application des thyristors est la 

v a r i a t i o n  de v i t e s s e  des machines électriques. Ils ont en effet permis de 

remplacer ou de compléter les nombreuses solutions purement "électrotech- 

niques" qui avaient été proposées depuis le début du siècle : 

- machines alternatives à collecteur, 

- machines à courant continu aliment&s sous tension variable par 

un groupe convertisseur : montages Ward-Léonard, Ilgner, 

- machines à courant alternatif à bagues avec récupération par 

d'autres machines de la puissance de glissement : systèmes Kraemer, Scherbius 

Ces dispositifs ont permis de réaliser dans d'excellentes conditions 

les entrainements à vitesse variable nécessaires dans les industries les 

plus diverses. 

~'au~mentation des puissances unitaires, la necessité de régulations 

de plus en plus élaborées et la réduction des temps de réponse d'une part, 

la possibilité de réduire les investissements et les coûts d'exploitation 

d'autre part, ont conduit à n'utiliser les machines que pour remplir la fonc- 

tion qu'elles peuvent seules assurer, la conversion électro-mécanique. On a 

cherché à réaliser par des équipements statiques les modifications de la pré- 

sentation de l'énergie électrique. 

On a tout d'abord utilisé l a  machine à courant cont inu associée à 

un convertisseur statique réversible ou non 11091, lui même alimenté par le 

réseau alternatif industriel. Cette solution est de nos jours encore la plus 

employée. La variation de vitesse s'obtient par variation de la tension 



appliquée à l'induit au moyen de ponts redresseurs -,oit mixtes (variateurs 

non réversibles), soit tout thyristors (variateurs réversibles). L'utilisa- 

tion d'un asservissement de vitesse permet des réglages .)récis et la gamme 

de vitesse que l'on peut obtenir est très étendue. 

Néanmoins la machine à courant continu présente le désavantage 

de nécessiter un collecteur qui limite : 

- la tension nominale de la machine, 

- le courant qu'elle peut absorber, 

- la vitesse périphérique. 
Il ne faut pas exagérer ces difficultés et l'utilisation préfé- 

rentielle de ce type de variateur montre que ses limites ne sont atteintes 

que dans les cas : 

- des très fortes puissances, 
- des très grandes vitesses de rotation. 

De par sa conception plus rustique, le moteur as~j?zi~hr/;ne à cuge 

d'écureuil semble être le concurrent le plus sérieux du moteur à courant 

continu. Il est en effet beaucoup moins cher, il ne présente ni l'inconvé- 

nient du collecteur, ni même celui des bagues. Mais on ne peut faire variei- 

sa vitesse dans de bonnes conditions de rendement que par  riution ut ion de ici 

fr7équence des tensions d'alimentation grâce à l'utilisation d'un convertis- 

seur. 

A partir du réseau industriel, on peut utiliser : 

- soit un convertisseur direct de fréquence ou montage cycloconvertis- 
seur / 1 1 0 / 1 1 1 1 1 1 1 1 2 1  

- soit un convertisseur indirect de fréquence à étage intermediaire 

à courant continu 1 1  13) 1 1  1 4 )  1 1  1 5 ) .  

Ces dispositifs avaient soulevé de grandes espérances au milieu des 

années 60 mais ils n'ont pas donné lieu au développement massif prévu. 

Pour les convertisseurs directs où les commutations forcées sont 

assurées par le réseau, cela semble tenir au grand nombre de redresseurs 

nécessaires, à la complexité de la commande et à la possiblité de n'obtenir 

des signaux convenables que lorsque les tensions de sortie ont une fréquence 

nettement inferieure à celle du réseau. 



Pour les convertisseurs indirects, c'est le coût des auxiliaires à 

ajouter pour obtenir les commutations forcées qui s'est révélé très important. 

Progressivement les constructeurs semblent se ranger 2 l'idée énon- 

cée par H. STEMMLER ( 1161 dès 1967 selon laquelle ces dispositifs resteront 

limités soit aux très fortes puissances, soit aux très grandes vitesses, soit 

aux très faibles, soit à l'alimentation d'un ensemble de machines électriques, 

soit évidemment au cas où tout contact glissant doit être exclu. Cette diver- 

sité des domaines d'applications montre en outre que la possibilité d'une solu- 

tion unique doit être exclue. 

Le problème se complique du fait des possibilités que préserite le 

moteur synchrone alimenté à fréquence variable 1 1 1 1 157 1 . Il peut assurer 
lui même les commutations forcées grâce aux forces 6lectromotrices qu'il dé- 

veloppe. L'excitation peut être obtenue par un ensemble alternateur auxili- 

aire-diodes, ce qui supprime tout contact glissant. 

L'électronique de puissance semble actuellement marquée par iin t ernps 

de réflexion et l'on voit apparaitre les premières tentatives de synthèse 

basées sur l'approfondissement des comparaisons entre les divers montages 

proposés 11171 11181. 

Aussi nous semble-t-il intéressant de rappeler ce qu'on attend de 

l'ensemble formé par le moteur à courant alternatif et le convertisseur qui 

l'alimente 1 1 19 1 . 
Pour le moteur : IL doit être robuste, sûr, sans contact glissant 

et présenter un bon rendement. Il doit pouvoir délivrer son couple maximum 

à toutes les vitesses et doit posséder un bon facteur de puissance. 

Pour le convertisseur : Il doit délivrer un système de tensions 

triphasées dont l'amplitude puisse être modifiée en même temps que la fré- 

quence de manière à maintenir dans la machine une induction sensiblement 

constante. Le résidu harmonique de la tension de sortie doit être faible 

car la présence d'harmoniques augmente les pertes et fait apparaitre des 

harmoniques de couple 1 120 1 , Le facteur de puissance à 1 'entrée du convertis- 

seur doit être bon et les courants harmoniques injectés sur le réseau d'alimenta 

tion doivent être réduits. 



Dans l'étude du moteur asynchrone alimenté par les signaux de 

l'électronique de puissance qui suit, nous nous intéresserons principalement 

aux convertisseurs de fréquence à étage intermédiaire à courant continu. Ces 

dispositifs nécessitent des auxiliaires de commutation forcée. De très nom- 

breux schémas ont été proposés mais tous utilisent des capacités pour appli- 

quer une tension inverse aux bornes des thyristors à bloquer. Ces convertis- 

seurs, pour lesquels nous supposerons nulle la durée de commutation, permet- 

tent : 

- soit d'imposer aux bornes des phases une tension de forme conve- 
nable, ce sont les onduleurs de tension (VSI), 

- soit d'imposer dans une phase un courant de forme convenable, 
ce sont les onduleurs de courant (CSI). 

Avant d'envisager l'étude analytique de comportement de la machine 

asynchrone alimentée par de tels signaux, il convient d'examiner quelles sont 

les formes d'onde utilisées, puis d'étudier le régime libre d'un moteur 

asynchrone, régime libre que l'on retrouvera quel que soit le type d'alimen- 

tation de tension. 



C H A P I T R E  I I  

ONDES DELIVREES PAR LES CONVERTISSEURS STATIQUES 

Les ondes délivrées par les convertisseurs statiques doivent pré- 

senter les deux caractéristiques suivantes : 

- constituer une approximation aussi bonne que possible de la 
sinusoïde car les harmoniques produisent des effets nuisibles, 

- présenter un fondamental de fréquence désirée dont on puisse 
faire varier l'amplitude de façon continue. 

Le problème est technologiquement difficile à résoudre et c'est polir axroir 

voulu trop bien répondre à cette double contrainte que certains variateurs 

de vitesse pour moteur asynchrone se sont révélés trop onéreux. 

Deux procédés de génération de forme d'onde approximant la sinu- 

soïde sont, actuellement employés : 

- découpage d'une tension continue par'l'utilisation du procédé dit de 

modulation de largeur des inrpuZsions ( P W  dans la littérature anglo- 

saxonne) 1 130 1 . On peut ainsi obtenir des formes d'onde pour lesquelles 
les premiers harmoniques soient nuls, ou ont une valeur faible par rap- 

port au fondamental. Ce procédé peut par exemple être utilisé dans les 

alimentations de secours de manière à obtenir une forme d'onde pure, ce 

t "s 

F I G U P ?  1 1  



qui facilite le filtrage car les harmoniques restants sont alors d'ordre 

élevé, 

- synthétisg-r;i;ion d 'une onde quasi sinusoîdaZe soit par paliers d ' n m ~  Iitudes 

FIGURE 12 

ne différant que d'une constante AE mais de durée variable (alternance posi- 

tive de la figure 12), soit par des paliers d'amplitudes variables mais de 

durée fixe T' (alternance négative de la figure 12). 

Nous considérerons ici comme paramètre caractéristique d'une onde 

l e  résidu harmonique :, rapporté à la valeur efficace du fondamental \ ! G f i r i i  

par : 

V étant la valeur efficace de l'onde considérée, 

V I  la valeur efficace de son fondamental, 

Vk la valeur efficace de l'harmonique de rang K. 



- MODULATION DE LARGEUR DES I!ilPULSIONS, PROCEDES DE MODULATION 

La modulat ion de  l a r g e u r  d ' impuls ions  c o n s i s t e  à découper l e  s i g n a l  

c o n t i n u  e n  un c e r t a i n  nombre d ' impuls ions  b i s t a b l e s  ou t r i s t a b l e s  de l a r g e u r  

v a r i a b l e .  

1.1, Onduleurs  u t i l i s é s  ------------------ 

Ces impuls ions  peuvent  ê t r e  obtenues  à p a r t i r  de  l ' u n  d e s  deux 

schémas de p r i n c i p e  s u i v a n t  : 

a) Inrpu Zsions tris tub Zes 

E l l e s  s o n t  obtenues  p a r  l e  montage de p r i n c i p e -  s u i v a n t  ( f i g . 1 3 )  : 

- - 
dans  l e q u e l  S I  = S 2  e t  S - 

3 - S49 
l e s  i n t e r r u p t e u r s  S .  1 r e p r é s e n t a n t  l e  t h y r i s t o r  

muni de  son d i s p o s i t i f  d ' e x t i n c t i o n  e t  de  s a  d iode  de  r é c u p é r a t i o n .  

Le t a b l e a u  de v é r i t é  d 'un  t e l  d i s p o s i t i f  s e  r é d u i t  aux q u a t r e  cas  

s u i v a n t s  compte t e n u  des  remarques p r é c é d e n t e s  : 



un tel système est appelé onduleur en pont et il permet de générer des 

formes d'onde de pulsation fondamentale w ayant l'allure reprgsentge sur 

la figure 14 : 

FIGURE 1 4  

h! irripuZsions biseab Zes 

Elles sont obtenues à l'aide d'onduleur à point milieu soit cô ié  

sortie, soit côté entrée (figure 15) 



FIGURE 15 

- 
I c i  S I  = S 2 .  

Lorsque S = 1 ,  v = E ; lorsque S = O, v = -E. Un tel montage permet dé générer  
1 1 

des signaux dont la forme d'onde a l'allure représentée sur la figure 16. 

FIGURE 16 



Le nombre d'impulsions est variable et dépend de la qualité de 

l'onde souhaitée. La largeur des impulsions est : 

- soit déterminée une fois pour toute lorsque l'on désire éliminer 
certains harmoniques, 

- soit obtenue par modification de la profondeur de modulation des 
impulsions qui s'effectue par la variation de l'amplitude de l'onde de réfé- 

rence (rectangulaire, trapézoïdale ou sinusoïdale) qui est superposée à une 

porteuse généralement triangulaire. 

Le nombre d'impulsions par période dépend de la fréquence de comrnu- 

tation de l'onduleur. Pour des dispositifs devant avoir une ganune étendue de 

variation de fréquence, on peut prévoir plusieurs fonctions de modulation et 

les commuter. 

1.2. Ondes formées d ' i m ~ u l  sions t r i s tab les .  Re1 ations générales ------------------ -----------1------------------ -------- 

Considérons les ondes de la figure 17 correspondant à un nombre n' 

pair ou impair d'impulsions par alternance. 

FIGURE 17 



- S i  n' e s t  pa i r  et égal à 2 n 

Compte tenu de la symétrie de l'onde considérée sa valeur efficace 

est donnée par : 

donc 

et l'amplitude de l'harmonique de rang (2K+1) est donné par : 

- - - 4 - E ( c o s ( ~ K + ~ ) ~ ~ ~ - ~  '2K+ 1 'm n 2K+ 1 - cos (2K+ 1) 02i) 

d'où sa valeur efficace : 

- 2 K  E 
'2~+ 1 

- - -  - cos (2~+ 1 ) O ~ ~ )  

- S i  n' e s t  impair  et égal à 2n+ 1 

Les relations précédentes restent valables à condition de remplacer 
71 

n par n+l et de poser 0 = - 
.,( 2n+2 2 



On peut profiter du choix arbitraire des 8 pour éliminer par exemple 
i 

l'harmonique de rang (2K+l). Il suffit de choisir les 8; tels que : 

De sorte qu'avec 2n degrés de liberté, il est possible de se fixer 

2n contraintes. Généralement les équations obtenues sont non linéaires et doivent 

être résolues numériquement. ( 12 1 1 1 122 1 . 
Ainsi dans le cas 2n = 2, si l'on désire éliminer les harmoniques 

de rang 5 et 7, il suffira de choisir : 

Dans le cas 2n + 1 = 5, si l'on désire éliminer les harmoniques 

de rang 5, 7, 1 1 ,  13 et 17, il suffira de choisir : 

1.3. Procédés de modulation ut i l i sés  Four obtenir des ondes formées d ' in~uls ions  t r i  - ................................ .................................. -- ------- 
stables 

Généralement dans les onduleurs alimentant des moteurs asynchrones 

on ne réalise pas l'élimination d'un certain nombre d'harmoniques déterminés à l'a- 

vance mais on utilise pour déterminer les 8 la technique de la modulation. i 

1.3.1. Modulation par signaux triangulaires e t  référence rectangulaire 

 onde modulatrice est triangulaire, unidirectionnelle, d'amplitude 

Em 
et de fréquence (2n + 1) fois celle de l'onde de référence rectangulaire d'ampli- 

tude E (figure 18). 1124111251. 
r 

On règle la valeur de la tension v par action sur E . r 



FIGURE 18 

La valeur efficace de v est donnée par : 

TI 
E 
r 

2(2n+l) ( 2  - E) - TI 
m 2 

TT2 = 4 {n 2 
2 TI E 

E de 
TI  r - TI T r TI 

E 
2(2n+l) E - + 

m 2 2(2i+i) Ë - 2(2n+i) m 
soit, après simplifications : 

L'amplitude de l'harmonique de rang (2K+1) est donnée par : 

l'Annexe 7 : 

On obtient après sommations et simplifications détaillées dans 

2K+ 1 Er TI sin -(l - -1- 
2n+ 1 E 2 
2K+1 TI sin - 
2n+ i Z 



Lorsque le nombre d'impulsions est élevé, en remplaçant les sinus 

par le premier terme de leur développement limité, on obtient : 

1 
de sorte que l'on peut réaliser simplemenr la commande - - constarite en jouant sur f 
le niveau de la référence E . r 

L'erreur relative commise sur le fondamental par cette approximation : 

reste faible même lorsque le nombre d'impulsions par alternance est faifjlr. Dès 

que n = 7 l'erreur relative ne dépasse pas 1%, ce qui est tout à fait convenable 

comparativement à la précision des déclenchements. 

Le résidu harmonique p est donné par : 
- - -- - - -- - -- - - - - - - 

-- - - 2 71 
sin li V' - v I 2  \ 2(2n+1) - = Er .2 

P = (1 - - >  - - - 
E 8 E 

1 
1 m 2 ii 1' sin 2 (2n+ 1 ) ( 1  - .> 

ni 

Lorsque n est grand, p peut s'écrire : 

Même pour n égal à 3, les courbes (figure 19) donnant n en fonction 

de E / E  sont peu différentes de celle qu'on obtiendrait pour II infini. C)n v o i t  
r m 

que p est très important et croît, tendant vers l'infirii, lorsque le rapport k, 16 r Ti1 

tend vers 1, 

Ce type de modulation permet de faire varier de façon simple ia va- 

leus efficace du fondamental car la commande est sensiblement linéaire même pour 

un faible nombre d'impulsions par demi-période. Par cont rc .a r6sidu harrrioiziqi~~: 

de ce type de modulation est très important .  



FIGURE 19 

1.3.2. Modulation par des signaux triangulaires e t  référence en gradins 11261 

B. MOKRITSKY 11231 et J.J. POLLACK 11271 utilisent une modulation 

pour laquelle la largeur des impulsions est déterminée par les intersections d'une 

sinusoïde approximée par 2n+l paliers d'égale largeur avec 2n+l signaux triangu- 

laires d'amplitude E pour chaque alternance de v (figure 20). La largeur des m 
impulsions est alors proportionnelle à llairqde la sinusoïdale qu'elle approxine. 

-  aire de cette portion de sinusoïde est (figure 21) : 

sin 0 d9 = cos 9 - cos 8 
1 2i- 1 2 i 

Pour l'impulsion centrale, dans le cas d'un nombre impair d'impulsions 

par alternance, on obtient : 



FIGURE 20 

FIGURE 21 

Si l'on choisit le coefficient de proportionnalité de sorte 

que l'aire dk sait égale à l'unité, on obtient alors : 

TI 

dl - - 
1 - cos - 

K =-- Zn+] = sin TI 

' &n+i 
nv 2 cos - 2 (2n+ 1 ) 

2n+ 1 



1T 211 

J I 2  - 
C O S  - - C O S  - 

- 2n+ 1 2n+l = sirr 3n =&xi ~ ~ i i  2 ( 2 n + l )  2 cos - 
2n+ 1 

(n- 1 )n 117r 

3c 1 
C i i ç  ---- - ('OS - 

2n+ 1 2 ~ 1 ~  1 ; s in  ;LE- 1 
nlT 2 ( 2 n + l )  

2 cos ---- 
2n+ 1 

D'où l e s  v a l e u r s  de K .  p o u r  l e s  pi-erilièreç vaieiir-s tie 2 1 i t l  
1 

iABX,i. Al i  1 L --- 

TT - Chaque impuls ion  e s t  centrGe s u r  un ~ n i i l t l ~ l e  impa i r  dc. 2 (2n+ 1 ) . On obtient : 



L,a v a l e u r  e f f i c a c e  de l 'harmonique de rang (2K+1) de l a  t e n s i o n  v  

e s t  donnée p a r  : 

(2K+ 1 )  ( 2 i +  1 ) - E 
- - - -  2 s i n  . s i n  

(2K+1) IT r 
n 2K+1 2n+ 1 2  2n+l 2  E 

i = z o  
m 

E 
T 2K+1 n r + s i n  ( 2 K + 1 ) 2  s i n  - -  2n+ 1 2 E~ Kn+ I 1 

e t  compte t enu  de 1.a v a l e u r  des  c o e f f i c i e n t s  K .  
l+ 1 

2k+ 1 
1. 

(LKt 1)  (Li+- 1 )  - n sin (2itl i 
'2K+ 1 

= -  - 
2 

s i n  $ 71 2K+1 2n+ 1 2n+l 2 

LI(+ I i i  L~ 

+ s i n  ( Z K + I )  $ s i n  --- 2n+l 2  Em 1 

En p a r t i c u l i e r  l e  fondamental  a  pour  v a l e u r  : 

n- l 
TT 

E 
= -  r 2 i + l  2 

s i n  -- 2i+1 2n+1 - TT 2  ~ ' ~ [ 2 ( 2 n + l )  - E~ sin(-) ] 2n+l 2  

IT 
E 

+ s i n  1 2 (2n+1)  5 



On peut alors remplacer les sinus par l'approximation du premier 

ordre : 

n- l 
77 77 

E 
- Er 2 (2i+1)n + 

{ 2 E  ?(Zn+]) v l  T 
sin - 

2n+i S' 2(2n+ 1 )  <' 
i=o 

On obtient après simplifications : 

Dans ce cas encore la commande est linéaire. 

" 1 
La figure 22 montre d'abord comment évolue le rapport en fonction 

FIGURE 22 



Er de-pour n infini. La comparaison avec la courbe tracée pour 2n+l = 3 montre que 
Em 

l'approximation sur V est bonne quelque soit n. 
1 

Les CO rbes de cette figure montrent comment évolue le résidu harmo- E! 
nique en fonction Comme précédemment ce résidu harmonique a une valeur élevée, 

et croît quand le diminue. 

1.3.3. Modulation par signaux t r i angula i res  e t  référence sinusoï'dale 

Parmi les signaux de référence utilisés, la sinusoïde est considérée 

par divers auteurs 1 128 1 1 129 1 comme celui conduisant au taux d'harmonique le plus 

réduit. 

FIGURE 23 

La largeur des impulsions de sortie (figure 23) ne demeure pas 

constante et la détermination des t3 ne peut s'effectuer de manière analytique. i 
Nous proposons ci-dessous une méthode permettant de déterminer 

avec une assez bonne précision ces différents angles de commutation même lorsque 

le nombre'(2n+l) de triangles par alternance est faible. 



a) Détermination des angles Bi lorsque i est impair ( f i g u r e  24) 

FIGURE: 24 

in  
~ ' a i i g l e  B i  e s t  a l o r s  compris e n t r e  e t  

i i+  1 171 
2 (2n+l )  2 ( 2 n + l )  

L ' équa t ion  de l a  d r o i t e  D a  pour  é q u a t i o n  : 

1 71 
Pour x = 0 = 0 + ( i + - )  2 2 (2n+l )  

nous obtenons  : 
i 

1 Il avec a(i .)  = ( i  + -) 
2  2 ( 2 n + l )  

d 'où ,  e n  développant  e t  en  confondant  s i n  0 avec 0 e t  cos  0 avec 1 : 

1 -E - E s i n  a ( i )  
e = 

2 m  r -- 

+ E cos  a ( i )  
71 m r 



ce qui donne 

1 
E 
r - - -  

2 E 
sin a(i) 

m Bi = a(i) + 
2(2n+1) Er + - cos a(i) 

71 E 
m 

b )  Détermination des angles Bi lorsque i e s t  pair  

On posera comme précédemment : 8; = 8 + a(i) 

L'équation de la droite D' est alors : 

FIGURE 25 

pour x = 0 + a(i) nous obtenons : 



c 'es t-à-dire en développant : 

E 
r 1 - sin a(i) - - 

Em 2 
8 = - 

E 3(2n+l) r - - cos a ( i )  
TT 

Em 

soit finalement : 

La figure 26 montre comment évolue les différents angles 0 pour i 
les premières valeurs du nombre 2n+l de triangles par alternance. 

1 La figure 27 montre que la valeur efficace relative - du fondamental 
E 

varie peu avec le nombre (2n+l) de triangles de modulation et que la commande est 

sensiblement linéaire. Cette même figure montre comment évolue le résidu harmonique ' r e n  fonction de -. Comme précédemment ce résidu harmonique est élevé lorsque la 
Em 

valeur du fondamental devient faible. 

1.3.4. Comparai son des modes de modu la t ion  

Les courbes des figures 19, 22, 27 donnent : 

V I / ~  = f ( E ~ / E ~ )  

et le résidu harmonique P = 



FIGURE 26 



FIGURE 27  

dans l e s  t r o i s  c a s  de modulat ion d é c r i t s  p a r  P.H. NAYAK e t  R.G. HOFT 1 1 2 4 )  . E l l e s  

s o n t  sens ib lement  i d e n t i q u e s  e t  mont ren t  que l e s  f a i b l e s  v a l e u r s  du fondamental  

V s o n t  obtenues  au p r i x  d 'un r é s i d u  harmonique t r è s  é l e v é .  
1 

Nous avons pu dans l e s  t r o i s  c a s  é t a b l i r  une e x p r e s s i o n  

a n a l y t i q u e  s imple  des  d i v e r s  a n g l e s  0 de commutation e t  mont re r  que l a  c a r a c t é r i s - .  i 
t i q u e  de commande V /E = f ( E  / E ~ )  e s t  t r è s  sens ib lement  l i n é a i r e .  

1 r 
Sui- tout ,  on v o i t  que l a  q u a l i t é  de l a  t e n s i o n  v  dépend assez  peu 

du nombre de crénaux p a r  a l t e r n a n c e ,  

1 . 4 .  Ondes formées d'imeulsions bistables, Relations générales 11301 ------------------ ............................. -------- 

Les s ignaux  b i s t a b l e s  o n t  l a  forme d'onde r a p p e l é e  s u r  l a  f i g u r e  



FIGURE 28 

La valeur efficace d'un tel signal est : 

et la valeur efficace de l'harmonique de rang (2K+1) calculée par : 

a pour valeur 

On peut ici encore profiter du choix arbitraire des 8. pour éliminer 
1 

par exemple l'harmonique de rang (2p+l). Il suffit de choisir les 9 .  tels que : 
1 

de sorte qu'avec 2 n degrés de liberté, on peut éliminer 2n harmoniques. 

D'après B.D. BEDFORD et R.G. HOFT 1 113 1 pour éliminer les harmoni- 
ques de rang 5 et 7, il faut 



les harmoniques de rang 5, 7, 1 1 ,  13, 17, il faut 

1.5. Procédés de modulation uti  1 i sés pour obtenir des ondes formées d '  irneul sions ................................ .................................. ------- 
bistables --------- 

Généralement, o n  ne rGalise pas 1 'éliniiriatiorr de certains fiarrnoniques 

déterminés à l'avance rnais o n  utilise comme dans le cas des orides furmées d'irripillsiiiris 

t ristables les techniques de modulation. 
3 ~ 

NOUS nous limiterons au cas d'arze modtt l i t t ior~ p ~ i ,  d i ' g r ~ ~ r i i  L_a, ' r / igu ,  J 

e t  d 'une référence rectangu l u i r e  (figure 2 9 )  

FIGURE 29 



L o r s q u ' i l  y a  (2n+l )  a l t e r n a n c e s  p o s i t i v e s  de l ' o n d e  m o d u l a t r i c e  

p a r  a l t e r n a n c e  p o s i t i v e  de l a  r é f é r e n c e ,  l a  d r o i t e  1) a  pour é q u a t i o n  : 

 intersection avec y = E a  l i e u  pour  8 t e l  que : r 

s o i t  

D'où l a  demi l a r g e u r  d 'une impuls ion  : 

La v a l e u r  e f f i c a c e  de l 'harmonique d e  rang (2K+ 1) es t  ciunné p a r  : 

M 

s o i t  pour  l e  fondamental  : 

,- 
2Y2 E 11 - 2 (cos  0 - cos 02) + (cos  0 - cos  H ) + . . . + ( c o s ( 0  2L,-,) .- * o s  ci ' 

V I  = - 
71 1 3 4 e il -- 

7 1 '  + (cos  0 - c o s - )  1 
2nt- 1 2  -, 



'1 + O2 O2 - O1 O3 + 8 
- f i  { 1 - 4 [sin VI - - sin + s i n  4 sin '4 - e 3  

2 2 + ... 
TI 

- 
'2n-1 + '2n '2n '2n-I ~l + sin 

2 
sin 

2 
- 2 cos (- - a) 1 

2 

- TI 
2'/T~ { I - 4 sin a [ sin 2(4n+l) v 1  -7- + sin 5r + .,. + sin 

2(4n+l) 2 (4n+ 1 ) 

- 2. sin a 1 

nn 
sin - sin (2n-1)n 

2 42 4n+ 1 2(2n+l) 
= --- 77 

E { 1 - 2 s i n a ( 1 + 2  T 3 
sin - 

4n+ l 

soit après simplifications et remplacement de a par sa valeur : 
E -- 

TI r 
v sin 

2 (4n+ 1)  ( 1  - -> 
1 "- 2 4 5  1 - 2 m - - -  COS 

E 'rr TI 
1 2 (4n-t- 1 ) 

sin - 4n+ 1 

Er 2 6  Lorsque - = 1, V = - E, ce qui correspond au fondanientai du rlcvel, ;I 
E TT . m Er 

pement en série de Fourler d'un créneau. Lorsque - =  O, V = O car dans ces s o r r d i t i s ~ ~ s  
E 1 

ia fréquence du fondamental du signal obtenu est (Zn+]) fois celle du signal cl- refe- 

re nce . 

En remplaçant les sinus et les cosinus par le premier terme de leur 

développement limité, on obtient : 

La figure 30 montre que cette approximation linéaire est justifiGe 

irlê~iie pour les valeurs faibles de v et de n. 

Le tracé du résidu harmonique montre que celui-ci est plus important 

que lorsque l'on utilisait des signaux tristables. 

Avec les autres types de modulation, on arriverait aux mêrnes c o i l c i u s t i ~ ; i s .  



FIGURE 30 

II - SYNTHETISATION D'ONDES QUASI-SINUSOIDALES 

La synthétisation d'une onde sinusoïdale consiste à approximer une 

sinusoïde par une onde formée de paliers d'amplitude égale ou non et de durée égale 

OU non. 

Ces formes d'ondes peuvent être obtenues par L'association d'oridiileurs 

11131. 

II .1. Synthétisation Far ealiers d'écarts en ampli tude constants 1131111321 - ----------_-_ -_-  ..................... ----------------- --- --- 

L' erreur commise en approximant la sinusoïde par cet te fonction 

en escalier (figure 31) d'amplitude 1E durant l'intervalle 0 s 0 1t1 

E 1+1 = (NE sin 8 - 1 E) 



81 9 2  9 3  94 e~ e~ .I 

FIGURE 31 

L'erreur quadratique commise par cette approximation est 

(NE sin 0 - 1 E ) *  d0 

- 2 NE. f ]lrl 1 sin 1 a 
l=o 

soit après simplifications : 

N N 
'rr 

Es = 4 
~ 2 ~ 2 -  2  NE^ COS O~ - (21 - 1 ) ~  

1 
l=o 1= 1 

cette quantité E est une fonction de N variables 0 1 ,  . a *  ON. 
4 





L ' e r r e u r  ioi:uiiise en a p p l  t,xirnatit l a  s i n u s o ï d e  p a r  une k o n c t i o n  

en e s c a l i e r  e s t  d u r a n t  l'intervaile 8 , $ > t ,  
1-1  - 1 

" 1 
= (V s i n  0 - E ) 

1 



et l ' e r r e u r  quadratique commise est : 

( Y  sin ti - di! 

1 - cvs L I '  
E = (v' --) - 

1 
2 VE sin O - ~ l ~ ) d H  

1 
1- 1 

avec E = E N+ 1 
= O 

O 



5 E 

d'où 4, 2 V (El_: - E ) sin el + (E - 2 
1 ~ ~ l +  1)  

Généralement, néanmoins, on générera des formes d'onde pour lesquelles 
T T 

f +  - a) = f(- + a) ce que ne supposait pas la démonstration précédente. 
4  4  

I I , 2 .  Spthétisat ion Far ealiers de même durée - ------------- --- -..------------------ 

Considérons (figure 3 4 )  une onde en gradins réalisée à partir de 

2p paliers d'égale durée dont les amplitudes sont désignées par E l ,  E 2 ,  ..., E . 
2~ 

Puisque les tensions appliquées aux moteurs ne doivent comporter ni valeur 

moyenne, ni harmoniques pairs, il est donc nécessaire que : 

FIGURE 34 



~ ' a m ~ l i t u d e  A de l.'tirir,nor;ique de rang m est donné par : 
n 

ip 

-. sin rnt' (18 

k= 1 

P 

soit après simplifications : 

Soit une matrice r~,.tnngulniri. de p lignes de ip colonnes 
de Lerme général 

inT 
CA = sin ( 2 K  - 

l 'cc- si ,: ~p 

' - , L ~ i . t  [Y] une matrice c o l n i i è e  preseritant 2p lignes et <le terme 
général EK, l e  prodtiit matriciel 

[;?II = 1 cl [Y] 

a pour terme géneral : 

" - i r l l  i 

a = r cmk E~ 
E,. sin ( L K  - 1 )  - 

rn = x  h 2 P 

de sorte que : 



ms A 
a  = m 

s i n  m # p  m ml7 
7 s i r i  7 - P  

pi; il 

a  = P 
p  2rT2 

- 7  La m a t r i c e  [c, prGsc>iitc I r : ;  cieus p rc ip r i t - t é s  s u i v a i ~ t e s  : 

a )  l a  somme d e s  c a r r é s  d e s  te rn ies  de chaque l i g n e  e s t  Ggal à p ,  

b )  l a  somme d e s  p r o d u i t s  d e  teriiies cc7rrêspondaiits de deux l i g n e s  que lconqi i r s  t-st 

n u l l e  d e  s o r t e  que : 

e x p r e s s i o n  d a n s  1 1 q u c l l r  [L, e s t  iine inati-li ,e c a r r é e  cilorcire ?p e t  ri:' ' t e s t  la 

r r a n s p o s é e  d e  1 a n i a t r i c c  [c' . 
11 e s t  a l o r s  p i>s s i l> l i  i i ' o b t e n i l  13 mat ri c e  [Y] io rsq i ie  1 '<>II  d c s i  rc 

i. e r t n i r i s  harmoniques  A aiit rcment  cil t i ~ , rçqi l t .  1 'or- SE, t i xe l e s  a (. ' e s t - 2 - ( l i r t ~  
111 !il . ' 1 7  ' 1 

l a  m a t r i r e  \ A ] .  Pour  c e l a ,  p i - i . i l l t  i p i i ,  2.: ? 't'<ju'ir ;c,n n i a t r i c i c ~ l l c  1.1j = ,i, , Y :  

p a r  [CI, nous  o b t e n o n s  a1~1i.s : 

de s o r t e  que  : 

En é l e c t r o n i q u e  32 p u i s s a n c e ,  i l  esL i n t é r e s s a n t  d ' o b t e n i r  d e s  ondes  - 
p o u r  L e s q i i e l l e s  le p r e m i e r  harmoniqi ie  .ii t unp v a l e t i r  donnée ,  v J ~ ,  e t  exempte 

d e s  p  - 1 harmoniqi ies  s u i . v a n t s ,  de  s o r t e  que  : 



1 
A p a r t i r  de l ' é q u a t i o n  [Y] = - /CI [A] nous  o b t e n o n s  : 

P  

3 71 

1 TT v v 5  s i n  - . 37 s i n  - = E 2  p  
E2 = - TT 2P 1 Ti 

2  s i n  - s i n  - 
2  P 2P 

i T: v J ~  s i n  (4p - 1 )  - 
E = -  I l  

s i n  (4p - 1 )  - = 
1 

2P. 
3 p  Tr 2 P T l  2  s i n  - s i n  - 

2P 2P 

s i n  (2p  + 1 )  - 
M a i s d e p l u s E , ; - E  p u i s q u è E  = E de s o r t e  q ~ l ' i l  n ' e s t  

P+ 1 PS 1 71 s i n  - 1 

2 P 

n é c e s s a i r e  de d é f i n i r  que l e s  p p r e m i e r s  E 11 n ' e n  e s t  p a s  n é c e s s a i r e  d ' e n  
i ' 

d é  f i n i r  a u t a n t .  En e f f e t  : 

- s i  p  e s t  p a i r ,  i l  n ' e s t  r i t c e s s a i r e  d ' e n  d B f i n i r  que 7 p u i s q u e  E = t 
A. p-1 P + l - 1  

T: TT 
sin(p-21-11 - s i n ( p + 2 1 + 1 )  

1 
2P 1: - c a r  

Ti 1 7T 
s i n  - s i n  - 

2 ~  2  P 

- s i  p  e s t  i m p a i r ,  i l  n ' e s t  n f c t s s a i r e  d ' e n  d é f i n i r  que  -- P t '  p u i s q u e  E 2  P+ 1 - -  1 
Ti 

2 
T: 

s i n ( p - 2 1 )  - s i n ( p + 2 1 )  - 
c a r  E 2~ = E 2~ 

1 TT 1 Tr 
s i n  , s i n  - 

6P 2  P 

On o b t i e n t  donc l e s  d i f f é r e n t s  E .  p a r  l e s  r è g l e s  s u i v a n t e s  : 
1 

E . = - E  
J p + j  

avec,  s i  p  e s t  p a i r  : 



p e s t  i m p a i r  E = g 
9 - 1  ++ 1 

~in(4~-1$= K B 1- I ,  p i 2  -1 p p a i r  - 
s t e, = e l  --- 2 

7T 
a i n  K 8 1 1,  + 1 i i m p a i r  

d ' a ù  10 T a b l ~ a u  TI1 donnant les  ~ i v p a u a  dga p / 2  au i p t l  )/a p a l i e r a  pauv 

quelques  unes des  ~ r e r n i è r e s  v a l e u r s  de p .  

TABLEAU III 



Il est alors possib1.e de déterminer les harmoniques restants et de 

déterminer ainsi le spectre de l'onde ainsi optimisée. 

a) Cas -Ù p est p- i -  - - - - - - - - - - - - - -. .. - - 

c'est-à-dire : 

soit en remplaçant les E par leurs valeurs et après simplifications : 
i 

1;7r ~r 
4 E sin -- cos K(- - sin(K+ 1 )'  cos(^+ 1) (.Ir - ') 

- --- - l { -  1 + - -  a-+- 2 2 
"ZR+ 1 ,m ~r (2K+ 1 ) sin K - sin(K+ 1 )L  

1 
P P 

Kri 71 
2 E sin KTT COS -- sin(K+l)n cos (K+1)- 

v - - - p__. - 
2K+ 1 ,m TI (2K+ 1 ) KIT TI sin - sin(K+ 1 ) -  

P P 

Tous les termes du crochet sont nuls sauf pour les valeurs de k 

annuLant 2 la fois le numérateur et dénominateur, c'est-à-dire K = Xp et 

K z: ,p \ - 1 .  

Dans ce cas, les harmoniques restants sont d'ordre 2Ap 2 1 et leurs 

ampl.itudes ont pour expression : 



s o i t  

e t  e n  renplasan:  l e s  E .  p a r  l e u r s  v a l e i i r s  e t  a p r è s  s i m p l i f i c a t i o n s  : 
1 

2 E, 
- - s i n  Eclr + sin(K+I)^i  

i ' 2 ~ + l , m  T(ZK+I) siil - 71 ICT s in (K+l ) -  
P . P 

Tous l e s  harnioniques s o n t  n u l s  sauf  ceux de rang  2Xp + - 1 : 



QueUeque soit la parité de p, seuls subsistent les harmoniques 

de rang 2Xp + 1 .  - 

I I  .3. Obtention des tens-i ons en pa l i e r s  .......................... ------ 

Pour obtenir plusieurs paliers par alternance de la tension alter- 

native de  sortie.^, il faut ajouter des tensions fournies par plusieurs ondu- 

1 eurs. 

11.3.1.  Obtention de l a  forme d'onde 

On obtient des signaux prcsentant des écarts de niveau constants 

entre les paliers en additionnant les tensions de mêmes amplitudes mais de 

largeurs différentes des onduleurs élémentaires délivrant chacun un créneau 

par période (Figure 35 5). 

Pour obtenir des signaux 2 Pcarts de durée constants entre les 

paliers, ûn ajoute des tensions de mgne largeur mais d'amplitudes différentes, 

decalées entre elles (Figure 35 c). 

La figure 35 montre la mise en série de deux tensions fournies par 

deux onduleurs élémentaires en ponts schématisés puis la construction de la 

tension v à partir de v et c!e v, 1 6 

11.3.2 ,  Variation de l a  valeur du fondamental 

Les onduleurs alimentant les moteurs asynchrones doivent délivrer 

ci es tensions dont la valeur dininue au fur et à mesure que leur fréquence 

décroît . 

11 y a deux facons d'obtenir la variation de la valeur du fonda- 

mental V des tensions de sortie d'un onduleur. 
1 

- Alimenter l'onduleur par une tension continue E proporti~nnei~le 

Entre l e  r6seaii indtistriel 3 t e n s i o n  e t  freqiierice c o n s t a n t e s  e t  



FIGURE 35 

l'onduleur, on peut placer un montage redresseur à thyristors et un filtre. 

1,d tension continue E est alors sensiblement proportionnelle à 1 COS $ 1 ,  $ 

désignant l'angle de retard à l'amorçage des thyristors. L'inconvénient 

d e  cette solution est que pour les faibles valeurs de 1 cos + 1 la puissance 



e s t  p r i s e  au r é s e a u  a v e c  un f a c t e u r  de p u i s s a n c e  t r è s  mauvais.  

On p e u t  pour  é v i t e r  c e l a  p l a c e r  e n t r e  l e  r é s e a u  e t  l ' o n d u l e u r  

un montage r e d r e s s e u r  à d i o d e s ,  un f i l t r e ,  un h a c h e u r ,  un second f i l t r e .  

On r è g l e  E p a r  l e  t a u x  de hachage.  Te l  que l e  montage n ' e s t  p l u s ,  coinme l e  

p r é c é d e n t ,  r é v e r s i b l e .  S i  on v e u t  pouvo i r  f r e i n e r  l e  moteur en  r é c u p é r a t i o n ,  

i l  f a u t  que l e  hacheur  s o i t  r é v e r s i b l e  e t  u t i l i s e r  un second montage à d i o d e s .  

L ' inconvén ien t  de  l ' a l i m e n t a t i o n  de l ' o n d u l e u r  sous  t e n s i o n  c o n t i n u e  

v a r i a b l e  e s t  que pour  l e s  f a i b l e s  v a l e u r s  de c e l l e - c i ,  i l  e s t  d i f f i c i l e  de  c h a r p e r  

1:s condensa teurs  de  commutation. Il  e s t  souvent  n é c e s s a i r e  d ' a j o u t e r  une s o u r c e  
distincte pour  a s s u r e r  c e t t e  cha rge .  

- Alimenter  l ' o n d u l e u r  sous tension b' constante e t  l u i  demander 

d ' a s s u r e r  lui-même l a  v a r i a t i o n  du r a p p o r t  V /E. C ' e s t  p o s s i b l e  avec  l e s  
1 

onduleurs  e n  pont ; e n  f a i s a n t  v a r i e r  l ' a t i g l e  6 ( f i g u r e  35), on f a i t  v a r i e r  

l a  v a l e u r  de V 
1 '  

Dans l e  c a s  où on a j o u t e  l e s  t e n s i o n s  de s o r t i e  de p l u s i e u r s  o n d u l e u r s  

pour  o b t e n i r  une t e n s i o n  en p a l i e r s ,  s i  ceux-ci  approximent l a  s i n u s o ï d e  p a r  des  

p a l i e r s  de même h a u t e u r  mais de l a r g e u r  v a r i a b l e ,  i l  e s t  t r è s  d i f f i c i l e  d ' o b t e n i r  

des  i n t e r v a l l e s  dont  l a  v a l e u r  s o i t  p r o p o r t i o n n e l l e  à l a  f r équence .  De p l u s ,  i l  

f a u t  a l i m e n t e r  l e s  o n d u l e u r s  é l é m e n t a i r e s  sous  une t e n s i o n  E v a r i a b l e .  

Au c o n t r a i r e ,  l a  r é a l i s a t i o n  de s i g n a u x  e n  p a l i e r s  d ' é g a l e  durée  r e l a -  

t i v e  e s t  a i s é e .  S ' i l  y a  2p p a l i e r s  p a r  p é r i o d e ,  on génère  des  impuls ions  de  

f r é q u e n c e  Zpf, f  é t a n t  l a  f r équence  d é s i r é e  ; l e s  impuls ions  s u c c e s s i v e s  s o n t  

o r i e n t é e s  v e r s  l e s  o n d u l e u r s  a d é q u a t s .  On r è g l e  V / E  e n  déphasant  du même ang le  
1 

t o u t e s  l e s  impuls ions .  

De p l u s ,  ce  p rocédé  p r l s e n t e  un a u t r e  avan tage  ; e n  montant s u r  

chacun des  ondu leurs  des  t r a n s f o r m a t e u r s  de s o r t i e  à p l u s i e u r s  s e c o n d a i r e s  

de r a p p o r t s  convenablement c h o i s i s ,  on p e u t  o b t e n i r  t r o i s  t e n s i o n s  de même 
2~ 

forme d 'onde ,  déphasées  de +, e t  dont  l a  v a l e u r  e s t  s imultanément r é g l a b l e  
., 

p a r  a c t i o n  s u r  l ' a n g l e  6. On r e v i e n d r a  d ' a i l l e u r s  s u r  ce p o i n t  au  c h a p i t r e  

I V .  

I I  .3 ,3 .  Remarque sur 1 ' a l  is,entation des récepteurs triphasés 

S i  l e  moteur e s t  r e l i é  à l ' o n d u l e u r  t r i p h a s é  q u i  l ' a l i m e n t e  p a r  une 

l i a i s o n  à t r o i s  f i l s ,  l a  t e n s i o n  aux bornes  des  p h a s e s  du moteur ne p e u t  comporter  



d'harmonique de rang trois ou m i i l t i p l e  de t r o i s  quelque s o i t  l e  couplage de  

s e s  phases .  

S i  1 ' i~ricli~leur- iit;livrc. cies t e n s i  oris s i n p l e s  : 

Onduleur 1 D 



s,)rtli-'cl:ie v + v + v = 3 v + ( + v,, + v,.,) = 3 
LIA OB Cl:\ EL!. ~r B tu C, 13 X 

On en déduit a lo r s  : 



11 e s t  e n s u i t e  p o s s i b l e  de dé te rminer  l ' e x p r e s s i o n  de l a  t e n s i o n  ComPo- 

m CA 1 

L 7 1  
IJ = v  - v  

AB AN BN = L '2K+ l ,m 
sin(2K+ l ) o t  - s i n  ( 2 K +  1 ) ( i i j  t - ,) 

2l<+ i ,m 3 
k= 1 k= l 

Pour i l l u s t e r  c e t t e  remarque,  cons idé rons  l e  c a s  du p l u s  siniplc des 

o n d u l e u r s  t r i p h a s é s ,  c e l u i  n ' u t i l  i s a n t  que s i x  t h y r i s t o r s  p r i n c i p a u x  ( f i g u r i  

3 7 ) .  

Les t e n s i o n s  v v v comptées p a r  r a p p o r t  au p o i n t  m i  l i t l u  
O A '  OB'  O C  

f i c t i f  de l a  s o u r c e  s o n t  formées de deux a l t e r n a n c e s  r e c t a n g u l a i r e s .  I ,L>s ti3i?.s L U ;  

aux bornes  d e s  phases  v v v o n t  l ' a l l i i r e  r e p r é s e n t é e .  
NA' N B '  N C  



FIGURE 37 



r A ;J 1 T Q E  : T T  

REC- I I IES  1 - i B R E S  ET FORCES DU IIOTE'JR ASYNCHRONE T R I P I i A S E  

De t r è s  nombreux t r a v a u x  o n t  é t e  c o n s a c r é s  aux regimes t r a i i s i t o l r e s  

c!e 1 i n i a~ l i iue  ; i sync hrone a l imen tée  p a i  :lés s i g n a u x  a l t e r n a t  i f s  s inusùïdai ix  

c l i i i i l ibrc?s  ou  noil r.: a 1'1 k i n  t l t  L16tiiîlL~ gt .nérale de ces  regimes i . i r e ~ - i i i e r  

p.ir F. liOTk:LET 1 ! ' 3 ? / ,  on t r o u v e  ilne impor tan te  b i b l i o g r a p h i e  consacr6e  3 c i  

L,llJe! 

Nous a l l o n s  dans  cc c h a p i t r e  mont re r  comment à p a r t i r  des  6 q u a t i l ~ n h  

L j t i t c .~~ i l es  ii l ' a i d e  des composantes rel a t i  v c s  de Y . H .  kU, i 1 e s t  re Latl-vciiici~L 

, -I ,li i i c b r  t,r-l irior l t .  ~ c g i m e  t r a n s i  t o i  ri. (tu ;ni)teiir asynchrone coiisitit L-<% c ,ai :< 

, t l p '  i L L O T I  ï c g ~ 1 1 1 e  1l!,itA ~ Y L  c l k i  1 t>g11~1e f o 1 - ~ . 6 .  

1 - i<kCI ;4E LiGKE DU I.1ilTtUk ASYNCHRONE T K L P I I A S E  

hous avs>rl$ c t  ' ibi  i a11 r l ~ d p i  t rc> Y [  CICI 1 a premi Gre pclrt- ie 1 ~ s  t>c{:l,* I J < , I ) -  

, lr il \ ~ ~ ~ l i p ~ ) s . i : i t c s  i - t ' i d ~ i ; ~ t  i d f ~  t r 1 1 i l ~ i 1 1  P L  (le courant  lorsqiie f a  + + = 
i: 

FII i ) . î l - t i c ~ l  i e r ,  a i  TIOIIS c 1 i r ) i  si.;sniis I a  t roisi l .nie s o  l i l t  loi1 ~ -< i r<+\ - tGr i  - , i  

,: 1 :" ; 

( 7  = , ; 9 = ( 1  - g) . , t  == , ' t  ; C i p = g o t  
S 

P,11 g é n z r a l ,  l e  rot,)r est cn  c o u r t - c i r c u i t  ; de ce f a i t  v Ka' v H b Y  v P i  

. - L I  sont. n u l s .  i ' ; ~ i - i t u r e  c>p6rcit ionriel lc de  ce système e s t  a l o r s ,  en 
ii 1 

, ' i!,;ent.tJ tic c o n d i t i o n s  i n i t i a l e s  : 



e n  a p p e l a n t  p a r  V S f ,  Isf e t  I l e s  images des  g randeurs  v  i e t  i Rf Sf' Sf Kf ' 

. Ce système va  nous p e r m e t t r e  de d é t e r m i n e r  : '&qultic;i.z zsrn~t t i j : , - r  'yvdA 

du s y s  téme d i t f é r e n t i e l  s a n s  second membre. De ? a  secondr  é q u a t i o n ,  ncus ob te ;  i ~ n s  

cl'où, e n  r e p o r t a n t  dans l a  première  : 

! ' t iquat ion c a r a c t é r i s t i q u e  s ' é c r i t  : 

iz ' es  t - à - d i r e ,  e n  développant  e t  e n  ordonnant  : 

. Les r.acz'nes C e t  C de c e t t e  é q u a t i o n  du second d e g r é  à coef-  
1 2 

f i c i e n t s  complexes s o n t  : 



avec : 

. Pour tenir compte des d y t i o ~ ;  i ~ l i t i a i e ç ,  on écrit qu'en rGgirne 

l i b r e  lès courants i et i sont de la forme : 
S i  R f 

X et X sont deux constantes complexes découlant directement des conditions 
1 2 

initiales. X et X sont deux autres constantes complexes que ].'on peut déter-- 
3 4 

iiiiîrer à partir de X et de X Nous posons : 
1 2' 



On déterminera K et K2 par identification dans le système 
1 

d'équation (1)  où l'on fait v = v = 0 .  
Sf Rf 

On en déduit : 

K~ +YS(c + iui) 
K = , -  -- 

1 312  Pl (C + iw) 
1 

et de même 

I I  - REGIME FORCE DU MOTEUR ASYNCHRONE T R I P H A S E  

A la tension v correspond une solution forcée i que l'on 
S f s f 

obtient soit par identification, soit mathématiquement par la méthode d e  LLzgrsiigl . 
Si nous considérons par exemple 1 ' alimentation du moteur asynchrorir~ 13 11- 

un système équilibré de tensions triphasées : 

v = V sin ut, v = V sin(wt - 2n/3), vc = Vm sin(ut - 4 ~ 1 3 )  a m b m 

Nous obtenons : 



v . e s t  donc une c o n s t a n t e  complexe à l a q u e l l e  correspond en réginit. s .t 
f o r c é  une a u t r e  c o n s t a n t e  complexe pour  i e t  pour  i Nous poserons  : 

S f  Rf 

v 
S 0 

v 
S f  

v 
S b  

v 
I R £  f 

= K- 

Z e  i 4 

en r e p o r t a n t  dans l e  système d i f f é r e n t i e l  ( 1 )  e t  e n  i d e n t i f i a n t ,  i l  v i e n t  : 

v v = ( R ~  + iw" , )  - v 
i 4 

+ 312  M i w  K - 
z e  z e l '  

1 1 1 

- i w t  - i o  t 
a e  2 - i o t  

a  e  

e  i w t  2 i w t  i w t  
a e a e  

v ( 0 = 3 1 2  Migw - v 
im ' ( R ~  + igw%)l( 7 

Z e Z e 

v 
Sa 

S b  

v 
Sc 

I 
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A l'instant t = O choisi comme origine des temps de l'étude du régime t r a n q i t o i r e ,  

nous avons : 

avec 

de même 

i (O), . . . , i (O), . . . , étant les valeurs que possi . t la ie i i~  les ~ o ~ ~ r ~ i r i t  .; 
Sa Ra 

statoriques et rotoriques à l'instant t = 0. 

Par inversion, on détermine facilement X et X En effet : 1 2 ' 

soit en développant : 



en r e p o r t a n t ,  i l  v i e n t  : 

e t  ,'on p e u t  u b t e n i r  de  l a  même f a ç o n  l ' é q u a t i o n  de  i 
~f ' 

S i  l'an prpnt l  comme exemple  d ' i l l u s t r a t i o n ,  l ' a l i m e n t a t i o n  du m o t e u r  

.:syrichroni: p r e a i a :  icri.rnt 'iu r e p o s  o n  o b t i e n t  a l o r s  : 

i - - 
S f t  T s  - - ( O )  t t 

. . .  
? a i s q u e  1; q ~ a n t i : ~  1 se  r<i ' l , i isr int  ;r u;ic c d n s t a n t e  conlplexe e s t  i ndépenda i l t e  

s f f  
du t e a p s .  

p u i s q u e  p a r  hypct!igse nous  s u p p ~ s o n s  q,le l e  mo teu r  a s y n c h r o n e  p a r t  d e  l ' e t a t  

ii u  r e p o s .  

1 0 ; ~ s  J .:t,nJris & l o r s  : 



en posant 

IV - OBTENTION DES COURANTS KEELS 

1  iwt - i i * l  t 
isa = z ! e  i s f + e  i ~ b )  

en l'absence d e  courant homopolaire. Or les quantités i et i sont con juguPes  S f Sb 
l'une de l'autre, d e  sorte q u e  : 

1  
iut 

e 

2 iwt 
;i e> 

1 
iwt 

a e  

i 
Sa 

i 
s b  

i s c 

- - I l  
- 43 



41 désignarit la partie réel-le de la quantité spécifiée. Nous en déduisons 

immédiatement : 

En notant : 

nous obtenons : 

soit 

Cette méthode de calcul simple et élégante sera utilisée dans les 

chapitres qui suivent pour l'étude analytique du fonctionnemert d'un moteur 

asynchrone alimenté par des signaux issus de convertisseurs statiques. 

On peut en déduire le couple de la formule établie au chapitre VI 

de la première partie : 



? e s  q u a n t i t é s  i e t  i d 'une  p a r t ,  i e t  i d ' a u t r e  p a r t  é t a n t  
Sb S f R f Rb 

c o n j u g u é e s ,  c e t t e  e x p r ~ s s i o n  s e  r é d u i t  à : 

a d é s i g n a n t  l a  p a r t i e  i m a g i n a i r e  de  l a  q u a n t i t é  s p é c i f i é e .  



C t i A P I T R E  I ' J  

ETUDE AT\IALYT:QUF: DU MOTEUR ASYNCIdRONE A L I M E N T E  PAR DES T E N S I O N S  QUASI- 

S I  N U S O I D A L E S  

L'étude du fonctionnement en régime permanent du moteur asynchrone 

alimenté par un onduleur quasi-sinusoïdal a été entreprise par de nombreux 

auteurs. Ceux-ci ont utilisé les divers procédés d'étude cités lors de l'in- 

troduction générale. 

- !~tilisat,ion des ÙB~eloppernents ci.: s 4 ~ i e  de Eour.ie~> 

Les performances du moteur asynchrone alimenté par des ondes non 

sinusoïdales a fait depuis longtemps 11341 l'objet de nombreux travaux. 

Xous pouvons citer ceux de E.A. KLINGSHIRN et H.E. JORDAN 11351, de G.W. 3 c  

LEAN, F. NIX et S.R. ALWASH 11361, de G. JAIN / 1371,  de P.L. ALGER 1 1381 . 
Tous utilisent le développement en série de Fourier des tensions app1iqui.è~ 

et le schéma monophasé équivalent relatif à l'harmonique de rang considére. 

Si cette méthode permet de calculer les pertes supplémentaires qu'occasion- 

nent ces harmoniques, elle est très difficile à mettre en oeuvre pour déter- 

miner la forme d'onde des courants et du couple. 

- üti Zisation de Za simu Lation analogique 

P.C. KUUSE et L.T. WOLOSZYK / 1391 ont établi le schéma général 
J e  la simulation analogique de l'ensemble onduleur-moteur asynchrone, en iiti- 

lisant d'ailleurs les composantes relatives de R.H. PARK. Ce schéma très 

complexe nécessite l'utilisation d'un calculateur analogique de grande taille. 

De ce fait, P.C. KRAUSE et T.A. LIPO il401 ont repris l'étude précédente et 

proposé un modèle simplifié qui leur permet ensuite avec H.E. JORDAN 11581 

d'étudier le couple développé par le moteur asynchrone alimenté par un tel 

convertisseur. 



- U t i l i s a t i o n  de la s imuiat ion numérique 

W. CHARLTON /1411 11421 et R. EIAGUREANU 11431 ont utilisé une méthode 

matricielle associée à l'utilisation des variables d'état. Cette forme de mise 

en équation conduit à une formulation simple de la solution mais sa mise en 

application fait appel à un calculateur pour l'évalution de la matrice de transi- 

tion. Cette méthode condxit à une bonne approximation des courbes des courants 

et du couple, mais elle nécessite l'emploi d'un calculateur de grandes perfor- 

mances et de programmes difficiles à mettre au point. 

- U t i l i s a t i o n  de méthodes analyt iques 

Divers essais ont été menés à partir de la méthode de W.V. LYON 1921 . 
Les études de E.M. SABBAGH et W. SFIEWAIJ / 1441 , comme celle de J. STEPIPJA / 1451 

conduisent à des résultats difficilement exploitables. 

La méthode que nous proposons est simple, directe et conduit à une 

solution analytique qu'il est ensuite facile d'exploiter sur de minicalcula- 

teurs programmables même pour la détermination du couple. 

1 - PROPRIETES DES TRANSFORMEES DES ONDES DE T E N S I O N  

Considérons un convertisseur délivrant un système triphasé de ten- 

sions équilibrées formées de paliers d'égale durée. Nous avons vu (chapitre 

II ,  5 1 1 . 1 . 2 )  que pour qu'un tel système ne présente pas de composante homo- 

polaire, il fallait que le nombre 2 p de paliers par période soit un multiple 

de 6. Dans ces conditions, il y a 2 p intervalles durant lesquels les tensions 

v v 
sa7 sb' V ~ c  

restent constantes. La figure 38 donne leur forme d'onde lorsque 

p = 9. 



FIGURE 38 

D'une façon générale : 

- durant le ~rernier intervalle, 



i ème - durant l e  K i n t e r v a l l e ,  

. Les composantes r e l a t i v e s  de Y . H .  KU de ces systèmes de tens ions  sont  : 

- durant l e  premier i n t e r v a l l e  : 

s i n ( 2 i  - 1 ) ~ / 2 p  
Puisque E .  = E l  

1 s i n  .rr /2p ' 

sin(n12p + 4 ~ 1 3 )  + sin(n12p + 2 ~ 1 3 ) )  = O 
v 1 E ( 1+- - -  -. 

= 6 1 s i n  ~ / 2 p  s i n  n / Z p  

- i w  t 
1 E l  e  

s in(n12p + 4 ~ 1 3 )  + a2  s in (n /2p  .- -- - + 27113) 
v  - 

S f l  - 7'j ' I  + a s i n  n 1 z p  s i n  nI2p ) 

-iw t 
E e  

- 1 1  2 
- T s i n  n / ~ p  

{ s i n  " /Zp( l  + a  cos 4n13 + a  cos 2n, 3) 

+ cos n I p ( a  s i n  4,713 + a2  Sin 2 ~ 1 3 ) )  



-iwt 
E e 

1 1  
J3 sin n/2p 3/2{sin r/2p - i cos ~/2p) 

. f i  1 -iot i ~ / 2 p  - - - 1 -  e e 
2 sin rI2p 

de même 

- 1  iw+ 2 sin(~/2~ + 4n/3) sin(n/Lp 2 1 ~ 1 3 )  
V ~ b I  -3 E l  

( 1  + a ----- - + a - - - -  . , - - -  > 
sin ~ / 2 p  s - p  

L + cos r/2~(a sin 4n/3 + a sin 2n/3)} 

1 "5 = i- iwt -i ~ / 2 p  
e e 

2 sin n/2p 

i ème 
En appliquant cette transformation durant le K intervalle, nous obtenons : 

1 1  1 

-iwt -iwt 2 -iwt 
e a e a e 

iwt 2 iwt iwt 
e a e a e 

1 

sin(2~- 1 )V 1 2 ~  
sin ~ 1 2 ~  

sin [(2~-1)~/2~ + 4~~131 
sin n/2p 

sin [(2~-l)rr/2~ + 
sin n/2p 

Un calcul identique donne : 



v,T E .  
- - -  ..-- i--- -- - i w t  -i(2K-1)~/2~ v 

2 
e e 

£K 
sin ,!:2p 

De même, nous obtenons : 

- - .  4 7  1 e 
iwt i (2K- 1)n/2p 

v e 
s b ~  2 sin n/2p 

Si dans les expressions de v et v nous effectuons le changement 
S f ~  s b ~  

de variable : 

ut = w't + (K - l)~/p 

nous obtenons : 

6 L 
- - --- i e 

( t  + ( K - p )  i(2K-l)n/2p 
v e 
S f 2 sin nI2p 

c'est-à-dire : 



e t  de  même : 

On v o i t  que  l e s  f o n c t i o n s  v e t  v s o n t  i d e n t i q u e s  a u x  f o n c t i o n s  
S fK S b ~  

v  e t  v p o u r  : 
Sf 1 1 

I l  e n  r é s u l t e  que  l e s  f o n c t i o n s  v e t  v  s o n t  d e s  f o n c t i o n s  p é r i o -  
S f  Sb 

d i q u e s  de  p é r i o d e  T d é f i n i e  p a r  : 

T é t a n t  l a  p é r i o d e  d e s  t e n s i o n s  s i m p l e s  d é l i v r é e s  p a r  l ' o n d u l e u r  " q u a s i - s i n u s o ~ d a l " .  
O 

C'es t  c e t t e  pér iod ic i t é  des fonct ions v S f  e t  vSb ÇUZ'  pen le t  la . z i m p l Y -  

. f icat ion de Z ' é tude  ana Zy t i que  de L 'ensemble ondu leur-moteur asynchrone t r iphase  

i 1461 

II - DETERMINATION DES EXPRESSIONS ANALYTIQUES DES COURANTS ET DU COUPLE 1147 / 

Le sys t ème  d i f f é r e n t i e l  u t i l i s é  p o u r  l ' é t u d e  du moteur  a synchrone  

e s t  c e l u i  é t a b l i  a u  c h a p i t r e  III 



avec v -iwt 
Sf = V  e 

1 C 

et ici : 

Nous utilisons ces expressions pour : 

elles resteront utilisables pour : 

(K - 1)vlpu < t 5 K nlpw 

à condition de remplacer ut par wt + (K - I ) E / ~  avec K € M'. 

Les solutions du-système (1) sont : 

A l ,  h 2  étant des constantes complexes d'intégratioq K K des coefficients complexés 
1' 2 

obtenus par identification et ( et c2 les racines de l'équation caractéristique 
1 

qui est à coefficients complexes. 

-iwt -iut 
Les quantités B e et D e donnent le régime forcé correspondant à l'entrée 

v -iot 
S f l  = V e . On obtient les expressions de B et de D par identification : 

C 

D = V / R  312 Miu' 
c s % - i u ' s  

Pour detêrminer les constantes d'intégration, notons que de par !a 

périodicité de la fonction v nous avons el; régime permanent établi : 
Sf' 



i (O)  = i (T) 
S f  1 

S f  ] 

i ( O )  = i (T) 
R f l  Rf 1 

Cette  condi t ion  de p é r i o d i c i t é  s ' é c r i t  : 

ce qui  donne : 

ou ,  en revenant aux grandeurs i n i t i a l e s ,  

2 .1 .  Détermi nation des courants statoriques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  --- 

De manière à s i m p l i f i e r  l e s  express ions ,  posons à nouveau : 

C + i w  = - ] / T l  + i R 1  
1 



T  é t a n t  l e s  deux c o n s t a n t e s  de ternps c a r a c t é r i s t i q u e s  des régimes 
2  

l i b r e s  du moteur asynchrone t r i p h a s é ,  fi é t a n t  l e s  deux p s e u d o p u l s a t i o n s  i n t e r -  
1 '  2  

venant  dans c e s  mêmes régimes l i b r e s .  

Posons de p l u s  : 

-T / T  -T/T i x 1  
I - e  = (1 - e  cos  a T )  + i j e  3 

s i n  R T )  = S e 
3 1 

C2T - T / T ~  A i x 2  
-,r 1; 

'l 

I - e  = ( 1  - e  cos  R T )  + i ( e  4 
s i n  R T )  = nT e  4 2 

On o b t i e n t  a l o r s  : 

P 2  P5 i 5  + $, + 4 - x2 - a, - 7 1 2 ~ )  

2 
= V /R 2 i  s i n  ~ / 2 p  e  

c S RS N 2  P4 Zj, 



Puisque : 

et que : 

avec e = ut + ( K  - l)n/p et t € [O, nlP] 

le courant statorique i est donné par : 
Sa 

c'est-à-dire en tenant compte des expressions de B et de V : 
C 

On obtiendrait d'une manière identique l'expression des courants i et i Sb Sc ' 

2 .2 .  Détermination des courants ro tor iques  ................................. --- 

En posant : 



R~ + % ( c l  + iw) = - { ( % / T i  - Rs) - i . X n } = - P  e 
S 1 6 

nous ob tenons  : 

T2 P5 P 7  i (G5 + + f$R - 111, - x2 - r / ? p )  

K X  = -  2 i  s i n  n/2p e 
2 2 "cIRs N 2  3 1 2  M P3 RS ZR 

D'une maniè re  analogue à c e l l e  p r é s e n t é e  l o r s  du  c h a p i t r e  1 1 1 . 5 . 1 V ,  p a r  1 ' e m p l o i  t i c  

l a  m a t r i c e  [T(o')] nous obtenons  : 

avec 

de s o r t e  que : 

8' = g o t  + ( K  - i ) n l p  gw/w 

312 M u t  
iRa = E l l R ~  'Z s i n  n / ? p  

cos(gwr - i p R  - (K - 1 ) I I  'p g )  
R 

T l  T2 P5 p7  -t /T2 
- 2 --- e cos [ ( a 2 - w ' ) ~ + ( K -  I ) n / p . g + i ~  + - - , ~ ~ - y ~ ]  t 

N I  3 1 2  M P j  RS ZR 5 0 1: 



et l'on peut obtenir les courants i et i de la même façon. Rb Rc 

2.3. Détermination du couple -- 

Puisque nous connaissons les expressions de i et de iRf nous 
S f 

connaissons celle de i et donc du couple qui est donnée par : Rb 

Ei i  posant : 

I/T = ]/Tl + 1/T2 et avec = Y  2 

nous obtenons après simplifications : 



T P l  P~~ P6 2 t  2 T 1  2 
- - 

71 
s i n  -) C e  

T  

2? Rç 2  N 2 2  2  3b, 
1 P3 2 

2  
T 2  T2 P4 ? 5  P7  

- ( 2  s i n  - )  C s i n ( R t + u  -X -$ -S +$ +X ) 
22 2 2 4 1 1 5 7 2  

R~ '3 'R2 N~ :M 

Le couple  e s t  une f o n c t i o n  p é r i o d i q u e  de p é r i o d e  T / 2 p .  

I l  s e  compose d 'une c o n s t a n t e ,  de  termes  a m o r t i s  e t  de termes  pseudo- 

s i n u s o ï d a u x  a m o r t i s .  

III - "REALISABILITE" DES FORMES D'ONDE QUASI-SINUSOIDALES TRIPHASEES 

Il r e s t e  à mont re r  comment on p e u t  o b t e n i r  un sys tème t r i p h a s é  de t e n s i o n s  

e n  g r a d i n s  o p t i m i s é s .  

3 .l. Utilisation d'un sinele onduleur triphasé ..------------------ --------------- --- 

Le schéma de p r i n c i p e  de  l ' o n d u l e u r  t r i p h a s é  à s i x  r e d r e s s e u r s  c o n t r o l é s  

p . r incipaux a  é t é  donné d è s  l a  f i g u r e  36.  Les formes d'onde ob tenues  s o n t  c e l l e s  de  

l a  f i g u r e  37. 

Ce montage donne aux b o r n e s  de chaque phase  du moteur une t e n s i o n  p rë -  

s e n t a n t  2p = 6 g r a d i n s  o p t i m i s é s  p u i s q u e  

e t  que chaque g r a d i n  a une durée  é g a l e  à n / 3 ~  avec  w = 2 7 f ,  f é t a n t  l a  f r equence  

de commutation de  chaque b r a s  de p o n t .  



Utilisation d'onduleurs monoehasés e t  de transformateurs 11481 ............................ ............................ --- 

Considérons p onduleurs monophasés délivrant des tensions rectangulaires 

u I ,  u2, ..., U. ..., u de même amplitude mais déphasées deux à deux de nlp. 
1 ' P 

Ces tensions appliquées aux primaires de p transformateurs à trois 

secondaires (figure 39) permettent d'engendrer trois groupes de p tensions secondaires 

dont les sommes constituent les tensions v 
Sa' V ~ b '  V ~ c '  

Onduleur 1 On duleur 2 

I 

- 
1 

Onduleur i 

- 
U i - 

Onduleur  p - - P l  

FIGURE 39 - 



1 2  On p e u t  c a l c u l e r  l e s  r a p p o r t s  de  t r a n s f o r m a t i o n  m. 
1 mi 

, m.3 de 
1 

manière  à engendre r  un sys tème t r i p h a s é  de t e n s i o n s  e n  g r a d i n s  o p t i m i s é s  dl  somme 

n u l l e  (p = 3n) .  S i  l e  p a s s a g e ,  pour t = O ,  de  l a  t e n s i o n  u  de l a  v a l e u r  - U à l a  
1 

v a l e u r  + U f a i t  v a r i e r  v  de E à E a l o r s  : 
Sa 2 ~  1 

Pour t = T/2p ,  l ' i n v e r s i o n  de u  f a i t  v a r i e r  v  de : 
2  s a  

1 
2m U = E - E l  = 2  E cos  n l p  

2  2  1 

T( i -1)  
Pour t = -- , l ' i n v e r s i o n  de u .  f a i t  v a r i e r  v  d e ' :  

2 ~  1 Sa 

1 
2m. U = E  i - E i - l  = 2 E c o s ( i - l ) n / p  

1 1 

e t  e n f i n  pour t = T ( p - l ) ,  l ' i n v e r s i o n  de u  f a i t  v a r i e r  v  de : 
2 ~  P Sa 

1 1 1 
On peu2 a l o r s  e n  d é d u i r e  l e s  v a l e u r s  de m2 , m3 , ..., mi , 1 . . . , e t  m r a p p o r t é e s  

1 P  
à m 

1 

1 1 1 1  
m2 / m i 1 =  cos  n I p  ; m3 / m i i =  cos 2n/p ; ... ; mi / m l  = c o ~ ( i - i ) n / ~  ; 

Les ondes v  e t  v  é t a n t  dephasées  de  2p/3  r lp  e t  de  4p /3  n /p  en  Sb Sc 
2  3  

a r r i è r e  de  c e l l e  de  v l e s  r a p p o r t s  m .  e t  ni .  s e r o n t  donnés p a r  : 
Sa' 1 L 



Les rapports de transformation ont pour expression générale : 

avec r = 1 ,  2 ou 3 suivant qu'il s'agit des phases A, B ou C. 

Les p transformateurs n'ont pas tous des rapports différents. 

En effet : 

Les transformateurs 2n+l, 2n+2, ..., n+l, n+2 ont ].es mêmes enroule- 
ments secondaires que 1, 2, .... Il suffit de prendre les enroulements adéquats 
dans le sens convenable. 

De plus, si n est impair et supérieur à 1, les n-1 transformateurs 

compris entre ceux de rang 1 et n+l peuvent être groupés deux à deux, 2 avec n, 

3 avec n-1, ... 
Dans chaque groupe, on trouve au signe et au numéro de la phase 

près, les mêmes rapports de transformation. 

Il nty a donc que 1 + (n-1)/2 soit 112 + pl6 transformateurs de 

construction différente. 

Si n est pair et supérieur à 2, parmi les 9-1 transformateurs 
i ème 

compris entre le premier et le (n+l) , on peut en grouper n-2 deux à deux, 
i ème 

celui de rang 2 avec celui de rang n, celui de rang 3 avec le (n-4) ... 
Il faut donc 1 + (n-2)/2 + 1 soit 1 + p/6 transformateurs différents. 

La formule générale permet de déterminer rapidement les éléments néces- 

saires à la réalisation d'un système triphasé équilibré de tensions alternatives 

en paliers optimisés. 

Redonnant les valeurs connues / 1 1 1 1 1  3 1 pour les signaux à 6 et 12 

paliers par période, elle permet de les établir pour les nombres plus élevés 

de paliers. 

Le tableau IV donne, par exemple, les p rapports de transformation 





1 
ramenés à m pour 2p égal à 6, 12, 18 et 24. 

1 

Après avoir montré que les formes d'ondes de tension considérées étaient 

facilement réalisables, nous allons pour terminer donner un exemple d'application 

des formules générales des courants et du couple. 

Le tracé des formes d'ondes, à partir des expressions, a été effectué 

pour le moteur suivant : 

Moteur CEM - Type L 580236 ; 7,s CV ; 50 Hz ; 1420 t / m n  ; 

triphasé ; s t a to r  220/380 V , 21,5 A/12,5 A ; rotor 110 V ; 

3G,5 A. 
Des essais classiques conduisent aux valeurs suivantes des paramètres 

de la machine : 

Rç = 0,54 R ; RR = 0,076 R ; Lç = 0,127 H ; LR = 0,0098 H ; 

M = 0,0223 H. 

Ce moteur est alimenté par les plus simples des tensions en paliers 

optimisés (2p = 6). 

4.1, Variation des constantes de temps e t  des ~ s e u d o ~ u l s a t i o n s  ............................... --------- ----- --------- 

La figure 40 montre comment varient les deux onstantes de temps T 
1 

et T2 et les deux pseudopulsations R et Q2 lorsque la période des tensions appliquées 
1 

est de 20 ms, en fonction de la vitesse angulaire relative w l / o .  

Forme d'onde du courant iSa-  ......................... 

Nous avons tracé point par point (figure 41) la forme d'onde du 

courant statorique i à partir de l'équation obtenue au §.2.1., pour deux 
Sa 

valeurs du glissement. Nous avons choisi E de façon que la valeur efficace du 
1 

premier harmonique soit 220 V, c'est-à-dire E = 163 V. 1 
La valeur du premier glissement 1% correspond à une faible charge, 

la seconde, IO%, à une surcharge. 

01, peut noter que la première foi-ne d'onde est très éloignée d'une 



FIGURE A I  





sinusoïde. Elle présente des pseudo-oscillations assez marquées. Lorsque la 

charge du moteur asynchrone aügmente, la forme d'onde du courant absorbg se 

rapprocltê c!c- ~~elli. J'iine siliuso~de. 

4.3. Forme d'onde du courant rotorigue .............................. --  

La figure 41 donne aussi un exemple de l'évolution du rourant roto- 

rique i durant une demi-psriode des tensions d'alimentation. Elle correspond 
Ra 

1 
à une valeur importante du glissenent (10%). Cette courbe montre que les enroulement? 

rotoriques sont soumis à des pointes de courant de valeur relative élevée. 

Ceci est le cas chaque fois que l'on désire modifie1 dc façon brtisqiiil 

le flux tournant par modification des tensions d'entrée / 133 1 . 
On doit noter que la phase de 1 a forme d'onde des courarits rotoriqutls 

dépend de la valeur de l'angle 6 entre l'axe de la phase A du s~ator et L'~xe 
O 

de la phase A du rotor à l'instant initial. 

~ ' e x e m ~ l e  traité correspond à l'alimentation d'un moteur asynchrone 

à rotor bobiné, mais il peut s'étendre à celui d'un moteur rotorique 2 cage 

d '  écureuil. Cette étude du courant rotorique permet cl'expliqiler les ruptures 

d e  cage que l'on observe parfois. 

Les formes d'ondes des courants statoriques et rotoriques ainsi obtrnu~5 

par le calcul ont bien l'allure de celles expérimentalement relevees. 

rme d'onde du couple ----------------- -- 

La figure 43 montre enfin comment évolue le couple durant une alter- 

nance des tensions d'alimentation, et la courbe tracée correspond à une val eu^ 

faible du glissement (1%). 

Cette courbe montre que le couple présente des oscillations de f r6 -  

quence égale à 2p fois celle des tensions d'alimentation, d'amplitude relative- 

ment importante. (Dans cet exemple, l'ampli t:i[~,~ crête à ,>i-ête des oscillations 

est sensiblement voisine de la valeur moyenni,) 



V - CONCLUSïON 

L'étude que nous venons de présenter sur l'alimentation d'un moteur 

asynchrone triphasé par un convertisseur délivrant un système triphasé de tensions 

équilibrées en paliers optimisés constitue le premier exemple d'application de la 

méthode basée sur les composantes de Y.H. KU que nous avons proposée. 

Elle illustre bien l'intérêt de cette méthode. En effet : 

- les expressions analytiques des courants statoriqurs et rotoriques s'obtiennent 
aisément en fonction de  aram mètres facilement mesurables. 

- l'expression analytique du couple, bien qu'un peu plus complexe, s'obtient néan- 
moins sans difficulté. 

Ces expressions permettaient de rechercher les caractéristiques de 

construction optimales du moteur asynchrone triphasé destiné à être alimenté par 

un convertisseur de ce genre. Nous l e  montrerons lors de la troisième application. 



C H A P I T R E  V 

ETUOE A R A L Y T I Q U E  DU MOTEUR ASYNCHRONE A L I M E N T E  PAR UN ONDULEUR A MODULATION 

DE LARGEUR DES IMPULSIONS.  

De très nombreuses publications ont été consacrées à l'étude des 

différents types d'onduleur pouvant fonctionner suivant le principe de la mo- 

dulation de largeur des impulsions ou à l'étude des différentes techniques de 

modulation et de commande, mais à notre connaissance aucune étude n'a été con- 

sacrée au comportement du moteur asynchrone alimenté par un tel convertisseur. 

L'e,riploi des composantes relatives de Y.11. KU va nous permettre 

de donner une expression analytique relativement simple des courants et du 

couple. Nous n'expliciterons pas complétement ces expressions que nous lais- 

serons sous la forme matricielle qui nous a semblé la plus judicieuse pour 

l'exploitation numérique. L'ordinateur dans ce cas n'est qu'un outil de cal- 

cul ; il ne sert pas à résoudre pas à pas le système différzntiel. La préci- 

sion des calculs est ainsi très grande et on peut ensuite utiliser des tech- 

niques numériques pour le calcul des développements en série de Fourier des 

courants et du couple par exemple, sans que les résultats soient entachés de 

l'erreur de résolurion que donnerait un traitement purement numérique des équa- 

tions initiales. 

De manière à étudier le cas le plus général, on supposera tout 

d'abord que les tensions aux bornes des phases statoriques peuvent aussi 

présenter une composante homopolaire (alimentation par quatre fils d'un 

stator couplé en étoile). L'étude du courant produit par cette conposante 

nous permettra de montrer, dans ce cas simple, corment on mène les calculs. 

Nous étudierons ensuite les courants produits par les deux autres types de 

composantes ; nous en déduirons les expressions matricielles des courants 

réels et du couple. 

1 - SYSTEME D ' E Q U A T I O N S  U T I L I S E E S .  I N T E R V A L L E S  A  E T U D I E R  

Nous utiliserons le système d'équations simplifiées (1) après 



emploi de la transformation de Y.H. KU rappelée au Chapitre III, auquel nous 

ajouterons l'équation différentielle régissant le comportement de la compa-. 

sante homopolaire, soit : 

di R f 
+ iwq)iSf +cf) - + 312 Miw iRf + 312 M x  s dt 

di 
R f 

v = 312 Migw iSf + 312 M- +x - R f dt + ( R ~  + iguxR)iRf R dt 

Le rotor du moteur asynchrone étant courcircuité, les tensions 

v v et v sont nulles, de même vRf. Les quantités v et v sont les 
Ra' Rb R c S O S f 

transformées des tensions statoriques v v v Ces tensions ne sont pas 
Sa' Sb' Sc' 

constantes durant toute la période T mais on peut définir un certain nombre 

d'intervalles durant lesquels v v v étant constants, v et v con- Sa' Sb' Sc S O S f 
servent la même expression. 

Considérons par exemple trois tensions déphasées de 2 ~ 1 3  engendrées 

par trois onduleurs en pont commandés de manière à éliminer les harmoniques 

trois et cinq. 

Les figures 42, 43, 44 montrent qu'il y a au maximum soixante 

intervalles durant lesquels ces trois tensions demeurent constantes. 

Pour étudier la composante homopolaire, nous ne considérerons 

que les m intervalles situés entre 0 = O et 8 = 2 ~ 1 3 .  (Pour cet exemple m = 20). 

En effet, les tensions v v et v étant décomposables en série de Fourier 
Sa' Sb S c 

sous la forme : 

m 



d e v  S  O = 1 / 6 ( v S a + v  + v ) 
Sb Sc 

On d é d u i t  : 

Compte t e n u  des  p r o p r i é t é s  du nombre complexe a ,  on  v o i t  que : 

v  ( t  + 2 ~ 1 3 ~ )  = v ( t )  
S  O s O 

La q u a n t i t é  complexe v ( t )  e s t  donc une f o n c t i o n  p é r i o d i q u e  de s O 

p é r i o d e  2 ~ 1 3 ~ .  

De même pour é t u d i e r  l e s  deux a u t r e s  composantes,  on r e s t r e i n d r a  

l ' é t u d e  aux n  i n t e r v a l l e s  compris e n t r e  6 = O e t  O = ~ / 3  (pour  c e t  exemple n  = IO). 

En e f f e t ,  pu i sque  : 

c e t t e  composante des  t e n s i o n s  d ' e n t r é e  peu t  s ' é c r i r e  : 

Donc 

v ( t )  = v ( t  + ~ 1 6 ~ )  
S  f s f  

La q u a n t i t é  complexe v  ( t )  e s t  donc une f o n c t i o n  p é r i o d i q u e  de p é r i o d e  n/3w. On 
S  f 

d c m o n t r e r a i t  q u ' i l  e n  e s t  de  même pour  l a  composante v  Sb' 

A ces grandeurs périodiques voricspondent, en regime permanent, 

d 'autres grandeurs périodiques, so Zutions , :,:; tsme ci!'-A:",')~entie i il). 



II - ETUDE DU C0URA:jT HOMOPOLAIRE iso,ii4) 

i è~ne 
Durant l e  1 i n t e r v a l l e  t e l  que 8 5 0 e l ,  l a  t e n s i o n  e t  

1- 1 
l e  couran t  llomopolaire s o n t  v  ( t )  e t  i ( t ) .  Leurs e x p r e s s i o n s  s o n t  l i é e s  

S 0 , l  S o , l  
p a r  l ' é q u a t i o n  d i f f é r e n t i e l l e  : 

d i  

v  S o , l  ( t )  = R i 
S S 0 , l  

+ àg S O , l  
So d t  

dont l a  s o l u t i o n  e s t  : 
8 - 8  8 - 8  

1- 1 
) 

1-1) 
- ( - (---- 

Q s ~  - D  e  Qso 
i ( t )  = e S 0 , l  1 + Dl 

- Zsow avec Q~~ - - , 8 = u t  , D~ = 1/47 I / R ~ ( v ~ , ~  + v + v ) 
Rs B , 1  C , 1  

V é t a n t  l e s  v a l e u r s  c o n s t a n t e s  que p rennen t  l e s  t e n s i o n s  v  
'A,I, ' B , ~ Y  C , I  s ay  
v e t  v  duran t  l ' i n t e r v a l l e  c o n s i d é r é .  L ' é q ü a t i o n  ( 2 )  donne l ' e x p r e s s i o n  du 

Sb S c  
couran t  i duran t  c e t  i n t e r v a l l e  e n  f o n c t i o n  de l a  v a l e u r  1 q u i  é t a i t  

s o ,  1 1- 1 
c e l l e  du couran t  homopolaire pour 8  = 8 . Nous obtenons  a i n s i  success ivement  : 

1,l 8, - 8 - O 

1 1 
- - ( O 1 

1 = I  e 
Qso 

- D  e  
Qso 

1 O 1 + 

e t  d 'une  manière g é n é r a l e  : 

- 8 - 
5 - 1  

O) 1-2 
5 - 1  

- ( 
R 

- ( 1 
% O  Qso 

= I  e (DK+ 1 - DK) e  + D 
Il-1 O 1- 1 

( 3 )  

Il e s t  a l o r s  p o s s i b l e  de  d é t e r m i n e r  Io compte t enu  de l a  c o n d i t i o n  

de p é r i o d i c i t é  

i 
So, l (0)  = i So ,m ( 2 ~ 1 3 ~ )  = I O 

on o b t i e n t  : 



\ 

e Qso ' 

En reportant l'expression de 1 dans la relation ( 3 ) ,  on obtient 
O 

II- 1 
et ainsi i en régime permanent pour un intervalle quelconque. Après 

So, 1 
simplifications, i (t) s'écrit : 

so, 1 

i (t) = 
So,l 8 - 8  

KI - ( 
Qso 

O > 
1 - e  

K - ( > 
Qso 

avec D = 0. 
0 

111 - ETUDE DES COMPOSANTES iSfy j ( t )  ET igbyju 

Pour obtenir les expressions de i .(t) et i .(t), il est nécessaire 
Sf,J Sb, J 

de résoudre les deux dernières équations différentielles du système (1). Pour 

le j ème intervalle, c'est-à-dire pour 8 < 8 < 8 elles s'écrivent : 
j- i j' 



avec 

'A, j ' 'B,j et VC étant les valeurs constantes prises par les , j ème tensions statoriques v v et v durant le j intervalle. 
Sa' Sb S c 

Les solutions du système différentiel (5) sont alors : 

On obtient A. et B. par identification : 
J J 

Les quantités C et C,, sont les solutions de l'équation caractéristique corres- 
1 L 

pondant au régime libre et ont été définies au Chapitre III, §.II. 

On peut exprimer les constantes d'intégration à partir des valeurs 

Is, j-1 
et 1 

R,j-1 
qu'avaient les composantes i et i au début du jème 

Sf,j Rf ,j 
intervalle ; ~ u i s  on peut exprimer 1 et 1 

S,j-1 
enfonctionde1 et de 

R,j-1 s 3 0  

1 . Il est alors possible, compte tenu des conditions de périodicité, 
R, 0 

d'obtenir les expressions littérales de 1 et de 1 celles de 1 et 
S,o R,O' S,j-l 

de IR,j-l 
et ainsi celles de K et de K 

1 ,j 2 , j  ' 



En e f f e t ,  p o u r  8 = 8 l e s  é q u a t i o n s  ( 6 )  d o n n e n t  : 
j-1 

D'où 

C o n n a i s s a n t  K e t  K o n  p e u t  e n s u i t e  e x p r i m e r  a ' s , j  e t  1 . 
1 , j  2 , j '  R , j  

p a r t i r d e 1  e t d e 1  . 
s , o  R,o 



e t  de même 

h 2 h 3  c l / w O .  c 2 / ~ e j )  X~ ~ ~ 1 ~ 0  h3  c2Ilu R 
+ I  - ( e  J - e  (- e  - j -- e  

So X -X IR,O Ag-X2 X -A 3 2 
j ) 

3 2 

avec l e s  conven t ions  A = O e t  0  = 0. 
O O 

Grâce à l a  c o n d i t i o n  de p é r i o d i c i t é ,  on en d é d u i t  : 

Il e s t  a l o r s  p o s s i b l e  de  c a l c u l e r  l e s  v a l e u r s  de IS e t  1 p u i s  , j R, j 
c e l l e s  de K e t  de K e t  d ' o b t e n i r  l e s  e x p r e s s i o n s  de i . ( t )  e t  i . ( t ) .  

1 , j  2  , j  S f  Y J  Rf , J  . - 
E l l e s  s ' é c r i v e n t  : 



avec 

pk + x s ( i u +  C l )  R~ + oY>S(iw+ C 2 )  
3 1 2  M i w '  - - - 

; A 3  - - A = - i w  lxR ; A 2  312  M(iw+ C l  312  M( iu+  C ) 
l R~ 2 



k p a r t i r  des expressions l i t t é r a l e s  de A A e t  en posant : 
1 '  A 2 '  3 >  4 

On ob t i en t  : 



De même, e n  posan t  

nous obtenons  : 

j - 1  - ( c , / w + i ) e  
- ( C , / ~ + i ) f - ' ~  

i . ( t )  = i"I e K + e  
R f ,  J ,  4 



Les e x p r e s s i o n s  ( 9 )  e t  (IO) s e  r é v è l e n t  d i f f i c i l e s  à u t i l i s e r  numéri- 

quement, a u s s i  nous a l l o n s  e n  p ropose r  une forme p l u s  f a c i l e m e n t  e x p l o i t a b l e .  

I V  - FORME M A T R I C I E L L E  DES COURANTS TRANSFORMES 

L ' e x p l o i t a t i o n  d e s  r e l a t i o n s  ( 9 )  e t  (10)  e s t  p l u s  a i s é e  s i  on l e s  p ré -  

s e n t e  sous l a  forme m a t r i c i e l l e .  

Puisque : 

On peu t  m e t t r e  l a  q u a n t i t é  : 

sous  l a  forme : 





et d'une manière analogue : 

a v e c V  = V  = v  = V  - - - - 
'13 ,n+ 1 'C ,n+ 1 

= O 
A,o B,o C,o A,n+l 

V - OBTENTION DES COURANTS REELS 



On p a s s e  aux c o u r a n t s  r é e l s  à l ' a i d e  de  l a  m a t r i c e  i n v e r s e  de  l a  

t r a n s f o r m a t i o n  de Y.H. KU, [K, ( O ) ] - ' .  

Le c o u r a n t  c i r c u l a n t  dans  l a  phase  A du s t a t o r  s e r a  l a  somme du 

couran t  i '  ob tenu  à p a r t i r  des  composantes i e t  i e t  du couran t  i l '  
Sa S f Sb Sa 

du à l a  composante homopolaire i . 
s o  ' 

Puisque l e s  en rou lements  du r o t o r  s o n t  e n  c o u r t - c i r c u i t ,  l e  couran t  i dans 
Ra 

l a  phase  A de  c e t t e  a rmature  e s t  : 

i '  é t a n t  ob tenu  à p a r t i r  des  composantes i e t  i 
Ra R f  Rb' 

5 .1 .  D é t e r m i n a t i o n  de i 'Sa-  ------------------ 

On p e u t  u t i l i s e r  ces  e x p r e s s i o n s p o u r  O <  t TI?'.. 3 e  manière  à 

d é t e r m i n e r  t o u t e  l a  courbe de  i d u r a n t  une p é r i o d e ,  on d o i t  t e n i r  compte s a  
de l a  c o n d i t i o n  de  p é r i o d i c i t é  e t  u t i l i s e r  l e  changement de  v a r i a b l e  s u i v a n t  



Il serait possible de déterminer l'expression mathématique du courant 
iwt' -iwt ' 

i' en combinant judicieusement les expressions de i .e 
Sa Sf , J  

et i e 
Sb ,j 

Mais puisque ces deux quantités sont conjugées l'une de l'autre, on écrira : 

expression dans. laquelle R ( z )  désigne la partie réelle du nombre complexe z. 

5 .2 .  Détermi na t ion  de il lSa- ------------------- 

il1 = 1 1 6  i (t) 
Sa So, 1 

On peut utiliser cette expression pour O < t 5 2 ~ ~ 1 3 ~ .  De manière 

à obtenir la forme d'onde complète de ce courant durant toute la période, 

on utilisera la périodicité de cette fonction i (t). s O 

5.3.  Détermination de i l R a -  ------------------- 

Puisque : 

On en déduit facilement que : 



On p e u t  u t i l i s e r  c e t t e  e x p r e s s i o n  pour  O 6 t S ~ / 3 w .  De maniè re  à o b t e n i r  

t o u t e  l a  courbe de i o n  u t i l i s e r a  l a  c o n d i t i o n  de  p é r i o d i c i t é  e t  l ' o n  e f f e c t u e r a  Ra ' 
donc l e  changement de v a r i a b l e  : 

On o b t i e n t  a l o r s  : 

i Ra = 2 / 6 R ( e  igwt  e  i g ( h -  1 ) ~ r / 3  i . ( t > >  
R ~ , J  

V I  - EXPRESSION DU COUPLE 

Nous u t i l i s e r o n s . p o u r  c a l c u l e r  l ' e x p r e s s i o n  du coup le  l a  formule  : 

é t a b l i e  au  C h a p i t r e  III, 5. 4 . La q u a n t i t é  i 
Rb,j 

e s t  l a  conjuguée de  i S f , j '  
de s o r t e  que nous obtenons .  



- - - 
LI étant le conjuguée de li ' de même pour LI v et 

1 2' 1 2  ' 

VI1 - EXEMPLES DE FORMES D 'ONDE 

Considérons de nouveau le moteur dont les paramètres ont été définis 

au Chapitre IV et son convertisseur constitué de trois onduleurs PIM dont les 

angles de commutation ont été calculés de manière à éliminer les deux premiers 

harmoniques impairs. Par le décalage B de la commande des deux demi-ponts, on 

peut faire varier la valeur efficace du fondamental. 

La forme d'onde pour une demi-période des trois tensions v v v 
0 A Y  O B '  O C  

engendrées par les convertisseurs pour trois valeurs de 6 est tracée en haut 

des figures 4 2 ,  4 3 ,  4 4 .  ( I )  A u x  bas de celles-ci, on a porté la forme d'onde de 

la tension aux bornes de 1:) phase A  du moteur asynchrone supposé couplé en 

étoile sans conducteur neutre. 

7.1. Forme d'onde du courant iSA- ......................... 

Nous avons tracé sur les figures 45, 46, 47 la forme d'onde du courant 

(1) L'ensemble des courbes caractéristiques tracées a été regroupée à la 
f i n  A I I  t n v t n  An r n  r h a n i f r o  



i pour trois valeurs du glissement : 
Sa 

g = 1% qui correspond à une faible charge, 

g = 5% qui correspond sensiblement à la charge nominale, 

g = 10% qui correspond à une forte surcharge, 

et pour trois valeurs du décalage de la commande des demi-bras de pont 

(6 = O ; 80 ; 135'). 

Ces courbes montrent que le courant absorbé par le moteur asynchrone 

est loin d'être sinusoïdal quel que soit l'angle B et le glissement g. 

La décomposition en série de Fourier de ces formes d'ondes a conduit 

aux résultats groupés dans le tableau 5 lorsque g = 5%. 

Les calculs effectués montrent que la valeur maximale des diffé- 

rents harmoniques, quel que soit le décalage B considéré, n'est pratiquement 

pas in£ luencée par la valeur du glissement. 

Nous avons ensuite tracé l'évolution, en fonction de g et pour trois 

valeurs de B ,  de la valeur maximale du courant à commuter (figure 48). Cette 

valeur est une des données nécessaires pour l'établissement du projet de 

l'onduleur PWM. Ces courbes suivent sensiblement l'évolution de 1 avec le 
1 m 

glissement et confirment l'existence de   ointes de courant relatives importantes 
surtout pour les faibles valeurs de g. 

7 . 2 .  Forme d'onde du couple ------------------- -- 

La figure 4 9  montre l'évolution du couple moyen C développé par 
O 

le moteur en fonction de g et pour différentes valeurs de B .  La courbe est 

régulière et présente, comme pour le cas de l'alimentation par des signaux 

sinusoïdaux une concavité, vers le bas. 

Les figures 50, 51, 52 donnent la forme d'onde du couple instantane 

durant une de ses périodes, c'est-à-dire un sixième de celle des tensions primaires 

pour diverses valeurs de B et de g. On peut remarquer que les courbes du couple 

sont nettement moins perturbées que celles du courant. 

La décomposition en série de Fourier de ces ondes a conduit aux résul- 



tats reproduits dans les tableaux 6, 7, 8. 

Ces tableaux montrent que la teneur en harmonique du couple dépend 

peu, à f3 donné, du glissement, mais l'importance relative des divers harmoniques 

dépend beaucoup de A. 

La méthode des composantes relatives nous permet d'étudier analytiquement 

le comportement du moteur asynchrone alimenté par un onduleur PWM ( à  modulation 

de largeur des impulsions). La forne matricielle proposée s'est révélée très in- 

téressante pour l'exploitation numérique des résultats. 

Ce mode d'alimentation conduit à des courants statoriques très pertur- 

bés, mais la courbe de couple est elle nettement moins dcstordue. Nous avons vu 

l'influence du glissement et du réglage des tensions d'entrée sur les formes d'on- 

des et leurs harmoniques. De telles études permettraient de déterminer les carac- 

téristiques optimales pour le moteur alimenté par de tels signaux. 

Nous avons simplement voulu ici illustrer la puissance de la méthode 

d'étude proposée en l'appliquant à un cas particulièrement difficile, voire même 

a priori impossible. 



TABLEAU 5 

TABLEAU 6 ( 3  = 0) 



TABLEAU 7 ( B  = 8 0 " )  





FIGURE 4 2  



FIGURE 4 3  



FIGURE 44 





FIGURE 4 6  



FIGURE 4 7  



---- courant maxi mum à com m ~ t e r  

11 rn 

FIGURE 48 



FIGURE 49  



FIGURE 50 







C H A P I T R E  V I  

ETUDE A N A L Y T I Q U E  DU MOTEUR ASYNCHRONE A L I M E N T E  PAR UN REDRESSEUR COpIMUTATEUR 

DE COURANT 

Parmi les dispositifs permettant de faire varier la vitesse d'un 

moteur asynchrone, les onduleurs du type redresseur commutateur de courant 

font actuellement l'objet de nombreuses études 1 1491 1 1501 1 15 1 1  / 1521 / 1531 1 1541 

Ils présentent en effet sur les onduleurs de tension un certain nombre d'avan- 

tages quant à la robustesse, la fiabilité et la facilité de construction . ILS 
peuvent fonctionner dans une grande gamme de fréquence, dans les quatre quadrants 

du plan couple-vitesse. 

Ces montages imposent une forme d'onde du courant statorique discon- 

tinue ; de ce fait, le couple produit présenrera lui aussi des discontinuités 

ainsi que les tensions simples, qui sont à la chute de tension dans les résis- 

tances statoriques près,ies f.e.m induites. Ces tensions simples contrairement 

aux montages imposant une forme d'onde de tension ne sont plus contrôlées et 

il ne peut donc plus être question de maintenir le rapport U/f constant. 

La discontinuité du couple ainsi que le fait que les caractéristiques 

de commutation des onduleurs soient fonctions des courants dans la charge sont 

les principaux désavantages de ce type d'alimentation. 

Après un bref rappel sur les onduleurs commutateurs de courant, nous 

établirons les expressions analytiques du couple instantané, du couple moyen 

et de la tension simple. Nous mettons ensuite en évidence dans ces expressions 

les paramètres caractéristiques du moteur asynchrone et du convertisseur sta- 

tique et nous montrerons comment on peut juger de l'influence de ces paramètres 

sur la valeur et la forme d'onde du couple. 

1 - GENERALITES SUR L E S  VARIATEURS DE V I T E S S E  U T I L I S A N T  DES ONDULEURS DU TYPE 

REDRESSEUR-COMMUTATEUR DE CUURRNT _. 

Le schéma de principe d'un variateur de vitesse pour moteur asynchrone 

alimenté par le réseau industriel et utilisant un onduleur de courant (CSI) 



comporte : 

- un  p o n t  t r i p h a s é  à t l i y r i s t o r s  f o u r n i s s a n t  l a  t e n s i o n  c o n t i n u e  v a r i a b l e  u 
C 

- une i n d u c t a n c e  l i s s a n t  l e  c o u r a n t  1 f o u r n i  à l ' o n d u l e u r  

- un o n d u l e u r  d e  c o u r a n t  don t  l ' u n  d e s  schémas de  p r i n c i p e  e s t  c e l u i  de  l a  

f i g u r e  53 : 

Récepteur  
Tr i  phas& 

FIGURE 53 



Les t h y r i s t o r s  T h , ,  Th2, ..., Th f o n t  p a s s e r  l e  c o u r a n t  dans  l e  6 
r é c e p t e u r  à une f r é q u e n c e  v a r i a b l e .  

Les c a p a c i t é s  C C L ,  ..., Cg, de  même v a l e u r ,  f o u r n i s s e n t  l ' é n e r g i e  
1 ' 

n é c e s s a i r e  pour r é a l i s e r  l e s  commutations. 

Les d i o d e s  D l ,  D 2 ,  ..., D i s o l e n t  l e s  c a p a c i t é s  de l a  c h a r g e .  
6 

A chaque i n s t a n t  s e u l s  deux t h y r i s t o r s  s o n t  conduc teurs  e t  un t h y r i s -  

t o r  e s t  cornmuté p a r  l ' a l l u m a g e  du t h y r i s t o r  s u i v a n t .  Le diagramme de conduc t ion  

e s t  c e l u i  de l a  f i g u r e  54. 

FLGURE 54 

~ ' a n ~ l e  d e  conduc t ion  de chaque t h y r i s t o r  e s t  de  2 ~ / 3  d u r a n t  une 

p é r i o d e .  Ce type  d 'ondu leur  e s t  d i t  à commutation a u t o - s é q u e n t i e l l e  11551. 



Divers montages sont étudi6s dans / 1561 et leurs performances en tant que cornu- 

tateur de courant sont comparées. 

i I - EQUATIONS C T I L I S E E S .  FROPRIETES DES TRAi\ lSFORIlEES DES COURANTS 

Nous utilisons encore le système (1) d'équations établi au chapitre 

expressions dans lesquelles, du fait de l'alimentation en courant i est une 
S f 

fonction complexe connue et i et v sont des fonctions complexes à déterminer. 
Rf S f 

L'étude de ce système est simplifiée par le fait que la fonction i d p ( f ~  

e s t  une fonct ion  périodique de période 2' = n/3w. En effet : 

- durant le premier intervalle, O < t < n/3w, 

- durant le second intervalle, n/3w < t < 2~/3(~, 

et des expressions de forme analogue donnent i pour les autres intervalles. 
S f 

Si dans l'expression de i Sf , 2 '  on remplace t par t' + n/3w, on obtient : 



de s o r t e  qu ' avec  ce  changement d ' o r i g i n e  des  temps i 
Sf , 2  

a  l a  même e x p r e s s i o n  

que i 
S f ,  1 '  

I l  n ' e s t  donc n é c e s s a i r e  d ' é t u d i e r  l e s  g randeurs  i e t  vç f  que 
li f  

d u r a n t  l e  p remie r  i n t e r v a l l e  [O, l r / 3 w ] .  

Pour o b t e n i r  l ' é v o l u t i o n  de ces  g r a n d e u r s  d u r a n t  t o u t e  l a  p é r i o d e ,  

il s u f f i r a  e n s u i t e  d ' e f f e c t u e r  pour  chaque i n t e r v a l l e  l e  changement convena- 

b l e  d ' o r i g i n e  des  temps. 

I I I  - RESOLUTION 

E f f e c t u o n s  dans  l a  seconde é q u a t i o n  l e  changement de v a r i a b l e  : 

On o b t i e n t  a p r è s  r e p o r t  e t  s i m p l i f i c a t i o n s  : 

Il s ' a g i t  d 'une  é q u a t i o n  d i f f é r e n t i e l l e  du p r e m i e r  o r d r e  en  yRf à 

second membre p é r i o d i q u e  de p é r i o d e  T = . r r /3w,  dont  l e  régime l i b r e  e s t  donni; 

p a r  : 

avec  

Durant l e  p r e m i e r  i n t e r v a l l e  de fonc t ionnement ,  nous avons : 

-iut 
Le régime f o r c é  cor respondan t  e s t  donc du type  B e  e t  l ' o n  



o b t i e n t  l e  c o e f f i c i e n t  B p a r  i d e n t i f i c a t i o n  : 

. et  Y ~ , f  
a  pour e x p r e s s i o n  : 

2 R~ - i w t  -(u + i B ) t  
YR, f  

( t )  = I / V ' ~  ( 1  - a  ) I  312 WfR pk - iz e  + K e  
R~ l 

Puisque l ' o n  a une é q u a t i o n  d i f f é r e n t i e l l e  avec second membre pér io -  

u lque,  La s o l u t i o n  en régime permanent é t a b l i  e s t  une fonct ion périodiqu. e t  

l ' o n  a donc : 

( 0 )  = y R f ( d 3 w )  

I l  e s t  p o s s i b l e  de dé te rminer  l a  c o n s t a n t e  d ' i n t é g r a t i o n  complexe K .  On o b t i e n t  : 

e t  l a  p remière  composante r e l a t i v e  du couran t  r o t o r i q u e  s ' é c r i t  : 

Le couple e s t  ob tenu  à p a r t i r  de  l a  r e l a t i o n  : 

Puisque dans l e  p remier  i n t e r v a l l e  : 

nous obtenons  e n  posan t  : 



-R 12. w Tf/3 
R *  R 

-R 18 w Tl3 
R R ix ] 

( 1  - e cos g ~f/3)+ i(e sin g ~ 1 3 )  = N c 
1 

Il en résulte : 

On peut alors calculer l'expression du couple moyen par : 

r3 C = 3 1 ~  
O 

c(e)de 

Un calcul simple conduit à : 

M~ I~ R~ -RR/YRu 1~13 
C = - 912- io' cos + - 3/71 Z-Nw(~in(n/3 + 2@R - xl) - e 
O R 

R 1 

Enfin la ~remière Gquation du système ( 1 )  permet de calculer la composante 

v des t ens ions  d 'a l imenta t ion .  On obtient apres simplifications : 
S f 

et puisque : 



l ' exp res s ion  de l a  t ens ion  simple vsa, après  s i m p l i f i c a t i o n s ,  s ' é c r i t  : 

expression dans l a q u e l l e  

e t  où K e s t  un e n t i e r  n a t u r e l  pouvant prendre successivement l e s  va l eu r s  de 1 à 6 .  

Des tens ions  aux bornes des phases on dédui t  l a  tens ion  u  de pér iode  
c 

n/3w, à appl iquer  à 2 ' en t rée  de Z 'onduleur. 

Durant l e  premie.r i n t e r v a l l e ,  par  exemple, u  - - 
c  - ' sa  ' S C :  

D'où,  à l a  chute  de t ens ion  dans l a  r é s i s t a n c e  de l a  bobine de l i s s a g e  

p r è s ,  l a  tens ion  r ed res sée  moyenne U que d o i t  fou rn i r  l e  montage redresseur  : 
CO 

. 9 / 4  ~~w -7//3 RR/.jIp (li 

Uco = 2 RS 1 - 6/n Y N cos $ 1 ( ~ i n ( + ~ - x  -7116) - e  R 1 

I V  - M I S E  EN EVIDENCE DES PARAMETRES CARACTERISTIQUES 

On peut r é é c r i r e  l e s  r e l a t i o n s  donnant c ,  
'0, "AN' Uc 

e t  Uco en 

mettant  e n  évidence : 

- Zes paramètres caractéristiques du moteur : 



Son c o e f f i c i e n t  de  d i s p e r s i o n  o ,  l a  c o n s t a n t e  de temps du s t a t o r  

 SIR^, s c e l l e  du r o t o r  r R  = XR/RR e t  l e  g l i s s e m e n t  g. 

- Les caractéristiques de commutateur de courant 

Le couran t  1 q u ' i l  f o u r n i t  e t  l a  ~ u l s a t i o n  w q u ' i l  impose aux 

g randeurs  s t a t o r i q u e s .  

On o b t i e n t  a i n s i  : 

- 0  / T  w 
C 2 e  

s R 
- - - T S  T R  C O S  m R  { ( I - g )  - O N COS $, s i n ( ( : - g ) e s + n / 3 + $  -X 

2 R 1 R 
R 1 

2(1-a)w Rs 1 



Ces relations permettent de tracer point par point les formes d'ondes 

de c, vSa et u pour un moteur donné ( 0 ,  r r ) lors d'un fonctionnement donné 
c S '  R 

(1, m, g ) .  

L a  figure 55 en donne un exemple : 

FIGURE 55 



Elles permettent surtout de choisir le type de moteur, la plage de 

variation de w et le mode de commande les plus favorables pour une application 

donnée, en illustrant par des familles de courbes les remarques formulées par 

A .  WIART / 1 19 1 sur les particularités du fonctionnement du moteur asynchrone au- 

quel les ondes du courant sont imposées. 

Nous nous limiterons ici, parce qu'elle est la plus difficile, à l'étude 

du couple et de ses variations. 

V - ETUDL DU COUPLE 

5 . 1 .  Couple molen --- ----- -- 

La relation établie montre que le couple moyen C est proportionnel à 
2 

O 

T ~ ( ~ - C I ) R ~  1 et fonction de T w et de g. Les courbes, telles celles de la figure R 
2 

56, montrant l'évolution de Co/(l-o)Rç 1 r s  avec le glissement pour diverses 

valeurs de -1 a, ou à r donné, de f, présentent un maximum pratiquement indépen- R R 
dant de f ; ce maximum est obtenu pour un glissement variant sensiblement comme 

l'inverse de la fréquence f. D'ailleurs tout au long des courbes le glissement 
2 

nécessaire pour obtenir une même valeur de C / ( l - a ) ~  1 T est à peu près pro- 
O s 

portionnel à llf. 

Ces courbes montrent : 
2 - que le couple maximum est proportionnel à ( I - o ) y  1 , donc au produit du coii- s 

rant statorique par le flux que crée ce courant ; il ne dépend pas des carac- 

téristiques du rotor. 

- que le glissement pour obtenir un couple donné est inversement proportionnel 

à T w . Il diminue quand la résistance du rotor diminue, quand la fréquence R  
statorique augmente. 

5 . 2 .  Forme d 'onde  du c o u e l e  instantané -----------_------- ------------- 

La forme d'onde du couple c durant chacune de ses périodes et l'impor- 

tance relative de la brusque variation de c à chaque changement de période ne 



dépendent,  e l l e s  a u s s i ,  que de T w e t  de  g .  La f i g u r e  57 donne l ' o n d e  C 
R 

pour  une v a l e u r  de  T w e t  d i v e r s e s  v a l e u r s  de g. P l u s  l e  g l i s s e m e n t  c r o î t  
R 

moins l e  coup le  v a r i e  e t  moins l e s  à-coups s o n t  i m p o r t a n t s .  Quand g  e s t  

s u f f i s a n t ,  au l i e u  de d é c r o î t r e  t o u t  au long  de  s a  p é r i o d e ,  l e  coup le  p a s s e  

p a r  un maximum d u r a n t  c e l l e - c i .  

FIGURE 96 



FIGURE 57 

Dans le système d'axes T w,  g nous avons tracé (figure 58) les R 
courbes donnant au cours de l'intervalle [O, 1 3 1 ,  la valeur 0 Smax 

de l'angle 

O s  pour laquelle C passe par son maximum. 

~ m a x  ' valeur de O S  qui annule dc/d0 est donné par : 
S 

1 - - 
s amx 1-g 



Quand T w e t  g s o n t  t e l s  que 0 
R s ' a n n u l e ,  on p a s s e  du domaine où Smax 

C p r é s e n t e  un maximum à c e l u i  où il d é c r o i t  s a n s  c e s s e  d u r a n t  chacune de s e s  

p é r i o d e s .  

FIGURE 58 FIGURE 59 

I l  e s t  a l o r s  p o s s i b l e  ( f i g u r e  59) de  t r a c e r ,  t o u j o u r s  dans l e  même 

système d ' a x e s ,  l e s  courbes  d ' é g a l e  v a r i a t i o n  r e l a t i v e  du c o u p l e ,  c ' e s t - à -  

d i r e  d ' é g a l  r a p p o r t  : 

C - C 
- max min 

Kc  - 2 C  
O 

Le coup le  v a r i e  d ' a u t a n t  moins de  p a r t  e t  d ' a u t r e  de s a  v a l e u r  moyenne 

C que T w e t  g  s o n t  p l u s  i m p o r t a n t s .  
O R 

L ' é t u d e  du coup le  moyen ( f i g u r e  56)  e t  c e l l e  de  s e s  v a r i a t i o n s  i n s -  

t a n t a n é e s  ( f i g u r e  57) condu i sen t  aux mêmes cho ix  : 



- Pour avoir le même couple moyen C à courant statorique donné, il faut adopter 
O' 

un glissement qui augmente quand la  f'réqtcence s ta tor ique  f diminue. Cet accrois- 

sement de g permet de maintenir K faible même aux basses valeurs de f. 
C 

- Pour réduire le glissement nécessaire à l'obtention des mêmes valeurs de 

Co 
et de K à f donné, il faut augmenter La cons tar~te  de  temps du rlotiir 

c S 
et, en particulier, utiliser une cage de résistance relative réduite. 

VI - CONCLUSION 

L'étude de l'alimentation du moteur asynchrone par un onduleur de courant 

a permis de montrer que l'emploi des composantes relatives de Y.H. KU permettait, 

ici encore, d'obtenir aisément les expressions instantanées des variables. 

On peut facilement obtenir ces expressions en fonction des paramètres 

caractéristiques de la machine et montrer ainsi l'irifluence de ces paramètres 

sur les performances de celle-ci. C'est ce que nous avons fait pour le couple. 

Nous avons voulu à propos de cette dernière application montrer '(7 

s u p é r i c r i t é  de l ' é t u d e  analyt ique qui permet seule d'obtenir les expressions lit- 

térales des variables ce qui facilite beaucoup l'examen de l'influence des ca- 

ractéristiques du moteur et de son alimentation sur leurs performances et permet, 

pour chaque application précise, de faire travailler l'ensemble dans les condi- 

tions optimales. 





C O N C L U S I O N  

Parmi les divers dispositifs permettant de faire varier la vitesse 

des moteurs électriques, les montages statiques à redresseurs se substitiiei-ii pro- 

gressivement aux associations de machines électriques. 

L'Electronique de Puissance a d'abord permis le développement des 

variateurs de vitesse alimentant des moteurs à courant continu. Les caractéristiques 

tant statiques que dynamiques de ces convertisseurs sont actuellement assez bien 

con nues. 

Il n'en est pas de même des montages permettant de faire varier la 

vitesse du moteur asynchrone. L'étude que nous venons de présenter a essentiellement 

pour but de forger l'outil néc~ssaire à l'étude quantitative du comportement du mo- 

teur asynchrone à cage alimenté par les divers convertisseurs statiques permettarit 

son alimentation à tension et fréquence variables. II s'avère nécessaire d'eifectiier 

une comparaison des diverses solutions possibles et de leur domaine d'intérêt. Cela 

devrait déboucher sur une philosophie de la variation de la vitesse du moteur asyn- 

chrone, comme cela a été fait pour les montages redresseurs et pour la variation c ie  

vitesse du moteur à courant continu. 

Pour cela, nous avons tout d'abord rappelé l'avantage que présentait 

l'emploi de composantes relatives pour la simplification de l'étude analytique des 

machines alternatives. Nous avons indiqué que celles proposées voilà près d'un 

demi-siècle par Y.H. KU nous semblaient les plus intéressantes tant pour l'étude 

de la machine asynchrone, pour laquelle leur suariorité sur celles proposées par 

R.H. PARK est manifeste, que pour l'étude de la machine synchrone, bien que dans 

ce dernier cas on perde l'interprétation physique commode des composantes de R.H. 

PARK. 

Notre contribution a surtout consisté à montrer que les composantes 

spétriques et relatives pouvaient toutes se déduire de composantes généralisées, que 

la simplification qu'amenaient les composantes de Y.H. KU pour une machine triphasée 

pouvait se généraliser à une machine q 
S 
x qR phasée. 

Dans le souci de mettre à la disposi- on des enseignants les éléments 

qui nous ont permis notamment de comparer les deux systèmes (le composantes relatives 

nous avons, dans quelques annexes, présenté lc ~éroulement di,s ,a:cu?s effectués. 



Ils montrent en particulier que les paramètres de la machine généralisée, introduits 

par G. KRON, peuvent se déduire aisément de ceux présentés lors de l'étude classique 

da machines. 

Dans la deuxième partie, nous avons d'abord fait remarquer que la forme 

d'onde des signaux appliqués au moteur asyrichrone par les équipements destinés à en 

faire varier la vitesse est souvent complexe ; or cette complexité, qui entraine l'élé- 

vation du coût de leur réalisation et explique le développement plus lent que prévu des 

variateurs de vitesse pour moteurs asynchrones, est peu justifiée pour l'amélioration 

des performances de la machine. 

Nous avons ensuite détaillé l'étude des régimes libres et forcés du 

moteur asynchrone. Ces régimesinterviennentquel que soit le type d'alimentation et 

seules sont modifiées la solution forcée, et, du fait de la modification des conditions 

aux limites, les constantes d'intégration. 

Nous avons pu employer la méthode mathsrnatique précédemment développée 

pour étudier le fonctionnement du moteur asynchrone alimenté par trois types de conver- 

tisseurs statiques : 

- le premier type fournit à la machine des tensions en gradins optimisés. 

Nous avons montré comment obtenir de tels signaux à partir d'onduleurs siniples et de 

transformateurs. Nous avons ensuite mis en évidence la périodicité des grandeurs trans- 

formées qui facilite l'étude analytique du comportement de la machine ainsi alimentée. 

Les équations obtenues ne font intervenir que les grandeurs caractéristiques de la 

machine et du convertisseur qui lui est associé. 

- le deuxième type considéré est celui utilisant la modulation de lar- 
geur d'impulsions. Nous avons proposé une formulation matricielle permettant l'étude 

systèmatique de la réponse de la machine à des signaux apparemment fort complexes. 

- le troisième cas traité est celui où le convertisseur impose les on- 
des de courant. Là encore, les composantes de Y.H. KU permettent de simplifier consi- 

dérablement l'étude du moteur ; il est aisé de déterminer les expressions des varia- 

bles et de mettre en évidence l'influence des paramètres caractéristiques de la machi- 

ne sur ses performances. 

 emploi des composantes relatives de Y.H. KU permet l'étude analytique 

du moteur asynchrone tant en régime équilibré que déséquilibré lorsqu'il est alimenté 

par des tensions sinusoïdales. Elles facilitent beaucoup l'examen du comportement de 



la machine recevant d'un convertisseur statique un système équilibré de tcnsions ou 

de courants. A ce double titre, ces composantes et leur utilisation nous semblent 

mériter qu'on leur fasse une place dans l'enseignement de 1'Electrotechnique. 
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