S03%6
Aq18

A45 50376
1978

THESE = %

présentée 3

NO d’ordre : 420

'L'UNIVERSITE DES SCIENCES ET TECHNIQUES DE LILLE

pour obtenir le grade de

DOCTEUR ES SCIENCES MATHEMATIQUES

par

Bernard GERMAIN-BONNE

ESTIMATION DE LA LIMITE DE SUITES
ET
FORMALISATION DE PROCEDES D ACCELERATION

MM. P.POUZET Président et Rapporteur
- J.BARANGER Examinateur
C.BREZINSK] Rapporteur
N. GASTINEL Rapporteur

P.HUARD Examinateur

I

030 020691 4




IVERSITE DES SCIENCES
TECHNIQUES DE LILLE 01.02.1976

- W @ ax wn Gn D -

DOYENS HONORAIRES de 1'Ancienne Faculté des Sciences

MM. R. DEFRETIN, H. LEFEBVRE, M. PARREAU.

PROFESSEURS HONORAIRES des Anciennes Facult®s de Droit
et Sciences Economiques, des Sciences et des Lettres

M. ARNOULT, Mme BEAUJEU, MM. BROCHARD, CHAPPELON, CHAUDRON, CORDONNIER, CORSIN, DEHEUVELS,
DEHORS,- DION, FAUVEL, FLEURY, P. GERMAIN, HEIM DE BALSAC, HOCQUETTE, KAMPE DE FERIET,
KOUGANOFF, LAMOTTE, LASSERRE, LELONG, Mme LELONG, MM. LHOMME, LIEBAERT, MARTINOT-LAGARDE,
MAZET, MICHEL, NORMANT, PEREZ, ROIG, ROSEAU, ROUBINE, ROUELLE, SAVART, WATERLOT, WIEMAN,
ZAMANSKI .

PRESIDENTS HOMORAIRES DE L'UNIVERSITE
DES SCIENCES ET TECHNIQUES DE LILLE

MM. R. DEFRETIN, M. PARREAU.

PRESIDENT DE L'UNIVERSITE
DES SCIENCES ET TECHNIQUES DE LILLE

M. J. LOMBARD.
PROFESSEURS TITULAIRES

Z2XZ=
‘o‘. ° e

ZTIZEZEZEZZZZER R R EEEZEERER

BACCHUS Pierre
BEAUFILS Jean-Pierre
BECART Maurice
BILLARD Jean
BIAYS Pierre
BONNEMAN Pierre
BONNOT Ernest
BONTE Antoine
BOUGHON Pierre
BOURIQUET Robert
CELET Paul
CONSTANT Eugéne
DECUYPER Marcel
DELATTRE Charles
DELHAYE Michel
DERCOURT Michel
DURCHON Maurice
FAURE Robert
FOURET Regé
GABILLARD Robert
GLACET Charles
GONTIER Gérard
GRUSON Laurent
GUILLAUME Jean
HEUBEL Joseph

LABLACHE-COMBIER Alain

LANSRAUX Guy
LAVEINE Jean-Pierre
LEBRUN Andreé
LEHMANN Daniel

Astronomie

Chimie Physigue
Physique Atomique et Moiecu1a1re
Physique du Solide
Géographie

Chimie Appliquée
Biologie Végétale
Géologie Appliquée
Algébre

Biologie Végétale
Géologie Gémérale
Electronigque

Géométrie

Géologie Générale
Chimie Physique
Géologie Générale
Biologie Expérimentale
Mécanique

Physique du Solide
Electronique

Chimie Organique
Mécanigue

Algébre

Microbiologie

Chimie Minérale

Chimis Drganique
Physigue Atomique et Moléculaire
Paléontologie
Electronique

Géonéirie




Mme LENOBLE Jacqueline

EZZZZZZZZZZZZZ

n

per
(]

IXITIZXTEZXX

TR

LINDER Robert
LOMBARD Jacques
LOUCHEUX Claude
LUCQUIN Michel
MAILLEY Pierre
MONTARIOL Frédéric
MONTREUIL Jean
PARREAU Michel
POUZET Pierre
PROUVOST Jean

SALMER Georges
SCHILTZ René
SCHWARTZ Marie-Héléne
SEGUIER Guy

TILLIEU Jacques
TRIDOT Gabriel

VIDAL Pierre

VIVIER Emile
WERTHEIMER Raymond
ZEYTOUNIAN Radyadour

BELLET Jean
BODARD Marcei
BOILLET Pierre
BOILLY Bé&noni
BRIDOUX Michel
CAPURON Alfred
CORTOIS Jean
DEBOURSE Jean-Pierre
DEPREZ Gilbert
DEVRAINNE Pierre
GOUDMAND Pierre
GUILBAULT Pierre
LACOSTE Louis
LEHMANN Josiane
LENTACKER Firmin
LOUAGE Francis

- MARQUET Simone

MIGEON Michel
MONTEL Marc

PANET Marius

RACZY Ladislas
ROUSSEAU Jean-Paul
SLIWA Henri

MAITRES DE CONFERENCES (et

Physique Atomique et Moléculaire
Biolngie et Physinlogie Végétales
Sociologie ‘
Chimie Physique

Chimie Physique

Sciences Economiques

Chimie Appiiquée

Biochimie

Analyse

Analyse Numérique

Minéralogie

Electronique

Physique Atomique 2t Moléculaire
Géométrie

Electrotechnique

Physique Théorique

Chimie Appliguée

Automatique

" Biologie Cellulaire

Physique Atomique et Moléculaire
Mécanique

PROFESSEURS SANS CHAIRE

Physique Atomique et Mol&culaire
Biologie Végétale

Physique Atomique et Moléculaire
Biologie Animale

Chimie Physique

Biologie Animale

Physique Nucléaire et Corpusculaire

Gestion des entreprises
Physique Théorique
Chimie Minérale
Chimie Physique
Physiologie Animale
Biologie Végétale
Analyse

Géographie
Electronique
Probabilités

Chimie Physique
Physique du Solide
Electrotechnique
Electronique
Physiologie Animale
Chimie Organique

charqés d'Enseignement)

ADAM Michel
ANTOINE Philippe
BART André

BEGUIN Paul

BKOUCHE Rudolphe
BONNELLE Jean-Pierre
BONNEMAIN Jean-Louis
BOSCQ Denis
BREZINSKI Claude
BRUYELLE Pierre

Sciences Economiques
Analyse

Biologie Animale
Mécanique

Algébre

Chimie

Bioclogie Végétale
Probabilités

Analyse Mumérique
Géographie




M.
M.
M.

CARREZ Christian
CORDONNIER Vincent

COQUERY Jean-Marie

Mle DACHARRY Monigue

;ZZIZIZZZZZ%ZZZZZZIZZZ

. DEBENEST Jean

. DEBRABANT Pierre

. DE PARIS Jean-Claude
. DHAINAUT André

. DELAUNAY Jean-(laude
. DERIEUX Jean-Claude

DOUKHAN Jean-(laude

. DUBOIS Henri

UYMENT Arthur
ESCAIG Bertrand
EVRARD Micheline

. FONTAINL Jacques-Marie
. FOURNET Bernard

. FORELICH Daniel

. GAMBLIN Andreé

. GOBLOT Rémi

. GOSSELIN Gabrie)

. GRANELLE Jean-Jacques

GUILLAUME Henri
HECTOR Joseph
JACNB Gérard
JOURNEL Gérard

M]e KOSMAN Yvette

M.
M.

KREMBEL Jean
LAURENT Frangois

Mle LEGRAND Denise
Mle LEGRAND Solange

ZZZZZIK333333333333333333

LERQY Jean-Marie
LERCY Yves’
LHENAFF René

. LOCQUENEUX Robert

LOUCHET Pierre

MACKE Bruno

MAHIEU Jean-Marie
N'GUYEN VAN CHI Régine

. MAIZIERES Christian

MALAUSSENA Jean-lLouis

. MESSELYN Jean
. MONTUELLE Bernard
. NICOLE Jacques

PAQUET Jacques -

. PARSY Fernand
. PECQUE Marcel

PERROT Pierre

. PERTUZON Emile

PONSOLLF Louis

. POVY Lucien

. RICHARD Alain

. ROGALSKI Marc

.. ROY Jean-Claude
. SIMON Michel

SOMME Jean

M]e SPIK Geneviéve

M.
M.

STANKIEWICZ Frangois
STEEN Jean-Pierre

Informatique
Informatique
Psycho-Physiologie
Géographie

Sciences Economiques
Géologie Appliquée
Mathématiques
Biologie Animale
Scierces Economiques
Microbiologie
Physique du Solide
Physique

Mécanique

Phyvsique du Solide
Chimie Appliquée
Electronique
Biochimie

Chimie Physigue
Géographie

Algébre

Sociologie

Sciences Economiques
Sciences Economigues
Géométrie
Informatique
Physique Atomique et Moléculaire
Géométrie

Biochimie
Automatique

Algébre

Algébre

Chimie Appliquée
Electronique
Géographie

Priysique Théorigue
Sciences de 1'Education
Physique

Physique Atomique et Moléculaire

~Géographie

Automatique

Sciences Economiques
Physique Atomique et Moléculaire
Biologique Appliquée
Chimie Appliquée
Géologie Générale
Mécanique

Chimie Physique
Chimie Appliquée
Physiclogie Animale
Chimie Physigue
Automatique

Biologie

Analyse
Psycho-Physiologie
Sociologie
Géographie

Biochwmie

Sciences Economiques
Informatique




XXIXXIXXZT=

THERY Pierre
TOULOTTE Jean-Marc
TREANTON Jean-René
VANDORPE Bernard
VILLETTE Michel
WALLART Francis
WERNIER Georges
WATERLCT Michel

Mme ZINN-JUSTIN Nicole

Electronique
Automatique
Sociologie

Chimie Minérale
M&canique

Chimie
Informatique
Géologie Générale
Algébre




Je remercie vivement Monsieur P. POUZET, Professeur a L'Université

de Lille I, qui me fait L'honneur de présider cette thése.

Je tiens & exprimer ma reconnaissance a Monsieur N. GASTINEL,
Professeur & L'Université de Grenoble, qui a suivi mes travaux avec intérét ;
son appui enthousiaste et sa grande disponibilité ont été pour moi d'une

aide trés précieuse.

Je remercie tout particuliérement Claude BREZINSKI, dont L'influence
a été déterminante sur la réalisation de cette thése ; j'ai sincérement

apprécié son amical soutien et sa grande compétence.

Je remercie Monsieur P. HUARD et Jacques BARANGER, qui ont accepté

de juger mon travail.

Je voudrais aussi remercier mes camarades Florent CORDELLIER et
Paul SABLONNIERE, qui, par les discussions que j'ai eues avec eux, ont

contribué a L'élaboration de ce travail.

Mes remerciements vont aussi 3 Madame Patricia CARON qui a fourni
une nouvelle preuve de sa grande compétence dans la dactylographie des
textes mathématiques, et 3 Monsieur et Madame DEBOCK pour la rapidité et

le soin avec lequel ils ont imprimé cette theése.




TABLE DES MATIERES

INTRODUCTION

CHAPITRE 1

SUITES DE REELS

I - LE CRITERE D'ACCELERATION DE CONVERGENCE

1 -1 Probléme - Procédés standards d'accélération de convergence

1 - 2 Variantes des procédés standards d'accélération de convergence
1 - 3 Exemples numériques

II - PROCEDES QUASI-LINEAIRES D'ACCELERATION DE CONVERGENCE

DE DEGRE K

[Il ~ ALGORITHMES QUASI-LINEAIRES D'ACCELERATION DE CONVERGENCE

DE DEGRE K

3 - 1 Caractérisation des suites de S,K
3-2 Algdrithme d'accélération de convergence de degré k

3 - 3 Accélération de la convergence par interpolation inverse généralisée

IV - ACCELERATION DE LA CONVERGENCE PAR UTILISATION DE FONCTIONS

A PLUSIEURS VARIABLES

CHAPITRE 11

SUITES D'ELEMENTS D'UN ESPACE VECTORIEL NORME

[ - GENERALITES
1 -1 Critéres d'accélération de convergence
1 - 2 Accélération de la convergence par rapport & 1a norme

1 - 3 Accélération de la convergence par rapport 3 un ensemble fini de
fonctionnelles

17

20

28

28
31
33

47

53

53

53
58
58




11 - Le PROCEDE D’'AITKEN DANS UN ESPACE DE HILBERT 61

2 - 1 Interprétation géométrique de 1'accélération de la convergence dans 61
un espace de Hilbert

2 - 2 Algorithmes d'accélération de la convergence 63

2 - 3 Exemples numériques 77

CHAPITRE 111

PROCESSUS ITERATIFS 80
I - Le procEDE DE MANN 80
Il - UN PROCESSUS ITERATIF CONVERGENT 83
I11 - ACCELERATION DE LA CONVERGENCE D'UN PROCESSUS ITERATIF 89
3 -1 Dé&finition 90
3 - 2 Un processus de Mann convergent ‘ 91
3 - 3 Transformation de processus itératif au moyen de polynomes 92

* % %

CHAPITRE 1V

ESTIMATION DE LA LIMITE DE SUITES 100
I - METHODES DE SOMMATION OPTIMALES POUR CERTAINES SUITES DE REELS 100
1 - 1 Construction générale 100
1 -~ 2 Formules de sommation optimales ' 103
Il - ESTIMATION DE LA LIMITE DE SUITES D'UN ESPACE DE HILBERT 17




INTRODUCTION

Cette thése, consacrée 3 l'estimation de la limite de suiltes est une formalisation \\
1
" (et résolution) du probléme suivant : "Comment obtenir une estimation valable de la limite

d'une suite, sur laguelle on ne posséde qu'une information limitée”.

n
Notre étude se limite aux suites de réels et d'éléments de R, qui sont d’'usage

courant lors de la mise en oeuvre de méthodes d’'analyse numérique ; 11 apparait immédiatement

qu'une information purement numérique ne suffit pas, et qu'il faut connaitre en outre une

propriété vérifiée par tous les éléments de la sulte (monotonie, fagon de converger ... ),

propriété qui se traduit mathématiquement par 1'’appartenance 3 une céftaine classe de suites.

Une autre remarque évidente est que 1l'on peut adopter différents critéres d'estimation
"valable” de la limite d’une suite ; et & chacun de ces critéres on peut associer différentes
classes de suites pour lesquelles 1l est possible de construire une estimation de la limite.
Nous avons ainsi considéré :

- le critére d’accélération de convergence (auguel on peut associer des classes de
suites définies par une propriété concernant la fagon de converger).

- Le critére d'accélération d’un processus itératif (les classes de suites étant
définies d'une maniére 'génératrice” 3 partir d’'une fonction dont le point fixe doit &tre la
limite commune 3 toutes les suites de la classe].

- Le critére d'estimation optimale (les classes étant des espaces de Hilbert de suites

convergentes sur lesquels la fonctionnelle "1limite"” est continue).

Nous avons distribué les quatre chapitres de ce travail selon un ordre qul nous a
semblé correspondre & un appauvrissement des renseignements que 1'on poss@de sur les classes
de suites. Les méthodes que nous construisons deviennent de moins en moins efficaces, au fur
et & mesure des chapitres, mais en contre-partie, elles sont valables sur des classes de suites

de plus en plus larges.

Dans le chapitre I (suites de réels), nous examinons le critére d'accélération de
convergence de degré k pour des suites appartenant a des sous-espaces SK de 31(ensemblg des
suites & convergence linéaire). Une approche algébrique nous conduit & déteiminer explicitement
des formules d'accélération de convergence ; un thécrdme de ~~ractérisation nous permet d'utiliser

des procédés d'extrapolation.




Dans le chapitre 1I nous transposons dans un espace de Hilbert les résultats du
chapitre 1 (critére d'accéléra;ion de convergence de degré 1 par rapport & la norme, pour des
suites appartenant & 1'analogue de S1 : Suites générées par une itération linéairs). Le
procédé d'Aitken sst géqéralisé et nous obtenons un procédé (méthode de type Galerkin) dont

1'interprétation géométrique est simple.

Dans le chapitre III nous recherchons le point fixs d'une application f. Il s'agit
de construire un processus itératif qui converge (le processus Xoeq ™ f(xn] n'étant pas
forcément convergent). Les procédés obtenus sont alors valables pour une classe de fonctions

(ou d'opérateurs).

Dans le chapitre IV nous construisons des formules "optimales” pour certains sous-
espaces hilbertiens de 1'espace des suites de réels.convergentes ; 1'6tude de certains sous-
espaces nous permet de retrouver des méthodes connues (le procédé de Cesaro, un procédé

d’asccélération de convergsnce).




CHAPITRE 1

SUITES DE REELS

Dans ce chapitre, nous étudions le critére d'accélération de convergence. \>

Dans la section 1 nous définissons des espaces de suites pour lesquels on peut
construire des formules d'accélération de convergence, et nous examinons quelques variantes

d'un "procédé standard” d'accélération de convergence.

Dans la section 2 nous introduisons la notation d'accélération de convergence de
degré k, et les espaces Sk associés. Nous déterminons des familles de fonctions Gk (k = 1, 2)
telles gue tout élément de Gk fournit une formule d'accélération de convergence de degré k

ayant une propriété : la quasi-linéarité.

Dans la section 3 nous caractérisons SK grace a un théoreéme d’interpoclation infinie ;
cette caractérisation permet de construire des algorithmes d'accélération de convergence de degré k,
3 partir de procédés d'extrapolation.

Enfin dans la section 4 l'utilisation des fonctions de plusieurs variables permet
de fabriguer des procédés d'accélération de convergence en utilisant 1'idée de composition

de formules itératives.




I - LE CRITERE D'ACCELERATION DE CONVERGENCE

1 ~ 1 Probleme - Procédés standard d'accélération de convergence

*
Soit {Si} une suite de réels, convergente, dont on veut estimer la limite S & partir

d'un nombre fini de termes successifs S, S

1 {41 " S . Une fagon classique d'cbtenir une

i+p

"bonne” estimation de S* consiste a "accélérer la convergence " de la suite {Si}, c'est-a-dire,

& calculer une estimation T, vérifiant :

i
1) 1im Ti = s* (conservation de la limite)
10
T, - g*
(2) lim - = 0 (accélération de la convergence)
1300 Si - S

I1 est alors certain qul4%~extste—un“ind£ee—ia~%ei que :
%, * * .
vg>0,a<<\‘hi-s|<e|si-s| Vi
La nature du critére (2) (appelé critére d'accélération de convergence) nous a emené a définir
des espaces de suites et des procédés {procédés "standard” d'accélération de convergence} qui servent

de modéle A toutes les méthodes d’accélération de convergence figurant dans ce chapitre.

Définition
Sodent {un} et {vn} deux suites convengentes, de Limites respectives ot et v, On dit que :

{un} converge plus vite que {vn} 84 :

i Un‘u
/ lim IEEYE 2 =0
o n

{un} converge comme (vn} 84 2

1im
N vV -V

e (0 < jp| <=

{un} convenge aussi vite que {vn} 84 :

u, -y A uo
1im —_—— = lim = 0 (0 < [pl < =)
: * A v
i noo Vn—v e n
A U, T Ulg un)

Ces définitions ne sont évidemment valables que si

¥Vn v_ £ v*, Av #£0
n n




Les espaces de suites AO[{vn}], A1({vn)). Az({vn})

Soit {vn} une sulite convergente, de limite v*. telle que :

v # v v n
n

Soient AO({vn}) 1'ensemble des suites qui convergent plus vite gue {vn}, et A1[{vn}) 1'ensemble

des suites qui convergent comme {vn}-

{vn} vérifiant en outre A v #0 V¥ n, soit Azi{vn}) 1'ensemble des suites qui convergent aussi

vite que {vn}

Remarques : .

*
1 - {Vn} étant telle que v # v, Av_ #0 Vn, les ensembles Ao({vn}), A1({Vn})' Az({vn}) ne

peuvent &tre vides : la suite constante appartient a Ao({vn}),et A1({vn}). AZ({vn}) contiennent

les suites de terme général wo TV tc {c €eR)

2 - Aol{vn]) est un espace vectoriel, alors que A1[{Vn}) et A?[{vn}) n'‘en sont pas ; en effet,

saoient {xn}.{yn} € A1({Vn}) i /
. x - oxt y. - y* /
n = on T . /
lim < o, 3 lim " Py /
o v o~V o v - v /
n n * !
z -z
< . - ——— &
La suite {zn} de terme général Zo® Py X, TPy Y, est telle que lim A 0
n

(zn} (= o, {xn} - o, {yn}) n'appartient donc pas 3 A1({vn}1.

Le probleme d'accélération de convergence

Le probléme de 1'accélération de la convergence d'une suite {Sn} peut se poser ainsi

Etant donnée une suite convergente {Sn}. trouver {Tn} € AD({Sn}) sous les contraintes

{a)  1dm T = 1im S
n N
reo o
(b)  Le calcul de T, 4e fait a partin d'un nombre §ini d'éements successifs de La suite {sn}

Nous dirons que {Tn} accélére la convergence de la suite {Sn}. Remarquons que ce probléme

ne pourra etre résolu que si la suite Tsn} vérifie : V¥ n Sn # S* {condition quil est nécessaire &

la définition de AOI(Sn})).

Les procéd®s standard d'accélération de cnnvergence

Soit {xn} une suite auxiliaire convergente, et les ensembles A1({xn}) et Az[{xn}) associés.




Propriété 1 :

Soit {Sn} une suite appartenant a A1({xn}l, telle que 1im ———— = p.

n X - X

La suilte de tenme général T, =S,~ o Ix, - x*) acc@line fa convergence de fa suite {sn}.

Propriéte 2

Soit {Sn}-une suite appartenant 2 AZ({xn}). La suite de tenme général

*
. X =X
T =S - (s -S) —IL-—1712~ accélere La convergence de fa suite {S }.

n n n+1 n x
n+1 n

Le procédé Tn = Sn - p(xn - x¥) sera désormais appelé procédé standard n°l. C'est la transformation

de Kummer ({23}, [20]), qui est trés peu utilisée car le calcul de Tn exige la connaissance de deux

limites : x* = 1im X
- n
s -s* .
o} = 1im n "~
e x - X
n
*
X - x
Le procédé standard n° 2 (Tn = Sn - (Sn+1 -S) n } peut s'interpréter de deux maniéres
xn*1 h xn

différentes : on peut le considérer comme une variante du procédé standard n® 1, ol on a remplacé
S -5
n+1 n

- X
“n+1 n

p par une approximation ; on peut aussi considérer gue ce procédé résulte d’une

extrapolation linéaire :

Si nous supposons que Sn e x, + b, les constantes a et b peuvent 8tre calculées 3 partir de

S .S et alors Tn = a xt + b.

X, X
n n+1’ "n’ Tn+1

1 - 2 Vvariantes des procédés standard d'accélération de convergence

Lorsqu’on veut accélérer la convergence d'une suite {Sn}, la difficulté réside sduvent
dans la détermination de la suite auxiliaire {xn} de limite connue telle que {Sn) € A1({xn})
(ou Az({xn}]]. I1 faut souvent faire appel a des propriétés vérifiées par la suite {Sn). A titre
d'exemple, nous en examinons quelgues unes dans ce paragraphs, et nous obtenons ainsi des procédés

qui sont des variantes des procédés standard d'accélération de convergence.

L'ensemble S1 des sultes & convergence linéaire

On dit gqu'une suite convergente {Si} est a convergence linéaire si

lim —— = 0 < Jp) <1
140 S, - S

Soit S1 1'ensemble des suites & convefgance linéaire. Cet ensemble n'est pas un espace vectoriel,




mais posséde néanmoins des propriétés intéressantes.

*
Notons ei = Si - S .

Toute suite de 31 vinifdie

1m %141 = 1im - ;’1
400 | ei oo i
12
En effer o101 L %2 T %1er | Oy G141
as, C141 7 8y 8y fie1 ]
8y
AS e
1im :+1 1 = 1im vy ;'1 1lim 2’1
1r 8y 1>00 i e 1

Toute suite {Si) de S; appartient 2 AZ({A Si}).

Ceci revient 3 dire que toute suilte {Si} 3 convergence linéaire converge aussi vite que {A Si}.

*
En effet soit {Si} € 31 3 posons x, = A S et p = lim 1. La sulte (xi) a pour limite x = O.

i P, e1

Tout d’'abord nous remarquons que 1'ensemble A2({A Si}] est bien défini : en effet

€141 835441
1im p =p A0 => 1im xs— " °f # 0. Il existe donc un indice i° tel que
{40 i i+ i
vi > 1 AS, £ O
o i
Sy - s* e, 1
1im '—_* = 1im e——_e— = 1lim p = |
e x, - x 141 7 1 el i
s
141 7 5y . 435 1 1
lim x_—'—_—;" = lim Z“S———T—S— = 1im AS = D -1
1+ i+1 i i+1 i i+1
—— - 1
A Si

Donc la suite {Si} converge aussi vite que {A Si}'

Soit S; le sous ensemhle de S1 caractérisé par :

*
s -
+ _ i+ B .
{Si} €S, <> lim 5, S = p p>0

(On définit d'une maniére analogue S;}.




Toute suite de S; est strnictement monotone & partin d'un certain rang ; toute suite de

S; est alternge & partin d'un certain rang.

Oémontrons par exemple la monctonie d'une suite de S;.

e AS
Soit {S,} € S]. On a lim 21 . m w1 - e
i+ i i
I1 existe donc iO tel que
a s101
vio> iD s > 0. La suite est donc monotone pour 1 > io (monotone stricte
i .

car on ne peut avoir A S1 = 0).

Toute suite {Si} de S, virifie :

31, telque Vv, > i |a 51*1! < |a si[
A 5101
Cette propriété est une conséquence de lim <5 J-1, 1L
s i

Propriété 3 :

Soit {51} une suite de S,. le procédé standard n® 2 est Le procédé d'Aitken :

Oémonstration
{Si} appartient a A2({A Si}). La suite auxiliaire {A Si} étant de limite nulle, le procédé standard

n® 2 donne immédiatement :

Remarque :

Le procédé d'Altken peut accélérer la convergence de suites qui n’appartiennent pas 3 S1 {voir par
exemple [7]). Dans ce paragraphe, nous voulons simplement illustrer le phénoméne suivent : des
qu'on a montré que la suite {Sn} appartient 3 un espace du type A1({xn}1 ou Az[(xn}), il suffit
d'utiliser 1’un des procédés standards élémentaires pour obtenir un procédé d'accélération de la

convergence.




Propriété 4 :
Sodt {Si} une suite de S;. Une variante du procéd? standard N° 1 fournit Le procédé

d'accélération de convergence :

f

1o1 ” 84l

Démonstation

La suite {Si} appartient a S; ;3 donc, 1] existe un indice io tel que :

vi> 10. la suite sst monotone.

Posons a = Signe (A Si) x A S1 (1 > 1°L

On sait que si une série Xai est 3 termes positifs :

1
a Ll
lim A p = lim aii = p
1w %y 1o
+ '1' 8544
On a donc, pour {S,} ¢ S, : Um |aS.|" = lim —F—
! 1 1 1 A3 s
1400 i
L d
{Sn} appartenant 3 31, on a {Sn} € A1({A Sn}).
Dans le procédé standard n® 1 :
s -s"
n *
T =S8 - ( 1im -} Ix - x ) B
n n n ox_ - X
n
s, - S 1 1
remplagons x_ par 4 S et 1im '%‘§“" (c'est-3-dire 1lim P ) par 1
n n n n n+1 1 ;
e, las |” -1
On obtient la transformation :
T = s+ (s - 5 L
n n n+1 n 1

Cette transformation accélére la convergence de la suite {Sn}. |

Remarques
1) Soit {Sn} une suite appartenant a S;. On peut utiliser la transformation ci-dessus, en remarquant

+
que chacune des sous-suites {S7n}' {Sén#1} appartient a 31-
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) (3 termes successifs

2) Pour le procédé d’Aitken, le calcul de Tn se fait a partir de Sn. Sn’1, ne2

de la suite {51}1. Pour le procédé qui vknt d'dtre décrit, i1 faut connaitre Sn‘ Sn*1 et n (indice
de Sn) ; la numérotation des éléments d'une suite est souvent conventionnelle et 11 peut &tre
difficile d’attribuer un numéro d'ordre a 1l'élément Sn. Ce qui importe est la notion de succession :

Si on utilise (Sn. sn* i) pour calculer Tn' i1 faut utiliser (Sn01' Snoz‘ i + 1) pour

1’

« On montre facilement que la transformation

calﬁuler Tn01
1
Tn Sn + [':‘.m1 Sn] — {k fixé)
1 - [as ™
n
accélére aussi la convergence de {Sn}.
En effet, posons én = Sn-k 3 la suite én vérifie, & partir d'un certain rang :
3 17 1
AS -
— k
un ——41 = 5 = um JEE Y (s um jas |PT
PR 3 P P

Donc |A Sp{p’k peut &tre considéré comme une approximation de p. W

L'ensemble des suites & convergence logarithmique L({Zi})

Une suite convergente {Sn} est a convergence logarithmique si :
*
S -5
14m - 1
*

o S -8
n

Soit {zi} une suite 3 convergence logarithmigque, de limite nulle, telle que :

1lim —_— = K {k réel différent de zéro ; a entier)
1-+c0 z

Soit L({zi}) 1'ensemble des suites & convergence logarithmique telles que, si (Sn) € L[{zi}) :

Il existe deux réels (a, b # 0} et B entier (8 > al vérifiant
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Propriété 5 :

Soit {s } une suite & convergence Logarithmique appg.ucnamt 2 L({zi}). Soit {u,} La suite
. (As,)
taansformée de {si} par e proctdé d'Aitken (U, =8, - ——5—1—— ). la suite {Ui} convenge aussi vite
A° S
que {s }. i
Démonstration
* . *
Posqns ei = U1 - S et e = Si -8
. € - €
Nous devons montrer que lim ;1 = lim 81*1 - ei
140 i i+1 i
| 2
e .o - (ei*1 - ei)
i i ei¢2 -2 2141 + ei
e 2
i+1 2
ﬁi ¢ 8, R (a z?]
Hm 2= = Um (1 -2 P e = - a a a
3 i i+2 "1+1 > i1 5 (t+a 21’1} (t+a zi) - 2(1+a 211*1
S €1e1 %y 8
' 2
' (a z:)2 a zia
4 - ‘ = 4 -
@ o 2 a . o -1 a-1 a _a
a(zi’1 zi) vazizo, [21’1 - 21) (21’1*...*21 } + & zy 204,
|
| s 20 g
=1 - i 4 - i
a-1 20 20 2a
(21.1 zi} oz taz a k zy v+ az,
€
0ol m -2 -1 2 ak
[} ak +a a k + a
i i
bey,
t e e SR bey . 1
€141 7 88442 be
Te,, | 11
1+1 A,ei
f1e2
B 85uq ®1e1 8141
bey & 101
1

Lorsque i tend vers 1'infini,

€yt

&

i+
A e

1

par

on peut remplacer

c'est & dire

(1 + a z?l (1 + k z?)a
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=1+ z: (a + k al

On a alors

a
- a
€401 € : 1+ [a + k&) z; 1 )
1im E—‘B— = 1im (1 - G + a
141 1 LIV {a + kal [a + kal z,
a _a a a _a a
. (a + ka) LI z; (a + ka) zi 249 + Zi 44
= lim 5 &
(a + k@) LI SP
(z5,, - 2D [1+ (a+ k) 23]
= 1lim o o
Z0 204, (a + ka)
a+tt _a-1 *
ka z 4
= 1im i i .k
2 (a + kal ka + a
1 "i+1
) € € - €
On a donc 1im Ei = lim 3101 ~ ei = kuk? 3 £ A
{40 i i+1 b3

La suite {Ui} converge aussi vite que la suite {Si}. 8

Propriété 6 :
Soit {51} une suite & convergence fLogaritimique appartenant & un esdpace L({zi}); s0dt

(Ui} La suite thansformée de {S;} par Le proc€d? d'Aitken. La trans formation

T, = s, + S; - Yy
i 1’ =3
11”1,
Sie1 = 5y

accélire La convergence de La suite {si}.

Démonstration :

D'aprés la propriété S, la suite de terme général x = S1 - Ui converge vers zéro aussi
vite que {Si}'
En effet :

1lim —_—— = Iim ————— = lim
140 i 1 i

[y
IR

o] ™
[Tul '

i

P
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S - S AS
1im ')T:":-1_—xl = 1im 'A—S——_iw- = lim 1
1+1 i i i AU
) 1 - i
ASi
€ AUi
Commg 1im — = 1im -== # 1 (propriété 5}, {S, - U, 6} converge vers zéro aussi vite que {S,}.
e, ASi i i i
Donc (Si} € AZ [{Si - Ui}).
Le procédé standard n° 2 s'écrit
S, - U
Ty 5 * 3 S
i+1 i
3 1
i+1 i |
v D *
Remarque 1 : Yoa ok = \E‘:’“'\‘- '

Cette formule est la premire &tape d'un procédé étudié par Brezinski et Cordellier, le 8-Algorithme

T NN S o .

([43, [7]). Ce procédé semble avoir 6té découvert par Lubkin [26].

Remarque 2 :

*
Soit {Si} une suite engendrée par S = £(S,) ol f est une fonction admettant un point fixe S,

i+
*
J fois continument dérivable ( J 2 2 ), telle que f'(S*) = 4 et que la suite {Si} converge vers S .

L] * .
Un développement de Taylor de f autour de s* 151‘1 -s*a (S1 -8%) . f;é§—l (Si - S*]2 + s )

nous montre que S1 appartient 3 L({Si - s'h.

< (3] *
Supposons £*(S*) = cee,® -1 (s*y =0, f 1 (s’) # 0.

31‘1-5

*

. S1 -5
On a alors 1lim ————————;—3—
10 (S1 -S)

-1

= kK = a et si on désigne, conformément & la notation de la propriété S5 :

ei = Ui -s* { = erreur associée au procédé d'Aitken)

e, =S, -8 { = erreur associée a la suite)

on a lim ’é}’ SR

Propriété 7 :
Soit {si} une suite convengente et {xl} cen {x?}. p suites de Limite nulle convergent aussi

vite que {Si}' Alons, 4L existe une constante M et un indice 1, tels que, pour chaque indice i, on
(1)

peut trouver p 4scalaines o (k =1 ... p) vérifiant :
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.
1 P
1) Axi (1) Axi
1 @, To— *+ 0t O =— = 0 1}
1 ASi p ASi
vizi
o
(1)
|0k|$" kK=1...p
(1) 1 1} p .
La trans formation L Si e Xg t e toa Xy est alons un proctdé d'accifiration de
convergence .
Démonstration : 3 3
Axi Xy
Notons p, = lim s ( = 1im ————;) 3=1...p
d i i . 8 -8
i
B A0 Soit € < Min [P |
J j J
Il existe un indice i0 tel que
3
Axi
viz 1 X§: € [pJ S €] J=1...p
Il existe donc K > O tel que
J
Vizi | 251 5> «x
ASi
Vi=1...p
1 . [
1) Axi (1) Ax1

& ' - .o - =0
Soit 1 2 1o . On peut déterminer une solution de 1’équation 1 + a1 A51 + + ap Asi

de le maniére suivante :

Posons : (as ) ‘ ‘ o \
.
1 0
! " as
A1 = 0 AJ = __ 1 (J =1 ... p)
-
0 Ax1
* 0
. 0 ) {0
AJ € Rp ‘ et sa Jéme composante est - 531
Axi

Les composantes de A, vérifient 1'équation (1).

3
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On a aussi [|AJ|| < %' t{1.}] = norme du max).
Soient a1 e ap p réels tels que 0 < ak < 1
L 3, - 1
(1) , : 1
Les composantes aJ du vecteur A = % a, Ak vérifient 1'équation (1) et |[|Al} < i M.
k=1
La transformation s'écrit :
1) 1 (1) 5 (1) p
Ti = Si + a1 Xy + a, Xt e v Xy
P T, - 8"
osons € 1
*
91 = Si -3
1 x2 p
ei (1) x (1) 4 (1) Xy
== = 1+ Qa == + A B, + ...t Q@ —
e1 1 ei 2 i P ei
1 2 P
(1) Ax (1) Ax (1) Ax
et 0 = 1 + 01 -A—él + 0.2 Ksi + ... v 0 ASi
1 1 P85y
Retranchons membre a membre
1 1 P P
El = (;: ( :i - ;;i } o+ ... s (;) ( fl - %;1 )
L 8, 1 p e, 1
1 1 p p
€y Xy Ax X4 Bxy
s 1M s |t T T OE,
i i i i i
xi Axi € )
Comme 1im ( —~ - =) =0 , ona 1lim — = 0 et 18 transformation est un procédé d'accélération
1 & 854 1%

de convergence. B

Remarque 1 :

L'hypothése de la propriété 7 est manifestement trop riche puisqu'il suffit de connaitre une suite

{xi} pour accélérer la convergence de {Si}' La transformation dépend de (p - 1) paramétres, et on
(1) (1)

peut songer 3 imposer une contrainte supplémentaire aux quantités a1 “ee up. On a ainsi, comme

corollaires de la propriéte 7 :

Corollaire 1 : 1 p
Ax1 Axi
Sous Les hypothlses de La propriété 7, pami Les a, vénifdant 1 + a, 5, MEETIRL A E;— =0,
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k

choisissons ceux qui sont tels que Max || 404t minimum. la transformation T, = S, + E @, X,
k

1
est un procdé d'accélération de convergence. (Le caleul des o dépend de £'indice 4.

Un tel choix des o, peut gtre justifié par 1'inégalité
€ X
i l 1
—= | < Max IG | { E | = - = I}
K .
l &4 k=1 € 85

Corollairs 2 :

Sous Les hypoth¥ses de La propriété ?, supposons que £'on connaisse Sy Sqaqr v o si,q ,
1 1 p p
X ess X s ese X ess X .

i i+q i 1+q
r 1 p 4 -
Notons G, fa matrice bxy bx,
AS1 ASi
1 p .
c - By Ax449
1 LT 85,
1 P
Axieg-1 Axg4q-1
ne. 85 ia1 |
70 3
]
' 0 88 eme
Sodent A, £es vectouns de P ty Ay |- —j| e composante de Ay est non nutle)
Ax
. 1
0 Parmi Les vecteurns A de La forme A = E a AJ,U<aJ<1 ,
J=1
.
1
Chodisissons-en un qui minimise une nonme de : + G A
1

(1) .
Les composantes o du vecteun A peuvent &tre utilisfes pour construwine un proctdé d'accéfération

de convergence
(1)

K
T, = S, + E Gk x
1770 L 1

Remarque 2 : 3
. X
Supposons connues les limites de A, P,

ei b}
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1 p :
Pour que la transformation T1 = Si ML PR ST up Xy soit un procédé d'accélération de convergence
11 faut :
*
T1 - S
1im ——— =0 c'est-a-dire 0 = 1 + a, p, *+ oo *+ Q_p
* . 171 P p
S1 - S

On obtient ainsi un procédé analogue au procédé standard n° 1 (cf. § 1 - 1]).

Le procédé décrit dans la propriété 7 est une variante de ce procédé, ol, a l'étape i

les -quantités a, (qui dépendent de 1'indice 1) sont liées par :

J
1 p
X X
1 i
0 = 1 + [o ] + ... T O
1 ASi P AS1
1 - 3 Exemples numériques
2 .
Suite 51’1 0.1 S1 + 0.9 S1
S, = 0.9 3 lim s, =0 \\
i -]
S N

Cette suite est monotone & convergence linéaire et 1lim = 0.9. \

4

.Utilisons la transformation

T, = Si + (S - S, pour diverses valeurs de Kk

i i+1 1 1
i+k
1 - |as,|
» Eléments de Transformée
indice la suite k=0 K =1 Kk = 20 k = 50
1 c.9
2 0.891 0.890 918 0.880 057 0.857 111 0.799 899
29 0.364 677 ‘
30 0.341 507 0.174 382 0.168 236 0.575 587 10-1 -0.1286 997
a5 | 0.995 123 107"
a6 | 0.905 513 107" | 0.942 790 1072 | 0.752 903 1072 | -0.266 Se7 10”1 | -0.836 593 107"
. €1 1
Pour k = 0 ou 1 le rapport 5 Passe de 1 & T ! 1'accélération de convergence est plus nette
i 1 1 1
‘ E 1+50 35
que pour k = 20, 50 car [ASili apprache sa limite mieux que |A51|1‘50 [|A545| 5 . 0.30007
A
alors que IAS45[45*50 = 0.95 )

’




n
Suite 3 convergence logarithmique Sn = Z 1

Utilisons 1la transformation 7, = S, + 1 1
i 17U - U
1+1 i,
1+1 1
{La limite S* = 1.544 934)
. €y
Indice | Eléments de Transformée Rapport .
) la suite
2 1.25
3 1.361 111 111 | 1.638 888 888 0.2 1077
5 1.463 611 111
6 1.431 388 888 | 1.644 166 656 0.5 1072
16 1.584 346 533
17 1.587 806 741 | 1.644 900 166 0.6 1073
34 1.615 950 588
as 1.616 766 914 | 1.644 930 180 0.1 1073

Suite a convergence logarithmique SM1 = Sn - 0.005 Si

(S° =1 la limite est 0)

€

Indice Eléments de Transformation Transformée Rapport 31
la suite d’'Aitken
-2 -3
22 0,900 475 0.451 258 -0.207 378 10 2.2 10
49 0.802 502 0.402 081 -0.164 286 10-2 2 10-3
132 0.601 487 0.301 198 -0.918 267 107> 1.5 1073
273 0.430 251 0.215 358 -0.467 821 10-3 10-3

En accord avec le résultat démontré en remarque 2 propriété 6, on constate que la suite transformée

1
par Aitken converge aussi vite gue la suite initiale (le rapport des erreurs &tant 5)

Récapitulons dans un tableau les principaux résultats de cette sectlon.
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suite {Sn}

({Sn} est transformée

en {Tn}l

Procéde

Espace de suite
auquel doit
appartenir {sn}

Eléments nécessaires pour
le calcul de Trl

Procédé standard n°® 1 Eléments de {s
A ({x 1) 1a suite n
T =S - plx - x") 1N )
n n P Xn x Eléments x*
auxiliaires .
P
o
Procédé standard n°® 2 , {s.. S,
x =X Az({xn}l
Tn = Sn - (Sn¢1 - Sn) ;————:— . Xn. Xn’1
n+1 n -
x
Aitken
2 S { sn' Sne1 Sne2
(S ~ S 1
T =8 - n+1 {
n n Sn*2 -an‘1 + Sn
Variante du procédé standard n® 1 & { Sht Speq
1 1
Th"Sa?* (Sn+1 sn)"————-_—__?i {n
n
1 - |as,|
1° étape du 6,-Algorithme {S,+ S uqe Snez’ Snes
s -u L{z,h
Tn = Sn + — n 1 {
n+1 0o 1
n+1 n

Signalons que ce tableau doit @tre lu comme une condition suffisante :

3 tel espace, alors 11 y a accélération de la convergence”. Le procédé d’Altken est un procédé

standard n°® 2 o0 la suite auxiliaire [ASn) est fabriquée 3 partir de la sulte initiale.

-
o o2
- =
r

(s

L}

*Si la suite appartient

X




20

2 - PROCEDES QUASI-LINEAIRES D'ACCELERATION DE CONVERGENCE DE DEGRE K

Parmi les propriétés que posséde la transformation d'Aitken, deux d’entre elles semblent
intéressantes : Cette transformation ne fait intervenir que les termes de la suite, st si on

applique la transformation & la suite {a S, + b} (a: b ¢ R}, la suite transformée est {a T1 + b}

i
(propriété que nous appellerons propriété de quasi-linéarité). Dans cette secticn nous étudions
les bropriétés que doit posséder une fonction de (p + 1) variables pour définir un procédé

quasi-linéaire d'accélération de convergence .

Soit {Si} une suite de réels convergente, de limite s*, et G = G(xo. Xgo oo xp] une
application de R‘:"1 +R . (p20). La fonction G est utilisée pour transformer la suite {Si} en
une suite {Ti} de terme général

Ti = G[Si. S sees S ).

i+1 i+p

Définition 1 : Accélération de convergence de degré k

G définit un procédd quasi-Linéaire d'accéliration de convergence de degrd k (pour fa suite (Si}) PV

seee S, )+ Db

{d) va,beR,ViGlaS, + b,... a8 51’1 14p

i 1+p
(condition de quasi-LinEarnité)

+ b) = a G(Si.

(£4) um T, s* (condition de ndgularits)
i
T, - s*
(4d) 1im ————— = J=1,2, «oi k

*3
i (S, -8
1 {condition d’accéfération de convergence de degré k)

Nous considérerons désormais que (i) et (ii) dé&finissent 1'accélération de convergence

de degré O.

Définition 2 : Ensembles associés
Soit G un ensemble de fonctions de (p+1) variables et S un ensemble de swites. On dit que ces

deux ensembles sont associls pour La propnidié d'accéliration de convergence de degrl k 84

YVGeG G est un procédé quasi- Lindaire d'accélération de convergence
\J {51} €S de degré k, pour La suite {s,}.

Remarque :

On peut définir d’'une maniére analogue deux ensembles associés pour la guasi-linéarité.
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Propriété 8
Soit G un ensembfe de fonctions & (p+1) variables (p 2 0) définies poun tout

(xo. X

e %) e RV possedant La propritte de quasi-Lindaritd

(Gla x_+ b,... ax_+Db)l =aG({x ...x)+b V¥a,beR)
o p o p

Soit (m) £'ensemble des suites de nfels bowndes. Les ensembles G et (m) sont assocdiés pour La

quasi-Linganite.

Démonstration

Soit {Si} une suite appartenant & (m) et G ¢ G. V i, (Si' S p) est borné

5101 <er Sy,

et G(S,, S;,, ... S,,

G(aS, +b, ... a$ + b) = agG(sS, ... S ) + b. Les ensembles G et (m) sont donc associés
i i+p i i+p

pour la quasi-linéarité. [ |

S ) est défini. Gla x_+ b,... ax_+ b) = aG{x_ ,... x_ ] + b implique que
P o} P _° P

Propriété 8 :
Soit Go c G un ensemble de fonctions A (p+1) variables (p 2 0) quasi-Lindaires et
continued par napport A chacune des varndiables. Soit (c) c (m) L'ensemble des suites convergentes.

(c) et G 4sont associés pour L'accélération de convergence de degné 0.

Démonstration

Comme Go < G et (c) € (m), les deux ensembles Go et (c) sont associés pour la

quasi-linéarité. Il suffit donc de montrer que V G ¢ Go' v {Si} e {c)

1im G(S1 cee Si*p) = 1lim Si

1 i
Soit G e G et {S;} € (c), de limite s*.
G posséde la propriété de guasi-linéarité : G(b, b,... b) = b ¥V b.
G est continue, donc :

* * *
1im G[S1 e si+p] =G6(S ,... $) =58

Les deux ensembles sont donc associés pour la propriété d'accélération de convergence de degré O. @

Propriété 10 :
Sodlt G ¢ Go. G 4¢ met sous La fonme

Glx _, x
o

R o

xp] - oxt h(x1 T Xgaeee Xy T xp'1]
hig, ... E,p) fonction continue et homogine de degrl 1, c'est-d-dire telle que

h( . = e .
u£1 a&p) ah[&,' Ep)VaeR
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Démonstration :

Soit y = G[xo. Xy one xp] , G e Go

On peut écrire

you Xt G(o, Xg T Xgaeee xp - xa]

Les p variables Xeaq " xk (k = 0,... p - 1) sont fonctions continues de xJ - Xg (3 =1...p)

On peut donc écrire

’ y = x_ + hix, - X ,eee X_ - X ) h : fonction continue de p variables.
-] 1 2] p p-1

G étant homogéne de degré 1, il en est de mé&me pour h. |

Remarque :

h(g, ... Ep) étant homogene de degré 1, on a h(0, 0,... 0) = O. Cec; implique que si G est une

1

fonction d'une variable, on ne peut gu’avoir h = 0, d'od G(x) = x. Les procédés quasi-linéaires

intéressants feront intervenir plucieurs termes successifs d'une suite (on utilisera des fonctions

de (p+1) variables, avec p 2 1)

Définition 3 : Famille de suites Sk (k entier 2 0)

S, désigne £'ensemble des suites {si} telles que

*

Mm S, existe =S (posons e =S, - S)
. 1 177
e
um 221 . p, € 1-1+10) p A0
A 1 1 1
1 1
e -p, e
1m i1 1oL, {p, est boang)
o2 2
. 1
" e ~p, e, -p &2 -p e
i+1 11 2 it k-1 4
Mm - R Py (pK boang)
8y

On voit que SO est identique & (c) (ensemble des suites convergentes), et que

Sk’1 c Sk. Sk posséde donc (pour k 2 1) les propriétés de 31, en particulier :

Si {Sn} e S on a

k
S # Sn+1 vyno> n,
*
S - S S -S
1m0 - 1m L1 - p, A 1
* S E] 1
o S -8 n n-
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Propriété 11 :

Soit G1 c Go un ensemble de fonctions 2 (p+1) variables (p 2 2), de La forme :

X, = X X =~ X

2 1 p_p1
GIX s Xypoes X ) = x_ + (x, - x)g (" ,euu - )
] 1 p [} 1 0 X xo xp_2 xp_1

g : fonction de (p-1) variables (51.... £ ), continue pour Icil <1 {1 =1...p-1) et telle que

p-1

glpr poeve p) = Vp tel que |p| < 1. G, et S; sont ass0cils pour Le enitire

1
1-p
d'accélération de convergence de degré 1.

Démonstration
Soit G € G1.

Remarquons que G n'est pas définie si parmi les (p+1) variables (xo. Xq oo xp). on a

x - X
(J =0 ... p-1) ou B A 2 1.
3T %31

X, * X

J 31

Soit {si} € s1.

D'aprés la propriété 11, a partir d’un certain rang

Si I 51‘1
As AS
i+ 1+1
et wyall (car lim g p, avec |p1| < 1)

i i

Asi‘1 Asi‘ -1
La quantité T, =S, + (S ~-s5) gl ve. =87l ) ggt donc bien définia.

17 % 141 " 71 BS, B o2

G posséde la propriété de quasi-linéarité pour la suite {Si}.

S I
Um T = 14m S, + 1im A S, lim gl Aé" ‘e A513941 ) = ims, = s
i 1 1+p-2
AS s
* * : 141 1+p-1
€, =T, -5 =5, -s"+(s,.. -5 gl eee )
17 i 1017 % 5S, BS.p2
€ e . AS AS ‘
1im ;1 =1+ um (221 - 1) g Aé’1 . Asi’p 1y =1+0-1g(...p)
1 % &1 1 1+p-2

=0

11 y a donc accélération de la convergence de degré 1. ]

Remarques :
*
- Soit G € G, et {s;} e S, de limite s*. Ls quantite G(s*, s*,... s™) n'est pas définie
et c’est une propriété commune 3 tous les procédés d'accélération de convergence ; OnN pourra

prouver seulement que lim (Glsi"'si+p) = 1lim Si' Les résultats sont théoriquement satisfaisants
1 : i
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g 31‘1 e Si+p sont voisins

de S*. c’'est-a-dire un point ol G n'est pas définie, d'ol le risque d'instabilité numérique.

pour 1 grand, mais du point de vue numérique i grand signifie que S

*
31*1 -5

- Soit une suite telle que lim *
Si -5

st est & convergence plus que linéaire). Si on utilise une transformation de G1. la condition

= 0 (une telle suite n'appartient pas a 31,

d'accélération de convergence est vérifiée mois utiliser une telle transformation n'cffre aucun

intérat, car le celcul de Si~ a3 partir de S, est déja un procédé d'accélération de convergence.

1 i

*
S -8
- Soit une suite telle que lim i - = 1 (convergence logarithmiquel. Il n'existe

S, - S
aucune fonction de G0 permettant d'accélére% la convergence de toute suite & convergence

logarithmique. En effet la condition d'accélération de degré 1 s'écrit (pour la fonction h

associée 3 G (voir propriété 10}

1 1
- h - -
" 1 + - (S:“1 Si"" Si+p Si)

s, - S s, - S

1 1
S -5 S -S e, e

01 + mump (A2 20 Ay, gy on 22 g, 2R
s, - s s, - s 1 1 1

0=1+ n(0, 0,... 0)

Or la fonction h, homogéne de degré 1 vérifie h(0,... 0) = 0. Il ne peut donc y avoir accélération

de la convergence.

*x

S - S

- Soit G € G1 et {Sn} une suite convergente telle que lim ntl <
S -8

alternée 3 convergence logarithmique). G définit une transformation qu?. appliqués a {Sn} fournit

= - 1 (suite

un procédé d'accélération de convergence de degré 1.

- On ne peut pas accélérer la convergence de toute suite de S1 a 1l'aide d'une fonction de

% 3 2 variables. En effet on aurait G(Xo' x1) = Xg + K (x1 - xo]. l.a constante K ne peut

e
1*1
- vérifier glp ... p) = 5 1 5 ¥V p. Mais si pour une suite particuligre {Si} on connait p = lim —— .
- : i
alors G(x _, x,) = x_+ 1 (x, - x_} accéleére la convergence de cette suite.
o 1 o 1-p 1 o
Le procédé ainsi obtenu (T, = Syt 1 5 (8101 ~ Si)) est le procédé standard n° 1 (voir propriété 1).

- La fonction G de 3 variables appartenant & G1 est

Blxgr Xqs Xg) = %g ¢ boy = xg) = ==~
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et la transformation correspondante est le procédé d'Aitken.

Parmi les fonctions G ¢ G1 on retrouve les transformations introduites par Pennacchi ({32]).

Posons A x, = x - x

J J+1 ¥

Les transformations de Pennacchl sont de la formse

Pm[A Xge & Xy eee A §P_1)

GIX ,» X 0000 x ) = x_+
o’ ™1 ] o Qm_1(A X oo B xp_1]

Pm. 0m-1 : polynomes homogénes, de degrés respectifs m et m-1.

Propriété 12 :
So.it Gz c G1 une famille de fonctions de La forme

X, = X X - X
Glxgs Xy wee x ) = x ¢ (x - x)g (FE— . BBy paa
p 17 % p-1  "p-2
g définie continue {voin propridté 11), dérivable, telle que :
glp, poe-a p) = 3 1 5 ) véinifiant |p| < 1
Bg * P *---+pp'zzé . ; vpl(lpl <N
1 2 p-1 p-1" (p+1)

G, et s2 sont associés pour Le cnitdre d'accéliration de convengence de degré 2.

Démonstration :

Comme 62 < G1 et 32 c 31. G, et S2 sont associés pour le critére d’accélération de

2
degré 1, et il suffit de montrer qu'il y a accélération de convergence de degré 2. Soit {Si}

une suite € Sz et {Ti} la suite transformée par G e GZ'

AS AS
Ty s v (S, - 8) B (... e )
1 i+p-2
*
Natons ei = T1 - S
*
ei = S1 -5
Si+ " Si+ ASi’
r - ---L——-—i_ R .
143 3 S AS
1+] 1+43-1 i+¢§-1
: e e - p.
i+1 - i+q 1 1
(31} € S, 3 donc — NP, =~ o,
i e
i
, - 3-1
On en déduit : ri+J Py L P, p1 [p1 + 1) e 321

Utilisons un développement de Taylor de g autour du point [91 ‘e p1).
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T T N 7R L - B A A L P 0,) g'p_1]

(g'J désigne la dérivée partielle de g en un point de Rp-1 appartenant au segment

[(p1 Ve 91). [ri’1 vee ri*p~1)]
e - e
= .i‘.“__—_——i - - . - ’
R T M T I LI TR (Cfep-1 ~ 91) 8peq]
€ ®ie0 T P18y
Estimons —3 en faisant les approximations de 5 st ri«j - p1
e ) e
i i
€ [
e 5 —2 . . p-2 '
5 VT 5 + (p1 1) [92(91 + 1) g gt v Py (01 + 1) g p_1]
e 1 .
i
€ 1 p-2
—— ————— - ! 1]
1im 5 02[ R— + (p1 1) ( Pyt 1) {g gt e TPy g p-1}]
e 1
i
o Lo + (o, + 1D (p, - 1) 1 1=0
2°1 - p1 1 1 2 .

(01 -1 (91 + 1)

Les familles G2 et 32 sont donc associées pour le critére d'accélération de degré 2. 1

Remarques :
- I1 n'existe pas de fonction de 3 variables possédant la propriété d’'accélération . de

convergence de degré 2. En effet cette fonction ne peut 8tre que :

1
G(xo. Xgs x2] =xy* (x1 xol = (définissant le procédé d’'Aitken).
.27
Xy =X
La fonction g associée A G est g(x) = 3 j < qui vérifie g’'{x) = 1 # 1 .

(-2 (x - 1% (x ¢+ 1

I1 ne peut donc y avoir accélération de degré 2 par utilisation du procédé d'Aitken.

Nous n'avons pas cherché 3 déterminer un ensemble 63 associé a 33 pour le critare

d’accélération de degré 3 (3 couse de la compléxité des formules},

Pour conclure 1'étude de cette section, nous pouvons dire qu'un procédé d'accélération de
convergence (quasi-lingaire, et‘de degré 1 ou 2) est caractérisé par une fonction G possédant certaines
propriétés ; 11 est facile de construire une telle fonction et on a ainsi une formule explicite
1.

permettant d’accélérer la convergence (calcul de T, = G(Si. S

i 1+q°°°° Si'p

En ce qul concerne 1'accélération de convergence de degré é€levé (que nous étudions dans
la section suivante), nous ne chercherons pas 3 caractériser les propriétés communes & tous les
procédés ; nous décrirons une famille d'algoritbmes possédant la propriété d'accélération de

convergence.
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Cherchons une fonction g de deux variables telle que

1
1 - x

glx, x} =

.
x - 12 (x + 1)

' ’ =
B4t X8
Parmi les solutions possibles, nous avons -

y =
1 -92a-yva

g, (x, y) =5 + (y - x)

- X

1 1 - x - x2

g [x, y) = — + (x -y
2 Ty (-2 1 - x5

Ces deux fonctions déterminent deux fonctions G1 et G2 € 62 (voir propriété 12).

Comparcns les deux procédés d'accélération de convergence ainsi définis avec un procédé

d'accélération de degré 1. Prenons par exemple un procédé défini par

.
gylx. ¥) =5 U3 — 1 -y

Les trois procédés seront donc construits & partir de 4 éléments successifs d'une suite {Si}'

-5
Suite S ., = e " (limite = 0. 567 143 280 415)
S =0
o
Indice [Elément de la suite 81 G2 G3
12 0.568 428 725 036 | 0.567 143 304 225 | 0.567_143 294 613 | 0.567 151 416 787
17 0.567 067 898 398 | 0.567 143 290 415 | 0.567 143 290 415 | 0.567 143 318 428

Les procédés d'accélération de degré2donnent des résultats plus satisfalsants que le procédé
d'accélération de convergence de degré 1 (nous avons souligné les chiffres exacts)

Tableau reécapitulatif des résultats de cette section

Ensembles associés de suites et de fonctions.

Critere Accélération Accélération Accélération{ quasi-
de degré 2 de degré 1 de degré O linéarite

Famille de )

suites 32 31 S0 (c) (m)

Famille de -

fonctions G2 G1 Go G

Nombre de
variables des 2 4
foncticons

v
w
\2
N]

On a les inclusions Sz c S1 S S0 c (m)
G2 IS G1 c GD c G
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I11 - ALGORITHMES QUASI-LINEAIRES D'ACCELERATION DE CONVERGENCE DE DEGRE K

Dans cette section nous développons 1'idée qui est sous-jacente dans la méthode d'Aitken :
1'extrapolation linéaire. Aprés avoir caractérisé les suites de Sk. nous montrons que la limite
de telles suites est le point fixe d'une application, qui peut 8&tre approché par des technigues
d'interpolation inverse. Nous obtenons ainsi des algorithmes, qui sont des procédés d'accélération

de convergence et dont le degré d'accélération est égal 3 celul du polyndme d’'interpolation.

3 - 1 Caractérisation des suites de Sk

Propriété 13 :
Soit G = Xo S Xg ere SX_eue <1 une suite de néels strictement monotone, de Limite 1.
Soit (yi} une suite convergente, de Limite y~. Poun tout entier k z 1, <L existe f de classe c*

sun [0 10, continue en 1, ndalisant Les conditions d'interpolation
Yy © f(xi] v i
y o= £

et telle que : V¥ x € [xi. X, a)

141

| F{x) - yil < Iyi+1 - yil vizo0

Propriété 14 :

Soit 0 = Xog € Xg see $x a0 <1 une suite de néels strictement monotone, de Limite 1.
Soit {yi} wie suite de ndels convergente, de Limite y*, et k 2 1 un entien. Une condition nécessaire

et suffisante poun qu'il existe f ¢ cto, 11, telle que

vy © f(xi] v i

yv¥ = f(1)
st : - .
€y e1 Yy y
1im — = p1
i i ei = xi -1
€, - p, e
i 1 71
1im e > P,
B i
' €, ~p, e, -p, 8 2 -p e K1
i 1 71 2 73 " k-1 71
1im Py Py [91,9 PLEEE pkbonnéé)
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Démonstration des propriétés 13 et 14 (Commentaires)

- La construction d'une fonction réalisant les conditions de la propriété 13 se trouve dans
Coatmelec [6], chapitre III, (On peut construire f polynomiale sur chaque intervalle [Xi' x1+1].

réalisant les conditions d'interpolation.
F;xil =Yy
f (xi) =0 jJ=1 ...k (fonction k-plate)
La condition |fix) - yil < |y‘,u1 - yil entraine la continuité de f sn 1),

- Les conditions de la propriété 14 permettent d'utiliser le théoréme du prolongement de
whitney ([61, [37], [9] chap. 5). La fonction f de la propriété 13 définit sur [0,1[ un champ de Taylor
T d'ordre k, qui peut &tre prolongé sur [0,1] en T (les quantités (y*,p1....pk) constituent alors

le jet d’ordre k de f en 1). B

Propriété 15 : (Caractérisation des suites de S|

Soit {S,} une suite appartenant a S, (voin section 7 def. 3). It existe f, de classe c®
(dans un voisinage de La Limite de {Si}), telle que 5., = f(S;) (V12 1) Réciproquement s04it
{s,} une suite ginérie par Sieq =TI, f admettant un point fixe S*, de classe ck, tette que
[#08™)] <1, £(3") 4 0 fa suite {s)} appartient 2 S,.

Démonstration :
La seconde partie du théor2me est évidente, Montrons que toutse suite de Sk est générée

par S = f(Si) (f de classe Ck).

141

Soit {Si} une suite de Sk.

Comme Sk < 31. 11 existe un indice au deld duquel la suite est soit monotone, soit alternée.

Supposons que lim = p, >0 ({(suite monotone)

On peut supposer {Si} monotone croissante (sinon 11 suffit de poser S'i = - Si).

Appliquons le résultat de la propriété 14, en posant

I1 existe f ¢ Ck [SQ "1 telle que

51#1 = f(Sil

g = £(sh)

e
Supposons lim A, p, <0

e 1
_________________ i
Siv2 2 2 ‘

Comme 1im 5, = p1 {0 < p1 < 1), les deux sous-suites {81, 83 e 821*1 ..0 }oet
{So' 52 e 521 ... } sont & convergence linéaire et monotones (& partir d'un certain rang). De

plus, elles appartiennent a Sk' En effet, posons
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P . e 3 :
3 (x) Py x + + pJ x
e - (e,)
1+1 -1 71
= - P = see
I -»> pJ > LI j[ei) + 0 3 1 [
e
i
Posons Ei 84T Pk(ei)' Soit € > O.
I1 existe un indice 1 tel que pour 1 2 1/ leil <€
* * *
- = - - = - P P . S S,]1,
€540 PK(PK(ei)) 8.2 F’k(ep1 eil L) k(eiﬂ) * ey k(n) (n e [S1 SJoul 1]
_selon la position de Si par
rapport 3 S*]
leg,p - PP leyl s ey o - P e, I+ [P (]
Donc e - Pk[Pk(ei]) + 0 quand i + @

1+2

Pk(Pk(eill est un polynome de degré 2k en e

LY
; 11 existe donc 31,... pK tels que

1

e
1im :'2 5,

1
Ay v 3-1

@ ., - Py ~ aee =D, .8 N

um 22 14 jo1 4 -5 $22 0is k
3 3
1

N
Les deux sous suites appartiennent donc & Sk et sont caractérisées par les mémes constanteipJ (3 = 1...K)

Supposons {521*1
Posons x, = S
1 211 I1 existe F1 € Ck [51
y, =8
i 21
Sa1 ™ Fq Gagog
Posons xi = S21 . .
I1 existe fz e C S
Yi * 3149
Sa1e1 = T2 Syy)
Soit f € CK [S1 So] telle que f(x) = f
filx) = f
RIS LN CU IS LT CL Y

f est de classe Ck sur [S1 So] et vérifie

S

g " FI8))

} monaotone croissante et {821} monotone décroissante.

s*1 telle que

)

SO] telle qus

1(x] si x <8

*
z(x] si x 28
I (5 =0 vus K)

b]
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3 - 2 Algorithme d'accélération de convergence de degré k (interpolation inverse)

Soit {Si} une suite de Sk. O'aprés la propriété 15, il existe F, de classe Ck telle que

31’1 - F(Si)x(S* = F(s*) et IF'(S*)| < 1). Nous montrons dans ce paragraphe qus 1'approximation

ds S* par une technique d’interpolation inverse, conduit & des méthodes d'accélération de

convergence.

Posons F(x) = F(x) - x.

Comme ]F'(S*)| < 1, la fonction F admet dans un voisinage de s* une fonction inverse f.

y = F(x) <=> x = f(y)

Sjeq = Sy T FI8) <=8 = f(BS)

-De plus S' = f(0) et f est de classe Ck dans un voisinage de O,

Approcher la limite s* de {Si} revient donc & approcher f(0).

Soient S,, S, .. ""Si*p (p+1) termes consécutifs de la suite {Si}' On a donc S, = f(4 S,)

Supposons {ce qui est vérifié pour j > jo) que

|as |ASJ] (3=1, ... £ +p-1)

geal <

p-1

I1 existe alors un polynome P1

(de degré p-1) unigue tel que

EY p_1
f(ASi) Py (ASi)

. pP
f(Asi¢p-1) F’1 (Asi*p—1)
Posons PD-1 = Pp-1 (0) (Extrapolation polynomiale en 0).

b i

L'erreur d'interpolation polynomiale en 0 s'écrit :

P
l(] | s las,|Pm (p s k)

-pP Y.
lfco) - PP IAs1 “ee 8BSy, 0 5

i

e
1s* - P07 s fey,, - e, 1P M s leP) 1-§§1 - 1P

i+41

Is* - e, P
D'ob Um ———— = 0
i eip

Technique de construction de F'ip_1

L*utilisation du procédé de Neville-Aitken conduit & fabriguer le tableau triangulaire
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f(ASi] = S

i p 1
s i
1+1 .
P! :
5102 1+1 . Pp
. . i
Si+p

Dans chaque colonne de ce tableau les guantités Pi (J fix8) correspondent & un procédé d'accélération

de degré j et dans la colonne 1 on retrouve le procédé d’'accélération de convargence d'Aitken.

La formule de Neville-Aitken permet de calculer les quantités de la colonne (£ + 1) en fonction

de celles de la colonne £.

£ £
e 85, 9,4 Py 78Sy PL,
3 ASJ+£*1 - ASJ

0’autre part

i i+1 i+3

3 J
s ... L sy, )

AS as

(ASi)J . . . . s, 03

L'écriture de Pi sous forme d'un rapport de déterminants montre que ¥V a, b e R la suite {a Si + b}

est transformée en {a Pi + b}. Le procédé d'accélération ainsi défini est un procédé quasi-linéaire.

-S
Suite S, . = e 1 (So =0 1im = 0.5671432904097838)

Dans les diverses colonnes du schéma triangulaire de Neville-Aitken, notons les chiffres exacts :
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Indice Colonnes
o] 1 2 3 4 5 6 7 8
1 0
0
2 0 3
1 3
3 o] 4 5
1 4q 8
4 1 4 7 9
1 6 9 9
5 1 5 8 11 - 12
2 6 10 11
6 1 6 9
3 7
7 1 7
3
8 2

3 - 3 Accélération de la convergence par interpolation inverse généralisée

{Si} étant une suite de Sk' nous déterminons dans ce paragraphe & quelles conditions une

famille de fonctions permet de définir un procédé d’'accélération de convergence de degré k - 1.

Nous montrons que 1'utilisation d'un procédé d'accélération de degré k - 1 nécessite 1'inversion
d’'une matrice de dimensions k x k ; on n’a pas d'algorithme de type Neville-Aitken, et les procédés

obtenus n'ont pas la propriété de quasi-linéarité.

Nous montrons enfin que 1'utilisation des fractions rationnelles permet de définir des procédés
quasi-linéaires pour lesquels 11 existe un algorithme de calcul (mais on ne peut pas prouver

qu'il s'agit d'algorithmes d’accélération de convergence).

Soient gj(x),... gp(x] p fonctions appartenant 3 cP [- 1, + 1], formant un systéme unisolvent sur

[- 1, + 1], engendrant un sous-espace G de cP [-1, + 1],

Soit {xi} une suite d’éléments de [~ 1, + 1], de limite O, telle que la suite {Ixil} soit

strictement monotone décroisante.

Notons g1(DJ .. gp[O)
G = g (0 ... g’ (0)
(p-1) -1

g, P (0)e = gép ) (0)
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g1(xi] . gp(xi)
g1(xi‘1) ‘e .gp(xi’1)
G =
i .
g1(xi’p_1] oee gp(xi*p-1)
K
' -
Soit Al ensemble des p abscisses {Xi’ Xgpqrees xi‘p_1} ; 6tant donné f e C [- 1 + 1]
(k 2 p), notons gAi {x) € G la fonction quil interpole f aux gbscisses xi. Xipq *o° xi*p-1'

L'ax&rapolation de gAi(x) en 0 fournit une valeur T

i
Ti = gAi(O]

Propriété 16 :
Sous £'hypothdse |G| # 0, on a -
T, - fl0)

Hm Ao .0

p-1 .
i xi

Démonstration

Le systeéme de fonctions gi(x) {£ =1 ... p}] étant unisolvent sur Ai. il y a existence

et unicité de 1’interpolant gAi(x) (v 1). On a :

% (1)
gAitx) = uJ gj(xl

3=1
gAi(x) satisfalt aux conditions d'interpolation :
(1)
(1) f(x1¢l) = Jg1 uJ gy (xi§£) L =0,...p ~1
D'ou
(;] f(xil
1 .
- s -1 :
. Gy :
(1) ‘
ap f(xi*p-1)

(i)
Montrons que les aj sont uniformément bornés (indépendamment de 1'indice i). .

Posons ka(xi) = k! [f‘(xil.....f(xi + k}JJ (k=0 ... p -~ 1), la quantité entre crochets désignant

la différence divisée d'ordre k.

On a 1im Dkf(xi] = f(k) (0) k=0, 1T...p=1 (puisque f[k) axiste et est continue)
-0
De méme 1im OF g (xi) = g(K] (0) k=0,1...p-1
{0 3 3

J=1 0. p.
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Les relations (1) sont équivalentes & :
K 5 K
(2y » f[xi) = E a, D¢

(x,) k=0,1...p-1
3 1
J=1

J
Notons DGi la matrice dont les éléments sont

ok gJ[xi) J=1...p : indice de colonne

k =0,... p-1 : indice de ligne

Notons Dfi la colonne dont les &léments sont Dkf(xi) (k =0 ... p - 1)

La matrice DG1 est réguliére (car ses lignes sont des combinaisons linéaires des lignes de G
£éme

4 la

ligne de DG1 étant combinaison linéaire 3 coefficients # 0, des lignes 0, 1,... £ - 1, £ de Gi)

Les relations (2) s'écrivent matriciellement

[ (1)
%
DG1 . = Dfi
(1)
a
L p
[ £(0)
1lim Df1 = . 1im DGi =G
{9+ b
. f(p-1)
\ (0)
DGi est régulidre vi
G est réguliére
Soit 01 la solution de
,
ap a, f(0)
G . = :
(p-1)
a f (0)
s}
On a (1) a, )
a 1
1 B
1im : = :
i : .
(1) *
a Qa
P P ]

Ceci montre que 1'interpolant g, (x} a pour limite 1'interpolant de Taylor en 0, et gue les
(1) i

coefficients a, sont uniformément bornés.

J )
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11 existe donc K tel que :
(1)
v 1| aJ| <K J=1...p

I1 existe aussi K1 tel que :

(p)

¥ xel-1+1] ng

(x| s K, §=1 ... p

(1)

La fonction d'interpolation g (x) = Z aJ gj(x] vérifie donc
i

(p)
|gA (x3| s K,
i
(p)
f (x) étant borné on a aussi :

1#P00 - Pl s c
1

On sait que si deux fonctions f et g colncident en p points x1.... xp. il existe £ appartenant au

plus petit intervalle contenant c, x1 e xp tel que

e - x,) +eo (- x}
1 PPy - gPlen

flc) - glec) = Y

Appliquons ce .résultat 3 l'interpolant g {(x) etenc =20
. i

IX aan X _| c
lf(0) - gAi(O]Is 1 p! iep=1" o (P gy g;:’(sll $ Ixg wve xgugoql BT

Comme Ixi*p-1| < ‘Xi*p-2| een < |xi|

- p =

|£(0) - g, (0)] < Ixii L T, g, (0)
i i
Ti - f£(0)
Dol 1im ————— = 0 ]
i xp-1

i

Remarque :

L'hypothése |G| # 0 est nécessaire.

Soit par exemple, la famille {1, x3}, unisolvente sur [- 1 + 1]

3
{ X441 ] Flxg) = FLO) X 0 Flxg ) - F(O)
1 0 T, - f(0) X X X X
On a G = [ } et i - i i i i+1
Xi X .
[ i+1] -1

Xy

Soit la suite Xieq T o Xy (0 <a<1) et f tel que £'(0) #0
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T. - (0 3
g - f0 ol £7(0) - a £'(0)
- io 8
X 3
i a -1

1im

Remarque :

Le procédé d'extrapolation (sur des ensembles Ai = {xi. X

vees X },o(4=1, 2,...))

i+1 i+p-1

posséde la propriété 16 sous la condition :

{|x1|} strictement monotone décroissante.

Laurent ("Etude de procédés d'extrapolation en analyse numérique”, Thése - Grenoble 1964) a
étudié la convergence d'un procédé d'extrapolation sur des ensembles Xi = {x1. x2 oo xi}

(L =1, 2 ...). La suite {xi} doit vérifier la condition (a):

Il existe a > 1 tel que

x
n

” 2 a V n (c'est-a-dire la suite {xi} doit 8tre a convergence linéaire,
n+1

+
monotone : {xi} € Sql-Cette condition n’est pas nécessaire pour notre propos ; nous utilisons

constamment des suites & convergence linéaire, parce qu'il est possible de caractériser ces suites

comme sultes d'itérés d'une fonction continue, dérivable (310

4 " f[Si] ; propriété 15}.

Propriété 17 :

Sodt {Si} une suite de Sk et g1(x) e gp(x] un ensemble de fonctions pfois continuement

dénivables en 0 (k 2 p), unisolvent sur [- 1 + 1). Supposons |G| # O.

Posons
g, (8s,) TP NOSR
6; = :
g1(ASi’p_1)... gp(ASi*p_1]
Sy
Soit T, = [g,(0), g.(0) (] 6, " *11
1 8400 Bpllleee By i .
si+p-1

Lle caleul de T cornespond & un procédé d'accéléiration de convergence de degré p - 1.

Démonstration :

Appliquons les résultats de la propriété 16. {Si} appartient a SK ; 11 existe donc f

telle gue




38

*
Si - f(ASil S = F(0)
Posons X, 0" ASi
T - s*
On a 1im 577 = 0
i (91’1 - ei)
e
1+1 :
Comme 8149 " 8 T8y ( 5, - 1), on a aussi
T, -s"
1im - 0
i eip

Le calcul de la gquantité T1

de convergence de degré p - 1.

On a bien : . .

1)

a

3 gJ[O) = [g1(0) ‘s gp[O)] Gi

J=1

Remarque 1 :

Comme {Si} appartient 2 SK, on a aussi

51’1 = h(ASi] et le calcul de
s1*1

Ty = [g,(0) ... g ()] si'1 :
si*p

Remarque 2 :

1

(d'aprés la propriété 16)

de la propriété 16 correspond donc & un procédé d'accélération

f(ASi)

: - [g,(0)... gp(O)]G;1

fl8s,, )

est aussi un procédé d'accélération de

convergence de degré p-1.

51

S

iep-1

L' hypothése |G| # 0 est nécessaire pour qu'il y ait accélération de la convergence de degré p-1

pour toute suite de Sk.(Il suffit de se reporter 3 la remarque qui suit la propriété 16).

Notons Gi = {g1(x) vea gi(x]} le sous-espace engendré par les i premiéres fonctions gJ.

Gi permet de définir un procédé d'accélération de convergence de degré (i-1) et nous nous intéressons

maintenant aux p procédés d'accélération de convergence définis par G1. G

5 e Gp.

Les hypothéses nécessaires et suffisantes a l'existence de tels procédés sont : les déterminants

principaux de G sont tous différents de zéro et chague famille (g1[x] v gi(x]) i =1...p, est

unisolvente sur [- 1 + 1].
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Nous cherchons 3 quelles conditions les p procédés d’accélération de convergence sont quasi-linéaires.

Propriété 18 :
La seule famille définissant p procédés d'accéfiration de convergence quasi-tinfaires est

2 -
1, x, x° ... < 1}

Démonstration :

Procédons par récurrence en déterminant successivementgk(x) (k =1 ... p) et en écrivant

que gK[x) doit &tre tel que 3 conditions soient vérifiées :

(1) [Gil £ 0 ce qui permet d'écrire
(Gi de dimension K) s
i
T, = lg (0 ... g @) " |
S1ek-1

(11) Le procédé doit #tre quasi-linéaire. Posons 51 s a Si + b (a, b ¢ R) et soit fi

le transformé. de S, ; on deit avoir

i
fi =aT, +b vV a, b eR
v 51, 81*1
31(0) cen gk(O)
(1i1) Posons G = . On doit avoir |G| # @
e Mo g0V @
g1(0)
Kk =1 T, = —== S
i g1(ASi] i
(1) =» g1(x] 0 Vxel-1+1]
- . g1(0]
(11) : Soit Si = a Si + by ona Ti =ad, ¢ E;T?;Ting b

T1 = a Ti + b ¥i, a, b=> g1(x] =K #£0

(11i) est vérifiée

|
Donc g1(x] =1
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Remarquons que le fait que g1(x) = 1 va apporter plusieurs simplifications dans la détermination des

gk(x] (k =2 ... P) s

Tout d'abord, les gk(x) pourront &tre définis & une constante additive prés. Si nous choisissons cette
constante telle que gk[D] =0 (k=2...p), 0ona:

S

i
-1 .
Ti = (1, 000 0) G1 :
S1*k—1
54
Ti est donc la premiére composante du systéme linéaire Gi X = . , et en appliquant la régle
de Cramer : Si+k-1
Si g2(ASi) P gk(Asi)
Siek-1 8y (854 ,-1)
Tt
1 e e . gk[ASi)
1
1 gk(A51+k_1)
Il est alors évident que si 51 = S1 + b, on a Ti = Ti + b.
Donc la condition de quasi-linéarité s'écrit :
si Si = a S1 on doit avoir Ti = a Ti
k_z.2 (Détermination de g,)
Si gz(ASiJ
S g (AS )
i+1 2 i+1
. i Si gz(ASi,1] 51*1 gz(ASi)
1 gz(A31+1) - gz(ASi)
1 gZ(ASi)
1 gz[ASi*1]

La condition fi = a Ti s'écrit :
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Sy g,(85,,) - S, g,(85)) S, 8,08 85,,,) - S, g,(a 85,)

gz(ASi+1] - gz(Asil nga ASi’1) - gz[a ASi)

ce quil donne, (aprés réduction au m@me dénominateur)

v Si # 51’1
(S101 - Si] gz(ASi*1) gz(a ASi) = (51*1 - Si] gz(a ASi*1) gz(AsiJ B Ve
gzta x)
On doit donc avoir ———— = )\{a) ¥x VaeR
gz(x)

La condition |G| # 0 s’écrit

1 0

0 gé(O)

gz(ax) = A(a) gz(x] entraine :

a gé (a x) = A(a) gé(x) , ce qui s'écrit (pour x = 0)
a = A(a)
gztx) doit donc vérifier gzta x) = a gz(x) , c¢e qui donne {pour x = 1)}

gzta) = a 32(1) vV a

gz(x) = X

On peut constater que (i) est vérifiée, la famille (1, x) étant unisolvente sur [~ 1, + 1]

Récurrence

Supposons avoir démontré que

zJ(x) = x“]_1 (=1, 2,... kK~ 1)
Cherchons a déterminer gk(x)
La condition fi'= a Ti s'écrit (aprés simplifications par puissances ds a)
k-2 k-2
S1 LBi . e (ASi) gk(ASi) S1 (ASi) gk[a A_Si)
k-2 k-2
Stek-1 BS1ek-1 (854 1k-4) By (851 ,k-1) Spek-1 (Bygapeq? g lo 8y,
1 gk(ASi) 1 gk(a ASi)
1 1
1 ) gk(ASi+k-1) 1 gk(a Asi+k-1]
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k-1
I A, (S,) g (as, )
£, 3k 17 Bk 1+}] ) AJK g, (o Ashjl

1
I 8, (S g (85, ) 1B g (abds; )
J=o

Ajk (Si) ¢+ Cofacteur d'indice j k pour les numérateurs

B (S,) : Cofacteur d'indice j k pour les dénominateurs

ik i

Posons a, = A (s,) 5 g, =8B (s,) (on a ¥ BJ = 0)

Ja
(1) B 3 - ——El——~sl
L8 e 18 By

Considérons dans Rz les points : Aj = (aj. bj) =0 «-es k-1

OA = X aJ dij a pour composantes : (X1. Y1)
- >
B = § BJ DAJ a pour composantes : (X, Y,)
. X1 Y1 - -
La relation (1) s'écrit T C vy~ ce qui implique que OA et OB sont co-linéaires. La relatiocn (1)
2 2
devant avoir lisu quelque soit a et quelles que soit la suite {Si}. ce n'est possible que si les
points O, Ao.... Ak-1 sont alignés c'est-a-dire :
b
L« p vys0,1..k-1
°3

On en déduit :

gk(a x)

E:_T;T— = AK (a)

(2) gk(a x) = Ak(a) gk(x]

La condition |G| # 0 entraine

(k-1)
) (0) #0

Dérivons (k-1) fois 1'identité (2) ; on obtient :

ak_1 gk(k-1] (a x) = kk(a] gka1}£ , ce qui donne {(pour x = 0)
k-1
Akta] = a
k-1 .
gkta x) = a gk(x) ¥ a s'écrit (pour x = 1)
k-1
gk(aJ a gk[1)
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k-1
La récurrence est démontrée, et on peut constater que (1) est vérifiée, la famille (1, x,... X )

étant unisolvente sur [- 1, + 11 B

a, x 8 x .
Utilisons la famille {1, e ,... e } 2, # 2, sii#jJ.

11 est facile de vérifier que pour cette famille |G| # O et |51] # 0 (pour un choix d'abscisses

distinctes ; voir, par exemple [24])

-S
Suite S,,, = e b (familie 1, €5, &2%, &%)
Eléments de la suite Suite transformée
(procédé d'accélération de cegré 3}

-.+5824735235635368 ' . «7857451572314514
«613922565692337287 «85597243777533564
_ +6262435358855973 «6522233324999330%
«5542211568225%9233 +56637958335725239
+54539578359753272 «5937161237327337
«5689232655856187 «56735751568395269
«5796123355333733 . «5752557337233373
. «56677323656393462 «5671333332167727
+563115461 3613391 ’ . «5696433329634992
~ «5672351392642717 25671423329723373
«5711431153331769 «5879659358627104
«e5671314543442931 «5671431874353647
«5648793473913495 «5674343754293547
-+56714537212517361 «5571432799957419
«568B42872353293637 - «5672273943219463
- «5671429312637322 «5671432393136343
«5664147331468333 _«5671733373937135
« 56714336378 37463 «5671432932977389
«56755866373232%34 . «5671523272636729
-.258671432775393473 i «5671432933%231412
; +56693589119214953 . EN «5671463263715532
.~ . s56714329227565753 . . «56714329343%5317
_eS5672762321755695 . «5671441937359891
e 56714323993£9953 . «a5671432934£96591
.. +5672678933937%34 . E «56714353235508931
... «5671432923143793356 « 5671432934057 7734
... a5671363533993573 «5671433333551671
«5671432933955232 . «5671432934297323
- - «5671193433572153 «5671433234623965
;“7.557]432934123947 J . - «5671432924397837
«5671570443312075 « 546714333337 723249
== «36714329C4093391 «5671432934397341
Z T+ 56713547320627%4 i «5671432935191253

«5671432934594693 . i «5671430904397%32

Le phénoméne d'accélération de convergence est moins visible que pour 1'extrapolation polynomiale,

certainement parce que le procédé n'est pas quasi-linéaire.
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Signalons qu'il n'est pas nécessaire de faire de 1'extrapolation par des fonctions appartenant
A& un sous-espace vectoriel. Il est faclle de vérifier que l'extrapolation par fractions
rationnelles fournit des procédés quasi-linéaires (sous réserve de 1'existence st unicité de

1'interpolant).

Propriété 189 :

L' extrapolation pan fractions rationnelles de "deghés" successdifs % . p;1 , g}} sane

fouwnit un procédé quasi-Linéaire.

Démonstration
La formule d'interpolation de Thiele (pour interpoler f{x))revient & développer

f(x) en fraction continue :

x = X X = X
of 1|
+

* e e
Q.

fix) = f(x_ ) +
o I 2

1

Les a, sont construits a partir des différences réciproques (cf [24], [4]) et le kéme approximant

de cette fraction continue (soit Ck(x)] vérifie :
. Ck(xi) = f(xil i =0,..0 k

Soit {Si} une suite de Sk {donc telle que S, = f(ASi)) s utilisons la formule d’interpolation

i
de Thiele pour

X, = AS1

3 J (= 0,00c K
Yy ™ Siay

et solt T, la valeur du kéme approxihant prise a 1'abscisse 0

i
AS1| 85444 Asi+k-1|
(1) T1 = S1 - g— - S ‘e —a
KR )
AS101 - ASi
a : différence réciproque d'ordre 1 = -—JfF————
1 . S - S
i+1 i
ay ¢ différence réciproque d'ordre i.

Vérifions la propriété de quasi-linéarité :

Posons S, = a S, + b 3 la formule de Thiele s'écrit :

i i
} _ Aéi, A§i+1, As;;k_1l
(2) Ti = Si - = - ——t ... —_—
% %2 l %
Il vient immédiatement que :
sl i est impair a = a
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i1 est pair a, = aa
L'"extrémité” de la fraction continue s'écrit :

AS

a, . —is2p-1 (dans le cas ou k = 2p)
p-1 a
2p
ou bien
%, e )
2p-1 : ] fﬁi*z {dans le cas ol k = 2p+1)
2p a2p¢1
AST a AS . AS
a _ 1+2p-1 _ 1+2p-1 - _i+2p-1
2p-1 - 2p-1 aa 2p-1 @
a, 2p %P
p
a _ Asi*Zp-1 c a - f_éiiiggll
2p-1 —_ - 2p-1 a AS
<. 8s,,, ao, - __ETE:ZE
2p " T ' P 2p+1
2p+1
85442p-1
* %peq T a5 '
o - —ir2p
2 a29*1

Il y a donc identité pour les 'extrémités; des fractions continues (1) et (2) (j variant.de p

Jusqu'a 1). Donc

o o Bual S| L S| S
! | o2 | 1 | s, | s,

I1 est alors immédiat que f; =aT +b [ ]
Remarque :
Nous venons simplement de démontrer la quasi-linéarité d'un procédé de transformafion de suites.

L'erreur d*interpolation par fractions rationnelles ne permet pas de déduire que le procédé

est un procédé d'accélération de convergence de degré k - 1. En effet, soit Ck(i) la fraction
ratiohnelle interpolant f(x) en Xyawor Xy (x1 = A S1 cer Xgg < A Si*k)
L'erreur d'interpolation en x est (cf [4j) '
00 - ¢ Moo . il L E:]- xi‘;] d ::: teg) 18, (6227
(k * 13! [BK (x]13] dg
Bk(i) {x) est le dénominateur de Ck(i] (x), et l'erreur d'interpolation en 0 peut &tre majorée
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(& 1'étape 1) si thi](x) n'a pas de pdle sn O.

M

[fl0) - T ekl My

J s e, ... 88

(Majoration analogue 3 celle de 1'interpolation polynomiale).

Mais lorsque i tend vers 1’infini, 1l semble difficile de connalitre la position des ptles de

c (1)

K (x) 3 on ne peut donc donner une majoration uniforme pour Mi et an ne peut prouver que ls

procédé est un procédé d'accélération de convergence de degré k-1.

Conclusion
Une suite {Si} appartenant a Sk est caractérisé par la propriété : il existe f

de classe Ck telle que

S1 - f(ASi) viza io

(s* = f(oN)

.. . = 0).
gAi(x) étant une fonction interpolant f aux abscisses ASi.. Asi*k posons T1 gAi(

(Extrapclation en 0).

Les propriétés exigées sont : "

: T, - S

1) Accélération de convergence de degré k-1 : lim E o
’ i [Si - 87)

0 J~0,1 .0 k-1

2} Quasi-linéarité (propriété qui résulte en falt de deux propriétés :

- "translativité” : la transformation = Sn + b implique

Y

=T + b
n n

- Homogénéité : la transformation én = a Sn implique fn = a Tn

3) Facilité de calcul de Tn

Récapitulons les résultats de cette section.

Forme de l'interpolant Accélération de la quasi-linéarité Algorithme de
convergence calcul
Polynomial Degré k - 1 Translativité | Neville-Aitken
- Homogénéité
Appartenant au sous-espace Résolutiecn
vectoriel engendré par Oegré k - 1 Translativité |systéme linéaire
{1, gz(x].... gk[x]} k x k
Appartenant au sous-espace ‘ Résolution
vectoriel engendré par Degré k- 1 Aucune propriété [systéme linéaire
{EQ(X) ceeog 0} k x k
Rationnel Aucun résultat Translativité Algorithme
(pdles éventuels de Homogénéité de Thiele
1l'interpolant)
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IV - ACCELERATION DE LA CONVERGENCE PAR UTILISATION DE FONCTIONS A PLUSIEURS VARIABLES

Dans cette section, nous cherchons & approcher la limite s* d'une suite {Si} {appartenant
a Sk] par des méthodes "directes™ ; ces méthodes sont déduites des méthodes de résolution des
équations ([35]), et en particulier des méthodes qui résultent de la composition de formules

itératives.

Soit g[xo. X A xq) une fonction de (g+1) variables, définie pour tout ensemble de

10"

Rq*1. telle que

variables (xD vee xq) appartenant a
glx, x,... x) = 0 ¥ x € R
g ne s'annule que sur la diagonale deIRq+1

Sott {s,} € S,. s* (limite de {s,})) verifie g(s”, s*,... 8%) = 0, et comme 11 existe F

telle que S 2 F[Si]‘ s* est une racine de gix, F(x), F(F(x)},... ) = O.

1+1
Notons C(x) la fonction composée g{x, F(x}, F{F(x))} ... ). L'unicité de la solution de C(x} = O

est 1iée 3 1'unicité de celle de x - F(x) = 0, et nous supposerons qu'il existe un voisinage
v(s™) de S* tel que s* soit la seule racine de C(x) = O (x € V(S*).

Soient S,,

1 51*1.... Si*p#q {(p 2 0) des éléments successifs de la suite {Si)' appartenant au

voisinage V(S'] ; 11 est donc possible de calculer

C(Si). C(s oo C(S, ) {bien que la fonction y = C(x) soit inconnue)

i¢1] i+p
Supposons pour le moment C{x)} connue, et soit ¢ une "fonction d'itération d'ordre m" (cf [35])

a k points [k s p ¢ 1), utilisée pour résoudre C(x) = 0

Yy o= SO Xy g e Xy g )
xi,... X5 ka1 étant voisins de S*. on a :
¥y~ s*
P <M
(x1 -S)

(Cette formule suppose que C, c'est-a-dire g[xo . xq] est m fois dérivable)

Propriété 20 :
gixo,... xq) étant m fois dénivable, s0it & une fonction d'itération d'ondre m utilisée

pour résoudre Cix) = 0 ; La thansformation L ¢[Si. 51’1. Si+k-1 ; C) est un procédé d'accélination

de convengence de degré m-1.

Démonstration

La formule d'erreur donne :
T, - s"

i

———— < IS - S
k. m=1

(Si S)
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T, -8 T, - s
D'od 1lim e = 0 . On a aussi 1im =0
1 [Si -5} i (s -5

oar la suite est & convergence linéaire B

Remarque :
La fonction ¢ risque de faire intervenir des dérivées, qui devront &tre approchées par des
quotients de différences (voir exemples ci—dessous]. Le degré du procédé d'accélération de

convergence ne sera pas forcément entier.

Une itération de Newton-Raphson s'é&crit :

g(si, 51*1]
v 25y - .
g 1(51' 51’1) + F(Si) g 2[Si. 51‘11
S - S
Estimons FT(SI) ~ §1:%~§——1
i 1-1

D'ol le procédé d'accélération de convergence de degré 1 :

.5 - 8(S;. S,;,,)
i i 51‘1 - Si
[ IR AL [
8,05, Sy, ¢ 5, - 5, 8'5(S;. Sy44)

(S4 g(xo. x1) =X, T X, ce procédé est le procédé d'Aitken)

On obtient

g(Si, 51*11
) = g(Si. 5101)

1 1 1017 7L B, ,0S,

Montrons que c'est un procédé d'accélération de la convergence de degré 1 (on ne peut pas appliguer

directement la propriété 20 car l'ordre de la sécante est non entier : 1—1515 )} (cf (351},
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1
1 1 1+1 1 85, 5,0

g(Si. 31‘1)

-1

Des développements de Taylor de g(S 31’2] et g(Si. 51*1) autour de (S*. S*) donnent :

141’

g(s, ., S )

1, ’
141 142 . Biq Byt 8,08 (Les dérivées ne sont pas prises au méme

point, que ce soit au numérateur ou au

g(Si’ Si+1) €1 &4 " %149 B dénominateur).
e
1+2
L] + gl
g(S,. .. S,.,) e B4 % &, 2
1im ——Téil—g—li%— = 1im i1 91’1 = 0 (pourvu que g'1 ¢pg'2 # 0)
1o BIOgr P44 8y R U
g 1 e1 g 2
Ti-s* ;
m ~=—— = 1 - (p - 1) — = 0
s, - s* p -1
i

Résolution de §7 = 0 per la méthode de la sécante.

..... ] g g g g P U U

Résoudre %— = 0 présente 1l'avantage de fournir une formule dont 1°'ordre est indépendant de

la multiplicité de la racine.

glx , f(x))
g'1 (x, f{x))+ ' (x) g'z (x, f{x))

Posons ulx) =

Appliquons la méthode de la corde & u(x) =0

On obtient

ul ) S, - U(Si) Si+

S1e1) 54
1 u(s,,,) - u(s,)

1

{Accélération de la convergence de degré 1).

Dans le cas ol g(xo. x1) = Xy T X, ce procédé est le procédé déjd vu en section 1 propriété 6

1
(le ez—algorithme qui a la particularité d’'accélérer certaines suites a convergence logarithmique).

-

Propriété 21 :

Swi{sﬂ(mawaedesketHu1.XT.“

d'accéfération de convergence de degré m ; 404t g(X hnen xp] une fonction homogene de deghé

xp] une transformation ayant La propridte

m + 1, dirdivable et vin{fiant

g1, p. 0%.... 0Py £ 0 V o 1
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H(S e

. i+1
Soit Ti H[Si"" Sifp) g(ASi*1

g(AS1 eae OS

Si+p+1) - H[Si e Si*p)
aes Asi+p)
i*p-1)

-1
Lle cateul de T, cornespond & un procédé d'accélération de convergence de degr€ m+1.

Démonstration

ASH1

Posons p 2z — .
1+1 ASi

g est homogéne de degré m+1

HES 4+ Sy 0.q) = HIS; «oe Sy,
me1 BU1e PyagrerePiip Prapoq ot P14z

P
i+1 g1, Pieqsrrt Piapaq "t p1’1)

T, = H(Si ees S ) -

i i+p )

En faisant les approximations

*
H(Si e Si*p] -sS v M ey + N e

on obtient

g1, Pya1 ves) i
D'al M em#‘l - Ne m+1
* m+1 m+2 i1+1 i m+2

Ti S v M ey + N e1 - v ~v N ei
r -1
1

T, - s*

+ 0 n
m+1

AEplication

On peut déduire de la propriété 21 un algorithme d'accélération de convergence
(analogue & celui de Overholt [31], [4]3].
= , sees 1
Notons S; . 51*1'0 ... les &léments de la suite initiale et G {g1 £ } une famille
de fonctions telles que gJ est homogéne de degré J.

La suite {Si o}. sera transforméeen suites {Si J}
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S =5 R Se41,3-1 7 54,41
1,3 i.3-1 . - pj g151. pi*2""'°i+p Di*p—1 vee 0102)
i+1 .gJ(1. pi+1""’°i+p-1 oo pi+1]

J

On retrouve le procédé d'Overholt en posant gJ[x) = X

La suite {Si J} (J fixé) correspond & un procédé d'accélération de degré j.

Exemple numérique

Utilisons les fonctions de deux variables :

Y
g1(x. y) = x *
3
- X
gztx. y) ” )
x. y) = xy° Llog %
gylx. y x y" Log 2

34(x. y) = x" y° sin %

Ces fonctions possédent les propriétés de dérivabilité et d‘'homogénéité nécessaires (gi (x, y)
homogéne de degré 1).

-5

Suite 5101 = g

i

On trouve dans la colonne O les &léments de la suite et dans les colonnes 1, 2, 3, 4 les

transformés (qui correspondent & un degré d’'accélération 1, 2, 3 ou 4).




Colonne O

«3678794411714423
«69220806275553463
«5@B4735005636368
+6862435358855973
+54539578597508274
«5796123355033788
-5601154613610891
«5711431152881769
«5648793473918495
«5684287250298607
«5664147331468833
«5675566373282834
+5669289119214953
«5672762321755695
«5670678983987884
«5671860520993570
+5671190408572154@
«5671578440012975
«5671354922062784
«5671477142601193
«5671407814582980
«5671447133465701
«56714248340133270
«567143748099%4114
«56714303028342419
+5671434376263300
«5671432869169136
«5671433377622078
«5671432635541754
«5671433056407623
«5671432817716367
«5671432953088511
«5671432876313108
«5671432919855762
«5671432895160837
«5671432909166399
«56714329@1223239
«56714329085728148
«5671432983173219

Colonne 3
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Colonne 1.

«5713@55497723089
-56870202718137484
«5676050193161730
-56729883460028679
+5671920387268823
+56715920837894989
.5671483663625515
«5671449388657126
«5671438166474379
+56714345%99334519
«5671433448901615
+567143308794208834
+56714329684750650
+5671432922234517
«5671432989931806
«56714329065974181
«56T71432984781350
«5671432904291962
+5671432904168278
«5671432%04117922
«5671432904104299
+5671432904099916
+5671432984098506
«5671432904098053
«5671432934097908
«5671432904097861
«5671432904097846
«56714329084297841
256714329040897840
«56714329064297839
+5671432904097839
«5671432924097838
+5671432984897838
+5671432934297838
+5671432904097838

Colonne 4

Colonne 2

+5669436758851058
+5671786539938754
«5671374781186866
+5671442685137322
+56714310644638342
+.5671433233825234
«5671432842979124
«5671432915146339
+5671432902871941
«5671432904466330
«5671432984330586
«5671432984110119
«S56714329840895599
+5671432984098247
«5671432904897764
«56714329084097852
«5671432904097836
«5671432904897840
+56714329040897838
«56714329840897839
+5671432904097838
+56714329084097838
«5671432904897838
«56714329040697838
-56714329084097839
-5671432904097838
«5671432904897838
«5671432904097838
«56714329034097838
+5671432904897839
«56714329034097838
«5671432934097838
+56714329040897838
-5671432904097838

«5671425637587235
«+56714308896715980
+5671432764732466
«5671432885584331
«5671432932418428
«5671432983910127
«5671432%0487%9233
«5671432904895865
«5671432984897637
«5671432904097817
«56714329084097837
«5671432904697838
«5671432904897839
«5671432924097839
«5671432904097838
«5671432904097838
«5671432924097838
«5671432904097838
«56714329834897839
«56714329040897838
+5671432924097838
«5671432904097838
«5671432904097838
+5671432984097838
+5671432904897839
«5671432904097838
«5671432904097838
«56714329240297838
+56714329040897838
«56714329040697838
2+5671432904097838
«5671432924097838
«5671432904897838

«5671431510128916
«5671432972335545
+5671432899695766
+56714329043420891

«5671432964883056
.56714329040898691
.5671432904097788
+56714329064097841
«5671432904097838
+5671432904097838
.5671432904097838
«56714329@4897839
.5671432904897839
«5671432904297838
.5671432904097838
«5671432904397838
.5671432904897838
+5671432984897839
.5671432904097838
.56714329040297838
«5671432904097838
«5671432904097838
.56714329040397838

+5671432904397839
«5671432904097838
+5671432904097638
.5671432904897838
+5671432904097838
«5671432904897838
.56714329840897838
«5671432904397838
+567143290408978238
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CHAPITRE 11

SUITES D’ELEMENTS D’UN ESPACE VECTORIEL NORME

Nous traitons ce chapitre dans le méme ssprit que le chapitre I = connaissant (p+1)

termes successifs S, , S PN Si* d'une suite convergente a éléments dans un espace vectorisl

1’ Ti4

normé&, nous cherchons & les transformer en T,, tel que la suite {Ti} présente de meilleures

i

qualités de convergence que la suite {Si}.

Aprés avoir défini en gection 1 les critéres d'accélération de convergence, nous

étudions en gection 2 un procédé qul généralise le procédé d’'Aitken,

[ - GENERALITES

1 -1 Critéres d'accélération de convergence

Soit E un espace vectoriel normé (sur R, de norme || |[). et {x }, {y } deux suites

convergentes d'éléments de E, de limites respectives x* et y*.

Soit L = (21,... Lk} un ensemble fini de k fonctionnelles linéaires bornées, définies sur E.

(li € E’ 1i=1... k)

Définition 1 :
On dit que {xn} converge plus vite que {yn} {au sens de £a nonme) &4 :
llxn - x*]

1im
oy, - vl

Définition 2 :

On dit que {xn} converge plus vite que {yn} (par nappornt 2 L£'ensemble de fonctionnelles)

84
) Lix_ - x)
m —T—— « 0 Veel
n Ly - y)

n
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Remarque :

Ces deux définitions correspondent 3 la convergence forte et & la convergance faible de suites de
£, aveé cependant la restriction suivante, pour la définition 2 : la fonctionnelle £ doit
appartenir a un ensemble fini, et cette restriction nous permettra de construire effectivemant des

algorithmes d'accélération de convergence.

Propriété 1 : .
S{ E est un espace de dimension k et 84 Les k fonctionnelles sont Lintairement indépendantes,
alors :

L,ix - x*) |!xn - X"
m LD .0 Wyt K o Un—DT—— -
n LJ[yn-y) n ||yn-yll
Démonstration
Soit || || 1a norme de E.

On peut munir € d’'une norme équivalente de la fagon suivante :

A x € E associons une norme de Holder ¢p du vecteur de composante: L.(x) {34 ... Kk},

J
Prenons par exemple ¢, . Notons I1l §l| cette norme : |{] x }|} = (Z li(x))z
J &

Y e, i1 existe 10 tel que pour 1 > 10 :

|£J (xg - x| < E[LJ ly; - v J= 1.k
2 2 2
c’est-3-dire LJ (xi -x*) <e LJ (y1 - y*]
d'od ELZ( -xM e T ey, - yh
o & 3 Xy x € 1 Yy y
lllxi-x*||l<e|[|y1-y*|||
On & donc -
Il
m ———— =
O I T I

On en déduit *
Thxg = x|
M ——

" =0 (Les normes étant équivalentes). B
i lyy -yl
Remarque :

La réciproque de la propriété 1 est fausse, ainsi que le montre 1'exemple suivant :

)" 1 n -~ 0 <<
X =} = y =2 u avec
n 2 n 1
1 2 <y

Ces deux suites ont pour limite 0 et
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bll (s _l_[i]” A
1

Iy, 1 “n noy, 1

Prenons comme fonctionnellas les fonctionnelles "composantes " (qui 3 tout élément deIR2

associsnt respectivement la premiére st deuxiéme composante).

£1(xn) n ' £1(xn)
oy - (3] w ey - -
1¥n 10
Lz(xn) . lz(xn)
Loy - [3] e rzmy C°

1 - 2 Accélération de la convergence par rapport 3 1a norme

Nous avons &tudié au chapitre précédent une famille de suites, dont on pouvait accélérer
la convergence (31. ensemble des suites & convergence linéaire). Nous établissons ci-dessous dss
résultats d'accélération de convergence pour des suites & convergence linéaire dans un espace
normé ; malheureussment ces résultats ne semblent pas pouvoir conduire & des algorithmes
constructifs d’accélération de convergence, car "1l'information” que 1°’on possdde sur 1a suite

gst insuffisante.

Définition 3 :
Une suite {Si} d'un espace noamé E est dite & convergence linaire &'il existe une
application F de € + €, admettant un point §ixe S*, continue et Frfchet-différentiable dans un

voisinage de S*, tefle que

CeF st <1 et s, = F(S) (p(F(sT)) £ 0)

{p : nayon spectratl)

Une telle suite est évidemment convergente.

p

Munissons EP*? de 1a norme I‘(xo, Xq vee xp)|| = ] l|x1|| et soit G une application continue
: i=o

de Ep\‘1 + E telle que

G(x, X,... x) = x V¥xe€E

Soit {Si} une suite d’éléments de E 3 convergence linéaire (générée par 31’1 = F(Sil) 3 notons

FIn] 1'application composée F o F ... o F et L 1'application de E - E qui & x ¢ E associe y tel que
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[2] [p]

y =G (x, FI(x]), F (x},... F {x)) = L(x)

Supposons L différentiable au sens de Fréchet dans un voisinage de S*.

Propriété 2 :
S L*(s*) = 0 £a suite de terme gendral Tt L(si) converge plus vite que {51} {au

sensd de La noame).

Démonstration :
L est différentiable en S‘. et L'(S*) =0 :

Ve 3Irtelquevh (|ln]] <r)
Hues® « my - Les™)] s e]ln]l

{s,} est convergente ; 3 1, tel que vV 1> 1 ||S1 -s*l s

Hes™ + s, - 8% - Lsh]] s ells, - 5%

i

T, - $*1 = ells, - "1

0'ol, ’ [T, - s™fl

m *
1 ls, - s7H

Propriété 3 :
" Une application L venifiant 2'hypothise de La proprists 2 est

Lix) = x - (F'(x) - 1) (F(x) - x)

Démonstration :

T sy -1 0. W

On peut vérifier que L'(S™) = I - (F'(s™) - 1)
Remarque :
La fonction L de la propriété 3 est la plus simple que 1'on puisse trouver (spplication de E + E) ;

elle exige néamnmoins la connaissance de F'(S*] ce qui est tres rarement réalisé, en pratigue.

I1 faut cependant noter que 1’utilisation de 1'e-Algorithme vectoriel ([39], [4]) & la résolution
de x - F(x) = 0O permet d'approcher (F'(x]} - 13-1. et revient donc a transformer la suite {Si} en

T1 = L(Sil.
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Propriété 4 :

Soit {Si} une sulte & convergence Linfaire engendnde par S
1

seq = F(S,), F Etant tek

que (F'(s™) - 1) existe.

Notons A = F'(s")
Soit {Ai} une suite d'oprateurs Linéaines boanis, qui converge en noame verns A, tels que

(A, - 177 existe v 1.

-1
PR GV S N CHREN TS B

La suite {1,} converge ptus vite que {Si} {au sens de La nonme}

Soit T1 =S

Démonstration :

ve 3r tel que||n|| <r => |[|Fs™ n) - F(s*) - A n|] s €]|n]]

{s;} converge 31 tel quei > 1, => “Si -s'|] s

* w *
Pour 1 > 1 HF™ v s, - s") - Fis™) - ats, - M| s ells, - 57
Heyuy = A o,ll s ellell
o [ [
e -Ae
1im e S0 N S
1 T
P *
os0ns g, =T, -5
E, =8 -(A-I)-1(e - el
17 % 1 141 7 %
Hedl =Jlax-ap M a-ane, +a-a0" (e, -0
1 1 17 % 1 141 7 %
~1
s||(I—Ai) || Heiﬂ-AiBi”
Ie, ] _ fle -Ae, + (A-A) el _ [le,.,-Ae. || 1ltA-Ade, ]
1 < 10T - A gY 1+1 i Rl LA [1(z-ap) " 1e1 gl 1°°1
e [ e, 11 [le Hey 11 ]
e, 1l ey, - A el
-~ i+1 1
TN i LR e e N LR |
1 Ile 1l .
D‘oud ‘
te 11
n 1
1 eyl
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Pour conclure ce paragraphe, nous voyons que la possibilité d'accélérer la convergence est liée

3 la possibilité d’approcher la différentielle d'un opératsur

1 - 3 Accélération de la convergence par rapport 3 un ensemble fini de fonctionnelles

Soit L = (£1. L2

Sans vouloir traiter dans toute son ampleur le problame de 1'accélération de la convergence par

seee £K} un ensemble de fonctionnelles linéaires bornées définies sur E.

rapport 3 un ensemble de fonctionnelles, nous montrons dans ce paragraphe commaent on peut se
ramegner & k suites de réels ; nous &tudions enfin un procédé d'accélération par rapport a une
fonctionnelle, qui se présente comme une modification de la formule d'Altken.

1) (k)
Soit {Sn} une suite convergente d’'é&léments de E et { zn},... { zn} k suites auxiliaires

(d’'éléments de E), de limite O.

Cherchons & quelles conditions une transformation

§ (n} (&)
T =S + a z
n n o oees £ n

accélére la convergence de Sn (par rapport & l'ensemble des fonctionnelles].

(1} (2) (k)
11[ zn) £1( zn) vee 21( zn)

Posons Gn = .
(1) (k)
Lk( zn) ves Lk( zn)

Propriété S :

Supposons que £'on sache accéfirer £a convergence des k suites de rZels {£J[sn)} (3 = 1...K).
(3 n

On sait donc transformen £.(S ) en y (y_ € R) Zel que

3
SIS
1im ———y—"————y—*—;- = 0 [(ﬂi - LJ(S*))
R ACRERA

Supposons |G | #0 V¥ n.

kK (m) (&)
la transfonmation T = S+ a, z, estun procidé d'accéliration de convergence, 84 Les
' 2=1

(n)

o, sont solution du systime
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Yo £1(Sn) a,
. =G .
n
(k) ' (n)
Yo - Lk(sn) o
Démonstraticn :

k (n) (n) (1) -
On & £,(T) = £,(S) + 1_21 Llzp ap = LS+ y EEACR

(&)

LJ(Tn) =y,
0'ol N
L.(T ) - £L,(5)
1im —J——IL—-——aL—jr- =0 Jx=1...k ]
S - S
n ljt n) LJ( )
Remarque :

Cette propriété est souvent utilisée lorsque E est de dimension k : pour accélérer la convergence
d'une suite de vectsurs deiRk. i1 suffit d'allélérer la convergence des k suites de réels
constitués par les composantes des vecteurs. (D’'aprés la propriété 1, il y a’'accélération de la

convergence par rapport 3 la norme)

Etudions maintenant un procédé qul est une modification de la formule d'Aitken {cf [171, [221).

Soit (Sn} une suite faiblement convergente de 1l'espace normé E et £ une fonctionnelle linéaire

bornée.
L(Sn+1 - Sn)
Posons T =S - (s -S)
n n Z(Sn*z -2 Sm1 + Sn) n+1 n
Propriété 6 : .
L(s P S)
Si La suite {S_} vErnifie 1im A =plp e [-1410) ., La suite {T_} converge
n n  &s_ - sh n
n

e,y -0 el
R 5.4 I S (e, =S, - s*y,

plus vite que {sn} pan napport & La fonctionnelle £ ; 84 1im 4

AT

AL y a accdlération de La convengence par rappont & £a nonme .

Démonstration

*
Posons € =71 - §
n n

Z(Aen)
C(Aen+1) - l(Aen]

e ) = Lle) £{Ae )
n n n
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/

£(9n41] l(Aen+1)
Utilisons la propriété lim 7'[_9:]_ = 1im '2'(7\—9?” (1 - 2 chepitre I)
e ) e ) - Lle}
n 1 n+1 n 1 R .
Hemogey * ' TGe 0 ., "t ICH topTw o1 =0
S VX%

Il y a accélération de la convergence par rapport & la fonctionnelle L.

l[Aen+1)
Posons pn = ITKE;T__ (on a lim pn = p)
tle.,, - o e |l
Supposons que 1lim 1 n =0
n e, 1
T a5 - = (s ., -5S)
n n P 1 n+1
e dl = e, = s ey - el = | 57— | ey = 0, 8l
n n Pn - 1 n+1 n Dn -1 n+1 nn
el |4 ‘ He ., - o, eIl
-1
e, 1 P eI
el : [te .4 - e el
im n - 110 Hm D1 Lo
no el He |1

I1 y a donc accélération de la convergence par rapport 3 la norme. [ ]

Remarque :

Le procédé de la propriété 6 peut s'interpréter de la maniére suivante :

Supposons {Sn} engendrée par une formule itérative linéaire (Sn+1 = A[Sn) ; A : opérateur linéaire

de E + E) et cherchons T_de la forme T_ =S + a (S - S ) tel que £(A(T ) - T) = 0.
n n n n°n n n n

+1
On obtient l(Sn‘1 - Sn + an[Sn+1 -2 Sn’1 + Sn]] = 0.
£(As )
. n
d'od Gn=“——'§———
VAT Sn)

Ce procédé est du 3 Lyusternick (cité dans [221)-
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IT - Le PROCEDE D'AITKEN DANS UN ESPACE DE HILBERT (REEL)

Dans cette section, nous &tudions un procédé déja connu sbus divers noms (méthode de
la sécante généralisée ([30], (161}, méthode des moments ([{36]), méthode de Lanczos, des
"itérations minima” ([11])) ; le procédé n'a donc rien de nouveau en soi. Par contre, nous
montrons commeht une approche géométrique du probléme de 1'accélération de la convergence,
permet d'obtenir un tel procédé ; sous des hypothdses convenables ce procédg (d'accélération
par rapport & un ensemble de fonctionnelles) devient un procédé d‘'accélération de la convergance

par rapport a la norme.

2 - 1 Interprétation géométrique de 1'accélération de la convergence dans un espace de Hilbert.

Soit H un espace de Hilbert se décomposant en :
H = H1 ] H2 (somme directe de deux sous-espaces orthogonaux;
{sn} étant une suite convergente d'éléments de H, de limite s*,
nous noterons e =s - s

.e , e ¢ composantes de e, sur H1 et H2'

Propriété 7 :
Supposons que La suite convergente {sn} s04it telle que :

2
He? 1
HUm —— =
no el
n
Notons ﬁn La varniité affine transfatée de H, passant par s, et En La projection de s* surn ﬁn.

La suite {En} converge plus vite que {sn} lau sens de La nonme).

Démonstration :

Par construction t - 8% . el
n n
{s_} converge ; donc 1im [|92n|| =0 d'od lm t_ = s*
n n
N 2
I, - s* I1e” 11
*
e, <=1 Tell
comme [le’ || = [le[|
n n
2 2
e |1 Ite® I
1im —_— = 0 entraine iim  ———
SERTIRT Tol]

Il y a donc accélération de la convergence par rapport & la norme. R
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Propriété 8 :
Soit H, wie suite de sous-espaces tels que

[l - P el

1im
1 e,

o (Pi : opérateun de projection chHi).

Soit Hi La varnidte affine translatie de H, passant par s, et Ei La projection de s* surn I:ii.

La suite {Ei} converge plus vite que {s }{au sens de fLa nonme).

Démonstration :

Par construction Ei - s* = (I - Pi) e

“Ei - s*ll
Donc 1im ——
T

Remarques :
1 - Les deux constructions des propriétés 7 et 8 semblent, & priori, théoriques puisque la

) *
limite s* n'est pas connue ; dans certains cas, on peut néanmoins calculer la projection de s

(voir paragraphe 2 - 2)

2 - Les propriétés 7 et 8 admettent un certain nombre de variantes. Soit H1 la variété translatée

de H1 passant par s

i

Notons Ei la projection de ti sur ﬁi et t1 la projection de Ei sur Hi'

- 2

Tout élément appartenant & l'enveloppe convexe de ti' Ei' ti et Ei appartient a une suite qui

converge plus vite que {si}-

11 suffit de montrer que {Ei} et &1} convergent plus vite que {si} au sens de la norme.

Par applications répétées du théoreme de Pythagore, on obtient :
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z * - - - N e *
e, - s™11 s 115, - B0« 1Eg - 8"l s 11E, - *11 + 2 1E, - 8l

2 - - - - - *
ey - o™l s HEg - E 1+ 1y - 1l s 2llE, - ol e 11E, - 57

Les deux suites {Ei} et {ti} convergent donc plus vite que {51} et 11 en est de méme pour tout

- - -

élément appartenant & 1l'enveloppe convexe de ti' Ei' ti et ti'

3 - On peut remplacer les hypothdses de la propriété 8 par des hypothases plus fortes

lim O(Hi, H1] = 0

[:] (Hi' H1) désigne 1'angle entre les sous-espaces Hi de la propriété 8 et le sous<espace H1 de

la propriété 7. (Pour une définition de 1'angle entre sous-espaces, voir par exemple [191).

On a en effet :

- - - - *
e, - 8" s HIE - e l] « 1ty - 871

- - - - hd *
IRl L L | A [ i - s

e, I eyl lle, ||

”Ei N S*H

el

D'ol 1im

2 - 2 Mgorithmes d'accélération de la convergence

Dans ce paragraphe nous utilisons la propriété 8 (projection de la limite de la suite

sur une variété affine) pour accélérer la canvergence de suites générées par

A : opérateur linéaire borné de H -+ H.

Nous obtenons une famille de procédés d'accéléretion de convergence, valables lorsque A est
auto-adjoint.

Lorsque A n'est pas auto-adjoint, 1] est possible de déterminer la projection de la limite sur
certaines variétés mais nous n'ayons pu démontrer la propriété d'accélération de convergence

que pour un procédé particulier.

Propriété 9 :
(Un algorithme géndral d'accélfiration de convergence)

Soit A un opbratewr compact, auto-adjoint de H + H & spectre sdmple, tel que LAl < 1.
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Sodent A, fes valeuns propres (avec |A,| > M| > cou > X1 > A 0> .00 ) et vy Les ElEments

propres assocdés (v, v3 = 0 s4 1 7 1.

. J .
Soit {s_} une suite d'Eéments de H engendrde par :

avec s tel que (eo. v1) = a, 0
(e d8signe L'enreur associle &s s - s, s* &tant solution de s = A s + b).

Considénons Les sous-espaces H engendnés pan :

Azn ., Az A avec p 2 1

L zn0p~1

ol La suite z, est telle que : z = Az

141 4 20), z, gtant choisi de fagon que,

i

pour Azo=§ by vy» on att by £ 0 1 =1,... p).

Alons La suite de sous-espaces H , de dimension p V n, satisfait pour La suite {51} aux hypothdses
de La propriété 8, et fournit une suite {y,} qui converge plus vite que {51}‘

nay =s -+ Ji ay 8z 4 4 0 Les a, sont sofutions du systime :
bs . z ) (Az , Az ) ... (Azn’p_1. Az ) a,
: . : B
(as . Zn*p—1) (az . Aanp_1) .o (Azn’p_1. Azn+p_1) a,
Démonstration

Plagons nous dans H =‘R3. Soit H1 le sous-espace propre de A associé aux deux valeurs propres
de plus grand module, et H2 son complémentaire orthogonal.
La propriété 7. fournirait 1'algorithme théorique suivant :

Soient 91 et 92 les variétés linéaires translatées de H1 et H2 passant par s*
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n+4 .

=

La suite {sn} est "tangente” a 91
Y ! projection de s* sur la variété translatée de H1 passant par 5,

La suite {yn} converge plus vite {sn}.

L’algorithme est "théorique” car on ne connait ni H1. ni 5'.

La propriété 8 fournit un algorithme pratique , et cecl pour trois raisons :

*
-]

On peut remplacer H, par une suite de sous-espaces Hn tels que :

4
1) La dimension de Hn est constante
2) On psut "approcher” la variété translatée de H1 par ﬁn

3) On peut effectivement déterminer la projection de s* sur cette variété.
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Démonstration :
z, gtant un élément de H, générons une suite auxilialre
z = Az

i+1 i

Supposons que Az0 se décompose sur les éléments propres de A :
Az = b, v +b, Vv, * ..s
o

Soit Hn le sous espace vectoriel sngendré par Azn, Azn§1.... Azn*p-1' i

1) Hn est un sous-espace de dimension p (et ceci quel que soit n)

Supposons que'Azn,... Az soient linéairement dépendants entre eux ; il existe donc

n+p-1
Qs Gy een up-1 tous non nuls tels que :

a, Azn +a, Azn + ..t A = 0

+1 p-1 Zn+p-1

En décomposant sur les p éléments propres v,, V, ... vp, on obtient :

17 72

b, A" a, + oy Ay ¢ -oe * 0 AP .o

17 1 1 p-1 "1

n p-1 -
b, Xz (ao +a, Xz e * up_1 Xz ) 0 X
b AMN(a +a, A+ ... +a AP =0
PP o 17p p-1 'p

Les Ai étant distincts et b1 #0 (4 =1 ... p) on ne peut qu'avoir R AL = Q =0

Hn est donc de dimension p.

2) Le sous-espace Hn vérifie 1'hypothése de la propriété 8 :

[tz -p 3 el
14m @ —_——n .

n He I

En effet ||(I - Pn] en|| représente la distance de e, au sous espace Hn. Cette distance est

inférieure & la distance de e, 3 un élément quelcongue de Hn (par exemple Azn)
[]a - Pn] enll < d(en. Azn] (distance de e_ 3 la variété engendrée par A zn).

Soit Zn = A Azn la projection de e sur le sous-espace de dimension 1 engendré par Azn

: (e , Az )
(A = PR D 1 R |
[Azn. Azn)
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2 2
d (en. Azn) . (A Azn T8 A Azn - en] e (an. Azn)

(en. en] (en: en]

(Azn. Azn) [an. en]

= 1 - cos2 5} {6 : angle entre e_ et Az )
n n n n

Montrons que 1lim cosz Gn = 1
n

Supposons que e, {erreur associée & so] n"est pas orthogonale a v, (&lément propre de A associé

1

a 11. valsur propre de plus grand module) : e, = Z (51 # 0)

a4 Yy

cos2 8 =

vV € 11 existe N tel que pour n > N

©
I a,b, (=) <¢
2

Nt~ 8

1]

-

—

2

—

A

8

" e, bz
Donc 1im cos -en = 1, d'od 1lim —_—
n n el

||(I - Pn) en||

et i —4 2 —— =
, e, 11

3) Calcul de la projection de s* sur ﬁn (variété translatée de Hn passant par Sn]

Notons yn cette projection.

yn est de la forme

y

n™S% * a1 Azn + L.t ap Az

n+p-1

Les oy sont déterminés par la condition
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*
Yo T s _1_ Hn' ce qui conduit au systémg linéaire :

[ (e , Az ) 1 [ (Az_, Bz ) vee (B2 , 8z) 1 [a,)
n n n n n+p-1 n 1
(e, Az )
N . . -0
| (e 87,504 | (82 82,0 q) e B2 4 bz hq) | { %

Le déterminant de Gram de la matrice est différent de z6ro car les Az, sont linéairement

3
indépendants.

Montrons qu'il est possible de calculer les produits scalaires du type (en. Azn)
La suite {sn} vérifie :
en*1 = A en

© 1 " ©n = (A - I) e,
-1
e, = (A-1) Aen

Az = (A-1) 2z
n n
{A - I) étant auto-adjoint, on a :

1

(an. Azn) = ((A - 1) Aen{ (A-1) zn) = (Aen. zn) = (Asn. zn) |

Propriété 10 : (Une famille d'algorithmes d'accélration de convergence)
Plagons nous sous Les hypoth2ses de La proprilte 9 (p 21 gtant un entien §4x&).
Choisissons s de facon que

Aqsn.... Aqsn , soient Lintairement indépendants (v n 20 Vq > 1).

+p-
Pour q =1, 2 ... podons

(q)
. q q q
Yn T8t % a St % A Spet Tt ap 4% s

les o, &tant solution du systdme Lindaire :

(As_, As ) (2% _, a%s ) e (A%
n n n n
. + . )

q 2 q
(Asnf Asmp_11 (8%, A smp_1) eee (A

(q)
Chacune des suites { yn} (q =1, 2 ... )} convenge plus vite que (sn} au sens de La nonme.
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Démonstration :

A &tant définie positive, munissons 1l'espace H du produit scelaire :

(x, y)q = ((I - A]z-q x, y) (q : entier 2 1)

- q q q
Soit H_ la variété linéeire affine passant par {sn} engendrée par 8s , A's ... 8 S ep-1

Cette variété est de dimension p (pour une raison analogue 3 celle qui a été vue dans la

propriété précédentel.

Projetons s* sur Hn {nouveau produit scalaire]. On obtient le systéme linéaire :

( q 3 ( (AD q q q ) 3
e . & sn)q (A7s . & sn)q cee (A ®hep-1’ A snlq a,
q
(en, A sn¢1)q
. + . . =0
q q q g q
| (e, & sn+p_1lq ] (A7 . A sn4p_1)q oo (A 8 ep-1’ A sn+p-1)q | a, ‘
-1
Ore = (A-1) Ae
n n
2% = (A - D" pe
n n
e, 8% =(1-m29%m-D"se, a-19"2e) = - (e, 8s,)
n J'q - n 3 n J
q q - (Ad - 13279, - 13971 s - (A9 2
(A 53' A sk)q (A $J‘ (A - I} (A 1) A skJ (A sj. A skl

Les ai sont donc solution du systéme linéaire de 1'énoncé de la propriété.
(q)
*
Iy, - "Il

D'aprés la propriété §  lim ———4d -0

s, - ST

n qQ

Comme la norme || ||q associée au produit scalaire ( , ) est équivalente 4 la norme initiale,

1l y 8 accélération de la convergence par rapport & la norme initiale. ]

Remarque :
Parmi les procédés de la famille, ceux qui correspondent 3 g = 1 ou g = 2 nécessitent la

connaissance de p+2 termes de la suite (sn, S &.... s J. Pour g 22 11 faut utiliser p+q

+ n+p+1

termes de la suite.

PfoEriété 11
La thansformation cornespondant & q = 1 est La méthode des moments ([36]), et dans Le

cas ol H = RP, on obtient Le proctds d'Adithen généralisé ([303, [161).




70

Démonstration
L'esprit de la méthode des moments consiste & déterminer un opérateur *d'{interpolation”

et a eﬁ chercher le point fixe :

Notons H, la variété linéaire affine passant par Syr 8y

s et soit Ai 1'opérateur linéaire

1 e1770" S4ap
de H = ﬁi*géfini de la maniére suivante :
Soit x un élément de H, de la forme :
x = s vaQ Asi toa.. ap Asi+p-1 + ap‘1 Asi*p L 5
\ : / \ /
\/ \/
o =41
€ H1 € H1

A cet &lément, associlons

y =8 +Q L ap A51+ .

1 8544 p

i+1

Cet opérateur A, "d’'interpolation” peut &tre défini par :

i
P1 : Opérateur de projection de H + Hi

et A,, b

1 1 tels que :

i+1 i71 i

1+2 T M1 B34 1

S1ep+1 1 %14p " Py

Ai st b, définissent un opérateur de rang p car H, et H . sont de dimension p. (cf (36])

Cherchons le point fixe Yy de Ai sous la forme
1 2 1 = 2 ey
Yyt Yyt Iy e HLyy e HgT)
= L}
ls condition y, Ai(yi) s'écrit
1 2 2

Yty T8t a, As1 v el * ap Asi+p—1'y £ 8441 * oy A51¢1 .. up Asi’p
c'est-a-dire
2 2 - .
Asg +a, B7s v el @, A Siep-1 H,.» ce qui détermine les a, comme solution de :
(As,, As,) (Azs As .} . EAzs As ) a
1’ i i’ i 1+p-1’ i 1
. + : . = 0
(As,. As ) (4%, s ) ... (A%s,. ., Bs ) a
i i+p-1 i’ i+p-1 i+p-1 i+p-1 p

On retrouve le systéme de la propriété 10, pour g = 1.
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Lorsque H = r" (n 2 p} 18 calcul de y, par la méthode ci-dessus (méthode des moments) peut

s'exprimer matriciellement :

Notons F et G les matrices dont les colonnes sont respectivement F = [Asi.... Asi*p-1]'
2 2
G = (A 8 e 8 51*9_1].
T 1 T
On a vy <8 F(F' G) F Asi.

Et lorsque p = n (les matrices F et G sont alors carrées), on obtient la méthode de Henrici ([16], [30]) :

Remarquons que lorsque p = 1 et n > 1, la méthode devient

.o - (Asi. Asi) re
Yy 7 8y

(Azsi. Asi) i

Ceci est une variante du procédé de la propriété 6 ol la fonctionnelle £(x) a été remplacéepar un

produit scalaire qui est fonction de 1'itération (L(x) devient (Asn, x)). 1

Propriété 12 (Une géniralisation de £'e-Algorithme scalaine)

Sodt {51} une suite géniérée pan Si.q = As *+ D (A : opérateur Linaire compact auto-adjoint),

et qupOAonA connus 2p+1 ELEments succesdifs Sg» S5.q700 Squzpt

Cherchons Yy = sy *a, Asi 4.+ ap As

i i+p-1
. 1

Sodent y 4% Sgeq Yy A51~1 el * a, As:hp

+a Asi+ L. ap As

i+p P i+2p-1

Gy vee up étant déterminés par la condition :

1
y 1 yi 1 Asi

.
.
-

K
Y, -yt Asi (k =1 ... p)

La suite {yi} convenge plus vite que {si}.

Démonstration :
Ce procédé peut 8tre considéré comme une généralisation de 1'e-Algorithme scalaire pour
la raison suivante :

Les a, sont solution du systéme :




(Asi. As,)

(As,,. Bs )

(Bs,, s Bsy)

Lorsque les &€léments de la suite

72

2
(A 8y Asi)
2
(A Sieq Asi)

(a® As,)

Siep-1° 5%

.. (Azs

1ep-1" Bsy)

a? As,)

i

Q

S1+2p-2°

sont réels, le systeme A& résoudre devient :

2 2
Asi A's, oo A Siep-1 a, i
2
As A”s
11 . 11 <0 ™
2 2
Asi’p_1 A Sfep-1 " A $142p-2 a,

Or, dans 1l'e-Algorithme scaleire, on suppose que les é&léments de la suite sont 1iés par une

récurrence de la forme :

+

4 + a_ As

oy bs p e

cC * s 1

J

Le calcul de ¢ (qui se fait & 1'aide d'un algorithme en losange) nécessite du point de vue

théorique, la résolution du systéme (1), et le calcul de

c S

N +a_ As

coyBsy vt a B

Donc, du point de vue formulation, le procédé proposé généralise 1'e-Algorithme scalaire.

(Pour d'autres généralisations, consulter [4]).
La formule du procédé est identique 3 la formule de la méthode des moments (propriété 11), car

1 .2 2
A sk] A sk)

(AzsJ

(L'opérateur A étant auto-adjoint].

(A - 1) AsJ. (A -1)

B Ask) = (As,,

J

D'aprés la propriété 10, le procédé accélére donc la convergence de la suite {si}. ]

Remarque :

La méthode des moments (propriété 11) permet de retrouver la formulation de 1'e-Algorithme

scalaire :
Soient so. s1 ves 52p 2p+1 €léments d'une suite de résls [supposée convergentel.
e-Algorithme : On suppose que la suite est générée per Snep =8, 5, * 8y 8 4t .. + ap sn+p-1 +cVn

Aprés avoir déterminé 8, 8, +u- ab et ¢, on calcule une approximation de la limite :

2
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Las ai sont solution ds :
sp a8 ta, s, ap sp_1 + c
szp -8, sp v a, sp¢1 e ap 52p—1 +c
et vérifient donc :
As Aso cee Asp_1 a, -
ASZp-1 Asp Y Aszp_2 ap
Méthode des moments
so si Asi
s 3
Posons X_ = 1 oo X = in AX
o . . i .
%p-1 S1+p-1 834 ip-1

(Supposer gque la suite initiale vérifie une récurrence d'ordre p revient & supposer que la

suite Xi vérifie dans RP une récurrence d'ordre 1).
La m&thode des moments consiste 3 chercher la matrice A et b ¢ Rp tels que

X = AX +b
o

ces

Xeoq™ A X+ D

A doit vérifier

Ax = A AX
1 o

A, = A B,

D'aprés la forme des vecteurs Axi. A ne peut &tre que de la forme
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La derniére ligne de chacun des systémes Axi = A Axi_1 détermine les a, ¢

4s As o0 As
P o p

-1 1
Asp¢1 . As1 e a,
Aszp_1 ) Asp_1 . Aszp_z ap
0
0
Le vecteur b est de la forme b = 0 avec
b
p
bp = sp - a1 s, " °2 s, - ap sp_1
La sclution X de X = A X + b est de la forme X = , et pour la dernigre composante

X eo X X

de X = AX + b, on a:

X = (a1 + 52 eee + ap) X *+ bp

Cette quantité est identique 3 la guantité s celculée par 1'e-Algorithme scalaire. B

Propriété 13 :
Soit {s,} une suite d'Elements de R" génénde par :

A+ matrice (n x n) & valeurs propres vérifiant |3, | > R P I, !, tette que 11all <1
{A n'est pas nicessairement symétrique).

Notons s* fa sofution de (I - A} s = b,

z désignant un vecteur non onthogonal a w, (veeteur propre de AT associt A,‘), gonmons La

suite auxifiaine.

Supposons que g est tel que Aso n'appartienne pas & un sous-espace propre de A, de dimension
infenieure & p lp : entien ingérieur a n).

Sodit Ly Le sous espace vectoniel de dimension p engendrl par As,, Bsg ,.... Asi*p—1 et L, fa
vaniltd affine translatée de Ly passant par s, .
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Soit y, e [1 tel que £'emrewr (y, - s*) assocife 2 y, 404t onthogonale & Az, Bz, ... bzy, . ,.
La nechenche de Yy nécessite La ndsolution d'un systeme Lindaire de dimension p et 8i p = 1 La

suite {yi} convenge plus vite que {si}.

Démonstration :

Soit y, = s, + a, Asi el @, Asi’p_1

Les a, sont déterminés par Yy - s 1 Azi.... Az , ce qui conduit au systéme linéaire

i i+p-1
(Azi. ei) (Bz,, Ac)) ves (Azi. Asi+p-1) a,
bz, . &) . (bz,,,. As,) - 0
(Azi*p_1. ei) (Aziip_1. Asil eee (Azi§p_1, A51+p-1] a

Les produits scalaires qui apparaissent dans la matrice peuvent &tre calculés ; d’autre part

(AzJ. ei) = (z,, Aei)

3

T
A = {A -1
car zJ ( } zJ
-1
i - (A - 1) ‘Aei

e
On peut donc effectivement calculer (a1. A, eoe ap].

Lorsque p = 1. le procédé s'écrit :

Munissons Rn du produit scalaire suivant :

9
Si x et y € R" se décomposent sur la base des vecteurs propres :

X ®a, v, ta, v, . ba v .
Yy = b1 Vgt e + bn v, » Posons (x, y) = 121 a b1
La nouvelle norme, notée || ||* est équivalente & la norme initiale.
* 42
Hy, - s7HH;

Calculons m
i *
En utilisant la décomposition de eo sur les vecteurs propres :
e = a, Vv, +a V. + ... +a v,
nn

on a : i
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T
Décomposons z0 sur les vecteurs propres w, «.. wn da A :

1

z =b, w, *+ ... b w
o n

11 n

Supposons les valeurs propres rangées par module décroissant.

* * T
- - As
(y1 8.,y -8 i, . (ei +a Aei. e, *ta Aei]* (ar - _il__ " :
* * T
(s, -8, s, -8, (e, &), Az, bs,
2 [Aei. Aei]* [31' Aei)*
=1 roa (e,, e,] t2 a (e,, e,)
1' Tiw S A
On a :
(Ae,, Ae,)
gt - oo -0°
i 1° "i'x
(e,, Ae.)
un M, -1
i 1 "1
ziT Asi
D'autre part ai = - est fonction de 1 et
. Az1 Asi
lim® a, = i_lj_T (en utilisant le fait que chaque wJ est orthogonal aux VK).
i 1
* R *
Hy, - *I1, Ny, - "]
On en conclut 1lim —_— 0 d'od lim ’ =
sy - 711, s, - "1 -

La suite {y,} converge plus vite que la suite {s,}. @
i i

Remarques :
- Nous n'avons pas pu démontrer qu’il y avait accélération de le convergence dans le cas

général (p quelconque)l.

- LS recherche de yi nécessite la résolution d'un systéme linéaire de dimension p. Pour
éviter cette résolution, on peut bi-orthogonsliser les suites {Asi} et {Azi} ; on obtient ainsi un
algorithme qui au point de vue construction, est analogue au procédé de bi-orthogonalisation de

Lanczos, ou la méthode de bi-itération de Bauer ([381]).
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2 - 3 Exemples numériques

Parmi la famille d'algorithmes d'accélération de la convergence (de la propriété 10),

nous n'avons &tudié que les procédés correspondant 3 g = 1 et g = 2.

Méthode I _(g_=_1) (voir propriété 10)

Soient si. 51*1

opérateur auto-adjoint).

cee8 p+2 termes successifs de la suite (générée par itérations avec un

1+p+1

Nous avons calculé 91 =8 + 01 Asi + ..+ ap 4s (voir propriété 10} ; et cette

i+p i+p-1

quantité peut &tre améliorée :

a, As + + a As

posons y, = si*p¢1 +a, 141 res b A840p

Pour éviter de résoudre un systéme linéaire de dimension p, nous avons bi-orthogonalisé les suites

{8s,} et (Azsi}.

2
Posons gy Asi li = A 8y
: k=1 (h) : 2 k-1 (k)
S Asiok . Z aj zi‘J et li*k‘ A Siek * z aJ Li*j
J=o J=o
(k)
Dans le calcul de LI et LiOk les coefficients aJ {qui dépendent de k) sont calculés de
fagon que ti*k soit orthogonal 2 g, Bioqetme Biggoq
{(On peut vérifier que si la suite est générée par S e = A sy + b avec A auto-adjoint, par la
(k)

méme occasion ik est orthogonal 3 li cee Zi#k : les mémes coefficients ay sont utilisés

dans le calcul de 8, °©t L1+k'

Le calcul de 91 devient daonc
9 = g 0'&' g 4'& 4 *...*'(\1‘ 3
i i+p o 1 2 i+ p-1 “i+p-1

(As )

» 8
v § + - it

( 143" gi'J)

Lorsqu’'on a calculé y1 3 partir de Sy «e+ 8 , le calcul de Y1 3 partir de Siet *ot si+p+2

nécessite le calcul de gi*p*1 et Li*p

i1+p+1

{orthogonaux respectivement & L1‘1 e £ et

+1 1‘9

Bypq - gi+p)'

Méthode II__ (g_=_2) {voir propriété 10)

A partir de s, ... s on calcule

i 1+pe1’

2 2
t ¢B1 A 8y or- + Bp As

17 %14p 1+p-1

(En utilisant aussi une technique d'orthogonalisation pour éviter de résoudre des systémes linéaires).
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Nous avons comparé les méthodes I et II avec 1l'e-Algorithme vectoriel {[38]) pour accélérer
la convergence de suites de vecteurs (engendrés par Xi4q © A X, b ;A : symétriguel. (Bien
entendu nous parlons de 1'é€lément de 1l'e-Algorithme vectoriel qui utilise les mdmes vecteurs

‘8 -] sess S

1* 8449 4 Que les méthodes I et II).

1+p+

Sur les expériences numériques que nous avons effectuées, nous avons constaté que :

1) Faibles valeurs de p (p = 1, 2, 3, 4) )
En général :
Méthode I meilleure que €-Algorithme vectoriel

€-Algorithme vectoriel meilleur gque méthode II

€-Algorithme meilleur que méthodes I et II.

Pour de grandes valeurs de p les méthodes deviennent instables.

*

Exemple : A matrice 10 x 10 Sie1 A sy (s = 0)
norme de Méthode I Méthode II €-Algorithme
Siepsn 2° colonne
0.1 E 0O 0.39 E-02 0.66 E- 1 0.41 E-01
0.13 E-D1 0.11 E-D4 0.69 E-03 0.40 E-03
0.16 E-02 0.50 E-07 0.34 E-05 0.18 E-05
0.19 E-O03 0.23 E-09 6.16 E-07 0.93 E-08
0.24 E-04 0.11 E-11 0.76 E-10 0.44 E-10

P =1 0.28 E-05 0.51 €-14 0.36 E-12 0.20 E-12

""""""""""""""""""""""""""""""""""""" c-Algorittme

4° colonne

p=3 0.16 E-02 0.44 E-15 0.59 E-08 0.74 E-06
0.19 E-03 0.25 E-17 0.35 E-11 0.14 E-08
0.24 E-04 0.12 E-19 06.17 E-13 0.24 E-13
0.29 E-05 0.56 E£-29 0.79 £-16 0.42 E-17

p=5 0.24 £-04 0.96 E-21 0.77 E-21 0.19 £-14
0.29 E-0S5 0.38 E-26 0.26 E-22 0.39 E-18
0.36 E-0B 0.21 E-28 0.31 E-23 0.18 E-23
0.45‘E‘07 0.29 £-28 0.38 E-24 0.95 E-28

0.55 E-08 0.88 E-25 A 0.47 E-25 0.48 E-32
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Résolution de 1'équation de Laplace dans un anneau rectangulaire

3
Q
2
2 ........
P .
>
1 4
Soit & résoudre Au = 0 u e Q u = 1 sur la frontidre extérieure, u = 0 sur la fronti2re intérieure.

Résolvons ce syst2me par différences finies (les vecteurs ont donc une dimension égale au nombre de
points du maillage} ; en méme temps que sont générées les itérations, utilisons les méthodes I, II
et 1'e-Algorithme vectoriel. (Nous testons le moment ol la différence de 2 vecteurs successifs est

inférieure 3 £, en norme).

Utilisation de 3 vecteurs successifs : (g = 10-5)

Méthode I Méthode I1 €-Alg Itérés normaux
Maillage 330 points 24 iter. 28 iter. 20 iter. 43 iter.
Maillage 1100 points 62 iter. 58 iter. 58 iter. 137 iter.

Le colt de 1'utilisation de chacune des méthodes est, par itération :

Méthode I I Méthode II I e-Alg

3n mult. l 3n mult. | 6n mult.

{n : dimension de 1'espace vectoriel).

Lorsqu’on utilise 5 vecteurs successifs les 3 méthodes donnent -des résultats analogue (en

itérations), le coilit d'utilisation étant (par itération)

Méthode I l Méthode II ' e-Alg

9n mult. l Sn mult. l 20n mult.
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CHAPITRE 111

PROCESSUS ITERATIFS

Soit A résoudre l'équation x = T(x), T étant un opérateur continu d'un espace de Banach
dans lui-méme. Mann [27] a proposé une méthode générale de construction de processus itératifs
(appelés les procédés de Mann), permettant d'approcher la solution de x = T{x). Les procédés de
Mann peuvent &tre utilisés soit pour construire une suite convergente, soit pour accélérer la
convergence d'un processus itératif. Aprés avoir rappelé en section 1 les principales propriétés
de ces procédés, nous construisons en section 2 un procédé de Mann convergent (pour la résolution
d’'une égquation non linéaire) ; enfin, en section 3 nous accélérons la convergence d'un processus

itératif (pour la résolution d'une équation linéaire dans R™).

I - Le PROCEDE DE MANN

Soit E un espace de Banach, C un convexe compact (donc fermé) de E et T une application
continue de C dans C. D'aprés le théorgme de Schauder, T admet au moins un point fixe, mais la suite
générée par Xivq * T(xn) n'est pas forcément convergente.

Soit A une matrice infinie dont les éléments a, (£ 2 0, §J 2 0) vérifient

J
( 8,20 Vi,
a1J =0 J > 1 (la matrice est triangulaire inférieure)
H1 N
J§0a11=1 Vi
| lim anJ =0 vV

Les conditions de Toeplitz sont vérifiées et la matrice A définit un procédé de sommation régulier ([4]).

Définissons le procédé de Mann M(xo. A, T)

x quelcongue dans C

Vn= Jgo anj XJ
n=20,1,2...
Xieq ™ T(vn]

Remarquons que M[xo. I, T) défini par la matrice unité est 1'algorithme des approximations successives

x = T(x_}.
n

n+1
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Propriété 1 (27 ) :
S{ L'une des suites {x } ou {v} converge, £'autre converge aussi vers fa meme Limite

et Leun Limite commune est un point fixe de T.

Cas particuliers du procédé de Mann

n

= T( 2 anJ xJ], on peut considérer que le procédé de Mann est
=0 :

le résultat de la composition d'une récurrence du type y,, . * T(yi) et d’'un procédé de sommation. Si

Comme on peut écrire Xnen

on impose 3 la matrice A d'avoir une structure particulidre, on retrouve des procédés connus,

A est une matrice bande-diagonale de largeur-k.

Dans ce cas-1a le procédé de Mann est une récurrence non stationnaire a k points du type
n

x = T } a . . x.J = T [x, x
n'n

cer X )
n*t yan-k-1 ™I

n-1’ n-k+1

Si la matrice A est de la forme :

8, ]
31 ao (8]
A= :
- ak_1 es e 61 50
0 a4 % %
| 0

le procédé de Mann est une récurrence stationnaire
k-1

x = T ( Z a
n+1 4o

J "n-d
Procédés de Mann normaux

C’est Dotson ([83) qui a introduit la définition d'un procédé de Mann normal : Un procédé de Mann

est normal si la matrice A satisfait aux hypothéses supplémentaires.

an*’lﬁj -0- an+‘|, r|411 enj J=0,1 «..n

n=10,1...

ou bien a = 1 ¥Yn
nn

ou bien a <1 Yyno>1
. nn :

Propriété 2 ({81}
Une condition nBcessaine et suffisante pour que Zes hypoth2ses H1 et tH2 sodlent satisfaites

est
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( 1320 Vi

:°ij'° i1

_|§°1J=1Vi

I .-

l °n¢1.J (1 an‘1’ n*1) anj
an

| Z 8, diverge

\n-1

Dans ce cas-£3 La suite {vn} d'un procddé de Mann nonmal vErifie :

v = (1 -t )v +t T(v) (t = a )]
n° 'n n n n

n+1 n+1, n+1
Le plupart des résultats de convergence concernent les procédés de Mann normaux, et on a

ainsi :

Propriété 3 ([27])
La matrice de Cedarno déginit un procédé de Mann nonmal.

Soit T une application continue de [abl -+ [abl (a, b € R) £a suite génénée par
T{v ) :
n n \'

Vet T et et

n

convenge vers un point fixe de T, et cecd quel que s0it v, € [a b,

Un grand nombre d’auteurs ont utilisé des procédés de Mann normaux dans le cas d'applications
"non-expansives” dans un espace de Banach strictement convexe, Un espace de Banach E est strictement
convexe si

Ix + y11 = [1x1t + iyl (x #0, y #0) = y = cx (c > 0)

Une application T est non expansive si
PITix) - T(y)il < 1ix - y1i Vx,yet

Dotson [8] & montré que :

Propriété 4 :

Soit E un espace de Banach strndictement convexe, C un convexe fenmé de € e£ 7 : C + C une
application continue, non-expansive (telle que T(C) < KcC, Keompact)., Soit Mix,, A, T} un p)wcédké‘
de Mann normal défini pan une suite {t} convergent dans 10,10, Alors Les suites {x_} et {v_} du
procédé de Mann convergent (fontement] vers un point fixe de T, ’

Pour des propriétés analogues & la propriété 4, on pourra se référer a (8], [227, [21], [15].
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a3

IT - UN PROCESSUS ITERATIF CONVERGENT

. Proprieté 5

Dans cette section nous &tablissons un théoréme qui généralise la propristé 3.

Soit A, (n=1,2...) une sulte de nfels tels que :
. 0<A <1 vV n
n
Poun toute application f continue de {0, 1] dans Lui-méme, ayant un nombre gind de points fixes,
déginissons La méthode itérative :

v, Qquelconque appartenant 2 [0, 1]

Vn¢1 * Vn * An [f[vn) - Vn] ’

Une condition nicessaire et suffisante pour que fa suite {v } converge vers un point fixe de f {et cecd

quet que s0it f continue, ayant wi nombre §ini de points fixes} est :

lim X =0
n
n
I A, divenge
i
i
Démonstration :

Nous montrans en remarque 2 que la condition est nécessaire. La condition suffisante est
basée sur deux lemmes qui &tablissent 1'existence de points fixes attractifs, et permettent de

diviser l'intervalle [0, 1] en zones d'attraction et de répulsion.

Définition des intervalles Ai

Faisons varier x de 0 3 1 et notons Pys Posees pq (0 s Py <Py -o- < pq < 1) les points
fixes de f ol f(x) - x change de signe d'une manidére "favorable” (en passant d'une valeur positive

& une valeur négative). Plus précisément

Pour chaque point fixe noté pi. i1 existe 51 > 0 tel que : .
(a) : V¥ x e [pi - 61. pi[ f(x) - x> 0
(b) : ¥ xce¢ in' Pyt 613 f{x) - x <0

Notons A1 1'intervalle [pi - 61, Pyt 61] (si 0 est point fixe on considérera qu'il y @

changement de signe si (b) est vérifiée, et dans ce cas A1 = {0, 61] ; de méme si 1 est point fixe,
11 suffit que (&) soit verifigé et A = [1 - §_, 1]. Soit d le minimulndes distances séparant deux
Q q

~sont alors disjoints, leur

points fixes successifs et posons 61 i=1... q-. Les intervalles A

i

{
d
3
longueur est supérieure ou égale a § -_%

et chague Ai contient un seul point fixe.
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Lemme 1
(1} g 21
(11) Notons Ry L' intervalle ouvert séparant Ay et Ay oq (1 =1 ... g-1) 3 4 existe oy

uni.queﬁppa)utenant a R N el que :

fix} - x <0 sl x < o, X € R1
flx) - x 20 si x > a. X € Ri

(L'intervalle R 4 peut contenin plusieurs points fixes mais un seul cormrespond & un changement de

s4igne de fi(x) - x)

(i1i) S& p, # 0 notons R_ L'intervalle fermé & gauche compris entre 0 et A,.
1 [+] ; 1

Onafix) -x20 X € Ro

De meme &4 Pq A1 AL exdate Rq (intenvalle fenmé & droite, compris entre Aq et 1) zel que

fix) - x s 0 X € Rq

Lemme 2 :

Lla Longueun des intervalles Ay Etant défindie par 8, iL existe N, (8) tel que 84 v, € AJ

p2N, (&) - alons v, € AJ V nzp et la sulte converge vers Le point fixe p_1 appartenant & AJ.

Je{1...q}

(L'intervalle A, est attractif).

J

Démonstration du théoréme

D'aprés la propriété 2, 1l'hypothése I Ai diverge montre que la suite {vn} est celle d'un

procédé de Mann normal, et s'il y a convergence, la limite est un point fixe de f (propriété 1).

Solt 6 définissant la longueur des intervalles Ai'

La suite {Xn} étant de limite nulle, il existe N1 tel que
. An <6 pour n 2 N1
Pourm2 N v v ] <X | flv ) -v ] <A s4&. Soit N () 1'indice du lemme 2 et posons
1 n+1 n n n n n [}

N = max (No' N1J

Considérons 1'élément YN de la suite générée par

Viep SVt Xn [f(vn) - vn]
Si vN est un point fixe de f, la suite devient stationnaire et la propriété est démontrée. Dans le

cas contraire, deux possibilités peuvent se produire
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18re Possibilité

appartient & un intervalle attractif A,. D'aprds le lemme 2, la suite converge vers

N 3

le point fixe pJ.

Z2&éme Possibilité

YN appartient a un intervalle R, (§ = 1 ... q-1) et éventuellement j = 0 ou g).

J

Montrons gque cet intervalle est répulsif.

Si je {1 ... g-1}, 11 existe dans R, un point fixe a, correspondant & un changement

k| 3

de signe de f(x) - x.

<

Supposons vN aj
Alors f(vN) “ VN < 0 ; donc Vet < VN Notons aJ la borne inférieure du segment AJ (qui est de
longueur supérieure a §).
- <a,.

On a certatnement v, , > 8 (puisque lVN§1 le < §). Donc 3, < Vnap SV <Oy

Si 1la suite (vn} reste & 1l’extérieur du segment Aj' elle est monotone décroissante mincrée par aJ i
elle converge donc et ce ne peut 2tre que vers un point fixe de Rj {correspondant & un zéro de
flx) - x sans'changement de signe]l.

Si un élément de la suite {vn} pénétre dans le Segment A,, d'aprés le lemme 2, il y & convergence

J

vers pJ.

(Ce raisonnement est encore valable si Vn appartient a Rq' dans le cas ol 1 n'est pas point fixe de fJ.

>
Supposans VN aj
Un raisonnement analogue montrerait que la suite v

v ... serait croissante st majorée par

N° "N+1

la borne supérieure de A , d'ol convergence B

J+1

Démonstration du lemme 1

(1) Supposons que le point fixe est unique

L'une seule des trois situations suivantes peut se produire :
1 -~ 0 est point fixe et alors fi{x) - x < 0 pour x >0
2 -~ 1 est point fixe et alors f(x} - x >0 pour x < 1

3 - Le point fixe p est compris entre 0 et 1 et f(x) - x < 0 pour x > p
f{x) - x <0 pour x > p

Dans les 3 cas q = 1
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Supposons qu'il y a n points fixes. (n>1)

Trois cas peuvent se produire :

1 - L'qne seule des extrémités de 1'intervalle est point fixe.

Supposons que 0 est point fixe.

f(1) - 1< 0. 11 se paut que f(x) - x £ 0V x € {0, 1] et dans ce cas 13, 0O doit 8tre considéré
comme un point de changement de signe (q 2 1).

S'11 existe un x tel que f(x) - x> 0 on a forcément q 2 1.

2 - 0 et 1 sont points fixes

Si f(x) - x est de signe constant entre 0 et 1, 1'un des deux points 0 ou 1 doit &tre considéré
comme point de changement de signe (et g 2 1).

Si f(x) - x change de signe entre 0 et 1, f{x) - x change alors de signe un nombre pair de fois
et il existe forcément un point p ol le changement de signe est tel que f(x) - x > 0 pour x < p

et f(x) - x < 0 pour x > p.

3 - 51 les points fixes sont différents de 0 et de 1

f(0) - 0> 0 et f(1) - 1 < 0 et on a forcément q 2 1.

(11) Entre deux intervalles successifs A1 et Ilki’1 11 ne peut y avoir qu’un seul point
fixe ui pour lequel

fix) - x €0 si x < a,

flx) - x 20 si x > a,

Ce cas est 1llustré par la figure ci-dessous

Graphe de f{x) - x entre les intervalles

Ai et A1'1

(111) Soit Py le premier point fixe positif
Pour x < Py fi(x) - x >0 [éventuellement on peut avoir f({x) - x = 0 s{ x est un point fixe ol
f(x) - x ne change pas de signe).

FIx) < x g A
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Démonstration du lemme 2 :

Nous devons considérer trois sortes d'intervalles A,.

J

1er Cas

Intervalle A1 de longueur § . A1 = [0,8], O &tant point fixe de f ; fi{x) - x <D x € A1.

Dans ce cas la No = 1,

. En effet supposons que vp e A, (p21) F[vp] - vp < 0. Donc v

1 e A, et 1la suite {vn} est

p+1 1 (n2p)

monotone décroissante bornée ; elle converge et ce ne peut 8tre gque vers le point fixe O (d'aprés

la proprigté 1],

2éme Cas
Intervalle Aq de longueur § : Aq = {1 - 68, 1], 1 étant point fixe de f.

Pour une raison analogue au premier cas, on a N0 = 1

3eme Cas

Intervalle Aj de longueur 2 § entourant un point fixe pJ différent de 0 et de 1.

Soit € = Max Sup {f(x) - x|
i=1...q9 xeAi

La suite {An}'converge vers zéro ; il existe donc NO(G) tel que : A S

mnjor

pour n 2 NO(GJ

Supposons que pour 2N (8) v_eA,.
ppos q pour p a p 3

S1 - 4, £ - >0
vp € [pJ 8 pj[ (vp) vp

€ > flv) - v > 0
p p
§ 2 Ap € > Xp [f(vp) - vp] > 0

v +8>v > v
P p+1 p

Donc VP*1 appartient 3 Aj.

Si vp € ]pJ. pj + 8] un raisonnement semblable montrerait que VP‘1 appartient & Aj'

On en conclut que {vn} est contenue toute entigére dans le segment A

n2p 3

Montrons que ¥ n < & (n > 0) il existe N(n)} tel que pour tout n > N(n} v, € [pj -n DJ + nl.

Soit o = sup Jfix) - x}|.
xe[pj-n.pj*n] )

11 existe ﬂ(n) tel que A 5'2 pour n 2 N(n). Supposons que ¥V n > N{n} Va élp, -n DJ + nl. ~

]
-v | <A Jfiv )y - v ] < n, 1a sutte {v } reste d'un méme cdté du segment
n n n n -
n2N(n)
[pj - pJ + nl ; elle est donc monotone bornée et converge (d'aprés la propriété 1) vers un point

Comme |vn+1

fixe de ¥, qui ne peut 8tre p,. Ceci est impossible (puisque le seul point fixe de AJ est p,J).

J J

Donc 11 existe N(n) > N(n) tel que Yn(n) € [pJ - n, pJ + n] et il est alors évident gue
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vne[pj-n.p + nlVvn2N(nl.

J

Cette propriété ayanf lieu quelque soit n, on en conclut que la suite {vn} converge vers pJ

u
Remarques
1 -~ La démonstration repose sur le fait que f{x) - x change de signe autour de certains points fixes.
: 2 2
Nous n'avons pu généraliser le raisonnement au cas d'applications continues de R* dans R” (ou dans

d'autres espaces).

2 - La condition Z Xi diverge est nécessaire
1
1lim A, = 0 .
1 i

Prenons Xi = c # 0 (par exemple Ai = ¥V 1). I1 existe des fonctions continues pour lesquelles

1
2
le processus

1 L]
Xivg X4 * 3 ff(xi) x,) n’'est pas convergent.
Soit en effet
1 si x ¢ (0, EJ
8
5 3 5
f(x) 7" 4x sixe[a.gl :
5 ‘
0 si x € [§~. 1) —L
3 3
8 8
Si xo # %. les itérés vont tendre vers le cycle (%, %. %. ...}. I1 n'y a donc pas convergence.
La condition )‘i = 0 est donc nécessaire.
2&me_Contre-exemple
n
Les Xi étant positifs, la suite Z Ai est monotone croissante ; le contraire de 'i Ai diverge”
' i=1 i

est donc "} A, converge”.
i
Choisissons donc des Ai tels que :

H4m A, = 0
i i

Z Ai converge

Le produit infini (1 - Ai) n'a alors pas forcément une valeur nulle, et c'est ce qui est important.
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-]

2

A= -___23__ . On a bien § Xi converge et m {1 - Ai) "3
(n+1)7#1 i 1

Soit f(x) = 0 V¥V x (dont le point fixe unique est 0).

Le processus itératif x Xyt Ai (f(xi) - x;) s'éerit igi (en prenant x, = 1)

i+1
i

x =x, T (1 - x,)
11 7% 1

La suite converge donc vers x_ = %. qui n'est pas point fixe de f.

Si on reprend l'exemple de f(x) = 0 V x, le processus s'écrit :

i
X =x, W (1 - A,).
17 1
On sait qu'une C.N.S. pour que ce produit infini soit nul (sachant que 0 < Xi < 1), est z Xi diverge.
i
La condition } A; diverge est donc nécessaire.
3 - "Rapidité” de convergence du procédé °
Supposons f lipschitzienne. La fonction f(x) - x 1'est aussi et :
|Fly) -y ~ flx) + x| <™ |x - y] VX, y
Autour du point fixe p, limite de la suite {vn}. on a :
[$ty) - y| <n ]y - pl
Posons ¢ = v_ - p
n n
(v ) - v | <mje |
n n n
e e + X (flv.) -v) flv ) - v
n+1 n n n n n n
= =1+ A
[} e n e
n n n
f(vn] TV e
Comme I%m An e 0, on en déduit : 1lim - 1 et la convergence est donc
n i n : i o

logarithmique.

IT1 - ACCELERATION DE LA CONVERGENCE D'UN PROCESSUS ITERATIF

Soit & résoudre 1'équation :
X ~Hx =y
H : opérateur linéaire dans un espace de Banach. Les auteurs gui ont étudié desvitérétions du type
1) : Xoeq O X (1 - a} (H Xt y)

semblent avoir suivi deux voies de recherche :
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La premiére voie consiste & supposer que ||{H|| € 1 et que 1l'espace est strictement convexe
({51, (81). Une autre catégorie d’'auteurs étudient la convergence du processus (1) avec des

hypoth&ses sur la localisation du spectre de H. ([28], [29]).

n
Dans ce paragraphe, nous adoptons la deuxiéme optique, en cherchant & résoudre dans R

1'équation matricielle

X ~-Hx =y

3 -1 D&finition

Soient deux suites convergentes {xi} et {yi} d’61éments de R, de limites respectives
x* et y* engendrées par des processus itératifs
Xieq = F(xi)

Yie Glyy)

* *
F, G : applications de Rn +1Rn. différentiables au sans de Fréchet respectivement en x et y .
On dit que Le processus {tératif Yieq = Blyy) est plus rapide que fe processus x, . = Fix,]

AL N N
Cp(G* (y 1) < p(F’ (x))

lp désigne fLe nayon spectral des opérateurs lindaires G'(y*) et F'(x"))

Remarques
- Il se peut gque le processus défini par G soit plus rapide gue le processus défini per F et qu'une

suite particuliere {yi} {yy,4 = Gly,}) converge plus lentement qu'une suite (xi} (X, = Flx, M)

0.5 0
V... =Gy G = (G} = 0.5
1 1 o 0.5
0.8 0
X, . =F x F= p(F) = 0.9
1 i 0 0.1
o)
Prenons x_ = Yo =
o 1J
¢} 0
X = y
o lean? 1 lw.s?

La suite (xi} converge plus vite que la suite {yi} et pourtant le processus défini par F est plus

lent que le processus défini par G.
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2 - Supposons les suites {xi} et {yi} engendrées per
x1’1 = Axi + a

:Byi + b

A, B : matrices symétriques tsllas que p(B) < p(A) < 1
y
i+1

* *
Si nous notons e = x_ - x et g_= - on &
t o o te, Yo © ¥ -

* 1
xi x + A eo

* i
y1 y +B so
Le processus itératifs sont donc définis par les suites de matrices {Ai} et {Bi} (de 1imite nulle).

Comme p(A) = ||A]l]. otB) = |]B]]

i i
Lim 'UBi“ S 7 )
|1at] (p(A})

i
Le processus défini par B converge plus vite que le processus défini par A et la suite {B"} converge

plus vite que la suite {Ai} (au sens de la norme).

3 - 2 Un processus de Mann convergent

Les résultats de ce paragraphe sont connus. La solution du systéme linéaire x = H x + y
est ;pprochée par le processus itératif

(1) x . =[al+(-alHlx +(1-ay (aeR)

Posans P(z) = a+ (1 - o 2.

Le processus itératif peut s'écrire :
(1) Xoeq * P(H) X, * 1 -a)y.
Propriété 6 :
Si Les valeuns propres de H sont toutes situles dans £'un des deux demi-plans s€parts

par R_(z) = 1, il est possible de trouver o ndel tef que Le processus itératif (1) so0it convergent.

Démonstration
Etudions la transformation du plan complexe dé&finie par :
Z=a+(1-a)z
19

Le cercle de centre a (réel) et de rayon R, z = a + R & est transformé en Z =a + {1 - a) a

2]
+ (1 - a) R ei . Le cercle transformé a donc pour centre a + (1 - &) a et pour rayon |1 -al R.
Supposons que le cercle initial ne contienne pas le point d'abscisse 1 (on & donc soit a « R < 1,

soit a - R < 1). I1 est toujours possible de déterminer a réel tel que le cercle transformé

soit contenu dans le cercle de rayon 1 centré a l'origine :
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Si a+R<1 on doit avoir _ < o < 1
1-a-R
- -~ 1-8+R

8  TATasr < * <1

Si a-R>1 on doit avoir 1<ac< ~1-e-R

1-a-R

-1 -a+R

st 1<a< ——% kR

Supposons les valeurs propres de A situées dans 1'un des demi-plans séparés par Re(z) = 1.
Il est possible de trouver un cercls C centré sur l'axe des x (en un point d'abscisse &), de
rayon R, tel gue toutes les valeurs propres de A soient 3 1'intérieur du cercle, et ce cercle ne

contient pas le point d’abscisse 1. On peut alors trouver a tel que :

| P(2)] = Ja+ (1~ o 2| <1
zec

Si Ai est valeur propre de H, P(Ail est valeur propre de P(H) =a I + (1 '- a) H

Donc vVi=1...n) [P()‘i)l <1

p(P(H}) < 1 et le processus (1) est convergent. W

Corollaire
Si Les valeuns propres de H appartiennent 4 un cencle centa? a L'ordgine, de rayon
R < 1, 48 est impossible de trouver un polynome de degné 1 vérnifdant P(1) = 1 tel que fLe procesdus

x = P(H) x, + (1 - a y converge plus vite que Le processus x

n+1 =Hx +y P(z) =a+ (1 - a)z).

n+1
Démonstration

te cercle de centre 0 et de rayon R est transformé parp(z) = a + (1 - a) z en un
cercle de centre a et de rayon l1 - u‘ R, qui n'est pas contenu dans le cercle inlitial. On ne

peut donc avoir p(P(H)) < p(H). &

3 - 3 Transformation de processus itératif au moyen de polynomes

Le processus de Mann du paragraphe précédent utilise un polynome de degré 1. On peut
généraliser ce procédé avec un degré gquelconque.

p
Soient @_, a,, ... a_ (p+1) réels tels que J o, = 1.
o o] {20 i

1
Posons P(z) =a_ + @, 2+ ... +a_ 2
o 1 p
1 - P(z)
Q(z) T

Le systeme linéaire x - H x = y est résolu par le procédé itératif :




3

x * P(H) X, * QH) y

n+1

11 s’'agit de comparer ce procédé au procédé défini par :

Xpsq = H X, *y .

La question se raméne a la suivante :

Dans le cas ol p(H) > 1 peut-on avoir p(P{H)) < 1 ? (On transforme un processus divergent

an un processus convergent).

Dans le cas ol p(H) < 1 peut-on avoir p(P(H)) < p(H) ?(On accélérs la convergence d’un

processus convergent).

Supposons que les valeurs propres de H appartiennent & un domaine D simplement connexe dans le

plan complexe.

Nous chercherons 3 résoudre le probléme suivant :

Peut-on avoir Max |P[z2)] < 1
2¢D
ou bien Max |P(z}] < Max |z|
zeD 2¢D

Remarques
1 - Comme P(1) = 1 on ne pourra avoir Max |P(z)| < 1 que si 1 est extérieur au domaine O, ou, 3
zeD

la rigueur sur la frontidre (&tant entendu que 1 ne peut 8tre valeur propre de H, le systéme

(I - H) x =y étant supposé réscluble).

2 - Contrairement 3 la méthode semi-itérative de Tchebichef, il n’est pas nécessaire que la

matrice H soit symétrigue, car on ne cherche pas 2 aveir ||P(H)|] < ||H]], mais seulement

p(P(H}} < ptH)

3 - Soit P(x) = a  + a, x + +a_ xP

1 cen p

Utiliser 1a formule itérative X o1 " P{H] X, + Qf{H) y consiste & chaque éteps, & calculer p

quantités intermédiaires :

u = X
<] n

U, = Hu + vy
1 o - ?
et xn’1 A 01 Uy

C ens
"
X
(=4
+
<
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4- S1 le degré de P{x) est >1.,le processus Xoeq " P(H) Xt Q (H) y n'est pas un procédé de Mann.

Lorsque les coefficients ai de P(z) sont tous positifs (donc 0 £ a < 1 puisque Z ai = 1), un tel
procédé est appelé "averaging {teration” (on fait le moyenne de p + 1 gquantités intermédiaires).
En ce qui concerne la suite de ce chapitre, la condition 0 < q1 < 1 n'est pas nécessaire.

5 - L'idée d'utiliser de telles méthodes semble &tre due & Abramov (on pourra consulter 3 ce

propos FADDEEV et FADDEEVA (Computational methods of linear algebra) Chapitre 9).

Utilisation de transformations du plan complexe

Rappel Etant donnés n nombres complexes Z4s 22, ERRE et r > 0, l'ensemble des points satisfaisant

|tz - z1) (z - zz) ees {2z - zn)l ="

est une lemniscate de foyers z,, z. ... z_ et de rayon r. (L'intérieur de la lemniscate est le

1" "2

lieu des points tels que |(z - 21) e (2 - zn)l <M.
2
Dans le cas de deux foyers, on retrouve 1'équation des ovales de Cassini |fz - 21) (z - 22)| = r
Si r= % lz2 - z1| : lemniscote de Bernoulli
r < % !22 - z1| : on a deux ovales entourant chacun des foyers
r> %- |z2 - z1| : une seule courbe fermée entourant les deux foyers.

Praopriété 7
S{ Les valeurs propres de H sont a L'intérndieur de La Lemniscote d'équation

Iz - 2) (2 - 2,) e (2 - 2] = P (z, alels 1 = 1 ... p) ou complexes confuguds)
p

et 84 r <1 (1 est & £'extirieun de La Lemniscate)
11 - z,) ... 01 - zp)|

alons Le processus Xowq ™ P(H) X, * Q(H) y converge, avec :

(z -z} ... {z-2)
1 P_
1 - 21) ees (1 - zp)

P(z) =

Démonstration
Considérons la lemniscQte d'équation

lz - 2) (z-2)) ... (2 - zp)l P

r
|(1 - 21) N 1 - zp)l |[1 -2z.) ... (1 - zp)l

1

(Les foyers de cette lemniscAte sont donc distincts du point de coordonnées (x = 1, y = 0).)
(z - 21] oo {2 - 2)
Posons P(z) = B

1 ~-2,) ... {1 -2
1 P

Pour tout point z intérieur a la lemniscate, on &

P

|(1 - z,) ... (1 - zpl|

fP(z)} <
1
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?

S1
i |(1 - z1) oo (1 - zp)|

< 1, on a donc |P(z)]| < 1.

Le processus X1 = P(H) X, * Q(H) y est donc convergent puisque p(P(H)) < 1. &

+1

Remarque : -

Brausr [3] a donné des résultats de localisation des valeurs propres & 1'aide d’ovales de Cassini

(donc & deux foyers) :
Chaque valeur propre d'une matrice A (de dimension n) est 3 1'intérieur de 1'une des nin - 1) / 2

ovales de Cassini :

[z - a | |z - EXX | < Pk PA

Kk
e, = ¥ e, D)
1oy Y

I1 ne semble pas que ses reésultats puissent &tre utilisés pour notre propos.

Applications

La lemniscate |z -~z1! = r est alors un cercle. La condition Tq—g;;—T- < 1 implique
: 1
que les valeurs propres de H doivent appartenir & un cercls ayant le point de coordonnées (1, 0)

4 1’extérieur. On retrouve la propriété 6.

I1 est alors possible de traiter des cas qu’'on ne peut pas traiter avec des polynomes de

degré 1.

Exempls 1 :
Les valeurs propres de H appartiennent au segment [-a al(0 < a < 1).

Le segment [- a + a] appartient a la lemniscate de Bernoulli.

‘|(z -a) (z+a)] < u2 avec a = =
vZ
2 - & o2
P(z) = —— on a |P(2)} < ——5 < 1 [V z appartenant & 1'intérieur
1o : toa de la lemniscate)
2 a’ 2
Comme Max lzl = 87, 11 y a accélération [(Max lptzy] = —3 <a )
ze[-a al zelemniscate 2-a
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Exemple 2 :

Les valeurs propres de H appartiennent au segment [1 - a, 1 + a).

Ce segment comporte le point de coordonnées [1, 0). Considérons la lemniscate d'équation
[(z - 13% - &% = &%, dont le point double est la point (1, 0).

2 2
Vzel1-a,1+4a8], 2#1, onallz- 1)2 - azl < az. Prenons P(z) = ~ ii_ll___jl_.

2
a
on a: [P(2)] <1 Vzel1-a,1+al, z#1.

Le processus itératif défini par P(z) est donc convergent.

Exemple 3
Soient A et B les points de coordonnées 1 - a et 1 + a 3 supposons que les valeurs propres de H
appartiennent aux cercles de centres A et B, de rayon 0. 1 a. On peut constater gque les ovales de
Cassini d'équation |(z - 1]2 - ezl < %7 entourent ces deux cercles. (Ls point z = 1 est &

(z - 1)2 - az

1’extérieur des ovales). Posons P(z) = 5
a

ovales de Cassini. Le processus défini par P(z) est donc convergent.

. 0On a ]P(z)] < % V z appartenant aux

Il pourra 8tre utile d'utiliser un polynome de degré p si on a pu montrer que les valeurs
propres de H appartiennent a p domaines disjoints du plan complexe. 11 faudra alors placer les

foyers de la lemniscate dans chacun des domaines (en tenant compte qu'il doivent &tre sur 1'axe x,

ou symétriquespar rapport a cet axel.

La propriété 7 peut aussi &tre utilisée pour accélérer la convergence d'un processus

itératif. Soit 6 : R" +R" une application différentiable au sens de Frechet dans un voisinage

-~

*
d'un point fixe x (tel que x* = G(x*)). S1 on peut entourer les valeurs propres de G (x*l par une
p
lemniscate vérifiant |(1 _— = 0 -2 )( <1 (c'est-a-dire telle que le point z = 1 est A
R b

1'extérieur de la lemniscate). alors on peut fabriquer un processus itératif convergent.

Exemple

*
xi,1=F[x1) f :R-+R tel que 1<p1<f(x]<02

Le segment [91 pz] est inclus dans le cercle de centre

Py * Py Py = Py [|z—p1‘02| < 2Py
— et de rayon 2 2
2
P, t P
2 - 1 . 2 Pyt P,
P(z2) = —————— = g+ (1 -0qa) 2z o= ———
1_0,*02 Pyt Py - 2
2
Py h,
Le processus Xigqg = QX ¥ (14 - a) f[xi) est convergent avec a = 01 "o, - >
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Propriété 8
Soit H une matrnice dont Les valewws propres appatiennent 2 un cercle centré en un point a

de £'axe des ndels (0 < a < 1} et passant pan Le point d'abscisse 1. 18 -est possible de trouver un

polyndme P(z) = a, * a1 z+ (1 - a, - 51) z2 tel que Le processus Xieq © P(H) X, ¢ Q(H) y convenge

plus vite que £e processus Xieq = HX *y.

Démonstration
On peut vérifier que le polyndme P(z) = a1 z+ (1 - 61] z2 répond & la question (a1 étant

2,

a1 -1

un point de coordonnées :

tel que a = }. En effet P(2) = a, z ¢+ 1 - 51) 22 transforme le point de coordonnées ; en

- ~ 2 _ 2
X a, x + (1 e1) (x y)

Y = a v+ 201 - a1) xy

On a Xz + Y2 = (xz + y23 [612 + [x2 + y2] 1 - 51)2 + 2 3, x{(1 ~ 31))
On aura donc X2 + Y2 < xz + y2 si .
2 2 2 2 .
a’” + (x™ + y7) (1 ~ a1) + 2 3, X 1 - 51) < 1, c'est-a-dire si le point de
a
coordonnées X appartient au cercle de centre a = —1 et de rayon R = S — L
y a, - 1 ]1 - a1|

. Remarques

- Par la transformation P(z) = a1 z+ (1 - a1) z2 le point z = 1 est invariant. Si 1

était valeur propre de H, 1 serait aussi valeur propre de P(H) et il n'y aurait pas d'accélération
de convergence. Si H possédes une valeur propre & partie réelle trés proche de 1, on peut vérifier
que P(H) posséde aussi une valeur propre trés proche de 1, et le "gain” en accélération de convergence

est tres faible .

- Dans le cas ol a = 0 (donc dans 1'hypoth&se ol les valeurs propres de A appartiennent

au cercle unité C), le polynome P(z) devient P(z) = 22. La suite Xieq ® P(H) xg ¢ Q(H) y est donc

une sous-suite de la suite Xieq = H Xy + y (termes de 2 en 2).

L'accélération de convergence gue l'on obtient est illusoire.

Exemples numérigques :
Soit & résoudre x = A x + b
A symétrique (donc & valeurs prorpres réelles]. L’utilisation des cercles de Gershgorin donne

facilement un intervalle {1 - a, 1 « a] contenant les valeurs propres de A. (En reprenant 1'exemple 2

(z - 1)2 - a2 1 2 2
{qui suit la propriété 7}, on construit P(z) = - — = 3 (a“ -1+ 2z -2"1).
a a
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(1) 1 01 0
1 1
A = - . T (matrice 10 x 10 tridiagonale)
- - 1
s} 1 1
(- 1) 1
- 2 1
-2 1
b = . La solution de x = A x + b est x = .
- 2 1
L - 1 7

Les valeurs propres de A appartiennent & [1 - 2, 1 + 2]. Ici a = 2. Le polynome P(z} est

P(z) = % (3 +22 - 22].Le processus itératif x = P(A) x, * Q(A) b donne :

n+1

Itération O Itération 300 . Itération 500
0 covevevene .999551 ....nen .9998382
q i .999872 . 999897
o 1.00041 1.00000
o 1.00024 1.00000
0 . 999657 .999994
0 . 999657 .899984
0 1.00024 1.00000
0 1.00041 1.00000
0 .999872 .899897
o] .989551 .989992

II) Soit une matrice symétrique quelconque :

(5 3 4 2 1) [ -14 )
3 7-3 2 6 -14
A= 4-3 310 b= -14 : la solution de x = A x+b est
2 21 2 8 -14
L1 6 0 8 4| -18 |

Les valeurs propres de A appartiennent a [1 - 20, 1 + 20) a = 20

- -2 - -
P(z) = 200 (388 + 2 2 z7) Qlz) = 200 (1 z)
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Itération O Itération 200 Itération 400
0 1.00187 1.00001
0 . 898428 . 999984
1] .987332 .989973
0 1.00120 1.00001
0 . 999664 .999996

Conclusion

‘L'information que 1'on doit posséder

Les valeurs propres appartiennent & un domaine

on peut déterminer un processus convergent.

Si le domaine D a le point z = 1 sur

d'8tre trés faible.

sur les valeurs propres de H doit &tre du type suivant :

ne contenant pas le point z = 1. Dans ce cas 1a

sa frontigre, l'accélération de convergence risque

Si le domaine D contient le point z = 1 on ne bourra pas déterminer un processus itératif

convergent.
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CHAPITRE 1V

ESTIMATION DE LA LIMITE DE SUITES

Ce chapitre s'inspire des travaux de N. Gastinel [13] et de Baranger [2]. L’'idée
essentielle consiste & déterminer dos sous-espaces hilbertiens de (c), 3 noyau reproduisant
({c) désigne 1'espace des suites de réels convergentes) ; 11 est alors possible de construire
des formules "optimales” (cf. [10], [25]) d'approximation de la limite de suites de ce

sous-espace hilbertien.

Dans 1a section 1 nous construisons des formules de sommation “"optimales™ pour

certains sous-espaces hilbertiens de (c) ; dans la section -2 nous utilisons les mémes idées

pour traiter le cas d'espaces de suites & éléments dans un espace de Hilbert.

I - METHODES DE SOMMATION OPTIMALES POUR CERTAINES SUITES DE REELS

1 - 1 Construction générale

La construction qui suit se trouve dans [13], et a &té utilisée paer Baranger [2] pour
construire des sous-espaces hilbertiens de £1. Nous suivons la méme démarche pour construire des

sous-espaces hilbertiens de (c¢).

i=0,1...
Soit A une matrice infinie, d'éléments réels aij
J =0, 1 ...

Notons An sa tronquée de rang n (An gst donc une matrice de dimension n+1).

Hypotheéses
H1 An est symétrique définie positive ¥ n
H2 : Sup la | s M
n, 1 n,i
H3 : lim an,k = A vV k
n
A i n+1
Pour tout y € ﬁN, notons Y, son tronqué & 1'indice n {y € R et ses composantes sont Yor Yq *
' -1
Soit h(A) = {y € FN, sup ?n* AL 1 v, < o}
n

——e

.. yn)
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Propriété 1 : ([13]1, [2], [10D)
L'espace hia) est un- espace de Hilbert pour Le produit scalaire.

-1 A
z

T
ly, z) lim Y, An n

n

Démonstration :

' Rappelons les grandes lignes de ‘la démonstration :

An est de la forme An = RnT Rn et 1'inégalité de Schwarz donne :
T N2
[$3 y )
x¥o x A_x
n+1 n
xR
D'ol ¥ A‘1 ? 2 ? T A -1 v ? et v étant les'tronqués du m8me &lément y € FP
n+1  n+1 “ned n 'n n °* n+1 n
2 AT 1A ’
Posons ||y]| Sﬁp Y, A, Y,
AT, ST
et (y, z) Him Y, An n

n
On peut vérifier que cette quantité est un produit scalaire et que h(A} est complet pour la

norme associés A ce produit scalaire. B

Propriété 2 :

L'espace h(A) est un sous-espace hilbertien de £_ ; Les fonctionnelles vt {quc a

me

u € h{A) associent uk,ke'"‘" composante de u} sont continues et représenties par fa k colonne

de A.

Démonstration _

Soit y € h{A)
Ix"¥ 12
YTA 'Y 2 — D vxr0erR™

n n
n xT A x
n

1

T T T 2 2
x' A x S 2 ‘Xil Ijgo 24 XJI < M (ZIxill =M ||x|[1

TA 2

2
n!le

y A y 2 1 Sup
x#£0

s,z "

Passons & la limite en n :

Ilyllzh 2 % ||y||i (L'injection canonigue de h(A) dans £ est continue).
(A)
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Montrons que 1a forme linéaire vk : u e h(A) » Upe est continue.

o = sup lugl = Hlelle s A Tullygs

Kk
Cette forme lindaire est continue sur h(A). D'aprés le théoréme de Riesz, il existe vV e h{A)
3
unigue tel que ( V.,u ) = U V u € h(A).
ame
Soit A.k la k colonne de la matrice infinie A.
Pour n 2 k g
-1 1 + k
AT & 0
0
0
k

Posons V. = A,k

N T -1 k

Yo An ( v ) Ye Vn2zk

n
k K k-
Comme v appartient 3 h(A) , v est le représentant de v et on a :
k k
INSIIZ = (V.V) = & "

kk

Proprigté 3 :
h(A) est un sous-espace hilbertien de {c) ; La fonctionnelle "Limite" {qui associe 2
Loute suite de h(A} sa Limite) est continue et reprlsentle pan La colonne de A d'indice z&no.

Démonstration :
Il suffit de montrer que h{A) est algébriquement inclus dans (c) ; 11 y eura inclusion
topologique car

el = sl = sup 1]

1 2
Soit F = { v, v,... } 1a famille des représentants des fonctionnelles d'évaluation ; cette

famille est totals dans h{A). (c'est-a-dire qu'elle engendre un sous-espace dense dans h(A)).

La suite de fonctionnelles {vk} converge faiblement car

kz1

IV s m vk
k

1im (v, u) existe V u € F (d'apras Banach-Steinhaus).’

K

Il existe donc une foncticnnelle "limite”, continue et on peut constater qu’elle est représentée
o]

par v (colonne de A d'indice zéro).
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Pour toute suite y ¢ h(A) on a

k 0
Mm (V. y ) = (V. )
k -

Toute suite de h(A) est donc convergente et sa limite est 1'é&lément d'indice zéro. |

Remarques :

1) La premidre ligne de la matrice A est constituée par les limites de chacune des colonnes
(1’'&lément 2o étant lui-méme la limite de aoi)' Nous avons trouvé la furme.de cette matrice
en utilisant la construction de Schwartz [34] ; cette matrice définit un opérateur symétrique
et défini positif du dual de (c) dans (c) ; 1'image de L1 par cet opérateur est un aspace Ho
dont h(A) est le complété.

"
1 y_ est peu maniable, puisque "se donner”

n
2) D'un point ds vue pratique, le critére 1lim ynT An n

n
une suite y consiste 3 se donner ses tronquées d'indice n, et en particuller yo (qui est 1la

limite de la suite, guantité qui est en principe inconnuel.

Dans les exemples que nous avons traité nous avons pu donner une autre caractérisation des élémaents
de h(A) de fagon & pouvoir traiter le probléme : approcher la limite d'une suite de h(A) & partir

d'un certain nombre de termes de cette suite.

1 - 2 Formules de sommation optimales

Soit h(A) un sous-espace hilbertien de (c). Dans ce paragraphe, nous construlsons

des procédés de sommation "optimaux” sur h(A} au sens suivant :

Un procédé de sommation est défini par une matrice infinie C, triangulaire inférieure, les

coefficients Cni (L =1 ... n) de la néme ligne de C &tant tels que :
n
6] i
Iv 121 Chy Vllneay Mn

{Les v1 désignent les fonctionnelles "composantes” de y € h(A)].

Définition :
Le procdds de sommation est régulier sur h(A) 8'iL définit une transformation de h(A)
n

dans (c) (y € h(A) est transformée en z € (c), de composantes z_ = 1 c.qvy). telle que toute
1=1

suite de h{A) est thansfonmie en une suite possédant La méme Limite.
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Propriété 4 :
S{ La matrice A est telle que 8o = lim a Le procédé de sommation optimal est ndgulien
<

i
sdun h(A).
Démonstration
1
e T > ue VAL - 1V

La suite de fonctionnelles {vk} converge donc fortement vers ve.

n
Soit w' o= Z c vJ
="

IR PR

La suite {w"} converge vars v°.

Pour toute suite y de h(A) on a :

n
llim Yy - j§1 an yJI < ”Vo - wn”h(A) HYHh(A)

n

.On en conclut.que 1im J ¢

y, * limy
PRI R 1

Le procédé de sommation transforme donc toute suite de h(A) en une suite qui converge vers la

méme limite. [ |

Remarques

)

1) La condition 1lim aii = 85, est une condition forte ; elle ne semble pas nécessaire
i

(voir exemple 1 ci-dessous). Mais je n’al pas pu démontrer sans cette hypothése que le procédé

de sommation était régulier.

" (1, 0, 0 ... ) e, = (6, 1, 0,0 ...

est dense dans h(A), on peut montrer (par le théoréme de Banach-Steinhaus) que le procédé de

2) Si la famille de suites : e = (1, 1, 1 ... 1 ...), @

sommation vérifie deux des conditions de Toeplitz :

lim an = 0 V k

n
n
um Focy =1
n k=1
i
La troisieme condition (Zlcnkl <M Vn) est remplacée par "2°n1 v Ilh(A] <M.
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Construction des coefficients de la néme ligne de C

n
La condition ||vO - z c v1|| Min conduit au systéme linéaire :
4 ™ h(A)

%01 81 %1 Cnt

a02

a J a oo 8 c

on n1 nn nn
Remarque :

Selon la terminologie de Brezinski [4], on appelle procédé de sommation total un procédé défini

par une matrice C telle que :

n
von J c., =1
14 ™

On peut donc définir un procédé "optimum total”, les cni étant tels que :
o i
v -1 Coy Vv {| Min

2 Cni = 1

La recherche des Cni se falt de la fagon suivante :

n
i 1 1 n-4
Z Cn1 v v o+ Bn1 Av' + ...+ Bnn—1 Av
1=1
Les Bni sont solutions de :
w® - v, oavh w', v A B 4
o - v1. sz)
(vo - v1. Avn—1) [Avn-1, Av1) e (Avn-1. Avn-1) -Ban-1

1'élément (Avi. AVJ) de la matrice est égal a :

+ a

Bieq,3¢1 T 215 T 21e1,3 7 %1341

1 - 3 Exemples de procédés de sommation optimaux

Pour les divers exemples, nous appelerons “"suite erreur” associése 3 une suite y convergente

de limite Yy la suite de terme général Yo T Yor
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Exemple 1 Les espaces hd

Soit d > 1 et hd le sous-espace hilbertien de (c) défini par A dont la tronquée An est :
(11 1.1
1 d 1 1

d

>
"
ces o

Propriété 5 (Caractérisation)
hy est 'espace des suites convergentes telles que La suite erreur associle appartient & Z,.
Le produit scalaire dans hy est

,
1 Yo 1m yi

d-1

(y, z] = Yo 2, * (yn - yo) (zn - zol

s

z = lim 2z

‘' o i
0 Y
Démonstration 1 1
On peut écrire An = : (11111) + (a-1) 1 1
1 1
1A
An est donc définie positive
n+d-1 -1 ~1 ... -1
-1
-1 1
An " T : 1
-1
Soient §n et z les tronquées de rang n des deux suites.
n
~oT -1 N 1
Yn An n Yo% "* d - 1 121 (yi yo] (zi zo]
L'espace hd ast 1'espace des suites telles que
n A by 2
lim y Tat y < c'est-a-dire vérifiant 2 (y, ~y )} <=
n PN n y=q 1 o

C'est donc 1'espace des suites telles que la suite erreur associée appartient 3 (2 ; le prodult

scalaire dans hd est :

- -3

.

ly, 2) =y, 2, ¢ 50 ) ly, - y)) (2 - 2)
- i=1

(Pour d = 2 on retrouve le produit scalaire habituel de ZZ]. B
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Propriété Sbis {Procédés de sommation opiimaux)
Sur h q Le procldé de sommation optimal est difini par La matrice

( 1 )
d
1 1 0
C = d:1 d+1
1
s e e e s il
n+d-1 n+d-1 .
l :

Le procEde de sommation optimum total est Le procddé de Cesano.

Démonstration :

Pour construire le procédé de sommation optimal, 11 faut résoudre le systéme linéaire :

1 d 1 | c 1
n1 .
1
1 1 d 1
1 = . , dont la solution est FYv ey 1
1 - 1
1 1 1 1 d cnn 1

On peut constater que le procédé défini par C est régulier (les conditions de Toeplitz sont
vérifiées). bien que la matrice A ne vérifie pas les hypoth2ses de la propriété 4.

(a,, =d et a =1 lima,, A a ).

i1 oo i1 0o

En ce qui concerne le procédé total optimum, le systeme linéaire

(o -t ah a', Lt ah 8.,
. = . v s'écrit
L o® -t e AR VAP R VXA Wi B
[ 1 2 0 Bn1
0 -1 2
0 -1
(d-1) 0 = {d-1) 0
L 0 - 2 Bnn~1
d’ol
Bn1 n-1
n-2
1 i 1 1 n-1
] "5 . I Cq vV v ¢ Bn Av + .. 0+ 8nn-1 Av
: : - % (v oo™
8 1

nn-1
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Le procédé total optimum est donc le procédé de Cesaro.

Exemple 2

Les sspaces h

Soit 0 < A < 1

1 1-2 1-2% ... -
Sott A= 12 1-% 1-%A ... 1-2
: 1-2 1-22 ... 1-22
1-A" 1o 1-22

La sous-matrice Bn est factorisable [10]

A, est symétrique définie positive (voir [10]) et

a, B8
1 1. 0
- 8 a
g 1. 12 .
n - . .
o ° .
o, avec
.
On a alors
r 3
L o 0 0 o -1
A" A?
o]
0
-1
A = o] 8]
n B '+l lo| woon
0 A 1
A
Lkn /
Caractérisation

a
1 1-2 1-22%.010"
. 1-2 .
B
n
1-"
. 1
B, =4
1ol -wn
a v - aea?
1 A1 - A%
a, = -————1*'1 (1 = 2,... n-1)
da-n
a = - 1
PUMLITI !

hk peut 8tre caractérisé comme étant 1'espace des suites {xi} telles que

{8x, - A ax,_} <=
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Formules de sommation optimales

Le construction de la formule de sommation optimale nous améne & résoudre

1-X. .+ . 1-2 o 1-2
n1
1o 1.2 01202 . 1 -2
1 -2 1-2" c 1 -" .
nn
0
dont la solution est g
0
1

Le procédé de sommation optimal est donc défini par la matrice unité.

(Le procédé de sommation optimum total est aussi défini par la matrice unité).

Exemple 3 Sous espaces hilbertiens associés 3 une matrice de Hankel

Soit {an} une suite positive de limite nulle, donc telle que les matrice de Hankel

H = sont définies positives pour n = 1, 2 ...

n-1 2n-2

. Soit h ({an}) le sous espace hilbertien de (c) dé&fini par une matrice infinie A dont la tronquée

An est :
a* a* . . . . a" 1 6 0... @
* 1

A, " a - a (111...1n+ |0

n 3 1
. * 1 . H
. a 1 111) + Hn 1 . n
P 1 1 a

a* >0

Propriété 6 :
L'espace h({an}) est £'espace des suites convergentes tefles que La suite evreur

associle vinifie :

m s T 1Y
n n n

< o
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Démonstration 1 0000
A est de 1a forme : A = a* ! 1111) ¢+ 0 H s elle est donc
n n 1 0 n
définie positive. A ©
On a:
1
1 -1 ] 1 -1
;: + (11111 Hn 1 - 111 ...1) Hn
- 1 '
An = 1
TR Ho
n . n
1
h({an}] est 1'espacs des suitses telles gue
T -1 N W - .
lim Yn An Yn < (yn : tronqué de rang n d'une suite {yn})
Un calcul facile montre que . -y
y 2 Yo T Y
AT -1 A [ . -1 .
Yn An Yn o * (y1 Yor*or Yp yo) Hn :
Ya " ¥

h((an}) est donc 1’espace des suites convergentes telles que la suite erreur associée
vérifle 1ms "H '8 <o u
n n n

C 6tant la variété linéaire (de dimension 1) engendrée par la suite constante.

h({an}) peut &tre considéré comme un espace produit :

h({an}] = C x H({en})

H({an)).: gspace de suites de limite nulle.

Nous allons montrer gue la théoris des moments permet de caractériser H({an}).

Théoreéme ([1] p. 41, 45)

Soit {a } une suite positive ; il existe alons une mesure o, solution du probleme des

a = J uk d o (u) k=0,1...

Si de plus La matrice de Jacobi associle 2 {an} {voén [11 p. 19) est de type D, akors il y a
wnicité de o et £'ensemble des polynomes est densedans L’ (espace de Hilbert des fonctions

+o0

telles que j (f(u)]z d olu) < =)

-0

]
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Démonstration
Nous renvoyons & [1] pour la démonstration. Signalons qu'il existe des conditions

suffisantss (dites de Carleman) assurant que la matrice de Jacobl associée & {an} est de type D.

Proprigté 7 :
Sous Les conditions de Carteman, L'espace Hi{e }) est Lsomitnique A LZG.

Démonstration :

Dans qu le produit scalaire est :
+00
(f, g)c = [ flu) glu) d oful.

3

a

i
Pour das polynomes {x , x )0 = ey

Notons b°, b',... b” les "colonnes® de la matrice de Hankel H. Ce sont des &léments de H({an}l
qui forment un ensemble dense dans H[{an}). et de plus

TR N
b”, b )H ai*j

o, o,

(Les b1 sont reliés aux v1 par v o= + b )

.o

Si on orthonormalise 1, X.... xk dans Lz0 on obtient une famille de polynomes orthogonaux

Pk(A) {polynomes orthogonaux de 1° espécal.

Si on orthonormaiise b°, b1,... bk dans H[{an}) on obtient (en faisant les m&mes opérations) une
famille pk'

L'isométrie entre L2o et H({an})se fait par 1'intermédiaire des séries de Fourier :

Soit F(A) € ch ; associons lui sa série de Fourier {cn}. ce qul permet de définir f ¢ H({an}) :

FOy = [ c P ) <> f=] Cop
n n

2
FOO e L7 f e H({an}) |

Remarque :
Soit A 1'opérateur auto-adjoint de H({an}) -+ H[{an}) associé au probléme des moments

(tel que (Ampo. Anpc)H = a ). Dans 1'isométrie ch > H({an}]. a 1'opératsur A correspond

m+n

dans ch 1'opérateur de multiplication par la variable x.
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On a donc dans H({an})

bi - Ai bo

Formules de sommation optimales

Pour rechercher les ccefficients de la néme ligne du procédé de sommation, il faut résoudre
un systéme linéaire ol intervient Hn :
*
a C1
* 1
a c
- P N I B e 2
. . n .
. 1 :
*
a Cn
[ 1
-1 1
Posons h = H 1
n .
(1 )
On a :
,
c1
C *
2 - _ a h
. 1+a{111. 1)h
c
n

Formules de sommation totales optimum

eme

Soit y € h({an}) 3 on cherche les coefficlents optimaux de la n ligna du procédé de sommation,

pour calculer ensuite

n '
LI 121 cni Yy
n-1
Yyt 121 Bni Ayi
Les Bﬁi sont éolution de :
0= Ao + 8% B, ¢ ... s la B ioq
0= Aa1 + A261 Bn1 Y oLe. + Azan_1 Bnn_1
0= Aan—Z * Azah_z Bni e Aza2n-4 Bnn-1

D'cl le systéme de n équations & n inconnues
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¢ r ¢ hY
Y, 1 By, Ay, --o by ] z
2 2
ba 0 87s &7e 8.1
- Aa1 =
2 2 :
\ Ba,_; N LT L‘Bnn-1.

dont la solution peut s'écrire (apres trensformstions de déterminants) .

Yq Y 0 Yp
Aa Aa1 Aan_1
Aan_z e ba, o
z =
n
1 1. .. 1
Aa° ba
ba, 5 Bayn-3

Pour le calcul de L 11 existe des algorithmes récursifs : Procédé q de Brezinski ([4]),

procédé G de Pye-Atchison({33]).

Remarque :

*
Si on applique la formule de sommation optimale totale a {yi} telle que Yy =yt a4
On obtient :

ao 61 ees an_1
R N
n-2 2n-3
z = * .
n
1 1 1
o, .. Ba
ba e o s ba

Cette formule n'est autre que celle de 1’e-Algorithme appliqué 3 {yi}-

Exemple 4

Soit h le sous-espace hilbertien de (c) défini par une matrice infinis A dont la tronquée An est :
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A . [ Bn - Rn RnT. ol R est une matrice
8 : 1118 triangulaire inférisure :

Ix} <1

Propriété 6 bis :
h est 'espace des suites convergentes telles que La suite emreur associde virnifie

2 o
a0 2 (e
1

2
’ Xai) < o™

1+1
Démonstration :
La matrice Bn est définie positive (i1 en est donc de méme pour An) ; on peut constater

que Bn est de la forme :

( 51 x61 xn-1a1-
5 - As, I‘EZ" xaz L'élément (1,1) de B_est a, AV7" (5> 1)
E 8 Xai . . 1-1 J2k
X"-1a1 As, ~ I eo
M J

Cette matrice vérifie les conditions pour définir un sous-espace hilbertien de (c)

(lim Bij =0 V¥ 1}

Comme

R R s"'(
* n

n
1
g -1
(1] .,

4

- -

] -(11111) 8
2 n

st
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1
-\ ! 0
B -1 -A(R'-1)T R T avec R 1
n n n n 0
-2 1

1'espace peut &tre défini comme 1'espace des suites y tellaes que

yo2 -1 Y1 : Yo
1im - (y1 aR ZVRELINS Py yol Bn . < o
n a -
_ Yn " Yo _
&me
Notons &, * Yy~ Yo (erreur associée au n élément)
1 N 2 b 2

lim (91 ces en) Bn ) = e ¢ ) [e101 - %eil

n {=1

. e,

h est donc 1'espace des suites telles que la suite erreur associés vérifie

Nous devons résoudre le systéme linéaire :

- o' avh v, v ..., ™ 8

) v, avh L. e 8
Le second membre de ce systéme s'écrit :

1 -2)

n-1

> ae >

et les coefficients de la matrice sont (aprés simplifications} :

1 +a
1 i i
(Av™, Av7) T
g - a3 a,
(Av™, Av7) = ey 3 >1)

{a, = [1 - - an

Nous n'avons pas pu trouver les Bi sous une forme explicite.
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Dans le cas A = % , le calcul des coefficients de la matrice de sommation donne :

,

0.6 0.4

0.5 0.166.. 0.333..

0.2 0.235 g.1107" 0.553

6.9 -0.9 0.3910"" 0.777 -5.803

1.23 0.710""  6.3107" 0.3107" 0.7107" -0.44 )

1.00.. 0.1 0.4107" 0.110°" g.110°" 0.3107" -0.23

0.92 0.128 0.410"" 0.1107" 0.81072 0.1107" 0.210"7  -o0.15

Sur les divers exemples programmés, nous avons constaté une prépondérance des termes des

colonnes 1 et 2, et de la diagonale.

Soit P(x) = x” + X1 xp.1

+ el * Xp un polynome dont les racines sont de module inférieur & 1.
La matrice Rn dont 1'inverse est :

r 4

R . , définit une matrice Bn = Rn R

On pourrait envisager le sous-espace hilbertien de (c) des sultes telles que la suite erreur
vérifie :

@
2
< o
121 (ei’p M €ep-1 "’ + Xp e,)

Nous n'avons aucun résultat sur cet espace.

Conclusion

Les procédés gue nous avons construits sont plus généraux (et moins efficaces) que
les procédés d'accélération de convergence (ce qui est normal, car appartenir 3 un sous-espace
hilbertien ne fournit qu'assez peu d'information}. Il &talt donc normal de voir apparaitre les

procédés de sommation dans ce chapitre.
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I1 - ESTIMATION DE LA LIMITE DE SUITES D'UN ESPACE DE HILBERT.

La méthode de la section précédente peut 8tre généralisée 3 des suites dont les
&léments appartiennent & un espace de Hilbert. Dans cette section nous traitons un cas
particulier et nous montrons que la méthode semi-itérative de Tchebichef apparait comme un

processus optimal (d’une maniére analogue aux procédés de sommation optimaux).

Notations ’
E : Espace de Hilbert. Produit scalairs ( , ]E

co[E). £1(E), lm(E) : ensembles de suites a éléments dans E tels que
X o= Axgs %y ene } e c (E) si {||x1||E,... ||xn||E «ev Yecg
HxIl, gy = sue lixgllg
o i

X € £ _(E) si {||x1||E.... ||xn||E ... let
X e £, (E) s1 {||x1||E.... ||xn[|E e et

c(E)-est l'espace des suites convergentes a 6léments dans E.

Propriété 7 :
Le dual de c(E) est E x L1[EJ.

Démonstration : (121 [14]

Nous renvoyons aux références pour les détails de la démonstration :

Les étapes en sont :
(m) * (m)
a}l 81 X converge vers X (dans cO(E). Zm[E) ou L1IE)) alors X converge composante par

composgnte.

b) Les espaces cO(E), £ (E}, 11(E] sont complets.

c) Le dual de c (E] est 21[E).

Enfin : Toute suite X de c(E) peut se mettre scus la forme

X = {x*, x".ee. X} o {x1 - x5, x, = X, ...

*
avec {x, - x } € c (E) et x* = Um x
i o i

E x cotE), la duaslité étant définie par :

i

On a donc cl(E)

x

*
<x< T> = . T+ 121 (o T




X € c(E), de limite x*

T = (T1. Tz.... ) € 11(E)

TD e E [ |

Soit {A1, LTERY

An ..+ } une suite d'opérateurs bornés de L(E, E) (espaca des opérateurs

linéaires de E + E) tels gque

vn An est auto-adjoint, inversible

et 1lim |IAn|| = 0 (la norme étant prise dans L(E, E))
n

vi = (V' , V'y ) étant un é&lément de E x L,(E),

R T

soit V la suits de terme général

\
n

(-]
=v o+ Fove, eA T AWV
°© 4xp 1 nyn

Soit H 1'ensemble des suites V.

On peut dire que

Nous sommes dans

déterminé par 1la

Propriété 8

H est 1'image de E x L1(E) dans c(E) par la "matrice” d'opérateurs.

I I. . ..
I+ A1 A1 I+ A1 A2 PR
I+ A2 A1 I+ Aé A2 PR

un cas trés particulier car si E se réduit 3 R le sous espace obtenu est

matrice de rang 2 (définie positivel.

1111 ...)+

LY G G Y
cee OO DO
N
—~
o
(L]

o
o
[

H esf un sous espace hilbertien de clE) i{somoaphe A € x E .

Démonstration

L'opérateur de E x 11(E] dans c(E) étant symétrique défini positif, il découle des

résultats de Scwartz [34] gque H est un pré-hilbertien inclus topologiquement dans c(E}.

La nature de le transformation étant extrémement simple, nous pouvons vérifier directement que

H e ¢(E), et donner une altre forme du produit scalaire dans H.




119

Soit V' = (V'o. v'.) 1] un élément de E x 21(E].

i‘iz
o
ona v Il o+ T I ll<
i=1
-]
Ay T Acvll s Hadlie ey T 1AL 1V < kI
o

ponc 1im [JA_ 3 A, V' || =0
n nogmy P d

V., Ve clE)
o

Vn est le terme général d'une suite V 3 éléments dans E, et qui est convergente (1im Vn = VO)

Donc V e c(E) et H e clE)

Le produit scalaire dans H est déterminé par la dualité entrs c(E) et E x 11(E].

Soient U'.= (U'o. [U'1)121)

deux €léments de E x L1(E)
V' = (V'o. [V')iz1)

Notons U et V leurs transformés.

«
W, Vi, =<, Vs o= e e Ut v e 121 by, v e
el (CAPRRTARS PR} (VAP (E vy zv'i)E . E(Ai § AyUye Ve

La suite (Un} est déterminés par Do et U.

H est donc 1'espace de Hilbert € x E et le produit scalaire est de la forme :

W, Vi, = (0, vI_+ (U, V)
H s}

D'apres [34]

-

[<v, U'>|
1
|<u, U'>|2

v, = Sup
U'eEx£1(E)

- 2 -2
<u, > = (15112« 110]]
SIS ST T T I P RTIN I
o i i i

Soit M la borne commune aux opérateurs Ai
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. . 2 2 . 2
w. s s g+ Tur 117 g oD
Soit K un majorant de 1 + HZ

[ ’ 2 v ' ' 2 2 ’ 2

<, > s o H e 2o LT g+ cHT o D« o e, 1D
2
sk Al Hlu, D

(Vg e TV Ut ) + Jv. Uty
G I W

il =
Soit k tel que ||V |]. = sup ||V, }]
K'TE N i

Choisissons U‘o =0 ... U'i =D Y1k

HvHHz Wi Vide . ”VKHE . HV”C(E]
Ay, K K

L'injection cancnique de H + c(E) est donc continue. [ ]

Résolution d'un probléme d'approximation optimale

Soit U € H.

Las 6pérateurs wh et w* de H+ E, qui &3 U ¢ H font correspondre Ui [iéme élément).
U* {limite 3 la suite U)

sont continus car

[ogllg = sup 10,11 = Hulloey = Kol

*
Hofle s -+ . s K [Jufl,

Ces opératedrs apbartiennent donc a L(Ez. E}.

Nous cherchons les coefficients oy (£ = 1 ... n) permettant d'estimer la limite de toute suite
n

U € H par une combinaison linéaire Z a, Ui' et ceci de fagon optimale
i=1

* ’ i 1
IIU - I ai Uill < !I(W* - Z ai W7) Ull < Ilw* - 2 ai W IIL(Ei.E] IlUI'C[E)

Le probléme revient a chercher les ai minimisant
[t - T e Wl (1)
L% L(E?,E)
i=1

D’une manidre analogue & la section précédente, on dit que les ai définissent un processus
n

optimal total, s'ils minimisent (1) sous la contrainte 2 Gi =1
i=1

Propriété 9
Le processus optimal total est défini parn Les oy qud minimisent

oy Ay i, gy =0 Q oy Ar)
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Démonstration

éme

Les opérateurs Ni et N* (de H + E} qui associent & toute suite de H sont i &lément

8t sa limite, sont déterminés par les couples
Whoe {1, AL
w* = (1, 0}

Si L est un opérateur de £ x E + E, 11 est défini par ses "composantes” L = {Lo' L1}.

Posans | [L] = il e 1yl .
L(ExE,E) L(E,E) L(E,E)
La recherche des ai devient :
n
2= 3 e il Doy Al o

Comme z oy = 1 Le probléme se réduit 3

Mmin {|Y a, Al
11 e

Les opérateurs étant auto-adjoint, le probléme revient a minimiser p (} o, A1 ) f

Corollaire

Lorsque A, = A1 (puissances d‘un opérateur A de rayon spectral inférieur a 1), les

1

méthodes semi-itératives de Tchebichef fournissent une réponse au probléme précédent.
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