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1 NTRODUCT ION 

Cette thèse, consacrée à l'estimation de la limite de suites est une formalisation 
\ 

(et résolution] du problème suivant : "Comment obtenir une estimation valable de la limite 

d'une suite. sur laquelle on ne possède qu'une information limitée". 

Notre étude se limite aux suites de réels et d'éléments  de^^, qui sont d'usage 

courant lors de la mise en oeuvre de méthodes d'analyse numérique i il apparait imnédiatement 

qu'une information purement numérique ne suffit pas, et qu'il faut connaitre en outre une 

propriété vérifiée par tous les éléments de la suite [monotonie, façon de converger . .. 1. 
-- - 

propriété qui se traduit mathématiquement par l'appartenance à une certaine classe de suites. 

Une autre remarque évidente est que l'on peut adopter différents critères d'estimation 

"valable" de la limite d'une suite ; et à chacun de ces critères on peut associer différentes 

classes de suites pour lesquelles il est possible de construire une estimation de la limite. 

Nous avons ainsi considéré : 

- le critère d'accélération de convergence (auquel on peut associer des classes de 

suites définies par une propriét6 concernant la façon de convergerl. 

- Le critère d'accélération d'un processus itératif (les classes de suites étant 

définies d'une manièregénératrice" à partir d'une fonction dont le point fixe doit &tre la 

limite commune a toutes les suites de la classe). 

- Le critère d'estimation optimale [les classes étant des espaces de Hilbert de suites 
convergentes sur lesquels la fonctionnelle "limite" est continuel. 

Nous avons distribu6 les quatre chapitres de ce travail selon un ordre qui nous a 

semblé correspondre a un appauvrissement des renseignements que l'on possède sur les classes 

de suites. Les méthodes que nous construisons deviennent de moins en moins efficaces. au fur 

et a mesure des chapitres, mais en contre-partie, elles sont valables sur des classes de Suites 

de plus en plus larges. 

Dans le chapitre 1 (suites de réels], nous examinons le critère d'accélération de 

convergence de degré k pour des suites appartenant a des sous-espaces Sk de S,(ensemble des 

suites à convergence linéaire]. Une approche algébrique nous conduit a détaiminer explicitement 

des formules d'accélération de convergence ; un thécrème de -~rictérisation nous permet d'utiliser 

des procédés d'extrapolation. 



Dans le chapitre II nous transposons dans un espace de Hilbert les résultats du 

chapitre 1 [critère d'accélération de convergence de degré 1 par rapport la nome. Pour des 

suites appartenant a l'analogue de S, : Suites générées par une itération linéairel. Le 

procédé d'Aitken est gé?éralis& et nous obtenons un procédé (m6thode de type Galerkinl dont 

l'interprétation géométrique est simple. 

Dans le chapitre III nous recherchons le point fixe d'une application f. 11 S'agit 

de construire un processus itératif qui converge [le processus xn+, = f(x 1 n'étant Pas 

forc6ment convergent). Les procédés obtenus sont alors valables pour une classe de fonctions 

(OU d'opbrateursl. 

Dans le chapitre IV nous construisons des formules "optimales" pour certains Sous- 

espaces hilbertiens de l'espace des suites de réels.convergentes ; l'étude de certains Sous- 

espaces nous permet de retrouver dus methodes connues [le procédé de Cesaro, un procédé 

d'accél6ration de convergencel, 



CHAPITRE 1 

SUITES DE REELS 

Dans ce chapitre. nous étudions le critère d'accélération de convergence. \ 
Dans la section 1 nous définissons des espaces de suites pour lesquels On peut 

construire des formules d'accélération de convergence, et nous examinons quelques variantes 

d'un "procédé standard" d'accélération de convergence. 

Oans la section 2 nous introduisons la notation d'acc6lération de convergence de 

degré k, et les espaces Sk associés. Nous déterminons des familles de fonctions Gk (k a 1, 2 )  

telles que tout élément de Gk fournit une formule d'accélération de convergence de degré k 

ayant une propriét6 : la quasi-linéarité. 

Dans la section 3 nous caractérisons Sk grace a un théorème d'interpolation infinie I 

cette caractérisation permet de construire des algorithmes d'accélération de convergence de degré k ,  

partir de procédés d'extrapolation. 

Enfin dans la section 4 l'utilisation des fonctions de plusieurs variables permet 

de fabriquer des procédés d'accélératiorl de convergence en utilisant l'idée de composition 

de formules itératives. 
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1 - LE CRITÈRE D'ACCÉLÉRATION DE CONVERGENCE 

1 - 1 Probleme - Procédés standard d'accéleration de convergence 
soit (si) une suite de réels, convergente. dont on veut estimer la limite S* Partir 

d'un nombre fini de termes successifs Si, Si+,, ... Si+p. Une façon classique d'obtenir une 

'bonne" estimation de S* consiste SI "accélérer la convergence " de la suite {Si). c'est-&-dire, 

B calculer une estimation T vérifiant : 
i 

l 
(1) lim T ~ = s *  (conservation de la limite) 

1.- 
Ti - S* 

(21 lim - = O (accélération de la convergence) 
i- Si - s* 

11 est alors certain -%M que : 
m 

v O > O : C C  
JTi 

V i > i o .  

La nature du critére ( 2 )  (appelé critère d'accélération de convergence) nous a amené définir 

des espaces de suites et des procédés (procédés "standard" d'acc6lération de convergence] qui servent 

de modèle a.toutes les méthodes d'accélération de convergence figurant dans ce chapitre. 

Définition 

Soient  {un) er {V 1 d e u x  b ( U * ~ 6  convmgtn ted ,  d e  W ~ A  J L L ~ ~ P C ~ ~ V U  u* et v*. hl dü que : 

{un) conveage plus vite que {vn} b i  : 
U - u  

lim v -,,* = O  
w 

{un} convmge corne {vn} 6 i  : 

{un) convmge aussi vite que {v } d i  : 

U - u  
lim - * A lim - = * P 
R+oo V - v  1s- A 

Ces définitions ne sont évidemnent valables que si : 

~n v f v * .  A V " #  O 



Les espaces de suites Ao[{vn}l, A1({vn}l, AZ({vn}l 

Soit {v ) une suite convergente, de limite v*, telle que : 

v z v* v n 

Soient A [{vn}) l'ensemble des suites qui convergent plus  v i t e  que {vn}, et A,[{v 1) l'ensemble 
I 

des suites qui convergent corne {vn}. 

{vn) vérifiant en outre A vn # O V n, soit A i{v } )  l'ensemble des suites qui convergent aussi 
2 n 

v i t e  que IV,) 

Remarques : 'i 

1 - IV 1 étant telle que vn f v*, A vn f O V n, les ensembles Ao({vn}l, A1({vn}l. A2({vn1l "8 

peuvent être vides : la suite constante appartient b Ao({vn}) ;et A,({vn}I, A2({vn}l contiennent 

les suites de terme général w = v + c ( c  B R )  
n n 

1 

2 - A [{v 1 )  est un espace vectoriel, alors que A, [{v,}) et AZI{vn}1 n8en sont pas ; en effet. 
O n 

soient {xn}.{yn) c A,[IvnI) ; 

* 
X - x  Y, - Y 

lim " = p, ; lirn - = 
ttrPr v - v  w v - v  Pz 

Z - 2  

La suite {z de terme général zn = p2 xn - p, yn est telle que lim _n_+ 0 ; 
V - v  

{Zn} ( ' P2 {xn) - Pl {yn}) n'appartient donc pas à A,({vn}). 

Le problème d'accélération de convergence 

Le problème de l'accélération de la convergence d'une suite {sn} peut se poser ainsi : 

Etant donnée une suite convergente {sn}, trouver !T 1 c Ao[{Sn}l SOLS les contraintes : 

[al lim Tn = lim Sn I 

Il+= w l 

l b l  l e  c d c d  de Tn 6 e  6aiA à pcv&A d'un nomb.te d i n i  d ' C l é m e n t s  d u ~ ~ e b d i d d  de l a  s d e  {Sn} 
l 

Nous dirons que {T } accélère la convergence de la suite {S 1 .  Remarquons que ce problème l 
ne pourra être résolu que si la suite Isn} vérifie : V n Sn # S* (condition qui est tIéce~saire b 

la définition de Ao[{Sn~ll. / 

Les procéd6s standard d'accélération da -. convergence 

Soit {xn? une suite auxiliaire convergente, et les ensembles A,({xn}l et A2(fxn}l associés. 



Propriété 1 : 
Sn - s* 

Soit  {Sn} une duCte appahtenant a A1[{xn}), t e l l e  que iim -* = P .  
l n x - x  

' 
La b d e  de t m e  g Z n é d  Tn = sn - p [X - x*l accZt$ae la convagence de LU 6I&e {s,}. 

Propriété 2 

SoLt [Sn) une buLie appcYltenant d A2t{xn)l. La bI&e de twme gZnEirae 
* 

X - x  

T~ a sn - - sn] xn - x acceeelte ta convmgence de .PA b d e  {s,}. 
n+l n 

I 

Le procédé T = Sn - p (xn - X*I sera désormais appelé procéde standard nOi. C'est la transformation 

de Kumer [[23]. C2011, qui est très peu utilisée car le calcul de Tn exige la connaissance de deux 

limites : x*  = lin x 
R-ioo 

Sn - s* 
p =lim - 

R" X - x  

X - x  
~e procede standard no 2 [ T ~  = sn - (snrl - sn1 1 peut s'interpréter de deux manières 

- 'n 
différentes : on peut le considérer corme une variante du proc6dé standard no 1, où on a remplac6 

p par une approximation 
'n+l - 'n 

; on peut aussi considérer que ce procédé résulte d'une 
X - x  n+l n 

extrapolation linéaire : 

Si nous supposons que S = a x + b, les constantes a et b peuvent Btre calculées partir de 

Sn. Sn+l, xn, x ~ + ~  et alors Tn = a X* + b. 

1 - 2 Variantes des procédés standard d'accélération de convergence 

Lorsqu'on veut accélérer la convergence d'une sulte {s,}, la difficulté réside souvent 

dans la détermination de la suite auxiliaire {xn} de limite connue telle que !s,} t AII{xnll 

(OU A (Cx }Il. Il faut souvent faire appel à des proprietés vérifiées par la suite Isn). A titre 2 n 

d'exemple, nous en examinons quelques unes dans ce paragraçhe. et nous obtenons ainsi des procédés 

qui sont des variantes des procédés standard d'accélération de convergence. 

L'ensemble S des süites à convergence linéaire 
1 

On dit qu'une suite convergente {S } est à convergence linéaire si 
i 

lim 
si+, - s* 

* = P O < I p l < l  
1- Si - S 

soit S, l'eriserr,ble des suites à convergence linéaire. Cet ensemble n'est pas un espace vectoriel. 



mais posséde néanmoins des propriétés intéressantes. 

Notons el Si - s*. 

lim = lim A si+l 
1-. e 

i i- A 

A =i+1 lim - i+l I 1 => 1im -- = lin L 
1- ei i- A si i- 

Toute 6&e (si? de S I  a p p W e n t  à A p l  [A  si1). 

Ceci revient a dire que toute suite (S ) A convergence lin6aire converge aussi vite que {A Si). 
i 

ei+'. ~a suite (xi) a pour limite x*  = O. En effet soit (Si) c SI ; posons xi = A Si et p = lim - 
1- , 

Tout d'abord nous remarquons que l'ensemble A [(A S 11 est bien défini : en effet 
2 i 

A si+l lim - = p  f O  => lim - = p  + 0. 11 existe donc un indice i tel que 
i- 1- A si 

Si+l - 
lim --A = lim A si = lim 1 = -  1 
1- Xi+, - Xi A - A Si A si+, P - 1  

Donc la suite {S converge aussi vite que {A Si}. i 

Soit S; le sous ensemble de S caractérisé par : 
1 

(On définit d'une manière analogue S->. 
1 



Toute b d e  de S; e d t  dt.t ictement mondone à p m t ~ ~  d ' w i  cehtnin m g  ; t o u t e  buLte  d e  

S; es< ae tehn le  d paath d 'un  c&& m g .  

Démontrons par exemple la monotonie d'une suite de S' 
1'  

ei+ 1 A Si+1 
Soit {Si} c s; .  On a lim - = ïim - = 

A Si 
P P > O .  

i- ei 

Il existe donc i tel que 

V i > i o  
A 

> o. La suite est donc monotone poui i > io imon0tone stricte 
A si 

car on ne peut avoir A Si = 01. 

Toute  b r u t e  {si} de S, v é x i a i e  : 

3 io tee que v, > io I A  si*,! < I A  

Cette propriété est une conséquence de lim - 
1- 

Propriété 3 : - 
S o i t  (si} une & d e  de SI. Le ptocédg b b n d m d  no 2 est Le  pilochdZ d ' u k e n  : 

Démonstration 

{si} appartient a A2i{A siIl. La suite auxiliaire {A étant de limite nulle, le procédé standard 

t no 2 donne imédiatement : 

Remarque : 

Le procédé dlAitken peut accélérer la convergence de suites qui n'appartiennent pas A SI (voir par 

exemple [ i l ) .  Dans ce paragraphe. nous voulons simplement illustrer le phénomène suivant : dès 

qu'on a montre que la suite {Sn} appartient A un espace du type A1[{xn}l ou A2[{xn}), il suffit 

d'utiliser l'un des procédés standards élémentaires pour obtenir un procédé d'accélération de la 

convergence. 



Propriété 4 : 

SoCt {si) une 6LLife d e  s ; .  Une ~LZhiante du p t ~ ~ e d e  btandand N o  1 do& l e  pirocEde 

d ' a c c E l E u t i o n  de convMgence : 

OBmonstation 

La suite {S 1 appartient à S ;  ; donc. il existe un indice io tel que : 
i 

V i > Io, la suite est monotone. 

Posons a = Signe (A Si] x A Si 
i 

[i > Io). 

On sait que si une série lai est a termes positifs : 

1 - 
ai+l lim - p => lim a 

i 
i = P 

1- '1 i- 
1 - 

A Si*l 
On a donc, pour {Si} c S; : lim [ A  slli = lin - 

1- A si 

(Sn) appartenant a s;. on a {Sn} c &,({A sn?). 

Dans le procédé standard no 1 : 

s - s* 
rempla~0nS x par A Sn et lim [c'est-&-dire lim 

1 1 par 1 

n A Sn n 'n+ 1 
1 - - - 1  

e 
n 

I A  snln - 1 

On obtient la transformation : 

I I 

Cette transformation accélère la convergence de la suite {s,). 

Remarques 

11 Soit {sn3 une suite appartenant a s ; .  On peut utiliser la transformation ci-dessus. en remarquant 

que chacune des sous-suites {SZn], appartient a s;. 



21 Pour le procedé dlAitken, le calcul de T se fait a partir de Sn, Sn+l, ( 3  terInes succeSSif~ 

de la Suite {siIl. Pour le procédé qui Gent d'étre décrit, il faut connaitre Sn. Sn+? et n [indice 

de S 1 r la num6rotation des é'léments d'une suite est souvent conventionnelle et il peut etre 
n 

difficile d'attribuer un numdro d'ordre l'élément Sn. Ce qui importe est la notion de succession : 

Si on uti.lise (Sn. Snsl, il pour calculer Tn. il faut utiliser (Sn+l, Sn+2, i + 11 Pour 

calculer Tn+l. On montre facilement que la transformation 

accélère aussi la convergence de {Sn}. 

En effet, posons 5 = 
'n-k 

r la suite Sn vérifie, à partir d'un certain rang : 

1 
7 

Oonc I A  ~ ~ 1 ~ + ~  peut Btre considéré c m e  une approximation de 0 .  

L'ensemble des suites b convergence logarithmique LIfz,}I 

Une suite colvergente {sn) est a convergence logarithmique si : 

soit { z  ) une suite A convergence logarithmique. de limite nulle, telie que : 
i 

Zi+l - 
Z 

1 lm i 
a = k (k réel diffdrent de zéro ; a entier] 

1- 

soit L(Cz 11 l'ensemble des suites A convergence logarithmique telles que, si (sn} dL[zii)1 : i 

Il existe deux réels (a, b # 01 et B entier (6 > a) varifiant : 



Propriété 5 : 

SoCt CSi} uns bLlCte a conuehgence toguhiXhrnique appahtenant a L(Izi}). SoCt {ui} h b&e 
(A si12 

~ ~ o m i i e  de (si) p a ~  LO P o i ~ d ~  d l ~ î z e n  [ui = si - - 1,  La 6&e {ui1 c o n u w e  a u d ~ i  vCte 
si 

que {si). 

DQmonstration 

Posons E~ = Ui - S* et si = si -' S* 

Nous devons montrer que lim - = 1 im €i+l - 
i-rs ei+l - Bi 

D'où a a k  5 - 1  - - = - lim - 
t 

a k + a  a k + a  

Lorsque i tend vers l'infini. on peut remplacer 

O 
A ei+l ei+l a z a 

' c'est dire (1 + a z 1  (1 + k Zala par - - 
A ei 

i i 
i a za i 



On a alors 

a 1 + Ca + ka] zi 
' €1 

= lim i 1 - lim + 1 1 

i+l - za Ca + ka1 a 
i+ 1 [ a  + ka] zi 

a a a a . [a + ka) zi z ~ + ~  - Z: - (a + ka) zi zi+l + z 
a 

= lim i+1 

a a a ( z ~ + ~  - zi1 Cl + (a + ka1 zil 
= lim a a zi ziil (a + ka1 

a+l Za-l ka zi 
= lim i ka = -- 

a a ka + a z z ~ + ~  (a + ka1 

i €i+l - €1 = On a donc lim - = lim ka # 1 
1- i+l - k u + a  

La suite {U converge aussi vite que la suite {Si). m 
i 

Propriété 6 : 

SoCt {Si) une &i.iAe à convvcgmce b g w u e  appahtenant à un espace LI{zi}l ; boit 

{Ui} Ca b d e  .O~unh60hllli?e de (si) pair Le p~ocZdE d ' u k e n .  La ~ 6 o ~ o n  

accdeèhe Ca convmgcnce de Ca & d e  {Si}. 

Démonstration : 

O'aprhs la propriété 5, la suite de terme géngral xi = Si - U converge vers Zéro aussi 
i 

vite que {si). 

En effet : 
si - s* 

lim --- = 
1 

= lim - 
1- Xi ' - €1 



1 im 
- si a lim ASi 1 = lim - 

X i + ~  - Xi ASi - AUi 1 - 

E 
C o m a  lim - AUi 

ei = lim - # 1 (propriété 5). {Si - U ) converge vers zéro aussi vite que {Si). 
i 

i 

Donc {si) c A2 ((si - ui}l. 

Le procédé standard no 2 s'écrit 

Remarque 1 : Ph kL '\&k 
Cette formule est la première Btape d'un procédé étÙdié par Brezinskl et Cordellier. le 9-Algorithme - -. -. p.-.,/- - 

l 
l 
! 

(C41, [7]1. Ce procédé semble avoir été découvert par Lubkin 1263. 

4, 

on a 

Propri6t6 7 : 

S o ü  {si} une 6YCfe c o n v ~ g d e  et (xi) . . . {x:), p suüu de î h i t e  n&e c o n v ~ g ~  ~ 6 i  

vc t e  que {S 1. MOU, i l  exibte une constante m et un indice io .te& que, pouh c h q u e  indice i, on 
i [il 

peut O~OUVM p 6caeai/res ak ik = 1 . . . pl vérifiant : 

Remarque 2 : 

i 
J 

Soit {S } une suite engendrée par S = f(S 1 où f est une fonction admettant un point fixe s*. 
i i*1 i 

j fois continument dérivable ( j 2 2 1 ,  telle que f1[S*] = 1 et que la suite {Si} converge vers s*. 

f"'s*l [Si - S*12 + ... l Un d4veloppement de Taylor de f autour de S* [Si+, - S* = [Si - s*) + - 2 

nous montre que S appartient b L[{Si - s*}). 
i 

supposons ~-(s*I = ... = 

si+1-s* - 1 

Si - s* 
On a alors lim = k = a et si on désigne, conformément I la notation de la propriété 5 : 

E ' Ui - S* 
1 

( = erreur associée au procédé d'Aitkenl 

e = si - S* 
1 

[ = erreur associée a la suite1 



I 

1 P 
(il Axi [il Axi 

1 + a - + . . . +  a . 1 ASi p r a o  i (11 

(il 1 [il p 
La &~1~6ol l l> l (Lt ion  T~ = si + al xi + .... + a xi e6 t  a l o u  un pirocEde d'ac&lC~t.ation de 

Démonstration : j j 

AXi i Notons pj = lim ( = lim - 1 j = 1 ... p 
1 s - s* 

i 

P + O Soit E < Min 1 P ( 
j j 

j 

Il existe un indice i tel que 
O 1 

V I 2  Io - [ P  - E .  P +F I  
j j 

j = 1 ... p 
Asi 

Il existe donc K > O tel que 

j 

v i 2 i o  Ax I il > K 

v j = 1 ... p Asi 

1 .  P 
(il Axi (il Axi 

Soit 1 2 Io . On peut déterminer une solution de l'équation 1 + al + ... + a p 65; = O  

de la manière suivante : 

Posons : 

= 

A c et sa jème composante est - - 
1 j 

AX i 

Les composantes de A veriflent l'équation [Il. 
j 



1 On a aussi ] ( A  II s I I I . 11  = norme du max). J 

Soient a , S .  a P réels tels que O < a 
P k < '  

I: a k m l  

[ 1) 
1 Les cmposantes a du vecteur A = f a A ~Brifient llBquation (11 et 1 I A l  l 5 = M. 

j k= 1 

La transformation s'écrit : 

Posons ci = T~ - S* 

el - si - S* 

1 P 
Il1 AX; [il Axi 

et 
a2 hçi + ... + a 

P b ç i  

Retranchons membre à membre 

1 1 P 
E 

P 
[il Xi 

AX i [il Xi - = 
e al [ -  - - l + . . . +  a [ -  - -  
i ASi 

x' i AX: 
Corne lim [ - - - 1 = O . on a lim - 1 = O et la transformation est un procédé d'acc616ration 

i i i ei 
de convergence. I 

Remarque 1 : l 
L'hypothhse de la propri6té 7 est manifestement trop riche puisqu'il suffit de connaitre une suite 

(xi} Pour accélérer la convergence de { S  1. La transformation dépend de [p - 11 paramètres. et on 
i 

(11 (1) 
peut songer A imposer une contrainte supplémentaire aux quantités al ... a On a ainsi. comme . 

P.  
corollaires de la propriété 7 : 

Corollaire 1 : 1 P 

i AXi S o u  la h y p o t h 2 6 a  de La pkop iué t é  1,  p h  L a  a* vé iu6"zi  1 + a, d5; + . . . + a - = 
pASi O '  



k  c b h h d o n a  ceux q u i  don€ t&6 que Max Io b o i t  r n h h u n .  La tnnna6onmtion Ti = SI + f ak  xi 
k 1 

ut un ptocEde d'accElEhatCon de  convengence. (Le c d d  des a depend de t ' i n d i c e  i l .  

Un tel choix des a k  peut Otre justifié par l'in6galit6 

Corollaire 2 : 

SOU  es hypothèbes de ta pltophieRe 7, buppob01~6 que t ' o n  conna.ibbe si, si+ln .. . si+q 8 

1 1 P P 

Notons Gi îa W c e  

O 

O Io Asi' 
S o i M t  Li Lu veCfo~hd  de^^ tq A~ = - - 

j J 
[fÂ jeme compobante de A est  non nuete) 

j 
AXi 

0 ~auii tes  v e c t e w  A de îa dome A = f aj Aj,O<aj<1 . 
O j=l 

[O 

choibhbon.4-en un q u i  m in imbe une nome de [j] f A 

Li) 
Les composantu ak du vectewr A peuvent m e  u t L e h E ~  pouh consak.&e un pltocEdE d'accEC8hatCon 

de convengence 

Remarque 2 : j 
1 Supposons connues les limites de - = P 

ei j. 



1 P 
Pour que la transformation Ti = Si + al xi + ... + ap xi soit un procédé d'accélération de convergence 

il faut : 
Ti - S* 

lim - = O c'est-A-dire O = 1 + al pl + . . . + a p 
s, - s' ' p P 

On obtient ainsi un procédé analogue au procéd6 standard no 1 (cf. 5 1 - 11. 

Le procédé décrit dans la propriété 7 est une variante de ce procéd6, où. A l'étape i 

les-quantités a [qui dépendent de l'indice il sont liées par : 
J 

1 P 

1 - 3 Exemples numeriques 

2 Suite Si+l = 0.1 Si + 0.9 Si 

S o = 0 . 9  ; lim Si = O 
1 

ei+l Cette suite.est monotone A convergence linéaire et lim - = 0.9. 

Utilisons la transformation 

Ti = si + - Si] 1 
pour diverses valeurs de k 

- 
1 -  AS^^^'^ 

Pour k = O ou 1 le rapport - 1 
passe de 1 A 5 i l'accélération de convergence est plus nette 

e 
i 1 - 1 - 1 - 

1 4 0  
que pour k = 20. 50 car 1 ~ ~ ~ 1 '  approche sa limite mieux que 1 6 ~ ~ 1  1 4 5  = 0.90007 

- 
alors que 1 ~ s ~ ~ )  45+50 0.95 J 

Eléments de 
Lndice la suite 

Transf ornée 

k = O  k = l  k = 20 k = 50 

1 

2 

29 

30 

45 

46 

"9 

0.891 

0.364 677 

0.341 507 

0.995 123 IO-' 

0.905 513 IO-' 

0.799 899 

-0.126 997 

-0.836 593 10-' 

0.890 918 

0.174 382 

0.942 790 IO-' 

0.890 057 

0.168 236 

0.752 903 IO-' 

0.857 111 

0.575 587 10-l 

-0.266 597 IO-' 



1 
S u i t e  b c o n v e r g e n c e  l o g a r i t h m i q u e  Sn  = - 

i=, i2 

1 1  U t i l i s o n s  l a  t r a n s f o r m a t i o n  T ' = 

[ L a  l i m i t e  S* = 1.644 934) 

I n d i c e  Eléments  d e  
l a  s u i t e  

1.25 

1.361 111 111 

1.463 611 111 

1.491 388 888 

1.584 346 533 

1.587 806 741 

1.615 950 588 

1.616 766 914 
1 .  

T r a n s f o r m é e  

1.638 888 888 

1.644 166 666 

1.644 900 166 

1.644 930 180 

i Rappor t  - 

2 
S u i t e  a c o n v e r g e n c e  l o g a r i t h m i q u e  S _ * ,  = S- - 0.005 Sm 

[SO = 1 l a  l i m i t e  est 0 )  

En a c c o r d  a v e c  l e  r e s u l t a t  démont ré  e n  remarque  2 p r o p r i 6 t é  6, on c o n s t a t e  q u e  l a  s u i t e  t r a n s f o r m 6 8  
1 

p a r  A i t k e n  c o n v e r g e  a u s s i  v i t e  que  l a  s u i t e  i n i t i a l e  ( l e  r a p p o r t  d e s  e r r e u r s  é t a n t  

R B c a p i t u l o n s  d a n s  un t a b l e a u  les p r i n c i p a u x  r é s u l t a t s  d e  c e t t e  s e c t i o n .  

I n d i c e  Eléments  d e  T r a n s f o r m a t i o n  T r a n s f o r m é e  
i 

Rappor t  
l a  s u i t e  d '  A i t k e n  i 

2.2  IO-^ 
2  IO-^ 

1.5  IO-^ 
 IO-^ 

22  

49 

132 

273 

0.900 475 

0.802 502 

0.601 487 

0.430 251 

0.451 258 

0.402 061 

0.301 198 

0.215 358 

-0.207 378 10-' 

-0.164 296 10-' 

-0.918 267 1 0 - ~  

-0.467 821 1 0 - ~  



Accé lé ra t ion  de l a  convergence d'une s u i t e  (sn l  

({sn) es t  transformée en { T ~ } I  

Signalons que ce tab leau d o i t  & t r e  l u  c m e  une cond i t i on  s u f f i s a n t e  : "S i  l a  s u i t e  a p p a r t i e n t  

a t e l  espace. a l o r s  il y a a c c é l é r a t i o n  de l a  convergence". Le procédé d lAi tken e s t  un proc6dé 

standard no 2 où l a  s u i t e  a u x i l i a i r e  [ASn) e s t  fabr iquée 3 p a r t i r  de l a  s u i t e  i n i t i a l e .  

Eléments nécessaires pour 
l e  c a l c u l  de Tn 

Eléments de 
l a  s u i t e  { 'n 

Elements 
a u x i l i a i r e s  (5 

Snn 

t 1:. '"' 

{ Sn' 'n+2 

{ 

{ Sn# 

{ n 

{ 'n+3 

{ 

Procédé 

Procédé standard no 1 

Tn = Sn - p(xn - x*) 

Procédé standard no 2 
* 

x - x  
Tn = Sn - - Sn) xn 

n * l  - 'n 

A i t k e n  

2 - 
Tn = Sn - 

'n+2 -2sn+1 

Var ian te  du procédé standard no 1 

Tn = Sn [Sn+l - Sn) 
1 

1 - 
1 - I A S ~ ~ ~  

Io Btape du 02-Algori thme 

'n - "n T n = S  " "n+ l  - "n - 1 
' n * ~  - 'n 

Espace de s u i t e  
auquel d o i t  

appar ten i r  {sn} 

Al ( { x n l  1 

A2 i { x n l  1 

S, 

s; 

L({z,I) 



2 - PROCÉDÉS QUASI-LIN~AIRES D '  ACC~LÉRATION DE CONVERGENCE DE DE GR^ K 

Parmi les propriétés que posséde la transformation dlAitken, deux d'entre elles semblent 

intéressantes : Cette transformation ne fait intervenir que les termes de la suite, et si on 

applique la transformation ?J la suite {a Si + b} [a. b c RI. la suite transformée est {a Ti + b} 

(propriété que nous appellerons propriété d e  quasi-linéarité]. Dans cette section nous étudions 

les .propriétés que doit posséder une fonction de [p + 11 variables pour définir un procéd6 

quasi-linéaire d'accélération de convergence . 

Soit {s~} une suite de réels convergente. de limite s*, et G = G[xo. x,. ... X 1 une 
P 

application de R'+' + R  . ( p  L O]. La fonction G est utilisée pour transformer la suite {Si} en 

une suite {T 1 de terme général 
1 

T i a G [ S i , S 1 +  ,,... S 1. 
i*P 

Définition I : Acceleration de convergence de degre k 

G d E $ M  & p&ocEd% q u a s i - e i n t b e  dtacc%tEnation d e  convengence de d e g d  k (poa  Ca Csi}) 6 i  : 

(Lü1 lim = O j = 1. 2, ... k 
i (Si - s*1j 

(cond&bn d'accElhz.Cion d e  convehgence d e  degaE k )  

Nous considérerons désormais que [il et [il) définissent l'accélération de convergence 

de degré 0. 

DBfinition 2 : Ensembles associes 

SoCt G un m e m b t e  de d o n d o n s  d e  ( p + ~ ]  vahiabtes  et S un m e m b L e  de buARc.6. On dL.2 que ces 

deux ensembLes dont  a660CiEb pouh ta phophieté dtaccéLEhation d e  convengeace de degkE k 6 i  

V G c G  G est wz pirocEde q u u i -  eDzéaine dtaccEl&ation d e  convehgence , 
V {si} c S de degkt k, pouh ta b d e  {Si). 

Remarque : 

On peut définir d'une manière analogue deux ensembles associés pour la quasi-linéarit6. 



Propriété 0 

Soct G un ensemble d e  6onctiorid a [p+i 1 vm.iable6 [p r 01 d h d X e 6  pom t o u t  

[G(a xo + b, . . .  a x + bl = a G(xo ... x 1 + b V a, b cR1. 
P P 

* 

S o i t  [ml 11en.6mble de6 d d Z e 6  de irEeeb boimEe6. Les w e m b l e 6  G et (ml dont a660&hd puh 

quahi-Linhahith. 

Démonstration 

Soit {Si} une suite appartenant a [ml et G c G. V i. (Si, Si+, ... S 1 est borne 
i+p 

et G(si, si+, ... S 1 est defini. G(a xo + b .... e x + bl = a G(xo .... x 1 + b implique que 
i+p P a P 

G(a s + b, .. . a S + b1 = a G[Si .. . S 1 + b. Les ensembles G et [ml sont donc associés 
i i+p I+P 

pour la quasi-linéarité. 

Propriété 9 : 
a 

S o i t  Go c G un eridemble d e  6 o n c t i o n ~  a [p+ll vahiable6 [p r O) qua6i-eUttaiJLe6 

~ 0 n t w i u e 6  pair happo.tt à chacune des v h b l u .  S o i t  [c) c [ml t ' w m b l e  de6 conuehgenteb. 

(CI et Go dont  dddoCiEb poun . t ' a c c h l h W n  d e  convehgence de degkh 0 .  

Démonstration 
a 

COIme Go c G et (c) c [ml, les deux ensembles G et [cl sont associ6s pour 18 

quasi-linéarité. 11 suffit donc de montrer que V G c Go. V (si) c (CI 

lim G[Si . . . S 1 a lim Si 
i i+p i 

Soit G c Go et {Si) c [CI, de limite s*. 

G posséda la propri6té de quasi-linéarité : Glb, b.... bl = b V b. 

G est continue, donc : 

Les deux ensembles sont donc associés pour la propriété d1acc616ration de convergence de degré 0. 

Propriété 10 : 

SOM G c Go. G AI? met h o u  La 6ome 

G(xo, x1 ... x 1 = x + h[xl - x 
P xp - Xp-,] 

h[E1 . . . E 1 donction continue et homogene de degk8 1 ,  cl e s t - à - d i h e  t u e  que 
P 

h(a Cl .... a SPI = a h[E1 ... cp) V u ER. 



Démonstration : 

Soit y = G(xo, x1 ... x 1 , G c Go 
, P 

On peut écrire 

y = xo + G ( 0 ,  x, - x ,... x - xol 
P 

Les p variables x ~ + ~  - x (k = O.... p - 11 sont fonctions continues de x - xo (j = 1 ... pl. 
k j 

On peut donc dcrire 

y m x o +  h(xl - xo, ... x - x h : fonction continue de p variables. 
P P-1 

G étant homogène de degré 1. il en est de même pour h. 

Remarque : 

h[F1 ... 5 1 étant homogène de degré 1, on a h(0, O,... 01 = O. Ceci implique que si G est Une 
P 

fonction d'une variable, on ne peut qu'avoir h = O, d'où G(x1 = x. Les procédds quasi-lin8aires 

intdressants feront intervenir p l ~ ~ i e u r s  termes successifs d'une suite [on utilisera des fonctions 

de (p+ll variables, avec p 2 11 

DOfinition 3 : Famille de suites Sk Lk entier r 01 

Sk deb igne  L1en.bembLe d e s  d u i t e s  {si} t&es que 

lim 
ei+l - Pl (pz est borne )  

2 = "2 

On voit que S est identique a (cl (ensemble des suites convergentesl. et que 

Sk+,, C Sk. Sk posséde donc (pour k 2 1) les propriétés de S , .  en particulier : 

Si {Sn} c Sk on a : 

'n+l 
- s* 

1 im = lim 'n+l - 'n = p l + ?  
n+- sn - S* 'n - 'n-1 



Propriété 11 : 

SoCt Gl c Go un enbemble de 6 0 n c t i o d  à (p+ll v d b t e 6  ip r 21. d e  La d o m e  : 

g : d o n d o n  de ip-i i v m i a b l a  (el,. . . ep-l 1, continue pou* lei 1 < 1 Ii = 1 . . . P-1 1 L( t&e que 

1 
g[pg p.. . . pl = - v p tel que lpl < 1. G, et S, hont adbooieb pouh t e  &&te 

1 - 6 '  

d'a&étEmt ion  de convegence  de deght 1 .  

Démonstration 

soit G c G1. 

Remarquons que G n'est pas définie si parmi les (p+l) variables (xo, xl ... xD). on a 

soit {si} € S1. 

D'après la propriét6 11, 3 partir d'un certakn rang 

si # s l+l 

&i*l 

et 1 % / < i 
[car lin - pl avec (P,I < 1) 

ASi 

bSi+l AS + -1 
La quantité Ti - Si + [si+l - si) g [ - ... A 1 est donc bien définie. 

ASi Asi+p-2 

G posséda la propriét6 de quasi-linéarité pour la suite {Si}. 

1 AS 
iim ri = lin si + iim A si iim g i  . .. * i = lin si = S* 
i Asi*p-2 

lim - ASi*l Asi+p-l I+l 1 )  g[- ... - I . l + ( p - l ) g ( p  .... PI = l * ï i m [ B - -  
i =i 1 ASi ASi+p-2 

11 y a donc accélération de la convergence de degré 1. a 

Remarques : 

- soit G c G1 et (si) c S1 de limite s*. La quantite GIS*, S* ,... 5.1 neest pas definie 

et c'est une propriét6 commune A tous les procédés d'accélération de convergence t on pourra 

prouver seulement que lirn (GIS S 1 = lim Si. Les résultats sont théoriquement satisfaisants 
i i i + p  



pour i grand, mais du point de vue numérique i grand signifie que Si, Si+1 ... s sont voisins 
i+p 

de s*, c'est-&-dire un point où G n'est pas définie. d'où le risque d'instabilité num6rique. 

- Soit une suite telle que lim sl+l - s* 
= O (une telle suite n'appartient pas A SI, 

Si - s* 
et est B convergence plus que lin6airel. Si on utilise une transformation de G1. la condition 

d'accélération de convergence est v6rifiée.mais utiliser une telle transformation n'offre aucun 

interat. car le calcul de Si+1 B partir de Si est déja un procédé d1acc616ration de convergence. 

- Soit une suite telle que lim - sf 
= 1 (convergence logarithmique). 11 n'existe 

Si - s* 
aucune fonction de G permettant d'accélérer la convergence de toute suite B convergence 

logarithmique. En effet la condition d'acc61ération de degré 1 s'écrit (pour la fonction h 

associée B G (voir propriété 1011 

O = 1 h(0, O,... 0) 

Or la fonction h, homogène de degr6 1 vérifie h(O.... O) = 0. 11 ne peut donc y avoir acc6lération 

de la convergence. 

'n+ I - s* 
- Soit G c 6, et CS,) une suite convergente telle que lim I - 1 [suite 

S - s* 
alternée a convergence logarithmique]. G définit une transformation qu?, appliquée a {sn) fournit 

un procédé d1accé16ration de convergence de degré 1. 

- On ne peut pas accélerer la convergence de toute suite de S, A l'aide d'une fonction de 

G1 a 2 variables. En effet on aurait G[xo, x11 = xo + K [x1 - x 1. La constante K ne peut 
+1 

verifier g[p . . . pl = - ' V p. Nais si pour une suite particulière {si? on connait p - lim - , 1 - P  ei 

1 
alors G[xoi x11 = x + - 

O 1 - p  
[xl - xo) accélère la convergence de cette suite. 

1 
Le procédé ainsi obtenu [Ti = Si + - - S ~ I )  est le procédé standard no 1 (voir proprieté 11. 

1 - P  

- La fonction G de 3 variables appartenant à G, est 



et la transformation correspondante est le procédé dlAitken. 

Parmi les fonctions G s G on retrouve les transformations introduites par Pennacchi (C3211.. 
1 

Posons A xj = x ~ + ~  - xj. 

Les transformations de Pennacchi sont de la forme 

Pm, Qm-l : polynomes homogènes, de degres respectifs m et m-1. 

Proprieté 12 : 

SoCt G2 c G, une 6anKete de 6onction.4 de îa dohme 

g dedinie continue [ v o h  phophiéte I I  1, déhiuabte, t e l l e  que : 

g(p. p.. . . pl = - " v p  ~ e h i m  1 - P  

G2 et S2 dont abbociE4 p o u  t e  d h e  d ' a c c U e W o n  de convengence de degd 2 .  

Démonstration : 

Comne G c G1 et S2 c SI, G2 et S2 sont associes pour le critére d'acc616ration de 
2 

degre 1, et il suffit de montrer qu'il y a accél6ration de convergence de degr4 2. Soit {si? 

une suite t~ S2 et {T la suite transformée par G s G2. 
i 

Notons ei = Ti - S* 

e = Si - s* 
i 

ei*l {si) .s S2 J donc - ei*l - Pl ei % 

e 
i 

2 

On en déduit : riij - pl 2. pz plJ-' (pl + 11 el j 2 1 

Utilisons un développement de Taylor de g autour du point [pl ... pl]. 



IgSj dbsigne la dérivée partielle de g en un point de appartenant au segment 

[(pl ... Pl], ... r 11 i+p-1 

E 
Estimons 4 en faisant les approximations de 

- Pl 
2 et ri+j - Pl 

€1 
- % -  + (pl - 1) Cp2(p1 + 11 g'l + S.. + P2 Pl p-2 [pl + 11 gfp-ll 

2 1 - Pl 

Les familles û et S2 sont donc asc~ciées pour le critère d'accé16ration de degré 2. 1 
2 

Remarques :. 

- Il n'existe pas de fonction de 3 variables poss6dant 1s propriet6 d'acc616ration de 

convergence de degr6 2. En effet cette fonction ne peut étre que : 

G[xo, xl, x21 - xo + [x1 - x0) 1 (définissant le procedé d'Aitken1. 
X2 - Xl 1 -- 
X1 - X o  

La fonction g associ6e à G est g(xl * - l , qui vérifie gl(x) = - 1 #  
1 

2 1 - x  (1-XI [ x - 1 1  ( x + 1 1  

Il ne peut donc y avoir accélération de degr6 2 par utilisation du procéd6 d'Aitken. 

Nous n'avons pas cherché B déterminer un ensemble Gg associé SJ pour le critère 

d'accélération de degré 3 ( à  cause de la compléxit6 des formules). 

Pour conclure l'étude de cette section, nous pouvons dire qu'un procéd6 d'accélération de 

convergence (quasi-linéaire, et de degré 1 ou 21 est caractérisé par une fonction G possédant certaines 

propriétés i il est facile de construire ,une telle fonction et on a ainsi une f0mule explicite 

permettant d'accélérer la convergence [calcul de T = G(Si, Si+l,... 
i si*p)l ' 

En ce qui concerne l'accélération de convergence de degr6 élevé (que nous étudions dans 

la section suivante). nous ne chercherons pas 3 caractériser les propriétés communes à tous les 

proc6dés ; nous décrirons une famille d'algorithmes possédant la propriété d'acc6lération de 

convergence. 



ExglyJJg-~~mefigug : 

Cherchons une fonction g de deux variables telle que 

1 
g(x, X I  = - 

1 - x  

Parmi les solutions possibles, nous avons.: 

Ces deux fonctions déterminent deux fonctions G, et G2 E G2 [voir propriété 121. 

Comparons les deux procédés d'accélération de convergence ainsi définis avec un procédé 

d'accélération de degré 1. Prenons par exemple un procédé défini par 

Les trois procédés seront donc construits à partir de 4 Bléments successifs d'une suite {si). 
-s 

Suite Sn+l = e (limite = 0. 567 143 290 4151 

Les proc6dés d'accélération de degré2donnent des résultats plus satisfaisants que le procéd6 

d'accélération de convergejce de degré 1 (nous avons souligné les chiffres exacts) 

Tableau recapitulatif des résultats de cette section 

Ensembles asçnciés de suites et de fonctions. 

G3 

0.56751 416 787 

0.567 143 318 428 

de la suite 

0.568 428 725 036 

0.567 067 898 398 

On ù les inclusions S c SI c So c I rn)  

G2 c G,, c Go c G 

1 

0.567 143 304 225 

0.567 143 290 415 

G2 

0.567 143 294 613 

0.567 143 290 415 

Critère 

Famille d e  
suites 

Famille de 
fonctions 
--- 
Nombre de 
variables Ans 
fonctions 

Accélération 
de degré O 

So = (cl 

Go 

2 2 

quasi- 
linéarité 

(ml 

a 

G 

Accélération 
de degré 2 

S2 

G2 

2 4 

Accélération 
de degré 1 

I 

G, 

2 3 



I I  1 - ALGORITHMES QUASI-LINÉAIRES D'ACCÉLÉRATION DE CONVERGENCE DE DEGRÉ K 

Dans cette section nbus développons l'idée qui eet sous-jacente dans la méthode dlAitken : 

i'extrapolation linéaire. Aprbs avoir caractérisé les suites de S k .  nous montrons que 1.3 limite 

de telles suites est le point fixe d'une application, qui peut Qtre approché par des techniques 

d'interpolation inverse. Nous obtenons ainsi des algorithmes. qui sont des procédés d'accélération 

de convergence et dont le degré d'accélération est égal a celui du polynôme d'interpolation. 

3 - 1 Caracterisation des suites de Sk 

Propriété 13 : 

Soct O = x < x . . . < xn . . . < 1 une bu% de hE& bak.ictment monotone, de  eunLte 1. 
O 1 

S o i t  (yi} une d&e convezgente, de  L imi te  Y*. POW . tout  P>itia k 2 1. ü e d t e  f de  c(n66e ck 

Propriété 14 : 

S o i t  O = xO < xi ... < x ... < I une b u d e  de J L ~ &  b t L c t e m e n t  monotone, de  W e  1. 

Sad IYi) une b u d t ?  de aE& c o n v m g M e ,  de .%mi,te y*, et k z 1 un entien. Une condi t ion n é c u b a i h e  

et budbibante p o u  q u ' i l  e x l d t e  f e ck[O, 11 tac que 



Démonstration des propriétés 13 et 14 (Cormentaires) 

- La construction d'une fonction rbalisant les conditions de la propriété 13 se trouve dans 

Coatmelec C61, chapitre III, (On peut construire f polynomiale sur chaque intervalle [xi. 

réalisant les conditions d'interpolation. 

f[x 1 = Yi 
i 

X I  = O j = 1 ... k [fonction k-plate1 

La condition If(x1 - y i l  S ly - yil entraine la continuité de f en 11. 
i+l 

- Les conditions de la propriéte 14 permettent d'utiliser le théorème du prolongement de 
Mitney(C61, C371, Cg] chap. 51. La fonction f de l a  propriété 13 définit sur [O,1[ un champ de Taylor 

T d'ordre k. qui peut Btre prolongé sur CO.ll en 7 (les quantités (y*,pl.. . .p k 1 constituent alors 

le jet d'ordre k de f en 11. 

Propriété 15 : (CahactthidaCion des 6lU*eb de Sk) 

SOÜ {si) une 4 u ~ e  a p p a ~ ~ ~ m t t  a sk ( " o h  deU%II 2 d16. 3 ) .  IC e d t e  f, de C*  

[daria un voh inage  de la îi.n&e de {si}), t&e que .S,+, = f [Si] ( W  i r iol. RC?&ryroqum& b 0 d  

{Si} une b Y Ü e  gtn1nZe p m  Sitl = flSil, f a d m W  un poinf &ixe s * .  de eLndbe ck, f & ~  Que 

Jfers*1J < 1, fBfs*] + O ; Ln h u i l e  {si} a p p w d e n t  a Sk. 

Démonstration : 

La seconde partie du th6orème est bvidente, Rontrons que toute suite de Sk est générée 
k par Si+l = f[S 1 t f  de classe C 1. 

i 

Soit {Si} une suite de S 
k' 

 orm mie Sk c SI, il existe un indice au dela duquel la suite est soit monotone. soit alternbe. 

ei+l Supposons que lin - = pl > O (suite monotone] 
i . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

On peut supposer {S } monotone croissante (sinon il 8uffit de poser SIi = - Si]. 
i 

Appliquons le résultat de la propriété 14, en posant 

Xi = si 

Yi = si+l 

k Il existe f E C CSO S*I telle que 

si+l = f (S 1 
1. 

3* -f(s*) 

Supposons lim - 
e, 

i+2 2 conne lin 
= pl ( 0  < pl2 < 11. les deux SOUS-suites {s,, s3 . . . s ~ ~ + ~ .  . .. 1 et 

i 
{son s2 . . . S21 . . . sont à convergence linéaire et monotones [ A  partir d'un certain rang]. Oe 

plus, elles appartiennent 3 Sk. En effet, posons 



Posons E = - P (e 1. Soit E > 0. 
k i 

Il existe un indice io tel que pour i h 1 Ici( < E 

e i+2 - P k (P k Ie i I I  = ei+2 - Pk(ei+l - = eii2 - PkIei+ll + si Pfk(n). ln r [Si S*I ou ES* Si], 
selon la position de Si par 

rapport A s*) 

lei+2 - ~ ~ ( ~ ~ l e ~ l )  1 5 lei+2 - Pk[ei+ll 1 + E IP'k(nl 1 

Donc e1+2 - Pk(Pk(eil) + O quand i + 0 

'L 'L 
P (P (e 1 1  est un polynome de degré 2k en el ; il existe donc p 
k k i  

?,... pk tels que 

'L 
Les deux sous suites appartiennent donc à Sk et sont caractérisées par les mêmes constantejp ( 3  a l..-kl 

J 

supposons {SZi+l} monotone croissante et {S2i) monotone décroissante. 

Posons x 
k ' s2i-1 11 existe fa t c [S. S*I telle que 

Soit f r ck CS, SOI telle que f(x1 - f,(xl si x d S* 

 XI = f2(x) si x r S* 

'L 
f3(s*l - f:" [ s *  = fiJ1 (s*] = J! pj 1 j  = 0 ... k1 

f est de classe ch sur CS S 1 et vérifie 
1 O 

si+l = f (Si) 8 



3 - 2 Algorithme d'acceleration de convergence de degré k (interpolation inverse) 

Soit {S } une suite de Sk. D1apr&s la pmpri6tt 15, il existe F, de classe ck telle que 
i 

Si+1 = F(Sil r [s* = F(s*) et IF' [S*I 1 < 1). Nous montrons dans ce paragraphe que l'approximation 

de S* par une technique d'interpolation inverse, conduit B des methodes d'acc616rstion de 

convergence. 

Posons F(x1 = F(x1 - x. 

Comne 1 F'(s*I 1 < 1, la fonction F admet dans un voisinage de S* une fonction inverse f. 

k .De plus S* = f(O1 et f est de classe C dans un voisinage de O, 

Approcher la limite S* de {Si} revient donc 3 approcher f(O1. 

Soient Si, Si+l, ... 
si+D (p*ll termes consécutifs de la-suite {si}. On a donc Si = f[A Si) 

Supposons (ce qui est vérifi6 pour j > jol que 

Il existe alors un polynme pP-' [de degr6 p-Il unique tel que 
i 

posons P:-' = P:" [O) (Extrapolation polynomiale en 01. 

L'erreur d'interpolation polynorniale en O s'écrit : 

D'où 

Technique de construction de P P-l 
i .................................. 

L'utilisation du procédé de Neville-Aitken conduit ?I fabriquer le tableau triangulaire 



Dans chaque colonne de ce tableau les quantités Pi (j fixé1 correspondent &'un procOd6 d'accélération 

de degr6 j et dans la colonne 1 on retrouve le procéd6 d'accélération de convergence d'Aitken. 

La formule de Neville-Aitken pemet de calculer les quantités de la colonne (t 11 en fonction 

de celles de la colonne e. 
e 

AsJ+t+q PL j - AS, P,+, 
AsJ+t+l - ASj 

D'autre part 

si 
si*l .. . s 

i+ j 

Asi ISÇi+1 Asi+~ 

j (ASi] . . . 

j Ltécriture de Pi sous forme d'un rapport de d6teminmts montre que V a, b r R la suite (a si + b} 

est transformée en {a P: + b). Le procéd6 d'accélération ainsi défini est un procéd6 quasi-linéaire. 

Exeme!e-!?~merlq!e 

Suite Si+1 = e 
-si (So = O lim =0.56714329040978381 

Dans les diverses colonnes du schéma triangulaire de Neville-Aitken, notons les chiffres exacts : 





Soit A, llensernble des p abscisses {xi, xi+l,. . . x i+p-1 1 3 etant donne f c C* [- 1 + 11 

[k 2 pl, notons g (xl E G la fonction qui interpole f aux abscisses xi, xi+? .. . X 
Ai i+p-1 ' 

L'extrapolation de g (xl en O fournit une valeur T 
Ai i' * 

Propriété 16 : 

S o u  t ' l y p o t h a e  I G [  + O, on a 

Démonstration 

Lg système de fonctions gi(x) (i = 1 ... pl 6tant unisolvent sur Ai, il y a existence 
e t  unicite de l'interpolant g (xl [ V  il. On a : 

Ai 

g ~ i  
(XI satisfait aux conditions d'interpolation : 

(il 
A! = O,... p - 1 

D'où 

( il 
Montrons que les a sont uniformément bornes (indépendament de l'indice il. 

j 
k Posons f[xil = k! [f(xi) ,..., f[x i + k)] (k = O ... p - 1). la quantite entre crochets dbsignant 

la différence divisée d'ordre k. 

k on a lim D flxi) = f(*l (01 k = O, 1 . . . p - 1 (puisque ftkl existe et est continuel 
i- 



Les relations [Il sont équivalentes ZI : 

Notons DGi la matrice dont les éléments sont 

f 1 . . . p : indice de colonne 

k = O,... p-1 : indice de ligne 1 
k Notons Df la colonne dont les éléments sont 0 fix 1 ( k  = O ... p - 11 i i 

La matrice DGi est régulière [car ses lignes sont des combinaisons linéaires des lignes de Gi, la 

ligne de DGi étant combinaison linéaire à coeff ic ients # 0, des lignes O, l , . . .  f - 1,  f de Gil 

Les relations [21 s'écrivent rnatriciellement 

DG est régulière V 1 i 

G est régulière 

OGi = Df, 

(il 

al 

(il 
a 
P 

lim DGi = G 
1- 

Soit la solution de 

Ceci montre que l'interpolant g (XI  a pour limite l'interpolant de Taylor en O, et que les 
(il Ai 

coefficients a sont uniformément bornés. 
j 1 

On a 

1 lm 
i 

[il 
a 
1 

[il 
a 

& P 



11 existe donc K tel que : 
(1 1 

V i I a I s K  j m l . . . p  
3 

Il existe aussi KI tel que : 

v x c C -  1 + II lg~pl[xll s KI j - I ... p 
Li1 

La fonction d'interpolation gA (xl = 1 a g (XI vérifie donc 
1 j j 

f"][x) étant borné on a aussi : 

On sait que si deux fonctions f et g cofncident en p points xl. ... x P' 11 existe 5 appartenant au 

plus petit intervalle contenant c, x, ... x tel que - P 

[C - X 1 ... (C - X 1 
f (cl - g(c1 = 

1 [f'P1(Si - g'p'cE.11 
P! 

Appliquons ce.résultat a l'interpolant gA (XI et en c = O 
i 

Ti - f (O1 
D'où lim = O I 

i xP-l i 

Remarque : 

L'hypothèse I G I  # O est nécessaire. 

3 
Soit par exemple, la famille {l, x ), unisolvente sur C -  1 + 11 

Soit la suite = a xi [ O  < a < 11 et f tel que f'[OI # O 



Ti - f(O1 - a3 f1(0) - af*101 , 
lim 

i a3 - I 

Remarque : 

Le procédé d'extrapolation (sur des ensembles A = {xi, xi+, ,... x 1, (1 = 1. 2,...11 
i i+p-1 

posséde la propriété 16 sous la condition : 

{ I X  1 } strictement monotone décroissante. 
i 

Laurent ("Etude de procbdés d'edrapolation en analyse numérique", Thèse - Grenoble 19641 a 

Otudib la convergence d'un procédé d'extrapolation sur des ensembles Xi = {xl, x2 ... xi} 
ci = 1. 2 . . .). La suite {xi} doit vérifier la condition (al: 

Il existe a > 1 tel que 

X 
2 a V n [c'est-3-dire la suite {xi} doit étre A convergence linéaire, 

'n+ I 

monotone : {x } c  ette te condition n'est pas nécessaire pour notre propos 1 nous ~tiliS0nS 
i 

constament des suites a convergence linéaire, parce qu'il est possible de caracteriser ces suites 

comne suites d'itérés d'une fonction continue, dérivable (Si+l = f[sil ; propriété 151. 

Soit {si} une b w 2 e  de Sk et g,(xl ... g (XI un enbembte de donotions pdod continuement 
P 

dehivabtes en O (k 2 pl, unAotverU buh C -  I + il. Suppobond (G I  Z 0. 

Démonstration : 

Appliquons les résultats de la propriété 16. {Si] appartient Sk ; il existe donc f 

telle que 



Posons 

On a lim = O (d1apr8s la propriété 161 
- e ]P-1 

(ei+l i 

Ti - S* 
lim - = O 
i elP-' 

Le calcul de la quantité T de la propribté 16 correspond donc a un procbd6 d'accélération i 

de convergence de degré p - 1. 

On a bien : 

Ramarque 1 : 

Comme {S appartient A Sk, on a aussi i 

S I  = h A S  et le calcul de 

Ti - [gl(Ol ... gp(Ol] Gi est aussi un procédé d'accélération de 

convergence de degré p-1. I .i+P 1 
Remarque 2 : 

L'hypothèse I G I  # O est nécessaire pour qu'il y ait accélération de la convergence de degré p-1 

Pour toute suite de Sk.[I1 suffit de se reporter A la remarque qui suit la propriété 161. 

Notons Gi = (XI . . . gi(xl 1 le sous-espace engendre par les i premières fonctions g 
3' 

Gi permet de definir un procédé d'accélération de convergence de degré (1-11 et nous nous intbressons 

maintenant aux p procédés d'accélération de convergence définis par G1, G2 . . . 
GP. 

Les hypothèses nécessaires et suffisantes A l'existence de tels procbdés sont : les déterminants 

Principaux de G sont tous différents d'e zéro et chaque famille (gl(xl ... gi(xI1 1 = l...p. est 

unisolvente sur [ -  1 + 11. 



Nous cherchons a quelles conditions les p procédés d'accélération de convergence sont quasi-lineaires. 

Propriêté 18 : 

La d d e  6 W e  dé6.inisdant p phocédéd d ' a c c é t é i l a t i o n  de convqhgence q u a s i - f i é a i h a  Ut 
2 

{l, x. x m . .  xp-Il 

Démonstration : 

Procédons par récurrence en déterminant successivementgk(xl (k = 1 ... pl et en Bcrivant 

que gk(xl doit Btre tel que 3 conditions soient vérifiées : 

(ii) Le procéde doit être quasi-lin6aire. Posons 5 = a Si + b ( a ,  b c RI et soit $ 
i 

le transfoné. de Zi 8 on doit avoir 

[il \ G ~ ~ # O  cequipermetd'écrire 

(Gi de dimension kl ' si 1 

-1 
Ti = Cgl(Ol . .. gk(O1] Gi 

(il * g1(x1 # O V X € C - 1  + I l  

. 
, si+k-l , 

(ilil est vérifiée 

On doit avoir I G ~  # O (ilil Posons G = 

g, (01 . .. g,([Ol 

(k-1 (k-11 
Il 101 ... gk 

I 



Remarquons que le fait que gl[xl = 1 va apporter plusieurs simplifications dans la détermination des 

Tout d'abord, les g (XI pourront être définis B une constante additive près. Si nous choisissons cette k 

constante telle que gk[Ol = O Lk = 2 ... pl , on a : 
' 
si 

1 

- 1 
Ti = [ l ,  O O O 01 Gi 

, 'i+k-1 , 
si 

T est donc la première composante du système linéaire Gi X = , et en appliquant la regle 
i 

de Cramer : i si+k-l , 

11 est alors évident que si Si = Si + b, on a Ti = Ti + b. 

Donc la condition de quasi-linéarité s'écrit : 

si Si = a Si on doit avoir Ti = a Ti 

k-.-z [Détermination de g21 

I 

La condition ii = a Ti s'écrit : 



ce qui donne, (après réduction au m&me dénominateur1 

g2(a x) 
On doit donc avoir - 7 Xia1 V x V a 6 R 

g (XI 
2 

La condition I G ~  # O sl&crit 

g2(axl = X(a1 g2(x) entraine : 

a g; (a X I  - Xcal g;(xl , ce qui s'écrit (pour x = 01 

a = X(a1 

g2(xl doit donc vérifier gZ(a X I  = a g2(xl , ce qui donne [pour x = 11 

g2(a1 = a g2111 V a 

D'où 

On peut constater que (il est vérifiée, la famille 11. X I  étant unisolvente sur c -  1. + 11 

Rec!cce'ce 

Supposons avoir demontre que 

g (XI = xj-1 
1 (j = 1. z.... k - 1 )  

Cherchons 3 determinsr gk(xl 

La condition Ti = a Ti slBcrit [après simplifications par puissances de al 



Ajk (Si) : Cofacteur d'indice j k pour les numérateurs 

Bjk [Si) : Cofacteur d'indice j k pour les dénominateurs 

Posons - A [Si] r Bj - Bjk (Si) [On a 1 Bj = O1 
aj j k  

aj = g k  b d - g k  (Asi+jl 
La relation ci-dessus s'écrit : 

Considérons dans R' les points : Aj = (aj, bjl j - 0 . . . ,  k-1 

o* = 1 oj fij a pour cmposantes : (XI, Y1l 

da = 1 81 Of) pour composantes : [x2, y21 

X1 + + 
La relation (II s'écrit - = - ce qui implique que 0A et OB sont CO-lin6alres. La relation (1) 

X2 2 
devant avoir lieu quelque soit a et quelle que soit la suite {Si}. ce n'est possible que si les 

points O, Ao.... Ak-, sont alignés c'est-&-dire : 

On en déduit : 

gk(a X I  

gk [XI 
= Xk (al 

(k-ll (01 f O La condition J G J  # O entraine gk 

Oérivons (k-Il fois 11identit6 (21 ; on obtient : 

Ii-I Lk-ll la X I  - X*(aI g* 
'"dl) 

a gk 
, ce qui donne (pour x = 0) 

k-1 
Xk(al = a 

k- 1 
g ( a  X I  = a gk(xl V a s'écrit (pour x = 11 
k 

k-1 
gk(al = a gklll 



D'où 

k-1 
La récurrence est démontrée, et on peut constater que (II est vérifi6e. la famille (1, x . . . .  x 1 

Btant unisolvente sur C -  1, + 11 8 

Ex.??!e_ie-'~m$rig!e 
a x 
1 

a x 
P 

Utilisons la famille (1, e .... e 1 ai # a si i # j. 
j 

Il est facile de vérifier que pour cette famille I G I  # O et 1 ~ ~ 1  # O [pour un choix d'abscisses 

distinctes r voir, par exemple C2411 

Suite si+, = e -Si (taille 1, ex, eZX, e3x1 

Elérnents de la suite Suite transformbe 

(procéd6 d'accél6ration de riegré 3 )  

Le phénomène d'accélération de convergence est moins visible que pour l'extrapolation polynomiaïe, 

certainement parce que le procédé n'est pas quasi-linéaire. 



Signalons qu'il n'est pas nécessaire de faire de l'extrapolation par des fonctions appartenant 

d un sous-espace vectoriel. Il est facile de vérifier que l'extrapolation par fractions 

rationnelles fournit des procBdés quasi-linéaires (sous réserve de l'existence et unicité de 

l'interpolantl. 

Propriété 19 : 

L'ertnapotat ion pu& &actions hationnd&.6 de  "deghE6" 6ucce6bi&- f ,  fi," ,..., 
P 

Démonstration 

La formule d'interpolation de Thiele (pour interpoler f(x1lrevient 3 développer 

f(x1 en fraction continue : 

x - xol x - 
f[xl = f(xo1 + 

Les ai sont construits A partir des dlffBrences réciproques (cf C241, [411 et le kPme approximant 

de cette fraction continue (soit Ck(xll vérifie : 

. Ck(Xil = f (x 1 i 
i = O,... k 

Soit {si} une suite de Sk (donc telle que Si = f(ASill i utilisons la formule d'interpolation 

de Thiele pour 

et soit T la valeur du khme approximant prise a l'abscisse O 
i 

a, : différence réciproque d'ordre 1 = 
ASi+l - ASi 
%+l - si 

ai : différence réciproque d'ordre i. 

Vérifions la propriété de quasi-linéarité : 

Posons si = a Si + b t la formule de Thiele s'écrit : 

Il vient immédiatement que : 

si i est impair 



- 
1 est pair ai = a ai 

L'"extrémité" de la fraction continue s'écrit : 

Asi+2p-1 
a2p-~ - a (dans le cas où k = 2pI 

2P 

ou bien 

- As1+2p-1 
%p-1 AS (dans le cas où k = 2p+ll 

a --1+2p 
2p a2p+l 

Il y a donc identit6 pour les "extrémités" des fractions continues (11 et (21 (j variant de p 

jusqu'b 11. Donc 

- 
Il est alors inm6diat que T i = a T i + b  m 

Remarque : 

Nous venons simplement de démontrer la quasi-linéarité d'un procédé de transformation de suites. 

L'erreur d'interpolation par fractions rationnelles ne permet pas de déduire que le procédé 

est un procéd6 d'accélération de convergence de degré k - 1. En effet, soit Ck [" la fraction 

rationnelle interpolant f(x1 en xi, ... x i+k (xi = A Si . . . x i* k = A Si+k) 

L'erreur d'interpolation en x est [cf [4]1 : 

B ~ ' ~ ~  (XI est le dénominateur de cklil Ixl. et l'erreur d'interpolation en O peut Btre majorée 



I& l'(tape II si C~(~'(XI n'a pas de pale en O. 

(f(01 - T ~ (  S  AS^ ... ASi+kl Mi 

(Majoration analogue A celle de l'interpolation polynomialel. 

Mais lorsque i tend vers l'infini, il semble difficile de connaitre la position des pales de 

C~'~)(XI i on ne peut donc donner une majoration uniforme pour Mi et on ne peut prouver que 1. 

procédé est un procédé d'accélération de convergence de degré k-1. 

Conclusion 

Une suite {Si} appartenant a Sk est caractérisé par la propriét6 : il existe f 
k de classe C telle que 

g [XI étant une fonction interpolant f aux abscisses AS bSi+k. posons Ti (01. 
Ai 

(Extrapolation en O). 

Les propriété$ exigées sont : 
Ti - S* 

1) Acc416ration de convergence de degré k-1 : lim - O j - o. 1 ... k-1 
i [Si - S * I ~  

21 Quasi-linéarité (propriété qui résulte en fait de deux propriétés : 

- "translativité" : la transformation % = Sn + b implique 

- Homogénéité : la transformation Sn = a Sn implique Tn = a Tn 

31 Facilité de calcul de Tn 

Récapitulons les résultats de cette section. 

Forme de l'interpolant Accélération de la quasi-linéarité Algorithme de 
convergence calcul 

Polynomial Degré k - 1 Translativité Neville-Aitken 
Homogénéité 

Appartenant au sous-espace RQsolution 
vectoriel engendré par Degré k - 1 Translativité système linéaire 

C l .  g2(x),. . . gk(xl) k x  k 

Appartenant au sous-espace 
vectoriel engendré par 

{%(XI .. . gk(x)) 
Rationnel 

Résolution 
Degré k- 1 Aucune propriété système linéaire 

Aucun résultat Translativité Algorithme 
[pales éventuels de Homogénéité de Thiele 

l'interpolant) 



Dans cette section, nous cherchons approcher la limite S* d'une suite {S [appartenant i 

& S 1 par des méthodes "directes" ; ces méthodes sont déduites des méthodes de résolution des 
k 

équations (C3511. et en particulier des méthodes qui résultent de la composition de formules 

itératives. 

Soit g(xo, xl,... x 1 une fonction de (q+ll variables, définie pour tout ensemble de 
9 

variables (xo . .. x 1 appartenant a R~", telle que 
9 

g(x. x.... XI = O V x E R  

g ne s'annule que sur la diagonale de R ~ "  

Soit {si} E Sk. S* (limite de {si}l vérifie g(~*, S* ,... s*) = O, et cormie il existe F 

telle que S = F(S 1 ,  S* est une racine de g(x, F(x1, F(F(x1). ... 1 = 0. i+l i 

Notons C[xl la fonction composée g(x. F(x), F(F(x)l ... 1. L'unicitb de la solution de C[X) = O 

est liée 3 l'unicité de celle de x - F(xl = O, et nous supposerons qu'il existe un voisinage 

V(S*I de S* tel que S* soit la seule racine de Ccxl = O (x e V[S*I. 

Soient Si, Si+l,... S [ p  2 0) des éléments successifs de la suite (si}, appartenant au 
i+p+q 

voisinage V(S*I ; il est donc possible de calculer 

C(Sil, C(Si+l) ... C(Si+pl (bien que la fonction y = C(x) soit inconnue) 

Supposons pour le moment C[xl connue, et soit @ une "fonction d'itération d'ordre m m  (cf C3511 

a k points [ k  s p + 11. utilisée pour résoudre C[xl - O : 
Yi = @[xi# xi-l, . . . x i-k+l ; Cl 

xi, ... x i-k+l Btant voisins de s*, on a : 

(Cette formule suppose que C, c'est-a-dire g(x ... x 1 est m fois dérivable) 
9 

Propriété 20 : 

g(xo,, . . x 1 $-tant m 6 o d  d é a i v a b l e ,  6 o L t  @ une 6onwXon dPLtEi td t ion d'ohdire m W E e  

peuh hë5oudire CLx) - O ; l a  tiiart66ohmuLion Ti - @[Si. Si+,, S. 1+k-1 ; CI e ~ . t  un phocEde d ' a c c t l é k a t i o n  

d e  convehgence de  degaë m-1. 

Démonstration 

La formule d'ex-reur donne : 



Ti - S* Ti - S* 
D'où lim = O . On a aussi lim = O * m-1 * m-1 

1 (si - s 1 (sl+k-l - s 1 

œ r  la suite est A convergence linéaire 

Remarque : 

La fonction 0 risque de faire intervenir des dérivées. qui devront Btre approchées par des 

quotients de diffbrences (voir exemples ci-dessousl. Le degré du procédé d'accélération de 

convergence ne sera pas forcément entier. 

Soit g(xo, x11 telle que g(x, xl = O V x (g  dérivablel 

Une itération de Newton-Raphson s'dcrit : 

Estimons F'I (si) % 
- si 

si - si-l 

D'où le procédé d9accél6ration de convergence de degré 1 : 

[Si g[xo, x 1 = x 
1 - xo ce procédé est le procédé dlAitkenl 

On obtient 

Montrons que c'est un procédé d'accélération de la convergence de degré 1 [on ne peut pas appliquer 

' 1 (cf C3511. directement la propriété 20 car l'ordre de la sécante est non entier : 7 



Des d4veloppements de Taylor de g(Si+,,, et g(Si, Si+l) autour de [s*, s*) donnent : 

g(si+l' s1+2 1 = 9'1 + ei+2 g'2 [Les dériv6es ne sont pas prises au méme 
point, que ce soit au numérateur ou au 

g(sig 8'1 + 8'2 dénominataurl. 

ei+2 
€3'l + 7 g B 2  

lim 
g(S1+l' SI+2) ei+l 1+1 

= l i m -  = p ( p o ~ r v u q u e g ' ~  + ~ g ' ~ # O l  
i-rs gcsi* si+l) ei+l 

g', + 7 g e 2  
i 

Résolution de = O par la méthode de la sécante. 
-----,---------g------------------------------------ 

Résoudre % = O présente l'avantage de fournir une formule dont l'ordre est independant de 
g 

la multiplicité de la racine. 

Posons 

Appliquons la methode de la corde A u(x) = O 

On obtient 

[Accélération de la convergence de degré 31. 

Dans le cas où g(x x 1 = xl - xo, ce procedg est le procédé d é j 8  vu en section 1 propriété 6 
O' 1 

(le e2-algorithme qui a la particularité d'accélérer certaines suites à convergence logarithmiquel. 

Propriété 21 : 

S o i t  {si) une b d e  d e  Sk et H [ X ~ ,  x2,. . . x ) une ~ 6 o i u n a t ( o n  ayant la p~~oph iE tE  
P 

d'acci!téha.tion d e  conue/rgence d e  degai! m ; d o i t  g[xl,. . . x 1 une donc t ion  homoggne d e  deght 
P 



Démonstration 

Posons 
Asi+l = - 

Pi+l ASi 

g est homoghne de degré m+l : 

En faisant les approximations 

m+l + N el 
m+2 

HISI ... s 1 -s*'L 
i+P 

pi+l % r2 (r,+ll e + 1 1  

on obtient 

D'où 

Application 

On peut déduire de la propriété 21 un algorithme d'accélération de convergence 

[analogue a celui de Overholt [31], [4]1. 

Notons Sino , ,O 
... les éléments de la suite initiale et G = tg,, g2 B . . .  1 une famille 

de fonctions telles que g est homogène de degré j. 
j 

La suite - sera transforméeen suites {S in j : 



1 gj(l. Pi+, B . . . .  Pi+p-, "' Pi+ll 

On retrouve le proc6d6 dlOverholt en posant g (XI = x j 
j 

La suite {S  ) (j fixé) correspond à un procéd6 d'accélération de degré j. 
i8.I 

Exemple numérique 

Utilisons les fonctions de deux variables : 

Y 

g2(x, y) = $ 
2 

g31x. y) = x y2 Log 2 
Y 

Ces fonctions poss6dent les propri6tés de dérivabllit6 et d'homogénéité nécessaires (gi (x. y1 

hmoghne de degré il. 

Suite Si+, = e 

On trouve dans la colonne O les éléments de la suite et dans les colonnes 1, 2. 3. 4 les 

transformés (qui correspondent 3 un degré d'accélération 1, 2 .  3 ou 41. 



Colonna O Colonne 1 -- 
-36787944 1 17 14423 -57 13055497723089 
-6922006275553463 -56870007 181 37484 
e5004735005636368 .5676050193161730 
606243535085597 3 -5672988346008679 
5453957859750270 -567 1920387268823 
a5796123355033788 -567 1592037894909 
-5601 154613610891 -567 148366362551 5 
-5711431150801769 .567 1449308657 126 
-56407934739 10495 -567 1438166474379 
-5684287250290687 ,567 1434599334519 
-5664147331468633 .567 143344890 16 15 
5675566373282834 -567 1433079420834 
-5669089 1 192 14953 -567 1432960475050 
es672762321755695 -567 1432922234517 
-5670678983907884 -567 143290993 1006 
-5671860530993570 -567 1432905974181 
.5671190405572150 -567 14329%470 1350 
-567 15704400 12975 .567 143290429 1962 
.5671354902862784 -567 1432904 16Q278 
.5671477142601193 -567 14329041 17922 
-567 1407814582980 -567 1432904104299 
.567 1447 133465781 .567 14329040999 16 
-567 14248340 13070 .5671432904098506 
.5671437480994114 -567 1432904098053 
-5671430308342419 -567 1432904097908 
-567 1434376263300 .567 143290409786 1 
.5671432069169136 -567 1432904097846 
-567 1433377622070 -567 1432904a97841 
-5671432635541754 -567 1432904097840 
-5671433656407623 -567 1432904097839 
.5671432817716367 567 1432904097839 
.5671432953888511 -567 1432904097838 
*5671432876313108 .567 1432904097838 
-567 14329 19855762 -567 1432934Z97838 
-567 1432895160837 -567 1432904097838 
-567 1432909 166399 
-567 143290 1223239 
-567 1432905728 148 ~~l~~~~ 3 
-5671432903173219 

-567 1425637587235 
-5671430896715980 
-567 1432764732466 
-567 143288558430 1 
-5671432902418428 
-567 14329039 10127 
-567 1432984079233 
-567 1432904095865 
-5671432904097637 
-5671432904097817 
-5671432904097837 
-567 1432904097838 
567 1432904097839 
-5671432904097839 
.5671432984097838 
.5671432904097838 
-567 1432984097838 
.5671432904097838 
567 1432904097839 
-567 1432904097838 
*5671432984097838 
567 1432904iB97838 
-567 1432904097838 
-56714329B4097838 
-5671432984097839 
-5671432904097838 
0567 1432904097838 
-567 1432904097838 
-567 1432904097838 
-5671432904Q97838 
*56714329@41397838 
.567 14329B4097838 
-5671432904897838 

Colonne 4 

.5671431510128916 

.567 1432972335545 

.5671432899695766 
-567 143290434209 1 
.5671432904083056 
-567 143290409869 1 
-567 I 432904097188 
.5671432904097841 
-567 14329k34097838 
.5671432904097838 
.5671432904097838 
,567 1432904097839 
-567 1432904097839 
567 1432904097838 
-567 1432904097838 
-5671432904097836 
-567 1432904097838 
es671432904097839 
-567 1432904097838 
-5671432904097638 
.5671432904097838 
.5671432904097838 
-567 1432904097838 
,567 1432904097839 
.56714329a4~97838 
-567 1432984097838 
.567 1432904097838 
.567 1432904897038 
-5671432984097838 
,567 1432904097838 
567 1432904G97838 
-56714329Q4097838 



CHAPITRE 1 1  

SUITES D' ELEMENTS D' UN ESPACE VECTORIEL NORME 

Nous traitons ce chapitre dans le mame esprit que le chapitre 1 : connaissant [p+tl 

termes successifs Si, Si+, ,... S d'une suite convergente d dléments dans un espace vectoriel 
i+p 

n o d ,  nous cherchons a les transformer en Ti, tel que la suite {T~} prdsente de meilleures 

qualitBs de convergence que la suite {si). 

Aprbs avoir défini en section 1 les critères d'accélération de convergence. nous 

Btudions en -un procédd qui généralise le proc6dé d'Aitken. 

1 - 1 Criteres d'acceleration de convergence 

Soit E un espace vectoriel no&é (sur R, de norme I I  II), et {xn). {yn) deux suites 

convergentes d'éldments de E, de limites respectives xf et y*. 

Soit L  = {el.. . . tk> un ensemble fini de k fonctionnelles lindaires bornées, ddfinies sur E. 

(Zi ' E' 1 = 1 ... k) 

Définition 1 : 

On âLt que {xn) convenge peub uLte que {yn} (au A W  de ta nome]  s i  : 

Définition 2 : 

On âLt que {xn1 convenge peub v d e  que {yn) i p a  mppoht  à t ' w e m b t e  de donctionnfies) 

C(xn - X*) 
lim = O V t ' L  
n t(yn - Y*) 



Remarque : 

Ces  deux d é f i n i t i o n s  c o r r e s p o n d e n t  l a  c o n v e r g e n c e  f o r t e  e t  l a  convergence  f a i b l e  d e  s u i t a s  de 

E, a v e c  c e p e n d a n t  l a  r e s t r i c t i o n  s u i v a n t e .  pour  l a  d é f i n i t i o n  2 : l a  f o n c t i o n n e l l e  1 d o i t  

a p p a r t e n i r  B un ensemble  f i n i ,  e t  c e t t e  r e s t r i c t i o n  nous  p e r m e t t r a  d e  c o n s t r u i r e  e f f e c t i v m e n t  d e s  

a l g o r i t h m e s  d ' a c c é l 6 r a t i o n  d e  c o n v e r g e n c e .  

P r o p r i é t é  1 : 

Si E u t  un espace de d u n e u i o n  k et AL lu k donctionn&eA A o d  LuiEa(n@mud a é p s f i d & ~ ,  

Démonst ra t ion  

S o i t  I I  I I  l a  nonne  d e  E. 

On p e u t  munir  E d ' u n e  n o m e  é q u i v a l e n t e  d e  l a  f a ç o n  s u i v a n t e  : 

à x  c E a s s o c i o n s  une  norme d e  H o l d e r  $I du v e c t e u r  d e  composantes & ( X I  ( 5  a 4 ... k). 
P  1 j 

P r e n o n s  p a r  exemple ( 2  . Notons  I I  1 1 1 1  c e t t e  n o m e  : 1 I I  x I I  1 = (1 L:(XI 1' 
5  i 

V E, il e x i s t e  io t e l  q u e  p o u r  i > i : 
O 

2 2 c ' e s t - b - d i r e  L5 (yi  ‘ Y*) 

d ' o ù  

On a  donc  

1 l m  = O 
i lIlYi - y * l l l  

1 lm 
T l x i  - x * l l  

= O ( L e s  normes  é t a n t  é q u i v a l e n t e s ) .  
i I l Y i  - Y*ll 

Remarque : 

La s e c i p r o q u e  d e  l a  p r o p r i é t 6  1 e s t  f e u s s e ,  a i n s i  q u e  le m o n t r e  l ' e x e m p l e  s u i v a n t  : 

C e s  deux s u i t e s  o n t  p o u r  l i m i t e  O e t  



I IX,I I IIGIII - = [ $ l n  - I IxnI I 
lim - = O 

1 Ivnl I I IHi n I lvnll 

Prenons comne fonctionneiles les fonctionnelles "composantes " (qui a tout 616ment d e R  
2 

, associent respectivement la première et deuxième composantel. 

1 - 2 Acceleration de la convergence par rapport a la norme 

Nous avons 6tudi6 au chapitre pr6c6dent une famille de suites, dont on pouvait accél6rer' 

la convergence (SI, ensemble des suites B convergence lin6airel. Nous établissons ci-dessous des 

résultats d'accélération de convergence pour des suites 3 convergence lin6aire dans un espace 

n o m 6  : malheureusement ces résultats ne semblent pas pouvoir conduire 3I des algorithnes 

constructifs d'accélération de convergence. car "l'information" que l'on possbde sur la suite 

est Insuffisante. 

Oéfinition 3 : 

Une bucte {si} d'un espace nomné E est U e  a convergence 1 ineaire b ' i l  eexiste une 

appLiCation F de E -, E , admettant un pout t  6ixe s*. continue et F h t c h e t - d i 6 ~ t t m b t e  dans un 

vahinage de sf, t e l l e  que 

Une telle suite est évidemment convergente. 
P 

nunissons EP4' de la norme 1 1 cio, x, . . . xp1 ) 1 = 1 1 1 xiI 1 ~t soit G une application continue 
i=o 

da E'+' + E telle que 

G(x, x , . . .  X I  = x V x c E 

Soit {si) une suite d'éléments de E A convergence linéaire [gbnérée par Si+l F(Sill J notons 

FCnl l'application composée F O F ... o F et L l'application de E -+ E qui 31 x c E associe y tel que 



y = G (x, F[xl, (XI,... F'P' (XII = L(x1 

Supposons L differentiable au sens de Fr6chet dans un voisinage de s*. 

Propriété 2 : 

s i  L*(S*I - O .ta A&& de t m e  gent& T, = L[s,) convwge peud vcte  que {si} (au 

6w de .ta n o m e ) .  

Oémonstration : 

L est diff6rentiable en s*, et L '  CS*) = O : 

V E 3 r tel q u e V  h fllhll < r1 

{si} est convergente 1 3 io tel que V i Io 1 Isi - s*[ 1 s r 

O'où. 

Une appî icat ion L vea i& imt  t lhypothese de ta p o p t i E t E  2 e.bt 

- 1 
Llxl = x - (F'(xl - 11 (F(x1 - X I  

OBmonstration : 

On peut vBrifier que L'(S*I = 1 - IF'(s*) - II-' (F'(s*I - 11 = 0. I 

Remarque : 

La fonction L de la propriéte 3 est la plus simple que l'on puisse trouver [application de E + El r 

elle exige n6anmoins la connaissance de F'(S*I ce qui est trac rarement r6alis6, en pratique. 

11 faut cependant noter que l'utilisation de 1'~-Algorithme vectoriel ([39], [4]1 d l a  r6solutiofl 

- 1 
de x - F(x1 = O permet d'approcher (Ft(xl - Il , et revient donc a transformer la suite {S ? en i 

Ti = LISi]. 



P r o p r i é t B  4 : 

S o i t  {si} une b u i t e  21 convagence h E a i h e  engendirée p < ~  Siil - F [Si], F E & m t  tel 

que l ~ ' ( s * l  - II-' e d t e .  

~oton .4  A = F ~ I S * I  

S o i t  4 ~ ~ )  uns 6 d e  d'opéhateuu f i ea iha  boméh, q u i  convage en nome v m  A, te& que 

( A ~  - II-' e h t e  w i. 

SOiATi = Si - (Ai - 11-1 [Siil - Si]. 

La b u i t e  (Ti} conuehge p h  uCte que (si) (uu A M  de .& nome1 

D h o n s t r a t l o n  : 

W E 3 r t e l  q u e I l h l  1 < r => 1 IF[S*+ h) - F[S*I - A h l 1  I ~ l l h l l  

{Si) converge 3 i t e l  q u e i  > i => Ilsi - ~ * l l  I r 

Pour i > i 
O 

1 IFE* + si - S*I - FIS*) -  AIS^ - s*)  1 1  5 € 1  Isi - ~ * l  I 

D'où 

I lei+l - A  eill 
l i m  = O 
i 1 le,l I 

Posons 

D'où 

1 1 ~ , 1 1  
l l m  - B 

lbil l 



Pour conclure ce paragraphe, nous voyons que la possibilit6 d'acc6lérer la convergsnce est lice 

à la possibilit6 d'approcher la diff6rentielle d'un op6rateur 

1 - 3 Acceleration de la convergence par rapport à un ensemble fini de fonctionnelles 

Soit L = {Cl, 12,. . . ek} un ensemble da fonctionnelles linlaires bornées dbfinies sur E. 
sans vouloir traiter dans toute son ampleur le problbme de l'accél6ration d e  la convergence par 

rapport à un ensemble de fonctionnelles, nous montrons dans ce paragraphe comnent on peut se 

ramener à k suites de rbels ; nous btudions enfin un procéd6 d1acc616ration par rapport a une 

fonctionnelle, qui se pr6sente corne une modification de la formule d9Aitken. 

(1 1 (kl 
Soit {S une suite convergente d'éléments de E et 1 zn) ,... { zn) k suites auxiliaires 
(d'61érnent.s de El, de limite O. 

Cherchons à quelles conditions une transformation 

accblère la convergence de Sn (par rapport B l'ensemble des fonctionnellesl. 

/ (1 1 (2) (kl ' 
Cl( znl el( Zn) ... e,c Zn, 

Posons Gn = 
(11 (kl 

Ck( znl . . . Ck( 2") 
1 

Propri6t6 5 : 

Suppohond que l ' o n  hache acctltiren. î a  convagmce d a  k h d e 6  de neeh {lj CS,) 1 (J = 1.. . kl . 
Cjl C J I  

On A& donc -DLIUlb6omeh t (Sn] en yn ( yn RI t& que 
j 

Cjl (JI 

y, - y* (JI 
1 lm = O [ y *  = ej(s*ll 
n c ( S ~ I  - C ~ I S * I  

j 

k In1 (el 
La itrLanb6oh.na45bn T~ = al zn est un p o c t d t  d'acciitéhatian de convehgence, b i  tu 
In1 

+ ( - 7  



Démonstration : 

D'où 
~ , ( T ~ I  - , I S * ~  

1 im = O j = 1 ... k I 
n .tj[sn) - e r s * ~  

.i 

Remarque : 

Cette propriété est souvent utilisée lorsque E est de dimension k : pour accélérer la convergence 

k d'une suite de vecteurs d e R  , il suffit d'allélérer la convergence des k suites de r6els 

constitués par les composantes des vecteurs. (D'après la propriét6 1, il y a'acc616ration de la 

convergence par rapport 3 la norme1 

Etudions maintenant un procédé qui est une modification de la formule d'Aitken (cf C171, C221). 

soit {S 1 une suite faiblement convergente de l'espace n o m 6  E et l! une fonctionnelle linéaire 

bornée. 

Propriété 6 : 
L(S,+, - S*I 

Si 21 b d e  CS,} v#&i6ie iim = p [P E [-1+1C) La b w R e  {T,) convenge 
n e r s n - S * I  

Ileiil - P eill 
peud v d e  que ES,} pu& tappo&t a 21 6 0 n c t i o n n d e  1 ; h i  ïim 

i 
= O (ei = si - S*I, 

I le,l I 

Posons 

2 y a acciZlt i lat ion de La convengence pah happo&t a ta n o m e  . 

;(Sn+, - Sn) 
Tn = Sn - 2 - S 1 

('ni2 - + Sn' 

Démonstration 

Posons E = T~ - S* 



"en+ 1 ' l(Aen+l 1 
Utilisons la propriété lim --e( = 

en1 lim T T q -  
(1 - 2 chapitre 11 

~(E,,I 1 t(en+ll - t(enl 
= 1 -  lim C ( p - 1 1  - O " "Aen+ll - 1 l[enI P - 1  

1 - 1 - -  

lirn L(Aenl 

11 y a accélération de la convergence par rapport a la fonctionnelle e. 

e(Aen+, 1 
Posons p n = w  Ions lin p n = p )  

n 

- P enl l 
Supposons que lim - O 

n I IenI I 

I I',I I I!E,,+~ - enll 
lim - = - l lim = O 
n IlenIl 

1 - P  I IenI l 

11 y a donc accélération de la convergence par rapport A la norme. m 

Remarque : 

Le procédé de la propriété 6 peut s'interpréter de la maniera suivante : 

Supposons {S ) engendrée par une formule itérative linéaire [S n+ 1 = AISnl 3 A : opérateur linéaire 

de E -+ El et cherchons Tn de la forme Tn = Sn + anisnil - Sn] tel que e[A(Tn) - Tn) = 0. 

On obtient l(Sn+l - sn + - 2 s"+~ + Snl) = 0. 

Ce procédé est du a Lyusternick (cité dans C 2 2 1 ) .  



Dans cette section, nous étudions un procédé déja connu sous divers noms (méthode de 

la sécante généralisée (C301, C161). méthode des moments (C3611, méthode de Lanczos, des 

"itérations minima" [[Il])) ; le procédé n'a donc rien de nouveau en soi. Par contre. nous 

montrons comnent une approche géométrique du problème de l'accélération de la convergence. 

permet d'obtenir un tel prochdé I sous des hypothèses convenables ce procédé (d'accélération 

par rapport a un ensemble de foncti3nnelles) devient un procédé d'acc61hration de la convergence 

par rapport A la norme. 

2 - 1 Interpretation geomëtrique de 11acci31i3ration de la convergence dans un espace de Hilbert. 

Soit H un espace de Hilbert se décomposant en : 

H = Hl @ H  H s m e  directe de deux sous-espaces orthogonaux; 
2 

{sn} étant une suite convergente d'éléments de H, de limite s*. 

nous noterons e = s - s* 
n n 

. e n ,  e n  : cmposantes de en sur Hl et HZ. 

Propriété 7 : 

Suppo~ons que t a  suite convagente {en} A O C ~  tee te  que : 

I leZnl I 
lim - = O 1 

IlenII 

Notons in (n v-ltE addine Ocan6Clltee de p a A A ~ t  p a ~  an, et in ïa ptojection de s* Au* ;ln. 
La su i te  {in} convmge pp(«o v i t e  que fsnl [au iim de (n nomel. 

Démonstration : - * 2 Par construction tn - s = e 
n 

2 
{sn) converge r donc lim 1 le n l  1 = O d'où lim tn = s* 

n n 

I l  y a donc accélération de la convergence par rapport à la norme. 0 



La {ti} c o n v a g e  p k h ~  v d t e  que {si) (au benb de h noJme). 

Démonstration : 

Par construction f i - s *  = ( I - P ~ )  ei 

Donc 

Remarques : 

1 - Les deux constructions des propriétés 7 et 8 semblent, a priori. théoriques puisque la 

limite s* n'est pas connue J dans certains cas, on peut néanmoins calculer la projection de S* 

(voir paragraphe 2 - 2 )  

2 - Les propriétés 7 et 8 admettent un certain nombre de variantes. Soit H 1 la variété translatée 

Notons ii la projection de ti sur fii et ti la projection de ci sur Hi. 
- 

Tout Qlbment appartenant l'enveloppe convexe de ti, fi, t i et f 1 appartient a une suite qui 

converge plus vite que {s,). - 
Il suffit de montrer que { E  ) et {t } convergent plus vite que {si} au sens de la norme. i i 

Par applications rbpétées du théorème de Pythagore, on obtient : 





Soient A i  Les vaCeum p * o ~ o d  (avec 1 A, 1 > 1 ,12 1 > . . . > 1 A i  1 > 1 Ai+, 1 > . . i 1 et vi L a  ELEmenth 

p*Opod Ub6odeb ((vi, v 1 O 6 i  i # jl. 
j 

SoGt {sn] M e  b d e  dlELErnents de H mgenchce pair : 

s n+ 1 = A s n + b  

avec so td que (eo, v,) a 1 # O 

* * 
(eo da igne  t ' m e u t  adaouEe à so : so - s , s Etani boeLLtion de s - A s + bl. 

con6i(iide)~0~~6 LU bous-espaces H" m g e n h a  F l 
i I 1 Pzn , Azn+,,--- avec p 2 1 

AZn+p-1 l 

où .ta b Y ü e  zi o d f  te lLe  que : z,+, = A zi 11 1 01, zo iUan.2 choidi de daçon que, 1 

pUh  Pzo = 1 bi vi, on ait bi # O (i = i.... pl. 
1 

h b u ü e  de boa-Upacod Hn, de d"~.nbioon p V n, d a t O 6 &  pout la 3uÜe {si) " x  hypo.thR6~ 

de h pophiete 8 ,  et do& une buÜe {yi) qd convehge peud vCte que {si). 

On a y,, = sn + f a, Pzn+ j-l. où Lod ai aonf b o î u a 2 0 ~  du byatPrne : 
J-1  

d l 

Démonstration : 

G~nmepIalfe-be-la-d~mon?!catiop~-s!c-!~-exemp!e-~~o?~!f!g!E 

3 
Plaçons nous dans H = R  . Soit H 1 le sous-espace propre de A associe aux deux Valeurs propres 

= O 

\ 

de plus grand module, et H2 son cwnplémentaire orthogonal. 

(As,, 2,) 

La proprieté 7 fournirait l'algorithme theorique suivant : 

Soient fi1 et les uariét6s lineaires translatées de H1 et H passant par s* 
2 2 

' (Azn. Aznl ... f Pznip-, Pzn) 

1 (As,. =n+p-, 

\ 

+ 

(Pzn, A Z ~ + ~ - , I  , a , P ,  



La suita {s ) est "tarigente" a 6 ,  

yn : projection de s* sur la variété translatee de Hl passant par sn. 

La suite {y  ) converge plus vite {sn). 

L'algorithme est "théorique" car on ne connait ni Hl, ni s*. 

La propriété 8 fournit un algorithme pratique . et ceci pour trois raisons : 

On peut remplacer H par une suite de sous-espaces H tels que : 
1 

11 La dimension de Hn e s t  constante 

2 )  On peut "approcher" la variété translatée de H par 6 1 

31 On peut effectivement déterminer la projection de s* sur cette variété. 



Démonstration : 

z é t a n t  un élément de H, gén6rons une s u i t e  a u x i l i a i r e  
O 

zi+l 
= A zi 

Supposons que Azo se décompose sur  l e s  éléments propres de A : 

Azo = b v + b2 v2 + ... 
1 1  

S o i t  H l e  sous espace v e c t o r i e l  engendré par Azn, Azn+ Azn+p-l. 

1 )  H e s t  un sous-espace de dimension p [ e t  cec i  que l  que s o i t  n )  

Supposons que AZ ,,,... AZn+p-l  so ien t  l inéai rement  dépendants e n t r e  eux ; il e x i s t e  donc 

ao, al 
. . . a tous  non n u l s  t e l s  que : 

P-1 

En décomposant su r  l e s  p é16ments propres vl. v2 ... v . on o b t i e n t  : 
P 

Les X é t a n t  d i s t i n c t s  e t  bi # O [ i  = 1 ... p)  on ne peut q u ' a v o i r  a. = al = ... ' a ' O 
i P-1 

H es t  donc de dimension p. 

21 Le sous-espace Hn v é r i f i e  l 'hypothèse de l a  p r o p r i é t e  8 : 

En e f f e t  I ( ( I  - Pnl enl 1 représente l a  d is tance de en au sous espace Hn. Cet te  d is tance  e s t  

i n f é r i e u r e  L l a  d is tance  de en B un élément quelconque de Hn (par  exemple Azn) 

1 1 1 - P e n  1 5 d e ,  A (d is tance  de en L l a  v a r i é t é  engendrée par  A Zn). 

S o i t  Zn = A Az l a  p r o j e c t i o n  de en sur  l e  sous-espace de dimension 1 engendré par  bzn 



2 
d Le,, Azn1 ( X  Azn - en, A Azn - en] (en, Aznl 2 
- =  = I -  

Le,. en] (en. en) (Azn. Aznl Le,. en) 

2 
= 1 - cos On (en : angle e n t r e  en e t  Azn1 

montrons que l i rn  cos2 8" = 1 
n 

Supposons que eO ( e r r e u r  associée a s 1 n'.est pas orthogonale à vl Lé16rnent propre de A assoc16 

à Al, v a l e u r  propre de p l u s  grand module1 : e = 1 ai vi (al # 01 
O 

0 
2n 2 

Il 
C a l b l : g  a i b i ( q )  1 

2 
cos On = 

i 

2 2 

V E il e x i s t e  N t e l  que pour n > N 

dLLen, Azn1 
Dons l i m  cos2 en = 1, d'où l i m  

2 = O 
n n l l e n l  1 

I l l1 - Pn' enl l 
e t  l i rn  = O 

n I Ien l  I 

31 C a l c u l  de l a  p r o j e c t i o n  de s* sur  n Lvar ib t6  t rans la tbe  de Hn passent par  Sn] 
n 

Notons yn c e t t e  p r o j e c t i o n .  

y, e s t  de l a  forme 

Les ai sont dbterrninés par  l a  c o n d i t i o n  



yn - s* 1 Hn, ce qui conduit au système linéaire : 

Le déterminant de Gram de la matrice est différent de zéro car les Az j sont linéairement 

indépendants. 

Montrons qu'il est possible de calculer les produits scalaires du type (en, bzn) 

La suite {s,} vBrifie : 

(A - Il étant auto-adjoint, on a : 

e n  A = A - I I  A A - 11 1 = A 1 = A s ,  1 I 

Propriété IO : (Une 6aniUe d'utgok.Lthmes d ' a c c E t E k d o n  de convehgence) 

P h ç o n ~  nou6 boub tes hypo.thEbes de ta pnopiriEte 9 ip 2 1 E b n t  un entien d i x @ )  . 
Choibibbonh s0 d e  dacon que 

A~S,,, . . . ~ ~ s ~ + ~ - ~  &oient  linhainement indEpmdantb iV n r 0 v q > 11. 

( (As,, As,,: 

(q] 
Chacune d u  b d e s  { yn) (q = 1, 2 . . . 1 convmge ptuâ v i l e  pue {sn} au bena d e  Ln n o m e .  



Démonstration : 

A étant définie positive, munissons l'espace H du produit scalaire : 

[x, y1 = ((1 -  AI'-^ x ,  y1 (q : entier 2 11 
q 

q Soit in la variété lin6aire affine passant par {sn) engendrée par A sn. ~ ~ s ~ + ~ .  . . . ~ ~ s ~ + ~ - ~ .  

Cette variété est de dimension p (pour une raison analogue A celle qui a été vue dans la 

propri6té précédente]. 

Projetons s* sur M [nouveau produit scalaire). On obtient le système linéaire : 

Les a, sont donc solution du système linéaire de l'énoncé de la propriété 
1 

[ql 
I I  yn - s*llq 

O'aprBs la propriété 9 lim = O 
llsn - S*I l q  

Comme la norme 1 1  I I  associée au produit scalaire ( , 1 est équivalente ?I la norme initiale. 
9 q 

il y a acc6lération de la convergence par rapport A la norme initiale. # 

Remarque : 

PdNni les procédés de la famille, ceux qui correspondent B q = 1 ou q = 2 nécessitent la 

connaissance de p+2 termes de la suite (sn, sn+,, ... s 1. Pour q 2 2 il faut utiliser p+q 
n+p+l 

termes de la suite. 

Propriét6 11 : 

La t ~ ~ w 6 o k m s t i o n  cornespondant à q = I es2 l a  méthode d a  momenM (C36 11, et dand t e  

cas où ti = R'. on o b t i e n t  l e  pocedi !  d ' h l l z e n  g @ n e m t L $ e  (C301. C1611. 



Oémonstration 

L'esprit de la méthode des moments consiste B déterminer un opérateur "d'interpolation" 

et A en chercher le point fixe : 

Notons Mi la variété lineaire affine passant par si, s et soit Ai l'opérateur linéaire 
i+p 

de H + Hi+ldéfini de la manière suivante : 

Soit x un élément de H, de la forme : 

A cet élément. associons 

y = + a, + ... + ap 

Cet opérateur Ai "d'interpolation" peut être défini par : 

Pi : Opérateur de projection de H -+ Hi 

et Ai, b tels que : 
i 

Ai et bi définissent un opérateur de rang p car Hi et ni+, sont de dimension p. [cf C3631 

Cherchons le point fixe yi de Ai sous la forme 
1 2 

La condition yi = AI~yil s'écrit 

1 2 
y + yZi = si + al Asi + ... + ap  AS^+,,-^+^ = si+l + al + ... + a P As i+P 

c'est-&dire 

2 2 - 
Asi + a, A si + ... + a p A si+p-l L Hi, ce qui détermine les ai comne solution de : 

On retrouve le système de la propriété 10, pour q = 1. 



Lorsque H = R" [n 2 pl le calcul de yi par la méthode ci-dessus [methode des moments) peut 

s'exprimer matriciellement : 

Notons F et G les matrices dont les colonnes sont respectivement F = [As i,... Asl+D-q I g  

Et l0rSque p = n [les matrices F et G sont alors carrées), on obtient la méthode de Henricl (C161. [301) : 

yi = si - F G-I A si 

Remarquons que lorsque p = 1 et n > 1, la méthode devient 

I Ceci est une variante du procédé de la propriété 6 où la fonctionnelle ;(XI a été remplacéepar un 

l produit scalaire qui est fonction de l'itération [t[xl devient (Asn, xl). 

Propriété 12 (Une gEn@hatic)ation de t'c-Aegomhtne scdai/Lel 

SoLt (si} m e  suite gEnhEe pah =  AS^ + b ( A  : opEllatu LLigaihe compact Uo-adjoUtt). 

al ... a étant déterminés par la condition : 
P 

La 6 d e  (yi) convenge p l u  vcte que {si). 

OBmonstration : 

Ce procédé peut Otre considéré comme une généralisation de 1'~-Algorithme scalaire pour 

I la raison suivante : 

I Les a sont solution du système : 
i 



Lorsque les éléments de la suite sont réels, le systbme B résoudre devient : 

Or. dans l'€-Algorithme scalaire. on suppose que les éléments de la suite Sont liés par une 

recurrence de la forme : 

c = s j  + a l  As, + . . .+  a As 
P j+p-l 

Le calcul de c [qui se fait a l'aide d'un algorithme en losangel nécessite du point de Vue 

th6orique. la résolution du systhme (11, et le calcul de 

Donc, du point de vue formulation, le procédé proposé généralise 1'~-Algorithme scalaire. 

[Pour d'autres généralisations, consulter E411. 

La formule du procédé est identique la formule de la méthode des moments [propriété 111. car 

(L'opérateur A étant auto-adjoint]. 

D1apr&s la propriété 10, le procédé accélère donc la convergence de la Suite {si). a 

Remarque : 

La méthode des moments [propriété 11) permet de retrouver la formulation de 1'~-Algorithme 

scalaire : 

Soient s o. s1 ... s 2p+l éléments d'une suite de réels [supposée convergente). 
2 P 

C ~ A l g g ~ l t h m e  : On suppose qua la suite est générée par s a al çn + a2 s ~ + ~  + ... + a S + c V n  
n+p p n+p-I 

Après avoir déterminé al, a2 ... a et c, on calcule une approximation de la limite : 
P 



Les a sont solution de : 
i 

et vérifient donc : 

(Supposer que.la suite initiale verifle une rbcurrence d'ordre p revient A supposer que la 

suit6 Xi verifle dans R' une recurrence d'ordre Il. 

La methode des moments consiste chercher la matrice A et b c R' tels que 

A doit vérifier 

D'après la forme des vecteurs AXi, A ne peut être que de la forme 



1 La dern iè re  l i g n e  de chacun des systèmes AXi = A AXi-l dbtermine l e s  ai : 

Le vecteur  b  es t  de l a  forme b  = [ HP 1 avec 

b p B  s - al s o -  a2 sl ... - a 
P  P s~-l 

La s o l u t i o n  X de X = A  X  + b  e s t  de l a  forme X - [ ' ] , e t  pour l a  dern ih re  composante 

d e X X A X + b , o n a :  
X 

Cette q u a n t i t é  e s t  i den t ique  a l a  q u a n t i t e  s  ca lcu lée  par  1 ' ~ - A l g o r i t h m e  sca la i re .  

P r o p r i é t é  13 : 

Soif (si) me d v i f e  d 1 E L E m ~  d e  R" gEn&nEe PUA : 

s  i+l = A s i * b  

A : &ce ( n  x n i a ~ d e w p n o p n a v o n * ( ~  IlIl > 1121 ... > IinI. ULLe que IIAII < 1 

(A n' ut pub n h c e b 6 a i h m d  6 ymEtJ~i-que] . 
Notons s* La 6 0 h , t i o n  d e  [I - Al  s  = b. 

z dE6ignnnf wi v e e t e w  non o n t h o g o n d  1 w ,  [ v e e t ~  p o p e  d e  AT M ~ o & (  a Al 1 . 6 0 ~ ~  fa 
O 

Suppoaona que so ebt te( que Aso nlappan t i enne  pu6 a un m a - e s p a c e  ptopne d e  A. d e  dimenaion 

i n 6 E h i u e  à p  ( p  : enfieh indéhiewi.  à n) .  

Soif L~ Le 60ud apte veefohie(  d e  dinienhion p eng endni! pan Asi, Asi+ . . . . A s i + p - l  ‘9 ci ta 



S o i t  yi c ii $et que t 'emet l i l  (yi - s*l a b o c i l l e  a yi b o i t  o&ihogonaîe à Azi, A z ~ + ~ ,  . . . Azi+p-~' 
La ilechehche de yi n é c a b d e  la h é b o . t d 0 n  d'un Aybtï3ne h é a i n e  d e  dimension p et b i  p = 1 la 

b d e  (yi) conumge peu6 vLte que {si). 

Démonstration : 

Soit yi = si + al Asi + ... + ap Asi+p-l 

Les a sont dBterminés par y 
i , - s* 1 AZ, ,... Azi+p-l, ce qui conduit au sysf&me linéaire 

l Les produits scalaires qui apparaissent dans la matrice peuvent Qtre calculés I d'autre part 

1 On peut donc effectivement calculer (a l, a2 ... a 1. 
P 

I Lorsque p = 1 .  le procédé s'écrit : 

Munissons Rn du produit scalaire suivant : 
9 

Si x et y r Rn se décomposent sur la base des vecteurs propres : 

La nouvelle norme. notée I I  I I*  est Bquivalente a la norme initiale. 
2 I I Y ,  - s*ll* 

Calculons 2 
Ils1 - s Il* 

En utilisant la décomposition de e sur les vecteurs propres : 

e = al v1 + a2 v2 + ... + a v 
n n' 



Décomposons z sur les vecteurs propres wl . . . w de : 

Supposons les valeurs propres rangées par module décroissant. 

[yi - s*, yi - s*lt (ei * a Asi, ei + a Aeil* )II 1 = [a= - --- 
[si - s*, si - s * ~ *  [ei. ei)* A L ~ ~  hi 

T 

D'autre  art a. = - est fonction de i et 

1 
l m  a = (en utilisant le fait que chaque w est orthogonal aux vk). 
i .i 

IIyi - s*ll* Ilu, - s*11 
On en conclut lim = O d'où lim = O 

IlSi - 9*11* Ils1 - sLII 

La suite {yi) converge plus vite que la suite {si}. I 

Remarques : 

- Nous n'avons pas pu demontrer qu')il y avait accél6ration de la convergence dans le Cas 

général [p quelconque). 

- La recherche de yi nécessite la résolution d'un système linéaire de dimension p. Pour 

éviter cette r6solution, on peut bi-orthogonaliser les suites (Asi} et {Azi} ; on obtient ainsi un 

algorithme qui au point de vue construction, est analogue au procédé de bi-orthogonalisation de 

Lanczos. ou la méthode de bi-itération de Bauer (C381). 



2 - 3 Exemples numériques 

Parmi la famille d'algorithes d'accélération de la convergence [de la propriétb Io), 

nous n'avons étudib que les procédés correspondant A q = 1 et q = 2. 

M&hoIe-;-ig-~-~l (voir propriétb 101 

Soient si. . . . s ~ + ~ + ~  p+2 termes successifs de la suite ig6n4rbe par it6rations avec un 

opérateur auto-adjoint). 

Nous avons calcule = + al Asi + ... + ap Asi+p-l [voir propriété 10) I et cette 

quantité peut htre améliorée : 

posons y = Si+p+l + al + + ap Asi+p 

Pour dviter de rbsoudre un système linéaire de dimension p. nous avons bi-orthogonalisé les suites 

Posons gi  AS^ ti = A' si 

[ kl 
Dans le calcul de g et Ci les coefficients 

i + k 
aj [qui dépendent de kl sont calculés de 

+ k 

façon que C i+k soit orthogonal à gin giil,. . . gi+k-l' 
(On peut vérifier que si la suite est génér6e par s = A si + b avec A auto-adjoint. par la 

i+ 1 (kl 
même occasion g est orthogonal à Li ... 

li+k 
: les mêmes coefficients a sont utilisés 

i+k j 

dans le calcul de g 
i+k 

et Ci 
+k' 

Le calcul de devient donc 

avec a 

Lorsqu'on a calculé yi à partir de si ... s i+p+l, le calcul de yi+l A partir de ... S 
i+p+2 

necessite le calcul de g 
i+p+l 

et ti+p+l (orthogonaux respectivement à ti+? ... et 

gjil --• g ~ + ~ ) '  

= 21 (voir propri6té 101 Methobe..Zl--lg ----- 

A partir de s . . .  s i+p+l, on calcule 

2 2 
ti = s ~ + ~ + B ,  A si S . .  + Bp A 

[En utilisant aussi une technique d'orthogonalisation pour éviter de résoudre des systèmes linéaires). 



Nous avons comparé les méthodes 1 et II avec l'€-Algorithme vectoriel ([39]) pour accélérer 

la convergence de suites de vecteurs [engendrés par = A xi + b ; A  : symétrique). (Bien 

entendu nous parlons de l'élément de 1'~-Algorithme vectoriel qui utilise les mames vecteurs 

Si' si+1'. .. s i+p+1 que les méthodes 1 et III. 

Sur les expériences numériques que nous avons effectuées. nous avons constaté que : 

1) h~~~gs_y~&xn-n--d~-p (p = 1. 2, 3. 41 

En génoral : 

Méthode 1 meilleure que E-Algorithme vectoriel 

€-Algorithme vectoriel meilleur que méthode II 

€-Algorithme meilleur que méthodes 1 et II. 

Pour de grandes valeurs de p les méthodes deviennent instables. 

Exemple : A matrice 10 x 10 s 
i+l 

= A si (s* = 01 

norme de Mdthode 1 Méthode II ê-Algorithme 
2' colonne 

Si*p+l 

0.1 E 0 0  0.39 E-O2 0.66 E- 1 0.41 E-01 

0.24 E-04 O.l? E-II 0.76 E-10 0.44 E-10 

~-Algorithme 
4' colonne 



Résolution de l'équation de Laplace dans un anneau rectangulaire 

Soit résoudre Au = O u E n u = 1 sur la frontiàre extérieure. u = O sur la frontière intérieure. 

Résolvons ce système par différences finies (les vecteurs ont donc une dirrension égale au nombre de 

points du maillage) i en méme temps que sont génkrées les it6rations. utilisons les méthodes 1. II 

et 1'E-Algorithme vectoriel. [Nous testons le moment où la différence de 2 vecteurs successifs est 

inf4rieure a E, en norme). 

l Le coGt de l'utilisation de chacune des méthodes est. par itération : 

Maillage 330 points 

Maillage 1100 points 

Méthode 1 Méthode II E-Alg 

3n mult. 3n mult. 6n mult. 

(n : dimension de l'espace vectoriel). 

Méthode 1 

24 iter. 

62 iter. 

Lorsqu'on utilise 5 vecteurs successifs les 3 méthodes donnent des résultats analogue (en 

itérationsl. le coût d'utilisation étant [par itération) : 

Méthode 1 Méthode II E-Alg 

9n mult. 9n mult. 20n mult. 

Itérés normaux 

43 iter. 

137 iter. 

Méthode II 

28 iter. 

58 iter. 

€-Al$ 

20 iter. 

58 iter. 



8 O 

CHAPITRE I I  1 

PROCESSUS ITERATI FS 

Soit B résoudre l'équation x = T(xl, T Btant un opérateur continu d'un espace de Banach 

dans lui-meme. Mann C271 a proposé une méthode générale de construction de processus itératifs 

(appel6s les procbdés de Mannl, permettant d'approcher la solution de x = T(x). Les procédés de 

Mann peuvent être utilisés soit pour construire une suite convergente, soit pour acc6lérer la 

convergence d'un processus itératif. Apràs avoir rappelé en section 1 les principales propriétés 

de ces procédés. nous construisons en section 2 un procédé de Mann convergent [pour la résolution 

d'une équation non linéaire1 I enfin. en section 3 nous accélérons la convergence d'un processus 

it6ratif [pour la résolution d'une équation linéaire dans R ~ I .  

Soit E un espace de Banach. C un convexe compact [donc fermé) de E et T une application 

continue de C dans C. D'après le théorhme de Schauder, T admet au moins un point fixe. mais la Suite 

g6n6rbe par x = T ( x  1 n'est pas forcément convergente. 
n+ 1 

Soit A une matrice infinie dont les éléments a (i 2 O, j r 01 vérifient : 
ij 

1 = O 
j > i (la matrice est triangulaire inférieure1 

lim a - 0  V j  1 n n~ 

Les conditions de Toeplitz sont vérifi6es et la matrice A définit un procédé de somation régulier [C411. 

Définissons le procédé de Mann M[xo, A .  Tl : 

1 x quelconque dans C 

Remarquons que M[xo, 1, Tl défini par la matrice unité est l'algorithme des approximations successives 

xn+, = T[xn). 



Propriété 1 [ 27 1 : 

.% .t'une d u  b&eA ixn) OU {vn) convUqe, t ' d e  convenge ~ b i  veAA &a même L in iüe  

Cas particuliers du proc6dé de Mann 
n 

C o  on peut c r i e  x = T anj x 1 ,  on peut considérer que le procédé de nann est 
j -0 

j 

le reeultat de la composition d'une récurrence du type yi+l = T[y i l  et d'un procédé de SoITUnati~n. si 

on impose a la matrice A d'avoir une structure particulière, on retrouve des procédés connus. 

A est une matrice bande-diagonale de largeur k.  

Dans ce cas-la le procédé de Mann est une récurrence non stationnaire A k points du type 

Si la matrice A est de la forme : 

le procédé de Mann est une récurrence stationnaire 

k- 1 

Procédés de Mann normaux 

C'est Dotson [C81) qui a introduit la définition d'un procedP de Mann normal : Un procédé de Mann 

est normal si la matrice A satisfait aux hypothèses supplémentaires. 

Propriété2 ( [ 8 ] 1  : 

Une condition f l8cebbaht  et bud{idarlte p o ~ h   QU^ &A hqpatli8~eb H I  et ti2 boient n n t i s d d c s  

HZ . 

l a = " - 'n+l, n+1 nj 
j = 0. 1. ... n 

j 

n = O. 1 ... 

ou bien ann = 1 V n 

i ou bien ann < 1 V n > 1 



f 

l 
O j 

l J > i  

1 j a i J - l  v i  

1 a n + 1 , ~ " ( ~ - ~ n + 1 , n + l  I a n j  

l rn 

( 1 ann d iverge 
n = l  

Varid c e  cas-& t a  6 d e  {vn} d ' u n  pocedé  de Mann noand  v é h i 6 i e  : 

La p l u p a r t  des r é s u l t a t s  de convergence concernent l e s  procéd6s de Mann normaux, e t  on a 

a i n s i  : 

La mathice de Cebailo d e 6 U  un pocEdE de Mann no&. 

SoCt T une appe ica t ion  c o h u e  de rab1  + [ab] (a, b É R I  ta & d e  g t n t 4 t e  p(M 

convehge v m  .un p o a  d i r e  de  T, et c e c i  quel  que d o i t  vl r t a  b l ,  

Un grand nombre d 'au teurs  on t  u t i l i s é  des procéd6s de Mann normaux dans l e  cas d ' a p p l i c a t i o n s  

"non-expansives" dans un espace de Banach s t r i c tement  convexe. Un espace de Banach E es t  s t r i c t e m e n t  

convexe s i  

I l x  + y11 - l l x l l  + l l y l l  ( x  # O, y # 01 => y = CX ( c  > 01 

Une a p p l i c a t i o n  T e s t  non expansive s i  

I f T ( x l  - T [ y I l l  1 l x  - y11 V x , y r E  

Dotson [ B I  a montré que : 

P r o p r i é t é  4 : 

S o i t  E un  ebpace de 8anach bf i thictment convexe, c un convexe 6Wi.mC de E et T : C + C une 

appe ica t ion  con t inue ,  non-expanbive ( t e f i e  que T (C 1 c K c C,  compact) . S o i t  fl (x, , A. T 1 un phocCd8 

de Mann nom& d é é i n i  p m  une b d e  { t n )  convengent d m  10.1C. A t o u  l e b  6uiXeb {xn) et {vn) du 

phocEde de Mann convehgent ( 6 0 i l . t m e n ~ l  v e u  un p o i n t  { i x e  de T. 

Pour des p r o p r i é t é s  analogues à l a  propr.iét6 4 ,  on pourra se r 6 f é r e r  TB], 1221, r211, r151. 



I I  - UN PROCESSUS ITÉRATIF CONVERGENT 

Dans cette section nous établissons un théoreme qui généralise la propri6té 3. 

Propriété 5 

S o i t  An (n = 1, 2 ... 1 une b d e  de ai?& te& que : 

O < A n < l  V n  

Poull .toute apptXcation f continue de [o. I 1 dam eW-même, ayant un nombire 6 i n i  de poUttd bixeb, 

d@6inid4012d La mézhode L t é m L i v e  : 

quellconque appahtenant à CO. 11 

v = v + An Cf[vnl - vnl n+ l  n 

Une c o n m o n  nEce6baihe e t  bu66ibante powr que La A d e  {vn} COnvWe u m  6 ixe  de f let ceci 

q u d  que b o a  f continue, ayant W. nombae 6 h . i  de p o W  6 i x e ~ I  ut : 

lim An = O 

. . 

DBmonstration : 

Nous montrons en remarque 2 que la condition est n6cessaire. La condition Suffisante est 

basée sur deux lemes qui établissent l'existence de points fixes attractifs, et permettent de 

diviser l'intervalle [O, 11 en zones d'attraction et de répulsion. 

Définition des intervalles Ai 

Faisons varier x de O A 1 et notons p pz. . S .  

Pq 
[O s pl < pz ... < pq 5 11 les points 

fixes de f où f[x) - x change de signe d'une maniBre "favorable" (en passant d'une valeur positive 

à une valeur négative). Plus précisément : 

Pour chaque point fixe noté pi. il existe 6 > O tel que : 
i 

Notons Ai l'intervalle [pi - cSi. pi + 6 1 (si O est point fixe on considérera qu'il y a 
i 

changement de signe si (b) est vérifiée. et dans ce cas Al = [O, 6 , l  ; de mëme si 1 est point fixe. 

il suffit que [a) soit verifié et A = [I - 6 11. Soit d le minimuindes distances séparant deux 
9 q' 

d points fixes successifs et posons fji = - i = 1 ... 9. Les intervalles Ai sont alors disjoints. leur 
3 
d 

longueur est supérieure ou égale à 6 1,- et chaque Ai contient un seul point fixe. 
3 



Lemne 1 

[il q r 1 

[il) N o t o ~  R~ tl&ehv&e ouve~.€ bEpahLlnt A~ QX (i = 1 . . . 9-11 8 il eXCdte ai 

W u e  appahtenant à Ri t& que : 

fcxl - x $ 0  s i x  < ai, x c Ri 

( L ' O L t e h v U e  Ri peut c o n t h  p t u d i e m  p0in.t~ dixes maid LM b e d  cornespond à un changement de 

6igne de fixl - X I  

[iii) Si pl # 0 notonb Ro t 'uctmv&e 6 m E  a gauche compru6 m e  O et Al. 

De inbie d i  P # 1 +e e M t e  R (intehv&e 6e~m1? à diroLte, c o m N  m e  A et 11 tel que 
q 9 9 

Lemne 2 : 

La eonguewr d u  UctehvaUes étant dE6Uue pah 6, il e h t e  No (6) tel que b i  v c A 
P j 

p 2 N, (61 ' & o u  vn c A v n r p et La convehge v m  l e  point  d i r e  pj appahtenant à Ad. 
J 

j c {1 ... q} 
(L'intervalle A est attractif). 

j 

Démonstration du théorème 

D'aprBs la propriété 2, l'hypothèse Z Xi diverge montre que la suite (vn} est celle d'un 

Procédé de Mann normal, et s'il y a convergence, la limite est un point fixe de f [propriété 11. 

Soit 6 définissant la longueur des intervalles Ai. 

La suite {in} étant de limite nulle, il existe NI tel que 

An i 6 pour n 2 N 
1 

Pour n 2 N Ivn+l-vnl 5 An 1 f(v 1 - v ] 5 A s 6. Soit N 16) l'indice du lemme 2 et posons 

N = max [No, 
N1) 

Considérons l'élément vN de la suite gén6rBe par 

v n+l = v  n +XnCf[vnl-vnl 

si v est un point fixe de f. la suite devient stationnaire et la propriété est démontrée. Dans le N 

cas contraire, deux possibilités peuvent se produire : 



lere Possibilité 

VN appartient a un intervalle attractif A O'après le lenme 2, la suite converge vers 
3' 

le point fixe p 
j' 

2ème Possibilité 

vN appartient a un intervalle R Ij = 1 ... q-11 et éventuellement j = O ou q). 
j 

Montrons que cet intervalle est r6pulsif. 

Si j c (1 ... q-1). il existe dans R un point fixe a correspondant 21 un changement 
j j 

de signe de fcx) - x.  

Supposons vN < a 
j 

Alors f(vN) - v < O ; donc vN+l c vN. Notons a la borne inferieure du segment A (qui est de 
N j j 

l longueur supérieure a 6). 

On a certainement v > a (puisque IvN+l - vNI s 61. Donc aj < vN+l < vN < aj. 
N+l j 

Si la suite {vn} reste a l'extérieur du segment Aj. elle est monotone décroissante minorée Par a j '  

elle converge donc et ce ne peut Btre que vers un point fixe de R (correspondant B un zéro de 
j 

f[xl - x sans 'changement de signe). 

Si un élément de la suite {vn) pén0tre dans le Segment A d'après le lemne 2. il y a convergence 
j' 

vers p 
3' 

(Ce raisonnement est encore valable si vN appartient R dans le cas où 1 n'est pas point fixe de f). 
9' 

Supposons v 
N > Oj 

Un raisonnement analogue montrerait que la suite vN, vN+, ... serait croissante et majorée Par 
la borne supérieure de Aj+,, d'où convergence 

Démonstration du lemme 1 

(11 Supposons que l e  poin t  fixe est unique 

L'une seule des trois situations suivantes peut se produire : 

1 - O est point fixe et alors f(x1 - x < O pour x > O 

2 - 1 est point fixe et alors f(x1 - x ; O pour x < 1 

3 - Le point fixe p est compris entre O et 1 et f(x) - x < O pour x > P 

f(x1 - x < O pour x > p 

Dans les 3 cas q = 1 



Supposons q u ' i l  y a n points f i x e s  [ n  z 11 

T r o i s  cas peuvent se p r o d u i r e  : 

1 - L'une seule des ex t r6mi t6s  de l ' i n t e r v a l l e  es t  p o i n t  f i x e .  

Supposons que O e s t  p o i n t  f i x e .  

flll - 1 < O. Il se peut  que f ( x 1  - x 5 O V x c [ O ,  1 1  e t  dans ce cas la, O d o i t  Q t re  considéré 

c m e  un p o i n t  de changement de signe [ q  2 11. 

S ' i l  e x i s t e  un x t e l  que f ( x 1  - x > O on a forcément q 2 1. 

2 - O e t  1 sont p o i n t s  f i x e s  

S i  f ( x 1  - x e s t  de s igne constant  e n t r e  O e t  1. l ' u n  des deux p o i n t s  O ou 1 d o i t  B t r e  consid6r6 

c m e  p o i n t  de changement de s igne ( e t  q 2 11. 

S i  f ( x 1  - x change de s igne  e n t r e  O e t  1, f [ x l  - x change a l o r s  de s igne un  nombre p a i r  de f o i s  

e t  il e x i s t e  forcément un  p o i n t  p où l e  changement de signe e s t  t e l  que f [ x l  - x > O pour x < p 

e t  f ( x 1  - x < O pour x > p. 

3 - S i  l e s  p o i n t s  f i x e s  sont  d i f f e r e n t s  de O e t  de 1 

f(O1 - 0 > O e t  f ( l 1  - 1 < O et on a forcement q 2 1. 

(111 En t re  deux i n t e r v a l l e s  success i fs  A e t  Ai+l il ne peut  y a v o i r  qu'un seu l  p o i n t  
1 

f i x e  a pour  leque l  i 

f l x )  - x s O s i x  < a  
i 

f [ x l  - x 2 O s i  x > a i  

Ce cas e s t  i l l u s t r é  p a r  l a  f i g u r e  ci-dessous 

4' 

( i i l l  S o i t  pl le premier p o i n t  f i x e  p o s i t i f  

Pour x < p f ( x 1  - x > O [&ventuel lemc~nt  on peut  a v o i r  f [ i 1  - ; = O si X es t  un p o l n t  f i x e  où 
1 

f [ x l  - x ne change pas de s igne) .  



Démonstration du l m e  2 : 

Nous devons consid6rer  t r o i s  s o r t e s  d ' i n t e r v a l l e s  A  
3' 

l e r  Cas 

I n t e r v a l l e  A  de longueur 6 . Al = [O,6], O Q t a n t  p o i n t  f i x e  de f ; f [ x )  - x  < O x  c  Al. 
1 

Dans ce cas 18 No = 1. 

En e f f e t  supposons que v  c Al [ p  2  11 f IV 1 - v  < O. Donc v  c  Al e t  l a  s u i t e  {vnJ e s t  
P P P+? inzp) 

monotone décro issante bornQe ; e l l e  converge e t  ce ne peut B t r e  que vers l e  p o i n t  f i x e  O (d'aprbs 

l a  p r o p r i é t é  11. 

Zème Cas 

I n t e r v a l l e  A  de longueur 6  : A = [l - 6, 11, 1 é t a n t  p o i n t  f i x e  de f. 
9  q  

Pour une r a i s o n  analogue au premier  cas, on a  N  = 1 
O 

3ème Cas 

I n t e r v a l l e  A  de longueur 2 6 entourant  un  p o i n t  f i x e  p  d i f f é r e n t  de O e t  de 1. 
.l 3 

S o i t ~ = N a x  Sup I f [ x l - x (  
1-l. . .q xcAi - 

6  
La s u i t e  {An} 'converge vers  zéro ; il e x i s t e  donc No[61 t e l  que : Xn S - pour n 2  No(61 

E  

Supposons que pour p  r Not61 v c A 
P J' 

S i  v  c Cpj - 6, p  C 
j 

f [ v l - v  > O  
P P  P  

6 r X  E > X  C f ( v 1  - V I >  O 
P  P  P  P  

v  + 6 > v  > v  
P  P+I P 

Oonc v  appar t ien t  A A 
P+I j' 

s i  Vp ' 1 ~ ~ -  Pj  + 61 un raisonnement semblable mont re ra i t  que v  a p p a r t i e n t  A  P+ 1  j' 

On en conc lu t  que {vn} es t  contenue t o u t e  e n t j é r a  dans l e  segment A  
n2P 

j' 

Montrons que V r l  < 6  ( r l  > 0)  il e x i s t e  N(q)  t e l  que pour t o u t  n  > N ( ~ I  vn c Cp3 - rl. Pj + 91- 

s o i t  a = SUP I f ( x 1  - XI. 
xecp -rl.pj+nl 

j 

11 e x i s t e  Nrni t e l  que A pour n  2  N(I-,I. Supposons que v n > N ( n )  v n L  Cpj - ri. p j  + n1. 

Corme Ivn+l - vnI  < X n  I f ( v n 1  - v  1 < n. l a  s u i t e  {vn} r e s t e  d 'un m&me cdté du segment 
n z i (  9) 

[ p j  - i l ,  p j  + 91 ; e l l e  es t  donc monotone bornée e t  converge [d 'après l a  p r o p r i é t é  1 )  vers un p o i n t  

f i x e  de f, q u i  ne peut ê t r e  p  Ceci e s t  impossible (puisque l e  seu l  p o i n t  f i x e  de A  es t  p  1. 
j' f j 

Donc il e x i s t e  N I q I  s N(QI t e l  que vk(,,) E [ p j  - n, Pj + 171 e t  il e s t  a l o r s  év ident  que 



C e t t e  p r o p r i é t 6  a y a n t  l i e u  q u e l q u e  s o i t  n, on e n  C o n c l u t  q u e  l a  s u i t e  (vn) c o n v e r g e  v e r s  p  
J 

Remarques 

1 - L a  d t i m o n s t r a t i o n  r e p o s e  s u r  l e  f a i t  que  f ( x 1  - x  change  d e  s i g n e  a u t o u r  d e  c e r t a i n s  p o i n t s  f i x e s .  

2 
Nous. n ' a v o n s  pu g é n é r a l i s e r  l e  raisonnemen' t  a u  c a s  d ' a p p l i c a t i o n s  c o n t i n u e s  d e  R d a n s  R~ (ou d a n s  

d ' a u t r e s  e s p a c e s ) .  

2 - La c o n d i t i o n  1 Xi d i v e r g e  I est n 6 c o s s a i r e  

l i m  Ai = O 

I i  

P r e n o n s  X 1 
= c # O ( p a r  exemple  Xi  = - V i l .  I l  e x i s t e  d e s  f o n c t i o n s  c o n t i n u e s  p o u r  l e s q u e l l e s  

2 

le p r o c e s s u s  

1  
xi+, = xi + 7 ( f [ x  1 - x  1  n ' e s t  p a s  c o n v e r g e n t .  

1 i 

S o i t  e n  e f f e t  

I 3 
e i  x  E CO. 

1 1 2 1  S i  x  # 7. les i t 6 r é s  v o n t  t e n d r e  v e r s  l e  c y c l e  (- 3,  TB 3, ... 1. 11 n ' y  a d o n c  p a s  convergence .  

f ( x 1  = 

La condition hi = O est  donc necessaire. 

5 - - 3 5 
4 x  s i x E C ë .  ë1 

O 5 s i  x  E Cg. 11 

2i?"-co!!tfe;ex?m~l!? 
n  

L e s  Xi  Q t a n t  p o s i t i f s ,  l a  s u i t e  1 X e s t  monotone c r o i s s a n t e  t l e  c o n t r a i r e  d e  "1 Xi  d i v e r g e "  
1.1 i 

est d o n c  "1 Xi  c o n v e r g e " .  
i 

C h o i s i s s o n s  donc  d e s  X i  te ls  q u e  : 

l i m  Xi  - O 
i 

1 X i  c o n v e r g e  

Le p r o d u i t  i n f i n i  n [ l  - X 1 n ' a  a l o r s  p a s  f o r c é m e n t  une v a l e u r  n u l l e ,  e t  c 'est  ce qui  est  important. 
i 



Exgmp;~ (tiré de Cl811 
m 

2 2 
'n = 3 

. On a bien 1 Xi converge et n [1 - Xi) ' - 3 
[n+l) +l 1 1 

Soit flxl = O V x (dont le point fixe unique est 01. l 
Le processus itératif xi+, = xi + Xi (f(xil - xi] s'écrit içi (en prenant xl = 11 

Le 9ulte converge donc vers xm = f ,  qui .*est pas point fixe de f. 

Si on reprend l'exemple de f(x) = O V x. le processus s'écrit : 

i 

La condition 1 Xi diverge est donc necessaire. 

3 - "Rapidité" de convergence du procédé 

Supposons f lipschitzienne. La fonction f(x) - x l'est aussi et : 

If(y) - y - f(x) xl < fi lx - y1 v x. y 

Autour du point fixe p. limite de la suite {vn), on a : 

Posons en = vn - p 

Jf(vn) - vnJ < fi len\ 

f(v 1 - vn 
Comme lftm An en+ 1 

= O, on en déduit : lim - = 1 et la convergence est donc 
en n 

logarithmique. 

III - ACCÉLÉRATION DE LA CONVERGENCE D'UN PROCESSUS ITÉRATIF 

Soit a résoudre l'équation : 

x - H x = y  

H : opérateur linéaire dans un espace de Banach. Les auteurs qui ont Qtudié des itérations du type 

(11 : x ~ + ~  = a x + (1 - a) (H xn + y1 

semblent avvir suivi deux voies de recherche : 



La premiere voie consiste a supposer que 1 lHll s 1 et que l'espace est strictement convexe 

(C51. C811. Une autre cat6gorie d'auteurs étudient la convergence du processus 111 avec des 

hypothhses sur la localisation du spectre de H. (C281, C2911. 

Dans ce paragraphe, nous adoptons la deuxleme optique, en cherchant 3 rbsoudre d a n s R n  

l'lquation matricielle 

3 - 1 Def in i t ion  

Soient deux suites convergentes {x } et { y  } d'Blérnents de Rn, de limites respectives 
i i 

* 
x et y* engendrées par des processus itératifs 

Xi+l = F[xil 

Yi+l = G[yil 

F, G : applications de R~ +Rn, différentiables au sens de Fréchet respectfvement en x* et y*. 

On c i i l  que .te phocesbus c té l ra t i6  yitl = ~ 1 y ~ l  es t  PQuA mpuie que l e  phocesbub xitl = Fixil 

Remarques 

- 11 se peut que le processus défini par G soit plus rapide que le processus défini par F et qu'une 

suite particulière {yi} (yi+l = G[y 1 1  converge plus lentement qu'une suite [xi} (xi+, * F(xi) 1 
i 

2 Exemple [dans R 1 

Prenons xo = y. - 
- [j 

La suite {xi} converge plus vite que la suite {Y } et pourtant le processus défini par F est plus 
i 

lent que le processus défini par G. 



2 - Supposons les suites {x ) et {yI} engendrées par 
i 

xiil = Axi + a 
A, B : matrices symbtriques telles que ptBl < p(Al < 1 

Yi+, =.Oyi + b 

* 
Si nous notons e = x - x et co a y. - y . on a : 

O O 

i - i 
Le processus itbratifs sont donc définis par les suites de matrices {A ) et {B ) (de limite nuilel. 

comne  AI = 1 I A ~  1 ,  ~ I B I  = 1181 1 

i 
Le processus défini par B converge plus vite que le processus défini par A et la suite {B converge 

1 
plus vite que la suite {A ) (au sens de la norme). 

3 - 2 Un processus de Mann convergent 

Les.résultats de ce paragraphe sont connus. La solution du système ïin6aire x = ti X + Y 

est approchée par le processus itératif 

Posons P(z1 = a +  [l - al z. 

Le processus it6ratif peut s'écrire : 

[l) x ~ + ~  = P(H) xn + (1 - al y. 

Propriété 6 : 

Si 1e.b v d e u h b  paoprreb de H hon t  .but~teb b iû~e~ teb  dans t ' u n  dea deux d d - p W  hepaheh 

pah Re(zl = 1, il eb t  pobhibte de thouve~ t  a fie& ltd Que t e  p f ~ o c e b 4 ~ ~ 6  L t E h . d i 6  (11 60.i.i c o n v a g e n t .  

Démonstration 

Etudions la transformation du plan complexe definie par : 

Z =  a +  (1 - a l  z 

Le cercle de centre a Iréell et de rayon R,  z = a + R eie est transfoné en 2 = a + cl - a1 a 
0 

+ (1 - al R ei . Le cercle transformé a donc pour centre a + 11 - a) a et pour rayon 1 1  -al R. 

Supposons que le cercle initial ne contienne pas le point d'abscisse 1 [on a donc soit a R < 1. 

soit a - R < 11. 11 est toujours possible de déterminer a r6eï tel que le cercle transfom4 

soit contenu dans le cercle de rayon 1 centré A l'origine : 



92 

Si a + R < l  
- 1 - a - R  on doit avoir 

1 - a - R  < a < ?  

Si a - R > 1  on doit avoir l < a <  - 1 - a - R  
1 - a - R  

et 
l < a <  - 1 - a + R  

1 - a + R  

Supposons les valeurs propres de A situbes dans l'un des demi-plans separes par Re[zl = 1. 

11 est possible de trouver un cercls C centré sur l'axe des x [en un point d'abscisse a). de 

rayon R. tel que toutes les valeurs propres de A soient a l'intérieur du cercle. et ce cercle ne 

contient pas le point d'abscisse 1. On peut alors trouver a tel que : 

l Si A est valeur propre de H. P(kil est valeur propre de P[H] - a 1 + (1 - al H i 

Donc V i [i = 'l...nl Ip(Xill < 1 

p[P(HIl < 1 et le processus (11 est convergent. I 

Corollaire 

Si ta v a C m  pilopi la d e  H appaht iennent  à un c a d e  c m E  il t ' o h i g i n e ,  de  k q o n  

R < 1, U t  h p o b b i b e e  de t a o u v m  un potynome de degki! 1 v & h i i h U  P[I 1 = I t e f  que t e  w c e 6 b u 6  

x =P(HI x n +  (1 - d y conveRgeph.4 ~ C t e q u e t e p i r o c U b u b  xn+? = H x n +  y P(z1 = a +  (1 -alzl. n* 1 

Démonstration 

Le cercle de centre O et de rayon R est transformé par p[zl = a + (1 - al z en un 

cercle de centre a et de rayon I I  - al R. qui n'est pas contenu dans le cercle initial. On ne 

peut donc avoir p[P(H)l < p(H1. I 

3 - 3 Transformation de processus i t e r a t i f  au moyen de polynomes 

Le processus de Mann du paragraphe précédent utilise un polynorne de degré 1. On peut 

ganbraliser ce procedé avec un degré quelconque. 
P 

Soient ao. al. .. . a [p+ll réels tels que 1 ai = 1. 
P i-O 

Posons P[zl = a. + a, z + ... + a zP 
P 

1 - P[zl 
Q(zl = - 

Le systQrne linéaire x - H x = y est résolu par le procédé iteratif : 



Il s ' a g i t  de comparer ce proc4d6 au proc6d6 d é f i n i  p a r  : 

x = n x n + y  
n+ 1 

La quest ion se r m b n e  à l a  su ivan te  : 

Oans l e  cas où p(H1 > 1 peut-on a v o i r  p(P(H1) < 1 ? [On transforme un processus d ive rgen t  

en un processus convergentl .  

Oans l e  cas où p[H) < 1 peut-on a v o i r  p [P [HI I  < p[Hl  ?(On accélbre l a  convergence d 'un  

processus convergentl .  

Supposons que l e s  v a l e u r s  propres de H appar t iennent  à un danaine D simplement connexe dans l e  

p l a n  complexe. 

Nous chercherons a r6soudre l e  probleme suivant  : 

Peut-on a v o i r  Max 1 P l z ) l  < 1 
zco 

ou biain flax IP (z1 l  < Rsx l z l  
zco r t D  

1 - C m e  P I ? )  = 1 on ne pour ra  a v o i r  flax I P [ z J l  < 1 que s i  1 e s t  e x t e r i e u r  au domaine O. ou. à 
zco 

l a  r igueur  sur  l a  f r o n t l a r e  ( é t a n t  entendu que 1 ne peut  B t r e  va leur  propre de H, l e  système 

(1 - H l  x = y é t a n t  suppos6 r 8 s o l u b l e l .  

2 - Contrairement à l a  methode s e m i - i t é r a t i v e  de Tchebichef, il n ' e s t  pas nécessaire que l a  

m a t r i c e  H s o i t  symétrique, c a r  on ne cherChe pas B a v o i r  1 IP[HI 1 ( < 1 IHI 1 ,  mais seulement 

p (P(H) l  < ptH1 

3 - S o i t  P t x l  = a o  + al x + ... + a  xP 
P 

U t i l i s e r  l a  formule i t é r a t i v e  xn+, a P(H1 xn + Qfnl y cons is te  a chaque étape, à c a l c u l e r  P 



4- Si le degré de P(x1 est>l.le processus x ~ + ~  = P[H) xn + Q (H) y n'est pas un prochde de Mann. 

Lorsque les coefficients a de P[zl sont tous positifs [donc O S a S 1 puisque 1 ai = 11. Un tel 
i 

prochdé est appel6 "avereging iteration" [on fait la moyenne de p + 1 quantités intermédiairesl. 

En ce qui concerne la suite de ce chapitre, la condition O 5 a S 1 n'est pas nhcessaire. 
1 

5 - L'idBe d'utiliser de telles méthodes semble Btre due à Abraiov [on pourra consulter A ce 

Propos FADOEEV et FAODEEVA (Computational methods of linear algebra) Chapitre 91. 

Utilisation de transformations du plan complexe 

Rappel Etant donnés n nombres complexes z 1, z2, ... z et r > 0, l'ensemble des points satisfaisant 

I(z - z 1 [Z - z 1 ... IZ - zn)I = rn 1 2 

est une lemniscate de foyers zl, z2 ... z et de rayon r. (L'inthrieur de la lemniscate est le 

lieu des points tels que J[z - z 1 ... [z - znlI < rnl. 
1 

Dans le cas de deux foyers, on retrouve l'équation des ovales de Cassini 1 (z - zl) [z - z2) 1 ' r 2 

1 Si r = -  1z2-zll : lemniscate de Bernoulli 

1 r < -  2 1 2 2 - Z 1 /  : on a deux ovales entourant chacun des foyers 

1 
r >  5 IZ2 - Zll : une seule courbe fermhe entourant les deux foyers. 

Propri6té 7 

Si  Les vdwrrd phoped de H dont a ttuctéhieuh de la Lenuziscde dtEquation 

et d i  . 
111 - Z1l m . .  (1 - z 1 1  < 1 (1 ut a LtexAEhieun de ta teninidate) 

P 

atohd t e  phoceA4u.h xn+, = P(H1 xn + Q(H1 y convage, avec : 

Démonstration 

Considérons la 1ernniscW-e d'équation 

[Les foyers de cette lemniscccte sont donc distincts du point de coordonnées (x = 1. Y ' 01.1 
( Z  - z 1 ... ( Z  - Z 1 

Posons 1 P 
P[zl = I l  - zll ... (1 - z 1 

P 

Pour tout point z intérieur a la lemnisc4te. on a 



rP si 
1[1 - z11 S . .  I l  - z I I  < 1, on a donc I~Izll < 1 . 

P 

Le processus xnil = P(H1 xn + Q(H1 y est donc convergent puisque pIPIHll < 1. & 

Remalque : - 
Brauer C31 a donné des rbsultats de localisation des valeurs propres à l'aide d'ovales de Cassini 

[donc A deux foyers1 : 

Chaque valeur propre d'une matrice A Ide dimension nl est B T1int6rieur de l'une des n(n - 11 / 2 

ovales de Cassini : 

Il ne semble pas que ses rbsultats puissent étre utilisés pour notre propos. 

Applications 

1 - Co!-b:!n-~oi~no?e-be-degfe-! 
r 

La lemniscate (z - z 1 - r est alors un cercle. La condition < 1 implique 
1 I l  - = I I  

que les valeurs propres de H doivent appartenir b un cercle ayant le point de coordonnbes (1. 0 )  

A l'Rxt6rieur. On retrouve la propriet6 6. 

2 - Cos-d:!?-eol~nome-de-degft-? 
11 est alors possible de traiter des cas qu'on ne peut pas traiter avec des polynomes de 

Exemple 1 : 

Les valeurs propres de H appartiennent au segment [ - a  al(0 < a < 11. 

Le segment [ -  a + a] appartient B la lemniscate de Bernoulli. 

2 ((z - a l  ( Z  + a l (  < a  avec a = 2% 
fi 

z' - a' 2 
Plz) = - On a ~ P I z I ~  < ol- < 1 IV z appartenant B l'intérieur 

1 - a  1 - a  
2 

dé la lemniscatel 

2 
2 

Cormie Max Izl = a , il y a accélération [Max 
2 I P ~ Z I ~  = < a 1 

zcC-a al zc lemnisc ate 2 - 8  
2 



Exemple 2 : 

Les valeurs propres de ti appartiennent au segment Cl - a, 1 + a]. 

Ce segment comporte le point de coordonnées Cl, O]. Considérons la lemniscate d'équation 

2 
I(z - 112 - a2\ = a , dont le point double est le point (1, 0). 

2 V z r  Cl - a. 1 + a l ,  z Z  1, on a I(z - 1)'- a21 < a .  PrenonsP(z1 - (2-112 - a2 
2 

a 

O n a :  I ~ ( z i l < l  V z c ~ 1 - a . l + a l . z ~ 1 .  

Le processus itératif défini par P(z) est donc convergent. 

Exemple 3 : 

soient A et 0 les points de coordonnées 1 - a et 1 + a i supposons que les valeurs propres de H 

appartiennent aux cercles de centres A et 8, de rayon O. 1 a. On peut constater que les ovales de 

2 a 
2 

Cassini d'équation 1 (z - 1 i 2  - a 1 < - entourent ces deux cercles. [Le point z = 1 est A 
2 

l'extérieur des ovales). Posons PIz) = -  (z - I I ~  - a2 1 
2 . On a )P[z) 1 < 2 V z appartenant aux 

ovales de Cassini. Le processus défini par PIzl est donc convergent. 

11 pourra étre utile d'utiliser un polynome de degré p si on a pu montrer que les valeurs 

propfes de H appartiennent 8 p domaines disjoints du plan complexe. Il faudra alors placer les 

foyers de la lemniscate dans chacun des domaines (en tenant compte qu'il doivent étre sur l'axe x.  

ou sym6triqueSpar rapport a cet axe). 

La propriété 7 peut aussi Btre utilisée pour accélérer la convergence d'un processus 

itgratif. Soit G : R" +FIn une application différentiable au sens de Frechet dans un voisinage 

d'un point fixe x (tel que x* = G(x*I). Si on peut entourer les valeurs propres de ~'(x*). par une 

lemniscote veriflant r 
l[l - zl) S . .  (1 - Zo)l < 1 (c'est-8-dire telle que le point z - 1 est ZI 

. . 
l'extérieur de la lemniscde). alors on peut fabriquer un processus itératif convergent. 

Exemple 

xi+l * f(xi1 f : R + H  tel que I < p l  < f'(x*) < p 2  

Le segment [p p 1 est inclus dans le cercle de centre 
1 2  

+ Pz - IIz - - - Pl) 
2 

< -  
2 et de rayon - 

2 2 

L 

Pl + P2 
Le processus xi+, = a xi + 11 - a) f[x 1 est convergent avec a = -- 

i Pl + P2 - 2 



PropriBté 8 

SoCt H une M c e  dont t e s  v d w  p a o p e ~  appat iennent  à un c a d e  cent-%@ en un p o d  a 

d e  t ' a x e  de6 kt& (O < a < 1) et padbant pah t e  p o d  d ' a b b d b e  1 .  I t . e s t  pobbibte de t ~ ~ o u v a  un 

2 potynÔme P(z1 = a. + al z + II - a - al] z t e l  que t e  p110ceAb~16 = P(HI xi + OIHI y convenge 

peub v d e  que t e  p i r o c e ~ u b  xiil = H xi + y. 

. On peut vérifier que le polynôme Plzl = al z + I l  -' all z2 r0pond 4 la question Ia 

tel que a = - En effet PIzI = al z + I? - al] z2 transfome le point de coordonn0es a - 
1 

un point de coordonnées : 

2 2 
X = a  x + ( 1 - a l 1 I x  - y 1  

1 

On aura donc x2 + Y' < x2 + y2 si 

2 
al2 + Ix2 + y 1 11 - a,12 + 2 al x (1 - a 1 < 1. c*est-&-dire si le point de 1 

a 1 1 
appartient au cercle de centre a = - et de rayon R = - a - 1  

I 
1 11 - a,l 

Remarques 

- Par la transformation PIzl = al z + 11 - a 1 z2 le point z = 1 est invariant. Si 1 
1 

&tait valeur propre de H, 1 serait aussi valeur propre de P(H1 et il n'y aurait pas d'accélération 

de convergence. Si H posséde une valeur propre & partie réelle très proche de 1. on peut vérifier 

que P(HI posséde aussi une valeur propre très proche de 1, et le "gain" en accélération de convergence 

est très faible . 

- Dans le cas où a = O [donc dans l'hypothèse où les valeurs propres de A appartiennent 

au cercle unité Cl, le polynome PIzl devient PIzl = z2. La suite xi+1 = PIHl xi + Q[H) y est donc 

une Sous-suite de la suite xiil = H xi + y [termes de 2 en 21. 

L'accélération de convergence que l'on obtient est illusoire. 

Exemples numériques : 

Soit résoudre x = A x + b 

A symétrique [donc a valeurs prorpres réelles]. L'utilisation des cercles de Gerçhgorin donne 

facilement un intervalle C l  - a, 1 + a ]  contenant les valeurs propres de A. [En reprenant l'exemple 2 

(qui suit la propriété 71. on construit PIz) = - [z - 112 - a 2  = - 2 
2 

; ( a 2 - 1 + 2 z - z l ) .  
a 



(matrice 10 x 10 tridiagonalel 

La solution de x = A x + b est x = 

Les valeurs propres de A appartiennent a C l  - 2, 1 + 21. Ici a = 2. Le polynome Pczl est 

1 2 
P ( z l  = 4 ( 3  + 2 z - z ).Le processus itératif x = P(A) xn + Q[Al b donne : 

n+ 1 

II1 Soit une matrice symétrique quelconque : 

Iteration O 

O ......... 
O 

O 

O 

O 

O 

O 

O 

O 

O 

Les valeurs propres de A appartiennent A c l  - 20, 1 + 201 a = 20 

1 2 
P[zl = - (399 + 2 z - z 1 

400 ( 1  - z l  Q(z1 = - 
400 

Itération 300 

.999551 ....... 
,999872 

1 .O0041 

1 .O0024 

.999657 

.999657 

1.00024 

1.00041 

.999872 

.999551 

Itération 500 

.999992 

.999997 

1.00000 

1.00000 

.999994 

.999994 

1.00000 

1.00000 

.999997 

.999992 



Itération O 

Conclusion 

Itération 200 Itération 400 

L'information que l'on doit posséder sur les valeurs propres de H doit étre du type Suivant : 

Les valeurs propres appartiennent A un domaine ne contenant pas le point z = 1. Dans ce cas la 

on peut determiner un processus convergent. 

Si le domaine D a le point z = 1 sur sa frontière. l'accél6ratiori de convergence risque 

d'btre très faible. 

Si le domaine O contient le point z = 1 on ne pourra pas determiner un processus itératif 

convergent. 



CHAPITRE I V  

ESTIMATION DE LA LIMITE DE SUITES 

Ce chapitre s'inspire des travaux de N. Gastinel Cl31 et de Baranger C21. L'idée 

essentielle consiste à déterminer 03s sous-espaces hilbertiens de (cl, 8 noyau reproduisant 

((cl désigne l'espace des suites de reels convergentes] : il est alors possible de construire 

des formules "optimales" (cf. [IO], [25]1 d'approximation de la limite de suites de ce 

sous-espace hilbertien. 

Dans la section 1 nous construisons des formules de somation "optimalesw pour 

certains sous-espaces hilbertiens de (cl 8 dans la section-2 nous utilisons les mgmes idées 

Pour traiter le cas d'espaces de suites B éléments dans un espace de Hilbert. 

1 - 1 Construction generale 

La construction qui suit se trouve dans [13], et a été utilis6e par Baranger C21 pour 

construire des sous-espaces hilbertiens de tl. Nous suivons la m&me démarche pour construire des 

sous-espaces hilbertiens de (cl. 

i = O. 1 ... 
Soit A une matrice infinie, d'él4ments réels a 

Notons An sa tronquée de rang n (A est donc une matrice de dimension n*ll. 

Hyeotheses : 

H l  : An est symétrique definie positive V n 

HZ : Sup lanoi) fl 
n.i 

H3 : lim a = a V k  
n,k ok 

'L 
Ci, 

pour tout y 6 F?, notons y son tronqué A l'indice n (y 6 R~*' et ses composantes sont y . Y? S . .  Y,) 

soit  AI = {y r I?", sup GnT Yn < -1 
n 



Propriété 1 : [C131, C21, Cl011 

L'espace hial est un. espace de Hd?b& poull Ce p i r o d d  ~ c a k & e .  

?,T -1; 
(y,zl = lim yn An 

n 

Démonstration : 

Rappelons les grandes lignes de'la dhonstration : 

A est de la forme An = R~~ Rn et l'inégalité de Schwarz donne : 
n 

-1 ?, - T  - 1 %  ?, 'b 
D'où ;T n+l Anil yntl z yn An yn . yn+l et yn Otant les- tronques du mBme &lement y r # 

Posons 1 1 y 1 1' = sup ;nT 5n 
n 

s r  -1; et [ y ,  zl = lim yn An 
n 

On peut verifier que cette quantitO est un produit scalaire et que h(A1 est complet pour la 

n o m e  associée à ce produit scalaire. 

Proprieté 2 : 

L'espace h ( ~ )  est un rou-espace hiebehtien de 9 ; t e s  6oncZi.onneLL~ vk ( q u i  a 

u t h(A1 absocbznt uk,kL" compodante de U )  dont continues et n e p l ~ A ~ & A  (n kg" e o ~ n n e  

de A. 

Démonstration 

Soit v c h(A1 

Passons A la limite en n : 

I I Y I  I ~ ~ [ ~ ~  1 
2 

Z fi 1 l y l  1, (L'injection canonique de h(Al dans < est continue). 



flontrons que la forme lln6aire vk : u t hIAl + uk. est continue. 

- 
Cette forme lin6aire est continue sur hlAl. D'aprhs le th6orème de Riesz, il existe v t h(A1 

k - 
unique tel que [ v.u 1 = u V u t h[Al. 

k 

Soit A.k la keme colonne de la matrice infinie A. 

Pour n 2 k 
' O \  

O 

A iX . rin = 
1 + k  
O 
O 
O ,  

k - 
Posons v = A.k 

Camne k ~ppertient à h(A1 , est le représentant de vk et on e : 

~ropriété 3 : 

h[A) est un boub-espace U b e h t i e n  de (c) ; Pa donctionneUe " M e "  IQW adboue à 

.bute b&e de h ( ~ 1  bu î&aLte] est continue et itep/~i?bentCe p u  Pa cotonne de A d' indice  zéhc. 

11 suffit de montrer que h[A) est algebriquement inclus dans [cl 3 il y aura incl~Si0n 

topologique car 

1 2  
soit F = ( v, vn.. - } la famille des représentants des fonctionnelles d'évaluation i cette 

famille est totale dans h[A). [c'est-A-dire qu'elle engendre un sous-espace dense dans h[Ai). 

k La suite de fonctionnelles (v Ikàl converge faiblement car 

k 
lim U) existe V u c F (d'aprhs Banach-Steinhausl. 
k 

11 existe donc une fonctionnelle "limite", continue et on peut constater qu'elle est représentée 
O - 

par v (colonne de A d'indice zero). 



Pour toute suite y c h(A1 on a 

Toute suite de h(A1 est donc convergente et sa limite est 1'816ment d'indice zéro. 

1) La première ligne de la matrice A est constitu8e par les limites de chacune dos colonnes 

(1'61ûment aoo &tant lui-même la limite de aoil. Nous avons trouvé la forme de cette matrice 

en utilisant la construction de Schwartz [34] ; cette matrice definit un opérateur symetrique 

et defini positif du dual de (cl dans [cl j l'image de t ,  par cet op6rateur est un espace Ho 

dont h(A1 est le compl6té. 

% T  - 1 %  
21 D'un point de vue pratique, le crithre lim yn An y est peu maniable, puisque "se donner" 

n 
une suite y consiste A se donner ses tronquées d'indice n, et en particul!~r y. (qui est 1s 

limite de la suite, quantite qui est en principe inconnuel. 

Dans les exemples que nous avons trait4 nous avons pu donner une autre caract6risation des Bléments 

de h(A1 de facon A pouvoir traiter le problème : approcher la limite d'une suite de h(A1 à partir 

d'un certain nombre de termes de cette suite. 

1 - 2 Formules de somation optimales 

Soit h(A1 un sous-espace hilbertien de [cl. Dans ce paragraphe, nous C O ~ S ~ ~ U ~ S O ~ S  

des proc6dés de s m a t i o n  "optimaux" sur h(A1 au sens suivant : 

Un procQd6 de somation est défini par une matrice infinie C, triangulaire inférieure. les 

coefficients Cni (1 = 1 ... nl de la neme ligne de C Qtant tels que : 

i (Les v designent les fonctionnelles "composantes" de y e h(Al1. 

Le piroc8dé de bonWW%on e s t  regulier bwl  h(A1 b ' a  d d é d b d  une ~ 6 0 h i n a t i o n  d e  h(A1 

d m  (ci (y r o d t  w n . b , j o m e e  en z . ICI, d e  compobanfa Zn = i cnl yil. tme pue t o u t e  
1-1 

b d e  de h(A1 e s t  t m n n d o m é e  en une 6&e pobbedant ta même l imite.  



Propriété 4 : 

Si La mathice A eb t  t e l l e  que aoo = ïim aii t e  pmcEdE de 60-n o p t i m a l  ebt  irEgd.Leh 
i C 

buh h(Al. 

Démonstration 

lim a 
il = => lim 1 lvill = 1 IVOI 1 

i i 

k La suite de fonctionnelles {v 1 converge donc fortement vers vO. 

La suite {wnl converge vers vO. 

Pour toute suite y de h(Al on a : 

n 
.On en conclut .que lim 1 C Yj = lim Yi 

n j - 1  "j 

Le proc6dé de somnation transforme donc toute suite de h(Al en une suite qui converge vers la 

meme limite. I 

Remarques 

11 La condition lim ail aoo est une condition forte i elle ne semble pas nécessaire 
i 

(voir exemple 1 ci-dessous). Mais je n'ai pas pu démontrer sans cette hypothase que le procédé 

de somnation était régulier. 

21 Si la famille de suites : eo = (1 ,  1, 1 ... 1 ... 1, el = (1, 0, O ... 1 e2 = (6, 1. 0. O ... l 
est dense dans h(Al, on peut montrer (par le thbrème de Banach-Steinhausl que le procédé de 

somation vérifle deux des conditions de Toeplitz : 

i La troisième condition (lIcnkl < Pl Vnl est remplacée par 1 I1cnl V 1 lh(Al < M. 



Construction des coefficients de la nhme ligne de C 

i 
La condition 1 lvO - Cni v 1 1 h(Al Nin conduit au systhme linBaire : 

1-1 

Remarque : 

Selon la terminologie de Brezinski [4], on appelle procéd6 de somnation t o t a l  un procédé défini 

par une matrice C telle que : 

On peut donc définir un procBd6 "optimum total". les Cni Btant tels que : 

I I l v 0  - cni 

vil 1 Nin 

C Cni = 1 

La recherche des C se fait de la façon suivante : ni 

Les Bni sont solutions de : 

i j l16lément (Av , Av 1 de la matrice est égal à : 

ai*l,j+l aij - a - a 
i + l j  i.j+I 1 

1 - 3 Exemples de procedes de somnation optimaux 

Pour les divers exemples, nous appelerons "suite erreur" associée 3 une suite y convergente 

de limite yo, la suite de terme général yn - yo. 



Exemple 1 Les espaces h, 

soit d.> 1 et hd le sous-espace hilbertien de (cl defini par A dont la tronquée An est : 

Propriéte 5 i C a ~ m c t i % . i ~ d o n ]  

hd est L'espace des buctes convengented teUeb que la sucte meun abbociee appahtient à tZ. 

Le prtoduit b W e  dans hd est 

00 

1 lim y 
(y, Z) l y 0 z 0 + - d-1 : [yn - Y ~ )  (Zn - zol [ = lim z: ] 

An est donc definie positive 

Démonstration 

'-b Ir 
Soient yn et zn les tronquées de rang n dedeux suites. 

\ 
r~ 

1 
1 

1 
1 

1 ,  

L'espace hd est l'espace des suites telles que 

C'est donc l'espace des suites telles que la suite erreur associee appartient .A L2 ; le produit 

scalaire dans hd est : 

[Pour d = 2 on retrouve le produit scalaire habituel de t 1. B 2 



06monstration : 

Pour construire le procedé de srnation optimal, il faut r6soudre le système lineaire : 

On peut constater que le procedé defini par C est reguiier [les conditions de Toeplitz sont 

v6rifi6es1, bien que la matrice A ne vérifie pas les hypothèses de la propriéte 4. 

(aii - d et aOO = 1 lim aii Z aOOl. 

En ce qui concerne le procede total optimum, le système linéaire 

d'où 



Le proc6d6 total optimum est donc le proc6d6 de Cesaro. W 

Exemple 2 Les espaces h a 

Soit O < A < 1 

Soit An = 

La sous-matrice B est factorisable Cl01 
n 

An est syrnetrique d6finie positivo (voir [ I O ] )  et 

On a alors 

Caract&risation 

ha Peut Btre caracteris6 comne &tant l'espace des auites {xi) telles que 



Formules de somation optimales 

La construction de la formule de sommation optimale nous d n e  à rhsoudre 

' O '  

dont la solution est O 
O 
O 
1 ,  

Le prochdé de somation optimal est donc defini par la matrice unité. 

(Le procbdé de somnation optimum total est aussi défini par la matrice unit61. 

Exemple 3 Sous espaces hilbertiens associes b une matrice de Hankel 

Soit (an) une suite positive de limite nulle, donc telle que les tnatrlce de Henkel 

1 sont definies positives pour n = 1. 2 ... 

. soit h ({an}) le sous espace hilbertien de (cl dhfini par une matrice infinie A dont la tronquée 

An est : 

PropriBté 6 : 

L'ebpace h[{an)l ut t 'ebpace des b d e b  convehgenteA t&eb que bu.ite ehlte(lh 

abbociEe vEhi6ie : 

lim 2nT H~-' 2n < 



Démonstration 0 0 0 0  

An e s t  de l a  forme :' 

d 6 f i n i e  p o s i t i v e .  

h [ {an} l  es t  l 'espace des s u i t e s  t e l l e s  que 

S T  -?Ir Ir 
l i m  Yn An Yn < [yn : tronque de rang- n  d'une s u i t e  {Y,)) 
n  

h ( {an} l  es t  donc l 'espace des s u i t e s  convergentes t e l l e s  que l a  s u i t e  e r r e u r  associke 

v e r i f i e  1im 2nT H ~ - ~  % < - I 

Un c a l c u l  f a c i l e  montre que 

C Qtant l a  v a r i b t 6  l i n 6 a i r e  [de dimension 1) engendrhe par l a  s u i t e  constante, 

h ( { a  11 peut B t r e  considQr6 c m e  un espace p r o d u i t  : 

h[ {an) l  = C x H({an)l  

~({a,?).  : espace de s u i t e s  de l i m i t e  nu l le .  

2 
T - 1 %  yu -1 
Y, A" Y, = f + (y1 - Yo, * "  Y, --Yo) Hn 

a  

I'&ZJUS a l l o n s  montrer que l a  t h b o r i e  des moments permet de c a r a c t e r i s e r  ~[ {a, ) ) .  

Y l  - Y0 

ThBorème [ E l ]  p. 41, 45)  

Sad {a,) une po6iLive ; il e d t e  aîou une mehune O, AoGLtion du pnabfime deh 

yn - 

moment6 : 
+m 

a  k = u k d u ( u )  k  = O, 1 ... 
-QO 

Si de peib La -ce de Jacobi a6ocLEe a { a , }  ( v o i t  [ I l  p. 19)  eb t  d e  t y p e  O, il y a 

iuricifE de u et L ' m e m b t e  den polynomeâ e ~ f  donaediuid L~,  ( ~ d j x z c e  de H ü b d  deh d o n d o n a  

t&eb que J+- 2 
( f ( u l l  d  u [ u l  < -1 

-0 



Démonstration 

. Nous renvoyons B [Il pour la démonstration. Signalons qu'il existe des conditions 

suffisantes (dites de Carlman] assurant que la matrice de Jacob1 associ6e à {a } est de type 0. 

Démonstration : 

Oens L2 le produit scalaire est : 
0 

+œ - 
11, glu = flul gIu1 d 

-m 

i J Pour des polynmes (x , x la = a i'j ' 

O 1 
Notons b . b . . . . bn les "colonnes" de la matrice de Hsnkel H. Ce sont des 6lhents de 
qui forment un ensemble dense dans H({an}l, et de plus 

Si on orthonormalise 1, x,... xk dans L2 0 on obtient une fanille de polynmes orthogonaux 

Pk(XI Ipolynomes orthogonaux de Io espéce). 

O 1 k 
Si on orthonormalise b , b ,... b dans H[{an}) on obtient (en faisant les mêmes op6rations) une 

famille pk. 

L'isornQtrle entre L~~ et ti((an})se fait par l'lnterm6diaire des sQrias de Fourier : 

Sait Foi1 r L ' ~  I associons lui sa serie de Fourier {cn), ce qui permet de dQflnlr f a Hl(an)l 2 

Remarque : 

Soit A l'opérateur auto-adjoint de ~((a n ) )  + ~[{a }l associé au problème des miment5 

(tel que (Ampo, = Dans l'ismQtrie L~~ - ~((a 11, A 110p6rataur A correspond 

dans L ' ~  110p6rnteur de multiplication par la variable x. 





dont la solution peut s'écrire (après transformations de d6terminantsl - 

Pour le calcul de rn, il existe des algorithmes récursifs : Procbdé q de Brezinski [[41). 

procédé G de Pye-Atchison(C331). 

Remarque : 

Si on applique la formule de smation optimale totale A <yi) telle que Yi a Y* + ai-lg 

On obtient : 

Cette formule n'est autre que celle de l'€-Algorithme appliqué {yi)- 

Exemple 4 

Soit h le sous-espace hilberfien de [cl defini par une matrice infinie A dont la tronqube An est : 





l'espace peut étre defini comne l'espace des suites y telles que 

Notons en = yn - y. (erreur associ6e au nhe Blément1 
. - 

h est donc l'espace des suites telles que la suite erreur associée v6rifie 

Nous devons résoudre le système linéaire : 

Le second membre de ce systhme S'écrit : 

et les coefficients de la matrice sont (apràs simplifications) : 

1 + ai 
(AV', AV'I = TIX 

ia, = CI - )i2' (1 - a111 

Nous n'avons pas pu trouver les Bi sous une forme explicite. 



1 
Dans le cas A = 2 , le calcul des coefficients de la matrice de sommation donne : 

1 

0.6 0 . 4  

Sur les divers exemples programnés, nous avons constaté une prhpondérance des termes des 

colonnes 1 et 2, et de la diagonale. 

Remarg:e 

Soit P(xl = xP + 1, xP-' + ... + A un polynme dont les racines sont de module inférieur 1. 
P 

La matrice R dont l'inverse est : 

On pourrait envisager le sous-espace hilbertien de [cf des suites telles que la suite erreur 

Nous n'avons aucun résultat sur cet espace. 

Conclusion 

Les procédés que nous avons construits sont plus généraux (et moins efficaces) que 

les procédés d'accélération de convergence (ce qui est normal, car appartenir à un sous-espace 

hilbertien ne fournit qu'assez peu d'information). 11 était donc normal de voir apparaitre les 

procédés de sommation dans ce chapitre. 



La méthode de la section précédente peut Btre g6néralisée a des suites dont les 

él6ments appartiennent b un espace de Hilbert. Dans cette section nous traitons un cas 

particulier et nous montrons que la méthode semi-itérative de Tchebichef apparait comme Un 

processus optimal [d'une maniare analogue aux procédés de somation optimaux). 

Notations 

E : Espace de Hilbert. Produit scalaire [ , l E  

co[El. L,['E], C [ E l  : ensembles de suites b éléments dans E tels que 

c(El.est l'espace des suites convergentes à éléments dans E. 

Prppriété 7 : 

Le dual de C(E) est E x t,[El. 

Démonstration : C l 2 1  Cl41 

Nous renvoyons aux références pour les détails de la démonstration : 

Les étapes en sont : 
[ml * [ml 

a) Si X converge vers X (dans co[E), C I E )  ou L1[E1l alors X converge composante par 

composante. 

bl Les espaces c [El, <(E), 1, (€1 sont complets. 

CI  Le dual de co(El est el [El. 

Enfin : Toute suite X de c(E1 peut se mettre sous la forme 

* * 
X = {x , x ,... X*} Ixl - x*, x2 - x* ,... 1 

avec {xi - x*} r co(El et x* = ïim x 
i 

i 

On a donc c[El = E x coIEl, la dualite Btant définie par : 

m 



X c ~ ( € 1 ,  de limite x* 

T = (Tl, T2' ... 1 ' tl(El 

soit I A ~ ,  A2, .. . An . . . } une suite d'opérateurs bornés de L(E.  E) [espace des opérateurs 

linbaires de E -+ El tels que 

V n An est auto-adjoint, inversible 

et lim 1 IA,I 1 = O (la norme btant prise dans L(E, E) 1 
n 

v' = (V'o, V v i  1 Btant un élément de E x fl(El, 
1=1.. .- 

doit V la suite de terme général 

Soit H l'ensemble des suites V. 
., 

On peut dire que H est l'image de E x t,(El dans c(E1 par la "matrice" d10p6rateurs. 

I. I 1 1 . .  . .  

Nous sanmes dans un cas très particulier car si E se réduit b R  le sous espace obtenu est 

déterminé par la matrice de rang 2 (définie positivel. 

Propriété 8 

H ut un b 0 ~ 6  ebpace kiebehtien d e  c[EI Aomoaphe à E x E . 

Démonstration 

L'opérateur de E x tl(El dans cc€) étant symétrique défini positif, il découle des 

résultats de Scwartz C341 que H est un pr6-hilbertien inclus topologiquement dans ~ ( € 1 .  

La nature de la transformation étant extrèmement simple, nous pouvons vérifier directement que 

H c c(E1. et donner une abtre forme du produit scalaire dans H. 



Soit V' = [VIo, fV'ili2,1 un élément de E x el[El. 

m 

Donc lim 1 IA, 1 Ai ~ ' ~ 1  1 ' O 
n i=l 

Posons V = vlo + 1 
i=l 

V'i 

V est le terme général d'une suite V A élhents dans E, et qui est convergente [lim Vn a Vol 

Le produit scalaire dans H est déterminé par la dualité entre c(E1 et E x C,(El. 

Soient L i ' .  = [U'ilirl) 

deux Bl6ments de E x Cl[€) 

V '  = [v'o. (v'lirll 

Notons U et V leurs transform6s. 
m 

[U, VIH = <Un V1> = + 1 uoi. VVOIE + 1 (Ui. VSIIE 
i.1 

La suite {un} est déterminée par Üo et Ü. 

H est donc l'espace de Hilbert E x E et le produit scalaire est de la forme : 

D'après C341 

)<v. U'>I 

l Ivl l n  = SUP 
. 

U'aExe, (El 
1 - 

I<u. u'>12 

Soit M la borne comnune aux opérateurs Ai 



soit K un majorant de 1 + fiL 

2 
CU, u.> r ~ l u ~ ~ l  l 2  + Z I I U * ~ I  I II1 u I i I  I + (1 11 ulil 11' + fi2[I I l ~ ~ ~ l l )  

soit k tel que 1 lvkl l E  = SUP 1 Ivi/ 1 
1 

Choisissons = O ... = O W 1 f k 

= v 
k 

l v k l  1 hr 4'K 

L'injection canonique de H -+ c(E1 est donc continue. 

Résolution d'un problème d'approximation optimale 

Soit U c H. . 

Les kpérateurs et de H -+ E, gui U c H font correspondre Ui (ihme BlBmntl. 

Ut [limite à la suite U1 

sont continus car 

Ces op6rate;rs appartiennent donc à L [ E ~ ,  El. 

Nous cherchons les coefficients ai [i = 1 ... nl permettant d'estimer la limite da toute suite 
n 

U c H par une combinaison linéaire 1 ai Ui, et ceci de façon optimale : 
i=l 

Le problème revient à chercher les ai minimisant 

D'une manière analogue B la section préc6dente. on dit que les ai définissent un PrOCeSSUS 
n 

optimal total, s'ils minimisent [Il sous la contrainte 1 ai = 1 
i=l 

Propriété 9 

Le p toces~u6  op- t o w  es$ d é d i n i  pair ai q u i  inuconi6ent 

III ai Ai I l i cE, E) = p [ Z  ai Ai 



DOmonstration 

Les opérateurs W' et W* (de H -r E l  qui associent d toute suite de H sont ieme élément 

et sa limite, sont déterminés par les couples 

bf = {I, A ~ I  

w *  = (1, 01 

Si L est un opérateur de E x E -r E, il est défini par ses "composantes" L = {L,,. Li). 

posons 1 I L I  1 IIL0II 
L I E . E )  

+ 1 1 ~ ~ 1 1  
i . ( E x E . E )  L I E , E )  

La recherche des ai devient : 
n 

Comme 1 ai = 1 Le problème se réduit à 

flin III ai Ail l 
L i E . E )  

Les operatsurs étant auto-adjoint, le problème revient a minimiser p (1  a, * Ai 1 

Corollaire 

Lorsque Ai * A~ (puissances d'un op4rateur A de rayon spectral inferieur b 11, les 

methodes semi-iteratives de Tchebichef fournissent une réponse au prob1èrr.e prbcédent. 
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