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P R E M I E R E  P A R T I E  

P R E L I M I N A I R E S  



1 . 1  U N  P R O B L E M E  D ' O R G A N I S A T I O N  

Supposons que nous devions organiser des séances de travaux 

pratiques pour des étudiants en physique. 

Le programme nous impose le nombre n des manipulations que 

chaque étudiant doit effectuer, et nous connaissons le nombre p des 

étudiants. 

Si chaque manipulation occupe une séance entiere, il faudra 

prévoir au moins n séances pour que chaque dtudiant puisse faire 

toutes les manipulations. 

Au moment oti on élabore le planning, on suppose que les étudiants 

effectuent une fois et une seule chaque manipulation, et qu'ils sont 

tous disponibles à chaque séance. Le problème des séances de révision, 

ou de rattrapage pour les absents, ne sera abordé qu'à la fin du cycle 

de travaux pratiques, et n'est donc pas de notre ressort. 

L'affichage de l'organisation retenue sera fait e u s  la forme 

d'un tableau à m lignes, représentant les séances, et à n colonnes, 

une par manipulation, dont les cases contiennent les noms des étu- 

diants concernés. Un étudiant dont le nom (ou le numéro) figure dans 
&me 

la case (i, 3 1 devra effectuer la i manipulation au cours de la 
' 

jeme seance. 



exemple 1 : t r o i s  manipulat ions,  q u a t r e  é t u d i a n t s ,  

organisa t ion  quelconque. 

exemple 2 : t r o i s  manipulat ions,  q u a t r e  é tud ian t s ,  

un nom e t  un s e u l  par  case .  

f i g . l . l . 2  

On peu t  d i r e  qu'une o r g a n i s a t i o n  e s t  s a t i s f a i s a n t e  s i  ; 

TP3 

Daniel 

- 

Alain 

Bernard 
Claude 

- h l a  f i n  du cyc le ,  t o u s  les é t u d i a n t s  o n t  e f f e c t u e  chaque . 
manipulation une f o i s  e t  une seu le .  Autrement d i t  ; chaque nom f i g u r e  

une f o i s  e t  une seu le  dans chaque colonne. 

TP2 

Claude 

Alain 
Bernard 
Daniel 

- 

- 

L 

lundi  

mardi 

mercredi 

jeudi  

+ 

- au  cours de chaque séance, chaque d tud ian t  e f f e c t u e  au  p l u s  

une manipulation. Qlaque nom f i g u r e  donc au p l u s  une f o i s  dans chaque 

l igne .  

TP1 

Alain 
Bernard 

- 

Claude 
Daniel 

- 

. Mais on peut  chercher il l ' amé l io re r ,  e t  t o u t  d 'abord en rédu i san t  

l e  nombre des  séances. C e  nombre ne pouvant être i n f é r i e u r  au nombre n ,  



nous imposerons q u ' i l  s o i t  égal à n .  Tous les é t u d i a n t s  s e r o n t  donc 

p r é s e n t s  à chaque séance,  chaque nom f i g u r e r a  une f o i s  e t  une s e u l e  

dans  chaque l i g n e  e t  dans chaque colonne. Nous appe l l e rons  UIWLé 

g d 0 h  un t a b l e a u  carre q u i  possede c e t t e  p r o p r i e t é .  

ûI p e u t  e n s u i t e  amé l io re r  l a  r é p a r t i t i o n  d e s  é t u d i a n t s  à chaque 

séance.  Par exemple, l e  t a b l e a u  d e  l a  f i g u r e  1.1.2 est  mieux réparti 

que c e l u i  de l a  f i g u r e  1.1-1. 

S ' i l  y a  exactement n  é t u d i a n t s  pour n  manipulat ions e t  n  

séances ,  chaque é t u d i a n t  p e u t  e f f e c t u e r  s e u l  chaque manipula t ion ,  

e t  l e  t a b l e a u  est un camé h t . l n .  

S ' i l  y a  un nombre p a i r  d ' é t u d i a n t s ,  d i f f é r e n t  d e  4 e t  d e  6,  

s i  n  est  i n f é r i e u r  d ' une  u n i t é  3 c e  nombre, o n  peu t  p l a c e r  les é t u d i a n t s  

en  "binômes" de t o u t e s  l e s  façons p o s s i b l e s  en  c o n s t r u i s a n t  un caJrAé 

de Room. 

S i  l e  nombre p  d e s  é t u d i a n t s  est compris e n t r e  n e t  2n, s ' i ls  

t r a v a i l l e n t  s e u l s  ou à deux, si chacun t r a v a i l l e  s e u l  l e  même nombre 

d e  f o i s ,  e t  si aucune c a s e  du tab leau .  n ' e s t  v ide ,  o n  o b t i e n t  un C L W L ~  

h i a m a h .  

Nous é t u d i e r o n s  c e s  d i f f é r e n t s  carrés dans l a  deuxième e t  l a  

t r o i s i è m e  p a r t i e s ,  ap rgs  a v o i r  i n t r o d u i t  quelques n o t i o n s  p r é l i m i n a i r e s .  



1 . 2  G R A P H E S  ET H Y P E R G R A P H E S  

L'ouvrage de C. Berge [ 2 ]  p o r t a n t  c e  t i t r e  c o n t i e n t  t o u t e s  

l e s  d é f i n i t i o n s  nécessa i res .  Rappelons les p r i n c i p a l e s  : 

1.2.1 Graphes- 

d é f i n i t i o n  : Un ghuphe G = ( X , U )  U t  t e   COU$^ conb2%Ué pUh : 

- un ertdentbte X = { x I , x 2  ,..., x n }  

- une &zmiLte U = ( u ,  , u,,  . . . , u ) d' étéme& du phoddt  m 

cahtébien X x X = ( ( x , y )  / x E X, y E Y )  ; un étémenit ( x , y )  de X x X 

peut appam,ühe p t ~ ~ b i w  6 0 h  dand t a  ~amteee. U. 

Les éléments de X s o n t  appelés  les  bomn& du graphe G,  ceux 

de  U les ma.  

Les graphes que nous rencontrerons  dans c e t t e  étude ne s e r o n t  

généralement p a s  o r i e n t é s  : on p a r l e r a  de l'mête (x,y) sans  t e n i r  compte 

du sens  de l ' a r c  r e l i a n t  les sommets x e t  y.  

Beaucoup de c e s  graphes s e r o n t  hég&f%d : tous  les  sommets 

au ron t  l e  m ê m e  deghé, q u i  e s t  l e  nombre d ' a r ê t e s  dont  un s o m m e t  est  

1' extrémité.  

Nous u t i l i s e r o n s  également l e s  notions d e  graphes partiels, de 

sous-graphes, d e  cyc les  e t  de  composantes connexes : 

Un ghaphe p d d  d'un graphe G est un graphe ayant  l e s  m ê m e s  



somets que G, et dont l'ensemble des arêtes est inclus dans l'ensemble 

des arêtes de G. 

Un hou-ghaphe de G est un graphe dont l'ensemble X' des sommets 

est contenu dans l'ensemble des sonnets de G, et dont l'ensemble des 

arêtes est l'ensemble des arêtes de G dont les deux extrémités sont 

dans X ' . 
Un houn-ghaphe ~ u J u ~ X !  est un graphe partiel d'un sous-graphe, 

ou un sous-graphe d'un graphe partiel, 

Une chaijze de longueur n est une suite de n arëtes adjacentes 

(X 1' X 2 ) , (x2,x3) , , (xntn+l 1 .  Un ~ l j d e  de longueur n est une chalne 

de longueur n dans laquelle x = x n+l 1 
Une compo6ahde connexe de G est un sous-graphe de G dont 

l'ensemble des sommets est une classe de la relation d'équivalence : 

" x = y , ou il existe une chaîne entre x et y ". 

1.2.1 Hypergraphes 

définition : Un hqpengmphe e h t  u n  coup le  H = ( X ,  E )  où X u n  

w e m b l e  d U i i  { x I , x Z  ,..., x n ] ,  et E = IEi 1 i E II es t  une &un-i.Ue 

de p w u 2 a  non v i d e s  de X ,  don t  l a  rréunion ut X .  

Les éléments de X sont les 60meh, ceux de E sont les ahau. 

Un graphe non orienté est donc un hypergraphe dont chaque arête 

contient un ou deux sommets. Une arête ne contenant qu'un seul s0rnme.t 

s' appelle une b o u d e .  

Nous rencontrerons des hypergraphes h - u ~ d 0 4 m e A  : chaque arête 

contient k somnets, ou h-kég&UA : chaque sommet appartient à k 

ar0tes. 



1.3 A L P H A B E T  

Nous appellerons d p k b d  un ensemble fini, et tme6 OU 

dymbolea ses éléments. 

L ' o & ~ ,  ou cahdind, d'un alphabet est le nombre'de ses 
lettres. 

Tout alphabet de n lettres peut étre mis en correspondance 

biunivoque avec l'ensemble [n] = {1,2, ..., n) des n premiers entiers, 
et c'est cet alphabet que nous rencontrerons le plus souvent. 

Parfois, quand des calculs modulo n l'exigeront, nous 

préfèrerons utiliser l'ensemble [ n Io = (O, 1,. . . ,n-1) , que nous 
noterons également [n] si aucune confusion n'est possible. Nous 

-(mod n) -n - écrirons alors x , ou x , ou x , pour dé signer 1 ' élément de [ n Io 
congru à x modulo n, c'est-à-dire le reste de la division de x par n. 



1 . 4  PERMUTATIONS 

Une p e / v n W o n  est une application bijective d'un alphabet 
sur lui-même. 

L'ensemble des n! permutations de [ n], muni de la loi de 

composition des fonctions, est le gMupe 6gmë*hipue Sn. 
Nous noterons de gauche à droite le produit de deux permutations, 

dans l'ordre où il s'exécute : 

(pq) (i) = q(p(i)) 

Nous écrirons le plus souvent les permutations sous leur 604me 

c y f i q u e  këdd , te ,  en mettant les cycles en évidence et en omettant les 

points fixes : 

1 2 3 4 5 6  
par exemple 1 = (126) (35) 

2 6 5 4 3 1  

Une Z t a n 6 p o a ~ o n  est un cycle réduit à d e 4  points, c'est-a- 

dire une permutation qui échange deux lettres et ne modifie pas les 

autres. Toute permutation peut être décomposée en un produit de 

transpositions. Le gkoupe & m E  A est l'ensemble des permutations n n! 
égales au produit d'un nombre pair de transpositions, il est d'ordre - 

2 - 

~ ' o k h e  d'une permutation est l'ordre de l'alphabet sur lequel 

cette permutation est définie, son degaé est le nombre de points qu'elle 
modifie effectivement. 

La disZance entre deux permutations p et q de S est le nombre 
n 

de points i de [n] pour lesquels p(i) et q(i) sont différents. C'est 
- 1 - 1 aussi le degré des permutations p q et q p. 



Un ensemble de  permuta t ions  de  [ n  ] e s t  a a n b L t i 6  si ,  pour 

t o u t  couple d 'é léments  i e t  j d e  [ n ] ,  il c o n t i e n t  une permutat ion q u i  

t ransforme i en j. 

11 e s t  h 60h .tfLanbLtLd si ,  pour t o u t  couple  d'ensembles 

{al , . . . ,ak} e t  { b l , .  . . ,bk} d e  k él6ments de [ n] ,  il c o n t i e n t  une 

permutat ion t ransformant  a  e n  bl, . . . , ak e n  bk. 11 e s t  donc également 
1 

j f o i s  t r a n s i t i f  pour t o u t  j i n f é r i e u r  à k,  (n-k) f o i s  t r a n s i t i f ,  e t  

t r a n s i t i f .  

11 e s t  k-&uwU&id si ,  pour t o u t  couple d 'é léments  i e t  j d e  

[ n ] ,  il c o n t i e n t  exactement k permutat ions t ransformant  i e n  j. Il e s t  

donc t r a n s i t i f .  C e t t e  no t ion  a  é t é  é t u d i é e  par J.P. Steen  dans [ 23 1. 

Les ouvrages de  W .  Ledermann [ 12 1, H.  Wielandt [ 27 ]  e t  J.A. 

d e  Séguier  [ 20 ] e t  [ 2 1 ] s o n t  consacrés  à 1 ' é tude  d e s  groupes d e  per -  

muta t ions ,  e t  peuvent ê t r e  c o n s u l t é s  avec p r o f i t .  



1.5 T A B L E A U X  

1.5.1 D é f i n i t i o n  

Un l a b l e u  m x n ut une a p p f i c d o ~  T de [ m  ] x [ n ] dav~~, 
UM ennemble E .  

Nous é c r i r o n s  T (m, n,E) pour r e p r é s e n t e r  T. 

Un t a b l e a u  est donc tres semblable à une mat r ice .  Nous f e r o n s  

cependant l e s  remarques s u i v a n t e s  : 

- E e s t  un ensemble quelconque, p a r  exemple un a lphabe t  [ p  J ,  

ou encore l 'ensemble d e s  p a r t i e s  d ' u n  a u t r e  ensemble, ou même un 

ensemble de tab leaux .  

- Un élément (i, j ) de  [ m ] x [ n ] d é f i n i t  une Cdde d u  t ab l eau .  

L' &lement T (i , j ) de E s e r a  appelé  1 ' E.l?érnent T! du tableau ou encore 
h 

l e  codenu de lu c a e  ( i ,  j )  . La, Ligne i (i E [ m 1) est l 'ensemble d e s  

c a s e s  ( i , j )  pour j E [ n ] .  D e  même, l a  colonne j (j E [ n ] )  est  l ' ensemble  

d e s  c a s e s  (i, j) pour i E [ m l .  On les no te ra  respect ivement  7. e t  J'. 
L. 

Les l i g n e s  e t  l e s  colonnes s o n t  appe lées  d e s  mngéeb. Nous 

é c r i r o n s  souvent  "rangée" a l a  p l a c e  d e  " l i g n e  ( respec t ivement  co lonne)" .  

- S i  l ' a p p l i c a t i o n  T n ' e s t  pas  d é f i n i e  en ( i , j ) ,  nous d i r o n s  
5 que l a  c a s e  ( i , j )  est v ide .  Les T .  s e r o n t  donc impl ic i tement  cons idé ré s  
1 

comme d e s  ensembles,  éventuel lement  v i d e s  ou r é d u i t s  a un s e u l  élément.  

On cons idè re ra  presque t o u j o u r s  E comme l ' ensemble  des p a r t i e s  d 'un  

a u t r e  ensemble, e t  T s e r a  p a r t o u t  d é f i n i e .  
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Nous allons définir plusieurs opérations sur les tableaux. 

1 .S. 2 Transposition 

Le ahwt~posé d 'un tabteau T(m,n,E)  es t  un &bleau T 1 ( n , m , E )  

f e l  que : 

VL E [ m l  V j  E [ n l  ( T I ) +  = ~j 
J i  

Le transposé du transposé est le tableau lui-même. 

1.5.3 Union et intersection 

L ' u h n  de deux tableaux T(m,n, PIE)  ) et Tl (m,n, P i€ '  1 )  ut w 

$abteau T u T t  (m,n, P(E u E t  ) ) dont Le6 élément6 sont : 

L I A m e c ~ o n  de T e;t de T 1  LUX un lizbleuu T n T'  (m,n,P(E n E t )  1 
dont L u  étémena2 dont : 

( T  n T I  1; = J: n T I ;  

Si E et E' sont disjoints, les éléments de T I? T' sont vides. 

L'union et l'intersection de deux tableaux de mêmes dimensions 

sont associatives et commutatives, comme l'union et l'intersection des 

ensembles. 

L'élément neutre de l'union des tableaux m x n est le lkb&LUU 

v ide  f dont chaque élément est 1 ' ensemble vide. 
m 

L'ensemble des tableaux m x n muni de l'union est un monofde 

commutatif. 



1.5.4 Permutation des  rangées 

S o i t  x une permutation de S Le tableau obtenu e n  permutant m ' 
l e s  figne6 de T(m,n,E) à l ' a i d e  de x e s t  l e  tableau T(m,n,E) dont les  

X 

éléments son t  : 

De'même, s i  y e s t  une permutation de  S l e s  éléments du t ab leau  n ' 
obtenu en  permutant l e s  cotonned de T s o n t  : 

On peut  combiner l e s  deux permutations : 

S i  ( x , q )  est  un élément de Sm x Sn, on o b f i t n t ,  en llappe*quant 
au ,tableau T(m,n ,E) ,  un a b l e a u  : ~ ( m , n , € )  dont  les éléments h o n t  : 

S i  deux éléments de E s e  t rouva ien t  dans une m ê m e  rangée du 

tableau T, i l s  se t rouvent  encore dans une même rangée du tableau 5. 

Une permutation des  rangées d 'un  tableau est un couple de 

permutations. Le p rodu i t  de deux permutations de  rangées s ' e f f e c t u e  

de l a  façon suivante  (en  l i s a n t  de  gauche à d r o i t e )  : 

(xl  ,y1 1 (x2,y2) = (x1x2,y1y2) 

L'ensemble Sm x Sn muni de ce  p rodu i t  possède une s t r u c t u r e  

de groupe dont  l ' é l ément  neut re  e s t  l e  couple ( e  ) des  éléments 
m l  en - 1 

neutresde S e t  de  Sn, e t  où l ' i n v e r s e  de (x,y) e s t  l e  couple (x ,Y-') m 
des  inver ses  de x et de y dans Sm e t  dans Sn respectivement. 

Nous u t i l i s e r o n s  en p a r t i c u l i e r  des  permutations cyc l iques  

qu i  provoquent des  hoZation6 des  rangées : 

S i  [ml  = (O, l ,  ..., m-1) est  l e  groupe cycl ique  des  e n t i e r s  

modulo m, s i  x e s t  l ' u n  de s e s  éléments, l a  permutation x de  S s e r a  m 



d é f i n i e  par  : 
111 

v i E [ m l  x ( i )  = i+x (modulo m) que l ' o n  note  i+x 

Le t ab leau  T e s t  obtenu en met tant  les x premières l i g n e s  de  
X 

T en bas du t ab leau  : 

e t  on aura  : 

De m ê m e ,  s i  y e s t  un élément de [ n ] ,  on c o n s t r u i t  l e  t ab leau  

'T en p laçant  les  y premières colonnes de T a d r o i t e  du t ab leau  : 

S i  on e f f e c t u e  l e s  deux opéra t ions ,  dans un o rd re  i n d i f f é r e n t  

c a r  el les commutent, on o b t i e n t  l e  tableau 'T de l a  f i g u r e  1.5.3. 
X 



f ig .  1.5.3 

L'élément ( i , j )  de 'T est : 
X 

Les tableaux T et 'T s o n t  de la forme : 
X 



l e  t ab leau  "T peu t  etre obtenu à p a r t i r  du tableau 2 de l a  
X '  

façon suivante : 

X 

1 .5. 5 Jux tapos i t ion  

j u x t a p s i t i o n  hor izon ta le  ----- ------------------- 

En jux;tapoaant hoLzonMement  deux XabLc?aux T (  rn, n, El et 
T1(m,n ' ,E ' ) ,  on a b f i e n t  un t a b l e a u  TdT1(rn,n+n',E u E') dont  

l2lémem2 honi : 

Les p ropos i t ions  su ivan tes  s e  démontrent faci lement : 

propos i t ion  1 - 5 . 1  : T'BT = (TOT' ) 

n 
(...) désigne l e  déplacement cycl ique  d e s  colonnes que nous 

avons é tudié  au paragraphe précédent.  

proposi t ion  1.5.2 : La juxhzpoa-iLion h o ~ z o n t a e e  ut a h h o c Z v e .  

Soient  t r o i s  tableaux A(m,nl , E l ) ,  B(m,n ,E  1 e t  C(m,n3,E3). 2 2 
Comme i l s  o n t  l e  m é m e  nombre de  l i g n e s ,  les expressions : 

(A8B)eC e t  Ag(B8C) 

o n t  un sens, e t  d6signent  t o u t e s  deux l e  tableau T(m,n1+n2+n3,E1 U E2 U E3) 

de l a  f i g u r e  1.5.6 ,  dont l e s  éléments s o n t  : 



T =  m fig. 1-5.6 

n 
1 

n 
2 

n 
3 

O 
On peut définir un tableau E "à m lignes et O colonnes" qui m 

servirait d'élément neutre pour donner une structure de monoide à 

l'ensemble des tableaux a m lignes muni de la loi de juxtaposition 
horizontale. 

juxtaposition verticale ....................... 

En juxtapodant ve.jrLicdem& deux Rabteaux Tim,n, E l  et T' ( m l  ,n, El, 

on obXi.ent un & b l e u  T6JT' (m+ml  , n,  E u E' ) dont l e i l  étéme& dont : 

T I !  b h ~ u n  
c-m 

proposition 1.5.3 : T '  0 T = m ( T  d )  T 1  1 

proposition 1.5.4 : La juxAapodLa%on v m 5 c d e  Ut a b b o ~ h t . L v e .  

L'ensemble des tableaux à n colonnes, muni de la loi de 

juxtaposition verticale, possède une structure de mnofde dont l'élément 
n neutre est le tableau E "a O lignes et n colonnes". 
O 



S i  T1,T 2 , . . . ,T  son t  des tableaux ayant  l e  même nombre de 
P 

l i g n e s ,  posons : 
P 
e T~ = T~ e T, e ... e T 
i= 1 P 

De même, s' i l s  o n t  l e  même nombre de colonnes, posons : 
P 
a, Ti = Tl al T2 a, ... a, T i = l  P 

proposi t ion  1.5.5 : S o i e n t  mn ~ L X ~ ~ ~ U L L X  $ (mk,ne,€) (0 c b <m. O < l  < n ) .  

tel que : 

Posons : 

Mo = O 

L e s  m tableaux Tk, obtenus en juxtaposant horizontalement l e s  
1 

n tableaux Tk ( O  < 1 < n) à % l i g n e s ,  s o n t  des tableaux à % l i g n e s  

e t  N colonnes. On peut  donc l e s  juxtaposer vert icalement,  e t  on o b t i e n t  

un tableau M x N : 

Soient  deux e n t i e r s  i e t  j compris respectivement e n t r e  O e t  M-1 
j e t  e n t r e  O e t  N-1 : considérons l ' é lément  Ti. 

Soient  k , l , x , y  les e n t i e r s  tels que : 



Ainsi, s i  tous l e s  m (respectivement l e s  n é ta ient  égaux, 
P 9 

k e t  x (resp. 1 e t  y) seraient  l e  quotient e t  l e  r e s t e  de l a  divis ion 

de i (resp. j) par m (resp. n 1 .  
P q 

L'élément ( i , j )  de T '  e s t  égal à l'élément (x,y) du tableau 

Tk. En e f f e t  : 

De même, l e s  n tableaux T1 à M l ignes e t  n colonnes peuvent 
j 

ê t r e  juxtaposés horizontalement pour former l e  tableau T" : 

n-1 m-1 1 

j 
l y = ( T ~ ) ~  1 Y , donc T I  = TI'. e t  (T1'Ii = (T I i  

f ig .  1.5.8 

jux taps i t ion  diagonale ----- ----------- ----- 

La j u x ~ p o ~ ~ n  d iagonale  d e  deux t a b l m w  T 1  ( m ' , n ' , E r )  ex 
T'l(m",n",E") PA$ un t u b l e a u  T '  0 T" (m'+m",n'+n",E1 u E l 1 )  d o n t  la 

éléme.mb bon$ : 

(T'  B T " ) '  = ( T I ) !  o i O ç : i < m l  O <  j < n l  
i L 

1' ' < i < ml+ml' ( T  et n l <  j < n l + n "  

V & n o n  



Par conséquent, T 'W"  est le tableau : 

n 
où V désigne le tableau m n  vide, élément neutre de l'union. 

m 

La juxtaposition diagonale s'apparente au produit tensoriel 

du magmoide des matrices défini par A. Arnold et M. Dauchet dans [11 . 
Elle est associative et donne une structure de monoide à l'ensemble 

O 
des tableaux, son élément neutre est le tableau E "à O lignes et O 

O 

colonnes" . 

On pourrait également definir une juxtaposition suivant la 

diagonale ascendante (fig.l.5.10), mais elle se déduit aisément de la 

précgdente : 
n ' 

T TV' = (Ti Q T") 

1 .5.6 Changement dl échelle 

agrandissement (micro) ...................... 

S o i t  un ,tableau mxn dont  l e ~  étémen& a a n t  d u  tableaux 

$(mk,nl,€l ( O  G b < m , O l < n i .  On app&e P T  l e  * a b l e u  : 



vue d'ensemble (macro) ...................... 

S O L ~  un Xubbeau T ( M , N , E ) .  S o i e n t  deux b d e a  d ' e n t i e ~ ~  

bh, ic tement  p0bl%6d I m O ,  m, , . . . , mm-,  ) et I n 0 ,  n ,  , . . . nn- , 1 dont  la 
bommu d a n t  tespeot ivement  M e,t N .  EUQA d é d M a e M / t  tubLeau MT 

a. 
à M f i g n a  et N c o l o n n u ,  dont lu éléments (MT) dont  d u  &bbeUux 

(mk, ne,  E l ,  X e l  que : 
T  = p(MT)  

Choisir une suite de p entiers positifs xl,x2, ..., x dont la 
P 

somme est n revient à séparer l'ensemble {1,2, ..., n) en p segments : 

{l.. . . ,Xl}, {x1+1,. . . ,x +x }, . . . , {xl+. . .+x +ln.. . ,x +x +. . -+x 1 
1 2  P- 1 1 2  P 

c'est-à-dire choisir dans cet ensemble p-1 points de séparation : 

11 y a donc CP-' fapons de choisir cette suite, et 2 P-' 
n p=l n . 

façons de séparer l'ensemble (1,2, ..., n}. 

k-1 
N 

Par conséquent, il y a CM ) (lgl ci-' ) tableaux MT tels 
que : T = p  (MT) . 

En particulier, on peut citer le tableau T lui-même, dont les 

éléments sont considérés comme des tableaux à une ligne et une colonne, 

et le tableau à une ligne et une colonne dont l'élément unique est le 

tableau T. 



D E U X I E M E  P A R T I E  

C A R R E S  G A U L O I S  



2 . 1  DEFINITION 

Si n et p aont deux M m  b U e m e n t  poa.iX&, un camé 

gautod G(n,p)  e6-t un t a b l e a u  a n L g n u  ct n catonned dont chaque case 
contient un hou-ensembLe (éventu&ement v ide)  d'un utphabet de p l & u ,  
de -t&e hoMe que chaque lettrre appmai6~e  une dod et une a d e  dand 
chaque ligne et dan6 chaque colonne. 

exemples : 

fig.2.1.1 

Nous étudierons plus loin certains carrés gaulois particuliers : 

les carrés latins, les carrés de R o m ,  les carr6s de Rocm généralisés. Nous 

définirons ensuite une nouvelle sorte de carrés gaulois : les carrés sia- 

mois. 



2 .2  C A R R E S  G A U L O I S  E T  T A B L E A U X  D E  P E R M U T A T I O N S  

2.2.1 Les m a t r i c e s  d e  permutat ions 

d e f i n i t i o n  : Une mahice de pehmuXu?Xon ut m e  rnaa2ice cahhée dont 
la coeddicienx2 d 0 n t  O ou 1 ,  avec un I et un dana clzaque ligne 
et d m  chaque colonne. 

Une m a t r i c e  d e  permuta t ion  ~ ( n x n )  e s t  a s s o c i é e  à une permutat ion 1 
f d e  Sn. Le p r o d u i t  d e  M par un vec t eu r  x d e  dimension n est  un vec t eu r  I 
Mx dont  l e s  é léments  s o n t  ob tenus  e n  permutant ceux d e  x s u i v a n t  f : 

S i  l ' o n  cons idè re  que l e s  c a s e s  contenant  d e s  z é r o s  s o n t  v i d e s ,  

e t  que 1 e s t  une le t t re ,  on peu t  d i r e  qu 'une ma t r i ce  de  permuta t ion  est  

un c a r r é  g a u l o i s  G ( n , l )  . 

Il y a donc une correspondance biunivoque e n t r e  l ' ensemble  S n l 
d e s  permuta t ions  d ' o r d r e  n e t  1' ensemble d e s  c a r r é s  g a u l o i s  G (n,  1 ) s u r  

un a lphabe t  donné n ' a y a n t  qu 'une l e t t r e .  



2 4 

2.2.2 Les s u i t e s  de  permutations 

~~~~~~~~~~n 2.2. 1 : Il eu%e une camapondarrce b.ulnivaque evLttLe 

l '  m m b l e  d u  camé4 g d o . i n  G(n ,p)  4u.h un &phab& donné eA 

En e f f e t ,  une l e t t r e  a  de l ' a l p h a b e t  permet de d é f i n i r  une 

permutation de 1' ensemble [ n ] : à chaque ind ice  i E [ n ] d s  une l igne  

de 6, on f a i t  correspondre l ' i n d i c e  f  (i) E [ n ] de l a  colonne de  G 

t e l l e  que l a  l e t t r e  a  f i g u r e  dans l a  case  ( i , f ( i ) ) .  La fonct ion  f  

a i n s i  d é f i n i e  e s t  une permutation, c a r  l a  l e t t r e  a  a p p a r a î t  une f o i s  

e t  une s e u l e  dans chaque rangée du c a r r é  gau lo i s .  

Un c a r r é  gau lo i s  G(n,p)  s u r  l ' a l p h a b e t  A = {a l  ,a2. . . . , a  } 
P 

permet donc de d é f i n i r  de façon unique une s u i t e  ( f l , f 2 , . . . t f  ) 
P 

de permutations d ' o r d r e  n. 

Il e s t  poss ib le  que deux permutati.ans f  e t  f  s o i e n t  égales  : 
i j 

c e l a  s e  p rodu i t  lorsque t o u t e  case  de  G contenant l a  l e t t r e  a i  con t i en t  

également l a  l e t t r e  a  on ne peut  donc pas p a r l e r  d.'ensemble de 
j" 

permutat ions,  mais p l u t &  de s u i t e .  

I l  y a a u t a n t  de c a r r é s  gau lo i s  G(n,p)  s u r  l ' a l p h a b e t  

{1,2,  . . . , p l  que de s u i t e s  de p permutations c h o i s i e s  parmi les  n! 
P éléments de  Sn, i l s  son t  donc au nombre de (n! . 

Ca f i g u r e  2.2.2 d é c r i t  l e s  16 c a r r é s  gau lo i s  G(2 ,4 ) ,  e t  l e s  

s u i t e s  de qua t re  permutations de (1,2} qu i  l e u r  s o n t  a s soc iées .  

I l  y a deux permutations de { 1 , 2 )  : l a  permutation ident ique ,  

que nous noterons 1 ,  e t  l a  t r a n s p o s i t i o n  (12 )  , que nous noterons 0 .  

Nous pouvons donc coder chaque c a r r e  gau lo i s  G(2,p) p a r  un nombre 

b i n a i r e  de longueur p. 





2.2.3 L e s  tab leaux  d e  permuta t ions  

A une permutat ion f d e  { 1 ,2 ,  . . . , n) , o n  peu t  a s s o c i e r  l e  v e c t e u r  

V = ( f ( l ) , f ( 2 )  ,..., f ( n ) ) .  

A p a r t i r  de  l a  s u i t e  d e  permuta t ions  cor respondant  à un c a r r é  

g a u l o i s  G(n ,p ) ,  on  peu t  donc c o n s t r u i r e  un t a b l e a u  à p l i g n e s  e t  n 

colonnes,  dont  l a  l i g n e  k est l e  vec t eu r  v 
k ' 

S i  l a  c a s e  ( i , j )  d e  G c o n t i e n t  l a  l e t t r e  k ,  l a  permuta t ion  k 

t ransforme i e n  j,  e t  l ' é l é m e n t  ( k , i )  du t a b l e a u  est j : 

c a r r é  g a u l o i s  permuta t ion  t a b l e a u  d e  permuta t ions  

Il y a une correspondance biunivoque e n t r e  l e s  c a r r é s  g a u l o i s  

G(n ,p)  e t  les t ab l eaux  d e  p permuta t ions  d ' o r d r e  n : 

Const ru isons  p a r  exemple l e  t a b l e a u  d e  permuta t ions  associé 

a un c a r r é  g a u l o i s  G(3,6)  : 



2.2.4 T a b l e a u  de permutations p a r t i c u l i e r s  

Le tableau de permutat ions a s s o c i é  ~3 un c a r r é  gau lo i s  ~ ( n , p )  

peut  Gtre considéré comme un ensemble de p permutations f l , f 2 , . . . , f  
P 

d 'o rd re  n, s i  l ' o n  admet que deux p e m u t a t i o n s  d ' i n d i c e s  d i f f é r e n t s  

i e t  j peuvent avo i r  l a  mGme matrice de permutation. 

Cer ta ines  p r o p r i é t é s  des  ensembles de permutat ions,  déf i n i e s  

au c h a p i t r e  1.4, donneront a u  c a r r é s  g a u l o i s  a s soc iés  des  c a r a c t è r e s  

p a r t i c u l i e r s .  

tab leaux de eermutat ions t r a n s i t i f s  ------------ ...................... 

Pour t o u t  couple d '  é l  éments i e t  j de [ n ]  , il e x i s t e  une 

permutation transformant i en  j. 

Autrement d i t  : 

- dans l e  t ab leau ,  chaque colonne c o n t i e n t  tous  les éléments 

de [ n l l  

- dans l e  c a r r é ,  aucune case  n ' e s t  vide. On d i t  que l e  

c a r r é  gaulois  est p l e i n .  

t d l e a w  de permutat ions k f o i s  t r a n s i t i f s  .......................................... 

Pour t o u t  couple d' ensembles { i l ,  . . . , i } e t  {j  , . . . , jk} de k 
k éléments de [ n] ,  il e x i s t e  une permutat ion transformant il en  j , . . . , 
i e n  j 
k k ' 

S i  on  c o n s t r u i t  un c a r r e  kxk en  sé lec t ionnan t  k l i g n e s  e t  k 

colonnes du c a r r é  g a u l o i s  e t  e n  l e s  permutant de façon quelconque, il 

e x i s t e  une l e t t r e  q u i  f i g u r e  dans t o u t e s  les cases  d e  l a  diagonale 

de ce ca r ré .  

Par exemple, l e  carré gau lo i s  G(3,6)  de l a  f i g u r e  2.2.4 est 

t r o i s  f o i s  t r a n s i t i f  : l e s  s i x  permutat ions q u i  l u i  s o n t  a s soc iées  

s o n t  tou tes  d i f f é r e n t e s  e t  forment l e  groupe symétrique S3. 



S i  o n  permute l e s  colonnes du t a b l e a u  d e  permuta t ions  de f açon  

a p l a c e r  l e s  colonnes il, ..., i a gauche, une d e s  l i g n e s  du t a b l e a u  
k 

d o i t  commencer p a r  j - . . , jk .  

p r o p o s i t i o n  2.2.1 : S i  G(n,p) ut un c m é  g â d o i ~  h  60ih L k ~ m a d ,  
a l o u  p ut au moins égal à n ! 

( n -h )  ! 

En e f f e t ,  dans  les k premières  colonnes,  o n  d o i t  v o i r  f i g u r e r  

t o u s  l e s  k-uples ordonnés d '  é léments  d e  [ n ]  , q u i  s o n t  au  nombre d e  : 

k 
x k ! =  

n! 
C x k ! =  

n k! (n-k) ! (n-k) ! 

L e  c a r r é  g a u l o i s  G(4,12)  d e  l a  f i g u r e  2.2.5 est deux f o i s  

t r a n s i t i f  : 

ABC DEF GHI JKL 

DGJ AHK BEL C F 1  

E I K  CGL AFJ BDH 

FHL B I J  CDK AEG 



tableaux de gemutat ions  k - t r ans i t i f s  ------------ ---*--c-----c----c--'----- 

Pour t o u t  couple d'il4ments i et  j de [ n 1, il ex i s t e  exactement 

k permutations transformant i e n  j. 

Chaque case du carrd gaulois  G(n,p) .ontient donc k l e t t r e s ,  

e t  p e s t  égal 8 kn. 

Chaque dldment j de [ n ] f igure  k f o i s  dans chaque colonne 

du tebleau de permutations. 

La k - t r ans i t i v i t é  entrafne l a  t r a n s i t i v i t d .  

Le tableau de l a  f i gu re  2.2.4 est 2- t rans i t i f ,  c e l u i  de l a  
1 

tableaux de permutations éguidis tants  ------------ ------------- ---------- 

-2 s 

du car rd  gaulois  associd. 
, . 

On appel le  c m @  de Room g é n W é  un c a r r é  gaulois associd 

8 un tableau de permutations W i d i s t a n t ,  il f e r a  l ' o b j e t  d'un chapi t re  

pa r t i cu l i e r .  

exemple, : 
1 , ' i  i 

12 34 -- -- -- 



2 . 3  G R A P H E S  E T  H Y P E R G R A P H E S  A S S O C I E S  A  U N  C A R R E  G A U L O I S  

2.3.1 Les k-hypergraphes 

SA. k  ut un evLtieh corn* e&e 7 et p ,  Le k-kypmgmphe d'un 

camé g & o A  G ln, p) hepdaente Le6 cm  e-s contenant k l e e h  : 

- lu dommeta hont C u  l&a de L'alphabet, 

- lu mêtu aont l e s  ghoupa de k lett/Les ,$igutrant dans l e  
c m é  gauRoh. 

* Le k-hypergraphe est donc un hypergraphe uniforme de rang k. 

Si la case (i,j) du carré gaulois contient k lettres, donc s'il 

existe une arête qui lui correspond dans le k-hypergraphe, la colonne i 

du tableau de permutations contient k fois la lettre j. 

Le 1-hypergraphe peut être considéré comme un graphe n'ayant 

que des boucles, et le 2-hypergraphe comme un graphe sans boucles, que 

nous appellerons le gtraphe d a  couptu .  

exemple : 123 45 6 - 
4 12 5 3 6  

5 6 134 2 

fig.2.3.1 6 3 2 145 

k-hypergraphe , k>3 
1 

6 2 

5 3 

4 



Si tous les k-hypergraphes sont réguliers, on dit que le carré 

gaulois est /régdhV~. 

exemple : 

graphe des couples : 

2.3.2 Les k-dessins 

S i  h ut un evl;tieh c o m w  e&e 1 et p ,  Le k-de66in d'un c m 2  

gauRo.& G(n,p) ut un hypehgtlaphe bans boucles dont l e s  b a r n m a  hont 
L a  endemblu de h L u X m u  6iguhan.t dans Le w é ,  donc comapondant 

à une méXe du k-hype~qtraphe. D u x  ~ o m m a  a p w e n n e n t  d une même 

m ê t e  h i  L u  ennembla comespondan;ts be ahouvent dand deux c a ~ u  d'une 
même trangée. 

On peut donc distinguer deux sortes d'arêtes : les arêtes-lignes 

et les aretes-colonnes. 

Si deux ensembles de k lettres représentent deux somets d'une 

meme arête, ces ensembles sont évidemment disjoints, sinon une lettre 

figurerait deux fois dans une rangée. Par conséquent, si k est superieur 

B 5, le k-dessin n'a pas d'aretes. 

exemple : 123 456 78 

45 378  1 2 6  



2.3.3 Les cvc les  

L e s  cyc les  s o n t  des  graphes dont les sommets son t  l e s  cases 

du c a r r é  gau lo i s  G(n,p) .  Il  y en a un pa r  couple de  l e t t r e s  de [ p l ,  
p (p-1) i ls  s o n t  donc au nombre de . On les d é f i n i t  de l a  façon 

su ivan te  : 

S i  a et b d o n t  deux l c X - 0 ~ ~  diddé t ten tes ,  deux c a u  aont  
tt&ées patr une m ê t e  du c y c l e  ( a ,  b ) a i  et a e d e m e n t  a i  : 

- &es a e  akouuent a m  une même m n g é e ,  
- l ' u n e  cotuZent  a et l ' m e  b .  

Il  y a donc deux boucles s u r  t o u t e  case  contenant  l e  couple 

( a , b ) .  D'autre p a r t ,  comme dans l e  k-dessin, on peut  d i s t i n g u e r  les  

a rê tes - l ignes  e t  les aretes-colonnes. 

p ropos i t ion  2.3.1 : L a  compoaavtta connexed d u  c y c l e  ( a , b )  4 0 n t  

d e s  c y d u  d e  languewr paihe au moina é g d e  a 4 ,  ou des  boucles  d o u b l a ,  
ou  d e s  pointb  i ~ o l é a .  

Dans l e  cyc le  ( a , b ) ,  il y a qua t re  s o r t e  d e  sommets : les cases 

q u i  contiennent  a ,  celles q u i  contiennent  b, c e l l e s  q u i  contiennent  a 

e t  b, c e l l e s  q u i  ne contiennent  n i  a n i  b. 

Les cases  q u i  ne  contiennent  n i  a n i  b ne son t  les  ex t rémi tés  

d'aucune a r ê t e  : c e  s o n t  des  p o i n t s  i s o l é s .  
# 

Une case  qui c o n t i e n t  a e t  b p o r t e  une boucle-l igne e t  une boucle- 

colonne, e t  n ' e s t  reliée à aucune a u t r e  case .  E l l e  forme donc une 

composante connexe du cycle  ( a , b ) .  

Une case  q u i  con t i en t  a ,  m a i s  pas b ,  est r e l i é e  à deux a u t r e s  

cases : c e l l e  q u i  c o n t i e n t  b et se trouve s u r  l a  méme l i g n e ,  par  une 

are te- l igne ,  celle q u i  c o n t i e n t  b e t  se t rouve s u r  l a  meme colonne, Par 

une arête-colonne. S o i t  par exemple une case ( i l , j l )  contenant  a ,  mais 

pas  b. b f i g u r e  a i l l e u r s ,  une f o i s  e t  une s e u l e ,  dans l a  l i g n e  il : par  

exemple dans l a  case  (il , j2) , j2 é t a n t  d i f f é r e n t  de  ji . L e s  cases (il, j l )  

e t  ( i l I j 2 )  son t  reliées par une a re te - l igne ,  e t  ne  son t  r e l i é e s  par une 

a re te - l igne  à aucune a u t r e  case .  



La l e t t r e  a ne f i g u r e  p a s  dans l a  case  (il , j2) , p u i s q u ' e l l e  

f i g u r e  en ( i l , j l )  dans l a  l i g n e  il. E l l e  appara l t  donc dans l a  case  

( i2 , j2 )  (il # i2) de l a  colonne j e t  c e t t e  case  ne  c o n t i e n t  pas  b, 
2 ' 

q u i  se trouve a i l l e u r s  dans l a  même colonne. b s e  t rouve donc dans 

i a  case  (i2, j3) de l a  l i g n e  i2. S i  j3  = j l ,  en re tournan t  en (il , j l )  

pour re t rouver  a ,  nous parcourons un cyc le  de longueur 4. 

Sinon, nous cons t ru isons  une séquence : 

( i 1 , j l )  , (i 1 2  , j  1 , ( i2 , j2 )  ,... , ( ik , jk)  , ( ikI jk+l)  (ik+lIjk+l) -. 
en parcourant a l te rnat ivement  une a rê te - l igne  e t  une arête-colonne, 

ou encore un sommet-a e t  un sommet-b : 

Cette séquence est f i n i e ,  c a r  l e  nombre d e  rangées est f i n i .  

Nous a l l o n s  donc re t rouver  une case  d é j a  parcourue. Considérons l e  c a s  

où c e l a  se  p rodu i t  pour l a  premiere f o i s .  

S i  c e t t e  case c o n t i e n t  un b, nous y s o m e s  a r r i v é s  en parcourant  

une colonne 3 p a r t i r  d 'un a .  La première f o i s  que nous avions qu i t66  

cette case b ,  c ' é t a i t  en su ivan t  c e t t e  colonne jusqu'au a .  Ce t t e  case  

contenant un a a donc d é j à  é t é  parcourue, ce q u i  est  c o n t r a i r e  à n o t r e  

hypothèse. 

La case  que nous retrouvons pour l a  deuxième f o i s  c o n t i e n t  donc 

un.a, e t  nous démontrons de l a  même façon que c 'est  l a  premiere case  
* 

( i l , j l ) ,  l a  s e u l e  à ne p a s  a v o i r  é t é  a t t e i n t e  pa r .une  arête-colonne au 

premier passage. 

ûn rencontre a i n s i  t o u t e s  les c a s e s  contenant  des  a ou des  b en 

parcourant des cycles  d i s j o i n t s  a l t e r n é s ,  donc p a i r s .  Les cyc les  de  

longueur 2 s o n t  en f a i t  les boucles doubles, les véritables cyc les  o n t  

d e  longueur au  moins éga le  à 4. 

exemple : a 3 4 5  6 

46 

fig.2.3.5 

" $ 2  
5 - 46 a cyc le  (12) dans G(4,6) 



Si le cycle (a,b) a au moins deux composantes connexes qui ne 

I soient pas des boucles, on appellera cycle pu&lX& [a,b 1 chacune de ces 
composantes connexes. 

Les cycles se retrouvent dans le tableau de permutations : les 

deux lettres a et b représentent deux permutations, donc deux lignes 

du tableau. Si a figure dans les cases i l  , j , i ,  j , . . . , i ,  j et 

b dans les cases (il,j2),..., (ik-lIjk) , (ikIjl) du cycle, alors, dans 
la ligne a du tableau, on trouve : j en colonne il, j en colonne i 1 2 2 ' 
..., jk en colonne i et dans la ligne b : j2 en colonne il, ..., jk k ' 
en colonne i j en colonne i . 

1 1 k - 



2 . 4  O P E R A T I O N S  S U R  L E S  C A R R E S  G A U L O I S  

Les opérations que nous avons définies pour les tableaux peuvent 

Btre appliquées au tableau particulier qu'est le carré gaulois. Nous 

verrons sous quelles conditions le tableau résultat est un carré gaulois, 

et, si c'est le cas, ce que deviennent le tableau de permutations, les 

graphes et les hypergraphes qui lui sont associés. Nous définirons 

également de nouvelles opérations qui s'appliquent particulièrement aux 

carrés gaulois. 4' 

2.4.1 Transposition 

oroposit-ion 2.4.1 : Le &ampob$ d' un c m $  g d o h  e6f un cahrré g a d 0 h  

G' ( n , p )  dont  t e  t a b l e a u  d e  pehmLLtatiavu e 6 X  l ' i n v m e  d e  c&LU d e  G .  

Les k-hypergraphes, les k-dessins et les cycles ne sont pas 

modifiés. 

Si la lettre a figurait dans la case (i,j) de G, elle figure 

dans la case (j,i) de G'. Par conséquent, la permutation a du tableau 

T associé à G, qui transformait i en j, est remplacée dans T' par la 

permutation a' qui transforme j en i : a' est donc l'inverse de a. 

Autrement dit, le tableau de permutations associé au transpos6 

du carré gaulois G s'obtient en inversant les permutations du tableau 

associé à G. 



2.4.2 Permutation des rangées 

proposition 2.4.2 : S i  on p m d e  mngéea d ' u n  c m é  g a d o h  G(n,p)  

à t ' a i d e  des p m W o a  x et y de Sn, on o b t i e n t  un canne g d o h  

y ~ ( n , p ) ,  dont  t e  . t a b t m  de p m u t c z t t b n ~  e ~ . t  ob.tenu en iremphçant chaque 
X 
p m r r t a t i o n  a du *abteau a s ~ o c i é  a G p m  mg-'. 

Les permutations x et y des rangées de G ne changent pas le 

fait que chaque lettre figure une fois et une seule dans chaque rang6e : 

'G est donc un carré gaulois. 
X 

La lettre a figurant dans la case (il j) de 'G est celle qui se 
X 

trouvait dans la case ( x ( i )  ,y (j)) de G. La permutation a' qui transforme 

i en j dans le tableau Tl associé à Y~ correspond à la permutation a 
X 

qui transforme x (i) en y (j) dans le tableau T associé à G. Par conséquent : 
-1 a l = x a y  

a ' dans T' i * j 

fig.2.4.1 
I 

dansT 

exemple : x =(12), y = (134) 

Dans TI la permutation 1 est l'identité, car tous les 1 se 

trouvent sur la diagonale de G. Dans TI, la permutation 1' est : 



Pour obtenir T' à partir de T : 

- on permute les colonnes de T suivant x ,  

- on remplace les éléments k  par y-1 ( k )  , 
l'ordre de ces deux opérations est indifférent, car elles ne con- 

cernent pas les mêmes éléments. 

Plus simplement : 
-1 x x  -1 

T' = y ( T) = ( y  (Tl) 

Les k-hypergraphes, les k-dessins et les cycles ne sont pas 

modifi4s par une permutation des rangées de G. 

2 . 4 . 3  Permutation de l'alphabet 

Proposition 2 . 4 . 3  : SoLt z une p ~ ~ o n  de S A pah-tih d'un c m é  
P. 

g d o i A  G(n,p) ,  on ob;tient un camé gcuLeoiA z ( G )  (n ,p )  en 4Qmphçad 

danb G  chaque L-e a parr z ( a ) .  

z peut également être une bijection de [pl sur un autre al- 
4 

phabet de p lettres. 

Les k-hypergraphes, les k-dessins et les cycles sont transfor- 

més de fason isomorphe, puisque seuls les noms de leurs sommets sont 

mdif iés . 
Le tableau z ( T )  s'obtient en permutant les lignes du tableau T 

suivant la permutation z : z (T) = T.  
z 

exemple : z = ( 125 )  ( 3 4 )  



2.4.4 Isomorphisme, similitude et équivalence 

Deux carrés gaulois sont hornohphu si l'un peut être obtenu 

à partir de l'autre à l'aide des opérations suivantes : 

- permutation des rangées 
- permutation de l'alphabet 

Deux carrés gaulois sont ~ e m b l a b l e 6  si le transposé de l'un 
est isomorphe à l'autre. Ils sont @ v d e n t s  s'ils sont isomorphes 

ou semblables. L'isomorphisme et l'équivalence sont des relations 

d'équivalence. 

proposition 2.4.4 : L u  h - h y p e / ~ g t l a p h ~  ( h a p .  & a  h - d u b i ~ ~ c l ,  k u p .  

c y d u )  de deux c m é b  g d a h  équivaLe& aont  homot lphu.  

Nous appellerons ~ M V ~  les hypergraphes associés aux 

carrés gaulois qui ne sont pas modifiés par l'équivalence. Ce sont 

donc : les k-hypergraphes, les k-dessins, les cycles. 

2.4.5 Union 

L'union des tableaux ne peut pas etre appliquée telle quelle 

aux carrés gaulois, si l'on veut que le résultat soit un carré gaulois. 

Si nous unissons deux carrés dont les alphabets ne sont pas 

disjoints, une lettre commune risque d'apparaztre deux fois dans la 
1 même rangée. Nous devons donc imposer que les lettres communes se trouvent 



aux mêmes endroits dans les deux carrés. Nous préférons appliquer l'union 

aux carrés gaulois dont les alphabets sont disjoints : 

proposition 2.4.5 : L'union de deux c a i ~ é s  g d o h  FI (n ,  pl 1 et G2 ( n ,  I 
d o n t  lu alphabets sont ci& joints ut un c m é  g d o d  G (n ,  pl + p z )  . 

Le tableau de permutations r4sultant de l'union de deux carrés 

gaulois est l'union des deux tableaux de permutations. Même si deux 

permutations sont égales, elles portent des noms différents si les deux 

alphabets sont disjoints, et ne seront donc pas confondues par l'union. 

proposition 2.4.6 : Un c m é  g d o h  G(n,p)  ut l'union de p matnicu 

de pmu;tationb coa&d&éu comme den  G ( n ,  1 ) aux &phab& $ 0 ~ ~ 5  di6~é)lentb, 

et son .tableau de p e n n i W o ~  es$ l 'union d u  p pmLLt&m de Sn que 
ce6 mdtruce6 4eprcédenievLt. 

L'union de deux carrés gaulois est associative et commutative, 

son élément neutre est le carré vide G(n,O), dont l'alphabet et le 

tableau de permutations sont vides. 

Les k-hypergraphes et les k-dessins sont profondément modifiés. 

L'ensemble des cycles du nouveau carré contient les cycles des carrés 

dont il est l'union, ainsi que les cycles définis par les couples de 

lettres appartenant à deux alphabets différents. 

exemple : 



2 -4.6 Restriction 

L'intersection de deux carrés gaulois ne sera pas un carré 

gaulois en général. Si les alphabets sont disjoints, l'intersection sera 

vide. Sinon, seules les lettres communes subsisteront si elles figurent 

aux mêmes endroits dans les deux carrés. Si cela ne se produit pas dans 

chaque rangée, le résultat ne sera pas un carré gaulois. Si cela se 

produit partout, on obtiendra un carré gaulois où ne figureront que ces 

lettres communes. 

Nous parlerons donc plutôt de restriction, dont voici la 

définition : 

définition : SiG(n,p l  ~ X u n  canhé g a d a h  d o n t l ' a l p h a b e t e ~ t  A, 

6 i  l3 e ~ t  un 6a~n-en~emble  de A d'axdrre q ,  l a  treAhiction de G à 8 ut 

un ,tableau G' d o n t  l a  case G': contient l ' intenneotion de G* e* de B. 

On démontre immédiatement que : 

proposition 2.4.7 : La k ~ h i d a n  d'un camé. g c u l o h  G(n,p) à une 

pma2e de aon alphabet d '  akdhe q UX un c m &  g d o h  G' in, q 1 . 

Si C est le complémentaire de B dans A,  l'union des restrictions 

de G à B et à C est le carré G lui-même. 

exemple : fig.2.4.6 

la restriction de à {1,2,3,4) est 

11 existe une bijection entre l'ensemble des restrictions d'un 

carré gaulois G(n,p) et l'ensemble des parties de [ p l  : ces restrictions 

sont donc au nombre de 2'. 

Le tableau de permutations associé à la restriction de G à B est 

la restriction à B du tableau associé à G : on ne garde que les permu- 

tations associées aux lettres de B. 



Les k-hypergraphes de G1(n,q) ne sont pas forcément des sous- 

hypergraphes de ceux de G(n,p). Par exemple, les k-hypergraphes de la 

restriction à '  (1,2,3,41 du carré de la figure 2.3.1 sont : 

C'est seulement si aucune lettre de B ne se trouve dans la meme 

case de G qu'une lettre de A-BI que les k-hypergraphes de la restriction 

de G à B s'obtiennent en prenant la restriction à B de l'ensemble A 

des somnets des k-hypergraphes de G. 

Les k-dessins sont egalement modifiés, puisque leurs somnets 

sont les arêtes des k-hypergraphes. 

Les cycles definis par un couple de lettres de B sont inchangés, 

les autres n'existent plus. 

2.4.7 Homomorphisme 

ddfinition : S i  E et F hont deux ensembLea, t ' a p & h . Z i o n  h  de P i E l  

dans P( FI ut un hamomo~pfdme h i  &te v é ~ 6 i e  : 
U A,8CE h(Au8)  = h(A)u h ( 8 )  

On en déduit que h(@) est l'ensemble vide. De plus, comne P(E) 
et P(F) munis de l'union sont des m>no1desr il suffit de définir h pour 

toutes les parties de E réduites a un seul élément. Pour toute partie 
A de Et on aura : 

h U )  = h( {a}) 

NOUS noterons h (a) 1' ensemble hi C a 1) , image du sous-ensemble 

de A réduit a la lettre a. 



NOUS appellerons homomohpkme g d 0 d  un homomorphisme de P(A) 

dans P(B) , où A e t  B sont des alphabets, t e l  que . 
Y a ,b€A a # b h(a)nh(b)  = $ 

exexhnle : A = {1 ,2 ,3 ,4)  h ( l )  = {a) 

B = {a ,bIc Id ,e  ) h(2) = { b I c  ) 

tm 
- bcd a 

proposit ion 2.4.9 : LU p e n r W n s  d e  l l d p k a b &  a .tu h e 6 h h t b ~  

d une pmtie de L'dphabd hont  d u  homorno~pkibmed g d o b .  

Une permutation de l 'a lphabet  A e s t  un homomorphi&e de' P (A) 

dans P(A) ofi, pour toute  l e t t r e  a de AI  h (a )  est un ensemble rédui t  à 

une l e t t r e  de A. Comme on a : 

a f b  h ( a ) n h ( b ) = @ ,  

l'homomorphisme h est gaulois.  

Chaque l e t t r e  de B a donc pour inverse un ensemble vide ou rédui t  

a une l e t t r e  de A. 

Chaque l e t t r e  de h(A) f igure  dans un h(a )  e t  dans un seul. On 

12 trouve donc dans chacn.de case de h(G) contenant h ( a ) ,  c 'est-a-dire,  

comme a dans G,  une f o i s  e t  une seule dans chaque rangée. 



Une restriction à une partie B de l'alphabet A est un homomorphisme 

de ?(A) dans P(B) défini de la façon suivante : 

aEB h(a) = b) 
aEA-B 3 h(a) = @ 

C'est également un homomorphisme gaulois. 

On peut enfin démontrer facilement la proposition suivante : 

proposition 2.4.10 : S i  h at un homamahpkcnme g d o i A ,  La p e h m W o n  

a b ~ o d é e  à la le;ttrre a dam l e  Zubleau de p m u , t a t b n s  du camé g a d o h  G 

ae heth0uve dans Le .Irbleau de pczmutm2onb abaocié à h(G) a.uXunt de d o h  

q u ' i l  y a dfélémerzt6 dans h(a1. 

2.4.8 Carrelage 

La juxtaposition horizontale ou verticale de deux carrés nxn 

donne un rectangle nx2n ou 2nxn. Pour obtenir un carré gaulois, nous 

devons juxtaposer plusieurs carrés. 

définition : Soient k aephûb& didjoiVL&5 AI  , A Z ,  . . . ,Ak d ' 0 d a  P l ,  

p z , .  . . ,ph So i t  C un camé lm% h x h  dont t 'alphabet est' { 1 , 2 , .  . . ,kl .  
Soient hZ canne* g d o h  nxn G i  (i, j = 1 . 2 ,  . . . , k )  dont L'alphabet a i t  

A~ i t d  que C{ = e. 
On a p p f l e  catlhdage L ' o p W n  qui corndite à juxhxpoaeh lu 

m é b  g d o d  G{ p o u  o b t e d  un camé g(ULeo.i6 pG (nk ,  p, +p2+.  . . + p k )  où 

G a i t  Le tableau kxk dont  L1 Uément (i, j )  est  l e  c m é  g d o h  G:. 

Vérifions que pG est un carré gaulois : 

- pG est un tableau (k,k,A) oa A est l'union des alphabets A1,..,Ak 
- chaque ligne de pG est la juxtaposition horizontale de k lignes 

de carrés gaulois 62 (j = 1.2. . . . , k) dont les alphabets sont tous 
différents car C est un carré latin. Elle contient donc chaque lettre 

de A une fois et une seule. Il en est de méme pour les colonnes. 

La case (q.r) de G' devient la case ( 1 n ,  - 1  n r  du i 
carré G. 



exemple : 

567 - - 1 2 34 

- 56 7 234 - 1 

fig. 2.4.9 - 7 56 - 134 2 

I- Le k-hypergraphe de pG est l'union des k-hypergraphes des 'G~. 

Les k-dessins des G' sont des sous-hypergraphes partiels duk-dessin i 
j 

/ 

de pG. Le cycle (a,b) de Gi est isomorphe à un sous-graphe du cycle 

Si a transforme q en r dans le tableau de permutations 

(a,b) de pG. Deux lettres appartenant à des alphabets difeérents 

définissent de nouveaux cycles. 

associe à G' alors a transforme (i-l)n+q en (j-l)n+r dans le tableau i ' 
associé d pG. Ce tableau a p = p +p +...+pk lignes et nk colonnes. 1 2  

+- 

La juxtaposition diagonale de deux carrés gaulois de même 

dimension et de:m@me alphabet est un carrelage particulier où k est 

égal à 2 et où deux des quatre carrés sont vides : l 

2.4 .9  Permutation partielle de l'alphabet 

proposition 2.4.11 : Si [ a,  6 1 ut un cycle p a / L t i d  du camé g d 0 i 6  

G(n,p) ,  on ob&ient un camé g a u t o i 6  G' (n ,p )  en i n t m v - h a n t  a et b 

&VIA ;tou;te~ leh cabeh de G q u i  don t  piviZie du c y d e  p a h t i d  et qLU 

contiennent a ou b .  



En effet, a e t  b f iguren t  toujours une f o i s  e t  une seule dans 

chaque rangée, e t  l e s  au t res  l e t t r e s  ne changent pas de place. 

exemple 1 2 3 4  5 1 2 3  4 5 

5 2 4 3  1 [ 1 5 ]  5 2 4 3  1 

3 4 1  - - 5 2 - 3 4 5  - - 1 2  

fig.2.4.11 - - 5 - 1 2 3 4  - - 1 22 34 

Les cycles ne changent pas, e t  les k-dessins ne subissent 

qu'un isomorphisme. 

Par contre, ce r ta ines  a r ê t e s  des  k-hypergraphes vont se  

"débrancher" e t  se "rebrancherW autrement. Par exemple, l e  graphe 
+. :*x:;ppp 5! ;%$, ; .=~.  

des couples du carre  de l a  f i gu re  2.4.1 1 devient A:*-- -?&&&v~&%*~& 

3-4-2 

contenant a dans l e  car ré .  Après l a  permutation p a r t i e l l e  [ a ,b ] ,  

l e s  k-uples contenant a sont devenus des  k-uples contenant b, e t  

inversement, si e t  seulement si leur  case f a i t  p a r t i e  du cycle 

p a r t i e l .  Le degrd de  a reste donc inchangé s i  e t  seulement s i  l e  nombre 

des k-uples contenant a e s t  éga l  au nombre des k-uples contenant b dans 

l e  cycle p a r t i e l .  

Les aut res  sonmete gardent l e  même degré : s'il& f iguren t  dans 

un k-uple ne f a i s an t  pas partie du cycle  partiel, ce k-uple ne change 

Pas. S ' i l s  se trouvent dans un k-uple du cycle p a r t i e l ,  l a  composition 

du k-uple change puisqu'on y remplace a par b ou b par a, niais les 

au t r e s  lettres y f iguren t  toujours 



Dans le tableau de permutations, on parcourt également un 

cycle. Si a figure dans les cases (il,jl),(i2,j2) ,..., (ik,jk) et b 
dans las cases (il. j 2) . . . . . (ik-l. jk) . (ik. 1 , on trouve la disposition 
suivante dans le tableau : 

Après la permutation [ a,b], les deux "lignes partielles" 

a et b du tableau de permutations correspondant aux colonnes il,..,i k 
sont interverties. 

Par exemple, dans le cas de la figure 2.4.11, le tableau devient : 

2.4.10 ~ermutatiod' partielle des rangées 

On appelle /rangée paALi&e d'un tableau un ensemble de cases 

se trouvant sur une même rangée. Une ligne partielle (resp. colonne 

partielle) est définie par un indice de ligne (resp. colonne) et un 

ensemble d'indices de colonnes (resp. ligne). Si le tableau est un 

carré gaulois, l'union des cases constituant la rangée partielle est 

un sous-ensemble de l'alphabet. 

proposition 2.4.13 : (ti deux f i g n u  ( t u p .  c o l o n n u )  ph--?Xt%kA 

d'un c a m é  g a u t o b  d é i t M n é e 6  pan le6 memeil  colonne6 ( t u p .  f i g n u  1 
d é 6 i d ~ e n - t  l e  même ememble  de l m e 6 ,  on oba5en.t un c m é  g a d o h  
en le6 intmvurZLbaant .  



exemple : 

On appelle comptémentadLe d'une rangée partielle l'ensemble 

des autres cases de la rangée. 

On dit que deux rangées partielles sont i lchangeabla si 

elles vérifient 1 'hypothèse de la prbposition 2.4.13, c' est-à-dire 

si elles sont déterminées par le même ensemble d'indices et si elles 

définissent le même ensemble de lettres. 

proposition 2.4.14 : S i  deux m n g é a  pan t i&a  hont échangeablu, 

l e m  complémentahu hont échangeableb . 

Si on échange deux rangées partielles, puis leurs complémen- 

taires, on obtient le même carré que si on avait échangé les rangées 

entières, il est isomorphe au carré de départ. 

La notion "être sur la même rangée" est modifiée par l'échange 

de rangées partielles. Par conséquent, les k-dessins vont être 

transformés. 

Les cycles sont modifiés. Par exemple, le cycle ( 15 )  de la 

figure 2.4.15 se divise en deux cycles partiels : 

Par contre, les k-hypergraphes ne changent pas. 

La permutation partielle des lettres a et b du carré gaulois 

avait entraîné la permutation partielle des lignes a et b du tableau 



de permutations. Cette fois, la permutation partielle des lignes 

i et j du carré va entrainer la permutation partielle des colonnes 

i et j du tableau : 

\ 

La permutation partielle des colonnes k et 1 du carré 
- --- 

entraîne la permutation des éléments k et 1 du tableau dans les \ 
lignes concernées. 

L A  

exemple : 

45 - - - - 08: 3 45 - 45 - 
12 - 45- 1 2  - 45 

4 5 - 123 - 4 5 - 123 - 

2.4.11 Permutation incomplète des rangées 

On appelle kfUTgék? h c o m p ~ è t e  déterminée par l'indice i et 

le sous-ensemble de lettres BI la rangée i de la restriction du carré 

gaulois à B. Contrairement à la rangée partielle, on considère ici 

toutes les cases de la rangée, et seulement une partie des lettres 



qui s'y trouvent. i 
proposition 2.4.15 : Si, d a u  l e  cai~C g a d o d  G(n,p) d'dphabet A, 

on échange l e s  deux Lignes ( t u p .  colonnu) incompléta i eA j 

d é t h n é u  pm l e  h o u - e n ~ m b l e  B de A, on obfient un c m E  gautoGb 

G' ( n , p ) .  

exemple : i = 1 , j = 2 , B = {1,2,3,5) , échange de lignes incomplètes : 

fig.2.4.20 

Les k-hypergraphes, les k-dessins et les cycles sont modifiés. 

Le tableau de permutations subit une permutation partielle de colonnes : 

6 

On peut également échanger les lettres de B dans les colonnes a 

i et j du carré. Les éléments i et j sont alors échangés dans 4 les 

lignes du tableau de permutations correspondant aux lettres de B. 

exemple : memes i,j,B que pour la figure 2.4.20 ; colonnes incomplètes : 

fig. 2.4.22 



tableau de permutations : 



2.5 C A R R E S  L A T I N S  

définition : U n ~ ~ h n é  t d n d ' o h & e  n est  U n ~ a h h é  g d o i A  G ( n , n )  

dont chaque c a e  con..iient une Letttre et une a d e .  

L'ouvrage de J.Dénes et A.D.Keedwel1 [ S I  est une étude tr&s 
complète des carrés latins et des sujets qui s'y rattachent. 

Nous Bvoquerons ici plus particuli6rement les propriétés des 

carrés latins qui les distinguent des autres carrés gaulois. 

2.5.1 Tableau de permutations associé & un carré latin 

proposition 2.5.1 : Le ,tableau de pmu; ta t ionb a a o c i é  à un catrtré 

l a t i n  d'ohdire n eht un c m é  L u t i n  d ' o h h e  n. 

C'est un tableau carré, puisqu'il y a n colonnes dans le 

carré latin, et n lettres dans l'alphabet. 

Chaque case contient une lettre et une seule, corne dans tout 

tableau de permutations. 

Chaque lettre, c'est-&-dire chaque indice de colonne du carré 

latin initial, figure une fois et une seule dans chaque ligne du tableau, 

qui est une permutation de [ n 1. 
Chaque lettre figure une fois et une seule dans chaque colonne 

du tableau, car le tableau est 1-transitif. 
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exemple : 

carré latin 

0 1 2 3  

groupe cyclique 
d'ordre 4 

tableau de permutations 

0 1 2 3  

groupe de Klein 

proposition 2.5.2 : T est  L ' o p W o n  qu.i ~ 0 n 6 i h X e  b a640c iUt  

un c m Z  l a t i n  son  &zbîeau de  p m W o r i 6 ,  a l o u  T~ est l ' a p p l i c a t i o n  
idenCique.  

En effet, si A est un carré latin, son tableau de permutations 

B est défini par : 

On a remplacé (i,j,k) par (k,i,j) : c'est une permutation cyclique 

de (iIjtk) qui redonne l'ensemble initial si elle est appliquée trois 

fois. 
D 

Si A,B,C,D sont des carrés latins tels que B = T(A), C = T(B) I 

D = T(C), on a : 
i A * j * C k = i  o D j = k  

j i 
donc A = D. 

proposition 2.5.3 : Le RabLeau d e  p e h m w n b  abhocié b un datYz 
p d X  ~ 2 a u i a X 6  et i-&.amitid, niais n ' u t  k doih .tnauXd que s i  b ea.t 
EgoLe a 7 ,  ou s i  n et k bont égaux à 2 .  

Aucune case du carre latin n'est vide, donc le tableau est 

transitif. 11 est 1-transitif car chaque case du carré latin contient 

exactement une lettre. 

La proposition 2.2.1 permet de démontrer que le tableau ne peut 

être k fois transitif que si : 
n! ' (n-k) ! 



Ceci n'est possible que si k est égal a 1, ou si n et k sont 

égaux a 2. 
Tout carré latin est une fois transitif, car tous les éléments 

de [n] figurent dans chaque colonne du tableau de permutations. D'autre 

part, un carré latin d'ordre 2 est deux fois transitif, car son tableau 

de permutations est le groupe symétrique s 2 ' 

proposition 2.5.4 : Le t a b l e a u  d e  p e h m W o n n  a b h o d é  A un c m 8  l a A n  
e 6 t  é q u i d i 6 i a n t  d ' i n d e x  O : deux pcmnuAz%m dL66etlente6 n ' o n t  aucun 
p o i n t  comnun. 

En effet, si deux permutations avaient un point commun, une 

colonne du tableau de permutations contiendrait deux fois le même élément, 

ce qui est impossible puisque le tableau est un carré latin. 

2.5.2 Invariants associés a un carré latin 

Un carré latin d'ordre n n'a qu'un 1-hypergraphe, dont chaque 

soumet porte n boucles. Les autre k-hypergraphes n'ont pas d'arêtes. 

C'est donc un carré gaulois régulier. 

De même, les arétes des k-dessins sont vides si k est plus grand 

que 1. Chacune des 2n arêtes du 1-dessin contient les n sommets. 

Les cycles ne comportent pas de boucles. 

2.5.3 Operations sur les carrés latins 

proposition 2.5.5 : S i  A ut un camé l a t i n  dlo/r&e n,  h i  8 e 6 X  bon  
&xbteau d e  pehmuhuXonb, et h i  C ut l e  &xbLeau d e  p m l L t a t i o n b  a s b o c i é  
b 8 ,  u t o u  l e  ;trranbpoaé d e  C e s t  t e  .tableau d e  p m m ~ o n b  abaoc ié  au 
.&anspobé d e  A .  



Soient A' et C' les transposés de A et de C : 

Soit D le tableau de permutations associe Zt A' : 

autrement dit : D = C' 

proposition 2.5.6 : Un camé g a u t o d  EqcLivdent a un cahhi? l a t i n  ut 

un c m @  l d n .  

En effet, permutation de l'alphabet, permutation des rangées et 

transposition ne modifient pas le nombre de lettres contenues dans les 

cases. 

proposition 2.5.7 : Le c m e ( a g e  d e  6' WU d ' o d e  n ~ u h .  

k c&phabe;eb din j o i m  es$ un c m E  W n  d'o&e nk .  

C'est un carre gaulois, et chaque case contient une lettre et 

une seule. 

proposition 2.5.8 : L e & é 6 W  d e  l ' a p p t k u a X o n  d'une petuncLtation 
w & e  d e  l ' d p h a b e t  ou des u n g é a  4~ un c a m é  M n  ut un 
t a L i n .  

En effet, les contenus des cases sont échanges, et chaque case 

contient toujours une lettre et une seule. 

Par contre, le résultat d'une permutation de rangées incomplOtes 

n'est pas toujours un carré latin, comme le montre la figure 2.5.2 : 

si on échange les restrictions des lignes 1 et 2 aux lettres 2 et 4, on 

n'obtient pas un carré latin. 



Le résultat de l'union, de l'intersection et de l'homomorphisme 

n'est pas non plus un carré latin en général. Nous allons cependant étudier 

un carré gaulois particulier : l'union de deux carrés latins orthogonaux. 

2.5.4 Carrés latins orthogonaux et carrés gréco-latins 

définition : DULX cantréa ~ a t i n b  L & M d'af idhe n cd d l d p h a b &  

A et B a o n t  onthogonauv a i  l ' m e m b l e  dea couple6 (L<,Y{) ut é g d  a 
C ' e n n m b t e  A x B ,  d e m e n t  c i i l  a i  ces c o u p l a  dont  t o u b  dibbérrenh. 

définition : L'union d e  deux c m é 6  lati~t6 otthogonaux d'ohdrre n at 
d ' d p h a b ~ 2  dCd j o i n t d  ut un c m é  gaido& Gin,  Ln) d o n t  chaque cabe 
c o n t i e n t  deux lu%ea, a p p e l é  c m @  ghéCo-lU?%. 

Euler [8] a démontré qu'il existait un carré gréco-latin (n,2n) 

pour tout entier n impair. 

exemple : 1 2 3 4 5 6  14 25 36 

Les k-dessins et les k-hypergraphes d'un carré gréco-latin n'ont 

pas d'aretes si k est différent de 2. Le graphe des couples est complet, 

le 2-dessin est 3-uniforme et 2-régulier. 

Le tableau de permutations est 2-transitif puisque chaque case 

du carré contient deux lettres. 

Le tableau de permutations associé au carré gréco-latin de la 

figure 2.5.3 est le groupe symétrique S3, il est donc trois fois transitif. 

Par contre, celui de la figure 2.5.4 n'est pas deux fois transitif, car 
4! 8 est inférieur à - 
21' En effet, aucune permutation ne transforme par 

exemple (1,2) en (1,4). 





2.6 LES C A R R E S  D E  R O O M  

2.6.1 Définition 

Un catthé de Room d'ohdrre Zn, ou de dimenhion Zn-1, U R  un 

carrhé gautod G(2n-I,2n) dont chaque cane non vide c o d e n t  deux 
L&~A, eA danb Lequel? t o u t  couple de 4ei;ttLe.h a p p d  une 6od 
eA une s e d e .  

Le carré de Room (9,lO) ci-dessous est extrait du livre de 

W.D.Wallis [25], que nous citerons souvent dans ce chapitre : 

Un carré de Room d'ordre 2n peut représenter l'organisation 

d'un tournoi de bridge en duplicate, entre 2n couplesde joueurs. Tous 

les joueurs participent à chaque partie. Chaque couple de partenaires 

est opposé une fois et une seule à chacun des autres couples, et occupe 

chaque table une fois et une seule. En effet, au cours des différentes 

parties, on retrouve toujours la même donne à une même table, mais 

elle n'est connue des joueurs qu'au moment 03 ils viennent s'installer 



à cette table. L'étude des carrés de Room montre qu'il faut prévoir 

2n-1 tables et 2n-1 parties, et construire un carré de Room de dimension 

2n-1. 

Déjà en 1897, E.C.Howel1 avait construit, pour les valeurs 

de n allant de 4 à 25, des tables utilisées pour l'organisation des 

tournois de bridge. Mais ce n'est qu'en 1955 que T.G.Room [ 16 ]définit 

les configurations combinatoires qui portent désormais son nom. 

2.6.2 Carrés de Room particuliers 

Nous pouvons supposer que l'alphabet d'un carré de Room d'ordre 

n est {0,1, ..., 2n-1). Tous les couples de lettres figurent dans le 

carré de Room, en particulier les couples (0,i) pour i = 1, ..., 2n-1. 
Nous dirons que le carré de Room est no/un&é si le couple 

(0,i) se trouve dans la case (i,i). 

Le transposé d'un carré de Room normalisé est donc aussi 

normalisé. 

Deux carrés de Room sont cornp~érne~&e.û si, quand i et j sont 
différents, la case (i,j) de l'un contient un couple et la case (i,j) 

de l'autre est vide. 

Un carré de Room est am5iAyméWiue s'il est complémentaire de 
son transposé : si i et j sont différents, l'une des deux cases îi,j) 

et (j,i) contient un couple et l'autre est vide. 

Le carré de Room de la figure 2.6.2 est entièrement déterminé 

par sa première ligne : si la case ( i , j )  contient le couple ( k , i ) ,  oh 
- a - -  -- 
i,j,k,l sont des entiers modulo 2n-1, la case (i+l,j+l) contient le 

-- 
couple (k+l,l+l). Une seule exception : l'élément particulier w, pour 

lequel on pose : 

Un tel carré de Room est appelé c l j ~ q u e ,  



Le carre de Room de la figure 2.6.1 est également cyclique : 

on a simplement remplacé O par 9 et m par 0, puis on a ordonné les 

couples. On pourrait facilement le normaliser par une rotation d'une 

ligne et d'une colonne. 

Un carré de Room modèle est un carré de Room cyclique de 

dimension 2n-1 dont la première ligne contient les couples : 

(03~01, (1,2n), (2,2n-1) ,. . ., (n,n+l) 
Le carré de la figure 2.6.2 est donc un carré modèle. 

Si, dans un carré de Room R de dimension 2n-1, on sélectionne 

2m-1 lignes et 2m-1 colonnes, l'intersection de ces lignes et de ces 

colonnes définit un tableau carré. Si c'est un carré de Room de dimension 

2m-1, on l'appelle un b o u A - c m é  de R. 

On dit qu'un sous-carré est pmp/re s'il n'est pas de dimension O, 

et s'il n'est pas le carré de Room lui-même. 

Tout carré de Room de dimension supérieure à 1 possède un 
b 

sous-carré propre de dimension 1. 

2.6.3 Existence des. carrés de Room de dimension 2n-1 

Ce problème a été résolu progressivement. 

On a commencé par construire des carrés de Room de petite 

dimension, à la main ou à l'aide d'un calculateur. 



Le seul carré de Room de dimension 1 est : 

( O1 > fig.2.6.4 

On constate rapidement qu'il est impossible de construire un 

carré de Room de dimension 3 ou 5. La démonstration a été détaillée 

par W.D.Wallis [ 25 ] . 

Les figures 2.6.2 et 2.6.1 donnent des exemples de carrés de 

Room de dimensions 7 et 9. On a pu également reprendre les tables de 

Howell, jusqu'à la dimension 49. 

On a ensuite envisagé des constructions plus générales d'un 

carré de Room de dimension 2n-1. 

En particulier, R.G.Stanton et R.C.Mullin [22], puis R.C.Mullin 

et E.Nemeth [ 141, ont construit des carrés de Room l'aide du starter 

d'un groupe et de son adder. Leur méthode est présentée par W.D.Wallis 

dans [ 251 . 

construction par starter-adder .............................. 

Si G est un groupe abélien additif d'ordre r = 2s+1, on note H 

l'ensemble G-{O) d'ordre 2s. 

On appelle b, t&a de G un ensemble X de s couples non ordonnés 

d'éléments de H : 

tel que : 

Un addm A du starter X est un ensemble ordonné de s éléments 

distincts de H : 

A = (al,a2, ..., as) 
tel que : 



On dit qu'un adder est ant ibf léhique si, pour tout a appartenant 
à A, (-a) n'appartient pas à A. 

proposition 2.6.1 : Si un gaoupe abéfien G dloadtre h p a h  JL poobëde 
un bXa~Xm et un addm, a l o u  2 exinXe un c m 2  de Room de h e n 6 i o n  4 .  
Si L1addm ut antAyméhique, l e  c m é  de Room e6.t an.a%ymémque. 

Nous allons étudier la construction de ce carré, et l'illustrer 

par un exemple pour r = 7. 

Soit G = {0,1,2,3,4,5,6) le groupe des entiers modulo 7. 

L'ensemble : 

X = {{1,6),{2,5),{3,4}} 

est un starter de G qui possède deux adders : 

A = (2,4,1) et A' = (5,3,6) 

Nous choisirons l'adder A. A' est l'ensemble -A = (-2,-4,-1). 

Les éléments de G : O=g1,g2,...,gr servent d'indices aux 

rangées du carré de Room R. 

L'alphabet de R doit avoir r+l éléments : nous définissons 

donc un élément g qui n'est pas dans G, et que nous noterons aJ dans 
0 ' 

notre exemple. 

Nous poserons : go + g = g O  V g E G  

C'est pourquoi on note souvent cet élément g 
O ' 

NOUS plaçons {gO.gl) dans la case (gl.gl). Les autre cases 

(gl ,gk) de la ligne g sont vides si 
1 

-gk n'appartient pas à AI elles 

contiennent {xi,yi} si -gk = ai. 

O 1 2 3 4 5 6  

exemple : O (4 -- -- 25 -- 16 34) fig.2.6.4 

Dans la ligne g la case (g .gk) est vide si (gl,gk-gj) est 
j ' j 

vide. Par contre, si (gl ,gk-gj contient {xi ,yi}. alors on place 

{xi+gj,yi+gj)dans la case (g .gk). Avec notre convention g + g = go, 
j O 

la case (gj ,g], contient {g .g 1 .  
0 j 



exemple : 

Le carré de Room de la figure 2.6.5 est antisymétrique comme 

l'adder utilisé pour sa construction : 

Si A est antisymétrique : a E A * -a B A 
Si la case (g ,g ) du carré de Room contient un couple, c'est que 

j k 
(gl,gk-gj) contient également un couple, et donc que g j-gk appartient 

à A. Par conséquent, g -g. n'appartient pas à A, et la case (g ,g.) 
k 1 k 1 

est vide. 

existence d'un starter et d'un adder .................................... 

' Il y a deux starters remarquables : 

- le b t m m  modèle : tous les xi+yi sont nuis 

- le b&.mXM. d0h.t : les x.+yi sont tous différents et non nuls. 
1 

Il est très facile de construire un starter modèle, où tous 

les couples sont de la forme {xi,-xi}, en effet : 

proposition 2.6.2 : Tout gh0upe abélien d'ohdhe hnp& pobbède un 

n.t&m modèle. 

En particulier, dans le groupe des entiers modulo 2n+l, c'est 

l'ensemble des couples : 

{1,2n},{2,2n-11, ...,{ n,n+l} 

C'est le starter que nous avons choisi pour notre exemple. 

Si le starter modèle possède un adder, celui-ci permet de 

placer les couples du starter dans la première ligne, pour construire 

un carré de b o m  modèle. 



Avec l'aide d'un calculateur, R.G.Stanton et R.C.Mullin [22 ] 

ont construit des carrés de Room modèles de dimension impaire de 7 à 

49, sauf 9. 

Le starter modèle d'ordre 9 ne possède pas d'adder. Le carré 

de Room de la figure 2.6.1 est cyclique, mais pas modèle. 

K.Byleen [ 4  ] a démontré la proposition suivante : 

proposition 2.6.3 : I l  e&te d u  caméa de Room modèles de dunenaion 

p pom t0u.t e n t i m  peinim U n p a h  p q u i  ne d o i t  pas  de l a  dowe 2'+i. 

Le starter fort est plus rare, mais possède toujours un adder : 

proposition 2.6.4 : Si X = { { x ,  , y , } ,  . . . , { x a , Y a } }  e6.t Un dtahtm d0ll.t 

du gkoupe G d'  o&e 24+ 7 ,  a l o u  1' ennwnble : 

A = (-x ,-q, ,  ...,- x - y  1 
d d 

e s t  un addetr de X. 

R.C.Mullin et E.Nemeth [14 ] ont ensuite démontré la propriété 

suivante : 

proposition 2.6.5 : S i  p ut un enCie& pkemim h n p a h  que : 

h p n = 2 * + l  

où t ut un e n t i m  i m p u h  p l u  g m d  que 1 ,  a l o u  l e  conpb de G a l a L i  

~ ~ l ~ ~ l  poadède un d tah tm d o h t  d o n t  l ' a d d m  es t  anti6yméaYdque. 

On en déduit un corollaire : 

proposition 2.6.6 : Si p e6.t un c2nZiztieir p k k e i r  h p d ,  h i  n' 
h r~ad de &a dome 2 + 1 ,  a l o u  exi6te un camé de Room antinyméa%ique 

de dihennion pn. 

On a ensuite construit des carrés de Room à partir de carrés 

plus petits déjà connus, par exemple ceux que nous pouvons construire 

par starter-adder. 
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construction d'après Moore .......................... 

W.D.Wallis [ 25 ] s'inspire d'un théorème de Moore [ 1 3  ] 

sur les systèmes de Steiner pour construire des carrés de Room : 

proposition 2.6.7 : S ' a  exiûid-te un c m é  de Room R I  de dunemion t,, 

un c m é  de Room R2 de dunenhion k2  pod~édant un d o ~ 6 - c m é  R3 de 

dunerision k3 ,  et deux c m é d  l a t i r i s  o.Lthogonaux L et M de dimerision 

n = h -k dom i l  exiûid-te un c m 6  de Room R de dimenhion : 2 3' 
k = k ,  (h2 - k 3 )  + h3 

podsédant den  s o a - c m é s  Domohphed à R I ,  R2 et R3 .  

Si R I ,  R 2  et R3 d o n t  avu%ynié*hiquen, R et d e s  6 o a - c ~ é d  

d o n t  avu%ymé*hiques. 

J.D.Horton [ 11 ] avait auparavant démontré ce théorème dans 

le cas où n est plus grand que 6. 

Si R est de la forme : 2 

on construit R de la façon suivante : 

Si n = r2-r3, on prend comme alphabet de R l'ensemble : 

L'alphabet des carrés latins L et M est {1,2,. . . ,n), celui du carré de 

~ o o m  R (i=1,2,3) est {0,1,.. .,ri}- 
i 



On écrit L.,M.,A.,B.,C. pour désigner les tableaux LrMtAtBtC 
1 1 1 1 1  

dans lesquels la lettre x a été remplacée par la lettre xi de X : lettre 

indicée si x est compris entre 1 et n, x lui-même si x est égal à O 

ou plus grand que n. On procède ainsi pour toutes les lettres qui 

figurent dans ces tableaux. 

S est le tableau obtenu en remplaçant chaque case de R par 1 
un carré nxn : 

- chaque case vide est remplacée par un carré vide 

- (O, i) est remplacé par A i 
- (i,j), ifO, j#O, est remplacé par le carré gréco-latin 

résultant de l'union de L et de M 
i j ' 

Cette construction reste valable si r est nul, c'est-à-dire 3 
si R est réduit au carré S. On démontre ainsi que : 

proposition 2.6.8 : S'il eri6te deux camé6 de Room R I  et R2 de 

d imenaio~  hl et h2,  i X  e d t e  un camé de Room R de donenhion hIh2 

pohdédant de6 60u6-~aWté6  *somohphed à R I  et à R 2 .  

carrés de Room dont la dimension est un nombre de Fermat ........................................................ 

Le ki ème nombhe de Femat est l'entier : 

Les premiers nombres de Fermat sont : 

f o = 3  , f l = 5  , f 2 =  17 , f 3  = 257 , f4 = 65537 

Ce sont des nombres premiers. Par contre, f f f et f ne sont pas 
5' 6' 7 8 

premiers. 

En utilisant Les propositions 2.6.7 et 2.6.8, W.D.Wallis [25 ] 

a démontré la propriété suivante : 

proposition 2.6.9 : Il e d t e  un camé de Room antisgméa%Lque de 

dunenaion ik 6 i  6 es t  di6~éhen.t de O ,  I ou 3 .  



carrés de Room de dimension impaire différente de 3, 5 et 257 ............................................................. 

W.D.Wallis utilise les propositions 2.6.6 et 2.6.9 et les 

propositions suivantes : 

proposition 2.6.10 : cti tr et n do& d a  e d e t ~ b  h I p U i A A  t& que 

a z n, et a ' i l  exinte un camé de Room de dimenaion tr,  i l  exinte un 

camé de Room de dimeaion an. 

proposition 2.6.11 : S ' i l  exinte un catrhé de Room R de dimenhion 

tr> 1 ,  il exinte un camé de Room de dCmenhio~ 44+1 ag& un a o a -  
c m é  de dimemion tr homotrphe à R .  

proposition 2.6.12 : S ' i l  e d t e  un c m é  de Room antinyméWque 

de dimendion tr > 7 ,  il exinte  d a  caméb d e  Room de dUnenbionb 

2a-7 et 2 ~ + 1 .  

Il en déduit : 

v 
proposition 2.6.13 : I l  e h t e  un camé de Room de toute dimenhion 

hnpaihe bau6 3, 5 et 257. 3 et 5 d o n t  h p o b b i b l a ,  257 t r a t e  à 

démomhm. 

carrés de Room de dimension 257 ............................... 

L'existence de carrés de Room de dimension 257 est restée 

longtemps une conjecture. Elle a été démontrée par W.D.Wallis dans 

[ 26 1 .  
Il utilise le résultat de J.D.Horton (proposition 2.6.7) 

pour démontrer l'existence d'un carre de Room de dimension 57 ayant 

des sous-carrés de dimension 7 et 9 : en effet, on connaît un carré 

de Room de dimension 7, et un autre de dimension 9 ayant un sous-carré 

de dimension 1, et on a : 

57 = 7(9-1) + 1 

Il démontre ensuite : 



proposition 2.6.14 : S',il e x d t e  un caturé de Room de dimenaion h 

ayant un h o u - c m é  de d i m m i o n  a ,  Li? exinte un camé de Room de 
d i m e ~ i o n  5 ( 4 - 6 )  +a ayart.t den b o u ~ - c a ~ ~ é b  de dunenhionn k eX A ,  6UUd 

peut-&e a i  h = 13  et h = 7 .  

Puisqu'il existe un carré de Room de dimension r = 57  ayant 

un sous-carré de dimension s = 7, il existe un carré de Room de 

dimension : 

5 (r-s)+s = 5 (57-7) +7 = 257 

On peut donc conclure : 

proposition 2.6.15 : 7l e h R e  d e n  cahhéh de Room de RoLLtc?A dimemiom 
i m p a h e n  haud 3 e2 5. 

2.6.4 Tableau de permutations associé à un carré de Room 

La figure 2.6.8 décrit le tableau de permutations associé au 

carré de Room de la figure 2.6.2 : 

Tout couple de lettres apparaît une fois et une seule dans le 

carré de Room, deux permutations du tableau ont donc un point commun 

et un seul : le tableau de permutations d'un carré de Room est 

équidistant d'index 1. 



Chaque case contient zéro ou deux lettres : chaque indice 

figure deux fois ou aucune dans chaque colonne du tableau. Chaque 

colonne du tableau contient n indices, tous répétés deux fois. Ces 

n indices repèrent les n cases non vides dans la ligne correspondante 

du carré de Room. 

Si le carré de Room est antisymétrique, si i et j sont 

différents, et si i figure deux fois dans la colonne j du tableau 

de permutations, alors j ne figure pas dans la colonne i. 

2.6.5 Invariants associés à un carré de M o m  de dimension 2n-1 

Le graphe des couples est complet, les autres k-hypergraphes 

n'ont pas d'arêtes : le carré de Room est régulier. 

Seul le 2-dessin a des arêtes, qui contiennent toutes 

n sommets. 

2.6.6 Opératicns sur les carrés de Room 

Un carré gaulois équivalent à un carré de Room est évidemment 

un carré de Room. 

2 
Le carrelage de k carrés de Room de dimension r donne un carré 

gaulois de dimension kr. Son graphe des couples est formé de k compo- 

santes connexes, ayant chacune r+l sommets, et à l'intérieur desquelles 

deux sommets quelconques sont reliés par k arêtes. Ce n'est donc pas 

le graphe complet Kk qui devrait être le graphe des couples d'un 
r+l ' 

carré de Room de dimension kr: le résultat du carrelage n'est pas un 

carré de Room, même si k est impair, quand k est plus grand que 1. 

De même, le résultat des autres opérations : union, restriction, 

homomorphisme, permutation partielle ou incomplète des rangées ou de 

l'alphabet, n'est pas en général un carré de Room. 



2 . 7  L E S  C A R R E S  DE ROOM G E N E R A L I S E S  

2.7.1 Définition 

Un c m é  de Room gC!nékUé RG(tr,X;v) ebX un cahhé g a d o d  
GoL,v)  Z& que clzaque couple non adonné de l&en de [ v  ] a p p u h e  

daiza exactement x c a  eh du c a m é .  

123 - - - - - - 
exemple : RG(6,3;3) - 12 3 - - - - 

Un carré de Room de dimension r est un RG(r,l;r-1) . Un carré 
latin est un RG(r,O;r). 

P.J.Schellenberg et J.Taylor [19 ]ont construit un ~~(13,1;27) 

sans cases vides. 

2.7.2 Tableaux de permutations équidistants 

Le tableau de permutations associé à un carré de Room généralisé 

RG(r,X;v) est équidistant d'indice : deux permutations ont points 

communs. Ceci a d'ailleurs été démontré par M.Deza, R.C.Mullin et 

S-A-Vanscone [ 7 ] . 



Sous le nom ~ ' E P A  (Equidistant Permutation Arrays), ou de 

A(r,X;v), les tableaux de permutations équidistants sont actuellement 

très étudiés. Il s'agit de trouver la valeur maximum R(r,X) que 

puisse prendre v. Il faut donc construire un tableau de permutations 

de Sr, équidistant d'indice A, le plus grand possible. Chaque tableau 

construit, s'il est plus grand que les autres, permet d'augmenter 

la borne inférieure de R(r,X). Chaque impossibilité démontrée, si 

elle est plus contraignante que celles que l'on connaissait, abaisse 

la borne supérieure. 

On s'efforce donc pour l'instant de cerner R(r,X). Citons 

quelques L-ésultats : 

D.W.Bolton [ 3 1  : R(~,X) < (r-1)' si r > 1 

2-f= si r Z 1191 R r ,  1 - 2  

R(r,O) = r (carrés latins) 

r 
R(r,r-4) = partie entière de - si r > 9 

2 

2 
R(r,X) < max {r+2 , (r-A) +(r-X)+l} 

2 2 
R(n +n+2,1) > 2n +n si n est une puissance 

d'un nombre premier 

K-Heinrich et G.H.J.van Rees [ 101 : 

R(r,l) > 2r-4 pour tout r sauf 4 et 5 

R(r,l) = 2r-5 si r = 4 ou r = 5 



Des 6tudes ont également été faites pour pr6ciser ~ ( r , <  A) 

et R(r, >A), taille maximum des tableaux de permutations tels que 

deux permutations aient au plus, ou au moins, X points communs. 

P.Frank1 et M.Deza [ 9 ]  ont dgmontré les relations suivantes : 

R(r, <O) = r (carrés latins) 

m 
R(pm,> 2) = (p -2) ! si p est premier 

m m 
R ( ~ ~ , <  1) = p (P -1) 

m ,> 3 )  = (p -2) ! 

m m 
R ( ~ ~ + I  ,( 2 )  = (pm+î)p (P -1) 

et ont montré que, si A '  (r) est une valeur de X pour laquelle 
1 ( ~(r,> A) - ~ ( r , <  h) ( est minimum, alors A' (r) /r tend vers - quand 2 

r tend vers l'infini. 

En anticipant sur les résultats des chapitres 3.1 et 3.5, 

nous pouvons remarquer que le tableau de permutations associe à un 

carré siamois S(n,p) est un ~(n,e;p), et que par conséquent : 

proposition 2.7.1 : & (n,p) un coup&? A ~ U M O ~  : 
Zn( -n) 

Rln, +) 2 P 



2.8 L E S  C A R R E S  DE H O W E L L  G E N E R A L I S E S  

2.8.1 Définition 

Un catrhé d e  Howefl g é n é h d h é  H G ( k , a , n )  d e  deghé k > 2 ,  d e  

c h e n d i o n  .?I et d1o&e n ,  ut un c m é  g d o h  G ( a , n )  d o n t  chaque 

cane  non v i d e  c o d e n t  k l e U ; r r e ~ ,  et d a u  l e q u e l  on Xkouve au p l u  

une b a h  chaque ennemble d e  h L e f ; t r r a .  

Un c ~ J T J L ~  d e  H O W ~  est un HG(2,s,n). 

On peut imposer que chaque ensemble de k lettres apparaisse 

une fois et une seule dans le carré. On obtient alors une configu- 

ration que certains auteurs, comme A.Rosa [ 171 et [ 181 , appellent 
catché d e  Room géné&é. Le carré de Room est en effet le cas 

particulier où k est égal à 2. 

2.8.2 Existence 

La dimension s d'un carré de Howell généralisé doit vérifier : 

et k doit diviser n. 

En effet, si tous les k-uples contenant une lettre donnée a 
k-1 

sont prt5sents dans le carré, ils occupent C cases dans des rangées 
n- 1 

différentes. Si s est supérieur à C k-l a doit se trouver dans les 
n-1 ' 

rangées supplémentaires, dans des k-uples non encore rencontrés : 

c'est impossible. 



n 
D'autre part, si s est inférieur à - k ' on ne parviendra pas, en 

mettant k lettres par case, à placer les n lettres dans une rangée. 

n 
Si s est égal à -, chaque case contient k lettres et le carré k 

est k-transitif : 

123 456 789 HG(3,3,9) 

459 178 236 

678 239 145 fig.2.8.1 

k-1 
Si s est égal à C chaque ensemble de k lettres apparaît 

n-1' 
une fois et une seule dans le carré. Ceci n'est pas toujours possible : 

en effet un carré de Howell généralisé HG(2,5,6) est un carré de Room , 

de dimension 5, ce qui n'existe pas. 

L'existence des carrés de Howell généralisés fait encore actuel- 

lement l'objet de nombreuses études. Citons un théorème de A.Rosa : 

proposition 2.8.1 : S ' a  e d X e  u n  HG(k,h,n), exidte un 

HG(h+l,h,n(k+l) / k )  . 



T R O I S I E M E  P A R T I E  

C A R R E S  S I A M O I S  



3.1 D E F I N I T I O N  

3.1.1 Le carré sia!nois S (n,p) 

Un c m é  biamoh S ( n,  pl e6Z un c m E  g d o h  ( n, p )  Z d  cjue : 

- chaque case contienne une ou deux LetR;rre~ ,  

- l e  gmphe des c o u p l u  h a i t  rréguRietr. 

exemple : S(6,8) 

1 2 3 4 5  6 7 8 

68 57 4 2 3 1 graphe des couples 

3.1.2 Relations véri.fiées par n et par p 

Comme chaque case contient une ou deux lettres, et qu'il y a 

n cases et p lettres par rangée, p doit étre compris entre n et 2n. 

Si n et p sont égaux, il y a une lettre et une seule par case : 

le carré siamois est en fait un carré latin. Comme le graphe des couples 

n'a pas d'arêtes, tous les sommets sont de degré nul, et la condition de 

regularité est vérifiée. 

Si p est égal à 2n, chaque case contient deux lettres. Chaque 

lettre figure dans n cases, donc dans n couples, la régularité du graphe 

des couples est donc vérifiée car chaque soumet est de degré n. 

On ne peut pas dire que tout carré siamis S(nr2n) est un carré 

gréco-latin, ni même l'union de deux carrés  latins non orthogonaux- 

En effet, si le car ré  siamois (4,8) de la figure 3.1.2  était l'union de 



deux carrés latins,ltun des alphabets contiendrait 1 et l'autre 2,3,4 et 5 

qui se trouvent dans la même case que 1 : 

La restriction du carré siamois au deuxième alphabet serait : 

ce qui n'est pas un carré latin. 

I Nous considèrerons que les cas où p est égal à n ou 3 2n, et 

où la deuxième condition est toujours vérifiée, sont des cas triviaux, 

et nous imposerons désormais à p d'être strictement compris entre n 

I et 2n. Chaque rangée contiendra donc au moins une case simple et une 

case double. 

La condition de régularité du graphe des couples impose une autre 

l relation entre n et p. 

Il y a p-n couples par rangée, et n(p-n) couples en tout dans 

le carré siamois. Il y a également n(p-n) arêtes dans le graphe des 

couples. 

On observe donc 2n(p-n) occurrences d'une lettre dans un couple, 

ou 2n(p-n) extrémites d'arêtes. Ce nombre doit être reparti équitablement . 

I entre les p lettres, par conséquent la valeur : 

d = 
2n (p-n) 

P 
qui représente le degré de chaque sommet, doit être entière. 

Nous pouvons donc énoncer la propriété suivante : 

proposition 3.1.1 : % S (n ,p )  un b h w h  non . l % v x ,  n p 

v x d i e n t  lu deux I ~ ~ O V I A  bcUvantes : 



7 8 

3.1 -3 Application pratique 

Nous retrouvons le problème d'organisation du début. Cette fois, 

nous désirons que toutes les machines soient occupées à chaque séance, 

mais que les étudiants ne soient pas plus de deux devant une machine. 

C'est la première condition : chaque case contient une ou deux lettres. 

Si nous nous trouvons dans la cas général oïl p est strictement compris 

entre n et 2x1, à chaque séance p-n machines seront utilisées par un 

"binôme" d'étudiants, et les 2n-p autres par un étudiant seul. 

Comme il est plus facile de travailler à deux, les places en 

binômes seront recherchées, et certains étudiants pourront parvenir a ne 
-travailler seuls. Par souci d'égalité, nous imposerons que le nombre 

de travaux pratiques faits en binômes soit le même pour tous. C1@st.la 

deuxième condition. 

Si nous parvenons à établir un planning, ce sera un carré siamois. 

Il arrive que ce soit impossible, quand p ne divise pas 2n(p-n). 

i 
J Il nous faudra caractériser les conditions d'existence des carrés 

siamois, et donner des méthodes pour les construire. 

3.1.4 Le graphe des couples 

Connue ses cases ne contiennent qu'une ou deux lettres, le carré 

siamois S(n,p) n'a. qu'un 1-hypergraphe et un 2-hypergraphe. 

Le 1-hypergraphe est un graphe dont chacun des p sommets est muni 1 
de n-d boucles, correspondant aux n-d cases oI3 la lettre est seule. Il I 
ne présente donc pas d'intérét. ' 1 

Le 2-hypergraphe, ou graphe des couples, est un graphe régulier 

dont chaque sommet est de degré d. Il peut étre simple, comme celui de l 
la figure 3.1.1, ou multiple, comme celui du carré ci-apres : 



3.1.5 Le dessin 

Un carré siamois S(n,p) n'a qu'un 1-dessin et un 2-dessin, qui se 

déduisent aisément l'un de l'autre. Par exemple, dans un ~(6,8), si on 

trouve dans une rangée les couples 12 et 34, on sait que les autres lettres, 

soient 5,6,7 et 8, sont seules dans les autres cases de cette rangée. 

Autrement dit, si une arête du 2-dessin relie 1 2  et 34, une arête du 

1-dessin contient 5,6,7 et 8. 

De même que nous n'étudions que le graphe des couples, nous ne 

parlerons que du 2-dessin que nous appellerons simplement le desbin. 

Les figures 3.1.5 et 3.1.6 représentent les dessins des carrés des 

figures 3.1.1 et 3.1.4. Ce sont deux graphes isomorphes. 

3.1.6 Le tableau siamois 

Le &2b&%~~ 4 h 0 h  T[n ,p )  est le tableau de permutations associd 

au carre siamois S(n,p). C'est un tableau p lignes et n colonnes, dont 



Les éléments son t  : 

i j T~ = j <=> k ( i )  = j <=> k E  Si i , j €  [ n ]  ; k E  [ P I  

Par  exemple, l e  t a b l e a u  s iamois  a s s o c i é  au  c a r r é  s iamois  de  

l a  f i g u r e  3.1.1 e s t  le  su ivan t  : 

Les p r o p r i é t é s  du c a r r é  siamois se r e t r o u v e n t  dans l e  t a b l e a u  : 

- chaque c a s e  c o n t i e n t  une ou  deux l e t t r e s  : 

Pour t o u t  i e t  pour t o u t  j appa r t enan t  a [ n ] ,  l ' ensemble  : 

{ k E l p l  / ~ k = j  

c o n t i e n t  un ou  deux éléments .  
i Dans chaque colonne T , t o u s  l e s  j s o n t  p r é s e n t s  une f o i s  o u  deux. 

p-n son t  p r é s e n t s  deux f o i s ,  2n-p s o n t  p r é s e n t s  une s e u l e  f o i s .  

Pour t o u t  j , il e x i s t e  p-n colonnes T~ contenant  deux f o i s  j , e t  

2n-p colonnes ne l e  contenant  qu 'une f o i s .  

Le  t a b l e a u  est t r a n s i t i f .  

- chaque le t t re  f i g u r e . d a n s  d couples  : 

S i  l a  case  S' du c a r r e  s iamois  c o n t i e n t  l e  couple 1 , on a u r a  : 
i 

i i k i  1 = j e t  T k = T 1 =  j 

Les permuta t ions  k e t  1 o n t  un p o i n t  commun, l e s  l i g n e s  T e t  Tl k  
o n t  l e  même élément j en  colonne i. 



Comme l e  couple ( k , l )  a p p a r a i t  a u  p l u s  d f o i s  dans l e  c a r r é  

s iamois ,  l e s  l i g n e s  T e t  T o n t  a u  p l u s  d éléments  communs. Les k 1 
permutat ions du t a b l e a u  s o n t  a une d i s t a n c e  au  moins é g a l e  à n-d les 

unes des  a u t r e s .  

Cet te  d i s t a n c e  est au moins éga l e  à n-m s i  l e  graphe des  couples  

est  un m-graphe, c ' e s t - à -d i r e  s i  deux s o m e t s  s o n t  r e l i é s  par au  p l u s  

m a r ê t e s .  

Rappelons qu'un élément i commun aux permutat ions k e t  1 e s t  un 
- 1 

p o i n t  f i x e  de k l  , e t  que son image j = k ( i )  = l(i) e s t  un p o i n t  f i x e  

d e  k'll. 

D 'au t re  p a r t ,  s i  z est une permutat ion de S e t  s i  T e s t  un n' 
sous-ensemble d e  Sn, notons zT 1 'ensemble : 

ZT = (zx/  XET) 

Nous pouvons énoncer l a  p r o p o s i t i o n  su ivan te  : 

p r o p o s i t i o n  3.1.2 : S i  T(n,p)  eb-t un tableau b h o h  MAO CL^ à un 

camé b h o A  dont l e  gmphe d u  couples ebt  h @ e ,  d o m ,  powr towte 

pmurtation b de T, l e  *ableau k - ' ~  ut un -tableau n h D  contenant : 

- l a  petrmuhztlon identique, 

- d p e t u n u r t a t i a ~  ayant un point d k e ,  

- p-d-1 p m n 6  band point d h e .  

La permutat ion iden t ique  est k-'k, l e s  d permutation& ayan t  un 

p o i n t  f i x e  son t  l e s  k-'1 t e l l e s  que  l e s  l e t t r e s  k e t  1 f i g u r e n t  dans  un 

couple ,  les p-d-1 permutat ions s a n s  p o i n t  f i x e  correspondent  aux l e t t r e s  

q u i  ne f i g u r e n t  p a s  dans l a  m e m e  c a s e  que k .  

Lin g)Loupe de Ftobeniu es t  un groupe de  permuta t ions  dont  t o u s  

les éléments,  a u t r e s  que l ' é l é m e n t  neu t r e ,  son t  d e s  permuta t ions  ayan t  

au  p l u s  un p o i n t  f i x e .  

On p o u r r a i t  donc s e  demander s i ,  quand l e  graphe d e s  couples  e s t  
- 1 

simple,  l e  t a b l e a u  k T d e  l a  p r o p o s i t i o n  3.1.2 n ' e s t  p a s  contenu dans 

un groupe de Frobenius.  On t rouve  f ac i l emen t  un contre-exemple : l e  t a b l e a u  

d e  permutat ions d e  l a  f i g u r e  3.1.7, a s s o c i é  au c a r r é  s iamois  de  l a  



f i g u r e  3.1.1 dont  l e  graphe des  couples  e s t  s imple,  c o n t i e n t  l a  

permutat ion iden t ique  e t  des  permutat ions ayant  au  p l u s  un p o i n t  f i x e .  

Mais l a  permutat ion a s s o c i é e  à l a  le t t re  4 e s t  (1254)  (36 ) ,  d o n t  l e  

c a r r é ,  (1 5) (24)  , a deux p o i n t s  f i x e s  3 e t  6. E l l e  ne peu t  donc pas  

a p p a r t e n i r  à un groupe d e  Frobenius.  



3 . 2  C O U P L E S  S I A M O I S  

3.2.1 Dé£ inition 

Un couple aiamoh e ~ . t  un couple d '  entim pobitidb in, pl 

vék i& ian t  : 

( 1 )  n < p <  Zn 

( 2 )  P n l p - n l = d  E 74 
P 

La proposition 3.1.1 est donc équivalente à la proposition 

suivante : 

proposition 3.2.1 : S ' a  exinte un c a ~ ~ é  b h m o h  S ( n , p ) ,  &OU n cd P 

d o m e n t  un couple b h o h .  

proposition 3.2.2 : S i  ( n ,  p )  ut un couple ~ i a m o i ~ ,  a lam n cd p ne 

h o n t  pa?l ptemim enttLe eux. 

La relation (2) est équivalente à : 

( 3 )  p(2n-d) = 2n 
2 

p divise donc 2n2. Si n et p sont premiers entre eux, p divise 2 et ne 

peut être égal qu'à 1 ou à 2. Or : 

- si n = O, aucun entier p ne vérifie O < p  < O  

- si n = 1, il n'y a pas d'entier p vérifiant 1 < p < 2 

- donc n est au moins égal à 2, et p, strictement supérieur à n 

d'après (1) , est au moins égal à 3. 

n et p ne sont donc pas premiers entre eux. 



p r o p o s i t i o n  3.2.3 : Si ( n , p )  UX un couge b h o h ,  &OU, POU4 

(rntim h 6akictemen.Z posLti{,  (nh,ph) ut un couple 6i.umo-h. 

nk e t  pk v é r i f i e n t  (1)  e t  (2)  c o w e  n  e t  p  : 

( 1 )  n  < p < 2n 3 nk < pk < 2nk 

(2)  
2n (p-n) = d  + 2nk (pk-nk) = dk 

P pk 

Nous d i r o n s  que l e  couple (nk,pk) e s t  un m*p& du couple ( n , p ) ,  

e t  que (n ,p)  est un d i v d ~  d e  (nk,pk) .  

3.2.2 Couples s iamois  premiers  

d e f i n i t i o n  : Un couNe 6 h d  phe~?~&X ut un couNe 6 h o h  q L  n ' a  

pm d'aa-txe d i v h e m  que Lui-même. 

p r o p o s i t i o n  3.2.4 : Pow~ qu' un couNe b h o d  b o a  p~emieh, a 5ULL.t 
Zn( -n) et ie nuhdi,t que n,p  et ci = --AL-. d0ieVLi pmm.im ent le  eux. 

P 

1. S o i t  (n ,p)  un couple  s iamois  non premier  : il e x i s t e  un 

couple  siamois ( n t , p ' )  q u i  d i v i s e  ( n , p ) ,  c ' e s t - à - d i r e  : 

n = n 'k  , p = p ' k  

n' < p '  < 2n' 

,n(e - ;j 
2x1' ( p u - n t )  - k k  

Alors  d '  = - - 1 2n(p-n) = 5 = - x  
P ' 2 k P  k  

d '  est un e n t i e r ,  donc k  d i v i s e  d , n  e t  p .  

2,  S o i e n t  (n ,p )  un couple  s iamois  e t  k  un d i v i s e u r  commun 

a n , p  e t  d  : 

n = n ' k  , p = p 'k  , d = d ' k  n' ,p '  , d '  E N 

n < p < 2 n  * n 'k  < p ' k  < 2n'k * n t  < p '  < 2x1' 



( n ' , p l )  est donc un couple  s iamois ,  d i v i s e u r  d e  ( n , p ) ,  e t  (n ,p)  n ' e s t  

p a s  premier.  

p r o p o s i t i o n  3.2.5 : L M  coupLu aiamoiA p k e m  dont de l a  borne : 
2 (ab,b ) ou (ab,2a2) 

I où a et b aon;t deux e n t i m  poaLti6a v é h i b h n t  : 

( 2 )  2a et b a o n t  phemim entrre eux. 

S o i t  (n ,p )  un couple s i amoi s  premier .  S o i t  q  l e  PGCD d e  n  e t  d e  p  : 

n  = q r  , p  = q s  , q  > 1 , PGCD(r,s) = 1 

S o i t  k  un f a c t e u r  premier  de q ,  d i f f é r e n t  de 1. k  d i v i s e  n  e t  p ,  

il e x i s t e  n' e t  p '  t e l s  que : 

n  = n 'k  , p  = p'k 

Comm ( r) ,p) e s t  un coup le  s iamois  premier ,  ( n ' , p l )  n ' e s t  pas 

un couple  s iamois  e t  ( p ' - n ' )  n ' e s t  p a s  un e n t i e r .  
P' 

p '  d i v i s e  2 n 1 ( p ' - n l ) k  s a n s  d i v i s e r  2 n 1 ( p ' - n u ) ,  donc pl  n ' e s t  pas  

premier  avec k. Comme k  e s t  p remier ,  k  d i v i s e  p '  : p l =  p"k. 

Pax cons6quent : p  = p ' k  * p  = pl'k 2  

S i  k  es t  un f a c t e u r  premier  de q, a l o r s  k2 d i v i s e  p .  Donc q  
2  

2  d i v i s e  p  : p  = q  t 

2  2  
n  = q r  e t  p  = q t v é r i f i e n t  l a  r e l a t i o n  ( 3 )  : p(2n-d) = 2n , 

2  2  p  d i v i s e  donc 2n2, q  t d i v i s e  2cq2r2 , d 'où  t d i v i s e  2 r  . 

r e t  s = q t  s o n t  premiers  e n t r e  eux, donc r e t  t s o n t  premiers  
2  e n t r e  eux, a i n s i  que t e t  r . t, q u i  d i v i s e  2r2  t o u t  en  & t a n t  premier  

2  avec r , d i v i s e  2  e t  ne peu t  donc ê t r e  é g a l  q u ' a  1 ou à 2.  

Il y a  donc deux p o s s i b i l i t é s  pour  (n ,p )  : 



c'est-3-dire r impair et premier avec q 
2 

n <  p <  2x1-qr< 2q < 2qr * r <  2 q <  2 r - q <  r 

Posons n = ab avec a < b, a et b désignant q et r ou r et q. 

1. si q >  r : alors q = b , r = a , p = b 2 

et r <  q <  2r * a <  b <  2a 

P~cD(a,b) = 1 

si b est pair : 
2 

n = ab et p = b sont pairs 
2n (p-n) d = = 2a(b-a) est pair 

P 

D'après la proposition 3.2.4, (n,p) n'est donc pas premier. 

b doit donc être impair : b et 2a sont premiers entre eux. 

Par conséquent, si (n,p) est un couple siamois premier, n est le 

produit de deux entiers a et b vérifiant : 

- PGCD(2a,b) = 1 
2 

et p est égal d b2 ou à 2a . 
* 

proposition 3.2.6 : Si la deux e n t i w  p o b ~ ~ b  a et b vétLi6ien-t : 

- a <  b < 2 a  

- PGCDIZa,b) = 1 , 
2 a l o u  (ab,b21 et (ab,Za I aon t  des couples  ~ ^ a n o i ~  ppheniim. 

a et b ne sont pas nuls, sinon la relation a <  b <  2a n'est 

pas vérifiée. 



2 1 .  (ab,b ) e s t  un couple siamois : 

Soient n = ab e t  p  = b 
2 

2 
2. (ab,b ) e s t  un couple siamois premier : 

2 So i t  k un diviseur commun à n = ab, p  = b e t  d  = 2a(b-a). 

k divise  b, PGCD de n e t  de p. Donc k e s t  impair comme b, e t  premier avec 

a. k divise  d = 2a(b-a) en étant  premier avec 2a, donc k divise  b-a. On 

arr ive à une contradiction, puisque k divise  b e t  b-a mais pas a ,  sauf 

s i  k e s t  égal à 1. 
2 

n, p e t  d  sont premiers entre  eux : l e  couple siamois (ab,b 

e s t  premier d'après l a  proposition 3.2.4. 

2 
3. (ab, 2a ) e s t  un couple siamois : 

Soient n  = ab e t  p  = 2a 
2 

(1 )  a < b < 2 a * b < 2 a < 2 b * a b < 2 a 2 < 2 a b * n < p < 2 n  

2 
4 .  (ab,2a ) e s t  un couple siamois premier : 

2 
Tout diviseur k commun à n = ab, p  = 2a e t  d = b(2a-b) 

divise a ,  PGCD de n e t  de p, donc ne divise pas b, premier avec a ,  mais 

par contre divise 2a-b. Ceci entraîne que k e s t  égal à 1, donc que 
2 

n, p e t  d  sont premiers entre  eux. (ab,2a ) e s t  donc premier. 

Ces deux propositions peuvent ê t r e  réunies en une seule : 

proposition 3.2.7 : POW énwnéhm touô  le6 coupla a h o h  p h ~ i ~ ,  

Lt ut nécuauhe et a u ~ 6 d a n t ,  pouh .tout entLm a, dlénwnéhm Xouô le6  

e n t i m  b hm, p h k m  avec a ,  c o m w  aMotement enthe a et 2a. 
Chaque couple d ' e n t i m  a e-t b d i  aouvé dé6ini.t deux c o u p l ~  

Le tableau de l a  figure 3.2.1 énumère l e s  couples siamois premiers 

pour lesquels a  e s t  in fér ieur  à 10. 



définition : Appdov~ J, La 6onotian hl -+ N q u i ,  à un em2err a, 6ai . t  
comespondrre l e  nombtre d ' e n t i m  b camp& e&e a et 2a, et p k e m i ~ ~ ~  

avec 2a. 

D'après l a  proposition 3.2.7, tout entier a défini t  + ( a )  couples 
2 siamois premiers de l a  forme (ab,b ) ,  e t  + (a )  couples siamois premiers 

2 de l a  forme (ab, 2a ) . 



propositian 3.2.8 : S i  @ ut 6 o n c t b n  dl €dm, dahant comuponche 

à un e d e h  a Le nombte d1entiehs i n ~ é d w  ou Zgaux à a et p t e m i m  

avec a, d e o u  : 
- b i  a ut paih : $(a) = @(a) 

Les propriétés de la fonction d'Euler sont connues. En particulier : 

- PGCD (a,b) = 1 * @(ab) = @ (a)@ (b) 

- si les facteurs premiers de a sont plrp2r...rpr : 

- k premier @(k) = k-1 

- k premier * @ (ak) = k@ (a) si k divise a 

(k-1) 4 (a) sinon 
- @(O) = O , O(1) = @(2) = 1 , @(a) est pair si a > 2 

Sou1 1 est premier avec lui-même. Si a est différent de 1, on ne 

compte que les entiers strictement inférieurs à a et premiers avec a. 

1. Si a est pair : 

Tout entier premier avec a est premier avec 2a. Le nombre 

d'entiers b compris entre a et 2a et premiers avec 2a est donc : 

$(a) = - @(a) = 2@(a) - @(a) = @(a) 

2. 11 n'y a pas d'entiers compris entre 1 et 2, donc $(1) = 0. 

3. Si a est impair et différent de 1 : alors @(2a) = @(a). 

L'ensemble des entiers inférieurs à 2a et premiers avec 2a comprend 

@ (2a) = @(a) éléments se répartissant en : 

- I) (a) entiers compris entre a et 2a, 

- x entiers inférieurs à a, impairs et premiers avec a. Donc $(a) 

est égal au nombre des entiers inférieurs à a, pairs et premiers avec a. 

Nous allons montrer que ce nombre est @ (a) 
2 -  

Soit A l'ensemble dénombré par la fonction d'Euler : 

A = ( x E N  I 0 < x < a  , PGCD(x,a) = 1 1 I A  I =  @(a) 



Si a est égal à 2k+l, partitionnons A en deux sous-ensembles, 

puis en quatre : 

Al = { x E A 1 x impair ) 
A 2 =  { X E A I  xpair } Ia21 = $(a) 

Dans A, il y a autant d'éléments inférieurs ou égaux à k que 

d'éléments supérieurs à k : 

x E A * a - x E A  

en effet, a-x est compris entre O et a, et premier avec a. 

x E A , x < k 9 a-x E A et a-% > k+l 
donc x E A U A4 

3 * a-x E A U A6 5 

Les deux ensembles sont en correspondance biunivoque. 

Il y a autant d'éléments impairs inférieurs ou égaux à k que 

d'éléments pairs supérieurs à k : 

x E A * O < x < k , x impair , PGcD(x,a) = 1 
3 

o k+l Q a-x < a , a-x pair , PGCD(a-x,a) = 1 

* a-x E A 
6 

donc 1 A3 1 = 1 A6 1 , et on en déduit que 1 A 1 = 1 1 . 4 

Par conséquent : Al = A U A et A2 = A U A ont le méme 
3 5 4 6 

 ombre d'éléments : 

- +(a) $(a) - 2 

3 . 2 . 3  Caractérisation de l'ensemble des couples siamois 

définition : Une tracine d'un couple aiamo.ib -in,p) &!d un couple 

aiamoh pdeh divdeuh de ( n, p)  . 

proposition 3.2.9 : Lakacine d ' u n  couple aiamoh U; îu@ue .  



Soit (n,p) un couple siamois. S'il est premier, il est son seul 

diviseur et par conséquent sa seule racine. 

Si (n,p) n'est pas premier, soit (x,y) une de ses racines : 

- il existe k tel que n = kx , p = ky 

- (x,y) est siamois 

- (x, y) est premier 
D'après la proposition 3.2.4, x, y et 2x (y-x) sont premiers 

Y 
entre eux. 

d 
D'autre part, si ù est i ' entier 2x(y-x) est égal à -. 

P I Y k 

k est donc le PGCD de n,p et d. L'unicité de ce PGCD entraîne 

l'unicité de la racine de (n,p). 

proposition 3.2.10 : L'en~embte d u  coupLu hiamoh ut l 'en~emble d u  
2 couptu (abb,b 6) et (abk,2a2h) où  a,b et h h o n t  d u  enticha vEhi6ian.t : 

- a < b < 2 a  

- b impaih 

- a et 6 pmmiem e m e  eux 

- k , l  

2 
D'après les propositions 3.2.3 et 3.2.6, les couples (abk,b k) 

2 et (abk,2a k) sont siamois. 

Inversement, tout couple siamois a une racine unique (proposition 
2 2 3.2.91, de la forme (ab,b ou (ab,2a ) (proposition 3-2-51, donc est 



3.3.1 Construction de S 

Soient a et b deux entiers positifs tels que b soit compris 

entre a et 2a, et premier avec 2a. 
L 

D'après la proposition 3.2.6, (ab,b ) est un couple siamois 

premier. 

NOUS prendrons pour alphabet de b2 lettres l'ensemble : 
2 [b] = {0,11-..,b -1) 

Cet alphabet est disposé dans un tableau à b lignes et b 

colonnes de la façon suivante : 

Nous noterons 'A le tableau obtenu en permutant les rangées 
X 

de A selon la définition du paragraphe 1.7.4 : 

S désignera l'entier compris entre O et b-1, congru à z modulo b. 

Soit B le tableau axa, dont chaque élément est un tableau bxb, 

défini par : 
j i 

V i,j € {O,l,...,a-1) Bi = A 
j 



exemple : a = 2 , b = 3 

Soit V le tableau bxb dont chaque élément est l'ensemble vide. 

Soit C le tableau à une seule ligne et a colonnes dont les 

éléments sont les tableaux bxb suivants : 

Soit D le tableau axa dont la ligne i (O < i < a) est le vecteur 
i 
C obtenu en permutant les éléments de C. 

exemple : a = 2 , b = 3 

Soit E le tableau B U D. C'est un tableau axa, ses éléments sont 

des tableaux bxb dont les éléments sont des ensembles de une ou deux 

lettres. 

Nous appellerons S le tableau pE. Il a ab lignes et ab colonnes, 

ses cases contiennent une ou deux lettres. 



exemple : a = 2 , b = 3 

3.3.2 S est un carré siamois 

calcul de l'élément S Y ..................... X 

Un élément de S est l'union d'un élément de PB, c'est-à-dire 

une lettre, et d'un élément de PD, qui peut être une lettre ou. 

l'ensemble vide. Chaque case de S contient donc une ou deux lettres. 

Soient x et y deux entiers inférieurs ab : nous allons 

calculer 1 'élément s'. 
X 

Soient i et k (resp. j et 1) le quotient et le reste de la 

division de x (resp. y) par b : 

avec : 

i Dj = ( c l J  = c i+ j m 
i = C avec m i+ j (modulo a) 



m 1 a+m+ 1 a+m = A- = b (a+m+k) + a+m+l si O 6 m < b-a j l = (C 1, = cacmAIk (Di) a+m+k 

Par conséquent : si i et k (resp. j et 1) sont le quotient et 

le reste de la division de x (resp. y) par b, alors la case ( x , y )  de 

S contient : 
- - 

- b( j+k) + i+l 
- ainsi que b(a+m+k) + (a+m+l), où m est l'élément de 

{O,l, ..., a-1) congru à i+j modulo a, si m est strictement inférieur 

à b-a. 

exemple : x = 4 et y = 3 dans le carré S de la figure 3 . 3 . 3  

a = 2 ,  b = 3  

x = 3 x 1 + 1  i = l , k = l  

y = 3 x l + O  .O j = l , l = O  

i+j = 2 * m = O < b-a 
3 
S contient les lettres : 

4 - - 
- b(j+k) + i+l = 3 x 2 + 1 = 7 

- b(a+m+K) + a+m+l = 3 X O + 2 = 2 

Rappelons que les rangées de S sont indicées par O,l, ..., ab-1 

S est un carré gaulois --------------- ------ 

Soit x un entier inférieur à ab, soient i et k le quotient et 

le reste de la division de x par b. 

La ligne x de S contient les éléments : 

- b(a+m+k) + a+m+l si m Z i+j (mod a) < b-a 

- - 
Les éléments b(j+k) + i+l sont au nombre de ab et sont tous 

différents : 

Les éléments b(a+m+k) + a+m+l sont différents entre eux, et 
différents des précédents : 



+ a+m +k = a+m +k d'où m 
1 2 1 = m2 

et a+ml+ll= a+m +1 d'où 1 = l2 
2 2 1 

- 
et m < b-a* a+m < b *  a+m = a+m 

1 1 1 1 

finalement : j2 = a + m est incompatible avec j2 < a 
1 

Ces Bléments sont au nombre de b(b-a) . 

2 
La ligne x de S contient donc ab+b(b-a) = b él6ments~tous 

2 
différents, c'est-à-dire les entiers O,l, ..., b -1 

Chaque lettre apparaît une fois et une seule dans chaque ligne. 

En intervertissant i et j, ainsi que k et 1, on fait la même 

démonstration pour les colonnes. 

Si j et 1 sont le quotient et le reste de la division par b 

de l'entier y inférieur à ab, alors la colonne y de S contient les 

éléments : 

- b (a+m+k) + a+m+l si m i+j (mod a) < b-a 

- - 
Il y a ab éléments b(j+k) + (i+l) tous différents. 

Il y a b(b-a) éléments b(a+m+k) + a+m+l tous différents, et 
différents des précédents : 

or i < a ne peut pas etre égal à a+m 
2 1 ' 

Chaque lettre apparaît donc une fois et une seule dans chaque 

ligne et dans chaque colonne, et S est un carré gaulois. 
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l e  graphe des  coueles e s t  r é p l i e r  --- ----_-------- ---------- ----- 

Les couples r é s u l t e n t  d e  l a  superpos i t ion  d'une case  de PB e t  

d'une case  non vide de PD. 

Le tableau D a a(b-a)  éléments non vides  dont chacun c o n t i e n t  

t o u t e s  l e s  l e t t r e s  de l ' a l p h a b e t .  Chaque l e t t r e  f i g u r e  donc a(b-a)  

f o i s  dans PD. 

Au moment de l ' u n i o n  d e s  tableaux B e t  D ,  a (b-a)  éléments de B 

vont e t r e  r éun i s  aux a(b-a)  éléments non vides  de D. Chacun de ces  

éléments e s t  un tableau contenant  t o u t e s  l e s  lettres de l ' a lphabe t ,  

p u i s q u ' i l  e s t  obtenu en permutant l e s  rangées du t ab leau  A. 

Nous avons démontré au paragraphe précédent qu'une l e t t r e  ne 

pouvait  pas f i g u r e r  deux f o i s  dans une même rangée de S,  n i  par  

conséquent dans une même case.  

Chaque l e t t r e  f i g u r e  donc dans 2a(b-a) couples,  e t  l e  graphe 

des couples est r é g u l i e r .  

On re t rouve b ien  : 

Le graphe des  couples du ca r ré  siamois de  l a  f i g u r e  3 . 3 . 3  est 

l e  su ivant  : 

remarque : -------- 
C e t t e  cons t ruc t ion  r e s t e  va lab le  s i  b n ' e s t  pas premier avec 2a, 

2 
(ab,b ) e s t  a l o r s  un couple siamois non premier. 11 e n  s e r a  de m h e  

2 
pour l a  cons t ruc t ion  de  S(ab,2a ) .  



3 -4.1 Construction de S 

Nous reprenons les notations utilisées au paragraphe 3.3.1 pour 
2 

la construction de S(ab,b ) .  

b est un entier compris entre a et 2a. premier avec 2a, 
2 

(ab.2a est donc un couple siamois premier. 

; designera cette fois l'entier compris entre O et a-1. congru 
à z modulo a. 

Les 2a2 lettres de l'alphabet sont disposees dans deux tableaux 

de dimension axa : 

On pose : T = To U T 
1 
2 

Ti = { ai+ j ,a +ai+ j} 

Dans T, toutes les lettres sont présentes et figurent dans 

un couple. 

exemple : a = 2 , b = 3 



Soit L le vecteur-ligne dont les b éléments sont des tableaux 

de dimension axa : 

oïl q et r sont le quotient et le reste de la division de j-2a+b par 2. 

b-i 
On appelle V le tableau bxb dont la ligne i est le vecteur L, 

et S le tableau UV. 

exemple : a = 2 , b = 3 

3.4.2 S est un carré siamois 

calcul de 1 ' élément sY ..................... X 

Soient x et y deux entiers inférieurs a ab. Soient i et k (resp. 
j et 1) le quotient et le reste de la division de x (resp. y) par a : 

Le contenu de la case sY est celui de la case (k,l) du tableau 
-, X 

I b-i+j (mod b) 1 

)k 

soit m E b-i+j (mod b) : O ( m < b 



La case sY contient deux lettres différentes. 
X 

La case sY contient une seule lettre : 
X 

S est un carré gaulois --------------- ------ 

Soit x un entier inférieur à ab, soit k le reste de la division 

de x par a. 

La ligne x de S contient les éléments suivants : 

Ce sont 2a(2a-b) entiers tous différents, car les coefficients -- 
de a2 , a et 1 sont des entiers inférieurs à a : le triplet (r,m+k,m+l) - - 
est l'écriture en base a de l'entier ra2 + a(m+k) + m+l. 

s est l'entier 2a-b+q du paragraphe précédent : 

s varie de 2a-b (si m = 2a-b et r = 0) a a-1 (si m = b-1 et r = 1) 

Nous avons ici 2a(b-a) entiers tous différents, et différents 

des précédents, car les coefficients de a ne sont pas les mêmes. 

2 
Une ligne de S contient 2a(2a-b) + 2a(b-a) = 2a entiers tous 

2 
différents, c'est-à-dire tout l'alphabet {O, 1,. . . ,2a -1 1 .  



Chaque l e t t r e  a p p a r a i t  donc une f o i s  e t  une s e u l e  dans 

chaque l i g n e .  

D e  même, s i  y e s t  un e n t i e r  i n f é r i e u r  à ab dont  l e  r e s t e  

de l a  d i v i s i o n  par  a e s t  1, l a  colonne y de S c o n t i e n t  les e n t i e r s  : 

- - 
r a 2  + a(m+k) + (rn+l) O < r < 2  

O < m < a  

O < l < a  
2 

Ils son t  au nombre de  2a , e t  tous  d i f f é r e n t s .  Chaque l e t t r e  

appara i t  donc une f o i s  e t  une seu le  dans chaque colonne, e t  S est 

un c a r r é  gaulois .  

l e  qraphe des  cou@es e s t  r é g u l i e r  --- ------------- ---------- ----- 

La case  ( i , j )  du t ab leau  T c o n t i e n t  l e  couple : 
2 

( a i + j  , a + a i + j )  

Après a v o i r  subi  une permutation de ses rangées,  qui ne 

modifie pas l e  contenu de s e s  cases ,  l e  tableau T e s t  recopié  

2a-b f o i s  dans l e  vecteur  L ,  donc b(2a-b) f o i s  dans l e  t ab leau  V. 
2 

Chaque couple ( a i + j , a  + a i + j )  f i g u r e  donc b(2a-b) f o i s  

dans l e  tableau S. 

2 
Chaque le t t re  de {0,1, ..., 2a -1) s 'exprime d 'une  façon e t  

d'une seu le  sous l a  forme : 
L 

r a  + a i + j  O < r < 2 , O < i , j  < a 

donc f i g u r e  dans b(2a-b) couples,  tous  semblables. 

On re t rouve bien : 

2n (p-n) = 2ab (2a'-ab) 
d = 2 

= b (2a-b) 
P 2 a 

Le graphe des  couples est r é g u l i e r ,  forme de a2 composantes 

connexes r é d u i t e s  à une s e u l e  a r ê t e  mul t ip le  r e l i a n t  deux sommets. 

Par  exemple, l e  graphe des couples du c a r r é  s iamois (6,8) 

de l a  f i g u r e  3.4.2 e s t  l e  su ivan t  : 



3 . 5  C O N D I T I O N  N E C E S S A I R E  E T  S U F F I S A N T E  

D E  L ' E X I S T E N C E  D ' U N  CARRE S I A M O I S  S ( N , P )  

théorème : Pou4 yuli.t exh;te un camé a h o h  ~ ( n , p l ,  Lt d u  
i.t aud&Lt que (n ,p)  soLt un couple hiamoh. 

La proposition 3.2.1 a établi que cette condition était 

nécessaire : nous allons montrer qu'elle est suffisante en 

construisant un carré siamois S(n,p) dans le cas où (n,p) est un 

couple siamois. 

Soient n et p deux entiers formant un couple siamois : 

Soit (x,y) la racine de (n,p). 11 existe un entier k tel que : 

n = k x , p = k y  

k est le PGCD de n, p et dl (x,y) est un couple siamois premier. (x,y) 
2 2 

est de la forme (ab,b ) ou (ab,2a ) ,  où b est un entier impair, premier 

avec a et compris entre a et 2a. On calcule facilement a et b : si Y 
X 

est impair, b est sa racine carrée et a est égal à - ; si y est pair, 
X 

b 
a est la racine carrée de Y et b est égal à a. 2 

Dans les deux cas, les chapitres 3.3 et 3.4 nous permettent 

de construire un carré S x y  . dont l'alphabet est A. = {O. 1.. . . .y-l}. O 



Pour i = O,l,. ..,k-1 posons : 

Ai = {z+yi 1 z E A ) = {yi,yi+l,. . .,y(i+l)-1) O 

Tous les alphabets Ai sont disjoints, et leur union est : 

A = {O,l, ..., ky-1,) 

Soit C le carré latin kxk dont l'alphabet est {0,1,. . . ,k-1) 
défini de la façon suivante : 

V i, j = O, 1 , .  1 c3 = i+j (mod k) 
i - 

exemple : k = 4 

fig.3.5.1 

Soit S. le carré siamois obtenu en remplaçant chaque lettre 
1 

z de So par z+yi : l'alphabet de Si est A 
i ' 

L'opération de carrelage définie au paragraphe 3.5.7 nous 

permet de construire un carré gaulois pG(kx,ky) où G est le tableau 

kxk dont l'élement (i,j) est le carre siamois S tel que C: = 1. 1 

Appelons S ce tableau pG. C'est un carré gaulois dont chaque 

case contient une ou deux lettres, son alphabet est A. 

Si w est une lettre de A, c'est-à-dire un entier inférieur 

à ky, soient i et z le quotient et le reste de la division de w par y : 

w=z+yi O < z < y ,  O < i < k  

w est une lettre de l'alphabet A w figure dans 2x(y-XI = g 
i ' Y k 

couples dans le carré S donc dans d couples dans le carré S, 013 Si i ' 
apparait k fois. 

S est donc un carré siamois (kx,ky) = (n,p) . 

Le graphe des couples de S est obtenu en remplaçant chaque 

arete du graphe des couples de S par k arêtes, puis en recopiant 
O 

k fois ce nouveau graphe. 



Le carré siamois (6,8) est celui de la figure 3.4.2. Le 

carré latin C(2,2) et le carré siamois S(12,16) sont : 

Pour tout couple d'entiers n et pl nous pouvons donc dire 

s'il existe un carré siamois (n,p), et, dans l'affirmative, en 

construire un. ' 

Nous allons maintenant construire d'autres carrés siamois 

à partir de ceux dont nous disposons. 



3 . 6  O P E R A T I O N S  S U R  L E S  C A R R E S  S I A M O I S  

Les opérations sur les carrés gaulois définies au chapitre 2.5 

sont toutes applicables aux carrés siamois. Nous allons déterminer sous 

quelles conditions le résultat est encore un carré siamois, et observer 

les modifications du tableau de permutations et des invariants : grephe 

des couples, dessin et cycles. 

3.6.1 Transposition 

Le transposé d'un carré siamois S(n,p) est un carré siamois 

S' (n,p) ayant les mémes invariants que S. 

Seul le tableau de permutations est modifié : chaque permu- 

tation du tableau T associé à S est remplacée par son inverse dans le 

tableau T' associé a S'. 

3.6.2 Permutation des rangées 

Si on permute les lignes de S(n,p) à l'aide de la permutation 

x, et les colonnes à l'aide de la permutation y, S' ='s est un carré 
X 

siamois (n,p) , dont le tableau de permutations est : 
-1 x x -1 

T' = y ( Tl = (y (Tl) 

Les invariants ne changent pas. 



3.6.3 Permutation de l'alphabet 

Si z est une permutation de l'ensemble [p 1 ,  chaque lettre a 
de S est remplacée par z (a) dans S et dans ses invariants. z (SI est 

un carré &mois. 

Le tableau de permutations subit une permutation z de ses 

lignes. 

3.6.4 Isomorphisme, similitude, équivalence, forme normale 

Deux carrés siamois équivalents ont les mêmes invariants, et 

sont donc assez voisins. Nous présenterons donc le plus souvent les 

carrés siamois sous une ~0&me R o & m d e ,  en plaçant dans la diagonale 

la première lettre de l'alphabet (O ou 11, et en donnant à la première 

ligne la forme suivante : 

(OpIl I (2,3) , . , (2p-2n-2,2p-2n-l) ,2p-2n, . . . ,p-1 
ou (1,2),(3,4), ..., (2p-2n-1,2p-2n),2p-2n+l, ..., P 

exemple : pour les carrés (6,8) : 

Pour normaliser un carré siamois (n,p), on procède de la 

façon suivante : . 

- on choisit une ligne parmi les n, qui deviendra la première 
ligne du carré normal. 

- par une permutation des colonnes, on place les (p-n) couples 
de la ligne dans les colonnes 1,2, ...,p- n. Il faut donc choisir l'une 

des (p-n)! façons d'ordonner les couples, et l'une des (2n-pl! façons 

d'ordonner les éléments isolés. 11 faut ensuite ordonner les deux 

éléments de chaque couple, ce qui peut se faire de 2(p-n) façons. 

- une permutation de l'alphabet fait correspondre cette premiere 
ligne ordonnée à la première ligne normale. 

- une permutation des lignes permet de placer la première lettre 
sur la diagonale. 



Il y a donc en principe nx (p-n) ! x (2n-p) ! x2 (p-n) façons de 

normaliser un carré siamois (n,p), certaines pouvant donner la même 

forme normale. 

Par exemple, nous allons normaliser le carr6 siamois de la 

figure 3.4.2 : 

Nous choisissons la premiere ligne et nous l'ordonnons : 

(7 104 3  2 1  devient E 4 0  7  2 3  6 1  

ce qui détermine une permutation des colonnes et une permutation de 

l'alphabet : 

1 15 40 7  2  3  "1 devient 
-p. 

par la permutation : 0 1 2 3 4 5 6 7  

3 0 5 6 2 1 7 4  

ce qui transforme le carré en : 
1 

2  3  0 4 6  7  15 5  6  2 3 7  4  O 1  

O 1 2 6 4  5  37 3  O 5 7 2  1 4 6  

1 5 4 0 7  2  3  6  0 1  23 4  5  6  7  

37 26 5 O 1 4 
puis en 

46 57 1 3  O 2  

6 7  3  1 5 0 4 2  7  4  6  0 1 2 3 5  

4 5  1 3 7 2 6 0  2  1 O 4 6 5 7 3  

Il ne reste plus qu'a effectuer une permutation des lignes 

pour placer les zéros sur la diagonale. On obtient alors un carré 

siamois mis sous forme normale, et son tableau de permutations : 



On peut diviser par 2(p-n) le nombre de formes normales d'un 

carré siamois (n,p) en imposant que les permutations du tableau soient 

classées dans l'ordre lexicographique. Ceci détermine l'ordre des 

6léments des couples de la première ligne. 

Par exemple, dans le tableau de la figure 3.6.4, la permutation 

[ 2 1 6 5 4 21 devrait être placée avant [ 2 4 1 5 6 31, et on doit donc 

échanger les lettres 2 et 3 : 

3.6.5 Union -- 

Soient deux carrés siamois S (n,pl) et S2(n,p2) d'alphabets 
1 

disjoints A et A ~ .  
1 

Leur union est un carré gaulois G(n +p 1 ,  mais n'est pas 
'Pl 2 

un carré siamois : 

pl et p2 sont plus grands que n, car (n,pl) et (n,p2) sont des 

couples siamois. Donc p +p est plus grand que 2n, et (n,p +p ) n'est 
1 2  1 2  

pas un couple siamois. 



3 . 6 . 6  Restriction 

Soit A l'alphabet d'un carré siamois S(n,p), et soit B un 

sous-ensemble de A d'ordre q < p. La restriction de S à B est un 

carré gaulois G (n , q) . 
Toute lettre de B figure n fois dans le carré S : d fois dans 

une case double, et n-d fois dans une case simple. La suppression de 

cette lettre entraînera donc l'apparition de n-d cases vides dans G, 

qui ne peut pas être un carré siamois. 

3 . 6 . 7  Carrelage 

Nous avons déjà réalisé un carrelage de carrés siamois dans 

le chapitre 3 . 5 .  

Si (n,p) est un couple siamois, si A ~ ,  ...,qc sont k alphabets 

dis joints d'ordre p, si C est un carré latin kxk dl alphabet {1,2, . . ,k) , 
et si les S! sont k2 carrés siamois (n,p) dont l'alphabet est Al tel 

1 - 
que ci = 1. alors la disposition de ces carrés siamois en carrelage 

permet d'obtenir un carré gaulois S(nk,pk). 

Chaque case contient une ou deux lettres, chaque lettre figure 

dans dk couples : S est un carré siamois. 

Le graphe des couples de S a au moins k composantes connexes, 

puisqu'aucune arête ne relie deux lettres appartenant à deux alphabets 

différents. Les graphes des couples des SI sont des sous-graphes i 
partiels de celui de S. 



exemple : carrelage de quatre carrés siamois (6,8) 

1=2 3 1 78 2 4 561 E A F B CH DG A:-- E 
1 ,>.~' 1 

=4 4  2 1 78 56 3 1 D  E F A  GH B C B.'* 
1 I 

7 6 3 4 5  8 1 2 L F G B  D H C  E A ...................... ....................... 
A B C D E  F G H I 1 2 3 4 5  6 7 8 

D G H F  B C A E I ~  5 7 8 2 4 1 3  

Le graphe des couples du carré siamois (12,16) est : 

A-E 

3.6.8 Permutation partielle de l'alphabet 

Si a et b sont deux lettres de l'alphabet d'un carré siamois 

S(n,p) déterminant une permutation partielle [a,b] , le résultat de la 
permutation partielle est un carré siamois si et seulement si le graphe 

des couples reste régulier, c'est-à-dire, selon la proposition 2.4.12, 

si et seulement si le nombre de couples contenant a est égal au nombre 

de couples contenant b dans le cycle partiel. On dit alors que la 

permutation partielle [ a ,b] est tréguRietre. 



Par exemple, dans le carré siamois (6,8) de la figure 3.6.8, 

les deux permutations partielles [ 1,3] sont régulières, les permutations 

partielles [ 1,8] ne le sont pas, et (1,2) est une véritable permutation 

qui ne modifie pas le graphe des couples : 

4 2 7 8 3  1 6 5  -8 

3 5 2 7 8 4  16 

fig.3.6.8 

Cycles partiels [ 1,3] : 

qui deviennent, après permutation partielle de 1 et de 3 : 

Dans les deux cas, le graphe des couples devient : 

Cycles partiels [ 1,8] : 

Cycles (1,2) : 



3.6.9 Permutation partielle des rangées 

Si on échange deux rangées partielles échangeables d'un carré 

siamois (n,p), on obtient un carré siamois : les deux rangées partielles 

contiennent le même ensemble de lettres, donc le même nombre de couples, 

qui est la différence entre le nombre de lettres et le nombre de cases 

dans la rangée partielle. Le graphe des couples ne change pas. Le dessin 

change si les couples se trouvent à des endroits différents des rangées 

partielles, les cycles concernant deux lettres dont l'une seulement est 

dans la rangée partielle peuvent être modifiés : 

1 3 - 
1-3 
1 I 
34-12 cycle (13) 34-12 

12-34 

) 

____) 

I 
78 56 

dessin 

78 r-i" 56-/ 

34-12 

34 12 



3.6.10 Permutation incornplPte des rangées 

Si, dans deux rangées d'un carré siamois, on échange certaines 

lettres, on obtient un carré gaulois. Pour que ce carré soit siamois, 

il faut : 

- que les cases contiennent une ou deux lettres, 
- que le graphe des couples soit régulier. 

Les permutations incomplètes de rangées, qui ne sont pas un 

cycle partiel de longueur 4, et qui donnent un carré siamois, sont 

rares. En voici un exemple : 

Le graphe des couples est modifié. Les carrés siamois obtenus 

par permutation partielle ou incomplete des rangées, ou par permutation 

partielle de l'alphabet, ne sont donc généralement pas équivalents au 

carré siamois de départ. 



3 . 7  E X E M P L E S  D E  CARRES S I A M O I S  

C e  carré a été construit par F .  Sterboul. 

Le graphe des couples est  constitué de trois composantes 

connexes dont chacune est  l e  graphe complet K - 
6 .  





3 . 7 . 3  Carrés  s iamois  S(6 ,8)  

Ce r t a ins  d e  c e s  c a r r é s  o n t  é t 6  c o n s t r u i t s  B l a  main, d i rec tement  

ou à p a r t i r  d 'un  a u t r e  p a r  permutat ions p a r t i e l l e s .  Mais l a  p l u p a r t  o n t  

é t é  ob tenus  avec l ' a i d e  d 'un  c a l c u l a t e u r .  I l  y a un grand nombre de 

c a r r é s  s iamois  (6 ,8)  non é q u i v a l e n t s ,  nous n 'en  donnons i c i  que quelques 

exemples. 

Le  des s in  e s t  un graphe,  c a r  il y a deux couples  pa r  rangée. 

I l  e s t  composé de  c y c l e s  p a i r s  d i s j o i n t s ,  de  longueur au moins é g a l e .  

à 4. 

Le graphe des  couples  e s t  ~ub.@~e, c ' e s t - à - d i r e  r é g u l i e r  de 

degré  3. Nous a l l o n s  c l a s s e r  l e s  c a r r é s  s iamois  (6 ,8)  s e l o n  l a  forme 

de  l e u r  graphe des  couples .  I l  peu t  ê t r e  connexe ou non, simple ou 

avec d e s  a r e t e s  doubles  ou t r i p l e s .  

q u a t r e  composantes connexes ........................... 

d e s s i n  connexe : un d e s s i n  : un cyc le  d e  
c y c l e  d e  longueur 12 .  longueur 8 ,  un de lon-  

gueur 4. 

d e s s i n  : t r o i s  c y c l e s  
de  longueur 4 .  



t r o i s  composantes connexes -_______-______----------- 

12 34 5 6 7 8 1=2 

3 1 2 4 58 67 3=4 

57 68 1 3 2 4 

8 7 3 4 1 2 6  5 l e  d e s s i n  e s t  formé de  t r o i s  c y c l e s  

4 2 68 57 1 3 de  longueur 4. 

6 5 7 8 3 4 1 2  

deux composantes connexes ......................... 

dess in  : t r o i s  c y c l e s  d e  longueur 4 

d e s s i n  connexe 

des s in  connexe 

d e s s i n  : t r o i s  c y c l e s  de longueur 4 



d e s s i n  connexe d e s s i n  : un c y c l e  d e  longuenr  8  
un c y c l e  d e  longueur  4  

58 2  3  1 4  67 4 6 8 3 5 6 2  1 deux f o i s  K 
4  

(F. S t e r b o u l )  

d e s s i n  connexe d e s s i n  : un c y c l e  d e  longueur  8  
un c y c l e  d e  longueur  4  

une composante connexe,  q u a t r e  a r ê t e s  doubles  ............................................. 

6 7 8  4  3 2 1 5  d e s s i n  connexe 

une composante connexe,  t r o i s  a r ê t e s  d o u b l e s  ............................................ 

8  6  2 5 7 1 4 3  

67 5  4 3 8 2  1 d e s s i n  connexe 



d e s s i n  connexe d e s s i n  : un cyc le  de  longueur 8  
un cyc le  de  longueur 4 

3  7  1 2 4 8 5 6  

4  8 6 7  1 2 5 3  d e s s i n  connexe 

67 5 4 3 8 1  2  

8 6 2 5 7 3 1 4  

d e s s i n  connexe 

une ----,-- compsan te  connexe ---------,,,-,L-------------------- deux a r e t e s  doubles 

des s in  connexe d e s s i n  : un c y c l e  de  longueur 8 
un c y c l e  de  longueur 4 



6  8 3 7  1 2 5 4  d e s s i n  : un c y c l e  d e  longueur  8  

7  5 6 8 2 1 4 3  
un c y c l e  d e  longueur  4  

3 6 7 4  5  8 1 2  

4  8 6 7 1  2 3 5  d e s s i n  connexe 

5  7  46 1 2 8  3  

4 8  3 57 16 2 d e s s i n  connexe 

8 5 6 7  2 3 1 4  

une corneosante connexe,  une a r ê t e  double  ------- ................................ 

8 5 6 4 1 7 2  3  d e s s i n  connexe 

6  8  4 17 35 2  d e s s i n  connexe 

4  5 6 7 2 8 1  3  

3 6 7 8  5  2 1 4  



5 2 1 8 7 4 6 3  

7 8 6  4  1 2 3  5  d e s s i n  connexe 

6 8  7 3 5 1 2 4  

4 5 7 3 6 8  2  1 

d e s s i n  connexe 

une composante connexe,  g raphe  s imple  ........................ ------------ 

d e s s i n  connexe 

J 

d e s s i n  : t r o i s  c y c l e s  d e  longueur  4  

8  56  7  2  3 1 4  d e s s i n  connexe 



dess in  connexe 

dess in  connexe 

dessin connexe 

dessin connexe 

Dans i i@ qrap&@ des c o u p l e s ,  chaque sommet est de degré 4.  

Le dessia est un hypergraphe dont chaque arête c o n t i e n t  trois sommets. 

&us a h l ~ n s  pr&wnt@r; deux sortes de dessins.  



d e s s i n  non connexe -__-___-___--__-_- 



dessin mnnèxe 
- - - - - - - Y 1 * I * - -  

(F. steuboul)  





C O N C L U S I O N  

Contrairement à c e l l e  des  c a r r é s  d e  Room e t  des  tab leaux  de  

permutat ions é q u i d i s t a n t s  d e  dimension maximale, l ' e x i s t e n c e  d e s  c a r r é s  

s iamois  a  pu ê t r e  é t a b l i e  rapidement.  Nous pouvons donc maintenant  

poursu ivre  l e u r  é tude ,  e t  p l u s i e u r s  d i r e c t i o n s  s ' o f f r e n t  à nous. 

Il  e s t  d ' abord  p o s s i b l e  de  t r o u v e r  d ' a u t r e s  c o n s t r u c t i o n s  d e s  

c a r r é s  s iamois ,  p l u s  proches de  c e l l e s  des  c a r r é s  d e  Room, ou, inverse-  

ment, de  c o n s t r u i r e  d ' a u t r e s  c a r r é s  g a u l o i s  p a r  d e s  c a l c u l s  d e  

congruences.  

On peu t  également e s saye r  de  c l a s s e r  l e s  c a r r é s  s iamois  s u i v a n t  

l a  forme de l e u r s  i n v a r i a n t s .  Une q u e s t i o n  s e  pose a l o r s  : deux c a r r é s  

s iamois  dont  l e s  i n v a r i a n t s  s o n t  isomorphes s o n t - i l s  équ iva l en t s  ? 11 

s e r a i t  i n t é r e s s a n t  d 'énumérer l e s  r e p r é s e n t a n t s  des  c l a s s e s  d ' équ iva l ence  

des  c a r r é s  s iamois  S ( n , p )  pour  l e s  p e t i t e s  v a l e u r s  d e  n e t  d e  p .  

Les o p é r a t i o n s  que nous avons d é f i n i e s  su r  l e s  c a r r é s  g a u l o i s  

peuvent ê t r e  appl iquées  à un c a r r é  s iamois  donné pour  t rouve r  l e  p l u s  

grand nombre p o s s i b l e  de c a r r é s  s iamois  non équ iva l en t s .  

Il  e s t  p e u t - ê t r e  p o s s i b l e  de  t r o u v e r  d ' a u t r e s  o p é r a t i o n s  i n t e r n e s  

s u r  l 'ensemble des  c a r r é s  g a u l o i s ,  e t  de  l e s  c a r a c t é r i s e r .  

Enf in ,  mais c e c i  ne c l ô t  pas  l a  l i s t e  des  q u e s t i o n s ,  pourquoi ne 

p a s  envisager  des  c a r r é s  s iamois  g é n é r a l i s é s  ou des  hypercubes s iamois  ? 
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