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1.1 UN PROBLEME D'ORGANISATION

Supposons que nous devions organiser des séances de travaux
pratiques pour des étudiants en physique.

Le programme nous impose le nombre n des manipulations que
chaque étudiant doit effectuer, et nous connaissons le nombre p des
étudiants.

Si chaque manipulation occupe une séance entiére, il faudra
prévoir au moins n séances pour que chaque étudiant puisse faire
toutes les manipulations.

Au moment ol on €labore le planning, on suppose que les étudiants
effectuent une fois et une seule chagque manipulation, et gqu'ils sont
tous disponibles & chaque séance. Le probléme des séances de révision,
ou de rattrapage pour les absents, ne sera abordé qu'a la fin du cycle

de travaux pratiques, et n'est donc pas de notre ressort.

L'affichage de l'organisation retenue sera fait sous la forme
d'un tableau & m lignes, représentant les séances, et & n colonnes,
une par manipulation, dont les cases contiennent les noms des étu-
diants concernés. Un étudiant dont le nom (ou le numéro) figure dans
la case (i,j) devra effectuer la iéme manipulation au cours de la

-
3 me séance.




3
exemple 1 : trois manipulations, quatre étudiants,
organisation quelconque.
TP1 TP2 TP3 fig.1.1.1
lundi Alain } . .ude | paniel
Bernard
1 2 3
Alain
mardi - Bernard - 1 12 3 4
Daniel ou 2| - 124 -
Claude
mercredi paniel - Alain 3 ]34 1
4 - - 23
, Bernard
Jeudi - - Claude
exemple 2 : trois manipulations, quatre étudiants,
un nom et un seul par case.
fig.1.1.2
TP1 TP2 TP3
lundi Alain Bernard | Claude 1 2 3
mardi Bernard | Claude Daniel 2 3 4
mercredi Claude Daniel Alain 3 4 1
jeudi Daniel |Alain | Bernard 4 1 2
On peut dire qu’'une organisation est satisfaisante si :
- & la fin du cycle, tous les &tudiants ont effectué chaque
manipulation une fois et une seule. Autrement dit ; chaque nom figure

une fois et une seule dans chaque colonne.

- au cours de chaque séance, chaque étudiant effectue au plus
une manipulation. Chaque nom figure donc au plus une fois dans chaQue

ligne.

Mais on peut chercher 3 l'améliorer, et tout d'abord en réduisant

le nombre des séances. Ce nombre ne pouvant &tre inférieur au nombre n,




nous imposerons qu'il soit égal & n. Tous les étudiants seront donc
présents a4 chaque séance, chaque nom figurera une fois et une seule
dans chaque ligne et dans chaque colonne. Nous appellerons caré
gaulois un tableau carré qui posséde cette propriété.

On peut ensuite améliorer la répartition des étudiants a chaque
séance. Par exemple, le tableau de la figure 1.1.2 est mieux réparti

que celui de la figure 1.1.1.

S'il y a exactement n étudiants pour n manipulations et n
séances, chaque étudiant peut effectuer seul chaque manipulation,

et le tableau est un cawnd Latin.

S§'il y a un nombre pair d'étudiants, différent de 4 et de 6,
si n est inférieur d'une unité & ce nombre, on peut placer les étudiants
en "bindmes" de toutes les fagons possibles en construisant un cané

de Room.

Si le nombre p des étudiants est compris entre n et 2n, s'ils
travaillent seuls ou & deux, si chacun travaille seul le méme nombre
de fois, et si aucune case du tableau n'est vide, on obtient un caréd

SLamo4is .

Nous é&tudierons ces différents carrés dans la deuxiéme et la

troisiéme parties, aprés avoir introduit quelques notions préliminaires.




1.2 GRAPHES ET HYPERGRAPHES

L'ouvrage de C. Berge [2] portant ce titre contient toutes

les définitions nécessaires. Rappelons les principales :

1.2.1 Graghes

définition : Un grnaphe G = (X,U) est Le couple constitué pan :

- un ensemble X = {x,,xz,...,xn}

- une famille U = (“I’uZ"“’“m) d'éLements du produit
cantésien X x X = {(x,y) / x € X, y€ Y} ; un élément (x,y) de X x X

peut apparaitne plusieuns 4ois dans La famille U.

Les éléments de X sont appelés les sommets du graphe G, ceux
de U les ancs.

Les graphes que nous rencontrerons dans cette é&tude ne seront
généralement pés orientés : on parlera de l'anéte (x,y) sans tenir compte
du sens de 1l'arc reliant les sommets x et vy.

Beaucoup de ces graphes seront nZgufiens : tous les sommets
auront le méme degné, qui est le nombre d'arétes dont un sommet est

l'extrémité.

Nous utiliserons également les notions de graphes partiels, de
sous-graphes, de cycles et de composantes connexes :

Un ghaphe partiel d'un graphe G est un graphe ayant les mémes




sommets que G, et dont l'ensemble des arétes est inclus dans l'ensemble
des arétes de G.

Un A0us-ghaphe de G est un graphe dont 1l'ensemble X' des sommets
est contenu dans 1l'ensemble des sommets de G, et dont l'ensemble des
arétes est l'ensemble des arétes de G dont les deux extrémités sont
dans X'.

Un AouA-gnaphe partiel est un graphe partiel d'un sous-graphe,
ou un sous-graphe d'un graphe partiel.

Une chaine de longueur n est une suite de n arétes adjacentes

(e X5) p (Xg0Xg)yenes (X, ). Un cycle de longueur n est une chaine

n+1

de longueur n dans laquelle X1 = *q-

Une composante connexe de G est un sous-graphe de G dont

l'ensemble des sommets est une classe de la relation d'équivalence :

X =y , ou il existe une chaine entre x et y ".

1.2.1 Hypergraphes .

définition : Un hypergraphe est un couple H = (X,E) ol X est un
ensemble 4ini {x,,xz,...,xn}, et E = (EL / £ € 1) est une gamille

de panties non vides de X, dont La néunion est X.

Les &léments de X sont les sommets, ceux de E sont les aréfes.

Un graphe non orienté est donc un hypergraphe dont chaque aréte
contient un ou deux sommets. Une aréte ne contenant gqu'un seul sommet

s'appelle une boucfe.

Nous rencontrerons des hypergraphes k-uniéonmeé : chaque aréte
contient k sommets, ou k-18guliens : chaque sommet appartient & k

arétes.




1.3 ALPHABET

Nous appellerons afphabet un ensemble fini, et fettres ou
symboles ses éléments.

L'oadre, ou candinal, d'un alphabet est le nombre de ses

lettres.

Tout alphabet de n lettres peut &tre mis en correspondance
biunivoque avec 1l'ensemble [n] = {1,2,...,n} des n premiers entiers,
et c'est cet alphabet que nous rencontrerons le plus souvent.

Parfois, quand des calculs modulo n 1l'exigeront, nous
préférerons utiliser 1l'ensemble [n]o = {0,1,...,n-1}, gue nous
noterons également [n] si aucune confusion n'est possible. Nous

-{mod n) -n

écrirons alors x ', ou x , ou x, pour désigner l'élément de [n]0

congru & x modulo n, c'est-a-dire le reste de la division de x par n.




1.4 PERMUTATIONS

Une permutation est une application bijective d'un alphabet

sur lui-méme.

L'ensemble des n! permutations de [n], muni de la loi de
composition des fonctions, est le groupe syméirnique Sn. ‘

Nous noterons de gauche & droite le produit de deux permutations,
dans l'ordre od il s'exécute :

{pg) (1) = g(p(i))

Nous écrirons le plus souvent les permutations sous leur {o/ume
cyclique né€duite, en mettant les cycles en évidence et en omettant les
points fixes :

1 2 3 4 5 6

par exemple = (126) (35)
2 6 5 4 3 1

Une thansposition est un cycle réduit & deud points, c'est-a-
dire une permutation qui échange deux lettres et ne modifie pas les
autres. Toute permutation peut &tre décomposée en un produit de
transpositions. Le groupe alteané An est l'ensemble des permutations

1
égales au produit d'un nombre pair de transpositions, il est d'ordre %4—.

L'onrdrne d'une permutation est l'ordre de 1'alphabet sur lequel
cette permutation est définie, son degnZ est le nombre de points qu'elle

modifie effectivement.

La distance entre deux permutations p et q de $, est le nombre

de points i de [n ] pour lesquels p{(i) et g(i) sont différents. C'est

aussi le degré des permutations pnlq et q—lp.




Un ensemble de permutations de [n] est thansitif si, pour
tout couple d'éléments i et j de [n], il contient une permutation qui
transforme i en j.

Il est k f04s8 thansitif si, pour tout couple d'ensembles
{al,...,ak} et {bl""’bk} de k éléments de [n], il contient une

permutation transformant a, en bl""’ a, en b, . Il est donc également

j fois transitif pour toutlj inférieur a k, (nfk) fois transitif, et
transitif.

I1 est k-trhans{tif si, pour tout couple d'éléments i et j de
[n], il contient exactement k permutations transformant i en j. I1 est

donc traﬁsitif. Cette notion a été étudiée par J.P. Steen dans [ 23].

Les ouvrages de W. Ledermann [ 12], H. Wielandt [ 27] et J.A.
de Séguier [20] et [ 21] sont consacrés a 1'étude des groupes de per-

mutations, et peuvent &tre consultés avec profit.
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1.5 TABLEAUX

1.5.1 Définition

Un tableau m x n est une application T de [m] x [n] dans
un ensemble E.

Nous écrirons T(m,n,E) pour représenter T.

Un tableau est donc trés semblable 3 une matrice. Nous ferons

cependant les remarques suivantes :

- E est un ensemble quelconque, par exemple un alphabet [p],
ou encore l'ensemble des parties d'un autre ensemble, ou méme un

ensemble de tableaux.

- Un élément (i,]) de [m] x [n] définit une case du tableau.
L'élément T(i,j) de E sera appelé 1'éfément Ti du tableau T ou encore
le contenu de La case (4,f). La €igne i (i € [m]) est 1l'ensemble des
cases (i,j) pour j € [n]. De méme, la colonne j (j € [n]) est l'ensemble
des cases (i,J) pour i € [m]. On les notera respectivement TL et T4.

Les lignes et les colonnes sont appelées des rangées. Nous

écrirons souvent "rangée" 3 la place de "ligne (respectivement colonne)”.

- Si 1l'application T n'est pas définie en (i,j), nous dirons
que la case (i,j) est vide. Les Ti seront donc implicitement considérés
comme des ensembles, éventuellement vides ou réduits & un seul élément.
On considérera presque toujours E comme l'ensemble des parties d'un

autre ensemble, et T sera partout définie.
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Nous allons définir plusieurs opérations sur les tableaux.

1.5.2 Transposition

Le trhansposé d'un tableau T(m,n,E) est un tableau T' (n,m,E)
tel que :

. . A _ +f
vie[m] Vie[n] (T)j'TL

Le transposé du transposé est le tableau lui-méme.

1.5.3 Union et intersection

L'union de deux tabLeaux T{m,n,P(E)} et T'(m,n,P(E')) est un
tableau T U T' (m,n,P(E U E'}) dont Les ELéments sont :

e - 5 'S
(TuT)L- TL.UT&.

L'intensection de T et de T' est un tableau T n T'(m,n,P(E N E'))
dont Les Eléments sont :

(T -1n1d
A A A

Si E et E' sont disjoints, les éléments de T N T' sont vides.

L'union et l'intersection de deux tableaux de mémes dimensions
sont associatives et commﬁtatives, comme 1l'union et l'intersection des
ensembles.

L'élément neutre de l'union des tableaux m X n est le tabfeau
vide VZ dont chaque élément est 1l'ensemble vide.

L'ensemble des tableaux m x n muni de l'union est un monolde

commutatif.
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1.5.4 Permutation des rangées

Soit x une permutation de Sm' Le tableau obtenu en permutant
les Lignes de T(m,n,E) & l'aide de x est le tableau xT(m,n,E) dont les
éléments sont :

J 3
. =TT .
(XT)l x(1)
De méme, si y est une permutation de Sn' les éléments du tableau

obtenu en permutant les cofonnes de T sont :

(3 - )
1 1

On peut combiner les deux permutations :

S4 (x,y) est un éLément de Sm x S, on obtient, en L'appliquant
au tableau T(m,n,E), un tableau zT(m,n,E) dont Les élLéments sont :

Yrv 4 . Y14 . (Y i _ qyl4)
Gz = GUTH = LTI = T

Si deux éléments de E se trouvaient dans une méme rangée du

tableau T, ils se trouvent encore dans une méme rangée du tableau iT

Une permutation des rangées d'un tableau est un couple de
permutations. Le produit de deux permutations de rangées s'effectue

de la fagon suivante (en lisant de gauche & droite) :

(xl.yl)(xz,yz) = (x1x2'y1Y2)

L'ensemble Sm X Sn muni de ce produit posséde une structure
de groupe dont 1'élément neutre est le couple (em,en) des éléments
-1 -
neutresde Sm et de Sn' et ol l'inverse de (x,y) est le couple (x ",y 1)

des inverses de x et de y dans Sm et dans Sn respectivement.

Nous utiliserons en particulier des permutations cycliques
qui provoquent des hotations des rangées :
Si [m] = {0,1,...,m-1} est le groupe cyclique des entiers

modulo m, si x est 1'un de ses éléments, la permutation x de Sm sera
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définie par :

vi€[m] x(i) = i+x (modulo m) que l'on note i+x

Le tableau xT est obtenu en mettant les x premiéres lignes de
T en bas du tableau :

4 - { - }
To . Tn 1 } To . Tn 1
o o) X X
/o) n-1 (o) n-1
To_1°* " Ty T _1--+ Tpot
T = xT =
©° ... ! © .. !
X X o) o)
© ... ! © ... !
L m-1 m-1 ) L x-1 x—l}
fig.1.5.1
et on aura :
( T)? = 1)
x ‘i —m
i+x

De méme, si y est un élément de [n], on construit le tableau

Y1 en placant les y premiéres colonnes de T & droite du tableau :

.
2T P TN >
(o] (o] lo] [0}
Yo = : : : :
Y L ! £ig.1.5.2
L m_l... m-1 m_l... m-1 J g.l.o.

Si on effectue les deux opérations, dans un ordre indifférent

car elles commutent, on obtient le tableau zT de la figure 1.5.3.
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o AU et BN ot
x x x b'4
Ty Tn—l To Ty-l
YT - m-1 m-1 m-1 m-1
X oy Tn--l 7° Ty-l
o o o o
Y n-1 o y-1
Tx-l Tx—1 Tx-1 Tx—l fig.1.5.3
{

L'élément (i,j) de iT est :

3T
Yy = %Y
X 1

i+x

Les tableaux T et ZT sont de la forme :

Y
-—
T “
X | A B
|
L 4
T = m
Cc D
Y
- = >
fig.1.5.4
D Cc
Yo =
X
B A

/“\
%“ii

7 3n:

\\ LFLL

i
W"}
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]
Le tableau i,T peut étre obtenu & partir du tableau iT de la

fagon suivante :
y' v'-y ¥
T = (ZT)
X ——m X
x'-x

1.5.5 Juxtaposition

En juxtaposant honizontalement deux tableaux Tim,n,E) et
T'{m,n',E'), on obtient un tabLeau TOT' (m,n+n' ,E U E') dont Les
gLements sont : o

j_ j . .
(TeT'); = T sL0< §<n

(~-n .
T’i sdnon

0
B
=]

TeT' fig.1.5.5

Les propositions suivantes se démontrent facilement :

proposition 1.5.1 : T'oT = "(TT')

n(...) désigne le déplacement cyclique des colonnes que nous

avons étudié au paragraphe précédent.

proposition 1.5.2 : La juxtaposition honizontale est associative.

Soient trois tableaux A(m,nl,El), B(m,nz,Ez) et C(m,n3,E3).
Comme ils ont le mé&me nombre de lignes, les expressions :
(AGB)}OC et A® (B6C)

ont un sens, et désignent toutes deux le tableau T(m,n1+n2+n3,E1 v E2

de la figure 1.5.6, dont les éléments sont :

V] E3)
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. j_ L3 . .
0<i<m Ti—Ai si O<:]<n1
j-n .
Bi 1 si n1 < j <Zn1+n2
j-n, -n . .
Ci 1 2 si n1+n2 <Jj < n1+n2+n3
T= m A B c fig.1.5.6
™ 2 3

On peut définir un tableau E; "a& m lignes et 0 colonnes" qui
servirait d'élément neutre pour donner une structure de monoide &
1l'ensemble des tableaux & m lignes muni de la loi de juxtaposition

horizontale.

juxtaposition verticale

T e e s T o S i T St e S

En juxtaposant venticalement deux tableaux T(m,n,E) et T'(m',n,E},
on obtient un tableau TOT' (m+m',n,E U E') dont Les éLéments sont :

i . f ) ,
(TOT )L = Ti AMLOK L <m

T’i_m s4non

m'[{ T fig.1.5.7

proposition 1.5.3 : T' 0 T = m(T 0T

proposition 1.5.4 : la fuxtaposition venticale est associative.

L'ensemble des tableaux 4 n colonnes, muni de la loi de
Jjuxtaposition verticale, posséde une structure de monoide dont 1l'élément

neutre est le tableau Eg "a 0 lignes et n colonnes".
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Si Tl'TZ

lignes, posons :

,...,Tp sont des tableaux ayant le méme nombre de

1 Ti = 'I‘1 e T2 e ... 6 Tp

o '

i

De méme, s'ils ont le méme nombre de colonnes, posons :

p

o T, =T T, 0 ... 0T
1= 1

1 1 2 P

proposition 1.5.5 : Sodient mn tableaux Tg ("'k’”t’E) (0 <k <m 0<l <nl.
18 existe un tableau

tel que : )
, _mzl nzl nal msl
T T8 w8 e 20 B Tk
Posons
M =20 N =0
o o
k=1 1-1
M =4l B (0 <k <m Ny = By My (0 €1 < n)
: M=M N=N
m n
[M]= {0,1,...,M} [N]~= {0,t,...,N}
_n=1 1 1 m=1 1
Tk = 120 Tk (0 £k <m) T = kgo Tk (0 £1 <« n)

. Les m tableaux Tk’ obtenus en juxtaposant horizontalement les
1
n tableaux Tk (01l <«<n) a m, lignes, sont des tableaux a m, lignes
et N colonnes. On peut donc lesvjuxtaposer verticalement, et on obtient
un tableau M X N :
, _ m=1 _m=1 nz1 1
T =% Tx = x% 1% Tk
Soient deux entiers i et j compris respectivement entre O et M-1
et entre 0 et N-1 : considérons l'élément Tz.

Soient k,l1,x,y les entiers tels que :

i=M +x<M,, et 3 =N +yJIN,
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Ainsi, si tous les mp (respectivement les nq) étaient é&gaux,
k et x (resp. 1 et y) seraient le quotient et le reste de la division

de i (resp. 3j) rm (resp. n ).
P. 1) pa b P q

L'élément (i,j) de T' est égal & 1'élément (x,y) du tableau

Ti. En effet

I s RS U
(T )i (Tk)x (Tk)x
De méme, les n tableaux Tj a4 M lignes et nj colonnes peuvent

étre juxtaposés horizontalement pour former le tableau T"

w _n=1 1 n=1m=1 1
T"=1%T =18 20 T
et (T")3 = (Tl)z = (Ti)i , donc T' = T".
1 n1 nn—l
o ° E E Tn—l
o o Vo o
T
o \ . n-1
"n-1 Tm—l L Tm—l_’ fig.1.5.8

La juxtaposition diagonale de deux tableaux T'(m',n',E') et
T"(m",n",E") est un tableau T' § T" (m'+m" n'+n",E' U E") dont Les
elements sont : ’

(T'@T")/{=(T')1 sML0<i<m et 0<j<n

(T")i::' Al m' <,(:<mv+mn et n' <j <n'+n"

1) Adnon

" fig.1.5.9
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Par conséquent, T'OT" est le tableau :

n
ToT =(T"ev,)a (v, eT") = (T' OV, 6 (V., @ T")
m m m m
ol Vz désigne le tableau mxn vide, élément neutre de 1'union.

La juxtaposition diagonale s'apparente au produit tensoriel
du magmoide des matrices défini par A. Arnold et M. Dauchet dans [11.
Elle est associative et donne une structure de monoide & 1l'ensemble
des tableaux, son élément neutre est le tableau Ez "a 0 lignes et O

colonnes"”.

On pourrait également définir une juxtaposition suivant la
diagonale ascendante (fig.1.5.10), mais elle se déduit aisément de la

précédente :

1
TI ¢ T" = n (TI Q T")
n" nl
m' T'
m" U fig.1.5.10

1.5.6 Changement d'échelle

agrandissement (micro)

T o o - — e o . o 8 s o e

Sait un tableau mxn dont Les éLéments sont des tableaux

Tﬁ(mh,nz,E) (0g<kam, 0<& < n). On appelle uT Le tableau :

_1 -1
uT (glo M » plo Mg » E)
défini par La proposition 1.5.5 :
_ mzl nal _ nzl msl
uT = W8 98 e = 48 18y Ty
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vue d'ensemble (macro)

Soit un tabfeau T{M,N,E). Sodent deux suites d'entiens
strnictement posLtifs (mo,m1,...,mm_,) et ("0’"1"""n-1) dont Les
sommes sont respectivement M et N. EfLes déginissent un tableau MT
& M Lignes et N colonnes, dont Les éLéments (MT)ﬁ sont des tableaux
(my,ng,E), tel que :

T = u(MT)

Choisir une suite de p entiers positifs xl,xz,...,xp dont la

somme est n revient a séparer 1'ensemble {1,2,...,n} en p segments :

{1,...,x1},{x1+1,...,x1+x2},...,{x1+...+xp_1+1,...,x1+x2+...+xp}

c'est-a-dire choisir dans cet ensemble p-1 points de séparation :

Yy 5%
y2 = x1+x2
yp_1 = x1+x2+...+x

-1 -1
Il y a donc ci 1 fagons de choisir cette suite, et pgl cﬁ
fagons de séparer l'ensemble {1,2,...,n}.

M

Par conséquent, il y a (k§1 C

k-1
VR A

C;_l) tableaux MT tels
que : T = U(MT).

En particulier, on peut citer le tableau T lui-méme, dont les
éléments sont considérés comme des tableaux & une ligne et une colonne,

et le tableau a une ligne et une colonne dont 1'élément unique est le

tableau T.
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DEUXIEME PARTIE

CARRES GAULOTIS
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2.1 DEFINITION

Si n et p sont deux entiens strnictement positigs, un cané
gaulois Gn,p) est un tableau & n Lignes et n colonnes dont chaque case
contient un sous-ensemble (Eventuellement vide) d'un alphabet de p Lettnes,
de telle sonte que chaque Lettre apparaisse une §04s et une seule dans
chaque fLigne et dans chaque colonne.

exemples :
fig.2.1.1
A BC D
CD AB 12 | 3 1
B AD | C 3 12 1
G(3,4) G(2,3) G (2,1)

Nous étudierons plus loin certains carrés gaulois particuliers :

les carrés latins, les carrés de Room, les carrés de Roem généralisés. Nous
définirons ensuite une nouvelle sorte de carrés gaulois : les carrés sia-

mois.
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2.2 CARRES GAULOIS ET TABLEAUX DE PERMUTATIONS

2.2.1 Les matrices de permutations

définition : Une matrnice de permutation est une matrnice carnée dont
Les coefficients sont 0 ou 1, avec un 1 et un seul dans chaque Ligne
et dans chaque colonne.

Une matrice de permutation M(nxn) est associée & une permutation
f de Sn' Le produit de M par un vecteur x de dimension n est un vecteur

Mx dont les éléments sont obtenus en permutant ceux de x suivant f :

* *£(1) }
X = . Mx =| .
xn xf(n) fig.2.2.1

Si 1l'on considére que les cases contenant des zéros sont vides,
et que 1 est une lettre, on peut dire qu'une matrice de permutation est

un carré gaulois G(n,1).

Il y a donc une correspondance biunivoque entre 1l'ensemble Sn
des permutations d'ordre n et 1'ensemble des carrés gaulois G(n,1) sur

un alphabet donné n'ayant qu'une lettre.
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2.2.2 Les suites de permutations

proposition 2.2.1 : I£ existe une correspondance b.iundivoque entre
2'ensemble des carnnés gaulods Gin,p) sur un alphabet donné et
L'ensemble des suites de p permutations d'ondre n.

En effet, une lettre a de l'alphabet permet de définir une
permutation de l'ensemble [n] : & chaque indice i € [n] d'une ligne
de G, on fait correspondre 1'indice f(i) € [n] de la colonne de G
telle que la lettre a figure dans la case (i,f(i)). La fonction f
ainsi définie est une permutation, car la lettre a apparait une fois

et une seule dans chaque rangée du carré gaulois.

Un carré gaulois G(n,p) sur l'alphabet A = {ai,az,...,ap}
permet donc de définir de fagon unique une suite (fl'fz""'fp)
de permutations d'ordre n.

Il est possible que deux permutations fi et fj soient €gales :
cela se produit lorsque toute case de G contenant la lettre a; contient
également la lettre aj. On ne peut donc pas parler 4d'ensemble de

permutations, mais plutét de suite.

Il y a autant de carrés gaulois G(n,p) sur 1l'alphabet
{1,2,...,p} que de suites de p permutations choisies parmi les n!

éléments de Sn' ils sont donc au nombre de (n!)p.

La figure 2.2.2 décrit les 16 carrés gaulois G(2,4), et les
suites de quatre permutations de {1,2} qui leur sont associées.

11 y a deux permutations de {1,2} : la permutation identique,
que nous noterons 1, et la transposition (12), gue nous noterons O.
Nous pouvons donc coder chaque carré gaulois G(2,p) par un nombre

binaire de longueur p.
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fig.2.2.2
£, £, f; £, G(2,4) £, £, fj £, G(2,4)
12 12
0 0 0 0 1 1 1 1
123 124
4 | 123 123 | 4
0 0 0 1 1 1 1 0
123 4 4 | 123
3| 124 124 3
0 0 1 0 1 1 0 1
124 3 3 14
34 | 12 12] 34
0 0 1 1 1 1 0 0
12 | 34 341 12
2 | | 2
0 1 0 0 1 0 1 1
i 2 2 |
24 131 13 | 24
0 1 0 1 1 0 1 0
13| 24 : 24 |13
23 | 14 14| 23
0 1 1 0 1 0 0 1
14 | 23 23| 14
{ a3
\ UILLE -
N
i) 1 1 4
0 1 1 1 1 0 0 0
1 |\ > 1
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2.2.3 Les tableaux de permutations

A une permutation f de {1,2,...,n}, on peut associer le vecteur

V= (£(1),£(2),...,£(n)).

A partir de la suite de permutations correspondant & un carré
gaulois G(n,p), on peut donc construire un tableau & p lignes et n

colonnes, dont la ligne k est le vecteur Vk'

Si la case (i,j) de G contient la lettre k, la permutation k

transforme i en j, et 1'élément (k,i) du tableau est j :

3 i
s i k . k .o j
i L. k ]

carré gaulois permutation tableau de permutations

£fig.2.2.3

Il y a une correspondance biunivoque entre les carrés gaulois

G(n,p) et les tableaux de p permutations d'ordre n :

i,J €[n] k €[p] k € Gi °'T; = 3

Construisons par exemple le tableau de permutations associé

4 un carré gaulois G(3,6)

£ig.2.2.4
1 2 3

1 2 3

1 15 23 46 1|1 3 2
2 {2 3 1

2 4 6 | 1235 3 (2 3 1
4 {3 1 2

3 | 236 | 145 - 5 {1 3 2
6 |3 2 1
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1 2.2.4 Tableaux de permutations particuliers

Le tableau de permutations associé & un carré gaulois G(n,p)
peut &tre considéré comme un ensemble de p permutations fl’f2'°"'fp
d'ordre n, si l'on admet que deux permutations d'indices différents

i et j peuvent avoir la méme matrice de permutation.

Certaines propriétés des ensembles de permutations, définies
au chapitre 1.4, donneront aux carrés gaulois associés des caracteéres

particuliers.

— . o o oy e B i . o . . T T — -

Pour tout couple d'éléments i et j de [ n], il existe une
permutation transformant i en j.

Autrement dit :

- dans le tableau, chaque colonne contient tous les éléments
de [ nj,

- dans le carré, aucune case n'est vide. On dit que le

carré gaulois est pfedn.

o s " e D e S T Y T . T T —— T -

Pour tout couple d'ensembles {il""’ik} et {jl""’jk} de

k éléments de [ n], il existe une permutation transformant i, en jl""'

1
i en 3.

Si on construit un carré kxk en sélectionnant k lignes et k
colonnes du carré gaulois et en les permutant de fagon quelconque, il
existe une lettre qui figure dans toutes les cases de la diagonale

de ce carré.

Par exemple, le carré gaulois G(3,6) de la figure 2.2.4 est
trois fois transitif : les six permutations qui lui sont associées

sont toutes différentes et forment le groupe symétrique S3.
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12 34 56 1 1 2 3
35 16 24 2 1 3 2
46 25 13 3 {2 1 3
4 |2 3 1
5 301 2
f£ig.2.2.4 6 |13 2 1

Si on permute les colonnes du tableau de permutations de fagon

4 placer les colonnes i ...,ik a gauche, une des lignes du tableau

1[
doit commencer par jl""'jk'

proposition 2.2.1 : S{ G(n,p) est un cand gaulods k fois trhansitig,
alons p est au moins 2gal a —-'—l!—. '
(n-k)!

En effet, dans les k premidres colonnes, on doit voir figurer
tous les k-uples ordonnés d'éléments de [ n], qui sont au nombre de :

1
K oxoky = —nt ok = DY

n k! (n-k)! (n-k)!

Le carré gaulois G(4,12) de la figure 2.2.5 est deux fois

transitif :

ABC DEF GHI JKL
DGJ AHK BEL CFI
EIK CGL AFJ BDH
FHL BIJ CDK AEG

fig.2.2.5

gt RN g H o . "M Mmoo 0 wo o
BB DWW W NN e e
W N = b N =D W R WwN
N = W o= BN W Bh NN bW
=W NN = b e bW W N
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—————————— " o — T T T — T — T -

Pour tout couple d'éléments i et j de[ n], il existe exactement
k permutations transformant i en j.

Chaque case du carré gaulois G(n,p) Fontient donc k lettres,
et p est égal a kn.

Chaque élément j de [ n ] figure k fois dans chaque colonne
du tebleau de permutations.

La k-transitivité entraine la transitivité.

Le tableau de la figure 2.2.4 est 2-transitif, celui de la
figure 2.2.5 est 3-transitif.

Deux permutations quelconques ont toujours la méme distance 4,
donc le méme nombre de points communs ¢ = n-d.
Chaque couple de lettres apparait donc dans exactement c cases

du carré gaulois associé.

On appelle cané de Room générnalisé un carré gaulois associé

a un tableau de permutations équidistant, il fera l'objet d'un chapitre

particulier.

exemple :

b e Sk AT ¢ 161,23 4 -8 8
34 12 —= = = - 2 152 4 3 6 -5
-— - 13 24 -- -- < (0 | e R O T
-— -= 24 13 -- -- dWEir 4 35 @
SRR SRR i

~— == == -= 23 14 n=6 ; p=4 ; c=2

fig.2.2.6
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2.3 GRAPHES ET HYPERGRAPHES ASSOCIES A UN CARRE GAULOIS

2.3.1 Les k-hypergraphes

S k est un entien compris entre 1 et p, Le k-hypergraphe d'un
carné gaulois Gln,p) neprésente Les cases contenant k Lettres :

- Les sommets sont Les Lettres de L'alphabet,

- Res anétes sont Les groupes de k Lettres figurant dans Le
carne gaulods.

¢ Le k-hypergraphe est donc un hypergraphe uniforme de rang k.

Si la case (i,j) du carré gaulois contient k lettres, donc s'il
~existe une aréte qui lui correspond dans le k-hypergraphe, la colonne 1

du tableau de permutations contient k fois la lettre j.

Le 1-hypergraphe peut &tre considéré comme un graphe n'ayant
que des boucles, et le 2-hypergraphe comme un graphe sans boucles, que

nous appellerons le ghaphe des couples.

exemple : 123 45 6 -
4 12 5 36
5 6 134 2

fig.2.3.1 . 6 3 2 145

1-hypergraphe

2-hypergraphe

!3-hypergraphe

k-hypergraphe, k>3

Q 1 VP‘ 1\ 1 1

g 2 | 6 2 | 6 w 6 2
v !

o5 3 5\3 5 {>3 5 3
R N R } 4
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Si tous les k-hypergraphes sont réguliers, on dit que le carré

gaulois est #égulien.

exemple : 1234 5678 - - - -

56 12 3 4 7 8

fig.2.3.2 78 34 1 2 5 6

graphe des couples : - - 45 67 38 12
ﬁ;:; ===2:;;“ - - 28 15 46 37
- - 67 38 12 45

2.3.2 Les k-dessins

S{ kR est un entien compnis entrne 1 et p, Le k-dessin d'un care
gaulods G(n,p) est un hypergraphe sans boucles dont Les sommets sont
Les ensembles de k Lettrnes figurant dans Le cawné, done cornrespondant
a une aréte du k-hypengraphe. Deux sommets appartiennent & une méme
anéte 54 Les ensembles comrespondants se trhouvent dans deux cases d'une
méme nrangée.

On peut donc distinguer deux sortes d'aré&tes : les arétes-lignes

et les aré&tes-colonnes.

Si deux ensembles de k lettres représentent deux sommets d'une
méme aréte, ces ensembles sont évidemment disjoints, sinon une lettre
figurerait deux fois dans une rangée. Par conséquent, si k est supérieur

a 27 le k-dessin n'a pas d'arétes.
2

exemple : 123 456 78 123-——4?6
45 378 126 378-——1%6
678 12 345 678 ————— 345

fig.2.3.3 G(3,8) 3~dessin
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2.3.3 Les cycles

Les cycles sont des graphes dont les sommets sont les cases
du carré gaulois G(n,p). Il y en a un par couple de lettres de [p],
ils sont donc au nombre de p(2-1)' On les définit de la fagon

suivante :

Si a et b sont deux Lettres digfférnentes, deux cases sont
nelites par une arnéte du cycle (a,b) s4 et seulement 54 :

- elles se trouvent sun une méme rangée,

- L'une contient a et £'autre b,

Il y a donc deux boucles sur toute case contenant le couple
(a,b). D'autre part, comme dans le k-dessin, on peut distinguer les

arétes-lignes et les aré&tes-colonnes.

proposition 2.3.1 : Les composantes connexes du cycle (a,b) sont
des cycles de Longueur paire au moins égale a4 4, ou des boucles doubles,
ou des points Lis0lés.

Dans le cycle (a,b), il y a quatre sorte de sommets : les cases
qui contiennent a, celles qui contiennent b, celles qui contiennent a
et b, celles qui ne contiennent ni a ni b.

Les cases qui ne contiennent ni a ni b ne sont les extrémités
d'aucune aréte : ce sont des points isolés.

Une case qui contient a et b porte une boucie-ligne et une boucle-
colonne, et n'est reliée & aucune autre case. Elle forme donc une
composante connexe du cycle (a,b).

Une case qui contient a, mais pas b, est reliée & deux autres
cases : celle qui contient b et se trouve sur la méme ligne, par une
aréte-ligne, celle qui contient b et se trouve sur la méme colonne, par
une aréte-colonne. Soit par exemple une case (il’jl) contenant a, mais

pas b. b figure ailleurs, une fois et une seule, dans la ligne i, : par

1
exemple dans la case (11'j2)' j2 étant différent de jl‘ Les cases (il'jl)
et (il’jz) sont reliées par une aré&te~ligne, et ne sont reliées par une

aréte-ligne & aucune autre case.
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La lettre a ne figure pas dans la case (il’jZ)’ puisqu'elle
figure en (il’jl) dans la ligne il' Elle apparait donc dans la case
qui se trouve ailleurs dans la mé&me colonne. b se trouve donc dans

) (i1 # iz) de la colonne j2, et cette case ne contient pas b,

) de la ligne i

la case (i Si j3 = jl' en retournant en (il'jl)

2133 2°
pour retrouver a, nous parcourons un cycle de longueur 4.

Sinon, nous construisons une séquence :

(ll’jl) 14 (11132) r (12132) 14 ...,(ik’jk) r (lk'jk"’l) r (lk+1ljk+1) § o
en parcourant alternativement une aré&te-ligne et une aré&te~colonne,

ou encore un sommet-a et un sommet-b

Ie-1 I et
ik—l & coeas ?
f
i, i £ig.2.3.4

Cette séquence est finie, car le nombre de rangées est fini.

Nous allons donc retrouver une case déja parcourue. Considérons le cas

ol cela se produit pour la premiére fois.

Si cette case contient un b, nous y sommes arrivés en parcourant

une colonne & partir d'un a. La premiére fois que nous avions quitté

cette case b, c'était en suivant cette colonne jusqu'au a. Cette case

contenant un a a donc d4éja été parcourue, ce qui est contraire & notre

hypothése.

La case que nous retrouvons pour la deuxiéme fois contient donc
un-a, et nous démontrons de la mé&me fagon que c'est la premiére case
(il’jl)' la seule & ne pas avoir été atteinte par .une ar&te-colonne au

premier passage.

On rencontre ainsi toutes les cases contenant des a ou des b en

parcourant des cycles disjoints alternés, donc pairs. Les cycles de

longueur 2 sont en fait les boucles doubles, les véritables cycles ont

une longueur au moins égale & 4.

exemple : @ 3¢ s

£fig.2.3.5 5 - 46 @2 cycle (12) dans G(4,6)

3
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Si le cycle (a,b) a au moins deux composantes connexes qui ne
soient pas des boucles, on appellera cycle partiel [a,b ] chacune de ces

composantes connexes.

Les cycles se retrouvent dans le tableau de permutations : les
deux lettres a et b représentent deux permutations, donc deux lignes
du tableau. Si a figure dans les cases (11'j1)’(iz’jz)""'(ik’jk) et
b dans les cases (il’jZ)""’(ik—l'jk)’(ik'jl) du cycle, alors, dans

la ligne a du tableau, on trouve : j1 en colonne il’ j2 en colonne i2,
ceoy jk en colonne i, et dans la ligne b : j2 en colonne il""’ Ik
en colonne ik—l' iy en colonne i, :

12 34 7 5 8 6 i=1 3oeees e 6
56 78 3 1 4 2 X :
8 6 12 34 7 5 i,=3 6..... 3
4 2 56 78 3 1 : :
7 5 6 12 34 1,=5 6..... 3
3001 2 56 78

3 1
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2.4 OPERATIONS SUR LES CARRES GAULOIS

Les opérations que nous avons définies pour les tableaux peuvent
&tre appliquées au tableau particulier qu'est le carré gaulois. Nous
verrons sous quelles conditions le tableau résultat est un carré gaulois,
et, si c'est le cas, ce que deviennent le tableau de permutations, les
graphes et les hypergraphes qui lui sont associés. Nous définirons
également de nouvelles opérations qui s'appliquent particuliérement aux

carrés gaulois.

2.4.1 Transposition

proposition 2.4.1 : Le transposé d'un can gaulois est un cavni gaulois
G' (n,p) dont Le tableau de permutations est £'invense de celud de G.

Les k-hypergraphes, les k-dessins et les cycles ne sont pas
modifiés.

Si la lettre a figurait dans la case (i,j) de G, elle figure
dans la case (j,i) de G'. Par conséquent, la permutation a du tableau
T associé & G, qui transformait i en j, est remplacée dans T' par la
permutation a' qui transforme j en i : a' est donc 1'inverse de a.

Autrement dit, le tableau de permutations associé au transposé
du carré gaulois G s'obtient en inversant les permutations du tableau

associé a G.
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2.4.2 Permutation des rangées

proposition 2.4.2 : S{ on permute Les rangées d'un carné gaulodis G(n,p)
a £'aide des permutations x et y de S, on obtient un can€ gaulois
yG(n p), dont Le tableau de pumuza,tconé est abtenu en rnemplagant chaque
pejunu,ta,twn a du tableau associé a G par xay

Les permutations x et y des rangées de G ne changent pas le
fait que chaque lettre figure une fois et une seule dans chaque rangée :
zG est donc un carré gaulois.

La lettre a figurant dans la case (i,3j) de ZG est celle qui se
trouvait dans la case (x(i),y(j)) de G. La permutation a' qui transforme

i en j dans le tableau T' associé & iG correspond & la permutation a

qui transforme x(i) en y(j) dans le tableau T associé & G. Par conséquent :

a'' =xay
1
dans T' i—2
[ [¥
f£ig.2.4.1 dans T  x(i) —2—+ y(3)

exemple : x =(12), y = (134)

12 34 5 6 - 2 16 4 3 5
3 16 2 4 5 5 34 6 12 -

G = 4 2 1 35 6 ic = 1 2 35 4 6
- 5 3 1 24 3 5 1 - 24
56 - 4 2 13 4 - 2 56 13
1T 2 3 a4 s 2 4 1 3 5
1 3 2 5 4 1 4 2 5 3
2 1 4 3 5 4 2 3 1 5

T = 2 4 1,5 3 T= 3 2 4 5 1
3 05 4 2 1 5 1 3 2 4
4 2 5 3 1 2 3 5 1 4

£ig.2.4.2

Dans T, la permutation 1 est l1'identité, car tous les 1 se

trouvent sur la diagonale de G. Dans T', la permutation 1' est : ’
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1" = = (12) 1 (1347}

=

Pour obtenir T' & partir de T :

- on permute les colonnes de T suivant x,

- on remplace les éléments k par y-l(k),
1'ordre de ces deux opérations est indifférent, car elles ne con-
cernent pas les mémes éléments.

Plus simplement :

o=y L = Xy hm)

Les k~hypergraphes, les k-dessins et les cycles ne sont pas

modifiés par une permutation des rangées de G.

2.4.3 Permutation de 1l'alphabet

Proposition 2.4.3 : Sodit z une peumutation de Sp. A partin d'un cand

gauwlodis Gin,p), on obtient un carnnd gaulois z(G)(n,p) en remplagant
dans G chaque Lettre a par z(a).

z peut également &tre une bijection de [p] sur un autre al-
phabet de p lettres.

Les k-hypergraphes, les k-dessins et les cycles sont transfor-
més de fagon isomorphe, puisque seuls les noms de leurs sommets sont
modifiés.

Le tableau z(T) s'obtient en permutant les lignes du tableau T

suivant la permutation z : z(T) = zT.

exemple : z = (125) (34)

12 3 45 6 25 4 13 6

56 1 2 34 16 2 5 34.
G = 4 25 36 1 z(G) = 3 15 46 2

3 46 1 25 4 36 2 15

fig.2.4.3
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1 ., 1 2 4 3 1 31 2 4

2 1 3 2 4 2 t 2 4 3

3 2 4 3 1 3 3 4 1 2

T= 4 3 4 1 3 L= 4 2 4 3 1

5 31 2 4 5 1 3 2 4

6 4 1 3 2 6 4 1 3 2
fig.2.4.4

2.4.4 Isomorphisme, similitude et équivalence

Deux carrés gaulois sont {somorphes si l'un peut &tre obtenu
4 partir de l'autre 4 l'aide des opérations suivantes :
- permutation des rangées

- permutation de 1l'alphabet

Deux carrés gaulois sont sembfables si le transposé de 1'un
est isomorphe & l'autre. Ils sont é‘uivalentb s'ils sont isomorphes
ou semblables. L'isomorphisme et l'équivalence sont des relations

d'équivalence.

proposition 2.4.4 : Les k-hypergraphes (nesp. Les k-dessins, resp. L£es
cycles) de deux carnés gaulois Equivalents sont Lsomonphes.

. Nous appellerons {nvariants les hypergraphes associés aux
carrés gaulois qui ne sont pas modifiés par l'équivalence. Ce sont

donc : les k-hypergraphes, les k-dessins, les cycles.

.

2.4.5 Union

L'union des tableaux ne peut pas &tre appliquée telle quelle
aux carrés gaulois, si l'on veut que le résultat soit un carré gaulois.

Si nous unissons deux carrés dont les alphabets ne sont pas
disjoints, une lettre commune risque d'apparaitre deux fois dans la

méme rangée. Nous devons donc imposer que les lettres communes se trouvent
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aux mémes endroits dans les deux carrés. Nous préférons appliquer 1'union

aux carrés gaulois dont les alphabets sont disjoints

proposition 2.4.5 : L'union de deux cannés gaulodis G, (n,p,) et GZ("’pZ)
dont Les alphabets sont disfoints est un canéd gaulods Gln,py+p,).

Le tableau de permutations résultant de l'union de deux carrés
gaulois est 1'union des deux tableaux de permutations. Méme si deux
permutations sont égales, elles portent des noms différents si les deux

alphabets sont disjoints, et ne seront donc pas confondues par 1'union.

proposition 2.4.6 : Un cané gaulodis Gin,p) est £'union de p matrnices

de permutations considénées comme des Gin,1) aux alphabets tous différents,
et son tableau de permutations est L'union des p permutations de S, que
ces matrnices repriésentent.

L'union de deux carrés gaulois est associative et commutative,
son élément neutre est le carré vide G(n,0), dont l'alphabet et le

tableau de permutations sont vides.

Les k-hypergraphes et les k-dessins sont profondément modifiés.
L'ensemble des cycles du nouveau carré contient les cycles des carrés
dont il est l'union, ainsi que les cycles définis par les couples de

lettres appartenant 4 deux alphabets différents.

exemple :

1 23 4 5 - 6 15 23 46
4 - 123 U - 6 5 = 4 6 1235
23 14 - 6 5 ~ 236 145 -

fig.2.4.5

w = W NN ] e
N W e WWw W
=N N - = NN Ww

N U bW N -
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2.4.6 Restriction

L'intersection de deux carrés gaulois ne sera pas un carré
gaulois en général. Si les alphabets sont disjoints, l1'intersection sera
vide. Sinon, seules les lettres communes subsisteront si elles figurent
aux mémes endroits dans les deux carrés. Si cela ne se produit pas dans
chaque rangée, le résultat ne sera pas un carré gaulois. Si cela se
produit partout, on obtiendra un carré gaulois ol ne figureront que ces
lettres communes.

Nous parlerons donc plutdt de restriction, dont voici la

définition :
définition : S{ G(n,p) est un carrné gauwlodis dont L£'alphabet est A,

44 B est un sous-ensemble de A d'ondre g, La nestriction de G & B est
un tableau G' dont La case G’i contlent L' internsection de Gi et de B.

On démontre immédiatement que :

proposition 2.4.7 : La nestrniction d'un carné gaulods Gln,p) a une
partie de son alphabet d'ondre q est un carné gaulois G'(n,q).

Si C est le complémentaire de B dans A, l1l'union des restrictions

de G & B et & C est le carré G lui-méme.

exemple : fig.2.4.6
15 [ 23 | 46 1 23] 4
la restriction de | 4| 6 1235\ & {1,2,3,4} est |4 |- [123
236| 145 - 23 {14] -

Il existe une bijection entre l'ensemble des restrictions d‘'un
carré gaulois G(n,p) et l'ensemble des parties de [p] : ces restrictions

sont donc au nombre de 2p.

Le tableau de permutations associé & la restriction de G & B est
la restriction & B du tableau associé 4 G : on ne garde que les permu-

tations associées aux lettres de B.
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Les k-hypergraphes de G'(n,q) ne sont pas forcément des sous-
hypergraphes de ceux de G(n,p). Par exemple, les k-hypergraphes de la
restriction &4 {1,2,3,4} du carré de la figure 2.3.1 sont :

123 4 - -
4 12 - 3 1 2 1—2 1 2
|
- - 134 4 3 4 3 4E§g3
- 3 2 14
fig.2.4.7

C'est seulement si aucune lettre de B ne se trouve dans la méme
case de G qu'une lettre de A-B, que les k-hypergraphes de la restriction
de G & B s'cbtiennent en prenant la restriction & B de l'ensemble A

des sommets des k-hypergraphes de G.

Les k-desgsins sont également modifiés, puisque leurs sommets

sont les ardtes des k-hypergraphes.

Les cycles définis par un couple de lettres de B sont inchangés,

les autres n'existent plus.

2.4.7 Homomorphisme

définition : S{ E et F sont deux ensembles, £'application h de P(E)
dans P(F) est un homomonphisme &4 elle virifie :
vV A,BCE h{AuB) = h{A)u h(B)

On en déduit que h(@) est l'ensemble vide. De plus, comme P(E)
et P(F) munis de l'union sont des monoldes, il suffit de définir h pour
toutes les parties de E réduites a3 un seul é&lément. Pour toute partie

A de E, on aura :

h(a) = W h({al})

Nous noterons h(a) 1'ensemble h( { a }), image du sous-ensemble
de A réduit a la lettre a. '
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Nous appellerons homomorphisme gaufois un homomorphisme de P(a)
dans P(B), ou A et B.sont des alphabets, tel que :

¥ a,beA a#b = h(a)nh() =9¢

Chaque lettre de B a donc pour inverse un ensemble vide ou réduit

& une lettre de A.

proposition 2.4.8 : S{ A et B sont deux alphabets,si h est un homomorpnisunz
aavkodis de P(A) dans P(B), et 44 G est un cané gaulodis dont L'alphabet
et A, alons Le tableau h(G) defini par :
(h(6)) = h(6))
est un carne gaulods dont L'alphabet est h(A).

52 A * !
—_— ——Fn-effet; h(6)estun—carré de la méme dimension gue G, donc—— |

chaque case contient un sous-ensemble de h(a).
Chaque lettre de h(A) figure dans un h(a) et dans un seul. On

la trouve donc dans chague case de h(G) contenant h(a), c'est-a-dire,

comze a dans G, une fois et une seule dans chaque rangée.

exemple : A ={1,2,3,4} h(l) = {a}
= {a,b,c,d,e} h(2) = {b,c}
h3) = ¢
h(a) = {a,b,c,d} h(4) = (4}
4 123 |4 abc| - | a
G=1]4 1 23 h(G) =f 4 | a |bc
3 24 |1 = dbod l a fig.2.4.8

proposition 2.4.9 : Les permutations de £'alphabet et Les restrictions
d une partie de L'alphabet sont des homomonphismes gaulois .

Une permutation de l'alphabet A est un homomorphisme de P(A)
dans P(A) ou, pour toute lettre a de A, h(a) est un ensemble réduit &
une lettre de A. Comme on a :

a#b = h(a)n h(b) =g ,

1'homomorphisme h est gaulois.




43

-

Une restriction & une partie B de 1'alphabet A est un homomorphisme
de P(a) dans P(B) défini de la fagon suivante :
{al
@

C'est également un homomorphisme gaulois.

acB = hi(a)

a€a-B = h(a)

On peut enfin démontrer facilement la proposition suivante :

proposition 2.4.10 : S{ h est un homomornphisme gaulois, La permutation
associte a La Lettrne a dans Le tableau de permutations du canrné gaulois G
se netrouve dans Le tableau de permutations associé a h(G) autant de fo4s
qu' il y a d'éléments dans hlal.

2.4.8 Carrelage

La juxtaposition horizontale ou verticale de deux carrés nxn
donne un rectangle nx2n ou 2nxn. Pour obtenir un carré gaulois, nous

devons juxtaposer plusieurs carrés.

définition : Sodent k.azphabetb dis foints AI’AZ"°"Ak d'ondnes P1»
PgseeesPy. S04t C un can Latin kxk dont £'alphabet est {1,2,...,k}.
Soient k% cannds gaulods nxn Gj (4,f = 1,2,...,kR) dont £'alphabet est
A, tek que cf = L.

On appeZ{e carnelage L'opération qui consiste & fjuxtaposer Les
carnis gaulods Gi pour obtenin un carné gaulois uG(nk,p,+p2+...+pk) ol
G est Lo tableau kxk dont £'EkEment (4,f) est Le camrd gautois GI.

Vérifions que yG est un carré gaulois :

- uG est un tableau (k,k,A) od A est l'union des alphabets Al""Ak
- chaque ligne de yG est la juxtaposition horizontale de k llgnes

de carrés gaulois GJ (j =1,2,...,k) dont les alphabets sont tous

différents car C est un carré latin. Elle contient donc chaque lettre

de A une fois et une seule. Il en est de méme pour les colonnes.

3

La case (q,r) de Gj devient la case ((i-1)n+gq, (j-1)n+r) du

carré | G.
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exemple : 1 23 4 5 6 7
4 - 123 | 67 5 -

23 14 - - 7 56

567 - - 1 2 34

- 56 7 | 234 - 1

fig. 2.4.9 - 7 56 - 134 2

/

Le k-hypergraphe de uG est l'union des k-hypergraphes Qes/Gi.

g sont @es sous-hypergraphes partiels d%/kﬁdessin
de uG. Le cycle (a,b) de Gi est isomorphe a un sous-graphe du cycle

Les k-dessins des G

(a,b) de uG. Deux lettres appartenant a des alphabets différents

définissent de nouveaux cycles.

Si a transforme q en r dans le tableau de permutations
associé a Gi, alors a transforme (i-1)n+g en (j-1)n+r dans le tableau

associé a4 uG. Ce tableau a p = p1+p2+...+pk lignes et nk colonnes.

La juxtaposition diagonale de deux carrés gaulois de méme
dimension et de méme alphabet est un carrelage particulier ou k est

égal a 2 et ou deux des quatre carrés sont vides

12 3 4 - - -
3 14 2 - - -
4 2 1371 - - -
- - - 1 23 4
- - - 3 4 12
fig.2.4.10 - - - 124 1 3

2.4.9 Permutation partielle de l'alphabet

proposition 2.4.11 : S [a,b] est un cycle partiel du cawnd gaulols
Gin,p), on obtient un cané gaulois G'(n,p) en intervertissant a et b
dans toutes Les cases de G qui font partie du cycle partiel et qui
contiennent a ou b.

/
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En effet, a et b figurent toujours une fois et une seule dans

chaque rangée, et les autres lettres ne changent pas de place.

exemple : o Rl 5 A s SR
T T N 0 AN T U S
34 1 5 2 —» 34 5 1 2

fig.2.4.11 RN - (9 7 e e e e Sl

Les cycles ne changent pas, et les k-dessins ne subissent
qu’'un isomorphisme.

Par contre, certaines arétes des k-hypergraphes vont se
"débrancher" et se "rebrancher" autrement. Par exemple, le graphe

des couples du carré de la figure 2.4.11 devient :

1 1
3=4-—2/ =4-———2/

5 s
fige2.:4.+12

proposition 2.4.12 : Les degnés des sommets du k-hypergraphe ne sont
pas modifiés par une pemutation partielle [a,b] s4 et seulement 84,
dans Le cycle partiel, Le nombre de k-uples contenant a est égal au

nombre de k-uples contenant b.

Le degré de a dans le k-hypergraphe est le nombre de k-uples
contenant a dans le carré. Aprés la permutation partielle [a,b],
les k-uples contenant a sont devenus des k-uples contenant b, et
inversement, si et seulement si leur case fait paftie du cycle
partiel. Le degré de a reste donc inchangé si et seulement si le nombre
des k-uples contenant a est égal au nombre des k-uples contenant b dans
le cycle partiel.

Les autres sommets gardent le méme degré : s'ils figurent dans
un k-uple ne faisant pas partie du cycle partiel, ce k-uple ne change
pas. S'ils se trouvent dans un k-uple du cycle partiel, la composition
du k-uple change puisqu'on y remplace a par b ou b par a, mais les

autres lettres y figurent toujours.
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Dans le tableau de permutations, on parcourt également un
cycle. Si a figure dans les cases (il,jl),(iz,jz),...,(ik,jk) et b

dans las cases (11’32)""’(lk—l'jk)'(lk’Jl), on trouve la disposition

suivante dans le tableau :

k-1 'k
s
b RO R A £ig.2.4.13

Aprés la permutation [ a,b], les deux "lignes partielles"
a et b du tableau de permutations correspondant aux colonnes il”"ik

sont interverties.

Par exemple, dans le cas de la figure 2.4.11, le tableau devient :

1 2 4 3 [15] 1 2 4 3
2 3 1 4 — 2 3 1 4
3 2 1 4 3 2 1 4

fig.2.4.14

2.4.10 Permutation partielle des rangées

On appelle rangée partielle d'un tableau un ensemble de cases
se trouvant sur une méme rangée. Une ligne partielle (resp. colonne
partielle) est définie par un indice de ligne (resp. colonne) et un
ensemble d'indices de colonnes (resp. ligne). Si le tableau est un
carré gaulois, l'union des cases constituant la rangée partielle est

un sous-ensemble de 1'alphabet.

proposition 2.4.13 : S{ deux Lignes (resp. colonnes) partielles
d'un carnl gaulois déterminées par Les mémes colonnes (resp. Lignes)
déginissent Le méme ensemble de Lettrnes, on obtient un carrhé gaulods
en Les intervertissant.
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exemple : 12 3 4 5 - - 124 3 5 -
- 124 3 - 5 12 3 4 - 5
34 5 1 2 - —— 34 5 i 2 -
5 - - 4 123 5 - - 4 123

fig.2.4.15 - - 25 13 4 - - 25 13 4

On appelle complémentaine d'une rangée partielle 1'ensemble
des autres cases de la rangée.

On dit que deux rangées partielles sont &changeables si
elles vérifient 1l'hypothése de 1la prbposition 2.4.13; c'est-a-dire
si elles sont déterminées par le méme ensemble d'indices et si elles

définissent le méme ensemble de lettres.

proposition 2.4.14 : S{ deux nangées partielles sont Echangeables,
Leuns complimentainres sont échangeables.

Si on échange deux rangées partielles, puis leurs complémen-
taires, on obtient le méme carré que si on avait é&changé les rangées

entiéres, il est isomorphe au carré de départ.

La notion "étre sur la méme rangée" est modifiée par 1'échange
de rangées partielles. Par conséquent, les k-dessins vont étre

transformés.

Les cycles sont modifiés. Par exemple, le cycle (15) de la

figure 2.4.15 se divise en deux cycles partiels

12

wn

124

5

25—13 25—13
fig.2.4.16

Par contre, les k-hypergraphes ne changent pas.

La permutation partielle des lettres a et b du carré gaulois

avait entrainé la permutation partielle des lignes a et b du tableau
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de permutations. Cette fois, la permutation partielle des lignes
i et j du carré va entrainer la permutation partielle des colonnes

i et j du tableau :

1 2 3 5 4 2 1 3 5 4
1 21 4 5 3 2 1 4 5 3
2 3 1 5 4 —» |3 2 1 5 4
3 2 1 4 5 2 3 1 4 5
4 5 2 1 3 4 5 2 1 3
fig.2.4.17
~
N
La permutation partielle des colonnes k et 1 du carré — S
entraine la permutation des éléments k et 1 du tableau dans les ‘ﬂA"\\\\
lignes concernées.
o
exemple
123{1 -| 45 - - -1{123] 45 - -
- 12| 3 a5 - 12| -| 3 45 -
- 3712 - 45 —— |3 =112 - 45
4 5 - 123 - 4 5 - 123 -
5 4 - - 123 5 4 - - 123
fig.2.4.18
1 2 3 4 5 2 1 3 4 5
1 2 3 4 5 2 1 3 4 5
1 3 2 4 5 —— 2 3 1 4 5
3 4 5 1 2 3 4 5 1 2
¢ 3 4 5 2 1 3 4 5 2 1
£fig.2.4.19 '

2.4.11 Permutation incompléte des rangées

On appelle nangée incompléte déterminée par 1l'indice i et
le sous-ensemble de lettres B, la rangée i de la restriction du carré

gaulois & B. Contrairement & la rangée partielle, on considére ici

toutes les cases de la rangée, et seulement une partie des lettres
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qui s'y trouvent.

proposition 2.4.15 : S, dans Le cané gaulois G(n,p) d'alphabet A,
on échange Les deux Lignes (resp. colonnes) incomplétes L et §
déterminies par Le sous-ensemble B de A, on obtient un carnd gaulodis
G'(n,p).

exemple : i=1, j=2, B= {1,2,3,5} , échange de lignes incomplétes :

12 34 5 6 3 14 2 56
3 1 26 45 12 3 56 4
301 2 45 12 3 5

45 26 1 3 45 26 1 3
6 5 34 12 6 5 34 12

£fig.2.4.20

Les k-hypergraphes, les k-dessins et les cycles sont modifiés.

Le tableau de permutations subit une permutation partielle de colonnes :

1 2 3 4 2 1 3 4

1 3 2 4 3 1 2 4

2 1 4 3 1 2 4 3
————

2 4 1 3 2 4 1 3

GIE e @G o

4 3 2 1 4 3 2 1

fig.2.4.21 '

. On peut également échanger les lettres de B dans les colonnes

i et j du carré. Les éléments i et j sont alors échangés dans les
. .

lignes du tableau de permutations correspondant aux lettres de B.

exemple : mémes i,j,B que pour la figure 2.4.20 ; colonnes incomplétes :

12 34 5 6 3 124 5 6

3 1 26 45 1 3 26 45
1 13

45 26 1 3 24 56 1 3

6 5 34 12 56 - 34 12

fig. 2.4.22
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tableau de permutations :

-

o

o

—|

TR

ISTHR

—| o~

—|

o

o

£fig.2.4.23
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2.5 CARRES LATINS
définition : Un cané Latin d'ondre n est un carrné gawlods Gin,n)

dont chaque case contient une Lettre et une seufe.

L'ouvrage de J.Dénes et A.D.Keedwell [5] est une étude trés

compléte des carrés latins et des sujets qui s'y rattachent.

Nous évoquerons ici plus particuliérement les propriétés des

carrés latins qui les distinguent des autres carrés gaulois.

2.5.1

Tableau de permutations associé & un carré latin

proposition 2.5.1 : Le tableau de permutations associl a un carrl

Latin d'ondne n est un carné Latin d'ondre n.

C'est un tableau carré, puisqu'il y a n colonnes dans le

carré latin, et n lettres dans l'alphabet.

Chaque case contient une lettre et une seule, comme dans tout

tableau de permutations.

Chaque lettre, c'est-d-dire chaque indice de colonne du carré

latin initial, figure une fois et une seule dans chaque ligne du tableau,

qui est une permutation de [n].

Chaque lettre figure une fois et une seule dans chaque colonne

du tableau, car le tableau est 1-transitif.
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exemple : fig.2.5.1
carré latin tableau de permutations

0 1 2 3 01 2 3

0 Oj112|3 0] 0|32 |1

1 11213]}0 1 11013 ]2

2 21301 2 21110 3

3 310112 3 3124110

groupe cyclique groupe de Klein

d'ordre 4

proposition 2.5.2 : S{ T est L'opération qui consdiste & associen &
un cané Latin son tableau de permutations, alons % est L' application
Ldentique.

En effet, si A est un carré latin, son tableau de permutations
B est 4éfini par :

On a remplacé (i,j,k) par (k,i,j) : c'est une permutation cyclique
de (i,3j,k) qui redonne l'ensemble initial si elle est appliquée trois
fois.

si »,B,C,D sont des carrés latins tels que B = T(A), C = T(B),

D =T(C), on a :
Al=x o B =3 o c'j‘=i s D)=k
donc A = D,

proposition 2.5.3 : Le tableau de peumutations associé & un caré Latin
est trhansitif et 1-thansitif, mais n'est k fois thansitif que s4 k est
égal a 1, ou 84 n et k sont égaux a 2.

Aucune case du carré latin n'est vide, donc le tableau est

transitif. Il est l-transitif car chaque case du carré latin contient

exactement une lettre.

La proposition 2.2.1 permet de démontrer que le tableau ne peut

8tre k fois transitif que si :
n!

D2 mo1
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Ceci n'est possible que si k est égal a 1, ou si n et k sont
égaux a 2.

Tout carré latin est une fois transitif, car tous les éléments
de [ n] figurent dans chague colonne du tableau de permutations. D'autre
part, un carré latin d'ordre 2 est deux fois transitif, car son tableau

de permutations est le groupe symétrique 52'

proposition 2.5.4 : Le fableau de permutations associé a un cavré Latin
est equidistant d'index 0 : deux permutations différentes n'ont aucun
point commun.

En effet, si deux permutations avaient un point commun, une
colonne du tableau de permutations contiendrait deux fois le méme élément,

ce qui est impossible puisque le tableau est un carré latin.

2.5.2 Invariants associés a un carré latin

Un carré latin d'ordre n n'a qu'un 1-hypergraphe, dont chaque
sommet porte n boucles. Les autre k-hypergraphes n'ont pas d'arétes.

C'est donc un carré gaulois régulier.

De méme, les aré&tes des k-dessins sont vides si k est plus grand

que 1. Chacune des 2n ar&tes du 1-dessin contient les n sommets.

Les cycles ne comportent pas de boucles.

2.5.3 Opérations sur les carrés latins

proposition 2.5.5 . Si A est un cand Latin d'ondre n, 84 B est son
tableau de permutations, et s4i C est fLe tableau de permutations associi
a B, alons Le thansposé de C est Le tableau de permutations assocdié au
thanspose de A.

¥ i,j, ke [n] Al =k B, =3j e C, =1
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Soient A' et C' les transposés de A et de C :

j _ A ok S
Ai =k e A 3 k ; Cj =i e C X i

Soit D le tableau de permutations associé & A' :

A'; =k o Da = i

autrement dit : D = C'

proposition 2.5.6 : Un cané gaulois Equivalent & un cané Latin est
un carné Latin.

En effet, permutation de 1l'alphabet, permutation des rangées et
transposition ne modifient pas le nombre de lettres contenues dans les

cases,

proposition 2.5.7 : Le canrelage de kz caniés Lating d'ondre n sun
kR alphabets disjoints est un cawnd Latin d'ondre nk.

C'est un carré gaulois, et chaque case contient une lettre et

une seule,

propesition 2.5.8 : Le rdsultat de £'application d'une permutation
parntielle de £'alphabet ou des nangées surn un carné Latin est un cané
Latin.

En effet, les contenus des cases sont échangés, et chaque case

contient toujours une lettre et une seule.

Par contre, le résultat d'une permutation de rangées incomplétes
n'est pas toujours un carré latin, comme le montre la figure 2.5.2 :
si on échange les restrictions des lignes 1 et 2 aux lettres 2 et 4, on

n'obtient pas un carré latin.

1 2 3 4 12 - 34 -

2 1 4 3 - 12 - 34
———————

3 04 1 2 3 4 1 2

4 3 2 1 4 3 2 1 fig.2.5.2
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Le résultat de 1'union, de l'intersection et de 1'homomorphisme
n'est pas non plus un carré latin en général. Nous allons cependant étudier

un carré gaulois particulier : 1'union de deux carrés latins orthogonaux.

2.5.4 Carrés latins orthogonaux et carrés gréco-latins

définition : Deux cands Latins L et M d'ondre n et d'alphabets
A et B sont onthogonaux s4 £'ensemble des couples (Li,Mi) est égal a
L'ensemble AxB, autrement dit 84 ces couples sont tous diggérents.

définition : L'undon de deux canrnis Latins orthogonaux d'ordre n et
d' alphabets disjoints est un canrnd gaulodls Gln,2n) dont chaque case
contient deux Lettrnes, appelé carné gréco-Latin.,

Euler [8] a démontré qu'il existait un carré gréco-latin (n,2n)

pour tout entier n impair.

exemple : 1 2 3 4 5 6 14 25 36
2 3 1 U 6 4 5 = 26 34 15
fig.2.5.3 31 2 5 6 4 35 16 24

Les k-dessins et les k-hypergraphes d'un carré gréco-latin n'ont
pas d'arétes si k est différent de 2. Le graphe des couples est complet,

le 2-dessin est 3-uniforme et 2-réqgqulier.

Le tableau de permutations est 2-transitif puisque chaque case

du carré contient deux lettres.

Le tableau de permutations associé au carré gréco-latin de la
figure 2.5.3 est le groupe symétrique S3, il eét donc trois fois transitif.
Par contre, celui de la figure 2.5.4 n'est pas deux fois transitif, car
8 est inférieur a %%u En effet, aucune permutation ne transforme par

exemple (1,2) en (1,4).
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12 34 56 78

2 4 6 8

6 8 2 4

18 27 45

36

14 23

58 67
47 25 38

8 6 4 2

16

4 2 8 6

fig.2.5.4

aus
\ LitlE /
N
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2.6 LES CARRES DE ROOM

2.6.1 Définition

Un carné de Room d'ondrne Zn, ou de dimensdion 2n-1, est un
cand gaulois G(2n-1,2n) dont chaque case non vide contient deux
Lettres, et dans Lequel tout couple de Lettrhes apparalt une 044
et une seuwle.

Le carré de Room (9,10) ci-dessous est extrait du livre de

W.D.Wallis [ 25] , que nous citerons souvent dans ce chapitre :

09 58 37 -—- —= -= -— 46 12
23 01 69 48 -—- -- -—= -= 57
68 34 02 17 59 -= -= -- --
-—— 79 45 03 28 16 -- -- --

fig.2.6.1 47 26 -- ~-- -~ -- 35 19 08

Un carré de Room d'ordre 2n peut représenter l'organisation
d'un tournoi de bridge en duplicate, entre 2n couplesde joueurs. Tous
les joueurs participent & chaque partie. Chaque couple de partenaires
est opposé une fois et une seule & chacun des autres couples, et occupe
chaque table une fois et une seule. En effet, au cours des différentes
parties, on retrouve toujours la méme donne a une méme table, mais

elle n'est connue des joueurs qu'au moment ol ils viennent s'installer
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a cette table. L'étude des carrés de Room montre qu'il faut prévoir
2n-1 tables et 2n-1 parties, et construire un carré de Room de dimension

2n-1.

Déjd en 1897, E.C.Howell avait construit, pour les valeurs
de n allant de 4 & 25, des tables utilisées pour l'organisation des
tournois de bridge. Mais ce n'est qu'en 1955 que T.G.Room [ 16 ]définit

les configurations combinatoires qui portent désormais son nom.

2.6.2 Carrés de Room particuliers

Nous pouvons supposer que 1'alphabet d'un carré de Room d'ordre
n est {0,1,...,2n-1}. Tous les couples de lettres figurent dans le
carré de Room, en particulier les couples (0,i) pour i = 1,...,2n-1.

Nous dirons que le carré de Room est normalisé si le couple
(0,i) se trouve dans la case (i,i).

Le transposé d'un carré de Room normalisé est donc aussi

normalisé,

Deux carrés de Room sont compﬂémentaiaeb si, quand i et j sont
différents, la case (i,3j) de 1l'un contient un couple et la case (i,])

de l'autre est vide.

Un carré de Room est antisymétrique s'il est complémentaire de
son transposé : si i et j sont différents, l'une des deux cases (i,3J)

et (j,i) contient un couple et l'autre est vide.

Le carré de Room de la figure 2.6.2 est entiérement déterminé
par sa premiére ligne : si la case (1,5) contient le couple (E,I), ou
I,E,E,I sont des entiers modulo 2n-1, la case (I:Tlﬁ:i} contient le
couple (21331133. Une seule exception : l'élément particulier «, pour
lequel on pose :

0 + 00 =

Un tel carré de Room est appelé cyclique.
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£ig.2.6.2 w0 34 16 -- 25 = -
-~ ®l 45 20 -- 36 --
-~ -— ©2 56 31 -- 40
51 -- -- ®3 60 42 --
-~ 62 -- -- w4 01 53
64 -- 03 =-- -= o5 12
23 05 -- 14 -—- -- 6

Le carré de Room de la figure 2.6.1 est également cyclique
on a simplement remplacé 0 par 9 et « par 0, puis on a ordonné les
couples. On pourrait facilement le normaliser par une rotation d'une

ligne et d'une colonne.

Un carré de Room modéfe est un carré de Room cyclique de
dimension 2n-1 dont la premiére ligne contient les couples
(00,0)' (112n)1 (2,2n—1),...,(n,n+1)

Le carré de la figure 2.6.2 est donc un carré modéle.

Si, dans un carré de Room R de dimension 2n-1, on sélectionne
2m-1 lignes et 2m-1 colonnes, 1'intersection de ces lignes et de ces
colonnes définit un tableau carré. Si c'est un carré de Room de dimension

2m-1, on l'appelle un sous-cavié de R.

On dit qu'un sous-carré est paropre s'il n'est pas de dimension O,

et s'il n'est pas le carré de Room lui-méme.

Tout carré de Room de dimension supérieure & 1 posséde un

L]

sous-carré propre de dimension 1.

2.6.3 Existence des carrés de Room de dimension 2n-1

Ce probléme a été résolu progressivement.

On a commencé par construire des carrés de Room de petite

~

dimension, & la main ou d l'aide d'un calculateur.
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Le seul carré de Room de dimension 1 est :

(o1) £ig.2.6.4

On constate rapidement qu'il est impossible de construire un
carré de Room de dimension 3 ou 5. La démonstration a été détaillée

par W.D.Wallis [ 25 ].

Les figures 2.6.2 et 2.6.1 donnent des exemples de carrés de
Room de dimensions 7 et 9. On a pu également reprendre les tables de

Howell, Jjusqu'd la dimension 49.

On a ensuite envisagé des constructions plus générales d'un

carré de Room de dimension 2n-1.

En particulier, R.G.Stanton et R.C.Mullin [ 22], puis R.C.Mullin
et E.Nemeth [ 14] , ont construit des carrés de Room & l'aide du starter
d'un groupe et de son adder. Leur méthode est présentée par W.D.Wallis

dans [ 25} .

construction par starter-adder
Si G est un groupe abélien additif d'ordre r = 2s+1, on note H

1l'ensemble G-{0} d'ordre 2s.

On appelle stanten de G un ensemble X de s couples non ordonnés
d'éléments de H :
x = {{xllyl}l{leyZ}l LA J {XSIYS}}
tel que
H = {xl,...,xs,yl,...,ys} = {xl-yl,...,xs—ys,yl-xl,...,ys—xs}
Un addenr A du starter X est un ensemble ordonné de s éléments
distincts de H : ‘
A= (al,az,...,as)
tel que

H = {x1+a1,...,xs+as,y1+a1,...,ys+as}
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On dit qu'un adder est aniiAymétnLque si, pour tout a appartenant

a A, (-a) n'appartient pas a A.

proposition 2.6.1 : S{ un groupe abélien G d'ordre impairn rn posséde
un starten et un adder, alons L€ existe un cané de Room de dimension .
Si 2'adden est antisymétrique, Le carné de Room est antisymétrique.

Nous allons étudier la construction de ce carré, et l'illustrer

par un exemple pour r = 7,

Soit ¢ = {0,1,2,3,4,5,6} le groupe des entiers modulo 7.
L'ensemble :
x = {{1,6},{2,5},{3,4}}
est un starter de G qui posséde deux adders
A= (2,4,1) et A' = (5,3,6)

Nous choisirons l'adder A. A' est l'ensemble -A = (-2,-4,-1).

Les éléments de G : 0=g1,g2,...,gr servent d'indices aux
rangées du carré de Room R.

L'alphabet de R doit avoir r+l éléments : nous définissons
donc un élément =AY qui n'est pas dans G, et que nous noterons ® dans
notre exemple.

Nous poserons : go + g = go ¥g € G

C'est pourquoi on note souvent « cet élément 99°

Nous plagons {go,gl} dans la case (gl,gl). Les autre cases
(gl,gk) de la ligne 9, sont vides si “9y n'appartient pas 4 A, elles
contiennent {xi,yi} si -g = a,.
o 1 2 3 4 5 6
exemple : 0 (w0 -- -- 25 -- 16 34) fig.2.6.4

Dans la ligne gj, la case (gj,gk) est vide si (gl,gk-gj) est
vide. Par contre, si (gl,gk-gj) contient {xi,yi}, alors on place
{xi+gj,yi+g}-dans la case (gj,gk). Avec notre convention go + g = go,
la case . contient ..

(gjrg}, {gO'g]}
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exemple : 0 i 2 3 4 5 6
0 o) -- -- 25 -- 16 34
1 45 ®l -~ -~ 36 -- 20
2 31 56 ®2 -- -- 40 -~--
3 -- 42 60 ®3 ~-- -- 51
4 62 ~-- 53 01 ©4 -- --
5 -- 03 -- 64 12 o5 -~--
fig.2.6.5 6 -- -- 14 -- 05 23 =6

Le carré de Room de la figure 2.6.5 est antisymétrique comme

1'adder utilisé pour sa construction :

Si A est antisymétrique : a€ A= -ad A
Si la case (gj,gk) du carré de Room contient un couple, c'est que
,(gl,gk—gj) contient é€galement un couple, et donc‘que gj—gk appartient'
a A. Par conséquent, gk—gj n'appartient pas & A, et la case (gk,gj)

est vide.

existence d'un_starter et d'un adder

Il y a deux starters remarquables

- le Atarnten modéle : tous les x,+y, sont nuls

- le stanten gont : les x,+y, sont tous différents et non nuls.

Il est trés facile de construire un starter modéle, ou tous

les couples sont de la forme {xi,~xi}, en effet

proposition 2.6.2 : Tout ghroupe abélien d'ondre impairn possede un
stantern modeéle.

En particulier, dans le groupe des entiers modulo 2n+l, c'est
1’ensemble des couples
{1,2n},{2,2n-1},...,{n,n+1}

C'est le starter que nous avons choisi pour notre exemple.

Si le starter modéle posséde un adder, celui-ci permet de
placer les couples du starter dans la premiére ligne, pour construire

un carré de Room modéle.
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Avec 1'aide d'un calculateur, R.G.Stanton et R.C.Mullin [22 ]
ont construit des carrés de Room modéles de dimension impaire de 7 &
49, sauf 9.

Le starter modéle d'ordre 9 ne posséde pas d'adder. Le carré

de Room de la figure 2.6.1 est cyclique, mais pas modéle.
K.Byleen [4 ] a démontré la proposition suivante

proposition 2.6.3 : I£ existe des cantés de Room modefes de dimension
p pour tout entien premien impair p qui ne s0it pas de La gorme 2441,

Le starter fort est plus rare, mais posséde toujours un adder

proposition 2.6.4 : S{ X = {{x,,y,},...,{xé,yé}} est un starnten port
du groupe G d'ondre 25+1, alons £'ensemble :

| A= (-x,-y,,...,—xé-yz)
est un adder de X.

R.C.Mullin et E.Nemeth [ 14 ] ont ensuite démontré la propriété

suivante

proposition 2.6.5 : Si p est un entien premier impair tel que :

kt + 1

pt =2
ol t est un entien Ampain plus grand que 1, alons Le conps de Galols
GF(p") possdde un stanter font dont £'adden est antisymétrique.

On en déduit un corollaire

proposition 2.6.6 : S{ p est un entlen premien impairn, 54 pn n'est
pas de La forme Zh + 1, alons il existe un cané de Room antisymétrique
de dimension p".

On a ensuite construit des carrés de Room & partir de carrés
plus petits déja connus, par exemple ceux que nous pouvons construire

par starter-adder.
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construction d'aprés Moore

W.D.Wallis [25] s'inspire d'un théoréme de Moore [13 ]

sur les systémes de Steiner pour construire des carrés de Room :

proposition 2.6.7 : S'if existe un cané de Room R, de dimension oF

un carné de Room RZ de dimension 2 possédant un sous-carné R3 de
dimension 1, et deux canés Latins onthogonaux L et M de dimension
no= ry-Rs, alons AL existe un carné de Room R de dimension :

n = n,(nz - 43) + n3

possédant des sous-carnés {somonphes a R,, RZ et R3'
Si Ry, R, et R; sont antisymétriques, R et ses sous-carrnis
sont antisymétriques.

J.D.Horton [11 ] avait auparavant démontré ce théoréme dans

le cas ol n est plus grand que 6.

Si R2 est de la forme :

A B
R, = £fig.2.6.6
C R3

on construit R de la fagon suivante

R = S . fig.2.6.7

Sin = "Iy, on prend comme alphabet de R 1l'ensemble

X = {0,11,12,...,1r 12000002 geeesppeeny ,n+1,n+2,...,r2}

1 1 1
L'alphabet des carrés latins L et M est {1,2,...,n}, celui du carré de

Room Ri (i=1,2,3) est {O,l,...,ri}.
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On écrit L ,M A ,B,,C, pour désigner les tableaux L,M,A,B,C
dans lesquels la lettre x a été remplacée par la lettre Xy de X : lettre
indicée si x est compris entre 1 et n, x lui-méme si x est égal & 0
ou plus grand que n. On procéde ainsi pour toutes les lettres qui
figurent dans ces tableaux.

S est le tableau obtenu en remplagant chaque case de R, par

1
un carré nxn

- chaque case vide est remplacée par un carré vide

- (0,1) est remplacé par Ai

- (i,3), i#0, j#0, est remplacé par le carré gréco-latin

résultant de l1l'union de Li et de Mj'

Cette construction reste valable si r3 est nul, c'est-a-dire

si R est réduit au carré S. On démontre ainsi que

proposition 2.6.8 : S'4{f exdiste deux canés de Room R, et RZ de
dimensions ny et Rgs AL existe un carné de Room R de dimension Ry
possédant des sous-carrnis Lsomorphes & RI et a RZ.

S4 R, et Rz Aont antisymétriques, R et ses sous-carvnés sont
antisymetniques.

carrés de Room dont la dimension est un nombre de Fermat

Le k™€ pombre de Fermat est 1'entier :

Les premiers nombres de Fermat sont :

fo =3, f1 =5, f2 = 17 , f3 = 257 , f4 = 65537

Ce sont des nombres premiers. Par contre, fs,f6,f7 et f8 ne sont pas
premiers.

En utilisant les propositions 2.6.7 et 2.6.8, W.D.Wallis [25 ]

a démontré la propriété suivante

proposition 2.6.9 : I exdste un carrné de Room antisymétrique de
dimension 6& 84 kR est différent de 0,1 ou 3.
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carrés de Room de dimension impaire différente de 3, 5 et 257
W.D.Wallis utilise les propositions 2.6.6 et 2.6.9 et les

propositions suivantes

proposition 2.6.10 : S{ & et n sont des entiens Ampains £els que
n=n, et 4'4L existe un carné de Room de dimension r, 4L existe un
carne de Room de dimension nn.

proposition 2.6.11 : S'4€ exdiste un canl de Room R de dimension
n>1, A& existe un canné de Room de dimension 4n+l ayant un sous-
cané de dimension n isomonphe & R.

proposition 2.6.12 : S'{f existe un cané de Room antisyméirnique
de dimension n > 1, il existe des carnés de Room de dimensions
28-1 et 2n+1.,

Il en déduit

proposition 2.6.13 : I£ existe un cané de Room de toute dimension
Ampaine sauf 3, 5 et 257. 3 et 5 sont impossibles, 257 neste a
démontren.

carrés de Room de dimension 257

L'existence de carrés de Room de dimension 257 est restée
longtemps une conjecture. Elle a été démontrée par W.D.Wallis dans
[ 26].

Il utilise le résultat de J.D.Horton (proposition 2.6.7)
pour démontrer l'existence d'un carré de Room de dimension 57 ayant
des sous-carrés de dimension 7 et 9 : en effet, on connait un carré
de Room de dimension 7, et un autre de dimension 9 ayant un sous-carré
de dimension 1, et on a

57 = 7(9-1) + 1

Il démontre ensuite




67

proposition 2.6.14 : S'if exdste un carné de Room de dimension n

ayant un sous-cané de dimension 5, L existe un carné de Room de
dimension 5(n-4)+s ayant des sous-carnés de dimensdions r et 4, sauf
peut-etne L n = 13 et 5 = 1.

Puisqu'il existe un carré de Room de dimension r = 57 ayant
un sous-carré de dimension s = 7, il existe un carré de Room de
dimension :

5(r-s)+s = 5(57-7)+7 257

On peut donc conclure

proposition 2.6.15 : If existe des cannés de Room de toutes dimensions
Ampaires sauf 3 et 5.

2.6.4 Tableau de permutations associé & un carré de Room

La figure 2.6.8 décrit le tableau de permutations associé au

carré de Room de la figure 2.6.2

1 2 3 4 5 6 7
e 1 2 3 4 5 6 7
0 1 4 7 5 6 3 2
1 3 2 5 1 6 7 4
2 5 4 3 6 2 7 1
3 2 6 5 4 7 3 1
4 2 3 7 6 5 1 4
5 5 3 4 1 7 6 2
6 3 6 4 5 2 1 7 fig.2.6.8

Tout couple de lettres apparait une fois et une seule dans le
carré de Room, deux permutations du tableau ont donc un point commun
et un seul : le tableau de permutations d'un carré de Room est

. équidistant d'index 1.
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Chaque case contient zéro ou deux lettres : chaque indice
figure deux fois ou aucune dans chaque colonne du tableau. Chaque
colonne du tableau contient n indices, tous répétés deux fois. Ces
n indices repérent les n cases non vides dans la ligne correspondante

du carré de Room.
Si le carré de Room est antisymétrique, si i et j sont

différents, et si i figure deux fois dans la colonne j du tableau

de permutations, alors j ne figure pas dans la colonne i.

2.6.5 Invariants associés & un carré de Room de dimension 2n-1

Le graphe des couples est complet, les autres k-hypergraphes

n'ont pas d'arétes : le carré de Room est régulier.

Seul le 2-dessin a des arétes, qui contiennent toutes

n sommets.

2.6.6 Opératicns sur les carrés de Room

t

Un carré gaulois équivalent & un carré de Room est évidemment

un carré de Room.

Le carrelage de k2 carrés de Room de dimension r donne un carré
gaulois de dimension kr. Son graphe des couples est formé de k compo-
santes connexes, ayant chacune r+1 sommets, et & 1l'intérieur desquelles
deux sommets quelconques sont reliés par k arétes. Ce n'est donc pas

le graphe complet Kkr qui devrait étre le graphe des couples d'un

+1'
carré de Room de dimension kr : le résultat du carrelage n'est pas un

carré de Room, méme si k est impair, quand k est plus grand que 1.

De méme, le résultat des autres opérations : union, restriction,
homomorphisme, permutation partielle ou incompléte des rangées ou de

l'alphabet, n'est pas en général un carré de Room.
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2.7 LES CARRES DE ROOM GENERALISES

2.7.1 Définition

Un carné de Room généralisé RG{a,A;v) est un carrné gaulods
Gln,v) tel que chague couple non ondonné de Lettres de [v ] apparaisse
dans exactement A cases du carnré.

123 - - - - - -

exemple : RG(6,3;3) 12 3 _ - - -

£ig.2.7.1

Un carré de Room de dimension r est un RG(r,l;r-1). Un carré

latin est un RG(r,0;r).

P.J.Schellenberg et J.Taylor [ 19 ]Jont construit un RG(13,1;27)

sans cases vides.

2.7.2 Tableaux de permutations équidistants

Le tableau de permutations associé & un carré de Room généralisé
RG(r,\;v) est équidistant d'indice A : deux permutations ont A points
communs. Ceci a d'ailleurs été démontré par M.Deza, R.C.Mullin et

S.a.vanstone [ 7 ].
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Sous le nom A'EPA (Equidistant Permutation Arrays), ou de
A(r,A;v), les tableaux de permutations équidistants sont actuellemenf
trés étudiés. Il s'agit de trouver la valeur maximum R(r,A) que
puisse prendre v. Il faut donc construire un tableau de permutations
de Sr' équidistant d'indice A, le plus grand possible. Chaque tableau
construit, s'il est plus grand que les autres, permet d'augmenter
la borne inférieure de R(r,\). Chaque impossibilité démontrée, si
elle est plus contraignante que celles que l'on connaissait, abaisse
la borne supérieure.

On s'efforce donc pour l'instant de cerner R(r,A). Citons

quelques résultats

D.W.Bolton [ 3] : R(r,A) < (r—l)2 sir>1

R(r,1) < (r-2)°~/ 2 4 (2r-6) si r > 1101

2
R(6,1) = 10

R(x,0) = (carrés latins)

a}

R(r,r-1) =1
R(r,r-2) = 2
R(r,r-3) = r-1

r .
partie entiére de = si r > 9

R(r,r-4) >

[

M.Deza [ 6] : R(r,\) < max {r+2 , (r—A)2+(r-A)+1}

S.A.Vanstone et P.J.Schellenberg | 24] :

2 2 .
R(n +n+2,1) > 2n 4n si n est une puissance
d'un nombre premier

M.Deza, R.C.Mullin, S.A.Vanstone [ 7]

R(r,1) € r(r-3) sir =4
R.C.Mullin et E.Nemeth [ 15] :

R(r,1) < ;2-4r—1 sir>6
K.Heinrich et G.H;J.van Rees [ 10] :

R(r,1) 2 2r-4 pour tout r sauf 4 et 5

R(r,1) = 2r-5 sir=4o0ur=>5
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Des études ont également &té faites pour préciser R(r,< A)
et R(r, #\), taille maximum des tableaux de permutations tels que

deux permutations aient au plus, ou au moins, A points communs.
P.Frankl et M.Deza [9] ont démontré les relations suivantes

R(r, SA\) < rXR{r-1, 2= A-1)
R(r, 2\) &« rxR(r-1, € A-1) r=2 ,xA=1

R(r, 2A)XR{(r,< A-1) < r!

R(r, 21) = (r-1)!
R{r, &0) =r (carrés latins)

m m . )
R(p ,# 2) = (p =2)! si p est premier
R(p < 1) = p (p-1)

i

R(pT+1,2 3) = (p~=2)!

R(P™+1,< 2) = (p™+1)p" (p"-1)
R(r,2 r-2) = 2

)
R(r,< r-3) = %i

et ont montré que, si A'(r) est une valeur de A pour laquelle
l R(r,# A) - R(r,< A) | est minimum, alors A'(r)/r tend vers %—quand

r tend vers 1'infini.

En anticipant sur les résultats des chapitres 3.1 et 3.5,
nous pouvons remarquer que le tableau de permutations associé & un

carré siamois S(n,p) est un A(n,S&d;p), et gque par conséquent

proposition 2.7.1 : S{& (n,p) est un couple siamodis
R(n’ < 2"_(%_"_)) p-2 r
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2.8 LES CARRES DE HOWELL GENERALISES

2.8.1 Définition

Un carné de Howell généralisé HG(k,s,n) de degnd k 2 2, de
dimension s et d'ondre n, est un cané gaulods G(s,n} dont chaque
case non vide contient k Lettrnes, et dans Lequel on trhouve au plus
une 4044 chaque ensemble de k Lettnes.

Un carné de Howell est un HG(2,s,n).

On peut imposer que chaque ensemble de k lettres apparaisse
une fois et une seule dans le carré. On obtient alors une configu-
ration que certains auteurs, comme A.Rosa [17] et [18] , appellent
carvé de Room généralis?. Le carré de Room est en effet le cas

particulier ol k est égal a 2.
2.8.2 Existence

La dimension s d'un carré de Howell généralisé doit vérifier

n k-1
'k—<S<Cn-1

et k doit diviser n.

En effet, si tous les k-uples contenant une lettre donnée a

PR k-1 -
sont présents dans le carré, ils occupent Cn cases dans des rang€ées

1
a doit se trouver dans les

différentes. Si s est supérieur a Cn—l’

rangées supplémentaires, dans des k-uples non encore rencontrés

c'est impossible,
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. e . n .
D'autre part, si s est inférieur a X’ on ne parviendra pas, en

mettant k lettres par case, & placer les n lettres dans une rangée.

jor

Si s est égal a K’ chaque case contient k lettres et le carré

est k-transitif

123 456 789 HG(3,3,9)
459 178 236
678 239 145 fig.2.8.1

, k-1
Si s est égal a Cn—l’

une fois et une seule dans le carré. Ceci n'est pas toujours possible

chaque ensemble de k lettres apparalt

en effet un carré de Howell généralisé HG(2,5,6) est un carré de Room

de dimension 5, ce qui n'existe pas.

L'existence des carrés de Howell généralisés fait encore actuel-

lement 1l'objet de nombreuses études. Citons un théoréme de A.Rosa

proposition 2.8.1 : S'{L existe un HG(k,s,n), & existe un
HG(Rk+1,5,n{kR+1)/R).
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TROISIEME PARTIE

CARRES

STAMOTIS




3.1

n cases
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DEFINITION

Le carré siamois S(n,p)

Un carné sdiamodis Sin,p) est un cané gaulods (n,p) Lek que :
- chaque case contlenne une ou deux Letires, '

- Le gnraphe des couples

exemple : S(6,8)

12 34 5 6 7 8

5 1 2 38 46 7

7 6 13 5 8 24
4 8 6 17 25 3

3 2 78 4 1 56
68 57 4 2 3 1

Relations vérifiées par n et par p

804t négulien.

fig.3.1.1

graphe des couples

Comme chaque case contient une ou deux lettres, et qu'il y a

et p lettres par rangée, p doit &tre compris entre n et 2n.

Si n et p sont égaux, il y a une lettre et une seule par case

le carré siamois est en fait un carré latin. Comme le graphe des couples

n'a pas d'arétes, tous les sommets sont de degré nul, et la condition de

régularité est vérifiée.

Si p est égal a 2n, chague case contient deux lettres. Chaque

lettre figure dans n cases, donc dans n couples, la régularité du graphe

des couples est donc vérifiée car chaque sommet est de degré n.

gréco-latin,

On ne peut pas dire que tout carré siamois S{n,2n) est un carré

ni méme l'union de deux carrés latins non orthogonaux.

En effet, si le carré siamois (4,8) de la figure 3.1.2 était 1l'union de
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deux carrés latins, l1'un des alphabets contiendrait 1 et l'autre 2,3,4 et 5

qui se trouvent dans la méme case que 1 :

12 34 56 78
78 15 24 36
46 78 13 25
35 26 78 14 fig.3.1.2

La restriction du carré siamois au deuxiéme alphabet serait :

2 34 5 -
- 5 24 3
4 - 3 25
35 2 - 4 £fig.3.1.3

ce qui n'estvpas un carré latin.

Nous considérerons que les cas ol p est égal &4 n ou & 2n, et

-

ol la deuxiéme condition est toujours vérifiée, sont des cas triviaux,
et nous imposerons désormais & p d'étre strictement compris entre n
et 2n. Chaque rangée contiendra donc au moins une case simple et une

case double.

La condition de régqularité du graphe des couples impose une autre
relation entre n et p.
Il y a p-n couples par rangée, et n(p-n) couples en tout dans
le carré siamois. Il y a é€galement n(p-n) arétes dans le graphe des
couples.
On observe donc 2n(p-n) occurrences d'une lettre dans un couple,
ou 2n(p-n) extrémités d'arétes. Ce nombre doit &tre réparti é&quitablement

entre les p lettres, par conséquent la valeur

q = 2n(2-n)
P

qui représente le degré de chaque sommet, doit &tre entiére.
Nous pouvons donc énoncer la propriété suivante :

proposition 3.1.1 : S& S(n,p) est un cané siamois non tivial, n et p
venigient Les deux nelations sulvantes :

1. n<p<?n

2. d=falpnl

7 est un entien.




3.1.3 Application pratique

Nous retrouvons le probléme d'organisation du début. Cette fois,
nous désirons que toutes les machines soient occupées & chaque séance,
mais que les étudiants ne soient pas plus de deux devant une machine.
C'est la premiére condition : chaque case contient une ou deux lettres.
Si nous nous trouvons dans la cas général ol p est strictement compris
entre n et 2n, & chaque séance p-n machines seront utilisées par un
"bin6me" d'étudiants, et les 2n-p autres par un étudiant seul.

Comme il est plus facile de travailler & deux, les places en
binbmes seroht recherchées, et certains étudiants pourront parvenir & ne
[as travailler seuls. Par souci d'égalité, nous imposerons que le nombre
de travaux pratiques faits en binémes soit le méme pour tous. C'est.la

deuxiéme condition.

Si nous parvenons & établir un planning, ce sera un carré siamois.

Il arrive que ce soit impossible, quand p ne divise pas 2n(p-n).

S Il nous faudra caractériser les conditions d'existence des carrés

siamois, et donner des méthodes pour les construire.

3.1.4 Le graphe des couples

Comme ses cases ne contiennent qu'une ou deux lettres, le carré

siamois S(n,p) n'a qu'un 1-hypergraphe et un 2-hypergraphe.

Le 1-hypergraphe est un graphe dont chacun des p sommets est muni
de n-d boucles, correspondant aux n-d cases ol la lettre est seule. Il

ne présente donc pas 4'intérét.

Le 2-hypergraphe, ou graphe des couples, est un graphe régulier
dont chaque sommet est de degré d. Il peut &tre simple, comme celui de

la figure 3.1.1, ou multiple, comme celui du carré ci-aprés :
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12 3¢ 7 5 8 6
56 78 3 1 4 2 1==2
8 6 12 34 7 5 3=4
4 2 56 78 3 1 5=6
7 5 6 12 34 7==8
301 56 78
fig.3.1.4

3.1.5 Le dessin

Un carré siamois S(n,p) n'a qu'un 1-dessin et un 2-dessin, qui se
déduisent aisément 1'un de l'autre. Par exemple, dans un S(6,8), si on '
trouve dans une rangée les couples 12 et 34, on sait que les autres lettres,
soient 5,6,7 et 8, sont seules dans les autres cases de cette rangée.
Autrement dit, si une aréte du 2-dessin relie 12 et 34, une aréte du
1-dessin contient 5,6,7 et 8.

De méme que nous n'étudions que le graphe des couples, nous ne

parlerons que du 2-dessin que nous appellerons simplement le dessdin.

Les figures 3.1.5 et 3.1.6 représentent les dessins des carrés des

figures 3.1.1 et 3.1.4. Ce sont deux graphes isomorphes.

12—34 12—34
3846 9678
13%1—-24 1234
i 17_-2'5 ; 5678
78— 56 1234
68—57 56—78
fig.3.1.5 fig.3.1.6

3.1.6 Le tableau siamois

Le tableau s4iamo.is T{n,p) est le tableau de permutations associé

au carré siamois S(n,p). C'est un tableau & p lignes et n colonnes, dont
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les éléments sont :

Tk =3 <= k(i) =3 <=> k€ Sz i,je [n] ; k€ [p]

Par exemple, le tableau siamois associé au carré siamois de

la figure 3.1.1 est le suivant :

(W
[\S]
w
S
wn
[o)]

X N O bW NN
AN s W NN = e
B Y N~ Ut W N
N = N O W O W
N O w0 b
Ww W O O b = N
- N NN WO

fig.3.1.7
Les propriétés du carré siamois se retrouvent dans le tableau :
- chaque case contient une ou deux lettres :

Pour tout i et pour tout j appartenant & [n], l'ensemble :
{kelpl /Ty =3}
contient un ou deux éléments.
Dans chaque colonne Ti, tous les j sont présents une fois ou deux.
p-n sont présents deux fois, 2n-p sont présents une seule fois.
Pour tout j, il existe p-n colonnes Ti contenant deux fois j, et
2n-p colonnes ne le contenant qu'une fois.

Le tableau est transitif.
- chaque lettre figure dans d couples :

Si la case Sg du carré siamois contient le couple (k,l), on aura :

o . S R
k(i) = 1(i) j et Tk Tl 3

Les permutations k et 1 ont un point commun, les lignes Tk et T1

»

ont le méme élément j en colonne 1i.
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Comme le couple (k,l) apparait au plus 4 fois dans le carré
siamois, les lignes Tk et Tl ont au plus d éléments communs. Les
permutations du tableau sont & une distance au moins égale & n-d les
unes des autres. -

Cette distance est au moins égale & n-m si le graphe des couples
est un m-graphe, c'est-d-dire si deux sommets sont reliés par au plus

m arétes.

Rappelons qu'un élément i commun aux permutations k et 1 est un
point fixe de kl—l, et que son image j = k(i) = 1(i) est un point fixe

de k11,

D'autre pért, si z est une permutation de Sn’ et si T est un
sous-ensemble de Sn' notons zT 1l'ensemble

2T = {zx/ xeT}
Nous pouvons énoncer la proposition suivante :

proposition 3.1.2 : S£ T{n,p) est un tableau siamois associ® & un
cand siamois dont fe graphe des couples est simple, alorns, pour toute
perumutation k de T, Le tableau k'IT est un tableau siamois contenant :

- La permutation Lidentique, '

- d permutations ayant un point fixe,

- p-d-1 permutations sans point g4ixe.

La permutation identique est k_lk, les 4 permutationé ayant un
point fixe sont les k_ll telles que les lettres k et 1 figurent dans un
couple, les p-d-1 permutations sans point fixe correspondent aux lettres

qui ne figurent pas dans la mé&me case que k.

Un groupe de Frobenius est un groupe de permutations dont tous
les éléments, autres que 1'élément neutre, sont des permutations ayant
au plus un point fixe.
On pourrait donc se demander si, quand le graphe des couples est
simple, le tableau k-lT de la proposition 3.1.2 n'est pas contenu dans
un groupe de Frobenius. On trouve facilement un contre-exemple : le tableau

de permutations de la figure 3.1.7, associé au carré siamois de la
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figure 3.1.1 dont le graphe des couples est simple, contient la
permutation identique et des permutations ayant au plus un point fixe.
Mais la permutation associée & la lettre 4 est (1254) (36), dont le
carré, (15)(24), a deux points fixes 3 et 6. Elle ne peut donc pas

appartenir & un groupe de Frobenius.
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3.2 COUPLES SIAMOIS

3.2.1 Définition

Un couple siamois est un couple d'entiens positifs (n,p)
verifiant :
(1) n<p< 2n
(2) ﬂ‘-%‘-”’-:d e N

La proposition 3.1.1 est donc équivalente & la proposition

suivante :

proposition 3.2.1 : S'Af existe un carné sdiamois S(n,p), alors n et p
gorment un couple ALamods.

proposition 3.2.2 : S{ (n,p) est un couple siamois, alors n et p ne

sont pas premiers entre eux.

La relation (2) est équivalente & :
(3)  p(2n-a) = 2n°
p divise donc 2n2. Si n et p sont premiers entre eux, p divise 2 et ne
peut étre égal qu'd 1 ou a 2. Or :
- si n =0, aucun entier p ne vérifie 0 <p <0
- sin=1, il n'y a pas d'entier p vérifiant 1 < p <2
- donc n est au moins égal a 2, et p, strictement supérieur & n

d'aprés (1), est au moins égal a 3.

n et p ne sont donc pas premiers entre eux.




proposition 3.2.3 : S{ (n,p) est un couple siamois, alons, pour tout
entien k strictement positif, (nk,pk) est un couple siamois.

nk et pk vérifient (1) et (2) comme n et p :
(1) n<p<22€n = nk < pk < 2nk

(2) 2n(p2—n) =4 - 2nk(pgl):-nk) = dk

Nous dirons que le couple (nk,pk) est un multipfe du couple (n,p),
et que (n,p) est un diviseur de (nk,pk).

3.2.2 Couples siamois premiers

définition : Un couple siamois premien est un couple siamodis qui n'a
pas d'autre divisewr que Lui-méme.

proposition 3.2.4 : Pour qu'un couple siamodis Aoit premien, L faut
et L sufgit que n,p et d = Zﬂig:ﬂl sodent premiens entre eux.

1. Soit (n,p) un couple siamois non premier : il existe un
couple siamois (n',p') qui divise (n,p), c'est-a-dire :
n=n%k, p=pk
n' < p' < 2n'
[} L]
2n (pE,n)=d'€N
22[9_ _n
2n'(p'-n') _ 'k k k -1 g 2n(p-n) _ 4
P’ % k p

Alors d' =

=

d' est un entier, donc k divise d,n et p.

2. Soient (n,p) un couple siamois et k un diviseur commun
d n,petd:
n=n'k, p=p'k ,d=a4a%k n',p',d' €N

4 = 2n(p-n) > d'k = 2n'k(p'k-n'k) -q' = 2n' (p'-n'")
2 p'k p'

n<p<2n = n'k < p'k < 2n'k = n' <p' < 2n'
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(n',p') est donc un couple siamois, diviseur de (n,p), et (n,p) n'est

pas premier.

proposition 3.2.5 : Les couples siamois premiens sont de La forme :

(ab,b?) ou (ab,2d?)

ol a et b sont deux entiens positifs vernigiant :
(1) a<b<la

(2) 2a et b sont premiens entre eux.

Soit (n,p) un couple siamois premier. Soit q le PGCD de n et de p :

n=qgr , p=gs , 9> 1, PGCD(r,s) =1

Soit k un facteur premier de g, différent de 1. k divise n et p,
il existe n' et p' tels que :

n=nk, p=pk

(1)> n<p<2n=n'" <p' <2n'
- ' [
(2)= Zﬂig_ﬂl.z dEN = gﬂ_igT_E_l.x K=d¢€ N

Comme ( n,p) est un couple siamois premier, (n',p') n'est pas

, 2n'(p'-n') _, .
un couple siamois et 0 n'est pas un entier.

p' divise 2n'(p'-n')k sans diviser 2n'(p'-n'), donc p' n'est pas
premier avec k. Comme k est premier, k divise p' : p'= p"k.

Par conséquent : p = p'k = p = p"k2

2
Si k est un facteur premier de q, alors k2 divise p. Donc q

divise p : p = q2t

n=gqgr et p = q2t vérifient la relation (3) : p(2n-d) = 2n2,

p divise donc 2n2, q2t divise 2q2r2 , d'ol t divise 2r2.
r et s = gt sont premiers entre eux, donc r et t sont premiers
entre eux, ainsi que t et r2. t, qui divise 2r2 tout en étant premier

avec r2, divise 2 et ne peut donc étre égal qu'a 1 ou & 2.

Il y a donc deux possibilités pour (n,p)




1. n =
n

2. n =
n <

Posons n
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q2 , PGCD(gq,r) =1

qr , p
P<2n=>qr< g’ <2 -r<g<r>g>r

2q% , PGCD(2q,1) = 1

ar , p
c'est-ad-dire r impair et premier avec q

P< 2n = dgr ¢ 2q2 <2gr =r<2g<2r=>q<rx

= ab avec a < b, a et b désignant q et r ou r et q.

2

1. sigsr:alorsgq=b , r=a,p=>
et r< gq< 2r = a< b< 2a
PGCD(a,b) = 1

si b est pair :

i

n

a

b2 sont pairs

ab et p

= 2212321-= 2a(b-a) est pair

p

D'aprés la proposition 3.2.4, (n,p) n'est donc pas premier.

b do

it donc étre impair : b et 2a sont premiers entre eux.

2. siq«r : alorsq=a , r=>b , p=2a

rl

20 « 2r » b< 2a< 2b =2 a< b « 2a

PGCD(2a,b) = 1

Par consé
produit de deux e

- a< b

- PGCD(2

et p est égal & b2

proposition 3.2.6

quent, si (n,p) est un couple siamois premier, n est le
ntiers a et b vérifiant :

< 2a
a,b)

1

ou a 2a2.

S{ Les deux entiens positifs a et b venifient :

- A« b < 2a
- PGCD(2a,b) =1,

atons (ab,b?) et

a et b ne

pas vérifiée.

(ab,ZaZ) sont des couples sLamodls premiers.

sont pas nuls, sinon la relation a < b < 2a n'est
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1. (ab,bz) est un couple siamois
Soient n = ab et p = b2.

(1) a<b< 2a=ab< b2 < 2ab = n< p< 2n

2) gn_(‘gﬁ = 2a(b-a) €N

2. (ab,b2) est un couple siamois premier
Soit k un diviseur commun & n = ab, p = b2 et 4 = 2a(b-a).
k divise b, PGCD de n et de p. Donc k est impair comme b, et premier avec
a. k divise d = 2a(b-a) en étant premier avec 2a, donc k divise b-a. On
arrive & une contradiction, puisque k divise b et b~-a mais pas a, sauf
si k est égal a 1.
n, p et d sont premiers entre eux : le couple siamois (ab,bz)

est premier d'aprés la proposition 3.2.4.

3. (ab,2a2) est un couple siamois :
Soient n = ab et p = 2a2
(1) a<b<2a=*b<2a<2b=ab< 2a2 <2ab=n<p<2n

(2) 2n(p-n)

= b(2a-b) €N
4. (ab,2a2) est un couple siamois premier
Tout diviseur k commun & n = ab, p = 2a2 et 4 = b(2a-b)
divise a, PGCD de n et de p, donc ne divise pas b, premier avec a, mais
par contre divise 2a-b. Ceci entraine que k est égal a 1, donc que

n, p et d sont premiers entre eux. (ab,2a2) est donc premier.
Ces deux propositions peuvent &tre réunies en une seule :

proposition 3.2.7 : Pour énuméren tous Les couples siamodis premiens,
AL est nécessaine et sufgisant, pour tout entiern a, d'énuméren tous Les
entiens b impains, premiens avec a, compris stnictement entre a et 2a.

Chaque couple d'entiens a et b ainsi trnouvé déginit deux couples
Adlamods premiers :

(ab,b%) et (ab,2a’)

Le tableau de la figure 3.2.1 énumére les couples siamois premiers

pour lesquels a est inférieur a 10.
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a 2a b ab b2 ab 2a2
0 0 - - - - -
1 2 - - - - -
2 4 3 6 9 6 8
3 6 5 15 25 15 18
4 8 5 20 25 20 32
7 28 49 28 32
5 10 7 35 49 35 50
9 45 81 45 50
6 12 7 42 49 42 72
11 66 121 66 72
7 14 9 63 81 63 ag
11 77 121 77 98
13 91 169 91 98
8 16 9 72 81 72 128
11 88 121 88 128
13 104 169 104 128
15 120 225 120 128
9 18 11 99 121 99 162
13 117 169 117 162
17 153 289 153 162
fig.3.2.1

définition : Appelons ¢ La fonction N >N qui, @ un entien a, fait
corrnespondne £e nombre d'entiens b compnis entne a et 2a, et prnemiens

avec Za.

D'aprés la proposition 3.2.7, tout entier a définit y(a) couples

siamois premiers de la forme (ab,b2), et Y(a) couples siamois premiers

de la forme (ab,2a2).
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proposition 3.2.8 : S{ ¢ est La fonction d'Eulen, faisant correspondre
a un entien a Le nombre d'entiens ingérieurs ou Egaux & a et premiens
avec a, alons :

- 84 a est pain @ yYla) = ¢la)

- 84 a est impain @ yYla) =M5La>1 et Y(1) =0
2

Les propriétés de la fonction d'Euler sont connues. En particulier :
- PGCD (a,b) =1 = ¢(ab) = ¢(a)¢(b)
- si les facteurs premiers de a sont pl,pz,...,pr :

b(a) = a (1- ;71] (1-%]

r

k premier = ¢ (k) = k-1

k premier = ¢(ak) = k¢(a) si k divise a
(k-1)¢(a) sinon
$0) =0, ¢(1) = ¢(2) =1, ¢$(a) est pair si a > 2

Seul 1 est premier avec lui-méme. Si a est différent de 1, on ne

compte que les entiers strictement inférieurs & a et premiers avec a.

1. Si a est pair :
Tout entier premier avec a est premier avec 2a. Le nombre
d'entiers b compris entre a et 2a et premiers avec 2a est donc

Y(a) = ¢(2a) - ¢(a) = 2¢(a) - $(a) = ¢(a)
2. Il n'y a pas d'entiers compris entre 1 et 2, donc Y(1) = O.

3. Si a est impair et différent de 1 : alors ¢(2a) = ¢(a).
L'ensemble des entiers inférieurs 4 2a et premiers avec 2a comprend
¢(2a) = ¢(a) €léments se répartissant en :

- Y(a) entiers compris entre a et 2a,

- x entiers inférieurs 3 a, impairs et premiers avec a. Donc Y(a)
est égal au nombre des entiers inférieurs & a, pairs et premiers avec a.

Nous allons montrer que ce nombre est 9%21-.

Soit A l'ensemble dénombré par la fonction d'Euler :
A={x€NI| 0 <x <a, PGCD(x,a) =11 |al= ¢(a)
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Si a est égal & 2k+1, partitionnons A en deux sous-ensembles,

puis en quatre

A = { x€ A | x impair }
a, = { x€ A | x pair } |A2| = YP(a)
A, = { xe A | x <k} A, = { x€a, | x <k}
A5 ={ xe€ A1 I x > k+1 } A6 = { x € A, l x > k+1 }
|51 + Iag] = [ag] o [Ag] + |ag] = [a,] + [a]] + [3,)] = |A]

Dans A, il y a autant d'éléments inférieurs ou égaux a k que
d'éléments supérieurs & k
XE A®a-x € A
en effet, a-x est compris entre 0 et a, et premier avec a.
XE€EA, xSk ® a-Xx € A et a-x =2 k+1

e v <« - U
donc X A3 A4 a-x € A5 A6

Les deux ensembles sont en correspondance biunivoque.

Il y a autant d'éléments impairs inférieurs ou égaux a k que
d'éléments pairs supérieurs a k :
X € A3 « 0<x<k , x impair , PGCD(x,a) =1
# kt+l €< a-x < a , a-x pair , PGCD(a-x,a) =1

® a-x €A

6
donc |A3' = |A6| , et on en déduit que |A4| = IASI.
8 : = = v
Par conséquent A1 A3 v A5 et.A2 A4 A6 ont le méme
rombre d'éléments
a

3.2.3 Caractérisation de 1'ensemble des couples siamois

définition : Une nacine d'un couple siamois "(n,p) est un couple
siamois premien diviseur de (n,p).

proposition 3.2.9 : Lla nacine d'un couple siamodis est unique.
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Soit (n,p) un couple siamois. S'il est premier, il est son seul

diviseur et par conséquent sa seule racine.

Si (n,p) n'est pas premier, soit (x,y) une de ses racines :
- il existe k tel que n = kx , p = ky
- (x,y) est siamois
- (x,y) est premier
D'aprés la proposition 3.2.4, x, y et 22-(--(-§:§)—-sor1t premiers
entre eux.
2n(p-n) 2x(y-x) d

D'autre part, si 4 est l'entier o ’ v est égal a —.

k est donc le PGCD de n,p et d. L'unicité de ce PGCD entraine

P

l'unicité de la racine de (n,p).

proposition 3.2.10 : L'ensembfe des couples siamois est L'ensemble des
couples (abk,b’k) et (abk,2a’k) o a,b et k sont des entiens virigiant :
-a<b<2a
- b impain
- a et b premiens entre eux
-k =1

D'aprés les propositions 3.2.3 et 3.2.6, les couples (abk,bzk)

et (abk,2a2k) sont siamois.

Inversement, tout couple siamois a une racine unique (proposition
3.2.9), de la forme (ab,bz) ou (ab,2a2) (proposition 3.2.5), donc est
(abk,bzk) ou (abk,2a2k).
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3.3  CONSTRUCTION D'UN CARRE SIAMOIS S(AB,B?)

3.3.1 Construction de S

Soient a et b deux entiers positifs tels que b soit compris
entre a et 2a, et premier avec 2a.
D'aprés la proposition 3.2.6, (ab,b2) est un couple siamois

premier.

Nous prendrons pour alphabet de b2 lettres 1l'ensemble
[b] = {0,1,...,b%-1}
Cet alphabet est disposé dans un tableau & b lignes et b
colonnes de la fagon suivante

vije{0,1,...,b-1} a; = bi+j

.

0 1 e b-1

b b+1 .... 2b-1
A= . . .
2

b(b-1) b(b-1)+1 . b"-1

ZA le tableau obtenu en permutant les rangées

de A selon la définition du paragraphe 1.7.4 :

Nous noterons

y,] 3 . pity(mod b)
X i i+x (mod b)

=

z désignera l'entier compris entre 0 et b-1, congru & z modulo b.

Soit B le tableau axa, dont chaque élément est un tableau bxb,
défini par

vije{0,1,...,a-1} B = A
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exemple : a=2,b=3
(012345
0 1 2 gA ?A 345678
A=(3 4 5 B = UB =|6 780 1 2
6 7 8 éA 1A 120453
453786
fig.3.3.1 786120

-

-

Soit V le tableau bXb dont chaque élément est l'ensemble vide.

Soit C le tableau a une seule ligne et a colonnes dont les

éléments sont les tableaux bXb suivants :

< §<p-a = =233
0 3 b-a C a+j a
b-a< j<a = ¢l =v

Soit D le tableau aXa dont la ligne i (0 < i <

i ,
C obtenu en permutant les éléments de C.

exemple a=2,b=3 .

8 6 7 -

2
2A A% 2 0 1 -
D = MD = |5 3 4 -~

2

v 2A - - -8
- - - 2
fig.3.3.2 \- - - 5

Soit E le tableau B U D. C'est un tableau aXa,

est le vecteur

w O O
[~ N |

ses éléments sont

des tableaux bxb dont les éléments sont des ensembles de une ou deux

lettres.

Nous appellerons S le tableau UE. Il a ab lignes et ab colonnes,

ses cases contiennent une ou deux lettres.
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exemple : a =2 , b =3
(o8 16 27 3 4
23 04 15 7
56 37 48 1
5= 1 2 0 48 56
4 5 3 27 08
fig.3.3.3 \7 8 6 15 23
3.3.2 S est un carré siamois

calcul de 1'élément Sz

37
16
04)

Un élément de S est 1l'union d'un élément de yB, c'est-d-dire

une lettre, et d'un élément de uD, qui peut étre une lettre ou,

l'ensemble vide. Chagque case de S contient donc une ou deux lettres.

Soient x et y deux entiers inférieurs & ab : nous allons

calculer 1'élément Si.

Soient i et k (resp. j et 1) le quotient et le reste de la

division de x (resp. y) par b :

x = bi + k 0<k<b
Yy =bj + 1 0<1<5b
0K x<ab= 0«€ic<a

O0y<ab=> 0<<j<a

On a :
Yy _ j.or 5.1 j.1
Sy = CEP) e = (Bj)yp V(D7)
avec
' j i j. 1 i1 i+l - -
= £ = +
BY A= (B}), (38 = Ac = b(3¥K) + i+l
Di = ("c)? = ¢*I - c™avec m = i+j (modulo a)

0€<Sm<b-a = Cm

b-a<m<a = Cm

a+m
a+m

\
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= b(atm+k) + a+m+l si 0S< m< b-a

Par conséquent : si i et k (resp. j et 1) sont le quotient et
le reste de la division de x (resp. y) par b, alors la case (x,y) de
S contient :

- b(j+k) + i+l

- ainsi que b(a+m+k) + (a+m+l), ol m est 1'€lément de

s

{0,1,...,a-1} congru i+j modulo a, si m est strictement inférieur

i

exemple : x 4 et

a=2, b=

3 dans le carré S de la figure 3.3.3

o~
w

X = x1+1 == i=1,%k=1

3
y=3x1+0 =» j=1,1=20
it+j =2 = m= 0< b-a

S3 contient les lettres

4
- b(j+k) + i+l =3 x 2 + 1 = 7

- b(a+m+k) + a+m+l = 3 x 0 + 2 = 2

Rappelons que les rangées de S sont indicées par 0,1,...,ab-1

Soit x un entier inférieur &4 ab, soient i et k le quotient et
le reste de la division de x par b.
La ligne x de S contient les éléments

- b(j+k) + i+l v j<aet ¥ 1<b

- b(a+mt+k) + a+m+l sim= i+j (mod a) < b-a

Les éléments b(j+k) + i+l sont au nombre de ab et sont tous

différents :

b(F +k) + T4 = b(3+k) + 141, & 3, =3, , 1 =1,

Les éléments b(a+m+k) + a+m+l sont différents entre eux, et

différents des précédents
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= +
b(a+m1+k) + a+m1+l1 b(a+m2+k) + a+m2 l2
= ) ' ol =
= a+m1+k a+m2+k d'ol m1 m2
= ' ot =
et a+m1+l1 a+m2+l2 d'ou 11 l2

b(a+m_ +k) + a+m

1 1+l1 = b(j2+k) + i+l

2

= atm +k = j+k = atm, = ?j;

or j2 <a= 3;-= j2

et m, < b-a = a+m1 <b= a+m1 = a+m

1 1

finalement : j2 = a + m, est incompatible avec j2 < a

1

Ces éléments sont au nombre de b(b-a).

La ligne x de S contient donc ab+b(b-a) = b2 éléments ‘tous
différents, c'est-a-dire les entiers 0,1,...,b2~1

Chaque lettre apparait une fois et une seule dans chaque ligne.

En intervertissant i et j, ainsi que k et 1, on fait la méme
démonstration pour les colonnes.

Si j et 1 sont le quotient et le reste de la division par b
de l'entier y inférieur & ab, alors la colonne y de S contient les
éléments

- b{(j+k) + i+l ) vi<aetvw<b

~  b(a+mt+k) + a+m+l sim= i+j (mod a) < b-a

Il vy a ab é€léments b(j+k) + (i+l) tous différents.

11 v a b(b-a) éléments b(a+m+k) + a+m+l tous différents, et

différents des précédents :

a+m1+l = 12+l g a+m1 = 12

= i = < i =i <a<
= a+m1 12 car a+m1 a+m1 b et 12 12 a b

or 12 < a ne peut pas étre égal & a+m1.
Chaque lettre apparait donc une fois et une seule dans chaque

ligne et dans chaque colonne, et S est un carré gaulois.
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Les couples résultent de la superposition d'une case de HUB et

d'une case non vide de uD.

Le tableau D a a(b-a) éléments non vides dont chacun contient
toutes les lettres de 1l'alphabet. Chaque lettre figure donc a(b-a)
fois dans UD.

Au moment de l'union des tableaux B et D, a(b-a) éléments de B
vont &tre réunis aux a(b-a) éléments non vides de D. Chacun de ces
éléments est un tableau contenant toutes les lettres de l1l'alphabet,

puisqu'il est obtenu en permutant les rangées du tableau A.

Nous avons démontré au paragraphe précédent qu'une lettre ne
pouvait pas figurer deux fois dans une méme rangée de S, ni par
conséquent dans une méme case.

Chaque lettre figure donc dans 2a(b-a) couples, et le graphe

des couples est régulier.

On retrouve bien

2n(p-n) _ 2ab(b2—ab)

4 =
p b2

= 2a(b-a)

Le graphe des couples du carré siamois de la figure 3.3.3 est

le suivant :

VANVANIVAN

fig.3.3.4

remarque :

Cette construction reste valable si b n'est pas premier avec 2a,
(ab,bz) est alors un couple siamois non premier. Il en sera de méme

pour la construction de S(ab,2a2).
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CONSTRUCTION D'UN CARRE SIAMOIS

Construction de S

S(AB,2A%)

Nous reprenons les notations utilisées au paragraphe 3.3.1 pour

la construction de S(ab,bz).

b est un entier compris entre a et 2a, premier avec 2a,

(ab, 2a°

) est donc un couple siamois premier.

z désignera cette fois l'entier compris entre 0 et a-1, congru

a z modulo a.

Les 2a2

lettres de 1'alphabet

de dimension axa :

Vi 0

un coup

exemple

sont disposées dans deux tableaux

<i<a;vi 0<j<a (T)) =ai+rj; (T)I = a’+ai+]
0’ i 171
0 ...... a-1 a2 ...... a +a-1
: . Ty = "
a(a-1) ... a -1 a(2a-1) ... 2a"-1
On pose : T = Ty U T,
Ti = {ai+j,a2+ai+j}

Dans T, toutes les lettres sont présentes et figurent dans

le.

fig.3.4.1
o[04 15
26 37
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Soit L le vecteur-ligne dont les b éléments sont des tableaux

de dimension axa :

siO<j<2a—b:LJ—§T
2a~-b+q
2a-b+q 'r

[

si 2a-b< j<b : L) =

ol g et r sont le quotient et le reste de la division de j-2a+b par 2.

0 2a-b-1 2a-b 2a-b 2a-b+l a-1 a-1
b= (OT "* 2a-b-1 T 7 2a-b 70 ' 2a-b "1 ' 2a-b#1 0 **" a-1 0 ° Tl]

b-1i
On appelle V le tableau bxb dont la ligne i est le vecteur L,
et S le tableau yV.

exemple : a =2 , b=23

(04 15 3 2 7 6
26 37 1 0 5 4
7 6 04 15 3 2
S = 5 4 26 37 1 0
3 2 7 04 15
£ig.3.4.2 L1 0 s 26 37 |

3.4.2 S est un carré siamois

calcul de 1'élément S)

Soient x et y deux entiers inférieurs & ab. Soient i et k (resp.
j et 1) le quotient et le reste de la division de x (resp. y) par a :
ai+k 0<i<hb 0k<a
aj+l 0€j<b 01<a

I

X

Y

Le contenu de la case Si est celui de la case (k,l) du tableau

j\1 _ , b-i_ 3.1 _
). = (( L))k—(

soit m = b-i+j (mod b) : 0 €« m<b

Lb—1+3 {mod b))i

Y _ m 1
s (L )k
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- si 0€ m< 2a-b :

Yy _ (o1 _ om 1 mtl
Sx = @ )k (mT)k T Tmtk

{a(@K) + (@D) , a2 + a(mtk) + (mel)}

La case Si contient deux lettres différentes.

- si 2a-b<m< b :

Yy _ m1 _ 2a-b+q 1 _ 2a-b+g+l
S = T = Gapeg Tk T Ty Zacbrqrk

Y

La case Sx contient une seule lettre

S ra’ + a(Za-biqrk) + (Za-brarl)

Soit x un entier inférieur & ab, soit k le reste de la division
de x par a.

La ligne x de S contient les éléments suivants :

- ra2 + a(m+k) + m+l ¥Vr 0,1
0,1,...,2a~b~1
v1l1=20,1,...,a~1

1l

¥m

It

Ce sont 2a(2a-~-b) entiers tous différents, car les coefficients
de a2, a et 1 sont des entiers inférieurs & a : le triplet (r,m+k,m+l)

est 1'écriture en base a de l'entier ra2 + a(m+k) + m+l.

- ra2 + a(stk) + s+l ¥r =20,1
¥ s = 2a-b,...,a-1
¥1=20,1,...,a~1

s est l'entier 2a-b+q du paragraphe précédent :

s = 2a-b+q = 2a - b + m—2a;b-r - 2a—b;m-r

s varie de 2a-b (sim = 2a-bet r = 0) & a-1 (sim =b-1 et r = 1)

Nous avons ici 2a(b-a) entiers tous différents, et différents

des précédents, car les coefficients de a ne sont pas les mémes.

Une ligne de S contient 2a(2a-b) + 2a(b-a) = 2a2 entiers tous

. . 2
différents, c'est-ad-dire tout 1'alphabet {0,1,...,2a"-1}.
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Chaque lettre apparait donc une fois et une seule dans

chaque ligne.

De méme, si y est un entier inférieur a& ab dont le reste

de la division par a est 1, la colonne y de S contient les entiers :

ra’ + a(mik) + (m+D) 0<r<2
0€m< a
01<a
Ils sont au nombre de 2a2, et tous différents. Chaque lettre
apparait donc une fois et une seule dans chaque colonne, et S est

un carré gaulois.

La case (i,j) du tableau T contient le couple :
{ai+] , a2+ai+j)

Aprés avoir subi une permutation de ses rangées, qui ne
modifie pas le contenu de ses cases, le tableau T est recopié
2a-b fois dans le vecteur L, donc b(2a-b) fois dans le tableau V.

Chaque couple (ai+j,a2+ai+j) figure donc b{(2a-b) fois

dans le tableau S.

Chaque lettre de {0,1,...,2a2-1} s'exprime d'une fagon et
d'une seule sous la forme :
ra2+ai+j 0<r<2 ,0<1i,j<a
donc figure dans b(2a-b) couples, tous semblables.
On retrouve bien :
2n(p-n) _ 2ab(2a2—ab)
P 2a

d =

= b(2a-b)

Le graphe des couples est régulier, formé de a2 composantes

connexes réduites & une seule aréte multiple reliant deux sommets.

Par exemple, le graphe des couples du carré siamois (6,8)

de la figure 3.4.2 est le suivant :

£ig.3.4.3
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3.5 CONDITION NECESSAIRE ET SUFFISANTE

DE L'EXISTENCE D'UN CARRE SIAMOIS S(N,P)

théoréme : Poun qu'il existe un cané sdiamois S(n,p), LL faut et
AL suggit que In,p) s0it un couple sLamois.

La proposition 3.2.1 a établi que cette condition était
nécessaire : nous allons montrer qu'elle est suffisante en
construisant un carré siamois S(n,p) dans le cas ou (n,p) est un

couple siamois.

Soient n et p deux entiers formant un couple siamois :

n<p< 2n
a= ———-E———Zn(p°n) EN

Soit (x,y) la racine de (n,p). Il existe un entier k tel que
n=%kx, p=ky
k est le PGCD de n, p et d, (x,y) est un couple siamois premier. (x,y)
est de la forme (ab,bz) ou (ab,2a2), ol b est un entier impair, premier
avec a et compris entre a et 2a. On calcule facilement a et b : si y
est impair, b est sa racine carrée et a est égal a 5-; si y est pair,

b

a est la racine carrée de %-et b est égal a Eu

Dans les deux cas, les chapitres 3.3 et 3.4 nous permettent

de construire un carré So(x,Y), dont 1'alphabet est AO = {0,1,...,y-1}.
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Pour i = 0,1,...,k-1 posons :

A, = {z+yi | z € AO} = {yi,yi+tl,...,y(i+1)-1}

Tous les alphabets Ai sont disjoints, et leur union est

A={0,1,...,ky-1}

Soit C le carré latin kxk dont l'alphabet est {0,1,...,k-1}

défini de la fagon suivante

vi,j=0,1,...,k-1 I

i = i+j (mod k)
exemple : k = 4 0 1 2 3
1 2 3 0
¢ = 2 3 0 1
fig.3.5.1 3 0] 1 2

Soit Si le carré siamois obtenu en remplagant chaque lettre

2z de S0 par z+yi : l'alphabet de Si est Ai.

L'opération de carrelage définie au paragraphe 3.5.7 nous
permet de construire un carré gaulois uG(kx,ky) ot G est le tableau

kxk dont 1'élément (i,j) est le carré siamois S. tel que Cz = 1.

1
Appelons S ce tableau pG. C'est un carré gaulois dont chaque
case contient une ou deux lettres, son alphabet est A.
Si w est une lettre de A, c'est-ad-dire un entier inférieur
a ky, soient i et z ie quotient et le reste de la division de w par y
w = z+yi 0€z<y, 0€i<k
w est une lettre de 1'alphabet Ai. w figure dans E§j§:§1_= %

couples dans le carré Si' donc dans d couples dans le carré S, ou Si

apparaft k fois.

S est donc un carré siamois (kx,ky) = (n,p).

Le graphe des couples de S est obtenu en remplagant chaque

aréte du graphe des couples de S, par k arétes, puis en recopiant

0
k fois ce nouveau graphe.
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exemple : n=12 , p=6 = d=6 ,x=6,y=8,a=2,Dbs=3

Le carré siamois (6,8) est celui de la figure 3.4.2. Le

carré latin C(2,2) et le carré siamois S(12,16) sont :

0 1
C = (1 O] fig.3.5.2
. 1.5 3 2 7 6 | 8.12 9.13 11 10 15 14
. 3.7 1 0 5 4 |10.14 11.15 9 8 13 12
7 6 0.4 1.5 3 2 | 15 14  8.12 9.13 11 10
5 4 2.6 3.7 1 0o | 13 12 10.14 11.15 9 8
3 2 7 6 0.4 1.5] 11 10 15 14  8.12 9.13
1 0 5 4 2.6 3.7| 9 8 13 12 10.14 11.15
8.12 9.13 11 10 15 14 | o. 1.5 3 7 6
10.14 11.15 9 8 13 12 | 2.6 3.7 1 0 5 4
15 14 8.12 9.13 11 10 | 7 6 .4 1.5 3 2
13 12 10.14 11.15 9 8 | 5 4 . 3.7 1 0
11 10 15 14 8.12 9.13| 3 2 7 6 . 1.5
9 8 13 12 10.14 11.15] 1 0 5 2.6 3.7

Pour tout couple d'entiers n et p, nous pouvons donc dire
s'il existe un carré siamois (n,p), et, dans 1'affirmative, en

construire un.

Nous allons maintenant construire d'autres carrés siamois

a partir de ceux dont nous disposons.
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3.6 OPERATIONS SUR LES CARRES -SIAMOIS

Les opérations sur les carrés gaulois définies au chapitre 2.5
sont toutes applicables aux carrés siamois. Nous allons déterminer sous
quelles conditions le résultat est encore un carré siamois, et observer
les modifications du tableau de permutations et des invariants : grgphe

des couples, dessin et cycles.

3.6.1 Transposition

Le transposé d'un carré siamois S{n,p) est un carré siamois
S'(n,p) ayant les mémes invariants que S.

Seul le tableau de permutations est modifié : chaque permu-
tation du tableau T associé & S est remplacée par son inverse dans le

tableau T' associé a4 S'.

3.6.2 Permutation des rangées

Si on permute les lignes de S(n,p) & l'aide de la permutation

=

x, et les colonnes a 1l'aide de la permutation y, S' =§S est un carré

siamois (n,p), dont le tableau de permutations est :
-1 -1
™ =y *n) = %y (1)

Les invariants ne changent pas.
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3.6.3 Permutation de 1'alphabet

Si z est'une permutation de l'ensemble [p ], chaque lettre a
de S est remplacée par z(a) dans S et dans ses invariants. z(S) est
un carré siamois.

Le tableau de permutations subit une permutation z de ses

lignes.

3.6.4 Isomorphisme, similitude, équivalence, forme normale

Deux carrés siamois équivalents ont les mémes invariants, et
sont donc assez voisins. Nous présenterons donc le plus souvent les
carrés siamois sous une foame normale, en plagant dans la diagonale
la premiére lettre de l'alphabet (0 ou 1), et en donnant 4 la premiére
ligne la forme suivante

(0,1),(2,3),...,(2p-2n-2,2p~2n-1) ,2p-2n, . .. ,p-1
ou (1,2),(3,4),...,(2p-2n-1,2p~2n) ,2p-2n+1,...,p

exemple : pour les carrés (6,8)

0t 23 4 5 6 7 ou 12 34 5 6 7 8

fig.3.6.1

Pour normaliser un carré siamois (n,p), on procéde de la
fagon suivante :

- on choisit une ligne parmi les n, qui deviendra la premiére
ligne du carré normal.

- par une permutation des colonnes, on place les (p-n) couples
de la iigne dans les colonnes 1,2,...,p-n. Il faut donc choisir l'une
des (p-n)! fagons d'ordonner les couples, et l'une des (2n-p)! fagons
d'ordonner les éléments isolés. Il faut ensuite ordonner les deux
€éléments de chaque couple, ce qui peut se faire de 2(p-n) fagons.

- une permutation de 1l'alphabet fait correspondre cette premiére
ligne ordonnée 4 la premiére ligne normale.

- une permutation des lignes permet de placer la premiére lettre

sur la diagonale.
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Il y a donc en principe nx(p-n)!x(2n-p) !x2(p-n) fagons de
normaliser un carré siamois (n,p), certaines pouvant donner la méme

forme normale.

Par exemple, nous allons normaliser le carré siamois de la

figure 3.4.2

04 15 3 2 7
26 37 1 0] 5

6 04 15 3
26 37 1
7 6 04 15
5 4 26 37

L B ¥2 B |
o N B
[T S I )

£fig.3.6.2

Nous choisissons la premiére ligne et nous 1'ordonnons :

7 6 04 15 3 2 devient 15 40 7 2 3 6

ce qui détermine une permutation des colonnes et une permutation de

1'alphabet :
15 40 7 2 3 6 devient 01 23 4 5 6 7 ]
par la permutation : - 0O 1 2 3 4 5 6 7
3 0 5 6 2 1 7 4

ce qui transforme le carré en :

2 3 04 6 7 15 5 6 23 7 4 01

0O 1 26 4 5 37 3 0 57 2 1 46

15 40 7 2 3 6 01 23 4 5 6 17

37 26 5 0 1 a4 PSR 40 g5 4 3 0 2

6 7 3 15 04 2 7 4 6 01 23 5

4 5 1 37 26 0 2 1 0 46 57 3
£ig.3.6.3

Il ne reste plus qu'd effectuer une permutation des lignes
pour placer les zéros sur la diagonale. On obtient alors un carré

siamois mis sous forme normale, et son tableau de permutations
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01 23 4 5 6 7 1 2 3 4 5 6
3 0 57 2 1 46 1 5 2 4 3 6
2 i 0 46 57 3 2 4 1 5 6 3
7 4 6 01 23 5 2 1 6 5 4 3
46 57 1 3 0 2 3 6 4 2 1 5
5 6 23 7 4 01 4 3 5 6 2 1

5 6 4 3 1 2
fig.3.6.4 6 3 5 1 2 4

On peut diviser par 2(p-n) le nombre de formes normales d'un
carré siamois (n,p) en imposant que les permutations du tableau soient
classées dans l'ordre lexicographique. Ceci détermine 1l'ordre des
éléments des couples de la premiére ligne.

Par exemple, dans le tableau de la figure 3.6.4, la permutation
[21 65 4 2] devrait étre placée avant [2 4 1 5 6 3], et on doit donc

échanger les lettres 2 et 3

01 23 4 5 6 7 1 2 3 4 5 6
2 0 57 3 1 46 1 5 2 4 3 6
301 0 46 57 2 2 1 6 5 4 2
7 4 6 01 23 5 2 41 5 6 3
46 57 1 2 0 36 4 2 1 5
5 6 23 7 4 Ot 4 3 5 6 2 1

5 6 4 3 1 2
£ig.3.6.5 6 3 5 1 2 4

3.6.5 Union

Soient deux carrés siamois Sl(n,pl) et Sz(n,pz) d'alphabets
disjoints A1 et A2.

Leur union est un carré gaulois G(n,p1+p2), mais n'est pas
un carré siamois :

Py et P, sont plus grands que n, car (n,pl) et (n,pz) sont des
couples siamois. Donc p1+p2 est plus grand que 2n, et (n,pl+p2) n'est

pas un couple siamois.
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3.6.6 Restriction

Soit A l'alphabet d'un carré siamois S(n,p),'et soit B un
sous-ensemble de A d'ordre q < p. La restriction de S & B est un
carré gaulois G(n,q). '

Toute lettre de B figure n fois dans le carré S : d fois dans
une case double, et n-d fois dans une case simple. La suppression de
cette lettre entrainera donc l'apparition de n-d cases vides dans G,

qui ne peut pas é&tre un carré siamois.

3.6.7 Carrelage

Nous avons déja réalisé un carrelage de carrés siamois dans
le chapitre 3.5.

Si (n,p) est un couple siamois, si A - /A, sont k alphabets

pree
disjoints d'ordre p, si C est un carré latin kxk d'alphabet {1,2,..,k},
et si les Sg sont k2 carrés siamois (n,p) dont l'alphabet est Al tel
que Cg =1, alors la disposition de ces carrés siamois en carrelage

permet d'obtenir un carré gaulois S(nk,pk).

Chaque case contient une ou deux lettres, chaque lettre figure

dans dk couples : S est un carré siamois.

Le graphe des couples de S a au moins k composantes connexes,
puisqu'aucune aréte ne relie deux lettres appartenant & deux alphabets
différents. Les graphes des couples des Si sont des sous-~graphes

partiels de celui de S.




exemple :

l==2
F==4
5==6
7==38

A==FE

bt
b—4&
bk
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carrelage de quatre carrés siamois (6,8)

12 3 5 6 7 8|

AB H
3 1 78 2 4 56 E A F B CH DG A-—E
4 2 1 78 5 3| D EF A GH B C B ¥
56 78 2 1 3 4| H G BC AE D F <': ,,c';
8 6 34 12 7| c H G BC AF BE D‘—°H
7.6 34 5 _ 8 12| FG B _DH C E_A
AB CD E G H| 12 34 5 6 7 8
G A DH BF C| 4 1 68 57 3 2  1--=2
EF A CG H D|5 8 14 23 6 7 32224
BC A D FG| 3 67 2 1 58 4 5---6
G DH AE B| 78 2 3 4 1 56 7--:8
GH F B C R2E| 6 5 7 8 24 13

Le graphe des couples du carré siamois (12,16) est :

3.6.8

|\.\——’t7, T,
] ’ ' [
v '
| 2, =t \l
=== F
'
]
]
SE====26 4
ANt :
| I | '
L P, | pES |
T==8 —se=em ] fig.3_6.7

Permutation partielie de l'alphabet

Si a et b sont deux lettres de 1'alphabet d'un carré siamois

S(n,p) déterminant une permutation partielle {a,b], le résultat de la

permutation partielle est un carré siamois si et seulement si le graphe

des couples reste régulier, c'est-a-dire, selon la proposition 2.4.12,

si et seulement si le nombre de couples contenant a est égal au nombre

de couples contenant b dans le cycle partiel. On dit alors que la

permutation partielle [a,b] est négulidre.
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Par exemple, dans le carré siamois (6,8) de la figure 3.6.8,

les deux permutations partielles [1,3] sont réguliéres, les permutations

partielles [ 1,8] ne le sont pas, et (1,2) est une véritable permutation

qui ne modifie pas le graphe des couples :

12 34 5 6 7 8

7 1 6 45 8 23 )
56 78 1 2 3 4 é-———é
8 6 34 1 25 7 §====L
4 2 78 3 16 5 7=—==8
3 5 2 78 4 16
fig.3.6.8
Cycles partiels [1,3]
12—34 1—3
I i———23 et I f6——3
3———————f6 34 &

qui deviennent, aprés permutation partielle de 1 et de 3

23——%4 3——-}
I 3———%2 et I 36——}
]——————36 14 3
Dans les deux cas, le graphe des couples devient :
ISR
K3'3 2 4 6 8 fig.3.6.11
Cycles partiels [1,8]
12—-? 1———?
| 16——?8 et 16—78
|
8 1 78 1
Cycles (1,2) :
1——-2?
16—-%
1-—-% et 12
1-—-%5
2 16

£fig.3.6.9

-
.

£ig.3.6.10

fig.3.6.12

£ig.3.6.13
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3.6.9 Permutation partielle des rangées

Si on échange deux rangées partielles échangeables d'un carré
siamois (n,p), on obtient un carré siamois : les deux rangées partielles
contiennent le méme ensemble de lettres, donc le méme nombre de couples,
qui est la différence entre le nombre de lettres et le nombre de cases
dans la rangée partielle. Le graphe des couples ne change pas. Le dessin
change si les couples se trouvent & des endroits différents des rangées
partielles, les cycles concernant deux lettres dont 1l'une seulement est

dans la rangée partielle peuvent étre modifiés :

12 34 s 6 7 8 12 34 5 6 7 8
3 4 56 3 4 56
4 2 1 78 56 3 4 2 1 78 56 3
——
5678 2 1] 3 4 se{1 78 2] 3 4
8 5 6 34 12 7 8 5 6 34 12 7
7 6 34 5 8 12 7 6 34 5 8 12
£ig.3.6.14
12—34 12—34
L 3 {
1 3 > 3
b 1
34—12 cycle (13) 34—12
34 12 34 12
12—34 . 12—34
78 —————— 56 7|8 56
78—56 - 78—56
56 —78 | ' 56 ———78
34—12 dessin l 34—12

34 1 2 34 12
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3.6.10 Permutation incompléte des rangées

Si, dans deux rangées d'un carré siamois, on échange certaines

lettres, on obtient un carré gaulois. Pour que ce carré soit siamois,

il faut :

- que les cases contiennent une ou deux lettres,

- que le graphe des couples soit régulier.

Les permutations incomplétes de rangées, qui ne sont pas un

cycle partiel de longueur 4, et qui donnent un carré siamois, sont

rares. En voici un exemple :

14 25 36 7 8 9
39 17 28 6 4 5
58 69 47 2 3 1

7 8 9 14 25 36
6 4 5 39 17 28
2 3 1 58 69 47
1 2 3
/\ /N /\
£ig.3.6.15

34

19

58

15 26
27 38
69 47
8 9
4 5
31
3——-6

7 8 9
6 4 5
2 3 1
14 25 36
39 17 28
58 69 47
gélfb

Le graphe des couples est modifié. Les carrés siamois obtenus

par permutation partielle ou incompléte des rangées, ou par permutation

partielle de l'alphabet, ne sont donc généralement pas équivalents au

carré siamois de départ.
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3.7 EXEMPLES DE CARRES SIAMOIS

3.7.1 Un carré siamois S(15,18)

12 36 45 D E C€c A B F B T vy 6 o €

B € F 56 13 24 o D B C A E [ § vy

s B C¢C o B § 35 14 26 ¢ Y A F D E

D E a B v F T 46 23 15 » cC B

E & ¢ F Y o D B B 25 16 34
AB CF DE o § 2 1 3 4 5 6

o B EF AC BD 4 6 S5 ¢ 6 ¢ 3

€ 8 1 2 3 BF CE AaD 5 4 6 a Yy B

3 2 1 4 5 6 Y a PR BAE DF BC z 6

4 5 6 ¢z § £ 1 2 Y B BE AF CD
5 of YT 8 4 A 2 3 1 B E F

6 4 A B € ay BS 5 ¢ 3 2

F 1 2 3 E Bz ye af C B a

c Db 3 2 A E F o 6z By 4 5

Y8 A B Cc 5 E 4 6 2 3 Be ar

fig.3.7.1

Ce carré a été construit par F. Sterboul.

Le graphe des couples est constitué de trolis composantes
connexes dont chacune est le graphe complet K6 :

|
Vs AN

O

fig.3.7.2




F‘\

o=

~ ;..:7\
~ T

6.7 11.12 16.17 21.22! 3.5  8.10 13.15 18.20 23.25| 9 14 19 24 4
22.23 2.3 7.8 12.13 17.18. 24.1 4.6  9.11 14.16 19.21| 10 15 20 25 5
18.19 23.24 3.4 8.9 13.14| 20.22 25.2 5.7 10.12 15.17| 6 11 16 21 1
14.15 19.20 24.25 4.5  9.10| 16.18 21.23 1.3 6.8 11.13| 2 7 12 17 22
10.11 15.16 20.21 25.1 5.6 | 12.14 17.19 22.24 2.4 1.9 13 18 23 3 8
3 11 16 21 1 53.4 3.9  8.14 13.19 18.24| 5.12 10.17 15.22 20.2 25.7
7 12 17 22 2 | 19.25 24.5 4.10 9.15 14.20] 1.8  6.13 11.18 16.23 21.3
3 13 18 23 | 15.21 20.1 25.6 5.11 10.16]22.4 2.9  7.14 12.19 17.24
4 14 19 24 | 11.17 16.22 21.2 1.7  6.12! 18.25 23.5  3.10 8.15 13.20
25 5 10 15 20 7.13 12.18 17.23 22.3 2.8 | 14.21 19.1 24.6  4.11 9.16
21.24 1.4 6.9 11.14 16.19]| 10 15 20 25 5 123.7  3.12 8.17 13.22 18.2
17.20 22.25 2.5  7.10 12.15| 6 11 16 21 1 19.3 24.8  4.13 9.18 14.23
13.16 18.21 23.1 3.6  8.11] 2 7 12 17 22 115.24 20.4 25.9 5.14 10.19
9.12 14.17 19.22 24.2 4.7 8 13 18 23 11.20 16.25 21.5 1.10 6.15
5.8 10.13 15.18 20.23 25.3 9 14 19 24 4 | 7.16 12.21 17.1 22.6 2.1t
(ﬂ_ g [o] Qs g Q
o 5 28 K &
» (] [+)] = K [
o] J 9 (62 [1:)
al [} (o) Q > 0
B [+ o wn n [e]
g8 I X - E
o Q o Q U - g Hh
5 - -~ o -
t P - e =] e} [Te]
Vo] =} o M = .
g5 O n 0O B35 M [0)] ® w
o] B - ~ N
Q Qo & o ° ~J
E L 96 9 ¢ 92 R
(o] . (0] = 2 g
(S, I % < g 2 g &
- S P 3
o w 0 =1
~ a ] =3 T o~
[1) = e .
0 by Q o]
[~ e [« I 1 n o
- - 0B (] t
£ 5 8 o i
¢t O [ Sl ] (o3
/)] ot o]
o [+
- =

L€

4

(GZ'G1) SToWeTS axed U

STt
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Carrés siamois S(6,8)

Certains de ces carrés ont été construits 4 la main, directement

ou a partir d'un autre'par permutations partielles. Mais la plupart ont

été obtenus avec l'aide d'un calculateur. Il y a un grand nombre de

carrés siamois (6,8) non équivalents, nous n'en donnons ici que quelques

exemples.

Le dessin est un graphe, car il y a deux couples par rangée.

Il est composé de cycles pairs disjoints, de longueur au moins égale.

a4,

Le graphe des couples est cubique, c'est-a~dire régulier de

degré 3. Nous allons classer les carrés siamois (6,8) selon la forme

de leur graphe des couples. Il peut étre connexe ou non, simple ou

avec des arétes doubles ou triples.

quatre composantes connexes

12 34 5 6 7 8
3 1 2 4 58 67
4 67 1 58 3 2
7 5 8 12 6 34
6 8 34 7 12 5

11—

Semy o===T

dessin connexe : un
cycle de longueur 12.

"

12 34 5 6 7 8
56 t 78 2 3 4
4 78 56 3
3 78 2 1 4 56
8 5 6 34 12 7
7 6 34 5 8 12

1===) 3==4

S==30 TaE==8

dessin : un cycle de

longueur 8, un de lon-
gueur 4.

I_—b:l[]

12 34 5 6 7 8

57 68 1 3 2 4
7 34 12 5 6
2 68 57 1
5 7 8 34 12

it ) 3m==4
Su=me? 6===8
dessin : trois cycles

de longueur 4.

n
O
[]




57 68 1 3 2 4
8 7 34 12 6 5
4 2 68 57 1 3
6 5 7 8 34 12

12 34 5 6 7 8
56 78 1 2 3 4
34 1 25 7

3 16 5

8 6
4 2 78
7 1
3 5

2 78 1 3 56
5 46 8 12 3

12 34 5 6 7

5 12 38 4 6
6 1 27 58
5 67 1 34

67 8 2 3 1 45
7 4 58 2 16

- L

dessin connexe

N w9 @

117

1==2 1====i

3I=/=4

——f

le dessin est formé de trois cycles

de longueur 4.

dessin

dessin connexe

12 34 5 6 7 8
3 1 2 4 58 67
57 68 1 3 4 2
8 7 34 12 6 5

2 68 57 1 3
6 5 7 8 23 14

1 === ==
1
=====3 8===6

dessin :

: trois cycles de longueur 4

trois cycles de longueur 4
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12 34 5 6 7 8 12 34 5 6 7 8
3 1 2 4 58 67 3 1 2 4 58 67
68 2 1 57 3 4 8 7 14 23 6 5
7 8 6 13 24 5 56 2 78 1 4 3
4 56 78 2 1 3 4 68 3 57 1 2
5 7 34 8 6 12 7 5 6 8 23 14
5>x<6 1===4 5—6

X 1 X

dessin connexe dessin : un cycle de longueur 8
un cycle de longueur 4

12 34 5 6 7 8 12 34 5 6 7 8 1—2
7 6 14 23 8 5 3 1 2 4 58 67 l___i
6 8 7 5 13 24 8 7 14 23 6 5
3 57 68 4 2 1 56 2 78 1 4 3 ?S—<6|
4 1 2 78 56 3 7 5 6 8 13 24 7—28
58 2 3 1 4 67 4 68 3 56 2 1 deux fois K4

(F. Sterboul)
dessin connexe dessin : un cycle de longueur 8

un cycle de longueur 4

une composante connexe, quatre arétes doubles

e N e - e e e s e Y - - ——— — ———— ———

] —5===8—-3

8
5 12 38 4 6 7 !———7===6———D
4 6 1 27 58 3
8 5 67 1 34 2
3 7 2 58 1 46
67 8 4 3 2 15 dessin connexe

une composante connexe, trois arétes doubles

—— e e e . —— g ——— — " o - - —— - ——— ———

67 4 38 2 1 dessin connexe




12

67

8 1 2 3
© 4 17 58
7 2 58 1
5 67 3 24

7=—=6—3 _TI

{=—=2—4—28

dessin connexe

12

34 6 7
12 38 4 6
7 1 2 48
8 67 1 25
5 4 38 1
6 2 57 3
3 5 6 7

67 18 2
2 67 1 58

34 5 6 7
1 23 4 6
2 1 3 58
8 4 17 2
67 8 5 14
5 67 28 3

N

dessin connexe

w n N @

24
16

8
7
46
35
2
1
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58 1 2 34 6 7

4 2 1 78 3 56

7 8 36 1 25 4

6 5 78 2 14 3

3 67 4 5 8 12
1===2-——T———
4==3—06-—7

dessin : un cycle de longueur 8

un cycle de longueur 4

3
\4-——1=2——5<B
>

dessin connexe

3 8
\ /
‘|1|/2———1\

(T

O ===

dessin connexe

4 2 1 78 3 56

6 5 37 1 28 4

7 8 46 2 15 3

3 67 8 5 4 12
1———?——~?~——4
H———B———7———3

dessin : un cycle de longueur 8

un cycle de longueur 4




34

w O ©

34

—

[S2 I ¢ < B O

37
68

28

46

25

78

25
14

N W oY
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56
4 dessin : un cycle de longueur 8
3 un cycle de longueur 4
12
8 1 4—-
7 "\5—3<| ﬂ
2 87
46
35 dessin connexe
2
1
8 le—
0 W
6 2 4 5
|1
57 —3
3
2 dessin connexe
14

58
17

17
28

48
35

i X

6 4~—~—1—2~—5

2

3 dessin connexe

25

14

8 ?———5———3——-4
2K

56

2 dessin connexe

3

14
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12 34 5 6 7 8 Sl\g___1=2__4/3|
31 2 4 58 67 iy ~¢
5 2 18 7 46 3
78 6 4 12 3 5 dessin connexe
6 8 7 35 1 24
4 57 36 8 2 1
;j 314 258 j _: 2 3” 7\41_5<T
4—2 8
6 2 1 58 34 7
8 5 4 17 2 3 dessin connexe
5 8 67 3 1 24
4 7 3 2 68 15
une_composante _connexe, graphe simple
12 34 5 6 7 12 34 5 6 7 8
37 1 28 4 5 6 5 1 2 38 46 7
6 2 1 78 3 45 7 e 13 5 8 24
5 7 36 1 48 2 4 8 6 17 25 3
4 8 7 25 16 3 3 2 78 4 1 56
8 56 4 3 2 17 68 57 4 2 3 1
2<————/5 IT————' /3
1—6 2—4
- & 5
dessin connexe dessin : trois cycles de‘ longueur 4

12 34 5 6 7 8 3<-——/—7

37 1 28 4 5 6 4—1

6 2 1 3 48 57 2>—<8

5 8 4 17 26 3 GZ——-—-——S
4 7 36 58 1 2

8 56 7 2 3 14 dessin connexe

5ig
NG
-




12 34 5 6 17 8
2 4 58 67
18 7 46 3

3 1 2 4 58 67

6 8 7 15 3 24

37 1 28 4 5
6 2 1 7 38 45
5 7 3 18 46 2
4 8 67 25 1 3
g 5% 4 3 2 17

12 34 5 7

37 1 28 5
2 I 58 3 47
2 3

8 7 3 16 25
7 36 2 48 1t

3.7.4 Carrés siamois (6,93)
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XX

dessin connexe

1 4
N,
TS

\l/

?

dessin connexe

4

/

////’

troasperesreeed

P |
Pl Phmaere ()

8

A\

dessin connexe

bans le graphe des couples, chaque sommet est de degré 4.

Le dessin est un hypergraphe dont chaque aréte contient trois sommets.

Nous allons présenter deux séortes de dessins.




dessin non connexe

12
57
49

12
57
49

12
39
68

12
57
69

34
18
67

34
18
67

34
18
67

34
58
27

34
19
28

56
39
28

56
39
28

56
39
28

56
17
49

56
38
47

28
56
39

49
12
58

49
12
38

68
59
23

14
39
28

49
12
57

27
56
39

27
36
59

49
37
16

25
17
69

67
34
18

68
34
17

68
45
17

27
18
45

36
58

47
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VANMVAN

RO CAN
X =< X
<\
Py
\ﬂ -

|\

o7
>
m//




12
39
68

12
34
89

12
49
67

P N

57
49

23

57
49

34
58
27

45
67
23

34
57

28

14
57

28

56
47
19

78
19
56

56
28
39

56
18
49

68
59
23

6

8

1
79
24
35

4
1
4

68

59

23

28
56

39
28
56

49
37
16

27
46

67
12
39

67

12
39

27
18
45

46
18
29

37
48
15

34
18
67

34
18
67
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57
49

23

57
49

23

57
49

12

78
49

34
57

28

14
57

28

14
57

28

34
57

28

56
18
49

56
18
49

56
18
49

56
18
49

39
28
56

39
68
25

39
27
56

39
25
68

27
36
19

68
12
39

67
23
19

14
38
67

14
38
67

34
18
67

14
35
67
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CONCLUSION

Contrairement a4 celle des carrés de Room et des tableaux de
permutations équidistants de dimension maximale, l'existence des carrés
siamois a pu étre établie rapidement. Nous pouvons donc maintenant

poursuivre leur étude, et plusieurs directions s'offrent i nous.

Il est d'abord possible de trouver d'autres constructions des
carrés siamois, plus proches de celles des carrés de Room, ou, inverse-
ment, de construire d'autres carrés gaulois par des calculs de

congruences.

On peut également essayer de classer les carrés siamois suivant
la forme de leurs invariants. Une question se pose alors : deux carrés
siamois dont les invariants sont isomorphesksont—ils équivalents ? 11
serait intéreséant d' énumérer les représentants des classes d'équivalence

des carrés siamois S(n,p) pour les petites valeurs de n et de p.

Les opérations que nous avons définies sur les carrés gaulois

peuvent étre appliquées & un carré siamois.donné 9¢uf trouver le plus

grand nombre possible de carrés siamois non équivalents.

Il est peut-&tre possible de trouver d'autres opérations internes

sur l'ensemble des carrés gaulois, et de les caractériser.

Enfin, mais ceci ne cldt pas la liste ‘des questions, pourquoi ne

pas envisager des carrés siamois généralisés ou des hypercubes siamois ?
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