
A Q 3 6  
No d'ordre : 734 /3 37. 

THESE 
présentée à 

UNIVERSITE DES SCIENCES ET TECHNIQUES DE LILLE 

pour l'obtention du titre de 

DOCTEUR TROlSlEME CYCLE 
(Mathématiques Appliquées) 

Par 

M iche l  VANBREUGEL 

UN ALGORITHME GENERAL POUR L'OPTIMISATION NON LINEAIRE 

Soutenue le 29 novembre 1978 devant la Commission d'Examen : 

Monsieur P. POUZET Président 

Monsieur C. BREZlNSKl Examinateur 

Monsieur J.C. FIOROT Examinateur 

Monsieur P. HUARD Rapporteur 



UNIVERSITE DES SCIENCES' 
ET TECHNIQUES DE LILLE ----------- 

DOYENS HONORAIRES de l 'Ancienne Facul té des Sciences 

1 MM. R .  DEFRETIN, H. LEFEBVRE, M. PARREAU. 

PROFESSEURS HONORAIRES des Anciennes Facultés de D r o i t  

e t  Sciences Economiques, des Sciences e t  des Le t t res  

M ARNOULT , MIW BEAUJEU MM. BROCHARD , CHAPPELON , CHAUDRON , CORDONNI ER , CORSIN DEHEUVELS , 
DEHORS, DION, FAUVEL, FLEURY, P. GERMAIN, HEIM DE BALSAC, HOCQUETTE, KAMPE DE FERIET, 
KOUGANOFF, LAMOTTE, LASSERRE, LELONG, Mme LELONG, MM. LHOMME, LIEBAERT, MARTINOT-LAGARDE, 
MAZET. MICHEL, NORMANT, PEREZ, ROIG,  ROSEAU, ROUBINE, ROUELLE, SAVART, WATERLOT, WIEMAN, 

PRESIDENTS HONORAIRES DE L'UNIVERSITE 

DES SCIENCES ET TECHNIQUES DE LILLE 

MM. R .  DEFRETIN, M. PARREAU. 

PRESIDENT DE L'UNIVERSITE 

DES SCIENCES ET TECHNIQUES DE LILLE 

M. J. LOMBARD. 

PROFESSEURS TITULAIRES 

BACCHUS P ie r re  
BEAUF ILS &an-Pi er re  
BECART Maurice 
BILLARD Jean 
BIAYS P ie r re  
BONNE74AN P ie r re  
BONNOT Ernes t 
BONTE Antoi nc 
BOUGHON P ie r re  
BOURIQUET Robert 
CELET Paul 
CONSTANT Eugene 
DECUYPER Marcel 
DELATTRE Charl es 
DELHAYE Michel 
DERCOURT Michel 
DURCHON Maurice 
FAURE Robert 
FOURET Resé 
GABILLARD Robert 
GLACET Charl es 
GONTIER Gérard 
GRUSON Laurent 
GUILLAUME Jean 
HEUBEL Joseph 
LABLACHE-COMBIER A la i n  
LANSRAUX Guy 
LAVEINE Jean-Pierre 
LEBRUN André 
LEHMANN Daniel 

Astronomie 
Chimie Physique p 

Physique A tmique  e t  Moléculai re 
Physique du Sol ide 
Géographie 
Chimie Appliquée 
B io log ie  Végétale 
Géologie 4ppl iquée 
Algebre 
B io log ie  Végétale 
Géologie Giieérale 
Electronique 
Géométrie 
Géologie Générale 
Chimie Physique 
Géol ogi e Générale 
B io log ie  Expérimentale 
Ilécani que 
Physique di1 Sol i d e  
t 1 cc t r o n i  que 
C h i ~ i i ~  dr'ganique 
tlecan I qce 
A l  gèhre 
Microb io log ie  
Chiniie Minérale 
Chim'r Pr--anique 
P h y s i q i ~ ~  Atomique e t  5101 écu la i re  
Paléor~fo log ie  
E l e c t r o ~ i q u e  
Géon16tri e 



Mme 
M. 
M. 
M. 
M. 
M. 
M. 
M. 
M. 
M. 
M. 
M. 
M. 
Mme 
M. 
M. 
M. 
M. 
M. 
M. 
M. 

LENOBLE Jacquel i ne 
LINDER Robert 
LOMBARD Jacques 
LOUCHEUX C l  aude 
LUCQUIN Michel 
MAILLET P i e r r e  
MONTARIOL Fréderi  c 
MONTREUIL Jean 
PARREAU M i  chel 
POUZET P ie r re  
PROUVOST Jean 
SALMER Georges 
SCHILTZ Rene 
SCHWARTZ Mari e-Hel &ne 
SEGUIER Guy 
TILLIEU Jacques 
TRIDOT Gabriel 
VIDAL P ie r re  
V I V I E R  Emile 
NERTHE IMER Raymond 
ZEYTOUN 1 AN Radyadour 

Physique Atomique e t  Moleculaire 
B io log ie  e t  Physiologie Végetales 
Sociologie 
chimie Physique 
Chimie Physique 
Sciences Economiques 
Chimie Appliquee 
Biochimie 
Analyse 
Analyse Numeri que 
Mineralogie 
Electronique 
Physique Atomique e t  Moleculaire 
Geometri e 
E l  ectrotechni que 
Physique Théorique 
Chimie Appl iquée 
Automatique 
B io log ie  C e l l u l a i r e  
Physique Atomique e t  Moleculaire 
Mecanique 

PROFESSEURS SANS CHAIRE 

BELLET Jean 
BODARD Marcel 
BOILLET P ie r re  
BOILLY Bénoni 
BRIDOUX Michel 
CAPURON A l  f red 
CORTOIS Jean 
DEBOURSE Jean-Pierre 
DEPREZ G i l b e r t  
DEVRAINNE P ier re  
GOUDMAND P i  e r re  
GUILBAULT P ier re  
LACOSTE Loui s 
LEHMANN Jos i ane 
LENTACKER F i  r m i  n 
LOUAGE Francis 
MARQUET Simone 
MIGEON Michel 
MONTEL Marc 
PANET Marius 
RACZY Ladislas 
ROUSSEAU Jean-Paul 
SLIWA Henri 

Physique Atomique e t  Mo16culaire 
B io log ie  Vegetale 
Physique Atomique e t  Moléculaire 
B io log ie  Animale 
Chimie Physique 
B io log ie  Animale 
Physique Nucléaire é t  Corpusculaire 
Gestion des entreprises 
Physique Théorique 
Chimie Minérale 
Chimie Physique 
Physiologie'Animale 
B io log ie  Végetale 
Analyse 
Geographie 
Electronique 
Probabi 1 i tes 
Chimie Physique 
Physique du Sol ide 
Electrotechnique 
E l  ectronique 
Physiologie Animale 
Chimie Organique 

MAITRES DE CONFERENCES ( e t  chargés d'Enseignement) 

ADAM Michel 
ANTOINE Ph i l ippe 
BART Andre 
BEGUIN Paul 
BKOUCHE Rudol phe 
BONNELLE Jean-Pierre 
BONNEMAIN Jean-Louis 
BOSCQ Denis 
BREZINSKI Claude 
BRUYELLE' P ie r re  

Sciences Economiques 
Analyse 
B io log ie  Animale 
Mocanique 
Algèbre 
Chimie 
B io log ie  Végetale 
Probabi 1 i t é s  
Analyse Plumérique 
Géographie 



M. CARREZ Chr is t ian 
M. CORDONNIER Vincent 
M. COQUERY Jean-Marie 
M l  e DACHARRY Moni que 
M. DEBENEST Jean 
M. DEBRABANT P ier re  
M. DE PARIS Jean-Claude 
M. DHAINAUT André 
M. DELAUNAY Jean-Cl aude 
M. DERIEUX Jean-Cl aude 
M. DOUKHAN Jean-C l aude 
M. DUBOIS Henri 
M. DYMENT Arthur 
M. ESCAIG Bertrand 
Me EVRARD Micheline 
M. FONTAINE Jacques-Mari e 
M. FOURNET Bernard 
M. FORELICH Daniel 
M. GAMBLIN André 
M. GOBLOT Rémi 
M. GOSSELIN Gabriel 
M. GRAN,ELLE Jean-Jacques 
M. GUILLAUME Henri 
M. HECTOR Joseph 

1. JACOB Gérard . 30URNEL Gérard 
l e  #OSMAN Yvette 
. KREMBEL Jean 
. LAURENT François 
1 e LEGRAND Denise 
l e  LEGRAND Solange 
. LEROY Jean-Marie 
. LEROY Yves . LHENAFF Rene 
. LOCQUENEUX Robert 
. LOUCHET Pierre 
. MACKE Bruno . MAHIEU Jean-Marie 
e N'GUYEN VAN CHI Regine 
. MAIZIERES Chr is t ian  
. MALAUSSENA Jean-Louis . MESSELYN Jean 
. MONTUELLE Bernard 
. NICOLE Jacques . PAQUET Jacques 
. PARSY Fernand 
. PECQUE Marcel 
. PERROT Pier re  
. PERTUZON Emi l e  
. PONSOLLE Louis . POVY Lucien 
. RICHARD Ala in . ROGALSKI Marc 
. ROY Jean-Claude . SIMON Michel 
. SOMME Jean 
l e  S P I K  Genevieve 
. STAt4KIEWICZ François 
. STEEN Jean-Pierre 

Informatique 
Informatique 
Psycho-Physiologie 
Géographie 
Sciences Economiques 
Ge01 ogi e Appl i quée 
Mathematiques 
B io log ie  Animale 
Sciences Economiques 
Microbio logie 
Physique du Sol i de  
Physique 
Mécanique 
Physique du Solide 
Chimie Appliquée 
Electronique 
B i  ochimi e 
Chimie Physique 
Géographie 
A l  gebre 
Sociologie 
Sciences Economiques 
Sciences Economiques 
GéanQtri e 
Informatique 
Physlqua Atomique e t  Holécula i re 
Géometri e 
Biochimi e 
Automatique 
A1 gebre 
A l  gebre 
Chimie Appliquée 
Electronique 
Géographie 
Physique Théorique 
Sciences de 1 ' Education . 
Physique 
Physique Atomique e t  Moléculaire 
Géographi e 
Automatique 
Sciences Economi ques 
Physique Atomique e t  Molécul a i r e  
Biologique Appl iquee 
Chimie Appl iquée 
Géologie Générale 
Mécanique 
Chimie Physique 
Chimie Appl iquée 
Physiologie Animale 
Chimie Physique 
Automatique 
B io log ie  
Analyse 
Psycho-Physiologie 
Sociologie 
Géographie 
Biochimie 
Sciences Economi ques 
Informatique 



M. 
M. 
M. 
M.  
M. 
M. 
M. 
M. 
Mme 

THERY Pierre 
TOULOTTE Jean-Marc 
TF4EANTON Jean-Ren4 
VANDORPE Bernard 
VILLETTE Michel 
NALLART Francis 
WERNIER Georges 
WATERLOT Mi chel 
ZINN-JUSTIN Nicole 

Electronique 
Automatique 
Soci 01 ogi e 
Chimie Minerale 
Mecani que 
Chimie 
Informatique 
Geologie Generale 
A l  gebre 



Monsieur t e  Professeur POUZET a bien voulu me faire t'honneur de présider t e  Jury ; 

je t e  prie de croire d ma profonde gratitude. 

Je sais gr4 d Monsieur t e  Professeur HUARD de m'avoir donnk 2 'idde de ce t r a ~ ~ < i .  

e t  d'en avoir constamnent suiv i  2'4votution. Je suis heureux de pouvoir l u i  

exprimer ici toute ma reconnaissance pour l e s  nombreux conseils e t  encouragements 

qu ' i t  n'a cessk de me prodiguer. 

Que Monsieur t e  Professeur BREZINSKI, dont j ' a i  suivi  avec in tkrê t  t e  S k m i n a i ~  

d'Analyse lVwnkrique, veui t te  trouver i c i  l'expression de ma reconnaissance. 

Je remercie Monsieur J.C FIORû!i' qui a bien mutu  s ' ïntkresser d ce t m v a i l  

e t  l e  juger. 

Je remercie kgatement t e s  membres de Z'Equipe d'Optimisation du ~aboratoixw 

de Mathématiques AppZiqukes e t  tout p t i c u t i è r e m e n t  J .  DEhTL, pour l 'aide qu ' i l8  

m'ont apportke tout au long de ce travail .  

J'adresse en f in  mes remerciement8 pour ta  quatitk de la  frappe e t  ta rkat isat ion 

matkriette d hâdame TAILLY e t  d Moncrieur e t  Madame DEBOCK dont j ' a i  pu a p p d d e r  

la compdtence e t  ta  genti t lesse.  



PLAN 

INTRODUCTION 

NOTATIONS ET DEFINITIONS 

CHAPITRE 1 : LES M~THODES DE GRADIENTS 

1.1 Les pr incipes e t  1 'optimi ra t i on  sans contraintes 

1.1 .l direction em6liorante 

1.1.2 principe des méthodes 

1.1.3 contrdle du pes 

1.1.4 contrdle de la direction 

1.1.5 algorithme genéral 

1.2 L'adaptation e t  l 'op t imisa t ion  avec contra intes 

1.2.1 direction r6aliseùle 

1.2.2 algorithmes de direction r6alisable am6liorente 

1.2.3 exemples d'algorlthrnes 

CHAPITRE I I : UN ALGORI THME DE POINTS R ~ A L I  SABLES POUR L'OPTIMISATION 

AVEC CONTRAINTES NON LINÉAI RES 

II. 1 Probl6mes e t  hypotheses P 41 

11.2 Recherche de d i rec t i on  améliorante P 43 

11.3 Recherche de d i rec t i on  amëliorante rea l isab le  P 45 

II .4 A l  gor i  thne general P 54 

11.5 Sous-optimisation f i n i e  P 59 

11.6 Apl icat ions P 64 

CHAPITRE 1 1 1 : LES &TRIQUES VARIABLES ET L'OPTIMISATION AVEC CONTRAINTES 

111.1 Les pr incipes des algorithmes de métrique var iable P 89 

II 1.2 ~ e s u l  tat; de convergence P 70 

111.3 L'adaptation des algorithmes de métriques var iable ii l ' op t imisa t ion  avec contraintes P 72 

111.4 L 'a lgor i thme de Han P 75 

111.5 Comparaison entre 1 'algorithme de Han e t  1 'algorithme general rea l isab le  du chapi t re 11 P 78 

ANNEXE 1 

ANNEXE II 

BIBLIOGRAPHIE 



Le but du travail pr4sent6 est 116tude et leextension d'un algorithme da à P. HUARO Dl]. 
algorithme qui pennet la maximisation d'une fonction concave diff4rentiable sur un domaino 

convexe, par une dthode de gradient projet6 discr6tisl. 

L'algorithme d4fini au chapitre II constitue une g6nhralisation du phc6dent tout en en Con- 

servant les principales caract6ristiques. 

Réthode de gradient, l'algorithme pr6sent6 o'lnscrit dans le cadre des algorithmes do 

direction an4liorante 8 ceux-ci sont 4tudi6s en 1.1 dans le contexte de l'optimisation sans 

contraintes et en liaison avec les conditions dDoptimblit6. 

'Projeter une direction de gradient" est un moyen classique utilis6 dans de nambreux algo- 

rithmes pair adapter. à l'optimisation avec contraintes, des algorithmes initialement cons- 

truits pwrl*optimisation sans contraintes. Les probl&mes que pose cette adaptation sont 

6tudi6s en 1.2. à cette occasion est d6fini un nouvel aljloritinm (1.2.2) utilisant les 

notions de direction unifonnémont a4liorante et r6alisable. 

L'utilisation d'une projection a chaque it6ration d'un algorithme n'est pratiquement utili- 

sable, que si le domaine sur lequel est effectuhe cette projection est un poly8dre. 0n'set 

donc aen4. pour l'optimisation avec contraintes non lin6aires. à lin6ariser celles-ci. 

La recherche d'une direction dliorante, dans le danaine lin4aris6 peut alors se fair. 

grfke à la r6solution d'un sous-problbme quadratique, plus g6nOral quo celui de la p ~ J e c t i 0 n  

(11.2) et qui ne requiert qu'un nombre fini de calculs. 

Le proc6d6 de lin6arisation utilis6 conduit à un inconv6nient majeur, c'est que le point 

obtenu par projection sur le lin6aris6 n'oit pas en g6n6ral r6alisable. Divers procOd6s 

avaient 4t6 utilis6s pour pallier à cet inconv6nient I ils consistaient associer. grace 

à un "proc6d6 de rentr6eg. un point r6alisable w point non r6alisable consid6r6. 

L'ensemble de ces proc6d6s ltait cependant peu satisfaisant, tant sur le plan th6orique 

que pratique (1.2.31. 

La solution apport48 à ce probl- par P. HUARD dans l'algorithme du gradient projet6 

discr6tis6 est à la fois simple à mettre en oeuvre et S. justifie th6oriquanent dans le 

cadre des fonctions multivoques. 

Co proc6d6 de rentre8 est analys6 en 1.2.2, une variante tris simple est mise à Jour. 



L'algorithe g6n6ral d6crit en 11.4 comporte, à chaque it6rat.Ion. les trois 6tapes suivantes a 

trouver une direction ameliorante par la r6solution finie 
d'un sous-problème quadratique à contraintes lin6aires (11.2) 

associer A la direction pr6c6dente une direction a6liorante 
et r6alisable. grecs au proc6d6 de rentre0 (11.3) 

utiliser, dans la direction ainsi trouv6e. un ensemble discret 
de points r6alisables qui permette la recherche de lvit6r6 suivant 
en un nanbre fini de calculs (11.5) 

Le sous-problbrne quadratique r6solu b chaque it6ration de l'algorithms g6n6ral comporte uns 

matrice en parmbtre. 

Un algorithme d6crit en 1976 par HAN C l 7 1  utilise le m h e  sous-problhme. la matrice paradtre 

6tant engendr6e par une formile de mgtrique variable. L'algorithme de HAN apparait canne Une 

g6n6ralisation. au cas de l'optimisation avec contraintes, dos algorithmes de m6trique varisble 8 

il permet de construire une suite de points qui converge localement vers un optimnn avec une 

vitesse superlin6aire. 

Dans quelle mesure l'utilisation de matrices de metrique variable, permet-elle d'obtenir Un 

r6sultat analogue pour l'algorithme du chapitre II ? Ce problème est abord6 w chapitre 111. 

mais il n'a pas 6t6 possible pour l'instant de d6teminer en quo1 les phases de rentr6e et do 

discr6tisation perturbent la vitesse superlin6aire de convergence obtenue par HAN. 

Ce problbme ouvert presente un int6rBt certain, car sa r6solution permettrait de cunuler 18s 

r6sultets obtenus au chapitre II et ceux do HAN en d6tenninant un algorithms : 

applicable à l'optimisation avec contraintes non lin6aires 

de points r6alisabloi 

tel que chaque it6ration s'effectue en un nanbre fini do calculs 

globalement convergent 

.à vitesse superlin6aire de convergence. 



NOTA1 IONS DEFINITIONS 



n 
O unique notation pour lvB1&nent nul d e R  et celui d e R  

si C c Rn J E la fermeture de C et i! leint6rieur do C 

C-x = {y-x / y Cl le translat6 de l'ensemble C 

n 
x.y le produit scalaire de x par y dansR 

1 1 X I I  la norme euclidienne de Rn 

si f est Urie fonction definie sur R" valeursr4elles 

2 
Vf le gradient, V f le Hessien 

t 
xt,  H le transpose! d'un vecteur x, d'une matrice H 

T[x ,Cl  le cdne tangent l'ensamble C au point x 

y e T(x ,CI  si et seulement si : 

3 ( [ ~ ~ , ) i ~ ) 1 ~ ~  c c X R +  teile que .: 

lim xk = x et lim )ikIxk-x1 = y 
k+'- k- 

~ C T )  - (y c Rn/y.x s O, Vx c TI le cane polaire [nbgatif) 
d'un cdne T 

x c R", Y c Rm I r : X -+ ? [ Y I  une fonction multivoquo telle 

que ï ( x 1  * O, Vx c X .  

r est sup-continue en x r X si et seulement si : 

V {xkIlca + X 

' (ykIkQil * y t y r r(.xk), Vk cN k 

î est inf-continue en x c X si et seulement si : 



CHAPITRE 1 

LES METHODES D E  GRADIENTS 



1.1 .1 Direction a d 1  iorante 

La notion de direction améliorante a été étudiée par différents auteurs sous des formes voisines et des 

dénominations diverses. Elle fOt introduite b l'origine par ZOUTENDIJK [42] dans le cas différentiable. 

TOPKIS et VEINOT C373, DANIEL [ 7 ]  puis NOKHTAR-KHARROUBI C27I utilis&rent une définition g6néraie dans 

le Cas d'une fonction continue. La définition donnée ici semble la moins restrictive : 

soient f : R" -,R ; x c R" ; s c R" 

1.l.l.a) Définition' 5 est une direction améliorante pour f en x. si et seulement si : 

31 € R**, VA E IO,~I : f[x+AS) > f [ ~ )  

s sera dite direction edliorante au sens large, descendante, descendante au sens large si l'on remplace 

dans la définition, le signe > respectivement par 2 * S. 
On notera A:[xf, A+[x), A'[X) et A-[x) les enssmbles constitués respectivwnent par ces directions en un 

point x. 

Remarque 1 : pour tout x, A+[x) et A-[XI sont des canes pointés 8 A=(x) et A:[X) sont des c8nes 6point65 

[ils ne contiennent pas l'origine O  de^^). Ceci permettra de caractériser une direction améliorante Par 
un vecteur s que l'on choisira en génbral de norme 1. - 
Remarque 2 : une direction non améliorante n'est pas forcément une direction descendante. Oans 19 Ca5 

d'une fonction f continue aucun critbre simple ne peut caractériser une direction améliorante. Par Contre 

si f est différentiable on obtient les résultats suivants : 

I.l.1.b) Proposition Soit f diff6rentlable en x.,une condition nécessaire pour que s soit une direction 

améliorante au sens large pour f en x est que : 

Vf[xI.s 2: O 

f(x+As)-flxl 
- 

Dern : si f est différentiable en x le rapport ---X--- positif pour A c ]O.Al &et Une li- - 
mite quand A tend vers O : c'est par définition la d6riv4e directionnelle de f en x seion la 

direction s 
lim f[x+As)-f(x) . f *[x+As) 1 * Vf (x)s 2 o A-*o C-' 

Cette condition nécessaire n'est pas suffisante, on obtient seulement a 

1.l.l.c) Proposition Soit f différentiabie en x, une condition suffisante pour que s soit une direction 

arn6llorante pour f en x est que : 

D m  : on montre quo : - 
f différentiable en x 

4 3i > O, VA 10,Xl 
Vf(xl.s>.o f (x+As) > f (XI 

sinon : ~i > o. 3A c: 10,il tel que f[x+As) s f(x) 
On peut alors en choisissant une suite fXn)ncN + O  trouver une suite : (An)wN + O  aVOC : 

lim f(x+An.8)-f(x) 
lim f (x+As)-f (XI - Of[xl.s 
A+o A 

d'où la contradiction. 

Notations : 0:rx) {s c R" / Of (xI.5 > O) 

O+[x). Dl(x1 et 0-[x) ri on remplace le signe > respectivement par 2 < S. 



Remarque 3 r Rn = D=(xl u  0-(XI  = Dl(x1 ,u D+(x) 

o=(x) n D-(XI = D:(XI n D+(XI fi 

n 
Les deux propositions pr6c6dentes se traduisent par : pour t ou t  x  C R  . f Btant d i f f 6 r e n t i a b l e  en x  : 

mais ces inclusions sont s t r i c t e s  en gfin6ral e t  l ' o n  ne peut, même dans l e  cas où f es t  d i f f6 rent isb le .  

caract6r iser  à l 'a ide  d'une condi t ion n6cessaire e t  suf f isante,  une d i rec t ion  m6 ï i o ran te  en Un point. 

Pratiquement l es  algorithmes de d i rec t ions  m6 l i o ran tes  u t i l i s e n t  des di rect ions de D=(x) I l e  p r0~4d0  

i t 6 r a t i f  s1arr8tant  dBs que cet  ensemble est  v ide en un po in t  z .  Du f a i t  de l ' i nc lus ion  s t r i c t e  il se peut 

a lo rs  que A+(xl s o i t  non v ide  e t  n 'est  pas un maximum loca l .  

I.l.1.d) Proposit ion S o i t  f d i f f f i r en t i ab le  r 

(X  maximum loca l )  (A=(XI = d) 3 (o+(xI = d l  fVf1x) = 01 

Dem : - s i  3s c Rn e t  i > O t e l  que : VA c 10,iI 
f(x+As) > f ( x )  a lo rs  x  n 'est  pas maximum l o c a l  pour 9. 

D:(xl c A:(x) d'où l a  zhe impl ica t ion  

(D=(X) = 81 e - 9  (VU ER", Vf(x1.s s O) - (Vf(x) = O) 

on d i r a  dans ce cas que x est  stat ionneIr*. 

Remarque 4 : les  rBciproques des deux implications pr6c6dentes sont fausses on g6n6ral. 

Dans ce q u i  pr6c6de dB8 que V f  (x1.s est  n u l  on ne peut r i e n  d i r e  quant au "sens de- \is'riationw da la font- 

t i o n  f selon l a  d i rec t i on  s. Ce n 'es t  que sous lvhypoth8se de concavit6 de f que ce sens de va r i a t i on  

peut B t re  control6. 

I.l.1.e) Proposit ion S o i t  f d i f f6 rent iab le  en x, concave,une condi t ion nBcossaire pour que s  s o i t  Une 

d i rec t ion  mBl io rante  pour f en x  est  qua : 

Vf(x1.s . O 

~ s m  : s o i t  c A=[X) - 
3a CR+* t e l  que : +(x+A~I > 9 ~ x 1  

par concavit6 de 9 ' 

vo l ~0.11 : ~ ( x + ~ . A s I  z TCXI + ~.CC(X+XSI-~(X)I 

au t o t a l  V0 c 10.11: 

e t  on obt ient  r 

l i m  [ f  (x*0 . l x ) - f  ( X I  vf a f ( x+As1 - f (~ )  , O 
0- e .A a 

1.1.1.91 Proposition S o i t  f d i f f 6 r e n t i a b l e  en x, concavenune condi t ion suf f isante pour que 6  s o i t  une 

d i rec t ion  descendante au sens large pour f en x as t  que : 



Dem : f concave : WX E R* f (x*Xs) 5 f (xl + X.Vf (x1.s - 
si Of (xl .s 5 O, PX É R* f (x*Xs) S f (XI 
à fortiori s est une direction descendante au sens large. 

Compte tenu des propositions b, c, e, f de cette partie, on obtient dans le cas où f est concave diff6- 

rentiable des caractérisations nécessaires et suffisantes pour les directions am6liorantes et descendantes 

au sens large : 

1 On peut en déduire le résultat suivent qui donne des conditions nécessaires d'optimelit.6 r 

1.l.l.g) Proposition Soit f différentiable concave 

(Vf(x)=o) <- [~*+txl=0) <--9 (A:(X)=~) (x maximum) 

Dem t seule la dernibre implication est A démontrer. on montre la contraposée : - 
si x n'est pas maximum : 3y tel que f (y) > f (XI on pose y-x - s on montre que : s E A;(X) 
f est concave : WB E CO.11 

f(x+B.s) L f(xl B.Cf[x*s)-f(xl1 

ve E 10.11 : f(x+es)-f(x) 2 B.C~(X+S) - ~ ( X I I  > O 

traduit que s est direction am6liorante : s a A;(X) * 0 

Remarque 4 : si f est différentiable concave on a pour tout x de Rn : Rn = A:(x) u A-(x) avec A=(XI A - ~ x )  = 4 
toute direction est soit améliorante soit descendante au sens large. 

1.l.l.h) Proposition Conditions necessaires et suffisantes d'optim6lité si f est concave diff6rentiable : 

(Vf(x1-01 - [0:(x) = 6) (3 (AIIXI = 0) <-=+ [A-(x) - R n )  <- (O-[x1 -R"I 

1.1.2 Principe des méthodes 

De nombreux algorithmes existants pour résoudre le problhme de la maximisation d'une fonction continue 

de Rn dans R, utilisent le principe suivant : 

étant donne un point x quelconque 

trouver une direction améliorante s pour f en x 

trouver selon cette direction un point qui "adliore" la valeur de f 
+* 

soit trouver X E R  tel que : f(x+Xsl > f(x) 

Ces algorithmes sont appelés méthodes de pente ou de descente en minimisation, méthodes de direction 

améliorante en maximisation ou plus generalement dthodes de gradient. 

. 
Si l'on utilise it6rativement ce procedé pour construire une suite de points, tels que : 

alors la suite des valeurs [ f ( ~ ~ ] ) ~ ~ ~ e s t  croissante. Cependant le procédé choisi reste trop g6n6ral pour 

assurer que la suite  construite puisse converger vers un maximum ou meme vers un point stationnaire, 
Ceci ne sera possible qu'avec les pr6cautions suivantes : 



contr8ler la direction améliorante sk 

contr8ler le pas a k 

Si f est différentiable les démonstrations qui permettent d'assurer la convergence des algorithmes Se 
' 

feront toujours en deux étapes : 

montrer que si lim C f t ~ ~ + ~ ) - f ( x ~ ) l  = O alors lim CVf[xkl.skl - O 
k- k- 

montrer ensuite que si lim r ~ f  txk) . S  1 = O alors Jim c IPF!x~I 111 g O 
k- 

k k- 

si l'on considbre 

ftxk+ll - f[xk) - ak.Vftxk).ak ... 
on s'apperçoit que la Io implication est directement liée au choix de ak : choix du pas a chaque it6ration. 
Le probleme sera de choisir ak "judicieusement" de façon à ce que, l'amélioration f I ~ ~ + ~ ) - f [ x ~ )  obtenue 

à chaque Btape, ne tende vers O que lorsque la suite converge vers un point stationnaire. 

La zBme Implication ne dépend que du choix de la direction améliorante, elle sera obtenue dès que l'on 
s'assure que la direction ak ne peut tendre vers une position orthogonale au gradient. 

1.1.3 Contr8le du pas 

La notion de fonction forçante introduite par CEA [ 4  1 a pennis d'étudier d'une maniere générale le0 

conditions b introduire pour la détermination du pas dans les m6thodes de directions améliorantes. 

1.1.3.1 Définition : une fonction forçante G est une fonction de R+ dans RI telle que pour toute suite 

ttkIk N d e ~ +  on ait : 

Clim [G[tk)) 9 O Clim ttkl = 01 
k-rr k- 

Exemple : s i a  c R+ alors Gtt) - a.t est une fonctlon forçante. 

1.1.3.2 Propriété Soit f : Rn+ R une fonction diff6rentiable born6e supérieurement. G une fonction 

forçante et ( Xklk une suite telle que : Wkr N 

f t ~ ~ + ~ ) - f  [xk1 r ~ t s ~ . v f  (xk)) 

alors : lim [sk.Vftxk)1 0 
k- 

Dem : f Btant bornée supérieurement et 2 f[xk) la suite Cf ~ ~ + ~ l - f ~ x ~ ) l ~ , ~ t e n d  vers O. - 
Par définition m&ne de la fonction forçante on trouve le résultat voulu. 

Dans ce cadre on peut trouver une étude complbte des différentes méthodes existantes dans DANIEL [ 7 1 et 
SCHWETLICK C361. I l  est ainsi montré que le résultat ,ï& [Vf[xkl.skl - O est obtenu pour de nombreuses 
méthodes classiques, parmi lesquelles celles de CURRY [ 6  1, GOLOSTEIN Cl61 ainsi que divers proc6dés de 

On va ici étudier deux choix particuliers du pas, on verra dans la démonstration de l'algorithme gén4ral 

en 1.1.5 que ceux-ci permettent d'obtenir le résultat suffisant : 

lim CVf lxk). \l 5 O 
k- 



1.1.3.3 La maximisation approchhe 

Problème Pour f > O fixé, trouver E c 0Ix.s) = {x + As/A c RI)  

tel que : f(X) 5 fIR) - c où II est un maximum exact de f sur O[x,s). 

Ce problbme n'est pas plus simple que celui de la maximisation exacte puisque f(21 n'est pas connu. De 

plus il est necessaire pour assurer la convergence que l'erreur comnise E tende vers O. 

Cependant si l'on applique les m6thodes usuelles de recherche du maximum selon une direction [m6thOde~ 

dichotwniques : FIBONACCI, Section Doree ... 1 on peut obtenir en un nombre fini de tests un intervalle 
d'incertitude : c'est A dire exhiber un intervalle Cxl,x$ qui contienne un maximum. 

De plus la longueur de cet intervalle d'incertitude peut Btre rendue (au moins th6oriquernent) aussi petite 

que voulue. 

sous certaines hypothases sur la fonction f a maximiser, on pourra de plus donner une majoration de-l'erreur : 

Pour E fixé, aussi petit soit-il, on peut trouver A l'aide d'une recherche unidimensionnelle un tel i en 
un nombre fini de calculs. A chaque itération d'un algorithme de direction améliorante on effectuera cette 

recherche en choisissant des valeurs de c qui tendent vers O. 

Un tel controle est donne par ARMIJO Cl 1 sous des hypothèses fortes sur f. On va donner une majoration 

de l'erreur c m i s e  quand f est concave continument différentiable. 

1.1.3.3a) Proposition Soit f concave continument différentieble,Cx1,x2I un intervalle d'incertitude. 

R un maximum de f sur la direction [x2-x1) 

f* = Max {f [xll, f(x2)}, alors : il est possible de majorer l'erreur f I21-f* par une quantit6 

qui tend vers O avec la longueur,de l'intervalle d'incertitude. 

Oem : +[Al = flx + A I X  -x 11 est une fonction concave, continument différentiable sur C0.11 - 1 2 1  
$'(O) - [x2-xll.Vf[xll et +'Il) = [x -x 1.Vf(x2) si Vf[xl)(x -x 1 ou VfIx2)Ix2-xl) sont nuls 

2 1 2 1 
alors l'un des deux points est un maximwn'et l'erreur est nulle, sinon : 

R 6 ~x1,x2C,les directions [II - xl) et IR - x2) sont améliorentes pour f en xl et x2 respecti- 
vement I par I.1.l.e) 

+'(O) > O et +'(Il 8 O 

on note : +'(O1 = gl > O et -+'cl) = g2 > O I +(O1 = f(xl) = fl et $(1) a f(x2) ' f 2  

par concavit6 de + : VA E C0.11 

+[Al S gl.A + fl et +(A) s g2(1-A) + f2 

on en dhduit : 

Max +[A) 5 Max (Inf[gI~+fl 1 g2Il-A1 + f21) 
. A€C0,11 A€C0.11 

soit t 

si on note par celui des deux indices tel quo 

fIxl) = Max {f[xl), f(x2l1 = fi 

on note - l'aute indice, on obtient : 



on dispose ainsi d'une majoration c de l'erreur comnise quand on remplace la valeur f(l(1 du 

maximum exact par le maximwn f *  des valeurs obtenues en xl et x2 

quand la longueur de l'intervalle deincertitude tend vers O 1 x, et x2 tendent tous deux vers IL 

par continuit6 de f  : if- - f*)  tend vers O - 
par continuit6 de Vf : g tend vers O - 
& étant positif le d6nominateur reste 2 1 donc c tend vers O quand la longueur de [xl,x21 tend 
g 
vers O. C.Q.F.D. 

Les algorithmes de maximisation unidimensionnelle ne peuvent pratiquemant chercher le maximum que parmi 

un ensemble discret de points. 

On va ici choisir dans une direction un enserble discret defini une fois pour toutes, le pas consistant 

à chaque itbration ?I prendre un maximum de f parmi l'ensemble discret d6fini. 

Soit Nune suite del?+ strictement d6croissante qui converge vers O. on lui associe : 

La convergence des algorithmes utilisant un tel pas est montre8 en 1.1.5. 



Remarque 1 : 

Remarque 2 : ~[x,~~(x,s)I = T[x,o(x,s)~ = c R~ / y 1.s 8 A c R'I 

Oem : [od(~,s) c D(x,s)l " T[x,D~(x.S)] TCx.O(x,s)l - 
soit y A S  r ~~x.0~x.s)l J 2 O 

A a 
rx + ais-XI avec - 2 O J VI c N 

a 1 

y E TCX,O~~X.SII par d6finition. 

1.1.3.4a) Proposition Soit f continue différentiable en x. si Of (x) .a > O, un maximum de f sur od(X.S) 

peut 6tre obtenu en un nombre fini de calculs. 

h m  : on montre Jj c N tel que un maximm de f sur Od(x,sl soit dans : {x + ais/i 5 jl - 
sinon : 

V j ,  31 > j tel que 

on peut extraire d e N  une suite croissante (irp)) telle que la suite (f[~+a~(~).s)) 
P P 

soit monotone non dBcroissante. 

Par continuite do f : 

lim (f(~+a~(~).sl) = lim (f(x+ais)) f(x) 
ph i- 

la suite Btant non d6cmissante : 

contradiction avec l'hypothase 

donc : 

3 tel que fx+ai.s/i I; jl contienne un maximum de f sur Od(x,s) J celui-ci sera trouve en un nom- 

bre fini de calculs. 

Remarque 3 : l'indice j de la proposition précedente est inconnu, aussi quel que soit le nombre de points 

testes on ne peut Qtre assur6 deavoir atteint j et donc un maximum de f sur Dd[x,s). 



1.1.3.4b) Proposition Soit f continue differentiable en x et quasi-concave, si vf(x1.s > O, gj tel que : 

f(x+a .s) < f(x+aj.s) 
j*l 

Si j est plus petit indice qui vérifie cette relation x+a est un maximum de f sur Od(x,s) 
d o s  

Oem : la Io partie se montre comne dans la proposition pr6cédente : sinon la suite ( f [ ~ + a ~ s ) ) ~ ~ ~  - 
monotone non dbcroissante converge vers x et on aboutit SI la rnérne contradiction. 

Soit j le plus petit indice tel que : f (x+a .SI < f[x*a .a) 
j*l j 

On montre de plue que : 

c'est vrai pour j*l par hypoth&se, si ce n'était pas v6rifi6 pour tout i 2 j+2 oh-aurait : 

31 2 j+2 tel que : f[x+ais) r f(x+a .SI > f l ~ + a ~ + ~ . s )  
j 

avec : (x+a .SI r Cx+ais I x+aj.a1 
3+1 

contradiction avec la quasi-concavit6 de f qui assure : 

f [x+a .SI 2 Min (f[x+aisl, f (x+a .el) 
J+l 3 

f (x+a el r f (x+aj.sl 
3.1 

Remarque 4 : l'indice j de la proposition prec6dente est inconnu, mais cette fois on dispose d'un "test 

dearr8t' pour le daterminer. Pratiquement il suffira donc d'examiner les points de Od(x,s) pour le8 

valeurs croissantes de i et d1arr8ter la recherche d8s que : 

ceci se produisant en un nombre fini de calculs. 

1.1.4 Contrale de l a  direction 

On peut penser que le fait de choisir b chaque it6ration une direction arn6liorante et une maximisation 

exacte selon cette direction assure la convergence vers un point stationnaire. 

Ce ntest pas le cas. 

1.1.4.a) Exmple TOPKIS et VEINOTT P7 1 
1 2 2  

Maximiser - $x +y 1 ; (x,y) r R 2 

(0.0) est le seul point stationnaire. Les 6quipotentielles sont des cercles concentriques. 

On note C[n) le cercle de centre O de rayon r. [MkIk la suite telle que : 

[fik-,, fik] est tangente. b ce cercle en fik. 



On v 6 r i f i e  que : fi - l i m  (ilk) € C[11 n'est pas stat ionnaire.  Pourtant chaque d i rec t i on  
-Co0 

sk = fik+l-flk est  m6l)orante e t  maximise exactment f sur O(flk,sk) 

On peut v b r i f i e r  dans cet  exemple que : l i m  [Vf(xk).sk] = O en concordance avec l es  résu l t a t s  de 1.4.3 8t 
k u  

pourtant lid 1 I v f  (fik) / 11 = 1 Iv f  (fi) 1 1 = 1, cec i  est dO au f a i t  que l a  d i rec t i on  sk tend vers une pos i t i on  
k* 

n o m l e  au gradient. 

1.1.4.b) Proposit ion MOKHTAR-KHARROUBI . Soi t  f continument d i f fé rent iab le ,  born6d sur nn et  

r : R" + PCR") t e l l e  que. vx : 

H l  : r ( x )  c o;(Xl 

H2 : Cr(x) = 01 -+ CO;[X) = 01 
H3 : r sup-continue en tou t  po in t  non stat ionnaire pour f. 

e t  que l a - s u i t e  [ f ( x k l l k  , rn es t  non d6cmissante : l a  s u i t e  (xkIk possBde des pointe 

d'accumulation. Si X est  un t e l  po in t  : 

vît:) = O 

~ e m  : ~k c N 1 xk c !y c R" / f I y I  r f ( x o ) )  compact - 
s o i t  x un po in t  deaccumulation : 

3Nt c N t e l  que : (xnIn + 

[.,,in ,. située dans un compact y admet au moins un po in t  dlaccunulation : 

3 ~ "  c N' t e l  que : [sn~.n , Nw + * s 



* * lim (vf(x,l.snl = Vf(x1.s 1 naNn 
Vf continue j 

lim CVf [xn)snl = lim [of [xnl .snl = 0 = Vf (X I  .s 
na N" nr N 

* 
si x n'est pas stationnaire 

r sup-continue 1 * * 
(: r ï(*xl c D+(xll (vf (x1.s > 0) 

s r r(xn1, Vn a PJ 

on aboutit donc b une contradiction. 
* 
x est stationnaire. 

1.1.4.c) Application de I.1.4.bl 

Pour tout P a 30,lI on dbfinit : 

rp(x] = {S c ~ ~ / l l s l l  = 1 vf(x1.s z p.1 Ivf(x1lI1 si vf(x1 * O 

rP(x) = 0 sinon 

Cette fonction multivoque vbrifie Hl, HZ, H3. 

D m  : Hl : &vident - 
HZ : si x est stationnaire. rp(x) = 0 

* '  
or CVf(x1 = 01 IL, CU+(xI = 01 par 1.1.1.dl 

si x n'est pas stationnaire on montre que rp(x1 * 0 
si Vffxl * O 1 soit P r 10.11 

s = Vf ") c r [XI car 8 

I lof lx) 1 l P 

H3 : f &tant continument diffbrentiable si Vf(x) t O alors Vf est non nulle dans un v0iSi- 

nage de x. 

sous les hypothbses faites gl et g2 sont continues J rp intersection de deux fonc- 
tions sup-continues est sup-cootinue. 

On appelle parfois directions uniformement am6liorantes, des directions telles que : Vk c m  sk c r (X 1 
P k 



1.1.4.d) Application de 1.1.4.61 NOKHTAR-KHARROUBI [271 

Soit H l'application de Y compact non vide de R~ dans l'ensemble des matrices carrees d'ordre n, 

telle que : 

H est continue sur Y 

Wy É Y, Hryl est.dbfinie positive 

alors : t {H[y).Vf[x) / y c Y }  si Vfrx) t O 

r[x) = 

0 sinon 

Oern : Hl : Hry) est definie positive - 
Vf[xl.Hly).Vf[x) > O dhs que Vfrx) t O 

1 HZ : Bvident oar Y est non vide 

H3 : soient -* X non stationnaire 

[snIn c N +  i I s E i'(xnl, Vn cN , 

Wn EN, ]yn r Y tel que : sn - H[yn).Vf(xn) 
(Y,), C Y compact, admet un point d'accumulation y 

- - -  
IN' cN tel que : (xn. s,, y,,),, N, -+ ~X,S,Y) 

par continuitb de H et de Vf : 

i - ~ri).vf(X) 
i E rfx) ce qui montre la sup-continuit4 

Remarque : la condition Y compact est essentielle dans ce qui précBde, sinon on pourrait avoir 

[yn) + i y-Y 
* ~ ( i )  semi-definie-positive 4s 

Wy É Y : Hryl 

definie positive 

alors : i.vfr;) = vf[x).~rÿ).vfri) = 0 

n'entraine plus : 0f (XI O 

si par contre on peut assurer quo H ( ~ I  est definie positive : ~frX).~(ÿ).~f (XI - p > O dhs que X est 
non stationnaire et par continuitb B partir d'un rang : Vf[xn).HfynI.Vf[xn) 2 $ > O on retrouvera en 

conformit6 avec 1.1.4.c) des directions uniformément am6liorantes B partir d'un certain rang. 



1.1.4.e) Application de I.1.4.b) : cas discret. 

si on choisit associée b (xkIk une suite de matrices (HkIk d6finies positives; 

H un point d'accumulation de cette suite sera une matrice semi-définie-positive et non definie positive. 

Si l'on veut que les directions Hk. f (xk) soient uniformhent anéliorantes, il faut, 1 (vf (xk) 1 1 Btant 

suppos6 non nul : 

ce sera le cas si : 

Wk € N : y.Hk.y 2 p I Wy s Rn* 

m 
on dit que lesmatricesHk s o n t u n i f o m ~ n t d ~ f i n i e s p o s i t l v e s . D a n s  tous les algorithmes qui utilisent de 

telles suites de matrices cette proprietO sera fondamentale. On verra au chapitre III que c'est en par- 

ticulier le cas pour les algorithmes de métriques variables. 

Une autre possibilité pour obtenir H définie positive est de choisir dans ( H ~ ) ~  une sous suite 

["k)k , N' telle que i 

Vk c ND I Hk = H matrice constante définie positive 

alors : . h = lini (Hkl = H est d4finie .positive. 
kcN' 

I.l.4.fl Direction de plus grande pente. 

Le choix de la direction améliorante defini en I.1.4.b) ou I.1.4.c) reste "large* et l'on peut penser b 

le particulariser. Il est logique de choisir en chaque point non pas une direction améliorantoi mais la 

(OU une1 "meilleure direction am6llorante". 

Le problbme est de définir un critbre de "meilleure direction edliorante". Selon le choix de ce critare 

les rBponses restent multiples. 

Soit x tel que vf(x) * O 1 8 c R* 41x6 et 1 ( I I  une norme quelconque la r6solution du problh3 : 

* 
n'est pas plus aisé que celui de 1s maximisation de f dans Rn. On va approcher celui-ci, quand f est . 
diff6rentiable par une approximation au Io ordre de l'accroissement de la fonction 



Pour résoudre ce problème convexe à fonction éconmique linfiaire, il reste 3 choisir une norme. 

Dans ZOUTENOIJK C431 différents choix de normes sont analysés. On va ici faire l'étude assoCiée à la 

nonna : 1 1 y 1 l 2  - y.Ay ou A est une matrice définie positive le probleme devient : 

on sait rfisoudre un tel problème dont l'unique solution est donnée par les conditions n6cessaires et 

suffisantes de Kühn et Tucker Cm]. 

3; c R* tel que : -~(A+A~); • vf[xl O 

U(~-*,A*,) - O 
si : Vfcx) + O alors b > O 

* 1 la solution est : y = (A+A~)-'.v~ 1x1 

la meilleure direction méliorante étant choisie : 

Remarque 1 : la direction obtenue est dliorante 

car [A+Atl" est définie positive d8s que A l'est. 

Remarque 2 : si A = 1 la matrice unité de rang n la direction améliorante est la direction de gradient. 

CAUCHY [3 1. Une telle méthode a l'avantage d'étre simple à mettre en oeuvre 1 mais a l'inconv6nient de 

donner une vitesse de convergence linéatre qui peut Btre très lente. Ceci btant essentiellement do au fait 

qu'a chaque itération tout renseignement ayant pu Btre obtenu au cours des it6rations prbcédentes est 

"oublifi" a les calculs en un point ne dépendent jemais des itér6s précédents. 

Remarque 3 : ri f est 2 fois differentiable de Hessien H(x1 on trouve s = CH(X)T'.V~~X) direction de la 

methode de NEWTON-RALPHSON. Celle ci assure une vitesse de convergence superlinfiaire avec diffbrents 

choix de pas POLAK C30 1. Par contre elle requiert 3 chaque itération l'inversion de la matrice Hcx) ce 

qui est en gbn6ral prohibitif. 

Remarque 4 : si Hk est une matrice definie positive sydtrique on peut considkrer Hk.Vf(xk) = sk comne 

la meilleure direction améliorante pour la norme : 

Les algorithmes de métriques variables (chapitre III) sont donc des algorithmes de plus grande pente. 

Le problhrne étant de choisir les matrices H de façon a avoir avec une simplicité analogue (3 la dthode 
k 

de Cauchy. les performances de la dthode de Newton-Ralphâon. 



1.1.5 Algorithme general 

Cet algorithme est analogue B celui d6crit par HUARD C211. 

Soit f : R" + R une fonction continument diff6rentiable. On suppose qu'il existe un point xo r R tel que : 

soit compact. 

Soient : B un compact de Rn* 

r : R" -, P(B 
A : Rn x B + P ~ I  
M: Rn x B X R +  + P~R") 

ces fonctions wltivoques v6rifiant pour tout x : 

r[x] c D=[XI 

rr(x) - 01 .s CO=(~I = 01 

ï sup-continue en t w t  point non stationnaire pour f 

x c A(x,s) - C D(x,~) 

TCX,A(X,S)~ TCx.Dt~,sll 

A continue 

Pl(x,s,el = ly É A[x,sl/y maximise f b c pres sur A(x,sI? 

Algorithme : it6ration O : xO est connu, Co connu 

it6ration k : 

si r(xk) +STOP 

Sinon : sk é uxk1 

si xk M(xk,sk,EkI alors x ~ + ~  = xk 

sinon : xk+, a M[xk.sk,ckI 

k - k+l 
1.1.5.a) Proposition Si l'algorithme precedent est fini, le dernier point obtenu est mtationnaire. 

S'il est inflni*et si la suite (cklk rn tend vers O, la suite [xkIk engendr6e par l'algo- 

rithme possbde au moins un point d'accumulation. Un tel point est stationnaire 

Dem : si l'algorithme est fini : 3k a N tel que : I'lxkI - 0 - 
t 

alors : = BI * T - D + ( x ~ I  01 9 Cvf(xk) - G J  d1apr8s 1.1.1.d. sinon, soit (xkIk 1'1 

suite engendr6e. Par construction f f  (xklk , est.une suite non d6croissante. La suite (xkJka N 
est donc dana le compact Eo et y posshde au moins un point d'accumulation X. 



3N CN t e l  que : [xnIn + X 

Vk c N. sk c B compact 1 

S i  x n 'est  pas stat ionnaire : 

sk c r (xk) ,  Vk r N 

ï sup-continue en : 

* 
3N' c N t e l  que : (xk,sk.ekIk + I~.s,o l  

l0 - On montre que : : c fll:,:,oi ZANWILL [151zsoi t  %*un point  doa~cumula t ion  de ( x ~ + , ) ~  
N, ' 

3N" c Ne c N c N t e l  que : 

l a  su i te  (fUnll,, est monotone non d6croissante. les  sui tes ex t ra i tes  ( f ( x n ) l n  N. e t  
(f(xn+, 1 ln , Nœ admettent l a  même l im i te .  Par cont inui t6 de f : 

de plus : 

A continue 1 
4 R est sup-continue C201 

d6 f i n i t i on  de R ( X ~ . S ~ , E ~ )  

Wk r N : xk+, c M ( x ~ . s ~ . E ~ I  

Pi est sup-continue 1 I* 
9 x E M~x.s.01 (0) 

** 
[cklk N' ' (xk+ilk Nm + X  ' fxkIk N. +: 

(61 e t  [al - : 6 nrX.9.01 

2' - On montre que : B.vf(X) s O r 6 s u l t a t  en concordance avec 1.1.3. 

* * X c M(x.s.01 -b maximise f exactement sur A(x,al 

-. vf(X1 E IIcTC~*.A[~,~)II - v f [ X l  é ~CTC;, A[H,SIII - vf(X1.8 s O 

où désigne l e  c6ne po la i re  du cane T. 



3 O  - On montre alors que : vf[fxl = O en concordance avec 1.1.4. 

on aboutit une contradiction avec le r6sultat du zO. C'est donc que X est stationnaire et : 

Remarque 1 : si A[x,s) = D(x,s) les hypothhses sont vérifi6es. Si f est de plus concave, on obtient par 

I.1.3.a) un contrble de l'erreur comnise et chaque it6ration peut se faire en un nombre fini de calculs 

tant que c n'est pas nul. 

Remarque 2 : si A(x,s) = Dd[x,s) défini en 1.1.3.4 les hypothbses sont v6rifi4es. Si f est de plus quasi- 

concave on peut effectuer chaque it6ration en un nanbre fini de calculs, &me si E est nul. On pourra 

pratiquement dans ce cas, maximiser f exactement A chaque it4ration sur OdIx,s), c'est b dire choisir 

ck - 0. Vk c N. 

Pour resoudre Ir problarne de la maximisation avec contraintes r 

on peut chercher A adapter les principes des algorithmeo de direction unéliorente, utilis6s pour l'opti- 

misation dans R". Un moyen simple pour tenir compte du domaine C sera d'associer b tout point un succes- 

seur selon lés principes decrlts en 1.1. mais de façon à ce que ce successeur soit de plus r4alisable. 

1.2.1 - Direct ion rea l isab le  ZOUTENDIJK C43 3 

soient c c R", x 6 R" i s c R" 

1.2.1.1 DOfinition : 8 est une direction r6alisable pour C en x si et seulement 8 i  r 

3~ r R.* tel que CX,X+ASJ c c 

Soit RC[x) l'ensemble des directions r6alisables pour C en x 

1 : [x c Cl + q x l  est un ceno point6 
O 

(21 : cx CI 9 C R ~ ~ X )  R"I 

[31 : Cx # C I  CRC(xl - 01 
(41 : Rt[x) C T(x,Cl 

( 5 )  : RC(x) est convexe 

C convexe - T(x,c) 



@am : (1) (21 e t  (31 sont Qvldents. La structure de cane permettra,,cme pour l e s  d i rec t i ons  - 
adl io rsn tes ,  de csrac t6r iser  une d i rec t i on  réal iaable par un vecteur de nonne 1. 

(4 )  : Tlx,Cl Btant f a r d  il d u f f i t  de montrer : 

151 : 

soit 

s c R ~ ( X I  - 3 1  > 0 .  Cx,x+Xsl r c 
A .a 

~n E N on pose : xn - x + - n 

C convexe * YB t CQ.13 

~ i x + X s 1 1 + ~ ~ - 8 3 t x + X s 2 ~  4 C 

x+A .COS, + (1 -8 1 .sZ3 c C 

3A O t e l  que: ~x,x+~~Bsl+(14Js23 c Ç 

WJ /8 Ea.1J : esl+11-89s2 c RCfx1 

RC[x3 ee't convexe C.Q.F.D 

d'epr&s (91 il suff i t  de montrer gus si C est convexe : 

s o i t  s r T1x.C) 

3'xn'n c + X  r Wn c l . x n  c c 

3'An3n . H t Yn c m  A~ * O  

tel lete quo : (1 n ( x  n -XI), ,  + 

donc : E E C.Q.F.0 

S i  dans l e  cas le plue gbn6ral on ns sait e x p l l c i t a r  n i  RCix), n i  cela devient possible dans l e  cas 

p a r t i c u l i e r  où Ç 1& 'UR polyèdre. 



1.2.1.3 Proposition Si C est un polyhdre et x c C I 

ce sont respectivement les indices des contraintes actives et des contraintes inactives en X. 

alors C201 : 

pour montrer cette proposition il suffit de montrer que r 

soit s c T(8.C) par continuit4 des fonctions lin6aires I 

alors : VI E €(XI : Ai(x*Xsl = Aix + X.Ais Z bi 

38 tel que : [x,x+~sl c C 

donc : s c RC(x) C.Q.E.0 

La d6finition introduite d'une direction r6alisable a un aspect essentiellement lin6aire. Ceci est 

l'origine des remarques suivantes : 

Remarque 1 : 

g : Rn + R non lin4aire 

G = {y CR" / g(y1 = 0) RG(xl = {O) 

x c G  1 
Les algorithmes qui utilieent les directions r6alisables ne peuvent traiter des problèmes d'optimisation 

où figurent des contraintes non lin6aires en 6galit6. 

b 
Remarque 2 : il est plus facile d'expliciter T[x,Cl que RC(xl, aussi est-ce dans ce premier ensemble que 

pratiquement, sera cherch6e une direction S. 

Mais dbs que le domaine C est defini b l'aide dSin4galit6s non lin6aires, m6me s'il est convexe, on peut 

alors d6terminer une direction s qui est dans T(x,Cl sans Btre dans RCtxl. La partie r6alisable de la 

demi-droite O[x,s) est r6duite au seul point x. 



Exemple dans  R' 2 

La d 6 f i n i t i o n  d e  RC[x] u t i l i s é e  seettad\e un aspect unlquginent l o c a l  du domaine C. Dans l e  cas oh C est 

un polybdre ,  RC(x) s ' e x p l i c i t e  e n  u t i l i s a n t  seulement  l e s  w n t r a i n t e s  a c t i v e s  en x. 

Remarque 3 : m h a  si C e s t  cmnv.exe compact J RC n ' e s t  pas en g b n é r a l  une f m c t i o n  nu l t ivoque  sup-cont inue 

d e  x s u r  C. 

Exemple : 2 C - { [ X  X I Z R  / D S x l i l r O S x 2 S 1 )  l S  2 

= 1 X I  O s - l l m  Is,) = (1,41 
n" n+- 

* 
s # RClxl 

c e  q u i  montre  que RC n ' e s t  p a s  sup-cont inue s u r  C. La p r o p r i 6 t 4  1.2.1.2 (21 montre  que Rc est c o n t i n u e  

s u r  C puisque c o n s t a n t e ,  &ale à ~ "  s u r  oat msernble J les s e u l s  p o i n t s  de C où R ne  s e r a  pas  sup-con t i -  C 
nue s e r o n t  les p o i n t s  f r m t i 8 r e s .  

On a vu en 1.1.1 l a  l i a i s o n  e n t r e  d i r e c t i o n  d l i o r a n t e  et conddtons d ' o p t l m a l i t 6  dans  Ttn. On o b t i e n t  ici 

d e s  r 6 s u l t a t s  analoguee B 1.1.1.61 et  S . l . l . g l  qui merquant la l i a i s o n  e n t r e  d i r e c t i o n  a ig6 l io ran te  r6ali- 

s a b l e  e t  c o n d i t i o n s  d 'op t lme l i t6  d a n s  un domaine C. 

1.2.1.4 Condi t ions  n é c e s s a i r e s  d'og~tilnialiSB. 

S o i t  f  d i f f 4 r e n t l s b l e  an x C 

x maximum lm81 

do  f s u r  C 3 (11 A X T X  121 -9 ( $ ( X ) ~ T ~ X . C I - ~ )  (31 4 1 0 : l x l n ~ @ l  

b 8 (41 

3X1 > O te l  que f x , x t A , d  c C 

] A 2  > O te l  que f ( x + ~  ,SI > f f x ) ,  U r C O . A ; I  
A - f l i n C A 1 , ~ J  

lx .x*Ad c C e t  Vy e Cx,x*Ad. f ( y 1  f ( x 1  

à f o r t i o r i  x n ' e s t  pas  un maximum l o c a l  d e  f s u r  C 



20 

12) évident car $ 1 ~ )  c A:[X) 11.1.1 remarque 31 

131 évident car R C [ x ) c  T(x,C) (1.2.1.2 (4))  

(4) e t  (51 : d'une manihre générale s o i t  K un cane de somnet x, n[K) l e  cane po la i re  8 

[D*,[x) n K - 81 <c* [Ws c K 1 Vf1xl.a s 01 * [Vf(x I  c n(K1) 

de plus n(K) = Ii [KI est  une propr i6té g6nérale des .c8nes polaires. 

Remarque 4 : l a  r6ciproque de l ' imp l i ca t i on  131 es t  fausse en g6n4ral 

Exemple  dans^^ : Vf(x1 4 nCT(x,C1] 3 f o r t i o r i  x  n 'est  pas un maximum loca l  de f sur C. O r  R ~ ( X ) = ~ ( O )  

V f [ x )  6 nCRC[xll -R" 

V f  [ X I  

Donc l a  condit ion n6cessaire d 'opt i rnal i t6 Vf(x1 c JILRClx]] es t  une condit ion plus f a i b l e  que i 

V f l x l  c RrT[x,C)l condi t ion usuel le de KOhn e t  Tucker. 

Dans l e  cas où C est convexe e t  f concave les  condit ions pr6cédentes deviennent Bquivalentes e t  Sont de 

plus suffisantes. 

1.2.1.5 Conditions suf f isantes deopt imal i t6  

So i t  f concave d i f f é ren t i ab le  en x c C convexejelors les  réciproques des impl icat ions 111 (2) e t  (31 de 

l a  proposit ion 1.2.1.4 sont vér i f i6es .  

Dem : - 
C convexe + (v = T(x.CI1 par 1.2.1.2 (5 )  

l a  r6ciproque de (31 es t  v ra ie  

f concave "+ [D:(x) = ~ t 1 x 1 1  par I . l . l .e l  

l a  réciproque de (21 est  v ra ie  

On montre : 

Vvcx) voisinage de x dans R" : 

3y c v1x) n C t e l  que : f l y 1  > f(x1 

f concave 

.s (VZ c l x , y l  : f ( z1  > f ( X I )  + [Y-x A:(x)) 

f1y1 > f ( x 1  



C convexe -9 [C c T(x,Cl) 1 

[ a )  et [el 3 [A:(XI n T[X,C) * 0) C.Q.F.D. 

Remarque 5 : 

D:[x) 6tant un ouvert de 33". t 

- 
[~:lxI n RC[xl = 01 CO:(XI n RC[x) = (1 

Soient f : R" + R différentiable et C c R", d'aprhs 1.2.1.4 chacune de ces deux égalités équivalente8 

constitue une condition nécessaire d10ptimalit6 plus faible que la condition usuelle de Kahn et Tucker I 

Pour la distinguer de celle-ci on l'appelera par la suite 'condition d'optimalit6 faible'. 

Dbs que f est concave et C convexe cette condition d10ptimalit6 devient suffisante et équivalente a celle 
de Kühn et Tucker. 

1.2.2 Algorithmes de direction real isable a d 1  iorante. 

L'adaptation des méthodes de gradientau cas de la maximisation avec contraintes consiste 

tenir Compte du domaine C dans les deux phases de chaque itération : recherche de direction, recherche du 

pas. 

Dés que f est différentiable. le principe des algorithmes est d'utiliser la condition d'optimalit6 faible : 

D:(xl n RCfxl - 0, de la rnani8n suivante : 

soit x 6 C on cherche un successeur à x : 

si D:[x)n Rc(xi = fl STOP x vérifie une condition n6cessaire d'optimallt6 j ceest 

un point stationnaire. 

sinon : soit s 6 D:(x) n RC(xl 

choisir y c 0fx.s) 0 C tel que f[yl > f(x1 

ce choix étant toujours possible car s 0:ix) n RC(x). 

Un tel algorithme ne peut fournir au plus qu'un point stationnaire et non en g6nOral un maximum de f sur C. 

De plus les algorithmes utilisant ce principe de direction am6liorante et réalisable engendrentdes suite8 

de points réalisables. C'est un des avantages fondamentaux de cette classe de méthodes par rapport d'autres 

dites de 'points ext6rieuran. 

En effet. si théoriquement on peut construire une suite de pointa (xkIk qui converge vers un point 

stationnaire ou un maximum x, en pratique on ne connait pas x mais seulement une approximation xk plus ou 

moins bonne. 

Dans le cas present xk sera r6alisable. 

Pour assurer la convergence des algorithmes de gradient dans le cas sans contraintes. a n  a vu en 1.1 le8 

limitations à apporter au choix de la direction et au choix de pas A chaque itération. Celles-ci sont à 

fortiori nécessaires dens le cas de la maximisation avec contraintes. On peut obtenir l'adaptation suivante 

de l'algorithme en 1.1.5, dans le cas d'un domaine C : 



Soient : 

Adaptation de l'algorithme décrit en 1.1.5 

n* 
f continument différentiable 1 C un fermé de Rn J B compact de R 

x c C J Eo Ix c C/f(xl 2 f(xof} est compact 

rC : R" -+ P[ 6 1 

bC :R" x B - PCR") ; r CR* 
telles que : 

1C : rC(x) c D=[XI n RC(xl 

zc : rrC(x) = 81 9 CD:(XI n R ~ ~ X )  - 01 
3C : ïc sup-continue en tait point tel que : 0:fxl n RC(xl * 0 

1; : x c A (x,sl - bC(x,s1 D(x,s) C 
C 

2; : 
T(~,A~(X,S)I = T(x.D(x,s)) 

36 : 
AC continue 

posons : M(x,s,E) ensemble des maximum de f sur AC(x,s) B c pds. 

Algorithme et r6sultat : les *es qu'en 1.1.5 où rC remplace ï. Un point stationnaire Qtsnt ici tel que : 

Dem : elle reste analogue à celle du cas sans contraintes - 

si l'algorithme est fini : 3k c N tel que 

* 
sinon, soit (x.s.01 un point d'accumilation de (xn,sn.EnIn c N  si x ntest pas 

stationnaire 

* * r sup-continue -+ 6 c rc(X1 c D:(XI -9 vf(x).s > O C 

(f(xn)lncN non d4croissante 

x É mrx,s,Ol 1 1 * 

J - 
M sup-continue s vf(:l .: s O 

relation sur 

les c6nes 

On aboutit a la même contradiction qu'en I.1.5.a) donc *x est stationnaire 

L'intQret de l'algorithme d6crit n'existe que s'il est possible de d6terminer des fonctions rnultivoques 

v4rifiant les propri6t4s requises. 

1.2.2.2 Recherche de r 
C 

On cherche remplacer une fonction i' v6rifiant : 

(1) : rrx) c O:(XI 

( 2 )  : Trrx) = P l  -* c0:lXl - (81 
(3) : r sup-continue en tout point tel que Vfrxl * O 



par une fonction TC qui vérifie cette fois : 

[ICI : rCfx) c o:[x) n R (XI 

12Cl : 
c 

' ~ r ~ [ ~ )  - 01 - Co+(x) n R ~ ( X I  01 
(3C1 : rC sup-continue en tout point tel que : 0:[x) n RC(x) * fl 

I.2.2.2.a) Premihre tentative. 

Connaissant r le choix le plus simple pour rC est : 

vx E R" : rC[x] =  XI n R ~ ( X I  

si (lC1 est vérifié j (2C) ne l'est pas et surtout (3CI n'est pas vérifié, car RC n'est pas en général 

sup-continue au point x (1.2.1 remarque 3). 

Ceci implique que pour assurer la convergence des algorithmes de direction améliorante réalisable. il 

n'est pas suffisant de choisir des directions réalisables quelconques même si celles-ci sont uniformétn0nt 

améliorantes. 

SI l'on reprend l'exemple de la remarque 3 de 1.2.1 en considérant : f(xl,x21 - x +x 
1 2  

Les directions sn = [?,O1 sont uniformément améliorantes et rlalisables ; cependant la suite de points 

(xn), considérée converge vers X = [1,01 qui n'est pas stationnaire. 

soit : 

 XI - Ia.s/a a R*? 

rC(x1 = r(x1 n RC(x1 

vn E N  : s - s E rC(xn) mais s l rC[X) 
* 

ïCIGl = 0 m i s  x n'est pas stationnaire. 

* 
Les propriét6s 12Cl et [3C1 ne sont pas vérifiées en x. Il se produit un ph4nmPne de "blocsge" à la 

rencontre de la contrainte x, 1. 
3 WOLFE C40 1 a fourni un exemple dans R , où : 

les directions sont uniformément améliorantes : ce sont celles du gradient 

les directions sont réalisables 

chaque successeur est obtenu par maximisation sur la partie réalisable de la 

direction choisie 

la suite des itérés converge vers un point non stationnaire. 

Dans cet exemple le blocage sur une contrainte est remplacé par un blocage alternatif sur deux contraintes 

avec des déplacements dont la longueur tend vers O. C'est le phénmène de "Zig-Zag" étudié initialement 

par ZRUTENOIJK cause de non convergence de nombreux algorithmes de direction améliorante realisable. 



1.2.2.2b1 Deuxième tentative 

Pour tout 6 de R** on definit : RC(x,6) = (s BI 1 [x,x+6sI c C) où B = {S c nn / 1 [ S I  1 - l ?  
1 

Proposition : V6 > O I RC[x.61 est une fonction multlvoquo 

sup-continue selon x dans C fer& 

('nln c N + 

('nln c N * 1 - Cx,x+asl = lim ~Cxn,xn+6.sn11 
R" 

Vn, sn ef4c[~n,61 

x+aas - lim (xn+a.6sn1 
n-- 

", ~x,x+6sl c C 

C f e d  

donc : s c RC[x,6) C.Q.F.0 

Comne 1 I s I  1 = 1, les directions de RC(x,61 sont r6alisablas sur un segment de longueur sup6rieure 

à 6 I à ce titre on peut les appeler "uniform6ment r6alisables". 

Etant donne r veriflant (1)(2) et (3) et 6 > O, si : 

a 
4 

ï ( X I  = r ( ~ 1  n ~ ~ ( x . 6 1  C 

rC ainsi definie v4rifie (ICI et (3C1 c m e  intersection de deux fonctions sup-continues I mais elle rlC, 

vbrifie Das (2C) car : 

SI l'on avait r = II: 
* 

(2C1 serait v6rifiee par rC - D+ n RC, mais i' n'est alors plus sup-continue C 
car ï n'est pl"s sup-continue, et c'est (3) qui n'est pas vérifi6e. 

1.2.2.2~) Trolsi&ne tentative. 



P r ~ p o s i t i o n l ' ~  a i n s i  d é f i n i  v é r i f i e  les p r o p r i é t é s  (1C) e t  (3Cl e t  : 

Dem : ï6 i n t e r s e c t i o n  d e  deux  f o n c t i o n s  s u p - c o n t i n u e s e s t  s u p - c o n t i n u e  e n  t o u t  p o i n t  non s t a t i o n n a i r e .  - 
S i  Vf(x1  O  a l o r s  0:(xl = 0 e t  l ' i m p l i c a t i o n  e s t  t r i v i a l e m e n t  v é r i f i é e .  S i  o:[x) n  RC(xl  f fl e t  V f ( x l  * O  

3 s  8 llsll = 1 te l  q u e  : 

Vf [ X I  .s 
. 

= 6 , > 0  
I l s l l . l l V f ~ x I I l  

362 t e l  q u e  Cx,x+6 s l  c c 
2 

8 

s o i t  6  = i l in  (6,,6,) > O  

donc  36 * O t e l  que  r 6 [ ~ l  * @ C.O.F.O 

Le lemne s u i v a n t  est u n e  p r o p r i é t é  a n a l o g u e  A [2C) e t  s e r v i r a  en 1.2.2.4 B a s s u r e r  l a  c o n v e r g e n c e  d ' u n  

a l g o r i t h m e  g é n é r a l .  DENEL u t i l i s e  l e  meme lemne d a n s  un c a d r e  p l u s  g é n é r a l  C101. 

S o i t  N u n e  s o u s - s u i t e  q u e l c o n q u e  d e N ,  [6n)ncN u n e  s u i t e  d e  s c a l a i r e s  p o s i t i f s  e t  [xnIncN u n e  s u i t e  

d e  p o i n t s  d e  C. 

Lemne : si  : - [6n1n c  N + O  r ( x n I n  a + : 8 r 6 n ( x n l  = 0 ~ n  • N 

a l o r s  : O:[:) n  R~[ : I  - 0 

Dem : d ' a p r h s  l e  r é s u l t a t  d e  l a  p r o p o s i t i o n  p r é c é d e n t e  il s u f f i t  d e  m o n t r e r  q u e  s o u s  les - 
h y p o t h h s e s  f a i t e s  : V6 > 0 ,  f6(Xl  = 0 
S i  c e  n ' e s t  p a s  l e  car : 

36 > 0 t e l  que : r6r:) * 0 

36 > 0 ,  3 s  c  R", l ls l l  1 tels  que : 



5 
s o i t  pour  t o u t  n  r N : sn = x+6;s-xn 

5 
'b 

p a r  c o n s t r u c t i o n  ( s n I n  -r s quand ( x n I n  -* x ,  1 lsnlt est donc non n u l  A p a r t i r  d ' u n  c e r t a i n  rang .  

P a r  c o n t i n u i t é  d e  Vf e t  du p r o d u i t  s c a l a i r e  : 

5 

i n ,  r N t e l  q u e I n  r N. n  i n ,  : a n  d o n s  11sd1 1 
I lSnl I 

3n, E N t e l  q b e ,  Vn E N ,  n  2 n, : 

C  convexe  

x  c c  - c X   SI c C ,  wn c N 
n  rr' 

; + 6 s c C  

l e  c h o i x  f a i t  d e  s a s s u r e  que  : 

s o i t  

d o n c  
6 

3n2 r N t e l  que Vn 2 n2 : 6,, > 7 

S o i t  n3 = max In, ,np) i Vn 2 ng : 

s o i t  : 



a] et bl entrainent alors : Vn é N, n n3 : 

en contradiction avec l'hypothbse r6 lxn] = 0, Wn c N 

c'est donc que : W6 > O, r6(X) = fl CE qui entraine : 

1.2.2.3 Recherche de AC 

Le problhme est de pouvoir remplacer uns fonction multivoque A vbrifiant : 

(11' : x c &Cx,s) = m c O(x,s) 
[21* : TCX,A~X.SII = TCx,~Ix,sll 

(31' : A continue 

par une fonction AC veriflant : 

(ICI' : x c AC(x,s1 = c O(x,sl n C 

(2~)' : TCX,A~(X,SII = TCX.D(X,S)I 

(3CI' : dC continue 

1.2.2.3s) Premibre tentative 

La solution la plus simple consiste B choisir : 

alors (ICI' est trivialement vérifié, mais (2C1' et surtout (3C1' ne sont pas v4rifiQ en gbndral. 

L'intersection de deux fonctions multivoques inf-continues n'est pas en gdnéral inf-continue C201 et l'on 

ne peut assurer l'inf-continuit6 de : A n C. 

C'est en particulier vrai Pour l'intersection d'une demi-droite avec un domaine C, m h e  si celui-ci est 

convexe compact. Ceci est mis en évidence dans l'exemple suivant dO B TOPKIS et VEINOTT C371 

Exemple : Maximiser f(y,zl = z sur 

soit : 



a chaque itération : 

la direction de recherche est uniformément améliorante 

la direction est réalisable 

le successeur d'un point résulte d'une maximisation sur la partie réalisable 

de la demi-droite choisie 

Eependant la suite des itérés converge vers (1.0) qui n'est pas statibnnaire. 

Si AC[x,s) = O(x,sl n C on peut vérifier que cette fonction n'est pas inf-continue en x = (1.0) 

1.2.2.3bl Deuxième tentative 

Soit 6 c R+* fixe alors : 

sont deux fonctions multivoques qui Qérifient (3C)@ et (2C1'. De plus si on note A6 indifféremnent l'une 

ou l'autre de ces fonctions. elle verifle la propriété suivante analogue B [ICI' : Vs c ï6(x) définie en 

1.2.2.2~) 

1.2.2.4 Un algorithme général de direction améliorante réalisable. 

On va utiliser les résultats de 1.2.2.2~1 et 1.2.2.3b) obtenus pour rC et AC respectivement, afin de 
construire un algorithme utilisant la notion de direction uniformément améliorante et unifornément rdali- 

sable. 

Hypothases f continument différentiable 

xo c C convexe ferme de Rn 

= {y c Clf(y1 2 flxo)1 compact 



Notations 

M6(x,s,~) = ensemble des maximum de f sur A6(x,sl B E près. 

Algorithme itération O : xo r C, 60 > O et e0 2 O 

itération k : connus x k, 6k; E 
k 

(a) si r 6 k f ~ k )  = fl faire xk++ = x k 

6k+) = 6k/2 

E = Ek retour en (a) k+ 1 
sinon : soit sk r r6kfxk) 

si xk r Mbkfxk.sk,Ekl faire x 
k+l * Xk 

ck+l = "k/2 

6ktl = 6 k  retour en (0) 

sinon : x k+l r N6kfxk'sk'Ek) 

faire Ek+l = Ek/2 

6k+1 = bk retour en, (al. 

RBsultat la suite (xnln engendr4e par l'algorlthne contient une sous-suite (xnln C H  

parfaitement déterminée dont les points d'accumulation sont stationnaires. 

Si de plus f est concave tout point d'accumulation de la suite (xnIn C N  est Un 

maximum de f sur C. 



Dem t - 
al si l'éventualité r6 (xkl = 0 ne se produit qu'un nombre fini de fois 

k 

* * 
soit (x,s,Ol un point d'accumulation quelconque de (xn,s ,Enln ,,,. Il existe de tels points car 

la suite ~f(xnlln est non décroissante et EO compact. 

Supposons : non stationnaire : 

sk r6 (xk) 

r6 sup-continue -> [: c r6(X)) -> [v~&I.: 2 6.1 ~vf[;)l 1 .I I*s11l 
par 1.2.2.2bl J 

Mg est sup-continue 
car A6 est continue * * 

-> (X E n6[~,S,o)) -> (vf(x1.s a 01 
(f[xk)lkc non décroissante 

~k t: N, xk c f! compact l 
en remarquant que 1 (vf[*x]l / et 1 1 sont non nuls, les deux inégalités obtenues sont en contradic- 

tion. C'est donc que *x est stationnaire et dans ce cas le résultat est démontré. la suite perfaite- 
ment déterminée étant ici N. 

b) si l'éventualité r6 (xk1 = 0 se produit un nombre infini de fois 1 soit N e  c N la suite 

infinie telle que : 
k 

par construction la suite ( 6 k l k c N  tend vers O. 

On montre alors que tout point d'accumulation de la suite (xklk v6rifie : 

Soit X un tel point d'accumulation : 3N c N '  c m  sous-suite inflnie telle que : (xklk €. + : alors : 

@k)k € N + O , cxkik , + E : r 6 k : ~ k ~  = (, vk N 

toutes les hypothhses du lemme démontré en 1.2.2.2~ sont vérifi6es. l'application de celui-ci 

donne le résultat : 

et le point X est stationnaire. 



Le résultat énoncé est également vrai dans ce cas la suite parfaitement déterminée étant celle 

constituée des indices tels que : r6 [xk) - 0 c'eht à dire Ne. 
k 

C I  si de plus f est concave 
* 

Soit x un point d'accumulation de [xnIn 

*x un point d'accumulation défini en [al ou Ib) 
la suite : ( f [ ~ ~ l l , , ~  est monotone non décroissante toutes les suites extraites ont m h e  limite 

* * *x est tel que : D+[x) n R ~ ~ X I  a 0 quand f est concave cette condition 
est une condition suffisante d'optimalité (1.2.1 remarque 5 )  

* 
x maximum de f sur C 1 ** 

3 x maximum de f sur C 

f = f tx*l 

Remarque 1. Les mêmes-résultats sont obtenus si dans l'algorithme, on fait : 

les propriétés utilisées étant vérifiées en 1.2.2.3bl 

Remarque 2 La recherche du maximum selon la direction s se limite dans l'algorithme B un ensemble A6fx.S) 

avec : 

A61x,sl = lx,x+bs3 dans le cas continu 
6 

A6(x,sl = {x + - s/i E N )  u {XI dans le "cas discret" 
2l 

Si on a limité la recherche du maximum B de tels ensembles c'est pour assurer la sup-continuit6 de 

n6[x,S,E1 ~ S S O C ~ ~ .  

En fait on peut consid6rer 

si y est un successeur de x maximisant f à E près sur l'un de ces ensembles alors que y est un succes- 

seur trouvé dans Nblx,s,tl : . 
à chaque itération f [il 2 f [y). la suite (f (y11 converge vers la valeur maximum de f sur C par le r6sultat 

de l'algorithme, il en est de même pour (f(ÿl1. 

Remarque 3 On peut obtenir un algorithme très voisin de cet algorithme en utilisant le formalisme des 

familles P-décroissantes-introduites par DENEL C'101. Cet algorithme et les résultats qui s'y rapportent 

sont décrits en annexe II. 



1.2.3 Exemples d'algorithmes 

Les algorithes décrits en 1.2.2.1 et 1.2.2.4 sont, par construction, des adaptations simples de lsalg0- 

rithme donné en 1.1.5 pour la maximisation sans contraintes. 

Ceux-ci présentent essentiellement un interet théorique. En effet, le premier requiert la connaissance 

de deux fonctions multivoques TC et AC vérifiant les propriétés I l C l  (ZCI I3Cl et (l'Cl (2'C) (3'CI. or 

On ne pourra pas toujours mettre en Ovidence des fonctions posshdant ces propriétés, dans les algorithmes 

particuliers. 

Le second algorithme utilise la notion de direction uniformément réalisable, mais l'ensemble 

r6(x1 D=(X,~) fi RC(x, 6) ne peut en général, s'expliciter "facilementw. 

Cependant les problhmes rencontrés en 1.2.2, tels que le blocage ou le phénodne de zig-zag. se retrou- 

veront dans tous les algorithmes de direction améliorante et réalisable. 

Les principes des différents algorithmes seront ici décrits par ônalogie avec 1.2.2, sans que soient donnees 

les démonstrations de convergence, celles-ci se trouvant dans de nombreux ouvrages généraux tels que : 

ZANGWILL C411 ou LUENBERGER 1251. Une approche des problèmes de convergence est faite par HUARO C203 à 

l'aide d'un algorithme général j alors que KLESSIG étudie d'une manibre globale les proc6dés anti-zig-zag 

cn 1. 

Les algorithmes de direction améliorante réalisable se divisent en deux familles qui diffhrent par la 

manihre dont est recherchée une direction améliorante réalisable. 

- les méthodes de plus forte pente sont des généralisations au cas de la maximisation avec 
contraintes, des algorithmes de 1.1.4.4 

Dans ces méthodes il sera nécessaire, 8 chaque itération, de résoudre un problème linéaire 

afin de trouver "une meilleure direction" compte tenu des contraintes. 

- les méthodes de projection consistent 3 projeter sur le domaine une direction améliorante 

afin de la rendre r6alisable. 

Dans la plupart de ces algorithes, lorsqu'une direction améliorante et réalisable sera déteminée. la 

deuxi6me phase de chaque itération consistera maximiser la fonction économique sur la partie réalisable 

dans la direction choisie. 

1.2.3.1 NBthode de FRANK et WOLFE Cl4 1 

Elle rOsoud des problèmes de la forme : 

f continument différentiable 

C polyhdre compact 

b tout point réalisable x, on associe le sous-problhme : 

Max Vf[xl.z 



s o i t  M[xl l ' ensemble  d e s . s o l u t i o n s  de  c e  programne l i n é a i r e  e t  

FC a i n s i  d é f i n i e  s u r  C, v 6 r i f i e  (ICI (2C1 e t  (3Cl.  

1.2.3.2 méthode da  TOPKIS e t  VEINOTT C371 

E l l e  résoud d e s  problèmes d e  l a  forme : 

1 un ensemble f i n i  d ' i n d i c e s  P :  
gi(x1 2 O ,  VI E 1 f, gi continument d i f f é r e n t i a b l e  Vi € 1 

A t o u t  x r é a l i s a b l e  on a s s o c i e  le  sous-problème : 

* 
s o i t  w l a  v a l e u r  op t ima le  d e  P(x1 e t  M(x) l ' ensemble  d e s  maximum 

on no te  rC(x1 *. 1 @si  : - O 

s o i t  I ( x 1  = ( 1  E 1 / gi(xl  = 01 i n d i c e s  d e s  c o n t r a i n t e s  a c t i v e s  en  x, on d i r a  p a r  abus  d e  langage que  l e s  . 
c o n t r a i n t e s  a c t i v e s  son t  indépendantes  si.& seulement si l e s  v e c t e u r s  (Vg ( x l l i  , I [x l  s o n t  ind6pendantac 

i 

On n o t e  fi l ' hypo thèse  s u i v a n t e  appel6e ,  hypothèse d e  q u a l i f i c a t i o n  d e s  c o n t r a i n t e s  ou d e  non-d6g6nérescenco 

fi : Vx r 6 a l i s a b l e .  les c o n t r a i n t e s  a c t i v e s  en x  s o n t  independantes  

Sous l ' hypo thèse  on peut  a l o r s  montrer  que : 

rC v é r i f i e  (?Ci  12C1 et [ X I .  

1.2.3.3 Méthode d e  ZOUTENOIJK C421 

Sous les mêmes h y p o t h h e s ,  avec  l e s  mêmes n o t a t i o n s  que dans l a  methode précbdente ,  une t e n t a t i v e  na tu -  

r e l l e  e s t  d ' e s s a y e r  d e  r 4 d u i r e  l a  t a i l l e  du sous-problème P [ x )  en ne cons idé ran t  qce l e s  c o n t r a i n t e s  

a c t i v e s  en  x .  Une t e l l e  t e n t a t i v e  condu i t  A un a lgo r i thme  soumis au ph6nwnène d e  z ig-zag.  Zou tend i jk  dana 

l ' u n  d e  s e s  a lgo r i thmes  u t i l i s e  l e s  é léments  s u i v a n t s  : 



34 

I ( x , E )  = fi I/g [XI S E }  indices des contraintes actives à E pres i 

r fonction définie conune rC dans la mdthode précedente, mais qui dépend ici der. 
E 

l'assurance que E tend vers zéro au cours des itérations est obtenue en divisant 

E par 2, a chaque fois que la valeur optimale III de P(x1 devient inférieure b E.  

alors on montre que : 

WC > O, rE vérifie ClCl. 

et une propriété analogue à celle démontr6e en 1 . 2 . 2 . 2 ~ )  : 

C ~ E  > O, r E t x l  = 81 '4 x est stationnaire. 

D m  : le principe de la d6monstration est le suivant :. - 
pair E "suffisamnent petitw I ( x , E )  = I [ x , O I  = I~x). O est alors la valeur optimale de P(x), où 

l'ensemble des indices est celui des contraintes actives en x. On montre alors, sous I'hypotMse 

ff que les conditions n4cessaires de KUhn et Tucker sont vhrifl6es en x. 

1.2.3.4 Algorithme de Projection. 

Le problbme 8-rhsoudre est : 

soit a > O une constante 

point y(x1 sur le 



ces résultats sont essentiellement dus aux propriétés suivantes qui sont démontrées au chapitre II : 

Cz(x1-XI <-> x est stationnaire 

Z(X) est une fonction univoque continue de x 

Remarque : la détermination de z(x1 peut s'effectuer dans le cas général où C est convexe, grece à un 

algorithme établi par LAURENT C241. Cet algorithme construit une suite de points qui converge ver8 

z(x). aussi pratiquement on obtiendra J en un nombre fini d'itérations, une approximation non rQalisable 

de z(x). Ceci est peu satisfaisant car la direction détermin6e risque alors, de ne plus être réalisable. 

Dès que C est un polyodre, zrxl peut Qtre obtenu en un nombre fini de calculs et l'algorithme I.?.2.1 

s'applique exactement. 

T.2.3.5 Méthode de ROSEN C341 

Toutes les méthodes préc6demnent décrites ont un inconvénient comnun, c'est d'avoir à resoudre à chaque 

itération un problhme d'optimisation auxiliaire qui est au moins linéaire. 

La méthode de Rosen, appliquée à un p r o g r m e  non linéaire à contraintes linéaires, a pour but d'engendrer 

à chaque itération une direction améliorante et réalisable sans avoir à résoudre un soue-problbme zi'opti- 

misation : on utilisera A chaque itération une matrice de projection qui se calcule de proche en prbche. 

soit 

Max f(x1 

AI.x 2 bi 

E ensemble d'indices fini 

A la matrice dont les lignes sont les A quand i € 1, i 
C le domaine c Stn 

pour tout x r6alisable on définit : 

AI la matrice dont les lignes sont les Ai quand i c Ifxl 

bI le vecteur de composantes bi, quand i c Ifxl 

Pour 8 constante positive fix6e on considare : 

que l'on peut écrire en remarquant'que seules les contraintes actives en x interviennent : 

Max Vf(x1.s 



ce problème analogue B ceux rencontrés en 1.1.4.f). est une recherche de meilleure direction améliorante. 

mais relativment A la variét6 affine définie par l'intersection des contraintes actives : 

Sous l'hypothèse H d'indépendance des contraintes actives en x, on peut exprimer la solution S de P(x) 
A l'bide des conditions de Kühn et Tucker : 

si u - O alors Z: t 
- VfIx) = - ieI[x) vi.AI - -A1.v 

* 
Vf[xl.s = -v.Ais - O car s est réalisable pour P(x) 

4B * 
Vf(x).s - O 

et O est solution de P[x) 

4 

sinon : - 

t 
sous lvhypothèse ff la matrJce AI.AI de rang maximum est inversible i on obtient 8 

où U designe la matrice unité de rang n. 

PI - U - A ~ I A ~ . A ~ ~ - ' . A ~  est la matrice de projection assoCiés B la variété linéaire (y 6 R"/A~.~-O) 

est la decmposition du gradient sur les sous-espaces vectoriels supplémentaires orthogonaux 1 

* * 
Propriété si est non nul, alors s r O+lxl n RClx) 

* 
Oem : *s réalisable pour P[x) AI.s * O - 

* 
VI 6 I[x) ; Ai.s 2 O 

9 *s d T(x,C) 

c- c R (XI d l a p ~ & s  1.2.1.3 car C est un polyhdre 
C* 

vf(x~ .*s . (;+FI .*s - g.: > O donc s e D+(x) 



* 
Propriété Si s est nul, alors : 

soit x est un point stationnaire pour P 
** * 

soit on exhibe s c 0,lxI n RC(x) 

t Dan : (: = 01 -i Vflxl =-AI.v = 1 -vi.Ai - 
ir1rx'l 

Vf(xl = 1 -vi.Ai 
irIixl 1 - vfrxl € nCT(x,C)l 

Vi r Irx),-vi 3 O 

conditions nécessaires d'optimalitd (1.2.1.4) 

sinon 35 c I(xl tel que-v > O 
5 

on nota : I(x) - J * {i r I(x1 / 1 * 5) 
A = la matrice de lignes Ai. i c I(x)-5 
1-3 

la matrice de projection associ6e 

** * * **** * ** 
s * O sinon: s+r = s+r = r - r 

la dernibre (5galité donnant une combinaison linéaire nulle B coefficients non tous nuls kt, > 0) 

des lignes Ai. i c I(x1 : contraire B H. 

On en deduit : 

or-v, > O avec ce qui pr6chde : A .s > O 

avec 
J*:* } 

AI-js = O 

** Y* 
au total t (AI.s 2 01 * (s R ( x l )  

C 

La mdthode de Rosen fournit donc en tout point x non stationnaire une direction réalisable amdliorante * ** 
notée S (c'est s ou SI. La simplicité de la méthode de Rosen et son avantage par rapport toutes les 

autres méthodes de direction améliorante réalisable, résida dans le fait qu'Il ne faudra pas effectivement 

résoudre le problbms intermédiaire P(x1. La matrice de projection PI associée B I(x1. peut se calculer 

d'une menibre itérative quand un seul indice s'ajoute ou se retranche à I(x1 J on utilise pour cela les 

formules d'inversion d'une matrice partitionnée. Quand une direction am6liorante et réalisable est d6ter- 

min6e la deulfème phase de chaque itération consiste 2i maximiser la fonction éconmique Bur.la partie 

r6alisable dans cette direction. 

Si on pose : {SI si: * O et v 2'0 
rC(x) - 

fl sinon 



les démonstrations faites montrent que TC vérifie (ICI et 12C). 

Par contre t3C) n'est pas vérifiée car s ne varie pas continument avec x : en effet, dès qu'une nouvelle 

contrainte devient active. s peut varier brusquement. 

11 en résulte que, sous cette forme, la convergence de la méthode de Rosen n'est pas assur6e. 

Celle-ci est obtenue d'une part par POLAK c291  grace à un proc6dé anti-zig-zag où l'on ne considère que les 

contraintes actives B E prhs, avec E qui tend vers zéro 1 soit par HUARO Cl91  où E reste constant et qui 

consiste B conserver la même direction de gradient dès que le d6placement obtenu a une itération devient 
inférieure b c i  

Par sa simplicit6 la méthode du gradient projeté de Rosen reste trbs employée et jusqu'b ce jour aucun 

exemple de zig-zag n'a 6t6 mis en évidence. 

1.2.4 Contraintes non lineaires e t  procedes de rentrée. 

Les méthodes de direction méliorante et réalisable qui utilisent le principe de la projection sont 

particulihrement bien adaptées au cas de programnes B contraintes linéaires. 

En effet dès que C est un polybdre. étant donné x réalisable : 

on peut obtenir une direction méliorante dans T[C,xl A l'aide d'une pro,làction 

sur C ou sur T[C.x) lui-même 

d'autre part T(C,xl = RC[x) (1.2.1.3) 

on peut donc détefminer en tout point x non stationnaire une direction Mneliorante et r6alisable. 

Si C est un convexe quelconque déterminé par des contraintes non lin6aires on peut adapter le premier des 

points précédents de la manière suivante : 

Soit C = fy c R ~ / ~ ~ I ~ )  2 O, i c 11 gi concave continument différentiable Vi € 1 

on suppose Rn tel que gi[yol > O, VI r 1 

sous cette hypothèse, si on désigne par C'(XI le linéarieé du domaine C relativement x r 

alors I 

on peut alors b l'aide d'une projection sur un polyèdre trouver une direction am6liorante 

dans T(C,xl. 

Par contre le deuxibrne point utilis6 dans le cas d'un polyhdre n'est plus vérifi6 pour un convexe quel- 

conque r 

Finalement l'adaptation, par linéarisation du domaine, d'une méthode de projection utilisbe dans le cas 

d'un polyhdre, permet seulement de determiner en un point une direction améliorante mais pas forcément 

r6alisable. 



Problhme : soit s c OP [ x )  il RC(X) 
trouver s' c 0;[xl n RC[xl 

V f  lx) 

Le principe "du procédé de rentrée" a été initialement utilisé par ROSEN 1351 pour adapter son elgorithna 

au cas de contraintes non LinBaires. Il consiste en un point y de la dmi-droite D[x,s), b utiliser une 

direction "pointant" vers le domaine. 

cela conduit b d e s  "déplacmentsm en 'dents-de-scie" ou "hemistiches". Ce principe fut repris par 

M T A W  et SARGENT 1281 ainsi que MVIS C 1. Sans entrer dans les détails on peut remarquer qve 1s 

procédé décrit nécessite une série d'interpolations, de recherches de maximum selon une direction et de 

recherches de solutions d'équations non linéaires. On peut en remarquer la cornplexit6 dans la figure 

suivante r 



La direction (x,M,) étant finalement utilisée si elle est an6liorante. 

Au total le "proc6d6 de rentrée" peut &tre considéré comne un artifice, dont la complexité alourdit 

considérablement la fois 1'6tude théorique de la convergence, mais aussi les "codes' existants. 

Une solution beaucoup plus simple est apportée à ce mëme problbme, dans l'algorithme d4crit au chapitre 11. 



C H A P I T R E  II 

UN ALGORITHME D E  P O I N T S  RE!ALISABLES 

POUR 

L'OPTIMISATION AVEC C O N T R A I N T E S  NON LINEAIRES 



' 11.1. Probleme e t  hypotheses 

Consid4rons le problème suivant : 

avec les hypothèses : 

l f : R n  + R cont inument  diff4rentiable 

l A c Rn, convexe f e d  

l 6 c Rn, convexe compact 

l 3"x i-! 

Soit C' une fonction multivoque de C dans P[BI telle que : 

l C' est continue 

W x r C  C'[XI 3 C 

C'[XI convexe f a r d  

T[x,C'Ixll = T(x.CI 

Les hypothhses prbc6dentes sont vbrifibes dans le cas particulier oii : 

E sous-ensemble fini de N 

ai : R n  + R  concave continument diff4rentiable pour tout i de E 

B = {y c R n  / bifyl 2 O, Wi E E ' )  i B b o r d  

bi : R n  -+ R concava con t i numen t  diffbrentiable pour tout i de E B  

3X c R~ tel que : a [XI > O, WI E E et b [XI > O, VI c E *  
i i 

VX c C = A n  B I C'[XI = Ae[x1 n B a v e c :  

~ ' [ x )  = { y  c R n  / a;(x,y) = ai[xl + Va (xl.[y-XI 2 O, Vi c EI 
i 

A'[xl est le lin4arisé de A par rapport au point x 

La v6rification des hypothhses dans cscas particulier se fait a partir des résultats suivants : 

gi : Rn + R  concave diffbrentiable pour tout 1 de 1 

soit x r4alisable et I(x1 = {i c I/g [XI = O) les indices des contraintes actives en x 
i 

si : 3X tel que : g [XI > O, VI r I[XI - i 
alors : - T(X,XI = { y  c R " / v ~ ~ ( x I . ~  2 O, VI r I[XI) 



A = {y c Rn/ai(y) 2 O, VI c €1 convexe 

(x) = {y c ~"/s;[x,~l * a (XI + Vai(xl.(y-x) 2 O, Wi c €1 
i 

n 
6 un ferme dei? convexe 

si : - ( y  c ~/a;(x,y) > O, VI c €1 * $ pour tout x c A n 6 

dlorr : rl : A n B +R" telle que i',(x) = A1(x) n B est une fonction continue sur A n 8. - 
On peut remarquer l'importance pour l'utilisation des lemnes pr6cédent.s. de 11hypoth8se : 

3x0 c R" tel que : ai(a > O, tli Ç. E et bi(X) > O. VI E '  

Cette hypothhse qui assure la non vacuit6 de l'int6rieur du domaine C, ne peut Qtre v6rifi6e d8s que C est 

defini à l'aide de contraintes en égalit6s. 

Cependant au cas où le danaine est defini par des inégalités et des 6gelités jinéaires, on peut à ltaide 

d'une 6llmination de variables se ramener B un problème équivalent sous la forme choisie : c'est à dire 

uniquement avec des contraintes en inégalit6. Cette forme sera seule utilis6e par la suite. 

Remarque 1 : si A est un convexe compact deRn, le linéarisé AV(x) en un point x est un convexe fermé. 

mais n'est pas en gkn6ral borné dansRn. Les hypothèses choisies et les d6finitions de C et de C' assurent 

que pour tout x, C'(XI reste inclus dans le borne 8 r cette propri6t4 sera essentielle pour les resultats 

qui seront d8montr6s. 

Remarque 2 : de manihre pratique on peut avoir b r6soudre en programnation mathhtique des p r o b l h s  SOU* 

une f o m  gén6rale : 

Max f(x) 
oh A est convexe fermé 

Si toutes les solutions optimales sont à distance finie pour un tel progrme, alors il existe un compact 

convexe 6 tel que le programw, : 

soit équivalent su premier 

Dans la pratique si l'on connsit une.6valuation d'une solution optimale, on choisira pour 6 un pave d e R n  

"suffisment grandg. 

Un algorithme vaétre const~uitpour r6soudre tout problème qui se met sous la forme [P l  avec les hypothhses 

faites. Cet algorithme ~tilise les principes d6crits au chapitre 1 et est fond6 sur la notion de direction 

r6alisable am6liorante. 11 comporte B chaque it6ration les phases suivantes : 

8 utilisation de C'(XI = A'(x1 n B 

8 calcul d'une direction améliorante de T(x.C) à l'aide de la r6solution d'un 

sous-programne quadratique (11.2) 

8 recherche d'une ou plusieurs directions améliorantes r6alisables. Construction à 

partir de celles-ci d'un sous-ensemble de C. Maximisation sur ce sous-ensemble pour 

trouver un successeur B x. (11.3). 

L'algorithme sera d6crit en (11.4) ainsi que les rdsultats de convergence associ6s. 



I I  .2. Recherche de direction améliorante 

On note M l'ensemble des matrices carrées d'ordre n. 

Etant donnés M r M et x e C un point réalisable pour le problame 

(Pl I on associe B ce couple le programne mathématique : 

Si B est un polyèdre, le programne P(x,MI est un problème quadratique en contraintes linéaires. De nombreuses 

méthodes existent pour résoudre un tel problhme en un nombre fini de calculs [32]. 

Notations SP(x,M) l'ensemble (jamais vide) des so:utions optimales de P(x,fl) 

la valeur maximale de la fonction économique 4 sur C'(XI. 

Les notations introduites au chapitre 1 sont conservées, en particulier : 

O=(XI = Is c R" / O f  [XI .s > 0 )  

RC(x) = ensemble des directions réalisables pour C en x 

On considère la fonction multivoque r : C x M + PCR") definie par : 

Les propositions 11.2.1 et 11.2.2 suivantasmontrentquela fonction multivoque P ~Brifie~es-propriét6a (2C) 

et (3C1 définies en 1.2.2.1 pour les algorithmes de direction améliorante réalisable : 

11.2.1 Proposition pour tout x de C : 

C$l - 07 <-> Cx c SP(x,m)] <-> CI<(x,MJ =O] <-> x stationnaire pour tP) 

Dem : Wx, OXIx) = O donc O = O* entraine que x est solution optimale de P(x,M). Réciproquement : - X 
= O]. Par définition m6me de r(x,MI, cet ensemble est vide si et seule- c9; = Oxodl -> CO, 

ment si x est solution de P[x,MI. 

Si x est solution de P(x,M) il v6rifie la condition nécessaire suivante, Eondition d'optimalit6 

pour P(x,fll : 

avec l'hypothase faite : T(x.C1(x)) = T(x,C) on obtient : 

condition nOcessaire d'optlmalité pour le problème initial iP1,x est donc stationnaire. 



On peut ainsi reconnaitre B l'aide d'un test trPs simple si un point réalisable x est stationnaire pour le 

programne [Pl 8 il suffit en fait de calculer une solution optimale quelconque de P[x,flI et la valeur asso: 

ciée de la fonction éconanique. 

11.2.2 Proposition pour tout x de C non stationnaire de [Pl : .r est sup-continue en [x,M) 

Dem : C'[x) le domaine de Plx,Ml est une fonction multivoque continue en x indépendante de M. donc - 
continue en [x,M). La fonction économique de P(x,MI notée ,& est en fait une fonction réelle dbfi- 

nie sur : (CxMI x C'[XI qui dépend du couple [(x,Ml,z) où [x.Ml est un paramètre et z la variable I 

$x est une fonction continue sur fx,M) x C'(XI. 

On peut alors appliquer un théorème classique sur la pardtrisation des programes mathématiques 

CM] qui permet d'affirmer que SP est une fonction multl.voque sup-continue au point (x,M)l 

Montrons la sup-continuité de r en (x,M) si x non stationnaire, soient : 

Wn N, &n c SP(xn,Mnl tel que : yn - zn-x 
Wn c N, z,, E SP(xn,Mn) c C e  [xnl c 0 

la suite [zn), située dans le compact 0 y admet au moinb un point d'accumulation z, il existe 

une sous-suits N' d e N  pour laquelle r 

Wn c N', zn SP~xn,flnl 1 

SP sup-continue en [x,M) 1 y = z-x 

C.Q.F.0 

Les deux prépositions précédentes montrent .que r v6rifie les propriétés (2Cl et [3C). Par contre la propri6- 

té (ICI de 1.2.2.1 n'est pas vérifiée par r .  On montre seulement un resultat plus faible : si x n'est pas 

stationnaire pour (Pl, si M est une matrice semi-définie-positive. alors la résolution de P[x,M) pennet de 

trouver une direction dans RC(xl, mais non dans RC(x). 
C étant ici convexe = T(x,Cl (propri6té 1.2.1.21. Pour toute solution z de P[x,M) la direction fz-x) 

est am6liorante, située dans le cane tangent C en x, elle n'est pas forcement réalisable pour C en x.. 

11.2.3 Proposition Soit M une matrice de M semi-définie-positive et x un point quelconque de C : 

Oem : la proposition est trivialement vérifiée si r[x,fl) est vide, sinon soit [z-xl c r(x,Ml - 

car M est semi-définie-positive 



* 
donc : vf[x).(z-x) > O et [z-XI c D+[x) 

d'autre part : 

C'(XI convexe 
-> [z-x T[X.C' [XII] voir C 2Ol 

avec les hypothèses faites : T(x.C1(x)) = T[x,Cl = 

donc : [z-xl é R p  

L'utilisation du linéarisé~~(x) pour définir le domaine de P(x,M] conduit B un inconvénient déjh rencontré 

en 1.2, principalwnent dens les algorithmes de projection i c'est qu'on obtient par résolution de P(x,M) 

une direction améliorante mais qui peut ne pas Qtre realisable si elle se trouve dans Tfx,Cl sans étre dans 

RC[x1. 

Il est nécessaire de retrouver B partir de cette direction au moins une direction améliorante réalisable. 

11.3 Recherche de direction adliorante realisable 

Dans toute cette partie x est un point fixé de C. Sous les hypothases faites au debut de chapitre RC[x) 

est un convexe. 

Les procédés de rentree definis en 1.2 apportaient une solution au probl8m : 

étant donne s r 0:(x) n 

trouver s e c ~ ~ l x ) n R C ~ x )  

HUARD C211 apporte B ce problème une rdponse B la fois plus g6nérale et plus simple que les proc6dés usuels 

de rentr6e i elle utilise essentiellement la convexit6 de R Ix) et repose sur les deux propri6tds des 
C 

ensembles convexes C201 : 
e 

O O 
X convexe, a E X, b E X -> 1a.bI C X 

O 
- 

x convexe, x * O -> x = 8 

L'utilisation de ces deux l e m e s  va permettre, dès que sera connue une direction de $lx) I'intdrieur du 

cane des directions r6alisables. de donner une réponse au problème de rentr6e. 

On rappelle la définition de RC(x) donnee eu chapitre 1 : 

On va donner plusieurs formulations Bquivalentes de l'intérieur de cet ensemble : 



11.3.1 Proposition Sous l'hypothhse faite en 11.1 : C est un convexe d1int6rieur non vide 

Dem : On montre d'abord l'équivalence des quatre formulations : l'équivalence entre la î 0  et 18 - 
3O famlation est innédiate, l'équivalence entre la Io et la î0 forme se déduit du lemne 1 de 

11.3 : 

€R", 3 a > 0 ,  + as l c 1 -> lx,x+~sl c C 
X C C  

la' dernihre formulation est obtenue à partir de la 3' en utilisant la notation ensembliste : 

alors : I A [ ~ - ~ )  x > O, y E l  = u AG-XI 
AB0 

Soit E l'ensemble défini par l'une des quatre formulations équivalentes. 

On rpontre que E est un ouvert : 

pour toueX positif, l'ensemble A(:-x) est obtenu par translation puis homoth6tie appliquées à leouvert E. 
c'est un ouvert. 

E r4union de ces ouverts est un ouvert. 

Dès que C est convexe on peut écrire : 

RC(x1 = 1s c Rn / 3 A  > O, Cx,x+Xsl c Cl 

= (s E R" / I h  > O, x+As l C) 
1 

1s c R" / 3~ > O, 3y c c tels que s = (y-XI? 
1 - u X CC-XI 

X>O 

u X(C-x) 
A>O 



o n  p e u t  a l o r s  e n  d é d u i r e  : 

c e p e n d a n t  l ' i n c l u s i o n  r é c i p r o q u e  est f a u s s e  e n  g 6 n 6 r a l  

On l a  m o n t r e  n ~ a n m o i n s  d a n s  ce c a s  p a r t i c u l i e r  : 

C convexe  
- 

E * o ,> c C c : -  E 

au t o t a l  on  a  m o n t r é  q u e  E est un o u v e r t  i n c l u s  d a n s  R ( X I  e t  q u e  Ë c o n t i e n t  R C ( x l .  c'est s u f f i s a n t  p o u r  C 
o b t e n i r  : 

Remarque 1 : l e s  h y p o t h è s e s  f a i t e s  e n  11 .1  a s s u r e n t  l a  c o n n a i s s a n c e  d ' u n  p o i n t  i n t 6 r i e u r  b C : X.  P o u r  t o u t  

p o i n t  r é a l i s a b l e  x  1 ( 9 ~ x 1  é i c ( x 1 .  

11.3.2 P r o p o s i t i o n  S o i e n t s o r  A c r x l e t s ~  ~ n 0 ~ ( x ) i l e x i s t e s , r 1 s , s J  t e l q u e :  

B.sl] c ? ( X I  n  fic()o 

1 
s r RC(x1 

RC[x1 convexe 
O O s É RC(xl 
s é R ~ ( X I  -> - -> O = > J S , S ~ I C R ~ ( X J  

lemne 1 
lemme 2 [al 

R,(x) = R,(x) 

s c D;(xl 
39, r ]s.so] t e l  q u e  : 

D:(xl o u v e r t  
[S.SI[ c D;fxl 

D:fxl convexe 

a)  e t  b l  -> 3s1 c ]s.so] t e l  q u e  : ]S,S1] c O ~ ( X )  n  RC(xi  

Remsrque 2 : e n  g h n d r a l  : E X  convexe.  a X, b E X I  sL> C l a , b l  c X I  il n ' e s t  d o n c  p a s  p o s s i b l e  d e  s i m p l i -  

f ie r  l a  p r o c é d u r e  p r 6 c é d e n t e  e n  c h o i s i 6 s e n t  : 

c a r  a l o r s  ls ,sOl p e u t  n e  p a s  B t r e  d a n s  l ' e n s e m b l e  R ~ ( X )  d e s  d i r e c t i o n s  r é a l i s a b l e s  e n  x .  Il e s t  e f f e c t i v w e * i t  

n é c e s s a i r e  d e  c o n n a f t r e  un é l é m e n t  so l ' i n t é r i e u r  d e  RC[x) p o u r  u t i l i s e r ,  c e t t e  d i r e c t i o n  a f i n  d e  cons-  

t r u i r e  d e s  d i r e c t i o n s  r é a l i s a b l e s .  



Remarque 3 : 
- 

(C convexe) -+  (T[x,C) = RC[xl) 

R~ convexe j J 

l'intérieur du cane tangent et l'intérieur du cdne des directions réalisables corncident. 

Compte tenu du résultat de la proposition 11.3.2 deux approches vont 6tre utilisées : 

la première correspond 3 la solution usuelle du problème de rentrée. 

Soit ç r [x) et s r D:(XI n RC(xl on cherche une direction amélio- 
O C 

rante et réalisable I en fait on va même déterminer une direction 
O 

améliorante de RC[xl. 

Il suffit de pouvoir d6terminer une valeur de sl qui satisfait au 

résultat de 11.3.2, alors par application : 

on peut alors utiliser une et une seule direction s'. 

Cette approche est la plus simple et la plus habituelle. 

O La deuxième approche consiste non pas à chercher une direction 

améliorante r6alisable. mais à utiliser un ensemble de directions 

qui en contiendra au moins une. 

Par exemple on peut considérer toutes les directions [s,snl, d'aprbs - 
ce qui précede cet ensemble contient une infinité de directions 

améliorantes dans RC[xl. Si (s;Ii est une suite de Is,so] qui 

converge vers S. par application de 11.3.2, il existe sl c ls,sol 

et un rang 3 partir duquel les directions si sont dans ls,s,C 1 

ces directions sont alors méliorantes et réalisables, car dans RC[x). 



On peut se demander 3 priori, quel est l'int6r8t de considérer tout un ensemble de directions au lieu 

d'une seulement. La canplexité plus grande qui en résulte risque d'étre compensée par la remarque . 
suivante : 

- choisir une seule direction réalisable améliorante risque de donner une direction 
qui n'est que "faiblment" améliorante. Cet inconvénient n'existe plus quand on 

considère tout un faisceau de directions qui convergent vers la direction amélio- 

rante S. 

'q 
Pour chacune de ces deux approches on va associer une fonction multivoque utilisanf la direction (OU 18 

faisceau de directions1 choisie. Cette fonction multivoque inf-continue sera utilisée à chaque itération 

de l'algorithme g6néral d6crit en 11.4. 

11.3.3 Utilisation d'une direction 

Le r6sultat de la proposition 11.3.2 assure l'existence de s, c ]s,so] tel que : 

On montre que l'on peut déterminer trbs facilement une telle valeur 8 on choisira pour s, l'intersection 

de [s,sol avec l'hyperplan {y c I?"/vf(xl.y - 01 si celle-ci existe, sinon il suffira de choisir sl=so. 
Par hypothbse : vftx1.s > O 2 vf(x1.s s O alors 3slcls.sOTtel que : vf(xIs, - O 
Soit : s = s+B (s -81 

1 1 O 

en remarquant que : Vf (XI .s > O 
-> le dénominateur est strictement positif et BI c ~ 0 . 1 ~  

- V ~ ( X I . S ~  r O 
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si vf(x).s > O la direction so est améliorante et s, = so convient. On réunit ces deux cas en posant : - 

soit 

6 est un scalaire de 30.11 qui dépend de x et de s et uniquement de ceux-ci quand so est fixe. 

On obtient : 

Sl = s *B(so-91 

Pf lx1 .sl - Max CVf(x1 .ao, 01 
Is.slCc O+(XI n iC(x) 

c'est B dire : 

Vû r lO,l[, (I s'=~+0.~($~-$)[1 est une direction dliorante de hC(x) 

Soient 9 r IO,?[ et (aili + O un scalaire et une suite de scalaires qui tend vers zéro, fixes ind6- 

pendants de x et de S. A tout couple (x,sl on associe la direction : 

et les ensembles suivants : 

cet ensemble est un 'discretise" du précédent. La notation est ici differente de celle de 1.1-.3.4 car X 

n'appartient pas B cet enseml5le. 

Soient 
1 

A ~ ~ X , S )  = ~(x.s') n E 

1 2 
Pour montrer l'inf-continuit6 des fonctions multivoques ho et Ag, on utilise le lemne suivant qui pallie 

au fait que l'intersection de deux fonctions multivoques inf-continues n'est pas en g6néral inf-continue. 

11.3.3.a) 9 si U est une fonction multivoque inf-continue et V un ouvert, alors U n V est une fonction 

inf-continue 

un rang à partir duquel 
ÿ c u&) =* wn c m. yn c U(xnl -> 

Y, E V 
U inf-continue V ouvert 



1 
11.3.3.b) Proposition A, et sont inf -continues 

Oem : 6 est une fonction continue de (x,sl dans 10.11. 8 6tant fixé, il en est de même pour - 
s' = s e.6[so-s) il en r4sulte que 0 et Dd sont toutes deux des fonctions multivoques inf- 

continues de [x,e), et par application du lsmmeprécédent avec l'ouvert i! on obtient 

A' = D n C et A2 = Od n ! sont inf-continues. 
O O 

Remarque 4 : le lemne prec6dent justifie l'emploi de l'intkrieur de C pour definir les ensembles 
1 2 

AOix,si et Ao(x,s). En effet si l'on utilisait C au liai de é on pourrait montrer que O n C est inf-conti- 
nue par contre n C n'est pas inf-continue, car Dd est un ensemble discret. 

d 

1 2 
AO(x,s) et Ao[x,s) eont pour tout couple [x,sl des sous-ensembles de la derhi-droite issue de x et de 

direction s'. on montre qu'on obtient de plus l'identit6 des c8nes tangents en x : 

11.3.3.c) Proposition Pour tout couple (x,sl : 

démonstration Bvidente. 

1 2 
II.3.3.d) Corollaire si x est un maximum de f eur Ao[x,sl ou sur AO(x,s), alors : 

1 
Oem : si x max de f sur Ao(x,sl pour i = 1 ou 2 - 

vf[xJ E H(T(x,D(x,B*))) par identit4 des canes tangents 

1- Remarque 5 : pour tout x de C pair construction : x t AO[x.s) c Ao(x,s1. 

Quand on considBse 3'mxprmsslon : s' - s + 8.fl(so-sl = s + ers1-slis' apparait carme un barycentre d'une 

direction améli~rente s et d'une direction réalisable sj. Le coefficient barycentrique 8 pondbre dans 8'. 

la "r6alisabilit6" de 8' et son caractere de direction un6liorante. 

dans l'hypotMse où 8, n'est pas une direction dliorante pour f en x, on a vu que le deuxième t e m  de 

cette sarnie est nul* donc : 

Vf.(x).sl = (1-8) Vf[xl.s dans ce cas particulier. 

Ce scala$re est la d&rivh directionnelle de f en x selon la direction a', leaccroissement de la fonction 

f localement dans la direetion s' est d'autant plus grand que ce scalaire Vf[x).sl est grand. En remarquant 

que : Vf(xl.8 > O une valeur de 8 voisine de zero donne une direction s' qui risque d'etre "fortement" d- 

ilorante alors qu'un choix de 0 voisin de l ne donnera qu'une direction "faiblement" am6liorante. 



Par contre s n'étant pas en général une direction r6alisable une valeur de 8 voisine de zéro risque de 

donner une direction s' "faiblement" r4alisable : c'est à dire que la partie r6alisable de la demi-droite 

issue de x de direction a' peut avoir une longueur infiniment petite. Une valeur de 8 proche de 1 fournit 

une direction qui p6netre "bien* à l'intérieur du domaine. 

s' (8 voisin de O) 

L'algorithme décrit en 11.4 utilise à chaque itbration la direction s' précédemnent définie, la convergen- 

ce de l'algorithine sera montrée indépendment de toute valeur fix6e de 8 dans 10,lt. 

Par contre le choix de ce p a r d t r e  devrait, en fonction de ce qui prbc6de. avoir une forte inf!uence Sur 

la vitesse de convergence de l'algorithme. 11 semble cependant difficile d'établir'un critare pour 

permettre un choix "judicieux" de ce paramètre. en l'absence d'un tel.critbre on peut en pratique choisir 
1 

pour 8 la valeur moyenne p. 

11.3.4 Utilisation d'un faisceau da directions. 

Le resultat de la proposition 11.3.2 permet d'affirmer que étant donnes so c ActX) et s € o:[x) n 

alors 1s.s 1 contient uno infinit6 de directions aéliorantes et dans RC(x). 
O 

On va ici construire deux sous-ensembles de ]s,sol qui posshdent cette même propri6t6. 

On peut d'abord considhrer toutes les directions de ]s,so] cet ensemble B fortiori convient. On peut au8Si 

choisir un ensemble discret de directions'constitué par une suite de directions dans ls,sol qui converge 

vers S. A chacun de ces deux faiscepux de directions on associera un sous-ensemble de C. 

Soit NjIj une suite d'61éments de 10,lI qui converge vers O 1 on supposera pour simplifier 18s nota- 

tions que Bo = 1. 

Notations : 

et pour (ai)i Une suite de scalaires de 10.11 qui converge ver8 O 



O 

On définit les sous-ensembles de C suivants : 

2 4 
on remarquera la similitude avec les d0finifions de A: et do dans 11.3.3. L'ensemble Ao(x,sl correspond b 

une double discr6tisation : discrétisation selon les directions apportée par la suite 
(aj 

discr6- 

tisation selon chaque direction apportbe par la suite (ailir 

- - 
4 3 Remarque 6 : par construction Wx 6 C, x c AO(x,s1 c AO(x,s) 

- 
11.3.4.8) Proposltlon Vx r C, Vs . 0:lxl n RC(xl 

s c T rx, A:~X,~II 

Dem - 
vj M. 8 ]s.so] C iC(x) d'après le (al de 11.3.2 

j 
O 

formulation de Rc(x) en II.3.+ 

(ai)i € N * O 

Wj E N, 3 rang i tel que VI 2 i on ait : x + "<.aj • t 

On pose pour tout j E N : i(j) = max { j,?) par construction : 

la suite (i(jllJ E N  tend vers l'infini avec j 

la suite (airjl 1 tend vers O quand j tend vers l'infini 

4 
Wj r  N : [X + ai(jl.sjl E Ao~x,sl 

si l'on admet que les vecteurs sj sont bornés et l'on peut toujours se ramener b ce cas ils 

ne représentent que des directions 

fx + airjl.sjlj c m  -+X 



comne par définition : (sjlj + 9 

il en r6sulte que : c T (x, ~ ~ ( x , s l l  

4 3 
Remarque 7 : conme : Ao(x,r) ho(x,sl 

en cons(quence de la proposltlon pr6cédente : S 6 T(x, A:(X#~)) 

4 
11.3.4.b) Proposition A: et Io sont inf-continues. 

oom : - WB E 10. 11 Se est une fonctibn continue de s 

"@j ' (ejlj c El Sj est une fonction continue de s 
donc O(% sel et Dd(x,s 1 sont des fonctions moltivoques inf-continues de (x.~). 

j 
Par application du lemne II.3.3.a) : 

pour tout 0 c 10.11 1 D(x,sgl n f est inf-continue 

pour tout Qj (ejIj I Od[x,s l n C est inf-continue 
3 j 

bo(x,si = u {D(X,S~) n ~3 
0clo.11 

sont des unions infinies de fonctions inf-continues, elles sont inf-continues. 

Sous les hypothhses posees en debut de chapitre on va construire un Blgorithme g6n6ral en vue de la r6solu- 

tion du p r o b l h  (Pl. 
- 

Chaque it6ration de cet algorithme consistera a : 

a r6soudre le problhe P(x,fl) afin de trouver une direction z-x=s da D:[x) n RF 
O 

a associer B cette direction s et à sol;-x de RC(x) l'un des sous-ensembles 
1 A~(X,S) 1=1,2,3,4 definis en 11.3 

a maximiser f sur b(x,s) un ensemble ferme contenu dans C et contenant un ensanble 
i 

AO(x, SI pobr i=1,2,3,4. Cette sous-optimisation fournissant le successeur de X. 

La dhonstration de la convergence utilisera le résultat suivant : 

soient i 

X, Z deux sous-ensembles de R" 
f : X + R  continue 

U,V : X x 3 + P(XI deux fonctions multivoquee telles que : U est inf-cohtinu~ 

Wx 'x X, 3z E Z tel que : x c c Vfx,zl = VIx.z) 

on notera : SU(x,zl et SV(x,z) l'ensemble des maxinn~m de f sur U(x,zl, respec- 

tivement V ( x , z l .  

[X~,Z,,)~ t N  une suite d'éléments de X x Z telle que i 

On dhontre un resultat qui est une g6néralisation du théorarne de point fixe de ZANGWILL 1411 utills6 en 

1.1.5 (1' de la d4monstrationl. Celle-ci est due à MEYER 1261 qui considbre une suite : 



hypothbse peu r é a l i s t e  puisque U peut B t r e  un ouvert.  

HUARD C211 c o r r i g e  ce f a i t  en consid6rant  V = Ü, l a  démonstrat ion es t  i C i  f a i t e  dans l e  cas gbnera i  où V 

es t  un femié de X q u i  c o n t i e n t  U. 

IT.4.1 Lemne S i  X e t  Z sont c a p a c t s ,  t o u t  p o i n t  d'accumulat ion (x,z) de l a  s u i t e  (xn,z ln E N  e s t  - 
t e l  que : 

* 
Dem : l a  s u i t e  (xn,znIn a N  - dans l e  compact X X Z admet au moins un p o i n t  d'accumulat ion [x,z) 

* * 
3N c m  t e l  que : (xn,znIn + (x,zl  

l a  s u i t e  [ f  (x,) ln monotone non d6croissante.bornbe c a r  X e s t  compact, converge. 

U i n f  -cont inue 
?(yn),, N + y 

wy l u(>(*,:I 
Vn c  N, yn E U(xh,znl 

l a  s u i t e  [ f lxn+,) ln , est  une s u i t e  e x t r a i t e  de l a  s u i t e  convergente (f(xn)),  e l l e  

admet l a  même l i m i t e  q u i  e s t  f ( x 1  par  c o n t i n u i t é  de f. L 8 i n é g a l i t 6  précédente donne pour t o u t  

y par  c o n t i n u i t 4  de f : 

on a a i n s i  montré : 

wy 6 u ( Z , ~ )  8 f ( y )  ' f (X I  
s o i t  : 



Remarque 1 : la liberte de choix de V(x,z] dans le lemne précédent est très grande puisquel~esseuies 

conditions requises sont : 

v(x,zl E X * Z V(x,zl f e d ,  inclus dans X 

a V(x,zl 0 U(x.zl 

aucune hypothèse de continuité n'est nécessaire sur la fonction multivoque V, en particulier la défini- 

tion de V peut varier avec (x,z). 

11.4.2 Application 

i 
En 11.3 ont été définies les fonctions multivoques b0 pour i = 1,2,3,4. Si z r SP[X,R) defini en 11.2 où 

PI est srni-définie-positive 

s = z-x c OT(~,I n 
0 

s = x -x f RC(xl 
O O 

on peut alors appliquer les constructions de 11.3 et conaidOrer les fonctions multivoCfues A: pour 

i = 1,2,3,4 c m e  des fonctions du couple (x,z) chacune de ces fonctions vérifie : 

i i x c AO(x,z1 et AO est inf-continue en (x,z) 

on applique alors le lemne 11.4.1 avec : 

avec A une fonction multivoque, telle que : 

i 31 c I1.2.3.4) tel que Vx E C : Ao(x,zl c A(x,zl = c C 

On verra en application de l'algorithme général que pour chaque fonction multivoque A:, i = 1.2.3.4 On 

peut faire un choix particulier de A, afimde faciliter la maximisation s'effectuant sur A(x,z). 

11.4.3 Algorithme HUARD [221 

i 
Pour simplifier l96criture on noterado l'une quelconque des quatre fonctions Ao. i = 1 i3 4 définies en 

11.3 t on distinguera les valeurs de i quand cela sera nécessaire dans un& démonstration. 

(Pn au lieu de + la fonction Bconomique du programne P(xn.Mn) 
x- 

OR au lieu de +$de la meme maniare . Soit - 
A: C x 8 -+ PICI telle que : Vix,zl 6 C 8, A (x,zl = A(x,zl Ao(x.zl 

On note ~A(x,z) l'ensemble des maximnn de f sur A(x,zl. 

It6ration O connus xo = i 1 Mo seml-d6finie-positive 

Itération n' connus xn, Rn semi-d6finie-positive 

soit : zn E S P ( X ~ , ~ ~ I  

si r OnCzn) = O alors STOP - 
sinon : - Xnt, E 9 4  (xn.z 1 

n - nt1 



si l'hypothhse CH') suivante est vérifi6e : 

(H.1 :  NI c N telie que (finln NI converge vers M* 

alors : 

tout point d'accumulation de Ix 1 [et il en existe au 

moins un) est stationnaire. 
1 

Oem : si l'algorithme est fini, 3n cN tel que : - 
+,,[Zn) = O 1 =>la valeur optimale $* de +n est nulle 

Zn ' SP(xn.Mn) 

par application de 11.2.1 : x est stationnaire pour [Pl 

si l'algorithme est infini I soit N I  la sous suite définie par IH ' )  : 

x c c  

z c C'lxn) c B ] => la suite [xn.znIncN admet eu moins 
* * 

un point d'accumula8ion (x,z) 
C compact, B compact 

4N2 F NI c N telle que : 

on suppose que x n'est pas stationnaire pour [Pl on montre une contradiction : 

(lxn.z 
n)'Mn)nr~~ 

SP sup-continue en (;,Pl*) 

car x non stationnaire pour ( 

(b) 
[II.Z.ZI 

c SAo(x,zl 

1 S I A  S A  O U A  2 i * * 
O O O => Vf(x1.s' s O 

corollaire II.3.3.d) 

* * * * * *  Vf[x).sl = [l-81 Vf (x1.s + 0.Nax {Vf [xl.so,O} avec s = z-x 

donc : 
(1 -e  1 



il limite de matrices semi-d6finies-positives est semi-définie-positive 

non stationnaire 1 => [ *s  s~(x*.m*n <-, [.+* t2i > o *  (51 = O 1 

11.2.1 

* * * * *  1 * *  * * *  
(2) = %(XI (2-XI - 2 (x-z) m (x-21 > O 

* * *  1 * *  * * *  
Of[xl. [z-XI > T [x-z) m [x-z) r O 

car Pl* est semi-définie-positive 

On obtient : 

on obtient une contradiction entre (C 1 et [d 1. 
X est stationnaire pour ( P l .  C.Q.F.D. 

Remarque 2 : sous l'hypoth8se supplémentaire de concavité de f on obtient le résultat suivant : 

si (H'I : 3N1 c N  telle que : , converge vers M* 

alors - 
tout point d'accumulation de lxn),, est solution optimale de [P l .  

Oem : : un point d'accumulation de txnIn - 8 X un point d'accumulation de (xnIn 
€ N 

Iftxn)ln monotone -> [f(*xl = ft;l] 1 * 
11.4.3.81 -> x stationnaire 1 * 

-> X solution optimale 
x aolution optimale 

f concave. C convexe 



II .5 Sous-optimisation f in ie  

L'algorithme général décrit en 11.4 nécessite B chaque itération la résolution du p r o g r m e  quadratique 

P[xn,Mn). Sous les hypothèses faites iln est une matrice semi-définie-positive, la fonction économi Ue On 4 
est concave et le progranme P[xn,MnI est chaque itération un p r o g r m e  convexe dont le domaine est un 

polyèdre borne. On pourra par différentes méthodes spécifiques A l'optimisation quadratique [381 trouver 

une solution optimale b ce sous-problème en un nombre fini de calculs. 

L'algorithme genéral engendre toute une famille d'algorithmes selon le choix des matrices Mn et selon la 

définition de A. 

A doit vérifier : 

A : C .X B + P(c) 
Ji c (1.2.3.4) tel que : V[X,Z) c C ' 6. blx..) = A[x*z) a $lx*z) 

où les fonctions A: sont celles définies en 11.3. 

SOUS l'hypothèse de concavité de f, différents choix simples d'ensembles discrets b permettent une SOUS- 

Optimisation en un nombre fini de calculs : A chaque itération la recherche de xn+, élhent de S A [ X ~ . ~ ~ )  

est finie. 

11.5.1 On définit un eeus-ensemble discret et fermé de C partir de A: I qui utilise donc une 

seule direction mfiliorante et réalisable de recherche. 

Rappel des notations : 

on pose : s' = tlx 

pour toute suite fixée (indépendante de l'it6ration) strictement décroissante et qui converge vers 261-0. 

on a : 

Soit A défini par : A(X,Z) = u IX + a (t-xlrn c 
lei 

i 

A[x,zl = [{x: u u Cx+ai(t-xl)l n C 
i m  

alors A vérifie toutes les hypothèses requises dans l'algorithme g6n6ral I 
A(x,z) est un fermé 

A(x,z) est inclus dans C 

2 
Afx,z) contient ~ 0 ( ~ , ~ 1  



d'autre part, par construction même de l'algorithme la direction (t-XI est améliorante pour f : 

On peut alors appliquer le résultat de 1.1.3.4.b) : la maximisation de f concave dans la direction 

aéliorante [t-XI, sur l'ensemble discret {XI U U {x+ai(t-xl1 se fait en un nombre fini de calculs. 

A fortiori la maximisation sur la partie réalisa&E de cet ensemble, c'est à dira sur &[x.zl ne requiert 

qu'une recherche finie. 

Remarque 1 : soit i le plus petit indice pour lequel x+a (t-XI soit réalisable ; pour 1 supérieur 'à 
i 

i la recherche du maximum se fait c m e  dans le cas sans contraintes : on examine successivement 19s 

points x + a [t-XI dans l'ordre de i croissant, la recherche s8arr6tant dès que : 
i 

Remarque 2 : compte tenu de la remarque 1 de 11.4 il peut Btre intéressant de redéfinir localement A(x.2). 

Supposons par exemple qu'on obtienne à une itération le maximum de f sur A[x,zl au point : x+a [t-X) I 
O 

cela peut signifier que la fonction f concave reste croissante dans la direction s=t-x A partir de ce point. 

On a int6r&t dans ce cas, pour obtenir un accroissement maximal de la fonction A cette itération a rnodi- 
fier localement la définition de A[x,zl : on peut alors continuer A explorer la partie réalisable de 10 

demi-droite considérée b l'aide d'un nombre fini de points. 

Cet sspect est important pour la rapidit6 de la convergence, car il permet une adaptation en fonction 

de l'itération [localel de la suite de paramètres [aili 

11.5.2 Quand on utilise, b une itération de l'algorithme général, un faisceau de directions de 

recherche, sur chacune de celle-ci on peut d'après 11.5.1 trouver un maximum en un nombre fini de calculs I 

le nombre de directions A explorer étant infini, la recherche globale d'un maximum dans l'ensemble de ces 

directions risque de nécessiter une recherche infinie. HUARD C221 a cependant montré que même dans ce cas. 

un choix judicieux de A et un ordre d'exploration adéquat permettent de trouver un maximum sur A en un 

nombre fini de calculs. Ce nombre fini pourra pratiquement Otre déterminé grace à un test d'arrht. 

[ejlj c Jq et ["ili c N suites strictement décroissantes qui tendent vers O 

eo - 1 
s = s + 0 [ S ~ - S I  = z - x + ~  txo-z) 
1 j 1 

DdfX,S = " ix + ai.s,l 
i a  

Dd[x,s 1 = ( X  + ai[z-x1 + a 8 Ix -21 / i c N} 
j 1' j O 

On d6finit A par : 

4 cet ensemble est par construction un fermé, inclus dans C et qui contient Ao[x,zl. 



pour tout i EN on pose : 

On montre dans un premier temps que la recherche d'un maximum sur la partie de A restreinte a CM N 1 est 
1 i 

finie. 

Soit +d(ail Max {f[t)/t ({Mi)u{M +tl (N -M 1/j rNI1 n C) pour tout i, .$I (a 1 peut Qtre obtenu en un 
i j i i  d i 

nombre fini de calculs. 

Io cas : Mi d C alors : C{M~} u {Mi + 8 IN -N 1 / j c N} n C ne contient qu'un nombre fini de points et 
j i i  

la recherche d'un maximum est finie. 

Z0 cas : Mi r C alors : 

C I M ~ I  u ( ~ l ~ + e ~ ( ~ ~ - n ~ l / j  r NI] n c = {mil u { M ~  + 8 [N -M )/j c NI 
j i i  

si : Vf(Mil.(N -M 1 S O alors Ni est un meximum de la fonction concave f sur la demi-droite issue - i i 
de M passant par Ni, et à fortiori sur l'ensemble discret condidéré 

i 
sinon : Vf(Mil.(N -M 1 > O on applique alors 1.1.3.4.b) B la fonction f concave : un maximum est - i i 
atteint en examinant un nombre fini connu de points. 

Avec les notations definies : 

MX CfIt1 / t É d[x,z)I = Max {Max {$d(ai)), f(x)) 
if3 

on a vu que pour tout i, O (a 1 se calcule en un temps fini. On montre maintenant qu'il suffit 
d i 

d'en calculer un nombre fini=. 

Larme t soient Od, $, Ji : R+ + R  telles que : (aili Btant une suite strictement d6croissan- - 
te de scalaires qui converge vers O 

(1) a 3p E N  tel que : .$I (a 1 > Od(ol 
p 

(21 a 6 est concave 

(31 a lim *(ai) = +d[~l 
i€N 

alors : le maximum de Od sur l'ensemble {O} u u {ai} peut Qtre atteint en un nombre fini 
iiN de calculs. Ce nombre fini peut Otre d6terminé pratiquement grtlce à un test d1arr8t. 



3 j  tel que : Mnx {+d[ai)  2 $[a 1 
isj - 1 j 

s inon r 

V j  c N 8 Max {$d(ai l?  < @ ( a j )  
i q :1  

B l a  limite quand j -+ -, a j  + O et $[a  1 + $ d ( ~ l  
j 

on o b t i e n t  : Max {6d[ai1) 5 6d[0)  
idy 

e t  donc Od[apl 5 9d[01 

c o n t r a i r e  3 l ' u n e  d e s  hypothhses f a i t e s ' [ l ) .  

S o i t  j l e  p l u s  p e t i t  i n d i c e  t e l  que : 

s o i t  k un i n d i c e  t e l  que  : Od(ok) = Max {9d[ai)l  
irj-1 

( k c  j) -> [a  < a k )  
j 1 

@ ( a  1 r + ( a  1 s 4d(ak1 S O(akl 
j j t -=> 6 e s t  monotone non d 6 c r o i s s a n t e  s u r  1 0 , a . I  J 

donc : Max f4d[ai))  = Max f#d[ail} 
ia i s j - 1  

où l ' i n d i c e  j f i n i  e s t  connu g r a c e  au t e s t  d ' a r r e t  : 

Max { @ d ~ a i l ~  L $(a  1 
i s j - 1  

Remarque 1 : c e  lemne p e u t  Btre  cons id6r6  c m e  une  g 6 n é r a l i s a t i o n  de  l a  p r o p o s i t i o n  I.1.3.4.b). c a r  si f 

e s t  une f o n c t i o n  concave d o n t  O n ' e s t  pas un maximum, en posan t  : $ 5 F f t o u t e s  l e s  hypotheses  s o n t  
d 

v 6 r i f i 6 e s .  La détennination de  j s e  f a i s a n t  p a r  l e  t e s t  d ' a r r e t  : j l e  p l u s  p e t i t  i n d i c e  t e l  que : 

On va  a p p l i q u e r  c e  lemne dans  l e  c a s  p a r t i c u l i e r  d e  l a  maximisat ion s u r  A ,  en d é f i n i s s a n t  d e s  t b n c t i o n s  

4 et 6 q u i  v b r i f i e n t  l e s  hypothhses.  

V é r i f i c a t i o n  d e  Cl) : on montre que s i  Vf[x).[z-x1 > OJx n ' e s t  pas un maximum d e  f s u r  A[x.zl. 

S inon : x maximise f  s u r  A(x.zl 1 4 
=> x maximise f  s u r  A [x , z )  

4 
A(x,z) 3 A0[x,z1 

on, .about i t  b une c o n t r a d i c t i o n ,  donc : 

x l S A[x.z) e t  3p r N t e l  que : 9 ( a  1 > Od[ol = f [ x )  
d P 



V é r i f i c a t i o n  de  ( 2 )  : on exhibe  une f o n c t i o n  concave q u i  d e  p l u s  v é r i f i e  (41 s o i t  : 

O : R*+ R t e l l e  que : @(ai )  = Nax { f ( t ) / t  c [ M i N i l  C I  

on pose  : va 6~ R+ 

$ ( a )  = Max { f ( t l / t  c [MN] n  C )  

p a r  c o n s t r u c t i o n  Vi N,  @[ai]  2 +dfai) .  

De p l u s  O maximum d'une f o n c t i o n  c o n t i n u e  en a  s u r  l e  domaine C M  NI n  C qu i  e s t  cont inu en a ,  e s t  une  

f o n c t i o n  concave. Le t e s t  d ' a r r e t  q u i  i n t e r v i e n t  dans  l e  lemne ne f a i t  pas i n t e r v e n i r  4 ,  q u i  n'a pas  

B t r e  ca l cu l6e .  

V é r i f i c a t i o n  de  [31 : on va exh ibe r  d e s  fonc t ions  $ q u i  v e r i f l e n t  [31 en mBme temps que l ' i n é g a l i t 6  d e  (41. 

Toute f o n c t i o n  majorante  d e  O ,  q u i  t end  v e r s  O [ o l  = f ( x 1  quand a t end  v e r s  O convient .  d  
La c o n c a v i t é  d e  f  permet d e  t r o u v e r  d e  t e l l e s  f o n c t i o n s .  

$ ( a )  = f  [Ml + Max {O, Vf (MI. (N-M))  

quand a  + O, l e s  p o i n t s  N e t  M t enden t  v e r s  x  e t  p a r  c o n t i n u i t 6  : $ [ O )  = f ( x )  

d e  p l u s  : $[ai l  = f  [Mil + Mex {O. Vf (Mil (Ni-ni) 

= Max Cf[flil + O.Vf[Mil(Ni-Mill 
ecco, Y 1 

e l a  dé te rmina t ion  d e  @d(ai l  c e e s t  à d i r e  l a  maximisat ion d e  f  s u r  : 

peu t  f o u r n i r  un i n t e r v a l l e  d ' i n c e r t i t u d e  pour l e  maximum d e  f  s u r  C M  N 1 n  C i l  
On peut  a l o r s  p a r  1.1.3.3.a) ou d ' a u t r e s  méthodes,  dé t e rmine r  une m j o r a t i o n  d e  + [a i ) ,  

de  l a  forme : 

$(ai l  = +[a i )  + ci 

" l ' e r r e u r '  comnise ci t e n d  v e r s  O avec  l a  longueur  d e  l ' i n t e r v a l l e  d ' i n c e r t i t u d e  e t  donc avec  

a  i c ' e s t  à d i r e  l i m  $(a i )  = + ( O )  = f ( x 1  
i i N 

.$(a] = f ( x 1  + a .  Max {Vf [XI [xo-XI, vf ( X I  ( 2 -XI )  v é r i f i e  Bvidemnent 

l i m  $[ail  l i m  $ ( a l  = f ( x )  = Od(o) 
i d l  Cr*O 

$[a i l  S f ( x 1 + a i .  Max {Vf ~ x I ( x O - x ) ,  Vf(x1 (2-XI).  



S i  d e  nombreuses ma jo ra t ion  d e  +(a1 - Max { f ( t l  / O c  [0,1], a f i x é  1 conviennent,  il e s t  cependant  i n t e -  

r e s s e n t  d e  pouvoir u t i l i s e r  une ma jo ra t ion  l a  p l u s  " f ine"  p o s s i b l e  : en e f f e t  l e  t e s t  d ' a r r b t  

riax { + d ( a i l l  2 $ ( a  1 
irj-i j 

r i s q u e  d ' a t r e  s a t i s f a i t  p l u s  rapidement (pour une p l u s  p e t i t e  v a l e u r  d e  J ]  dans  l ' o r d r e  d ' e x p l o r a t i o n  

des  j c r o i s s a n t .  

Remarque 2 : l a  même remarque qu 'en  11.5.1 peut étre f a i t e  quan t  b une a d a p t a t i o n  d e  l a  d é f i n i t i o n  d e  

A(x,z) B une i t e r a t i o n  detennin6e.  S i  ; e s t  un maximum d e  f  s u r  A(x,z) i n i t i a l e m e n t  f  1x6. q u i  e s t  obtenu 

"en butee" (pour l a  v a l e u r  a  du p a r d t r e ) ,  on p e u t  c o n t i n u e r  B exp lo re r  l a  d i r e c t i o n  X-x p a r  un ensemble 

f i n i  d e  ' p o i n t s  r 6 a l i s a b l e s .  

En conc lus ion  chaque i t e r a t i o n  d e  l ' a l g o r i t t r n e  p r i n c i p a l  c o n s i s t e  B r6soudre  l e s  deux problèmes : 

t r o u v e r  z c SP[x,fl) 

t r o u v e r  Y c S A ( x , z l  

l e s  cho ix  ind iqu6s  de  A pe rme t t en t  le  t r a i t m e n t  d 'une  i t e r a t i o n  en un nombre f i n i  pa r fa i t emen t  determin6 

de  c a l c u l s .  

I I .  6 Applications 

11.6.1 On montre dans  c e t t e  p a r t i e  l a  l i a i s o n  e n t r e  l ' a l g o r i t b e  g6n6ral  11.4 et les a l g o r i t h e s  

d e  p r o j e c t i o n  ou l e s  a lgo r i thmes  u t i l i s a n t  l e  c r i t h r e  de  m e i l l e u r e  d i r e c t i o n  am6l iorante .  

S o i t  Pi une m a t r i c e  d 6 f i n i e  p o s i t i v e  et 1 lu1 1; = u M u  l a  norme as soc i6e .  Il a  e t 6  démontre en  I . i .4 . f )  

que l a  m e i l l e u r e  d i r e c t i o n  a d l i o r a n t e  pour f  d a n s  l e  cas  s a n s  c o n t r a i n t e s  e t  r e l a t i v e m e n t  B l a  nonne 

a s s o c i 6 e  à il, e s t  i 

[ "1-' . Vt lx )  

On cons idhre  1. p r o j e c t i o n  d e  (x  + ($1-1 . Of l x ) )  s u r  l e  l i n 6 a r l s 6  du domaine en x : C D  l x ) .  

Il s ' a g i t  d e  r6soudre  l e  pmbl&me s u i v a n t  dans  C ' (XI  : 



5 Min ( 2  Vf [XI .  (x-z l  + (x-zl.M[x-zl + c o n s t )  

1 Min {Vf (XI [x-z l  + 7 [x -z )  .f l(x-zl} 

on r e t r o u v e  a i n s i  l e  problème P(x,fl) .  Quand l a  m a t r i c e  fl e s t  d é f i n i  p o s i t i v e  l a  d i r e c t i o n  (2-XI u t i l i s e 8  

dans  l ' a l g o r i t h m e  géné ra l  peut  O t re  cons idé r6e  c m e  une p r o j e c t i o n  [ s e l o n  l a  norme a s s o c i é e  ml d e  1s 

m e i l l e u r e  d i r e c t i o n  amé l io ran te  t rouvée  dans  l e  c a s  s a n s  c o n t r a i n t e .  

On remarquera que l a  d i r e c t i o n  [z-x)  n ' e s t  pas  en  g b n é r a l ,  l a  m e i l l e u r e  d i r e c t i o n  amé l io ran te  du c8ne 

t angen t  a C en x. 

On peut  rbsumer l e s  l i a i s o n s  e n t r e  l e s  d i f f e r e n t e s  p r o j e c t i o n s  e t  l e s  d i f f é r e n t e s  no t ions  d e  " m e i l l e u r e  

d i r e c t i o n  amél iorante"  dans  l e  t a b l e a u  s u i v a n t  : 

C'[XI l e l i n é a r i s é  du domaine C en x J C'[x)  = C l  [ X I - x l e  t r a n s l a t 6  
O 

T(x,CI l e  cdne t angen t  à C e n  x 

I l u l l i  = u.fl.u on n o t e  p r o j  l a  p r o j e c t i o n  a s s o c i 6 e  

1 1 u  1 1 l a  norme e u c l i d i e n n e  
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x f 1x6 I 0 v a r i e  dans R* 

Max Vf [XI .a 

l  1 ~ 1 1 ;  8 

s € CA[x) El 



P a r  con t re ,  s o i t  Blrl  = l u  t R" / 1 l u /  1; = u.il.u r c l  
e l o r s  3 c  b O suff isemnent  p e t i t  t e l  que : 

donc 3eo > O suff isamnent  p e t i t  t e l  que pour t o u t  6 5 e0 on a i t  : 

e t  dans  c e  c a s  il e s t  p o s s i b l e  d e  p a r l e r d e  m e i l l e u r e  d i r e c t i o n  m é l i o r a n t e  compte-tenu des  c o n t r a i n t e s .  

11.6.2 La s u i t e  d e  m a t r i c e s  (Pinln u t i l i s é e  dans  l ' a l g o r i t h n e  d o i t  v é r i f i e r  deux c o n d i t i o n s  : 

a V n  r El. M n  s m i - d é f i n i e - p o s i t i v e  

.  NI E N t e l l e  que : (Pinln Nl + W* 

d i f f é r e n t s  choix  s imples  d e  c e t t e  s u i t e  d e  m a t r i c e s  a s s u r e n t  c e s  deux hypothàses  e t  Q t a b l i s s e n t  l a  l i a i s o n  

avec  des  a lgo r i thmes  connus. 

a Vn c N : Mn = O m a t r i c e  n u l l e  

a l o r s  

l ' a l g o r i t h m e  c o n s i s t e  a l o r s  en une a d a p t a t i o n  d e  l ' a l g o r i t h n e  d e  Frank e t  

Wolfe (1.2.3.11 dans  l e  c a s  d e  c o n t r a i n t e s  non l i n 6 a i r e s .  

a i i n  r N 8 M n  - m n . I  I 1 m a t r i c e  i d e n t i t 8 ,  mn s i t u é  dans  un b o r d  de.' 

Max v f ( x l . [ z - x l  - 7pn.~z-xl fz-xl  

z  C'  [XI  

l ' a l g o r i t h m e  k s t  a l o r s  un a lgo r i thme  d e  g r a d i e n t  p r o j e t 6  se lon  la norme 

euc l id i enne .  

Des r é s u l t a t s  num4riques s o n t  donnés en  annexe 1, avec  : 

Nn = m . 1  Vn r N pour d i f f é r e n t s  cho ix  du paramètre  m > O, avec  A(x:Z) 

d 6 f i n i  en  11.5.2 B p a r t i r  d ' u n . f a i s c e a u  d e  d i r e c t i o n s .  

a Le cho ix  pour l a  f a m i l l e  [Mn),, d e  ma t r i ces  d e  mé t r iques  v a r i a b l e s  f a i t  

l ' o b j e t  du c h a p i t r e  III. 



D'une rnanibre g 6 n é r a l e  o n  p e u t  r e m a r q u e r  q u e  1 1 h y p o t h 8 s e  

(H') : 3N1 i N t e l l e  q u e  : [Mnln ,,,, + M* 

p e u t  B t r e  a s s u r e 8  p a r  l e  p r o c 6 d é  s i m p l e  connu s o u s  l e  t e r m e  d e  "restart" e t  q u i  c o n s i s t e  3 c h o i s i r  pwr Mn 

u n e  m a t r i c e  c o n s t a n t e  t o u t e s  les p i t é r a t i o n s .  

S o i t  N I  = p;N = I p . n  / n r NI où p a N* 

a l o r s  V j  a N I ,  M = M m a t r i c e  s e m i - d é f i n i e - p o s i t i v e  
j 

et l ' h y p o t h h s e  ( H ' )  est a i n s i  " f o r c 6 e m .  



CHAPITRE I I I  

LES METRIQUES VARIABLES 

ET 

L'OPTIMISATION AVEC CONTRAINTES 

Le but de ce chapitre est d'établir la liaison entre l'algorithme général décrit au chapitre II et les 

algorithmes de métrique variable. 

Après avoir rappelé les principes [III.Il et 1 ~ s  résultats (111.21 connus pour l'optimisation sans 

contraintes, le problème de l'adaptation des méthodes de métrique variable au cas de l'optimisation 

avec contraintes non linéaires est exposé [III.JI. Malgré l'interférence entre l'algorithme décrit au 

chapitre II et un algorithme donné par Han en 1976 (11.4). les approches et les résultats efferents 

restent nettement distincts pour ces deux algoritmes (111.5). 



111.1 Les principes des algorithmes de métrique variable 

Pour résoudre  l e  probléme s a n s  c o n t r a i n t e s  : 

Max f ( x )  /.Lon// 
2 où f e s t  2 f o i s  continument d i f f é r e n t i a b l e  d e  g r a d i e n t  Vf e t  Hess ien Q f ,  t o u t e  une c l a s s e  d ' a lgo r i thmes  

u t i l i s e  d e s  d i r e c t i o n s  d e  r eche rche  q u i  s o n t  engendrées  d e  l a  maniera su ivan te  : 

on passe  a l o r s  i t é r a t i v e m e n t  d 'un p o i n t  B son successeu r  pa r  une f o m l e  de  l a  forme : 

où a k  e s t  s c a l a i r e  p o s i t i f  q u i  c a r a c t é r i s e  l e  pas  B chaque i t é r a t i o n .  

S i  l e s  m a t r i c e s  ( - H k )  s o n t  d 6 f i n i e s  p o s i t i v e s  d e  t e l s  a lgo r i thmes  peuvent é t r e  i n t e r p r é t é s  (1.1.4.f 

remarque 4 )  comne d e s  a l g o r i t h m e s  d e  p l u s  grande pen te  p a r  r appor t  à l a  n o m  

l e s  d i r e c t i o n s  sk son t ,  dans  c e  c a s ,  amé l io ran te s .  

Les a lgor i thmes d e  quasi-Newton c o n s t r u i s e n t  une s u i t e  d e  m a t r i c e s  (H en l i a i s o n  avec  l ' i n v e r s e  du 

Hessien : [ v ~ ~ ( ~ )  ]-' 
Ces a lgo r i thmes  o n t  pour b u t  d ' o b t e n i r  l e s  avan tages  d e  l a  méthode de  Newton, en u t i l i s a n t  s e u l m e n t  dee  

renseignements au Io o r d r e  s u r  l a  f o n c t i o n  Bconmique. 

La mise b j o u r  d e  l a  m a t r i c e  Hk s e  f a i t  A p a r t i r  d e s  v a l e u r s  du g r a d i e n t  aux p o i n t s  d 6 j à  r encon t r6s .  d e  

mani6re B c e  que l a  c o n d i t i o n  s u i v a n t e  s o i t  v é r i f i 6 e  : 

1 c e t t e  c o n d i t i o n  souvent dés ignée  conne "cond i t ion  de  quasi -NewtoVtrouve s a  j u s t i f i c a t i o n  dans  l e  f a i t  que 

si f  e s t  quadra t ique ,  a l o r s  : 



Le premier algorithme de ce type fat défini par OAVIOON Ce 1 en 1959, transformé par la suite par FLETCHER 

et POWELL [ 13 1. 

Dans le DAVIOLIN-FLETCHER-POWELL (D.F.P) algorithme la matrice Hk est révisée A chaque itération par la 

formule : 

t 
Hk.Agk.AgkHk bxk. Axk qui vérifie l'équation da quasi-Newton 

Hk+l = Hk - +- 
Agk.HkAgk Axk'Agk 

le coefficient de pas a k  étant choisi par maximisation exacte dans la direction sk = Hk.Vf(xk). 

Tout au long des années 1960. différentes méthodes furent dOcrites chacune proposant une formule particulih- 

re de 'mise A jour" de la matrice Hk. 

En 1970, HUANG [le] publia une approche plus générale dans le but de construire des algorithes tels que : 

I 
I seules des recherches unidimensionnelles soient utilisées 

appliqué A une fonction quadratique le maximum est atteint en un nombre d'it6- 

rations inférieur ou égal au nombre de vaffables 

0 3  chaque itération ne sont utilisées que des informations portant sur le Point 

considéf-6 et l'itéré précédent 

.seuls la fonction et le gradient sont utilis6s 

Huang obtlnt ainsi une formule de mise A jour générale où, selon la valeur de coefficients. on retrouve 

la plupart des formules existantes. 

111.2 Resul tats  de convergence 

JusqueA 1971, hormisla propriété de terminaison quadratique aucun résultat de convergence des algorithmes 

de métrique variable n'avait été obtenu, la justification de ceux-ci ne se faisant que par l'appréciation 

des r4sultats numériquen. 

En 1971 PDWELL [30] montre le résultat suivant : 

si : f est 2 fois continurnent différentiable de Hessien uniformément défini n6gatif : - 
2 

3m R+* tel que Vx : O s m 1 1 y 1 1 < -y .V f [XI. y qui vérifie une condition de 

Lipschitz en unique maximum de f sur R~ : 
2 2 3L > O tel que : 1 I V  f(x1-V f[X)I 1 S L.1 Ix-*xll si& chaque itération a k  est obtenu 

par maximisation exacte sur la direction Hk.Vf[xk) 

alors : - 
Wxo c R", si (-Ho] est symétrique définie positive la méthode de 0.F.P converge 

Q superlinéairement vers x, soit : 

En 1972, POWELL montre sous des hypotheses plus faibles 

o f  2 fois continument différentiable, concave 

.{x CR" / f(x) t f(xol) borne 



Ba convergence vers un maximim de f de la méthode de 0.F.P toujours avec maximisation unidimensionnelle 

exacte. 

Le résultat démontré par OIXDN Cl21 en 1972 : toutes les méthodes de quasi-Newton construites a l'aide 
d'une formule issue de la classe de Huang, et utilisant à chaque itération une maximisation exacte engen- 

drent les m h e s  points J cette propriété permet, alors d'étendre, B tous les algorithmes de la classe de 

Huang, le résultat précédent de convergence démontré par POWELL. 

Les propri6tés essentielles sur les méthodes de quasi-Newton ont Qté obtenues quand a chaque ?tération 
le pas ak est posé égal & 1, ou résulte d'une optimisation exacte. Néanmoins on peut trouver dans POLAK 

C301 en 1971 et LENARD E441 en 1975 des études de convergence de ces méthodes, sans utiliser de maxi- 

misation exacte. Sur la vitesse de convergence les travaux les plus importants & ce Jour. restent ceux 

de DENIS et m3RE CI11 (1974) qui donnent une caractérisation de la vitesse O-superlinéaire de convergence. 

Théorème 

Soit *x O ouvert convexe de Rn 

F : R" + Rn différentiable sur D 

F' continue en :, CF'[;)I-~ existe 

iHkIk f N  une suite de matrices réguli8res 

{xkJk une suite de points de O convergent vers X,  telle que : 

alors : - 
{~k)k c N converge O-superlinéairement vers X et ~ f c l  = O si et seulement si a 

De plus DENIS et MORE montrent que sous les memes conditions. si : 

alors : 

la suite engendrée converge vers x fFfx) = DI Q-superlinéairement si et seulement el : 

lim [ak) = 1 
k" 

Ces résultats de DENIS et MORE sont fondamentaux tant pour l'optimisation sans contraintes que par la 

possibilité de les appliquer A l'optimisation avec contraintes. 



72 

111.3 L 'adaptat ion des algorithmes de métrique var iab le  à l ' o p t i m i s a t i o n  avec contraintes 

Soit le problhme 

* * 
trouver un point stationnaire pour ce problàrne consiste 3 trouver un couple [x,ul de constitué d'uns 

solution et du multiplicateur associé, qui vérifie les conditions nécessaires de Kühn et Tucker : 

avec - V i = l à m  

ûi = ieme composante de 
* làme 

g,Ix) = composante de g[:) 

t * it2me v gI(x) = ligne de Vg(x1 

I Soit L le Lagrangien associé au problhrne [Pl : 

en posent 

* * *  
trouver un point stationnairo pour (Pl consiste A trouver une solution t = (x.ul où 2 O au systbm : 

Si l'on cherche une solution t* de ce systeme par la méthode de Newton, on construit une suite (tkIk a E1 

de R"+'" telle quo 2 

où VtF désigne le Jacobien de F : 



avec V L[x,u) le Hessien du Lagrangien par rapport B la variable x .  
XX 

Si on développe le systame 6) on obtient : 

t VXL(tk1 * Vxx L[tk)(xk+l-xkl + V (x - Uk) = O 
g k 

i i i 
g (x 1 + u .$ [x Ilxk+,-xkI+$ (x Iluk+<-uk1 = O U k ' i k  k i k  i k 

que l'on met sous la foxme 

En fait on ne va pas résoudre le systhme @ B chaque itération, mais pAr une méthode de quasi-Newton r 

où Hk sera une approximation de la matrice Jacobienne vtF(tkl. Le probléme est de d6terminer une suite de 

matrices (rfkIk , telles que : 

B chaque itération on puisse effectivement déterminer 

une solution tk+; = ( x ~ , ~ ,  u ~ + ~ )  au système &) 

la suite [tklk , converge vers t* tel que ~ ( t * )  = O 

Différents algorithmes. dont ceux de WILSON [ 32 1, ROBINSON [ 33 1 ainsi que GARCIA-PALORARES et MANGASARIAN 
C l S I  utilisent cette approche pour r6soudre le probl6me (P l .  

soit : 
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ce problème quadratique où les contraintes sont les linéarisées en xk des contraintes du problème ( P l  est 

celui étudié au chapitre II (11.2). 

On supposera par c m d i t é  d'écriture que Hk est symétrique mais cette condition n'est nullanent néces- 

saire dans ce qui suit. 

Conditions de Kahn et Tusker pour Plxk,-Hk) : soient xk+l un p i n t  stationnaire et uk+, € R~ le ailtlpli- 

cateur assoc16 : 

la r6solution du p r o b l h  quadratique B contraintes linéaires P[xk,-Hkl fournit a partir de xk un couple 
( X ~ + ~ , U ~ + ~ )  solution du systhm r 

système que l'on peut mettre sous la forme matricielle : 

avec : 

si l'on cbmpare Hk et VtF(tkl, on remarque que si lim [ x ~ + ~ -  xk) = O il suffit que Hk soit une approximation 
k- 

de vxx L(xk# k l  pour que Hk constitue une approximation de vtF[tkl. 

où Rk est la matrice diagonale : 



La structure particulière de ff -VF [t 1 sera utilisée pour simplifier les démonstrations de convergence 
k t k  

des différents algorithmes construits partir de ce principe. 

C'est le cas par exemple de la condition nécessaire et suffisante de OENIS et MORE (111.21 qui peut Btra 

transformée en une condition suffisante ne portant que sur H 
k' 

On suppose que toutes les conditions d'application du théorème de DENIS et MORE sont vérifiées, notannent 

que la suite [tklk converge vers t*. 

I I  IHk-vt~ltkllItk+,-tkl I I  1 1IHk-'JXx~Itkl l [xk+,-xk) 1 1 
lim * lim + lim l l R k l  l 
k- I l t k + l - t k l  l k- I I x k + l - x k l  l k- 

* 
en remarquant que lorsque k -t - I tk + t donc xk + x chaque terme de la matrice diagonale Hk tend vers O. 

donc : 

est une condition suffisante pour que, avec les hypothhses formulées, la convergence de [tklk r'N vers 

t* ait une vitesse superlin6aire. Cette condition n'est cependant pas nécessaire et POWELL C321 en a 

récemnent utilisée une autre. 

111.4 L'algorithme de Han Cl71 

* 
Polir trouver t* = (x.u) un point stationnaire de ( P l  et le multiplicateur associé, Han d6crit l'algoflthe 

suivant : 

* 
asoit Ixo.uol une approximation de Ix,u) 

* 
asoit H une approximation de VxxL[x,u1 



Trouver un point stationnaire xk+, et le multiplicateur associé uk+? au sous-problbme quadratique à con- 

traintes lineaires P(xk,-Hk). S'il existe plusieurs solutions on choisit pour xk+? la solution la plus 

proche de xk (au sens de la norme euclidienne) 

si : xk+? xk STOP - 
sinon : xk+? est le successeur de xk - 

calcul de Hk+l par une formule de metrique variable 

* -1 
Les hypotheses suivantes sont faites par Han, elles assurent que[VtF(t existe : 

.I(;) = 0 , Fi, .. .ri$ /gi(:) = O }  8 i c I(;I -2 bi > O 

condition de stricte complémentarit6 

.*y c mn*, tel que : vgi(:l.y = 0 pour i c I?X) alors : 

2 
On note h c  LC [XI une fonction dont Ia derivbe seconde vérifie la condition le Lipschitz suivante : 

3C > 0, 3v(*x1 voisinage de *x tel que : Vy t v(51 
I l  hm(y)-h"tXill clly-*xll 

2 l 2 
Han suppose que f 6 LC (x) et Wi * 1 B m. gi ' LC [ x )  

Sous ces hypothbses la d6monstration de Han utilise essentiellement les propribtés suivantes : 

I I  [vXxL(tC 1-Hk) ( x ~ + ~ - x ~ ) ~  1 
@ lim - O 

k*o I l  t k + l - t k l  1 

oD I I  1 1 '  designe une norme quelconque 

@ 1 I H ~ - v ~ ~ L ( ~ * ) I  1 + O ou ak + O 

ck est un scalaire qui depend de Hk, xk+,-xk. VxxL(t*) et M(voir @ 1 

@ pour simplifier l'écriture on n'bcrira pas l'indice k qui devrait figurer 

B toutes les variables se trouvant 3 droite de lv6galit6 
t 

( A ~ + H . A ~ I C  + C ( A ~ + H A ~ )  A!(A~+HA~)C~ t 
successeur de H k = H  - + 

c.& (c.M ) 
2 
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où Ag = Agk = V x ~ ~ ~ k + l . ~ k + l ~ - V x ~ ~ ~ k , ~ k + l ~  

Ax = Axk 

= Ck un vecteur quelconque tel que Ck.Axk + O 

@ 3M inversible, telle que : 

Convergence Q-linéaire locale 

> O, 1 5 > O tels que si : 1 1  to-t*l 1 s E '  I 1 I H ~ - V ~ ~ L [ ~ * I I  1 1( c 2  alors la suite [tklk construite 

par l'algorithme vérifie : 

Convergence Q-superlinéaire locale 

idem sauf : 1 I tk+q-t*l 1 
lim = O 
k-+O Iltk-t*il 

A partir de ces propriétés les démonstrations de Han peuvent étre schématisées de la manière suivante : 

O - convergence Q-linéai~e locole 
t 1 

O + O  * 0 8 
+ hypothèses 1 t 

convergence Q-superlinBaire locale 

La plupart des démonstrations sont analogues 3 celles données dans le cas sans contraintes par BROYDEN , 

DENIS et MORE [ 2 ] r19731, DENIS et MORE [Il] (19741, mais aussi très liées à l'étude faite par GARCIA- 

PALOMARES et MANGASARIAN [ ' IS] (19761. 

Cependant Han n'utilise pas le résultat de DENIS et MORE pour montrer comne en 111.3 : 

A -> convergence Q-superlinéaire locale 

il redémontre cette propriét6 en introduisant des conditions suffisantes intermédiaires particuliéres aux 

algorithmes B contraintes linéaFis6es. 



111.5 Comparaison entre 1 'algori thme de Han et 1 'algorithme géneral réalisable du chapitre 11 

La liaison entre les deux algorithmes est très étroite, puisqu'ils sont tous deux basés sur la résolution 

répétitive du même sous problgme quadratique P[xk,-Hk). 

Cependant Han prend comme successeur de xk une solution de ce sous-problème, alors que l'algorithme du 

chapitre II introduit ensuite une perturbation par le procédé de rentrée décrit B cette occasion : ce qui 

permet de trouver xk+, B partir de zk. 

Le parall8le entre les 2 méthodes avec les diff6rences entre hypothèses, algorithmes, calculs inteddiaires 

et résultats peut Btre résumé de la manière suivante : 

ALGORITHME DE HAN 

successeur de [ x d  = g solution de P[xk,-Hkl la plus 

proche de xk. 

méthode par points non forcément r6alissblei 

l'assurance de l'existence d'une solution de P(xk,-Hkl 

à distance finie est assurée localement 

nbcessité th6orique de calculer toutes les solutions de 

P[xk,-Hkl puis la plus proche de xk 

Hk calculbe grbce B @ 
l l n o - ~ x x ~ ~ t * ~ l  l s c 

la fonction Bconomique de P[xk,-Hk) est quadratique 

directions non forcément adliorantes 

convergence locale Q-superlinBaire 

ALGORITHME REALISABLE DU CHAPITRE II 

successaur de lx L: soit z k c e  solution quelcon- 
k 

que de P[xk,-Hkl I xk+, est un maxlmum de f sur 

I dthode par points r6alisables 

l'existence d'une solution de P(xk,-Hkl b distance 

finie est assurBe par : 

C'[XI 0 canpact 

calcul d'une solution quelconque zk mais nbcessit6 

d'effectuer en plus une sous-optimisation sur 

[-Hkl semi-définie positive 

A NI ' N telle que : [Hklk 4 

I la fonction économique de Pixk,-Hkl est quadratique 

algorithme de directions améliorantes 

convergence globale 

vitesse de convergence non connue 



Le problhme essentiel qui reste pose est le suivant : 

en quoi le procédé derentreepeut-il perturber la 

vitesse de convergence superlinéaire obtenue par Han ? 

Pour l'instant aucune rbponse nkst apportée B cette question. Il semble qu'une approche directe de l'étude 

de la vitesse de convergence pour l'algorithme du chapitre II soit difficile : on remarquera a ce propos que 
tous les résultats de vitesse superlin6aire de convergence obterius pour les algorithmes de m6trique variable 

appliquée l'optimisation avec contraintes sont locaux. C'est le cas pour tous les travaux qui s'Qchelonnent 

de ceux de Brqden,Denis et Nor6 en 1972 ceux plus récents de POWELL C321 en 1977. 

L'approche qui semble la plus prometteuse pour démontrer 116ventuelle convergence globale superlinéaire de 

l'algorithme du chapitre II est d'essayer de déduire ce résultat de celui de Han. Cependant, bien que le 

procédé de construction présente une analogie, on ne retrouve pas, génBr6e par l'algorithme la suite de 

points obtenus par Han et la connexion entre les deux méthodes reste établir. 

Les approches restent à ce jour trhs dlffbrentes et les rbsultats peuvent Qtre consid6rés conme cmplhen- 

teires : 

eHan obtient une convergence locale mais superlinéaire 

@l'algorithme du chapitre 11 construit une suite réalisable 

qui converge globelement mais avec une vitesso de convergence 

inconnue actuellement 
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L'algorithme exposé au chapitre II a ét.4 programé dans le cas particulier. simple suivant : 

xk it6ré considéré 

+* 
E R paramhtre fixé 

la projectioii euclidienne du point yk sur le linéarisé du domaine 

en xk : C1[xk1 

x un point fixé, intérieur au domaine 

chaque itération de l'algorithme considéré comporte ainsi deux phases principales : 

e l a  projection euclidienne d'un point sur un poly&dre 

aune sws-optimisation sur la partie r6alisatrle d'une grille 

construite A partir de xk,zk et xo. 

On trouvera ci-aprbs : 

ele progrme réalise en FORTRAN 

ales résultats obtenus sur les trois premiers problgmea 

tests de COLVILLE [ 5 1 par traitement sur l'ordinateur 

10070 CI1 du Laboratoire de Calcul de l1Univsrsit6 de Lille 1 

Le critère de comparaison entre algorithmes, défini par COLVILLE et ~itilis8 depuis, consiste msurer pour 

certains problèmes tests, le temps de calcul, nécessaire l'obtention d'une précision fixés. 

Pour tenir compte des performances différentes des ordinateurs. c'est en fait un "tamps standard" qui est 

mesuré : rapport du temps r4el de calcul au temps mis par l'ordinateur utilis6 pour traiter un progrinme 

standard fixé .par COLVILLE (ce temps est de 117 s pour le 10070 CII). 

Les résultats obtenus sont regroupés dans le tableau suivant : 



Problemes de COLVILLE 1 

-. 

degré de la fonction économique 1 
nombre de variables 

nombre de contraintes lin6aires 

nombre de contraintes non lin6aires I O 

precision du rapport COLVILLE - 32.340 

temps standard obtenu ici 

nombre d1it6rations 

meilleur résultat obtenu - 32.34867097 - 32.348679 - 30665.5387 

- 
valeur du paramètre pour obtenir le 1.7 30 1 
meilleur r6sultst 



On peut analyser ces résultats sous deux aspecta : 

@la précision obtenue : elle est aussi bonne sur les 3 problhmes que les meilleurs 

résultats cités dans le rapport COLVILLE 

ale temps standard : les résultats sont variables selon les 3 proolèmes : trbs bon 

pour le problhme III, bon pour le problème 1, médiocre pour le probleme 11. 

Le bilan global est n6amnoiris satisfaisant. canpte tenu du fait que la programnation est certainement emélio- 

rable et que le domaiRe de sous-optimisation a été choisi, dans ce cas, de la manière la plus blémentaire. 

Le seul inconvbnient majeur qui limite la portée de cet algorithme est introduit par. le contr6ie du pdt-ad- 

tre a. On constate dans l'étude qui suit la forte influence de ce paramètre sur la vitesse da convergence : 

variatio~ avec a du temps exact [en 1/10 de secondel et du nombre d'itérstions requfs pour obtenir le pr6ci- 

sion -32.348 dans le problerne de COLVILLE 1 : 

Or aucun critare ne semble utilisable pour la détermination de ce parmhtre. qui sur les 3 problomes 6tudiés 

varie de 1 B 60. 

Par contre, l'utilisation dans l'algorithme d'une formule de &trique variable, au lieu de cette méthode de 

gradient pur projeth, fournirait : 

et le problhme du contrble du paramhtre, serait sans doute moins délicat : on pourreit espérer,. en liaison 

avec résultat de DENIS et MORE (111.21. obtenir la convergence la plus rapide avec des valeurs de a voisi- 

nes de 1. 



S U B R O U T I N E  P K O J  ( N ,  M I C I D ~ B D L I B U U I X )  
I ~ P L I c T T  D O U ~ L E  P R E L I S I O N  !P-HIO-Z) 
D X M E N S ~ O N  Y ( 1 ~ ) r ~ ( ~ 5 ) ~ ~ ~ ( 1 5 ) a ~ ~ ~ q ~ ) ~ ~ t 1 s ) # ~ L S t 1 5 ) * L T ~ 3 ~ )  
D I H F N S ! @ N  e ~ L ( 1 5 )  , B D U ( ~ ~ ) ~ X ( I ~ )  ~ D ( S )  
D I P E N S I O N  C ( 1 S 8 5 ) r ~ ( I S r l S ) r ~ ( 1 5 , 1 s )  
NN=N+N 

1 00  2 I " 1 , M  
2 L T ( I ) = I  

K t 0  
0 0  3 1 = 1 , N  
B Q  3 Jm1 ,N  
Q ( 1 r  J ) = @ ,  

3 H C I . J ) = b ,  
D O  4 I= ' I ,N  

4 H ( l e I ) ~ l ,  
C 
C C A L C U L  D E  Z P R O J E C T A O N  DU G R A D I E N T  

? 3 0  D O  1 0 1  I = l , N  
Z(f)=O* 
D O  1 0 1  J r l r N  

1 0 1  z ( r ) = z ( f ) - ~ ( I , J J * x ( J )  
C 
C T E S T  S I  Z EST NUL 

D O  1 0 2  I t 1 , N  
I V 2  I F ( A B S ( Z ( I ) ) , G T * ~ E - ~ )  6 0  

6 0  T O  2 0  
C 
C C A L C U L  D E  Y  

1 0 3  D O  7 0 4  I g 1 , N  
1 0 4  Y ( I ) = t ( T ) + X ( I )  

c T E S T  D F  R E A L I s A B I L I T E  
D O  5 5  r = l e M  
IF(LT(I).EQIO) 6 0  T O  5s 
1 F t X . G T . N )  GO f O  5 1  
GAMA=Y(!)-BDLCI) 
G O T O  5 4  

>l I F ( 1 e G T r Y Y )  GO 7 0  5 2  
GAMA=BDU(I-N)-Y( I -N> 
c o t a  56  

5 2  Je!-NN 
GAMAmo,  
D O  53 l.=1 e N  

23 G A M A = C A M A + C ( L I J J * Y ( L )  
G A M A Z G A M A - D ( J )  

Sb l F ( G A M A , L T . O e )  6 0 T O  60 
5 5  c O F ! T I N ! I E  

C P O T N T  ~ c A L 1 s R B î . t  
DO 1 0 s  I = I r N  

l u s  X ( I ) + Y ( I )  
6070 20 



C T E S T  D'OPTIMALITE 
Z U  Un-1ESO 

D O  22 l = l r K  
R E S = O ,  
D O  2 1  J = l , N  

27  R E Ç = R E S - Q ( I ~ J ) * X C J )  
IF(RES.LE.U) G o T O  2 2  
UERES 
I I r I  
INDS=E(XI) 

22 C O N T I N U E  
IF(u.LE.O,) R E T U H N  

C D 1 M X N U T T O N  D E  L A  BASE 
IF(K.EQ.1) G O T O  1 
ALFA=()* 
D O  3 1  IfleN 

3 1  A L F A = A L F A + Q ( X I , I ) * Q ~ I I , I )  
ALFA=?./ALFA 
D O  32 !=l#N 
D O  3 2  J Z i r I  
H ( I , J ) ~ H ( I , J ) + A L ~ A * u C I I ~ I ) * Q C I I C J )  

3 2  H(J.I)=H(I,J) 
IF(II,E4,Io G o l o  34 
0 0  33 !=l,N 
QLS(I)=Q(TI,I) 

3 3  QCII,f)=Q(KeI) 
3 4  K = K - 1  

D O  3 6  I+l,K 
DO 3 6  ~ = l r N  
VAL=O, 
D O  35 L= l r N  

35  V A L = V A L + Q ( I , L ) * Q L S ( L ) * Q L S ( J )  
36 Q(I,J)=Q(I,J)-ALFA~VAL 

L T ( ~ N D S ) = ~  
D O 3 7  !=II rK 

37 E(I)=E(I+l) 
G O 1 0  1 0 0  
E N D  



~ m x ~ w w ~ w ~ w < w ~ m ~ ~ w w ~ ~ T P % ~ ~ . ~ ~  # o c  ~ ~ ~ ~ ~ ~ w < n < ~ < ~ m ~ n ~ ~ ~ ~ ~ ~ w ~ c  
O A - ~ Q Q ~ O U O W ~ Q A A - ~ W O F . ~ ~ ~ ~ ~ C  . - r o m  ~ ) ~ ~ o ~ O O r i ~ O ~ ~ I O ~ n - ~ O o n n - n O r ~  
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O u -  r J * r  + ( - , J ~ w O w ; ~ l c  f i U O W b *  o X  I W d r  - 4 g ~ . o n < 0 ' 0 < < 5 0  I) C , ~ N r J Q n N + 4 F 5 > t ?  

~ H C ~ ~ W I + & - , ~ I . & -  D M P  M M >  U r W M *  Pn /!OB ~ e - e ) ~ m w N Q I *  - = A W *  S - 6 -  a-- - - îmLIC 
r u i s u w  - + ~ ~ ~ + . - + w m r - ~ n -  ~ ~ m z  x c ~ o  ëz m m  6 9  + z ~ w ~ ~ o - o - o -  ~ r -  
C > I - I I U ~ W ( I . - ~ O ~  g o b a p u *  I I D * - ~ F - ~ +  A mi c c r ~ ~ b a ) r  O O T  b C  4 - 4 - r - - 4 ~ w r n  
O F I X  f l  I I O I I n  II L O ~ W I ~ O Z O O B U *  * X= w u 3  ï ü i  + - & I I  nei l  - - Z r  - l l w w  

e..3-aaA.ar-a 3 n a 4  r i n m a +  - 1 4  rn . o r - .  r t a  u J - ~ G ) Z ~  A O F R  
W W -  - W I  m O 0 s -  w . a - 4 ~ ~  + A =  g < e  o 1-3- 8 -  z w m w r n -  - e H P *  L H L  r r  L 8 0 0 X--  -4 r W C h  a b Z  Z r - -  8 -  0 3  > 
L c H w w O r o m  r z  -TT - -  w w %# In X Q G I *  k 
w w  (I> - - - 0  n 3p\ * * I - G ,  - - O 0  n 

8 u G, C) D  w <  X GI N X O O  M u * -  * 
D \ a 7  0 O - + *  + 4 b*i 0 0 & O  4 v Q 
r C r -4 C P -4 t- W C  C o a w  er 
u tdd t- 0 4 A 0 w 0 w J \ O D C  . - oagn u 4 Z m O  N 4 A 4  
CO n 9 O 8  u 0 * W O N  -0 O 
O a N -1 rll w - 4 b.i 

u u O C> @ -.cl - 0  O 
SQ W VI N M V1 

CI > 6 * 
A r- m Ln 
L a 
9 O 9 
CI * w 

m C 
w z -. m 
< 
U VI 

rn 
C 
r 
rn 



c A U G M E Y T A T I O h  C A 5  b E N E R A L  
C  O N  U T I L T S E  Q C ( / K / ) ~ C H ( / N / ) I C H C ~ S C A L A I R E  

8 0  I F ( I A L , C T , N )  GsTO 83  
DO 8 1  J=l,l( 

81  Q C ( . I ) = O ( J , I A L )  
DO 8 2  J = i r N  

8 2  C H ( J ) = H ! I A L , J )  
C H C = C H ( T A L )  
CO10 90  

U 3  I B z I A L - N  
I F C I P , G T m N )  GOTU 86  
DO 8 6  J=l r K  

84 Q C ( J ) = - Q ( J , I B )  
DO 8 5  J = l , N  

85  C H ( J ) = - H ( 1 B r J )  
CHC=-CHCXB)  
GOTO 90 

O 6  I B = I B - h J  
D o  57 j = l , K  
Q C ( J ) = o .  
D O  87 ~ = l  r N  

6 7  Q C C J ) = Q C ( J ) + Q ( J ~ L ) * ~ ; C L ~ I B >  
De 5 8  J=l ,N 
C H ( J ) J O .  
D O  88 L z l e N  

6 8  C H ( J ) = C H ( J ) + C ( L ~ I B ) " H < L ~ J )  
CHC=O, 
D O  89 I r 1  r N  

o v  C H C = C H C + C H ( I ) * C ~ I , X B )  
v o  C O N T I N U E  

C C A L C U L  DE Q 
D o  4 5 1  J d , N  
B E T A r C H ( J ) / C H C  
Q ( K + l , J ) = B E T A  
D O  1 5 1  f = l , K  

1 5 1  Q(I,J)=o~I,J)-QE(I)*BE~A 
C C A L C U L  DE H  

I F ( K , L T , N - 1 )  G O T O  1 6 2  
DO 1 6 1  1='1,N 
D O  1 6 1  J = l  , N  

101  H ( I , J ) + O ,  
E ( N ) = I A L '  
GOTO 2 0 0  

1 0 2  D O  163 != l ,N  
DO 1 6 3  J = l  r 1  
H(I,J)=H(I,J)-CHCI)*çH(J)/CHC 

103 H ( J t l ) = W ( I r J )  
C 
C  I N C R E M E N T A T I O N  

200 L T ( 1 A L ) s O  
K t K + l  
E ( K ) = I A L  
GOTO 1 0 0  



S U e R O U T I N E  G R ~ L L ~ ( N V ~ N C I F E C O I C D ~ E C O ~ K P P A R , T ~ X O ~ X ~ ~ ~ M A X ~ C O O M A ~ ~  
M A X I M I S A T I O N  $ U R  L 4  G R I L L E  D E  S O M M E T S  X I X O ~ Z  
L E  P O I N T  OU L E  M A X I M U M  E S T  A T T E I N T :  C O O C A X  
L E  M A X T M U P  D E  F E C O  E S T :  VPsX 
I M P L I C T Y  D O U B L E  P R E C I S I O N  (A-HIO-Z) 
D I M E N S I O N  x ~ Y ~ ) ~ X O ( N V ) , ~ ( N V ~ ~ C O O M A X ( N V )  
D I M E N S I O N  P O I t : T ( 1 5 )  
D0URI .E P R E C I S I O N  M ( 1 5 ) r N ( I S ) * M A X  
I T E S T s 3  
K = 0 
R E C H E R C H E  D U  P O l N T  U E  B A S E  
J B t O  
D O  1 1 = 1 r N V  
N ( I ) = X o ( X )  
J B = J B + ?  
D O  3 121 r N V  
N ( I ) = ( N ( I ) + Z ( I ) > / ~ ,  
I F  (DDFECO(X IK ,NV) .LE ,O , )  GO T O  2 
IF ( K P P A R T ( N . N V . N C . ~ ) . L T . O  ) G O  T O  4 
1 en0 
60 T O  7 
I B = B  
1 B r  1 B + 1  
D O  6 ! = l r N V  
N ( I ) = ( N ~ I ) + X ( I ) ~ / ~ ,  
I F  ( K P B A R T ( N ~ K V ~ N C , ~ ) ~ ~ ~ ~ O  ) 60  7 0  7 
G O  1 0  5 
C O N T I N U E  

M  N O N  R E A L I S A B L L  
S = F  E C O ( N )  
I F  ( S . L E , M A X )  GO 1 0  11 
M A X  i S 
D O  1 0  Y = l r N V  
C O O K A X ( I ) = N ( I )  
I M A X r I C  
J M A X a O  
J L i 1  
D o  7 2  f * l r N V  
P O I N T ( T ) = N ( I J  
D O  1 4  T = l r N V  
P O I N T ( ~ ) = ( P O I ~ : T ~ ~ ) + M ( ~ ) ) / &  
I F ( J L . 1 T . K )  E f T O  1 5  
IF ( K P P A R T ( P O ~ N T ~ N V ~ N C ~ ~ ) . L T ~ O  3 6010 II 
K S J L  



If ( F E C O ( B O I K T ) e L E e b )  G O 1 0  1 8  
S r F E C o t P O i N T )  
I F  ( S . L E r H A X )  G c T O  17  
M A X = $  
DO 1 6  I - ' l r N V  
C O O ~ J A X ( T ) = P O I ~ ' T ~ I )  ,. 
I F r A X = I C  
J M A X Z J L  
J L r J L + q  
GOTO 13 
C O N T I N U E  
I C = I C + l  
IF ( I ~ , G E , I T E S T I  GOTO 5 0  
DO 1 9  T i l r N V  
M(I)=(M(I)+XCL)) /~,  
~ ( 1 ) = ( ! 1 ( 1 ) + X ( t ) ) / 2 ,  
GOTO 9 

M R E A L I S A B L E  
IF ( D D F E C O ( M . N ~ R V ) , L E . O , I  GOTO 39 
S n F E C O ( N )  
I F  ( S , L E , K A X J  GOTO 3 1  
MAXIS 
DO 3 0  I = l o N V  
C O O ~ A X ( Y ) = N ( ~ )  
IMAXILC 
J M A X i O  
J L r l  
DO 3 2  I = l r N V  
P 0 1 N T ( f  )SN(!> 
DO 3 4  T = ? r N V  
P o I N T ( ~ ) = ( P O X N T I I ) + ~ < I ) > / Z ,  
I F  ( F E ~ O ( P O I N T ) . L E , S )  GOTO 4 1  
S C F E C O ( P O I U T )  
I F  (S.LE,MAX) GOTO 57 
M A X a S  
DO 3 6  I = l r N V  
C O ~ M A X ~ I ) = P O I N T ~ I J  
IMAX=IC 
J M A X = J L  
J L = J L + l  
GOTO 35  
J L = l  O0 
S c F E C o ( W J  
I F  ( S , L E , P A X I  C U T O  47 
MA x= s 
DO 4 0  I r 1  ,NV 
COOMAX(I)=M(I)  
I M A x = I C  
J M A X a 9 9  
C O N T I N U E  
I C m I C + l  
I F  ( I c , G E , I T E S T I  E O T O  5 0  
DO 4 2  ? = l r N V  
M ( I ) P ( M ( I ) + X C I ) > / Z ,  
N ( I ) = ( N ( I ) + X ( I ) ) / ~ ,  
6 0  T b  2 0 0  

C O N T I N U E  
R E T U R N  
E N D  



F U N C T I O N  KPPARTIXINVINCIMODE) 
I u P L y C J T  DOUSLE P R E C I S I O N  ( A - H ~ O - Z )  
DIMENSTCN X ( N V )  
D I M E N S I O N  A ( 5 !  
DIMENSION B D L ( ~ W ~ B U U ( ~ S )  
M M - N C - ~ * N V  
K P P A R T r l  
I F  ( M O D E , E Q ~ ~ )  6 0 T O  5 

BORNES 
D O  4 1'1 r N V  
B D L ( I ) = C ) ,  
B D U l f ) + B O o  
I F  ( ( X ( I ) - B D L ( I J J O L T , U ~ )  GOTO 2 
IF ( ( X ~ ~ ) - B D U ( I ) ) . G T , O . )  G o 1 0  2 
CONTRAINTES LINEAIRES 
C O N T I N U E  
CONTRAINTES NON L I N t A I R E S  
DO 1 ~ t l  ,HM 
IF (A (K) ,LT .O, )  G O  f O  2 
R E T U R N  
K P P A R T s - 1  
RETURN 
END 

F U N C T J O N  F E C O ( X I  
RETURN 
END 

F U N C T I O N  DDFECOIXIY INV)  
D Y M E N ~ x O N  x ( N v ) , V ( N V )  
RETURN 
END 



PROGRAMME P R I N C I V A L  
N V  F S T  L E  NOMRPE D F  V A R I A B L E S  
NC E S T  L E  kOMpRC Of. C O N T R A ? V T E S  
L A  F O N T I O N  E C O N P M I Q U E  E S T  Y O T E E  : )ECO 
I u P L I C ? T  OOURLE PRECISION ( A - M ~ O - Z )  
D I M E N S T O N  Y O ( ~ 5 ) m X ( 1 5 ) m ~ ( 1 5 ) m ~ ( ~ 5 ~ m P ( 1 5 ) r t R A D ( 1 5 ~  
D I M E N S I O N  ~ ( 1 5 , 5 ) m ~ ( 5 ) , 6 3 ( 5 )  
D I M E N S Y ~ N  ~ D L ( ~ ~ ) ~ ~ ~ u ( I ~ ) ~ B D L O ( ~ ~ ) ~ B D U O ( ~ ~ ) ~ ~ O ~ ~ ~ )  
E X T E R N A L  F E C 0 , ~ D F E C O m K P P A R T  
R E A D  5 @ 2 , A L F A  
R E A D  5!)1,NVmNC 
F O R ~ A T ( I Z ~ Z X ~ I Z ~  ' 

Y M = k C - 2 t N V  
DO 2 0  1 = 1 1 N v  
X o ~ I ) = O . o o o 1  
X 0 ( 7 ) = 6 0 ,  
F O R Y A T ( 8  ( F 7 r 4 r Z X ) )  
D O  70 Y = ~ , N V  
B D L ( I I s 0 .  
B D U l I ) = 8 0 *  
DO 1 I t l , N V  
x ( I ) = X o ( I )  
I N T R ~ D U ~ T I O N  DES C O N T R A I N T E S  L I N E A R I S E E S  
J C i O  
C A L L  U C T I M E  ( 0 , I N T E U )  

C O N T I N U E  
I N T R O D U C T I O N  DU b R A o I E N T  D E  F E C O  
GNmO. 
DO 1 2  I = l m N V  
G N ~ G N + G R A D ( I ) * ~ H A U ( I )  
GW=SQRT(GN) 
DO 3 1 a t m N V  
I F ( A B s ( G R A D ( I ) ) ~ G T * ~ ( E I P )  CO 1 0  11 
60 1 0  1 0  
DO 4 1=1mNV 
Y ( l ) = x ( l ) + A L F A * O H A D I I )  / C N  
I F ( K P P r R T t Y m N V m N C t o ) * G T I O  ) GO T O  6 
DO 2 2  1=1mMM 
T O T 8 0  e 

DO 1 8  J t l t N V  
T O T ~ T O T + A ( J , I ) * Y C J )  
B O ( I ) = R ( I ) - T O T  
DO 23 1=1 mNV 
BDLO(I)=ADL(I)-YCI) 
B D U D ( I ) = B D U ( I ) - Y C I )  
P O ( I ) = x C I ) - Y ( X )  
C A L L  P R O J ( N V I N C e A ~ B O ~ B D L O , B D u O m P o )  
D o  2 4  I = ~ ~ N V  
z ( I ) = P o ( I ) * Y c I >  
DO 5 I t l m N V  
IF(ABS(Z(I)-X(I)).GT,~.E-~) G O  T 0  9 
GO TO 1 0  
C O N T I N U E  
C A L L  G R I L L E ( N V ~ N C ~ F ~ C O ~ D D F E C O ~ K P P A R T . X O ~ X , Z ~ V A L ~ P )  
GOTO 7 
C A L L  G R I L L E ( N V m N C m F k C O m D D F E c o , K ~ P A R T e X O ~ x , Y ~ v ~ L ~ p ~  
DO 8 r = q m N V  
X ( l ) * P C I )  
J C r J C + q  
I F ( A B s ( V A L + ~ ~ ~ ~ ~ Y ) ~ L T ~ O ~ O O O ~ )  GOTO 1 0  
O U T P U T  V A L  
GOTO 2 
C O N T I N U E  
C A L L  u C T I H E  ( 1 r X N T E U )  
O U T P U T  I N T E R  
P R l N T  5 0 9  ,JC 
F O R M A T ( 4 6 X n 1 6 H  I T E R k  NUMERO 8 0 2 1 )  
O U T P U T  V A L  

S T O P  
END 



Le formal.~~me des familles P-décroissantes a été introduit par J. DENEL afin d'élargir certaines propriétés 

des fonctions wltivoques et leur application ?i l'optimisation. 

On trouve dans cette annexe une application simple de ce fonnalisme A la constructiun d'un algorithme de 

direction réalisable et améliorante très voisin de celui présenté en 1.2.2.4. 

Toutes les d6monstrations ici présentées sont dues J. OENEL, elles consistent essentiellement A la vérifi- 

cation d'hypothhses H;, H i ,  H i  nécessaires pour l'obtention d'un résultat décrit en [ID] ; toutes les défi- 

nitions et propriét6s utilisées pourront être trouvées dans cette publication. 

C un convexe compact de Eln, 

f : C +R une fonction continument différentiable telle que Of est non nul sur C 

6 =  {s r~~ / llsll = 1 )  

pour tout p r R** on définit l'application multivoque : 

on remarque l'analogie de définition entre F et I' définie en I.2.2.2.C i la seule différence étant que 
P P 

les vecteurs s ici considérés sont normalis6s. 

soit : 

Fo : C + P(B) 

Fo(x) = {s r B/Vflxl.s > O et 31 > O, Cx,x+1sl c C) 

la liaison avec les ensembles et les notations employées en 1.2 : 

D:(XI n ~ ~ 1 x 1  = {s r R" / v ~ I x ) . ~  > O et II > O tel que : CX,X+ISI c CI 

est évidente en remarquant que : 

+* 
pour tout O c R on définit l'application multivoque : 

cette fonction multivoque correspond ?i la recherche de points de D(x,sl qui assurent une amélioratiun de la 

valeur de la fonction économique d'au moins 8 > 0. 

La liaison entre cette notion et l'optimisation exacte ou approchée est cbtenue en remarquant que si ; est 
un maximum de f sur D(x,sI alors : 

pour û = f (XI-f [XI 

GeCx,s) = ( y  E O(X,S) / f(y) 2 f(x)l est l'ensemble des maximum de f sur 0fx.s) 



pour 0 = f (il - f (x1 - E où c > O  

GO(x,sl = {y € O(x,s) / fcy) 2 f(X1 - E )  est l'ensemble des maximum B c p d s  

de f sur O(X,S) 

soit : 

La terminologie de faille P-décroissante provient du fait que les familles (F ] et (Ge}0io diminuent 
P P i 0  

par inclusion quand les paramhtres ou 0 augmentent. 

On verifle aisement w e  : 

On utilisera, les ensembles i 

MZ = { x a C / Fo(x) tel que Go(x,s) = 9) 

On vérifie que les famille dkcrites poss&dent les propriét6s suivantes ; 

Vérification de Hi 

C compact -> 3: max de f ) 
* 

-b 0:lx) n R;(xl' = L -, n R ~ ( X )  = 

1-2-1-4 1 - >  Xdl,*L 
F ~ = D ~  n R~ n B definition de fi, 

On a vu en (al que Pi * 9, on vkrifie ici que M2 = 6. 
1, 

Cs c Fo(x)l -> a c O+(x) n RC(xll -* C ~ Y  E O(x,s) n C tel'que : f(y1 > f(x)l 

donc : 

Cs Fo(xl -> Go(x,sl * 91 -> [fi2 = $1 

Vérification de H i  

a) Uniforme rCgularitC de La famille {F 1 
P 020 

CF~(X) * 01 -> [3p > o. 3N t N tel que Vn L N, F (x 1 * 91 
P n 



Oem : - 
s o i t  : 

C F ~ [ ~ ]  * $1 -> C i :  t e l  que : v f [ i )  i > O e t  33 > O t e l  que : [ i , i * Â . s l  c CI 

s o i t  

il exis te  un rang n B p a r t i r  duquel 1 lsnl 1 * O 
Vn 2 n on pose : 

*. 

par construction : 

3 un rang ni, t e l  que : Vn 2 n,, An 2 p 

par construction : 

o r  X + 1.; c C par hypothèse e t  c m e  C es t  convexe : 

par cont inu i t6  de Vf : 

3 un rang n2 t e l  que : Vn 2 n 2 

@ (8) e t @  => 3N = max ~no,n,,nZ} t e l  que : 

Fp(xnl + O ,  Wn 2 N 



b) Uniforme r é g u l a r i t e  de La f a m i l l e  I G ~ ) ~ ~ ~  

Soient  : 

( ~ n ' ~ n ] n  c N + [;,el e t  ~ ~ ( i . 9 1  f + 

jy c o(X,QI t e l  que : f ( y I  > f(;l 

S o i t  : 

s o i t  

(ynln E N + y par  cons t ruc t ion  

f [ y )  > f(;] + 0  par  c o n t i n u i t é  de f a p a r t i r  d 'un c e r t h i n  rang : 

c) Pseudo-sup-continuite de l a  f a m i l l e  {F 
P PL0 

vX c C ' v(xnInQV ' i i xn f C 

V { S , , ? ~ ~  + Ë -> s c F O 

3p > O, JN b N t e l  que : Wn 2 N : sn Fp[xn) 

D m  : imnédiate en remarquant - 

Cette hypothhse n6cessite l ' e x i s t e n c e  de deux fonc t ions  : 

q u i  v é r i f i e n t  ce r ta ines  p ropr ié tés .  Ces p r o p r i 6 t 6 s  sont i c i  v 6 r i f i 4 e s  quand h o f e t  a(0.x) - f (x) + 0  

a l  f e s t  borne sur  C compact par hypothase 

b) Cs E Fo(x l  e t  V0, y  r Ge(x,s l l  -> [ f ( y l  2 f ( x 1  * 01  

C) W { X , ] ~  s u i t e  de C t e l l e  que : 

c f c ~ ~ i ? ~ ,  -+ f* a l o r s  ve > O : i p c a i e . x n i i  - r* + e > f* 



ALGORITHME 

soit : 

Itération n connus : 

Io fitage : 

2' étage : 

RESULTATS. 

sinon, soit sn 6 Fp [xn1 
n 

si Ge (xn,sn) alors : 'n+î a 'n 
n 

" n * ~  ' 

O < en+? s 6.8, 

Sous les hypothèses H\, HietHi vérifiées, si (xnIn est la suite engendrée par l'algorithme alors 

il existe une sous-suite parfaitement déterminée dont les points d'accurmlation sont dans Pi. 

Or : 

ci c MI =,cF~(:) =+I =->cD:(~I n R ~ ( ~ I  = + I  

un tel point d'accumulation vérifie donc la condition de stationnarité faible décrite en 1.2.1. 

Si de plus f est concave tout point d'accumulation de (xnIn est dans Pi, c'est d'après 1.2.1.4 uri 

maximum de f sur C. 

Ces résultats correspondent exactement A ceux obtenus en 1.2.2.4. 
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