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PREMIÈRE P A R T I E  

ÉTUDE DES PRODUITS SCALAIRES SUR L'ESPACE DES MESURES 



ETUDE D E S  P R O D U I T S  S C A L A I R E S  SUR L ' E S P A C E  D E S  MESURES. 

ESTIMATION PAR P R O J E C T I O N S .  T E S T S  A NOYAUX. 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

Après avoir remarqué que dans de nombreuses méthodes d'estimation 

on utilise simultanément le théorème de Glivenko-Cantelli et des projections 

sur des sous-espaces de dimension finie (projections plus ou moins apparentes, 

s'effectuant sur l'espace des paramètres), nous avons pensé à effectuer d'abord 

la projection sur l'espace des mesures (muni d'un produit scalaire dont la 

métrique trace sur l'espace des probabilités vérifie un "théorème de 

Glivenko-Cantelli") et à lui associer ensuite son image dans l'espace des 

paramètres (méthode qui donnera souvent des estimateurs sans biais et de 

bonnes "vitesses" de convergence). Ce qui nous a conduit à la rédaction des 

deux premières parties auxquelles nous avons ajouté quelques applications à 

la théorie des tests (qui sont aussi basées sur le "théorème de Glivenko- 

Cantelli" associé à un (pseudo)-produit scalaire sur l'espace des mesures). 

Dans la première partie, à l'aide de la théorie des noyaux reprodui- 

sants (Introduite par N. Aronsjazn dans C l ]  en 1943), nous étudions les 

(pseudo)-produits scalaires sur l'espace des mesures bornées à signes. Nous 

montrons (théorème de plongement (2.C.I)) que, muni de certains produits 

scalaires, l'espace des mesures peut être considéré (avec toutes les 

commodités que cela comporte) comme un sous-espace d'un espace de Hilbert 

à noyau reproduisant. Nous identifions (théorème de réintégration (4.C.I)) 

les produits scalaires, sur l'espace des mesures, qui se réintégrent 

( e .  : v p  , v E M, , < € O  , 6 = >  dp B v = <i i ,v>) et à l'aide de l'exemple I 
(5.C.I) nous montrons qu'il existe des produits scalaires ne se réintégrant 

pas. Nous déterminons (théorème de caractérisation (6.C.I)) la forme des 



produits scalaires où l'espace des mesures de Dirac est total dans l'espace 

des mesures. Nous caractérisons (théorème de faible comparaison (l.D.I)) les 

produits scalaires dont la topologie trace sur l'espace des mesures de 

probabilité n'est autre (resp : est moins fine) que la topologie faible. 

Nous montrons ensuite (théorème d'existence (4.D.I)) que lorsque l'espace 

de base est métrique séparable, il existe des noyaux reproduisants dont le 

produit scalaire associé sur l'espace des mesures a pour topologie trace 

sur les mesures positives, la topologie faible. Le théorème de construction 

(I.E.1) et le lemme des produits (3.E.I) nous permettent d'exhiber des exemples 

de noyaux reproduisants (sur R et R ~ )  d'expression très simple, dont la 

métrique trace sur les probabilités est équivalente (et uniformément équivalente 

lorsque R est borné dans R ou R ~ )  à la métrique de Prokorov. Puis nous 

établissons un "théorème de Glivenko-Cantelli" pour toute une classe de 

produits scalaires étudiés auparavant ; théorème sur lequel sont basées toutes 

les applications. Nous montrons enfin que si K, est un noyau reproduisant 

"proche" de K2 , l'estimateur construit à partir d'une projection orthogonale 

relative au produit scalaire K, du 8 v est "proche" de celui construit 

à partir d'une ~rojection orthogonale relative au produit scalaire 

1 K2 du 8 v ; ce qui d'une certaine faqon rend les constructions (de la 
seconde partie) intrinsèques. 

Dans la seconde partie, nous montrons que l'existence d'un estimateur 

(d'un certain type contenant en particulier les estimateurs usuels) convergent 

uniformément en probabilité est conditionnée par l'existence d'une métrique 

dont la topologie faible associée (sur l'espace des mesures) rend le paramètre 

continu. Nous exhibons une condition nécessaire identique, quant à l'existence 

d'un estimateur sans biais ; ce qui nous permet en particulier d'affirmer 

qu'en général la densité n'est estimable ssns biais que si et seulement si 

1'~-space vectoriel engendré par P l  (espace des mesures envisagées) est de 

dimension finie. 



Nous établissons ensuite une condition nécessaire et suffisante 

pour qu'un paramètre soit estimable sans biais ; condition que nous appliquons 

en particulier à l'estimation de la loi. 

Nous montrons (théorème du sans biais de la loi (2.D.11)) que la 

loi empirique est un estimateur sans biais de la loi pour 1 -  type de produits 

scalaires que nous avons utilisé le plus souvent. A l'aide des projections 

orthogonales nous construisons des estimateurs de la loi plus "rapides'' que 

la loi empirique. 

Nous montrons (théorème de l'estimation linéaire en dimension 

finie (I.E.11)) que si le paramètre est linéaire, l'espace paramétré 

normé (par une norme quelconque) et que si l'on se restreint à l'enveloppe 

linéaire d'un nombre fini de mesures, on peut construire (à  l'aide des 

projections orthogonales relatives à un certain produit scalaire sur l'espace 

1 ,! des mesures) un estimateur sans biais convergent P.S. avec une "vitesse en - 
N 

et en probabilité avec une vitesse exponentielle ; nous prouvons ensuite 

que ce théorème est optimal. 

Lorsque l'on se restreint à l'enveloppe linéaire d'une infinité 

dénombrable de mesures, le théorème de l'estimation linéaire en dimension 

dénombrable (2.E.11) nous montre que si le paramètre est linéaire et l'espace 

paramétré est normé, on peut construire (à  l'aide des projections orthogonales) 

un estimateur séquentiellement sans biais et convergent P.S. 

Enfin à l'aide des projections orthogonales, nous établissons 

de façon simple des résultats en partie connus sur des paramètres limites. 



Dans l'appendice, à l'aide des noyaux reproduisants et du "théorème 

de ~livenko-~antelli", nous construisons des tests de puissance correcte, 

de région critique relativement simple et s'appliquant à des situations 

relativement générales. 

Plus précisément, lorsque la distance (relative au pseudo-produit 

scalaire associé à un noyau reproduisant K) de P à P I  est strictement 
O 

positive, nous exhibons un test de puissance satisfaisante de P  contre 
O 

Puis lorsque P I  est disjoint de l'adhérence (relative au pseudo-produit 

scalaire associé à un noyau reproduisant K) de Po, nous construisons 

une suite convergente de tests de P ccntre PI ; nous montrons en parti- 
O 

C 
culier, lorsque Po = I V }  et P l  = I V  , que cette suite est formée de tests 

(de régions critiques élémentaires) dont on peut très facilement maximiser le 

niveau et minimiser la puissance en un point quelconque. 

Enfin, nous proposons des tests s'appliquant à des alternatives 

multiples. 



( A  - 1 ) -  ETUPE HlLBERTZENNE I l  
# 

Dans la première partie de cette thèse, nous allons utiliser la théorie 

des noyaux reproduisants ; théorie qui a été introduite en 1943 par N. Aronsjazn " 

dans 1 ,  a été complétéedans [2] et a largement utiliséedepuis dans 

(dans L53J, l'auteur a approndi les r6sultats 

Soit R un espace abstrait, d'éléments x, y, z,... . Une fonction 

réelle K sur R x R est dite un noyau reproduisant si K(x,y) = K(y,x) 

(syniétrie) et si Vxi, ai E R, 1 s i s J : 1 a.a.K(x.,x.) 2 O (semi-définie 
16i,jsJ l J  1 J 

positive) . 

Un espace d'applications réelles sur R d'éléments f, g,.. . est dit 

de Hilbert à noyau reproduisant K, s'il contient toutes les f = K(.,y), 
Y 

s'il est de Hilbert pour un produit scalaire (f,g) et si (f,K(.,y)) = £(y) 

(K est reproduisant). 

ThéofiEme ( I . A . l . ) . -  Si H est K reproduisant ; K est symétrique 

semi-défini positif, et Ho, espace engendré par les combinaisons linéaires 

finies de K(.,y) est dense dans H. Réciproquement, à tout noyau reproduisant 

K on peut faire correspondre un Hilbert K reproduisant, fermeture pour 

(K(.,J~),K(.,z)) = K(JT,z) d e  Ho (nous considérerons que cet espace R reproduisant e s t  

unique et le noterons HK, la non unicité venant uniquement du choix arbitraire 

d'un représentant dans les diffgrentes classes dléquivale.nce). Enfin, si K 

est borné, la K topologie est plus fine que la norme de la convergence uniforme. -- 

Pheuve : Si H est K reproduisant, K est unique, symétrique et 

semi-défini positif. Si (K(.,y),f) = O pour tout y de !?, on a f = O ; 



(K(.,y),y c R) est donc total dans H ; en d'autres termes, H est dense 
O 

dans H. 

RédpK0yue : Si K est un noyau reproduisant, H est un préhilber- 
C 

# tien ayant la propriété de reproduction. . . (voir [l] , page 143-1 46) . 

comme If(y)I f / (~,K(.,Y)) 1 5 1 If1 lK.~(~,~) (inégalité de Schwartz) 
d 

une suite convergente dans HK converge simplement, uniformément si K est 

borné. . 
I Pfiopcidi;tCon ( 2 . A . l ) . -  H, Hilbert de fonctions réelles, est repro- 

Lduisant si et seulement si 'd y r a, f E H ; f -t f(y) est continue de H dans R .  

(poser K (  . ,y) = gy définie par f (y) = (f,gy), f & Hl. 

ThéakQme de aépatrabZLté - ( 3 . A . 7 ) . -  H, Hilbert K reproduisant borné, 

est ssparable si et seulement si il existe une siiite de fonctions (fi) telle 

que K = 1 fi 8 fi (série convergent simplement sur R x R) ; alors les 
i 

fi 

sont bornées et la convergence est uniforme en x pour tout y fixé (dite 

par la suite convergence simple uniforme). 
- 

Ptreuve : Dans le cas H séparable, on prend (f.) base orthonormale -- 
l c o  

de H ; alors (fi,K(.,y) = fi(y), de sorte que K(.,y) = fi(y)fi(.), 
i= 1 

série convergente dans H et donc simplement uniformément puisque K est borné. 

Les fi sont alors bornées par / 1 K I  1 ,. 

Réaipoque : Soit mi la forme linéaire sur H définie par prolon- 
O 

gement linéaire de K .  y = y )  . Najorons sa norme : 

- 2 Cmi( P aj ~(.,y~))]~ = [ y  ajfi(yj)J r 1 ajaj,ft(yj)f (y.) 
j=i j=i j,j',t t~ 

(somme finie de séries convergentes, on peut donc intervertir les sommations) 



' i étant de norme moindre que 1 ,  elle est représentable par un 

élément de H ; la formule reproduisante dit alors que c'est . De même 'i 

on trouve que 1 ft(x)ft(.) a, comme opérateur sur Ho une norme moindre 
+ 

que K(x,x) I l 2 ,  Let la série du théorème est convergente dans H. Les f .  
1 

engendrent donc les K(.,y), et de ce fait sont totales dans H. 

1) - I-MESURABLITES I --7 
On suppose K borné et strictement positif sur la diagonale, dans 

toute la suite de ce travail. 

HK 
étant fermeture, pour une norme plus fine que l'uniforme, des 

K(.,y) on peut énoncer : 

si R a une structure mesurable et si y c R, K(. ,y) est mesurable, 

HK est composé de mesurables. 

Si R est topologique, si chaque point admet une base dénombrable 

de voisinages et si pour tout y de R, K(.,y) est continu, HK est composé 

de continues. Même chose pour la continuité uniforme. 

Si K est continu et R séparable, HK est séparable ((y,) étant 

dense, les K(.,yn) sont K-denses dans les K(.,y) qui sont totales dans HK) ; 

le développement du théorème de séparabilité est alors composé de continues 

(resp. uniformément continues). La réciproque de cette derniëre affirmation 

est vraie dans le cas séparable (convergence simple uniforme). 

Enfiildans le cas abstrait, si HK est séparable et si (K(.,y),y f 9) 

sépare les points, on peut munir R d'une topologie métrisable séparable ren- 

dant K uniforrilément continu (prendre la structure uniforme rendant uniformé- 

ment continues les fi). 

r Lemme ( 1 . 8 . 7 ) . -  Soit 8 une tribu de type dénombrable (i.e : 

engendrable par un nombre dénombrable d'événements) séparant les points de W 



(i.e : v x ,  y c fi, x # y, ~ A E  B : x f A, y E A'). Si HK est séparable et 

si y c f i ,  K(. ,y) est niesurable, il existe une métrique séparable d sur 

R ayant 8 pour tribu borélienne et rendant K d 8 d-continu. 

Pkeuve : HK étant séparable et K borné,on a K = 1 f i  8 f i  
i= 1 

(théorème de séparabilité) ; les f. appartenant à HK sont mesurables 
1 

* 
et bornées. (Ai,i E [N ) engendrant la tribu B ,  on pose 

on note 

l'algèbre engendrée par A et T la topologie engendrée par A , .  La tribu 

borélienne de T est alors 8 et T rend les f. continues. Comme 8 
1 

sépare les points, la famille (Ai) sépare les points et T est séparée ; 

A l  étant dénombrable, T est séparable ; x étant un point de Q et O 

un ouvert de T contenant x, on a O = u Bi, avec B. E A  ; il existe 
1 i~ 1 1 

donc. i 6: 1 tel que x E B. qui est ouvert et fermé dans T ; autrement 
O 1 '  

n - 
dit (R,T) est "régulier". Le théorème de Uryson (prop. (16) page 125 de [ 4 ~ ]  ) 

nous permet d'affirmer que T est métrisable séparable. La convergence de la 

série étant simple uniforme et les fi T-continues, K(.,y) est, pour tout 

y de 12, T-continu ; K étant borné, la prop. (5.7) page 140 de [ l nous 

permet d'écrire que K est T 8 T-continu. . 
Remahque : 8 est la tribu borélienne associée à une métrique sépa- 

rable, ssi 8 vérifie les conditions du lemme ci-dessus. 

Désormais, il est muni d'une structure mesurable. On appelle 
\ / 

l'espace des mesures signées bornées, MA les mesures positives bornées, 

les probabilités, M les combinaisons linéaires finies de mesures de Dirac 
O 

6x, Po = P, '?Alo. 

Un (pseudo)-produit scalaire sur hl, est noté < . , .>  et l'on pose 

<6x,ây> = K(x,y). 



r Lemme (I.C.l).- Si K est mesurable borné, l'application linéaire 

de sur H o , ,  ) définie par $(Ay) = K ( .  ,y) est une iso- 
H~ 

métrie entre ces deux espaces. L 
Théa&ëme de plorzqemewt ( 2 . C . 1 ) . -  On peut alors prolonger $ en une 

application linéaire de Mn dans H par $(P) = K(.,y)du(y) ; on note 
K i 

alors ( p , ~ ) ~  le pseudo-produit scalaire défini sur Mn Par 

Pn_euve : 

Pour u fixée, la forme linéaire 
@ P 

définie sur Ho par prolonge- 
r 

ment de mp(K(.,x)) = K(y,x)dp(y) est continue (en effet, K étant borné, i 
il existe une constante b > O telle que 'd f E HK, 1 1 f 1 l u  5 b 1 / f 1 1 ; 

n n H~ 
on a alors $ a. 1 K . ,  1 aiK(-,xi)l lu. [  lu/ l v a r  5 

i= l i= 1 
n 

b / 1 a K .  x i  1 . u 1 )  ; elle se prolonge donc en une forme linéaire 
i= I H~ 

continu sur HK tout entier ; il existe donc un élément h de HK tel que 
r r 

x c n, ]K(x,~)~P(~) = (h,K(x, .)) = h(x) ; K(. ,y)dli(y) appartient donc 
H~ 

- Pour ce (pseudo)-produit scalaire, M est dense dans hi, . 
O 

r 

- On a (P,v)~ = K dp 8 v (en effet, pour p fixée dans h,lil, 1 
d~ 8 V I  s Il@(v)llU I / u / / v a r  c bllm(v111 m ~ ~ ~ ~ ~ v a r  ; d'où 

H~ 
K du 8 v et v -+ ( v , ~ ) ~  sont deux formes linéaires continues 

sur (Mn, ( .  , .) ) qui coincident sur A ; elles sont donc égales). 
K O 

- sépare les mesures de Dirac dès que K(.,x) = K(.,z) = .  x = z ; 
m 

il sépare les mesures dès que K = 1 c. I A  8 I A. y 
où (ci) est une série 

1 
i= l i 1 

convergente de termes strictement positifs, (Ai) engendre la tribu de id 

(de même en remplaçant les A. par des fi continues bien choisies dans le 
1 

cas topologique). 



- Si (.,.)K est non dégénéré, 4 est une isométrie et 

( M s l ,  ( .  , .) ) peut être considéré comme un sous-espace de K K. 

r L ~ r n r n ~  ( 3 .C .Z ) . -  Soient (R,B) un espace mesurable, K un noyau 

1 reproduisant 8 8 8 mesurable borné et TI : (n,B) + ( ,  , . . Alors : 

w + ( S  
Ci! 

1 13 T I  
est bornée et faiblement mesurable. 

a Si . , . est séparable, Tl est mesurable. 

Si 8 est la tribu borélienne d'une topologie (où tout point admet ,3, 

I une base dénombrable de voisinages) rendant K continu, T ,  est continu. 

/ Si de plus cette topologie est d-métrisable et Y d B d-uniformlnient 

L continu, T l  est uniformément continu. 

Pneuve : 

(Ï) Soit e une forme linéaire continu sur (Mn, (. , .)K) ; il 

existe alors une suite (un) de hlo telle que w r Q, (dw,un) + e((Sh)). 

Comme (dw,un)K = \K(~,x)du,(x) = +(un) (w) , e O 6 est mesurable. 

@ et @ découlent du fait que : 

Théoaème de t é i n ; t égna t i on  ( 4 . C . I ) . -  soient (R,R) un espace mesurable 

et <.,.> un produit scalaire sur Mc', où <6x,6y> est P B 8-mesurable et 
f 

borné. Pour que . . se réintégre (i.e : 'vu, v E AIp,<u,u> = c6x,iiy,dii~~(~,y)) 

il faut et il suffit que T l  : w + 6w soit un estimateur sans biais (*) 

d'ordre (1) de la loi. 1 
P~LQUVQ : Con&on ~ é c e a a a i n e  : Si l'on pose K(x,Y) = <dx,fiy> on a 

alors <. , . > = ( ., .)K ; comme <u,6y> = I <bx,by>dp(x), pour tout v 
J ci ............................ 

(*' Voir définition (I.B.11) de la 2ème partie. 



de M o n a  <u,v>= 1 <Sx,v>dp(x) ; hi étant dense dans (hio, ( .  , 
O ' n  O 

(donc dans (Mn,.,.)), pour toute forme linéaire <.,.>-continue, e, il 

existe une suite (un) de ld telle que v E M <u,v > -+ e(u) ; on 
O R ' n 

r r 
a alors (pour p fixée) -6 ,un>du(w) + e(i(w)dp(w) (théorème de con- 

r ' R r 
vergence dominée) et / <dw,vn\du(w) = <u,vn> ; d'où e(u) = 1 e 0 6 d~l(u)- 

n J n W 

Tl 
étant un estimateur sans biais de la loi, le théorème de Fubini 

et la définition de l'intégrale de Pettis nous permettent alors d'écrire : 

??emcvrque : Si K est un noyau reproduisant B8B-mesurable, borné, non 

dégénéré (i.e : /K  du 8 u = O => u = O), et si l'on munit hl, de (.,. 
J ) K Y  

T l  : w + 6 est un estimateur sans biais d'ordre 1 de la loi. 
W 

Remmque : Tout produit scalaire sur M(B) ne se réintGgre pas ; 

nous allons donner un exemple de produit scalaire séparable sur 
Co, 11 ne 

se réintégrant pas,et où <dx,cSy> est continu et borné. 

ExempLe ( 5 . C . 7 ) . -  Si l'on note MD (resp. Md) l'ensemble des 

mesures di£ fuses (resp. discrètes) sur [O, 11 , on a M 
[O, i] = MD @ l'd 

(somme directe) [en effet, toute mesure sur [O, l] se décompose d'une façon 

1 

unique en la somme d'une mesure diffuse et d'une mesure discrète]. 

D'après le théorème d'existence (4.D.I) (que nous démontrerons par 

la suite) on peut exhiber un noyau reproduisant K borné, continu et non 

dégénéré (i.e : Kdu 8 u = O => p = 0) sur [0,1]. i 



Si l'on note h la projection parallèle à MD et si l'on pose 

<u, v> = (u,v)~ + (h(~),h(v))~ , . est non dégénéré et l'on a : 

O <6x,6y> = 2(6~,6y)~ = 2K(x,y) est continu et borné. 

@ . estséparable [eneffet, sil'onnote <u,v, 
O = (h(u) ,h(v)IK 

v est dense dans M . ,  . ; (Mo,<. , étant séparable, 
O 

(MG,<. , l'est ; et comme (Mn,(., .)K) est séparable, (hiQ,<. , .> )  l'est]. - 
@ . , . > ne se réintègre pas en effet, si 1 Uo 

est non nulle et dif- 

fuse on a : <po,uo> = ( \ , u ~ ) ~  # O et 

@ Mo n'est pas dense dans (MD,<. , .>) . [~n effet, si 
l-io 

est non nulle 

et diffuse et s'il existe une suite (vn) de M convergent vers 
Uo pour 

O 

<.,.>, o n a  v tendvers 
"O 

pour qui est moins fin que < . , . > .  n 

Ce qui nous conduit à : 

qui est impossible]. 

@ T I  : w + 6 n'est pas un estimateur sans biais de la loi [on peut 
W 

conclure directement à l'aide du théorème de réintégration. Mais on peut aussi 

le constater directement. Supposons qu'il soit sans biais ; on a alors pour 
O 

diffuse non nulle : <6~,j6~d~~(w)> = ( ~ X , D ~ ) ~ ,  et en utilisant la définition 

de l'intégrale de Pettis <6~,~6~du~!w)> = <6~,6~>du~(w) = 2 

= 2(~x,p,)~ est contradictoire, dès que ( 6 ~ , ~ ~ ) ,  # 0. 

Il n'existe donc pas d'estimateurs sans biais de la loi pour ce produit 

scalaire. 

Le théorème suivant caractérise les produits scalaires sur h i Q ,  où hl 
O 

est dense dans M,. (Ce théorème ne s'applique donc pas à l'exemple ( 5 . C . I ) ) .  



T h Q o k E m ~  d e  cafiac;t~ai.ilati.an (b .C.11 . -  ( R , B )  étant un espace mesu- 

rable ; si <.,.> est un pseudo-produit scalaire sur hl,, borné sur P 
O ' 

tel que hi est dense dans M, et K(x,y) = <6x,6y> est borné ; il 
O 

existe une application linéaire h unique de LK = {$(u) = K!.,x)dp(x),u t AlQI 

dans HK telle que <p,v> = (h($(u) ,h(@(v)) . 
i 

H~ 

Piieuve : u étant un élément de M,, il existe une suite (vn) 

de !'Ao convergent vers u dans , , )  ; et comme 

<V -V ,V -V > = (@(vn) - $(vp),$(vn) - $(.op)> , la suite ($(vn>) est une 
n P * P  H~ 

suite de Cauchy de HK ; il existe donc un élGinent f unique de HK tel 
U 

"K 
que (@(un) ----+ £1 ; si l'on pose h(+(u)) = f, h est linéaire de L~ 

112 dans HK, et comme v E hi,, / Ih($(v)) ( 1 = <v,v> , on a : 
H~ 

- 1 1 ( D  - I l -  RELATIONS ENTRE PRODUITS SCALAIRES ET TOPOLOGIE FAIBLE 

(R,d) étant un espace métrique, si l'on munit l'espace, Cb, des 

fonctions réelles continues bornées de la norme de la convergence uniforme ; 

Cb est un espace de Banach et M, est un sous-espace du dual topologique, 

Dé&i&on.- On appelle topologie (ou encore étroite) de A4 
52 

X 
(que l'on note F ) la trace (sur hf ) de la topologie affaiblie o(Cb,Cb). 

d R 

N o ; t ~ ~ % o ~ n  : nous écrirons indifféremment (wn -> P) 

ou (un 
Fd - ) pour dire que ' n 

tend faiblement vers u .  

fd r Remaique : on a (pn - p) <=> (t/ f E c (f du -+ 1 f du) 
b' J n J 

* Remanque : la trace sur M de la topologie forte de Cb n'esc 
R 



autre que la norme en variation totale. 

Eneffet v u  E M ~ ,  on a 

Maintenant comme il existe (*) A te1 que Ilul/var = I l A  - I A C  du 

et comme p est régulière (Q est métrique) on a : / 1 v /  I v a r  i 1 1 u 1 / C"h . 

Nous nous placerons désormais dans le cas où (R,d)  est séparable. 

r Théak&me de daible cvmpahaisvn (1.P.11.-  Soient (R,d) un espace 

métrique séparable et <.,.> un pseudo-produit scalaire sur hlfi. Si <dx,dy> 

est bornée, on peut énoncer : 

(1) pour que <.,.> soit moins fin que la topologie faible sur MA 
il faut et il suffit que <.,.> se réintégre et que <6x,6y> soit d@d-continu. 

(2) Si <., .> vérifie (l), il existe une suite (f . )  uniformément 
03 

1. 

I bornée de Cb, telle que <6x,6y> = 1 fi(x)fi(y) (la convergence étant simple 
i= 1 

I uniforme) . 

l (3) Si de plus <.,.> est non dégénéré, pour tout compact A de R 

1 (fi/A) est totale dans Ub(A) et . , . > a pour trace sur ML la topologie 

I faible. (Ub(A) étant l'ensemble des fonctions réelles, bornées et uniformément 

l continues sur A). 

7 1 ConcüLian n é c a a a h e .  

<.,.> étant moins fin sur MU que Fd ,  on n 

__3 ( xn X, yn ,,, y) => (<6xn,6yn> -+ <6x,6y>), et c6x,6y> est 

continu. p étant un élément de P,, il existe une suite (un) incluse dans 

P telle que - 
O (un n+m> '1 (théorème 6.3, p. 4 4  de [ 4 9 ] ) .  Si l'on pose 

K(x,y) = <dx,6y> on a alors : 

(*) voir Da, pape 99. 





Si (fi/A) n'est pas totale dans Cb(A), on peut exhiber g dans 

Cb(A) - Sp((fi)) (Sp((fi)) étant l'adhérence uniforme de Sp((fi)) enveloppe vec-  

>orielle de la suite (fi)) ; il existe alors (corol1;iire du théorème de 

Hahn-Banach) une forme linéaire continue, F, nulle sur S (fi) et non nulle 
P 

en g. Le théorème de Riesz nous permet d'affirmer qu'il existe E telle 
A 

,- 

que y f E C b ( A ) ,  F(f) = j f (~)du(~) ; alors si pour tout R de B(d) on 
A 

- - - - 
pose v ( B )  = u(A f l  B ) ,  ii t Mi? et l'on a ; # O et < u , p  = O qui est con- 

traire à <. , .>  non dégénéré. (fi/A) étant totale dans Cb(~) la topologie 

trace de <., .> sur PA est la topologie faible. 

Supposons maintenant (vn) U {ri} C MA ; (fi/A) étant totale dans 

Cb(A), il existe une combinaison linéaire h des f. telle que 
O 1 

1 1 1 1 lh0lA - l u  < - ; on a alors h /A z - A, [ho/A dun > - un(A) et 
2 

O 2 J 2 

<.  , .> 
( 1 1 un / 1 var) est bornée ; on a donc 

('n U) => (u,(A) + u(A)). 

=PI> ) <=> <. , .> 
Si ' = O ,  o n a  (lin ( 'n 

Si l'on se suppose placé dans les conditions de l'assertion (3) avec 

en plus R compact, on peut énoncer : 

. Fd et . , . > ont même topologie trace sur hi; 

. Fd est plus fine que , sur M, tout entier. En effet, 

si F Fd 
n ri, (un) U (u1 est compact pour Fd, donc borné pour Fd 

(prop. 3, p. 6, chap. III 5 2, no 3 de [II]), donc borné pour la topologie 

forte (prop. (l), p. 86, chap. IV, 4 3, no 3 de [II]), et de ce fait borné 

pour la norme de la variation totale. Ce qui nous permet de conclure puisque 



1 P .  8 fi converge uniformément). @ette remarque est vraie pour 12 non compact . 
1 i 

Q . R 6tant compact, on a Cb = 1\fs2 (théorème deRiesz) ; toute boule en 

variation / 1 i~ / / var < p est alors compact pour Fd (prop. 1, page 1 12 

chap. IV, 5 5, no 2 de [II]) puisque 1 1 1 1 = 1 1  Ilvar ; la topologie 
Cb 

de < . , . >  étant moins fine que Fd et séparée, lui est donc égale sur cette 

boule (qui est donc compacte pour <.,:). 

. Pi] étant fermé dans la boule I v I v a r  s 1 est aussi compact. 

+ . (MQ,c. , .>)  est complet. En effet, si (un) est de Cauchy dans 

+ 
(h l i l ,< .  , . > )  (un(P)) est bornée ; (LI,) est donc incluse dans une 

boule en variation qui est compact dans , )  ; ce qui nous permet 

de conclure . 

. Par contre dès que M, est de dimension intinie, , , )  n'est pas 

complet ; en effet, il l'est pour I I  I /  = / /  I l v a r  qui est 'stricte- 
P 

"b 
ment plus fine (remarque 2, p. 1 1 1, chap. IV, 5 5, no 1 de [l I] ) que Fd, 

donc que <. , .> .  

. La topologie de < . , . >  est en général strictement moins fine que Fd sur 

1 * hf, tout entier. ['Zn effet, Si = {O] II {- , n F N , n > 2 1  muni de ln 
n 

métrique de la valeiir absolue est compact ; la suite fil = 1 , g2 = 1 1 , . . .  
{ -. 1 

2 
gn = 1 , ,... est en vertu du théorème de Stone-Weierstrass totale dans 

{-1 
n 

m .  m .  
1 - 1 et si l'on pose 

Cb y 
K i  = T g i @  gi, 5 -  ) X E i  a g i '  ( . A K  

i=] i i=I 1 1 

et . vérifient les conditions de l'assertion (3) du théorème de 
K2 

faible comparaison et pourtant 
2 

pn = n (El - 6 
1 ) est une siiite de Cauchy 



de , , )  ) mais n'est pas une suite de Cauchy de ( h l Q , ( . ,  )].  
K2 1 

Remanque : (o,d) étant séparable, si K est continu et si 

K = 1 f. 8 f (la convergence étant uniforme), Fd est plus fine que (.,.)K 
1 i 
J. 

sur M tout entier. 
12 

Re.mut~que. : Le théorème de faible comparaison ne peut être amélioré ; 

(R,d) étant séparable et <., .> étant un produit scalaire (non dégénGr6) 

vérifiant l'assertion (1) du théorème de faible comparaison, la topologie 

trace de . sur M; peut être strictement moins fine que . I l  suffit Fd 

pour cela de prendre 12 = R, de choisir (~our tout i c N*) une suite f .  
1,j 

de fonctions continues, bornées par 1, nulles sur ] -m,-(i+l) [u] i+l ,+m[, 

telle que la suite des restrictions (fi / [ i , )  soit totale dans cb( [-i ,+il) 
.- u * 

et de poser K = 1 - ; f i  . , i , )  c N x N*) étant totale 
i l  2 j , J  

dans l'ensemble des fonctions continues à support compact, est non 

dégénéré et vérifie l'assertion (1) du théorème de faible comparaison ; et 

pourtant (6 ) est une suite tendant vers zéro pour ( . , . ) K  alors qu'elle ne 
n 

converge pas vers O pour la métrique de ~rokorod . 

RQmUhquQ : (R,d) étant séparable si <., .> à pour trace Fd sur 

. est non dégénéré dès que R s'écrit comme une réunion 

dénombrable de compact. 

r PXO~OA,&.~O~ ( 2 . 0 . 1 ) . -  (S2,d) étant séparable ; si K est un noyau 

reproduisant borne, B(d)@B(d)-mesurable et si HK est séparable, on peut 

1 exhiber une métrique , dl , ayant B(d) pour tribu borélienne, telle que Fd, 

soit plus fine que (.,.)K sur hl:. 

PRQUVQ : découle directement du lemme ( I . B . 1 )  et du théorème de -- 

faible comparaison. a 



Rcmctfique : Si K = 1 fi e f. la convergence étant uniforme en - 1 i 
(x,~), Fdl est plus fine que . , . sur A s  tout entier. 

Cotiu~~cthe - ( 3 . 0 . 1 ) . -  (i:,d) étant séparable ; si K est un noyai1 

reproduisant born6, R(d) @B(d) -niesurable et si HK est séparable, l'ensemble 

des combinaisons convexes de mesures de Dirac est dense dans (?'Q,(,,.)K). 

I 

Pti~uva : l'ensemble des combinaisons convexes de mesures de Dirac -- 

étant dense dans (PI,Fd,), la proposition ci-dessus nous permet de conclure.@ 

1- ThZofi2me d'exin;tence ( 4 . 0 . 1 ) . -  Si (Sl,d) est séparable, il existe 

un noyau reproduisant, K, non dégénéré (i.e. : K du 8 u = O =>  LI = O) tel I 
que la topologie trace de ( ,  sur h soit la topologie faible. 

(4 
P ~ Q U W Q  : Il existealors une métrique d' totalement bornée équivalente 

à d ; l'espace des applications réelles, bornées, d'-uniformément continues 

muni de la norme de convergence uniforme (relative à d') étant séparable, il 

existe une suite ( f . )  bornée par 1 et totale dans l'ensemble de ces appli- 
1 

m 
1 

cations ; si l'on pose K = - fi 8 fi, est moins fin sur i 
i=l 2 

que la topologie faible (théorème de faible comparaison). Maintenant si 

< . ,  . >  
p dans PQ, on a par linéarité et limite uniforme : 

lin n+m ' 

If dlin - -t f d ~ i  pour toute application f d'- iiniformément continue et 

bornée ; le théorème de Billingsley(n*) noTis permet alors de conclure pour ; 
+ 

on passe alors de i à hin comme dans le théorème de faible comparaison. 
62 

* 
Enfin, si ( u , ~ ) ~  = O, on a ( £.du = O, Y i  t N ) qui est étjuivalent à J 
( f du = O, vf d'-uniformément continue), d'où li = 0. J 

. Fd est alors plus fine que . , . sur Un tout entier. 

. K étant d @i d continu, si (x,) est dense dans ( d ) ,  (6x ) est 
n 

.................................... 
(**) Voir par exemple. 
(*> d' totalement bornée est identique à (P,d' ) précompact. 



totale dans ( .  , . ) K ) .  

~ ~ m w t q u ~  : (Q,d) étant séparable ; si il1 est un borélien de a 2  

- - 
tel que R = R (resp. 

1 
R 1  est compact , R, est convexe et O est de 

Hilbert), et si . est un produit scalaire sur Ai;; dont la topologie 

+ 
sur M; est Fd ; (p/C, ,u/CI> admet Fd pour trace sur 

Remcurqu~ : 

(R,d) étant séparable, A et B deux boréliens de ( , ,  < . , .  A 

et . deux produits scalaires sur MA et MB ; si pour tout u,v t !-! 
B (: , 

(R = A U B )  onpose 
1 

<I~,v> = <p/~,u/A> + <u/B,u/B' , on peut énoncer : 
A B 

(1) . est un produit scalaire sur M, . 
1 

(2) Si A n B = @ et si <.,.> (resp. < . , . > B )  est plus fin que A Fd 
+ 

sur M: (resp. Mi), il est de même pour . , . > sur i! . 
1 

(3) Si d(A,B) > O et si 
<.>.>A 

(resp. admet Fd pour trace 

+ + 
sur M: (resp. hlg) ; <.  , .' admet Fd pour trace sur 

R~matrqu~ : (R,d) étant séparable, localement compact et dénombrable 

à l'infini ; si (fi) est totale dans l'ensemble des fonctions continues à 
m 

support compact et si K = 1 + f i  Q fi est borné, ( ,  admet 
i= 1 

d 

pour trace sur 

( E  - 7) - CONSTRUCTION 
- 

Nous allons nous limiter à donner des produits scalaires sur hiR, 

n 
n, 1MA (où A C R (resp. A C R ) )  dont la topologie trace s u r  if' b[' 

R R' R 
n ' 

M: est égale à (resp. moins fine que) 
Fd. 



Théofième de c o n ? l ~ u d a n  ( l . E . I ) . -  étant un h~méomor~hisrne de R 

sur $(R) c 1-ag,aî[ (avec a < +a), si (a ) est une suite strictement 
to $ P (n) 

positive et si K(X,Y) = a (~(x) )~(")($(y) '("1 (resp : ~(x,y) = 
n=O p (n) 

- -p(n)4(x)e-p(n)Q(y)) P(n) est une suite croissante de N 

n=O 

* 
telle que (xP(~), n E N ), (resp : (e -P (n) x , n c NI)) soit totale dans 

TJb([-a$,a$]) (*)] est borné, le produit scalaire ( .  , .)K a pour topologie 

trace, sur M;, la topologie faible. 

P t r ~ u v ~  : Les deux démonstrations étant identiques, nous établirons 

uniquement celle relative au premier noyau. E étant muni de la métrique 

d(x,y) = 1 $(x)-$(~) 1 est précompact (puisque $ est une isométrie de (R,d) 

sur ($(R),[ 1)). Si l'on pose fp(n)(x) = X  P (n) ) est totale dans 

- (fp(n) 

u~($(R)), donc dans Ub($(~)) ; g étant d-uniformément continue, g O 9-' 

est uniformément continue sur $(R) ; il existe donc Xk' 

f p(nl)'''''f tels que I l g  O 4-1 - X h.f i p(ni)llu < E (dans .(R,d)) ; 
P (n,) 

Fd ($P(")) est donc totale dans Ub(R,d) ; Si (iin n_ + p) dans PR, 

on a par linéarité et limite uniforme (y f E ub(R,d), Ifdu, + 

d'où (t/ f r Cb(R), 1 f dun f du)  (théorème de Billingsley (+*))  ; 

le théorème de faible comparaison nous permet alors d'affirmer que Fd et 

+ 
(.,.)K ont même trace sur PR, et l'on passe de PR à hiR comme à la fin 

du théorème de faible comparaison. ( ,  est bien sûr non dégénéré. . 
Remahque : Si la convergence des séries (ci-dessus) est uniforme, 

la topologie faible est plus fine que . sur MR tout entier. En faisant 

varier $ et (an) dans le théorème ci-dessus on obtient les noyaux suivants : 

.................................... 
(*) on peut, par exemple, prendre (p(n) = n) ou (p(0) = O et p(n) = 2n+I, 

n e N) . Maintenant si l'on renplace x )  par "aip+#(x)" il suffit 
(en vertu du théorème de ~ Ü n t z  p. 22, de [ 4 5 ] )  de prendre pour (p(n)) une 
suite croissante telle que p(0) = O et L - ' diverge. 

n'O p(n) 

(**) voir 49 (par exemple). 



1 x n y n  
K ~ ( x , Y )  = 1 - -) (-1 = - 

1 
n i=o  2 l + l x l  1 1 - -  x Y 

1 
K3(x,y) = 1 7 X 

exp ( -n (--- )exp(-n = (1 - - 1 x - 1 exp(-  --- 
i = O  10 

>exp( -  2-) ) 
] + l x 1  ] + / Y I  1 O ] + l x /  I + ~ Y /  

X 
M (----1 (--- 

n x n y n  x Y 
Y )  

K5(x,y) = 1 + 1 - (-) (--) = 1 + e ] + / X I  I + / Y /  
i = l  n! I + / x ~  ( l + I x I ) ( l + / y / )  

Lorsque e s t  borné  dans  R, on p e u t  p r e n d r e  pour  noyau K(x,y) = e X Y , .  . . , 
( v o i r  kq, page 9 3 ) .  

- 1 x-y 2 

PhoponLtion ( 2 . E . 7 )  .- s i  l ' o n  pose  K(x,y) = e I Kdki @ 11 e s t  

un p r o d u i t  s c a l a i r e  s u r  MR dont  l a  t r a c e  s u r  MR e s t  moins f i n e  que 13 topo-  

l o g i e  f a i b l e ,  e t  d o n t  l a  t r a c e  s u r  MA e s t ,  pour  t o u t  compact A ,  l a  t o p o l o g i e  

f a i b l e .  ! 



P f ~ e u v ~  : p étant un élément de MR , si 

2 
(puisque e -1/2(x-y) = lexp(i~(x-~)) x exp(- - 1 2  u ) du [théorème 

2 
de réciprocité de ~ourier]) , d'où 

f étant la transformée de Fourier de ; f est donc identiquement 
1-i lJ 

nulle , et de ce fait p aussi.. 

R Q ~ U A ~ U C ?  : Ce que l'on vient de faire pour e 
- 1  12(x-~)~ 

s'étend 

immédiatement à e -(x-y) etc.. . 

L'intérêt de ce produit scalaire réside dans sa simplicité et dans 

le fait que toute mesure de Dirac a la même norme. 

Lemme d a  p n a d d  ( 3 . E . I ) . -  $ étant un homéomorphisme de R sur 

$(R) = ]a$,b$[ (avec max( la$\, lb$l) < + m ) ,  si (un) est une série 
m 

strictement positive et si K(x,y) = 1 cin(~(x))n(d(y))n (resp. 
n=O 

m 

K(~,Y) = une -n$(~)~-n$(~) ) est borné, (.,.)K63 m est un produit scalaire 
n=O 

sur M dont la topologie trace sur M+ est la topoiogie faible. 
Rm Rm 

- 
Pneuue : $ se prolonge de façon unique en une bijection $ de R 

sur [a$,b$], et si l'on munit R de la métrique d ( ~ , ~ )  = lJ(x) - Jf,y) 1 ,  



- 
IJ est une isométrie de R sur [a$,b$] et (E,d) est un complété de 

-8m n (~,d).(($ ) ,neN) est alors (théorème de Stone-Weierstrass) totale dans 

-m -8m Qm n 8m U~(R ,d ) ,  et de ce fait ( ($  ) ,n E N) est totale dans ub(Rm,d 1. 

On conclut alors comme dans le théorème de construction. 

sont des noyaux reproduisant sur R~ dont les produits scalaires a'ssociés 

(.,.) @In ont pour topologie trace sur M+ la topologie faible. 
Ki R ~ '  

+ n 
Remdc~que : Lorsque R = R (resp. R,R ) et lorsque l'on munit M, 

du produit de convolution usuel (i.e : LI * v = ( p  B v ) ~  où S : (x,y) + x+y) ; 

il existe (voir [31] page 82-86) des noyaux reproduisants K tels que : 

. (Mn, , 1 1 1 1,) est une algèbre préhilbertienne. 

. La trace de 1 1 / I K  sur M; est la topologie faible. 

(b Kg et c K vérifient en particulier cette propriété - [b et c 
4 

étant des constantes bien choisies]). 

x se prolonge alors naturellement à HK et (HK, *, 1 1 1 / ) est 
K 

alors une algèbre hilbertienne, on peut faire la même remarque pour Q = [O, 11 
A 

lorsque l'on munit Mn du produit de convolution LI * v = (u 8 v)~, où 

n(x,y) = x xy. 



Dédi&on.- (R,B) étant un espace mesurable et K un noyau re- 

produisant défini sur R, nous dirons que K est un noyau normal s'il existe 

une suite (f.) de v.a.r. bornées par 1 et une série (cii) convergente de 
1  

cc 

termes strictement positifs, telles que K(x,y) = 1 ai fi(x)fi(y). 
i= 1 

K étant un noyau reproduisant normal, il existe une infinité de 
CO 

séries (ai) et une infinité de suites (fi) telles que K = 1 a. f. 8 f - 
1 1  i= 1 

i '  

mais pour simplifier la rédaction, nous ne considérerons que la série (ai) et 
00 

la suite (fi) apparaissant dans l'écriture K = a. f . 63 f.. 
1 1  1  

i= 1 

Sous ces conditions K = 1 a.  f. 8 f .  étant un noyau normal et a > O 
1 1  1 i 

étant donné, nous désignerons par no(a) le plus petit entier tel que 

a 
2 

a 
2 

C a .  < - si les f. sont positives, ou tel que C a. < - 
1 1  1 

i=n (a)+l ' . 2 i=n (a)+l 
O O 

8 

si les fi ne sont pas toutes positives. 

Nous allons maintenant énoncer trois inégalités, dues à Hoeffding, 

qui nous seront indispensables dans le théorème suivant. Elles se trouvent 

page 15 et 16 de [39). 

Soient XI,X2, ..., Xn, n v.a.r indépendantes définies sur (Sl,a,T) 

S ayant des moments d'ordre (1) et ( 2 ) ,  S = XI + ... + Xn, m = E(-). 
n 

(1) Si O s X. 6 1 ,  pour i = 1 ,  n ,  on a pour O < a 1-m 
1  

1 I -m 1 1 1 
où g(m) = - LO~(-) pour O < m < - et g(m) = pour - i m < 1 

1 -2m m 2 2rn( l -m) 2 



(11) si ai S Xi S b.  i = l,...,), pour tout a > O, on a : 
1 

(III) Si les Xi ont même loi et si lxi 1 s b (i = 1,. . . ,n) on a : 

2 (var S) a = 
n 

CO 
Pour tout w  = (a,, ..., w ...) E il , on note w = '  f 

n' n 6wi, 
n i=l 

la mesure empirique au point W. 

Si K = 1 a. fi B fi est un noyau normal et si l'on désigne par 
1 

i= 1 

1 / 1 l K  la semi-norme associée au pseudo-produit scalaire K ~ I J  8 v, on 

peut énoncer : 
m 

16n0(a) 1 al 
B CO 

a) Sup u ( U  tu c n : IP: - z a}) 6 
L= 1 

UEP;., n3N 1 a2 . N  

8 m  rn 
L 

b, Sup ({wrfi : I I I J ~ - P / / ~ ~ ~ I )  s 2n (a) exp(- 
ma 

O m 
> 

U E  Pn 
- 4 

l= 1 



C) S i  de p l u s  K e s t  p o s i t i f  ( i . e .  K =  1 a .  f i  8 f i  avec f i  2 O )  on  a : 
' 1 i= 1 

d) S i  de p l u s  K e s t  p o s i t i f  e t  a .  = O pour  i > p ,  on a : 
1 

e) s i  K = f  8 f  avec O , £ $ 1 ,  pour  a < 1 ,  on p e u t  é c r i r e  : 

£ ) S i  K = f B f  e t s i  O < a < 1 -  £ d u ,  o n a :  I 

où b =  f du. I 

a) pour  t o u t  c , on a : 



00 a 
2 

{ w  c: R : S UP 1/f.duu - jf.du/2 1 < a, 1 qui est inclus dans 
i+:{ 1,. . . ,no(a) 1 J 1  

II 

2 la, 
L= 1 

Et comme : 

m 2 w 
a a 

2 
C C al < - si les fi sont positives) 

l=no (a) + 1 l=n (a)+l 
O 

2 

p étant un élément de P, ; il découle alors de (a) que : 

no(a) 
800 m @W w 

U ( u [UER : 1 lu: - ul l K  3 a]) 6 u ( V { w  : 1jfidu: -Ifidpl 1 
a 

n1N 
1 > 

1 i= 1 n>N 112 
(2 C a,) 

l= 1 

Si pour i c {1,..,nO(a) on pose 
Yi j = f i(Xj) - j f  idp (X étant la j-ème 

j 
projection de fiw sur i2) ; 

les 'ij 
sont - pour i fixé - indépendantes, 

8 w  centrées, de même loi, de p -variance inférieure à 1 et 

h Si N1 = 2 ,  o n a :  

a n 
{IL Y . .  > a w 

h+k h+k+l n j=l 1 J 
(2 E a,) 2 sns2 

L= 1 -iI 



On o b t i e n t  donc : 

Maintenant  s i  N I  e s t  quelconque,  il e x i s t e  h t e l  que  zh  s N 1 2 h+ l 
.1 

e t  l ' o n  a  a l o r s  : 

b)  En v e r t u  de  ( a ) ,  pour  t o u t  ii de  Pa, on p e u t  é c r i r e  : 

no ( a )  
m m 

uBw[{w n : - i i  a  s 1 .@[Il r . . l  2 - a 
i= 1 m j=l  1 J 112 

(2 1 a l )  
L= 1 

8 m  

J J J j 
(où Y i j = f i ( X . )  - / f i (X . )du  e t  X e s t  l a j - è m e p r o j e c t i o n ) .  C e q u i  

nous permet de  c o n c l u r e  e n  v e r t u  du f a i t  que - 1  s f i .  s 1 e t  de l ' i n é -  
J 

P l i t é  (11) de Hoeffding p r é c i t é e ) .  

.................................... 

( Y )  I n é g a l i t é  de  Kolmogorov u s u e l l e .  



c) Comme O < fi(X.) 1, on conclut de façon analogue à (b). 
J 

d) Il découle de l'inclusion ( a )  que : 

ce qui implique : 

et comme O $ fi(X.) s 1, l'inégalité (II) de Hoeffding (précitée) nous permet 
3 

de conclure. 

e) Pour tout p de P, l'inclusion (6) nous permet d'écrire : 

(où Y l j  = f(Xj) - If dp) et comme / f (xj) - j f  du1 i 1 ,  l'inégalité (III) 

de Hoeffding (précitée) nous permet de conclure. 

f) On conclut comme en (e) en remplaçant l'inégalité (III) par l'iné- 

galité (1). I 

Remahque : Dans la démonstration de l'assertion ( b ) ,  si l'on remplace 

l'inégalité (II) de Hoeffding par l'inégalité de "Cramer-Chernov", on 

obtient une inégalité équivalente au voisinage de O. 

Par contre ceci n'est plus vrai dans l'assertion ( c )  ; le résultat 

obtenu avec l'inégalité de Hoeffding étant nettement plus fin qu'avec Cramer- 

Chernov . 



CokoU&e [Z.F.l).- (n,d) étant séparable ; si HK est séparable 

et si K est B(d) 8 B(d) mesurable et borné, pour tout a > O et tout 

p a Pi> il existe une constante Cl(a,u) et une constante C2(a,u) telles 

que : 

@a m Cl (a,u) . u (tu E n : /lu:- u l I K <  a, Y n  z N]}) > I - 
1 

I Pteuve : Il existe alors prop. (2.D.I) une métrique d' telle que 

Fdl soit plus fine que (.,.)K sur Pn ; de même il existe (théorème 

l d'existence) un noyau reproduisant normal K' dont le produit scalaire 

I associé admet Fdl pour trace sur Pc2. LI et a étant donnés, il existe 

alors b > O tel que : 

lenthéorème de ~livenko-~antel1i"nous permet alors de conclure. 

CokoaRuhe ( 3 . F . Z ) . -  (0,d) étant compact, si <., .> est un produit 

scalaire sur M , dont la topologie trace sur Pa est moins fine que la topo- 

logie faible, pour tout a > O, il existe une constante C (a) et une cons- 
1 

tante C2(a) telles que : 

Pt~euve : ~ ' a ~ r è s  le théorème d'existence, il existe un noyau repro- 

duisant normal, K, dont la topologie trace (de . , . sur Pn est Fd ; 



la métrique associée à <.,.> est alors uniformément moins fine sur P, que 

celle associée à ( .  , . ) K  (puisque (PR,Fd) est compact). Le "théorème de 

~livenko-cantelli" nous permet alors de conclure. 

RQmahquQ : Le corollaire précédent s'étend immédiatement (en passant 

1 au complété) au cas où (R,d) est totalement borné (i.e. précompact) et boré- 

lien de son complété. 

(G  - 1 )  - CONTlNUlTE DES PROJECTIONS, SUR LIN SOUS-ESPACE f f  ILBERTTEN D E  ti1ESURES, 

EN FONCTION DES NOYAUX REmOvuIsANTs.  i 
l 

Dans les paragraphes ( D . I I ) ,  (E.II), (F.II), lors de la construction 

de certains estimateurs, nous serons souvent amenés à projeter des mesures de 

probabilité sur des sous-espaces vectoriels de dimension finie de M,, muni 

d'un produit scalaire de la forme KduBv ; le paragraphe (G - 1) rend d'une I 
certaine façon nos prochains résultats intrinsèques. En effet, si K I  

est un 

noyau reproduisant "proche" de K2,  l'estimateur construit à parti-r d'une 

projection orthogonale relative au produit scalaire Kldp 8 v sera proche 

de celui construit à partir d'une projection orthogonale relative au produit 

scalaire j K2duQv. 
2 + ( R , B )  étant un espace mesurable, on note K (Q , R  ) l'ensemble des 

O 

noyaux reproduisants K bornés, mesurables et non QgénérEs sur Q (i.e : 

(u,v)K = j ~ d ~ ~ u  est non dégénéré sur Mo 1 -  

, J ~ , . . , , V ~  étant des éléments linéairement indépendants de , pour 
"SI 

2 + 
tout v L M et tout K E KO(o , R  ) ,  on note pr 

K 
R (v) la projection 

E(P1,".,u k 

de v sur l'espace vectoriel E(u,,...,pk) engendrée par .--'uk (la 

projection étant prise suivant le produit scalaire j~du8v) . 



2 + 
d désignant la métrique de la convergence uniforme sur Ko(n ,R ) ; 
11 

sous ces hypothèses, on peut énoncer : 

r P ~ L O ~ U A ~ V M  ( 7  .G.7] .- S i  1 ( 1 ( est une norme sur l'espace vectoriel 

est continue pour tout v de hl,. 

2 + 
2) si H est une partie de K (R ,R ) telle que pour tout K appartenant à H 

O 

la matrice $ = (IKdpiBuj) vérifie det(%) > a > O ; l'application 

lipschitzienne pour tout v appartenant à 

3) si de plus Ml est une partie de M, bornée en variation totale, il existe 

une constante A de R+ telle que : 

est une suite de H telle que K (x,y) --" K(x,y) polir tout 
n n-+rn 

I couple (x,y) de il x R ,  o n a :  



PRPUVQ.- E(ul,. . . ,uk) étant de dimension finie, il est coniplet ; 

la projection orthogonale pr 
K 

est donc définie. Toutes les normes 
E(ul,. . . ,uk) 

sur E(u l,. . . , uk) étant équivalentes, nous prendrons pour norme 1 1 1 / , la 

k 
norme 1 1 1 aiuil 1 = sup( lail ,i E { 1,. . .,ICI). 

i= 1 

En vertu de la prop. 3, page 346 de [2]  nous avons : 

(B..) étant la matrice inverse de la matrice M = ( (plus explicitement 
1 J  

(-1li+'det(~. .) 
- Eij - J I  , Mji étant la matrice déduite de M en supprimant 

det M 

la j-ème ligne et la i-ème colonnne). 

La démonstration des assertions 1 ,  2, 3 et 4 est alors triviale. 

. Nous nous servirons souvent de l'expression de la projection d'une 
mesure sur un espace vectoriel de dimension finie dont l'expression apparaît 

dans la démonstration ci-dessus. 

Remarryue : Lorsque l'espace vectoriel E sur lequel on est amené 

à projeter n'est pas de dimension finie, on ne peut énoncer une proposition 

du type ci-dessus. En effet, l'espace E peut être complet pour le produit 

scalaire KduBv et ne pas l'être pour le produit scalaire K'duBv, K' i I 
étant pourtant aussi proche que l'on veut de K. 



DEUXIÈME PARTIE 

ESTIMATIONS PAR PROJECTIONS 



1 ( A  - I I )  - C O N D I T I O N  ( T O W L O G I ~ U E )  N E C E S S A I R E  POUR Q U ' U N  ( 
1 PARAMLTRESOITUNIFORMEMENTESTIMABLEENPROBABILITE.  

De nombreuses conditions nécessaires (resp. nécessaires et suffisantes) 

d'existence d'estimateurs convergents ont dejà été établies (voir [4] , 1131 , 
[28], [44] , l 4 1  bis], [40 bis]) ; mais généralement ces conditions sont pratiquement 

invérifiables puisque portant sur des topologies ou structures uniformes définies 

sur des espaces produits infinis. 

L'intérêt de ce paragraphe vient de ce que la condition nécessaire 

exhibée s'avère élémentaire (puisqu'elle porte sur la continuité du paramètre 

relativement à la topologie faible associée à une métrique séparable), et de 

la simplicité de la démonstration. 

D é ~ i n i L L u ~  ( I . A . l I . ) . -  Soit $ une application de P ,  dans un 

espace métrique (0 , d e  ) . On dit que $ est estimahl r uniformément en 

probabilité s'il existe un estimateur (T,) tel que : 

4000 
E ) O , Sup P (dO(Tn, $ ( P ) )  z E) ---r O . 

PEP n- 

On dit alors que (Tn) converge uniformément en probabilité 

vers 4 .  

r Ptupc.,.si/tXun ( I . A . I Z . ) . -  Soit ( Q , d )  un espace métrique séparable --- 

I et soit + uiie application de P I  dans uii espace métrique séparahl e ( 0 , d o  ) . 

I Alors si (Tn) est un estimateur convergent uniformément en probabi1it6 

I vers + et si (1,) est régulier (i.e. s'il existe une métrique c l '  sur ii 

telle que : 

. vil E N* 
1 8n , Tn est d -continue). 

L'application est continue de ( P I ,  Fd,) dans (0 , <IO ) .  



Pheuue : (O, d o )  étant séparable, il existe une métrique 

dh topologiquement équivalente à telle que d' ( do 
O 

et (c  , d'- ) O 
est précompact. Comme (Tn) converge uniformément en probabilité vers 4 

dans ( O ,  do), il converge aussi uniformément en probabilité vers $I dans 

X ( 0  , dg ) . ( , db ) étant précompact, il existe une suite (fi, i c N )  

de fonctions réelles d' -uniformément continues et bornées par 1 ,  telle 

Y 
que la topologie engendrée par la suite (fi, i 5 N ) soit celle de d' 

@ 
donc aussi celle de 

Il  nous reste à montrer que si Fd ' 
v - v O. a +(v,) -+ 4 (v) . 

Fd' 
L- 

an Fd'Bn 
Or v - u )  entraîne (VJ - v Bn ) ; ce qui implique : 

1 +CO J- 

* 
Maintenant pour tout n E N , on peut écrire : 

]fi O T n dvanl + /Ifi O T* dvBn - f i  O +(VII (II) 

f .  étant d e  -uniformément continue et bornée par I , on a : 
1 

. 'd(n,p) r N * X  P ,  , Ifi o T - fi O + ( P I /  s 2 
n 

E E . 3 N i  : n z N .  => Sup pe{lfi O T - fi O +(P)/ z -1 < - . 
1 n 

PE Po 2 4 

Pour n 2 N. , on a alors : 
1 



* 
Ce qui en vertu de (1) et (II) implique (y i E N , 

fi O $ ( v L )  e,_ fi O $ ( v ) )  et nous permet de conclure. 

Lemme ( 2  . A .  I I .  ) . - Soient (D,d) et ( 0  ,dO deux espaces métriques 

1 séparables. 

$: 
Si pour tout n E N , T est un estimateur d'ordre n de la forme : n 

Tn(wl, ..., w )  = S ( W. n p(n)(h(i,n)(wil)'.''yh(p(n),n) 1 p (n) ) > ,  où p(n> 

est un entier, S 
p (n)  

une application continue de ( Q P (n) , dBp (") ) dans 

( 0  h( I ,n) P.. ~ ~ ( ~ ( n )  ,n) 
p(n) applications mesurables de (R,B(d)) 

( 0  .do ) étant séparable, il existe d'après la démonstration précé- 

4f 
dente une suite (fi,i E N ) de fonctions réelles do -continues et bornées 

par 1 qui engendre la topologie de ( 0  , d ~  ) . U ,{h ( 1  ,*) (~(4 ,n> 1 
nsN 

étant dénombrable, on peut l'écrire sous la forme d'une suite 

4f 
D étant séparable et (fi O gp, (i,p) E N x N*) étant dénombrable, il existe 

une métrique d' (voir démonstration du lemme (I.B.I.)) sur D plus fine 

que d telle que : 

. B(dl) = B(d) 

. t((i,p) E N *  x N*, f. O g est d'-continue. 
1 P 

* 
Les fonctions h m e (1, ...,p( n)), n c N sont donc continues 

(m,d ' 
de (D,d) dans ( O ,do ) et de ce fait T est continu de (~~,d''~) dans 

n 





@ à Z'estimation de %a densi té .  

Remarquons tout d'abord que l'on a : 

. (x --- -t x, x # x) => (ôxn -> 6x) alors que 
n n-fm n n+m 

1 . (P = N O ,  - ,  P = 6 ) ==> 
('n 

==> P) alors que ( ( P  - 
n O n --+ o.  P I  'var n.+m 

n 

D'où en général si la dimension de l'enveloppe vectoriel, E(Pl), 

de Pl  est infinie la topologie trace de la norme en variation sur P, est 

strictement plus fine que la topologie faible. 

D'où si Pl est un ensemble de mesures de probabilité absolument 

continues par rapport à une mesure O-finie (resp. finie) , si la dimension 

de E(u ) est infinie et si l'on munit l'ensemble des densités (par rapport S L )  
1 

1 2 1 2 appartenant à L ou L muni de la norme de L ou de L , il nVexiste 
11 U Ii !J 

pas d'estimateur régulier de la densité convergent uniformément en probabilité. 

En particulier, les estimateurs usuels de la densité ne converge pas uniformé- 

ment en probabilité. 

- 1  
L 

En effet, si f u ,  
n f, on a sup 11 fn dii - 1 f d u \  -+ 0 .  

AsB(d) A A 
n- 

Par contre dès que la dimension de l'enveloppe vectoriel, E(P~), 

de Pl est finie, nous montrons dans le théorème (I.E.11) qu'il en existe 

de très simples et qui sont de plus sans biais. 



( 8  - 7 1 )  - CONVlTION (TOPOLOGTQUE) NECESSAIRE POUR QU'UN PARAMETRE 

SOIT ESTlMA8l.E SANS BIAIS .  

Le célèbre "Théorème de Bickel-~ehrnann" donne une condition nécessaire 

quant à l'existence d'un estimateur sans biais ; mais bien souvent cette condi- 

tion nécessaire est hérifiée alors qu'il n'existe pas d'estimateur sans biais. 

La condition topologique nécessaire que nous exhibons est un complé- 

ment (indépendant) du "théorème de Bickel-Lehmann" elle se révèle d'expression 

très simple et se montre souvent plus sélective que ce théorème. 

D é ~ i W v n  ( 1  .B. 17 .  ) .- Lorsque O est un e .v. t. 1 .c. S. muni de sa 

tribu borélienne, on dit que 
Tn est un estimateur faiblement sans biais d'ordre 

n de , si pour tout u E P l ,  on a : 

1 )  Tn est uQn-intégrable Pettis ( r )  

Lorsqu'il existe un tel estimateur Tn, on dit que 4 est faiblement 

estimable sans biais d'ordre n ; si, de plus, n = 1, on dit que + est 

de degré (1) et il est alors estimable sans biais de tout ordre. 

Dé@%&bn ( 2 . 8 . 1 1 .  ) . - Lorsque de plus est un espace de Banach 

séparable, on dit que T est un estimateur fortement sans biais d'ordre n 
n 

de +, si pour tout u E P I ,  on a : 

8n 
1 )  Tn est u -intégrable Bochner (**) 

........................... 

(*) voir 1121 page 21 (par exemple), ou encore 1371 page 77 

(**) voir 12 page 22 [37] pages 78-80 ou [25] ou encore [9]  . 



P i ~ a p v a ~ v n  (7.8.11.).- Soient (R,d) un espace métrique séparable 

Pl un sous-espace de Pn et 4 une application de PI dans un e.v.t.1.c.s. 0 

Si Tn est un estimateur faiblement borné, faiblement sans biais 

d'ordre n de et si T est faiblement régulier (i.e : s'il existe une n 

métrique d' sur R telle que B(d') = B(d) et telle que Tn soit dlQn- 

1 faiblement continue). 

est faiblement continue de (P ,F ,) dans 0 . 1 d 

étant dlQn-continue et bornée, on a : 

8n 8n 
(le 0 Tn dul a$- je O Tn du ) qui est équivalent à 

r Lemme (2.8.11) .- Soient (R,d) un espace métrique séparable et 8 

un e.v.t.1.c.s. b-séparable. Si Tn est un estimateur (d'ordre n) borné 

et de la forme : 

T~(w~,. . . ,W ) = s (hl(wi ),...,hp(n)(wi ) ) ,  où p(n) est un n P (n) 1 p(n) 

entier, S une application continue de QP(~) dans 0 , hl, .. . ,h 
p (n) P (n) 

1 p(n) applications mesurables de (Q,B(d)) dans 0 il 3 -,ip(n) sont fixés 

{wi ,...,W. } C {wI, ..., w 1 ; Tn est faiblement régulier. 
1 1 n 

p (n) 

Ptleuve : 
Y 

Soient (ei,i E N ) une base de la topologie affaiblie sur les 
......................... 

* (*) 8 est un e.v.t.1.c.s. b-séparable s'il existe une suite (ei,i E N )  

de e x  qui engendre la topologie affaiblie sur les bornés de 9 . 
Y 

(ei,i E N ) est alors appelé base de la topologie affaiblie sur les 

bornés de 0 . 



P (n) * 
bornés de . L'ensemble U { e. O hn i c. N 1 étant dénombrable, il 

1 j=i j' 

existe une métrique d' sur R plus fine que d telle que : 

. B(d') = B(d) 

* . ( i , )  E N  x C l ,  ..., p(n)) e o h n  est dl-continu0 
i j 

T est alors continu de (Qn,d'@") dans O muni de la topologie 
n 

Y 
associée à la suite (ei,i E N ) .  T étant borné il est alors faiblement 

n 
8n 

continu de (Rn,d ' ) dans . 

r Ptropod~on (3.8.11.).- Soient (R,d) un espace métrique séparable 

1 et 0 un espace de Hilbert séparable. Si Tn est un estimateur faiblement 

sans biais d'ordre n de vérifiant les conditions du lemme (2.B.11) ci- 

dessus, il existe une métrique dl' telle que : 

. B(d) = B(d") 

. 4 est continue lorsque l'on munit Pl de la topologie Fd,, 

Ptreuve : 

D'après le lemme (2.B.II), Tn est alors régulier ; ce qui en 

vertu de la prop. (l.B.11) nous permet d'affirmer que est faiblement con- 

tinue de (Pi ,Fd ) dans E . étant alors un espace métrique séparable 

il existe une suite (fi) de fonctions réelles, continues, bornées par 1, 

telle que la topologie engendrée par la suite (fi) soit celle de muni 

de son produit scalaire. 

p (n) * 
CJ (fi O h i E N ) étant dénombrable, il existe une métrique dl' 
j=i j ' 

plus fine que d' telle que : 

. B(d") = B(df) 

X . v(i,j) E N  x i 1  ,..., p(n)}, f i o h  est d''-continue. 
j 



Alors Yi E N*, T est dt'8n-continue ; autrement dit, 
n 

T est d"8n-continu et borné, et 4 est faiblement continue de ( P I  ,Fdll) 
n r 

dans . Il nous reste à montrer que V) dans ( P I  ,Fdll)9 

fdll 

entraîne 1 l$(v,)l 1 ---+ 1 I+(v) I l e  or <ve -----t v) entraîne 
a$- 

Fdl@nadu@n 
8n 8n 8n 8n 

(ye 8 v, + v 8 v  ) ,  d'où: 

et comme pour tout u de P l ,  
n O '  

on peut écrire I I ITndvpl 16 --+ 1 / j~~dv'"~ 1 , qui est équivalent 
e- 

Application à L'e~Xirndon AUVIA b u  d e  la d e m i t é  (4.8.77) .- 
M .  Rosenblatt en 1956 dans 1511 a été un des premiers à étudier l'es- 

timation de la densité, Bickel-Lehmann lui ont succédé en 1969 dans C5], 

enfin D. Bosq en 1977 dans 1151 (p. 1 5 )  a établi un résultat beaucoup plus 

précis ; en travaillant dans L~ avec des densités bornées et en supposant 
Fi 

P I  convexe, il a montré qu'une condition nécessaire et suffisante pour que 

la densité soit estimable sans biais, est que l'ensemble des densités associées 

à P I  soit inclus dans un espace vectoriel de dimension finie. 

Avec des hypothèses différentes, nous retrouvons très simplement ce 

résultat à partir des prop. (3 .B. II) et ( 1  .B. II) . 

a) On considère un espace métrique séparable (R,d), une mesure u 

sur (R,8(d)) et P l  un ensemble de mesures de probabilité absolument continue 

1 
par rapport à , dont les densités (par rapport à v )  appartiennent à L L 

2 
U ii 



1 2 
On munit L n L2 de la norme de L U. 

Fi Fi 

Alors si la dimension de l'enveloppe linéaire, E(P~), de PI est 

~ infinie, il n'existe en général pas d'estimateur borné sans biais d'ordre n 

de la densité. 

P~LQUVQ : 

Si PI est convexe et s'il existe un estimateur borné sans biais 

d'ordre n de la densité ; la densité étant linéaire sur PI, il existe 

d'après la démonstration du théorème de Bickel-Lehmann un estimateur 
Tl 

borné 

sans biais d'ordre 1 de la densité. Comme 
TI est (Lemme (2.B.11)) faiblement 

régulier, il existe (prop. (3,B.II)) une métrique d' telle que : 

2 . l'application (Pl ,Fdl) + L , 1 1 1 1 2)  est faiblement continue. 

d v 
V "  - .  

d U 

L~ 
Ce qui est impossible puisque Fi 

(fn Grn + £3 P-> 

(sup / fndu - j f dpl O) et que la dimension de E ( P , )  étant infinie 
~cB(d) 'A A 

la norme en variation totale est en général sur Pl strictement plus fine que 

la topologie faible. 

?k 
Par cQntre lorsque la dimension de E(P ) est finie, pour toqt n E N 

1 

nous construisons dans le théorème (I.E.11) d'une façon très simple un estima- 

teur d'ordre n de la densité ; estimateur qui de plus converge uniformément 

presque surement avec une "vitesse en !- ". 
N 

d 
----i 

t- d 
Remakpue:Si (xn njm X )  avec x n # x ,  o n a  (s~, --+ Lyx), 

alors que 6xn(lx}) --f--+ 6x({x)) ; de même si 1 
( un = N ( O , - ) ,  p =  6 )  on a 

O n 
- 

(un ----' u ) alors que 
n+m 

"((lO.im[) -tir 6 O (]O,+-[) ; autrement dit, 



bien souvent lorsque l'espace vectoriel engendré par Pl est de dimension in- 

finie, la topologie affaiblie de la norme en variation totale est strictement 

plus fine que la topologie faible, sur Pl 

b) On considère un espace métrique séparable (R,d), une mesure p 

* 
a-finie sur (R,B(d)) et PI un ensemble de mesures de probabilité absolu- 

ment continues par rapport à . Alors si l'on munit 1 
Lu de sa norme usuelle . 

et si la dimension de l'enveloppe linéaire, E(P~)), de PI est infinie, il 

n'existe en général pas d'estimateur borné sans biais de la densité. 

P ~ ~ U V Q  : 

Identique à la précédente en utilisant la remarque ci-dessus et en 

remplaçant la prop. (3.B.11) par la prop. (I.B.11). 

c) En utilisant le lemme de Scheffé, on peut énoncer une assertion 

analogue à b) en remplaçant la norme de 
1 

Lp 
par la topologie de la conver- 

gence simple. 



t 

(C - Il) - CONVITIONS NECESSAIRES ET SUFFISANTES POUR QU'UN 

PARAMETRE SOIT ESTIMABLE SANS BIAIS. 1 

Ptropoh~on (I.C.Il.).- soient (R,d) un espace métrique séparable, 

I Pl un sous-espace de mesures de probabilité contenant l'ensemble des combinai- 

I sons convexes de mesures de Dirac (i .e : PI de type F) , 8 un e.v. t .l .c .S. 

b-séparable et 4 une application bornée de PI dans 8 . 

@ Pour qu'il existe un estimateur T sans biais d'ordre n de n 
1 

n 
4 de la forme Tn(wl,. . . ,wn) = - h. (W.) (où h. est pour tout i une 

1 1  1 
n i=l 

v.a. bornée) il faut et il suffit que transforme linéairement les combi- 

naisons convexes de PI et qu'il existe une métrique d' telle que : 

. B(dl) = B(d) 

. 4 est faiblement continue lorsque l'on munit P l  de Fdl. 

Maintenant si transforme linéairement les combinaisons convexes 

de PI, on peut énoncer : 

@ Pour que soit estimable sans biais il faut et il suff it 

qu'il existe une métrique d' telle que : 

. B(dl) = B(d) 

. 4 est faiblement continue lorsque l'on munit PI de Fd, 
- 

7 )  Con&on nEcua&e : 

La linéarité de 4 sur Pl découle de la linéarité de l'espérance 

et du théorème de Fubini. L'existence de la métrique d' est une conséquence 

de la proposition (I.B.11) et du lemme (2.B.11). 



C o n w o n  nuddi.hante. : Si l'on pose T,(w) = $(Su), Tl est faible- 

ment continu et borné. De plus, pour toute combinaison convexe v = 
O 

a Sx 
i= 1 j j 

de mesures de Dirac, on a : Tl (w)dvo(w) = 
J O i= 1 i= 1 

Si l'on note Fdl la topologie faible associée à d', pour tout v E PI, * 

il existe une suite (vk) de combinaisons convexes de mesures de Dirac telle 

Fd' 
que (ve - v). Pour tout e E O*, on a alors : 

Dfoù Tldv = Q(v). Ce qui en vertu de la linéarité de l'espérance J 
1 n 

Bn et du théorème de Fubini entraîne (y v c Pl, - 1 Tl (wi)dv (ui,. . . ,un) = @(VI. 
R~ n i=i 

2 )  Con&on nécensahe : 

Si Tn est un estimateur sans biais d'ordre n de Q, ' le symétrisé 

T* de Tn est encore un estimateur sans biais d'ordre n de Q sur PI, n 

donc sur l'enveloppe convexe <Il> des mesures de Dirac. <Il> étant convexe 

et Q linéaire sur <il> le théorème de Bickel-Lehmann (appliqué à e O 4 

I et e O T e r 0 *) nous permet d'affirmer que Tl (w) = $(Su) est le seul 
n ' 

1 
estimateur sans biais d'ordre 1 de @ sur . -- y ~ ] ( w ~ )  est alors un 

n i=I 

I un estimateur symétrique sans biais d'ordre n de Q sur <il>. <il> étant 

l * 
r de type F, le théorème d'~a1mos (appliqué à e O Q et e o T pour tout 

n 

La condition nécessaire découle alors de celle de a 



Condi;tion ~ua&dan;te : La démonstration est identique à celle de la 

condition suffisante de a m. 

1 
n . - 1 +(6wi) est le seul estimateur symétrique, sans biais d'ordre 

n i=l 

. 
n de + (Pl étant de type F, il découle du théorème de Halmos que pour tout 

n 
e E O *, e(l +(Soi) est le seul estimateur symétrique sans biais d'ordre 

n i=l 

I n de e O +. Ce qui nous permet de conclure en vertu de la définition de l'in- 
tégrale de Pettis et du fait que @ *  sépare les points de O ) .  

1 PI étant de type F, - +(Soi) est faiblement optimal parmi 
n i=l 

n 
les estirnateurs sans biais d'ordre n de + ( e  : e E O*, e(-! 1 +(6wi)) 

n i=l 

est optimal - au sens usuel - dans la classe des estimateurs sans biais 

d'ordre n de e O' 4).  

1 
n 

Si de plus est un espace de Banach séparable, - 1 +(6w. ) 
1 n i=l 

est un estimateur fortement sans biais d'ordre n de , de plus, il est 

1 optimal dans la classe des estimateurs fortement sans biais d'ordre n de +. 

1 " 
- 1 +(6wi)) est en vertu du théorème de "Glivenko-Cantelli" un 
n i=l 

1 
estimateur convergent faiblement P.S. vers @ avec une "vitesse" en - (i.e. : 

1 n N 
e E 0 , e -  $(&coi)) est un estimateur convergent P.S. (avec une vitesse 

1 n i=l 
en - vers e o 6). 

N 

Si, de plus 0 est un espace de Banach séparable, il découle de 

1 
n 

la loi forte des grands nombres dans un espace de Banach que - 1 (Sui) est 
n i=l 



un estimateur convergent P.S. vers @. 

Si, de plus @ est un espace de Hilbert séparable, on peut, en 

vertu de la prop. (3.B.II), remplacer dans la proposition ci-dessus "@ est 

faiblement continue" par "I$ est continue". 

L'optimalité des estimateurs ci-dessus est encore vrai pour une 

relation d'ordre plus fine que l'usuelle (voir [34]) pages 123-1 30). 

R~rnmque : 11 suffit de regarder la démonstration précédente pour 

pouvoir énoncer la proposition suivante : 

r P&opad&an (2.C.71.).- Pour que l'estimateur borné Tn soit sans 

I biais d'ordre n pour @, sur PI, il suffit qu'il existe une métrique d' 

1 sur Q telle que : 

B(dl) = B(d) 

@ est faiblement continue lorsque l'on munit PI de Fd, 

T est faiblement 
n 

d '8n-continue 

T est sans biais d'ordre n pour sur un sous-ensemble 
n P2 

dense dans PI muni de Fd' 

De plus, la condition ci-dessus est en vertu de la prop. (I.B.11) 

nécessaire dès que T est "régulier". 
n 

En particulier, lorsque R = R est muni de sa tribu borélienne 

et Pl est de type C (i.e : contient l'ensemble des mesures de probabilité 

qui ont une densité uniforme par morceaux sur une réunion finie d'intervalles 

disjoints deux à deux) la proposition ci-dessus nous permet d'énoncer : 



Une cnndition nécessaire et suffieante pQur que l'estimateur 
Tn 

continu et borne soit sans biais d'ordre n pour 4 sur PI  est que : 

(lJ cp soit coqtinue lorsque l'on munit P de la tagol~gie faible. 
1 

@ Pour tout u admettant une clensite uniforme par morceaux 

on air : j~~ duen = +(u). 



(V - 11) - ESTIMATION DE LA LU1 ET APPLlCATZONS L 
Ptrupob&on (7.0.11.).- Soient (R,d) un espace métrique séparable, 

PI un sous-espace de type F et T une topologie sur M, faisant de M, 

I un e.v.t.1.c.s. où Pl est borné. 

l Alors pour que la loi soit estimable sans biais, il suffit qu'il 

/ existe une métrique d' sur L? telle que : 

. B(dl) = B(d) 

. Fd est plus fine sur PI que la topologie affaiblie de (M,,T) . 

L Si de plus M, est b-séparable cette condition est nécessaire et suffisante. 

Pheuve : L'application 4 : Pl - M, étant linéaire sur P l ,  

F i - ! J  

nous somqes dans les conditions de 1 'assertion (2) de la prop. ( 1  .c. II) . 

Remmque : Comme à la suite de la prop. (l.C.II), on peut énoncer : 

* 1 n 
pour tout n E N , Tn(uI,. . . ,W ) = - 1 6wi est le seul estimateur symétrique 

n n i=l 

sans biais d'ordre n de la loi, il est faiblement optimal, (T,) converge 

1 
faiblement P.S. (avec une vitesse en - vers la loi ... 

N 

Remmque : 11 suffit de regarder l'exemple (5.C.I) pour s'apercevoir 

qu'il existe des topologies (associées à des produits scalaires) d'aspect 

sympathique pour lesquelles il n'existe pas d'estimateur sans biais de la loi. 

Le théorème de réintégration (4.C.I) nous permet d'énoncer le 

théorème suivant : 



ThEvt~Eme du barn biain de la lai ( 2 .V . I l .  ) . - 
Soit (a,%) un espace mesurable. Si K est un noyau reproduisant 

borné (sur O), BB-mesurabte, non dégénéré (i.e : (K du Bu est non dégénéré), 
J 

et si l'on munit M, de . on peut énoncer : 

1 
n 

@ - 1 6ui est un estimateur sans biais d'ordre n de la loi. 
n i=l 

@ Si 4 est une application linéaire continue de (AdQ, 1 1 1 1 K) 
1 

n 
dans un e.v.t.1.c.s. O , - 4(6ui) est un estimateur 

n i=l 
sans biais de 4 .  

Ptreuve : découle directement du théorème de réintégration (4.C.I.) 

Ces estimateurs sont bien sûr faiblement optimaux, convergents 

P.S. et... 

Dans toute la suite de ce paragraphe et dans le paragraphe suivant 

(sauf mention contraire), nous nous supposerons placés. sous les conditions 

suivantes : 

. (fi,d) est un espace métrique séparable, PI un sous-espace de 
m 

K un noyau reproduisant normal non dégénéré (i .e : K = a. I f 1 .@f i' où 
i= l 

+ 
a. E l,, 

'i 
est mesurable et bornée par 1 et (V,V)~ = jKdiiB v est non 

1 

dégénéré sur M a )  

K . prA désigne la projection orthogonale - associée au produit 
scalaire . - de M, sur le sous-espace convexe complet A de M,. 

. ( )  est une suite dense (ou dont l'ensemble des combinaisons 

convexes est dense) dans (Pl , ( . , . . 



. <pl, ... ,un> et E h I  , - .  -,II~) désignent respectivement l'en- 
veloppe convexe et vectoriel de {ril, ...,p n}. 

j 
K 1 n 

l (a) 
- 1 6 ~ ~ ) )  est un estimateur convergent presque sûrement 

<Pl, ...,1-i n > ni=] 

1 

i vers la loi sur Pl (qui de plus est strict lorsque Pl est convexe). 

K 1 
n 

(b) (pr - 1 &ai)) est un estimateur asymptotiquement sans biais 
E(ul, ..., II ) n i=l n 

K 1 n 
(i.e. : Y p E PI, (- 1 6wi) du Qn , . . . ,un II) 

n 

I convergent presque sûrement vers la loi. 

Si, de plus, PI est inclus dans l'enveloppe convexe de la suite (un), 

on peut énoncer : 

K 1 K 1 n n 
( c )  (pr - 1 6wi)), resp. (pr - 6wi)) est un 

<pl, ..., > n i=l " n E(u1, ..., u ) n i=l 
n 

estimateur de la loi séquentiellement plus rapide que la loi empirique 

(d) pour toute application linéaire 4 : E( (II, : n s N) ) + ( 6 , 1 1 1 1 ) , 

K 1 n 
( $  0 Pr - 1 6 ~ ~ ) )  est un estimateur séquentiellement sans 

E(pl, ..., un) n i=I 

I biais de e : u s P 1 , 3 ~ 1 i  : n 5 ~ ~  == > 
I 



Pheuve : 

a) les projections étant contractantes, pour tout u L PI, on a : 

ce qui nous permet de conclure en vertu du "théorèwe de Glivenko-Cantelli". 

K 1 n 
b) On qontre comme en (a) que (pr - 6wi)) est un 

E(u1,. . . ,un) n i=l 

estimateur convergent P.S. vers la loi. 

K 
Maintenant pr étant linéaire et continue, le 

E(ul p *,un) 

théorsme (2.D.11) nous permet d'affirmer que : 

ce qui nous permet de conclure, puisque pour fout u de P I ,  on a, dans ces 

conditions : 

* 
c) Comme Pl c <(un,n E N ) >  = u y < D l ,  -..,vn> ; pQur tout 

n~ N 

u e P  
K = u (resp. pr 

K 
1 ' u = ) à partir 

n E(u], ..., un) 

d'un certain rang. La démonstration de cette assertion est alors terminée en 

vertu de (1) . 



d) 4 étant linéaire, la restriction de 4 à E(pl, ...,un) 

est continue ; 
K 

4 0 Pr est donc une application linéaire 
E(ul, ..,un) 

* 
continue ; le théorème (2 .D.II) nous permet alors d'affirmer que b' n E N , 

et comme à ~artir d'un certain rang (dépendant de ) on a pr K 
(LJ) = iJ, 

Ehl,. ,un) 

la démonstration est terminée. 

Remmque : Sous ces conditions, on peut énoncer : 

. Si (pn) est une suite de mesures absolument continues par rapport 

d .J 
à v, si Pl C <(un)>, si l'on pose $(v) = - et si l'on munit l'espace 

d P 

K 1 
n 

des densités d'une norme quelconque, (4 O pr - 1 Sui)) est un 
E(vl, ..., u ) n i=l n 

estimateur séquentiellement sans biais de la densité. 

On suppose maintenant Pl convexe. 

. Si 4 est continue de (PI, 1 1 1 1 dans l'espace topologique (3 , 

K 1 
n 

> (- 6wi)) est un estimateur convergent P.S. vers 4. 

. Si est une application de Pl dans un espace métrique séparable 

et s'il existe un estimateur (Tn) régulier convergent uniformément en proba- 

bilité vers 4, on peut exhiber un noyau reproduisant normal non dégénéré K 

tel que pour toute suite (un) dense dans (PI, I I  1 lK), .. 
K 1 " 

O Pr',,, , . . .,y - 6w.)) soit un estimateur convergent P.S. vers 4. 
1 n i=l 



Si est une application de P I  dans un e.v.t.1.c.s. b-séparable 

(resp. dans un espace de Hilbert çPparable) et s'il existe un estimateur Tn 

faiblement régulier sans biais d'qrdre n de , on pqut  exhiber un nayau 

reproduisant normal non dêgénér6 K tel que pour toute suite (pn) dense 

. dans ( P I ,  1 / ( 1 K) (OU dont l'enveloppe convexe est dense dans ( P I  , 1 1 1 1 K ) ) ,  

K 1 
n 

> ( 1 ou i ) )  est un estimateur convergent faiblement P.S. 

(resp. P.S.) vers 4 .  



(E - 11) - ESTIMATION DE PARAMETRES LINEAIRES ET DE PARAMETRES CONVEXES 1 
Remacrque : 

Le théorème ( 2 . D . 1 1 )  du sans biais de la loi nous permet d'affirmer que 

si 4 est une application linéaire continue d'un sous-espace vectoriel E de 

M, muni de (.,.)K (où K est un noyau reproduisant %6-mesurable, borné et 

non dégénéré), dans un e.v.t.l.c.s., , $ est estimable sans biais sur 

P, fl E. Plus précisément, si l'on note Ë l'adhérence de E dans le complété 
B L 

- A  - K 1 n 
n , , K  de (Mn,(-,-)K), $ O pr-(- 6ui) est un estimateur sans 

E n i=l 

1 ,' biais d'ordre n de , qui converge faiblement P.S. avec une "vitesse en - . 
N 

La première assertion du théorème suivant est un cas particulier de 

la remarque ci-dessus ; la seconde découle directement du "théorème de Glivenko- 

Cantelli". Nous allons montrer que ces deux assertions sont optimales (dans le 

sens où l'on ne peut énoncer une telle proposition dès que la dimension de 

l'espace vectoriel engendré par Pl n'est pas finie. 

Soient (Q,d) un espace métrique séparable, K = 1 aifiIlfi un noyau 

reproduisant normal, non dégénéré, dé£ ini sur fl et ( , 1 1 1 un esPace 

vectoriel normé. Si 4 est une application linéaire de E(ul,. . . , p k )  dans 0 
on peut énoncer : 

K 1 n 
( 1 )  4 0 Pr (- Sui) est un estimateur fortement sans biais 

E(ul,. . .,u ) n i=l 
k 

d'ordre n la restriction de 4 à PanE(pl, ..., uk). 



Q 1 . l  m K 1 n 
(2) inf v u : I I + o p r  - 6ui) - $(Y) 1 1 < a ~ ,  

E(v,, . . .,u ) n i=l uePn " E(uI, ..., uk) CO k 
P 

I Où 

a est la norme de + en tant qu'application linéaire continue de 

E(uI, ...,") dans O et no(ac) est le plus petit entier tel que 

m 2 2 w 
a E 

2 2 
1 a < --- si les f. sont positives, ou tel que C a E 

i 1 
a. < --- 

2 1 

i=n (at)+l i=n O (a€)+] 8 
O 

si les L fi ne sont pas toutes positives. 

Piieuve : La restriction de + à E(ul, ...,uk) étant continue, -- 

l'assertion (1) découle directement du théorème (2.D.11) du sans biais de la 

loi. La projection sur E(,...,k) étant contractante, (2) découle direc- 

tement de 1 'assertion (a) du "théorème de Glivenko-Cantelli". 

Remairque : Pn f l  E(ul, ...,uk) étant relativement petit, l'estima- 

teur exhibé n'est sûrement pas optimal . En utilisant 1 7 3 ,  on Peut 

dans ce cas montrer qu'il existe une minoration de (2). 

Remmque : Sous ces conditions, on peut rempl-acer l'assertion (2) 

Remairque : En vertu de l'application (4.B.11) à l'estimation sans 

biais de la densité, la première assertion est optimale. 

Maintenant l'application (3.A.II.2) à l'estimation convergente 

uniforme en probabilité de la densité nous permet d'affirmer que la seconde 



assertion de la prop. (l.E.11) est aussi optimale. 

Plus précisément, si la dimension de l'espace vectoriel engendré 

par Pl n'est pas finie, on ne peut en toute généralité trouver d'estimateurs 

vérifiant les assertions (1) et (2) de la prop. (l.E.11). 

Remahque : Si, dans le théorème (l.E.II), on remplace l'espace normé 

6 par un espace vectoriel top.l.c.s., (1) est encore vrai dès que l'on rem- 

place "fortement sans biais" par faiblement sans biais" et (2) est vrai dès que 

1 'on remplace "m" par 'le b 4" où e E O *. 

. Si dans le théorème (1 .E.II) 0 = R et 4 est convexe sur E(pl,. . . ,uk) ; 

< , . . . , i n  étant compact dans , 1 1 1 ) , le corollaire de la prop. (21) 

du chap. (II), 4 ( 2 ) ,  no 10 de Cl01 nous permet d'affirmer que I$ o pr K 
<Dl,. ..,Uk> 

est uniformément continue ; ce qui en vertu du "théorème de Glivenko-Cantelli" 

implique : 

où C(E) est une constante dépendant de E. 

. Si ,i l ,  . . . , vk sont linéairement indépendantes, on a (prop. ( 1 . G. 1)) 

où B = ( - 1 )  i+j det Mij , M =  a a = JKdpi 8 uj et Mij est la 
i j 

det M 
ij' ij 

matrice déduite de P l  en supprimant la j-ème ligne et la i-ème colonne. 



De plus, la norme de a de l'application linéaire continue 

K 
9 0 Pr - qui est aussi celle de - est majorée 

E(vl, ..,vk) 

par : (voir remarque 2, page 190 de [34] ) 

1 (i I l m < ~ ~ ) l l  l x  (k!) Iu, I ( Q )  ... lukl<n) 0 1 de t (M) 

Soient (R,d)  un espace métrique séparable, K un noyau reproduisant 

normal non dégénéré défini sur f i ,  ( 8,l 1 1 1 ) un espace vectoriel normé 

et (un) une suite de M, 

Si est une application linéaire définie sur l'espace vectoriel 

E((u~)) engendré par la suite (un), on peut exhiber (à l'aide des projections 

orthogonales sur des sous-espaces vectoriels de dimension finie) un estimateur 

(Sn) séquentiellement fortement sans biais et convergent presqüe sûrement 

de la restriction de 4 à Pa fl ~((p,)). 

- 
Ptteuve : Afin de simplifier la rédaction, nous poserons : 

CO 1 
T ( w )  = -  1 6 w .  = T  (o ,..., o 1. L  1 L I  n n i=l 

* 
Pour tout n& N , la restriction de 9 à l'espace vectoriel 

E h 1  , . ,un) est continue et de norme a il existe alors (assertion (a) n ' 
du théorème de Glivenko-Cantelli) une suite (N), que l'on choisit strictement 

croissante, telle que : 



Posons = $ o p r  
K ' n et construisons l'estimateur 
E h ] ,  ,un) 

( S  ) de la façon suivante : 
n 

E > O étant donné, il existe N(E) tel que n 2 N(F) entraîne 

1 _ cI E, et pour tout u de PQf l  E(un)), il existe N(P) tel que n > N(u) 
n 

entraîne u appartient à E(u I,...,~n) ; p o ~ r  m > max(N(~) ,N(u)), 

on a alors : 

@- 
D'où V U  c P, fI E((u~)), p [~ls, - $(lJ)ll0 < € 9  y, 5 N] -N_' 1 .  

Maintenant pour assez grand il existe (n,p) e N x N tel que 

- que Sl - i 4, Grant une application continue de (M(g) , 1 1 1 1 K) 
n 

dans ( 0 , 1 1 1 1 ) le théorème ( 2  .D. II) nous permet: d'écrire : 0 

ce qui nous permet de conclure puisque pour tout u E P, fl E(pn) on a 

u = P )  à partir d'un certain rang. 



Rmcvrcjue : 

. Si dans le théorème ci-dessus = R et @ e s t  convexe sur 

E ,  on peut construire un estimateur Sl copvergent presque sûrement 

de la restrictipn de @ à Po fl ~((u,)), 

En effet 
K 

@ O Pr<ul,. . .,un> étant uniformément continue, il suffit 

de remplacer dans la démonstration précedente ; 

1 
et - par a oG an > O et vérifie : n 

a 
n 

. Si dans le théorème ci-dessus la suite u n  est formée d'éléments 

linéairement indépendants ef si K = 1 fi (x) fi(y) (où supd 1 fi 1 1 S 1 1, 
i=l 2 ieN 

un simple calcul montre que la suite : 

2 N~ = 4n2 x 2n+8 x E(sup(bi, i E I 1, . . . ,nl) + I ) ) convient. 

E désignant la partie entière et 

l 

i matrice carrée d'ordre n ayant pour coefficients (a..) = ( ~ ~ . p ~ ) ~ .  = J 

. La finesse des deux thé~rèmes précsdents résulte du fait que l'on 
peut choisir / 1 / l e  aussi fine que l'on veut. 



La proposition suivante n'est pas nouvelle ; en effet, le théorème 6 

page 3 1 de Cl41 et le théorème ( 1 .A. 8), page 20, de [44] sont par exemple du 

même genre. 

Dans ces deux théorèmes ( 0 étant supposé séparable) les auteurs 

ont plutôt cherché à montrer l'existence d'un estimateur convergent qu'à en 

proposer un ; de ce fait l'estimateur exhibé est inextricable. 

 intérêt de notre proposition vient du fait que : 

. L'estimateur proposé étant construit à partir des projections ortho- 

gonales, il est d'expression três simple. 

. Il est d'-continu (resp. d'-uniformément continu) dès que K est 

d'8d' continu (resp : dr8d'-uniformément continu). 

. La séparabilité de n'est pas nécessaire. 

. La démonstration est très simple. 

r P h o p o d ~ o n  (I.F.77.).- Soient (R,8) un espace mesurable, Pl un 

sous-espace convexe de PS1, K un noyau reproduisant normal non dégénéré, 

une application de P dans un espace métrique 0 et (Ok) une suite d'ap- 
1 

plications uniformément continues de (PI, 1 1 1 I K )  dans 8 .  

I Si 4 est limite simple de la suite (Ok), il existe un estimateur 
- 

à valeurs dans 8 et convergent presque sûrement vers sur 
1 

I 
- 

( désignant le complété de 0 1. 



Pkeuve :  application 
'n 

étant uniformément continue, elle se 

- - 
prolonge en une application uniformément continue ' n sur le complété 

1 

de PI qui est lui aussi convexe. 

Si l'on note 
K 

Prpl la projection - associée au produit scalaire 

- * K * 
( . , . ) K  - de M, sur PI et si l'on pose $n est une 

application uniformément continue de (P,, 1 1 1 1 dans ( 0 ,d ) ; de 

plus, pour tout p de Pl, on a : 

* ' n étant uniformément continue, il existe a - que l'on choisit 
n 

inférieur à 1 - tel que : 

Il existe alors en vertu du "théorème de Glivenko-Cantelli" une 

suite N - que l'on choisit strictement croissante - telle que : 
n 

1 .L 

Posons Td(wl,.. .,w ) = Td(wl ,..., od ,...) = - 1 6w. et 1 1 d i=l 



E > O étant donné, il existe N(E) tel que n 2 NCE) entraîne 

1 E - < - , et pour toute mesure de probabilité u de P I  il existe (d ' ap rè s  (1)) 
n 2 

* F_ 
N(p) tel que n 2 N(u) entraîne d(@n(u) ,@(PI> < - . 

2 

Pour m ? max(N(~),N(u)), on a : 

ce qui termine cette démonstration, 

n 
un simple calcul que la suite 

1 
Nn 

= 4 n x 2  XE(-+ 1) convient. 
an 

* 
2) Lorsque dans la prop. (1.F.11) ci-dessus, = ((vn,n c N ) - ,  

* - i.e. : P est l'enveloppe convexe de la suite (~,,n E N ) -, on peut 
O 

construire l'estimateur Sn à partir de projections sur des sous-espaces 

convexes de dimension finie. (Projections que l'on peut alors facilement 

déterminer). 



h K h 
En effet, si l'on pose = 

'n 'n O Pr<,, ,,..., un>' @n est unifor- 

h 

mément continue sur Pa, et l'on a : mn(u) n_ ' ( u ) ,  pour tout p de P . 
O 

Ce qui nous permet de conclure en vereu de la démonstration ci-dessus. 

Cette deuxième partie conduit à de nombreuses applications ; notamment 

à l'estimation çonvergente et saps biais d'un paramètre ensembliste (en plon- 

geant naturellement l'espace des sous-ensembles convexes compacts muni de la 

métrique de Hausdorff dans un espace de Banach - plongernent qui est dû à 

C. Debreux 81 ) , à 1 ' estimcition d'un paramètre fonctionnel ensembliste en employant 

la même méthode, au modèle de contamination de Tuckey et, enfin, à l'estimation 

de quelques paramètres usuels (densité, R(x,y)dv(x),,..). 

Ces applications sont données dans r341 , pages 187-2 14 ; nous y - - 
exhibons des estimateurs sans biais, optimaux et convergents. (En particulier, 

pour l'estimation sans biais d'un paramètre ensembliste, nous prenons l'inté- 

grale de Bochner au sens usuel, qui est beaucoup plus maniable que l'intégrale 

introduite dans 6 et [54] ) . 



De nombreuses étudessur les tests asymptotiques ont déjà 

été effectuées ; dans [3:1, 181 , 1361, [8 1 (par exemple) les auteurs 

exhibent à l'aide du rapport de vraisemblance des tests asymptotiquement 

optimaux ; tests qui s'appliquent donc surtout aux modèles exponentiels 

( e t  ne fonctionnent pas en particulier pour tester contre son complé- 

mentaire dans 7 2 )  . 
Dans 1-44! l'auteur établit une condition nécessaire et suffisante 

très fine d'existence de tests convergents ; malheureusement cette condition 

porte sur la séparation asymptotique uniforme des deux familles de lois, et 

de ce fait ne permet pas de construire très explicitement les régions critiques. 

Les tests que nous exhibons ont l'avantage d'être de région critique 

très simple, d'avoir de bonnes "vitesses" de convergence et de s'appliquer 

à des situations relativement générales ; de plus on peut les étendre aux 

cas d'alternatives multiples. 





( A  - 1 7 1 )  T E S T S  A E u x  A L T E R N A T i v E s .  -7 

D Z ~ i ~ o n  ( J . A . i l l . ) . -  

. Soient un espace mesurable, P et Pl deux sous-espaces 
O 

disjoints de PQ et n un entier strictement positif. 

. On appelle test d'ordre n de P contre Pl toute application 
O 

mesurable $I de (nn, B@~) dans {O, I} muni de sa tribu discrète. 
n 

. (il({ 1}) est la région critique de mn. 
@n . a = sup (1 mn du ) est le niveau du test 

'n 
'n 

. L'application B, : P, R est la puissance 

du test 
'ne 

- m 

PnopohLiion I I  . A . I I I .  1 .- Soient K  = 1 ai fi 8 fi un noyau 
i= l 

reproduisant normal sur (,,B), dK la pseudo-métrique associée à / 1 1 I K  , 

P et Pl deux sous-espaces disjoints de P, et b un réel strictement 
O 

plus grand que 1 .  

Si dK(Po,Pl) ' a , le test d'ordre n de région critique : 

1 
n 

a 
W = { . . . , un) : 1 1- 1 6 u .  - 1 l K  < -1 est de niveau inférieur 
n 1 

w P ,  n i=l b 

à 2n (a (b- 1 )  naL(b-l)' ) et de puissance supérieure à 
O 

> exp(- m 

b 4 1 ":b 2 



m 
a 
2 

(no (a) étant le plus petit entier tel que 1 a < -  
b i a i=n (-)+1 2b2 

m 2 
O b  

a si les 
fi 

sont positives ou tel que 1 a o. t--- sinon). 
1 i=no (-)+ 1 

- b 

Pour tout t PI , on a : 

ce qui eii vertu de l'assertion ( b )  du "théorème de Glivenko-Can~elli" 

Maintenant si 1i c Po , on a : 

n 
En effet si I l 1  1 aui - a(b-1) 

et si (wI,.^.,w ) e Wn il 
n i=l b n 

n a existe u r  P tel que 111 6w. - " I l K < -  
1 et l'an a alors I k ~ - v / ~  a 

1 
n i-1 b 

qui est contraire à dK(Po,PI) > a. 

(assertion (b) du "théorème de Glivenko-Cantelli"). 

. On peut énoncer une proposition analogue à la précéden~e en 

1 n a(b-1) 
remplaqant w par W' = A { , , . . ,un : I I 1 6ui - V I  I 3 

n n E .  
V E  P n j=l  

O 
F3 



D'où suivant la forme de ? et de P I  on choisira le test 
O 

d'ordre n de région critique W ou W' de façon à avoir une région n r? 

critique d'expression la plus simple possible. 

. Si de plus (dans la proposition ci-dessus) K est non (légénéré 

- 
P, est convexe et ?', est complet, on peut remplacer la région critique 

1 n K . 1  n 
a 

pa r  , ,  u n  : I I -  L S u i - r > r  (- 1 &di) 1 l K  < -1 . Si les 
'n n i=I Pl n i=l b 

CO 

fi sont z O, on peut remplacer dans les expressions ci-dessus "4 1 u." 
w 

1 i= 1 

. Si K = 1 u fi B fi on peut remplacer 
i i= 1 

2 
n a (b-1) 

2 a n a 
2 

2 no ( a(b-l)) exp(- - ,  -) (resp ; 1-2n (-) exp(- 
, L 

2) par 
b 4 1 a i u  O b  4 1 a i b  

2 2 2 
2n a (b-1) 

2p exp(- ) (resp : 1 - 2p exp(- P 
) (assertion (d) 

1 ai b 
2 1 ai b 

2 

i-l i= 1 
du "théor&nie de Glivenko-Cantelli") . 

. Si de plus K = 1 B 1 on peut remplacer 
A A '  

2 n 2n a 
2 

par 2 exp(- 2n a (b-l) ) (resp : I - 2 exp(- -1 . 
b * b 

. Le théorème de séparation asymptotique uniforme est un corollaire 
de la proposition précédente. 

. L'intérêt de ces tests est qu'on ne perd pas d'information et 
qu'en général la région critique est d'expression très simple. 

. Si P et P I  sont simplement disjoints le test d'ordre n 
O 

de région critique 



ou de région d'acceptation. 

est de niveau inférieur à 2n (a (b- 1 ) n aL(b-ilL 
O 

1 exp(- 
b 4 b i b  2 )  ' 

Dans le cas de test d'hypothèses simples le test de Neymann-Peiirson 

est parfois (lorsque les densités sont très compliquées) inextricable et l'on 

ne peut donner une minoration de la puissance. Dans ce cas le test donné par 

la prop. (I.A.111.) est d'expression beaucoup plus simple et l'on a imrnédia- 

tement une minoration de la puissance, comme le montre l'exemple suivant. 

Ex~mp&? : On désigne par 
lJ O 

la loi normale centrée réduite, 

1 1  
&O 

la mesure de Dirac en zéro, U la loi uniforme sur - , -1 , u la 
O 

2 2 
loi normale réduite d'espérance 2, UI la loi uni-forme sur [- 2, 11 lJ 11, 21, 
v la loi de Poisson d'espérance 3, Ql la loi de Laplace, 

1 h l  la loi 
I 1 7 rl ; et l'on se propose de tester P = {- uo + - 6 + - U contre 

O 3 5 
O 15 

O 

1 
Si l'on pose A = ] -  2, - IrU]- , + et K = 1 8 1 

A A '  
on a : 

2 

2 1 1 1 1 1 
d (P ,PI) = 1 -  ul(A) + -,Ul(A) + - v (A) + - Q (A) + - h (A) - - u~(A) + K O 

5 5 5 
1 

1 O 
1 

5 
1 

3 

1 7 
- S  (A) +-U(A)I > 0,72 . 
5 O 15 

D'où si dans la prop. (l.A.111.) on prend b = 2, le test 

d'ordre n de région critique : 



e s t  pour : 

-2 ,6  
e t  de  p u i s s a n c e  s u p é r i e u r e  à 1 - 2e 

-5,18 
n  = 20,de n iveau  i n f é r i e u r  à 2e 

e t  de  p u i s s a n c e  s u p é r i e u r e  à 1 - 2e -5,18 

-7 ,7  
n  = 30,de  n iveau  i n f é r i e u r  à 2e 

e t  de  p u i s s a n c e  s u p é r i e u r e  à I - 2e -7 ,7  

-13 
n  = 50 ,de  n iveau  i n f é r i e u r  à 2e 

e t  de  p u i s s a n c e  s u p é r i e u r e  à 1 - 2e 
- 1  3  

n  = 100,de n i v e a u  i n f é r i e u r  à 2e 
-26 

e t  de  p u i s s a n c e  s u p é r i e u r e  à I - 2e -26 

P n o p u d L L L u n  (2.A.III.I.- S o i e n t  K = ci. f i  é3 f i  un  noyau 
1 

1 r e p r o d u i s a n t  normal s u r  (n,B) , P e t  P l  deux sous-espaces  d e  
O 

1 1  1 
1) S i  b , c , d  s o n t  t r o i s  r é e l s  p o s i t i f s  t e l s  que - + - + - 6 1 

a3 b c d  

l e  t e s t  d ' o r d r e  n  de  r é g i o n  c r i t i q u e  : 



I 2) Si b, c, d sont trois réels tels que - + - + - ' 5 1  et 
a, b c d  

si dans (1) on remplace " u 'u. } C Pl'' par Vj t N* . . . 
j 

R (5, 5) fl pl $ , le test d'ordre n de région critique W est 
d~ 

n 
b 

a n a 
2 

d e  puissance supérieure à 1 - 2 no(-) exp(- 2 1 et de niveau 

2 
c 4 1 a i c  

a n a 
inférieur à 2 no (-) exp(- , , '  

- d 4 1 ai d 2) 

1 n 
Bn a 

u (wn) 1 u(i(w l,...,wn) : I I -  1 (qui - el  I K  < -) 
n i=l c 

1 
n 

a 
En effet si I I  - Sui - uI I K  < - , comme il existe j s N* 

n i=l c 
a 

tel que Iluj-pllK < - ,  on a (u1,.,.,u ) e W . 
b 

n n 

L'assertion (b) du théorème de Glivenko-Cantelli nous permet 
7 
L 

Bn a n a 
alors d'affirmer que p (W,) 1 1 - 2no(-) exp(- 

C 4 j : y  2 )  . 
Maintenant si p e P O , on a : 

n 
a 

En effet si 1 1 ~  1 &lu. - ilIli< < - et si (al ,.. .,O ) € Wn ; 
1 d 

n 
n i=l 

n * a a 
il existe j E N  tel que 11' 1 i j K - + -  et l'ana 

n i=l c b  

a a a  1 -  uj I l K  < - + - + - qui est contraire à dK(Po,P,) 2 a. 
c b d  

"théorème de Glivenko-Cantelli"). 

2) La première partie déçoule de ( 1 ) .  

Maintenant si u fi Po , on a : 



I a En effet si 1 1 -  1 6wi - ~ 1 1  I K  < - et si ( w ~ , . ~ . , w ~ )  E Wn , 
n i=1 d 

* a a a  
il existe j E N  tel que (Ip--i:.(I i -+-+- et il existe V E  P 

J K  c b d 1 

a tel que 1 lpj-vl l K  < - ; os a alors //pvvllK .: - 2a t - a + - a < a qui est 
b b c d  

contraire à dK(Po,PI) ) a . 

Y Rmairqu~ : On peut bien sur remplacer j c N par j c {l,.,., kt. 

R ~ ~ U L ~ U Q  : Comme à la suite de la prop. (I.A.III.), suivant la 

forme de K, on peut donner une meilleure majoration (resp : minoration) 

du niveau (resp : de la puissance) du test d'ordre n de région critique 
Wn. 

En particulier si K = 1 B 1 on peut en (1) et (2) remplacer 
A A '  

2n aL par 2 exp(- - > 
d 

Exemple : On considère --- \lo la loi normale réduite d'espérance 2, 
- 

U la l ~ i  uniforme sur 1 2, - 8 U 1 ,  2, , u la loi de Poisson 
O O 

d'espérance 2, p l  la loi normale centrée réduite, ffl = {6-i, i 6 NI , 

FI = toi, i z 51 , et l'on se propose de tester P enveloppe convexe 
O 

de {riOi U {U 1 II { v Q }  contre P l  enveloppe convexe de H I  U F I  U {pli. 
O 

* 
Si l'onpose A = ] l ,  + m C -  {i E N ,  i 2 51 et K =  I A @  I 

A '  

on a dK(Po,P1) i 0,64 et PI C Bd (pl, 0,16). 
K 

D'où si (dans la prop. (2.A.111.)) l'an prend a = 0,64 b = 4 

(puisque a = 0,16) , c = 3 e t  d = 2, 5, le test d'ordre n de r 6 g i o n  
b 

critique : 



e s t  d e  n i v e a u  i n f é r i e u r  à 2  exp(-  2n (0 ,41)  
) 

6 , 3  

e t  de  p u i s s a n c e  s u p é r i e u r e  à 1 - 2  exp( -  2n (0 ,411)  

9 

pour  : 1 
14 n  = 20 i l  e s t  donc de  n i v e a u  i n f é r i e u r  à - 

1 O0 
3 2 e t  de  p u i s s a n c e  s u p é r i e u r e  à 1 - - 

1 00 
45 n  = 5 0  i l  e s t  de  n iveau  i n f é r i e u r  à - 

1 O000 
2 e t  d e  p u i s s a n c e  s u p é r i e u r e  à 1 - - 

1 O0 
- 6 n  = 100 i l  e s t  d e  n iveau  i n f é r i e u r  à 12 x 10 

e t  d e  p u i s s a n c e  s u p é r i e u r e  à 1 - 24 x 1 0 - ~  



(B - 111) TESTS CONVERGENTS. 

Dé~iYLi;tio~ (1.8.117.).- Soient (R,B) un espace mesurable, 

P et PI deux sous-espaces disjoints de P,. Une suite de test (mn) 
O 

(où $n est pour tout n d'ordre n) de Po cuiltre Pl est dite 
.. 

convergente si a + 0 et si pour tout LI E PI , j$n du@n - 1 . 
'n n- n+- 

Ptropod~un ( 1 .  B. 111. ) . - Soient (il ,8) un espace mesurable 

l et K = 1 a. fi 8 fi un noyau reproduisant normal sur Q. Si PI est disjoint 
1 

I de 1' adhérence de P dans (PR, 1 1 1 1 K), il existe une suite convergente 
O 

I de tests de P contre 
O 

Phwve : (Po 1 1 1 1 )  étant séparable, il existe une suite (pj) 

dense dans Po. (ak) et (bk) étant deux suites strictement positives 

convergent vers O, si l'on pose : 

(où p ( a )  est une suite strictement croissante telle que 
~ ( k )  a,. 

d'après l'assertion (b) du théorème de "Glivenko-Cantelli". 

D'où çi pour n = ?(k) on désigne par ' n le test d'ordre n 

de ? contre PI ayant pour région critique W 
p (k) 

et si pour 
O 

p ( k )  < n < p(k+l) on désigne par ' n le test d'ordre n de P contre 
O 

P l  ayant W 
(k) 

x nn-p(k) pour région critique , on a a --+ O . 
'n n* 



Maintenant si v s Pl , comme dK(Po,v) > O , il existe k 
O 

tel que k 2 k entraîne dK(Po,v) > 2a Pour k I k on a alors 
o k ' O 

1 P (k) 1 P(k3 I 1- 1 6ui - vilK c ak implique VVE po , [ I V  - -  L 6uillK>ak 
p(k) i=l p(k) i=l 

et (ul,. . . 3Wp(k)) 
p (k) 

, Pour k > k on a donc : 
O 

R~mcutuu~ : Nous avons utilisé dans cette démonstration l'assertion 

(b) du "thGorème de Glivenko-Cantelli" qui est vrai pour tous les noyaux ; 

mais si K est un noyau particulier par exemple de la forme 

K =  1 
A 

W In, on choisit (en vertu de l'assertion (d) du "théorème de 
2 

Glivenko-Cantelli") la suite p(k) telle que 2e 

On considère R muni de sa trivu borélienne usuelle BR , u n e  

C 
mesure sur ( R , B R )  et l'on se propose de tester = {u} contre P = {u} . 

O 1 
00 

x Y 1 x n ) (--) = - (---) (-Y.*--) n Si l'on pose K(x,y) = exp(- 
1 + 1  xl I + I  n=O n! 1 + 1  xl 1+1 

K est (théorème de construction (I.E.I.)) un noyau reproduisant normal et 

non dégénéré ; P étant fermé dans (PR, / 1 1 1 K) on peut appliquer la 
O 

prop. (I.B.11.) en prenant = 3,3 1 
ak k1/4 

et bk T - , ' pour k 5 10 on peut 
k 

choisir n (ak) s k et p(k) - k ; la suite de tests de régiop critique 
O 

(d'ordre n) 

est alors convergente de P contre Pl ; plus précisément pour n ? 10 le 
O 



1 
niveau du test de région critique W est inférieur à - ; maintenant n 

6,6 
n 

si v E PI , il existe h tel que dK(v,p) z --?;ri et pour n 2 ho. 
O h 

O 

La puissance au point v du test d'ordre de région critique W n 
1 

est supérieur à 1 - - . 
n 

Rernwrqu~ : Si l'on s'intéresse 5 de grands échantillons (de taille 

çupérieureà 150 par exemple), on peut dans l'exemple ci-dessus prendre 

2 
b ( k )  = k . 

1 
Le niveau du test est alors (pour n ? 150) inférieur à - 

n 
2 

et pour n ho , la puissance au point v du test d'ordre n de région 

1 
critique W est supérieure à 1 - 2 . n n 



(C - 117) TESTS A ALTERNATIVES MULTIPLES. 1 
ilé~ivLi;tion. -- 

. Soient (R,8) un espace mesurable P I ,  ..., P p sous-espaces 
P 

disjoints de P, et n un entier strictement positif. 

On appelle test d'ordre n entre PI,..., P toute partition ordonnée 
P 

Qn 8 -mesurable A I . - - , A p  de an. 

. Si l'on note Jn le test d'ordre n entre pl,. . . ,P 
r, 

associé à la ~artition ordonnée A I ,  ..., Ap et si O < k s p, le k-uple 

1 n C 
sup uQn({) est appelé k-niveau du test $ . sup u (A1) ,. .., 09, = 

a9n = prPl 
n 

u€Pk 
Si O < 1 < p, la L-~uissance du test $n est l'application qui 

Qn 
à appartenant à P. , p - L+1 < i < p fait correspondre u (Ai). 

1 

. Nous dirons que le k-niveau de Qn est inférieur à 

i 
( B  l,..., Rk) si i E l,..., k , a 6 Bi ; de même nous dirons que ' n 
la l-puissance de 4, est supérieure à (Bp-A?+ l , . . . , ) si Y i  E: {P-L+I,. . . ,pl, 

P 

Remcaque : A toute partition ( à  p éléments  mes me sur able) 
de fin correspond p! partitions ordonnées donc p! tests d'ordre n 

entre PI , . . . , Pp . 

- 
P & o p o h ~ o n  (1.C.111.).- Soit K un noyau reproduisant normal, 

dK la pseudo-métrique associée à 1 1 1 1 , , . . . , p sous-espaces disjoints 
P 

de P, et b l ,  ..., bk k-réels positifs tels que pour i # j , 



1) Si pour i # j , i , j e il, ..., k}, d (P.,P.) 3 a , si 
K l J  

l'on pose : 

1 a 
4, = u t u ,  . . . ,un : 1 -  1 Sui - I I I  I K  < -} 

wPk n i=I 

et si 
Bn 

bk k 
\+I,...9AP est une partition B -mesurable de fin - V Ai , 

i= 1 
le test associé d'ordre n entre P I ,  ...,P associée à la partition 

P 

ordonnée (AI, ..., A ) est de k-niveau inférieur à 
P 

2) Si C I ,  ..., C sont p réels positifs tels que pour i # j , 
P 

- 

P I ,  ..., Pp associé à la partition ordonnée : 

est de p-niveau inférieur à 



et de p-puissance supérieure à 

1) . Soit j E { 1,. . . ,k} ; (P j, 1 1 1 1 K)  étant séparable, il 

existe une suite (u,.,,) dense dans P e t  l'on a 
j 

Pour tout j 1,. . . p , A  est donc  mes me sur able. 

. Soient p # q, p, q E { 1 , .  . . ,k} et supposons qu' il existe 

(WI,...,~ ) appartenant à Ap n A ; on peut alors exhiber u dans A n 4 n P 
1 a 1 a 

et v dans A  tels que : /  1 -  Sidi - u /  l K  < - et - 6 f d i - u l h - - ,  
4 4 1=1 b n 1=1 b 

a 9 
a + -  qui est impossible puisque d (P ,P ) 2 a et - s a ,  

K P q  b 
q bP 

Maintenant pour tout j E 1,. . . , et tout v c P on a : 
j 

ce qui nous permet de çonclure en vertu de l'assertioq (b) du théorème 

de Glivenko-Cantelli. 

2) On montre comme en (1) que A l ,  ..., A est une partition 
P 

B@"-mesurable et l 'on conclut de la même fa~on. 

Comme à la suite des propositions précédentes, suivant la forme 

du noyai1 K, on peut affiner les minorations et majorations des k-puissances 

et des k-niveaux. 

En particulier si K = 1 é3 l A  , on peut dans la prop. (I.C.111.) 
n A ,l 

a k a' a remplacer 2no (-) exp ( -  (resp : Zno(-) exp(- 
4 a' 

b 4 1 ai bj c 4 1 a i c  
2) 

2j 2 i j 
2n a 2n a 

) (resp : 2exp(- - par 2exp ( -  - 
b c 

2 ) .  

j j 



1) On considère p l  la loi normale centrée réduite, p2 la 

loi normale réduite d'espérance 2, 
1 1  

u3 
la loi uniforme sur ] - - , -1, 

? ? 
L L 

p4 
la loi de Poisson d'espérance 3, et si l'on se propose d'effectuer 

I un test entre {ul}, luIl, {u31, {u4}. 

1 
Onpose A = ] - , + m [ - { n ~ : N ; n > 5 )  , K =  1 A 8 l A  et 

2 

Cl = C2 = C3 = C4 = 2. 

Comme d (u.,~.) 2 0,30 la prop. (I.C.111.) noiis permet d'affirmer 
K l J  

que le test d'ordre n entre {pl),..., {u41 associé à la partition ordonnée : 

n x 45 n x 45 n x 45 
est de 4 - niveau inférieur à (2exp(- 1 ,  2exp(- ) ,..., 2exp(-- ) 

1 O00 1 O00 1 O00 

et de 4 - puissance supérieure à 

n x 45 
pour n = 50 on a 2exp(- 

2 1 
) 5 - 9  

1 O00 1 O0 

n x 45 2 2 -4 
pour n = 100 2exp(- > S -  , pour n = 150 2exp(- 45) 1 4 8  x IO . 

1 O00 1 O00 1 O00 



2) On considère p, la loi normale centrée réduite, 
2 la loi 

normale réduite d'espérance 2, 
u3 

la loi réduite d'espérance - 2 et l'on 

se propose d'effectuer un test entre {pl}, iu2}, ip3}. 

On pose A =]O, + K = 1 A 8 1 A et c l  = c2 = c3 = 2. 

Corne d ( , )  0 5  a o p .  (1 C I I I )  nous permet 
K l J  

d'affirmer que le test d'ordre n entre {"} ,  {(1i2}, {u3} associée à la 

partition ordonnée 

est de 3 - niveau inférieur à (2exp(- n x 125 
) ,..., 2exp(- n x 125 

1 
1 O00 1 000 

et de 3 - puissance supérieure à ( 1  - 2exp(- n x 125 n x 125 , . . . , 2exp (- 1 . 
1003 1 O00 

pour n = 20 , 2exp(- n x 125 n x 125 
) 3 0,16 , pour n = 50 , 2exp(- ) 5 0,005 

1 O00 1 O00 

pour n = 100 , 2exp(- 125) < 0,000012 . 
1 O00 



(0  - I l l )  TESTS CONVERGENTS A ALTERNATIVES MULTIPLES. 

DZdini*ion ( I .D . I I I . ) . -  Soient P I ,  ..., Pk k-sous-espaces disjoints 

de P, . Une suite ( $ * =  (Al,n,...,A ) )  de tests entre Pl,. . . ,Pk est 
k,n 

1 k- l 
dite convergente si cl ---+ O , . . . , a ---t O et si Yp c Pk , 

'n n m  'n 

r Phopuaition ( 2 . C .  I I I .  ) .- Soient K = 1 a fi J fi un noyau i 

reproduisant normal sur R et P I ,  ..., Pk k-sous-espaces disjoints de 5 1  . 
Si pour i # j , i , j 1 ,  . - 1  d (P.,.) > O et si l'adhérence de 
k- l K 1 3  

U P. est disjointe de l'adhérence de Pk dans , 1 IlK), il existe 
1 i = l 

une suite convergente de tests entre PI,. ..,Pk . I[ 
Pheuv~ : Identique à la prop. (I.B.111.). 

Rmuhque - : 11 suffit de prendre 

proposition s'applique en particulier quand on veut effectuer un test 
k- 1 

entre {ul 1 , .  . . , 1 et P, - U {uil. 
i= 1 



CONCLUSION. 0 
Comme nous l'avons vu au cours de cet article, l'introduction 

des produits scalaires sur l'espace des mesures permet de simplifier notablement 

les démonstrations et ouvre avec les projections orfhogonales et le "théorème 

de Glivenko-Cantelli" de nouvelles méthodes de construction d'estimateurs 

et de tests. 

De plus, ce travail est susceptible de nombreux développements 

iiltérieurs ; aussi bien dans l'étude de la robustesse qu'en théorie des mesures 

aléatoires. 
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