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PREMIERE PARTIE

ETUDE DES PRODUITS SCALAIRES SUR L'ESPACE DES MESURES




ETUDE DES PRODUITS SCALATRES SUR L'ESPACE DES MESURES.

ESTIMATION PAR PROJECTIONS. TESTS A NOYAUX.

Aprés avoir remarqué que dans de nombreuses méthodes d'estimation
on utilise simultanément le théoréme de Glivenko-Cantelli et des projections
sur des sous-espaces de dimension finie (projections plus ou moins apparentes,
s'effectuant sur 1'espace des paramétres), nous avons pensé a effectuer d'abord
la projection sur 1'espace des mesures (muni d'un produit scalaire dont la
métrique trace sur 1'espace des probabilités vérifie un "théoréme de
Glivenko—Cantelli') et & lui assoclier ensuite son image dans 1'espace des
paramétres (méthode qui donnera souvent des estimateurs sans biais et de
bonnes 'vitesses' de convergence). Ce qui nous a conduit & la rédaction des
deux premiéres parties auxquelles nous avons ajouté quelques applications a
la théorie des tests (qui sont aussi basées sur le "théoréme de Glivenko-

Cantelli" associé & un (pseudopproduit scalaire sur 1'espace des mesures).

Dans la premiére partie, & 1'aide de la théorie des noyaux reprodui-
sants (Introduite par N. Aronsjazn dans []] en 1943), nous étudions les
(pseudo)-produits scalaires sur 1'espace des mesures bornées 4 signes. Nous
montrons (théoréme de plongement (2.C.I)) que, muni de certains produits
scalaires, 1'espace des mesures peut étre considéré (avec toutes les
commodités que cela comporte) comme un sous—-espace d'un espace de Hilbert
a4 noyau reproduisant. Nous identifions (théoréme de réintégration (4.C.I1))
les produits scalaires, sur 1'espace des mesures, qui se réintégrent
(i.e. : W , V€ MQ , J <fe,8¢> du ® v = <u,v>) et & 1'aide de 1'exemple
(5.C.1I) nous montrons qu'il existe des produits scalaires ne se réintégrant

pas. Nous déterminons (théoréme de caractérisation (6.C.I)) la forme des




produits scalaires ol 1'espace des mesures de Dirac est total dans 1'espace

des mesures. Nous caractérisons (théoréme de faible comparaison (1.D.I)) les
produits scalaires dont la topologie trace sur l'espace des mesures de
probabilité n'est autre (resp : est moins fine) que la topologie faible.

Nous montrons ensuite (théoréme d'existence (4.D.I)) que lorsque 1'espace

de base est métrique séparable, il existe des noyaux reproduisants dont le
produit scalaire associé sur 1'espace des mesures a pour topologie trace

sur les mesures positives, la topologie faible. Le théoréme de construction
(1.E.I) et le lemme des produits (3.E.I) nous permettent d'exhiber des exemples
de noyaux réproduisants (sur R et Rn) d'expression trés simple, dont la
métrique trace sur les probabilités est équivalente (et uniformément équivalente
lorsque { est borné dans R ou Rn) a la métrique de Prokorov. Puis nous
établissons un "théoréme de Glivenko-Cantelli" pour toute une classe de
produits scalaires étudiés auparavant ; théoréme sur lequel sont basées toutes
les applications. Nous montrons enfin que si K, est un noyau reproduisant

i
"proche" de K 1'estimateur construit 3 partir d'une projection orthogonale
2 p P
relative au produit scalaire K, du ® v est "proche" de celui construit
P | P
partir d'une projection orthogonale relative au produit scalaire

a
J K2 du ® v ; ce qui d'une certaine fagon rend les constructions (de la
S

econde partie) intrinséques.

Dans la seconde partie, nous montrons que l'existence d'un estimateur

(d"un certain type contenant en particulier les estimateurs usuels) convergent
uniformément en probabilité est conditionnée par l'existence d'une métrique
dont la topologie faible associée (sur 1'espace des mesures) rend le paramétre
continu. Nous exhibons une condition nécessaire identique, quant & 1'existence
d'un estimateur sans biais ; ce qui nous permet en particulier d'affirmer

qu'en général la densité n'est estimable sans biais que si et seulement si
1'espace vectoriel engendré par P (espace des mesures envisagées) est de

1

dimension finie.




Nous établissons ensuite une condition nécessaire et suffisante

pour qu'un paramétre soit estimable sans biais ; condition que nous appliquons

en particulier 3 1'estimation de la loi.

Nous montrons (théoréme du sans biais de la loi (2.D.II)) que la
loi empirique est un estimateur sans biais de la loi pour e type de produits
scalaires que nous avons utilisé le plus souvent. A 1'aide des projections

orthogonales nous construisons des estimateurs de la loi plus "rapides'" que

la loi empirique.

Nous montrons (théoréme de 1'estimation linéaire en dimension
finie (1.E.II)) que si le paramétre est linéaire, 1l'espace paramétré
normé (par une norme quelconque) et que si l'on se restreint & 1'enveloppe
linéaire d'un nombre fini de mesures, on peut construire (& 1'aide des
projections orthogonales relatives 3 un certain produit scalaire sur 1'espace

des mesures) un estimateur sans biais convergent p.s. avec une 'vitesse en "

N
et en probabilité avec une vitesse exponentielle ; nous prouvons ensuite

que ce théoréme est optimal.

Lorsque 1'on se restreint d 1'enveloppe linéaire d'une infinité
dénombrable de mesures, le théoréme de l'estimation linéaire en dimension
dénombrable (2.E.II) nous montre que si le paramétre est linaire et 1'espace
paramétré est normé, on peut construire (& l'aide des projections orthogonales)

un estimateur séquentiellement sans biais et convergent p.s.

Enfin & 1'aide des projections orthogonales, nous &tablissons

de facon simple des résultats en partie connus sur des paramétres limites.




Dans 1'appendice, 3 1'aide des noyaux reproduisants et du "théoréme
de Glivenko-Cantelli", nous construisons des tests de puissance correcte,

de région critique relativement simple et s'appliquant d des situations
g q Y Ppl1q

relativement générales.

Plus précisément, lorsque la distance (relative au pseudo-produit

scalaire associé 3 un noyau reproduisant K) de Po a Pl est strictement

positive, nous exhibons un test de puissance satisfaisante de Po contre Pl'

Puis lorsque P] est disjoint de 1'adhérence (relative au pseudo-produit
scalaire associé 3 un noyau reproduisant K) de Po’ nous construisons

une suite convergente de tests de Po centre Pl ; nous montrons en parti-
culier, lorsque Po = {p} et P] = {u}c, que cette suite est formée de tests

(de régions critiques élémentaires) dont on peut trés facilement maximiser le

niveau et minimiser la puissance en un point quelconque.

Enfin, nous proposons des tests s'appliquant 3 des alternatives

multiples.




(A - 1)- ETUDE HILBERTIENNE

Dans la premiére partie de cette thé&se, nous allons utiliser la théorie

des noyaux reproduisants ; théorie qui a été introduite en 1943 par N. Aronsjazn

dans []], a été complétéedans [2] et a largement utiliséedepuis dans

[44] s Eﬂ] R [24] s l:13] s [31] (dans [53], 1'auteur a approndi les résultats
de [1] et [2]).
Soit 9 un espace abstrait, d'éléments x, y, Zz,... . Une fonction

réelle X sur § x @ est dite un noyau reproduisant si K(x,y) = K(y,x)
(symétrie) et si V%i, a; € R, 1 g1 ¢J: E a.a.K(xi,x.) > 0 (semi-définie
15i,j<d J
positive).
Un espace d'applications réelles sur § d'éléments f, g,... est dit
de Hilbert 3 noyau reproduisant K, s'il contient toutes les fy = K(.,y),
s'il est de Hilbert pour un produit scalaire (f,g) et si (£f,K(.,y)) = £(y)

(K est reproduisant).

Théoneéme (1.A.1.).- Si H est K reproduisant ; K est symétrique
semi-défini positif, et Ho’ espace engendré par les combinaisons linéaires
finies de K(.,y) est dense dans H. Réciproquement, & tout noyau reproduisant
K on peut faire correspondre un Hilbert K reproduisant, fermeture pour
(R(.,y),K(.,2)) = K(y,2z) de Ho (nous considé@rerons que cet espace K reproduisant est

unique et le noterons H la non unicité@ venant uniquement du choix arbitraire

K,

d'un représentant dans les différentes classes d'équivalence). Enfin, si K

est borné, la K topologie est plus fine que la norme de la convergence uniforme.

Preuve : Si H est K reproduisant, K est unique, symétrique et

semi-défini positif. Si (K(.,y),f) = 0 pour tout. y de 2, ona f =0 ;




3

(K(.,y),y € Q) est donc total dans H ; en d'autres termes, HO est dense

dans H.

Réciproque : Si K est un noyau reproduisant, Ho est un préhilber-
tien ayant la propriété de reproduction... (voir [ﬂ, page 143-146).
Comme |f(y)| < |(£,R(.,y))]| s IlfllK.K(y,y)l/z (inégalité de Schwartz)

une suite convergente dans HK converge simplement, uniformément si K est

borné. B

Proposition (2.A.1).- H, Hilbert de fonctions réelles, est repro-

duisant si et seulement si V veQ, feHj; f~->f(y) est continue de H dans

(poser K(.,y) = gy définie par f(y) = (f,gy), V£e H).

Théoneme de séparabilité (3.A.1).- H, Hilbert K reproduisant borné,

est séparable si et seulement si il existe une suite de fonctions (fi) telle

que K = Z fi ] fi (série convergent simplement sur Q x ) ; alors les fi
i

sont bornées et la convergence est uniforme en x pour tout y fixé (dite

par la suite convergence simple uniforme).

Preuve : Dans le cas H séparable, on prend (fi) base orthonormale

0

de H 3 alors (fi,K(.,y) = fi(y), de sorte que K(.,y) = E fi(y)fi(°)’
i=1
série convergente dans H et donc simplement uniformément puisque K est bormné.

Les fi sont alors bornées par ||K||w.

Réciproque : Soit ¢ la forme linéaire sur B définie par prolon-

gement linBaire de ¢i(K(.,y)) = fi(y). Majorons sa norme

2 _ "2
Epi<j§ a K(-,yj))] = [JE} asf (v " s J_’Zj"t a2t (¥)E (v))

(somme finie de séries convergentes, on peut donc intervertir les sommations)

2
d'odl . . K(.,y. < . K(.,y.), . K(.,y. .
ot l}bl(ji]aj K( ,yJ))] g (jfz] a, K( yJ) jil a K( }J))HK




¢i étant de norme moindre que 1, elle est représentable par un
élément de H ; 1la formule reproduisante dit alors que c'est fi' De méme

on trouve que Z ft(x)ft(') a, comme opérateur sur HO une norme moindre

t
que K(x,x)l/z, et la série du théoréme est convergente dans H. Les fi

engendrent donc les K(.,y), et de ce fait sont totales dans H. W

i (B - I)- MESURABLITES

On suppose K borné et strictement positif sur la diagonale, dans

toute la suite de ce travail.

H étant fermeture our une norme plus fine que l'uniforme, des
K b p p q bl
K(.,y) on peut énoncer :

si § a une structure mesurable et si V’y € 2, K(.,y) est mesurable,

HK est composé de mesurables.

Si Q est topologique, si chaque point admet une base dénombrable
de voisinages et si pour tout y de @, K(.,y) est continu, HK est composé

de continues. Méme chose pour la continuité uniforme.

Si K est continu et Q séparable, HK est séparable ((yn) &tant
dense, les K(.,yn) sont K~denses dans les K(.,y) qui sont totales dans HK)
le développement du théoréme de séparabilité est alors composé de continues

(resp. uniformément continues). La ré@ciproque de cette derniére affirmation

est vraie dans le cas séparable (convergence simple uniforme).

Enfin dans le cas abstrait, si Hy est séparable et si (K(.,y),y ¢ @)
sépare les points, on peut munir { d'une topologie métrisable séparable ren-

dant K uniformément continu (prendre la structure uniforme rendant uniformé-

ment continues les fi)'

Lemme (1.B.I).- Soit B wune tribu de type dénombrable (i.e

@}

engendrable par un nombre dénombrable d'événements) séparant les points de &




(ie : Vx,yen, x#y, :HA e B:xeA, ve A% . si HK est séparable et
si Vye@, K(.,y) est mesurable, il existe une métrique séparable d sur

Q ayant B pour tribu borélienne et rendant K d 8 d-continu.

Preuve : Hy étant séparable et K borné,on a K= | fi 8 fi
i=1

(théoréme de séparabilité) ; les fi appartenant a HK sont mesurables
. * .
et bornées. (Ai,l € N') engendrant la tribu B, on pose
-1 B 2 . # . *
A= (i (paD)s (o) €Q", p<aq, ieN)U (A,ieN) ; onnote A
1'algébre engendrée par A et T 1la topologie engendrée par Al' La tribu
borélienne de T est alors B et T rend les fi continues. Comme B

sépare les points, la famille (Ai) sépare les points et T est séparée ;

A1 étant dénombrable, T est séparable ; x &tant un point de O et O

un ouvert de T contenant x, ona 0= (U Bi’ avec Bi € A1 ; 11 existe
iel
donc io € I tel que x € Bi , qui est ouvert et ferm& dans T ; autrement
o

dit (2,T) est '"régulier". Le thé&oré&me de Uryson (prop. (16) page 125 de [4@1)
nous permet d'affirmer que T est métrisable séparable. La convergence de la
série étant simple uniforme et les fi T-continues, K(.,y) est, pour tout
y de @, T-continu ; K &tant borné, la prop. (5.7) page 140 de [ 1] nous

permet d'écrire que K est T ® T-continu. lij

Remarque : B est la tribu borélienne associe & une métrique sépa-

rable, ssi B vérifie les conditions du lemme ci-dessus.

(C - T)- MESURES

Désormais, (! est muni d'une structure mesurable. On appelle Mv

. - + . .
1'espace des mesures signées bornées, M_ les mesures positives bornées, P

Q §¢

les probabilités, Mo les combinaisons linéaires finies de mesures de Dirac

= N .

8> Po PQ MO
Un (pseudo)-produit scalaire sur MQ est noté <.,.> et 1l'on pose

<6x,8y> = K(x,y).




Lemme {1.C.1).- Si K est mesurable borné, 1'application linéaire

de (MO,<.,.>) sur (HO,(.,.)H ) définie par ¢(6y) = K(.,y) est une iso-

K
métrie entre ces deux espaces.

e

(—

Theoneme de plongement (2.C.1).- On peut alors prolonger ¢ en une

application linéaire de MQ dans HK par o¢(u) = JK(.,y)du(y) ; on note
alors (u,v)K le pseudo-produit scalaire défini sur MQ par

V) e = (0 ,0(V))y -
K

Preuve :

Pour u fix€e, la forme linéaire ¢u définie sur HO par prolonge-

ment de ¢U(K(.,x)) = JK(y,x)du(y) est continue (en effet, K &tant borné,
il existe une constante b > 0 telle que Ve HK’ |If|‘u < bllf[\H 5
n n
on a alors ]¢U(i£lai K(.,xi))I < l[i;l aiK(.,xi)IIU.\|u||var <
n
b!IiZ] a; K("Xi)IIHK'IIUIlvar) ; elle se prolonge donc en une forme linéaire

continu sur H, tout entier ; il existe donc un &lément h de H, tel que

K K
Vxeq, JK(x,y)du(y) = (h,K(x,.))H = h(x) ; JK(.,y)du(y) appartient donc
K
a HK. [ ]
Remarques :

- Pour ce (pseudo)-produit scalaire, Mo est dense dans MQ.
- 0n a (u,v)K = JK du ® v (en effet, pour u fixée dans MQ,

on a ¢ |k au 0 vl < Loy x 1sl] gy € b0y Loy 5 a'on

v —> JK du 8 v et v -> (v,u)K sont deux formes linéaires continues

sur (MQ’("')K) qui coincident sur Mo ; elles sont donc égales).
- (.,.)K sépare les mesures de Nirac dés que K(.,x) = K(.,z) = x =
il sépare les mesures dés que K = Z c, lA 8 lA , ol (Ci) est une série
i=1 i i

convergente de termes strictement positifs, (Ai) engendre la tribu de &

(de méme en remplagant les Ai par des fi continues bien choisies dans le

cas topologique).
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- S1 (.,.) est non dégénéré, ¢ est une isométrie et

K
(MQ’ (' b ')

) peut étre considéré comme un sous—~espace de H

K K’

Lemme (3.C.I).- Soient (Q,B) un espace mesurable, K un noyau

reproduisant B ® B mesurable borné et T] : (2,B) ~ (MQ’("')K)' Alors
W ém
(1) Tl est bornée et faiblement mesurable.
N . -
&) Si (.,.)K est séparable, T1 est mesurable.
GD Si B est la tribu borélienne d'une topologie (ol tout point admet

une base dénombrable de voisinages) rendant K continu, Tl est continu.

&)

Si de plus cette topologie est d-métrisable et K d @ d-uniformément

continu, T] est uniformément continu.

Preuve :
(:) Soit e une forme linéaire continu sur (MQ’("°)K) ;11
existe alors une suite (un) de Mo telle que Yo e Q, (6w,un) - e(éw).

Comme (6w,un)K = [K(w,x)dun(x) = ¢(un)(w), e o § est mesurable.

<:> et (:) découlent du fait que

T?](B(u,a)) = {we: Kw,w) = 2¢(w) (w) < a2 - fK du @ u}

(:) ]|6w1 - Gwz“i = K(wl,w]) + K(wz,wz) - 2K(w1,w2).

Théoneme de néintégration (4.C.1).- Soient (Q,B) un espace mesurable

et <.,.> un produit scalaire sur M oi <8x,8y> est B © B-mesurable et

g‘b ’
borné. Pour que <.,.> se réintégre (i.e : Yu, v e MQ,<u,v> = J<6x,8y>du®v(x,y))
il faut et 1l suffit que T, o > Sw soit un estimateur sans biais (%)
d'ordre (1) de la loi.
Preuve : Condition nécessaire : Si 1'on pose K(x,y) = <8x,8y> on a
alors <. ,.> = (., )K 3 comme <u,8y> = [ <8x,8y>du(x), pour tout v
J

9]




de M on a <u,v> = ( <8x,v>du(x) ; M_ étant dense dans (M ,(.,.).)
[¢] J Q (0] (o] K

(donc dans (MQ,<.,.>)), pour toute forme linéaire <.,.>-continue, e, 1il

existe une suite (vn) de Mo telle que YV v e MQ, e > e(v) 3 on
[ [

a alors (pour p fixée) J <8 ,v_>du(w) - ‘ e(8 )Ydu(w) (théoréme de con-
Q0 w n J 0 w

vergence dominée) et ( <§ ,v >dp(w) = <u,v. > 3 d'ou e(u) = \ e o8 du(w).
JQ w n n JQ w

Condition sufgisante :

T1 étant un estimateur sans biais de la loi, le théordme de Fubini

et la définition de 1'intégrale de Pettis nous permettent alors d'écrire

<8x,8y>du 8 v(x,y) = ( (( <8x,8y>du(x))dv(y)
o2 ala

= < j (Sxdu(x),J Sydv(y)> = <u,v> I
Q 9]

Remarque : Si K est un noyau reproduisant B®B-mesurable, borné, non

dégénéré (i.e : (K du ® y =0 =>yu=20), et si 1'on munit MQ de ("')K’
J
T1 tw - éw est un estimateur sans biais d'ordre 1 de la loi.

Remarqgue : Tout produit scalaire sur M(B) ne se réint3gre pas ;
nous allons donner un exemple de produit scalaire séparable sur A1B)1] ne
b
se réintégrant pas,et ol <8x,8y> est continu et borné.

Exemple (5.C.T).- si 1'on note M (resp. Md) 1'ensemble des

D
mesures diffuses (resp. discrétes) sur [Q,l], on a M[O ]] = MD @ Md
b

(somme directe) [en effet, toute mesure sur [O,l] se décompose d'une fagon

unique en la somme d'une mesure diffuse et d'une mesure discréte].

D'aprés le théoréme d'existence (4.D.I) (que nous démontrerons par
la suite) on peut exhiber un noyau reproduisant K borné, continu et non

dégénéré (i.e : JKdu @ p=0 =>yu =0) sur [0,1].




Si 1'on note h 1la projection paralléle 3 MD et si 1'on pose

<p,u> = (u,v)K + (h(u),h(\)))K , <.,.> est non dégénéré et 1'on a

<8x,0y> = 2(6x,6y)K = 2K(x,y) est continu et borné.
<.,.> est séparable [kn effet, si 1'on note U,V = (h(u),h(\)))K
M  est dense dans (MQ’<”'>0) ; (Mo,<.,.>o) étant séparable,

) est séparable, M. ,<.,.>) l'esi].

(M <.,.>O) 1'est ; et comme (MQ,(.,.) Q’

K
(:) <.,.> ne se réintégre pas [%n effet, si b, est non nulle et dif-

fuse on a : SHsHg> = (UO,UO)K #0 et
f <0x,8y>du_ 8 u_ = 2(uo,uo)é]-

(:) M0 n'est pas dense dans (M_,<.,.>). [En effet, si W, est non nulle

Q!
et diffuse et s'il existe une suite (vn) de Mo convergent vers L _  pour

<.5.>, oma v tend vers H, pour (.,.)K qui est moins fin que <.,.>.

Ce qui nous conduit & :

2(v ,Vv = <y v > — < > =
( 0’ n)K 0’ Vn Hoo¥y (UO,UO)K

(vn,v )

n’K - (UO’UO)K # 0

qui est impossiblqj.

(:) T] tw Gw n'est pas un estimateur sans biais de la loi [bn peut
conclure directement 3 l'aide du théoré&me de réintégration. Mais on peut aussi
le constater directement. Supposons qu'il soit sans biais ; on a alors pour M
diffuse non nulle : <6x,[6wduo(w)> = (dx,uo)K; et en utilisant la définition

' é i { = = =
de 1'intégrale de Pettis <6x,J6wduo,w)> J<6x,6w>duo(w) ZJ(dx,dw)Kduo(x)

= 2(5x,uo)K qui est contradictoire, d&s que (ax,uo)K £ 0.

I1 n'existe donc pas d'estimateurs sans biais de la loi pour ce produit

scalaire.

Le théoréme suivant caractérise les produits scalaires sur MQ, ol MO

est dense dans MQ. (Ce théoréme ne s'applique donc pas 3 1'exemple (5.C.I)).
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Théondme de carnctornisation (6.C.1).- (2,B) étant un espace mesu-

rable 3 si <.,.> est un pseudo-produit scalaire sur MQ, borné sur P ,
[0}

tel que Mo est dense dans MQ et K(x,y) = <8x,8y> est borné ; il
existe une application linéaire h unique de Ly = {o(u) = [K(.,x)du(x),u £ MQ}

dans He telle que <u,v> = (h(e(w)),h(p(v)) .
Hy

Preuve : 1  étant un élément de MQ, il existe une suite (vn)

de M  convergent vers p dans (M_,<.,.>) ; et comme
0 & Q

Y

<V -vp,vn-vp> = (¢(vn) - ¢(vp),¢(vn) - ¢(vp))H , 1é suite (¢(vn;) est une

n K
suite de Cauchy de HK ; 11 existe donc un élément f unique de HK tel
H
que (¢(vn) K f) 3 si 1'on pose h(¢(p)) = f, h est lindaire de LK
dans HK’ et comme YV v e MQ, [[h(¢(v))l(H = <v,v>l/2, on a :

K

<, = 1 (<ptv,p+v> = <p=y,u=-v>) = (h(d)(u)),h(b(\)))H .
4 K

{W?b - T)- RELATIONS ENTRE PRODUITS SCALATRES ET TOPOLOGIE FAIBLE

(2,d) étant un espace métrique, si 1'on munit 1'espace, Cys des
fonctions réelles continues bornées de la norme de la convergence uniforme ;

Cb est un espace de Banach et MQ est un sous~espace du dual topologique,

*
C,, de C

b b’

Déginition.- On appelle topologie faible (ou encore &troite) de M

§2

(que 1'on note Fd) la trace (sur MQ) de la topologie affaiblie o(C:,Cb).

Notations : nous écrirons indifféremment (un ===> )

F
ou (un ———g——+ ) pour dire que Wy tend faiblement vers .

F

Remarque : on a (un —4 p)  <=> df fecC

.
b J(f dp — J}f dy) .

. *
Remarque : 1la trace sur MQ de la topologie forte de C, n'est




_]4_

autre que la norme en variation totale.

En effet V T MQ, on a

£ + -
el = suedl | ab < [rat = (B, -
J J var
¢,  feCy | |£] u
Maintenant comme il existe (¥) A tel que ‘[u‘lvar = J]A.— lAC du
et comme u est réguliére (R est métrique) on a : ‘lu“var < \lullc* .
b

Nous nous placerons désormais dans le cas od (,d) est séparable.

Théoneme de faible comparalson (1.P.1).- Soient (Q,d) un espace

métrique séparable et <.,.> un pseudo-produit scalaire sur MQ. Si <éx,8y>

est bornée, on peut énoncer :

+

(1) pour que <.,.> soit moins fin que la topologie faible sur MQ

il faut et il suffit que <.,.> se réintégre et que <06x,8y> soit d®d-continu.

(2) si <.,.> wvérifie (1), 1l existe une suite (fi) uniformément
bornée de Cb’ telle que <8x,8y> = .Zl fi(x)fi(y) (la convergencé é&tant simple
uniforme). '

(3) Si de plus <.,.> est non dégénéré, pour tout compact A de
(fi/A) est totale dans Ub(A) et <.,.> a pour trace sur MZ la topologie

faible. (Ub(A) Etant 1'ensemble des fonctions réelles, bornées et uniformément

continues sur A).

Preuve

1) Condition nécessaire.

- . . +
<.,.» @&tant moins fin sur MQ que Fd’ on a
( X, e % Yy e y) ==> (<6xn,6yn> » <8x,8y>), et <8x,8y> est
continu. y é&tant un élément de PQ, il existe une suite (un) incluse dans

Po telle que (un ====> ) (théoréme 6.3, p. 44 de [ZQ]). Si 1'on pose

n->e

K(x,y) = <6x,8y> on a alors :

(*) voir [46], page 99.
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<Un,un> - <u,u>

u ®u > @ (lemme 1.1. p. 57 de EAQ]).

n n
n->e

(K dun e T JK du @ u (K étant continu et borné)
J

<Un’un> - JK dun ® My

D'oli <u,u> = JK du ® py, et <.,.> se réintégre puisque deux

pseudo~produits scalaires ayant méme norme sur PQ sont égaux.

Condition sufpisante : Si 1'on pose K(x,y) = <8x,8y> on a

<U,V> = JK du v avec K continu et borné. D'od si (un ==xx=> 1) dans
n->o

PQ on a :

JKd(un-u)®(un-u)+ (Kdu@u+JKdu®u—2JKdu®u=o.
J

R +
Supposons maintenant que (un ====x=> 1) dans MQ
n->-o

; si wu=0

on a un(Q) > 0 et JK dun Q ey —> 0 ; si u#0, ona

n-—>w°
u u
(—2 > —2 ) qui implique ( o Sea? .y et (un SRLEELANN u) .
u () u(R) b, (D) u(Q)

. . . .
2) (PQ’Fd) étant séparable, (PQ’("')K) l'est et de ce fait
(MQ’("')K) l'est ;3 (2) découle alors directement du théordme de séparabilité

(2.A.I) (puisque HK est séparable).

3) En vertu de (2), il existe une suite (fi) de Cy telle que
[==]
R(x,y) = <8x,6y> = ) fi(x)fi(y). A étant compact dans ¢, le théoréme
i=1
classique de Dini nous permet d'affirmer que la convergence de cette série

est uniforme sur la diagonale de A x A et 1'inégalité de Schwartz nous permet
[oe]

d'écrire que la convergence de la série Z fi e fi est uniforme sur A x A.
i=1
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Si (fi/A) n'est pas totale dans Cb(A), on peut exhiber g dans

Cb(A) - Sp((fi)) (Sp((fi)) étant 1'adhérence uniforme de Sp((fi)) enveloppe vec-
torielle de la suite (fi)) ; 11 existe alors (corollaire du théoréme de
Hahn-Banach) une forme linéaire continue, F, nulle sur Sp(fi) et non nulle

en g. Le théoréme de Riesz nous permet d'affirmer qu'il existe vy € MA telle

que Vfe Cb(A), F(£) { f(x)du(x) ; alors si pour tout B de B(d) on
A

pose u(B) = u(A NB), ue M32 et 1'ona pu# 0 et <u,u>=0 qui est con-
traire & <.,.> non dégénéré. (fi/A) étant totale dans Cb(A) la topologie

trace de <.,.> sur PA est la topologie faible.

Supposons maintenant (un) U {u} CfMZ ; (fi/A) étant totale dans

Cb(A), il existe une combinaison linéaire ho des fi telle que

[lh /a - 1.]].. < 1 ; on a alors h /A 3 l-A, (h /A du_ 3 l-u (A) et
0 AT o j o n n
2 2 2
< >
o . EREENEANN =
(||un’lvar) est bornée ; on a donc (un ")) > (un(A) > u(A)).
. <ogo?
Si p =0, ona (un me=> ) <==> (un —2 )
Si wu#0, ona:
H H <y >

(h => 1) em=> (—2— = Py s (D ) = (= W

un(A) un(A) “n<A) u(a)

Remarque :

Si 1'on se suppose placé dans les conditions de 1'assertion (3) avec

en plus Q compact, on peut &noncer :

~ o +
F, et <.,.> ont méme topologie trace sur M

d 2
. Fd est plus fine que <.,.> sur MQ tout entier. En effet,
F
si F_ R SN Wy () U {u} est compact pour Fy» donc borné& pour Fd

(prop. 3, p. 6, chap. III § 2, n° 3 de [1]]), donc borné pour la topologie
forte (prop. (1), p. 86, chap. IV, § 3, n° 3 de [11]), et de ce fait borné

pour la norme de la variation totale. Ce qui nous permet de conclure puisque




2 ; 8 fi converge uniformément). rbette remarque est vraie pour § non compact}.
i
* .
8 étant compdct, on a Cb = MQ (théoréme de Riesz) ; toute boule en
variation Ilullvar < p est alors compact pour Fd (prop. 1, page 112
chap. IV, § 5, n° 2 de [11]) puisque || || « = l }’var ; la topologie
C
b
de <.,.> étant moins fine que Fd et séparée, lui est donc égale sur cette
boule (qui est donc compacte pour <.,.>).
PQ étant fermé& dans la boule Ilul'var ¢ 1 est aussi compact.

(M;,<.,.>) est complet. En effet, si (un) est de Cauchy dans

(M;,<.,.>), (un(Q)) est bornée (un) est donc incluse dans une

boule en variation qui est compact dans (M ,<.,.>) ; ce qui nous permet
q p a q P

de conclure

Par contre d&s que M, est de dimension infinie, (M_,<.,.>) n'est pas

Q
complet ; en effet, il l'est pour || || « = N Ilvar qui est ‘stricte-

ment plus fine (remarque 2, p. 111, chap. IV, § 5, n° 1 de [lﬂ) que Fd’

donc que <.,.>.

La topologie de <.,.> est en général strictement moins fine que Fd sur

. - * ;
MQ tout entier. [En effet, 0 = {0} U {l , e N, n » 2} muni de la
‘ n
métrique de la valeur absolue est compact ; 1la suite g = 1, gy = 1 R
{—}
2
8, = 1 [ »+++ esten vertu du théoréme de Stone-Weierstrass totale dans
{=}
n
. o 1 [
; ! = —_ g, . = — o, & g. vy
C, 5 et si l'on pose K, .Z 8 98, K, .2 = 5 % e Loy
1=1 1 i=1 1 1
et (.,.)K vérifient les conditions de 1l'assertion (3) du théoréme de
2
faible comparaison et pourtant Wy © n2(c5l -8 ) est une suite de Cauchy

I 1
n n-1




)]

) mais n'est pas une suite de Cauchy de (MQ’("')K i
2 1

de (M

Remarque : (&1,d) @&tant séparable, si K est continu et si

est plus fine que (.,.)

K = Z f. @ £, (la convergence &tant uniforme), F
: 1 i d

sur MQ tout entier.

Remarque : Le théoréme de faible comparaison ne peut €tre améliore ;
(Q,d) @étant séparable et <.,.> &tant un produit scalaire (non dégénéré)
vérifiant 1'assertion (1) du théoréme de faible comparaison, la topologie

+ -~ - . . .
trace de <.,.> sur MQ peut étre strictement moins fine que Fd' Il suffit

.. . * .
pour cela de prendre & = R, de choisir (pour tout 1 € N )} une suite fi
b

de fonctions continues, bornées par 1, nulles sur ]—W,—(i+l)[U]i+l,+m[,

telle que la suite des restrictions (fi j/[—i,+i]) soit totale dans Cb([—i,+i])

o0

, *
et de poser K = Z } - f. . @ f. . ; (f. .,(i,]) € N* x N') étant totale
i j=1 21+J 1,3 1,] 1,]

dans 1'ensemble des fonctions continues & support compact, (.,.)K est non
dégénéré et vérifie 1'assertion (1) du théoréme de faible comparaison ; et

pourtant (6n) est une suite tendant vers zéro pour (. alors qu'elle ne

Iy

converge pas vers O pour la métrique de Prokoroé].

Remarque : (Q,d) étant séparable si <.,.> & pour trace Fd sur

+ PP - P ..
MQ (resp. PQ), <.,.> est non dégénéré dés que  s'écrit comme une réunion

dénombrable de compact.

Proposition (2.D.1).- (2,d) étant séparable ; si K est un noyau

reproduisant borné, B(d)8B(d)-mesurable et si HK est séparable, on peut

exhiber une métrique, d', ayant B(d) pour tribu borélienne, telle que Fd'

soit plus fine que (.,.)K sur Mg.

——

P&Qqﬁg : découle directement du lemme (1.B.I) et du théoréme de

faible comparaison. i




Bgmangua : 81 K = % fi 8 fi la convergence étant uniforme en
(x,v) Fd' est plus fine que ("')K, sur MQ tout entier.
Corollaine (3.0.1).- {9,d) étant séparable ; si K est un noyau

reproduisant borné, B(d)®B(d)-mesurable et si HK est séparable, 1'ensemble

des combinaisons convexes de mesures de Dirac est dense dans (PO’("')K)'

Preuve : 1l'ensemble des combinaisons convexes de mesures de Dirac

étant dense dans (Pg*’Fd')’ la proposition ci-dessus nous permet de conclure. [l
f

Theondme d'existence (4.0.71).- si (Q,d) est séparable, il existe

r
un noyau reproduisant, K, non dégénéré (i.e. :jK du® u=0 =>u=0) tel

ue la topologie trace de (.,.) sur M soit la topologie faible,
d P K 0

———

. . P C U
Preuve : Il existealors une métrique d' totalement borneé équivalente
a d ; 1'espace des applications réelles, bornées, d'-uniformément continues

muni de la norme de convergence uniforme (relative & d') étant sé&parable, il

existe une suite (fi) bornée par | et totale dans 1'ensemble de ces appli-
[ee]
. . . . +
cations ; si 1l'on pese K = E — f. ® £., (.,.) est moins fin sur M
. 171 1 K §
i=1 2
que la topologie faible (théoréme de faible comparaison). Maintenant si
<y C .. .
p —2"» y dans P, on a par linéarité et limite uniforme
n n->o Y/
Jf dun —> f dyu pour toute application f d'- uniformément continue et
bornée ; le théoréme de Billingsley (¥%) nous permet alors de conclure pour PSa ;

N + PR . .
on passe alors de PQ a MQ comme dans le théoréme de faible comparaison.
J;

. . . * . _ . <
Enfin, si1 (u,u)K = (0, on a (jfidu = 0, YVieN } qui est €quivalent 2

o, V£ d'-uniformément continue), d'od upu=0.1M

(Jf du

Remanrque :
Fd est alors plus fine que (.,.)K sur MQ tout entier.
K étant d ® d continu, si (xn) est dense dans (9,d), (ﬁxn) est

(**) Voir ['49:| par exemple.
(%) d' totalement bornée est identique & (Q,d') précompact.
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(esedyde

totale dans (M X

Q,

Remarque : (Q,d) éEtant séparable ; si Ql est un borélien de

tel que ml = 0 (resp. 5] est compact , Ql est convexe et I est de
Hilbert), et si <.,.> est un produit scalaire sur MQ dont la topologie
+ +
sur M. est F ; <p/C.,u/C,> admet F, pour trace sur M .
Q d 1 1 d Q]
Remaique :

(2,d) @étant séparable, A et B deux boréliens de (i, MERETY

et <.,.>y deux produits scalaires sur MA et MB 3 si pour tout u,v € MO
ol

(Ql = A U B) on pose
<P,v> = <U/A’“/Ai\+ <u/B,\)/B>B , on peut &noncer
(n <y est un produit scalaire sur M

)

(2) Si ANB=@ et si <.,.> (resp. <.,.>_) est plus fin que F

A B d

sur MX (resp. ME), il est de méme pour <.,.> sur R

(3) Si d(A,B) > 0 et si Cese>y (resp. <.,.>B) admet Fd pour trace

+ + +
sur MA (resp. MB) ; <.,.> admet Fd pour trace sur MQ].

Remarque : (Q,d) éEtant séparable, localement compact et dénombrable
a 1'infini ; si (fi) est totale dans 1'ensemble des fonctions continues a
support compact et si K = 1 + X fi Q fi est borné, (.,.)K admet F

i=1

d

+
pour trace sur MQ
1

(E - 1)- CONSTRUCTIONgH

Nous allons nous limiter & donmer des produits scalaires sur MR’

Mo, MA (oi ACR (resp. A CfRn)) dont la topologie trace sur N;, M+n,

+
MA est égale & (resp. moins fine que) Fd'
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Theoneme de comstruction (1.E.I1).- 4 étant un homéomorphisme de R

R)c |~a,, avec a6 < + si o est une sulte strictement
sur LD( ) ] lﬂ alp[ ( v . 7\1) )’ ( p(n)) ctemen

positive et si K(x,y) = Z a (@(X))p(n)(w(y)p(n) (resp : K(x,y) =
n=0 p(n)

~

|pu p(n) est une suite croissante de N

e-p(n)w(x)e-p(n)&(y))

nEO dn(p)

(e‘P(H)X

telle que (Xp(n)’ n e N*), (resp , N € N*)) soit totale dans

Ub([;aﬁ,aﬁj) (*)] est borné, le produit scalaire (.,.) a pour topologie

K

+ . .
trace, sur MR’ la topologie faible.

Preuve : Les deux démonstrations étant identiques, nous établirons
uniquement celle relative au premier noyau. R @&tant muni de la métrique
d(x,y) = ’@(x)-&(y)f est précompact (puisque ¢ est une isométrie de (R,d)

sur (JR),| [|)). Si 1'on pose fp(n)(x) = Xp(n)

R (fp(n)) est totale dans
Ub(@(R)), donc dans Ub(ﬁ(R)) ; g étant d-uniformément continue, g o $_1

est uniformément continue sur PP(R) ; il existe donc A],...,Ak,

_1 . .
fp(nl),...,fp(nk) tels que ||go y =X Aifp(ni)llu < ¢ (dans - (R,d)) ;
(P ™) donc totale d UOR,d) 3 si (n —9 s 1y 4 p

) est donc totale dans U (R,d) ; si (n ——( y ans Py,

on a par linéarité et limite uniforme (V’f € Ub(R,d), deun > Jf du)
d'oi (V f e Cb(R), Jf dun —  f du) (théoréme de Billingsley (*%)) ;

le théoréme de faible comparaison nous permet alors d'affirmer que Fd et
et 1'on passe de P, & M. comme 3 la fin

R R

est bien slir non dégénéré. B

(.,.)K ont méme trace sur PR’

du théoréme de faible comparaison. (.,.)K

Remarque : Si la convergence des séries (ci-dessus) est uniforme,

la topologie faible est plus fine que (.,.)K sur MR tout entier. En faisant

varier et (an) dans le théoréme ci-dessus on obtient les noyaux suivants

— e o . s e s e e o . o —— — — ———

(*) on peut, par exemple, prendre (p(n) =n) ou (p(0) =0 et p(n) = 2n+l,
n ¢ N). Maintenant si 1'on remplace "{J(x)!' par ap+d(x)" il suffit
(en vertu du théoréme de Mintz p. 22, de [45]) de prendre pour (p(n)) wune
suite croissante telle que p(0) = 0 et ¥ l diverge.
n>0 p(n)

(%%) voir 49 (par exemple).
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faible.

o n n 1
K](x,y)=§_n'(x)(y =
i=o 2" 1+[x|  1+]y| N xy
2 (1+]x]) (1+]y])
X J
ol n 1+]x I+
K,(x,y) = ) o =€ x| Iv1
i=0 n! 1+|x] 1+]y]
o I -1
K3(x,y) = E n exp(-n( X Yexp(-n 4 Yy = (1 - — exp(~ X Yexp (- —QL—J )
i=0 10 1+ x 1+]y| 10 1+ x| 1+|y|
T
K, (x,y) = ) — exp(- =X exp(- 7)) = exp(exp(~ ——)exp(- —L—))
i=0 n! 1+ x 1+]y] 1+]x 1+]y]
X y
Ks(x,y) =1 + Z I X )n( MR SR Xy e I+ x| +]y|
i=1 n! 1+{x| 1+]y] (1+]x]) +y])
T - - 1
KGoy) = ] L (2 eTlxhny mhvlyn
6 . n
- i=0 27 |x| vl o1 xy o lxllyl
2 x|
Ko(x,y) = ] — (Aretg(x))"(Arctg(y))™ =
1=0 3 1 - l»Arctg(x)Arctg(y)
3
Lorsque © est borné dans R, on peut prendre pour noyau K(x,y) = exy,...,
(voir DA], page 93).
1 2
— ’ - 5(x~y)
Proposition (2.E.1).- Si 1'on pose K(x,y) = e R JKdu ® 1 est
un produit scalaire sur MR dont la trace sur M; est moins fine que la topo-
logie faible, et dont la trace sur MZ est, pour tout compact A, la topologie
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Preuve : u étant un élément de MR , si

(e—l/z(x—y>2

4

du ® u(x,y) =0 , on a

Jexp(iu(x—y)) exp (- l—uz) du du ® p(x,y) = 0
. 2
172 (x-y) 12
e y = [exp(iu(x—y)) x exp(- — u") du [ﬁhéoréme
2

(puisque
de réciprocité de Fouriei]), d'oll
1 2
Jexp(— —u) |f (u)l2 du = 0 ,
2 u
fu étant la transformée de Fourier de yu ; fu est donc identiquement

nulle , et de ce fait p aussi.|i

2
Remarque : Ce que 1'on vient de faire pour e 1/2(xy) s'étend
immédiatement & e—(x—y) etc...

L'intér8t de ce produit scalaire réside dans sa simplicité et dans

le fait que toute mesure de Dirac a la méme norme.

Lemme des produits (3.E.1).-  étant un homéomorphisme de R sur

8

J(R) = Jay,bP[ (avec max(]af],|bd|) < +

), si (an) est une série

strictement positive et si K(x,y) = ) an(&(x))n(ﬁ(y))n (resp.
n=0
K(x,y) = Z ane_nﬂ(x)e-nﬂ(y))

est borné, (.,.)KQ m est un produit scalaire
0

n

+ . .
sur M o dont la topologie trace sur M o est la topoiogie faible.
R R

Prouve : y se prolonge de facon unique en une bijection § de R

sur [é&,b@], et si 1'on munit R de la métrique d(x,y) = Ia(x) - @(y)],
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? est une isométrie de R sur [é&,b&] et (R,d) est un complété de

=8m, n P
(R,d).((¥ ) ",neN) est alors (théoréme de Stone-Weierstrass) totale dans

-m =® . &
Ub(R ,d m), et de ce fait (({ m)n,n € N) est totale dans Ub(Rm,dgm);

On conclut alors comme dans le théoréme de construction. W

D'od
®m
K] ((X],°--,Xm)a(yly-'-,ym)) =
1 1
= X ia. X ,
Lo L “17 Lo *n'm
2 (+]x, D (+ly, D 2 Qlx D O+ly D)
Om
Ky (x5 eeasx )5y 5o eesy D) =
lel mem
Gl DY O+y D (14 ) (143 )
= e X ,.. X e

b

. m . . : ..
sont des noyaux reproduisant sur R dont les produits scalaires associés

. +
(.,.)K§m ont pour topologie trace sur M o’ la topologie faible.
1 R

+ n .
Remargue : Lorsque & = R (resp. R,R7) et lorsque 1'on munit MQ
du produit de convolution usuel (i.e : u * v = (v ® v)s ot S : (x,y) > xty)

il existe (voir [3(] page 82-86) des noyaux reproduisants K tels que :

(Mg, *, || I|K) est une algébre préhilbertienne.
+ . .
La trace de l| llK sur MQ est la topologie faible.
(b Ky et ¢ K4 vérifient en particulier cette propriété - [} et ¢

étant des constantes bien choisieé]).

*x se prolonge alors naturellement & H, et (H_, *, || l} ) est
K K HK
alors une algébre hilbertienne, on peut faire la méme remarque pour & = [b,]]
lorsque 1'on munit MQ du produit de convolution u * v = (18 v) , ol

T(x,y) = x Xy.
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F - 1 - "THEOREME DE GLIVENKO-CANTELLI !

Définition.~ (Q,B) étant un espace mesurable et K un noyau re-

produisant défini sur ©, nous dirons que K est un noyau normal s'il existe

une suite (fi) de v.a.r. bornées par | et une série (ui) convergente de

lee]

termes strictement positifs, telles que K(x,y) = E oy fi(x)fi(y).
i=1
K étant un noyau reproduisant normal, il existe une infinité de
feo]
séries (ui) et une infinité de suites (fi) telles que K = ay fi 8 fi ;
i=1

mais pour simplifier la rédaction, nous ne considérerons que la série (ai) et

la suite (fi) apparaissant dans 1'écriture K = z o. £. 8 f..

Sous ces conditions K = ) a. fi ® fi tant un noyau normal et a > 0

{
étant donné, nous désignerons par no(a) le plus petit entier tel que
az a2
a. < — si les f, sont positives, ou tel que Z a, < —
. i i i
1=no(a)+1 2 8

i=n (a)+l
(@)
si les fi ne sont pas toutes positives.

Nous allons maintenant énoncer trois inégalités, dues 3 Hoeffding,

qui nous seront indispensables dans le théoréme suivant. Elles se trouvent

page 15 et 16 de [39_]

Soient XI’XZ""’X s, n v.a.r indépendantes définies sur (2, @,P)

n
ayant des moments d'ordre (1) et (2), S = X1 + ... 4 Xn, m = E(g).
n
(I) Ssi O < X, ¢ 1, pour i=1,...,n, onapour O < a < l-m
S m . m+ta, l-m (l-m~a,n -na g(m) —2na2
P{|= - m| 2 a} £ 2{(—) (—) g2 < 2e
n m+a l-m-a
< 1 I-m 1 1
ot g(m) = Log( ) pour O <m < -~ et g(m) = ——— pour £m< ]

1
1-2m m 2 2m{ 1-m) 2
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(11) si a; < Xi < bi (i =1,...,n), pour tout a > 0, on a
2 2
p{|S - m| > a} < 2exp |- - 2n a
n E (b.-a.)2
b 171
1=1
(II1) Si 1les Xi ont méme loi et si lXi[ <b (i=1,...,n) on a :
2 2
~(1+ B2y 0 —(1- 3 b
S ba 02 b2+02 b b2+ 2
PU==-m| 3 a) s 1O+ 2 (1- % "t
n o b
na 02 ba
- =] 1+ —)Log(1+ =) -1
< e b ba o2
oii 02 = (var S) .
n
S W 1 o
Pour tout w = (wl,...,wn,...) € € , on note W= —-'2 6wi,

la mesure empirique au point w.

"Theoneme de GLivenko-Cantelldi" (1.F.1).-

Si K = o, fi 8 fi est un noyau normal et si 1'on désigne par

1

it ~18

i
| I[K la semi-norme associe au pseudo-produit scalaire JK du 8 v, on

peut énoncer : -
o i} i l6no(a)£§1a£
a) Sup v (U {we@ : ||un - uIIK 2 al) < 5

uePQ nzN] a”.N

2
B)  Sup 17({w e 87 : v - ullg > ad) € 20 (a) exp(- ——).
uePQ A E N
=1 £
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f. 8 f. avec
i 1

2
ma

(e 9]

) a
=1 ©

exp( - )

i>p, ona:

2ma

( -

—)
) a
£=1 L

, on peut écrire

g

]+o2

(1-a)

a
_2_)
g

(1+

Remarques :
c) Si de plus K est positif (i.e. K = E ay
i=1
Qo Sl w
Sup v ({we 9 : |]u - uf|K 2z al) € 2n _(a)
eP " ©
KT
d) Si de plus K est positif et a, = 0 pour
Qo il w
Sup v ({we @ : ||u° - u]]K %z al) < 2p exp
vePy
e) Si K=f® f avec O ¢ f < 1, pour a < i
Qo © w a
wotwe o s [fu -l 2 ab) s 2{(1 + 5
n g
ot o = sz du - (Jf du)z.
f) Si K=f@® f et si 0<a<]1= Jf du, on a :

- 1-b-
( 1-b ) b-alm

W e e 07 Hu? = ull, 2 ab) = 2] b )b+a
m K
b+a
oi b = Jf du.
Preuve :
a) pour tout u € PQ, on a :
no(a) § .
m {we IJf.dU - Jf.du] < -———-;0——"'—'——}
i= i n i 9

1/
(2 ) o,
=1 ¢

1-b-a

est égal a

f.
1

>

> 0)

on
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2
{weQ sup |[fidu§ - indulz < ——Et;——ﬁ qui est inclus dans
ie{l,...,n (a)}’
o 2 Z ap
£=1
- no(e) a2
{we s : ) o l|f.du_ - Jf.dul < =—}.
. i')]7in i
1=1 2
Et comme
2 _ % 2
1 = w13 = T aglegau - [ejan
i=1
e d] <1
i''u
o 2 © a2
ap < a (ou . ap < si les fi sont positives)
L=n (a)+1 8 L=n (a)+1 2
0 o
on a
© nO(E) [ 2 52 o w
{we @ Z. ailindun-)fidul <—lc{wes :Hun-u||K<e}.
1=] 2
. n_(a)
D'ou %@ e P, M {we Q" | f.duw—f.dui «c—2 _Jciwe ;‘|uw—u[’ <al(a)
Q> . i 'n "1 1/2 K
i=1 (2}op)
i @étant un élément de PQ ;3 11 découle alors de (a) que :
n (a)
Qo © Qoo o
(U fwea” [l -l 2a) ¢ T (U {u |Jf.duw -Jf-dul > a 1
n K . 1 n 1 o
nzN 1=] nzN 1/2
1 1 (2 X az)
=1
Si pour 1 € {],...,no(a)} on pose Yij = fi(xj) - indu (Xj étant la j-éme
projection de Q" sur Q) ; les Yij sont - pour i fixé - indépendantes,
centrées, de méme loi, de uew—variance inférieure 3 1 et
n
o [rqw ol
indun J £ 'Z L
n j=I1
Si N] = Zh, on a
n n
Qo 1 o W
I Tyl s 3 = U (= J vyl s —2 .
nx2 n i=1 @7 uz)l/z k=0 2h+ksn52h+k+l n j=1 2§ OLZ)I/Z
=] =1
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« n h+k
b .2
D { ) Yijl y —= }
‘ k=0 /LN S D) az)l/z
L =1 i
) © : n h+k )
«© .2
g Z U® k"/) {‘ Z Yijl 2 __E;——*————}
= .= 2
. k=0 n52h+k+l j=1 27 aﬂ)l/
5 £=1
Q@ Z]uz).2h+k+'
s ) — (d"aprés 1'inégalité de Kolmogorov (*)).
k=

On obtient donc

8no(a) x

u U {w e o I{uw

n Mg 2 al) s 2 h

. ; +
Maintenant si N] est quelconque, il existe h tel que 2h < N_1 < 2h !

et 1'on a alors

2 x 8n (a) Z o 16n (a) z o
RN 4 oL, £

uem[kJ {weq : l|us - u||K > al| g 3 T € 7
nzN] 2 x a x 2 a .N1
b) En vertu de (a), pour tout u de PQ, on peut écrire :
n (a
Qo © w % ) go| 1 T a
U Duje o D -l aﬂ ) {- Y..| > —}
m K . .. 1] ©
1=1 m j=1 (2 ; o )1/2
= £
(ot Y.. = f,(X,) - [f.(X.)du800 et X. est la j-éme projection). Ce qui
ij 17 Ji j
nous permet de conclure en vertu du fait que -1 < fi(Xj) <1 et de 1'iné~-

galité (II) de Hoeffding précitée).

(¥) Inégalité de Kolmogorov usuelle.
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¢) Comme O < fi(Xj) ¢ 1, on conclut de facon analogue & (b).

d) I1 découle de 1'inclusion <(a) que :

P w W a o w

Ve PQ, {:}{m e Q2 lindun—in dul < ——77;—4 C{wen :l]un-ullK < a}(B)
( A OL'@)
£=1

ce qui implique :

— —

m
Ve Por 7w e 07 l|u§ - “||K > al| g E W8 {|l» v, o« —2—

. L P
| i=1 m j=1 ( ; @3)1/2
£=1

et comme O < fi(Xj) ¢ 1, 1'inégalité (II) de Hoeffding (précitée) nous permet

de conclure.

e) Pour tout p de PQ 1'inclusion (B) nous permet d'écrire

m
a}] < u@‘”[{l ]_ Z Y]jl 2 a}‘]

m j=1

W

u®m[}w e 0 : I[uw

n - UIIK

(ol Ylj = f(Xj) - Jf du) et comme If(Xj) - [f du| 1, 1'inégalité (III)

de Hoeffding (précitée) nous permet de conclure.

f) On conclut comme en (e) en remplagant 1'inégalité (III) par 1'iné-

galité (I). W

Remarque : Dans la démonstration de 1'assertion (b), si 1'on remplace
1'inégalité (II) de Hoeffding par 1'inégalité& de '"Cramer-Chernov', on

obtient une inégalité &quivalente au voisinage de O.

Par contre ceci n'est plus vrai dans 1l'assertion (c¢) ; le résultat
obtenu avec 1'inégalité de Hoeffding étant nettement plus fin qu'avec Cramer-

Chernov.




Conollaine {2.F.1).- (Q,d) étant séparable ; si H, est séparable

et si K est B(d) ® B(d) mesurable et borné&, pour tout a > 0 et tout

U € PQ il existe une constante Cl(a,u) et une constante Cz(a,u) telles
que
C,(a,u)
Qoo o >
e e 9 s WY -l < a, Vaznd 1 - ML
n K 1
N
1
-n C
u®m({w e 0 ||uw -ull, <al) =1 - erl Z(a,U)
n K -
Preuve : 11 existe alors prop. (2.D.I) une métrique d' telle que
Fd' soit plus fine que (.,.)K sur PQ ; de méme il existe (théoreéme

d'existence) un noyau reproduisant normal K' dont le produit scalaire (.,.)K,

associé admet F pour trace sur P_. u et a @&tant donnés, 1l existe

da' 0

alors b > 0 tel que

o

wea ||

n U||K. <blc{weq : ||u§ - UI\K < a}l ;

le""théoréme de Glivenko-Cantellinous permet alors de conclure.

Corolaire (3.F.1).- (Q,d) étant compact, si <.,.> est un produit
scalaire sur M Q dont la topologie trace sur PQ est moins fine que la topo-

logie faible, pour tout a > 0, il existe une constante Cl(a) et une cons-—

tante Cz(a) telles que :

] . C, (a)
. sup ue (U {we : ||u2 - ul\( , 2 al) s !
UEPQ m-:N1 N1
o -n C2(a)

sup ugw({w e 0 ¢ ||u

U|l< . 3 al) < 2e
uePQ o

n

Preuve : D'aprés le théoréme d'existence, il existe un noyau repro-

) sur P. est F. ;

duisant normal, K, dont la topologie trace (de (.,.) Q d

K
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la métrique associée 3 <.,.> est alors uniformément moins fine sur PQ que

celle associée 3 (.,.) (puisque (PQ’Fd) est compact). Le "théoréme de

K

Glivenko—~Cantelli' nous permet alors de conclure.

Remarque : Le corollaire précédent s'étend immédiatement (en passant
au complété) au cas ol (Q,d) est totalement borné (i.e. précompact) et boré-

lien de son complété.

(G - I)- CONTINUITE DES PROJECTIONS, SUR UN SOUS-ESPACE HILBERTIEN DE MESURES,

EN FONCTION DES NOYAUX REPRODUISANTS.

Dans les paragraphes (D.IT), (E.II), (F.II), 1lors de la construction
de certains estimateurs, nous serons souvent amenés A projeter des mesures de
probabilité sur des scus-espaces vectoriels de dimension finie de M muni
d'un produit scalaire de la forme JKdu@v ; le paragraphe (G - I) rend d'une
certaine fagon nos prochains résultats intrinséques. En effet, si K] est un
noyau reproduisant "'proche" de K2, 1'estimateur construit & partir d'une
projection orthogonale relative au produit scalaire JKldu ® v sera proche

de celui construit a partir d'une projection orthogonale relative au produit

scalaire J szpev.

2 2 _+
(7,B) &tant un espace mesurable, on note KO(Q ,R') 1l'ensemble des
noyaux reproduisants K bornés, mesurables et non d&générés sur ¢ (i.e :

(u,v)K = JKduev est non dégénéré sur MQ ).

Hpseeealy étant des E€léments linéairement indépendants de Mq, pour
+ . .
tout ¢ MQ et tout K ¢ KO(QZ,R ), on note er (v) la projection
E(Uls--"Uk)
de v sur l'espace vectoriel E(ul,...,uk) engendrée par Myseo ek (la

projection &tant prise suivant le produit scalaire [Kdu@v).
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. s . 2 _+
du désignant la métrique de la convergence uniforme sur KO(Q ,RD)
sous ces hypothéses, on peut énoncer :

Proposition (1.G6.1).- si || || est une norme sur 1'espace vectoriel

E(ul,...,uk), on a :

. . 1 2 _+
1) 1'application P (Ko(Q R )’du) - (E(ul,--.,uk),|| D)
K — er (v)
EGuyseeesiy)

est continue pour tout v de MQ.

. . 2+ -
2) si H est une partie de KO(Q ,R') telle que pour tout K appartenant a8 H

la matrice MK = (JKdui®uj) vérifie det(MK) >a> 0 ; l'application

< N

Py (H,d ) = (ECup,eou)s o [ est

K — er (v)

E(u],---,uk)

lipschitzienne pour tout v appartenant & MQ.

3) si de plus M1 est une partie de MQ bornée en variation totale, il existe

-+
une constante A de R telle que :

1]
sup ||er v) - er v) l| < A du(K,K'), V«K,K') € Hx H.

\)EMI E(U],---,Uk) E(U]""auk)

4) si Kn est une suite de H telle que Kn(x,y) —— K(x,y) pour tout
n-—)oo

couple (x,y) de Q x Q, on a:

K
Ve M(B), ||pr n (v) - er vy | Puonns 0.
E(ul,---,uk) E(ul,---,uk)
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Preuve.- E(u],...,u ) étant de dimension finie, il est complet

k
la projection orthogonale er est donc définie. Toutes les normes
EQupseesm)
sur E(ul,...,uk) étant équivalentes, nous prendrons pour norme || ||, la
k
norme || ) aiui|| = sup(!ai|,1 e {1,...,k}).

i=1

En vertu de la prop. 3, page 346 de [2] nous avons

K k n
pr (v) = Z ( Z [Bi.JKdveu.]ui) ;
EQupseeeom)  i=1 j=1 J J

(Bij) étant la matrice inverse de la matrice M = (JKduieuj) (plus explicitement

"
(-1 " dec i, )
= J Mji étant la matrice dé&duite de M en supprimant

B.. ’
1]
det M

la j-éme ligne et la i-&me colonnne).

La démonstration des assertions 1, 2, 3 et 4 est alors triviale.

. Nous nous servirons souvent de l'expression de la projection d'une
mesure sur un espace vectoriel de dimension finie dont 1l'expression apparalt

dans la démonstration ci-dessus.

Remangue : Lorsque l'espace vectoriel E sur lequel on est amené
a projeter n'est pas de dimension finie, on ne peut énoncer une proposition
du type ci-dessus. En effet, l'espace E peut &tre complet pour le produit
scalaire [Kdu@v et ne pas 1'€tre pour le produit scalaire JK'du@v, K'

étant pourtant aussi proche que 1l'on veut de K.




DEUXIEME PARTIE

ESTIMATIONS PAR PROJECTIONS
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(A - IT) - CONDITION (TOPOLOGIQUE) NECESSAIRE POUR QU'UN
’ PARAMETRE SOIT UNTFORMEMENT ESTIMABLE EN PROBABILITE.

De nombreuses conditions nécessaires (resp. nécessaires et suffisantes)

d'existence d'estimateurs convergents ont déja été établies (voir [4], [13],

[28], [44],[41 bis],[ho bis]); mais généralement ces conditions sont pratiquement

invérifiables puisque portant sur des topologies ou structures uniformes définies

sur des espaces produits infinis.

L'intérét de ce paragraphe vient de ce que la condition nécessaire
exhibée s'avére élémentaire (puisqu'elle porte sur la continuité du paramétre

relativement & la topologie faible associée 3 une métrique séparable), et de

la simplicité de la démonstration.

Définition (1.A.TI.).- Soit ¢ wune application de Pl dans un

espace métrique 0 ,<ie). On dit que ¢ est estimable uniformément en

probabilité s'il existe un estimateur (Tn) tel que

Yes>o0, Sup P@w(de(T,cp(P)) 5 €) ——> 0 .
PeP] n

n-—r-o

On dit alors que (Tn) converge uniformément en probabilité

vers ¢.

P&0p05{110ﬂ'(7.A.11.).- Soit (Q,d) un espace métrique séparable

et soit ¢ une application de Pl dans un espace métrique séparable ({J, de ).

Alors si (Tn) est un estimateur convergent uniformément en probabi'ité

vers ¢ et si (Tn) est régulier (i.e. s'il existe une métrique d' sur &

telle que

B{d') = B(d)

3

* '8n .
Yn e N . Tn est d -continue).

L'application ¢ est continue de (P., F.,) dans (B , dn).
- 1t d 8
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Preuve :  ((3 ,ci@ ) étant séparable, il existe une métrique
dg topologiquement équivalente a de telle que dé < d@ et (f, d@ )
est précompact. Comme (Tn) converge uniformément en probabilité vers ¢
dans (e . d@ ), 1l converge aussi uniformément en probabilité vers ¢ dans
G, dé ). (8, dé ) étant précompact, 1l existe une suite (fi’ ie€ N*)
de fonctions réelles d' —uniformément continues et bornées par 1, telle
que la topologie engendrée par la suite (fi’ ie N*) soit celle de dé .

donc aussi celle de dG .

Fo
Il nous reste a montrer que si (\)z ——> V) omn a ¢(v£) —r (V).
£ o0
F.. F.1@n
d ~ ®n d /n .. .
Oor (v, —> v) entraine (v v ) ; ce qui implique
£ 2

K »co ,@—»oo

. * n Bn
CVl e N, in o Tn d\)K —_ in o Tn dv ) (L)

. * - .
Maintenant pour tout n € N , on peut écrire

Y] 3]
[fi ) ¢(v£) -f; o0 oW < |in o T, dvzn -f, 0 ¢(v£)] + \in o T dvzn -

® ®
in o T dv "o |in o T dv m - £, 0 0(v)| (ID)

fi étant dé ~uniformément continue et bornée par | , on a :

Y(n,p) ¢ N* x Poolf oT - £ 0@ <2

cAN, t N = sup P@“’{]fi oT_ ~-f, 0¢®|2 5} <=,
PeP 2 4
(o]
Pour n > Ni , on a alors
Sup {iji 0T ap® - £, o $(P)|} < Sup {|(fi oT - f; o0 ¢(P)]dP@m
PEPO PEPO J n )
- -1
{|£;01_ fio¢<P>|a2.
+ [lf. oT -£. 0¢@)| ap®y < 224 E o,
1 n 1 4 2

{|£0T_ - fio¢(P)l<§}
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Ce qui en vertu de (I) et (II) implique Mie N*,

fi o ¢(v£) Yo fi o ¢(v)) et nous permet de conclure.

Lemme (2.A.11.).- Soient (Q,d) et (0 gie ) deux espaces métriques
séparables.
Si pour tout n € N*, Tn est un estimateur d'ordre n de la forme

Tn(wi,...,wh) = Sp(n)(h(l,n)(“gl)"'"h(p(n),n)(nip(n)))’ oid p(n)

(Gp(n),d%(n))

est un entier, sp(n) une application continue de dans

(B,d, h(l,n)""’h(p(n),n) p(n) applications mesurables de (§2,B(d))
» . 3 - C
dans (0 ,Bﬁi@)), 11""’1p(n) sont fixés et {w., ,...,w }

1 L)

{w],...,wn} ; (Tn) est régulier.

Preuve :
(8 .de ) étant séparable, il existe d'aprés la démonstration précé-
. . L . - . P
dente une suite (fi,l € N ) de fonctions réelles de -continues et bornées

par 1 qui engendre la topologie de (f ’d@ ). U ,th
neN

(1w P,
étant dénombrable, on peut 1l'@crire sous la forme d'une suite (gp,p € N*) :

@  étant séparable et (fi o gp,(i,p) € N* % N*) étant dénombrable, il existe
une métrique d' (voir démonstration du lemme (1.B.I.)) sur Q plus fine

que d telle que :

. B(d') = B(d)

Y(i,p) € N x N*, fi o gp est d'-continue.

Les fonctions h(m )’ me {1,...,p(n)}, n € N sont donc continues
bl
de (Q,d) dans (8 ’d()) et de ce fait Tn est continu de (Qn,d'®n) dans

(e dg)- @
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Rema/tgue :

D'aprés le lemme ci-dessus, la plupart des estimateurs usuels sont

réguliers, d'odi la généralité de la proposition (1.A.IT).

Si maintenant B est un e.v.t.l.c.s. b-séparable, on peut énoncer
une proposition du méme genre que la prop. (1.A.II), en ajoutant (Tn) borné
et en remplagant ''si (Tn) est un estimateur convergent uniformément en pro-

1"

babilité&" par '"si (Tn) est un estimateur convergent faiblement uniformément
e "o * .

en probabilité (i.e. : si (e o Tn) est pour tout e € un estimateur

convergent uniformément en probabilité") et en remplagant "¢ continue”

par "¢  faiblement continue". Il suffit, en effet, de remplacer dans la

- . . . * ] ] * *
démonstration la suite (fi,l € N') par une suite (ei,l € N), de G .

qui engendre la topologie affaiblie sur les bornés de

Applications (3.A.11.).-

D g l'estimation de 1'espérance et de la variance.

La prop. (1.A.II) nous permet de retrouver trés facilement la non
existence d'estimateur régulier convergent uniformément en probabilité vers
1'espérance ou la variance, et qu'en particulier (lemme (1.A.11)) les estima-
teurs usuels de la variance et de 1'espérance ne convergent pas uniformément

en probabilité.

En effet, si d est une métrique sur R dont la tribu borélienne

associée est la tribu usuelle, on a

1 Fd
(1 =28 +— 8§ —————> § , alors que
) o

n
n n

Jx alo- bs_ + i—da](x) —— Jx ds_(x)

n

J(x—])zd(l— bs 0 + 15 (0) —— sz ds (x).
(o] n (o]

n n
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@ a l'estimation de la densité.

Remarquons tout d'abord que 1l'on a

(

%X, X # x) => (Gxn ===> §x) alors que

X
n ne>e
n-—>o

Héxn—éxH —f—> 0.

var noe

1 7
(Pn ~ N(O, __), P = 60) ==> (Pn = P) alors que 1!Pn - P‘ ‘Var oo 0.

D'od en général si la dimension de 1'enveloppe vectoriel, E(P]),

de Pl est infinie la topologie trace de la norme en variation sur PI est

strictement plus fine que la topologie faible.

D'ol si P] est un ensemble de mesures de probabilité absolument

continues par rapport & une mesure o-finie (resp. finie) U, sl la dimension

de E(u]) est infinie et si 1'on munit 1'ensemble des densités (par rapport 2 )
< ] 2 . 1 2 .
appartenant & Lu ou Lu muni de la norme de Lu oude L~ , il n'existe
u .
pas d'estimateur régulier de la densité convergent uniformément en probabilité.

En particulier, les estimateurs usuels de la densité ne converge pas uniformé-

ment en probabilité.

En effet, si fn — f, on a sup !J fn du - J £ dy| e O.
AeB(d) ‘A A

Par contre dés que la dimension de l'enveloppe vectoriel, E(P]),

de P] est finie, nous montrons dans le théoréme (1.E.II) qu'il en existe

de trés simples et qui sont de plus sans biais.
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(B - IT) - CONDITION (TOPOLOGIQUE) NECESSAIRE POUR QU'UN PARAMETRE
SOIT ESTIMABLE SANS BIAIS.

Le célébre '"Théoréme de Bickel—-Lehmann' donne une condition nécessaire
quant 3 l'existence d'un estimateur sans biais ; mais bien souvent cette condi-

- - . 4 - . L . [ . » 3
tion nécessaire est vérifiée alors qu'il n'existe pas d'estimateur sans biais.

La condition topologique nécessaire que nous exhibons est un complé-
ment (indépendant) du "théoréme de Bickel-Lehmann'" elle se révéle d'expression

trés simple et se montre souvent plus sélective que ce théoréme.

Déginition (1.B.11.).- Lorsque B est un e.v.t.l.c.s. muni de sa
tribu borélienne, on dit que Tn est un estimateur faiblement sans biais d'ordre

n de ¢, si pour tout u € P on a :

1’

1) Tn‘ est u@n—intégrable Pettis (%)

en

2) JTn dy = ¢)(u).

Lorsqu'il existe un tel estimateur T, on dit que ¢ est faiblement
estimable sans biais d'ordre n ; si, de plus, n =1, on dit que ¢ est

de degré (1) et il est alors estimable sans biais de tout ordre.

Définition (2.B.11.).- Lorsque de plus (3 est un espace de Banach
séparable, on dit que Tn est un estimateur fortement sans biais d'ordre n

de ¢, si pour tout u e P on a :

]’

1) T est uen—intégrable Bochner (%%)

(*) wvoir [12] page 21 (par exemple), ou encore [3]] page 77
(*¥*) voir 12 page 22 [32] pages 78-80 ou [25] ou encore [9].
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Proposition (1.B.11.).- Soient (f,d) un espace métrique séparable

Pl un sous-—espace de PQ et ¢ une application de Pl dans un e.v.t.l.c.s. (3

v

Si Tn est un estimateur faiblement borné, faiblement sans biais

d'ordre n de ¢ et si Tn est faiblement régulier (i.e : s'il existe une
On_

métrique d' sur 9 telle que B(d') = B(d) et telle que T soit d'

faiblement continue).

¢ est faiblement continue de (P],Fd,) dans B .

-

Preuve :
Fo, F Lo
Si (y, —> ), on a (u@n -4 uen) ; eofT
a > £ > n
~ 1 8n . -
étant d ~continue et bornée, on a :
( oT 4d én —_————> e oT d @n) ui est équivalent &
€ e 4 £ n ¥ q q
(e ooy o eo o). B
Lemme (2.B.11).- Soient (f,d) un espace métrique séparable et a
un e.v.t.l.c.s. b-séparable. Si Tn est un estimateur (d'ordre n) borné
et de la forme :
v =5 . v . ¥
Tn(wl’ ,wn) p(n)(hl(wl]), ,hp(n)(wlp(n))), oi p(n) est un

entier, Sp(n) une application continue de E}p(n) dans O R hl""’hp(n)

p(n) applications mesurables de (Q,B(d)) dans 9 . il""’ip(n) sont fixés

ceesW. C - ; i & ier.
X et {wil, ,wlp(n)} {w], ,wn} 3 Tn est faiblement régulier

Preuve :

Soient (ei,l € N ) une base de la topologie affaiblie sur les

(%) 9 est un e.v.t.l.c.s. b-séparable s'il existe une suite (ei,i € N*)
de 6 qul engendre la topologie affaiblie sur les bornés de 9 .
. %
(ei,l € N') est alors appelé base de la topologie affaiblie sur les

bornés de 9 .
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p(n)
bornés de (J . L'ensemble \J e, o hY, i€ N'1 &tant dénombrable, il

j=1
existe une métrique d' sur § ©plus fine que d telle que

. B(d") = B(a)

V(i,j) e N x {1,...,p()} e, o h? est d'-continue

. n on . .
Tn est alors continu de (0 ,d' ) dans 9 muni de la topologie
. - . . * - P .
assoclée a la suite (ei,l € N ). Tn étant borné 11 est alors faiblement

continu de (Qn’d,één) dans O.

Proposition (3.B.11.).- Soient (£,d) wun espace métrique séparable
et (J un espace de Hilbert séparable. Si Tn est un estimateur faiblement
sans biais d'ordre n de ¢ vérifiant les conditions du lemme (2.B.II) ci-

dessus, il existe une métrique 4" telle que

B(d) = B(d")

¢ est continue lorsque l'on munit P de la topologie F
Soonuue p g

l dll'

Preuve :

D'aprés le lemme (2.B.II), Tn est alors régulier ; ce qui en
vertu de la prop. (1.B.II) nous permet d'affirmer que ¢ est faiblement con-
tinue de (P],Fd ) dans G . (@ étant alors un espace métrique séparable
il existe une suite (fi) de fonctions réelles, continues, bornées par |1,
telle que la topologie engendrée par la suite (fi) soit celle de [ muni
de son produit scalaire.

p(n) *
(W (fi ) hj’ i € N) étant dénombrable, il existe une métrique d"

i=1
plus fine que d' telle que

B(d'") = B(d")

.. * .
Y(i,i) e N x {1,...,p() 1}, f.1 o hj est d"-continue.




. * 8n . .
Alors YieN » T~ est d"  -continue ; autrement dit,

T est d"8n—continu et borné, et ¢ est faiblement continue de (P]’Fd")

n
F 1]
dans G . Il nous reste 3 montrer que (vz 4 v) dans (Pl’Fd")’
Fd"
entralne ||¢(v£)|l —_— ||¢(v)||c or (\)K ———— v) entralne
Y >
Fd,,engd.,en
(vgn ® v@n -~ v®n 3] v@n) d'ou :
ya £ ’ :
®n On f n on
j<Tn,Tn> dvz ® ] ——T;QT—» J<Tn’Tn> dv ® v 5
8n &n &n ®n
et comme pour tout u de Pl’ J <Tn,Tn> du ® u = <JTndu ’[Tn du :>e‘
on peut écrire |||T dv®n||2 —_— ] T dv®n||2 , qui est équivalent
n £ '3 2 n G
~>00

a fleoplly — llem]ly =

Application a L'estimation sans biais de La densité (4.B.I1).-

M. Rosenblatt en 1956 dans [51] a été un des premiers a étudier 1'es-—
timation de la densité, Bickel-Lehmann lui ont succédé en 1969 dans [5],
enfin D. Bosq en 1977 dans [lﬂ (p. 15) a établi un résultat beaucoup plus
précis ; en travaillant dans Li avec des densités bornées et en supposant
Pl convexe, il a montré qu'une condition nécessaire et suffisante pour que

la densité soit estimable sans biais, est que l'ensemble des densités associées

a P] soit inclus dans un espace vectoriel de dimension finie.

Avec des hypothéses différentes, nous retrouvons trés simplement ce

résultat 3 partir des prop. (3.B.II) et (1.B.II).

a) On considére un espace métrique séparable (9,d), une mesure u
sur (,B(d)) et P] un ensemble de mesures de probabilité absolument continue

< _ - . - 1 2
par rapport & u, dont les densités (par rapport & ) appartiennent a Lu N Lu
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On munit L; N Li de la norme de Lzu.

Alors si la dimension de 1'enveloppe linéaire, E(P]), de Pl est

infinie, il n'existe en général pas d'estimateur borné sans biais d'ordre n

de la densité.

Preuve

Si P1 est convexe et s'il existe un estimateur borné sans biais

d'ordre n de la densité ; 1la densité étant linéaire sur P], 1l existe
d'aprés la démonstration du th8oréme de Bickel-Iehmann un estimateur Tl borné

sans biais d'ordre 1| de la densité. Comme T] est (Lemme (2.B.II)) faiblement

régulier, il existe (prop. (3.B.II)) une métrique d' telle que :

B(d') = B(d)
1'application (P]’Fd') > (Lz,lf |[2) est faiblement continue.
dv
v av
du
LZ
Ce qui est impossible puisque (fn ——Eégfﬁ £y =>

(sup { fndu - J f du] —H;;—+ 0) et que la dimension de E(Pl) étant infinie
AcB(d)’ A A

la norme en variation totale est en général sur P] strictement plus fine que

la topologie faible. M

Par contre lorsque la dimension de E(Pl) est finie, pour tout n ¢ N
nous construisons dans le théoréme (1.E.II) d'une fagon trés simple un estima-
teur d'ordre n de la densité ; estimateur qui de plus converge uniformément

. 1
presque surement avec une ''vitesse en — ".

N

. d
Remangue : Si (xn e > X)) avec X # x, on a ((Sxn —>  §X),

alors que 6xn({x}) —— 6x({x}) ; de méme si (un > N(O,l), TR 60) on a
n

(Un s======> |1) alors que un(]0,+ooD —f 60(:\0,+co[) 3 autrement dit,

n'+00
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bien souvent lorsque 1'espace vectoriel engendré par P] est de dimension in-
finie, la topologie affaiblie de la norme en variation totale est strictement
plus fine que la topologie faible, sur Pl'
b) On considére un espace métrique séparable (Q,d), une mesure
a-finie sur (Q,B(d)) et P] un ensemble de mesures de probabilité absolu-

, < . . 1
ment continues par rapport & u. Alors si 1'on munit LU de sa norme usuelle

et si la dimension de 1'enveloppe linéaire, E(Pl)), de P, est infinie, il

1

n'existe en général pas d'estimateur borné sans biais de la densité.

Preuve :
Identique & la précédente en utilisant la remarque ci-dessus et en

remplagant la prop. (3.B.II) par la prop. (1.B.II).

c) En utilisant le lemme de Scheffé&, on peut énoncer une assertion
~ 1 .
analogue 4 b) en remplagant la norme de Lu par la topologie de la conver-

gence simple.
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(C - 11) - CONDITIONS NECESSAIRES ET SUFFISANTES POUR QU'UN

PARAMETRE SOIT ESTIMABLE SANS BIAIS. I

Proposition (1.C.I1.).- Soient (2,d) un espace métrique séparable,
Pl un sous—espace de mesures de probabilité contenant 1'ensemble des combinai-
sons convexes de mesures de Dirac (i.e : P, de type F), B un e.v.t.l.c.s.

1

b-séparable et ¢ une application bornée de Pl dans (3

©) Pour qu'il existe un estimateur Tn sans biais d'ordre n de

n
1 - .
¢ de la forme Tn(w],...,wn) = ; izl hi(wi) (ot hi est pour tout 1 une

v.a. bornée) il faut et il suffit que ¢ transforme linéairement les combi-

naisons convexes de P1 et qu'il existe une métrique d' telle que :

B(d') = B(d)

¢ est faiblement continue lorsque 1'on munit P] de Fd"

Maintenant si ¢ transforme lin€airement les combinaisons convexes

de P], on peut énoncer :
C) Pour que ¢ soit estimable sans biais il faut et il suffit

qu'il existe une métrique d' telle que :

B(d') = B(d)

¢ est faiblement continue lorsque 1'on munit Pl de Fd"

1) Condition nécessaire :

La linéarité de ¢ sur P] découle de la linéarité de 1'espérance

et du théoréme de Fubini. L'existence de la métrique d' est une conséquence

de la proposition (1.B.II) et du lemme (2.B.II).
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Condition sufgisante : Si 1'on pose T](w) = ¢(Sw), T, est faible-

ment continu et borné. De plus, pour toute combinaison convexe v, = E o, 8x.
i=1
de mesures de Dirac, on a : JT (w)dv_(w) = E a.$(6x.) = o¢( § a.6x.) = ¢(v ).

Si 1'on note F la topologie faible associée & d', pour tout v e P

d' ]’

il existe une suite (Vﬁ) de combinaisons convexes de mesures de Dirac telle
F

]
*
que (\)K 4, v). Pour tout e € G , on a alors

Je oT d\)z —_— J e oT, dv

1 1
H

e o ¢(v£) — e o ¢(Vv).
D'od JT]dv = ¢(v). Ce qui en vertu de la linéarité de 1'espérance
1 2 &n ’
et du théoréme de Fubini entraine (Vv e P], [ n 2 Tl(wi)dv (wl,...,wn)= op(v).
=

Q ni

2} Condition nécessaine :

Si Tn est un estimateur sans biais d'ordre n de ¢, 1le symétrisé

T de T est encore un estimateur sans biais d'ordre n de ¢ sur P

n n 1’
donc sur l'enveloppe convexe <D> des mesures de Dirac. <D> &tant convexe
et ¢ 1linaire sur <D> le théoréme de Bickel-Lehmann (appliqué & e o ¢

th 'affi
et e o Tn’ Vee ) nous permet d'affirmer que T](w) = ¢(6w) est le seul

n
estimateur sans biais d'ordre 1 de ¢ sur <D>. 1 z Tl(wi) est alors un
i=1

un estimateur symétrique sans biais d'ordre n de ¢ sur <D>. <P>  étant

*
de type F, le théoréme d'Halmos (appliqué 3 e o ¢ et e o Tn pour tout

* .
e € e ) nous permet d'@crire que pour tout (wl,...,wn) € Qn,
n
* 1
Tn(w],...,wn) = —-.z T](wi).
n 1=1
La condition nécessaire découle alors de celle de C)
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Condition suffisante : La démonstration est identique A celle de la

condition suffisante de () M.

Remarque :
;o
. = Z ¢(6wi) est le seul estimateur symétrique, sans biais d'ordre
n i=1
n de ¢ (P1 étant de type F, il découle du théoréme de Halmos que pour tout

n
* 1 . . ..
e € G . e(— z ¢(6wi) est le seul estimateur symétrique sans biais d'ordre
n i=|

n de e o ¢. Ce qui nous permet de conclure en vertu de la définition de 1'in-

tégrale de Pettis et du fait que Bq‘ sépare les points de 0 ).

n
. P] étant de type F, I Z ¢(6wi) est faiblement optimal parmi
n i=|

n
les estimateurs sans biais d'ordre n de ¢ (i.e : Yee [3*, e(l- Z ¢(6mi))
n i=1

est optimal - au sens usuel - dans la classe des estimateurs sans biais

d'ordre n de e o ¢).

n
+ Si1 de plus B est un espace de Banach séparable, 1 Z ¢(6mi)
n i=|
est un estimateur fortement sans biais d'ordre n de ¢, de plus, il est

optimal dans la classe des estimateurs fortement sans biais d'ordre n de ¢.

n
. (l- Z ¢(6wi)) est en vertu du théoréme de '""Glivenko-Cantelli' un
n i=l

. . . 1 .

estimateur convergent faiblement p.s. vers ¢ avec une "vitesse" en — (i.e.
n N
\v 9* 1 . .
e € , e(— z ¢(6wi)) est un estimateur convergent p.s. (avec une vitesse
1 n i=1

en —) vers e o ¢).

N

+ Si, de plus B est un espace de Banach séparable, il découle de
n

la loi forte des grands nombres dans un espace de Banach que 1 Z (Gwi) est
n i=|
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un estimateur convergent p.s. vers ¢.

+ Si, de plus G est un espace de Hilbert séparable, on peut, en
vertu de la prop. (3.B.II), remplacer dans la proposition ci-dessus '"¢ est

faiblement continue'" par "¢ est continue".

+ L'optimalité des estimateurs ci-dessus est encore vrai pour une

1}

relation d'ordre plus fine que 1'usuelle (voir Eﬂﬂ) pages 123-130).

Remanque : I1 suffit de regarder la démonstration précédente pour

pouvoir énoncer la proposition suivante :

B Proposition (2.C.11.).~ Pour que 1'estimateur borné T, soit sans

biais d'ordre n pour ¢, sur P il suffit qu'il existe une métrique d'

] b
sur  telle que :
- B(d') = B(d) (’gﬂs
. i \\Ll{.Li
- ¢ est faiblement continue lorsque 1'on munit Pl de Fd'
. 8n .
. Tn est faiblement d -continue

. Tn est sans biais d'ordre n pour ¢ sur un sous-ensemble P2

dense dans P] muni de Fd"

De plus, la condition ci-dessus est en vertu de la prop. (1.B.II)

nécessaire dés que T~ est "régulier".

En particulier, lorsque © = R est muni de sa tribu borélienne
et P] est de type C (i.e : contient 1'ensemble des mesures de probabilité

qui ont une densité uniforme par morceaux sur une réunion finie d'intervalles

disjoints deux i deux) la proposition ci-dessus nous permet d'énoncer :
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+ Une condition nécessaire et suffisante pour que 1'estimateur Tn

continu et bornd soit sans biais d'ordre

©)

@

) soit continue lorsque 1'on munit

Pour tout

on ait :

n- pour

¢

sur

p

1

Pl est que :

de la topologie faible.

U admettant une densité uniforme par morceaux

‘ én _
JTn du " = ¢(uw).
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(D - IT) - ESTIMATION DE LA LOTI ET APPLICATIONS

Proposition (1.D.11.).- Soient (9,d) un espace métrique séparable,

P1 un sous-espace de type F et T une topologie sur MQ faisant de MQ

un e.v.t.l.c.s. ol P] est borné.

Alors pour que la loi soit estimable sans biais, il suffit qu'il

existe une métrique d' sur Q telle que

B(d') = B(d)

Fd' est plus fine sur P] que la topologie affaiblie de (MQ,T).

Si de plus MQ est b-séparable cette condition est nécessaire et suffisante.

Preuve : L'application ¢ : P —— M_ é&tant linéaire sur P

1 Q 1’

o u
nous sommes dans les conditions de l'assertion (2) de la prop. (1.C.II).
Remarque : Comme & la suite de la prop. (1.C.II), on peut &noncer :
n .
1

* . s
pour tout n € N , Tn(wl""’wn) = — z Swi est le seul estimateur symétrique
n i=l

sans biais d'ordre n de la loi, il est faiblement optimal, (Tn) converge

. . ] .
faiblement p.s. (avec une vitesse en —) vers la loi...
N

Remargue : Il suffit de regarder 1l'exemple (5.C.I) pour s'apercevoir
qu'il existe des topologies (associées i des produits scalaires) d'aspect

sympathique pour lesquelles il n'existe pas d'estimateur sans biais de la loi.

Le théoréme de réintégration (4.C.I) nous permet d'&noncer le

théoréme suivant
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Theoneme du sans biais de Ra Lod (2.D.11.).-

Soit (Q,B) un espace mesurable. Si K est un noyau reproduisant

borné (sur @), B®B-mesurable, non dégénéré (i.e : [K dy ®v est non dégénéré),
J

et si 1'on munit M_ de (.,.)

Q on peut énoncer

K’

n
1 . .. .
- Z 6wi est un estimateur sans biais d'ordre n de la loi.

n i=1

(:) Si ¢ est une application linéaire continue de (M

NI
;] B
dans un e.v.t.l.c.s. G s — Z ¢(8w.) est un estimateur
n i=1 1
sans biais de ¢.
Preuve : découle directement du théoréme de réintégration (4.C.I1.)

Ces estimateurs sont bien silir faiblement optimaux, convergents

p.s. et...

Dans toute la suite de ce paragraphe et dans le paragraphe suivant

(sauf mention contraire), nous nous supposerons placés. sous les cohditions

suivantes :

. (2,d) est un espace métrique séparable, P, un sous-espace de P

1 Q°

K un noyau reproduisant normal non dégénéré (i.e : K = aifiSfi, ol
1

Hr~18

i

-+
0. € Zl, fi est mesurable et bornée par 1 et (u,v)K = |Kdu® v est non

—

dégénéré sur MQ).
K P . . .. .
. prA désigne la projection orthogonale - associée au produit

scalaire (.,.)K - de MQ sur le sous-espace convexe complet A de MQ.

(un) est une suite dense (ou dont 1'ensemble des combinaisons

convexes est dense) dans (Pl’(”')K)'
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SHyseeesh > désignent respectivement 1'en-—

0 et E(u],..

-,un)

veloppe convexe et vectoriel de {ul,. .,un}.

Proposition (3.0.11.).-

n

K 1 . ~
(a) (pr< . = z Gwi)) est un estimateur convergent presque siirement
Hpoesoby” noi=g
vers la loi sur P] (qui de plus est strict lorsque P] est convexe).
K 1T
(b) (pr (— Z Gwi)) est un estimateur asymptotiquement sans biais
E(ul,...,un) n i=1
. K :
(i.e. : V’u e P, pr (1- X Sw.) duen(m ye e ) —— 1)
1 n . 1 1 n’° now
9) E(u,5...,0 ) n i=1
1 n
convergent presque siirement vers la loi.
€i, de plus, Pl est inclus dans 1'enveloppe convexe de la suite (un),
on peut énoncer :
n n )
K 1 K 1
(¢) (pr — E éwi)), resp. (pr (- X Swi)) est un
<u],...,un> n i=| E(ul,...,un) n i=|
estimateur de la loi séquentiellement plus rapide que la loi empirique
(i.e : V'u € P],
3 oK L
N n N => ||pr (— Z(Sw.)—-u“ <
u u <u1,---,un) nic) 1 K
;] B
1Y T eey -l
n i=1
(d) pour toute application lindaire ¢ : E((un tnelN) > (8,]] lle ),

(¢ o er
E(u1

biais de ¢

1 n

(—

z éwi)) est un estimateur séquentiellement sans

,...,un) n 1i=l

(i.e :

v

2z
il
]
v

ueP]‘,ENU: Y
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K 12 8n
J n ¢ o pr (— Z éwi)du (wl,...,wn) = ¢(w).
Q E(ul,...,un) n i=!

Preuve :
a) les projections étant contractantes, pour tout 1y € P], on a
n n n
K 1 1 K 1
| |px = 1 swp=ullp s [I= T sw-ull, + ||pr, (=
<uI""’un> n i=1 t K n i=1 t K u1""’un>n i=

ce qui nous permet de conclure en vertu du "théoréme de Glivenko-Cantelli''.

n
1 5

b) On montre comme en (a) que (er (~ 2 Gwi)) est un
E(ul,...,un) n isl

estimateur convergent p.s. vers la loi.

. K - .. .
Maintenant pr €tant linégire et continue, le
EQuyyeeesn)

théoréme (2.D.II) nous permet d'affirmer que :

v K 1 T 8n K
wePy, | pr (= ] 8w )du (0500050 ) = pro ()

Q E(ul,...,un) n i=l ' E(u],...,un)
ce qui nous permet de conclure, puisque pour tout u de Pl’ on a, dans ces
conditions

K
pr (W) prveandiN TR
E(u],.-.,un)
*
c) Comme P]c: <(un,n € N)> = o, <ul,...,un> ;  pour tout
neN
K K - .
U e Pl’ ona pr_ () Ls TH (resp. pr () = y) & partir
], ’ n E(Uly"°aun)

d'un certain rang. La démonstration de cette assertion est alors terminée en

vertu de (I).
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d) ¢ étant linéaire, la restriction de ¢ 3 E(u],...,un)

. K . . P
est continue ; ¢ o pr est donc une application linéaire
E(U1’°-',Un)

. ’ *
continue ; le théoréme (2.D.II) nous permet alors d'affirmer que Vne N,

. K 1 v én K
J ¢ o pr (- z Sw.)dy (wy,y...,w ) = ¢ O pr (W) ;
o E(u ) n i=I 1 ! n E(U,yeeuytd )
] LR 4 n ] b b n
et comme & partir d'un certain rang (dépendant de u) on a er (0

la démonstration est terminée.

Remarque : Sous ces conditions, on peut énoncer :

du

1 n

E(us-cou ) noi=l
estimateur séquentiellement sans biais de la densité.

On suppose maintenant P] convexe.

Si ¢ est continue de (P],|] ) dans 1'espace topologique

In

(¢ o;ng (l- Z Sw.)) est un estimateur convergent p.s. vers o¢.
<u1""’un> n i=1 1

1

bilité vers ¢, on peut exhiber un noyau reproduisant normal non dégénéré
3 tel que pour toute suite (pn) dense dans (P1,1| ‘lK)’
K 12
(¢ o pr (— 5 Sw.)) soit un estimateur convergent p.s. vers ¢.
Wpseeo¥gT gy

= 'u’

E(U]9°--,Un)

. Si (un) est une suite de mesures absolument continues par rapport

. . d» . .
a v, si P](: <(un)>, si 1'on pose ¢(v) = & et si 1'on munit 1'espace

des densités d'une norme quelconque, (¢ o er (- z 5wi)) est un

G,

. 81 ¢ est une application de P, dans un espace métrique séparable

et s'il existe un estimateur (Tn) régulier convergent uniformément en proba-

K
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Si ¢ est une application de P] dans un e.v.,t.l.¢c.s., brséparable

(resp. dans un espace de Hilbert séparable) et s'il existe un estimateur Tn
faiblement régulier sans biais d'ordre n de ¢, on peut exhiber un noyau

reproduisant normal non dégénéré K tel que pour toute suite (un) dense

dans (P], l‘ ||K) (ou dont 1'enveloppe convexe est dense dans (P],\I )lK)),
K v
(¢ o PT_ y L (= 2 6wi)) est un estimateur convergent faiblement p.s.
"1’°""’"'n n i=l

(resp. p.s.) vers  ¢.
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(E - 11) - ESTIMATION DE PARAMETRES LINEAIRES ET DE PARAMETRES CONVEXES

Remangue :

Le théoréme (2.D.II) du sans biais de la loi nous permet d'affirmer que

si ¢ est une application linéaire continue d'un sous—espace vectoriel E de
MQ muni de (.,.)K (o K est un noyau reproduisant B®B-mesurable, borné et
non dégénéré), dans un e.v.t.l.c.s., 8 , ¢ est estimable sans biais sur
PQ N E. Plus précisément, si 1'on note E 1'adhérence de E dans le complété

~ N - K,1 o .
M_,(.,),)) de M ,(.,.).), ¢ o pr (— ? Sw.) est un estimateur sans

Q K Q K Fon il 1

. . . . . 1
biais d'ordre n de ¢, qui converge faiblement p.s. avec une ''vitesse en — '".

N
La premiére assertion du théor@me suivant est un cas particulier de
la remarque ci-dessus ; la seconde découle directement du ''théoréme de Glivenko-
Cantelli". Nous allons montrer que ces deux assertions sonf optimales (dans le
sens oli 1'on ne peut énoncer une telle proposition dés que la dimension de
1'espace vectoriel engendré par P, n'est pas finie.

1

Théeoneme de L'estimation Lindaire en dimension finie (1.E.II.). -

Soient (2,d) wun espace métrique séparable, K = Z aifiin un noyau

reproduisant normal, non dégénéré, défini sur 2 et (Q,]] ||E3) un espace

) dans G

vectoriel normé. Si ¢ est une application linéaire de E(ul,...,uk

on peut énoncer :

n
(1) ¢ o er (l- E 6wi) est un estimateur fortement sans biais
E(u],...,uk) n i=1

-~

d'ordre n la restriction de ¢ & PQ N E(ul,.. ).

“s
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. Qo - oo K 1 B ’
(2) inf p Lm €9 : ||¢opr (- Z 6wi) - o || 0 < ae,
E(u,y.0o,m,) n i=1
N ’ s
uePQ E(u],...,uk) ? i k

=

Vo s Nl] > 1 - l6n (ac) 5 ,
aeN

oi a est la norme de ¢ en tant qu'application linéaire continue de

E(ul,...,uk) dans 9 et no(aa) est le plus petit entier tel que
o a2 2 & 252
b, < & si les f. sont positives, ou tel que ) a, < 2
i i . i
2 1=no(ae)+] 8

i=1‘10 (a e)+1

si les fi ne sont pas toutes positives.
I

) étant continue,

Preuve : La restriction de ¢ 4 E(u],...,uk

1'assertion (1) découle directement du théoréme (2.D.II) du sans biais de la

loi. La projection sur E(u],. ) étant contractante, (2) découle direc-

-,Uk

tement de 1'assertion (a) du "théoréme de Glivenko-Cantelli".

Remarque : PQ N E(ul,.. ) étant relativement petit, l'estima-

“a by
teur exhibé n'est silirement pas optimal . En utilisant [7], on peut

dans ce cas montrer qu'il existe une minoration de (2).

Remarque : Sous ces conditions, on peut remplacer 1'assertion (2)

8 o K 1T
par sup En e N ||¢ o pr (— z éwi) - ¢(uﬂ[8 2 as]
veP E(u, 5«00, ) n i=1
Q 1 k
22
< ZnO(ae)exp(— 2}a )
PCH

1=1

Rema&gue : En vertu de 1'application (4.B.II) 3 l'estimation sans
biais de la densité, la premiére assertion est optimale.

Maintenant 1'application (3.A.II.2) 3 l'estimation convergente

uniforme en probabilité de la densité nous permet d'affirmer que la seconde
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assertion de la prop. (1.E.II) est aussi optimale.

Plus précisément, si la dimension de 1'espace vectoriel engendré

ar P, n'est pas finie, on ne peut en toute généralité trouver d'estimateurs
p 1 P P g

vérifiant les assertions (1) et (2) de la prop. (1.E.II).

Remarque : Si, dans le théoréme (1.E.II), on remplace 1'espace normé
6 par un espace vectoriel top.l.c.s., (1) est encore vrai dés que 1l'on rem-

place "fortement sans biais" par faiblement sans biais" et (2) est vrai dés que

: x
1'on remplace "$" par "e o ¢" ol e € 8*.

Si dans le théoréme (1.E.II) =R et ¢ est convexe sur E(ul,...,uk) ;

U seeest étant compact dans (MQ,ll |lK), le corollaire de la prop. (21)

du chap. (I1), f(Z), n° 10 de EIQ] nous permet d'affirmer que ¢ o prlfU s
2oy

est uniformément continue ; ce qui en vertu du "théoréme de Glivenko-Cantelli'

implique
1 s C
inf ue [ym : l¢ o prf (- Z Sw.) - ¢(u)| < g, Vnz:N ] 2 (e)
Higeooghl > . 1 i
LJePI 1 k° n i=I Nl

ol C(eg) est une constante dépendant de «.

Si Hpsee oy sont linéairement indépendantes, on a (prop. (1.G.I))

K ;] B 1 k k n
$ o pr G w;) = = ¢( ) [-Z B, . ( ) J K(x,wz)du-(X):lui)
EQups.-epmy) 0 isl n i=thkj=1 Y p=1/g J
ix det Mi'
oia B.. = (-1 J —2] M= a.., a.. = JK du. ® 1. et M.. est la
1] det M 1] 1] 1 J 1]

matrice déduite de M en supprimant la j-éme ligne et la i-&me colonne.
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De plus, la norme de a de 1'application linéaire continue

¢ o er - qui est aussi celle de ¢/ - est majorée
E( ) E(Ul,..-,uk)
U]a---sUk

par : (voir remarque 2, page 190 de [34])

k
G o] q) x k1) x T [(@ x oov x [u (@) x —1 .
1 t e 1 k det (M)

Theoneme de L'estimation Linéaine en dimension dénombrable (2.E.I1I1.).-

Soient (f,d) un espace métrique séparable, K un noyau reproduisant
normal non dégénéré défini sur Q, ( e,|| | |e]) un espace vectoriel normé
et (un) une suite de MQ.
Si ¢ est une application linéaire définie sur l'espace vectoriel
E((un)) engendré par la suite (un), on peut exhiber (& 1'aide des projections
orthogonales sur des sous—espaces vectoriels de dimension finie) un estimateur

(Sn) séquentiellement fortement sans biais et convergent presque slirement

de la restriction de ¢ & PQ n E((un)).

e

Preuve : Afin de simplifier la rédaction, nous poserons

) L
Telw) == g

Sw. =T ((A) XY ).
ni 1 2 ]

1 n

* . . - .
Pour tout ne N, 1la restriction de ¢ & 1l'espace vectoriel
E(u],...,un) est continue et de norme a . s il existe alors (assertion (a)
du théoréme de Glivenko-Cantelli) une suite (Nn)’ que 1'on choisit strictement

croissante, telle que

ing GO IIT, = ulf, <, Ye3n) 51 -

uePQ na 2 .n
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K . .
Posons ¢n = ¢ o pr et construisons 1'estimateur
EQuyseern )

(Sn) de la facon suivante :

..,SN = ¢n o) TN s SN " ¢ o
n n

e > 0 étant donné, il existe N(e) tel que n 3z N(¢) entraine

. €, et pour tout pu de PQ n E(un)), il existe N(u) tel que =n > N(u)
n .

entraine p appartient 3 E(u],...,un) ; pour m % max(N(e),N(w)),

on a alors :

wLllsy = ewllg < ernllsy = ewllg<e Yo
n ' .

n+l
2 0o lImy - ully - allz g <ty Yol
? LY K reenafp iy K ’ >
n n ‘ n+l n
ol L, Vean, Vo
2 Ty —wllg <« ——, V22N, nzm_'
nan
1 - ) S A
' n
n=m 2 xn m

> 1.

D'oi Ve P, NE)), u@‘”[llsz “eWllg e Ve N] o

Maintenant pour £ assez grand il existe (n,p) € N x N tel que

que S, = ¢n(TNn+p) A étant une application continué de (M(B),]|| [|K)
dans ((3,]] ]|9 ) le théoréme (2.D.II) nous permet d'écrire :
8N _+p
Vie Poys jsgdu% = Jcbn o Ty +pdu e o, (W) 3
n

ce qui nous permet de conclure puisque pour tout u € PQ n E(un) on g

o, (0) = ¢(u) & partir d'un certain rang.
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Remarque :

Si dans le théoréme ci-dessus B = R et ¢ est convexe sur

E((un)), on peut construire un estimateur SK convergent presque silirement

-

de la restriction de ¢ & Po n E((Un)).

K - . - . . .
En effet ¢ o pr<u us etant uniformément continue, il suffit
EEERTL

de remplacer dans la démonstration précédente :

K K
¢n = ¢ o pr par ¢ o pr
E(pl,...,un) <u],...,un>
et 1 par o oli a > 0 et vérifie
‘an
2
Y(u,v) e Upseees o s | Ju - V||K <o, = [6(u) = o) | < 1.
Si dans le théor@me ci-dessus la suite (un) est formée d'éléments
[e 4]
linéairement indépendants et si K= ) 1 £.(x)f.(y) (ol sulef. |, s 1),
. 11 1 . 1''U0
i=1 2 ieN
un simple calcul montre que la suite :
Nn = 4n2 x 2n+8 X E(sup(bi,i e {I,...,n}) + 1)) convient.
E désignant la partie entiére et
B I
b, = ) !|¢(ui)||g x nl x |u]|(Q) X ... X |un|(Q) X —— ol M est la
i=1 det(Mﬁ)

matrice carrée d'ordre n ayant pour coefficients (aij) = (ui,uj)K.

. La finesse des deux théorémes précédents résulte du fait que 1'on

peut choisir || ]Ie aussi fine que 1'on veut.
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(F - 1I) - ESTIMATION DE PARAMETRES LIMITES

La proposition suivante n'est pas nouvelle ; en effet, le théoréme 6
page 31 de [14] et le théoréme (1.A.8), page 20, de [4{] sont par exemple du

méme genre.

Dans ces deux théorémes ( @ étant supposé séparable) les auteurs
ont plutdt cherché i montrer 1'existence d'un estimateur convergent qu'a en

proposer un ; de ce fait 1l'estimateur exhibé& est inextricable.
L'intérét de notre proposition vient du fait que :

. L'estimateur proposé &tant construit 3 partir des projections ortho-

gonales, i1l est d'expression trés simple.

. 11 est d'-continu (resp. d'-uniformément continu) dé&s que K est

d'8d' continu (resp : d'@d'-uniformément continu).
. La séparabilité de B n'est pas nécessaire.

. La démonstration est trés simple.

— Proposition (1.F.11.).- Soient (Q,B) un espace mesurable, Pl un

sous—espace convexe de P K un noyau reproduisant normal non dégénéré, )

Q’

une application de P] dans un espace métrique B et (¢k) une suite d'ap-

plications uniformément continues de (P1,|| Il ) dans 0.

K

Si ¢ est limite simple de la suite (¢,), 1l existe un estimateur
p k

a valeurs dans B et convergent presque silirement vers ¢ sur Pl

( 8 désignant le complété de g ).
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Preuve : L'application ¢n étant uniformément continue, elle se

prolonge en une application uniformément continue ¢n sur le complété nﬁT

de Pl qui est lui aussi convexe.

Si 1'on note pr% la projection - associée au produit scalaire
1
(.y) - de M P et sil' e ¢* = ¢ K * ¢
s )y q Ssur I si 1'on pos n n © prpl, ¢~ est une
application uniformément continue de (PQ,H ||K) dans (8 ,c-le) ; de
plus, pour tout u de P], on a :
¥
o, (W =¢ (W) —— o) (1).
n-—ro
* . _ . . . . . .
¢n étant uniformément continue, il existe a T que 1'on choisit
inférieur @ 1 - tel que :
. - * * 1
Vi, € Pos [l =yl <o => dge,(up)se (uy)) < -

Il existe alors en vertu du "théoréme de Glivenko-Cantelli' une

suite Nn - que l'on choisit strictement croissante - telle que :

1

£
inf ue [(ml,...,wl,...) :Ill-.Z Sw; = ul]K <a, Ve 3 Nn] > 1 -

uePQ £ i=1 n 2"
1 £
Posons Tz(w],...,wz) = Tl(wl""’wﬂ"°') = Z .Z Gwi et

; 1=1

S, =¢ 0T, ,S . =06 0T s = ¢ oT

N %O Ty Sy e T 0Ty aeeesSy T 0Ty g

n n n n n+l n+l
S * oo
N - ¢n+l ° 'y >t
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e >0 @&tant donné, il existe N(e) tel que n % N(e) entralne
1
n 2 !

N(u) tel que n > N(u) entraine d(cb:(u),(b(u)) < £

2

Pour m > max{(N(e),N(p)), on a :
u@‘”La(an,m)) < e, E(SNnH,qa(u)) < eynn, d(S

(1

2 0T |dCs Len(0) < L Ay e ) < 5L, Ay ) <=, Vasm)
n n +1

2 2 n 2

-

Qoo
U ||TN -UIIK <4, IlTN +1_U'IK A sy TN *lﬁuiIK <o, Vs %q
- n n n+l
Z u _HTE—UHK(un’ VK aNn, \/nzm] 2]—n§m2nxnzl—;

D'odi Y u e Pl» ugw[d(SK,Cb(u)) <e, YezN — 1

ce qui termine cette démonstration.

Remarques :

: o5 N NN
1) Si K(x,y) = iZ] ;T-fi(x)fi(y), oli (l!fi||U <1, VieN )

un simple calcul que la suite Nn = 4nx 2" x E(J— + 1) convient.
an

2) Lorsque dans la prop. (1,F.11) ci-dessus, PO = <(un,n € N*)*,
- i.e. : Po est 1l'enveloppe convexe de la suite (un,n € N*) -, on peut
construire 1l'estimateur Sn d partir de projections sur des sous-espaces
convexes de dimension finie. (Projections que 1l'on peut alors facilement

déterminer).

< E—, et pour toute mesure de probabilité p de P il existe (d'aprés (1))
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En effet, si 1'on pose 5; = ¢ o pr 5; est unifor—

n <u1,...,un>’
~~
- . 1) .
mément continue sur PQ, et 1'on a : ¢n(u) o ¢(u), pour tout u de PO.

Ce qui nous permet de conclure en vertu de la démonstration ci-dessus,

Cette deuxiéme partie conduit 3 de nombreuses applications ; notamment
d 1'estimation convergente et sans biais d'un paramétre ensembliste (en plon-—
geant naturellement 1'espace des sous-ensembles convexes compacts muni de la

métrique de Hausdorff dans un espace de Banach - plongement qui est di a

C. Debreux [18|), & 1'estimation d'un paramétre fonctionnel ensembliste en employant
L P00 P ploy

la méme méthode, au modéle de contamination de Tuckey et, enfin, & 1'estimation

de quelques paramétres usuels (densité, J K(x,y)du(x),,..).
Q

Ces applications sont données dans IﬁAj, pages 187-214 ; nous y
exhibons des estimateurs sans biais, optimaux et convergents. (En particulier,
pour l'estimation sans biais d'un paramétre ensembliste, nous prenons 1'inté-
grale de Bochner au sens usuel, qui est beaucoup plus maniable que 1'intégrale

introduite dans [16] et [54]).




De nombreuses &tudes sur les tests asymptotiques ont déja
été effectuées ; dans (:3], !381, l36], E8] (par exemple) les auteurs
exhibent 3 1'aide du rapport de vraisemblance des tests asymptotiquement
optimaux ; tests qui s'appliquent donc surtout aux modéles exponentiels
(¢t ne fonctionnent pas en particulier pour tester {u} contre son complé-

mentaire dans PQ).

Dans r&@f 1'auteur établit une condition nécessaire et suffisante
trés fine d'existence de tests convergents ; malheureusement cette condition
porte sur la séparation asymptotique uniforme des deux familles de lois, et

de ce fait ne permet pas de construire trés explicitement les régions critiques.

Les tests que nous exhibons ont 1'avantage d'€tre de région critique
trés simple, d'avoir de bonnes ''vitesses' de convergence et de s'appliquer
i des situations relativement générales ; de plus on peut les &tendre aux

cas d'alternatives multiples.
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(A - TI1I) TESTS A DEUX ALTERNATIVES.

Définition (1.A.111.).-

. Soient (Q,B) wun espace mesurable, Po et P] deux sous—espaces

disjoints de PQ et n un entier strictement positif.

. On appelle test d'ordre n de PO contre P, toute application

1
n ®n . . . -
mesurable ¢n de (", BO) dans {0,1} muni de sa tribu discréte.

. ¢;1({1}) est la région critique de ¢n

. a¢ = sup (J ¢n du@n) est le niveau du test ¢n
n ueP
)
. L'application B¢ : P1 — R est la puissance
n
w19 du@n
n
du test ¢n
Proposition (1.A.T11.).- Soient K = ) a, £, ® £, un noyau
i=1
reproduisant normal sur (,B), dK la pseudo-métrique associée a || ||K s

Po et 'P] deux sous—-espaces disjoints de PQ et b un réel strictement

plus grand que 1.

S1 dK(Po’P]) > a, le test d'ordre n de région critique

n
W o= U (v, w) ||l- Y Sw, - wull, < 2} est de niveau inférieur
n 1 n . 1 K
ueP n i=l
: 2 2
a Zno (iih:ll) exp (- EE-éﬁill———o et de puissance supérieure a
b 4 ) o bl
. i
1i=1
a 2
1 - 2n (=) exp(- 2? ).
°b 2
4 ) a. b
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a v 2
(no (=) étant le plus petit entier tel que Z o, < 212
b i=n (3)+] 2b
- 9 o'b
si les f. sont positives ou tel que Z 0, < sinon).
i . a 1 2
1=n0(~9+1 8b
J— b
Preuve : Si (uj) est une suite dense de (Pl’ | \[K), on a
1
W o= U, {(w,yeee, w ) Il* Z Sw, = pu.||, < 2y ; W est donc
nogent ! n ni=t * 3Ky n
B-mesurable.
Pour tout y € Pl , on a :
n
&n . ] 1 a ]
H (Wn) = u({(wl,---, wn) . l|'r_1' lZ] (‘Swl - Ul‘K < g}) s

ce qui en vertu de 1'assertion (b) du "théoréme de Glivenkc-Cantelli

2
entralne U@n 0%9 > 1 -2 no(i) exp (-~ ha ).
b o 2
4 'X oy b
i=]
Maintenant si y ¢ Po , on a :
on 8n R a(b=1)
u (WC) 2 U ({(w]""! wn) : |I_' E Sw, =~ Ul‘K < —=})
n n i=1 1 b
R a(b=1)
En effet si ||— ’z Gwi - u]|K < == et si (w],...,wn) € wn y 11
n i=| b
existe v € P. tel que 1|l- z Sw, = v||, < 2 et 1'on a alors | lu=v]], < a
! ai=l Koy K

qui est contraire 2 dK(Po’Pl) > a.

2 2
D' ot sup 1S (W ) € 2 n (AT gyp(- 22 LZD
uepo b 4 Z o bZ

i=1

(assertion (b) du "théoréme de Glivenko-Cantelli').

Remarque :
. On peut énoncer une proposition analogue & la précédente en

n
remplagant W par W' = M {(w,,,..,0 ) : ||l_ z Sw. - v|| 5 a(b 1)}.
n n 1 n . i K
\)EPO n J:] b
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D'od sulvant la forme de Po et de P] on choisira le test

d'ordre n de région critique Wn ou w; de facon a avoir une région

critique d'expression la plus simple possible.

Si de plus (dans la proposition ci-dessus) K est non dégénére

P. est convexe et P. est complet, on peut remplacer la région critique

1 1
1T K 1 % a .
W~ opar {(wl,..., mn) : =) émi*-pg__ - ) dmi)llK <=} . 8i les
n i=1 Pl n i=l1 b -

fi sont > 0, on peut remplacer dans les expressions ci-dessus "4 Z ui”

[o] i'—_l
par " Z a "
i=1 !
Si K = 5 a. £, ® f. on peut remplacer
jop 104 i
2 2 2
a(b-1) _n a (b-1) C o a _ n a
2 no(-~———~) exp( --————ij§) (resp : | ZnOC—) exp( ——*—-———§) par
b 4 z a, b b 4 Z ai b
2 2 2z
2p exp(- E—I-l--——a-l-——g-iP—-----—l—-?-—) (resp : 1 =~ 2p exp(- ~*2-2ﬁ~_~) (assertion (d)
P 2 P 2
) a. b z a. b
. i . i
i=1 i=1
du "théoréme de Glivenko-Cantelli').
Si de plus K = 1A 8 lA , on peut remplacer
a(b~-1) n 2(b--1‘2 a na
2 no(*——————) exp(- —-‘3———*———%*-) (resp : l-2n0(—) exp (- 2)
b 4 Z a, b b 4 X a, b
1 1
2 n 2
par 2 exp(- EE—Egih—ll—) (resp ¢t 1 - 2 exp(- 2n2a )
b b

Le théoréme de séparation asymptotique uniforme est un corollaire

de la proposition précédente.

L'intérét de ces tests est qu'on ne perd pas d'information et

qu'en général la région critique est d'expression trés simple.

Si Po et P] sont simplement disjoints le test d'ordre n

de région critique
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n
1 b-1
Moo= N {,eene) |- ] 5“’1‘“||K23(‘“"l}
uePO n i=1 b

ou de région d'acceptation.

n
W= U (0,0 @ |27 sw, - u]], < 252Dy
n 1 n . i K
UEPO n i=| b
2 2
est de niveau inférieur i 2n (352:123 exp (- n a (b-lg )
b 4 Z o b

Dans le cas de test d'hypothéses simples le test de Neymann-Pearson
est parfois (lorsque les densités sont trés compliquées) inextricable et 1'on
ne peut donner une minoration de la puissance. Dans ce cas le test donné par
la prop. (1.A.III.) est d'expression beaucoup plus simple et 1'on a immédia-

tement une minoration de la puissance, comme le montre 1'exemple suivant.

Exemple : On désigne par My la loi normale centrée réduite,
. - . . 1 1
60 la mesure de Dirac en zéro, UO la loi uniforme. sur [;., s —] > My la
2

2
loi normale réduite d'espérance 2, U1 la loi uniforme sur [} 2, E] J [i, Z],

vy la loi de Poisson d'espérance 3, Q1 la loi de Laplace, h] la loi
I ; et 1'on se propose de tester Po = {l u o+ Ts + L U } contre
39 5 99 15
Plz{gu]+_]_Ul+__]_\)]+LQl+_]_h1}'
5 5 5 10 10
. 1
Si 1'on pose A=j— 2,—1EU];,+°°[ et K=1A@1A,ona
2 1 1 1 1 1
dK(Po’Pl) = l—-u](A) + —;U](A) + —-vI(A) + ~—-Q1(A) + = h](A) - —-uO(A) +
5 5 5 10 5 3
1 7
— S (A) + — U] 20,72
5 ° 15

D'ou si dans la prop. (1.A.III.) on prend b = 2, le test

d'ordre n de région critique
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1T 2 1 1 1 1
W= {,.w) NEE.) Sw, — (Zu + -0 +—v, +—0Q +————h])||K < 0,36}
n i=1 5 5 5 10 10
n n
= {(w,,ece,w ) ¢ = =< z Sw,.(A) < n x (1,22)}
1 n » . 1
2 i=1
est pour
. e e - -2,6
n = 10,de niveau inférisur a 2e
. . . - -2,6
et de puissance supérieure d 1 - 2e
. e e . - -5,18
n = 20,de niveau inférieur a 2e
. .. - -5,18
et de puissance supérieure 3 1 - 2e
. e . - -7,7
n = 30,de niveau inférieur a Z2e
) . - -7,7
et de puissance supérieure a 1 - 2e
. P - -13
n = 50,de niveau inférieur a Z2e
. - . N -13
et de puissance supérieure 4 | - 2e
. . s - - =26
n = 100,de niveau inférieur a 2e
et de puissance supérieure & 1 - 2e-26

Proposition (2.A.T11.).- Soient K =) @, f. ® f. un noyau

reproduisant normal sur (Q,B) , Po et P, deux sous-espaces de P_..

1 Q
. . ~ . 1 1 1
1) Si b,c,d sont trois réels positifs tels que — + — + — < 1
e © b c d
. . . - a
si dK(PO,P]) >a>0, si }J {ui}CZ Pl et si Pl F) By (uj, E) R
i=1 j=1 K
le test d'ordre n de région critique
® 1o a a
W= U {(w,eee0 ) ||= ) 6w, —wu.l], <=+2},
n . | n . 1. j"'K
j=1 n i=1 c b
. L. - a na .
est de puissance supérieure a 1 - ZnO(—D exp(- 2) et de niveau
c 4 a. ¢C
a n a2 t
inférieur a 2n0(—) exp(— 2).

d 47 a. d
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2) Si b, ¢, d sont trois réels tels que 2z + l—+ l-s 1 et
o *b c d
si dans (1) on remplace '"\\J {uj} CZFH" par Vﬁ £ N
j=1
B1 (u., 3Hn Pl # ¢ , le test d'ordre n de région critique W_ est
de 37 4 n
a n a2
de puissance supérieure a2 1 - 2 n (=) exp(- 2) et de niveau
° ¢ 4 Z 0. €
a n aZ 1
inférieur a4 2 n (—) exp(- 2)
— d 4 ) o, d
i
Preuve :
1) Si u e Pl on a
8n 13 a
I Y Y C R B N N (T A PO
n i= c
1 o a *
En effet si || — Z Swi - u||K <= , comme il existe j € N
n i=1 C
a
tel que ||uj ullK < ;—, on a (w],...,mn) € wn.
L'assertion (b) du théoréme de Glivenko-Cantelli nous permet
alors d'affirmer que ugn(w )21 -2n (B exp (- - 2.2 )
n o 2
c 4 ) a, ¢
S
Maintenant si u € Po , on a :
8n, C 8n 1o a
O BE TN CH CPIUTID BE R I D N RS TE [ [N D I
n 1 n . 1 K
n i=1 d
1o a
En effet si ||— Z Sw, - ul| <= et si (W ,,ie.,w ) €W
. 1 K ] n n
n i=l n d
il existe j € N' tel que ||l Z Sw, = w.|| < 2+2 ctl'ona
. 2 1 J 'K
n i=1 c b
| fu- w1, < 2 4+24+ 2 quiest contraire 3 d (P ,P)) 2 a.
'K K ' o’ I
c b d
D'ol Sup u@“(w ) € 2n (i) exp (- na ) (assertion (b) du
n o 2
uePo d 4 z oy d

"théoréme de Glivenko-Cantelli').

2) La premiére partie découle de (1).

Maintenant si W € Po , on a :
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n
8n en 1 a
W) 3 1w 0 ) 2 15T sw, = ull, < 2D
n ] n . 1 K
n i=| d
En effet si |[l ) Sw. - ull, < 2 et si (w serey ) € W,
o 1 K 1 n n
n i=1 d
il existe j € N* tel que ||u«u.'| <24+ 242 o il existe ve P
T ‘
tel que ||u.-v|]|, < 2, on a alors Hu=v]|, <« £2+ 24+ 2 ¢4 qui est
1 K K
b c d
contraire a dK(Po’Pl) > a .
&n a n a2
D'odl Sup b (W ) < 2n (=) exp(- )
n 0 2
peP d 4 ) a, d
o] 1
. . * L .
Remanqu@ ¢ On peut blen sur remplacer j € N par j e {1,..., k!.
Remarque : Comme & la suite de la prop. (1.A.III.), suivant la

forme de K, on peut donner une meilleure majoration (resp : minoration)
du niveau (resp : de la puissance) du test d'ordre n de région critique wn.

En particulier si K =1, 8 on peut en (1) et (2) remplacer

A%l
a n a2 2n a2 a na
2n (=) exp(- ) par 2 exp(- ) et 2n (=) exp(- —)
o 2 o 2
c 4 Z a. c, c c 4 E a, d
21. 1 1
2n a
par 2 exp(- 5 )
d

Exemple : On considére W, la loi normale réduite d'espérance 2,
UO la 1pi uniforme sur {E-Z, - 1,8] U [}, 2, {J » Y, la loi de Poisson

d'espérance 2, w, la loi normale centrée réduite, H] = {é_i, ie N},

F1 = {éi, i 2 5}, et 1'on se propose de tester Po enveloppe convexe

de {uo} V] {UO} U {vo} contre P, enveloppe convexe de H, k6 U F] u {ul}.

1 1

. . *
Si 1'on pose A =q]l, + w[j~ fieN,i=z25} et K= ]A ® ]A R

on a dK(Po’Pl) > 0,64 et P]C: BdK(u], 0,16).

D'oli si (dans la prop. (2.A.II1.)) 1l'on prend a = 0,64 b = 4
(puisque 22 0,16) , ¢ =3 et d=2,5, le test d'ordre n de région
b

critique :
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n i=]

]
—~—
~
e

LW ) = 0,21 x
n

est de niveau inférieur a3 2 exp(-

et de puissance supérieure i

pour

n = 20 1l est donc de niveau inféri

2n (0,41)

n

1 n
o T T g =l <

0,64 . 0,64
+

3

4

—2—}

ng ) 8w, (A) 5 0,53 n}

i=1

)
6,3

14
100

eur a

et de puissance supérieure 3

n = 50 il est de niveau inférieur a

45
10000

et de puissance supérieure i

100 il est de niveau inférieur

=
1]

-6

a 12 x 10

et de puissance supérieure &

1 - 2 exp(-
| - 32
100
|- 2
100
I -~ 24 x 107

2n (0,41)

9

)




- 76 -

(B - 111) TESTS CONVERGENTS.

Déginition (1.B.111.).- Soient (2,B) un espace mesurable,

PO et Pl deux sous—espaces disjoints de PQ. Une suite de test (¢n)

(ot ¢n est pour tout n d'ordre n) de Po contre Pl est dite

. . 8
convergente si o ——> 0 et s1 pour tout u € Pl s J¢n du R

¢

Proposition (1.B.I11.).- Soient (£,B) un espace mesurable
et K = Z a, fi 8 fi un noyau reproduisant normal sur Q. Si P] est disjoint

de 1'adhérence de PO dans (PQ, | |[K), il existe une suite convergente

de tests de Po contre P].

Preuve : (P ,
E—— [e]

|| ||K) étant séparable, il existe une suite (uj)

dense dans Po' (a et (bk) étant deux suites strictement positives

"

convergent vers O, si l'on pose

A T I
W = {(w,,...,w Y | |—— Sw. — U. > a, !}
p(k) jaN* 1 p(k) p(k) i=1 1 7' 'K k
(oi p(x) est une suite strictement croissante telle que
p(k) a
2n (a, ) exp(- —————) < b, ). On a :
o k » k
4 Z o.
i
p(
inf ugp(k)(wc(k)) = inf PO U (), W) - S, = vl |y < a))
ueP P ueP veP P p(k) i=1
o o )
(k)
. &p (k) 1P
> inf p (W, yee.,w ) ||————- z Sw. - u|| < a )2 1-b
UEPO 1 p(k) p(k) i= i K k k

d'aprés 1l'assertion (b) du théoréme de '"Glivenko-Cantelli'.

D'oG si pour n = n(k) on désigne par ¢n le test d'ordre n

de PO contre P, ayant pour région critique W et si pour

! p (k)
p(k) < n < p(k+1) on désigne par ¢ le test d'ordre n de PO contre
P, ayant W x Qn—p(k) pour région critique , ona a — O

1 p (k) ¢

nn-—)m
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Maintenant si Vv € P] , comme dK(PO,v) >0, 11 existe ko

tel que k > k  entraine d_ (P ,v) » 2a, . Pour k > k_ on a alors
o K" o k o]

| |[— Sw, - v|!K < a implique Wi e PO , u - ) 6wi‘|K s a
p(k) i= p(k) i=1
et (wl,...,wp(k)) € wp(k) . Pour k = ko on a donc :
8p (k) &p (k) 1 P
(W (k)) LAY ({(wl,...,wn) : H-——-—v—— Gwi - \)| |K < ak})é ]_bk .
P p(k) i=1
v~ ®&n
D' ot I¢ At 1 . m
n oo

Remarque : Nous avons utilisé dans cette démonstration 1'assertion
(b) du "théoréme de Glivenko-Cantelli" qui est vrai pour tous les noyaux ;

mais si K est un noyau particulier par exemple de la forme

K = lA Q IA’ on choisit (en vertu de l'assertion (d) du "thé&oréme de
\ , ~2p (k) a?
Glivenko-Cantelli') la suite p(k) telle que 2e P k < bk'
On considére R muni de sa trivu borélienne usuelle BR , H une
) C
mesure sur (R,BR) et 1'on se propose de tester Po = {u} contre Pl = {ul",

Si 1'on pose K(x,y) = exp( LS J ) = Z 1 (_31_“)“(_42"“)“ ,

1+ x| 1+l yl n=0 n! 1+/x| 14|yl

K est (théoréme de construction (1.E.I.)) un noyau reproduisant normal et

non dégénéré ; Po étant fermé dans (P ) on peut appliquer la

o

prop. (1.B.IL.) en prenant a, = 3,3 et b =-l ; pour k 2 10 on peut
k 1/4 k
k k
choisir no(ak) < k]/4 et p(k) =k ; la suite de tests de région critique
(d'ordre n)
n
1 3,3
Wn = {(w],...,wn) : ||u--— _z Gwil‘K 3 f/4}
n i=l n
z 1oe 3,3
= {(wl,...,wn) : lJK dy @ u + ' Z K(wi,wj) -2 —-'Z JK(wi,w) du(u0| > 1/4}
i,j=1 n i= n

est alors convergente de Po contre P] ; plus précisément pour n = 10 le
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. ~ . . s s | .
niveau du test de région critique wn est -inférieur & — ; malintenant
6,6 "
si ve P , il existe h_ tel que d,(v,u) 2 —35 et pour n > h .
1 ) ‘ K h 1/4 o
o

La puissance au point v du test d'ordre n de région critique W
P p g q n

est supérieur a 1| - — .
n

Remarque : Si 1'on s'intéresse a de grands échantillons (de taille

supérieured 150 par exemple), on peut dans 1'exemple ci-dessus prendre
b(k) = k2.

. e s - 1
Le niveau du test est alors (pour n 3 150) inférieur & )
n
et pour n > h0 , la puissance au point v du test d'ordre n de région

_ . < 1
critique Wn est supérieure a 1 - -5 -
n
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(C - IIT) TESTS A ALTERNATIVES MULTIPLES.

De finition. -

Soient (2,B) wun espace mesurable Pl""’Pp p sous-—espaces

disjoints de PQ et n un entier strictement positif.

On appelle test d'ordre n entre Pl""’Pp toute partition ordonnée

B@n—mesurable A ,...,A de Q"
! P

Si 1'on note &n le test d'ordre n entre Pl""’Pp

associé d la partition ordonnée Al""’Ap et si O < k < p, le k-uple

aé = sup ugn(A?) yaoes a$ = sup u@n(AE) est appelé k-niveau du test § .
n ueP] n uePk n
Si 0< £ 5 p, la AL-puissance du test ﬂn est 1'application qui

4 y appartenant a Pi , p - £+1 < i < p fait correspondre u@n(Ai).

. Nous dirons que le k-niveau de &n est inférieur a

(B

1,...,Bk) si Vie {1,...,k} , ai < Bi ; de méme nous dirons que
n

la 4-puissance de &n est supérieure a (B

p_£+],---,Bp) si  Vie {p-€+1,...,p},

®n
Y e Pi ,ona u (Ai) > Bi'

.. - P On
Remanrque : A toute partition (3 p éléments B -mesurable)
de Q" correspond p! partitions ordonnées donc p! tests d'ordre n

entre P.,...,P .
! p

Proposition {1.C.I111.).- Soit K un noyau reproduisant normal,

d, 1la pseudo-métrique associée 3 || llK R Pl""’Pp p sous-espaces disjoints
de PQ et bl""’bk k-réels positifs tels que pour i # j ,
i, j ¢ {1,...,k},J— v L < 1 (1<k<p).

b. b.

1 J
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1) Si pour 143, i, je {1,...,k}, dK(Pi,Pj) > a, si

1'on pose

n
1
L R B B e N N
n . 1 K
uePl n i=1 b1
1 ° a
=V {ee0) s [I= 0 sw - wf] < =
n . 1 K
ueP n i=1 b
k k Kk
et si Ak+l""’Ap est une partition B@n—mesurable de o - U Ai s

1=1
le test associé d'ordre n entre Pl""’Pp associée a la partition

ordonnée (A .,Ap) est de k-niveau inférieur a

2
2no(jL) exp (- na 2) oo 2no(j£) exp (-

2
b, 4y o, b by 4y o, b

R

n a

)

2) Si CI""’Cp sont p réels positifs tels que pour i # j ,

1

1 . . .
— + — < | et si pour 1 # 3, d,(P.,P.) 2 a , le test d'ordre n entre
K17 3
C. C.
1 J
Pl""’Pp associé & la partition ordonnée
U 1 o a
A1 = eP {(w],...,wn) : II—-.Z Gwi - u|!K < =3}
n i=1 C
1 1
1o a
A= U {(Wyyeeerw ) = ||= ) S0, - ull], < }
p-1 1 n . i K
peP n i=1 C
p-! p-1
p-1
A =0 - U a.
p j=1

est de p-niveau inférieur &

n a n a

2n (jiJ exp(- ——————=) ,..., 2n (:1) exp (-
°c, 4] a, c? °c 4] o c?

=~
e




et de p-puissance supérieure a

2 2
a n a a n a
1 ZnO(E—) exp( . z 2) yrens 1‘2n0(2~) exp ( Zﬁ§~———#§)
I 49 k *i “k

Preuve :

1) . Soit je {1,...,k} ; (Pj’ | étant séparable, il

o
existe une suite (um) dense dans Pj et 1'on a
n

Aj = u*{(w],...,wn) t H_’ z émi —umHK< —

mE N n i=l b.
)

Pour tout j e {l,...,p} , Aj est donc l3®n-mesurable.

Soient p # 4, P, 9€¢ {!,...,k} et supposons qu'il existe

(w],...,wn) appartenant a Ap n Aq ; on peut alors exhiber u dans Ap
n n

1 P
et v dans A tels que : |Ll z éwi - ul‘K <2 et |\—- 2 émi —1H}K S s
d n i=l b n i=1 b
. . . a P oa d
qui est impossible puisque d_ (P ,P ) > a et —+ — < a .
Kipia b b
'q P
Maintenant pour tout j e l,...,k et tout v e Pj on a
Bn,  C 8n 1 a
v (AY) € v ({(w],..-,w Y || z Sw, = vll, = =1 ;
] n nis=t t K7,
]

ce qui nous permet de conclure en vertu de l'assertion (b) du théoréme

de Glivenko~Cantelli.

2) On montre comme en {!) que Al""’Ap est une partition

% a
B*M-mesurable et 1'on conclut de la méme fagon,

Comme & la suite des propositions précédentes, suivant la forme
du noyau K, on peut affiner les minorations et majorations des Kk-puissances

et des Kk-niveaux.

En particulier si K = 1A 8 IA , on peut dans la prop. (1.C.IIIL.)

2 2
remplacer 2n 24 exp (- 4 a ) (resp : 2n ) exp (- 4 a )
o] 2 0 ‘ 2
b, 4 X a. b, c. 4 z a, C
o] iy, ] i
par 2exp(- 2n 3 ) (resp : 2exp(- ZnZa ).
b c.

] ]
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Exemple :

1) On considére u la loi normale centrée réduite, Hy la

1

loi normale réduite d'espérance 2, u

3 la loi uniforme sur ]— i-, l[,
2

2
Wy la loi de Poisson d'espérance 3, et si 1'on se propose d'effectuer

un test entre {u]}, {ul}, {u3}, {u4}.

1
On pose A = ]—- s +<”[ -{neNj;nz5}, K= ]A 8 1A et

Comme dK(ui,uj) > 0,30 1la prop. (1.C.II1.) nous permet d'affirmer

que le test d'ordre n entre {u]},..., {UA} associé a la partition ordonnée

< 0,15}

>
It
~

;B
| {(wl,...,wn) : |l-.§ Gwi - ulli
n i=l

n
= {(w,..0,w ) : n(0,94 - 0,15) < Y Sw. (A) £ n(0,94 + 0,15)}
i=1
p o
A, = {(w]....,wn) : |’—-'Z Swi - UZ'LK < 0,15}
n i=1
, o
A3 = {(w],...,wn) : ll—-.z dmi - U3I|K < 0,15}
n 1=1
A, =9 - (A, Ua, Ua
4 1 2 3
est de 4 - niveau inférieur a3 (2exp(- E—i—ﬁi), 2exp(—-2~i4ié) yeee, 2exp(- Ll—im[i—s—)
1000 1000 1000
et de 4 - puissance supérieure a
(1 - 2exp(- El-——i—f‘—i) yeesy 1 = 2exp(- E~——i—£}-—5—)
1000 1000
pour n = 50 on a Z2exp(- nx 45) < 21 ,
1000 100
pour n = 100 Zexp(- nx 45) < 22 , pour n = 150 2exp(- E—i—ééb < 48 x 10_4

1000 1000 1000
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2) On considére oy la loi normale centrée réduite, u

normale réduite d'espérance 2, Mg

se propose d'effectuer un test entre {u]}

On pose A = |0, + =, K = N

Comme dK(ui,uj) > 0,5 1la prop.
d'affirmer que le test d'ordre n entre

partition ordonnée

) la lo1

la loi réduite d'espérance - 2 et 1'on

(1.C.II1.) nous permet

5 {uz}, {u.} associée a la

3

n
1
A = {(wl,...,wn) : ]!—-'X Sw. - ulll < 0,25}
n 1=1
;o
A, = {(wl,...,wn) s | |- 'Z Sw, - u2||K < 0,25}
n i=I
= n—
A3 Q (A] J A2)
est de 3 - niveau inférieur a (2exp(- — ) ..., 2exp(~ B—f~lgé)
1000 1000
et de 3 - puissance supérieure a (I - Zexp(- nx 125 yoeey 2exp(- E—:—lgé).
1000 1000
pour n = 20 , 2exp(- E—i—lgg) < 0,16 , pour n = 50 , 2exp(- Ll—-i—lgé) < 0,005
1000 1000
pour n = 100 , 2exp(- B~——lgé) < 0,000012

1000
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(D - TI11) TESTS CONVERGENTS A ALTERNATIVES MULTIPLES.

Déginetion (1.0.111.).- Soient P, ,...,P, k-sous-espaces disjoints

1° k
de PQ . Une suite (ﬂn = (Al,n""’Ak,n)) de tests entre P]""’Pk est
dite convergente si a] —r 0 ., ak_l ——> 0 et si YueP
J ¢ k
n n>® n
8n
u (Ak,n) > 1
n—-o
Proposition (2.C.111.).- Soient K = ) a, £, 8 £, un noyau
reproduisant normal sur £ et P ,...,P. k-sous-espaces disjoints de P

1? k Q°

Sipour i#3j, i, 3je{l,..., k-1} dK(Pi’Pj) >0 et si 1'adhérence de
k-1

\ Pi est disjointe de 1'adhérence de P, dans (P

K a ||K), il existe

> Q,
i=1
une suite convergente de tests entre P, ,...,P

1’ k -

.

Preuve : Identique & la prop. (1.B.III.).

Remarque : 11 suffit de prendre

o = pfk) | s
A = (W 5eee,w ) i — Sw, -~ u < inf(a, , -*) ,
(1,pk) weP_ ! p(k) (k) i=1 i K L
(ot Vi, j e {1,...,k=1} , i #]3, dK(Pi,Pj) 5C>0),... Cette

proposition s'applique en particulier quand on veut effectuer un test
k-1
entre {ul},..., {uk—l} et PQ - ;jl {ui}.
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CONCLUSTON.

Comme nous 1'avons vu au cours de cet article, 1'introduction
des produits scalaires sur l'espace des mesures permet de simplifier notablement
les démonstrations et ouvre avec les projections orthogonales et le "théoréme
de Glivenko-Cantelli" de nouvelles méthodes de construction d'estimateurs

et de tests.

De plus, ce travail est susceptible de nombreux développements
ultérieurs ; aussi bien dans 1'étude de la robustesse qu'en théorie des mesures

aléatoires.
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