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INTRODUCTION GENERALE

Un probléme qui a été étudié depuis de nombreuses années en topolo-
gie algébrique est d'associer, de maniére fonctorielle, & un espace X, une
algébre différentielle graduée commutative rationnelle dont la cohomologie
soit isomorphe 3 la cohomologie singuliére de X et qui contienne des infor-
mations sur le type d'homotopie rationnelle de X. Dé&s 1950, H. Cartan
construisait, pour tout espace homogéne, une algébre différentielle graduée
réelle, produit tensoriel d'une algébre de polyndmes par une algébre exté-
rieure, dont la cohomologie était isomorphe & celle de 1'espace [i]. Puis, en
1955, R. Thom pensait qu'on pouvait associer, d tout C.W complexe, une algé-
bre de cochaines commutatives, et qu'on pouvait &étendre, & ces algébres, la
théorie de la suite spectrale d'une fibration (Séminaire Cartan, exposé 17).
Enfin, Quillen établit une équivalence de catégories entre la catégorie homo=

topique rationnelle et une catégorie algébrique.

C'est Dennis Sullivan qui construira une théorie complé&te et fruc-
tueuse sur cette question en établissant une équivalence de catégories entre
la catégorie des types d'homotopie rationnelle de C.W complexes nilpotents
de type fini et celle des algébres différentielles graduées minimales nilpo-
tentes. A tout espace nilpotent X, il associe une algébre minimale ) x
qui décrit enti&rement le type d'homotopie rationnelle de X et dont

la construction refléte la décomposition en tour de Postnikov de X.

Dans notre étude, nous utiliserons la théorie de Sullivan de maniére

fondamentale. Ce travail se divise en trois articles :

Le premier, écrit en collaboration avec D. Sullivan et publié& au
Journal of differential geometry (vol. 11, n° 4, déc. 1976) fournit une ré-
ponse compléte au probléme de l'existence d'une infinité de gé€odésiques fermées
sur une variété riemannienne compacte : on y démontre essentiellement que si
M est une variété compacte telle que n](M) est fini, alors M admet une

infinité de géodésiques périodiques distinctes pour toute métrique riemannienne



sur M dés que 1'algeébre de cohomologie réelle de M ne peut pas €tre engen-

drée par un Eélément.

Le second article, écrit avec K. Grove et S. Halperin, et qui sera
publié a Acta Mathematicét traite d'un probléme voisin du premier. On y établit
une condition suffisante pour qu'il existe, sur une variété riemannienne com-—
pacte l-connexe, une infinité de gé€odésiques fermées invariantes par une isomé-

trie d'ordre fini.

Dans le troisiéme article, nous étudions le probléme topologique sui-
vant : étant donnés deux C.W complexes nilpotents de type fini S et T, et
un morphisme f : H*(S,Q) < H*(T,Q), existe—~t~il une application entre les
types d'homotopie rationnelle de S et T induisant f en cohomologie ?

Le cas d'un isomorphisme est traité par S. Halperin et J. Stasheff dans []4}.
Nous calculons des obstructions & la réalisation de tels morphismes et nous
donnons des conditions simples pour que le morphisme soit réalisable pour cer-
tains espaces. Pour étudier ce probléme, nous construisons un modéle minimal
bigradué d'un morphisme d'algébres graduées puis nous construisons un modéle
filtré d'un morphisme d'algébres différentielles graduées. Cette construction

se révéle 8tre trés intéressante pour 1'étude de la suite spectrale d'Eilenberg-
Moore d'un carré fibré de fibrations de Serre. Nous donnons des formules expli-
cites des termes (Er’dr) de cette suite spectrale, et nous en déduisons de

nombreux résultats sur le collapsing de cette suite spectrale.

¥ "The rational homotopy theory of certain path spaces with applications to
geodesics'". Acta Math. vol. 140, 1978,
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The problem—does every closed Riemannian manifold of dimension greater
than one have infinitely many geometrically distinct periodic geodesics—has
received much attention. An affirmative answer is easy to obtain if the funda-
mental group of the manifold has infinitely many conjugacy classes, (up to
powers). One merely needs to look at the closed curve representations with
minimal length.

In this paper we consider the opposite case of a finite fundamental group and
show by using algebraic calculations and the work of Gromoll-Meyer {2] that
the answer is again affirmative if the real cohomology ring of the manifold or
any of its covers requires at least two generators.

The calculations are based on a method of the second author sketched in [6],
and he wishes to acknowledge the motivation provided by conversations with
Gromoll in 1967 who pointed out the surprising fact that the available tech-
niques of algebraic topology loop spaces, spectral sequences, and so forth
seemed inadequate to handle the “rational problem” of calculating the Betti
numbers of the space of all closed curves on a manifold. He also acknowledges
the help given by John Morgan in understanding what goes on here.

The Gromoll-Meyer theorem which uses nongeneric Morse theory asserts
the following. Let A(M) denote the space of all maps of the circle ' into M
(not based). Then there are infinitely many geometrically distinct periodic
geodesics in any metric on M if the Betti numbers of A(M) are unbounded.
(The round 2-sphere shows the condition is not actually necessary.)

In [6] a description of the minimal model of A(M) is given in terms of the
minimal model of M, and is valid if, for instance, M is simply connected.
This gives an explicit algorithm for calculating the Betti numbers of A(M).
This algorithm yields the fact that the Betti numbers of A(M) are always non-
zero in an infinite number of dimensions (which can be taken to lie in an
arithmetic sequence.)

We explicate and extend this study of A(M) here by

(i) giving the description and proof of the algorithm for the homology
when 7,M = {e}, and by

(ii) showing that the Betti numbers of A(M) are unbounded if and only if

Communicated by W. P. A. Klingenberg, July 3, 1975.
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the real cohomology ring of M requires at least two generators.

Thus the question of infinitely many geodesics is still open when either

(i) =(M) is infinite but has only finitely many conjugacy classes (up to
powers), or

(i) mM is finite but the real cohomology of the universal cover is of the

form

{19 X, xZ’ -xga st "x"} with  x**! = 05

for example, spheres and projective spaces have these properties.

In the latter case, Klingenberg [4] claim the conjecture for the gerneric
metric, and we include a specific calculation of the rational cohomology ring
of A(M) for possible use in a further Morse study for the special metric.

Remark on covers. If M — M is a finite regular cover, then the cohomology
ring of M is isomorphic to the subring of H*M which is fixed by the finite
group of deck transformations. If H*(M) has one generator an easy argument
shows H*M has one generator. Thus, if z;M is finite the cohomology ring of
M or one of its covers requires two generatcrs if and only if this is so for the
universal cover.

Also an easy geometric argument shows the property of having infinitely
many distinct periodic geodesics is shared by a manifold and its finite covers.
Thus in the study of the finite z, case in the calculations below we may actually
assume m,M = {¢} and the cohomology ring requires at least two generators.
We will see that the Betti numbers of A(M) are unbounded and the asserted
theorem will follow.

The description of the space of all closed curves on M. In [6] and [7] an
algebraic description of homotopy problems via differential algebras and differ-
ential forms was given. The nature of this description is such that if a pro-
ferred formula for 4(M) has the correct algebraic properties it must be correct.
This method works here and in other contexts as well, for example in the study
of Gelfand-Fuks cohomology [7].

To each simply connected space M (or even a nonsimply connected space
of nilpotent homotopy type) the theory associates (see [6], [7], [1]) a special
differential algebra over Q (or R) which describes its rational (or real) homo-
topy type, [8]. The cohomology of this special differential algebra, called the
minimal model of M, is the cohomology of M, and the generators of the alge-
bra (which is free of relations besides graded commutativity) give a dual basis
of the rational homotopy groups of M. If X is any space, the homotopy classes
of maps of X into the rational homotopy type M, of M, [8], is in one to one
correspondence with the homotopy classes of maps of the minimal model of M
into the rational de Rham complex of X. By a homotopy between two maps

f
of differential graded algebras .o/ ——3 # we mean a dga map ./ —H+ B, dr)
g
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where #(t, dt) means # with a variable ¢ adjoined in degree zero and dt¢ is its
differential in degree one, and f and g are obtained by composing H with the
two evaluations #(t, dt) =3 #, obtained by settingt =0, df = Oand ¢t = 1,
dt = 0; see [1]. In the statement about maps the forms on X may be replaced
by any other dga which maps to the forms by a map inducing an isomorphism
on cchomology. If X is nilpotent the minimal model of X itself is one such
dga.

Now consider 4(M) the space of all maps of the circle into M. A map f of
an arbitrary space K into A(M) is the same as a map f of K x §' into M. In
fact we have a universal map

AM) x§'—"5 M
and a commutative diagram determining this correspondence between f and f:

AM) x $+—L-M

f><1& /

K x §

A correct formula for the minimal model of A(M) will be given by the dga
which bears the analogous relation to .#, the minimal model of M. In fact,

we look for a dga A.# and a universal dga map .# LN A M (&) (where oZ(&)
means adjoining a closed one-dimensional generator to the dga .o¢) so that the
universal property expressed by

A& ~—t—n

o

(&) o arbitrary

is satisfied. That is, dga maps .# —f> (&) correspond to dga maps A(.#) —f—+
2 in a one to one fashion, the connection being provided by the commutative
diagram.

We proceed as follows. 1f .# is the free commutative algebra A(x,, x,, - - - ; d)
on x,, x,, - - - with differential d, let A.# have generators x,, X, x,, %, + -
where dim ¥; = dim x; — 1. Here it is convenient that .# is simply connected
and has no generators in degree one, in which case more discussion is required
[9]. Note that the symbol “/4” is used in three distinct ways.

The universal map .# LN A(#)E) is defined by x;, — x; -+ &X,. We must
define d in A(.#) so that u is a dga map. Notice that if x — x + &X and y —
y + &), then
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xy—(x + &%)y + &9) = xy + §G&y + (=D"xp) ,
where |x] = dim x. So x — coefficient of ¢ in u(x) defines a derivation

ML A of degree minus one over the natural inclusion .# C A.#.
If we write u in the form

X — x4 &),
then dx — dx + &-i(dx) and for u to commute with 4 we must have
dx + &-i(dx) = d(x + §-i(x)) .
This is equivalent to the two equations:
dx = dx ,
i-(dx) + diix) =0, forallxe. .

Thus we define d in A(#) so that .# is a differential subcomplex and the rela-
tion di + id = 0 holds. Hence we obtain the following result:

Given the dga 4 = A(x,, x,, - - -, d), define the dga A.# = A(x,, X, x5, X,,
cee,d), with dim%, = dimx; — 1, by dx, = dx, and dx, = —idx, where
i: M — AM is the unique derivation of degree —1 extending x, — X;. Then

the map A N A(A)E) defined by x, — x, + &X; is a dga map which is uni-
versal and sets up a one to one correspondence between dga maps A —f> H(E)

and AM —£—> A via the diagram :

M A(A)(E)
A (&) o arbitrary

At this point we could pass to homotopy classes of dga maps, and assert
that A.# defines the correct homotopy functor and so must be the minimal
model of 4(M). We will detail a more explicit argument.

The universal geometric map A(M) x S' — M corresponds to a map of min-

imal models .# o (A(M))(&) implying by the above algebraic universality
the existence of a dga map

A M) —> H(AM)) .

Now since M is simply connected, A(M) is at least nilpotent [8], so the
homotopy groups of A(M) correspond to the free generators of .#(.1(M)).
Now the fibration OM — A(M) — M, where QM is the based loop space, has a
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natural cross section, the constant maps of ' into M, so that =, A(M) < =,QM
@ z,M. Of course, m,0M < =, M so that #(A(M)) is the free algebra on the
generators x; of .# (which is a d-subalgebra of .#(/(M))) and another set y,
obtained by shifting the x;, down one:

-/%(A(M)) = A(xb Yis Xg5 Yoo * ¢ ') )

with dim y;, = dim x; — 1. If one examines the minimal model form of the

universal geometric map .# —g> MH(AM))(E), one finds that in terms of
all these identifications x; — x;, + &y, modulo decomposables of .#. It follows

that the map A(.#) LN A (A(M)) described above must be an isomorphism.

In summary we state the

Theorem. If M is a simply connected finite complex, and M has minimal
model A(x,, x,, ---,d) then the space of closed curves on M has model
A(x,, %, X5, Xy, + - -, d) where dim X, = dim x;, — 1, d is defined by di + id = 0,
and i is the derivation of A(x,, x,, ---) into A(x,, X, X,, X,, - - -) defined by
IX; = X;.

Remark. Note that A(x, x,, - - -) is a d-subcomplex of A(x,, X,, x,, X,, - - +),
and the image of d in A(x,, X, x,, X,, - - ) is contained in the ideal of (x,, x,,
«++). Thus the induced d in A(X,) is zero. This algebraic picture corresponds
to the natural fibration

M - AM) - M

since the model of Q(M) is A(%;, X,, - - - ; d = 0). (The minimal model of any
H-space is just the free algebra in the dual homotopy groups with the differ-
ential identically zero.)

In the following, we use the notation (A, d) for the minimal model of a
simply connected finite complex M, and (A’, &’) for the minimal model of the
space of all maps of S' into M. The generators in even (resp. odd) degrees
will be denoted by x,, x,, - - - (resp. y;, ¥,, - - -). We shall prove the

Theorem. The following properties are equivalent :

(1) the cohomology algebra of M requires at least two generators,

(i) the Betti numbers of the space of all maps of S' into M are unbounded.

Before proceeding to the details, we give the structure of the argument.
Suppose the generators of the model of M (arranged by degree) begin with

Xy oo s X s Vis Xngs 0t Xp 3 Yoy =00

where y, and y, are the first two exterior generators, and the x,; are the first
polynomial generators.

In A’, the classes {(]‘n[ J?i)}_lf‘}, a=1,2,--., show that for any nontrivial
i=1

finite complex, H*(A’) is nonzero in an infinity of dimensions, [6]. This uses
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dx; =0,i=1,---,nand dy, = O(x,, - - -, x,,). If we knew dx; =0 forj =
n-+1,...,r, then the classes {(ﬁ J’cl> A yg} with integers « and $ would give
=1

us the unbounded Betti numbers. (y, must be present if H*(M) is finite dimen-
sional and distinct from the ground field, and y, and y, must be present except
when H*M is generated by one element (Propositions 1, 2, 3).

If dy, + 0, thend*=0,dx, =0, -.-,dx, =0 and dx,,, = @, (x;, - - -,
X )V o, dx, = Q(xy, - -+, x, )y, imply Q; = 0,j =n + 1, ..., r, and the
above argument works. If dy, = 0, this argument does not work. However, if
dy, were also zero, we could use the classes {p;pj} with integers «, 3 to
obtain enough cohomology. We do know dy, = Q(x,, - - -, x,) so that dy, =
23 Qilxy, X)x, in A’ by the formula. If weset x; = 0,i =1, ---,rin A, dy,
becomes zero, the above classes work, and an inductive argument shows this
quotient differential graded algebra has unbounded Betti numbers only if A’
does (Proposition 4).

1. Some results about differential graded algebras

We will consider differential graded algebras 4 = @ A, over a ground field

nz0

k = Q or R, endowed with a differential d of degree one. These algebras are
the tensor product of a polynomial algebra graded in even degrees and an ex-
terior algebra generated in odd degrees. We assume that /, = k, and that, for
every z € A, dz belongs to A*.A* where A* = P 4,. Actually, if there are

n>0
generators in degree one, we assume in addition that all the generators can be

ordered z,, z,, - - - so that each dz; is a polynomial Q,(z,, z,, - - -, z;_,) in earlier
generators. If a finite complex M is simply connected, the minimal models of
M and A(M) satisfy these conditions.

Proposition 1. Let (A, d) be such a differential graded algebra. We have
the following equivalences:

(1) the cohomology algebra H*(/, d) is generated by one element,

(2) (4, d) has one of the following types:

(a) A is generated by one element,

(b) A is generated by two elements x and y, where x is a polynomial
generator with dx = 0, and y is an exterior generator with dy = Ax", 2 € k*,
and an integer h > 2.

Proof. (2) = (1) is easy. If 4 = k(z), then H*(A) = 4 = k(z). If 4 =
kx] ® k(y), then H*(4) = KX
x"k[x]
the generators of lowest degree of A are exterior. By (1) there is only one such
generator and we have dy = 0. Another generator of A of lowest degree is
also closed, again a contradiction to (1). So we have 4 = k(y).
Assume now that the generators of lowest degree of A are polynomial. Again

. To show (1) = (2), we assume first that
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there is only one such generator, say x,, and dx, = 0. If /4 has other genera-
tors, we consider the generators of lowest degree among the generators distinct
from x,. If these generators are polynomial x,, - - -, we have dx, = 0 and this
is not possible by (1). If these generators are exterior, let y, be one of them.
Then we have dy, = 2,x*, where A, ¢ k*, and 4 is an integer > 2. In the set
of generators distinct from x, and y,, we look at the generators of lowest degree.
If such a generator x, is of even degree, we have dx, = w7y, with g, €k,
a > 1. Since d’x, = 0, we have O = ,4,x7"*, which implies that dx, = 0 and
contradicts (1). Therefore, if the set of generators of A distinct from x, and y,
is not empty, the generators of lowest degree in this set are exterior. Let y, be
one of them. Then we have dy, = A,x*, where m is an integer > 2 and 2, ¢ k.
It follows that d(y, — (1,/2,)x" "y,) = 0. Then H*(/) should contain the class
of x, and the class of y, — (4,/2)x"y,, contradicting (1). So we have

A= klx]® k() with dx, = 0, dy, = Ax* =0 .

Proposition 2. Let (A, d) be a differential graded algebra. Let @ be the
ideal of A, generated by the exterior generators, and let A = A]0. If y is an
exterior generator of A such that the image of dy in A is nonzero, we have
H*(4,d) = H*(A, d), where A = A](y, dy)A, and d is the induced differential
on A.

Proof. See also [3]. Let & be an element of A such that d¢ e (dy, ¥)A.
Then d&¢ = ya + d(yB). We shall prove that Ker d N y4 = 0. Let yy be such
that d(yy) = 0. Then we have d(¥)y + ydy = 0. Since dy = a + o witha e @
and a = 0, ac A, we show easily that y e y4, and yy = 0. Thus we have
d¢ = d(yp) and

Kerd = (Kerd ® yA)/(dy, )4 .
Since Imd = (Imd + yA)/(dy,y)4 and Im d C Ker d, we have

Kerd _ Kerd®yd_ Kerd
Imd Imd® y4 Imd

H*(1,d) = = H*(4,d) .

In the remainder of this section, we assume that 4 has a finite number of gen-
erators in each degree. So, for all n e N, 4, and H"(A) are finite dimensional
vector spaces.

We can consider the Poincaré series

SAT) = };0 (dim, 4,)T" , Sy (T) = ;) (dim, H*(D))T" .

Definition. LetS(7) = Y, a,7" and S(T) = . b,T™ be two formal series
neEN neN

with real coefficients, we say that S(T) < §(T) if and only if we have a, < b,
for every ne N.
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Proposition 3. Let (A, d) be a differential graded algebra, and y an exterior
generator of degree 2r + 1 > 3 such that dy = 0. Then we have

Surcasyra(T) < Spra, (/A — T7)

where d is the induced differential on the quotient.
Proof. Let z be the canonical morphism A — A/yA. 1f s € N, we define

Al—s] = n@v/l[—s]n by
Al—s], =0 forn <s, Af—sl, = 4, forn>s.
Let ¢ be the map A/yA[—2r — 1] — A defined by
o(&) = &y for all ¢ e A/yA[—2r — 17 .

We check easily that the sequence

0 — > AjyAl—2r — 11-F5 4 -2 Ajyd —>0

is an exact sequence of differential graded algebras. So we have the long exact
sequence of cohomology :

s By ar—2r — 1) 9 B

Il
H"”ZT”'(A/y/I)

—> H*(U]y4) ey H (A yAl—2r — 1]) —> - -+
I
Hn—ZT(A/yA)

Let K, = Im H"*(¢) and K = @ K,. The long exact sequence splits and gives

neN
0—-K,— H* (1) — H"(A/yA) — H*" " (d/y4) > K,,, — 0,
then we have, for every ne NN,

dim, K, - dim, H*(4) + dim, H"(A/yA)
— dim, H**(4/y4) + dim,. K,,, = 0.

Hence
(1 4+ 1) X (1/T) X Sg(T) — Spes{T) + (1 — TSyt s(T) = 0,

or
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SH*(A/yA)(T) = [1/(1 - TZT)]SH*(A)(T)
—[(1+7)/A —T"7)] x (1/T) X S(T) .

Since Sx(T) has positive coefficients, the product [(1 + T)/(1 — T*)] x (1/T)
X Sg(T) also has positive coefficients, and we have the inequality.

Proposition 4. Let (1, d) be a differential graded algebra, and x a poly-
nomial generator of degree 2s such that dx = Q. Then we have

Savareaad(T) < (1 + T DS gees,o(T)

where d is the differential deduced from d by quotient.
Proof. Let p: A[—2s] — A be the multiplication by x. The sequence

0 — A[—2s] LGy TN A/xA - 0, where = is the canonical morphism, is
an exact sequence of differential graded algebras. Then we can write the long
exact sequence

oo > H () T B A) o> HO(A 3 ) —> HP54() > -

Let I, = Im (H*()), and I = @ I,. For every n ¢ N, we have
0—1,— H"(A) — H*(4/xA) — H**(A) - 1,,, — 0,
which gives us
1+ D X A/T)y X SHT) — Szeis(T) + Suerzn(T) — T 'Spuy(T) = 0,
or
Swrwzan(T) = (1 + T* DS e, o(T) — (1 + T) X (1/T) X SAT)
with S,(T) > 0.

2. Proof of the theorem

Since M is a simply connected finite complex, its minimal model A has a
finite number of generators in each degree and A, = 0. Also, H*( 1) is a finite
dimensional vector space, and the algebra H*(A) has at least one generator
except when 4 = k.

(i) = (). If H*(4,d) is generated by one element, we use Proposition |
and make a direct calculation to show that the Betti numbers of the space of
all maps of §' into M are bounded. See Addendum.

(iy = (i). (@) We claim that when M is a finite complex, the algebra
H*(M) requires at least two generators if and only if the minimal model .1 of
M has at least two exterior generators.

We first remark that /4 has exterior generators since H*(A) is finite. By
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Proposition 1, if /4 has at least two exterior generators, then H*(/) has at least
two generators.

Conversely, assume that 4 has one exterior generator. Let 4 = k[x;];.; ®
k(y) where the x; are polynomial generators, and dy = P(x,, --.,x,). If
dy #+ 0, we have, by Proposition 2,

H*() = H*(A/y, d)A) = kixJier/Pklx,] .

Since k[x;l;.;/Pk[x,;] is a finite dimensional vector space, it is easy to prove
that card I < 1. (The results of [5] about the dimension of local rings can be
extended to graded algebras.) Then we should have 4 = k[x] ® k(y) with dy =
Axt, 2e k*, h > 2, and therefore H*(/A, d) is generated by one element. If
dy = 0, we have, by Proposition 3,

Siteitie D) < /A = IS yesyery = PN /(1 —T7),

where P(T) e Z[T], and 2r + 1 =degy. Let A = k[x;],., = D A,. The
n=0

above inequality shows that the dimension of A4, is bounded, independent of
n. This proves card I < 1. If 4 = k[x] ® k(y) with dy = 0, we have necessarily
dx = 0, contradicting the fact that H*(A) is finite dimensional. So we have
A = k(y) with degy odd, and H*(/1) = A is generated by one element. This
proves our claim.

(b) Let y, and y, be the first two exterior generators of 4. We denote the
generators of 4 by increasing degrees: Xx;, « -+, X, 5 Vi3 Xnurs v =5 Xy Vaoi o s
where the (x;),.;., are the first polynomial generators (perhaps r = 0, or n = 0).
We have dx;, = .-+ = dx, = 0.

1st case: dy, #+ 0. Then dy, = P/(x,, ---,x,), n > 1, and dy, = P,(x,,

© vy Xps Xpyy -+ c» X,) Where Pyek[x,-.-,x,] and P,eklx,--.,x,]. Let
me [n,r — 1], and assume that dx, = ... = dx,, = 0. We shall prove that
dx,,, = 0.

We have dx, ., = Q(x,, - - -, x,)y, where Q ¢ k[x,, - - -, x,,]. Since we have

d*x,, ., = 0, we deduce that Qdy, = 0, so that Q = 0. This proves that dx, —

cve=dx, = 0.
In A, the elements ( ﬁ fcz> yiyi where (a, f) € N* are cycles, because d'%; =
i=1

0,d'5, e, -, %)L and d'F, e (&, - - -, %)L It is easy to see that Im &’

(x;, y)A'. Thus the elements (ﬂ J_Ci> y:y? are homologically independent.

=1

If degy, = 2r, + 1, and degy, = 2r, + 1, thenlet m = l.c.m. (r,, r,). For
every N e N, in H™+Zi=1%8%i( 1) there are N + 1 elements < ]I[ J?i))‘z'{j{;?
=1

which are homologically independent. Hence the dimensions of H7(A’, d’) are
unbounded.
2nd case: dy, = 0. 1lfdy,=0, let degy, = 2r, + 1, degy, = 2r, + 1,
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m = l.c.m. (r;, r,). Then for every N ¢ N in H**™(A’) we have N 4 1 elements
yept, where («, 8) € N*, which are linearly independent. So the dimensions of
H"(A', d’) are not bounded. Assume dy, = P(x,, - - -, x,) % 0. Then we have

d.Xl:O, MY dxn:()y dxn+1:Qn+1(xla"’5xn)yl’ et
dxi == Qi(xlr . "xi—l)yp DR dxr = Qr(xlﬁ s 'axrol)yl ’ (r 2 1) s

where @, is a polynomial of degree > 1. Let 2s; be the degree of x; for i = 1,
-+, r. Let A, = A /x, A with the differential d’,,, induced by d’. Then we
have d’,,x, = 0 and, by Proposition 4,

Sy, () <+ TS e oy(T)
So consider the successive quotients
/1,(2) - A,/(-xl’ xZ)A/ 3 vty /1_/<r) == A//('xla A xr)A/ .

Let d’,,, be the differential on A’ ,, induced by d’. By an inductive argument,
we see that

Suvaryaron(T) < TLA A+ TH7)S e ay(T) -

So, if the dimensions of H*(A’,,) are not bounded, then the dimensions of
H™(A") will be unbounded also. Since dy, = P,(x,, - - -, x,) where P, is a poly-
nomial of degree > 2, by the formula we have d'p, = i op,

i=10X

X, ; thus we have

d ¥, = 0. The elements p;y; with («, ) € N* are closed in A’,, and are
homologically independent. So the dimensions of H*(4’,,,d’,,) are un-
bounded. This completes the proof of the theorem.

Addendum. Now we calculate the cohomology ring of A(M) when H*M
has one generator.

1. If H*M is the exterior algebra on one generator y in degree 2n + 1,
then clearly H*A(M) is A(y, ) the exterior algebra on y tensor the polynomial
algebra on j in degree 2n.

2. If H*M = {1,x,x% ---,x"} with x"*' = 0 and degree x = 2k, then
the model of M is A(x,y;dy = x**!), and we have to calculate H*(A’, d)
where A = A(x,y, %, P) withd'x =d'X=0,d'y = x**'and d'y = (n + 1)x"%.

By Proposition 2 we can set y = 0 and d’y = x"*! equal to zero, and cal-
culate the cohomology of A = A(x, %, §) where x**' = 0, dx = d% = 0 and
dy = x"% (the constant can be ignored by replacing 7 by 3/(n + 1)). So in A
the cycles in positive degrees make up the ideal of x and X, while the bound-
aries make up the ideal of x*%. The reduced cohomology ring of A(M) can then
be described as the quotient of the ideal of x and ¥ in 4 modulo the ideal of
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x"x. This quotient is isomorphic to the finite dimensional ring 4*(x, ¥)/(x™*!,
x"X) (without unit) tensor the polynomial algebra (with unit) on one generator
y in degree 2(k(n + 1) — 1) where degree x = 2k, degree X = 2k — 1.
Clearly, the Betti numbers of 4(M) are bounded.

Notice that the reduced cohomology ring of A(M) is totally nilpotent (every
(n + 1) foldp roduct is zero). For example, for M = $* we obtain the zero ring
on additive generators in dimensions 1, 2, 3,4, - . . for H* A(M). This degener-
acy in the ring structure belies the structure of the homotopy groups of A(M)
which has total rank 4 (over Q).

This difference is made up by a rich structure of M assey products or higher
order cup-products. All this information is carried by the minimal model which
is simpler to describe for these spaces than the cohomology ring itself.
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It is well known that the topology of various path spaces on a complete riemannian
manifold M is closely related to the existence of various kinds of geodesics on M. Classical
Morse theory and the theory of closed geodesics are beautiful examples of this sort.

The motivation for the present paper is the study of geodesics satisfying a very
general boundary condition of which the above examples and the example of isometry-
invariant geodesics are particular cases. In particular, we generalize a result of Sullivan—
Vigusé [16].

Let N M x M be a submanifold of the riemannian product M x M. An N-geodesic
on M is a geodesic c¢: [0, 11— M which satisfies the boundary condition

() (c(0), ¢(1))€N and (&(0), —¢(1))€TNY,

where T'N+ is the normal bundle of N in M x M. If N=V, x V,, where V,< M, i=1,2are
submanifolds of M then an N-geodesic is simply a V, — V, connecting geodesic (orthogonal
to each V,). If N is the graph of an isometry, 4, of M then an N-geodesic is a geodesic

which extends uniquely to an A-invariant geodesic c: R—~M; i.e.
c(t+1) = A(c(t)), teER.

When A has finite order (4*=id) then ¢ is in fact closed (c(t +k) =c(t), tER).

The study of N-geodesics on M proceeds via critical point theory for the energy
integral on a suitable Hilbert manifold of curves with endpoints in N. This Hilbert manifold
is homotopy equivalent to the space M§ of continuous curves f: [0, 1] M satisfying (f(0),
f(1))EN, with the compact open topology (cf. Grove [4], [6]).

(*) Part of this work was done while the first named author visited the IHES at Bures-sur-
Yvette during May 1976.
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In this paper we apply Sullivan’s theory of minimal models to study the rational
homotopy type of My, and hence to obtain information about N-geodesics.

Sullivan’s theory (cf. {14], [15] and [8]) associates with each path connected space S
a certain differential algebra (A X, dg) over Q which describes its rational homotopy type.
(A X, ds) is called the minimal model of S and H(/A X) is the rational (singular) cohomology
of 8. As an algebra AXj is the free graded commutative algebra over the graded space
X. If §is nilpotent and its rational cohomology has finite type then X is the (rational)
dual of the graded space 74(S) ®Q. (See section 1 for more details.)

Our main result is an explieit construction of the minimal model for the space M5,
where G(g) is the graph of a so called 1-rigid map and M is any 1-connected topological
space whose rational cohomology has finite type (Theorem 3.17). This gives in particular
a new proof of Sullivan’s theorem for the space of closed curves M*' [14]. Surprisingly
enough the minimal model for M5, has exactly the same form as the minimal model for
the space of closed curves on a space M'. This space, however, is not obviously related to
M and it can be much bigger than M. For this reason the results of Sullivan-Vigué [16)]
do not carry over to our more general case in a completely satisfactory manner although
some of the methods from [16] are important for us.

The minimal model for M¢, contains all information about the rational homotopy
theory of M%,, in particular about the cohomology. An immediate consequence of the

model is the following (Theorem 4.1).

THEOREM. If the rational cohomology of My, s non trivial and g is rigid at 1 then

ML, has non-zero cohomology in an infinite arithmetic sequence of dimensions.
The main application of the model is however (cf. Theorem 4.5).

THEOREM. If M is 1-connected, H*(M) finite dimensional and g: M—M rigid at 1,
then M{, has a bounded sequence of Beiti numbers if and only if

dim #Z**(M)** ® Q< dim #8(M)'* Q<1
where 7, (M) # is the homotopy of M fixed by the induced map g .

When ¢ =id this specializes to the main theorem of Sullivan—Vigué [16]. If we combine
this result with the main theorem of Grove-Tanaka [7] we obtain (generalizing the ap-

plication by Sullivan-Vigué of Gromoll-Meyer [3]).

THEOREM. Let M be a compact 1-connected riemannian manifold and let g be a finite

order isometry of M. If g has at most finitely many invariant geodesics then
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dim 25 (M)y* @Q < dim 7 M )7+ ®Q< 1.
As a consequence we obtain (cf. Cor. 4.10).

COROLLARY. Let M be a 1-connected, compact riemannian manifold whose cohomology
18 spherically generated (e.g. M formal) and let g be a finite order isomeiry of M. If the induced
map g* on cohomology fizes at least two generators then g has infinitely many invariant geo-
desics.

The paper is divided into 4 sections. In section 1 we recall briefly the main results
in the theory of (minimal) models and explain how they generalize when an action of a
finite group is involved. Besides being of interest in itself we use these results in section 3.

In section 2 we translate the fibration

oM — ML TN,

to models. Here M is any 1-connected space, and N a path connected subspace of M x M.
Furthermore, 7my{f) = (f(0), f(1)), QM is the ordinary loop space of M and M} is defined as
above. We exhibit a (not necessarily minimal) model for M% (Theorem 2.8). In particular
(Cor. 2.11) we obtain explicitly the space of generators for the minimal model of M%. We
also apply results from the theory of models to our model of M} (Theorem 2.15 and Cor.
2.186).

In particular, suppose N is a closed submanifold of M x M and M is a complete rie-
mannian manifold. Let p,;: N->M, i =0, 1 be the left and right projections and assume that
either py(N) or p,(N) is compact and that V=NN A (M) is a closed submanifold of N.
Then according to Grove [5] if there are no N-geodesics on M the inclusion V— My is a
homotopy equivalence. Thus Theorem 2.15 yields:

THEOREM. Suppose in addition to the above conditions N is 1-connected and let
(P)s: T N)RQ > (M) ®Q, 7=0,1
be the linear maps induced by p,, i =0, 1. If for some complete metric on M there are no N-
geodesics, then coker ((pg)« — () #) 15 spanned by elements of even degree and
dim coker ((po)x — (P1)w) Sdim V.
As a second application we get from Example 2.21 the

TarorEM. Let 2, 3, and 3, be spheres (possibly exotic) and suppose X, and I, are
imbedded in 3 so that Z, N Z, is a (collection of) closed submanifold(s) of Z. Then for any rie-

mannian metric on X there are I, — X, connecting geodestcs.
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Finally in section 3 and section 4 we specialize to the case N =@(g) and get the results

on isometry invariant geodesics.

1. Equivariant minimal models

Throughout the paper all vector spaces are defined over the rationals @ unless other-
wise said. We begin by recalling some facts from Sullivan’s theory of minimal models (see
Sullivan [14), [15] and Halperin [8]).

A commutative graded differential algebra (c.g.d.a.) is a pair (4, d,) where 4 = @Y., 47
is a non-negatively graded algebra (over Q) with identity, such that ab=(—1)"ba for
a€A?, b€ A% and d: A~ A is a derivation of degree 1 with d%=0.

AX will denote the free graded commutative algebra over a graded space X i.e.

A X = exterior (X°%) @symmetric (X°"®).

A+X is the ideal of polynomials with no constant term i.e. A+X =3, N'X.
A K§-complez is a c.g.d.a. (AX, d) which satisfies:

(ksy) There is a homogeneous basis {%,},¢; for X indexed by a well ordered set J such
that de, is a polynomial in the x, with f<e.

If (A X, d) in addition to (ks,) satisfies
(ksp) X A*X-N*X

then (AX, d) is said to be minimal.

In the rest of the paper (AX, d) is always assumed to be a connected KS-complex.
Let QAX) =A+X/\+X - A+X be the indecomposables of AX and £: A+X —~@Q(A X) the projec-
tion. Define a differential Q(d) on QA X) by Q(d)=(d. Then (A X, d) is minimal if and
only if Q(d)=0. If y: (AX,d)~(AX’, d') is a c.g.d.a. map, we define Q(y): QA X)>QNX’)
by Q(y){=_"yp. Note that { restricts to an isomorphism X->Q(AX) which allows us to
identify these spaces.

We shall now recall the notation of homotopy due to Sullivan [15, § 3] (see also [8;
chap. 5]). Let (AX,d) be a KS-complex with X strictly positively graded (i.e. AX is
connected.)

(A X', D) is the c.g.d.a. obtained by tensoring (AX, d) with the ‘“‘contractible” c.g.d.a.
(ANX®ADZX, D), where

(¢,) X is the suspension of X i.e. X?=X?+
and

(¢y) D: X— DX is an isomorphism.
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The degree —1 isomorphism X =X is written z+>&.
A derivation 7 of degree —1 and a derivation 8 of degree zero in A X’ are defined by

=%, 1% =1Df=0 forallz€X
and
8 =Di+iD.

Let Ay AX—~AX? denote the standard inclusion and set A, =efo04,. Here ¢ is well de-
fined because for any ® €A X’ there is an integer % such that 6®® =0 [8]. Note that if
IT: AX’>AX is the projection defined by

Mz=z,I1£=I1Di=0 forallz€X
then 4, and II induce inverse cohomology isomorphisms because (A X ® A DX, D) is acyeclic.

Definition 1.1. Two homomorphisms y,, ,: (NX, d)—~>(4, d,) of c.g.d.a’s are called
homotopic (written y,~y,) if there is a c.g.d.a. map I': (AX’, D) (4,d,) such that 'o 4, =7y,
1=0, 1.

If the c.g.d.a. (4, d,) is homology connected i.e. H*(A)=Q a model for (4, D,) is a
KS-complex (A X, d) together with a homomorphism of c.g.d.a.’s

¢ (NX,d)—~(4,d,)
which satisfies
(m) @ induces an isomorphism ¢* on cohomology.
If the KS-complex (AX, d) is minimal we speak of the minimal model p: (NX, d)—~

(4, d,).
We can now state the following important result (see [15, § 5] and [8, chap. 6]).

TaeorEM 1.2. Let (4, d,) be a c.g.d.a. with HY(A)=Q. Then there is a minimal model
p:(ANX,d)—~(4,d,).

If ¢’: (NX', d')— (4, d,) 13 another minimal model, then there is an isomorphism of ¢.g.d.a.’s
a: (NX, d)—~(A\X', ') such that p ~¢' 0. Finally, « is unique up to homotopy.

A number of choices are involved in the construction of ¢ (NX, dy—~(4, d,). If a finite
group (f acts on (4, d,), the flexibility in the construction enables us to obtain an induced
action of @ on (A X, d) and to make ¢ equivariant. In fact, one can carry out Sullivan’s
proof of Theorem 1.2 equivariantly using that any G-invariant subspace of a vector space

has a G-invariant complement. Hence
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TuEOREM 1.3. Let (4, d,) be a c.g.d.a. with H'(A)=Q and let G be a finite group acting
on A by c.g.d.a. maps. Then there is a minimal model

p: (NX,d)—> (4, d,)

such that G acts on (NX, d) and @ is equivariant. If ¢': (NX’,d')—(4, d,) is another G-
equivariant minimal model, then there is a G-isomorphism o: (NX, d)~(A\X', d’) such that

p~¢ oo and « is unique up to homotopy.

There is also an equivariant theorem for maps which again can be proved by making

the corresponding non-equivariant proof (cf. e.g. [8, Theorem 5.19]) equivariant.

THEOREM 1.4. Let (A4,d,) and (A',dy) be a cg.d.a’s with H(A)=H%A')=Q and
with actions of a finite group G. Furthermore, let

p: (NX,d)~>(A4,d,) and¢’: (NX',d')~>(4’,d,)

be equivariant minimal models as in Theorem 1.3. Then for any equivariant c.g.d.a. map Q:
(4, d)—>(A’, dy) there is an equivariant ¢.g.d.a. map w: (NX, d)~(AX’', d') such that
g'ow~Qogp.

Now suppose M is a topological space. Denote by (4(M), d) the c.g.d.a. of rational
differential (PL) forms on M.

A rational p-form ®€A?(M) on M is a function which assigns to each singular g-
simplex ¢: AY>M a C* differential p-form @, on the standard ¢-simplex A? such that

(d;) @, isin the c.g.d.a. generated (over Q) by the barycentric coordinate functions.
and

(dy) The map o+>®, is compatible with face and degeneracy operations.

Multiplication and differentiation are defined in A(M) by (® A¥), =P, AY, and (dD), =
d(D,).

If g: M—~M' is a continuous map, there is an induced map A(g): A(M')—>A(M) of
c.g.d.a.’s given by (4(9) D), =P, One has the following important result.

TarorEM 1.5. (Sullivan-Whitney—Thom). Infegration yields a natural isomorphism
of graded algebras

f : H*(A(M)) > H*(M)

where H*(M) denotes singular cohomology with coefficients in Q.
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When M is path connected a (minimal) model for (A(M), d) is called simply a
(minimal) model for M. The minimal model for M will be denoted by

Pt (NXy, dyg) ~ (A(H), d).
The space of indecomposable elements:
ﬂ;(M) =QN\Xy)= Xy

is called the pseudo dual homotopy of M. If H*(M) has finite type (i.e. finite dimensional

in each degree) and M is nilpotent then there is a natural isomorphism

7, (M) > Homg (m.(M), Q)
(cf. [15] and [8]).

2. A model for the space M}

Let M be a simply connected space whose rational cohomology has finite type, and
fix a path connected subspace N M x M.

Let M be the space of continuous maps f: [0, 13-~M with the compact open topology.
In this section we shall determine a model for the subspace My < M! given by

v ={f{EM"|(H0), f(1))EN}.

We have the commutative diagram

MxM"—ut_on
iy | inel. (2.1)
N Mi——QM

TN In

where 7i(f) =(f(0), f(1)), my is the restriction of %z and QM =ny'(m,, my) ={f€ M| {(0) =m,
and f(1)=m,} for a chosen base point (m,, m,)€N.

Both rows in (2.1) are Hurewicz fibrations which we denote respectively by F and F,.
Note that Fy=15(F).

We also have a homotopy equivalence n: MM’ given by: n(m) is the constant map
I—-m. Clearly

mon=AM->MxM (2.2)

is the diagonal of M.

181~ 782908 Acta mathematica 140, Imprimé le 9 Juin 1978
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Now we begin the translation of (2.1) to models. Since M is 1-connected and H*(M)
has finite type it follows that A X, is 1-connected; i.e. X3, =X},=0, and has finite type
{see [8; Cor. 3.11 and Cor. 3.15]).

Consider the diagram

(\Xi, D)
lo®/11/' 1 \é‘
AX,@NX,, h (AKX, 0) (2.3)
incl. proj.
AX,oNX,, @ NXy

where A, and 4, are defined on page 281 and

1@4(PRY) = 1,04,V

or=gDE=0 and gf==%
and

MOV ®E) =2,0 -4,V - (1®ER1).

By [8, Lemma 5.28] % is an isomorphism of graded algebras (because A X,, is minimal.)
Since A X, is 1-connected, dy X5 <A\ (®F-3 X%). Hence (5.5) and (5.6) of [8] yield

Mx—2dyx = DE+Q(x), 2€X%, (2.4)
where Q(x)= § (—if')—nxe{/\(Xﬁ")®/\(Xf,"’1)®/\(DXf,”)} N ker IT
n=1 .

and II is defined on p. 281.

An easy calculation shows that gD=piD=0, and it follows from (2.4) that (2.3) is
commutative. Thus (cf. [8, chapers 1 and 5]) (2.3) exhibits AX,, @A X~ AXL,—>AX,, as
a minimal KS-extension.

We shall now define a commutative diagram of c.g.d.a.’s

A ® A

AXy®@NXy LAX, 2. AX,

Prrxm Y Pa (2.5)

in which all the vertical maps induce isomorphisms on cohomology.
First let Py, Py: M x M —~M be the left and right projections, and define

¢PM><M((D ®\F) = A(PL)O")M(D'A(PE)O?’MIF'
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Since H*(M) has finite type, the Kiinneth theorem holds and g induces an isomorphism
@31 on cohomology. In particular @y, A X, @A Xy~ A(M x M) is a minimal model for
MxM.

Next, note that the projection II: AX}—~AX,, satisfies [Iod,=1IloA, =id. Hence
ITo(A,®4;) =p is the multiplication homomorphism

From this and (2.2) we see that the following diagram is commutative.

A(m)Yopyu PuOT

AXy®NXy

/4
FREYS ANXY
Since 7 is a homotopy equivalence it induces an isomorphism A(7)* on cohomology. There-
fore by Sullivan [15, § 3] or Theorem 5.19 of [8] there is a homomorphism of c.g.d.a.’s

v (NXig, D)~ (A(M), d)

such that yo(l,®4;)=A(w)opyyy and A(n)op~gyuoIl. Because A(n)*, ¢y and II* are
all cohomology isomorphisms, so is ¢*.

Finally (2.3) shows that ker g is generated by 4,®4,(X,®X,,) and hence y (ker g) is
generated by A(m)o@yn(Xy®Xy). Since A(j)oA(n)=0 on elements of degree >0 it
follows that g factors to give a c.g.d.a. homomorphism

Pa: (N Xy, 0) > (A(QM), d)

such that (2.5) commutes.

Now since F is a Hurewicz fibration, M is 1-connected and H*(M) has finite type,
a theorem of Grivel [2] or [8, Th. 20.3] asserts that because @, » and 9* are isomorphisms
50 is pgy. In particular pq: (AXy, 0)>A(QM) is a minimal model for the loop space of M.

We now turn our attention to the fibration Fy. Recall that py: (A Xy, dy)—>(4(N), d)
is a minimal model for the path connected space N.

Use (2.1) to obtain from (2.5) the commutative diagram

AXyohX, 8 axi & AX,

A(iy)oPyn A(incl.)oy [@q (2.6)

A(N) AMEY) —— AQM)

A(my) A(jy)
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Using again Sullivan [15, § 5] or [8, Th. 5.19] we obtain unique {up to homotopy) ¢.g.d.a.
maps

@o: (NX s, dyg) > (N Xy, dy)
and

@1t (NXy, dag) > (N Xy, dy)

such that gyop,~ A(Ppoiy)op, and pyop,~A(Pgoiy)opy. Define a homomorphism of

c.g.d.a.’s
puy: NXy@ANX > AXy
by
(@Y = gy(D): ¢, (V).
Then

PnOly~ A(iN)o(prM'

Therefore we can apply (9.15.4) of [8] to obtain from (2.6) another commutative diagram

of c.g.d.a’s
AXyoNXy—22M axi, & A%,
PxnOly Yn ?a
A(N A(ME — A(QM
() A(oy) (M) A QA1)

in which ¢ ~@q. In particular ¢ is an isomorphism.
Finally, write AX4,=AX,;,®AX,,® X, using the isomorphism % of (2.3). The ideal
ker uy®A X, is D-stable, and so a c.g.d.a.

is defined by
Dy(®®1) =dy®®1 and Dyo(uy®id) = (uy®id)o D.
Clearly vy factors through (AXy®AZX,, Dy) to produce the commutative diagram of

c.g.d.a.’s

AX, 2 AX,@AX, D) P A,
Px Yy ?a (2.7)

A(N) A(M3) TN AQM)

_I(”N)

Because @y and @ are isomorphisms the comparison theorem, applied to the spectral
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sequence of Grivel [2] or [8, Th. 20.5] for the fibration Fy, shows that ¥y is an iso-

morphism. Thus we have established
TurorREM 2.8, A model for the space My is given by
Yn: NXy®N Xy, Dy) > (A(ME), d).

In particular (cf. Sullivan [15] or [8, Cor. 2.4]) the minimal model of M4 is generated by
H(Xy® Xy, Q(Dy)), ie.
7’;( ¥) = H(XN®XM; Q(Dy)).

Next recall that A X, is minimal and (cf. sec. 1) project the top row of (2.7) to the
short exact sequence
\Ung (XN: O) - (XN®XM’ Q(DN)) - (XM7 O) -0.
This leads to a long exact sequence

% %
.. a—»X{;,—-——-»H”(XNea X, Q(Dy)) X% 4 X5+t (2.9)

in which clearly &* =Q(Dy).
A straightforward calculation using (2.4) shows that

Dy(1®%) = (p1 —@o) 2 — (uy®@id) Q(z), E€X).
Since Q(z) is decomposable we conclude
7'z = (Q(p1) —Q(@o))2-
If &5 X~ X, is the canonical isomorphism we can write this as
&* = [Q(g1) —Q@o)]08k- (2.10)

Now the sequence (2.9) allows us to identify H(X y®X},, @(Dy)) with coker 0* @ker 9*,
and so Theorem 2.8 has the following

CoROLLARY 2.11. The space of generators for the minimal model of M}, is given by

Ty (M) = H(Xy ® Xy, Q(Dy)) = coker (Q(p1) — Q(y)) D ker (Q(py) — @(po))-
Next recall that we identify X, =y (N) etc. Sincel @, and @, correspond respectively
to py=P0iy: N->M and p, =Pgoiy: N—M we have Q(p,) =p7, and (2.9) can be written
in the form (cf. [10, sec. 4])

* -# # ok
)~ g ) L ) BP0 iy (212)

19 — 782908 Acta mathematica 140. Imprimé le 9 Juin 1978
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Observe that (2.10) is analogous to a result of Grove [6] and that (2.12) is the y-analogue
of a sequence in [6, Theorem 1.3]. However, unless N is assumed nilpotent (2.12) cannot
be obtained from [6] by dualizing; it may be a different sequence entirely!

Now let V=N nA(M) and let o: V—>M} be the inclusion defined by

oz, z): I >z, (z,z)ENNAM).
Because of applications to geodesics we consider the following conditions:

¢ is a homotopy equivalence (2.13)
H*(V)=0, p>r. (2.14)

Note that (2.13) implies that V is path connected, and that ¢ induces an isomorphism
Tg(My)—>7y(V). Moreover if y: V— N is the inclusion then 7ryog =y, and so we can identify
af with p*.

TEEOREM 2.15. Suppose (2.13) and (2.14) hold. Then

(i) ker (p —p7%) has finite dimension <r, and is spanned by elements of even degree.

(ii) The sequence

. _ ¥ -
0 nodd( )Pl Po ngdd(N) ? (V)

/ ouojno(c*)?

even M) u;ven(N) y » T ven( 'V) > 0

18 exact.

Proof. (i) follows from Lemma 2.18 below, applied to (AXy®A X, Dy). (ii) follows
from (i) and the exactness of (2.12).
CoROLLARY 2.16. The following are equivalent when (2.13) and (2.14) hold

(i) dim 75(V) < oo
and
(ii) dim wy(V) < o and dim 7p(M) < co.

Furthermore, if (i) and (ii) kold then
x:z(N) = ZW(M) +xu( V),

where y, =dim ng’*" —di 4 is the homotopy Euler characteristic.
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Proof. If (i) holds then dim ny'(M)<oo; then nZ*~Y(M)=0, if 2p—1>m, some m.
Apply Theorem 5.9 of [10] to the projection (AX,, d)—>A(S;sn X%), 0) to obtain X}, =0,
j>m. Hence dim 7y, (M) < oo and so (i) implies (ii).

Consider in general (cf. top row of (2.7)) a sequence of connected KS complexes of the

form

(Y, d)—— (AY ©AX, D)—2 (X, 0)

in which (AY, d) is minimal. As above we obtain a long exact sequence

— P prexen) ! L. e

Lemwma 2.18. If H(AY QA X, D) =0 for i >r then every homogeneous element in ker o*
has odd degree and dim ker 8*<r.

Proof. Choose a graded subspace X, < X so that
X =X, @ ker o*.
This decomposition defines a linear projection X —>ker 0* which extends to a homorphism

03: NX —>Aker 0.
Composing with ¢ we obtain

02 =01°0: (NY®AX, D) (Aker 2%, 0).

Moreover, by exactness ker &* =im @(p)* and since @(g,) is the identity in ker &* we obtain
that Q(g,)* is surjective. Thus Theorem 5.9 of [10] applies and shows that the product of
any r+1 elements of positive degree in H(A ker ¢*) is zero. Since H(A ker &*) =/ ker &*
this implies the lemma.

We close this section with two examples in which N=V,x ¥V, and V,= M, ¢=0, 1.
Note by the way that it would be no real restriction to consider only the case N=V,x ¥V,
since in fact My =M x M}, aan ‘

HEN=VyxV, and iz V;,~M, j=0, 1 are the inclusions then p{* —pg': my(M)->ny(N)
can be written as

if i my(M) > Y Vo) @d(V) (2.19)

and if (2.13) and (2.14) hold this can be substituted in the sequence of Theorem 2.15 (ii).

Ezample 2.20. Suppose V, and ¥, are even spheres of dimensions 2] and 2m, and
V =V, N V,is properly contained in each. Assume (2.13) and (2.14) hold and dim H*(M) < oo.
Then
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H*(V) = H*(pt)
and
> dim HP(M)tP = (1 + %) (1 + ™). (2.21)

Indeed, since V is contractible in each of ¥V, and V,, y* =0. From (ii) of Theorem 2.15
we then deduce that

it —if (A M) > AP (Ve X Vy)
is an isomorphism and
11 — 13 sy (M) > TR (Ve X Vy)

is surjective. Since dim 73V, x V;)=dim ag"**(V, x V;) =2 on the one hand, and since
by Theorem 1’ of [9]

dim 7 (M) > dim 7§’ (M)
on the other, we must have equality above and hence
17 — 13 (M), (Vox Vy)

is anisomorphism. Again by Theorem 2.15 (ii), this implies 7;( V) =0 and so H*(V) = H*(pt).
It also allows us to apply Corollary 2 to Theorem 5 of [9] which gives (2.21).

Example 2.22. Let M, ¥, and V all be spheres and suppose V,N V, is properly con-
tained in each V,, 1=0, 1. Then (2.13) and (2.14) cannot hold. Otherwise as in the above
example .
i —if 1AM M) > APV X V)

would be an isomorphism, but dim #3*(M) =1 and dim 73V, x V,) =2,

3. The minimal model for the space of g-invariant curves

Let M continue to denote a 1-connected space whose rational cohomology has finite
type, and fix a continuous map ¢g: M —2M. We shall apply the results of section 2 to the
case V is the graph of ¢: '

N = 6(g) = {(z, g(@)) |z M}.

When g¢ satisfies a condition we call rigidity at 1 (this is always true if g* =id, some k) then
we give an explicit form of the minimal model of M.
Since M%, consists of paths f: I— M such that f(1) =g(f(0)) we can identify it with the
space of paths
f R~ M satistying f(t+1) = g(f(t)),
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i.e. the space of g-invariant curves. Similarly if g¥=id we can identify M¢, with the space
of continuous maps
f: 81> M such that f(e**%) = g(f(?)),

i.e. ML, is then the space of g-invariant circles on M.
For the moment let g: M—~M be any continuous map. We translate from section 2
with N =@G(g). Note that p,: G(g)—+ M is a homeomorphism, and so ¢, (which represents it)

is an isomorphism. Moreover if

(78 (NXy, dy) > (N Xy, dyy)

represents g (gyoy,~ A(g)op,) then p, is represented by ¢, =@ 01,.
Next recall (Theorem 2.8) the model (A X, ® A Xy, D) for My, Define a c.g.d.a.
(AX,®A\Xy, D,) by requiring that

Po®id: (NXy®NAXy, D)~ (NX ey ® N Xy, Do)
be an isomorphism. Set @; =g, 0 (P, ®1id), then Theorem 2.8 reads:
COROLLARY 3.1. A model for ML, is given by

@o: (NXy®NZXy, Dy) > (A(Mép), D),
where D, is determined by
D,o(u,®id) = (u,®id)o D,

and u,;: NX,y @ N Xy~ NX,, is given by
Ho(DOYF) = D y,(T).
For the induced differential Q(D,) we have
' QD) Xy =0 and via (2.10)
QD)E = (QUy,) —id)z, FEX, (3.2)
which translates Lemma 1.5 of [6].

Remark 3.3. In view of our hypotheses on M there is a canonical isomorphism as
mentioned at the end of section 1,

QA X ) ——— Homy(ma(M); Q).

Because M is simply connected g induces a well defined homomorphism of homotopy
groups
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gu: (M) —> 7o (M)
even though g may not preserve base points. Moreover if
g*: Hom (7.(M); Q) > Hom (n.(M); Q)

is the dual of g, then the isomorphism above identifies Q(y,) with g*. In particular the
generators for the minimal model of M, are determined by g 4.
Now let (A X,,), be the subalgebra of A X,, of elements ® satisfying

v, 0 =0,

and let @A\ X,,), be the subspace of elements a EQ(\ X,,) satisfying

Qy,)a =a.
Definition 3.4. A map g: M - M will be called rigid at 1 if
QUAX ) = QN X ), ® im (Q(y,) —id) (3.5)

and if for a suitable choice of g, the projection

£ (N X))o~ QN X )y (3.6)

is surjective.

Remark 3.7. Since Q(A X,;) = X, is a graded space of finite type, condition (3.5) simply
says that if (Q(y,)—id)"a=0 then @Q(y,)a=a. Equivalently, @(y,)—id restricts to an
isomorphism of the subspace im (@(y,) —id).

Condition (3.6) says that any @(y,)-invariant vector can be represented by a ,-
invariant element in A X,,.

Thus while (3.5) can be interpreted as a condition on g4, (3.6) is more subtle. Note that
if v, and X, can be chosen so that Xy, is stable under v, then (3.6) i3 automatic.

Ezample 3.8. Suppose g: M~ M is a continuous map such that g¥=id for some k€Z.
Thus g makes M into a G-space, where G=12Z,. In this case by Theorem 1.3 we can choose
v, so that % =id, which allows us to choose X, to be stable under p,. (In fact the construc-
tions in the proof of 1.3 already make y, act on X, with order k.) According to the remark
above g is rigid at 1.

Using another approach we have more generally

TaEOREM 3.9. Let M be 1-connected and suppose g: M —~ M satisfies

g ~id.
Then g is rigid at 1.
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Proof. Let @y: NX—>A(M) be the minimal model and choose y,: AX—>AX so that

Puyr~ 4Gy
Then y} ~id.
By a result of Sullivan [15; Prop. 6.5] or [8, Th. 11.21], this implies
o 0m
= 0= —
w,l‘ ¢ 0 m!

where 0 =sd 4ds and s is a derivation of degree —1 in A X. Moreover

-~ id)e
p=intp= 3 (-1 O

In particular
by =50

Set 0,= —0/k= —-(%d+d%); then e’*~id (cf. Sullivan [15, Prop. A.3]) or [8,

Th. 11.21]. Also 0y, =v,6,, whence
=y e,

Hence (e, =Pyl =k =id

a:nd eottpl ~ wl'
Put y=ePyp,. Then
Y~ = ouy ~ A9y

and so i represents g. On the other hand
Y =id in AX
and so by the argument above v is rigid at 1.

Remark 3.10. Without proof we mention that there are many more 1-rigid maps e.g.
retractions and more generally maps ¢ satisfying g***=¢* for some k and s.

Henceforth we assume ¢ to be rigid at 1 and determine the minimal model of M%,.
It is immediate from definition 3.4 that we can choose X, and y, so that Xy=Y®U,
where
Yoy =9y ye€Y
and
U<im (g, —id).
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Luuma 3.11. With the choices above
(i) im (p,—id) cAY @A\*U, and
(ii) NY @ A\+U is dy-stable.

Proof. (i): Choose a graded subspace V< A+X),, so that {(V)< U and (y,—id): VU is

an isomorphism. If we regard U as a subspace of Q(AX,,), then clearly
(y,—id) = (Q(y,) —id)ol: V> T.
Since y, —id: VU is an isomorphism it follows that {: V- U is an isomorphism. Therefore

A+XM =A+XM'A+XM® Y@ V
and so ‘

(0, —iA)A+X ;= (9, — i) (NF+Xyg» A Xpg) + U < [(p, —id)A+ X ]- A+ Xy + AY @ AFU.

An easy degree argument completes the proof.
(ii): Since AY @ \*U is the ideal generated by U, (ii) follows from the relation

dy U < dyy im (p, —id) < im (p,—id) S AY @A+T.

Since the ideal AY @ A+U is dy-stable we may divide out by it to obtain a c.g.d.a.
(AY, 6) such that the projection
P: NXy,—~NY (3.12)
is a homomorphism of c.g.d.a.’s.
We now associate to (A\Y, ) the corresponding c.g.d.a. (AY?, D) (p. 280), with A¥Y?=
AY®AY ® ADY, and derivations ¢ and 6 in AY?, and c.g.d.a. maps Ay, 4;: AY>AYL

Moreover A, and 4, determine an isomorphism
@4, ®id: AYRAYRAY -AY!
{compare (2.3)). Thus a homomorphism of graded algebras

p®@id: AY ~AYNY
is defined by
(£®id) A ® = (u@id) @ = and (1®id)§ =7

for all PEAY and 7€Y. As in section 2 a differential D in AY ®AY is defined by requiring
4 ®id to be a map of c.g.d.a.’s.
In order to identify D, we define a degree —1 derivation iy in AYQAY by

tyy=9% and ¢;§=0,
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and a degree +1 derivation d, in AY ®\Y by
d,y=0y and d,f= —iydy, y€Y.

Since obviously % =0 we get
d,oiy+iyod, =0 (3.13)
and therefore d2=0; i.e. (AY®AY, d,) is a c.g.d.a.

Remark. (NY ®\Y, d,) is obviously a minimal KS complex. If ¥ is the minimal model
for a space S, then (AY @AY, d,) is Sullivan’s model for the space of maps 81— S ([14], [16]).

LeMM A 3.14. The differentials D and d, agree, i.c.
p®id: (NY!, D)~ (AY®AY, d,)
18 a homomorphism of c.g.d.a.’s.

Proof. Note that D=6 in AY. Hence we need only show
Dj = —iydy, ye€v.

which we do by induction on the degree of y.
First recall that the derivation ¢ in AY? (p. 281) satisfies :2=0, whence by (2.4)
(A y) =t(Ay) =7 for all y€ Y. If follows that

(u®id)oi = iy (u®id)
and using (2.4) we conclude
Dy _ 2 GeDP
(n+1)!

- 2 i

-

=iy ,Zl n+ 1)!“’6"/
If deg y=p then dy is a polynomial in the y,’s with deg y,<p ((AY, 8) is a 1-connected
KS-complex) and it follows from (3.13) and our induction hypothesis that

.Diyay = daiy(sy = iyazy =0.

Hence the equation above reads Dj = —iydy and we are done.
Now extend the c.g.d.a. map P of (3.12) to a c.g.d.a. map P.: (AX},, D)—~(AY!, D)
by setting
=Pz and P'Di=DPz, z€Y
and
P£=PDf=0, z€U.
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Then P! commutes with ¢ and 6 so that
Plojy=A4goP and Ploi, =i 0P. (3.15)
Also, extend P to an algebra homomorphism
P AXy®NXy~ANYRNY

by setting P,:E=IT.1: for all x€X,, (i.e. P,£=0, 2€U).
For these extensions we have

LemwMma 3.16. The diagram

1
Ax,—E Ay
H,®id p®id
g

commutes. In particular Pyo D,=d 0P, t.e. P, is a homomorphism of c.g.d.a.’s.

Proof. If x€X,, then (u®id)oP'E=P,0(u,®id)Z is immediate from the definitions.
Moreover by (3.15)

(1 ®id)oP'Ayx = (u®id)edyo Px = Pz = P,0(u,®id) Ayz.
Finally recall that im (y,—id)<AY @ A+U by Lemma 3.11. It follows that

Poy,=P
and hence by (3.15)

(u®id)oPlod,z = (u®id)ok 0 Px = Px = Poy,x = Pjop,x = P,o(u,®id)od,z

i.e. the diagram commutes. Since p,®id, P’ and x4 ®id are all morphisms of ¢.g.d.a.’s and
1, ®id is surjective, it follows that P, is also a ¢.g.d.a. homomorphism.

THEOREM 3.17. The homomorphism P, induces an isomorphism
HAX,®N\Xy, D,)>HAY®NY, d,)
of cohomology. In particular (NY @AY, d,) is the minimal model of M%,.
Proof. According to Theorem 7.1 in [8] we need only check that

QP HXy® Xy, Q(D,)) > YO
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is an isomorphism. But it follows from 3.2 that @(D,) is zero on X,, and on Y and restricts
to an isomorphism U —U. Hence Q(P,)* identifies H(X,,®X,, Q(D,)) with YoY.
Finally, consider the commutative diagram

AX,oNX,— L0  ANY QAT
id
Q ANYNY.

Since Pj is an isomorphism Sullivan {15] or Theorem 5.19 of [8] implies there is a homo-
morphism ¢: (ANY®AY, d,)~ (A Xy ® A\ Xy, D,) of c.g.d.a.’s such that ¢* is the isomorphism
inverse to P,.
Thus
¢t (NY®AY, d,) > (A(MEy,y), d)

is a minimal model for 4(M{g,), where g, =@ 0p.

Remark. As mentioned earlier the c.g.d.a. (A\Y @AY, d,) is exactly Sullivan’s construc-
tion applied to (AY, 8). Moreover if g=id,, then y,=id, X,,=Y and P,=id. Hence we
recover Sullivan’s theorem [14] (with a different proof) as a special case of Theorem 3.15.

Remark 3.18. The fact that the minimal model of M¢,,, appears to be the minimal model
for a space of closed curves can be explained as follows:

Let A(p) be the rational c.g.d.a.< A(AP) generated by the barycentric coordinate
functions. In [15, § 8] Sullivan constructs the function adjoint to ‘““differential forms”

which associates with each c.g.d.a. (R, dg) the simplicial set (B> given by
{ R, = {all homomorphisms (R, dg) ~ (4(p), d))}.
Now suppose g is rigid at 1. The homomorphism v, yields a map of simplicial sets
Sy ANZyp > N Xy
The fixed point set of {y,> is the sub-simplicial set (A X,,)>? defined by
{AX,p¢ = {all homomorphisms (AX,,, d;) _h, (A(p), d) such that noy, = n}.

On the other hand, since g is rigid at 1 we have that the ideal generated by im (p,—id) is
exactly AY ® A+U. Hence we obtain (A X, 5 =<(AY), ie.

NXy)? =AY
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Let |<AX,p| and |(AY)| be the geometric realizations (cf. Milnor [13]). (y,> defines
a continuous map § of [{AX,)| and we have that the fixed point set of g is given by

[<AXw> |7 = [KAT].

Finally note that |{AX,| is the ‘“rationalization of M” and § is the rationalization
of g; thus AY is the minimal model of the fixed point set of the rationalization of g. More-
over the model of the g-invariant paths on M coincides with the model of the space of all

closed paths in the fixed point set of the rationalization of g, g.

Remark 3.19. Note that if g: M — M is periodic i.e. g* =id,, then we can prove Theorem
3.17 directly via Sullivan’s theorem by studying the inclusion of M%, into the space of all
circles on M (cf. the beginning of sec. 3) and using (3.3) and the remarks concluding sec-

tion 1.

4. On the cohomology of ML,

Throughout this section M is a 1-connected space whose rational cohomology has
finite type and g: M —M is a 1-rigid map. In particular we have a minimal model for the
space M, of g-invariant curves as in Theorem 3.17.

We show how one can use the minimal model for M, in order to obtain information
about the cohomology H*(M%,). In particular we are interested in the Betti-numbers of
M, because of their significance in applications to geodesics.

As a first application we have the following immediate generalization of a theorem due
to Sullivan [14].

TEEOREM 4.1. If the rational cohomology of My, is not trivial, then M, has non-

zero Betti numbers in an infinite arithmetic sequence of dimensions.

Proof. First suppose (\Y, §) ((3.12)) has no odd dimensional generators; i.e. AY isa
polynomial algebra in even dimensional generators (which exist for otherwise ¥ =Y ={0}
and consequently H*(M¢,,) would be trivial) and 6=0. Then d,=0 and the d,-closed
elements {z'},.x in AY®AY provides us with an infinite sequence of non-zero coho-
mology classes.

Secondly, if AY has odd dimensional generators we proceed exactly as in Sullivan
[14, p. 46].

We are now interested in finding necessary and sufficient conditions in order for Mg,
to have an unbounded sequence of Betti numbers. Note that as a consequence of Theorem

4.1 we have
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CorOLLARY 4.2. Suppose the rational cohomology of the spaces (M )G, 1 =1, 2 s non-
trivial. Then (My x M) xon has an unbounded sequence Betti numbers.

We return to the general case corresponding to the direct sum decomposition ¥ =
Yodd @ yeven

%o = dim ¥°%
and
oo = dim Ye"e"
if both y, and y, are finite
Xn=Xe—Xo

is the homotopy Euler characteristic of (AY, d).

ProrosiTroN 4.3. The sequence of Betti numbers for My, is unbounded if and only
if one of the following conditions is fulfilled: ’

(i) x0=>2
(ii) %p=0 and y,>2
(ifi) =1, 8Y°% = {0} and y,>1
(iv) yo=1, 6Y°¥ {0} and x,>3
(V) go=1, 6Y°% {0}, x?=2 and dim Q[z,, z,)/(0P[0x,, OP|dx,) = oo, where Y =
span {z,, z,} and 8y =Pl(z,, z,), y € Y°U.

Proof. In [16] it has in particular been proved that y,>2 implies that HAY @AY, d,)
has an unbounded sequence {b,};.n of Betti numbers.

If yy=0 then d,=0 and {b,};.y is clearly unbounded if and only if y,>2.

Assume in the following that yo=1. First let §¥°*={0}. If y,=0 then AY =Q(y, %)
and d,=0. Thus {b,} is bounded. Suppose now on the other hand that y,>1. Then clearly
the ideal im d, in ker d, is contained in the ideal generated by y and ¢, where y€ Y°%,
Hence dim ker 6N Y°™">2 implies that {b,};¢y is unbounded. If there are not two even
closed generators of Y we range the generators of Y*"*" by increasing degrees z;, Z,, ..., Z, ...
so that 6z, =0, dx, =zfy, ..., 0z, =P,(2y, ..., Zn_1)¥, ... and P,, n>3, belongs to the ideal ge-

nerated by z,, ..., ,_1. Then we have
dy Ly = oy 1 & y + 2l
_ n—1 8P,, _ _
and dyzn= Z*@‘ky'l'Pn'?/
k=1 Oy
for n>3. Hence in AY ® Y, imd, is contained in the ideal .

(dyy, Ay, o, ooy Tny vons Bl ooy By cony ZoYy woer Ty o)
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so the family of closed elements {z{#?}, (a, b)EN x N are homologically independent, in
particular {b};cn is unbounded.

In the rest of the proof we assume besides y,=1 that §¥° = {0}. Then 6Y*"**=0
since §2=0.

If y,=1 we have AY =Q(z, y) with dz=0 and dy=a". It is then easy to prove that
{bi}ien are bounded (see Addendum in [16]). If y,=occ we obviously have {b,};cn un-
bounded.

We shall now show that 3 <y, <co implies {b,};n unbounded. Let z,, ..., z,, p=>3, be
a basis for Y°*". An element of the polynomial ring Q[x,, ..., z,] is easily seen to be a
boundary in (AY®AY,d,) if and only if it is in the ideal generated by d,y, y € Y°%.
Now, consider the graded ring 4 =Q[x,, ..., #,}/(d,y) of Krull dimension ¢=p—1>2. By
lemme 1 of [12] there are positive integers N and « and a polynomial P with deg P =
g—121, such that for all n>N and » =0 (mod &) we have dim 4,~P(n), where A, is the
subspace of A of elements of degree n.

Finally assume y,=2 and let x;, z, be a basis for Y*"*", If y € Y°* dy = P(x,, x,) and
hence im d, is contained in the ideal generated by oP/ox, and oP/ox, If A=Q[z,, z,]/
(0P|ox,, 0P|ox,) is not finite dimensional, then 4 has Krull dimension >1 and the ring
B=4®Q(¥) has therefore Krull dimension >2. Again by Lemma 1 of [12] we conclude
that {dim B,},.y is unbounded. But for any non-zero element € B the element Z,%,f
is a cocycle in (AY ®AY, d,) and not a boundary i.e. {b:}ien is unbounded. If dim 4 < oo
a direct but lengthy computation of HAY @AY, d,) in even and odd degrees shows that
{bi}ien is bounded.

From Proposition 1 in [16] and the above proposition we get

COROLLARY 4.4. The sequence of Betti numbers for Mg, is bounded if and only if
the cohomology ring H(A\Y, 8) has one of the following types:

(i) HAY, 6)=Q
(i1) H(AY, ) is generated by one element
(iii) H(AY, 8) i3 a polynomial algebra in two variables x,, z, truncated by an ideal
generated by one element P such that dim.Q[xl, z,)/(0P[0x,, OP|dxy) < oo.

In Proposition 4.3 and Corollary 4.4 the cohomology of M was only supposed to be
of finite type. If we assume H*(M) to be finite dimensional (e.g. M a finite complex) we
can apply some recent results of Halperin [9] and [10] to obtain:

THEOREM 4.5. Let M be a 1-connected space with finite dimensional cohomology H*(M)
and let g: M~ M be a 1-rigid map. Then exactly one of the following holds:



THE RATIONAL HOMOTOPY THEORY OF CERTAIN PATH SPACES 301

(@) 1o=1.=0. In this case NY =Q and H*(M%(g))=Q.
(1) yo=1, 2. =0. In this case NY =A(y) and H*(M&y,) =Ny, §) is the exterior algebra
on y tensor the polynomial algebra on j.
() yo=x.=1. In this case AY =A(y,z) with dx=0, dy=2"" and H*(ML,)=
N (z, 8)/(@"H, 2"8) @N(G). In particular {b(ME,)} is bounded.
(AV) {b( M) tien ts unbounded.

In particular {b,} is bounded if and only if y, <y, <1.

Proof. If dim Y = co we see from Proposition 4.3 that {b,};cn is unbounded.

Suppose now that dim ¥ < oo. Since dim H*(M)=dim H(AX,, d,) < > Corollary 5.13
of Halperin [10] implies that dim H(AY, §)<oco. We can therefore apply the finiteness
results of Halperin [9]. In particular y, =yx,— %, <0 by Theorem 1 in [9].

If y,>2 we know from Proposition 4.3 that {6}, is unbounded.

If yo=1 we must have y,<1. Suppose y,=1. Then d2=0 and dy=2"*+! for some n
because H(AY, 9) is finite dimensional. The actual computation of H*(M{,) is then con-
tained in the Addendum of [16].

The case y,=1 and y,=0 is_clear.

Finally y,=x.=0 if and only if H*(M%,) is trivial.

Note that if dim H*(M)<oo then (iii) in Corollary 4.4 is impossible. If g=id,, then
Y =X,; i.e. (i) is also impossible and Corollary 4.4 is nothing but the main theorem of
Sullivan and Vigué [16].

Theorem 4.5 gives a necessary and sufficient condition on the action of g on 7. (M)®9Q
in order for H*(M{,) to have an unbounded sequence of Betti numbers. As in the case
g=id,; it would be interesting also to have a (necessary and sufficient) condition on the
action of g on H*(M) in order for H*(M%,,) to have an unbounded sequence of Betti num-
bers. We can illustrate the subtlety of this problem with the following examples.

Ezxample 4.6. Let M =8% x 8% with p+q¢ and p, ¢=1. Then AX 4, =A(z,, y;) with
deg x, =2p, degy, =4p—1, dz; =0 and dy, =2} and similarly for AX, =/A(,, ¥5). Thus
any 1-rigid homotopy equivalence g of M will fix at least the generators y,, =1, 2 and by
Theorem 4.5 M{,, will have an unbounded sequence of Betti numbers. However, g may

map x; to —x;, i=1, 2 and hence not fix any generators in the cohomology H*(M).

Example 4.7. Take M =CP?+ x CP241 with p-q and p, ¢20. Then AXcppi1=
A=y, y,) with degz, =2, degy,=2(2p+1)+1, dz;=0 and dy, =23**? and similarly for
AX cpresr=NMN(zy, y;). We can therefore draw exactly the same conclusions as above.
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Example 4.8. Endow 82° and CP?? with their standard riemannian metrics and §2% x
CP2 with the product metric. Let ¢, = —idss» be the antipodal map on 8%° and g, the
conjugate map on CP?? ie. in homogeneous coordinates gy(2, ..., 22g+1) = (%55 +-v» Z2g41). If
M=T,(8% x CP*) is the unit tangent bundle of §%° x CP2 then the differential of the in-
volutive isometry g; x ¢, restri¢ts to an involution g on M.

Note that M is the total space of the fibre bundle M — 82 x CP*® with fiber §%+4-1,
Therefore A Xy = AXsoo @ NXcpre ® NXgoprag-1 = Ny, 2, Yy, Yo, ¥5)  with deg x; = 2p,
degx, =2, degy, =4p —1, degy, =49 +1, deg y;=2p +4q —1 and dz, =dz, =0, dy, =271, dy, =
230! and dy, = (49 + 2) 2, 737 (z, 237 = orientation class of 8% x CP2?? and Euler class of bundle
= (4g +2)-orientation class). Furthermore g induces an involution on A X,, which is given
on generators by x;—~ —x,, 3~ —, and hence y,—>y;, ¥a> —¥, and y;—> —y,; Le. yp=1
and y,=0. According to Theorem 4.5 the Betti numbers for M, are uniformly bounded,
in fact H*(Mé) =Ny, §1)-

On the other hand, let u,=(4q+2)23%; — 2,9, and wu,=(4q+2)2,ys—2,y;. Then a
family of generators for H(A Xy, d) contains x,, z,, %, and u, (or linear combinations of
these), and on cohomology ¢*(u,)=u,, t=1, 2 i.e. ¢ fixes two generators of H*(M) but the
sequence of Betti numbers for M{, is bounded.

We finally restrict our attention to spaces whose cohomology (over Q) is spherically

generated.

Definition 4.9. Let M be a l-connected space whose cohomology is of finite type.
We say that H*(M) is spherically generated if

ker £* = H+(AX,,)- HHA\ X,)

where {* is the induced map on cohomology by the projection {: A*+X,—~Q(AX,,) (p. 280).
Note that {* is the dual of the Hurewicz map. The above definition is therefore equi-
valent to saying that £* imbeds the generators of H*(M) into Hom (=*(M), Q).

CoROLLARY 4.10. Let M be a 1-connected space whose cohomology is finite dimensional
and spherically generated, and let g be a 1-rigid map of M. Then Mg, has an unbounded
sequence of Betti numbers if the induced map g* on cohomology H*(M) fixzes at least two genera-

tors. (1)
Proof. By hypothesis, H*(M) is spherically generated, so {* induces an embedding
H*(M)/H*(M)- H (M)~ QN Xy)

(1) ie. the subspace fixed by the linear map induced by g* on H +(M )/H +(M) -H+(M) has
dimension > 2.
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commuting with the induced actions by g. Hence we can choose the generators of A X, so

that we have two closed generators fixed by y,. They give two closed generators of AY,

and we conclude using Theorem 4.5.

Remark 4.11. According to example 8.13 of [11] any formal space (its minimal model

is a formal consequence of its cohomology) has spherically generated cohomology. Thus

Corollary 4.10 applies in particular to formal spaces. Among formal spaces are riemannian
symmetric spaces [14] and Kahler manifolds [1] (and [11, Cor. 6.9]).
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INTRODUCTION

Dans un article intitulé "Obstructions to homotopy equivalences',
S. Halperin et J. Stasheff &tudient le probléme suivant : étant donnés deux
C.W complexes de type fini simplement connexes et un isomorphisme
f: H*(S,Q) < H*(T,Q), peut-on réaliser f par une équivalence d'homotopie

rationnelle entre les types d'homotopie rationnelle de S et T ?

L'outil privilégié pour 1'@tude d'un tel probléme est la théorie
du modéle minimal de D. Sullivan [?2]. Cette théorie établit une équivalence
de catégories entre la catégorie des espaces topologiques nilpotents (ayant
le type d'homotopie rationnelle d'un C.W complexe de type fini) et celles des
algébres différentielles graduées minimales. A un espace X connexe, on asso-—
cie une algébre minimale 77X sur Q@ qui décrit entiérement 1'homotopie ra-
tionnelle de X et dont la cohomologie est isomorphe a la cohomologie singu-
liére rationnelle de X. On construit 4ﬂX comme le modé€le minimal de
1'algébre différentielle graduée A(X), solution au probléme descochaines com=-
mutatives (voir [Hﬂ). S. Halperin et J. Stasheff associent 3 un tel espace
un modéle (minimal) portant une bonne filtration qui leur permet de construire

une suite d'obstructions & la réalisation d'un isomorphisme en cohomologie.

L'origine de notre travail était de généraliser 1'étude de S. Halperin

et J. Stasheff ; nous nous sommes posée 1la question suivante :

Soient S et T deux C.W complexes nilpotents de type fini et soit
) * * P
f un morphisme H (S,§) <« H (T,Q@). Est-ce que f est réalisable par une
application (définie & homotopie pré&s) entre les types d'homotopie ratiomnelle

de S et T 2?

L'outil essentiel de cette &tude est encore la théorie de Sullivan
[?2] ou {jl]. Non seulement, nous utiliserons la notion de modé&le minimal
d'un espace topologique connexe, mais surtout nous utiliserons la notion de
modéle (minimal) d'une application continue. Soient X et Y deux espaces
connexes et f une application continue : X <« Y. Si A(f) : AX) - A(Y)

est le morphisme induit par f entre les algébres de cochalnes commutatives



il existe un diagramme commutatif d'algébres différentielles graduées
g g g

AKX AD AW
i J
A(X) 8 AU
oi 1 est 1'inclusion, ﬂ* est un isomorphisme et AU est une algébre

libre.

Ceci est 1'analogue algébrique du résultat topologique bien connu :

soit f : X <« Y une application continue, il existe un fibré de Serre

F — E —&—> X et une équivalence d'homotopie h : Y > E tel que

le diagramme X «——— Y commute 3 homotopie prés.

N/

E

Tous ces résultats sont rappelés dans le chapitre 1. On y précise
le dictionnaire entre la topologie et 1'algébre, et on &nonce un résultat de
S. Halperin,[lﬂ utile dans toute la suite (voir aussi P.P. Grivel [Hﬂ)
(Théoréme 1.2.5. et 1.2.6.).

Dans le chapitre 2, nous définissons la notion de modéle minimal
bigradué d'un morphisme d'algébres graduées, puis la notion de modéle filtré
d'un morphisme d'algébres différentielles graduées. Nous appliquons nos ré-

sultats au calcul explicite du modéle minimal d'un espace homogéne.

Le chapitre 3 est consacré 3 1'étude de la réalisation d'un morphisme
f: H*(S,Q) <~ H*(T,Q) ; oi S et T sont des C.W complexes nilpotents
de type fini. On définit la notion de n-réalisabilité de f pour n € N, et
on construit une obstruction a prolonger une n-réalisation en une n+l-réali-

sation (théoréme 3.2.4.). On montre en particulier

Théondme 3.2.5.- S'il existe un entier £ 2 1 tel que HP(T,Q) = O
£ et Hp(S,Q) =0 p>30+ 1, alors f est réalisable.

IN

1 <p



Théoneme 3.2.8. - S'il existe un entier £ > 1 tel que Hp(T,Q) =0
1 spsd et Hp(S,Q) =0 p>4f + 1, alors f est réalisable si et seulement

si une certaine obstruction Oz(f) = 0.

On montre aussi que, dans ce cas, la notion de réalisabilité est indé-

pendante du corps de base.

Dans le chapitre 4, nous donnons une autre application importante de
la théorie du modéle filtré exposée au chapitre 2. Soient un fibré de Serre,
f

(o]

F —> Eo —_ Bo’ g une application continue B ~ Bo’ et soit F >~ E > B

le fibré image réciproque par g.

Lorsque BO est simplement connexe, Eilenberg et Moore ont construit

une suite spectrale d'algébres commutatives gradues telle que
E2 = Tor " (H*(B),H*(E)) et Er ==> H*(E) (voir [?Q]). On peut trouver

H (B)
une théorie analogue faite en homologie dans le séminaire Cartan 1959-60 [lf}.
L'existence de cette suite spectrale découle de l'existence de résolution
projective propre de modules différentiels gradués. Jusqu'd maintenant, on
exhibait une résolution projective propre, appelée la bar construction, qui
était assez peu pratique 3 manipuler. L'originalité de notre travail est de
calculer explicitement les termes Er de la suite spectrale sans utiliser

la bar construction. On établit le théoréme fondamental

f
Théoneme 4.2.5. - Soient F —— E —2 Bo un fibré de Serre,

)
g wune application continue de B dans BO et F— E L5 B le fibré image

réciproque, vérifiant les hypothéses du théoréme de Halperin 1.2.5.

Soit (AZ,d) —> (AZ ® AX,d') 1le modéle minimal bigradué de f:,
et soit (AZ,D) —> (AZ ® AX,D') le modéle filtré de £
Alors il existe une suite spectrale d'algébres commutatives graduées

telle que E, = Tor (H*(B),H"(E )) et lim E = Gr H (E).
* o] > T
H (Bo) T

Cette suite spectrale est isomorphe i une suite spectrale associée

< . . P 1 ‘ .
d une filtration définie sur 1'ADG A7B GAZ(AZ @ AX) =~ ZOB ® AX munie de la

différentielle déduite du AZ-produit tensoriel des différentielles dB sur



7OB et D' sur AZ & AX. (Ici (f7B,dB) est le modé&le minimal de B). Le

terme E, est isomorphe & la cohomologie de 1'ADG : H*(B) @AZ(AZ ® AX) =
H*(B) ® AX munie de la différentielle déduite du AZ-produit tensoriel des

différentielles O sur H*(B) et d' sur AZ ® AX. Si Bo est simplement
connexe, cette suite spectrale est isomorphe 3 la suite spectrale définie par

Eilenberg et Moore.

On donne ensuite de nombreuses applications de ce théoréme.

Théonéme 4.5.1. - Lorsque les espaces E , B, BO sont formels et
les applications fo et g sont formelles, alors la suite spectrale collapse

au terme E, et on a un isomorphisme algébrique

2

H'(E) = Tor ,  (H'(B),H'(E)).
H (B) °

On montre aussi que, S1 BO est simplement connexe,si H (F) est

de type fini, si la suite spectrale de Serre du fibré F EO = Bo

collapse au terme E alors la suite spectrale d'Eilenberg-Moore du carré

fibré

2’

(o]
fl lfo
B —&— B_

. . S * * *
collapse et, on a un isomorphisme algébrique : H (E) = H (B) @H* H (EO).

(8,)
De plus, la fibre du modé&le filtré de fo est le modéle filtré de F.

(Théoréme 4.5.6).

Enfin, on applique le théoréme fondamental 4.2.5. au calcul de 1la
cohomologie de 1'espace total d'un fibré principal dont le groupe structurai

est un groupe de Lie compact connexe.



CHAPITRE 1

PRELIMINAIRES ALGEBRIQUES ET TOPOLOGIQUES.

§ 1 - Algebres difgerentielles gradudes commutatives.

Dans toute la suite, on considére des k-algébres graduées oii
k est un corps de caractéristique O et 1'indice de la graduation
parcourt N, Sauf dans le chapitre 4, § 1, ces algébres sont commutatives
dans le sens suivant : si H=® HP est une k-algébre graduée
si aeH et bent , alorsng.a = (-1)pq a.b.

On notera |a| 1le degré de a.

Une algébre commutative graduée est dite connexe si H® = k.

Une algébre différentielle graduée commutative (notée ADG) est une
algébre commutative graduée, A, munie d'une différentielle d : AP » Ap+1
vérifiant d(a.b) = da.b + (--l)'al a.db , et d2 = 0.

Une algébre différentielle graduée (A,d) est dite c-connexe
si HO(A) = k.

Une algébre graduée H = @ H? est dite de type fini si les
espaces vectoriels #P sont de dimension finie pour tout p.

Si un morphisme d'ADG induit un isomorphisme en cohomologie,
on dit que c'est un quasi-isomorphisme.

Si (A,dA) et (B,dB) sont deux algébres différentielles
graduées, on définit 1'algébre différentielle graduée A ® B munie de

'3

la différentielle d produit tensoriel de dA et dB de la maniére

suivante :



@@b).@'@w)=(4ﬂMJ’|u'@w'

d(a 8 b) |2

dAa 8 b+ (-1) a8 de

ol aeA,a e€eA,beB, Db e B.
Dans la suite, on omettra souvent d'écrire la lettre k

dans A @k B.

si X= 6 xXP est un k—-espace vectoriel gradué, on notera
pz0

A X, 1'algébre commutative graduée libre suivante :

2p+1

AX = s(8 X°P) o E(e X°P*) ow se X°P)
D p

est 1'algébre symétrique engendrée par les &léments de degrés pairs
de X, et E(® X2p+1) est 1'algébre extérieure engendrée par les

€léments de degrés impairs.

Definition 1.1.1. [lil .= Soit (B,dB) une ADG munie
d'une augmentation € : B » k. Une extension de Koszul-Sullivan

(en abrégé K-S extension) de base B est une suite d'ADG :

(8,d) <1 (8 @ A X, a) 22L (ax, 4™

ayant les propriétés suivantes :

1) AX est une algébre libre, il existe un ensemble bien

ordonné I tel que X = @® X , et pour tout o, il existe n,
na ael
tel que Xa(: X (i.e. les éléments de Xa sont homogénes de degré

2) d'(Xd) CB®OA(CS XB) o e L.
B<a

3) 1'inclusion 1 et la projection p =¢ @ | sont des

morphismes d'ADG,



Une K-S extension est dite minimale si n ~est une fonction
crolssante de «a.
Si B = k, une algébre libre (AX, d) vérifiant 1) 2) et 3)

est appelée une K-S algébre libre.

Déginition 1.1.2. Notion d'homotopie : [11] .- Soit

(B,dB)C£EE£L+ (B 8 AX, d')-——lL~+ (AX, d") une K-S extension dont la

base (B,d_,) est une K-S algébre libre connexe et dont la fibre AX

est connexe,

b3

Soit n : (G,dg) — (E,dE) un morphisme d'ADG, et soient

des morphismes d'ADG rendant les diagrammes

WDi0,1 et Ui,

suivants commutatifs

v,
(B,dp) ! (6,dg)
incl. n
ﬁj
(B 8 AX, d') (E,d.) j=0,1

Si B = (AZ,d) , on définit 1'ADG (B',D) comme étant

1'ADG (AZ ® AZ ® ADZ,D)  oii

i) DIAZ =d
.. = ' g s Sp p+l
ii) Z est l'espace gradué défini par 2% = Z
Une dérivation i de degré - 1 est définie par iz = z ,
o0 . LT
. e . . + .
iz = 0, 1Dz = 0 , alors exp(iD + Di) = Z Sig——~9il—-est un automorphisme
n=0 n!
1 © (ip + pi)"
de 1'ADG (B",D) ; (la somme z """ (x) est finie, pour tout

0 n!
X € BI).

Soit X 1'inclusion (AZ,d) —> (AZ 8 AZ ® ADZ, D) , et

posons A] = exp(iD + Di) Ao
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On définit de méme 1'ADG [(B 8 AX)" , D']
Le couple (Wo,ﬂo) est dit homotope au couple (W],ﬂ]) s'il

existe un carré commutatif de morphismesd'ADG

1 Yy

(B7,D) —~+ (G,d )

G

inclusion n
1 ]

((B & AX)", D") —> (E,dE)

it

Y. et & o A.

i J(B@AX)=IDj , 1 = 0,1

tel que VY o ()\j)B

~

Si B=k =G, alors ¢ est une homotopie de ﬁo a &l

[}

On peut alors énoncer le théoréme d'existence et d'unicité
du modéle minimal d'un morphisme d'ADG. Ce théoréme démontré dans [22]
et Di] généralise la notion de modé&le minimal d'une algébre différentielle

graduée.

Théoneme 1.7.3.~ Soit 1y : (B,dB) — (E,d_) un morphisme
d'ADG c-connexes. Alors 1l existe une K-S extension minimale de base
B : (B,d,)) —i+ (B ® AX, d4") N (AX,d") et un morphisme
§: (B ®AX,d") — (E,d;) tel que

i) Joi=y

ii) ﬂ* est un isomorphisme

On montre qu'une K-S extension minimale de base B vérifiant
(i) et (i1) est unique & isomorphisme prés. Elle est appelée le modéle
minimal de vy de base B.

On déduit du théoréme 1.1.3. le théoréme suivant

Théoneme 1.1.4.- Soit vy : (G,dG) ——e-(E,dE) un morphisme
d'ADG c-connexes. Alors il existe une K-S algébre libre minimale (AZ,d)

et un morphisme ¢ : (AZ,d) ~-———>—(G,dG) et 11 existe une K-S extension
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minimale de base (AZ,d) : (AZ,d) —i> (AZ 8 AX, d') B> (AX,d") et un

morphisme ¢ : (AZ ® AX, d') —> (E,d_.) tels que

i) Joi=vyouy
.. * * . .
ii) ¢ et sont des 1somorphismes.
. oo } n n , 3 v,
De plus, si (AZ, d) —> (AZ ® AX, d } —> (AX, d") est une
. .. - A .. . .
K-S extension minimale ol (AZ, d) est minimale et telle qu'il existe

. Y N y n A% \
des morphismes ¢ : (AZ, d) ——+(G,dG) et % : (AZ ® AX, d') —> (E,dE)

vérifiant (i) et (ii) , alors on a un diagramme commutatif de morphismes

d'ADG
4] Y v A% 5 n

Wz, ) —2 o w7 82X, 4"y —PB . %, dM

Y 9 a

(AZ,d) —>—— (AZ ® AX,d') ——P— » (AX,d")
oi ¢ , ¥, a sont des isomorphismes et (y§ , PP¥) est homotope

VIV

a ,).

La K-S extension minimale (AZ,d) —> (AZ 8 AX, d') est appelée

le modéle minimal du morphisme Y.

Déginition 1.1.5.- Une K-S algébre libre minimale (AX,d) est
dite nilpotente si la fonction : ID o —> n € N est finie en chaque
dimension. Si, de plus, Xa est de dimension finie pour tout a, on dit
que l'algébre est nilpotente de type fini.

On définit alors la catégorie /h?k dont les objets sont les K-S
algébres minimales nilpotentes de type fini et les morphismes sont les

classes d'homotopie de morphismes,
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§ 2 - Rappels de topologie - Dictionnairne entre La topologie et £'algebre.

. e e . *
Rappelons que Sullivan définit un foncteur contrevariant A de
la catégorie des ensembles simpliciaux dans celles des @-algébres
différentielles graduées commutatives : si K est un ensemble simplicial,

*
ona A(K = @ AP(K) ol un élément de AP(K) est une application qui
pz0
associe 4 un n-simplexe euclidien de coordonnées (to,t],...,t )
n

vérifiant t, =1, une p-forme différentielle

E W, . dt. A ... A de, ol w, . est une fonction polynomiale
i, ...1 i i i, .. 1
1 P 1 P 1 P
i coefficients rationnels des coordonnées (to,...,tn).

Si M est un espace topologique, on considére 1l'ensemble
simplicial Sing M de ses simplexes singuliers et on définit une application
. . . - * . - * .
fonctorielle qui associe & M, 1'ADG A (Sing M), notée AQ(M). Si k

P e s *
est un corps de caractéristique O, on définit (M) par
q

k , on notera souvent A(M) cette ADG lorsque le corps

* *
Ak(M) = AQ(M) @Q

k est fix@.

Théoneme 1.2.1. (de Rham simplicial) [11] ou [22] .- L'intégration

des formes différentielles définit un isomorphisme algébrique

H*(AZ(M)) = H*(M,Q) ol H*(M,Q) est la cohomologie singuliére rationnelle
de M.

Si M est connexe par arcs, on définit alors une application

qui associe, 3 1'espace M, le modéle minimal AXM de 1'ADG A(M).

Définition 1.2.2.- Un espace M connexe par arcs dont tous les
groupes d'homotopie sont de rang fini est dit nilpotent s'il existe une

famille index&e par un ensemble I bien ordonné de fibrations principales,
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(qa)uel : K(wa, na) — Md+] ——»~Ma et des applications fa M Mu
telles que
D 4 fon+l B fa
ii) ni(Ma) =0 1i> n,
111) fa induit un isomorphisme ﬂi(M) —_— ﬂi(Ma) pour i < n,
iv) MO = {point} si O est le plus petit élément de I
v) 1la fonction o — n, de I dans IN est croissante
et finie en chaque dimension.
On rappelle qu'une fibration Y —%+ X de fibre K(m,n) est
dite principale si 7 est un groupe abélien de rang fini et si elle
est induite par une application classifiante KV:FX — BK(n,n) = K(m, n+l).

Beaucoup d'espacestopologiques sont nilpotents. Une caractérisation

des espaces nilpotentes est que leur est un groupe nilpotent et

]

que 1'action du m,osur m (pour n z 2) est nilpotente. Ainsi, les

espaces simplement connexes, les H-espaces sont nilpotents.

Deginition 1.2.3.- Un espace nilpotent X est un Q-espace si
i) nn(X) est un Q-espace vectoriel pour tout n > 2
(i.e., pour tout entier p > O , la multiplication par p est bijective
dans ﬂn(X)).

ii) HI(X) est limite d'une suite finie d'extensions centrales

0 A% n?+1 ﬂ? —> 1 (a =0,1,...,r-1 et Wf = ﬂl(X)) s

oi A% est un groupe abélien et un Q@Q-espace vectoriel.

On trouve des définitions équivalentes de la notion d'espace
nilpotent et de Q@Q-espace dans D6:| .

Tout espace nilpotent M possé&de un localisé MQ qui est

un @-espace possédant la propriété suivante
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I1 existe une application continue ¢ : M —> M_  telle que,

Q
pour tout (Q-espace Y et toute application continue g : M —> Y ,

il existe une application continue g : M_ —> Y , unique & homotopie

Q
prés, telle que g o ¢y soit homotope a g.
On démontre que ¢ : M —> Mm est une localisation de M si
et seulement si 1'une des conditions équivalentes suivantes est vérifiée
i) w* : H (M ,0) ——ﬁ'H (M,Q) est un isomorphisme.
ii) ¢ 1induit un isomorphisme nn(M) R qQ ——ﬁ~ﬂn(MQ) pour tout
nz . (ﬂl(M) ® § désigne le complété de Malcev).
On voit donc que le type d'homotopie de MQ est bien défini ;
il sera souvent appelé le type d'homotopie rationnelle de M.
On montre [lé], [?Z], que le modéle minimal d'un espace nilpotent
M (sur un corps k de caractéristique 0) est une K-S algébre libre
minimale nilpotente de type fini (A XM = A( 61 X ) , 4d), qu'on peut
construire comme réunion d'algébres libres (35 = A( ® X ) , d)
ou (77a, d) est le modéle minimal de Ma' De plus, on Z :
® Xg = Hom(wn(Ma), k), et la différentielle d est donnée par
<
?ez invariants de Postnikov associés 3 la décomposition de M. Il est
clair alors qu'un espace nilpotent et son localisé ont méme modéle
minimal.
Plus précisément, on définit la catégorie homotopique rationnelle
Q;& dont les objets sont les ®-espaces ayant le type d'homotopie d'un
C-W complexe de type fini et dont les morphismes sont les classes d'homotopie
d'applications continues.,
Réciproquement, & toute algébre différentielle graduée (AX,d)

de 75% , D. Sullivan associe, de maniére fonctorielle, un @Q-espace de

type fini appelé réalisation géométrique de (AX,d).
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Théoreme 1.2.4. [76].-— Le foncteur de Sullivan 5: ,)7@ —*OEQ
est une équivalence de catégories.

Cecl implique en particulier que, si M est un C-W complexe
connexe nilpotent de type fini, son modéle minimal détermine le type
d'homotopie rationnelle de M.

En conclusion, tout probléme de topologie portant sur 1'homotopie
rationnelle (ou éventuellement la cohomologie rationnelle) d'un espace
M e Z% aura une traduction algébrique et la solution du probléme algébrique
donnera la solution du probléme topologique grdce au dictionnaire précédent.
La théorie de Sullivan, donne aussi des résultats intéressants sur les modéles
minimaux des différents espaces d'un fibré de Serre.

Soit F —> E £, B un fibré de Serre dont les espaces F,E,B
sont connexes par arcs.

On notera A(M) = A;(M) = A;(M) er la k-algébre différentielle
graduée associée & un espace M, oG k est un corps de caractéristique O.

D'aprés le théoréme 1.1.3, on peut déterminer le modéle minimal
de base A(B) du morphisme A(f) : A(B) —> A(E). C'est une K-S extension
minimale : A(B) — A(B) ® AU —— AU ; et le morphisme
ﬂ : A(B) ® A —> A(E) 1induit un morphisme' o : AU — A(F).

Le probléme était de savoif gsi AU est le modéle minimal de la

fibre. Ceci a été démontré par Halperin [lﬂ, ou Grivel [Hﬂ dans le cas

l-connexe.

Théoneme 1.2.5.- Supposons que
* * . ..
1) H (B,k) ou H (F,k) soit de type fini.
. *
2) WI(B) agisse de maniére nilpotente sur H (F,k).
* 0 . 317
Alors «o est un isomorphisme, donc o : (AU,d") — A(F)

est le modéle minimal de F.
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Soit maintenant une application continue g : B' —> B o4 B'

est connexe par arcs, on construit le fibré image réciproque :

F F
E' = B' x, E - E
£ £

B’ 2:4 B

Alors A(g) est un morphisme d'ADG : A(B) — A(B') , on
peut former 1'ADG : A(B'") QA(B) (A(B) @k AU) et il est clair que

1 L ~ 1 -
A(B'Y — A(B") @A(B) (A(B) @k AU) = A(B') @k AU —> AU est une K-S

extension minimale.

De plus, on a des diagrammes commutatifs d'ADG :

A(B") éﬁill-» A(E") -+ A(F)

I %1
A(B') ———— A(B") @A(B) (A(B) 8 AU) ———— AU

-~

ol @l est induit par ) et a, est induit par «.

1
On déduit, du théoréme 1.2.5. et d'un théoréme d'isomorphie,

le théoréme suivant

Theoneme 1.2.6. [17] : Supposons que
1) ﬂ](B) agisse de maniére nilpotente sur H*(F,k).
2) ou bien H*(F,k) soit de type fini, ou bien H*(B,k) et

H*(B',k) soient de type fini.

Alors &T est un isomorphisme, donc A(B') —> A(B') ® (A(B) 8 AU)

A(B)
est le modéle minimal de A(f') de base A(B').
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CHAPITRE 11

LE MODELE MINIMAL BIGRADUE D'UN MORPHISME D'ALGEBRES
GRADUEES ET LE MODELE FILTRE D'UN MORPHISME D'ALGEBRES
DIFFERENTIELLES GRADUEES.

§ 1 - ModeLe minimal bigradu? d'un monphisme d'algebres commutatives gradudes .

Dans [14], Halperin et Stasheff construisent le modéle minimal

bigradué d'une algébre H connexe, vérifiant les propriétés suivantes.

Théoneme 2.1.1. (Halperin - Stashef4).- 11 existe des espaces
gradués (Zi)i>0 et une différentielle d homogéne de degré inférieur - |

sur AZ = A( ® Zi) , il existe un morphisme d'ADG p : (AZ,d) — (H,0)

iz0
nul sur A( 8 Zi) tel que :
i>0
1) p* : HO(AZ,d) —> H est un isomorphisme.

2) H_(AZ,d) = 0.

3) (AZ,d) -2+ H est le modéle minimal de H.

Soient H et H' deux algébres commutatives graduées connexes
(sur un corps k) et B un morphisme H dans H'. On suppose, dans toute
. 1 1 "1 .. . .
la suite, que B8 : H —> H est 1njective. On verra que, dans les appli-
cations topologiques qui nous intéressent, cette hypoth&se est toujours
satisfaite,
Soit donc (AZ,d) £+ H le modéle minimal bigradué de H

donné par le théoreme 2.1.1. On va construire un modéle minimal de B

vérifiant les conclusions du théoréme 1.1.4, tel que AX soit bigradué :
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(AZ,d) —> (AZ 8 AX, d') —P— (AX, 4™

On va définir des espaces bigradués XO, Xl yesoy Xn ... €t on
posera X = ® X . Si Y =7Z @& X , on construira une différentielle
00 D n n n
d' sur AY = A(® Yn) = AZ ® AX abaissant la graduation inférieure de

AY de un. L'application p' sera définie sur AYO = AZO ® AXO , de

facon que p'{ = Bp et prolongée par O sur Yn , n 21, On écrira
Z = @& Z, , X = & X. et Y = @& (X. 8 Z2.)
(n) i<n i (n) i<n i (n) isn i i

Pour tout n, la sous—algébre AY est stable par 4d'

(n)
et on note
(AY(n))i N Ker d'

H. (AY , d') = pour 1 2 0
1 (n) ]
d E(AY(H))iH]

& H.(AY

PP .
et on vérifie que H(AY . i (n)’ da').
120

(n)a d') =

La différentielle d' et le morphisme o seront construits

de facon que les conditions (ci) suivantes soient vérifiées
(c ) o' ¢+ AY = AZ © AX —> H' est surjective
o o o o

(Cl) p'* : Ho(AY(l)’ d') —> H' est un isomorphisme

LE

(cn) o) : HO(AY d") =, H' est un isomorphisme ,

(n)’
et Hi(AY(n)’ d') =0 pour 1 £1i<n

et n > 2

Nous allons-maintenant expliquer la construction un peu technique

1

des Xn’ de d' et de p'.
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Comstrumction en degne 0 : Soit z, = Hm . e 1'espace des

. . + ~
générateurs de 1'algébre H et 7 la projection : H — ZO . De méme,

'+

.. + . . +
on définit Zé = H' /H'+ . H et n' est la projection : H' —— Zé

Le morphisme £ induit une application linéaire g : ZO _ 7'

o
telle que gmr = n'B . Soit u la projection de Zé sur Coker 8.
On pose alors Xo = Coker B et d' =0 sur XO.
Soit ¢ wune section de la projection um ' : H'+ — X0 = Coker B.
On définit alors o' : AYO = AZO 8 AXO — H' par ses restrictions

a AZO et AXO , On pose p IZ =Bp , p x "0

Lemme 2.1.2.- p' : AY —> H' est surjective.
Lemme o j

Démonstration.- 11 s'agit de montrer que H' est engendrée

en tant que k-algébre par Bp(ZO) et G(Xo). Comme H' est graduée,

cela équivaut 3 montrer que 1'espace vectoriel Zé est engendré par

[}

' [ v _ n .
T Bp(Zo) et o(Xo). Or 7'Bp (ZO) = B ﬂp(Zo) B(ZO) puisque, par

construction, p est une section de w. D'autre part, on a u(n'c) = id]X y
o
donc 7'o est une section de la projection .
On a donc 2' = B(Z ) & n'0(X )
o o o
Comstrwuetion en degne 1 : La condition (c]) sera vérifiée si

et seulement si on a Ker p' = d'(Y1 . AYO) = d'((AY)]). L'idéal engendré

A}

par d'(Z]) = d(Z]) dans AYO est évidemment dans le noyau de op

Ker p'

Notons d'(Zl) . AYO cet idéal, et posons L] = ; L1 est
a'(z,) . AYO
un AYO—module gradué, comme quotient de deux AYo—modules gradués.
o 1
On a L] = @ L? ; et on vérifie que L: = (Ker p') = (Ker B)l.
n>0
On a donc L, = ® L? d{aprés 1'hypothése de départ.
n>1 Ll p+1
On pose alors : xP = (——) pour p x>1 et X = @ x?
1 + 1 I
A YO . L1 p=1

(X, est 1l'espace des générateurs du AYo—module Ll)' On aura
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Y o= 8 (z? ® x?).
pxl
On définit d' : X1 —> Ker p' AYo en choisissant une section
u ™
. . 1
de la projection mpoMp ol Ker p' —> L] — Xl —> 0.

M =
On pose d Zl d.

I1 est clair que d' est une différentielle sur AY(I)’ homogéne

de degré inférieur - 1, et ona p' d' = 0.

Lemme 7.7.3.-

i) o'* : HO(AY(]),d') —> H' est un isomorphisme.
ii) d'(X)c Ker 8 + A'Y .A'Y cz + 'y .ty
1 o o o (o) o

Démonstration. -

i) Par construction, on a d'((AY )€ Ker p'

(1)1

Montrons l'inclusion en sens inverse

Soit (Xi) une base du k-espace vectoriel X, , alors

ieT 1

(u] d'(xi))i€I est un systéme de générateurs du AYo-module Ll' Si

a € Ker p' , il existe donc des &léments (Ai).

eI de AYO tels que

= ' 1 — ' =
ul(a) % Ai M d (xi). Ceci donne que ul(a g Ai d (xi)) 0. I1

existe donc B e Z, . AYO tel que :

]

= ' T = At
o =] a d'(x) +d'8=d"(T A x, ¥ B)
m
ii) Soit x, € X, et écrivons d'x =x + z + E u. v,
1 1 o o Z

+ +
oi x €eX ,z e€eZ ,u,eh Y ,v.eh Y.
o 0 o} o i o) i o

SR T S | ' ' v
Ona 0=0p"dx=p"(x)+p"(z)+]p'(u) o (v).

1 ~ = 1 1] T = 1 1
d'ol 0O=r1'p (xo) +1' p (zo) + 0= O(xo) + Bp(zo) ,

[« ¥
0
T,
(@)
i}

' O(Xo) + E(zo)

'w'g + 0 =
TR (xo) X,

o
]

donc on a X 0 et E(zo) =0
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+

- +
Ceci montre que d'(Xl)c: Ker B + A Y0 . A Yo

Construction en deghé n > 2. Supposons que (AY(n),d') ait été

construit pour un certain n > 1 de fagon que le diagramme suivant soit

3

un diagramme commutatif de morphismes d'ADG :

(AZ )y d) —— [(Az ® AX) ()’ a']

(AZ ® AX )n N Ker d'

(n)
a'([az & ax J] D)

' —3
On remarque que Hn(AZ Q AX(n),d )

est un HO(AZ e AX(n)) - module gradué.

On pose alors

P -|p+]
X = |H_(AZ & AX, )
n+1 n (n) +
HO(AZ © AX\) . H (AZ © AX 9]
= P - défini v . xP v\ P+l
et Xn+l ® Xn+l , on définit d' : Xn+1 —_— (KY(n) N Ker d )n comme

étant une section de la composée des projections

(AZ & AX

1]
)n N Ker d ~—6-Hn(AZ e AX(n)) — Xn+1

(n)

1 = ' —

On pose dlz =d et p ¥ 0.
n+l n+l
Lemme 2.1.4.-
. + +
i) (AY)n N Ker d' C Zn + A Y.A Y pour tout n 3 1
ii) Y = & Y° pour tout n > O
n n
p21

iii) Les conditions (cn) sont vérifiées pour tout n > O.

) + +
iv) d'(Xn+4) C Zn + A Y.A Y pour tout n > O.
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Demonstrnation :

i) Pour n =1, soit u € (AY)1 N Ker d' , écrivons

0 =d'u=4d"x, + dz, + 5 d'u. . v.
1 . i i
Par définition de X1 et d' ,ona O-= Ty d‘xl + 0 = X -

Si n=x> 2, soit ue (AY)n N Ker d' , écrivons

13

u=x + 2z +

- +
u. v. +w ot x €eX ,z €72 ,u.eY ,v.edA Y ,
n n i1 n n n 1 o

. n n
i=1

W€ AY+.AY+. Donc we AZ 8 AX(n_]) , -1

. v ' 1
La classe de z d u; . vy dans Hn_l(AZ @ AX appartient

(n-l))

- + ' _
a H (AZ @ AX_)) . H _,(AZ® X, ), donc Tn_](zl d'u; . v) = 0.
On en dé&duit 0 = 71 d'u = 1 d'x_ + 7 d'z = x
n-1 n-1 n n-1 n n
ii) Ceci a été démontré pour n =0 et 1, On le démontre par

récurrence sur n.

; + +
D'aprés (i), on a d'(Xg+1) CZZE ! + (MY . A+Y)p+]
, .. . 21 Y =
Comme d est injective sur Xn+1 , gn en déduit Xn+1 =0, p<oO
' /w0 1
et d (Xn+l) c Zn.
Si x € XZ+] ,ona?: d'x=2zc¢ Z; et O = d'2x =dz ; d'oi x = 0.

iii) Les conditions (co) et (Cl) ont &té montrées. Il suffit

' -
de montrer que Hn(AY(n+1))’d ) = 0 pour tout =n > 1.

Par définition de X et d', on a :
n+1
[N
(AY(n))n N Ker d d (Xn+l) + Ker T
e . _ , +
On vérifie que : Ker T d(Zn+l) . AYO + (AY(n) N Ker d )n . A Yo

+ d'[ZAY(n))n+1] .

d'ot 1'on déduit :
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N Ker d' =d'(Y ) . AY_+ d'([Az ® AX 1))

Y i1y a+l)

' +
+ l:(AY(n+]))n NKer d'] . A" ¥_

Comme Y = & YP pour tout ¢, on en dé&duit (iii).
T ., 4
P2
iv) est une conséquence de (i) et du lemme 2.1.3.

On peut maintenant énoncer le théoréme d'existence et d'unicité

du modéle minimal bigradué d'un morphisme.

Theoneme 2.1.5.-
1) Existence : Soient H et H' deux algébres commutatives graduées
connexes et B : H —> H' un morphisme d'algébres graduées injectif en

degré 1. Alors il existe un modéle minimal bigradué de B :

H 8 - H'

p p'
(AZ,d) ————— (AZ ® AX, d') —B—— (AX, d")

De plus :
. * v
1) p HO(AZ,d) —> H et H+(AZ,d) =0

]
i) o ¥ H (AZ 8 AX, d') —> H' et H_(AZ @ AX, d') = 0
2) Unicite : Supposons qu'il existe un modéle minimal de B8 :

H B H'

(AW,8) —d—» (AW @ AT, §8') — L (AT, &™)
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tel que

i) W

fl

® WE est bigradué et & est homogéne de degré inférieur - 1.
i) T =6 TE est bigradué et &' est homogéne de degré

inférieur - 1 dans AW © AT.

iii) o H_(AW,8) = H , H (AW) = 0, u(AW,) = 0

iv) uoos H (AW @ AT, §') = H' , H (AW & AT)

0, u [(wern ] =o

Alors il existe des isomorphismes d'ADG :
z : (AZ,d) — (AW,8) , 6 : (AZ 8 AX, d') —> (AW 8 AT, §') ,
n : (AX,d") — (AT,8") , homogénes de bidegré O, rendant

commutatifs les carrés suilvants

incl.
(nz,d) <220 (az 8 AX, d') ——B > (A%, d")

(AW,8) &————— (AW @ AT, §') ———eer> (AT, &™)

De plus, p' =u'e et p=uc.

Demonstrhation :

1) Existence : Les parties ii) et iii) du lemme 2.1.4. montrent
que (AZ,d) — (AZ ® AX, d') —> (AX, d") est une K-S extension et que
les conclusions 1) (i) et (ii) du théoréme sont vraies. De plus,
(AZ,d) P, H est le modéle minimal de H et la partie (i) du lemme 2.1.4.

montre que la K-S extension est minimale. C'est donc le modéle minimal de B8.

2) Undicité : Dans [14], Halperin et Stasheff prouvent
1'existence d'un isomorphisme 7 tel que p = p . Par la méme méthode,
on montre l'existence d'un morphisme d'ADG 6 : AZ & AX — AW 8 AT

1 ]

bihomogéne de degré O tel que 61 = j z et p' =yu' 6. Par passage

au quotient, 6 définit un morphisme d'ADG n : (AX,d") —— (AT,S8") ,
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bihomogéne de degré O et on a np = g. Des théorémes d'isomorphisme
entre K-S extensions minimales de [lﬂ, on déduit que n est un isomorphisme,

puis que 6 est un isomorphisme.

Déginition 2.1.6.- La K-S extension minimale
(AZ,d) — (AZ © AX, d') définie par le théoréme 2.1.5. s'appelle le modéle

minimal bigradué de 8.

Remarnques 2.1.7.-
1) Si H=%k et B est 1'inclusion k —> H' , alors
AZ = k , et la construction précédente est celle de Halperin-Stasheff []4].
2) Si B est un isomorphisme, la construction précédente
donne que X =0 , et (AZ,4) EE»»H' est le modéle minimal bigradué de H'.
3) Par construction, on a Xo = 0 si et seulement si B est
surjective.
4) En général, la K-S algébre libre (AY,d') n'est pas
minimale, comme on le verra sur des exemples. Cependant, on.a le résultat

sulvant :

Proposition 2.1.8.- (AY(I)’ d') est minimale si et seulement si

-1 v+ +

@t . uHew L w

Cette proposition résulte facilement du lemme 2.1.3.

Conollaine 2.1.9.- Si H est une algébre libre, alors
1]
(AY,d") £ > H' est le modéle minimal bigradué de H' si et seulement

si sl@t . .aHcert . 8

C'est une conséquence immédiate de la proposition 2.1.8. et

du lemme 2.1.4.
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Exemple 2.1.10.~ Soit H wune algébre commutative graduée
connexe telle que Hl =0, et soit B 1la projection : H — k=H°.
Soit
H d k
P '

(AZ,d) ———————— (AZ & AX, d') —————— (AX,d")

le modéle minimal bigradué de B.
Notons Q(d') 1'application linéaire induite par d' sur
1'espace vectoriel Z ® X des éléments indécomposables.

On va montrer que Q(d') est un isomorphisme de Xg sur

ptl "o
Zm—l , et que d 0.
En effet, on définit des espaces vectoriels bigradués Zg par
la condition : ZE = Zit} ,m3>1 , p3x1 et on considére 1'algébre bigraduée

contractile AZ ® AZ munie de la différentielle & nulle sur AZ , et

. = = P +1 P
s1 z € Zg , 8z est 1'élément =z € Z;_ correspondant. On définit

1

o : (AZ ® AZ,8) —> k comme &tant la projection sur k. La démonstration
de 1'unicité du modéle (minimal) bigradué d'une algébre dans [14] montre

qu'il existe un morphisme homogéne de bidegré 0, § : (AZ ® AX, d') —> (AZ & AZ,$)

- . ) * . . ”
tel que p ¥= p' ; il s'en suit que 1 est un isomorphisme. Grice au

théoréme d’'isomorphie de [1[], on sait que ¢ induit des isomorphismes

d'espaces vectoriels

¥ , P ' v P 7 ' =
QW : H (ZeXx, Q(d))——»H8<zmz , Q(8") =0
Z
or W zex, Qd)) = —2—— 0 xP nKer Q")
" QR h "
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Ceci montre que Q(d') est un isomorphisme de Xg:} sur Zﬁ.

Le théoréme 5.2. de []2] entraine que d" = 0.

Remarque 2.71.11.- L'exemple précédent montre que, en général,

H+(AX,d”) # 0. La K-S algdébre libre minimale bigraduée (AX,d") n'est pas
le modéle minimal bigradué, au sens du théoréme 2.1.1., d'une algébre
commutative graduée. On verra, au chapitre 4, que 1'hypothése que

H+(AX,d") = 0 est forte ; en effet, si VB : H-> H' est l'application
induite en cohomologie par une fibration de Serre E £, B , ayant certaines
propriétés, et si H+(AX, d") = 0 , alors les suites spectrales de Serre

et d'Eilenberg-Moore du fibré collapsent.

Remarque 2.1.12.- La sous-algébre HO(AX,d") de H(AX,d")
peut se calculer & partir de H et H'. Plus précisément, le morphisme
o' : (A2 ® AX, d') —> H' induit un morphisme d'ADG : p" : (AX,d") —> H'/I
(oi I est 1'idéal engendré par B(H+) dans H'). Ce morphisme est
surjectif en degré O, nul en degrés inférieurs strictement positifs et

*

"o HO(AX,d") —> H'/I est un isomorphisme.

§ 2 - Modele 4iktrné d'un monphisme d'algibres dif4erentielles gradubes.

Dans []{], Halperin et Stasheff démontrent le théoréme

suivant :

Théoneme 2.2.1.- Soit (A,dA) une ADG c-connexe, et soit

(AZ,d) wune ADG telle que AZ = A( ® Zﬁ) est bigradué et d est homogéne
p>0
nz0

de degré inférieur =~ 1 , et soit p un morphisme d'ADG (AZ,d) —— H(A)

tel que p(AZ+) = 0 . On suppose que les conditions (cn) du paragraphe |

nz0

sont vérifiées, pour le morphisme p : (AZ,d) — H(A). (On ne suppose pas
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que (AZ,d) est minimale). Alors 1l existe une ADG (AZ,D) et

un morphisme w : (AZ,D) ——+-(A,dA) tel que

E) D-d:2 — ) (AZ),, n3x0
1 n 2<n=2 2
E2) cl(rz) = p(z) si z € A Z0
% . .

E3) T est un isomorphisme.

De plus, si w' : (AZ,D') —> (A,dA) vérifie les conclusions
(Ei)i=1 9.3 » alors il existe un isomorphisme  : (AZ,D) —> (AZ,D') tel

»=

que
i) §-id:z — ] (n2),
ii) n'§ est homotope a .

(AZ,D) LI (A,dA) est appelé un modéle filtré de (A’dA)' Si (AZ,d) est
minimale, (AZ,D) (A,dA) s'appelle le modéle filtré de (A,dA).

C'est une K-S algébre libre, non minimale en général.

Dans toute la suite, on filtrera 1'algébre bigraduée AZ de

.o . - +
la maniére suivante F p(AZ) = z (AZ)n , P20, et F - 0. C'est une

nsp
filtration décroissante, et la différentielle D préserve la filtration.

La démonstration du théoréme 2.2.1. repose, de maniére fondamentale,

sur le lemme suivant

Lemme 2.2.2.- []{] Soit H wune algébre gradude connexe,
soit (AZ,d) wune ADG telle que AZ = AC ® ZE) est bigradué et d est

p>0
nx0

homogéne de degré inférieur =~ 1, et soit p un morphisme d'ADG :
(AZ,d) —> H tel que p(AZ+) = 0. On suppose que les conditions (Cn)

du paragraphe 1 sont vérifiées. On fixe une application linéaire
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n: H ——A-AZO tel que pn = idH. Soit (AZ(n), D) une ADG telle que

D-d : Z, —> F_('e—z)(AZ) , 0 < £ <n. Alors, si ue F—(n"l)(Az) et

£

vérifie Du = 0 , il existe
vV € F_n(AZ) et a € H tels que

u = Dv + n(a)

Conollaire 2.2.3.- Soit (AZ,d) 2> H vérifiant les hypothéses
du lemme 2.2.2. Soit (AZ,D) une ADG telle que D-d : Zn —> F_(n—z)(AZ),
n 2 0. Alors 1'inclusion X : AZO<——»'AZ induit un isomorphisme

*

Ao HO(AZ,d) = AZ —— H(AZ,D)

/
° al) ]
-1

On définit ainsi un isomorphisme p (A*) + H(AZ,D) — H.

Démonstrhation du coroflaire : D'aprés le lemme 2.2.2., ¥ est

surjective.
* . .
Soit maintenant u € AZO , tel que A E%J = 0 ; il existe donc
n
(Vi)i=1,...,n > V. € (AZ)i tel que u, = D(iz1 Vi)' Si nx2, on a
dvrl = 0. Or Hn(AZ,d) = 0, donc il existe Wil € (AZ)n+1 tel que
v = dw et Dw =v -w' oi w' € F_(n—‘)(AZ) Alors u
n n+l ° n_1n+1 n n-1 n-é_l : o
V- . _ ' = ¥ 3 ' 1 = -
s'écrit u = D(izl v, + Dwn+l + wn—l) D(izl Vi) o v, € (AZ)i, 1 lyeoo,n=1,

En itérant cet argument, on peut écrire u = Dui avec

' = ' =
uj € (AZ)] , donc u, du] et Eﬂj 0 dans HO(AZ,d).

Enongons maintenant le théoréme fondamental d'existence et

d"unicité&" du modéle filtré d'un morphisme d'ADG.

Théoneme 2.2.4.- Soient (A,dA) et (A"dA}) deux ADG c-connexes,
et soit o : (A,d,) — (A',dA,) un morphisme d'ADG tel que a* est injectif

en degré 1. Soit :
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H(A) > > H(A")

(AZ,d) ——————> (AZ ® AX, d') = (AY,d')

le modéle minimal bigradué& de o défini au théoreme 2.1.5.

Soit (AZ,D) —— (A,d,) le modéle filtré de A défini
au théoréme 2.1.1.

1) Existence : Alors il existe une ADG (AZ ® AX, D') et

un morphisme 7' : (AZ © AX, D') —> (A',dA,) vérifiant les conditions
E]) D'-d' : Y — F_(n—z)(AY)

E)) olr'(y) =p'(y) , y e AY

E T est un isomorphisme.

3)

De plus, le diagramme suivant est commutatif :

(A,d,) = - (A',d,))
il U
(AZ,D) L (AZ © AX, D'") i = inclusion

et (AZ,D) N (AZ ® AX, D") -2, (AX, D") est une K-S extension.

2) Undicite : Supposons qu'on ait un diagramme commutatif

e ]
(8,4, (A',d,))
¥ i
(AZ,D) i, (Az 8 A%, B")
n n

1
oi les couples (AZ,B) —— (A,d)) et (AZ @ AX, By T (A',d,,) vérifient

chacun les conditions E., E2’ E3.
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; Y . .
Alors il existe un isomorphisme ¢ : (AZ,D) —> (AZ,D) et un isomorphisme

¥' : (AZ ® AX, D') —> (AZ @ AX, B') tels que :

i) §-id, et ¢ -1

ldAZ&AX font décroitre strictement la

filtration.
ii) ¢'i =id

iii) 1le couple (%0, %'ﬂ') est homotope au couple (m,n').

Démonstrhation :
1) Existence : On construit D' et 7' par récurrence
sur Y =72 86X ,..., Y =Z 66X ,.... Sur Z , on prendra D' =D
o) o o n n n n
et 7m' = ar. On construira D' et 7' sur Xn par une méthode analogue &

celle utilisée pour construire D et 7w sur AZ : (voir [14], démonstration

du théoréme 4.4.). Les axiomes E] et E2 sont bien vérifiés. Si A'*
est 1'isomorphisme : HO(AY,d') —> H(AY,D) , la condition E2 implique
que n'Y = p'*(k'*)—] , donc 7% est un isomorphisme.

?) Undicit? : D'aprés le théoréme 2.2.1., il existe un isomor-

n
phisme ﬂ : (AZ,D) —> (AZ,D) tel que ¢ - id fait décroitre la filtration,

et un morphisme ¢ : (AZ,D)I — (A,d,) tel que Q(AO)AZ =7 et

v
(), = T .
On va construire un morphisme ¢' : (AZ @ AX, D')I ——»—(A',dA.)
n

et un isomorphisme f' . (nz ® AX, D') —> (AZ ® AX, D') , par récurrence
sur le degré inférieur. On posera sur YO : P =did , ' = 7' ; sur
2; 8 D E; , on posera @' = ad , et sur io 8 D i;' on fera la construction
du théoreéme 4.4 de [l{]. Plus généralement, on posera %' = ad sur

Z ®Z & DZ et ﬁ' = $ sur Z_ , et on construira ﬂ' sur X et

n n n n n

®' sur Xn ® Xn e D' Xn selon la méthode de [l{]. I1 est facile de

PP N .
vérifier que ' et ¢'(A1) m* §' . Par construction,

1 - =
() Azenx AZBAX

ona ¢'i= a¢ . Ceci achdve la démonstration du théoréme.
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Déginition 2.2.5.- La K-S extension libre :
(AzZ, D) VAR AX, D") L. (AX, D") wvérifiant les conclusions du théoréme

2.2.4. s'appelle le modéle filtré de a.

§ 3 - Applications topologiques : modele 4iLtrne d'une application continue.

Déginition 2.3.1.- Soient S et T deux espaces topologiques
connexes par arcs et soit f une application continue S —> T. Le modéle
filtré du morphisme A(f) : A(T) —> A(S) s'appelle le modéle filtré de

f {(relativement au corps k de caractéristique O fixé).

Déginition 2.3.2.- Un espace topologique comnexe S est dit
formel (sur k) si le modéle minimal de A(S) est égal au modéle minimal

de H'(S,k).

On démontre,[l{] ou [ZZJ,que la notion de formalité est indépendante
du corps de base. Sullivan démontre que tout espace nilpotent qui posséde

une structure d'espace riemannien symétrique compact orientable est formel
(voir [22] ou [8—_1, [14]).

On remarque qu'un espace S est formel si et seulement si le
. - p - . . . _ *
modéle filtré de A(S) est égal au modéle minimal bigradué de H (S,k).
* . . . _
Plus précisément si p : (AZ,d) — H (S,k) est le modéle minimal bigradué

* . .. . .
de H (S,k) , S est formel si et seulement si 1l existe un morphisme

m : (AZ,d) — A(S) tel que w* = p*

Soit S wun espace formel, et soit mg : AXS —> A(S) 1le modéle

.. . . . *
minimal de A(S), il existe alors un morphisme d'ADG ws : AXS — H (S,k)

* *
tel que ¢S=ms
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Déginition 2.3.3.- Soient S et T deux espaces topologiques
connexes formels de modéles minimaux AXS et AXT. Soit f : S —> T une
application continue, elle induit un morphisme d'ADG £ e AXT-——+ AXs

On dit que 1l'application f est formelle sur k si le diagramme suivant

commute 3 homotopie prés :

~

f

AX  ——— AX

I

B¥(T,k) ——— H¥(S,k)

(ot ws et wT sont les morphismes définis plus haut).

Dans Dﬂ, Deligne, Griffiths, Morgan et Sullivan montrent que les
variétés kahlériennes compactes simplement connexes sont formelles et que
toute application holomorphe entre de telles variétés est formelle. On peut
se demander si la notion d'application formelle peut s'exprimer a 1'aide

du modéle filtré de 1'application.

Proposition 2.3.4.- Soient S et T deux espaces formels connexes
par arcs et f wune application continue § — T, Si le modéle filtré de f
est égal au modéle minimal bigradué de f* : H*(T,k) — H*(S,k). Alors

1'application f est formelle.

Démonstrhation : Supposons que

*

B (T,k) ———s 7¥(s,k)

(AZ,d) ——>—— (AZ 8 AX, d")
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. . - *
soit le modéle minimal bigradué de f et que

amy —2E s

T

i
(AZ,d) ——> (AZ ® AX, d')

soit le modéle filtré de A(f).

On remarque que 7 : (AZ,d) —> A(T) est le modéle minimal de A(T)

et que p : (AZ,d) —> H*(T,k) est le modéle minimal de H*(T,k) avec p* = ﬂ*.

Soit mg AXS<——+ A(S) 1le modéle minimal de A(S) ; il existe

un morphisme d'ADG 8' : AXS — (AZ ® AX, d') tel que 7' 6' est homotope

- . 'x % -1 % . . . .
a mS . Puisque 6 = (m ) mg est un isomorphisme, il existe un

morphisme d'ADG 6 : (AZ 8 AX, d') ——6-AXS tel que 6'6 est homotope &

Id On a A(f)m = 7'i ; et d'autre part, m_61 est homotope a 7n'6'6i ;

AZ®AX® S

et comme la relation d'homotopie est transitive, on en déduit que

ms(ei) est homotope 3 7m'i = A(f)m . Cecl montre que A(f) induit le

. s . o .. *
morphisme f = 6i entre les modéles minimaux. De plus p'6' : AXS-—~+ H (S,k)
est telle que (p'6')* =¥ 6'* = m:.

p'i d'une part et p'6'f d'autre part ;

. *
Calculons maintenant £ p

- . * .
ona p'6'f = p'e'ei, donc p'6'f est homotope & p'i = £ p. Ceci montre

bien que 1'application f est formelle.

Question : La réciproque de la proposition 2.3.4. est-elle vraie ?
Remarque 2.3.5.- 11 est facile de construire des applications non

formelles entre espaces formels. Par exemple, on montre que la fibration de
Hopf Sl ——6'83 —£»~Sz n'est pas une application formelle : en effet, f

est triviale en cohomologie et non triviale en homotopie puisque son invariant

de Hopf est égal a un.
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Nous allons nous intéresser maintenant au modéle filtré d'une
fibration de Serre. Il va résulter, du théoréme 1.2.5. et des théorémes

d'isomorphie entre K-S extensions, le théoréme suivant

Théorndme 2.3.6.- Soit F —3» E £, B un fibré de Serre dont les

espaces E, B, F sont connexes par arcs et tel que
* * . .
1) H (B,k) ou H (F,k) est de type fini.
2) W](B) agit de maniére nilpotente sur H*(F,k)

Alors la fibre (AX,D") du modéle filtré

(AZ,D) L, (AZ ® AX, D") N (AX, D") de f est un modéle (non minimal

en général) de F.

Plus précisément, le morphisme d'ADG 7' : (AZ ® AX, D') — A(E)

induit un quasi-isomorphisme 7" : (AX, D") —> A(F).

On remarque que, puisque F est connexe par arcs, la suite exacte
d'homotopie s'erit : ... —> nl(E) fﬁ» ﬂ](B) —> 0 ol f# est 1'application
induite par f entre les groupes d'homotopie ; de méme, 1'application
induite par f entre les groupes d'homologie £, ! Hl(E,Q)-——+ H](B,Q) est
surjective, donc, par dualité ’fm1 : H](B,Q) ——»—H](E,Q) est injective.

On peut donc construire le modéle filtré de A(f) : A(B) — A(E).

1}
Malheureusement, (AX, D") L. A(F) n'est pas le modéle filtré de F
selon la définition du théoréme 2.1.1. En particulier, H*(AX,d") n'est pas

P . - * - .
en général isomorphe 3 H (F). On a seulement le résultat suivant

Proposition 2.3.7.~ Soit F —d> E —£> B un fibré de Serre

vérifiant les hypothéses du théoréme 2.3.6. et soit
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H*(B,k) ————— H (E,k) —3d—s H*(F,k)

(AZ,d) ———> (AZ @ AX, d') —E— (A%, d"™)

le modéle minimal bigradué de £

Alors p' 1induit un morphisme d'ADG p" : (AX,d") — H*(F,k)
tel que p''p = j*p' .0Ona p" =0 sur AX+ et n"*[x] = p"(x) si
X € AXO.

Si B est simplement connexe, la suite spectrale de Serre du
"

fibré collapse au terme E2 si et seulement si o est surjective,

s

Dans le paragraphe 4, on va appliquer les résultats précédents
sur la construction du modéle filtré d'une fibration au calcul du modéle

minimal (bigradué) d'un espace homogéne.

§ 4 - Modele minimal d'un espace homogéne.

Soit G wun groupe de Lie compact connexe, K un sous-groupe de
Lie connexe fermé et G/K 1'espace homogéne correspondant. Soit j 1'inclu-

sion K<— G. Notons BK et BG les espaces classifiants de K et de G ;

on sait que 1l'inclusion j : K&— G induit une fibration Bj : BK —_ BG

de fibre G/XK.

Soit PG (resp. PK) 1'espace vectoriel des é€léments primitifs
de G (resp. de K). On sait que H*(G,R) = E(PG) , H*(K,R) = E(PK) et le

. - % * . . . .
morphisme d'alg@bres j : H*(G,R) — H (K,R) est induit par une application

linéaire 5* : PG —_ PK (voir [9])’ (i.e. j* _ E(j*) ).

Notons QG (resp. QK) 1'espace vectoriel défini par

2p _ _2p-1 2p _ _2p-]
Q5 =P (resp. QK = PK )

*
G G pour p =21 ; on a alors H (BG,R) = S(QG)
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. N . ¥ . .
et H*(BK,R) = S(QK). Le morphisme d'algébres Bj : S(QG) — S(QK) induit,
. . . P —%
par passage au quotient, une application linéaire Bj : QG — QK' En
et . . . % .
général, Bj n'est pas la restriction de Bj au sous—-espace des indécompo-
sables, comme le montrent les calculs du chapitre XI de Dﬂ .

On peut choisir des transgressions Tt PG-—~+ QG et

heurdt - .
T, ¢ PK — QK de fagon que Bj T = TKJ (voir []]).

K G

En 1950, H. Cartan exhibait une algébre différentielle graduée
libre non minimale dont la cohomologie était isomorphe & celle de
* . ey .
H (6/K, B), (voir [2] et [3]). C'était 1'ADG : S(Q) € E(P;) munie de la
différentielle &§ égale 3 0 sur Qe et §g = Bj* TG(E) si & € PG.
On va construire le modéle filtré de Bj, mails, comme les
algébres de cohomologie de BG et de BK sont des algébres polynomiales,

. .. . _ X%
le modéle filtré de B] sera égal au modéle minimal bigradué de Bj

donc (AX,d") sera le modéle minimal de G/K. Plus précisément, on a :

Théoneme 2.4.1.- Le modéle minimal de 6/K est (AX, d") oi

AX = S(Coker ﬁj*)@ E(Ker j*), d" = 0 sur Coker.gj* et d"(Ker j*)CZ S(Coker EE*).

On donnera aussi une formule explicite pour d".

On trouve, ainsi, comme application de la construction du modéle
filtré, une algébre libre minimale quasi-isomorphe & 1'algébre exhibée par
Cartan dans [3]. La théorie générale de Sullivan [22, Théoréme 2.2] permet
d'affirmer que 1'ADG (S(QK)G E(PG), §) de Cartan est isomorphe au produit

tensoriel de (AX, d") par une algébre contractile.

En corollaire, on obtientun résultat sur les groupes d'homotopie
réels d'un espace homogéne. Ce résultat est donné par Lehmann [lﬁ] et

Wu-Wen-Tsun [25] pour des espaces simplement connexes.
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Conollaire 2.4.2.- Soit G un groupe de Lie compact connexe, et

soit K un sous-groupe fermé connexe. On a :

—
HOﬁR(n?O Wzn(G/K @Z R, R) Coker Bj (QG — QK)

Ker j*(PG — P_)

H01nR( @ Tran(G/K @Z R, R) K
n20

Démonstration du cohollaine.- G/K étant la fibre d'une fibration

dont 1'espace total est simplement connexe, c'est un espace nilpotent. Donc,
on peut définir ﬂ](G/K @Z'R)’ et le corollaire découle du théoréme 2.4.1,

et de la théorie de Sullivan.

Démonstration du théoneéme.- On va construire le mod&le minimal

. . X * *
bigradué de Bj : H (BG,R) = S(QG) — H (BK,R) = S(QK)'
— ¥
On a (AZ,d) = (AZO,d) avec Zo _,QG , et XO = Coker(Bj )
Soit g la projection QK-——+ XO et T une section de cette projection.

= 1incl. T

On définit p' : AZ0 3] AXO — S(QK) par p| = Bj* et
. (o]

Z

]
O!X
o

4 i : < .
oll incl QK S(QK)
. ~ . — ¥ .
Soit U0 un supplémentaire de Ker Bj dans Zo , On a un 1somor-

phisme d'espaces vectoriels BJ* &t : Uo ® XO — Im Bj & T(XO) = QK , et

on remarque que p' : S(Uo) (3] S(Xo) ——»~S(QK) induit cet isomorphisme sur

1'espace vectoriel des indécomposables, donc est un

s, ® s(x,)

isomorphisme. En particulier, pour tout =z € Ker Bj , il existe un (unique)
a € S(UO) 8 S(XO) tel que p'(z+a) = 0 et a est décomposable. Soit

—% . . P
(zi)l<i<m une base de Ker Bj , il est clair que Ker p' est engendré

P, _ -1 — ¥, ¥
par les éléments (zi + ai)l<i<m' Posons alors Xl =T (Ker Bj )= Ker j ,

i

on voit que la famille (gi = Tél(zi))]<i<m est une base de X1 , et on

P . _
définit d Ei = TG(gi) + a..
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l* facsd
Donc p : HO(AZ ® AX, 4') —> H(BK,R) = S(QK) est un isomor-
phisme.

) de X, sont de degré impair et la

Les générateurs (g l<i<m !

i
suite (d'Ei)l<i<m est réguliére dans AZo 8 AX0 , donc, d'aprés le

théoréme d'isomorphisme de [153, on voit que

* y TN/ *

B (AZ_ @ AX_ e AX, , d) D w'(az_ e AX_ / @ 0)
d'od H*(AZO ® AX_ 8 AX, , any>s H_(AZ ® AX , d')
et Hi(AZ ® AX, d') =0 pour 1i > O.

Le modéle minimal bigradué de Bji.E est donc :

Bj ¥
5(0g) —— 5(Q)

| b

5(Qg) =— $(Q) © S(Coker B3 *) 8 E(Rer i), d")

Le modéle filtré de Bj est égal au modéle bigradué puisque

Z=72 et X= XO ® X, , donc le modéle minimal de /g est (AX, d")

0 1

oi AX = S(Coker‘ﬁf*)@ E(Ker j*) et d" =0 sur S(Cokerﬁﬁ*),d"g = p(a)
si p est la projection de S(QG) ® AX sur AX. On peut écrire
oc=8+§u]._8i oi BeS(X),u €U et B eS(U)BSK) donc d"g = 8.
L% X ..
On a : Bj TG(E) ==-p'(a) = -p'(B) - ZBJ (ui) p'(Bi) . On va définir un
i

morphisme surjectif r : S(QK) — S(Xo) de la maniére suivante : on pose

r]T(XO) = - q (ou q é&tait la projection QK — XO), et r est défini
g ¥
sur Im B] de maniére que rBj |y = 0. Alors on a :
o
¥ ' LIS "
r Bj TG(E) =+qgp'(B) =B, d'ot la formule donnant d
X
d"g = rBj 1,(8)
Le théoréme 2.4.1. a diverses conséquences. On peut d'abord préciser

des résultats bien connus sur les espaces homogénes (Greub ~ Halperin -

Van Stone [9], chapitre XI). Si Bj est surjective, alors Coker Bj*

1}
(@)
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¥ T~
et on a H(G/K) = E(Ker j ). Le sous—espace de Samelson P

p
est induite par la projection G — G/K), est alors égal a Ker j*.

_ (I *)+ P
¢ - VmPg) N fg

*
I
- A . ¥ : T
Si G et K ont méme rang, alors on a dim Ker j = dim Coker Bj ,
et donc la caractéristique i = z (—l)l dim(ni(X) ® Q) de G/K est
121
égal 3 0. En appliquant les résultats de [Kﬂ, on en déduit que la caracté-
ristique d'Euler-Poincaré ¥ = z (-l)1 dim Hl(G/K., R) de G/K est
¢ i20
strictement positive et que

* —x
= B * ¥ =
B (6 /K) = s{Coker B) )/r Bj (Ker j ) . S(Coker B_‘]*).
On va maintenant donner une condition nécessaire et suffisante portant
sur le modéle minimal de G/K pour que (K,G) soit une paire de Cartan. La
définition d'une paire de Cartan se trouve, par exemple, dans [9]. Une des

définitions équivalentes est que G/K est formel.

Théoreme 2.4.3.- Soit G un groupe de Lie compact connexe et soit
K un sous-groupe fermé connexe de G.

Alors (K,G) est une paire de Cartan si et seulement si 1'idéal
T Bj*‘rG(Ker j*) ’ S(Coker‘ﬁj*) peut étre engendré par une suite réguliére
d'éléments homogénes. [f est le morphisme surjectif : S(QK) — S(Coker'ﬁj*)

défini dans la démonstration précédenté].

8 ; . S L% ¥ — %
Deémonsthation : Si 1'idéal r Bj TG(Ker j ) . S(Coker Bj ) peut
étre engendré par une suite réguliére formée de q éléments ; il existe

o 2 e B i .
des éléments (£.) linéairement indépendants dans Ker j tels que

i’ 1gigq

(ai = d"gi) forment une suite réguliére engendrant 1'idéal. D'apreés

Igigq

un théoréme de [15], on en déduit que H*(G/K) est isomorphe 4 la cohomologie

de 1'ADG : (S(Cokerﬁj*%/ (a a) ® E(V) , d) oli V est un supplémentaire
. paeready

de ©® R gi dans Ker j* et d est la différentielle induite par d" par
i=1
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passage au quotient. Mais il est clair que d =0, donc on a :

"*G/K) = S(Coker B ") /

(apsenra) © E(V)

Comme H*(G/K) est de dimension finie, on a nécessalirement
q = dim Coker Ej*, d'oi dim V=rg G - rg K. Il est facile de voir que le
modéle minimal bigradué de HY(G/K) est de la forme (AZ = A(Z0 ® Z]) , d)
donc toutes les ADG dont la cohomologie est égale & H*(G/K) sont formelles
(on dit que H'(G/K) est intrinséquement formelle). En particulier, G/K
est formel ; ce qui entraine que (K,G) est une paire de Cartan [9].
Réciproquement, si (K,G) est une paire de Cartan, alors le modéle

minimal (AX,d") de G/K est formel. On a, de plus d" . =0 et
| xpair

d"(lepalr)C: pxpaire o jgpaire _ g X2p).
p>0
Soit (a,,...,a ) un systéme minimal de générateurs de 1'idéal
1 q g

d"(lepalr).Axpalre. I1 existe donc des éléments (Ei) de x'MPALT 16

Isigq

. P impair
que d"gi =a,. Soient €q+11""gr des éléments de X P tels que la
famille (gi)]<i<r soit une base de X™PaT g i > q , il existe des
e paire " - § " — g =
€éléments Aij € AX tels que d Ei - Aij aj , donc d (&i xij Ej) 0.

j=1
Soit ¢ 1'automorphisme de AX &gal a& l'identité sur AX

. j=1
aire
P 8 E(E),. x5 )
et quli envoie gi sur gi + Z Aij gj pour tout 1 > g+l ; et soit

3

§ = d"ﬁ_l ; alors on a Ggi = a; pour tout i<q et 6Ei = 0 pour tout

Comme (AX,8) est formelle ; il existe un morphisme d'ADG
P o (AX,8) — H*(AX,G) induisant 1'identité en cohomologie. On peut décomposer

(AX,8) en

(axP2iTe ¢ E(gl,,,.,gq), §) ® (E(£q+],...,€r) , 0)

De plus, on a H (AX,8) = H' (AxP3'Te

8 E(&l,...,éq),d) 8 E(£q+l,...,£r).

Comme w* est 1'identité, il est clair que w(Ei) = Ei pour 1 > q.



- 42 -

Le morphisme ¢ définit un morphisme d'ADG y'

paire paire

(AX 8 E(5y,..,5), 6) —> H' (X ® E(E,,...,E ), 6)

q

¥ . .
et est un 1somorphisme.

paire

Ceci prouve que (AX 8 E(El,...,g }, 8) est formelle. Montrons

q

que sa cohomologie H est graduée en degrés pairs. Supposons le contraire

. . . +1 . .
et soit 2p+! 1le plus petit entier tel que H2p # 0. Si on construit

le modéle minimal bigradué (AZ,d) de H , alors Z§p+1 # 0. Comme

1'ADG  (AU,8) = (AxP23'T¢ @ B(E,...,E ), 6) est formelle, il existe un

isomorphisme Y : (AZ,d) — (AU,8). Soit =z € Z2p+1

o , J{(z) est nécessairement

de la forme : y+a , 00 y#0, y-= § Ai Si s Xi e R et ae (El,...,éq).A+U.

i
Comme dz =0 , ona O = &f(z) = 8y + 8o , ceci implique

+ i . .

que § A. a, =08y = - Sa = g P. a. ot P. e A" XP?T®. Ceci contredit

. i1 . i i i

1=1 i=1
le fait que (al,...,aq) est un systéme minimal de générateurs de 1'idéal
gr(xtrParty AXP2YT€ | 0on a donc montré que H est gradué en degré pairs. Comme
H est de dimension finie, on en déduit que la dimension de xPAITe  ogt q et
que la suite (al,...,aq) est réguliére (théoréme 5 de [13]). Comme

d"g = r Bj*TG(E) pour tout & € Ker j"E , on en déduit le théoréme.

Conollaine 2.4.4.- Soit hP : H*(BK,R) — H*(G/K) 1'homomorphisme
de Weil. Si (X,G) est une paire de Cartan, alors Im hP est isomorphe

. ] . - . s P
au quotient de S(Coker Bj ) par une suite réguliére d'éléments.

Demonstration : C'est une conséquence immédiate du fait que si (K,G)

est une paire de Cartan, alors H*(G/K) = Im hp 8 APG oli dim PG =rg G- rg K,

et de la démonstration du théoréme précédent.
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CHAPITRE 111

ETUDE DE LA REALISATION D'UN MORPHISME DONNE EN COHOMOLOGIE.

§ 1 - Exposes topologique et algebrique du problfeme.

Soient S et T deux espaces nilpotents ayant le type d'homotopie
d'un C-W-complexe de type fini, et soit f un morphisme : H*(T,Q) — H*(S,Q).
Le probléme suivant se pose : Est—ce que le morphisme f est le morphisme
induit en cohomologie par une application continue de S dans T ?

On va étudier ce probléme dans la catégorie homotopique rationnelle

T définie au chapitre 1. On trouvera, dans Quillen [18], une autre définition

Q

de la catégorie homotopique rationnelle. Ici, nous poserons le probléme en ces

termes : solent S (resp. T

Q Q

encore f 1le morphisme induit : H*(TQ,Q) — H*(SQ,Q) et on cherche s'il

) les localisés de S (resp. T), on note

existe une classe d'applications continues définies & homotopie prés de S

Q

dans T, induisant en cohomologie le morphisme £ donné. On dira alors

Q

que f est réalisable s'il existe une telle "application".

On peut formuler un probléme analogue dans la catégorie 4%@ définie

au chapitre 1 : Soient (A,dA) et (A',d deux ADG dans an , et soit 8

o)
un morphisme d'algébres : H*(A,dA) — H*(A',dA,). Existe-t—-il une classe de
morphismes d'ADG définis & homotopie prés induisant en cochomologie le morphisme
B donné ? Si cette classe existe, on dira que B est réalisable dans 7QQ.

Le théoréme 1.2.4. du chapitre 1 nous donne le résultat évident

sulvant :
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Proposition 3.1.1.- Soient S et T deux espaces nilpotents
ayant le type d'homotopie d'un C-W complexe de type fini. Soit £ un
morphisme H*(T,Q) — H*(S,Q). Alors f est réalisable par une application
de SQ dans TQ s1 et seulement si le morphisme correspondant
T H*(AXT) —_ H*(AXS) est réalisable dans 4ﬂQ. (AXT (resp. AXS) est le
modéle minimal de T (resp. de 8S)).

Nous sommes donc ramenés & étudier un probléme purement algébrique.

En fait, nous allons étudier un probléme algébrique un peu plus général dont

les données ne seront plus nécessairement dans la catégorie QQQ.

Déginition 3.1.2.- Soient (A,dA) et (A',dA,) deux algébres
différentielles graduées sur un corps k de caractéristique O, c-connexes ;
et soit B : H(A,dA) — H(A',dA,) un morphisme fixé&. On dit que B est
réalisable s'il existe une suite finie d'ADG c-connexes (Ai’ di) i=0,..., n+l
~ - = [ Y. .
ot (Ao,do) = (A,d,) et (An+1’ dn+l) (A"dA') , et s'il existe des

morphismes d'ADG :‘(Ai, di) S (Ai+l’ di+1) ou des quasi-isomorphismes

(Ai+1’ di+1) ——ﬁ-(Ai, di) , tels que, en cohomologie, le morphisme composé
soit égal a B.

Notons m, : (AXA,d) —> (A,d,) et m!

A A’ (AX',,d') —_ (A',dAv)

les modéles minimaux de (A,dA) et (A',dA.). On a alors le résultat suivant :
Proposition 3.1.3.- Un morphisme B : H(A,dA) — H(A',dA,) est
réalisable si et seulement si il existe un morphisme d'ADG { : (AXA,d)-—~+ (AX,,d")

* K *, -1
tel que B =mA, ) (mA )

Démonstrhation : Supposons que B soit réalisable. Soit

. : ' . : .
wi : (Ai’di) ——%»(Ai+l,di+1) un morphisme d'ADG ; et soit m o (AXi,Si) — (Ai’di)

le modéle minimal de (Ai,di). Le mcrphisme wi -définit un morphisme ﬁi

(AXi,6i) ——e-(AXi+],Gi+l) tel que m 0i soit homotope i wi m . De méme
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si wk : (Ak, dk) ——ﬂv(Ak_l, dk—l) est un morphisme d'ADG tel que wk est

un isomorphisme, on définit ﬂi : (AXk, Gk) —> (AXk_], ak—l) tel que

[ . = ' *v*__.. y X *
me ﬂk solt homotope & wk m - On a donc mk—llpk wk m, o, ce

qui prouve que ﬂi* est un isomorphisme. Ceci entralne que 0& est un
isomorphisme puisque (AXk, Sk) et (AXk_l, Gk_l) sont des algébres libres
minimales. On posera alors &k—l = (ﬂé)_]. Soit ¥ =4 ..... Wl.ﬂo , c'est
un morphisme d'ADG : (AXA, d) — (AX!,, d') et on vérifie que

g = m'A'*lﬁ*(mA*)_l .

Remarque 3.1.4.- 11 est clair que le morphisme  est défini
a homotopie prés et que si les ADG (A,dA) et (A’,dA,) sont deux algébres
libres minimales nilpotentes de type fini, la notion de réalisabilité au

sens de la définition 3.1.2. coincide avec celle donnée dans la catégorha‘nzm.

Remarque 3.1.5.- Compte-tenu de la proposition 3.1.3., on peut
supposer que (A,dA) et (A',dA,) sont deux algébres libres minimales
et le probléme de la réalisation s'exprime ainsi : soit B : H(A,dA) — H(A',dA,)
un morphisme d'algébres graduées, existe-t-il un morphisme d'ADG
a e (A,dA)-——+ (A',dA,) tel que o = B ?

Nous terminerons ce paragraphe par 1'énoncé d'un cas ol la réalisation

triviale.

Proposition 3.1.6.- Soient S et T deux C-W complexes nilpotents
.. . * *
de type fini formels. Alors tout morphisme f : H (T,0) — H (S,Q) est
réalisable dans la catégorie homotopique rationnelle par une application

formelle.

Remarque 3.1.7.- 11 se peut que f soit aussi réalisable par une
application (non formelle) non homotope 3 1'application formelle. Ainsi,
1'application triviale de H*(SZ,Q) dans H*(S3,Q) peut €tre réalisée

d'une infinité& de maniéres.
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§ 2 - Etude d'une obstruction a La néalisation.

Dans ce paragraphe, on se donne deux ADG (A,d,) et (A',dA,) qui
sont des algébres libres minimales c-connexes sur un corps k de caractéristique
0. On suppose fixé un morphisme d'algébres graduées B : H(A,dA) ——é-H(A',dA,)
injectif en degré 1 ; et on cherche s'il existe un morphisme d'ADG
o s (A,dA)-——+ (A',dA,) tel que a* = R.

On va exposer une théorie de 1'obstruction nous disant sous quelles
conditions B est réalisable. Les méthodes employées généralisent celles de
Halperin - Stasheff, chapitre 5, [1{] , qul envisagent le cas oG B est un
isomorphisme , et H(A) est de type fini. Dans ce cas particulier , ils
montrent que B est réalisable si et seulement si une certaine suite d'obstructions

On(B) est nulle. Nous verrons que, lorsque B est un morphisme quelconque,
le probléme est beaucoup plus compliqué, et que les obstructions que nous
pouvons définir en degré n déﬁendent des choix faits en degrés inférieurs .

L'outil essentiel de cette &tude est la théorie développée au
chapitre 2. »

On construit le modéle minimal bigradué du morphisme B

H(A) — B H(A")

| b

(AZ,d) —— (AZ © AX, d")

défini par le théoréme 2.1.5.
On constrult ensuite le modéle filtré (AZ,D) —I»-(A,dA) de
1'algébre différentielle graduée (A,d,).
Le morphisme d'ADG p' : (AZ ® AX, d') — H(A',dA,) satisfait
aux hypothéses du théoréme 2.2.1., donc on peut construire un modéle filtré
de (A',dA,) : (AZ ® AX, D") EL» (A',dA,) vérifiant les conditions El’ EZ’ E3

du théoréme 2.2.1.
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On se donne aussi des applications linéaires n : H(A) — AZO
1 : 1 P 1 - g ] 1] = : .
et n H(A") > AYO telles que pn 1dH(A) et p'n ldH(A')
Dans toute la suite, on suppose fixés ces deux modéles filtrés
de (A,d,) et (A"dA') ainsi que les applications n et n'. On mettra
toujours sur AZ et sur AZ ® AX les filtrations définies au chapitre 2 § 2.

11 est bien évident que, en général, D'(AZ) n'est pas contenu

dans AZ et a fortiori que DI'AZ #D.

Théoneme 3.2.1.- B est réalisable si et seulement si il existe
une différentielle D sur AZ ® AX satisfaisant E, telle que
BIAZ =D et s'il existe un isomorphisme d'ADG ¢ : (AZ ® AX, D) —> (AZ ® AX, D')

tel que ¢-id soit décroissante pour la filtration (§ n'est pas AZ-linéaire).

[Dans toute la suite, une application est dite décroissante pour la

filtration si elle est strictement décroissante pour la filtratioﬁ].

Démonstration : Si B est réalisable par a : (A,dA)-——+ (A',dA,) :

on sait construire, grice au théoréme 2.2.4., un modéle filtré de a :

(A,d,) —=—> (A',d,))

i m

(AZ,D) —2—— (AZ ® AX, D)

tel que le diagramme ci-dessus soit un diagramme commutatif de morphismes

d'ADG. En particulier, on a D = D.

|AZ
Mais (AZ 8 AX, D) —— (A',d

L) et (AZ 8 AX, D) LA (A',d,,)

sont deux modéles filtrés de (A',dA.) vérifiant les conclusions du

théoréme 2.2.1. Ce méme th@oréme nous assure l'existence d'un isomorphisme
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§ : (AZ ® AX, D) —> (AZ ® AX, D') tel que {-id soit décroissante pour la

filtration et tel que 'Y soit homotope 3 .

.

Réciproquement, supposons qu'il existe une différentielle D sur

AZ ® AX vérifiant E telle que

T = D , et supposons qu'il existe un

DlAz
isomorphisme ¢ : (AZ ® AX, D) —> (AZ ® AX, D') tel que {-id soit décroissante

pour la filtration. On a alors le diagramme suivant de morphismes d'ADG :

(A,d,) «L (AZ,D) —— (AZ ® AX, D) L, aze AX, D') L (A',d,)

* %k K —]
Montrons que 7' ¢ i (m ) =8

Soit u € H(A), on a u = pn(u) = ﬂ*[n(u)] , donc

=[] oi [n(uw)] désigne la classe de n(u) dans (AZ,D).

Comme &lAZO = idlAZ , Om a :

(o}

r X E T W) = 1 *n] = et ((w)) = Bon(u) = B(u).

Ceci prouve que B est réalisable, et la proposition 3.1.3. nous

prouve l'existence d'un morphisme o : (A,dA) — (A',dA,) tel que a* = B.

Nous sommes alors amenés 3 poser la définition suivante

Déginition 3.2.2.- Le morphisme B8 : H(A,dA)‘——+ H(A',dA,) est
dit n-réalisable (n = 0) s'il existe une différentielle D sur
(AZ ® AX)(n) satisfaisant E1 , telle que ﬁlAZ(n) =D et s'il existe
un isomorphisme ¥ : ((AZ ® AX)(n), D) — ((AZ ® AX)(n)’ D') tel que {-id
soit décroissante pour la filtration.

Un tel couple (5,0) s'appelle une n-réalisation de B.

Si (ﬁ,ﬂ) est une n-réalisation de B, on définit une application

linéaire de degré 1 par :
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On+1(5,1ﬂ) (z) = [TT'!,ODZ] si ze€e Z ;

([ ] désigne la classe de 1'élément dans H(A')).

- _ 1
Alors On+l(D,$) est un élément de Hom (Z H(A')) et s'appelle

n+l’

1'obstruction définie par le couple (D,¥) .

Remarques 3.7.3.-
i) Le morphisme R est toujours I-réalisable par la différentielle

D=d'=D" et le morphisme 1 = idl(l\‘Z 8 AX) )
(1

ii) Il est clair, grd3ce au théoréme 3.2.1., que si B est réalisable,
alors B est n-réalisable pour tout n. On verra, que dans certains cas,
la réciproque est vraie.

La premiére question qui se pose alors est de savoir si une
n-réalisation se prolonge en une n+l-réalisation. La réponse est fournie

par le théoréme suivant

Théonéme 3.2.4.- Une n-réalisation (D,) se prolonge en une

(n+l1)-réalisation si et seulement si On+1(ﬁ,&) = 0.

Démonstration : Si (D,¥) se prolonge en une (n+l)-réalisation

notée encore (5,@), alors, pour tout z € Zn+l , on a :

[ﬁ'ﬁDi] = [ﬁ'D‘Wi] = Q .

Réciproquement, supposons que On+](5,ﬂ) 0. Nous voulons

d'abord prolonger D et P a Zn+]' Si z € Zn+1 ,ona Dze F—(n)(AZ),

et Y(Dz) - D'z ¢ F—(n_])(AY) N Ker D'. D'aprés le lemme 2.2.2., il existe

W e F-n(AY) et u € H(A') tels que ¢Y(Dz) = D'(z+w) + n'(a’).

Comme OnH(D,‘ﬂ)(Z) 0,ona: 0= [1'D'(z4w)] +a' = a'.

On pose alors {/(z) 2z + w , on définit ainsi une application
linéaire 1, en choisissant w dépendant linédairement de z. Par construction,

on a :
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(@—id)(zn+l) e F (AY) et ¥(Dz) =D'P(z) si z e Z .

Il reste i prolonger D et { a Xn+l' Soit x € Xn+1 , alors

D dx € F_(n_z)(AY) N Ker D ; d'aprés le lemme 2.2.2., il existe v € F_(n_l)(AY)

et 11 existe a' € H(A') tels que

Ddx = Dv + n'(a').

On a alors D'Y(dx) = P(D dx) = D' J(v) + n'(a")

a'odi 0= [r'D'P(dx)] = a' ;

Ceci implique que D(dx-v) = O.

Posons alors Dx =dx - v - n' ([ﬁ'w(dx—vﬂ). Alors on a

En'&ﬁx] = 0 , et on peut prolonger ¢ & X

ar la méthode précédente.
n+l P P

On étend alors (B,W) a AY(n+1) ; par construction, c'est une (n+l)-réalisation

de B.

On peut alors énoncer les théorémes

Théoneme 3.2.5.- Soit un morphisme 8 : H(A) —> H(A'). Supposons

qu'il existe un entier £ > 1 tel que

HPA) =0 1 spst et BPAY =0 p > 3L+ 1.

A

Alors B est réalisable.
On verra des exemples d'application de ce théor&me au paragraphe

suivant.

Théoneme 3.2.5'.- Soient S et T deux C-W complexes nilpotents
.. . . v * *

de type fini et soit un morphisme f : H (T,Q) — H (S,Q).
Supposons qu'il existe un entier £ > 1 tel que HP(T,Q) =0

1 spsd&, HP(S, =0 p>3L+ 1, alors f est réalisable par une application
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(définie & homotopie prés) de S dans T .

Q Q

Démonstration du théoreme 3.2.5.- D'aprés la remarque 3.8.4.

de []4], on a Zﬁ =0, 1<p< (n+1)f puisque P(a) = o pour 1| g p g 4.
]

Soit (5,&) une l-réalisation quelconque, alors Oz(ﬁ,ﬂ) € Honl(Zz,H(A'))

et Zg =0 pour 1 < p g 3¢. Donc si z € Zg et p < 3£, on a alors

02(5,0)(2) =0 ; de plus si z € Zg et p >3+ 1 , alors 02(5,&)(2) est
un élément de Hp+l(A'), donc 02(5,0)(2) = 0 d'aprés 1'hypothése sur H*(A').
Ceci prouve que Oz(ﬁ,ﬂ) = 0 , donc (ﬁ,ﬁ) se prolonge en une 2-réalisation de B.
En itérant cette démonstration, on construit une suite (Bn’wn) ol
(ﬁn,ﬁn) est une n-réalisation prolongeant (Bn-l’ ﬂn_l).
On définit alors une différentielle D sur AZ ® AX satisfaisant
i IV D , et on définit un morphisme ¢ :
(AZ & AX, 5) —> (AZ ® AX, D') tel que ¢-id soit décroissante pour la

E et telle que ﬁ‘

filtration de la maniére suivante
si ue (AZ ® AX)(n)f’ on pose Du = Dnu et ) = ﬂn(u).

Le théoréme 3.2.1. montre que B est réalisable.

La seconde question qui se pose dans un probléme de ce type est
la suivante : soit (ﬁ,ﬁ) une n-réalisation de B qui ne se prolonge pas
en une n+l-réalisation , existe-t—-il une autre n-réalisation qui va se
prolonger ?

Cela nous améne i comparer deux n-réalisations et les deux

obstructions qui leur sont associées.

Notation : On(B) = {On(ﬁ,ﬁ) | (D,y) est une (n-1) - réalisation de B}.

Par définition, une l-réalisation est un automorphisme { de 1'ADG

[(AZ 8 AX)(]), d'] tel que P-id soit décroissante pour la filtration.
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Soit M] 1'espace vectoriel des k-dérivations de degré O définies

sur (AZ 8 AX)(]) strictement décroissantes pour la filtration.

Si Y est une l-réalisation, on définit 6 = log ¥ par la formule

(o]

_1y Pl
2 (-1
p=1 p

log Y(u) = (ﬁ—id)p(u) , pour tout u € (AZ 8 AX)(I) ; (la somme

est toujours finie et a donc un sens). On vérifie facilement que 6 = log

est un élément de M].

Réciproquement, soit 6 € M] et posons J = ee ol ee est défini
par ee(u) = z —L-ep(u) pour tout u e (AZ 8 AX)(]). Alors ¢ est un auto-
p20 p!

morphisme de 1'ADG ((AZ ® AX)(]), d') tel que {-id soit décroissante pour la
filtration.

elogﬂ )

I1 est facile de vérifier que et log ee =8 , ce qui
prouve que les l-réalisations de B sont les automorphismes ee , ol 6 e M.
. . . .o |
Définissons alors une application linéaire vy : M] -~—> Hom (ZZ,H(A'))

par v(8)(z) = [1'6 D'z] = [1'0 dZ] si z e Z,.

On peut alors énoncer les résultats suivants
Proposition 3.2.6.- Oz(d',ee) = oz(d', id) + y(9).

Conollaine 3.2.7.- Le morphisme B est 2~réalisable si et

seulement si OZ(B) = Y(M]).

Remarque.- Si on regarde 1'image 02(8) de 02(8) dans 1'espace

vectoriel quotient Homl(Z H(A"))/ , alors B est 2-réalisable si

2’ Y (M)

et seulement si 02(8) = 0,

Démonstrnation du conollaine : Si B est 2-réalisable, il existe
%
2st de la forme e

une 2-réalisation (ﬁo,ﬂo) de B ; alors

0
et on a Oz(d',e °y = 0. La proposition 3.2.6. montre que

Oz(d', id) = - Y(eo) = y(=8.).
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Si (d',y) est une l-réalisation de B, alors il existe 6 € Ml
tel que ¢ = e6 et Oz(d',ﬂ) = y(8) - vy(8 ) = y(e—eo). Ceci implique que
o
Réciproquement si 02(8) = Y(Ml) , 11 existe une l-réalisation

(d',¥) tel que 02(@) = v(0) = 0 ; par suite (d',y) se prolonge en une

2-réalisation, d'aprés le théoréme 3.2.4.

Démonstration de La proposition :

6 6 .
On a 02(e ) = [ﬂ' e Dz:, et 02(1d) = [‘H" Dz]
d'ot 0,(e%) - 0,(id) = [r' (¥ - id) (p2)]
2 2
-1 0 oP”!
Dz ¢ F (AZ) , donc (e - id) (Dz) = 6(Dz) + ) -—— 8 Dz
: !
Jp-! px2 p!
Or 8 Dz € AZ © AX , donc on a z — 8 Dz = 0.
(o] o]
pz2 p!

On en déduit immédiatement la formule.

Ceci nous conduit d énoncer un raffinement du théoréme 3.2.5.

Théonéme 3.2.8.- Soit B un morphisme H(A) — H(A'). Supposons

qu'il existe un entier £ > 1 tel que :

HP(A) =0 1 <psc® et HP(A') =0 p > 4L + 1.

Alors B est réalisable si et seulement si 0,(B8) = O.

Théoneme 3.2.8.'.- Soient S et T deux C-W complexes nilpotents
de type fini et soit un morphisme f : H (T,Q) — H*(S,Q). Supposons qu'il
existe un entiér £ > 1 tel que Hp(T,Q) =0 1spgd et Hp(S,Q) =0

p > & + 1, alors f est réalisable par une .application de S dans T

Q Q

si et seulement si O,(f) = O.

2
Par définition, Oz(f) = 02(%) , ot f est le morphishe induit
%
par f, de H (AXT) dans H*(AXS) et AXT (resp. AXS) est le modéle

minimal de T (resp. de 8S).
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Démonsthation du théoxnéme 3.2.85.- Si B est réalisable, alors B8

est 2-réalisable d'aprés la remarque 3.2.4., et par suite on a 02(8) =0
d'aprés le corollaire 3.2.7.
Réciproquement, si 02(8) = 0 , alors il existe une 2-réalisation

(D,f)) de B d'aprés le corollaire 3.2.7. Cette 2-réalisation définit une

obstruction 03(5,$) € Homl(Z3, H(A")).

Par hypothése, on a HPa) = 0 si p< £ ; on a vu que ceci entraine
que Zg =0 si pg 4€. Donc si z € Zg et p < 4€, alors on a
0,(0.0) () = 0. 8i ze 28 et p> 4L, alors 0,(0,0)(2) ¢ Py,

. - +1 . =
mais, par hypothése, on a #P" a') =0 si p > 44, donc 03(D,ﬂ)(z) =0
pour tout z e Z3. On termine alors la démonstration par la méme méthode que

celle utilisée dans la démonstration du théoréme 3.2.5.

Nous allons voir maintenant que le probléme se complique lorsque
nous voulons proionger des 2-réalisations.

On se fixe une 2-réalisation (D,f) de B , et on définit 1'espace
vectoriel Mz(w) des k-dérivations 6 de AZ ® AX(Z) de degré O strictement

décroissantes pour la filtration et telles que D'8 = D' sur ﬁ(AZ(Z)).

On a :

Proposition 3.2.9.- Si (D,#) est une 2-réalisation de B, alors

toutes les deux réalisations sont de la forme eeﬁ, oi 6 € Mz(ﬂ).

Démonstration : Soit (D',0') une 2-réalisation quelconque de B

et soit Yy = 19" ﬁ_l ,ona yD' =D'y sur &(AZ(Z)).
Comme précédemment, on pose 6 = log ¢ et on vérifie que
1] _ 1
D's = D' sur ﬁ(AZ(Z)) , donc 6 € M2($).

Réciproquement, si 0 € MZ(W) , on pose Y = e6 = Z i 6P,
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On définit ainsi un automorphisme de (AY)(Z) tel que Y-id soit décroissante

pour la filtration. On pose :

- — - 1
D' = 1 e o D' eeﬂ et on montre que D’AZ =D
(2)

Suivant la méthode précédente, on définit une application (non linéaire)
Y i M, () —> Hom'(Z,,H(A")) par
B o2
Y(®) = {z » [r'(e’-id) ¥ pz] = [r' 6 Dz + m' - Dz]}
2

On peut alors énoncer les propositions immédiates suivantes

Proposition 3.2.10.- 03(e9w) = 0,(®) +v(®) si 6 e M),

et si (ﬁ,W) est une 2-réalisation fixée de 8.

Conollaine 3.2.11.-

i) ona: 04(8) = 0,(9) + v(M, () ot (D,¥)) est une 2-réalisation

fixée de B.

i1) Si 03(8) = Y(Mz(ﬂ)) , alors B est 3-réalisable.

§ 3 - Applications et exemples.

Halperin et Stasheff [14] démontrent, que la notion de réalisabilité
d'un isomorphisme donné entre deux algébres de cohomologie est indépendante
du corps de base.

Ici, nous allons poser un probléme analogue.

Soient (A,d,) et (A',dA,) deux ADG c—-connexes sur un corps Kk

et soit R un morphisme H(A,dA) ~—A—H(A',dA,).

Soit K un corps contenant k, et supposons que

] : H(A) @k K — H(B) 8 K est réalisable

]K k

Est-ce que £ : H(A) — H(B) est réalisable ?



- 56 -

Nous donnerons une réponse dans le cas particulier suivant

Théonéme 3.3.1.- S'il existe un entier £ > 1 tel que HP(A) =0
pour 1 s p s d et HP(a") =0 p >4l + 1 , alors B est réalisable
si et seulement si B 8 lK est réalisable.

Compte—tenu du théoreme 3.2.8, la démonstration de ce théoréme

est analogue a celle du théoréme 6.8 de [hg.

Exemple 3.3.2.- Morphisme non réalisable par une application de §
dans T , od S est un Q-espace‘fixé, et T est un @Q-espace quelconque
dont la cohomologie est isomorphe & une algébre graduée H donnée.

Dans cet exemple, 1'espace topologique S sera un Q-espace
simplement connexe dont la cohomologie rationnelle H' est égale 3 celle

de (S3 1Y SS) % 82 , mais qui n'a pas le type d'homotopie rationnelle de

2

(83'V SS) x 87, On verra qu'un tel espace existe, et on le définira par

son modéle minimal.

D'autre part, soit H 1la cohomologie rationnelle de (82\/ SZ) x S3.
On va exhiber un espace S et un morphisme B tels que, quel que soit
le @-espace T dont la cohomologie rationnelle est H, le morphisme
B : H*(T,Q) =H= b H*(S,Q) = H' n'est pas réalisable.

D'aprés 1'exemple 6.5 de [1{], il existe deux types d'homotopie
rationnelle ayant pour cohomologie H. On en déduit que l'espace S n'a pas
le type d'homotopie rationnelle de (S3 % SS) x S2 , et donc n'est pas
formel. En effet, si § avait le type d'homotopie de (S3\/ SS) x 82 s

on prendrait T = [S3 x (SZ‘V Sz)]Q et B serait un morphisme entre espaces

formels, et serait donc réalisable.

ona HY(T,Q) =H = 5Y(s> x (s’ v s, = A(x],xz,x3)/ -
(XI’XZ’X X

1 2)
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On écrit H = A(x],xz,x3).

* . * 2 3 5 S B
H'(S,Q) = H' =H (S" x (85v §7),0 = A(X]’XZ’X3) 2
(x3%,x) %))

ol |xé| =2 |xé| =3, |X;I = 5,

On écrit H' = A(Z;,Eé,ié)

= _ - = ] » > = ]
On pose B(Xl) =0 , B(XZ) Xy s B(x3) X3
On a H =0 et H'P=0 si p>7.

Les méthodes développées au chapitre 2 nous donnent le modéle minimal

bigradué p : (AZ,d) — H. On trouve, comme bases de : ZO PX,X,5Xg

2 2
Zl P ¥»Yy,¥5 avec dy1 =X, dy2 =%, dy3 = XX, 5 22 P zy,2, , avec

dz, = x

153 2 9% 1 Yo T %

dz1 =X, ¥y, T X Nous n'expliciterons pas Zn’

2 Y3°

pour n > 2.

Puis on détermine le modéle minimal bigradué de B sur Q.

‘On trouve que :

x'

X0 est engendré par x; , avec p'(x;) 1’ p'(x]) = 0, p'(xz) = 22, p'(x3) = ié

It

0
"
1]
»
b

1} ] A 4 A \]
Xl par ¥y » ¥ » avec d Yy 1 d y2

y v R L . !
X2 par zy » 2, , avec d z] =9, Yy X o d' z Y3 7Y %y -

On définit alors une algébre filtrée ((AZ 8 AX)(Z), D")

en posant D' = d' sur (AZ ® AX)(]) s D'z] = dz1 + xi , D'z2 = d22 s

Grice au lemme 2.2.2., on peut étendre D' & AZ ® AX de fagon

que :

D' -d' : ¥ — F_(n_z)(AY) pour tout n.
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D'aprés le corollaire 2.2.3., on définit ainsi une algébre filtrée
dont la cohomologie est isomorphe & H' ; on prend comme espace S, le
Q-espace dont le modéle minimal est égal & celui de (AY,D'").

Montrons que, pour tout Q-espace T de cohomologie H, on a

02(8) # 0.

Un élément 6 € M1 est défini par la donnée des images de

y],yz,y3,y;,yé. Pour des raisons de degrés, on a e(yl) = A] X3 e(yz) = A, X

8(y3) = A3 Xy , avec Ai e @, 1i=1,2,3. O(yi) =0,

Par définition, 0,(id)(z;) = [r' Dzi] pour i = 1,2.

Des considérations sur le degré montrent que :

donc Dz, = D'z, - xi + a

Par suite, 02(id)(zl) = [n'D'z]] - [w'xl] + [ﬂ'(alx]x3+81x2x3):|

d'oti 0,(id)(z)) = - x! + B

]
1 X3 -

]
1 %2

On vérifie que, si 6 ¢ M] , alors y(e)(zl) = Al x! x!

2 %3¢

Ceci prouve que, quel que soit B, € @ , il n'existe pas de

1

dérivations 0 € M1 tel que Oz(id) = y(6) ; donc le morphisme n'est pas

réalisable.

Exempfe 3.3.3.- Morphisme pas toujours réalisable par une application
de” S dans T, oi T est un @O-espace fixé, et S parcourt 1l'ensemble
des types d'homotopie rationnelle ayant une cohomologie &gale a une algébre
graduée H' donnée.
.. 2 2 3
Le @Q-espace T est le localisé de (S°V S7) x S ; on a

ol |x

donc H = H*(T,Q) = A(XI’XZ’XB)// 9 9
(XI’XZ’XIXZ)

et |x,| = 3. On écrit H = A(XI’XZ’XB)'

51

I1 a &té démontré dans 1'exemple 6.5 de [14], qu'il existe deux types
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d'homotopie rationnelle ayant une cohomologie rationnelle isomorphe

~

T = ((s2v §%) x 8°)

Q 5

Considérons le morphisme

B(x,) = x, , B(xq)

1'endomorphisme B

alors il est clair que 1l'application f :

définie par f(x,y) = (X,yo)

réalise

@-espace non formel ayant

g

T

T

= 0. Au morphisme

B

B :

a H-= H*(T,Q) ; le premier type est défini par 1'espace formel

le second type est défini par un Q-espace noté S.

H -— H défini par s(%l) = ?cl ,

B , on peut, d'une part, associer

3

w*((s2v §%) x §2, @) — v (s?v s%) x 87, O

pour tout

3 3

(s v s%) x 53 —» (s%v s%) x s

X € SZV' 82 , pour tout y € S3 s

(yO est un point fixé de 83).

D'autre part, on peut considérer le morphisme B, = B8

S

H=8(%v s%) x5, @) — H'(S,0) =H ot S est le

H pour cohomologie rationnelle.

On a H](T,Q) =0 et HP(S,Q)

D'aprés le théoréme 3.2.8.,

B

=0 p > 5.

g est réalisable par une application

de S dans T si et seulement si 02(8) = 0.

est

oi Z
(o]
Zy
X
o]
X

I1 est facile de vérifier que le modéle minimal bigradué de B

est

est

est

est

engendré

engendré

engendré

engendré

par

par

par

par

(AZ,d) ———(NZRAX,d")

X|»¥y,X

3

et

’

3

d

Z

| est engendré par Y12Y9sYg

a été calculé dans l'exemple précédent.

o' (u) =x;
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Le modéle filtré de T est &égal au modéle minimal bigradué,
car T est formel.

Un modéle filtré de S est de la forme (AZ 8 AX, D') ot

() D'z, =4dz: + a. X, X, + Bi X

+ ol + B! i = ;
i i i X %3 X a. X.,u Bl X, u pour 1 1,2 3

273 S| 2

et o.€Q,B.€eQ, o €@, Bi € Q.

1 1 1

Une dérivation 6 € M, est définie par la donnée des images des

éléments Y1sYgs¥3sVe Pour des raisons de degrés, on a e(yi) = Ai Xy + Ai u

ot Ai et Ai parcourt @ pour 1 = 1,2,3.

1}
>
%l
feRl

I
>
"
"

On a donc vy(6) (z])

[}
>
ni
fol}

i
>
e}
™

V() (z5) = Ay x) x5 = A3 x, x4

Calculons maintenant 02(id)(z) [ﬂ'Dé] = [ﬁ'dé], zZ € 22.

1]

Oz(id)(zi) Er'(D'zi -0y X Xy - Bi X, Xy = ai X, u - Bi X, ui] pour

. v DT _oav o3
02(1d)(zi) ;¥ X Bi X, X

1]
[
Q

3°
D'aprés le théoréme 3.2.8., B est réalisable si et seulement si
i1l existe 6 € Ml tel que Oz(id) = v(8).

Par suite, B est réalisable si et seulement il existe des

scalaires (Ai,Ai) , 1 =1,2,3, tels que :

-3 = = 1 = - !
)\3 (11 ’ )\1 B]
v 3 = — )
Ay =Ty s Ay By
B est donc réalisable si et seulement si a; = Bé.

Définissons alors une algébre filtrée (AZ @ AX, D') en imposant
que D' - 4d' : Yn — F_(n—z)(AY) , et D'zi vérifie la formule (%) pour

i=1,2 avec a; # Bé ; alors la théorie développée au chapitre 2 montre

que (AZ @ AX, D') est le modéle filtré d'un @-espace R ayant une cohomologie
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égale 2 H. De plus, B n'est pas réalisablelpar une application de cet
espace dans ((S2 v Sz) x S3)Q. Comme il y a exactement deux types d'homotopie
rationnelle T = ((Sz\/ Sz) X S3)Q et S , de cohomologie H, et que B est
réalisable par une application de T dans T ; on en déduit que R = S et

que £ n'est pas réalisable par une application de S dans T.

Exemple 3.3.4.- Morphisme réalisable par une application entre
deux @-espaces donnés.

Soit T 1le @-localisé de S v S5 , on a

B0 = 0Gzpazy) o, ) on 7l =5 1=,

g 2 2 . .. . .
Considérons S~ x §° muni de la métrique riemannienne standard
. ' 2 2 _
et soit U 1le sous—-espace de l'espace tangent T(S™ x S87) formé des vecteurs

unitaires. Alors U est 1'espace total d'un fibré localement trivial

S3 — U B S2 x Sz. On prend, pour @-espace S, le localisé de U. On

montre, 4 1'aide de la suite exacte d'homotopie, que le modéle minimal de

2 i=1,2, |y.| =3,

U est (A(xl,xz,y],yz,y3),6) avec ‘x. i

il =
2 _ .2 e
3 1 6y2 = x.., Comme le fibré

i=1, 2, 3 ; Gxi =0 1=1,2 Gy] = X 9

n'est pas trivial, on peut prendre 6y3 X, X

172
*
H (U,Q) vaut

fl

Le calcul montre que H*(S,Q)

A(x],xz,u],uz) /9

(x],x]xz,xz,xlu],xzuz,xzu]—xluz,u]uz)

ou u] = [xzy1 - X]y3j et u2 = [xly2 - X2y3] .
P * - - - =

On écrit H (U,Q) = A(xl,xz,u],u2 .

On vérifie que U n'est pas formel.

On définit un morphisme B : H*(SSV' SS, Q) — H*(U,Q)

par B(Ei) = u; i=1,2. Ona Hp(S5 \'4 SS, Q) =0 1 <p<d et

BPU,Q) =0 si p > 7.
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Le théoréme 3.2.5. (avec £ = 2) prouve qu'il existe une

application continue f : UQ —-——*‘(S5 v SS)Q telle que £ = B.

Cette application définit un morphisme d'ADG entre les modéles

.. 5 5 . . . .
minimaux de 8"V § et de U ; et il serait facile de construire un tel

morphisme degré par degré , mais ce serait relativement long étant donné

que le modéle minimal de SS\/ S5 a une infinité de générateurs !
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CHAPITRE 1V

LA SUITE SPECTRALE D'ETLENBERG-MOORE.

Dans [6], Eilenberg et Moore ont introduit une suite spectrale per-
mettant de comparer les différentes cohomologies d'un carré de fibrations de
Serre. Ils ont démontré le théoréme suivant

f
o

Théeoreme 4.0. - Soit F — E, —> B une fibration de Serre
dont la base B est simplement connexe, soit g : B - Bo une application

continue, et soit F === F

<

[ea]
[]
o]
X
o]
]

o]

le fibré image réciproque.
Alors il existe une suite spectrale d'algébres commutatives (Er’dr)
telle que
. *
(1) E => H (E,k)

(ii) E, = Tor, (H*(B,k),u*(Eo,k))
H (Bo)

(oi k est un corps commutatif quelconque).

Cette suite spectrale est appelée la suite spectrale d'Eilenberg-
Moore du carré fibré,.

Si B = {1 point}, 1la suite spectrale s'appelle la suite spectrale
d'Eilenberg-Moore du fibré.

On trouve la démonstration de ce th&oréme, ainsi que diverses

applications, dans L. Smith [20]
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L'existence de cette suite spectrale découle de 1'existence de
résolution projective propre de modules différentiels. Dans la pratique,
on voudrait pouvoir calculer explicitement les termes (Er’dr) de cette
suite spectrale, et, par exemple, savoir dans quelles conditions, elle
collapse au terme E2.

On rappelle qu'une suite spectrale (Er’dr) collapse au terme E
si di =0 pour tout i > m.

.Jusqu'i maintenant, on calculait les termes (Er’dr) de la suite
spectrale en exhibant une résolution projective propre appelée la bar cons-
truction.

La théorie du modéle filtré d'un morphisme d'ADG va nous permettre
de démontrer un théoréme un peu plus général qué celui d'Eilenberg-Moore
(théorémg 4.2.5.) ; elle va surtout nous fournir une maniére explicite de
calculer les termes ‘(Er’dr) de cette suite spectrale.

Avant d'énoncer ce théoréme, nous allons faire quelques rappels

A} o

d'algébres différentielles qui nous seront utiles dans la suite.

§ 1 - Algebre cohomologique différentielle - Théoneme algébrique d'Eilenberg-

Moore (Rappets) .
La plupart des résultats énoncés dans ce paragraphe se trouvent
dans [20] . |
Dans toute la suite, k sera un corps commutatif de caractéristique O.
On se fixe une k-algébre différentielle graduée connexe (A,dA)
(pas nécessairement commutative). Un A-module différentiel gradué 3 gauche M

est un A-module gradué & gauche M = @ M" muni d'une différentielle d

b}
n=0 M

tel que
m e MS, A.m € Mp+q

I)‘IA.dM(m).

(i) si A e AP

(ii) dM(A.m) = dA(A).m + (=1)
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Déginition 4.1.1. - Une résolution propre d'un A-module différentiel
gradué 3 gauche M est une suite de A-modules différentiels gradués, indexée

par les entiers négatifs.

n
d
(%) s ™ B S M — 0

telle que les trois suites suivantes de k-espaces vectoriels sont exactes :
@ ... » o hHf— et — . — )t — W - o

n, #

. n . .
ou (M) est 1'espace gradué M muni de la structure de k-espace vectoriel

sous—jacente & celle de A-module.

1) ... - zo®hy s oza®™ - .. s z®) - oz > 0
ol Z(Mn) = {m € Mn|d (m) = 0}
Ml'l
(1iii) ... - ™Y 5 wHe®™ s ... > M) > HQ) > 0.
n

Chaque module M “étant gradué, et muni d'une différentielle interne

d? = d L° On peut associer, 4 la résolution propre (%), un A-module différen—
M
tiel gradué & gauche D(M) = © M9 muni de la différentielle totale
n,q
v = dI + dE.

Un A-module différentiel gradué P est dit projectif si, tout

diagramme de A-modules différentiels et de morphismes

oi f est surjective et Z(f) : Z(M) > Z(N) est surjective, peut &tre com—

plété en un diagramme commutatif
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par un morphisme g' de A-modules différentiels.

On montre que tout A-module différentiel gradué posséde une résolu-
tion propre formée de modules projectifs. Une telle résolution est appelée

une résolution projective propre de M.

. o p . . .
S1 ... > M M > ... >M »>M->0 est une résolution projective

propre du A-module différentiel M, alors

ce. > H(Mn_l) > H(Mn) > L. > H(MO) - H(M) > O est une résolution

projective du H(A)-module H(M).

On fait une théorie analogue pour les A-modules différentiels gradués

a droite.

Définition 4.1.2. - Soient M un A-module différentiel gradué a

gauche, et N un A-module différentiel gradué 3 droite, on pose
Tor difA(N,M) = H(D(N) @A D(M))

oi D(N) et D(M) sont les A-modules différentiels associés a des résolutions

projectives propres de N et de M.
On montre que cette définition est indépendante de la résolution
choisie et que l'on a :

Tor difA(N,M) = H(N @A D(M)) = H(D(N) @A M.

Munissons le A-module différentiel gradué N 8A D(M) de la filtration

décroissante F P(N eA D(M)) = -@ (N @A D(M)l’*) si p3zo0, e+l _ o
12-p
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Cette filtration est compatible avec la graduation totale de N 8A D(M) (i.e.

F P(N 8, D) = o F P(N 8, D(M) N (N8, p(M))Y™.
n

De plus, la différentielle totale de N 8A D(M) préserve la fil-
tration, on définit ainsi une suite spectrale (Er’dr) située dans le second
quadrant. Si A1 = 0, 1la filtration est finie en chaque degré et la suite
spectrale est donc convergente.

A 1'aide de cette filtration, on montre facilement le théoréme al-

gébrique d'Eilenberg-Moore suivant

Theoreme 4.1.3. [2@]. - Soit A une k-algébre différentielle gra-
duée connexe, soit M un A-module différentiel gradué & gauche et, soit N
un A-module différentiel gradué & droite. Alors il existe une suite spectrale
de A-modules (Er’dr) appelée suite spectrale d'Eilenberg-Moore du triplet

(A,N,M) telle que

(i) E;p = Torg(A)(H(N),H(M)) si p 3 0.

(11) 1lim Er Gr(Tor difA(N,M)) (oi Gr signifie le gradué associé).

r
iii) si o' =0, E_ => Tor dif,(N,M))
Demonstrhation : Si cee T Mn —_— Mn—l > eee > MO +> M +0 est une réso-
lution projective propre de M, -on montre que E;p = H(N) @H(A)H(M_p) si

p > 0, et que la différentielle d] est induite par la différentielle externe

dE de la résolution de M.

Remarque 4.1.4. - Eilenberg et Moore démontrent le théor@me topologi-
que 4.0. en considérant les algébres C*(Eo) et C*(B) comme des C*(BO)-
modules différentiels, et ils appliquent le théoréme 4.1.3. Ils montrent, de
plus, que la suite spectrale (Er’dr) est, en fait, une suite spectrale d'al-
gébres commutatives et qu'il existe un isomorphisme algébrique entre

Tor dif ,  (C*(B),C"(E)) et H (Bx, E k).
o) B o
C (BO) . o
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Nous aurons souvent besoin dans la suite du théoréme de comparaison

sulvant

Proposition 4.1.5. [ZQJ. - Soient A et A' des algébres différen-
tielles graduées connexes sur k (non nécessairement commutatives). Soient
M (resp. M') un A (resp. A') module différentiel & gauche et soient N
(resp. N') un A (resp. A') module différentiel 3 droite. On se donne des
applications f : A > A', g : N~>N', h:M~>M telles que
(i) f est un morphisme d'algébres différentielles graduées.
(ii) g et h sont des applications de k-modules différentiels.
(iii) g et h sont des morphismes de A-modules lorsqu'on munit
M' et N' de la structure de A-module induite par leur structure de A'-

module et par f.

Si f, g, h induisent des isomorphismes en cohomologie, alors les
suites spectrales définies par le théoréme 4.1.3. pour (A,N,M) et (A',N',M")
sont isomorphes & partir du terme E

9"

§ 2 - Enoncé des théormes fondamentaux.

Soient (A,dA), (A',dA,), (C,dc) des algébres commutatives diffé-
rentielles graduées connexes sur un corps k de caractéristique O. On se
donne des morphismes d'ADG o : A > A' et y : A > C. On considérera A'
comme un A-module différentiel 3 gauche (au couple (a,a') on associe
a(a)a' ol ae A, a' € A') ; et on considérera C comme un A-module diffé-
rentiel & droite en associant au couple (c,a) 1'élément cvy(a), od c € C,

a e A. ‘

Le théoréme 4.1.3. nous assure l'existence d'une suite spectrale

d'Eilenberg-Moore (Er’dr) telle que E2 = TorH*(A)(H*(c),H*(A')) et

. _ . '
l%ﬂ Er = Gr Tor dlfA(C,A ). On montre, de plus, que chaque (Er’dr) est une

k-algébre différentielle graduée.
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Supposons que a*] : H](A) > H](A') soit injective, alors on peut
construire le modéle filtré de o : A > Al
nl fnt
(AZ,D) —————  (AZOAX,D')
3 partir du modéle minimal bigradué de a* : H*(A) ————————— H*(A')

d o]

(AZ,d) —————— (AZOAX,d")

comme nous 1'avons expliqué au chapitre 2.

Alors y' = y7 fait de C un (AZ,D)-module différentiel, et y*p

fait de H*(C) un (AZ,d)-module différentiel.

Nous énongons alors le théoréme algébrique fondamental de ce chapitre.

Théondme 4.2.1.- La suite spectrale d'Eilenberg-Moore du triplet
(A,C,A') peut €tre identifiée, par un isomorphisme algébrique, a partir du
terme E2, d une suite spectrale d'algébres commutatives graduées associée

3 une filtration définie sur 1'ADG : C QAZ(AZ ekAX) =C GkAX munie de la dif-
férentielle A' induite par le (AZ,D)-produit tensoriel des différentielles
d, sur C et D' sur AZ © AX.

Le terme E, de la suite spectrale est isomorphe 3 la cohomologie
de 1'ADG : H'(C) 8,,(\Z 8 AX) = H'(C) 8 AX munie de la différentielle ¢
induite par le (AZ,d)-produit tensoriel des différentielles O sur H*(C)

' “P>q _ 497P ¥ y =
et d sur AZ @kAX. On a E2 Hp (H (C)@kAX,G )

E{*(C) 481((AX)p N Kers'/ s' (H*(c) @k(AX)pﬂj Q7P

Conollairne 4.2.2. - (i) On a un isomorphisme d'algébres graduées :
LRI p g

. | ~ * L
Tor dif,(C,A") = H (C 8,,(AZ 8 _AX),A")

(ii) On a un isomorphisme d'algébres bigraduées :
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* K
Tor , (H'(C),H"(A")) = H'(H (C) e, (AZ ® AX),5')
* AZ k
H (A)
L'augmentation e : A > k fait de k un A-module différentiel a

droite, ce qui nous permet d'énoncer le ré@sultat suivant

Theoneme 4.2.3. - La suite spectrale d'Eilenberg-Moore du triplet
(A,k,A") peut &tre identifide 3 partir du terme E2, par un isomorphisme
algébrique, a une suite spectrale d'algébres commutatives gradues associée
d une filtration définie sur 1'ADG (AX,D") ot D" est la projection sur
AX de la différentielle D'. Le terme E, est isomorphe & la cohomologie

2
de 1'ADG (AX,d") ot d" est la projection de d' sur AX.

On a un isomorphisme d'algébres graduées
Tor dif, (k,A") = H'(AX,D")

et un isomorphisme d'algébres bigraduées

Tor , (k,H'(A")) = H'(AX,d").
5% (4)

La démonstration du théoréme 4.2.3. est immédiate 3 partir de celle
du théoréme 4.2.1. On établira, plus loin, les formules explicites de A’

et &', et il sera clair que, lorsque C =%k, ona A' =D" et &' =4d".

On peut énoncer un cas encore plus particulier du théoréme 4.2.1.
On prend pour A' 1le corps de base k qu'on considére comme un A-module
différentiel & gauche. On obtient un résultat voisin du théoréme principal

du chapitre 7 de []4] .

Théondme 4.2.4. - Soit (A,dA) une k-algébre commutative diffé-
1
rentielle graduée connexe de modéle filtré (AZ,D) et telle que H (A) = O.
La suite spectrale d'Eilenberg-Moore du triplet (A,k,k) peut &tre iden-

tifiée & partir du terme E par un isomorphisme algébrique, & une suite

2’
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spectrale d'algébres commutatives graduées définie sur 1'ADG (AZ,D"), ol

(AZ,D)

(AZ ® AZ,D') - (AZ,D") est le moddle filtré de la projection
1

. = PO >p _ ,p+
€ ¢ (A,dA) -+ k et Z est définie par Zm Zm_1 m=>1, p=x1.

On a un isomorphisme d'algébres graduées

Tor dif,(k,k) = H*(AZ,D")

et un isomorphisme d'algébres bigraduées

Tor ,  (k,k) = AZ.
H (A)

Ce théoréme se démontre & partir du théoréme 4.2.3. et de 1'exemple

L'intérét du théoréme algébrique 4.2.1. est de nature géométrique.

On va pouvoir démontrer, par une méthode différente, un théoréme topologique

analogue ou théoréme 4.0. d'Eilenberg-Moore :

f
Théeorneme 4.2.5. - Soit F —> Eo -2, BO un fibré de Serre et

soit B —&» B0 une application continue. On note F - E =B x, E —— B

le fibré image réciproque. Soit k un corps de caractéristique O fixé&.

(E_,d )

On suppose que

1) F, EO, Bo’ B sont connexes par arcs.
. .- . *
2) ﬂl(Bo) agit de maniére nilpotente sur H (F,k).
. * .. .
3) ou bien H (F,k) est de type fini, ou bien H*(Bo,k) et H*(B,k)
sont de type fini.
Alors

(i) I1 existe une suite spectrale d'algébres commutatives graduées

située dans le second quadrant, telle que :
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* *
E, = Tor (H (B,k),H (E ,k))
2 H*(Bo,k) o)

lim E_ = Gr H (E,k) (o@ Gr est le gradué associ@)
> r
r

* ; .
Er => H (E,k) si Bo est simplement connexe.

(11) Si f: : H*(BO) - H*(EO) a pour modéle minimal bigradué
(AZ,d) - (AZ ® AX,d"), si A(fo) : A(Bo) - A(EO) a pour modéle filtré
(AZ,D) - (AZ ® AX,D'), et si (w7B,dB) SN A(B) est le modé&le minimal
de A(B), alors la suite spectrale est isomorphe, & partir du terme E2,
par un isomorphisme algébrique, & une suite spectrale associée & une filtra-
tion définie sur 1'ADG 07B ®AZ(AZ ® AX) = 073 @kAX munie de la différen-
tielle A' déduite du (AZ,D)-produit tensoriel des différentielles dB

et D'. Le terme E2 est isomorphe & la cohomologie de 1'ADG

H' (B) 8,,(\Z 8 1X) = "™ (B) 8, X munie de la différentielle §' déduite du

(AZ,d)-produit tensoriel des différentielles 0O sur H*(B) et d' sur AZOAX.

(i11) Si BO est simplement connexe, cette suite spectrale est
isomorphe, & partir du terme EZ’ d la suite spectrale d'Eilenberg-Moore dé-

finie par le théoréme 4.0.

Remarque : I1 existe un morphisme d'ADG 8 A(BO) > (07B’dB)
tel que V¥6 est homotope & A(g). On choisit un tel morphisme pour définir
une structure de A(Bo)—module différentiel sur (é?B,dB). La différentielle
§' est définie en considérant H*(B) comme un (AZ,d)-module grice & g*p.

Lorsque B est réduit & un point, le théoréme 4.2.5 s'énonce ainsi

Théonéme 4.2.6. ~ Soit F— E £, B un fibré de Serre et k

un corps de caractéristique O. On suppose que :
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1) F, E, B sont connexes par arcs.

2) n](B) agit de maniéré nilpotente sur H*(F,k)

3) ou bien H*(F,k) est de type fini, ou bien H*(B,k) est de
type fini.

Alors

(i) il existe une suite spectrale d'algébres commutatives graduées

(Er’dr)’ située dans le second quadrant, telle que

E, = Tor , (k,H (E,k))
H (B,k)
. *
1im Er = Gr H (F,k)
by
* . .
Er => H (F,k) si B est simplement connexe.

(ii) Ssi f* : H*(B,k) > H*(E,k) a pour modéle minimal bigradué
(AZ,d) > (AZ®8AX,d') > (AX,d"), et si A(f) : A(B) > A(E) a pour modéle
filtré (Az,D) - (AZ @ AX,D'), alors la suite spectrale est iso-
morphe, 3 partir du terme EZ’ 3 une suite spectrale associée a une filtration
définie sur (AX,D") (ol D" est la projection de D' sur AX) ; et le terme

E, est isomorphe & H*(AX,d").

(iii) Si B est simplement connexe, cette suite spectrale est iso-

morphe 3 la suite spectrale d'Eilenberg-Moore.

4.2.7. - Exemple d'application du théoreme 4.2.6. - Soit B un espace

simplement connexe de modéle filtré (AZ,D). Alors il existe une suite spec-

trale d'algébres commutatives graduées telles que

- - +1
(i) E, = Tor , (k) = A2 (oa Z2=2° mz1,pz D)
H (B,k)

(ii) E_ => 1 (©B,k).
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En effet, il suffit d'appliquer le théoréme 4.2.6. 3 la fibration

OB > E. —Eo (B,bo) oi E

B est l'espace contractile des chemins d'origine

B
b0 et 1'application p envoie un chemin sur son extrémité. On utilise alors
les résultats du théoréme 4.2.4.

Cet exemple est & rapprocher de la suite spectrale d'Adams définie

en homologie.

Nous verrons d'autres exemples d'applications du théoréme 4.2.5.

au paragraphe 5.

Le théoréme 4.2.5 se démontre essentiellement & partir du théoréme
4.2.1.

La démonstration du théoréme 4.2.1. est assez longue, elle utilise
la notion de bar construction. Dans le paragraphe 3, on va rappeler les pro-

priétés de la bar construction utiles dans la suite.

§ 3 - La bar construction.

Nous reprenons les définitions et propriété€s exposées dans [2Q].
On se donne toujours trois ADG connexes sur k : (A,dA),(A',dA,),(C,dC) et

des morphismes d'ADG o : A > A', v : A > C.

+ ..
On pose A = {a e Al |a] > 0} et on définit pour n > O

-Nn 1 - + + ]
BA (A,A') = A @k A Qk ces Sk A Gk A
n fois
1 - —n '
BA(A,A )y = ® BA (A,A").

nx0

—n ’
Pour chaque n > O, BA (A,A') a une structure de k-espace vecto-
riel gradué comme produit tensoriel d'espaces gradués et a une structure

naturelle de A-module d gauche.
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. . + .
Si ae A, si a. e A pour i =1,...,n et a' e A', on notera

i
a[§1|a21...|aé]a' 1'élément a ®’al 8a, ...8a @ a'.

Son degré est donc |a| + ) |ai| + Ja'|.
i=1

Pour tout élément a[é]|...|a;]a', on définit pour 1 € [],“

s(i) = |a| + .z.(|a.|—l), et s(0) = |al.
st

On définit une application k-linéaire de degré +1! sur

B;n(A,A') par dOI(a[§l|... a&]a') = dAa [a]|...'aﬁ]a'

(—l)s(i—l)a[él|...|dAail... a' + (—])S(n)a[§l|...’aﬁ]dA,a'.
i

1

n]

On vérifie que d L 0 et que B;n(A,A') est un A-module diffé-

ol

rentiel gradué & gauche.

On définit aussi une application doE : B;n’q(A,A') > B;n+l,q
aa
1
par dptafal...laJah = -0 (a a[a,l...1aJa"
n-1 s (i)
+ izl (-1 a[}]|i..|ai ai+]|... aﬁ]a'

+ (—l)s(n)a[éll...|...an_ij(a(an)a').

On vérifie que d 2 _ O etque d _d_ +d _d

oE ol oE oE ol =0, cequl

de définir une application A-linéaire de modules différentiels 3

B—n+l

-n .
BA (A,A") -~ A

(A,A"), n 1.

Proposition 4.3.1. [20]. -

%

eer o B;n(A,A') —L B;HH(A,A') > . > BZ(A,A') £ 5 A" >0

est une résolution projective propre du A-module différentiel & gauche

(ot e(a ® a') = a(a)a').

permet

A'
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On remarque que C @A B;é(A,A') =C@® (A.Jr)@rl ® A', ce qu'on notera

-n '
B,"(C,a").
-n
Ona C8, B,(aA") =B,(C,a") = ﬁ B,(c,a").
Un élément c[éll...[an]a' de BA(C,A') a pour bidegré

-~

n
(-n, |c| + ) lai| + ]a'l) ; ot ceC, a; € A+, a' € A'.
i=1

n
Son degré total est donc : |c| + Z ([ail -1) + |a'|.
i=1
Pour tout &lément c[éll...ian]a', on définit s(0) = |cl et

s(i) = el + ) (a.| - D, ie E},...,n].

jei 3

On munit le complexe C GA BA(A,A') = BA(C,A') du A-produit tenso-

(o] o

riel des différentielles dc sur C et dI + dE sur BA(A,A'). Soit V

cette différentielle, on a V = dI + dE avec

n .
' ' -1 '
dI(c[ﬁll...lag]a ) dc(c)[§l|...lanja + izl(--l)s(1 )c[;1|...|dAai|...aA]a

+

(—l)s(n)c[éll...laﬁ]dA.a'.
lcl+la, |

-1 ! cy(a])l:a2|...|an:]a'

dE(c[éll...!aﬁ]a')

+

n-1 's(i)
iZl(—l) c[ﬁll...laiai+]i...ag]a'

+ (—l)s(n)c[éll...Ian_q]a(an)a'

(i ceC, a. €A, 1=1,...,n; a' € A'").
[EA(C,A'),i] s'appelle la bar construction du triplet (A,C,A').
On filtre BA(C,A') de la maniére suivante :

F_pBA(C,A') = {c[all...lan]a' avec n g p}

D'aprés la définition 4.1.2. et la proposition 4.3.1., on a

. 1y _ ot [
Tor dlfA(C,A ) =H (BA(C,A ),V).
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Le théoréme 4.1.3. nous dit que la suite spectrale d'Eilenberg-Moore
AV VY
(Ei’di) du triplet (A,C,A') est la suite spectrale définie sur BA(C,A')

par la filtration ci-dessus. On a :

~ * *
E2 = Tor " (H (C),H (A"))
H (A)
Y * .
lig E_ = Gr H (B,(C,A"),V).

Y]
Le terme E

2
) * * *, - *, e *
le triplet (H (A),H (C),H (A')) oG H (A') est considéré comme un H (A)-

est égal a4 la cohomologie de la bar construction pour

*

- - * * - ) - . *
module & gauche grdce & o , et H (C) un H (A)-module 3 droite gridce & vy

Proposition 4.3.2. - (BA(C,A'),V) a une structure de k-algébre

différentielle graduée commutative augmentée.

Si A est simplement connexe (i.e. A = 0), alors BA(C,A')

est connexe.

Démonsthation : Comme A, C, A' sont des algébres commutatives, on

définit une structure d'algébre commutative sur BA(C,A') en posant :

(c[éll...laa]a') * (c'[ém+l|...|am+n]a")

t

= g £ cc'[ao(])|...|ag(m+n)]a a",

N +
oi ceC, c'eC', a; € AT, a' € A', a" € A".

La somme z est étendue 3 toutes les permutations o € Sn+m telles

-~

u
que : o(l) < ... <o(m) et o(m+l) < ... < o(m+n). On a €5 = -1 ¢ ol W

dépend de la signature de la permutation, des degrés des a;, et des degrés

de ¢, c¢', a', a".

On peut aussi considérer BA(C,A') comme le k-produit tensoriel

des algeébres C, BA(k,k) et A'. Sur BA(k,k), on met la structure de
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k-algébre définie dans [}4] chapitre 7, et on munit BA(C,A') =

C ®k BA(k,k) @kA' de la structure de k-algébre commutative produit.
On vérifie ensuite que (BA(C,A'),V) est bien une ADG.

Les éléments de BA(C,A') de degré O sont de la forme

ABTIH.]%Ju, A ek, uek, ]ai|= 1.
On définit € : BA(C,A') -+ k par E(A[él|...,a¥]u) =0 si n=z1;
e(ABu) = Ay.

Remarque : 11 est clair que les termes (Er’dr) de la suite spectrale

d'Eilenberg-Moore du triplet (A,C,A') sont des k-ADG.

Nous aurons souvent besoin de la proposition suivante, généralisant

la proportion 4.1.5.

Proposition 4.3.3. - Soient (A,dA), (A',dA,), (A",dA"), (B,dB), (B',dB,)
(B”,dB") des algébres différentielles graduées commutatives connexes sur un corps
k de caractéristique O. On suppose que (B,dB) est une K-S algébre libre.

On suppose donnés des morphismes d'ADG o« : A > A', o' : A > A",

g : B>B', B' : B~>B" et des quasi~isomorphismes m : B> A, 7w' : B' > A',

7' ¢ B" > A" tels que :

w'B

[

i) am est homotope

ii) o'm est homotope & m'"B'.

Alors les suites spectrales d'Eilenberg-Moore des triplets (A,A",A")
et (B,B",B') sont isomorphes, 3 partir du terme E,, par un isomorphisme al-

gébrique.

Démonstration : 1) Remarquons d'abord que la proposition est vraie
q P

lorsque les diagrammes sont commutatifs (i.e lorsque an = 7'8 et oa'm = 7"g').

En effet, dans ce cas, on définit une application B_(v",n')
. m
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BB(B",B') — BA(A",A') par :

+

B (n", )" [b, [ b ]b") = 2" (") [r(b)]...[n(b )]n'(b") oi b, e B

1

i=1,...n ; b' € B' b" € B".

I1 est clair que Bﬂ(w",n') est un morphisme d'ADG préservant les
filtrations qui définissent les suites spectrales d'Eilenberg-Moore ; donc
il induit un morphisme entre les suites spectrales, noté Bﬂ(n",n')i. On a
de plus Bw(n”,w')] = B (n"*,n'*).

%*
™

* * . .
Comme m , n' , 7" sont des isomorphismes, alors B _(«'" ,n'")

est un isomorphisme algébrique.

2) Dans le cas général, on se raméne & des diagrammes commutatifs

Par définition de 1'homotopie, il existe un morphisme d'ADG
¢ BI > A' tel que ¢Ao = am, ¢A] = 1'B.

- . . . I
De méme, il existe un morphisme V¥ : B~ > A" tel que

WAO =qa'm, WAI = q'"g’.

On applique alors la premiére partie de la démonstration aux trois

diagrammes commutatifs :

A" \y BI ¢ 3 A' A." ¢ ‘y BI ¢ N A'
" Al m' id Ao id
, ¥ '

B" 8 B B, A" «—2- g 2, g,
A" al A o A'
1d T id
5N oA

A"« B 2 A




- 80 -

§ 4 - Démonstration des théoremes fpondamentaux.

Nous démontrerons d'abord le théoréme topologique 4.2.5. en supposant

connu le théoréme 4.2.1. ; puis nous démontrerons le théoréme 4.2.1.

Démonstrhation du théorneme 4.2.5.

f
A la fibration F — Eo -2, Bo’ on associe le morphisme d'ADG :

A(fo) : A(BO) — A(EO) de modéle minimal, au sens du théoréme 1.1.3.,

A(BO) —_— A(Eo) —>  A(F)

A(Bo) A A(BO) @ AU —— AU

On considére A(Eo) comme un A(Bo)-module différentiel 3 gauche,
grace & A(fo) ; de méme, on considére A(B) comme un A(Bo)-module diffé-~

rentiel 3 droite grace a A(g).

On étudie alors la suite spectrale d'Eilenberg-Moore du triplet
(A(BO),A(B),A(EO)). C'est une suite spectrale d'algébres commutatives graduées
dont le terme E, est TorH*&(B k)(H*(B’k)’H*(Eo’k))' D'aprés la proposition

a laO;uite spectrale d'Eilenberg-Moore du triplet

. y . ..
(A(BO), ﬂ?B,A(EO)) ol (07B,dB) — A(B) est le modéle minimal de B. Le

4.3.3., elle est isomorphe

théoréme 4.2.1 nous donne alors la partie (ii) du théoréme 4.2.5. On note
toujours (AZ,D) -1, (AZOAX,D') 1le modéle filtré de A(fo).
. . - .
Cette suite spectrale est telle que 1lim Er Gr(77B 8 AX,A").
Montrons maintenant la partie (i) du théoréme
Les hypothéses du théor&me 4.2.5 entralnent, grdce au théoréme 1.2.6.,

que H'(E,k) = H (A(B) ,(A(B)) & KU).
(o]

A(B
I1 est facile de voir que le diagramme commutatif suivant dont les

fléches verticales sont des quasi-isomorphismes
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AB) ——————» AB) O AU ——m——————— AU
o] [o]
1r ' i
(\z,D) —m————— (AZ ® AX,D') ——— (AX,D")

induit un diagramme commutatif :

A(B) — > A(B) @ (A(Bo) @ AU) ———— AU

A(BO)

m Ml
1
A(B) ———— A(B) QAZ(AZ @ AX) : AX
Les théorémes d'isomorphisme de Halperin [H] impliquent que ﬂ;*
est un isomorphisme.
Les suites spectrales des triplets ((AZ,D),A(B), (AZ ® AX,D"))
et ((AZ,D),OVB,(AZ ® AX,D')) étant isomorphes 3 partir du terme EZ’ la

partie (i) du théoréme est démontré.

Montrons maintenant la partie (iii) du théoréme : Eilenberg et Moore
définissent la suite spectrale d'un carré fibr& comme étant la suite spectrale
construite @ partir du triplet d'algébres différentielles graduées non commuta-

) * * * . ¥ P
tives (C (Bo,k),C (B,k), C (Eo,k)) oi C (.,k) désigne le foncteur des co-

chalnes simpliciales 3 valeurs dans k (voir []6]).

* . . . .
Au foncteur C (.,k), on peut associer une k-ADG simpliciale Ck

définie par (C = C*(A(n),k) ; de plus, Ck(.) est isomorphe 3 C*(.,k)

(voir [1 6] ).

Les inclusions de k~ADG simpliciales 1 : Ak > Ak Q Ck et

k)n

jo: Ck > Ak e Ck définissent des transformations naturelles de foncteurs
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*

i":A() > A 8cC () =D()

L% * _
j o Cc() -~ Ak 2] Ck(.) = D(.)

ol A(.) est le foncteur de Sullivan défini sur le corps k fixé, et ol Ak
est la k-ADG simpliciale telle que (Ak)n est 1'espace des formes différen-
tielles sur le n-simplexe An dont les coefficients sont des fonctions poly-

nomiales (3 coefficients dans k) des coordonnées barycentriques de A .

Par définition d'une transformation de foncteurs, on a les diagrammes

commutatifs suivants :

A(f ) * C (f)
A(p)y <A8) AB) —> A(E) c*py <& c*(BO) —9, c*(Eo)
i* () i*(s,) i*(5,) (3 i) i)
D(f ) D(f )
p(py 28 D(B,) ——°~>D(Eo) p(py <2(8) D(B,) — D(E,)

D'aprés le théoréme III.3 de [lé], ou Dﬂ, toutes les flé&ches verti-

cales induisent des isomorphismes en cohomologie.

La proposition 4.1.5. permet alors de conclure

Démonstration du théoneme 4.2.1.-

Dans toute cette démonstration, on suppose fixés (A,dA), (A',dA,),

(C,dC), o : A>A'", y:A->C ; ainsi que le modéle minimal bigradué de

o B —— B Y

O

(AZ,d) —>— (AZ @AX,d') ——— (AX,d")

et le modéle filtré de o A —— A

T m'

(Az,D) &> (AZ €AX,D') - (AX,D").
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D'aprés la proposition 4.3.3., la suite spectrale d'Eilbenberg-Moore
du triplet (A,C,A') est isomorphe, de maniére algébrique, a la suite spectrale
du triplet ((AZ,D),C,(AZ8AX,D')) od (C,dC) est considéré comme un (AZ,D)-
module différentiel 3 droite gridce 3 y' = ym. Nous démontrerons donc le théo-

réme en supposant que (A,dA) = (AZ,D), (A',dA,) = (AZ ® AX,D') , o = 1.

Proposition 4.4.1. - La différentielle A' sur C @ AX induite par

le AZ-produit tensoriel des différentielles dC sur C et D' sur AZ @ AX
est donnée par la formule : si c e C et v e AX,

n
A'(c Q@ v) = dc(c) Qv + (—l)‘cl[k @ D''v + Z cy'(ai) 3] vi] si

i=1

a. ® v..
;1 1

D'v =18 D"v +

I o3

i

Démonstration : On considére le k-produit tensoriel des ADG :

(C,dC) et (AZ ® AX,D') muni de la différentielle produit tensoriel de dC et

L'idéal W de C @k(AZ ekAX), engendré par les éléments de la forme
cy'(a) ® a' - ¢ @ i(a)a' pour tout c € C, a € AZ,a' € AZ ® AX, est stable
par la différentielle. On pose C QAZ(AZ @ AX) =C @k(AZ ® AX)/W, et on munit

cette algébre de la différentielle déduite par passage aux quotients.
L'application ¢ : C GAZ(AZ ® AX) - C 8 AX définie par

(c ® uBv) =cy'(u) 8 v pour c € C, u e AZ, v € AX, est un isomorphisme
d'algébres.

Soit A' 1la différentielle de C OkAX déduite de celle de

C @AZ(AZ ekAX) par 1'isomorphisme ¢.
2 +
Si velAX, ona D'v=18D"v+ Z a, e V., avec a. e NZ
i=1
et v, € AX, pour i =1,...,n.

On voit alors que :

n

.Z cy'(ai) e vi]

A (c®vV) = dc(c) Q@ v + (_])Icl[; ® D'"v +
i=1

oi c e C, v e AX. C.Q.F.D.

D'.
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On remarque que A'(c 8 1) = dC(C) ® 1 et que :
\

p'A'(c ® v) = D"p'(c 8 v) si p' est la projection :

C8 AX -» AX.

On remarque aussi que, si C = k, alors A' = D",
: 1]
Ceci entraine que : (C,dc) cincl (C ® AX,D") A (AX,D")
est une K-S extension (au sens de la définition 1,1.1.).

On va maintenant définir un morphisme d'ADG :
o : (B (C,AZ & AX),V) — (C 8, AX,A").

Soit € la projection : BAZ(AZ,AZ) -~ (AZ,D) qui envoie B
sur 0 si n >0 et qui, sur BXZ(AZ,AZ) = A\Z ® AZ, est 8gale 3 l'opérateur

de multiplication.

On munit BAZ(AZ,AZ) de la différentielle totale voo définie

au paragraphe 3 (en prenant. A = A' = C = (AZ,D)).

I1 est facile de voir que € est un morphisme d'ADG.

Alors, on regarde le morphisme d'ADG :

1, 8,,c :C8,B8 (AZ,AZ) —> C @ AZ.

Si on identifie C GAZBAZ(AZ,AZ) avec BAZ(C,AZ) et C @AZAZ

avec MAZ, 1le morphisme précédent définit un morphisme d'ADG 1/
(BAZ(C,AZ),VO) — (C’dc)
ol Vo est la différentielle totale de BAZ(C’AZ) définie au paragraphe 3.
ona ¥=0 sur BKIZI(C,AZ) et n >0
fc ®A) =cy'(A) si ceC, e AZ.
(BAZ(C,AZ),VO) a une structure naturelle de AZ-module différentiel 3 droite.

. 1] .
On regarde alors le morphisme d ADG, ) GAZ u(AZSAX) :
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BAZ(C,AZ) @AZ(AZ @kAX) > C GAZ(AZ QkAX)

ot BAZ(C’AZ) QAZ(AZ @kAX) est muni de la différentielle AZ-produit tensoriel

des différentielles Vo et D',

) . . . P
L'application VY : BAZ(C’AZ) QAZ(AZ 8 AX) -~ BAZ(C’AZ @ AX) définie

par W(c[;l|... an]a 8 u8v)= c[éll...an]au @ v pour c e C, a. € A+Z,

1

i=1,...,n, ue A, v e \X, est un isomorphisme d'algébres.

On vérifie que la différentielle sur BAZ(C’AZ ® AX) déduite de celle
sur BAZ(C,AZ) @AZ(AZ ® AX) par 1l'isomorphisme VY est précisément la différen-

tielle V = dI + dE définie au paragraphe 3.

Identifions maintenant C @AZ(AZ GkAX) avec C GkAX ; on a alors

défini un morphisme d4'ADG :

o (BAZ(C,AZ ® AX),V) > (C & AX,A")
donné par les formules :

=0  sur BX;(C,AZ @ AX), n >0

c(c®u®v) =cy'(u) 8 v si ceC, ue AZ, v ¢ AX,

Proposition 4.4.2. - L'application o : (BAZ(C,AZ ® AX,V) » (C 8 AX,A")

définie par o =0 sur BX;(C,AZ ® AX) et n>0,
og(c®udv) =cy'(u) v si ce Cue AZ, v e AKX

est un quasi-isomorphisme d'ADG.

Conollaire 4.4.3. - On a :

84

H*(BA(C,A'),V) = Tor dif,(C,A") H*(BAZ(C,AZ 8 1X),V)

1

Tor dif ,(C,AZ @ AX) = ¥ (c @ AX,n").

Conollaine 4.4.4. - On a:

* . ) , *
H (BA(k,A Y,V Tor d1fA(k,A ) = H (BAZ(k,AZ ® AX,V)

Tor dif,,(k,AZ 8 AX) = B (AX,D").



- 86 -

Démonstration de La proposition 4.4.2. - On vient de montrer que

1'application o ainsi définie est un morphisme d'ADG.

On va maintenant montrer que ¢ est un isomorphisme.
On définit 1'inclusion j : (BAZ(C,AZ),VO) > (BAZ(C,AZ ® AX),V)

. + .
par J(c[él|...|anju) = c[éll...laA]u @1, o c € C, a; € AZ, i=1,...,n, ue AZ.
I1 est clair que j est un morphisme d'ADG.
On définit une projection q : (BAZ(C’AZ ® AX),V) > (AX,D") par

q =0 sur BX;(C,AZ ® AX) n >0, et sur BXZ(C,AZ ® AX) = C® AZ 8 AX, q

est égale 3 la projection canonique sur  AX.

On vérifie que q est un morphisme d'ADG.
En effet, si U € BX;(C,AZ ® AX) avec n 2 2, alors q(U) =0
et q(VU) = 0.

+
Si U = c[é]u ® v, avec ce€ C, ae ANZ, ue AZ, v ¢ AX, on a

le]+]al [ef+[a]-1

v(u) = (-1) cy'(a) 8 u @ v + (-1) c®au®v+ U avec

U e BK;(C,AZ 8 AX) donc qV(U) = 0 = D"q(U).
Si U e BXZ(C,AZ ® AX) on a qVU = D"qU.

Alors
(B,,(C,AZ),V ) —1 (B,,(C,AZ81X),V) —4 5 ux,0"

(%) f o id

(C,d,) — s (8 Ax,AY —E s (ax,D")

est un diagramme commutatif de K-S extensions augmentées.

Si on montre que est un isomorphisme, alors on a

o _ 0 _
H(B,,(C,A2),7 ) = H (C,dy) = k.

Ona: B, (C,AZ) ®,,(AZ & AX) = B,,(C,AZ) & (AZ & AX)/W ol W est

1'idéal engendré par les &léments de la forme
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c[é]]...aﬁ]ua 8 veOw- c[éll}..]an]u & av 8 w avec c € C, a; e A+Z, u e AZ,

ae AN, ve M, we AX.
Ona HO(BAZ(C,AZ) 8, (AZ & X)) = HO(BAZ(C,AZ)) 8 HC(AZ @ AX)
) ] A

donc H [BAZ(C,AZ) 8 (AZ 8 Ax)] = k.

D'autre part, il est clair que HO(W) =0 (car W =0 .

La suite exacte de cohomologie montre que :
o - 1O =
H (BAZ(C,AZ 8 AX)) = H (BAZ(C,AZ) GAZ(AZ 8@ AX)) = k.

Les ADG figurant dans le diagramme (%) sont donc toutes c—connexes ;
P . . . * . .
les théorémes d'isomorphisme de [jl] montrent que si { est un isomorphisme,

* . .
alors ¢ est un isomorphisme.

% . . . ~ .
Montrons que { est un isomorphisme, ou, ce qui est équivalent,

que 6 = BC GAZS : C GAZBAZ(AZ,AZ) - C GAZAZ est un quasi-isomorphisme :

Filtrons GAZBAZ(AZ,AZ) par la filtration décroissante :
'\,-p _ ~ +

p >0, Fv (c @AZBAZ(AZ,AZ)) = {c[éll... a;]u, ng<pl oi ce C, a; e AZ,
u e AZ.

¥loo

Filtrons C GAZAZ par :

P = F° = o

P20, FP(C8, NZ) = F(CO,N2) =C, F 0.

ona EP=E - H*(c,dc) et d, =0, i3 I.

La différentielle Vo sur C GAZBAZ(AZ,AZ) préserve la filtration ;

NN
cette filtration donne naissance 3 une suite spectrale (Ei’di) telle que :

EP =8y e, BE @'uo),n ().
H (AZ) H (AZ)

Le morphisme 6 définit des morphismes 6; entre les suites spectrales.

oma 6P=0 si p>0, et o] : E? ~ H°(C) @ H*(AZ) - H®(C) est défini

par e?(&ﬂ 8 DJ)= Bﬂy'*(DQ) .
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o . .
8] est donc un isomorphisme.

La différentielle d1 sur E;p est induite par la différentielle
externe dE de C eAZBAZ(AZ’AZ)'
R -p * »* dE -p+ 1 *
Mais ... - B * (0 (AZ),H (AZ)) —— B * > ... >H (AZ) » O
H (AZ) H (AZ)

. . . *
est une résolution projective du H*(AZ)—module H (AZ) ; donc

E;p = Torp* @* 0y, 1% (A2)).
H (AZ)
-— Y
Ceci entralne que ﬁzp =0 si p# 0, donc 62 = 63 : E2 = H*(C) -
E2 = H*(C) est un isomorphisme.

Comme les ‘filtratioms considérées sont dans le second quadrant,

. . .y »* . .
comme 92 est un isomorphisme, on en déduit que 6 est un isomorphisme.

Ceci achéve la démonstration de la proposition 4.4.2.

On a montré que la suite spectrale d'Eilenberg-Moore du triplet (A,C,A'")
avait pour terme E_ le gradué associé a H*(C ® AX,A'). On va utiliser 1la
bigraduation de AX pour trouver une suite spectrale isomorphe 3 la suite spec-

trale d'Eilenberg-Moore.

On définit une bigraduation sur C Gk AX par :
(ce ) ™% =[ce (any ]9
et une filtration décroissante par FP(Ce AX) = Z (Ce AX)—n’*, soit :

FP(COA) = | CO (X si p30
ns<p

On remarque que A' préserve la filtration et augmente le degré total
de C 8 AX (égal au degré supérieur) de + 1. Cette filtration définit une suite
spectrale (Ei’di) située dans le second quadrant. On a

lip E_ = E_ = Gr B (C 8 AX,A').
== .
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Proposition 4.4.5. - (C ® AX,A') éEtant muni de la filtration ci-dessus,

la suite spectrale (Ei’di) vérifie

1) E;P’q (C ® (AX)p)q"p d =d o1

(o] C

2) E;p se déduit de 1la

¥ (c) @ (%) et la différentielle d

différentielle sur 1'ADG H*(C) Q%Z deZ ® AX,d') lorsqu'on identifie

u*(C) ® AX et H'(C) 8,,(AZ 8 AX) (ici v¥o  fait de H'(C) un (AZ,d)-

module différentiel 3 droite).

avec w'

et

Demonstrhation de La proposition 4.4.5. -

n
Si ceC, we (AX)p, ona Dw=18dw+18vw + Z a, 2] bi
i=1
e J (X)), a, en'z,b.e ] (1X)..
n i i,
ngp-2 j<p-l

On peut décomposer Z a; 8 bi ainsi :
n
+

Ja, 8b, = ) al®bl+v ol aledAZ, bl e (AX)
i 1 jo1 1 1 o i p-1

pol
ve ] Nz @ 0y * I (v .
i=1 ng<p-2

De plus, v s'écrit toujours X a; 2] bg, a; € A+Z, bg € AX.
Ona A'(c @ w) = dc(c) ® w + (—l)lcl[bGd"w f c@w']

+ (—1)'°|[Z cy'(al) @ bl + ] cy'(agi @ bl].
On a donc do(c @ w) = dc(c) ® w, soit do = dC 8 1.

. - - *
Ceci entralne que Elp =H (C) @ (Ax)p.

Soit Dﬂ e H(C) et we (AX%), en utilisant les notations ci-dessus,

on voit que :

-

P
oi u ¢

-1

<+
) ANz, 8 (AX) ., ..
i=1 p-l

d,([] ew = <-1)|°|[[c]@d"w + [y*[a)]e bi]-
n
Remarquons aussi que d'w =1 8 d'"w + Z ai %] bi +u
i=1

t

1
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Soit p 1le quasi-isomorphisme (AZ,d) -~ H*(A) nul en degrés in-
. .. * * .
férieurs strictement positifs, alors vy p : (AZ,d) > H (C) est un morphisme

d'ADG qui fait de (H*(C),O) un (AZ,d)-module différentiel & droite.

De plus, 1'inclusion 1 : (AZ,d) - (AZ ® AX,d') fait de

(AZ © AX,d') un (AZ,d)-module différentiel a gauche.

r

Alors on peut considérer 1'ADG H¥(C) 3] (AZ © AX,d') munie

(AZ,d)
de 1la différentielle égale au (AZ,d)-produit tensoriel des différentielles.

L'application ) : H'(C) 8,,(AZ 8 AX) ~ H'(C) 8 AX définie par

@([é] ®uBdv)= [é]y¥p(u) ® v est un isomorphisme d'algébres. Soit &' 1la

différentielle sur H*(C) ® AX définie par cette identification. On voit que
dl = §'.

On a donc E2 = H*(H*(C) ® AX,8").

Ceci achéve la démonstration de la proposition.

Dans la suite, d'une part, on note F P 1la filtration définie sur
C8 AX et (Ei’di) la suite spectrale correspondante ; d'autre part, on note
- .o . . Py .

FP 1a premiére filtration définie sur la bar construction BAZ(C,AZ 8 AX)

AV V)
et (Ei’di) la suite spectrale d'Eilenberg-Moore qui en découle.

Malheureusement, le morphisme o défini dans la proposition 4.4.2.
ne préserve pas les filtrations.
Aussi va-t-on définir une nouvelle filtration sur BAZ(C,AZ ® AX),
de T 7P -p S7P — %P
notée F ©, de facon que o(F ") C F “(C ® ANX) et que F " C F*. On aura

des homomorphismes o, : Ei > Ei induits par o et des homomorphismes

~ a
Wi : Ei > Ei induits par 1'identité sur BAZ(C’AZ ® AX). On montrera que

pour i =2 (et donc i > 2), ces homomorphismes sont des isomorphismes.

On définit une trigraduation sur BAZ(C,AZ ® AX) de la maniére
004y 47
= (AZ)n pour i = 1,...,£,

suivante : soient c € CS, a; € (AZ)
i
+ B
et Ue (AZ 8 AX)—m’r = (AZ © AX);m r’ alors 1'élément c[all...|a£]U a pour

tridegré :
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£ £
(—’e—s - ( 5‘ ni + m)s s + Z qi + 1),
i i=1

1=1

Ona B, (C,AZ 8 AX) = ] g~ 0.,

£:0
nz0
qz0
On pose F 'B,(C,AZ & AX) = ) glm* 550 ee 7l o=o.
L+ngp
- - ~ [AVE
On remarque que FP = z B L%, % et donc que F PcFP,

L<p
La différentielle V préserve cette filtration décroissante, et

~ ~

on construit une suite spectrale (Ei’di) dans le second quadrant.
Proposition 4.4.6.- La suite spectrale (ﬁi,ai) vérifie :

- -L,-n,% ~
1) EP ) By,” "’ (C,AZ 8 AX) d =d.8, 1
L4n=p AZ o C "AZ 'B,,(AZ,AZ8AX)

5 P . g7P * '
2) E| B(Az’d)(H (C), (AZBAX,d")).
. * . . - . - .
(Ici vy p fait de H*(C) un (AZ,d)-module différentiel 3 droite).
51 est égale & la différentielle totale d'+dE de la bar cons-
truction (H*(C), (AZ®AX,d")) .

Bz, a)

Démons tration de fa proposition 4.4.6.

q.-n.
Soit M = c[?1|...|aé]U oi c € Cs, a; € (AZ)n1 pour 1 =1,...
i
Ue (AZOAX) ™ F
m
s+q ™, £-1 s(i)
VM) = (-1) cy'(ap[a, .. la,Ju+ PG cla,l...laja;, |-+ lagJu

1=1

+ (—l)s(z)c[all...laz_] a,U + dc(c)[al|...|a£]U

£ s(i-1) s (L)

+ izl -1 c[a]|...ldai|...|a£]U+ (-1 cl:a]l...lazj[d'U
£ s(i-1) L)

+ z (-1) c[a]|...|bi|...|aé]U + (--l)S c[a]|...laé]V

1
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o b, =Da, -da;, et V= D'U - d'U.
L'étude terme 3 terme de cette formule permet de montrer facilement

la proposition 4.4.6.

Proposition 4.4.7. - Le morphisme d'ADG o défini dans la proposition
4.4.2 est tel que o(ﬁ_p)C: FP et le morphisme induit g, * (ﬁz,ﬁz) - (Ez,dz)

est un isomorphisme.

Démonstration : Soit M= cla |...|a,JU e F B, (C,Az04X).

si £ 21, alors o(M)

0.
Si £ =0, alors M=c 88U avec c e C°, Ue (AZ @ AX);m+r

et m < p.

On peut écrire U = Z u, ® v. avec u. € A, v, € AX,
i i i i

on a alors o(c 8 U) = X cy'(ui) 8 v,

Comme U e (AZ & AX)m, on a nécessairement v, € E (AX) .,
jsm
pour tout i et donc v, € Z (AX) ..
isp

Ceci montre que o(c @ U) € F_p(C 8 AX).
A 1'aide des propositions 4.4.5 et 4.4.6, on montre facilement que le

morphisme o, est le morphisme de (H*(C),(AZ@AX,d')) dans

1 B(AZ,d)

* . - . . U
(H (C) ® AX,8') qui vaut O sur B n lorsque n > 0, et qui envoie un élément

O

Bﬂ @ ue®v de B = H*(C) ® AZQAX sur Bﬂy*pﬁﬂ @ v pour tout Bﬂ € H*(C),

u e A, v e AX.

On voit donc que le morphisme 9,

* . * :

est égal a 1l'application définie dans la proposition 4.4.2 lorsqu’'on remplace
*
(C’dc) par (H (C),0), (AZ,D) par (AZ,d), (AZ8AX,D') par (AZOAX,d') et vy

*
par y p.
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Cette proposition montre donc que 9, = 04 est un isomorphisme.

” » A_ (\J_ 3 3 3
Proposition 4.4.8. - Ona F "C F P et le morphisme ﬁz (induit

~ -~ ny n
par 1'identité) de (Ez,dz) dans (EZ’dZ) est un isomorphisme.

Démonstration de La proposition 4.4.8. -

Rappelons que E;p = BX;’¥’*(C,A28AX) et que do est égale 3 la

différentielle interne d

I
~— s 97
Soit M = c[éll...laé]U € Eop, oi ce C, a, € (AZ)n'
i
pour i =1,...,¢ et Ue (AZ@AX)mm+r.
Alors M a pour tridegré (-£,-n = —(Zni+m),s+2qi+r).

Ssi £ <p, ona ﬁO(M) = 0.
Si £ =p, comme M e E;p, ona n=0, ce qui implique que
+ .
a. € A Zo’ i=1,...,p et Ue AZo ] AXO.

On a alors ﬂo(c[éll...‘ap]U) = c[?li...laé]U.

Y
Rappelons aussi que E] = H*(BAZ(C,AZQAX),dI) s'identifie a la bar
Y]
construction B (H*(C),H*(A28AX,D')) ; et que d, s'identifie & la
1
H (AZ,D)

différentielle totale de cette bar construction, égale a O+dE.

Soit u le morphisme d'ADG : (AZ,0) > (AZ,D) défini comme composé

de la projection sur (AZO,O) et de 1'inclusion (AZO,O) dans (AZ,D).

On définit de méme u' : (AZBAX,0) - (AZBAX,D').

on a évidemment ¥ = n* o i (az,a) > BY(AZ,D) et wt = wTTor
On vérifie que &: = ﬂl :
B H(C), (\z8AX,d')) - B (H(C),H" (AZ8AX,D"))

(AZ,d) ’ ’ x , ,

H (AZ,D)

est définie par :
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1}

0, ([, lagw = [0 @pl... [W@pln W

ol o@pln ™ or ).

Considérons les diagrammes commutatifs de morphismes d'ADG suivants

. R « o .
H (C) Az 17 H (AZ,D) H (AZOAX,D')
[id ( Tr*_lp Iﬂv*—']pv
* v i
H (C) re (AZ,d) (AZ8AX,d") .
On voit que le morphisme d'ADG &l est exactement le morphisme
B (id,ﬂ'*—]p') défini dans la démonstration de la proposition 4.3.3, et qui

ﬂ*—lp

fait passer de la bar construction définie sur le triplet de la ligne hori-

zontale inférieure & la bar construction définie sur le triplet de la ligne

. 2o *-1 *—1 .. .
horizontale supérieure. Comme T p et m' p' sont des quasi-isomorphismes,

*

on en déduit que @1 = ﬁz est un isomorphisme.

Les propositions 4.4.7 et 4.4.8 permettent d'achever la démonstration

du théoréme 4.2.1 et de son corollaire.
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§ 5 - Applications.

Dans ce paragraphe, nous allons étudier différentes applications du
théoréme fondamental. Nous étudierons des conditions suffisantes pour que la
suite spectrale d'Eilenberg-Moore d'un carré fibré collapse et pour qu'il

existe un isomorphisme d'algébres entre 1l'algébre de cohomologie de 1'espace to-

tal du fibré image réciproque et le terme E2 de la suite spectrale.

Pour un fibré de Serre F — E £, B, nous comparerons les hypo-

théses que la suite spectrale de Serre collapse et que la suite spectrale
d'Eilenberg-Moore collapse.

Enfin, nous appliquerons le théoréme fondamental 4.2.5 au calcul de
1'algébre de cohomologie de 1'espace total d'un fibré principal dont le groupe

structural est un groupe de Lie compact connexe.

Théoneme 4.5.1. - Soit un carré fibré

B o
o

f

F
!

B x E =E —>
| o
B

F

E

o

lf

£, B

o
vérifiant les hypothéses du théoréme 4.2.5.

Supposons que les espaces Eo’ B et BO sont formels, et que les

applications fO et g sont formelles (cf. définition 2.3.3), alors la

suite spectrale d'Eilenberg-Moore du carré fibré collapse au terme E2,

et on a un isomorphisme algébrique

H'(E,k) = Tor _ (5% (B,K),H (E_,k)).
H (B,k) - ©

Démonstration : On peut d'abord considérer les diagrammes commutatifs

a homotopie prés
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A(g) A(f )

o)
A(B) ~— A(Bo) I — A(Eo)

[ m (g) I m(f )

"] 8 7
(o]

ou V7B, 7750, ‘77E sont les modéles minimaux de B, Bo’ Eo'

o

D'aprés la proposition 4.3.3, la suite spectrale d'Eilenberg-Moore
du carré fibré est isomorphe & la suite spectrale du triplet d'ADG :
(77B s s My ).
0 0
D'aprés la définition de la formalité d'un espace et d'une application,

il existe des diagrammes commutatifs & homotopie prés du type suivant :

m(g) m(s )
77B ) B 77 F
O (o]
I *
B%(B,k) «—B— ®*B ,k) —2— H(E k)

(On munit H (B), H*(BO), H*(EO) de la différentielle 0).

De plus, les fléches verticales sont des quasi-isomorphismes.
La suite spectrale d'Eilenberg-Moore du carré fibré est donc isomorphe
N . . * * *
d celle du triplet d'ADG (H (Bo), H (B), H (Eo)).
On utilise alors le théoréme 4.2.1.
“ . P * * * - . ~ o
Le modéle filtré de fo : H (BO) > H (Eo) est évidemment égal i
son modéle minimal bigradué : (AZ,d) -~ (AZ@AX,d').
1 — 1" | 1 " "
On a, pour tout W e (AX)p, d'Ww=1284d E-T X as (s} bi + X ay e bi

] + \ " " +
avec aj e Mz, bie (AD) ;| et ) al @ bY e iZ] (h'zy) @ (x) ..
Si on reprend les notations de la proposition 4.4.5, on a, pour tout
ce H*(B), We (Ax)p,
' |C| " |C| * ' '
A (c8W) = (~1)'"'ced"W + (-1) ) cgp(a}) @ b!.
: i
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On voit donc que A' = dl'

On a di = 0, pour tout i > 2, donc, dans la suite spectrale
d'Eilenberg~Moore, on a E, = E_.

Comme A' = dl’ on a aussi un isomorphisme algébrique entre

* *
E2 = H (E],d]) et H (E,k) qui découle du théoréme 4.2.5.

Remarque 4.5.2.- La conclusion du théoréme 4.5.1 peut &tre fausse
lorsque 1'une des applications . £ ou g n'est pas formelle. En effet, soit
la fibration de Hopf : S] — S3 £, SZ. I1 est facile de voir que f n'est
pas formelle. On va montrer que la suite spectrale d'Eilenberg-Moore de cette
fibration ne collapse pas au terme EZ'

La suite spectrale d'Eilenberg-Moore dé la fibration est isomorphe
d celle du triplet d'ADG ‘(47 2,k,/@73) ol /?7 3 est considéré comme un

S S S
, e . - - . . N . .
/@éz-module différentiel a gauche grace au morphisme o 0722 %753 induit

par f.

(A(x,y),d), avec le =2, dy = x2

Si on pose /)782

= A(z) avec |z| = 3.
73

Ona a(x) =0, oly) =1z, et o =0 sur H+(Sz,k).
Le modéle minimal bigradué de H*(Sz,k) est (A(ZOQZ]),d) avec

z, = kx, |x| =2, Z1 = ky, dy = x2 et p(x) = cl.x dans H*(Sz,k).
Le modéle minimal bigradué de a" est (AZ,d) —— (AZBAX,d")

1

P P

E 3
* 2
B (55,0 —— 1%s3, 1)

%)
<
[
0
] >
1] ]
~ ~
» N
NN
1
1]
(%]
o
o ct
t
©
o, -
- ~
» N
~
| 1]
N N

1
[\~]
1}
-+
(=9
el

1]

2 = kxy,

>
|

| x y - XX
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On a donc (AX,d") = (A(z,xl,xz),d" = 0).

I1 est facile de montrer que le modéle filtré de o est

0782 773

(AZ,d) — (AZ8AX,D')

On a donc (AX,D") = (A(z,xl,xz),D") avec D"z = 0, D"x, = O,

1
Le théoréme 4.2.1. montre que la suite spectrale d'Eilenberg-Moore
est isomorphe 3@ une suite spectrale associée a une filtration définie sur
o

1" -2 — "y _ "y —
(AX,D"). On a E2 = HZ(AX,d ) = kxz, E2 = HO(AX,d ) = kz et dz(xz) = -z,

Ceci prouve que d2 # 0.

Remarque 4.5.3.- On a montré que, pour un fibré de Serre
F — E -L» B vérifiant les hypothéses du théoréme 4.2.6., tel que E

et B sont formels et tel que f est une application formelle, alors on a

un isomorphisme algébrique :

u*(F,k) = Tor (k,H*(E,k))

' (B,k)

La démonstration utilisait essentiellement le fait que, & homotopie

prés, 1l'application f a un medéle filtré

(AZ,D) — (AZ © AX,D') — (AX,D") avec D" = 4d".

Plus généralement, si F — E £, B est une fibration vérifiant
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les hypothéses du théoréme 4.2.6, et si f a un modéle filtré pour lequel

p" = 4", alors on a :
X ¥
H (F,k) = Tor _ (k,H (E,k)).
1 (B,k)

L'exemple suivant est 1'exemple d'une fibration F g _f B
dont la suite spectrale d'Eilenberg—Moore collapse, telle que
* *
H (F,k) = Tor (k,H (E,k)) et pourtant les espaces ne sont pas formels.

H (B,k)

Exemple 4.5.4.- On considére d'abord le fibré

q
K(@,1) -~ K(QZ,Z) Y K(QB,Z) image réciproque du fibré universel de base

K(Q,2) par l'application classifiante Zb : K(Q3,2) » K(@,2) définie
3

par la propriété que 2: : HZ(K(Q,Z),Q) =Qt - HZ(K(Q3,2)) = & Q X,
i=1

envoie t sur x,-X,.

173 o

\uue)

réciproque du fibré universel de base K(Q2,6) par 1'application classifiante

"

¥

&c:

On considére ensuite le fibré K(QZ,S) > B -4, K(Q3,2) image

2
L K(QB,Z) +~ K(Q ,6) définie par la propriété que
Z¥ : H6(K(Q2,6)) = le ® Qyz > H6(K(Q3,2)) envoie y, sur x?x3 et y,

sur X,X,X (s1i H6(K(Q3,2)) est engendré par les mondmes de degré 3 en

172737
X5 Xy x3).

On prend comme fibration : F = K(Q,1) —— E —£+ B 1'image

q
réciproque par q du fibré K(@,1) - K(QZ,Z) —9, K(Q3,2).

On montre que = (A(X,,%X,,%X,,¥,,¥,),d) avec |[x. =2
B 1°72°73°71°72

il

i=1,2,3 3 [y.| =5, dx. =0, dy1 = x2x

1X3> dy2 = x]x X

273

A(xl,xz,x3,u)

»
H (B,Q) = oi u = cl(xly2 -xzy]).

(xzx X X,X.,, X, X, 1)
173 271727377172
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On voit que B n'est pas formel.

De méme M = (A(x;,xé,y;,yé),d') ]xi[ =2 i=1,2,3

3 2
yil =5, a'x}=o0, d'y] =x!", d'y) = x]

X
1 1

2"

N A(x{5%5,u")
H (E,@) = oi u' = cl(x;yé - xéyi).

(x;3,x12xé,x;2u')

On voit que E n'est pas formel.
' . . . . . . ~
L'application f indult un morphisme o : a7B > 77E donné
par a(xl) = Xi, a(Xz) = Xé, a(x3) = Xi, a(yi) = yi, i=1,2.

).

. * . . *
Par suite o  est surjectif et Ker o = cl(x] - Xq

. - . . . *
Des raisonnements d'algébre commutative impliquent que Ker ¢
g pliq q

est engendré par 1'élément cl(x]-x3) qui est non diviseur de 2zéro dans H*(B,Q).

Soit (AZ,d) —- H*(B,@) le modéle minimal bigradué de H (B,Q).

* . . * - P,
Comme o est surjectif et comme Ker ¢ est engendré par un élément non

. . < . . - *
diviseur de O, on peut montrer que le modéle minimal bigradué de ¢ est

(rAZ2,d) - (AZBAX,d') avec X 0 pour tout n 3 2.
n

[

Ceci implique que D" = d".

Le théoréme 4.2.6 permet alors de montrer que la suite spectrale
d'Eilenberg-Moore collapse au terme E2, et que, de plus, on a un isomorphisme

algébrique H (F,Q) = A(t) = Tor (0,H"(E,Q)) (od t est une variable
H (B,®@)

de degré 1).
On peut ainsi retrouver, dans un cadre un peu plus général, les ré-
sultats 3.2 et 3.3 de L. Smith [2@]. Plus précisément, on peut montrer que

si F — E —é; B est un fibré de Serre vérifiant les hypothéses du
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P . * . . . * a ~
théoréme 4.2.6., si f  est surjective, si Ker f peut €tre engendré par une

. . .- Py, * .
suite réguliére d'éléments de H (B,k) ; alors la suite spectrale

(an)ndN

d'Eilenberg-Moore du fibré collapse au terme E on a un isomorphisme algé-

2,

*
brique entre E, = Tor (k,H (E,k)) et H*(F,k) ;s de plus, on a
2 *
H (B,k)

H*(F,k) = AV oli V est un espace vectoriel gradué en degré impair,

V=6 kx et [x | = |a | - 1.
nelN n n n

i f
Rappelops que si F —2 EO -2 BO est un fibré de Serre
dont les espaces sont connexes par arcs et tel que Bo est simplement connexe,
et si k est un corps commutatif, on définit une suite spectrale appelée
suite spectrale de Serre du fibré dont le terme E2 est H*(Bo,k) 8 H*(F,k)

et dont le terme E, est le gradué associé a H*(Eo,k).
On a le résultat suivant :
P . * . .
Théoneéme 4.5.5. {(Serre).- Si H (F,k) ou H*(B,k) est de type fini,

on a les équivalences

1) la suite spectrale de Serre collapse au terme E 5

2
¥ * * . .
2) i H (Eo,k) + H (F,k) est surjective.
io fo
Soit un fibré F - Eo — Bo tel que F, Eo’ Bo sont

] * .. .
connexes par arcs, BO simplement connexe, et H (F,k) de type fini, On considére

le modéle minimal bigradué de f: :
L%
* * 1o *
H (BO) — H (EO) —— H (F)
0 o' o"

(AZ,d) ——— (AZBAX,d') ———— (AX,d")



- 102 -

et le modéle filtré de A(fo) : A(BO) —_ A(EO) — A(F)

(AZ,D) —— (AZ8AX,D') —— (AX,D").
On a vu que 71" est un quasi-isomorphisme.

i f
P . o . _
Théeoneme 4.5.6, - Soit F — E0 2, B0 un fibré de Serre tel

. *
que F, Eo’ BO sont connexes par arcs, BO simplement connexe, et H (F,k)

de type fini. Alors on a les équivalences suivantes

1) la suite spectrale de Serre du fibré collapse au terme EZ'
2) la suite spectrale d'Eilenberg-Moore du fibré collapse au terme E,.

De plus,

. . oy *
a) on a un isomorphisme algébrique H*(F) =~k @ * H (Eo,k)

H (B ,k)
(o]

b) H+(AX,d") =0 et p"* : HO(AX,d”) > H*(F) est un isomorphisme.

3) Pour tout espace simplement connexe B, et toute application

continue g : B - Bo’ la suite spectrale de Serre du fibré image réciproque

F->E=B B EO BRSO collapse au terme E2.
o

4) Pour tout espace connexe par arcs B et toute application continue

g: B~ Bo’ la suite spectrale d'Eilenberg-Moore du carré fibré :

o}

f f
o

g v

B —— B
o

collapse au terme ﬁ;, 9
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De plus, on a un isomorphisme algébrique

HY(E,k) = H (B,k) @ (H*(Eo,k)).

B (B ,k)
(o]

Remanrque : Les conditions Equivalentes du théoréme impliquent que,
pour tout espace B simplement connexe, la suite spectrale d'Eilenberg-Moore

du fibré image réciproque F - E = B *a EO - B collapse et on a un isomor-
o

phisme algébrique : H (F,k) =k ® H'(E,k).
H" (B,k)

Démonstration du théonme 4.5.6.- On va montrer 2 <==>

1 ==> 4
3
1) => 4). Si la suite spectrale de Serre collapse, on sait, d'aprés

. ) *
le théoréme de Leray-~Hirsh, que fo* : H*(Bo,k) > H*(Eo,k) munit H (Eo,k)

d'une structure de H*(Bo,k)—module libre. Par définition de la suite spectrale

13 - . - f\}_ .
d'Eilenberg-Moore du carré fibré, le terme E]p de cette suite spectrale

s'identifie a F PB (f@xxfm&m)oa B, (ﬁmuﬁm&)

*
H (B_,k) H (B))
désigne la bar comstruction sur le triplet d'algébres graduées (H*(BO),H*(B),

* = . . . e s
H (EO)) et F P est la filtration d'Eilenberg-Moore définie au paragraphe 3.

On a ’I\f;p = TOI‘P.’< (H*(B’k) ,H*(E ’k))'
H (B ,k) °

*
Comme H (Eo) est un H*(BO)-module libre, on en déduit

N Y v
P _ . _ Yo _ * *
E 0 si p>0 et E,=E,=H(B)®, H(E).

H (Bo)
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Ceci prouve que la suite spectrale d'Eilenberg-Moore collapse au

N [V Vv v Vo

p ; *
terme E2 et que E " =0 s1 p # 0 ; donc on a E2 =E =E_=H (E,k).

I
o]

1) => 2). Prenons B = {1l point}, alors E et la propriété 4)
dit que la suite spectrale d'Eilenberg-Moore du fibré collapse et on a

H(F) = k 8 H*(Eo,k).

*
H (Bo,k)

' -~ . -~ . ¥ * * .
D'aprés le théoréme de Serre, b, ¢ H (Eo,k) -~ H (F,k) est surjec—
. 1" " * L] d "* * " *
tive, donc p" : (AX,d") >~ H (F) est surjective, donc op : H (AX,d") > B (F)
est surjective.

On a vu que le terme E;p de la suite spectrale d'Eilenberg-Moore

est isomorphe i Hp(AX,d") (théoréme 4.2.1) ; on a donc H+(AX,d") =0

"_*n

Pour tout n > 0, »p : HE(AX,d") > Hn(F) est surjective, et on a
HO(AX,d") = B)°" = E0°" = H'(F).

*n . . e e . . .
Donc p" est une application linéaire surjective entre espaces

. ~ . . *n . .
vectoriels de méme dimension, donc p" est un isomorphisme.

2) => 1). Montrons que la seule hypothése H+(AX,d") = 0 implique

que la suite spectrale de Serre collapse.

En effet, si H+(AX,d") = 0, alors la suite spectrale d'Eilenberg-

Y Y Y= -
Moore du fibré collapse ; on a Eo = E- et Ewp = E2p =0 si p#0.

A%
Ceci entraine que H*(F) = H*(AX,D") = EZ

* *
donc H (AX,D") = {[o] € H (AX,D")[a € AX_}.
D'autre part, on a une surjection évidente :

s+ H (A%,dM) > {[a] e B'(UX,D") |a e AX_} = H*(AX,D").
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Le diagramme suivant est commutatif :

s
O:>\\\N \///Tr";'E

H* (F)

*
H (AX,D")

"
HO(AX,d )

* . . . .
Il montre que p'" est surjectif, donc p" est surjectif.

* * . P
Ceci implique que i: + H (Eo,k) -+ H (F,k) est surjective. Le théoréme de

Serre permet de conclure.

4 => 3). Prenons B = {I point}, alors 4) veut dire que la suite
v
spectrale d'Eilenberg-Moore du fibré collapse et que H+(AX,d") = ® E2p est
p>0

égal 3 0. Ceci implique que la suite spectrale de Serre du fibré

* B .
F>E -~ BO collapse, et donc que H (EO) est un H (Bo)—module libre.

Fixons un espace B simplement connexe et g : B ~ B0 une application

. . . N *
continue. Par hypothése, on a un isomorphisme algébrique H (E,k)

H*(B,k) 8 H*(Eo,k) ; par suite , H*(E,k) est un H*(B,k)—module libre.
H (Bo’k)

Considérons la suite spectrale d'Eilenberg-Moore du fibré

- *
¥ — E —~£»—B ; le terme Ezp vaut Torp* (k,H (E)). Comme H*(E)

H (B)
* . -p . o *
est un H (B)-module libre, on a E2 =0 si p# 0 et E2 =ke, H (E).
H (B)
Utilisons alors 1'implication 2 => 1 du théoréme pour le fibré F - E - B,

on en déduit que la suite spectrale de Serre de ce fibré collapse.
3 => 1). Prendre B = Bo et g = identité.

Corollaire 4.5.7.~- Soit un carré fibré de fibrations de Serre
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F E= ] F
| '
Bx, E =E —-—— E

Bo o (o)

S
B —£- B

o

tel que : 1) B, Bo’ Eo sont connexes par arcs et BO est simplement connexe.

2) F a le type d'homotopie rationnelle d'un espace homogéne de rang
nul (i.e F a le type d'homotopie rationnelle d'un quotient G/K ol G est un
groupe de Lie compact connexe, K un sous-groupe fermé connexe et G et K

ont méme rang).

Alors, 1) la suite spectrale d'Eilenberg-Moore du carré fibré

v -
collapse au terme E2, on a Ezp =0 si p# 0, et on a un isomorphisme

algébrique : H (E,k) =H (B) 8,  H(E).
H'(B)

ii) La suite spectrale d'Eilenberg-Moore du fibré

f
F - Eo 2 B0 collapse au terme E2' On a un isomorphisme algébrique
* . - .. . -
H¥(F) =k 8 * H (Eo). La fibre du modéle minimal bigradué de f: est le
H (B)
o

modéle minimal bigradué de H¥(F). La fibre du modéle filtré de fo est le

modéle filtré de F.

Démonstrhation : Ce corollaire est une conséquence directe du th@oréme

4.5.6 et d'un résultat de J.C. Thomas (non publié) qui démontre que si un fibré

f

F -~ Eo — Bo vérifie 1) et 2) alors la suite spectrale de Serre collapse

au terme E2.
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Remarque 4.5.8.- Soit F —> E £, B un fibré de Serre tel que B, E, F
sont connexes par arcs, B simplement connexe et H‘(F,k) de type fini. On a
montré que si la suite spectrale de Serre du fibré collapse au terme E2, alors
la fibre (AX,d") du modéle minimal bigrédué de f* est le modéle minimal bi-
gradué de H*(F,k) au sens de Halperin-Stasheff. Dans ce cas, (AX,D") —EE» A(F)
est le modéle filtré de la fibre F de la fibration au sens du théoréme 2.2.1.

De plus, si D" = d", 1la fibre F est formelle.

Le theéoreéme 4.2.5 va nous permettre d'établir quelques résultats,
(certains sont bien connus, voir Bﬂ), sur les fibrés principaux dont le
groupe structural G est un groupe de Lie compact connexe et dont la base B

est un C.W. complexe. Soit G -+ P i, B un tel G-fibré principal de classe

© - . - -~ . - - . - . . -

C . On sait que ce fibré peut €tre considéré comme 1'image réciproque du fibré
f

universel G — EG —2 BG par une application continue g : B ~ BG.

* * *
De plus, g : H (BG,R) + H (B,R) est &gal & 1'homomorphisme de Weil hP.

. * * _ . ~2n 2n-1
On sait que H (G,R) = E(PG) et H (BGJR) = S(QG) ol QG = PG .

De plus, on a une transgression L

2n-1 = (QG)Zn.

(g

Proposition 4.5.9. (Cartan-Chevalley) . [3] .- 11 existe un morphisme

*
. . . .
d'ADG 9 : (ﬁR(B) 2] E(PG),A) > ﬁR(P), tel que 6 est un isomorphisme.

(Ici qR(B) (resp. ﬁR(P)) désigne 1'algébre de de Rham des

formes différentielles Coo sur B (resp. sur P)).

La différentielle A est définie par A(bO1) = dbBl, A(l8v) = yBorG(v)@l

* . * - - -
ol : H (BG,R) > Z(ﬁR(B)) est 1'homomorphisme associé & 1la connexion et

YB .
Srifi X _ o X
verifiant yp =hp =g .
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Remarque : On pourrait formuler un théoréme analogue en remplagant
AR(B) et ﬁR(P) par leurs modéles minimaux sur R.

On peut alors énoncer le théoréme suivant

Théondme 4.5.10.- Soit G un groupe de Lie compact connexe, soit
un espace connexe par arcs et soit g wune application continue de B dans
(espace classifiant de G), alors la suite spectrale d'Eilenberg-Moore du

carré fibré

|I

collapse au terme E,.

On a un isomorphisme linéaire :

HY(P,R) = H'(H'(B) @ , E(P),8') = Tor ,  (H'(B),R)
g Tg H (BG)

(ot 6'(Dﬂ ® v) = (-1)|b|[ﬂ}g¥rc(v) @1 si Bﬂ € H*(B) et v e PG).
Conollairne.~ Soit G —> P £, B un G-fibré principal C
de groupe structural G, groupe de Lie compact connexe, et de base B un

C.W. complexe. Alors on a un isomorphisme linéaire

H (P,R) = H (H (B) 8, . E(P)) = Tor , (H(B) ,R) .

PG H (BG)
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Démonstration du théonéme 4.5.10.- Elle utilise essentiellement le

théoréme 4.2.5.

%
I1 est clair que fo : H*(BG,R) — H¥(EGJR)

) — R

$(Q

a pour modéle minimal bigradué
AZ = Az = 8(Q)) — (AZ8AX,d') = (AZ 8AX ,d")

- ' - .
avec AX] = E(PG) et d'(v) TG(V) sl v € PG.
Le modéle filtré de fO est donc égal au modéle minimal bigradué :

Az =8(Qy)) ~» (5(Qp 8TGE(PG),d')-

On sait que la suite spectrale d'Eilenberg-Moore du carré fibré est

isomorphe & une suite spectrale définie sur (77B Q E(PG),A') avec

P P
A'(b 8 .H Vi) = dB(b) ] ('H Vi) +
1=1 i=1
b co1-1
+ (—l)I |.§ (-1 bYTG(vi) 8 v, ... Vi) Vi vp

i=1

oi b e 47B’ v. € PG et y est 1l'application (induite par g) de S(QG)
i

* *
dans 073 (ona v =g).

Rappelons qu'on filtre (47B %] E(PG),A') par la filtration
n
décroissante : F—RﬁyB 2] E(PG) = {z b 8 .Hl vis DS P b ez@%, v, € PG}.
l=
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Cette filtration définit une suite spectrale isomorphe 3 la suite
spectrale d'Eilenberg-Moore et on remarque que si V e (AXI)p, b e Mg

+
1 — 1 1
alors A'(b 8 V) = dB(b) 8 V+V et V'e A Zo @ (Axl)p—]'

- * -—
Ceci entrafne que d, : E\” = H (B) & (X)) =~ Elp+l = H'(B) @ (X))

P f
est définie par : d]([}] ® I Vi) = (—1)lbl E (—1)1 ][ﬁjg*TG(vi)Sv]...v
i=1 i=]

et que di = 0 pour tout i » 2.

On a dome E, = E_ = HY(H (B) © 1%,d,).

Comme E_ est &gal au gradué associé a H*(PJR) (partie i) du
théoréme 4.2.5), le théoréme 4.5.10 est démontré.

Le théoréme 4.5.1 nous permet d'énoncer le résultat suivant.

Théorneme 4.5.11.- Soit G > P £, B un G-fibré principal de

groupe structural ua groupe de Lie compact connexe G et dont la base B

est un C.W. complexe formel. Alors, on a un isomorphisme algébrique :

+« €, X
H'(P,R) = H(H'(B) 8 _ E(Py) = Tor , (H*(B) ,R)
PG H (B.)
G
Démonstration : Considérons le fibré G > P £, B comme image
réciproque du fibré universel : G EG -> BG par une application continue

g : B ~ BG. Reprenons les notations et les définitions 2.3.2 et 2.3.3, nous

avons alors les diagrammes suivants

A(BG) _AQg) A(B)

m
e [ g
(5(Q),0) = (Axy ,0) —E— (AXp,dp)
G
¥ ¥
B B
. o :
5(Qy) = H (B,R) —E— H (B,R)

i_lvi+] ...Vp
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- - - *
On a (WBg) = (WBg)* = mB*g* = (A(g)mB )y = g*W =gV .
G G G

L'application g est donc formelle, et les théorémes 4.5.1 et 4.2.5

permettent de conclure.

On peut aussi retrouver un théoréme démontré dans I}ﬂ.

Theoneme 4.5.12. - Soit G — P £, B un G-fibré principal
de groupe structural un groupe de Lie compact connexe G et dont la base B
est un C W —complexe. Si 1'homomorphisme de Weil hP : Hi(BG,R) -> Hi(BJR)
est bijectif pour 1 .<m, et injectif pour i = m+l, alors Hi(PJR) =0

pour ! £ i € m.

Démonsthation : D'aprés le théoréme 4.5.10, la suite spectrale

d'Eilenberg-Moore du carré fibré

G — G
¥ v
P —= E

G
flgl
B ~E> B,

collapse au terme E2.

. . . . . n
On a donc un isomorphisme linéaire entre H (P) et

*
H'(H (B) 8, . E(P),8").
PG
C .
On va montrer que H' (H (B) ® E(PG),G') = 0 pour tout 1 < m,
avec les hypothéses du théoréme.
Notons (v],...,vk,...,vn) une base de PG telle que si j <€ k,

alors lvj[ £m et si j » k+l, |vj| > m. Posons uj = TG(vj) pour tout j.
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On peut considérer les ADG quotients successives (AE’Sé) pour
_ ces - . Ve ia
£=1,...,k, définies par AZ AK—I/IK si £33 1, I, est 1'idéal de
a ) 1 . - . - .
AZ-] engendré par (vz,éz_lvz), 6£ est la différentielle déduite de

' . = u¥ T A
6[—1 par passage au quotient, Ao H (B) 8 E(PG) et 60 §'.

On va montrer que pour tout £ = 1,...,k, on a Hl(IZ) =0

N
g

si i

Soit U € (I2 N Ker ék_])l et i & m, alors on peut &crire
- 1 1] >~ A\l -
U= /) UZ + (SZ—IVZ)U ol UZ et U sont des éléments de AZ-I ne
contenant pas V. On a donc U = VEU' + kal(vep"). Comme U € Ker 6&_1,
v ' "y — . - LI
on a hp(up)U vpSp_(U') =0 dans hp_y»> ce qui entraine hp(uy)U 0
dans AZ—]' L'hypothése de départ sur hP entraine que U' = 0 dans AZ-]

|

et donc que U € Im 5£_].

En considérant la suite exacte de cohomologie associée & la petite
suite exacte d'ADG : 0 — I, — AZ—] —t AZ —> 0 pour tout

£=1,...,k, on montre que :
B (1 (B) ® E(P),6") = H(A) = H'(A) ; pour tout i< m.
Or, si i €m, ona Hi( ) = [H*(B)/(h (u.) ']i
’ i Ak P i 1g5¢k

Comme h; : Hl(BG,R) > Hl(B,R) est bijectif pour tout i € m,

ona 0= Hi(Ak) - Hi(Ao) - uip). C.Q.F.D.

Enfin, on peut énoncer le résultat suivant :

Thiondme 4.5.13. - Soit G —> P —» B un G-fibré principal

de groupe structural un groupe de Lie compact connexe G et dont la base B
. ¢ 3z * ~ -

est un C.W. complexe. Si 1'idéal (Im h;).H (B) peut &tre engendré par une

suite réguliére de m &léments homogénes de H‘(B,R), alors on a un iso-

morphisme linéaire :
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H(P,R) = H (B)/(Im h;).H*(B) ® E(PL)

ou Pé est un sous-espace vectoriel de PG de codimension m.

Démonstration : Soit (a],...,am) une suite réguliére de générateurs

. - . 3 *
de 1'idéal engendré par Im h;. Quitte & faire un automorphisme sur H (B)® E(PGL

on peut toujours supposer qu'il existe un systéme libre de vecteurs de PG

(v.) tel que a; = hPTG(vi) = hP(ui)' On applique alors le théoréme

17 1<i<m
principal de [ﬁi] qui reste vrai méme si H¥(B) contient des éléments de degrés
impairs. La cohomologie de 1'ADG (H*(B) ® E(PG),6') est isomorphe 3 la coho-
mologie de 1'ADG quotient : (H¥(B)/(a1,...,am) ® E(Pé),g') ol Pé est un sup-
plémentaire du sous—espace de PG engendré par (v],...,vm), et &' est la

différentielle quotient. Comme (al,...,am) engendre Im h;, ona &' =0;

ce qui achéve la démonstration du théoréme.
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