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7NTRODUCT7ON GENERALE 
..................... 

Un problème qui a été étudié depuis de nombreuses années en topolo- 

gie algébrique est d'associer, de manière fonctorielle, à un espace X, une 

algèbre différentielle graduée commutative rationnelle dont la cohomologie 

soit isomorphe à la cohomologie singulière de X et qui contienne des infor- 

mations sur le type d'homotopie rationnelle de X. Dès 1950, H. Cartan 

construisait, pour tout espace homogène, une algèbre différentielle graduée 

réelle, produit tensoriel d'une algèbre de polynômes par une algèbre exté- 

rieure, dont la cohornologie était isomorptie à celle de l'espace [3J. Puis, en 

1955, R. Thom pensait qu'on pouvait associer, à tout C.W complexe, une algè- 

bre de cochaines commutatives, et qu'on pouvait étendre, à ces algèbres, la 

théorie de la suite spectrale d'une fibration (Séminaire Cartan, exposé 17). 

Enfin, Quillen établit une équivalence de catégories entre la catégorie homo- 

topique rationnelle et une catégorie algébrique. 

C'est Dennis Sullivan qui construira une théorie complète et fruc- 

tueuse sur cette question en établissant une équivalence de catégories entre 

la catégorie des types d'homotopie rationnelle de C.W complexes nilpotents 

de type fini et celle des algèbres différentielles graduées minimales nilpo- 

tentes. A tout espace nil~otent X, il associe une algèbre minimale 'f)7 X 
qui décrit entièrement le type d'homotopie rationnelle de X et dont 

la construction reflète la décomposition en tour de Postnikov de X. 

Dans notre étude, nous utiliserons la théorie de Sullivan de manière 

fondamentale. Ce travail se divise en trois articles : 

Le premier, écrit en collaboration avec D. Sullivan et publié au 

Journal of differential geometry (vol. 11, no 4, déc. 1976) fournit une ré- 

ponse complète au problème de l'existence d'une infinité de géodésiques fermées 

sur une variété riemannienne compacte : on y démontre essentiellement que si 

M est une variété compacte telle que nl(M) est fini, alors M admet une 

infinité de géodésiques périodiques distinctes pour toute métrique riemannienne 



sur M dès que l'algèbre de cohomologie réelle de M ne peut pas être engen- 

drée par un élément. 

Le second article, écrit avec K. Grove et S. Halperin, et qui sera 
* 

publié à Acta Mathematica, traite d'un problème voisin du premier. On y établit 

une condition suffisante pour qu'il existe, sur une variété riemannienne com- 

pacte 1-connexe, une infinité de géodésiques fermées invariantes par une isomé- 

trie d'ordre fini. 

Dans le troisième article, nous étudions le problème topologique sui- 

vant : étant donnés deux C.W complexes nilpotents de type fini S et T, et 

un morphisme f : H*(S,~) + H*(T,Q), existe-t-il une application entre les 

types d'homotopie rationnelle de S et T induisant f en cohomologie ? 

Le cas d'un isomorphisme est traité par S. Halperin et J. Stasheff dans l i 4 ] .  

Nous calculons des obstructions à la réalisation de tels morphismes et nous 

donnons des conditions simples pour que le morphisme soit réalisable pour cer- 

tains espaces. Pour étudier ce problème, nous construisons un modèle minimal 

bigradué d'un morphisme d'algèbres graduées puis nous construisons un modèle 

filtré d'un morphisme d'algèbres différentielles graduées. Cette construction 

se révèle être très intéressante pour l'étude de la suite spectrale d'Eilenberg- 

Moore d'un carré fibré de fibrations de Serre. Nous donnons des formules expli- 

cites des termes (Er,d ) de cette suite spectrale, et nous en déduisons de r 
nombreux résultats sur le collapsing de cette suite spectrale. 

* "The rational homotopy theory of certain path spaces with applications to 
geodesics". Acta Math. vol. 140, 1978. 
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THE HOMOLOGY THEORY OF THE CLOSED 
GEODESIC PROBLEM 

The problem-does every closed Riemannian manifold of dimension greater 
than one have infinitely many geometrically distinct periodic geodesics-has 
received much attention. An affirmative answer is easy to obtain if the funda- 
mental group of the manifold has infinitely many conjugacy classes, (up to 
powers). One merely needs to look at the closed curve representations with 
minimal length. 

In this paper we consider the opposite case of a finite fundamental group and 
show by using algebraic calculations and the work of Gromoll-Meyer [21 that 
the answer is again afirmative if the real cohomology ring of the manifold or 
any of its covers requires ut least two generators. 

The calculations are based on a method of the second author sketched in [6], 
and he wishes to acknowledge the motivation provided by conversations with 
Gromoll in 1967 who pointed out the surprising fact that the available tech- 
niques of algebraic topology loop spaces, spectral sequences, and so forth 
seemed inadequate to handle the "rational problem" of calculating the Betti 
numbers of the space of al1 closed curves on a manifold. He also acknowledges 
the help given by John Morgan in understanding what goes on here. 

The Gromoll-Meyer theorem which uses nongeneric Morse theory asserts 
the following. Let A(M) denote the space of al1 maps of the circle S1 into M 
(not based). Then there are infinitely many geometrically distinct periodic 
geodesics in any metric on M if the Betti nurnbers of A(M) are unbounded. 
(The round 2-sphere shows the condition is not actually necessary.) 

In  [6] a description of the minimal model of  A(M) is given in terms of the 
minimal model of M, and is valid if, for instance, M is simply connected. 
This gives an explicit algorithm for calculating the Betti numbers of A(M). 
This algorithm yields the fact that the Betti numbers of A(M) are always non- 
zero in an infinite number of dimensions (which can be taken to lie in an 
arithmetic sequence.) 

We explicate and extend this study of A(M) here by 
( i )  giving the description and proof of the algorithm for the homology 

when n,M = {e) ,  and by 
(ii) showing that the Betti numbers of A(M) are unbounded if and only if 

Communicated by W. P. A. Klingenberg, July 3, 1975. 



the real cohomology ring of M requires at least two generators. 
Thus the question of infinitely many geodesics is still open when either 
( i )  nl(M) is infinite but has only finitely many conjugacy classes (up to 

powers), or 
(ii) nlM is finite but the real cohomology of the universal cover is of the 

form 

{ 1 , x , x 2 , x 3 , . ~ ~ , x n )  with xn+ '  = O ;  

for example, spheres and projective spaces have these properties. 
In the latter case, Klingenberg [4] claim the conjecture for the grneric 

metric, and we include a specific calculation of the rational cohomology ring 
of A(M) for possible use in a further Morse study for the special metric. 

Remark on covers. If M - M is a finite regular cover, then the cohomology 
ring of M is isomorphic to the subring of H*M which is fixed by the finite 
group of deck transformations. If H*(M) has one generator an easy argument 
shows H*M has one generator. Thus, if n,M is finite the cohomology ring of 
M or one of its covers requires two generatcrs if and only if this is so for the 
universal cover. 

Also an easy geometric argument shows the property of having infinitely 
many distinct periodic geodesics is shared by a manifold and its finite covers. 
Thus in the study of the finite n, case in the calculations below we may actually 
assume nlM = {e) and the cohomology ring requires at least two generators. 
We will see that the Betti numbers of A ( M )  are unbounded and the asserted 
theorem will follow. 

The description of the space of al1 closed curves on M. In [6] and [7] an 
algebraic description of homotopy problems via differential algebras and differ- 
ential forms was given. The nature of this description is such that if a pro- 
ferred formula for A(M) has the correct algebraic properties it must be correct. 
This method works here and in other contexts as well, for example in the study 
of Gelfand-Fuks cohomology [7]. 

To each simply connected space M (or even a nonsimply connected space 
of nilpotent homotopy type) the theory associates (see [6], [7], [Il) a special 
differential algebra over Q (or R) which describes its rational (or real) homo- 
topy type, [8]. The cohomology of this special differential algebra, called the 
minimal model of M, is the cohomology of M, and the generators of the alge- 
bra (which is free of relations besides graded commutativity) give a dual basis 
of the rational homotopy groups of M. If X is any space, the homotopy classes 
of maps of X into the rational homotopy type MQ of M, [8], is in one to one 
correspondence with the homotopy classes of maps of the minimal model of M 
into the rational de Rham complex of X. By a homotopy between two maps 

f H 
of differential graded algebras d Li9 we mean a dga map a! + B(t, d t )  

b' 
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where g ( t ,  d t )  means 97 with a variable t adjoined in degree zero and dt  is its 
differential in degree one, and f and g are obtained by composing H with the 
two evaluations g ( t ,  d t )  2 93, obtained by setting t  = O, dt  = O and t  = 1, 
dt  = 0 ; see [l]. In the statement about maps the forms on X may be replaced 
by any other dga which maps to the forms by a rnap inducing an isomorphism 
on cohomology. If X is nilpotent the minimal model of X itself is one such 
dga. 

Now consider A ( M )  the space of al1 maps of the circle into M. A rnap f of 
an arbitrary space K into A ( M )  is the same as a rnap j of K x S' into M .  In 
fact we have a universal rnap 

and a commutative diagram determining this correspondence between f and j : 

A correct formula for the minimal model of A(M)  will be given by the dga 
which bears the analogous relation to A ,  the minimal model of M. In fact, 

we look for a dga A.& and a universal dga rnap A? 5 A.k(E)  (where d(f) 
means adjoining a closed one-dimensional generator to the dga d)  so that the 
universal property expressed by 

k(f> z arbitrary 

7 f is satisfied. That is, dga maps A - Y ( [ )  correspond to dga maps A(.&) - 
X in a one to one fashion, the connection being provided by the commutative 
diagram. 

We proceed as follows. If .& is the free commutative algebra A(x, ,  x,, . . . ; d) 
on x,, x,, . . with differential d ,  let A d  have generators x, ,  X , ,  x,, X,, . . . 
where dim X i  = dim xi - 1. Here it is convenient that 4 is simply connected 
and has no generators in degree one, in which case more discussion is required 
[9]. Note that the symbol "A" is used in three distinct ways. 

The universal rnap A A ( A ) ( c )  is defined by xi + xi + E X , .  We must 
define d in A ( d )  so that u is a dga map. Notice that if x -+ x + E X  and y - 
Y + 0 ,  then 



where 1x1 = dim x. So x -. coefficient of [ in u(x)  defines a derivation 

A --!+ A A  of degree minus one over the natural inclusion -4 c cl.&. 
If we write u in the form 

then dx  - dx + E-i(dx) and for u to commute with d we must have 

This is equivalent to the two equations : 
- 

d x  = dx , 

i . (dx)  + d(ix)  = O , for al1 x E .k 

Thus we define d in A ( A )  so that A is a differential subcomplex and the rela- 
tion di  + id = O holds. Hence we obtain the following result : 

Given the dga A = A(x,, x,, . . , d) ,  define the dga A.& = il(x,, XI, x2. X2, 
. . , d ) ,  with dim X i  = dim xi - 1, by dxi = dx, and dxi  = -idx, wl~ere 

i : A - A A  is the unique derivation o f  degree - 1 extending xi - X i .  Then 

the map A 5 A ( A ) ( E )  defined by xi - xi + Exi is a dga map which is uni- 
f 

versa1 and sets up a one to one correspondence between dga maps A -, X(E) 
f and A 4  -+ 3" via the diagram: 

At this point we could pass to homotopy classes of dga maps, and assert 
that A A  defines the correct homotopy functor and so must be the minimal 
mode1 of A(M).  We will detail a more explicit argument. 

The universal geometric map A(M) x S' -+ M corresponds to a map of min- 

imal models A & A ( A ( M ) ) ( E )  irnplying by the above algebraic universality 
the existence of a dga map 

Now since M is simply connected, A(M)  is at least nilpotent 181, so the 
homotopy groups of A(M) correspond to the free generators of .H( l ( M ) ) .  
Now the fibration QM -. A(M) - M ,  where QM is the based loop space, has a 
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natural cross section, the constant maps of SI into M, so that n,A(M) N niQM 
@ riM. Of course, niQM N ri+,M so that &(A(M)) is the free algebra on the 
generators xi of JZ (which is a d-subalgebra of JZ(A(M))) and another set yi 
obtained by shifting the xi down one : 

JZ(A(M)) = A(x1, Y,, x,, Y,, . .) , 
with dim y, = dim xi - 1. If one examines the minimal model form of the 

universal geometric map A & A(A(M))(e), one finds that in terms of 
al1 these identifications xi - xi + [yi modulo decomposables of A. It follows 

that the map il(&) 5 A(A(M)) described above must be an isomorphism. 
In summary we state the 
Theorem. If M is a simply connected finite complex, and M has minimal 

model A(x,, x,, . . ., d) then the space of closed curves on M has model 
A(x,, XI, x,, X,, . . ., d) where dim Xi = dim xi - 1, d is defined by di + id = 0, 
and i is the derivation of A(x,, x,, . . - )  into A(x,, XI, x,, X,, .) defined by 
lx j  = Xj. 

Remark. Note that A(x,, x,, . . . ) is a d-subcomplex of A(xl, X,, x,, X,, . . . ), 
and the image of d in A(x,, XI, x,, X,, . . a )  is contained in the ideal of (x,, x,, 
. .). Thus the induced d in A(%,) is zero. This algebraic picture corresponds 

to the natural fibration 

since the model of Q(M) is A(X,, X,, - . - ; d = O). (The minimal model of any 
H-space is just the free algebra in the dual homotopy groups with the differ- 
ential identically zero.) 

In the following, we use the notation (A, d) for the minimal model of a 
simply connected finite complex M, and (A', d') for the minimal model of the 
space of al1 maps of SI into M. The generators in even (resp. odd) degrees 
will be denoted by x,, x,, . . (resp. y,, y,, . .). We shall prove the 

Theorem. The following properties are equivalent : 
( i )  the cohomology algebra of M requires ut least two generators, 
(ii) the Betti numbers of the space of al1 maps of SI into M are unbounded. 
Before proceeding to the details, we give the structure of the argument. 

Suppose the generators of the model of M (arranged by degree) begin with 

where y, and y, are the first two exterior generators, and the xi are the first 
polynomial generators. 

In A', the classes {(fi, n = 1,2, - . . , show that for any nontrivial 

finite complex, H*(Af) is nonzero in an infinity of dimensions, [6]. This uses 



dxi = O, i = 1, . - ., n and dy, = Q(x,, . . . , x,). If we knew dx, = O for j = 

n + 1, . . , r, then the classes ((0, with integers a and /3 would give 

us the unbounded Betti numbers. (y, must be present if H*(M) is finite dimen- 
sional and distinct £rom the ground field, and y, and y? must be present except 
when H*M is generated by one element (Propositions 1, 2, 3). 

If dy, f O, then d2 = O, dx, = 0, . . , dx, = O and dxni1 = Q,,_,(x1, . . . , 
x,)y,, . . . ,  dx, = Q,(x,, ~ ~ ~ , x , ~ , ) y , i r n p l y Q ,  = O , j =  n + 1, . . . ,  r, andthe 
above argument works. If dy, = O, this argument does not work. However, if 
dy, were also zero, we could use the classes {y;j$) with integers a, /3 to 
obtain enough cohomology. We do know dy, = Q(x,, . . ., x,) so that cty, = 
Ci Q,(x,, %,)xi in A' by the formula. If we set xi = O, i = 1, . . . , r in A', dy, 
becomes zero, the above classes work, and an inductive argument shows this 
quotient differential graded algebra has unbounded Betti numbers only if A' 
does (Proposition 4). 

1. Some results about differential graded algebras 

We will consider differential graded algebras A = @ A, over a ground field 
,>O 

k = Q or R, endowed with a differential d of degree one. These algebras are 
the tensor product of a polynomial algebra graded in even degrees and an ex- 
terior algebra generated in odd degrees. We assume that A, = k, and that, for 
every z E A, dz belongs to A+ A+ where A +  = @ A,,. Actually, if there are 

n>O 

generators in degree one, we assume in addition that al1 the generators can be 
ordered z,, z,, . - . so that each dz, is a polynomial Q,(z,, z,, . . . , zi-,) in earlier 
generators. If a finite complex M is simply connected, the minimal models of 
M and A(M) satisfy these conditions. 

Proposition 1. Let (A, d) be such a difterential graded algebra. We have 
the following equivalences : 

(1) the cohomology algebra H*(A, d) is generated by one element, 
(2) (A, d) has one of the following types: 

(a) A is generated by one element, 
(b) A is generated by two elements x and y, where x is a polynomial 

generator with dx = 0, and y is an exterior generator with dy = lxh, À E k*, 
and an integer h 2 2. 

Proof. (2) =+ (1) is easy. If A = k(z), then H*(A) = A = k(z). If A = 

k[x] O k(y), then H*(A) = - k'xl . To show (1) + (2), we assume first that 
xhk[x] 

the generators of lowest degree of A are exterior. By (1) there is only one such 
generator and we have dy = O. Another generator of A of lowest degree is 
also closed, again a contradiction to (1). So we have A = k(y). 

Assume now that the generators of lowest degree of A are polynomial. Again 
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there is only one such generator, say x,, and dx,  = O. If A has other genera- 
tors, we consider the generators of lowest degree among the generators distinct 
from x,. If these generators are polynomial x,, . . , we have dx, = O and this 
is not possible by (1 ) .  If these generators are exterior, let y, be one of them. 
Then we have dy, = R,x:, where 2, E k*,  and h is an integer 2 2. In the set 
of generators distinct from x,  and y,, we look at the generators of lowest degree. 
If such a generator x, is of even degree, we have dx, = p,x;y,, with ,u, E k, 
a 2 1. Since d2x, = O, we have O = ~ , A , x ; + ~ ,  which implies that dx, = O and 
contradicts (1). Therefore, if the set of generators of A distinct from x,  and y, 
is not empty, the generators of lowest degree in this set are exterior. Let y, be 
one of them. Then we have dy, = A,xf, where rn is an integer 2 2 and A, E k .  
It  follows that d(y,  - (A , /R , )x , " -~~ , )  = O. Then H*(A) should contain the class 
of x,  and the class of y, - (I,/A,)xT-"y,, contradicting (1). So we have 

A = k[x ,]  O k(y , )  with dx, = O , dy, = R,xh # O . 

Proposition 2. Let (A ,  d )  be a diflerential graded algebra. Let 0 be the 
ideal of A, generated by the exterior generators, and let A = 1118. I f  y is un 
exterior generator of A such that the image of dy in A is nonzero, we have 
H*(?, d )  = H*(A, d ) ,  where 2 = A / ( y ,  dy)A,  and d is the induced diflerential 
on  A. 

Proof. See also [3]. Let f be an element of A such that de E (dy ,  y)A.  
Then de = yw + d(yp). We shall prove that Ker d fl yA = O. Let yy be such 
that d(yy) = O. Then we have d(y)y + ydy = O .  Since dy = a + a with w E O 
and a # O ,  a E A, we show easily that y E yA, and yy = O. Thus we have 
de = d(yp) and 

Ker d = (Ker d O yA) / (dy ,  y)A . 

Since Im d = (Im d + yA) / (dy ,  y)A and Im d c Ker d ,  we have 

- - ~ e r  d - Ker d O Y A  - Ker d - H*(n, d )  H*(A,  d )  = - - 
I m d  I m d O y d  I m d  

In the remainder of this section, we assume that A has a finite number of gen- 
erators in each degree. So, for al1 n E N, A, and Hn(A) are finite dimensional 
vector spaces. 

We can consider the Poincaré series 

Definition. Let S ( T )  = C anTn and S'(T) = C bnTn be two forma1 series 
n E N  n E N  

with real coefficients, we say that S ( T )  5 S1(T) if and only if we have a, 5 b,, 
for every n E N. 



Proposition 3. Let (A ,  d )  be a differential graded algebra, and y an exterior 
generator of  degree 2r + 1 2 3 such that d y  = O. Then we have 

where d is the induced differential on the quotient. 
Proof. Let n be the canonical morphism il - i l / yA .  I f  s E Ri, we define 

A[-sI = @ At-SI, by 
n E N  

A[ - s ] ,  = O for n < s , A[-SI,  = i ln- ,  for n 2 s . 

Let be the map A/yA[-2r - 11 - A defined by 

p([) = :y for al1 E E A/yA[-2r - 11 . 

We check easily that the sequence 

is an exact sequence of differential graded algebras. So we have the long exact 
sequence of cohomology : 

Let K ,  = Im Hn(<p) and K = @ K,. The long exact sequence splits and gives 
n € N  

then we have, for every n E N ,  

dim, K,  - dim, Hn(il)  + dirn, Hn(A/yA)  

- dirn, Hn-2r(A/yA) + dim, K , , ,  = O 

Hence 
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Since S,(T) has positive coefficients, the product [(l + T)/ (1 - TZr)] x (1 / T) 
x S,(T) also has positive coefficients, and we have the inequality. 

Proposition 4. Let (A, d) be a diflerential graded algebra, and x a poly- 
nomial generator of degree 2s such that dx = O. Then we have 

where d is the diflerential deduced from d by quotient. 
Proof. Let p :  A[-2s] -, A be the multiplication by x .  The sequence 

/1 R 

O + A[-2s] - A + A/xA -, O, where n is the canonical morphism, is 
an exact sequence of differential graded algebras. Then we can write the long 
exact sequence 

. . . H n - 2 "  H"(P) (A) + Hn(A) --+ Hn(A/xA) + Hn-Zs+l(A) --+ . . . 

Let In = Im (Hn(p)), and 1 = O In .  For every n E N, we have 

which gives us 

with S,(T) 2 0. 

2. Proof of the theorem 

Since M is a simply connected finite complex, its minimal model A has a 
finite number of generators in each degree and A, = O. Also, H*(,l) is a finite 
dimensional vector space, and the algebra H*(A) has at least one generator 
except when A = k. 

(ii) + (i). If H*(A, d) is generated by one element, we use Proposition 1 
and make a direct calculation to show that the Betti numbers of the space of 
al1 maps of S' into M are bounded. See Addendum. 

( i  i .  (a) We claim that when M is a finite complex, the algebra 
H*(M) requires at least two generators if and only if the minimal model . 2  of 
M has at least two exterior generators. 

We first remark that A has exterior generators since H*( 4) is finite. By 



Proposition 1, if A has at least two exterior generators, then H*(A) has at least 
two generators. 

Conversely, assume that A has one exterior generator. Let A = k [ ~ , ] ~ , ~  @ 
k(y) where the x, are polynomial generators, and dy = P(x,, . . . , x,). If 
dy # O, we have, by Proposition 2, 

Since k[xilt,,/Pk[xi] is a finite dimensional vector space, it is easy to prove 
that card I I  1. (The results of [SI about the dimension of local rings can be 
extended to graded algebras.) Shen we should have A = k[x] @ k(y) with dy = 
lxh, À E k*, h 2 2, and therefore H*(A, d) is generated by one element. If 
dy = O, we have, by Proposition 3, 

where P(T)  E Z[T], and 2r + 1 = deg y. Let A = k [ ~ ~ l , ~ ,  = @ A,.  The 
n2O 

above inequality shows that the dimension of A, is bounded, independent of 
n. This proves card I  1. If A = k[x] @ k(y) with dy = O, we have necessarily 
dx = O, contradicting the fact that H*(A) is finite dimensional. So we have 
A = k(y) with deg y odd, and H*(A) = A is generated by one element. This 
proves Our claim. 

(b) Let y, and y, be the first two exterior generators of A. We denote the 
generators of A by increasing degrees : x,, . . a ,  x, ; y, ; x,,,, . . . , x, ; y, ; . . . , 
where the are the first polynomial generators (perhaps r = O, or n = 0). 
We have dx, = . . . = dx, = 0. 

1st case: dy, # O. Then dy, = P,(x,, . . ., x,), n 2 1, and dy, = Pz(xl, 
- .,x,,xnt1, - . - , x , )  where P l €  k[x,, . .  .,x,] and P ,E k[x,, . . .,x,]. Let 

m E [n, r - 11, and assume that dx, = . . = dx, = O. We shall prove that 
dx,+, = 0. 

We have dx,,, = Q(x,, . . , x,)y, where Q E k[x,, . . , x,]. Since we have 
dZxm+, = 0, we deduce that Qdy, = O, so that Q = O. This proves that dx, = 
. .  . = dx, = 0. 

In A', the elements J:J,9 where (m, p)  E N Z  are cycles, because d'Xi = 

O, d'Y, E (X,, . . , , X,)A' and d'y, E (X,, . . a ,  X,)A'. It is easy to see that Im d' c 
(xi, y,)Af . Thus the elements n Xi j;yl are homologically independent. 1 

If deg y, = 2r, + 1, and deg y, = 2r, + 1, then let m = 1.c.m. (r,, r,). For 
every N N ,  in ~2Nm+Cl,~d"g .Ti (A') there are N + 1 elements (fi X,)J;J! 

i= l  

which are hornologically independent. Hence the dimensions of H'(A', d') are 
unbounded. 

2nd case : dy, = O. If dy, = O, let deg y, = 2r1 + 1, deg y, = 2r, + 1, 
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m = 1.c.m. (r,, r,). Then for every N E N in HzNm(A') we have N + 1 elements 
T:p,B, where (a, p) E N Z ,  which are linearly independent. So the dimensions of 
Hn(A', d') are not bounded. Assume dy, = P(xl,  . , - , x,) # O. Then we have 

where Qi is a polynomial of degree 2 1. Let 2si be the degree of xi for i = 1, 
- . . , Y .  Let A',,, = A'/x,A' with the differential d',,, induced by d'. Then we 
have d',,,x, = O and, by Proposition 4, 

So consider the successive quotients 

Let d',,, be the differential on A',,, induced by d'. By an inductive argument, 
we see that 

So, if the dimensions of Hn(A',,,) are not bounded, then the dimensions of 
Hn(A') will be unbounded also. Since dy, = P,(x,, - . - , x,) where P, is a poly- 

dPZ - nomial of degree 2 2, by the formula we have d' i ,  = C -xi ; thù-s we havc 
t = i  dxi 

d',,,Yz = O. The elements J;y[ with (a,  P )  E N 2  are closed in A',,, and are 
homologically independent. So the dimensions of Hn(A',,,, d',,,) are un- 
bounded. This completes the proof of the theorem. 

Addendum. Now we calculate the cohomology ring of A(M) when H*M 
has one generator. 

1. If H*M is the exterior algebra on one generator y in degree 2n + 1, 
then clearly H*A(M) is A(y, Y )  the exterior algebra on y tensor the polynomial 
algebra on 7 in degree 2n. 

2 .  If H*M = (1, x ,  xZ, . . , xn} with xn+' = O and degree x = 2k,  then 
the mode1 of M is A(x, y ;  dy  = xn+'),  and we have to calculate H*(A',d') 
where A' = A(x, y, X ,  y )  with d'x = d'X = O, d'y = xn+' and d'y = (n + l)xnX. 

By Proposition 2 we can set y = O and d'y = xn+' equal to zero, and cal- 
culate the cohomology of A = A(x, X, Y )  where xn+' = O, dx  = dX = O and 
dY = xnX (the constant can be ignored by replacing y by Y / ( n  + 1)). So in 2 
the cycles in positive degrees make up the ideal of x and X, while the bound- 
aries make up the ideal of xnX. The reduced cohomology ring of A(M)  can then 
be described as the quotient of the ideal of x and X in 2 modulo the ideal of 



xnZ. This quotient is isomorphic to the finite dimensional ring A+(x, Z)/(xn+', 
xnx) (without unit) tensor the polynomial algebra (with unit) on one generator 
y in degree 2(k(n + 1) - 1) where degree x = 2k, degree x = 2k - 1.  
Clearly, the Betti numbers of A(M) are bounded. 

Notice that the reduced cohomology ring of A(M) is totally nilpotent (every 
(n + 1) foldp roduct is zero). For example, for 144 = we obtain the zero ring 
on additive generators in dimensions 1, 2, 3 ,4 ,  . . . for H*A(M) .  This degener- 
acy in the ring structure belies the structure of the homotopy groups of A(M) 
which has total rank 4 (over Q).  

This difference is made up by a rich structure of M assey products or higher 
order cup-products. Al1 this information is carried by the minimal mode1 which 
is simpler to describe for these spaces than the cohomology ring itself. 
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It is well known that the topology of various path spaces on a complete riemannian 

manifold M is closely related to the existence of various kinds of geodesics on M. Classical 

Morse theory and the theory of closed geodesics are beautiful examples of this sort. 

The motivation for the present paper is the study of geodesics satisfying a very 

general boundary condition of which the above examples and the example of isometry- 

invariant geodesics are particular cases. I n  particular, we generalize a result of Sullivan- 

Vigué [16]. 

Let N c  M x M be a submanifold of the riemannian product M x M. An N-geodesic 

on M is a geodesic c: [O, 114 M which satisfies the boundary condition 

(N) (c(O), c(1)) EN and (5(0), -6(l)) E TNL, 

where TNL is the normal bundle of N in M x M. If N = VI x V,, where Vit M, i = 1,2  are 

submanifolds of M then an N-geodesic is simply a V, - V, connecting geodesic (orthogonal 

to each Vi). If N is the graph of an isometry, A, of M then an N-geodesic is a geodesic 

which extends uniquely to an A-invariant geodesic c: R+M; i.e. 

c(t + 1) = A(c(t)), t ER. 

When A has finite order (Ak=id) then c is in fact closed (c(t +k) =c(t), t ER). 

The study of N-geodesics on M proceeds via critical point theory for the energy 

integral on a suitable Hilbert manifold of curves with endpoints in N. This Hilbert manifold 

is homotopy equivalent to the space Mh of continuous curves f :  [O, 1]+M satisfying (/(O), 

f(1)) EN, with the compact open topology (cf. Grove [4], [6]). 
- -- - - - -- - - 

(1) Part of this work was done while the first named author visited the IHES at Bures-sur- 
Yvette during May 1976. 



In this paper we apply Sullivan's theory of minimal models to study the rational 

homotopy type of M&, and hence to obtain information about N-geodesics. 

Sullivan's theory (cf. [14], [15] and [a]) associates with each path connected space S 

a certain differential algebra (AX,, d,) over Q which describes its rational homotopy type. 

(AX,, d,) is called the minimal model of Sand H(AXs) is the rational (singular) cohomology 

of S. As an algebra AXs is the free graded commutative algebra over the graded space 

X,. If S is nilpotent and its rational cohomology has finite type then Xs  is the (rational) 

dual of the graded space n,(S) BQ. (See section 1 for more details.) 

Our main result is an explicit construction of the minimal model for the space MG,,,, 

where G(g) is the graph of a so called 1-rigid map and M is any 1-connected topological 

space whose rational cohomology has finite type (Theorem 3.17). This gives in particular 

a new proof of Sullivan's theorem for the space of closed curves Ms' [14]. Surprisingly 

enough the minimal model for MG,,, has exactly the same form as the minimal model for 

the space of closed curves on a space M'. This space, however, is not obviously related to 

M and it can be much bigger than M.  For this reason the results of Sullivan-Vigué [16] 

do not carry over to our more general case in a completely satisfactory manner although 

some of the methods from [16] are important for us. 

The minimal model for MG,,, contains al1 information about the rational homotopy 

theory of MG,,,, in particular about the cohomology. An immediate consequence of the 

model is the following (Theorem 4.1). 

THE OREM. I f  the rational cohomology of is non trivial and g is rigid ut 1 then 

MG,,, has non-zero cohonzology in an  infinite arithmetic sequence of dimensions. 

The main application of the model is however (cf. Theorem 4.5). 

THEOREM. I f  M is 1-connected, H*(M) finite dimensional and g: M-. M rigici at 1, 

then MG(,, hus a bounded seqmnce of Betti numbers if and only if 

dim n?(M)"+ 63 Q < dim n*d(M)a+ 8 Q < 1 

where n,(M)g+ is the homotopy of M fixed by the induced m p  g,. 

When g =id this specializes to the main theorem of Sullivan-Vigué [16]. If we combine 

this result with the main theorem of Grove-Tanaka [7] we obtain (generalizing the ap- 

plication by Sullivan-Vigué of Gromoll-Meyer [3]). 

THE O R  EM. Let M be a compact 1-connected riemannian manifold and let g be a finite 

order isometry of M. If g hm ut most finitely many invariant geodesics then 
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dim n"(M)" + Q < dirn nFd(M)O+ O Q < 1. 

A s  a consequence we obtain (cf. Cor. 4.10). 

COROLLARY. Let M be a 1-connected, compact riemanniun manifold whose cohomology 

2s spherimlly generated (e.g. M formal) and let g be a finite order isometry of M. If the induced 

m p  g* on cohomology fises ut least two generators then g has infinitely many invariant geo- 

desim. 

The paper is divided into 4 sections. In section 1 we recall briefly the main results 

in the theory of (minimal) models and explain how they generalize when an action of a 

finite group is involved. Besides being of interest in itself we use these results in section 3. 

In section 2 we translate the fibration 

to models. Here M is any 1-connected space, and N a path connected subspace of M x M. 

Furthermore, z,(f) =(/(O),  f(l)), QM is the ordinary loop space of M and MN is defined as 

above. We exhibit a (not necessarily minimal) model for MN (Theorem 2.8). I n  particular 

(Cor. 2.11) we obtain explicitly the space of generators for the minimal model of MN. We 

also apply results from the theory of models to our model of MN (Theorem 2.15 and Cor. 

2.16). 

In particular, suppose N is a closed submanifold of M x M and M is a complete rie- 

mannian manifold. Let p,: N+M, i =O, 1 be the left and right projections and assume that 

either po(N)  or p l (N)  is compact and that V = N  fi A (M) is a closed submanifold of N. 

Then according to Grove [5] if there are no N-geodesics on M the inclusion V+MN is a 

homotopy equivalence. Thus Theorem 2.15 yields: 

THE OREM. Suppose in addition to the above conditions N i s  1-wnnected and let 

be the linear m p s  induced by pi ,  i =O,  1. If for some complete metric on M there are no N -  

geodesics, then coker ((p,). -(pl),) is spanned by elements of even degree and 

dim coker ( (p , )  , - ( p l ) ,  ) < dirn V 

As a second application we get from Example 2.21 the 

THEOREM. Let Z, Cl and Z, be spheres (possibly exotic) and suppose 2, and C ,  are 

imbedded in Ç so that Cl n 2, is  a (collection of )  closed subman.ifold(s) of 2. Then for any rie- 

mannian metric on Z there are El - Z, connecting geodesics. 



Knally in section 3 and section 4 we specialize to the case N = G(g) and get the results 

on isometry invariant geodesics. 

1. Equivariant minimal models 

Throughout the paper all vector spaces are defined over the rationals (k unless other- 

wise said. We begin by recalling some facts from Sullivan's theory of minimal models (see 

Sullivan [14], [15] and Halperin [8]). 

A commutative gr& difjerential alqebra (c.g.d.a.) is a pair (A, d,) where A = Or,, Av 

is a non-negatively graded algebra (over Q) with identity, such that ab = ( - l)vQba for 

a E AD, b E Ag and clA: A+ A is a derivation of degree 1 with d i  =O. 

AX will denote the free graded commutative algebra over a graded space X i.e. 

/\X = exterior (Xodd) @symmetric (Xeven). 

l\+X is the ideal of polynomials with no constant term i.e. A+X = z,,, AjX. 

A KS-cornplex is a c.g.d.a. (AX, d) which satisfies: 

(ks,) There is a homogeneous bais  {xa},,, for X indexed by a well ordered set J such 

that dxa is a polynomial in the xb with B<a. 

If (AX, d) in addition to (ks,) satisfies 

(ks,) d X c  l\+ X-l\+X 

then (AX, d) is said to be minimal. 

In the rest of the paper (AX, d) is always assumed to be a connected KS-complex. 

Let Q(l\X) =I\+X/I\+X.A+X be the indecomposables of AX and 5: A+X+Q(AX) the projec- 

tion. Define a differential Q(d) on Q(AX) by Q(d)c=[d. Then (AX, d) is minimal if and 

only if Q(d) =O. If y: (AX, d)+(l\X', d') is a c.g.d.a. map, we define &(y): Q(AX)+Q(AX') 

by Q(y) t=ry.  Note that 5 restricts to an isomorphism X+Q(AX) which allows us to 

identify these spaces. 

We shall now recall the notation of homotopy due to Sullivan [15, 5 31 (see also [B; 

chap. 51). Let (AX, d) be a KS-complex with X strictly positively graded (i.e. AX is 

connected.) 

(l\Xr, D) is the c.g.d.a. obtained by tensoring (AX, d) with the "contractible" c.g.d.a. 

(/\X@/\DX, D), where 

(cl) X is the suspension of X i.e. P = X P + l  

and 

(c,) D: X+ D I  is an isomorphism. 
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The degree - 1 isomorphism X =g is written %HZ. 

A derivation i of degree - 1 and a derivation 0 of degree zero in AX' are defined by 

and 

Let A,: A X - + A X '  denote the standard inclusion and set Â, =eeoAo. Here ee is well de- 

fined because for any QEAX' there is an integer n such that On@=O [a]. Note that if 

n: AXx-+AX is the projection defined by 

then Âo and Il induce inverse cohomology isomorphisms because ( A g  @A D X ,  D)  is acyclic. 

Definition 1.1. Two homomorphisms yo, yi: ( A X ,  &)+(A,  dA) of c.g.d.a.'s are called 

homotopic (written yow y,) if there is a c.g.d.a. map r: ( A X x ,  D)+ (A,dA) such that F o l ,  = y  , 
i = O ,  1. 

If the c.g.d.a. ( A ,  dA) is homology connected i.e. H O ( A )  = Q  a model for ( A ,  DA) is a 

KS-complex ( A X ,  d )  together with a homomorphism of c.g.d.a.'s 

9: (Ax ,  d )  (A, dA) 
which satisfies 

(m) y induces an isomorphism y* on cohomology. 

If the KS-complex ( A X ,  d )  is minimal we speak of the minimal mode1 y: ( A X ,  d)+ 

( A ,  a,). 
We can now state the following important result (see [15, $51 and 18, chap. 61). 

THEOREM 1.2. Let ( A ,  dA) be a c.g.d.a. with HO(A)  =Q. Then there is a minimal model 

I f  p': ( A X ' ,  d')+ ( A ,  d,) i s  another minimal model, then there is  an isomorphism of c.g.d.a.'s 

a: ( A X ,  a)-+ (AX', d') such thcct y -y'o a. Finally, a is  unique u p  to h m t o p y .  

A number of choices are involved in the construction of v: (AX, d)+ (A ,  dA). If a finite 

group G acts on ( A ,  d,), the flexibility in the construction enables us to obtain an induced 

action of U on ( A X ,  d )  and to make p, equivariant. In  fact, one can carry out Sullivan's 

proof of Theorem 1.2 equivariantly using that any G-invariant subspace of a vector space 

has a (3-invariant complement. Rence 



T H E O R E M  1.3. Let (A, d,) be a c.g.d.a. with H O ( A )  = Q and let G be a finite group acting 

on A by c.g.d.a. maps. Then there is a minimal m d e l  

such that G acts on ( A X ,  d )  and p i s  equivariant. If p': ( A X ' ,  d')+(A, dA) is  another G- 
equivariant minimal model, then there is a G-isomrphism a: ( A X ,  d )+(AX' ,  d') such that 

p N p' O a and a is  unique u p  to homotopy. 

There is also an equivariant theorem for maps which again can be proved b y  making 

the  corresponding non-equivariant proof (c f .  e.g. [8, Theorem 5.191) equivariant. 

T H E O R E M  1.4. Let ( A ,  dA) and (A', d,.) be a c.g.d.a.'s with H O ( A )  = HO(A')  = Q and 

with actions of a finite group B. Furthermre, let 

p: ( A X ,  d )  + (A,  d,) and p': ( A X ' ,  d ' )  + (A ' ,  d,) 

be equivariant minimal models as in Theorem 1.3. Then for any equivariant c.g.d.a. map a: 
( A ,  d,)+ ( A ' ,  d,.) there i s  an equivariant c.g.d.a. map o :  ( A X ,  d)- t  ( A X ' ,  d ' )  such that 

p ' o o ~ a o p .  

Now suppose M is a topological space. Denote b y  ( A ( M ) ,  d )  the  c.g.d.a. o f  rational 

differential (PL) forms on  M .  

A rational p-form E AD(M) o n  M is a function which assigns t o  each singular q- 

simplex a: Au+M a Cw differential p-form a, on the  standard q-simplex Au such that 

(d l )  a, is in  the c.g.d.a. generated (over Q )  b y  the  barycentric coordinate functions. 

and 

(d,) The map ( T H @ ,  is compatible with face and degeneracy operations. 

Multiplication and differentiation are defined in A ( M )  b y  (0 A Y ) ,  = a,, A and ( d a ) ,  = 

d(@,)- 
I f  g: M + M 1  is a continuous map, there is an induced map A(g): A ( M 1 ) + A ( M )  of 

c.g.d.a.'s given b y  (A(g)@) ,  =O,,,. One has the following important result. 

T H E  O R E  M 1.5. (Sullivan-Whitney-Thom). Integration yields a natural komorphism 

where H*(M) denotes singulur cohomology with coefficients in Q .  
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When M  is path connected a (minimal) model for (A(M), d) is called simply a 

(minimal) mode1 for M. The minimal model for M  will be denoted by 

The space of indecomposable elements: 

is called the pseudo dm1 homotopy of M. If H*(M) has finite type (i.e. finite dimensional 

in each degree) and M is nilpotent then there is a natural isomorphism 

n*,(M) -+ Hom, (n*(M), Q )  
(cf. 1151 and [8]). 

2. A model for the space MA 

Let M be a simply connected space whose rational cohomology has finite type, and 

fix a path connected subspace N c  M x M. 

Let MI be the space of continuous maps f: [O, l ]+M with the compact open topology. 

In this section we shall determine a model for the subspace MNc M x  given by 

We have the commutative diagram 

where TC(/) = ( / ( O ) ,  f( l )) ,  zN is the restriction of ni and QM =nil(mo, ml) =(f E M'J /(O) =m, 

and f (1) =ml) for a chosen base point (m,, ml) EN. 
Both rows in (2.1) are Hurewicz fibrations which we denote respectively by J and 3,. 

Note that SN=i$(J). 

We also have a homotopy equivalence 7: M-tM' given by: ~ ( m )  is the constant map 

I +m. Clearly 

nor l=A:  M - t M x M  (2.2) 

is the diagonal of M. 

1st - 782908 Acta mathematica 140. Imprimé le 9 Juin 1978 



Now we begin the translation of (2.1) to models. Since M is 1-connected and H*(M) 

has finite type i t  follows that AXM is 1-connected; i.e. X&=Xk=O, and has finite type 

(see [8; Cor. 3.11 and Cor. 3.151). 

Consider the diagram 

i c .  1 /proj. 

AXM a AXM @ AXM 

where il, and il, are defined on page 281 and 

and 

By [8, Lemma 5.281 h is an isomorphism of graded algebras (because AXM is minimal.) 

Since AX, is 1-connected, d,X$cl\ (@ri XL) .  Hence (5.5) and (5.6) of [BI yield 

where 
" (iD)" 

Q(z)= 2 -XE{A(X;~)@A(X;~-~)~A(DX;~)) n ker II 
n-1 n!  

and II is defined on p. 281. 

An easy calculation shows that @D=$D =O, and i t  follows from (2.4) that (2.3) is 

commutative. Thus (cf. 18, chapers 1 and 51) (2.3) exhibits AXMoAXM+AXhdAXM as 

a minimal KS-extension. 

We shall now define a commutative diagram of c.g.d.a.'s 

in which al1 the vertical maps induce isomorphisms on cohomology. 

First let PL, PR: M x M-tM be the left and right projections, and define 
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Since H*(M) has finite type, the Künneth theorem holds and vMX, induces an isomorphism 

on cohomology. In particular vMXM: A X M ~ A X M + A ( M  x M) is a minimal model for 

M x M .  

Next, note that the projection II: /\X&4/\XM satisfies Iio&=IIoil,=id. Hence 

II O (Ao @Ai) =p is the multiplication homomorphism 

AXMoAXM+AXM. 

From this and (2.2) we see that the following diagram is commutative. 

Since r]  is a homotopy equivalence it induces an isomorphism A(q)* on cohomology. There- 

fore by Sullivan 115, 5 31 or Theorem 5.19 of [8] there is a homomorphism of c.g.d.a.'s 

y: (AXM, D)  + (A(M1), d) 

such that yo (Â,@a,) sA(7G)0fpMxM and A(q)ov-pMo n. Because A(q)*, and ri* are 

al1 cohomology isomorphisms, so is y*. 

Finally (2.3) shows that ker (i is generated by Âo@~l(XM@XM) and hence y (ker 5) is 

generated by A ( Z ) O ~ ~ ~ ~ ( X ~ @ I X ~ ) .  Since A(j)oA(n) =O on elementa of degree > O  i t  

follows that y factors to give a c.g.d.a. homomorphism 

qn: (AI,, 0) + (A(QM), d )  
such that (2.5) commutes. 

Now since J is a Hurewicz fibration, M is 1-connected and H*(M) has finite type, 

a theorem of Grive1 [2] or [S, Th. 20.31 asserts that because vCxM and y* are isomorphisms 

so is y:. In particular vn: (AIM,  O)+A(QM) is a minimal model for the loop space of M. 

We now turn our attention to the fibration 2,. Recall that vN: (AXN, dN)+(A(N), d )  
is n minimal model for the path connected space N. 

Use (2.1) to obtain from (2.5) the commutative diagram 



Using again Sullivan [15, $51 or [8, Th. 5.191 we obtain unique (up to homotopy) c.g.d.a. 

maps 

and 

such that plNopl, - A(PLo i,) oplM and plNopl, - A(PRo i,) oplM. Define a homomorphism of 

Therefors we can apply (9.15.4) of [SI to obtain from (2.6) another commutative diagram 

of c.g.d.a.'s 

in which plnwm. In particular pl: is an isomorphism. 

Finally, write AxM = AXM OAX, @ A I M  using the isomorphism h of (2.3). The ideal 

ker pNOAXM is D-stable, and so a c.g.d.a. 

(AxNoAzM, DN) 
is defined by 

DN(@@l)  = dN@ 01 and DNo (,UN@ id) = (pN@id)0D. 

Clearly yN factors through (AX,@AiET,, D,) to produce the commutative diagram of 

c.g.d.a.'s 

proj. Ax A X , ~ ~ ~ ~ . ( A X , O A Z ~ , D , ) -  rd 

r N l  lu; !pl; 

A (N) -- A(MN) - A(QM) 
A (ZN) A (h) 

Because qz and vz are isomorphisms the comparison theorem, applied to the spectral 
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sequence of Grive1 [2] or [8, Th. 20.51 for the fibration SN, shows that y; is an iso- 

morphism. Thus we have established 

THE O R  EM 2.8. A model for the space M i  is given by 

In particular (cf. Sullivan [15] or [8, Cor. 2.41) the minimal model of M i  is  generated by 

H(XN@XM, Q(DN)), i.e. 

n;(MN) = H(XN@XM, Q(DN)). 

Next recall that A X N  is minimal and (cf. sec. 1)  project the top row of (2.7) to the 

short exact sequence 

O+ (XN, 0 )  + ( X N @ X m  Q(DN)) + PM, 0 )  -+O. 

This leads to a long exact sequence 

a* - . . . -XN- H ' ( X ~ @  X M ,  &(DM)) - a* x; - x;+,l- ... (2.9) 

in which clearly a* =Q(DN). 

A straightforward calculation using (2.4) shows that 

Since Q(x)  is decomposable we conclude 

If ô;: &-XM is the canonical isomorphism we can write this as 

a*. = [&(pi) -&(~),)ioaM. (2.10) 

Now the sequence (2.9) allows us to identify H ( X N @ X M ,  Q(DN)) with coker a*@ker a*, 
and so Theorem 2.8 has the following 

C OR O LL AR Y 2.1 1. The space of generators for the minimal model of. Mk is given by 

n:(MN) = H ( X N @  L, Q(DN)) = coker (Q(g>,) - &(pl,)) @ker (&(PI)  - Q ( Q ) ~ ) ) -  

Next recall that we identify XN=ng(N)  etc. Since pl, and vl correspond respectively 

to po=PLo.i,: N e M  and pl=P,oiN: N - t M  we have &(pl,)  =p:, and (2.9) can be written 

in the form (cf. [ I O ,  sec. 41) 

ZN" G - nG(N) -$(Mi) -nG(QM) (PT - ~ f  ,,,;+I(~)- . . . (2.12) 

19 - 782908 Acta mathematica 140. Imprime le 9 Juin 1978 



Observe that (2.10) is analogous to a result of Grove [6] and that (2.12) is the y-analogue 

of a sequence in [6, Theorem 1.31. However, unless N is assumed nilpotent (2.12) cannot 

be obtained from [6] by dualizing; it may be a different sequence entirely ! 

Now let V = N il A(M) and let a: V+ M$ be the inclusion defined by 

a(%, x): I -t x, (x ,  x) EN r l  A(M). 

Because of applications to geodesics we consider the following conditions: 

a is a homotopy equivalence (2.13) 

Note that (2.13) implies that V is path connected, and that a induces an isomorphism 

n:(Mi) +n:( 7). Moreover if y: V +N is the inclusion then nNou =y, and so we can identify 

n t  with y+. 

THEOREM 2.15. Suppose (2.13) and (2.14) hold. Then 

(i) ker (p: -pc) hm finite dimension Gr, and 2s s p n d  by &me& of even degree. 

(ii) The sequena 

Proof. (i) follows from Lemma 2.18 below, applied to (AXN@AXM, DM). (ii) follows 

from (i) and the exactneas of (2.12). 

COROLLARY 2.16. The following are equivalent when (2.13) and (2.14) hold 

(i) dirn n:(N) < w 

and 

(ii) dirn n*,(V) < = an& dirn np(M) < m. 

Furthermore, i j  (i) and (ii) hou then 

whre X, =dim l ~ ~ p ~ ~ ~  -dim n? i.s the honzotopy Euler churacteristic. 
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Proof. If (i) holds then dim Z;~~(M) < CO; then n?-l(M) =O, if 2p - 1 >m, some m. 

Apply Theorem 5.9 of [IO] to the projection (AX,, d)+A(Ct,, XL), O) to obtain XL =O, 

j>m. Hence dim n;P(M) and so (i) implies (ii). 

Consider in general (cf. top row of (2.7)) a sequence of connected KS complexes of the 

form 

in which (AY, d) is minimal. As above we obtain a long exact sequence 

LEMMA 2.18. If Hf(AY OAX, D) = 0 for i > r then every homogeneous element in ker a* 

hm odd degree and dim ker a* < r.  

Proof. Choose a, graded subspace X,c X so that 

X = X I @  ker a*. 

This decomposition defines a linear projection X-tker ô* which extends to a homorphism 

el: AX -.A ker ô*. 

Composing with Q we obtain 

e e  = @,O@: (AY OAX, D) -+ (A ker a*, 0). 

Moreover, by exactness ker a* =im Q(Q)* and since Q(Q,) is the identity in ker ô* we obtain 

that Q(e,)* is surjective. Thus Theorem 5.9 of [10] applies and shows that the product of 

any r + 1 elements of positive degree in H(A ker a*) is zero. Since H(A ker a*) -A ker a* 
this implies the lemma. 

We close this section with two examples in which N =  Vo x VI and V,c M, i=O, 1. 

Note by the way that it would be no real restriction to consider only the case N = Vo x V, 
since in fact MN= M x M&,A,M,. 

If  N = Vo x VI and if: V, + M, j =O, 1 are the inclusions then p: -p z  : n;(M) +n:(N) 

can be written as 

i: - i f  : n,*(M) + n:(Vo) OZ;( V,) (2.19) 

and if (2.13) and (2.14) hold this can be substituted in the sequence of Theorem 2.15 (ii). 

Example 2.20. Suppose Vo and VI me even spheres of dimensions 21 and 2m, and 

V = Vo n V, is properly contained in each. Assume (2.13) and (2.14) holdanddim H*(M) < CO. 

Then 



and 
H*( V )  = H*(pt) 

C dim Hp(M)tp  = (1  + t2') (1 -+ t2"). 
P 

Indeed, since V is contractible in each of V o  and V I ,  y+ =O. From (ii) of Theorem 2.15 

we then deduce that 

i f  - i g  : ngdd(M) -+ nidd( Vo x V I )  

is an  isomorphism and 

i: - $ : n y ( M )  + n y ( V o  x V I )  

is surjective.' Since dim n:dd(Vo x V I )  =dim n y ( V o  x VI) =2  on the one hand, and since 

by Theorem 1' of [9] 

dim X ; ~ ~ ( M )  > dim n p ( M )  

on the other, we must have equality above and hence 

is an isomorphism. Again by Theorem 2.15 (ii), this implies n:(V) =O and so H*(V) = H*(pt). 

It also allows us to apply Corollary 2 to  Theorem 5 of [9] which gives (2.21). 

Example 2.22. Let M ,  V o  and V1 a11 be spheres and suppose V ,  n V I  is properly con- 

tained in each V,, i=O, 1. Then (2.13) and (2.14) camot hold. Otherwise as in the above 

example 

i: - i0 : nGdd(M) + ndd(  Vo x V I )  

would be an isomorphism, but dim n;"(M) = 1 and dim nGdd(Vo x V I )  =2. 

,3. The minimal model for the space of g-invariant curves 

Let M continue to denote a 1-connected space whose rational cohomology has finite 

type, and fix a continuous map g: M - t M .  We shall apply the results of section 2 to the 

case N is the graph of g: 

= Q(g) = ( (2 ,  g(4 )  1 x E X ) .  

When g satisfies a condition we call rigidity at 1 (this is always tme if $=id, some k) then 

we give an explicit form of the minimal model of H',,,,. 
Since ML,, consists of paths f :  I- t  M such that f(1) =g(f(O)) we can identify if with the 

space of paths 

f :  R -+ M satisfying f(t + 1) = g(f(t)), 
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i.e. the space of g-invariant curves. Similarly if $=id we can identify MG,, with the space 

of continuous maps 

f: Sr + M such that f (eWkei0) = g(f (ei6)), 

i.e. MG,,, is then the space of g-invariant circles on M. 
For the moment let g: M + M  be any oontinuous map. We translate from section 2 

with N = G(g). Note that pO: G(g)+ M is a homeomorphism, and so pl, (which represents it) 

is an isomorphism. Moreover if 

yg: (AXM, - (AI,, dM> 

represents g (yMoyg- A(g) oyM) then pl is represented by pl1 =p,oy,. 

Next recall (Theorem 2.8) the mode1 (AXG,>@AXM, DG(,)) for Mo(,). Define a c.g.d.a. 

(AX,@AX,,, Do) by requiring that 

be an isomorphism. Set y: =y~lo,o(pO@id), then Theorem 2.8 reads: 

C O R O L L A R Y  3.1. A mode1 for M',,,, is given by 

<AXM@AXM, Do) + (A(MGw), dl, 
where Dg is detemnz'ned by 

D,o(pg@id) = (p,@id)oD, 

and p,: AXM@AXM+ AX, .is given by 

pu(@ @Y) = @ .y,(Y). 

For the induced differential &(Dg) we have 

which tramhtes Lemma 1.5 of [6] .  

Rernark 3.3. In  view of our hypotheses on M there is a canonioal isomorphism as 

mentioned a t  the end of section 1, 

Because M is simply connected g induces a well defined hcmomorphism of homotopy 

groups 



even though g may not preserve base points. Moreover if 

g*:  Hom (nj(M); Q) +Hom (nj(M); Q) 

is the dual of g,, then the isomorphism above identifies &(y,) with g'. In  particular the 

generators for the minimal mode1 of MG,, are determined by g,. 

Now let (AIM) ,  be the subalgebra of AXM of elements @ mtisfying 

and let Q(AXM), be the subspace of elements a€&(AXM) satisfying 

Q(y,)a = a- 

Definitwn 3.4. A map g: M-+ M will be called rigid at 1 if 

Q(AXM) = & ( A ~ M ) o  @ im (&(Y,) -id) 

and if for a suitable choice of y, the projection 

5: ( A + x ~ ) o  + Q(AXM)O 
is surjective. 

Rernark 3.7. Since Q(AX,) r XM is a graded space of finite type, condition (3.5) simply 

says that if (&(y,) - id)n a =O then &(y,) a =a. Equivalently, &(y,) -id restricts to an 

isomorphism of the subspace im (&(y,) -id). 

Condition (3.6) says that any &(y,)-invariant vector can be represented by a y,- 

invariant element in AX,. 

Thus while (3.5) can be interpreted as a condition on g,, (3.6) is more subtle. Note thut 

if y, and XM can be chosen so that XM Zs stable under y, then (3.6) is automatic. 

Exumple 3.8. Suppose g: M-tM is a continuous map such that gk=id for some kEZ. 

Thus g makes M into a a-space, where G-Z,. In  this case by Theorem 1.3 we can choose 

y, so that &=id, which allows us to choose XM to be stable under y,. (In fact the construc- 

tions in the proof of 1.3 already make y, act on XM with order k.) According to the remark 

above g is rigid at 1. 

Using another approach we have more generally 

THE O R E M  3.9. Let M be 1-conrtcted and suppose g: M+ M satisfies 

8 N id. 

Then g is rigid at 1. 
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Proof. Let yM: A X + A ( M )  be the minimal model and choose y,: A X + A X  so that 

VMYI A ( ~ ) P M .  
Then id. 

By a result of Sullivan [15; Prop. 6.51 or [8, Th. 11.211, this implies 

where 8 = sd + ds and s is a derivation of degree - 1 in AX. Moreover 

In  particular 

% =  Y10 

Set el= -8/k= - d+d - ; then eetNid (cf. Sullivan [15, Prop. A.31) or [8, 3 
Th. 11.211. Also B1yl =y1Bl, whence 

ee*yl = y, eel. 

and e%lW YI. 

Put y = eel y,. Then 

Y PMY -A(s)Q)M 

and so y represents g. On the other hand 

and so by the argument above y is rigid at 1. 

Remark 3.10. Without proof we mention that there are many more 1-rigid maps e.g. 

retractions and more generally maps g satisfying qk+' =$ for some k and 8. 

Henceforth we assume g to be rigid at 1 and determine the minimal model of Mi,,,. 
It is immediate from definition 3.4 that we can choose XM and yu so that XM = Y @ U, 

where 

Y',Y"Y, Y E Y  
and 

Ucim (yg-id). 



LEMMA 3.11. With the choices above 

(i) im (yD-id) c/\Y@A+U, and 

(ii) I\Y@I\+U is dM-stable. 

Proof. (i): Choose a graded subspace V c  A+XM so that c( V) c U and (yD -id): V+ U is 

an isomorphism. If we regard U as a subspace of &(AIM), then clearly 

Since y, -id: V-t U is an isomorphism it follows that c: V+ U is an isomorphism. Therefore 

A+XM = A+XM. A+XM Y V 
and so 

An easy degree argument completes the proof. 

(ii): Since AY @A+U is the ideal generated by U, (ii) follows from the relation 

Since the ideal AY@A+U is dM-stable we may divide out by it to obtain a c.g.d.a. 

(AY, 6) such that the projection 

P: AXM+AY (3.12) 

is a homomorphism of c.g.d.a.'s. 

We now associate to (AY, 6) the corresponding c.g.d.e. (AY', D) (p. 280), with AY1= 

AYoAYoADF, and derivations i and 8 in Ayr, and c.g.d.a. maps A,, Al: AY-tAY'. 

Moreover 2, and 31, determine an isomorphism 

(compare (2.3)). Thus a homomorphism of graded algebras 

p@id: I\Y'+AYOI\F 
is defined by 

id)31,@ = @  and (p@id)q = i  (,u @ id) A,@ = (p O 

for al1 @ E  AY and tj E r .  As in section 2 a differential D in A Y @A H is defined by requiring 

p@id to be a map of c.g.d.a.'s. 

In order to identify D, we define a degree - 1 derivation i, in A Y @A? by 

i , y = ÿ  and i P i = O ,  
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and a degree +1 derivation do in A Y  @AF by 

doy = by and dotj = -iy6y,  y €  Y .  

Since obviously iY = O we get 

dooiy+i,odg = O  

and therefore d;=0; i.e. (AY oAF, dg) is a c.g.d.a. 

R e m r k .  (AY dg) is obviously a minimal KS complex. If Y is the minimal model 

for a space S ,  then (AY @AT, dg) is Sullivan's model for the space of maps S1+S ([14], [ lô] ) .  

LEMMA 3.14. The differentials and dg qree ,  i.e. 

p o i d :  (AY',  D)+ (AYoAP, do) 

is a hommorphism of c.g.d.a.'s. 

Proof. Note that D = 6 in A Y .  Hence we need only show 

which we do by induction on the degree of y. 

First recall that the derivation i in AY' (p. 281) satisfies i2=0, whence by (2.4) 

i(A,  y )  =i(A, y) =i for al1 y E Y .  If follows that 

(p@id)o i  = i yo (p@id)  

and using (2.4) we conclude 

If deg y = p  then cîy is a polynomial in the yf's with deg y,<p ( ( A Y ,  6 )  is a 1-comected 

KS-complex) and it folloy~~ from (3.13) and our induction hypothesis that 

Hence the equation above reads Dy = - iy  6y and we are done. 

Now extend the c.g.d.a. map P of (3.12) to a c.g.d.a. map Pr: ( A X L ,  D ) - + ( A Y 1 ,  D )  
by setting 

P ' z = ~  and P'DZ=D%, 2 E Y  
and 

P'Z = P'DZ = O ,  x E U .  



Then Pr commutes with i and 8 so that 

Prolo = AooP and ProA = l,oP. 

Also, extend P to an algebra homomorphism 

by setting Po5=% for a11 %EXM (i.e. P,2=0, X E  U). 

For these extensions we have 

LEMMA 3.16. The diagram 

Proof. If x EXM then (,u @id)oP15 =Poo (p, @id) Z is immediate from the definitions. 

Moreover by (3.15) 

Finally recall that im (y,-id)cAY@l\+U by Lemma 3.11. It follows that 

Poy, = P 
and hence by (3.15) 

i.e. the diagram commutes. Since ,u,@id, Pr and p@id are al1 morphisme of o.g.d.a.'s and 

,uo@id is surjective, i t  follows that Po is also a c.g.d.a. homomorphism. 

THEOBEM 3.17. The honumzorphZsm Po induces an .isomorphism 

of cohomology. In particdur (AYoAF, da) 2s the minimal d e l  of Mi,,,. 

Proof. According to Theorem 7.1 in [8] we need only check that 
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is an isomorphism. But it follows from 3.2 that &(Do) is zero on XM and on F and restricts 

to an isomorphism O+ U. Hence &(Po)* identifies H(XM BI,, &(Do)) with Y 07. 
Finally, consider the commutative diagram 

Since P,* is an isomorphism Sullivan [15] or Theorem 5.19 of [8] implies there is a homo- 

morphism 9: (/\Y @AT, ~ , ) + ( A x ~ o A B ~ ,  Do) of c.g.d.a.'s such t h a t ~ * i s  theisomorphisrn 

inverse to Po. 

Thus 

90: (AY@AP, do) + (A(M&(o,), d) 

is a minimal model for A(M&,,), where a 'o=vi~p.  

Remark. ksi mentioned earlier the c.g.d.a. (AY @AP, do) is exactly Sullivan's construc- 

tion applied to (AY, 8). Moreover if g=id, then yo=id, XM= Y and Po=id. Hence we 

recover Sullivan's theorem [14] (with a different proof) as a special case of Theorem 3.15. 

Remark 3.18. The fact that the minimal model of M&,,, appectrs to be the minimal model 

for a space of closed curves can be explained as follows: 

Let A(p) be the rational c.g.d.a.c A(Au) generated by the barycentric coordinate 

functions. In [15, 5 81 Sullivan constmots the function adjoint to "differential forms" 

which associatea with each c.g.d.a. (R, d,) the simplicial set (R) given by 

(R), = (al1 homomorphisms (R, d,) -t (A(p ) ,  d))}. 

Now suppose g is rigid a t  1. The homomorphism yu yields a map of simplicial sets 

<Y,> : (AXM) - (A XM). 

The fixed point set of (y,) is the sub-simplicial set (AX,)O defined by 

rl (l\XM): = {au homomorphisms (AX,, d,) - (A@),  d) such that qoyo = q}. 

On the other hand, since g is rigid a t  1 we have that tile idea: generated by im (yg-id) is 

exactly AY @A+U. Hence we obtain (AX,); = (A Y), i.e. 

(A XM)' = (A Y). 



Let 1 (AX,) 1 and 1 (A Y) 1 be the geometric realizations (cf. Mïlnor [13]). (y,) defines 

a continuous map g of 1 (AXM) 1 and we have that the fixed point set of g is given by 

Finally note that 1 <AXM) 1 is the "rationalization of M" and g is the rationalization 

of g; thus AY is the minimal model of the fixed point set of the rationalization of g. More- 

over the model of the g-invariant paths on M coincides with the model of the space of al1 

closed peths in the fixed point set of the rationalization of g, g. 

Remrk 3.19. Note that if g: M+M is periodic i.e. $=idM then we can prove Theorem 

3.17 directly via Sullivan's theorem by studying the inclusion of. Mi,,, into the space of al1 

circles on M (cf. the beginning of sec. 3) and using (3.3) and the remarks concluding sec- 

tion 1. 

4. On the cohomology of M&, 

Throughout this section M is a 1-connected space whose rational cohomology has 

finite type and g: M-tM is a 1-rigid map. In particular we have a minimal model for the 

space MG,, of g-invariant curves as in Theorem 3.17. 

We show how one can use the minimal model for MG,,, in order to obtain information 

about the cohomology H*(H&,,). In  particular we are interested in the Betti-numbers of 

Mi,,,, because of their significance in applications to geodesics. 

As a first application we have the following immediate generalization of a theorem due 

to Sullivan [14]. 

THEOREM 4.1. If the rationai whomology of MG(,, Zs not trivkl, then ML,, has non- 

zero Betti numbers in an infinite arithmetic sequence of dimensions. 

Proof. First suppose (AY, 6) ((3.12)) has no odd dimensional generators; i.e. AY is a 

polynomial algebra in even dimensional generators (which exist for otherwise Y = 7 = {O) 

and consequently H*(M&,,) would be trivial) and 6 = O .  Then d,=O and the dg-closed 

elements in AYoAP provides us with an infinite sequence of non-zero coho- 

mology classes. 

Secondly, if AY has odd dimensional generators we proceed exactly as in Sullivan 

[14, p. 461. 

We are now interested in finding necessary and sufficient conditions in order for Mi,,, 

to have an unbounded sequence of Betti numbers. Note that as a conseqnence of Theorem 

4.1 we have 
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C OROLLAR Y 4.2. Suppose the rational cohomlogzl of the spaces (Mi)&,,,,, i = l , 2  is  non- 

trivial. Then ( M l  x M2)&,g,,g,, has an  unbounded sequence Betti numbers. 

We return to the general case corresponding to the direct sum decomposition Y = 

yoaa O yeven 
xo = dim Yodd 

and 
xe = dim Yeven 

if both X ,  and xe are finite 

Xn = Xe -XO 

is the homotopy Euler characteristic of ( A Y ,  6 ) .  

PROPOSITION 4.3. The sequence of Betti numbers for is unbou~ded if and only 

if one of the following conditions is fulfilled: 

(il x0>2 
(ii) xo =O and xe 2 2 

(iii) xo = 1, 6 Yodd = {O) and xe 2 1 

(iv) xo=l,  6Yodd+{O) and x e 2 3  

(v) xo = 1, 6 Yodd+ {O), xe=2 and dim Q[xl, x2]/(aP/axl, aP/ax,) = w , where Yeven = 

span {x,, 2,) and 6y = P(xl,  x,), y E Yodd. 

Proof. In  [16] it has in particular been proved that x 0 2 2  implies that H(AYoAH, du) 

has an unbounded sequence {b,)f,N of Betti numbers. 

If xo =O then d, =O and {b,)t,N is clearly unbounded if and only if xe 2 2 .  

Assume in the following that X, = 1. First let 6 Yodd = {O). I f  xe =O then Y = Q(y, i )  
and dg =O. Thus {b,) is bounded. Suppose now on the other hand that xe 2 1. Then clearly 

the ideal im do in ker d, ie contained in the ideal generated by y and i, where y €  Yodd. 

Hence dirn ber 6 fl Yeven 2 2  implies that {b,)i,, is unbounded. I f  there are not two even 

closed generators of Y we range the generators of Yeven by increasing degrees x,, x,, ..., xn, ... 
so that 6xl = 0 ,  6x2 = x f  y, . .. , 6xn = P,(xl, ..., x,-~) y, ... and Pn, n 2 3, belongs to the ideal ge- 

nerated by x,, ..., xnTl. Then we have 

and 

for n 2 3. Hence in AY @AT, im.dg is contained in the ideal 



so the family of closed elements {x;$), (a, b) EN x N are homologimlly independent, in 

particular {b ,), , , is unbounded. 

In  the rest of the proof we assume besides X, = 1 that 6 Yodd 9 {O). Then 6 Yeven =O 

since 6, = 0. 

If xe= 1 we have AY =Q(x, y) with 6x=0 and 8y =xh. I t  is then easy to prove that 

(bt}i.N are bounded (see Addendum in [16]). If X,== we obviously have {b,),,, un- 

bounded. 

We shall now show that 3 <xe< 00 implies {b,},,, unbounded. Let x,, ..., xp, p 2 3 ,  be 

a basis for Yeven. An element of the polynomial ring Q[x,, ..., xp] is easily seen to be a 

boundary in (AY@I\P, d,) if and only if i t  is in the ideal generated by dey, y €  Yodd. 
Now, consider the graded ring A = Q[xl, ..., xp]/(d, y) of Kru11 dimension q = p  - 1 2 2. By 

lemme 1 of 1121 there are positive integers N and a and a polynornial P with deg P =  

q - 1 > 1, such that for all n > N  and n O (mod a) we have dim A, =P(n), where A, is the 

subspace of A of elements of degree n. 

Finally assume X, = 2 and let x,, x, be a basis for Yeven. If y E Yodd dy =P(xl, 2,) and 

hence im d, is contained in the ideal generated by ôP/ôx, and ôP/ôx,. If A = Q[x,, x,]/ 

(ôP/ûxl, ôP/ôx,) is not finite dimensional, then A has K a l i  dimension >1 and the ring 

B = A @Q(y) has therefore Krull dimension 22 .  Again by Lemma 1 of [12] we conclude 

that {dim B,},,, is unbounded. But for any non-zero element B E  B the element 2,2,8 

is a cocycle in (AY @AT, do) and not a boundary i.e. {b,),,, is unbounded. If dim A < 
a direct but lengthy computation of H(AY@AH, do) in even and odd degrees shows that 

{b , is bounded. 

From Proposition 1 in 1161 and the above proposition we get 

COROLLARY 4.4. The sequence of Betti numbers for M',,, w bou& if and only if 

the cohomlogy ring H(AY, 6) hm one of the foElowing types: 

(i) H(AY, 6)=Q 

(ii) H(AY, 6) is gewrded by one element 

(iii) H(AY, 6) is a polylunnial algebra in t m  variables x,, x, t r u d e ù  by an W 
generated by one ekment P svch thut dim.~[x,, z2]/(ûP/ôxl, aP/ôz,) < 00. 

In Proposition 4.3 and Corollary 4.4 the cohomology of M was only supposed to be 

of finite type. If we assume B*(M) to be finite dimensional (e.g. N a £inite complex) we 

can apply some recent results of Halperin [9] and [lO] to obtain: 

THEOREM 4.5. Let M be a l-connected space with finite dimenswnal cohomology H*(M) 

and let g: M+M be a l-rigid m p .  Then ezactly one of the foUowing hhh: 
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(1) xo =xe =O. I n  this m e  A Y  = Q and H*(M',(g)) = Q. 

( I I )  x0 = 1,  xe =O. I n  this m e  A Y = =(y) and H*(M&) =l\(y, 3) is the exterior a2gebra 

on y temor the polynomial &ebra on i. 
( I I I )  xo=xe=l .  I n  this case A Y  =A(y ,  x )  with Sx=0, 6y=xn+l and H*(M&,,) = 

A+(x, Z)/(xn+l, xnZ) @A(@. In purticular {b,(M&,,)} is  bounded. 

(IV) {bi(MG,o)))i a is unbounded. 

In prticular (b,) is  bou&d if and only if x, <xo 9 1. 

Proof. If dim Y = oo we see from Proposition 4.3 that {b,},,N is unbounded. 

Suppose now that dim Y < m. Since dim H*(M) =dim H(I\X,, dm) < 00 Coroliary 5.13 

of Halperin [10] implies that dim H(I\  Y ,  S) < m. We can therefore apply the finitenesa 

results of Halperin [9]. In particular X ,  = X , - X ~ < O  by Theorem 1 in [9]. 

If  xo 2 2 we know from Proposition 4.3 that {bi)i,N is unbounded. 

I f  xo = 1 we must have X ,  < 1. Suppose X ,  = 1. Then 6x =O and 6y =xn+l for some n 

because H ( A Y ,  6 )  is finite dimensional. The actual computation of H*(M&,,) is then con- 

tained in the Addendum of [16]. 

The case x0 = 1 and 2, =O is:clear. 

Finally x0 =xe = O if and only if H*(M&,,,) is trivial. 

Note that if dim H*(M) < 00 then (iii) in Corollary 4.4 is impossible. If g=id, then 

Y=X,; i.e. (i) is also impossible and Coroliary 4.4 is nothing but the main theorem of 

Suiiivan and ViguB [16]. 

Theorem 4.5 gives a necessary and sufficient condition on the action of g on n,(M) BQ 
in order for H*(M&,,) to have an unbounded sequence of Betti numbers. As in the case 

g=id,, it would be interesting also to have a (necessary and sufficient) condition on the 

action of g on H*(M) in order for H*(M&,) to have an unbounded sequence of Betti num- 

bers. We can illustrate the subtlety of this problem with the following exemples. 

Example 4.6. Let M =P x Xaa with p+q and p ,  q>1. Then AX9,=A(xl, y,) with 

deg x, = 2p, deg y, = 4p -- 1, dz, -O  and dy, = 8 and simiiarly for AX,, = /\(x2, y2). Thus 
any 1-rigid homotopy equivalence g of M will fix a t  lertst the generatora y,, i = 1, 2 and by 

Theorem 4.5 M&) will have an unbounded sequence of Betti numbers. However, g may 

map xi to -x i ,  i = 1, 2 and hence not fix any generatora in the colzomology H*(M). 

Example 4.7. Take M = CP+" CPa+l witb p =i= q and p, q 2 O. Then AXCp2p+~ = 

/\(x,, y,) with deg X, =2, deg y, =2(2p + 1) + 1, dz, = O  and dy, =#'2 and similarly for 

AXCm+l =A(xz ,  yz). We can therefore draw exactIy the same con~lusions as above. 



Example 4.8. Endow S2p and C P a  with their standard riemannian metrics and S2P x 
CP2a with the product metric. Let q,= -idSap be the antipodal map on PP and g, the 

conjugate map on CP2a i.e. in homogeneous coordinates g,(z,, ..., 22a+l) = (zl, .. ., Z 2 q + l ) .  If 

M = x CPPa) is the unit tangent bundle of S2P x CP2a then the differential of the in- 

volutive isometry g, x g, restricts to an involution g on M. 

Note that M is the total space of the fibre bundle M+Sw x CP2Q with fiber S2p+4a-1. 

Therefore AXM = AXS2, @ AXcpzq @ AXszp+cq-~ = A(z,, x,, y,, y,, y,) with deg x, = 2p, 

degx2=2, degyl=4p-1, degy2=4q+1, degy3=2p+4q-1 anddx,=dx,=O, dy,=x~,dy2= 

x?+l and dy, = (4q + 2) x, xpQ ( x l x ~  = orientation class of S2" x CPBa and Euler class of bundle 

= (4q + 2). orientation class). Furthermore g induces an involution on X ,  which is given 

on generators by xl+ - x,, x,+ -x, and hence y,+ y,, y,+ -y, and y,+ -y,; i.e. X, = 1 

and xe =O According to Theorem 4.5 the Betti numbers for Mi,,, are uniformly bounded, 

in fact H*(M&,,) =A(y,, Y,). 
On the other hand, let u, = (4q + 2) $2 y, - x, y, and u, = (4q + 2) x, y, - x2 y,. Then a 

family of generators for H(AXM, d)  contains x,, x,, u, and u, (or linear combinations of 

these), and on cohomology g*(u,) = u,, i = 1, 2 i.e. g fixes two generators of H*(M) but the 

sequence of Betti numbers for MG,,, is bounded. 

We finally restrict Our attention to spaces whose cohomology (over Q )  is spherically 

generated. 

Definition 4.9. Let M be a 1-connected space whose cohomology is of finite type. 

We Say that H*(M) is spherically generated if 

ker C* = H+(AXM) - H+(AXM) 

where c* is the induced map on cohomology by the projection 5: A+XM+Q(AXM) (p. 280). 

Note that c* is the dual of the Hurewicz map. The above definition is therefore equi- 

valent to saying that [* imbeds the generators of H*(M) into Hom (x*(M), Q ) .  

Co R O LLARY 4.10. Let M be a 1 -connected space whse cohomology is finite dimenaional 

and spherically generated, and let g be a 1-rigid maju of M. Then Mi,,) hm an  unboumhi? 

sequence of Betti numbers if the induced m p  g* on whomology H*(M) fixes ut least two genera- 

tors. (l) 

Proof. By hypothesis, H*(M) is spherically generated, so c* induces an embedding 

H+(M)/Hf (M) . H * ( M )  + Q(AXM) 

(l) i.e. the subspace fixed by the linear msp inducod by gu on Hf (M)/H+(M) H + ( M )  has 
dimension > 2. 
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commuting with the induced actions by g. Hence we can choose the generators of AX, so 

that we have two closed generators fixed by yQ. They give two closed generators of AY, 

and we conclude using Theorem 4.5. 

Remark 4.11. According ta example 8.13 of [11] any forma1 space (its minimal mode1 

is a formal consequence of its cohomology) has sphericauy generated cohomology. Thus 

Corollary 4.10 applies in particular to forma1 spaces. Among forma1 spaces are riemannian 

symmetric spaces [14] and Kahler manifolds [l] (and [Il,  Cor. 6.91). 
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Dans un article intitulé ''Obstructions to homotopy equivalences", 

S. Halperin et J. Stasheff étudient le problème suivant : étant donnés deux 

C.W complexes de type fini simplement connexes et un isomorphisme 

f : H*(s,Q) -+ H*(T,Q), peut-on réaliser f par une équivalence d'homotopie 

rationnelle entre les types dfhomotopie rationnelle de S et T ? 

L'outil privilégié pour l'étude d'un tel problème est la théorie 

du modèle minimal de D. Sullivan pz]. Cette théorie établit une équivalence 
de catégories entre la catégorie des espaces topologiques nilpotents (ayant 

le type d'homotopie rationnelle d'un C.W complexe de type fini) et celles des 

algèbres différentielles graduées minimales. A un espace X connexe, on asso- 

cie une algèbre minimale TX sur 4 qui décrit entièrement l'homotopie ra- 

tionnelle de X et dont la cohomologie est isomorphe à la cohomologie singu- 

lière rationnelle de X. On construit "Ix comme le modèle minimal de 
l'algèbre différentielle graduée A(X), solution au problème descochaînes com- 

mutatives (voir [I 61 ) . S. Halperin et J.  Stasheff associent à un tel espace 

un modèle (minimal) portant une bonne filtration qui leur permet de construire 

une suite d'obstructions à la réalisation d'un isomorphisme en cohomologie. 

L'origine de notre travail était de généraliser l'étude de S. Halperin 

et J. Stasheff ; nous nous sommes posée la question suivante : 

Soient S et T deux C.W complexes nilpotents de type fini et soit 

f un morphisme H*(s,@) + H*(T,@). Est-ce que f est réalisable par une 

application (définie à homotopie près) entre les types d'homotopie rationnelle 

de S et T ?  

L'outil essentiel de cette étude est encore la théorie de Sullivan 

[22] ou Cl 11. Non seulement, nous utiliserons la notion de modèle minimal 

d'un espace topologique connexe, mais surtout nous utiliserons la notion de 

modèle (minimal) d'une application continue. Soient X et Y deux espaces 

connexes et f une application continue : X t Y. Si A(£) : A(X) + A ( Y )  

est le morphisme induit par f entre les algèbres de cochaînes commutatives 
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il existe un diagramme commutatif d'algèbres différentielles graduées : 

où i est l'inclusion, fl est un isomorphisme et AU est une algèbre 

libre. 

Ceci est l'analogue algébrique du résultat topologique bien connu : 

soit f : X + Y une application continue, il existe un fibré de Serre 

F ---t E X et une équivalence d'homotopie h : Y + E tel que 

le diagramme X - Y commute à homotopie près. 

21 

Tous ces résultats sont rappelés dans le chapitre 1. On y précise 

le dictionnaire entre la topologie et l'algèbre, et on énonce un résultat de 

S. Hal~erin, [II] utile dans toute la suite (voir aussi P.P .  Grive1 [IO]) : 

(Théorème 1.2.5. et 1.2.6.). 

Dans le chapitre 2, nous définissons la notion de modèle minimal 

bigradué d'un morphisme d'algèbres graduées, puis la notion de modèle filtré 

d'un morphisme d'algèbres différentielles graduées. Nous appliquons nos ré- 

sultats au calcul explicite du modèle minimal d'un espace homogène. 

Le chapitre 3 est consacré à l'étude de la réalisation d'un morphisme 

f : H*(s,() c- H*(T,Q) ; où S et T sont des C.W complexes nilpotents 

de type fini. On définit la notion de n-réalisabilité de f pour n c IN, et 

on construit une obstruction à prolonger une n-réalisation en une n+l-réali- 

sation (théorème 3.2.4.). On montre en particulier : 

Théofième 3.2.5.- s'il existe un entier l L 1 tel que HP(T,Q) = 0 

1 6 p 6 1 et H'(s,Q) = O p > 3 1  + 1, alors f est réalisable. 



ThéonErne 3 . 2 . 8 .  - S'il existe un entier & 2 1 tel que HP(s,6)) = O 

1 6 p 6 & et HP(s,4) = O p > 41 + 1, alors f est réalisable si et seulement 

si une certaine obstruction 02(f) = 0. 

On montre aussi que, dans ce cas, la notion de réalisabilité est indé- 

pendante du corps de base. 

Dans le chapitre 4, nous donnons une autre application importante de 

la théorie du modèle filtré exposée au chapitre 2. Soient un fibré de Serre, 

f 
O 

F - 
Eo 

Bo, g une application continue B + Bo 
et soit F + E + B 

le fibré image réciproque par g. 

Lorsque B est simplement connexe, Eilenberg et Moore ont construit 
O 

une suite spectrale d'algèbres commutatives graduées telle que 

E2 = Tor ;I: (H*(B),H*(E)) et E~ => H*(E) (voir Eo] ) . On peut trouver 
H (Bo) 

une théorie analogue faite en homologie dans le séminaire Cartan 1959-60 [17]. 

 existence de cette suite spectrale découle de l'existence de résolution 

projective propre de modules différentiels gradués. Jusqu'à maintenant, on 

exhibait une résolution projective propre, appelée la bar construction, qui 

était assez peu pratique à manipuler. L'originalité de notre travail est de 

calculer explicitement les termes E de la suite spectrale sans utiliser r 
la bar construction. On établit le théorème fondamental : 

ThéohErne 4 . 2 . 5 .  - soient F -+ 
O 

O 
----+ B un fibré de Serre, 

O 

f g une application continue de B dans B et F - E --t B le fibré image 
O 

réciproque, vérifiant les hypothèses du théorème de Halperin 1.2.5. 

*; 
Soit (AZ,d) --+ (AZ 8 AX,dl) le modèle minimal bigradué de 

£0'  

et soit (AZ,D) --t (AZ 8 AX,Dt) le modèle filtré de f . 
O 

Alors il existe une suite spectrale d'algèbres commutatives graduées 
*i 

telle que E2 = Tor * (H*(B) ,H*(E0)) et lim E r = Gr H (E). 
H (Bo) r 

Cette suite spectrale est isomorphe à une suite spectrale associée 

à une filtration définie sur ~'ADG 8 (AZ 8 AX) 2 37;) Q X munie de la TB AZ B 
différentielle déduite du AZ-produit tensoriel des différentielles dB sur 



?qB et D' sur AZ B AX. (Ici (YB,dB) est le modèle minimal de B). Le 

* 
terme E2 est isomorphe à la cohomologie de 1'ADG : H (B) BAZ(AZ B AX) = 
f 
H (B) 8 AX munie de la différentielle déduite du AZ-produit tensoriel des 

différentielles O sur H*(B) et d' sur AZ B AX. Si B est simplement 
O 

connexe, cette suite spectrale est isomorphe à la suite spectrale définie par 

Eilenberg et Moore. 

On donne ensuite de nombreuses applications de ce théorème. 

Thémeme 4.5.7. - Lorsque les espaces Eo, B, B sont formels et 
O 

les applications f et g sont formelles, alors la suite spectrale collapse 
O 

au terme E2 et on a un isomorphisme algébrique : 

* 
H (E) = Tor 

H*(B~) 

Onmontre aussi que, si B est simplement connexe,si H*(F) est 
O 

O de type fini, si la suite spectrale de Serre du fibré F - E --+ B 
O O 

collapse au terme E2, alors la suite spectrale d'Eilenberg-Moore du carré 

fibré : 

* *i 
collapse et, on a un isomorphisme algébrique : H (E) = H ( 8 )  8 + H*(E~). 

H (Bo) 

De plus, la fibre du modèle filtré de f est le modèle filtré de F. 
O 

(Théorème 4.5.6) . 

Enfin, on applique le théorème fondamental 4.2.5. au calcul de 1~ 

cohomologie de l'espace total d'un fibré principal dont le groupe structurai 

est un groupe de Lie compact connexe. 



CHAPITRE 1 

Dans toute la suite, on considère des k-algèbres graduées où 

k est un corps de caractéristique O et l'indice de la graduation 

parcourt iN. Sauf dans le chapitre 4, 4 1 ,  ces algèbres sont commutatives 

dans le sens suivant : si H= 8 HP est une k-algèbre graduée 
pz0 

si a E HP et b E H~ , alors b.a = (-l)Pq a.b. 

On notera 1 a l  le degré de a. 

Une algèbre commutative graduée est dite connexe si HO = k. 

Une algèbre différentielle graduée commutative (notée ADG) est une 

algèbre commutative graduée, A, munie d'une différentielle d : A' -+ A P+ 1 

2 vérifiant d(a.b) = da.b + (-])la a.db , et cl = 0 .  

Une algèbre différentielle graduée (A,d) est dite c-connexe 

si HO(A) = k. 

Une algèbre graduée H = $ HP est dite de type fini si les 

espaces vectoriels H' sont de dimension finie pour tout p. 

Si un morphisme d'ADG induit un isomorphisme en cohomologie, 

on dit que c'est un quasi-isomorphisme. 

Si (A,d ) et (B,d ) sont deux algèbres différentielles 
A B 

graduées, on définit l'algèbre différentielle graduée A 8 B munie de 
k 

la différentielle d produit tensoriel de dA et dB de la mani-ère 

suivante : 



(a 8 b) . (a' 8 b') = (-1) 1 1  ' aat @ b b ~  

où a e A , a l e z A , b c B , b ' e B .  

Dans la suite, on omettra souvent d'écrire la lettre k 

dans A gk B. 

Si X = 9 xP est un k-espace vectoriel gradué, on notera 
p>o 

A X, l'algèbre commutative graduée libre suivante : 

est l'algèbre symétrique engendrée par les éléments de degrés pairs 

2 + 
de X, et E(9 X ') est l'algèbre extérieure engendrée par les 

éléments de degrés impairs. 

Vé&iniXion 1 . 1 . 1 .  [il1 .- Soit (B,dB) une ADG munie 

d'une augmentation E : B -t k. Une extension de Koszul-Sullivan 

(en abrégé K-S extension) de base B est une suite ~ ' A D G  : 

€63 1 
(B,dg) d ~ +  (B L A X, d') --+ (AX, d") 

ayant les propriétés suivantes : 

1) AX est une algèbre libre, il existe un ensemble bien 

ordonné 1 tel que X = 9 X et pour tout a, il existe n 
a '  a n ae 1 

tel que Xa t X (i.e. les éléments de X sont homogènes de degr6 
a na> - 

3) l'inclusion i et la projection p = E fil 1 sont des 

morphismes d'ADG. 



Une K-S e x t e n s i o n  e s t  d i t e  minimale s i  n  e s t  une f o n c t i o n  
C1 

c r o i s s a n t e  de  a .  

S i  B  = k ,  une a l g è b r e  l i b r e  (AX, d )  v é r i f i a n t  1 )  2 )  e t  3 )  

e s t  appe lée  une K-S a l g è b r e  l i b r e .  

D é d i W u f i  1 . 7 . 2 .  NuxZon d'humatopie : pl] .- s o i t  

i n c l .  
@,dB) ' + ( B 8 A X ,  d ' )  + (AX, d") une K-S e x t e n s i o n d o n t  l a  

b a s e  (B,dB) e s t  une K-S a l g è b r e  l i b r e  connexe e t  don t  l a  f i b r e  AX 

e s t  connexe. 

S o i t  q : ( G ,  ( E ,  ) un morphisme dlADG, e t  s o i e n t  
E 

('j)j=o, 1 e t  (yj)j iO, 1 des  morphismes d'ADG r e n d a n t  l e s  diagrammes 

s u i v a n t s  commutatifs  : 

S i  B = (AZ,d) , on d g f i n i t  1 ' A D G  (B',D) comme é t a n t  

i )  D = d  I A z  

-P - p+1 i i )  S e s t  l ' e s p a c e  g radué  d é f i n i  p a r  Z - Z 

- 
Une d é r i v a t i o n  i de d e g r é  - 1 e s t  d é f i n i e  p a r  i z  = z , 

m - - 
iz = O , iDz = O , a l o r s  exp(iD + Di) = 1 (iD + Di)n e s t  un automorphisrne 

n=O n!  
m 

1 ( iD + ~ i ) ~  
de  1 ' A D G  (B , D )  ; ( l a  somme 1 -- (x)  e s t  f i n i e ,  pour t o u t  

O n! 
1 

X E  B ) .  

S o i t  X l ' i n c l u s i o n  (AZ,d) -4 (AZ 8 A?! 8 ADS, D) , e t  
O 

posons A l  = exp(iD + Di) X . 
O 



On dé£ init de même 1 'ADG [(B B AX)' , D'] . 
Le couple ( Y ~ , Q ~ )  est dit homotope au couple (Yl , d l )  s'il 

existe un carré commutatif de morphismesdlADG 

inclusion 1 
m 

((B c AX)', DI) ( ~ y d ~ )  

tel que Y O ( A . )  = Oj et m O hj(B Ax) = Bj , j = O, 1 . 
J B  

Si B = k = G , alors 0 est une homotopie de 4, à 9, 

On peut alors énoncer le théorème d'existence et d'unicité 

du modèle minimal d'un morphisme dlADG. Ce théorème démontré dans [22] 

et ÎJ gênéralise la notion de modèle minimal d'une algèbre différentielle 

graduée. 

Théohème 1 . 1 . 3 .  - Soit y : (B,dB) --+ (E,dE) un morphisme 

d'ADG c-connexes. Alors il existe une K-S extension minimale de base 

B : (B,dB) A (B B AX, dl) -b (AX,dM) et un morphisme 

$ : (B 8 AXYdt) - (E,dE) tel que 

i) $ o i = y  

ii) $* est un isomorphisme . 

On montre qu'une K-S extension minimale de base B vérifiant 

(i) et (ii) est unique à isomorphisme près. Elle est appelée le modèle 

minimal de y de base B. 

On déduit du théorème 1.1.3. le théorème suivant : 

Théokème 1 .1 .4 . -  Soit y : (G,dG) --+ (E,dE) un morphisme 

dlADG c-connexes. Alors il existe une K-S algèbre libre minimale (AZ,3) 

et un morphisme : (AZ,d) - (G,dG) et il existe une K-S extension 



minimale de base (AZ,d) : (AZ,d) (AZ 8 AX, d') A (AX,dV) et un 

morphisme : (AZ 63 AX, d') - (E,dE) tels que : 

i) $ o i = y o $  

ii) $* et $* sont des isomorphismes. 

?J % 

P fL fL 
De plus, si (A?, 2) -A+ (A?! 63 A?, 2') --t (AX, du) est une 

K-S extension minimale où (AZ, 2) est minimale et telle qu'il existe 

% % fL 
des morphismes $ : (AZ, d) --+(G,dG) et $ : (A? 8 A?, 2') (E,dE) 

vérifiant (i) et (ii) , alors on a un diagramme commutatif de morphismes 

d ' ADG 

- 
où , , a sont des isomorphismes et ($5 , $$) est homotope 

La K-S extension minimale (AZ,d) -4 (AZ 8 AX, d') est appelée 

le modèle minimal du morphisme y. 

D ~ ~ ~ W O M  1 . 7 . 5 . -  Une K-S algèbre libre minimale (AX,d) est 

dite nilpotente si la fonction : 1 3  a + n n iN est finie en chaque 
a 

dimension. Si, de plus, Xa est de dimension finie pour tout a, on dit 

que l'algèbre est nilpotente de type fini. 

On définit alors la catégorie Tk dont les objets sont les K-S 
algèbres minimales nilpotentes de type fini et les morphismes sont les 

classes d'homotopie de morphismes. 



Rappelons que Sullivan dé£ init un foncteur contrevariant A* de 

la catégorie des ensembles simpliciaux dans celles des @)-algèbres 

différentielles graduées commutatives : si K est un ensemble simplicial, 

P on a A*(K) = $ A'(K) où un élément de A (K) est une application qui 
p>O 

associe à un n-simplexe euclidien de coordonnées (to,tl, ..., tn) 

vérifiant 1 ti = 1 , une p-forme différentielle 

. dt. A . A d i  où W. 1 'il.. .l 
est une fonction polynomiale 

1 l1 ... i 
P 1 P P 

à coefficients rationnels des coordonnées (to,. . . ,tn) 
Si M est un espace topologique, on considère l'ensemble 

simplicial Sing M de ses simplexes singuliers et on définit une application 

;* 
fonctorielle qui associe à M, 1'ADG A (Sing M), notée A;(M). Si k 

est un corps de caractéristique 0, on définit {(M) par 

Wr 
%(M) = A*(M) Cl k , on notera souvent A(M) cette ADG lorsque le corps 

Q Q 
k est fixé. 

Théohèrne 1 . 2 . 1 .  ( de  Rhum b h p f i c i d )  [II] ou C.21 .-  intégration 

des formes différentielles définit un isomorphisme algébrique : 

H*(A~(M)) = H*(M,~) où H*(M,~) est la cohomologie singulière rationnelle 

de M. 

Si M est connexe par arcs, on définit alors une application 

qui associe, à l'espace M, le modèle minimal A% de 1'ADG A(M). 

I ) é ~ i n & i o n  7 . 2 . 2 . -  Un espace 1\2 connexe par arcs dont tous les 

groupes d'homotopie sont de rang fini est dit nilpotent s'il existe une 

famille indexée par un ensemble 1 bien ordonné de fibrations principales, 



(qa)aE~ 
: K(na, na)--+M --tM et des applications 

a+ 1 a 
fa : M M  

C1 

telles que : 

- 
qC1 £a+l - fa 

ii) n.(M) = O i > n 
1 a a 

iii) f induit un isomorphisme ni(M) --t n.(M ) pour i < n 
a 1 a a 

iv) M = Ipoint) si O est le plus petit élément de 1 
O 

v) la fonction a -4 n de 1 dans N est croissante a 

et finie en chaque dimension. 

On rappelle qu'une fibration Y X de fibre K(n,n) est 

dite principale si T est un groupe abélien de rang fini et si elle 

est induite par une application classifiante : X - B 
K(n ,n) 

= K(T, n+l). 

Beaucoup d'espacestopologiques sont nilpotents. Une caractérisation 

des espaces nilpotentes est que leur n est un groupe nilpotent et 1 

que l'action du n sur n (pour n 2 2) est nilpotente. Ainsi, les 
1 n 

espaces simplement connexes, les H-espaces sont nilpotents. 

D Z ~ i W u n  7 . 2 . 3 . -  Un espace nilpotent X est un Q-espace si : 

i) nn(X) est un Q-espace vectoriel pour tout n > 2 

(i.e., pour tout entier p > O , la multiplication par p est bijective 

dans T~(X)). 

ii) nl(X) est limite d'une suite finie d'extensions centrales 

O-Aa+n 
a r 

- 4 n  -+ i (a = O , ,  . - 1  et n = nl(X)) , 
1 1 1 

où Aa est un groupe abélien et un Q-espace vectoriel. 

On trouve des définitions équivalentes de la notion d'espace 

nilpotent et de 9-espace dans p6]. 

Tout espace nilpotent M possède un localisé M qui est Q 
un Q-espace possédant la propriété suivante : 



Il existe une application continue + : M ---t M telle que, 
cP 

pour tout 0-espace Y et toute application continue g : FI --t Y , 
- 

il existe une application continue g : M --t Y , unique à homotopie 

- Q 
près, telle que g O + soit homotope à g. 

On démontre que + : M --t M est une localisation de M si 
0 

et seulement si l'une des conditions équivalentes suivantes est vérifiée : 

i) +* : H*(M~,Q) H*(M,~) est un isomorphisme. 

ii) + induit un isomorphisme T,(M) 8 Q - T (M ) pour tout 
n Q 

n 2 1. (T,(M) 8 Q désigne le complété de Malcev). 

On voit donc que le type d'homotopie de M est bien défini ; Q 
il sera souvent appelé le type d'homotopie rationnelle de M. 

On montre 1161, [22], que le modèle minimal d'un espace nilpotent 

M (sur un corps k de caractéristique 0) est une K-S algèbre libre 

minimale nilpotente de type fini (A 5 = A( 6) Xa) , d), qu'on peut 
cl€ 1 

construire comme réunion d'algèbres libres (mlC1 = A (  @ XB) , d) 
B<a 

où (Ta, d) est le modèle minimal de M . De plus, on a : 
C1 

9 xn = Hom(~ (M ) , k) , et la différentielle d est donnée par B n cl 

les invariants de Postnikov associés à la décomposition de M. Il est 

clair alors qu'un espace nilpotent et son localisé ont même modèle 

minimal. 

Plus précisément, on définit la catégorie homotopique rationnelle 

dont les objets sont les U)-espaces ayant le type d'homotopie d'un 
cP 
C-W complexe de type fini et dont les morphismes sont les classes d'homotopie 

d'applications continues. 

Réciproquement, à toute algèbre différentielle graduée (hX,d) 

de YQ , D. Sullivan associe, de manière fonctorielle, un Q-espace de 

type fini appelé réalisation géométrique de (AX,d). 



T ~ ~ ! o ~ L $ Y M Q .  1 . 2 . 4 .  [16] . - Le foncteur de Sullivan ". 3 . TQ -4 
Q 

est une équivalence de catégories. 

Ceci implique en particulier que, si M est un C-W complexe 

connexe nilpotent de type fini, son modèle minimal détermine le type 

d'homotopie rationnelle de M. 

En conclusion, tout problème de topologie portant sur l'homotopie 

rationnelle (ou éventuellement la cohomologie rationnelle) d'un espace 

M E gQ aura une traduction algébrique et la solution du problème algébrique 
donnera la solution du problème topologique grâce au dictionnaire précédent. 

La théorie de Sullivan, donne aussi des résultats intéressants sur les modèles 

minimaux des différents espaces d'un fibré de Serre. 

f Soit F --• E -t B un fibré de Serre dont les espaces F,E,B 

sont connexes par arcs. 

On notera A(M) = <(M) = A*(M) 8 k la k-algèbre différentielle 
Q @ 

graduée associée à un espace M, où k est un corps de caractéristique 0. 

D'après le théorème 1.1.3, on peut déterminer le modèle minimal 

de base A(B) du morphisme A(£) : A(B) -t A(E). C'est une K-S extension 

minimale : A(B) --t A(B) 8 AU ---t AU ; et le morphisme 

8 : A(B) €4 AU -3 A(E) induit un morphisme a : AU --t A(F)  . 
Le problème était de savoir si AU est le modèle minimal de la 

fibre. Ceci a été démontré par Halperin [1 11, ou Grive1 [IO] dans le cas 

Théa.t@me 7 . 2 . 5 . -  supposons que : 

1) H*(B,~) ou H*(F,~) soit de type fini. 

2) r I  (B) agisse de manière nilpotente slrr H*(F,~). 

* 
Alors a est un isomorphisme, donc a : (AU,dVa? A(F)  

est le modèle minimal de F. 



Soit maintenant une application continue g : B' --t B où B' 

est connexe par arcs, on construit le fibré image réciproque : 

B ' g + B 

Alors A(g) est un morphisme dlADG : A(B) -4 A(B1) , on 

peut former 1'ADG : A(B1) (A(B) 8 AU) et il est clair que : k 

A(B1) -+ A(B1) 8 (A(B) Bk AU) = A(B1) 8k AU --+ AU est une K-S 

extension minimale. 

De plus, on a des diagrammes commutatifs d'ADG : 

où est induit par 4 et a est induit par a. 1 

On déduit, du théorème 1.2.5. et d'un théorème d'isomorphie, 

le théorème suivant : 

ThQohëm~ 7.2.6. 71 : Supposons que : 

1) n (B) agisse de manière nilpotente sur H*(F,~). 
1 

* 
2) ou bien H (F,k) soit de type fini, ou bien H*(B,~) et 

* 
H (B' ,k) soient de type fini. 

Alors $7 est un isomorphisme, donc A(B1) --+ A(B1) B (A(B) 8 AU) 
A(B) 

est le modèle minimal de A(£') de base A(B1). 
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CHAPITRE 11 

LE MODELE MINIMAL BIGRADUE D'UN MORPHTSAIE D'ALGEBRES 

GRADUEES ET LE MODELE FILTRE D'UN MORPHISME D'ALGEBRES 

DIFFERENTIELLES GRADUEES. 

§ 1 - Modèle rninimd bigtradué d' un mokphhme d' dgèbtra c o m m u X a t L v ~  ghadué~n . 

Dans [14], Halperin et Stasheff construisent le modèle minimal 

bigradué d'une algèbre H connexe, vérifiant les propriétés suivantes. 

Théokème 2 . 7 . 7 .  ( H d p ~ n  - Sxahe66). - Il existe des espaces 

gradués i20 et une différen~ielle d homogène de degré inférieur - 1 

sur AZ = A( @ Zi) , il existe un morphisme dlADG p : (AZ,d) --+ (H,O) 
i.;O 

nul sur A( @ Zi) tel que : 
i>O 

?# 
1) p : Ho(AZ,d) --t H est un isomorphisme. 

3) (AZ,d) A H est le modèle minimal de H. 

Soient H et H' deux algèbres commutatives graduées connexes 

(sur un corps k) et B un morphisme H dans Hl. On suppose, dans toute 

' 1 
la suite, que B 1  : HI -r H est injective. On verra que, dans les appli- 

cations topologiques qui nous intéressent, cette hypothèse est toujours 

satisfaite. 

Soit donc (AZ,d) --% H le modèle minimal bigradué de H 

donné par le théorème 2.1.1. On va construire un modèle minimal de B 

vérifiant les conclusions du théorème 1.1.4, tel que AX soit bigradué : 



i (AZ,d) ---t (AZ 8 AX, d') + (AX, d") 

On va définir des espaces bigradués Xo, X, ,..., X ,... et on 
n 

posera X = @ X . Si Yn = Zn 0 Xn , on construira une différentielle 
n 

n> O 
d' sur AY = A($ Y ) = AZ 8 AX abaissant la graduation inférieure de 

n 

AY de un. L'application p '  sera définie sur AY = AZ 8 A , de 
O O O 

façon que p1 i u Bp et prolongée par O sur Yn , n > 1. On écrira 

Pour tout n, la sous-algébre " (n) est stable par d' 

et on note 

) .  0 Ker d' 
H. (AY dl) = 

("(n) 1 
pour i 5 O 

1 (n) y 1 1  dl i+l- 

et on vérifie que H(AY 
(n) y 

d') = @ H.(AY 
1 (n)' 

dl). 
i>O 

La différentielle d' et le morphisme p' seront construits 

de façon que les conditions ( c . )  suivantes soient vérifiées : 
1 

(Co) p' : AY = AZo 8 AXo - H' est surjective 
O 

(cl) pl* : H (AY 
- - 

0 (1)' 
dl) Hf est un isomorphisme 

' * - 
(c,) P : H (AY dl) H' est un isomorphisme , 

0 (n) ' 

et Hi (AY 
(n) ' d') = O pour 1 < i < n 

et n > 2 .  

Nous allons.maintenant expliquer la construction un peu technique 

des Xn, de d' etde p'. 



+ 
Com&uCtian en degtré 0 : Soit Z = H+/H+ . H 1 'espace des 

O 

générateurs de l'algèbre H et a la projection : H+ - Z . De même, 
O 

on définit Z' = H'+/H'+ . H" et a' est la projection : H" - Z' . 
O O 

- 
Le morphisme induit une application linéaire B : Z - Z' 

O O 
- 

telle que Ba = a ' ~  . Soit p la projection de Z1 sur Coker B. 
O 

On pose alors X = Coker et d' = O sur X . 
O O 

+ 
Soit o une section de la projection a ' : H -4 X = Coker B. 

O 

On définit alors p' : AYo = AZo O AXo ---t H1 par ses restrictions 

à "O et A X ~  , on pose p' = BP , P' = o. 
1 zo 1 Xo 

Lmme 2.7.2.-  p' : AY -4 H' est surjective. 
O 

Démo~n&&on.- 11 s'agit de montrer que H' est engendrée 

en tant que k-algèbre par Bp(Zo) et o(Xo). Comme H' est graduée, 

cela équivaut à montrer que l'espace vectoriel Z' est engendré par 
O - 

a' Bp (Zo) et a' o(Xo) . Or a' Bp (Zo) = ? ap (Zo) = B (Z ) puisque, par 
O 

construction, p est une section de a. D'autre part, on a p(n1a) = id , 
IXo 

donc n'o est une section de la projection u. 
- 

On a donc ZA = B(Z ) @ nlo(Xo) . 
O 

Cona&uction en degiré 1 : La condition (cl) sera vérifiée si 

et seulement si on a Ker p '  = d'(Y1 . AY ) = ~'((AY) ) .  L'idéal engendré 
O 1 

par dl(Z1) = d(ZI) dans AYo est évidemment dans le noyau de p' . 
Ker p' 

Notons d1(Z1) . AYo cet idéal, et posons L = 1 ; LI est 
dl(Z1) . AYo 

un AY -module gradué, comme quotient de deux AY -modules gradués. 
O O 

1 1 
O n a  L I =  O  etonv on vérifie que LI=(Kerpl)l=(Ker@). 

n>O 

On a donc LI = @ L; d'après l'hypothèse de départ. 
n> 1 

LI p+1 
On pose alors : X: = ( + 1 pour p > 1 et X I =  @ X: 

A Y  . L I  
O 

P? 1 

(XI est l'espace des générateurs du Ay0-module LI). On aiira 



On définit d' : XI - Ker p ' ~  AYo en choisissant une section 

1 
71 

1 
de la projection nl p l  : Ker p' 4 L --t X --+ O. 

1 1 

On pose d '  = d. 
Izl 

Il est clair que d' est une différentielle sur AY (1), homogène 

de degré inférieur - 1, et on a p' d' = 0. 

Lmm~ 2 . 7 . 3 . -  

i) p ' *  : Ho(AY(l) ,dl) - H' est un isomorphisme. 

ii) d'(XI) C Ker + A+Y~.A+Y~ C Zo + A'Y .A+Y 
O O 

DCmonn&dtian. - 

i) Par construction, on a d'((AY(I))I)C Ker p '  . 
Montrons l'inclusion en sens inverse : 

Soit (xi) iEI une base du k-espace vectoriel XI , alors 

(P l d' (xi)) est un système de générateurs du AY module LI. Si 
O 

a E Ker p' , il existe donc des éléments 
('i)is~ de AYo tels que : 

vl(a) = 1 hi 9 d' (xi). Ceci donne que p l  (a - 1 hi d'(xi)) = O. 11 
i i 

existe donc 6 E ZI . AYo tel que : 

m 
ii) Soit x 

1 E XI et écrivons d'x = x + z + 1 u. V. 
O O 1 1  

+ i= 1 + 
où x E X  E Z  , U . ~ A  y o , v i E n  Y .  

O O O O 1 O 

On a O = p' d'x = ~ ' ( x ~ )  + p'(z ) + 1 pl(ui) pl(v.). 
O 1 

d' où O = n' cr(x0) + B(zo) 

O=,,' n' O(X) + o = x  
O O 

- 
donc on a x = O et B(zo) = O 

O 



Ceci montre que d'(XI) c Ker + A+ Y. . A+ Y . 
O 

Cuvtcl;trtudon en degté n 2. Supposons que (AY(,).~') ait été 

construit pour un certain n 2 1 de façon que le diagramme suivant soit 

un diagramme commutatif de morphismes dlADG : 

(AZ8AX ) nKer d' 
On remarque que Hn(AZ 8 AX ,dl) = (n) n 

(n) d' ( [A' @ n+ ) 

est un H (AZ 8 AX ) - module gradué. 
O (n) 

On pose alors : 

et 'n+1 = @ x P  , ondéfinit d' : xP -4 (Ai' nKer d'):" comme 
n+ l n+ l (4 

étant une section de la composée des projections : 

(AZ @ AX ) i l  Ker d' ---+ H (AZ 8 AX ) - X 
(n) n n (n) n+l 

On pose d' = d et p' = O .  
1 Zn+ I 1 I 

Lemme 2 . 7 . 4 . -  
+ + 

i) (AY) fi Ker d ' C  Zn + A Y . A Y pour tout n 5 1 
n 

ii) Y = @ yP pour tout n 2 O 
n n 

p2 1 
iii) Les conditions (c,) sont vérifiées pour tout n 2 0. 

+ + 
iv) d'(Xn+l)C Zn + A Y . A Y pour tout n > 0. 



i) Pour n = 1, soit u e (AY)] n Ker d' , écrivons 
m 

+ z  + 1 U.V. 
1 1 1  i= 1 

O = d'u = d'x + dzl + 1 dlui . vi 
1 

Par définition de XI et d' , on a O = a d'x + O = x 
1 1  1 1 ' 

Si n 3 2 , soit u E: (AY) fl Ker d' , écrivons n 
m + 

u = x  + z  + 1 u . v . + w  où x E X  z E Z  , u . E : Y  , v . s A  
n n 1 . 1  n n '  n n 1 n 1 i= I 

Y. y 

w e AY+ . AY+ . Donc w E: AZ 8 AX , d'où r d'w = O . (n- 1 1 n- 1 

La classe de 1 d'u. . v. dans H (AZ 8 AX ) appartient 
1 1  n- 1 (n- 1 ) 

+ 
à Ho(Az @ Ax(n-,) ) . Hn-, (AZ 8 AX ) , donc r ( - 7  d'u. . vi) = O . 

(n-1) n- 1 1 
1= 1 

On en déduit O = T d'u = r d'x + T d'z = x  . n- l n- l n n-l n n 

ii) Ceci a été démontré pour n = O et 1. On le démontre par 

récurrence sur n. 

P+' + (A+Y . A+Y)P+' . D'après (i), on a d' (x:+~) Zn 

Comme d' est injective sur , onendéduit xP = O ,  p < O 'n+i , n+ 1 

1 2 
Si x e XO , on a : d'x = z E Z et O = d' x = dz ; dfoù x = 0 .  n+ 1 n 

iii) Les conditions (c ) et (c ) ont été montrées. Il suffit 
O 1 

de montrer que Hn(AY(n+l) ),dl) = O pour tout n > 1 .  

Par définition de Xn+l et dl, on a : 

(AY(n))n fl Ker d' = d'(n+l ) + Ker r . n 

On vérifie que : Ker T n = d(Zn+I O (n) 
) . AY + (AY nKer dl), . A + Y ~  

+ d1 OAY(,, ln+ J 
d'où l'on déduit : 



) fi Ker d' = d'(Yn+] ("(n+~) n ) . AY + d1(Fz 8 AX(~)]~+~) 
O 

Comme Y = $ YP pour tout q, on en déduit (iii). 
p>l q 

iv) est une conséquence de (i) et du lemme 2.1.3. 

On peut maintenant énoncer le théorème d'existence et d'unicité 

du modele minimal bigradué d'un morphisme. 

Thévkèm~ 2 . 1 . 5 . -  

1 )  ExXnXence : Soient H et H' deux algèbres commutatives graduées 

connexes et B : H --t H' un morphisme d'algèbres graduées injectif en 

degré 1. Alors il existe un modèle minimal bigradué de B : 

(AZ,d) - (AZ B AX, dl) (AX, d") 

De plus : 

* % 
i) p : Ho(AZ,d) + H et H+(AZ,d) = O 

' J  
ii) p : Ho(AZ B AX, dl) 2 H' et H+(AZ (P AX, dl) = O 

2) U n i & &  : Supposons qu'il existe un modèle minimal de B : 

(hW, 6) j 
+ (AW 8 AT, 6') k (AT, 6") 



tel que 

i) W = $ wP est bigradué et 6 est homogène de degré inférieur - 1. 
n 

ii) T = @ T' est bigradué et 6' est homogène de degré 
n 

inférieur - 1 dans AW 8 AT. 

* 
iii) : Ho(AW,ô) = H , H+(AW) = O , u(AW+) = O 

' * 
iv) u : H (AW BAT, 6') = H' , H+(AW8 AT) = O , u' [(AW ~AT)J = O 

O 

Alors il existe des isomorphismes d'ADG : 

< : (AZ,d) --+ (AW,6) , 0 : (AZ 8 AX, d') --+ (AW 8 AT, 6') , 

ri : (AX,dW) -t (AT,&") , homogènes de bidegré 0, rendant 

commutatifs les carrés suivants : 

incl. 
(AZ,d) ' (AZ 8 AX, d') 

P 
f (AX, dl') 

(AW,6) L-.----t (AW 8 AT, 6') 5 (AT, 6") 

De plus, p' = p ' û  et p = u 5. 

7 )  Exintence : Les parties ii) et iii) du lemme 2.1.4. montrent 

que (AZ,d) --t (AZ 8 AX, d l )  --t (AX, dg') est une K-S extension et que 

les conclusions 1) (i) et (ii) du théorème sont vraies. De plus, 

(AZ,d) H est le modèle minimal de H et la partie (i) du lemme 2.1.4. 

montre que la K-S extension est minimale. C'est donc le modèle minimal de B .  

2 )  U v t i a é  : Dans 1141, Halperin et Stasheff prouvent 

l'existence d'un isomorphisme 5 tel que p = p r ; .  Par la même méthode, 

on montre l'existence d'un morphisme dlADG 0 : AZ 8 AX -4 AW 8 AT 

bihomogène de degré O tel que 8 i  = j r; et p '  = 11' 8. Par passage 

au quotient, 8 définit un morphisme d'ADG n : (AX,d1') - (AT,&") , 



bihomogène de degré O et on a rlp = qe. Des théorèmes d'isomorphisme 

entre K-S extensions minimales de [ll] , on déduit que ri est un isomorphisme, 

puis que 0 est un isomorphisme. 

P é ~ i W o n  2.7.6.- La K-S extension minimale 

(AZ,d) --t (AZ 8 AX, d') définie par le théorème 2.1.5. s'appelle le modèle 

minimal bigradué de B. 

Remmquu 2.1.7.- 

1) Si H = k et B est l'inclusion k - H' , alors 
AZ = k , et la construction précédente est celle de Halperin-Stasheff Cl41 . 

2) Si 8 est un isomorphisme, la construction précédente 

B P donne que X = O , et (AZ,d) --+ H' est le modèle minimal bigradué de H'. 

3) Par construction, on a X = O si et seulement si B est 
O 

surjective. 

4) En général, la K-S algèbre libre (AY,dl) n'est pas 

minimale, comme on le verra sur des exemples. Cependant, on 'a le résultat 

suivant : 

Ptoponi.tion 2.7.8.- (AY(]), dl) est minimale si et seulement si 

Cette proposition résulte facilement du lemme 2.1.3. 

C O ~ O ~ . ~ & Q  2.1.9.- Si H est une algèbre libre, alors 

(AY,~') d+ H' est le modèle minimal bigradué de H' si et seulement 

si B-~(H'+ . H'+)cH+ . H+ . 

C'est une conséquence immédiate de la proposition 2.1.8. et 

du lemme 2.1.4. 



E X ~ P ~ Q  2.7.70.- Soit H une algèbre commutative graduée 

1 
connexe telle que H = O , et soit B la projection : H--+ k=~'. 

Soit 

H B b k  

(AZ,d) (AZ 8 AX, d') -----t (AX,dM) 

le modèle minimal bigradué de B .  

Notons Q(d') l'application linéaire induite par d' sur 

l'espace vectoriel Z @ X des éléments indécomposables. 

On va montrer que O(d' ) est un isomorphisme de xP sur m 

ZP+' , et que du = O. 
m- 1 

En effet, on définit des espaces vectoriels bigradués SP par 
m 

la condition : SP = zp+l m-l , m 2 1 , p z 1 et on considère l'algèbre bigraduée 
m 

contractile AZ 8 AS munie de la différentielle 6 nulle sur AZ , et 
- 

si z E SP 6; est l'élément z E Z P*' correspondant. On définit 
m '  m- 1 

- 
p : (AZ 8 AS,&) -4 k  comme étant la projection sur k .  La démonstration 

de l'unicité du modèle (minimal) bigradué d'une algèbre dans [14] montre 

qu'il existe un morphisme homogène de bidegré 0, 4 : (AZ 8 AX, d') --+ (AZ k3 AS, 8) 

tel que $= p' ; il s'en suit que $* est unisomorphisme. Grâce au 

théorème d'isomorphie de [ll], on sait que 4 induit des isomorphismes 

d'espaces vectoriels : 

IL 

HP (Z @ X , Q(d1)) = 
n 

n 
@ X: fi Ker Q(dl) 

~(d') (x:;;) 



Ceci montre que Q(dl) est un isomorphisme de xp-l sur zp. n+ 1 n 

Le théorème 5.2. de Cl21 entraîne que dl' = 0. 

RQmmiue 2 . 1 . 1 7 . -  L'exemple précédent montre que, en général, 

H+(hX,dl') # O. La K-S algèbre libre minimale bigraduée (AX,dl') n'est pas 

le modèle minimal bigradué, au sens du théorème 2.1.1., d'une algèbre 

commutative graduée. On verra, au chapitre 4, que l'hypothèse que 

H+(AX,dl') = O est forte ; en effet, si f3 : H + H' est l'application 

f 
induite en cohomologie par une fibration de Serre E --t B , ayant certaines 

propriétés, et si H+(AX, d") = O , alors les suites spectrales de Serre 

et d'Eilenberg-Moore du fibré collapsent. 

RQmahque 2 . 1 . 1 2 . -  La sous-algèbre Ho(AX,dU) de H(AX,dt') 

peut se calculer à partir de H et Hl. Plus précisément, le morphisme 

p' : (AZ 8 AX, dl) -4 H' induit un morphisme d'ADG : p" : (AX,dt') --+ H1/I 

(où 1 est 1' idéal engendré par f3 (H') dans H' ) . Ce morphisme est 
surjectif en degré 0, nul en degrés inférieurs strictement positifs et 

pl'* : H (AX,dl') -4 H'/I est un isomorphisme. 
O 

§ 2  - Modèle &ih%é d'un monpkinme d'algèbne?l c i i ~ ~ é n e n t i & a  gnaduéa. 

Dans p4], Halperin et Stasheff démontrent le théorème 

suivant : 

Théoirëme 2 . 2 . 1 . -  soit (A,d,) une ADG c-connexe, et soit 

(AZ,d) une ADG telle que AZ = A( $ zP) est bigradué et d est homogène 
n 

P'O 

de degré inférieur - 1 , et soit p un morphisme dlADG (AZ,d) --t H(A) 

tel que p(AZ+) = O . On suppose que les conditions (Cn)n>~ du paragraphe 1 

sont vérifiées, pour le morphisme p : (AZ,d) -+ H(A). (On ne suppose pas 



que (AZ,d) est minimale). Alors il existe une ADG (AZ,D) et 

un morphisme IT : (AZ,D) 4 (A,dA) tel que : 

* 
E3) IT est un isomorphisme. 

De plus, si IT' : (AZ,D1) -4 (A,d ) vérifie les conclusions 
A 

(Ei)i=l , 2 , 3  
, alors il existe un isomorphisme $ : (AZ,D) - (AZ,D1) tel 
i) 4 - id : Zn + (Az), 

l6n- 1 

ii) ' est homotope à IT. 

(AZ,D) (A,dA) est appelé unmodèle filtré de (A,dA). Si (AZ,d) est 

minimale, (AZ,D) 5 (A,dA) s'appelle le modèle filtré de (A,dA) . 
C'est une K-S algèbre libre, non minimale en général. 

Dans toute la suite, on filtrera l'algèbre bigraduée AZ de 

la manière suivante F-~(Az) = 1 (AZ) , p 2 O , et F*' = O. C'est une 
n 

nsp 
filtration décroissante, et la différentielle D préserve la filtration. 

La démonstration du théorème 2.2.1. repose, de manière fondamentale, 

sur le lemme suivant : 

Lemme 2.2.2. - 1141 Soit H une algèbre graduée connexe, - 
soit (AZ,d) une ADG telle que AZ = A( 8 zP) est bigradué et d est 

P'O 
n 

n?O 

homogène de degré inférieur - 1, et soit p un morphisme d'ADG : 

(AZ,d) -4 H tel que p(AZ+) = O. On suppose que les conditions (Cn)n>~ 

du paragraphe 1 sont vérifiées. On fixe une application linéaire 



~i : H +AZ tel que pri = id Soit (AZ(n), D) une ADG telle que 
O H ' 

-(n-1) 
D-d : ZR F' -(e-2)(Az) , 0 ( p s n. Alors, si u E F (AZ) et 

vérifie Du = O , il existe 

v E F-~(Az) et a c H tels que : 

C o k o ~ & E  2.2 .3 . -  Soit (AZ,d) -!?-+ H vérifiant les hypothèses 

du lemme 2.2.2. Soit (AZ,D) une ADG telle que D-d : Z -4 F-("-~) n (AZ), 

n O. Alors l'inclusion A : AZ C-t AZ induit un isomorphisme 
O 

A' : Ho (AZ ,d) = AZo / - H(AZ,D) . 
d [uz) ,] 

On définit ainsi un isomorphisme p*  (A')-' : H(AZ,D) --* H. 

D é m o m ~ a L i a n  du cokoU&E : D'après le lemme 2.2.2., A* est 

surjective. 

* 
Soit maintenant u <E AZo , tel que A Cuo] = O ; il existe donc 

O n 
, v. E (AZ)i tel que u = D(.[ vi). Si n z 2 , on a 

(vi)i=~, . . .,n 1 o i= 1 

dv = O. Or H (AZ,d) = O , donc il existe w c tel que 
n n n+ 1 

= v - w' où W' @-l) v = d w  ,et Dn+] (AZ) . Alors u 
n n+ l n n-1 n- l O n- l n- 1 
s'écrit u = D(.[ vi + D W ~ + ~  + w' ) = D( 1 v!) où v! c (AZ)i, i = i ,..., n-1. 

O n- l 1 1 
i= 1 i= 1 

En itérant cet argument, on peut écrire u = Du' avec 
O 1 

u' c (AZ), , donc u = du; et 
1 O 

[uJ = O dans Ho (AZ, d) . 

Enonçons maintenant le théorème fondamental d'existence et 

d"unicitél' du modèle filtré d'un morphisme dlADG. 

Thiiokème 2.2.4.- Soient (A,dA) et A ' d  deux ADG c-connexes, 

' 
et soit a : (A,dA) (A1,d ,) un morphisme dlADG tel que a est injectif 

A 

en degré 1. Soit : 



(AZ,d) -------t (AZ B AX, dl) = (AY,dl) 

* 
le modèle minimal bigradué de a défini au théorème 2.1.5. 

Soit (AZ,D) (A,dA) le modèle filtré de A défini 

au théorème 2.1.1. 

7) ExAdence : Alors il existe une ADG (AZ 8 AX, D') et 

un morphisme IT' : (AZ B AX, Dl) -+ (A1,d ,) vérifiant les conditions : A 

' * 
E3) IT est un isomorphisme. 

De plus, le diagramme suivant est commutatif : 

(AZ ,D> 
i (AZ 8 AX, Dl) i = inclusion 

et (AZ,D) (AZ B AX, Dl) A (AX, Dl') est une K-S extension. 

2 )  U ~ d é  : Supposons qu'on ait un diagramme commutatif 

(AZ, 3) i + (AZ 8 AX, 5 ' )  
% 

% $ 1  
où les couples (AZ,~) 5 (A,dA) et (AZ 8 AX, Dl) + (A' ,d ,) vérifient 

A 

chacun les conditions El, E 2 ,  E3- 



'L 
Alors il existe un isomorphisme $ : A , )  A , )  et un isomorphisme 

i p l  : (AZ 8 AX, DI) -A (AZ 8 AX, 8 ' )  tels que : 

i) 0 - idAZ et 4' - id 
AZBAX 

font décroitre strictement la 

filtration. 

ii) $'i = id 

iii) le couple , ) est homotope au couple (a,*'). 

D&mam;Dr~an : 

1 )  Exinltence : On construit D' et a' par récurrence 

sur Y = Zo @ X  ,..., Y = Z $Xn ,... . Sur Z on prendra D' = D  
O O n n n y 

et r '  = aa. On construira D' et a sur X par une méthode analogue à 
n 

celle utilisée pour construire D et a sur AZ : (voir p 4 ]  , démonstration 

du théorème 4.4.). Les axiomes El et E2 sont bien vérifiés. Si A'* 

est l'isomorphisme : Ho(AY,dl) --t H(AY,D) , la condition E2 implique 

que a'* = p'*(A'*)-l , donc a I + est un isomorphisme. 

2 )  Uni&?% : D'après le théorème 2 . 2 . 1 . ,  il existe un isomor- 

'L 
phisme 4 : (AZ,D) -4 (AZ,D) tel que $ - id fait décroitre la filtration, 

et unmorphisme O : (AZ,D)' -+ (A,dA) tel que O(Ao)M = a et 

@(Al)AZ = :$ 
1 On va construire un morphisme O' : (AZ 8 AX, D') -4 (A1,dA1) 

et un isomorphisme IO' : (AZ b AX, D') -" (AZ b AX, E')  , par récurrence 

sur le degré inférieur. On posera sur Y. : 4' = id , O' = n l  ; sur 

- 
Z 8 D s , on posera O' = a@ , et sur X 8 D X on fera la construction 
O O O O 

du théorème 4.4 de Cl 43 . Plus généralement, on posera O' = a9 sur 

zn B S  B D S ~  et Q 1  = 3 sur z n ,  
n 

et on construira 9' sur x et n 

O' sur Xn B X B D' X selon la méthode de [14] . Il est facile de 
n n 

% 
vérifier que " ('O)AZ~AX = T I  et 

= n1 4' . Par construction, 

on a +'i= a$ . Ceci achève la démonstration du théorème. 



Dé&inia%n 2 . 2 . 5 . -  La K-S extension libre : 

i 
(AZ, D) -A (AZ 8 AX, Dl) (AX, D") vérifiant les conclusions du théorème 

2.2.4. s'appelle le modèle filtré de a. 

§ 3  - A p p f i d a m  tapalagiqua : modèle ~Li%é d'une appfica;tion cantinue. 

Dé&in&ion 2 . 3 . 7 . -  Soient S et T deux espaces topologiques 

connexes par arcs et soit f une application continue S --t T. Le modèle 

filtré du morphisme A(£) : A(T) --+ A(S) s'appelle le modèle filtré de 

f (relativement au corps k de caractéristique O fixé). 

D é ~ i n i t i o n  2 . 3 . 2 . -  Un espace topologique connexe S est dit 

formel (sur k) si le modèle minimal de A(S) est égal au modèle minimal 

de H*(s,~). 

On démontre, Cl41 - ou [22], que la notion de formalité est indépendante 

du corps de base. Sullivan démontre que tout espace nilpotent qui possède 

une structure d'espace riemannien symétrique compact orientable est formel 

(voir [22] ou [8] , [14]) . 

On remarque qu'un espace S est formel si et seulement si le 

modèle filtré de A(S) est égal au modèle minimal bigradué de H*(s,~). 

?& 
Plus précisément si p : (AZ,d) -4 H (S,k) est le modèle minimal bigradué 

de H*(s,~) , S est formel si et seulement si il existe un morphisme 

* !& 
.rr : (AZ,d) - A(S) tel que .rr = p . 

Soit S un espace formel, et soit m : AXS -+ A(S) le modèle 
S 

* 
minimal de A(S), il existe alors un morphisme d'ADG 4, : AXs - H (S,k) 

* X 
tel que $ S = m S  



Dé&L;hni;tian 2 . 3 . 3 . -  Soient S et T deux espaces topologiques 

connexes formels de modèles minimaux AXs et AXT. Soit f : S --t T une 
A 

application continue, elle induit un morphisme d'ADG f : AXT AX 
S .  

On dit que l'application f est formelle sur k si le diagramme suivant 

connnute à homotopie près : 

(où es et eT sont les morphismes définis plus haut). 

Dans C5], Deligne, Griffiths, Morgan et Sullivan montrent que les 

variétés kahlériennes compactes simplement connexes sont formelles et que 

toute application holomorphe entre de telles variétés est formelle. On peut 

se demander si la notion d'application formelle peut s'exprimer à l'aide 

du modèle filtré de llapplic&tion. 

P k o p o a ~ o n  2 . 3 . 4 . -  Soient S et T deux espaces formels connexes 

par arcs et f une application continue S --t T. Si le modèle filtré de f 

* * 
est égal au modèle minimal bigradué de f* : H (T,k) --t H (S,k). Alors 

l'application f est formelle. 

Démom&ation : Supposons que : 

(hZ,d) 
i 

+ (AZ 8 AX, d') 



soit le modèle minimal bigradué de f* et que : 

A(f) * A(S) 

TI I 
I 

i 1. 1 

(AZ,d) - (AZ 8 AX, dl) 
soit le modèle filtré de A(£). 

On remarque que TI : (AZ,d) -4 A(T) est le modèle minimal de A ( T )  

* * * 
et que p : (AZ,d) --+ H* (~,k) est le modèle minimal de H (T,k) avec p = TI . 

Soit mS : AX, - A(S) le modèle minimal de A(S) ; il existe 

un morphisme dlADG 8' : AXS -4 (AZ 8 AX, dl) tel que TI' 9' est homotope 

'Y. -1 * 
à m . puisque 8 = (nt*) m s est un isomorphisme, il existe un 

S 

morphisme dlADG 8 : (AZ 8 AX, d') -4 AX tel que 8'8 est homotope à s 

Id~z8nx 
. On a A(£)TI = ~ ' i  ; et d'autre part, m Bi est homotope à n19'8i ; 

S 

et comme la relation d'homotopie est transitive, on en déduit que 

m (Bi) est homotope à ~ ' i  = S A(£)TI . Ceci montre que A(£) induit le 
A * 

morphisme f = Bi entre les modèles minimaux. De plus p18' : AXç + H (S,k) 

* 
est telle que (p'8')* = IT" 8 ' *  

= m ~ '  

?# a 

Calculons maintenant f p = p l i  d'une part et p18'f d'autre part ; 
a ,. * 

on a p'B1f = p'8'8i, donc p18'f est homotope à p'i = f p. Ceci montre 

bien que l'application f est formelle. 

QueAlion : La réciproque de la proposition 2 . 3 . 4 .  est-elle vraie ? 

Remahque 2 . 3 . 5 . -  Il est facile de construire des applications non 

formelles entre espaces formels. Par exemple, on montre que la fibration de 

1 2  
Hopf S --r s3 _ft S n'est pas une application formelle : en effet, f 

est triviale en cohomologie et non triviale en homotopie puisque son invariant 

de Hopf est égal à un. 



Nous allons nous intéresser maintenant au modèle filtré d'une 

fibration de Serre. Il va résulter, du théorème 1.2.5. et des théorèmes 

d'isomorphie entre K-S extensions, le théorème suivant : 

f Théo42me 2.3.6. - Soit F J' E --+ B un fibré de Serre dont les 

espaces E, B, F sont connexes par arcs et tel que 

* t 
1) H (B,k) ou H (F,k) est de type fini. 

2) T (B) agit de manière nilpotente sur H*(F,~) . 
1 

Alors la fibre (AX,D1') du modèle filtré 

i 
(AZ,D) --t (AZ 8 AX, Dl) (AX, D") de f est un modèle (non minimal 

en général) de F. 

Plus précisément, le morphisme d'ADG n' : (AZ 8 AX, Dl) --+ A(E) 

induit un quasi-isomorphisme n" : (AX, D") -4 A(F). 

On remarque que, puisque F est connexe par arcs, la suite exacte 
f Y dlhomotopie s'écrit : ... 4 sl(E) A IT (B) + O où 1 

f# est l'application 

induite par f entre les groupes d'homotopie ; de même, l'application 

induite par f entre les groupes d'homologie f* : H1(E,@) + H,(B,q) est 

1 1 
surjective, donc, par dualité ffl : H (B,û)) + H (E,() est injective. 

On peut donc construire le modèle filtré de A(£) : A(B) -, A ( E ) .  

71 
Malheureusement, (AX, Dl') -t A(F) n'est pas le modèle filtré de F 

t 
selon la définition du théorème 2.1.1. En particulier, H (AX,dU) n'est pas 

t 
en général isomorphe à H (F). On a seulement le résultat suivant : 

f P ~ o ~ o ~ ~ o M  2.3.7. - Soit F A E --t B un fibré de Serre 

vérifiant les hypothèses du théorème 2.3.6. et soit 



I I 

(AZ ,d) ----t (AZ 8 AX, d' ) (AX, dl') 

le modèle minimal bigradué de f*. 

* 
Alors p '  induit un morphisme d'ADG p" : (AX,d1') -t H (F,k) 

.* r tel que p"p = J p . On a pl'= O sur AX+ et n"*[x] = pW(x) si 

X E A X .  
O 

Si B est simplement connexe, la suite spectrale de Serre du 

f ibré collapse au terme E2 si et seulement si p"  est surjective. 

Dans le paragraphe 4, on va appliquer les résultats précédents 

sur la construction du modèle filtré d'une fibration au calcul du modèle 

minimal (bigradué) d'un espace homogène. 

§ 4 - Modèle rninimat d 'un u w c e  homogène. 

Soit G un groupe de Lie compact connexe, K un sous-groupe de 

Lie connexe fermé et G/K l'espace homogène correspondant. Soit j l'inclu- 

sion KC-t G. Notons BK et BG les espaces classifiants de K et de G ; 

on sait que l'inclusion j : K c +  G induit une fibration Bj : BK -+ B 
G 

de fibre G/K. 

Soit P (resp. P ) l'espace vectoriel des éléments primitifs 
G K 

* 
de G (resp. de K). On sait que H*(G,R) = E(PG) , H (K,R) = E(PK) et le 

* 
morphisme d'algèbres j : H*(G,R) -4 H*(K,R) est induit par une application 

-* * 
linGaire j : PG -t PK (voir [9]), (i.e. j = ~(7") ) .  

Notons QG (resp. QK) l'espace vectoriel défini par 

2~ = 2p-1 * (resp. QK PK ) pour p 2 1 ; on a alors H (BG,R) = S(QG) 



X * et H (B ,R) = S(Q ) . Le morphisme d'algèbres' Bj : S(QG) - S(QK) induit, K K * 
par passage au quotient, une application linéaire BJ : QG -t QK. En 

-* . f 
général, Bj n'est pas la restriction de BJ au sous-espace des indécompo- 

sables, comme le montrent les calculs du chapitre XI de 191. 

On peut choisir des transgressions rG : PG+ QG et 

-* -a 
rK : PK -4 QK de façon que Bj r = rKj (voir [I] ) . 

G 

En 1950, H. Cartan exhibait une algèbre différentielle graduée 

libre non minimale dont la cohomologie était isomorphe à celle de 

* 
H (G/K, IR), (voir 121 et [3]). C'était 1'ADG : S(QK) (D E(PG) munie de la 

X 
différentielle 6 égale à O sur QK et 65 = Bj ~ ~ ( 5 )  si 5 E PG. 

On va construire le modèle filtré de Bj, mais, comme les 

algèbres de cohomologie de BG et de BK sont des algèbres polynomiales, 

le modèle filtré de Bj sera égal au modèle minimal bigradué de ~ j *  

donc (AX,dW) sera le modèle minimal de G/K. Plus précisément, on a : 

Théotrème 2 . 4 . 7 .  - Le modèle minimal de G/K est (AX, dl') où 

-JI 
AX = S (Coker 63 E (Ker j *) , d" = O sur Coker Bj et dl1 (Ker j *) C S (Coker c) . 

On donnera aussi une formule explicite pour d". 

On trouve, ainsi, comme application de la construction du modèle 

filtré, une algèbre libre minimale quasi-isomorphe à l'algèbre exhibée par 

Cartan dans [3] . La théorie générale de Sullivan [22, Théorème 2.4 permet 

d'affirmer que 1'ADG (S(Q ) 8  E(P ) ,  6) de Cartan est isomorphe au produit 
K G 

tensoriel de (AX, d") par une algèbre contractile. 

En corollaire, on obtientun résultat sur les groupes d'homotopie 

réels d'un espace homogène. Ce résultat est donné par Lehmann [16] et 

WU- en-~sÜn [25] pour des espaces simplement connexes. 



CO~V&?.&&Q 2 .4 .2 . -  Soit G un groupe de Lie compact connexe, et 

soit K un sous-groupe fermé connexe. On a : 

* 
Ho1 k ( 8 r 2n+ 1 (G/K BZ (R, R) = Ker j (PG -* pK) . 

n> O 

DémoMn;DL&on du coho&ki.he.- G/K étant la fibre d'une fibration 

dont l'espace total est simplement connexe, c'est un espace nilpotent. Donc, 

on peut définir r (G/K 8 R ) ,  et le corollaire découle du théorème 2.4.1. 
1 a 

et de la théorie de Sullivan. 

Z)érnoMn;DL&on du .théo/rème.- On va construire le modèle minimal 

8 * * 
bigradué de Bj : H (BG,R) = S(QG) -4 H (BK,R) = S(QK). 

On a (AZ,d) = (AZo ,d) avec Z = QG , et 
O 

X = ~oker(z*) 
O 

Soit q la projection QK - X et r une section de cette projection. 
O 

Y 
On définit p ' : AZ 8 AX --+ S(QK) par p ' = Bj et p' = incl. r 

O O 1 zo lxo 
où incl : QK S (QK) . 

Soit U un supplémentaire de Ker z* dans Z , on a un isornor-. 
O O 

phisme d'espaces vectoriels ~ j *  8 r : U 8 X - Im SX8 r(X ) = QK , et 
O O O 

on remarque que p' : S(U ) 63 S(Xo) - S(Q ) induit cet isomorphisme sur 
O K 

l'espace vectoriel des indécomposables, donc est un 

+ 
isomorphisme. En particulier, pour tout z E Ker BJ , il existe un (unique) 

u E S(g) 8 S(Xo) tel que pl(z+a) = O et ci est décomposable. Soit 

-* 
1 hism une base de Ker Bj , il est clair que Ker p' est engendré 

- 1 * 
par les éléments (zi + ai)lsism . Posons alors X = r (Ker %")= Ker j , 1 G 

- 1 
on voit que la famille (5 = T ('i)) lsism est une base de X1 , et on 

i G 

définit d'Si = r (5.) + ai. 
G 1 



' * 
Donc p : H (AZ 8 AX, d') LH(BK,R) = S(QK) est un isomor- 

O 

phisme. 

Les générateurs ('il ici~m de XI sont de degré impair et la 

suite (d'<i)lbilm est régulière dans AZ 8 AX , donc, d'après le 
O O 

théorème d' isomorphisme de [15] , on voit que : 

* 
d'où H (AZ 8 AX 8 AX1 , dl)- 

O O 

/-V H (AZ 8 AX , d') 
O 

et H.(AZ 8 AX, d') = O pour i > 0. 
1 

n 
Le modèle minimal bigradué de Bj est donc : 

Le modèle filtré de Bj est égal au modèle bigradué puisque 

Z = Zo et X = Xo fB X, , donc le modèle minimal de G/K est (AX, dl') 

- *  
où AX = S(Coker g*) 8 E(Ker j*) et d" = O sur S(Coker Bj ) ,du< = P(a) 

si p est la projection de S(QG) 8 AX sur AX. On peut écrire 

a = B + l u i B i  où 8 E S(Xo) , u. 1 E uo et Bi c S(Uo) 8 S(Xo) donc dlf€, = B. 
i *  * 

On a : Bj -rG(<) = - p '  (a) = -pl(B) - I B ~  (ui) p' (Bi) . On va dé£ inir un 
i 

morphisme surjectif r : S(QK) -4 S(Xo) de la manière suivante : on pose 

r = - 
1 (xo) 

q (où q était la projection QK --f Xo), et r est défini 

- m m 
sur Im Bj de manière que rBj = O. Alors on a : 

Yt 
r Bj rG(€,) = + q pl($) = 6 , d'où la formule donnant d" : 

* 
dl1€, = r Bj -rG(<) . 

Le théorème 2.4.1. a diverses conséquences. On peut d'abord préciser 

des résultats bien connus sur les espaces homogènes (Greub - Halperin - 
m 

Van Stone [9], chapitre XI). Si Bj est surjective, alors Coker G* = O 



* * d + 
et on a H*(G/K)I = E(Ker j ). Le sous-espace de Samelson PG = (Im pGG) n pG 

X " G . * 
(où PG est induite par la projection G --+G/K), est alors égal à Ker J . 

* -* 
si G et K ont même rang, alors on a dim Ker j = dim Coker Bj , 

i 
et donc la caractéristique xlr = 1 ( - 1 )  dim(vi(X) 8 Q) de G/K est 

i>, 1 
égal à O. En appliquant les résultats de [13], on en déduit que la caracté- 

ristique d'Euler-Poincaré = 1 (-lli dimHi(,G/~, R) de G/K est 
Xc i20 

strictement positive et que 

On va maintenant donner une condition nécessaire et suffisante portant 

sur le modèle minimal de G/K pour que (K,G) soit une paire de Cartan. La 

définition d'une paire de Cartan se trouve, par exemple, dans Cg]. Une des 

définitions équivalentes est que G/K est formel. 

Théa/tème 2.4.3. - Soit G un groupe de Lie compact connexe et soit 

K un sous-groupe fermé connexe de G. 

Alors (K,G) est une paire de Cartan si et seulement si l'idéal 

* * 
r Bj rG(Ker j ) . S(Coker G*) peut être engendré par une suite régulière 
d'éléments homogènes. Cr est le morphisme surjectif : S(QK) - S(Coker $*) 

défini dans la démonstration . 

* 
D é m o ~ a d t i o n  : Si l'idéal r Bj r (Ker j*) . S(Coker z*) peut G 

être engendré par une suite régulière formée de q éléments ; il existe 

X 
des éléments (Ci) linéairement indépendants dans Ker j tels que 

(ai = d"S .) forment une suite régulière engendrant l'idéal. D'après 
1 Isisq 

un théorème de [15], on en déduit que H*(G/K) est isomorphe à la cohomologie 

de 1'ADG : (S(Coker~j ) 
-* / 8 E(V) , d)  où V est un supplémentaire 

(a, ,.. . ,aq) 
- 
q . * 

de 8 R Si dans Ker 3 et est la différentielle induite par d" par 
i= 1 



- 
passage au quotient. Mais il est clair que d = O , donc on a : 

Comme H*(G/K) est de dimension finie, on a nécessairement 

7% 
q = dim Coker BJ , d'où dim V=rg G - rg K. 11 est facile de voir que le 

modèle minimal bigradué de H*(G/K) est de la forme (AZ = A(Zo B) ZI) , d) ; 

donc toutes les ADG dont la cohomologie est égale à H*(G~) sont formelles 

(on dit que H*(G/K) est intrinséquement formelle) . En particulier, G/K 

est formel ; ce qui entraîne que (K,G) est une paire de Cartan [9] . 
Réciproquement, si (K,G) est une paire de Cartan, alors le modèle 

minimal (AX,dW) de G/K est formel. On a, de plus dl' = O et 1 X~air 
dl1 (Xim~air) c hX paire où AXpaire = A (  8 X 2~ ) .  

P>O 
Soit (al, ..., aa) un système minimal de générateurs de l'idéal 

dl! ()(impair) .AX~aire . Il existe donc des éléments de Ximpair tels 

impair 
que duci = a.. Soient Eqcl, ...,Er des éléments de X tels que la 

1 

impair 
famille (5 ) soit une base de X . Si i > q , il existe des i lsisr 

éléments AXPaire 
'ij 

tels que d"Ei = hij a , donc d''(Si - hij 5.) = 0. 
j=i j j=i J 

AXpaire 
Soit l'automorphisme de AX égal à l'identité sur 8 E(E, , -- . ,  cq) 

et qui envoie Ci SU' Fi + hij Ej pour tout i 3 q+l ; et soit 
J 

6 = ; alors on a 6Si = a. pour tout i ( q et SEi = O pour tout 
1 

i > , q + l .  

Comme (AX,6) est formelle ; il existe un morphisme dlADG 

$ : (AX,6) --t HX(Ax,6) induisant l'identité en cohomologie. On peut décomposer 

(AX,6) en 

De plus, on a Hf (AX, 6) = Hf (AX paire @ E(E,, . . . ,Eq) ,6) @ E(Eq+l,. . . ,Cr). 

Comme $* est l'identité, il est clair que $(Ci) = Fi pour i > q. 



Le morphisme $ définit un morphisme d'ADG JI '  : 

(AX~aire 8 N E , ,  . ,Eq) , 6 - H * (Ax paire @ E(EI, ,Eq), 6) 

et $ ' *  est un isomorphisme. 

Ceci prouve que (nxpaire B E(E,, ...,Cq), 6) est formelle. Montrons 

que sa cohomologie H est graduée en degrés pairs. Supposons le contraire 

2p+ l 
et soit 2p+l le plus petit entier tel que H # O. Si on construit 

le modèle minimal bigradué (AZ,d) de H , alors Z 
2p+ 1 # O. Comme 
O 

1'ADG (AU,&) = (AX 
paire 

è E(E,, ..., Eq), 6) est formelle, il existe un 

2p+ l 
isomorphisme : (AZ,d) --t (AU,6). Soit z E Zo , $(z) est nécessairement 

+ 
de la forme : y + a , où y # O , y = hi Si , A. c R et ai E (tl,.. . ,tq) .A U. 

1 i= 1 
Comme dz = O , on a O = 6$(z) = 8y + 6a , ceci implique 

paire 
que A .  a. = 6y = - 60 = Pi a. 1 où  pi^ " X  . Ceci contredit 

i= 1 i= 1 
le fait que (a,, ..., 

aq) 
est un système minimal de générateurs de l'idéal 

dv (Xim~air ) .  nXpaire . On a donc montré que H est gradué en degré pairs. Comme 

Xpaire H est de dimension finie, on en déduit que la dimension de est q et 

que la suite (a,, ..., aq) est régulière (théorème 5 de [13]). Comme 

* * 
du< = r B j  T (5) pour tout €J c Ker j , on en déduit le théorème. 

G 

* * 
coho&aine 2.4.4.- Soit hp : H (BK,R) --+ H (G/K) l'homomorphisme 

de Weil. Si (K,G) est une paire de Cartan, alors Im h p  est isomorphe 

au quotient de S(Coker 3") par une suite régulière d'éléments. 

D é r n o n i l ~ d u n  : C'est une conséquence immédiate du fait que si (K,G) 

* .. .. 
est une paire de Cartan, alors H (G/K) = Im hp 8 APG où dim P = rg G - rg K , 

G 

et de la démonstration du théorème précédent. 



CHAPITRE II1 

ETUûE DE LA REALISATION D'UN MORPHISME DONNE EN COHOMOLOGIE. 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

§ 7 - Expoaéa :topoLogiyue Q;t dgèbhiyue du phoblème. 

Soient S et T deux espaces nilpotents ayant le type d'homotopie 

d'un C-W-complexe de type fini, et soit f un morphisme : H*(T,Q) - H*(s,~). 
Le problème suivant se pose : Est-ce que le morphisme f est le morphisme 

induit en cohomologie par une application continue de S dans T ? 

On va étudier ce problème dans la catégorie homotopique rationnelle 

T dé£ inie au chapitre 1 . On trouvera, dans Quillen 1181 , une autre définition 
Q 
de la catégorie homotopique rationnelle. Ici, nous poserons le problème en ces 

termes : soient S (resp. TQ) 
Q 

les localisés de S (resp. T), on note 

encore f le morphisme induit : H*(T~,Q) - H*(S ,Q) et on cherche s'il 
Q 

existe une classe d'applications continues définies à homotopie près de S 
Q 

dans T induisant en cohomologie le morphisme f donné. On dira alors Q 
que f est réalisable s'il existe une telle "application". 

On peut formuler un problème analogue dans la catégorie qQ définie 
au chapitre 1 : Soient (A,dA) et (A' ,d ,) deux ADG dans 

A 
q4 , et soit 6 

X * 
un morphisme d'algèbres : H (A,dA) - H (A1,d . ) .  Existe-t-il une classe de 

A 

morphismes d'ADG définis à homotopie près induisant en cohomologie le morphisme 

B donné ? Si cette classe existe, on dira que B est réalisable dans %. 
Le théorème 1.2.4. du chapitre 1 nous donne le résultat évident 

suivant : 



P h O p O b ~ O n  3 . 1 . 1  .- Soient S et T deux espaces nilpotents 

ayant le type d'homotopie d'un C-W complexe de type fini. Soit f un 

* * 
morphisme H (T,Q) --t H (S,(P). Alors f est réalisable par une application 

de S dans T si et seulement si le morphisme correspondant 

A 

4 * Q 
f : H (AXT) --'H*(AX~) est réalisable dans (AX, (resp. AX) est le 

S 

modèle minimal de T (resp. de SI). 

Nous sommes donc ramenés à étudier un problème purement algébrique. 

En fait, nous allons étudier un problème algébrique un peu plusgénéral dont 

les données ne seront plus nécessairement dans la catégorie . % 

3 . 1 . 2 . -  Soient (A,dA) et (A',d ,) deux algèbres 
A 

différentielles graduées sur un corps k de caractéristique 0, c-connexes ; 

et soit f3 : H(A,dA) -4 H(A1,dA1) un morphisme fixé. On dit que B est 

réalisable s'il existe une suite finie dlADG c-connexes (Ai, di) i = O, ..., n+l 
où (A O ,do) = (A,dA) et <An+1, dn+] ) =  (At,dA,) , et s'il existe des 

morphismes d'ADG : (Ai, di) --+ (Ai+1, di+l ) ou des quasi-isomorphismes 

di+l) -3 (Ai, di) , tels que, en cohomologie, le morphisme composé 

soit égal à B. 

Notons m (AXA,d) (A,dA) et m i l  : (AXA, ,dl) -t (A' ,aA,) A .  

les modèles minimaux de (A,dA) et (A',d ,). On a alors le résultat suivant : 
A 

PhopobiLion  3 . 1 . 3 . -  Un morphisme f3 : H(A,dA) -t H(A1,dA,) est 

réalisable si et seulement si il existe un morphisme d'ADG 4 : (AXA,d) -4 (AXA, ,dl) 

m m  8-1 
tel que @ =mi, 4 (mA) . 

D 2 r n o m ; t t L ~ o n  : Supposons que @ soit réalisable. Soit 

Q i : (+di) + ( A ~ + ~  ,di+]) un morphisme d'ADG ; et soit m : (AXi,6;) + (Ai,di) i 

le modèle minimal de (A.,d.). Le mcrphisme $. .définit un morphisme 
1 1  1 

Bi 
(AXi,Gi) --+ (AXi+1,6i+1 tel que mi+l Si soit homotope à $i m. 1 . De même 



si $k : (Ak9 dk) + (Ak- l dk- l ) est un morphisme ~'ADG tel que $i* est 
un isomorphisme, on définit $ : (A\, 6k) -+ (AXk-l, 6k-I) tel que 

m % X )1ç 
m 9' soithomotopeà 
k-1 k $k mk . On a donc 

%-1 4; = l$i mk 9 
Ce 

qui prouve que c* est un isomorphisme. Ceci entraîne que 4; est un 

isomorphisme puisque (Arc, 6k) et (Arc- , 6k-, ) sont des algèbres libres 

minimales. On posera alors $,-, = <$)-'. soit $ = 9,. . . . .ll .Jio , c'est 
un morphisme d'ADG : (AXA, d) --+ (AX' d') et on vérifie que 

A' ' 

RematLqu~ 3.7.4. - Il est clair que le morphisme 4 est défini 

à homotopie près et que si les ADG (A,dA) et (A1,dA,) sont deux algèbres 

libres minimales nilpotentes de type fini, la notion de réalisabilité au 

sens de la définition 3.1.2. coïncide avec celle donnée dans la catégorie TV 
Rwa/rque 3.7.5.- Compte-tenu de la proposition 3.1.3. ,  on peut 

supposer que (A,dA) et (A1,dA.) sont deux algèbres libres minimales 

et le problème de la réalisation s'exprime ainsi : soit B : H(A,dA) + H(Af,dA,) 

un morphisme d'algèbres graduées, existe-t-il un morphisme d'ADG 

* 
a : (A,dA) (A1,dA,) tel que ci = B ? 

Nous terminerons ce paragraphe par l'énoncé d'un cas où la réalisation 

triviale. 

Phapaaidion 3.7.6.- Soient S et T deux C-W complexes nilpotents 

de type fini formels. Alors tout morphisme f : H*(T,~) - H*(s,Q) est 

réalisable dans la catégorie homotopique rationnelle par une application 

formelle. 

RematLqu~ 3.7.7.- 11 se peut que f soit aussi réalisable par une 

application (non formelle) non homotope à l'application formelle. Ainsi, 

2 * 3 l'application triviale di H*(S ,ID) dans H (S ,Q) peut être réalisée 

d'une infinité de manières. 



§ 2 - €;tude d'une aba;DLuc;tion à .ta t r éUa; t ian .  

Dans ce paragraphe, on se donne deux ADG (A,dA) et (A1,d ,) qui 
A 

sont des algèbres libres minimales c-connexes sur un corps k de caractéristique 

O. On suppose fixé un morphisme d'algèbres graduées B : H(A,dA) 4 H(A1,dA1) 

injectif en degré 1 ; et on cherche s'il existe un morphisme dlADG 

* 
a : (A,dA) -3 (A1,dAl) tel que a = B. 

On va exposer une théorie de l'obstruction nous disant sous quelles 

conditions fi est réalisable. Les méthodes employées généralisent celles de 

Halperin - Stashef f, chapitre 5, [14] , qui envisagent le cas où B est un 

isomorphisme , et H(A) est de type fini. Dans ce cas particulier , ils 

montrent que B est réalisable si et seulement si une certaine suite d'obstructions 

On(B) est nulle. Nous verrons que, lorsque (3 est un morphisme quelconque, 

le problème est beaucoup plus compliqué, et que les obstructions que nous 

pouvons définir en degré n dépendent des choix faits en degrés inférieurs . 
L'outil essentiel de cette étude est la théorie développée au 

chapitre 2. 

On construit le modèle minimal bigradué du morphisme B : 

(AZ,d) - (AZ 8 AX, d') 
défini par le théorème 2.1.5. 

On construit ensuite le modèle filtré (AZ,D) (A,dA) de 

l'algèbre différentielle graduée (A,dA). 

Le morphisme dlADG p' : (AZ 8 AX, d') + H(A1,dA1) satisfait 

aux hypothèses du théorème 2.2.1., donc on peut construire un modèle filtré 

IT ' 
de (A1,dA1) : (AZ 8 AX, D') -r (A1,d . )  vérifiant les conditions 

A E l ,  5 ,  E3 

du théorème 2.2.1. 



On se donne aussi des applications linéaires ri : H(A) - AZ 
O 

et q' : H(A1) -+ AY telles que p q  = id 
H (A) 

et p'q' = id 
O H(A1) ' 

Dans toute la suite, on suppose fixés ces deux modèles filtrés 

de (A,dA) et (A1,dA1) ainsi que les applications et q'. On mettra 

toujours sur AZ et sur AZ @ AX les filtrations définies au chapitre 2 § 2. 

Il est bien évident que, en général, D1(AZ) n'est pas contenu 

dans AZ et a fortiori que Dl #D. l ILz 

ThEokQme 3.2.1.- 6 est réalisable si et seulement si il existe 

une différentielle sur AZ 8 AX satisfaisant E, , telle que 
- 
D I AZ = D et s'il existe un isomorphisme dlADG 9 : (AZ 8 AX, 5) -A (AZ 8 AX, D') 

tel que $-id soit décroissante pour la filtration (4 n'est pas AZ-linéaire). 

 a ans toute la suite, une application est dite décroissante pour la 
filtration si elle est strictement décroissante pour la filtration] . 

Di?rno~*ha.Zion : Si 6 est réalisable par ci : (A,dA) --+ (A1,dA1) ; 

on sait construire, grâce au théorème 2.2.4., un modèle filtré de a : 

i (AZ,D) ----+ (AZ 63 AX, .6) 

tel que le diagramme ci-dessus soit un diagramme commutatif de morphismes 

- 
dlADG. En particulier, on a D = D. 

!nz 
TT I 

Mais (AZ 63 AX, D) 2 (A1,dA1) et (AZ 8 AX, Dl) -+ (A1,dA1) 

sont deux modèles filtrés de (A1,dA,) vérifiant les conclusions du 

théorème 2.2.1. Ce même théorème nous assure l'existence d'un isomorphisme 



9 : (AZ 63 AX, 6) --t (AZ 8 AX, Dr) tel que $-id soit décroissante pour la 

- 
filtration et tel que ~r'g soit homotope à n. 

Réciproquement, supposons qu' il existe une di£ férentielle 6 sur 

- 
AZ 8 AX vérifiant El, telle que D l AZ = D , et supposons qu'il existe un 

isomorphisme : (AZ 4D AX, 6) --t (AZ QD AX, D') tel que @-id soit décroissante 

pour la filtration. On a alors le diagramme suivant de morphismes d'ADG : 

~r i 
(AZ,D) ---t (AZ 8 AX, 6 )  Tr ' (MA) +- (nz e nx, DI) (~',d~') 

' . * - 1  
Montrons que ~r $ 1 (n ) = B : 

* 
Soit u E: H(A), on a u = pn(u) = .rr [n(u)] , donc 

*- 1 
n (u)=[n(u)] où [n(u)] désigne la classe de n(u) dans (Az,D) . 

Ceci prouve que 6 est réalisable, et la proposition 3.1.3. nous 

* 
prouve l'existence d'un morphisme a : (A,dA) -3 (A1,d ,) tel que a = B .  

A 

Nous sommes alors amenés à poser la définition suivante : 

Vé~iniLian 3.2.2.- Le morphisme B : H(A,dA) * H(A1,dA,) est 

dit n-réalisable (n > O) s'il existe une différentielle 6 sur 

- 
(AZ 8 (n) satisfaisant El , telle que D = D et s'il existe 

1 (n) 
un isomorphisme : ((AZ 8 AX)(,), f i )  - ((AZ 6 AX) 

(n) ' D') tel que $-id 

soit décroissante pour la filtration. 

Un tel couple (fi ,$) s'appelle une n-réalisation de B. 

Si (;,(?) est une n-réalisation de 8 ,  on définit une application 

linéaire de degré 1 par : 



(6,g) (z) = [n '$Dz] si z E Z 
On+ 1 n+l 7 

([ ] désigne la classe de l'élément dans H ( A ' ) )  . 
Alors On+] 

1 (o,$) est un élément de Hom (Zn+], H(A1)) et s'appelle 

l'obstruction définie par le couple (D,$)  . 

Rmaitqu~ 3.2.3.- 

i) Le morphisme B est toujours 1-réalisable par la différentielle 

- 
D = d1 = D I  et le morphisme 9 = idl(~z e A X ) ( ~ ) .  

ii) Il est clair, grâce au théorème 3.2.1., que si B est réalisable, 

alors f3 est n-réalisable pour tout n. On verra, que dans certains cas, 

la réciproque est vraie. 

La première question qui se pose alors est de savoir si une 

n-réalisation se prolonge en une n+l-réalisation. La réponse est fournie 

par le théorème suivant : 

ThéohCrne 3.2 - 4 .  - Une n-réalisation (D,$) se prolonge en 'une 

(n+l)-réalisation si et seulement si On+] (Tl,$) = O. 

Dérnonh;tZ~on : Si (;,O) se prolonge en une (n+l)-réalisation 

notée encore (;,$), alors, pour tout z E Z , on a : n+ l 

Réciproquement, supposons que On+] (:,$) = O. Nous voulons 

d'abord prolonger Tl et @ à Zn+]. Si z E Z , on a Dz E F 
n+ l 

-(") (AZ) , 

et ~(Dz) - D'z E F -(n-1) (AY) Ker D' . D'après le lemme 2.2.2., il existe 

w e F-"(AY) et u E H(A') tels que ~(Dz) = DT(z+w) + n'(a1). 

Comme O,+] (6,$)(z) = O , on a : O = bl~l(z+w)] + a' = a'. 

On pose alors @(z) = z + w , on définit ainsi une application 

linéaire 4, en choisissant w dépendant linéairement de z. Par construction, 



Il reste à prolonger 6 et 4 à Xntl. Soit x c X , alors 
n+ 1 

- (n-2) -(n-1) D ~ X E F  (AY) fI Ker 6 ; d'après le lemme 2.2.2., il existe v c F (Ay) 

et il existe a' c H(A1) tels que 

d'où 

On a alors D1$(dx) = $(B dx) = D' $(v) + q*(a') 

O = "D1$(dx)] = a' ; 

Ceci implique que B(dx-v) = 0. 

- 
Posons alors Dx = dx - v - n '  (b'lp(dx-vd). Alors on a 

[IT'JI~X] = O , et on peut prolonger $ à Xn+l par la méthode précédente. 

On étend alors (Di$) à AY(n+l) ; par construction, c'est une (n+l)-réalisation 

de B .  

On peut alors énoncer les théorèmes : 

Théohème 3.2.5.- Soit un morphisme B : H(A) --t H(A1). Supposons 

qu'il existe un entier 1 b 1 tel que 

P H (A) = O  I < p L et H~(A') = O  p > 3 L +  1. 

Alors B est réalisable. 

On verra des exemples d'application de ce théorème au paragraphe 

suivant. 

Théohème 3 . 2 . 5 ' . -  Soient S et T deux C-W complexes nilpotents 

* 
de type fini et soit un morphisme f : H (T,Q) --+ H*(S,~). 

Supposons qu'il existe un entier L 1 tel que H'(T,Q) = O 

1 s p i L ,  HP(s,q) = O p > 3L + 1, alors f est réalisable par une application 



(définie à homotopie près) de S dans T 
Q Q ' 

D é m u ~ n f i d o n  du Xhéoi~ëme 3 .2 .5 . -  D'après la remarque 3.8.4. 

de [14], o n a  z P = O ,  1 :: p S (n+l)I puisque H'(A) = O  pour 1 :: p 5 4 .  
n 

1 Soit (5,d) une 1-réalisation quelconque, alors 02(6,$) E Hom (Z2,H(A1)) 

et Z; = O pour 1 S p 6 31. Donc si z E zP et p 6 31, on a alors 
2 

02(6,$ (z) = O ; de plus si z c zP et p 31 + 1 , alors 02(6,$) (z) est 2 

un élément de Hp+l(A'), donc 02(6,$) ( z )  = O d'après l'hypothèse sur H*(A'). 

Ceci prouve que 02(E,$) = O , donc (fi,$) se prolonge en une 2-réalisation de B. 

En itérant cette démonstration, on construit une suite où 
- - 
(D~,$~) est une n-réalisat ion prolongeant (Dn-l 9 qn-]) 

On définit alors une différentielle 5 sur AZ 8 AX satisfaisant 

- 
El et telle que D = D , et on définit un morphisme $ : I 
(AZ 8 AX, 6) -+ (AZ 8 AX, D') tel que $-id soit décroissante pour la 

filtration de la manière suivante : 

- 
si u E (AZ 63 AX) 

(n) - 
on pose Du = D u et $(u) = Jln(u). n 

Le théorème 3.2.1. montre que B est réalisable. 

La seconde question qui se pose dans un problème de ce type est 

la suivante : soit (5,g) une n-réalisation de qui ne se prolonge pas 

en une n+l-réalisation , existe-t-il une autre n-réalisation qui va se 

prolonger ? 

Cela nous amène à comparer deux n-réalisations et les deux 

obstructions qui leur sont associées. 

Notation : O (B) = {on(;,$) 1 (Di$) est une (n-1) - réalisation de B I .  n 

Par définition, une 1-réalisation est un automorphisme 4 de 1'ADG 

[(AZ @ AX) dl] tel que 4 -id soit décroissante pour la filtration. 



Soit Ml l'espace vectoriel des k-dérivations de degré O définies 

sur (AZ 8 AX) 
(1) 

strictement décroissantes pour la filtration. 

Si $ est une 1-réalisation, on définit 0 = log $ par la formule 
m 

(-1)~-l 
log $(u) = 1 ($-id)'(,) , pour tout u E (AZ 8 AX) (1) 

; (la somme 
p=l P 

est toujours finie et a donc un sens). On vérifie facile:iient que 0 = log $ 

est un élcment de 
' 

Réciproquement, soit 0 E MI et posons $ = ee où e0 est défini 

0 1 P  
par e (u) = 1 - 8 (u) pour tout u E (AZ 8 AX) 

( 1 )  
Alors est un auto- 

pz0 P! 

morphisme de 1'ADG ((AZ 8 AX) 
(1)' 

d') tel que @-id soit décroissante pour la 

filtration. 

Il est facile de vérifier que e 
0 log' = 4 et log e = O , ce qui 

e 
prouve que les 1-réalisations de B sont les automorphismes e , où 0 E Ml. 

1 
Définissons alors une application linéaire y : Ml -4 Hom (Z2,H(A1)) 

par y(o)(z) = E1 0 D I Z J  = E' 0 d~] si z E z2. 

On peut alors énoncer les résultats suivants : 

0 PhopohXon 3.2.6.- 02(d1,e) = 02(d1, id) + y(0). 

C o h o ~ d i h e  3.2.7.- Le morphisme B est 2-réalisable si et 

seulement si 02(B) = y(M,). 

Remahque. - Si on regarde l'image 02(8) de 02(8) dans l'espace 

1 
vectoriel quotient Hom (Z2,  H(A'))/y(M,) , alors B est 2-réalisable si 

et seulement si 02(B) = 0. 

VErnonhLtation du coho~dVLe  : Si B est 2-réalisable, il existe 
e 
O 

une 2-réalisation (Eo,Qo) de 6 ; alors 
@OIAY(~) 

2st de la forme e 
8 
O 

et on a O (dl,e ) = O. La proposition 3.2.6. montre que 2 



Si (dl,$) est une 1-réalisation de f3, alors il existe 0 E M, 

0 
tel que $ = e et 02(d1 ,Q) = ~ ( 8 )  - ~ ( 8  ) = ~(0-0 ) . Ceci implique que 

O O 

Oz(@) = Y(M])- 

Réciproquement si Oz(@) = y(MI) , il existe une 1-réalisation 

(dl,b) tel que 02($) = 1(0) = O ; par suite (d',O) se prolonge en une 

2-réalisation, d'après le théorème 3.2.4. 

DémomfiaLion de  La ph,opoaiAion : 

On a 0 
02(e ) = e0 DZJ et O 2 (id) = C r '  DZ] 

d'où 0 
O2 (e ) - O2 (id) = ' (eO - id) (DZ)] 

- 1 0 1 
Dz c F (AZ) , donc (e - id) (Dz) = ~(Dz) + 1 - 8 Dz . 

~'2 p! e ~ - *  
Or 0 Dz E AZo 63 AX donc on a 1 - 8 Dz = 0. 

O ' 
~'2 p! 

On en déduit immédiatement la formule. 

Ceci nous conduit à énoncer un raffinement du théorème 3.2.5. 

Théatrème 3 . 2 . 8 . -  Soit 6 un morphisme H(A) - H(A'). Supposons 

qu'il existe un entier 1 tel que : 

Alors f3 est réalisable si et seulement si 02(B) = 0. 

ThéohQme 3 . 2 . 8 . l . -  Soient S et T deux C-W complexes nilpotents 

il( * 
de type fini et soit un morphisme f : H (T,Q) ---+ H (S,Q). Supposons qu'il 

existe un entier L 3 1 tel que H'(T,Q) = O 1 s p s L et H'(s,Q) = O 

p > 4 1  + 1, alors f est réalisable par une.application de S dans T 
Q Q - 

si et seulement si 02(f) = 0. 

A A 

Par définition, 02(f) = 02(f) , où f est le morphisme induit 

* 
par f, de H (AXT) dans HX(AxS) et A 3  (resp. AX ) est le modèle s 
minimal de T (resp. de S) . 



Diimom;t)taLion du ;théotrëme 3 . 2 . 8 . -  Si B est réalisable, alors 6 

- 
est 2-réalisable d'après la remarque 3.2.4., et par suite on a 02(8) = O 

d'après le corollaire 3.2.7. 

Réciproquement, si 02(B) = O , alors il existe une 2-réalisation 

(D,$) de d'après le corollaire 3.2.7. Cette 2-réalisation définit une 

1 
obstruction 03(E,$) P Hom (Z3, H(A1)). 

P Par hypothèse, on a H (A) = O si p ; on a vu que ceci entraîne 

que Z; = O si p 1 41. Donc si z E zP et p < 4 1 ,  alors on a 3 

o~(D,J~) (z) = O. Si z c zP et p > 42, alors o~(D,$) (z) E HP+' (A'), 3 

mais, par hypothèse, on a HP+'(A') = O  si p. 41, donc 03(6,ji)(z) = O  

pour tout z e Z3. On termine alors la démonstration par la même méthode que 

celle utilisée dans la démonstration du théorème 3.2.5. 

Nous allons voir maintenant que le problème se complique lorsque 

nous voulons prolonger des 2-réalisations. 

On se fixe une 2-réalisation (fi ,$) de B , et on définit l'espace 

vectoriel M2($) des k-dérivations 0 de AZ 8 AX 
(2 de degré O strictement 

décroissantes pour la filtration et telles que D'0 = 0D' sur Q(Az(~)). 

PhoponiXion 3 . 2 . 9 . -  Si (6,$) est une 2-réalisation de 8, alors 

0 
toutes les deux réalisations sont de la forme e J ) ,  où 0 P M2($). 

Z)émonn&ation : Soit (6' ,O1) une 2-réalisation quelconque de B 

et soit $ = Q' $-l , on a $Il' = Dt$ sur IJ(AZ(~)). 

Comme précédemment, on pose 0 = log $ et on vérifie que 

Dl0 = 0D' sur $(Az(,)) , donc 0 E M2($). 
.. 

0 1 Réciproquement, si 0 E M2($) , on pose $ = e = - 0'. 
p=O p! 



On définit ainsi un automorphisme de (AY) (2) tel que $-id soit décroissante 

pour la filtration. On pose : 

- - 
D' = $' eqe D' ee$ et on montre que D I  = D .  

4 2 )  

Suivant la méthode précédente, on définit une application (non linéaire) 

1 
y : M~(Q) --t Hom (Z ,H(A1)) par 3 

On peut alors énoncer les propositions immédiates suivantes : 

e P ~ v p o b M o n  3.2.10.- o3(e 9 )  = o3((J) + ~ ( 0 )  si e r M2(J)) , 

et si (5,g) est une 2-réalisation fixée de B .  

i) On a : 03(8) = 03($) + y(~~($)) où (fi,$) est une 2-réalisation 

fixée de B .  

ii) Si 03(8) = Y(~2(.Q)) , alors B est 3-réalisable. 

§ 3 - App f i caZLo~n  eA exemp ta .  

Halperin et Stasheff [14] démontrent, que la notion de réalisabilité 

d'un isomorphisme donné entre deux algèbres de cohomologie est indépendante 

du corps de base. 

Ici, nous allons poser un problème analogue. 

Soient (A,dA) et (A1,d ,) deux ADG c-connexes sur un corps k 
A 

et soit 6 un morphisme H(A,dA) --+ H(A1,dA1). 

Soit K un corps contenant k, et supposons que : 

f 8 l K  : H(A) gk K - H(B) ek K est réalisable . 

Est-ce que f : H(A) --t H(B) est réalisable ? 



Nous donnerons une réponse dans le cas particulier suivant : 

ThEotème 3 . 3 . 7 . -  s'il existe un entier t > 1 tel que H~(A) = O 

pour 1 h p h 1 et HP(A') = O p > 4t + 1 , alors B est réalisable 

si et seulement si B 8 I K  est réalisable. 

Compte-tenu du théorème 3.2.8, la démonstration de ce théorème 

est analogue à celle du théorème 6 . 8  de Cl41 . 

Exempte 3.3.2.- Morphisme non réalisable par une application de S 

dans T , où S est un 0-espace fixé, et T est un 0-espace quelconque 

dont la cohomologie est isomorphe à une algèbre graduée H donnée. 

Dans cet exemple, l'espace topologique S sera un Q-espace 

simplement connexe dont la cohomologie rationnelle H' est égale à celle 

3 5 2 de (S v S ) x S , mais qui n'a pas le type d'homotopie rationnelle de 
5 2 (s3 y S ) x S , On verra qu'un tel espace existe, et on le définira par 

son modèle minimal. 

2 2 3 
D'autre part, soit H la cohomologie rationnelle de (S V S ) x S . 

On va exhiber un espace S et un morphisme B tels que, quel que soit 

le @-espace T dont la cohomologie rationnelle est H, le morphisme 

m 8 : H (T,@) = H =  I+H%(S,~) =H' n'est pas réalisable. 

D'après l'exemple 6 .5  de [14], il existe deux types d'homotopie 

rationnelle ayant pour cohomologie H. On en déduit que l'espace S n'a pas 

3 2 le type d'homotopie rationnelle de (S V s 5 )  x S , et donc n'est pas 
3 2 formel. En effet, si S avait le type d'homotopie de (S  V s 5 )  x S , 

2 2 on prendrait T = [s3 x (S V S )]( et B serait un morphisme entre espaces 

formels, et serait donc réalisable. 



- - -  
On écrit H = A(x x x ). 

1' 2' 3 

- - - 
On écrit H' = A(xl x' x') . 

1, 29 3 

Les méthodes développées au chapitre 2 nous donnent le modèle minimal 

bigradué p : (AZ,d) --t H. On trouve, comme bases de : Z : x1,x2,x3 , 
O 

2 2 
Z1 : yl,y2,y3 avec dyl = xI , dy2 = x2 , dy3 =x1x2 ; Z2 : z,,z2 , avec 

dzl = X2 Y1 - X1 Y3 , dz2 = x1 y2 - x2 y3. Nous n'expliciterons pas 

pour n > 2. 

Puis on détermine le modèle minimal bigradué de f3 sur Q. 

'On trouve que : 

- - 
X est engendré par x' , avec pl(xi) = xi, pl(xl) = Oy = X' 
O 1 2 ' pl(x 3 ) = X' 3 

y; , y' , avec d '  y ;  = x d' y; = x X' 

2 
1 3 1 

X2 par z' 1 , z;, avec d' z; = y l  - y ;  xl , d' z ; = y 3 - y ;  x2 . 
On définit alors une algèbre filtrée ( ( A Z  8 AX)(2), D') 

en posant D' = d' sur (AZ 8 AX)(]) , D1z, = dz 1 + x' 1 '  D'z 2 = dz 2 '  

D'z' = d'z; , D'z; = d'z; . 
'1 

Grâce au lemme 2.2.2., on peut étendre D' à AZ 8 AX de façon 

que : 

- (n-2) 
D' - d' : Yn - t F  (AY) pour tout n. 



D'après le corollaire 2.2.3., on définit ainsi une algèbre filtrée 

dont la cohomologie est isomorphe à H' ; on prend comme espace S, le 

Q-espace dont le modèle minimal est égal à celui de (AY,D'). 

Montrons que, pour tout @-espace T de cohomologie H, on a 

02(B) # O. 

Un élément 8 E Ml est défini par la donnée des images de 

,y ,y ,y1,y' Pour des raisons de degrés, on a 8(y ) = h l  x3 , 0(y2) = h2 x3, y1 2 3 1 2 '  1 

8(y ) = X x , avec A. E , i =l,2,3. 0(yi) = O , 
3 3 3 1 

Par définition, 02(id)(zi) = ~zi] pour i = 1,2. 

Des considérations sur le degré montrent que : 

donc Dz = D'zI - x' + al xI x3 + B I  x2 x3 . 1 1 

Par suite, 02(id)(zl) = [v'D'z~] - [i"xl] + [ ~ ' ( a I ~ I ~ 3 + ~ I ~ 2 ~ 3 ) ~  

- - - 
d'où 02(id)(zl) = - xi + B I  xi xi . 

- - 
On vérifie que, si 0 E Ml , alors y(0)(zl) = X x' x' 

1 2 3' 

Ceci prouve que, quel que soit B 1  E Q , il n'existe pas de 

dérivations 0 E Ml tel que 02(id) = y(8) ; donc le morphisme n'est pas 

réalisable. 

Exemp&? 3 . 3 . 3 . -  Morphisme pas toujours réalisable par une application 

de' S dans T, où T est un Q-espace fixé, et S parcourt l'ensemble 

des types d'homotopie rationnelle ayant une cohomologie égale à une algèbre 

graduée H' donnée. 

2 3 
Le Q-espace T est le localisé de (S V s2) x S ; on a 

* 
donc H = H (T,Q) = A(x 1 ,x2,x3) où lxll = I X  1 = 2 2 

- - - 
et I X  1 = 3. Onécrit H =  A(x x x). 

3 1' 2'  3 

Il a été démontré dans l'exemple 6.5 de [14], qu'il existe deux types 



d'homotopie rationnelle ayant une cohomologie rationnelle isomorphe 

X 
à H = H (T,Q) ; le premier type est défini par l'espace formel 

2 2 3 T = ((S .( S ) x S ) @  ; le second type est défini par un Q-espace noté S. 

- 
Considérons le morphisme B : H -t H défini par fi(;]) = x 1 ' 

- - - 
B(x2) = x 2 B(x3) = O. Au morphisme B , on peut, d'une part, associer 

l'endomorphisme BT = B : 

2 2 2 2 
alors il est clair que l'application f : (S V S ) x s3 --t (S V S ) x S 

3 

2 2 3 
définie par f(x,y) = (x,y0) pour tout x E S V S , pour tout y E S , 

réalise 
3 

BT ; (Y, est un point fixé de S ) .  

D'autre part, on peut considérer le morphisme B S = B :  

* 2 2 3 * H = H ((S \/ S ) x S , Q) --+ H (S,Q) = H où S est le 

@)-espace non formel ayant H pour cohomologie rationnelle. 

D'après le théorème 3.2.8., BS est réalisable par une application 

- 
de S dans T si et seulement si 02(B) = 0. 

Il est facile de vérifier que le modèle minimal bigradué de B 

est : 

où Z est engendré par x1,x2,x3 , Z l  est engendré par yI,y2,y3 , 
O 

Z2 est engendré par = 1  4 2  
et d a été calculé dans l'exemple précédent. 

- 
X est engendré par u 1 ul = 3 p ' (u) = x 
O 3 ' 

X I  est engendré par v Ivl = 2 dv = x 3 .  



Le modèle filtré de T est égal au modèle minimal bigradué, 

car T est formel. 

Un modèle filtré de S est de la forme (AZ 8 AX, D') où 

(*) D'zi = dzi + a. x 
1 I X3 + 'i *2 X3 + a' xIu + Bf x u 

2 
pour i = 1,2 ; i 

Une dérivation û E Ml est définie par la donnée des images des 

éléments yl,y2,yg,v. Pour des raisons de degrés, on a û(y.) = Ai x3 + A i  u 
1 

où Xi et A i  parcourt û) pour i = 1,2,3. 

- - - - 
On a donc y(û) (zl) = X' - A' x x 1 X 2 X 3  3 1 3  

Calculons maintenant 02(id) ( z )  = [T'DZ] = b'd~] , z Z 
2 ' 

02(id) (zi) = (D1zi - ai xI x3 - Bix2x3 - a 1  x u - B:x2u)] pour i=1,2 . i 1 

D'après le théorème 3.2.8., B est réalisable si et seulement si 

il existe û E MI tel que 02(id) = y ( @ ) .  

Par suite, B est réalisable si et seulement il existe des 

scalaires (Ai,Ai) , i = 1,2,3, tels que : 

6 est donc réalisable si et seulement si a; = 6;. 

Définissons alors une algèbre filtrée (AZ 8 AX, D') en imposant 

que D' - d' : Y -+ F - (n-2) (AY) , et D'z. vérifie la formule (*) pour 
n 1 

i = 1,2 avec a; # 8; ; alors la théorie développée au chapitre 2 montre 

que (AZ 8 AX, D') est le modèle filtré d'un @-espace R ayant une cohomologie 



égale à H. De plus, f3 n'est pas réalisable par une application de cet 

2 2 3 
espace dans ((S V S ) x S Comme il y a exactement deux types dlhomotopie 

2 2 3 
rationnelle T = ((S V S ) x S )Q et S , de cohomologie H, et que $ est 

réalisable par une application de T dans T ; on en déduit que R = S et 

que B n'est pas réalisable par une application de S dans T. 

ExempLe 3 . 3 . 4 . -  Morphisme réalisable par une application entre 

deux 0-espaces donnés. 

5 5 
Soit T le Q-localisé de S V S , on a 

2 2 
Considérons S x S muni de la métrique riemannienne standard 

2 
et soit U le sous-espace de l'espace tangent T(S x s2) formé des vecteurs 

unitaires. Alors U est l'espace total d'un fibré localement trivial 

2 s3 - U 4, s2 x S . On prend, pour Q-espace S, le localisé de U. On 

montre, à l'aide de la suite exacte d'homotopie, que le modèle minimal de 

U est (A(x~,x~,Y~ ,y2,y3),6) avec /xil = 2 i = 1,2 , [yi/ = 3 , 
2 2 

i = 1, 2, 3 ; &xi = O i = 1,2 6yl = x , 6y2 = x2. Comme le fibré 
1 

n'est pas trivial, on peut prendre 6 ~ 3  - - XI X2. 

* 
Le calcul montre que H (S,Q) = H*(u,IJ)) vaut : 

* - - - -  
On écrit H (U,q) = A(xI,x2,ul ,u2). 

On vérifie que U n'est pas formel. 

* 5  5 
On dé£ init un morphisme f3 : H (S V S , @) --t H*(u,~) 



Le théorème 3.2.5. (avec = 2) prouve qu'il existe une 

5 * 
application continue f : U ---t (s5 V S )Q telle que f = 8 .  

cP 
Cette application définit un morphisme d'ADG entre les modèles 

5 
minimaux de S V s5 et de U ; et il serait facile de construire un tel 

morphisme degré par degré , mais ce serait relativement long étant donné 
5 

que le modèle minimal de S V s5 a une infinité de générateurs ! 
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CHAPITRE I V  

LA SUTTE SPECTRALE D'ETLENBERG-MOORE. 

---------- 

Dans [ 6 ] ,  Eilenberg et Moore ont introduit une suite spectrale per- 

mettant de comparer les différentes cohomologies d'un carré de fibrations de 

Serre. Ils ont démontré le théorème suivant : 

L 
O Théahème 4.0. - Soit F ---+ E - - +  B une fibration de Serre 

O O 

dont la base Bo est simplement connexe, soit g : B -+ Bo une application 

continue, et soit F = F 

O 
le fibré image réciproque. 

Alors il existe une suite spectrale d'algèbres commutatives (Er,d,) 

telle que 

(i Er => H*(E,~) 

(ii) E2 = Tor (H*(B,~) ,H* (~~,k)) 
H (Bo) 

(où k est un corps commutatif quelconque). 

Cette suite spectrale est appelée la suite spectrale d1Eilenberg- 

Moore du carré fibré. 

Si B = ( 1  point), la suite spectrale s'appelle la suite spectrale 

d'Eilenberg-~oore du fibré. 

On trouve la démonstration de ce théorème, ainsi que diverses 

applications, dans L. Smith [24 . 



L'existence de cette suite spectrale découle de l'existence de 

résolution projective propre de modules différentiels. Dans la pratique, 

on voudrait pouvoir calculer explicitement les termes (Er,dr) de cette 

suite spectrale, et, par exemple, savoir dans quelles conditions, elle 

collapse au terme . E2 

On rappelle qu'une suite spectrale (Er,dr) collapse au terme E m 

si d. = O  pour tout i > m .  
1 

Jusqu'à maintenant, on calculait les termes (Er,dr) de la suite 

spectrale en exhibant une résolution projective propre appelée la bar cons- 

truction. 

La théorie du modèle filtré d'un morphisme d'ADG va nous permettre 

de démontrer un théorème un peu plus général que celui d'Eilenberg-Moore 

(théorème 4.2.5.) ; elle va surtout nous fournir une manière explicite de 

calculer les termes (Er,dr) de cette suite spectrale. 

Avant d'énoncer ce théorème, nous allons faire quelques rappels 
: 

d'algèbres différentielles qui nous seront utiles dans la suite. 

5 1 - Algëbhe cohomologique & d b é h e m & e  - Théo/~ème d g é b h i q u e  dlEXRenbmg- 

Moohe (Rapp& ) . 
La plupart des résultats énoncés dans ce paragraphe se trouvent 

dans [20]. 

Dans toute la suite, k sera un corps commutatif de caractéristique 0. 

On se fixe une k-algèbre différentielle graduée connexe (A,dA) 

(pas nécessairement commutative). Un A-module différentiel gradué à gauche M 

est un A-module gradué à gauche M = @ M? muni d'une différentielle 
n10 

d ~ >  

tel que : 
P+q (i) Si h E nP, m E Mq, h.m E M 



Pé&hiXion 4 . 1 . 7 .  - Une résolution propre d'un A-module différentiel 

gradué à gauche M est une suite de A-modules différentiels gradués, indexée 

par les entiers négatifs. 

E 
(+) ... - 1"-' . . . -  MO - M -+ O 

telle que les trois suites suivantes de k-espaces vectoriels sont exactes : 

où (Mn)# est llespace gradué Mn muni de la structure de k-espace vectoriel 

sous-jacente à celle de A-module. 

Chaque module Mn -"étant gradué, et muni d'une différentielle interne 

n 
dI = d on peut associer, à la résolution propre (*), un A-module différen- 

Mn 

tiel gradué à gauche D ( M )  = 1 muni de la différentielle totale 
n9 q 

Un A-module différentiel gradué P est dit projectif si, tout 

diagramme de A-modules différentiels et de morphismes 

où f est surjective et Z(f) : Z(M) + Z(N) est surjective, peut être com- 

plété en un diagramme commutatif : 



par un morphisme g' de A-modules différentiels. 

On montre que tout A-module différentiel gradué possède une résolu- 

tion propre formée de modules projectifs. Une telle résolution est appelée 

une résolution projective propre de M. 

n- 1 
Si ... -+ M -+ M~ -+ ... -+ MO -+ M -+ O est une résolution projective 

propre du A-module différentiel M, alors : 

n-') -+ H(M") -+ . . . -+ H(M') -+ H(M) + O est une résolution . a .  -+ H(M 

projective du H(A)-module H(M) . 

On fait une théorie analogue pour les A-modules différentiels gradués 

à droite. 

Dé&hi.tion 4 . 1 . 2 .  - Soient M un A-module différentiel gradué à 

gauche, et N un A-module différentiel gradué à droite, on pose : 

Tor difA(N,M) = H(D(N) D(M)) 

où D(N) et D(M) sont les A-modules différentiels associés à des résolutions 

projectives propres de N et de M. 

On montre que cette définition est indépendante de la résolution 

choisie et que l'on a : 

Tor difA(N,M) = H(N D(M)) = H(D(N) M). 

Munissons le A-module différentiel gradué N 8 D(M) de la filtration A 

décroissante F-'(N D(M)) = B (N BA D(M) i'r) si p 3 0, r+ ! = O 
i>-p 



Cette filtration est compatible avec la graduation totale de N BA D ( M )  (i.e. : 

De plus, la différentielle totale de N @ D(M) préserve la fil- A 

tration, on définit ainsi une suite spectrale (Er,dr) située dans le second 

1 
quadrant. Si A = O, la filtration est finie en chaque degré et la suite 

spectrale est donc convergente. 

A l'aide de cette filtration, on montre facilement le théorème al- 

gébrique d'Eilenberg-Moore suivant : 

ThZohZme 4 . 1 . 3 .  [20] . - Soit A une k-algèbre di£ férentielle gra- 

duée connexe, soit M un A-module différentiel gradué à gauche et, soit N 

un A-module différentiel gradué à droite. Alors il existe une suite spectrale 

de A-modules (Er,dr) appelée suite spectrale d'Eilenberg-Moore du triplet 

(A,N,M) telle que 

(ii) lim E = Gr(Tor difA(N,M)) (où Gr signifie le gradué associé). - r 
r 

1 
(iii) Si A = O, E => Tor difA(N,M)) r 

DZrnoma%aClon : si . . . -t M" --+ 
Mn- l 

-f . . . -f MO -f M -+O est une r é ~ o -  

lution projective propre de M, on montre que E ; ~  = H(N) C3H(A) H(M-~) si 

p 2 O, et que la différentielle d l  est induite par la différentielle externe 

dE de la résolution de M. 

Remahque 4 .1 .4 .  - Eilenberg et Moore démontrent le théorème topologi- 

* 
que 4 .O. en considérant les algèbres c*(Eo) et c*(B) comme des C (Bo)- 

modules différentiels, et ils appliquent le théorème 4.1.3. Ils montrent, de 

plus, que la suite spectrale (E,,dr) est, en fait, une suite spectrale d'al- 

gèbres commutatives et qu'il existe un isomorphisme algébrique entre 



Nous aurons souvent besoin dans la suite du théorème de comparaison 

suivant : 

Phopa6i.aXon 4 . 1 . 5 .  [20]. - Soient A et A' des algèbres différen- 

tielles graduées connexes sur k (non nécessairement commutatives). Soient 

M (resp. M') un A (resp. A') nodule différentiel à gauche et soient N 

(resp. N T )  un A (resp. A )  module différentiel à droite. On se donne des 

applications £ : A -+ A', g : N + N', h : M -+ M' telles que 

(i) f est un morphisme d'algèbres différentielles graduées. 

(ii) g et h sont des applications de k-modules différentiels. 

(iii) g et h sont des morphismes de A-modules lorsqu'on munit 

M' et N' de la structure de A-module induite par leur structure de A f -  

module et par f . 

Si f, g, h induisent des isomorphismes en cohomologie, alors les 

suites spectrales définies par le théorème 4.1.3. pour (A,N,M) et (A',N',M') 

sont isomorphes à partir du terme . 
E2 

5 2 - Enoncc d a  Xh&otrèma  ond da ment aux. 

Soient (A,dA), (A',d , ) ,  (C,d ) des algèbres commutatives diffé- 
A c 

rentielles graduées connexes sur un corps k de caractéristique 0. On se 

donne des morphismes d'ADG a : A -+ A' et y : A -+ C. On considérera A' 

comme un A-module différentiel à gauche (au couple (a,a') on associe 

a(a)a' où a E A, a' E A') ; et on considérera C comme un A-module diffé- 

rentiel à droite en associant au couple (c,a) l'élément cy(a), où c e C, 

a E A. 

Le théorème 4.1.3. nous assure l'existence d'une suite spectrale 

d'Eilenberg-Moore (E ,d ) telle que El = Tor 
r r (H*(c) ,H*(A')) et 

H* (A) 
1 2  E = Gr Tor difA(C,Af). On montre, de plus, que chaque (Er,dr) est une 
r r 

k-algèbre différentielle graduée. 



1 1 
Supposons que a*' : H (A) + H (A') soit injective, alors on peut 

construire le modèle filtré de a : A + A ' 

71 î TT' 
(AZ , D) -----t (AZBAX, D' ) 

# 
à partir du modèle minimal bigradué de a : H*(A) ---t Hf (A') 

comme nous l'avons expliqué au chapitre 2. 

# 
Alors y' = y n  fait de C un (AZ,D)-module différentiel, et y p 

* 
fait de H (C) un (AZ,d)-module différentiel. 

Nous énonçons alors le théorème algébrique fondamental de ce chapitre. 

Théoaéme 4 . 2 . 7 . -  La suite spectrale d'Eilenberg-Moore du triplet 

(A,c,A1) peut être identifiée, par un isomorphisme algébrique, à partir du 

terme E2 ,  à une suite spectrale d'algèbres cormutatives graduées associée 

à une filtration définie sur ~'ADG : C 8 (AZ 8 AX) = C gkAX munie de la dif- AZ k 

férentielle A' induite par le (AZ,D)-produit tensoriel des différentielles 

d sur C et D' sur AZ 8 AX. 
C 

Le terme E2  de la suite spectrale est isomorphe à la cohomologie 

* * 
de 1'ADG : H (C) eAz(AZ BkAX) = H (C) BkAX munie de la différentielle 6' 

induite par le (AZ,d)-produit tensoriel des différentielles O sur H*(c) 

et d' sur AZ BkAX. On a E ; ~ ~ ~  = H~-~(H*(C)@~AX,~') = 
P 

C o a o U u h e  4 . 2 . 2 .  - (i) On a un isomorphisme d'algèbres graduées : 

* 
Tor difA(C,A1) = H (C BAZ(Az BkAX) ,A1) 

(ii) On a un isomorphisme d'algèbres bigraduées : 



Tor (H*(c) ,H*(A') ) = H* (H* (c) B~AX), a ) 
H* (A) 

L'augmentation E : A -+ k fait de k un A-module différentiel à 

droite, ce qui nous permet d'énoncer le résultat suivant : 

Thévnème 4 . 2 . 3 .  - La suite spectrale d'Eilenberg-Moore du triplet 

(A,k ,A1)  peut être identifiée à partir du terme E2, par un isomorphisme 

algébrique, à une suite spectrale d'algèbres commutatives graduées associée 

à une filtration définie sur 1'ADG (Ax,D1') où D" est la projection sur 

AX de la différentielle D'. Le terme E2 est isomorphe à la cohomologie 

de 1'ADG (AX,dW) où d" est la projection de d' sur AX. 

On a un isomorphisme d'algèbres graduées : 

Tor difA(k,A1) = H*(Ax,D") 

et un isomorphisme d'algèbres bigraduées : 

Tor (~,H*(A')) H*(Ax,~"). 
H* (A) 

La démonstration du théorème 4.2.3. est immédiate à partir de celle 

du théorème 4.2.1. On établira, plus loin, les formules explicites de A' 

et 6', et il sera clair que, lorsque C = k, on a A' = D" et 6' = d". 

On peut énoncer un cas encore plus particulier du théorème 4.2.1. 

On prend pour A' le corps de base k qu'on considère comme un A-module 

différentiel à gauche. On obtient un résultat voisin du théorème principal 

du chapitre 7 de 1141 . 

Thévnème 4 .2 .4 .  - Soit (A,dA) une k-algèbre commutative diffé- 

1 
rentielle graduée connexe de modèle filtré (AZ,D) et telle que H (A) = 0. 

La suite spectrale dl~ilenberg-Moore du triplet (A,k,k) peut être iden- 

tifiée à partir du terme 
E2, par un isomorphisme algébrique, à une suite 



spectrale d'algèbres commutatives graduées définie sur 1'ADG (AS,D"), où 

(AZ,D) -+ (AZ 8 AS,D') + (AS,D") est le modèle filtré de la projection 

E : (A,dA) -+ k et S est définie par -P - P+I 
'm - 'rn- 1 m > 1, p > 1 .  

On a un isomorphisme d'algèbres graduées : 

Tor difA(k,k) = H*(A~,D") 

et un isomorphisme d'algèbres bigraduées : 

Tor (k,k) :̂ AS. 
H*(A) 

Ce théorème se démontre à partir du théorème 4.2.3. et de l'exemple 

L'intérêt du théorème algèbrique 4.2.1. est de nature géométrique. 

On va pouvoir démontrer, par une méthode différente, un théorème topologique 

analogue ou théorème 4.0. d'Eilenberg-Moore : 

f 
O Théotrême 4.2.5. - Soit F - E --t B un fibré de Serre et 

O O 

f soit B 4 B une application continue. On note F -+ E = B x E --t B 
O B O 

O 

le fibré image réciproque. Soit k un corps de caractéristique O fixé. 

On suppose que : 

1) F, Eo, Bo, B sont connexes par arcs. 

2) n (B ) agit de manière nilpotente sur H*(F,~). 
1 O 

* 
3) ou bien H (F,k) est de type fini, ou bien H*(B~,~) et H*(B,~) 

sont de type fini. 

Alors : 

(i) Il existe une suite spectrale d'algèbres commutatives graduées 

(Er,dr) située dans le second quadrant, telle que : 



E2 = Tor * (H* (~,k) ,H*(E~,~)) 
H (Bo,k) 

* 
lim E = Gr H (E,k) (où Gr est le gradué associé) 
--+ r 
r 

* 
Er 

=> H (E,k) si B est simplement connexe. 
O 

* 
(ii) Si f* : H*(B~) + H (E ) a pour modèle minimal bigradué 

O O 

(Az,d) + (AZ 8 Ax,dl), si A(fo) : A(Bo) + A(E ) a pour modèle filtré 
O 

(AZ,D) -+ (AZ 8 AX,D1), et si 
Y 

(TB,dB) --+ A(B) est le modèle minimal 

de A(B), alors la suite spectrale est isomorphe, à partir du terme E2 

par un isomorphisme algébrique, à une suite spectrale associée à une filtra- 

tion définie sur 1'ADG TB BAZ(AZ 8 AX) = BkAX munie de la différen- 

tielle A' déduite du (AZ,D)-produit tensoriel des différentielles 

et D'. Le terme E2 est isomorphe à la cohomologie de ~'ADG 

* 
H*(B) BAZ(AZ BkhX) = H (B) Bk AX munie de la différentielle 6 '  déduite du 

(AZ,d)-produit tensoriel des différentielles O sur H*(B) et d' sur AZBAX. 

(iii) Si B est simplement connexe, cette suite spectrale est 
O 

isomorphe, à partir du terme E2, à la suite spectrale d'Eilenberg-Moore dé- 

finie par le théorème 4.0. 

Rmmyue : Il existe un morphisme d'ADG 0 : A(Bo) -+ (7B,dB) 

tel que Y 8  est homotope à A(g). On choisit un tel morphisme pour définir 

une structure de A(Bo)-module différentiel sur (?,jlB,dB). La différentielle 

* * 
6' est définie en considérant H (B) comme un (AZ,d)-module grâce à g p .  

Lorsque B est réduit à un point, le théorème 4.2.5 s'énonce ainsi : 

f Théot~ërne 4.2.6. - Soit F - t  E - B un fibré de Serre et k 

un corps de caractéristique 0. On suppose que : 



1) F, E, B sont connexes par arcs. 

2) nl(B) agit de manière nilpotente sur H*(Y,k) . * 
3) ou bien H (F,k) est de type fini, ou bien H (B,k) est de 

type fini. 

Alors 

(i) il existe une suite spectrale d'algèbres commutatives graduées 

(Er,d,), située dans le second quadrant, telle que : 

E2 = Tor . (k,~*(~,k)> 
H (B,k) 

* 
lim E = Gr H (F,k) - r 
r 

Er 
=> H*(F,~) si B est simplement connexe. 

i 
(ii) Si f* : HX(~,k) -t H (E,k) a pour modèle minimal bigradué 

(AZ,d) + (AZ8AX,d1) + (AX,dW), et si A(£) : A(B) + A(E) a pour modèle 

filtré (AZ,D) + (AZ 8 AX,D1), alors la suite spectrale est iso- 

morphe, à partir du terme E2, 
à une suite spectrale associée à une filtration 

définie sur (AX,D1') (où D" est la projection de D' sur AX) ; et le terme 

E2 est isomorphe à H*(Ax,~"). 

(iii) Si B est simplement connexe, cette suite spectrale est iso- 

morphe à la suite spectrale dl~ilenberg-Moore. 

4 . 2 . 7 .  - Exemple d'appfica-Cian du ; théot~éme 4 . 2 . 6 .  - Soit B un espace 

simplement connexe de modèle filtré (AZ,D). Alors il existe une suite spec- 

trale d'algèbres commutatives graduées telles que : 

(i) E2 = Tor (k, k) = AZ (où -P Zm = Zm- p+l m z  1, p > 1) ; 
H*(B,k) 



En effet, il suffit d'appliquer le théorème 4 . 2 . 6 .  à la fibration 

RB -t B ---& (B,b ) où EB est l'espace contractile des chemins d'origine 
O 

b et l'application p envoie un chemin sur son extrémité. On utilise alors 
O 

les résultats du théorème 4 . 2 . 4 .  

Cet exemple est à rapprocher de la suite spectrale d'Adams définie 

en homologie. 

Nous verrons d'autres exemples d'applications du théorème 4.2.5. 

au paragraphe 5. 

Le théorème 4.2.5 se démontre essentiellement à partir du théorème 

4 .2 .1 .  

La démonstration du théorème 4 .2 .1 .  est assez longue, elle utilise 

la notion de bar construction. Dans le paragraphe 3, on va rappeler les pro-. 

priétés de la bar construction utiles dans la suite. 

§ 3 - La bm c o ~ ; t r L u ~ o n .  

Nous reprenons les définitions et propriétés exposées dans [ 2 ~ ] .  

On se donne toujours trois ADG connexes sur k : (A,dA),(A'.dA1),(C,dC) et 

des morphismes d'ADG a : A + A', y : A + C. 

+ 
On pose A = {a c Al la1 > O> et on définit pour n 2 O 

Pour chaque n 2 O, B-n(~,~') a une structure de k-espace vecto- 
A 

rie1 gradué comme produit tensoriel d'espaces gradués et a une structure 

naturelle de A-module à gauche. 



Si a E: A, si a. a A+ pour i = l,.. . .,n et a' E: A', on notera 
1 

aral la2 1 . . . 1 a d  a' l'élément a 8 a B a2 . . . B an @ a'. 
n 

1 

Son degré est donc la1 + 1 lail + la'/. 
i= l 

- 
Pour tout élément aral 1 . . . 1 a A  a', on définit pour i E L I , .  . . ,nJ 

On définit une application k-linéaire de degré + 1  sur 

B;;"(A,A1) par doI(aCall ...l aJal) = dAa [al[ .../ anla' 

On vérifie que 
2 

 do^ = O et que B~~(A,A') est un A-module diffé- 

rentiel gradué à gauche. 

On définit aussi une application d oE . ' B-",~(~,AI) A + Bin+1,9 

la all 
par doE(abl 1.. . la,?al) = (-1) (a al)G21.. . IaAa' 

On vérifie que 
2 

doE = O et que doIdoE + doEdoI = O, ce qui permet 

de définir une application A-linéaire de modules différentiels a 
E .  

B;"(A,A') + B~""(A,A'), n z 1. 

est une résolution projective propre du A-module différentiel à gauche A' 

(où €(a 8 a') = a(a)al). 



+ 8n On remarque que C 8~(A,A1) C (P (A ) (P A', ce qu'on notera 

B~~(C,A'). 

Un élément c b l  1 . . . /anla' de B (c,A1) a pour bidegré 
n A 

n 
Son degré total est donc : I C I  + 1 (\ail -1) + la1/. 

i= 1 
Pour tout élément c[al 1 . . . laJal, on définit s(0) = Ici et 

s(i) = /cl + 1 (/aj[ - 11, i E CI ,.... n]. 
j ~ i  

On munit le complexe C 8 8 (A,A1) = 8 (C,A1) du A-produit tenso- 
A A A 

O 
riel des différentielles dc sur C et d + di sur BA(A,A1). Soit V 

1 

cette différentielle, on a V = d  + c i E  
1 

avec 

+ 
(où c E C, a. IZ A , i = I,...,n ; a' c A'). 

1 

PA(c,A1) ,q s'appelle la bar construction du triplet (A,C,A1). 

On filtre 8 (C,A1) de la manière suivante : 
A 

F-~B~(C,A') = {c[alI . . . I  a A a l  avec n 6 pl 

F+] = 0. 

D'après la définition 4.1.2. et la proposition 4.3.1., on a 

* 
Tor difA(C,A1) = H (BA(C,A1) ,V) . 



Le théorème 4.1.3. nous dit que la suite spectrale d'Eilenberg-Moore 
% 'L 

(E.,d.) du triplet (A,C,A1) est la suite spectrale définie sur BA(C,A1) 
1 1  

par la filtration ci-dessus. On a : 

% 
EZ = Tor (H*(c) ,H*(A'>> 

H* (A) 

'L 
Le terme EZ 

est égal à la cohomologie de la bar construction pour 

- * 
le triplet (H*(A),H*(c) ,Hf(A')) où H (A') est considéré comme un H*(A)- 

* * * 
module à gauche grâce à u , et H*(c) , un H (A)-module à droite grâce à y . 

Pkopon&on 4 .3 .2 .  - (BA(C,A1),V) a une structure de k-algèbre 

différentielle graduée commutative augmentée. 

1 
Si A est simplement connexe (i.e. A = O), alors BA(C,A1) 

est connexe. 

D é r n a ~ n f i ~ o n  : Comme A, C, A' sont des algèbres commutatives, on 

définit une structure d'algèbre commutative sur BA(C,A1) en posant : 

où c E C, C' E Cf, a. E A', a' a A', a'' E A". 
1 

La somme 1 est étendue à toutes les permutations a tz S telles 
n+m 
1Jo 

que : o(l) < ... < o(m) et o(m+l) < ... < o(m+n). On a E = (-1) où pu 
u 

dépend de la signature de la permutation, des degrés des a et des degrés i ' 
de c, c', a', a". 

On peut aussi considérer BA(C,A1) comme le k-produit tensoriel 

des algèbres C, BA(k,k) et A'. Sur BA(k,k), on met la structure de 



k-algèbre définie dans Cl41 chapitre 7, et on munit BA(c,~') = 

C Bk BA(k,k) BkA1 de la structure de k-algèbre commutative produit. 

On vérifie ensuite que (BA(C,A1),V) est bien une ADG. 

Les éléments de BA(c,~') de degré O sont de la forme 

,rail ... laju, x Cic, , la.1 1 = 1 .  

On définit E : BA(c,~') + k par €(h[al 1 .. .,adv) = O si n 3 1 ; 

E(XQO~) = Xp. 

Rematrque : 11 est clair que les termes (E ,d ) de la suite spectrale r r 

d'Eilenberg-Moore du triplet (A,C,A') sont des k-ADG. 

Nous aurons souvent besoin de la proposition suivante, généralisant 

la proportion 4.1.5. : 

Ph.opohLtLon4.3.3. - Soient (A,dA), (A1,dAI), (A",dAll), (B,dB), (Bq,dB,) 

(~",d ,,) des algèbres différentielles graduées commutatives connexes sur un corps B 

k de caractéristique 0. On suppose que (B,dg) est une K-S algèbre libre. 

On suppose donnés des morphismes d'ADG a : A -t A', a' : A + A", 

f3 : B -t B', 8 '  : B + BI' et des quasi-isomorphismes n : B +- A, n' : B' + A', 

n" : B" -+ A" tels que : 

i) an est homotope à n'fi 

ii) a'n est homotope à n''fi1. 

Alors les suites spectrales d1Eilenberg-Moore des triplets (A,A",A1) 

et (B,B",B') sont isomorphes, à partir du terme E2, par un isomorphisme al- 

gébrique. 

~ é m o m ~ u Z i o n  : 1 )  Remarquons d'abord que la proposition est vraie 

lorsque les diagrammes sont commutatifs (i.e lorsque a?r = T ' B  et a'n = w"f3'). 

En effet, dans ce cas, on définit une application Bn(n",~') : 



8B(B",B') --+ BA(A",A1) par : 

Il est clair que B (n",nl) est un morphisme dtADG préservant les 
TT 

filtrations qui définissent les suites spectrales d'Eilenberg-lloore ; donc 

il induit un morphisme entre les suites spectrales, noté Bn(n't,n')i. On a 

de plus BT(n",nf ) 1 - 6 ï(~"*,n'*) . 
71 

* * II* 
Comme n , n' , n sont des isomorphismes, alors B *(n"* ,nt*) 

Ir 

est un isomorphisme algébrique. 

2) Dans le cas général, on se ramène à des diagrammes commutatifs : 

Par définition de l'homotopie, il existe un morphisme d'ADG 

+ : BI -+ A' tel que @Ao = an, + A l  = nl$. 

De même, il existe un morphisme Y : BI + A" tel que 

Y X  = a'n, YAl = nt'$'. 
O 

On applique alors la première partie de la démonstration aux trois 

diagrammes commutatifs : 



§ 4 - D&n~oMnXhz.t.Lon d a  fiéokèrnu  ond da ment aux. 

Nous démontrerons d'abord le théorème topologique 4.2.5. en supposant 

connu le théorème 4.2.1. ; puis nous démontrerons le théorème 4.2.1. 

DZmoMn&aAion du ;théokême 4 . 2 . 5 .  : 
f 
O A la fibration F - E ---t Bo 

on associe le morphisme dlADG : 
O 

A(fo) : A(Bo) - A(E ) de modèle minimal, au sens du théorème 1.1.3., 
O 

On considère A(E ) comme un A(Bo)-module différentiel à gauche, 
O 

grâce à A(fo) ; de même, on considère A(B) comme un A(Bo)-module diffé- 

rentiel à droite grâce à A(g). 

On étudie alors la suite spectrale d'Eilenberg-Moore du triplet 

(A(B~),A(B),A(E~)). c'est une suite spectrale d'algèbres commutatives graduées 

dont le terme E2 est Tor . (H*(B,~) ,H*(E ,k)) . D' après la proposition 
H (Bo,k) 

O 

4.3.3., elle est isomorphe à la suite spectrale d'Eilenberg-Moore du triplet : 

Y 
( m o l ,  YB,A(Eo)) où (TB,dB) A(B) est le modèle minimal de B. Le 

théorème 4.2.1 nous donne alors la partie (ii) du théorème 4.2.5. On note 

i 
toujours (AZ,D) --+ (AZBAX,D1) le modèle filtré de A(fo). 

Cette suite spectrale est telle que 1% E = Gr(?, 8 AX, A'). r 

Montrons maintenant la partie (i) du théorème : 

Les hypothèses du théorème 4.2.5 entraînent, grâce au théorème 1.2.6., 

Il est facile de voir que le diagramme commutatif suivant dont les 

flèches verticales sont des quasi-isomorphismes : 



(AZ ,Dl z (AZ 8 Ax,D1) ----+ (AX,DW) 

induit un diagramme commutatif : 

A ( B )  t A ( B )  8AZ(AZ 8 AX) + AX 

Les théorèmes d1 isomorphisme de Halperin jl - l] impliquent que n I* 
1 

est un isomorphisme. 

Les suites spectrales des triplets ((AZ,D),A(B), (AZ 8 AX,D1)) 

et ((AZ,D),Irg,(AZ 8 AX,D1)) étant isomorphes à partir du terme E2, la 

partie (i) du théorème est démontré. 

Montrons maintenant la partie (iii) du théorème : Eilenberg et Moore 

définissent la suite spectrale d'un carré fibré comme étant la suite spectrale 

construite à partir du triplet d'algèbres différentielles graduées non commuta- 

# 
tives (c*(B~,~) ,c*(B,~), c*(E~,~)) où C (. ,k) désigne le foncteur des co- 

chaînes simpliciales à valeurs dans k (voir u 61 ) . 

Au foncteur c*(. ,k) , on peut associer une k-ADG simpliciale Ck 

définie par (Ch) = cX(b(n),k) ; de plus, c(.) est isomorphe à ~*(.,k) 
n k 

(voir [16]). 

Les inclusions de k-ADG simpliciales i : % + \ &l Ck et 

j : Ck -+ % @ Ck définissent des transformations naturelles de foncteurs 



. * 
1 : A.) + Ak t3 Ck(.) = D(.) 

où A(.) est le foncteur de Sullivan défini sur le corps k fixé, et où % 
est la k-ADG simpliciale telle que (\)n est l'espace des formes différen- 

tielles sur le n-simplexe A dont les coefficients sont des fonctions poly- 
, n 

nomiales (à  coefficients dans k) des coordonnées barycentriques de An. 

Par définition d'une transformation de foncteurs, on a les diagrammes 

commutatifs suivants : 

D'après le théorème III. 3 de Cl61 , ou [4] , toutes les flèches verti- 

cales induisent des isomorphismes en cohomologie. 

La proposition 4.1.5. permet alors de conclure 

Dans toute cette démonstration, on suppose fixés (~,d~), (~',d~'), 

(C,dC), u : A -+ A', y : A + C ; ainsi que le modèle minimal bigradué de 

et le modèle filtré de a : A -----t A' 

(AZ,D) A (AZ @AX,DT) -t (AX,D1'). 



D'après la proposition 4 . 3 . 3 . ,  la suite spectrale dlEilbenberg-Ploore 

du triplet (A,C,A1) est isomorphe, de manière algébrique, à la suite spectrale 

du triplet ((AZ,D),C,(AZ~AX,D')) où (C,dC) est considéré comme un (AZ,D)- 

module différentiel à droite grâce à y' = ~ I T .  Nous démontrerons donc le théo- 

rème en supposant que (A,dA) = (AZ,D), (Ar,dA,) = (A2 8 AX,D1) , a = i. 

PnopaaiAian 4.4.1. - La différentielle A' sur C 8 AX induite par 

le AZ-produit tensoriel des différentielles c sur C et D' sur AZ 8 AX 

est donnée par la formule : si c E C et v E AX, 

-- 

D'v = I 8 D"V + ai 8 v.. 
1 

i= 1 

VémonnfiaLion : On considère le k-produit tensoriel des ADG : 

(c,dC) et (AZ 8 AX,D1) muni de la différentielle produit tensoriel de d et D'. 
C 

L'idéal W de C gk(AZ BkAX), engendré par les éléments de la forme 

cyl(a) 8 a' - c 8 i(a)al pour tout c e C, a E AZ,al E AZ 8 AX, est stable 

par la différentielle. On pose C gAZ(AZ 8 AX) = C Qk(AZ 8 AX)/W, et on munit 

cette algèbre de la différentielle déduite par passage aux quotients. 

L'application @ : C gAZ(AZ €4 AX) -+ C gkAX définie par 

@(c 8 u 8 v) = cyl(u) 8 v pour c s C, u s AZ, v c AX, est un isomorphisme 

d'algèbres. 

Soit A' la différentielle de C 8 AX déduite de celle de k 

C 8 (AZ 8 AX) par l'isomorphisme @. AZ k 

Si V E A X ,  o n a  D'v= 1 €4D1'v+ a i 8 v  avec a E A+Z 
i= 1 i ' i 

et v. s AX, pour i = 1, ..., n. 
1 

On voit alors que : 

n 
~'(c~v) = dc(c) e v + ( - I ) I ~ J  cc 8 D"V + 1 cyl(ai> 8 vil 

i= 1 
où c E C, v E AX. C.Q.F.D. 



On remarque que A1(c 8 1) = dc(C) 8 1 et que : 

plA'(c 8 v) = Dftp'(c 8 v) si p' est la projection : 

C 8 AX -+ AX. 

On remarque aussi que, si C = k, alors A' = Dl'. 

inc 1 Ceci entraîne que : (C,d ) 
C 

(C 8 AX,D1) (AX,D1') 

est une K-S extension (au sens de la définition 1.1.1.). 

On va maintenant définir un morphisme dlADG : 

Soit E la projection : BAZ(AZ,AZ) + (AZ,D) qui envoie B-" 

sur O si n > O et qui, sur B~~(AZ,AZ) = AZ 8 AZ, est égale à l'opérateur 

de multiplication. 

On munit B (AZ,AZ) de la différentielle totale V définie AZ 00 

au paragraphe 3 (en prenant. A = A' = C = (AZ,D)). 

Il est facile de voir que E est un morphisme ~'ADG. 

Alors, on regarde le morphisme dlADG : 

Si on identifie C 8AZ8hZ(AZyAZ) avec BAZ(C,AZ) et C eAZAZ 

avec AZ, le morphisme précédent définit un morphisme ~'ADG $ : 

B A Z  V O  - (C,dc) 
où V est la différentielle totale de 8 (C,AZ) définie au paragraphe 3. 

O AZ 

O n a  $ = O  sur B;;(C,AZ) et n > O  

d(c 8 A) = cyl(X) si c E C, x E AZ. 

(8Az(C,AZ),Vo) a une structure naturelle de AZ-module différentiel à droite. 

On regarde alors le morphisme ~'ADG, Q %z '(nzonx) : 



où B (C,AZ) 8 (AZ 8,AX) est muni de la différentielle AZ-produit tensoriel 
AZ AZ 

des différentielles et D ' .  

 application Y : BAZ(c,AZ) eAZ(AZ 8 AX) -+ BAZ(c,AZ 8 AX) définie 

+ 
par Y(C&~~... a,]a 8 u B v) = c[all ... alau n 8 v pour c E C, ai E A Z, 

i = 1, ..., n, u c AZ, v E AX, est un isomorphisme d'algèbres. 

On vérifie que la différentielle sur (C,AZ 8 AX) déduite de celle 
AZ 

sur BAz(C,AZ) 8 (AZ 8 AX) par l'isomorphisme Y est précisément la différen- 
AZ 

tielle V = dI + dE définie au paragraphe 3. 

Identifions maintenant C eAZ(AZ ekAX) avec C %AX ; o n a  alors 

défini un morphisme dlADG : 

donné par les formules : 

O = O  sur B;IZ(C,AZ enx), n > O  

o(c 8 u 8 v) = cyl(u) 8 v si c E C, u e AZ, v E AX. 

Phopohi.Xion 4 . 4 . 2 .  -  a application o : (BAZ(C,nZ 6) AX,V) + (C @ AX,A') 

définie par o = O  sur B'~(c,Az@AX) et n > 0 ,  
AZ 

o(c 8 u 8v) = cyl(u) 8 v si c e  C,u E AZ, v e  AX 

est un quasi-isomorphisme dlADG. 

CotraUahe 4 . 4 . 3 .  - On a : 

* 
H*(B (C,A1),~) = Tor difA(c,A1) = H (BAZ(c,Az B AX),V) 

A 

= Tor dif (C,AZ e AX) = H*(C 8 AX,A'). 
AZ 

C a i r a ~ e  4 . 4 . 4 .  - On a: 
i 

H*(B~(~,A'),v) = Tor difA(k,A1) = H (BAz(k,Az 8 Ax,v) 

X 
= Tor difAZ(k,AZ B AX) = H (m,D1'). 



DEmo~n;DLation de la pfiopoaUan 4.4.2. - On vient de montrer que 

l'application o ainsi définie est un morphisme d'ADG. 

* 
On va maintenant montrer que a est un isomorphisme. 

On définit l'inclusion j : (BAz(C,AZ),Vo) + (BAz(C,AZ @ AX),V) 

+ .  
par j(c[al/ ...l aJu) = c[al 1 ... a J u  @ 1, où c 6 C, a. E A Z, I = 1,. ..,n, u F AZ. 

1 

Il est clair que j est un morphisme d'ADG. 

On définit une ~rojection q : (BAZ(C,AZ 8 AX),V) + (Ax,D") par 

q = O  sur B ~ ~ ( c , A z ~ A X )  n.0, etsur BO (C,AZ@AX) = C 8 A Z 8 A X ,  q A z 
est égale à la projection canonique sur AX. 

On vérifie que q est un morphisme d'ADG. 

En effet, si U s B;;(C,AZ 8 AX) avec n 5 2, alors q(U) = O 

et q(VU) = 0. 

+ 
Si u = c[aJu 8 v, avec c c C, a E A Z, u E AZ, v c AX, on a 

V(U) = (-1) I I + I a l  cyl(a) 8 u a v  + ( - 1 )  Icl+lal-l c 8 au 8 v + U' avec 

U' c (c, AZ 8 AX) donc qV (U) = O = D1'q(U) . 

Si U c BO (C,AZ 8 AX) on a qVU = D"qU. 
AZ 

Alors 

est un diagramme commutatif de K-S extensions augmentées. 

Si on montre que $* est un isomorphisme, alors on a 

O 
H~(B~~(c,Az),V~) = H (C,dC) = k. 

On a : BA, (C,AZ) BAz(AZ 8 AX) = BAz(C,AZ) Bk(AZ 8 AX) lW où W est 

l'idéal engendré par les éléments de la forme : 



+ c[all ... aJua e v e w - c[al) ...) a A u  8 av 8 w avec c E C, a. c A Z, u E AZ, 
1 

a c AZ, v E AZ, w E AX. 

On a HO(B~~(C,AZ) ek(nZ 4 nx)) = H~(B~~(c,AZ)) Q eO(nz P AX) 

donc HO [ B ~ ~  (c, AZ) ti$ ( AZ e AX)~ - k. 
D'autre part, il est clair que H'(w) = O (car WO = O ! ) .  

La suite exacte de cohomologie montre que : 

Les ADG figurant dans le diagramme (*) sont donc toutes c-connexes ; 

les théorèmes d' isomorphisme de Cl11 montrent que si $* est un isomorphisme, 

* 
alors a est un isomorphisme. 

Montrons que $* est un isomorphisme, ou, ce qui est équivalent, 

que 8 = BC QAZ& : C 8 8 (AZ,AZ) + C 63 AZ est un quasi-isomorphisme : 
AZ AZ AZ 

Filtrons C @ 8 (AZ,AZ) par la filtration décroissante : 
AZ AZ 

P z 0, F-'(c eAZBAZ(~z,~~)) = {c[al 1 . .  . ladu, n p} 
+ 

où c E C, a i s  A Z, 

u a AZ. 

Q+ 1 F = 0. 

Filtrons C BAZAZ par : 

P 3 0, F-~(c eAZ~z) = FO(C eAznz) = c, F+' = o. 

La différentielle Vo sur C BAZBAZ(~z,~Z) préserve la filtration ; 
% % 

cette filtration donne naissance à une suite spectrale (E.,d.) telle que : 
1 1  

Le morphisme 9 définit des morphismes 
i entre les suites spectrales. 

O n a  û-'=O si p.0, et 
1 O : E;> = H*(c) B H*(AZ) + H*(c) est défini 

par ey([c] 8 [A])= [c]Y~*([A]) . 



8; est donc un isomorphisme. 

La différentielle dl sur 2;' est induite par la différentielle 

externe dE de C 8AiBAZ(AZ,AZ). 

d * 
Mais . . . -r 8-P (H*(AZ) ,H*(AZ)) BPI' -+ . . . -+ H (AZ) -+ O 

H*(AZ) H*(AZ) 

est une résolution projective du H*(Az)-module H*(AZ) ; donc 

EiP = Tor P (H*(c> ,H*(AZ)). 
H* (AZ) 

Ceci entraîne que E i P = O  si p # O ,  donc 0 2 = 0 2 .  O."' E2 = H*(c) + 

* 
E2 = H (C) est un isomorphisme. 

Comme les 'filtrations considérées sont dans le second quadrant, 

comme 
O2 

est un isomorphisme, on en déduit que B* est un isomorphisme. 

Ceci achève la démonstration de la proposition 4.4.2. 

On a montré que la suite spectrale dl~ilenberg-Moore du triplet (A,C,A1) 

avait pour terme E, le gradué associé à H*(C B AX,dl). On va utiliser la 

bigraduation de AX pour' trouver une suite spectrale isomorphe à la suite spec- 

trale d'Eilenberg-Moore. 

On définit une bigraduation sur C Bk AX par : 

(C 61 AX) -"Y' = [c B (AX)J~-" 

-n,* et une filtration décroissante par F-'(c @ AX) = 1 (C t3 AX) , soit : 
-n>-p 

On remarque que A' préserve la filtration et augmente le degré total 

de C 8 AX (égal au degré supérieur) de + 1. Cette filtration définit une suite 

spectrale (Eiydi) située dans le second quadrant. On a 

Er = E_ = Gr H*(C B AX,Av). 
r 



P h o p o d ~ o n  4.4.5. - (C 8 AX,A1) étant muni de la filtration ci-dessus, 

la suite spectrale (Ei,di) vérifie 

1 ) E:' " = (C 8 (AX)~) q-P do = dc 8 1 

2) E;' = H*(c) 8 (PLX)~ et la différentielle dl se déduit de la 

* 
différentielle sur ~'ADG H (C) 8 (AZ 8 AX,dl) lorsqu'on identifie @z ,dl 

* 
H*(c) 8 A X  et H*(c) BAZ(AZ 8 AX) (ici y p fait de H*(c) un (AZ,d)- 

module différentiel à droite). 

Si c r C, w E (AX) on a D'w = 1 8 dl'w + 1 8 w1 + ai 8 bi 
P ' i= l 

avec w' E 1 (AX)n, a. 1 c A'Z, bic 1 (Ax) 
nsp-2 j 6p- I j ' 

On peut décomposer 1 ai 8 bi ainsi : 

+ 
De plus, v s'écrit toujours 1 a; 8 bf, a'! E A Z, b; s AX. 

1 

On a donc d (c 8 w) = dc(c) 69 W, soit d = d 8 1. 
O O C 

Ceci entraîne que J2YP = H*(c) 8 (AX)~. 

Soir E E*(c) et w F (AX)p, en utilisant les notations ci-dessus, 

on voit que : 

Remarquons aussi que dlw = 1 8 d"w + 1 al 64 b! + u 
1 

P-1 + i= 1 
où u E 1 A zi e (AX)~-~-~. 

t 

i= 1 



* 
Soit p le quasi-isomorphisme (AZ,d) + H (A) nul en degrcs in- 

* * 
férieurs strictement positifs, alors y p : (AZ,d) + H (C) est un morphisme 

dlADG qui fait de (H*(c) ,O) un (AZ,d)module différentiel à droite. 

De plus, l'inclusion i : (AZ,d) -+ (AZ 8 AX,dl) fait de 

(AZ 8 AX,dl) un (AZ,d)-module différentiel à gauche. , 

Alors on peut considérer ~'ADG H*(c) ( AZ , d) (AZ 8 AX,dl) munie 

de la différentielle égale au (AZ,d)-produit tensoriel des différentielles. 

L'application : H'(c) BAZ(AZ B AX) + H*(c) 8 AX dé£ inie par 

$( [cl 8 u 8 V) = CC] -yXp(u) 8 v est un isomorphisme d'algèbres. Soit 6' la 

* 
différentielle sur H (C) 8 AX définie par cette identification. On voit que 

On a donc 2 = H*(H*(c) 8 AX,6'). 

Ceci achève la démonstration de la proposition. 

Dans la suite, d'une part, on note F-' la filtration définie sur 

C 8 AX et (E.,d.) la suite spectrale correspondante ; d'autre part, on note 
1 1  

$-P la première filtration définie sur la bar construction EAZ(~,Az 8 AX) 

% 'L 
et (Ei,d.) la suite spectrale d'Eilenberg-~oore qui en découle. 

1 

Malheureusement, le morphisme a défini dans la proposition 4.4.2. 

ne préserve pas les filtrations. 

Aussi va-t-on définir une nouvelle filtration sur BAZ(C,AZ 8 AX), 

notée de fagon que C F-' (C 8 AX) et que FP c 2''. on aura 
n 

des homomorphismes o. : E. + E. induits par a et des homomorphismes 
1 1 1 

n 'L Qi : Ei -+ E. induits par l'identité sur BAZ(C,AZ 8 AX) . On montrera que 
1 

pour i = 2 (et donc i b 2), ces homomorphismes sont des isomorphismes. 

On définit une trigraduation sur B,,(C,AZ 8 AX) de la manière 
I L L  

s -ni Y qi 4i-i 
suivante : soient c E: C , a. E (AZ) = (AZ) pour i = l,...,l, 

1 n : 
U e (AZ 8 AX) m + r  -myr = (AZ 8 , 

I 

alors l'élément a pour 

tridegré : 



n - B-L,-n,* ?+ 1 
on pose F P ~ A Z ( ~ , ~ ~  8 AX) = 1 si p 2 O et = 0. 

L+nip 

On remarque que $-P = 1 B-~'*'* et donc que 5-P C $-P 
Ll p 

La différentielle V préserve cette filtration décroissante, et 
.. .. 

on construit une suite spectrale (E.,d.) dans le second quadrant. 
1 1  

A A 

P/ropohLtion 4 . 4 . 6 . -  La suite spectrale (Ei,di) vérifie : 

* * 
(Ici y p fait de H (C) un (AZ,d)-module différentiel à droite). 

n 

dl est égale à la différentielle totale dl+d de la bar cons- E 

truc t ion 
B(~z, d) 

(H* (c) , (Az~Ax, dl) ) . 

DCmunsRhdtion de La phopobiLion 4.4.6. : 

S qi-ni 
Soit M = c[a l...laL]U où c E C , a. E (AZ)n 1 

pour i = 1, ..., L, 
1 

i 
-m+r U E (AZ8AX)m 

L 
+ C (-1) 

s (i- 1) 
c[al 1 ... Idai[. .. Iae]~ + (-~)~(~'c[a, 1 ... 1aL]d1U 

i= 1 



où b. = Da. - da. et V = D'U - dlU. 
1 1 1 

 é étude terme à terme de cette formule permet de montrer facilement 

la proposition 4.4.6. 

P f i o p a s ~ o n  4 . 4 . 7 .  - Le morphisme dlADG a défini dans la proposition 

4.4.2 est tel que CT(G-~) C F-' et le morphisme induit o 2 .  . (Ê2,a2) + (E2,d2) 

est un isomorphisme. 

Dérnom&thation : soit M = c [al 1 . . . 1 al] u E ?-P13AZ (c, AZ~AX) . 
Si l 1, alors o(M) = 0. 

s -m+ r 
Si R = O, alors M = c 8 U avec c E C , U c (AZ @ AX), 

On peut écrire U = L u. 8 vi avec u. E AZ, Y, E AX, 
1 1 1 

on a alors o(c 8 U) = 1 cyl(u.) 8 vi. 
1 

Comme U E (AZ 8 AX),, on a nécessairement v. 1 E 1 (AX)j, 
j cm 

pour tout i et donc v. E 1 (AX) 
1 

j CP 
j ' 

Ceci montre que a(c 8 U) E F-'(c 8 AX). 

A l'aide des propositions 4.4.5 et 4.4.6, on montre facilement que le 

morphisme o est le morphisme de 
1 B(~z, d )  (~*(c),(AZ63Ax,d')) dans 

(H*(c) 8 Ax, 6') qui vaut O sur B - ~  lorsque n > O, et qui envoie un élément 

[cl - 63 u 63 v de Bo = H*(c) 63 AZ63AX sur [cly*p [u] :ul o pour tout [d t H*(c) , 

u E AZ, V E AX. 

On voit donc que le morphisme a 
1 '  

est égal à l'application définie dans la proposition 4.4.2 lorsqu'on remplace 

(c,dc) par (H*(c),o), (AZ,D) par (AZ,d), (Az8Ax,D1) par (Az@Ax,dl) et Y 



* 
Cette proposition montre donc que a = a est un isomorphisme. 2 1 

A 

P&opoh*tion 4 . 4 . 8 .  - On a F'~ C $-P et le morphisme q2 (induit 

n n 

par l'identité) de (E2,d2) dans (E2,a2) est un isomorphisme. 

Vémon?s;ttLaLLon de La p n o p o h i A i o n  4 . 4 . b .  - 

Rappelons que %-' = -P'X'X(~,~~8~~) et que d est égale à la 
O 8 ~ Z  O 

différentielle interne dI. 

S qi-ni 
Soit M = crall...laJu E ÊOP, où c E c , ai L (AZ) 

n : 
-m+r 

pour i =  1, ..., 1 et U E  (AzBAx)~ 

Alors M a pour tridegré (-1,-n = -(lni+m), s+lq. 1 +r) . 
Si 1 < p, on a d 0 ( M )  = 0. 

--P Si 1 = p, comme M c Eo , on a n = O, ce qui implique que 

+ 
a. E fi Zo, i = 1, ...,p et U E AZo 8 AXo. 
1 

On a alors Jlo(c[al 1 . .  . lap]~) = c[al 1 . .  . l a 2 ~ .  
% 

Rappelons aussi que E = H*(B~~ (c, AZ~AX) ,dI) s' identifie à la bar 

% 

construction 8 (H*(c) ,H*(AZBAX,D')) ; et que dl s'identifie à la 
H*(AZ,D) 

différentielle totale de cette bar construction, égale à O+dE. 

Soit u le morphisme d'ADG : (AZ,O) + (AZ,D) défini comme composé 

de la projection sur (AZo,O) et de l'inclusion (AZ ,O) dans (AZ,D). 
O 

On définit de même u' : (AZBAX,O) + (Az8Ax,D1). 

* *-1 ' *- 1 
O n a  évidement ii = n p : (AZ,d) +H*(AZ,D) et u l * = n  P I .  

* 
On vérifie que = J I  : 

est définie par : 



Considérons les diagrammes commutatifs de morphismes dlADG suivants : 

On voit que le morphisme dlADG est exactement le morphisme 

'*-1 
x-1 (id,n 0') défini dans la démonstration de la proposition 4.3.3 , et qui 

Ti P 
fait passer de la bar construction définie sur le triplet de la ligne hori- 

zontale inférieure à la bar construction définie sur le triplet de la ligne 

*- l *- 1 
horizontale supérieure. Comme n P et ' P' sont des quasi-isomorphismes, 

on en déduit que $7 = d2 est un isomorphisme. 

Les propositions 4.4.7 et 4.4.8 permettent d'achever la démonstration 

du théorème 4.2.1 et de son corollaire. 



Dans ce paragraphe, nous allons étudier différentes applications du 

théorème fondamental. Nous étudierons des conditions suffisantes pour que la 

suite spectrale d'Eilenberg-Moore d'un carré fibré collapse et pour qu'il 

existe un isomorphisme d'algèbres entre l'algèbre de cohomologie de l'espace to- 

tal du fibré image réciproque et le terme E2 
de la suite spectrale. 

f 
Pour un fibré de Serre F ---+ E --+ B, nous comparerons les hypo- 

thèses que la suite spectrale de Serre collapse et que la suite spectrale 

d'Eilenberg-Moore collapse. 

Enfin, nous appliquerons le théorème fondamental 4.2.5 au calcul de 

l'algèbre de cohomologie de l'espace total d'un fibré principal dont le groupe 

structural est un groupe de Lie compact connexe. 

T h é o h è m ~  4.5.1. - Soit un carré fibré F = F 

vérifiant les hypothèses du théorème 4.2.5. 

Supposons que les espaces 
Eo 

B et Bo sont formels, et que les 

applications f et g sont formelles (cf. définition 2.3.3), alors la 
O 

suite spectrale d'Eilenberg-Moore du carré fibré collapse au terme E2 

et on a un isomorphisme algébrique : 

* 
H (E,k) = Tor * (H* (~,k) ,H* (~~,k)). 

H (B,k) 

Dérnom5Ana;tion : On peut d'abord considérer les diagrammes commutatifs 

à homotopie près : 



O' TB' TB TE sont les modèles minimaux de B, Bo, Eo. 
O O 

D'après ln proposition 4.3.3, la suite spectrale d'Eilenberg-Moore 

du carré fibré est isomorphe à la suite spectrale du triplet d'ADG : 

D'après la définition de la formalité d'un espace et d'une application, 

il existe des diagrammes commutatifs à homotopie près du type suivant : 

(On munit H*(B) , H*(B ) , H*(E ) de la différentielle 0). 
O O 

De plus, les flèches verticales sont des quasi-isomorphismes. 

La suite spectrale d'Eilenberg-~oore du carré fibré est donc isomorphe 

* 
à celle du triplet d'ADG (H*(B~), Hf ( B ) ,  H (Eo)). 

On utilise alors le théorème 4.2.1. 

* 
Le modèle filtré de f* : H*(B0) + H (E ) est évidemment égal à 

O O 

son modèle minimal bigradué : (AZ,d) -t (AZ@AX,dl). 

On a, pour tout W r (AX) d'W = 1 63 d " ~  + 1 a! B b l  + 1 ai 64 bf.' 
P 1 1 

+ P- 1 
avec a! E A Z ~ ,  bf IZ (AX) 

1 P- 1 
et 1 af e by F (nfzi) e (nx) p- I -i . 

i= 1 

Si on reprend les notations de la proposition 4.4.5, on a, pour tout 

c E H*(B), w E (AX) 
P ' 



On voit donc que A' = d 
1 ' 

On a d. = O, pour tout i > 2, donc, dans la suite spectrale 
1 

- d'gilenberg-Moore, on a E2 - Em. 

Comme A' = d 
1 y 

on a aussi un isomorphisme algébrique entre 

W W 
E2 = H (E ,d ) et H (E,k) qui découle du théorème 4.2.5. 

1 1  

Remmyue 4.5.2.- La conclusion du théorème 4.5.1 peut être fausse 

lorsque l'une des applications fo OU g n'est pas formelle. En effet, soit 

1 2 
la fibration de Hopf : S ' ç3 -fi S . Il est facile Ir voir qi:e f n'es: 

pas formelle. On va montrer que la suite spectrale d'~ilenber~-ltoore de cette 

fibration ne collapse pas au terme . 2 

La suite spectrale d'Eilenberg-~oore de la fibration est isomorphe 

à celle du triplet d'ADG ( 7s29k9 17~3) T s 3  est considéré comme un 

72-module différentiel à gauche grâce au morphisme a : 7 s 2  + Y s 3  
induit 

s 
par f. 

Si on pose = (A(x,y),d), avec 1x1 = 2 ,  d y = x  
2 

Ys2 

/7s3 
= A(z) avec lzl = 3. 

W 2 
On a a(x) = O, a(y) = Z, et a = O sur H+(S ,k). 

2 
Le modèle minimal bigradué de H*(S ,k) est (A(Z @Zl) ,d) avec 

O 

2 2 
Z = kx, 1x1 = 2, ZI =ky, d y =  x et p(x) = c1.x dans H*(S ,k). 
O 

* 
Le modèle minimal bigradué de a est (AZ,d) ----t (AzBAx,~') 

I IL' 

avec X = kz, lzl = 3 et p'(z) = z .  
O 

X = kx lx 1 = 1 et d'x = x 
1 1' 1 1 

X2 = kx2, Ix21 = 2 et d'x2 = y - x x  
1 



X ),d" = 0). On a donc (Ax,dl') = (A(z,x,, 

Il est facile de montrer que le modèle filtré de a est : 

avec D = d et T = id, rl(z) = Z, 7r7(x1) = O, n'(x ) = O 2 

et D'x = d'x - z .  2 2 

On a donc (AX,D1') = (A(z,xl ,x2) ,Dl1) avec D"z = 0, D'lx = 0, 1 

D'lx = -Z . 
2 

Le théorème 4.2.1. montre que la suite spectrale d'Eilenberg-Moore 

est isomorphe à une suite spectrale associée à une filtration définie sur 

Ceci prouve que d2 # O. 

Remmyue 4.5.3.- On a montré que, pour un fibré de Serre 

f F -t E - B vérifiant les hypothèses du théorème 4.2.6., tel que E 

et B sont formels et tel que f est une application formelle, alors on a 

un isomorphisme algébrique : 

* 
H (F,k) = Tor (k,~*(~,k)) 

H (B,k) 

La démonstration utilisait essentiellement le fait que, à homotopie 

près, l'application f a un modèle filtré 

(Az,D) ---t (AZ 8 AX,D1) (AX,Dt1) avec D" = d". 

f Plus généralement, si F --+ E -+ B est une fibration vérifiant 



l e s  hypothèses du théorème 4.2.6, e t  s i  f  a  un modèle f i l t r é  pour l eque l  

DI' = dl', a l o r s  on a  : 

Y 
H (F,k) = Tor ( k , ~ * ( ~ , k > > .  

HIY(B,k) 

f  
L'exemple su ivan t  est  l 'exemple d 'une f i b r a t i o n  F ---+ E - B 

dont l a  s u i t e  s p e c t r a l e  d'Eilenberg-Moore c o l l a p s e ,  t e l l e  que 

3f 
H (F,k) = Tor ( k , H * ( ~ , k ) )  e t  pou r t an t  l e s  espaces  ne sont  pas  formels .  

H (B,k) 

Exempee 4 . 5 . 4 . -  On considère  d 'abord l e  f i b r é  

K(Q, 1) -+ ~ ( 4 ~ ~ 2 )  + ~ ( ~ ~ ~ 2 )  image réciproque du f i b r é  u n i v e r s e l  de base 

3 
K(Q,2) par  l ' a p p l i c a t i o n  c l a s s i f i a n t e  % : K(Q ,2) -+ K(Q,2) d é f i n i e  

9 

2 3 
3 

par  l a  p r o p r i é t é  que % : H 2 ( ~ ( 9 , 2 ) , q )  = 9t  -+ H (K(4 ,211 = @ 9 xi 
i= 1 

2  
réciproque du f  i b r é  un ive r se l  de base K(@ ,6)  pa r  1' a p p l i c a t i o n  c l a s s i f  i a n t e  

3 2 
: K(ûj , 2 )  -+ K(Q ,6) d é f i n i e  par  l a  p r o p r i é t é  que 

6 2 6 3 2 e* : H (K(@ , 6 ) )  = Qyl @ Q y 2  -+ H (K(Q ,211 envoie  Y I  Sur X 1 X 3  e t  Y2 

6  
s u r  x x x  ( S i  H ( K ( Q ~ , ~ ) )  e s t e n g e n d r é p a r l e s m o n Ô m e s d e d e g r é 3 e n  

1 2  3 '  

X I ,  x2,  x3).  

f  On prend comme f i b r a t i o n  : F = K(9, l )  -+ E -4 B l ' image 

2 
réciproque pa r  q du f i b r é  K(@,1) -+ K(q , 2 )  g o F  K ( @ ~ , ~ ) .  

On montre que 7 = ( A h l  , x 2 , x 3 , Y I  ,Y2) ,d )  avec l x i ]  = 2 

i = 1 ,  2 ,  3  ; I Y i l  = 5, dxi = O ,  
2  

dyl  = x 1 x 3 ,  dy2 = x x x  
1 2  3 '  



On voit que B n'est pas formel. 

De même 9yE = (~(x; ,$,Y; ,Y;) ,d') Ixf 1 = 2 i =  1, 2, 3 

3 2 
/y! 1 = 5, d'x! = O, dly; = x' d'y; = x' x' 
1 1 1 '  1 2' 

On voit que E n'est pas formel. 

L'application f induit un morphisme a : 7 + TE donné 

par a(xl) = xi, a(x2) = x;, n(x3) ' xi, a(yi) = Y:, i = 1,2. 

* * 
Par suite a est surjectif et Ker a = cl(xl - x3). 

* 
Des raisonnements d'algèbre commutative impliquent que Ker a 

est engendré par l'élément cl(xl-x3) qui est non diviseur de zéro dans H*(B,Q). 

P * 
Soit (AZ,d) - H (B,9) le modèle minimal bigradué de H*(B,Q) . 

* * 
Comme a est surjectif et comme Ker a est engendré par un élément non 

* 
diviseur de O, on peut montrer que le modèle minimal bigradué de a est 

(AZ,d) + (AZ~AX,~') avec X = O  pour tout n 2 2. n 

Ceci implique que D" = dl'. 

Le théorème 4.2.6 permet alors de montrer que la suite spectrale 

d'Eilenberg-Moore collapse au terme E2, et que, de plus, on a un isomorphisme 

* 
algébrique H (F,Q) = A(t) = Tor . (@,H*(E,~)) (où t est une variable 

H (BA) 

de degré 1). 

On peut ainsi retrouver, dans un cadre un peu plus général, les ré- 

sultats 3.2 et 3.3 de L. Smith [20] . Plus précisément, on peut montrer que 

f 
si F -t E - -  B est un fibré de Serre vérifiant les hypothèses du 



. 
théorème 4.2.6., si fX est surjective, si Ker f peut être engendré par une 

suite régulière d'éléments 
( an) n m  de H*(B,~) ; alors la suite spectrale 

d'Eilenberg-Moore du fibré collapse au terme E2, on a un isomorphisme algé- 

brique entre E2 = Tor . (k,H*(~,k)) et H*(F,~) ; de plus, on a 
H (B,k) 

H*(F,~) = AV où V est un espace vectoriel gradué en degré impair, 

i 
O 

f 
O 

Rappelons que si F E ----t B est un fibré de Serre 
O O 

dont les espaces sont connexes par arcs et tel que B est simplement connexe, 
O 

et si k est un corps cornutatif, on définit une suite spectrale appelée 

suite spectrale de Serre du fibré dont le terme 
E2 est H*(B~,~) 8 H*(F,~) . 

et dont le terme E est le gradué associé à H (Eoyk). 

On a le résultat suivant : 

Théohtrne 4.5.5. ( S r n e ) . -  Si H*(F,~) ou H*(B,~) est de type fini, 

on a les équivalences : 

1) la suite spectrale de Serre collapse au terme 
E2 ; 

$: $: 
2) io : H*(E~,~) -+ H (F,k) est surjective. 

i 
Soit un fibré F - £0 

O - +  E ---+ B tel que F. Eo, Bo sont 
O O 

m 
connexes par arcs, B simplement connexe, et H (F,k) de type fini, On considère 

O 

le modèle minimal bigradué de fX : 
O 

. * 
1 * O 

H (B~) - H*(E~) - H'(F) 



et le modèle filtré de A(fo) : A(Bo) A(Eo) ------+ A(F) 

On a vu que T" est un quasi-isomorphisme, 

i 
O 

f 
O ThéotrQme 4.5.6. - Soit F --+ E ---t B un fibré de Serre tel 

O O 

que F, Eo, Bo sont connexes par arcs, B simplement connexe, et H*(F,~) 
O 

de type fini. Alors on a les équivalences suivantes : 

1) la suite spectrale de Serre du fibré collapse au terme . 
E2 

2) la suite spectrale d'Eilenberg-Moore du fibré collapse au terme . 
2 

De plus, 

* 
a) on a un isomorphisme algébrique H (F) = k 8 * 

H (Bo&) 

* 
b) H+(AX,d1') = O et : H0(~X,d1') + H (F) est un isomorphisme. 

3) Pour tout espace simplement connexe B, et toute application 

continue g : B -+ Bo, la suite spectrale de Serre du fibré image réciproque 

F + E = B x  f 
B Eo 

B collapse au terme . 
O 

E2 

4) Pour tout espace connexe par arcs B et toute application continue 

g : B -+ Bo, la suite spectrale d'Eilenberg-Moore du carré fibré : 

collapse au terme Ë2, et E i P = o  si p + ~ .  



De plus, on a un isomorphisme algébrique : 

Remahque : Les conditions équivalentes du théorème impliquent que, 

pour tout espace B simplement connexe, la suite spectrale d'Eilenberg-~oore 

du fibré image réciproque F -+ E = B x E -+ B collapse et on a un isomor- B O 
O * 

phisme algébrique : H (F,k) = k 8 * H*(E,~). 
H (B,k) 

D&mon?lXm..tion du théotrème 4 . 5 . 6 . -  On va montrer 2 <==> 1 ==> 4 

'w 
3 

1 )  = 4). Si la suite spectrale de Serre collapse, on sait, d'après 

* 
le théorème de Leray-Hirsh, que f : HX(Bo ,k) + H*(E~ ,k) munit H*(E, ,k) 

O 

* 
d'une structure de H (Bo,k)-module libre. Par définition de la suite spectrale 

d'Eilenberg-Moore du carré fibré, le terme 2;' de cette suite spectrale 

s'identifie à $-PB . (H*(B,~),H*(E~,~)) où (H*(B) ,H*(E~) 
H (Bo,k) 

désigne la bar construction sur le triplet d'algèbres graduées (H*(B0) ,H*(B) , 

H*(E~)) et - est la filtration d'Eilenberg-Moore dé£ inie au paragraphe 3. 

* * 
Comme H (E ) est un H (B )-module libre, on en déduit 

O O 



Ceci prouve que la suite spectrale d'Eilenberg-~oore collapse au 
% %- 'L '-b 'Lo . terme E2 et que E~~ = O si p # O ; donc on a E2 = E = E m =  H (E,k). 

m 

1) => 2). Prenons B = 11 point), alors E = F et la propriété 4) 

dit que la suite spectrale d'Eilenberg-Moore du fibré collapse et on a 

. * 
D'après le théorème de Serre, 

O 
: H (Eo,k) -+ H*(F,~) est surjec- 

tive, donc plf : (AX,dff) -+ H*(F) est surjective, donc p"* : H*(AX,dff) -t H*(F) 

est surjective. 

On a vu que le terme E;' de la suite spectrale dl~ilenberg-~oore 

est isomorphe à H (AX,df') (théorème 4.2.1) ; on a donc H+(AX,dl') = O 
P 

Il *n 
Pour tout n 3 O, p : Hn(Ax,d") -+ H~(F) est surjective, et on a 

O 

H:(Ax,dl') = E;'" = = Hn(F) . 

Donc p I I * ~  est une application linéaire surjective entre espaces 

vectoriels de même dimension, donc p I I * ~  est un isomorphisme. 

2) => 1). Montrons que la seule hypothèse H+(AX,dIt) = O implique 

que la suite spectrale de Serre collapse. 

En effet, si H+(AX,df') = 0, alors la suite spectrale dl~ilenberg- 

Moore du fibré collapse ; on a z0 = 2' et $-P="'-P=o si p # O .  
2 m m 2 

Ceci entraîne que H*(F) = H*(AX,D>I) = iO . 
donc H (M,D") = {[a] D H*(Ax,D~~)~~ E 

D'autre part, on a une surjection évidente : 

s : H~(AX,~") -+ [a] E H*(AX,D") la  E A X ~ I  = H*(Ax,D~~). 



Le diagramme suivant est commutatif : 

Il* 11 montre que p est surjectif, donc pl' est surjectif. 

* .% a 
Ceci implique que 

j O : H (Eo,k) + H (F,k) est surjective. Le théorème de 

Serre permet de conclure. 

4 => 3). Prenons B = { l  point), alors 4) veut dire que la suite 

spectrale d'Eilenberg-Moore du fibré collapse et que H+(AX,dl') = 8 ;ip est 
P'O 

égal à O. Ceci implique que la suite spectrale de Serre du fibré 

?k 
F -+ Eo + Bo collapse, et donc que H*(E ) est un H (B )-module libre. 

O O 

Fixons un espace B simplement connexe et g : B + Bo une application 

continue. Par hypothèse, on a un isomorphisme algébrique H*(E,~) = 

* * 
H*(B,~) 8 . H1(Eo,k) ; par suite , H (E,k) est un H (B,k)-module libre. 

H (Bo,k) 

Considérons la suite spectrale d'Eilenberg-Moore du fibré 

f r - E -t B ; le terme EiP vaut   or' (~,H*(E)). Comme H*(E) 
H* (BI 

?k O 
est un H (B)-module libre, on a EiP = O si p # O et E2 = k 64 . H*(E). 

H (BI 

Utilisons alors l'implication 2 => 1 du théorème pour le fibré F -+ E -+ B, 

on en déduit que la suite spectrale de Serre de ce fibré collapse. 

3 => 1). Prendre B = B et g = identité. 
O 

c a t r o ~ ~ e  4 . 5 . 7 . -  Soit un carré fibré de fibrations de Serre : 



tel que : 1 )  B, Bo, Eo sont connexes par arcs et B est simplement connexe. 
O 

2) F a le type d'homotopie rationnelle d'un espace homogène de rang 

nul (i.e F a le type dlhomotopie rationnelle d'un quotient G/K où G est un 

groupe de Lie compact connexe, K un sous-groupe fermé connexe et G et K 

ont même rang). 

Alors, i) la suite spectrale d'Eilenberg-Moore du carré fibré 

collapse au terme 2, , on a 2;' = O si p # O, et on a un isomorphisme 

n . 
algébrique : H (E,k) = H (B) 8 H* (E~) . 

£3 (Bo) 

ii) La suite spectrale d'Eilenberg-Yoore du fibré 

£0 
F + E B collapse au terme E2. On a un isomorphisme algébrique 

O 

n 
H'(F) = k B . H (Eo). La fibre du modèle minimal bigradué de fz est le 

H (Bo) 

modèle minimal bigradué de H*(F). La fibre du modèle filtré de fo est le 

modèle filtré de F. 

DémanhRnaiian : Ce corollaire est une conséquence directe du théorème 

4.5.6 et d'un résultat de J.C. Thomas (non publié) qui démontre que si un fibré 

O F + Eo ---+ B vérifie 1) et 2) alors la suite spectrale de Serre collapse 
O 

au terme 
E2. 



f Remmque 4.5.8.- Soit F --t E --t B un fibré de Serre tel que B, E ,  F 

# 
sont connexes par arcs, B simplement connexe et H (F,k) de type fini. On a 

montré que si la suite spectrale de Serre du fibré collapse au terme E2, alors 

la fibre (AX,dl') du modèle minimal bigradué de f* est le modèle minimal bi- 

M IT ll 
gradué de H (F,k) au sens de Halperin-Stasheff. Dans ce cas, (AX,DW) --A A(F) 

est le modèle filtré de la fibre F de la fibration au sens du théorème 2.2.1. 

De plus, si D" = dl', la fibre F est formelle. 

Le théorème 4.2.5 va nous permettre d'établir quelques résultats, 

(certains sont bien connus, voir Cg]), sur les fibrés principaux dont le 

groupe structural G est un groupe de Lie compact connexe et dont la base B 

f est un C.W. complexe. Soit G -+ P -+ B un tel G-fibré principal de classe 

cm. On sait que ce fibré peut être considéré comme l'image réciproque du fibré 
f 

O universel G -4 
E~ - BG par une application continue g :  B + BG. 

* * * 
De plus, g : H (BG,IR) + H (B,fR) est égal à l'homomorphisme de Weil . 

h~ 

* 2n 2n-1 
Onsaitque H*(G,w) =E(PG) et H (BG,fR) =S(QG) où QG = P G  . 

De plus, on a une transgression T . G *  

PtrapanXan 4.5.9. ( Cahtan-ChevaUey) . [3] . - Il existe un morphisme 
~'ADG 0 : ($(B) B E(PG) ,A) + $(P) , tel que O* est un isomorphisme. 

(Ici $(B) (resp. $(P)) désigne l'algèbre de de Rham des 

formes différentielles cm sur B (resp. sur P ) ) .  

La différentielle A est définie par A(bB1) = db81, A(1Bv) = yBorG(v)~l 

* 
où YB : H (BG,R) -+ Z(+(B)) est llhomomorphisme associé à la connexion et 

* * 
vérifiant y B = h p =  g .  



Rmahque : On pourrait formuler un théorème analogue en remplaçant 

k(B) et $(P) par leurs modèles minimaux sur iR. 

On peut alors énoncer le théorème suivant : 

Théofième 4.5.10.-  Soit G un groupe de Lie compact connexe, soit B 

un espace connexe par arcs et soit g une application continue de B dans B~ 

(espace classifiant de G), alors la suite spectrale dl~ilenberg-~oore du 

carré fibré : 

collapse au terme . 2 

On a un isomorphisme linéaire : 

f 
coho&khe.- Soit G - P --+ B un G-fibré principal cW 

de groupe structural Gy groupe de Lie compact connexe, et de base B un 

C.W. complexe. Alors on a un isomorphisme linéaire : 

n * n 
H (P,R) = H (H (B) Bh E(P ) )  = Tor * 

G (H*(B) ,IR) P G  H (BG) 



Démo~RhmXon du théonErne 4 . 5 . 7 0 . -  Elle utilise essentiellement le 

théorème 4.2.5. 

* * 
Il est clair que f : H (BG,W) ---+ H*(E~,IR) 

O 

a pour modèle minimal bigradué : 

avec AXl = E(PG) et dl(v) = rG(v) si v E P G ' 

Le modèle filtré de f est donc égal au modèle minimal bigradué : 
O 

On sait que la suite spectrale dl~ilenberg-Moore du carré fibré est 

isomorphe à une suite spectrale définie sur (yB O E(PG),dl) avec 

~'(b 8 n v.) = dB(b) 8 ( nvi) + 

1 i= 1 i= 1 

où b E mlB, V. r P et y est l'application (induite par g) de s(Q~) 
1 G 

# # 
dans (on a y = g 1. 

Rappelons qu'on filtre (yB B E(PG),A1) par la filtration 
n 

décroissante : F - ~ ~  B E(PG) = {l b B Ji vi, n < p, b r YB, vi E PG} . 
i= 1 



Cette filtration définit une suite spectrale isomorphe à la suite 

spectrale d'Eilenberg-Moore et on remarque que si V c (AXl)p, b E Y B ,  

alors A' (b 8 V) = dB(b) B V + V' et V'E A'Z~ B (AX~)~-] . 
- * 

Ceci entraîne que 
1 

: E~~ = H (B) 8 (AXl)p + E -P+' 1 = H*(B) B (AX~)~-] 

P 
est définie par : dl([b] €3 v )  = - 1  f (-l)i-l~]g*iG(vi)~~I...~i-I~i+I...~p 

i= 1 i= 1 

et que d. = O pour tout i > 2 .  
1 

On a donc E2 - - E_ = H*(H*(B) 8 AX,~]). 

Comme E est égal au gradué associé à H*(P,IR) (partie i) du 

théorème 4.2.5), le théorème 4.5.10 est démontré. 

Le théorème 4.5.1 nous permet d'énoncer le résultat suivant. 

f ThéairErne 4 . 5 . 7 1 . -  Soit G + P -+ B un G-fibré principal de 

groupe structural ULI groupe de Lie compact connexe G et dont la base B 

est un C.W. complexe formel. Alors, on a un isomorphisme algébrique : 

* * 
H*(P,R) = H (H (BI ah- E(PG)) = Tor . (H*(B> ,W) 

Y G H (BG) 

f D é r n o ~ n f i a L i o ~  : Considérons le fibré G -+ P --+ B comme image 

réciproque du fibré universel : G + EG + BG par une application continue 

g : B  -+ BG. Reprenons les notations et les définitions 2 . 3 . 2  et 2 . 3 . 3 ,  nous 

avons alors les diagrammes suivants : 



m-m m * m m 
on a (yB;) = (yB;)* = mg g = (A(g)mB ) = g YB = g Y . 

G G B~ 

~ ' a ~ ~ l i c a t i o n  g est donc formelle, et les théorèmes 4.5.1 et 4.2.5 

permettent de conclure. 

On peut aussi retrouver un théorème démontré dans [9]. 

f 
Thévttème 4 . 5 . 1 2 .  - Soit G ---t P B un G-fibré principal 

de groupe structural un groupe de Lie compact connexe G et dont la base B 

i 
est un C W -complexe. Si l'homomorphisme de Weil h~ : H~(B~,IR) -+ H (B,~R) 

i 
est bijectif pour i ,<m, et injectif pour i = m+l, alors H (P,B) = O 

pour 1 6 i 6 m. 

Démvv%&~on :  après le théorème 4.5.10, la suite spectrale 

d'Eilenberg-Moore du carré fibré 

collapse au terme . E2 

On a donc un isomorphisme linéaire entre H~(P) et 

i 
On va montrer que H (H'(B) B E(PG) ,6 ' )  = O pour tout i 6 m, 

avec les hypothèses du théorème. 

No tons (v], ..., vk, ..., v ) une base de PG telle que si j 6 k, 
n 

alors lvjl Q m  etsi j Lk+l, Ivj/ >m.Posons u = r  ( v . )  pourtout j. 
j G J  



On peut considérer les ADG quotients successives (A,,&i) pour 

1 = 1,. . . ,k, définies par A = IIe L si 1 b 1, 1, est l'idéal de 

1 
engendré par (v,,~~~v,), 6; est la différentielle déduite de 

si-, par passage au quotient, A = H*(B) 8 E(PG) et 6' = 6'. 
O O 

i 
On va montrer que pour tout = 1 . . . k ,  on a H (1,) = O 

Soit U s  (1,n Ker 6; - et i 6 m, alors on peut écrire 

U = v, U, + (6e_,v,)u" où U, et Ut' sont des éléments de Ae-l ne 

contenant pas v~ ' 
On a donc U = v,U1 + 6 t l  (veuf'). Comme U m Ker 6é - 

on a hp(u,)U1 - v 6' L 1-1 (U ' ) = O dans A,- , ce qui entraîne hp(ut)U1 = 0 

dans A,-]. L'hypothèse de départ sur hp entraîne que U' = O dans A,-l 

et donc que U b Im 6i-l . 

En considérant la suite exacte de cohomologie associée à la petite 

suite exacte d'ADG : O -4 Ie - 4-1 - At - O pour tout 

L = 1 . .  k on montre que : 

i i 
Hi(H*(B) 8 E(P& ,G1) = H (Ao) = H (Ak) ; pour tout i < m. 

Or, si i 6 m, on a H~(\) = [H*(B)/(~~(~~),~~~J~ 

i i 
Cornme hp : H~(B~,R) + H (B,B) est bijectif pour tout i i m, 

i i 
on a O = H (Ak) = H (Ao) = H1(p). C.Q.F.D. 

Enfin, on peut énoncer le résultat suivant : 

f Théohème 4 . 5 . 1 3 .  - Soit G P -4 B un G-fibré principal 

de groupe structural un groupe de Lie compact connexe G et dont la base B 

est un C.V. complexe. Si l'idéal (Im h;) .H*(B) peut être engendré par une 

suite régulière de m éléments homogènes de H*(BP), alors on a un iso- 

morphisme linéaire : 



où PA est un sous-espace vectoriel de PG de codimension m. 

DEmori6;DraLbn : Soit (al, ..., am) une suite régulière de générateurs 

+ 
de l'idéal engendré par Im hp. Quitte à faire un automorphisme sur H*(B) 8 E(PG), 

on peut toujours supposer qu'il existe un système libre de vecteurs de P~ 

I <i<m tel que a. = h T (v.) = hp(ui) . On applique alors le théorème 
1 P G  1 

principal de r15] - qui reste vrai même si H*(B) contient des éléments de degrés 

impairs. La cohomologie de 1'ADG (H*(B) B E(P~) ,6') est isomorphe à la coho- 

X 
mologie de 1'ADG quotient : (H (B)/(al,. . . ,a ) B E(P~) ,6') où P; est un sup- 

m 
- 

plémentaire du sous-espace de 
P~ 

engendré par (vl , . . . ,v ) , et 6' est la 
m 

+ - 
différentielle quotient. Comme (al, ..., a ) engendre Im hp, on a 6 '  = O ; 

m 

ce qui achève la démonstration du théorème. 
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