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Dans ce travail nous nous sommes intéressés aux phases c r i s t a l -  
l ines où les molécules, bien que situées a u x  noeuds d'un réseau c r i s t a l -  
1 in,  présentent u n  certain désordre d'orientation. Cette classe de cr is -  
taux désordonnés e s t  composée pour l 'essentiel  des cristaux plastiques. 

Ce sont souvent des cristaux moléculaires dans lesquels l e  
désordre orientationnel apparaît lors d'une transition de phase générale- 
ment du  premier ordre, caractérisée par u n  accroissement d'entropie im- 
portant. Ces cristaux o n t  en commun l a  propriété d'avoir dans cette phase 
des constantes élastiques t rès  faibles e t  de présenter une grande plas t i -  
ci té. 

La chaleur spécifique, la constante diélectrique e t  les coeffi-  
cients de dilatation ont des valeurs proches de cel les des liquides. 
Cependant, les  diagrammes de rayons X présentent des taches de diffrac-  

tion f ines,  peu nombreuses mais q u i  permettent d'affirmer que les centres 
de gravité des molécules suivent la  t r ip le  périodicité d ' u n  réseau c r i s -  
t a l l i n .  Ce réseau es t  toujours de symétrie élevée : parfois hexagonale 
mais généralement cubique. Ceci jus t i f ie  la  qualification de cr is ta l  
donnéeà cet é ta t  de la  matière condensée si tué à mi-chemin du  solide e t  

du liquide ; qualification just if iée d 'autre part par l e  f a i t  que cer-  
ta ins  de ces cristaux peuvent être obtenus avec un faciès propre (bipy- 
ramide régul ière de 1 'adamantane par e'xemple) . 

La fusion du cr is ta l  se pr9duit a une température en généra1 plus 

élevée que cel le des autres cornpos4s moléculaires avec une variation 
d'entropie faible. Comme dans le. cas des cristaux 1 iquides, on a pu par- 
ler  de fusion en deux temps pour decrire l e  comportement de ces cristaux 
en fonction de la température. .,Pour les  cr i  staux 1 iquides , cependant, 1 e 
désordre d'orientation intervient a une température plus élevée que celle 
qui correspond à la  rupture de 1 'ordre de position des centres de gravité. 

D'autres substances peuvent ê t re  1 e siège de désordre d'orienta- 
tion bien q u ' o n  ne leur attribue pas la dénomination de plastique. 



C'est le cas de la glace hexagonale par exemple. Même si le dé- 

sordre est essentiellement lié à la position désordonnée des protons sur 

les liaisons hydrogènes réunissant les atomes d'oxygène, les corrélations 

existant entre les positions des divers protons font que, en un site, une 

molécule d'eau garde son identité et peut prendre plusieurs états 

orientationnels. 

Dans tous les cas 1 e désordre de ces molécules est dynamique, c'est 

ce que montrent les expériences de résonance magnétique nucléaire ou de 

diffusion incoherente des neutrons. Mais nous nous sommes intéressés sur- 

tout aux grandeurs physiques dont les moyennes ne dépendent que de la 

configuration d'orientation des molécules ; c'est-à-dire, de façon géné- 

rale des moyennes qui se cal cul ent a 1 'aide de 1 a densité de probabilité 

d'orientation des N molécules du cristal : P(al, n2,. . . , C l N )  où ai 
représente 1 'etat d'orientation de la molécule i (c'est-à-dire 1 'ensemble 
des trois angles d'Euler qui la caractérise). 

Le calcul des moyennes des principales grandeurs physiques intéres- 
santes ne nécessite pas la connaissance complète de cette fonction de N 

variables. Elles peuvent s'exprimer a l'aide des grandeurs réduStes : 

densitd simple 

densité double 

etc.. . 

Si les  lal lé cul es sont d'une seule espèce et situées en des si tes 
séparés par des translations du réseau de Bravais, toutes les densi tés 

simples d'orientation sont identiques et caractérisées par une seule 

fonction P(a) . 



Cette quantité donne 1 'ordre d 'orientation à longue portée des 
molécules ; el l e  est  determinée lors de 1 'étude de l a  structure du cris-  
tal désordonné par  diffraction des rayons X ou des neutrons. 

Selon l ' é t a t  de désordre des molécules ( q u i  dépend de l a  nature 
des forces intermoléculaires, de l a  t a i l l e  des molécules, de leur symé- 

v 
t r i e .  . . ) différentes méthodes d 'affinement des structures sont appl iquées . 
A la différence des affinements de s tkctures  ordonnées, où 1 'entité de 
base est 1 'atome, toutes ces méthodes partent du f a i t  que la molécule est 
un groupe d'atomes indéformable. 

Quand la molecule a des orientations d'équilibre nettement mar- 
quées (ce qui  correspond au mod2Ze d i t  de FrenkeZ [ 1 ] ) , c'est-à-dire que 
la fonction P(S2) a des maximums tres prononcés sur les valeurs angulaires 
correspondantes, on f a i t  1 'hypothsse que la molécule est  soumise à 1 'agi- 
tation thermique pour chacune des ortentations d'équilibre e t  se réoriente 
rapidement entre ce1 1 es-ci . 

Lorsque le désordre es t  plus important, une méthode récente [2] 
d'affinement consiste 3 développer P(a) sur une base d'harmoniques sphé- 
riques adaptée à la symétrie. Le développement, d o n t  l e  premier terme 
correspond a une rotation l ibre,  es t  d'autant plus convergent que la fonc- 
tion P(l2) ne présente pas de maximums importants (ce dernier cas se rap- 

proche du moddZe de PûuZ$ng-FowZsr [ 3 , 4 ] ) .  

Tous les types de désordre peuvent exister e t  l e  choix de l'une 
O u  1 'autre des methodes ne peut être just i f ié  en général qu'une fois l e  
résultat connu. On peut dire cependant que s i  les cristaux désordonnés à 

petites molécules (CD*, ~ 2 ,  KCN) suivent souvent l e  modèle de  Pauling, les 
r 

cristaux plastiques à grosses molécules, qu i  sont en phase plastique en 
genéral au voisinage de la température ambiante ( succinonitrile, cyclo- 
hexane, dérivés hexasubstitués du benzene), se rapprochent p l u t ô t  du mo- 
dèle de Frenkel. 

La résolution complète de ces structures pose toujours des pro- 
blèmes for t  dé1 icats, sur.tout pour les "cas intermédiaires", ce qui explique 
qu'assez peu d'études de ce genre aient étP menées jusqu 'à  leur terme. 



Une situation statistique particul ièrement simple serait ce1 1 e où 

la densité de probabilité de la configuration pourrait s'exprimer comme 

le produit des densités simples 

Statistiquement ce serait un peu l'analogue de ce qui correspond aux 

fluides parfaits . Or cette situation de référence n' est jamais réalisée, 
ne serait ce que parce que les resultats de structure montrent que bien 

souvent les dimensions de l'enveloppe de Van der Waals des molécules sont 

plus grandes que les distances entre centres de masse des molécules voi- 

sines. Ces e f f e t s  stériques doivent induire des incompatibilités complètes 

entre certaines orientations de motécules, ce dont la formule (3) ne peut 

absolument pas rendre compte. 

Ces corréZatwns entre orientations peuvent avoir bien sûr d 'autres 

origines et dépendent du champ de force auxquel les sont soumises ces molé- 

cules. La fonction P(al,...,SZN) est l'expression même de leur influence. 

La grandeur physique qui lui est le plus naturellement liée par 

sa définition statistique est I 'mtropie .  La définition de l'entropie par- 
tiel le relative aux configurations d 'orientation des molécules est donnée 

par la formule suivante : 

Cette grandeur fournit donc une mefure globale de 1 'existence ou de 1 'ab- 
sence de corrélations. La valeur expérimentale correspondante se déduit 

en principe de la variation d'entropie thermodynamique lors de la transi- 
tion de phase qui 1 ibere le désordre d'orientation. 

En ce qui concerne les grandeurs physiques dont les moyennes se 
calculent a l'aide des densités doubles, les corrélations interviennent 
naturellement par le fait que, en genéral : 



C'est le cas de la diffusion é las t ique  des neutrons ou des rayons X ,  en 

1 dehors des taches de Bragg. La présence de corrélations structure plus ou 
moins la répartition de 1 ' intensité dans 1 'espace réciproque. C'est 1 e 
cas d 'autres grandeurs physiques tel 1 es que 1 a cons tante diélectrique 

statique où les corrélations interviennent dans les formulations théoriques 
par le facteur de corr&lation diélectrique de ~ i r k ~ w o d  g . Dans le cas 
des cristaux plastiques à molécules optiquement anisotropes, un important 
effet Kerr ainsi que la présence d'une aile à la raie Rayleigh dépolarisée 
sont observés. Il a été montré récemment que l'on peut, par ces méthodes, 
mettre en évidence 1 'existence de corrélations [5,6 1, mais cela n'a pas 
encore donné lieu à de nombreuses applications. 

Les renseignements que 1 'on peut tirer directement de 1 'expérience 
permettent de voir si i l  y a ou non des corrélations. En général (cons- 
tante diélectrique, effet Kerr, etc . . . )  toutes les indications données par 

1 'expérience sont contenues dans 1 a valeur d 'un coefficient de corrélation. 
Tout au plus ce coefficient peut il  indiquer si ces corrélations induisent 

un ordre local para1 lèle (g diélectrique > 1 par exemple) ou antiparal lèle 
( g  diélectrique < 1) des molécules. Les cl ichés de rayons X peuvent con- 
duire à plus de précision puisqu ' i 1s représentent des sections de 1 'espace 
réciproque du cristal à trois dimensions. Ils donnent en principe les di- 
rections dans lesquelles se développe l'ordre local et surtout sa portée 

par l'analyse de la finesse des figures observées 161.  

L'interprétation directe de l'expérience peut rarement donner 
des indications précises sur 1 'origine de ces corrélations, un calcul 
théorigue à paf'Bh- d'un modèle est souvent nécessaire. Le problème est 
difficile pour plusieurs raisons : 
- la première est liée à la desc;iption de la structure dans le cadre de 
laquelle on développe le cakul . . ; structure que l'on doit toujours dé- 

w crire par un modèle plus ou rkins sdiématique, 
- 1 a seconde au choix des interactions que 1 'on prend en compte et à la 
représentation mathématique du potentiel d'interaction, 

- enfin, il faut faire le choix d'une méthode statistique qui pemtte de 
traiter au mieux ces corrélations. Pour des structures aussi complexes, 
les théories très poussées qui orrit été appliquées aux cas schématiques 
du modèle de lsing par exemple sont difficilement applicables ici. 

Inévitables même dans les (cas des modèles simples, les approxima- 
ti ans, que 1 ' on est e n 4  6 faire tans ces cas réel s , ont toujours 



plusieurs origines et sont difficiles à maîtriser. En principe le pro- 
blème se réduit à la connaissance de densités doubles, en pratique chaque 

grandeur physique nécessite l'emploi d'une méthode de calcul qui lui 

s o i  t adaptée. 

En dehors : - de quelques cal culs theoriques d'effets cri tiques 
pour les cas assez peu fréquents de transition continues [7] oü les den- 

sités doubles sont évaluées en général dans une approximation de champ 

moyen (R.P.A. ) - et de quelques simulations par des méthodes de 
Monte-Carlo [ 8 ] ,  peu d'études théoriques systématiques ont été consa- 

crées aux corrélations orientationnel les dans les cristaux plastiques et 

à leurs implications sur les grandeurs pnysiques. 

Nous nous sommes attachés, ici, à un aspect du problème : celui 

des corrélations qu'induisent des interactions pur tout ou rien et tout 

particulièrement les effets stériques,  dont nous avons déjà signalé l'exis- 

tence et qui sont si fréquents dans les cristaux plastiques. Nous avons 
cherché â évaluer les effets des corrélations sur des grandeurs phys- 

siques connues par ailleurs du point de vue expérimental pour un certain 

nombre de cristaux où des interactions par tout ou rien entre molécules 
voisines étaient particulièrement suspectées. 

Ceci ROUS a amené à développer des méthodes de calcul adaptées 

à la fois à ce type de corrélations et aux particularités de chaque 
grandeur physique envisagée. Nous avons choisi de calculer les grandeurs 
physiques intéressantes en les présentant sous forme de d&veloppement en 
série . 

Les methodes qui permettmt d'écrire des géveloppements en série 

dans le cas de systèmes continus sont bien connues. Elles ont été formulées 

en particulier par J.F. Mayer et M.G. Mayer [9] pour les gaz r@els 

Dans le cas des cristaux désoraonnés, ces ntethodes peuvent @tre  Nalement 

appliquées et les propriétés inhérentes au réseau introduisent souvent 

des simpl i f i  cati ons : 

Pour des modèles schématiques tels que ceux de Ising, tes séries 

ont été calculées jusqu'à des ordres très élevés et ont permis en particu- 

lier d'étudier théoriquement le voisinage des transitions de phase avec 
préci sion [ 101 . 



* Pour des problèmes réels, les plus difficiles, les premiers termes 
des développements en séries exacts peuvent quand même être toujours 
obtenus [ I l ]  . 

Nous avons cherché à utiliser ce type de méthode, car récemment 
un nouveau développement en série connu sous le nom de déve2oppemen-t en 

série de graphes faibles et qui est dû à Nagle [12],a permis de calculer 
avec une très grande précision la fonction de partition de la glace et de 
certains problèmes voisins tels que ceux des dimères. Or ce sont des pro- 
blèmes d'interaction par tout ou rien qui ne sont pas sans rapport avec 
les effets stériques auxquels nous nous intéressons particulièrement. 

Dans le chapitre II nous présentons quelques cas typiques d'effets 
stériques dans les cristaux pl astiques ; c'est ainsi que nous redonnons 
une brève description de la structure du cyclohexane, des dérivés hexa- 
substitués du benzène et tout particulièrement du succinonitrile. Nous nous 
attardons plus longuement sur ce dernier cas, pour lequel nous rappelons 
également quelques une des propriétes physiques et les résultats de diffu- 
sion des rayons X expérimentaux. 

Au chapitre III nous montrons comment l'on peut adapter la méthode 
de développement en graphes faibles fermés au calcul de la fonction de par- 
tition, donc de 1 'entropie, d'un cristal plastique quand i l  existe d'im- 
portantes incompatibilités stériques entre certaines orientations de 
molécules voisines. Cette méthode permet d'éliminer un grand nombre de 
graphes et d'obtenir assez aisément une série très convergente dont le pre- 
mi er terme recouvre 1 'approximation de Bethe. 

Au chapitre IV nous évai'uons 1 'influence des effets stériques sur 
la constante diélectrique par le calcul du facteur de corrélation g . Nous 
rappelons dans un premier temps comment, au lieu de calculer les densités 
doubles individuelles, l'on peut déduire g de l'expression de la fonction 

de partition du cristal en présence d'un champ électrique. Dans un deuxième 
temps nous montrons comment l'on peut développer celle-ci en graphes fai- 
bles fennés et obtenir une valeur très précise de g . Ceci nous amgne à 

présenter une nouvelle renormal isat7ur-1 de la série applicable à tous les 
probl &mes de ce type. 



Ces deux chapitres sont i l  lustrés par 1 'application au cas parti- 
cul i e r  du succinonitrile, dont la structure, qui a é t é  établ i e  récemment, 

montre q u '  i l  doit y avoir des effe ts  steriques importants entre molécules 
deuxièmes voisines. Cet ef fe t  est  d'autant plus fo r t  que l a  molécule n 'es t  
pas très symétrique e t  s'éloigne de la  sphéricité. 

Dans l e  chapitre V nous développons une nouvel le  méthode de calcul 
do la diffusion élastique cohérente des neutrons ou des rayons X.  Ceci per- 

met, en chaque p o i n t  du  réseau réciproque, d'exprimer l ' in tens i té  diffusée 
elle-même sous forme d'un développement en série.  Nous avons choisi d'ex- 
poser cette méthode sur l e  cas de l a  glace qui a servi de modèle à Nagfe 
pour les développements en graphes faibles fermés de la fonction de parti- 
t ion. C'est u n  cas qui se prête bien à une schématisation e t  pour lequel 
des expériences de diffusion élastique cohérente neutronique ont é t é  ef- 
fectuées récemment. 

Le chapitre VI e s t  l 'application de ce calcul au succinonitrile.  
Des expériences de diffusion neutronique n 'ont pas été effectuées j u s q u ' à  

maintenant e t  nous n'avons comme élément de comparaison avec l'expérience 
que nos propres mesures de 1 a diffusion des rayons X .  

Dans le-chapitre V I 1  nous i l lustrons les différentes méthodes ex- 
posées précédemment en les  appliquant à quelques cas particuliers où les 
effets  stériques présentent des aspects différents : c 'es t  ainsi que nous 
calculons 1 'entropie du- cycl ohexane, la diffusion des rayons X dans l e  
cyanure de sodium ( N ~ C N )  où les réorientations sont couplées à des depla- 
cements du centre de masse e t  l e  facteur de corrélation diélectrique de 
Kirkwood g des dérivés du benzène. 

Pour teminer ,  nous montrons dans la  conclusion comment l 'on  pour- 

r a i t  t ra i ter  les  cas où les ef fe ts  stériques sont moins s t r i c t s ,  par la 
méthode des dével oppements en graphes fa i  bl es fermés. 



QUELQUES EXEMPLES D'EFFETS 

STERIQUES DHNS DES GRISTflUX 

fl DESOKDRE ORIENTfiTIONNEL 
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Dans ce chapitre nous présentons les structures connues de 
quelques cristaux plastiques. Ces structures ont été déterminées récemment 

et présentent toutes des effets stériques importants. Elles nous serviront 
à un titre où à Qn autre d'illustration aux calculs que nous présentons 
dans la suite. Nous détaillons en particulier ce qui concerne le succino- 

m 

nitrile, cristal qui a été étudié en détail au laboratoire. Nous terminons 
par les mesures de diffusion des rayons X que nous avons effectuées sur ce 

m 

cristal et dont l'interprétation fait l'objet du chapitre VI. 

1) LE CYCLOHEXANE (cg H ~ ~ )  

Le cyclohexane présente une phase pl astique ( 1) entre 186.1 K et 
279.8K. La variation expérimentale d'entropie à la transition est de 
8.655 cal/deg.mole alors que l'entropie de fusion est de 2.286 cal/deg.mole 
t 11 . Les structures de la phase plastique (1) et de la phase ordonnée ( I I )  
ont été étudiées par R. Kahn et al. [2,3] . La phase ordonnée (II) est mo- 
noclinique, alors que la phase plastique est cubique à faces centrées 
(a = 8.61A ),de groupe d'espace F m3m,avec quatre molécules par mail le. 

Pour affiner cette structure les auteurs ont examiné deux modèles 
de désordre : 

- l'un correspondant à un mouvement rotationnel isotrope des molécules 

- l'autre correspondant à un modèle de Frenkel à orientations discrètes. 

C'est ce dernfer qui a donné 1 e mei 1 leur accord avec 1 es mesures 
expérimentales de diffraction des,rayons X .  11 est fondé sur l'hypothèse 
de molécules rigides de symétrie D3d (fig. 1) % 

Figure 11-1 



Ils ont supposé a priori que la molécule était en position générale du 

groupe d'espace F m3m (24 orientations possibles), compte-tenu du fait que 
~ k L o g  24 = 6.315 cal/deg.mole était déjà très inférieur à l'entropie de 

transition mesurée. 

La mei 1 leure solution obtenue 1 ors de 1 ' affinement conduit aux 
coordonnées atomiques reportées sur le tableau 1 (pour une molécule centrée 

à l'origine). 

Tableau 1 

Les auteurs ont montré d'autre part que i a tai 1 le de 1 'enveloppe de 

Van der Waals de la molécule, comparée à la distance des centres de molé- 

cules premi@res voisines, entraîne que des recouvrements stériques se pro- 

duisent pour certaines orientations de ces molécules (fig. 2). Ces effets 

stériques proviennent de contacts entre les atomes d' hydrogène de types 

H(e1) et H(e2) ,  contacts qui se produisent au voisinage des axes d'ordre 2. 

Pour chacune des 24 orientations, une molécule a d n e  les deux atomes 

d'hydrogène de type H(e1) au voisinage d'un axe d'ordre 2 et les deux atomes 

d'hydrogène de type H(e2) au voisinage de l'axe d'ordre 2 perpendiculaire 

au précédent. ta figure 2 indique schématiquement la position'relative des 
atomes et des axes. 

Les auteurs en ont donc conclu : 

"qu'il y a nécessairement un certain degré de corrélation entre 1 'ortenta- 

tion instantanée d'une molécule et ce7 le de ses plus proches voisines". 



F i e  11-2 : Ontmttatbns relatives des décu les  voisines de cyeiohmane 
en phase pkstique (d'après les résultats de Kihn (21 ), en configuration 
B il y a recouvrement des enveloppes de Van der Waals des deux molécules. 

- 



2) LE 1 - 2 - 3 TRICWLORO 4 - 5 - 6 TRIMETHYLBENZENE (TCTMB) 
Certains dérivés polaires hexasubstitués du benzène présentent une 

phase à désordre orientationnel . Ce désordre survient le plus souvent sans 
transition brutale. 11 correspond à une désorientation axiale des molécules. 
Le TCTMB est désordonné à la temperature ambiante ; sa structure a été 
établie par R .  Fourme [4] . 11 cristal1 ise dans le système monoclinique 
P21/c avec deux molécules par maille de paramètres : 

La molécule peut prendre six orientations bien localisées,équiprobables, 
(cf. fig. 3),se dgduisant l'une de l'autre par rotation autour d'un axe pa- 
ral lèle à b (ou approximativement). 

Citons les conclusions de R. Fourme : 

"La caractéristique essentiel le de la structure cristal 1 ine est la disposi- 
tion des molécules en piles infinies para1 lèles à 1 'axe 8 . L'examen des 
distances intermoléculaires montre que les contacts entre piles sont peu 
nombreux. Par contre, dans chaque pile, les molécules réalisent un véritable 
stacking moléculaire. 

Si l'existence de réorientations moléculaires est la seule manière d'expli- 
quer l'ensemble des résultats expérimentaux, la nature des contacts stériques 
rend peu vraisemblable l'indépendance complète des molécules appartenant à 

une même pile : en d'autres termes, il y aurait corrélation des mouvements 
selon l'axe $ ." 

Il faut signaler que des dérivés non polaires du benzène donnent 
également des phases à désordre arientati onnel où 1 es mol écules s ' arrangent 
en piles : c'est, par exemple, le cas du dichlorodurène étudié par 
Messager et al. 1171. 



Figure 11-5 : Projections de la structure du 1-2-3 TCTMB sur 
les plans (100) et (010) (d'après R.  Fourme 141). 
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3) LE SUCCINONITRILE 

Les premières études cristaZZographiques du succi noni tri 1 e 

(N 5 C -  CH2- CH2 - C r N) dues à Finback 151 ont montré qu'à l a  température 

ambiante l e  c r i s t a l  es t  cubique centré (a  = 6 .37A  ) avec deux molécules par 

ma i l l e .  La décroissance rapide de l ' i n t e n s i t é  des ré f lex ions  avec l ' a n g l e  

de Bragg e t  l ' e x i s t ence  d 'un  f l u x  d i f f usé  important ne permettent d'observer 

qu'un m b r e  t r è s  r e s t r e i n t  de ra ies  de d i f f r a c t i o n  X .  

1 'étude des propr ié tés  thermodynamiques par C . A .  Wu1 f e t  

t . F . klestrum J r  [ 6 ]  a révé lé  par l a  su i  t e  que l e  succi noni t r i 1  e sub i t  une 

t r a n s i  t3on de phase à Tt = 233.3 K . Cette t r a n s i t i o n  es t  du premier ordre 

avec une va r i a t i on  d 'ent rop ie  Ast = 6.35 cal/deg. mole. La fus ion se p rodu i t  

4 Tf = 331.3K avec une v a r i a t i o n  d 'ent rop ie  f a i b l e  Asf = 2.68 cal/deg.mole . 
La courbe représentant l ' é v o l u t i o n  de l a  chaleur spéci f ique Cp es t  donnée 

sur l a  f i gu re  5. 

Des expériences de re laxa t ion  d i é l ec t r i que  [ 7 ]  , de résonance magné- 

t i que  nucléaire [&] , de d i f f u s i o n  neutronique incohérente [9,10] e t  de d i f -  

fus ion  ray le igh [ I l  ] ont  précisé, par l a  su i  te, l a  nature du désordre à tem- 

pérature ambiante en mettant en. évidence l a  r éo r i en ta t i on  des molécules ent re  

p lus ieurs  pos i t ions d ' équ i l i b re .  

Le succ inon i t r i l e  a donc é té  classé dans l a  catégor ie des c r i s taux  

moléculaires présentant une phase pl asdique. Cette phase a cependant un carac- 

t è re  t r ès  spécifique ; cec i  e s t  dû au f a i t  que l a  molécule n ' e s t  pas globu- 

l a i r e ,  contrairement à c e l l e s  de l a  p lupar t  des c r i s t aux  plast iques e t  q u ' e l l e  

peut avo i r  p lus ieurs  conformations. 

L'étude de certa ines r a i e s  infrarouges [12,13] e t  de l ' é v o l u t i o n  des 

r a i e s  Raman [14] a permis de montrer, en e f f e t , qu8 i l  ex i s t e  en phase p l a s t i -  

que e t  1 iquide un équi 1 i bre  t h e r m ~ d ~ n a m i ~ u e  ent re  1 es t r o i s  conf igurat ions 

moléculaires suivantes : 

- isomères t m w  de s y M t r i e  CLh ( l esdeux  groupements C N sont ,dans 

l e  plan de s p é t r i e ) ,  l a  propor t ion e s t  environ de 20 % en phase p las-  

t i que  ( f i g  . 4-a), 



- isomères gauches GI e t  G2 de symétrie C l  (Gi e t  G2 se déduisent de 

1  'isomère t rsns  par r o t a t i o n  de i de 1 'un des groupements C - N par 3- 
rapport  à 1 ' au t re  autour de l a  1 ia i? ;on cent ra le  C - C ), dans l a  propor- 

t i o n  de 40 % chacun ( f i gu res  4-b e t  4-c). Le passage de l a  phase ordon- 

née à l a  phase p las t ique e s t  marquée par 1 ' appar i t ign des conf igurat ions 

trans. 

a ." 
,' 

c\ ,,yH - c 
Figure II-4.a 

i 

\" 
Isomère trans 

Projecti~n de l 'hm- trans 

Projection de l'isomére gauche G1 Projection de l'isomère gauche G2 

Figure II-4.b 

Les conf igurat ions gauches du s u c c i n o n i t r i l e  sont fortement po la i res  

e t  l a  constonte didlectrique statique augmnte considérablement à l a  t r a n s i -  - - - - - -- -- - - - - . - - - 

t i o n  (0>60). Les mesures les  plus recentes dans l a  p las t ique  &t été  

effectuées sur mohocristaux par W. t o n g u ~ ~ i l l e  e t  a l .  [7] . La courbe repr&- 

senta t ive  de l a  v a r i a t i o n  de E en fonc t ion  de l a  température e s t  donnée sur 



1 
1 0 0 { ~  I 1 1 I 

I C r i s t a l  pleltlqwe , L l q u i d l  

Figure 11-5 : Evolution de la 
chaleur spécifique du succino- 
nitrile (d'après C.A. Wulf et 
E.F. Westrum Jr [6]). 

Figure 11-6 : Constante diélectrique 
statique du succinonitrile 
(d'après W.  Longueville et al. [ 7 1). 

Figure 11-7 : Constantes éhstiques 
du succinonitrile en phase plas- 
tique (d'après H. Fontaine f 151) 



l a  figure 6. On remarque que l a  valeur de E n'est pratiquement pas modifiée 
au passage en phase liquide. 

3-b Structure du succinonitrile 
----------i-*-------------- 

La structure de l a  phase ordonnée n'est pas connue ; seul, le groupe 
d'espace a été déterminé : PZ1/a [6]. 

1 

La structure de la phase plastique a été déterminée par  H .  Fontaine par dif-  

fration des rayons X [15,16] e t  précisée par 1 'analyse de l a  polarisation 
des raies Raman de vibration interne [ 141 . 
Le résultat le plus cohérent correspond à u n  modèle de Frenkel pour lequel 
les positions d'équilibre de l a  molécule sur son s i t e  sont caractérisées de 
l a  façon suivante (fig.  8 )  : 

Fïgure 11-8 : Configurations possibles de deux molécules premières 
voisines du succinonitrib ; sur la figure : 
A est une molécule gauche B est une molécule trans 

Pbuf une direction donnée de la liaison C - C centrale, suivant 
un des axes d'ordre 3, les configurations poszi'bles d'une molécule 
s'obtiennent en plaçant l'un des atomes d'azote sur une position A 
(ou B) et l'autre sur une position A (ou B). Ces atomes d'azote ao~t 

&h&s du milieu-de l'&te. 



- Ta molécule peut orienter sa liaison centrale C - C suivant les quatre 

axes d'ordre 3 de la maille, 

- chaque isomère peut O C ~ ~ p e r , a ~ t b U r  de l'axe d'ordre 3,qui coïncide 

avec la liaison centrale,trois positions d'équilibre se déduisant 1 'une 

de 1 'autre par rotation de - . L'affinement de 1 a structure a et6 mené 
3 

en introduisant un coefficient de Debye-Waller isotrope lie au mouve- 
ment de translation du centre de gravité,et un coefficient de Debye- 

Waller anisotrope 8 correspondazhsit à la libration autour des axes 

d'ordre 3 des groupements CH2 - C  = N . L'affinement a conduit aux valeurs 
suivantes : - - 1/2 

(u2)ll2= 0.29A et ( e 2 )  # 35' 

Les mouvements de réorientation de la molécule s'effectuent 

a soit par rotation des groupements CH2 - C = N autour d'un axe d'ordre 3 

soit par rotation autour d'un axe d'ordre 4, la molGcule étant alors 

sous forme trans et alignée suivant cet axe. 

Sur son site,chaque isomère peut donc s'orienter suivant douze posi- 

ti ons d 'équi 1 ibre qui définissent une configuration mol écu1 aire moyenne, com- 

patible avec la symétrie du cristal. Etant donné la présence possible des 

. différents isomères, le nombre total de configurations que peut prendre une 

molécule sur son site est 36. 

En analysant la structure on voit que,quelle que soit la position 

d'équilibre de la molécule sur son site, les atomes d'azote occupent le mi- 

lieu de l'un des côtés de la maille cubique issue du centre de la liaison 

C -  C. On peut remarquer qu'il y a deux configurations gauches d'une même mo- 

lécule qui peuvent amener leurs atomes d'azote au mi lieu des mêmes arêtes ; 

et qu'il y a quatre configuratio~ trans différentes qui amènent leurs azotes 

sur 1 es mêmes axes (cf. tableau II). 

Du pognt de vue stérique, les implications de cette structure sont 

les suivantes : 

- i l  n'y pas de contacts stériques entre molécules premières voisines 
(fig. 9) 

' < 

- i l  y a recouvrement stérique complet de molécules secondes voisines, 
quand elles sont dans des configurations qui amènent toutes les deux 

un atome d'a~ote au milieu du c6te qui les joint (fig. 9). 



Tableau I I  
5 

DIFFEREMTES POSITIONS D t  EQUILIBRE DES ATOMES DE LA 

MOLECULE DE SUCCINONITRILE ( N  C - CH2 - CH;! - C N )  

(1) Carbones de la l iaison centrale C - C  

- - 
X X X  .XX X X X  X X X  - -  - - -  - -  - -  
X X X  X X X  X X X  X X X  

taux d'occupation 1/4 
coordonnees x = xl = 0.445A 

(2) Autres atomes 

(1) x x z  ( 5 )  z x  x (9)  x z x  
- - 

(2 )  x; z ( 6 )  z x  x (10) x i  x - - - - - - 
(3) x x  z (7 )  z x x  (11) xz x 

- - - - 
( 4 )  X X  z (8) z x x (12) xz x 

- -  - - - -  - -  - (1) x x  z ( 5 )  z x x  (9 )  x z x 

(4, x x  S (6 z x x  (El x z  X 

hydrogènes : taux d ' occupation 1/6 
coordonnées xz = 0.23 A z2 = 1.52 A 

carbones : taux d'occupation 1/12 
coordonnées x3 = 0.17 A z3 = 1.83 A 

azotes : taux d1occul;;tfoh 1/12 

coordonnées x4 = 0.055 A z4 = 2.945 A 

Une con&igunWn mot@cu&&e a'obfieMit en a6aaciavl;t un nornbke d e  La 
p a e  aupétueuhe avec UM numbfte de ta même @ne de Ra partrtie inbé~eutre .  

S i  ta deux nornbka sont  W hl m&e calanne, i!a maLêcuRe w m a p o n -  
dante est en can~.@wlxz;tian *cm, a&oh elXe a;t gauche 

( 1,5 ) fiepté.4 d e  une matécuRe gauche 
( 5 , s )  t~eprrédiwde m e  maCede ta ta  



Deux molécules tram premières 
voisines : il n'y a pas de recouvrement 
sterique possible. 

Deux mol~cules tram secondes 
voigines en position de recouvrement. Figure 11-9 

Lors de l'etude de la structure par diffraction des rayons X, 
H. Fontaine a remarqué l'existence d'un flux diffusé extrëmement important. 

Les clichés de Laüe réalisés à cette occasion sur monocristaux sont repro- 

duits ci -après. 

11 apparaît des zones de d i  intense sous fonne d'asrrteaw 

structurés. En rayonnement (Mo K, ) , 'Iet anneaux apparaissent pour des angles 
de Bragg de 1 ' ordre de 28 = 12" ; 20' ; 33'. Ces cl ichés révèlent que 1 es 

zones de diffusion sont différentes des anneaux que l'on observe dans le cas 
des liquides et sadisfont à la symistrie du groupe de Laüe du cristal (m3m). 

Elle sont le plus souvent éloignées des taches de diffraction et ne les joi- 
gnent pas. Elles ne semblent donc pas &tre purement d'origine thermique. 

Si des corrélations entre certaines configurations moléculaires sont 

8 1 'origine de 1 'aspect assez çtructtld de ces zones de diffusion, i 1 ne 



peut  s ' a g i r  que de c o r r é l a t i o n s  à cour te  por tée  du f a i t  de l a  r e l a t i v e  l a r -  

geur de ces zones. 

Les régions de l 'espace réc iproque dont  l ' i n t e r s e c t i o n  par  l a  sphère 

d'Ewald donnent en p r o j e c t i o n  l e s  f i g u r e s  de Laüe, semblent correspondre à 

des polyèdres concentriques. E l l e s  ne peuvent donc s 'ana lyser  directement 

par  1 'hypothèse d'un ordre  l o c a l  q u i  se propage dans un p lan  ou selon une 

d i r e c t i o n  donnée de l 'espace.  

Avant de t e n t e r  d ' e x p l i q u e r  théoriquement c e t t e  d i f f u s i o n  

( chap i t re  V I ) ,  nous avons mesuré par comptage l e  pouvoir  d i f f u s a n t  cor res-  

pondant. Nous avons u t i l i s é  pour ce la  un spectromètre de type Laval e t  des 

1 ames monocri s t a l l  i n e s  de succi noni tri 1 e r é a l  i sées par H . Fontai  ne. Nous don- 

nons sur l e s  f i g u r e s  10-a,b, 11, 12, 13 l e  pouvoir  d i f f u s a n t  g loba l  moyen 

(P.G.M) * pour d i f f é r e n t s  p lans e t  d i f f é r e n t e s  d i r e c t i o n s  de 1 'espace r é c i -  

proque. Les mesures présentées sont  corr igées de l a  d i f f u s i o n  par  l ' a i r  e t  

de l a  d i f f u s i o n  Compton. 

* 
P.G.M dé6iL c m e  Le trappoM &e ll-iv&ena&é di65ubée p ~ ~ t  un & C e W n  

du danbiun petik angLe n o U e  d a  et c&e q u i  AU diddubée pm 

un ELecOwn f i k e  d m  L u  m ê m e s  mnfion6.  



D i a g r a m m e  d e  d i f fus ion  du succinonit r i le  

a x e  d'ordre ( 3 )  n o r m a l  

Rayonnement monochromatique (M $) 
O 

Distance film-échantillon : 5,5 cm 



Rayonnement C K 
u 0 

Axe d'ordre (2) normal 

Distance f ilm-échantillon 

= 3 cm 

Rayonnement C K a  
u 

Axe d10rdre(3) normal 

Distance film-échantillon 

= 3  cm 

Rayonnement C K 
u a 

Axe d 'ordre (4)normal 

Distance film-échantillon 

= 3cm 



110 2 2 0  

Figure 11-10s : Carte d'isodiffusion (Pgm X 10) pour 8 situé dans le plan (110)*. 
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Ghapitre I I I  

GflLGUL DE L'ENTROPIE DU 

ÇUCCINONITRILE PflK LA METHODE 

DES GRHPHES FflIBLES FERMES 



Lors de la transition non plmtrque - plastique, 1 ' accroissement 
d'entropie expérimental déduit de la mesure précise de 1 'enthalpie es t  
souvent très important e t  caractéristique d'une transition qui e s t  forte- 
ment du premier ordre. 

Cet accroissement es t  l i é  directement à l'augmentation du désordre 
quand 1 e cr is ta l  devient p las t ique .  Mais les interactions entre molécules 
font que leurs configurations sont plus ou moins corrélées ; en créant u n  
ordre local ces corrélations tendent à limiter l'accroissement d'entropie. 

L'évaluation théorique de ce changement d'entropie ne pourrait se 
fa i re  parfaitement qu'en calculant 1 'entropie de chaque phase e t  en tenant 

compte de l a  distribution réel l e, continue des orientations mol éculai res . 

Cependant, dans l'hypothèse d'un nombre fini d'orientations en 
phase pl  astique (modèle de Frenkel ) , on peut écrire approximativement 1 ' in- 
crément d'entropie sous l a  forme suivante : 

OU ASconfisuration es t  1 a variation d '  entropie correspondant uniquement 
au désordre discret des molécules e t  ASvibration e s t  l'augmentation 
d '  entropie due à 1 'abaissement des fréquences de réseau, fréquences 1 iées 
aux modes optiques e t  acoustiques. Cet e f fe t  es t  certainement d'autant plus 
notable que les structures des deux phases sont différentes avec une aug- 

mentation importante de volume à la transition. 

Si  l 'ordre d'orientation e t a i t  total  en phase ordonnée e t  s i  les  
molécules pouvaient prendre au hasard D orientations équipropables en 
phase plastique sans qu'i 1 y ai t ' d '  interaction entre molécules, on pourrait 
écr i re  simplement : 

Asco& = ' ~ k  Log 0 

Les corréZations entre molécules réduisent ce t te  q u y t i t é ,  de sorte que 
l e  nombre effect i f  d'orientations qw peut prendre uhe molécule sur son 
s i t e  e s t  inférieur à O .  



Pour évaluer  AS^^^^^&^^^^^^ l e  plus exactement possible, nous 

nous sommes attachés en particulier à montrer comment, dans l e  cas d ' e f fe t s  
stériques, 1 'on peut écrire la foncti%on de partition de configuration du 

cristal  sous forme d'un développement en série t rès  convergent d o n t  les 

différents termes sont cal cul ables à 1 'aide de graphes. 

Le calcul a été mené sur l e  cas particulier du succinotfi t r i  l e  qui, 

a priori, ne semble pas l e  plus simple à t r a i t e r  du f a i t  de la  présence de 
plusieurs isameres dans la  phase plastique. Mais i l  nous donne 1 'occasion 

d'exposer la méthode de développement en graphes sous son aspect l e  pl us 
général. 

1) EXPRESSION DE LA FONCTION DE PARTITION DE CONFIGURATION 1 
@$an qu'expérimentalement l 'évolution du taux d'isomères en phase 1 

plastique so i t  peu importante, nous allons formuler l e  problème en intro- 
dui sant 1 ' acti vi t é  des di f férentes composantes. Ceci nous permettra d'ob- 

teni r  une forme générale de la fonction de part i t ion,  d'en déduire une 

valeur de 1 'entropie incluant automatiquement l e  terme de mélange e t  de 
calculer l a  densité d'isomères trans. Cette façon de procéder nécessite 

l ' u t i l i s a t i on  de Z'ensembZe grand canonique. 

La fonction de partition grand canonique e s t  définie par : 

Z(N~,N~) es t  la fonction de part i t ion canonique pour l a  distribution 

(NT&)* NT désigne un nombre de . . molëculef trans, NG un mmbw de mole- 
cules gauches, X = exp(p/ kT) es t  1 ' ac t i  vite d'une variété de molecule de 
potentiel chimique cc 3 la température T . 
Elle peut encore s 'écr i re  : 



La fonct ion A N ( z )  a ins i  dé f in ie  peut ê t r e  considérée comme une fonction 

de grand p a r t i t i o n  restreinte pour laquel le  l a  fonct ion de p a r t i t i o n  

ordZnaire est  sommée sur les concentrations possibles de molécules trans, 

a lo rs  que l e  nombre t o t a l  N de molécu1es est  f i xé .  

A 1 a 1 i m i  t e  thermodynamique 

de sor te que : 

Les pr inc ipales fonct ions thermodynamiques s 'en déduisent de la  rnani ère 

habi tue1 1 e : 

l a  densité de mol~cu les  Trans 

l ' en t rop ie  

dotre problème e s t  d'évaluer 

compte tenu des effets stériques dans l a  pkase &?so&onrr4e. 



2-a [ ~ ~ c t ~ g ~ - ~ g - c ~ ~ p ; $ j b ~ ] j $ ~  

Nous avons vu lors de la description de la structure qu'une molé- 

cule de succinonitrile, en un site du réseau, peut prendre D = 3 6  configu- 
rations dont 24 correspondent à des états gauches et 12 des états trans. 

Dans la suite si caractérisera 1 'une des 36 configurations possibles de 

la molécule située sur le si te i . 

Compte tenu des effets stériques, i l  nous faut définir les diffé- 
rents types de compatibilités qui peuvent intervenir entre deux configura- 

tions S i  et s, de molécules i et j voisines : 

Il y a incompatibilité si deux molécules voisines amènent simultanément 

un groupement nitrile sur 1 'arête qui les joint. 

11 y a deux types de compatibilités : 

- une compatibilité Cl si aucune des molécules 

1 et j n'amène de groupement nitrile sur 

l'arête < i j >  

- une compatibilité C2 si l'une des deux molé- 

cules seulement amène un groupement nitrile 

sur l'arête < i j > .  

ta description, que nous avons donné des effets stériques dans le 

succinonitrile, montre que l'on peut traiter ce problème independamment sur 

chacun des deux sous-réseaux cubiques simples. De sorte que si N* = 2 N  est 
le nombre total de molécules, on peut écrire : 

Pour pouvoir évaluer le plus correctement possible la fonction de 
partition A N ( z )  quand les interaction sont d'origine stérique, nous al lons 

transformer l'expression (7) en nous inspirant de la méthode utilisée par 

Nagle [1,2] lors du calcul de la fonction de partition de la glace. 

Définissons pour cela une fonction de compatibitité A(si s j )  des 
configurations si et s j  sur des si tes voisins i et j : 

A(sisj) = 1 si si et s j  sont compatibles (du type Cl ou C2) 
= O s0 si  e t  s j  sont incompatibles. ' (8) 



Nous définissons égalerlient tllte fonction qui étiquette chaque s i te  

g ( s i )  = 1 si l a  molécule si est gauche 

= z si e l le  est-trans. 
( 9 )  

Une configuration de l'ensemble est  caractérisée par  u n  ensemble 

{sl ,s2!. . . ,SN) = {SI où S i  est l a  configuration particul ière de 1 a molécule 
i dans cet ensemble. Il est clair  qu'il y a DN configurations possibles. 

Si l'on ne prend en compte que l ' e f f e t  stérique de l a  façon dont 
i l  a été défini précédemment sans distinguer en énergie les compatibilités 
C l  e t  C2 , nous pouvons écrire : 

où la sommation est  prise sur les LIEJ configurations, le premier produit 
es t  etendu a toutes les paires de proches voisines e t  le second i3 tous les 
si tes du réseau. 

L'étape suivante est de transformer l'expression (10) en donnant 
une autre forme â la fonction de compatibilité : 

K - â(si s j )  - A(sisj) - 
d, (si si ) 

où K est une constante e t  d,(s=sj) un facteur de normalisation. Quand on 
développe le  produit portant sur les paires < i j >  dans 1 'expression (IO), 
on peut alors écrire l a  fonction de partition A N  SWS forme d ' u n  dévelop- 
pement sur les puissances successi.ves des fonctions â(sisj) ; chacune de 
ces fonctions p e u t  être placée en bijection avec u n  caté du réseau, de 
sorte que les puissances success+ves du développement peuvent être repré- 
sentées par un gmphe  tracé sur le réseau tel que : 

Cette façon de faire,  qui a eu pour point de &part les développe- 
ments de Mayer- Mayer dans le problbe des gaz réels, a été employée avec 
swc& #ans le cas du modèle de Isiw e t  de nombreux autres modèles te l s  

slm par exemple, qui ont f a i t  7 'objet de déveZoppemmts haute tempS- 

m t m  {af. Domb [3 ]  ). 



Dans no t re  cas, il est  possib le d ' é c r i r e  : 

où Cij(si) e s t  une fonct ion de l a  conf igurat ion Si re lat ivement à une 

l i a i s o n  p a r t i c u l i è r e  < i j >  . 

I 

Une t e l l e  formulat ion e s t  formel lement analogue au produi t  des 

spins in tervenant  dans l ' express ion  du hamiltonien de I s i n g  (Annexe 1). 

Nous verrons dans l a  s u i t e  l ' i n t é r ê t  de ce t t e  t ransformat ion.  

2-b Développement convergent en sér ie  de graphes fermés de l a  fonct ion ------------ ---------------- -- ......................... 
de p a r t i t i o n  --- -------- 

Nous a l lons  donner aux termes Cij(si) une d é f i n i t i o n  suffisamment 

lâche pour pouvoir l eu r  imposer par l a  sui  t e  des condi t ions qui permettront 

d 'é l im iner  un grand nombre de graphes e t  d 'accé lérer  a i ns i  l a  convergence 

du développement : 

Cij(si) = 4- x s i  si amène un groupement n i t r i l e  

Sur <ij> 

= - y  sinon. 

La cond i t i on  d ' i ncompa t i b i l i t é  e t  l es  d é f i n i t i o n s  précédentes 

imposent : 

K = x2  ( 1 4 )  

e t  f i x e n t  l e s  valeurs des fac teurs  de normal isat ion @(si sj ) , pour l es  

deux types de compa t i b i  1 i t é  : 

Seules sont réa l isab les l e s  conf igurat ions d'ensemble qu i  f o n t  i n t e r ven i r  

des compat ib i l i t és  Cl e t  C2 ent re  l es  d i f fé ren tes  molécules vois ines : 

on peut donc déterminer a  p r i o r i  l e  nombre de compat ib i l i tés de chaque type 

e t  en déduire l a  puissance avec l aque l l e  apparaî t ront  l e s  facteurs +(Cl) 

e t  $(C2) quand te produ i t  sur l e s  paires sera e f fec tué.  



Qu'en un s i t e  une molécule de s u c c i n o n i t r i l e  s o i t  gauche ou 

t rans ,  chacun de ses deux groupements n i t r i l e s  occupe automatiquement un 

des côtés du réseau adjacent  au s i t e  envisagé. Pour N s i t e s  il y a donc 

ZN l i a i s o n s  de type C2 ; l e  nombre t o t a l  de côtés é t a n t  3~ , il y a 

N = 3N - 2~ i i a i s d n s  de type Cl , on peut  donc é c r i r e  : 

. . 

(x2  - y2)N (x2 + x y )  2N 

Le premier  terme de l a  s é r i e ,  correspondant au développement de (16), e s t  

ce lu i  qu i  ne comprend aucun f a c t e u r  [cij(si) cji(sj)] . Nous l e  noterons 

A: ; il s'éva lue  fac i lement  : 

Il e s t  i n t é r e s s a n t  de l e  m e t t r e  en f a c t e u r  de façon à f a i r e  a p p a r a t t r e  un 

développement en s é r i e  dont  l e  premier  terme s o i t  f ina lement  1 . En e f f e t  : 

(18) 
cc qui donne en ordonnant su i van t  un nombre ( e )  c r o i s s a n t  de cotés dans 
l e s  graphes : 

ce e s t  l ' i n d i c e  q u i  c a r a c t é r i s e  l a  f a m i l l e  des NG, graphes à e côtés 

e t  de même poids WGe donné par  : 

dans Ge 



En effectuant une somme part iel le  sur tous les sommets non contenus dans 

l e  graphe G, , on obtient : 

dans G, dans Ge 

(21) 

qui peut ë t re  calculé expl ici temnt  en effectuant les sommations sur 

chaque sommet $ndépendamment grâce à l 'introduction des coefficients 
Cij(si) en ( 1 2 ) .  Par suite 

dans 

où j court sur tous les s i t es  prckhes voisins de i dans le  graphe (G,) 

envisagé ; s i  l e  produit j court sur p termes, le  sommet i correspondant 
es t  d i t  de degré p .  

L'expression de W,, montre que s i ,  pour tout s o m t  de degré p ,  

1 'on peut annuler l e  terme suivant 

tout graphe qui contient au  moins un sommet de degré p (donc au moins u n  

terme du type (22 '  )) a u n  poids nu l  e t  n'a pas à être  pris en compte. 

Il e s t  impossible en.-pratique d'annuler simultanément plusieurs 

expressions ( 2 2 '  ) pour des degrés p différents avec une seule définition 
des coefficients C i j  (si) . 

Mais s i  1 'on peut imposer 1 a condition de fermeture suivante, 
pour tout côté < i - j >, 



tous les graphes comprenant des sommets de degré 1 auront u n  poids nul 
e t  seuls interviendront les  graphes "fermésu. Comme nous l e  verrons par la 
sui t e ,  l e  f a i t  que, seul s les  graphes fermés interviennent, accélère consi - 
dérablement l a  Convergence de l a  sé r i e .  

C 'est  pour pouvoir imposer ce t te  condition que nous avons donné 

une définit ion lâche aux coefficients C i j  (si) . 

On peut vé r i f i e r  aisément que dans l e  cas du succinoni tr i le ,  
quelque s o i t  l a  l ia ison <ij> envisagée, l a  condition ( 23 )  impose ent re  
l e s  coefficients l a  relat ion suivante : 

x[4z+8]  - y [8z t16 ]  = O s o i t  : x = ZY (24 )  

ce t t e  relation e s t  indépendante de l ' a c t i v i t é  z des molécules trans ; 
ceci e s t  dû au f a i t  que, d u  point de vue stérique,en u n  s i t e ,  l'ensemble 
des configurations gauches e t  t rans a l a  même symétrie. Ce ne s e r a i t  pas 
forcément l e  cas dans un problème moins symétrique, ou s i  l ' o n  envisageait 
l ' e f f e t  d ' u n  champ électrique q u i  romprait l ' i so t rop ie  du système. 

2-c Poids des différents  termes du d6veloppement ..................................... ----- 
La relat ion (24) étant  imwsée, nous pouvons en déduire la  valeur 

de A' donnée par (17)  : 

I l  r e s t e  à évaluer les  poids des premiers graphes femnés intervenant sur  
l e  réseau cubique simple. 

Pour 1 es carres qui sont 1 es premières figures que 1 ' on peut 

fermer sur un réseau cubique simple, tous les  sommets sont de degré 2 , 
donc : 



42 - 

1 

où (i + 1) e t  fi - 1) 1 caractér isent  les sommets de G~ qui sui vent e t  
précèdent l e  sommet (i) dans l e  graphe. 

Chaque sommet de degré 2 contribue pour : 

3 6  si) 
Z C 1 2 ( s i )  C 1 4 ( ~ i )  

s1=1 (24 + 122) 

- - 2x2 +y2(10 + 4 z )  - xy(12 +82) 
24 + 122 

Puisque douze carrés peuvent ê t r e  traces par chaque s i t e  du réseau e t  
que chacun des quatre sommets peut ê t r e  1 'origine d'un carré ,  i l  y a 3~ 

carrés d is t inc ts  sur l e  réseau à N s i t e s  e t  la  contribution to ta le  des 
carrés e s t  (en tenant compte de (24))  : 

Le décompte des figures fermées de différents  types pour les  réseaux clas- 
siques a é té  é tabl i  jusqu'à u n  nombre assez important de côtés. Ceci 
figure dans les  pub1 itsations de Wakefield [4]  , Domb e t  Sykes [5] . L'ob- 
j ec t i f  de départ é t a i t  l 'é tude du modèle de Ising q u i  se présente comme 
u n  cas par t icul ier  de modèle développable en graphes fermés [ 2 ] .  

Nous donnons dans la  s u i t e  l e  développement de la fonction de par- 
t i  tion du  succ+nonitr i le  jusqu'à 1 'ordre 8 . 

Les poids des sommets des différents  degrés e t  des différents  
types pouvant intervenir jusqu'à ce t  ordre sur l e  réseau cubique simple 

sont donnés dans l e  tableau ( 1 ) .  Ces résu l ta t s  tiennent compte de la cont1I'- 

t i on  de fermeture (23) ( 2 4 ) .  

.4 La contribution to ta le  des d i f fé rents  ordres pour u n  reseau à N 

s i t e s  e s t  la  suivante : 

Ordre 5 Il ne peut ex is te r  de graphes fermés à 5 côtés sur le réseau 
cubique simple. 



Degré 2 

Degré 3 

Degré 4 

Tableau f 



Ordre 6 Les griripks fermés qui in terv iennent  sont au nombre t o t a l  de 

2 2 ~ .  Selon l e u r  con f igu ra t ion  dans l 'espace i l s  peuvent ê t r e  

d i s p o s e  sur l e  réseau de t r o i s  manières d i f fé ren tes  comme i n -  

diqué ci-dessous : 

l La con t r ibu t ion  t o t a l e  de 1 ' o rdre  6 es t  donc 

Ordre 7 Les graphes fermés d ' o rd re  7 sont au nombre de 1 8 ~  qui  se ré-  

pa r t i s sén t  en : 

t a  con t r ibu t ion  t o t a l e  es2,donc 

OrYire 8 Il in tepv ien t  t r o i s  f i gu res  géométrique possibles symbolisées 

de 1 a fason sui vante : 



Les 207 octogones étant  eux-mêmes répar t is  en 11 types d i f fé ren ts  : 

1 ~a corntribution t o t a l e  de Etordre 8 e s t  donc ~ 

A 1 a 1 i m i  te themodynami que des grandes val  eurs de N , on peut 

mettre l a  fonction de grand p a r t i t i o n  sous l a  forme suivante 



Domb [3 ,  p.2211 a montré de façon générale, que ce t t e  factor isat ion peut 
s 'obtenir  en remplaçant simplement N par 1 dans l e  développement e t  en 
élevant l 'ensemble à la puissance N . 

Le dévefoppement de AN(z) peut donc ê t r e  présenté finalement 
sous la  forme suivante : 

Le domaine de variation de z é t a n t  [ O ,  + - ]  on peut noter que l e s  do- 
maines de variatton des différents  facteurs donnés dans l e  tableau 1 sont 

l e s  suivants : 

ce qui montre que, pour toutes l e s  Valeurs de z , l e s  termes successifs 
de l a  sé r i e  sont t r e s  pe t i t s  devant 1 .  On verra par la su i t e  que A0 

e s t  1 e terme pr6pondérant du dével oppement . 

2-d Signification _ _  _-_____-_____-____ d e  ho 

Pour une ac t iv i t é  z donnée, la fonction de part i t ion hg(~) 

qui correspondrait au mélange au hasard, sans corrélat ion,  des différentes  
configurations de la  mol écule de suacinoni t r i  l e ,  tranç e t  gauches, est 
donnée par : 



Dans 1 'expression de A$, c'est-à-dire dans le premier terme 
du développement (29), le facteur f30) apparaît mu1 tipl ié  par : 

La condition de feit.meture (23) ayant été imposée, le terme d'ordre zéro 
O 

l AN , qui correspond à ne compter aucun graphe, serait l a  fonction de par- 
t i t ion exacte de notre problème si  1 'on avait affaire à un rèseau sur 
lequel on ne puSsse pas tracer de graphes fermés. 

Sur un tel  réseau, où t o u s  les graphes excepté le  graphe d'ordre O 

(sans côté) ont des sommets de degré 1, l'approximation de Bethe est exacte 
( u n  tel reseau porte d'ai 1 leurs de nom de "&seau de Bethe"). A: donne 

donc le  même rébultat que celui obtenu à l 'aide de l'approximation de 
Bethe. 

16/27 a G être le  facteur qui, dans cette approximation, 
1 imite l e  nombre de configurations accessible à une molécule en raison des 
effets sterique's. 

3) TAUX D' I SOHERE; TR#"S 

La variable z en foinction de laquelle est  exprimé le  développe- 
ment (29) de la fonction de grand partition n'est pas directement accessi- 
ble a la mesure expérimentale. Ce qui est  mesuré es t ,  par exemple, le taux 

NT d' isomère trans pT = . 

La relation (5 )  montre qoe PT est  une fonction de 1 'activité z 

e t  des interactions intemol écu1 a i h s  . I l  est  donc nécessaire d '  exprimer 

PT emfoncttonde z afind'obtenir, p a r l a s u i t e ,  undéveloppementde 
AN e t  de l'entropie en fonction de pT. Le taux d'isoanères PT s'obtient 
par dérivation de la fonction A(=) de la façon suivante : 

a 
p T ( z )  = Z -  Log A(=) = (A) [l - 36A3 + ...] a z  2 . 1 . ~  4"4+ 2 4  



Le premier facteur provient du terme prépondérant A' . Les termes correc- 
t i f s  du développement sont t r è s  petits devant 1 e t  ce,quell,e que soi t la 
valeur de z .  

On peut remarquer que l e  taux d'isomères obtenu par t i r  de 

1 'expression de ~ ~ ( 2 )  pour l e  mélange au hasard (30)  donne : 

Les corrélations envisagées n'ont donc pas d'influence sur l'expression 

de pT(z)  au niveau de 1 'approximation correspondant au terme prépondérant 
 et l'on obtient, par inversion de (32) : 

Nous nous 1 imiterons, dans 1 a sui tepà cet te  expression pour obtenir 1 es 
termes pr6pondétants du développem&nt des grandeurs thermodynamiques en 
fonction de pT . 

4) L' ENTROPIE DE CONFIGURATION DU SUCC INONIl%tI LE 

4-a Fonnule _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  théorigue 

L'entropie es t  donnée par la relation ( 6 )  

S - - a [ T  Logrri(~)] - - PT Log z + 
~k a T 

Dans l'approximation de mélange au hasard des isomères, l'expression de 
1' 

l 'entropie deduite de la relation (30) en exprimant z en fonction de 

PT (33) sera i t  la suivante : 

S - ~k = VG Log 2 - p,Log DG - PT Log PT} + Log 12 

où pG = 1 - PT e s t  l e  taux d '  i s o q & m ~  gauche. 



En présence de corrQlat ions,  l ' e n t r o p i e  s ' é c r i t  : 

s o i t  

S - = fPG Log 2 - pG Log PG - PT Log PT) 
Nk 

L'expression (34) a ide à c lasser l e s  termes intervenant dans (36) : 

l e  premier terme de (36) correspond à un terme de mélange des isomères ; 

1 ' e f f e t  des co r ré la t ions  , dans 1 ' approximation du terme prépondérant ho , 
e s t  exprimé dans l e  terme suivant .  On peut noter ,  en comparant l e s  expres- 

sions (34) e t  (36), qu'à ce n i  veau d'approximation l es  co r ré la t ions  envi sa- 

gées n ' o n t  pas d ' e f f e t  sur l e  terme de mélange. 

Le dern ier  terme de (36) e s t  une cor rec t ion  apportée aux deux 

premiers e x p r i m k  à l ' a i d e  des graphes fermés. 

4-b Valeur ----------*-- numérique ------------- de l ' e n t r o p i g  - --------- de con'FSguration ......................... du s u c c i n o n i t r i l e  

D'après. l e s  mesures Raman ! [ 6 ]  , 1s taux d'isomères t rans s'annule 

au passage de t e  phase p las t ique  a l a  ghae ordonnée. Par contre, en phase 

plast ique,  il évolue peu en f o n c t i m  de t a  température e t  aux er reurs  ex- 

périmentales pres on peut consideret- q u ' i l  e s t  constant e t  égal à 20%. 

Nous a l lons  doriner l a  Vale-car d r i q u e  de 1 'en t rop ie  de configu- 

r a t i o n  pour ce t t e  valeur de p, . Les valeurs respectives correspondant aux 

t r o i s  termes intervenant dans (36) sont l e s  suivantes : 

* l e  terme de "mélange" : 

PG Log 2 - pG Log pG - & LogpT = 1.05492 



s o i t  A s 2  = 3.8937 cal/deg. mole 

En ce qui concerne l e  troisième terme, A' s ' é c r i t  : 

On constate que l e s  termes successifs,  qui représentent respectivement 

l e s  ordres 4, 6 ,  7 ,  8 du développement (29) ,  sont t r è s  pe t i t s  devant 1 ; 

mais leur comportement e s t  assez désordonné e t  l e  nombre de termes calculés 

e s t  insuffisant pour f a i r e  une étude précise de la  convergence. Cependa~t 

l e  rapport des termes successifs d'ordre pair  e s t  de l 'o rdre  de 0.1, ceci 

l a i s se  présumer que la s é r i e  converge e t  que l 'on peut se l imi te r  aux hui t  

premiers ordres. On obtient a lors  : 

A s 3  = ~k Log A' = ~k Log (1.00032) = 6 10"+ cal /deg . mole 

(40) 

Ce terme e s t  négligeable devant l e s  deux premiers e t  on peut considérer 
que 1 ' e f f e t  stérique se manifeste essentiellement dans la  valeur de ho. 

On trouve donc une entropie de configuration to t a l e  calculée de : 

La confrontation de (34)  e t  de (36) montre que l e s  corrélations introduites 

par les  e f f e t s  stériqucs ont réduit  l ' en t ropie  de configuration de : 

2 7 A s l t  = ~k Log 16 = 1 .O42 cal /deg . mole (42) 

S i  on cmpare 1 'entropie de configuration calculée, As,, , ,~~,t io, ,  e t  la  

valeur expérimentale de 1 'entropie de t ransi t ion mesurée par Wulf e t  

Westrum [7J : 

on p e u t  constate+ que l ' e f f e t  des ccrsln?fa$ions e s t  lofn d'être ndgligeable. 



La d i f fé rence  en t re  A s t  e t  As,o,fip,,tion e s t  re lat ivement peu 

importante (0.36 ca l  /deg . mole) , ce qui semble ind iquer  que A svibration 
a une valeur assez f a i b l e .  En fa i t ,cec i  e s t  dû en p a r t i e  à no t re  façon de 

ca lcu le r  qui i n c l u t  automatiquement une p a r t i e  de ASvibration dans l e  

terme de cor ré la t ion .  En e f f e t ,  l e  passage de l a  phase ordonnée à l a  phase 

p las t ique  es t  marquée par 1  'appar i t i on  des molécules t rans.  t es  fréquences 

de t o r s i on  des isomères t rans e t  gauches sont d i f f é ren tes  e t  cec i  contr ibue 

à l a  v a r i a t i o n  d 'ent rop ie  de v i b ra t i on  à l a  t r a n s i t i o n .  Mais l e  rapport  des 
f T fonctions de p a r t i t i o n  des deux isomeres : -, qui  prend en compte l a  d i f -  
f G 

férence des fréquences de tors ion,  i n t e r v i e n t  dans 1  ' a c t i v i t é  r e l a t i v e  z 

des molécules t rans.  Nous avons donc i nc l us  impl ic i tement cet  e f f e t  dans l e  

terme de mélange e t  non dans Asvibration. 

En conclusion, nous avons montré que l a  méthode de développement 

en graphes f a i b l e s  fermés permet de ca l cu le r  1  ' en t rop ie  de conf igurat ion 

avec une grande précis ion,  mais, b ien sûr, dans l e  cadre d'un modèle d 4 0 r i  - 
enta t ions d iscrè tes e t  d ' i ncompa t i b i l i t é  s tér ique s t r i c t e  ent re  certa ines 

de ces o r ien ta t ions .  

En général l 'analyse des s t ruc tures des c r i s taux  p las t iques révè le  l a  pré- 

sence d ' i ncompa t i b i l i t és  stér iques s t r i c t e s  ent re  molécules. Mais, dans l a  

. r e a l i t é ,  ces incompat ib i l i t és  sont certainement relachées du f a i t  de l a  l a r -  

geur des puSts de po ten t ie l  d e ' t r a n s l a t i o n  e t  de v i b ra t i on .  Ces mouvements 

importants peuvent 1  a isser  présumer que 1 a probabi 1 i t é  de t rouver  simu1 t a -  

nement des molécules vois ines en p o s l t i o n  " i n t e r d i t e "  n ' e s t  pas totalement 

nul  1  e, b ien  que ces configurat ions correspondent à une énergie d '  i n t e r a c t i o n  

extrêmement élevée. 

Ce relâchement de l'empêchement stgrfque, a  pour e f f e t  d'augmenter l e  nom- 

bre de conf igurat ions possibles e t  par conséquent diminue A sCorr-iation. 

Nous reviendrons sur l e  problèmeipos@ par l e  relâchement dans l a  conclusion 

généra 1  e  . 

Dans l e  cas du succinoni tri l e ,  1  ' a g i t a t i o n  thermique e s t  e f f e c t i v e -  

ment t r ë s  importante [ 6 j  e t  l e  fac teur  de Debye - Hal l e r  de . t rans la t ion  a  

une amplitude inhhb i tue l ïe ,  meme pour un c r i s t a l  p las t ique  (O= 0.29A). Ceci 

peut d ' a i  1 l eu r s  sa  expliquer, peut être, par une i n t e r a c t i o n  impo3ante des 

mouvements de réo r i en ta t i on  e t  des mOuvements de t r a n s l a t i o n  par  l'interné- 

d i a i r e  des répu l  s i  ons stér iques . Cependant, même s i  1  'on envi sage des 



oscillations de l a  molécule de grande amplitude autour d'une des positions 
d'équilibre donnée par la structure, les recouvrements stériques entre 
atomes d'azote restent aussi s t r i c t s  que ceux décrits précédemment. La va- 

leur de l  'entropie de corrélation donnée par (42) peut donc ê t re  considérée 
c o r n  t rès  proche de la réa l i t é .  

On voit sur ce cas particulier que les corrélations peuvent réduire 1 'en- 
tropie de transition d ' u n  cr is ta l  plastique de plus d'une unité. 
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1) FORMULATION DES EQUATIONS DE BASE POUR LA CONSTANTE 

DIELECTRIQUE 
- - 

La théorie de Kirkwood - Fr6hl ich [ 11 des 1 iquides diélectri - 
ques polaires est souvent utilisée pour relier les paramètres électrosta- 
tiques des molécules aux évaluations expérimentales de l a  constante 
diélectrique statique. On uti l ise alors l a  formule suivante : 

où l e  moment dipolaire ,6 de l a  molécule engagée dans le liquide est re- 
l i é  à sa valeur en phase gazeuse ;, e t  à la constante diélectrique à 

fréquence infinie E, par l a  relation : 

Le facteur de corrélation diélectrique de Kirkwood g , t ient compte des 1 
corrélations de paires entre les dipôles permanents des molécules dues 
aux interactions à courte portée. Pour les systèmes isotropes, le  fac- 
teur de corrélation diélectrique est défini de la façon suivante : 

g - l i m  {lim < Z  Z 1 - c j > / < p 2 >  
&J+= v-t, j 

( 3  

dans o 

où c*, désigne une sphère macroscopique au  centre de laquelle se situe 
l e  dipôle , mais dont les dimensions sont toujours beaucoup plus pe- 
t i tes  que celles v de 1 'échantiollon t o u t  entier e t  telles que v / o + m .  

-- 

Si les molécules corrélées o n t  tendance à orienter leurs moments dipo- 
laires paraZZéZement entre eux, alors g > l  ; si 1 'ordre local est a n t i -  

paraZlèZe g < l  ; si i l  n ' y  a pas de corrélations, ou bien des corréla- 
tions qui tendent à arranger les dipoles perpendiculairement entre eux 
alors g =1 . 

La formule (1) est une extension de l a  formule diOnsager pour les liquides 
diélectriques. Cette dernière ne t ient pas compte deg interactions à 

L 

courte portée entre molécules e t  par conséquent ne contient pas de 
facteur g . 



L'évaluation théorique de g se fait par une moyenne statisti - 
que sur les différentes configurations moléculaires, en utilisant des 
modèles d'interactions. La formule (3) montre qu'une manière de procéder 
est alors de calculer le plus correctement possible, compte tenu de ce 

modèle, les fonctions de corrélations individuelles <ci Zj > pas à 

pas, puis de les sommer. Chacune des deux étapes de ce calcul introduit 
des approximations que l'on peut difficilement maîtriser et ce d'autant 
plus que les interactions sont à longue portée : 

- i 1 y a 1 'approximation sur chaque <z1 * G j  > 

- le nombre de fonctions de corrélations intervenant dans la somme 
doit être dé1 ibérément 1 imité. Ce regroupement final conjugue les 
approximations sans que l'on puisse estimer leur importance relative. 

Notre but étant d'étudier les effets stériques, nous allons mon- 
trer ici comment 1 'on peut, par une méthode de développement en graphes, 
déterminer exactement le facteur de corrélation diélectrique sans calcu- 
ler explicitement les fonctions de corrélation individuelles. Ceci nous 
impose de revenir, tout d'abord, sur la démonstration des formules (1) 
et (3) pour préciser leur origine et leur signification ; nous devons le 
faire dans le cas d'un réseau cristallin. 

Dans le 5-1 a , nous revoyons 1 'établissement des formules qui permettent 
d'évaluer la constante diélectrique macroscopique en fonction des para- 
mètres microscopiques. Ceci est fait dans le cas d'un échantillon diélec- 
trique plongé dans le vide où existait préalablement un champ électrique 
uniforme. On peut alors définir un facteur de corrélation diélectrique G , 
mais l'interpretation des phénomènes de corrélation est compliqué par le 
fait que les relations obtenues dépendent de la forme de l'échantillon. 

Aussi dans le 5-1 b , nous revenons sur la formulation de Kirkwood - 
Frolich, qui permet, par une méthode utilisant la théorie macroscopique 
continue des diélectriques, de s'affranchir de la forme de l'échantillon. 
Les correlations locales interviennent alors par l'intermédiaire d'un 
facteur g a priori différent de G . 



Considérons un échantillon de diélectrique ; toutes l es  théories 

statistiques de la constante diélectrique [ 2 ]  partent du f a i t  que la 
polarisation , donnée par  : 

4 n b = 6 -  i ( 4 )  

es t  égale à la  densité de moment dipolaire. Par définition, pour un échan- 
t i l lon  homogène, on éc r i t  : 

-+ 

-+ 
où v e s t  le volume du diélectrique considéré e t  <M> est  son moment 
dipolaire total moyen. Si 1 'on suppose que le système es t  isotrope, 
-+ -+ 
D=eE e t  : 

Si le  diélectrique es t  isotrope, <il> a la meme direction que i e t  i l  
-+ 

suf f i t  de calculer la composante moyenne dans la  direction du champ E . 
Si  l 'on désigne par le  vecteur unitaire dans la direction de alors 
-+ -+ 
E = E e e t  par conséquent : 

Pour un champ faible,  on limite l'expression du terme de droite dans ( 7 )  

au terme d'ordre 1 de son développement en série de Taylor suivant les 
puissances du champ donc : 

-+ 
E e s t  l e  champ de Maxwell dans le  diélectrique tel  qu ' i l  e s t  donné par 

-+ 
les  équations macroscopiques ; so i t  Eo , l e  champ uniforme créé par des 
charges extérieures à 1 'échanti 1 lon avant son introduction dans l e  con- 
densateur ; s i  1 'on prend ce champ comme nouvel l e  variable indépendante, 
on a : 



Cette formule permet donc de calculer 1 a constante diélectrique macros- 
copique E en fonction des paramGtres microscopiques ; pour être util i- 
sable il faut que le champ If soit uniforme ce qui peut être réalisé en 
prenant un échantillon éllipsoîdal. On peut alors exprimer E en fonction 
de Eo : 

E + 2  - pour une spittre, par exemple, Eo = - 
3 (10) 

- pour un condensateur plan Eo = EE (10'  

E x p u a h  du marnent &puC&e 
-+ 

Pour un champ io donné, < M >  est la moyenne sur toutes les con- 
figurations possibles de l'échantillon de la somme des moments dipolaires 

Si 1 'on suppose que les N dipôles de 1 'échantillon considéré sont iden- 
-P 

tiques et caractérisés par un moment dipolaire permanent ,u et une polari- 
sabil ité scalaire a ; 1 e ihe dipôle si tué à 1 'extrémité du vecteur ;i a 

pour une configuration d 'ensemble donnée, un moment dipolaire instantané : 

-+ -+ 

Pi représente la part induite, (E,)i est le champ local en Zi pour la 
configuration d'ensemble envisagée, i 1 est donné par : 

00 les Tij sont les éléments du' tenseur d' interaction dipôle - dipôle. 
Les expressions des moments dipolaires peuvent être obtenues en résolvant 
le système constitué par les équations (11) et (12). 

C & d  des moyenna aXa;tis;tiqua 

+ -+ 
M *  e est fonction de l'orientation et de la position instantanée 

de toutes les molécules. Sa moyenne, qui apparaît dans l'équation de 
base (9), peut être calculée sur un ensemble canonique pour le cristal en 
présence d'un champ électrique : 



L ' i n t ég ra t i on  est  effectuée s u r  tous l e s  paramètres d ' o r i en ta t i on  e t  de 

p o s i t i o n  des molécules. U e s t  1  'énergie po ten t ie l  1  e  t o t a l e  du d ié lec -  

t r i que ,  c ' e s t  l a  somme de 1 'énergie d ' o r i g i n e  é lec t ros ta t ique  e t  de 1  'é- 

nergie po ten t ie l  l e  des forces intermoléculai res Vo t e l  l e s  que 1 es forces 

de Van der Waals : 

La fonc t ion  de p a r t i t i o n  s ' é c r i t  : 

z(Eo) = 1 . . . 1 erPU dxN 

Pour exposer simplement l a  manière de d é f i n i r  l e  fac teur  de cor- 

r é l a t i o n  d ié lec t r ique ,  nous prendrons l e  cas de molécules non potarisables. 

Ceci ne r e s t r e i n t  en r i e n  l e s  d é f i n i t i o n s  des facteurs de cor ré la t ions .  

Dans l e  cas de molécules non polar isables,  on a  : 

e t  l ' éne rg ie  é lec t ros ta t ique  se compose de deux pa r t i es  : 

- 1 'énergie p o t e n t i e l l e  des dipôles dans l e  champ externe : 

- l ' éne rg ie  des dipôles dans l e  champ des autres d ipô les : 

On peut donc é c r i r e  1  'énergie p o t e n t i e l l e  t o t a l e  du d i é l ec t r i que  en pré- 
+ 

sence d 'un champ Eo ex té r ieu r  : 

Les deux premiers termes expriment purement une énergie conf igurat ion- 

ne l le ,  nous écr i rons donc : 



donc 

-+ 
et en dérivant par rapport à Eo : 

Dans la relation (9) intervient la limite de cette expression quand 
-+ 
Eo -+ O ; 1 e moment moyen étant nul en 1 ' absence de champ appl iqué, on a 
donc : 

Dans le cas d'un cristal cubique, comme le succinonitrile, on a 
évidemment : 

Dans cette expression, la moyenne peut s'effectuer en deux temps, d'abord 
sur tout l'échantillon pour une orientation fixée de la molécule i, puis 
sur toutes les orientations de la molécule i . Pour N très grand, on 
peut admettre que le résultat de ce calcul est le même quelle que soit 
la molécule i et écrire : 

On peut alors introduire un facteur de corrélation G defini par : 

i l  est tel que : 

<M2>E = N G < P ~ >  
0- 



Si,  quelle que s o i t  sa configuration en un s i  t e ,  une molécule a u n  nioment 

dipolaire de rnêrne module ,u e t  s i  les  niolécules sont identiques, alors bien 
sûr <,u2 > = p z .  Si ,  par contre, une molécule peut avoir en u n  s i t e  plusieurs 
configurations e t  s i  certaines d'entre el les ,  par l e  f a i t  de rotations intra-  
moléculaires par exemple, ont des moments dipolaires de module di f férent ,  
c ' e s t  l a  définition générale (26) qui convient. La normalisation introduite en 

(26) e s t  tel l e  que G so i t  égal à 1 en 1 'absence de corrélations entre 
dipôles. 

La fonnule (9)  prend donc la  forme suivante : 

Cette relation re l ie  l e  paramètre matroscopique E au facteur de corrélation 
microscopique, G . 

E x p u b i o n  du d a d m  G comme d é h i v é e  d e  la d o n d o n  de p W A o n  

Avant de f a i r e  quelques remarques au suje t  de 1 'u t i l i sa t ion de ce t te  
formule, nous allons noter que l'expression ( 2 1 )  peut prendre l a  forme 
sui van t e  : 

a<;.;> 1 a 2  
e t  par conséquent - - - - Log ZN ( E o )  

a EO 0 a€; 

i D'après les équations (24), (26),  ( 2 7 )  e t  (30), on a donc : 

G = lim 3 à 2 - (Log z (€0  1) 
€ 0 4  P 2 < p 2 >  aE; 

z = lirn (2 , )  
lm 

On peut remarquer que la formule (28) conduit a un résultat  qui 

&pend de la  forme de 2 téchmtiZZon. Pour un échantillon sphérique par 



Ceci traduit le f a i t  que G tient compte des effets de surface dus à des 
interactions à longue portée qui ont été attribuées aux forces dipolaires [ 11 . 

C'est Kirkwood, l e  premier, qui a développé une méthode approchée qui permet 
de W a r e r  ce qui dépend de la forme, donc ce qui dépend des interactions 
~leçérostatiques à très longue portée, de ce qui est 1 i é  à la structure lo-  

cale microscopique. 

1 Formule de Kirkwod - Fr6hl ich ............................. 
Pour distinguer les contributions de l'ordre local, des effets ma- 

croscopiques, Kirkwood [ l ]  puis Frohlich [3]  on t  u t i l i sé  le  procédé sui- 
-+ -+ v a n t  : au 1 leu de calculer < M  B (qui apparaît dans 1 'équation (8)) en 

prenant la moyenne sur u n  échanti 1 lon (sphérique par exemple) plongé dans le  
vide ( O ) ,  i l s  o n t  effectué 1 a moyenne <fi - sur une sphère immergée 

dans un milieu infini de la même matisre, 

Cette méthode, don t  on trouve un expose détai 1 l é  dans Botcher [3]  e t  dans 

Bordewijk [ 4 ]  pour les cristaux cubiques, consiste à prendre en considéra- 
tion une region contenant N molécul es qui  sont traitées d ' u n  point de vue 
microscopique. Les N - N  molécules restantes, étant considérées comme un con- 
tinuum, sont traitées par les résultats donnés par la théorie continue des 
dielectriques. 

Considérons donc une sphère de volume o contenant N mol écu1 es,  pl on- 

@@ &ans son propre milieu de constante diélectrique e . Le champ externe est  
cette fois-ci l e  champ de cavité : 

La formule (9) s'exprime alors de la façon suivante : 

00 la  moyenne est prise sur l ' " ~ h n t j l l b ~ %  sphérique. 



l'expression de 1 'énergie,qui permet l e  calcul de cette moyenne, ne differe 
de celle donnée en (19) que par 1 'addition de 1 'énergie nëcessaire pour ame- 
ner l e  système de dipôles dans le champ de réactionde la cavité. Elle es t  
donnée par [ 4 ]  : 

où Fij est  l e  tenseur q u i  permet d'exprimer l e  champ de réaction du d i  pale 
-+ 

j en r i  : 
d 

Les expressions précédentes, q u i  ont permis de relier l a  constante diélec- 
trique E à un facteur de corrélation G , sont encore utilisables dans 1 a 
mesure où : 

-+ -f 

E, remplace Eo 

remplace Tij 

I elles conduisent maintenant à la relation suivante : 

oil le facteur de corrélation g ne vaut maintenant que pour une sphère macros 
copique dans un milieu infini, soi t  : 

N 
lim < z $ l g j > / < p 2 >  (38) 

dans w 

oQ o représente la sphère macroscopique plongée dans l e  volume V de 1 'en- . 
semble du diélectrique. Kirkwood [ l]  a montre que ces deux limites sont fon- 

v damentales e t  doivent être telles que - + = . 
l W 

La relation (37)  relie c e t  g indépendamment de la forme de 1 'echantillon 
uti l isé.  C'est donc cette relation qu'il faut uti l iser pour litudier les cor- 
rdilations locales. Les effets des corfélations il tres longue portee dues aux 
interactions électrostatiques sont prPs en compte automatiquement, par l a  mé- 
thode approximative qui a consiste à uti l iser  la  théorie continue des 
diélectriques. 



En comparant les  formules (37) e t  ( 3 2 ) ,  on peut noter que pour u n  échan- 
t i l  lon sphérique l e s  corrélations à .très longue portée imposent en t re  G 

e t  g la relation suivante : 

Si 1 'on désire évaluer l e s  corrélations locales susceptibles dlOtre créées 
par wr type particulier d'interaction, i 1 fau t  donc évaluer g en C ~ ~ C U -  

-+ -+ 
l an t  1 es moyennes <pl p > sur l e  hamil tonien d ' interaction correspondant. 

Dans l e  cas où ces interact ions seraient  capables, comme les i n t e r -  

actions dipolaires ,  de créer des corrélations à t r è s  longue portée,  
i l  e s t  évident que, par leur  déf ini t ion même, l e s  facteurs  G e t  g 

correspondants pourraient avoir des valeurs d i f fé rentes .  

S i  les corr6latioris sont seulement locales ,  l e s  déf ini t ions (38) de 
g e t  (26)  de G sont équivalentes e t  a lors  g = G  [ 5 ]  . Dans ce cas ,  
1 'on peut donc calculer G meme s i  1 'on désire  obtenir g pour l e  
comparer à 1 'expérience a 1 'a ide de l a  relat ion (37) (ou (1)). 

Du point de vue du calcul théorique de G c e t t e  remarque a une conséquence 
pratique intéressante.  Dans tous les cas de corrélations à courte portée 
on peut calcuZer G , doru: g , par ddrivation directe de z ( E )  (31)  , au 1 i eu 
d' avoi r à éval uer l e s  fonctions de corrél ations i ndi viduel 1 e s .  

Remanqua am t e  cab des  rnatEcLLeen p o t ~ a b l u  

Dans l e  cas d ' u n  c r i s t a l  cubique, .Bordewijk [ 4 ]  a montré que l a  

formule de Kirkwood - Frohl ich (1) e s t  exacte dans 1 a mesure où 1 'on peut 
considérer que l e s  molécules sont caractérisées par u n  dipôle permanent 
e t  une polarisabil i t é  scala.ire constante a . 
La démonstration or iginale  avai t  éte donnée par Frohl ich (31 en considé- 
rant  la  polarisation induite sur une base macroscopique, dans ce cas on 
exprime l a  polarisation d'une sphere de constante diélectr ique E, entou- 
rée par un  diélectr ique de constante E ; où E, e s t  l a  constante diélec-  
t r ique  à une frequence suffisamment grande pour que l e s  dipôles ne puissent 
plus suivre l a  variation du champ mais où l a  polarisation atomique e t  



électronique sont encore les mêmes qu'en champ statique. La formule à 

ut i l i se r  es t  alors la  suivante [21  : 

mais la discussion que nous avons donnée à propos des facteurs de corré- 
lation diélectrique e s t  inchangée par l 'introduction de la polarisabilité,  
en particulier,  g es t  encore défini par la relation (38). 

2) 1 NFLUENCE DES EFFETS STER 1 PUES SUR LA CONSTANTE D 1 ELECTR 1 QUE 

D'UN ENSEMBLE DE DIPOLES DESORDONNES : LE SUCCINONITRILE EN 

PHASE PLASTIQUE 

2-a ~ g s c r i ~ g i ~ f i - s c h & ' g g j g g g - ~ g s s : ~ g ~ f  i g g r ~ $ ~ g ~ ~ - s _ ; g : ~ g ~ g s _ : - d : ~ r \ g - ~ g ~ ~ ~ ~ ~ g  

Comme nous 1 'avons montré dans l e  9-3 b du chapitre I I ,  d'un 
point de vue stérique, une configuration moléculaire es t  uniquement carac- 
térisée par la  position relative de ses atomes d'azote. Si bien que l 'on  
peut confondre en une même configuration gauche les deux molécules gauches 
qui amènent leurs azotes au même endroit e t  en une même configuration trans 
les quatre configurati~ns trans q u i  amènent leurs azotes sur un même axe 
[lOO] . 
Etant donné que les proportions de molécules gauches sont de 4 0 %  pour les 
molécules GI e t  de 40 % pour les molécules ~2 e t  que la proportion de 
molécules trans es t  20 %, les configurations "stériques" décrites ont même 
poids qu'elles soient gauches ou trans (on a en effe t  1 'égali té  : 
0.4 x 2 = 0 . 2 ~  4 ) .  

Sur la figure IV-1 une flèche symbolise un groupement CH;, - C = N ; d ' u n  

point de vue stérique tous les é ta ts  possibles peuvent ê t re  obtenus en as- 
sociant les  flèches deux à deux. 11 y a donc quinze é ta t s .  

Les configurations gauches du succinonitrile o n t  u n  dipôle permanent 
(pu# 3 . 8  D en phase diluée) résultant des deux composantes CH2 - C = N . En 

phase plastique, ces dipôles sont dirigés selon les axes d'ordre 2 du 
cube e t  sont t e l s  que les deux configurations gauches stériquement équi- 
valentes ont l e  même dipôle dirigé selon l 'axe  d'ordre 2 bissecteur des 
deux flèches correspondantes ( f ig .  'IV-1). 



Figure IV-1 : Pour le côté i - j représenté, il y a empêchement stérique entre 
les états (2.1) (2.3) (2.4) (2.5) (2.6) de la molécule I et les états 
(5.1 ) (5.2) (5.3) (5.4) (5.6) de la mokule  i 

Les configurations 'rans n ' o n t  pas de dipôle permanent (deux flèches op- 
posées). On peut donc adopter également la description à 15 états donnée 
précédemment pour décrire les orientations des dipôles en phase plastique. 

Cette description est valable sur la quasi -total i té du domaine de 
température de la phase plastique puisque les taux d' isomères évoluent peu, 
on a vu d'autre part au chapitre III que les corrélations invoquées n'ont 
pas d'influence sur les poids des différents isomères (tout au moins au 
niveau d'approximation du terme prépondérant de la série : i lo) .  

renormal isation --------------- 
Nous présentons ici une renormalisation du développement en série 

de z(E) , donc de G , qui permet d'éliminer tous les graphes ouverts. Le 
résultat est aussi convergent que celui obtenu pour A ( E =  O) au chapi- 
tre III et le premier terme est le terme prédominant. 

Cette méthode est une généralisation d'un calcul récent de la 

constante diélectrique de la glace ( 5 1  et est applicable dans tous les 
cas d'effets stériques. 

Nous avions précédemment [6] obtenu une estimation de G pour le succino- 
nitrile. En raison de la nature de 1 'encombrement stérique et de la mu1 ti- 
plicité des configurations moléculaires possibles, tout ce que nous avions 



pu obtenir é t a i t  u n  développement de z(E) sur tous les  graphes, y com- 
pris les graphes ouverts. En e f fe t ,  l e  champ électrique entraîne que 

chaque configuration n ' a  plus l e  même poids. En raison de l a  "polarisa- 
tion" introduite i l  n 'es t  plus possible, a priori ,  de sa t i s fa i re  à une 
relation de fermeture t e l l e  que (1 1 1 4 3 )  qui so i t  simul tanément vérifiée 
pour tous les côtés d ' u n  graphe. 

Bi en q u  ' i  1 ne convergeât pas rapidement, ce développement montrait , quand 

même, que 1 ' e f fe t  stérique, à lui seul', peut créer u n  ordre local parallele 
des dipôles avec ~ > 1 . 3  . 

La description des orientations moléculaires donnée figure IV-1 
permet d 'écrire la fonction de partition du cr is ta l  en présence d ' u n  champ 
électrique sous la forme suivante : 

si es t  la  configuration de la  ième molécule. La sommation porte sur 
les 15N configurations possibles du  c r i s t a l .  Le premier produit est étendu 

à tous les côtés du réseau cubique simple des secondes voisines ; le  deu- 
xième est  etendu à tous les sommets de ce réseau. 

La fonction de compatibilfté e s t  définie de la  manière suivante : 

A ( s ~  sj) = 1  s i  si -, Sj sont stériquement compatibles 

= O sinon (42) 

-+ 
Puisque l e  tenseur diélectrique E e s t  isotrope, nous prendrons une direc- 
tion particul ière  du champ électrique qui simpl i f i e  les  calcul S.  Supposons 

que l e  champ électrique pointe dans la  direction de 1 'axe ternaire [ I l11  ; 
i l  f a i t  u n  angle avec les six dipales situés dans l e  plan (111)  e t  un  2 
angle t Bo avec les  autres ( t e l  que cos Bo = 2 /&)  ( f i g .  IY-1).  

La fonction de poids g (si) e s t  l a  suivante : 

g ( s i )  = e+L pour les é ta ts  ( 1 . 2 )  ( 1 . 3 )  ( 2 . 3 )  
= e-L pour l es  é ta t s  (4.5) ( 6 . 5 )  (6 .4)  

= 1  pour les  autres ( 2 . 4 ) ( 2 . 6 )  ( 3 . 4 ) ( 1 . 5 )  
(43) 

( 1 . 6 )  ( 3 . 5 )  ( 1 . 4 )  ( 2 . 5 )  ( 3 . 6 )  
-+ -+ 

où L = - [ E  *p/kT] .  



Les t ro i s  derniers états  correspondent à des configurations trans. 

En suivant la formulation du chapitre I I I ,  A(si, s j )  es t  é c r i t  comme sui t  : 

où  Cij(si) = + x  si  S i  amène une flèche sur < i j  > 

a - y  sinon 

en l'absence de champ électrique, la fonction de partition z ( E  = O )  peut 
ëtre développée en série de graphes fermés si l 'on impose : 

Dans l e  cas d'une fonction de poids quelconque b(si) , nous avons v u  
que la  "condition de fermeture" s ' é c r i t  : 

Du f a i t  que notre problème es t  "polarisé" par l e  champ électrique, dési -  

gnons par iE e t  jE la  composante de l a  projection du i e  e t  du je s i t e  
sur la direction du champ électrique. 

Si nous appliquons la relation de fermeture (45) pour  l a  fonction de poids 

de notre problème, donc s i  nous écrivons b(si) = g ( s i ) ,  nous obtenons les 
relations suivantes : 

- pour i e t  j te ls  que j~ > iE 

- pour i e t  j t e l s  que iE > jE 

L -L x ( ~ e - ~ + 3 )  - ~ 7 ( 6 + 3 e  + e  ) = O 

Si l 'on prend une seule définition pour x e t  y , ces deux relations sont 

incompatibles e t  l 'on 'ne  peut pas réduire le  problème à un développement 
en graphes fermés. 



Un moyen d'y parvenir e s t  de définir deux couples de coefficients 

{x,y) indépendants e t  d' introduire une nouvel l e  fonction de poids b(s i )  

qui prenne t ro is  valeurs a ,  b, 1 arbitraires, correspondant respectivement 
aux t ro i s  types de configurations signalés en ( 4 3 ) .  

Ces valeurs seront fixées par 1 a suite en ut i l i sant  une procédure de cal-  

cul analogue à celle employée dans une méthode grand canonique. 

Nous imposons pour l e  marnent la condition de fermeture (45) à 

b(si) e t  aux deux couples { x , ~ )  à l a  fois  : 

- pour i e t  j t e l s  que jE >iE 

- pour i e t  j t e l s  que iE > j~ 

Bien que les liaisons soient partichlarisées pa r  l 'application d ' u n  champ 
électrique selon [ I l l ] ,  1 'incompatibil i t é  implique dans tous les cas : 

Il  y a deux types de compatibilités : 

compatibilité (Cl) : pas de f lècht? sur 1 e c6té < i j  > . 
Quel l e  que so i t  1 'orientation de < i j  > par rapport au champ, ceci i m -  

pose toujours : 

corrlpatibilité ( C 2 )  : une seule flèche sur la liaison < i j >  . 
I l  y en a deux types possibles selon que cet te flèche provienne d ' u n  

s i t e  situé en amont ou en aval du champ par rapport à 1 'autre s i t e  de 
la liaison : 

C; : s i  ce t te  flèche es t  dans la  "direction" du champ 

ctj(si) Cji(sj) = - XS Y i  

CS : s i  cet te  flèche e s t  dans la "direction" opposee 

Cij(si) Cji(sj) = - xi Ys 



Les coe f f i c i en t s  de n o m l i s a t i o n  @ ( s i s j )  ont  donc pour valeurs 

poss i b l  es : 

Nous a l lons  maintenant évaluer l e  nombre de facteurs @ de chaque type 

qu i  in terv iennent  quand e s t  réa l i çee  une conf igurat ion de l'ensemble des 

N molécules, compatiblp par tout  avec l e s  r e s t r i c t i o n s  stér iques.  Suppo- 

sons que, pour une conf iaurat ion possib le de l'ensemble, il y a i t  : 

a + ~  molécules dans l e s  é ta t s  (1.2) (1.3) (2.3) ( i e r  type) 

a-N molécules dans l es  é ta t s  (4 .5 )  (6.5) (6.4) (2e type) 

Il y a donc ( 1  -or' -at) N molécules qui n 'apportent  pas de d ipo le  dans 

l a  d i r ec t i on  du champ (3e type).  

Les molécules du premier type donnent chacune deux 1 ia isons C; . Les mo- 

lécu les du deuxième type donnent chacune deux l i a i s o n s  C; . E l l e s  c o n t r i -  

buent donc respectivement pour Z ~ + N  facteurs @ ( c i )  e t  Z ~ - N  facteurs 
+ 

@ ( c i ) .  Les molécules du t ro is ième type donnent 1 i e u  à une 1 i a i son  C2 e t  

une 1 ia i son  C; . E l l es  cont r ibuent  donc dans 1 'ensemble à ( 1  -ort -a-) N 

facteurs @(c;) e t  1 - o r  N fac teurs  @ ( c i )  . 



Au to ta l  , i  1 y a donc ~ ( l  +a+ - a-) facteurs @(c:) e t  ~ ( 1  -at +a-) fac- 
teurs @(c;) . On peut vé r i f i e r  que l e  nombre total  de 1 iaisons du type 

C2 e s t  une constante : 2 ~ .  

II y a donc N l ia isons du type Cl. 

On peut a lors  écr i re  l a  fotiction de part i t ion sous l a  forme : 

où les  g(s i)  sont toujours ceux qui ont é t é  déf inis  en (43) .  
+ 
a e t  a- varient avec chaque dis+,ribution Is) e t  on ne peut fac tor i ser  
l e  dénominateur comme on 1 ' a f a i t  clans l e  chapitre I I  1 .  Mais , puisque ce 

sont des fonctions implicites des 3(s i)  , i l s  peuvent ê t r e  éliminés de 
1 'expression de z(E) en les absorbant dans une nouvelle fonction de poids 
b(s i )  que nous définissons de l a  façon suivante : 

w ; )  
b(si)  = - e pour, les  é t a t s  (1 2 (1 .3)  ( 2  3 (50) 

w ; )  -L 
= -  e pour les  é t a t s  (4.5) (6.5) (6.4) ( 5 0 ' )  

cp(:;) 

= 1 pour les  autres é t a t s  

De sor te  que : 

Pour s a t i s f a i r e  à l a  condition de fermeture des graphes (45),  i l  s u f f i t  
maintenant d'imposer : 



ainsi a,  b, XS, YS, xi, yi sont dé; i n ? ' ~ i z ~ e r n ~ n t  fixés par les équations 
(47), (48) e t  (52). 

Après avoir remarqué que b(si) = 3a + 3b + 9 
Si 

- - e t  après factorisation du premier terme du développement, on peut écrire 
finalement : 

où N G ~  es t  le nombre de graphes fermés G, à e côtés e t  de même poids 
W G ~  donné par : 

dans g 

où j court sur toutes les  proches voisines de i dans l e  graphe G, 
envisagé . 
On a donc, une nouvel l e  fo i s ,  réussi,  même dans ce cas, à isoler l e  

-b 

terme pzddorninant de la série zo(E). On peut vérif ier  que, lorsque E -+O , 
16 ( a l ,  1 ,  z (E)-+= ~ 1 5  ; résultat du chapitre I I I .  

Puisque la relation (45) a été imposée, seuls l es  graphes f e d s  sont à 

prendre en compte. Les premiers qui interviennent sur l e  réseau cubique 
simple sont des carrés ; étant donné l e  choix particulier de l a  direction 
du champ électrique, tous les carrés ont  l e  même poids : 



Sur un réseau à N sites leur nombre total est 3~ . 
D'après la relation (31) : 

G = lim 3 a 2 - (~ogz(E)) 
E+O p 2 < ~ +  aE2 

Puisque, sur les 15 états,seules les 12 configurations gauches portent un 
dipôle : 

Et, les premiers termes du développement de G sont obtenus de la manière 
suivante : 

2 a2 a 2 
-G = 1 i m  - ( ~ o g  z~(L)) + lim - Log [1 + ~W~(L)] (57) 
5 L+O a~~ L+O a~~ 

L'évaluation de G nécessi te le calcul des limites en L =O de b et de 
ses dérivés successives ; on peut montrer que : 

25 lim bE;=- 
L+ O 9 



Par conséquent : 

a 2  2 l i m  - ( L O ~ Z ~ ( L ) )  = -  
L+O a~~ 3 

a 2  l i m  - L o g ( l + 3 ~ ~ ( ~ ) ]  =-0.00065 
L+O a~~ 

L'expression f i n a l e  du developpement de G en sér ie  de graphes jusqu'au 

quatrième ordre e s t  donc : 

Il e s t  c l a i r  que l e  terme d 'ordre 4 est  une cor rec t ion  minime. 

Le terme d 'ordre 0, GO = - - - 1.6666 e s t  l e  terme prédominant. 
3 

Les mesures expertmentales de l a  constante d i é l ec t r i que  s ta t ique 

(E) dans l a  phase désordonnée peuvent ê t r e  in terprétées en terme de corré- 

l a t i o n s  locales il l ' a i d e  de l a  formule de Kirkwood- F roh l i ch  (40). 

Cette formule nécessite t o u t  d'abord l a  connaissance de l a  constante d ié-  

l e c t r i q u e  E , à "fréquence i n f i n i e ' '  , c  'est-à-di  r e  pour des fréquences 

t e l  l e s  que seules in terv iennent  encore l e s  po la r i sa t ions  électronique e t  

atomique. 11 e s t  toujours t r è s  d é l i c a t  d'adopter une valeur de E, . S i  on 

négl i ge  l a  po la r i sa t i on  atomique qui es t  f a i b l e  devant l a  po la r i sa t i on  

électronique, on a  E, # n2, où n est  1  ' ind ice  de ré f r ac t i on .  Pour t e n i r  , 

compte de l a  polar isat î 'on atomique, une cor rec t ion  a r b i t r a i r e  e s t  i n t r o -  

d u i t e  habituel lement [ Z ]  : E, = 1 .O5 n2 . 

Pour l e  succ inon i t r i l e  en phase p las t ique,  l ' i n d i c e  nD pour l a  r a i e  D du 

sodium a  été mesuré [ 7 ]  en d i f f é ren tes  températures de l a  phase p las t ique : 

a 20°C n g t 1 . 4 4 4  

à 58°C n~  t= 1.437 ( j u s t e  avant l a  fus ion)  



On peut en déduire la valeur approximative suivante pour e ,  en phase 

plastique : 

€, " 1 . 0 5 n ~ ~  - 2.22 
Cette valeur pourrait Btre confrontée aux valeurs connues de la constante 

diélectrique en phase ordonnée (B.T), car dans cette phase les mouvements 

des di pal es sont certainement presque totalement bloqués et 1 a pol ari sati on 

él ectronique et atomique est prédominante. 

Deux résultats obtenus à partir de mesures sur des poudres sont connus : 

ceux de H. White et S.O. Morgan [8 ]  

TOC -40.7 - 76.8 - 190 

et ceux de L .  Rolazta - Sohet [9 ]  

TOC - 88 - 74.5 - 151 

Ces résultats diffèrent trop pour que 1 'on puisse espérer en tirer un 
renseignement. 

D'autre part, i l  est difficile d'établir une comparaison avec les résultats 
de relaxation diélectrique. Un domalne de relaxation a 6té tres clairement 

mis en évidence par Lohguevi 1 le et Fontaine [ 101 . Pour ce domaine, 1 a 
constante diélectrique E '  varie entre 75 et 7 . La valeur la plus basse 
E '  = 7 étant atteinte pour une frequence approximativement égale à 30 GHz, 

il doit exister d'autres domaines de relaxation à plus haute fréquence. 

Fontaine [ 111 a d'ai 1 leurs montré 1 'existence d'un domaine supplémentaire 
en étudiant 1 'absorption infrarouge aux alentours de 100 cm'' . 

Pour utiliser 1 a formule de Kirkwood - Frohl ich, i l  faut connaître 

le moment dipolaire de 'a molécule en phase vapeur ou très diluée. Selon 

le sol vant , les valeurs expérimental es du moment dipolaire communiquées 
[ 121 donnent une val eut moyenne : p = 3.80 0. 

La densité mesurée [ 71 est : 

d = 1.044' en p h s e  plastique. 



En ce qui concerne les mesures de constantes diélectriques s t a t i -  

ques en phase plastique, on trouve dans la l i t téra ture  les  mesures de 
White e t  Morgan [ 8 ]  effectuées sur une poudre ; selon ces auteurs, e l l e  
varie 1 inéairement de 

E X 90 à 235 K ( transi t ion) 

à E # 60 à 320 K (fusion). 

Des mesures récentes e t  plus précises ont ét6 effectuées par Longueville 

[7] sur des monocristaux dont  la ~ r i ~ t a l l i s a t i o n  a eu l ieu dans la cel lule 
de mesure. Nous donnons ci-dessous l ? s  valeurs de la constante d ié lect r i -  
que e t  les  valeurs expérimentales du facteur de corrélation diélectrique 
g (compte tenu de E,, p e t  d don iés précédemment) : 

La valeur de g dépend fortement des valeurs prises pour ,u e t  E,. Cepen- 
dant, dans l e  succinonitrile, pour tous coefficients p e t  Em vraisem- 
blables, g e s t  supérieur à 1. 

On peut constater, de plus, que l a  valeur de g es t  quasiment constante 

sur tou t  l e  domaine de température de la phase plastique (fig.VI-2). La 

legère augmentation quand la température diminue, va dans le  sens de 1 a 

légère augmentation du taux d'isomeres gauches, seuls porteurs de dipôles. 

Ce comportement suggere naturellement que les corrélations sont l iées â 

des phénomënes indépendants de la température. 



Figure IV-2 : Evolution de la constante dî&ctrique statique e 

du succinonitrile en phase plastique (d'après les mesures de 
Longueville [7]) et évolution correspondante du facteur de 
corr6lation diblectrique de Kirkwood g . 



Dihcc~hbhn 

Pour é t a b l i r  une comparaison e n t r e  l e  f a c t e u r  de c o r r é l a t i o n  c a l -  

c u l é  G e t  l e  c o e f f i c i e n t  g expér imenta l ,  il conv ien t  de j u s t i f i e r  b r i è -  

vement l e u r  équivalence dans l e  cas des e f f e t s  s té r i ques  du s u c c i n o n i t r i l e .  

Nous avons montré que, sur  l e  réseau cubique de N molécules, l e  nombre 

t o t a l  de l i a i s o n s  sur l e s q u e l l e s  il n ' y  a  pas du t o u t  d'atomes d 'azo te  

( l i a i s o n s  Cl) e s t  égal à N . Ceci prouve que, même s i  l ' e f f e t  s t é r i q u e  

e s t  s t r i c t  ( a l o r s  q u ' i l  e s t  un peu r e l a x é  dans l a  r é a l i t é ) ,  l e s  conf igura-  

t i o n s  molécu la i res ,  dont l e s  d i p ô l e s  peuvent f l u c t u e r  re la t i vemen t  indé-  

pendamment de 1  eurs v o i s i n s .  

Les e f f e t s  s té r i ques  dans l e  s u c c i n o n i t r i l e  imposent donc certainement une 

décroissance rap ide  des f o n c t i o n s  de c o r r é l a t i o n  ; cec i  assure 1  ' i d e n t i t é  

en t re  G e t  g (du p o i n t  de vue s t é r i q u e ) .  Une j u s t i f i c a t i o n  supplémentaire 

p r o v i e n t  de l a  comparaison avec l e  cas de l a  g lace au s u j e t  duquel une 

d iscuss ion  d é t a i  11 ée du rappor t  e n t r e  G e t  g a  é t é  menée 1 5,131 . Dans 

ce cas, l e s  r è g l e s  de Pau l ing  i n d u i s e n t  des c o r r é l a t i o n s  à longue por tée  

par  l e  f a i t  que l e s  molécules d 'eau ne peuvent pas f l u c t u e r  indépendamment 

de l e u r s  vo i s ins .  O r ,  il a  é t é  montré [ 5 ]  que l ' e x i s t e n c e  de défauts  de 

Bjerrum, même en nombre minime, s u f f i t ,  par  l e  relâchement q u ' i l s e n t r a î n e n t ,  

à assurer  l ' e g a l i t é  e n t r e  G e t  g . 

Le c a l c u l ,  que nous avons développé, permet donc de connaî t re  1  ' e f f e t  

exact  des i n t e r a c t i o n s  s té r i ques  dans l e  cadre du modèle à 15 o r i e n t a t i o n s  

u t i  1  i sé pour d é c r i r e  l e  succi non i  tri 1  e. S i  1 'on  compare 1  a  va leu r  obtenue 

à c e l l e  précédemment ca l cu lée  à l ' a i d e  d 'un  développement moins conver- 

gent en graphes ouver ts  [ 6 ]  : ~ = 1 + 0 . 2 6 5 + 0 . 0 4 2 = 1 . 3 0 8  ; il e s t  c l a i r  

que l a  renormal isa t ion  de l a  s é r i e  de z(E) apporte une notab le  

amél io ra t ion .  

Ces c a l c u l s  montrent  que l e s  c o r r é l a t i o n s  s p a t i a l e s  imposées pa r  l e s  e f f e t s  
' 

s té r i ques  donnent l i e u  localement à un arrangement p a r a l l è l e  des d ipô les  

é l e c t r i q u e s  ( G >  1) e t  ce r é s u l t a t  e s t  en bon accord avec l e s  r é s u l t a t s  

expérimentaux. 

S ' i l  e s t  d i f f i c i l e ,  en p ra t i que ,  d ' e x t r a i r e  une va leu r  t r è s  sûre de g à 

p a r t i r  des mesures expérimental  es de 1  a  constante d i é l e c t r i q u e  s t a t i q u e ,  

cependant son é v o l u t i o n  avec l a  température peut ê t r e  connue avec beaucoup 

p lus  de p réc i  s i on .  O r ,  dans 1  e  succinoni  t r i l e ,  l e  f a i t  , qu'expér imenta le-  

ment g s o i t  quasi -constant  sur  t o u t  l e  domaine de l a  phase p l a s t i q u e ,  



montre que les corrélations dans cette phase sont indépendantes de la 
température comme le  sont celles induites par l'encombrement stérique. 

La renomZisa-bion de Za fonction de partition, que nous avons 

présentde à l'occasion du calcul de G dans le succinonitrile, étend L P  

champ d'application de Za méthode des graphes faibles fermés à tous les 

probZBmes d'effets stériques pour Zesquels Zes différentes configurations 

n'ont pas Za même actiuité. 



Nous avons vu comment l e s  co r ré la t ions  spat ia les,et  p a r t i c u l i è -  

rement ce l l es  dues aux e f f e t s  stériques , peuvent inf luer icer 1  'en t rop ie  

e t  l a  constante d i é l ec t r i que  s ta t ique d 'un c r i s t a l  désordonné. Pour une 

température donnée, on a  dans chacun de ces deux cas l a  mesure des corré-  

l a t i o n s  par une seule valeur numérique. 

Les renseignements 1  es p l  us complets sur 1 'ordre 1  ocal sont donnés par 

l a  d i f fus ion cohérente é las t ique  des neutrons en dehors des taches de 

Bragg. S i  1  ' i n t e r p r é t a t i o n  complète des f igu res  de d i f f u s i o n  expérimentales 

nécessite un ca lcu l  théorique séparé fondé sur un modèle d ' i n t e r a c t i o n  ; 

théor ie  e t  expérience peuvent a lo rs  ê t r e  confrontées de manière t r è s  per- 

t i nen te  pu isqu 'e l les  peuvent l ' ê t r e  en tous les  po in ts  de l 'espace r é c i -  
, - 

proque du c r i s t a l  à t r o i s  dimensions. 

Une conf ronta t ion analogue peut ê t r e  f a i t e  à l ' a i d e  des f igu res  de d i f fu -  

s ion de rayons X. Dans ce cas cependant, l es  f i gu res  expérimentales sont 

l e  r é s u l t a t  de l a  superposi t ion de l a  d i f f u s i o n  é las t ique  e t  de l a  d i f f u -  

s ion iné las t ique  par les  modes de v i b ra t i on .  

Nous reviendrons sur  l e  cas de l a  d i f f us i on  des rayons X par  l a  s u i t e  

(chapi t re  VI ) ,  pour t r a i t e r  des co r ré la t ions  dues à des phénomènes de t o u t  

ou r i e n  dans des c r i s taux  p las t iques pour lesquels sont uniquement connus 

des r é s u l t a t s  expérimentaux sur échant i l lons non deutér iés.  

1) FORMULATION DE LA D IFFUSION ELASTIQUE 

La sect ion de d i f f u s i o n  é las t ique  cohérente des neutrons pour une 

con f igu ra t ion  du c r i s t a l  e s t  donnée par [ 101 : 

* = ~ : b ~  bE exp (- i;[l;-&]) 
d a  k !?, 

où Sk repère l a  p o s i t i o n  du k i è m e  atome du c r i s t a l  par rappor t  à 

1  ' o r i g i n e  

bk e s t  sa longueur de d i f f u s i o n  cohérente a f fec tée  par l e  fac teur  de 

Debye-Wal l e r  

-+ 2n + 
Q =  -(k -Po) e s t  l e  vecteur de d i f f u s i o n ,  où k e t  z0 sont l e s  vec- 

A 
teurs  u n i t a i r e s  dans l e s  d i r ec t i ons  inc identes e t  d i f fusées.  



Les sommations portent chacune sur tous les atomes du cristal. 

La section de diffusion observée est la moyenne de l'expression 
précédente prise sur toutes les configurations possibles du cristal, 

donc sur toutes les orientations des molécules. 

Pour caractériser l'état d'orientation si de la molécule i , on introduit 
un facteur de structure moléculaire défini par : 

où la sommation porte sur tous les atomes de la molécule dans l'orienta- 

tion si considérée. Chacun d'eux est repéré par le vecteur Zk à partir 

d'une origine de la maille ne dépendant pas de la configuration (si) 
(ce peut être le centre de masse si la position de celui-ci ne dépend pas 

de 1 'état d'orientation de la molécule). 

La section de diffusion élastique dans le cas général où i l  y a plusieurs 
molécules par mail le primi tive (molécules ne pouvant se déduire par des 

translations du réseau de Bravais) est donc : 

N v 
@ = < [ Z 2  si) exp 
d a  m=l i = l  

La moyenne est prise sur toutes les configurations du cristal. La molécule 

i de la maille m dans l'état s? a un facteur de structure ~(sy). La 

maille III est repérée par &, ; la molécule i dans cette mai 1 le par il . 
Les sommations portent respectivement sur les N mailles et les v molé- 

cules d'une maille. 

Pour N très grand, on peut admettre que le résultat est indépendant de 
la maille prise pour origine et écrire : 

1 n 
Les moyennes se calculent à 1 'a ide des probabilités doubles P(si, sj) . 



S i  1,'on défini les fonctions de corrélation ~ ( s : ,  5 : )  i l ' a ide  des proba- 
b i l i t é s  simples e t  doubles : 

1 n I n 1 C ( s i ,  s i )  = P(si) P ( s j )  - P ( s i ,  s : )  

ce qui , pour l a  même mol écul e  donne : 

On peut écrire l ' iden t i t é  ( 4 )  sous l a  forme suivante : 

On peut remarquer que l e  deuxième terme ne f a i t  intervenir que l e  vecteur 
-f + -+ 
Ri j = R j  - ~i joignant une des molécules de 1 a mai 1 l e  prise pour origine à 

une quelconque des molécules du cr is ta l  : 

- l e  premier terme e s t  la  tl?'.r,+'raction par l e  cristal  désordonné, concen- 
trée sur les taches de Bragg. 

- l e  deuxième exprime la  (l7:,f,fusim élastique difdfm.se due a u  désordre e t  
modul ée par 1 es corrélations spatiales. rln peut vérifier aisément q u '  i 1 

es t  réel . 

Le terme de diffusion diffuse peut s ' éc r i re  sous une autre forme 
pour fa i re  apparaître ce que se ra i t  la diffusion en dehors des taches de 
Bragg s '  i l  n'y avait pas de corrélations entre mol écul es. On 1 'obtient en 



séparant l a  contribution du terme correspondant à Rik = 0 e t  1 'on peut 
écrire : 

I l  f a u t  noter que si l e  dernier terme de (8)  peut être négatif, le  pre- 
mier est  toujours positif e t  exprime l a  diffusion qui correspondrait à u n  
désordre des mol écu1 es sans aucune corrélation entre el les. 
On peut remarquer qu  ' en 6 = 0 : 

- le  premier terme de (8) est  nul  puisque F ( s i )  = Z bk 
k 

quel que soit 1 ' état si de 1 a molécule (désordre de déplacement e t  non 
de substitution) ; 

- le  terme de corrélation de (8) est  nul également 
puisque : 

Dans 1 a sui te  nous écrirons : 

v 1 v 
= N z  F IF^ 12>- I < F ~ > I ~  + N  z ~ ~ ( 6 )  

d i f f u s  i= l  i= l  

2) DEVELOPPEMENT EN SERIES DE LA DIFFUSION ELASTIQUE ÇOHERENTE : 

EXEMPLE DE LA GLACE HEXAGONALE 

Comme dans l e  cas d u  calcul du  facteur de corrélation diêlectrique 

g , l e  calcul de l a  diffusion élastique pourrait ê t re  mené en évaluant les 
fonctions de corrélations C(si, sk) pas à pas. Dans l e  cas d'interactions 
par tout ou rien, pour lesquelles un developpement en série de graphes 



fermés peut être uti l isé lors du calcul de z , chaque fonction de corré- 

1 ation pourrait étre,  el1 e-même développée, en série de graphes [ l ]  . 
Nous avons déjà signalé les inconvénients de ce procédé : 

- les développements des C ( s i s k )  devraient être tronqués, 
- le  nombre de termes qui interviennent est  forcément 1 imité. 

Une façon d'effectuer une somme infinie est  d'évaluer les transformées de 

Fourier des fonctions de corrélation C ( S ~ ,  sk )  e t  de calculer l a  diffu- 

sion, dans une approximation de phase aléatoire ( R . P . A . )  par exemple [ 2 ]  . 
Quand on uti l ise une te l le  méthode, des hypothèses plus ou moins restric- 
tives doivent être faites concernant l a  propagation de l'ordre. Utilisée 

couramment pour etudier l a  localisation des points cri tiques, dans le cas 
de modèles dérivant de celui de Ising [3], cette méthode es t  moins coq- 
mode dans le  cas d'orientations multiples e t  quand les énerqies d'inter- 
action entre mol écules peuvent devenir infinies . 
Pour la glace qui est  u n  cas d'interactions par t o u t  ou rien pour lequel 
les configurations, sur une liaison, se réduisent à deux états,  Villain 

e t  Schneider [4]  ont  pu uti l iser une approximation meilleure que celle 
de l a  R . P . A .  : la R.W.A. ("random walk approximation") fondée sur une hypo- 

thèse de marche au hasard sur 1 e rgseau. Ceci leur a permis d'effectuer 1 a 
somme infinie e t  d'analyser 1 'effet  éventuel des corrélations à très l o n -  

gue portée dans l e  cadre de cette approximation. 11 faut signaler également 
la  méthode d '  El 1 iot  Marshall [5]  dont 1 'ordre d'approximation est  ce1 ui 
de Bethe e t  mais qui n'est utilisable en pratique que pour des composés 
ferromagnétiques de spi n G 1. 

Nous allons présenter ici un calcul direct de l a  diffusion qui per- 
met de ne pas calculer les fonctions de corrélation individuelles C ( S ~ ,  s k )  

Nous montrerons comment 1 ' on peut, en chaque point 6 , obtenir 1 'expres- 
sion de l ' intensité diffusée sous forme d'un dévelonoement en série calcu- 
lable à l 'aide de graphes. 

Nous développons 1 a méthode de calcul sur le  cas de la glace hexagonale 
(Ih). Bien qu'un calcul de l a  diffusion élastique de la glace a i t  déjà é té  

entrepris (dans l e  cadre de 1 a R.W.A.  [4 ]  ), nous avons choisi de t ra i ter  
ce cas parce que 1 a méthode de développement en graphes fermés a été uti 1 i - 
sée la première fois par Nagle pour calculer 1 'entropie [6,7] e t  la 



constante diélectrique de l a  glace. Les hypothèses de Parlling qui dé- 
terminent les corrélations dans l a  glace expriment u n  phénomène de t o u t  
ou rien ; dans le langage des cristaux plastiques on a l à  u n  modèle de 
Frenkel parfait . 

D'autre part, des expériences de diffusion élastique des neutrons ont 
été effectuées récemment par Schneider [ 8 ]  dans u n  p l a n  (HOL)* e t  par 
J .  Axe [9] dans un plan (HKO)*. De sorte que les calculs peuvent être 
confrontés aisément à l'expérience. 

2-a l??gles de la glace e t  formulation de Nagle eour l a  fonction de ---------- ......................... --- ------------------ 
eartlt lo!,lRes!mel 

Les études cristallographiques 1111 attribuent à l a  glace ordi- 
6 3 4 naire le  groupe d'espace hexagonal P m  mc ( D G h )  11 y a quatre atomes 

#t d'oxygène dans une mai 1 l e  élémentaire (s i  tués aux si tes 1, 2 ,  l", 2 sur 
la figure 1) .  Chaque oxygène est  relié à ses quatre oxygènes voisins par 
des liaisons hydrogènes. Sur chaque liaison 0 - 0  , u n  proton peut prendre 
deux positions, équivalentes, symm&triques par rapport au centre de , la  
liaison. Mais selon les règles de la glace formulées par Pauling, i l  est 
admis habituellement qu'il  y a toujours deux protons près de chaque oxy- 
gène,et seulement deux. Une molëcule d'eau ne peut donc prendre, sur 
chaque s i te  que six configurations, d'égale énergie. Ces six configurations 
sont représentées symboliquement sur l a  figure 2 en associant les flèches 
deux à deux. 

z,, le nombre total de configurations possibles de N molécules 
d'eau du cristal compte tenu des hypotheses de Pauling, s 'écrit selon l a  

formulation de Nagle [ 7 1  : 

Les sommations portent sur les six états possibles de la molécule d'eau 
en un s i te ,  le  produit est limité au ZN paires <ij> de sites proches 
voisins, et  : 



Figure V-1 : Structure de la glace hexa- 
gonale (Ih).  Les quatre types de sites 
où sont situés ies atomes d'oxyghe. 

Figure V-2 : Les six configurations molé- 
culaires possibles en un site, selon les 
règies de Pauling. La présence d'une 
flèche sur un côté issu du site indique 
la présence d'un atome d'hydrogène 
près de ce site. 

Ctj(s i )  = + 1 s i  si est  1 'un des t r o i s  états qui amène 

1 e proton de < i j > , près de 1 ' oxygène i 

= - 1 s i  Si est  l ' u n  des t r o i s  autres états  

Toutes 1 es conf i gurat i  ons qui amèneraient deux protons ou aucun proton 

sur l a  l i a i s o n  < i j >  sont donc automatiquement éliminées par cet te  fa -  

$on d'&r i re  ZN . En développant l e  produit  sur < i j > , on a : 

2N 
Z . . . Z  (;JN[1- L: C . . C j i + Z L ' C i j C j i C k L C ~ k '  * * . ]  
s1 SN côtés 

1 3  

chaque terme peut ê t r e  associé à un graphe t racé sur l e  réseau. 

Les somations de (11)  peuvent ê t re  effecutées sur chaque somnet indépen- 

damnent e t  l a  d é f i n i t i o n  (10) des coef f i c ien ts  Cij(si) montre que l a  

r-el**.jaaa ,: 



est toujours satisfaisante quelle que soi t  < i j > ; d e  sorte que seuls les 
graphes fermés que l'on peut tracer sur l e  réseau interviennent dans (11) ; 
les autres o n t  un  poids nul. 

Les identités suivantes : 

montrent que tous les sommets qui o n t  u n  ou trois côtés adjacents ne con- 

tribuent pas à zN et  impliquent que seuls les graphes fermés ayant un 
nombre pair de côtés adjacents à chaque sommet doivent être calculés. 

On peut donc réécri re ( 11) : 

où N G ~  est le nombre de graphes fermés ayant e côtés de même poids WGe 

dans G 

où j porte sur tous les proches voisins de (i) dans le graphe. Nagle 
a montré, que dans tous les cas, WGe est indépendant du nombre P4 de 

sommets ayant 4 sommets adjacents dans l e  graphe G, . 
P2 oii P2 est le  nombre de sommets de ce ayant deux côtés WGe = (?]  

adjacents. 

tes premiers graphes fermés qui peuvent intervenir sont les "hexagones" 
au nombre de ZN . Si on limite l e  développement en séries ce terme, l a  
valeur obtenue pour 1 'entropie résiduelle de la glace est  : 



S = k Log z, = ~k Log 1; 11 + $11 = 0.8145 cal/deg. mole 

3 1 'estimation de Paul ing é t a i t  S = ~k Log2 = 0.805 cal/deg . mole . L'expression 

(16) montre que par la méthode ut i l i sée  on obtient immédiatement le  terme 
prédomi nant correspondant à 1 ' approximation de Paul i ng . Nagl e a étendu 1 a 
série jusqu'à P2 = 14. 

Le terne de corrélation de la formule (8) montre que, pour un 
cr istal  ayant plusieurs molécules p a r  maille, la sommation sur tout l e  
cr is ta l  doit être effectuée à par t i r  de chacune des molécules d'une mail- 
l e  origine. 

Dans le  cas particulier de la glace hexagonale ( I h ) , i l  y a quatre molécu- 
les par maille. On peut remarquer que les configurations en chacun des 
quatre s i t e s  (1,  l*, 2 ,  2* f ig .  1) ne peuvent ê t re  déduites 1 'une de 

1 'autre pa r  de simples translations du réseau de Bravais : 

- les  six configurations moléculaires de type 1 peuvent se déduire 
deux à deux des six configurations de type l* par inversion e t  i 1 en 
e s t  de même des configurations 2 e t  2*. 

- Les configurations molécules de type (1) e t  (2) peuvent ê t r e  déduites 
l 'une de l ' au t re  par une rotation de il autour  d'une direction pa- 
ra l l è le  à 1 'axe F ( f i g .  l ) .  

Puisque les  atomes d'oxygène ne sont pas touchés par l e  désordre 
protonique, i l s  n'interviennent ni dans l e  terme d 'écart  quadratique, ni 
dans l e  terme de corrélation. 

Donc, pour une configuration moléculaire déterminée si, l e  facteur de 
structure moléculaire F(si) es t  exprimé uniquement comme une somme sur 

3 
les  deux protons correspondants. Soit r i j  l e  vecteur joignant l'oxygène 
(i) au proton proche de (i) s i  tué sur < i j  > . Définissons f i j  comme 
étant l e  facteur de structure moléculaire re la t i f  à ce proton : 



Pour une configuration moléculaire donnée S i ,  F ( s i )  e s t  la somme de 
deux de ces facteurs.  

Par souci de c l a r t é  nous allons développer l e  calcul du terme de 

corréZation ~ ~ ( 6 )  à p a r t i r  d'une des quatre molécules : (1) s i tuée sur 
l e  s i t e  n O l .  Nous montrerons sur l e  calcul de ce terme comment l ' o n  peut 
éc r i r e  1  ' in tens i té  diffusée sous forme d'un développement en sér ie .  

En prenant en compte l a  déf ini t ion de l a  fonction de corrélation C(si, s k )  

( 5 ) ,  on peut éc r i r e  : 

f +--+ N 
+4 xi (6)=- <F1>+2 <Fk>exp(- iQ Rlk)+-X 2 2 F ( S ~ ) F ~ S ~ ) P ( S ~ , S ~ ) ~ X ~ ( - ~ Q  R l k )  

R i  k f 9 RlkfO S1 Sk 

( 1 7 )  
OU encore : 

oü P(sl.. .sN) e s t  la probabili té normalisée de l a  réal isat ion d'une con- 
figuration de 1 'ensemble du c r i s t a l  : 

de sor te  que xi(;) peut ê t r e  développé en sé r i e  de graphes, comme 1 'est 
l a  fonction de part i t ion : 



En plus des identités (12) e t  (13) les identités suivantes peuvent être 
facilement établies ; si  ( j ) ,  (R), ( m )  et  ( n )  sont les quatres sites 
proches voisins d'un oxygène (i) nous avons : 

Les quatre facteurs Ai vérifient 1 ' identité suivante : 

11 faut remarquer que les quatre facteurs f i j  , donc les six facteurs 
F(s i )  e t  par conséquent les quatre termes A i j  dépendent uniquement du 

type du si te  (i) : i l  y a quatre ensembles de ces termes correspondant 
aux si tes 1, l*, 2 ,  2*. Ceux relatifs à l* e t  2* sont respectivement 
conjugués de ceux relatifs à 1 e t  2 .  

Les identités (21) montrent, qu'en plus des graphes fermés qui contri- 
buent seuls à z, , deux types de graphes doivent être pris en compte ici . 
Ce sont - les figures fermées, soit  sur le  s i te  origine ( l ) ,  soit  sur 

u n  s i te  arbitraire ( i)  : leur poids est  différent de celui 
des graphes fermés intervenant dans l e  calcul de la fonction 
de partition en raison des identités (21) applicable au s i te  

(1) OU ( k )  ; 

- e t  les graphes joignant le  s i t e  (1) au s i  te (k). 

La prêsence du symbole de Kronecker dans les identités (21)  exclut t o u t  
autre type de graphe. Les sites (1) e t  ( k )  seuls peuvent être reliés à 

un nombre quelconque de sommets (1, 2 ,  3 ou 4 )  ; t ous  les autres sommets 

dans le  graphe ne peuvent être rattachés qu'à un nombre pair de sommets 

( 2  ou 4) comme dans 1 e cal cul de z, (graphes connectés). 



Evaluons, par  exemple, l e  poids d ' u n  graphe g, dans leque l  

deux sommets (1) e t  (k) o n t  un c ô t é  i n c i d e n t .  S i  g, a  P2 sommets i n -  
te rméd ia i res  avec deux côtés i n c i d e n t s  e t  P4 avec qua t re  côtés i n c i -  

dents, il a P =2P4 + P 2  + 1 côtés. S i  Po i nd ique  l e  nombre de sommets du 

réseau q u i  n ' o n t  pas de côtés i n c i d e n t s ,  l e  nombre t o t a l  de s i t e s  du r é -  

seau e s t  N = P ~ + P ~ + P ~ + Z .  

Le poids Wp(g,) e s t  obtenu en e f f e c t u a n t  l e s  N sommations sur  tous 

l e s  é t a t s  si , en u t i l i s a n t  l e s  i d e n t i t é s  (12) ,  (13) e t  (21-a),  

c ' e s t - à - d i r e  : 

Le poids du graphe dépend donc : 

- du nombre (P2) de sommets i n te rméd ia i res  à deux côtés, 

- de l a  d i r e c t i o n  des côtés i ssus  des s i t e s  (1 )  e t  (k), 

- e t  également du type du s i t e  (k). 

De l a  même façon, l e s  poids des graphes gI, e t  g,,, d é c r i t s  sur  l a  

f i g u r e  3 peuvent ê t r e  ca l cu lés  en u t i l i s a n t  respect ivement l e s  i d e n t i t é s  

(21-c) e t  (21-b) pour l e  s i  t e  (1). 



Figure V-3 : Trois types de graphes à P côtés se rattachant 
a (1) et (k)  et les poids correspondants. 
(j), (Q), (m) et (n) sont les 4 premiers voisins du site 1. 

L'expression (20) montre que les  poids des graphes, t e l s  que 

ceux donnés sur l a  f i gu re  3 doivent ê t r e  m u l t i p l i é s  par (3 /~ )~ /z , .  Un 

des objets de ce paragraphe es t  de red i s t r i bue r  ce r ta ins  termes de l a  

sé r i e  de façon à ce que, au p r i x  de quelques correct ions,  l a  con t r i bu t i on  

de n ' importe quel graphe, r e l i é  à (1)  ou ( e t )  à (k) puisse tou jours  ê t r e  

mis en fac teur  de zN/(3/21N. Cette r e d i s t r i b u t i o n  conduit donc à un ré -  

s u l t a t  indépendant de z, , donc indépendant de tous l e s  graphes fermés 

qui  cont r ibuent  au développement de zN . 
S i  1 'on groupe l e s  termes du développement en sér ie ,  selon Ze nombre de 

côtés dans l e  graphe, considérons les  premiers termes qui in terv iennent  

de façon à i l l u s t r e r  l a  méthode u t i l i s é e  pour ca lcu le r  l e  poids des gra- 

phes e t  pour met t re  en évidence les  r e d i s t r i  but ions possibles . 
Puisque l es  premières f i gu res  fermées pour l e  réseau de l a  g lace hexa- 

gonale sont des "polygones" à s i x  côtés, examinons, t o u t  d'abord, l es  

graphes ayant un nombre de côtés i n f é r i e u r  à s i x  (c 'es t -à -d i re  de type 

!JI>. 

Cont r ibut ion de tous les  graphes à zéro côté : 



Contribution des graphes à P côtés ( P < 6 )  

Les seuls termes qui ne s'annulent pas, sont,  à cause de- (21-a) ,  
(12) e t  (13) des termes du type g, . La contribution de l'und'eux e s t  
donc : 

Contribution de tous l e s  graphes à six côtés 

( a )  l e s  graphes g, de contribution : (3/2IN 
ZN 

W,(g,) 

(b)  pour n'importe quel s i t e  k i l  y  a  : 

- les  hexagones qui ne passent ni par (1) ni par (k) : leur 7, 'r:. 
. - -- - 

r \ 6  
e s t  151 , leur nombre e s t  l e  nombre total  d'hexagones, 

c 'est-à-dire ZN, moins l e  nombre de ceux qui pourraient passer 

par (1) ou ( e t )  ( k ) ;  

- les  hexagones qui passent réellement par (1)  ou ( e t )  ( k )  ; l ' iden-  
t i t é  ( 2 1 - b )  montre que leur  contribution e s t  égale e t  opposée à l a  
contribution de ceux exclus précédemment. 

Donc, l a  contribution to t a l e  des figures fermées e s t  : 

Si  l ' o n  ajoute ce t te  expression à ce l le  de (23) ,  on peut voir 
ZN que l e  début du développement en séries de z, = (3/21N[1 + ,+ . . .] app-a- 3  

raî  au numérateur. Les termes suivants du développement de z, apparaî- 
t ront  dans l e s  poids des figures fermées des ordres P =a,  10, 1 2 ,  14 e t  
finalement la  somme inf inie  des termes t e l s  que (25) compense exactement 
l e  premier terme de xi (5) , (équation 20) .  

Les graphes fermés n'interviennent donc pas explicitement. 



i Contribution des graphes à sept  côtés 

Il n'y a pas de figures fermées à sept côtés, les seuls graphes 

à prendre en compte sont : 

( a )  les  graphes g I  , leur contribution es t  : 

( b )  les graphes t e l s  que : 

où (1) e t  (k) sont proches voisins e t  où 

l'hexagone ne recouvre pas l e  côté (1 ,k )  . 

Pour u n  s i t e  ( k )  donné, le  poids total peut ê t re  éc r i t  comme le  pro- 

duit du poids Wl(g,) du graphe à u n  côté e t  de la somme des poids 

des cycles à six côtés qui ne recouvrent pas le  premier ; leur 
-- - 

nombre es t  ZN moins le  nombre d'hexagones qui pourraient passer 

par (1)  ou ( e t )  ( k )  ; la contribution es t  donc : 

(c) les  graphes de type gII avec P = 7 ( f i g .  3 )  ; pour un  s i t e  (k) dan- 
né, en ut i l i sant  1 ' identi té  (21-e), la contribution totale des douze 

graphes possibles g,, peut ê t r e  écr i te  en fonction de Wl(gI) : 

Si nous groupons le  premier terme de (27)  avec la  contribution 

du graphe correspondant à u n  côté (1 -  k) (équation (24) avec P = 1) , l e  

début du développement en série de ~ , / ( 3 / 2 ) ~  intervient une nouvelle 

fois  au numérateur, les termes suivants du développement interviendront 

pour les autres valeurs de P (>7) . Finalement la somme infinie des t e r -  

mes, t e l s  que le  premier de ( 2 7 ) ,  e s t  égale à : 



Cette va leur  représente d é f i n i t i v e m e n t  l a  c o n t r i b u t i o n  du graphe à un 

cô té  ( 1 - k )  dans l e  premier ordre du développement en sé r ies  de l ' i n t e n -  

s i t é  d i f f u s é e .  

11 e s t  év iden t  que, par  un processus i den t i que  au précédent, l a  con t r i bu -  

t i o n  d 'un  graphe à P côtés i n te rvenan t  dans xi(;) peut  t ou jou rs  ê t r e  

é c r i t e  indépendamment de ( 3 / ~ ) ~ / z ,  . Ceci impl ique,  chaque f o i s ,  une 

sures t imat ion  du nombre de f i g u r e s  fermées i n te rvenan t  e f fec t i vemen t  e t ,  

il e s t  nécessaire de déduire tou tes  c e l l e s  qu i  recouvrent  l e  graphe à P 

côtés.  Cet te " co r rec t i on "  peut elle-même ê t r e  rendue indépendante de 

( ~ / z ) ~ / z ~ J  pa r  d l  au t res  ' cor rec t ions ' .  

, . 
NOUS donnons maintenant l ' e x p r e s s i o n  du développement en se-z. 

de xi (z)  jusqu l à 1  ' o rdre  8.  

On peut é c r i r e  xi(;) sous l a  forme condensée suivante : 

où pour P = 1 à 6 : 

pour P = 7 

pour P = 8 

Pour un ordre  (P) donné, l a  sommation d o i t  ê t r e  f a i t e  sur  tous 

l e s  graphes à P côtés capables de j o i n d r e  sur  l e  réseau l e  s i t e  ( 1 )  à 

n ' importe quel  s i t e  ( k )  sans retour du graphe sur lui-même e t  sans Dou- 

cZage à Z ' o r ig ine .  



Les deux sommets (1 )  e t  ( k )  on t  uniquement un cô té  i n c i d e n t  ; par  consé- 

quent l a  sommation e s t  équ iva len te  à compter tous l e s  graphes poss ib les  

g l  i ssus  du s i t e  ( 1 ) .  

__t 

P u i s q u ' i l  e s t  t o u j o u r s  poss ib le  de t r o u v e r  un vecteur  RIXkX t e l  
3 _I+ 

que R~~ = - R ~ " ~ + R  i 1 e s t  év iden t  que : 

De l a  même façon : 

Le terme de c o r r é l a t i o n  i n te rvenan t  dans 1  'expression de l a  d i f f u s i o n  

e s t  donc : 

Pour un vecteur  6 donné, l e s  éva lua t ions  de xi(;) e t  x2(6 )  
son t  f a i t e s  de l a  même façon à l ' a i d e  d 'un  o rd ina teu r  ; l a  seu le  d i f f é -  

rence p r o v i e n t  de l a  na ture  du s i t e  de dépar t .  

Pour un ordre P donné, l e  programme es t  écr i t  de façon à rechercher tous 

les chemins possibtes par tmt  de l 'origine,  qui ne reviennent pas en ar- 

r i è r e  et  ne bouclent pas à l 'or igine puis de catcuZer l e s  poids corres- 
+ 

pondcnts, c 'est-;-dire l e s  x p ( ~ )  . 

l Nous a l l o n s  comparer nos r é s u l t a t s  théor iques aux expériences de 

I J .  Schneider [8] e t  J. Axe [9]. 

7-1 )  Résu l ta ts  - - - - _ _ _ _ _ _  théorjques- 

Les f i g u r e s  4-a e t  5-a donnent l a  d i f f u s i o n  d i f f u s e ,  c a l c u l é e  

dans l e s  p l  ans (HOL)* e t  (HKO)* du réseau r é c i  proque. Lors de 1 ' e x p l o i t a -  

t i o n  numérique, l e s  v i b r a t i o n s  thermiques o n t  é t é  p r i s e s  en compte en 

i n t r o d u i s a n t  l e s  fac teu rs  de Debye-Waller dans l e s  fac teu rs  de s t r u c t u r e  



moléculaire. Les figures qui sont tracées correspondent aux facteurs de 
Debye-Waller donnés par Peterson e t  Levy à 123 K [ I l ]  . 

En chaque point 6 , l a  diffusion e s t  l e  résu l ta t  de l a  somme du 

terme d 'écar t  quadratique qui correspondrait au désordre seul, sans corré- 
lation,des molécules prenant l e s  s ix  configurations permises e t  du terme 
de corrélation ~(6) . 
Les figures 6-a, 7-a e t  8-a montrent les  huit premiers ordres R ~ ( P  = 1 à 

8) du développement en séries de x(6) e t  ceci pour des extrémités de 
vecteur 5 parcourant les  directions H - K =  1 e t  H - K = O du pl an (HKO)' 

e t  1 'axe [OOLI* . On peut constater que, pour l a  plupart des points , 
les  sér ies  convergent rapidement, mais que 1 'évolution des dififérents 
ordres n ' e s t  pas la  même d ' u n  point 5 à u n  autre.  

Alors que dans l e  voisinage des noeuds de Bragg correspondant à des taches 
non-éteintes, particulièrement autour de 110, 220 e t  504, les  fluctuations 
des ordres successifs sont importantes, on peut noter que, sur l e  noeud 
lui-même, les  contributions des termes des sér ies  sont souvent positives 
e t  semblent converger,tout au moins jusqu'à l ' o rd re  envisagG. 

t ' e f f e t  respectif des corrélations e t  du désordre moléculaire pur e s t  
montré sur l e s  figures 6-b ,  7 -b  e t  8-b ; ceci permet de voir que l ' aspec t  
f inal  de la  diffusion e s t  l e  résu l ta t  assez complexe de leur compétition : 

S i  l 'on  considère l e  voisinage de 100, l'absence de diffusion calculée 
e s t  due à l 'annihi la t ion du terme de désordre par l e  terme de 
corrélation x(Q) . 
Au voisinage de 200, alors que l e  terme d 'écar t  quadratique couvre l a r -  
gement ce t t e  zone d'un plateau de valeurs élevées, l e  rétrécissement de 
l a  zone de maximums qui apparaît  sur les  f'igures 4 -  a e t  5 -  a e t  
l'apparent renforcement sur l e  point lui-même sont dus à u n  amas de va- 
leurs négatives contribuant à ~(6) dans l e  voisinage de 200 e t  à des 

valeurs positives sur l e  noeud. Cet e f f e t  de renforcement de l ' i n t en -  
s i t é  e s t  caractéristique tout  l e  long de la  rangée [zoL]'. 

Le plan (HOL)*  a é t é  étudié expérimentalement par J .  Schneider 
[8], figure 4-b, jusque H = 3 ,  L = 5  . Bien que l a  contamination élastique 

- 



des pics de Bragg crée autour de ceux-ci une zone d ' incer t i tude ,  la  car te  

de diffusion calculée r é f l è t e  assez bien son aspect général. En  particu- 

l i e r  Schneider a trouvé une bande de diffusion élevée t o u t  l e  long de 

[ ~ o L I * ,  dont l a  forme ressemble à ce l l e  montrée sur l a  figure 4-a. 11 en 

e s t  de même pour la zone d '  intensi té  importante comprise entre  004 e t  104. 

Dans l e  plan (HKO)*,  la  diffusion élastique a é té  mesurée par Axe 

e t  Hamilton [ 9 1 ,  figure 5-b. Les figures expérimentales e t  théoriques 

sont t r è s  semblables à quelques dé ta i l s  près. Le t r a i t  principal e s t  

1 'existence d'une zone de maximum tr iangulaire  comprise entre  1 es noeuds 

200, 110 e t  210. 

On peut remarquer cependant que l e  point l e  plus élevé de ce t r iangle  e s t  

expérimentalement plus proche de 110 que celui donné par la  théorie.  Ceci 

e s t  peut ê t r e  dû  à l 'exis tence de modes acoustiques de t r è s  basses f r é -  

quences dans l e  voisinage de ce noeud [ 1 2 ] .  

7 - 3 )  C-51-uçi-ons 1 -Djs-cyssjp, 

J .  Villain e t  J .  Schneider [ 4 ]  ont donné les  t r a i t s  caractér is-  

tiques de l a  diffusion due aux règles de Pauling en calculant les  

fonctions de corrélations correspondantes dans une hypothèse de marche 

au hasard. Procédant par transformée de Fourier, i l s  o n t  pu effectuer 

une somme inf in ie  e t  analyser les  e f f e t s  de corrélations à longue portée 

dans l e  cadre des approximations de la  R.N.A.  Ceci conduit à une singu- 

l a r i t é  de l a  diffusion qui appara î t ra i t  sous les  taches de Bragg ; l e s  

l o i s  de conservation impliquant que la  diffusion s'annule l e  long des 
directions [HOOI*,  [ O K O I *  e t  [ O O L I * .  

Si 1 'on raisonne en terme de développement en sé r i e ,  Vi 11 ain e t  Schneider 

prennent en compte tous les  termes de la  sér ie  mais les termes sont e r -  

ronés à par t i r  de l ' o rd re  6 ,  c 'es t -à-dire  dès que des graphes peuvent 

ê t r e  fermés sur l e  réseau. 

Dans notre calcul les  termes d 'ordre 7 e t  8 sont exacts, l e s  ordres su- 

périeurs ont é t é  négligés mais pourraient ê t r e  pr is  en compte sans grand 

mal . 
Aux ordres 7 e t  8 ,  les  termes -6x1 (5) e t  -12x2($) apparaissant dans les  

relations (31) e t  (32) expriment l ' e f f e t  des graphes qui peuvent boucler 

sur l e  réseau. Leur évaluation permet de connaître l a  différence entre  l e  



terme exact e t  celui q u i  correspondrait à l a  somme des graphes tracés sur 
u n  réseau de Bethe (réseau sans cycle).  L'importance de ces termes cor- 
r e c t i f s  dépend fortement de l a  valeur des premiers ordres du développement 
e t  on peut donc constater,  par exemple, que sur les  noeuds (002) e t  (004) 
ce t t e  correction e s t  t r è s  importante (figures 9,lO). 

En dehors des taches de Bragg, c 'es t -à-dire  l à  où une confronta- 
t ion entre théorie e t  expérience e s t  possible, nous voyons (figures 6-a, 
7-a e t  8-a) que l e  développement e s t  assez convergent pour que 1 'on puis- 
se  se  l imiter au 8e ordre. Le développement en sé r i e  jusqu'à ce t  ordre 
e s t  suff isant  pour fournir l a  figure de diffusion e t  i l  y a bon accord 
entre l 'expérience, les  calculs de V - S  e t  les  nôtres. La différence 
avec l e s  résu l ta t s  de V - S  sous les  noeuds s e r a i t  donc due à des termes 
d 'ordre supérieur de la  sér ie  qui produiraient u n  comportement non ana- 
lytique près de 6 = O . Ce problème e s t  l i é  à l 'existence de corrélations 
à 1 ongue portée de décroissance algébrique (r-') . 

Nous voyons que même dans ce cas de décroissance len te ,  l a  métho- 

de de calcul que nous présentons e s t  eff icace pour représenter l a  diffu- 
sion. Elle e s t  d 'au t re  part simple à mettre en oeuvre pour une large 

- - -- -- 

variété  de problèmes : ceux q u i  peuvent ê t r e  t r a i t é s  par des graphes 
fermés. 

Dans son principe, ce t te  méthode e s t  assez semblable au calcul du facteur 
de corrélation G ,  dans l a  mesure où l ' o n  somme automatiquement l e s  sér ies  
de toutes l e s  fonctions de corrélations jusqu'à u n  cer tain ordre plutôt 
que de sommer les  ordres d'une fonction de corrélation, puis de sommer 
ce l les -c i .  Cette manière de procéder permet d ' introduire  des simplifications 
q u i  ne pourraient intervenir dans le  calcul des fonctions individuelles. 

Si la  sommation inf in ie  ne peut ê t re  approchée en pratique que par u n  
prolongement des sér ies  à l ' a i d e  d'approximants de Padé par exemple, 
c e t t e  méthode présente l 'avantage de donner une valeur exacte des crdres 
caZcuZés. Elle peut donc se rv i r  à t e s t e r  des méthodes approchées qui in- 
troduisent des a l té ra t ions  graphiques dès les  premiers ordres. De plus, 
ce t t e  méthode e s t  u t i l i s ab le ,  à e l l e  seule ,  avec prof i t  dans tous les  
cas de bonne convergence. 



1 Figure V-4.a 



Figure V-4.a : Carte d'isodiffusion de laglace hexagonale calculée (jusqu'au & oràre 
du développement de x ( ~ )  dans le plan (HOL)* - unités arbitraires - . 

Figure V-4-b : Intensité neutronique élastique mesurée par J. Schneider (81 dans le 
plan (HOL)* de la glace hexagonale - unités arbitraires - . 



100 200 
Figure V-5.a : Carte d'isodiffusion de la glace hexagonale calculée (jusqu'au 8e ordre 

du développement de ~ ( a  ) ) dans le plan (HKO)* - unités arbitraires - . 

100 200 
Figure V-5.b : Intensité neutronique élastique mesurée par J. Axe et H. Hamilton [9] 

dans le plan (HKO)* de la glace hexagonale - unités arbitraires - . 





R\\ c n Figure V-6.a : Diffusion élastique de la glace calculée le long de l'axe 

\". H - K = 1 (unités arbitraires). 
Les courbes représentent les huit premiers ordres du développement 
ensériede X ( Q )  : R I  . . . R8. 



Figure V-6 .b : Comparaison des diff6rent.s termes contribuant 
h l'intensité calculée totale (axe H - K = 1). 



Figure V-7.a : Diffusion élastique de la glace calculée le long de l'axe 
H - K = O (unités arbitraires). 
Les courbes représentent les huit premiers ordres du développement 
en série de x ( ~ )  : RI . . . Rg . 



i n t e n s i t é  totale 

Figure V-7.b : Comparaison des différents termes contribuant 
à l'intensité calculée totale (axe H - K = O). 



Figure V-8.a : Diffusion élastique de la glace calculée le long de l'axe 
[OOLI* (unités arbitraires). 
Les courbes représentent les huit premiers ordres du développement 
en série de x ( ~ )  : R I  . . . R8 . 



F i  U4.b : Comparaison des différents tepmes contribuant 
I'anti3- talc* totale (axe [Cl@%]*). 



Voisinage de 002 

Figure V-9 

Figure V-10 

Contributions des differents types de graphe à l'ordre 7 (R7) du dévelop- 
q!ic 3 pement en série du terme de corrélation x ('8). ' ; ICL~ 

R7 = R17 + RP17 
Rt7 = terme correspondant aux graphes de type gl 

2 R1'7 = -- RI 
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Ghapitre V 

GfiLGiJL DE LR DIFFUSION 

ELASTIQUE GOHERENTE 

DES NEUTRONS PRR LA GLfiCE Ih 

R L'flIDE D'UN DEVELOPPEMENT 

EN SERIE DIREGTE 



L'intensité totale du flux diffusé est liée à la présence de tous 

I les défauts de structure qui rompent la parfaite périodicité du réseau 

1 cristallin. Sa modulation dépend de la forme du motif désordonné et tra- 
duit 1 'ordre 1 ocal dû aux corrélations. 

Dans le cas des cristaux moléculaires ordonnés, la diffusion est causée 

essentiellement par les vibrations et librations de la molécule. Dans le 
cas particulier des cristaux plastiques, la diffusion des rayons X est tou- 
jours beaucoup plus intense. Nous avons vu l'exemple du succinonitrile au 
chapitre II. El le résulte du désordre orientationnel plus important des 
molécules, désordre qui provoque l'affaiblissement très important de la 
diffraction aux grands angles de Bragg. 

Les premiers calculs de la diffusion par les cristaux moléculaires 
rrdonnés ont été effectués par Annaka et Amoros sur le cas de l'anthracène 
[ I l ,  en supposant que les molécules vibrent indépendamment l'une de l'autre, 
les librations n'étant pas prises en compte. Le pouvoir diffusant par mole- 

1 cule, en un point de l'espace réciproque de vecteur de diffusion Q, est 
alors donné par la D.F.T (transformée de Fourier différence) 

I(P) = 1 ~ ~ 1 ~  - I F T ~ ~  (1) 

où F0 et FT sont respectivement les facteurs de structure moléculaires 
à 1 'équilibre et affecté du terme de Debye-Waller de vibration à la tempé- 
rature T . Ceci conduit à une répartition théorique de 1 'intensité diffusée 

en assez bon accord avec l'expérience, loin des taches de Bragg. 

Des calculs plus complets ont été effectués notamment par Pawley [ 2 ] ,  uti- 
lisant la théorie des ondes thermiques. L'introduction du couplage des mo- 

lécules permet de rendre compte plus précisément de la diffusion notamment 
au voisinage des taches de Bragg. Loin de celles-ci les résultats sont assez 
semblables aux précédents, car la répartition de 1 'intensité y est déter- 
minée avant tout par la forme de la molécule. 

Dans le cas d'un cristal pZastique, s'ajoute aux vibrations l'effet 
du désordre orientationnel ; les corrélations intermoléculaires structurent 
cette diffusion, mais i J  n'est pas toujours possible d'obtenir des rensei- 
gnements précis sur ces corrélations par 1 'analyse directe des clichés de 
rayons X ; c'est lecas seulement pour des corrélations à portée assez 



1 ongue quand i 1 apparaît des diffusions fortement local i sées . Quand la 
diffusion est dispersée sur une 1 arge plage de 1 'espace réci proque, comme 

c'est le cas pour le succinonitrile, seul un calcul incluant toutes les 
composantes de la diffusion,peut donner lieu à une interprétation. Nous en 
présentons ici une évaluation semi-quantitative. 

La formulation, que nous donnons dans le paragraphe 1, est fondée sur l'hy- 

pothèse que le modèle de Frenkel est applicable et que l'agitation thermi- 

que est indépendante du désordre orientationnel. Ceci permet d'évaluer la 

moyenne de l'intensité en deux temps, sur les vibrations, puis sur les 

orientations d'équilibre. 

Dans le paragraphe 2, nous appliquons cette formulation au succinonitrile 

et nous cherchons, en particulier, à voir quelle peut être l'influence 

exacte des effets stériques sur la diffusion. Par un calcul préliminaire 

approché [ 3 ]  , nous avons déjà montré, en effet, que 1 'influence des effets 
stériques devait être prédominante sur la localisation des anneaux de 

diffusion. 

1) FORMULATION DE L' INTENSITE DI FFUSEE 

Supposons qu'il y a une molécule par maille et que cette molécule 
est rigide. 

Un atome j de la molécule m, dans la position instantanée repérée 
3 -  par le vecteur R, + r? + um , diffuse une onde d'ampli tude 

J 1 

+- +- 
A(Q)  = A,(P) f? exp i Q ( R ~ +  r: t U* ) 1 ' -  - - 1  3 

+- 
où A,(Q) est l'amplitude diffusée par un électron libre dans les conditions 

de 1 'expérience, 

fj est le facteur de diffusion de 1 'atome j , 
+- 
Q est le vecteur de diffusion, 
4 -+ 
rmt U? repère la position instantanée de 1 'atome j par rapport à 

J 1 
l'origine de la maille m où est centrée la molécule, 

-t. 

um est le déplacement thermique de cet atome ; c'est la somme des mouve- 
j 3 A - 

ments de translation et de libration : U? = tm t 8 3  
1 3 ( 3 )  



-f 4 

s i  les  l ibrat ions sont d'amplitude assez f a ib l e ,  a lors  B m  = $ -4 rm 
I j 

( : vecteur de rotation),  sinon, on peut prendre une expression du 

type de ce l le  proposée par Willis e t  Pawley [ 4 ] .  

L'ampl itude de 1 'onde diffusée par une configuration instantanée du 

c r i s t a l  s ' é c r i t  : 

Selon notre hypothèse, l ' i n t e n s i t é  observée e s t  donc : 

I(Q) = <A(;) A*(;) > conf 

où l a  barre horizontale représente l a  moyenne prise sur les  vibrations e t  

l ib ra t ions  pour une configuration d'ensemble donnée ; la moyenne e s t  pr ise  
ensui t e  sur l e s  configurations, donc : 

4 --+ - 
1 )  1 )  Z f r  f: exp exp iim (UT-u:)> 

m , p  j , k  

Dans l e  cas d ' u n  c r i s t a l  non désordonné, on montre que [ 5 ]  : 

3 + 
= e  -MT e - @ exp ( Q *  uj) (5 up) k 

1 
-+ 

où m " = - I l & ~ ~ 1 2  e s t  l e  facteur de Debye-Waller de l'atome j de 
3 

la molécule m . 

NOUS admettons que l ' on  peut éc r i r e  ceci pour chaque configuration : 



Dans l e  cas des c r i s t a u x  p a r f a i t s ,  l a  d i f f u s i o n  thermique a pour o r i g i n e  

e s s e n t i e l l e  l e s  ondes acoust iques qu i  se propagent dans l e  c r i s t a l .  O r  l e s  

expériences de d i f f u s i o n  neutronique cohérente i n é l a s t i q u e  montrent  que ces 

modes acoustiques e x i s t e n t  auss i  dans l a  p l u p a r t  des c r i s t a u x  p las t i ques .  

Aussi, nous prendrons en compte l e s  couplages e n t r e  l e s  v i b r a t i o n s  d 'en-  

semble des molécules en nég l igeant  l e s  couplages e n t r e  l e s  l i b r a t i o n s  des 

molécules, a i n s i  que l e s  couplages l i b r a t i o n  - v i b r a t i o n .  A l a  vue des r é s u l -  

t a t s  sur l e s  c r i s t a u x  p a r f a i t s  [ Z ] ,  on peut admettre qu 'un  t ra i t emen t  ap- 

proché des couplages de v i b r a t i o n  d o i t  ê t r e  s u f f i s a n t  pour p r é v o i r  semi- 

quant i ta t i vement  l a  r é p a r t i t i o n  de 1  ' i n t e n s i t é  d ' o r i g i n e  thermique. 

Ceci r e v i e n t  à é c r i r e  : 

- pour des molécules d i f f é r e n t e s  (m f r) : 

exp ( Q . u y )  (6 ) = exp ( c e t 3  (6. 

__f 

que 1  'on no te  exp 4 ( R ~ ~ )  . 
Nous admettons que ce couplage e s t  indépendant des con f i gu ra t i ons  

d ' o r i e n t a t i o n .  

- au se in  d'une même molécule ( m = p )  : 

1 On peut  no te r  que --@(O) e s t  l e  f a c t e u r  de Debye-Waller de t r a n s l a t i o n .  
2 

Le second terme e s t  dû au f a i t  que, au s e i n  d 'une même molécule r i g i d e ,  l e s  

l i b r a t i o n s  d'atomes d i f f é r e n t s  sont co r ré lées  e t  en général d 'ampl i tude 

d i f f é r e n t e .  

U t i l i s a n t  l a  d é f i n i t i o n  des fonc t i ons  de c o r r é l a t i o n  (V-5) , le  c a l c u l  

de l ' i n t e n s i t é  moyenne (en u n i t é  é lec t ron ique )  condu i t  à : 



T* + -  1(6) = 2 2 Z 2 F;(S~) P ( s m )  F ( sp)  P(sp) exp i Q %p 
m p S m  Sp P 

où le  facteur de structure moléculaire, affecté des ternes de Debye-Waller, 
pour une molécule m dans 1 'orientation Sm est  donné par : 

En isolant 1 a contri bution ( m  = P) d u  dernier terme, I(;) s ' éc r i t  : 

I ( Q )  = ~2 / < F ~ > I ~ A ( ; )  (12-a) 

+ -t + Z Z. 1<FT>l2 [exp) (g - 11 exp i Q %p ( 12 -b )  
m P  

es t  l e  facteur de structure moléculaire affecté du seul facteur où Flib 
Debye-Wal l e r  de 1 ibrati  on .  

Le premier terme (12-a) exprime l a  diffraction par l e  cr is ta l  moyen, 
affectée par les termes de Debye-Waller. 

Le deuxième terme (12-b) exprime la diffusion due à l 'agi tat ion 
thermique (vibrations).  Comme on l e  f a i t  pour les  cristaux moléculaires or- 
donnés, ce terme peut ê t re  calculé en développant en sér ie  l'exponentielle, 



ce qui conduit aux pouvoirs diffusanis d'ordre successif. Pour des angles 
de Bragg pas trop importants, on peut se limiter au pouvoir diffusant du 
premier ordre et : 

Ce terme s'évalue par un développement en ondes thermiques des vibrations 
des molécules moyennes. Le pouvoir diffusant du premier ordre s'écrit alors : 

où r est la masse d'une molécule, est un vecteur centré à 1 'origine 
d'une zone de Brillouin telle que 6 4 soit un vecteur du réseau réciproque. 
La samation est effectuée sur les modes normaux dont les vecteurs pro- - * - -  - - A -  + +  p ~ e s  unitaires correspondants sont les ( )  ; E , )  est 1 'énergie moyenne 
d'un mode. La courbe de dispersion w (q) peut être estimée à partir d'un 
modèle de dynamique pour les mol écules moyennes. Les coefficients de coupla- 
ge de translation se déduisent des vitesses des ondes acoustiques quand 
celles-ci sont connues. 

Le trofsième terme (12-c) exprime la diffusion due au désordre d'o- 
rientation des molécules et au désordre de libration quand les corrélations 
entre mol~cu1es ne sont pas prises en compte. 

On peut faire les remarques suivantes : - 
- S'il n'y avait pas d'agitation thermique de libration le terme (12-c) 
s'écrirait simplement : 

où les moyennes sont prises uniquement sur les orientations. 
__t - En 1 'absence de couplage de vibration (@(R;) = O  pour nmp #O) , le 

terme (12-b) s 'écrit : 

et la somme incohérente de (15) et de (12-c) devient alors : 



Dans l e  cas d'un cr is ta l  ordonné pour lequel les librations ne sont pas 
prises en compte, on retrouve donc l a  D.F.T d'Amoros (1).  

Le dernier terme exprime l ' e f f e t  des corrélations intermoléculaires 
t e l l es  que nous les avons évoquées précédemment (V-8) : c 'est  1 'analogue de 

x (6) 
Ce terme apparaît corrigé par exp($) qu ' i l  e s t  aisé d'évaluer à par t i r  
d'un modèle de Debye pour les vibrations acoustiques ( l es  calculs, que 
nous avons effectués sur des cas concrets, ont montré q u ' i l  peut au maxi- 
mum modifier 1 e terme de corrélation x (;) de 10 %). 

2) DIFFUSION DES RAYONS X PAR LE SUCCINONITRILE 

Du point de vue stérique, seule intervient la position des atomes 
d'azote . Nous avons vu au chapitre I I  que : 

- en ce qui concerne les molécules gauches, deux, e t  deux seulement,am6nent 
leurs atomes d'azote au voisinage du même axe. Selon la numérotation in- 
diquée sur l e  tableau (11-2) ce sont par exemple les mol~cules (1,s)  e t  

(7,3) ; el les  amènent toutes deux 
leurs atomes d'azote au voisinage 
des demi-axes 3 e t  4 ( f ig .  VI-1). 
Comme nous l'avons f a i t  lors de 

l 'étude de la constante diéfec- l Al 
trique, nous allons confondre ces 
deux configurations gauches en u n  
même é t a t  moyen dénommé (3 ,4 )  de / 1 

où les f ( i , j )  désignent les facteurs de structure moléculaire de base. 

- en ce qui concerne les molécules trans, i l  y en a quatre qui amènent 
leurs atomes d'azote sur les mPmes axes. On les confond en u n  même ë t a t  
t e l  que, par exemple : 



Dans l e  calcul du terme de désordre pur ((V-8 a )  e t  (VI-12 c ) )  les  facteurs 
de structure de base sant u t i l i s é s  ; par contre, l e  calcul du terme de cor- 
rélation e s t  f a c i l i t é  par l ' in troduct ion des facteurs de s t ructure moyens. 

Ceci n 'a f fec te  en r ien.  l e  resul t a t ,  puisque l e s  corrélations d 'or igine s té-  
r i  que ne peuvent pri v i  1 égier 1 ' une  ou 1 ' autre des configurations amenant 
des atomes d'azote au même endroit .  

La fonction de partition s ' é c r i t  (III-13,16);(IV-43) : 

où la  sommation porte sur  les 1 5 N  é t a t s  ; avec 

La probabilité normalisée de réal i  s a t i  on d ' une configuration 
s ' é c r i t  donc : 

Comme cela a déjà é té  f a i t  dans l e  cas de la glace,  x ( G )  peut ê t r e  dévelop- 
pée en sé r i e  à par t i r  de la  formule (V-18) : 

+ . ., 
où les  sommations (~3 portent sur les  s i  t e s  du réseau cubique simple sur 
lequel se  produit l ' e f f e t  stérique. Les deux sous réseaux cubiques simples, 
correspondant au réseau réel cubique à corps centré,diffusent dans ce cas, 

en e f f e t ,  de façon incohérente. 



En imposant la relation de fermeture, les identités suivantes inter- 
viennent dans le calcul des premiers graphes : 

où j ,  k  et a sont des sites voisins de i . 
Ainsi que : 

où F( j  ,k) est le facteur de structure moléculaire d'une molécule (i) 
ayant ses atomes d'azote dans les directions ( i - j )  et ( i - k )  ; CF> est 
le facteur de structure moléculaire moyen 

relation valable pour des sites j, i et k non alignés. 

On peut vérifier que : 

Z A i j  = 15<F> (2x- 4y) = O 
j 

(26 )  

Comme dans le cas de la glace, le poids des graphes non nuls qui 
interviennent dans le calcul de x (6) se déduisent de ces relations ; pour 
les premiers ordres ce sont les graphes connectés qui joignent deux sites 
1 et k. 

En effectuant les corrections nécessaires, à chaque ordre du déve- 
Z N loppement pour faire apparaître le facteur [-] , on peut finalement 
20 



donner le développement en série suivant, classé suivant le nombre de 
côtés croissants (p) : 

Aux ordres supérieurs à 3, les termes du type de ceux exprimés en (28) 

interviennent toujours, mais i l  s'y ajoute la contribution des graphes 

que 1 ' on peut fermer sur 1 e réseau. Comme on 1 ' a vu en traitant 1 e pro- 
blème de la glace, le poids de ces graphes, diffère selon qu'ils passent 

ou ne passent pas par les s i t e s  ( i )  et (k). Les contributions des graphes 
fermés sont détaillés en Annexe 2 pour l'ordre 4 (carrés). 

2-b Calcul-be-la-blff~sIo!-to,taI~-e,t~someara~~~!-~!~s-L~~z~~~i~!~~ 
Expérimentalement (c f .  chapitre II), le premier halo de diffusion 

correspond approximativement à la répartition de l'intensité diffusée sur 

une sphère centrée à 1 'origine du réseau réciproque,de rayon 0.28 A-'. 

Mous avons choisi d'étudier théoriquement la diffusion dans le plan 

(110)* plutôt que dans le plan (100)*, car, à part la tache de Bragg (llD), 
i l  n'y a pas, dans ce plan, de taches de diffraction au voisinage du halo 
de diffusion expérimental. On n'y est donc pas gêné par l'influence de la 

diffusion thermique intense qui avoisine ces taches. 

La diffusion expérimentale intersecte l'axe d'ordre 3 à proximité 

du noeud (Ill), tache éteinte pour 1 e réseau cubique centré. Le voisinage 

de l'axe d'ordre 3 est donc une zone intéressante pour étudier l'influence 

des corrélations. 

Si, le long de l'axe d'ordre 2 le calcul du pouvoir diffusant 

d'ordre 1 est nécessaire, en particulier près de la tache (110) ; par contre, 
dans toute zone éloignée des taches de Bragg, il n'est pas indispensable 

de le calculer pour connaître la répartition spatiale de la diffusion 
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. 
thermique puisque l a  D.F.T donne une représenta t ion  c o r r e c t e  de c e l l e - c i  

dans l e  cas des c r i s t a u x  ordonnés. 

Nous u t i l i s e r o n s  donc l ' e x p r e s s i o n  (16) pour représenter  l a  d i f f u -  

s ion  due à l ' a g i t a t i o n  thermique e t  au désordre d ' o r i e n t a t i o n  des molécu1es 

sans c o r r é l a t i o n ,  l e s  fac teu rs  de s t r u c t u r e  mo lécu la i re  é t a n t  ca l cu les  à 

l ' a i d e  des r é s u l t a t s  de l ' a f f i n e m e n t  de l a  s t r u c t u r e  [61 .  

Son é v o l u t i o n  l e  long de l ' a x e  d ' o r d r e  3 e s t  donné su r  l a  f i g u r e  

V I - 2  a i n s i  que l a  d i f f u s i o n  expérimentale co r r i gée  de l a  d i f f u s i o n  par  l ' a i r  

e t  de l a  d i f f u s i o n  Compton. Ces courbes présentent  chacune un maximum rnar- 

qué dont l e s  p o s i t i o n s  ne co ïnc ident  pas : 

maximum caZcuZé en 0. 158-1 

maximum expérimental en 0.28 

Nous avons v é r i f i é  que c e t t e  discordance ne pouva i t  pas ê t r e  due à l ' i m -  

p r é c i s i o n  avec l a q u e l l e  sont  connus l e s  fac teu rs  de Debye-Waller. 

Nous avons c a l c u l é  l ' e f f e t  des c o r r é l a t i o n s  dues aux i n c o m p a t i b i l i t é s  s t é r i -  

ques à 1  ' a i  de du développement en s é r i e  de x (6) exposé précédemment. Les 

quat re  premiers ordres du développement de x (5) su ivant  1  'axe d ' o r d r e  3, 

sont  donnés sur  l a  f i g u r e  V I - 3 a  ; a i n s i  que l a  somne des c o n t r i b u t i o n s  à 

x(Q) j usqu 'à  c e t  o rdre  ( f i g .  V I  - 3 b) . On constate que ce développement 

converge rapidement en tous l e s  p o i n t s  de l ' a x e .  L ' e f f e t  des c o r r é l a t i o n s  e s t  

for tement  négat i f  au vois inage de 0 . 1 5 8 - l  e t  positif en 0.27l-i-l. 

La somme des termes con t r i buan t  à l a  d i f f u s i o n  théor ique sont r e -  

po r tés  sur  1  a  f i g u r e  V I  - 4 . Les corrB2ation.s imposées par l e s  e f f e t s  s t é -  

piques ont pour e f f e t  de repousser Ze maximum thdorique du côté des grands 

m g l e s  de  Bragg. L 'accord  en t re  t h é o r i e  e t  expérience e s t  maintenant beau- 

coup p lus  sat is fa isar-k .  La c o n f r o n t a t i o n  e n t r e t h é o r i  e  e t  expérience montre 

q u ' i l  y a  encore cependant un désaccord aux p e t i t s  angles de Bragg ; mais il 

faut  n o t e r  que l e s  mesures expérimental  es manquent de p r é c i s i o n  pour 

< 0.1A-1 du f a i t  de l a  d i f f u s i o n  par  1 ' a i r  t r è s  importante dans ce do- 

maine e t  q u ' i l  e s t  d i f f i c i l e  de c o r r i g e r  exactement. 

La f i g u r e  V I  - 5 représente l e  p lan  (110)* du réseau réc iproque s u r  

leque l  on a  t r a c é  l e s  l i g n e s  des c r ê t e  : 



Figure VI-5 

- - - - - - - -  diffusion calculée sans effet stérique 

diffusion calculée avec effet stérique 

diffusion expérimentale 



- de l a  diffusion expérimentale 
- de l a  diffusion calculée sans prendre en compte les effets  stériques - de la diffusion calculée totale (avec les ef fe ts  stériques).  

On peut constater que, dans tout l e  plansles ef fe ts  stériques entre 
molécules secondes voisines o n t  pour ef fe t  général de repousser l a  diffusion 
vers des angles de Bragg plus importants,ce qui tend à accorder expérience 
e t  théorie. Cependant, s i  les  lignes de crête coïncident bien au voisinage 
de 1 'axe [111]*, i l  n 'y a pas accord parfait au voisinage de  l 'axe [110]'. 
Sur cet  axe, l a  diffusion d'origine thermique a été calculée à l ' a ide  des 
constantes élastiques expérimentales : el 1 e ne donne 1 ieu à aucun maximum 
entre les taches de diffraction 110 e t  220. 

La position du maximum de diffusion expérimentale, au voisinage de 

cet axe ne peut donc s'expliquer par la seule prise en compte du désordre 
orientationnel, des effets stériques entre secondes voisines e t  des vibrations 
acoustiques. Pour jus t i f ier  complétement l a  position du halo expérimental , i 1 

faudrait prendre en compte des corrélations d'autre origine , en particulier 
les corrélations dues aux interactions entre premières voisines qui, p Q u r  
ê t re  moins restrictives,ne sont certainement pas négligeables. 



Ghapitre VI1 

M F L U E N G E  DES EFFETS 

STERIGIUES S U R  QUELQUES 

PROPRIETES PHYSIQUES DU 

GYGLOHEXflNE, DE Na' GN' ET DE 

GERTflIMS DERIVES DU BENZENE 



1) EFFETS STERIOUES ET ENTROPIE DE TRANSITION DU CYCLOHEXANE 

Compte tenu de l a  d e s c r i p t i o n  de l a  s t r u c t u r e  de l a  phase p l a s t i -  

que du cyclohexane, d é c r i t e  dans l e  c h a p i t r e  11-5.1, on v o i t  q u ' i l  y a  

recouvrement s t é r i q u e  de deux molécules premières vo i s ines  s i  e l  l e s  son t  

dans des con f i gu ra t i ons  t e l l e s  que chacune amène un atome de t ype  H ( e l )  

ou H(e2)  au vo is inage de l ' a x e  d ' o r d r e  2  qu i  l e s  j o i n t .  

Nous a l l o n s  éva luer  l ' e n t r o p i e  de c o n f i g u r a t i o n  de c e t t e  phase. Le pro- 

blème e s t  p lus  simple que c e l u i  du s u c c i n o n i t r i l e  puisque, d 'ap rès  \es au- 
t eu rs  de l a  s t r u c t u r e ,  il n ' e x i s t e  pas à l ' é t a t  s o l i d e  p l u s i e u r s  confor- 

mations de l a  molécule. 

La f o n c t i o n  de p a r t i t i o n  du problème a  l a  même forme que c e l l e  

donnée pour l e  s u c c i n o n i t r i l e  (111-16) ; mais l e s  d i f f é r e n t s  é t a t s  d'une 

molécule ont ,  c e t t e  f o i s  c i ,  même poids e t  il n ' i n t e r v i e n t  pas de f ac teu rs  

g(si). 

S i  l e  c r i s t a l  c o n t i e n t  N molécules, l e  p r o d u i t  e s t  étendu aux 6~ l i a i -  

sons <ij> du réseau cubique à faces centrées e t  l a  sommation p o r t e  sur 
1 es 2 4 ~  conf igura  t i  oris o r i e n t a t i o n n e l l  es. 

Le nombre de l i a i s o n s  de type C2 e s t  égal à 4 ~ ,  c e l u i  de type Cl e s t  

égal à 6 ~ - 4 ~ = 2 ~  ( c f .  c h a p i t r e  111-9.2). 

La d é f i n i t i o n  des c o e f f i c i e n t s  Cij(si) é t a n t  l a  même que c e l l e  donnée en 

( I I I -13) , la  c o n d i t i o n  de fermeture (111-23) s ' é c r i t  : 

8 ~ - 1 6 ~  = O s o i t  y = 1 ; x = 2 

En e f f e t ,  du p o i n t  de vue s té r i que ,  l e s  24 o r i e n t a t i o n s  molécu la i res  se 

r é p a r t i s s e n t  en t r o i  s groupes correspondant respect ivement aux t r o i s  p a i r e s  

d 'axes d ' o r d r e  2 perpend icu la i res  en t re  eux contenus dans des p lans de 

type C1001. 

Le terme prépondérant de l a  f o n c t i o n  de p a r t i t i o n  a  donc pour va leu r  : 

A ce niveau d 'approximat ion,  l ' e n t r o p i e  de c o n f i g u r a t i o n  e s t  donc : 



A 'conf = ~ k L o g  zo = ~ k L o g  (8.428) = 4.235cal/deg. mole 

Les corrélations dues aux effets stériques réduisent fortement l'entropie 

de configuration : ~k Log 24 - ~k Log zo > 2 cal/deg. mole ,. De sorte que la 
variation d'entropie mesuree à la transition ( A s t  = 8.65) est environ le 
doubf e de ce1 le-ci. Si 1 'on porte crédit à la description de la structure 

donnée par Kahn et al., on voit donc que les effets stériques ne peuvent en 
aucun cas être négligés dans une étude de la phase désordonnée. 

L'écart entre  AS,,,^ et A s t  peut cependant sembler important si 
l'on attribue uniquement celui-ci à la dilatation du réseau et aux varia- 

tions de fréquence à la transition. 

Plusieurs rai sons peuvent être invoquées qui entraîneraient une diminution 

de cet écart : 

- Le modèle décrit par Kahn et al. 111 est correcte, mais, lors de l'affi- 

nement de structures aussi désordonnées, la connaissance des coordonnées 

atomiques n'est pas très précise. Il est donc difficile de déterminer 
exactement tous les recouvrements possibles entre molécules voisines. Il 
se peut que les incompatibilités stériques r é e l l e s  soient moins nombreu- 

ses que celles auxquelles conduit l'analyse brute des résultats de la 

structure. Il faudrait cependant envisager un relâchement très important 
des effets stériques pour que le gain en entropie soit notable. Ceci sem- 

ble peu compatible avec la taille des molécules. 

- Pour justifier une valeur plus grande de l'entropie de configuration, on 
pourrait bien entendu mettre en doute le modèle de base ; en particulier 

le choix qui a été fait, au début de l'affinement, de la conformation 

moléculaire en phase plastique. 

Il existe en effet d'autres formes moins stables de la molécule de cyclo- 
hexane : une forme bateau de symétrie C2v et 1 'ensemble des configurations 
moléculaires intermédiaires entre les formes chaise et bateau (formes dites 

"flexibles" [ Z ] ) .  A l'état liquide et gazeux, i l  existe un taux non négli- 
geable de ces variétés mol éculai res [ 3 ]  . Si la phase cristal 1 ine ordonnée 
(II) contient uniquement les variétés chaises, i l  n'est pas impossible 
a priori que le passage à la phase plastique ne se caractérise pas par l'ap- 

pari tion de formes "flexibles" , ce qui augmenterait le nombre de configu- 
rations possibles. 



. 
Un moyen de t e s t e r  l a  va l id i té  du modèle e t  l a  nature des corrélations 
intermolécb'aires s e r a i t  d 'é tudier  la  diffusion élastique. 

DE SODIUM 

Le cyanure de sodium N,CN présente une phase "plastique" en t re  
288 K. et  837 K. Dans c e t t e  phase l e  c r i s t a l  e s t  cubique a faces centrées 
( F m 3 m )  avec une structure de type N,cR. I l  y a quatre unités formulaires 
par maille cubique. La symétrie du s i t e  de 1 ' ion CN' é tant  Oh , l e  désor- 
dre dans ce t t e  phase e s t  dû essentiellement à l a  réorientation- de ce t  ion. 
Ses orientations ne sont pas décrites à proprement parler par un modèle de 
Frenkel mais l e s  résu l ta t s  de diffract ion des neutrons obtenus par 
J.M. Rowe e t  a l .  [ 4 ]  précisés par une étude récente de diffusion Raman 
par D .  Fontaine [ 5 ]  montrent que l ' i o n  CN-prend de façon préférent iel le  
des orientations dirigées selon les  directions < 100> du cube ( f ig .  1). 

Figure VII-1 : Densité de 
probabilité d'orientation 
P(S2 ) de l'ion CN- dans 
un plan (110) d'après 
J.M. Rowe et al. [4]. 



. 
Ce résultat semble contradictoire avec l e  f a i t  que la  longueur de l'enve- 
loppe de Van der Waals de l ' ion  CN' e s t  p lus  importante que l'espace l ibre  
entre deux atomes de sodium situés sur u n  même axe [ ~ o o ]  (Fig.  2) .  

Figure VII-2 : Enveloppe de Van der Waais des ions Na+ et CN-. 
Mise en évidence de l'encombrement stbrique. 

La réorientation des c ~ ' n e  peut donc se comprendre que s i  les  cations 

se déplacent l e  long de < 100> . J . M .  Rowe e t  al . [ 4 ]  o n t  montré en effe t  
que l'affinement de la structure conduit à des facteurs de Debye-Waller 
t rès  importants pour 1 ' ion N: ; ce qui correspond à des déplacements 

quadratiques moyens : 

<u;>''~ # 0.261\ 

I l s  en ont conclu que ceci re f lë ta i t  certainement un déplacement au hasard 
+ 

des ions N~ qui n'est pas purement d'origine vibratoire. 

Récemment D.  Fontaine [5] a montré que les temps de vie de libration e t  
de réorientation mesurés ne. sont pas compatibles avec un  modël e statique 
où 1 'environnement d ' u n  CN- en rotation sera i t  fixe en position. I l s  



. 
peuvent s ' i n t e r p r é t e r  par  con t re  dans l e  cadre d ' u n  modèle dynamique où 

l a  r é o r i e n t a t i o n  d ' u n  i o n  CN- e s t  c o r r é l é  à un déplacement "statiquew 

impor tan t  des i ons  N:. 

D'au t re  pa r t ,  P.liche1 e t  Nauds [6] o n t  montré qu 'un couplage f o r t  e n t r e  

t r a n s l a t i o n s  e t  r é o r i e n t a t i o n s  condu isa i t  à des fonc t i ons  de réponses neu- 

t ron iques en accord q u a l i t a t i f  avec l e s  r é s u l t a t s  experimentaux. 

Nous cherchons i c i  q u ' e l l e s  peuvent ê t r e  l e s  i m p l i c a t i o n s  de t e l l e s  c o r r é -  

l a t i o n s  sur l e s  f i g u r e s  de d i f f u s i o n  des rayons X. 

- Puisque l e s  enveloppes de Van der  Waals du carbone e t  de l ' a z o t e  o n t  

quasiment même rayon e t  que 1  ' i n f l uence  s t é r i q u e  de l ' i o n  CN- se p r o d u i t  

a l a  f o i s  sur  l e s  deux ions  N: adjacents, nous supposons que 1 ' i o n  CN- 

e s t  parfaitement symétrique du point de vue stérique e t  que son cen t re  de 

masse e s t  s i t u é  sur  un noeud du réseau cubique. Du p o i n t  de vue de l a  d i f -  

f u s i o n  des rayons X c e t t e  hypothèse e s t  par fa i tement  l é g i t i m e  puisque 

l ' a z o t e  e t  l e  carbone o n t  des fac teu rs  de d i f f u s i o n  t r è s  v o i s i n s .  

- Compte tenu des r é s u l t a t s  de 1  'a f f inement  de l a  structure,nous supposons 

de p lus  dans n o t r e  c a l c u l  que l e s  ions  CN- prennent t r o i s  orZentations 

&quiprobables 1  e  long des t r o i s  axes < 100> . 

- Puisque nous nous in téressons i c i  à 1  ' i n f l u e n c e  s t é r i q u e  des ions  CN- 
+ + 

sur  l e s  ions  N,, nous supposons e n f i n  que l e s  i ons  N, se déplacent  s u i -  

vant  l e s  d i r e c t i o n s  <100> de façon à ce que l a  symétr ie  Oh s o i t  r e s -  

pectée. Nous décr ivons l e u r  déplacement par  un modèle à s i x  posi-' l . ~ ~ n s  

équiprobables s i tuées  sur  ces axes de p a r t  e t  d ' a u t r e  du s i t e  ; l a  d i s -  

tance â c e l u i - c i  é t a n t  p r i s e  égale à l ' a m p l i t u d e  quadrat ique expérimentale. 

Dans l e  cadre de ce modèle il y a  i n c o m p a t i b i l i t é  s t é r i q u e  complète 

e n t r e  deux é t a t s  d ' i o n s  v o i s i n s  qu i  occupent simultanément l e  cô té  qu i  l e s  

j o i n t  (pa r  exemple l e s  é t a t s  2 e t  II sur  l a  f i g u r e  3 ) .  



Figure VII-3 : Différents «états orientationnek)) de Na+ et CN'. 

Le modèle à orientations discrètes,que nous venons de décrire,se 
prête à un développement en série de l'intensité, analogue à celui que 
nous avons exposé dans le cas de la glace. Le problème se formule natu- 
rellement sur le réseau cubique simple des liaisons N, -CN ; réseau sur 
lequel seront tracés les graphes intervenant dans les développements. 

Puisque sur ce réseau, deux sites voisins ne sont pas équivalents, l'écri- 
ture de 1 a fonction de partition des ions N: et CN- (N au total ), de la 

probabilité de réalisation d'une configuration d'ensemble et du terme 

%(;) nécessi te une définition indépendante des coefficients relatifs à 

chacun des deux si tes. 

La fonction de partition est : 

où - en un site i occupé par un Na 
+ 

C i j  (si) = X+ si l'ion N~ est sur < i j >  

= -y+ sinon 

la relation de fermeture ( 111-23) impose X+ = 5 et y+ = 1 

- en un si te i occupé par un CN' 



. 
Cij(si) = x -  s i  m ' e s t  a l i gne  sur  <ij> 

= - y -  sinon 

l a  r e l a t i o n  de fermeture impose X-=  2 e t  y,= 1 

L ' i ncompa t i b i l i t é  s tér ique f i x e  l a  valeur de K 

Le terme de co r ré l a t i on  x ( 6 )  s ' é c r i t  : 

chacun des deux termes se ca lcu lan t  à l ' a i d e  de graphes connectés issus de 

1 ' i on  correspondant selon l e  processus d é c r i t  dans l e  chapi t re  V.  Les ré- 
s u l t a t s  nous on t  montré que l e  développement e s t  t r è s  convergent e t  nous 

nous sommes l i m i t é  aux t r o i s  premiers ordres du développement. Leur éualu- 

a t i o n  nécessite l a  connaissance des re l a t i ons  suivantes : 

- s i  Ze site i e s t  occupé par un ion N: : 

6 
E C i j  (si) Cik(si) = - 2x,y+ + 4y: = - 6 quels que so ient  j e t  k 

si=l 

où FN,(j) es t  l e  facteur de s t ruc tu re  "moléculaire" correspondant au 

déplacement de 1 ' i on  N: sel on < i j > . 

- si Ze s i t e  i e s t  occup3 par un ion CN- : 

C i j  (si) C i k ( s i )  = - ZX- Y-  + 
si=l s i  i , j  e t  k ne sont 

= - 3  pas al ignés 

= ~ z + 2 ~ 1 = + 6  s i  i , j  e t  k sont a l ignés 



où FcN(j) e s t  l e  fac teur  de s t ruc tu re  moléculaire de 1  ' i o n  CN- quand 

il es t  a l igné  sur < i j > .  

Les r é s u l t a t s  du ca lcu l  sont représentés sur l e s  f i gu res  4 e t  5. 

On v o i t  que l ' e f f e t  essent ie l  des co r ré la t ions  que nous avons pr ises en 

compte,est de créer un minimum de d i f f u s i o n  dans une zone avois inant  l e  
7 5 9 * plan réciproque (7,k  alors que l e s  plans ( ? , k , ~ ) *  e t  (T, k ,  e )  

sont des zones d ' i n t e n s i t é  maximum. 

On peut  remarquer que l e s  maximums d ' i n t e n s i t é  sont s i tués  à de grands 

angle3.de Bragg, ce qu i  n 'a  r i e n  d'étonnant é tant  donné l a  t a i l  l e  de 1  ' i on  

CN' e t  l ' amp l i tude  de déplacement des ions N:. 

Ces r ésu l t a t s  sont en accord avec l es  expériences de d i f f u s i o n  des 

rayons X [ 7 ]  e t  semblent confirmer par l à  même 1  ' o r i en ta t i on  p r i v i l é g i é e  

des ions CN- . 





i<.i-i. 1 
--@ 

Figure VII-5 : Infiuence des corrdations sur k moduktion de 

k diffusion des rayons X de Na CN en phase plastique (axe [100]*). 



DERIVES DU BENZENE : UN MODELE L I N E A I R E  
- -- 

Nous avons vu au chapitre II que les contacts stériques dans une 
même pile sont très nombreux dans les dérivés du benzène qui présentent une 
phase à désordre orientationnel . 
Ces contacts stériques sont dus essentiellement : 

- a la dimension de l'enveloppe de Van der Waals des substituants par 
rapport à la distance entre molécules adjacentes d'une même pile. 
Bien que les substituants aient souvent des encombrements voisins 
(CR et  CH^ par exemple) [ 81 i l  est des cas de pl us grande asymétrie 

(1 et  CH^) [91 . 
- 

- aux éwmtuelles déformations du cycle, déformations qui ont été invo- 
quées pour expliquer la diffusion des rayons X de l'hexachlorobenzène 

E 101. 

Ces effets stériques sont tels que les molécules d'une même pile ne 
peuvent que s'engrener l'une avec l'autre. Les deux causes peuvent 
sans doute coexister et présenter des aspects différents d'un composé 
à un autre, ce qui nécessiterait un modèle différent pour chacun d'eux. 
Les réorientations sénai res des cycles sont, en effet, souvent compl i - 
quées par d'autres phénomènes, tels que ceux liés à la réorientation 
des groupements méthyles, dans le cas des dérivés de l'hexaméthylbenzène 

[ 111. 

Nous ne nous attacherons pas ici, à définir un modèle précis d'in- 
teraction, mais nous allons montrer comment la méthode de développement en 
graphes faibles fermés peut s'adapter à ce problème et permet de calculer 
rapidement et exactement l'influence de ces corrélations dans is cadre 52 
modèle choisi. 

3-a C$, f~ f i c t i g f i -~g -pgr t j t jg~  

a) Considérons toyt d'abord un modèle simple où l'effet stérique n'in- 
tervient qu'au niveau d'un des substituants. Ce modèle simple pourrait cor- 

respondre au cas du Iodopenthamehtyl benzène [9] . 



. 
Une molécule peut prendre six orientations distinctes (si) autour 

de 1 'axe qui est  perpendiculaire à son plan. Chaque orientation est carac- 
terisée par la position du substituant l e  plus important stériquement. N O U ~  

supposons que l e  cycle e s t  parfaitement plan e t  que 1 'effet  steriqus peut 1 
donc intervenir aussi bien d'un côté ou de 1 'autre. Il y a recouvrement stq 
rique pour deux molécules voisines i e t  j si si = s j  . 
Si le nombre de molécules d'une pile est N , introduisons 6~ Ziuisuns fic 

t ives parallèles à l'axe de rotation des molécules ; elles relient les di-  
verses positions atomiques du cycle à celles qui leur correspondent par u 
translation du réseau linéaire. Chacune des six liaisons fictives carrespo 
dant à deux molécules voisines i e t  j est représentée par < i j  >7 

( 1 9 7 ~  6). C'est selon ces liaisons fictives que peut se produire le recou- 
vrement stérique. Par exemple, entre les molécules j e t  k selon la liais0 
Y = 5 ( F i g .  VII-6) .  ! 1 

Figure VII-6 

La fonction de partition du problême s 'écr i t  : 



où Y C. . ( s , )  = +x 
1 3  1 

si la molécule i dans l'état Si aiaène le substi- 
tuant sur la liaison <ij>? 

(2  1 
= -Y si non 

L'incompatibilité implique K = x2. 

Les incompatibilités sont : 

de type Cl avec $(Cl) = x2 - Y2 
de type Cz avec ~ ( C Z )  = x2 + xy 

Il y a ZN liaisons fictives de type C2 et donc 4~ liaisons fictives de 

type Cl 

La condition de fermeture des graphes impose : 

Le dêveloppement en série de graphes de ZN selon la méthode donnée aupara- 
vant permet d'obtenir irnmédi atement le terme prédominant : 

La condition de fermeture (3) étant imposée seuls les graphes fermés inter- 
" viennent dans (4). Or, on ne peut fermer de graphes sur le réseau des liai- 
sons fictives que nous avons définies. La contribution des graphes est donc 

nulle et la valeur de zo donne la solution exacte du problème. Nous avons 
ici un cas typique de réseau de Bethe pour lequel la renormalisation du 
developpement permet d'obtenir immédiatement la solution. 

L'entropie correspondante au lieu d'être donnée par 
~k Log 6 = 3.557 cal/deg. mole pour 1 e désordre complet a pour valeur : 

s = ~k Log zo = 3.149 cal /deg . mole 



. 
0) Pour montrer que 1 a méthode peut s'appliquer aisément à des modèles 

plus élaborés,traitons le cas suivant qui est peut être un modèle pour le 
1-2-3 T.C.T.M.B. Dans ce modèle, nous tenons compte à la fois de la diffé- 
rente de volume entre les substituants et de la déformation du cycle. l 
Nous supposons que les trois substituants Y sont stériquement plus gros qu/ 
les trois substituants X . 1 
Nous supposons de plus que pour un meme cycle, les substituants sont alter- 
nativement déplacés para1 lélement à 1 'axe de rotation de part et d'autre du/ 

plan du cycle. Nous appellerons Y 2  celui qui est au-dessus du plan (fig. 
VI 1-7) ; et dorénavant nous caractériserons 1 'orientation du cycle par la 
position de ce substituant Y 2  

Figure VII-7 

1 

Nous supposons enfin que cette alternance n'a d'influence stérique avec 
les molécules voisines qu'au niveau des substituants les plus gros Y de la 
manière indiquée sur la figure VII-7 : 

11 y a recouvrement stérique entre les molécules j et k par recouvrement 
de deux substituants Y alors que i et j sont compatibles stériquement. 

Les 1 iai sons fictives sont les mêmes que pour le modèle CY mais 

maintenant le problème est "polari sét'. La définition des. facteurs cIj(si) 
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d o i t  en t e n i r  compte pour que l a  f o n c t i o n  z, (1) corresponde à n o t r e  

problème . 
Nous chois issons comme sens p o s i t i f  c e l u i  du sens de déplacement du subs t i -  

t u a n t  Y2 e t  a l o r s  : 

Y s i  j > i  C .  .(si) = 
17 xS s i  l a  molécule i amène un s u b s t i t u a n t  

Sur < i j>y  

= - y s  sinon 

s i  j < i  C .  Y  .(si) = x1 s i  l a  molécule i amène un s u b s t i t u a n t  
1 3  

sur cij'y 

- - y sinon 

Les cond i t i ons  de fermeture des graphes correspondantes sont  l es  suivantes : 

L ' i n c o m p a t i b i l i t é  s t é r i q u e  impose dans tous  l e s  cas K = xS X, . 

Les i n c o m p a t i b i l i t ê s  sont  l e s  suivantes : 

- de t ype  C l  (aucun s u b s t i t u a n t  Y sur l a  l i a i s o n  envisagée) 

@ ( C l )  = XS XI - YS Y* 

- de type C2 (un s u b s t i t u a n t  Y sur l a  l i a i s o n ) .  

t t E l l e s  sont  de deux types selon que l ' o c -  1 
cupat ion  de l a  l i a i s o n  provienne d'une 

molécule s i t u é e  en amont ou en ava l  de l a  

l i a i s o n  p a r  rappor t  au sens p o s i t i f  c h o i s i  : 

B ( c $ )  = xs XI + xs Y, 

@(CZ) = XS XI + XI Y s  



Il y a : N liaisons fictives $IC$) 
ZN liaisons fictives $(Cs) et par conséquent 3~ liaisons $(Cl: 

La valeur exacte de la fonction de partition est donc cette fois : 

soit 

Nos calculs sont fondés sur des modèles trop schématiques pour se 
prêter à une comparaison étroite avec l'expérience. Ils montrent essentiel- 
lement que l'on peut obtenir la valeur exacte de l'entropie et de la liberti 
effective d'orientation d'une molécule pour un modèle d'interaction donné. 

Signalons cependant quelques trai ts du coinportenen t thermodynamique expéri - 
mental de ces composés. Leurs transitions thermodynamiques sont pour la plu- 
part "étalées" sur une 1 arge plage de température. Les mesures de chaleur 

. - - - - 
spécifique effectuées par Lagarrigue [Ill sur le chloropentamethylbenzène 
(C.P.M.B) et le 1-2-3 T.C.T.M.B sont reportées sur les figures (VII-8 et 9). 

50. 

40- 

30- 

20. 

IO., 

A 
Cp (Cal. ~ o l e - l  K-1) Cp (Cal. Mole-l K-1) 

Figure VII-8 

123 TCTMB 

c-r Cp exwmentale - Cp expérimentale 

&--O Cp interpolée --+ Cp interpolée 

T( K) T(K) 
1 

100 
. 2 

200 
. 

300 
1 1 

roa 200 300 



Les valeurs de 1 'incrément expérimental d'entropie pour ces deux composés 
sont : 

C.P.M.B : As, = 1.363 cal/deg. mole 
1-2-3 T.C.T.M.B : As, = 0.908 cal/deg. mole 

Ces variations d'entropie sont dues aussi en partie à la modification de 

fréquence des rotations gênées des groupements méthyle [ll] ; i l  est donc 
difficile d'extraire la part 1 iée purement à la réorientation des cycles. 

De toute façon, dans tous les cas, la variation expérimentale d'entropie est 
largement inférieure à ~k Log 6 . Ceci prouve que les corrélations sont cer- 
tainement très restrictives , probablement pl us que ce1 les correspondant aux 
modèles simples que nous avons décrits. 

Lagarrigue Il11 signale cependant qu'il ne semble pas exister de différence 
fondamentale entre les comportements des composés polaires et des composés 
non polaires étudiés par ail leurs. 

Ceci semble confitmer que les effets stériques sont un facteur essentiel de 
corrél ation. 

Certains dérivés du benzène sont très polaires. C'est le cas du 
1-2-3 T.C.T.M.B et du 1-2 D.C.T.M.B. Les molécules portent un moment dipo- 
laire permanent dans le plan du cycle. Nous calculerons ici le facteur dié- 
lectrique de Ki rkwood dû aux corrélations d'encombrement sterique. La renor- 
malisation de la fonction de partition en présence d'un champ électrique 
telle qu'elle a été développée au chapitre IV doit permettre d'obtenir une 
valeur exacte de G .  

Nous traitons le cas simple du modële (or) . Puisque le système n'est iso- 
trope que dans le plan des cycles, i l  faut définir ici deux coefficients de 
Kirkwood : 

- 1 'un perpendiculaire à 1 'axe de rotation : c l  

- 1 'autre parallèle à cet axe : G// l 
GI se calcule en appliquant un champ électrique perpendiculairement 3 l'axe. 
Puisque le système est isotrope dans le plan, nous choisissons, pour simpli- 
fier, ce champ le long de la bissectrice de deux orientations d'équilibre 



du dipole permanent ( f ig .  VII-10) d e  sorte que 1 'angle 80 cntre l e  champ 
e t  les diverses orientations du dipole es t  tel  que coseo= O ou 

J5  COS^^^ =-.  
2 

Figure VII-10 

L'expression (IV-25) devient dans notre cas : 

de sorte que : 

G~ = lim 2 a 2  - Logz(Eo)l 
Eo+0 P 2 < g 2 >  a ~ g  

Nous suivons la méthode de calcul développée au chapitre IV pour l e  calcul 
de : 



. 
Selon les six états orientationnels, les diverses fonctions définies au 
chapitre I V  prennent les valeurs suivantes : 

états si  si) "(si) Y cij (si) 

Les coefficients a et b sont arbitraires pour l'instant. 

Suivant la position de la liaison <ij>? par rapport au champ : 

- la condition de fermeture imposée aux divers coefficients cIj(si) et à 

la fonction b(si) donne : 

liaison <+> c'est-à-dire Y = 1.2 x = a + 2 b + 2  + 

liaisons <O> 

liaisons < - >  

- les incompatibilités imposent : 

liaisons <+> K+ = X+ 2 

liaisons < O >  KO = 2 Xo 
liaisons < - >  K- = X- 2 

- les coefficients de normalisation prennent les valeurs : 

liaisons <+> @+(cl) = X: - y+ 2 

+ 
4 (C2) = X+ + X+ Y+ 



liaisons <O> 

liaisons <-> 

S i  pour une configuration possible de 1 'ensemble des molecules compatible 
partout avec les effets stériques, i l  y a : 

@+N molécules amenant le substituant en ~osition 1 ou 2 

a'N molécules 1 'amenant en position 4 ou 5 

les coefficients de normalisation interviennent avec les puissances 
sui vantes : t 
Si bien que la fonction de partition prend la forme suivante : 

03 : +; = ~'(CZ) ; @: = #+(cl)  ; etc ... 

Pour satisfaire à la condition de fermeture des graphes, i l  suffit d'imposer 
maintenant : 

et les valeurs de x+, y,, XO, X-, a et b sont alors fixées. 



Puisque l ' o n  ne peut pas fermer de graphe sur ce réseau, nous avons la 

valeur exacte de z ~ ( L )  : 

expression qui ne dépend que de a e t  b . 

L'évaluation de nécessite l e  calcul des dérivées successives de 

a e t  b par rapport à L e t  de leur 1 imite quand L + O  , s o i t  : 

1im a = 1 lim b = 1 
L-tO L+O 

8 lim a i = -  8 
5 lirn b; = - -  

L-4 L+O 5 

a 2 On en déduit que lim - Log Z ( L )  = 0.30933 .. . 
L+O a L 2  

Compte tenu de ( 6) e t  ( 7 )  e t  puisque < p2 > = p2 

G~ = lim 3 a 2  Log z ( L )  = 0.4640 
L+O 

On voi t  donc que l ' e f f e t  stérique envisagé implique u n  ordre local ant i -  

para1 l ê l e  des dipoles moléculaires (cl < 1 ) .  

Si l a  valeur précise de G~ dépend étroitement du modèle, l e  f a i t  que c e t t e  

valeur s o i t  inférieure à 1 se conçoit aisément pour u n  modèle prenant en 

compte, dans une même pi le  de molécules, l ' e f f e t  stérique entre l e s  substi-  

tuants l e s  plus gros. La position du  di pole, dans l a  ~lolécule ,  e s t ,  en e f f e t ,  

déterminee en général par l a  position du substi tuant : en se repoussant, l e s  

gros substi tuants de deux molécules voisines tendent donc à écarter  les d i -  

pol es du para1 1 él  i sme. 



Les valeurs expérimentales d o n t  on dispose sont l e s  mesures de l a  

constante diélectrique du 1-2-3 T . C . T . M . B  e t  du 1 -2  D . C . T . M . B  par Darmon 

[121 e t  des dérivés pentasubstitués du benzène par Balcou [ 1 3 ] .  Ces mesures 

ont é t é  réal isées sur des poudres e t ,  par conséquent 1 'on ne dispose pas de 

mesures de l ' an iso t ropie  ce qui ne f a c i l i t e  pas l a  comparaison entre  expé- 

rience e t  théorie. 

Dans l e s  cas du T . C . T . M . B  e t  du D.C.T.M.0, l a  valeur expérimentale du facteur 

de corrélation moyen G e s t  voisine de 0 .5  à l a  température ambiante ce qui 

indique que les  dipoles s'ordonnent localement de façon ant ipara l lè le .  

Brot e t  Darmon [ 1 4 ]  ont étudié les  composés de molécules polaires en par- 
tant  de l ' i d é e  que les  interactions électrostatiques sont responsables du 

désordre orientationnel . Ces auteurs ont effectué u n  calcul de fllonte - Car1 O 

du facteur de corrélation diélectrique G en ne prenant en compte que l e s  

interactions en t re  di poles permanents. Les résu l ta t s  figurent en (VI 1-11). 

Ce calcul conduit à une valeur de G inférieure à 1 e t  rend compte de 1 'évo- 
lution générale en fonction de l a  température mais i l  n ' y  a pas accord dans 

l e  détai l  entre G mesuré e t  calculé.  Les auteurs at t r ibuent  d ' a i l l eu r s  ce 

désaccord à l a  présence d ' e f f e t s  stériques q u ' i l s  ont ignorés. 

1 1 - 2 - 3  T C T M B  

Figure VII-11 

- expérimental 
(C. Brot et 1. Darmon) 

f calculé par C. Brot 
et 1. Darmon 



Sans pouvoir confronter parfaitement les valeurs du facteur de corrélation 
diélectrique calculées dans les hypothèses d'effets dipolaires et stériques 
puisque 1 'on ne sait pas si le facteur calculé par la méthode de 
Monte- Carlo [14 ]  représente cl ou G moyen, on peut constater cependant 
que ces effets conduisent tous les deux à un ordre local antiparallèle des 
molécules d'une pile, ce qui est en accord avec l'expérience. 

Il faut signaler que pour un composé non polaire tel que le dichlorodurène 

(cg  CH^)^ cR2) étudié par Messager [15] , un calcul de potentiel, dans la 
seule hypothèse d'interactions de Van der Waals entre atomes non liés, per- 
met de localiser les minimums du potentiel de la phase à désordre orientation- 
nel. Ce calcul suggère de plus l'existence d'un ordre local qui correspond 
effectivement à l'ordre à longue portée observé expérimentalement en phase 
ordonnée basse température. 

L'énergie qui gouverne la transition et l'ordre local ne semble donc pas 
forcément d'origine électrostatique. Des études plus complètes, expérimentales 
et théoriques, des corrélations dans ces composés très anisotropes présente- 
ront un très grand intérêt. 



GONGLUSION 



Bien que les effets s tér iques  dans les cristaux à désordre orien- 
tationnel aient é té  très souvent signalés dans l a  l i t téra ture  lors de 
1 'analyse des structures e t  q u i  i l s  aient é té  invoqués parfois pour just i-  
f i e r  qualitativement tel  ou tel comportement expérimental, leurs implica- 
tions n'étaient jamais connus exactement. 

Au cours de ce t ravai l ,  nous avons étudié, sur y n  certain nombre de cas 
typiques. les corrélations intermoléculaires impliquées par ces effets  e t  
plus généralement par des interactions de tout ou rien. Nous avons donc été 
amenés à mettre au point u n  ensemble de méthodes de calcul qui rende pos- 

sible l 'analyse de leur influence. Il f a l l a i t  que ces méthodes soient adap- 
tées à la  fois  à ce type d'interaction e t  aux différentes propriétés phy- 

siques qui sont sensibles aux corrélations. 

C'est ainsi que nous avons montré comment la  méthode de dévelop- 
pement en série de graphes faibles fermés peut s'adapter à ce genre de 
problème e t  permet d'évaluer avec précision la fonct ion de p a r t i t i o n  de 

configuratwn. Dans 1 e développement en sér ie ,  l e  terme d'ordre zéro recou- 
vre 1 'approximation de Bethe ; les termes suivants ne font intervenir que 
les graphes fermés e t  assurent de ce f a i t  une convergence très rapide. On 
peut de cet te  façon analyser plus précisément 1 'entropie de transition d'un 
cr is ta l  plastique. Nous avons montré ainsi ,  sur l e  cas particulier du suc- 
ci noni tri l e  que les  effets  stériques réduisent 1 'entropie de plus d'une 
uni te. 

Nous avons mis au point, ensuite une technique de renormal isation 
des graphes qui permet d'obtenir la fonction de partition du cr istal  en 
présmce d'un champ électrique, sous forme d '  u n  développement en série d e  

graphes fermés, t rès  convergent. On en déduit alors une expression très 
précise du facteur de corrélation diélectrique g . Dans l e  cas du succino- 
n i t r i l e ,  nous avons mis en évidence que les effets  stériques induisent u n  
ordre local de type ferroélectrique, ce qui es t  en accord avec les résul- 
t a t s  expérimentaux connus. 

Dans le  cas des dérivés substitues du benzène, nous avons montré comment 

les ef fe ts  stkriques peuvent ê t re  t ra i t és  par un modèle linéaire pour le- 
quel l e  développement en graphes faibles donne la valeur exacte de l a  
fonction de partition avec ou sans champ. Le calcul correspondant du fac- 
teur de corrélation diélectrique établi  à par t i r  d ' u n  modèle simplifié 



d ' in te rac t ions ,  montre que l ' o rd re  local antiferrobZectrique de ces com- 
posés a certainement en par t ie ,  une origine stérique. 

Nous avons présenté ensuite une méthode de calcul de l a  diffusion 
élastique (neutrons ou rayons X )  qui permet, en chaque point de l 'espace 
réci proque, d '  exprimer di rectement ce1 1 e-ci sous forme d ' u n  développement 
en sér ie .  Celui-ci ne f a i t  intervenir que des graphes connectés dont 
seules les extrémités sont de degré u n .  L'avantage de ce t te  méthode e s t  
d ' év i t e r  l'emploi des fonctions de corrélation individuelles. Même s i  l ' on  
ne peut sommer les  graphes jusqu'à 1 ' i n f i n i ,  ce qui se ra i t  indispensable 
pour ten i r  compte parfaitement des e f f e t s  à longue portée, on peut obtenir 
aisément la  valeur exacte des premiers ordres d'un développement e t  ana- 
lyser directement la convergence en chaque point. Nous avons t e s t é  ce t t e  
méthode sur l e  cas de l a  glace hexagonale qui e s t  u n  cas typique d ' i n t e r -  
ractions par tout  ou rien. Nous avons pu reconstituer a ins i  l es  f iqures 

de diffusion expérimentales. 

En ce qui concerne l e  succinonitriZe, ce t t e  méthode de calcul nous a permis 
de montrer que la  présence de diffusion X intense à des angles de Bragg 
anormalement élevés,  é t a i t  due en grande part ie  aux corrélations inter-  
moléculaires d 'or igine stérique. Mais dans ce cas,  où seules nos mesures 
de diffusions X sont disponibles, de multiples e f f e t s  élastiques e t  inélas- 
tiques influencent l e  diagramme e t  rendent une analyse exacte t r è s  d i f f i -  
c i l e .  Des corrélations d 'au t re  origine doivent certainement intervenir .  

Nous avons montré sur u n  modèle simple que la  méthode des graphes 
faibles  permet de t r a i t e r  les cas où les  réorientations des molécules sont 
couplées à des déplacements de grande amplitude de molécules ou d'atomes 
voisins par 1 ' intermédiaire des répulsions stériques.  Le cas du cyanure de 
sodium ( N ~ C N - )  que nous avons t r a i t é  en e s t  1 ' i l l u s t r a t ion  e t  nous a 
permis de montrer comment une t e l l e  interaction s t ructure u n  diagramme de 
diffusion des rayons X .  

Nous avons t r a i t é  des cas qui pour la plupart relèvent d'un modèle 
de Frenkel à désordre orientationnel d iscre t .  Nous avons déjà signalé que 
ce modèle e s t  toujours u n  peu schématique. De plus, les  e f f e t s  stériques 
n'impliquent pas toujours des res t r ic t ions  aussi nettes que ce l les  que 



nous avons pu d é c r i r e .  En f a i t ,  dans l e s  c r i s t a u x  à désordre d ' o r i e n t a -  

t i o n ,  l e s  e f f e t s  de t o u t  ou r i e n  sont tou jou rs  un peu reZâchSs e t  nous 

a l lons ,  pour conclure, montrer comment l ' o n  peut  prendre en compte ce r e -  

lâchement dans un développement en graphes f a i b l e s  fermés t o u t  en gardant 

l a  p r é c i s i o n  du c a l c u l .  

Prenons comme modèle de référence, l e  cas d ' u n  c r i s t a l  désordonné 

où l e s  molécules,si tuées au noeud d 'un  réseau cubique simple,peuvent pren- 

dre  t r o i s  o r i e n t a t i o n s  perpend icu la i res  e n t r e  e l  l e s  selon l e s  d i r e c t i o n s  

[IO01 e t  sont symétriques par rappor t  au s i  t e  envisagé. Ce p o u r r a i t  ê t r e  
m l e  cas des phases p las t i ques  de cs H F ~  OU C ~ N ~  . On admet maintenant l a  

présence poss ib le  d 'un  c e r t a i n  nombre de pa i res  de molécules proches v o i -  

s ines en p o s i t i o n  schématisée par  l a  f i g u r e  ci-dessous ( p o s i t i o n  1) 

S i  il y a N molécules sur  l e  réseau, s o i t  YN l e  nombre t o t a l  de pa i res  

de ce type 1 . Ce nombre e s t  imp l i c i t emen t  f o n c t i o n  de l ' é n e r g i e  néces- 

s a i r e  pour amener l e s  molécules dans ces o r i e n t a t i o n s  r e l a t i v e s .  Nous 

a l  lons supposer que l a  d i f f é r e n c e  d 'énergie entre,  l e s  con f igu ra t i ons  Cl 

e t  C2 correspondant aux deux types de c o m p a t i b i l i t é ,  e s t  f a i b l e  devant 

1 'énerg ie  nécessaire à l a  c r é a t i o n  d'une p a i r e  de type 1 e t  nous prendrons 

indi f féremment ces deux é t a t s  comme é t a t s  d 'énergie nu l  1 e. 

Déterminons maintenant l e  nombre de pa i res  C l  e t  C2 en f o n c t i o n  

de r pour l e  réseau envisagé. 

De façon générale, supposons que l e s  rN pa i res  se r é p a r t i s s e n t  de l a  

façon s u i  van t e  : 

m E.F. W e s h  Jllt Comwicu.CLon p i v é e .  



e s t  l e  nombre de paires 1 simples. 

e s t  l e  nombre de paires 1 qui appar- 
tiennent à u n  t r i p l e t .  

X2 t r i p l e t s  de ce type. Il y a donc - 2 

e s t  l e  nombre de paires 1 qui appar- 
tiennent à un  " ( i  + 1 )  pl e t " .  

xi 'YN 11 y a donc - 
i 

"(i+ 1 )  p le t" .  

La valeur de i e s t  absolument quelconque e t  suffisamment grande pour 
que tous les  cas possibles soient envisagés. 

Un " ( u + l )  plet"  de molécules en configurations relat ives  1 entraîne à 

ses extremités l a  formation automatique de deux paires C2. Pour xu paires 
xu groupées en " ( u t l )  plets" i l  y a donc formation de Z J  YN paires C Z  . 

Le nombre total  de paires C 2  générées directement par les  configurations 

1 e s t  donc : 

Les molécules non impliquées dans des paires de type 1 sont au nombre 
to ta l  de : 

Chacune de cel les-ci  créent deux naires de type C 2  en ?lus des précédentes 

Le nombre total  de paires de t y p e  C2 e s t  donc : 

Puisque l e  nombre total  de paires e s t  3~ , i 1 y a '(1 +Y) paires d e  t y p e s  

On constate donc que l e  nombre de paires 1 ,  Cl, C 2  e s t  indépendant d u  

mode de répart i t ion des paires de type 1 . 



. 
La fonction de partition de ce problème s ' é c r i t  de l a  façon 

su ivante  : 

S i  l ' o n  assigne aux pa i res  de type 1 une Onergie 2 0  a l o r s  

A ( s i s j )  = exp ( - 2 p ~ )  
pour une c o n f i g u r a t i o n  < ij > de type 1 

= 1 ( 2 )  
pour une au t re  con f i gu ra t i on  de type Cl ou C2 

En f a i s a n t  tendre  éventuel lement o vers l ' i n f i n i ,  on re t rouve l ' e x c l u -  

s i o n  t o t a l e  pour l e  type 1. 

De façon à pouvo i r  e f f e c t u e r  un développement en s é r i e ,  e t  pa r  analogie 

avec l e s  probli2mes de t o u t  ou r i e n ,  on d é f i n i t  : 

où Ci j ( s i )  = + x s i  l a  molécule i dans 1  ' 6 t a t  Si amène un groupement 

sur  < i j >  
(4 )  

= - Y  s i  non. 

@ ( s i  s j )  e s t  un f a c t e u r  de normal isa t ion  qu i  permet de rendre com- 

p a t i b l e s  l e s  d é f i n i t i o n s  (2 )  e t  ( 3 ) .  

Pour o b t e n i r  à l a  l i m i t e  correspondant % X = l  l 'encombrement s t é r i q u e  

s t r i c t ,  on pose K = x2 de s o r t e  que : 

x 2 ( 1  - A )  = exp ( -  2 P o )  
4 (1) 



Pour une configuration d'ensemble donnan t  lieu à YN paires de 1, nous 
avons calculé l e  nombre de paires de type Cl e t  C 2  ; on peut donc écrire 
l a  fonction de partition sous l a  forme suivante : 

Pour éliminer les  termes dépendant de , nous fixons X en imposant l a  

relation suivante : 

La fonction de partition s ' é c r i t  final ernent : 

Le développement en série de z, f a i t  apparaître les puissances succes- 
sives de h , qui est  l e  paramètre de base de la perturbation produite 
par l e  relâchement de l ' e f f e t  stérique. Pour éliminer les  graphes ouverts 
i l  suff i t  d'imposer encore la relation : 

Le terme prépondérant (ordre O du développement) s ' é c r i t  : 



Ce mode de développement est analogue à ceux décrits dans les chapitres 

I I I  et IV, mais ici, la présence du facteur énergétique rend possible une 
étude plus réaliste des problèmes physiques. 11 constitue une étape vers 
un calcul plus général des corrélations intermoléculaires dans les cas où 

le potentiel est quelconque et quand les orientations ne peuvent plus être 

décrites par un modèle de Frenkel. 

Dans un avenir prochain, nous avons l'intention d'utiliser la mé- 

thode des graphes pour traiter ces cas plus généraux. Nous comptons 1 'uti- 

liser, également, pour étudier d'autres effets physiques qui mettent en 

évidence les corrélations tels que l'effet Kerr et le taux de dépolarisa- 

tion des raies Rayleigh. 

Un problème immédiat nous préoccupe en ce qui concerne la diffusion élas- 

tique : c'est-à-dire trouver une méthode de renormal isation qui nous per- 

mette, comme cela a pu être fait pour le facteur de corrélation diélectri- 

que, de développer directement l'intensité diffusée en série de graphes 

fermés. La difficulté ici provient bien sûr de la présence du facteur de 

phase. Si l'on arrivait à résoudre cette question on obtiendrait alors un 

développement en série dont le terme d'ordre zéro recouvrirait 1 'approxi - 
mation de Bethe. 



En guise d'introduction à la méthode de développement en série 

de graphes faibles, nous reproduisons ici, brièvement, le développement 
1 en tangente hyperbolique du modèle de Ising à spin - qui en est un 
2 

cas particulier extrêmement simple. 

1 La fonction de partition :du système de spins - sur un réseau à 
2 

N sites, peut être écrite de la façon suivante : 

seules les interactions entre spins premiers voisins sont prises en 

compte. La première sommation porte sur 1 'ensemble des 2N configurations 
possibles, le produit est étendu aux paires de proches voisins. Si q est 

la coordination du réseau, i l  y a "9 paires de ce type. 
2 

L'énergie d'interaction entre sites voisins peut prendre deux valeurs : 

On peut donc écrire : 

Nq et zN = exp(-P2Vo) C exp(P si s j  J )  
{SI <ij > 

si l'on applique l'identité 

e Aq = cosh A + n sinh A = cosh A ( l +  q tanh A) ( 5 )  

où q = 2 1  



On o b t i e n t  a l o r s  : 

s i  l ' o n  pose K = P J  e t  s i  tanhi: «1 , on peut développer l ' e x p r e s s i o n  

(6) : 

On peut  associer  à chaque terme un graphe du réseau, mai s pu i  sque l 'on 

a 1 ' i d e n t i t é  

l e s  seuls graphes non n u l s  sont  l e s  graphes fermés. Le poids d 'un  graphe 

G à e côtés e s t  donné par  : 

dans G 

S i  on e f fec tue  une sommation p a r t i e l l e  sur  l e s  sommets non contenus dans 

l e  graphe (G), on o b t i e n t  : 

dans G dans G 

on peut donc sommer sur  chaque sommet indépendamment 

- i Di ( tanh O i I 2 ~  ) 
W G ~  - n z 

i E G  S i  2 
(11) 

où oi e s t  l e  degré du s i t e  i dans l e  graphe ( i l  y a ai côtés du graphe 

q u i  about issent  en i ) .  



L'identité (8) montre que tous les graphes ayant des sommets de degré 

impair ont un poids nul et finalement la fonction de partition est pro- 

portionnelle à : 

avec : 

OU v est le nombre de sommets du graphe, la sommation sur e porte sur 

tous les graphes fermés n'ayant pas de sommet de degré impair. 



( r e l a t i v e  au Chap i t r e  V I )  

CONTRIBUTION DES GRAPHES FERMES A 4 COTES DANS LE DEVELOPPEMENT 

DE L'INTENSITE DIFFUSEE PAR LE SUCCINONITRILE. 

1) (1) e t  (k) n ' a p p a r t i e n n e n t  pas au graphe 

Ce sont  tous  l e s  graphes fermés à 4 cô tés  ( c a r r é )  du réseau moins 

ceux q u i  p o u r r a i e n t  passer  p a r  (1) e t  (k). 

Tous l e s  graphes fermés à 4 cd tes  c o n t r i b u e n t  pour  : 

Ceux q u i  passe ra ien t  pa r  (1) e t  (k) 

s i  (1) e t  (k) son t  premiers  v o i s i n s ,  il y a 20 ca r rés  à décompter 
l 

(20 = 24 - 4) 
i 
l s i  (1) et (k) son t  deuxièmes v o i s i n s ,  il y a 23 ca r rés  à décompter 

(23 = 24 - 1) 

s i  (1) e t  (k) son t  p l u s  é lo ignés ,  il f a u t  décompter l e s  24 c a r r é s  pouvant 

passer  p a r  l e s  s i t e s ,  donc : 

2) (1) ou (k) appa r t i ennen t  au graphe 



i (1) e t  (k) éloignés 

Pour chaque sommet i l  y a  12 carrés .  

Pour l e s  12 carrés  passant par l e  s i t e  (l), l a  contribution e s t  : 

La contribution to t a l e  e s t  donc 

N + +  
N x 24 1 <  F > / ~  exp -iQ n 

R= 19 
(4) 

(15)" ( x * ) ~  

Ce terme compense exactement l a  troisième partie de l a  correction. 

m (1) e t  (k) premiers voisins 

I l  y a  8 carrés en jeu en (1) e t  8 en (k). S i  (k) e s t  à l 'extrémité  du 

vecteur cl , par exemple, 1 a  contri bution du sommet 1 e s t  : 

La contribution to ta le  e s t  donc : 



+ 

= (1)  e t  ( k )  deuxièmes voisins 

La somme des contributions pour ( k )  en 1 1 
(Z1+Z3) e t  en - + e s t  : 

1 

(-613 -+ -+ N (12 x 24 1 <  F>I cos Q ( U ~  + Z 3 )  
(15)4 ( x ~ ) ~  

+ 4 < F >  Réel [ B13 exp i~ ( ;~+ ;3 j}  

3)  (1) e t  (k) appartiennent au graphe 

i (1) e t  ( k )  premiers voisins 
f La somme des contributions pour ( k )  en z1 e t  en -ul 

N x 4Reel B16 + 812 B I S )  exp i6 G i )  
(1514 ( x ~ ) ~  

i (1)  e t  (k) deuxièmes voisins 

Pour une direction u n  seul graphe contribue. La somme des contributions 
en (ul +;3 e t  -(cl + & )  e s t  : 
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