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Ma thése se compose des publications suivantes :

1) Ondes asymptotiques et probléme de Cauchy 4 données
stnguliéres pour un systéme d'équations linéaires avec une caracté-
ristique double.

Note de M. Robert Berazin aux Comptes—Rendus de 1'Académie
des Sciences de Paris [f. 275, série A, 20 novembre 1872, p. ZOQ]]

présentée par M. Jean Leray.

2) Un fasctcule intitulé "Développements asymptotiques
pour un systéme Llinéaire d'équations aux dérivées partielles admettant
une caractéristique double par Robert Berzin' détaillant les calculs

précédents.

3) Probléme de Cauchy pour un systéme hyperbolique d'équations
lindaires avec une caractéristique double.
Note de M. Robert Berzin aux Comptes—Rendus de l'Académie
des Sciences de Paris [t. 280, série A, 17 février 1975, p. 443]

présentée par M. Jean Leray.

4) Un fascicule intitulé "Probléme de Cauchy en (% pour
un opérateur matriciel d'ordre < t , t > 1, avec une caractéristique

»

double par Robert Berzin' détaillant les calculs de la 2™ note.

5) Paramétrix du probléme de Cauchy pour un systéme
faiblement hyperbolique A caractéristiques multiples.
Note de MM. Robert Berzin et Jean Vaillant aux
Comptes—-Rendus de l'Académie des Sciences de Paris [t. 283, série A,

4 octobre 1976, p. 485] présentée par M. Jean Leray.

6) Paramétrix du probléme de Cauchy pour un systéme
fatblement hyperbolique d caractéristiques multiples par Robert Berzin
et Jean Vaillant. Bulletin des Sciences Mathématiques, 2éme série,
102, 1978 p. 287 4 294.

7) Systémes hyperboliques a caractéristiques de multiplicité
constante.
Note de MM. Robert Berzin et Jean Vaillant aux Comptes-
Rendus de 1'Académie des Sciences de Paris [}. 287, série A,

9 octobre 1978, p. 643, présentée par M. Jean Leray.

8) Un fascicule intitulé : "Systémes hyperboliques 4
caractéristiques multiples par Robert Berzin et Jean Vaillant détaillant

la note précédente (& paraftre au Journal de Math. Pures et Appliquées).
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C. R. Acad. Sc. Paris, t. 275 (20 novembre 1972) Série A — 1091

EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES. — Ondes asymptotiques
et probléme de Cauchy & données singuliéres pour un systéme d’équations
linéaires avec une caractéristique double. Note (*) de M. Roserr Berziy,
présentée par M. Jean Leray.

Pour un systéme d’équations aux dérivées partielles, dans I’hypothése ol un
polyndme construit A partir de la matrice sous-caractéristique [et qui généralise la
fonction de Lévi, utilisée dans le cas d’une seule équation] est divisible par un
facteur, dont la multiplicité est 2, dans le polyndme caractéristique, on construit
une onde asymptotique dont la phase satisfait 4 I’équation caractéristique relative
A ce facteur, ce qui permet de résoudre de fagon unique, un probléme de Cauchy
a données singuliéres sur une hypersurface non caractéristique,

1. Soit Q une variété réelle C7, de dimension (n - 1) et (h;) une matrice
d’ordre m, d’opérateurs différentiels C”, d’ordre ——1¢ :

h} (z, D) = H} (x, D) + Hj* (x, D) +.. .,

de sorte que (Hj(z, 1)) est la matrice caractéristique du systéme et
que (H;* (z, 1)) est formée de polyndmes homogenes de degré ¢ — 1,
ou [ désigne un covecteur en z, de composantes en coordonnées
locales (Lo, iy ..., ).

On suppose que
dét (H} (z, 1)) = [Ho (, DIP H' (2, D),

ou H, est irréductible et H' non divisible par H,.

Dans I’anneau localisé de R[l,, li, ..., [,] par rapport & I'idéal premier
défin1 par H,, on suppose (*) que

(Hoy?

(HY) ~ R ¢

On désigne (*) par (2") une suite de m polyndmes telle que

Y Hy®=0 [mod (H)]

et de méme pour la transposée :

Y Hy=0  [mod (Hy)].
A

2 1 I3 gy, oy, O
3 = H*A _— HA = B ot HI\ il . S . S Y
[ B 2 . ox* dly, D] fa + 2 2 “[dl)\ or* al, dx)‘:l

A B

On suppose que K est divisible par H,.
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On cherche une solution formelle de Z Rk (z, D) y" (z) == 0 sous la forme
B

@ =X 6a@)a’ @, avee fi(g)=/[r()
j=0
Les coefficients a/* déterminés par récurrence sont de la forme

a’" (x) = U, (z) d" (z, grad 7 () + V3 (2),

V% ne dépendant que de l'opérateur (hy), de 7 et des U; ., U; ., ...,
déja déterminés.
U; vérifie ’équation différentielle du deuxieme ordre :

0? d ,
WU/+w/B“£IU/+OU/+w/ :-O,
w;, 0 ne dépendent que de Popérateur et de 9, la dérivation ayant lieu
par rapport & z', le long des bicaractéristiques, w, dépend des coefli-

cients a®”, k < j, de I'opérateur et de o.

2. ProsrimME DE Caucny. — On suppose que
§S=0
HE)=]]H @Dd» avec v =2
s§==0

Les hypothéses faites sur H, sont dans 1.
Dans l’anneau localisé de R [, ...,1,] par rapport a lidéal
premier H, (z, I) on suppose que pour s 1 :
H,

(Hp) ~ 1

§=0

On pose K (z, ) =[I H, (z, I) et on suppose H (a, 1,0, ..., 0) 5£ 0,

Soit W (z%), 2’ = (z*, 2% ...,2"), une fonction C~, définie dans un
voisinage de a, vérifiant grad U (a) < 0. On pose (grad W), (a) = p; (a)
et on suppose que l'équation K (a,/ly, p:(a)) =0, pi = (pi, p2y ..., pu),
a toutes ses racines p? (a) réelles et distinctes. On peut construire = fone-
tions ¢°, C* dans un voisinage de a, vérifiant

1

K (z, grad %° (z)) = 0, 97 (0, x5 = W (29 et (grad »7), (a) = p? (a).

Les vecteurs d;, forment une base de

Ker (H3 (z, grad <? (2))), 12027,
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Les vecteurs dgp, forment une base de

Ker (H3 (z, grad ¢° (z)), Tw+1Lo L,

1D (p) v, sip} est une racine provenant de H,;

§=a

=] G degré de H).

§=0

On associe a chaque ¢%, ¢ >>~ 7, 4+ 1, une onde asymptotique

gt (@) =X, (¢ (@) ap® @).
j=1
Les coefficients a’" vérifient des équations différentielles du premier

ordre.

On se donne les ¢t vecteurs de R", 9, y" (0, 2%), 0 Zk ¢t — 1, restric-
tions d’une solution formelle sur ’hypersurface non caractéristique d’équa-
tion 2° = 0 définie dans un voisinage de a.

On cherche y" sous la forme

G ©  po=T
@ =16 @)@+ D, 6f @) al @)
p=t j=t p=t

et on a

do g° (0, ) = N, f/ (¥ (@) bf® (2.

j=—k—1

On constate alors en montrant que le déterminant d’ordre mt,

1=ZB<Lm : : :
oo (PO D, (PE)F 00 dip + K (pY)t dBp ... (PS) dEpie) . .
OLhkLt—1 : : :

N ——

1ZLpL7, 1<Lp L To+1ZLp e
est non nul que les valeurs

ap® (0, x), p > 70, @) (0, 2) et Oy al® (0, ), oZr,
sont imposées et que le développement y® est unique.

3. CONVERGENCE DU DEVELOPPEMENT. — Si on suppose 'analycité au
voisinage de l'origine dans R de

) .
Bi (@t ) =3 bt/ (xt)Jé-l, 0ckest—1

j=0

et si les opérateurs hj (z, D) sont analytiques au voisinage de 'origine
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dans R™", les fonctions

g E
e =2dr @ <t

Jj=0

yrE=Nadr@sp >
i=1

sont analytiques dans un voisinage de lorigine de R™’. On peut ainsi
généraliser les résultats obtenus dans (°).

(*) Séance du 6 novembre 1972,

(') Mme Y. CHOQUET-BRUHAT, J. Math. pures et appl., 48, 1969, p. 117 4 158.

(?*) GArpiNGg, KoTakE et LERAY, Bull. Soc. math. Fr., 92, 1964, p. 263-361.

(*) D. Lupwiae, Comm. pure appl., 13, 1960, p. 473-508.

() D. Lubpwig, n® 40, Report NO 9351, Courant Institute of Math. Sc., A.IZ. C.
Computing and applied Math. Center, 1961,

(®) J. VaiLrant, J. Math. pures ef appl., 47, 1968, p. 1 a 40.

(®) J. VarLLaNT, J. Math. pures et appl., 50, 1971, p. 25 a 51.

() J. C. pE Paris, J. Math. pures et appl., 51, 1972, p. 231 a 256.

(®) WaascHAL, Comples rendus, 272, série A, 1971, p. 1719; J. Math. pures et appl.
(A paraitre).

84, rue Carpeauz,
59100 Roubaix, Nord.



On considére le systéme carré d'ordre m :
A B A _ .
hy = hB(x,D) y (x) =0, hB(x,D) opérateur d'ordre <€ t ,

* - - o . .
tx1, xe Q ouvert d'une variété C de dimension (n+l1),1 € A, B < m.

Dans une carte de coordonnées locales on notera :
o 1 n *
(X,E) = ((X ,X ""’X ) b (Eo’g‘l""ign)) € T (Q)

et les équations s'écriront :
t

——

A *A *xA * ., KA B
[Hy (x,D) + Hy (x,D) + Hy' (x,D) + ... + Hp (x,D)] y (x) =0

H = (Hg(x,g)) désigne le symbole principal de h au sens de Cauchy-Kowaleski

. ; ] * K L.
et on suppose dét H non identiquement nul ; H , H , etc... désignent les

matrices des termes d'ordre t=~1, t-2, etc ;

N, v =2

On suppose qu'il existe des entiers v ,v,,..
pp O’ 1’ 0

3 . . . o ~ .
strictements positifs et des fonctions C en X, polyndmiales en &,

irréductibles sur R  pour tout x € Q, de degré TooTyoeeesTys
constants, tels que
s=0 v
dec v =TT [B]
s=0
s=0 Vg
| —_ "o
on posera H' = H0 et H = | [Hs] .
s=1
On notera @S , l'anneau localisé de IR[EO,EI,...,gg] par rapport

d 1'idéal engendré par H , 05 s 50,

1 - HYPOTHESES RELATIVES A H' ET DEVELOPPEMENT ASYMPTOTIQUE. -

(:) Si ~ désigne 1'équivalence des matrices on suppose



On construit des polyndmes 5B(x,€) et YA(X,E) vérifiant

GB(X,S) = A?(X,E) avec A = A;(x,g) non divisible par H'(x,£)

' I . . . .
YA(X,E) = AA(X,E) ce qui donne : (convention d'Enstein pour la sommation)

A

A B _ 2 _ - 2
Hy & = O[mod. (H")“] et v, Hy = 0 [mod. (# ]

Les polyndmes 6B et 'y, sont des polyndmes en (go,g],...,gn)

indépendants du choix des coordonnées.

On désigne, en un point x, par WO le quotient de ¢O par 1'idéal

engendré par (H')z.(Hg) définit canoniquement une matrice d'éléments de

WO équivalente a :

(Hg) définit aussi un endomorphisme de (‘i’o)m dont le noyau est un module
B

"
libre de dimension 1. On désigne par (dB) une base de ce noyau et (d7)

B DU A B 2
un représentant dans ¢: , (d7) vérifie : HB d 0 Eﬁod. (") J.
dB est définie a la transformation d J£+ Ad+u(H')2 prés,. X 1nversible
dans @ , u € ¢m-
o o

A
On a donc Hg dB = OA(H')2 avec 0 € ¢o.

‘e B . 3
On vérifie que GB est un d particulier.



A

[bn a des résultats analogues pour 8y vérifiant 9N HB = 0 Epod. (H')%} et

pour YAJ'

2 2 S B ; p
On remarque que les éléments déduits de (6 ) par une transformation U,

indépendante du choix des coordonnées, sont eux-mémes indépendants de ce choix.

A B _ 12 "
On a HB § YA = (H')  H" A.

On appelle v 1la valuation de 1'anneau localisé ®O

HgdByA
V|—————| = 0 <=> H" A non divisible par H'
2
(")
A2
On pose g, HB = (H") oy

A B _ A . B, ,.2
HB d gA o gA(H ) = Py d (H")™ .

v[dAgA] et v[degj ne déependent pas du choix de dB et 8y a la

transformation 1 prés.

Puisque 6B et y, sont des dB et g, particuliers
ijA gA] =\)[OB dBJ . On pose : H=0 g

(Z) On construit, si n est une forme élément de volume sur la

varieté, le polyndme

LHEA = _L.ai(n Hg)]YA 6B invariant dans un changement de coordonnées locales.
2n

Ar. A B B A~
xA 1 .2 A B 1 54 °3 - 9.8 3" v,]
Le polyndme K = [HB - 5 BA(H HB)]YA 5 * 5 HB[ A'A A A
n

est aussi un invariant.

o A B= Hv
On démontre que : gA 9 HB d =0 Enod. ]
A B = ;
d" =0 mod.H]
gy % Hp |m
B '
b By 5% gB = 2H 2% m' 0" H' [mod. H']
ap A B a HA 88 Ba+g P H%d
gy 0 Hyd +8y? A B y
¥

o et B varient de O i N



On en déduit que :

A 1 AA B, 1 Ar B A B
K = [H, ZBAHB]YA(S +2HB[:E)63>\YA 3"v,0,67] [mod. #"
. C o pA 1A B 1 _ArX.B A
On pose : K HB > BAHB]gA d- + ) HB[é d BAgA d gAakd%]
et on a : K' = XK avec v(d) = 0.

K' n'est pas invariant a priori mais v(K') > 0 <=> v(K) > 0.

. %A B _ _Aa B 0.
On pose enfin : K = HB 8, d HBB gABud Ho H auH
alors v(K) > 0 <=> v(K) > 0 car K = K' (mod H'").
En résumé : v(K) > 0 est indépendant en un point x € Q de

la carte locale et du choix de dB, gA et de n.

(:) Si une hypersurface P d'équation locale (x) = cte , de

forme n = (no,n],...,nn) = (aoﬂ,ald,...,anﬂ) vérifie dét H(x,n) =0

en tout x € 2 on dit qu'elle est caractéristique.

Ceci sera vrai pour P vérifiant H'(x,n) = O pour tout x € Q.
On fait les hypoth&ses suivantes pour toute P caractéristique

vérifiant V x e Q , H'(x, grad ﬂ(x)) =0 .

i) Ai(x, grad w(x)) #0 sur € NP.
ii) v(K) > 0 sur Q NP,
H'"(x, grad J(x)) #0 sur QNP et
iii){
H(x, grad J(x)) #0 sur QNP

iv) pa = BQH'(X, grad ﬂ(x)) # 0 sur QNP

(pa) est appelé vecteur bicaractéristique.
Ces conditions sont celles du cas II(b), dans 1'étude faite par

Monsieur Jean Vaillant du probléme : données de Cauchy portées par une

caractéristique double [8].



(4) - Résokution formekle.

On cherche une solution formelle de 1'équation : hg(x,D) =0

.

sous la forme : yB(x) = 2 fj(¢(x))aJ’B(x) avec fj(ﬁ) = f
3=0
Vieaz, fj :R~> € (ou fj est une distribution).

i-1

On rappelle le résultat suivant

NG CONIED) [_ ) HE’A<d<x>>[}3’B<x)]}f_t+k<ﬂ<x>)
k=0 lr+j=k

Les opérateurs HE’A(ﬂ(x)) dépendent de ﬂ et sont d'ordre < r.

On trouve une solution en identifiant les crochets a zéro pour tout k

OA A .
Hy (D)) = Hy(x,grad Jx))
on suppose ﬁ déterminée vérifiant I (3).
On effectue alors un changement de coordonnées, ce qui est toujours

possible, de telle sorte que l'on ait

] ]
x° = fx) , x = (xo,xl,...,xn) = (x° ,x],...,xn)

Hy (D)) = oG grad B(x)) 3 + Hy (x,grad J(x))

H22 W)y = L 0%l (x,grad Px)) 5, + %0 B (x,grad §(x)) 8 + H P (x,grad 9(x)).

B 9 B aB B o B

On écrira désormais (x,grad ﬂ(x)) = P,

’ 1

ao désignant la dérivation par rapport a x°
a) Détermination de a0 B . gteme equation :

Hg(P)aO’B = (0 <=> aO’B vecteur du noyau de (Hg(P)).

aO’B 0.
On a alors aO’B(x) = Uo(x)dB(P) qu'on écrit : aO’B = UOdB(P).

Essayons de déterminer UO



jere Gquation :
OAr- 1,B 1AF 0,By _ A 1,B oA 0,B *A 0,B
Ha [a 7] + 72> ] =0 <=>H (P)a " + 3 HL(P) 3 .a " +H (Pa’ =0
On trouve une condition suffisante pour résoudre en a]’B
o A 0,B *A 0,B
g, (DY [0 HL(P) 3 a " + H (P)a’"] =0 (N
P aO’B =3 U—dB(P) + U 3 dB(P) d'ol la condition :
a a o o a

g, (P) (équ(P)dB(Pi) 5.0 + g, (P) (BaHg(P)BudB(P) + H:A(P)dB(P)) u_ =0
comme gA(P)BaHg(P)dB(P) =0 on obtient :
gA(P)[}aHg(P)BadB(P) + H;A(P)dB(P)J = 0 <=> gA(P)QA(P) =0

A oA B *A B 1,A1,B
avec Q7(P) = 87H,(P)3 _d (P) + Hy (P)d"(P) =} [da” (@]
Nous allons expliciter cette condition :

_ *A B _ A o B _ Gy '
K = g HB d HBB gAaad H3 H BQH
B *A B Ao B *
Sad + gAHB d” = HBB gAaad + gAHB

AdB

o, A
9 H
B

Ea
Vxe , H'(P) = 0 car ¥ vérifie I (3)
t Chrry - =
B H'(P) + 0°H (P)aoaﬁ(x) =0 or aoaﬁ(x) 0
donc BOH'(P) =0 et BOH'(P) = 0 d'apré&s 1'identité d'Euler.
Y Qoyy _ = o o4 _
3. H'(P) + 97H (P)Biuﬂ(X) =0 or Bia@(X) 0 =>38'"(P)s H'(P) = 0
i wvariant de 1 & n.
A 1A B
K(P) = 0 <=> g, (P)2"(P) = 0 <=> g, (P)H E%d(Pﬂ =0 (2)
On a supposé K(P) =0

a]’B = UldB(P) + V?(P) y V?(P) solution particuliére de la jere équation.



A,_. B 1,AF0,By _ .~ A B a A B A o
Hp (P)V](B) + Hy [a77] = 0 <=> H (P)V,(P) + 8 Hy(P)d"(P)3 U + Q" (P) U =0 <=>

A B o.B A
HB(P)(V](P) -23d (P)aan) + Q7 (P) Uo =0 .

On choisit V?(P) = BadB(P)BaUO + )\B(P)U_o ce qui impose de choisir

AB(P) vérifiant : HQ(P)AB(P) + o®(P) = 0 ce qui est possible.
Il reste & déterminer Uo et U].
gtme equation :

Hg(P)az’B + Hé,A[?l,gj + HE,A[?O,B] -0 <=>
A, . 2,B ,  1,Ar B 1,Ar B 2,Ar, B
Hy(P)a™ " + H t[u, a7 ()] + Hp PV ()] + Hp [ a" ()] = 0

H AT (Y] = a%Hg(2)a V] () + Wy (R)VD(P)

2,A By _ 1 jaB A B aB A B
P U d7] = . 8" Hy (PYd” ()3 U+ [ HL (P) 3 ,d” (P)

a, %A, . B 1, aB A B o, *A B *%A, B _
+ 9 Hy (P)d (P)Jaqu + [; 8 HL(P)d od”(P) + 3 H(P)3 d7(P) + Hy™ (P)d (»Ju =o0 .

On sait que d'aprés le calcul qui a permis d'établir (2)

g, v, @] = o

B _ a B o B B B
9V (B) = 9,3°d°(P)3 U + 3°d " (P)3 .U + 8, (BYU_ + A7 (P)3 U

On obtient aprés multiplication de la 2&Mme équation par gA(P) la

.. . . _ 2,B
condition suffisante qui permettra de résoudre en a ’ :

T _aB.A B o A R.B 8. A o .B
gA(P)Li B HL(P)d"(P) + 3 Hp(P)3'd (P)] 38% * g, (P) |3 HB(P)SBd (P) +

o A B *A a,B aB. A B o, *A B
3 HB(P)A (P) + HB (P)37°d (P) +3 HB(P)EBd (P) + 3 HB (P)d (P)]BQUO +

1
g, (P) [_HB’ADB@)] . Hﬁ’A[dB@)ﬂ u_ =0 .

Nous savons que :

I aB A . B oA B.B
E— g, (B3 THp(P)d (P) + g, (P)3 Hp(P)a"d (P)18a

_ (¢ S Bt
; = H(P)3 H'(P)3"H (P)auB

B



Précisons le coefficient de aan'

g, (" NP (®) = 5%, (I (215 (@) = 3%, ()3 iy (2)a (@) + %, ()T ()" ()

. _ L ¥A B _ LA, B.o TN '
Posons : K, =H g, d" , K, =H?d dda°g, et K3 = Ho i o H
_.a _ " B.Aa.B _ .aB A B o .B.A B
3K, (P) = C( A[? Hpdpd™ + 9 HBBBd.} + 97g, 0 Hy8 d D (P)
o _ o *A B *A o B o %A B
8K, (P) = [B g, Hyd + g Hy 9 d + g3 Hyd | (P)

a“(K[—KZ)(P) = 3"K(P) + a“K3(P)
K = H'K' => 3"K(P) = 0 (mod. p%)

2Ry (B) = H (P) 5Bur (p) agﬁ' (P)

< . } . 2,B
d'ot la condition qui permettra de résoudre en a " :

B

H(P)pap Ba U + H(P)pBBBpaaan + G(P)Uo = 0 avec

B o
8(p) = g,(P) H};’ADB(P)J ¥ Hﬁ’A[dB(P):[}

H(P) # 0 et d'aprés 1'identité d'Euler po = Q.
L'équation obtenue s'écrit

i3 \ j i - .
) aij LO + p Bj P Bi Uo + GI(P) Uo 0 , 1 g1, jgn

. 1 ‘s =
Si p # 0 par exemple, on considére une hypersurface Q, transverse & P
d'équation x! =0 et 1'on obtient

3 U + w(P) 3 U +w,(P)U =0,
(1)2 o (1) o) 1 o

8quation différentielle du second ordre qui s'intégre le long des bicaracté~

ristiques issues de {.

On connalt donc UO et par suite (aO’B).
" . . p-1,B
b) Déterumination de a :
. k,B
On suppose connus les coefficlients a , 0 <k < p-2.

e 1éme .
Ils vérifient la (k) équation :



A k,B 1,Ar k-1,B r,Ar j,B
HB(P)a +HB [a ] z HB [a ] =0
r+j=k
r>2
k,B _ B B B _ .o B : B B
a = de (P) + Vk(P) et Vk(P) =93 d (P)adUk—l + A (P)Uk—l + Wk(P)
Les coefficients Uk sont déterminés par 1'équation différentielle
3 5 Uk + w(P) 9 Uk + w](P) Uk + wk(P) =0
(n ()
g, (P) .
A 1,ArB 2,Ar B r,AF 3,B
w, (P) = He [, @] + Hv @] + 1 H e[
H(P) r+j=k+2
r>2
Les équations qui permettent de déterminer les coefficients
ak’B sont compatibles jusqu'ad 1'ordre p , de fagon précise, il est possible
de déterminer ap’B et ap_]’B de la peme et de 1la (p—l)leme équation
sous la forme
p-1,B _ B B
a Up—ld (P) + Vp—l(P) >
p,B B B
a =Ud (pP) + V (P
p ) P )

VE—I(P) et Vi(P) sont des solutions

1éme
P

1éme

(p-1)

équations et

+

B : o,B
Vp—l(P) =34d (P)aaUp—Z
Montrons que 1'on peut déterminer alors
différentielle du type indiqué ce qui d

précisée ci-dessus.

particuliéres des respectivement

B B
+
AT (P) Up—Z wp_l(P)
Up—l en intégrant une équation
. +
étermine a’ b sous la forme

iéme
(p+1)

VE(P) étant solution particuliére de la équation on a
A .. B 1,Ar p-1,B r,Ar j,B7 _ )
HB(P)Vp(P) + HB [a <] + Z HB [@ ’AJ = 0 soit
r+j=p
r>1
1,A

A B 1,A B
Hp (PIVI(R) + Hy [Up_ld ()] + Hy

W2 @]+ ] HORRP o

-1 ?
P r+j=p
r>1



_10_

avec

1,A By _ Lo A B A _ LA a.B
Ho [:Up_]d] = S H(R) ()8 U+ O (U = HR ()3 d " (P)3 U,

solt encore :

A B _ .o B A 1,Ar,B r,A~3i,B
Hy () (V(P) - 37d ()3 U )+ 9 LN Hy [vp_l(p)] ) HyT[a |

r+j=p
B r>1

on choisit VB(P) = 3%aB(®)a U + A P@U_ + wP(®) = VO(p) + Wo(P)
p ap p-l p p p

-1
B PR
wp(P) vérifiant
Hg(P)WE(P) + Hé’A[VE_](P)] + Z H;’A[éj’%] =0
r+j=p

r>1

ce qui est possible d'aprés les hypothéses de récurrence.
q p p yp

P . iéme . .
On écrit ensuite la (p+l1) équation :

0,A p+l,B 1,Ar-p,B r,Ar j,B

HB, a ’ + HBs [? > + .z HBa [a ’ j =0
r+j=p+l

r>1

1,A- p,B 1,A B B 1,A B 1,A- B
Hy " [aP 7] = Hy [Upd (P) + vp(P)] = Hy [Upd ()] + fig [vp(P)]

iéme . . .
La (p+!) équation s'écrit :

0,Ar p+l,B 1,A B 1,ArB r,Ar j,B

H H " Uud (P H >Z V(P H ’

B = 1+ B p (B iy [ P( ]+ r+jzp+l B L
r>1

2,Arp-1,B7 _ ,2,A B 2,AR B
He a 1 = Hy [Up_ld (P)] + Hy [VP_I(P)].

On multiplie par gA(P) et on trouve la condition qui permet

~ . +2
de déterminer al B :

R IR O (T G g, (P) (Hy 10 )]

F AR @D re@ (1 HEMEDPD =0 =
P r+j=p+l
r>2
H(P) [5 2Up_ +w(P) 3 U + wl(P)Up_lj + H(P)wp_l(P) =0

(1y* P! (1y P!

1 L 1L,ARB 2,Ar B JArF J,Br
w @) =~ @ @] A @] ¢ Tt 1] <o

P H(P)

r+j=p+!
r>2

A
+ QO (P)U
( P

-1

=0



On peut donc déterminer Up—l en intégrant une équation

différentielle du type indiqué.

B

ap+l,B
p+]

B
= Up+1d (P) + V (P)

B

Vp#l(P) solution particuliére de la (p+l)leme équation.

a8 - v B + vVB(p)
p p

o B
V(P) = 37d (P)aaUp

de la (p)l me €quation.

. + AB(P)UP_l + WE(P) , solution particuliére

oo W

o . .. j,B
On peut donc déterminer tous les coefficients al’”.

IT - HYPOTHESES RELATIVES AUX AUTRES FACTEURS ET DEVELOPPEMENTS ASYMPTOTIQUES. -

On suppose pour tout 1 < s < o
P -
]
H
0
s ) Vg
H ~ HS )
1
1
0
1

Soit s fixe.

> |
ol
N
<

On construit des polyndmes GE(X,E) et Yi(x,g) , 1 g
vérifiant

B . s .
Hg 66 2 0 (mod. HS) et indépendants du choix
des coordonnées. En un point x € Q , on désigne par Ws le quotient
de ¢, par 1'idéal engendré par HS. H définit un endomorphisme

m
de (WS) dont le noyau est un module libre de dimension v, et
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B B _
=) une base de ce noyau et (d3z) un représentant

. N
On désigne par (d 3

]

m A B _
dans (@S) - alors HB dD = 0 (mod. HS).

dB est défini 3 la transformation (dB) ——%>A(dB) + u HS prés

A inversible dans @S , U E (@S)m

A B A A
On a donc HB dD = OD HS avec OD € @S

PR B . .
On vérifie que § est un dg particulier.

D

~ F P
On a des résultats analogues pour &p vérifiant

F A _ F
8a HB = 0 (mod. HS) et pour N
On pose _
F A B
7 8y Hp dp
H]-5=
H
s

on sait que HS = dét (Hz) n'est pas divisible par HS
Pour toute Y caractéristique pour HS on suppose que
H G, grad J(x)) # 0

Il reste 3 déterminer une solution formelle de hg(x,D) yB(x) =

sous la forme

yB(X) = 'Z

f,(d(x)) aJ’B(x) s @ caractéristique pour HS
J
]

1
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On doit avoir

1) Hg(x,grad J(x)) a]’B(X) =0 d'ou

aPeo = W00 alx,grad ¥0) , 15D s v

b

4]

2) Hg(x,grad ﬂ(x)) aZ’B(x) + Hé’A(ﬂ(x)) [él’B(x)] =0

d'ol la condition pour résoudre (2)

g, Gograd §60) H o) 'Peo] = 0 <=>

| -

F f o
H5(x,grad ¥(x)) p 3,U

+ Gg(x,grad 9 U? =0

On détermine U, en intégrant une équation différentielle

— Tl — Tl

ordinaire le long des bicaractéristique issues de 1 compte tenu que
Hs(x,grad J(x)) # 0 et si on suppose par exemple aoHs(x,grad J(x)) # 0
(voir le calcul pour H'). Les autres coefficients aJ’B , J > 1 se

déterminent de proche en proche.

ITT - INTEGRATION DE L'EQUATION CARACTERISTIQUE.-

Soit a € @ et Q une hypersurface passant par a d'équation

x = 0 (sans rapport avec ce qui précéde).
Supposons que H'(a,1,0,...,0) # O.
On aura donc dans un voisinage Q' de a, H'(x,1,0,...,0) # O.
On suppose que H'(a,go,n') = 0 admet T racines distinctes
gg(n') réelles pour n' réel, n' #0, n' = (nl,nz,...,nn)

. o -~ - - - .
On considére V¥ fonction C , & valeurs réelles, définie dans

Q n Q' vérifiant grad ¥(a) # 0. On pose (grad W)i(a) = n'(a).
Soit gg(n'(a)) une racine. On sait alors que Eﬂ :

I1 existe Q" ouvert contenant a, Q"< O N Q' il existe

. o 3 - I3 k3
ﬁp fonction C  unique vérifiant
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YV xeq" : ﬂp(o,xl,xz,...,xn) = W(X],xz,...,xn) = ¥(x"') , x' = (xl,xz,...,xn)
p _ 0 - I
(grad ¢7) (a) = ¢ (a) =& (n'(a))
H' (x,grad ¢° (x)) = 0
D'aprés les hypothéses I (3)
H"(x, grad @p(x)) # 0, H(x,grad #°(x)) # 0
K(x,grad ﬁp(x)) =0
BaH'(x,grad ﬂp(X)) # 0 dans Q"
IV - PROBLEME DE CAUCHY.-
- v v -
. _ A _ 2 ] o}
1) Soit det(HB(x,E)) = {?o H] . HO_J(X,E)
On suppose que dans un voisinage de a € 2, l1'équation :
§=0
l I Hs(x,Eo,n') = 0 admette T racines distinctes.
s=0
s=0
On notera T le nombre des racines provenant de HS et T = 2 Ty
s=0
D'aprés III si on suppose que Hs(a,l,O,...,O) #0, 05 s <aqg

ce qui implique Hs(x,l,O,...,O) # 0 dans un voisinage de a, on peut

construire 1 fonctions ¢° vérifiant
P o,x") = ¥(x")
P _ P
(grad ") (a) = ¢ _(a)

o
H (x,grad ¥°(x)) = 0.
o S

s:
S:
On notera 3 ﬂp(O,x') = £°,
o o
On assocle les vecteurs (dgp(Pp)) et les coefficients ap , aux
racines gg s P ST
B o A 0
Le vecteur (dop(P )) forme une base du noyau de (HB(x,grad J (%))

avec PP = (x,grad $p(x)) et sont déterminés en intégrant des équations



e . éme . P . )
différentielles du 2 ordre le long des bicaractéristiques issues de ﬂp

On associe les vecteurs (diﬁ(p)) et les coefficients ag’B aux

. P
racines > T .
EO s D o

Les vecteurs ( ) forment une base du noyau de Hg(x,grad ﬂp(x))

B
45(0)

D(p) précisant la dimension de ce noyau.

Par exemple si T + 1, + ... + T <P <T + T, + ...+ T .
o 1 s—1 o} 1 s
ﬁ(p) varie de 1 & vs exposant de HS dans dét H.
. j,B L L o , .
Les coefficients a3’ sont déterminés en intégrant des équations

e . er . DU .
differentielles du 1 ordre le long des bicaractéristiques issues de &p.

. ) - . .
Si x =0 est 1'équation d'une hypersurface non caractéristique

~ . . i,B . .
pour h la détermination de al’ , P S T, » lmpose la connaissance de

ag’B(O,x') et 3,.a3°%0,x") et celle de ag’B » 0> 1, impose la

(0)

connaissance de ag’B(O,x').

2) On se donne les t vecteurs de R" : 3 kyB(O,x'), 0 gk ¢ t=1,
(0)
restrictions d'une solution formelle yB, sur 1'hypersurface x* =0 , non

caractéristique, définie dans un voisinage de a.

3 kyB(o,x') = Z f.(W(x'))bi’B(x')
(0) -(k-1)
Le décalage des indices n'impose pas de conditions sur les données.

0=T fos] o:'[

o .
e = T OE WPEa®Pe + T T £ WP x)a) B
p=1 ° j=1 p=1 J P
Q=To
prude de | £ (PGa P = 2o
p=1
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I r=

B .
ORI ZO[}AE’O’B<ﬂp<x>> Pl f_k+r<wp<x>j}>

AE’Q’B(ﬁp(x)) opérateur d'ordre < r

Les techniques qui suivent permettent de supposer Uz(o,x') =0
0,B .
donc on peut supposer a (0,x") = 0.
0,B _ .0.B
= <
On rappelle que ap UodOp , 0 £p g T
0,B o} B o] B
1 a >7(0,x") = 3 U"(0,x' 'y =3 !

alors (O)ap (0,x") (0) O( ,X )dop(O,x ) (O)UO(O’X )dOp et

=T =k
p o r

B B 0,B -
8,z (0,x") = ) () ACTTED 2RO, ]E L (v(x")
k k o'~ p k+r
(0) p=1 r=1
et en particulier on obtient, pour r =1 , le coefficient de f_k+](w(x'))
p=T p=T 0=T1

o] (0] (o]

1,0,B, p 0,B T o k-1 0,B o k-1 0 '~ B

DA (go)Eap 0,x")] = ] k&) 3ga57 (0,x") = OZI k(g )T UL (0,x" )]
p:l =1

ee AV PE [ 0,x)] = o
‘ Etude de Z z f (@p(x))aJ’ (x) = Z (x)
3 J=] p—l
s P - TL1C T BB e P, (P o)
(0) q=1 p=1 r+j=q i 1
BE’Q’B(ﬂp(x)) opérateur d'ordre < r

B R r,0,B j,B
bz = LT T B REN [a o,k D, (FG'))
(0) q=1"p=1 r+j=q !

On obtient pour gq =1 (j = 1) le coefficient de f_k+l(W(x'))

p—T
;‘8090, (g )L] B(O X )‘J (gz)k a;’B(O,X')
o=1
LB _ b

On rappelle que a, : oD (p) o

‘ _
B ry _ 1PD(p) ' vy = PD(p) N
ap (0,x") U1 (0,x )dpD( )( LX) U] (0,x )dpD(p)
B vy _ D '\ 4B o.B '
(0,x'") = Ul(O,x )dOp + 9 dOOBOUO(O,x ) , o < 1

On identifie le coefficient de f_k+1(w(x')) a celui de 3 kyB(O,x')

_ - (0)
soit b;(k ])(x') et on obtient:[Z], [3:], ]:6], [9:[, [_10] .



1<0 —”Q “Q
-3 (o QQ o] do ‘ do ‘ o]

(D gaya = VEpCx 0 (yqol 2 e I+ TGPl ovwa_-quwvo T+ poe(x0in’e LG + “opCxro)in’e, AQWVA_IUV 1
1=d 1=d ©1=0
®1<d . [=0 . (=0
1 (9)qo s do c 1. ,0 - do .. .00 do . 00 o ot
(X g (o8 = gP (¥ ovAQon: G 1 o+ gP ¥ ovasxﬁawvo { + gPol (X0 g ey ( o9+ GP (X0 40 m_-xﬂawvxo {
1=d 1=0 | 1=d
OPAQ 1=d . 1=d
_ (d)ad do . 1.,0 - do do . 00 -
(X g = gP ¥ OVAQanzA 3 (¢ gPGx on:Aquo { + (qPoe(Lx%0) : e’ ¢ + gPLX0) N mvo {
1=d 1=d 1=d
01<¢d [=d
_ . ad ‘ [ . do (.00 do 1 o

(¥)ged= (9)=gP(,x 0) (gyqo! { + (gPoeix‘0)gne +  P(X ovazvo

1=d - 1=0



18 -

. a T w + 17 = 3w
0=S§
ceenen. (DHao ° e 90, do 0,90 Ogy wvn IO ° [o
N GIED g 2D =0+ gpe L (Gnoe G0 e G G-+ e e
(d)qd o} do Qo do o 10 o
L e I I = ﬂ L I I RN R D A I
I ED qP (42 1+ P, xAQwV a® (P a? (P
dyqd do do o do o o]
L R A A I Y AVQ@AWV LI R R I R LR I A ) .mu+ U@va @va L I I R R A Y ~©+
d 4 q
R 1 e ° ° .
mw mﬁOm mw
: JUBAINS 9] 1S9 2WISLS
wwqw_+0P OPWQW_
-~ - ™ 4 " N

¢ L %m %% ¢ ey ln s
(%0) 4y qoll (x0)4n e ((x0) 0

: sanuuodur Jw g suorienbs Jw 9p sweIsLs un JusaT3IqO

_O

mwOQxA °9) A 2)

s s s

DR

0 o 10 o
aPol () a® ()
o] 10

gPot gP

np JUBUIWISIIP O] 139

uo



_19_

Pour montrer que le déterminant est non nul nous allons prouver
que le systéme homogéne associé n'admet que la solution nulle. Ce systéme
s'écrit

© (7 a® 2% 4 7 %8 P 7 B PRl

ot op ost op o5t PP

0,q,B ,op _0,q,0,B pyq-1 B [ 0o 0\qB_  .pD(0) _
(@ () (€D A"+ ) [}ao) 87d *aE )" d p}* + pZ (£ )7d A =

o pD(p)
psT OSTO 7T
p.t=1 B .op [ p.t-1.0.B p.t-2.B o p.t-1 B pﬁ(p)
t—1 d’ x4+ o d +{(t-1 da’ A7+ d =, A
(t=1) ¢ zr (€ dg QZT (£) 0o T(ETD (BT T OZT €D a5y
PTo S o o
A A, e TEL 4 g oA
Ty - - ' '
Rappelons que Hp(£ ,n') = H () () + qzl Ly (1) + L7(n")
- qA A '
pour Ogq<t—li LB est un polyndme en (n').
On sait que dét(Hg(a)) # 0, a = (1,0,...,0) puisque x0 = 0 n'est
pas caractéristique.
AV

On supposera désormals 1'opérateur normalisé relativement a q,

i savolr :

Hg(a) = 63 symbole de Kronecker

On obtient alors

[~ q=t-1 q
A, p.t qA,.p.\q OA B _
Sp(Eg) + qzl by (B)" * Iy | dgy =0 psT,
- q=t-1 -
A t qA, . p.q oA B_ _
8p(E) + Z Ly (8)" * Lg | 405y = © o>

Appliquons la matrice L;A(rf) = L;A (pour simplifier) au vecteur

de R" défini par la lére équation du systéme Boi]on obtient alors

0)

0)
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YoLo% d v 7 102 0%qB P e 7 O B PRl g
B op B B "pD(p)
p<T P<T p>TO

q=t-1
A, p,t.B op qA, . p\q.,B ,o0p oA.o B.p
FoostE?)tal A%+ D A € B Y Y Lo%%0)
oSt B "o 0 05T =1 B 0 et B
o e} S o
T oehe?) et 0D (p) q=§_] qA,,0.q B oD(p)
+ §S(EYY d =, (A + ) LA(E™Y =, (A =0
ot B "o” “pD(p) o>t q=! B "o’ "pD(p)

On regroupe convenablement

Z (gp)tdA 2\OP . Z HAaOdB WP+ Z (Ep)t aodA AN z (Ep)tdA~ ApD(p)
pgt 7 ° pst_ B °F ogt © op 051 pD(p)
o o S o o)
N aa 0yq,B ,0p 09,08 ,0 0\q.B oD (0)
+ L Ly [ <§ (£)7d A+ (% (£)787d 2" + ZT (€))7 50y } =0
q ps o [ORN o P o
On rappelle que : Hg d? = 0 (mod. H'z)
[N A, p B _
d'od HB(EO) dOp 0
o A, p B A, o o.B _
et 3 HB(go) dOp + HB(EO) d doo =0
éme . «
Compte tenu de la (q+l) équation (q) du systéme le crochet
Vanrir . - pya-l B p
s'écrit q(go) dopk
q=t~1 q=t-1]
A o.B ovq-1.B _ _ o A B pyq-1 B
or ] Hp dg, * Z qa(E) Qo Yoob Hydo * Z Qe g
pPST, g=1 PET q=1
q=t-1
oA _ A t-1 qA q-1 oA - .
avec 3 HB = tdB(go) + Z qLB (EO) car LB ne dépend pas de LO
q=1
On obtient donc pour tout A
A A -1 t A D
I D5 T %t ce@® T e T ety P o
o’ “op 0 op o op - 70" TpD(p)
PST pST - p>T

c'est—-a~dire 1'équation (t).

0



Ensuite on procéde par récurrence ; supposons vraie

0.q' B ,op p\q'.0 B _ q'-1 B |, 0\q' B pD(0)
(@) ) EHYa” A"+ § [k& )t 97d +q'(E) a2+ Y EMHT A= =0
ot O op 05T o op o op o5t © pD(p)
O (] ¢}
pour tgq'st'+t-1 , t' entier quelconque > 1.

Appliquons la matrice 4 1'équation t' «ce qui est possible puisque
t'set+e-1 <=> 1.

On obtient 1'équation t'+t de fagon évidente et on déduit que

1'équation (q') est vraie pour tout q'

Nous allons effectuer un changement de variables

Posons pour TO<pST , _z dB— AQD(O) _ AB

D
Dip) P () p
et pour lgpst dB 2%° = XB
o 8]¢) P
lspgt . 48 A" =B s &® -0
[e] op [0} op

Nous allons nous intéresser a chacun des m systémes homogénes

\

obtenus en isolant du systéme initial |écrit jusqu'a 1l'ordre (q'), q dépendant
y ] q ), P

de B] chaque ligne indicée par B ce qui donne
3%48 »° + 7ol -o
0op
p. .k vB o k.o B o.k-1_B 0 PN & B _
Z(a)Ap+ZE(ao)adop+k(ao> d_ | A+ ) (&) hy =0

ST . ST .
Pt PETs . . 0

q'vB p\q@'.0B  , . .p.q'-1,B |.p o.q' B _
\ DGR S ) [(ao> 37 *a' (£) dop]x v @D =0

<71 £T >T
pPs o S I6) o (0]

Chacun des sytémes n'est pas forcément carré.
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Pour ce faire nous allons [si dgp = O] éliminer le coefficient
. B ~ o
K? qui est nul et remplacer aodgpkp par T B donneé, TO(B) désigne

P B
le nombre d'éléments d non nuls.

@ =« @ #o0.

Nous allons nous intéresser 3 un systéme homogéne carré d'ordre

P . B
TO(B) gt (T]+...+TO) s T précisant le nombre d'inconnues Ap, r et

P
(T] + T, +... + TO) le nombre d'inconnues AB

I1 est clair que nous choisissons

q' = q'(B) dans chaque

systéme d'ordre B, TO(B) £0 et q'(B) = TO(B) + t-1.

Le déterminant du systéme B, TO(B) # 0, est le suivant

. . B
[au signe prés car nous allons supposer que les dop non nuls sont les

TO(B) premiers
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=1 (B)-1

o o

......... (EO) teranen
———"
pZTO(B)+1

Ce déterminant est non nul puisque les racines sont distinctes.

B) = 0.
@ ,®
B
Tous les dOp sont nuls.
Nous allons nous intéresser 3 un systéme carré d'ordre
T o+ (1, + ...+ TO), T, précisant le nombre d'inconnues r, et
, B
(t, + Ty + ... +7 ) le nombre d'inconnues Ap.
Nous choisissons q'(B) = q' = 7-1.

Le déterminant du systéme B est le suivant

I<pgt

C'est un Van der Monde d'ordre T non nul.
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. B
a) On en déduit que VB Vp > T Ap = 0

B _ — B_ oD(p) _
A =0 <=> 5%)) 450y 0

Les vecteurs (dgﬁ(p)) de R™ s P fixé, forment une base de noyau de

Hg(x, grad&p(x)) par suite Yo , p > T, ApD(p) = 0.

b) B donné, TO(B) # 0, les coefficients K? sont nuls,

p s 1, (B)
XB = 0 <=> dB AP =0=>2 =0 puisque dB #0
P op op

op

Mais alors tous les coefficients X sont nuls.

Supposons en effet que pour s donné, aucun des m systémes

ne contienne K? , cela signifie que , VB , dB = 0 ce qul veut dire

(o}
(o] pO

que le vecteur (dip ) de R™ est nul, ce qui est impossible puisqu'il est
o P
vecteur de base de Ker(Hg(x,grad P o(x))).

¢) Tous les coefficients A° sont nuls. En effet pour B donné

P _ .
TO(B) #0 A =0 si p g TO(B).

P
o étant donné, HB tel que A ° apparalisse autrement que
B . po .. .
dans Fp . Sinon VB , A est tel que Py > TO(B) ce qui implique
o
dB =0 => (dB ) = 0 1impossible.
op op
o o _
Tous les coefficients AP , 2% et ApD(p) sont nuls.

c.q.f.d.
Les valeurs initiales U?(O,x'), 80 Uz(O,x'), U?D(p)(o,x') sont
. P . "(k']) ' -
imposées en fonction des bk x"'") , 0 <k g t-1,

.. 0,B . .
Les coefficients ap’ sont alors déterminés, p < T

. 1,B . s .
Les coefficients ap’ sont aussi déterminés, p > T
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Détemination des coefficients a®® | q 5 2

b

On suppose connus les coefficients

'-2.8 '-1,B

ag ’ ps T et ag P>t 4 q' = 2
aq‘l’B = u° dB + VB P <T .
P q-1 “op q=1,p o

On suppose connu également UZ_I(O,X').

Les coefficients Vg-l 0 sont connus d'apré&s 1'hypothése de

b
récurrence :

q,B _ .oD(p) B B
a =U d = + V > T
o q D) ~ g0 ° 7 "o

. . B - -
Les coefficients V sont connus d'apré&s 1'hypothése de
b

, B . . 0,B
récurrence. 3 K 2 (0,x') est connu puisque a est connu, p £ T

<

(0) P ©
Le coefficient de f_k+q(w(x')) dans a(o)k ZB(O,X') s'écrit :
Z(B 50, B (E) [q B(OX)]+B’Q’ (E)EQIB(O y)]+ z BI‘DB(E)L'aJs (OX)])
r+j=q
q 2 2

q,B ' Y 1y 4B o p ' N '
o g T ap (0,x") Uq(O,x )dOp + 3 dopaqu_l(O,x ) + Wq,p(O,x )

B iB
w'" (0, 37d_ 9, 0, + A
q’p( x") 0p?i Ug-1(0>x")

B

Up 1(0,x") + wq (0,x")

8203 (e%) [a3:P(0,x] = Gl [Ug(o,x')dgp + %40 2,001 (0,x") + w‘ 5 (0,x")]

1,0,B .0 q-1,B V)= Py 571y ,971,B 'Y=k (£P P 'B .
B "0() [a (0,x")]=k(g)" '3 a’” 7 (0,% )-k(go) (a Ugop (05% )d RAMSER(RS

'B 1y = 1P v B B '
Vq—l,p(o’x ) = Uq_](O,x ) 9 dOp + 80 Vq—l, (0,x")
0,0,B,.p q,B 1o pD(p) '
] Bk (EO) [ép (0,x )j = [U (0,x") d D(p) (O X )] si > T

e}
o ' p.k B p o o,B o k=1 B
pzl(Uq(O’X ) (B dg * 3 U, (0,x") [(g] ) 27 +k(E)) doé])

0D (p) vy 4B _ . k=q,B .,  _ K ' B P '
LG R T (D w® ©,x)e) I 0,xm)
P>T p
T
-1 1B [ Poxn] - T @M 0,k
_] r+_] q p>TO q9,p

rzl si p>T,
rz2 si psTo
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Les équations qui donnent les restrictions & 1'hypersurface

o Yo s
¥ = 0 peuvent s écrire :

z z 2P B Ot(p)(o x") CB a(p) € {O,l,ﬁ(p)}

1

k k
0 OL(D) ot(p) »q
TE: 0@ g.x7) = 1P (0,x") si a(p) = 0
o q,p q
OL(p)(O x') =3 v’ (0,x') si a(p) =1
q,p o q—l ’
e oD (p) '
> T 0,x =U o,
o > T ue o (0,x") = uPP (0,x)
. - . P _ p,B
On sait d'aprés ce réced ue dét ’ 0.
p qui p e q (ak,a(p)) #
B ~ . . q',B )
Ck q dépend des données de Cauchy et des coefficients ap (0,x")
connus.
On peut donc déterminer Uz(p)(o,x') d'une fagon unique en fonction
de CE q ce qui impose les valeurs de :
1]
Up(O,x'), 3 U .(0,x") , UpD(p)(O,x') et par suite on sait
q o q-l q
déterminer aq—]’B , p<T et aq’B s P > T
p o] p o)

V - CONVERGENCE. -

Nous allons rappeler les équations qui déterminent les coefficients

p,B

4

@ Equations qui déterminent Les restrictions des coegficients surn L'hypersurface

XO = 0.

On utilisera constamment la convention d'Euler
p= T

a8 ) o,xty = pKPHDBy _y <a Y 0,x")
k,a(p) r+1 k o=1 p+l,p
i 0. k-1_,B "o 0B .o\ j,B
- ) kEDHTV' (0,x") - ] I B Py @l Pro,x")]
=1 PP p=1 rej=pr1 & o’ =p

r>2

- z (gp)ka (O,X') - z X BE’O’B(EQ)[HJ’B(O,X')j.
0>T (o} PP 0>T r+j= o p
%
(o] (6] r>1



..35..

B;’D’B sont d'ordre < r.

Les opérateurs

. . . B B ~ -
Les solutions particuliéres Vp et wp o peuvent etre explicités.
b 3

A
HB(x,grad &p(x)) est de rang (m-1).
En numérotant convenablement les équations et en supposant qu'un

indice chapeauté varie de | a (m-1) on peut écrire puisque

A, p B . r,A ~j,B’
H v 0,x') = - H ’ 0,x'
p(ED) Vo (0,x") r+JZ=p pio[a)" (0,x)]
rzl
V§ ,(0,x") = y ﬁg’p[}g’B(o,x')]
’ r+j=p ’
r>1

. m - . . e . _

en 1imposant V p(O,x') = 0 et aprés avoir multiplié par la matrice carrée
b

d'ordre (m-1) 1inverse de celle définie par les (m-1) premiéres équations

qui permettent de résoudre Vﬁ p(O,x').
bl

Les opérateurs notés avec un indice r sont d'ordre < r.

- NooA L
3 V2 (0,x") = ) ﬁ;’B[aJ’B(O,X')]
0 P,p r+jeptl  BsP
r32
Les opérateurs ﬁ;’g sont obtenus & partir des opérateurs ﬁ;’g
’ -~ ’
par dérivation de 1'expression qui donne Vg p(0,x').
2
.. /B .
On peut alors expliciter Vp p(O,x )
b
B B .p ﬁr B [ j,B’
V'" (0,x") =03.d U (0,x') + ] a2 (0,x")]
Psp 0"op p r+j=psl B PP ’
r32
i m
sachant que B',p =0 .
On sait d'autre part que
A, p.. B 1,Ar B r i,B
H W 0,x') = = (H, 2|V 0,x")| + H_*"la”’7(0,x'
5(5o) p+l,p( %) ( B,o['p,o( %] ) B,o[ P (0,x")])

r+j=p+l
r>2
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~ . ' . o
on peut alors déterminer Wp+],p(0,x ) en imposant WE+]’Q(O,X )y =0
B 1,Br. B r,B i,B
W (0,x") = H2>°[v> (0,x")] + T H:P[al P(0,x")]
p*l,p Bo - p,p r+jeptl 2P P
r>2
WB (0,x") = Z Hr’B[aJ’B(O,x')] aprés avoir remplacé VB (0,x') par
p+l,p rtj=ptl TP P P,p '
rz2 son expression en fonction de ag’B(O,x')
. - . 1
w'fl 0,x") = atd® BiUp(O,x') #2800,k + T W;:B [a)>P (0,x")]
p+l,p opip P r+jmp+] 0%
r>2
T, m
sachant que ﬁpr =0
p >

A . . - .

HB(x,grad wp(x)) est de rang m-v o si &p est racine de 1'équation
Hs(x,grad wp(x)) = 0.

En numérotant convenablement les équations et en supposant encore

qu'un indice chapeauté varie de 1 & (m—vs) on peut écrire puisque

A, p..B r,A r j,B' '
H (E)V (0,x') == ] H% [a22® (0,x")]
B 70" 'p,p r+3=p B ot o
r>1

B r,g i,B
V. (0,x') = J Hy [a?>"(0,x")]

P,p rei=p BoP

31
en imposant VE p(O,x') =0 (m—\)S < B £ m) et aprés avoir multiplié par la
s

matrice carrée d'ordre (m—vs) inverse de celle définie par les (m—vs)
. , ) oL . B .
premléres équations qul déterminent Vp p(O,X ).
b

On peut alors écrire

=T

kB o F k ,Br i,B',
a0y = [ ) ] APl o,xn)]

e>T p>T r+j=p+l
r>1
avec Wr:B =0 si B>mv_ , p associé 3 H .
B ,p s s

On peut alors écrire
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p—T
0,B a(p) 1y -k (p+1),B o _ Pyk Byp
oGy Uprl o0 = By (x") pzl (g,)" T U (0,x")
o r,B L Pl k-1
-7 1D H [ i,B (o,x')J -3 k(gz) 3 d U (0,x")
p=1 r+j=P+1 p=1
=T 1'.'22 =T
"o o k-1 ~r,B ¢ j,B' "o g¥.0 B ,B
L I H G oxn] - ] (e2) [P (0,%")]
p=1 r+j=p+l AL p=1 r+j=p+l
_ r22 rz2
" o k r,B j,B' ot gY B
S RGO S ES A ORI ) I B P [ad P o,xn)]
p>ro r+j=p+l > p>TO r+j=p+l

rx1 r>1

T§ opérateur d'ordre < 1

ce qui donne

o=t
0B alp) 1y = p K+, B x") °vB o
Ak ,a(p) p+l,p (0,x') = k Z Fk U (0,x")
=T, p=T
gY ,B B' v cl> B
+ Z .Z k B'p[ J’ (O’X')] + z 'z k B'p[ J, (O’X')]
p=1 r+j=p+l p>TO r+3j=p+l!
r>2 rx1

aprés avoir regroupé les opérateurs de méme ordre.

Ak,a(p) la matrice inverse de ap’B

A lons
ppeton 0,B k,a(p)

On obtient aprés multiplication & gauche par cette matrice :

B 0,x")]

EARNCER)

q= T
a(p) ' k,a(p), —k+(p+!),B _, k,a(p)TB  q '
Up+l,p(0’x ) Ao,B b (=) + qz, Ao B k,qu(O’X )
k a(p) r,B,qr_] alp)or,B,q N
+ ) ) A Brlpl [ P (O’X')] ) .Z Ap:B C g [ ’
q=1 r+j=p+l q>t_ r+j=p+l
r>2 © r>1
9=t q=T, .
(0,x") k’g(p)b;k+(p+l)’B(X')+ z (KQ(Q)UQ(O’XV)+ 2 z %a(%2 »T,q
P q=1 ’ q=1 r+j=p+1 °
r>2
q=T o
alp),r,qr_3i,B
+ z X o ,B" ? [aq (O,x')]

5T r+j=p+]
r>1 p>0
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p vy o Rs@ . =K,B, .,
BOUO(O,x ) = Ap,B bk (x"')

p o K,l .=k, B. ;
UI(O’X ) = AO,B bk (x")

o B K si p=20.

U?D(o)(o,x.) _

@ Equation differentielle qui détermine ag’B b g T

o
o o 1 B 2 B rr j,B
5 W=+l W 1+R ]+ 7 KE[aDH
+
()% P p B,o-"p+l,p0 B,p-'p,p rej=pt2 B P
r>3
on a isolé 3 2Up dans les équations écrites dans II.
(0)
On peut remplacer WB et VB par leurs expressions en fonction
p+l,p e
des coefficients ag’B
On obtient :
» P=avds ] B RF
0" P Pooxejmprz D0P
rz3
Q2 opérateur d'ordre | [une dérivation par rapport i xO].

(:) Equations difgerentielles qui déterminent aE’B , P>

o

oD(p) oL(e)y .y B hro - j,B
3 U =Q U + \' + H g2
o p+l L(o)[ p+l ] B,o[ p,p] r+jzp+1 B,o[ P ]

R =2
Compte—tenu de 1'expression de VE o
- )
0 U = UL e T B adoB)
r+j=p+l 7’
rz2
QL(Q) opérateur d'ordre O

~

15 ie d 1
(p) wvarie de a vs(p)
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!
RESUME.
q=To
Udf_?) (O,X") — Ak,g(p)blzk"'(p"']),B(XV) + z [Xu(p)[Uq(O,X'):I + z gd(g)',r’q
p+l,p o, q=1 LP»d P r+i=p+l O
r>2
q=T "N . '
+ Z z Ca(%),’r’q[a'] :B (O,X'):I p > 0
>t r+j=p+l P> 4
rz1
[ v _ Ak,0,-k,B, , e} v _ Kk, -k,B
SOUO(O,X ) = Ap,Bbk x') , UI(O’X ) = Ap,Bbk x")
_ - p=20
pD(p) 1y _ 2k,D(p), k,B
U] (0,x") = AQ,B bk (x")
( ° r [
3 U =q[u7] + ) B al’"l ,p<ct ,p>0
o2 p r+j=p+2 B,o™p ©
ﬁ rz3
p_ p -
3 2UO = Q[UO] obtenue pour p =0
\
( n V]
pD(p) oL(p) r j,B
2 U =Q [U ] + z M [a ’ ] , p>T1T_ ,p>0
o p+l L(p) - p+l r4+iop+ B,ot'p o
4 rx2
pD(p) _ pL(p) -
\BOU] = Q L(p)] U1 obtenue pour p =0
al -~ Rappels et déginitions.
+1 i=n i
by =1x, x e®  ,K=R ou €, J [x']| <R}
. i=0
o 1o 1
A = {x,alx"| + ) |x7| < r}
@, i=1
1
6 (R,E) = — ek , |g] <R
R-g
0. (R,e) = 4 6 (=,6) !
. s = y = T
J agd  °© (R-£)?
1=n ; o i=n :
YiRX) = 8 (R, ) x) , Blo,r,x) = 6 (riax + ) x)

[:ag,B (O,X')]J
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x e by, Wj(R,X)<< RWj+](R,X) , ¥ £ R Wj(R,X) << Wj(r,X)

X € Au,r R ¢j(q,r,x) << ¢j+1(a,r,x)
Wj(r,X) << ¢j(a,r,X)

r <R a z |1 X € Aa . Wj(R,x) << ¢j(a,r,x)

bl - Analycité ot majorantes.

Si f est analytique au voisinage de O dans Kn+] ,1 M>0, 3 R>0,

X € AR , f(x) << MWO(R,X).

Si ¢ est un opérateur différentiel 3 coefficients analytiques
au voisinage de l'origine [ses coefficients admettent une majorante commune

s, T <R ,a=x21,ona

MWO(R,X) sur A convenable] et si pour X € Au r
’

R

y(x) << ¢j(a,r,x) alors il existe vy dépendant seulement de ¢ telle que
c(y(®) << vaf B, (o,r,%)

- P . Pe o
m ordre de 1l'opérateur, p nombre de dérivations par rapport a4 x .
g
j!

existe M,r,a et C positifs tels que :

analytique au voisinage de l'origine «<==> il

F(x,8) = ) a,(x)
j=0

Vxea
a,r

b

aj(x) << M CJ+] ¢j(a,r,x)

¢ - Nous allons montrern Le thioneme sulvant :

o0 _ _ . j
Si on suppose Bk(x',g) = .X bk(k l)+J(x') §—-, 0 ¢k g t-1
analytiques au voisinage de l'origine dans K * (K=R ou C€) et si les
n+1

opérateurs hg(x,D) sont analytiques au voisinage de l'origine dans K ,

les fonctions

) . ] B

I alPeo = yPae) poen,
j=0 j!

(o] . J

) aJ’B(X) L YB(X,E) p > T
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n+2

sont analytique au voisinage de l'origine dans K

Preuve : On peut choisir C, telle que

k 1
Ang(p)[¢p(a,r,x )] < ¢ ¢p(a,r,x) , HE,B[¢p(u’r’X)] < C] oS ¢

XZSZ)[¢p(u,r,X')] << C ¢p+1(a,r,x)

Y]

Bgfﬁ};%,s’q[@p(a’r’x')] << C] OLS ¢p+S‘(u’r’X)
8zf%2939q[¢p(a’r’x')] << Cl Ots ¢p+s(ﬂyr,X)

Q[Qp(u,r,x)] << C, o ¢p+1(a,r,x)

Bg’p[¢p(a,r,x)] << ¢, o ¢p+s(a,r,x)

QL(D)[¢p(u,r,x)] <<€y B (o,r,x)

MG oD (aurx] << o) a® 8, (a,r,x)
dzp B (e,r,%) << €y @ (a,r,%)

dgﬁ(p) ¢p(a,r,x) << C1 ¢p(a,r,x)

On rappelle que Uz(O,x') = 0 et que BoUg(O,x'), U?(O,x‘) , U

. . . . . .. n
sont imposées et analytiques au voisinage de l'origine de K.

5D (e)

On détermine alors Uz et !

n+l

3 M, 3 R tels que pour r £ R, a1,

P

45 (@5 T,X)

1

analytiques au voisinage de

0D(p)
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Y
UO << MWO(R,X) << MWO(r,x) << Mﬁo(a,r,x) << C¢O(a,r,x)

0, U0 (0,x') << MY (R,x') << MRD (a,r,x") << C°Q (a,r,x")
U?D(p) << MWO(R,X) << MRWI(R,X) << MR¢l(a,r,x) << Cz¢l(a,r,x)

U?(O,x') << MWO(R,X') << MR¢1(a,r,x’) << C2¢](a,r,x') avec

KC=a , K< , M<a , MR <ol ,
on a alors puisque aO’B = Up dB p £ T
p o Oop o
1,B oD(p) B
a = U d = > T
P oD(p) ° o
0,8 %1 2 2
a’ << -—2C" ¢ (a,r,x) << C” ¢ (a,r,x) si C, < KC =aqa , P £ T
ol c o o) 1 o
1,B 2 3 .
ap << \)C1 C ¢](a,r,x) << C ¢](a,r,x) si v C] <KC=aqa, p > T

v = Max ﬁ(p)

>T
P o

On peut également choisir C tel que b;(k_l)+q(x') << Cq+1¢q(a,r,x')

En résumé : on peut choisir C , KC=0a , K< 1 , a1,

P 0,B 2
( UO << C ¢O(a,r,x) et a << C ¢o(a,r,x)
2
{ 8,0°(0,x") << ¢” 8 (a,r,x") p o< T,

U?(O,X') << ¢? ¢, (a,r,x")

U?D(p) << C2 ¢1(a,r,x) et a;’B << C3 ¢l(u,r,x) o > 1
Supposons les conditions suivantes réalisées : 0 < q g p-I
P << Cq+1 ¢ (o,r,x) et aq’B << Cq+2 ¢ (o,r,x)
q q P q
p g TO

5 UP(0,x') << cd+2 1)

' P ' q+2 '
o Ug q+l(a,r,x ) Uq+](0,x ) << C ¢q+1(a,r,x )

PP ) cd+2 ¢

o aq+],B << Cq+3 0

q+l(oc,r,x) et 5

q+2(a,r,x) y P> TO
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Nous allons montrer que les conditions supposées vraies pour

0 £ q £ p-1 sont vraies pour gq = p.

Soit vy (a,r,x) = Cq+] @ (a,r,x) =7y (x)

q q q

Pour que Yp(x) soit une majorante de Ug et ngfp) , i1l suffit

que :
~ vs
3 5 ¥ > Q[YP(X)] + 1 1B o[Y'(X)] , os T, ()
) stj=p+2 B 7’ J
$23

% Ypr1 () 7> 2) §L(p)[yp+l(x)] £ L] Rt{la;,ol:yj(x)]’ P>, (D

L(p s+j=p+1 B °
s32
K,a(p) 170 aa (o)
0,x') >> ) A 0,x') + 0,x' + 3
Ypap (0% 123 oTn (0% qzl A5 g b 0,xn] (3)

T

© ~ra(p)s,q ' 9 ea(p),s,q - ,
Z 2 Z B B [Y-(O,X )] + z Z z 0.B [Y.(O,x ):]
g=1 B s+j=p+1 P> J @>t_ B s+j=p+l O i
§32 © 521

les opérateurs munis d'un signe Vv sont des opérateurs majorant les opérateurs

figurant dans les équations.
On obtient :

Pour La 19%¢ Anéquation. -

o2 Pl g 42> Cpa P! g 4 TEC ) o® cP*47S g +2
P P s+j=p+2 P
523
qui sera réalisée si
SR c, % ¢ ime, ] P+eTs
o s+j=p
r\)/]
_ p+t3 _ p+3
Yoot s - [Cp+2 +oP P o ap+2]
s+]=p C-a
s21
3 -1 -1 +2 1
Pas P acC” [P -oPT] o« P - kP



- 44 -

On obtient alors une condition acceptable

C,r o

L-}-mc]
o 1-K

qui s'écrit : C [E + m —g;] < 1 wvraie si c, [r + z KC] <1

1 o 1-K 1-K

Pour La 2°M¢ Ainequation. -

p+2 pt2 s ,p+3-s
a C ¢p+2 >> v e ¢ L, e mC ) e )

qui sera réalisée si

p+2
v C, xC
Cp+2>>—-——L——*——~— F+mC z s _p+2-s

a s+j=p

On obtient alors une condition acceptable

v C, r K m-K

1 < 1 vraie si Cl(vr +
o 1-K 1-K

Pour La 3°M¢ Anéquation. -

Cp+2 1) >>m C Cp+1  +1t C Cp+1 ? +mT C z o cp+3—s 1)
p+l 1 P o 1 p+l o} .
s+j=p+l

822

p+1

+ (r—ro) m C, z a® Cp+3—S )
s+j=p+l
s21

p+l

qui sera réalisée si

m C
Cp+2 > ! r Cp+2 +mT C1 X a
C s+j=p+l|
szl

s Cp+3—s

mC, r KC KC

+m¢TC <1 vrai si m C1 r+m-T C] <1 si C =21
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> \i
ap’B = o dB + Z Hs' [aJ’B ] o< T
P op g B',p
s+]=p ’
sx1
ap,B << C Cp+1 8 Z o Cl oS Cp+2-s
Posti=p
szl

aP® << ¢ Py vmc P22y

P c1-k P
C K
ap’B << (—l-+ mC, —) Cp+2 @
0 c 1-K p
. C K
ce qui impose — + m Cl < 1
C 1-K
p+1,B _ oD(p) .B s i,B'
a =U d = + a > T
P p+l pD(p) ,z B',ot 1.e o
s+]=p+l
s21
SPTHB Y ¢, cP*3 @, *trm C, K cp#3 P
ce qui impose
v C] K
+rm C] <1
C 1-K
On a & choisir r,C,a,K tels que o 3 | a = KC
C > 1 K <1
r <R

de telle sorte que

C r+ o KC} <1 ¢ (vr + 2K o
- 1-K 1-K
C] l-+ ELEl] < 1 Cl{g + 0T %] < 1
C I-K C 1-K
m Cl r + KC ] < 1
L I - K

On doit avoir :
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K 1 1 1 1 1
S (- -1) —, — s (— - vr) —
1-K C] m C 1-K C1 m
K 1 I 1 K 1 v 1 K 1 1
(- —, g (=) —, =5 (— - 1) — .
1-K C C m 1-K C C rm 1-K m C 1C

1 1 1

On représente pour C > v C] les 5 fonctions de r graphiquement

et on remarque qu'il existe r tel que

r < r X < (—~l— - r) —L-= E—, r_me dépend pas de C
1-K m C] tC C
(
K3 -
C
On a a résoudre w
Ks___l.__.
{ 1 + u/C
On choisit alors CO suffisamment grand pour que LR S et
' C 1 + u/C
I o o
on prendra — < K <
Cc . 1 + u/C
o o

Ce choix de Co et de r implique o 2 1 , a < CO

i,B

Les coefficients ap vérifient donc :
ap’B << Cp+2 P (a,r ,X%) 0 £ T
o) o p ’o’ S o
p+1,B p+3
a << CQ ¢p+](u,ro,x) o> T

Le théoréme est démontré.

Conséquence : Propagation des singularités [2], [4], [61, [9], [101.
Si on particularise les distributions fj , J € Z en choisissant fo définie
sur un ouvert de l'origine dans R , dont le support singulier est 1'origine

. . . B
on montre par un raisonnement classique Eﬂ s [4], que la solution vy
P=T

o ©  p=T .
B 0,B B
y ) = ] £ @) atte) ¢+ ] ] W) al v
p=1 ° e =1 p=1 J e
J
est de classe C  sauf pour les x tels que ﬂp(x) = 0 donc le support singulier

de la solution est contenu dans le support singulier des données.
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EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES. — Le probléme de Cauchy pour un
systéme hyperbolique d’équations linéaires -avec une caractéristiqgue double. Note (*¥)
de M. Robert Berzin, présentée par M. Jean Leray.

Pour un systéme d’équations aux dérivées partielles faiblement hyperbolique, dans ’hypothése
ou un polyndéme construit & partir de la matrice sous-caractéristique est divisible par un facteur
de multiplicité deux dans le symbole principal, on construit une paramétrix au moyen d’opérateurs
intégraux de Fourier.

1. NoTtaTioNns. HYPOTHESES. — X' désigne une variété compacte €*, de dimen-
sion n, et X = [0, T]xX’, la variété produit, TeR, T > 0. P(x, D) = (4} (x, D))
est un opérateur différentiel d’ordre < ¢, ¢ = 1, (Hj (x,/)) sa matrice caractéristique,
d°Hi(x, ) =tou Hy(x,)=0,1<B=m 1 £A<m

Dans une carte de coordonnées locales, on notera ((x°, x°), (Io, I')), X’ = (x!, x%, ..., x"),
U'=( 1, ..., 1), les éléments (x,7) de T* (X).

1° On suppose que dét (Hj (x, 7)) = ] [H, (x, /)] est de degré mr, les polyndémes

s=0
homogénes H, étant irréductibles, les v, constants et v, = 2.

s=ac

2° On suppose que pour tout x, le radical hyperbolique H = [] H, admet (1,0, ..., 0)
s=0
comme direction de stricte hyperbolicité c’est-a-dire que 1’équation : H (x, /o, p") = 0
§=a
admet, pour p’ réel non nul, t racines réelles pf (p’) distinctes, avec T = Y. 1, 1, = d° H,.
s=0

3° Pour tout x fixé, pour tout s = 1, dans l’anneau principal ®,, localisé de
R[ly, !y, ..., 1,] par rapport a I'idéal premier.(Hy) on suppose que

. N

Vs
(HE) ~ H, |

i o

On construit, (H}) définissant un endomorphisme de (®,/(H,))™, des représentants (dg)

particuliers notés (83,5) de Ker (Hj), 1 £ D £ v,, et des représentants (g) particuliers .

notés (v§) de Ker™ (H), 1 < F < v, [(*), (*9].
4° Pour tout x fixé, dans ’anneau ®,, localisé de R [I,, /4, ..., I,] par rapport a I’idéal
premier (Hg) , on suppose que

| (Ho)”

(Hp) ~

50376
1978
221
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Cette condition précise la faible hyperbolicité.

On construit, (H3) définissant un endomorphisme de ((Do/(HOf')"', un représentant parti-
culier (@®) noté (5%) de Ker (H5) module libre de dimension 1, et un représentant parti-
culier (g,) noté (y,) de Ker® (Hj).

On suppose que si 9, = 0/0x* et &* = 0/dl, :
1 1
Ko = [H;:‘A- ia{ H’Q] YA S+ 5 Hp[6" 856, 74— 0,820 v,]

est divisible par H,, ce qui impose une condition sur les termes d’ordre < t—1 de ’opé-
rateur.

[HiA—(1/2) 8y Hj] désigne un polyndme construit & partir de la matrice sous-caracté-
ristique [(7), (*9)]-

5 On note (dg, (x,pd p")) les vecteurs de Ker (Hp (x,p8, p7), |
(dy 56y (3 Py p7) coux de Ker (Hp (x, 58, 0)), To+1Sp<tet1 <D (p)

Tos et

A

=p
<v

oy

s S1

Tot+ ... +T, 1 <p=Te+...+1,

On suppose que, pour tout x, pour tout p, 1 < p < 1,4, et tout p’ # 0, dans I’anneau
localisé de R [/,] par rapport a I'idéal premier ([y—p) :

[lo—p3(P)]?

. 0
(Hg(x, 10 » Pf)) ~ 0 " . (8)
1
On montre que
1SBsm ; |
0sksi—tdét| . (D}, (PO +k(P) dhy (BML, . |20 O
. . 3 —
I=£o0=1, l=sp=T1o To+1Spst
2. ENONCE DU THEOREME PRINCIPAL [(®), (®), (}?), (!!)]. — P (x, D) satisfaisant aux

hypothéses de 1, pour tout f = (f*), f* € €= (X, Q,,,), pour tout g, = (g#), 0 S k < t—1,
greb> (X', Q) [fAet g2 désignant respectivement des densités d’ordre 1/2 sur X et X’'],
il existe » = («®) unique, «® € ¥* (X, Q,,,) vérifiant

P(x, D)u=f et D’éu‘xo:,o:gk, 0Lk=st—1.
On fournit la preuve de 2 en établissant :

3. PROPOSITION. — Les notations sont celles de (%), (°), et (°).

Sous les hypothéses de 1, on neut construire pour 0 < p £ t—1, t°€ [0, T], des
opérateurs

E, (1) =By a(t?), E§A()el' (X, X, C(t?),

ca®= U Cu%
p=1
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C,( %) relation canonique homogene (associée a \* construite a partir d’une racine p§
particuliére), vérifiant :

PE, (% = 0 (modulo un opérateur 4 noyau C®);

Y E, (¢ 9 =8 .1, 8, , symbole d¢ Krénecker, I opérateur identique, y, opérateur
de trace sur x° =¢%de Df, 0 s k <¢—1.

On construit pour cela F} | , ¢?) e @ # 1= 4 (X, X/, C,(t%)), a(p) =2sil Sp < 1
et a(p) =1 si p > 1o, par un développement asymptotique de composantes F}'/ , (¢°)
vérifiant localement

[Fud at®Du](x) =2m)™"" IJ P gl ] (P u(p)dp,

ue by (X, Qy2),ap i o €87V (X, Q ;) symbole d’ordre (—pu—;). Les composantes b’/ ,
sont déterminées par les techniques de (*). ’

4. CONSTRUCTION DE LA SOLUTION. — La solution unique au probléme de Cauchy 2
est donnée par

k=t—1 ‘ k=t-1
u= k=ZO Gk[gk]'*'gcg'[f_ kgo Qk[gk]]’

PGoT =lety, 9T =0avec G,Q, %, 7, désignant des opérateurs obtenus en
explicitant ceux apparus dans 3, grice a des techniques utilisées par Chazarain ().

Résumé d’un texte qui sera conservé 5 ans par les Archives de I’Académie et dont copie peut étre obtenue
de I’Académie.

(*) Séance du 6 janvier 1975.

(1) R. BerzIN, Comptes rendus, 275, série A, 1972, p. 1091.

(*) J. CHAZARAIN, Ann. Inst. Fourier, Grenoble, 24, n° 1, 1974, p. 173-202.
(®) Y. Demay, Comptes, rendus, 278, série A, 1974, p. 771.

(*) J.-C. DE Paris, J. Math. pures et appl., 51, 1972, p. 231-256.

(®) J. J. DUISTERMAAT et L. HORMANDER, Acta. Math., 128, 1972,

(°) 1. J. DUISTERMAAT, Séminaire Goulaouic-Schwartz, Ecole Polytechnique, 1972.
(") GARDING, KOTAKE et LERAY, Bull. Soc. math. Fr., 92, 1964, p. 263 & 361.
(®) D. GourpIN, Comptes rendus, 278, série A, 1974, p. 269.

(®) L. HORMANDER, Acta Math., 127, 1971.

(*9) J. LerAy et OHYA, Colloque de Liége, 1964, C. N. R. B.

() D. Lupwic, Comm. pure appl., 13, 1960, p. 473-508.

(*?) Y. Perkov, Dokl. Akad. Mauk S.S.S.R., 209, 1973, p. 795-797.
(*3) J. VAILLANT, J. Math. pures et appl., 47, 1968, p. 1 4 40,

(**) J. VAaLLANT, J. Math. pures et appl., 50, 1971, p. 25 a 51.
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I - INTRODUCTION.

Pour un opérateur différentiel matriciel, lorsque sa forme réduite
dans un anneau localisé convenable contient un facteur invariant de multipli-
cité deux et qu'un polynSme (généralisant la fonction de Lévi dans le cas
d'une €quation et construit a partir de la matrice sous-caractéristique) est
divisible par ce facteur, on démontre que le probléme en C” est bien posé.

En utilisant une méthode mise au point par HORMANDER et DUISTERMAAT,
on construit des opérateurs matriciels intégraux de Fourier qui résolvent le
probléme de Cauchy modulo des opérateurs d noyau C” que 1'on explicite par
la suite. Ce travail prolonge celui de CHAZARAIN (3) (opérateur hyperbolique
a caractéristiques multiples) de DEMAY (5) (opérateur hyperbolique d'ordre 1,
matriciel, a caractéristiques d'ordre 1 et 2) de PETKOV (12) (systéme hyper-
bolique du ler ordre 3@ caractéristiques multiples).

Les techniques utilisé€es sont celles des développements asymptotiques
(1) aussi il nous a semblé plus commode d'en rappeler les calculs dans un para-
graphe distinct IV afin de ne pas alourdir la partie relative aux opérateurs
Intégraux de Fourier. Dans un méme souci de clart€ nous introduisons les €1é-
ments algébriques indispensables dans les deux paragraphes distincts II et III.
La relation canonique convenable du paragraphe V est celle décrite par
CHAZARAIN (2). Les notations sont celles de HORMANDER 7, 8, (.

IT - RADICAL HYPERBOLIQUE - INVARIANTS.

1. Préliminaires.

Soit X' une variété compacte C de dimension n et X =R x X'
la variété produit. On note (dans une carte de coordonnées locales)
x= (Ox1), = (5,8, x' = () €= (), (D) e TV,
Soit P(x,D) = (hg(x,D)) un opérateur différentiel d'ordre < t, t=x> 1 et

(Hg(x,g)) sa matrice caractéristique ,dng(x,g)=-t ou Hg(x,g) = 0.

s=¢ Vg
On suppose que dét(Hg(x,g)) I B{s(x,g)J est une application
s=0

polynOmiale de degré mt, 1 <Bsm, 1 <A csgm les polyndmes HS étant

i}

irréductibles, les v, constants, v 2.



2. Radical hyperbolique.

s=0
Soit H= 1 Hs' On suppose que (1,0,...,0) est une direction
s=0

de stricte hyperbolicité pour H c'est-a-dire que 1'équation H(x,&b,n') =0
admet 1 racines réelles distinctes pour n' # O 7réel que 1'on notera
s=g

P =
go(ﬁ')’ T Szo TS.

3. Localisation.

a) facteurs d'indice s > 1 (16), (17), (18).

Pour tout x et tout s = 1, on suppose que :

dans 1'anneau principal o localisé de R[ko,g1,...,gnj par rapport a
1'idéal premier défini par Hs' (H%) définit canoniquement un endomorphisme

m . .
de (@S/(HS)) dont le noyau est de dimension Ve

On désigne par (3%) des vecteurs de base de Ker(Hg) et par

B " m
(dﬁ) des représentants dans (@S) . 1 <Dz« Ve
. B B ..
On construit des vecteurs (65), (dﬁ) particuliers, avec

(dg) = AS cofacteur d'ordre m - Vo de (Hg) non divisible par Hs'

Si (Ei) désigne des vecteurs de base de Kerco(Hg) et (gi)

it

. m .
des représentants dans (@S) , 1 <Fcx Ve, On construit des vecteurs

) =A

e sl hyel]

(YK)’ (gi) particuliers, avec (y <



Remarque :
Soit gg (n') une racine de Hs(x,go,,{) =0 avec n' # 0.

p) on a :

Dans le localisé de R[ﬁé] par rapport a 1'idéal (go - &

™ X
_ ]
€y = €0)

o
(HA(E ")) v (e, - e

(Hy(x,e2,0") ™

I1 existe donc dans (Hg(x,gg,n')) un mineur d'ordre m - Ve soit
. 0
AS(X,gg,n') non nul et alors dim Ker(H@(x,go,n')) = v, .

b) facteur d'indice O - Sous-caractéristique (2), (10), (17).

Pour tout x et pour s =0, on suppose que dans 1'anneau

localisé Qo de R[§0,51,...,gn3 par rapport 3 1'idéal premier défini par H -

(H%) définit canoniquement un endomorphisme de ( 2 )™ dont 1e
: )

]
([, ]

noyau est un module libre de dimension 1.



On désigne par (HB) une base de Ker(Hg) et par (dB) un repré-
sentant dans (@ij. On construit (GB) vecteur (dB) particulier avec

61 = AO cofacteur de (Hg) d'ordre m-1 non divisible par HO.

Si (EA) désigne une base de KerCO(Hg) et (gA) un représentant

dans (@O)m; on construit (YA) vecteur (gA) particulier avec Yy T AO.

On construit le polynOme :

= XA 1 A B. A
KO—[HB —Zax(n } l—rg[aaa -alaayA]

n désignant une forme €lément de volume sur X et

o~

h

-

([ﬁEA _ ;L a;(an{]) la matrice sous-caractéristique du systéme.
n

On suppose que K est divisible par HO et on prouve que

A e s
K0 B gA HAa gAa - Hoa HoaxHo est divisible par Ho en posant
Hid'g, L
H = , non divisible par H .
(o} FHJZ 0o
~o
Remarque :
Soit gg(n') une racine de Hb(x,gg,n') =0 avec
In'] =1 ; ' est sur la sphére unité de R".
On peut avoir dans le localisé de |R[g6] par rapport a (go - gg)
o - ro. P
1 0] Eo—g 0
LY 1 . ] (0]
(Hy (x,5,n")) » . ou (Hy(X,e ,n') o 1
0 0
L 1 L

ce qui donne dans le quotient du localisé par (go - gg)




(5 (x, £2,0")) ou ((x,e0,n1)

Dans le ler cas, il existe un mineur AO d'ordre m-1 non nul en gg(n').
Dans ie 2éme cas, gg(n') peut annuler exceptionnellement tous les mineurs

d'ordre m-1 et en particulier AO.

Nous supposerons par la suite que seul le ler cas peut se produire.
On peut alors, compte tenu des hypothéses faites sur HO, supposer
que dans un voisinage d'un tel n', un mineur AO ne s'annule jamais.
Nous recouvrirons la sphére unité par un nombre fini r de voisinages vy
de tels points c'est-a-dire que pour tout y' e VA Nnous pouvons Supposer

Ay(X,60,m") #0 et

dim Ker(Hy(x,¢°,n')) = 1.

IIT - DETERMINANT.
On note (dgp(x,gg,n')) les vecteurs (dB) associés a

(Hg(x;gg,n')), Eg racine de H, 1so 57, et

B 5 - \
(dpﬁ(p)(x,gg»n')) les vecteurs (dj) associés pour p > t, A
(e,e2n"), 1< D) < v, siox ¢
gp racine de H
o s

Le déterminant suivant est non nul : (3), (4), (6), (18)

. : : 1sBsm
ok ,B p~k.0,B p k-1,B pykKB_ 0 <k g t-1
(gg) dOp (€)3 dop *+ k(£)) dop ee (g0) dpD(p) ‘.-
DN RN
1spsT 1<pst T_+1gpsgT



Pour prouver ce résultat on montre que le systéme homogéne associé
n'admet que la solution nulle.

Ce systéme s'écrit :

(@ 1 (Eg)ngp 2%+ )} [(&g)qaodgp + q(gg)q—1d§é}xp + ) (gg)qdfﬁ(p)xpﬁ(o) =0
T J

<T < >
P, Pty DTO

Rappelons que Hﬁ(go,n') = H%(g)(gg) + 21 LqA(n )(Eq) + L ( )
o=

pour Osgst-1, LgA est un polynfme en (n').
On sait que dét(Hg(g)) # 0,g = (1,0,...,0) puisque x® = 0 n'est

pas caractéristique.

On supposera désormais 1'opérateur normalisé relativement a ¢,

a savoir :

HA(g) = &b symbole de Kronecker.

On obtient alors :

q=t-1 gA
p~q o B -
ENGAK C et W =0, s

=t-1
Aoyt @ gA,.0\q , ;OA, B _
[6B('go) + qZ‘] LB (50) + LB] dQD(p) =0 , p>T

oA

Appliquons la matrice L ( ") = L (pour simplifier) au vecteur

de R" défini par la 1ére équation (0) du systeéme on obtient alors :

a® 2% 7 1908 4w 7 A GB #hl) _ g
B “op B op B “oD(p)
psro psro p>To

~1
th
>

qui compte tenu des remarques précédentes s'écrit :



v

q=t-1
) dg(ap)tdB A%+ 7 y L%A(gp)qu A% -y ;A Od xp
psT o oe pst_ g=1 oo PST
) o) )
R R RGO B kSR LA LR
o5t °B pD(o) o5t go1 oD(e)"
o
On regroupe convenablement :
I CRICARSCEID I A i N O A ML I R AP
ST, © o<T PST o>1y PULP
1 ga qqB 400 19,048 o 0y9,4B oD (p)
+ 1 Ly {Z (G o) dot * I &) ad RN 38 50y } = 0.
q=1 pSTO p<'tO p>To pULpe

B ' '
On rappelle que : 3%Hyle?, n) &b (F,n') + HGED,n")a%0 (2,01 =

Compte tenu de la (q+1)eme équation (q) du systéme le crochet

Zevit «  _ ap-Pya=1 4B e
s'écrit : q 0) dop)\
=t—1 "t 1
B , 4 B B 1 B
or ] Hp%® ] Q)Y@ -- ] 2% IRICO
B" “op c Op BOD -
PST g=1 PST q=1
o o
avec 3°H = téA(E )t_1 + q=§-1 LqA(E )q—1 car 12 ne dépend pas de ¢
B B'"0 o1 4 L5 B pend p 0

On obtient donc pour tout A

DRt e T [0, ¢ )T [

£T N
PST PRT

oD(p) _
) ()" pD(o)A =0

(9]
Q>T

c'est-a-dire 1'équation (t).

Ensuite on proceéde par récurrence.

Nous allons effectuer un changement de variables.



Posons pour t_<p s 7T, _) d5
O D(p) P (D) P
B .o B
et pour 15 g Ty dopx = Ap
0,B .p _ _B . B _
1 sp g Ty ) dOpA rp si dOp 0.

-~

Nous allons nous intéresser 3 chacun des m systémes homogénes
obtenus en isolant du systéme initial [?crit jusqu'a l'ordre (q'), q' pris
au moins égal a T+10—1] chaque ligne indicée par B ce qui donne pour

tout B

p k VB p k. o.B o k-1.B].p - ok B _
NN W GOl R T Ll FURD B GO LIS
(0]

P (o)
psT pPST D>TO

e}

Osksq'.

Chacun des systémes n'est pas forcément carré.

Pour ce faire nous allons [si dgp = 0] éliminer le coefficient

X? qui est nul et remplacer aodgpkp par Fg.

B donné, TO(B) désigne
le nombre d'éléments dgp non nuls. Nous choisissons a'(B) = TO(B) + 1 -1,
On montre alors que le déterminant de chaque systéme se rameéne

a un VAN-DER-MONDE d'ordre (T‘TO(B))

o k
.0 . * e (go) 4 8 08 % s 00 L[]
* -t (B)-1
P o)
R EEEE) . (go) EEEE] R
paTO(B)+1

Ce VAN-DER-MONDE est non nul puisque les racines (g%) sont distinctes.



a) On en déduit que V B, Yo > T A% =0

B = = ' B_ OD(D) -

Ao 0 <= ﬁ%p) dpD(o)A 0.
Les vecteurs (dfﬁ(o)) de R", o fixé, forment une base de noyau de
Hg(x,grad #°(x)) par suite Yo, o > Ty WD) g,

b) B domné, TO(B) # 0, les coefficients Xf sont nuls, o g rO(B)

B o0 <=> gB)%°
o] op

=0 => A\® =0 puisque dgp # 0.
Mais alors tous les coefficients 1%° sont nuls.
Supposons en effet que pour o donné, aucun des m sytémes ne con-
tienne X? , cela signifie que,\f B, dgp = 0 ce qui veut dire que le vecteur
o) o)

(d};p ) de R" est nul, ce qui est impossible puisqu'il est vecteur de base de
o)

Ker ()(x,grad § °C0)).

c) Tous les coefficients »*  sont nuls. En effet, pour B donné

(B #0, AW =0 si o g (B

P
G étant donné, 1 B tel que A ° apparaisse autrement que dans
o
Ff . Sinon Y B, A © est tel que Py > To(B) ce qui implique
o
B _ . _ B o _ . . .
d =0 ==> (d_ ) =0 impossible.
0p op
o )
Tous les coefficients Ap, 2P et ApD(p) sont nuls.

IV - DEVELOPPEMENTS ASYMPTOTIQUES.

On cherche une solution formelle de 1'équation h%(x,D) =0

sous la forme :

(o]

v = 7 0T ) avec £1(d) = £, (D).
j=0,1) ! !

On obtient :



- 10 -

A B... _ =+ T,A, B,j,
hip (x,D)y” (x) kzo[mZ:k Hy (w(X))[ap (X)]Jf_t+k(xﬂ(X)).

H;’A désignant un opérateur d'ordre < r, dépendant de

suppos€e caractéristique relativement 3 H.

N

1) Détermination de ag’o de Ker(Hg(x,dﬁp(X))), 1sp <t Ho(x,dﬁp(x)) = 0.
On obtient : Hg(x,dﬁp(x))ag’o(x,dﬁp(x)) =0

2,006, d (0) = a0y =, &

.- . . B, 1
On trouve une condition suffisante pour résoudre en ap’ dans

une carte convenable :

gA(x,dJ”(x))[}“Hg(x,dwp(x))aadgp(x,dwp(x)) + HEA(x,dﬂp(x))dgp(x,dﬁp(x))] - 0.

Cette condition est équivalente 3 Ko(d@p(x)) = 0.

On a alors :

+ V?’p , avec Hg(x,d$p(x))V?’p + H;’A(ﬁp(x)1§§’o = 0.

U B B,
On choisit Vi*® = 3% (x,af® ()3 U5 + 2P (x,dfP () UP

avec B2 yerifiant :
a B +
HA 0, d0° 000382 (6, a0° 00 + 3 (x, 0P ()3 d g (6,487 ()
HA 0,07 00) ) (x,00° () = 0.

P B,2 .
On trouve une condition suffisante pour résoudre en ap’ qui

dans une carte convenable s'écrira :



-
o G, 60) [p°0% 00 + pP3,0% Ug] +
gA(x,dop(x))[H;’A(wp(x))[}B’p(x,d@”(x)i] + Hg’A(wp(x))[§§p<x,dwp<x){ll= 0
avec p* = 3"H_(x,dd" (x)).
Cette condition s'écrit :
1

1] 0 4 ol o
PP aij UO +p aj p ai UO + 8

— D
1)
o

e? dépendant de 1'opérateur et de ", 1 s i < n.

Si p1 # O par exemple, on considére une hypersurface Q, d'équation
1

x =0 et on obtient la condition :
0 ° o PP - o p
3 U0 + w 3(1) UO * Wy UO 0 (w” et W

M

dépendant de 1'opérateur et de ¢°) qui est une équation différentielle du

2eéme ordre qui s'intégre le long des bicaractéristiques issues de .
On connait donc af’o.

On détermine par récurrence les vecteurs (a?’J), jo=> 1.

B,1

de Ker(ify(x,af°(x))), o > 5, H(x,d0°(x)) = 0.

On obtient : H%(x,d$p(x))a§’1(x,dwo(x)) - 0.
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A

Do) 5 v _.

B,1 _ D(o) B
a’ (x,dl’ (0) = ]_)z(p) U 00 d gy (a7 00), s

On trouve une condition suffisante pour résoudre en a§,2 qui
conduit 4 un systéme d'équations différentielles d'ordre 1, que 1'on intégre

le long des bicaractéristiques issues de ¢° et qui permet de déterminer

U?B(p)_

- - - B ] .
On détermine par récurrence les vecteurs a ’J, j = 2.

Les détails ont été donnés dans (18) et dans (1).

3) Probléme de Cauchy asymptotique (x° = t° non caractéristique).

On impose les valeurs de 3 Kk yB sur x° = to, 0<kgt-1,
©)
p=TO PET &
B B B,j
avec y () = ] £ 0PN+ [ ] £0P0)a T (),

021 P p=1j=1 g |

On trouve pour les premiers coefficients ag’o o o= O si p < Ty

X =t

et les conditions sur les premiers coefficients, j = (0,1) :

P=T p=T
o}
1,0,B. 0\7.B,0 0,0,B, oy B,19 _ .B,k+1
AT E [ap’J * p§1 B (%) [ap ] by

Il o~
—_

p

A&’Q’B et Bi’p’B désignent des opérateurs d'ordre < k .

On explicite ces conditions et on obtient un systéme de mt é&quations

- . o D e A .
a mt inconnues : U1,80Ug, U?D(p), qui s'écrit :

P=T pP=T
o o) =
p k-1, . 0,B ovK,. ;0.0,B : py Ko B pyk oD (p) ;B_ =
021 k(go) aoUodOp * (go) 8oan dOp * pz1 (go)kU1d0p * pgr (go)kU1 dpD(p)
0

B,-k+1

by
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Le déterminant du systéme est celui de III.

Par suite les valeurs des coefficients 30 aB’O S1 p €T
o o o o
X =t
B,1 . ~
et a>’ , P > T, sont imposées.
0_,0 0
x =t
On compléte par récurrence.
Les détails ont été dommés dans (1).
V - RELATION CANONIQUE.
p=a(s) 0 pza(s)
Hoe) =TT (g -e ) =TT q(x8)
p=a(s-1)+1 p=a(s-1)+1
j=s
avec a(s) = ) 1.
=0

I1 est possible (3) de construire dans un voisinage conique d'un

0 _,0

point (t7,x ,n'o) une solution wp(x,n'). vérifiant :

Q° (x,d ¥°) = 0

IN
©
N
—~
-

¢° (x,n") o o= <X',n'> pour tout p, 1
x =t

on définit la phase @p(x,y',n') = P x,n) - <y',n'>.

La variété Lagrangienne A 0 définie par :
o)

- p vt ' p vt P [ I
Aq)p {(x,dx<b (X,}’ sT )’y ’dyv(b (X,y Il ))) dnv(b (X,}’ 37 ) 0}

est localement le graphe de Cp(to)CZ T*(X)/O x T*(X')/O avec

Cp(to) = {({(x,8,H',n")) ; (x£) e Np bicaractéristique de qp issue du

point  (t%,y',ef (t%,y",n')),n") ).
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Cp(to) est d'aprés Duistermaat une relation canonique homogeéne et

pP=T
C(to) = U Cp(to) est, comme réunion disjointe, une relation canonique
p=1

homogéne dans T (X)/0 x T" (X')/O.

VI - THEOREME PRINCIPAL (2), 3, ¥, &), ®, (023, (13), (14, (15).

1. Enoncé. |

Dans 1'hypothése ol 1'opérateur P(x,D) satisfait aux conditions
II, pour tout f£ = (fA), fA € Cw(X,Q1/2) et tout 'gk = (gﬁ),
k=0,1, ..., t-1, gﬁ € Cw(X',Q1/2) EEA et gﬁ désignant des densités

d'ordre sur X et X' respectivement], il existe u = (uB), unique,

2
B o And L .

u e C (X,Q1/2) vérifiant :

P(x,Du = £

Dk u =
0

On peut construire pour tout u =0, 1, ..., t-1 des opérateurs

1-p- 1

1 A ,Ci®)

™

. . 0y . B o B °
matriciels Eu(t ) = (Eu,c(t 1), Eu,C(t )

IA

C(to) définie dans V, 1 < Bsm, 1 <Csm vérifiant :

PEu(tO) = 0 (modulo un opérateur 3 noyau Cm)

o, _ N _
NE, () = 8 I, k=0,1,...,t1.

Yk opérateur sur xX°=t° de Dg, t° fixé, en identifiant X' et
x° = to, I opérateur identique, 8y u symbole de Kr&necker.
H
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Preuve :

On construit des opérateurs FU p(to) = (Fﬁ 5 C(to)) pour tout o

>

1 <p g1, vérifiant :

0y -
PE, (t%) =0
pP=T o
v ( Z Fu,p(t )) = S u 1
p=1
B 0 a(e)-u-1- %' o
t ! t .
Bt el (X,X',C, (£7),
Cp(to) décrite dans V et afp) =2 si p g L
alp) =1 si p > T,
0 Pt o
Onpose E (t7) = ) F (t9)
U 21 H,p
p=1
b) Technique.
On cherche pour chaque FE 0 C(to) un développement
® ) O s1 pxgr
asymptotique N FB’J,C(tO) B(p) = { °
j=g(p) P’ T si p>r1

Cette construction découle du résultat suivant :
m
si C est une relation canonique homogéne et si Gk eI k(X,X',C),

me> - e si k - «, il existe un opérateur Fourier-Intégral unique G

tel que :

1

My
G- ) G eI (X,X',C) avec m', = Max m
k<h K B kh K

Y Gk est appelé développement asymptotique de G.
k=0

Nous allons imposer les conditions suivantes sur FB (to)

,p,C
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t-5-u
A B o) ) .
My Foooc(t) eI (X,X',C,(6%) si b <,
1)
TR T
A _B,1 | .
hB FU,O,C(tO) e ] (X’X',Cp(to)) si p > ’[0
}=TO
.. B,o 0 B,1 0 B,1 oy _ g ek,
) "k 021 (Pu’p’c(t )+ F“’p,c(t )+ DZT FU’D,C(t ) k,UI €l )
- )

[ . t - 5 ~p+l-£
iii) A y pB»J C(to)] el 4 (X,X',Cp(to))

£>1 p¢ L et £ >2 p > L

Yk

P=T . I
iv) ) FB’J,C(tO)J -8, Tel Iu-Bkgy e,

Dans tout ce qui suit, pour soulager 1'écriture, nous allons
Pl - O . 3 -
omettre d'écrire t ,C,u qui sont fixés.

B,j
My

F C(to) sera donc noté FS’J.

S ———— ————— = Y — o ———— ——— - o v —— —— e e o e et e e b oy e

Les opérateurs sont cherchés localement de la forme :
. _ . ap ' .
[ 0 = 0™ [el? Con B oy

avec U e Cz(X) et ag’J e SR

D'apres II, A fixé, il existe B tel que hg(x,D) soit d'ordre
Désignons par ﬁg(x,n') le symbole de hg.

1
. I . t- 5 —u-j+l
FE’J e 17V J”(x,x',cp(to)) d'on h‘/}'g\F]s’J e1 * (X' ,C(£%).
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Nous savons d'aprés (8) que le symbole de hg Fg’j est :

(B, ]

IRV, SRR iv® (x,z, n")
(*) g‘g—'— D hB(X,n) DZ gap :|

e
z2=X

avec v7(x,z,n") = P (z,n') - (x,n") - <z-x,d 7 (x, n')>.
On peut expliciter (%) en faisant le choix o > R dans (i)

On obtient d'aprés IV le symbole de hﬁ FE’1 (on écrira ﬁo(x,n') = ﬂp(x))

L 5 A e, o[ = 19 e, a0 (a4
r:

Les pointillés désignent des symboles d'ordre < t-p-1.

Comme HE’A'= Hg, le symbole Hg(x,dlﬁp(x))aB’1 est d'ordre
t-u-1 d'aprés (i), il doit €tre d'ordre t-p-2 donc Hg(x,dﬁp(x))af’1 = Q.

B,1

On cherche ap’ dans Ker Hg(x,d@p(x)).

On explicite ensuite (iii) avec £ =3.

Le symbole de ) hg FE’J

j<2

est

ISR R SRTIO Al Ee

Les pointillés désignent des symboles d'ordre < t-1-u-1 = t-u-2.

Le symbole doit &tre d'ordre t-u-2 d'apreés iii), d'ou :

Hy (0P (x))af’z + N, (x))EfJ} 0

On obtient a§’1 en intégrant une équation différentielle d'ordre 1, puis

les coefficients ag’J, j > 2 de proche en proche.
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Zeme_cas : relativement au facteur d'ordre O, donc o < T..

On cherche les opérateurs de la forme :

. A=T .
a0 -y BB,
p A=1 PyA

Les opérateurs Fg’i sont déterminés localement de la forme :

. e . 0 \ .
e = o™ [ 0B 00 a6an

a) e s
D'aprés les hypothéses de localisation, on peut recouvrir la sphére
unité de R" par r voisinages VA que 1'on prolongera a Rn, de telle
facon que V n' ¢ v, , dim Ker(Hg(x,gg,n')) = 1.
On associera a ces voisinages une partition C* de 1'unité (XA)

et on déterminera le symbole de F?’J sous la forme :

AT

aB’J = ) aB’; XA'
Y A=1 P
A £B,] & .
Le symbole de ) hy F 'y est donné par :

j<]

H‘g(x,dmp(x))ale +H.}13’A(x,dlﬁp(x)%ls:§]+ e

Les pointillés désignent des symboles d'ordre < t-p-1 d'ol d'aprés (iii)

avec £ =2, on doit avoir :

H (x, df° (x))a]s’1 1 AP (x))‘}?ﬂ= 0.

A

B, ]

est donné par :
PsA P

Le symbole de ) hg F
is2
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B,2 ,  1,A Bl LZA, .. ,
H%(X,d@p(X))ap:A *Hy (X,dﬁp(x)iép,i]+i{§ A(x,dwp(x) a§’§]+ ...

Les pointillés désignent des symboles d'ordre < t-u-2 d'ol d'aprés (iii)

avec £ =73 on doit avoir :

H‘g(x,dnﬁp (x))als:i N H;’A(x,duﬂp (X){af:l]* Hé’A(x,du]p (x) {}f:‘;} 0

On peut déterminer ag’i en intégrant une équation différentielle
du 2éme ordre. Les autres coefficients seront déterminés de proche en proche.

B,o 5 ~ NP -
Le symbole ap’ » 0 s T, sera complétement déterminé si on connait sa trace

o £k 5 O o 0
ainsi que celle de sa dérivée par rapport & X sur x =t .

Le symbole 35,1’ P

W

T * 1, sera complétement déterminé si on connait sa

(O 0
trace sur x = t .

Ces traces sont données par les conditions (ii) que nous explicitons
en déterminant les symboles des opé€rateurs pseudo-différentiels qui y inter-
viennent.

On obtient des équations dont les lers membres sont du type :

-i<x',n'> k i)? (x,n") )
e Do[( Je LO_0 6k,u'

En tenant compte de 1l'ordre imposé, on obtient :

B,o

0,0,B, 0 -
P s T, Ak (go)ap 0
p=TO O=T
1,0,B, pyr.B,0 v p0,p,B,.0yr.B,1 _ -
S GOl N I N e O I LSl I N
o=1 p=1
On retrouve le probléme de Cauchy asymptotique avec % =0,

Les traces sont donc imposées.

-

On compléte la détermination des symboles d'indice plus &levé par

récurrence.
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3. Résolution en C .

Nous explicitons la proposition.
o o
=R (t
PE (t) = R (t°)

O = = -
Y Eu(t ) = Gk,u I+ Rk,u k,u = 0,1,...,t-1

Ru(to) opérateur 4 noyau C° de X' dans X

Ry u(to) opérateur 3 noyau C de X' dans X'.

Pour obtenir des donn€es exactes, nous posons :
k=§—1 (xo—tO)k

o 0
G (t7) =E (t7) -
L) = E () L o

O = —
R (9, w0, e,

Nous obtenons :
o, _ o
PGu(t ) = Qu(t )

0y _

o _ o k=t-1 (Xo_to)k ) A
Q(t)=R(t)- |} Pp |21 Ry est un opérateur i noyau
H H k=0 k! ds

La construction des opérateurs est valable pour x° = t° non carac-
véristique. Elle est valable pour x° = yo, yo € [b,I].
Nous allons introduire un op€rateur matriciel a partir de Gt_1(yo)

de la facon suivante :

(o]
X
soit h = (,h" e €06, ;) » [60] (x) = J o G OGP, x)dy°.
XO ‘
Rh = th+ | 0 7RG, 00y,
t
ykGh =0 k=0,...,t-1

Q(yo,x,x') désigant le noyau c” de - Qt_1(y0) nous écrirons :
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¢ )

X X
- fto Qe RGNy = Jto JX' QU7 x,y IR,y )dy' dy°.

(6]
X

Posons (Th) (x) = Q(}’O,X,y')h(yo,y')dy'dyo nous obtenons
0 Jyr

t
PGh = [I - T]h

v 6h =0, k=0,...,t-1.

Chazarain a montré que les composantes Tg‘ de T étaient des
opérateurs de Volterra en utilisant un lemme dans Cw([O,T] x X') et en
oo v o -
étendant par récurrence i C ([0,T] x X'), alors Yh = (kA), e c [0,T] x X"),

A

Jn= @Y, K ec™(0,1 x X') tel que :

B=m '
hA = 3 oo he + %A soit h N h cette correspondance
dod [I-Tlh=H <= h=TH
alors [PG o T']k = &

N

GoT"}\i=O, k = 0,1,...,t-1 pour tout h.

Théoréme.

La solution au probléme de Cauchy VI - 1

Pu = f
ku
DY o o= B k=0, ,to

est donnée par :

k=t-1
olod v oo 1 as ]

i - . .. *
On montre ensuite que les conditions II sont vraies pour l'adjoint P

de P et que la solution u ést unique en utilisant des résultats de (3).
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C. R. Acad. Sc. Paris, t. 283 (4 octobre 1976)

Série A — 485

EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES. — Paramétrix du probléme de Cauchy
pour un systéme d’équations aux deérivées partielles linéaires a caractéristiques multiples.
Note (*) de MM. Robert Berzin et Jean Vaillant, présentée par M. Jean Leray.

7 est un opérateur matriciel faiblement hyperbolique, & caractéristiques de multiplicité constante:;
on le diagonalise, a droite et a gauche, de fagon a faire apparaitre les ordres des équations différen-
tielles de propagation. Lorsque les opérateurs obtenus sont bien décomposables, on obtient I’exis-
tence et 'unicité du probléme de Cauchy.

I. NOTATIONS ET HYPOTHESES. — / = h(x, D) = (i (x, D)) désigne un opérateur
différentiel matriciel de classe C*, d’ordre t 2 1, xe X = [0, T]x X', T > 0, X’ variété
compacte C* de dimension n; 1 < A, B < m.

On notera dans une carte de coordonnées locales :
(2, 8) = (2", =t oo ¥ Eou b < o0 BN ETY (X

(Hp (x, £)) est le symbole principal de 4 au sens de Cauchy-Kowaleski.
On suppose que (°) :

1° Pour tout x, det (Hj (x, &) = I:I [H; (x, &)]" est de degré mz, les polyndomes H,
s=0

s§=a
étant irréductibles et de degré 7., ( on posera 1 = ) 1:,), les v, constants.
s=0

2° Pour tout x, si H = ] H, désigne le radical hyperbolique de 4, I’équation :

s=0
H (x, &, n') = 0 admet pour n’ # 0, n' = (ny, N5, ..., M,), T racines réelles £ (x, n’)
distinctes.

3° Pour tout x fixé, Vs = 0, 1, ..., o, dans I’anneau ®,, localisé de R [&,, &, ..., &,]
par rapport a I'idéal premier défini par H,,

H, q1 (s)
[ ] [Hs]qz (s). O
(Hg) ~ : .
0 .
[F.Jem

q1(5) 2 g2(8) 2... 2 ¢, (5); ¢y (s) constant.
On pose 1= ) ¢, (s)1, < mt.
s=0

4° Notons AZ le cofacteur de HS; on obtient

A2, &) =TT TT[H,(x D] 0. A%, §),
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On suppose (°) qu’il existe un opérateur matriciel o7 (x, D) = (/& (x, D)) de symbole
principal (A2 (x, &)) vérifiant

B=m r=1
Z hg.ﬂg = ké = z [?’Chglo—r]a- e /‘lg.uc—r]+,
B=1 r=0
Iy =821, 8¢ symbole de Kronecker, I opérateur identique, A, opérateur de symbole H,.
o= st o, = F,
asqu(s)’ [ds_r]+={ ¢ T

0 si o, <r;

. d=r
Vr <1, ordre ( k@— 3 I oo L plrem s ) <T—r.
i=0

Ces conditions généralisent celles de (*) pour un opérateur scalaire.

5° On suppose de méme qu’il existe un opérateur matriciel o (x,D) = (Jg (x, D))
de symbole principal (A8 (x, &)) tel que & A vérifie les conditions analogues.
Pour simplifier les notations, on suppose désormais que pour s = 1, o, = 1

6° On montre que pour tout x, 0 <t < t—1 :

L0 N r o : ,
sl L @] [T o
p !\ 0
O0spsay—1,1=2p=1, p>T,.
On obtient en se servant de (1), (), (*) et (") :
II. PROPOSITION. — Sous les hypothéses de 1 on peut construire pour 0 < p £ 11,

t° [0, T] des opérateurs matriciels [(*), ("), ®] :

E, (1) = (By,p (©°), By p (1) eI V4 (X, X', C(1%)),

=1
C@% = C,(t°, C,(t° relation canonique homogéne associée a 5], vérifiant,
p=1
si (k&) =k :

kE,(t°) = 0 (modulo un opérateur & noyau C*)
0y __ . ’ - . ,
Y. E, (¢7) =3, L 8, , symbole de kKronecker, I opérateur identique, v, opérateur de
trace sur x° =t° de D}, 0 <t < 1—1.

On construit pour cela

Fy, () el V97X, X, C,(°), p S 1o,
F,, (1) el”MDTHCDX, X!, C, (1), p > 10

par des développements asymptotiques de termes F'fhp (t° vérifiant localement :
[Fi. () u](x) =2 n)""“Jeiq’p Bl M) u)dn,

ueCy (X, Q)3), b ,eS7*77(X, Q,),), symbole d’ordre —p—j (¢° est construite a
partir de &} et détermine C, (¢°)).
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Les composantes de bf;,p sont déterminées par I'intégration de systémes d’équations
différentielles ordinaires d’ordre o, si p < 14 et d’ordre 1 si p > 1,4, suivant la technique
des développements asymptotiques, la détermination des traces sur x° = (°, supposée non
caractéristique pour h, conduisant au déterminant de 1, 6°.

p=7
On pose E, (1 = Y F,  (t°.
p=1

III. k (x, D) satisfaisant aux hypothéses de I, pour tout f = (f*), f*e C* (X, Q,,),
pour tout g = (£9), 0 <t <11, 1 £ A, C<m, gfeC” (X, Q) [f* et g€ désignant

respectivement des densités d’ordre 1/2 sur X et X' respectivement], il existe u = (u°)
unique, u¢e C® (X, Q,,) vérifiant

f k(x, Dyu =1,

l D:)ulx°=t‘)=gw 0§1§E~1

On en déduit le théoréme 1.
Le probléeme de Cauchy :

{ h(x, D)v =,

Df)lec,:,o:g,, OéTét'—l,

admet une solution unique v = (v°), ¥® € C* (X, Q,,,), ] £ B < m.

On pose pour cela v = & (x, D) u.

On détermine les traces de u en fonction de celles de v et on se raméne au probléme
de Cauchy pour k et u.

Dans une prochaine publication nous ferons une diagonalisation plus précise, tenant
compte des entiers q,, g3, . .., 4, €t Nous décrirons aussi la propagation des singularités.

Résumé d’un texte qui sera conservé 5 ans par les Archives de 1’Académie et dont copie peut étre
obtenue.

(*) Séance du 12 juillet 1976.
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PARAMETRIX DU PROBLEME DE CAUCHY
POUR UN SYSTEME FAIBLEMENT HYPERBOLIQUE
A CARACTERISTIQUES MULTIPLES

PAR

RoBERT BERZIN et JEAN VAILLANT
[Villeneuve-d’Ascq et Paris]

RESUME. — h est un opérateur matriciel faiblement hyperbolique, a caractéristigues de
multiplicité constante. On le diagonalise & droite et & gauche. Lorsque les opérateurs
obtenus sont bien décomposables, on obtient I’existence et I'unicité du probléme de
Cauchy.

ABSTRACT. — h is a matrix operator, weakly hyperbolic, with characteristics of cons-
tant multiplicity. It is diagonalized on the left and on the right, In the case where
the operators we obtain are well decomposed, we construct the unique solution of the
Cauchy Problem. :

I. — Notations et hypothéses

h = (h} (x, D)) désigne un opérateur différentiel matriciel d’ordre < ¢,
t>2L, 1<SA<m1<B<mxe[0,T]xX’, T>0,X variété com-
pacte €%, de dimension n; & est €.

On notera ((x°, x', ..., x"), (€, &4, - .., &) les coordonnées locales de
(x, &) e T* (X).

(Hp (x, £)) est le symbole principal de k au sens suivant : pour chaque x
Hj (x, &) est le symbole principal de Aj si celui-ci est d’ordre ¢, 0 sinon et
dét (H4 (x, &)) n’est pas identiquement nul; il est aussi réel,

1° On suppose qu’il existe des entiers strictement positifs pg, By, - . ., Hy
et des fonctions €™ en x, polynamiales en & et irréductibles pour tout x,
H,, H,, ...,H,, telles que pour tout xe X :

det(Hz (x, £)) = [[325 (H,(x, &))"

Le degré de H (x, &) est constant et égal & t,, et on poserat’ = Y $=9 1.

A

2° On pose H (x,&) = H;:g H, (x, &); on suppose que H est hyperbolique
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288 R. BERZIN ET J. VAILLANT

par rapport &4 N =(1,0,...,0), c’est-a-dire que pour tout xe X,
n+1
H (x, &, m') = 0 admet pour 1’ réel, ' # 0, 1’ racines distinctes réelles

E MM, I <ps<T

3° Pour x fixé, @, désigne ’anneau localisé de R[&,, &, ..., &,] par
rapport a I’idéal engendré par H,. Dans ®,, si ~ désigne 1’équivalence des
matrices :

H;Il (s) 0
ng (s)
(Hp) ~ " ’
0 . qum (s)

7,09 24, =2 ... 2 q,0).
On fait ’hypothése que ¢, (5) reste constant quand x varie. Ces hypothéses
sont du type de celles faites par J. VAILLANT dans [9] et [10].

4° A'? désigne le cofacteur d’ordre (m— 1) de Hy dans le symbole principal
deh:

A:{B — nznglslz (+..tam (S)Aﬁ_
On peut vérifier que les A% sont des fonctions réguliéres en (x, §). On vérifie
que ,
K¢ =Ya=7Hp A =10 HP 8¢
3¢ désigne le symbole de Kronecker.

On suppose 'existence d’un opérateur différentiel matriciel o = (A2) de
symbole principal (42) vérifiant :

host =k =(k§) = X3Thg &=L 201 (ho)™ ™1 .. (o)== "0,
1., opérateur différentiel matriciel; (h,), opérateur différentiel de symbole

principal H,; [o,—r], = Max (0, a,—r); /o, matrice identique; T = ordre
de k; o, = ¢, (5), de telle fagon que

ordre (k—Y 5261, (h)t™ ™ .. AP < T—p,

On pourra remarquer que k%4 est, pour tout 1 < 4 < m, bien décomposable
au sens défini par J. C. DE Paris [3].

On a aussi :
C A=m 4C pyA
KB= ZA=1 AAHB
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et on suppose I’existence d’un opérateur différentiel matriciel &’ = (')
de symbole principal (49) de telle sorte que k' = ' o h posséde une
décomposition du genre précédent.

Ces hypothéses sont celles qu’utilise D. GOURDIN dans la note [6] et
dans [11].

II. — Développements asymptotiques et probléme de Cauchy asymptotigue

1. Développements asymptotiques

Soit (f});ez» /7 est une application de R dans C (ou une distribution)
vérifiant : f; = f;-;.

Soit K, un facteur H; et k, un opérateur différentiel de partie principale
K,. On pose vy = g, (5).

On a [11] :

k=2020L kG

On cherche, pour tout point x, de X une solution formelle non nulle de la
forme

zzz:]ezzjxfio(pa

ol ¢ est une fonction €= réelle caractéristique pour k, dans un voisinage ¥
de x,, telle que grad 0 (xy) # 0 :

Z) = (Z5%)e¥™(V), 2Z°i=0 sij<0;

z vérifie donc k(z) = 0.
On obtient :

k() =Y ez2ms0 A @[Z ] f;o0,

A" (@) est un opérateur matriciel d’ordre < r dépendant de ¢ et de k et
AT Fet(p) =0510<r < vo—1. On obtient pour : 14+j = v,,

Yrv 2, (0) [7 (9] [2°] = 0;

sid#C, .‘?g,c((p) =0 et z)g, 4(®) # 0. J (9) est I'opérateur bicarac-
téristique associé a ky; £ (@) est d’ordre 0. On obtient Z° en intégrant un
systéme d’équations différentielles ordinaires d’ordre v, le long des bicarac-
téristiques relatives & ¢. Z’, j > 0, s’obtient en intégrant un systéme
d’équations différentielles ayant méme premier membre que le précédent et

un second membre dépendant de Z*, I < j, de @ et de ’opérateur k.
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2. Probléme de Cauchy asymptotique

x® = 0, par exemple est un hyperplan non caractéristique pour k; \ (x')
est une fonction ¥® sur W voisinage de 0, de gradient non nul;
X =0l X2, X",

Pour simplifier la présentation, on supposera o, = 1, sis 2 1. On cherche
des solutions formelles z, de la forme

—_ V' ® J P
Zp = Zj=u(p)szfj+1—uo°‘l’ >
0 si p <1,

Bp) = og—1 si To<p<T,

chaque ¢° vérifie I’équation caractéristique relative 4 H et est telle que
¢° (0, x') = ¥ (x), dans un voisinage V de ’origine et que :

é , ,
—0°(0, x) = £5. (x', grad ¥ (x'))
0xo

On se donne des fonctions données de Cauchy B/, ¢ dans W; les z, doivent
vérifier les données de Cauchy :

7\ xpmr
2 =vz)
(6x0>( PR

On identifie les différents coefficients des f; dans les deux membres et on
trouve sur x° = 0.

= f=_,B,ijj°\ll, OSTS%—l

x0=0

(3 p
0x,
a }4
<__) Z'=0, 0<p<a-3
0x¢
Zp7?=0
et
= =ag— - a ’ T
PP 2EIRTICREY) p(_) ZeT7R(0, X))
0xq

+ Y@ ZP 7O, X) =BT, 0<t<T~1
(on conviendra que C? =0 si p > 1).
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Le déterminant du systéme [3] :

10 \rio1e reote

= =} [&F [&8]

P\ 955, est non nul
I<p<tlp>10

0<p<oay—1]
et on peut déterminer les conditions initiales permettant de résoudre de
fagon unique le probléme de Cauchy asymptotique dans V.
II. — Proposition

En utilisant une méthode analogue a celle employée par HORMANDER et
DUISTERMAAT [4] et par J. CHAZARAIN [2] on construit une paramétrix
pour le systéme grice a la :

PROPOSITION. — Pour t°€ [0, T],0 S p < 1—1,0 < 1 < 1—1, il existe
des opérateurs matriciels :

F"'p(to)eI"(1/4)—u+ao-l-ﬁ(p)(x’ X', Cp(to)),

_ 0 si p<1,,
B(P)-—{%_l si p>1,

vérifiant : k F, , (¢ %) = 0 (modulo un opérateur a noyau €®):

=v 0N\) o
YT[ s=; Fp,p(t )] = ot,pI7
8., u» Symbole de Kronecker, I, opérateur identique; ., opérateur de trace sur
x° =1 ° de Dy; C,(t°), relation canonique homogéne décrite a partir d’une
Sonction de phase ¢° associée a EY.
On cherche F, (¢ %) sous forme de développements asymptotiques

Fu.o(to) ~ ;'o=B(p)F£.p(to)’

vérifiant :
k()i Fl () e~ WO-=i=148@(x ¥/ C (1),  leN¥,
Y Q02T YjcaosiFh ) ~8, ,Je LW+ (x)  [eN.
On aura localement :
[F Ou]x)=2m™" f MBI (x, )u(m)dy’,
ueCy(X,Q,) et B eSTH It Dy &
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Les symboles B{;, , ¢ déterminent par intégration d’un systéme d’équations
différentielles d’ordre o, ou d’ordre 1 comme au paragraphe II.1; les traces
sur x° = ¢ ® s’obtiennent comme au paragraphe II.2.

On pose
E (1% =)P21F, ().

IV. — Théoréme
THEOREME. — Le probléeme de Cauchy sous les hypothéses de I :
ku = f, f =(fA), ffeC? (X, Qy)2),
Diujo_p=2g, g=@) gleC®(X' Q. 1°€[0, T]
admet une solution unique ue C* (X, Q,).

On suit la démonstration de [2]. On explicite les opérateurs a noyau C®
de la proposition.

On a en effet :

kE,(t°) =R, (%) opérateur 4 noyau ¢® de X’ dans X,
7. E. (%) =R, , (1943, , IR, (t°) opérateur 2 noyau ¥* de X' dans X',

0<t<t-1, O<sp<t-1
On se raméne a des opérateurs G, et O, vérifiant :

k G, (1% = Q,(t°), opérateur a noyau ¥ de X' dans X,
Yo Gu(to) =9, ,1I

On associe & G;_, un opérateur G, au noyau 4= de Q;_; un opérateur T
vérifiant :

kG=I-T,
Y. G=0.

On prouve que /— T"admet un inverse T’ (en utilisant un lemme de Volterra)
qui vérifie :
kEGT' =1,
{y, GT' =0.

La solution au probléme de Cauchy est donnée par
u=YiZ G le]+ 6o T'[f - LT 0 [a ]
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Pour montrer que u est unique, on prouve que la distribution u vérifiant :

ku=20,
D:)u |x°=t° =0

est unique en utilisant les propriétés de I’adjoint de & et le théoréme de
Holgrem.

V. — Théoréme

THEOREME. — L’opérateur h satisfaisant les hypothéses de I, le probléeme de
Cauchy :

hv:f’ f=(fA)’ fAE%,CO(Xa Ql/Z):
D:)le"=t° = év c(;’t = (é:)’ é;{ €6 (X/’ QI/Z)’ O0<tse—1L

admet une solution v e € (X, Q, ,) unique.
On prend pour cela : v = (v7), avec v® =Y . LEuC, ot u = (u°) est la
fonction construite par le théoréme IV.

On montre que la connaissance des ¢ traces de v permet de déterminer
les T traces de u sur x° = ¢ ° et de construire . ,
L’unicité de v se déduit par un procédé analogue a celui utilisé dans IV,
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EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES. — Systémes hyperboliques
a caractéristiques de multiplicité constante. Note (*) de Robert Berzin et
Jean Vaillant, présentée par M. Jean Leray.

Nous considérons un opérateur différentiel matriciel a coefficients C*, d’ordre t=1, dont les
caractéristiques sont réelles et de multiplicité constante. Nous donnons, dans un cas de multiplicité trois, des
conditions nécessaires et des conditions suffisantes d’hyperbolicité obtenues & partir d’une condition de
décomposition générale.

We consider a matrix linear differential operator, with coefficients C*, and order t 2 1; characteristics are
real and with constant multiplicity. We give, in a case of multiplicity 3, necessary and sufficient conditions of
hyperbolicity; we from obtain them a general condition of decomposition.

I. X’ est une variété compacte réelle C* de dimension n; x'=(x!, x?, ..., x") un
point de X’; T* est un nombre réel strictement positif et: X=[0, T"]xX’;
x=(x% x)=(x°, x!, x2, ..., x" est un point de X.

Un point de P'espace cotangent & X est noté (x, &) avec
E=(80, &)=(0, &1, - . .. &n)-

h est un opérateur différentiel matriciel carré, a m lignes, linéaire, de classe C*, d’ordre
t=1 sur X. H(x, £) est la matrice caractéristique, de degré ¢, de h; on suppose que son
déterminant est réel et n’est pas identiquement nul; dans une carte h s’écrit :

h(x, Dy=H(x, D)+H*(x, D), + .. .,

ou H* est d’ordre (r—1).

(1) On suppose qu’il existe des entiers strictement positifs vy, vi, ..., v, et des
fonctions C® en x, polynémiales en &, irréductibles sur R pour tout x, Hy, Hy, ..., H;
telles que

det H=[] [HJ*.
=0

s

Le degré de H;, est constant et égal a 1,.

On posera 1= Y 1.
5=0
(2) On suppose que : H H, est strictement hyperbolique par rapport & la direction
s=0 -
N=(1, 0), c’est-a-dire que pour tout xeX, [] H,(x. &. n')=0 admet pour tout (x, n’),
s=0

n’'#0, 1 racines distinctes réelles £§(x, n'), 1Sp=Tt.
A désigne la matrice des cofacteurs d’ordre (m— 1) de H, de sorte que :

HA=AH=dét H.I;
I est la matrice unité d’ordre m.

I1. Hyeotsise (D) : On suppose l'existence d’un opérateur différentiel matriciel a de

symbole principal A tel que Ve

hoa= 3 Llaol [ D,
r=0
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ou I, est un opérateur différentiel matriciel, h; un opérateur différentiel de symbole
principal H, [v,—r]. =Max (0, v,—r), I, est la matrice identique, T=mt, et tel que

p=r
" ordre <hoa— DO S .hE,V"“’]*><%—r,
p=0
et on suppose l’existence de a’ de symbole principal A tel que : a’oh posséde une
décomposition du type précédent.

THEOREME 1. — Sous ’hypothése (D), le probléme de Cauchy est bien posé en C* pour des
données C* sur x°=1°, (0<°<TY).

Cette proposition s’obtient par une démonstration analogue a celles de (), (%) et (%).

Remarque. — On peut remplacer cette hypothese par une hypothése analogue ou a est
pseudo-différentiel en 8/0x', i=1.

I1I. Nous supposerons maintenant que v, =3 et, pour simplifier, que vy=1,s=1. On pose
dét H=[H*H".

Pour x fixé, considérons 1’anneau localisé de celui des polynémes par rapport a l'idéal
engendré par Hy, c’est-a-dire ’anneau principal des fractions rationnelles dont le
dénominateur n’est pas divisible par H,.

Nous supposerons que H a dans cet anneau la forme réduite :

[Ho)*
Ho

1

Posons A/H, = B; il existe un élément de B non divisible par Hy; notons A? le cofacteur de
Hj dans H et B} I'élément correspondant de B; on peut convenir que B! n’est pas divisible
par Hg et nous supposerons que B{ ne s’annule pas pour les racines caractéristiques de H,. Il
existe aussi un cofacteur de H d’ordre (m —2) non divisible par Hy; notons A5 le cofacteur
de H obtenu en barrant la A-iéme et la C-iéme lignes et la B-iéme et la D-iéme colonnes; on
peut convenir que A} n’est pas divisible par H, et on suppose de plus que Al32 ne s’annule
pas pour les racines caractéristiques de H,.

Une généralisation facile permettrait d’étendre les résultats obtenus aux cas ot les v, s> 1
sont 21 et ou les éléments des matrices réduites correspondantes sont simples. Si U, V sont
2 fonctions polynomiales en &, C*® en x, on notera U=V si U—V est divisible par H,.
Posons

0H B 0H, 0H,
L=B| H* o 2 TR0 Tog 1) ).
[H B+ uzo<aga oxt | 0E, ox )]

ProPOSITION 1. — On a

°* ="/ ¢B O0H 6H0 8H0
L=| BH* - :
|: +u§0<6§a axu a e :|B

ProposITION 2. — Si h vérifie Phypothése (D) on a L=0. Posons alors

on

0B 6H oH, 0H, L

M=| BH* —— - H.1)|=—
[ ﬂzo(agu T, o IﬂH

Si h vérifie (D), on a M =0.
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ProposiTION 3. — L=0 équivaut a L} =0 et alors M=0 équivaut @ M} =0.
Notons

K= Z aga o

la matrice sous-caractéristique de h; p est une mesure positive sur X :

0H B JH 0B
€= Z(fa—*a“ﬁé")

B
poy(B_m ay
0, 0x* 0Ox* OE,
K, C, D définissent évidemment des champs de tenseurs sur X.

PROPOSITION 4 :

LEB(KB+%C> = (BK+%D>B.

Si
[BK +(1/2) D] B[KB+(1/2)C]

L=0, M=
H,

Convenons que les indices surbarrés varient entre 1 et 2 : 1§X§2. 1l sera commode en
particulier, en vue de généralisation de ces résultats, d’introduire la matrice .o/ d’ordre 2
dont les éléments sont

D 1D+1

dé ( I)K +DBA_1a+1
D={—

Ho
(ainsi par exemple .o/ = — B3}), et de définir les invariants :

z OHE 0AD;'®  GHE oAD"

A 12 F D 1B 12 12

A_voAl2 | KFA Oy 0A12 Ol ,
Ho= 2 AL [ 12 +3 Z( &, ox o o, )]

- oH, 0% oH, 0% ’
AL=V B #E ° 0 Al2
D % [f 2Z<ag,, ox*  ox° aga> 2]’

A A

. 1
' 1 _ £
+2§< %, ox*  ox* oL,

Q>
o |

D

=§[,g

PrOPOSITION 5 :
Li EZJ?%B?EZBiJ?A
A A
SiL}=0, M} =0 équivaut 4 ' #?2=
THEOREME 2. — Si h est tel que :
(a) L1 soit divisible par H,;
(b) A% ou bien A% soit divisible par H,,
le probléme de Cauchy est bien posé en C* pour des données sur les hyperplans x°=1°.

On le démontre en construisant une paramétrix a laide d’opérateurs intégraux
de Fourier [(1), (®), ().

C. R., 1978, 2° Semestre. (T. 287, N° 8) Série A — 44
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THEOREME 3. — Si h est tel que, au voisinage d’un point, il existe une fonction phase réelle \s
telle que

Ho (x, grad ¢ (x))=0
et
[L}(x, grad W (x))#0 ou &4 (x, grad Y (x)). 77 (x, grad ¥ (x))£0],

alors le probléme de Cauchy n’est pas bien posé en C* au voisinage de ce point.
On le démontre en suivant la méthode, utilisée par Ivrii et Petkov (%), de construction de
développements asymptotiques violant une inégalité du type

[yl =Cllaylla

ou les normes sont celles d’espaces de Sobolev convenables. Les démonstrations détaillées
seront données dans une autre publication.

(*) Séance du 11 septembre 1978.

(!} R. BERZIN et J. VAILLANT, Séminaire sur les équations aux dérivées partielles de J. Leray, Collége de France,
Paris, 1976-1977.

(*) R. BERZIN et J. VAILLANT, Bull. Sc. math., 2° série, 102, 1978.
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INTRODUCTTION.

L'objet de cet article est de donner des conditions nécessaires et
des conditions suffisantes d'hyperbolicité pour les systémes, lorsque la multi-
plicité des caractéristiques est constante ; "dans toute la suite la notion
d'hyperbolicité utilisée sera la suivante, en bref : un opérateur est hyperbo-
lique, lorsque le probléme de Cauchy est bien posé dans c". En ce qui concerne
les conditions suffisantes nous avons utilisé la technique des opérateurs
intégraux de Fourier de HORMANDER et DUISTERMAAT (1972) sous la forme utilisée
par CHAZARAIN (1974) ; en ce qui concerne les conditions nécessaires celles des
développements asymptotiques de STRANG et FLASCHKA (1969, 1971), IVRII et PETKOV
(1973, 1974). Nous nous sommes souciés particuliérement d'obtenir ces conditions
par des procédés de calcul qui puissent se généraliser et pour des systZmes
d'ordre non nécessairement &gal a2 ! et c'est 13 qu'est essentielicment notre

contribution.

Dans le cas scalaire, les conditions de LEVI, sur les termes
d'ordre inférieur de 1'op@rateur, ont €té beaucoup &tudiées ; nous citerons
particulidrement les auteurs dont les travaux nous ont &té directement utiles :

A. LAX (1956), MIZOHATA et OHYA et OHYA (1968, 1972), LERAY et OHYA (1964),

M"® CHOQUET (1966), CHAILLOU (1969), DE PARIS (1972).

Les systémes présentent de nombreuses difficultés de calcul ; de

oo

. . 3 S . - 3 - 3
plus si les coefficients sont C , la non-intégrité de 1'anneau des fonctions C ,
et les variations de rang de la matrice caractéristique sont parmi des causes
de la difficulté 2 obtenir des conditions & la fols nécessaires et suffisantes.

Nous donnons une condition suffisante simple d'hyperbolicité (D), elle exprime

en bref que l'opérateur matriciel h composé avec un opérateur a dont la
q j2 p
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matrice caractéristique est celle des cofacteurs A de la partie principale

H de h se décompose bien. Elle rejoint ainsi les définitions du cas scalaire

et du cas des coefficients constants.

Des définitions voisines avaient d'abord été données par GOURDIN (1976)
puis BERZIN et VAILLANT (1976) et KAJITANI et DEMAY (1977). Pour des raisons
invoquées précédemment la démonstration des conditions nécessaires sera plus
facile si nous transformons la condition de LEVI (D) précédente : elle entraine
des conditions algébriques polyndOmiales sur h dans une carte leocale exprimant
que 1'on peut trouver les parties homogénes de a et les opérateurs du second

membre de la condition de LEVI (D).

Nous vérifions dans les cas de caractéristiques de multiplicité < 3
que les conditions algébriques obtenues sont bien nécessaires ; nous montrons
aussl directement que ces conditions sont suffisantes. La distinction des divers
cas nécessite des hypothéses supplémentaires de "constance du rang' qui sont
commodes & expfimer pour les systémes d'ordre t en utilisant des anneaux
locaux naturels. La technique de calcul est celle utilisée par VAILLANT pour
les opérateurs & coefficients constants (1964), 3 caractéristiques doubles (1968)

et les opérateurs fortement hyperboliques (1971) puis par BERZIN (1972) (1975)

pour les différents cas envisagés dans ce mémoire,

Les conditions algébriques que nous obtenons-.systématiquement a
1'aide de la condition (D) coincident avec les conditions sur les systémes
d'ordre 1 de PETKOV (1973) (1975) qui expriment la possibilité d;obtenir la
paramétrix et de DEMAY (1974). Elles nous conduisent a4 la construction d'invariants
polynBmiaux d'un emploi plus agréable que les expressions des conditions de

LEVI précédemment introduites.

La bibliographie précise les références de différents travaux

utilisés.



I - NOTATIONS - HYPOTHESES ET DEFINITIONS.-

. - - /' o - 3
X' est une variété réelle compacte C de dimension n

; on note
, 12 n . o + ~ . ..
x' = (x ,x7,...,¥ ) un point de X'. T est un réel strictement positif et
' o o | o n .
X = [O,Tf] x X' ; onnote x = (X ,X') = (X ,X ,.¢4,X ,...,X ) un point de

. * .
X. Un point de l'espace cotangent T (X) est noté : (x,§) , avec :

g = (go,g') = (go,il,...,ia,...,gn). On posera :
9 3 0
— aa et — =3 .
ax oL
“a
A i s . . - .
h = (hB) est un opérateur différentiel matriciel 2 m lignes, m colonnes
- - . - <

1 <A, Bg<m, linéaire, de classe C sur X ; son ordre est : t

b

Hg(x,g) est le symbole principal de hg si celui-ci est d'ordre t
0 sinon ; si H = (Hé) on suppose que le déterminant de H est réel

et n'est pas identiquement nul. Dans une carte ioccale, h s'écrit :

h(x,3) = H(x,2) + H (x,2) + B (x,3) + ...

P ) . * % -
H (x,£) est homogéne en &, d'ordre t-1 ; H (x,%) est homogéne en

>

d'ordre t-2.

On suppose qu'il existe des entiers strictements positifs,

©o . -
Vo,v],...,vs,...,vo et des fonctions C en X, polynOmiaies en £,

Ho’Hl""’Hs""’Hg’ telles que :
S=g JVg
dec H = || [B]
s=0

et satisfaisant aux conditions suivantes :

a) pour tout s, le degré de Hs est constant et égal & =

on pose

1

et

-
b

.
.



=g
b) I ! HS est strictement hyperbolique par rapport & la direction
s=0
N=(,0) , c'est-a-dire que pour tout (x,£') s &' # 0 N 1'équation en

=g

. . . - P
‘ go : l_t Hs(x,go,g') = 0 admet 1' racines distinctes réelles Eo(x,g') s
1 €p <

<

0
' 3 ces racines sont donc des fonctions C en (x,8') et

homogénes de degré 1 en &',

A désigne la matrice des cofacteurs d'ordre {(m-1) de H de

sorte que :

I matrice unité d'ordre m.

Déginition 1.- Le probléme de Cauchy C” pour h est bien posé

dans X si1 et seulement si

+ . .
a) pour tout T , 0 < T < T , pour toute fonction (vectorielle)

f e Cm(X), pour tout . € Cm({T} x X') , 61 < t-]

. . o«
, 1l existe u e C (X)

telle que :
hu = £ et (80) u =g .
+ . . .
b) pour tous T, T', 0< T < T ¢ T , pour toute distribution
ue D'(X) , on a 1'implication :

si hu = 0 dans X.

+ o3 -
T et supp uC XT ol

X; =x N{x° 3z T} et X;, =X N{x° <1'}, alors u=0 dans X;y

1T - CONDITION DE DECOMPOSITION. -

Définition 2.- h vérifie la condition (D) si et seulement si

a) 11 existe un opérateur différentiel linéaire matriciel a

de symbole principal A tel que , pour tout s , O

N

8

A

G,
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r=T [\)S-r] N

hoa-= 2 Kr S Eh; ,

ol zr s estun opérateur différentiel linfaire matriciel, hs un opérateur
b

" différentiel de symbole principal HS R [QS—{] = Max(0, v -r) et T =mt
- s
+
et tel que :

p=r v -] -
ordre (h o a - pzo Kp,s Ehs] s +) <T -r.

b) il existe de méme un opérateur a' de symbole principal A

tel que a' o h admette une décomposition du type précédent.

Théoneme 1.- Si h vérifie la condition (D), le probléme de Cauchy

pour h est bien posé dans X.

La démonstration consiste essentiellement en la construction d'une

paramétrix et résulte du mémoire [51.

Comme nous serons amens 3 faire des démonstrations znalogues,

nous ne la reprendrons pas ici.

Remarques :

1) La condition (D) s'exprime aisément sous la forme donnée par
STRANG dans le cas scalaire ; en bref, si § vérifie : Hs(x,grad J(x)) = 0 ,
et si Y ¢ C:(X) et est vectoriel :

. . : -V
e_lmﬂ(x) hoa (elwﬁY)(x) = O(w S) , S1L w >,

2) On peut la généraliser au cas d'un opérateur muni d'ordres de
¥ . . P . - ,
LERAY-VOLEVIC, a4 1'aide de la matrice caractéristique associée ; nous ne le

ferons pas ici pour &viter de compliquer encore les notations.

3) On peut la géndraliser en prenant pour & et a' des opérateurs
. - . o] . - .
différentiels en x et pscudo-différentiels en x' dont les symboles sont

dans chaque carte développables en symboles homogénes.



111 - SYSTEMES FORTEMENT HYPERBOLTQUES. -

On suppose désormais dans toute la suite que, pour tout x, et pour

tout s, Hs(x,g) est un polyndme irréductible en §£.

Pour chaque x et chaque s, il sera commode alors de considérer
1'anneau localisé o de celui des polyndmes par rapport & 1'idéal engendré
par Hs’ c'est~d-dire 1'anneau principal des fractions ratiounnelles dont le

dénominateur n'est pas divisible par HS [39] . On rappelle que ses idéaux

sont engendrés par les puissances de Hs'

Définition 3.- h vérifie la condition (H.F) si et seulement si
pour tout x et pour tout s , la matrice H(x,8) est équivalente dans o

e

4 une matrice dont tous les facteurs invariants sont engendrés par H

HS
0 \
s v

-

. J S
H ~ H

Remarque : Il résulte de [41],
pages 30 et 31, que, pour tout x,>tout £' # 0 et toute racine caraétéristique
Zg(x,g'), la matrice H est &quivalente, dans 1l'anneau localisé de celui des
polyndmes & une variable Eo par rapport a 1'idéal 60 - Ep , & une matrice

dont tous les facteurs invariants sont engendrés par EO - gz :



— —p —
N 0
go_go 0
. multiplicité de gz
P
Ho 2078
1
0 1
L 1

On retrouve alors facilement 1'équivalence de la condition (HF)
dans le cas d'un systéme d'ordre 1 (t = 1) avec celles de diagconalisation

utilisées par exemple par PETKOV [ 36 ] et DEMAY [ 13 .

P&opcéé{égﬂ .- Si h wveérifie (HF), h vérifie (D).

S=0 v -1
On remarque [19 ] que A est divisible par : 1~T ;H;} s s
s=0
s$=qg v ~-1
A=TT[H;S B,
s=0
ol B(x,£) est C en (x,£) polyndmiale en & de degré : 1' - t

et vérifie :

4]
Il
Q

2}
Y
o

Associons & B un opérateur b de symbole principal B, et a

chaque Hs un opérateur hS de symbole HS ; 1'opérateur

s=0 vs-l vo—l v]—l v -1
a=b [] [b] =bo [h] o [1,] o...om]?
s=0

a pour symbole principal

. S=g vs—l
A=38T] ]
=0

On a de plus

v =1
hoa=hobo D%J ° o In | 1 0 ... 0 D%ﬂ



et comme

hob - ho ohjo...oh I-= ' qui est d'ordre < 1' :

\)O—l \)l—] v -1
hoa-= ho o h] 0O ... 0O h0 o [ho], o [h]] 0 ... 0 [hcj o I+

jvo-l vo_l
Z[hOJ 0 ... 0 [hc]

En commutant les opérateurs, on voit facilement [)4], que

(D)a) est vérifi€e ; de wméme a vérifie aussi (D)b)'

Théoneme 2.- Si h vérifie la condition (HF) , le probléme

de Cauchy pour h et X est bien posé quels que soient les termes non

principaux de h.
La démonstration est immédiate.

Remargue : On peut donner une démonstration élémentaire directe
du théoréme 2 en remarquant que h o b est strictement hyperbolique et
en bref que la solution de : hy = £ est de la forme bz ol =z vérifie
(h ob)z =f [41 ] ou construire directement une paramétrix ou un

symétrisateur [41].

TV - SYSTEMES A CARACTERISTIQUES DOUBLES NON FORTEMENT HYPERBQLIQUES. -

Supposons - d'abord v, = 2 , posons HO = H' et explicitons la

condition (D) pour ce facteur ; avec des notations évidentes

hoa=h"o[h]?T+eoh' +f;

=g v
h'" a donc pour symbole principal H" = ! | [HS] s , n' a pour symbole
s=1

rincipal H' , e a pour symbole principal E et
p p |%



~ -2 . . .
dét H = [H'J H". Les ordres sont tels que (D) soit satisfaite.
En coordonnées locales
*
a(x,3) = A(x,9) + A (x,3) + ... ,

- * - e ey _o.
ou A est d'ordre (m-1)t-1 et ol les pointillés désignent des termes

d'ordre inférieur.

On obtient facilement
a=n

hoa(x,2) = HAGx,8) + [ (%W A+ H'A + HA) (x,0) + ...,
a=0

les pointillés réprésentent ici les termes d'ordre < mt-2.

De méme
- 5 a=n
h'o (W] T+eon’ +£=[H]H"I(x3) + [ ] 2a%% H)T + BB (x,0) +
a=0
les pointillés représentent des termes d'ordre <& mt-2,
On a donc
a=n " « a=n
Zo (7HIA + HA + HA)(x,8) = T(H" ] 3%H's_H')(x,8) + EH'(x,8)
a= oa=0

P L. %
Dans le cas du paragraphe précédent on trouve évidemment A
et T wvérifiant cette relation sans condition sur les termes d'ordre

inférieur de h.

Deginition 4.-

h wvérifie la condition (DO) si et seulement si

4a) pour tout x, dans 1'annecau localisé ®O

.



-

. . B
4b) Il existe donc pour chaque x au wmoins un cofacteur AA non
divisible par H' ; nous supposerons de plus qu'il en existe un tel que, pour

tout x, il n'ait aucun zéro réel commun non nul avec H' ; on convient que

. 1
ce soit A].

4¢) V=V, = e =V o= 1 .

Remarques :

1) Alors pour tout x et toute racine caractéristique EZ(E') de
H' , H est 8quivalente dans 1'anneau locslisé des polyndmes en €0 par rapport
a 1'ideal g0~g2 a4 la matrice :

-

012 -
[zoacjo

et nos conditions impliquent celles de PETKOV et DEMAY pour t = 1. Une
partition de l'unité permettrait facilement d'affaiblir 1'hypothése 4b)

en ce qui concerne le choix du cofacteur A; indépendamment de x et gi(g') ;
nous 1'avons fait dans le seul but d'éconcmiser les notations et une fois cet

affaiblissement fait, nos hypothéses pour t = | colncideraient avec celles

de [36] et [13].

2) 4¢) peut @tre affaiblie sans difficulté en supposant que les
Hs vérifient des hypothé&ses analogues a celles imposées & H0 dans ce

paragraphe ou bien 4 celles de la définition 3.



Notons U=z V s8i U~V est divisible par H'

i

, on a :

o]

Jo%ms A+ A+ HAY = TH" ] 9%H'D H' .
a o

En multipliant par A on a la conséquence de (D) :
A 3% A+ HA-TH ] 3% n] =0 .
« a

Cette condition de divisibilité est évidemment invariante.
On vérifie que (D)b) conduit 3 la méme condition.

On obtient donc la :

Propositicn 2.- Si h vérifie (D) on a dans une carte quelconque
la relation :
e=n " o
(1) a7 a%aa+wa-iu [ o"ns n (x,5) divisible par H'(x,%).
a=0 ‘ 3

Remarque : Une hypothése de décomposition a 1'aide de pseudo-

différentiels en x' conduirait 3 la méme relation.

Nous donnerons maintenant d'autres formulations de la relation (1)
a4 1'aide du sous-caractéristique et de crochets construits a partir de la
matrice caractéristique. On notera p une mesure positive sur X, (comme

il est bien connu on pourrait aussi bien faire agir les opérateurs sur les

densités d'ordre %).
Lemme 1.- Les matrices
c=Y23"™.3A-03H.23%A
o a
a
et D = ¢

Jo%a .o -3A. H



. . * i)l . " v
sont des fonctions sur T (X) et définissent aussi des invariants ; on a :

C'est une propriété analogue a la propriété classique des parenthéses

de Poisson et un calcul facile.

2
. ) :
Lemme 2.- La matrice K = H - ! 2 3 (pH) _ =

1
. H ===} BZ(QH)
2p o 93X aga 2p

est 1'invariant matrice sous—caractéristique ; c'est la matrice des symboles

d'ordre t-1 des demi-différences des hg et de leurs opérateurs adjoints
#\
formels 1A
by -
Conséquence : Les matrices
R=K.A+—-C . S=A.K+-—=0D

définissent des invariants et A . R =

it
wn
g

On posera

Lemme 3. -

E
1

a #* a
& [g 3H.3 A+ H LA -H". g 3°H'd H'I]

1

[] %3 1 + ARY -m" ] o%me WD) . A
(o4

(modulo H'")
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R=n".a-7) 3% wu'r+ ) os%.5 A+
a @ o @

H . [l-XSQA+—L§'303aA]
Qo * a
2 o 20 a

et A.R a la valeur indiquée ; on procéde de méme pour la deuxiéme expression.

Lemme 4.- L divisible par H' <==> L; divisible par H'

. P ‘o . 1
Ce lemme, au contraire du précédent, utilise le fait que A] n'est

pas divisible par H' et résulte alors de la congruence

En effet, en explicitant les indices des matrices, on a :

1 _A 1 A _F
= R
A L A] %AF

@]

On rappelle 1'identité de Jacobi entre les cofacteurs de 1

1 A 1A 1A
Ay A~ Ap A = AL dEtH
ou Ai? est le cofacteur d'ordre m—~2 obtenu en rayant la 1°7% ar 1a PPOT€
lignes et la 197€ ot A'®™ colonnes dans H et en mettant le signe convenable

(si A+#1,F# 1) et vaut 0 sinon (A =1 ou F

[

).

On a donc encore :

I _A
A] LC

1
o~
=
] -
o
- >

Le>]
—

De méme :



- 1 1
et : (A]) LC = A1 AC Ll

_ A

= A AC L1

~d'ol le résultat.

On remarque que l'on a méme

A1 L= L; A modulo (H')2

Lemme 5.- L'invariant L(h) relatif a 1'adjoint de h est 1'opposé

de la transposée de L(h).

Cela résulte du fait en bref que

K(h) = - “kmw))

ol t désigne la transposition ;

A(R) = "[a)] et c) = - "] .

Conséquence : Si L(h) est divisible par H' , L(ﬁ) 1'est aussi.

Déginition 5.~ h vérifie la condition (L) si et seulement si

L est divisible par H'.

Conséquence : Si h vérifie (D), h vérifie (L).

C'est évident compte-tenu de ce qui précéde.

Remarque :  La coudition (D) ne suppose pas d'hypothéses de rang
constant et comme le montre 1'exemple suivant de DEMAY est plus générale

que (DO).

Cependant nous démontrerons sous 1'hypoth&se (D0O) 1la nécessité

de (L) pour que le probléme de Cauchy soit bien posé par les méthodes



de STRANG, PETKOV alors que la démonstration de la n8cessité de (D)

parait plus difficile.

Exemple dans Rz

2wl - e 2wt
o 1 1 2
ax 9x
h(x,3) =
H*Z(X) 2 H*Z(X)
1 o 2
) 9x
Théon@me 3.- Si h vérifie (DO), une condition nécessaire et

suffisante pour que le probléme de Cauchy soit bien posé& est que h vérifie (L).

On a donc d'abord 3 démontrer la :

Phopo&éf}on 3.- Si h wvérifie (DG) et (L), le probléme de

Cauchy est bien posé.

Cette proposition résulte de la construction pour h et son adjoint

d'une paramétrix. Nous reprendrons la démonstration de @ﬂ, Eﬂ qui aboutit & la

Proposition 4.- Pour tous T, p telsque: 1 <p <t' , u tel
que : O < u < t-1, 1 tel que: O <1 ¢ t-1, il existe des opérateurs

matriciels intégraux de Fourier :

Foo(m) e 1 //ATHHIRBGOO) (g xr, ¢, (1))

3

Y
o
i}
o
p—

0 si p ¢ T (phases correspondant a

B(p) =

vérifiant
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hF (T) =0 ,
U,p

b

p=T
Yttézl Fu,ﬂ(Ti] T TEO
Le signe = signifie dans cette proposition 1'égalité modulo
un opérateur a noyau c 5o, est l'opérateur de trace de (%—BJT sur
X, = {(x e X, x° =T} ; 6T,u est le symbole de Kronecker , C:(T) est

la relation canonique homogéne décrite a partir de la fonction de phase

ﬁp(X,n') vérifiant localement :
‘Dp(x,n‘) = gg(x, dx,vﬂ(x,n'))

, N)

o
et : @p = Z X' n 3 n' o= (n], Ny seees N

On cherche FU p(T) sous la forme d'un développement asymptotique

3

en symboles homogénes

E .
F (M~ § F (1) vérifiant
8

u,p 5=6(p) MoP
D oa[f @] et ey, zew
i€ 7
=T . _ o
i) vy [} N Fi p(T)] -6, Tel wer==l gy , Len
o=l j<fe2 Mo g ~

On aura localement

. . . _ L0 . . R
[Ffl,p(.'r)u] (x) = (-i)en™ J RAMNCILAY Yzlg(x,n') u(n') dn' ,

o® 1e ~u-j+l
u € CO(X) s Yt+j € S
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Nous commengons par réaliser 1) pour | £p g 1

On a d'abord pour £ =1

o t-1/4-u
h[Fu’p(T)] e I

On a donc la condition sur les symboles principaux :

B

' =
U;p,t’c(x,n ) o -

2 Hg(x, grad @p(x,n')) Y
B

Nous omettrons dans la suite de ce calcul les indices yp,p, C 3

nous utiliserons la convention de sommation d'Enstein pour les indices

—

A, B ,..., <A <m et les indices o , B ,..., 0 £ & < n ; nous omettrons

1

aussi de réécrire n'. On a ainsi
A . B
1) HB(X, grad @p(x)) Yt(x) = 0
- 1 . .
L'on résout, Yt(x) restant arbitraire

A?(x, grad ¥(x))

B .
Yt(x) = Yt(x)

A:(x, grad P(x))
Il sera commode de continuer le calcul dans des coordounées locales
| v

0 n o .
v,y ,..., v) telles que : y = P(x) ce qui est &videmment permis ;

Pour £ = 2, on obtient de méme

A B
HB(x, grad J(x)) Yt+1(x) + aaﬁg(x, grad {(x)) auyi(x) + H;A(X, grad ¥(x)) Yi(x),= 0

on a ainsi

*A

B
B (y,1,0,...,0) Yt(y) =0

A B a, A B
HB(y,l,O,...,O) Y (y) + 9 HB(y,],O,...,O) BuYt(y) + H

t+1
On omettra de réécrire les wvariables. On a encore
B B B
A A A
A _B o A 1 1 oA |7 WD 1 I S
2) HB Y + 3 H - BuY + [é H aa(——) + HB } Y =0

t+1 B t B i
Al A1 ]

La condition de compatibilité s'@écrit



1o A Arlj 1 a A A? *4 Alls” I
3 AHE B Y AA[ By 3, () + 1_} T, =0
A A A
i 1 1
et en intégrant par parties, comme H'(y,1,0,...,0) =0, Yy , comme
I o A B *A B N M
= AY 4 - :
Ly = A [o%gs a% o w0l - rhuatus u]
est nul aussi pour (y,1,0,...,0) , elle est identiquement vérifiée.
Il reste en résolvant 2) :
B IB D 1B D
A A A A A A
1 : *
© Yy, = Y, - a%s —r e v - —2 0% 8 )+ i | Y]
A A Al A A At
1 i 1 1 i I
~ ' 1B '
ou comme on l'a vu AlC est un cofacteur d'ordre m-2.
Soit encore :
a8 AP alBr A? A
B 11 R ] 1C o. C *C 1] L1
Yt"’l = -'T Yt+1 + 9 (-"T) BaYt - ———] a3 HD aa\———-‘) + rI T Xt
A A A A A
1 t i 1 1
Pour £ =3 , on a
A_B o A_B *A B 1 aB_A B A B ¥¥A B
+ 1 — '( 3 ¢ =
5) HgYHz OH Y, ABAYH] + ; UHD YO+ B H 8, Y, + I, \Yt 0
Soit encore en remplacant
B B B
A A A
B a A 1 1 [-u A, 1, *¥A 1 1
®) H?QH?_ FOHp Yy O R O F g Yy F
A1 A1 Aé
1oLsAA]13 OLABA? 1 aABAB g A1
2 A, A, G ) AI A,
1B D D B B+
A A A A Al
*C A * 1y 1
2y~ O )+ ) P o™i, () + AN ) gt *
A, A A, A! Al
1B D D IB D
A A A A LA
. * * 1 *C 1
—BOLHAB ———l-(—: (BBHCS (——!-) H ¢ ———l-) H A _1C aOLHCE) (—) + H —_—l +
B a 1 DR, 1 D 1 B 1 Da,l D 1
A1 A1 A1 A1 A] A1
A AP aB)
HRA T 1
L 3Byhy (—»1-) + 3 H. Aa (—l—) + H —~ Y =0
B af A o A1 B A} T
1 1 1)

ou bien en intégrant par parties
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B B B B
A A A A
Al_B o, ] 1 _ l_uB 1 S a. A i *A 1L 1
7) HB[Yt+2 3% (o Y, — = ])aasyt] : [a Hyd (—p) + W ——I}Ytﬂ
Al 2 A A, A,
A,B B B 1B D
HOA AT A Ao A
L a“B(m—Bll)a Byi + as[aaﬁga (-—;) + H;A —-} - aBH‘;‘ ____1]c [a“HIC)a (—~}) +
-2 A, @ %A A A “ A
1 1 ] 1 1
D
A-
*C 1 A
HW = BBYt +N Y =0
A

A .
Le terme N sera utile dans un autre paragraphe.

Ecrivons que ce systéme est compatible en multipliant par A] A: .

A

on obtient, compte-tenu de ce qui précé&de, en posant

p = dgﬁ'(x, grad ¥(x))

i o B 1 a
A {" + 1
: H'p'p aaBYt H'p aap

88 Yg} + BBL‘la Yé + N Y

8 1 % =0 solit

p . . o ; Sme . e
1'équation différentielle du 2~ ordre le long des bicaractéristiques corres-

pondant a la phase " :

B o1 "Ta, o1 1
OBYJ A PR Y +NY =0

Lo o
AHTP BaI:p j ¢

On a posé

E 3
ApB L Aoy ﬁ] - H'H"%H's A
i 1 o o 1

et L!

I
=3
jasd

. ' - o s, o
I1 est bien connu que, dans les coordonnées initiales p # O

. - i - . ©
et est par suite transverse 3 X', donc localement Yt est déterminé et C
. - . . S 1 | B o
si on connalt les restrictions C de Yt et de BOYL a x = T. Alors
L
- . B . s s . 1 . B
on connalt aussi Yt , puls a l'étape suivante Yt+1 et par suilte Yt+1

et ainsi de suite, par récurrence, pourvu que soient connues les restrictions

- o i 1

a4 x =T des Yt+j et aoYt+j . On réalise 1) pour p > T, s (racines

. < B . - .
simples). Le rang du systéme aux Yu o, L+ qul apparalt le premler est
b4 b *

constamment égal & m-1 , mais 14 encore, a priori, le choix du mineur non
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nul peut varier et il faut faire une partition de 1'unité. Dans le seul
but de simplifier les notations et comme les équations différentielles de
_propagation sont toujours d'ordre 1, nous supposerons que pour p > T

” . D . . . .
le m@me mineur A_ ne s'annule jamais et que par suite 1'on est toujours

D -
PR . . . .. < D -
ramend & la détermination des restrictions 3 x_ =T des Y . , ol
U,p,t+]
1'indice D est fixe.
Nous ne détaillerons pas cette &tape qui est classique.
On doit réaliser ensuite les conditions de trace 1i).
Pour £ = 0 , on obtient,
p=T
°© S ot.B
4 Yy ¥ = < S ,_1
ey, M=o, 0stse
p=1
Soit en omettant les indices u, C, et T , en posant
Ag ;= A?(x, grad 7P (x)) pour % =7
pzTo p\T,B i
= < < &=l
8)_ Z (€)°A) (¥ =0 , 05715
p=1
Nous montrerons que Yl ., = 0 en utilisant une technique dont
ot
1'origine est dans [ 41 ].
Vo1 A
Or donnons en Eo 1'élément HB(E)
q=t-1
Ay _ A t q4,A q 0,A .,
9) H (€) = Hy(M(E )" + ] 6 (EDE)T + 67 (ED)
Multiplions 8)o par Gg’A , on a
U0 oam i
Y G7A” Y =0 , 0% 7T g t-l
B p,1 p,t
p=1
0,A . 1y . _ P :
En remplacgant GB a 1'aide de 9), avec £0 = 50 , et en temant

compte des 8)T on obtient
o=1
o
AI v p,t B 1
N ) £ . Y =
HB\ ) ri_l (QO) AO,! p,t



O=TO
< 1
d'od RGN R T
=1 o” p,lp,t
[
Par récurrence, on obtient
P=T
B
JO @A v =0 Ve
=1 o” "p,lp,t
p=
D'ot 3 1'aide du déterminant de Vandermonde
¥ (1) =0
p,t
Pour £ =1 , on obtient
P=T =T
© py1-1 B X ¢ P.T_B E 0.7, B
o< e Y (1) + €)Y ST+ ) ()Y
o=1 o 0 H,p,t,C 0=1 o H,p,t+1,C 05T o)
o
avec O g 71 £ t-1
Nous savons que pour 1| € p < T
B A§ 1 !
Ty r = 3 3 I'e
o‘u,p,t,c(r) 1 oYu,o,t,C‘T)
A
p,l
B AS 1,1 0 A? i
= 2 ) 4+ 3 (— a
u,p,t+l,C(T) i Yu,p,t+1,C(1) ( i)p doYu,p,t.
A A
[ 1
) Ay
ou : 3°(~—- = 80(—~J (x, grad @O(x)) pour x =T
17p 1
A A
i 1
Y > 7T
Pou p 10
B
A - —_
B _ "p,b D
“u,o,tﬂ,cm = Yu,o,tH,C(T)
o,D
Pour C fix& on a un systéme 3 2 T, T T,

T
WP, t+1,0

inconnues et mt é&quations. Démontrons que le systéme homogdne associé n'a

que la solution nulle, il s'@crit avec des notations évidentes



o, .4
= (.3 3. n
G99 aep ¥ A_w,owvw< v

: 31ed s1Ine,p SIER

I 1¢d @ %y o
. v 1=d v [=0 [=b T “1<d
d _d N o 1 o q o ld = o
0= 7 :I OmA.w Qx&.<mo % - VA .ﬂﬂdl. T.UAQMVUO W <avw WIU - A m,mlal uAQwv w
Mm< l=d m< 1=d —I.Ul. - m< i
1 [¢d
v [=d v [=d
d d o d [ o q
+ 7z AMIoOmu awvo { + 1 ﬂﬂmﬂ uﬂawvo w sz<m (o1
m,.< 1=d qd 1=
. 1 - <
: (6 °op @opie,1 ® juoveldwsi °9s sawia] mEmm 19 wEwm mEmN Gl |
a‘d a‘d
oy O -— O -
ﬂm m< o 9 ¢ t=b d m< o O q
O= 1 A g vl {en? { + 25 (D I (N) H
- v [-3=b - v
d q -
™ m ~ i
i v 1=d ~”U v —HQ
19,91 o d da d 4 o q
R R L N R A e N G I R {Cale
av la=d [=3= L qv Ol
I 1¢d g 1¢¢
. =d [ v [=¢ (=b ﬁ v [=d
d_d o_.4q d 0 T d o -
SO TETOFJre )2 S (R o St Y G Y O .7 S SR L R PR Ay
~< o] a*’y o 1 Q< b*d o = |V b wrw i 16 3+ d o - v
q 1=0 q 1= [-3= L m< l=0
: Jua11q0 uo ¢ <.Mw - axed oAm suct1dI3linK
QAQ 3
- yo i _ 1°d N
aq a 1<d d d _< [=d d _< =0 o)
0= 2 T Q< W + Z mﬂl)vOm o w + X _I.mpwl. . W (6
m m< P"Q m< .._..”Q
P 0 =1 anod 37109
-3 3130 f ws3gs3 | oO9ae
a‘d
d ) a< o} owAQ
0 = Xgeg (D
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B B
A q:t—] A .
A ‘ A At 3 -1 1
Ho(e”,eM)8%()  + [HomeE® T+ ) oBlq?)d .1
B o] lp B fe) - B o '1"‘—'
A q=1 A
3

En remplagant dans 10) on obtient

A =TO p.t Af i p=TO o,t.o A? p.t Ag D
HoN| ) ) -y + § EH%% o z + 7 L2y
B o i o} o} 170 p - o = p
p= A 1 p=1 A1 p»TO AD _
p) O,D

c'est-a-dire 9)t.

En itérant ce procédé on obtient que pour tout T € N , 1'équation

9)T doit €tre vérifiée.

On a donc ainsi pour B fix& quelconque

p=T

? Pyt Aflj ! P £,l
S R e T GO b e R
p=1 A o=1 |_Ap,1 A

Ce systéme a mt équations et mt inconnues

AP Al AB AD -
ol ey oy 4 Dy
1 o 7 1 o e 7p = o1’
LN A Ay PO
» ’ 0,D

On voit facilement que son déterminant

est non nul.
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Par conséquent, VB :

AB AB
B p,l 0,1 B
A Z =0 |, Y +8(—) Z =0 , A =Y =0
p,1 7p 1 P "p p p,D "p
A A
p,l 1
On en déduit
Zp =0, pour 1l £9p ¢ T, Yp =0 pour 1 g p <1’

Le systéme initial (obtenu pour £ = 1) s'en suit donc réguliérement
. ‘s AP . . e . 1
et on obtient les conditions initiales des équations différentielles en ¥

3

puis ainsi de suite tous les symboles cherchés.

Proposition 5.- Si h vérifie (DO) et si le probléme de Cauchy

est bien posé, h wvérifie (L).

On 1l'obtient en démontrant d'abord la

Proposilion 6.- S'il existe un point y et une fonction de phase
réelle ¢ définie dans un voisinage de vy vérifiant : H'(x, grad ¥(x)) = O
dans ce voisinage et telle que : L}(y, grad §(y)) # 0 , alors le probldme

de Cauchy n'est pas bien posé dans un voisinage de .

Cette proposition s'obtient & partir d'un lemme commode d'IVRII et
prop I

PETKOV [23 ] que nous résumerons

Lemme 6.~ S'il existe dans un voisinage W de y wune solution
asymptotique, pour w-=+o . u, de la forme
-i/L . N
u(x,w) = z Y .(x) w i/ exp[i E(x,w}] s
O<j<m tt]

ot LelN,welR, Y ;€ CZ(W) et Yt(y) # 0,
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k=0'~1 .
E(x,w) = w ﬁo(x) + X '@k+l(x)w£ k/L ,L'em, 1 g2 <2

k=0

o0 o0
_@0 est C scalaire a valeurs réelles, les 0k+1 sont C scalaires,

telle que pour N assez grand on ait :
~N -
hu(x,w) = 0(w ) exp[} n(x,w)] ,

o o
pour € > O convenable, pour tout x < vy

Im E(x,0) 2 (¢ + 0(1)) wz'/zfyc’-xo + lyx']?]

alors le probléme de Cauchy n'est pas bien posé au voisinage de .

On cherchera ici u sous la forme :

i/2 i[wlﬂo(x)ﬁwwl/zw(x)]

ux,w) = Yt+j(x)w“ e

)
05jsN

11 sera commode de 1l'écrire d'abord sous la forme :

u(x,w) = Z Ui(x,w) e1w®(x,m)(iw)~3

—

hu se calcule alors facilement ; on explicite les coefficients des

t-3/2 . .. .
w i/ , 0 £ 3 &3 et on les annule. Choisissons tcut de suite ﬂo = &y,
§ =+ 1 , ! satisfaisant aux hypothéses de la proposition 6 et des

~ . O . .
coordonnées telles que : {(x) Z y ; on obtient, en notant les matrices

briévement ainsi : H(x, grad ¥(x)) = H()
11) H(@)Yt =0

12) HWDY_,, *+ auﬂ(@)aawéyt =0

+

Y 3 o A i + _1_ oB 3 o~ 1 Q. 2 * =

13) H(W);t+2 3 H(w)aa¢6yt+] {.23 H(ﬂ)aa¢38¢ 18(3 H(@)aa+ﬁ (@))}Yt 0
o 1,8 1 . a ¥ oa \ 5
14) H(@)Yt+3 + 69 Haawyt+2 +~{;a H(w)aawasw - 18(d H(@)aa+n (uO)j Yt+] 4

N
T AGBY. o on N _ . r0B o % ClaB oo _
‘{576 H(w)ooawasonw 1[3 H(&)aswau + 9 H»(W)aaw . 20 ﬂ&ﬂ)daﬁﬁ]}'Yt =0
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g | . . . -
On résout (11), Yt étant pour l'instant arbitraire, on ne répétera

pas toujours la lettre ¢ :

B
A
B 1 1
Y, = —vY .
t Al t
1
On remarque que (12) est possible en multipliant par Ai.
On la résout et on trouve :
B A? 1 G A? 1
Yo =77 Ypuy + 00 () By, -
A A
1 1
(13) est possible quel que soit YL €1 Yy est tel que :
B B B B
]ra"‘naw A) p + 598yl '“wpﬁf = isA! ao‘pa (A) + A ﬁl-]
A % T MMt al’ "8 B 1]

l 1

Cette condition s'écrit

il

R 2 . .
H"(&)A;(@){BGH'(@)SQ¢] 16L:(¢) . Soit

(paaaw)Z = léL(tﬁ) avec (¢‘) 3& 0.

On détermine ¢, & et W de sorte que la condition soif réalisée

et que Im y vérifie 1'inégalité imposée par le lemme 6.

On résout (13) et on obtient
AB o A? 1 o A? 1 1
Yo, =7 Yoo + 3 (P 0y . - 107 () 8 ¥ + Gy
A A
] I |
ot G est un coefficient rAégulier que nous ne préciserons pas. On reporte
dans (14) et on é&crit que ce systéme est compatible en multipliant par A;

compte—tenu du choix de Y, on obtient

" " 1ol o
i A ($HH (@\p 3 Lp 88 ot W Yt 0

1

Yt satisfait donc 3 une &quation différentielle d'ordre 1 le long des bicarac-~

téristiques relatives & H'(p = d _H'(x, grad ¥(x))) et peut &tre donc &tre

€

choisi satisfaisant aux hypothéses du lemme 6.
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oy B . . P
On en déduit Yt , puis en 1itérant ce procédée les Y ; pour

tout j et par suite une solution asymptotique convenable.
La proposition 6 est donc démontrée.
La proposition 5 s'en déduit facilement en remarquant que si

]
L](X,E) s'annule dés que H'(x,£) s'annule alors L]

;| est divisible par H'.

V - SYSTEMES A CARACTERTSTIQUES TRIPLES. -

Premien _cas

Explicitons d'abord la condition (D)a) pour Vv = 3 et pour

Ho = H'. On sait que :

15) hoa=h"o[h']31+eo[h']2+foh'+v ;

(=4

s=g AY
h" a pour symbole principal : H" = T [HSJ ® ., h' a pour symbole
=]

principal H' ;

On a : dét H = [ﬂ']3 H" ; e a pour symbole principal E ;

les ordres sont tels que (D) soit satisfaite. On a aussi en coordonnées

locales
*
a(x,9) = A(x,9) + A*(x,a) + A *(X,B) S R
o A" est d'ordre (m=1)t-2 et ol les pointillés désignent des termes

d'ordre inférieur ;.
¥
h'(x,9) = H'(x,3) + B (x,9) + ... ;
'* . .
H est d'ordre To—l et les pointillés désignent des termes d'ordre inférieur.

De m@nme :

. - Ny
h'"(x,9) = H"(x,3) + H "(x,9) + ... 3

On obtient :
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hoa(x,8) = [()°8"1] (x,3) + [HA" + o%Ho_A + H'4] (x,0) +

[HA® + 3% A% + L 0%Fms A + 2%1% A + 0'A" + B¥A) (x,0) + ...
a 2 aB a

et on calcule de méme les premiers termes des seconds membres de 15). En écrivant

que les termes d'ordre mt-! sont les mémes, on obtient

16) [HA® + 2"Ha A + 1] (,8) = [@n)n'™1 o+ 3(H')28aH”aqH'I +

3H'H' (3"H'a_H' + H'H I + EM) 2] (x,¢
et & 1'ordre mt-2

17) [ + 3%ma A% + 1-3aBHam6A + 3% A+ HAT 1] (x,8) =
, :

13(x,8) + [Ea%H'a H'](x,£) + 3T[H"3™H'a H'H "1 (x,£)
o o -

en posant

_— 2 a H "‘\8 ] A " ’(;u \i 8 1 1 aB It o ¥ 7Y "‘a" 1 S ) ]
J = 33 H'D H'STH'OH" 4 H (rata™s'a gH' + 07 H'S H'A R + 3 H' D H I g ]

la congruence a lieu moduleo un multiple de H'.

Définiticn 6.- h vérifie la condition (TR 1) si et seulement si :

6a) pour tout x, dans 1'anneau localisé @O

A est donc divisible par H' ; on pose -— = B,

6b) il existe donc au moins un cofacteur d'ordre m-2 non divisible

par H' ; nous supposerons de plus qu'il en existe un, tel que, pour tout X,

12

AIZ'

il n'ait aucun z&ro réel commun mnon nul avec H' ; on convient que ce soit



11 existe au moins un élément de B non divisible par H' ; nous

supposerons de plus qu'il en existe un tel que, pour tout x, il n'ait aucun

~ - . . 1
zéro réel commun avec H' ; on convient que ce soit Bl'

Remarques. -

1) Alors pour tout X et toute racine caractéristique gg(g')
de H' , H est équivalente dans 1'anneau iocalisé des polyndmes en g

par rapport 3 1'idéal go—gg d la matrice

et nos conditions impliquent les conditions & 1'aide de la forme de JORDAN
pour t =1 wutilisées par PETKOV. Une partition de 1'unité permettrait
facilement d'affaiblir 1'hypothése 6b) en ce qui concerne le choix de mineurs
A:; , Bi indépendants de x, giﬁg') ; cette partie de 1'hypothése est faite

dans le seul but d'économiser les notations. Une fols cet affaiblissement

fait, nos hypothéses si t = | coincident avec celles de PETKOV.

2) 6¢c) peut @tre affaiblie sans difficulté en supposant que
les HS vérifient des hypoth&ses analogues a celles pour HO dans ce
paragraphe ou bien 3 celles de la définition 3 ou bien a celles des

définitions 4 et 5.

e et s et
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Multiplions 16) par B, on a, puisque BH = HB = (H')2 H"I
18) (u')2Ema" + B[5%H2 _BH' + a“HaaH'B + H'BH'] =
B[3(H')zao‘u"aaﬂ' + 3H"H' (3%H'O_H' + H'H'T) + @)™ + eany
On remarque que :
Bo%HB = Ba®[(M)2H"] - (@')2H"%B
On divise les deux membres par H' et on obtient que nécessairement
19) B[3%H3 B + H'p - H'"H's H'] = R’

° ©
A est un polynOme en §, C en X.

On a alors :

3% ) o
20) w'[A" - %8s H' -~ 388'%] + 4 = B[28%R"s B+ HHT 4 E]

.. 2 - .
On multiplie 17) par (H™)" et on remplace 1"A*¥ 3 1'aide de 20)

.
3

on obtient aprés quelques calculs

21) (™A + [H"SBHBB - QBHBSH" + HH"] [3u"BH'* - A +

" 2 ) /
B(25%"s 0 + H'H Y 4 E)] + () 7o%s (%o ) + - a5y (mH) +
o a B 2 af
3 2 \
(H")zao‘ﬁ*aa(su') + (H")Zﬁ*a”BaaH' = @)+ 3H"3%H"8 H'H T + E3"H'3 H']
On multiplie par B et on remarque que
° papr [T Oy * it '
HA = H'H"[3%H0 B + H'B - 3%1'y H'T]
a a
aprés quelques calculs il ne reste que :
’ )
22) [o™Bs H + BH® - 3%H'o H'H"I] A = O
o o
On obtient donc la :

Proposition 7.- Si h vérifie (D) et 6a) on a dans une carte

quelconque les relations
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* e .
"B[éauaaB + HB - H"aaﬁ'aaﬁ'i](x,g) est divisible par H'(x,£)" et

"[2%Ba H + BH - H"aaﬁ'aaﬂ'ilﬁ[saﬁaaB + H'B - H"adH'aaH‘i]<x,£)

H'
est divisible par H'(x,&)".

Remanque : La encore une hypothé&se de décomposition d 1'aide de
pseudo-différentiels en x' conduirait aux mémes relations.

Comme au paragraphe IV nous donnerons d'autres formulations &

1'aide d'invariants.

Lemme 7.- Les matrices

¢ = 2% B - 3 H%B
o Q
o
et D=23"B3 H -2 23"H
a [0

o ]

définissent des invariants ; on a : BC = DB

Conséqucnce :  On posera :

¢

o
i

KB + l
2
L

wo
1

BK +
2

Ces matrices invariantes sont telles que

o’

Lemme &.- On posera :
L=B , L'=SB |,

L=1' =B[3"03 B+ uB-ue%sn1I] = [%3H+Ba - 1% HI]B
[0 a o a
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En effet

3 p

o

R=H'B +0%3 B - a%'s H'H'T + - H[3% + -2 3%K]
a a o o

o
et BR a la valeur indiquée ; on procé&de de m@me pour 1'autre égalité.

Lemme 9.~ [ﬁ divisible par H'] <==> [ﬁ: divisible par Hi].

Ce lemme qui utilise le fait que B} n'est pas divisible par H'

se démontre comme le lemme 4.

[e]
Lemme 10.- Si i(h) est divisible par H' , L (adjoint de h)
l'est aussi.

=}
On pcsera, si L est divisible par H’

On obtient dans ces conditions le

Lemme 17. -

* *
[2%Bo 1+ s - u"s™u's u'1lB[0%3 B + H'B - H"3%H'3 H'I]
M= 6 a o o

Hl

o

e 3 3 I3
En reportant 1'expression 23) de R dans la définition de M ,

on obtient

]
f1= 22 W% + 5% B - 3%H's H'H"T]
0 a o

. o . -~ -
puis en remplacant S par 1'expression analogue & 23), cn a le résultat.



11 sera commode dans la suite d'avouir d'autres expressions de

I oD _ 8D ,1A 8B
Lemme 12.- B = R” H" .
1 Mo T Sa Mg R B
On rappelle que (voir lemme 4)
1A 1 A A
24) B] BB BB Bl = AlB H'H" .
On en déduit que :
D _A _1 2B
S. B, B, R
1eD A 71 "B °C D 1A °B _,
B, M, = _—T' —-+S, AL R.H
d'ol le résultat.
12 1 oD °D 14 12 2B
Dy - B = 11
Lemme 13. A, By Moo= [spa] [ApR]IH

On rappelle 1'identité entre cofacteurs :

12 1A 1A 1B .1 .12A
Mg Mg~ BAyp Byp T A Aop

ére éme
.y 2

~

od A]ZB est un cofacteur d'ordre m-3 obtenu en rayant les |

éme

. ére éme éme
B lignes et les 1 {

s 2 et A colonnes et en mettant le signe

. . 1 .
convenable (si A # 1, A# 2, B# 1, B# 2), sinon Algg = (0, Le résultat

il

P 1
s'en déduit en remarquant que Al

On est donc conduit & introduire les matrices colonmne et ligne :

1
QD = %D AIA et P, = A1

/ , qui définissent des invariants.
A T12 C it

jos I}

0 et en utilisant le lemme pré&cédent.

2o

et
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Avec ces notations on a donc :

12 1 °D D "
¥ =
25) A5 B M. =Q P H
. °D . . D
et la matrice MC est le produit tensoriel de Q et de PC'
Lemme 14, -
- 121 % a _ aCiny 1yl B
Po = Ap[H'B + 27HD B - 0"H's H'H"I]
D = % a = Oy IR 1A
Q" = [Bu" +37B3 H - o°H 3 'HL], A
En effet par exemple
12 . B
A H =
1B E ©
_ | 1 D_ D !
Lemme 15, Bl Po = BC P, et B1 Q = B Q
Démontrons par exemple la 2%me égaliteé
1 D 1 D _*B 2,1 D F a,l ,D . B 1A by, 1D
) = ) R 3 - - ' [RTLh )
PI G LBI BB HA + 3 (B] BB' aaHA d B1 BB aaIA A12 B} 3 H donH H A12

On remplace Bl Bg par 24) ; on simplifie en remarquant que :

1A .2 1,
Ay Hy =3B H

et on obtient le résultat.

o
Conséquence : B, M= M B .

En effet & 1'aide de 25) et du lemme 15
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3D _ n o) D1
(B )W) = H' B Q B P,
— 5D 1 i
= H B] BC Q P]
i} 2 D ol
= 2 (B ) 4

on simplifie et on obtient le résultat.

Les lemmes qui suivent expriment la 'dualité"

et la matrice des cofacteurs qui "bordent" A:;"'E ESQ], [42].

entre la matrice A

Ici k = 2 et on pourrait obtenir quelques simplifications. Mais
nous garderons une présentation générale utile pour un exposé ultérieur

de cas plus généraux.

Nofaticns.- Un indice barré varie entre | et 2. 1 g A g 2,

’

Aé si (E,G) = (1,1)
A2 o A= Al s GBS - 1,2)
B2 2
RIS A§—1c+1 D
- - - - 9 -
A Al st B2 A s @0 = 2,

A si E,é)

i
~
N
~
N
~

1,12 112
Lemme 16. - BF A12 § BE AE_]F
E — —
B 12 G ,G-1B
By A = LBl A]
-— - G —
F  G-1G+1 (E+G) _ 12 . F
Z Az A2 15 D = A, dét H &7 .
E_ _ -
F-17+1 (E+F) _12 F
Z LI A ( 1) = A, dét H o7 .
E

Les premiéres sont des identités déduites par division par H' des

. .- 1 1 . . )
identités correspondantes avec AF s AE ,+.. Nous renvoyons pour leurs démons-—

trations a EQZJ ou & un traité spécialisé [i

La troisiéme se déduit du lemme 4.
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Notations.- On posera :

o §—1§+1
E+G “E-1E+1
12

Ayy

E .
(-1) =AaH

La troisiéme formule du lemme 6 donne alors

F4E _ o oF F OB e of
26) B3 AG = H'H GG . AE Bg = H'H" &7 .
Notations.- On posera :
12 D-1B 5—131 12
2 PA-r ar B 2w |M1 2] AaoiF
H=" = —~—— H =~ —"+ 3 H. 5
D AlZ B A]?_ BG,AIZ AIZ
12 12 -12 12
. A _ A _ 1 af A,
et KDMHD BQE) ADH]
2 -
Notaticns.- On étendra la notation = aux fractions dont le dénomi-
nateur n'est pas divisible par H' : U = V si et seulement si la fraction

réduite U-V a son numérateur divisible par H'.

Lemme 17.-
12 D-1B 12 AD-1B D-1B
A_%-ir r M 2 1 8A-iF [LaF 2\ . raoft 2
K3 = K + L 2%1ha | 2| -8 WMt
D07 "Bz T, 2 Ba| 077 T % T
A2 A2 12 12 12

et est par conséquent invariant.

C'est une vérification ol 1l'on utilise que :
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Notation.- On posera :

'I?g = BS[K%‘ + -;- (aO‘H'aaA‘g - aaH'ao‘Aé)j c'est dvidemment
un invariant.
Lemme 1§.-
?g = BE[H*% - a"AéaaH']
Notation.-

VU S U S S
Kg = [KD + 2(a ADBQH aaADa H')] Br
c'est aussi un invariant.

Lemme 19.-

T

YA *A Aa -
Ks = [Hy" - s Ajan'] BZ .

1

t

Lemme 20.-

*A D 1. .a

= _]_ ol - ' [T
= BA HD By B]a H BaH HY .

teio

*A

Cela résulte des lemmes 8 et 16 et de'la définition de 5

Lemme 21.-.

Cela résulte des lemmes 20, 18, resp. 19 et de la formule 26.

Lemme 27.-

— —
NN
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Le lemme 14 donne

LA R 1A
I _ o l#B ool By, 12 - 12[ 1 %B 12 a1, 12 apl B 1
Q= [ByH," + o7rga Hyla) = AlZ[%BHA 5+ 3Byd, (i —p) - 0"By Aaa"ﬁZJ
A2 Al A2

1 .
On remplace BB par son expression du lemme 16 et tenant compte

de la formule 27), on obtient

LA 1A
. A
- o1 Bir e Ay ot , i AE lF JaFy 12
Q = ,2[2 ANV Hy 2 e BiAy0H" + ) B R aa(A
E 12 12 12 12
I _ 12 2
Q =45 K .

On démontre l'autre formule de fagon analogue.

© ' 5
Proposificn §.- Si L est divisible par H' , alors pour que M
' . . . % B . . ..,
soit divisible par H' , il faut et il suffitc que K2 k] soit divisible
par H'.
La conséquence du lemme 15 et la formule 25) donnent
192 °D _ D 1 "
(3,] =B, Q P H
ol 2
— n
= [a5)7 w" K K]
.o . 12 1 " NP
On utilise le fait que 12 s B] et H" ne sont pas divisibles
par H'.

=]
Lemme 23.- TLorsque L est divisible par H', si 1'invariant

=1 ~2 1 . . . . ) ..
Kz(h) [;esp. Kl(h)J est divisible par H', alors 1'invariant Kl (adjoint

de h) [}esp. ?; (adjoint de h)j est divisible par H' .



Cela résulte

Définition 7

(i) : i e

du fait que par exemple (cf. lemme 5)

[+] o
R(h) = - tS (adjoint de h).
- . . * . ° o . 13
.~ h wvérifie la condition (L-M) si et seulement si

st divisible par H'.

st divisible par H'.

o] o

M : M e
Constquences
1) Si h v

érifie la condition (D) et (TRIl) a) [Héfinition 6aﬂ ,

o [+
alors h wvérifie (L-M).

2) Si h v

par H'.

v

érifie (D) et (TR1), alors f; . K? est divisible

Théoseme 4 a).-

Si h vérifie (TR1) et L, si de plus K

divisible par H' et

H', alors le probléme

Ce théoréme

Proposition

On cherchera

de la proposition 4.

o

(resp.‘f2

}) , est

1

2
. Y2 1 ' _ .

51 Kl (resp. Kz) n'a aucun zéro réel commun avec

de Cauchy est bien posé.

résulte de la construction d'une paramétrix.

9.~ Elle est identique & la proposition 4.

F p(T) sous la méme forme que lors de la démonstration
3
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On commence aussi par réaliser i) pour ! < p ¢ T, et on obtient,

avec des notations analogues a celles de la démonstration de la proposition 4.
A B
HB(x, grad {(x)) Yt(x) =0 .

D'oli en abrégeant les notations, comme pour la proposition 4.
D-1B

A 1 2 D
t

27) =)
5 A

On conviendra aussi d'omettre z dans les conditions analogues

3 celles de cette formule.

. - o -
On choisit des coordonnées telles que y = ﬂ(x) , On a encore,

ensulite :

28)  ER YD 4 3¢

A. B %A _B
B el Hpo Yy

a

La condition de compatibilité s'écrit

D-1B D- lB D-1%

A = r A 1 s
12 oF " 12 D, Al 2 *A 120 D
Ar-1r % fig RE 9%t * Ax-1p|® a( N ) * Hy RE j .= 0
12 12 12
. a _ oH'
Soit, par 27), en posant : p = gg— (x, grad {(x))

A a, D JEAD
o P 3aYt + HDAYt = 0

Ce systéme se réduit, puisque i:(x, grad J(x)) = O et en tenant

compte du choix des coordonnées et du lemme 18, 3 :

29) A— p “3 Y? + HEZYB = 0
et:_
D
30) K~Yt

Nous sommes maintenant amenés 3 distinguer les 2 cas du

" théoréme 4a)
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o1
L]

1.1 ...
, KlBl est divisible

Comme
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R |
K;(x,g) divisible par H'(x,E)

est

par

-

divisible par H' , compte-tenu du lemme 21, alors

AN

H' et la définition 6b) implique Kl divisible

par H'. Le systeme 29) 30) se réduit donc d 29).

éem
? ¢ cas

v
K

]

(x,£) divisible par H'(x,£).

On sait que 'R;(x, grad {(x)) # 0.

La relation

31) A

i
[
T

o1
Ll

soit encore (cf. 26)

Z 0 entraine (lemme 21) que 30) équivaut i :

D

i
It—;}*i—'Yt

Le lemme 19 montre que 29) est identiquement vérifiée.

~ B
Dans les deux cas on a, en résolvant (28) en Y

c+] Ppar les
formules de Cramer_ [1 j : _ _
-— — T T U I 7
B ADllg ) o AD ]B D A:%Zr"a : 1’ ¥A A ilE
32) Y = — Y + 3 ( -)ay ——~—3H (5 * H z
t+1 A]? t+l A t A12 a A [ A12
1 ]2 12 12 T12
On doit avoir
B o F. L FA B 1 aB,F o, *F ¥ FFy OB
33) HAYt+2 (%ugp A Y (2 Hd o+ MG 8+ BT ¥Y = 0
B , - .
On remplace Y +] par 32) ; on écrit que ce

en multipliant par A~1

A

- *A.
34) [AgpTa + H5

D

e a2 P . . .. D
les pointillés désignent les coefficients du terme linéaire en Y

A~]F

YD
t+i

. On cbtient aprés quelques

2

n'aurons pas besoin de préciser.

Ce systéme équivaut d :

1 A, aBy a 5 8
f A w * 3 ADp 3

afl

systéme est compatible

calculs

o %A D
= L
RS T I o

gue nous
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1A o szée oy A D _
35) BA A=Y +1 + BA¢.0 ADp aaB + 3 HDaa + ...] Yt =0

+ 3O%H%2, } Y
D «

[ ]

2 a 2| D 142,08, 0,2 B,
36) [:ADP a(x + HD_| Y + [ ADE} H 80{. + 9 ADp 9.8

t+1 B
\ 2
Revenons & la distinction des 2 cas

L .
Te, cas : Transformons (35). On obtient

Iro A, B D BA _ oA Bl D _
BA[? AG3, (P73 YD) + (87HZ - 3%ASe p)a, Yt] + ... =0
soit

A
D

N D
oap )88 Yt + ...

"

TR TR I WY~ | 8. D 1,.6,A a
H"p aa(p asyt) “Da (bA)Ba(p asyt) + BA(S HD 3 A
soit a l'aide de 29)

A

" By ] anl pAD aply AAL B D
H p%%}p 2gY) *+ 3B (HSY D) + (37Bp3 AD) pa Y[ +
DoaBd _ opdy By o D -
B (3 HD d ADSGP ) BgYp * ... =0
soit encore
n_ O B 1 a _l-_,\ 5 B ,6 g _} 15 _ i a Ex Iﬂ Vﬁ i _
H'p Ba(p SBYt) + (3 BAdaAD)p aﬁyt + [a (BAhD) BAa ADBQp‘jSS Vet oeee =
soit (lemme 18)
) e B, ol B, D . Bl D _
37) H"p Ba(p aBYt) + Pp aBYt + 3 KDasYt + ... =0

P est un coefficient que nous n'explicitons pas.

. 1 2 ; N -
29) et 37) expriment que Yt et Yt satisfont a un systéme
d'équations différentielles ordinaires le long des bicaractéristiques du type

en bref :

" " ' -
@) + () (Y;) + comb. linéaires des Y? =0

f !
Yy o+ () (Yl) + comb. linéaires des Y
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. ©o
On obtient donc des symboles C localement en intégrant ce

systéme pourvu que l'on connaisse les restrictions des Y. et d'une

o rt Tl

e | B AP
dériveée transversale de Yt a 1l'hypersurface initiale x = T,

Ensuite par une récurrence facile que nous n'expliciterons pas,

- . H,0 .
on détermine tous les Yt;j(x,n') pourvu que 1'on connaisse les traces (

U,p,D © ' P u,p,1
des Yt+j et les traces C d'une dérivée transversale de Yt+" sur
J
o
x = T.

eme ‘
2 cas : On transforme d'abord 35). Par un calcul analogue au

précédent mais un peu long, on obtient la formule invariante :

D oD _ , _
, D1l o, ] ! D « 8. 1 Do, I "D 1
38) Y= Ny Yo * 0 (ET) 97y ¥ Ppa (o aBYt) *PTpR Y+ P,

1 ]

oo}

. D 'D
On n'explicitera pas les coefficients P

On remarque cependant que :
) H"(x, grad §(x))
Pt =
>l AN 12 1
Ky(x, grad J(x)) (A5 B (x, grad fI(x))

et ne s'annule pas. P] =P =P =0,

On reporte dans (36) aprés 1'avoir transformée :

2 2
B B
2,2 a. B Y 1 2 o B 1 i *2 o “l 1
PrAR e [p7a, B\'Yt)] + Ape o (;f)asyt] + K, (B])aocyt
1 1

2 2

3t

o l.a Bl 1 B Bl - %2 2 o 1 o B 1 o | |
J— - ) | f - 9 [ an = 0 .
P Ba[BlfB (Bl)aaYt] 3 (B]) E’fz aaAzp 3.Y + Rp du(p BBYt) + R'p aaYt + Yt 0

1 1

On simplifie et on obtient une équation différentielle ordinaire
éme p P
du 3 ordre le long des bicaractéristiques ;
1
2 , B
Az(x, grad {(x)) = ~T§(X, grad J(x)) # 0 .
12

. 1 5 P
On obtient donc Yr fonction C de x localement pourvu que

. . 1 . P ..
1'on connaisse les restrictions de Yt et de ses deux dérivées premiéres
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transversales 3 1'hypersurface x0 =T , Yi s'obtient par (31).

- - . !
Par récurrence on détermine tous les Yi;?’ (x,n") pourvu que
. 1 . s
- 1'on connaisse donc les traces ¢ des YE;?’ et de leurs deux premiéres

.. - o)
dérivées sur x = T.

On réalise ensuite 1) pour p > T, » comme dans la démonstration

de la proposition 4.

I1 ne reste donc qu'a déterminer les traces en vérifiant la

condition ii) (cf. proposition 9 ou 4).

Pour £ = 0 , on obtient encore

T o
. 0 )
L) Yu,p,t,C(T) 0
p=1
puis comme au paragraphe IV
B
s \ -
Yp,t\T' 0
ce qul est possible.
Pour £ =1, on obtient encore
pP=T 0=1
© o\1—1 B © P.T,B
: ( ™) +
39) Lot oy oM )y (D
p=1 p=1
P\TB _ B < o< ot=]
2 (50) Yu,p,t+l,C(T) ST,UIC avec 0 < T €t .
p>T

Nous distinguerons alors les deux cas

1@& cas @ Nous savons que pour | £ p s, , compte-tenu en particulier
de 29) _
D-1B
A -
B pl 2 B) N
3 Y T) = 3 Y (T)
o U;pstac( ) A 12 © pr:tsc
012
D-1B D~1B

ol A ,  par exemple est égal a A, Z(T, x', grad &p(T, x');



BB
D 1 B
3 Y T) = — 23 Y ¥
o u,p,t,C( ) B 1 o u,p,t,C( )
pl -
D-1B _ , D-1B _
B pl 2 _D o 1 2 D
T) = ——X + 20 |t ;
Yu,p,t+1,C() AIZYu,p,tH,C(T) ¢ Al2 aoYu,p,t,C(l)
pl2 ' 12
pour p > T '
T 55 '
P v .
Y T) = —& Y T D fixé
we,t+1,cM = TH Y o oD
A~
oD

Pour C fixé, 39) est donc un systéme & 3t + T, + ... + T, = mt

inconnues qui sont

1 D D .
Z =3Y T Y =Y Ty , 1 <p s
0 o u,p,t,C( ) 0 u,o,t+1,C( ) P o
B
= Y ) -
Yo T N, e, e e T

Démontrons que le systéme homogine associé n'a que la solution nulle.

I1 sera commode de poser d'abord.

= B
7P =___p11 7
p B P
p1
On a donc le systéme
p=TO D-18 _ p=TO D-1B
-1 12 .D 0.T 2 D
40) Pt L2 EHT Ly .
=1 o AAIZ e} =1 o A 12 p
P o2 P 012
= » - . B
"o T.0 Dllgﬂ D e T A B
R GOE oz ] Ty = 0
o 12 o o ﬁ o)
p= A p p>1
12 A v
oD

avec 1 ¢ Bgm , O0g o1 gt-l.

Soit pour T = 0 .

= . - 5 18 B
o=T_ ) AD]H; . p=T 1 OfAnlléa . L Ax
40) L) =y« 1) L 1 %t LG 70
= by el )
p=1 Ao12 p=1 Ay le P>t A



On multiplie (40)0 par - GgA (cf. formule 9)) et en suivant le

calcul du paragraphe 4 on reporte 40)T dans 1a formule obtenue.

On remarque que 27)

f
Aﬁ lB 0 si A# (1,2)
l .
H (E &') —— (E ,£') = { et sinon _  _
A12 D-1D+1 _
A+D A ]A+1 A
- = AL g
=D —7 " "p -
12
On dérive en Eo et on remplace go par EZ , |1 i p £ To , on a :
ADI]E} ] o, t-1 q=t—1 qK pyq-1 ADIIE A o
H(a ,£')3°] +H(T\I)t(£) Y63t P Lo AR
12 { Z, B o AIZ oD 'p
Mo g 1 12
En reportant on a alors
0=T D-1B p=T D-1B 1
- A - A
A { °© ot o1 2 D t 1 2] D T 7%
Ho0 | ] ()" L GO SR B G R G
B L_] A 12 0 ot o 412 p e R
p= - 12 p= ]2 Y A,)'g
p=1 D 115 h e
pyr=l T Dl = ~ A én D = N
p—zl t(€,) u zp] 0 car 5By T O

On obtient donc 40)t et en itérant 40)_ est vérifiée pour tcut
L
On fixe B et en remarquant que le méme déterminant qu'au paragraphe IV

est non nul on en déduit

MY s 21 5 o1 5
l<p <t & 70 =0, -2 v o+ 39 z° =0
S 0 A 12 7p A 12 o] A12 P
pl2 pl12 12 -'p
AR
> T —BE-Y = 0
A
pD
s . - - 5_‘6__ > -
d'ou : 1 £ p ¢ TO Zp = fp = 0 P TO Yp 0
. D
et finalement ; | < p <1 :Z =20 Y =0 p>1 Y =20
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1 1 1

< < M /, = =
=P ST, 79 aoYu,p,t,C(T) Yo Yu,o,t+1,C(T)
U= % .y (M +pla. Gy )
o p(o)Z u,p,t,C P 17 0 U,p,t,C
b
> : = 5 2 : . )
p T, Yp Yp,p,t+l,C(T) ,», et @ mt équations

On démontre que le systéme homogéne associé n'a que la solution

nulle. On pose d'abord pour cela

5 By
7’ = “ET z
Py ol
pl
5 B o B 5 o 5o o
Yo = — +3 (=), Z +PpU +Ppapz + P‘ppz .
o g boe Bl e e p'p P efp app p op
ol i

On obtient un systéme 41) identique a AO)T que l'on transforme
L

de méme. On obtient ainsi

On obtient donc, en remontant au systéme avec second membre,

w o0

Z et YD comme données C ; on a aussi Up donné € et par suite

1

: . O Y P T 1
2Yu,p,t,c(l?) puisque p (T,x ,EO(T,n Y,n') #0

9
(o)

On a donc les conditions initiales relatives aux premiéres équations

différentielles peruettant de déterminer les symboles.

Par récurrence on résout complétement le probléme et la proposition 9

est encore démontrée.

Le théoréme 4a) s'en déduit aisément dans les deux cas 3 1'aide

du lemme 23).
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Théoreme 4b).- §'il existe un point y et une fonction de phase
réelle { définie dans un voisinage de y vérifiant H'(x, grad {(x)) = 0
dans ce voisinage et telle que :
o] . ~1 \ Y2
[Ll(x, grad J(x)) # 0 ou KZ(X’ grad §(x)) . Kl(x, grad J(x)) # Q] , alors

le probléme de Cauchy n'est pas bien posé au voisinage de ce point.

Cette proposition s'@tablit & 1'aide du lemme 6.

1) Supposons d'abord {§ telle ii(x, grad ¥(x)) # 0 .

On cherchera encore u sous la forme

: i/2
iy iled (e / Y ()]
J/2 o
u(x,w) = Y Yt+1(x) ® o
0gjg+e
é ici t=3/2 .
On annulera de méme les coefficients des w . 053 €3,

dans hu et on choisira @0 =80 , 8§ =+ 1 3 on prendra des coordonnées

\i
telles que §(x) 2 x ° .

Les formules (11), (12), (13), (14) restent valables.

On résout (11) ; avec des notations abrégées, on cbtient

D-1B
B - Ay 0
i A|2 ot
12

od l'on somme en D.

P . . qs 1 2
On écrit que 12) est possible en multipliant par As et en

A-1F

sommant en F , on obtient, avec des notations précédentes

o B . ,
P BawAth = 0 ; on ilmposera :
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D
- = = B
A .D ) D "1 _1
41) ABYt_O soit : Yt——-T‘xt .
B
On résout 12)
D-1B D-1B
A = A -
B _ 12D a, 12 D
Yol = AL Yegp 89 (A12 ) 3¥Y,
12 N Vi

1
On reporte dans 13) et on multiplie par AK—li ; on obtient

gla D M é aB. o é Bl . D
42) 5ADp aawtﬂ + L-; ADa H' + 3 ADp:l dawaemt =

. A o ,5 .fg D
i G[Anp 3. Y, + hD YJ
. . . . . 1
On écrit que cette &quation est possible en multipliant par BK ;
on obtient, compte—tenu de 41) et du lemme (20) et de la formule (26)

wolpa, =2 1 . o1 1
w'B, [pe ul® v = i6L ¥,

_ . _ . . .
Cette équation est résolue quel que soit Y si
q i q r

% u]% = il ,

oi L(J) n'est jamais nul.

On détermine ¢, 8§, W de sorte que cette condition soit réalisée
et que Im ¢y vérifie 1'inégalité du lemme 6.

On résout alors 42) en ne conservant que 1'équation principale
(A =2) qui sé réduit a

2 a D1
SASP A WY, = G,

oi G est un coefficient régulier que nous n'explicitons pas ;

2
B

2 1 i |

= — Y + G'

Yt+1 1 “t+l G Yt
B
1

et par suite YB en fonction de Y et Yl
P t+1 n . t+1 t
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On résout 13)

5 _A15 5 A0 RN
Yt+2 = "X‘]—'z— Y +2 + 82 (T) C)(let*‘] - 163 (—Z.«_) 3 Yt + ... ,
12 12 12

les pointillés désignent un terme multiple de Yl.

On reporte dans 14) et on écrit qu'elle est possible en multipliant

1 2 .
par AK—IF , on obtient
Ao, D 1 ,A.0B,., . .0,A B N Aa D 1
SA= 5P “3 w\ o ¥ [é ADa H' + & ADp ] aawonyt+ = 15[& p 9 Y 4] HAYt+lJ
26[—AKQ'J +23AAB e Yool ,
2 D ] 8 at

P P . 1
les pointillés désignent un multiple de Yt

. ] ; . ,
En multipliant par BA , o0 obtient, compte tenu du choix de 1y,

une équation du type :
Byl e lox!l =0
poY, ced Yo
1 @ N
ol le coefficient de Yt est C . N\

.. 1 . e -
On peut donc choisir Yt satisfalsant aux hypothéses du lemme 6.
P B . .o o B .
On en déduit Yt , puls en itérant le procédé les &r+‘ pour tout ] et une

solution asymptotique convenable

2) Supposons maintenant Li =0 et § telle que
1 ~2 n
R, - K] (x, grad 9(x)) # 0

On cherchera ici u sous la forme

-3/3 i[9, (' 20 ()]

u(x,w) = X Yt+.(x) w e .
Ogjgeo =3
. t-3/3 . .
on annule les coefficients des w i/ , 0 £ ] £5 et on choilsit ﬂo = ﬂ.
1
On utilise encore des coordonndes ol Y(x) = x °,

On obtient



43) HYt =0 .

46) HY_, =0 .

45) HY ., * a“uaaeyt =0 .

46) HY 4+ aaﬁaaeytﬂ - i[aaﬂaa + H*]Yt =0 .

47y mY o+ %m0y ., - i[a%me + WY | + é a“BHaaeaBeYt =0
48) Y .+ a%HB oY - i(3%H_ + n) Y, * -;- a“BHaaeaBeYtH +

- i[a“sﬁaseaa " ao‘H’*aue LN

2

8 v =
HBOLBS]YE =0 .

On résout 43) et 44) en choisissant

D-1B
A -
B 12 .D
Yt = 112 Yt et
12
D-1B
Foot12.D
t+1 Al2 t+1
12

On remplace Yg dans 45) ; on écrit qu'elle est possible en multi-

. 12 e
pliant par AA-IF , on obtient

a AD
P aaeADYt = 0

on impose : A%Yg =0 3 soit
D
b By
49) Y = —— Y
t Bl t
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On reporte dans 46) ; on écrit que celle-ci est possible en
. 1 .
multipliant par As 2 ; on obtient
A-1F
D ,*AD
50) pd eAA\(tH = [ADp b ¥, + Hy Yt]
.o 1 . ol
On multiplie par BK 5 pulsque Lf

s s . 1
obtenue est réalisée quel que soient Yt ,» Y

On résout 50), en supposant p“aae # 0 :

v
) B 3 1
Year =77 Yeur * EVICH Yt '
[B P
1
On peut donc résoudre 46)
D-1B D-1B E—m
A -~ A = A =
B 12D o 1 2 D 2 D 1
[ = ~nonNg —- o v
Teas 777 Tras TP Sy 2% (- ,\‘2 70 v G Y
A2 12 12
P . C 1 2
On écrit que 47) est possible en multipliant par AK—XF
On obtient
AD a,A 8 ] ACLB.-« _ D *A_D
51) pa AR p [a%Agp" + ; H's SSBGY 1I:ADp 3 Voey *H5Y L]

On multiplie par Bl et on

o)

A
14 2 o R 1 2; K% 1
[Bl] H'p'3 0p3,0Y = = —— ¥ .
P oae

Ceci est Yérifié quel que soit Yl si
(p%2,0)” = H()
oi H(J) n'est jamais nul.
On choisit 6 , W de fagon & réaliser cette condition et

de sorte que Im ©® vérifie 1'inégalité du lemme 6.

2

On peut résoudre 51) en Yt+2

x, grad P(x)) = 0 , la condition
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o~

2 Y2 o 1
2 _ 1t Kppa ¥e . [ Yt+1

Y — + 1 + (...
e+2 T T Tr+2 WY t
B, 0 (" ) [B)] p aue[}a]]

On pourra donc résoudre 47),

Enfin on écrit que 48) est possible , d'oil :

Aa *A_D A B, A D
Asp “3 GY [ADp 3 Y AY 2] + [ “Prr o+ a“ABpgjaaeaBeYtH

- 25 [LARyBy A Sk KL 0+
;0 t

i
o

. 1 . . P
On multiplie par BE , 11 reste, compte-tenu de ce quli précéde :

a 1 I
P aaYt + (...) Yt =0

<o
oid le coefficient (...) est C .

.. 1 . . N
On peut donc choisir Yt satisfaisant aux hypothéses du lemme 5.
On en déduit Yt , puis en itérant ce procédé les Y, . pour tout j et

une sclution asymptotique convenable.

VI - SYSTEMES A CARACTERISTIQUES TRIPLELS. -

DeuxLome cas

Les formules 16) et 17) restent vraies.

Déééh&t&Oﬂ.g.— h wvérifie la condition (TR2) si et seulement si

8a) pour tout x , dans 1'anneau localisé @o

-?H')3 =
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8b) 11 existe donc au moins un cofacteur d'ordre (m—-!) non
divisible par H' ; nous supposerons de plus qu'il en existe un, tel que,
. pour tout X, il n'ait aucun z8&ro r&el commun avec H' ; on convient que

ce soit A{.

Remarques :
1) Alors pour tout =X et toute racine caractéristique gg(g')

de H' , H est équivalente dans 1'annecau localisé de celui des polyndmes

en &O par rapport a 1'idéal go—gg i la maﬁrice
_ 3 -
[e,-20]
0
i
1
0
!

et nos conditions impliquent les conditions exprimées, & 1'aide de la forme

de JORDAN, pour t = 1, par PETKOV. Une partition de 1'unité permettrait
P - : . L, . 1

d'affaiblir 1'hypothése 8b) en ce qui concerne le choix d'un mineur Al

indépendant de x et de gz(x,g‘); Une fois cet affaiblissement fait nos

hypothéses pour t = 1 colincident avec celles de PETKOV.

2) On peut affaiblir 8¢) dans un sens analogue 3 celui des

remarques 2) suivant les définitions 4) et 6).

Multiplions 16) par A, on a puisque AH = HA = (H')3 H"I
%
52) (@) A + Ao A + WA - 2wt WY =

? ~ " 4
] "afs®uma ne o+ sun™ o« 1w i ]



(¥}
=~
|

On a donc nécessairement

A(aaHE)aA + HA - 3H'H"8aH'3aH'I) = Yan?
n, o
A

est un polynSme en &, C en

X

52) s'écrit alors

53) H'E"A” + K = alBa%wo_u' o« swwY o+ wwHT+E] |

On multiplie 17) par DV}YTZ et on remplace H'H"s” ilaide
de 53), on obtient :

54) (TR 2HA** 4 D{'H”BBH88 BBHBBH'H" L

U+ R [
- K+ a@a®ams wos wn ey ¢ L@t

[ ) I.._

2.a, ¥

3 + (H'H" 5 A

H oA + (H'H")73%H 0 A
ok y

e @En A = @m? g+ 3;»1"5“11'?;&}1'3'*1 + Egaﬁ'auﬁ"’

. . . .3
La congruence ayant bien ici modulo un multiple de (H';™.
On multiplie par A ; on remarque que

HE = e (3% A + H'A - 3H' R8RS _H'T]

On obtient aprés un calcul élémentaire mais long

55) - [0%3 1 + AR - 2H'H"3“‘H'aaﬁ'ﬂ?¥ + H'H"a“Aau[BBHaBA + HA
—amna e wd o+ wutalle®Pue A+ 2% A+ wFFA] = an ) [o%nofurs w
B : =y oB a - af
+ 2%t wa u + BHo%mre w] .
o B B o

. - . 2
La congruence ayant bien ici modulo un multiple de (H')".

Proposition 10.- si

h vérifie (D) et 8) on a dans une carte
quelconque les relations

"a[0%Hd A + m'a - 3u'H"3°H'0 HT  est divisible par (u'y2e
La différence du 15" et du 2° membre de 55) est divisible par

=Y
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Remanqgue : On pourrait faire un calcul analogue avec des opérateurs

pseudo-différentiels en x'.
Lomme 24.- (cf. aussdi Le Lemme 1)
AC et DA sont des invariants et :
- Mg'72
AC = DA s modulo LH d

Cons2quence :

R=KA+-C et S=AaK +1D
2 2

sont des invariants et

SA , modulo [H']% .

Hi

AR

Lemme 25.- Dans ce paragraphe
{ . *
L= A(HA + 3"‘HaaA - 3a“H'aaH'H'H"1) z EBGABGI{ + AH - 330°H'8aH'H‘H”I]A
2
modulo (H'")

La démonstration est analogue 3 celle du lemme 3.

Lemie 26.- Si L(h) est divisible par (H')2 , L(h) 1'est aussi.

Lemine. 27.- Soit h un opérateur tel que v, = 3 et tel que L soit

divisible par (H')2 ; soit h' , h'", a, des opérateurs de symboles principaux

>0

H' , H', A ; mnotons un opérateur ayant pour symbole principal le quotient par
.. P , ' 3
(H_')2 du symbole principal de 1'opérateur a(ha-h"(h')") ; alors le symbole

sous—principal de 1'opérateur :
" ! 1" ) 3 & 1y 1 - ) 1 "o "
h'"h'a(ha-h"(h')~) - Aha + [3h"(h'a-ah') + h'(h"a-ah")|ha

2 éme

est congru modulo (H')" & la différence du 1°' membre de 55) et du 2

- membre de (55}.



La démcnstration n'utilise que des calculs analogues aux calculs
précédents et est assez longue. Nous laissons la vérification aux lecteurs.

* K

. . . *
On remarque que ce symbole sous-principal ne dépend pas de A , A yeee 3

K3 1k
H ,H seee

Conééquangg : Dans les conditions du lemme 27), si 55) est vérifiée

. . s 2
dans un atlas, elle 1'est dans tout atlas : elle est "invariante modulo (H')"™".

11 sera commode d'obtenir une condition &quivalente obtenue en
multipliant par un élément fixe de la matrice des cofacteurs A ; dans
1'hypothése de la définition 8, nous choisissons tout de suite de multiplier

] .. R . -
par A1 » le calcul général ne différant que par le choix du cofacteur.

er L. . g0
Le 1 terme de 55) s'écrit donc, en explicitant A :

1 A
Qo * RTINS T E A AC A& A * apytpgrtg s "t ¢
- (2 AEQH + Al - 2H'H"3"H' S Hj)A — (5 Haaﬂ + HA - 3HH'9H SuH I)w
(H")"™ B
1 A 1A TA, .o 300
. - = 1
Or : Al AC AC A1 Alc(h )TH

1 A .
En remplagant A] AC , on obtient donc deux termes dont l'un est

a * - o E ~l
- - 21Ty 1 - 1
[(8 AaaH + AH 2H'H '3 H auH I)é]l AF

E
1

Kl(ﬁ(n')z + H'H"ao‘ﬁ‘aaH'A?) = - 'K;,H'H”BO‘H'BOLH'A

2

2
modulo (H'") modulo (H')~

L'équation (55) implique donc en divisant par H'H"
vl oo, « E a * Lartra Oy E  1Ar.o.
- \ - 1'\ . d s
56) - Kpa"m's n'ay - [%as H + an - 2u'H"e%H's H'T A [3"Ho A +

%* _ [T . C 1 a ., B A % - r'l'r\B [N 'IE
H'A - 3H'H"0"H'3 HY |+ A [87A0 (2"HO A + H'A - 3H'H"SH OBH]F v

1 1 af o, ¥ ) ¥% - F _ ] Er‘.a R T ' af. ., ' '
- = A A H' O H + 9 "H'9 H'3 H
A1]:A(2 377D A+ OTH O A+ H A)_]F (AplaHTTH Y R M2
Brx Qe Vgt
+ 9TH'B H'D HT]H
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La congruence ayant lieu modulo H'

Notation : On pose

E _ 2l o, N HE 1ArFa * - C
Np = - K 3%'e m'a) - [3%0 H + AAH*]A Ao[a%me A+ wial L +

r.o B
a [o%as (o LER

* — v||6| Tt E 1 _!_ CY.B
A+ HA~- 3H'H"H thD]Fa A][A(Z 3°THY o

-l ABRrePare m w0 wa ut + 0P o®
1 F 0B ]

8 ol I}OLH'] H

Definition 9.-

el .. 2 ] ;
h wvérifie la conditicn ((L)™ - N) si et seulement si

2
(L)2 : L est divisible par DV] .

(N) N: est divisible par H'

Ces conditions sont intrinséques.

Conﬁégzcnca : 81 h vérifie la condition (D) et la

définition 8, alors h vérifie ((L)> - N).

Lemme 78.- Lorsque L est divisible par (H')2 , 31 1'on a

pour h 1la condition NI divisible par H'

: , alors on a la condition pour

1'adjoint.

A +% A+ wA)]"

N

¥
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Théordme 5.~ Si h vérifie (TR2) wune condition nécessaire et
suffisante pour que le probléme de Cauchy scit bien posé est que h vérifie

2
((L* - N.
On a d'abord 2 démontrer la :

Proposition 11.- Si h vérifie (TR2) et ((L)2 - N), le probléme

de Cauchy est bien posé.

Cette proposition résulte de la construction d'une paramétrix pour

h (resp. son adjoint). On a & démontrer la

Proposition 12.- Pour tous T,p tel que : I sp <1’ , 1 tel

que : O ¢y < t=1 , ¢t tel que 0 gt g t-! , 11 existe des opérateurs

matriciels intégraux de Fourier

/628 (o)

F (T) € (X; X‘s C (T))
HsP p
0 si p g T, (phases correspondant 3 H' = HO)
B(p) =
2 si po>1
o
vérifiant : h F (T) = 0
Usp
p=t’
F (T -8 I =0
Ve Zl 1,0 )} T,H
Le signe = signifie dans cet énoncé&, 1'égalité modulo un opérateur

~ [oe]
a noyau C .

On cherche F  (T) sous la forme d'un développement

b

U,p .

F ()~ J F (1) ‘véerifiant
i=8
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i) [ ¥ (T{J SN UM

.. u j —utr-£-1
ii) vy [0 F3 (T)] -8 Iel HET (X"
T pzi j<%+3 u,p T,U

On a localement :

. . . _ r .aP ' ‘
[F @i = I @™ [T 0 am o

© TIN) —u=j+2
u e CO(X) R Yt+j €S

Nous réalisons i) pour | g p ¢ T, ; pour £

N

li
—

h FO (1) € It-i/&—p+]
H,0

b

A B .
d'ol : Z HB(X, grad ¥ (x,n")) Yp ot C(x,n') =0
bR § b

Nous emploierons comme au paragraphe IV des notations simplifiées.

On a donc

HY(x, grad $(x)) Yo (0 =

d'od B
B A!(X’ grad J(x))
Y (x) = Y, (%)
t 1 t
A, (x, grad ¥(x))
On choisit une carte telle que y° = §(x). Pour £ =2 , on a
encore
A B a A, B . ¥AB
2) HY Yo, o+ 0%HDD YD+ HY) = 0.
' B
Comme au paragraphe IV, on reporte Yt(x) dans 2). On remarque
. ; . 1 :
que le systéme en Yt+l est compatible du fait que : L](x, grad Y(x)) =

La formule 4) reste valable.
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Pour

de fagon & obtenir 7), mais nous utiliserons le terme

o B
Le systéme 7) en Yt+2

Y{

de Yt

3

£ = 3, on obtient encore la formule 5)

est compatible

, que 1l'on transforme

NA

; en effet le coefficient

dans la condition de compatibilité est :

L:(x, grad J(x)) =

et le coefficient de Yl est
B B : 2 B
A A A A r A A
l NA I aB A I A i **A 1 o, A B A 1 *A 1)1
l 1 I 1 L ! 1
1 ] *A B
A A A A
30‘(—-‘13)3 H‘é v A ,C A:g' BBHEBS(—}—) + H;D —%
A, Y A A A
1 H i 1
On déduit de 1'hvpothése : Ni =0 , qu'il est nul. En effet :
A; NA est la valeur d'une expression en (x,£) congrue & un multiple de N:
modulo H'.
On résout 7)
B A? 1 a A? I aB A? 1
57) Y. o= Y, .+ 3 (-3 Y 3% (s v,
t+2 A} t+2 A: o t+l 2 A; aR L
1B D 1B
A A A A
- —E % (p + HC —I:—}‘Ylﬂ — Rcasyl - NCYL‘\
A A A | A g
1 1 1~ i
C . . |
R est le coefficient de aBYt dans 7).
Pour £ = 4 on obtient
B o A, B *A_B 1. aB A o, ¥A *FA
58) WOV o+ %HI3 V) o+ WYY [—2-3 H2 o+ 27w+ Hp ]ztﬂ +
1 aBy, A 1 aB *A oL, ¥KA A
[ 3 HB 8GBY+ HB aaB 3 HB Sq HB . Yt 0
3! 2
B . B
On remplace dans 58) Yr+2 par son expression 57), Yt+l par

son expression donnée & la suite de 4) et

B
lt

. 1
en fonction de Yt
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est

. s 1 <
En multipliant par AA , On assure que le systéme en Y?

+3

compatible ; compte tenu des calculs précédents, il n'interviendra dans la
. i e 1 P . -

condition de compatibilité que Yt et ses dérivées jusqu'id 1'ordre 3. On

obtient, aprés un calcul assez long mais analogue aux précédents, que la

condition s'écrit

Y
H"paaa[pgas(pyale)] + K: paau(pBBBYé) + Nll paaayi + pyi =0 .

'l . o . .
N] et P sont des coefficients C . que nous n'expliciterons pas. C'est une

- . s . éme . e .
€quation différentielle du 3 ordre le long des bicaractéristiques relatives

id la phase ¢ choisie.

1 . .. . . . s i
Yt est déterminé localement si on connait les restrictions de Yr

. o e N o
et de ses deux premiéres dérivées transversales 3 x =T (dans les

coordonnées locales).

. . B } B . .
On connait alors &t , puls Yt+\ et ainsi de suite tous les
Yt+j pourvu que 1'on connaisse leurs restrictions ainsl que celles de leurs
. e - o P .
deux premiéres dérivées 2 x = T. On réalise 1) pour p > T dans des

]

conditions identiques & celles du paragraphe IV. On emploiera les mémes

notations.

On doit enfin réaliser les conditions de traces 1i).

Pour £ = 0 , on obtient, par une technique analogue & celle
du paragraphe 1V :

1
Y (T) =0 .
p,t )

Pour £ =1 , on obtient aussi :

1

p,t+1(T) =0

1 .
aoYp,t(T) =0 et ¥
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Pour £ = 2 , on obtient

! ! - §
3(0)2 YL, A Y (D) et Y (D)

en utilisant le fait que le déterminant de la matrice

2, p.1t-2 Al pyT-1 P T O\ T
c. (&%) c (€% D"«
— s | S A N
ISQSTO 1SDSTO 1SQSTO p>ro

I<t<mt

est non nul.

.. i . e
On a ainsl les traces des Y ¢ et de leurs premiéres dérivées
b

. 1 ~ ; -
et par sulte les Yp ¢ et par récurrence tous les symboles cherchés.
k]

Propositicn 13.- Si h vérifie (TR2) et si le probléme de
Cauchy est bien posé&, h vérifie ((L)2 - Ny.On 1'obtient en démontrant

les trois parties de la proposition l4.

Proposition 14 a).- S'il existe un point y et une founction de

phase réelle ¢ définie dans un veisinage de v vérifiant

H'(x, grad §(x))

i

0 dans ce voisinage et telle que

L:(y, grad ¥i(y)) # 0 alors le probléme de Cauchy n'est

pas tien posé dans un voisinage de " y.

On utilise encore le lemme 6. On cherche u scus la forme

-3/3 i&»ﬂo(x)+w]/36(x)+w2/3¢(x)]
e

ulx,w) = Z Y .(x) w
N



hu se calcule comme au paragraphe IV ; on explicite les coefficients

des wt-J/B , 0< j <5 et on les annule. On choisit 00 =y, ¥ satisfaisant

~aux hypothéses de la proposition 15a). On utilisera des coordonnées ol
4 . 3 - . . .

f(x) =x ° pour simplifier les calculs intermédiaires,. les expressions

finales étant invariantes ; les polyndmes H, A,..., sont toujours pris

pour (x, grad ¥(x)) ; les Y, ¢, 6, dépendent de x et on omettra de

répéter ces arguments. On obtient

59) HY =0
t
ol
60) HY ,, + 3 H3 yY_ =0
o M af . o .
61) HYt+2 + 2 HaOtxf)‘:[t+1 + L? 3 Haawaﬁv + 3 HSGGJ-t 0.
., a (1 _aB . a_ .
62) HY ., + 8 HO yY . + L— 5 THB 3 Y + 9 Ha,é}Yt+l +
2
El— 38V g RERTN BGBHO REPCEE i HO + H {JY =0
3! B
r\a R ] L‘Q
63) HY(;+4 + g Haa‘bYt+3 [2 “H3 wa JJ + 93 HB GilYt+2 +

I .,aBy aB s _ 1onC S
[;—'— 3 Hs \Ja l)a U + 3 KOSS i(9 Haa + H )]Yt‘f'] +

1 .aBy$ , I aBy T LaB .. ..
— 13 1 — 9 3 Y3, Yo 6 + — 9 "HA 03._86
{4’ 3 H8uq, BuBYWBSW + , H ab Bl[) y > %

.. af o ¥ 1 . aB |
i(d Haswaa + 3 H Baw + ; 3 Haasw{}Yt =0

o I ,af a
64) HY o + 0 HO U Y, + [; 3THY a b+ Q HO B|Y 4 *
..._] GBY 5 . 1 ug 3 9 -3 3(1 ‘ *
[3‘ 3 Haawug,;aw; + 23 Hdad)dBG 1( Haa + H )- Y

1 aBy$ , 1 aBy

[;— 3 Haawaswanaéw + 3 HaawaswaYe +

4! 2

1 .oB _ . ,a0B o % 1 o8B |

; ) H8a6886 1(3 Haswaa + 9 H Baw + 5 3 Haaﬁyi]Yt+]
., 1 LaBy | af 1

- i(— 3 6) 9 + ... =
1(2 3 Hagpan + HSB ) uYt 0

3

e iaas P .. | o .
les pointillés désignent un terme linéaire en Yt a coefficients C
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On résout 59)

B
B Al 1
Y =—TYt
Al

On reporte dans 60) et on ré&sout 60)

AB a A? 1
+ 93 ('——1-) dal;)Yt
1 Al

On reporte dans 61) et on résout 61 )

B A? 1 a A]13 1 1 B Al13 a Allg I
Yoip = o7 Yeap * D 30+ = 3% awagy + 0% a0y
A Al 2 A A

On reporte dans 62) ; on écrit que 62) est possible en multipliant

1 sy eqe . - P . 1 .
par AA ; cette compatibilité est réalisée quel que soit Yt s1

1" ‘\ G 3 . 1 £ .
65) (H"A\) (x, grad J(x)) ™ (x) Bat;b(x)] = i L(x, grad §(x)) ,

oi 1'on a encore posé pa(x) = SQH'(X, grad J(x)).

On détenmine Y et W de telle sorte que la cendition 65)

soit réalisée et que Im ¢ vérifie 1'inégalité du lemme 6, ce gui est possible
’ P

. 1 .
puisque L (y, grad §(y)) # O.

On résout 62)

par

ol

Ay o I 1 a8 Ay I o & I
T Yea3 T 2O AW P 9 E) BUEgIY, - 1 2TC) BT,
A A 2 A A
I 4B 4 4B 1 1B 1 AC .
i . *
a“g(-—:- IR eYi + L a“BY(—-i-) REAT wé + i —«1-15 ao‘ﬂ‘?‘aq(—%) + HCA ‘
A, ¢ 3! A, ¢ Y A * %A |
1 1 1 1
On reporte dans 63) ; on écrit que 63) est possible en multipliant
iy eqe . o e . 1 .
A; ; cette compatibilité est réalisée quel que soit Yt S1

66) (AiH") (x, grad ¥(x)) [pa3aw(X)]2 [pBBBQ(X)j + P(x) =0

P

est connu,.
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Comme paaaw(x) # 0 , on cobtient en fait

pBaBe(x) = P'(x) , et on détermine 8 tel que e(yo,x')

m

0.

On résout 63) comme précédemment ; on reporte dans 65) ; on sait
. 1 . .La - . . e .
que 65) est compatible ; on trouve que Yt satisfait 4 une équation différentielle

er . P . - -
du 1 ordre le long des bicaractéristiques relatives & V. Par récurrence

on a une solution asymptotique convenable.

Pour que le prcbléme de Cauchy soit bien posé il faut donc que Li

soit divisible par H' ; nous le supposerons désormais-et poserons

L§ = Ai H' . On démontre alors la

Propositicn 14 b).~ 8'il existe un point y et une fonction de phase
réelle 1 définie dans un voisinage de y vérifiant H'(x, grad ¥(x)) =0

]
dans ce voisinage et telle que Ai(x, grad J(x)) # 0 alors le probléme de

Cauchy n'est pas bien posé dans un voisinage de vy.

On cherche u sous la forme

Iy, G0 w37 ETLJESRRATEN

U(X,w) = t+j

comme au paragraphe V.

hu se calcule comme au paragraphe IV ; on explicite les coefficients

de wt—J/z , 03 £4 et on les annule.

On obtient donc & nouveau 11), 12), 13), 14) et de plus
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t+2

! 5 0BY - af
{3‘ HOD ¥3 400, 1[3 Ha o + §3%H" 2 R 5% wJ} op *

7
o n O ‘ + l_ afB _ alac *
67) HY ,, + 63°HO 9Y_ . {2 Hau\pasw 1[3 Ho + 1 |y +

1 _aBys ) - 1 [FQBY of ok
— 3 Ho ¢3,¢3d - —= |37 "H3 _¢3_yo 3
{m Y WOghe VB = 7 |BTTTHO YR D BTTHTD WD ¢

l. G:BY 3 u _‘ g =
. §9 HGY,JBGB\P_‘ Y, =0

On résout 11) comme au paragraphe IV ; on reporte dans 12) de méme ;
on résout 12) de mfme ; on reporte dans 13) ; compte tenu des hypothéses, 13) est
. . . 1 y : . .
compatible quel que soit Yt ; on résout 13) mais en explicitant les termes

en Yt ; on reporte dans 14) , on écrit qu'elle est compatible ; on obtient
% p)]% =16 L i
oyt =1 (x, grad ¥(x))

oii L'(Y) est non nul et proportionnel a A:(X, grad P(x)).

On détermine U comme au paragraphe 1IV.

On résout 14) et on reporte dans 67) ; on écrit qu'elle est compatible ;

1 . Ss . . P, . er
on trouve que Yt satisfait a une équation différentielle du | ordre le long

des bicaractéristiques relatives a .

On a donc, aprés une récurrence convenable, démontré la proposition.

Pour que :le probléme de Cauchy soit bien posé il faut donc que Li

. .. B . 1 . 2
solt divisible par (H')2 ; nous le supposerons désormais et poserons : L1 = A(H'")

On démontre alors

Proposition 14 ¢}.- S'il existe un point y et une fonction de phase
réelle 1 définie dans un voisinage de y vérifiant
. .. X 1 {
H'(x, grad ¥{(x)) = 0 dans ce voisinage et telle que : N](x, grad §(x)) # 0

alors le probléme de Cauchy n'est pas bien posé dans un voisinage de .
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On cherche u sous la forme

) z 0 ~5/3 i[@@o(x)+wl/36(xi]
(x,m) = Y, ,.(X) w e :
u Osj t+3

L 00
N

On annule les coefficients des wt—J/B , 0< j <7 et on choisit

On choisit encore des coordonnées locales adaptées. Les formules

43), 44), 45), 46), 47), 48) restent valables.

On leur adjoint :

o _ s n0 * 1 .aB a
68) my, . + %o oY, - i(3"H_ + W)Y o+ > 2" Ho_69,6Y )
i (0*PHy 03 + 2%0¥s5 6 « L 5% o)y o+ |- 9%Puy - %% - W 4
B o 2 aB t+1 af : a
L% 62 0 G]Y =0.
31 e B vyt
e v - 1 (3% *y v 1 oB 4 -
69) HYt+7 + 3 Haae‘us 1(3 Hv& + H) Yess + ; 3 T"Hs ed aY 43
i(o 3By 83, + 3%1%3 6 + 2 2%y e)y {- H - D U I
B a 2 af t+2 i o]
-, 2 >
oo an es ol v - i1k 5% us 6 05 + L 2%Bu%s 93 6 +
3 a By t+1 L2 By e, a B

1

LA TP G]Y =0 .
4 aB oy t

Nous ne détaillerons pas tous les calculs.

On résout 43), 44), 45), 46), 47) et 48) dans les hypothéses de la

.. . . 1
proposition sans obtenir de conditions sur 6 ou Yt'

_ B B B B B B
On reporte Yt s Yt+l , Yt+2 , Yt+3 s Yt+4 et Yt+5 obtenus dans 68)

P . . . qe 1
et on écrit qu'elle est possible en multipliant par AA'
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ey e - U . 1 .
Cette compatibilité est réalisée quel que soit Yt s1

[p“aae(x)]B = N(x, grad J¥(x))

oi N est proportionmel & Ni(x, grad $(x)) et non nul.

On en déduit le choix de 6 convenable. On résout 68) en YB de

t+6
fagon analogue aux calculs précédents. On reporte dans 69). En écrivant que
. . - . ‘e . er i
69 est compatible on obtient une équation différentielle du 1 ordre en Yt

le long des bicaractéristiques de . La proposition, aprés une récurrence

est démontrée et par suite la proposition 13 et le théoréme 5.
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DEUXTEME THESE

HYPERFONCTTONS ET THEOREME DU "EDGE OF THE WEDGE".

PROPOSITIONS DONNEES PAR L'UNTVERSITE.




