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INTRODUCTION.

L'estimation de la densité s'est faite par diverses méthodes,
ROSENBLATT a défini la méthode du noyau en 1956 (1), CENCOV (2) a introduit
celle des fonctions orthogonales en 1962, depuis WAHBA (3) a construit des

estimateurs utilisant les fonctions splines.

Des conditions de convergence de 1'estimateur obtenu par la méthode
des fonctions orthogonales ont été données par BOSQ (4) et cette étude a été
poursuivie par BLEUEZ (5). BLEUEZ définit une classe d'estimateurs de la densité
qui contient ceux obtenus par les deux premiéres méthodes et précise des

conditions nécessaires et suffisantes de convergence de ces estimateurs.

Dans ces travaux, la famille des probabilités est aominée par une
mesure u, et les densités de probabilité sont prises par rapport 4 u. Nous
étudierons ici le cas de mesures définies sur la droite réelle, somme d;une
mesure absolument continue par rapport & la mesure de LEBESGUE sur R et
d'une mesure dont le support est fini ou dénombrable (combinaison de mesures
de DIRAC). Elles seront appelées respectivement partie continue et partie

discréte.

Dans une premiére partie, on étudiera le cas oli le support de la
partie discréte est connu, l'ensemble des mesures est alors dominé. Dans ce
cas, les résultats établis par BOSQ et BLEUEZ (5) s'appliquent sans modifi-
cation et on rappellera briévement ceux qui concernent la convergence de
1'estimateur de la densité de la partie continue par rapport 3 la mesure de

LEBESGUE et les conditions d'existence d'un estimateur sans biais.

Dans la seconde partie, le support de la partie discréte est

inconnu et la famille des probabilités non dominée. On construira alors un



estimateur de la densité de la partie continue et on donnera des conditions

nécessaires et suffisantes de convergence suivant divers modes.

Dans la troisiéme partie, plus bréve, on appliquera les résultats
précédents aux mesures définies sur [} T, ﬂ] , dont la densité de la partie
2

continue appartient & L° (- m, w). La densité étant donnée par son dévelop-

pement en série de Fourier.

La quatriéme étendra les résultats de la seconde lorsque les variables
aléatoires ne sont plus indépendantes, mais forment un processus mélangeant.
La définition adoptée pour la mélangeance est due 3 BILLINGSLEY (]]). Nous
utiliserons également des publications internes de 1'U.E.R. de Math. de

Lille (13), (]4).



NOTATIONS. -

Soit (f,@,N) un espace probabilisable, E wun borélien de R de
mesure strictement positive - E sera le plus souvent un intervalle de R
borné ou infini - B 1la tribu borélienne de E, X 1la restriction 3 E de
la mesure de Lebesgue et X une’variable aléatoire définie sur (2, @Q 0)

a valeurs dans (E,B).

On suppose que la loi de X , PX peut se décomposer comme somme
d'une mesure absolument continue par rapport & la mesure de Lebesgue et d'une
mesure dont le support est 1'ensemble fini ou dénombrable A = {dl’dZ""’dm”"

on les appellera partie continue et partie discréte de PX ; 1'ensemble A sera

encore appelé ensemble des masses.
On sait que si une telle décomposition existe, elle est unique.
< P . 6
D'autre part, d'aprés le théoréme de Radon-Nikodym - par exemple (), p. 128 =-
il existe une fonction f & valeurs p.s. finies et positives et une suite

a_ de nombres réels positifs telles que

(1) dPy = £ di + ) a8,
d el m
m
ol 6d désigne la mesure de Dirac au point dm
m

. 1 .
En outre la classe d'équivalence de f dans L (E,\) est unique, et
la relation
(2) ffdx+ Joa =1
E d eA
m
est vérifiée,
‘Dans toute la suite, on écrira z a_ 6d sans préciser 1'ensemble
m

d'indices décrit par m.



Soit DA 1'ensemble des densités (par rapport 4 la mesure de
Lebesgue) des mesures de masse totale inférieure 3 1 et 7 un sous-ensemble

de D.. Ces mesures peuvent &étre considérées comme la partie continue des

probabilités PX'
On notera (3; - ou(@ s'il n'y a pas d'ambiguité - un échantillon

(X]’XZ"°"Xn) de taille n de la variable aléatoire X. Sachant que la

densité que 1l'on veut estimer appartient & DU, on se propose de trouver des

estimateurs de cette densité qui convergent, suivant des modes que 1'on précisera

plus loin, lorsque la taille de 1'échantillon augmente indéfiniment.



CHAPITRE 1

ETUDE DE LA DENSITE DE LA PARTIE CONTINUE
DANS LE CAS OU LE SUPPORT DES MASSES EST CONNU.

1.7. - CONSTRUCTION D'UN ESTIMATEUR DE LA DENSITE.-

si A=1{d,,d,,...,d ,...} support de la partie discréte est
connu, la mesure yu = X + Z § est une mesure o-finie qui domine 1'ensemble
des mesures PX.
En effet, E est la réunion des ensembles de mesure finie
(E-A) N [} n, n| et {dm} lorsque m et n décrivent M.

. . e . 2
La méthode des fonctions orthogonales s'applique sans modification. L7(E,A)

est un espace de Hilbert séparable.

Soit (ei)i une base orthonormale de LZ(E,A) et (e:)i une

. . B . . *
famille de versions des ei , alors la réunion des familles (ei lE—A)i

et (ld )m. sont des versions d'une base orthonormale de LZ(E,U).

m
. 2 e _
(Toute fonction f € L™ (y) s'écrit f = f.lE_A + z f(dm).ld
N 2 2 m o
ol f.lE_Ae L7(A) et é f (dm) converge).
. % . . - dp U
Une version fn de 1'estimateur fn de f = — sera définie
du
par la relation :
-~ r(n)
* 1 * * *
£(65X, Xy, 0,X ) = 121 - [ei (X)) 1 (X + e+ e (X)) 1 (X )] er(t) 1. (¢)

Note : CAMBANIS (7) a étudié des bases orthonormales dans un espace LZ(E,BE,u)

ot E est un intervalle de R, BE la tribu borélienne et u une mesure

finie.



~

. * . P .
Et une version fn de 1'estimateur de la densité& de la partie

continue sera définie par

%k r(n) 1 * * *
E(esX,, . K ) = 12=1 - [l (X)) 1L, (X)) + oo+ el (X)) 1 (X)] e () 1., (6)
) * * _

Comme les fonctions ei']E—A et - e sont égales A-p.p. , on prendra plus
facilement comme version

- r(n)
(3) () = ) Ll ®) 1 (X)) 4+ ... te(x) 1. (X)] e.(t)

n i21 n i1 E-A"T1 1 n E-A""n 1

. - 2
En convenant de confondre les fonctions et leurs représentants dans L7(E,})

chaque fois qu'il n'y a pas ambiguité.

5 ~ .
BLEUEZ (7) a montré que les classes des estimateurs obtenus par la
méthode du noyau et par la méthode des fonctions orthogonales &taient contenues

dans celle obtenues par la méthode suivante

Soit I wune partie infinie, non bornée de R ; Kr(x,t) , rel,
une famille de fonctions réelles mesurables définies sur E x E , indexée

par I. On 1lul associe une famille d'estimateurs de la densité par

(X.,t)

-~ 1 n
(4) £ () = = jzl Koy &

oi r(n) e I et 1lim r(n) = =,
n—>o
Remarque : L'estimateur obtenu par la méthode des fonctions orthogonales
correspond au noyau
| p—
(4") Koy = 1 e (x) e (t)
1=1
Cette méthode s'applique 3 1'estimation de la densité de la partie

continue des mesures PX.

Proposition 1.- Soit D] un ensemble de densités de mesures de

probabilité absolument continues par rapport d la mesure de Lebesgue et



D={xkf]| fe Dl , 0 <k <1} 1'ensemble des densités de la partie continue

des probabilités mixtes (on dira que 0 est associé a Dl)'

Soit Kr(x,t) une famille de fonctions réelles mesurables-Lebesgue.

-~

Si pour toute fonction f de Dl , l'estimateur de la densité f

associé converge suivant un certain mode lorsque n=o, r(n) vérifiant

une condition (C).

Si pour tout k > O , r([kn]) vérifie la méme condition (C)

alors

1 (X.)

-~ n
(5) g (63X ,...,X ) = jzl Kem) X558 1gop ;

n

est un estimateur convergent suivant le méme mode, pour toute densité g de D,

Démonstration : Si, pour tout k > O , r([kﬂl) vérifie la
n
.. 1
condition (C) alors jZ] ;’Kr([kn])(xj’t) lE_A(Xj) converge vers f(t)\,

Ve Dl'

Soit P une loi de probabilité dont la densité g de la partie
continue appartient 4 D et ¢(n) le nombre d'éléments de 1'échantillon

qui tombent dans E-A. On a 1lim giﬂ):J g dx p.s. et
n E
T S
i»l:.} jzl m)—l(r(n) (X,,t) 1E_A(xj) = 1;m jzl 5; K enyy Ko 8 1oy (X))

converge vers la densité de la loi conditionnée par X € E~A, c'est-a-dire
g ' - .
vers —————— ; d'oud le résultat.
g dA
E



1.2. - CONDITIONS NECESSAIRES ET SUFFISANTES DE CONVERGENCE DE L'ESTIMATEUR

DE LA DENSITE. -

Tous les résultats établis pour une famille de probabilités dont
les densités (par rapport a la mesure de Lebesgue) appartiennent 3 D]
sont donc valables pour la famille de probabilités mixtes associde. On se
contentera de les énoncer pour les familles de probabilités absolument
continues par rapport a4 la mesure de Lebesgue. Les théorémes qui suivent,

donnés sans démonstration, sont dus d& BLEUEZ (5), p. 41-71.

a - E est £'interwvalle gind [a, b).

Soit (ei) la base orthonormale de LZ(E,A) formée des fonctions

trigonométriques :
1
eo(t) = ;
vb-a
ey (0 =[—F—sin 20 £2 5 e () = [ E cos 21 B2 5 iy
t b-a b-a b~-a b-a
- r(n)
et f 1'estimateur associé au noyau z ei(x) ei(t)
i=1
Proposition 2.~ Soit D 1'ensemble des densités définies sur

[a,b] et possédant une série de Fourier convergeant en tout point t de

[é,ﬁ]. Alors les propriétés suivantes sont &quivalentes
a) lim Eﬁﬂl =0
n>e 1
~ P
b) YfeDd, Vee [ab] £ (6)— £(t)

) Yied, Vee[ab] E(E (0 - 0|5 »0

b .
) YEeDd, E [J (£ (£) - fn(t))z dt] > 0

a



Proposition 3.- Soit D 1'ensemble des densités définies sur [a,b)]
bornées et dont la série de Fourier converge uniformément sur [a,b].

Alors les propriétés suivantes sont équivalentes

a) lim (n) Log n =0
n>® n
~ p.c .
by V£ eD, sup | (t) - £f(t)] —>—>0 (%
cefso] "
) Yeed sup  |f () - £(6)] —E—s0
teEt-l,b o

) VeeDd e[ sup IEn(t) - £(e) [] —— 0
teja,b|

b~ E est La dnodlte nielle.

Les fonctions d'Hermite forment une base orthonormale de LZ(R,A).

Elles sont données par :

2

2 1
~1/2 et /2 —év- “t ) ; teR; 1eW
i
dt

e (t) = @l (e

-~

L'estimateur f est obtenu par la méthode des fonctions orthogonales.

N Proposition 4.- Soit [a,b] un intervalle compact de R et D[a 5]
b

1'ensemble des densités définies sur R, bornées et dont le développement

en série de fonctions d'Hermite converge vers f uniformément sur [a,b].

Alors une condition nécessaire et suffisante pour que

VieD E[ sup IE (t) - f(t)l] >0 est que 1l'on ait
[a,b] te[a,B] v
1lim ~££El-Log n=0
nHe 1

Proposition 5.~ Soit D 1'ensemble des densités définies et bornées

sur R dont le développement en série d'Hermite converge uniformément vers

(¥*) On dit qu'une suite de variables aléatoires Yn converge presque complétement

vers une variable Y si

p.C .
V’e > 0, ? P(]Yn—Yl > g) < » et on le notera Yn LN Y
n



_]0_

f(t). Alors une condition suffisante pour que 1l'on ait

p.c .

sup |f (t) - f(t)l-——il-+
teR
est lim r(n) logn =20

n>© n



1.3. - ESTIMATION SANS BIAIS.-

On sait que z 1 []d (Xl) + ...+ ld (Xn)] ld (t)
m

mn m

est un estimateur sans bilais de la

1T -

m

partie discréte et qu'il est optimal

dans la famille des estimateurs sans biais.

I1 n'existe pas en général d'estimateurs sans biais de la partie

continue. Cependant, on a le résultat suivant :

Proposition 6.- Si D

ensemble des densités de la partie continue

des probabilités définies sur E est un sous—ensemble convexe de LZ(E,A) R

s'il existe une densité fo telle
de U sont bornées, une condition
un estimateur sans biais, de carré

vectoriel engendré par D soit de

La démonstration reprend

le fait que la partie discréte est

que inf fo(t) > 0 et si les densités
t
nécessaire et suffisante pour qu'il existe

intégrable, de la densité est que 1l'espace

dimension finie.

celle de (8) cor. 4, p. 15 et utilise

estimable sans biais.
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CHAPITRE 11

ETUDE DE LA DENSITE DE LA PARTIE CONTINUE
DANS LE CAS OU LE SUPPORT DES MASSES EST INCONNU.

2.1. - CONSTRUCTION D'UN ESTIMATEUR DE LA DENSITE DE LA PARTIE CONTINUE.-

a - Choix d'un estimatewr de A.

Dans 1'échantillon, les éléments peuvent appartenir & A ou avoir
8té tirés suivant une loi "continue'. Il faut un critére permettant de répartir

les points de 1'échantillon en deux groupes.

On a les résultats suivants

Lemme 1.- Dans 1'échantillon, si deux variables aléatoires différentes

prennent la méme valeur d, le point d appartient presque siirement & 1'ensemble

des masses.

Démonsthation : Si les variables Xi et Xj sont indépendantes,
P(X, = Xj , Xi € E - A) = 0. En effet 1la diagonale de E-A est négligeable
i

pour la mesure de Lebesgue.

Lemme 2.- Si la distribution ne comporte pas que des masses, la
proportion de masses parmi 1'ensemble des points de 1'é&chantillon sortis une

seule fois tend vers O presque slirement.

Demonsitrhation : Soit Vn le nombre de points sortis une fols et

wn le nombre de masses (&éléments de A) ne figurant qu'une fois dans 1'échantillon.

W
~ . n -
On va établir que -— converge presque complétement vers O.

\
n



_]3..

Une loi P étant donnée, on peut ranger les masses {dl’dZ""’d yeeol

.

et supposer que Va, P({dm}) =a za. .,

Soit Ne‘ , le premier entier tel que

Les masses sorties peuvent &tre 1l'une des Ns' premiéres ou appartenir

d 1'ensemble A - {d],...,dN }. Or la probabilité pour qu'il y ait plus de
E'

1
. -ne

2n ¢ éléments dans 1'ensemble A - {dl" d.. } est majoré par e

sl
€
(inégalité du type de celle de Hoeffding (9) appliquée 3 une loi binomiale

B(n,e')) d'ol :

ne'’

(6) P(wn > Ne' + 2 ne') < e pour n assez grand

D'autre part, P(E-p) =1 - Z a_ et Vn - Wn est le nombre de points de
m
E~-A dans 1'échantillon. Vn - Wn suit une loi binomiale B(n, 1 - z am) et
m

V.- W p.c_.
(6") > (1 =) a)
m
n m
P(V - W < E.(] -z am)) est le terme général d'une série convergente.
n oo, B
wn Ns' + 2n ¢' n
Or P(:—>2————-————)5P(wn>N,+2ne')+P(Vn<—(1-Zam))
v n(l - % a) € 2
n m
Ng,
En choisissant n suffisamment grand pour que < ¢!
n
et en posant g = —6 e'
1 -
L a,
m
on établit que
wn
P(— > €) est le terme général d'une série convergente.
\
n

Les lemmes 1 et 2 fourmissent un estimateur de A

An={Xj }jk#j;xk=xj}



- 14 -

Comparaison des crniternes.

~

Un critére est un estimateur de A, soit Aé . On supposera toujours

-~
1

que An est symétrique par rapport aux observations et que A; CZ{X],...,XH}

-~

An désignera le critére précédent An = {Xi’_a k #1, Xi = Xk} qui sera

utilisé dans la suite.
a) On compare les critéres avec E[lA(X]) - lg,(Xl)[ puisque
E(X !IA(Xi) - 12,(Xi)§) représente 1'espérance du nombre d'erreurs commises.
i

Un critére n'acceptant pas les "points doubles'" comme masses ne peut &tre

préférable a A

En effet, s'il existe (X]’XZ""’Xn) avec x, = Xj pour 1 # j

et X, ¢ A; alors, en prenant une probabilité P telle que A = {xi}

{P(x;) = p)
E[IA(Xl) - lAn(x])| = P(X, e b, X, ¢ 8) +P(X ¢8, X € A)
n-1
= p(l-p)
-1~ = N K
E]lA(X]) 1Aé(xl)| P(X; e b, X ¢ An) + P(X, ¢ A, X, € An)

W

P(X] = Xi) =p

~

On en déduit que tout critére préférable a An doit vérifier A;ZD An .

~

B) Il existe des critéres préférables a An

Si D est un ensemble de mesure de Lebesgue nulle, le critére défini par

-~

A' = A U {X., | X. €D}
n n 1 1

est préférable.



_]5_

-~

€ An)

e
1]

sinon P(X 0 et P(Xle A, X, € A

Al
| n) < P(X1 € A, X

1

Si D est de mesure strictement positive, le critére cesse d'€tre préférable.

1

. 1
I1 suffit de prendre P = . lD LA+ —-6d
22(D) 2
v) Si 1'on adopte la fonction de risque RI(P, Aé) = P(X] é A, X, € A;)
alors An est admissible (Rl(P’ An) = 0).
L'autre erreur définie par RZ(P’ Ag) = P(X1 € A, XI ¢ A;)
n'est pas minimisée par An. Cependant le lemme 2 a montré que
RZ(P, An) —> 0" p.s.
En fait le choix de 1'estimateur de A dépend du probléme &étudié
et dans 1'étude de la densité de la partie continue, il est préférable de
conserver quelques points parasites (des masses), que d'enlever des poiﬁts
appartenant 3 la partie continue,
b - Estimation sans biais.
Proposifion 7.~ Si le support des masses est inconnu, si 1'ensemble

P des mesures est convexe, si P contient les mesures de Dirac et une mesure
absolument continue par rapport & la mesure de Lebesgue, alors il n'existe

aucun estimateur sans biais de la densité de la partie continue.

Démonstration : Soit £ la densité d'une mesure de P absolument

continue par rapport 3 la mesure de Lebesgue.

Soit P' 1'ensemble des probabilités

P=afi+ (l-a) ) a 8,
m m

P' est un sous—ensemble convexe de P.
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Si la densité de la partie continue des mesures de P est estimable

sans biais, il en est de méme de celle de P'.

Estimer la densité de la partie continue d'une mesure de P' vrevient
a estimer a. Or, d'aprés le théoréme de Bickel-Lehmann, si la densité est

estimable sans biais, il existe un estimateur d'ordre 1.

11 existe donc une fonction T : E x E > R telle quer

Va>o,VteE, af(r) J T(x,t) dP(x)
E

a f(t) = a J T(x,t) £(x) dx + ) a_ T(d ,t)
E m m m
il faudrait avoir
Vtek £(t) = J T(x,t) f(x) dx
E
et Y d_ T(d_,t) =0

ce qui est contradictoire.

¢ - Choix d'un estimateun de La densdité.

~

Aprés avoir construit un estimateur An de A, on reprend la
méthode utilisée par Bosq et Bleuez (5) -~ estimateur donné par la formule (3).
Pour cela étant donné I, partie infinie, non bornée, de R+ ; Kr(x,t)
une famille de fonctions réelles, mesurables, de deux variables (x,t) € E x E |
on associe a cette famille une suite d'estimateurs de la densité de la partie

continue définis par
- ;I
f(t) == ) K (X.,t) 1. =~ (X.)
n - r(n) 7] E An ]

ou encore en posant
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(7) Sj

{(Xl""’xj"°"xn) |\7h ,h# 3, X # xj}

- 1
(8) fn(t) =T I Kr(n)

n ]

s, %
i

W~

(X;,t) | X )

EREE

avec r(n) € I et 1lim r(n) = =,
n->w
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2.2. - CONVERGENCE SIMPLE ET EN MOYENNE QUADRATIQUE. -
Nous supposerons le noyau Kr quelconque. On notera
(9) fn(t) = JE Kr(n)(x’t) f(x) dx
a ~ Esplrance et ecart-type de En(t).
Lemme 3.- L'espérance de 1'estimateur En(t) est donnée par :
- = n-1
(10) B (£,(0)) = £ (6) + 5, a (l=a )™ " K v (d,0)
Démonstration : Les variables &tant indépendantes et de méme loi,
il vient :
Ep(fn(t)) = EP(Kr(n)(Xl’t) ISI(XI""’Xn)
By (£ () = Ep(K, ) (X),0) Tg (X, X&)+ 1,0 ]
Or lsl(Xl,...,Xn) IE_A(X]) = lE—A(Xl) p.s.
(un hyperplan de Rn est négligeable pour la mesure de Lebesgue) et
E (K r(n)(X t) IE_A(XI)) = [E_A Kr(n)(x’t) f(x) dx = fn(t)
D'autre part,
Ep (K (ny X8 1sl(x1, SE D) L& =
=ZaK )J _, dP(x,) ... dP(x )
o & r(n) (E—{d })n 1 1 n
gl an Koy (4o t) (may )+

d'oli 1'expression de

E (£ (£)).
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Lemme 4.- La variance de fn(t) est donnée par

f
|

2,2 2 - 2
(11) o” (£ (£)) [JE Kr(n)(x,t) f(x) dx - (fn(t))j

n
1 n-1 2

+ — Z am(l‘am) Kr(n)(dmat)
n m

- ' 1 n-2
+ 2 fn(t) g a (am - H) (]'am) Kr(n)(dm’t)
+ n-l Z a a (1-a_-a )n—2 K (d ,t) K (d t)
L, "m “m’ m m’ r(n) m’ r(n) m"’
n  m#m ‘
n—-1 - 2
- [Z a (]—am) Kr(n)(dm’tij
m
Démonsitrnation : Calculons EP(fi(t))
~ | B 2
E(£(8)) = E, [; jzl Kr(n)(Xj,t) (1E_A(xj) + 1A<xj) 1sj(x1,...,xn))]
Les variables ( )(X t) lE—A(Xj) sont de méme loi, ainsi que les
variables Kr(n)(Xj,t) A(XJ.) IS.(XI""’Xn)'

J

En développant, il vient aprés regroupement des termes :

EP(gi(t)) =iE [i(n)(x 0 1, x)] +.:: £_[k? iy o) 1, (%) 1Sl(xl,...,xn)]
! P_i‘. EP[Kr(n)(Xl’t) 1E—A(Xl) Kr(n) (XZ’t) IE-A(XZ)]
+ 2 E—;—;iE Koy K10 Ty (5 Ky (Bn®) 1,(6p) 1g Ky X0
N

n-1
TEP[Kr(n)(Xl,t) L&D 1sl(x1, LX) R (X)) 1,(X) 182(x],...,xn)]

Des calculs analogues a ceux du lemme 3 conduisent a :
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(x,t) £f(x) dx

2 2
Bp Ky (ny Ko 8 1 (X)) =J Ky ()

E

n-1 2
E [ ren) KO 1D 1sl(x1,...,xn)] = Izn ay (Ima)™ " K 0(d,t)

EpK oy Ko ) Ky o 0) 1 (X)) 1 (X))] =
, 2 =2
EpK, (qy E ) 15 XD = E(2)
les variables étant indépendantes.

E [r(n)(x t) Kr(n)(Xz,t) e pf (X)) 1,(X) 182(x1,...,xn)] -

JE_A K (n) (%150 % a K (ny (@pe ) j(E—dm)n_z dP(X4) .. .dP(X )] £(x)dx,

= n-2
= £ () r% a (l-a) Kr(n)(dm,t)

E [r(n)(x t) Kr(n)(Xz,t) Ly 1 (Ry) T (XX ) I (x],...,xn)j =

| o 2
= mzm' a a . Kr(dm,t) Kr(dm',t) J(E_{d ; })n—Z dP(X3) dP(Xn)
m#mv m m
n-2
i mzm' “n ' (l-am—am,) Kr(n)(dm’t) Kr(n)(dm"t)
D'od EP(Ei(t)) - lj K> r(ay (D) £GO dx + 2L E (t)
n‘E n
1 n-1 _2
* _EZ am_(l—am) Kr(n)(dm't)
nm
n-1 = n-2
+ 2 T £ () gl a_(l-a ) Kr(n)(dm,t)
n-1 n-2
o e e (7T K G R (40

On en déduit 1'expression de oz(gn(t)) en utilisant (10)
2.n ~2 =2 - n-1
o (£ (8)) = Ep(f (£)) - £ (r) - 2 £ (v) gam (1ma )™ K oy (d o)
n-1
- [gl a (1-a ) K ()¢ ,t)j

c'est-3-dire la relation (11).
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b - Lemmes nelatifs aux series.

Les calculs précédents ont fait apparaitre des quantités du type

n-1 2 n—2
Z a (l—am) . z a_ (l—am) Yo ee
m m

Etant donnée une série 3 termes positifs, de somme L_ = z a
m

majorée par !, on définit

(13) L) =] a (1-a )"
m
, 2 -2
(13") L,(n) = ; a~ (1-a )"

Donnons des majorations de L](n) et Lz(n) en fonction de la vitesse

de convergence de la série z a

m
Lemme 5.- Pour toute série convergente & termes positifs, de
somme inférieure &4 1 , 1lim Ll(n) =0 et limn Lz(n) =0
n—-)oo n—)OO

Demonstration : En écrivant

n-1
Ll(n) < E am(l—am) + z a
m=1 m>p

le premier résultat est immédiat.
Comme Lz(n) = L](n—l) - Ll(n)

n
on peut écrire L (1) =L .=L(n) + ) L,(k)
1 ! oy 2

0
La série de terme général Lz(n) est donc convergente, ce qui

implique

lim n Lz(n) =0

Lemme 6.- S'il existe une infinité dénombrable d'indices m

tels que a # 0, alors lim sup n Ll(n) # 0.
m oo
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Démonsthation : Pour tout € > O , il existe m_ tel que

; I 1

<a g-—-<c¢
pt1 "o p
~1 1 1 -1
et L,(p) 2'a (1-a P (1-—)P
m m
o o ptl p
. 1 '
d'oll 1lim sup p L](p) > -
e
Lemme 7.- S'il existe un nombfe s > 1 tel que
- =1
1lim sup a m® < £ , alors L](n) < C1 n S
2 -2
Lz(n) < C2 n

ol C1 et C2 sont des constantes ne dépendant que de la série E a .
m

Démonstration : Pour simplifier 1'écriture, on supposera que

A m,am < 2 m—s. La fonction définie sur [b,l] par X - x (1--x)n_1

1 . P ~ .1
admet en — un maximum inférieur ou égal 4 -— (n 3z 2).
n 2n

Soit 1l'entier vérifiant p -1 < (1'11’.)1/S P
P, o P

Py
) n—1
Ll(n) < z a (l—am) + z a
m=1 m>p
o
1 ® J4
SR J 1/s s 9%

(nl) X

1
C., nS

IR MARR I M
I

2n n (s-1)

A

La démonstration est analogue pour Lz(n).

. 2 n-2 2 . . e -
La fonction x + x° (1=-x) admet en — wun maximum inférieur ou égal

1 n nl I/s
a ) (n > 4). On prend p_ tel que p -1 < (=5) <p
o o o
n 2
LI
Lemme 8.- Si 1im inf a n® =2 , alors L](n) > C{ n T
s
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On prend n assez grand et p, un entier tel que les relations suivantes

solent vérifiées

1 -
P s(d)us<p + 1 ,an)p—ﬂms<ia sg
o) m
2 n
1
alors Ll(n) > ) a (l-a "
>
m2p
e” mxp_ e” /(nd) x
La seconde inégalité se démontre de la méme maniére.
Lemme 9.- S'il existe un nombre 7y > 1, tel que 1lim sup v a s L
|
alors L,{(n) ¢ < et L.(n) ¢ £
1 2 2
n n
oi C et C' sont deux constantes.
Pour simplifier les calculs, on supposera que Vm > 1 a = y—m
Soit p, un entier tel que
p_ < Log n <p +1 a b3 1 < a
o] p_+1 P
Log v o n o
-1
Yo m -m, n—1 Py Py n-t ot -m -m, n—1
L@ =} vy Uy D)7 +y "0y ) o+ ]y =y )
m=1 m=p +I
o)
p -1
o _ o =(p_+1)
s )y Ty e L. y ° ]_1
m=1 2n 1=y

Pour majorer la premiére somme, on va calculer le rapport de deux termes

consécutifs. En posant Vi = y_k(l—y_k)n_1
n—1
v -k
k 1 -y _ _ —(k+1) n-1
=y }—ij—i:azrry <y(1 = (y=1) v )
Vi+1 - Y -
. ~k-1 %o 1
Oor, si k < P, - b, (yv-1) vy > (y=1) v z (y=1) —

n
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v -1.,n-1
d'ol <v (1 - AALAN
Vi+1 n
_Pour tout ¢ e:]O, 1 - v el—Y[., on a pour n assez grand
v
k < (l+g) v el LA 82
Vk+1
on peut donc majorer
Po_l -m -m, n-1
Yoy o =y )
m=1
p -1
; o
n-1 2.k 1
par a_ _, (1 - a _1) Yoo(1-e9)" < —
Py Po =1 2 ne

On en déduit le résultat annoncé sur Ll(n).

On démontre de mé€me que le rapport des deux termes consécutifs

ai (1—ak)n—2 : Y2 (1 = (y=1) Y-k—])n—Z peut €tre majoré& par un nombre

strictement inférieur 3 1 dés que k < P, ~ pour n assez grand
c' Log v

et que Lz(n) < ;’2‘ .

¢ - Convengence en moyenne d'ordre 1 et 2.

Dans la suite, on supposera que le noyau Kr vérifie les

deux conditions
(14) Veer Jaw) [k 0] <A

(15) VeeE 3 B(r) [ Ki(x,t) dx < B(t)
E

oli o est un nombre réel strictement positif, ne dépendant que de la

famille K .
T

Les conditions de convergence en moyenne d'ordre 1 et 2 de

1'estimateur fn(t) sont données par la
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Proposition §.- Soit D 1'ensemble des densités de la partie
continue des probabilités définies sur E; si les hypothéses suivantes
sont vérifiées
o) les densités de D sont bornées,
B) 1'intégrale JE Kr(g,t) f(x) dx converge vers f(t) lorsque 1 -+ o,

vy) lim r(n) = » .
>0

Si le support des masses est infini, la condition (r(n))a Ll(n) - 0
implique la convergence de En(t) vers f(t) en moyenne quadratique. Si
le support des masses est fini, ou s'il existe un nombre v > 1 , tel
que lim a ym =0 .

Moo

Alors les conditions

o et g

n

i) YEeD B(Ef (1) - £(0)]) — 0
i) Vied E(£ () - £()]H) — 0
sont équivalentes,
Démonstration : D'aprés le lemme 6, la condition
r(n)a
— >0 .

n

En notant fn(t) = J Kr(x,t) f(x) dx

(r(n))u Ll(n) -+ 0 implique

B, (.0 - £(0)[D) = X (0)) + (B(E (1) - £(£))’

2.~ = 1 -1 2
= o"(£_(£)) + [£_(t) - £(¢) + ;I% a_ (1-a )" Kr(n)(dm,t)]

Les conditions B) et (r(n))u Ll(n) - 0 impliquent que le

terme entre crochets a une limite nulle.
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. . 2.7
Nous allons chercher une majoration de o (fn(t)).

La fonction f est bornée sur E ; et la fonction En converge
simplement vers f ; on peut donc &crire pour n ’assez grand fn(t) <M.
En utilisant Kr(n)(x’t) < A(E) (r(n))a , 11 vient

20, L. (n)

(5 (1) £ LM AM@E@)® + Tm 1 ) a%©) + 2 M (1y) +
n n n

) ACE) (x(n))®

i m;m' %0 %m' (1_am_am')n—-1 AZ(t)(r(n))Za

n—-1 n-1 2
1_ - - - +
Or X’ a a ., (l1-a -a_,) < Z ' a a, (l-a -a ,+a a ,) < Ll(n)
m#m m,m' "

Les conditions

(r(n))*

n

—> 0 et L](n) (r(n))a — 0 1impliquent oz(fn(t))-——+ 0

ce qui &tablit la convergence de 1'estimateur en moyenne quadratique.

De plus, si le support des masses est fini,

Ll(n) tend vers O plus vite que 1 ;

n
s'il existe un nombre y > 1 , tel que lim a_ ym =0,
Ll(n) est de 1'ordre de l-.
n b
. . 2.0 . .
La majoration de o (fn(t)) nous donne i) ==> 1ii1) et
iii) ==> ii) est la conséquence de 1l'inégalité de Schwarz.
La condition nécessaire 1i) ==> 1) a été établie par Bleuez
5 . [ .
- (7), prop. I.1 - dans le cas ou la famille de probabilités est dominée

par une mesure u.

En considérant des probabilités, sommes d'une mesure absolument
continue - par rapport & la mesure de Lebesgue - et d'une mesure de Dirac,

on peut se ramener au cas ol la famille est dominée.

En effet, 1'estimateur de 1'ensemble des masses converge presque

complétement et la famille est dominée par A + 6d.
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2.3. - CONVERGENCE SIMPLE PRESQUE COMPLETE.-

Proposition 9.- Sous les hypoth&ses de la proposition 8, on peut

pour toute répartition des masses (dm,am) construire une suite r(n) - «

- p.c .
telle que fn(t)-—11—* f(t) quand n + o | pour tout f € D,

Si la vitesse de convergence de la suite (am) est connue, on

a les résultats suivants

. . . s
i) s'il existe un nombre s > 1 tel que a m > 0 quand m > «

p.c_-

a A
@) 0==>VsfeD, fn(t) — f(t)

1-1/s
n

.. . " m
ii) s'il existe un nombre Yy > 1 tel que am Y >0 quand m > «

p.c_.

o : ~
(r(n))” Log n —_— 0 => Y felD, fn(t) — f(t)

n
iii) si le support des masses est fini
s'il existe une densité fO € U et une fonction Al(t)
v 2 o
telle que Xx € E Kr(x,t) fo(x) dx > Al(t) T
les conditions suivantes sont équivalentes

) Ye>0 T exp (- —2_
n (r(n))*

- p.c . -
b Veed,Veer £ () —2o £(t) et E(JE (6) - £(6)]%) > 0

)<0° -

Demonsthation :

H
Il e~183

En(t) - f(t)

(16)

1}
b=
+
=
+
=
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n
avec I, = Z - r(n)(x t) 1E_A(xj) lsj(xl,...,xn) - JE K_(x,t) £(x) dx

T
= Z ;1‘ r(n)(x ) IE_ (xj) - JE Kr(n)(xst) f(X) dX p.S.

. n
]
1. = z - r(n)(x t) ]A,(Xj) 1 .(X

I3 = JE Kr(n)(x,t) f(x) dx - f(t)

Comme J Kr(n)(x’t) f(x) dx converge simplement vers f(t) , lorsque
E

r > oo , 1l suffit d'établir que I] et 12 converge vers O p-C-

a - Convergence p.c_. de TI,.

Nous reprenons rapidement la démonstration de Bleuez (5), lemme 5.

Celle-ci utilise 1'inégalité de Hoeffding (9) p. 58

2
P(S_ > ne) g exp(- == [(1 +29 Log (I +——) -1
n
b be
n
S = z Xk , oi les X sont des variables alé@atoires, indépendantes,
N el k -

de méme loi, centrées, majorées par b.

0 <eg<b et 02 = l

n

IIM'.:!

E(X) -

Les wvariables Kr(n)(xj’t) ]E—A(Xj) - J Kr(n)(x’t) f(x) dx
sont indépendantes, de m@me loi, centrées, majorées par b = 2 A(t) (r(n))a

de variance J Ki(n)(x,t) f(x) dx - fi(t)

2 M.B(t)
La quantité -— est majorée par ———— oli M = sup f(t)
be 2 ¢ A(t) teE
La fonction u#® (1+u) Log(l+ %) - 1 est strictement positive
et décroissante sur jO ,<»[. En posant
B(t) = 1 (1 + M B(t)) Log(l + 2 € A(t)) -

2 A(t) |- 2 e A(t) M B(t)
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il vient

—2 )

(17) . P(III| > e) € 2 exp(~- e B(t)
(r(a)®

b - Convergence p.c_ . de I,.

On étudiera tout d'abord le cas particulier oi A n'a qu'un

nombre fini NO de masses.

z IA(Xj) IS (X],...,Xn) est majoré par NO

N
No o
et |T,] ¢ — At (r(@))
n
a
la condition SESEQZ_.» 0 , implique la convergence de 12 vers
n

Si le nombre des masses est infini, pour tout entier k

on définit N par :

k
(18) Nk est le plus petit entier tel que Z a < 1
mN "k
k
On pose
1
Ak = A - {d1 s d2 yee s dN } , alors P(Ak) < —
k k

n n

YT (X)) 1, (XX ) = ) (1 (X)) 41 (X)) 1. (X.,.

=1 AT ] Sj 1 n =1 Ak ] A Ak J Sj 1

n n

g ) 1 (X.) 1. (X X))+ ) 1, (X))
. A- . ’ ’ .
521 Ak ] SJ 1 =1 Ak
n
SN+ ) 1, (X))
kUL
a n
dot (19) 1, ]« E@D ey o+ D1, &)
s R!
n 1=1 k
Les variables 1A (Xj) sont indépendantes, de méme loi binomiale.
k

d'espérance <

LX)

n
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En utilisant 1'inégalité de Hoeffding, avec b = 1, ¢ = l—, o7 g
k
1o 1 n
P(— ) (1, X)) -E1, (X)) > =) 5 exp(- = (2 Log 2 - 1))
n j=1 "k k k k
1o 2 n
d'ol P(— Z lA (X.) >3 < exp(- = (2 Log 2 - 1))
nj=1 "k 1 k k :

On en déduit

P(|T,] > 2 A(t) (r(m)®) € exp(- 2 (2 Tog 2 - 1))
2 k k
B !

n k

dés que

La démonstration sera achevée si on peut construire deux suites

k(n) et r(n) vérifiant les conditions
k(n) > , r(n) >

o
@ , &) Lo (g

k(n)

(20) k(n) Nk(n) <n

k(n) Log n — 0 (e)

n

La condition (d) implique

Veso 3 A(t) (r(n))u < g pour n assez grand

b

k(n)

n

k(n)

et P(|12| > e) £ exp (- (2 log 2 - 1))

et k N < (k+l) N

K sont toujours vérifiées.

Les relations N, <

kS Ny K+

On peut donc définir une suite k(n) .par :

(21) k(n) = inf (k, &~——ll—-ﬁ) si kN <n< (kt]) N
( " k

Log n) ke
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ol [k] désigne la partie entiére de x , et n > 1,
On en déduit 1'existence d'une suite r(n) vérifiant

r(n) >~ et (d).

La convergence simple p.c,. de 12 est donc établie

r(n)a Log n
et celle de I] résulte de I\n) o1t 0

n
¢ - Lorsque l'ordre de grandeur des masses a est connu, on peut
m b

préciser 1'ordre de k(n) et de r(n). Nous le ferons dans deux cas.

*am=0(——s—), s > 1
m
Z —]—'—O(le)
m=N mS k
k
, . 1 1-s 1/s~1 .
d'aprés (17), —=0 (Nk ) ou Nk =0 (k ) et en utilisant (19)
k
k Nk = 0(n)
.. . 1-1/s

on peut choisir une suite k(n) , k(n) = 0 (n ).

La convergence presque compléte sera assurée si r(n) vérifie

. (r@)*
lim o175 T

n->o n

0

y > 1

bd

_ -m
* a = 0y )

-N
- 1
z Y1'[1= ¥y k

m%Nk v-1

d'ol N, = 0 (Log k).

n

)

Les conditions (20) et (21) seront vérifiées avec k{(n) =0 (
Log n
(x' -~
r(n) log n +0 implique donc la convergence p.c. de fn(t)
n
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d - Pour établir la partie iii) de la proposition, on remarque
que, si 1l'ensemble des masses est fini, la convergence presque compléte

de fn(t) est équivalente d celle de Il'

D'aprés la proposition 1, on est donc ramené au cas oli 1'ensemble
des masses est connu, et les théorémes démontrés lorsque 1l'ensemble des

mesures est dominé s'appliquent.

La partie iii) résulte alors de la proposition 3 de Bleuez (5).
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2.4. - CONVERGENCE UNTFORME PRESQUE COMPLETE. -

Pour étudier la convergence uniforme presque compléte, des hypothéses
supplémentaires sur le noyau Kr sont nécessaires. Dans le cas oli 1'ensemble
E est un intervalle compact de R, ou si 1l'on se restreint & 1'étude de
la convergence uniforme sur un intervalle compact de IR, on supposera
que Kr vérifie une condition de Lipschitz sur 1'intervalle E. de longueur

]

strictement positive, plus précisément que

il existe des constantes réelles, positives C, n, u telles que

(22) Vrel . Vxe E] , Ve, tO € E]
[K_(x,£) = K_(x,t )] s C e - e [
On a alors la
Proposition 10.- Soit D 1'ensemble des densités de la partie

continue des probabilités définies sur E.

Si les hypothéses suivantes sont vérifiées

a) les densités de [ sont bornées,
b)J A,YxeE VtecE [Kr(x,t)lgAr“

b") 3 B J Ki(x,t) dx ¢ B r* A et B indépendants de ¢t.
E

c) l'intégrale J Kr(x,t) f(x) dx converge uniformément vers f(t)
E
lorsque 1 > o,

d) la famille K vérifie la condition (22).

Pour toute suite (dm, am) de masses, on peut construire une
suite r(n) telle que 1lim r(n) = =«

- p.c .
et sup lfn(t) - f(t)] —2= 0

teE]
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De plus, si 1'ordre de grandeur de la suite a est connu
P g m >

1'une des deux conditions implique la convergence uniforme presque compléte

L
s

i) 3 s > 1, a = 0 (m_s) et (r(n))a n -~ 0
o
i) 3y>1, a =0G( " et (x(m)) Logn
n
Démonstrnation : La relation (16) nous donne une majoration
de sup |fn(t) - f(t)|; sup|fn(t) - f(t)’ s]I]|+[12|+|I3| avec
teE]
oo
I, = sup z - K (X.,t) 1, (X.) - J K (x,t) f(x) dx p.s.
1 teE, =1 n r(n) ] E-A"7] E r(n)
L
I, = sup ) —K (X.,t) 1 . (X.) I, (X,,...,X)
2 teEI 521 n r(n) ] AT Sj 1 n
I, = sup J K (x,t) £(x) dx - f(t)
3 teE E r(n)

1

I1 suffit d'établir que I] converge presque complétement vers O ,

puisque la condition c) exprime la convergence de 13 , et que la démonstration

de la convergence de 12 reprend celle de la proposition 9 , partie b) sans

autre modification que : 1'inégalité (19) est remplacée par :
q g P p

(r(a))*® rzl
I, < A (N + 1, (X.))
2‘ n k i=1 Ak ]
n+
Soit (Jk) un recouvrement de El par EX(EI) r(n) ¥ + 1]
intervalles de centre te > de rayon
+1
r)" /u

l .
—-Kr(n)(xj,t) 1

j=l n

~13

En posant ﬁn(t) = (Xx.) - J Kr(n)(x’t) f(x) dx
E

E-A" )

il vient, en utilisant la condition de Lipschitz (22)

Vited \Kr(n)(x,tk) - Kr(n)(x,t)] < C (r(a)" |, - .k

< C (x(n))" <———‘——~)“ - &
r(n)nﬂ/Ll r(n)
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- - i C
d'od : Vte Jk , lHn(t) - Hn(tk)' < 2
r(n)
o . C
Alors sup |H_(t)] < sup IHn(tk)| + 2
teE o k r(n)

1

et, pour n assez grand

P(sup lﬁn(t)l 2 €) € P(sup lﬁn(tk)| > 5

teE1 k 2

< TP (£)] 2 9
K nok 2

<BE) ™M T pdR (] 5

Si 1'on pose B = —L-[Kl + M—g) Log(1 + E—é) - 1]
2A € A B M

d'aprés la relation (17) de la prop. 9 , il vient :

p(J1,] 3 ©) <[E) r@™ M 4 1] exp(- L
(r(n))

La convergence presque compléte de I1 est assurée dés que

n (r(n))
en particulier, si la condition
o
i) (r(n)) Log n 0

n

est vérifiée.
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2.5. - LOT LIMITE DE L'ESTIMATEUR.

Un noyau Kr étant donné, nous lui avons associé un estimateur
fn(t) de la densité de la partie continue. Nous cherchons, pour € fixeé

dans E, la loi limite de En(to).

Proposition 171. - Si les conditions suivantes sont remplies
a) 1la densité f est bornée par M ;

' Ve a I = . .
a') 1'intégrale fn(to) JE Kr(n)(x,to)f(x)dx converge simplement vers f(to) 3

b) jﬂA(tO) = A tel que Vxe E, |Kr(n)(x,to)‘s A(r(n))a;

- Q 2
c) _jBl, :]Bz, tels que 0 < B;r < JEKr(n)(x,t)f(x)dx ;

2 o
et JEKr(n) (x,t)dx < Bz(r(n)) H
d) ;]s > 2 tel que lim sup amms =f <o (éventuellement £ = 0)
a
e) lim r{(n) = » et 1lim ﬁf&ﬂll_ =0
1-2/s
oo n>e n
alors - _
- F
g ) - fn(to) Ln(to)
n o 2
o(E_(t )

converge en loi vers une variable aléatoire dont la loi et normale de

moyenne nulle et d'écart-type 1.

Déemonstrhation : On peut écrire Sn(to) comme somme de variables

aléatoires
R n n
S(e)= ) Y. + ) Z.
n' o = j,n =1 j,n
avec
] —
Y. = —— (X X.,t )1 (X.) - £ (£ )
j,n o(F (£ ) r(n) "3’ 0o E-AT] n' o
n o
1
Z. = —— . .
Ko my (K560 1y (K 1 (RpoeenX )

3R o _(r ) j

=
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la démonstration, on les notera simplement Yj

et Z., sans mentionner l'indice n ; on prendra également t, = t.

Pour établir la convergence en loi de Sn(t), 1l suffit de montrer

que :

i)

li ~18

Z. conve
J

ii) Yj conve

I ~13

En effet, si V
n
en loi vers V et wn une

somme converge en loi vers
- dém. : PETROV (
Nous commencerons

Lemme 10.- Sous 1

2,2 1
oS (E (1)) = = [JE

n

Demonstration :

La condition a')
que n est assez grand.

1

et —~ [IE Kr(n)(x,t)f(x)dx - fi(t)J est de 1'ordre de

n

Nous reprenons 1'

rge en probabilité vers 0, et
rge en loi vers N(O0,1).

est une suite de variables aléatoires convergeant
suite convergeant en probabilité vers O, la

V.

%) p. 16, th. 12.

par rechercher un encadrement de U(En(t))f
es hypothéses de la proposition 11

Ki(n)(x,t)f(x)dx - fi(t)J(1+nn(t)) ol nn(t) > 0.

entralne la majoration de fn(t) par I+M deés

(r@)”

n

expression de oz(gn(t)) donnée par le lemme 4.

(1 o (E () - l—(fExi(n)<x,t>f<x>dx - E2()) + 6_(0)

n

2
r(n)

+2F (@ Ja@ -D0-a) Pk (e
m n
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- _ n-] _ _ n-2
ot Gn(t) = —;—-mgm' a am,(l a am,) Kr(n)(dm’t)Kr(n)(dm"t)
1 n—-1_2 n—1 2
(23) + - g a (1ma )" K. (d ,0) - (é a (1=a )" 'K (d ,£))" .

En reprenant les notations du lemme 7,

2 n

E®Yata -D-a) 1

_2Kr(dm,t)l s Ly(n) + 1y (n-1)
A1) (r(n))? m n n
1 é" 2
or, sous la condition d) -L](n—l) et Lz(n) sont majorés par C n

n
D'autre part, Gn(t) =

1 n-2
(24) == ] aa,(-a-a )" K (d 0K (d,t)

n m#m'

-2 2 -2.2
+ 7 amam,(l—am—am,)“ K (d 0K (d ,,t) = ] am(l-Zam)n K(d_,t)

m,m m

1 n-1_2 2
+ — z am(l am) Kr

n-1
-1 ) G = D2y (ma) K ) (@)

En regroupant les 2° et 5° termes de la somme

n-2 n-1 n-1
’mZm' amam,[ZI—am a_) = (1ma )" (I-a_,) ]Kr(dm,t)Kr(dm,,t)
. *
est majoré par : ()

2 n-3 n-3
mgm'(amam,) (n—g)(l—am) (1-a_,) Kr(dm,t)Kr(dm,,t)'

22 2 -2 -2
+ ] agan, * 2ana ) (=a)™ ") "TUK (4 DK (A DK (A0 |

6,(6) < - (L, ) A7) ® + L,mA%r@)® + L L () (x(n)) 2% +
n n

+ [(0-2) (1, (0-1)% + (1,7 + 21 (=D L, ()] A% (r () 2

et sous la condition d)

(%) il suffit d'utiliser les relations

si 0<x<y, y -x = (y-X)(yn_1 + xyn'2 ot xn_]) < n(y-X)yn"l.
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1
200 s 2
Gn(t) < C'(r(n))

Les majorations précédentes donnent un ordre de grandeur du terme

n, (£
]
G () + 0@ n® ) Lo
n (t) = = = o((r(@)*® )
0((r(n)*n"")
Demonstration de A).
Pour n assez grand, la condition b) et le lemme 11 entralnent
a
B, () (r(n))
1 1 -1/2 a
’Zjl N ;j< o ) A(t) (r(n)) IA(Xj)ISj(Xl""’Xn)
et
|y 7, < r(“)) 1 (X)1, (X y.e.,X)
/—; E AYT] Sj 1 n
il

de

et

de

or

suffit d'établir que

Veoso, p /) @O 1A<xj)lsj(x1,...,xn) > e) > 0

La méthode sera tré&s proche de celle utilisée dans la démonstration
la Proposition 9, partie b).

1
On supposera que pour m assez grand a_ < S

m

on note An,s = A - {dl,dz,..',d(hl/éj} ou E{] représente la partie entiére
X.

V(X1 (X Xx) ¢n'/ 4 rzl 1 (X))

AT S, ’ h . A
] N j=1 'm,s
° I C
PA S . <
( ,s) %/s oS 1-1/s
7]
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2
= -1 o4
‘E Zjl }/ZA (4_(n))a nS + _(_I_‘_E_IQ—)__ }‘ ]

(X.)).
J /gl n 3 An,s 3
D'aprés la condition e), lim (f(gai 0
d'ol
, a
P72, » 22 o cp( /O 7 (x5 5 2 b (o)
> 73 B 0 - 3 ) n
1 1 ] n,s
o
(r(n)) ) 1, (X.)
n j “n,s

est une variable aléatoire dont l'espérance et la variance sont majorées par

/ 2,
C (r(n))a n®

La convergence en probabilité de 2 Z. wvers O résulte alors d'une

inégalité de Bienaymé pour les lois binomiales.

2 o
16 C° (r(n))
Pa(e) s =5 575
| € n

et Pn(e) tend vers O d'aprés la condition e)

Démonstration de LL).
Les Yj sont des variables aléatoires indépendantes, centrées,

de méme loi.

PR .. - 1
Nous allons montrer que le théoréme central limite - Loéve ( O)

p. 316 - s'applique aux variables Yj'

Pour cela, il suffit de montrer que

o) Ve 0, Z P(|Y [ > ¢) tend vers O quand n tend vers .
j=1
n
8) :3 T >0, tel que 1lim z o (Y (1)) = et lim E ( Z Y (1)) =

n->oo J n->o j=1
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ou Yj(T) représente la variable Yj tronquée a T.

La condition a) est vérifiée, en effet

o .
v ] < /E'g(r<n)> 2 (r(a)® -+ 0
J n (£ (t)) /E; /n

et pour n assez grand Yj(r) = Yj

—fKi(n)(x,t)f(x)dx - B2 (6) ]

J no” (£_(£)) L+ (0)

La condition B) résulte du lemme 10 et du fait que les variables

sont centrées.

Ceci ach&ve la démonstration de la proposition 1!l et
£(t) -E(t) ,
n o o 0 L N(O, 1)
(fn(to))

Remargue : La condition imposée sur les masses

(25) lima m? = 0
m—>°°m

N0, 1).

est nécessaire pour assurer la convergence en loi vers

On va construire un estimateur et une loi de probabilité ne vérifiant
pas (25) et pour lesquels, il n'y aura pas convergence de

fn(to) - fn(to)

o (£,(t))

Contre-exemple.

On considére 1'ensemble des probabilités définies sur [}n,ﬁ] dont

la densité de la partie continue admet un développement en série de Fourier
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qui converge uniformément sur [}w,ﬁ]. Soit D 1'ensemble de ces densités.

On prendra le systéme des fonctions trigonométriques

°© V2m
e2i~1(t) _ cos it : ezi(t) _ 31n_}t i=1,2,.
vV v
et le noyau Kr défini par
2r r
1 1 .
K (x,t) = z e.(x)e.(t) = — + — X cos 1(x-t)
T . 1 i .
1=0 2m T 1=l

1 sin(r+1/2) (x-t)
(26) K (x,t) = — mars

2m sin 5

le noyau Kr vérifie les deux relations

(14 K_Ge,0)| < T2
m

m 2 . R

(15") [ K (x,t)dx = cr+l

=T 2T

1'estimateur est alors donné par

sin(r+1/2) (X.-t)
I 1. (X

X.-t S.
J

-~ 1 n
(27) £(0) = — ] s
1=1

sin
2

Soit P 1la probabilité définie par

(28) P = ans+ § 2 s

la densité de la partie continue est uniforme
1 P . . ' . -m
es masses sont situées aux points d'abscisse 2

On vérifie que
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"o v 3
f dp = f — dx+ ) =1
[-W,TT] -1 4T m=l 7 m

fn(O) - fn(O)

On va établir que — ne converge pas en loi vers
a(f_(0))
N(o,1).
£(0) = £ (0) =
4
R n n
£(0) = ) Y.+ | Z. p.s
j=1 3 3= 3
avec
. 1
| sin(r + E)Xj
(29) Yj = N T IE_A(Xj)
2mo(f (0)) sin —
n
2
. 1
I sin(r + E)Xj
(30) Zj = n X IA(Xj)IS.(Xl’“"Xn)
2mo(f (0)) sin -1 J
n
2
™ m r
1 . 2 +1/2
Comme f K2 (x, ) £ (x)dx = J Lo T cos in? ax = T2
- -1 47 2 i=1 4
il vient
2.~ 2 + 1
P (o)) = @2 Ly n, = 0X®
8nmw Vo
La démonstration se fera en deux étapes : )
° L
i) Yy Y, —— N(0,1)
2y 3
J
n
ii) lim(P{ ) z. > 1}) = 1.
N A

Pour la premiére partie de la démonstration, il suffit de reprendre

la proposition 11,
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La majoration de o(fn(O)) calculée dans le lemme 10 -~ et, en
particulier, la majoration de Gn(t) ~ est encore valable si la relation

1/2

> O est vérifiée,

(r(n)) n

Dans la seconde partie, on notera

8! = {4 |m > [log, n]} = (2%|n > [log, n])

si X. e A' (r(m))x, ¢ 20
J J n
I sin(r(n)+1/2)Xj
et Zj = )+1/2 B X, lS.(Xl’.'.,Xn)
2nn¢//iiﬂ;§___.(1+n‘) sin -3 J
4n n 2
. r(n) \
(30") > Ty (K 5eeX)
n ]

On va montrer que

n
= P.S.
Vo= jzl Lyopr B Tg (Xppee X)) —== 0
E(V) =n E(lA__A,(X])IS‘(XI,...,Xn)
n-—1
=n Y am(l-am)
d eA-n'
m
3 3 (n-l
EV) =n I 5y ()
m<log2n T m T m
-1
<n logzn 3 (1 - —~—§—-)n
Wzl 2 ﬂ21 2n
0g,n 08,
< 3n (1 - 3 )n—l
2 2, 2
i logzn T 1og2n

qui est le terme général d'une série convergente.
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Or, Vn est 3 valeurs entidres et P(Vn 2 1) < E(Vn)

ce qui établit lim p.s. V. = 0 .
n>® n

I1 suffit donc de montrer que

1im P(Wn > vVr(n)) =1

n
ou
n
(31) W= Z lA'(Xj)IS.(Xl""’Xn)
J=1 J
E(W) =n N am(l--am)n_l >n ) __a (I-a )n—l
d en' m>vYan o
m
> n Z 3 (1 _ 3 )n—l
m>Yan g m 7 an
(31" > /;-—2——exp(- 3 ) > 3 Vn
2 — 2
mVa T a 2
la variance de wn peut étre calculée de la méme maniére
) )
Wos T 1 (XD, (X, .,X ) + 2 , 1, (X)), , (X )1 (X,,...,X)
n j=n AT Sj 1 n 1<j<k<n AT A Xk Sj nsk 1 n

2. n-1 _ E . in-2
E(wn) = n E:' am(l am) + n(n-1) : amam,(l a am,)
dmeA m#m
d eA';d ,eA’
m m
2 2 2
o’ = EGL) = (W)
une transformation analogue 3 celle de Gn(t) (23) et (24) dans la démonstra-

tion du lemme 10 montre que
qz(wn) = 0(n Ll(n)2 + nZLz(n) + n Ll(n) + (n—2)n2L2(n)2

avec Ll(n) = O(-LJ et L.(n) = 0(—%750 ~ lemmes 7 et 8 -
Vn ‘ n

n

d'od oz(wn) = O(VE}; en utilisant une inégalité de Markov, il vient :
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P(wn <vn) > 0 (d'aprés (31'))

comme

7 (n)
)z, - /2Ry s 0 pus. (30")

]
—

’ n
lim P( ) Zs > Vr(n))

n j=1

ce qui aché&ve la partie ii) de la démonstration.

Conclusion.

n n n n

() Y.+ ] 2.>012{) Y.>=-1}n{) z. > 1}
j=t 3 =1 j=1 j=1 3

on en déduit, en utilisant

lim P(] Zg > 1) =1

no ]
que
n n
lim P( ) (Y. +2.) >0) 3 1limP( J Y, > -1)
j=1 3] n =11
42
ALY
2 ___J e du - d'aprés 1) -
V2m 4w

£ (0) - (0
et — ne converge pas en loi vers N(0,1).
o(£_(0)
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CHAPITRE 1711

ETUDE DE QUELQUES VITESSES DE CONVERGENCE

Dans cette partie, nous nous limiterons au cas ol les probabilités
sont définies sur l'intervalle [}W,ﬁ]. La densité de la partie continue sera
donnée par son développement en série de Fourier. On recherchera un ordre de

grandeur de r(n) qui minimise l'erreur faite en estimant f(t) par fn(t).

L'estimateur est défini par

. r(n) n 1
£(8) = ] (1 — e (X1 (X, a0X e (6)
1=0 3j=1n h|
' 1
avec e (t) = —
° vam
_ cos it _ sin it . _
e2i—1(t) = e2i(t) ——7;~—— i 1,2,...
n kil

On peut supposer que le coefficient r(n) est pair fn(t) s'écerit

encore
Sin .(_r_(_r_l)._.ﬂ (X'—-t)
fn(t) ST L X.-t lS.(XI""’Xn)'
2mn j= sin -3 J
2

On définit le M.I.S.E. par

~ 2
Jn = EP(fE(fn(t) - f£(t))"dt).

En notant bi les coefficients de Fourier de f

bi = JEf(t)ei(t)dt
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~ 1 n
et b. = — ?

les e, sont des fonctions orthogonales, il vient donc

r(n) ~ 2 2
J = ) E ((b;=b.)%) + D by
i=o P i>r(n)
r(n) I n n -9
J = _i Ep(— ['Z (ei(Xj)lE_A(Xj) - b))+ Z ei(xj)lA(xj)15.(x1,...,xn)j )
1=0 n j=1 j=1 ]
+ z bi
i>r(n)
Un calcul analogue d celui du lemme 4 - relation (12) -~ conduit &
r(n) r(n) :
Jn=l J f(t) ) ei(t)dt—l ) b2 + ¥ bi
n E 1=0 n i=0 * i>r(n)
r(n)
1 n-1 2
* .Z R Z am(l—am) ei(dm)
1=C n m
r(n)
n-1 n-2
+ izo —;—- mzm' amam,(l a am,) ei(dm)ei(dm')
r{(n) _ _
+ 2 n-l z az(l—a )n 2e.(d )b.
m m i m’ i
1=0 n m

et en remplagant, dans le cas particulier des fonctions trigonométriques

™ r(n)
3= 1i£$32-f f(t)de - + Sf bi . bi
21Tn =T n i=0 i>r(n)
I+r(n) L (n) + 2 2~ ) az(l-a )n—Zg (d )
1 m m
21 n m
gin L(D)*] (d_-d_,)
+ n-1 Z aa (l-a -a ')n—2 2
27n  m#m’ d -d ,
. m m
sin
2

En regardant 1'ordre de grandeur de chacun des termes qui figurent dans la

somme précédente
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™
liEﬁEl»J £(e)de = o(Xm),
~ n -1 n

2
1'ordre de Z bi dépend de la vitesse de convergence de la série de TFourier
i>r(n)

J boe.(t) vers £(t).
1

Le dernier terme est de 1'ordre de r(n)(Ll(n))z.

P . r(n
Tous les autres termes sont d'ordre inférieur i —i—l-.

n
On en déduit les résultats suivants :

. . . 2
S'il existe un nombre s > 2, tel que limm a = 0

3= ok 7ol
n . i
n i>r(n)
. 1 1
S1 bk = O(_)a P>,
kP 2.
et si 1'on prend r(n) = O(n]/2p), J = 0(——~L—r9

- '
n 2P CIN

En effet, si b = o(—Lo, Y b2 = o(

kP isr(m) S (r(n))?P~!
Sinon, on supposera qu'il existe un nombre s, 1 < s < 2

-s
tel que a = 0O (m ")

J_ = O(r(n)(L](n))z) + .y bi
i>r(n)
|
S1 b = 0(—_)9 p > = 2
kTN 2
n (r(n)) 2P~
et si 1'on prend
%(1 - éﬁ 1
r(n) = O(n )s Jn = 0 22:1.(1— ia)
P
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Une autre maniére de mesurer ''l'erreur" faite en estimant f£(t)

par En(t) est de définir la quantité

= p _ 2
Q, = EEE(EP[ﬁn(t) HONN

0, = sup(gp (F (0 = 5 (E ()% + E (£ (6) - £(e))D)

n tekE

2.2 r(n) n-1 2
Q = sup(o°(E_(t)) + { ] (Ja (-a)™ e @ e () - T be 0D,
n tek i=0 m m L i>r(n) -

Nous nous limiterons au cas des séries de Fourier, et nous supposerons

que la densité f est bornée.

Le lemme 10 nous donne l'ordre de grandeur de Oz(fn(t)) lorsque 1la

/s—1

condition r(n)n1 - 0 est remplie

o (E (1)) = oK
n

d'ol
L'erreur en moyenne quadratique uniforme
r(n 2
o = o™y 4+ G @ + T b))
n 1 . 1
n i>r(n)
On peut préciser l'ordre de grandeur de Qn
. 1 . . . . .
si bk = O(—Eﬂ, p > 1, si les masses a_ décroissent suffisamment vite,
k

c'est—a-dire si

2p-1

. s

lima m" =0 avec s >
m

p—1

alors pour

rm = 0w® !y o = ol
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CHAPITRE 1V

ETUDE DE LA CONVERGENCE DE L'ESTIMATEUR
DANS LE CAS Dt VARTABLES DEFINISSANT UN PROCESSUS ¢-MELANGEANT.

4.1. - Definitions.

Dans cette partie, on abandonne 1'hypothése : les variables Xj
sont indépendantes et on»suppose qu'elles définissent un processus stationnaire
et {J-mélangeant.

Les définitions sont celles de Billingsley (1]).

La suite est stationnaire : VYV k e N, \d(tl,tz,...,tk) € Nk,\v £ e N

la loi de (th,XtZ,...,th) est la méme que la loi de (Xt]+£,...,th+£).

k o0 . - .
Pour k £ N, on note Ml et Mk les tribus engendrées respectivement

par les variables (X],XZ,...,Xk) et (Xk’xk+]"")'

Soit ) une fonction positive, définie sur N, vérifiant @(0) = I

la suite est Y-mélangeante si
\ k o
VkeN, Vo1, VE, e M, VE, e M, [P(E, nE)-P(EDP(E)] = d(m)P(E)

on ne considérera que des fonctions  décroissantes, telles que

lim ¥Y(n) = O.

n->ro

Deux lemmes classiques seront utilisés.

Lemme 171.- Si Y] est M? mesurable et Y2 M;+n mesurable
(n 2 1) alors E(]Y]lr)<oo ; E(IY2|5)<oo ; r>1, s>1, l~+ l—= 1 implique
T s
1
[B1,v,) = BODEEY |« 200@) Ty, D) Ry, ) e
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Lemme 12. - On suppose que la suite des variables Xj est station-

naire et ﬂ—mélangeante, que
E(X;) =0 et kZIIE(XIXk)’ < o

I 2 o : 1 2 2
alors —»E(Sn) < 2 Z E(Xlxk) et —-E(Sn) > 0

n k=1 n

2 v t
oi o =EX)) +2 ) E(XX) et S = ) X.
1 k=2 IXk n K= Xk

Enoncé et démonstration : Billingsley (”) p. 170-173.

Nous avons utilisé dans la démonstration de la proposition 9,
une inégalité du type de Bernstein pour des variables indépendantes. M. Bosq

en a donné un énoncé pour les processus stationnaires et mélangeants.

Lemme 13. - Soit (Xj)j>1’ une suite de variables réelles qui forme

3

un processus stationnaire et {-mélangeant.

On suppose que

|X1] sd, E(X) =0, E(X?) >0

ot = E X? +2 ) E XX~ est fini et strictement positif.
v>1
k = k(n) est une suite d'entiers vérifiant 1lim k(n) = lim L
n k(n)
On pose Sn = .E Xj alors
3=1
te 3 2
7,21 n/k
P(|s | > eo(s)) s2ee ‘(e + PJk)e™ )
O(Sn)
€ >0, 0<71¢g ,1 assez grand.
4kd
Lemme 14. - Sous les conditions du lemme précédent et si en outre

n
ﬁ(n) =ap , a>0, 0<p<1, n=z21, on apour n assez grand
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/2n

S 1 _
Vnzo, P-4 20 < be exP[-(LOg 1/p) Ve
n 8d(1+v2) i

N 1
Ces deux lemmes sont dus & M. Bosg ( 2).

4.2. - Choix d'un estimateuwr - Etude de f£a convergence presque comofefe.

L'estimateur fn(t) défini dans le chapitre II ne converge pas néces-
sairement vers f(t) lorsque les variables Xj sont dépendantes, méme si elles

vérifient des conditions de mélangeance.

En effet, si les Zj sont des variables aléatoires indépendantes,
de méme loi, la suite de variables définie par

,Z 2 ,Z ... est stationnaire et -mélangeante

Zl’Zl’Z n’ n’ n+1’

gsZysens
(on peut prendre &(O) = ﬁ(l) =1, ﬂ(n) =0 pour n z 2).

~

' : 7 =
L'estimateur fn est tel que f2i(t) 0.

On est donc amenéd 3 modifier les critéres du chapitre II et a ne garder
comme masses que les points sortis deux fois au moins, a des moments suffisamment
éloignés.

"pathologiques'" et supposer que la

On peut cependant exclure les cas
probabilité d'obtenir deux fois un point qui n'appartient pas & 1'ensemble des

masses est nulle.

Dans ce cas, on va montrer que 1'estimateur défini dans la partie II

par (8)

~ 1 n
-4

Kr(n)(Xj’t)IS.(XI’XZ"'"Xn)
o] J

1
converge presque complétement vers f(t) si les hypothéses suivantes sont

vérifides.

P&OpoAiiion 12. - Soit (Xj) une suite de variables aléatoires

stationnaire et ﬁ—mélangeante, la fonction i vérifiant
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J(n) = ap”, a >0, O < p <1, pour n assez grand.

Si les hypothéses suivantes sont vérifiées
(14) Vter, Jac) K _Gx,0) | < A(t) e

(15) V¢t e E, EB(t) J Ki(x,t)dx < B(tjra
' E

o) les densités de D sont bornées
B) 1'intégrale J Kr(x,t)f(x)dx converge vers f(t) lorsque
E

r > ®

Si en outre

Y) P(Xi=Xj,XieE—A, i#j)=0

alors
Pour toute suite (dm,am) on peut construire une suite r(n)

telle que 1'estimateur fn(t) converge p.c_ vers f(t).

Si la suite a_ vérifie gﬂy'> 1, limvy a_ =0

a
il suffit que (r(n)) Tog n -~ 0.

Vn

. . s T . s
Si la suite a_ vérifie s > 1, limma_ = 0
- m

(r(n))aLog n
s—~1

2s-1
n

il suffit que

Demonstration :

La démonstration reprend en grande partie celle de la proposition 9.

fn(t)~f(t)=1 + I+ 1

1 27 3
avec
S L S T O ST SN -J K (x,t) £ (x)dx
1 j;1 0 r(n) 773’ E-A""3 Sj 1’ >“n B r(n) 7’
I
(16) I, = Z —Kr(n)(xj,t)1 (Xj)lsj(X],...,Xn)

H
|

3= JE Kr(n)(x,t)f(x)dx - f(t)
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(32) Yj = Kr(n)(Xj’t)lE—A(Xj) - fEKr(n)(x{t)f(x)dx.
La suite des variables Yj est stationnaire et -mélangeante.

La stationnarité résulte de la méme propriété pour les Xj et la fonction Kr

étant mesurable, la tribu engendrée par les Yj est contenue dans celle engen-
drée par les Xj’ d'oli 1a {-mélangeance des Yj'

Les conditions du lemme 14 sont vérifiées

d=2A(t) (r(a)® E(Y,) =0

A

=1

~

r.<
— M

~

|

= JEKi(n)(x,t)f(x)dx - Eﬁ(t) < B(E)M(r())®

o* = E(Yf) +2 ) E(Y,Y)
17y
v>1

et en utilisant le lemme 1l — avec r = s = 2

o2 < E(Yf)(l + 4 5PN

) v>1
2 a2 - 2
o 5 (r(n)) B ol B = MB(t) (1 + & )/¥(V))
AV]

il vient

1/2 -
P(I] > g) < be EXPL— Log 1/p) e Vn 7

16(1+/§)A(t)(r(n))§J

I1 suffit pour assurer la convergence‘p.cO de I1 vers 0 que

lim (r(n)) Logn=20
nse  /n

Les notations reprennent celles de la proposition 9.
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k étant un entier positif, on désigne par Nk le plus petit entier tel que

I
) a s— et A ={d ,d .
w1 ™k k N +17ON, +2

12 convergera vers O presque complétement si on peut construire

une suite k(n) - « telle que

[0
(xm)~ ,
k(n)
et a o
RIS Lgm%xﬁnﬂxnsmwuqﬁ)23M”“m”)
n j=1 n J J j k(n)
n n
or 'Z IA(Xj)]S.(Xl""’Xn) s N+ .Z N (X.)
i=1 ] =1 "k
et
a n
(19) IZSM(Nk+ z 1. (X.)).
LA 1
: n : j=1 "k
Les variables ]A (Xj) forment une suite stationnaire, i-mélangeante,
k

d'espérance ¢ i».
k
Le lemme 14 peut s'appliquer avec d = 1

n

2 B 1
(33 PC) 1, )z ——) £ R() O, &) - B0, ) 2 ——)

i=1 %k 7 k@) =1 %k k (n)

2

(Log 1/p)1 )

8(1+/2) k(n)

< b4 e exp(-

et dés que k(n)Nk(n) <n

a 1/2
3 A G@) Y g o ep(- Log Vo) 7T Vny
k(n) 8(1+v2) k(n)

(33") P(I2 2

La convergence presque compléte résulte de 1l'existence de deux

suites k(n) et r(n) vérifiant
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(34) k(n) » = ; r(n) > = ; k(n)Nk(n) <n
a
(r(n)) N e . k(n)Log n > 0.
k(n) Yo

Ces conditions sont analogues aux conditions (20) de la proposition 9

au remplacement prés de n par vn. La démonstration s'achéve de la méme maniére.

Remarque .

La condition y) exprimait que la probabilité de sortir deux fois
un point qui n'appartient pas & 1'ensemble des masses est nulle.

Cette condition peut &tre abandonnée mais il faut modifier 1'estimateur.

~

On choisira comme estimateur An de A

A = {Xj|3k < j=v(n) X = Xj}

ns\)(n) ’

oi v{(n) est un entier positif et 1'on peut supposer 1lim v(n) = =
n-e

c'est-3d-dire on ne considére comme masses que les points sortis deux fois & des
moments suffisamment éloignés.

Si on pose :

_ h]
{(x],xz,...,xj) € R Ixj # X, et x, # x,... et x. #

R. )
j,v(n) ] 2 i T Fi-v(n)

on prendra comme estimateur de la densité

n
- 1
£ (t) =— ] K_,  (X,,t)] (X, ,...,%.).
n n i1 r(n) 7] Rj,v 1 i

On peut alors construire des suites r(n) et v(n) telles que 1l'esti-

mateur fn(t) converge presque complétement vers f(t) sous les hypothé&ses de

la proposition 12, la condition vy) étant abandonnée.

Démonstration :

On décompose fn(t) - f(t) sous la forme
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P - = ' ]
fn(t) f(t) I1 + 12 + I2 + 13.

Les notations I, et I, désignent les mémes quantités que précé-

1 3
demment
)
ID=— YR, (X, (XD =1, (X,,v..,%.))
2 n j=1 r(n) 7] E AT Rj,v 1 3
I = — K L)1 (X1 (X, ,...,X.).
2 n =1 r(n) j A3 Rj,v 1 3
Convergence de T,.
IE_A(Xj)(l - lR. (X],...,Xj)) ne prend que les valeurs 0O et 1,
JsV
donc

n
P(I! # 0) < P(X. € E-A,X, = X, ou ... ou X, = X,
(1, ) ‘Z] (X; : | ‘ : o)
N :
j-v
< Z ) P(xj € E-0,X, = X).

j=1 h=1

La restriction de P & E-~A est non atomique, il existe donc une
partition de E-A en ensembles AE de probabilité ce.

I1 vient :

n j-v
P(I) # 0) s .X ) P(X; e A, et X €A).
j=1 h=1 Ae

En utilisant la définition de la {-mélangeance,

i-v
P(I) # 0) s L P(E-0)(e + J(5-h)).
h=1

Nh4d

1=1

Comme ¢ est arbitraire, et en utilisant le fait que la fonection ¢

est décroissante, il vient :

2
35 P(I) # 0) 5 = Jlv@m).
2

Convergence de I,.

v A (x(n)*®
I s'_g__——_‘_“f-z 1A(xj)1R (Xl,...,Xj)
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b~

n
Iy (Xj)lR. (X500 X)) + Z

n
)1, ()1 (X,,...,X.) =
A 37 R, 1 j A i,V i

j=1 1,V ]
n
La premiére somme est majorée par z 1 (Xj).

%*
La seconde par \)(n)Nk ().
La relation (19) est remplacée par

o
(19") I < éﬁflﬁfﬁﬁll_.(v(n)N

n

n
k() * jZ, Y, X))

La relation (33') est vérifiée dés que

v(n)k(n)Nk(n) <n

. 3A(t)(r(n))% <h e exp(- (Log l/p)]/2 %

(33" P(I2 >
k(n) , 8(1+v/2)k(n)

La convergence sera étabiie s'il existe des suites v(n), k(n), r(n)
vérifiant :
(36) (a) k(@) > =3 r(n) > ; v(n) >
® ] oY) <o

(¢) v(n)k(n)Nk(n) <n

o
(d) k(n)Log n ~ 0 (e) (r(n)) 5 0.
/o k(n)
On peut choisir v(n) = 4 Logn .
Log 1/p

Sachant que ﬂ(n) =vapn ;3 (36 b) est vérifié,
Les relations (c¢) et (d) permettent de éonstruire k(n).

En particulier, s'il existe s > 1, tel que lim ammS = 0, on peut choisir
m
n . s—1 1
) 8 = inf(—— , —).
Log n s 2

k(n) = 0O(

On achéve la démonstration en prenant une suite r(n) qui vérifie (a) et (e).

() si d e A—Ak, si Vn < j-v Xh # d et Xj—v+l = ,,, = Xj =d
alors 1_ (X,,...,X.) = ... =1 (X, ,...,X. ) =
. 1° s R. ’ ’ -
RJ ] RJ_\)+1 ] J-v+i
etVp>0, si X.. =4d, I (X ,...,%.. ) =0

i+ R.
7P jtp

.,Xn)
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QUELQUES REMARQUES SUR LES METHODES UTILISEES.

a) Sur Le choix de £'estimateur.

Nous avons choisi un estimateur de la densité de la partie continue
fn symétrique par rapport aux variables. Les calculs de l'espérance, de la
variance, et plus généralement 1'étude de la convergence de l'estimateur en
ont été facilités. Comme dans toute méthode d'estimation, 1'adjonction d'un

) , C . . . 1 1
point supplémentaire a l1'échantillon modifie le coefficient — en —— , et
' n n+l
on supposera le plus souvent que r(n+l) = r(n), c'est-d-dire que le méme
noyau est utilisé, qu'il y d4it n points ou n+l points dans 1'échantillon.
Mais ici, le choix de 1l'estimateur présente un inconvénient : si le n+l-8me
point est une masse quli n'était apparue qu'une seule fois dans 1l'&chantillon,

le terme correspondant Kr(n)(x ) doit &tre enleveé.

n+)’t

I1 est commode de ne comparer un élément Xj de 1'échantillon qu'a
ceux qui le précé&dent, le calcul pratique de 1'estimateur serait alors du type
suivant

- si X. apparalt pour la lére fois, on ajoute le terme correspondant

J
Kr(n)(xj’t) 34 la somme.

- si Xj apparalt pour la 2éme fois, on retranche ce terme

o ' - .o . . 1 '
si XJ apparalt pour la iéme fois, 1 > 2, e terme Kr(n)(XJ’t)

ne figure pas dans la somme.

Le procédé pourrait €tre simplifié de la maniére suivante
Ne figurent dans la somme que les termes correspondants aux Xj qui apparaissent
pour la premiére fois.

Ce qui revient a choisir 1'estimateur défini par
(37) £ () - ;jzl K () (Xj,t)le(Xl,...,X.)

-~

ol Rj est 1'ensemble {(x],xz,...,xj) e RI |xj # X, et ... X. # x. ,}



L'étude de la convergence suivant divers modes de ce dernier estima-
teur n'a pas été faite, cependant la démonstration de la proposition 9 montre

également qu'il converge presque complétement vers la densité.

I1 pourrait &tre intéressant, dans les calculs pratiques d'introduire

des estimateurs "séquentiels’ du type

: sy 1T
(37") fn(t) = y jzl Kr(j)(Xj,t)le(Xl,...,Xj).

b) Précisdion des mesures.

Dans la pratique, les observations sont faites avec une certaine
précision. Pour que les méthodes précédentes s'appliquent, il faut un critére

permettant de dire qu'un point est une masse.

Deux éléments sont connus : l'intervalle E décrit par les obser-

vations et la précision des mesures.

On peut donc se donner une partition de E en intervalles de dia-
métre n et considérer que deux points coincident si leur distance est infé-

rieure 4 n. Soit Bi cette partition.

Des résultats intéressants ne semblent pouvoir &tre obtenus que si
les conditions suivantes sont vérifiées :

~ les masses décroissent suffisamment vite, ou encore, la proportion
d'intervalles Bi qui contiennent des masses non négligeables est faible.

- on suppose que la probabilité pour que deux points qui ne sont pas
des masses tombent dans le méme intervalle Bi ‘est faible.
En particulier, si le nombre d'observations était grand (de 1'ordre du nombre
d'intervalles Bi)’ il faudrait modifier le crité&re et ne comparer une obser-—

vation qu'aux k précédentes (k petit par rapport au nombre d'intervalles Bi)°
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