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AVERTISSEMENT

Dans ce travail de Recherche que j'ai fait en collaboration
avec YASIN AL-HITI, sur les Groupes Algébriques Différentiels,
je me suis particuliérement intéressé a 1'étude des Sous-Groupes
Algébriques Différentiels de SL2 et leur application aux Extensions
de Corps Différentiels Fortement Normales. Ceci se trouve dans les

chapitres IV et V.

Le chapitre I est entiérement commun, car il réunit toutes

les définitions et généralités dont chacun de nous a eu besoin.

Le but que nous poursuivons est d'arriver a changer le
"Langage" de WEIL qui emploie les notions de Corps Différentiel

Universel , de points génériques et de spécialisations.

Ceci fait 1'objet de notre prochain travail de Recherche.

AZANNEY AGOSSA
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J'adresse 1'expression de ma vive reconnaissance a
Messieurs GOBLOT, GERGONDEY, VENKEN et toute 1'équipe du
séminaire d'ALGEBRE DIFFERENTIELLE pour toutes les aides qu'ils
m'ont apportées depuis 1'A.E.A.

Je tiens a remercier tous les membres du JURY ici présents

pour le grand honneur qu'ils me font en acceptant de faire partie de ce JURY.



INTRODUCTION

Le but visé ici est d'étudier, de facon générale, les groupes
algébriques différentiels pour faire ressortir quelques résultats qiii contrastent
avec la situation en géométrie algébrique et, de facon particuliére, les sous-
groupes algébriques différentiels de SL2 et leur application aux extensions

de corps différentiels fortement normales.

Dans toute la suite, U désigne un corps différentiel universel
de caractéristique nulle, de corps des constantes K et ayant ; youey

comme opérateurs de dérivation.

L.'étude qui va suivre comporte cinq chapitres

Dans le chapitre I, il sera établi quelques résultats généraux
sur les ensembles algébriques différentiellement fermés au sens de la
topologie de Zariski différentielle et il seré démontré le théoreme de Kolchin

sur la dimension polynomiale.

Dans le chapitre II, il sera démontré que 1"anneau des fonctions
rationnelles différentielles partout définies sur un ensemble algébrique
différentiel V, défini sur un sous-corps différentiel F de U, est plus gros que
1'anneau des coordonnées. Ce résultat contraste avec la situation en
géométrie algébrique ol 1'anneau des fonctions rationnelles partout définies

sur un ensemble algébrique est égal a 1'anneau des coordonnées.

Dans le chapitre III, on montrera qu'il existe des groupes
algébriques différentiels dont les lois de composition ne sont pas des fonctions
polynomiales différentielles. Ce résultat qui contraste aussi avec la
situation en géométrie algébrique est une conséquence du résultat établi au

chapitre II.



Le chapitre IV sera consacré a 1'étude des sous-groupes
algébriques différentiels de SL2 et leur classification. Mais avant cette
étude importante, quelques résultats généraux seront établis sur les groupes
algébriques différentiels linéaires ; en particulier, on montr'efa que tout groupe
algébrique différentiel dont la loi de composition est une fonction polynomiale
différentielle est isomorphe a un groupe algébrique différentiel linéaire. On

remarquera que quelques résultats sont énoncés comme rappels.

Enfin, le chapitre V- est une application des sous-groupes
algébriques différentiels de SL2 aux extensions de corps différentiels
fortement normales, au sens de Kolchin. Il s'agit de trouver parmi ces
sous-groupes algébriques différentiels de SL2, ceux qui sont isomorphes
aux groupes de Gdbis des extensions de corps différentiels fortement normales.

"

"Le langage utilisé est celui de Weil" qui emploie les notions

de corps différentiel universel, de spécialisations et de points génériques.
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CHAPITRE 1 : NOTATIONS ET NOTIONS DE BASE

§ 1 . Notations de base :

U désigne un corps différentiel universel de caractéristique nulle. /A estl'ensemble
des opérateurs de dérivation qui commutent entre eux.

K est le corps des constantes de U.

(@ est le monoide commutatif libre engendré par 6‘1 peeesees S c'est-a-dire,
si & appartienta @, &= 5‘16.‘..... é‘mem ol les e, sontdes entiers
positifs ou nuls, et . e est appelé 1'ordre de &

Soit R un anneau différentiel commutatif ayant [\ comme ensemble fondamental
des opérateurs de dérivation ; Q désigne 1'ensemble des opérateurs différentiels
linéaires, c'est-a-dire , si D appartient a SZ) ,ona D = —2: aae' avec les
as appartenant a R presque tous nuls sauf un nombre fini d'entre eux.

Enfin, tout corps différentiel F considéré est un sous-corps différentiel de U sur

lequel U est une extension universelle .

uly]
Uiyg

en les indéterminées différentielles Yiresoeor¥y a coefficients dans U.

U fy1 yeseas ,yn] désigne 1'anneau des polyndmes a coefficients dans U.

U {y1 yeseany yr& désigne 1'anneau différentiel des polyndmes différentiels

Si S est un sous-ensemble de Ufy} , [Z]est 1'idéal différentiel engendré par 3>
et {Z} est 1'idéal différentiel .parfait engendré par 3_ .

Si V est un sous-ensemble de U" , alors I(V) est1'ensemble des polyndmes
différentiels de U{y} qui s'annulent pour tout élément de V.

Si  3_ est un sous-ensemble de U{y} , on note Z(3 ) 1'ensemble des éléments

de U™ qui annulent tout polyndme de S

§ 2. Détinitions générales :

a) _Anneau différentiel :  Soit R un anneau commutatif unitaire d'élément unité 1 .

Une dérivation & de R estun homomorphisme de groupes de R dans R vérifiant :
S(ab) = 8a.b + a.8b

Sa+b) = §a + &b pour tous a, b€ R
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D'autre part C()‘(1) =0, car 8(1) =CS\(1.1) = 1-(5|('l) + 1&1), soit
Sm-23"m), aow & -o.
L'anneau R muni d'une telle dérivation s'appelle anneau différentiel. Le

noyau de 5 est un anneau et s'appelle 1'anneau des constantes de R.

Proposition 1 : Soit R un anneau différentiel, et soit S une partie

multiplicative de R ; alors toute dérivation 5 de R se prolonge de

-1
maniere unique en une dérivation de S R détinie par

Sk:): s.SaS; a. $§s

Démonstration : On doit avoir
Q YA
§a = 5(55—) = §s. 5 ¥ 5 8(5) , d'ou1'unicité ; de plus
pour tout u € S, on a par définition
g au su. §(au) - au. §(su)
(=) >
su (su)
s 2
- a
su. $a iu.gs - S("‘"S‘)
(su)
Comme % _ -%- s'il existe veS tel que v(at - bs) =0, on a donc,

puisque svE S,

, d'olt on a bien une
application définie sur S R.

On vérifie enfin que 1'on a

S( a , _b ): st. Stat + bs) - (at + bs). Q(st)
s t (st)l

_ $(Sb.t - b.St) + tl(s.Sa— a. §s)
(st)®

=53 +3(ti-)

g.g(__a_+ a. S(b ) = bt(s. Sa - a.§s) + as(t.§b - b. §t)
t s s t (st)*



_ st. S(ab) - ab. §(st)

(st)*
=S(_§ ) _b_), d'oll on a bien une dérivation.
b) Corps différentiel : Un corps F qui est (en tant quéanneau) un anneau

différentiel, s'appelle un corps diftérentiel. Il est évident que 1'anneau des

constantes de F est un corps .

c) Corps différentiel universel : Soit U un corps différentiel et soit F

un sous-corps ditférentiel de U. U est une extension universelle de K
si pour toute extension différentielle F de F, F¢E < U, engendrée
sur F par un nombre fini d'éléments, et pour tout entier n strictement
positif, et tout idéal dlfferentlel premier propre 50 de F;{:)“ jn} , il
existe un zéro genemque ('21, sy Qn) de P avec n ..., Qn dans U,

U est un corps différentiel universel s'il est une extension universelle de son

corps diftérentiel premier{ici Q).

§ 3. Ensemble algébrique différentiel et topologie de Zariski diftérentielle :

1°) Ensemble algébrique ditférentiel : Soit V un sous-ensemble de U"

On dit que V est un ensemble algébrique différentiel s'il existe un sous-
ensemble 3~ de U{31;~~ --,:jn} tel que V soit 1'ensemble des zéros

communs aux éléments de 3 , c'est-a-dire,

Vemeur |veez, fem o]

Soit T = &VC U"\V = Z( Z) .avec {_cU{B}}, et soit TT1'ensemble des
idéaux différentiels partalts de U{‘j} Comme en géométrie algébrique, il

y a une correspondance bijective entre T et TTdéfinie par

Vv‘ﬁl(v), et X y— Z\Q).

%) voir chapitre I, §3,4°



Par definition ItV) s'appelle 1'ideal diftérentiel de definition de V.

2°) Topologie de Zariski différentielle: Les éléments de T sont fermés

dans une topologie sur u" appelée topologie de Zariski différentielle. Donc

un fermé de la topologie de Zariski différentielle sur U" est un sous-ensemble
de U" qui est un ensemble algébrique différentiel.

On dit aussi qu'un ensemble fermé dans la topologie de Zariski différentielle
est un ensemble différentiellement fermé.

Si V est un sous-ensemble de U", la cldture différentielle de V sera notée Vf‘
Soit W un sous-ensemble de U'tel que V& W, on dit que V est différentiellement
dense dans W si Vd= w.

Soit V& U différentiellement fermé. V est dit irréductible s'il ne peut

s'écrire comme réunion de deux ensembles propres différentiellement fermés.

Proposition 2: Soit V un sous-ensemble de U" différentiellement fermé tel que

V est irréductible et soit A un sous-ensemble de V différentiellement ouvert
dans V. Alors A est différentiellement dense dans V.

Démonstration : A est différentiellement fermé par définition, ainsi que le

complémentairec de A dans V, puisque A est dlfferentlellement ouvert dans

SupposonsViA onaV—AUCA donc V _AUCA UCA
_AUCA

Mais V“: V carV est différentiellement fermé.

V s'écrirait donc comme réunion de deux sous- ensembles propres différentiellement

fermés. Ce qui contredit le fait que V est irréductible. Donc V = A

Remarque 1 : Un espace topologique est dit noethérien si les fermés
satisfont a la condition de chafne descendante.

D'apres le " Ritt-Raudenbush basis theoreme" sur les idéaux différentiels
parfaits de type fini, on déduit que U" est un espace noethérien par la

topologie de Zariski différentielle.

Proposition 3 : Soit V un sous-ensembje de U" différentiellement fermé.

Alors V est irréductible si et seulement si son idéal différentiel de

définition I(V) est premier.

( ) Un idéal différentiel est dit parfait s'il est égal a son radical

c'est-a-dire a a , n N,



Démonstration :

C.N: Supposons que V soit irréductible. On va montrer que I(V) est premier.
Soient £ ¢ I(V) et g ¢ I(V); il faut montrer que f.g ¢ I(V).
Supposons que f.g € I(V) et considérons les idéaux

L=I(V) +f et L=1(V)+g.

I g1 = V= 2(1) GV = Z{V)), de méme [ I, => V= Z(L) G.V.
Ona VUV, V, et comme f.gel(V), onaaussi I,. I, < I, donc
V= Z() < Z(1,. L) = Z(I,) UZ(L,) = ,UV,,; il résulte que V = UV, ; ce qui
contredit le fait que V est irréductible. Donc V irréductible implique que
I(V) est premier.
C.S: Supposons maintenant que I(V) soit premier. Il faut montrer que V
est irréductible.
Supposons V non irréductible, c'est-a-dire V = V|V, avec ViV etV, g V.
V = Z(IV)) = ZUWD) U 2(IV,) = ZEV)NIV,)]
Donc I(V) = I(V, )(VI(V,).
VgV = IV)GEIV,) et
LWV —> L(V)SEI(V,) .
Soiént f, dans I(V\; )-I(V) et f dans I(\)) - I(V) ; ona f,. f,€1(V)MNI(V), donc
£,. f,€ I(V) ; on vient de montrer que f‘EH(V) et £ ¢I(V) et pourtant f,. £€I(V) ;
ceci contredit 1' hypothése que I(V) est premier. Donc I(V) premier

implique V irréductible.

Définition : Soit V un sous-ensemble de U" différentiellement fermé, on
appelle composante de V, un sous-ensemble maximal irréductible différentiel-

lement fermé de V.
Remarque 2 : Comme U"est un espace noetherien pour la topclogie de Zariski
différentielle, alors tout sous-ensemble différentiellement fermé de U"s'écrit

comme union finie de ses composantes.

Proposition 4 : Soit V un sous-ensemble de U" différentiellement fermé.

Soit A un sous-ensemble différentiellement cuvert de V. Alors A est
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différentiellement dense dans V si et seulement si pour toute composante
V; de V, ANV, est différent de 1'ensemble vide.

\

Démonstration : SiV est ir‘r‘éductible la démonstration est terminée

(d'apres la prop. 2). Si V n'est pas irréductible, soit V =UV;.

C.N: Supposons que A soit différentiellement dense dans V, c'est-a-dire
A = V. SoitV; une compsante quelconque de V telle que ANV; = gf.
Comme A estunouvert dans V, AflV; <V, est un ouvert de V;. D'apres la
proposition 2, AN Vi est différentiellement dense dans Vi, S 'est-a-dire
ANV; = V;. Orsi AMV; est un ensemble vidleona Af\V; =@=V;; ce

qui est impossible car V; est une composante de V. Il en résulte que toute

composante V; de V a une intersection non vide avec A.
C.S :  Supposons que toute composante V; de V est une intersection non
vide avec A. Il faut montrer que A est différentiellement dense dans V,
c'est-a-dire 'Ad = V.

Ona AcV donc Ade V. 11 faut montrer que VCK'.J Pour toute

composante V; de V, ona AﬂV; différent de 1'ensemble vide. ANV, est

différentiellement dense dans V;(Prop. 2), c'est-a-dire ANV, =V;, mais
KTT’\'/;J est inclus dans ANVj, donc V‘~c:AJﬂ V; implique que V; est
inclus dans A , pour touti. Par conséquent la réunion des V; est contenue
dans A" , donc V est inclus dans A . On en déduit que V = N . D'ou A

est différentiellement dense dans V.

3°) Corps de définition d'un ensemble algébrique différentiel et topologie

associée au corps de définition :

Définition : Soient F un sous-corps différentiel de U et V un
sous-ensemble de U" différentiellement fermé. On dit que V est défini sur
F (ou que F estun corps de définition de V) siI(V) = U.Io (V) avec
I WV)=I(V)NF {31,\“3"} . Puisqu'on est en caractéristique zéro, cette
définition est équivalente a la suivante :

Soit F un sous-corps différentiel de U et soit V un sous-ensemble de un
différentiellement fermé. On dit que V est défini sur Fs'il existe

iCF{H1.-.--,H"} tel que V = Z( ¥).
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Remarque 3 : Soit V. U" différentiellement fermé. Alors il existe un

plus petit corps différentiel de définitions de V noté def V ; de plus def V est
engendré par un nombre fini d'éléments sur le corps premier (ici Q puisque

les corps considérés sont de caractéristique nulle).

Les sous————ensembles Ve Ubtels que V = Z(32) pour 3= < F {31,““3'1} sont

des ensembles fermés dans une topologie sur U"appelée topologie de Zariski
différentielle relative a F (ou simplement la F-topologie de U"). Les sous-
ensembles «différentiellement fermés de U" qui sont définis sur F sont dits F-fermés.
Si V est un sous-ensemble quelconque de U", on va noter la: F-cldture différentielle
de V par Vé .

Si 3 est un Sous-corps différentiel de U tel que F 8 , alors tout ensemble
F-fermé est 9 -fermé.

11 en résulte que tout sous-ensemble de U" F-fermé est fermé.

4°) Point générique et spécialisation différentiels : Soit V un sous-ensemble

de U" différentiellement F-fermé, irréductible. Un point s de U" est dit point
générique différentiel pour V sur F, si I V) = IF(S).
Les éléments t de V sont alors appelés spécialisations différentielles

de s sur F, on écrit s —> t.
F

Si t est aussi un point générique différentiel pour V sur F, alors on écrit

S €e&—>t.
F

En conséquence, si s appartient a U" est différentiellement générique pour V
sur F, alors le corps quotient de F{i”,.-~~~~,}jn}/ I (V) est isomorphe a
F<s,...,s,>sur F ol F<s,...,s,> estle corps différentiel engendré
sur F' pars,,...,s,.

D'autre part, si f est un idéal différentiel premier de F{Bﬁ ERE ’Y,,} » un point
de U" ayant g comme idéal différentiel de définition est appelé un zéro

générique de 8" .

§ 4. Notions de dimension :

Soit F un sous-corps différentiel de U et soit V un sous-ensemble de U"

différentiellement F-fermé et irréductible. Soit s élément de U" tel que



s est un point générique différentiel pour V sur F. On appelle dimension
diftérentielle de V sur F, le degré de transcendance différentielle de F<s,...,s,>

sur F.

Théoréme 1 : Soit ' et g deux corps différentiels de caractéristique nulle,

[
éléments de 5 , c'est-a-dire g =F<s,....,s>. Soit gr inclus dans 5
une extension de F engendrée par les dérivées de Spe - ,Spd'ordre inferieur
ou égal ar, c'est-a-dire § =F(0s;), 0@, 1<i<n)ob @(r) est

1'anneau des opérateurs différentiels d'ordre inférieur ou égal a r.

tels que 6 soit une extension différentielle de F engendrée par s,....,s

Alors il y a polyndme wg / F a coefficients rationnels tel que, pour r élément
de N suftisamment grand, ws/ F est le degré de transcendance de Sr sur F,

Pour démontrer ce théoréme, on a besoin des résultats suivants :

1°) Filtration : Soit R un anneau différentiel. Soit r un entier positif ou

nul et soit (@ (r)c®l'ensemble des opérateurs diftérentiels d'ordre inférieur
ou égal a r.
Soit P, c P 1'ensemble des €léments de la forme 2_a.0 aveca, élément

L ae@m®
de R presque tous nuls sauf un nombre fini.

Si r est negatif, on pose @G¢) = ¢ , et a ={O}. Si D appartient a ? —‘f%ﬂ
1'ordre de D est égal a r.

Avec ces wléfinitions, @ est un anneau fitré au sens de Bourbaki.

Rappels :
a) Groupes filtrés : On appelle filtration croissante (respectivement décrois.)

sur un groupe G, une suite croissance (resp. decrois.) (Gh) n € Z de sous-
groupes de G.

Dans la suite , les filtrations considérées sont des filtrations croissantes.

On appelle groupe filtré, un groupe muni d'une filtration.

b) Anneaux filtrés : Etant donné un anneau R, on dit qu'une filtration (Ry.)re Z

sur le groupe additif R est compatible avec la structure d'anneau de R si
1'ona: 1) Ry .Rq€Rg,q pourp etq éléments de Z
2) 1 appartient a R,

L'anneau R, muni de cette filtration, est alors appelé anneau fitré.



-9-

c) Modules titrés :  Soit R un anneau filtré, (R, )n eZ sa filtration et soit

M un R-module. On dit qu'une filtration (M, )Jn € Z sur M est compatible avec
sa structure de . module sur 1'anneau filtré R si 1'on a:
Rm MY\CMrth

Le R-module M muni de cette tiltration est appelé module filtré.

pour m et n éléments de Z.

2°) Graduation : On dit qu'un anneau R est gradué s'il existe une famille

(Rr )Jr e Z de sous-groupes additifs de R tels que:

1) R=9@R,
r avec r, p et q éléments de Z .
2)R . R.CReq

La famille (R r)r eZ est appelée graduation sur 1'anneau R.

Les éléments de R, sont dits homogenes de degré r.

P Modules différentiels : Soit R un anneau ditférentiel ayant A comme

ensemble des opérateurs de dérivation. Soit ¥ 1'anneau des opérateurs
différentiels linéaires a coetficients dans R. La multiplication dans $ est
telle que si a€ R et $eA,alors §a= $@+af
Donc si M est un 37—) -module a gauche et pour Se A, x €M, on pose

8(x) = &x , alors pour a élément de R, x élément
deMet {en, S(ax): $1a).x + a. Six).
Le CSE) -module a gauche M est appelé module ditférentiel sur R ou simplement
module différentiel .
Soit M un module différentiel sur R soit donnée une tiltration de M (comme
(? -module a gauche). Alors, si la filtration est exhaustive et discréete
(i.e rléJLVI\,: M et M, =0) si r est suftisamment petit), M est appelé module
diftérentiel filtré sur R.
De cette fagon, seuls seront considérés comme modules filtrés, les modules
dont les filtrations sont exhaustives et discrétes.

Si M est un module différentiel filtré sur R et si pour tout r € Z, Mr est de

type fini comme R-module, on dit que la filtration de M est finie ou que M est
finiment-filtré.

S'il existe r€Z tel que pour tout s>r, M, = ?—r M,

la filtration de M est dite bonne ou que M est bien filtre.
Si 1a filtration de M est finie et bonne, on dit que la filtration de M est

excellente ou que M est excellemment filtré.
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Détinitions :

1) Une suite M > N > P d'nomomorphismes de modules ditférentiels

filtrés sur R est dite exacte si pour tout r € Z, la suite

M > N - P est exacte.
r ‘ r r

2) Soit J° un R-module avec la multiplication
(D,a) y——— Da pour tout D appartenant a F et
tout a appartenant a R.
On peut définir le produit tensoriel PeAa pour tout R-module A; Poaest
alors canoniquement un module différentiel sur R.
Si A est un R-module filtré, posons:
(Pea) - Z Ra ®A, )

s+t=r
Alors $ ®A devient un R-module différentiel filtré.

Soit M un module différentiel filtré. Si P A

homomorphisme de R-modules filtrés, la formule

¢(Dwe§)= D.¢(§)

définit un homomorphisme de modules différentiels filtrés

M est un

¢: P aA ————— M qui sera appelé
ci-dessous homomorphisme canonique.
Si A est un R-module filtré et si B < A est un sous R-module de A, B

sera considéré comme un R-module filtré en posant B_ = BMNA
r r pour

r élément de Z.
Méme chose pour les modules différentiels. Ainsi, si T est un objet filtré
( anneau, module, ....),alors 9f (T) désigne 1'objet gradué associé et

(‘jrr, (T) désigne 1'ensemble des éléments homogenes de gt (T) de

degré r.
Rappel : Soit R un anneau filtré; (Rr)r e 7 une filtration de R.
Posons: IR = Rp 1/ Rr

Fw®R =9, Jr®.

L'anneau 9Y (R) est donc un anneau gradué de type Z, appelé 1'anneau

gradué associé a 1'anneau filtré R; les éléments homogenes de degré r de

Ir (R) étant ceux de Sr" (R).
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Lemme 1: Soient Yy veeeen 'Y des indéterminées sur R (m = card & ).

Alors 9gr (CB) est canoniquement isomorphe a R[__y1 yous ,ym] .

Proposition 5:  Le polyndme caractéristique d'Hilbert pour les modules différentiels

Supposons que 1'anneau différentiel R soit un anneau artinien ( ¢'est-a-dire R
est de longueur finie comme R-module), et soit M un module différentiel filtré de
filtration excellente sur R. Soit I(Mr‘) la longueur de M_ pour r élément de Z.
Alors il existe un polyndme WM(P) a coefficients rationnels tel que pour tout r
é1ément de Z suffisamment grand 1IM) = WM(I‘).

r
Le degré de WM(P) est inférieur ou égal am (m = cardAQ).

Rappels :
1) Soit R un anneau et soit M un module gradué sur B =R [y1 yaee ,ym). Soit
M= @MP , alors tout MP est un R-module. De plus, si M est un B-module de

type fini, alors Mr est un R-module de type fini.

2)  ((Théoréme d'Hilbert-Serre)).
Soit R un anneau satisfaisant a la condition de chafne descendante et soit M un
module de type fini sur B avec M = @MP.

Alors, M considéré comme un R-module, a une longueur finie notée w,,(r). Pour

(
M
r suffisamment grand, la fonction WM(I‘) est un polyndme de degré inférieur ou

égal a m.

Démonstration de la proposition 5 : Comme la filtration de M est excellente ,

Mr est de type fini sur R.

3r5(M)=Ms+1/Ms eton a

1(gr M) =1M__ 1) - 1M)
Par conséquent I(MP) = 2;7 g M) .
Donc, d'apres le théoreme 2 rappelé ci-dessus, il suffira de montrer que gt (M)
est un module de type fini sur Jr ()= R[y1 yean ,ym} puisqud alors g (M)
serait un R-module de type fini ( d'aprés les rappels 1 et 2 ci-dessus).

Etant donné que la filtration de M est excellente, on peut choisir r élément
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de Z tel que la flache P @M, ——— M définie par:

itM, —me—— M
r

et TD@MF —_ s M
D® m, — D.i(mr) est surjective.

Donc @@ Mr‘ _— M —— 0 estexacte. On en déduit
la suite exacte
F(Pom) —— M) —— 0.

D'autre part
3]’(35) ®9r (MF) —>9r (P ®Mr) est aussi surjective.

Il en résulte que
r (ﬁ) ® 3Y(MF) —_—— jr‘ (M) est surjective.

Comme9p (DHre 3\’ (Mr) est un jl‘(@)—module de type fini, on en déduit que
gr (M) est un 3!‘(?))- module de type fini. Or Jr(P)=R [y1 yeeen ,ym]

Ceci implique que  Ji; (M) est un R-module de type fini (d'apres le rappel 1 ).
D'apres le théoreme 2 rappelé, 1( Iy (M)) est fini et égal a une fonction
polyndme de degré inférieur ou égal a m .

D'ou 1(Mr) = 2 U rcM)) assure 1'existence du polynéme WM(I‘) pour r
s<h

suffisamment grand de degré inférieur ou égal i m tel que 1(MF) = WM(I‘).

Exemple: Ona w(r) =< m+7r ) . Ceci provient du fait que @ (r)
m

m+ T
est une base de f2 et que card @(r) = ( )
m
Soient F et § des corps, avec g une extension de F'. Soit Der, ( 5 )
le § - espace vectoriel de toutes les dérivations F-linéaires de 5 et
%
soit ( DerF( 3)) son 9 -espace dual.

Si p 65 , on définit dp € (DerF( 3 );‘ par:

d,z(D) = D(R) pour tout D élément de Der‘F( 5) .
*
Finaler-ent soit QF (6 ) le sous 5 -espace vectoriel de ( DePF( g )



engendré par tous les dn, pour h élément de 9 . Supposons maintenant
que Fet § soient des corps différentiels avec § une extension de F.
Soient M et N des espaces vectoriels différentiels sur § , et considérons
Hom_(M,N) le § - espace vectoriel de toutes les applications F-lincaires

F
de M dans N. Si , pour § élément de & et f élément de HomF(M,N). on

définit (6. t) = 6o0f-fof

alers HomF(M,N) devient un espace vectoriel différentiel sur § .

En particulier, prenons M=N = 9 et considérons D élément de Der‘F( 9)
4 | q

(DerF( g ) étant un sous-ensemble de I—IomF( 9,5)).

Alors , si § appartienta A (8, D) est un élément de Der‘F( 9 )

et DerF( g ) est un espace vectoriel différentiel sur § ; il en est de
X

méme pour ( DerF( 9 ))etpour R élémentde § , © élémentde D ,
d s = [ §,dm)
*

Donc .QF(S ) est un sous-espace vectoriel différentiel de ( DerF( g)).

Filtration : Soit 5 une extension de corps différentiel de F. Une
filtration de § sur F est une suite croissante ( § r)r €7 de sous-
corps de 5 telle que:

1) Pour tout r élément de Z suffisamment petit §, =F
2) Si o appartienta & , R appartienta §, , alors

S(n) € SY‘M
3) Uﬁr 5 :

vezZ

D'apres la définition ci-dessus, ( n'est pas une filtration

8" )r‘ € Z
de § considéré comme un F-espace vectoriel différentiel.

La filtration est dite finie si pour tout r élément de Z, §, est une extension
de F engendrée par un nombre fini d'éléments.

La filtration est dite excellente si elle est finie et bonne.

Soit donnée une filtration de § sur F, alors ‘n'F (9) est muni d'une

tiltration naturelle définie par (l¢ (§)) telleque (1_(g)),

soitun g -espace vectoriel par dr avec 17 €lément de g
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Il est clair que si la filtration de ¢ sur F est finie, bonne ou excellente,

alors la filtration de §% F(ﬁ )est aussi finie, bonne ou excellente.

La filtration de § sur F est dite séparable si pour tout r élénent de Z, § est
une extension séparable de 5,,

Nous allons maintenant démontrer le théoreme 1 de Kolchin énoncé plus haut,
mais que nous allons donner sous une forme améliorée qui ne change rien au
théoréme 1 compte tenu des conditions de filtration excellente et séparable de

1'extension 5 de F.

Théoreme 2 : Soient I et 5 deux corps différentiels, avec 9 une extension

de F. On suppose donnée une filtration ( 6,. )r cZ de S sur F' qui est
excellente et séparable. Alors il existe un polyndme w(r) a coefficients rationnels

tel que w(r) soit le degré de transcendance de §,. sur F.

Démonstration : Des remarques antérieures et de la proposition 5, on a

déja 1'existence du polynéme w(r) tel que, pour r suffisamment grand,

wir) =1(C N (§)) = dim_( $3.G)) , car (5 (9)), estun

3
sous- ﬂ - espace vectoriel de ﬂF(ﬁ) et on a: I(Q'F (5))r:d'm5 (Q’F(g))"

Il reste donc seulement a montrer que

dimS( QF (9) )r‘ = deg tri, g,

)

Soit ( Ny )‘><€ A une base de transcendance séparante de 5’_ sur F.

Il est clair que dn,  avec < élément de ~~ , engendrent (n'F(S) )p .

Nous allons donc montrer que les dn, pour % ¢&lémentde -~  sont

linédairement indépendants sur g . Pour % élément de -~ ,ilya
une dérivation unique Dy de §, surF telle que D, ( g ) = 0 pour
tout 8 élément de - et B #X et telle cue

D (M) =1 (enfait D, , pour ®« élément de >

est une dérivation par rapporta M« ).
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D'aprés A. Grothendieck et J. Dieudonné { Eléments de géométrie
algébrique, vol. 20, 20-6-3) il existe des dérivations D, de g telles

que pour tout * élémentde -~ , larestrictionde D. a §. coincids
avec L) . Soit maintenant A, élément de 3 pour °¢  appartenant & A

avec seulement un nombre fini de A, non nuls et tel que ;‘;_A"‘ cJ’ZK = 0,
alors Zlﬁ\mé'zx@)z 0 pour tout B éiément de —— . Mais

WD () = A dn (D) pour ¥ = g ,AD)=4 D7) =
etpour X £ B A, D()=0.

Donc Z)xdwx (1153):: 0 implique que Ag =0 pour tout B élément de

Il en résulte que les dn,  sont linéairement indépendants sur §

A N ' e’ — t . N 1 ~ [1e
Diou d.m*,5 ( = (9> )r' deg tre, ﬁr Ce qui montre que

w(r) = detrF 5r

Le théocéme 1 se trouve ainsi démontré en posant:

M= © % avec ©  éiémeni dz ®(r) ; ce qui

donne F((e%()r 96@(r),1£0<én) = F( A2 "?n) = 5)‘

Si le polynérite vi/(1) de degré inférieur ou égal & m s'écrit sous la forme
m

Z ay ( X+] ) , alors a ~s'appelle le degré de transicendance
J=r

diftérertiel du corps différentiel F< SyreeesS, > surF,

(*) Une extension K/k de type fini est siparable s'il existe une femille X« )we A
d'éléments de K, algébriquement libre sur k (i.e k [x«]_, est isomorphe
w €At

al'annean k {X“] ) telle que K soit une extension algébrique séparable de k(x)
e ’ “

La famille (xx ), ... est alors appelée base de transcendence séperante de K sur k.
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§ 5. Comparaison de 1a topologie de Zariski différentielle avec la topologie de Zariski :

n
Rappelons qu'un sous-ensemble V de U est fermé dans la topologie de Zariski

si V=2Z( Z) avec Y inclus dans U [yt, RN

Il est clair que tout sous-ensemble fermé V de U est différentiellemer:t fermé, car
Ulvs, oo,y est inclus dans U oo,y donc ¢ contenu dans

Y1 s Y n y1 ’ ’ yn ’
1) [y1 s ,yn] implique que L est inclus dans U{y1 yoees ,yn}

Proposition € : Soit 2. un sous-ensemble de U [y1 yo s ,yn] et soit

, , no_
\ ur sous-ensemble de U, alors :

() 7 %) est 1'id3al de définition de V dans U ['y1 yeeen ,yn] si

et seulement si {Z} =I(V) .
(2) (S ) estun idéal premier dans U[yT,....,ynl si et
seulement si {Z} est un idéal différentiel premier dans U{y1, cens ,yn} .

( KOLCHIN )

§ 6. Ensemble caractéristique d'un idéal différentiel premier :

Soit A un polyndme de I &y1 yaens ,%} , A n'appartenant pas a F.
(4)

On appeile classe de A le plus grand entier p tel gue y[;;‘ ast dans un tarme

de A. Si A appartient & FF, on dit que A =st de classe zéro.
Si Yy apparait effectivement dans A, par 1'ordre de A par rapport a y; on

entend le plus grand entier j tel que Y ) apparait effectivement dans A.

Soient A, et A

1 2

effectivement dans AT et A, ; si A
: <

deux polyndémes différentiels. Supposons que yp apparait

] . e R
5 est d'ordre plus grand que At en jp

A, sera dif de rang pius grand que A, en yp. Si A’i et A, sont de méme

o)
ordre , soit g, en yp et si A9 de degré plus grand que A1 en y;q), alors A

2
sera dit aussi de rang plus grand que A1 en yp.

Finalement, A

2

sera dit de rang plus grand que A1 en yp si A2 contient

et A, ne contient pas .
yp 1 P yp
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Si A, est de classe plus grande que A’l’ A, szera dit de rang plus grand

2 2
que A1 .
Si A1 est de classe p strictement positif, A2 sera dit réduif par rapport
a Ay si A2 est de rang plus petit que A, en vo.

Un sous-ensemble A de F{y1 yeeeeesy } est dit autoréduit si aucun €lérient

de &rn'appartient a F et chaque é/ément de A est réduit par rapport >

tous les autres.

Soient A ,..... WA ~cti B
1 r respectivement t i ’BS les éléments d'un

ensemble autoréduit ¢ respectivement I3

1) L'ensemble A est dit de rang plus grand que le rang de B
s'il existe un entier naturel k non nul avec Kk inférieur ou égala r
et k inférieur ou égal a s tel que :

rang Ai = rang Bi (t<i<k) etrang A, supérizur au rang B

k K

ou 51 s est plus grand que r et

rang Ai = rangBi (1<i<gr).

(2)Si r=s etrang A, = rangB, (1<igr), alors on dit que A~ et B ont

le méme rang.

Remarques 4 :

(1) Dans tout ensemble non vide des sous-ensembles autoréduits de F{y= PR ,yn}

il existe un sous-ensemble autoréduit de rang plus petit.
(2) Si f9 est un idéal différentiel de F Yiseeoen ,yn}, il existe un scus-
ensemble autoréduit ¢\ de 3‘0 tel que SA é 80 (Ac A-) ; par exemple

1'ensamble vide. Un tel ensemble autoréduit de rang plus petit est appelé

ensemble caractéristique de ?0 (relativement 3 un rangement donné).



(3) Tout ensemrble autordduit est fini.

Lemme 2 :  Soit % un en ensemble caractéristique d'un idéal différentiel
§O de Riyw....,yn} . Alors D, ¢ 80 (A € @) et ,pour tout

P élément de 80 n'appartenant pas 4 R et réduit par rapport 2 v

Sp appartient a 80 .

Démonstration : Soit P élément de X’ avec P n'appartenant pas a R,

et supposons que P soit réduit par rapport a A (A €A ). Alors D et

les éléments A de A pour lesquels U A est inférieur a UP , forment

un ensemble autoréduit plus petit que &% . Il en résulte que SIP appartient

a

Maintenant, si pour A quelcongue élément de A , on avait D A € 80 ,alors

A-D, ud

A Uy avec degU A =d serait un elément de de 80

A

réduit par rapport a A et ou bien avec dominant U, ou bien
indépendant de U 5 - En d'autres termes, le polyndme différentiel

(A - DAUA)

Ya

: d-1
= SA - dDAUA

serait un élément de 80 ,

donc SA aussi ; ce qui contredit le fait que S, n'est pas élément de %0

A
' . - \
Donc D, n'appartient pas a y’

Soit A élément de U{y1 yoenn ,yn} , avec A n'appartenant pas a U; on

note U A(r‘esp. D, resp.S, ) le dominant ( resp.coefficient dominant

’

resp. séparant ) de A. Si &\ est un ensemble de tels polyndmes différentiels ,
on pose :
H = IID,S
S S
o\ est dit cohérent si, quels que soient A , A' éléments de & et v

une dérivée commune a Uy et Uy, avec v = ovu N e’ U A1 alors



-19-

oo
Sy © A= S,0A" appartient & (A): H,

A
ot (76&“\, - { YRE /NieA  8%€e @ et 9”UA,, < V}

Remarque 5 : Soit R un anneau et soient [unidéal de Ret ¥  un sous-
ensemble de R. Alors I: 2 :{ x € R/ xsel,pour tout s € Z} est un

idéal de R. Lorsque Y est formé d'un seul élérent s, on écrit
I:s pour I: ¥ . L'union UIzs"
n €N

200
notée par 1:s estunidéal de R.

Critére de Rosenfeld :  Si #% est un ensemble caractéristique di'un idéal
différentiel premier 5’0 de U{yT yeeen ,yn} , alors :

o
8" [:A—] m_ , A est cohérent et () : H,y estun

idéal premier ne contenant pas un élément non nul réduit par rapport a A-

Réciproquement, si A~ est un sous -ensemble aubréduit cohérent de U{y1 youn ,yn}

tel que A ) : Hd\, soit un idéal premier et ne contenant pas un élément non

nul réduit par rapport & % , alors @A~ est un ensemble caractéristique d'un

idéal différentiel premier de U{y1 yeeenn , ¥

Proposition 7 : Soit V un sous-ensemble différentiellement fermé de Ul

irréductible et soit X son idéal différentiel de définition. Soit & un
ensemble caractér‘istique de (X par rapport a un rangement qui ordonne les

dérivées %‘ ..... g \f lexicographiquement par rapport a( gcg 131Gy 0.) .
\¢AEm
Soit A l'ensemble des eléments de { qui sont d'ordre zéro. Alors

[ -] e
[d\‘o] :H A, est 1'idéal différentiel de définitionde V .

Démonstration : Il est clair que A, est un sous-ensemble autoréduit de 1'idéal

différentiel premier I(V) et g a la propriété que pour tout grand A élément de

A SAE# IV), car I(V) :ﬂanbﬁq,...,yn—)}.
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On va donc montrer que ¢, est la plus petite chaine de I(V) ¢'est-a-dire

est un ensemble caractéristique de I(\7).

'Soit B inclus dans I(\—/) Uly.,....,y | un ensemble caractéristique de I{v).
1 n

On va montrer que le rang de o‘\—oest égal au rang de B .

Soient A1 yeoas ’Ar et B1 yeeen ,Bq les élémernts de (7°\’o et B respectivement,

)

rangés dans un ordre croissant. S'il existe k élément de N tel que Kk £r

et kss et rangA, = rang B, (t=i=sk) et rang Aké rang B , =alors,

’
puisque tous les éléments de "B sont d'ordre 0, le rang de Bkest plus petit
que le rang de 1'ensemble caractéristique #Arde (¢ ; Ce qui est impossible.
Par conséquent, puisque :B est un ensemble caractéristique de I(\7), il en
résulte que s supéricur ou égal a r et rang Ai = rang Bi (1=i=r).

Si A= A, alors, puisque Arest un ensemble caractéristique de (X, on en
déduit que r égal a s.

Si Ag # A , on range les éléments de @4 dans un ordre croissant.

Si s est strictement plus grand que r, alors, puisque 1'ordre de Br N

est zéro, le rang de . BP 1 est plus petit que le rang de Ar

+1°
Par conséquent , B est de rang plus petit que 7 . Comme ceci est
impossible onar=s et B et A;ont le méme rang .

Il en résulte que v‘\—o est un ensemble caractéristique de I(V). D'ou
o _ oy
d'apres le critere de Rosenfeld, I(V) =EA;,}: H, .
[~
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CHAPITRE 1I : FONCTIONS RATIONNELLES DIFFERENTIELLES

Dans ce chapitre, on va montrer que 1'anneau des foncticns rationnelles
différentielles partout définies sur une variété algébrique différentielle
est plus gros que 1'anneau des coordonnées différentielles.

Ce résultat contraste avec la situation en géométrie algébrique ou
1'anneau des fonctions rationnelles partout définies est égal a 1'anncau des

coordonnées.

Rag[gels :

Soit R un anneau différentiel. On dit que R est un anneau différentiel local

s'il n'a qu'un seul idéal différentiel maximal et Qui est un idéal différentiel
de type fini.

Soit F un corps différentiel quelconque et soit R une algebre différentielle

de type fini sur F. Supposons R = F‘{s1 peeeesSy }

Soit
& = {feF{yP....,yn} VAR (TR s )=o} :

(A est un idéal différentiel, R est différentiellement isomorphe

a F{yv ..... Y

Soit P un idéal différentiel premier de R et soit $__ la partie multiplicative

-1
R - P. Alors 2 R est un anneau local noté R_ appelé la localisation

P
de Ren P.

§ 1. Anneau des coordonnées différentielles et anneau des fonctions rationnelles

différentielles ;

Soit V un sous-ensemble de U"différ‘entiellement fermé.

On a un isomorphisme canonique de

U{y1,....,yn} dans U{y,l,....,yn} / 1(V)

qui & Y (1 €3j<€n) associe y.

J
L.'anneau différentiel U{y1 yeeee ,yn} JI(V) = U{§1, ...... ,_yn} noté
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U{V} , s'appelle 1'anneau des coordonnées différentielles de V. Les

éléments de U{V} sont appelés fonctions polynémes différentielles sur V.

On note USV> 1'anneau différentiel des quotients de U ‘V)‘ et on 1'appelle
1'anneau différentiel des fonctions rationnelles différentielles sur V.

En d'autres termes, U<V> est 1'anneau différentiel des fonctions de U R\/ }
a dénominateurs dans 1'ensemble des forictions polyndmes sur V. qui ne sont
identiquement nulles sur aucune composante de V.

UKV) est un corps si et seulement si V est irréductible.

Soient V1 yeeee., V_ les composantes de V; on a:

q

u<v> = HUKV>

1159

Soit F un corps différentiel de définition de V; une fonction rationnelle
différentielle T élément de UKV > est dite définie sur F si elle appartient a
FKV)>. Tl est clair que FKV> [) U {V} est isomorphe a

F{§1, ..... v - F (v}
Si V est irréductible et si s est un poit différentiellement générique pour V
sur F, il y a un F- isomorphisme différentiel
VY ———— F<sD
Y v s,

Soit s é1ément de V et soit 1'idéal différentiel de définition de s

S
dans U{V} c'est-a-dire 8‘; = if EU{V} / f(s) = 0} .

On note C)s la localisation de U{V} en y_g, , et on 1'appelle

1'anneau local de s sur V.

Soit f élément de USV> ,on dit que f est défini en s s'il existe P et Q dans
U{y1 e ennees ,yn} , avec Q(s) ¥ 0 tels que
f - P(y,....,y)

Dans ce cas

= est appelé la valeur de f en s,
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Cette valeur est indépendante du choix de P et Q, mais dépend de s.
Si f est défini en s, alors F<f(s)> est inclus dans F<s> .
L.'ensemble des éléments de USV ) qui sont définis en s est un ahneau différ‘eritiel
contenant U} V} et est contenu dans U<V> ; on le note U <V .
Soit f é1ément de UKV ( ol, si V est différentiellement F - fermé soit f
é1ément de FKVY ). L'ensemble

/\ seV / fest défini en s}

est un sous-ensemble différentiellement ouvert de V ( resp. différentiellement

F-ouvert); appelé le domaine de f et noté domf.

Remarque 6 : Soittun élément de domf. Si s appartient a V tel que

s > t
F
alors s appartient a domf .
En résulte que domf contient tous les points différentiellement génériques
pour les composantes de V sur n'importe quel corps de définition des
composantes de V et de f, et en conséquence , que domf est différentiellement dense

dans V ( d'apres ch. I, proposition 4 )

Soit W un sous-ensemble différentiellement fermé et irréductible de V.
Soit V’ 1'idéal différentiel des fonctions polyndmes sur V qui s'annulent

sur W.

On note aw,v la localisation de U \V} en v’ , appelée 1'anneau local de W sur V.
Soit f é1ément de USV) . On dit que f est partout définie sur V si pour tout s
éiément de V, s est élément de domf, ¢'est-a-dire V = domf .

Si H est 1'ensemble des fonctions rationnelles différentielles partout définies

sur V, alors H est un sous-anneau différentiel de UKV} contenant U {V} .

On va montrer que H contient strictement UﬁV} ,Ce qui contraste avec le

résultat bien connu en géométrie algébrique que 1'anneau des fonctions

rationnelles partout définies est égal a 1'anneau des coordonnées d'une

variété algébrique.

Pour cela, il nous suffira, étant donné le sous-ensemble différentielle

fermé V de U" , de trouver une fonction rationnelle différentielle partout
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définie sur V qui n'est pas un élément de U {V} .

Supposons que A ne contient qu'une seulement dérivation $ et soit
le polyndme différentiel Q = $y -~y un élément de U(y} .

Posons V=2z(8y-y)=2(y' -y) on Sy=y

Alors V = &aex/a € K } avec $x =x' =1
Soit A un élément de K avec A £ 0 et considérons la fonction rationnelle
différentielle

f = élément de ULVD

1°) f est partout définie sur V.

En effet, des éléments de V étant de la forme ae”, ona:

1 1
f(0) = = danslecas a=0
£ ae™) 1 ; supposons ae: - A =0
o2
ae” -
alors ae~= A  etdonc a $§(e*) = §A =0 ; onen déduirait que e* =0
ce qui est impossible. D'on X
ae” - A £0.

2° 11 n'existe aucun polynéme différentiel P de U(V} telque =P .

En effet, supposons qu'il existe P élément de U 5\/} tel que :

P=—— alors P.(y-Aa) =1

On a: S(P.y-A)) = b6P.(y-A)+P. §y =0
JP.(y-2)= -P. §y
()
ord( §P.(y~ )) = ord(-P. Sy) = ord(P. §y) .

Mais ord(SP.(y-l))=or‘dP+1 et

ord(P. 8y) = sup( ord P, ord §y ) = sup (ord P, 1), car
ord Sy = 1
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Donc, on doit avoir ord P + 1 = Sup {ord P, 1); ceci n'est possible
que si ord P = 0. Ce qui signifie que si P existe, il ne contient aucune
dérivée de y.

On va raisonner maintenant sur-les degrés :

On a P.(y-A)=1 pour tout y.
donc deg(P.(y- A )) =deg1=0
or deg (P.(y-A)) =degP+1 =>degP =-1

impossible, car deg P est pasitif ou nul.

Il en résulte qu'il n'existe aucun polynéme P élément de U{V} tel que

P Pofe —b , C'est-a-dire f n'appartient pas a U{Vé.
y-A
D'ou U{V} est strictement contenu dans H.

§ 2 . Applications rationnelles diftérentielles :

Définitions : Soient V un sous-ensemble de U™ différentiellement fermé

et W un sous-ensemble de UP différentiellement fermé.
On appelle application rationnelle différentielle de V dans W, une famille

X = (f1, ..... ,,fp) d'éléments f, appartenant & U<V telle que

(f] ,(8), et ,fp(s)) soit un élément de W , en tout point s appartenant a

V ou les f,....,f  cont définies.
P
Exemple : Toute fonction rationnelle différentielle sur V est une

application rationnelle différentielle de V dans U.
On dit que X est définie en s élément de V, si les f1 e ’fp sont toutes

définies en s, et on dit que K est définie sur F, si V, W, ST ’fp sont



tous définis sur F.

X est dite une application polyndme différentielle si les f1 Yo ees ,fp sont
éléments de U {V} .
On appelle domaine de définition de & ot on note dom& , 1'ensemble des s
éléments de V tel que X est définie en s. Cet ensemble est un sous-ensemble
de V différentiellement ouvert et différentiellement dense dans V.
Si X est définie sur F, dom & est différentiellement F-ouvert et différentie}-

lement F- dense cdans V.

Remarque 7 : Soit t élément de dom X (Xest définie sur F), alors
F <&()D est inclus dans F<t).
Proposition 8 : 5i s estun élément de V tel que s ———> t, alors
F

s appartient & dom X et &(s) ——s &K (t).

Démonstration : Si t appartient a dom X et s appartient a V tels que
§ =——— t, ona & (t)= (f1(t), ..... ,fp(t)).
F\
Supposons que & ne soit pas ¢éfinie en s ; alors il existe fi (i=1,..... ,P)

telle que fi non définie en s.

Comme s est un point générique de V sur F, ona:
P.
1

IF(S) = IF(V). En écrivant f, = , avec P, et q

q9;

sont éléments de F(V} , on aqi(t) # 0. Comme f, est non défini en s,

q (t) =0 implique que q; appartient a IF(s) = IF(V) : donc qi(t) =0

suisque ¢ est élément de V ; contradiction.
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Reste 2 montrer que X (s) — & (t) , c'est-a-dire, quel que
F .

soit P élément de FAW | tel que P ( X(s)) =0, alors P ( X(t)) =0

ou t appartientadom X et § ———m8 — t.
F

On a X (s) = (f1(s), e, ,fp(s) ) ; soit P é1ément de F{W} tel que

P(X(s)) = 0,alors P( X(s)) = P(f1(s), ..... ,fp(s))

(Pof1(s),....,Pofp(s) ) =0.

Ce qui équivaut a dire que Pofi(s) =0 pourtout i=1, .....,p; or
P‘ 7 rd

£ = ! avec P, et q é1ément s de F{V} et qi(s) $ 0 ; donc
di

Pofi (s) = O implique PoPi (s) =0 implique PoPi appartient 2 IF(S)=IF(V)

P.(t)
implique PoR(t) =0 pourtout i =1, ....,p. Il enrésulte que Po — =
q(t)
car qi(t) est différent de zéro (t, élément de dom X ) pourtout i =1%,..... ,D-

Donc Pofi(t) = 0 pourtout i =1,....,p. Ce qui implique que
( Po f1(t),....,Po fp(t)) =0 implique P( f,E(t),.... fp(t)) = 0 implique

P(X(t)) = 0. Donc P( %X(s)) = O implique que P( X(t)) = O.

D'ou X(s) —— X (t).
F

Remarques 8 : Soient V inclus dans Un, W inclus dans UP

différenticllement F- fermé et & une application rationnelle différentielle
de V dans W définie sur F. Alors:

1) (V) est différentiellement F- fermé ; si V est irréductible il en
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—d
est de méme pour X(V) , etsi s est différentiellement générique pour

V sur F, &(s) est différentiellement générique pour X(V) sur F,

De plus X (V) contient un ensemble différentiellement ouvert et

différentiellement dense dans X (V) .

2) & est continue dans la F- topologie différentielle.

Soit V un sous-ensemble différentiellement fermé de U tel que V

d

irréductible, alors X (V) 1la clbture différentielle de X(V) est un

sous-ensemble irréductible de W définie sur n'importe quel corps différentiel
de définition de V, W et X.
Si °T(V) = W, alors on dit que & est dominante ou différentiellement
génériquement surjective.
Soit & dominante ; alors & induit un homorphisme différentiel d'anneaux
différentiels, *

| °(°: UW) ———— UV défini  par

°(a(f) = foX , pour tout f appartenant
a UKw).
De méme , si & est une application polyndme différentielle (non nécessairement
dominante), alors % induit un homomorphisme différentiel,
K UW) ———— Uiv)
°‘0(P) - Po & quel que soit P appartenant 3 U {w}. si %

est surjective, alors & ° est injective.
Soit X: V ——— W telle que & soit dominante. Ondait que X est

une application birationnelle différentielle de V dans W s'il existe une

- application rationnelle différentielle dominante B de W dans V telle que

0 0
Ko — IdW et o= IdV . Alors ® et B sont inverses 1'une de 1'autre.
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Si &« et B sont partout définies, alors on dit que X est biholomorphe.

§ 3 : Produit d'ensembles différentiellement fermés

SiF et 5 sont deux corps différentiels (F < 9 ) . On dit que 8 est
régulier sur F si F est algébriquement fermé dans 5 , C'est-a-dire tout
élément de 5 algébrique sur F est dans F.

Soit s élément de Un; on dit que s est régulier sur F si F(s) est
régulier sur F.

Soient s élément de U" et t &lément UP ; onditque s et t sont
indépendants sur F, si les corps différentiels F (s) et F<t) sont linéairement
disjoints sur F, c'est-a-dire que s'il existe un ensemble fini d'éléments
de F(s) linéairement indépendants sur F, ils le sont aussi sur F<t)et
réciproquement .

On dit que s ett sont quasi-indépendants si F(s) et F(t Y sont algébri-
quement disjoints , c'est-a-dire que tout ensemble fini d'éléments de F{s)
algébriquement indépendants sur F, sont aussi algébriquement indépendants
sur F<tD.

Soient maintenant V inclus dans U" et W inclus dans UP deux sous-

ensembles différentiellement fermés. Soit O 1'idéal différentiel engendré

par I(V) U I(W) dans U(y1 yeeenns AR ITRRES ’Zp} ou I(V) est inclus
dans U{y1, cen ,yn} et I(W) est inclus dans U{z1 yeeen ,zp} . Alors
V x W est un sous— ensemble différentiellement fermé de UM *P ayec son

idéal - différentiel de définitionQ . V x W est différentiellement F - fermé

si V et W le sont.
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Proposition 9 : U{V X W} et U{V} ® U{W} sont isomorphes.
U
Démonstration : On a U{VXW) = U{y1,....,y 1Zyyens s ‘/G(,
n- o, p

il existe un homomorphisme canonique surjectif

¢: Uvls Ufw} —— Ufvxw|  telque
pour tout (y, z) appartenanta V x W, ona

?(f sg)y,z) = f(y) g (z)

Comme <pest surjectif, on va montrer que < est injectif.

r
Soit h = E i &g = 0 un élément de Ker <p , et supposons
b=t

r le plus petit entier tel que h puisse s'exprimer comme somme de termes
fi ® gi # 0. Comme les gl.(’l\<i\<r) ne sont pas toutes nulles, il
existe z appartenant a W tel que gi(z) soit élément de U. et gi(z) + 0.
Or par définition, pour tout y élément de V, on a <Lfi(y) g (z) = 0,

donc les fi(1 <i<r) sont linéairement dépendants sur U dans U{V}.

Supposons par exemple

"
f, = S a.f (ajéU);

.
alors, h S ® g

j:z J

|
—h
—_
&
1]
—
+

li

r r
af e + f. ® g,
‘gz ii © & ?z i ®8

r

= f. a(g + a.
%;J g + ag)

Ceci montre que h peut s'exprimer comme somme de moins de r termes

non nuls; ce qui contredit le fait que r est le plus entier tel que

-
I

v
< _f eg avec f eg différent de 0
i i i ci
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Onen conclut que h = 0 ; d'ou <p est injectif et UﬁV X W} est isomorpher

a U&V}SU{W).

Remarqus 9 : Comme en géométrie algébrique , on a aussi :

1) Si V et W sont irréductibles, alors , V x W est irréductible et

w + W

Ywxw = Vv W
2) Si s est différentiellement générique pour V sur F et t est différentiellement

générique pour W sur F, alors ( s,t) est différentiellement générique pour

V xWsur F.
3) Soient pry : VYW ——————s V
et pr, : VW ——— W

les projections canoniques et soient

X: U AV

W

et g: U > W deux applications rationnells difx

ou U estun sous-ensemble différentiellement fermé de UP*. Alors il
existe une application rationnelle différentielle unique
Y : U > VXW  définie par

Y(2z)= (X(z), B (z) ) telle que X = pr‘1oX et

B:pr‘zox .

4) Soit X :V > W une application rationnelle différentielle.

On appelle graphe de X 1'ensemble (" des couples (s, ®(s)) avec
s élément de dom & .
La diagonale DiagV énclus dans VxV est différentiellement fermé; de méme

que est un sous~-ensemble différentiellement fermé de VxW .
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CHAPITRE III : GROUPE S ALGEBRIQUE S DIFFERENTIELS

Dans ce chapitre, nous montrerons qu'il existe des groupes algébriques
différentiels dont les lois de groupe ne sont pas des fonctions polynémes

différentielles.

§ 1 . Notions fondamentales sur les groupes algébriques différentiels :

Définitions :  Soit G un sous-ensemble différentiellement fermé de U™ . On
dit que G est un groupe algébrique différentiel si G,muni des lois de composition

suivantes est un groupe

(id) un élément noté 1 € G .

( multiplication) A4 : GxG ——— G

(s,t) y———— st

( inverse ) i : G > G

-1
S v > S

ou M et i sont des applications rationnelles différentielles partout définies.
Si G, comme sous-ensemble différentiellement fermé de Un, est tel que U et
i sont toutes définies sur F, alors on dit que le groupe algébrique différentiel

G est défini sur F.

Remarque 10 : Les applications :
A: G —m—» G ( translation a gauche )
t v » st
P: G » G_, ( translation a droite )
t v » ts
i: G > G ) ( inverse )
S v -> S

sont des applications différentielles birationnelles biholomorphes de G dans
G qui envoient une composante de G sur une autre composante de G.

I1 en résulte que les composantes de G ont 1a m&me dimension différentielle.
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Proposition 10 :  Soit G un groupe algébrique différentiel.

(a) 11 y a une seule composante de G qui contient 1'identité 1, notée Ge.
(b) Les composantes de G sont les classes de G°.

(c) Les composantes de G sont deux a deux disjointes.

Démonstration :

(a) Soient Gl et G deux composantes de G telles que 1 appartient 3 G' G .

Soit § le corps différentiel de définition pour G' et G, et soient s’ et s’

deux points génériques différentiels indépendants pour G' et GJ sur 9 .

Alors (s',s)) est différentiellement générique pour G'xGJ sur g

J

Soit V inclus dans G 1'ensemble des spécialisations de s's? . V est un

sous-ensemble de G différentiellement fermé et irréductible. Comme 1

appartient a c'n GJ, on a, pour tous x' élément de G' et xJ é1ément de GJ,

j i 1j j
et S'S > xJ. 1
] 9
sls:I —_— ey x1 et slsJ > xJ

) 9

v
"
.
—

i
S's

c'est-a-dire,

Ce qui implique que Gi est inclus dans V et Gj inclus dans V. Comme

V est différentiellement fermé et irréductible, nécessairement
v-gc-d

Il en résulte que G® est la seule composante contenant 1.

(b) Soit G* une composante quelconque de G différente de G°.

Soit s' é1ément de G'; on a'(sl)-1 (')

G' = A.a(Gl). Comme X .4 est
<)

une applications différentielle birationnelle biholomorphe de G dans G

qui permute les composantes, alors ( s' )_T G' est une composante de G.

or (s )‘1 G' contient 1'identité 1.
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I en résulte que (s )"1 G! = G°. Ce qui implique que G' =s'Ge°

(c) Soient Glet G deux composantes de G et soit s un élément de

Gl N GJ. ona G = sG et G = sG° (d'aprés b ); donc
Gi = sG° = el . Il en résulte que deux composantes de G qui ont une

intersection non vide sont égales .

Proposition 11 : G° est le seul sous-groupe algébrique différentiel de G,

normal, connexe et d'indice fini .

Démonstration : Il est clair que G° est un sous-groupe algébrique différentiel

de G. Car 1 est élément de G° et pour tout a élément de G°, a"1 appartient
a G°.
En effet: G° = aG° (prop. 10 =(b)) et G° = a_1 G¢ d'ou
a~! est é1ément de Ge.
Pour tous a é1ément de G° et b élément de G°, ab appartient a G°; en effet :
G° = bG® et G° = aGP®, donc G° = abGP°. Ce qui implique que ab est
élément de G°.
- G° est un sous- groupe algébrique différentiel normal de G.
En effet, soit s élément de G, sG° est une composante de G,
On a (go (sG®) = SGOS-1 qui est aussi une composante de: G car,

(‘5’ est une application différentielle birationnelle biholomorphe

de G dans G.

D'autre part, comme G° contient 1'identité, sGog ! contient 1'identité.

Donc s(}°s_1 = G° (prop. 10-(a)).
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I1 en résulte que sG°= G°s. Ce qui montre que G° est normal.

- G° étant irréductible, ne peut donc s'écrire sous forme de réunion de
deux fermés propres disjoints. Il en résulte que G° est connexe.

- G° est d'indice fini. |

En effet, indice G = Card G/ G° = nombre de classes ; et comme les
classes sont les composantes de G, alors Card G/ G° est fini.

- GO est le seul sous-groupe algébrique différentiel de G vérifiant ces
propriétés. En effet, soit H un sous-groupe de G vérifiant ces propriétés.
Alors H est différentiellement ouvert et différentiellement fermé dans G.
Or 1 appartient a H et H est connexe ; étant donné que les composantes
sont deux a deux disjointes, on a nécessairement H inclus dans G°. en
En effet, si H n'est pas tout entier contenu dans G°, comme G estla
réunion des composantes qui sont deux a deux disjointes, soit Gi une autre

composante de G telle que
G'MH =£ & et telle que H=HNG®) U(HNG);

mais H/] Gi et H I'\Go sont des fermés car intersection de deux fermés.
D'autre part, HNG)NHN Gi) = &, H s'écrivant donc comme
réunion de deux sous-ensembles propres fermés disjoints. Ce qui contredit
le fait que H est connexe. Il en résulte que H est tout entier contenu
dans G° . Par conséquent H = G° d'ou G° estle seul sous-groupe

algébrique différentiel normal connexe d'indice fini de G.

Proposition 12 :  G° est défini sur tout corps différentiel de définition

pour G.

Démonstration : Soit F un corps différentiel de définition pour G.
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(<)
D'abord, montrons que 1 est rationnel sur ¥ . Pour cela soient s et t

deux éléments de G indépendants sur F.

On a lgr(s) est rationnel sur ‘F< sy ,car F ¢ ;%1(s) Y est contenu dans

F {s) (d'apreés la remarque 7) ; de méme 1€‘(t) est rationnel sur F<{t)> .
Oor )é(s) = )é(t) = 1, donc 1 est rationnel sur F<{s)(l1 F(t)= F,
car F < s> et F<t) sontlinéairement disjoints puisque s et t sont
indépendants sur F.

Considérons maintenant un corps de définition 3 pour les composantes de G
tel que 3 soit une extension galoisienne finie de F.

Soit I5 (G°) 1'idéal de définition de G° sur 6 ; soitg” un F- automorphisme
de 5 (a fortiori un F- automorphisme différentiel).

On a 15( Ge° )r= 15( Gi ) ou Gi est une composante de G ( o~ permute les
idéaux de définition pour les composantes de G).

Soit P élément'de 1 5(G°)f; P s*écrit sous la forme ' }E’%MM ou M

est un mondéme différentiel en les indéterminées Yyr oo 'y, et les ay,

presque tous nuls sauf pour un nombre fini de M.

PP(1) = S o ay M(1) et comme

M(1) appartient a F, o ( M(1)) & M(t) ;. donc
F(l)= Yo a, oM(1)
= ( I a, M(1) )

= oo(P1) =00 =0
Il en résulte que 1 appartient a Gi, car P appartient & 13 (G9) = %(G°)r;

mais, comme G° est la seule composante de G qui contient 1 , cela
entrafne que G' =G° etona I )cr

(Go) = 15(G°) .

]
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On en déduit que I 5(G°) a une base a coefficients dans F. D'ou G° est

défini sur le corps différentiel de définition de G.

Proposition 13 : Soit G un groupe algébrique différentiel et soit M un

sous-ensemble de G contenant un sous-ensemble différentiellement ouvert
et différentiellement dense de G. Alors, tout élément de G est produit de

deux éléments de M.

Démonstration :  Soit i 1'application inverse de G dans G ; comme i est
une application différentielle birationnelle biholomorphe et étant dense

dans G, i(M) est aussi dense dans G.

Posons i(M) = M—1 ; soit )S ( s é1ément de G) la translation a gauche de
G dans G. Alors AS( M—1) est dense dans G puisque M 1'est.

Ag( M_1) a une intersection non vide avec tout ouvert de G. Il en résulte que
M N }S(M_1) # & car M contient un ouvert de G.
Soit alors t élément de M [ ls(M_1);; onat élédment de M et t élément

de AS( M—T). Il existe donc t' élément de M tel que

st ! =t, alors s =tt' .

Ce qui implique que tout élément de G est produit de deux él1éments de M.

Corollaire : Si M est un sous-groupe de G, alors M = G.

En effet, on a M inclus dans G. Soit x élément de G; il existe t et t'
appartenant a M tels que x = tt' . Or, M étant un sous-groupe de G,
on a tt' appartenant & M; donc x appartient &4 M et on a G inclus dans M.

D'ou M =G.
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Définition : On appelle espace de transformation algébrique différentiel,
tout triplet ( G, V, &) ou G est un groupe algébrique différentiel, V un
sous-ensemble de U" différentiellement fermé et

X: GXV —m—m— V

une application rationnelle différentielle partout définie, définie par :

X (s,x) =sx et telle que
1.x=x

s(tx) = (st)x  pour tout x élément de V et
tous s ett éléments de G.
L'espace de transformation algébrique différentiel ( G,V, X ) est dit défini
sﬁr F siG, Vet ®« le sont.

Soient M et N deux sous-ensemble de V. On appelle transporteur,
Tran (M,N) = {SéG / sM C:N} .

Tran, (M,M) s'appelle le normalisateur de M dans G noté Ng M).

Lorsque M est réduit a un seul élément x, le normalisateur de x dans G
s'appelle le groupe d'isotropie de x dans G noté Gx'

L'ensemble des éléments de V de la forme sx, avec s élément de G,
s'appelle 1'orbite de x.

Si V estl'orbite de x, avec x élément de V, 1'espace (G,V, ) est dit

homogene pour G.

L'ensemble noté ZG(M) = Q‘Gx s'appelle le centralisateur de M dans G.
Xe

Remarques 11 : Soient (G,V,%) un espace de transformation algébrique

différentiel. défini sur F et M, N deux sous-ensembles de V. Alors :
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a) TranG(M,N) est inclus dans ’ﬂ"anG(M, N ), etils sont égaux si N

est différentiellement fermé.

b) Si N est différentiellement fermé , Tr'anG(M,N) est différentiellement
fermé. Si M est inclus dans V NF", alors, TranG(M,N) est différentiellement

F-fermé.

c) ZG(M) = ZG(M) et N.(M ) sont différentiellement fermés ; si M est

al

inclus dans VﬂFn, alors, ZG(M) et NG(M ) sont différentiellement F-fermés.

§ 2. Homomorphisme de groupes algébriques différentiels :

Définition : Soient G et G' deux groupes algébriques différentiels .
Un homomorphisme de groupes algébriques différentiels de G dans G' est
un homomorphisme de groupes X: G ————> G qui est

une application rationnelle différentielle partout définie.

Proposition 14 : Soient G et G' deux groupes algébriques différentiels et

X: G ————>3 G' une application rationnelle différentielle qui est
définie sur le corps différentiel F de définition des composantes de G et G'.
Alors & est un homomorphisme rationnel différentiel si et seulement si

X{(st) = &(s) &(t) ou s et t sont des points génériques différentiels

pour les composantes de G et indépendants.

Démonstration : Si o« est un homomorphisme rationnel différentiel de

G dans G', alors, quels que soient s et t éléments de G

x(st) = x(s) &(t).
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Soient maintenant s et t deux points différentiellement génériques indépendants
sur F des composantes de G tels que & (st) = «(s) « (t).

I1 faut montrer que < est partout définie sur G et que quels gue soient

s et t é1éments de G, X (st) = &(s) « (t).

Soit s élément de G et soient t et t' deux points différentiellement
génériques indépendants de G° sur F <s> . IL est clair que s est rationnel
sur F<s> . Alors t et st' sont des points différentiellement génériques

indépendants sur F {s) pour G° et sG°. Ona alors:

X(st't) = X(st') X(t).
En spécialisant y en ‘c—1 relativement au corps différentiel F <t,t' ), et
comme s‘c_1 est aussi un point générique sur F <s> de sG° alors & est
définie en st'_1
Il en résulte que c((s’t_l) K (t') est bien défini dans G'. Or & (st') &(t)

est 1'expression de «(st't) considérée comme fonction de t' définie sur

F <t,s) . Cequientraine que & est définie en t' =t . Onen
7 . sps s —1 T
deduit que & estdéfinieen st t = s. Donc « est partout définie

sur G.

Il reste a montrer que , quels que soient s et t élément de G,
X(st) = o« (s) 5 (t).

Considérons la formule qui a (s,t) éléments de GxG associe

1 1

®(s)” o« (st} & (t)”'. Cette formule définit une application différentielle
rationnelle partout définie de G x G dans G'.

Si (s,t) estunpoint générique sur F pour une composante de G xG, alors

x (s)'1 & (st) «<(t)‘1 est égal a 1'identité 1 de G'.
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Or cette relation est conservée pour toute spécialisation . Il en résulte que
quels que soient s et t éléments de G, & (s)_1 X (st) « (’c)—1 = 1.
Ce qui donne % (st) = ¢<(s) & (t), quels que soient s et t éléments de G.

D'ol1 & est un homomorphisme de groupes algébriques différentiels.

Proposition 15 : Soit X : G ——— G' un homomorphisme

rationnel différentiel de groupes algébriques différentiels.
Alors
1) Ker & estun sous-groupe algébrique différentiel normal de G défini

sur tout corps différentiel F de définition pour G, G' et X .

2) X (G) est un sous-groupe algébrique différentiel de G' qui est aussi

défini sur F.

3) X (G°) = &X(G)e.

Démonstration :

1) Comme % estune application .rationnelle différentielle partout définie
et comme { 1 )‘ est différentiellement F- fermé alors, Ker « =§' h} est
différentiellement F-fermé (car o est continue dans la F-topologie).

Ker & étant le noyau d'un homomorphisme de groupes est un sous-groupe

normal de G qui est donc différentiellement F-fermé.

2) L'image d'un homomorphisme de groupes est un sous~groupe ; donc

%(G) est un sous-groupe de G'. Or «(G) contient un sous-ensemble

différentiellement ouvert , différentiellement dense dans &« (G) qui est un
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sous—groupe algébrique différentiel ( d'apreés la remarque 8).
d
Donc *X(G) = %(G) (corollaire de la prop. 13)

————

d .
3) Ona X(G°) = X(G°) . Donc X (G° est un sous-groupe algébrique
différentiel de  X(G). Mais X (G°) est aussi connexe d'indice fini dans
X (G) (prop. 11).

II en résulte que X(G°) = X(G)o.

Corollaire : Soit <: G - G' un homomorphisme

rationnel différentiel de groupes, et soit H un sous-groupe de G.

Alors “(ﬁd) = X(H)

—d
Démonstration : Comme H est un sous-groupe algébrique différentiel de G,

—d
X(H ), est un sous-groupe algébrique différentiel de G' contenant
—_d
X(H )

- —
D'autre part % ( ¥(H ) ) est un sous-ensemble différentiellement fermé de

G contenant H; donc contient H . Ona:

4 . J _d —
HoH © &( X(H)) entrafne &(H) < %(H)

———

D'ol K(ﬁd) =  &(H)

Remarques 12 :

1) Soit X: G ~—————> G' un homomorphisme rationnel
différentiel de groupes . Alors < est un isomorphisme si et seulement
si o< est bijective.

2) Soient & :G ———3 H o X1 G —m 5 H
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deux homomorphismes rationnels différentiels de groupes tels que  ¢< soit
surjectif et Ker ©< inclus dans Ker <’ . Alors, il existe un homomor-
phisme rationnel différentiel unique £ de H dans H' tel que

Fo X _ o<’

3) Soient o&: G ————> H et <’ G > H

deux homomorphismes rationnels différentiels surjectifs tels que Ker o« = Ker & !
Alors, il existe un unique isomorphisme £ de groupes algébriques

différentiels de H dans H' tel que poo< = o’

§ 3 . Les groupes algébriques différentiels dont les lois de composition

sont des applications polyndmiales différentielles :

Soit G un groupe algébrique différentiel dont les lois de composition
M et i sont des applications polyndmiales différentielles.
Alors, en particulier, AL applique U{G} dans U{G} & U{G} qui
U

est égal a U{G X G} .

Proposition 16 :  Soit G un groupe algébrique différentiel dont la loi de

composition Al est une application polyndmiale différentielle et soit F
un corps différentiel de définition de G.

Soit V contenu dans U{ G} un espace vectoriel sur U de dimension
finie défini sur F, c'est-a-dire que V a une base dans F {G} .

Alors, il existe W contenu dans U {G) un espace vectoriel sur U défini

sur F de dimension finie contenant V et stable par la translation a gauche.
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Démonstration :  Soit f éiément de F{G} . On va montrer que les

translations a gauche de f engendrent un U-espace vectoriel de dimension

finie et défini sur F.

Ona: A’ ufa) > ulg) @ UG} ; donc
U
0 n
A(E) = }':1 f, ®h , avec feth, dans FIG} .
Soit s élément de G et soit A, U {G} — U{c}

o

f oy y AR = fod

1"homomorphisme d'anneaux différentiels associé a la translation a gauche

A.: G > G
t vy - st.
Alors  AOO) = fo Al) = Hst) = £ (Al (s,1)
= fodl(s,t)
TNGECE)
Or A - :<': £®h, , donc
1=1
o n o n
ADE) = 3 t(s)h(t) implique A = %'_; t(s)h,

1=4
Il en résulte qu'il existe un sous-espace de dimension finie dans U{G} défini

(4
sur F contenant tous les )S(f) , pour s élément de G .

L'intersection de tels sous-espaces de U{G} est 1'espace vectoriel W cherché.

On avait montré dans le chapitre II que 1'anneau des fonctions rationnelles
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différentielles partout définies sur un ensemble algébrique différentiel est
plus gros que 1'anneau des coordonnées différentielles.
11 en résulte qu'il existe des groupes algébriques différentiels dont les lois

de composition ne sont pas des applications polyndmiales différentielles.

Exemple : Soit V.= Z(y'-y) = &aeX / a e K} (Ch.II. § 1)

L 'ensemble algébrique V est muni d'une structure de groupe additif .
On transporte la structure de groupe additif de V par 1'intermédiaire de

1'application rationnelle différentielle partout définie

zZ = -—l—— , dans le sous-ensemble différentiellement

ﬁ'.}','7+~ 1
ouvert des éléments non nuls de Z ( 22 -z' -2z) qui sont de la forme

1

X
1 + ae

avec a élément de K.

1

- / a e K} différentiellement
1 + ae

On rend le sous-ensemble V' = {

1
z

) .

fermé par 1'intermédiaire de 1'application qui, a z, associe (z ,

Munissons le sous-ensemble différentiellement fermé
2 : 2 o
G = Z(z°-2z"-2z,zw~1) de U° delaloi

de composition A définie par :

s.t
M(s,t) = ( L : )

S’i+ tT - s,rt1 51t1

avecs:(sl,sz) et t=(t1,t2) éléments de G .
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On a

Gz{(_—_1 ,1+aex‘)/a€K}

X
1+ ae

2

= Z(z2°-2"-z,zw-1).

Montrons que G muni de cette loi de composition est un groupe algébrique
différentiel .

G < & car contient (1,1) en prenant a=0

Pourtous s et t éléments de G avec s = ( ! = T +ae®) et
T + ae
t =( ! — 1 +be’) ou a et b sont éléments de K, on a:
1 +be
M(s,t) =(————1—-—— , 1+(a+b)e’) appartient a G car

1+ (a+b)e”
a et b sont éléments de K
Il est clair que (1,1) est1'identité de G.

D'autre part, pour tout s élément de G, il existe t élément de G tel que

1
Al (s,t) =(1,1) . Eneffet , posons s = ( = , 1+ae’)
1+ae
et t =(t,,t,) . Par un calcul simple on trouve t, = !
1772 1 X
T - ae
[P 1 X _
D'ou t = ( = ,1-ae” ) estl'inverse de s .
T -ae

Donc G est muni d'une structure de groupe algébrique différentiel .

IL est clair que .4 n'est pas une fonction polyndmiale .
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Par contre les lois de composition AL telles que

/d((u1,.....,un),(v1, ...... o)) = (u vy, ,un+vn)

et i telle que i(u1, ..... ,u) = ('UT’ ...... , =u_)

définissent une structure de groupe algébrique différentiel sur 1'espace
affine U" . On va noter ce groupe Gg
Il est clair que ces lois de composition sont des fonctions différentielles

polynSmiales .

Remarque 13 : Les sous-groupes algébriques de GJ; sont précisément

. n S ‘
les sous U-espaces vectoriels de U, c'est-a-dire, les ensembles des zeéros
des idéaux linéaires homogenes de U[y1 yeeans ,yn] .

La proposition suivante nous donne un résultat analogue en algebre différentielle.

Proposition 17 : Un sous-ensemble V de U™ est un sous-groupe algébrique

différentiel de Gg si et seulement si V est 1'ensemble des zéros d'un

idéal différentiel linéaire homogéne de U(yT, ..... A

Démonstration :

Condition nécessaire : Supposons que V soit un sous-groupe algébrique

différentiel de Gg , irréductible.

Soit I(V) son idéal différentiel de définition . I(V) est premier .

Soient A1 yeeanne , Ar les éléments d'un ensemble caractéristique Ay de
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I(V) par rapport & un rangement donné des indéterminées différentielles
écrites dans un ordre croissant .

Soient xUk,( resp. D, resp. S, }, le dominant ( resp. le coefficient
dominant , resp. le séparant) de Ay (1 € k<r) etposons

H = ID,_S, . Alors H n'appartient pas a I(V) et d'apreés le critere

de Rosenfeld, on a: V) = (AV

Comme H n'appartient pas a I(V) , il existe x élément de V tel que

H(x) 4 0 . La formule, qui a P élément de U{yt, ....... ,yn} associe
Z (P /3¢ y; ) (x).eyi définit une application U-linéaire Y de
o

U{y} dans U{y} .
Pour chaque P élément de U{y} , Y (P) est la partie linéaire de P(x +y).
Il en résulte que L})'(5’13\)\= 6Y(P) ( SeN).

Aussi quels que soient P et Q élémemts de U{y} ,

Y (PQ) 2 (3(PQ)/dey, )).0y;

o1

S (2P /20y, . Q)0 + T . 23Q/ )Wy,
6, 1 i

271
= Y (P).Qx) + PX. Y.
Une dérivée de ©y; ne peut apparaftre dans  Y(P) , a moins que @ v

apparaisse dans P .

Etant donné que H(x) =0, le dominant de L')(Ak) est Uk et le
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séparant de k1J(Ak) est Sk(x) .

D'autre part, puisque V = Z (I(V)) est un sous-groupe additif de Gg ,
W( Ak) = z: (d Ak /d ay; )(x) . ay;. s'annule sur V car
0 ‘
0 =(0,..... ,0) appartient a V et (Ak Y0) = 0, donc

W Ak) appartient & I( V).
D'aprés- ci-dessus, il en résulte que () ( Ak ) ne comporte pas une dérivée

propre de U pour tout k et ne comporte pas non plus de dérivée de U

k K'

si k’supérieur & k ; mais L\)(Ak) peut comporter de dérivée propre
de U, pour k' inférieur a k. Choisissons convenablement des éléments

a0 de U(1 <k'<k<r) etposons

Ly = w(Aa)
L, = ay WA + @A)
Lr = a, k‘J(A1)+ ....... ta. L_l)(A 1)+ L\)(AF)

Alors L, estun polyndme différentiel linéaire homogéne de I (V) ayant

comme dominant U, et séparant Sk(x) (%t ¢k <1v) et Liseennn , L
?

forment un ensemble autoréduit. Et de plus il est évident que le rang de

cet ensemble autoréduit n'est pas supérieur a celui de @ . Il en résulte
que 1'ensemble des polyndmes différentiels linéaires homogénes L1 yeeeen , L
est un ensemble caractéristique de I (V).

D'apres le critére de Rosenfeldona I(V) = {L,,..... ,L .
1 r



-50-

D'ou I(V ) estunidéal différentiel linéaire homogéne car engendré par
des polyndmes différentiels linéaires homogenes.
D'autre part, quel que soit x: élément de V et quel que soit A élément de K,

Lk (Ax) = X Lk (x) = 0 implique que Ax appartienne a V.

Donc V est un espace vectoriel sur K (les propriétés sont faciles a vérifier).

Condition suffisante : Soit V 1'ensemble des zéros d'un idéal différentiel

lindaire homogeéne. Il est clair que V est un espace vectoriel sur K,

donc a fortiori, V est un sous-groupe algébrique différentiel de G: Co

qui achéve la démonstration de la proposition 17.
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CHAPITRE IV: « ETUDE DE SL

Ce chapitre a pour objet, 1'étude des sous-groupes algébriques différentiels

de SL2

§ 1 . Notions de base sur les groupes algébriques différentiels lin€aires :

Soit GLn(U) le groupe multiplicatif des matrices inversibles d'ordre n a

coefficients dans U, muni de la topologie induite par la topologie de Zariski
2

différentielle sur  U"

Un sous-groupe G de GLn(U) est un groupe algébrique différentiel linéaire

(ou groupe algébrique différentiel de matrices) si G est un sous-groupe

différentiellement fermé de GLn(U) dans la topologie de Zariski induite

sur GLn(U) .

Remarques 14 :

1) GLn(U) se plonge dans SL__ (U) en associant a la matrice

s = (Sij)1éi,j$n , la matrice s' = (si'j)1 <i,j= n+l

ol sl'J = s;; pour 1 =i,j=n, Sr;+1,i = Si',n+1 0 (<isn)
et Sr'1+1,n+1 = 1/ (dets) ol Sb‘%& est le groupe algébrique
différentiel de matrices d'ordre n + 1 et de déterminant +1 .

2) Soit G inclus dans - GLn(U) un sous-groupe algébrique différentiel

considéré comme un sous-groupe algébrique différentiel de SLn+1 (L) . Alors
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les lois de groupe sont données par des fonctions polyndmiales .

Si s est é1ément de GLn(U), on a s appartient a G si et seulement si |

(20( I(G)) = I(G), ou I(G) est inclus dans U{yij , 1 /det(yij)} et

[s]
(% est 1'homomorphisme d'anneaux différentiels, associé a la translation
a droite (%1 de G dans G.

(o]
En effet, supposons que (%(I(G)) = I(G) . Soit P élément de I(G), alors
Q o
P(s) = (2 (P)(1) =0, car (& (P) est élément de I(G) et 1 appatient & G;
par conséquent, s appartient a G.

Réciproquement, supposons que s soit élément de G. Soit P appartenant a

o
I(G) et soit t élément de G, alors, (2 (P)(t) = P(ts) =0 . Il en résulte
o Q
que (OS (P) appartient a I(G); donc (g (I(G) ) est inclus dans I(G).

D'autre part, comme s appartient a G, s—1 appartient a G, etona:
o ) °
(& ( (%( I(G))) est contenu dans /g-t(I(G)) )
o e °
Or @,1( & (1(G))) = I(G) donc I(G) est inclus dans (‘.;1( I(G)) .

Dlor 2(1(G) = IG) .

Proposition 18 : Soit G un groupe algébrique différentiel dont les lois

de composition sont des fonctions différentielles polynOmiales et soit F un corps
différentiel de définition de G. Alors G est F-isomorphe a un sous-groupe

différentiellement F-fermé de GLn(U).

Démonstration : Il est clair que U {G} est une U-algebre différentielle

de type fini .
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Soit V un sous U-espace vectoriel de U {G} invariant a droite, de dimension
finie et défini sur F tel que VN F{ G} contienne un systeme de générateurs

de U{G} ( V existe d'apres la proposition 16).

]

Soit f, élément de F {G} 4 (fi) appartient a F {G‘ etona:

[o]

— <

(%(fi) —1<Zhij(s)fj (1 1Sp),avechij
<J<p

élément de F {G}‘ .
Il est clair que ( hij(s) ) appartient & GLp(U) . On obtient alors une

application

xX: G > GLp(U)

K est un homomorphisme rationnel différentiel de G défini sur F car

les 'h.. le sont .
1)

Montrons que & est injectif.

Soit s élément de G tel que xX(s) =1 = (hij(s) ) ; alors :

Q

f.c),(fi) = f ( 1<i<p). Il enrésulte que pour tout f

élément de U {G} , (os(f) = f . Comme f est une fonction coordonnée
1 de G y
quelconque de ’ (g(f)(t) - fo éi(t)
=f(ts) = £(t)
Ce qui implique que ts = t, enprenant £ = fonction coordonnée identité,

pour toit t élément de G .
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Il enrésulteque s = 1 G et o est injectif .

/ 4
Soit o la restriction de <, de G dans X (G). Il est clair que & est

un F-isomorphisme de G dans &< (C) avec % (G) inclus dans GLp(U).

Il en résulte que G est F-isomorphe a un sous-groupe algébrique

différentiel linéaire .

Semi-invariants de groupes algébriques différentiels linéaires :

Soit R = Ulyt = UA(y..), 1 €i,j<n 1'algébre des polyndmes
ij :

différentiels et soit L le corps différentiel des quotients de R.

Si s est élément de GLn(U), la substitution’ de

ys = 3 Yik Ski (tgi,j<n)

15K €n

. o
pour y donne un automorphisme noté @ de L qui envoie R sur lui-méme.

Un élément £ de L est appelé un invariant d'un élément s de GLn(U) si

L) = f

et f est appelé un invariant d'un sous-ensemble A de GLn(U) si c'est un

invariant de tout élément de A.
Un élément P de R est appelé un semi-invariant de s s'il existe un é1ément
ade U tel que o
C((P) = aP.
Evidemment si P =~ 0, a est unique; de méme, P est appelé semi-invariant

de A inclus dans GLn(U) si c'est un semi-invariant de tout élément de A.
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Maintenant soit G un sous-groupe algébrique différentiel de GLn(U) et soit

P un élément de R avec P =£ 0.

Si P est un semi-invariant de G, la formule

V) = R(P)/P

*

détinit une application Y:G ———— U, appelée la fonction

de poids du semi-invariant P de G .

On a Y (st) = \ (s) \(t), pour tous s =t t éléments de G.
En effet , {(S)::(P) _ ‘,(st).P
or CF) = Lo @
- £ Ya.P)
- AP YO
= Y(s). Y().P
D'oll Xst) = Y. Y.

§ 2 . Algébre de Lie d'un groupe algébrique différentiel linéaire :
gen in g £

1°) Les algébres de Lie considérées ici sont des algébres de Lie sur
un corps.

Si 4 estune algébre de Lie et S un. sous-ensemble de , 1'ensemble
[xe§/ [x.9=0s, vyes|
est une sous-algebre de L., appelée le centralisateur de S dans § ,

noté Z g (S) . Lorsque S est un sous-espace de 1'espace vectoriel 3 ,

1'ensemble

{xeg /[x,y]es, VyES}
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est aussi une sous-algebre de 3 , appelée le normalisateur de S dans 5
noté N 9 (S) . Lorsque S est une sous-algebre de 3 , alors S est un
idéal de N 5 (s) .

Si F est un corps différentiel, Mn(F) désigne 1'algébre associative différentielle
sur F de matrices d'ordre n a coefficients dans F. On peut regarder Mn(F)

comme une algebre associative de dimension n” sur F, ou bien comme une
algébre associative de dimension infinie sur C ou C est le corps des constantes
de F .

De plus, si on définit [x , y] par Xy - yx , on peut munir Mn(F) d'une

structure d'algebre de Lie de dimension n2 sur F , ou bien d'une structure

d'algébre de Lie de dimension infinie sur C ; cette algebre est notée gln(F) .
Une sous- K-algébre de gln(U) (o K est le corps des constantes de U )

est dite algébrique différentielle si elle est de plus un sous-groupe algébrique

différentiel du groupe additif Mn(U).

Cela signifie ( prop. 17 ) que toute sous K-algebre algébrique différentielle

de gln(U) est 1'ensemble des solutions d'un idéal différentiel homogene
linéaire dans Ufy} ,ouy =( Yij ) (1<i, j<n) estune famille d'indéterminées
différentielles ( qu'on identifie avec les fonctions coordonnées sur Mrl (V).

Soit x un élément de Mn(U) . Alors x détermine une dérivation notée adx

de 1'algebre de Lie gln(U) sur U définie par la formule
y o ——— [x,y] .

De plus, puisque les coordonnées de [x,y] sont des fonctions polyndmes,

adx est un homorphisme rationnel de groupes algébriques additifs de Mn(U).
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2% Soit R un sous-anneau différentiel d'un anneau différentiel S avec
1'ensemble des opérateurs de dérivation D = { Brsenann ) 5,,,1
Une dérivation différentielle de ' R dans S est une dérivation

D: R ——— S
telle que D( $a) = $(Da) pour tout § élément de D ettout a élément de R.
Si R estégala S, onappelle D une dérivation différentielle de R.
Soit G un sous-groupe algébrique différentiel de GLn(U) ; U & G } désigne
1'anneau des coordonnées différentiel de G (comme ensemble différentiellement
fermé de Unz) et I(G) désigne 1'idéal différentiel de définition de G.

Alors UfG} = U{S{) ou y =(§ij) (tsi,jsn).

Par une dérivation différentielle sur G, on entend une dérivation de
U<G®> sur U.
Soit F un corps différentiel de définition de G (et donc de G°).
Une dérivation différentielle D sur G est définie sur F si
D(F <G°> ) estinclus dans F <G°)> .

Soit s un é1émant de G°. Une dérivation D sur G est définie en s si

o 0 o
D ( as) est  inclus dans as , ol @5 est 1'anneau différentiel local

(o]
de s sur G.
D est dite invariante si

(o] 0
(2oD = Do (% pour tout s appartenant & G°.

Remarque 15 : Si D est invariante, alors D est définie en tout point

s de G°.
L'ensemble des dérivations différentielles invariantes de U<G°> sur U

est une algebre de Lie sur K notée Lie(G).
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Soit x un élément de Mn(U) et soit V 1'espace . vectoriel différentiel sur

U des polyndémes différentiels homogenes linéaires de U{ y}. La matrice x

induit un endomorphisme

A

< V — 3 V tel que )(*(L(y)): -L(xy) pour

tout L. élément de V.
¥ t *
Soit V le dualde V et )xl'endomor*phisme de V trasposé de )x(Bourbaki,
alg. Ch. II, § 4, n°9). Alors la dérivation de UKy ) qui envoie U[y} sur
lui-méme et qui prolonge de facon unique 1'endomorphisme -~ t)xs'appelle
la dérivation de U y > canoniquement associée a A xqu'on va noter D, ou D(x)
si in identifie x a 1'endomorphisme )X associé.
Ainsi on définit
D : gln(U) _— Lie(GLn(U))
X  — D(x).

tel que pour tout y élément de GLn(U), D(x)(y) = —txy. (Chevalley : Théorie

des groupes de Lie, Groupes algébriques, Tome II ).

Proposition 19 : D est un isomorphisme de K-algébres de Lie.

Démonstration : II est clair que D est K-linéaire . D'autre part, pour

tous x et y appartenant a gln(U)

D) ) ) = =B ) Oy)

_t[xy—yx) . (?‘lij)

(- o) 5. ()

Il
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(-t +txty).(y-.)

ij
« [ ,—ty]-(yij)
= [p, DB ()

D est injective. En effet, supposons que D(x) =0 ; alors, pour tout y

appartenant a GLn(U), ona ;
-xy = D(x)(y) =0 implique x = O

Dot x = 0

La surjectivité de D résulte du lemme suivant :

Lemme 3: Soit R un sous-anneau différentiel de U(y» contenant U { y}

[+]
tel que (2 (R) = R avec s élément de GLn(U) . Soit D une dérivation

différentielle invariante de R sur U.

Alors Dy.y"1 appartient a Mn(U) ou Dy = (Dyij) (1<1,j<n).

Démonstration : I1 suffit de montrer que Dy.y_1 a ses coordonnées dans

o]
U, c'est-a-dire est invariante par /‘S) .

o
Soit s un élément de GLn(U) ; comme (‘;(y) = ys, ona

]

-1
Dy.s (ys)

= Dy.s.s"1.y—1

(Dy.y"™ ")

= Dy.y-1

[+
Donc Dy. y_1 est invariante par @@ . D'ou Dy. y_1 a ses coordonnées dans

U. 11 en résulte que Dy.y_T appartient a NILI(U)-

D est surjective : En effet , soit D' un élément de Lie (GLn(U)) et soit x
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un élément de gln(U) tel que D(x) = D' ; on a donc:

D(x)(y) = D'y
Sy =Dy
o o, -1
Ce qui implique que x = - (D'y.y ')
D'apres le lemme 3 -(D'y.y_1) appartient 2 gln(U).
Donc il existe bien x élément de gln(U) tel que D(x) = D'.

Il en résulte que D est un isomorphisme de K- algebres de Lie.

Soit G un sous-groupe algébrique différentiel de GLn(U). L'ensemble

{xe gln(U) / D(x) (I{(G)) CZI(G)} est une sous K-algébre de

1'algébre de Lie gln(U) sur K, notée L(G), et appelée 1'algébre de Lie de G.

Remarques 16 :

1) La matrice x appartient & L(G) si et seulement si D(x)(P)(1) = 0 pour
tout P élément de I(G) ou 1 estla matrice identité.

La condition nécessaire est évidente.

Supposons x élément de gln(U) tel que D(x)(P)(1) =0 pour tout P élément
de I{(G). Comme D(x) est invariante, c'est-a-dire D(x)o @Oz /goo D(x)

pour tout s élément de G, on a p pour tout P élément de I(G),

[~

Dixo 2 (P) = (2 oDX)(P)
DR €P) = DEE)( )
DX)(Po 2)(1) = DEE)( 2)(1)

D(x)(P(s)) = 0 = (D(x)(P))(s) ; ce qui implique que D(x)(P)
appartient 3 I(G). D'oll x appartient & L(G).

I en résulte que L(G) est une sous K-algébre différentielle de gln(U).
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2) Si H est un sous-groupe algébrique différentiel de G , alors

L{(H) estinclus dans L(QG) .
En effet, commeHest inclus dans G, on a I(G) contenu dans I(H), et si x
appartient 3 L(H), DX)(P)(1) = O pour tout P élément de I(H); donc pour
tout P appartenant 2 I(G). Il en résulte que x appartient a L(G) .

D'ou L(H) inclus dans L(G) .

Soit s un élément de G°. LS(G) désigne le K-espace vectoriel formé des

zéros de 1'idéal différentiel homogene linéaire

Proposition 20 : Soit G un sous-groupe algébrique différentiel de GLn(U) .
Alors L(G) = L(GQ) = " U.L(G)
Démonstration : Comme G est inclus dans G, il en résulte que L(G) est

inclus dans L(G); donc, puisque L(G) est fermé, on a :

PEN———

L(G) <=L(G) = LG).

Soit I(G) 1'idéal différentiel de définition de G et soient A1 yeseen ,A les

éléments d'un ensemble caractéristique de I(G) par rapport a un rangement

des indéterminées différentielles Yij (1 <i,j<n). Soit U, K resp.D, ,

resp.Sk), le dominant,( resp. le coefficient dominant, resp.le séparant) de

Sk € -
Ak (1 <€k <r) etposons H HDkSk
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Alors , H n'appartient pas a I(G). Soit s un élément de G tel que H(s) =~ O.

Aq sont ceux des polynémes Ak qui sont d'ordre zéro et

[ve)
Alors, I(G) _[A1, ..... ,Aq} P H Maintenant, puisque H(s) #= 0,
I(LS(G) ) = [‘1’ Ay yenenns , LPAF:’ Similairement,
(L (G)) = [LVA1 e .,“;Aq]
D'autre part, on a: I(LS(G) ) = Lisecees. L, J ou les L, ont

la m&me signification que dans la démonstration de la proposition 17.

Donc Ly,...... ,L a sont ceux des polyndémes différentiels Lk (1<k<r)
qui sont d'ordre zéro . En conséquence I(LS(G) ) = [L1 yeeees ’Lq]
Il en résulte que LS(G) = Ls(a ) . Donc,
L(G).s = LT(G ).s = LS( G) =LS( G)
= L(G).s
= L(G) .S
D'ou L(G) = L(G).

———

Comme L(G) est un K-espace vectoriel, L(G) estun U-espace vectoriel

etona: —
L(G) = U. L(GQ)

Ce qui acheve la démonstration de la proposition .
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Soit D une dérivation de U . Laformule s jp—————— Ds.s™"

on Ds = (Dsij) , définit une application de GLn(U) dans gln(U)

appelée dérivée logarithmique notée DI .
Cette dérivée logarithmique a les propriétés suivantes :

1) Di(st) = Di(s) + S.Dl(t).s_1 pour toutes matrices s et t éléments

de GLn(U).
En effet, Di(st) = D(st)(st)_1
=(Ds.t + s.Dt) - s“1
- Ds.tt™'.s™' 4+ s.Dtt s
= Ds.s"1 + s.Dtt t.s™!
-1
= Dl(s) + s.Dl(t).s
2) Di{(s) = DI{t) si et seulement si sl appartient a GLn(L) ou
L est le corps des constantes de D.
En effet, supposons que Di(s) = DI(t); alors ,
Dl(s_1t) = D(S—Tt) .(s-1t) implique D(s_1t) = Dl(s"t).s“t
=1 -1 -1
Or Dlls"t) = Di(s") + s .DI{t).s
= Dl(s_1) + 5_1.D1(s).s (car DI(s) = Di(t), hypothese);
. -1 -1
mais Di(s ) =-s .Dl(s).s
N -1 -1 -1
D'ou DI(s"'t) = -s .DI(s).s + s .DI(s) = O

Donc D( s_1t) = 0; ce qui implique que st appartient a GLn(L) .

Réciproquement, supposons que s_1t appartienne a GLn(L), c'est-a-dire,
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D( s—1t) = 0.
=1 =1 -1 .

Alors, ona: D{s t) =Di(s ) + s .DIt).s = 0 ;
-1 -1

or, Di(s ) =-s .DI(s).s

Donc -s .Dl(s).s + s_}Dl(t).s = 0 ; ce quiimplique que

Di(s) = Dift) .

§ 3. Rappels sur les sous-groupes algébriques de SL.(U)

Dans ce paragraphe U est un corps universel de caractéristique nulle et

F désigne un sous-corps de U .

1°) Notations et définitions : GLZ(U) désigne le groupe algébrique des

matrices inversibles d'ordre 2 a coefficients dans U et SL2(U) le sous-

groupe algébrique linéaire spécial.

Si F estinclus dans U , GLZ(F) désigne le sous-ensemble de GLZ(U)

dont les éléments sont a coefficients dans F. De méme que SLZ(F).

Définitions :

Une matrice x élément de SLZ(U) est dite projectivement rationnelle sur
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s'il existe un élément non nul u de U tel que ux soit élément de GLZ(F).

L'ensemble des matrices projectivement rationnelles sur F est noté par }P (F).

Un sous-ensemble H de SLZ(U) est dit projectivement rationnel sur F si H

est inclus dans [P (F).

Deux sous-ensembles H et H' de SLZ(U) sont dits conjugués sur F s'il existe

un élément x de [P (F) tel que xHx—1 = H'

2°)  Sous-groupes algébriques standards de SLZ(U) :

Les sous-groupes algébriques standards de SL2(U) sont :

1) STZ(U) est le groupe des matrices triangulaires supérieures.
STZ(U) est défini sur F, connexe et de dimension 2 .

n x F n
2) U2(U) = . & / &= 1,B€U est un sous-groupe

algébrique de SLZ(U) défini sur Q et de dimension 1.

La composante de 1'identité de US(U) est égal a

1 B
U; = / ﬂé U le groupe des matrices unipotentes
0 1
de ST2(U); de plus, on a [US(U) : U;J = n
. [ ey 2 2 x
3) sojU) = /X -e¥ =1, e€F est un
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sous-groupe algébrique diagonalisable de SLZ(U) , (i.e, équivalent , par
un automorphisme intérieur de SLZ(U), a un sous-groupe diagonal de SLZ(U),

défini sur F et de dimension 1.

*
1) sog(u)’“ - sog(u) U sog(u) ou
" ® -y . )
(S]
- - =1
SOZ(U) v . /] -X + e ¥

SOS(U)+ est un sous-groupe algébrique de SLZ(U) défini sur F et de dimension 1.

La composante de 1'identité de sog(u)+ est so‘;(u), et [SOS(U)+ : so‘;(u)]=2

«
5) Cn(U) = (0 )/ « =1 est un sous-groupe algébrique

cyclique de SLZ(U) d'ordre n défini sur Q .

.4 0 0 B
6) D( 4n:e) = o °—<1 / o%n =1 U (“ / En - en

est un sous-groupe fini de SLZ( U) défini sur F.

D'autre part , ona Z, inclus dans D(4n,e) et D(4n,e)/ z, est

2

diédral d'ordre 2n.

7) T = 1'ensemble des matrices de SL,(U) engendré par et

o
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1 . ieme

ot § estla racine primitive 8 de 1'unité et i =-1 .
2

T est un sous-groupe de SLZ(U‘) d'ordre 24 défini sur Q.
De plus Z, inclusdans T et T / Z, est isomorphe ( comme groupe abstrait )

4 A 4 legroupe alterné de degré 4.

2(U) engendré par les matrices

g (s g

-1 ot 1 -1 -

o \1'2__ - J

8) OC le sous-groupe de SL

, d'ordre 48, défini sur Q.

De plus Z est inclus dans OC et OC/ 22 est isomorphe ( comme un groupe

2
abstrait é) S 4’ le groupe symétrique de degré 4.

(O 0 1
9) DI le sous-groupe de SLZ(U) engendré par -1, et
o N -1 0
X B .\
8 - ou R est une racine primitive 10'°M€ 4o 1'unité,
x= (N - ")V et % 4 g% - o,

DI est un groupe d'ordre 120, défini sur Q. De plus Z, estinclus dans DI / 22

2

est isomorphe (comme un groupe abstrait ) a A5 le groupe alterné de degré 5.

1 0 o € X ey ey <X
1O) D(B’e,f,g) = i— 5 3 7t -Z 0 ’ i- ¥ - & ’ i- é1°( €

ou e,f,g appartiennent 3 F telsque e =£ 0 et f2 + eg2 =1, etou
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52=e, °<2 +ea’2= -1, °<2 -e 6’2 =fet 2€¥ =g, estun

sous—-groupe de SLZ(U) d'ordre 8 défini sur F.

Ona Z, inclus dans D(8,e,f,g) et D(8,e,f,g)/Z2 est isomorphe au groupe
de Klein-4 (qui est le groupe diédral d'ordre 4).

On rappelle les résultats suivants sans démonstration.

Théoréme 3 : Soit G un sous-groupe algébrique infini de SLZ(U) défini sur F.

Alors, G vérifie une et une seule des affirmations suivantes :

1) DimG = 3; danscecas G = SLZ(U) .
2) DimG = 2; dansce cas G est conjugué sur F a STZ(U), et G est connexe.

3) DImG = 1 et G° est unipotent ; dans ce cas G est conjugué sur F a

Ug(U) pour un certain n appartenanta N .

4) DimG = 1 et G est connexe et diagonalisable ; dans ce cas G est conjugué

*
sur F a SOS(U) pour un certain e élément de F

5) DIimG = 1, G =£ G° et G° est diagonalisable ; dans ce cas G est

*
conjugué sur F a SOE(U)+ pour un certain e élément de F .

Remarque 17 :

a) Le théoréme ci-dessus, donne une classification compléte de tous les

sous-groupes algébriques de SLZ(U) qui sont définis sur F et de dimension

strictement positive .
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b) Les sous-groupes algébriques de SL2(U) qui sont de dimension zéro

sont précisement les sous—groupes finis .

Théoréme 4 : Soit G un sous-groupe fini de SLZ(U) . Alors, G vérifie

1'une des affirmations suivantes :
1) G est cyclique .

2) Z. estinclusdans G et G/ Z, est diédral .

2

3) Z, est inclus dans G et G/ Z, est isomorphe a A, .
4) 22 est inclus dans G et G/ 22 est isomorphe a S4 .

5) 22 est inclus dans G et G/ 22 est isomorphe a A5 .

Théoréme 5 : Soit G un sous-groupe de SLZ(U) d'ordre n et soit F un corps

tel que G soit inclus dans “3 (F) . Alors G vérifie 1'une des affirmations
suivantes :

1a) G est cycliqﬁe et n est impair ; dans ce cas, si F contient une racine
n-iéme primitive de 1'unité, alors G est conjugué sur F a C(n) .

1b) G est cyclique et n =2m =& 4 ; dans ce cas si F contient une racine

primitive m-iéme de 1'unité, alors G est conjugué sur F a C(n) .

1c) G estcyclique et n=4 ; dans ce cas G est conjugué sur F a C(4) ou
*
a4 D(4,e) pour un certain e élément de F .

2b) 22 est inclus dans G, G/Z2 est diédral et n=8 ; dans ce cas G est

conjugué sur F a D(8,e,f,g) pour certains e, f, g appartenant a

F (e#0) et 2 . eg2 =1.
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2a) Z, est inclus dans G, G/Z2 est diédral et n = 4m =£ 8 ; dans ce
cas si F contient une racine primitive m-iéme de 1'unité , alors G est

: *
conjugué sur F a D(4m,e) pour un certain e élément de F .

3) Z, est inclus dans G, et G/Z2 == A, ; danscecas n=24, etsi

F contient une racine primitive 4-iéme de 1'unité, alors G est conjugué
p ’

sur F a T.
4) ZQest inclus dans G et G/Z2 est isomorphe a S4 ; danscecas n = 48

et si F contient une racine primitive 4-iéme de 1'unité, alors G est

conjugué sur F a OC.
5) Z, estinclus dans G et G/Z2 est isomorphe & A, ; dans ce cas n= 120

et si F contient une racine primitive 5-iéme de 1'unité, alors G est
’

conjugué sur F a DI.

b,

§ 4 : Les sous-groupes algébriques différentiels de SL.(U).

U est un corps universel différentiel de caractéristique nulle, =

est son ensemble des opérateurs de dérivation et K son corps de constantes.
F est un sous-corps différentiel de U sur lequel U est universel, de corps
de constantes C , et H est un sous-groupe algébrique différentiel de SLZ(U)

défini sur F.
a b X
Soit x = un élément de  P(FK) ; t  désigne 1'élément
C d '
-1
(dt-b)(~-ct+a) de FKtD> , ou t estun élément de U différentiellement

transcendant sur ¥.



-71-

1l est clair qu'il existe un FK- auto-morphisme , noté ox , de FK<t> tel
que OX(t) = t~.
Si H est inclus dans P(FK), onnote T(H) 1'ensemble des auto-morphismes

Ox pour x élément de H c'est-a-dire T(H) = { O'Z/Xé H}

On se propose dans ce paragraphe de caractériser tous les sous-groupes

algébriques différentiels de SLZ(U) conjugués sur F et définis sur F.

Soit G la cldture de Zariski de H dans SLZ(U). Il est clair que G est

un  sous-groupe algébrique de SLZ(U) aussi défini sur F.

D'apres le théoréeme 3 rappelé, G est alors conjugué sur F al'un des

Ut so® , soft

5 Vs 5 5 si G est infini.

groupes SL2 , ST

Il en résulte que, pour étudier les sous-groupes algébriques différentiels
infinis de SLZ(U), il suffit d'étudier les sous-groupes algébriques différentiels

n e e +
ST, , U 5 s SO,

denses de SL2 ’ 51 Yo

SO

I - Quelques résultats sur SLn(U) :

Soit ‘? 1'ensemble des opérateurs de dérivation sur U de la forme

wm
D = Zai 81 avec a, élément de U . Tl est clair que T2 a une structure
i=1 '

d'espace vectoriel sur U ayant 2N comme base.

1°) _ Action de Lowy : Soit S = {D,', ceeep Dp} un sous-ensemble libre

de @ et soit L = ﬂ KerD, .
1<1spP 1

Soit 1'application Sl de SL _(U) dans sln(U))p définie par

-1 -1 . .
SI (s) = (D1s.s yeesan ,Dps.s ). Soit I 1'image de Sl. Il est évident

que KerSl = SLn(L).



-72=

Rappels :
1) Soit D, = §. + Y a, § ,avec a, appartenant & U et supposons
i i ih ©h ih
‘?(hsm
{Di,Dj] ~0. Soit S = {DV.....,DD} et soit (X{,...... ;x;) un
é1ément de (sln(U))p .
Une condition nécessaire et suffisante pour que (x1, ceeane ,xp) appartienne

a Ig estque Dx, - Dx; = [Xi’xj]

2) Soit S comme défini ci-dessus. Alors IS est un sous-ensemble différentiellement
fermé de ( sln(U))p . Il en résulte, en particulier, que I, est un sous-

ensemble différentiellement fermé de (sln(U))m .

Proposition 21 : Soit 6 un sous-espace vectoriel de ) , et soit

L = ﬂbKerD (L est un sous-corps de U ). Alors les conditions suivantes
DE
sont équivalentes :

1) Tout é1ément D de T tel que DL =0 est un élément de 6
2) 6 a une base commutative , c¢'est-a-dire, une base &D1 y sasens ,Dp}

telle que [Di’Dj] =0 avec 1 €i,j <p.

Démonstration :  Soit ‘Dl geeaas ,Dp} une base de Z) . Tout élément

' r'd . e - .
Di de cette base peut s'ecrire sous la forme Di = S; + Z aih Sh (1 ¢is p)

P<hsm
e, Crm
On range lexicographiquement les dérivées S, ~~~~~~~~ Smy par rapport a

Zei, @ reerees@q
Y<ism
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Lemme 4 :  Les opérateurs de dérivation D, = 5. + Zaih $), forment
P<hsm

une base commutative pour le sous-espace vectoriel U si et seulement si les

polyndmes différentiels linéaires homogenes associés Ai = Dy = ( 6‘ + Zaih Sh)y

forment un ensemble autoréduit cohérent . (Pour ce qui concerne 1'ensemble

caractéristique et 1'ensemble autoréduit cohérent, voir Ch. I, § 6).

Démonstration : Supposons que D1 yeesas Dp forment une base commutative

de g . Alors Di,Dj} - D.D, - D.D, =0

= S,. + Za éh).( SJ + Zajk SK) - ( 5J+ Zajks,‘).( S‘. + Zaihé,,)

pehen " POKSm

= Z(Sa ,. + Z thth— hghlk S .

p<hem PaKkEm

e B ¥in P§<(a1h §2k ~ ¥p S3y) = 0 (€ijsp ,p <hgm
m

Soit o\ 1'ensemble dont les éléments sont A = S;y + :aih ghy .

On va montrer que A~ est un ensemble autoréduit cohérent .
Or il est clair que @A~ est un ensemble autoréduit au sens de Rosenfeld . II
reste donc a montrer que N est cohérent .

Mais le séparant de A, (1 <i< p) estégala 1, etla plus petite dérivée

commune a S;y et g‘jy est 3; 8‘3 y . On a, par un simple calcul :

§A, - &A= S (ag §SA - a  §A)
J
3 J i echem Jh Wi ih %h"7j

Toute dérivée apparaissant dans le membre de droite est de rang plus petit
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que 8‘. SJ- y par rapport a 5; et § ; il en résulte que 1'ensemble autoréduit

d
A est cohérent .

Réciproquement, supposons que ¢ soit autoréduit cohérent . Il faut montrer

que {D1 yeeenns . ,Dp} est une base commutative de f’) .
[D1 , Dj]J est réduit par rapport & A, car degDiy(Di‘Djy - Dj'Diy) =

dengy(Di’Djy - Dj'Diy) =0

Or tout polynéme réduit par rapport a Ar est d'ordre 1 ou zéro car A est
autoréduit cohérent . Comme 1'ordre de Di'Djy - l% Dy est égala 2 (1<si,j<p)
cela implique que [Di,Dj) = 0. D'ou la réciproque . Le lemme est ainsi

démontré .

Revenons maintenant a la démonstration de la proposition 21 .
Supposons que 8 ait une base commutative . O.n a Z( [Dy) Deg ) = L ;
alors 1'idéal différentiel de définition de L est [DyJ Deg, qui est un idéal

différentiel linéaire, donc premier et, a fortiori, parfait. Donc la condition (1)

est équivalente a celle que f) a une base D1 yeenee ,D avec Di = Si+ Zaih Sh
P f<hsm
telle que les polyndmes différentiels linéaires homogenes associés

A,
i

pour \iDy] Deg,

Diy = Siy + Zaih Sh y forment un ensemble caractéristique

P<hgm

Or si A1 yeeseas ,Ap forment un ensemble caractéristique , alors, puisque

Dy est d'ordre 1, Dy est partiellement réduit par rapport a 1'ensemble
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caractéristique ; donc Dy appartient a (AT’ ...... ,Ap) 1'idéal engendré par
A1 yeeeanas ,Ap . Mais Dy est un polyndme linéaire homogéne ;n ona Dy = Y u.A,
‘ Acisp
d'ou D= > uiDi . Il enrésulte que D appartient a
1€41<p

Réciproquement , supposons que tout élément D de'f)tel que DL = O soit

élément de ¢ . Soit A 1'ensemble caractéristique de [Dy] Deg On

suppose que les éléments 'Ai de A~ sont de la forme Ai = Siy + Zaih Shy ,
C<hs<m
(1<ice) ou §;y estle dominant de Aj( en réordonnant et en rangeant les

opérateurs de dérivation § appartenant a3 A si nécessaire ). Les opérateurs

de dérivation associés aux polynfes Ai’ D, = 61 +(- %:-aih 3h , ((I<ige)
<h s

s'annulent sur L, donc Di appartient a I8 (par hypothese) ; il est clair que

les D, i=1,..... ,e) forment une base de (; et en particulier (e =p). Il résulte

Il résulte du lemme 4 Qque Z, a une base commutative puisque 1'ensemble

des polyndmes différentiels linéaires homogeénes associés aux Di est autordéduit

cohérent . D'ou (1) implique @)

Il en résulte que (1) est équivalent a (2)

Lorsque @ vérifie les conditions de la proposition 21, on dit que E') est

un sous-espace vectoriel de Lie de T

Soit Z un sous-espace de iE) vérifiant les conditions équivalentes de la
proposition 21; soient S une base de Z, et L le corps des constantes de

S, c'est-d-dire, L ={1 KerD . Alors d'apres le rappel 2 (§ 4, Ch.IV),
DesS

I est un sous-ensemble différentiellement fermé de ( sln(U) )p .

.
b
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Soient G = SLn(U) et s et t deux éléments de G ; alors, il est facile

de voir que : -1
Si(st) = Sl(s) + =. Sl(t).s

11 en résulte que la formule (s,x) y—————— Sl(s) + s. x . s_1 définit
une action de G éur IS , faisant de IS un espace homogene pour G .

Cette action s'appelle 1'action de Lowy de G sur IS .

Pour tout x = Sl{t) élément de IS’ le stabilisateur de x dans G estle
sous-groupe algébrique différentiel , noté G, ,de G formé de tous les éléments

s de SLn(U) tels que -1
Si{t) = x = Sl(s) + s.x.s

-1 .
c'est-a-dire, tels que t st appartienne a SLn(L) . Donc

G =t.SL(L).t"]1
X n

2°) Sous-groupes algébriques différentiels denses de SLZ(U) :  On rappelle

les résultats suivants sans démonstration :

a) Il existe un sous-ensemble libre commutatif S de T tel que la sous

K-algebre de Lie algébrique différentielle dense 3 de sln( U) est une

algebre de Lie de dimension finie n2 -1 sur L ou L estle corps des

constantes de S
b) § estl'algébre de Lie du stabilisateur de Lowy G, de x= (XT,....,xp).
c) Soit G un sous-groupe algébrique différentiel propre dense de SLn(U) .

Alors, il existe un sous-ensemble fini S de @ tel que G soit conjugué a
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SLn(L) ou L estle corps des constantes de S .

D' autre part, SLn(L) est son propre normalisateur dans SLn(U) .

II. Etude des sous-groupes algébriques différentiels de SL.,(U) :

- Si S={D1,.......,Dp} est une base de {, , unélément D de () est

dit rationnel sur F par rapport alabase S, si D = > aiDi entraine
1<igp

que les a, appartiennent a F.
- On dit que 6 est défini sur F si ) a une base et si tout élément de cette

base est rationnel sur F par rapport a labase & = {51 yeeeeany ém % de I .

L'ensemble de tous les éléments D de é qui sont rationnels sur F est
noté par ?)F .
Avant de continuer, on va démontrer les lemmes ci-dessous qui seront utiles

pour la suite .

Lemme 5 : Soit V un sous-ensemble différentiellement fermé de U™ défini

sur F et soit P un polynfme différentiel de F {y1 yoeeeaa ,yn} . Si V contient

un élément v de (FK)" tel que P(v) % 0, alors, V contient un élément

v' de (F‘Ca)n tel que P(v') £ 0 ou C, estla cléture algébrique de C .

Démonstration : Soit Yl =( Myyeennnn. , r(r ) un élément de KP, et soient
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£(n) t(n)

Posons v = ( Seeeenens , ) ; comme V est défini sur F,
gl n) g )

il existe P1, ....... ,Ph dans F {y1, ....... ,yn} tel que x appartenant a

U™ est un élément de V si et seulement si Pj(x) =0 (1<j¥ h).Enparticulier

P.v) = O
®
Posons P, = P et choisissons e élément de N tel que les polyndmes
£,(X X)) (X, ,eeens X))
’E 't’ b r| "’ b
Qj = g( b PP ,XP)e PJ( ......... , L
g(x1 ’ ’XI‘) g(X1 e e y XI‘)
appartiennent & F [Xt’ ..... ’Xr} (0 ¥jxh). I est clair que Qj( N )=0 pour
1€jgh et Q)( ) # 0.
*
1]
Soit Q’ = ( '?11, ...... , "r) une spécialisation différentielle contrainte de
sur F de polyndme contraint Qog . Alors ' appartient a Kl; et
F < '11/, ....... , 'le > a pour corps des constantes  C( qql, ...... , rzrl) qui est
algébrique sur C car R est contraint sur F . Donc 1, ,...... Ny

[ 4
appartiennenta C_ . Deplus, Qu(n)g( ') 0 et Qj(*?) = 0 pour 1<j<h

l Vd 3 3 .
car R est une spécialisation de § sur F.

£,(1) t (1)
Posons v' = ( e ). Il est clair que v' appartient a
g(n’) g( ')
) (')
(FCa) puisque ————  appartient a FC, (t$j<h). D'autre part
g(n')

PO(V') = P(v') £ O car sinon QO( R') serait nul ; ce qui contredirait le

[}
fait que QO( )g{ M') est différent de zéro. Mais Pj (v') =0 pour (1w j h)
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, £,(n) t(n)
car QJ.(Q) = 0 pour 1€ jh ; alors Pj(———-, ....... =) = 0,

g(n’) gln)

c'est-a-dire, Pj(v‘) = 0 (¥s$jsh). Ce qui démontre le lemme.

Corollaire ;: Soient v appartenant 2 (FK)" et P un polynéme différentiel

de F{ Yigseewnns ,yn} tel que P(v) =& 0. Il existe une spécialisation
différentielle v' de v sur F telle que v' appartienne a (FCa)n et P(v')s£ 0.
Proposition 22 : Soit B un sous-groupe algébrique différentiel de Gg

défini sur F . Si B est inclus dans ( FK)" , alors B (considéré comme

. .- n
un K-espace vectoriel) a une base finie dans F .

Démonstration : Soit N = (Ryseveenns s l’(n) un point générique pour B sur

F .Comme 1 appartient a ( FK)n, le corps différentiel 3 =FRyeeeee-s, p?”>

est contenu dans FK. Donc, par la disjonction linéaire de F et de K sur C,
5 =FC' ol C!' estle corps des constantes de 5 (F et C' étant
lindairement disjoints sur C) . D'ol1 C' est une extension de type fini sur C,

car ‘9 ltest sur F.Le degtrpﬁ est égal au degtPCC' et est fini ; soit r ce

degré de transcendance .
Soit W le sous~K-espace de B engendré par BﬂF‘n . Alors dimW est inférieure

ou égale a r . En effet, supposons le contraire et soient Viseosonns ,V

r+1 é1éments de B [1F" lindairement indépendants sur K. Fixons

Cprevnnns 1Crt des é1éments de K algébriquement indépendants sur C (et par

conséquent sur F ), et , pour 1 <i<r+1 , posons v, = ( v“, ...... V. ).
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r+1

[} [ ! )
; — $ =( 7 ,c0ccee.
Soit QK— ;L;ijjk (1€ k<n).Alors Y (011, ' n)

est dans B, et donc 1] " est une spécialisation différentielle de 1 sur F,

car lz est un point de B sur F .

. / ! / /
Si on pose 5 = FRypeeeennn )i, > »ona degtry, 5 = degtrg, 5
Comme les Vigeoosones Vi sont linéairement indépendants sur K, il existe
des opérateurs différentiels 64 ,....... , 9“ . éléments de (B et des indices
%
k(1), evvn... ,k(r+1) tels que  det( 9:' Vak(i) ) 5£0 avec 1 €is¥r+letlgjgr+l.
, r+
Pui X = 1 <1 € r+l la regle de Cra
uisque 6, Vzkm JZ;CJ 9' Vik(i) (1 ) , laregle de Cramer
montre que le systeme . P41
Ofl.s X <5 6, Vik(1)
J=1
r+q
9 ! = C. V.
ret '?kcm’" j.l; J em jk(r+1)

admet une solution unique (c1 peeeeesCrig ) puisque son déterminant est
différent de zéro ; comme chaque cj est un quotient de deux éléments de 5 g
(régle de Cramer), on a CpreveresCriy appartienne a 3, . I1 en résulte
que degtrF g I ; r+1>r ou r = degtr‘F 5 ; ce qui contredit le

- / .
fait que degtr'Fj < degtrFS . Donc dimW  r.

Comme W est de dimension finie sur K, alors W est différentiellement fre
fermé ( Kolchin Ch. IV, prop. 2 ) . De plus W a une base composée

d'éléments de F". Donc W est différentiellement F-fermé ( Kolchin Ch.1IV corol.3)
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Pour terminer la démonstration de 1a proposition , il suffira de montrer que
W est différentiellement F~dense dans B .

Soit P un élément de F {y1 yens ... ,yn} tel que P(v) =£ O pour un certain

v appartenant a B . Il faut trouver w élément de W tel que P(w) =& 0.

Comme v appartient & (FK)", le corollaire du lemme 5 montre qu'il existe

une spécialisation différentielle w de v sur F telle que w appartienne a

h

et P(w) =£ 0. Ecrivons w = wd ollesdy,...... ,d

n
) =4 L1

(FC
a

sont dans Ca et linéairement indépendants sur C donc sur F, et les

Wipeonnnns ,w, dans F . Comme w est une spécialisation de v sur F et

que d1,d2, ...... ,dh appartiennent a Ca yOna Wyyeunn.. ,W,_ appartenant

h

4 B, donc w appartient & W, car w appartient & B[} F" . 11 en résulte que

d

B =B est

W est F-dense dans B. Comme W est de dimension finie sur K, W
aussi de dimension finie sur K . Donc B est de dimension finie sur K avec

. n
une base finie dans F .

4
Lemme 6 :  Soit Yl un é1ément de F" ( !’l =% 0), etsoit Al:U —— G

o=

*
1'application dérivée logarithmique. Si Q appartient a Al(FK) , alors

-
R appartienta Al(F) .

x
Démonstration :  Soit n = (Ryseoerennn, rzm) et soit X élément de (FK)

tels que Al(x) = 1 | c'est-a-dire, ‘Sli (x)=1R; (1€ig m).D'apres

le corollaire du lemme 5, il y a une spécialisation différentielle B de X sur
r

Favec B = 0,et B appartient a FCa . Posons @ = ZBJLVJ ou
J

Weenne » 4. sont éléments de C_ et linéairement indépendants

sur C donc sur F , et ﬁ1,..~., Br appartiennent 8 F . Comme £ =£ O,
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il y a un indice k tel que BK =~ 0. Mais Sli () = n; implique

6;°(= UF X , c¢'est-a-dire, 35 x - ’?,'0( =0 . Donc 8,%— '?'B = Z(S, Bd—??'%) L':’} = 0.

Puisque les L|)J (1 <j<r) sontlinéairement indépendants sur F , on a

51‘ B ' BKz 0 ; ce qui implique que 8'. §K= )]i BK , C'est-a-dire 5li (ﬁK) =,

x

(t¢i<m).D'ou n  appartient a AlF).
Lemme 7 : Soient R et Al comme définis dans le lemme 6 et supposons
de plus que F ait un corps des constances C algébriquement clos . Soit ¢ un

*
élément de K . Si cn appartient a A1(FK) , alors c appartient a F .

Démonstration : Supposons que ¢ ne soit pas élément de F ; alors c est

transcendant sur C . Mais, comme F et K sont linéairement disjoints sur C,

c est aussi transcendant sur F. Puisque c¥ appartient a F(c)* = F<c >*,
le lemme 6 montre qu'il existe b élément de F(c)* tel que Al(b) = ck

Posons b = P(c)/Q(c) o P et Q appartienneta F {X} et P(c)Q(c) =£ 0.
Puisque N = 0, il existe unindice i tel que ¥; == 0. II résulte de la

relation gli(b) = ch; que 5

QAP Q) - PG = cPQl) ob

6, . R
P et Qs' sont les polynOmes obtenus en remplacant les coefficients de P et
Q parles ;- dérivées .

&

Donc le polyndme non nul POX - QP™ + PQS; s'annule en ¢ ; ce qui

contredit le fait que ¢ est transcendant sur F. On en déduit que ¢ appartient a F.
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*
Proposition 23 : Soit A un sous-groupe algébrique différentiel de U

* *
tel que K © A (FK) pour un certain sous-corps différentiel F de U sur

. *
lequel U est universel. Alors A = K.

%
Démonstration : Supposons qu'on ait A =& K ; alors, il existe un élément t

de A telque 7 = AUt =(81,(t),......., 51m(t)) = 0.

Quitte a agrandir F si nécessaire, on peut supposer que t appartient a F et
¥
que le corps des constances C de F est algébriquement clos . Ona K qui est

inclus dans A et il existe un sous-groupe algébrique différentiel B de Al(U) = I
tel qu'un élément s appartient & A si et seulement si Al(s) appartient a B .

En particulier 4 appartient a B et donc cn appartient a B pour tout ¢
élément de K .

Soit s élément de U*tel que Al(s) = cy . Alors , s appartient a A (FK)

et cn appartient a AI(FK)*. D'apres le lemme 7, ¢ appartient a F pour tout

* *
c élément de K . Ce qui implique que K est inclus dans F . Ceci contredit

+*
le fait que U est universel sur F. Doncona A = K.

Nous sommes maintenant en mesure de caractériser les sous-groupes algébriques

différentiels de SLZ(U) .

Soient () un sous-espace vectoriel de Lie de ¥ défini sur F et s appartenant

\

a s SLn(U) tel que Ds.s_1 appartienne a sln(F) pour tout D appartenant

a 6 , ou sln(F) désigne 1'ensemble des matrices d'ordre n de trace nulle.

Soit L. = n KerD. Il est clair que L est un corps algébriquement clos.

Dea
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Théoreme 6 :

a) Soit (6, s) défini comme ci-dessus ; alors, le groupe SL(§,s) = s.SLn(L).s_T

est un sous-groupe algébrique différentiel dense de SLn(U) défini sur F.

b) Si H est un sous-groupe algébrique différentiel dense de SLn(U) défini

sur F, alors il existe un couple ( ¢, ,s) comme ci-dessus tel que H = SL( o ,S).

/
c) Si(g, s) et (§,s') sont deux couples comme ci-dessus, une condition
/
nécessaire et suffisante pour que SL( 6 ,s) soit conjugué sur F a SL({,s')
S V4 E "1 .
est que g, = (OI et il existe z élément de P(F) tel que s' zs appartienne

a SLn(L) .

d) Soit n =2. Si (§ ,s)estun couple comme ci~dessus, une condition

nécessaire et suffisante pour que SL( {, ,s) soit inclus dans P(FK) est que
O = 9 (donc L=K) et s appartienne 3 P(FK).

Si c'estle cas, SL( g ,s) = SL(P ,s') pour un certain couple (P ,s')

avec s' élément de lP(FCa) .

Démonstration :

a) D'apres les rappels du paragraphe 4, 2°, Ch. IV, SL( {, ,s) est bien

un sous-groupe algébrique différentiel dense de SLn(U) . I1 reste a montrer

que SL( {, ,s) est défini sur F .

Soit S = { D1 ) eeeneey Dk} une base commutative de 6 telle que pour tout
i appartenanta 1,........ y K Di soit rationnel sur F relativement a la
base & de P

Soit S1 : SLn(U) _— sln(U)k la dérivée logarithmique définie

par : SI(t) = (Dytt™ ", onnnn.. ,Dkt.t‘1 ), t appartenant 3 SL_(U) .
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Alors KerSl = SLn(L) oi L ={lKerD
be s

Un élément t de SL _(U) est dans SL( §, ,s) = s.SLn(L).s'1 si et

seulement si s~1ts appartienne a SLn(L), ou de facon équivalente

-1 -1

0 =Sl(s 'ts) = Sl(s_1t) +s-1t.51(s).t S

1 -1

Si(s” ) + s .Si(t).s + s_1t.Sl(s).t—1s

-s .Sl(s).s + 5_1.Sl(t).s + s_1t.Sl(s).t—1s :

. . -1
ce qui donne : Sl(s) = S1{t) + t.Sl(s).t
= SI) + txetT ol X= (xq,.cern,x) = S(s)
. s k
appartient a SLn(F‘) .
D'autre part cette relation donne : D.t. t—1 + ix t—I - X

implique que

D"l les équations qui définissent SL(G,S) sont :
Dy + yx - X,y = 0 (1gi< k)

et

dety - 1 =0
Comme les X; sont des matrices a coefficients dans F, il en résulte que

SL(§,s) est défini sur F. Ce qui démontre (a).

b) Les rappels du paragraphe 4, 2°, Ch. IV montre qu'il existe 6

contenu dans P tel que H soit conjugué a SLn(L) ou L = [) KerD,

:De&
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c'est-a-dire qu'il existe s élément de SLn(U) telque H = s.SLn(L).s"1

Il reste a montrer que H est défini sur F. Pour cela on va démontrervdeux choses :
1) () est rationnel sur F.
2) S esttel que Ds.s! appartienne a sln(F) pour tout D élément de ¢,

Soit (6 ,s) tel que H = SL( §,s). On avait montré que & a une base

commutative {DV ...... ,Dk} telle que Di = Si + Zaih ‘Sh (1<igk),
K<h$m

ou aih appartienta U. Soit xi = Dis.s_ . On va,en fait, montrer que

a appartient a F et que = chaque X, appartientésln(F).

D'apres la proposition 20, 1'algébre de Lie L(H) associée a H est une

sous-K-algebre de Lie algébrique différentielle dense de sln(U) aussi définie

sur F.

Soit O{ 1'idéal différentiel de définition de L(H) dans U{y} ol y = (ypq)

est une matrice d'ordre n d'indéterminées sur U.

Soit G(F =G(nF{y}. Alorso( = U.G(F.

D'apres la démonstration de la proposition (40) [6 - p.951] , 1'idéal O a une

base caractéristique A~ formée de Tr(y) et des polyndmes différentiels

Lipq = Diypq + Tr(bipq) ol bipq appartient a sln(U),

1<€i<Kk, 1<psn, 1<qgn et (p,q) == (n,n).
Soient A, = Dy - xy + yx, et Aipq = la (p,q)-ieme coordonnée

de Ai pour 1«i<Kk.
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Puisque Ai =0 (1€i<k) et dety = 1 sont les équations de définition
de H, ona, d'apreés la démonstration de la proposition (41) [6] ,

O - {Tr(y), (Aipq) 1<i sk, 1\<p,q\<n].

)4
4 i = . = ; <
On peut ecrire A _Zaihj '?d et X inj i g avec 1¥ix k ,

=1

k<h<m ol W,........,t, appartenant a U sont linéairement indépendants
sur F , =1, aihj appartlenta F et xij appartient a gln(F) .
Comme Trx; =0, d'apres 1'indépendance linéaire des ¥,

on a Tr(xij) = 0.

Il résulte de 1'écriture de ay et de X; que:

A, = Dx. - xy + yxi

p
= Sy + }:aihT Shy - XY+ oyX o+ Z(aihj Shy -Xi-Y+yxij) (A

- J
K<h€<m
Puisque Aipq appartienta Ol = U. C(F , 1'indépendance linéaire de
Mysooovonnn »,, montre que , pour tous (i,j,p,q) avec 1<isk , 2<¢jsr,
1 <$psn, 1<g«<n , lespolyndmes différentiels :
A, = . . - X,
ipq Sivpqg * Lam S¥pq ~XitYpg *Ypg¥it et

A, = a., . - X.. . 416
ijpq Z ihj ghypq leypq + ypqle sont des éléments

deaF.

S'il existe des indicesi', j', h' telsque j'2 2 et SO =~ 0, alors
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pour p == q, A|i'j'pq serait un polyndme différentiel non nul , réduit par

rapport & A-. Ce qui contredit le fait que &% est un ensemble caractéristique

de

Il en résulte que aihj = 0, pour tout (i,j,h) avec j>2 . D'ou
P
a, = tjz_'aihj 7‘)- = a4, appartient a F . Donc les ain appartiennent a
2 v = - X., + x.. appartient a our j 2 2.
* " iipq ii¥pa T Ypatij P pouT
Pour s appartenant a L.(H) ona A!, (s) = O ; cequi donne Xx..s =sX..

ijpg 1] 1]
et par conséquent, quel que soit s appartenant a gln(U) = U.L(H) (prop. 20),
XS = 8%y et donc aussi pour tout s appartenant a gln(U) = sln(U) +U.T .
Donc 1a matrice xij commute avec tous les ¢léments de gl n(U) .
11 en résulte que Xij est une matrice scalaire , c'est-a-dire, il existe I\
é1ément de U tel que Xy = )\ J . Or Tr‘(xij) -0 = A . Fr(In) = A .n ;
on en déduit que A = O car n =£ 0
Ce qui implique que Xij =0 pour j 22 , 1 i<k .

r
. ~ o s s
Dlolr x, = > XN = X appartient 2 sln(F‘) . Ce qui démontre

le (b).

- ' , Ve . - Vd N
c) Soient ( 6 , s) et ( Z , 5') deux couples comme définis dans le théoreme.

La condition suffisante est évidente . Il reste a montrer la condition nécessaire.

/
Supposons que H = SL( ¢, s) et H' = SL( Z, s' ) soient conjugués

sur F .
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'
On va montrer que 6 = Z, et qu'ilexiste z élément de P(F) tel que

s'—1zs appartienne a SLn(L) .

Comme H et H' sont conjugués sur F , il existe z appartenant a BR(F)

)5—1 et H' = s'.SLn(L').s'—'

t.
tel que Hz™' - H' . Or H = s .SLn(L .

»

on en déduit que SLn(L) et SLn(L’) sont conjugués sur F .

%«

Si a appartient a L , la matrice diagonale (aij) avec ayy = a , a; = 1

(1(i<n),ann a7l et A = 0 (i =£ j) estsemblable a

une matrice de SLn(L') .

Puisque deux matrices semblables ont le méme ensemble de valeurs et puisque
1.' est algébriquement clos , il en résulte que a appartient a L' ; donc L

est inclus dans L' . De la m&me facon, on montre que 1.' est inclus dans L .

Dou L = L' ou L = ﬂKerD et L'= n KerD' . On en déduit
Deg D'eg
/
que 8 = 6 ( d'apres la proposition 21 ).

D'autre part, s'_1zs normalise SLn(L) = SLn(L') . Comme SLn(L) est

son propre normalisateur dans SLn(U) , il en résulte que s'—1 zs appartient

a SLn(L) . Ce qui démontre le (c) .

d) La condition suffisante est évidente .
Soit ( Z' , S ) un couple tel que 6 soit un sous-espace vectoriel de Lie
de @ défini sur F et s un élément de SLZ(U) avec Ds.s_1 appartenant

a le(F) pour tout D élément de 6 . Supposons que H = SL({ Z’, s)
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soit inclus dans P(FK) . On va montrer que 6 = CJ—:) , c'est-a-dire L =K

ou L =M KerD et K =[] KerD et s appartenant & SLZ(FK) .
De§ De® |

Remarquons qu'une matrice w appartient a SLZ(U) avec Tr(w) appartenant

*

4 (FK) estun élément de P(FK) si et seulement si w appartient a SLZ(FK).

Considérons les matrices swis_1 (i =1,2,3) dans H = s.SLZ(L).s_1
1 1 1 0 0 1
on W, = w, = w, =
! o 1 bl o 1 3 -1 0
forment une base de SLZ(U) .
a b
Soit s = telle que ad ~bc = 1 . Un calcul simple donne
C d
» d  -b
S =
~C a
-1 ad - bc - ac a2
Mais sw,S = de trace 2 = O
1 2
-C ad - bc + ac
*

appartienta (FK).

En vertu de la remarque faite ci-dessus, sw, s_1 appartient a SL2(FK) .
Il en résulte que a, b, c, d appartiennent a FK . D'ou s appartient a
SLZ(FK) et d'ou s est un élément de P(FK) .

Donc, puisque s appartient a P(FK), H = s.SLZ(,L).s"1 implique que

SLZ(L) = s-1 Hs estinclus dans P(FK) .
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D'autre part, comme L est algébriquement clos et que tout élément de L
est uncarré dans L, ona L inclus dans FK . Comme L peut étre considéré

comme un sous-groupe algébrique différentiel de Ga’ d'apres la proposition 22,

L. (comme espace vectoriel sur K) a une base dans F, donc [L : K] est fini ;
ce qui implique que L = K car L et K sont des corps algébriquement clos.
La proposition 21 montre que § =P .

Il reste 2 montrer qu'ilexiste s' élément de lP(FCa) tel que SL2( £ 1s) = SLZ(?),S').

¥
Pour cela, soit u élément de U tel que la matrice t = su appartienne a GL.,(FK).

D'apres 1'hypotheése sur s et du fait que 6 = 33 , les matrices X; = 511(5)

(1< i< m) sont des éléments de slz(F) . Ona:

1

§1.(t)

1

il

511(5) + s. 5Ii(u12).s_

Sli(s) + ,Sli(uIz).ss_1

§1.(s) + 5li(uI2)

1

1 ) N
= X + = ,Sli( détt)I ol 12 est la

5)
matrice identité .

D'apres le corollaire du lemme 5, il existe t' élément de GL2(FCa) tel que

,Sli(t‘) =X, ; 511( (détt')Iz).

&
Fixons v élément de U tel que v2 = détt' etposons s' = v_1t' .

Alors s' appartient a IP(FCa) et :
-1 -1
§1.(s") = 8L ") = Jli(v L) + v . 4L(t).v

1 -1 , 1 - ,
= - ——v Sli( (dett‘)Iz)v + X+ =V (Sli( (dett')I2).v

il
>
"

é1ément de le(F) (1<i<m).



-92-

Donc SL(P ,s') est bien défini . Par ailleurs,

51.(5'—15) = Sl.(s'-1) + s'—1. §1.(s).s!'
i i i
=1 -1
==-5' . Sli(s').s' + s' . Sli(s).s'
=-s'-1x.s’ + s'—1x.s'
i i
=0
Donc s'_ls appartient a SLZ(K). Do SL(P,s) = SL(P,s');
onprend z = I2 . Ce qui achéve la partie (d). D'ol le théoréme 6 .
Remarque 18 : En général, dans la partie (d), on ne peut choisir s' appartenant

\

a P(F); c'est-a-dire que SL(P, s) n'est pas en général conjugué sur
F a SL2(K). En effet, la partie (c) montre que, pour tout s appartenant

a SLZ(U) avec c(’.s.s_1 é1ément de slz(F) (1 ¢ixm) ', legroupe

SL( P, s ) est conjugué sur F au groupe SL(P, 1) = SLZ(K) si et
seulement s'il existe z appartenant 2 P(F) et ¢ appartenant a SLZ(K)

telsque s = zc.

Théoréme 7 : Soient un sous-groupe algébrique différentiel de Gg
défini sur F et 80 inclus dans U{y1 yeessen ,yn} 1'idéal différentiel

linéaire correspondant .

a) L'ensemble K( ) de tous les éléments a de U tels que a soit
inclus dans est le corps des constantes d'un sous-espace vectoriel de
Lie de défini sur F .

b) Relativement & un ordre de rangement, 80 a un ensemble caractéristique

B inclus dans F(yl"""yn}l tel que L(ay1,....,ayn) =aL(y1,....,yn)
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ou L appartient 2 B et a appartientd K( ).

Ensemble caractéristique canonique d'un idéal différentiel linéaire :

Soit 80 un idéal différentiel linéaire dans U { Vs enees ,yn} et soit L °
1'ensemble de toutes les dérivées § Y (1€ig¢n,ge @ ) telles qu'il

existe un polyndme différentiel linéaire homogene L. appartenant a 80 ayant
Qy; comme dominant . Si u appartient a LV’ , il existe un polynéme différentiel

linéaire homogene Lu appartenant a JO de la forme u + Zauu,u' ol

a v @appartient aU et ou la sommation est prise sur toutes les dérivées u’

telles que u' ne soit pas élément de Lto et u' de rang plus petit que u .

Si 80 est défini sur F, alors 1'unicité de Lu montre que L = appartient a
F{y1 RN ,yn} pour tout u élément de Lr . D'apres la proposition 17 ,

30 a un ensemble caractéristique constitué des polynémes différentiels de la forme

u + Zauu,u' appelé 1'ensemble caractéristique canonique de 80

u%lvp

Proposition 24 :  Soit R un sous-groupe algébrique différentiel infini de Ga

défini sur F qui est un sous-anneau de U . Alors il existe un sous-espace

vectoriel de Lie ¢ de I défini sur Ftel que o _ N kerp -

D€g

Démonstration : Soit 80 inclus dans U{ y} 1'idéal différentiel linéaire

de définition de R . Alors 80 est défini sur F . Soit B contenu dans U{y}l

1'ensemble caractéristique canonique de 3{0 , et soit A = 8y + Z%, ely
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un élément de B . Alors a o appartient a F pour O'appartenant a @ avec

9’y n'appartenant pas a L)p et de rang plus petitque @y . Comme R est

un anneau infini, @ =% 1.

Soit § élément de A tel que §/6 . Alors, si 0 = 0,5 , Sy appartient

a L .
¥

En effet, pour tous t et s éléments de R, ts appartient a R et Afts) = 0.

Ce qui implique que A(ts) appartient a 80 .Ona:

9 0 " .
Alts) = t8y + (9o)8t + Zay(%)gt +a90t ay + ZCO..QY ol

{

0 9
(9 ) , (9 ) sont des entiers et ¢ appartient ; la premiere sommation est

{ i
prise sur les 8 éléments de @ tels que § y n'appartienne pas a Lf , de

/ ’ /
rang plus petit que § y et il existe § appartenanta & avec 6 =§46, ; la

[ . . ,/ \ I, l’
deuxi®me sommation est prise sur 0 appartenanta @ avec 6 £ 6, , Oy

n'appartenant pas a Lb° de rang plus petit que @y . D'apres 1'unicité de

1'écriture de Lu ci-dessus, ona Afty) = t(A(y)) et:

(2) St + Zae, (g')élt = 0. Il en résulte que (;)Sy + Zao'(i:)ély

appartient a 80 ; donc 8y appartient a Lf .

Soit alors AR 1'ensemble des o appartenant a A tels que 5/9 pour

9 élément de @ et tel que @y soit le dominant d'un élément A de B .

Pour convenance de la notation, on pose yagge {81 yeeaaann ) S k 1 <K<
K = S
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D'apres ci-dessus, Siy appartient a Lr (Tsisk) etsi Li =L alors,

&y’

K forment un ensemble autoréduit dans %0 dont le rang n'est pas

plus grand que celui de B ; donc {L1 yoesan ,Lk} est un ensemble caractéristique

de 80 . A cause de 1'unicité de 1'ensemble caractéristique canonique , on a

B = {L1,....,Lk} )

On voit que pour § élément de A , §y appartienta L fSi et seulement si

§ appartient a Q& _ ; donc les éléments L. peuvent s'écrire :

R

Li = Siy + Zaih Shy (1€igk) et A elément de F puisque ’Oest defini

sur F.

Posons D, = §, + Ya, ¢ (1<igk) .

k <hgm
Comme D1y, ey Dky forment un ensemble autoréduit cohérent , D1 yeoeny Dk
forment un ensemble commutatif des opérateurs de dérivation (Lemme 4).
Soit alors Z) le sous-espace vectoriel de Lie deT) engendré par D1 yessany Dk'

Il est clair que n Ker D = K( 8) = R . Ce qui acheve 1a démonstration de la

D€8

proposition.

Corollaire 1 : Soit R défini comme dans la proposition 24 ; alors R est un

sous-corps de U algébriquement clos.

Corollaire 2: L'applicationquia {, associe L = [1KerD définit une
Deg

bijection entre 1'ensemble des sous-espaces vectoriels de Lie de P> éfinis

sur F et 1'ensemble des sous-groupes algébriques différentiels infinis de G a

définis sur F et qui sont des sous-corps de U .
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Démonstration :  L'injection résulte de 1a proposition 21 et la surjection

résulte de la proposition 24 .

Démonstration du théoréme 7 : Soient (B , kO , K(IB) comme définis dans

1'énoncé du théoreme .
Soit B contenu dans F{y1, ..... ,yn} 1 1'ensemble caractéristique canonique
de 80 . Comme K(/B ) estl'ensemble des t éléments de U tels que tfB soit
conthu dans [B , et puisque )0 = {B] ( critére de Rosenfeld et prop. 7 ),
ona t élément de K([B) si et seulement si L(‘cy1 yeeean ,tyn) appartienne a

)0 , pour tout L élément de B .
Ecrivons L sous laforme L = u + Zavv ou u est le dominant de L, a,
appartenant a F et v une dérivée de la forme Qyi de rang plus petit que
celui de u et n'appartenant pas a Lf .

On a, pour tout t élément de K(/B ), Lity;,...... bty ) = tu + ZCVV

ou c, appartient a U etoll v est une dérivée de rang plus petit que celui
de u, n'appartenant pas a Lf' .
D'apreés 1'unicité de 1'écriture de L, L(tyi, ..... ,tyn) appartient a 60 si

et seulement si L(ty1 R ,tyn) =t L(y1 yeeees ,yn) . Ceci démontre le (b) et

montre aussi que K([B ) est algébriquement clos et défini sur F. Comme K([B)

est un sous-groupe et un sous-anneau de Ga et K([B) contient K, alors

la proposition 24 montre que K([B) est le corps des constantes d'un sous-
espace vectoriel unique de Lie de ) défini sur F. Ceci démontre le (a), et

d'ou la démonstration du théoreme 7 .

Remarque 19 : On vient de montrer en fait que 1'ensemble caractéristique
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canonique B de 80 a la propriété suivante :

I_,(ty1 yeeens ,tyn) = tL(y1' yereas ,yn) pour tout t élément de K(fB) et tout

L. élément de B.

Nous allons maintenant étudier les sous-groupes algébriques différentiels

n

de ST2(U) et de U,

(U) définis sur F.

Soient [B un sous-groupe algébrique différentiel de Ga défini sur F, A un
sous-groupe algébrique différentiel de K{ I"B)* défini sur F (par exemple, si
abrest un sous-groupe quelconque fini de U, A= an le groupe des racines
n-iéme de 1'unité) et enfin soit B élément de U ayant Ja propriété que
1'élément B +[/B appartenant & Ga /B  est rationnel sur F, c'est-a-dire que
L( $ ) appartient a F pour tout L élcment de F‘[y}1 s'annulant sur [B (ou de
facon équivalente pour tout L élément de B, B désignunt un ensemble
caractéristique dans F(y}l de 1'idéal ifférentiel linéaire 30 correspondant a

B comme défini dans le théoréme 7.

Alors pour un triplet (B , A, ﬁ ) comme défini ci-dessus , on définit

a (a—a—1)8 +b

ST([B ,OA’,B)= 0 -1 /aE(A’ ,b&fB
a

Théoréme 8 :

a) Si(B ,A, B ) est un triplet comme défini ci-dessus, alors ST([B, A, g)

est un sous-groupe algébrique différentiel de STZ(U) défini sur F. De plus
ST(B,A-,f8) = ST(B, 1 ,0). ST(0,A, B) .

b) Si H est un sous-groupe algébrique différentiel de ST, (U) défini sur F,

2
alors , il existe un triplet (/B , A, B) comme ci-dessus tel que H=ST(IB, A, §).



-98-

c) Si (B,A, B) et ( [B/, o‘\‘/, B,) sont deux triplets comme ci-dessus, une
condition nécessaire et suffisante pour que ST(IB, A-, B) soit conjugué sur F

a ST()B/, (A—/, B') est que A = A—,et il existe f élément de F"’P tel que
tg=B' et (1B -B+B )N F£L .

& Si (B ,A,B) estun triplet comme ci-dessus , une condition nécessaire et
suffisante pour que ST(IB ,A-, B) soit projectivement rationncl sur FK est que
(6 +B)NF =£ &, oubien A= K*oubien A= P, et/B a (comme
espace vectoriel sur K) une base finie dans F . Lorsque c'es! le cas,

*
ST([B ,A-, ) estconjugué sur F a ST(B ,K ,H) oua sT(IB, P 0) .

Démonstration :

X%

a) Soit (1B ,A-,B) un triplet ; puisque A est contenu dans K(IB) , il est
clair que ST(IB, A ,ﬁ ) est un sous-groupe algébrique différentiel de SL2(U),

donc un sous-groupe de ST,(U). On va montrer qu'il est défini sur F.

2
Soit B = {L1 yoesenn ’Lr} contenu dans F{y‘ yeerae ’yn\l 1'ensemble caractéristique
canonique de 1'idéal de définition Y’ de B
a b!
D'apres la remarque 19, on a, pour toute matrice x = 1 ,
0 a

x € ST(IB ,ﬁ,ﬁ) <> a€A-, et b' = (a—a—1)ﬁ +b pour un certainbe|g

EaeA, et Lb)-(-a IL(B) =0 (1 <ign).

i
Par hypotheése, Li( B) appartient 3 F et A- est défini sur F. Il en résulte que
ST(B , A, 8) estun sous-groupe algébrique différentiel de STZ(U) défini sur F.
D'autre part, ST(0,A , B) et ST(IB, 1, 0) sont clairement des sous-groupes
algébriques différentiels de ST(IB, A-, B) et ST(0, A, B ) normalise

ST(B, 1, 0) dans ST(IB,A , ﬁ). En effet, quel que soit x élément de



a  (a-a) 1 a' (a-a Vg
ST(0 ,A-, B) avec x = 1 , alors x = :
0 a 0 a
1 ab
on a pour toute matrice x' = avec a élément de A
0 1

X
(A~ —K([B )), donc ab appartient afB , pour b élément de [B ,

a (a - a_1)ﬁ 1 ab a~! -(a - a_1)ﬁ 1 adb
xx'xm1 = -1 =
0 a 0 1 0 a 0o 1
1 ab
est un élément de ST(MB , 1,0) . Par ailleurs, pour toute matrice x =
0 1
a
appartenant & ST(/B , 1, 0) et pour toute matrice x' =
, 0
é1ément de ST(0,4 , P ) ,ona:
1 ab a (a-a'T)B a (a—a—T)B+b
0 1 0 a-1 0 a!
a (@a-a HE +b 1 ab\fa (a-a )p
Il résulte de 1'équation: _
0 ! 0 1/1\o a!

M-
et du fait que A4 soit inclus dans K( B ) que le produit semi-direct
ST(B,1,0).8T(0,A,B) =ST(IB,A,8).

D'ou la démonstration du (a) .

b)  Soit H un sous-groupe algébrique différentiel de STZ(U) défini sur F .

Il faut trouver un triplet (B , A ,B) défini comme ci-dessus tel que

H=ST(B ,A,f).
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X
Soit p la projection de ST2(U) dans U qui & x appartenant a ST2(U) , associe

a b
p(x) = a si x = ( 1 .11 est clair que p est un homomorphisme
0 a

rationnel surjectif défini sur le corps premier .

t b
Kerp = x € ST2(U) / plx) = 1} = , beU et
0 1
1 b
on a , pour toute matrice x appartenanta Kerp avec x = ,
0 1
1 b RN 0 b\* /o
0 1 0 1 0] 0 0

Donc Kerp est égal a U;(U) le groupe des matrices unipotentes dans SL2(U) .

*
Soit p/H la restriction de p a H, c'est-a-dire, p/H : H ——— U

est un homomorphisme rationnel différentiel de noyau Kerp{) H , c'est-a-dire ,
U21 ﬂ H . 01 en résulte que U; n H est un sous-groupe algébrique différentiel
de H contenu dans U;(U) et défini sur F . Or U;(U) est isomorphe a Ga :
donc il existe un sous—-groupe algébrique différentiel [B de Ga défini sur F

tel que U;(U)HH - ST(B,1,0).

L'image p(H) de p /H est un sous-groupe algébrique différentiel A- de U*
défini sur F.

Si A-=1 ousi A= P,,la démonstration est immédiate.

On va donc supposer que A a plus de deux éléments.

Faisons remarquer que si A est infini , alors il y a un sous-groupe algébrique

»*
différentiel IB/ de G: tel que , pour tout a élément de U , a appartient a

*
A~ si et seulement si  Al(a) appartient a fB’ . En particulier K est inclus
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*
dans & et pour tout a élément de U, a" appartient a &4 si et seulement si

a appartient a oA ( a"e A< A1(@") = n Alld) € fB, & Alla) € [B/ ).

*
On va montrer que A~ est inclus dans K(/B) .

Si A = P, pour tout X élément de P, «" =1 = Al ") = 0= Allx)=0;

* *

_x_
d'ou o< appartientd K. Donc : X« K(B ) = A — K(B )

Supposons que A soit infini . Soit a élément de A et fixons b appartenant

b C
a A avec b2 =a . Pour un certain ¢ appartenant a U, la matrice 1
0 b
1 q
appartient a H . 11 en résulte que la matrice appartient a H pour
0 1
tout q élément de B .
2
-1
Donc la matrice bq _ b ¢ ! 4 b ¢ _
0 1 o b o 1J{o b
-1
b C 1 q b -C
-1 appartient a H.
0 0 1 0 b

D'ou aq = b2q appartient a [B , c'est-a-dire, a [B est inclus dans [B
_k
Donc A~ &< K(IB).

Pour tout a élément de A- , soit ra 1'ensemble de tous les éléments b de U

a b
tels que -1 appartienne a H . II est clair que F a est non vide ;
0 a

fixons un élément °<a de ra . Si b estun élément quelconque de U, ona:

1 ab -a& a ¢ _ a b
a a
1 = 1 ; comme
0 1 0 a 0 a
a O(a
1 appartient 3 H , alors b appartient & ra , C'est-a-dire

0 a
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a b 1 ab - agka
appartient a H si et seulement si appartient
0 a 0 1 :
a H, c'est-a-dire, si et seulement si ab - a, = al - o\a) appartient a 'ﬁ
A
Puisque a est élément de K(P), Fa estla classe o, + P de IB dans G, .

7 Ve _1
On fixe ¢ élément de J%avec 2 = 1 ; posons ﬂ: c(c2 - 1) okc .

Quel que soit a élément de ﬁ,

=1 -1

/e A a oy c A a Ay )

\o <! 0o a ! 0 al 0 a )
1 Cx.-adX +c2ao( —ach

c a a ¢ est dans H . Donc
0 1
| 2 2 2 2
coA mach, * cad,-acx. = (T-a)CCXC-“-C)ao(a

appartient a TB .
Etant donné que K*C J%CK('B)*, (1- c2) a € K(’B) , ona
(c2—1)ﬁ=cdc —(1-c2)ﬁ=cqc et

%)

(1-ad)cq, - (1-cDag, = @@-N1-AP - (1-Aaa,
(1 - c2) E—az—- 1)ﬁ - aoga] = (1- c2) Elz - aa_1)(g - aqa] =
(1 - c?) a((a—a—1)(5 - AA,) estunélément derB ; donc (a—a_1)/3 -,

appartient a fE) . I1 en résulte que (a - a'1){5 estdans o+ rE = ra" .

D'ou ST(O, , ) estinclusdans H.

Comme Q = A, +{B peut encore s'écrire ‘;‘ =(a—a—1)(3 +B ,
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pour tout a élément de gf&, on en déduit que

H = sT(R ,1,0).sT(0,78,3) (B, A 3)

Il reste a montrer que ﬁ + (E appartenant a Ga /B est rationnel sur F.

Il

i

Soit B 1'ensemble caractéristique canonique de 1'idéal différentiel] linéaire

de définition de ff) : ona B inclus dans F{y}l et L(cy) = aL(y) pour tout

* ~ . . 7 - e -
a appartenant a K(B )" et tout L appartenant & B . Soit (/ 1'idéal diff¢rentiel

de définition de H dans U{z} ou z = fzij) est une matrice d'ordre 2 d'inddéterminées

z Zq,
différentielles sur U . Pour un L fixé dans B et pour » = H 12

“21 Zo0
le polyndme L(z12) - (z11 - 222) L( (3 ) = L(Z12) + (222 - ZH) L(ﬁ )

appartient a Cﬁ( . On va montrer que 1 (3 ) appartient F . Pour cela, écrivons

v
L( (3 ) sous la forme L( B ) Z (3& Y)&avec 7ARRREE g» appartenant a
b=

U sont linéairement indépendants sur F, 6kappar‘tenant a F et q1 =1.

On a L(z12) + (222—211)L(B) =Liz 12) + ( Z_ﬁ& rzg =
p
Lizyp) + (2 = ) By + 5 (2 ‘211)(5“(&
k="
+

Comme H est défini sur F, L(z12) (z,,,2 - 211)34 appartient & (/X et

(Z/,2 - z”) [332‘ appartient 3 (/2L pour k >>2. Mais H contient les éléments

c A _ ,
de la forme C_1 avec c-c | = 0 ; et comme (292 - 211)‘3&
O =

appartient a CD(, ona (¢ - ¢ B& =0 implique (3&: O pour k »2.

Il en résulte que L{B) = ﬁ1 appartient a F . Ce qui montre que 1'élément

(3 + B de G, /'R estrationnel sur F. D'olle (b).
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¢)  Soient deux triplets (B, 7%, 3) et (B.,ﬂ,l [3') et posons H= ST(B,7Z,3)
et H' - ST(B 2 B).

Supposons que J@Z: C/gét qu'il existe f, g appartenant a F avec f = O,

tH = ‘B' et g appartenanta f(3 - B'+ ’B‘ . On va montrer que H est

conjugu¢ sur F a H' .

f g
Soit la matrice x =( ; alors x appartient a GLZ(F) ¢'est-a-dire
0 1

x appartient a P(F) . Pour tout a élément de d%et pour tout b élément de By

ona:
f o a (a - a~1)6 +b f g -1
0 1 0 a! 0 1
4 ~1 -1 -1 -1
- a (a-a )R +b\|[f ~gf a @-a )f ~g)fb
0 1 0 a! 0 1 0 g !
- _ (
Comme (a-a 1)(13(3 -g) + b = (a-a 1)[3 + b' pour un certain b'

appartenant a B, on a xHx ! C H'.

De la m&éme facon, on montre que x""H'x € H. D'oy xHx ' = H'.

P q

Réciproquement , supposons qu'il existe x oppartenant a GL,(F) avec x =

2 -
r s

telle que xHx| = H' . Pour tout a élément de J%et tout b élément de (R

-1 -1
P q a (a-a )P + b p q
la matrice t = -1 appartient
r S 0 a r S

a H' ( par hypothése ).

Supposons d'abord r == 0. Le calcul de t montre que r(a - a‘1)(s -rf3) - r2b =0

(aeUG, beB).
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Lorsque ﬁ: {1} ou Jg= P2 , alors r2b = 0 etcomme r £ 0 ,ona

b =0 pour tout t; élément de B ; ce qui implique que P = {0} et H =H'.

On a, Jé = 676 et quel que soit f appartenant a F? 0} =i0},ce qui donne B ={0}
Supposons maintenant Lﬁ:,éfﬂ} et d§=/= P, . Puisque r =%+ 0 et a- a”! =0,
r(a - a_1)(s -rf3) - °b = 0 implique (s-r) -r(a- a_1)_1b = 0 pour
tout a appartenant é(76 avec a2 -1 £ 0 et pour tout b appartenant a |

En particulier, f3 = sp ! appartient & F, donc B ={O}

On a a b! P q a (a-a—1)B s -q
t = 1| - Eneffet, t = . (ps-rq)
0 a r s 0 a -r
p
_1 [ spa-qra sp(a - a'1){3 + sqa'1 - rq(a - a_1) B -qsa!
= (ps - rq) -1 -1 -1 -1 y
0 -rpla-a )P -rga +rp(a-a )P+ spa

a b'
d'ol en simplifiant, t est de la forme t = ( _x pour b' élément
, 0 a

de U. Donc t appartient a H . Ce qui entraine que (/5 Cdg '
Utilisant le fait que x_1Hx est inclus dans H, de fagon analogue, on a {3'
, '
appartenant 3 F, B =&O} et (/6 c JE
Sionprend f =1, alors u‘f:cn‘f,' B =£B‘ et (f B - [5' +[Bl) (1 F£ ¢;
ce qui démontre que la réciproque est vraie pour r =£ 0.

Maintenant supposons que r = 0. Alors ona :

p q\ [a (a - a_1) B +b s -q )
t = 1 (ps)
0 S 0 a 0 p
- - - - [}
a (a—a‘)(ps1(3 - gs 1)+pslb a A
0 | a”! 0 a” !

1 t

{ - - - - '
en posant A\ =(a—a1)(ps B -as 1)+ps b élément de IR
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/
Ceci montre de nouveau que (_]6 = (/g .

Posons f =ps—1e, F* et g = qs—1 € F .Enprenant a=1 et b élément
de U, on voit que b appartient a ‘:B ' si et seulement si fb appartient a fB'
donc 1B - B

Si c/g.zsﬂ ou si ()éz P2 , C'est le cas qu'on vient de montrer .

Si ng,é {1 2 et Jf == P, on peut prendre a élément de Jﬁ tel que

a? =~ 1. Alors, en fixant b appartenant 2 I , ona d‘ =(a- a_1)B‘ +b!
pour un certain b' appartenant a (_B‘ .

Donc g = - i’; + (a—a—1)"1(fb—b‘) e (Ip - [3‘ +B)ﬂF.Cequj

démontre le (c) .

d) Soit (B ,dg, B ) un triplet. Si (3 appartient a F , si B a une base
%
finie dans F et si , ou bien c/% =K ou bien (/é = P_ (pour un certain n €

alors H = ST([B ,J{, B) C SLZ(FK) . P(FK) .

Réciproquement, supposons que H CP(FK) . Comme ST(\B®, 1, 0) est inclus
dans H, on a _fB inclus dans ‘FK . D'apres la proposition 19, i a une base
finie dans F.

Si (Jé:glﬂou (/g = P2 , le résultat est immédiat .

Supposons donc (/(:d:# ‘\W et (Jéqé P,

N),

Rappelons que si uﬁ est infini, alors, pour tout a appartenant a U, a2 appartient

a Jé si et seulement si a appartient a c]é . Donc (/f est inclus dans FK
et d'apres la proposition 23, c/f: k¥
Montrons maintenant que (3 +®) (\F £ ¢ .

Soit B inclus dans F{y} 1 1'ensemble caractéristique canonique de 1'idéal

différentiel de définition IP de _f_B . D'apres ce qui a été montré, (3 appartient
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N

4 FK et donc d'apres le corollaire du lemme 5, il y a une spécialisation

{ {
différentielle (3 de {3 sur F avec (5 é1ément de F‘Ca .

Ecrivons Bl sous la forme Zﬁ k‘j ol WY, eeenenn r Yo

appartiennet a C et linéairement 1ndependants sur C , % =1 et 61, ..... 'ﬁf‘
appartiennent a F .

Pour tout L. élément de B, le polyndme différentiel L. - L( B ) appartient a

!
Fiy} et s'annule en (3 . Il en résulte que L(‘)) ) —L(B ) =0 =

(-}1 )y - LB ) - ; B ) \'l/ . D'apres la disjonction linéaire de

F et K sur C, %’ ...... , (7VI‘ sont linéairement indépendants sur F, donc
X
nécessairement on a L(B1 ) -L((3) = O pour tout L appartenanta B .

\
Donc L(ﬁl1 —(‘5) = 0 ; ce qui entraine que B‘l - B appartient a fB ,
t
c'est-a-dire (’;1 appartient a A 4+ ‘E . D'ou (”‘1 appartient a (3 +B)n F

I en résulte que (3 +B ) (\ F ¢ . Ce qui démontre 1'équivalence .

La derniére partie de (d) est une conséquence directe du (c) .

Corollaire : Soit (MR ,¢ 7%,,(3) un triplet comme c-dessus et soit H = ST(B ,J‘g ,B)

Alors, un et un seul des énoncés suivants est vrai :

1) i3] ;A{O} et (/'fest infini; dans ce cas H est dense dans ST,(U) .

2
2) B :,é{O} et (/gz Pn pour un certain n élément de N; dans ce cas

H est dense dans US(U) .

3) B Jp} et (/% est infini; dans ce cas (3 appartienta F et H est

conjugué sur F a ST( O,(Jg, 0) qui est dense dans SDZ(U) le sous-groupe
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diagonal de SLZ(U) .

4) B :{O} et ()ff: P~ pour un certain n élément de N; dans ce cas

(3 appartient 8 F, Hest fini et H est conjugué sur F a Cn(U).

Démonstration : Comme un sous- groupe algébrique différenticl non nul

(resp. infini) de Ga(r‘esp. de U) est dense dans Ga(resp. U ) et puisque,

ST2(U) = ST(Ga » G ,0)
Urz‘(U) = ST(G,P_,0)
SD2(U) = ST(0 G ,0)
Cn(U) = ST(o,Pn ,0)

la démonstration résulte des parties (a) et (c) du théoreme 8 .

Les sous-groupes algébriques différentiels de SOS(U) et SO§(U)+ :

Soit F un sous-corps différentiel de U sur lequel U est universel et soit

C son corps des constantes.

Soit e un élément de F¥; l'application 1T : SOG(U) ——— G
définie par : -1 . '1)
% e <S1°“X;"‘ ’quX si Y0
il _
C\J oA ©,......,0) si ¥=0

est un homomorphisme rationnel différentiel , défini sur Q, de noyau

A ed 2 2
Kerll - | AEK, Yeu, R _e¥° =1
5
N o * e, X m Ler
De méme , 1'application Ile : SOZ(U) —— G définie par :
-1 -1
x [ X -y (84"&‘2{ yeenas , qu'b’ ) si § S0

IIe y =
-\ (0, ........ ,O) S1 X — O
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est une application retionnelle différentielle, définie sur (', de novan

g X -eX /

Kerlle = < /o\e K, e U, &2 - e¥? - i

On va établir quelque - propriétés fondap entales de Ile et H:

* . . . gt .
Il est clair que He of He sont des ap; Licaticns rationnel!los différontielles

partout définies , déf nies sur F. / oo
1 £
. . 2 o
Soit ¢ fixé dans U avec ¢° = e etjnsons s = . Considérons
-1 t )

/

la suite des homomory} hismes :

1
; A £
S0, __ZE_,» sp, —bP—s 2l G — G
X e )’\\ e) A &Y o0
- X -1 i - " 2 2
ou S . = 8 S = avec W -e)f -1
y oA Y 0 X- £Y
/
a 0 h %
P 1 = a (@ : U")
0 a
Al@) = (Sya ......, 81 a) @aeuU™)
. .m
l£<X]’ ...... , rn) = EX e ..,gxm) (x1,. ...,xm) é_(xa .
De "acon semblable, ¢ nsiddérons los app! cations
)
. T{ﬁ (% ’ . IE
S0, —=— SD) —Ls 7 al G'; — G';
. ey -e Y A -e 1 0 N =sY 5 5
oll Z; = s s = avec A - oY =
- Y > ~A+£Y 0
* O —b ¥
p -1 = b (b e U ).
b 0

* ) © :
0 D, (U) = oD, U (1 0>
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Remarquons que po fs est un isomorphisme rationnel et que p‘otg est une

application birationnelle bijective car p* est surjective et st"‘ est injective.

appartenant a U tels que €2 - e et

Lemme 8: Soient e, £ ,e&x 5 ¥

EC e Xz - k élément de K" . Alors pour tout ) appartenant 2 /\ , ona

ESI(A +£Y) = K [fz(é‘e)a*( + e(OKSX _Xé‘o\)j\
80\.3_1 si Y=~ 0

B 0 . Si X:O

Par hypothése, on a r2 e¥ 2 _ k. Ce qui donne :

§(a? - e¥?
200 A - 2e¥8Y - Se.¥? :

Démonstration :

0

I

Ada - e ¥.8Y - -;:—u%‘e)vfz

donc
o\z.gok - AeY . QY = l—(&e)d\ Y? (en multipliant par o ) -
2
. 2 2 .
Mais A& = k + e¥ “. Ce qui donne :

(k + eXz)Sok = 1—((S\e)ol ¥2 4 e .Y
2

kK. = g—(&e)o&b’z + oge)(.SX - engo\

Sane ¥ = k! B(é‘e)o«z( PR S, y,gq]

Ce qui démontre la 2% égalité .
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! QATR[[0JIO0D)

0= RS 0

Z
= | (egR-pgd @ + R%( vlu = (R3+%0)193
0FRS R PQ m S S

: 911[e89 9qnop e[ o, g

0 = ANE@,@\M. 3 - RQR3 -%QR) M =
_Ae@I— 3 ggRel -wQwI &=

R %v..m = APR® - Q0% 1eae uo ‘sten

c c
CReQT I3 AFR 3 =R 0%3) It (R RGW)° R0 Q) T ) |

(4 c
(RCE)T "3 - 48" R 3-%g¥3+ Q" Re- gw(o0)y +R Q%) A =

(R387,3-88 K 3-¥QR,3-R°393R+2g .30+ ®Qw3)

_:\F.;ff.;& iovmﬂ_ 3= (R3+v)1g?

c

.Amfmwv.wl nw%.w &&— wrmu.wm = wrmuﬂ an 2 10

(R3- 0)(R3I+¥)Q" A3 -

‘(&3 - Y :-x =

X3+ ) ouop
X = (R3-yw)( R3+ ¥ ) enbydur y = S RO -

¢ 2 red aane,

L2 A
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b) I, = 1lgo AlopoYg
c) Les images Ie et f; de He et II: coincident et chacune est le sous-groupe

algébrique différentiel Ie de Gg] correspondant a 1'idéal différentiel linéaire

de U{y1 yesvenns ,yr;]} engendré par les polyndmes différentiels
, 1 1 , .
— a— - o—— i 4
S v Sy + - (8Lely; . ( 3lie)yj) (1<i<j%m)
Démonstration :
A 24
a) Il faut montrer que pour toute matrice x = appartenant a
¥ A
SOS ,ona: x <Y
2 I (x) =1£0A10poZ’(x) = I,
¥ A

= 1gofl(X +£Y) = EAUX +£Y)

=1 -1 )
(S ™ e , 8 X 6 W LO
(0,0eeeenn ,0) si ¥ =0
(d'aprés le lemme 8 en remarquant qu'ici dz - X 2 _ 1).
D'ou IIe = 120A10p0 C

b) Par des calculs semblables que dans le (a) , en appliquant le lemme 8 , on

: * * *
trouve aussi IIe =1l o Alopo Z; .
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c) 1 est clair que les images de IIe et de IIZ coincident . En effet, chacune

est égale a 1'ensemble de tous les éléments ( X{ponoses ,xm) appartenant a Gg’
de la forme (810{ .y_1 e eenn ,SHCIX .X_T ) tels que

A ey

C s e o~ -€ Y s ¥
appartient a 802 et appartient a 802
Y A y -

Comme IIe est un homomorphisme rationnel différentiel, son image Ie est un
sous-groupe algébrique différentiel de Ggl

D'autre part , pour tout (x ...... X ) appartenant a I ,ona:

deq ____> 4 S(?OQX1 -&&X-?f'z
§jq‘x_1:$&xj =81830(' ¥ ‘CS‘jé‘iX Y
d'ol é\i(xj) -3 & .y .é‘jg.}/" - c§\j<>< Y8y

implique que é‘i(xj) - 8.(x.) + Sliy )xj - ((5‘1;i Y )xi =0

i

Or 3\2 —eYz = 1 et pour =0, ona -eYz =1 ; ce qui

implique e = —K_z et O le =2 ) lix . Donc

Sit) - S+ -;-(Slie)xj - = (S1e)x; = 0

Alors , 1'idéal différentiel de définition de Ie est 1'idéal engendré par les

polyndmes différentiels :

1 1
Sy - cS‘j(yi) + —2—(<§‘ Lely; - = (é‘lje)yi



114~

Voici quelques formules qui seront utiles pour la suite.
. -y e, K ‘o 2 et
Lemme 9: Soient x, x' éléments de SOZ(U) et v élément de SOZ(U) .

Alors : a) IIe(xx') = H:(X) - If;(x')

b) 11 - (%)
‘ e
* 1 211 (v) + Ie( X) si v € S0,
c) IIe(vxv ) = * -
- ' €
2He(v) IIe(x) si v SO2(U) .
) . . X e, 3
Démonstration : Soient x, x' appartenant a SOZ(U) .
‘o 1 — T
a) Ona: IIe(xx ) = 1loAl opors(xx )
x *
Remarquons que p o rs(xx‘) = -po Zé(x)p*o Z'S(x') 1.
' |
En effet, pour x = X “€¥\et xt = | -€% \,ona
!
¥ - y -o

poTLbax) =chdk'= eXy'+ E(AY -AY) e
FoTWro T = (R +X)NM+2¥ ) = (& +2Y)h+£Y)
SR ey sy - Y.
Donc, II(xx') = lgoAlopo T (xx")
= -lsoD1oFo Z':(X)p*o ?’:(X'))
- - g onl((oh +e Y + £¥)7H
£ S+ RN )T m £ (A e+ €8

On a donc pour & L :

S ESL(( + BN +EX)TY) == 8 ( + A+ EY) T (AN +£X )
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—EES‘i(O\ 3 SNC I S S S RN CY +s_x'ﬂ.

—ESli(ok +EY ) 4+ 6811(0\" +E_X.) et comme d\z - eyz = -1,

la formule E_.Sli(ok +¢Y¥ ) = k_il:;( é‘ie)OKX + e(X Slf - Xé‘iq)‘J
= c§‘10( . X—1 , pour k = -1 donne :
E’é‘fi(ok +eX) = - Siok .Y_t ; ce qui implique - ¢ c)‘li(ol +£Y) :5‘10( .b’_1.

D'ou - E,Sli(o( +&Y¥) + Egli(o(.+2X‘) = 6‘10( .X” -Siq ‘.Xu .

Ce qui donne : IIe(xx') = (é\id A -1 81t¥‘ .X'—1, ...... ’(S\mq .\(_1 —8m0(' .X"'1)
= IIZ(X) - Ii:;(x')
b) Si dans la formule (a), on fait x' = x| , on obtient :
IIe(xx_1) = II:(X) - IIZ(X—1) , comme IIe(xx—1) = He(I2) =0,

* -
on obtient IIe(x) = If;(x 1) . D'ou (b).

c) Si v appartient a SOS(U) , la formule (a) donne :
X * * *
1y _ _ 1 1 - _ 1
IIe(xx ) = IIe(x) IIe(x ) —> IIe(Vxx ) = He(VX) IIe(x ) , donc

- ¥ * _
IIe(vxv 1x') = IIe(vxv 1) - IIe(x'); en prenant x' = x 1, ona :

-1_-1 ¥ -1 < SR
IIe(vxv X ) = IIe(va ) - IIe(x )



o 2] (=)
X) - (A = AXA UO
( V*: ( vﬁm r- ﬁ: a

.EMHH + Axv.m: - EMHH = | EacM: no,p

~\|

(DL = (_axm)

9 9
A - A XA = XA I
@) Jr - (4 vu (,_xA)II 40
9 9
X - (a =
(x) o (2) Ay
C) 9 9
A = XA
(X g0 - @)1 (,x8) 11
m 9 )
(iX) I E = (xx) I
* i
. (4
! B UO sJaofe .*ADvaw e jueniedde A 15 -
3 9 9
(X)) a1 + (A) Il = AXA) TT
G+ (@) (,-Ax) ]
suuop mb > ¢ Q&@Em = Axﬁn>x>vmm no,g ° ?vmmm = ANBQHH euo ¢ MU

suep ADVMOm. 9p [OTUSISITP [ouuoTied swsTydaowowoy un 1sd mHH SWWOD 14

9
c (A =
(M
A>plxx>vmﬂ =
E)
X - (xa =
Tv °I1 ( V*H
9
fm - : = QTBE II 10
. A\ xv HH + A x >x>v I = A_..>x>VMH ¢ 2ap-e-189,D

oL~
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Proposition 25 : L.'application ’B w— II-;(B) définit une

bijection entre 1'ensemble des sous-groupes algébriques différentiels B de Ie
définis sur F et 1'ensemble des sous-groupes algébriques différentiels denses

H de sog(u) définis sur F.

Démonstration :  Etant donné que IIe : SO€23  E——— Ggl est un homorphisme

homomorphisme rationnel différentiel défini sur F ayant pour image Ie , 1a
formule [BW——-—-) IIS(’B) est bien une bijection de 1'ensemble des
sous-groupes algébriques différentiels de Ie dans 1'ensemble des sous-groupes
algébriques différentiels de SOS(U) contenant Ker He et définis sur F. Il
suffira donc de montrer que H est un sous-groupe algébrique différentiel

dense de SOS(U) contenant KerIIe.

D'apres le corollaire du lemme 8 , on a :

(x) e N
H est dense dans SOZ(U) @ po Z‘é (H) est dense dans U
o

H) D) K
(H) D p o Z'S(KerIIe)

Kerll .
e

T

U oYoa

o

ke

H

<>
&>
@ .

Ce qui acheéve la démonstration.
SiB est un sous-groupe algébrique différentiel de Ie défini sur F , on notera

SOe(fB) le sous~groupe algébrique différentiel dense TI;1 MB) de SOS(U).

) Rappel (prop. 31 , Cassdy) : Soit G un sous-groupe algébrique

différentiel de U*n Alors G est dense dans Um si et seulement si

G D (U"“)K - PN K".
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Proposition 26 :  Soit H un sous-groupe algébrique différentiel dense dans

SOS(U) . Alors H et SOS(U) ont le méme normalisateur dans GLZ(U) .

Démonstration : Soit z appartenant a GLZ(U) . Puisque H est dense dans SOE(U),

il est clair que si z normalise H, alors z normalise SOS(U) .

¥
A e
Inversement, supposons que z normalise SOS(U) . Soit x = y
ol
appartenant a H, donc éiément de SO .Ona zxz -1 appartient a SO (U)
A ey\ -1 ey
Donc z y/ est encore de la forme , C'est-a-dire
LANPN
= 1 A tey _ fo teY
z €Y\ z = ;dlod I [z 2 | = I oy
+ T
LAY Y A » Y S
=tu (% ¥ e (H).
¥ AR

D'apres la proposition 25, H est déterminé de facon unique par IIe(H) . Il en

A ey\ _
résulte que z ¥ z appartient a H. D'ou z normalise H .
A
Corollaire : Soient H et H' deux sous-groupes algébriques différentiels

denses de SOS(U) . Alors H est conjugué a H' siet seulementsi H = H' .

Démonstration : Si H = H', alors H est conjugué a H' .

Réciproquement, supposons que H soit conjugué a H' . Alors, si z appartient

a GLZ(U) , sz_1 = H' . Donc z normalise SOS(U) , et normalise

par conséquent H . Ce qui implique que sz_'1 = H' = H.
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Théoréme 9 :

a) Soit e un élément de F*. Un souys—gr‘oupe algébrique différentiel H de

SOS(U) est dense dans SO;(U) si et seulement si H contient KerIIe (ou de
facon équivalente, si et seulement si H = SOe( ™ ) pour un certain sous-groupe

algébrique différentiel B de Ie)‘ Lorsque c'est le cas, H est connexe .

!
b) Si e, e' appartiennent a Flet B (rep. B ) est un sous-groupe algébrique
différentiel de I, (resp. Ie') , une condition nécessaire et suffisante pour que

' l
SO®(B ) soit conjugué sur F a SO° (B ) est qu'il existe f appartenant a

Fitelque e'"le = 2 ot B' = B

c) Si e estunélément de F et B un sous-groupe algébrique différentiel
de Ie défini sur F . Une condition nécessaire et suffisante pour que SOe(fB)CP(FK)
estque B = )10} et qu'il existe e' appartenant a C* tel que e'_1e soit un

carré dans F . Lorsque c'est le cas, SO%(‘B) est conjugué sur F a SOS(K) .

Démonstration :

a) La premiére partie est déja démontrée dans la proposition 25 .

Il reste a montrer que H est connexe .

Comme H est un sous-groupe algébrique différentiel dense de SOg(U) ,
posons H = SO®(B) . Soit H°la composante de 1'identité de H .
Etant donné que SOS(U) est connexe , H° est dense dans SOS V) .

D'apres la proposition 25, il existe un sous-groupe algébrique différentiel

B' de 1, tel que H® = so®(|B') . Donc
B' = IIe(H°) = IIe(H)O = B° - @B

Donc H = H°. Ce qui démontre que H est connexe
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b) Supposons qu'il existe f élément de F¥ tel que e le 2

= et fB' = MB.
1
On va montrer qu'alors SO°(B) est conjugué sur F 2 so® (m).
! 0 | e e/
Soit z = et soient Z’: SO, (U) ———— SO-(U) et
0 £ Z 2 2
1, + G0 ————— G7  qéfinies par
f a a
G = 2xz! Vx e sog(u)
et
lf(xt, ....... ,xm) = (fx1, ...... ,fxm).
-1
Montrons que II , o Z"Z = 1 ¢ © IIe .
o
Pour cela, soit x = (x EX) un élément de SOS(U) . Ona :
A
10\ [ eX\f o\ ™
II,o((x) = 10,
¢ z ¢ 1\o f ¥ A Jlo f
-1
A ef Y 1 2
= He' ; mais e' e = f implique
£y A
e = e'f2 , donc ef“1 = e'f.
Ce qui donne : A e'tY ( 810\.(f7()_1, ..... ,Smok.(ff)_1 si f¥5£0
I, -
M1 A (U ,0) si f¥=0
-1 -1
Donc II_,0 (;(x) = (&), el y § k-7 et
-1 -A -1 -1
10T () = &R ST, , gmq.b/ )
-1 Y-t -1 -1
S SR X TR AU N gmq.b/ )
1 1
= (S LEX)T S X&)
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e

2(U) . Ce qui

D'oll I, 0 Z;(x) = 1;10 IIe(x) pour tout x appartenant & SO

-1 .
implique que IIe,o Z; = 1 oIIe . D'ou

_ 1
zS0%(B)z b s0® (B') car SO(/B) est déterminé de facon

11
1 1
SO% (U) s G

2 a
i

m

a

scg(u) Y ¢

II
e

unique par IIe . On a le diagramme suivant

1
Donc SOS(B) et SO (B') sont conjugués sur F .
1
Réciproquement , supposons que les groupes H = so%( B) et H' = so® (B')
soient conjugués sur F . Comme la conjugaison est un homomorphisme rationnel

1
et comme H{ (resp. H') est dense dans SOS(U) (resp. 50623 (U)) , il en

H
résulte que SOE(U) et Sog (U) sont aussi conjugués sur F (d'apres la prop. 26).

Rappel de géométrie algébrique : Soient e, e' éléments de F (F étant un

1
corps non nécessairement différentiel) . Alors SOE(U) et SOS (U) (resp. SOE(U)+

1 -—
et SOS (L)"') sont conjugués sur F si et seulement si e 1e est un carré

dans F .
D'apres ce rappel, il existe f appartenant 3 F tel que et e =
1 0
Posons z = et considérons ( et lf comme définies
0 £ z
ci-dessus . Onadonc z SOS(U)z~! = SO (U) ef II .0 {. = LloIl s
: 2 2 e Z S § e .'

- 1
D'autre part, le groupe zHz ! contenu dans SOZ3 (U) est conjugué a H' ;
d'apreés le corollaire de la proposition 26, ona z H z_T - H
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Comme MB' = IIe,(H’) ,ona fB' = fIIe,(sz_1)

= (1, (zH ™))
= Lol 0 (Z(H)

= IIe(H)

= B

Donc £fB' = M . Ce qui achéve la démonstration du (b) .

. ¢c) Supposons que B = \O‘; et qu'il existe e' appartenant a C* tel que e'_1e
soit un carré dans F . On va montrer que SO(B) CP(FK)
D'abord, montrons la derniére partie du (c) .

f
D'apres le (b), SOS(U) et SOS (U) sont conjugués sur F ; ce qui implique

1
que SOS(0) est conjugué sur F 4 SO (0) , et, puisque e' appartienta C¥

e! e'
SO, (K) = Ker He‘ = SO~ (0) . Car ,
% e 2 2
Ker 1L, = ~ / A€ K, Ye U, &° - ey =1
5 N
. . N { 2 2 .
Mais, comme e' appartienta C, on a 8( 1o N - e'¥“) =0 ;cequi

implique O - 22 ¥8Y -0 ; d'olr 8X=O, c'est-a-dire & appartient a K.

e!
2

La condition suffisante s'en déduit puisqudil existe z appartenant a P(F)

Il en résulte que SOT(0) est conjugué sur F & SOS (K) .

( par exemple z = ! 0 ) tel que
0 f
! -
sof(0) = sof(B) = z sog (K) =V inclus dans P(FK) .

D'ob so®(B) CP(FK) .
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Réciproquement, supposons que SO¢(B) C P(FK) .

On vamontrer que MB = {0} et qu'il existe e' appartenant a C*tel que e'—le

1 ¢
e etsoit s = -1 ¢ .

élément de H; alors:

e\ /& ev\/i e\

soit un carré dans F.

Fixons ¢ appartenant a U tel que 22

A
Posons H = SO%(B) . Soit x = ( ¢

¢ o<
d~—/

po Z;(X) = p(sxs_1) . Or , sxs ! -
-1 1
Y A £

« o+ Y 0
= t

0 A =&Y °

ot+£b( 0

POFS(X) =p o oty - A+ Y

Donc {Ok+tb/ / A s ¥ €FK , ¢€ U} contient K*, c'est-a-dire
al ex
e §

* rd Vd *
K Cpo Z;(H) . Donc il existe un élément de H tel que d + E_Xé K,

A L1 et RN#£O.
Comme (A -%¥) = (N + E’,Y()_1 appartient a K*, il en résulte que
A+ Y + A -&X: 20,  appartient a K*et d\+£3/ - 4 eY = 22.3/

. X . N * N
appartient a K. Donc A et &Y appartiennent a K . En particulier A et Eb/

appartiennent a FK . Comme H CP(FK), il existe u appartenant a u*

(ok ey U uey
tel que u =

¥ & uy ux
que u®, u) et ue ¥ appartiennenta FK . On en déduit que uet £ appartiennent

appartienne a GLZ(FK) ; ce qui implique

4 FK car: uY appartient a FK et o} appartient a FK, ce qui implique que
u appartient 3 FK; de méme ued = u 5_2 ¥ = ug .£¥ appartient 2 FK.
Comme u et &Y appartiennent a FK, ona ¢ appartienta FK .

D'autre part, F et K sont linéairement disjoints sur C , donc F<E >= FC!

ou C' est le corps des constantes de F<£> Par ailleurs, E' : (ils E<£7 : Fﬂ {2,
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car £ 2 - e appartient a F* . Il existe donc g' appartenant a Y tel que
C' = C(g") et 5‘2 soit é1ément de C '. Mais alors F(§) = F(g') et

€ appartient a F siet seulement si E_‘ appartient a F . Il existe donc f
élément de Ftel que ¢ = f£| p— 4 f,f_:'1 = f. Posons e' = 6‘2 ; alors

1 2

ole (6,2)-152 ) (8-16 2o g
Donc e''e estun carré dans F.
Il reste a montrer que B = {0& Puisque so‘z’ et SO(;' sont conjugués sur
F et qu'on peut remplacer H par un F-conjugué (d'apres la partie b),
supposons que e appartienne a C*. Alors s appartient a SLZ(K) et
Z’S(H) inclus dans (S(P(FK)) = P(FK).
Comme p o I’S est un homomorphisme rationnel , po I;(H) est un sous-groupe
algébrique différentiel dense de u* et, par conséquent, a la propriété que
a® appartient & p o Z;(H) si et seulement si a appartient 3 p o Z'S(H) .(*)

Ona : K* Cpoz—s(H) CFK.

Donc B = 1£oA10poZ;(H) = ltoAI(K*) =i0}; d'oh B ={0§.

Ce qui achéve la démonstration du théoréme 9 .

Théoréme 10 : Soit e élément de FY , soit ™B un sous-gi‘oupe algébrique

différentiel de Ie défini sur F et soit ﬁ appartenant a Ie tel que [3 + M

appartenant a Gr: / M soit rationnel sur F.

a) Si (e, B, {3 ) est un triplet comme défini :ci-dessus , alors 1'ensemble

s0°(mB,B)* - 1 '(m) Uxfe"((a + B)

R En effet, Jv élément de H tq poZ’S(v) - a® ; comme veH, dxeH tq v = x2,
et poZ’S(xz) = (poz';;(x))2 . Donc par un simple calcul, on a po t;(v) = (po z’s(x))2

implique p o Z';(x) =a€E po C(H).
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est un sous-groupe algébrique différentiel dense de SO:eZ(U)"' défini sur F.

La composante de 1'identité de SO( ‘B,B )" est SO%( M).

b) Si H est un sous-groupe algébrique différentiel dense de SO(;“(U)+, défini

sur F, alors il existe un triplet (e, B, (3 ) comme ci-dessus tel que

H = so°(®,3)" .

c) Si (e, B, (3 ) et (e', B', (3') sont deux triplets comme définis ci-dessus,

une condition nécessaire et suffisante pour que SO°( B, (3 )" soit conjugué

1 -
sur Fa SO° (m, (’;‘) est qu'il existe un f appartenant a Frtel que e 1e= f2,

fB' =B et sog(F)n 11;1((”3' -B+mV R +3+ B)) £ ¢

d) Si (e, B, l}) est un triplet comme ci~dessus, une condition nécessaire
et suffisante pour que sSO%( B, ﬁ)+ CP(FK) estque B = {O} et il existe

des éléments e', f, g,h de F tels que e' appartienne a C*, g 5£0,e= f2e' ,
h® - eg2 appartienne, & C" et (’):(131h.g_1, ...... ,lsmh.g_1).
2 2

! -
Lorsque c'est le cas, SO( /B, (3)+ est conjugué sur F a SO° (0,f 1[3 M

Démonstration :

a) 1l est clair que d'apres le théoréme 9-(a), SOS( B, [3 )* est un sous-groupe
de SOS(U)+ et différentiellement F-fermé puisque 1'ensemble (3 + B est
différentiellement F-fermé et II: est une application rationnelle différentielle
définie sur F.

D'apres le théoréme 9-(a), SO®( B) est un sous-groupe algébrique différentiel
propre connexe de sSO°( ™, (3)+ . De plus , quel que soit x &lément de SO%( 'B,[S)+
et quel que soit t élément de SOe( B), xt appartient a SOe('B) si x

appartient a SOe(‘B), c'est-a-dire x.SOe(‘B) - so%(B) = II:(‘B) et
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xt appartient 2 II:1 (B+B) = SO%( B+ "B)’)t si x appartient 3 SO({® + By%
c'est-a-dire x .SOe(‘B) = SO%( 3+ ‘BJ$E . II en résulte que
e + . o€
[so°(®, ) : s0%(3+ B)] = 2.
Donc SOe(’B) est un sous-groupe algébrique différentiel connexe d'indice finide

de SO%(MB, (3)+ . On en déduit que SO%(M) est l1a composante de 1'identité de

SOe('B,B)+ . Comme SOe(‘B) est dense dans SOg(U) et que [SO%(UY : SOE(UB: 2,

SO%(m, {5)"’ est dense dans S()E(U)+ . Ce qui achéve la démonstration de (a).

b) Soit H un sous-groupe algébrique différeintiel dense de SOE(U)+ défini sur F.
Alors la composante de 1'identité H® de H est dense dans SOS(U) et est

défini sur F .

D'apres le théoréme 9-(a), il existe un sous -groupe algébrique différentiel B de

I, défini sur F tel que H° = so%(m).

11 est clair que H =£ H° ; posons LI—I : H°:| = n. Pour tout x appartenant a
H(“\SOGZE(U), x" appartient & H°. D'autre part, po Z;(H°) est un sous-groupe
algébrique différentiel dense de Ut , et par conséquent , comme (po Z,ys(x))n = po Z; (xn)
appartient 3 po Z;(H°), ona po Z;(x) appartient & po tS(H°). D'oul x

appartient a H° . Donc H® = HﬂSOS(U),implique que n = 2.

Fixons w appartenant H - H° et posons (3 = H:(W). I est clair que (3
appartienta I = ImII#— = ImIl .
e e e

*
De plus, si x' appartient a SOS(U) , alors, d'apres le lemme 9,
* % X X *
IIe(x') € B + B IIe(x') - IIe(w) € B, Or IIe(x') - He(w) = IIe(x'w) eB.

Ce qui équivaut a dire que x'w appartient a II:("B) = H°; donc, ona x' € H-H°.

Il en résulte que H = SOe(‘B,(S) .
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Il reste a montrer que 1'élément {3 + B de Ggl / B est rationnel sur F.

Pour cela, soit B contenu dans F {y1 yesenna ,yng 1 1'ensemble caractéristique canomgoe
pour 1'idéal différentiel linéaire de définition de B. On va montrer que L.( 3)
appartient 2 F pour tout L élément de B .

Soit (/X 1'idéal différentiel de définition de H dans U{z} ou z =(z.)

1]
est une matrice d'ordre 2 d'indéterminées différentielles sur U .

Posons fi(z) = -1-2— ( Sie)znz21 + e(zn. 81221 - iZTT’ZZT) (1< i< m)
et soit f(z) = (f1(z), ...... ,fm(z)) .

D'aprés le lemme 8, pour tout x appartenanta H, f(x) =

{He(x) si x € H°

X
—IIe(x) si x € H-H°

Alors, le polyndme différentiel L(f(z))( L(f(z)) + L( B ) appartient 3 (L pour

tout L fixé dans B .

< r
Ecrivons L( (3 ) = E % ol Precees , appartenant 3 U
J=1 ‘?J 7 ! 7 7 i

sont lindairement indépendants sur F, 71 =1 et {31, ...... , BF
appartiennent a F ; alors, les polyndmes différentiels :

2 . N
L(t(z))" + B1L(f(z)), OBZL(f(z)),.,‘ ..... , BPL(f(z)) appartiennent a @L
puisque (X est défini sur F ; supposons qu'il existe un entier j 3 2
tel que Bj =~ 0, alors L( (3) == 0; mais L(f(z)) appartienta (/X et
donc  L( B ) = L( H;(W)) = - L(f(w)) = 0, contradiction . Donc pour
tout j 3 2, (53. = 0. Ce qui implique que L((S) = (31 appartient a

F . D'ou la partie (b) .

1
c) Posons H = SOe(fB,ﬁ)+ et H' = sOf (fB',B')+ . On va montrer

que la condition est suffisante . Soient f appartenant a Fr et w appartenant a

SOS(F) tels que e'_1e e , fMB' =M et supposons que IIe(w) appartienne
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*
afp' - (b + B. Puisque SO;(U) est isomorphe & U (par p o (s ),
il existe v appartenant a SO(;(U) tel que v2 = w ; alors, v est projectivement

rationnel sur F et normalise SOS(U) , SO?;(U)+ et donc aussi H°® ( prop. 26).
1 0 1 -1

Posons z = ;ona zvHv z = H'.
4] f

En effet, le rappel du résultat de géométrie algébrique dans la démonstration

du théoreme 9-(b) et ce théoréme 9-(b) nous donnent :

-1 - - X o1 - ¥ - *
avHoy ™77 ozl = H'O et ZvSO5(U) v L sog(u) 2 S0, (U)
N -1 =1
Diou zvHv =z = H'
X 1 0 A ¥\
. . \ e - x -1 *
Si x appartient a SOZ(U), ona: I ,(zxz" ') =1I,
e e
0 f ¥ -q
=1
> A - ef X
- I,
£y - A
_x. c‘ —e'fb/
= He' car
£y -
-1 2 %, -1 ~1 -1 1yt
e' e = f° . Donc He,(zxz ) = (&tfxf b ,é‘mO\ YT
-1 %
= f IIe( )
Aussi, vxv~! est un élément de SOS(U)*. On a donc :
* -1 =1 -1 - - *
IIe,(zvxv 1z Yy = f If;(vxv 1) = f ! (2 IIe(v) + IIe(x)) (d'apres le lemme 9-(c))

—* - -
D'ou He(x) = fII:,(zvxv 1z 1) - ZIIe(V)
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Cette égalité et le fait que IIe(‘w) appartienta £@3' - (3 + M, montre
qu'on a:
¥
_ 1o
x €EH-H & I (x€ (3 +B
-1 -1
) Si— ﬂlz,(zvxv z ) - ZIIe(V)e (3 +M™B
@ £ 1% (zvxv_1z_1) -1I (w) € (3 + B (car v = w)
e! e
% -1 -1 -1 Y .
@ IIe,(zvxv z )€ f (IIe(w) +B+fB) =B'+m
-1 -1
@ ZVXV  Z € H' - H'o
Ce qui montre que H et H' sont conjugués sur F .

Maintenant supposons que IIe(w) appartienne a ff3' + ﬁ + B . 1 faut aussi

montrer que H est conjugué a H' sur F.

7 a ec 5 2
Soit w = avec a, ¢ élémentsde F et a” -~ ec” = -1
C a

XA Y
Soit v* =

Yy - O(> appartenant a SOS(U)* tel que 0{2 + e) 2 _ a

et 2 AY = c . Alorsil estclair que v¥est projectivement rationnelle

sur F (i.e ¥€P(F)), etona : ZII:(V*) = 2EAUA+EY)

EAL A +EY)?

I

ENl@ + &c)

= IIe(w)

Il en résulte, par des calculs semblables comme ci-dessus, que zv*l—lv"‘—1z—1 = H',

c'est-a-dire H est conjugué sur F a H' . D'ou la condition suffisante.
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Condition nécessaire : Supposons que H et H' soient conjugués sur F.

. 1
Alors il en est de méme pour H° = SOY(B) et H'° = SO° (B').

D'apres le théoréme 9-(b), il existe f appartenant & F¥ tel que e le = et

fB' =B . Posons z = C O) . Alors :
0 f

z—1H'°z = HO et Z_YH'OZ [ SOS(U)+ . Posons H" = z_TH'z ; d'apres
la partie (a) , il existe B" inclus dans Ie et (’)" appartenant a Ietels que
H" = SOe(‘B”,B") . Puisque SOS(B") = H" = (z—TH‘z)° - H° = SO°(/B) R
on en conclut, d'apres la proposition 25, que MB" =B .

D'autre part, en fixant un élément x' appartenant a H' - H'® et en posant
1 ,-1

_ ' * - -
X" = z 1x'z , on obtient : fﬁ = fII x') fIIe,(Zx”z 1) =fIIZ,(z z)

= H:(X"—1) II:(X") =[3" (modulo fB).

Maintenant H" et H sont conjugués sur F, c'est-a-dire qu'il existe v

1

appartenant & P(F) tel que vHv = H" . Alors v normalise SOS(U)T et

2
comme SOS(U)+ est son propre normalisateur dans SLZ(U), on a v élément
de sog(u)‘“.

D'abord supposons que Vv appartienne a SOS(U) ; alors 1'élément w = v

appartient a SOS(F), et fixons x appartenanta H - H° .

ona: ffr =p" = M) -2m® + B0 -1 w +f (mod.B),

c'est-a-dire, 1II (w ft@ - ‘3 + B.
e KA €
Maintenant, supposons que v appartienne a SOZ(U?(—. Soit v = Y t
-
posons a = S T 52 et c= 2AY . 1 est facile de vérifier que

la matrice w = (a ec> appartient a SOE(F) , et que IIe(w) = 2 II:(V)
c a
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Do 1B’ = B" - IIZ(VXV—1) - 210 - IIZ(X) - I w) - (mod. B);

ce qui implique que IIe(w) appartient a f3' + ﬁ + M . Ce qui acheve la

démonstration du (c) .

d SiB = §O§ et qu'il existe e', f, g, h éléments de F tels que :

2 2 2 1 -1 1 K
e, h° - eg” eC¥et (5:( ——81h.g ,....,-%h.é)
2 2

etecC’ gL o0, e

alors, la derniére partie du (d) résulte du (c) car ona f_1‘3 appartient & I,

' —-—
et SO (0, f 1(3 )* est bien défini .

Condition nécessaire :  Soit H = SO°(/B, [3 )* et supposons que H soit inclus

dans P(FK) . Alors, nécessairement, H° est inclus dans P(FK) et d'apres
le théoréme 9-(c) , ona B ={O§ et il existe e' appartenant a C*, f élément
de Fravec o' e = £ — e = e .

. Vd rd . 2 — - .
Fixons € élément de U avec §£° = e et posons (3 = ((51, ....... ,Bm) ;

soit z une indéterminée différentielle sur U, et soit CL{ inclus dans U{z}

1'idéal différentiel linéaire engendré par ( ¢ Z -2 B i £—1Z)1 Si<m

@l a un zéro non trivial dans F< ¢ = F(§&) . En effet, puisque 1'ensemble
A des zéros de @( est un sous-groupe algébrique différentiel de G a défini sur
F(§), il suffira de montrer quu A C FK C F( ¢)K ( prop. 22) .

Soit a appartenant 3 A (a =% 0) et fixons b appartenant a U avec b% =a

*
et soit x élément de SOS* tel que pfo Z:(x) = b . Alors IIe(x) _—.(3 et

x appartient & H - H° . En particulier, x appartient 2 P(FK) , ainsi que

&
a = b2 = (So C, : ) )2 appartient a FK . D'ou ((/{ a un zéro non trivial
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. -1
Si ﬁ:O,onpr*endb:Oetg:f .

x .
Supposons que B 4 0 etsoit a élémentde ANF(E). Si F(g) = F,
-1

alors, a appartienta F eton choisit h = 1 (a + a'l) et g = l(a— a'1) £
2 2
Ce qui donne h? —eg2 = l(a2+a_2+2)- l(a2+ a-2—2)e“=‘i,
4 4

2 2 \

donc h® - eg” = 1 et d'apres le lemme 8, on a ;
1 1 Iy 1 -1 .

{31 = —¢8la = —¢SLh + ¢ = — ( &;he (t<icm).

2 2 2

D'autre part, si F(§) différent de F, alors a appartient a8 F(§) et les
é1éments 1 et ¢ sont linéairement indépendants sur F . Dans ce cas posons

a=h+ ¢g (hgeF). Alors g+#0 et hz-eg2 =+ 0 .

Soit 1'équation Si(h + £g) = Zﬁi 8_1(h +£g) . En dérivant , ona :
Sh=2Rg e g = 2 e_1 donc h? - eg2 appartient a C
i Bi i Bi¢ h» :
Finalement le lemme 8 montre que [51 = -1( é‘ih)g"1 . D'ou la
2

condition nécessaire.

Condition suffisante : Supposons B = 0 et e', f', g et h comme définis
2

dans le théoreme. Puisque e'_le = f°, le théoréme 9-(c) montre que le groupe

He = SO®(0) est projectivement rationnel sur FK . Pour montrer que H C P(FK),

il suffira de construire un élément x appartenant 8 H - H® avec x élément de P(FK).

*
Soit ¢ fixé dans K avec c2 = h2 - eg2 . Choisissons  , ¥ appartenant
a U tels que a~2 + eYz = c_Tf , 20 Y = c—1g ’ 0\2 - eb/z =-1
et posons X = A ey . Alors, x appartient & sog*(‘\ P(FK) .

Y  —a
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De plus, d'aprés le lemme (8), H:(X) = EAL(A + iX) = -12— ¢ AR +€Y )2

i

.‘gzm(c”(n £g))

Il en résulte que- x appartient 2 H - H° . Ce qui complete le (d) et acheve la

démonstration du théoréme 10 .

Remarque %0 :

a) Dans la partie (d) du théoréme précédent, on a vu que si e, h, g appartiennent

4 F telsque eg =£ 0 et h2 —'eg2 appartienne a Cf alors, 1'élément

ps s 1 -1 L -1 . N
défini par (’; = (-2- é"t h.g ,cee... ,_2_ é‘mh.g ) appartient a IeF .
b) Encore dans la partie (d), si (3' = f—1[3 , alors ,
0 [ - .
f’;, = ( 1 CS‘T h .o 1, ....... , 1 Smh' .g! 1) pour certains h', g' appartenant
2 2
N . 2 102 iz X -
4d F,avec g' s£0 et h - e'g'” élements de C'. Gla peut se voir directement
- ' '

en supposant h' = het g' =f 1g ou indirectement en remarquant que so° (0, (5)+

est inclus dans P(FK) .

c) si sof, (3 )* est inclus dans P(FK), alors F( ¢ ) contient un élément

non nul a tel que Al(@) = 2 (’) 51 )

Corollaire : Soient e élément de F*,et (3 élément de IeF tels que le groupe

H = S0°(0, (3 )* C P(FK). Si n appartient & N, posons :

H = s0€(0, n 6)+ . Alors, pour tout n appartenant a N,
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(1) H,, est conjugué sur F a Hy = SOE(K)+ .

2 H est conjugué sur Fa H.

2n + 1
e +
(3) H, C SOZ(FK)

4 H C PFK)

Démonstration : Le (1) se montre d'apres le théoréme 10 -(c) .

Pour cela, on va construire un élément x de SOS(F) tel que IIe(xn) = 4n(3

Mais, comme IIe est un homomorphisme, il suffit de construire X4 (n = 1)

Soient h, g éléments de F tels que h2 - eg2 appartienne a C’f et soit

1 -1 1 -1 ‘
B=1(- 81h.g feeeenes , — é‘mh.g ) avec g s£0.
2 2
h eg
Fixons c appartenant a K*avec h2 - eg2 = c2 et posons x = c—1
2 e h
et X, =X . Ona :
2 £ 1, - 1, -1
IIe(x1) = IIe(x) = ZIIe(x) = 2( 5‘1(c h).g Cyennneey Sm(c h).g c¢)
-1 -1 -1 -1 -1 -1
Or Si(c h).g ¢ = ( ic-h + ¢ Sih)g c = é\ih.g
. -1 -1 1 -1 1
D'ol IIe(x1) = 2 81h.g yeeesan , é\mh.g ) =4( —2- 81h g yeeeens , -Z-Smh.g7

=4(3

Donc IIe(x1) -4 P) = 0. Ce qui démontre le (1), c'est-a-dire, H4n contenu

2

Pour démontrer le (2), remarqubns qu'un entier rationnel impair peut s'écrire

dans SOS(FK)' est conjugué sur F a Hy = sof(k)*

2

sous laforme 4n - 1 ou 4n + 1.

Comme IIe(xn) g [3 + 4(n ¥ 1)(3 = 0, il résulte du théoréme 10-(c)
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que le groupe H1 = H est conjugué sur F a la fois au groupe H et

4n + 1

au groupe H An Ce qui acheve le (2) .

-1

D'aprés le (1) H 4n ©St inclus dans SOS(FK)+ , donc, pour démontrer le (3),

. . e +

il reste a montrer que H, C SO2(FK) (n € N).

D'apres le (2), il suffit de montrer que H, C SOE(FK)"’ .

En I‘éélité, Hé’ C SOS(FK), et, pour tout w appartenant a H2 - Hg , on a

*.
IIe(W) - 2 ﬁ = 0.
Fixons v appartenanta H - H°. Alors, II:(V) - (’; = 0 et v appartient a
R , * -

P(FK) (voir 1) . D'apres le lemme 9 - (c), IIe(va 1) = 2 H;(V) - IIZ(W)
= 2 B - 2 6 = O .

Puisque e appartient 3 FK (voir théoréme 10 - (d) , on a vwvol = Kk

appartient a SO(‘;(FK)+ c'est-a-dire, w = V_1kV . Donc w appartient a

SOS(FK) . Ce qui démontre le (3) .

Le (4) est une conséquence du (2) et du (3) . En effet, quel que soit n appartenant
a N, on a, n pair donc le (3) démontre le (4), ou n impair donc le (2) démontre

le (4) . Ce qui achéve la démonstration du corollaire .

Remarque 21 : Nous allons maintenant donner 1'exemple d'un groupe du type

so®(o, 3 )" tel que ni SO%(0, B )*, ni S0%(0,2 (3 ) ne soient conjugués sur

le corps de base & SO€(0,0) = SOS(K)+ .

Soit F un corps différentiel de corps des constante Q . Alors, le corps des
constantes de F(i) est Q(i) a cause de la disjonction linéaire de F et de K

sur Q.
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Posons e = -1, h = isinx, g =icosx et (5 = . Il est clair que les

|-

conditions du théoreme 10-(d) sont satisfaites et donc le groupe H = SO ( 0,0 )+

est projectivement rationnel sur FK . Mais ni H, ni H2 = SOe( o, 2 (3) ne

sont conjugués sur F a SOE(K)"' .

En effet, supposons que H soit conjugué sur F a SOE(K)"’ .

D'apres le théoréme 10-(c), il existe A , Y appartenant a F tels que ECIN 3’2 =1
et U + 1Y) =- —;— i . Posons \-'/ = exp(- —;— i);); alors, il existe

k appartenant a K tel que Y =k(A + iY) ( \P et A+ i¥ ayant

la méme dérivée logarithmique), ainsi que \l/ appartient 3 FK(exp(ix) ).

Soient P et Q éléments de K [X] tels que L}/ = Plexp(ix) ) / Qlexp(ix)) .

Alors exp(ix).P(exp(ix))2 = Q(exp(ix))2 et donc exp(ix) vérifie sur K la relation

XP2 - Q2 = 0. Ceci est impossible car exp(ix) est transcendant sur K .

Il en résulte que H n'est pas conjugué sur F a SOS(K)+ .

De méme, H, = so®(o, 2 ﬁ )* n'est pas conjugué sur F 2 SOE(K)+ .

En effet, supposons que H2 le soit ; alors, il existe A , X appartenant a F
avec A° 4+ Yz = 1 et S+ i¥ ) =-i. Donc, il existe

une constante k telle que X+ i ¥ =kexp(-ix) . Puisque A + i¥ et
exp(-ix) appartiennent 2 F(i), on a k appartenant a QG) . Posons donc k =a + bi

avec a et b élémentsde Q.Ona:

A+ i ¥ =k(cosx - isinx) = k(-gi - h) = (a+bi)(-gi - h) entrafne

cA=-ah + bg e Y = -(ag + bh). Comme dz + Yz = 1, ona
2 a2 + X% 21 - a%? 4 b2g2— 2a +a2g2 + b0 4 23btig
=a2(h2 + g2) + b2(h2 + g2) - -a® - p?
2

-{@° + b2) .
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Donc 1 = ~( a2 + b“) ; ceci est impossible . D'ou H, n'est pas conjugué
sur F a SOZ}(K)-"
Ces deux exemples montrent que, ni H = so®( o, (3 )+, ni H, = SOe(O, 2 ﬁ )

ne sont en général conjugué sur F a SO?(K)"' .

Théoréme 11 : Soit H un sous-groupe algébrique différentiel de SLZ(U)

défini sur F ; soit C le corps des constantes de F.

Supposons que  Z, C H C P(FK).

a) Si H estinfini , alors H est conjugué sur F a un sous-groupe algébrique
différentiel de 1'un des types suivants :

-1

1) s.SL,(K).s ou s appartient a P(FCa) et est tel que A 1(s)

2
. L m
appartient a slz(F) .

2) ST( B, K’f 0) , ou B est un sous-groupe algébrique différentiel non nul de Ga
défini sur F et ayant (comme espace vectorielb sur K) une base finie dans F.

3) ST(fB,Pn,O) , o n appartienta N et /B défini comme dans (2).

4) SOS(K) , ol e appartient a C¥.

5) SOe(O,‘% )*, ot e appartient & C¥et (5 = ( .;. 81h.g_1, ........ , 18

pour certains éléments h, g appartenant a F, g =s£0 et h2 - eg2 appartient a c®

b) Si H estfini et si C est algébriquement clos, alors H CP(F) et H est
conjugué sur F a l'un des groupes suivants :
6) Con ou n appartienta N.

~ . hY * 7 7
7) Dl4n,e) ol e appartienta F et n élément de N .
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8) D(8,e,f,g) ou e, f, g appartiennent & F, eg #0 et £ 4 eg2 =1
9) T
10) OC

11) DI

Démonstration :

a) Soit G la cldture de Zariski de H dans SL2(U) . Alors, G est un sous-groupe
algébrique de SLZ(U) détini sur F. Comme G est infini, on peut supposer, d'apres
le théoréme 3, que G est 1'un des groupes suivants : SL2 , ST2, Ug (n € N),

SOS ou SOS(U)+ pour un certain e appartenant a ¥, Puisque H est dense

dans G, le résultat s'obtient par les théorémes 6-(d), 8-(d), 9-(c), 10-(d),

corollaire du théoreme 8 et les remarques 20 .

b) Supposons H fini et C algébriquement clos . Posons x =

é1ément de H .Alors, les éléments a, b, c, d sont algébriques sur F et si

r est un rapport de deux d'entre eux, alors r est aussi algébrique sur F . Mais
x appartient & P(FK), donc r appartient a FK . Comme C est algébriquement
clos, F est relativement algébriquement clos dans FK et par conséquent r
appartient 3 F . Ce qui montre que x appartient a P(F). D'oi H CP(F) .

On applique le théoreme 5 rappelé. Puisque F contient le corps des constantes
C algébriquement clos, et puisque 22 C H, les résultats s'en déduisent .

D' ou le théoréme 11 .
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CHAPITRE V : APPLICATION DES SOUS-GROUPES ALGEBRIQUES

DIFFERENTIELS DE SLZ(U) AUX EXTENSIONS DE CORPS

DIFFERENTIELS FORTEMENT NORMALES .

§ . 1. Notations de base et énoncés des résultats principaux :

F désigne un sous-corps différentiel de U sur lequel U est universel, C son

corps des constantes, t un élément fixe de U différentiellement transcendant sur F.
Soit (»% 1'ensemble des sous-corps différentiels (é de F{t> contenant F tel

que F{tY soit une extension fortement normale sur ‘i . On identifiera canoniquement
le groupe de Galois G(Rt> / % ) avec un sous-groupe du groupe Aut(FK<t> / FK)

des automorphismes de FK{t> sur FK.

Définitions :
a) Deux sous-corps différentiels % et %' de F{t?> sont dits conjugués sur

F s'il existe un automorphisme différentiel ¢® de F(t) sur F tel que O (%) = L&' .

b) Quel que soit & appartenant & /A et quel que soit u appartenant 2 U avec

') 0, :
Ao onpose g ) - S Su - 2 (%2 (S
2

C'est la dérivée Schwarzienne de u relativement a 8

Soit B un sous-groupe algébrique différentiel de Ga défini sur F . On note

[—(}B) 1'ensemble des polyndmes différentiels homogenes linéaires non nuls de

Fiy} qui s'annulent sur B .
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Rappels :

a) Isomorphisme fort : Soit C le corps des constantes de F . Un isomorphisme

o de F est dit fort s'il satisfait‘aux conditions suivantes :
1) & laisse invariant tout élément de C.
2) OCF C FK et F € CF.K ; ce qui équivaut a dire que FK = gF.K

ou K estle corps des constantes de’ U.

b) Extension fortement normale : Une extension différentielle g de F

est fortement normale si % est engendré par un nombre fini d'éléments tel que

tout F-isomorphisme de % est fort.

N a b
c) Pour tout x appartenant a P(FK) avec x = ( ) ,

C d
£ = (dt -b)(-ct + a)_y (voir ch. IV, § 4).
Soit S 1'ensemble des sous-groupes algébriques différentiels H de SLZ(U)
définissur F telque Zz, C HCPEFEK) on Z, =3 (' O\, (' O
2 2 o 1 0o -

Quel que soit x appartenant a P(FK) , soit 1"unique automorphisme
6x P

différentiel de FK{t? sur FK avec 6~X(t) = t5.

Si H appartient a 6 , onpose T(H) = {G'x / x €H } et

E(H) ={I7G.F4t7‘/ o-;((']) =i7 R Ver]S

E(H) est un sous-corps différentiel de F(t7 contenant F .

Théoreme 12 :  Soit % un sous-corps différentiel de F(t> contenant F

et supposons F¢t» fortement normal sur % .
a) Si G(F¢ty / (é) est infini, alors % est conjugué sur F i un corps

différentiel de 1'un des types suivants :

S
) F 88(),...... , Ssm(ts)> ol s appartientd P(FC_) et
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Al(s) appartient & s12(F)m.

2) F <( SIiL(t) )1 <i<m, Le l(_,é‘) > ou B est un sous-groupe algébrique

différentiel non nul de Ga’ défini sur F et B (comme espace vectoriel sur K)

a une base finie dans F.
3) FQL(tn) )L c ‘( B)\ > ol n appartientd N et B comme défini dans (2).
~4) F <( é‘it /(e-tz) )1$i£m > oll e appartienta C~.
2 _1 2 N, . N *
5) F <( (6‘it/(e-t) - @ie )" ), cigm 7 ol e appartienta C et

(31 -1 ((S‘ih)g_1 pour certains éléments h et g appartenanta F , avec
2

g %0 et h? - eg2 appartenant a c*.

b) Si G(FtY/ g) est fini et si C est algébriquement clos , alors % est

conjugué sur F a un corps différentiel de 1'un des types suivants ; de plus

F(t 3 est galoisienne sur % .

6) F(t"y ou n appartienta N.

7) FQtrl + et > ol n appartienta N et e appartient c* .

8) F<(t2 v TP - g

cg £ 0 et 2 4+ eg® = 1

t - e)"1 > ou e, f,g appartienmenta F,

o) PP - 33 -3t 4 et - 922D
10) F ' - 33 -3t 4 0%t - 9t

1) F <(t20 - 228" 4+ 494t'0 4 228 + 12010 4 1180 - n> .

Théoreme 13: II y a une application injective H: e —————> 5 définie
‘ N

par :V' G e%/ , T(H(E)) = GEStY /&),
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De plus, si H appartient a 6 , alors il existe un élément C& de % avec

H (%) = H, pourvuqu'on suppose C algébriquement clos dans le cas H fini.

Théoreme 14: Soit k un entier positif inférieur ou égal a 11. Soit

Soit H, appartenant a 6 de type (k) comme défini dans le théoréme 11 .
Si k est supérieur ou égal a 6 , on suppose C algébriquement clos. Alors
il existe un élément (&k de BJ de type (k) comme défini dans le théoréme 12

avec G(Ft Y /%k) = T(H ). Enparticulierona @ = E®H) .

Avant de montrer ces théorémes, nous avons besoin des lemmes et propositions
suivants .
Faisons remarquer que la démonstration des théorémes 12 et 13 dépend de

celle du théoréme t4. On démontrera donc d'abord le théoreme 14.

Soit % un sous-corps différentiel de U, U n'étant pas nécessairement
universel sur CJ et soit s élément de U différentiellement transcendent sur
On consideére le corps différentiel a (s > etle groupe Aut( 3( sy / (j )

des automorphismes différentiels de (3(87 sur % .

Soit y une indéterminée différentielle sur U. Pour tout u appartenant a U{y}

et pour tout x = (a b) appartenant a GLZ(U) telque =cu + a=£ 0,
C d

on pose uw = (du - b)(-cu + a)_1 . Lorsque c'est le cas, oh dit que
u~ est défini .

Soit T_ : P(ﬁ ) ——  Aut( G¢sy /) 1'application définie

’

comme suit : pour tout x appartenant a P(% ), s® est évidemment défini et

on note T Cb (x) 1'unique automorphisme différentiel de 3(57 sur C(J
’ .
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tel que TS (x)(s) = X .
’

! 1
Ainsi, si x' appartient & P(%), on a (s = s . Donc

’

Ts cj(xx') = TS q (x") o Ts 6(x). Il est clair que TS % est un homomorphisme
1 H s

de groupes de noyau :

KerT_ ¢ = Z, = ooy A 0 . En effet
S'J 0 1 0 -1

KerT ={x€P( Y / T 9(){ = Id} ; ce qui donne
’

%(x) = Id(s) = s , ce qui implique s = s ; donc (ds—b)(—cs+a-)_1 =S ;

si x = (a b) avec ad-bc = 1, ona cs2+(d-a)s-b = 0;
' C d

comme s est ranscendant sur 9 et x projectivement rationnel sur g ,
ona ¢ =0 =Db =d-a cequidonne d = a. Mais comme ad-bc= 1,

on a a2 =1 cl'estea~dire a =d =1 ou a =d =-t d'ou

Ker T LA -1 0 -z,
1 1\o 1 0 -1

Lemme 10 (de Ritt) : Ts 9 est surjective. Donc on a la suite exacte

?

suivante : T
1T —_— Zz———)P%) S Auta(s /9

Démonstration : Soit @ appartenant & Aut(CJ(s) / 9 ) etsoit s' =(N(s).
Comme s' appartient a (s> , il existe deux polyndmes A et B premiers
entre eux appartenant 3 9 {y} (AB 4‘.9 ) ettelsque s' = A(s) / B(s).

Il en résulte que s' est différentiellement transcendant sur g et le polynéme

différentiel P = A -s'B appartient & a<s' >§y} et est irréductible .
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Soient U et S le dominant etle séparant de P relativement a un rangement
| 9A

fixé. Ona P(s) = 0, mais S(s) s£ 0 , car autrement on aurait B( —— )=
- oU
A( oB ) , ainsi que B diviserait et A diviserait —%—G— ; donc
U ou
__é_é_ = 0 et —B—B— = 0 . Ce qui contredit le faitque S == 0.
eu U

En particulier, s estun zéro de la composante générale ®) @ = %(F:) de P.
s>

Soit R un zéro générique de ig)b sur g(s‘ > ; puisque s est différentiellement

transcendant sur CJ' , r( est une spécialisation différentielle de s sur 9 .

Comme A(tz ) - s'B("( ) =0, q est aussi une spécialisation différentielle

de s sur (4(s') , donc cette spécialisation est générique. D'oli s estun

zéro générique de Pjh sur (g s'y .

Mais le polynéme y -s s'annuleen s et s appartient a CJ(S') , donc

y - s appartient a ,@ et par conséquent P est d'ordre zéro ; ce qui implique

que P estlinéaire. lenrésulteque A= ay + b et B = ¢cy + d avec

cs +d 0, ou a, b, c, d appartiennent a g , donc P = ay + b-s'(cy + d).

Comme P(s) = 0 , ona:

as + b - s'(cs + d) =0 s' = (as + b)(cs + d)—1 . D'ol

s' = s° avec X = (d 'b) élément de P(%).
-C a

La suite exacte est une conséquence du fait que TS % est une application
’

surjective.

(® Soit F & K{X} , d'ordre r et de séparant S . L'idéal J = ﬁF}: SE] est parfait
etona {F} = J ﬂ{F,S} = JN PN N P, . J est appelé la composante

généralede F (S & J).
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Soit % tel que F C_% C F(ty avec “& élément de Cﬁ . D'apres le lemme
de Ritt (10) , on a une suite exacte de groupes

T
. t,FK
1 z,

» P(FK) > Aut(FK<t> / FK) ——— 1

On va poser Tt,FK =T et O = T(x) si x appartient a3 P(FK) .

Pour tout H appartenant a 6 , on a un homomorphisme induit

T/H : H - Aut(FK(ty / FK) .

En particulier, pour tout x appartenant a H, 0y peut &tre considéré comme

un isomorphisme fort de F(t> sur F .

Proposition 27 :  Soit % élément de Cﬁ . Alors, il existe un unique H( %)

appartenant a 5 tel que la suite

T/HE)

| — 2, ——H(E) GF¢ty /&) — 1

soit exacte .

Démonstration : L'unicité de H{ % ) est évidente a partir de la suite exacte
-1 :
car H(%) = TT(GEFtY /&) .

Il reste a établir 1'existence . Pour cela, soient y, Z91 » 2120 Za19 2y des

3

indéterminées différentielles sur U et posons z = (z1j i=1,2:5=1,2

Pour chaque élément VZ appartenant a “’é ,, soient A.( , By appartenant a F§ y}
tels que Yl = A'l(t) / B'((t) . Alors, il existe un entier naturel d = drltel que

slonpose B(y,2) = (- 2y + 21) (A”) Byy) - Biy’) Ay)) o
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y3 = (zzzy - 2, 2) (- Zy1Y + 211)"1 , alors P,z(y,z) est un polynéme différentiel

de Ffly,z} . Donc on peut écrire P,Z(yi,z) sous la forme P,Z(y,z) = Z l?,M(z).M

N

M p N Ve N ' .,
ou liz ,M(Z) appartient a F{zg et la sommation étendue a 1'ensemble )/)O de

tous les monbmes différentiels M en 1'indéterminée différentielle y .
Soit 1'idéal différentiel de U engendré par (P Z » et
det(z) -1 . D'ou 1'ensemble H (%) des zéros de (A est contenu dans SLZ(U)

et un élément x de SLZ(U) est dans 1L (%) si et seulement si. Az(yx)B,((yx)'1 =

AWB W™ Ve g,

Donc H (%) est un sous-groupe algébrique différentiel de SLZ(U) défini sur F.
Remarquons que si x = (xij) appartient a SLZ(U) et si u élément de U est

différentiellement transcendant sur F( X111X101%011 %00 s alors x appartient

\

a M (%) si et seulement si 1a condition ci-dessus reste vraie lorsqu'on remplace
y par W,

Il est clair que Z, est contenu dans I (%). Pour montrer que ]—I‘.(%) est

2
contenu dans P(FK) , posons x = (xij) é1ément de H.(&) et fixons s élément
de U différentiellement transcendant sur F{x ) , le corps différentiel engendré

sur F par les coordonnées xij de x . Il existe un isomorphisme

\IJ: F(tp =——— F({s? sur F

défini par \{/ (t) =s. Posons ‘%j' = SU(%) . Alors F(s ) est fortement

normal sur %‘ . D'apres la remarque faite ci-dessus on a ,
X xy=1 -1
= A = .
Ays) Byls ) 1) Bf(S) (}/ (s) , Vp e ¢,

En d'autre termes , 1'unique isomorphisme différentiel

C{ : F(8) =——mm I sx} sur F avec (x(s) = s* laisse
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%‘ invariant . D'ou C{ est un isomorphe fort et d'apreés le lemme 10

{ de Ritt) , il existe x' appartenant & P(FK) tel que C{ = T-s FK(X‘) qui
H

' 1
est tel que s¥ = C{(s) = Ts FK(x')(s) = s° . Comme s est différentiellement
b

1
transcendant sur FK{x) , sX = &% implique x = T appartient a P(FK).

D'ou H(%) appartient a 5 .

En résumé, en appliquant la remarque faite avec u = t , ona
T(H (§) C cFct> /&) .

Réciproquement , soit @~ appartenant 8 G(F{t) / %) ; alors d'apres le
lemme 10, ona ‘= gy Ppour un certain x appartenant a P(FK) .
Mais Q" laisse % invariant et t est différentiellement transcendant sur FK.
Utilisant une fois de plus la ramarque , on voit que x appartienta H ( %) et
donc T(H(%)) = G(F(t? /% ), c'est-a-dire que T est injéctive et 1a suite

induite est exacte. Ce qui achéve la démonstration de 1a proposition 27.
Corollaire : Soit % appartenant a Cg, . Alors E(H ( %)) = % .

D'apres la proposition 27 et son corollaire, on a une application injective
3. QZ’ — 5 ou pour tout % appartenant a C% , H.( %) est
1'unique élément de &) tel que  T(H(E)) = GE¢H) /&)
Pour compléter la démonstration du théoréme 13 , on va montrer qu'étant donné

H appartenant a 6 , ( en supposant C algébriquement clos lorsque H est fini) ,
il existe % é1ément de (‘% avec T(H) = GFt?Y/ %). Il résulte de la
théorie de Galois que si un tel ¢ existe, alors g, = E(H).
L.a proposition qui va suivre , ensembleczl:I; théoreme 11, montre qu'il suffit de

résoudre ce probléme pour les « sous-groupes algébriques différentiels H des

types comme ceux de la liste du théoréme 11 .
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Proposition 28 : Soient H et H' appartenant a 8 telsque H et H'

soient conjugués sur F. Posons %: EH) et EH') = (‘&' .

Alors % et C@ sont conjugués sur F. En particulier , ‘«& appartient a (‘QJ
(

si et seulement si ‘{, appartient a C% et lorsque c'est le cas, “H ( %) = H

si et seulement si JIL(4') = H' .

Démonstration : Soit z élément de P(F) tel que z H z_1 = H' . Alors 6,

appartient 3 Aut(F(t>/ F ) . Pour tout h' appartenant 2 H' , ona h' = zhz”!

pour un certain h appartenant a H ; ainsi que, si Vz appartient a % , alors
Chi{ G)) = G~ 1(0,()) =0,(6h() ) = G, 5 done (1)
appartient 2 %’ ; ce qui implique que G‘z(%) C C&‘ .

De facon semblable, on montre que (5‘z-1( (t' ) est inclus dans % , et par
conséquent, on a g‘z(%) = %' . Ce qui montre que % et %’ sont conjugues
sur F .

Supposons maintenant que C‘b appartienne a Cf, . Alors , d'aprés Kolchin,

on rappelle les résultats suivants :

Rappel :  Soit (j une extension fortement normale de F'; soit C le corps des
constantes de % .Soit % un isomorphisme de 9 sur C tel que U soit
universel sur ¢ F . 11 y a un isomorphisme unique C)K - (/ 9.!( sur K

qui prolonge Sﬂ , encore noté ¢/ . Lorsque G(+ ’9/}'*1“) (resp. G(¢/ 9/ 99 F))
est identifié caniquement au groupe AUt(g K /FK) . (resp. AUt( (fgl( / SﬂF.K)),

la formule T‘P(O‘) = ‘-/7 og o kf -1 4étinit un C-isomorphisme

Tsp : G(%/F) -——“—’—)G(‘PQ/ SWF).
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On a %‘ appartenant a Cé(} . De plus, 1'application qui a C associe

0,0 T o 0‘2_1 définit un C - isomorphisme du groupe de Glois G(F<ty / %)

dans le groupe de Galois G(F(t‘> / (6' ) .
Si de plus on suppose H(%) = H, alors T(H(¢)) = GFty/ % )} et ainsi
H' = z. H ((%).z.T . Constatons que z appartient & P(FK) et par conséquent
¢, 2ppartient a Aut(FK(t7?/FK) . Ona T(H') = T(sz_1) = T(z:t{(%)z‘1) =
@, T <)) 6\;1 = G(F(t1/ @) ) ; donc H' =H (') . Comme les roles
de H et H' peuvent s'interchanger, on voit que si H (&)= H' alors H(g)=H .
Ce qui démontre la proposition 28 .

Il reste , pour terminer la démonstration du théoreme 13, a démontrer le théoréme 14.

Lé théoreme 12 dépend du théoreme 14 . En effet pour montrer le théoréeme 12,
soit % appartenant & (% et supposons C algébriquement clos si G(F<t? /¢)
est fini ou de facon équivalente si H (%) est fini. D'aprés le théoréme 11,

H ( %) est conjugué sur F & un certain sous-groupe algébrique différentiel Hk
du type (k). Donc d'aprés la proposition 28, U(" = E(H (% )) est coﬁjugué

N

sur F a E(Hk) qui est du type (k) d'apreés le théoreme 14.

§. 2 Démonstration du théoréme 14 :

Avant de commencer la démonstration du théoreme 14, nous allons étudier une

propriété importante de la dérivée Schwarzienne .

Lemme 11: Posons Kg = Kerd et soient u et v n'appartenant pas a
Ks . Alors OS() = SS(V) si et seulement s'il existe a,b, c,d &léments

de Kg avec ad-bc 550 telsque u = (av + b)lcv + d)“1 .
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Démonstration :  Soient les éléments uv,u,v,1 . On sait que ces éléments sont

lindairement dépendants si et seulement si leur wronskien est nul, c'est-a-dire
t [ \ {

w(v,u,v,1) =0 ol uv u \ 1
Wov,u,v,1) = cet (W) u v 0

(uv) u v 0

3(uv) 3 3v 0

est le Wronskien par rapport 4 & .
En développant ce déterminant , on a :

Wuv,u,v,1) = 2(8w? (8v)% (8s) - 8s()) .
En conséquence, OS(u) = 0S(v) si et seulement si uv,u,v,1 sont linéairement
dépendants sur K@ , c'est-a-dire qu'il existe a,b,c,d éléments de Kg
telsque cuv + du = av + b ce qui implique u = (av + b)(cv + d)” .

Ce qui démontre le lemme 11,

Démonstration du théoréme 14 :

1) k =1"_: Soit Hy = s . SLZ(K).S-1 ol s appartient a P(FCa) est tel

que Al(s) appartient a slz(F)m . I est clair que la dérivée Schwarzienne

SSi(tS) de t° estbien définie pour 1< i<m .
Alors, posons Lél = F <6‘S1 %), n.... , SSm(ts) > . On va montrer que
(¢, appartient a Cg etque G(F(t?/ E;) = TH,).

D'abord montrons que %1 CFt 7

Faisons remarquer que ) Si(ts) appartient a F{t,s ) (1¢igm). Onva
en fait, montrer que 'y Si(ts) est invariant par tout isomorphisme de F{t,s Y
sur F{t ».

Soit § un isomorphisme différentiel quelconque de F{t,s 7 sur F{t ». Puisque
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Slis appartient & sl,(F) (par hypotheése), on a Slis = 311( 6s) (t<ism)

o
car & est un F(t 7 -isomorphisme dé F{t,s ) , de telle sorte qu'il existe
un élément ¢ appartenant a GLZ(K) tel que §s = sc. Or s et 6%
appartiennent a SLZ(U) ; donc det(ds) = det(sc) = 1 = dets.detc = detc .
11 en résulte que c appartient a SLZ(K) .

Soit o = T(s) ; alors le lemme 11 montre que pourtout i = 1,..... ,m,
§@s,%) = 8s,%) = 85,6 = (It = 5,(Ss,0) = 85,69 .
Il en résulte que & Si(ts) appartient a F¢t» .

Donc  Cfy = F <8S1(ts),.......,8Sm(ts)>CF<t).

Il nous reste a montrer que F(t ? est une extension fortement normale sur %1 .
Pour cela, soit ¢ un isomorphisme différentiel de F{t Y sur %1 . On

prolonge & & un isomorphe différentiel ( encore noté ™ ) de FK{t Y sur %1K
d'aprés la disjonction linéaire de F{t y et K sur C. Comme s appartient a
P(FC) etque ¢ laisse G, invariant,ona &S (t°) = @ (8s,(t%) = &s,((61)°) .
Donc, d'apres le lemme 11, il existe Cq appartenant a GL2 avec 6\1 cy =0
ettel que ()° = (t°)“1 ; ce qui implique Ot = tsc1s_

-1
SC.S
i

. De facon semblable

ona,pourtout i = 2,......,m, Ot =t avec c; appartenant‘aGLZ(U)

et Si'ci = 0. Il en résulte que pour chaque i, ona :
I1 existe donc u, appartenant a U tel que sc, s—T = uiscis_T' : ce qui
implique que C1 = W< et donc det Cy = uzide’tci . Fixons di appartenant a

4
Ker & ( Ker 6\1 étant algébriquement clos) tel que df = de‘cci s on a donc

2 . N . ‘ .
d1 = ulzc?l , Ce qui donne d1 = 1 uidi ou le signe dépend de i .
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M 2 -1 "1 . \ —1
Donc 1'élément d; c¢q =......= d_'c~ appartienta SLZ(K) . Posons d; ¢, =c.

-1
(S¢S

Alors Gt = ; ce qui montre que ¢ est un isomorphisme fort . Comme

F Y et %1 ont le mé&me corps des constantes , F(t 7 est fortement normale

sur %‘)1 .

D'autre part, puisque H; = s.SLz(K).s-t

, ona G(F<ty/g,) CTH,).

Par ailleurs , pour tout c appartenant a SLZ(K) et 1<i¢m, on a, d'apres

-1
le lemme 11, @SCS-MS‘si(tS)) Ssi(tSCS ) = 8s,%) = 8s,(t%).

Donc Tcs laisse fixe (%91 ;  ce qui implique que G(F<tY/ %1) contient

T(H,). D'od TH,) = GE<t?/G,).
2) k =2
Posons H, = ST(B,K",0) ou B est un sous-groupe algébrique différentiel

nonnul de G a défini sur F tel que B ait une base finie dans F en tant

qu'espace vectoriel sur K .

On sait que ST(B,K",0) = a b\ /a4 ek®” pem (= H, .
0 a~ !
Donc T(H2) . est égal 3 1'ensemble des isomorphismes & de F{t >y sur

F telque () = at + b avec a appartenant a K* et b appartenant 3 B .
Soit K) 1'idéal différentiel de définition de /B dans F{y} et soit ,(——f];)

1'ensemble des polyndmes différentiels linéaires homogenes non nuls dans 3/) .

Posons %2 = F<(81iL(t))Tsism,L e ((T\B) > .

On va montrer que F(t y est fortement normale sur % 5 et que T(H2) =

GF<t?/ ) -
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Mais B est inclus dans FK car /B a une base finie dans F . Donc dt
appartient 2 FK(t) , & estun isomorphisme fort et @ appartenant a T(Hz) .

Ce qui démontre le fait que F(t> est fortement normale sur %2 et que

GIFet?/ C,) € TH,) .
D'autre part, tout ¢ appartenant a T(H2) laisse fixe (’2} 5" En effet, on

sait que o't

at + b avec a appartenant a K'et b appartenant a B .

Donc 0¥ SliL(t)) = SliL( 6t) = é‘liL(at + b) = é‘liL(at) = é‘liaL(t) =
(§a.Ll) + SLB.a L™ = SLO.LOT = SLLO .

I en résulte que T(Hz) = G(F¢ty/ %2) . Cequi démontrele cas k = 2 .

Corollaire :
a) C& 2 ést engendré sur F par un nombre fini d'éléments de la forme

8liL(t) 1¢i<m, L appartenant a l(—‘é) .
b) F<t7 estune extension de Picard-Vess|ot de cf, 5

c¢) Le groupe de Galois G(F¢t >/ %2) est C-isomorphe au groupe G(1,0)

de toutes les matrices d'ordre (1+ 1) de la forme :

b
.1
g(b1,.......,bl;a) = 4 oll byyeeens ,b,aeK, a =+ 0
b1 1 = dimK‘B
\0.........0 a

Démonstration : Avant de commencer la démonstration , on fait les rappels suivants :

Rappels : Soient CA/ une extension de corps différentiel de F et C le corps

des constantes de F ; ({5 est une extension de Picard-Vessiot de F si :
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- 9 a méme corps des constantes C que F.
- 1l existe une équation différentielle linéaire homogeéne d'ordre n et a coefficients

dans F, P = 0, tellequesi V = Sol( P, % ), 1'espace des solutions de P

I
=

C
% = F{V). Si Rqreeee- 'Mn est une base

de V sur C , alors onaCJ = F( Rireeeeo g > et le degré de

dans % , alors : dim.V

. 7 . e hY 2
transcendance de Cj sur F est inférieurouégala n".

a) Soient L Lr un nombre fini d'éléments de '—(T,B) qui engendrent P .

T’ ooooo

On peut par exemple prendre 1'ensemble caractéristique canonique de X) relativement

‘é un ordre de rangement. De plus, on peut supposer que L1 + Lj' <= 0 pour
1<j'sr . Soit %‘2 le corps différentiel engendré sur F par SliLj(t) et

(S‘li(L1(t) + Lj,(t)) avec 1<ism, 1gjgr, ‘1 <j's r . Evidemment %é est
inclus dans % 2 et en conséquence %2' est invariant par les éléments de T(Hz) .
On montre comme dans le cas de %2 que F(t? est fortement normale sur %2'

et que G(F<t>»/ 22') = T(Hz). Faisons remarquer simplement que si & est

un isomorphisme différentiel de F<t > sur %'2 et si Lj( t) = aJ.LJ.(t) (1<jsr),

a; = aj' (1&j'«r). Donc %'2 = E(Hz) =82 . D'ou le (a).

b) Evidemment F<t») et %2 ont le méme corps des constantes .

Soit @ 1'idéal différentiel dans %2 {y} engendré par les polyndmes différentiels

suivants : <S‘iL - cS‘liL(t)L (1sigm, L € |—(_IIB)).
Soient Ryseeeee "H1 appartenant 3 F une base de B sur K, 1 = dimK’B.

Alors Hireeeeee ’ rll , t sontles zéros de @{ et sont linéairement
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indépendants sur K. Soit Il un zéro quelconque de Ca ; on va montrer que

forment un systéme fondamental de zéros de C;Q . On suppose que (A est de
dimension linéaire finie 1 + 1 et que F<tY est une extension de Picard-Vessiot
e B,
On peut supposer que f{ n'appartient pas a /B ,car autrement IZ y fqreeees K1
seraient linéairement dépendants sur K . Donc il existe L0 appartenant a [(_’iB)
avec LO(fZ) s~ 0. En fait , pour tout L élément de '(’:‘B), L) s~ 0.
En effet , supposons qu'il existe L appartenant a '(—1‘B) tel que L('Z) =
(ona L = 0, par définition de PB De L (R) 5= 0 et

‘CS‘iLO('z ) - 811L(t)L0(7) =0 (t<igsm), on obflent :

L ('Z ) &Lo("( Ly(1 )-1 - é'liL(t)) = 0 ; ce qui implique

1. Lo(r’() = é'IiL(t) . D'ou LO(Q) = aLo(t) pour un certain a élémént de K
De facon semblable, puisque L(7) + LO(Q) #£0 e L + L, é1émént de F’B),
ona: L("() + ,LO(Q-) = b(L(t) + Lo(t)) pour un certain b élément de K".

De ces relations etde L(f7) =/ 0, ilen résultedue M - a)LO(t) + bL(t) = O.
Comme t est différentiellement transcendant sur FK, ona (b - a)LO(t) + bL({t)=0
implique que (b - a)L0 + bL est identiquement nul . Donc (b - a)LO + bL =0,
c'est-a~dire L =(a- b)b_1L0 .
L(n) = (a- b)b_1LO(|Z) ; cequi donne b = a.

Mais O

Comme L = (a- b)b_1IL,O ,ona L = 0. Contradiction, car L. s£ 0 . Donc

L(rz) 5= O pour tout L appartenant a ‘?‘B) .

Puisque #{ est un zéro de @Z , ona é‘liL("() = SliL(t) pour tout L élément
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appartenant a ‘T B) et 14is<m. I existe donc ap appartenant a K tel que
L(n ) = aLL(t) . Comme dans la démonstration du théoréme 14 si k = 2, en

' *
remplagant 6t par - il existe a appartenant a K tel que n - at appartient

a B . Comme 011, ...... .,Vll est une base de B sur K, ona:
I
* e
"l - at =E dj nj ( o\jé_ K) . Il en résulte que > Hireoees ot
J=1

sont linéairement dépendants sur K .

c) La représentation de G(F(t?>/ %2) associée au systeme fondamental
(PTRERERER y R 1 de 1'idéal différentiel linéaire Ca comme défini dans (b) est

donnée par

e : GEct2/¢) r G, 4K telaque

pour tout @ appartenant G(F<t?/%2) , e(6) = glby,..... ,bl,a) si
|
gt = at + _Z_ bj r(_j . Il est clair que @ est un C- homomorphisme
J=1

injectif . L'image est 1'ensemble G(1,0) . En effet, quels que soient b1 yoeees ,D

\
élémentsde K, a s£ 0, laformule @t = at + E bj'zj définit un élément
1

. N b J— rd . g .
& de T(HZ) = G(F¢ty / %2) . Ce qui acheve la démonstration du corollaire .

3) k = 3:
Soit Hy = ST( B, P, ,0) = / a" =1, be B
ou B est un sous-groupe algébrique différentiel de Ga défini sur F et B

(comme un K-espace vectoriel) a une base finie dans F, et nun élément de N .
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Donc T(HB) est 1'ensemble de tous les isomorphismes ¢ de Ft7 sur F
telsque 6t = at + b avec a' = 1, be B,

Posons %3 = F( (L(t)n)L c (&‘3) > . On va montrer que F{t 7 est fortement

normale sur %3 et que G(F{ty/ %3) = T(HB) .
La démonstration est semblable a celle ducas k = 2. Comme %2 est engendré

sur F par é‘liL(t) (1<isgsm, Le \?‘B)), on a %2 = E(Hz) C 23 .

Comme F(t5 est fortement normale sur %2 , on en déduit que F(t7 est
fortement normale sur %3 . Si 6 appartienta G(F<ty/ 8 3) , alors @
appartient & G(F<t7/ %2) = T(Hz) ; donc 6t = at + b pour a élément

de K" et b élément de B . Mais comme CLwM = L(t)n, ona :

L) = L(6W)" = L(at + b)" = L@)" = a"Lit)" ; ce qii implique a" = 1 ;
donc @\ appartient a T(HB) .
Il est clair que %3 est invariant par tout élément de T(HB) . Il en résulte que

T(HB) = G(F<t?/ 83) . Ce qui achéve la démonstrationdu cas k = 3.

Corollaire :
a) % 3 est engendré par un nombre fini d'éléments de la forme L(t)n avec

L appartenant a W‘B) .
b) F{t } est une extension de Picard-Vessiot de (éB .

c) Le groupe de Galois G(F¢tY/ %3) est C-isomorphe au groupe G(l,n)

de toutes les matrices d'ordre 1 + 1 de la forme

b
M|
g(b1, ...... TN ;a) = 11 : avec b,,..... ;bj,ae K
b1 an_1, = dim_,B .
0......... 0= K
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Démonstration :

a) Soient L ,L,,  appartenant a 'TfB) un nombre fini de générateurs

1’ oooooo

de {) . On peut supposer que L1 + Lj' = 0 pour 1<j'<r . Soit (t‘ 3

. . rd k] g rd n
1'extension différentielle de F engendrée par (Lj(t) )1 £jer et

(L) + L")y jig

¢, - C,c&, . o0 Y, -BH) . D ¢, =

. D'apres le corollaire ducas k = 2, ona

Le (b) etle (c) sont des conséquences directes du collaire du cas k = 2,

puisque %2 C 83 et \G(F<t7 / %3) = T(H3) . Ce qui achéve la

démonstration du corollaire .

4) k = 4 :
A

Posons I-I4 = SOS(K) = ey / 5\2 —e‘62=1,o\,)’ﬁK,e€C"
Y X

Soit % 4 le sous-corps différentiel de F(t7 engendré sur F par les éléments

( 6‘it)(e - tz)_1 (1¢ig m) . On va montrer qué F¢t 3y est fortement normale

sur %4 et que GF<¢tY/ %4) = T(H4).

D'abord , si § appartient a K tel que {2 = e etsi s = ( 1 é), alors

-1 ‘ -1 o T ¢ X ey
sH,s = sxs [/ x € H, } ; si x appartient a SOZ(K), ona x =
LI
Ce qui donne sxs'_1 = (O( tty¥Y o qui est un élément de SDZ(K) .
O  &-&Y !
Alors H4 est conjugué sur K a SDZ(K), c'est-a-dire sH4s_ = SDZ(K) .

T(SDZ(K)) est 1'ensemble des automorphismes @\ appartenant 8 Aut(FK<t» /FK)

tels que @t=at pour un certain a élément de K*, et les éléments de la forme
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SIi(t) (1<i¢m) sontinvariants par les éléments de T(SDZ(K)) .
-1

D'autre part, (Sit)(e - t2)_1 E,-1 cﬁa‘li(ts ) (1<ism).

Eneffet : _, (%_ -3
S = _A y ,et
Tt
5_1 -1 4 v -1 =1
= (Et+3)N-Et+ )7 = b+ )t +t)
-1
SL° ) = St + E) -t £)T
= St + )t (-t et €)
[+ e+ 7+ St 7. (t+0)].(-t +0)t +0)7
- Q)+ E) 4 At £t €
= 0.+ e 4 S0t + )T
ES‘ (-t +¢) i('c).(t +£Z\(t + E)-1(-t rg)”
- 2e(sW( g2 -
-1 -1
Dot £(8LE° ) = £ .2£.(80.-A = ( go.(e-B)

7
On en déduit que ( é‘it)(e -tz)_1 est invariant par T(H4) = T(SDZ(K)) . D'ou %4

est invariant par T(H 4).

Soit & un isomorphisme différentiel quelconque de F(t 3y sur (é 4
Utilisant la disjonction linéaire de F<t 7> et K sur C, onprolonge ¢ a un
isomorphisme différentiel qu'on note encore § de FK<t) sur 84}{

Comme les générateurs de (é 4 sont invariants par & , les relations

=1
( (S‘it)(e—tz)_1 -1 6_1 cS‘li(tS ) (1<i<m) montrent que
2

-1 -1
W) 6‘1i(tS ) = <S‘1i(tS ) (1¢i<m). Donc il existe a appartenanta K-
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-1 -1

tel que Ot ) = at® , clest-a-dire (6t +¢ )( -6t +:3)‘1= (at+e).(-t+f)'1

appartient a FK<t> .

D'oll, onen déduit que @t = @+ Ut +(@-1e

(@ - Nt+gla+1)

Ce Qqui implique & est un isomorphisme fort et d'ou F<{t 7 est fortement normale

sur % 4

D'autre part, en prenant b2 = a, A = L (b + b") ot ¥= - _1(b—1-b),
2 2
ona Ef(a+ 1) =2€bA et (a-1) = = 2£bY ;  de sorte qu'il existe
A €Y
h appartenanta H, tel que 6 = G‘h appartienne a T(H4), h = -

Donc G(F<tY / %4) C T(H,). Mais, comme T(H,) estinclus dans G(F<t?2/ 54)

on obtient G(F{t1/ %4) = TH 4) . Ce qui acheve la démonstration du cas k = 4.

5 k=35
e + e e . s .
Posons Hy = SOZ( 0,B3) = SOZ(K) U so (O,ﬁ) ol e appartient a C%,
(’) = ({31’ ...... ’Bm) appartient 3 F™ tels qu'il existe h,g éléments de F
2 2 s~ -1 .
avec g 50, h®-eg” appartenanta C* et 2 ﬁ'i = (Sih)g , (1<i<m)
* o -eY
et SO°(0, ﬁ) = <1 / o, ¥e U, giq = Bib/ (1£i< m)
) -

A2 _ey? _ \g

Soit % 5 le sous-corps différentiel de F(t 7y engendré sur F par les éléments
20 St)e - tz)_1 - e-T)2 On va montrer que F<(t)> est
i B Ngiem - 4

fortement normale sur % 5 etque G(Fty/ E‘ 5) = T(H5) .

Remarquons que si & et s sont définis comme dans le cas k = 4 , ona
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SHSS_1 = SDZ(K)U {(0 'b> / &‘\ib = {31 5'1 (1sig m) g

b' 0
I en résulte que les éléments de la forme ( 81it - [’;i ¢ )1 cism sont
invariants par les éléments de T(sH5s_1)
1
Mais pour tout i = 1,...... , ( 81 [)) 4 -1 2 = e(2 @it'/ (e—t2)-/3’ie"1)2

On en déduit que e(2 (5‘11: / (e - t2) - (B ie_ ) est invariant par T(I—IS), donc
%5 est invariant par T(H5) .

Soit maintenant & un isomorphisme différentiel quelconque de FSt? sur 2 5
On prolonge & & un isomorphisme différentiel de FK(t} sur %5K encore
noté 6 . Quelquesoit i = 1,.00.0.... ,m, le membre de droite et donc
aussi le membre de gauche de 1'équation

-1

(8, ) - Py € = e@8t/ e - ) - P

est invariant par @ . Donc ona

B

-1
. -1
Sli(ts ) - (31 ¢ ou

-1
oL ) - By €)= -6 ) - B &
Dans le premier cas, on a (St (ts_1)) - &1 (ts' ) . Il existe donc
i - i

5”1 1

certains a, appartenant a Ker &4 tels que ot® ) = at (1)
S -1

Dans le deuxiéme cas, on a @& ( Sli( ) + 6‘1 = 2 ﬁ 6 = 81112

Lo -1 .
en écrivant 2 ()’i & = 6‘lilz pour un « certain 4 appartenant a F( ¢)CFK ,

VZ:,é 0 (voir remarque 20-(c)) .



-1 -1

-1
Or sSli(ts ) +81,(t° ) = Sli(d‘ts )+ 8L(£° ) = SL((ot® N} ) =

Sli rz . D'ouil existe a; appartenant a Ker §; telsque (ot® ) =a; 17 (1)

Du fait que t est différentiellement transcendant sur FK et g:,é 0, 1'équation (1)

est vraie pour tout i, de méme que 1'équation (II). Dans le premier cas, on
montre , comme dansle cas k = 4, que ¢ est un isomorphisme fort et que

& = ¢y Pour un certain élément h de H; = so‘z" (K) la composante

de 1'identité de H5 . Dansle cas (II), puisque (II) est vraipour tout i =1,...

-1 -1
i] existe a appartenant a K" tel que ( oit° )tS = atl ; cequiimplique

que ot + ¢ t + ¢ = aiz , c'est-a-dire,
. -st+ ¢ -t +¢

-¢(1+an)t-e(l-ay)

M = appartient a FK<t » . Donc, o,
(1-ag)t+&(1+ay)
est encore un isomorphisme fort. D'autre part, si on pose b2 = -ap ,
1 -1 1 -1, -
A= —{b + b) et X:-—é (b "+ b), alors E(1+a7)=2&boc
2 2

et (1- ak ) = -2 £bY . Donc il existe h appartenanta SOT(0, 3 )T

X -eY
donc h appartenant a H5 ,avec h = tel que 0= @'
LA
appartienne a T(H5) O T
Ce qui montre que tout isomorphisme différentiel de F¢t 7 sur % 5 est fort

et appartient a T(HS)’ ; donc F(t) est fortement normale sur % 5 et

- G(F(ty/ g‘ 5) est inclus dans T(HS) . Comme T(H5) est inclus dans

G(F<t?/ &5 , ona donc G(FCt?Y /‘és) = T(Hg) . Ce qui achdve la

. démonstration du- cas k = 5.

’1m’
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6) k est supérieur ou égala 6 :

On examine ici ensemble les cas k = 6,7, 8, 9, 10, 11,
On suppose que C est algébriquement clos.

D'apres le théoreme 11, si H, appartenant a &est de type (k), alors H

k k

est inclus dans P(F) et donc T(Hk) est un groupe d'automorphismes de F(t>y

sur F . Si E(Hk) est le corps des invariants de T(Hk) dans F(t Y, alors le

(9

théoréme d'Artin montre que F{tyest une extension Galoisienne de E(Hk)

de groupe de Galois T(Hk) et que [F Kty: E(Hk)] = lT(Hk)| (1'ordre de T(Hk) ).

11 en résulte qu'en particulier, F{t est fortement normale sur E(Hk) avec

T(Hk) comme groupeé-de Galois différentiel .
Donc pour achever la démonstration du théoreme 14, il suffira de montrer que

chaque E(Hk) est du type (k) comme décrit dans le théoreme 12 .

Considérons, en général, un élément 'Z appartenant a F(tY tel que

ou P et Q appartiennént a F&X% et sont premiers entre eux avec Q =& 0.
Soit n le degré de " s c'est-a-dire n = sup( degP , degQ) .

F¢t7 est une extension algébrique de F¢ l‘() de degré n (voir Van der Waerden,
moderne Algebra, vol. 1) .

D'autre part, si H, estle groupe algébrique différentiel de SL2 de type (k)

k
comme définis dans le théoreme ( 8), alors le corps différentiel %k de type (k)

comme défini dans le théoréme 12 est invariant par les éléments de T(Hk)

entendu que e, f, g, n correspondant aux deux théoremes 11 et 12, ont la

méme signification . Comme % j aun générateur de degré ,T(Hk), , on a

[F(t) : %k] - |T(Hk)’, donc %k - BH) .

Ce qui acheve la démonstration du théoreme 14 .
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Remarques 22 :

a) Dansle cas k =2 (corollaire), le résultat le plus important n'est pas le fait

que % o soit engendré par un nombre fini d'éléments . Mais le fait que 1'extension

différentielle 'C'z de F engendrée par SliLj(t), 81i(L1(t) + LJ.,(t))1 ciem ,1<iem,

1<j'sr

est telle que pour tout L appartenant a ‘—(_'}3) , SliL(t) appartienne a (é'z

b) Dansle cas k = 3 (corollaire) on a pour L appartenant a [—(/“B), L(t)"

appartient a C&' 3

c) Dans le cas ol k est supérieur ou égal a 6, nous avons supposé que le corps
des constantes C de F est algébriquement clos parce que les calculs dans le
chapitre IV ont été faits avec cette hypothese

On peut se demander quels seront les résultats lorsque C n'est pas algébriquement
clos

D'autre part, c'est par des calculs directs que 1'on trouve les corps % | pour

k supérieur ou égal a 6 .

Mais avant de faire ces calcls , on a besoin des résultats suivants :

Proposition 29 : Soit G un sous-groupe fini de Aut(F<{ty / F) . Posons

G = {6\1 yeessnans , fn} et soit Si(X1 yeoseaas ,Xn) 1<£ign, les polyndmes

symétriques élémentaires a n variables . Alors, pour tout indice i tel que
( Q’;(t), ....... » &) (t) ) ne soit pas un élément de " , le corps différentiel

F <Si( G}(t), S eemeeey G“n(t) > est le corps des invariants de G dans F{t> .

(%) P.164 : Soit H un groupe fini d'automorphismes d'un corps K et soit L = inv(H). Alors

[K : L] - #f (H), K /L est une extension normale et séparable et H = G(K / L)
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Démonstration :  Soit FG le corps des invariants de G . Il est clair que pour tout

indice i, S;( @) errnenn , 6\(t) ) appartient FY

D'apres le lemme 10, Q(t) est une expression fractionnaire linéaire a coefficients

dans F .
Considérons le polyndme P(Y) =TI(Y - o’i(t) ) .Ona
POY) = Y' - S (&(1),...... NG Sl £ (S (g3(0),eneen, (1) -

Il est clair que P(Y) appartienta FE{Y} et P(t) = 0.

D'apres le théoreme d' Artin, F(t7 est algébrique sur FG de degré n ; donc,
a cause du fait que P est unitaire et de degré n, P doit étre le polyndme
minimal de t sur FG. La proposition résulte alors de la démonstration du

théoréme suivant appelé théoréme de Luroth.

Théoreme 15 : Si A est un élément transcendant sur K etsi K C > K(A)

9= K, alorsilyaun M transcendant sur K tel que 3 = K(AM).

Démonstration : On va montrer qu'il existe 4 appartenant & S~ tel que

K(H) =2

Soit \P = g(A)/h(A) un élément non constant de §_ . On a alors

g( A) - (P h(A) = 0 ; cequi veut dire que A\ est une racine de 1'équation
g(x) - kp h(x) = 0 A coefficients dans S . 1D enrésulte que A est
algébrique sur z .

. F N\
Soit f(x) = a, + A1X +eeneneenans + ax , avec a; appartenant az,
a == 0, un polynSme irréductible sur S tel que f(AN) = 0. Comme les a,

appartiennent 2 K(A ), ils sont des fonctions rationnelles de A . Soit h( A )

le plus petit commun multiple des dénominateurs des a; , et soit k( A) le plus
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grand facteur commun de leurs numérateurs. Alors b, = a;h / k appartient a
K[{A] et £.(N,x) = by + bXx+.e..n. + brxr est un polyndme en A et x
n'ayant aucun facteur en A seulement . Au moins un des bi / br , Soit

b / b, n'estpasun élément de K. Car, posons P(A) = b, O(A) = b,
M — - e 4
= b / b, = a / a,  élémentsde §_ .

Alors P(x) - /410(x) appartient a E [x] , et comme P(A)- /{ QLA) = 0,
on a, d'apres le théoréme sur les places d'une courbe paramétrique qui dit que
"tout point de 1a courbe C estle centre d'au moins une place de C"

(voir R.J. Walker , algebraic curves ) ,

P(x) - /qQ(x) = g(x)f(x) (glx) e ZE{]) . Ceci se réduit a
QLN PR - P(A) QX = g,( A, 0 (A, ) ol
g (A% = g) QUA(A)/h(X) appartientd K( A) [ﬂ .

Mais, puisque f1 n'est divisible par aucun polyndme en A , on doit avoir g4

appartenant a K[,\ , x] . Le degré de P( A) ou de Q( A) par rapporta A ne

peut étre supérieur au degré de f,pa par rapport a A\ . Ilenrésulteque A ne

peut apparaftredans g; - Mais, si Q( A) P(x) - P( A)Q(x) avait un facteur

ou apparaissait x seulement , il aurait , par symétrie, un facteur ol apparaitrait
A\ seulement . On en déduit que g4 est constant et que le degré de P et

le degré de Q sont au plus égauk ar, ledegré de f en x.

D'ou P(x) - MQ(x) = 0 est une équation de degré r sur le corps K(/M)

admettant \ pour racine . Mais, puisque K(/M) est inclus dans z_ , si

K(M) s S, ilexiste kl/ appartenant & S~ tel que  n'appartinne pas

a K(M). Or, comme \l/ appartient 3 K( \ ) et N de degré auplus r

sur K(M), ona

Y = Co + A Heennnn +cI‘_1/\I‘_T (cieK(/q)).
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Mais alors,

A\ serait de degré plus petit que 1 sur E ; ceci contredit

le fait que N\ est de degré r sur Z . Donc, on a K(/q) = E
Il résulte donc de ce théoreme que

FO = F (5,0 §0),

ceens 6} (t)) >
Maintenant nous allons calculer les invariants dans les cas k =6, 7, 8, 9, 10

11,
k = 6 .
A o 2n
Posons H, = ( 2\ / a =1 = C2n
©
I—I6 est un groupe cyclique d'ordre 2n.
Il en résulte que T(H6) est 1'ensemble des éléments Pyserenes » gy, avec
-1 -1 -2
&1 =6(t) = (& - 00 +o) = K
G = To0®) = oK% N X
) a\—2n
o} (t) = O eveeens o (t) = t
Donc  O)eeee.n.. 5t = N T N o= L n
car a?n = 1 .
D'apreés la proposition 29 (t). oMt)

n facteurs

k =7
On a H7 = D(4n,e) ou e appartient a F et n unélément de N avec
A O
H, = © /2 -1 (v f
-1
o o

2 n
-(g‘ o / BT =

7 est un sous-groupe fini d'ordre 4n défini sur F
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A 0
Le calcul pour la premiére partie, c-est-a-dire H}’ = {( A
0 «

est déja fait dans le cas k = 6 . Il reste a calculer pour la deuxieme partie

o
c'est-a-dire %(_(574 f / PZn = e"

To - 0 on proptes ot - - pie
Comme précédemment, ona  ((t). ((t) ... Ty = - B2 B20Y
( n tacteurs ) e ﬁZn -n
= (1)1 "
D'ot on obtient " + (-1)" e t™™ . D'apres la proposition 29,
10 P §1) + () eeennen.n. Tt = t" + et
engendre E(H,) puisque F(t" + "t > = F{ "+ (1"t > =EH) .
k = 8:

Posons Hg = D(8, e, f, g) ou e, f, g appartiennent 3 F et eg = O,

f2 + eg2 = 1. Alors, fixons ¢ , A, ¥ appartenant a U assujettis aux
conditions £2 =e, cf + e b’z = -1, a? _e¥? =1 et
2aY = g ; on a par définition
o ¢ A ey -EY )
. By 1 0 " . 1.
8 o , _ £1 o ) Y - E gy

Il en résulte que T(I—IS) est 1'ensemble des éléments & » & 6 Oy

69
tels que : 0 1

RV = (t-0)(p + 1)

I
-

L I 3
(‘510) 1
&) t =(0 - T)0 Ftro0)to (21 4!
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, -1
G = ccat-e¥)(-dt +a) = At + e¥
¥t = K
e
_ At + ead _ Bt + 28
AYt - O lgt— R
2
2 2
D'autre part, XN +eX =-1 5 1
implique N = —{f- 1)
2

a% —e‘éfz = f

1 e
s(E-1)t + 3¢

_ 2 2 (-1 + f)t + eg
Donc Gg(t) = = =g

St - %(f—ﬂ gt = (~1+1)

De la méme fagon, on montre que
X
Q) = t' = (et - e) (- €lat - €¥)7

:ngE— (—1+f) )
-1+t + eg

t2+e

&
D'ou o (t) n'appartient pas a F .
if_——;— i 2 - 2fg" 't - o)

i

4 -
Donc d'apres la proposition 29, E G\i(t) engendre E(HS) = F <( t2 + et 1>

i1
Les calculs de 1'invariant de T(Hg) est semblable au calcul de 1'invariant de

( T(HS) et se trouve dans 1'article 745 de Cayley paragraphe 117 .

Les invariants de T(Hm) et de T(H1 1) sont relatits aux fonctions polyédriques .

Ona Z, C oC ou OC est le sous-groupe de SL,\U) engendré par

5 oo Ly
les deux matrices et ~— . 4 ou 3 est une racine
o) -

ta 2

primitive 8-ieme de 1'unité .
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On va considérer OC / 22 comme un groupe de transformations fractionnaires

lindairesdu plan complexe et donc comme un groupe G d'automorphismes de la
sphére (réguliére (par la projéction stéréographique) réguliére ( voir Cayley,
article 745 , paragraphes 94-95 et 104-117) .

Considérons les polynémes II (t - m) et II (t - ¢) en la variable complexe t

ou m parcourt les milieux des c6tés de 1'octaédre et ou c¢ parcourt les centres
des faces de 1'octaédre . Ces polyndmes sont appelés des fonctions octaédriques.
Lorsque 1'octaédre est placé de sorte qu 'un sommet soit a 1'infini et un autre a
1'origine , les fonctions octaédriques sont respectivement t12 - 33t8 - 33t4 + 1

8

et tT o+ T4t4

+ 1 (voir Cayley, article 745 , paragraphes 73-74 et

A. Forsyth ; theory of fonctions of a complex variable 3¢ é&dition - Cambridge
University press London 1918).

Si on considére m comme milieu d'un cdté fixé et ¢ comme centre d'une face
fixée, le groupe d'isotropie de m est d'ordre 2 et celui de c est d'ordre 3.

Il en résulte que :

X 12 8 4 2
o lt-m) _ _(t"-33t"-33t"+ 1) ot le produit
(t - (t8 + 14t 4 )3
X
est pris sur tous les x appartenanta G . Posons f(t) = II-(—-t—-—-—n-l—)

(t-c)
Alors f(t) appartienta F{t) et quel que soit y appartenant a OC , la fonction
MOt
6;( (t)
6;( £(t))

£(tY) a le méme ensemble de zéros et de pSles que f£(t) ; donc

£(t) .

Dlod EM;) = F((t2-33°-33" + 0% (% 4 1at 40 S

En fait, on choisit le générateur de E(HTO) comme donné dans le théoréme 12 en

prenant : 108 £(t) ( 12 _ 33t8 _ 33t & 1)2
1T _ f(t) = pour
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P2 -338- 33t% 1 et 202 >

souligner la relation qu'ily aentre E (H9)

1 4 -4 -4
et EM,y) = F{(t'2 -3 -3t w (e -t

Enfin , d'apres les références citées, les fonctions icosaédriques correspondant

au groupe DI sont :
29 4 522¢%7 - 10005t2° - 10 005t'C - 5227 4 1

5

h(t) = II(t-m)

) = M(t-c) = 20 - 228" + 494" & 228¢° 4 1
Si on pose g(’c)3
p f(t) = —=—~— , alors
h(t)2
17286()  (t20- 208t 4 404t'® 4 2854 1)
-1 (£'9 4 1P -1

est le générateur de E(H“) . Ce qui acheve la démonstration du théoreme 14 .
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