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A V E R T I S S E M E N T  
---------------A--------- ......................... 

Dans ce t ravai l  de Recherche que j l a i  fait e n  collaboration 

avec YASIN AL-HITI, s u r  les Groupes Algébriques Différentiels,  

je m e  s u i s  particulièrement in té ressé  à 1 ' étude des  Sous-Groupes 

Algébriques Différentiels de  SL2  et l e u r  application aux Extensions 

de C o r p s  Différentiels Fortement Normales. Cec i  se trouve dans les 

chapi t res  IV et V . 

L e  chapitre 1 est entièrement commun, car il réunit toutes 

les définitions et général i tés  dont chacun de nous a e u  besoin. 

Le but que nous poursuivons e s t  d ' a r r i v e r  à changer le 

"LangageIr d e  WEIL qui emploie les notions de  C o r p s  Différentiel 

Universel , de points génériques et de spécialisations. 

Ceci  fait l 'obje t  de notre prochain travail  de Recherche. 

AZANNEY AGOSSA 
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Je t iens  à exprimer à Monsieur BKOUCHE mon di rec teur  de  

THESE,  ma profonde grat i tude pour l a  sollicitude avec laquelle il m ' a 

guidé tout au long de ce t ravai l .  

J a d r e s s e  l express ion de ma vive reconnaissance à 

Messieurs GOBLOT , GERGONDEY, VENKEN et toute l 1  équipe du 

séminaire dl ALGEBRE DIFFERENTIELLE pour toutes les a ides  qu ' ils 
m ' ont apportées depuis l ' A. E .A. 

Je t iens à r emerc ie r  tous les membres du JURY ici p résen t s  

pour le grand honneur q u ' i l s  me font e n  acceptant de f a i r e  pa r t i e  de ce JURY. 



I N T R O D U C T I O N  ....................... ___________________---- 

L e  but v i sé  ici est d 1  é tudier ,  de façon généra le ,  les groupes 

algébriques différentiels  pour f a i r e  r e s so r t i r  quelques r é su l t a t s  qhi contrastent  

avec l a  situation e n  géométrie algébrique et, de façon par t icul ière ,  les sous-  

groupes algébriques différentiels de SL2 e t  l e u r  application aux extensions 

de  c o r p s  différentiels fortement normales. 

Dans toute l a  su i te ,  U désigne un corps  différentiel universel  

de carac tér is t ique  nulle, de c o r p s  des  constantes K e t  ayant ; y . . . ,  

comme opérateurs de dérivation. 

L ' é t u d e  qui v a  suivre  comporte cinq chapi t res  : 

Dans le chapi t re  1, il s e r a  établi  quelques r é su l t a t s  généraux 

s u r  les ensembles algébriques différentiellement fermés au s e n s  de l a  

topologie de Zar i sk i  différentielle e t  il seré démontré le théorème de Kolchin 

s u r  l a  dimension polynomiale. 

Dans le chapi t re  II, il s e r a  démontré que ll1anneau des  fonctions 

rationnelles différentielles partout définies s u r  un ensemble algébrique 

différentiel V ,  défini s u r  un sous-corps différentiel F de U, e s t  plus g r o s  que 

1' anneau d e s  coordonnées. C e  résul ta t  cont ras te  avec l a  situation e n  

géométrie algébrique où l anneau des  fonctions rationnelles partout définies 

s u r  un ensemble algébrique est égal à l ' anneau d e s  coordonnées. 

Dans le chapi t re  III, on montrera q u ' i l  ex is te  d e s  groupes  

algébriques différentiels dont les lois Be composition ne sont  p a s  d e s  fonctions 

polynomiales différentielles.  C e  résu l t a t  qui cont ras te  auss i  avec l a  

situation e n  géométrie algébrique est une conséquence du résul ta t  établ i  au  

chapi t re  II. 



L e  chapitre  IV s e r a  consac ré  à l ' é tude  des  sous-groupes 

algébriques différentiels de S L 2  e t  l e u r  classification. Mais avant ce t te  

étude importante, quelques r é su l t a t s  généraux se ron t  é tabl i s  s u r  les groupes 

algébriques différentiels l inéa i res  ; e n  part icul ier ,  on montrera que tout groupe 

algébrique différentiel dont l a  loi de composition e s t  une fonction polynomiale 

différentielle est isomorphe à un groupe algébrique différentiel l inéaire.  On 

remarquera  que quelques résditats  sont  énoncés comme rappels .  

Enfin, le chapi t re  V e s t  une application des  sous-groupes 

algébriques différentiels de S L 2  aux extensions de  c o r p s  différentiels 

fortement normales, au  s e n s  de  Kolchin. Il  s ' agit de t rouver  parmi c e s  

sous-groupes algébriques différentiels de  SL2, ceux qui sont  isomorphes 

aux groupes  de Gdlois des  extensions de c o r p s  différentiels fortement normales. 
I I  

IlLe langage ut i l isé e s t  celui  de  Wei l "  qui emploie les notions 

de c o r p s  différentiel universel ,  de spécial isat ions e t  de points génériques.  



CHAPITRE 1 : NOTATIONS E T  NOTIONS DE BASE 

1 . Notations de b a s e  : 

U désigne un c o r p s  différentiel universel de carac tér is t ique  nulle. A e s t  1 'ensemble 

d e s  opéra teur s  de dérivation qui commutent e n t r e  eux. 

K e s t  le c o r p s  d e s  constantes de U. 

est le monoïde commutatif l ib re  engendré p a r  61,. . . . . . , 8 m  c ' est-à-dire , 

si 9 appart ient  à , C) = Q~~!..... smem où les e .  sont  d e s  e n t i e r s  
1 

positifs ou nuls ,  et L ei est appelé l ' o r d r e  de 8 . 
Soit R un anneau différentiel commutatif ayant a comme ensemble fondamental 

d e s  opéra teur s  de dérivation ; Ci) désigne 1 'ensemble des  opéra teur s  différentiels 

l inéa i res  , c 'est-à-dire , si D appartient à 9 , on a D = a @  6 avec les 

a +  appartenant à R presque tous nuls sauf un nombre fini dl e n t r e  eux.  

Enfin, tout c o r p s  différentiel F considéré  est un sous-corps différentiel de U s u r  

lequel U e s t  une extension universelle . 
u ry] = U [yl , . . . . . ,yn] désigne 1 ' anneau des  polynômes à coefficients dans U. 

U { y3 = U IYI , . . . . . ,yn] désigne 1 ' anneau différentiel des  polynômes différentiels 

e n  les indéterminées différentielles y , ,  . . . . . ,y ,  à coefficients dans  U. 

Si e s t  un sous-ensemble de Ufy] , Cx]est  l ' i d é a l  différentiel engendré  p a r  

et > e s t  l ' i déa l  différentiel* ,parfa i t  engendré p a r  . r 3 
Si V e s t  un sous-ensemble de un , a l o r s  I(V) e s t  l 'ensemble des  polynômes 

différentiels de ~ { y ]  qui s ' annulent pour tout élément de V. 

Si e s t  un sous-ensemble de u f y $  , on note Z ( r )  l 'ensemble d e s  éléments 

de un qui annulent tout polynôme de . 

§ 2. Définitions généra les  : 

a) Anneau différentiel : Soit  R un anneau commutatif unitaire  d'élément unité 1 . 
Une dérivation 6 de  R est un homomorphisme de groupes de R dans  R vérifiant : 

S ( a b )  = 6 a . b  + a.  6 b  

6 ( a + b )  = $a + S b  p o u r t o u s  a , b c  R 



S D'au t re  p a r t  8(l) = 0 ,  c a r  8 (1) = 8 (1.1) = 1.$(1) + 1 ( l ) ,  so i t  

S(i)=2 & I ) ,  d ' o ù  6 ( 1 > = 0 .  

L ' anneau R muni dl une tel le  dérivation s ' appelle anneau différentiel.  L e  

noyau de S e s t  un anneau e t  s ' appelle l ' anneau des  constantes de R .  

Proposition 1 : Soit  R un anneau différentiel,  e t  so i t  S une pa r t i e  

multiplicative de R ; a l o r s  toute dérivation 6 de R se prolonge de 
-1 

manière unique en  une dérivation de S R définie p a r  

Démonstration : On doit avoi r  

& a  = & ( S . & )  = 6s.+ + S.&(%) 
s , d 'où  l ' unicité ; de plus 

pour tout u G S, on a pa r  définition 

6 (*) s u .  $(au) - au. 6 ( s u )  

S U  lsulZ 

a Comme - - s 'il ex i s t e  v ES tel que v(at - bs) = 0 ,  on a donc, S -f 
puisque SV E S, 

, d ' o ù  on a bien une 

application définie s u r  S R .  

On vérif ie  enfin que l ' o n  a 

a b - s t .  6 i a t  + bs) - (at + bs). 6 ( s t )  S ( - + - ) -  
S t (st? 



- - s t  . 6 (ab) - ab. 6(st) 

d 'où  on a bien une dérivation. 

b)  Corps  différentiel : Un c o r p s  F qui  e s t  (en tant quéanneau) un anneau 

différentiel ,  s ' appelle un c o r p s  différentiel.  Il e s t  évident que 1 ' anneau des  

constantes de  F est un c o r p s  . 

c )  C o r p s  différentiel universel  : Soit  U un corps  différentiel e t  so i t  F 

un sous-corps différentiel de U. U est une extension u n i v e r s d e  de F, 

si pour toute extension différentielle F, de F, F CE F; C U ,  engendrée 

s u r  F p a r  un nombre fini d 'éléments,  et pour tout en t i e r  n strictement 

positif, et tout idéal  différentiel premier  p ropre  de 5 {q ,.. . . , il 
=k 

ex i s t e  un z é r o  générique ( q,, . . . , qn) de avec q, , . . . , qn dans U. 

U est un c o r p s  différentiel universel  s'il e s t  une extension universel le  de son 

c o r p s  différentiel premier( ici  Q) . 

$ 3 . Ensemble algébrique différentiel e t  topologie de Zar i sk i  différentielle : 

Io) Ensemble algébrique différentiel : Soi t  V un sous-ensemble de U! 

On dit que V e s t  un ensemble algébrique différentiel s'il exis te  un sous-  

ensemble t d e  u [y,,. . - . , &? tel que V soi t  1 ' ensemble des  z é r o s  

communs aux éléments de Z , c ' est-à-dire , 

Soi! T = ~ C U " V  = Z( X), avec Z c ~ i ~ ] ) ,  e t  so i t  n i l e n s e r n b l e  des 

idéaux différentiels p a r f a i t z h e  U {Y). Comme en  géométrie algébrique,  i l  

y a une correspondance bijective e n t r e  T et Vdéf in ie  p a r  

vVF1(v), et a$-+ z ( a ) .  

&) voir  chapitre  1, $3,4O 



P a r  définition ItV) s ' appelle  1 ' idea l  difrérentiel de definition de V. 

20) Topologie de Zar iski  différentielle: L e s  éléments de  T sont fermés 

dans une topologie s u r  U" appelée topologie de Zar iski  différentielle.  Donc 

un fe rmé  de l a  topologie de Zar i sk i  différentielle s u r  U % S ~  un sous-ensemble 

de  U\ui e s t  un ensemble algébrique différentiel. 

On dit a u s s i  qu'un ensemble fermé dans l a  topologie de Zar i sk i  différentielle 

e s t  un ensemble d i f férent ie l leme~t  fermé. 

Si V est un sous-ensemble de uh,  l a  clôture différentielle de V s e r a  notée V! 
Soi t  W un sous-ensemble de untel que V C  W,  on dit que V e s t  différentiellement 

-d dense dans  W si V = W. 

Soit  V C U différentiellement fermé.  V e s t  dit  i r réduct ib le  s 'il ne peut 

s '  écrire comme réunion de deux ensembles p r o p r e s  différentiellement fermés. 

Proposi t ion 2 : Soit V un sous-ensemble de U" différentiellement fermé tel  que 

V e s t  i rréductible et soit A un sous-ensemble de  V différentiellement ouvert  

dans V. A l o r s  A e s t  .différentiellement dense dans V. 
-4 

Démonstration : A est différentiellement fermé p a r  définition, ainsi  que le 

complémentaire( de A dans  V, puisque A e s t  différentiellement ouvert dans . 
d -d -Y 

Ç u p p o s o n s V f ~ ~ o n a v = A ~ C ~  v d o n c ~ ~ = A ~ c ~ = A  uCA 
v v 

= A U C A  
-d v 

Mais V = V c a r  V est différentiellement fermé.  

V s 'écrirait donc comme réunion de  deux sous-  ensembles p ropres  différentiellement 
-d 

fermés.  C e  qui contredit le fai t  que V e s t  i r réduct ib le .  Donc V = A . 

Remarque T : Un e s p a c e  topologique est dit noethérien si les fermés 

sat isfont  à l a  condition de  chaîne descendante. 

D r  a p r è s  le Ritt-Raudenbush b a s i s  theoreme" s u r  les idéaux différentiels 

parfa i t s  de  type f in i ,  o n  déduit que  Un e s t  un espace  noethérien p a r  l a  

topologie de  Zariski  différentielle.  

Proposi t ion 3 : Soit V un sous-ensembfe de ~%ffé ren t i e l l ement  fermé. 

Alors  V e s t  i rréductible si e t  seulement si s o n  idéal différentiel de 

définition I(V) e s t  premier .  

( ) Un idéal  différentiel est dit  parfait  s'il e s t  égal  à son radical 

c ' est-à-dire a a , n N. 



Démonstration : 

C. N : Supposons que  V s o i t  i rréductible.  On va montrer  que I(V) e s t  premier .  

Soiént f 4 I(v) et g $ I(V) ; il faut montrer  que f . g I(V) . 
Supposons que f .  g E I(V) et considérons les idéaux 

1,= I(V) + f et 1, I(V) + g.  

1 1 ==2 V,= Z(I,) S V  = Z(I(V)), de même 1 s I z = $ V , =  Z(1,)SV. 

On a V , ~ V , C V ,  e t  comme f . g c I ( V ) ,  on a auss i  1,. 1, C 1, donc 

V = Z ( 1 ) C  ZII,. L) = Z(1,) UZ(I,) = V,UV,; il ré su l t e  que V = v,UV,; ce qui 

contredit le fai t  que V est irréductible.  Donc V irréductible implique que 

I(V) est premier .  

C . S : Supposons maintenant que I(V) soit premier .  Il faut montrer que V 

e s t  i rréductible.  

Supposons V non i r réduct ib le ,  c 'est-à-dire V = V,U V, avec V, c& V e t  V, $ V . 
V = Z(I(V)) = Z(I(4))  u z(I(V,)) = ZEN. ) n l ( v I ) l  

Donc I(Y) = I (V~ ) 0 I(v,) . 
4 v - 1 )  1 ,  ) e t  

v ,gv ===? I(V) q I ( v z )  

so ien t  f ,  dans I(V4 )-I(V) et f,dans I ( q  - I(V) ; on a f,. f p ~ ( ~ , ) f l  I ( v ~ ,  donc 

f,. f , ~  I(V) ; on vient de montrer  que ~ ,BI (v )  et I,~I(V) e t  pourtant f,. ~*EI(V) ; 

ceci contredit l 'hypothèse que I(V) est premier .  Donc I(V) premier  

implique V irréductible.  

n 
Définition : Soi t  V un sous-ensemble de  U différentiellement fermé,  on 

appelle composante de V, un sous-ensemble maximal i rréductible différentiel- 

lement fermé de V. 

Remarque 2 : Comme uliest un espace  noetherien pour l a  topclogie de  Zar iskj  

différentielle, a l o r s  tout sous-ensemble différentiellement fermé de uns é c r i t  

comme union f i n i e  de  ses composantes. 

Proposition 4 : Soit  V un sous-ensemble de ~ b f f é r e n t i e l l e m e n t  fermé. 

Soit  A un sous-ensemble différentiellement ouvert  de V. Alo r s  A e s t  



différentiellement dense  dans  V si e t  seulement  si pour  toute composante 

Vi d e  V ,  A n  V; est différent  d e  1 ' ensemble vide.  

Démonstration : Si V e s t  i r r éduc t ib l e  la démonstration e s t  terminée 

(dl a p r è s  la prop .  2). Si V n ' e s t  p a s  i r r éduc t ib l e ,  so i t  V = Uvi . 
C . N : Supposons que  A so i t  différentiellem e n t  dense  dans  V , c l es t -à-dire  
- d 
A = V . S o i t  Vi une compsante quelconque d e  V telle que A f-l V; = fi. 
Comme A e s t  un ouve r t  dans  V ,  A n  Vi c Vi e s t  un ouver t  d e  V;. D ' a p r è s  l a  

proposition 2 ,  A n  V; est différentiellement dense  dans  , c ' est-à-dire  
-d d 
A I l  V; = V; . O r  si A n V; e s t  un ensemble vide on  a A n Vi = 4 = V; ; c e  

qui  e s t  impossible car V; e s t  une composante d e  V. Il e n  r é s u l t e  que  toute  

composante V; de V a une in te rsec t ion  non vide avec  A. 

C. S : Supposons q u e  toute composante V; de V est une in t e r sec t ion  non 

vide avec  A .  Il  faut  m o n k e r  que  A e s t  différentiellement dense  dans  V ,  
-d 

c 'es t -à -d i re  A = V. 
-A -d 

On a A c V  donc A c V. Il faut  mon t re r  que  V c  A.  P o u r  toute  

composante Vi de  V, o n  a A n V i  différent  d e  l ' ensemble  vide.  A n V ;  e s t  
-4 

différentiellement d e n s e  dans V; (Prop .  2), c ' est-à-dire A n  V; = V; , mais 
d - d  

A n ai est i?clus d a n s  AAV; ,  donc V , -c  A n V; implique q u e  V; e s t  
-d 

i nc lus  dans  A , pour tout  i . Par conséquent  la réunion d e s  V; e s t  contenue 
-d  -d 

dans  , donc V est inc lus  dans  A . On e n  déduit  que V = A . D'où  A 

e s t  différentiellement dense  dans  V. 

3 O) C o r p s  de définition dl un ensemble a lgébr ique  différent iel  e t  topologie 

a s soc i ée  a u  c o r p s  d e  définition : 

Définition : Soient  F un sous-corps  différentiel  de  U e t  V un 

sous-ensemble de un différentiellement f e rmé .  On d i t  que  V e s t  défini s u r  

F (ou que F e s t  un c o r p s  de  définition de V) si I(V) = U. I F  (V) avec  

IF (V) = I(V) n F [Y, ...x} . Puisqu.' on e s t  e n  ca rac t é r i s t i que  z é r o ,  c e t t e  

définition est équivalente à la suivante  : 

Soi t  F un sous-corps  différentiel  de  U et s o i t  V un sous-ensemble de  un 
différentiellement f e rmé .  On dit que  V est défini s u r  Fs 'il e x i s t e  

tel que  V = Z (  Z). 



Remarque 3 : Soit  vc U" d i f f  érentiellement fermé. Alors  il exis te  un 

plus petit c o r p s  différentiel de  définitions de V noté def V ; de  plus def V e s t  

engendré p a r  un nombre fini d '  éléments s u r  le c o r p s  p remie r  (ici Q puisque 

les c o r p s  cons idérés  sont  de carac tér is t ique  nulle). 

L e s  sous-ensembles vc u te l s  que V = Z (  E) pour c F [Y,, ... . 3m) sont 

d e s  ensembles fermés dans une topologie s u r  U" appelée topologie de Zar is lu  

différentielle relat ive à F (ou simplement l a  F-topologie de U' ). L e s  sous-  

ensembles (différentiellement fermés de Un qui sont  définis s u r  F sont d i t s  F-fermés. 

Si V e s t  un sous-ensemble quelconque de Un, on va noter  l a ;  F-clôture différentielle 
-d 

de  V p a r  V F  . 
Si 5 e s t  un sous-corps différentiel de U tel  que F c 9 , a l o r s  tout ensemble 

- 

F-fermé est CJ -fermé. 

Il e n  ré su l t e  que tout sous-ensemble de uh F-fermé est fermé.  

4O)  Point générique et spécial isat ion différentiels : Soit  V un sous-ensemble 

d e  Uh différentiellement F-fermé, i rréductible.  Un point s de un e s t  dit point 

générique différentiel pour V s u r  F, si IF  (V) = IF (s). 

L e s  éléments t de V sont  a l o r s  appelés spécial isat ions différentielles 

de s s u r  F, on éc r i t  s j t. 
F 

Si t e s t  a u s s i  un point générique différentiel pour V s u r  F, a l o r s  on é c r i t  

E n  conséquence, si s appart ient  à un e s t  différentiellement générique pour v 
s u r  F, a l o r s  le corps  quotient de F [3,, -. - --,y,,) / 1 (V) est isomorphe à 

F Cs,, . . . , s> s u r  F, où F <s,, . . . , s,) e s t  le c o r p s  différentiel engendré 

s u r  F p a r  s, , . ..,s,. 

D 'au t re  p a r t ,  si est un idéal  différentiel premier  de FI% 9 9 ~ ~ )  9 un point 

de ~ % ~ a n t  60 comme idéal  différentiel de définition e s t  appelé un z é r o  

générique d e  f' . 

5 4. Notions de dimension : 

Soit F un sous-corps différentiel de U e t  soi t  V un sous-ensemble de un 
différentiellement F-fermé et irréductible.  Soi t  s élément de un tel que 



s e s t  un point générique différentiel pour V s u r  F. On appelle  dimension 

différentielle de V s u r  F, le degré  de transcendance différentielle de  F<s,, . . . , s, > 
s u r  F. 

Théorème 1 : Soit F e t  i deux c o r p s  différentiels de carac tér is t ique  nulle, 

t e l s  que 5 so i t  une extension différentielle de F engendrée p a r  s,, . . . . , s, 
éléments de Cj , c ' est-à-dire $j = F<s, . . . . , a>. Soit 5 inclus dans r 5 
une extension de F engendrée p a r  les dér ivées  de s,, . . . , s , d l o r d r e  inférieur  

ou égal à r ,  c 'est-à-dire 5p = F((0 s i ) ,  ec$(r)> 1 i L  n ) où @ (r) e s t  

l ' anneau des opéra teurs  différentiels d ' o r d r e  infér ieur  ou égal  à r. 

Alors  il y a polynôme w, / F à coefficients rat ionnels  te l  que ,  pour r élément 

de  N suffisamment grand,  w,/ F e s t  le degré  de transcendance de 5r s u r  F. 

Pour  dgmontrer ce  théorème, on a besoin d e s  r é su l t a t s  suivants  : 

1 O) Fi l t ra t ion  : Soit R un anneau différentiel. Soit r un e n t i e r  positif ou 

nul e t  soit (r)c@llensemble d e s  opéra teur s  différentiels d ' o r d r e  infér ieur  

ou égal à r. 

So i t  9,c 1 l ensemble des  éléments de l a  forme a.0 avec a, élément 
ee(D(r> 

de R p resque  tous nuls sauf un nombre fini. 

Si r e s t  négatif,  on pose  a) (r) = # , e t  C f Z  =[O). Si D appart ient  a 

1 ' o r d r e  de  D est égal à r. 
- P-4 

Avec c e s  définitions, e s t  un anneau fikré au  s e n s  de Bourbaki.  

Rappels : 

a) Groupes filtrés : On appelle filtration croissante  (respectivement décrois .  ) 

s u r  un groupe G, une suite c ro i s sance  ( re sp .  décrois .  ) (G ,, ) n E Z de sous- 

groupes de G. 

Dans l a  s u i t e  , les f i l t ra t ions  cons idérées  sont  des  f i l t rat ions cro issantes .  

On appelle groupe filtré, un groupe muni dl  une filtration. 

b) Anneaux f i l t r é s  : Etant  donné un anneau R ,  on dit qu '  une filtration (Rt- ) r  E Z 

s u r  le groupe additif R e s t  compatible avec l a  s t ruc tu re  d 'anneau de R si 

l ' o n  a : 1) R p  *Rg"Rp,q pour p e t  q éléments de Z 

2) 1 appart ient  à R, 

L '  anneau R , muni de ce t t e  f i l t rat ion,  est a l o r s  appelé anneau f i t r é .  



c )  Modules t i t r é s  : Soit  R un anneau f i l t r é ,  (Rh )n G Z  s a  filtration e t  so i t  

M un R-module. On dit q u '  une filtration (M, )n e Z s u r  M est compatible avec 

sa s t ruc tu re  de module s u r  1 ' anneau f i l t r é  R si 1 ' on a: 

Rh\ M\CMtn+n pour m et n éléments de Z . 
Le R-module M muni de cette filtration e s t  appelé module f i l t ré .  

2 O )  Graduation : On dit q u ' u n  anneau R est gradué s'il exis te  une famille 

(RF )r c Z de sous-groupes additifs de R t e l s  que: 

1) R = $ R p  
r avec  r ,  p e t  q éléments de  Z . 

2 )  R R4=Rf+' ,  
P 

L a  famille (Rr) r  E Z  est appelée graduation s u r  1 ' anneau R . 
L e s  éléments de R, sont  dits homogènes de degré  r. 

3 Modules différentiels : Soi t  R un anneau dirférentiel ayant bcomme 

ensemble d e s  opéra teur s  de dérivation. Soit  1 ' anneau d e s  opéra teur s  

différentiels  l inéa i res  à coefficients dans R .  L a  multiplication dans e s t  

te l le  que si a E R e t  6e A, a l o r s  s a =  & ( a ) + a $  . 
Donc si M e s t  un -module à gauche e t  pour 5 a A , x E M ,  on pose 

&(x) =&x , a l o r s  pour a élément de R ,  x élément 

deMet gE=, & \ a x ) =  b i a ) . x + a . & i x ) .  

L e  -module à gauche M est appelé module différentiel s u r  R ou simplement 

module différentiel . 
Soit M un module différentiel s u r  R soi t  donnée une filtration de M (comme 

(9 -module à gauche). Alo r s ,  si l a  filtration e s t  exhaustive e t  d iscrè te  

( i . e  UM,= M e t  M, = (O) si r e s t  suftisamment petit) ,  M e s t  appelé module 
rE Z 

différentiel filtré s u r  R .  

De cet te  façon, seu l s  s e r o n t  cons idérés  comme modules filtrés, les modules 

dont les fi l t rat ions sont exhaustiaes 6 t  d iscrè tes .  

Si M e s t  un module différentiel  f i l t r é  s u r  R e t  si pour tout r E Z ,  M e s t  de r 

type fini comme R-module, on dit que l a  filtration de M e s t  finie ou que M e s t  

finiment-filtré . 
S ' il ex i s t e  r E Z tel que pour tout s> r , Ms = D Mr 

S-r 

l a  filtration de M est dite bonne ou  que M e s t  bien f i l t ré .  

Si l a  filtration de M est finie et bonne, on dit que l a  f i l t rat ion de M e s t  

excel lente ou que M est excellemment f i l t ré .  



Dé~ini t ions  : 

1) Une su i t e  M --+ N - P dl homomorphismes de  modules di lférentiels  

filtrés s u r  R est dite exacte si pour tout r E Z ,  l a  su i te  

M -N -P est exacte.  r r r 

2) Soit  un R-module avec l a  multiplication 

(D, a )  u- Da pour tout D appartenant  a e t  

tout a appartenant à R. 

On peut définir le produit tensoriel  <B C3 A pour tout R-module A ;  B A e s t  

a l o r s  canoniquement un module différentiel s u r  R. 

Si A e s t  un R-module f i l t r é ,  posons: 

Alors  @A devierit un R-module différentiel  f i l t ré .  

Soit  M un module différentiel f i l t ré .  Si : A - M e s t u n  

homomorphisme de R-modules f i l t r é s ,  l a  formule 

4 ( ~ @ 5 ) =  D.'P(S) 
définit un homomorphisme de modules différentiels f i l t r é s  

$ : *A - M qui s e r a  appelé 

ci-dessous homomorphisme canonique. 

Si A est un R-module filtré e t  si B c A est un sous  R-module de A ,  B 

s e r a  cons idé ré  comme un R-module f i l t r é  en  posant B 
= B n  Ar pour r 

r élément de Z .  

Même chose  pour les modules différentiels.  Ainsi ,  si T e s t  un objet f i l t r é  

( anneau, module, . . . . ) , a l o r s  (T) désigne 1 ' objet gradué assoc ié  e t  

yr, (T) désigne l ensemble des éléments homogènes de 3r (T) de 

degré  r. 

Rappel : Soit  R un anneau f i l t r é ;  (Rr)r une f i l t rat ion de R. 

Posons: 3C (R) = Rp + 1 / R r 

L l anneau Jy (R) est donc un anneau gradué de  type Z , appelé 1 ' anneau 

gradué assoc ié  à 1 ' anneau f i l t r é  R ; les éléments homogènes de degré  r de 

3r (R) étant  ceux de grr (R). 



Lemme 1: Soient yl , . . . . . . , des  indéterminées s u r  R ( m = c a r d  A ) .  
Y m 

Alors  3P (8) e s t  canoniquement isomorphe à R [Y, ,  . . . , ' m l  

Proposi t ion 5: L e  polynôme carac tér is t ique  d 'Hi lber t  pour les modules diffbrentiels 

Supposons que 1 ' anneau différentiel R soi t  un anneau art inien ( c ' est-à-dire R 

e s t  de longueur finie comme R-module), e t  soi t  M un module différentiel f i l t ré  de 

f i l t rat ion excellente s u r  R. So i t  l ( ~ ~ )  l a  longueur de Mr pour r élément de 2. 

A l o r s  il ex i s t e  un polynôme w M(r)  à coefficients rat ionnels  tel que pour tout r 

élément de  Z suffisamment grand 1 ( ~  ) = wM(r). r 
L e  degré  de wM(r)  e s t  infér ieur  ou égal à m (m = c a r d A  ). 

Rappels : 

1) Soit R un anneau e t  soi t  M un module gradué s u r  B = R CS-, , . . . , y  ). Soit  m 
M = F M r  , a l o r s  tout Mr est un R-module. De plus,  si M e s t  un B-module de 

type fini, a l o r s  Mr est un R-module de type fini. 

2) ((Théorème dl ~ i l b e r t -  s e r r e ) ) .  

Soi t  R un anneau sat isfaisant  à l a  condition de chaîne descendante e t  so i t  M un 

module de type fini s u r  B avec  M = T M r .  

A lo r s ,  M cons idéré  comme un R-module, a une longueur finie notée w ( r ) .  P o u r  M 
r suffisamment gran@, l a  fonction wM(r) e s t  un polynôme de  degré  inférieur  ou 

égal  à m. 

Démonstration de la proposition 5 : Comme l a  filtration de M e s t  excellente , 

Mr e s t  d e  type fini s u r  R. 

P a r  conséquent l(Mr) = 2I (MN 
S l P  

Donc, d f  a p r è s  le théorème 2 rappelé  ci-dessus,  il suff ira  de  montrer quc 3r ( M )  

est un module de type fini s u r  gr (P)= R[yI, . . . , y  ] puisqut' a l o r s  3r5 (M)  m 
s e r a i t  un R-module de  type fini ( d ' a p r è s  les rappels  1 e t  2 ci-dessus).  

Etant  donné que l a  f i l t rat ion de M e s t  excel lente,  on peut chois i r  r élément 



de Z te l  que l a  f lèche @M rl M déf in iepa r :  r 

D @ mr - D.i(m ) est surject ive.  r 

Donc a €4 Mr - M ---;> O e s t  exacte .  On e n  déduit 

la  su i t e  exacte  

gr t B OM,) - gr (M> - O . 
D a u t r e  p a r t  

~Y(P) @ (M,) ->3r (9 @MF) e s t  auss i  sur jec t ive .  

Il e n  résu l t e  que  

3I" ( 3) @ J~(M,) - M e s t  surject ive.  

commegr (8) ) 64 (M,) est un j r (p ) -module  de type fini,  on e n  déduit que 

gr (M) e s t  un 3r(g) - module de type fini. O r  3r (p) = R ty1, . . . . , ~ m ]  

Cec i  implique que  (M) e s t  un R-module de type fini (dl a p r è s  le rappel  1 ) . 
0' a p r è s  le théorème 2 rappelé ,  l (  S ~ ( M ) )  e s t  fini e t  égal  à une fonction 

polynôme de degré  inférieur  ou égal à m . 
Dl où l ( ~ ~ )  = 1( Q~;(M)) a s s u r e  1 ' existence du polynôme wM(r) pour r 

SL l' 

suffisamment grand de d e g r é  infér ieur  ou égal à m tel que l(M ) = wM(r). r 

Exemple: On a w (r) = . Ceci  provient du fai t  que  @ ( r )  

e s t  une base  d e  q e t  que  c a r d  @ ( r )  = cmmr ) 
Soient  F e t  5 des  corps ,  avec 5 une extension de F. So i t  D e 5  ( 5 ) 
le 3 - e s p a c e  vectoriel d e  toutes les dérivations F- l inéai res  de 5 e t  

it 

soi t  ( DerF( 5 )) son 5 -espace dual.  

$ 

Si E 5 , on définit d~ E (IIerF( 5 )) par:  

dq (D) = D(?) pour tout D élément de  kp( 5 ) . 
* 

Finirlt-r-ent s o i t  a (5 ) le sous  9 -espace vectoriel  de ! k r F (  5 )) 
F 



engendré p a r  tous les dyN pour Q élément de  5 . Supposons maintenant 

que F e t  5 soient  des  c o r p s  différentiels avec 5 une extension de  F. 

Soient M et ,Y d e s  espaces  vectoriels  différentinls s u r  5 , et considérons 

HoniF(M,N) le 5 - espace  sec tor ie l  de toutes  les applications F- l inéai res  

de M dans N. Si , pour 5 klément de e t  f élément de HomF(M,N). on 

définit ( 6 ,  r ]  = $ o f - 1 0 6  

a l e r s  Hum (M,r\T) devient un espace  vectoriel  différentiel s u r  5 . F 
E n  par t icul ier ,  prenons M = N = 5 et considéi70ns G élément de k r F (  5 ) 

( I3erF( ) étant  un sous-ensemble de  HomF( 8 , 5 ) ) . 
Alors  , si 6 appartient à A , [ 6 ,  01 est un tlérnent de  ~ c r ~ , (  3 1 

e t  k r F (  5 ) e s t  un espace  vectoriel différentiel s u r  5 : il en  e s t  de * 
rnêni? pour ( DerF( 3 ) ) e t  pour '7 élément de 5 , 5 éléinent de , 

* 
Donc ) e s t  un sous-espace vectoriel  différentiel de ( ~ e r ~ (  5 ) ). 

Fil trat ion : Soit  3 une extension de c o r p s  différentiel d e  F. Une 

filtration de 5 s u r  F est une sui te  c ro i s san te  ( sr),. de sous- 

c o r p s  de 5 te l le  que: 

1) m u r  tout r élément de  Z suffisamment petit  5,. = F 

2 )  Si 5 appartient à A , appartient à 5, , a l o r s  

E 5 r+i  

D 1  a p r è s  l a  définition ci-dessus,  ( 3 ) 
r r E Z  n e s t  p a s  urie f i l t rat ion 

de 5 considéré  comme un F-espace vectoriel  différentiel.  

L a  filtration est dite finie si pour tout r élémeilt de Z ,  5,êst  une exterrsion 

cle F engendrée p a r  un nombre fini d 'é léments .  

La filtration e s t  dite excellente si elle e s t  finie et bonne. 

Soit  donnée une f i l t rat ion de 5 s u r  F, a l o r s  aF (9)  e s t  muni dl Urie 

filtration naturel le  définie p a r  ( aF ( 5 ) ), te l le  que ( nF ( 9) )r 

so i t  uri 5 -espace vectoriel  p a r  d avec  Q élément de 9 . 
P 



Il  e s t  c l a i r  que  c i  l a  f i l t rat ion de 5 s u r  F est finie, bonne ou excellente,  

a l o r s  La f i l t rat ion de a F(5)es t  auss i  f inie,  bonne ou excellente. 

Le filtratioii ae 5 s u r  F e s t  dite séparable  si pour tout r é lénen t  d:t Z ,  5 e s t  

une extensiori séparable  de Sp . 
Nous allons maintenant démontrer le théorème 1 de Kolchin énoncé plus Fiaut, 

mais que nous allons donner sous  une forme améliorée qui ne change r i e n  au 

théoreme 1 compte tenir des  conditions de f i l t rat ion excellente e t  sépa rab le  d e  

1 l extension 5 de F. 

Théorème 2: : Soient F et 5 deux c o r p s  différentiels,  avec 5 une exterision 

de F . On suppose dorinée une f i l t rat ion ( 5' )r de 5 s u r l F q u i e s t  

excellente e t  séparable.  Alors  il exis te  un polynôme w(r) à coefficients rat ionnels  

te l  que w(11) so i t  le degr6  de transcendance d e  2, s u r  F. 

Démonstration : D e s  remarques an té r i eu res  e t  de l a  proposition 5, on a 

déjà l ' ex i s t ence  du polynôme w(r) tel que, pour  r suffisamment grand,  

~ ( r )  = l ( ( n F  ( 3  4) - dim ( n,($>)p, c a r  CGF c r ~ ) ) ,  e s t  un 
5 - 

sous- 5 - espace  vectoriel  de n ( 5 ) et on a: 

I l  r e s t e  donc seulement à montrer que 

(*) c S i  ( Q ) une base  de transcendance séparante  de J,. s u r  F. 

11 e s t  c l a i r  que  dqK avec  " élément de * , engendrent (aF ( 5  ) )r . 

Nous allons donc montrer que les d q, pour élément de son t  

linéairement indépendants s u r  . P o u r  élément de , i l  y a 

une dérivation unique Li, de 3,. s u r  F te l l e  que D, ( Q ) = O pour 

tout élément de -h. e t  B #oc e t  te l le  cue  

D ( ) = 1 ( e n  fait  ï~, , pour élément de A- 

e s t  une dérivation p a r  rappor t  à vx ). 



Dl a p r è s  A .  Grothendieck et J. Dieudonné ( Elérnents de  géométrie 

algébrique, vol. 20, 20-6-3) il ex i s t e  des  dérivations a de  5 te l l e s  

que pour tout L>< Élément de , l a  r e s t r i c t ion  de -6, à & (:oinclù,? 

ove(: D, . Soit  maintenant 1, élément de 3 pour ci appartenant 2 -A- 

svec seulemerit uri nornbre fini de Â, non nuls e t  tel que % d?, = 0 ,  
O(EJ'- 

a l o r s  ;\aA~,($)= O POLIF tout P &&ment de . Mais 

Conc Â, d I], ($ ) =: 0 irnpii<;ut. que  --= O pour tout élémeiît de . 

Il e n  résul te  que  les d l ,  sont  linkairement irid&pendarits s u r  5 ., 

Dioù dim ( n , - ( S )  )r = d e g t r  3 ir . C e  cliu nonti7e que  

Le t h é o r è r ~ e  1 se t rouve ainsi  détnoriti.6 c!ri posant: 

Il - 0 $ 
ri( 

#avec 8 6iérncni. d3 @ (r) ; ce qui 

donne p((es,),e~@(r)~~~~~~)=~(~~,-,-,l;h)=5r 

Si le polyn(-rtle v~(r1) de degr4 i i ~ i  S i i eu r  r>u à rn s ' é c r i t  sou:; l a  f o ~ l n e  

m 

Z a .  { '.+ j ) , a l o r s  a s ' a p p e l l e  le degré de transcendance 
,jzq J J m 

<lifférei:tiel du corps  différentiel F < s , . . . . , sn > s u r  F . 

(*) Une extc?nsion K,/k de type fini esl, d p a r d b l e  s 'il existe une famille (x,),,, 

dl 4léinerits <le K ,  ai gébr7iquement l i b r e  s u r  k ( i  . e k [ X , ] ~ ~ S S ~  isomorphe 

à 1 ' anneau Ic (KA ) te l le  que K soi t  ur.e extension "lg&briqii<? sQparabl<' ilo k (y)%.,. 
&ci"- 

Lei famille (x, ). . , e s t  a l o r s  appelée base  de  t r a n s c e n d a c e  séperan te  tkl I< s i i i7  1c, 



$ 5. Comparaison de l a  t o p ~ l o g i e  de Zar iski  différentielle avec l a  topologie de Zar i sk i  : - 
n 

Rappelons q u l  un sous-ensemble V de U e s t  fermé dans l a  topologie de Zarisicj 

si V = Z (  ) avec II inclus dans U [?j , . . . , :ill 1 . 
11 est c.l:iir c,ue to i~t  sous-ensembl-. fermé V de U e s t  d i f férent ie l le tne i~~ feriii&, car3 

LJ pl, . . . . PSI inclu:; dans U y l , .  . . . , C y n) , doric ci,iîtenii dans 

'J [y1 > $in] i!npliq!ie que Z e s t  inclus dans U 

F'roposition 6 : Scdt uri :;oiis-ensemblle de U yl , . . . . e t  so i t  C 
i7 

\; ur  sous-ensemble de  Li , a l o r s  : 

f j  ( Z ) est i l  i d h l  ;le d6f:nttion de  V dans L' yl  , . . . . , C 
e t  seulement si {r 1 == I(V) . 

(2) ( ) est un idéal  premier  dans II yl  , . . . . ,Yd si et C 
seulrrneiit si { est un idéal  différentiel premier  dans U 'n) 

( KOLCHIN ) 

$ 6. Ensemble carac tér is t ique  dl  un idéal différentiel premier  : 

Soi t  A un polyriôme de  l ' ( y l , .  . . . , A n ' apparteriant pas  à F. 

r - i )  
On appc;!e clcisse de A le plus grclnd ent ier  F t e l  qrie y '- 0:;t dans un krme 

P 
de A .  Si A appartient à E' , on dit q u ~  A (?si de c l d s ~ j e  ZCSI'C). 

S i  yi apparaî t  effectivement dans A ,  pa r  l ' c r ~ d r e  de 4 par repporlt à y i on 

(j: entend le plus grand en t i e r  j tel que y. appzir'aît effectlvemerlt dans A .  
1 

Soierit A e t  A deux polynômes diff6rint iels .  Supposo i~s  que y apparaî t  1 2 P 

effec'tivement dans Al cl A, ; si A e s t  d ' o r d r e  plus gri i rd que P.* €)ri 1 
6 2 1' 

, sera dit dc: i7ang ~:Lils gru11d que A, en y  . Si A e t  11, sant  do til.zme 
Ld P 1 'a 

, . 
o r d r e  , soit q ,  en J- et si 4 de degré plus gxland que Al e n  a l o r s  A2 

P 2 P 

s e r a  dit a u s s i  de rang plus grand que Al e n  y . 
P 

Finalement, A2 s e r a  dit de r a n g  plus grand que  Al  e n  yp si A2 contien1 

y  e t  Al ne contient p a s  y  . 
P P 



Si A2 e s t  de c l a s s e  plus greriide que A A, eeiii dit  (le rang plus grand I ' C 

que Al .  

Si Al e s t  de  c l a s s e  p strictement positif ,  A2 s e r a  dit réduit  p a r  rappor t  

à Al si A e s t  de r m g  ghis petit  que Al  e n  y . 2 P 

Un sous-ensemble de  F y l ,  - 1 e s t  dit autoréduit si aucun 616r~e1t 

de &n 'appar t ient  F e t  chique  élément de  e s t  réduit  pa r  rappor t  % 

tous les a u t r e s .  

hl . . . . ,*r respectivement B. , . . . . . , B s les élémeilts ci' un 

ensemble autoréduit $t respectivenent  % . 

1) L 'ensemble  & est dit de r ang  plus grand que le rang  de 3 
s'il ex i s t e  un en t i e r  naturel k non nul avec k inf6rieur ou égal  à r 

e t  k infér ieur  ou égal à s tel  que : 

rang A = rang B (1 s i<  k) e t  rang Ak s u p é r i r u r  au  rang B 
i i k 

ou -4 s e s t  plus grand que r e t  

r ang  A = rangB (1 C i , C  r ) .  
i i 

(2 )  C;i r = s e t  rang A = rang B (1 C i  < r ) ,  a l o r s  on djt ( jüe 8~ et B ont 
i i 

le rriême rang.  

Remarque s 4 : 

(1) Dans tout ensemble ilon vide d e s  sous-ensembles autoréduit:; de 

il existe  un sous-ensemble autoréduit de r a n g  plus petit .  

(2) Si bQ lest iin idéal diffkrentiel de , il exis te  un SOLS-- 

ensninble autoréduit &- de  JO te l  que dt) ; p a r  exemplr 

l 'ensemble vide. Un te l  ensrinble autoréduit de  rang plus petit est. appelé 

ensemble caract6ris t iqi le  de (relativernent à un rangenient donrk). 



(3) Tout enserr ble autoréduit est fini. 

Lemme 2 : Soit  (A- un e n  ensemble ca.ractéris t ique d ' u n  ideal différentiel 

f de F?k ,,...., 3 . A l o r s  DA $ ( A E df ) e t  ,pour  tout 

P élément de &Q n 'appar tenant  pas  à R e t  rédui t  p a r  rappor t  à $t , 

Démonstration : Soi t  P élément de f' avec  P n 'appartenant  p a s  à R ,  

et supposons que P soit réduit  p a r  rappor t  à A ( A E ). Alors  P e t  

les éléments A de pour lesquels  UA e s t  inférietir à Up , forment 

un ensemble autoréduit plus petit  que 17% . Il  e n  résul te  que S appartient IP 

" .  
Maintenant, si pour A q u e l c o ~ q u e  élément de  dt , on avait DA f , alo-i 

A - DA U: avec deg A = d seilait un élénient de de 

réduit  p a r  r appor t  à A e t  ou bien evec dominant UA ou bien 

indépendant de  UA . E n  d '  a u t r e s  te rmes ,  le polynôme différentiel 

( A - EAUA ) d- 1 
= SA - d DA UA s e r a i t  un &lement de , 

T T 

donc SA auss i  ; c e  qui  contredit le fai t  que SA n ' e s t  p a s  élément de r 
Donc DA n '  appartient pas  à . 
Soit  A élément de U yl , . . . . , I yn) , avec A n t  appartenant p a s  à U ; on 

note UA ( resp. DA r e s p  . SA ) le dominaiit ( r e sp .  coefficient damiriant 
9 

r e s p .  sépa ran t  ) de A. Si at' e s t  un ensemble de te ls  polynômes différentiels , 
on pose : 

$t e s t  dit cohérent  s i ,  quels  que soient  A , A '  éléments de & e t  v 

une dér ivée  commune à U e t  UA, avec v = UA = 8' UA, , a l o r s  
'2 



00 

s~ ' 0 A - SAe'A ' appartient à ( dtv ) : H l  

où $ T ~  = ( B ~ / P . ~ ~ / A ~ E & , B I ' E G D  e t  o " u ~ , ,  ~ v j  

Remarque 5 : Soit R un anneau e t  soient 1 un idéal de R e t  t un sous- 

e n s e m b l e d e n .  Alors 1: =( x 6 ~ / x s e ~ , ~ o u r t o u t s a ~ )  e s t u n  

idéal de R . Lorsque est formé dl un seul él4rnent s,  011 écr i t  

1 : s  pour 1 :  Z . L'union ~ 1 : : s "  
n E N  

00 

notbe par  1 : s e s t  un idéal de R . 

Cri te re  ds  Rosenfeld : Si es t  un ensemble caractérist ique d('un idéal 

différentiel premier de u { ~ ~ ,  . . . . , y, 1 , alors  : 

O0 r =  [A] : I-? &- es t  cohérent e t  (dt) : Hm e s t  un 
at ' 

idéal premier ne contenant pas un élément non nul réduit pa r  rapport à . 
Réciproquement, si & est uri sous -ensemble autorédilit coiiérent de b 

00 

tel que ( & ) : H, soit  un idéal premier e t  ne contenant pas  un élément rion 

nul réduit par  rapport à , alors  & e s t  un ensemble caractérist ique d 'un 

idéal différentiel premier de U y , . . . . . , y,] . 

Proposition 7 : Soit V un sous-ensemble différentiellement fermé de U: 

ir17éductible e t  soit  a son idéal différentiel de définition. Soit un 

ensemble caractérist ique de G( par  rapport  à un rangement qui ordonne les 

dérivées $7. . . . . py. lexicographiquement pa r  rapport à ( t e A  7 j ,cm I....) E, )  . 
" ' J  \ C  2 ch7 

Soit & 1 ' ensemble des  éléments de G( qui sont d 'o rdre  zero. Alors 

ch ]  : hzo es t  l ' idéa l  différentiel de définition de 7 . 

Démonstratioiî : Il e s t  c la i r  que A, e s t  un sous-ensemble autoréduit de l ' idéal  

diffkreritiel premier I(V) e t  &,a la  propriété que pour tout grand A élément de 

A ,  O sA+ I(V), c a r  i(V) = U 0 Y ~ , . . * ~ Y ~ ] ) .  I c 



- 
On va dclnc montrer que  e s t  l a  plus pe t i te  chaîrrie de I(V) c 'est-à-dire 

d 

est un ensemble ca rac té r i s t ique  de I(v). 

4 

S o i t  B inclus dans I(?) El,  . . . . , y d  un ensemble caractéris1:ique de I(v). 

On va  montrer que le r a n g  de  &-,est égal a u  r a n g  de . 
Soient  , . . . . A et B I ,  . . . . ,B  les éléments d e  et respectivemetit ,  r s 

rangés  dans Lin o r d r e  cr70issant. S'il ex i s t e  k élément d~ N tel qhe k 4 t? 

et k 6 s e i  rangA, = r a n g  B ( 1  G iS  k) et r a n g  A S r ang  B a l o r s ,  
l i k k 

puisqiue tous les éléments de  3 sont d ' o r d r e  0, le r a n g  d e 3  est plus petit  

que ie rang de l 'ensemble carlactérist.iclue &de a ; ce qui e s t  impossible. - 
P a r  coriséqrient, puisque 3 e s t  un ensemble carac tér is t ique  de I(v), il e n  

résu l t e  que s supér ieu r  ou Ggal à r e t  r a n g  A = r a n g  B (1 sis r) .  
i i 

Si di, a l o r s ,  puisque&est  un ensemble carac tér is t ique  de a, on en  

déduit que r égal à S. 

Si # & , on range  les éléments de & dans  un oridrle cro issant .  

Si s eeui strliclement plus grand que r , a l o r s ,  puisque 1 ' o r d r e  de  B 
r + l  

est zéro, le rang de  B 
r + l  e s t  plus pet i t  que  le rang de Ar + . 

P a r  consequent , 3 e s t  de r ang  plus petit que  & . Comme cec i  e s t  

impossible on a r = s e t  et ont le même rang  . - 
Il  e n  rbsul te  que & est un ensemble carac tér is t ique  de  I(v). L)'où 

a0 
d ' a p r è s  le c r i t è r e  d e  Rosenfeld , I(V) = [hl: Hho . 



CHAPITRE II : FONCTIONS RATIONNELLES DIFFERENTIELLE S 

Dans ce chapi t re ,  on va montrer  que 1'  anneau des  foncticns rlationnelles 

différentiel les  partout définies s u r  une va r i e t é  algébrique différentielle 

e s t  plus g r o s  que 1' anneau d e s  coordonnées différentielles.  

C:e résu l t a t  cont ras te  avec l a  situation e n  géonlétrie algé'irique où 

1'  anneau des  fonctions rat ionnelles  partout  définies e s t  égal  à 1' anneau des 

coordonnées. 

Rappels : 

Soi t  R un anneau différentiel. On dit que R e s t  ilil anneau différentiel local  

s'il n 1  a qu'un seul  idé#al  différentiel rnaximal e t  qui e s t  un idéal  différentiel 

de type fini. 

Soi t  F un c o r p s  différentiel quelconque e t  so i t  R une alghbre diffgrentielle 

de type fini s u r  F. Supposons R = F ( S ~ ,  . . . . ,sn \ . 
Soi t  

f ( s , ,  . . . . . ,Sn) = O 

e s t  un idéal différentiel,  R e s t  différentiellement isomorphe 

à . (y1 , . . . . . , 

Soit P un idéal  différentiel premier  de R e t  soi t  f l a  pa r t i e  multiplicative 

R - P.  A l o r s  2 R est un anneau local  noté R appelé l a  localisation P 

$ 1 . Anneau d e s  coordonnées différentielles e t  anneau d e s  fonctions rat ionnelles  

difFérentielles ; 

n 
Soit  V un sous-ensemble de U différentiellement fermé. 

On a un isomorphisme canoriique de 

u { Y ~ , ~ ~ ~ - ,  y,) dans 

qui à y .  ( l 4 j 4 n) associe  S . 
J j 

I - 
I d l a n n e a u  différentiel U y , ,  . . . . , 

Yn} 
/ I(V) = u f i l , .  . . . . . , y,} noté 



U(V) , s l a p p e l l e  l ' a n n e a u  d e s  coordonnées  différerit ielles d e  V. L e s  

éléments  d e  u IV) sont  appelés  fonctions polynômes d i f fé ren t ie l les  s u r  V. 

On  note u <v> 1 ' anneau différent iel  d e s  quot ients  d e  U (V e t  on 1 ' appel le  

1' anneau diffiirentiel d e s  fonctions ra t ionnel les  différerit ielles silrl V. 

E n  d '  a u t r e s  te rmes ,  U<V> est 1 ' anneau différentiel  d;.s fonct ions de U (\i) 

à déno.niriatc~urs dans l ' ensemble  d e s  fonctions polynômes s u r  V qui ne son t  

identiquement nulles s u r  aucuile composante de  V. 

U(V> e s t  un c o ~ p s  si et seulement  si V e s t  i r réduct ib le .  

Soien t  V I , .  . . . . , V les composarites de  V;  on a: 
9 

S o i t  F un c o r p s  d i f fé~wnt ie l  de définition de V;  une fonction rat ionnel le  

d i f fé ren t ie l le  C élémeilt de UcV> e s t  di te  définie s u r  F si slle appart ient  à 

F < V >  . Il e s t  c l a i r  que  F<V) n U (v} e s t  isomorphe à 

Si V e s t  i r r éduc t ib l e  e t  si s e s t  un poit  différentiellemerit génér ique  pour  V 

siir F, il y a un F- isomorphi srne différent iel  

S o i t  s élément de V e t  s o i t  f i  l'idéal différent iel  de définition de  s 

dans  U IV] c est-&-dire 

On note Cs l a  local isat ion d e  U 4~) e n  f i  , e t  on 1 ' appel le  

l ' anneau loca l  d e  s s u r  V.  

S o i t  f élément de  U<V> ,on  di t  que  f est défini e n  s s'il e x i s t e  P e t  Q dans  

uIy , . . . . . . . , 
ynE 

, avec  Q(s)  =k O tels que  
- 

f =  pk, * *  *,Y) 

Dans ce cas 
f(s) = e s t  appelé  la va leur  d e  f e n  S .  

Q ( s )  



Cette valeur e s t  indépendante du choix de P et Q, mais dépend de  S. 

Si f est défini e n  s,  alors F<f(s)> est inclus dans F<s> . 
L,1e~2semble d e s  6léments de U<V> qui  sont  définis en s est un ahneau différentiel 

contenant U{ V) et e s t  contenu dans U <y> ; on le note u <v) . 
s 

Soit  f élément de U<V> ( où,  si V est différentiellement F - fermé so i t  f 

él6,ment de F<V> ) . L ' ensemble 2 s EV / f e s t  defini e n  s 

e s t  un sous-ensemble différentiellement ouvert  de V ( r e sp .  différentiellement 

F-ouvert);  appelé le domaine de f et noté domf. 

Fiemarque 6 : ~ o i t f u n  élément de domf. Si s appartient à V tel que 

a l o r s  s appart ient  à domf . 
En résu l t e  que  domf contient tous les pomts différentiellement génériques 

pour les composantes de  V s u r  n ' importe quel c o r p s  de défiriition des  

composantes de  V et de  f ,  e t  en  conséquence , que domf e s t  différentiellement dense 

dans V ( dl a p r è s  ch.  1, proposition 4 ) 

Soit un sous-ensemble différentiellement fermé e t  i r réduct ib le  de V. 

Soi t  l ' i d é a l  différentiel d e s  fonctions polynômes s u r  V qui  s 'annulent 

s u r  W. 

l a  localisation de U (v) e n  , appel& 1 ' anneau local de W s u r  V . On note ,,, 
Soi t  f élément de U<V> . On dit que f est partout  définie s u r  V si pour tout s 

élément de V, s est élément de domf , c ' est-à-dire V = domf . 
Si H e s t  l ' ensemble  d e s  fonctions rat ionnelles  différentielles partout définies 

s u r  V,  a l o r s  H e s t  un sous-anneau différentiel de U <v> contenant U {V ). . 
On va montrer  que H contient s tr ictement U {v) ,ce qui con t ras t e  avec le 

résul ta t  bien connu e n  géométrie algébrique que 1' anneau d e s  fonctions 

rat ionnelles  partout  définies e s t  égal  à 1 ' anneau des  coordonnées dl une 

va r i é t é  algébrique. 

P o u r  ce la ,  il nous suff i ra ,  étant donné le sous-ensemble différentielle 

fermé V de  un , d e  t rouver  une fonction rationnelle différentielle partout  



définie s u r  V qui n ' e s t  pas  un élément de U [v} . 
Supposons que A ne contient qu 'une seulement dérivation 6 e t  soit 

le polynôme dilférentiel Q = b y - y un élément de ~ { y )  . 
Posons  v = Z (  h y - y )  = z ( y l - y )  où h y = y l  . 
Alors  V = \ a e x / a  6 K )  avec 6 x  = x1  = 1 

Soi t  A un( dément de  K avec k f O e t  considérons l a  fonction rat ionnelle  

différentielle 

f =  
1 élément de U(V) 

Y - A  

Io) f e s t  partout définie s u r  V. 

E n  (ef fe t ,  des  éléments de V Étant de l a  forme aex, on a : 

f (O) = 
1 

- 
1 

-- ;I 
dans le c a s  a = (3 - A 

X 1 X f ( a e  ) = ; supposons a e  - A = O 
X a e  - 2 

X a l o r s  a e  = A e t  donc a $(  ex) = 6 2 = O ; on e n  déduirait  que ex = O 

c e  qui e s t  impossible. D'où 
a e x -  A $ 0 .  

2 O )  Il n ' ex i s t e  aucun polynôme différentiel P de  U(V} tel que f = P . 
E n  effet ,  supposons q u ' i l  ex i s t e  P élément de U IV! tel que : 

P = 
1 ; a l o r s  P . ( Y - A  = 1  

Y - A  

Mais o r d (  S P . ( ~ - X ) )  = o r d P  + 1 e t  

o rd (P .  &y)  = sup ( o r d P ,  o r d  6 y  ) = sup  ( o r d ~ ,  l ) ,  car 

p r d  6 y  = 1 



Donc, on doit avoi r  o r d  P + 1 = sup ( o r d  P , 1) ; ceci n '  est possible 

que si o r d  P = O. Ce  qui signifie que si P exis te ,  il ne  ciontient aucune 

dér ivée  de y .  

On va  ra i sonner  maintenant s u r  les degrés  : 

On a p . ( y  - ) = '1 pour tout y .  

donc deg( P . (y  - ;\ )) = d e g l  = O  

o r  d e g ( ~ . ( y -  A ) )  = d e g P + l  * d e g P = - 1  

impossible, c a r  deg P est positif ou nul. 

Il  e n  ré su l t e  q u ' i l  n l e x i s t r  aucun polynôme P élément de  U 4 ~ )  tel  que 

P p = f =  1 , c l est-à-drle f n l appartient p a s  1 U .(VI. 
Y -  A 

WioÙ U (v) est str ictement contenu dans H. 

$ 2 . Applications rat ionnelles  différentielles : 

n Lléfinitions : Soient V un sous-ensemble de U différentiellement fermé 

e t  W un sous-ensemble de uP différentiellement fermé.  

On appelle application rat ionnelle  différentielle de V dans W ,  une famille 

O( = (f . . . . .,,f ) d ' éléments f .  appartenant à U<V) tel le  que 1 ' P 1 

(f,  , (s ) ,  . . . . . , f  (s))  so i t  un élément de  W , e n  tout point s appartenant à 
P 

V où les fi,. . . . , f  sont  définies. 
P 

Exemple : Toute fonction rationnelle diff4rentielle s u r  V e s t  une 

application rationnelle différentielle de V dans U. 

On dit que o< est définie e n  s élément de V,  si l e s  f , . . . . , f sont  toiites 
P 

définies en  s, et on dit que M e s t  définie s u r  F, si V, W ,  f ,  , . . . . , f  sont  
P 



tous définis s u r  F. 

o( e s t  dite une application polynôme diîîérentielle si les f , . . . . , f sont 
P 

éléments de U (v) . 
On appelle dotnaine de définition de et on note dom d ,  1 ' ensemble des  s 

éléments de V tel que e s t  définie en S. Cet ensemble e s t  un sous-ensemble 

de V différentiellement ouver t  et différentiellement dense dans V. 

Si N e s t  définicl s u r  F, dom 0( est différentiellement F-oiivert e t  différentiei- 

lement F- dense  Caps V. 

Remarque 7 : Soit t élément de  cloqi O( (a( e s t  défjtiie s u r  F) ,  a l o r s  

F C 4 ( t ) >  est inclus dans F<t). 

Proposi t ion 8 : Si s e s t  un élément de V tel que s -> t , a l o r s  
F 

s appart ient  à dom b< e t  M(s) - (t) . 

Démonstration : Si t appart ient  à dom O( e t  s appart ient  à V te l s  que 

s - t , on a (t) = ( f , ( t ) , . .  . . f (t) 1- 
F' P 

Supposons que  0< ne so i t  pas  c'êfinie en  s ; a l o r s  i l  ex i s t e  f .  (i = 1,. . . . . , 
1 P 

tel le  que f .  non définie e n  S. 
1 

Comme s est un point générique d e  V s u r  F, on a : 

P. 
1 (s) = 1 (v). E n  écrlvant  f .  = - , avec P. e t  qi 
F F 1 1 

4i 

sont  éléments de  F(V\ , on a q. (t) 4 O. Comme f.  est non défini en  s, 
1 1 

qi (t) = O implique que q appart ient  à I ~ ( s )  = IF(v) ; donc q.(t) = O 
i 1 

puisque : est &&ment de  V ; contradiction. 



Reste à montrer que 0( (s)  o( (t) , c ' est-à-dire, quel que 
F 

soit  P élément de F ( W  1 tel que P ( 4 (s)  ) = O, a lo rs  P ( e< (t) ) = O 

où t appartient à dom 6( e t  s -) t . 
F 

On a q ( s )  = (f,(", ....., f ( s ) )  ; s o i t P é l é m e n t d e  F 4 ~ ) t e l q u e  
P 

P ( N(s) ) = O , alors  P ( N(s) ) = P( f l ( s ) , . *  ..., f (s) 
P 

C e  qui équivaut à dire que Pof, (s)  = O pour tout i = 1 , . .. . . , P ;  o r  
I 

f .  = 
1 

avec Pi e t  qi élément s de F (V 1 et q. (s)  f O ; donc 
qi  1 

Pof. (s) = O implique Popi (s)  = O implique Popi appartient à I ~ ( s )  = 1 (v) 
1 F 

P .  (t) 
implique  POP,(^) = 0 pour tout i = 1 ,  . . . . ,p .  Il en  résul te  que P o  1 = O  

qi(t) 

c a r  q. (t) est différent de zéro  (t, élément de dom ) pour tout i = 1, . . . . . , 
1 

P 

Donc Pof. (t) = O pour, tout 'i = 1, . . . . ,p.  Ce qui implique que 
1 

(130fl(t)  ,...., P o f  ( t ) )  = O  implique p ( f l ( t )  ,.... f ( t ) )  = Oimplique 
P P 

P(  o ( ( t ) )  = O. Donc P (  o ( ( s ) )  = O impliqueque P( O((t)) = 0. 

Remarques 8 : Soient V inclus dans un, W inclus dans uP 

différentiellement F- f e r m g  e t  0( une application rationnelle différentielle . 
de V dans W définie s u r  F. Alors : 

1)  (V) e s t  différentiellement F- fermé ; si V e s t  irréductible il en 



-d 
es t  de même pour O( (V) , e t  si s e s t  différentiellement générique pour - d 
V s u r  F, o( (s) e s t  différentiellement générique pour O( (v) s u r  F . 
De plus O< (v) contient un ensemble différentiellement ouvert e t  

d 
différentiellement dense dans O< (V) . 

2) % es t  continue dans l a  F- topologie différentielle. 

Soit V un sous-ensemble différentiellement fermé de un tel que V 
d 

irréductible, a lors  O( (V) l a  clôture différentielle de %(V) e s t  un 

sous-ensemble irréductible de W définie s u r  n'importe quel corps  différentiel 

de définition de V, W e t  K .  
-d 

Si 4 ( ~ )  = W ,  a lo rs  on dit que o( e s t  dominante ou différentiellement 

génériquement surjective. 

Soit K dominante ; a lors  o< induit un homorphisme différentiel d'anneaux 

(*) différentiels, 
O 

0 < :  U<W} --> U < V )  défini par  
O 

O( (f) = foN , pour tout f appartenant 

De m ê m e  , si M e s t  une application polynôme différentielle (non nécessairement 

dominante), a lors  o( induit un homomorphisme différentiel, 

0 

(P) = P o  o( quel que soit  P appartenant à U {w]. Si 4 
O 

es t  surjective, a lors  o( es t  injective. 

Soit o< : V -> W telle que o( soit  dominante. On d i t  que * e s t  

une application birationnelle différentielle de V dans W s'il existe une 

application rationnelle différentielle dominante f l  de W dans V telle que 
O O 

40 = IdW e t  B o  <rC = 1% . Alors W e t  sont inverses  1 ' une de 1 ' autre .  



Si O( et sont  partout définies, a l o r s  on dit que O( est biholomorphe . 

$ 3 : Produi t  d 'ensembles différentiellement fermés : 

Si F e t  5 sont  deux c o r p s  différentiels ( F c 9 ) . On dit que 5 e s t  

régul ier  s u r  F si F est algébriquement fermé dans 5 , c lest-à-dire tout 

élément de algébrique s u r  F e s t  dans F. 

n 
S o ~  s élément de U ; on dit que  s e s t  régul ier  s u r  F si F<s) e s t  

régul ier  s u r  F . 
Soient s élément de un e t  t élément uP ; on dit que s e t  t sont  

indépendants s u r  F, si les c o r p s  différentiels F (s) et e t )  sont  linéairement 

disjoints s u r  F, cl est-à-dire que s ' il ex i s t e  un ensemble fini dl  éléments 

de F < s) linéairement indépendants s u r  F , ils le sont  a u s s i  s u r  F <t)et 

réciproquement . 
On dit que s e t  t sont  quasi-indépendants si F (s) e t  F ( t  ) sont  algébri- 

quement disjoints  , c'est-à-dire que tout ensemble fini d 'é léments  de  F<S) 

algébriquement indépendcants s u r  F, sont auss i  algébriquement indépendants 

s u r  F ( t )  . 
Soient  maintenant V inclus dans  un et W inclus dans uP deux sous- 

ensembles différentiellement fermés.  Soit a 1 ' idéal différentiel engendré 

P a r  I(V) U I(W) dans u ( ~ ~  , . . . . . ,yn,  z l  , . . . . , z où I(V) e s t  inclus 
P 

dans u IYI,  . . . . , y n )  e t  I(W) e s t  inclus dans u{zl , . . . . , z . Alors  
P E 

V x W est un sous- ensemble différentiellement fermé de U + avec son 

idéal  diflfépentiel de définition a . V x W e s t  différentiellement F - fermé 

si V e t  W le sont.  



Proposi t ion 9 : u {V x W) et U (V f e U I w ~  sont  isomorphes. 
u 

Démonstration : On a u {V x W) = u t y l ,  . . . . , yn ,  z1 :. . . . , z 1 / O( , 
P 

il exis te  un homomorphisme canonique surject if  

pour tout (y, z) appartenant à V x W ,  on a : 

Comme cf e s t  surject if ,  on va montrer  que y> est injectif.  
r 

Soit  & = 2 fi s gi 4 O un élément de  Ker  cf , e t  supposons 
1 :r 

r le plus  petit entier tel que h puisse s 'expr imer  comme somme de termes  

f .  rn gi f; O . Comme les g. ( 1 i i*r ) ne sont  p a s  toutes nulles, il 
1 1 

exis te  z appartenant à W tel  que  gi(z) soit élément de U. e t  gi(z) / 0. 

O r  p a r  définition, pour tout y élément de V, on a Z f i ( y )  gi (z) = 0, 

donc les f i ( l  "ixr) son t  linéairement dépendants s u r  U dans U ( V ) .  

Supposons p a r  exemple 
r 

a l o r s ,  

Cec i  montre que h peut s ' e x p r i m e r  comme somme de moins de r termes  

non nuls;  ce qui contredit le fai t  que r est le plus en t i e r  tel  que 

r 
h = fi B p. avec f .  e g. différent  de O 

1 
1 - 4  

1 1  



On e n  conclut que h = O ; d 'où  7 est injectif et U(V x W! est isomorphef 

à uiv)B u{w/ .  
u 

Remarque 9 : Comme e n  géométrie algébrique , on a auss i  : 

1) Si V e t  W sont  i r réduct ib les ,  a l o r s  , V x W e s t  i rréductible e t  

W v x w  
= Wv + WW . 

2) Si s est différentiellement générique pour  V s u r  F e t  t e s t  différentiellement 

générique pour W s u r  F, a l o r s  ( s , t )  est différentiellement générique pour 

V x W s u r F .  

3 )  Soient p r ,  : V x W  V 

les projections canoniques et soient 

e t  fl : U - W deux applications rat ionnells  difa 

où U est un sous-ensemble différentiellement fermé de uP' . A l o r s  il 

exis te  une application rationnelle différentielle unique 

: u -------> VxW définie p a r  

Y (z) = ( (4 , B (z) ) telle que K = pr ,  O )f e t  

B = p r 2 0 Y  . 
4) Soit  O( : V -> W une application rationnelle différentielle.  

On appelle graphe de l 'ensemble r d e s  couples (s, o( (s )  ) avec  

s élément de dom o( . 
L a  diagonale DiagV einclus dans VxV est différentiellement fermé; de même 

que r e s t  un sous-ensemble différentiellement fermé de VxW . 



CHAPITRE III : GROUPES ALGEBRIQUE S GIFFERENTIELS 

Dans ce chapi t re ,  nous montrerons qu ' i l  ex i s t e  d e s  groupes algébriques 

différentiels dont les lois de groupe ne sont  p a s  des  fonctions polynômes 

différentielles.  

$ 1 . Notions fondamentales s u r  les groupes algébriques différentiels : 

Définitions : Soit  G un sous-ensemble différentiellement fermé de un . On 

dit que G e s t  un groupe algébrique différentiel si G,muni d e s  lo is  de composition 

suivantes e s t  un groupe 

( id) un élément noté 1 E G . 

( multiplication ) : GxG G 

( s , t )  b-p s t  

( i nve r se  ) i :  G G 

- 1 
s u s  

où A.4 et i sont  des  applications rat ionnelles  différentiel les  partout définies. 

Si G, comme sous-ensemble différentiellement fermé de un, e s t  te l  que f i  e t  

i sont  toutes définies s u r  F, a l o r s  on dit que le groupe algébrique différentiel 

G e s t  défini s u r  F. 

Remarque 10 : L e s  applications : 

: G - G ( t ranslat ion à gauche ) 
t 2,-) s t  

p :  G-G ( t ranslat ion à droi te  ) 
t . ts-l 

i :  G-G - 1 ( i nve r se  ) 
s- S 

sont  d e s  applications différentiel les  birat ionnelles  biholomorphes de G dans  

G qui envoient une composante de  G s u r  une a u t r e  composante de G. 

I l  e n  ré su l t e  que les composantes de G ont l a  même dimension différentielle. 



Proposi t ion 10 : Soit G un groupe algébrique différentiel. 

(a) Il y a une seule composante de  G qui  contient l ' i den t i t é  1 ,  notée Go. 

(b) Les composantes de G son t  les c l a s s e s  de Go. 

(c) L e s  composantes de G son t  deux à deux disjointes. 

Démonstration : 

(a) Soient  Gi e t  Gj deux composantes de  G telles que 1 appart ient  à Gi GJ . 
Soi t  5 le c o r p s  différentiel d e  définition pour G~ et Gj, et soient  si e t  s j  

deux points génériques différentiels indépendants pour Gi e t  Gj  s u r  5 . 
i . Alors  ( s , s J )  e s t  différentiellement générique pour GixGj s u r  5 . 

Soi t  V inc lus  dans G l 'ensemble des  spécial isat ions de s is j  . V e s t  un 

sous-ensemble de G différentiellement fermé e t  i rréductible.  Comme 1 

appartient à Gi n G', on a, pour tous xi élément de Gi e t  x j  élément de Gj, 

c ' est-à-dire , i j  i i j s s  - > x et s s x j 
S 5 

i j C e  qui implique que G est inc lus  dans V et G inclus dans V. Comme 

V est différentiellement fermé et i r réduct ib le ,  nécessairement 

i j V = G  = G .  

Il e n  résu l t e  que GP est l a  seu le  composante contenant 1 .  

(b) Soi t  Gi une composante quelconque de G différente de Go. 

i -1 §oit si élément de ci; on a l s  ) Gi = 2 . - I ( G i ) .  Comme 1 . - I  est 
(5') (5' 1 

une applications différentielle birationnelle biholomorphe de G dans  G 

i -1 i qui permute les composantes, alors ( s ) G e s t  une composante de G. 

O r  (si )-' G~ contient 1 ' identité 1. 



i Il e n  résu l t e  que  ( si )-' G~ = Go . C e  qui implique que Gi = s GO 

( c ) Soient  G~ e t  ~j deux composantes de G et soi t  s un élément de 

G~ n ~j . On a Gi = sGO et GJ = sGO (d 'après  b ) ; donc 

Gi = sGO = GJ . Il en  ré su l t e  que deux composantes de G qui ont une 

intersect ion non vide sont  égales  . 

Proposi t ion 1 P : Go est le seul  sous-groupe algébrique différentiel de G, 

normal, connexe et d ' indice fini . 

Démonstration : Il est c l a i r  que Go est un sous-groupe algébrique différentiel 

- 1 
de G. C a r  1 est élément de Go et pour tout a élément de Go, a appartient 

- 1 
En  effet: Go aGO ( p r o p .  10-(b) , )  e t  Go = a G: d ' o ù  

- 1 a est élément de Go. 

Pour  tous a élément de Go et b élément de Go, a b  appartient à Go; e n  effet : 

Go = bGO e t  Go = aGO, donc Go = abGO. C e  qui implique que ab  e s t  

élément de Go. 

- Go est un sous- groupe algébrique différentiel normal de G. 

En  effet,  so i t  s élément de G, sGO e s t  une composante de G., 

On a (5' (SGO) = SGOS-' qui e s t  auss i  une composante d e  G c a r ,  

(S e s t  une application différentielle birationnelle biholomorphe 

de G dans G. 

1 
Dl au t re  p a r t ,  comme Go contient 1 ' identi té ,  SCOS- contient 1 l identité. 

Donc sGOs- ' = Go ( prop. 10-(a) ) . - 



I l  en  ré su l t e  que sGO = GOs. Ce  qui montre que  Go est normal. 

- Go étant i r réduct ib le ,  ne  peut donc s ' écrire sous  forme de réunion de 

deux fermés p r o p r e s  disjoints.  Il  e n  résulte que Go est connexe. 

- Go est d ' indice fini. 

En  effet, indice G = C a r d  G/ Go = nombre de  c l a s s e s  ; et comme les 

c l a s s e s  sont les composantes de G, alors C a r d  G / Go est fini. 

- Go est le seul  ,sous-groupe algébrique différentiel de G vérifiant ces 

propr ié tés .  E n  effet,  soit H un sous-groupe de G vérifiant c e s  propr ié tés .  

Alo r s  H e s t  différentiellement ouvert  et différentiellement fermé dans G. 

O r  1 appartient à H e t  H est connexe ; étant  donné que les composantes 

sont deux à deux disjointes , on a nécessairement H inclus dans Go. e n  

En  effet, si H n ' e s t  p a s  tout ent ier  contenu dans Go , comme G est l a  

i 
réunion des  composantes qui  sont deux à deux disjointes, soit G une a u t r e  

composante de G telle que 

cin H =& @ et telle que H =(HflGO) u ( H ~ G ~ ) ;  
O 

mais Hn Gi e t  H fl G sont  des  fermés  c a r  intersect ion de deux fermés.  

D I  aut re  pa r t ,  (H n GO) n (H n G') = H ,  H s l écr ivant  donc comme 

réunion de  deux sous-ensembles p r o p r e s  fermés  disjoints.  C e  qui contredit  

le fait  que H est connexe. I l  en  ré su l t e  que H est tout e n t i e r  contenu 

dans Go . Par conséquent H = Go; dl  où Go e s t  le seul  sous-groupe 

algébrique différentiel normal connexe d ' ind ice  fini de G. 

Proposition 12 : Go est défini s u r  tout c o r p s  différentiel de  définition 

pour G. 

Démonstration : Soit  F un corps  différentiel de définition pour G. 



(9 
D'abord,  montrons que 1 est rationnel s u r  F . P o u r  c e l a  soient  s et t 

deux éléments de G indépendants s u r  F. 

On a $(s) e s t  rationnel s u r  F<s) , car F < ~ , ( s )  ) est contenu dans 
5 

F < s) (d l a p r è s  l a  remarque 7) ; de  même X4(t) est rat ionnel  s u r  F < t >  . 
t 

O r  ).i(s) = >,(t) = 1 , donc 1 e s t  rat ionnel  s u r  F <s) n F < t ) = 
S C 

c a r  F (s) e t  F (t) sont  linéairement disjoints  puisque s e t  t sont  

indépendants s u r  F . 
Considérons maintenant un c o r p s  de  définition pour les composantes de G 9 
tel  que $ soi t  une extension galoisienne finie de F. 

Soit  1 (Go) l ' i déa l  de  définition de Go s u r  ; soito" un F- automorphisme 4 5 
de 8 (à for t ior i  un F- automorphisme différentiel). 

O- i i 
On a 1 <(  Go ) = IS ( G ) où G e s t  une composante de  G ( b permute les 

3 
idéaux de  définition, pour les composantes de G). 

Soi t  P élkrnént'dq 1 (Go) ; P s ' é c r i t  sous la forme Z a M M  M 5 
est un monôme différentiel e n  les indéterminées y, , . . . . . , y  et les aM 

n 

presque tous nuls sauf pour un nombre fini de M. 

pr(l ) = Er aM ~ ( 1  ) et comme 

~ ( 1 )  appart ient  à F, CI- ( ~ ( 1 ) )  f ,_ ,M(1'): ;. iicinc 

0- 
Il e n  ré su l t e  que 1 appartient à ci, c a r  pWappartient à 1 (Go) = 1 (Go) ; 

5 5 
mais, comme Go est l a  seule  composante de  G qui contient 1 , cela  

O- 
e n t r a î n e q u e  Gi = G o  e t o n a  Ic(GO) =I$(G' ) .  

3 



On e n  déduit que 1 (Go) a une b a s e  à coefficients dans F. D'où Go est 5 
défini s u r  le corps  différentiel de  définition de  G. 

Proposi t ion 13 : Soit G un groupe algébrique différentiel e t  so i t  M un 

sous-ensemble de G contenant un sous-ensemble différentiellement ouver t  

et différentiellement dense de  G.  Alors ,  tout élément de  G est produit de  

deux éléments de M. 

~ é m o n s t r a t i o n  : Soi t  i 'L l application i n v e r s e  de G dans G ; comme i e s t  

une application différentielle birationnelle biholomorphe et étant dense 

dans G, i ( ~ )  e s t  auss i  dense dans  G. 

Posons  i(M) = M- ' ; soi t  AS ( s élément de  G) l a  t ranslat ion à gauche de 

G dans G . Alors  ;\ ( M-1 ) est dense dans  G puisque M l ' es t .  
S 

A ( M-l) a une in tersec t ion  non vide avec tout ouvert  de G. Il e n  ré su l t e  que  
5 

M n 1 (M-l) =/= c a r  M contient un ouver t  de G. 
S 

Soit  a l o r s  t élément d e  M fl \(M-' on a t élément de  M et t élément 

de  1 ( M-'). Il ex i s t e  donc t 1  élément de  M tel que 
S 

stl-' = t ,  alors s = ttl . 
C e  qui implique que tout élément de G e s t  produit de deux éléments de M.  

Corol la i re  : Si M est un sous-groupe de G,  alors M = G. 

E n  e f fe t ,  on a M inclus dans G. Soit x élément de  G; il ex i s t e  t et t '  

appartenant à M te ls  q u e  x = t t l  . O r ,  M étant  un sous-groupe de G ,  

on a tt appartenant à M ; donc x appartient à M e t  on a G inc lus  dans M. 

D'où M = G. 



Définition : On appelle e space  de transformation algébrique différentiel,  

tout t r iplet  ( G, V ,  6( ) où G est un groupe algébrique différentiel,  V un 

sous-ensemble de un différentiellement fermé et 

O ( :  G x V  - v 

une application rationnelle différentielle partout  définie, définie p a r  : 

a( ( s, x) = s x  et telle que 

s(tx) = (st)x pour tout x élément de  V et 

tous s et t éléments de  G. 

L 'espace de  transformation algébrique différentiel ( G,V, 0( ) est dit défini 

s u r  F si G, V et le sont .  

Soient M et N deux sous-ensemble de V. On appelle t ranspor teur ,  

T r a n  (M, M) s ' appelle le normalisateur de  M dans  G noté NG (M) . 
G 

Lorsque M est réduit  à un seul  élément x ,  le normalisateur de x dans G 

s ' appelle le groupe d '  isotropie de x dans G noté G . 
X 

LI ensemble d e s  éléments de V de l a  forme s x ,  avec s élément de G ,  

s l appelle l l orb i t e  de  x. 

Si V est l ' orb i t e  de x ,  avec x élément de  V , 1 ' espace  (G, v , M )  e s t  dit 

homogène pour G . 
L'ensemble noté zG(M) = n G s 'appelle  le cent ra l i sa teur  de M dans G. 

XEM X 

Remarque s 1 1 : Soient (G, V ,  K ) un espace  de  transformation algébrique 

différentiel défini s u r  F e t  M ,  N deux sous-ensembles de V. A l o r s  : 



a) T r a n  (M,N) est inc lus  dans TPanG(M, N ), et ils sont  égaux si N 
G 

est différentiellement fermé.  

b) si N e s t  différentiellement fermé , ~ r a n ~ ( M ,  N) est différentiellenent 

fermé.  Si M est inclus dans  V n F", alors ,  ~ r a n ~ ( M ,  N) est différentiellement 

F-fermé. 

c )  z ~ ( M )  = z G (  M ) et N ( M ) sont  différentiellement fermés ; si M e s t  G 

inc lus  dans v fl Fn, a l o r s ,  z ~ ( M )  et N (M ) sont  différentiellement F-fermés. G 

$ 2 . Homomorphisme d e  groupes algébriques différentiels : 

Définition : Soient G et G1  deux groupes algébriques différentiels . 
Un homomorphisme cie groupes  algébriques différentiels de G dans G 1  e s t  

un homomorphisme de groupes  O ( :  G - G 1  q u i e s t  

une application rationnelle différentielle partout  définie. 

Proposi t ion 14 : Soient  G et G1  deux groupes algébriques différentiels e t  

O ( :  G - G 1  une application rat ionnelle  différentielle qui  est 

définie s u r  le c o r p s  différentiel F de définition d e s  composantes de G e t  G1  . 
A l o r s  o( est un homomorphisme rationnel différentiel si e t  seulement si 

O( ( s t  ) = O( (s) D< (t) où s e t  t sont  d e s  points génériques différentiels 

pour  les composantes de G et indépendants. 

Démonstration : Si o( est un homomorphisme rationnel différentiel de 

G dans G 1  , a l o r s  , quels que soient  s et t éléments de G 

o( (st) = w (s) O( (t). 



Soient maintenant s et t deux points différentiellement génériques indépendants 

s u r  F des composantes de G te ls  que o< (st) = O< (s) K (t). 

Il faut montrer que o( e s t  partout définie s u r  G e t  que quels que soient 

s e t  t éléments de G, o( (st) = O< (s)  K (t). 

Soit  s élément de G e t  soient t e t  t '  deux points différentiellement 

génériques indépendants de Go s u r  F (s) . IL e s t  clair que s e s t  rationnel 

s u r  F <s> . Alors t e t  st' sont des  points différentiellement génériques 

indépendants s u r  F <s> pour Go e t  sGO. On a a l o r s  : 

- 1 
En spécialisant y en t relativement au corps  différentiel F < t ,  t ' > , e t  

- 1 comme s t  e s t  aussi  un point générique s u r  F < s> de sGO, a lo rs  o( e s t  
-1 

définie en s t  . 
Il e n  résulte que <r (st-l ) (t l ) e s t  bien défini dans G ' . O r  Y (s t  ' ) K (t) 

e s t  1 expression de M (s t  ' t )  considérée comme fonction de t '  définie s u r  
- 1 

F < t, s) . Ce  qui entraîne que I( est définie en  t '  = t . On en 
- 1 

déduit que o( est définie en s t  t = S. Donc O< e s t  partout définie 

s u r  G. 

Il r e s t e  à montrer que , quels que soient s e t  t élément de G, 

o((st) = o((s)& (t). 

Considérons la formule qui à (s , t)  éléments de GxG associe 

(s)-' 4 (st) O< (t)-' . Cette formule définit une application différentielle 

rationnelle partout définie de G x G dans G' . 
Si ( s ,  t )  e s t  un point générique s u r  F pour une composante de G x G , a lo r s  

p< (s)-' O< (st) K (t)-' e s t  égal à 1 'identité 1 de G'  . 



Or cette relat ion est conservée  pour  toute spécialisation . I l  e n  ré su l t e  que 

quels  que soient  s et t éléments de  G, K ( s )  (st) (t)-' = 1 . 
C e  qui donne I( (st) = oc (s) oc (t), quels  que soient  s et t éléments de G. 

D l où a< est un homomorphisme de  groupes algébriques différentiels.  

Proposi t ion 1 5  : Soit : G - G 1  un homomorphisme 

rationnel différentiel de groupes algébriques différentiels.  

A l o r s  : 

1) K e r  o< est un sous-groupe algébrique différentiel normal de G défini 

s u r  tout c o r p s  différentiel F de  définition pour G,  G l et . 

2 )  (G) est un sous-groupe algébrique différentiel de G '  qui e s t  auss i  

défini s u r  F . 

Démonstration : 

1) Comme est une application . rationnelle différentielle partout définie 

et comme ( 1 e s t  différentiellement *F- fermé a l o r s ,  K e r  <u = i' (1 est 

différentiellement F-fermé (ca r  o( est continue dans l a  F-topologie) . 
K e r  o( étant  le noyau d 'un  homomorphisme de groupes est un sous-groupe 

normal de G qui est donc différentiellement F-fermé. 

2) L' image d 'un  homomorphisme de  groupes e s t  un sous-groupe ; donc 

(G) e s t  un sous-groupe de G ' . O r  o( (G) contient un sous-ensemble 
d 

différentiellement ouver t ,  différentiellement dense dans oc (G) qui est un 



sous-groupe algébrique différentiel ( d ' a p r è s  l a  remarque 8). 
d 

Donc Di(G) = O((G) (corol la i re  de l a  prop. 13) 

d d 
3 )  On a D( (Go) = (Go) . Donc o< (Go) e s t  un sous-groupe algébrique 

différentiel  de K(G). Mais 6( (Go) e s t  a u s s i  connexe d ' indice  fini dans 

Il e n  r é s u l t e  que  O( (Go) = fl (G)O . 

Corol la i re  : Soit O(:  G -> G C1 un homomorphisme 

rationnel différentiel de  groupes,  et soit H un sous-groupe de  G. 
-d 

A l o r s  °<(Tid) = 4 ( H )  . 

- d 
Démonstration : Comme H est un sous-groupe algébrique différentiel de G,  

- d  
o<( H ) est un sous-groupe algébrique différentiel de  G r  contenant 

- 4  ---d 
Dl a u t r e  p a r t  oc ( ( H ) ) est un s o u s ~ l r s e r p b l e  différentiellement fermé de 

-d  
G contenant H; donc contient H . On a: 

d d 
H C H ~ C  gl( K ( H ) )  ent ra îne  4(Tid) X ( H )  . 

Remarques 12 : 

1) Soit O< : G ~-3 G 1  un homomorphisme rationnel 

différentiel de groupes . Alors  N est un isomorphisme si et seulement 

si K est bijective. 

2) Soient  : G - H et q': G - Hl 



deux homomorphismes rat ionnels  différentiels de groupes  tels que c-c soi t  

/ 
surject if  e t  Ker W inclus dans Ker o( . Alors ,  il ex i s t e  un homomor- 

phisme rationnel différentiel unique fl de  H dans Hl tel que 

B o %  = Cr( 
/ 

/ 

3 Soient q: G H e t  G Hl 
/ 

deux homomorphismes rat ionnels  différentiels sur jec t i fs  t e l s  que Ker  o~ = K e r  O(. 

A l o r s ,  il existe  un unique isomorphisme 9 de  groupes  algébriques 

différentiels de H dans  Hl tel que B o % =  O(' 

3 3 . L e s  groupes alg6br; iqus diffdrentiels dont les l o i s  de composition 

sont  d e s  applications polynômiales différentielles : 

Soi t  G un groupe algébrique différentiel dont les l o i s  de composition 

.C( et i sont d e s  applications polynômiales différentiel les .  

A l o r s ,  e n  par t icul ier ,  ,Uo applique U ( G E  dans U {G\ Q U {G 1 qui 

e s t  égal  à U{ G x GE . 

Proposi t ion 16 : Soit G un groupe algébrique différentiel dont l a  loi de 

composition A est une application polynômiale différentielle e t  so i t  F 

un c o r p s  différentiel de définition de G. 

So i t  V contenu dans  U{ G )  un espace vectoriel  s u r  U de dimension 

finie défini s u r  F, c 'es t -à-d i re  que V a une b a s e  dans  F ( G )  . 
A l o r s ,  il existe W contenu dans  U {G) un espace  vectoriel  s u r  U défini 

s u r  F de  dimension finie contenant V e t  s t ab le  p a r  l a  t ranslat ion à gauche. 



Démonstration : Soit  f élément de  F (G) . On va montrer  que les 

t rans la t ions  à gauche de f engendrent un U-espace vectoriel  de  dimension 

finie et défini s u r  F. 

On a : : U ( G /  - U ( G )  O U ( G )  ; d o n c  
u 

0 

Soit s élément de  G et soi t  as : U { - U{G) 

l homomorphisme d ' anneaux différentiels a s soc ié  à l a  t ranslat ion à gauche 

A,: G - G 
t u-? s t .  

O 

Alors  ~ , ( r ) ( t )  = f o  a ( t )  = r ( ~ t )  = f (nr ( ~ , t )  ) 

O n 
O r  Al( f )  = f i a h i ,  donc 

i = 1 

((f)(t) = 2 f .  (s)h. (t) implique 
1 1  [(f) = i f . ( ~ ) h ~  . 

1 = 4  1-1 

Il  e n  ré su l t e  q u ' i l  ex is te  un sous-espace de  dimension f inie dans U{G \ défini 

s u r  F contenant tous les &(f) , pour s élément de G . 
L l intersect ion de  t e l s  sous-espaces de U 4~ ) e s t  1 ' espace  vectoriel  W cherché.  

On avait  montré dans le chapi t re  II que 1' anneau d e s  fonctions rat ionnelles  



différentielles partout définies s u r  un ensemble algébrique différentiel e s t  

plus gros que 1 l anneau des  coordonnées différentielles. 

Il en  résulte qu ' i l  existe des  groupes algébriques différentiels dont les lois 

de composition ne sont pas  des applications polynômiales différentielles. 

Exemple: Soit V = Z ( y l - y )  = l a e x  / a K )  ( Ch.11. $ 1) 

L l ensemble algébrique V e s t  muni dl  une structure de groupe additif . 
On transporte l a  structure de groupe additif de V par  1 'intermédiaire de 

1 ' application rationnelle différentielle partout définie 

1 z = -;----- , dans le sous-ensemble différentiellement 
,y ' +' 1 

2 
ouvert des éléments non nuls de Z ( z - z 1  - z ) qui so'nt de l a  forme 

1 
X 

avec a élément de K. 
1 + ae 

On rend le sous-ensemble VI = 
1 / a cz K ) différentiellement 1 1 + .ex 

1 
fermé par l ' intermédiaire de l ' application qu i ,  à z ,  associe ( z , - ) . z 

Munissons le sous-ensemble différentiellement fermé 

2 2 G = Z ( z  - 2 ' - z ,  z w - P )  de U d e l a l o i  

de composition A définie par : 

avec s = ( s s2 ) et t = ( t l  , t2 ) éléments de G . 



Montrons que G muni de cette loi de composilion e s t  un groupe algébrique 

différentiel . 

G & $  car contient ( 7 , l )  en  prenant a = O 

Pour tous s et t éléments de G avec s = ( 
1 

X 
, I + aex ) e t  

T + a e  

t = (  
1 , 1 + bex ) où a e t  b sont éléments de K, on a : 

1 + bex 

1 
& s , t )  = (  , 1 + ( a + b )ex ) appartient à G c a r  

1 + (a + b)ex 

a e t  b sont éléments de K 

Il es t  c la i r  que (1 , 1 )  est 1 ' identité de G. 

D1 autre part, pour tout s élément de G ,  il exis te  t élément de G tel  que 

A ( s , t )  = ( 1 , 1 )  . E n e f f e t ,  posons s = (  
1 

x , I + aex ) 
1 i= ae  

t = ( t, , t2 ) . P a r  un calcul simple on trouve t l  = 
1 

X 1 - a e  

Dl où 3 X t = (  , 1 - a e  ) e s t  l ' inverse  de s . 
X 1 - a e  

Donc G est muni d 'une s t ructure  de groupe algébrique différentiel . 
I L  e s t  c la i r  que A n ' e s t  pas une fonction polynômiale . 



P a r  cont re  les lo is  de  composition telles que 

M ( ( u  ,,....., u n ) ,  ( Y ,  ......., v n ) )  = ( u l  + v  ,,....., u n + v n )  

et i telle que i (  u l , .  ...., u ) = ( -u l , .  ....., -un ) n 

définissent une s t ruc tu re  de groupe algébrique différentiel s u r  l ' e space  

affine un . On va noter  ce groupe Gn . a 

Il est c l a i r  que  ces lois de  composition sont  des fonctions différentielles 

polynômiales . 

Remarque 13 : L e s  sous-groupes algébriques de $ sont  précisément 

n 
les sous  U-espaces vector ie ls  de U , c ' est-à-dire, les ensembles d e s  z é r o s  

d e s  idéaux l inéai res  homogènes de uP1,. ...., ~ n ]  

L a  proposition suivante nous donne un résu l t a t  analogue e n  algèbre différentielle.  

n Proposi t ion 17 : Un sous-ensemble V de U est un sous-groupe algébrique 

différentiel de Ga si et seulement si V est 1 ensemble des  z é r o s  d ' un 

idéal  différentiel l inéa i re  homogène de U ....., yn]  

Démonstration : 

condition nécessa i re  : Supposons que V soit un sous-groupe algébrique 

différentiel de Ga , i r réduct ib le .  

So i t  I(v) son idéal différentiel de  définition . I(V) est premier  . 
Soient  A l , .  ...., A les éléments d 'un  ensemble carac tér is t ique  & d e  r 



I(V) par  rapport  à un rangement donné des indéterminées différentielles 

éc r i t es  dans un ordre  croissant . 
Soient U k l  r e s p  Dk , resp.  S , le dominant ( resp.  le coefficient 

dominant , resp .  le séparant ) de Ali ( 1 4 k < r ) e t  posons 

H = II Dk Sk . Alors H n'appartient pas à I(v) e t  d ' a p r è s  le c r i t è r e  

00 
de Rosenfeld , on a : I(V) = [A ,,........, A r 1 : H . 

Comme H n '  appartient pas à I(V) , il existe x élément de V tel que 

~ ( x )  f O . L a  formule, qui à P élément de U y l , .  . . . . . . , 2 ynE associe 

( J P  /k3Yi  1 (x)*OYi définit une application U-linéaire Y de 
01 1 

U ( Y )  dans U { Y ~  

Pour  chaque P élément de U {y) , Y (P) est l a  partie l inéaire de P(x + y). 

 en résu i t eque  y ( 6 ~ ' ) .  = 6 y ( ~ )  ( &€A)* 

Aussi quels que soient P e t  Q élémemts de U {y) , 

= Y (P) .Q(x)  + P(x). y ( Q ) .  

Une dérivée de 0 yi ne peut apparaître dans Y(P) , à moins que 8 Yi 

apparaisse dans P . 
E tant donné que H(x) O , le dominant de y ( A ~ )  e s t  Uk e t  le 



séparan t  de y ( Ak ) est sk(x) . 
n 

Dl au t re  par t ,  puisque V = Z ( I(V) ) e s t  un sous-groupe additif de Ga , 

W A k )  = x ( 2 A k  / a O y i ) ( x )  . e y .  s ' annu le  s u r  V c a r  
9) 1 

1' 

0 = ( 0 , .  . . . . ,O ) appartient à V e t  Y ( Ak )(O) = O, donc 

Y ( % ) appartient à I( V ). 

D'après-  ci-dessus,  il en résu l t e  que Y ( \ ) ne comporte p a s  une dér ivée  

p ropre  de Uk pour tout k e t  ne comporte p a s  non plus de dérivée de U k ' 

si k '  supér ieur  à k ; mais y ( A ) peut comporter de dér ivée  p r o p r e  k 

de U k l  pour k'  infér ieur  à k. Choisissons convenablement des éléments 

a 
kk ' de  U ( 1 4 k '  c k  4r ) et posons 

A l o r s  L r  est un polynôme différentiel l inéa i re  homogène de 1 ( V ) ayant  

comme dominant U e t  sépa ran t  Sk(x) ( f * k 4 r ) e t  L I  , . . . . . , L k 9 r 

forment un ensemble autoréduit.  E t  de  plus il e s t  évident que le rang de 

ce t  ensemble autoréduit n ' e s t  pas  supér i eu r  à celui  de &c . Il en  r é s u l t e  

que 1 'ensemble des polynômes différentiels l inéa i res  homogènes L1 , . . . . . , L 
r 

e s t  un ensemble ca rac té r i s t ique  de 1 ( V ). 

D ' a p r è s  le c r i t è r e  de Rosenfeld on a 1 ( V ) = , . . . . . , L . r 1 



D'où 1 ( V ) e s t  un idéal  différentiel l inéa i re  homogène car engendré p a r  

des polynômes différentiels l inéa i res  homogènes. 

D i  a u t r e  p a r t ,  quel que soit x élément de V et quel que soi t  élément de K ,  

L ( 1 x ) = X L ( x ) = O implique que 2 x appartienne à V. 
k k 

Donc V e s t  un espace  vectoriel  s u r  K ( l e s  propr ié tés  sont  faci les  à vér i f ie r ) .  

Condition suffisante : Soi t  V l 'ensemble des z é r o s  d ' u n  idéal différentiel 

l inéa i re  homogène. Il est c l a i r  que V e s t  un espace  vectoriel  s u r  K ,  

donc à fo r t io r i ,  V est un sous-groupe algébrique différentiel de ce 

qui achève l a  démonstration de la proposition 17. 



CHAPITREIV: ~ ETUDE DE sL2 

C e  chapitre  a pour objet,  l ' é tude  d e s  sous-groupes algébriques différentiels 

9 1 . Notions de base  s u r  les groupes  algébriques différentiels l inéa i res  : 

Soit G L ~ ( U )  le groupe multiplicatif des  matr ices  invers ib les  d ' o r d r e  n à 

coefficients dans  U, muni d e  la topologie induite pa r  la topologie de  Zar i sk i  
2 

différentielle s u r  Un . 
Un sous-groupe G de GLn(U) est un groupe algébrique différentiel l inéa i re  

(ou groupe algébrique différentiel d e  matrices)  si G est un sous-groupe 

différentiellement fermé de GLn(U) dans l a  topologie de Z a r i s k i  induite 

s u r  GL,(U) . 

Remarques 1 4  : 

1) G L ~ ( U )  se plonge dans SLW1 (U) e n  associant  à la matrice 

s = ( S . .  ) , l a  matr ice s ' = ( s!. ), 
IJ 1 s i , j  s n  ij i , j s  n+l 

OÙ s'. = s pour 1 S i , j  S n  , S I  = S I  
1J i j n+l ,i i , n + l  = O  ( l ~ i s n )  

et s n+l ,  ' n+l = 1 / (dets)  où S q  e s t  le groupe algébrique 

différentiel d e  matrices d ' o r d r e  n + 1 et de  déterminant +1 . 

2) Soit G inc lus  dans G L ~ ( U )  un sous-groupe algébrique différentiel 

considéré comme un sous-groupe algébrique différentiel d e  SL (U) . Alors  n+l 



les lois  de groupe sont  données p a r  des fonctions polynômiales . 
Si s e s t  élément de G L ~ ( U ) ,  on a s appartient à G si et seulement si 

O 

&( 1(G)) = I(G), où I(G) est inclus dans U yij , 1 /det(y. .) e t  
1J 

O 

& est 1 l homomorphisme dl anneaux différentiels, associé  à la translation 

à droite (qS< de G dans G. 
O 

E n  effet, supposons que (I(G)) = 1(G) . Soi t  P élément de I(C) , a lo r s  

O O 

P (s) = (P)(I)  = 0, c a r  (P) est élément de 1(G) e t  1 appatient à G ; 

pa r  conséquent, s appartient à G . 

Réciproquement, supposons que s soit élément de G. Soit P appartenant à 
O 

I(G) e t  soit  t élément de G, a lo r s ,  ( ~ ) ( t )  = ~ ( t s )  = O . Il e n  résul te  

O O 

que t, (P) appartient à I(G) ; donc ( I(G) ) est inclus dans I(G) . 

D au t re  par t ,  comme s appartient à G, s- ' appartient à G, et on a : 

O O O 

(5, ( ( I(G))) est contenu dans &(I(G)) . 
O O 

O r  (oSg ( c( I(G))) = 1(G) donc I(G) est inclus dans @( I(G)) . 

Proposition 18 : Soit G un groupe algébrique différentiel dont les lois  

de composition sont d e s  fonctions différentielles pownômiales et soit F un co rps  

différentiel de définition de G. Alors  G est F-isomorphe à un sous-groupe 

d i f f  érentiellement F-fermé de GL,(U) . 

Démonstration : Il est c la i r  que U !GE est une U-algèbre différentielle 

de type f ini  . 



Soit V un s o u s  U-espace vectoriel  de U {G) invariant  à droi te ,  de dimension 

f in ie  e t  défini s u r  F tel que  V n F [ G)  contienne un système de généra teur s  

de U (G) ( V exis te  d l a p r è s  l a  proposition 16). 

So i t  ( f  ,,....., f ) u n e b a s e  d e V .  A l o r s  F{Gf =F{f l , . . . . . ,  f 
P P 

Soit fi élément de  F (GE ; eO(fi) appart ient  à F {G 1 e t  on a : 

( 1  & i d P ) ,  avec h 
i j  

élément de F {G ) . 
Ill e s t  c l a i r  que  ( h. .(s) ) appartient à GL (u) . On obtient a l o r s  une 

13 P 

application 
O<: G - G L ~ ( U )  

0( est un homomorphisme rationnel différentiel de G défini s u r  F c a r  

les hij le son t  . 
Montrons que o( est injectif. 

So i t  s élément de G te l  que  W(S) = 1 = ( h . . ( s ) ) ;  a l o r s :  
13 

O 

(5) = f ( 1 fi i p ). 11 e n  résul te  que  pour tout f i 
O 

élément de U (G ) , (f) = f . Comme f est une fonction coordonnée 

quelconque de  G, 

= f  ( t s )  = f(t) 

C e  qui implique que  t s  = t , en  prenant £ = fonction coordonnée identi té ,  

pour toiit t élément de G . 



Il e n  résu l t e  que  s = 1 G e t  W e s t  injectif . 
I / 

Soit M l a  res t r ic t ion  de W , de G dans M (G). I l  est c l a i r  que H est 

un F-isomorphisme de G dans (G) avec  Oc (G) inclus dans GL (u). 
P 

Il e n  résul te  que G est F-isomorphe à un sous-groupe algébrique 

différentiel l inéa i re  . 

Semi-invariants d e  groupes algébriques différentiels l inéa i res  : 

Soit R = u ( y ) = U { ( y , 1 i , j 4 n 1 'algèbre des  polynômes 

différentiels et soi t  L le c o r p s  différentiel des  quotients de  R.  

Si s est é'lément de GLn(U), l a   substitution^ d e  

O 

pour  y donne un automorphisme noté de  L qui envoie R s u r  lui-même. 

Un élément f de L est appelé  un invariant  dl un élément s de G L ~ ( U )  si 

et f e s t  appelé un invariant  d 'un  sous-ensemble A de G L ~ ( u )  si c ' e s t  un 

invariant  de tout élément de A. 

Un élément P de R e s t  appelé un semi-invariant de s s 'il exis te  un élément 

a d e  U tel que 

Evidemment si P 4 O ,  a est unique; de même, P est appelé semi-invariant 

de A inclus dans GLn(U) si c'est un semi-invariant de tout élément de A. 



Maintenant soi t  G un sous-groupe algébrique différentiel de GLn(U) e t  soi t  

P un élément de R avec P =& O. 

Si P e s t  un semi-invariant de G ,  l a  formule 
O 

ycs> = Ps (P) / p 
4- 

définit une application 1 : G - U , appelée l a  fonction 

de poids du semi-invariant P de C . 
On a 1 (st) = y (s) y ( t )  , pour tous s -t t éléments de G. 

En effet , (P) = $ ( s t ) . ~  

O r  &(P) = ($0 p t ( p )  

= Y (t1.p ) 

= &(P) y (t) 

= y (SI. y (t1.P 

$ 2 . Algèbre de Lie  dl un groupe algébrique différentiel l inéaire : 

Io) Les  algèbres de Lie  considérées ici sont des algèbres de Lie  s u r  

un corps. 

Si 5 est une algèbre de Lie et S un. sous-ensemble de , 1' ensemble 

e s t  une sous-algèbre de L , appelée le centralisateur de S dans 3 , 

noté Z 9 (S) . Lorsque S e s t  un sous-espace de l ' espace vectoriel 3 , 

1 ' ensemble 
( X E S  / [ ~ , Y ] E s ,  V Y E S ) -  



e s t  aussi  une sous-algèbre de tJ , appelée le normalisateur de S dans i 
noté N (S) . Lorsque S es t  une sous-algèbre de C , alors  S e s t  un 4 J 
idéal de N (S) . 5 
Si F es t  un corps  différentiel, Mn(F) désigne 1 ' algèbre associative différentielle 

s u r  F de matrices d ' o rd re  n à coefficients dans F. On peut regarder  M (F) n 

comme une algèbre associative de dimension n2 s u r  F, ou bien comme une 

algèbre associative de dimension infinie s u r  C où C: e s t  le corps des constantes 

de  F . 
De plus, si on définit [n , y] pa r  xy - yx , on peut munir Mn(F) d 'une 

2 
s t ructure  d 'algèbre de L i e  de dimension n s u r  F , ou bien d 'une s t ructure  

d 'algèbre de Lie  de dimension infinie su r  C ; cette algèbre es t  notée gln(F) . 

Une sous- K-algèbre de gln(u) (où K es t  le corps  des  constantes de U ) 

e s t  dite algébrique différentielle si elle e s t  de  plus un sous-groupe algébrique 

différentiel du groupe additif M,(u) . 

Cela signifie ( prop. 17 ) que toute sous K-algèbre algébrique différentielle 

de g l n ( ~ )  e s t  l ensemble des  solutions d'un idéal différentiel homogène 

l inéaire dans ~ ( y )  , où y = ( y..  ) ( 1 4 i , j b n ) e s t  une famille d'indéterminées 
1J 

différentielles ( qu'on identifie avec les fonctions coordonnées s u r  Mn (U). 

Soit  w un élément de M,(U) . Alors x détermine une dérivation notée adx 

de 1 l algèbre de Lie gln(U) s u r  U définie p a r  l a  formule 

De plus, puisque les coordonnées de p, y] sont des  fonctions polynômes, 

adx es t  Lin homorphisme rationnel de groupes algébriques additifs de M (u). n 



2O) Soit  R un sous-anneau différentiel d1  un anneau différentiel S avec 

l 'ensemble d e s  opérateurs  de dérivation b = [ 6, -. -. . ., Sm]. 
Une dérivation différentielle de ' R dans S est une dérivation 

telle que D( 6 a) = 6 (Da) pour tout 5 élément de et tout a élément de R. 

Si R est éga l  à S, on appelle D une dérivation différentielle de R .  

Soi t  G un sous-groupe algébrique différentiel de G L ~ ( U )  ; L' 5 G \ désigne 

1 l anneau de s  coordonnées différentiel de G (comme ensemble différentiellement 
2 

fermé de un ) e t  I(G) désigne l ' i déa l  différentiel de définition de G. 

Alors 

P a r  une dérivation différentielle s u r  G , on entend une dérivation de 

U<GO> siir U. 

Soit  F un c o r p s  différentiel de définition de  G (et donc de Go ) . 
Une dérivation différentielle D s u r  G est définie s u r  F si 

D( F < a0 > ) est inclus dans F <GO> . 
Soit  s un éIémr-nt de Go. Une dérivation D s u r  G est définie e n  s si 

D ( 3;) est inclus dans & , où 3; est l 'anneau différentiel local 

O 

dc s s u r  G.  

D est dite invariante si 
O O 

@ oD - Do & pour tout s appartenant à Go. 

Remarque 15 : Si D est invariante, a l o r s  D est définie e n  tout point 

s de Go. 

L ensemble de s  dérivations différentielles invariantes de U <Go ) s u r  U 

est une algèbre de L ie  s u r  K notée Lie(G). 



Soi t  x un élément de  Mn(U) et soi t  V l ' e s p a c e  1 vectoriel  différentiel s u r  

U des  polynômes différentiels homogènes l inéa i res  de u { y ]  . L a  matrice x 

induit un endomorphisme 

A x :  V -Y V te l  que >,(L(~) ) = - ~ ( x y )  pour 

tout L élément de V. 
Yr t )t 

Soi t  V le dual de V e t  lx 1 l endomorphisme de V t r a sposé  de Ax ( ~ o u r b a k i ,  

alg. Ch. II, $ 4,  no 9). Alors  l a  dérivation de ~ ( y )  qui envoie uty} s u r  
t 

lui-même e t  qui prolonge de façon unique 1 ' endomorphisme - s ' appelle 

l a  dérivation de U <y > canoniquement a s soc iée  à qu ' on va noter  Dl ou D(x) 
X x 

si i n  identifie x à 1' endomorphisme assoc ié .  

Ainsi  on définit 

D : l n ( )  - L ~ ~ ( G L ~ ( u ) )  

X D(x) 

t 
te l  que  polir tout y Élément de  G L ~ ( U ) ,  D(x)(y) = - xy . (Chevalley : Théorie 

d e s  groupes de Lie, Groupes alghbriques, Tome II ). 

Proposi t ion 19 : D est un isomorphisme de K-algèbres de Lie.  

Démonstration : Il e s t  c l a i r  que  D e s t  K-linéaire . Dl a u t r e  p a r t ,  pour 

tous x e t  y appartenant à gln(U) 



D e s t  injective. E n  effet ,  supposons que D(x) = O ; a l o r s ,  pour tout y 

appartenant à G L ~ ( u ) ,  on a t - xy = D(x) (y) = O implique x = O . 

L a  sur jec t iv i té  de D r é s u l t e  du lemme suivant  : 

Lemme 3 : Soi t  R un sous-anneau différentiel de U ( y >  contenant U f y )  
O 

tel que (5 (R) = R avec s élément de GLn(u)  . Soi t  D une dérivation 

différentielle invariante d e  R s u r  U. 

A l o r s  Dy .y- ' appart ient  à M,(u) où Dy = (DY. .) (1 4 i, j( n). 
1J 

Démonstration : 11 suffit  de montrer que  DY. y-1 a ses coordonnées dans 
O 

U, c lest-à-dire est inva r i an te  p a r  . 
O 

Soit s un élément de  G L ~ ( U )  ; comme &(Y) = Y s ,  o n  a 

O 

Donc D ~ .  y-' est invariante p a r  & . Dl où DY .y-1 a ses coordonnées dans  

U. 11 e n  r é s u l t e  que  Dy. y-' appartient à $(u) 

D est sur jec t ive  : E n  effet , so i t  Dr un élément de  L i e  (GLn(u)) e t  s o i t  x 



un élément de gln(U) tel que  ~ ( x )  = Dl ; on a donc : 

D ( ~ ) ( Y )  = D'Y 
t - XY = D'y  

t - 1 
C e  qui implique que x = - (Dl y. y ) 

Dl a p r è s  le lemme 3 - (DI  y.  y- ') appart ient  à g l d ~ ) .  

Donc il exis te  bien x élément de gln(u)  tel  que ~ ( x )  = Dl .  

Il  e n  ré su l t e  que D est un isomorphisme de K- a lgèbres  de Lie .  

Soi t  G un sous-groupe algébrique différentiel de  C L  (u) . L ' ensemble n 

[ e gln(U) / D(x) (I(G)) C I(G)} est une sous  K-algèbre de  

1 ' algèbre de L i e  gln(u) s u r  K ,  notée L(G), et appelée l ' algèbre de Lie de G. 

Remarques 16 : 

1) L a  matrice x appartient L(G) si et seulement si D ( x ) ( ~ ) ( l )  = O pour 

tout P élément de I(G) où 1 est l a  matrice identité. 

L a  condition nécessa i re  est évidente. 

Supposons x élément d e  g l  (u) tel que D(x)(P)(~) = O pour tout P élément n 
O a 

de  I(G). Comme ~ ( x )  est invariante, c 'est-à-dire D(X)O f i  = O D(x) 

pour tout s élément de G ,  on a p pour tout P élément de I(G), 

D(x)(P(s)) = O = (D(x)(P))(s) ; ce qui implique que D(x)(P) 

appartient à I(G). D'où x appartient à L(G). 

Il e n  résul te  que  L(G) est une sous  K-algèbre différentielle de gln(u). 



2) Si H est un sous-groupe algébrique différentiel d e  G , a l o r s  

L(H) est inclus dans L(G) . 
E n  effet ,  commeHest inclus dans  G ,  on a I(G) contenu dans I(H), et si x 

appartient à L(H), ~ ( x ) ( P ) ( l )  = O pour tout P élément de I(H); donc pour 

tout P appartenant à I(G). Il e n  résul te  que  x appart ient  à L(G) . 
D'où L(H) inclus dans  L(G) . 

Soi t  s un élément de Go. LS(G) désigne le K-espace vectoriel  formé des  

z é r o s  de 1 ' idéal  différentiel homogène l inéa i re  

Proposi t ion 20 : Soit G un sous-groupe algébrique différentiel de GL,(U) . - 
Alors  L(G) = L(G) = ' u .L(G)  

Démonstration : Comme G est inclus dans G, il e n  résu l t e  que L(G) est 

inclus dans L(C); donc, puisque L(G) e s t  fermé,  on a : 

Soit  I(G) 1 'idéal différentiel de  définition de  G et soient  A l ,  . . . . . ,A les r 

éléments d 'un  ensemble carac tér is t ique  de  I(G) p a r  rappor t  à un rangement 

d e s  indéterminées différentiel les  yij ( 1 i ,  j 4 n ) Soi t  Uk ,( r e s p .  Dk , 

r e sp .  S ), le dominant, .( r e s p  . le coefficient dominant, r e s p .  le séparant )  de k 

Al< ( 1 4 k 4 r )  et posons H = II D S 
k k '  



Alors  , H n'appart ient  pas à I(G). Soit s un élément de G tel que H(s) 4 O. 

Si A l , .  . . . . . , A sont ceux de s  polynômes Ak qui sont d ' o r d r e  zéro  e t  
4 

H le prodhit de l e u r s  coefficients dominants e t  l e u r s  séparants  . 
O 

Co 

Alors ,  1(G) = [ A ~ , . .  ..., A 3 : H o  . Maintenant, puisque H(s) $= 0, 
9 

I ( L ~ ( G )  ) = Al , . . . . . . , A ~ ]  . Similairement, 

Dl au t re  pa r t ,  on a : I ( L ~ ( G )  ) = [ L I ,  . . . . . . , L r où les L~ ont 

l a  même  signification que dans l a  démonstration de la proposition 17. 

Donc L I  , . . . . . . , L  sont ceux des  polynômes différentiels Lk  (1 b k \c r )  
4 

qui sont d ' o r d r e  z é ro  . En conséquence I(LS(G) ) = I L 1 , .  . . . . , L  q 1 
n e n  résul te  que Ls(G) = L ~ ( G ) .  Donc, 

- 
Comme L(G) e s t  un K-espace vectoriel,  L(G) est un U-espace vectoriel 

Ce qui achève l a  démonstration de l a  proposition . 



- 1 
Soit  D une dérivation de U . La formule s b- Ds. s 

où Ds = (DS. .) , définit une application de G L ~ ( U )  dans gl (u) 
1J n 

appelée dér ivée  logarithmique notée Dl . 
Cet te  dér ivée  logarithmique a les propr ié tés  suivantes : 

1) ~ ~ ( s t )  = Dl(s) + s . ~ l ( t ) . s - '  pour toutes matr ices  s e t  t éléments 

E n  effet, Dl(st) = D(st)(st)- '  

2) Di(s) = Dl(t) si et seulement si s- 't appartient à C L  (L) où n 

L est le c o r p s  d e s  constantes de D. 

E n  effet, supposons que ~ l ( s )  = Dl(t) ; a l o r s  , 

~ i ( s - '  t) = ~(s-' t) . (s-' t) implique 
-1 -1 

~ ( s - ' t )  = Dl(s t ) . s  t 

O r  ~ l ( s - l  t) = ~ l ( s - ' )  + s - ' . ~ l ( t ) . s  , 

= ~ l ( s - l )  + set . Dl(s) . s (ca r  ~ l ( s )  = Dl(t), hypothèse); 

- 1 -1 
mais D l ( s  ) = - s  . Dl(s) . s 

- 1 - 1 - 1 
D'où D l ( s  t )  = - s  .Dl(s).s + s .Dl(s) = O  

- 1 
Donc D( s-lt ) = O ; ce qui  implique que  s t appart ient  à GLn(L) . 

Réciproquement, supposons que s-'t appartienne à G L ~ ( L ) ,  c est-à-dire , 



D( s - l t )  = O . 
Alors ,  o n  a : 

Donc 

- 1 
Dl( s-'t) = D l  s )  + s .Dl(t) .s = O ; 

- 1 
D ~ ( s - ' )  = - s  .D~(s).s . 

- 1 -1 
- s  .Dl (s ) . s  + s . ~ l ( t ) . s  = O ; ce quiimplique que 

Dl(s) = Dl(t) . 

3 . Rappels  s u r  les sous-groupes a lgébr iques  d e  SL,(U) Y 

Dans ce paragraphe  U est un c o r p s  universe l  d e  ca rac t é r i s t ique  nulle et 

F dés igne  un sous-corps de U . 

Io) Notations et définitions : GL2(u) désigne le groupe  algébrique d e s  

mat r ices  invers ib les  d ' o r d r e  2 à coefficients dans  U et S L ~ ( U )  le sous-  

Si F e s t  inclus d a n s  U , G L ~ ( F )  désigne le sous-ensemble de  C L ~ ( U )  

dont les éléments s o n t  à coeff icients  dans  F. De même que  SL2(F) .  

Définitions : 

Une matr ice  x élément de S L ~ ( U )  est d i te  projectivement rat ionnel le  s u r  F 



s ' il exis te  un élément non nul u de U tel que ux soi t  élément de GL2(F'). 

L 'ensemble  d e s  matrices projectivement rat ionnelles  s u r  F e s t  noté p a r  (F). 

Un sous-ensemble H de SL2(U) est dit projectivement rationnel s u r  F si H 

est inclus dans (F). 

Deux sous-ensembles H et H'  de SL2(U) sont  dits conjugués s u r  F s ' i l  ex is te  

un élément x de  (F) tel que XHX-' = Hl 

2O) Sous-groupes algébriques s tandards  de SLZ(U) : 

L e s  sous-groupes algébriques s t andards  de S L ~ ( U )  sont : 

1) S T ~ ( U )  est le groupe d e s  matrices t r iangula i res  supér i eu res .  

S T ~ ( U )  e s t  défini s u r  F, connexe et de dimension 2 . 

algébrique de S L ~ ( U )  défini s u r  Q e t  de  dimension 1 . 

L a  composante de l ' ident i té  de u;(u) est égal  à 

de ST2(U) ; d e  plus,  on a 



sous-groupe algébrique diagonalisable de sL2(U) , ( i. e, équivalent , par  

un automorphisme intérieur de S L ~ ( U ) ,  à un sous-groupe diagonal de SL2(U),  

défini s u r  F e t  de dimension 1 . 

SO~(U)+ e s t  un sous-groupe algébrique de S L ~ ( U )  défini s u r  F e t  de dimension 1.  

La  composante de l ' identi té de ~02(U)+ e s t  S O ~ ( U )  , e t  kO;(U)+ : S02(U) 3 = 2 

5 )  Cn(U) - es t  un sous-groupe algébrique 

cyclique de S L ~ ( U )  d ' o rd re  n défini sur Q . 

e s t  un sous-groupe fini de SL2( U ) défini s u r  F. 

D 'au t re  par t  , on a Z2 inclus dans D( 4n, e ) e t  D( 4n, e ) / Z2 e s t  

diédral d ' o rd re  2n. 

T = 1' ensemble des  matrices de S L ~ ( U )  engendré par  

I o  



1 où 8 e s t  l a  racine primitive 8 ième d e l l u n i t é e t i = p .  

2 

T est un sous-groupe de S L ~ ( U )  d ' o rd re  24 défini s u r  Q. 

De plus Z2 inclus dans T et T / Z2 e s t  isomorphe ( comme groupe abstrait  ) 

à A4 le groupe alterné de degré 4. 

8) OC le sous-groupe de S L ~ U )  engendré par  les matrices 

, d 'o rd re  48, défini s u r  Q. 

De plus Z2 e s t  inclus dans OC et OC / Z2 est isomorphe ( comme un groupe 

abstrait  à) S4, le groupe symétrique de degré 4. 

9) DI le sous-groupe de S L ~ ( U )  engendre par  (: (:, ; ) et 

-1 -1 
OC= ( V l  - P  ) et q 2  + f i 2  = - 1 .  

DI e s t  un groupe d 'o rdre  120, défini s u r  Q . De plus Z2 es t  inclus dans DI / Z 2  

e s t  isomorphe (comme un groupe abstrait  ) à A le groupe alterné de degré 5. 5 

2 2 où e, f ,  g appartiennent à F tels que e =f O e t  f + e g  = 1, e t  où 



2 2 2 2 2 = e ,  a + e &  - 1  o< - e 1 (  = f e t Z a ( g = g , e s t u n  

sous-groupe de SL2(U) d ' o r d r e  8 défini s u r  F. 

On a Z2 inclus dans ~ ( 8 ,  e, f , g) et D(8, e,  f , g) / Z2 est isomorphe au  groupe 

de Klein-4 (qui e s t  le groupe diédral  dl o r d r e  4). 

8 7 :  rappelle  les résul ta ts  suivants  s a n s  démonstration. 

Théorème 3 : Soi t  G un sous-groupe algébrique infini de SL2(U) défini s u r  F. 

Alors ,  G vérif ie  une e t  une seule  d e s  affirmations suivantes : 

1) DimG = 3 ; dans c e  c a s  G = S L ~ ( U )  . 
2 )  DimG = 2 ; dans ce c a s  G e s t  conjugué s u r  F à S T ~ ( U ) ,  e t  G e s t  connexe. 

3)  DimG = 1 e t  Go est unipotent ; dans ce cas G e s t  conjugué s u r  F à 

u;(u) pour un cer ta in  n appartenant à N . 

4) DimG = 1 e t  G e s t  connexe et diagonalisable ; dans ce cas G e s t  conjugué 

X 

s u r  F à SO;(U) pour un cer ta in  e élément de F 

5) DimG = 1 ,  G =f Go et Go est àiagonalisable ; dans ce c a s  G e s t  

k 

conjugué s u r  F à SO;(U)+ pour un ce r t a in  e élément de F . 

Remarque 17 : 

a) Le théorème ci-dessus, donne une classification complète de tous les 

sous-groupes algébriques de SL2(U) qui sont  définis s u r  F e t  de dimension 

strictement positive . 



b) L e s  sous-groupes algébriques de S L ~ ( U )  qui sont de dimension zé ro  

sont précisement les sous-groupes finis . 

Théorème 4 : Soit G un sous-groupe f i n i  de S L ~ ( U )  . Alors,  G vérifie 

l ' une  des  affirmations suivantes : 

1) G e s t  cyclique . 
2) Z2 e s t  inclus dans G et G / Z2 est diédral  . 

3) Z 2  e s t  inclus dans G et G / Z2 est isomorphe à A4 . 

4) Z est inclus dans G e t  G / Z2 est isomorphe à S4 . 2 

5) Z2 est inclus dans G et G / Z2 est isomorphe à A5 . 

Théorème 5 : Soi t  G un sous-groupe de  S L ~ ( U )  d 'o rdre  n et soi t  F un corps  

tel que G soit  inclus dans f (F) . Alors G vérifie 1' une de s  affirmations 

suivantes : 

1 a)  G est cyclique et n est impair ; dans c e  c a s  , si F contient une racine  

n-ième primitive de 1' unité, a lo rs  G est conjugué s u r  F à ~ ( n )  . 
l b )  G est cyclique e t  n = 2m 4 4 ; dans ce cas si F contient une racine  

primitive m-ième de l 'uni té ,  a lo rs  G est conjugué s u r  F à ~ ( n )  . 

Ic )  G est cyclique et n = 4 ; dans ce c a s  G est conjugué s u r  F à C(4) ou 
* 

à D(4,e) pour un certain e élément de F . 

2b) Z2 est inclus dans G, G/z2 est diédral et n = 8 ; dans ce cas G e s t  

conjugué s u r  F à ~ ( 8 ,  e, f , g) pour cer ta ins  e, f , g appartenant à 

2 2 F ( e  4=0) et f + e g  = 1. 



2a) Z2 est inclus dans G ,  G/z2 e s t  d iédra l  et n = 4m f 8 ; dans  ce 

cas si F contient une rac ine  primitive m-ième de I luni té  , a l o r s  G e s t  
# 

conjugué s u r  F à D(4m,e) pour un ce r t a in  e élément de F . 

3 )  5 e s t  inclus dans  G, et G/z2 A4 ; dans c e  c a s  n = 24 , et s i  

F contient une rac ine  primitive 4-ième de l ' un i t é ,  a l o r s  G est conjugué 

s u r  F à T. 

4) 5 est inclus dans  G et G/z2  est isomorphe à Sq ; dans ce c a s  n = 48 

e t  si F contient une rac ine  primitive 4-ième d e  l ' un i t é ,  a l o r s  G e s t  

conjugué s u r  F à OC. 

5 )  5 e s t  inclus dans  G et G/z2  est isomorphe à A dans ce c a s  n = 120 5 ' 

et si F contient une rac ine  primitive 5-ième de  1 unité, a l o r s  G e s t  

conjugué s u r  F à DI. 

$ 4 : Les sous-groupes algébriques différentiels  de S L ~ ( U ) .  

U e s t  un c o r p s  universel  différentiel  de  carac tér is t ique  nulle, - - 

est son ensemble d e s  opéra teur s  de dérivation et K son c o r p s  de  constantes.  

F e s t  un sous-corps différentiel de U s u r  lequel  U est universel ,  de  c o r p s  

de constantes C , et H est un sous-groupe algébrique différentiel de S L â ( u )  

défini s u r  F. 

Soi t  x = (i 1) un élément de PIF.) ; tx désigne 1' élément 

( dt - b )( - c t  + a 1-' de  F K < ~ >  , où t est un élément de U différentiellement 

transcendant s u r  F. 



Il e s t  c la i r  qu ' i l  existe un FK- auto-morphisme , noté , de FK (t) te l  

que E ( t )  = tX. 

Si H e s t  inclus dans P(FK), on note T(H) l'ensemble des auto-morphismes 

O-jlpour x élément de H c'est-à-dire T(H) = 

On se propose dans c e  paragraphe de carac té r i se r  tous les sous-groupes 

algébriques différentiels de SL~(U)  conjugués s u r  F e t  définis s u r  F. 

Soit  G l a  clôture de Zar iski  de H dans S L ~ ( U ) .  II e s t  c la i r  que G est 

un sous-groupe algébrique de S L ~ ( U )  aussi  défini s u r  F. 

Dl après  le théorème 3 rappelé, G e s t  a lo r s  conjugué s u r  F à 1' un des  

groupes SL2 , STz  , U; , S O ~  , S O ~  + si G e s t  infini. 

il e n  résulte que, pour étudier les sous-groupes algébriques différentiels 

' tudier les sous-groupes algébriques différentiels infinis de S L ~ ( U ) ,  il suffit d 6 

denses de SL2  , STZ , U: , S O ~  , SO; + . 

1 - Quelques résul ta ts  s u r  SL (u) : n- 

Soit  9 l 'ensemble des  opérateurs de dérivation s u r  U de l a  forme 
m 

D = L a i  b avec 1 élément de U . Il e s t  c la i r  que a une s t ructure  
1 =1  

d l espace vectoriel s u r  U ayant A comme base. 

1 O) Action de Lowy : un sous-ensemble l ib re  

de 9 e t  soit  L = n KerD, . 

Soit  1' application S1 de SL,(U) dans( sln(u))' définie par  

- 1 -1 S I  (s) = (Dl S. s , . . . . . , D S. s ). Soit IS 1 'image de Sl. Il e s t  évident 
P 

que Ker Sl = SL~(L) .  



Rappels : 

1) s o i t  D~ = 6; + Z aih ih , avec a appartenant à u et supposons 
p<hun, 

i h  

bi ,~j) = O .  s o i t  s = pl,.....+ P 
P 1 et soi t  (x, , . . . . . . , x  ) un 

élément de ( S ~ ~ ( U ) ) ~  . 
i ine condition nécessa i re  et suffisante pour que (x . . . . . . , x ) appartienne 

P 

à I~ e s t  que D.X - D.X 
= [xi,xj] 1 j J i 

2 )  Soit  S comme défini ci-dessus. Alo r s  IS e s t  un sous-ensemble différentiellement 

fermé de ( sln(u))' . Il e n  résul te ,  e n  par t icul ier ,  que 1 A e s t  un sous- 

ensemble différentiellement fermé de ( S ~ ~ ( U ) ) ~  . 

Proposition 21 : Soit & un sous-espace vectoriel  de 9 , e t  so i t  

L = n KerD ( L est un sous-corps de  U ). Alors  les conditions suivantes 

sont  équivalentes : 

1) Tout élément D d e  9 tel que DL = O est un élément de & . 

2) & a une base  commutative , c 'es t -à-d i re ,  une base  ID,, . . . . . . , D 
P 

t e l l e q u e  k , D j ]  = O  avec 1 4 i , j  $ p .  

Démonstration : Soit \ Dl , . . . . . , D E une base  de 6 . Tout élément 
P 

Di de ce t te  b a s e  peut s ' écrire sous  l a  forme Di = 6 + T a i h  Sh (1 (.i* P) 
P<h\<in 

On range lexicographiquement les dér ivées  sIe'- - - - - . - -. p a r  r appor t  à 
hl 



Lemme 4 : Les opéra teur s  de défivation Di = 6;  + x a i h  $,, forment 
pc hsrn 

une b a s e  commutative pour le sous-espace vectoriel U si e t  seulement si les 

polynômes différentiels l inéa i res  homogènes associés  A = D.y = ( hi + x a i h  $h)y i 1 

forment un ensemble autoréduit cohérent  . (pour  c e  qui concerne 1 'ensemble 

carac tér is t ique  et 1 ' ensemble autoréduit cohérent ,  voi r  Ch.  1,  f~ 6 ) . 

Démonstration : Supposons que Dl,  . . . . , D forment une b a s e  commutative 
P 

de f, . A l o r s  P i , D j ]  = Di*D - D D- = O  
j j' 1 

Donc &;ajh - $aih + x ( a i h  ihajI< - a jh & a .  h ik  ) = 0 ( l ( i , j . \ c p  , P c h d m  
p' KBm 

Soit  & 1 ' ensemble dont les éléments sont  Ai = 6 ;  y + aih i h y  . 
On va  montrer  que &- est un ensemble autoréduit cohérent  . 
O r  il est c l a i r  que & est un ensemble autoréduit au  s e n s  de Rosenfeld . Il 

r e s t e  donc à montrer que e s t  cohérent  . 
Mais le séparan t  de Ai ( 1 S i 6 p ) e s t  égal  à 1, et la plus petite dérivée 

commune à 6; y e t  6. y est hi y . On a ,  p a r  un simple calcul : 3 

Toute dér ivée  apparaissant  dans  le membre de droi te  est de rang  plus petit  



que 2. 6 .  y p a r  rapport  à Ai et ; il e n  résu l t e  que  1 ' ensemble autoréduit 
I J  

& e s t  cohérent  . 
Réciproquement, supposons que $t- so i t  autoréduit cohérent  . Il faut montrer 

que ( D l , .  . . . . . . , D 1 est une b a s e  commutative de 6 . 
P 

CD, , D ~ ]  Y est réduit p a r  r appor t  à A, c a r  degDiy(Di. Djy - D j* ~ . y )  1 = 

O r  tout polynôme réduit p a r  rappor t  à & est d ' o r d r e  1  ou z é r o  c a r  dk e s t  

autoréduit cohérent  . Comme 1 ' o r d r e  de  Di. D.y - Ll . Diy est égal  à 2 (1 Ç i ,  j a p) 
J 3 

cela implique que pi, Dj ) = O. Dl où l a  réciproque . L e  lemme e s t  ainsi  

démontré . 

Revenons maintenant à la démonstration de l a  proposition 21 . 
Supposons que  6 ait une b a s e  commutative . O n  a Z( [DY] DG,& = L ; 

a l o r s  l ' i d é a l  différentiel de  définition de L est [DY) qui e s t  un idéal 

différentiel l inéa i re ,  donc premier  et, à for t ior i ,  parfai t .  Donc l a  condition (1 ) 

est équivalente à celle que 6 a une base D l , .  . . . . , D avec  D~ = hi+ t a i h  Sh P p< h&r?, 

tel le  que les polynômes différentiels l inéa i res  homogènes a s s o c i é s  

A. = D.y = b y  + 
I 

taih 6 y forment un ensemble carac tér is t ique  
1 1 pc h,<m 

O r  si A l ,  . . . . . . ,A  forment un ensemble carac tér is t ique  , a l o r s ,  puisque 
P 

Dy e s t  dl o r d r e  1, Dy est partiellement réduit  p a r  r appor t  à 1 'ensemble 



carac tér is t ique  ; donc Dy appartient à (AI,  . . . . . . ,A  ) 1 ' idéa l  engendré p a r  
P 

AI , . . . . . . . , A  . Mais Dy est un polynôme l inéa i re  homogène ; n on a Dy = ZU.A . 
P I C ~ S ~  l i '  

d 'où  D = x u . D  . Il en  ré su l t e  que D appartient à & . 
i é i s p  1 i 

Réciproquement , supposons que tout élément D de te l  que DL = O soit  

élément de . Soit  & 1 l ensemble carac tér is t ique  de [Dy) (0 . On 

suppose que les éléments A de & sont  de  la forme A. = Ai Y + Z a i h  ,&,Y , i 1 
e t h 4 m  

(1 a i s e )  où &i y e s t  le dominant de A. ( e n  réordonnant e t  e n  rangeant  les 
J 

opéra teurs  de  dérivation 6 appartenant à si nécessa i re  ). L e s  opéra teur s  

de  dérivation assoc iés  aux polynfnes A. D. = 6 + , ( 1 < i < e )  
1' 1 ih  h 

r<  h &Ill 

s 'annulent  s u r  L ,  donc D. appartient à 6 ( p a r  hypothèse) ; il e s t  c l a i r  que 
1 

les D. ( i  = 1 , . . . . . , e )  forment une base de et en  par t icul ier  (e = p). Il r é su l t e  
1 

II résul te  du lemme 4 que  6 a une b a s e  commutative puisque 1 ' ensemble 

des  polynômes différentiels l inéa i res  homogènes as soc iés  aux D. est autorbduit 
1 

cohérent  . D'où (1) implique (2) 

Il e n  résul te  que (1) est équivalent à ( 2 )  

Lorsque f vérif ie  les conditions de  l a  proposition 21, on dit que e s t  

un sous-espace vectoriel  de Lie  de . 

Soit 6 un sous-espace de 9 vérif iant  les conditions équivalentes de l a  

proposition 21 ; soient S une base  de 6 e t  L le corps  d e s  constantes de 

S, cl est-à-dire, L = n KerD . Alors  dl  ap rès  le rappel  2 (9 4 , Ch. IV) , 
D C S  

IS e s t  un sous-ensemble différentiellement fermé de ( s l n ( u )  )' . 



Soierit G = SL (u) e t  s et t deux éléments de G ; a l o r s ,  il est faci le  n 

de voi r  que : 
S l k t )  = Sl ( s )  + 5 .  Sl( t )  .s-' 

- 1 
Il  e n  résul te  que l a  formule (s, x) ù--------d Sl ( s )  + S. x . s définit 

une action de C s u r  Iç . faisant  de Is un espace  homogène pour G . 

Cette action s ' appe l l e  l ' a c t i o n  de Lowy de G s u r  Is . 

P o u r  tout x = Sl(t)  élément de IS, le s tabi l i sa teur  de x dans G e s t  le 

sous-groupe algébrique d i f fé ren t i e l ,  noté Gx , d e  C formé de tous les éléments 

s de S T ~ ~ ( U )  te ls  que - 1 
Sl ( t )  = x = s l ( s )  + s . x . s  

- 1 
cl est-à-dire, tels  que t s t  appartienne à ÇL,(L) . Donc 

20) Sous-groupes algébriques différentiels denses  de S L ~ ( U )  - : On rappelle  

les résu l t a t s  suivants s a n s  démonstration : 

a) Il  ex is te  un sous-ensemble l i b r e  commutatif S de tel que la s o u s  

K-algèbre de Lie  algébrique différentielle dense  3 de s ln (  U) e s t  une 

algèbre de L ie  de dimension finie n2 - 1 s u r  L où L est le c o r p s  d e s  

constantes de S . 

b) 3 e s t  l ' algèbre de L i e  du stabil isateur de  Lowy Gx de x = (xt , . . . . , x ) . 
P 

c )  Soi t  G un sous-groupe algébrique différentiel p ropre  dense de S L  (u) . n 

Alors ,  il exis te  un sous-ensemble fini S de tel  que  G soi t  conjugué à 



SL,(L) où L est le c o r p s  des  constantes de S . 
Dl au t re  pa r t ,  S L  (L) est son propre  normalisateur dans S L n ( u )  . 

n 

II. E tude d e s  sous-groupes algébriques différentiels de SL, (u) : 
'd 

Dl ,......., D e s t  une base  de , un élément D de  6 e s t  
P 

dit rationnel s u r  F p a r  rappor t  à l a  base  S , si D = aiDi en t ra îne  
1 & i < p  

que les a. appartiennent à F. 
1 

- On dit que 6 est défini s u r  F si 6 a une b a s e  et si tout élément de  ce t te  

b a s e  e s t  rationnel s u r  F p a r  rappor t  h l a  b a s e  A = [b,, . . . . . . , hm 1 de  9 . 

L'ensemble de  tous les éléments D de  i> qui sont  rat ionnels  s u r  F e s t  

noté p a r  bF 
Avant de continuer, on v a  démontrer les lemmes ci-dessous qui se ron t  ut i les  

pour l a  su i te  . 

Lemme 5 : Soit V un sous-ensemble différentiellement fermé de un défini 

s u r  F e t  soi t  P un polynôme différentiel de F y,) . Si V contient 

un élément v de (FK)" tel que ~ ( v )  d= 0, a l o r s ,  V contient un élément 

v l  de (FC,)" tel que P ( V I  ) 4 O où Ca e s t  l a  c lô ture  algébrique de C . 

r 
Démonstration : Soit >1 = ( Q , ,  . . . . . . . , ql- ) un élément de K , e t  soient  

f l , .  . . . .. , f n ,  g des  polynômes homogènes de F FI,. . . . . . , X  r ] a v e c g ( q ) j = o .  



f , (h )  fn(  9 ) .......... posons  v = ( ) ; comme V e s t  défini s u r  F, 
g( il ) g( ) I  ) 

......... ........ il exis te  PI ,Ph dans  F Y n tel que x amartenant  à 

n 
U e s t  un élément de V si et seulement si P .(x) = O ( 1 j \< h ) . En part icul ier  

J 

Posons  Po = P et choisissons e élément de N tel que les polynômes 

....... ~ l ( ~ l , g ~ ~ ~ ,  'r) ~ ( x ,  
Qj  = g ( X  l , . . . . . . . . ,  X ) e ~ . (  >.........> Xr)  ) 

r 
g ( x l , . . . . , x r )  g(X, ......*,x 

....... appar t iennentà  F X ] ( o q j d h ) .  I l e s t c l a i r q u e  Q . ( V ) = O  pour 
r J 

1,. j < h  et Qo( p )  d= 0 .  
K 

I I ........ Soit = ( p, q ; )  une spécial isat ion différentielle contrainte de 1 

s u r  F de  polynôme contraint Qog . A l o r s  appartient à $ e t  

1 1 

F C q: ,  ......., qP ) a pour c o r p s  des  constantes C (  Q, ........ p,) qui e s t  

1 ........ . algébrique s u r  C c a r  Q 1  est contraint  s u r  F Donc 0: C? r 

appartiennent à Ca . De plus,  Q ~ (  1')g( 1') 4 0  et Q .( <) = 0 pour 1 * j  \< h 
J 

c a r  Q ' e s t  une spécial isat ion de I( s u r  F. 
I 

f l ( t l )  f n (i~') 
Posons V I  = ( ......., ) Il e s t  c l a i r  que V I  appartient à 

g( 9' ) g( Q I )  

fj' O 
( F C ~ ) ~  puisque appart ient  à FCa (1 S j X h). D '  a u t r e  pa r t  

g( rll 

P (VI) = ~ ( v l )  4 O c a r  s inon QO( q l )  s e r a i t  nul ; ce qui cont redi ra i t  le 
O 

1 
fa i t  que QO( )g( '11) e s t  différent de zé ro .  Mais P .  (VI)  = 0 pour (1 j 4 h) 

J 



I f l (  s') f n ( ~ l j  
car a.(? ) = O pour 1 6  j 6 h ; a l o r s  p j (  , . . . . . . . , 

J 
) = O ,  

g( q l )  g( 4) 

c 1 est-&-dire, Fj .(v ' ) = O (1 4 j 6 h) . C e  qui démontre le lemme. 
J 

Corol la i re  : Soient v appartenant à (FK)" e t  P un polynôme différentiel 

tel que ~ ( v )  O . Il ex i s t e  une spécial isat ion 

différentielle v ' de v s u r  F tel le  que v '  appartienne à (FC,)" et P ( v l  ) O . 

Proposi t ion 22 : Soit  B un sous-groupe algébrique différentiel de G: 

défini s u r  F . Si B est inclus dans ( FK)" , a l o r s  B (considéré comme 

n 
un K-espace vectoriel) a une base  finie dans F . 

Démonstration : Soit  Y1 = ( y,, . . . . . . . , q n  ) un point générique pour  B s u r  

F . Gamme q appartient à ( FK)", le c o r p s  différentiel 5 = F()7,, . . . . . . . , r7n) 
e s t  contenu dans F K .  Donc, p a r  l a  disjonction l inéa i re  de F e t  de K s u r  C ,  

8 = F C  ' où C ' est le c o r p s  des  constantes de 9 ( F e t  C ' étant  

linéairement disjoints s u r  C) . D'où C '  est une extension de  type fini s u r  C ,  

c a r  $ l ' e s t  s u r  F. Le degt r  e s t  égal au degtrCC ' e t  e s t  fini ; soi t  r ce 

d e g r é  de  transcendance . 
Soi t  W le sous-K-espace de B engendré p a r  B ~ F "  . A l o r s  d imW est infér ieure  

ou égale à r . E n  effet,  supposons le con t ra i re  e t  soient v l  , . . . . . . . 
'r+1 

r + l  éléments de B n F" linéairement indépendants s u r  K. Fixons 

C 1,  . . . . . . 'r+l des  éléments de K algébriquement indépendants s u r  C (et p a r  

conséquent s u r  F ), e t  , pour 1 ( i 4 r + 1 , posons v = ( v i l , .  . . . . . , v  ) , i in  



I 
r+i 

1 
Soit  q4 = 

'j 'jk 
( 1  6 k 4 n )  . A l o r s  = ( Q: , o . . . . - . ,  0 

J= 1 

/ 
est dans B,  e t  donc est une spécial isat ion différentielle de s u r  F, 

car e s t  un point de B s u r  F . 
I 1 

/ 

Si on pose 3' = F < q  ,,......., yfl ) , on a degtr  F 3 = degtrF 8 .  
Comme les vl  , . . . . . . . . , v  sont  linéairement indépendants s u r  K ,  il existe  

r+ l  

d e s  opéra teur s  différentiels 8, , . . . . . . . , Et+ I éléments de  @ et d e s  indices 
k 

k(1), . . . . . . . . , k(r+l)  t e l s  que det( 0,. vjk(i) ) f O avec  1 4 i S r + l  e t  1 6 j 4 r+ l  . 

1 

puisque ~ ~ i i ) ~ < , . i  Ecj eivjk(i) ( 1 4 i 6 r+l  ) , l a  r èg le  de Cramer  
j= 1 

montre que le système P+I  

'j 04 vjk(l)  
J= 4 

admet une solution unique (cl , . . . . . , c ) puisque son déterminant e s t  r +  t 
I 

différent de z é r o  ; comme chaque c est un quotient de deux éléments de fi 
j 

1 
(règle de  Cramer ) ,  on a c l ,  . . . . . , c appartienne à 8 . Il e n  résu l t e  

r+1 
/ 

que degtrF $ > , r + l > r  où r = degtr  3 ; ce qui contredit  le 

fa i t  que degtrF . Donc dim W \( r . 
Comme W est de dimension finie s u r  K, a l o r s  W e s t  différentiellement fre 

fermé ( Kolchin Ch. IV , prop. 2 ) . De plus W a une base composée 

d 'éléments de F" . Donc W est différentiellement F-fermé ( Kolchin Ch. IV corol. 3) 



P o u r  terminer l a  démonstration de  l a  proposition , il suff i ra  de montrer que 

W e s t  différentiellement F-dense dans  B . 
Soi t  P un élément de F yi , . . . . . . ,yn)  tel que ~ ( v )  4 O pour un ce r t a in  

v appartenant à B . Il faut  t rouver  w élément de W te l  que ~ ( w )  4 O . 
Comme v appartient à (FK)", le corol la i re  du lemme 5 montre q u ' i l  ex is te  

une spécialisation différentielle w de v s u r  F te l le  que w appartienne à 
h 

(FC,)" e t  ~ ( w )  O . Ecr ivons  w = x w . d .  où les d l ,  ... .. . 
1 1  ' dh 

sont  dans Ca e t  l inéairement indépendants s u r  C donc s u r  F, e t  les 

w1 , . . . . . . . , w dans Fn . Comme w e s t  une spécial isat ion de v s u r  F e t  
h 

que d l ,  d2 , .  . . . . . , d appartiennent à Ca , on a w h 
. . . . . , wh appartenant 

à B ,  donc w appartient à W ,  c a r  w appartient à B n F" . Il en  ré su l t e  que 

-d W e s t  F-dense dans B. Comme W est de dimension finie s u r  K, WB = B est 

a u s s i  de dimension finie s u r  K . Donc B est de  dimension finie s u r  K avec 

une base  finie dans Fn . 
it 

Lemme 6 : Soit  un élément de  Fn ( p 4 O) , et soi t  Al : U Ga 
.n- 

1 ' application dérivée logarithmique. Si appartient à A l(FK) , a l o r s  

appart ient  à A~(F*) . 

rc 
Démonstration : Soit  = ( Q, , . . . . . . . . , km) e t  so i t  K élément de (FK) 

t e l s  que Al (r) = , c 'es t -à-d i re ,  hli (w) = Pi ( 1  6 i 4 m ). Dl a p r è s  

le corol la i re  du ' lemme 5, il y a une spécialisation différentielle 9 de s u r  
r' 

F avec f? 4 O , e t  fl appart ient  à FCa . Posons  6 = f 5 Yj où 
j= 4 

v,,..--. 1 y, sont  éléments de Ca e t  'linéairement indépendants 

s u r  C donc s u r  F , et f.?,, .- - - , p, appartiennent à F . Comme 6 4 0 ,  



il y a un indice k tel  que pK O. Mais & li ( o( ) = T i  implique 

hie(= ni4 , c 'es t -à-d i re ,  h i K -  Q;K = O .  Donc 6ij3-9;f? = Z ( S ~ Q ~ - ? ; B ~ ) ~ = O .  

Puisque les y. ( 1 \( j ,( r ) sont linéairement indépendants s u r  F , on a 
J 

Si BK 1; BK= 0 ; ce qui implique que Si BK= v ,  9 i i  , c lest-à-dire bli (Pd = vi 
4- 

( 1 n i 4 m ) . D'où appartient à Dl(F ) . 

Lernme 7 : Soient  e t  A l  comme définis dans le lemme 6 e t  supposons 

de plus que F ai t  un c o r p s  des  constances C algébriquement c l o s  . Soit  c un 
Y 

élément de  K . Si c q appartient à AI(FK) , a l o r s  c appartient à F . 

Démonstration : Supposons que c ne soi t  p a s  élément de F ; a l o r s  c e s t  

transcendant s u r  C . Mais , comme F e t  K sont  linéairement disjoints  s u r  C ,  
* * 

c e s t  auss i  transcendant s u r  F. Puisque c Y( appartient à F ( c )  = F<c > , 
* 

le l e m m e  6 montre q u ' i l  ex i s t e  b élément de  F(c) tel que Al(b) = c p . 
Posons  b = ~ ( c ) / Q ( c )  où P et Q appartiennet à F { X} e t  P(C)Q(C) 4 0 . 
Puisque q f O, il exis te  un indice i tel que Q; f O. Il r é su l t e  de l a  

relatioti bli(b) = cil;  que 6 i 6;  
Q(C)P (c) - P(c)Q (c) = CP(C)Q(C) où 

5i si 
P e t  Q sont les polynômes obtenus e n  remplaçant les coefficients de P e t  

Q p a r  les 5; - dér ivées  . 
b. Donc le polynôme non nul PQX - Q P  ' + PQ" s ' annu le  e n  c ; ce qui 

contredit le fai t  que c e s t  transcendant s u r  F. On e n  déduit que c appartient à F. 



k 

Proposi t ion 23 : Soit A un sous-groupe algébrique différentiel de U 
* * 

te l  que K C A (FK) pour un ce r t a in  sous-corps différentiel F de U s u r  
* 

lequel U e s t  universel.  A l o r s  A = K . 

-u- 

Démonstration : Supposons qu 'on  a i t  A 4 K ; a l o r s ,  il exis te  un élément t 

de A t e l q u e  = b l ( t )  = ( & l l ( t ) ,  ... ...., 61m(t) )  =k 0 .  

Quitte à agrandir  F si nécessa i re ,  on peut supposer  que t appartient à F e t  
* 

que le c o r p s  des  constances C de F est algébriquement c los  . On a K qui e s t  

inc lus  dans A et il exis te  un sous-groupe algébrique différentiel B de Al(U ) = 1 

tel  quiun élément s appart ient  à A si e t  seulement si D l ( s )  appartient à B . 
E n  par t icul ier  4 appartient à B e t  donc C Q  appart ient  à B pour tout c 

élément de K . 
#- 

Soit  s élément de U tel que  Al(s)  = c . Alors  , s appart ient  à A C (FK) 
* 

e t  c q appartient à d l ( F K )  . D'après  le lemme 7 ,  c appart ient  à F pour tout 
k R 

c élément de  K . Ce qui implique que K est inclus dans F . Ceci contredit 
k 

le fa i t  que U e s t  universel  s u r  F. Donc on a A = K . 

Nous sommes maintenant e n  mesure  de c a r a c t é r i s e r  les sous-groupes algébriques 

différentiels de S L ~ ( U )  . 

Soient 6 un sous-espace vectoriel  de L i e  de -défini s u r  F e t  s appartenant 

- 1 
à s S L n  (u) tel  que Ds. s appartienne à sl (F) pour tout D appartenant  

n 

à 6 , où 51 (F) désigne 1 'ensemble des  matr ices  d ' o r d r e  n de t r a c e  nulle.  
n 

s o i t  L = n KerD. Il  est clair que L est un c o r p s  algébriquement c los .  
~ € 6  



'I'héorème 6 : 

a) Soi t  ( & , s )  défini comme ci-dessus ; a l o r s ,  le groupe S L (  8, s )  = S. S L  (L) . s-' n 

est un sous-groupe algébrique différentiel dense  de S L  (U) défini s u r  F. n 

b) Si H est un sous-groupe algébrique différentiel dense de  SL (u) défini n 

s u r  F, a l o r s  il existe un couple ( f, , s )  comme ci-dessus t e l  que H = SL( 6 , s )  . 
1 

c) Si ( 6 ,  s) e t  ( 8, s l ) sont  deux couples comme ci-dessus,  une con dition 
1 

nécessa i re  e t  suffisante pour que S L (  6 ,  s )  soi t  conjugué s u r  F à S L (  & , s ' ) 
I - 1 

e s t  que 8 = e t  il existe z élément de B(F) te l  que s1 z s  appartienne 

à SL (L). n 

d) Soit  n = 2. Si ( 5 , s )  est un couple comme ci-dessus,  une condition 

nécessa i re  e t  suffisante pour que S L (  6 , s )  soit inclus dans P(FK) e s t  que 

& = 8 (donc L = K) et s appartienne à IP(FK). 

Si c ' e s t  le c a s ,  SL(  , s )  = S L ( ~  , s l )  pour un ce r t a in  couple (g ,S I )  

avec  s '  élément de P(I?Ca) . 

Démonstration : 

a) D ' a p r è s  les rappels  du paragraphe 4, ZO,  Ch. IV , S L (  & , s )  e s t  bien 

un sous-groupe algébrique différentiel dense de S L ~ ( U )  . Il r e s t e  à montrer 

que SL( i; , s )  est défini s u r  F . 
D I ,  ' . . . . . . , D k )  une b a s e  commutative de 6 te l le  que pour tout 

i appartenant à 1 , .  . . . . . . . , k  D. soi t  rationnel s u r  F relativement à l a  
1 

b a s e  de  . 
Soi t  S1 : S L  (u) - s l , ( ~ ) ~  l a  dér ivée  logarithmique définie 

n 

p a r  : s l ( t )  = ( D~ t. t-l , . . . . . . . , D t .  t-' 1, t appartenant  à SL,(U) 
k 



A l o r s  KerS l  = SL,(L) où L = n KerD . 
D E S  

Un élément t de S L ~ ( U )  est dans SL( 8 , s )  = S .  S L  (L). s-1 si e t  n 

seulement si s- ' t s  appartienne à SL,(L), ou de façon équivalente 

ce qui donne : SI(S) = Sl(t)  + t .  s l ( s ) . t - l  

- 1 
= ~ l ( t )  + t .x . t  où x =  (xl ,....., x J =  SUS) 

k 
appartient à SL,(F) . 
Dl au t re  p a r t  ce t te  relation donne : 

implique que 
D.t + tx = x.t 

1 i 1 

IY1où les équations qui définissent SL( 6 ,  s )  sont  : 

et 

dety - 1 = O 

Comme les xi sont  des  matrices à coefficients dans F, il e n  résul te  que 

SL( 6 ,  s )  e s t  défini s u r  F. C e  qui démontre (a). 

b) L e s  r appe l s  du paragraphe 4 ,  2O,  Ch.  N montre q u ' i l  ex is te  

contenu dans 9 tel  que H soit  conjugué à S L ~ ( L )  où L = n KerD, 
DE6 



c l es t-à-dire q u l  il existe ç élément de S L ~ ( U )  tel que H = S. SL,(L). s-' . 

Il  r e s t e  à montrer  que H est défini s u r  F. P o u r  ce la  on va  démontrer deux choses  : 

1) ) e s t  rationnel s u r  F. 

2 )  S e s t  tel que Ds. s-1 appartienne à sl (F) pour tout D élément de 6 . 
n 

Soit ( 6 , s )  tel que H = S L (  6, s). O n  avait montré que fj a une base  

commutative { Dl , . . . . . . , Dk \ tene  que D. = $i + 
1 aih 'h (1 4 i 4  k),  

h<h&tq 

- 1 
où a appartient à U. Soit  x. = D.s. s . On va, e n  fait, montrer que 

ih 1 1 

a appart ient  à F e t  q u e  chaque x appartient à sl (F) . 
i h  i n 

D1  a p r è s  l a  proposition 20 ,  1' algèbre de L ie  L(H) assoc iée  à H e s t  une 

sous-K-algèbre de Lie algébrique différentielle dense de sl (u) auss i  définie 
n 

s u r  F. 

Soit G( 1 ' idéa l  différentiel de définition de L(H) dans U (y) où y = (y ) 
P9 

e s t  une matrice d ' o r d r e  n d ' indéterminées s u r  U. 

soit aF = G ( ~ F ( ~ ) .  A l o r s a  = u.aF. 

D ' a p r è s  la démonstration de l a  proposition (40) [ 6  - p.951] , l ' i déa l  0( a une 

b a s e  carac tér is t ique  & formée de  Tr (y )  et des  polynômes différentiels : 

L ipq = I Y P q  + ~ r ( b  ) où b. appart ient  à s~,(u), 
i pq lP4 

Soient  A. = Diy - xiy + yxi e t  A = l a  (p, q)-i ème coordonnée 
1 ipq 

de A. pour  l d i d k .  
1 



Puisque Ai = O (1 i* k) et dety = 1 sont  les équations de  définition 

de H , on a , d ' a p r è s  la démonstration de l a  proposition (41) [6J , 

On peut écrire aih = a .  . et x = x x i j  avec 1 b i 6 k , 
l h ~  j i 

j=i 

k < h 4 m où y,, . . . . . . . . , pl. appartenant à U sont linéairement indépendants 

s u r  F ,  rd=  1 ,  aihj appartient à F e t  x appartient à g l n ( ~ )  . 
i j 

Comme Trxi  = O , dl a p r è s  1 'indépendance l inéa i re  des  (1,, . . . . . . . . , QI- , 

11 résul te  de  1 ' é c r i t u r e  de  aih e t  de  x. que : 
1 

Puisque A. appartient à a = U. C( , 1 ' indépendance l inéa i re  de 
1P'l 

v, , . . . . . . . . , montre que , pour tous ( i ,  j ,  p ,  q) avec 1 ' i 6 k , 2 6 j 6 F , Q r 

1 6 p 6 n , 1 \. q 6 n , les polynômes différentiels  : 

A. 
1Pq 

= 6 . y  
1 Pq + x a i h l  ghypq - '' 11 Y pq + YpqXil e t  

A '  = aihj &,,ypq - X-  .Y + YpqXi j sont  d e s  éléments 
ijpq 1~ pq 

d e C y F .  

S ' i l e x i s t e  d e s i n d i c e s i ' ,  j ' ,  h '  t e l s q u e  j l ) /  2 e t  a 
i ' h ' j '  

4 O , a l o r s  



Pour P =& q , A i l j l p q  s e r a i t  un polynôme différentiel non nul , réduit  p a r  

r appor t  à A. Ce qui contredit  le fai t  que 8 r  e s t  un ensemble carac tér is t ique  

de  a . 
Il e n  résul te  que a = O, pour tout ( i , j , h )  avec j 2 2  . C'où  ih j  

P 
a. = a appartient à F . Conc les aih appartiennent à i h  = aihj i h l  

j: r 

F, A ' .  
J jpq 

= - x. .y + ypq xij appart ient  à G( pour j Z 2 . 
1J P4 

P o u r  c; appartenant à L(H) on a A '  (SI = O ; ce qui donne x. . s  = s x .  
ijpq 1~ l j  

et p a r  <-onséquent , quel que soi t  s appartenant à g l n ( ~ )  = U. L(H) ( prop.  20). 

x. s = s x  e t  donc auss i  pour tout s appartenant  à gl (u) - s ln(u)  + U.1 . i jL  i j  n n 

rjonc l a  matrice xij commute avec tous les 6léments de gln(U) . 

Ii e n  résul te  que x e s t  une matrice s c a l a i r e  , c 'es t -à-d i re ,  il ex i s t e  A i j 

élément de U tel que xij = .I . O r  Tr (x .  .) = O = A . I'r(In) = . n ; n 1J 

on en  dc'duit que /\ = O c a r  n f O . 
C e  qui  implique que xij = O pour j >, 2 , 1 6 i 4 k 

P 
D'où x i  = z "ij 'Ij = x appart ient  à s ln(P)  . C e  qui démontre i l  

j z l  

ie (b) . 

1 
c )  Soient ( 6 , s ) e t  ( , s ) deux couples comme définis dans le théorème. 

L a  condition suffisante e s t  évidente . Il r e s t e  à montrer l a  condition nécessa i re .  
/ 

Supposons que H = S L (  & , s ) e t  H '  = SL( , s ) soient conjugués 

s u r  F . 



1 

On va  montrer que = et q u l  i lexiste  z élément de P(F) tel que 

s l - l z s  appartienne à SLn(L)  . 

Comme H e t  Hl sont  conjugués s u r  F , il ex i s t e  z appartenant à R(F) 
l-'t ; 

tel  que z~z-' = H I  . OP H = s . SL,(L).S -1 e t  H l  = s l . S ~ ~ ( L ~ ) . s  

on e n  déduit que  SLn(L)  e t  SL,(LI) sont  conjugués s u r  F . 
* 

Si a appart ient  à L , l a  matrice diagonale (a..) avec a l l  = a , a .  = 1 
1J ii 

-1 ( 1  4 i  c n ) ,  ann = a e t  aij  = O ( i 4 ,j ) e s t  semblable à 

une matrice de SL,(L l )  . 

Puisque deux matrices semblables ont le même ensemble de valeurs  e t  puisque 

1,' e s t  algébriquenient c los  , il en  résu l t e  que a appartient à LI ; donc 1, 

e s t  inclus dans  LI . De l a  même façori , on montre que L I 1  e s t  inclus dans L . 
IYOÙ L = L I  où L = n K,,L) et L I  = n K e r D v  . o n  e n  déduit 

~ € 6  ~ ~ € 6 '  

que = 6' ( d ' a p r è s  l a  proposition 2 1 ) . 

I I I  au t re  p a r t ,  S I -  ' z s  normalise SLn(L)  = S h ( L  ' ) . Comme SLn(L) e s t  

son propre  normalisateur dans SLn(U) , il en  résu l t e  que s l z s  appartient 

à S L ~ ( L )  . C e  qui démontre le (c) . 

d) L a  condition suffisante est évidente . 
Soit  ( 6 , s ) un couple tel  que 6 soi t  un sous-espace vectoriel  de L ie  

de 7 défini s u r  F e t  s un élément de SL2(U) avec I3s.s-l appartenant 

à sl (F) pour tout D élément de 6 . Supposons que H = SL(  8 ,  s ) 2 



s o i t  inc lus  dans  P(FK) . O n  va  mont rer  que  6 = P , c 'es t -à -d i re  L = K 

où L = n KerD e t  K = n KerD e t  s appar tenant  à S L ~ ( F K )  . 
-6 DCP 

Remarquons qu 'une  mat r ice  w appart ient  à SL2(U) avec  ~ r ( w )  appartenant  

à ( FK) e s t  un élément d e  P(FK) si e t  seulement si w appart ient  à SL2(FK) .  

Cons idérons  les matr ices  swis- ' ( i  = 1 ,  2 ,  3 ) dans  H = S.SL~(L) .S- '  

forment  une b a s e  de  S L ~ ( U )  . 

S o i t s = ( :  1) t e l le  que  a d  - bc  = 1 . Un ca lcu l  simple donne 

a 2 

Mais s w l s  2 d e t r a c e  2 4 O 
- C - 1  = td-bc'ac a d  - bc + ac 

Jt 
appar t ien t  à ( F K  ) . 

- 1 
E n  ve r tu  de  l a  remarque f a i t e  c i -dessus ,  s w l s  appar t ien t  à SL2(FK) . 

Il e n  r é s u l t e  que a ,  b ,  c ,  d appartiennent à F K  . D'où s appart ient  à 

SL2(FK)  e t  d ' o ù  s e s t  un élément d e  P(FK) . 

Donc, puisque s appart ient  à O(FK), H = S. SL~(,L) .  s-' implique que 

- 1 
S L ~ ( L )  = s H s est inc lus  dans  P(FK) . 



D'au t re  pa r t ,  comme L est algébriquement c los  et que tout élément de L 

est un c a r r é  dans L,, on a L inclus dans F K  . Comme L peut ê t r e  cons id6ré  

comme un sous-groupe algébrique différentiel de G d '  a p r è s  l a  propositiorl 22,  a ' 

L (comme espace  vectoriel  s u r  K) a une b a s e  dans F, donc [L : K] e s t  fini ; 

ce qui implique que L = K c a r  L e t  K sont  d e s  c o r p s  algébriquement c los .  

L a  proposition 21 montre que & = . 
Il reste à montrer qu ' i lex is te  s ' élément de  P(FC,) tel que S L ~ (  6 , s) = S L ~ ( ~  s ' ). 

* 
P o u r  ce la ,  soi t  u élément de U tel que La matrice t = s u  appartienne à CL,, (FK) . 

'd 

Dl a p r è s  1 ' hypothèse s u r  s e t  du fait  que 8 = , les matrices x. = 6 1. (r) 
1 1 

(1 i b m ) sont  des  éléments de s i 2 ( ~ I  . On a : 

= X 
1 + - 

i 2 61i( détt)12) où 1, est l a  

matrice identité . 
Dl a p r è s  le corol la i re  du l e m m e  5 ,  il existe  t '  élément de G L ~ ( F C ~ )  tel que 

&i,( t ' )  = x + - i 
d l . (  (détt '  )12) . 

2 1 

* 
F i x o m  v élément de U tel que v2 = dét t '  et posons s '  = v-'t' . 
Alors  s ' appartient à I P ( F C ~ )  et : 

- f - 1 
b i . ( s l )  1 = 6ii(v t l )  = bli(v-'12) + v . Ali(tl).v 

- - 1 - -  - 1 1 -1 
2 v Al.( (détt1)12)v + x. + - 

1 1 2 v 61. ( (dét t1) I2) .v  1 

= x élément de s12(F) ( 1 4 i <  m )  . 
i 



Donc SL( , s ' ) est bien défini . P a r  a i l l eu rs ,  

g i i ( s ' - ' ~ )  = 6 1 . ( ~ 1 - ~ )  1 + SI-' .  & i i ( ~ ) . s 1  

- 1 
= - s - .  l i s l ) . s '  + s'  . $li(s).s' 

-1 -1 
= - S '  x . s '  + s '  x . s l  

1 1 

= O 

Donc s1-'s appar t i en tà  S L ~ ( K ) .  D'où S L ( ~ ,  s )  = S L ( ~  , s' ) ; 

on prend z = I2 . C e  qui achève l a  par t ie  (d) . D'où le théorème 6 . 

Remarque 1 8  : E n  général ,  dans l a  par t ie  (d), on ne peut chois i r  s '  appartenant 

à P(F); c 'es t -à-di re  que S L (  p,  s ) n ' e s t  pas  e n  général  conjugué s u r  

F à S L ~ ( K ) .  En effet ,  l a  par t ie  (c) montre que, pour tout s appartenant 

à sL2(U) avec 4s. s-l  élément de s12(F) ( 1 6 i \< m ) , le groupe 

SL( , s ) e s t  conjugué s u r  F au groupe S L ( P ,  1) = S L ~ ( K )  si e t  

seulement s ' il existe z appartenant à P (F) et c appartenant à SL2 (K) 

tels que s = zc . 

Théorème 7 : Soient  un sous-groupe algébrique différentiel de G: 

défini s u r  F e t  64 inclus dans U y l , .  . . . . . , t 1 ' idéal  différentiel 

l inéaire correspondant  . 
a)  L'ensemble K( ) de tous les éléments a de U te ls  que a soi t  

inclus dans est le corps  d e s  constantes d 'un  sous-espace vectoriel  de  

L ie  de défini s u r  F . 

b) Relativement à un o r d r e  de rangement, f' a un ensemble caractér is t ique  

B inclus dans F Y,) 1 tel que ~ ( a y ~ ,  . . . . , ayn) = aL(yl , . . . . , Y n ) 



où L appartient à B e t  a appart ient  à K( ) . 

Ensemble carac tér is t ique  canonique dl un idéal  différentiel l inéa i re  : 

Soi t  un idéal différentiel l inéa i re  dans U yn) e t  soi t  L b" 
1 'ensemble de toutes les dér ivées  8 yi ( 1 4 i 4 n ,  QG @ ) tel les  q u l  il 

exis te  un polynôme différentiel l inéa i re  homogène L appartenant à ayant 

0 y. comme dominant . Si u appartient à L , il exis te  un polynôme différentiel 
1 f' 

l i néa i re  homogène Lu appartenant à 60 de l a  forme u + x a u u l  u 1  où 

a app,artient à U et où l a  sommation est p r i s e  s u r  toutes les dér ivées  u '  uu ' 

telles que u '  ne soit p a s  élément de  L e t  u '  de rang plus petit que u . P 
Si e s t  défini s u r  F, a l o r s  1' unicité de Lu  montre que LU appart ient  à 

pour tout u élément de L r D1 a p r è s  l a  proposition 1 7 , 

a un ensemble carac tér is t ique  constitué des  polynômes différentiels de l a  forme 

u + C u u  l u l 
appelé 1 'ensemble carac tér is t ique  canonique de 

" '  Lb' 
b" . 

Proposi t ion 24 : Soit  R un sous-groupe alghbrique différentiel infini de Ga - 

défini s u r  F qui e s t  un sous-anneau de U . A l o r s  il ex i s t e  un sous-espace 

vectoriel  de L i e  6 de défini s u r  F te l  que  = n KerD . 
~ € 6  

Démonstration : Soit  f )  inclus dans u (y) 1 ' idéal différentiel l inéa i re  

de définition de R . A l o r s  60 est défini s u r  F . Soit  B contenu dans U ( 

1 ' ensemble carac tér is t ique  canonique de f )  , e t s o i t  A = f f y  + & , O ;  



1 

un élément de B . Alors  a , appartient à F pour 8 appartenant à @ avec 
9 

Q ' ~  n 'appartenant  p a s  à L y  e t  de  r ang  p lus  petit que O y . Comme R e s t  

un anneau infini ,  6 4 1 . 
Soit  6 élément de A tel que 6 / 0  . Alors  , si 0 = 0,6 , 6 y appartient 

L d , .  
Er, effet,  pour tous t e t  s éléments de R,  t s  appartient à R ut ~ ( t s )  = 0. 

C e  qui implique que A(ts)  appartient à 10 . On a : 

(B) , 1;) sont  des  e n t i e r s  e t  c appart ient  ; l a  première snmmation e s t  

t 

p r i s e  s u r  les 0 éléments de @ t e l s  que ely n '  appartienne p a s  Lr , de 

1 r /  

rang plus petit  que 4 y et il existe  6 appartenant à A avec O = 6 O. ; l a  

// I I  II 

deuxième sommation e s t  p r i s e  s u r  0 appartenant à @ avec 4 4 Bo , 0 y 

n'appartenant  p a s  à L de rang plus petit que 9 y . D ' a p r è s  l ' un ic i t é  de b" 
1 ' é c r i t u r e  de  L u  ci-dessus,  on a A(ty) = t(A(y)) e t  : 

appartient à f' ; donc & y  appartient à L b" 
Soit  a l o r s  1 ' ensemble des  appartenant à t e l s  que $/ 0 pour 

0 élément de @ e t  t e l  que 8 y so i t  le dominant d 'un  élément A de B . 
Pour  convenance de l a  notation, on pose 0, = , . .  



D ' a p r è s  ci-dessus,  6 y appart ient  à L (1 6 i 6 k) et si L = L 
i t' i 6iy 9 a l o r s ,  

LI  , . . . . . ,LI< forment un ensemble autoréduit dans dont le rang  n ' e s t  p a s  

plus grand que celui  de B ; donc e s t  un ensemble carac tér is t ique  

de . A c a u s e  de 1' unicité de  1 'ensemble carac tér is t ique  canonique , on a 

B = {L ,,...., L . 1.1 
On voit que pour 6 élément de A , 6 y appart ient  à L si et seulement s i  b" 

5 appart ient  à A ; donc les éléments L. peuvent s ' écrire : 
1 

L~ = giY + t a i h  hhy (1 d i  k) et aih élément de F puisque est défini P 
s u r  F. 

Posons  D. = l i  + r a i h  ih  
1 

(1 ,< i ,<k)  . 
k < hgm 

Comme Dl y ,  . . . . . , D y forment un ensemble autoréduit cohérent  , Dl , . . . . , k 

forment un ensemble commutatif d e s  opéra teur s  de dérivation (Lemme 4). 

Soit  a l o r s  le sous-espace vectoriel  de L i e  d e p  engendré p a r  Dl , .  . . . . , . 
Dk 

11 e s t  c l a i r  que n Ker D = K ( & )  = R . C e  qui achève l a  démonstration de l a  

proposition. 
DE6 

Corol la i re  1 : Soit  R défini comme dans la proposition 24 ; a l o r s  R e s t  un 

sous-corps de  U algébriquement clos. 

Corol la i re  2 : L'applicat ion qui à 6 assoc ie  L = n KerD définit une 

bijection e n t r e  l 'ensemble des  sous-espaces vectoriels  de L i e  de définis 

s u r  F e t  l 'ensemble des sous-groupes algébriques différentiels  infinis de Ga 

définis s u r  F e t  qui sont des  sous-corps de  U . 



Démonstration : L' in jec t ion  résu l t e  de  l a  proposition 22 et l a  surject ion 

résu l t e  de l a  proposition 24 . 

Démonstration du théorème 7 : Soient @ , p ,  K ( m  ) comme définis dans 

l ' énoncé  du théorème . 
Soit  B contenu dans F y1 , . . . . . I 1 ' ensemble carac tér is t ique  canonique 

de 60 . Comme K(  ) e s t  1 'ensemble des  t éléments de  U t e l s  que t @ soit 

contnu dans  fi3 , et puisque f )  = [B 1 ( critère de  Rosenfeld et prop. 7 ) , 

on a t élément de K( ) si et seulement si L(tyl , . . . . . , tyn) appartienne à 

, pour tout L élément de B . 
Ecr ivons  L sous l a  forme L = u + x a V v  où u est le dominant de  L ,  a v 

appartenant à F e t  v une dér ivée  de l a  forme Qyi d e  rang  plus petit  que 

celui de  u et n'appartenant p a s  à L . I" 
On a ,  pour tout t élément de K ( B  ) , L(ty,,  . . . . . . ,tyn) = tu + x c V v  

où cv appartient à U e t  où v est une dér ivée  de  r a n g  plus petit que celui  

de u , n 'appartenant p a s  à L . b0 
Dl a p r è s  1 ' unicité de 1 ' é c r i t u r e  de L ,  L( tyI ,  . . . . . , ty ) appartient à n 40 si 

e t  seulement si L(tyI,  . . . . . , t y  ) = t ~ ( y ~  , . . . . . , y ) . Ceci  démontre le (b) e t  n n 

montre a u s s i  que K( @ ) est [algébriquement clos et défini s u r  F. Comme K( (B ) 

est un sous-groupe et un sous-anneau de G et K( fB) contient K, a l o r s  a 

l a  proposition 24 montre que K( ) est le c o r p s  d e s  constantes d '  un sous-  

e space  vectoriel  unique de L i e  d e  défini s u r  F. Ceci  démontre le (a), et 

d 'où  la démonstration du théorème 7 . 

Remarque 19 : On vient de  montrer  e n  fait que  1 ' ensemble carac tér is t ique  



canonique B de  f a l a  propr ié té  suivante : 

~ ( t y , ,  . . . . . , t y  ) = tL (y l , .  . . . . ,yn) pour tout t élément de  K(B ) e t  tout n 

L élément de B .  

Nous allons maintenant étudier  les sous-groupes algébriques différentiels 

de S T ~ ( U )  e t  de u;(u) définis s u r  F. 

Soient un sous-groupe algébrique différentiel de G défini s u r  F ,  & un a 
X 

sous-groupe algébrique différentiel de K(  B) défini s u r  F (par  exemple, s i  

& e s t  un sous-groupe quelconque fini de U, &= IP le groupe des  r ac ines  n 

n-ième de 1 ' unité) et enfin so i t  élément de U ayant 1 a p ropr ié t é  que 

1 '  élément )3 + appartenant à Ga /&j e s t  rationnel s u r  F, c ' est-&-dire que 

L.(P ) appart ient  à F pour tout L é1ciment de FIy/ s'arinulant s u r  @ (ou de 1 

fiiçon équivalente pour tout L élémenf de B ,  B désignk~nt un ensemble 

carac tér is t ique  dans ~ ( y ) ~  de 1' idéal  liifférentiel l inéa i re  correspondant  à 

@ comme défini dans le théorème 7.  

Alors  pour un tr iplet  ( (B , &- , ) ccmme défini ci-dessus , on définit 

Théorème 8 : 

a )  Si ([B , $t , 9 ) e s t  un t r ip le t  comme défini ci-dessus,  a l o r s  sT( (B , A-, ) 

e s t  un sous-groupe algébrique différentiel de  ST2(U) défini s u r  F. ik plus 

b) Si H e s t  un sous-groupe algébrique différentiel de S T ~ ( U )  défini s u r  F, 

a l o r s  , il ex i s t e  un tr iplet  (m ,&, $ ) comme ci-dessus tel  que H = S T ( ~  , A ,  p). 



/ I 

c )  Si ( , &, fj ) et  ( î& , A', fi ) sont deux t r ip le ts  comme ci-dessus, une 

condition nécessa i re  et suffisante pour que ST([B, &, P )  so i t  conjugué s u r  F 
/ 4- 

à ST(B', A', 9') e s t  que  & = e t  il exis te  f élément de F tel que 

~ [ B = I B '  e t  ( f p  - p l + @ ' )  fl F +  j f .  

pl Si ( B  , &, 8 )  e s t  un tr iplet  comme ci-(lessus . une condition nécessa i re  e t  

suffisante pour que S T (  , &, 8)  soi t  pro,iectivement rationnel s u r  F K  e s t  que 
.k 

( p + B ) n F  +@,  o u b i e n  &= K o u b i c n  & = P  e t ( B  a (comme n ' 
espzce  vectoriel  s u r  K) irne b a s e  finie dans F . Lorsque c l es' l e  c a s ,  

* 
S T ( B  ,,ft,F) e s t c o n j u g i i é s u r  F à S T ( E  , K  ,(3) ou à L T ( m ,  P n  , O) . 

Démonstration : 
Y 

a )  Soit (W ,A, (-3 ) un t r ip le t  ; puisque & e s t  contenu dans K( Pa) , il e s t  

c l a i r  que: S T ( @ ,  & , ,f? ) est un sous-groupe .ilgébrique différenfiel  de SL (u) , 
2 

donc un sous-groupe de ST2(U).  On va monti3er q u ' i l  e s t  défini s u r  F. 

contenu dans F y , ,  . . . . . , t 1 ' ensemble carac tér is t ique  

canonique de  1 l idéal de défj nition P d e ' B  . 
Dl a p r è s  l a  remarque 19, on a ,  pour toute matrice x = 

P a r  hypothèse, L. ( p) appart ient  à F e t  ~ 4 -  e s t  défini s u r  F . Il en  ré su l t e  que 
1 

S T ( @  , $t , 9 ) est un sous-groupe algébrique différentiel de S T ~ ( U )  défini s u r  F .  

Dl au t re  p a r t ,  ST(  O, , J3 ) et ST(  [B , 1 , O) sont clairement des  sous-groupes 

algébriques différentiels  de  S T (  @ , A, 9) e t  ST(0,  A,  ) normalise 

S T (  @ , 1 , O) dans ST( m ,& , ). E n  effet ,  quel que soi t  x élément de 



on a pour toute matrice x 1  = avec a élément de ~ 4 -  

-%- 

( &C K ( @  )) , donc ab appartient à @ , pour b élément de f6 , 

e s t  un élément de ST(  6 , 1 ,  O ) . P a r  ai l leurs,  pour toute matrice x = 
('O :) 

appartenant à S T ( B  , î , O ) e t  pour toute matrice x l 

élément de ST(O,& , p  ) , o n a :  

Il résul te  de 1 ' équation: (a - a - ' ) ~  + b  

- 1 a 

x 
e t  du fait que 04- soit inclus dans K( ) que le produit semi-direct 

ST(B , 1  , O ) . S T ( O , o Q - ,  p )  = S T ( r B  , & , B )  
D'où l a  démonstration du (a) . 

b) Soit  H un sous-groupe algébrique différentiel de S T ~ ( U )  défini s u r  F . 

Il faut trouver un triplet ( @ , 04 , ) défini comme ci-dessus tel que 

H = ST(IB , A , p ) *  



-x- 
Soit  p l a  projection de  S T ~ ( U )  dans  U qui à x appartenant à ST2(U) , associe  

PM = a si x =(: a:l) . Il est c l a i r  que p est un homomorphisme 

rationnel surject if  défini s u r  le c o r p s  premier  . 

on a , pour toute matrice x appartenant à Kerp avec x = (: :) , 

1 
Donc Kerp est égal à U2(U) le groupe d e s  matrices unipotentes dans S L ~ ( U )  . 

* 
Soit  p /H la restriction de p à H ,  c ' est-à-dire, p /H : H - U 

e s t  un homomorphisme rationnel différentiel d e  noyau Kerp n H , c 'es t -à-d i re  , 
1 1 

LJ2 n H . Il e n  résulte que U2 n H e s t  un sous-groupe algébrique différentiel 

1 1 
de H contenu dans U2(U) e t  défini s u r  F . O r  U2(U) est isomorphe à Ga ; 

donc il ex i s t e  un sous-groupe algébrique différentiel de  Ga défini s u r  F 

1 
tel  que u 2 ( u ) n  H = ST(@, 1 , O ) . 

k 

L'image p(H) de p /H e s t  un sous-groupe algébrique différentiel u% de  U 

défini s u r  F . 
Si = 1 ou si &- = Pz , l a  démonstration est immédiate. 

On va donc supposer  q u e  & a p lus  de deux éléments. 

Faisons  remarquer  que si & est infini , alors il y a un sous-groupe algébrique 
X 

différentiel  B' de G: tel que , pour tout a élément de  U , a appart ient  à 
-k 

& si et seulement si Ol(a)  appartient à (B' . E n  par t icul ier  K e s t  inclus 



A- n 
dans e t  pour tout a élément de U , a appart ient  à & si e t  seulement si 

a appart ient  à 04 ( a n t & @  di(an)  = n A l ( a )  c @' Al(a)  a BI). 

* 
On va montrer  que e s t  inc lus  dans K ( B )  . 
Si = P , pour tout K élément de Pn , a<" = 1 j a l (  O(n) = O* A ~ ( K ) = o ;  

n 
W -X- * 

d ' o ù  appartient à K .  Donc : '2. E K( @ ) =$ C K ( W  ) 

Supposons que & soi t  infini . Soit a élément de  e t  fixons b appartenant 

2 à avec b = a . P o u r  un cer ta in  c appartenant à U, la matrice 

/ 

appartient à H . 11 en  résu l t e  que l a  matrice ql ) appartient H pour 

tout q élément de . 
C 

k n c  l a  matr ice r0 b:) = ro :) b-l) -' 

( ] ( ) 0) appartient à H. 

L D'où aq = b q appartient à , c 'est-à-dire, a @ e s t  inc lus  dans fB . 
Donc& C ~ ( 8 ) :  

P o u r  tout a élément de 04- , so i t  ra l'ensemble de tous les éléments b de U 

t e l s  que (1 appartienne à H . Il est c l a i r  que  ra e s t  non vide : 

fixons un élément de ra . Si b est un élément quelconque de U, on a : a 

6 ":-3 appartient à H , a l o r s  b appartient à ra , c 'es t -à-d i re  



(; 1-) appartient à H si et seulement si appartient 

à H , c ' est-à-dire , si et seulement si ab - a d a  = a(b - d ) appartient à B. a * 
Puisque a est élément de K(B) , est la classe da + de dans Ga . 

On fixe c élément de d6 avec c2 4 1 ; posons 4 2 
= c(c - 1)-1 dc . 

Quel que soit a élément de A, 

- - 

2 2 - a q a + c  aO(a - a  c q c  
est dans H . Donc 

1 

2 2 2 2 
C O ( C - a 4 a  + c a d a -  a c d c  = ( 1 - a  )c% - ( 1 - c  ) a a a  

appartient à (B . 
2 

Etant donné que K*C C K ( B ~ ,  ( 1 - c ) a G ~(5) , on a 

2 
( c  -116 = c c ( c  - ( 1 - c2 )(3 = C a c  et 

2 2 2 2 (1 - a  )c% - (1 - c  ) a d a  = (a - l)( l  - c 2 ) P  - (1 - c  ) a d a  = 

(1 - c2) a((a - a-') (3 - da ) est un élément de ; donc (a - a- l) p - Ga 

appartient à . Il en résulte que (a - a-') (3 est dans da + 9 = . 

Dl où ST(O , , 1 est inclus dans H . 
Comme rai = da + Q peut encore s l écrire = (a - a-') (3 + , 



pour tout a élément de A, on e n  déduit que  

H = S T ( ( B ,  1 , O ) .  S T ( O , & , ( ~ )  = S T ( ~ , & , ( ~ )  

11 i7este à montrer  que (j + appartenant  à G /B e s t  rationnel s u r  F. a 

Soit B 1 ' ensemble c~ i rac té r i s t ique  cano~iique de 1 ' idéal différentiel  l inéa i re  ,/O 

de définition de 9 ; on a B inclus d a n i  F { y ) e t  ~ ( z l y )  = a ~ ( y )  pour tout 

* 
a appartenant à K(/H ) e t  tout L apl ar tenant  à B . Soit  @ 1 ' idéa l  d i f f i rent ie l  

de définition de H diins U{Z] où z = z )  e s t  une matri( e d ' o r d r e  2 d ' ind(%erminées 

différentielles s u r  U . Pour  un L fixé dans B e t  pour , = 

le polynôme L(z12) - (zl  - z~~ L ( ( j  = L ( z I 2 )  + (zZ2 - ~ ( ( 3  ) 

ap1,artient à a . 0fi va montrer que 1 ( (3 ) appartient F . P o u r  c e l a ,  écrivons 
7 

L( (3 ) sous  l a  forme L( (3 ) = - Pa Yiavec y,, . . . . . . . ,y, appartcnzlnt à 
L= 1 

U sont linéairement indépendants s u r '  F ,  (?ikappartenant à F e t  q, = 1 . 
r 

?2=2 
Coinme H est défini s u r  F , L ( Z ~  2) + (zt2 - Z ,  1 )  P I  appart ient  à a e t  

( zL2 - Z, l )  (jk appartient à poiir k >2. Mais H contient les éléments 

(i :,) avec c - c - 1 de la forme 4 O ; e t  comme (zZ2 - zl  l)(3k 

- 1 appartient à a, on a (c  - c)  8,  = implique FR= O pour k 22  . 
Il e n  résul te  que  L( e ) = (3, appartient à F . Ce qui montre que l ' é lément  

(3 + (8 de Ga /B e s t  rationnel s u r  F . D'où le (b) . 



C )  Soient  deux tr iplets  ( 'B ,&, (j ) e t  (BI,&' 13') e t  posons H = ST(B ,$, (3 ) 

Supposons que  A= d é t  q u l i l  ex is te  f , g appartenant  à I? avec f 4 0 , 
I 4 

f = (B e t  g appartenant à f l) - (3: 9 . On va  montrer  qiie H e s t  

conjugu6 s u r  F à H f  . 

U;>.it l a  matrice x = ; a l o r s  u appart ient  à CL 2(F) c ' est-à-dire 

x apparltient à P(F) . P o u r  tout a élément ile &et pour tout l i  élément de  

l / 
Comme (a - a-')@ (3 - g)  + fb = (a - a-') + b 1  pour un cer ta in  b 1  

-1 
appartenant à (13 , on a xHx C H . 
De l a  mbme facon, on montre que  x-'H l x C H. Dl où xHx-' = Hl . 

Réciproquement , supposoris q u ' i l  existe  x appartenant à GLZ(I7) avec x = 

.z te l le  q u ~  XHX-' = H f  . 130ur tout a élément de u e t  tout b Plément de  3 , 

a matrice t = (1 e )  6 - 1 appart ient  
a 

à H ' ( p a r  hypothèse ) . 
- 1 2 

Supposons d 'abord  r 4 O . Le calcul de t montre que r ( a  - a ) ( s  - r p ) - r b = O 



2 
Lorsque &=il) ou &= , a l o r s  r b = O e t  comme r + O , on a 

b = O pour tout b élément de B ; ce qui  implique que = {O) e t  H = H l .  

On a ,  = Lt quel que soit f appartenant à $ f@\ =@,ce qui donne 'B =IO) 
- 1 

Supposons maintenant d + \ l )  et 44 P2 . Puisque r 4 O et a - a f O , 
2 -1 -1 ( a - a l ) ( s - )  - b = O implique ( s - r ( 3 )  - r ( a -  a ) b = O pour 

tout a appartenant  à avec a2 - 1 f O et pour tout b appartenant à . 
- 1 

En  par t icul ier ,  P = sr appartient à F, donc 9 =\O] 

On a t = [  E n e f f e t ,  t = ( r  P 9 

- 1 

-' tpaora s p ( a  - a- ' )p + s q a  - rq(a 
= (PS - rq )  -1 

-rp(a - a - I ) p  - r q a  + r p ( a  

\ 

dl où e n  simplifiant, t est de l a  forme t = pour  b 1  élément 

1 

de U. Donc t appart ient  à H . C e  qui ent ra îne  que 4 C df 
Utilisant le fait que x - l ~ x  e s t  inclus dans H, de  façon analogue, on a 

appartenant à F, =\O) e t  de; LR. 
4 

Si on prend f = 1 ,  a l o r s  d= 4,' f = 5' et (f P - (j + B' ) f i  F 4 4 ; 
ce qui démontre que  l a  réciproque est v r a i e  pour r 4 0 . 
Maintenant supposons que r = O. A l o r s  on a : 

I -1 - 1 e n  posant A = ( a - a-') ( p s  (3 - qs-') + p s  b élément de (BI . 



Ceci montre de nouveau que &=‘A'.' 
- 1 

Posons f = ps-'k F* e t  g = q s  r F . En prenant a = 1 e t  b élément 
t 

de U , on voit que b appartient à 9 si et seulement si fb appartient à ; 

donc f B = 9' . 
ou si &= P2 , c 'est le c a s  qu'  on vient de montrer . 

Si f ]il \ et  4 4  P2, on peut prendre a élément de cfS tel  que 
8 -1 ' 

a2 4 1. Alors,  en f ixan tbappa r t enan tà  , o n a  d, = ( a - a  )P + b l  
4 

pour un certain b ' appartenant à . 
-1 -2  

Donc g = f b  - p< + ( a - a  ) ( f b - b ' )  c (fP - P' + B ) O  F .  c e q u i  

démontre le (c) . 

d) Soit  (B , &, p ) un triplet.  Si (3 appartient à F , si (B a une base  

finie dans F e t  si , ou bien &= K* ou bien A= Pn ( ~ o u r  un certain n e N),  

a io r s  H = ST( B ,A, ) c SL~(FK) c P(FK) . 

Réciproquement, supposons que H C P ( F K )  . Comme S T ( B  , 1 , O ) est inclus 

dans H, on a SB inclus dans , FK . Dr après  l a  proposition 19, 6 a une base  

finie dans F. 

Si &=il\ ou C f S =  P2 , le résultat  est immédiat . 
Supposons donc &Ji1 \ et &+ . 

2 Rappelons que si 4 e s t  infini, a lors ,  pour tout a appartenant à U, a appartient 

a &si e t  seulement si a appartient à &. Donc &est inclus dans FK 

e t  d ' a p r è s  l a  proposition 23, 
JiÉ 'A= K .  

Montrons maintenant que ( F) + 8 ) F 4 $ . 
Soit  B inclus dans F y 1 ' ensemble caractérist ique canonique de 1 ' idéal r 1 1  
différentiel de définition f de . D'après  ce qui a é t é  montré, (3 appartient 



à F K  e t  donc d ' a p r è s  le corol la i re  du lemme 5 ,  il y a une spécial isat ion 
I 4 

différentielle (3 de (3 s u r  F avec () élément de  FCa . 
t 1 r 

Ecr ivons  (3 SOUS l a  forme (j = xfii Yi où \Yt , . . . . . . . , Yr 
(2 1 I 

appartiennet à Ca e t  linéairement independants s u r  C , = 1 e t  R I , .  . . . . ,P r 
appartiennent à F . 
Pour  tout L élément de B, le polynôme différentiel L - L( (3 ) appart ient  à 

t 

F Iy) e t  s ' annu le  e n  (j . Il e n  ré su l t e  que L (  r> ) - L( @ ) = O = 

4 

L - L ) - L( O ) Yi . D1 a p r è s  l a  disjonction l inéai re  de 

i = 2  
F e t  K s u r  C ,  YI ,......, Yr sont linéairement indépendants s u r  F , donc 

I 

nécessairement on a L(O1 ) - L((3  ) = O pour tout L appartenant à B . 
I I 

Donc L( P , - (j ) ;= O ; ce qui ent ra îne  que - P appartient à 6 , 
4 1 

1 est-à-dire (q appartient à 0 + ISj . Dl où fil  appart ient  à ( R +!B ) 0 F 

11 e n  résu l t e  que ( fi + ) n F 4 $ . C e  qui démontre 1'  équivalence . 
L a  de rn iè re  pa r t i e  de (d) e s t  une conséquence d i rec te  du (c) . 

Corol la i re  : Soi t  (B , &,P) un t r ip le t  comme c-dessus et soi t  H = S T ( ~  ,& ,fi) . 
Alors ,  un e t  un seul  des  énoncés suivants  e s t  v r a i  : 

1 )  9 +{O\ e t  Ofes t  infini;  dans ce c a s  H e s t  dense dans S T ~ ( U )  . 

2) &{O) et A= Pn pour un ce r t a in  n élément de  N; dans c e  c a s  

H est dense dans u ~ ( u )  . 
3 )  % =$\ e t  est infini;  dans ce c a s  appartient à F e t  H e s t  

conjugué s u r  F à S T (  O,& 0) qui est dense  dans S D ~ ( U )  le sous-groupe 



diagonal de S L ~ ( U )  . 
4) !f3 = {O) e t  &= P pour  un c e r t a i n  n élément de N ;  dans  ce c a s  

n 

(3 appar t ien t  à F, H e s t  f ini  e t  H est conjugué s u r  F à c n ( u ) .  

7émonstrat ion : Comme un sous-  groupe  algébrique différentiel non nul 

( r e sp .  infini) de  Ca(resp.  de U ) e s t  dense  dans  Ca(resp .  U ) e t  puisque,  

u ~ ( u )  = ST(G a ,pn  , O )  

S D ~ ( U )  = S T ( 0 , G  ,O) m 

c ( u )  = ST(O,P ,O) 
n n 

la démonstration r é su l t e  d e s  p a r t i e s  (a) e t  (c) du théorème 8 . 

L e s  sous-groupes a lgébr iques  différent iels  d e  SO:(U) e t  sOe(u)+ : 
I 2- 

So i t  F un sous-corps différent iel  de  U s u r  lequel  U e s t  un iverse l  e t  so i t  

C s o n  c o r p s  d e s  c o n s t a n t e s .  

So i t  e un élément de F*; 1 l application IIF : S O ~ ( U )  - C a  

définie p a r  : 

(O, . . . . . . ,O) si J'=o 

e s t  un homomorphisme ra t ionnel  différentiel  , défini s u r  Q ,  d e  noyau 

KerI I  e ={c *)/ d c K ,  $6 U, d2 - e t 2  = 1 

De même , 1' application 1c : SO~(U)*  - C: définie p a r  : 



est uiie application rptionnelle différentj elle, définie s u r  ( j ,  de novaii 

4t On va btablir  quelquc ; propriétbs fondai1 cnta les  c i i  IIc et II . 
P 

* 
11 (1st c l a i r  qiie II c t II sont  d e s  ap; 1 i:-r?t io:::, rtltion;ic! 1 { l r ,  61 ff$rcntiel:e,.; 

e e 

pa17tout d6finies , d6f n i e s  siir F. 

2 Soit f- f ix6 dans U avec = c et 1 osons s - 
(:1 

) . Considhr 011s 

l a  u i t e  d e s  homomorl hismes : 

S O ~  & SD2 P 2 U "  1 G" - 
a a 

13c ~ i v o r ~  TPITI~)~ ~ ~ l > l ~ ~ ,  ( [ir7i dc:r>or~:, l < \ % >  <II )i)' (. t l i  i o 1 1 ~  : 

F ( M I  

soc; * si)* 1)* .@ Al I >C 2 I t 
,5 2 a a -3 G'" 



Remarquons que pofs est un isomorphisme rationnel e t  que $brl e s t  une 

application birationnelle bijective c a r  p e s t  surjective e t  &* est injective. 

Z 
Lemme 8 : Soient e ,  E , , $ appartenant à U tels  que L = e e t  

d2 - e g2 = k élément de K' . Alors pour tout 8 appartenant à fi , on a : 

t$i( A + LX) = i1 ( s e ) a l /  + e ( a G ~  - YSÏ 

( S,. 8 -1 si $ 4 0  

Démonstration : P a r  hypothèse, on a cA2 - e $ = k. Ce qui donne : 

donc 
1 484 - e d . 8 ~  = - ( 6 e )  Y 2 

(en multipliant par  ) . 

Mais d2 = k + e 2.  Ce qui donne : 

Ce qui démontre l a  2' égalité . 





* 
c )  Les  images 1 e t  l? de IIe e t  IIe coincident e t  chacune e s t  le sous-groupe 

e e 

algébrique différentiel Ie de G: correspondant à l ' idéal  différentiel l inéaire 

de u { ~ ~  ,......, engendré pa r  les polynômes différentiels 

1 1 si yj - sj yi + ( - ( Jlje)yi - - ( +)yj ) ( 1 ~ i ~ j 4 r n )  
2 2 

Démonstration : 

a) Il faut montrer que pour toute matrice x 

SO; , on a : 
I I~ (X)  = l ~ o ~ l o p o  ?-(x) = IIe 

II (x) = IIe e . . . . . . . . , O) s i J ' = O  

e t  
7( * 

(dl après  le l e m m e  8 e n  remarquant qu l  ici d.2 - e8  = 1 ) .  

b) P a r  des  calculs semblables que dans le (a) , en  appliquant le lemme 8 , on 

trouve aussi  I< = 1, 0 a i 0 $0 . 



c )  Il est c l a i r  que les images d e  IIe et de  II* coincident . E n  effet, chacune 
e 

est égale à 1 'ensemble de tous les éléments ( x, , . . . . . . , x ) appartenant à G: m 

de l a  forme ( 6 14 .Y -' , . . . . . . . , s m0( . )j'-' ) te ls  que 

Comme II e s t  un homomorphisme rationnel différentiel,  son image Ie e s t  un e 

sous-groupe algébrique différentiel de G: . 
Dl au t re  pa r t  , pour tout (xl , . . . . . . , x ) appartenant à Ie , on a : m 

implique que h' (x.) - Sj (x i )  + ( S I .  Y )x - ( 6 1 .  X)x i  = O 
i J 1 j J 

or - e ~  = i et pour = O ,  o n a  -ey 2 
= 1 ; ce qui 

implique e = - -2 et 8 lie = 2 S I i ' $  . Donc 

Alors  , 1 ' idéal  différentiel de  définition de Ie est 1 ' idéal  engendré p a r  les 

polynômes différentiels : 



Voici quelques formules qui seront  ut i les  pour l a  suite. 

1 
Lemme 9 : Soient x ,  X I  éléments de S O ~ ( U )  et v élément de  SO;(U)+. 

* 
Alors  : a) II,(XX~ ) = I I ~ ( X )  - $(XI ) 

* 
211 (v) + I I ~ ( X )  si v E S O ~  

c )  11*(vxv-~) e = { * 
21?(v) - lle(x) 

e 
si v E S O ~ ( U ~ .  

Démonstration : Soient x,  X I  appartenant à SOz(U)*. 

a) O n a :  11 (xxl) = l i o ~ l o p o ~ s ( x x l )  e 

* *  + 
Remarquons que p O q ( x x l )  = - p*o <(x)p o ~ ( x ' ) - ' .  

E n  effet, pour x = 6 ::.) e t  X I  = ti, ~ ~ $ \ l o n  a 

' ~ ( 4 ' x - m Y )  et p o K ( x x 1 )  =o(dl- e y r +  

Donc, II (xx ' )  = l f o D l o p o  t s ( x x 1 )  
e 

On a donc pour 81 : i 

- S i . (  1 (4  + t~ )($ +ti)-') = - tgi( (6 + k % ) ( a l +  LY')-').(*+~Y)(O\'+ LX')-' 



2 2 
= - £ S i . ( d  + & a )  + 6 S l i ( q t  + L X ' )  etcomme d\ - ex = -1 , 

1 

a o m u e  t S 1 . ( 4  1 + t T )  = k + 4 4  Si$ - bl+)J 

- - gi"( . f -' , pour k = -1 donne : 

~.$l,(d +EX)  = - gi4 .Y-' ; c e  qui implique - 6 d1. (4  1 +tr) =6\.q 1 .y-'. 

I 

 où - E 8 i i ( 0 i  + + ~ B l , ( * ' + t x \  = 6 9  . y 1  - Jq i .7/-' . 
1 

Ce qui cionne : II e (xxl)  = ( 40~ .y -' - d1q .TI-', . . . . . . ,6mo( .y-' -8mq' .XI- ')  

'It 
= I I~ (X)  - 1T(xl)  . e 

- 1 
b) Si dans l a  formule (a), on fait x l = x , on obtient : 

4 -1 -1 
II (xx-l) = I I~(X)  - I e (x  ) , comme lIe(xx ) = II ( 1 ) = O , 

e e 2 

+ - 1 
on obtient II,(X) = 1C(x ) . D1où (b). 

c)  Si v appartient à SO~(U)  , l a  formule (a) donne : 

.y n JC 
lIe(xx I )  = lIe(x) - 17 (x l )  => II (VXX ) = II (VX) - IIe(x l ) , donc 

e e e 

-1 Y - 1 5 -1 II (vxv X I )  = IIe(vxv ) - lIe(xl) ; en prenant X I  = x , on a : e 

-1 -1 Y Y lIe(vxv x ) = 11~(vxv-') - lIe(x-') 



4 
a, 
-4 + 
C 
a, 
k 
'a, 
rCI cy 

i-i 
Cù 

i-i 

i-i 



Proposition 25 : L ' application I I 1 ( )  définit une e 

bijection en t re  l 'ensemble des  sous-groupes algébriques différentiels 3 de $ 

définis s u r  F e t  l 'ensemble des  sous-gmupes algébriques différentiels denses 

H de S O ~ ( U )  définis s u r  F. 

Démonstration : Etant donné que II : SO; d G~ e s t  un homorphisme e a 

homomorphisme rationnel différentiel défini s u r  F ayant pour image 1 , l a  e 

formule ' B u  II;' ('13) e s t  bien une bijection de 1 ' ensemble des 

sous-groupes algébriques différentiels de 1 dans 1 'ensemble des  sous-groupes 
e 

algébriques différentiels de SO;(U) contenant Ker II e t  définis s u r  F . Il 
e 

suffira donc de montrer que H e s t  un sous-groupe algébrique différentiel 

dense de SO;(U) contenant K e r e .  

D 'après  le corollaire du l e m m e  8 , on a : ' H e s t  dense dans SO;(U) <-> p O &(H) est dense dans U* 

/-a P O ~ ( H ) >  S K 

@ P 0 
3 P 0 @erlIe) 

H KerII . e 

Ce qui achève l a  démonstration. 

s ~ B  e s t  un sous-groupe algébrique différentiel de Ie défini s u r  F , on notera 

soc (B) le sous-groupe algébrique différentiel dense 71-l (B ) de ~ 0 2  (u) . 
e 

(%) Rappel (prop. 32 , Cassdy) : Soit G un sous-groupe algébrique 

différentiel de 3; Alors G e s t  dense dans 3" si e t  seulement si 

G 2 (cfn), = L P " ~ K " .  



Proposi t ion 26 : Soit H un sous-groupe algébrique différentiel dense dans 

SO~(U)  . A l o r s  H e t  SO;(U) ont le même normalisateur dans G L ~ ( U )  . 

Démonstration : Soit z appartenant à GL2(U) . Puisque H e s t  dense dans SO;(U), 

e 
il est c l a i r  que  si z normalise H,  alors z normalise S02(U)  . 

appartenant à H,  donc élément de SOZ(U) . On a zxz-1 appart ient  à SO;(U) . 
-1 

z est encore  de  l a  forme y\, clest-&-dire 

Dl a p r è s  l a  proposition 25, H e s t  déterminé de façon unique p a r  I I~ (H)  . Il e n  

"\ ed -1 
r é su l t e  que z ($ ) z appart ient  à H . D1où z normalise H . 

Coro l l a i r e  : Soient H et Hl deux sous-groupes algébriques différentiels 

denses  de  SO;(U) . A l o r s  H e s t  conjugué à Hl si e t  seulement si H = Hl . 

Démonstration : Si H = Hl , a l o r s  H e s t  conjugué à Hl . 
Réciproquement, supposons que H soit conjugué à H ' . A l o r s ,  si z appart ient  

à GL2(u) , ZHZ-' = H 1  . Donc z normalise SO;(U) , e t  normalise 

p a r  conséquent H . Ce qui  implique que z ~ z - '  = H i  = H . 



Théorème 9 : 

* 
a) Soit  e un élément de F . Un sous-groupe algébrique différentiel H de 

SO;(U) e s t  dense dans SO;(U) si e t  seulement si H contient KerIIe (ou de 

e façon équivalente, si et seulement si H = S O  (D ) pour un cer ta in  sous-groupe 

algébrique différentiel 'B de I ~ ) .  Lorsque  c 'est le c a s ,  H e s t  connexe . 
I 

b) Si e, e ' appartiennent à  e et 'B ( rep .  ) est un sous-groupe algébrique 

différentiel de  Ie ( resp .  I e l  ) , une condition nécessa i re  e t  suffisante pour que 

1 

soc( a ) so i t  conjugué s u r  F à SOe ' ( (B ) e s t  qu '  il exis te  f appartenant à 
* 2 

F te l  que ele1, = f e t  f ' B '  = 'B . 

c)  Si e est un élément de F* et 'l3 un sous-groupe algébrique différentiel 

de Ie défini s u r  F . Une condition nécessa i re  et suffisante pour que SO~B)CP(FK) 

e s t  que 'B = 10) e t qu l il exis te  e ' appartenant à C* tel que e ' -le soi t  un 

c a r r é  dans F . Lorsque c ' e s t  le c a s ,  soe('13) est conjugué s u r  F à Soe(K) . 

Démonstration : 

a)  L a  première par t ie  est déjà démontrée dans l a  proposition 25 . 
Il r e s t e  à montrer que H est connexe . 

e Comme H e s t  un sous-groupe algébrique différentiel dense de S O ~ ( U )  , 

posons H = Soe(%3) . Soi t  Ho l a  composante de l ' identi té  de H . 
Etant donné que SO;(U) est connexe , Ho est dense dans S O ~ ( U )  . 
Dl a p r è s  l a  proposition 25, il existe un sous-groupe algébrique différentiel 

'BI de 1 te l  que Ho = S O ~ ( ' B ' )  . Donc e 

Donc H = Ho . C e  qui démontre que H est connexe . 



* 
b) Supposons qu '  il ex i s t e  f élément de F te l  que e ' -le = f2  e t  f 'B l = 'B. 

On va montrer  qul  a lo r s  soc( B) e s t  conjugué s u r  F à soc' (af ). 

Soi t  z et soient  

If 
: G~ .-, G: définies pa r  : 

a 

- 1 (- (x) = zxz  z V x  é S O ~ )  

et 

lf(x1> ......., X ) = (fx l , . . . . . .  , fx ). 
m m 

- 1 Montrons que  IIe, O = 1 O II . e 

P o u r  c e l a ,  so i t  élément de S O ~ ( U )  . On a : 

2 - 1 e = elf , donc ef = e'f. 

C e  qui donne : ( l . ( f ) l ,  . , m . ( f ) l  si 1 8 4 0  
IIe l 

(O, . . . . . . . . ,O) si f d s 0  



D'où II , O  c ( x )  = 1;' o II (x) pour tout x appartenant à SO~(U) .  Ce qui 
e e 

implique que IIel O < = 1-Io II . D'où : e 

Z S O ~ ( @ ) ~ - ~  = SOe' (QI) c a r  SOe(m) est déterminé de facon 

unique par  IIe . On a le diagramme suivant : so; ' (u )  

II e 

Donc SOe( 'B) e t  Soel ( @) ) sont conjugués s u r  F . 
e e ' 

Réciproquement , supposons que les groupes H = SO ( 'B) et H f  = SO  BI) 

soient conjugués s u r  F . Comme l a  conjugaison e s t  un homomorphisme rationnel 

et comme t(i (resp.  H ' ) e s t  dense dans SO;(U) (resp.  S02 ' (U)) , il en 

résulte que SO;(U) et S02 ' (U) sont auss i  conjugués s u r  F (dl ap rè s  la8 prop. 26). 

Rappel de géométrie algébrique : Soient e, el éléments de F ( F  étant un 

corps  non nécessairement différentiel) . Alors  SO~(U)  et ~ 0 2  ' (U) ( resp  . SO~(U)+ 

- 1 e t  S O ~ '  (u)+ ) sont conjugués s u r  F si et seulement si el e est un c a r r é  

dans F . 
* - 1 2 

D'après  ce rappel, il existe f appartenant à F tel que el e = f . 

Posons z = e t  considérons cz et if comme définies 

ci-dessus . On a donc z SO~(U)  z-' e ' -1 
= S O ~  (u) e t  I I ~ , ~  = I ~ O I I  r . z e .  

- 1 Dl autre  par t ,  le groupe zHz contenu dans ~ 0 ; '  (U) e s t  conjugué à Hl ; 

dl' après  le corollaire de l a  proposition 26,  on a z H z-' = H1 . 



Comme QI = I I e I ( ~ ' )  , o n a  fB1  = f I I e 1 ( z ~ z - ' )  

= IIe(H) 

= rn 

Donc f B l = rB . C e  qui achève l a  démonstration du (b) . 

c )  Supposons que B = \O\ e t  qu' i l  existe el appartenant à C" tel que el-'e 

soit  un c a r r é  dans F . On va montrer que sOe(@) CP(FK)  . 
Dl abord, montrons l a  dernière partie du (c) . 
Dl après  le (b) , S O ~ ( U )  et ~ 0 ;  ' (U) sont conjugués s u r  F ; ce qui implique 

que soe(0)  e s t  conjugué s u r  F à Soe l (O) , e t ,  puisque e appartient à C: 

sOe '  (K) = Ker I$, 2 = S O ~ ' ( O )  . C a r  , 
e 

2 
Ker I L ,  = 

* 2 
Mais, comme e l appartient à C ,  on a 6 ( CA - e Y ) = O ; ce qui 

implique O - Zef ~6 ?5' = O ; d 'où  SJ = O, c lest-à-dire appartient à K. 

n en résulte que sOe(0) e s t  conjugué s u r  F à S O Z I  (K) . 
La  condition suffisante s ' en  déduit puisqutil existe z appartenant à P(F) 

( pa r  exemple z = [a y )  1 tel que 

- 1 
soe(0) = sOe(43) = z SO; I (K) z inclus dans P(FK) . 

DI où soe(r8)  C P(FK) . 



Réciproquement, supposons que S O ~ (  B) C P(FK) . 
On va montrer que B = 10) et qul  il existe e appartenant à CXtel que e -le 

soit  un c a r r é  dans F. 

2 
Fixons E appartenant à U tel que t = e et soit  s = 

posons H = SO~( 'B)  . Soit  x = ( 'z) Clément de H; alors: 

p o c ( x )  = p(sxs-l) . O r  , s x s  
-1 

+ cd 

= 

W n c  { d + t ~  / ~ , $ & F K ,  & C U  \ contient K -k , c lest-à-dire 
L ., 

K* C p  O C ( H )  . Donc il existe un élément & :? de H t e l q u e  4 + ~ X & K :  

d2 $ 1 et & & O .  
* 

Comme ( - t Y )  = (4 + kd)-' appartient à K , il en  résulte que 
)t 

4+  + 4 -kf= 2 4  appartient à K e t  dr + - CI + L x  = 2 t r  
Y 

appartient à K . Donc dr et L appartiennent à K*. E n  particulier h e t  f 

appartiennent à FK . Comme H CP(FK),  il existe u appartenant à U a 

tel que u 
ueà' ') = [ '* ) appartienne à CL~(FK)  ; c e  qui implique r d  ctd U N  

I 

que u O(, u e t  ue y appartiennent à FK . On en déduit que u e t  appartiennent 

à FK c a r  : u f appartient à FK et Cj  appartient à FK,  c e  qui implique que 

2 u appartient à F K  ; de m ê m e  ue = u = u t . appartient à FK. 

Comme u e t  appartiennent à FK, on a appartient à F K  . 
D1 autre  par t ,  F e t  K sont linéairement disjoints s u r  C , donc F(€ )= F C  

où C ' e s t  le corps des constantes de F<E>. P a r  ai l leurs,  l : ~ $ C F ( C ~  : F) $ 2 ,  



c a r  f 2 * f 
= e appartient à F . Il exis te  donc 1 l appartenant à C tel que 

Cl  = ~ ( e ' )  e t  so i té lémentde  C .  Maisa lors  F ( E )  = F ( E ' )  e t  

I 
appartient à F si et seulement si appartient à F . Il existe donc f 

X 
élémentde F t e l q u e  c =  f i  =?fGml 2 

= f . Posons el = ; alors  

Donc el-le e s t  un c a r r é  dans F. 

e l 
11 r e s t e  à montrer que 8 = {O). Puisque S O ~  e t  S02 sont conjugués s u r  

F et qu l  on peut remplacer H pa r  un F-conjugué (dl après  l a  part ie b) , 
4 

supposons que e appartienne à C . Alors  s appartient à S L ~ ( K )  e t  

&(H) inclus dans r s ( p ( F ~ ) )  = P(FK). 

Comme p O & est un homomorphisme rationnel , p O r s ( ~ )  e s t  un sous-groupe 

* algébrique différentiel dense de U et, pa r  conséquent, a l a  propriété que 

a appartient à p 0 G ( H )  si e t  seuiement si a appartient à p O ts (H) . #) 

On a : K* C p O G ( H )  C F K  . 
Donc 'B = $001 o p  O G ( H )  = ltofil(K*) =\O) ; d'où 'B ={O). 

Ce qui achève l a  démonstration du théorème 9 . 

Théorème 1 0  : Soit e élément de F* , soit  C3 un sous-groupe algébrique 

différentiel de Ie défini s u r  F e t  soit  (3 appartenant à Ie tel  que (3 + 

appartenant à G: / rB soit  rationnel s u r  F. 

a)  Si (e , B , p ) e s t  un triplet comme défini : Oi-dessus , a lo r s  1 l ensemble 

soc( B,P )+ = II-'(B) e t~ I?-'(P e + B) 

2 f#) En effe t ,  j v  élément de H tq o ~ ( v )  = a2 ; comme v f H ,  3 x ~ H  tq v = x , 

e t  O (x2) = (par (x)12 . Donc p a r  un simple calcul, on a po q ( v )  = (PO r s (x ) )  2 
S S 

implique p O (x) = a E po Ts (H). 



e s t  un sous-groupe algébrique différentiel dense de SO;(U)+ défini s u r  F. 

L a  composante de 1 'identité de Soc( 'B, lj )+ e s t  Soc( &3). 

b) Si H e s t  un sous-groupe algébrique différentiel dense de SO;(U)+, défini 

s u r  F, a lors  il existe un tr iplet  (e ,  B ,  (3 ) comme ci-dessus tel que 

H = Soc( m, p )+ . 
c)  Si (e, B,  (j ) e t  (el , B ' , p ' ) sont deux tr iplets  comme définis ci-dessus, 

une condition nécessaire et suffisante pour que Soc( B, (3 )+ soit conjugué 

* - 1 2 
s u r  F à  S O ~ ~ ( ~ B ~ ,  p i )  e s t q u l i l e x i s t e u n  f appar tenantà  F t e l q u e  el e =  f , 

fa1 = i e  e t  S O ~ ( F ) ~  1 1 i 1 ( ( f ~ 1  - CJ+~B)U ( f p l  + \ 3  + i ~ ) )  + $ 

d) Si (e,  iB, p ) est un tr iplet  comme ci-dessus, une condition nécessaire 

e t  suffisante pour que Soc( B,  P)+ C P ( F K )  e s t  que iB = {O] e t  il existe 

* 2 des éléments e l ,  f ,  g ,h  de F t e l s q u e  e 1  appar t ienneà C , g 4 O, e = f  el , 
2 ?t 1 - 1 t 

h2 - eg  appartienne1 à C e t  P = (-81h.g ,......, - 
2 2 

Lorsque c 'est le cas ,  soc( (B , (3 )+ e s t  conjugué s u r  F à Soel (0,f-' P )?' 

Démonstration : 

a) 11 e s t  c la i r  que dl après  le théorème 9-(a), Soc( <8, p )+ es t  un sous-groupe 

de SO~(U)+ e t  différentiellement F-fermé puisque l i  ensemble P + 43 e s t  

différentiellement F-fermé et II* e s t  une application rationnelle différentielle 
e 

définie s u r  F. 

Di après  le théorème 9-(a), Soc( m) e s t  un sous-groupe algébrique différentiel 

propre connexe de Soc( 'B, P)+ . De plus , quel que soit x élément de Soc( B, P)+ 

e t  quel que soit  t élément de  Soc( m), xt appartient à s o e ( B )  si x 

appartient à soe(fB), c lest-à-dire x. SO~( 'B)  = SO~('B) = 11;' (rB) e t  



sF 
xt appartient à I f  -' ( + (8) = soc( (3 + lg) si x appartient à soc( (3 + (8): 

e 

c'est-à-dire x . SO~( 'B)  = soc( (3 + d . Il en résulte que 

Donc s o e ( B )  es t  un sous-groupe algébrique différentiel connexe d'indice finide 

de s o e ( B ,  P)+ . On en  déduit que s o e ( m )  est la  composante de  1 ' identité de 

s o e ( T l ,  Q )+ . Comme soe(fk) est dense dans SO~(U)  et que @;(UT : SO;(Ug = 2 ,  

S O ~ ( B ,  e)+ e s t  dense dans SO~(U)+ . C e  qui achève l a  démonstration de (a). 

b) Soit H un sous-groupe algébrique différelntiel dense de  SO;(U)+ défini s u r  F. 

Alors l a  composante de l ' identité Ho de H e s t  dense dans S O ~ ( U )  e t  e s t  

défini s u r  F . 
Dl après  le théorème 9-(a), il existe un sous  -groupe algébrique différentiel 'B de 

Ie défini s u r  F tel que Ho = SO~(B) .  

11 e s t  c la i r  que H f HO ; posons LH : HO] = n. Pour tout x appartenant à 

n 
H o  SO;(U), x appartient à Ho. Dr autre  par t ,  po  HO) es t  un sous-groupe 

algébrique différentiel dense de U" , et pa r  conséquent , comme (PO r s ( ~ ) ) n  = po c h n )  

appartient à po  HO), on a po &(x) appartient à po rs(HO). Dl où x 

appartient à Ho . Donc Ho = HO SO;(U), implique que n = 2 . 
Fixons w appartenant H - Ho et posons (3 = 11(w). Il es t  c l a i r  que (3 e 

* appartient à 1 = ImII; 
e 

= Irn I L  . 
* 

De plus, si x 1  appartient à SO~(U)  , a lors ,  dl après  le l e m m e  9, 

.s(. * 11*(x 1 ) E s + Q (3 11%(x1) - II?(~) E. PB. O r  I I ~ ( X '  ) - I I~(W) = I I ~ ( X '  w) r 'B . 
e e 

Ce  qui équivaut à dir'e que x l w  appartient à l l i l ( B )  = Ho ; donc, on a x1  € H - Ho . 
Il en  résui te  que H = SO~( 'B,  (3) . 



Il reste à montrer  que l ' é lément  13 + <e de  G: / G3 est rationnel s u r  F. 

P o u r  ce la ,  soit B contenu dans F . . . . . , yn\ i 1 ' ensemble carac tér is t ique  CAY>OMIE(~E 

pour l1 idéal  différentiel l inéa i re  de définition de m. on va montrer  que  L (  (3 ) 

appartient à F pour tout L élément de  B . 
Soi t  a 1 ' idéal  différentiel de  définition de  H dans U i z  f où z = (z. .) 

1J 

est ilne matrice d ' o r d r e  2 d ' indéterminées différentielles s u r  U . 
1 

Posons  fi(z) = - ( s i e ) z l l ~ 2 1  + e(zl,. SizZ1 - ~ i z ~ ~ * z 2 ?  ) (1 4 i l  m) 
2 

et soi t  f (z) = ( il (z) , . . . . . . , f (z) ) . m IIe(x) si x a Ho 
Dl a p r è s  le lemme 8, pour tout x appartenant  à H,  f(x) = 

(x) si x E H - Ho 

Alors ,  le polynôme différentiel L(f (z)) ( ~ ( f  (z)) + L (  P ) appartient à a pour 

tout L fixé dans  B . 
r 

Ecr ivons  L( (3 ) = )B O",, ....., 7 r  appartenant à U 

J=? 
sont  linéairement indépendants s u r  F , 

71 
= 1 e t  pl ,......, P r  

appartiennent à F ; a l o r s ,  les polynômes différentiels : 

L(f(z)12 + 13, ~ ( f  (z)), s()ZL[f (7)) , ., . . . . . , PrL(f  (z)) appartiennent à a 
puisque (--& est défini s u r  F ; supposons q u i i l  existe  un en t i e r  j 2 2 

tel que P j O, a l o r s  L( f3 ) f O; mais L(f(z)) appart ient  à a e t  

donc L( 13 ) = L( 11:(w)) = - ~ ( f  (w)) = O , contradiction . Donc pour 

tout j 2 2 , P j = O . C e  qui implique que L( P ) = (3, appart ient  à 

F . D'où l a  pa r t i e  (b) . 

c) Posons  H = soc(@, P)' e t  H i  = soc' ( ' B I  , )+ . On va  montrer  

Ik que l a  condition est suffisante . Soient f appartenant  à F et w appartenant  à 

SO~(F)  tels que  ef-'e = f 2  , f B' = 'B e t  supposons que II (w) appartienne e 



3 
à f(3' - + '8 . Puisque SO;(U) e s t  isomorphe à U ( ~ a r  p O ), 

e 2 
il existe v appartenant à SOZ(U) tel que v = w ; a lors ,  v es t  projectivement 

rationnel s u r  F et normalise SO;(U) , SO;(U)+ e t  donc aussi  Ho ( prop. 26). 

En  effet, Ie rappel du résultat  de géométrie algébrique dans l a  démonstration 

du théorl&me 9-(b) e t  c e  théorème 9-(b) nous donnent : 

-1 -1 
D'où zvHv z = W' * ?t 

Si x appartient à SO~(U) ,  on a : 

-1 ic 
= f II (x) . e 

- 1 * 
Aussi ,  vxu est un élément de SO;(U) . On a donc : 

* -1 -1 * 
I I ~ ,  (zvxv z ) = f-' IF (vuv-l) = f-' (2 II (v) + IIe(x) ) (ci1 ap rè s  le l e m m e  9-(c)) 

e e 



Cette égali té  et le fai t  que lIe(w) appart ient  à f (3' - (j + C3 , montre 

qu 'on  a : 

x E H - Ho II*(,) € (3 + iB e 

< >  f1$, (zvxv-' z-' ) - 211 (v) C P + ri3 
e 

-1 -1 2 <I> f II:, (zvxv z ) - I I ~  (w) E (3 + B (ca r  v = w) 

-1 -1 
- I I * , ( ~ v x ~  Z ) € f-l(1Ie(W) + p + (8) =pl  + IB' 

e 

-1 -1 < )  zvxv z E H f  - Hl0  

C e  qui montre que  H et H '  sont  conjugués s u r  F . 

Maintenant supposons q w  II (w) appart ienne à f P l + + (B . Il faut auss i  e 

montrer  que  H est conjugué à Hl s u r  F. 

2 2 avec  a ,  c éléments de F e t  a.  - ec = -1 . 

s o i t  V* = (a -e,") appartenant  à SO~(U)* tel q u e  4 2 + e J = a 

et 2 d 'd = c . Alors  il e s t  clair que v* est projectivement rationnelle 

s u r  F ( i . e $ ~ p ( F ) ) ,  e t o n a  : 21I*(v*) = 2 2 a l ( d + & r )  e 

= Ebl<or +tn" 

= + r c )  

= IIe(w) 

-1 -1 Il e n  r é s u l t e ,  p a r  des  ca lculs  semblables comme ci-dessus,  que  ZVHP z = H 1  , 

c ' est-à-dire H est conjugué s u r  F à Hl . D'où l a  condition suffisante. 



Condition nécessaire : Supposons que H et H ' soient conjugués s u r  F. 

e l 
Alors il en  e s t  de même pour Ho = SO? B) et HI0 = S O  ( B I ) .  

2 
Dl après  le théorème 9-(b), il existe f appartenant à F' tel que e !-le = f e t  

f 'B1 = rB . Posons z = t) . Alors : 

-1 -1 -1 z H I0z = Ho e t  z Hl Oz C SO;(U)+ . Posons Hl1 = z Hl z ; dl ap rè s  

l a  part ie (a) , il existe ' B I 1  inclus dans 1 e t  fi1' appartenant à 1 te ls  que e e 

on en conclut, dl après l a  proposition 25, que rBI1 = fl3 . 
Dl autre  par t ,  en fixant un élément X I  appartenant à Hl - H I o  e t  en posant 

- 1 * * -1 * -1 -1 
xI1 = z x l z ,  onobtient : fpl = f I I e I ( x 1 )  = f I I  , ( zx l lz  ) =f11 , ( z  xll z) e e 

Maintenant Hl1 et  H sont conjugués s u r  F, c ' est-à-dire qu il existe v 

appartenant à P(F) tel  que VHV-' = Hli . Alors v normalise SO~(U)+ e t  

comme S O ~ ( W ) +  est  son propre normalisateur dans SL (u), on a v élément 2 

de SOZ(U)+. 

Dl abord supposons que v appartienne à SO;(U) ; a lors  1 ' élément w = v 
2 

appartient à SO;(F), et fixons x appartenant à H - Ho . 

c'est-à-dire, lIe(w)O f (3' - p + m e  

Maintenant, s u p p o i n s  que v appartienne h SO;(UF. Soit  v = (; :Tt 
posons a = a2 + e 8 et c = 2 4 . Il est facile de vérif ier  que 

l a  matrice w = 
* 

appartient à SO~(F)  , et que Be(w) = 2 lIe(v) . 



-k SC 3- 
~ l ~ ù  f pl = f) 11 = II (VXV-') = 2 lIe(v) - 11 (x) = lIe(w) - p (mod. iB) ; 

e e 

c e  qui implique que lIe(w) appartient à f Pl + P + IB . Ce qui achève l a  

démonstration du (c) . 

d) Si fi3 = {oJ e t  qu ' i l  existe e l ,  f ,  g ,  h éléments de F te l s  que : 

alors ,  l a  dernière  part ie du (d) résulte du (c) c a r  on a f-'fj appartient à Ie 

e t  soc' (O, f-lp )+ e s t  bien défini . 

Condition nécessaire  : Soit H = SOe(@, (3 )+ e t  supposons que H soit  inclus 

dans P(FK) . Alors ,  nécessairement, Ho e s t  inclus dans P (FK) e t  dl après  
* 

le théorème 9-(c) , on a 'B = {of e t  il exis te  e1 appartenant à C , f élément 

-1ç 2 2 de F avec el-le = f 3$ e = f e l .  

2 Fixons élément de U avec = e e t  posons (3 = ((3, ,......., p m )  ' 
soit  z une indéterminée différentielle s u r  U, e t  soit  a inclus dans U {z] 

1 idéal différentiel l inéaire engendré p a r  ( 6\iz - 2 P k- ' z ) ~  

60 a un zéro non trivial dans FC ) = F( ) . En effet, puisque 1 ' ensemble 

A des  zéros  de e s t  un sous-groupe algébrique différentiel de  Ga défini s u r  

F (  0, il suffira de montrer que A C FK Ç F( )K ( prop. 22) . 
* 2 

Soit a appartenant à A (a =& 0) e t  fixons b appartenant à U avec b = a 
* 

e t  soit  x élément de me* tel que $0 c ( x )  = b . Alors lIe(x) = P e t  

x appartient à H - Ho . En particulier, x appartient à P(FK) , ainsi que 

a = b2 = ( & rk) )2 appartient à FK . D'où a a un zéro  non trivial . 
s ( 



- 1 
Si p = O ,  onprend b = O et g = f 

* 
Supposons que fj f O et soit a élément de A n F( é ) . Si F( ) = F , 

1 1 -1 -1 
a lors ,  a appartientà F e toncho i s i t  h = - ( a  + a-') e t  g = - ( + a  ) t  . 

2 2 

2 1 2  - 2 1 2  -2 - 1 
Cequidonne  h2 - eg  = - ( a  + a + 2 )  - - ( a  + a - 2)e = ) ,  

4 4 

2 2 donc h - eg  - 1 e t d 1 a p r è s l e l e m m e 8 ,  o n a ;  

1 1 1 -1 
P i  

= - t S i i a  = - t S l i ( h  + t g )  = - ( Sih)g ( P ~ i g m ) .  
2 2 2 

D1 autre  par t ,  si F( & ) différent de F, a lors  a appartient à F (  f ) e t  les 

éléments 1 e t  sont linéairement indépendants s u r  F . Dans ce  c a s  posons 

2 2 
a = h + k g  (h ,g  eF). Alors g 4 = 0  et h - e g  O . 
Soit 1 l équation s i (h  + ég) = 2 P i  ( - ' (h  +Cg) . En  dérivant , on a : 

s i h  = 2 (jig et s ig  = 2 pie-b , donc h 
2 - eg2 appartient à C . 

1 - 1 
Finalement le l emme 8 montre que P i  = -( Bih)g . D'où l a  

2 
condition nécessaire. 

Condition suffisante : Supposons B = O e t  el , f l , g e t  h comme définis 

2 .  
dans le théorème. Puisque e = f , le théorème 9-(c) montre que le groupe 

Ho = SO"(O) est projectivement rationnel s u r  FK . Pour montrer que H C P(FK), 

il suffira de construire un élément x appartenant à H - Ho avec x &ment de P(FK). 

jç 
Soit c fixé dans K avec c2 = h2 - eg2 . Choisissons a , f appartenant 

- t 2 - e d  = - 1  à u te i sque  Lb2 + e y 2  = c f , 2 4 $ =  c-'g , 

et posons x = ("X ::) . 110m,  x appadient à S O ; * ~  P(FK) . 



* 1 
De plus, dl après  le lemme (8), II,(X) = f Al(  d + = - 6 A l (  d + f. Y I2 

2 

Il en  résulte que. x appartient à H - Ho . C e  qui complète le (d) e t  achève l a  

démonstration du théorème 10 . 

Remarque 1 0  : 

a) Dans l a  part ie (d) du théorème précédent, on a vu que si e,  h, g appartiennent 

2 * à F te l s  que eg  f O e t  h - eg2 appartienne à C,  a lors ,  1 'élément 

1 t -1 
défini pa r  P = ( - h.g-l,. . . . . . , - 8,h.g appartient à I 

2 2 eF ' 

b) Encore dans l a  part ie (d) , si (3 ' = f-'p , a lo r s  , 
1 1 1 -1 pl = ( - h . gl,. . . . . . . , - 6 h1 . g 1  ) pour certains hl , g 1  appartenant 
2 2 

m 

2 à F, avec g ' 4 O e t  h ' - e ' éléments de c*. Qa peut se voir directement 

e l +  
en supposant hl = h e t  g 1  = f- lg ou indirectement en  remarquant que SO (O, (3 ) 

e s t  inclus dans P(FK) . 
c )  Si soe(O, (3 )+ e s t  inclus dans P(FK), a lo r s  F( f- ) contient un élément 

non nul a tel que A l ( a )  = 2 (3 . 

* 
Corollaire : Soient e élément de F , e t  (3 élément de IeF te ls  que le groupe 

H = soe(O, )+ P(FK) . Si n appartient à N , posons : . , 

H~ = soe(O, n (j )+ . Alors ,  pour tout n appartenant à N ,  



(1) H4n est conjugué s u r  F à Ho = SO;(K)+ . 

(2) H2n + I e s t  conjugué s u r  F à H . 

(3 )  1 - 3 ~ ~  c SO;(FK)+ . 
(4) Hn C P(FK) 

Démonstration : L e  (1) se montre d ' a p r è s  le théorème IO -(c) . 
Pour  ce la ,  on  va const ru i re  un élément xn de  SO;(F) tel que lIe(xn) = 4 n P  . 
Mais, comme IIe est un homomorphisme, il suffit de const ru i re  xl (n = 1) 

2 Y 
Soient h, g éléments d e  F te ls  que h - eg2 appartienne à C ,  et so i t  

1 - 1 1 -1 p = ( -  Slh.g ,......., -8 ,h .g  ) avec g 4 0 .  
2 2 

* 2 2 2 
Fixons c appartenant à K avec h - e g  = c e t  posons x = c 

e t  x1 = x2 . On a : 
- n.) 

= 4 p  . 

Donc lIe(xl) - 4 p = O . C e  qui démontre le ( l ) ,  c 'est-&-dire, H4n contenu 

dans Soe(FK)+ est conjugué s u r  F à Ho = SO;(K)+ . 
3 

Pour  démontrer le (2), remarqubns qu'un e n t i e r  rationnel impair peut s'écrire 

sous  l a  forme 4n - 1 ou 4n + 1 . 
Comme lIe(xn) 2 p + 4(n 7 1 = O,  il résul te  du théorème 10-(c) 



que le groupe Hl = H est conjugué s u r  F à l a  fois au groupe H 4n + 1 e t  

au  groupe H4n - 1 . C e  qui achève le (2) . 

Dl après  le (1) H4n est inclus dans SO;(FK)+ , donc, pour démontrer le (3), 

il r e s t e  à montrer que H4n + 2 c ÇO;(FK)+ ( n  C N ) .  

C 'après  le (2), il suffit de montrer que H2 C SO~(FK)+ . 
En réali té,  9 c SO;(FK), e t ,  pour tout w appartenant à H - , on a 2 

II;(.) - 2 p = O . 
* 

Fixons v appartenant à H - Ho . Alors,  IIe(v) - = O e t  v appartient à 

* .* * 
P(FK) (voir 1) . D'après  le l e m m e  9 - (c), II (vwv-l) = 2 lre(v) - IIe(w) e 

Puisque e appartient à FK (voir théorème 10 - (d) , on a vwv-' = k 

appartient à SO;(FK)+ c est-à-dire, w = v-' kv . Donc w appartient à 

SO;(FK) . C e  qui démontre le (3 )  . 

L e  (4) est une conséquence du (2) et du (3) . En effet, quel que soit  n appartenant 

à N, on a ,  n pair  donc le (3 )  démontre le (4), ou n impair donc le (2) démontre 

le (4) . Ce qui achève l a  démonstration du corollaire . 

Remarque 21 : Nous allons maintenant donner l'exemple d 'un  groupe du type 

soe(O, (3 )+ tel que ni soe(O, (3 )+, ni soe(O, 2 (3 ) ne soient conjugués s u r  

le corps  de base à Soe(O,O) = S O ~ ( K ) +  . 

Soit  F un corps  différentiel de corps  des constante Q . Alors,  le corps  des  

constantes de ~ ( i )  e s t  Q(i) à cause de l a  disjonction l inéaire de F e t  de K 

s u r  Q . 



Posons e = -1, h = i sinx, g = i cosx  et 
1 

(3 = - . Il e s t  c la i r  que les 
2 

conditions du théorème 10-(d) sont satisfaites e t  donc le groupe H = soc( O, (3 )+ 

est projectivement rationnel s u r  FK . Mais ni H, ni  H2 = m e (  0, 2 (3 ) ne 

sont conjugués s u r  F à SO;(K)+ . 
En effet, supposons que H soit conjugué s u r  F à SO;(K)+ . 
D'après  le théorème 10-(c), il exis te  cX , appartenant à F tels  que h2 + x2 = 1 

1 
e t  @1( 4 + i X ) = - - i . Posons 

1 y = exp(- - ix) ; a lors ,  il existe 
2 2 ,  

* 
k appartenant à K tel que Y/  = k( c% + i f ) ( y et d + i ayant 

l a  m ê m e  dérivée logarithmique), ainsi  que Y appartient à FK(exp(ix) ) . 
Soient P e t  Q éléments de K LX] tels que y = p(exp(ix) ) / Q(exp(ix) ) . 

2 2 Alors exp(ix).p(exp(ix)) = Q(exp(ix)) e t  donc exp(ix) vérifie s u r  K l a  relation 

xp2 - Q~ = O . Ceci est impossible c a r  exp(ix) e s t  transcendant s u r  K . 
Il en résulte que H n ' e s t  pas conjugué s u r  F à SO;(K)+ . 
De m ê m e ,  H2 = SO~(O,  2 P )+ n est pas  conjugué s u r  F à SO~(K)+ . 
En effe t ,  supposons que HZ le soi t  ; a lors ,  il existe , appartenant à F 

avec dr + y 2  = 1  et sl( o( + i f ) = -i . Donc, il existe 

une constante k telle que o( + i = k exp(-ix) . Puisque + i ;l/ e t  

exp(-ix) appartiennent à F(i) ,  on a k appartenant à ~ 6 )  . Posons donc k = a + bi 

avec a e t  b éléments de Q . On a : 

d + i d = k(cosx - isinx) = k(-gi - h) = (a + bi)(-gi - h) entraîne 

& = - a h  + bg e t  y =  -(ag + b h ) .  Comme + f 2  = 1 , o n a  

2 2 2 2 d2 + d2  = I  = a h  + b g  - 2 w + a 2 g 2  + b2h2 + 2 w g  

2 2 2 2 2 2 2 = a  ( h  + g )  + b ( h  + g )  = - a  - b 2 

= - ( a 2  + b2) . 



2 2 Donc 1 = -( a + b ) ; ceci e s t  impossible . D'où H2 n ' e s t  p a s  conjugué 

s u r  F à S O ~ ( K ) +  . 
C e s  deux exemples montrent que, ni H = soc( 0, (3 )+, ni H2 = soe(O, 2 (3 )+ 

ne sont  e n  généra l  conjugué s u r  F à s$(K)+ . 

Théorème 11 : Soi t  H un sous-groupe algébrique différentiel de  SL2(U) 

défini s u r  F ; soi t  C le c o r p s  des  constantes de F. 

Supposons que Z2 C H C P(FK) . 
a )  Si H est infini , a l o r s  H est conjugué s u r  F à un sous-groupe algébrique 

différentiel de l ' u n  d e s  types suivants : 

1) S.SL~(K).S- '  où s appartient à P ( F c a )  e t  e s t  tel  que  l ( s )  

m 
appartient à s12(F) . 

* 
2) S T (  @, K, O) , où (B e s t  un sous-groupe algébrique différentiel non nul de Ga 

défini s u r  F e t  ayant (comme espace  vector ie l  s u r  K) une b a s e  finie dans  F. 

3) ST(@, pn, O) , où n appartient à N et lB défini comme dans  (2). 

4) S O ~ ( K )  , où e appartient à c'. 

5 )  soe(O, (j )+ , où e appartient à cXet 1 -1 1 - 1 p = (  - 81h .g  ,........, -S,h.g ) 
2 2 

2 2 * pour ce r t a ins  éléments h,  g appartenant à F, g 4 O et h - e g  appart ient  à C . 
b) Si H e s t  fini e t  si C est algébriquement clos, a l o r s  H C P ( F )  et H e s t  

conjugué s u r  F à l ' u n  des  groupes suivants  : 

6 ,  '2n où n appart ient  à N . 
it 

7) ~ ( 4 n , e )  où e appartient à F et n élément de N . 



2 2 
8) ~ ( 8 ,  e, f , g) où e, f , g appartiennent à F, e g  #=O e t  f + eg  = 1 

Démonstration : 

a) Soit  G la  clôture de  Zariski  de H dans S L ~ ( U )  . Alors,  G e s t  un sous-groupe 

algébrique de S L ~ ( U )  défini s u r  F. Comme G e s t  infini, on peut supposer, d '  après  

n 
le théorème 3 ,  que G est Il un des  groupes suivants : s L 2  , ST2,  U2 (n N),  

* 
S O ~  ou SO;(U)+ pour un certain e appartenant à F . Puisque H e s t  dense 

dans G, le résultat s ' obtient par  les théorèmes 6-(d), 8-(d), 9-(c) , 10-(d) , 

corol la i re  du théorème 8 et les remarques 20 . 

b) Supposons H fini e t  C algébriquement c los  . Posons x = (1 db)  

élément de H .Alors, les éléments a ,  b ,  c ,  d sont algébriques s u r  F et s i  

r e s t  un rapport de deux d 'entre  eux, a lo rs  r est aussi  algébrique s u r  F . Mais 

x appartient à ~ ( F K ) ,  donc r appartient à F K  . Comme C e s t  algébriquement 

c los ,  F es t  relativement algébriquement c los  dans FK et par  conséquent r 

appartient à F . Ce qui montre que x appartient à P(F). D'où H C P ( F )  . 
On applique le théorème 5 rappelé. Puisque F contient le corps  des  constantes 

C algébriquement clos,  et puisque Z2 C H, les résul ta ts  s ' en déduisent . 
D ' où le théorème 1 1 . 



CHAPITRE V : APPLICATION DES SOUS-GROUPES ALCEBRIQUES 

DIFFERENTIELS DE S L ~ ( U )  AUX EXTENSIONS DE CORPS 

DIFFERENTIELS FORTEMENT NORMALES . 

9 . 1.  Notations de b a s e  e t  énoncés des  r é s u l t a t s  principaux : 

F désigne un sous-corps différentiel de U s u r  lequel U e s t  universel ,  C son  

c o r p s  d e s  constantes,  t un élément fixe de  U différentiellement t ranscendant  s u r  F. 

Soi t  @& l 'ensemble d e s  sous-corps différentiels  de  F C  t 7 contenant F tel 

que F< t 7 soit une extension fortement normale s u r  2 . On identif iera canoniquement 

le groupe de Galois G(F<~?  / 2 ) avec un sous-groupe du groupe A U ~ ( F K C ~  > / FK) 

d e s  automorphismes de  F K <  t 7  s u r  F K  . 

Définitions : 

a) Deux sous-corps différentiels  et tr de FCt 7 sont  dits conjugués s u r  

F s'il ex i s t e  un automorphisme différentiel P de F( t > s u r  F tel  que O. ( 2 ) = (& ' . 

b) Quel que soi t  appartenant  à et quel que  soi t  u appartenant à U avec 

6 u  40, on pose : 
b s ( u )  = d3u( 6 u)-' - 3 ( 6' 2u)2 ( 8 u)-2 

2 

C ' e s t  l a  dérivée Schwarzienne de LI relativement à 8 . 
Soit  IB un sous-groupe algébrique différentiel de  Ga défini s u r  F . On note 

r%) 1 'ensemble d e s  polynômes différentiels homogènes l inéai res  non nuls  de 

F \ y  ] qui s l annulent s u r  Q3 . 



Rappels : 

a) Isomorphisme for t  : Soit C le corps  des  constantes de F . Un isomorphisme 

@ de F e s t  dit f o r t  s'il satisfait aux conditions suivantes : 

1 ) P l a i s se  invariant tout élément de C . 
2) TF  C FK e t  F (= TF. K ; 'ce qui équivaut à dire que F K  = C F .  K 

où K es t  le corps  des constantes d e  U. 

b) Extension fortement normale : Une extension différentielle 9 de F 

e s t  fortement normale si 5 es t  engendré p a r  un nombre fini d'éléments tel que 

tout F-isomorphisme de  e s t  fort.  % 
c )  Pour tout x appartenant à P(FK) avec x = 6 3 ,  

X t = (dt - b)(- c t  + a)-' (voir ch. IV, $ 4). 

Soit  S l 'ensemble des  sous-groupes algébriques 

définis s u r  F tel que Z2 C H C P ( F K )  où Z 2  

Quel que soit  x appartenant à P(FK) , soi t  cx 1 ' unique automorphisme 

X 
différentiel de FK( t7  s u r  FK avec ûx(t) = t . 
Si H appartient à 5 , on pose T(H) = 6 / x t H 1 e t  I 
E(H) es t  un sous-corps différentiel de F( t 7 contenant F . 

Théorème 1 2 : Soit un sous-corps différentiel de F( t 7 contenant F 

e t  supposons F< t fortement normal s u r  . 
a)  Si G(F' t )  / ) e s t  infini, a lo rs  est conjugué s u r  F à un corps  

différentiel de  l 'un des  types suivants : 

1) F (Ssl (tS), , Ssm(tS)> où s appartient à P(FC,) e t  



4 i(s) appartient à S ~ ~ ( F ) ~  . 
2) F (( 81iL(t) I l  G i a m ,  L F) > où 8 est un sous-groupe algébrique 

différentiel non nul de Ga, défini s u r  F e t  1B (comme espace vectoriel s u r  K) 

a une base  finie dans F. 

où n appartient à N e t  'B comme défini dans (2). 

2 
4) ~ ( ( 6 , '  / ( e - t  > où e appartient à C* . 

-1 2 )t 

5) F (( ( ait/ (e - t 2 )  - pie ) I l  g i G m  7 où e appartient à c e t  

1 - - ( 6.h)g-1 pour cer ta ins  éléments h et g appartenant à F , avec P i -  2 1 

SC 
g f 0 et h2 - eg2 appartenant à C . 

b) Si G(F<t  / 8 ) est fini et si C e s t  algébriquement clos , a lors  e s t  

conjugué s u r  F à un corps  différentiel de l ' un  des  types suivants ; de plus 

F<t 7 est galoisienne s u r  . 
6 )  F( tn > où n appartient à N . 

n -n 7) F( tn  + e t 7 où n appartient à N et e appartient à C* . 
8) F ((t2 + e2)t-' (t2 - 2fg-l t - e)-1 7 où e, f ,  g appartiennent à F , 

eg  O e t  f 2  + eg2 = 1 . 
-2 -2 

9) F ((tI2 - 33t8 - 33t4 + 3)(t4 - 1) t > . 
4 -4 -4 

10) F ((22 - 33t8 - 33t + t12(t4 - 1) t ). 

Théorème 13 : Ii y a une application injective H:~%. - $ définie 



De plus, si H appartient à S , a lors  il existe un élément Lfj de avec J 
H ( ) = H , pourvu qu l on suppose C algébriquement clos dans le c a s  H fini. 

Théorème 14 : Soit k un entier  positif inférieur ou égal à 11. Soit 

Soit Hk appartenant à 5 de type (k) comme défini dans le théorème 11 . 
Si k e s t  supérieur ou égal à 6 , on suppose C algébriquement clos. Alors  

il existe un élément cek de k?J de type (k) comme défini dans le théorème 12 

avec G(F< t / Cek ) = T(Hk) . En particulier  on a cek = E(Hk) 

Avant de montrer ce s  théorèmes, nous avons besoin des  l e m m e s  et propositions 

suivants . 
Faisons remarquer que l a  démonstration des théorèmes 12 e t  13 dépend de 

celle du théorème T4. On démontrera donc d 'abord le théorème 14. 

Soit un sous-corps différentiel de U , U n'étant pas nécessairement 
U 

universel s u r  6 e t  soit  s élément de U différentiellement transcendsnt s u r  Li . 
d 

On considère le corps différentiel 9 (5 ) et le groupe  ut( 5 (s > / 3 ) d 

des  automorphismes différentiels de (j (s 7 s u r  5 . 
Soit y une indéterminée différentielle s u r  U. Pour  tout u appartenant à uiy] 

e t  pour tout x = (i bd) appartenant à G L ~ ( U )  tel que - CU + a f O , 

X 
on pose u = (du - b)(- CU + a)-' . Lorsque c les t  le ca s ,  oh dit que 

UX e s t  défini . 
Soit  ~ ~ , 5  : ~ ( 5 )  ) 1 ' application définie 

comme suit : pour tout x évidemment défini e t  
d 

(x) 1 l unique automorphisme différentiel de 



tel que T 
s, c (x)(s) = sX . 

d 
5 X x '  xx ' 

Ainsi, si X I  appartient à P( ), on a (s ) = s . Donc 

T s , ~ ' x x "  = 

( X I )  O Ts, 5 (x). Il e s t  c l a i r  que T s, 5 e s t  un homomorphisme 
s, 

de groupes de noyau : 

KerTs 9 = { x c ~(5 ) / T ~ , ~ ( X )  = Id] ; ce  qui donne : 

X 
(x)(s) = Id(s) = s , c e  qui implique s = s ; donc (ds-b)(-cs+a)-' = s ; 

0 

si x = ( 1) avec ad - bc = 1 , on a CS 2 + (d - a ) s  - b = 0 ; 

comme s e s t  ranscendant s u r  5 et x projectivement rationnel s u r  
- 

on a c = O = b = d -  a ce qui donne d = a.  Mais comme ad - bc = 1 , 
2 o n a  a = 1 c'est-à-dire a = d = 1 ou a = d = - 1  d'où 

Lemme 10 (de Ritt) : e s t  surjective. Donc on a l a  suite exacte 

suivante : 
1 - Z2 - P ( 9 ) %  Aut( 

Démonstration : Soit 6\ appartenant à Aut( C J <s > / 2 )  e t s o i t  sl =@(SI. 

Comme S I  appartient à q(s> , il existe deux polynômes A e t  B premiers 
, 

entre eux appartenant à (AB 4 2 ) e t  tels  que s l = A b )  / B(s) 
- 

Il en résul te  que S I  est différentiellement transcendant s u r  e t  le polynôme 
L/ 

différentiel P = A - s l B  appartient à $<s')[y) e t  e s t  irréductible . 



Soient U e t  S le dominant e t  le séparant de P relativement à un rangement 
8A 

fixé. On a ~ ( s )  = O , mais S(s) 4 O , c a r  autrement on aurait  B( - ) = 
au 

A( aB  ) , ainsi  que B diviserait 
a~ a B  e t  A diviserait  7 ; donc 

au  au 
3~ -- = O e t  a B  

= O . Ce qui contredit le fait que S 4 O . 
au  au 

En part iculier ,  s es t  un z é r o  de l a  composante générale * = @ ( P ) d e  P .  
QG'> 
U 

Soit ri, un zé ro  générique de 9 s u r  9s') ; puisque s e s t  différentiellement 

transcendant s u r  c d 9  
es t  une spécialisation différentielle de s s u r  . 

Comme A ( 7  ) - s i B ( T  ) = 0 , Y1 
4 

e s t  aussi  une spécialisation différentielle 

de s s u r  q ( s  l >  , donc cette specialisation e s t  générique. Dl où s est un 

zé ro  générique de 9 s u r  

Mais le polynôme y - s s ' annule e n  s e t  s appartient à 9 (s l )  , donc 

y - s appartient à et p a r  conséquent P e s t  d ' o rd re  zéro  ; ce  qui implique 

que P e s t  l inéaire.  Il en résul te  que A = ay + b e t  B = cy + d avec 

CS + d f O ,  où a ,  b, c ,  d appartiennentà c , donc P = ay + b - s l ( c y + d ) .  d 
Comme ~ ( s )  = O , on a : 

as + b - s l ( c s  + d) = O S I  = (as  + b)(cs + ci)-' . DIOÙ 

X 
s 1  = s avec x=('c -:) élément de P (  

L a  suite exacte e s t  une conséquence du fait que e s t  une application 

surjective. 

( Soit F d K f X 3 , d ' o r d r e  r et de séparant S . L 'idéal J = &FI: e s t  parfait 

et on a IF] = J flp, S) = J Pl n . . . . . .O Pr . J e s t  appelé l a  composante 

générale de F ( S 4 J ) . 



Soit 115 tel  que F C C F< t 7 avec '& élément de . D1 ap rè s  le l e m m e  

de Ritt (10) , on a une suite exacte de  groupes 

On va poser TtSFK = T e t  cX = ~ ( x )  si x appartient à P(FK) . 

Pour tout H appartenant à 5 , on a un homomorphisme induit 

En particulier, pouP tout x appartenant à H, & peut ê t r e  considéré comme 

un isomorphisme fort  de F < t  > s u r  F . 

Proposition 27 : Soit élément de 9 . Aiors,  il existe un unique H( ) 

appartenant à 5 tel que l a  suite 

soit  exacte . 

Démonstration : L'unicité de H( 2) est évidente à par t i r  de l a  suite exacte 

c a r  x(%) = T - ' ( G ( F < ~ ?  /z ) . 
Il res te  à établir  1 l existence . Pour  cela  , soient y, z, , z1 2, zZ1 , z22 des  

indéterminées différentielles s u r  U et posons z = (z.!) i j i = 1 ,  2 ; j = 1 ,  2 

Pour  chaque élément 7 appartenant à % fi soient A B appartenant à Fi y] 1' 7 

te ls  que Y(, = A (t) / B t)  . Alors, il existe un entier  naturel d = d tel  que 
1 t! C1 

d 3 3 
s i o n p o s e  ?(y,z) = ( - z Z 1 ~ + z l 1 )  (+(Y ) B $ Y ) - B ( Y  )A$Y) )  où 

1 



3 
y = - z1 2) ( - z~~ y + z1 r1 , a lors  P (y, z) est un polynôme différentiel 1 

de F i y , z ]  . Donc on peut écrire P (y,z) sous  l a  forme P (y,z) = 7 'Z 

où P (z) appartient à F j z \  e t  l a  sommation étendue à 1 ' ensemble )$' 0 de 
'z ,M 

tous les monômes différentiels M e n  l'indéterminée différentielle y . 
Soit a l ' idéal  différentiel de ~ { y ]  engendré par  (P M ( ~ ) ) M  , r e  e t  7, 
det(z) -1 . D'où l'ensemble H (8) des zéros  de a e s t  contenu dans SL2(U) 

x -1 e t  un élément x de SL2(U) est dans H(2)  si e t  seulement si A ( y x ) ~  (y ) = 
Z 2 

~ ~ ( y ) y Y ) - l  , V ~ ' ( Z E  
Donc H ( 2 )  es t  un sous-groupe algébrique différentiel de SL2(U) défini s u r  F. 

Remarquons que si x = (x. .) appartient à S L ~ ( U )  e t  si u élément de U e s t  
1J 

différentiellement transcendant s u r  F< x1 , x1 2 ,  x~~ , x~~ 7 , a lors  x appartient 

à H (2) si e t  seulement si l a  condition ci-dessus r e s t e  v ra ie  lorsqu'on remplace 

y par  lu. 

Il e s t  c l a i r  que Z2 es t  contenu dans X (2).  Pour  montver que X ( B )  e s t  

contenu dans P(FK) , posons x = (x. .) élément de ~ ( 8 )  e t  fixons s élément 
1J 

de U différentiellement transcendant s u r  F( x ) , le corps  différentiel engendré 

s u r  F p a r  les coordonnées x. de x . Il existe un isomorphisme 
lj 

y : F < t )  F <  s >  s u r  F 

défini p a r  Y (t) = s . Posons % = (z) . Alors  F< s ) est fortement 

normal s u r  . D'après  l a  remarque faite ci-dessus on a , : 

x -1 
A1(sX) B4s ) = A (s)  B (SI-' = (Y b) , vr c % 'Z 7 

En d l au t re  termes , 1 l unique isomorphisme différentiel 
X r, : F<s7 - F<s'> s u r  F avec r x ( s )  = s laisse  



% invariant . D1oÙ es t  un isomorphe fort  e t  dl ap rè s  le l e m m e  10 

( de Ritt) , il existe x1 appartenant à P(FK) tel que = Ts, FK (XI) qui 

x ' 
e s t  tel que sX = c ( s )  = Ts,FK (x l ) ( s )  = s . Comme s e s t  différentiellement 

X x ' 
+ x l appartient à P(FK). transcendant s u r  FK(X ) , s = s implique x = - 

D'où H ($) appartient à S . 
E n  résumé, e n  appliquant l a  remarque faite avec u = t , on a 

T ( H  (t)) C G ( F < ~  > /g )  . 
Réciproquement , soit  6 appartenant à G(F< t > / ) ; a lo r s  dl après  le 

lemme IO , on a @ = pour un cer ta in  x appartenant à P(FK) . 
Mais 6 l a i s s e  (PG invariant e t  t est différentiellement transcendant s u r  F K .  

Utilisant une fois de plus l a  ramarqw , on voit que x appartient à H ( %) e t  

donc T ( X  ( % )  ) = G(F<t  > / ), c lest-a-dire que T e s t  injective e t  l a  suite 

induite est exacte. C e  qui achève la démonstration de l a  proposition 27. 

Corollaire : Soit appartenant à 9 . Alors E ( H ( 8 )) = . 
Dl après  l a  proposition 27 e t  son corollaire,  on a une application injective 

x : 9 - 5 où pour tout appartenant à 3 , e s t  

l luniqueélémentde 3 t e l q u e  T ( K ( ~ ) )  = G ( F < t > / z ) .  

Pour  compléter l a  démonstration du théorème 13  , on va montrer qulétant donné 

H appartenant à 5 , ( en  supposant C algébriquement c los  lorsque H e s t  fini) , 

il existe élément de 9 avec T ( H  ) = G ( F < t ) /  8). Il résul te  de  l a  

théorie de Galois que si un tel  (& existe,  a lo r s  = E(H). 
avec 

L a  proposition qui va  suivre  , e n ~ e m b l e ~ l e  théorème 11, montre qu' i l  suffit de 

résoudre ce problème pour les ( sous-groupes algébriques différentiels H des 

types comme ceux de l a  liste du théorème 11 . 



Proposition 28 : Soient H et Hl appartenant à 5 te ls  que H e t  H l 

soient conjugués s u r  F . Posons  = E (H) et E (H ' ) = 72. 
Alors % e t  % sont conjugués s u r  F . E n  particulier  , % appartient à '"d 

l 
si e t  seulement si % appartient à 3 e t  lorsque c l est le cas ,  K ( (e ) = H 

si et seulement si H(%') = H '  . 

Démonstration : Soit z élément de P(F)  te l  que z H z- ' = Hl . Alors 

- 1 appartient à Aut(F ( t > / F ) . Pour  tout h l appartenant à H ' , on a h ' = zhz 

pour un certain h appartenant à H ; ainsi que, si appartient à , a lo r s  

chi( qiq) ) = Ghz -l(o.,(p)) = c Z ( r h ( 7 ) )  = (&(Y) ;  donc @ Y )  
appartient à %i ; ce qui implique que (yZ( ) c (e; . 
De faqon semblable, on montre que ( ) e s t  inclus dans % , e t  p a r  

conséquent, on a rz( ) = %1 . C e  q, montre que (& e t  (&' sont conjugués 

s u r  F . 
Supposons maintenant que % appartienne à 9 . Alors  , d ' ap rè s  Kolchin, 

on rappelle les résultats  suivants : 

Rappel : Soit 9 une extension fortement normale de F; soit C le corps  des  

constantes de .Soit un isomorpMsme de s u r  C tel  que U soit  5 
universel s u r  0 F . Il y a un isomorphisme unique C J K  Y $ . K  s u r  K 

qui prolonge y , encore noté $6' . Lorsque G(. $(-)F) (resp. G ( Y  / F))  9 
es t  identifié caniqwment au groupe AUt( 5 K / FK) (resp.   AU^( YS(. K / YF. K)) , 
l a  formule T#@) = q o  p O -' définit un C-isomorphisme 



On a % appartenant à 9 . De plus, 1' application qui à Z associe 

pzo O 
définit un C - isomorphisme du groupe de Glois G(F< t > / E) 

dans le groupe de Galois G(F( t > / r;' ) . 
Si de plus on suppose H( <e ) = H , a lo r s  T ( S ~  % 1) = G(F< t > / ) e t  ainsi 

-T H1 = z. H ((%).z . Constatons que z appartient à P(FK) e t  par  conséquent 

6'z appartient à Aut(FK(t 7 / FK) . On a T(H1) = T(ZHZ-') = T(ZH ( % )z-l) = 

(i., T ( x (  $5 ) @il = G ( F ( ~ ? / %  ) ; donc Hl = H ( % )  . Comme les rôles 

de H e t  H peuvent s 'interchanger, on voit que si X ( Y; ) = H ' a lors  X ( Ce) = H . 
Ce  qui démontre l a  proposition 28 . 
il res te  , pour terminer l a  démonstration du théorème 13, à démontrer le théorème 14. 

L e  théorème 12 dépend du théorème 14 . En  effet pour montrer le théorème 12, 

soit appartenant à e t  supposons C alggbriquement clos si C(F< t ? /% ) '"J 
e s t  fini ou de façon équivalente si H ( <t ) e s t  fini. Dl aprbs  le théorème 1 1 , 
H ((e) e s t  conjugué s u r  F à un certain sous-groupe algébrique différentiel Hk 

du type (k). Donc dl après  l a  proposition 28, % = E( H ( )) e s t  conjugué 

s u r  F à E (Hk) qui es t  du type (k) dl  après  le théorème 14. 

9.  2 Démonstration du théorème 14 : 

Avant de commencer l a  démonstration du théorème 14, nous allons étudier une 

propriété importante de l a  dérivée Schwarzienne . 

Lemme 11 : Posons Kg = ~ e r 8  e t  soient u e t  v n'appartenant pas à 

Kg . Alors @s(u) = 8 ~ ( v )  si et seulement s'il existe a ,b ,  c ,  d éléments 

de Kg avec ad - bc + O tels que u = (av + b)(cv + d)-1 . 



Démonstration : Soient les éléments UV, u,v, 1 . On sai t  que ces éléments sont 

linéairement dépendants si e t  seulement si leur  wronskien e s t  nul, c ' est-à-dire 
I t I i 

w(uv,u,v,1) = O où U v 
U 

w ( u v , u , v , ~ )  = dét 

e s t  le Wronskien par  rapport à 8 . 
En développant c e  déterminant , on a : 

W(UV,U,V,I) = 2 ( 6 d 2  ( 8 ~ ) ~  ( ~ s ( u )  - S S ( V ) ) .  

En conséquence, 8 ~ ( u )  = SS(V) si e t  seulement si UV, u,v, 1 sont linéairement 

dépendants s u r  K a  , c 'est-à-dire qu'il  existe a ,  b,  c ,  d éléments de Kg 

te ls  que cuv + du = av + b ce qui implique u = (av + b)(cv + d)-1 . 
Ce qui démontre le lemme 1 1 . 

Démonstration du théorème 14 : 

1) k = l :  Soit Hl = s . SL~(K).S-' où s appartient à p(FCa) e s t  tel  

que b l ( s )  appartient à S ~ ~ ( F ) ~  . Il e s t  c la i r  que l a  dérivée Schwarzienne 

8 S. (tS) de tS es t  bien définie pour 1 6 i L m . 
1 

Alors,  posons %, = F <asl (ts), . . . . . . , 8s (tS) ) . On va montrer que m cel appartient à 9 e t  que G(F( t > / Cel ) = 'T'(Hl) 

Dl abord montrons que t, C F(t ? . 
Faisons remarquer que 8s. (tS) appartient à F< t , s ) ( 1 )  O n v a  

1 

en fait ,  montrer que 8s. (tS) e s t  invariant p a r  tout isomorphisme de F( t , s > 
1 

s u r  F < t  ) . 
Soit @ un isomorphisme différentiel quelconque de F( t , s ) s u r  F( t >. Puisque 



bis appartient à s12 (F) (par hypothèse), on a 81is = 8 1. ( 6s)  ( S i 6 m ) 
1 

c a r  6' es t  un F< t ) -isomorphisme de F( t , s ) , de telle sor te  qu ' il existe 

un élément c appartenant à G L ~ ( K )  tel  que 6s = SC . O r  s e t  6s 

appartiennent à SL~(U) ; donc det(dS) = det(sc) = 1 = dets.detc = detc . 
31 e n  résulte que c appartient à SL2(K) . 
Soit cs = ~ ( s )  ; a lo r s  le lemme 11 montre que pour tout i = 1 ,....., m ,  

n e n  résulte que 8s i ( t s )  appartient à F< t > . 
Donc 

Y91 
= F pl (tS), . . . . . . . , 6s (ts)) c F< t >. m 

Il nous r e s t e  à montrer que F< t ) e s t  une extension fortement normale s u r  %I . 
Pour  cela , soi t  6 un isomorphisme différentiel de F< t ) s u r  Ce, . On 

prolonge 6 à un isomorphe différentiel ( encore noté 6 ) de FK< t ) s u r  % K 

d 'après  l a  disjonction l inéaire de F< t ) e t  K sur C . Comme s appartient à 

P(FC,) e t  que 6\ l a i s se  % invariant , on a 8sl (ts) = @ ( 8sl (ts)) = Ssl ((6+t)s) . 
Donc, dl après  le lemme 11, il existe c l  appartenant à GL2 avec 8, c = O 

- 1 
S C  S e t  te l  que ( 6t)' = (t')Cl ; ce qui implique 6 t  = t 1 . De façon semblable 

-1 
SC. S 

on a , pour tout i = 2, .  . . . . . , m  , 6.t = t i avec c appartenant à GL2(U) i 
-1 -1 SC. S 

e t  qi = O . il en  résul te  que pour chaque i , on a : t s ~ l s  = t 1 

-n -T. 
11 existe Qnc ui appartenant à U tel que scl s-l = u.sc.s  ; ce qui 

1 1  

2 implique que cl = u.c e t  donc det cl  = uidetci . Fixons d. appartenant à 
i i 1 

à 
Kerai ( Ker &i étant algébriquement clos) tel que cf = detci ; on a donc 

+ d i  = u2c? , c e  qui donne dl = - 
1 1  

u.d. où le signe dépend de i . 
1 1  



- 1 -1 -1 
Donc 1 ' élément dl c l  = . . . . . .= d c appartient à S L ~ ( K )  . Posons dl cl = c . m m 

- 1 
Alors  6 t  = tSCS ; ce qui montre que û e s t  un isomorphisme for t  . Comme 

F( t ? e t  % ont le même corps  des  constantes , F< t 7 es t  fortement normale 

s u r  %l  . 
Dl au t re  par t ,  puisque 9 = S.SL~(K).S-' , o n a  G ( F < t > / g , )  C T ( H , )  . 
P a r  ai l leurs , pour tout c appartenant à SL (K) e t  1 6 i ,< m ,  on a ,  d ' après  2 

-1 
le lemme 11 , Fscs -1 ( @s.(tS)) = S s . ( t  S, = 8s . ( tSC)  = 8s . ( tS)  . 

1 1 1 1 

&CS 
laisse fixe ; c e  qui implique que G(F< t 7 / z1 ) contient 

Posons H2 = sT(B,  K*, O) où 'B e s t  un sous-groupe algébrique différentiel 

non nul de Ga défini s u r  F tel que 'B ait  une base finie dans F en  tant 

qul  espace vectoriel s u r  K . 
On sa i t  que ST( fE3 , K*, O) 

Donc T(H2) . e s t  égal à l 'ensemble des  isomorphismes 6' de F < t  ') s u r  

F te l  q w  @(t) = a t  + b avec a appartenant à K" e t  b appartenant à iB . 
Soit  I ' idéal différentiel de définition de E! dans F iy)  e t  soit  F) 
l 'ensemble des  polynômes différentiels l inéaires  homogènes non nuls dans . 

On va montrer que F< t ) e s t  fortement normale s u r  3 e t  que T(H2) = 

a F <  t 7 / r22) 
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Mais B e s t  inclus dans FK c a r  (B a une base finie dans F . Donc 6 t  

appartient à F K  < t ) , gr es t  un isomorphisme fort  e t  @ appartenant à T(H2) . 
Ce qui démontre le fait que F ( t  e s t  fortement normale s u r  'it2 e t  que 

? /  Y 2 )  C T(H2) 

Dl autre  par t  , tout 6 appartenant à T(H2) la isse  fixe % . En effet, on 

* 
sai t  que ('j't = at  + b avec a appartenant h K e t  b appartenant à El . 
Donc V( SI .L(~) )  1 = &.L( 1 6 t )  = S ï i ~ ( a t  + b) = B l . ~ ( a t )  1 = 8 1  i a ~ ( t )  = 

Il en résulte que T ( H ~ )  = G(F< t ) / z 2 )  . C e  qui démontre le c a s  k = 2 . 

Corollaire : 

a) e s t  engendré s u r  F p a r  un nombre fini dléléments de l a  forme 

81iL(t) I ,c i a m , L appartenant à p) . 
b) F< t 7 est une extension de picard-Vessiot de C& . 
c)  Le groupe de Galois G(F< t ? / 2 2) e s t  C-isomorphe au groupe ~ ( 1 , 0 )  

de toutes les matrices d 'o rdre  ( 1 + 1 ) de l a  forme : 

Démonstration : Avant de commencer l a  démonstration , on fait les rappels suivants : 

Rappels : Soient % une extension de corps  différentiel de F et C le corps  

des  constantes de F ; es t  une extension de Picard-Vessiot de F si : 



- 5 a m ê m e  corps  des  constantes C que F. 

- Ii existe une équation différentielle l inéaire homogène d ' o rd re  n e t  à coefficients 

dans F, P = O, telle que si V = s o l (  P , ), l ' e space  des solutions de P 9 
, a lors  : dim V = n C 

= F(V) .  Si 
I ? 1 9 * * * * *  * ,  q n  

e s t  une base 

de V s u r  C , a lors  on a C = F< ql, . . . . . . . , J q n >  
e t  le degré de 

transcendance de 2 9 s u r  F e s t  inférieur ou égal à n . 

a)  Soient LI  , . . . . . L un nombre fini dl éléments de p) qui engendrent . r 

On peut pa r  exemple prendre l'ensemble caractérist ique canonique de relativement 

à un o rd re  de rangement. De plus, on peut supposer que L1 + L f O pour 
j ' 

I j r . Soit % le corps  différentiel engendré s u r  F par  81 .~  .(t) e t  
1 J  

8 1 i ( ~ l ( t )  + Ljl(t))  avec l c i sm ,  l s j ~ r ,  1 Evidemment 2; e s t  

inclus dans e t  e n  conséquence t2' e s t  invariant p a r  les éléments de T ( H ~ )  . 
On montre c o m m e  dans le cas de Ce2 que F< t > e s t  fortement normale s u r  8 ' 
e t  que G(F< t > / G1) = T(H2). Faisons remarquer simplement que si P e s t  

un isomorpHisme différentiel de F < t , s u r  % l2 et si L.( 6 t )  = a .L .(t) (1 C j c r )  , 
b J 3 

a l  = a ( l j )  Donc Cet2 = E(HZ) = y2 . D'où le ( a ) .  
j' 

b) Evidemment F< t e t  Ce2 ont le même  corps  des  constantes . 
Soit a 1' idéal différentiel dans t2 IY] engendré pa r  les polynômes différentiels 

suivants : 8'~ - 8 1 i ~ ( t ) ~  ( l ~ i l m , ~ ~  p)). 
Soient 7lr""", '71 

appartenant à F une base  de 43 s u r  K, 1 = d i m K i 8 .  

Alors ql ,  ......, 
Y11 , t sont les zéros  de a e t  sont linéairement 



indépendants s u r  K. Soit Q un zéro quelconque de a ; on va montrer que 

q ,  ) 1 1 > * * * * * * >  ? 1 , t sont linéairement dépendants s u r  K, dl où r , . . . . . , 19t 

forment un système fondamental de z é m s  de @ . On suppose que a es t  de 

dimension l inéaire finie 1 + 1 e t  que F< t 7 est une extension de Picard-Vessiot 

On peut supposer que 7 n t  appartient pas à B , c a r  autrement y , f(, , - . . . , t( 
seraient linéairement dépendants s u r  K . Donc il existe Lo appartenant à ') 

avec Lo (t( ) f O . E n  fait , pour tout L élément de '), L(Y ) 4 O 

En effet , supposons qu' il existe L appartenant à p) tel  que L (  7 ) = O 

( on a L f 0 , par  définition de p)). De L O ( ~  ) f O et 

d?,Lo( 7 ) - 81.L(t)LO(7 ) = O (1 a i  c m) , on obtient : 
1 

Lo( 7 ) ( q L 0 (  7 )Lo(q  )-' - 8l iL(t )  ) = O ; ce qui implique 

f 
8l iLO(7  ) = 81iL(t) . Dl où LO( )1 ) = aL0(t) pour un cer ta in  a élémént de K 

De facon semblable, puisque L ( q )  + L O ( q  ) f O e t  L + Lo élémént de r@), 
on a : L( ) + L0()2 ) = b(L(t) + L0(t)) pour un certain b élément de 2. 

De c e s  relations et de L ( 7  ) 0 , il en  résul teque (b - a)L0(t) + b ~ ( t )  = O. 

Comme t est différentiellement transcendant s u r  FK, on a (b - a ) ~ ~ ( t )  + bL(t) = O 

implique que (b - a)Lo + bL es t  identiquement nul . Donc (b - a)Lo + bL = 0, 

- 1 
c'est-à-dire L = (a - b)b Lo . 
Mais O = L(Y) = ( a - b ) b - I L (  ) ; c e q u i d o n n e  b = a .  

0 '2 
Comme L = (a - b)b- l l0  , on a L = O . Contradiction, c a r  L f 0 . Donc 

L( ) f O pour tout L appartenant à fi) 
Puisque est un zém de , on a 6 i i ~ ( 7  ) = 8liL(t) pour tout L élément 



appartenant à r ~ )  e t  1 &i  s m . Il existe donc aL appartenant à  tel que 

L(  ) = aLL(t) . Comme dans l a  démonstration du théorème 14 si k = 2 ,  en  
Jt 

remplaçant b t  par  , il existe a appartenant à K te l  que l+( - a t  appartient 

à 43 . Comme q1 ,......., 7 e s t  une base  de B s u r  K, on a : 
1 
1 

( d j c  <) . Il e n  résul te  que 7 , ,....., r l , t  

j= 1 
sont linéairement dépendants s u r  K . 

c) L a  représentation de G(F( t?  / z 2 )  associée au système fondamental 

yI l , .  . . . . . . , 7 de l l idéal différentiel l inéaire a comme défini dans (b) e s t  

donnée par  

pour tout @ appartenant à G(F< t ) / t 2 )  , e (  @ ) = g( bl , . . . . . , bl , a)  si 

I 
@ t = a t +  )_ bj . Il est cla i r  que 07 e s t  un C- homomorphisme 

J = 4  

injectif . L ' image e s t  1 ' ensemble G(1,O) . E n  effet, quels que soient bl , . . . . . , bl, a 
\ 

élémenüde K, a f O , l a  formule 6 t  = a t  + ) bj définit un élément 
s=I, 

6 de T ( H ~ )  = G(F< t 7  / t 2 )  . Ce qui achève l a  demonstration du corollaire . 

où (B e s t  un sous-groupe algébrique différentiel de Ga défini s u r  F e t  IB 

(comme un K-espace vectoriel) a une base finie dans F, e t  n un élément de N . 



Donc T(H ) est 1' ensemble de tous les isomorphismes CP de  F( t 7 s u r  F 3 
n 

tels que 6't = a t  + b avec a = 1 , b c cB . 
Posons = F< ( ~ ( t ) " ) ~  , . On va montrer que F< t 1 e s t  fortement 

normale s u r  z3 e t q u e  G ( F < ~ > /  'ij3) = T ( H ~ ) .  

La démonstration est semblable à celle du c a s  k = 2 . Comme 2 est engendré 

s u r  F p a r  81iL(t) ( I c i < r n , L c  ')), o n a  Ce2 = E(H2) C z3. 
Comme F< t ) est fortement normale s u r  f2 , on e n  déduit que F< t 7 e s t  

fortement normale s u r  . Si 6\ appartient à C(F< t 7 / 8 3) , a lo r s  6 

appartient à G(F<t 7 / z 2 )  = T ( H ~ )  ; donc 6't = a t  + b pour a élément 

de K* et b élément de (B . Mais comme 6\ ( ~ ( t ) ~ )  = ~ ( t ) " ,  on a : 

n 
~ ( t ) "  = L(~Y)"  = ~ ( a t  + b)" = ~ ( a t ) "  = anL(t)" ; c e  qùi implique a = 1 ; 

donc 6\ appartient à T(H3) . 
Il est clair que z3 est invariant pa r  tout élément de T(H3) . Il e n  résul te  que 

T(H3) = G(F< t ) / z 3 )  . Ce qui achève l a  démonstration du c a s  k = 3 . 

Corollaire : 

a) e s t  engendré p a r  un nombre fini d 'é léments  de l a  forme ~ ( t ) "  avec 

L appartenant à r m )  . 
b) F( t 7 est une extension de Picard-Vessiot de 23 
c) L e  groupe de Galois G(F< t ) / z 3 )  est C-isomorphe a u  groupe ~ ( 1 ,  n) 

de toutes les matrices d ' o r d r e  I + 1 de la forme 



Démonstration : 

a) Soient L I , .  . . . . . ,L appartenant à (i18) un nombre fini de généra teurs  
r 

de (6 . On peut supposer que LI  + L 4 O pour 1 4 j 4 r . Soi t  
j l  

1 l extension différentielle d e  F engendrée p a r  ( L  .(t)" ) 1 4 j  ~r et 
J 

n 
( L l ( t )  + Lj1(t)  IL r . D ' a p r è s  le corol la i re  du cas k = 2 , on a 

L e  (b) et le (c) sont des  conséquences d i rec tes  du collaire du c a s  k = 2,  

puisque f 2  C z3 et G(F< t >  / z 3 )  = T(H3) . C e  qui achève la 

démonstration du corol la i re  . 

4) k = 4 :  

Posons  H~ = S O ; ~  K) 
2 

= [ / 
e = , r , ~ g ~ , e r ?  

Soit  t4 le sous-corps différentiel de  F<t)  engendré s u r  F p a r  les éléments 

2 1 
( 6?,t)(e - t 1- (1 6 i& m) . On va montrer  que F<t ) est fortement normale 

s u r  2 et que G F < ~  / 24 eq) = W41 

2 
D'abord , si appartient à K* tel que t = e et si s = c :) , 

- 1 e 
sH4s = [ sxs-' / x c H4 ; si x appartient à S O ~ ( K ) ,  on a x = 

-1 
C e  qui donne s x s  = (d + t if 0Iqui est un élément de  sD2(K) . 

0 oc-tr) - 1 
Alors  H4 est conjugué s u r  K à S D ~ ( K ) ,  c'est-à-dire sH4s = sD2(K) . 
T(sD~(K)) est 1 ' ensemble d e s  automorphismes 6 appartenant à AU~(FK< t > / FK) 

* 
tels que et at pour un cer ta in  a élément de  K , et les éléments de la forme 



81. (t) (1 5 i Q m) sont  invariants  p a r  les éléments de T(SD2(K)) . 
1 

1 E n  effet : -1 
S - - (,$ - -19 ,et 

2. 2 - 1 
t 

- 4 1 - 1 4 -P -1 = (; t + 2 ) ( -  f t  + t) = (t + t ) ( - t  + t )  
2 

2 -1 On e n  déduit que ( q t ) ( e  -t ) est invariant p a r  T ( H ~ )  = T ( S D 2 ( ~ ) )  . D'où t4 
e s t  invariant p a r  T ( H ~ ) .  

So i t  6 un isomorphisme différentiel quelconque de F 4  t ) s u r  CE4 . 
Utilisant l a  disjonction l inéai re  d e  F< t 7 et K s u r  C , on prolonge CP à un 

isomorphisme différentiel q u l  on note encore  6\ de F K  < t ) s u r  g 4 ~  . 
Comme les générateurs de Ce4 sont invariants  p a r  6 , les relat ions 

- 1 2 -1 
( q t ) ( e  - t ) = L-l 6 i i ( t s  (1 5 i s m )  montrent que 

C> 

- 1 -1 
@( 6ii( ts  )) = 8 1. (tS ) (1 4 i s m ) .  Donc il exis te  a appartenant à K* 

1 



-1 -1 - 1 
tel que b ( t s  ) = ats , c 'est-à-dire ( 6t + f  ) ( - 6 t  + f ) - ' =  ( a t + f ) . ( - t + f )  

Dl où,  on en déduit que 6t = L ( a +  l ) t + ( a - l ) e  a p p a r t i e n t à ~ ~ < t > .  

(a - 1)t  + f ( a  + 1)  

C e  qui implique @ e s t  un isomorphisme f o r t  et d 'où F< t ? e s t  fortement normale 

1 -1 
Dl a u t r e  pa r t ,  e n  prenant  b2 = a,  o \=  - ( b  + b ) e t  d =  - q b - l - b ) ,  

2 2 

on a k ( a  + 1) = 2 E  b 4  et ( a - 1 ) = - 2 k b  d ; de s o r t e  qu ' i l  ex i s t e  

h appartenant à H4 tel que 6\ = Qh appartienne à T ( H ~ ) ,  h = 

Donc c ( F ( t ) /  z 4 ) C  T(H4). Mais, comme T ( H ~ )  est inclus dans G ( F < t > / z 4 )  

on obtient G(F< t 7 / T 4 )  = T(H4) . C e  qui achève la démonstration du c a s  k = 4. 

5) k = 5 :  

Posons  Hg = S O ~  0,  (3 )+ = ÇO;(K) soe(O, p )  où e appartient à C' , 

= ( Pl,  . . . . . . > m) appartient à F~ tels qu ' i l  ex i s t e  h ,g  éléments de F 

2 
avec g f O , h2 - e g  appartenant à C* et 2 Pi = ( 8ih)g-1, (1 S i l  m) 

) 
Soit  2 le sous-corps différentiel de F< t ) engendré s u r  F p a r  les éléments 

(2( q t ) ( e  - t 2 r 1  - a,-1); 4 i s rn . On va montrer que ~ < t  > e s t  

fortement normale s u r  25 e t q u e  ~ ( ~ < t > / z ~ )  = T ( H ~ ) .  

Remarquons que si & et s sont  définis comme dans le c a s  k = 4 , on a 



Il e n  résul te  que les éléments de la forme ( 6ii t  - pi  f. i r  sont 

invariants  p a r  les éléments de T(sH5s-') . 
- 1 -' 

= e(2 dit, / (e-t2)-pie-' )2. Mais pour tout i = 1 ,......, m , ( 81i(ts ) - Pi [ ) 

-1 2 
On en  déduit que e(2 6\it / (e - t2) - ie ) est invariant p a r  T(H5), donc 

Ce5 est invariant p a r  T(H5) . 
Soit  maintenant 61 un isomorphisme différentiel quelconque de F( t 7 s u r  2 . 
On prolonge à un isomorphisme différentiel de F K( t )  s u r  2 5K encore 

noté 0 . Quel que soit i = 1 , . . . . . . . . , m, le membre de droite et donc 

auss i  le membre de gauche de l 'équation 

est invariant p a r  p . Donc on a 

-1 - 1 
Dans le premie r cas ,  on  a û ( ~ l , ( t ~  )) = 6 i . ( tS  ) . il exis te  donc 

1 

- 1 - 1 
s ( t S  ) = a . t  S 

cer ta ins  a appartenant à Ker ai tels que 
i 1 

(1) 

- I - I -1 
Dans le deuxième c a s  , on a (j' ( 8 1 .  (tS ) + 8ii(tS ) = 2 pi 

1 = Si.? 1 ; 

e n  écrivant 2 pi f-' = 6li7 pour un ( cer ta in  appartenant à J?< & > C F K  , 

7 f O (voir remarque 20-(c)) . 



-1 -1 

'li 7 . D'où il existe ai appartenant à Ker ai te ls  que ( c?tS )tS =aiP (II) 

Du fait  que t e s t  différentiellement transcendant s u r  F K  e t  6 f 0, l'équation (1) 

e s t  vraie pour tout i , de même que 1 ' équation (II). Dans le premier c a s ,  on 

montre , comme dans le c a s  k = 4 , que 6\ es t  un isomorphisme for t  e t  que 

O'= 
@ h  pour un certain élément h de = SO; (K) l a  composante 

de 1 ' identité de H5 . Dans le cas  (II), puisque (II) e s t  v ra i  pour tout i = 1 , . . . . , m , 
-1 -1 

il existe a appartenant à K* tel que ( 6<tS )tS = a 7 ; c e  qui implique 

que , c ' est-à-dire , 
- t  + t  

- t (  2 + a q ) t  - e( 1 - a t )  
6't = appartient à F K <  t > . Donc, p 

( 1  - a f ) t + € ( l + a t )  

e s t  encore un isomorphisme fort. Dl au t re  par t ,  si on pose b2 = -a , 

e t  ( 1  - a ? )  = - 2 t b Y '  . Donc il existe h appartenant à soe(O, P ): 

donc h appartenant à H5 , avec h = Ch 

appartienne à T(H5) . ( \ 

Ce qui montre que tout isomorphisme différentiel de F< t 1 s u r  e s t  fort  

e t  appartient à T(H5), ; donc F< t 7 e s t  fortement normale s u r  Le5 e t  

G(F< t ? /  z 5 )  est inclus dans T(H5) . Comme T(H5) e s t  inclus dans 

G ( F ( ~  ) /  z 5 )  , , on a donc G ( F < t )  / z 5 )  = T ( H ~ )  . C e q u i  achève l a  

démonstration du. c a s  k = 5 . 



6 )  k e s t  supérieur ou égal  à 6 : 

Onexamine i c i  ensemble l e s c a s  k = 6 , 7 ,  8, 9, 10, 11 . 
On suppose que C est algébriquement clos. 

Dl ap r è s  le théorème 11 , si Hk appartenant à 5 e s t  de type (k) , a lo r s  Hk 

est inclus dans P(F) et donc T(Hk) est un groupe dlautomorphismes de F< t 7 

s u r  F . Si E(Hk) est le corps  de s  invariants  de T(Hk) dans F< t ) , a lo r s  le 

théorème d lAr t in  (' montre que F< t 7 est une extension Galoisienne de E (Hk) 

de groupe de Galois T(Hk) e t  que [F < t  > : E (FIk)] = (T(Hk) 1 (1 ' o r d r e  de T(Hk) ) . 

Il e n  résulte qu 'en  par t icul ier ,  F<t '> est fortement normale s u r  E (Hk) avec 

T(Hk) comme groujxkde Galois différentiel . 
Donc pour achever l a  démonstration du théorème 14,  il suffira de montrer que 

chaque E(Hk) e s t  du type (k) comme décri t  dans le théorème 12 . 
Considérons, e n  général ,  un élément 7 appartenant à F(t ') tel que 7 = 

P (t) 

Q(t) 

où P e t  Q appartiennent à F \ X \  et sont premiers  en t r e  eux avec Q f O . 
Soit n le degré  de 9 , c'est-à-dire n = sup( degP , degQ) . 
F( t 7 e s t  une extension algébrique de F< q> de  degré n (voir Van de r  Waerden, 

moderne Algebra, vol. 1) . 
Dl au t re  pa r t ,  si Hk est le groupe algébrique différentiel de SLÎ de type (k) 

comme définis dans le théorème ( 8), a l o r s  le corps  différentiel de type (k) 

comme défini dans le théorème 12 e s t  invariant pa r  les éléments de T ( H ~ )  

entendu que e ,  f ,  g , n correspondant aux deux théorèmes 11 e t  12 , ont la 

même signification . Comme 8 

C e  qui achève la démonstration du théorème f 4 . 



Remarques 22 : 

a) Dans le c a s  k = 2 (corollaire), le résultat  le plus important n ' es t  pas le fait 

que soit  engendré p a r  un nombre fini d'éléments . Mais le fait que 1 'extension 

différentielle tr de F engendrée pa r  81. L . (t) , 81i(Ll (t) + L j  (t) 1 ig , 1 jG m, 1 J  

e s t  telle que pour tout L appartenant à p) , S l i ~ ( t )  appartienne à & . 
b) Dans le c a s  k = 3 (corollaire) on a pour L appartenant à FQ), ~ ( t ) "  

appartient à Ce, . 

c )  Dans le c a s  où k est supérieur ou égal à 6 ,  nous avons supposé que le corps 

des  constantes C de F est algébriquement c los  parce que les calculs dans le 

chapitre IV ont été faits  avec cette hypothèse . 
On peut se demander quels seront les résul ta ts  lorsque C n ' e s t  pa s  algébriquement 

c los  . 
Dl autre par t ,  c ' est par  des  calculs di rects  que 1 on trouve les corps  2 pour 

k supérieur ou égal à 6 . 
Mais avant de fa i re  c e s  calc ls  , on a besoin des  résultats  suivants : 

Proposition 29 : Soit G un sous-groupe fini & ~ u t ( F ( t  ) / F) . Posons 

G ={@, ,........, f et soit Si(XI , . . . . . . ,X ) 1 4 i 4 n, les polynômes 
n 

symétriques élémentaires à n variables . Alors,  pour tout indice i tel que 

( ~ ; ( t ) ,  . . . . . . . , û,(t) ) ne soit  pas un élément de F" , le corps  différentiel 

F (si( @(t) ,  - . ... ..., r n ( t )  > est le corps  des  invariants de G dans F< t > . 

(*) P. 164 : Soit  H un groupe fini d'automorphismes d 'un corps  K e t  soit  L = inv(H). Alors 

@ : L) = # (H), K /L est une extension normale e t  séparable e t  H = G(K / L) 



Démonstration : Soit FG le corps  des invariants de  G . Il es t  c la i r  que pour tout 

indice i , s i (  (t), . . . . . . . . . , G pn(t)  ) appartient à F . 
D'après  le lemme 10, q ( t )  e s t  une expression fractionnaire linéaire à coefficients 

dans F . 
Considérons le polynôme P(Y) = TT ( Y - $(t) ) . On a 

n P(Y) = Y" - s l (  5 (t), . . . . . . , %(t))Yn-l + . . . . . . . + (-1) s n (  61 (t),  . . . ,6 , ( t ) )  . 
Il e s t  c la i r  que P(Y) appartient à FG\Y]  e t  P( t )  = 0 . 
Dl après  le théorème dl Artin, F< t ) e s t  algébrique s u r  FG de degré n ; donc, 

à cause du fait que P e s t  unitaire e t  de degré n , P doit ê t r e  le polynôme 

G minimal de t s u r  F . L a  proposition résul te  a lo r s  de l a  démonstration du 

théorème suivant appelé théorème de Luroth . 

Théorème 15  : Si e s t  un élément transcendant s u r  K e t  si K C K( A )  

f K , alors  il y a un transcendant s u r  K tel que = K(N ) . 

Démonstration : On va montrer qu ' i l  existe 4 appartenant à tel que 

~ ( b )  = E  
Soit = g ) / h ) un élément non constant de . On a a lo r s  

g( h ) - (p h( h ) = O ; c e  qui veut d i re  que e s t  une racine de 1 l équation 

g(x) - y h(x) = O à coefficients dans . Il en  résulte que A e s t  

algébrique s u r  III 
r Soit f(x) = a + a l x  + . . . . . . . . . . . + a x , avec ai appartenant à , O r Z 

a f O , un polynbme irréductible sur r tel que f( ) = O . Comme les ai 

appartiennent à K( h ), ils sont des  fonctioncs rationnelles de A . Soit h( A ) 

le plus petit commun multiple des  dénominateurs de s  a , e t  soit k( A ) le plus i 



grand facteur commun de leurs  numérateurs. Alors bi = a.h / k appartient à 
1 

r KCA'J e t  f l ( h , x )  = b  + b l x +  ...... +brx  es tunpolynômeen  h e t  x O 

n'ayant aucun facteur en  A seulement . Au moins un des  bi / br , soit 

bs / br n ' e s t  pas un élément de K. Car ,  posons P (  ) = bs , O( A ) = br , 

= bs / br = as / ar éléments de Z . 
Alors ~ ( x )  - / Y Q ( ~ )  appar t ientà  F [ x ] ,  etcomme P ( X ) -  / Q ( h )  = O ,  

on a ,  d ' ap rè s  le théorème s u r  les places d 'une courbe paramétrique qui dit que 

tout point de l a  courbe C e s t  le centre d ' au moins une place de Cl1 

(voir R.  J. Walker , algebraic curves ) , 

p(x) - /Y Q(x) = g(x)f(x) ( g(x) L k] ) . Ceci se réduit à 

g l (  X , x )  = g(x)Q( h ) k ( A ) / h ( X )  appar t ientà  K(  x ) [ x ~ .  

Mais, puisque f ,  n1 e s t  divisible p a r  aucun polynôme en  A , on doit avoir g1 

appartenant à K[x , x] . Le degré de P( h ) ou de Q( ) pa r  rapport à A ne 

peut ê t r e  supérieur au degré de f lpa  par  rapport  à . Il en  résul te  que A ne 

peut apparaîtredans gl . Mais, si Q( h ) ~ ( x )  - P( A ) Q(x) avait un facteur 

où apparaissait  x seulement , il aurai t  , p a r  symétrie, un facteur où apparaitrait 

A seulement . On en déduit que gl e s t  constant e t  que le degré de P e t  

le degré de Q sont au plus égaux à r , le degré de f en  x . 
D'où ~ ( x )  - I<l Q(x) = O e s t  une équation de degré r s u r  le corps K ( A )  

admettant pour racine . Mais, puisque K ( H  ) e s t  inclus dans Z , si 

~ ( b  ) f , il existe 41 appartenant à Z tel que Y nlappartinne pas 

à K ( M ) .  or, comme y appartient à K( ) e t  de degré au plus r 

s u r  K ( M ) ,  on a 

A r-1 Y = + c l h  +...... + c  r-1 ( c i €  K ( A ) )  



Mais a lors ,  s e r a i t  de degré plus petit que r s u r  Z ; ceci  contredit 

le fait que k es t  de degré r s u r  . Gonc, on a K(,  Y)  = . 
Il résulte donc de ce  théorème que 

FG = F(s,( q ( t )  ,........, ~ ( t ) )  ,........, Sn( q ( t )  ,....... 6,(t) > 
Maintenant nous allons calculer les invariants dans les c a s  k = 6, 7 ,  8, 9,  10, 1 1 . 

k = 6 :  

posons H6 = { ;,) / 
= 1 = C 2 n .  

H6 e s t  un groupe cyclique d ' o rd re  2n. 

Il en résulte que T(H6) est l'ensemble des  éléments @, ,......, 6ii avec : 

-2 -2n n = tn ...... ....... Donc ~ ( t ) .  @(t) = t.. x 2 t  = t 

c a r  gn = 1 . 
. D ' ap rè s  l a  proposition 29 C? (t) . 6 (t) ........ 6\ (t) engendre E ( H ~ )  

n facteurs 

k = 7 :  

X 
On a H7 = D( 4n,e) où e appartient à F e t  n un élément de N avec 

H7 e s t  un sous-groupe fini d ' o rd re  4n défini s u r  F . 



L e  calcul  pour l a  première pa r t i e ,  c-est-à-dire 

e s t  déjà fai t  dans  le c a s  k = 6 . Il reste à calculer  pour l a  deuxième par t ie  

c1est-à-ciire \(->A :) / pZn = e 

6;. P) n \  
T t )  = ( t ) 0 = (O - p ) ( p-'t + O)-' - - - p t-l 

2 -1 2 -1 
Comme précédemment, on a q t ) .  G t )  . . . . . . . . r(t) = (- 13 t ). (- 13 t ) 

( n fac teur s  ) 
= 1 / j 2 n  t-" 

n n 
D 'où on obtient tn + (-1) e t-" . D'après l a  proposition 29, 

n n -n 
6(t) ......... 6( t )  + c t )  .......... C( t )  = tn + (-1) e t 

n -n 
engendre E ( H ~ )  puisque F ( tn + en t-" > = F ( tn + (-1 e t ) = E ( H ~ )  . 

Posons  H8 = D( 8, e,  f , g) où e, f , g appartiennent à F e t  e g  f O ,  

2 
f 2  + e g  = 1 . Alors ,  fixons , 4 , Y appartenant à U assuje t t i s  aux 

2 2 2 
conditions E2 = e , 3 + e 1( = - 1 ,  o , - e x  = f  e t  

11 e n  résu l t e  que  T(H8) e s t  l ' ensemble  d e s  éléments 61 , 62 ,  9, g4 
11 O\ 

t e l s  que : \O 1 )  
6;(t) = t 

= ( t - 0 ) ( 0  + 1 ) - l  = t 



Dl au t re  p a r t ,  b2 + e d  
2 

= - . ,  1 implique 2 = - Q f -  1)  
2 

- e d 2  = Ï 

e 
f - 1 )  + 2g 

Donc ?(t) = - - 
( - 2  + f)t  + e g  

Sgt - 2 Ilf - 1 )  gt - ( - 1 + 1 )  

De l a  même façon ,  on montre que 

4 
D1où - Pitt) = 

t2 + e n '  appart ient  pas  à F . 
i= 1 

t(t2 - 2fg-"t - e )  

Donc dl a p r è s  l a  proposition 29, 
2 2 y ( < )  engendre E ( H ~ )  = F <( t + e1t-l > . 

L e s  ca lculs  de  l ' invar iant  de T(H ) e s t  semblable au calcul  de l ' invar iant  de  9 
( T ( H ~ )  et se trouve dans  1 ' a r t i c l e  745 de Cayley paragraphe 1 17 . 
L e s  invar iants  de T ( H ~ ~ )  et de T(HI1) sont  re la t i f s  aux fonctions polyédriques . 
On a Z 2  C OC où OC e s t  le sous-groupe de SL2(U) engendré p a r  

les deux matr ices  
J f L' 8 et i ( J o b  5 est une rac ine  A - 3 '  j 

primitive 8-ième de  1 l unité . 



On va considérer OC / Z comme un groupe de transformations fractionnaires 2 

linéairesdu plan complexe e t  donc comme un groupe G d'automorphismes de l a  

sphère  (réguliere (par l a  projection stéréographique) régulière ( voir Cayley, 

art icle 745 , paragraphes 94-95 e t  104-1 17) . 
Considérons les polynômes II (t - m) et II (t - c )  en l a  variable complexe t 

où m parcourt  les milieux des  côtés de 1' octaèdre e t  où c parcourt les centres  

des faces de l 'octaèdre  . Ces  polynômes sont appelés des  fonctions octaédriques. 

Lorsque 1 'octaèdre e s t  placé de sor te  qil ' un sommet soit  à 1 ' infini e t  un autre  à 

12 8 4 
1 ' origine , les fonctiorls octaédriques sont respectivement t - 33t - 33t + 1 

8 4 e t  t + 14t + 1 ( voir Cayley, art icle 745 , paragraphes 73-74 e t  

A. Forsyth ; theory of fonctions of a complex variable 3" édition - Cambridge 

University p r e s s  London 1 9 1 8). 

Si on considère m comme milieu d 'un côté fixé et c comme centre d'une face 

fixée, le groupe d'isotropie de m est d ' o rd re  2 et celui de c e s t  d ' o rd re  3. 

Ii en résul te  aue : 

II (. t - mX) - - (t12 - 33t8 - 33t4 + où le produit 

est p r i s  s u r  tous les x appartenant à G . Posons f(t) = II 
( t - mX) 

( t  - CX) 

Alors f(t) appartient à F( t > e t  quel que soit y appartenant à OC , l a  fonction 

(j'( f(t)) = f ( p )  a le même  ensemble de zéros  et de pôles que f (t) ; donc 
Y 

dy( f (0 )  = f(t) 

D I O Ù  E ( H ~ ~ )  = F ( ( tT2 - 33t8 - 33t4 + q2 ( t8 + u t 4  + 1)-3 > . 
En fait,  on choisit le générateur de E(HiO) comme donné dans le théorème 12 en  

prenant : 108 f(t) - - ( t12 - 33t8 - 33t4 + 112 
- f(t) 

pour 
4 4 

t ( t  - 1 ) 4  



12 8 4 -2 - 2  souligner la relation qu 'il y a e n t r e  E(H9) = F < (t  - 33t - 33t + 1 )(t4-1 ) t > 
et E ( H ~ ~ )  = F < (  t12 - 33t8-33t4  + I ) ~ (  t4 - 1)-4 t-4 > . 

Enfin , d ' a p r è s  les ré fé rences  citées, les fonctions icosaédriques correspondant 

a u  groupe DI sont : 

5 h ( t )  = 11(t - m )  = t30 + - 1 0 0 0 5 t ~ ~  - 1 0 0 0 5 t ~ ~  - 522t + 1 

Si on pose f(t) = g( t )3 , a l o r s  

h( t l2 

est le généra teur  de E(HI1) . C e  qui achève l a  démonstration du théorème 14 . 
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