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INTRODUCTION

La théorie des langages formels est née, vers 1959, de préoccupations linguistiques. On cherchait
alors un modéle mathématique pour dégrire les langues naturelles, en se basant sur 1'idée qu'on pouvait
caractériser les phrases bien écrites par leur processus de génération, les grammaires. Dans ce but,

Chomsky définissait quatre types de grammaire, les grammaires 3 structure de phrase, qui générent exactement
les langages récursivement énumérables, les grammaires 3 contexte 1ié qui engendrent une partie des langages
récursifs, les grammaires "context-free" correspéndant aux langages algébriques et les grammaires linéaires
3 droite qui donnent la famille,notée Rat, des langages rationnels, une famille fondamentale en théorie des

langages, déjd connue et 8tudiée 3 cette époque.

Simultanément, cette &tude a puisé d'autres motivations dans l'informatique et, en particulier,
dans la conception de langages de programmation évolués, destinés aux utilisateurs d'ordinateurs. Le rdle
primordial des langages algébriques s'en est trouvé souligné. Ainsi, le terme "Algol-like languages' pour
désigner ces langages est particuliérement significatif du rapport existant entre la famille Alg et un
langage de programmation tel que Algol 60. Les travaux effectués sur les langages algébriques ont, aussi,
été 3 l'origine d'importants progrés dans des domaines tels que 1l'analyse syntaxique, la compilation, la
théorie des langages de programmation et, plus récemment, la théorie des shémas de programmes. Enfin, la
famille Alg a servi d'exemple pour définir la notion de famille abstraite de langages ou FAL, introduite
par Ginsburg et Greibach dans [28]. Il est apparu, en effet, que de nombreuses familles de langages obtenues
3 partir de grammaires ou d'automates particuliers possédaient des propriétés de cldture comparables &
celles de la famille Alg et que certains résultats sur ces familles ne dépendaient, en fait, que de ces
propriétés. La notion de famille abstraite de langages introduit un-concept général dont l'apport s'est
révélé trés fécond, non seulement pour l'unification des résultats déj3 connus et la simplification de
démonstrations antérieures, mais aussi pour la compréhension de certains phénoménes (plusieurs propriétés
qui apparaissaient de.nature différente deviennent des corollaires d'un seul résultat plus général).
D'autre part, cette notion a été d l'origine de nombreuses questions qui ont donné un nouvel essor 3
1'étude des langages,ce dont témoignent les travaux concernant la théorie des FAL (voir, par exemple,
Beauquier [4], Berstel [5], [6], Boasson [8) i [11], Ginsburg [25], Ginsburg et Greibach [29], Ginsburg
et Spanier [33], [34], Goldstine [35], [36], [37]1, Greibach [39] & [u5], Nivat [65], Rovan [73] et

Ullian [791).

Dans cette optique, les transductions rationnelles, opérations particuliéres sur les langages,
introduites par Elgot et Mezei [21], jouent un rdle primordial. Nivat [64] en a fait une étude approfondie
et en a donné une caractérisation en terme de bimorphismes alphabétiques qui les rend manipulables et que
nous utiliserons tout au long de ce travail. Nous nous intéresserons principalement aux cdnes rationnels
(terminologie due & S. Eilenberg [19]) qui sdnt, justement, les familles de langages fermées par

transductions rationnelles ou, ce qui est équivalent, fermées par homomorphismes, homomorphismes inverses



et intersections avec les langages rationnels. Les résultats que nous obtiendrons sur les FAL (cdnes
rationnels clos par union, produit et étoile) ou sur les FAL closes par substitution s'appuiront dans tous

les cas sur des résultats concernant les cdnes rationnels.

Une autre famille de langages, tout 3 fait "orthogonale" aux familles de langages définies par
Chomsky, la famille, notée Bor, des langages bornés (un langage L est borné s'il existe des mots Wivee oW
I N w;), introduite par Ginsburg et Spanier [31], occupe une place trés

importante en théorie des langages. Une particularité des langages bornés est qu'on peut représenter sans

tels que L soit inclus dans w

ambiguité de tels langages par des parties de]Nk et utiliser des propriétés de nature algébrique pour
résoudre certains problémes les concernant. Ces langages se sont, aussi, révé;és une source d'exemples et
de contre-exemples. Ainsi, pour montrer l'existence, pour tout entier positif k, de langages exprimables
comme intersection de k+l1 langages algébriques sans l'8tre de k langages algébriques, Liu et Weiner [62]
ont utilisé des langages bornés. De méme, les premiers exemples de higrarchies infinies décroissantes de
cdnes rationnels ont &té construites 3 partir de langages bornés (cf. [6], [7]). D'autre part, certains
problémes indécidables dans le cas général, deviennent décidables si 1l'on se restreint aux langages bornés.
C'est le cas, en particulier, pour le probléme de 1'égalité de deux langages algébriques qui devient
décidable si 1'un des deux langages est borné [24). Ceci explique 1'intérét de ces langages et le grand
nombre de travaux <oncernant ces langages ainsi que les cdnes rationnels et les FAL qu'ils engendrent
(voir, entre autres. Berstel [6], Berstel et Boasson [7], Durieux [18], Ginsburg [2u4], Ginsburg et

Spanier [31], [32], Goldstine [35], [363, [37), Ibarra [48], Rovan [73] et Sudborough [781]).

Les langages commutatifs (fermés par permutation) qui sont, dans cette thése, au centre de
nos préoccupations, ont la méme particularité que les langages bornés : on peut représenter sans
ambiguité un langage commutatif défini sur un alphabet T par une partie de Nk ol k est le cardinal de T.
Le lien entre ces deux familles de langages est renforcé par le fait que tout langage borné est 1'image
par une transduction rationnelle d'un langage commutatif. Nous préciserons ce rapport en établissant
1'égalité entre C(Com), le cdne rationnel engendré par les langages commutatifs et Cn(Bor), le plus petit
cOne rationnel clos par intersection et contenant la famille Bor. Notre travail sur les langages commutatifs
va, en particulier, nous permettre d'étendre 3 C(Com) certaines propriétés déj3 connues pour les langages
de C(Bor). Un fait est 3 remarquer, c'est que, bien souvent, 1l'extension de ces résultats ne nécessite
pas une démonstration plus compliquée et que, méme, dans certains cas, cette démonstration se simplifie.
Ceci peut s'expliquer de la maniére suivante : contrairement 4 la famille Bor, la famille des langages
commutatifs, Com, est close par homomorphisme inverse. Le théoréme de Nivat conduit, alors, & une carac-
térisation particuliérement- simple des langages de C(Com) : ce sont les images par un homomorphisme
strictement alphabétique de l'intersection d'un langage commutatif et d'un langage ratiomnel. Nous montrons,
ainsi, simplement, que Lin, la famille des langages algébriques linfaires n'est pas incluse dans FG(Com),
résultat qui implique immédiatement : lin g C(AB) [39] (AB désigne la famille des langages algébriques bornés),

Alg g F(Bor) et Alg g FO(AB) [36], Lin 3 C(Bo.r) f18] et Alg g FO(Bor) [(37].



Une importante propriété des langages algébriques a été démontrée par Parikh dans [69] : Soient
T un alphabet, L un langage algébrique inclus dans T* et WT la fonction de Parikh (i.e. 1'homomorphisme
canonique de T" dans le monoide commutatif libre engendré par T), alors WT(L) est un ensemble semi-linéaire
ou langage rationnel commutatif (cf. [20]). Il existe, maintenant, un certain nombre de résultats d'une
grande utilité, concernant les ensembles semi-linéaires (cf. Eilenberg et Schiitzenberger [201, Ginsburg f2u],
Ito [49], Liu et Weiner [61]). Du point de vue des transductions rationnelles, le seul fait de savoir
qu'un langage est un PSL-langage (son image par la fonction de Parikh est un ensemble semi-linéaire)
n'apporte aucun renseignement, puisque tout langage est rationnellement &quivalent 3 un PSL-langage. Par
contre, l'information devient beaucoup plus inté;essante quand le langage ne domine rationnellement que
des PSL-langages. Ces langages ne sont pas nécessairement algébriques et il n'est pas sans intérét d'étudier
les cOnes rationnels ne contenant que des PSL-langages, pour mettre en &vidence que certaines propriétés
des langages algébriques ne dépendaient que de la semi-linéarité. Ainsi, tout cdne rationnel vérifiant
effectivement cette propriété (pour tout L € L, on peut construire 1'ensemble semi-linéaire ¥(L)) ne
contient que des langages récursifs et, ce qui est équivalent, pour tout langage L de L, il est décidable
de déterminer si L = @. De plus, tout langage borné de L est 1'image par un homomorphisme alphabétique de

1'intersection de deux langages algébriques bornés [53].

Une grande partie de notre travail sera consacré aux langages appartenant a»Lv = C(c(Rat)), le
cone rationnel engendré par les PSL-langages commutatifs. Ginsburg et Spanier ont montré [33] que ce cdne
rationnel ne contenait que des PSL-langages et ils conjecturaient que LY était non principal. Nous
démontrons, ici, cette conjecture qui a été 3 1l'origine de notre travail sur les langages commutatifs.

Ce résultat nous permet de répondre 3 une autre question de Ginsburg ([25] page 180) ; en effet, nous
démontrons que LW est égal a Cn(Cl), le plus petit cOne ratiomnel clos par intersection, contenant le
langage Cl = {a" b" / n 2 0} et nous obtenons le premier exemple de cdne rationnel principal L tel que

Cr$L) soit non principal.

Remarquons, enfin, que notre travail contient quelques résultats intéressants en eux-mémes
qui ne concernent pas directement les langages commutatifs. C'est le cas de la proposition II.20 se
rapportant aux langages linéaires et de la proposition III1.56 ol nous montrons que Rat est le seul cdne
rationnel clos par intersection contenu dans Alg. Ces deux propositions sont ensuite utilisées dans
le cadre des langages commﬁtatifs. Par contre, c'est parce que la technique de démonstration est la
méme que pour les langages commutatifs, que nous &tablissons (proposition II.40) que tout langage

algébrique inclus dans a® b* est effagable.

fot ok
Passons 3 une présentation un peu plus précise de notre travail que nous avons divisé en

trois chapitres.

N £y k3 ~ . 3 I3 s 7 e
Le premier chapitre, préliminaire, est consacré principalement aux définitions et proprietés

classiques de la théorie des langages. En particulier, nous rappelons un certain nombre de résultats



concernant les transductions rationnelles (fidéles), leurs caractérisations en terme de bimorphismes,

leurs propriétés de composition. La section C qui se rapporte aux PSL-langageé, aux langages commutatifs

et aux langages bornés se termine par la démonstration d'une caractérisation des langages bornés appartenant
d un cdne rationnel qui ne contient que des PSL-langages (proposition 1.22). Dans la derniére section de

ce chapitre nous établissons des propriétés générales concernant les FAL, les CIL-langages (langages ne

contenant pas le produit de deux langages infinis) et les langages sans insertion.

Le deuxiéme chapitre est divisé en cing sections. Dans la premiére, nous démontrons quelques
propriétés concernant les cOnes rationnels clos par intersection qui nous permettent de démontrer 1'égalité
entre C(Com) et Cn(Bor) (proposition II.7). Nous démontrons, ensuite, quelques lemmes de base dont nous

ferons un large usage tout au long de ce travail.

Dans la section B, pour montrer que certains langages "assez bas" dans la hiérarchie des
langages algébriques, tels que D';, Sym = {w R v {a, b}"}, C; = {a" b" / n 2 0}", ne sont pas
dominés rationnellement par des langages commutatifs, nous démontrons un théoréme de factorisation
(proposition II.17) pour les langages de C(Com) qui met en évidence ce qui peut encore permuter dans ces
langages. En montrant, pour le langage Sym, une propriété déjd connue pour les générateurs de tout cOne
rationnel fermé par substitution, nous établissons que la famille des langages algébriques linéaires n'est
pas incluse dans FO(Com), le plus petit cdne rationnel clos par substitution, contenant les langages
commutatifs (proposition II1.25). Nous montrons, aussi, que l'intersection est nécessaire pour passer des
langages bornés aux langages commutatifs. En effet, il existe (corollaire I11.33) des PSL-langages

commutatifs n'appartenant pas 3 FU(Bor).

Dans la section C, nous donnons une condition nécessaire et suffisante (proposition I1I.%2) pour
qu'un langage commutatif L soit effagable, c'est-d-dire pour que C(L) soit égal a Cf(L), la famille des
langages que l'on peut obtenir § partir de L par une transduction rationnelle fidéle (transduction ration-
nelle n'effagant qu‘uﬁ nombre borné de lettres consécutives). Cette condition nous améne 3 étudier les
cBnes rationnels fidéles clos par quotient rationnel et nous répondons 3 une question de Ginsburg ([25]
page 34) en montrant l'existence d'un langage (orné) L tel que Ff(L) g F(L) soit clos par quotient
rationnel & droite et i gauche (proposition II1.37). Cette condition, que nous utiliserons au chapitre
suivant dans le cas des PSL-langages commutatifs, nous permet aussi de caractériser exactement les langages

commutatifs effagables inclus dans D; (proposition II.49).

Le résultat principal de la section D est que, pour tout langage de C(Com), il existe des

* w, aient la méme image par la fonction de Parikh (proposition II.S54).

t L
els que et L n Wy k

mots wl,...,wk
D'une part, nous en déduisons que tout langage infini de Fo(Com) contient un langage borné infini. et, en
utilisant une caractérisation des langages d'un mot infini rationnels (proposition II.51), nous obtenons,

alors, que tout langage d'un mot infini appartenant a FO(Com) est rationnel. D'autre part,ce résultat

va nous permettre de donner une condition nécessaire et suffisante pour que FG(L), avec L inclus dans C(Com),



contienne un langage borné non rationnel (proposition I1I1.59). Comme corollaire immédiat, nous retrouvons
2 jo jl Jt s :

un résultat de Goldstine [36] concernant le langage LG ={a” " ca ... Ca /t20,31t# Ji}-

Dans la section E, nous nous intéresserons aux langages de Comk, c'est-3-dire aux langages

commutatifs définis sur un alphabet de k lettres. En utilisant les résultats de la section précédente,

nous montrons principalement que tout langage infini de FU(Comk) contient un langage borné infini de

n

: s cas P _ (D
dimension k (proposition 1I1.66). Nous en déduisons que Ek+1 = {a1 cer By

/ n 2 0} n'appartient pas
a Fo(Comk), ce qui permet de démontrer la conjecture de Ginsburg et Spanier concernant

la non principalité de F(c(Rat)).

Le troisiéme chapitre concerne principalement les PSL-langages commutatifs et contient les
résultats pour lesquels nous faisons intervenir la propriété de semi-linéarité. Dans la premiére section,
nous étudions le cdne rationnel LW = C(c(Rat)), engendré par les PSi-langages commutatifs et nous
établissons (proposition IIT.14) que LY est égal & C_(C.), le plus petit cone rationnel clos par
intersection contenant le langage C

1
rationnel principal, L = C(Cl) tel que Cn(L) soit non principal (cf. [25] page 180).

= {a" b" / n 2 0}. Nous obtenons, ainsi, le premier exemple de cdne

Dans la section B, en utilisant les résultats du chapitre précédent, nous démontrons que
tout PSL-langage commutatif est effagable (proposition III.15), ce qui n'est pas vrai pour les PSL-langages
£ - : . 1a
bornés. Nous en déduisons que CI$C1) est égal 3 C‘§c1), le plus petit cOne rationnel fidéle clos par

intersection et contenant le langage C,. Ceci nous permet d'améliorer un résultat de Baker et Book [3]

1"

concernant les automates non déterministes multi-compteur "one-reversal".

Dans la section C, nous montrons que tout PSL-langage k-commutatif appartient au cdne

* -
rationnel engendré par E’ le plus petit langage commutatif contenant (al ... a ) (proposition

k+1’ k+l

I1I.27). Nous établissons, ensuite, que tout PSL-langage commutatif est une intersection finie de
) * s 2 z
langages commutatifs de C(Dl) (proposition III.31). Nous retrouvons, donc, en particulier, un résultat

énoncé par Perrot dans [71].

Dans la section D, en utilisant une caractérisation des langages commutatifs appartenant

E C(ﬁ;) (lemme II1.35) ol 5; = {a, b}" \ DI, nous démontrons que 51 est un langage commutatif minimal,
*

c'est-3a~dire que tout langage commutatif non rationnel appartenant 3 C(ﬁl) est rationnellement équivalent

Y * e ~ " Y -
a Dl. Ce résultat nous améne & conjecturer, d'une part, que tout PSL-langage commutatif non rationnel

% . .
domine rationnellement Dl et d'autre part, que tout langage quasi-rationnel commutatif est rationnel.

*

Le résultat principal de la section E concerne les langages commutatifs inclus dans D,.
2 . R * . N

Nous démontrons que tout langage commutatif L inclus dans Dl est sans produit, c'est-d-dire que C(L)

ne contient pas le produit de deux langages non rationnels définis sur des alphabets disjoints. Comme



* k3 * : rd 2 k3 : ’
D'l n'est pas sans produit (proposition III.49), nous mettons, ainsi, en &vidence une nouvelle distinction

entre les langages de Dyck et de semi-Dyck sur une lettre.

La derniére section est consacrée aux langages algébriques commutatifs. Nous allons, d'abord,
établir 1'existence de tels langages n'appartenaﬁt pas a C(DI). Pour obtenir ce résultat, nous é&tablirons
en premier lieu (proposition III.54%) une propriété des prépaires itérantes trés strictes (introduites par
Boasson dans [81}) pour les langages de C(D;). L'autre résultat de base de cette section ne concerne les
langages commutatifs que par l'un de ses corollaires : nous montrons que si L1 et L2 sont des langages
non rationnels définis sur des alphabets disjoints, le langage shuf (Ll, L2) n'est pas algébrique. Nous
en déduisons que Rat est le seul cdne rationnel clos par intersection inclus dans Alg et, & l'aide d'un

résultat démontré au chapitre II, que tout langage algébrique commutatif est sans produit.
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A - LANGAGES RATIONNELS ET LANGAGES ALGEBRIQUES

Un alphabet est un ensemble fini non vide, T, dont les &léments sont appeléds lettres. Les
é1éments du monoide libre T*engendré~par T sont des motsS et les parties de T" sont les langages. Pour
tout mot w de T* et toute lettre a de T, la(w) désignera le nombre d'occurrerces de la lettre a dans le
mot w. La longueur de w, notée £(w), est égale au nombre total d'occurrences de lettres dans w. Le mot

LS Pl : z z - . *
vide, noté €, qui est 1'é1&ment neutre du monolide libre T , est le seul mot de longueur nulle.

" Dans l'ensemble des parties de T*, on définit les opérations suivantes :
- 1'union, notée u, et 1'intersection, notée n, qui sont des opérations ensemblistes.
- le produit, qui est induit par le produit (ou concaténation) dans T*, est
défini par :

L, L, = {w v, / w

1 b 1 € Ll’ w. e L.}

1 2 2

- 1'étoile, qui est le passage au sous-monoide engendré, est définie par :
L = L_J L" avee L° = {e} et L™ = " = LML pour tout n 2 O.

nz0

. * L, . R * *
De fagon classique, pour tout w € T , nous écrirons w & la place de {w} et w i la place de {w}".

Nous pouvons, maintenant, définir la famille, notée Rat, des langages rationnels, qui est la

famille fondamentale en théorie des langages :

Définition : la famifle des Langages rationnels du monoide Libnre ™ o8t La plus petite famille de Langages

* . . .. . . . . .
de T qui contienne {es Langages f4inis et qud 404t close par wilon, produit et Etoile.
Cette famille peut 8tre, aussi caractérisée par les automates d'état fini :

Définition : Un automate d'état §ini est un 5-upfe, M = {Q, T, §, Qe F} o

- Q est un ensemble find non vdide (états],

T est £'alphabet d'entnée,

§ est une application de Q x T dans Q (fonction de transition),
- q, € Q est £'état initial,

- F est une pantie de Qlensemble des états terminaux).

On peut, de fagon naturelle, étendre f en une application de Q x T* dans Q par :

¥qeQ, f(q, €) = q et £f(q, wa) = f(f(qg, w), a), ¥ w e T*, ¥YaceT.

*
Le langage reconnu par l'automate M, noté T(M), est égal 3 {we T / f(qo, w) e F}.



Un langage L ¢ T" est dit régulier s'il existe un automate d'état fini M tel que L = T(M).

Le théoréme de Kleene montre le lien entre les langages rationnels et les langages réguliers :

A

PP . . . * . . . s
Théoreéme de Kleene : Un langage L inclus dans le monoide libre T est rationnel si et seulement si il

est régulier.

Si, 3 chaque "transition" d'un automate d'état fini M, on associe un mot défini sur un

alphabet A; on obtient une application de T" dans 8" :

Définition : Un gsm ou transducteur unilatdre est un 6-uple (2, T, A, §, g, qo) ol
-9, T, 4, q, ont La méme signification que dans fa définition de L'automate d'état gind,
- A est L'alphabet de sortie,
- g est une application de Q x T dans A* que £'on &tend classiquement & Q x T en posant

pour tout q € Q, glq, €) = € et glq, wa) = glq, w) glflq, w), al, Vwe T, VaceT.

La fonction g définie par g(w) = g(qo, W) pour tout w € T" est appelée gsm-fonction ou application

séquentielle.

Définition : Sodent u et v deux mots swr £'alphabet T. Nous dinons que u est un facteur de v 84 et seulement
84 v 8'eendt V) u v, avee vy, v, ¢ T". Siv=u vy, nous dirons que v est un facteur gauche (ou préfixel

de vetsivs= vy u, nous dirons que u est un facteur droit (ou suffixe) de v.

Définition : Sodent L un fangage inclus dans T* ot w un mot de T*. Nous dirons que u est un facteur
itérant de w dans L &4 et seulement 84 :

S W W ou W, avee Wy, u, W, e T et ute,

2

- W u* w, est inclus dans L.

Nous dirons, aussi, que u est un facteur itérant dans L, si et seulement si il existe un mot

w tel que u soit un facteur itérant de w dans L.
Cette dé&finition nous permet d'énoncer un résultat de base pour les langages rationnels

Lemme de 1'étoile : S{ R est un Langage natlonnel {nclus dans T", il existe un entien n ted que tout

mot w, de fongueur supérieure & n, admette un facteun Ltérant dans R.

Ce résultat a été précisé par Ogden [67]



Lemme d'Ogden : S{ R est un Langage rationnel inclus dans T*, il existe un en;&en n tel que 84 L'on
distingue au moins n occwuiences d'un mot w de R, ce mot se factornise en w, u W, ol u est un facteun
itérant de w dans R qui contient au moins une et au plus n occwurences distingules et oi w; W, en contient
au moins une.

Nous utiliserons, par la suite, une caractérisation des langages rationnels définis sur un

alphabet d'une seule lettre (cf. [24], [75])

Progositioé I.1 : Un Langage R ¢ a* est nationnel s et seubement si {i / a* e R} est un ensemble
finalement périodique, c’est-d-dine ai et seulement 84 R est une union finie de Langages de La fonme

a‘(ad)* avec 4, § 2 0.

Une autre famille de langages, la famille des langages algébriques, notée Alg, joue un rdle
primordial aussi bien en théorie des langzges, qu'en théorie de la programmation et en linguistique.

Cette famille a fait l'objet d'études intensives (cf. par éxemple [23, Cul, (5], U831, [2u], Cu1], [64l).

Définition : Une grammaire algébrique est un quadwuplet G = (N, T, P, S) o

~ T est £'alphabet terminal,

- N est £'alphabet non-terminal, ddisjoint de T,

- P, £'ensemble des régles, est un ensemble fini dinclus dans N x (T v N)* (on notera
{B =+ w} & fa place de (B, w) Les &fLéments de P),

- S, t'axiome, appartient a N.

PYA * * . PR . .
On définit sur V. = (N u T) 1la relation binaire 3> par w é> w' si et seulement si

N *
w=w Bw, w' o= w'l w'2 w'3 et {B +~ w'2} € P. Et on notera 7> la cl3ture reflexive et transitive de la

relation =>.
G

Le langage engendré par la grammaire G, noté L(G), est égal 3 {w € ™ /s é> w}. Nous dirons,
alors, que L E.T* est un langage algébrique si et seulement si il existe une grammaire algébrique qui

engendre L.

Exemples : Considérons DI (resp. D';) le langage de Dyck (resp. de semi-Dyck) sur une lettre, c'est-d-dire
*
la classe du mot vide € dans la congruence engendrée par b a = a b = € (resp. ab = €). Les langages Dl
et D'I sont des langages algébriques engendrés respectivement par les grammaires algébriques G = (N, T, P, S)

et G' = (N, T, P', S) avec N = {S}, T={a, b}, P' ={s+>sstuf{s+elu{s+asbletP =P u{S+bs al

Une grammaire algébrique G = (N, T, P, S) est linéaire si et seulement si P est inclus dans
* * N .
Nx T (Nu{e}) T, c'est-3-dire si toute partie droite de régle posséde au plus une occurrence d'un non-

terminal.
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Un langage L est un langage algébrique linéaire si et seulement si il existe une grammaire
linéaire qui engendre L. Nous dirons, alors, que L appartient 3 Lin, la famille des langages algébriques

linéaires.

Le langage Sym = {w R we {a, b}"} o0 R est 1'image miroire de w que l'on obtient en
"marquant' toutes les occurrences de lettres dans w, est un langage algébrique linéaire. Ccnsidérons, en
effet, la grammaire 1inéaire G = (N, T, P, S) avec N = {S}, T = {a, b, a, b} et P = {S+ a S a} v

{s + b sblu{s~+e}. Il est clair que Sym = L(G).
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B - TRANSDUCTIONS RATIONNELLES ET FAMILLES DE LANGAGES

~

Une autre opération, plus puissante que les gsm-fonctions définies 3 la section précédente,
peut @tre.associée aux langages rationnels. Les transductions rationnelles introduites par Elgot et Mezei [21]
se sont révélées un outil essentiel pour 1'étude des familles agréables de langages aprés que Nivat en

ait donné une caractérisation en terme de bimorphismes alphabétiques [64].

Définition : Une transduction est une application d'un monoide £ibre T* dans P(r*), £'ensemble des parties

du monoide Libre a*.

. . - s * * PR
A une telle application, notée 1, nous associons * ¢ T x A définie par :

t={(w, 2) /we T*, z € T(w)}

* ” s s
Si T et A* sont deux monoidez libres, T* b A* est un monoide dont le produit est défini par
" * *
(y, 2) (y'y, 2") = (yy',22"), ¥(y, z), (y', 2') e T xA

et dont 1'élément neutre est égal 3 (e, £).

y PR . P . * * .
On peut, alors, définir le produit et 1'étoile de langages inclus dans T x & qui sont des
*
opérations induites du produit dans ™ x a%. La famille des langages rationnels de T x 8" est 1a plus

s . . P * * « . . P
petite famille de langages contenant les parties finies de T x A et fermée par union, produit et étoile.

Définition : Une transduction t de T* dans A" est une transduction rationnelle sl et seulement 84 T est un

fLangage rationnel de ™ x 2%,

Un.homomorphisme h de T* dans A" est alphabétique (resp. strictement alphabétique, continu ou

non-effagant) si h(T) est inclus dans A u {e} (resp. 4, at = a8,

PR . . * * . . . s .
Théoreéme de Nivat : Une transduction T de T dans A est rationnelle, si et seulement si il existe un

alphabet Z, un langage rationnel R E_Z* et deux homomorphismes (alphabétiques) h et g, respectivement

de Z* dans T* et A*, tels que

t = {(h(w), g(w)) / w e R}.

Définition : Une thansduction 1 est fideéle a4 et sculement 34 pour tout mot z, ¢'ensemble de mots y

verniflant ly, z) e T est gind.

Boasson et Nivat ont donné, pour les transductions rationnelles fidéles, une caractérisation

que nous utiliserons par la suite 3 chaque fois que nous nous intéresserons aux cdnes rationnels fideéles
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Froposition 1.2 [14] Une transduction 1 de T” dans o™ est nationnefle fidele 84 et seulement &84 L existe un
alphabet Z, un fangage rationnel R 5»2* et deux homomonphismes alphabltiques h et g, respectivement de z*
dans T" et 2%, tels que :

4) T = {{hlw], glw)) / we R}

k

i4) 12 existe un entien k tel que R n 2 2;

7* s0it vide avec Z, - {z e/ glz) = €}.

(Nous dinons, alors, que g est k-limité sur R).
Définition : Une transduction T est continue &4 et seulement 84 (z, €) e 1 implique z = €.

Proposition I.3 [14] Une transduction T de T* dans o™ est nationnefle §idele et continue &< et seulement
84 4L existe un alphabet 7, un Langage rationnel R S.Z* et deux homomorphismes h de 7° dans T, 'R
stnictement aflphabitique, de 7* dans o™ tels que :

T = {{hiw), glw}) / we R}.

Proposition I.4 [ 8] S{ T est une transduction rationnelle’ §idefe de T dans 2™ et L < T*, un Langage

contenant Le mot vide, if existe une transduction rnationnelle §idéle et continue T' telle que t' (L} = t(L}.
Enfin,.rappelons une propriété trés importante de composition des transductions rationnelles :

Proposition I.5 [21] Soient ) et T, deux transductions nationnelles (nesp. rationnelles fidéles, rationnelles
§ideLes et continues), La premiZre de T* dans o™ et £a seconde de o™ dans X*. Alons La transduction
T3 5T, 0T, de T* dans X* est rationnelle (nesp. nationnelle §idele, nationnelle §idele et continue).

Nous dirons que le langage L, est rationnellement supérieur ou domine rationnellement le

2

langage Ll s'il existe une transduction rationnelle 1, telle que L, = T(L2). Les langages L1 et L2 seront

1
dits rationnellement équivalent si chacun domine rationnellement l'autre et rationnellement incomparable

si aUcun ne domine rationnellement l'autre. Le lecteur trouvera une &tude plus compléte sur les

transductions rationnelles dans le livre de Berstel [ 5].

Définition : Une famille de langages est un coupfe (I, L} ol I est un ensemble infindi dénombrable de

Lettres et L est un ensemble de parties de ©* vérifiant :

4} Pour tout L e L <L existe une partie finie T c I teffe que L < ™

). L contient un Langage non vide.

Par la suite, nous remplacerons systématiquement (I, L) par L puisque, dans notre travail,
cela n'entraine aucune ambiguité. D'autre part, nous écrirons L & la place de {L}, la famille de langages

réduite au seul é1lément L.
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Définition : Un cdne rationnel est une famifle de fLangages germée pan thansduction rationnetle.

Définition : Un cdne rationnel fidéle est une familfe de fangages fermée par transduction rationnelle
fideLe.

Remarquons que cette définition différe 1égérement de celle qu'en donne Boasson dans [ 8]
qui se limite aux transductions rationnelles fidéles et continues. Nous évitons, ainsi, d'avoir a
"distinguer" le langage L du langage L v {€}. La proposition I.4 montre que, pour l'essentiel, ces deux
notions sont les mémes et permet d'établir que i est un cdne rationnel fidéle si et seulement si L est
fermé par homomorphisme continu, homomorphisme inverse, intersection avec un langage rationnel, union

avec le langage {e}.

Pour toute famille de langages L, notons :
- C(L) (resp. Cf(L)), le plus petit (au sens de 1'inclusion) cdne ratiomnnel (resp.
rationnel fidéle) contenant L. .
- H(L) (resp. Ha(L)’ HC(L)), la plus petite famille de langages contenant L et fermée
par homomorphisme (resp. homomorphisme alphabétique, homomorphisme continu).

- H-l(L) (resp. H_l(L)), la plus petite famille de langages contenant L et fermée
a

par homomorphisme inverse (resp. homomorphisme alphabétique inverse).

si L1 et L2 sont des familles de langages, L1 A L2 désignera la famille de langages
{Ll nL, / L e Ll’ L2 € LQ}. Les propositions précédentes permettent, alors, d'écrire
- €Ly = HHTHL) A Rat) = H_(HZH(L) A Rat).

- Cf(L) = HC(H-l(L') A Rat) avec L' = {L v {e} / L e L}.

Les cdnes rationnels fermés par union sont les "full semi-AFL' et nous noterons CU(L) (resp-

CS(L)) le plus petit cOne rationnel (resp. rationnel fidéle) clos par union et contenant L.

* - -
Soient L et L, deux langages inclus dans T . Le quotient 3 droite (resp. & gauche) de L, par

*
Ly, noté L, / L, (resp. L, \ L), est dgal A (we T /3 w, € L, tel que ww, ¢ Ll} (resp. {we T/

2 2

3 w, € L, tel que w, w € Ll})'

2 2

Une famille de langages L est close par quotient rationnel & droite (resp. 3 gauche) si et

seulement si pour tout L € L et tout R € Rat, L / R (resp. R \ L) appartient & L.

Tout cBne rationnel est clos par quotient rationnel & droite et & gauche. Donc, pour tout
* * - . . -~
langage L < T, Init(L) = L / T appartient 3 C(L). Par contre, un cdne rationnel fidéle n'est pas

nécessairement clos par quotient rationnel 3 droite ou 3 gauche (cf. [25]).
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Définition : Un cdne rationnel (nesp. nationnel §idefe) L est principal &{ et seulement 84 4L exdste un
fangage L telf que L = C{L) (resp. L = C6(L)). Nous dinons, alons, que Le Langdge L est un générateur {resp.
générateun fideéfe) de L. '

Définition : Un Langage L est effacable 84 et seulement 84 4L est géndrateur §idefe de C(L), c'est-d-dine
si cbiu) = cqu.

Proposition 1.6 [29] Tout cone rationnel (fidefe) principal est fermé par union.

Définition : Sodlent & un homomorphisme de T dans P(a%) et L une famitle de Langages. Nous dinons que &

edt une L-substitution 44 et seulement 84 sla) ¢ L pour tout a € T.

A cette opération sur les langages on fait correspondre un opérateur binaire sur les familles

de langages, défini de la maniére suivante :
Si L et L' sont des familles de langages, posons
LOL ={s(L) /L €L, s est une L'~-substitution}.

Cet opérateur est fondamental en théorie des langages et se trouve 3 l'origine de la théorie

des opérateurs syntaxiques (cf. [13], {40], [42], (561, [60]; [65], [72]).
Définition : Une famille de Zangages L est close par substitution ai et seufement 84 L O L < L.

8i pour tout mot w € L, il existe au plus une occurrence d'une lettre a telle que s(a) # {a},

nous dirons que la substitution s est une insertion sur L (cf. [42]). Plus précisément :

Définition : Soit & wre substitution définie sun T*. Alons & est une L-intersection sur L 4'if exdiste
T' T tel que :

A Le (TANT) (T o {eh) (TN T,

) sla) = {a}, VaeT\T,

L) sla) e L VaeT'.

Définition : Une famille de Langage L est close par insertion &4 {s(L) / L e L, § L-insention sun L} est

{nclus dans L.

Définition : Une famifle de Langages L constitue une famifle agréable (§id2fe) de Langages, en abrig? FAL

(§4deLe) s et seulement 84 L est un cdne rationnel (4idele), fermé parn union et &toile.
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Pour toute famille de langages L, notons F(l) (resp. Ff(L)), la plus petite FAL (resp. FAL
fidéle) contenant L. La plus petite FAL close par substitution contenant L, notée FO(L), est égale 2
U . ~ . - : . = - = . I3 F [ £ s
L. od Ll est défini par Ll C(L) et L].+1 Lj 0 Ll ( L1 0 Lj)’ Vj 21 Ainsi, c(Lm) désignera

izl
la famille des langages quasi-rationnels (cf. [64]),

Proposition 1.7 [28] Poun toute famillfe de Langages L, F{L} = Rat O C(L) et F6(L) = Rat [ C‘(L)-
Proposition 1.8 [29) Si L est un Langage inclus dans T* et ¢ une Lettre n'appartenant pas & T, F(L) = C({Le)*).

Introduisons, maintenant, une opération sur les langages, l'opération de shuffle ou produit

de Hurwitz que nous utiliserons par la suite 3 de nombreuses reprises. Si L. et L2 sont des langages

1
inclus respectivement dans T; et T;,
* *
= {3 e cee L,}.
shuf (Ly, L) = (k) ¥y «oe %)y /xg € Ty, vy € Toh %y %, € Lis ¥y vy € 2}

I1 est clair que cette opération est commutative et associative, ce qui justifie 1'écriture de
shuf (Ll,...,Ln) pour n supérieur 3 deux. Pour les cdnes rationnels (fidéles) le lien entre 1l'intersection

et l'opération shuffle est mise en évidence par les deux propositions suivantes :

Proposition I.9 [25] Un cone nationnel {fidefe) est clos par intensection 54 et seulement 84 iL est clos
pour L'opdration shuffle.

Proposition I.10 [25] Sod{ent Les fangages L S_T;, Ly < T; avee Ty n T, = 0. Abons, H(C(L,} A ClLy)) =

1
ciu) et Htebin,) A cbir,)) = cb(L) avec 1 - shug (1), 1,).

Pour toute famille de langages L, notons Cn(L) (resp. Ci(L)) le plus petit cdne rationnel

(resp. rationnel fidéle) clos par intersection et contenant L. Désignons par A L, la famille k,) L. od
iz1

L1 = letVv¥ijzi, Lj+l = Lj A Ll' Nous avons, alors :

Proposition 1.11 [25) Pour toute gamille de Langages L, Cn(L) est égal a Hia C{L)) et Cg(L) est Egal &

H, (n cdiuyy.

2 . * . . P .
Considérons maintenant un langage Ll S_Tl. Pour tout entier i supérieur 3 1, construisons,

. : * f s s . .
par induction, un alphabet T.l et un langage Li < Ti' Prenons A.1 un alphabet disjoint de Ti qui soit en

+ 2 : 3 = = ' a L', = h,(L t
bijection avec T1 par un homomeorphisme hi. Posons Ti+l Ti 7] Ai’ Li+1 shuf(Li, L i) ou L 5 1( l) es

une ''recopie™ de L. sur un alphabet disjoint de Ti' La famille L = {Li / i 2 1} vérifie, alors :

1

Proposition I.12 (25]

- Cn(L,) = C(L))
-8 . cf
ColL, ) = oL
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C - PSL-LANGAGES. LANGAGES COMMUTATIFS ET LANGAGES BORNES.

Notons N, 1l'ensemble des entiers naturels et Z, l'ensemble des entiers relatifs. Posons N+ =
N\ {0} et pour tout p ¢ N, p I {(il,...,ip) / ij €N, ¥j e {1,...,p}}. Un ensemble S E_Np est un
ensemble linaire s'il existe x € W, p = {xl,...,xn} ensemble fini inclus dans NP, qui est 1'ensemble

n
des périodes tels que S = {xo + 7

Ay %y /Ay € N}, ensemble que 1l'on notera L{x_ ; P).
45, 4 i )

L'ensemble L(x° ; P) sera dit linéaire stratifié si P vérifie les deux conditions suivantes :
. i) Chaque él&ment de P a au plus deux coordonnées non nulles.
ii) 11 n'existe pas d'entiers i, j, k, m, tels que 1 £ 1 < j < k <m < p et tels que

1]
u'o # 0.

1 ] 1
(ul,...,up), (u gaecesl p) soient dans P avec uy u'j Uy

Définition Un ensemble S g_Np avec p € N, est un ensemble semi-linéaire (stratifié) i et seulement 84 S
est une undon finie d'ensembles Lindaines (stratifiss) inclus dans NP,

A tout langage inclus dans T = {al,...

grace 3 la fonction de Parikh notée WT(ou ¥ s'il n'y a pas d'ambiguité) qui est définie sur T par :

,ap}., on peut faire correspondre une partie de ) 'L
¥ (w) = (& (w),...,L. (w)) pour tout w ¢ T .
T a a
1 P
En fait, YT est 1'homomorphisme canonique de T" dans le monoide commutatif libre engendré par T.
Définition : Un Langage L E_T* est un PSL-langage &4 et seulement &4 YT(L) est un ensembe semi-ZLinlaine.

Une importante propriété des langages algébriques est donnée par le théoréme suivant :

Théoréme de Parikh [69], [70] Tout langage algébrique est un PSL-langage.

Du point de vue des transductions rationnelles, le fait de savoir qu'un langage est un

PSL-langage n'apporte guére d'indication. En effet :

Proposition I1.13 : Toul fangage est natiommeflement Equivalent & un PSL-Langage.

7z s Y *
Démonstration : Soient L ¢ T avec T = {al,...,ak), et T' = T u {d} ol d est une lettre n'appartenant

pas & T. Montrons que L' = L d aI . a;
-1

T
est fini (cf. [24]), Ll est fini donc L1 d a

est un PSL-langage. Posons S = WT(L), S, 1'ensemble des éléments
minimaux de S et L, = ¥, 7(S). Il est facile de vérifier que WT,(L') = ‘{‘T,(L1 d a: vee a;) et comme S,
I o a; est un langage rationnel et le théoréme de Parikh
entraine que WT,(L') = ‘l’T‘(L1 d aI ...‘a;) est un ensemble semi-linéaire . D'autre part L' est le produit
de L par un langage rationnel donc L' € C(L). Enfin, L = (L' n ™ d) / d € C(L'") et L est rationnellement

équivalent 3 L'.[



Pour tout mot w, c(w) désignera l'ensemble des mots que l'on peut obtenir par permutation &
partir de w. La fermeture commutative de L, notée c(L), est égale 3 {z € c(w) / w € L} c'est-3-dire
1o v,

Vo win). -

Définition : Un fLangage L est commutatif 44 et seulement 84 L = ci{L} = ¥
Pour toute famille de langage L, notons c¢(l) = {c(L) / L € L}. Il est clair que c(Rat) = c(Alg)
est égal i la famille des PSL-langages commutatifs (Lemme III.1). On dira que la famille L est commutativement

close si et seulement si L contient c(l).

La famille de tous les langages commutatifs sera notée Com et pour tout k € N_, Com désignera
la famille des langages k-commutatifs, c'est-d-dire des langages commutatifs définis sur un alphabet d'au

plus k lettres.

Définition : Un fangage L E_T* est k-borné (ou borné) si et seufement 84 il existe des mota Wy,eeeWy € ™
tels que L c wy ... wp.

Si les mots WiseensW sont des lettres toutes distinctes, nous dirons que L est Strictement

k
borné.

Bor, désignera la

La famille de tous les langages bornés est notée Bor et pour tout k € N, K

famille des langages k-bornés. Il est clair que Com = c(Bor), par contre pouf tout k € N_, Comk 3 c(Bork).

La proposition 1.13 montre que tout langage borné est rationnellement &quivalent 3 un PSL-langage
borné. Cette propriété n'est plus vraie quand on remplace "borné" par 'strictement borné". En effet le cOne
rationnel engendré par un PSL-langage L strictement borné est inclus dans C(c(L)) < C(c(Rat)) qui est un

PSL-cdne, c'est-3-dire un cdne rationnel ne contenant que des PSL-langages (corollaire III.H),

Nous allons, maintenant, donner une caractérisation des langages bornés appartenant 3 un PSL-
cdne rationnel que nous utiliserons au chapitre III pour décrire les langages bornés de C(c(Rat)). Remarquons
d'abord, que tout PSL~langage l-borné est rationnel. Par contre un PSL-langage 2-borné peut dominer
rationnellement un langage qui n'est pas un PSL-langage. Prenons, en effet, L = {(ab)i (ba)j /i20,73z2 12).
Le cdne rationnel C(L) contient le langage {ai bj /120,732 iz}, alors que L est un PSL-langage 2-borné

(on peut mé@me montrer que pour tout langage rationnel R, L n R est un PSL-langage). Nous avons cependant :

Proposition I.14 [52] Soit L un fangage Z-boxné. S& pour tout homomorphisme h, h'l(L) est un PSL-Langage, fe

cone rationnel engendrd par L ne contient que des PSL-Langages.

Si L est un langage k-borné avec k 2 3, la proposition précédente n'est plus vraie. Prenons
.2 . 2 .
L={a" bal /i, jz0} Le langage L' = at vy i, 3 2 0} appartient 3 C(L), alors qu'on peut
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établir que pour tout homomorphisme h, h—l(L) est un PSL-langage. Pour obtenir un résultat comparable 3
la proposition précédente pour- tous les langages bornés,.il suffit de prendre un gsm 3 la place de

1'homomorphisme :

Proposition I.15 [52] Soit L un Langage boané. Si, pour toute application sdquentiefle g, fe fLangage

g'l (L) = {w / glw) ¢ L} est un PSL-Langage, Le cone rationnel engendrl par L ne contient que des
PSL-Langages.

Nous allons, maintenant, &tablir un lien entre ces langages et les langages algébriques bornés.

Pour tout n-uple de mots w = WiseeesW >, £ désignera la fonction définie sur N" par fw(il”"’in) =
i

w w "
1ot Yoo
* -
Montrons d'abord que tout langage L inclus dans Wy oo w:, tel que ful(L) = {(il,...,in) /
i i
wll ce wnn € L} est un semi-lindaire, est une intersection finie de langages algébriques. Dans le cas

ol WysesesW sont des lettres toutes distinctes, ce résultat découle immédiatement des deux propositions

suivantes :

Proposition 1.16 [31] Soient L c wy ... w; et w Le n-uple <w,,...,w >. Le langage L est algébrique 84

et seulement 84 5: (L) est un semi-Lindaine stratifds.

Proposition I.17 [61] Tout ensemble semi-Lindaine est une intersection finie de semi-Linfaines stratifids.

Dans le cas ol w LN sont des mots quelconques que 1l'on peut toujours supposer différents

100
du mot vide, nous utiliserons une autre propriété :
Lemme 1.18 [24] Sodent un afphabet A = {a,,...,an} et un homomonphisme h défind sur A par h(ail =w, Ve

{1,...,n}. 12 existe un Langage nationnel R ¢ a; a:l qui est en bijection parn h avec w‘; w;.

Nous pouvons alors é&tablir :

Lemme I1.19 : Soit L € w; oo W) tel que A;I(L) est un semi-Lindaire. Alons L est une intersection finie

de fLangages algébriques.

Démonstration : D'aprés la proposition I.17 il existe des semi-linéaires stratifiés 51""’59’ tels
- b :
que S = fwl(L) =M S;- Considérons l'alphabet A = {al,...,a }. L'application f_défini sur " par f (il,...,i )
. . i=1 " d @ n

i i P P
1 .. & ™ établit une bijection entre N et a’ ... a. Donc £.(S) = f (s = MYE (8,) ob, ¥V ie
1 n n a LoPi g=l i

= a
1 =1 a

a
{1,...,p}, fa(Si) est un langage algébrique [24]. Considérons le langage rationnel R et 1'homomorphisme h
définis au lemme précédent. Posons, pour tout i ¢ {1,...,p}, L'i = fa(Si) n R. Comme fa(S) = h-l(L) n

* * *
a, ... a_ etque Rgc a; ...

- p
a*, nous avons h 1(L) nRz=Ff(S)nR-= ;/\ L',. L'inclusion de L dans
1 n n a i=1 1

h(R) = wI - w; implique L = L n h(R) = h(h‘l(L) n R) et comme h est injectif sur R qui contient
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L'i, vielli,...,p}, nous en déduisons que L = h([‘} L'i) = (”}vh(L'i) est une intersection finie de
i= i=

langages algébriques.[}

Pour w = W seee W > et S ¢ N, on n'a pas toujours 1l'égalité entre S et f;l(fw(s)). Cependant,

montrons :

Lemme I1.20 : Pour fout semi-&inéaire S g_lﬂ et tout n-uple de mot w = Wypene W >, 6;' o éw(S) est un
semi-Lintaine.

2 X e e no, . . *
Démonstration : Pour tout semi-linéaire $ ¢ N, il existe un langage rationnel R ¢ {al,...,an} tel Qque

Y(R) = 8. La clbture commutative de R, c(R) = W_; o ¥Y(R) appartient au plus petit cOne rationnel contenant

c(Rat) qui ne contient que des PSL-langages [331, [541.

Considérons 1'homomorphisme h défini par : h(ai) = W viell,...,n}. Les langages

*x

_ _ * * _ -1
L= fw(S) = h(c(R) n a, ... an) et L' = h (L) n a -

1

f;l(L) = ¥(L') est un semi-linéaire.(

. a; appartiennent & C(c(Rat)). Donc f;l o fw(S) z

Pour tout entier positif i, nous noterons :

- AB; = {L1 n.only /Vse {1,...,i}, L est un langage algébrique bornél.

Liu et Weiner ont démontré [62] que, pour tout entier k 2 2, le langage L, = {ww/ve

*

* . >
a ... ak} appartient 3 AB_\ AB, .,

- Nous allons établir que AB, = H(ABl) g H(AB2) = H(AB3) = ... . Montrons d'abord :

d'ol la hiérarchie infinie AB1 i A32 i e ﬁ-Aak-l ﬁ-ABk G e

L £
Lemme I.21 : Soient S un semi-Lindaire de N et w = <wy,...,u > un n-uple de mots. ALons §,(S) = w,' ... w" /

(L,,...,inl ¢ S} appartient 2 H(ABZ), La famille des images homomorphes de L'intersection de deux fangages
algibriques bornts.

Démonstration : Comme ABl est clos par union, il est facile de vérifier que H(ABQ) = H(ABl A ABl) est

aussi clos par union, donc on peut supposer que S est un linéaire égal & L(uO H {ul,...,uk}).

Posons A = {a

l,.«.an}, Y = {alo’ e Ay By tee ank},
P P P P t t t t
L1 = {alo ali . ali ang azt v aQi a, aai e asi a, au: vee aui voo / P, ti’ ... € N},
et L = {a as1 v aSk a aPk ves aPl a aPl ces aPk ee. /8., P, ... € N},
2 lo 711 °° 1k 20 "2k 21 30 31 3k i’ i
P " Px
Les langages L, et L, sont algébriques, bornés et il est clair que L1 nL,= {alo agy cee 8y A0 3 e
P P P , . '
3,y 850 @gp ver Agy e / Pi E-N}._Considérons, alors, 1'homomorphisme g défini sur Y par : ¥ i ¢ {1,...,n}
T, . N

v ije{0,...,k}, g(aij) = wilj ol Pij est égal 3 la j°me composante du vecteur uj. Alors fw(S) = g(Ll n L2)

appartient a H(ABQ).D
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Prenons maintenant L inclus dans wI ce w;. Si L est une intersection finie de langages
- P _ '
algébriques Ll""’Lp’ fwl(L) = M fwl(Li n w; ves w:). D'aprés la proposition I.16, ¥ i ¢ {1,...,p},
i=1
- *
fwl(Li nWy e w;) est un semi-linéaire et comme la classe des semi-linéaires est close par intersection [2u4],

S = f;l(L) est un semi-linéaire. Pour tout homomorphisme g, g(L) = g o fw(S) est égal 3 fy(S) avec

*

1

y e w: et h l'homomorphisme défini sur

A

<g(wl),...,g(wn)>. Considérons, maintenant L' < w

{a

l,...,an} par h(ai) =W, ¥ ie {1,...,n}. Si L' appartient 3 un cdne rationnel qui ne contient

que des PSL-langages, L'" = h-l(L') nal

PERRR a; est un PSL-langage et S' = Y(L") est un semi-linéaire,

done L' = fw(S') avec S' semi-linéaire. Enfin, comme AB, est clos par homomorphisme, il est facile de

1
vérifier que tout langage de H( ABQ) = H(ABl A ABl) est 1'image homomorphe alphabétique de 1l'intersection
de deux langages algébriques bornés. Des lemmes précédents, nous pouvons alors, déduire une caractérisation

multiple des langages bornés d'un PSL-cdne rationnel :

Proposition 1.22 : Solent w = Wy, .., W > un n-uple de mots et un Langage L ¢ w; cee w:. Les propriétiés

sulvantes sont &quivalentes :
4 €L est un semi-tindaire,
Ak} 48 existe un semi-Linfaine S tel que L = § (S,
L) L est une intensection finie de Langages algébriques,
iv) L est t'image homomonphe (alphabltique) de £'intersection de deux Langages
algébnriques bornds,
Q) ClL) ne eontient que des PSL-Langages.
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D - CIL-LANGAGES ET LANGAGES SANS INSERTION

Les IRS-langages (ou langages sans facteur itérant) sont les langages qui ne contiennent
aucun langage rationnel infini. Ces langages jouissent de propriétés trés intéressantes qui se sont
révélées, 3 plusieurs reprises, d'une grande utilité (cf. [14], [26], [43]). Nous allorsdéfinir des

langages qui vérifient une propriété plus restrictive :

Définition : Un fangage L est un CIL-langage &4 et seufement 4 L; L, c L Amplique L; ou L, fini.
Remarquons que tout CIL-langage est un langage sans facteur itérant. En effet si L posséde
un facteur itérant, il existe x, u, y tels que x u* y € L avec u # € et le langage L contient le produit
Ll L2 ou L1 =xu et L2 =" y sont des langages infinis. Par contre, la réciproque est fausse puisque
le produit de deux IRS-langages dé&finis sur des alphabets disjoints est un IRS-langage. D'autre part,

il est clair que tout CIL-langage algébrique est un langage algébrique linéaire et ncus conjecturons

que tout IRS-langage algébrique linéaire est un CIL-langage.

Remarquons, aussi, que les "c-finite" langages, définis par Greibach ([42], page 50, exemple

3.1) sont des CIL-langages ainsi que les langages Cl = {an b" / n 2 0} et Sym.

"Montrons, maintenant, pour les CIL-langages, une propriété déja établie pour les langages

qui engendrent un cdne rationnel translatable [14] ou fermé par un opérateur syntactique [42].

Proposition I.23 : Sodient L un cone rationnel fermé par union et L un ClL-Langage. Alons L e F(L)

Amplique L € L.

Démonstration : Comme L e F(L) = Rat 00 L, il existe un langage rationnel R © T" et une L-substitution s,
définie sur T*, tels que L = s(R). La famille Rat étant close pour les substitutions finies, on peut
supposer, sans nuire 3 la généralité de la démonstration, que pour tout a € T, soit s(a) est un langage
infini de L, soit s(a) = {a}, ce qui implique que R est fini. En effet dans le cas contraire L = s(R)
contient un facteur itérant et ne peut étre un CIL-langage. Comme L est clos pour 1l'union, il nous

reste 3 montrer que s(x) e L pour tout x ¢ R. Tout mot x € R peut se factoriser en x, bx2 avec s(xl) =

X5 s(xy)) = x, etbeTu {e}. Donec s(x) = x, s(b) x, ¢ L.0

2

Proposition 1.24 : Tout cdne rationnef L clos par intersection est clos par insertion.

zZ 3 (3 * : 3 3
Démonstration : Soient L ¢ T un langage de L et s une L-insertion sur L. Il existe T' < T tel que

Le (TA IO (1 u {e)) (TN 1O, Alors, s = Lt v () st ) avec L' = La T\ 1) € L et
aeT!
VaeT', La = Lo (T\ T')* {a} (T \ T‘)*. Comme L est clos par union, il nous reste & montrer que
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s(L), € L. Pour cela, considérons 1'alphabet A tel que ¥ a ¢ T', s(a) ¢ A" et posons & = {b / b € A} de
telle fagon que T n A = @. Soient h et g les homomorphismes définis respectivement sur 2% et (Tu D) par :
h(b) = b, ¥bed, gla) = €, g(x) =x, ¥xe T\ {a} et g(y) =y, ¥y € &. Il est, alors, facile de vérifier
que S(La) est égal 3 g(Shuf (La, h(s(a))) n (T \ T')* {a} 2" (T \ T')*), appartient & L qui est clos pour

1'opération "Shuffle".[

Nous pouvons, maintenant, établir un résultat concernant les CIL-langages, que nous utiliserons

au chapitre IT.

Proposition I.25 : Sodent L un cone rationnel fenmé pan intensection ou insertion et L un CIL-Langage.

Alons, 84 L appartient & FG(L),I L est aussd dans L.

Démonstration : Prenons L2 un CIL-langage de L [ L. I1 existe, donc, L1 E_T*, Ll e L et une L-substitution s,

tels que L, = s(Ll). Comme [ est fermé par substitution finie, on peut supposer, sans nuire 3 la généralité

2

de la démonstration, que ¥ a € T, soit s(a) = {a}, soit s(a) est infini. Comme L, = s(Ll) ne peut pas

2
contenir le produit de langages infinis, s est une l-insertion et d'aprés la proposition précédente L2 e L.
Donc tout CIL-langage de L [0 L appartient 3 L.

Posons, maintenant, L. = Let ¥n21, L = Ln 0 L. Montrons, par récurrence sur n, que

1 nt+l

tout CIL-langage de Ln appartient 3 L. Nous venons de vérifier cette propriété pour n = 2. Prenons L un
CIL-langage de Lk+1' Comme Lk est un cdne rationnel, donc clos par substitution finie, il existe L' ¢ T*,
L' € Lk et une L-substitution s tels que §(L') =Let¥aeT, s(a) # {e}. Donc, L' est nécessairement
un CIL-langage. D'aprés 1'hypothése de récurrence, L' est un CIL~langage de L et L, CIL-langage de L O L
appartient 3 L. La démonstration se termine en remarquant que FO(L) = E;{ Ln'D

Définition : L esf un langage sans insertion sl V Ly L, Langages Angindis, {L exdiste x; €Ly tel que

toute factonisation de x, en x'; x", vénifle x'; L, x", ¢ L.

I1 est clair que tout langage sans insertion est un CIL-langage. D'autre part, la notion de
langage sans insertion n'a guére d'intéré&t dans le cadre des langages algébriques, puisque tout langage
algébrique sans insertion est fini. Cependant, il est facile de construire des langages sans insertion.

Pour tout langage L, notons L [c], le langage {w c” / w € L, n = £(w)} (cf. [26]).

Lemme 1.26 : Pour tout fangage L c Tavee ¢ ¢ T, L [c] est un C1L-£angage. De plus L [c] est un fLangage

dans insention 44 et seulement si L est un CIL-Langage.

Démonstration : Supposons, en effet, qu'il existe deux langages infinis L, et L2 tels que Ll L2 < L [el.

1

» . R
Si L, est inclus dans ¢ , pour tout x; € Ly, i1 existe i > l(xl) tel que et e Lys done x, et e Ly L, \ Lleld.
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» . *
Dans le cas contraire, L, est inclus dans T et pour tout x

1 € Ly, il existe x, € L avec L(xl) > l(xz).

2 1

donc Xy x, € Ly L,\ L {cl, d'ol la contradiction.

-
Supposons, maintenant, que L [c] ne soit pas sans insertion. Il existe, alors, deux langages

infinis L1 et L2 tels que pour tout x, € Ll’ il existe une factorisation x, = x', x", avec x' L2 x"., <

1 171 1 1

L [e]. 11 existe aussi des entiers n, et n, tels que V¥ x € Ll’ v x, € L2, lc(xl) - ZT(xl) =, et

lc(xz) - LT(xz) = n, avec ny +n, = 0 (lT(x) désigne le nombre d'occurrences, dans x, de lettres appartenant

a T). Comme L, est infini, L, n et rpetxt, L x"l < L [ec] implique x', ¢ ™ et x"l e c*. soit hc’
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1'homomorphisme défini sur T v {c} par h(c) = €eth(a)=a,¥aeT. Comme L, est infini et lc(xl) -

- P - e s . " s . voen =
LT(xl) n,, hc(Ll) est infini. De méme hc(L2) est infini et comme x', L, x", ¢ L [e] implique hc(x 1 ¥ 1)

1
x'l, L contient hc(Ll) hc(Lz), le produit de deux langages infinis.

Supposons, enfin, que L contienne le produit L'1 L'2 de deux langages infinis. Les langages
L1 = L'1 fe] et L2 = L'2 [c] sont infinis et vérifient : tout mot Xy de L1 se fartorise en x'1 <" avec

n .
n = l(x'l) et x' L, c est inclus dans L [c] qui n'est donc pas un langage sans insertion.[]
S8i L est un langage sans insertion, nous obtenons un résultat équivalent 3 la proposition I1.25,
mais, cette fois-ci, il n'est plus nécessaire de supposer que le cdne rationnel L est clos par insertion.
Pour tout cdne ratiomnel clos par union L, posons Il(L) = L et In+l(L) ={s(l) /L e In(L) et s est une
L-insertion sur L}, ¥ n ¢ N_. Alors le plus petit cdne rationnel clos par insertion et contenant L, noté

Ci(L), est égal 3 k_) I (L).
n
n21

Proposition I1.27 : Soit L un cone rationnel fermé par union. Tout Langage sans insertion appartenant a
FO(L) appartient & L.

Démonstration : Montrons que pour tout n € N+ et tout langage L sans insertion,

Le 1 1(L) implique L € In(L). Prenons, en effet, L € In (L). Il existe un langage L' ¢ In(L)

+ +1

et s une L-insertion sur L' tels que s(L') = L. Donc il existe un alphabet T et T' ¢ T tels que L' ¢
T\ T (1o {e}) (T \ T')*, s(a) —a, Vae T\T et s(a) e L, ¥Va € T'. Alors s(L') = L'l u (k_)‘
s(L'a)) ol L'l L n(TANT) et Vae T, L'a = L' n (T\TH" {a} (T \ ') sont des langages ng
In(L) qui est un cdne rationnel clos par union. Il nous reste, donc, 3 montrer que ¥ a € T', s(L'a)
appartient 3 In(L). Comme L est sans insertion, pour tout a € T', s(L’a) < L est aussi sans insertion.
Nécessairement, ou bien L'a est fini, ou bien s(a) est fini. Dans les deux cas s(L'a) appartient & In(L).
Comme Il(L) = L et Ci(L) = L_J I (L), on en déduit que tout langage sans insertion appartenant & Ci(L),

nzl
appartient 3 L. Le résultat cherché découle, alors, immédiatement de la proposition I.25.0

* 2 IS
En particulier, pour tout langage L ¢ T avec d ¢ T, et tout entier k supérieur a deux, le
langage L' = {(w d)k / w e L} est un langage sans insertion, ce qui implique : si L est un cBne rationnel

¢los par union, L' € FO(L) entraine L' € L (cf. [45]).
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A - LANGAGES COMMUTATIFS ET LANGAGES BORNES

Nous allons commencer par étudier les propriétés de c¢ldture de C(Com), le plus petit cdne
rationnel contenant tous les langages commutatifs, ainsi que les liens entre les langages bornés et les
langages commutatifs. Une premidre remarque d'importance est que la famille Com est fermée par hcmomorphisme
inverse. En utilisant la caractérisation des transductions rationnelles en terme de bimorphisme (cf. théo-
réme de Nivat), nous obtenons 1'égaiité : C(Com) = H,(Com A Rat), c'est a dire que tout langage appartenant
& C(Com) est 1'image homomorphe (alphabétique) de 1'intersection d'un langage commutatif et d'un langage
borné. Cette égalité explique pourquoi certaines propriétés qui s'étendent de C(Bor), le plus petit cdne
rationnel contenant tous les langages bornés, 3 C(Com),admettent, alors parfois, des démonstrations plus

simples.

La famille Com est aussi fermée par intersection. Etant donné que toute famille de langages
fermée par intersection et homomorphisme inverse engendre um cdne rationnel clos par intersection (lemme II.2),
nous en déduisons que C{Com) est clos par intersection. Nous donnons ensuite une condition nécessaire et
suffisante pour qu'un cdne rationnel, L, clos par intersection soit commutativement clos (i.e. L e L implique
ey =¥, ¥(L) € L). Cette condition, 1‘'appartenance & L du langage Cl = {a"" / n 2 0} est vérifiée
pour L = Cn(Bor), le plus petit cdne rationnel clos par intersection contenant les langages bornés. Nous

obtenons, ainsi, l'un des résultats de base de cette section, 1'égalité entre C(Com et Cn(Bor).

L'autre résultat de base, le lemme 11;10, est plus technique mais se trouve directement &
1'origine de deux corollaires corernant tout cdne rationnel L engendré 3 partir de langages commutatifs. Le
premier, que nous utiliserons & de nombreuses reprises tout au long de cette thése, affirme que si L est
langage strictement borné, L e L implique c(L) ¢ L. Le deuxiéme montre, pour L, 1'équivalence entre le fait

d'etre clos par produit et celui d'@tre clos par intersection.

Lemme IT.1 : Pour toute famille de Langages L closeparn homomorphisme invense (alphabdtique) et tout cine

rationnel L', C(L} A L' est inclus dans H{L' A L}.

Démonstration : Comme L est clos par homomorphisme inverse alphabétique, le théoréme de Nivat, énoncé au

chapitre I, implique C(L) = Ha(L A Rat) et pour tout"L e C(L), il existe L, ¢ L, R ¢ Rat et un homomorphisme

1

alphabétique h tels que L = h(L1 n R). Alors pour tout langage L, ¢ ‘s Lnl, = h(Ll n R) n L, =

2
h(h"l(LQ) n L, nR) avec h_l(Lz) nRel', donc h_l(Lz) nL nRel' AletLnlLyeHUl aD.0

Remarquons que si L n'est pas clos par homomorphisme inverse alphabétique, le lemme précédent
n'est plus vérifié. Prenons, en effet, pour L, la famille des langages algébriques inclus dans a"p”. alors
C(L) est égal 3 C(Cl) ol ¢, = {a™™ / n 2 0} [ 6] et contient strictement Rat. La proposition III.56
implique alors que C{L) A C(l) n'est pas inclus dans Alg et donc C(L) gAC(L) A C(L). Par contre, il est

clair que C(L) A L = L A L et comme L A L est égal & L [24], nous obtenons C(C(L) A~ L) = C(L) i_C(L) A C(L).
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De méme, L A lin = L A L = L ol lin désigne la famille des langages algébriques linéaires. Nous
avons F(L) = Fi(L) < Alg [41] , alors que F(L) A Lin » C(L) A Lin > C(L) ~ C(L) qui n'est pas inclus dans
Alg. Donc F(L) et Ff(L) ne sont pas clos par intersection avec les langages algébriques linéaires ce qui

répond 3 une question de S. Ginsburg ([25] page 55).

Si nous considérons, maintenant, une famille close par intersection et homomorphisme inverse,

nous obtenons :

Lemme 1I1.2 : Soit L une famifle de Langages close par intersectdlon et homomonphisme inverse {alphabltique).

ALons, C(L) est clos par {intersection, produilt et union.

Démonstration : Comme C(L) = Ha(L A Rat), pour tout L e C(L), il existe L, € L, R ¢ Rat et un homomorphisme

1

alphabétique h tels que L = h(L1 n R). Alors, pour tout L2 e L, LnL, = h(L1 nR)nlL

2 2

et comme h—l(Lg) e l, L, n h‘l(Lz) el Aal=~LetLn L2 appartient & C(L). Donc, C(L) A L est inclus dans

1
C(L) et le lemme précédent entraine C(L) A C(L) ¢ C(C(L) ~ L) ¢ C(L). Il est clair, d'autre part, que

C(L) < C(LY A C(L) et C(L) = C(L) A C(L) est un cdne rationnel clos pdar intersection.

D'aprés la proposition 1.9 , C(L) est clos pour l'opération shuffle. Prenons alors, dans C(L),

* PN
L., L, € T et considérons T' = {a' / a ¢ T} avec T n T' = @ ainsi que l'homomorphisme g défini sur T par

1* 2
g(a) = a', ¥ a ¢ T. Le langage L' = shuf (Ll’ g(LQ)) e C(L) et L, L, = g-l(L' AT T appartient 3 C(L)
qui est donc clos par produit. Le langage L" = (L, u {eh (g(L,) u{e}) appartient & C(L) ainsi que L, v L,

qui est égal a g—l(L" n (1" U T'™)) et C(L) est clos par union.[

Nous allons pouvoir appliquer ce lemme & la famille de tous les langages commutatifs. Nous

avons, en effet

Lemme I1.3 : la familfe Com est close par union, intersection, homomorphisme alphabitique et homomorphisme

Anverse.

Démonstration : Soient Ll et L, deux langages commutatifs. Alors, Lon L2 = C(Ll) nc(L2) =yt W(Ll) n
-1 _ g1 _ el -1 _ w1l _

¥ o ?(Lz) = ¥ (W(Ll) n W(LZ)) =¥ " o¥YoV¥ (W(Ll) n ﬁ(Lz)) =¥ "o W(c(Ll) n c(LQ)) = c(L1 n L2) est

un langage commutatif. On montre de la méme fagon que Ll u L2 = C(Ll) u c(Lz) = c(L1 u L2) est un langage

commutatif.

Prenons, maintenant, un homomorphisme g. Il est clair que pour tout langage L', g o c(L') est
inclus dans ¢ o g{L'). En particulier, en prenant L' = g—l(L), on obtient g o ¢ o g-l(L) ccogo g_l(L) =
ce qui implique ¢ o g—l(L) E'g_l o ¢(L). Si L est un langage commutatif, L = c(L) et g—l(L) cco gnl(L) <

g—l o c¢(L) qui est donc un langage commutatif.

_ -1
= h(L1 nh (L2) n R)

c(L)
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Enfin, si g est un homomorphisme alphabétique, il est clair que g et ¢ commutent, c'est-a-dire
que pour tout langage L, ¢ o g(L) est égal 3 g o c(L) et si L est commutatif c o g(L) = g o ¢(L) = g(L)
qui est donc un langage commutatif.[

Des deux lemmes précédents, nous pouvons déduire immédiatement :

Proposition II.4 : La famifle C(Com) est close par intensection, union et prodult.

Considérons un langage borné L. Il existe, alors, des mots w L tels que L soit inclus dans

100"

1
L' = g‘l(L) na

w*...w;. Soit g 1'homomorphisme défini sur T = {al,...,an} par g(ai) T w, ¥ i e {1,...,n}. Le langage

*

* * * -
1++@, est un langage strictement borné qui vérifie L' = c(L') n a -..a et L= g(L"). Le

1
langage c(L') est commutatif, donc L' et g(L') appartiennent & C(Com). Nous en déduisons que la famille Bor
est incluse dans C(Com) et Cn(Bor), le plus petit cOne rationnel clos par intersection, contenant tous les

langages bornés, est inclus dans Cn(Com) = C(Com). Pour montrer l'inclusion inverse, nous utiliserons le

résultat suivant

Proposition II.5 : Sodent L un cone rationnel et L,, Le plus petit cone rationnel contenant e fangage

C, = {a"" / n 2 o0} Afons, L A L= L dimplique L commutativement clos.

Démonstration : Prenons T = {a ...,an}, T = {51,...,5n} et L E.T* un langage de L. Pour tout i e {1,...,n},

1,
définissons 1'homomorphisme h; de (T u T)" dans {a,b}" par : hi(ai) = a, hi(;i) = b et hi(aj) = hi(aj) z €
n
pour j # i. Posons L' = LT (n hil(Cl)) et montrons que c(L) = g(L') ol g est 1'homomorphisme défini

1
=a,, vie{1,...,n}.

i
sur Ty T par g(ai) z € et g(ai) 1

Soit x € L'. On peut factoriser x en yz avec y ¢ L et z € T*. Pour tout i € {1,...,n},
¥z € h;l(cl) donc La‘(y) = l;,(z)‘ Ceci implique que g(x) = g(z) e c(y) E_c(L). Réciproquement, si
x € c(L), il existe ; e L et i € T* tels que x € c(y) et g(i) = x. Pour tout i € {1,...,n}, hi(yi) € C1
et comme yx € LT*, yx € L', Donc x = g(yx) appartient 3 g(L'). Comme L A C(Cl) est inclus dans
L, g(L') € L qui est commutativement clos. [J

. . * * x
Comme tout cdne rationnel commutativement clos contient C., qui est égal 3 c{((ab) ) nab ,

1’

la proposition précédente implique

Corollaire II.6 : Sodt L un cone nationnel fenmé par internsection. Alons L est commutativement clos s4 et

seulement &4 C, e L.

Remarquons qu'il existe des cdnes rationnels différents de Rat, fermés par intersection sans
*
étre commutativement clos. Considépons, en effet, D'l, le langage de semi-Dyck sur une lettre et

posons L = Init(D'™). Il est montré dans [ 1] que F (L) la plus petite FAL close par intersection et
1 e Ty P
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~

contenant L, est incluse dans la famille des langages récursifs. Comme Fn(cl) est égal 3 la famille de
tous les langages récursivement énumérables [46], ¢y ¢ Fn(L) et 3 fortiori C1 ¢ Cn(L) qui n'est donc pas

commutativement clos.

De méme, il existe des cOnes rationnels commutativement clos sans &tre fermé par intersection.

Prenons, par exemple, L., la plus grande FAL ne contenant que des PSL-langages (cf.[33]). Comme C(c(Rat))

S’
ne contient que des PSL-langages (corollaire III.4%), C(c(Rat)) est inclus dans LS et c(LéD = c(Rat) E-LS

qui est donc un cdne rationnel commutativement clos. Et, comme C L F(LS) = LS g Fn(LS) qui contient

€
1 s’

tous les langages récursivement énumérables. Donc LS est un cdne rationnel commutativement clos, qui n'est
pas fermé par intersection.

Considérons, maintenant, la famille Cn(Bor). Elle contient le langage borné C,, donc Cn(Bor)

l’
est commutativement clos et contient Com = c(Bor) ce qui entraine C(Com) inclus dans Cn(Bor). Nous pouvons,

alors, énoncer le résultat principal de cette section :

Proposition 11.7 : La famille C(Com} est Egale A Cn(Bo/L), Le plus petit cone rationnel clos par intensection

et contenant tous fLes fLangages boanés.

Etudions; maintenant, les rapports entre les homomorphismes alphabétiques, 1'opération de

shuffle et 1l'opération de cl3ture commutative.

Lemme I1.8 : Soient Ly,...,L des fangages commutatifs. ALors, c(lL L) = shug(L L)

greee jreee

Démonstration : En vertu de l'associativité du produit et du shuffle, il suffit de montrer le lemme pour
i ; Lei -1 -1
n = 2. Il existe des homomorphismes alphabétiques h, g,» 8, tels que L = shuf(Ll, L2) = h(gl»(Ll) n g, (LQ))

[ 25]. D'aprés le lemme II.3, L est un langage commutatif et comme Ll L2 cLce c(L1 LQ), nous obtenons

L = c(Ll LQ).D

Lemme II.9 : Sodient h un homomonphisme alphabétique d8fini sun un alphabet T, Li""'Ln des Langages inclus
dans T" et L = shuf(Ly,...,L ). Aors k(L] est Egal & shuflh(L),...,h(L )) et 8¢ Les fangages h(L;),...,h{L )

sont commutatifs, h(L) est aussi commutatif.

€ Ll et x, € L, tels que

IEmastrtion : Plagons nous d'abord dans le cas n = 2. Prenons y € h(L). Il existe x 5 5

1
y = h(x) avec x € shuf(xl, xz) ce qui implique h(x) ¢ shuf (h(xl), h(x2)) < shuf (h(Ll), h(L2)). Réciproquement
si y e shuf (h(Ll), h(LQ)) il existe X, € Ll et x, € L, tels que y € shuf(h(xl), h(x2)). Comme h est alpha-
bétique, ¥ x € T*, h(x) = z' 2" implique qu'il existe une factorisation de x en x' x" avec h(x') = z' et

h(x") = 2". Nous pouvons en déduire que shuf(h(xl), h(x2)) <ho shuf(xl, x2). Donc y = h(x) avec

]
X € shuf(xl, x2) < shuf(L L2) et y e L',

1°
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Enfin, si h(Ll) et h(L2) sont des langages commutatifs, d'aprés le lemme II.8, L' = shuf(h(Ll),

h(L2)) est un langage commutatif.

En utilisant 1l'associativité de 1l'opération shuffle, il est alors facile d'obtenir, par

induction, le résultat dans le cas général.[]

Nous pouvons, maintenant, énoncer un lemme dont découlent la plupart des résultats ultérieurs

de cette section :

Lemme II.10 : Sodlent TI""’Tn des alphabets disjoints deux & deux, L' un Langage <inclus dans T;...T;

et L" tgal & {y « Ahuﬂ(x,,...,xn) / Xpoeex e LT et Vie {1,...,n}, X; € T;*;}' Alons, pour tout fLangage
commutatid L, on a :
- L) L' e C{L) 484 L™ e C(L)

i) 1 e oy sai 1 e cBuy.
Démonstration : Comme L' = L" n T;...T;, L" ¢ C(L) (resp. L" € Cf(L)) implique L' € C(L) (resp. L' ¢ Cf(L)).

Prenons, maintenant, L' ¢ C(L). Il existe un alphabet Z, un langage rationnel R et deux
homomorphismes alphabétiques h et g tels que L' = g(h-l(L) n R). Pour tout i ¢ {1,...,n}, Posons

Zi ={ze2/glz)e Ti v {€}}. Comme L' est inclus dans TI...T;, L' est égal 3 g(h—l(L) n R') ol

P .
R' =Ra2...2°. Alors i1 existe des langages rationnels R, . tels que R' =L_} R, ....R, ot
1 n 1,3 =1 i,1 i,n

P
viedy,...,p},¥3e,...,n}, Ry 3 est inclus- dans Z;. Considérons le langage rationnel R" = k’}
, i1

.«+,R; ) et montrons que L" = g(h-l(L) n R").

shuf(Ri’l, i,n

Prenons y € L". Il existe XyseeosXy tels que y € shuf(xl,...,xn), X = X X € L' et

10

¥3je {1,...,n}, xj € T;. I1 existe alors, z € Z tel que z € h-l(L), z € R' et g(z) = x. On peut trouver

i e {1,...,p} et une factorisation de z en z,...z_ tels que ¥ j ¢ {1,...,n}, z € R, 3 et donc
kl
g(zj) = Xy D'aprés le lemme précédent, on a shuf (xl,...,xn) = shuf(g(zl),...,g(zn)) = go shuf(zl,...,zn)
-1
et comme shuf(zl,...,zn) < shuf (Ri,l""’Ri,n) < R" et que shuf (zl""’zn) < ¢ (z1 v zn) < h “(L)

qui est commutatif , nous avons y € g (h_l (LY n R") ce qui
implique L" ¢ g(h-l(L) n R"). Réciproquement si y € g(h-l(L) n R"), il existe z ¢ z¥ tel que y = glz),

zZ € h-l(L) et z € R" donc z € shuf (Ri ,R ) pour un certain i € {1,...,p} et z ¢ shuf(zl,...,zn)

S
51 i,n

avec ¥ i € {1,...,n}, zj € Ri,j

g(z') = g(zl)...g(zn) appartient 3 L' avec ¥ j ¢ {1,...,n}, g(zj) € T; ce qui entraine d'aprés le lemme

. Le mot 2' = IEEREN appartient 3 R' et c(z') = c(z) ¢ h—l(L) donc
précédent que y € g o shuf (zl,...,zn) = shuf (g(zl),...,g(zn)) < L" donc L" = g(h_l(L) n R") e C(L).

Maintenant, si L' ¢ Cf(L), on peut reprendre les mémes notations en ajoutant le fait que g

est k-limité sur R pour un certain k e N,. Il est clair que g est encore k-1limité sur les R, 3 et il est
’

facile de vérifier que g est k'-1imité sur R" avec k' = kn. En effet si w est un facteur d'un mot du
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langage shuf (Ri,l""’Ri,n)’ il existe LERRETL tels que w € shuf (wl,...,wn) avec ¥ j € {1,...,n},

w. est un facteur d'un mot de Ri j°
’
j e {1,...,n} tel que g(wj) = € avec Z(wj) > k ce qui implique que g n'est pas k-limité sur R, 5 dtol

£

Comme £(w) = l(w1)+...+£(wn),si g{w) = € avec £(w) > kn, il existe
la contradiction.[]

Le langage L" construit au lemme précédent est inclus dans c(L'). D'autre par, si KppeoeaXy
sont des mots définis chacun sur un alphabet d'une seule lettre, shuf(xl,...,xn) est égal 3 C(Xl"'xn)'
Donc, dans le cas ol T, ne contient qu'une lettre, L" est égal 3 c(L') et nous obtenons un résultat

auquel nous ferons de nombreuses références par la suite :

Corollaire II.11 : Pour fout fangage commutatif L et tout Langage L' strictement boan€ on a :

£) L' e C{L) s8d (L'} € C(L)

i) L e ey ssi ell') € chin).

En particulier en prenant pour L un langage rationnel commutatif, nous retrouvons un résultat

bien connu :
Un langage L, strictement borné est rationnel si et seulement si c¢(L) est rationnel.

_Remarquoﬁs que ce résultat n'est plus valable pour un langage L _borné quelconque. En

*
effet, L = (ab) est rationnel, alors que c(L) =,DI est non rationnel.

Considérons, maintenant, deux langages L et L' strictement bornés tels que L' e C(c(L)). Ceci

n, n, n
n'implique pas nécessairement L' ¢ C(L). En effet, prenons L = Cl et L' = a11a22a33 20, mn, =

/ nls Nys D 2

3
n, + n3}. I1 est clair que L' € C(c(L)) = C(D:). Par contre L' n'est pas un langage linéaire et

n'appartient pas 3 C(L). Nous pouvons cependant montrer que :

Proposition II.12 : Soit L un Langage commutatif. Poun tout Langage boané L' appartenant & C(L) (resp.

c8(L)), il existe un langage rationnel boané B tef que L' € C(L n B} (nesp. CBiL o BI).

£ . . * * s 1z
Démonstration : Il existe des mots w LA tels que L' ¢ Wyso oW Considérons 1'alphabet T = {al,...,an},

1

1'homomorphisme ¢ défini sur T par ¢(ai) =w, Vie {1,...,n} et posons L" = ¢_1(L') n aI...a:.

Alors L" € Cf(L') et L' = ¢(L") € Cf(L") donc CFL') = Cf(L"). Si L" ¢ C(L), il existe un alphabet Z et des

homomorphismes alphabétiques h, g tels que L" = g(h_l(L) n R). Posons 2' = Z n gvl(e) et ¥vie {1,...,n},

2, ={ze2/ g(z) ¢ a;}. Alors L" = g(h—l(L) nR') od R' = Rn ZI...Z: peut s'écrire sous la forme

Co-

R, ,...R; avec ¥ j ¢ {1,...,n}, R, . langage rationnel inclus dans Zf. Pour tout i € {1,...,p} et

;=1 L1 i 1,3 3

j e {1,...,n}, i1 existe un langage rationnel borné R'i 3 < Zj tel que c(R'i j) = c(Ri j). Considérons
b

s 3

)

P -
le langage rationnel borné R" = k~) R'i 1..,R'i , €t montrons que L" est égal a g(h 1(L n B) n R") ou
i=1 ’

2 ) . -1
B = h(R") est un langage rationnel-borné. Prenons x € L". Il existe, alors, y = YooV, € h (L) et
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ie{1,...,p} tels que gly) = x et ¥ j € {1,...,n}, vy € Ry i Pour tout j € {1,...,n}, il existe
N 2
y'j € R'i 3 tel que c(y‘j) = c(yj) donc g(y'j) = g(yj). Alors y' = y‘l...y' € R" ¢ h-l(B) et comme h_l(L)
R bt

est commutatif et que c(y') = c(y), y' « h—l(L). Donc y' € h~1(L nB)nR", x = gly) = gly') e g(h—l(L n B)

n

n R") et L" c g(hﬁl(L n B) n R"). L'inclusion inverse se montre de la méme fagon et 1l'on obtient

1" = g(h"M(L n B) n R") € C(L n B) et L' e C(L") c C(L n B).

Maintenant, si L'" appartient & Cf(L), on peut garder les mémes notations en ajoutant 1l'hypothése
que g est limité sur R. Supposons que h ne soit pas limité sur R"”. Alors, il existe i ¢ {1,...,p},
j e {1,...,n} tels que g n'est pas limité sur R'i ., donc R'i 3 posséde un facteur -itérant appartenant a

3 3

* . . * * L1 Py
Z' et il existe u, ve Z, x € Z' Z' tels que ux v € R', .. Soient m le nombre d'états d'un automate
q 2R3
»

d'état fini reconnaissant Ri ., t la longueur du mot u v et posons k = m(t + 1).
’

Comme C(Ri j) z c(R'i j)' il existe dans Ri 5 un mot w € c(u xk v). Comme £(w) 2 k, il existe
» b} : ]

s > * ~ . ”, ~
une factorisation de w en u' w' v' avec w' € 2'" 2! , donc Ri j posséde un facteur itérant appartenant &
b
* ~ I3 s
2' 2' et g n'est pas limité sur Ri 5 donc & fortiori g n'est pas limité sur R, d'ou 1la contradiction.

On a, alors, L" ¢ Cf(L n B) et L' ¢ Cf(L") S'Cf(L n B).O

Cette propriété n'est plus nécessairement vérifiée quand le langage L n'est pas commutatif.

Cunsidérons, en effet, le langage :

L={caca..ca® / n 2 0}

I1 est facile de voir que L domine rationnellement le langage borné C1 = {a™" / n 2 0}.
Donc L et L' = Init(L) qui sont rationnellement équivalent (L = (L' n {a,c}” ¢) / c), sont des langages
non rationnels. Et comme L' est le langage d'un mot infini, la proposition 1I.51 entraine que pour tout
langage rationnel borné B, L n B ¢ L' n B est un langage fini, donc C(L n B) = Rat ne contient pas Cl

qui appartient pourtant & C(L).

Le corollaire II.11 va nous permettre, maintenant, de transposer certains résultats des

langages bornés aux langages commutatifs :

Coroliaire II1.13 : Pour toute famille findie | de Langages m-commutatifs, <L existe un fangage m-commutalig L

tel que Clul = ¢ (1) ex cbiz) = o).

Démonstration : On peut supposer que L = {Ll,...,Lp} ou ¥ ie {1,...,p}, Li est un langage commutatif
défini sur 1'alphabet T = (al,...,am}. Considérons la famille L' = {L'l,...,L'p} ou ¥1ie{1,...,p},

* * . * * £, £,
1-- -2, Il existe un langage L' ¢ a ...a tel que c(L') = CU(L') et C°(L") = CU(L ) [251 [3s].
Posons L = ¢(L'). D'aprés le corollaire II.1l, comme L‘:.L € Cf(L') E_Cf(L), Li = ¢(L") € Cf(L),

L'. =L, na
1 1

f
¥ie{1,...,p} et L € C'(L) ¢ C(L) qui sont des cdnes rationnels clos par union, donc CS(L) < Cf(L) et
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CU(L) < C(L). Il reste 3 montrer que L ¢ Ci(L). Comme L' € CS(L‘), il existe L"l,..

ar...a tels que L' = 'P, ", et ¥i¢ {1 }, L', € Cf(L' ), ce qui implique c(L",) € Cf(L ). Donc
177" m S~ i 2o+ 2Pty i i7? i i’”
P i=1 £
= ') = "
L= e(L) 1U1 et € cEy.o

.,L"p inclus dans

Considérons, maintenant, une famille L de langages commutatifs et un langage L strictement
borné, appartenant 3 CU(L). I1 existe, alors, une famille finie L' < L telle que L ¢ CU(L') et d'aprés
le corollaire précédent un langage commutatif L' tel que CU(L') = C(L'). Le corollaire I1I.11 entraine,

alors, c(L) € C(L') = CU(L') < CU(L). SiLe CS(L) on raisonne de la méme fagon et 1l'on obtient

Proposition II.14 : Pour tout Langage L strictement bornd et poun toute famille L de Langages commutatigs

on a :
4 Le CU(L) 884 ¢(L) CU(L).

W vechin ssietu e i,

Nous allons maintenant déduire du lemme II1.10, un résultat que nous utiliserons au chapitre

suivant pour montrer une propriété des langages algébriques commutatifs :

Proposition I1I1.15 : Sodent T "'Tn des alphabets disjoints deux & deux, Lyseeerly des Langages définis

[

respectivement sun T,-,...,Tn, L= Ly oo L et L' = shuf (LJ""’L‘A" Pour toute famille L de Langages

commutatifs on a :
4 Le CU(L) 884 L' ¢ CU(L).

i) L e cg(u 844 L € cg(L).

Démonstration : Si L € CU(L), il existe une famille finie L' c L telle que L € CU(L') et un langage

commutatif L'1 tel que C(L'l) = CU(L'). D'aprés le lemme I1I.10, L' = shuf(Ll,...,Ln) = {y e shuf(xl,...,xn)

3 * s - 1
/ XX eLetVice {1,...,n}, x; € Ti} appartient & C(L 1) donc 3 CU(L).

Réciproquement si L' ¢ CU(L), L=L"n T;...T; appartient encore a CU(L).
On raisonnerait de la méme fagon pour démontrer ii).[]
Nous pouvons en déduire :

Proposition II.16 : Sodent L une famille de Langages commutatifs et L' = C{L) {resp. C (L], C6(L). Cé(LH-

Alons L' est clos par prodult 8s8d L' est clos par intersection.

Démonstration : Tout cdne rationnel (fidéle) clos par intersection est clos par produit, donc, si L' est

clos par intersection, il est clos par produit. Réciproquement, si L' est clos par produit, il est clos par
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union. Prenons donc L' = CU(L) (la démonstration est similaire pour L' = CS(L)). L' est clos par intersection
ssi il est clos pour l'opération shuffle. Prenons deux laggages Ll’ L2 e L', définis sur un alphabet T.
Considérons un alphabet A disjoint de T, et un homomorphisme h strictement alphabétique, défini sur T qui
établit une bijection entre T et A. Le langage L, h(L2) appartient a CU(L) et d'aprés la proposition

précédente, L = shuf(L h(L2)) appartient a CU(L) ainsi que shuf (Ll’ L2) = g{(L) ol g est 1'homomorphisme

1°?

défini sur Tu A par g(a) =asiaeT, hnl(a) sinon.(
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B - CoMPARAISON DE C(Com) AVEC DIVERSES FAMILLES DE LANGAGES

Dans cette section, nous allons d'abord montrer que certains langages

'assez bas" dans la

hiérarchie des langages algébriques n'appartiennent pas 3 C(Com). Pour cela, nous établissons un théoréme

de factorisation qui met en &vidence ce qui peut encore commuter dans les langages appartenant 3 C(Com).

Nous en déduisons trés aisément que les langages CI = {a™" /n2 O}*, D'I, le langage de semi-Dyck sur

une lettre et Sym = {w R / we {a,p}"} n'appartiennent pas & C(Com). Alors, comme Sym est un CIL-langage

et que C(Com) est clos par intersection, la proposition 1.25 implique Sym ¢ FO(Com).

En fait, ce résultat

peut &tre aussi obtenu en montrant, pour le langage Sym (proposition II.20), une propriété vérifiée par

tout générateur d'un cdne rationnel clos par un opérateur syntactique : Pour toute famille de langages L

telle que Sym € FG(L), il existe L € L tel que Sym e C(L).

Nous allons, ensuite, montrer 1l'inclusion stricte de C(Bor) dans C{(Com). Plus précisément,

nous €établissons l'existence de PSL-langages commutatifs n'appartenant pas a FU(Com)

résultat, nous démontrons (lemme I1.31) que pour tout cdne rationnel clos par union,

=

seulement si il existe L € L tel que D'; cLceD
*

1 n'appartient pas a F(Bor) et d'en déduire, & 1l'aide d'une

Durieux, d'établir que D

sans insertion (proposition I1.27), que c(Rat) n'est pas inclus dans Fc(Bor)

Prenons, maintenant, un langage L appartenant d C(Com). Montrons qu'il

tel que si x s X

1

Kk sont des facteurs disjoints de longueur supérieure 3 k d'un mot

. Pour obtenir ce

*

1€ F(L) si et

L, D

Ceci va nous permettre, en utilisant un théoréme de

propriété des langages

existe un entier k

de L, on peut faire

permuter un facteur non vide d'un x; et un facteur d'un xj(i # j) sans sortir du langage : Plus précisément

nous obtenons :

Proposition II.17 : Soit L ¢ ™ un Langage appartenant & C(Com). 1€ existe k ¢ N, tef que, pour tout mot

w e L et toute factorisation de w en Wy Xg Wyee Xy, g Wy véndiglant z(xi) 2Rk, Vdie
8 <te {1,...,k+1} tels que :

; e ! ? =‘| "

Xy =y Yy Y Xy = gy, YT avee Yy, Yo f g,

) Leontient {zuz'vz"/u ve {e 4y, Yer Yy Yo Yy Yt uve

& - ' VoL ' "o ]
ouz~uk.w&]y6,z yéw(“ytexz yt@vr.whr

Démonstration : Comme C(Com) = Ha(Com A Rat), il existe un langage commutatif L', un

un homomorphisme alphabétique g tels que L = g(L' n R). Soit M = (Q, 4, f, Ggs F) un

A

appartient 3 L, il existe w' = w o

k états qui reconnait R. Si w = Wo RpeeeX g W

tels que g(w‘i) =W, ¥ i e {0,...,kt1} et g(x'j) = %5 ¥ j e {1,...,kt1}. Pour tout

. +
£(x.) 2 k, %, peut se factoriser en x, ....X, avec x. . € T et donc x', = x', ...
i 1 il ik i,3 i i1

'. .) = x, .. Pour tout i, j ¢ {1,...,k+1}, posons z', . = w' oW !

] 1
g(x 5,4 i,3 i3 o ¥ iy Xy 1R

q = f(qo, z'i j). Comme l'automate M n'a que k états, pour tout i e {1,...,k+1},
t ] .

1,3
j', < j"i e {1,...,k+1} tels que Q . = q.
>

3 L i,3".
iy 3"

{1,...,k+1}, 4L existe

{y, Ypr 4y 4,11

langage rationnel R et

automate d'état fini &
ToLLux! w' e L'

T e Yk

ie {1,...,k+1}, comme

1
X', avec
i,k

1,5-1

il existe

n

. Nous en déduisons qu'il existe s < t € {1,...,k+1} tels que
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1 1

= = = = 3 gyt = . y =
qs’j's qs’j"s qt’j't qt’j"t q. Pour p ¢ {39 t}, .PO ons y P X p,1 X p,jvp_li yp
x’p,j' "'xlp,j" -1 et §"p = x‘p,j" "'x'p,k et considérons l'ensemble A = {zuz' v z" /u, ve
. P P P
€. v v v v v v g v v v Az = W o ...w' gt o1 = on vyt
le, vy v vy vy bhuvely v,y yIholz=w ot oyt 2! =y oWyt et

o = on ' ' 2) = = 2! o1 v v =
z Y W i Y e Comme f(qo,z) q = f(q, 2'), f(q, 2") € F et ¥ u ¢ {ys, yt}, f(q, u) q,
A est inclus dans R. D'autre part, si u v ¢ {;S §t’ §t 95}, zuz'vaz"eclw) < L' qui est commutatif.
Donc A est inclus dans L' n R et g(A) est inclus dans L. I1 est, alors, clair que la proposition est
vérifiée en prenant z = g(z), z' = g(z'), 2" = g(z") et pour p € {s, t}, y'p = g(§'p), Y5 = g(;p),
"o - ("n y.0

y P gly p

Cette proposition va nous permettre de montrer trés facilement que certains langages "assez
bas" dans la hiérarchie des langages algébriques n'appartiennent pas & C{Com).

y x

Corollaire II1.18 : les fangages C; =@ /20,0 ! et Sym = {w @R / we {a,b}"} n'appartiennent

pas a C(Com).

2 . * * . s : :
Démonstration : Prenons L = C, ou D', et supposons que L appartienne a C(Com). Soit k, l'entier de la

1 1
- P - : _ Lk .k _ .

proposition précédente. Posons w_ = € et ¥ie{1,...,k+1} w, = b, %, =a. Le mot w = w_ Xy...X 4 W o T

k k . N 5 cas s 2 . .
(a'b )k"'1 appartient 3 L et d'aprés la proposition précédente, il existe s € {1,...,k+1} tel que

k kys-1 k' k iy ' < .
(a’d) a b soit facteur gauche d'un mot de L avec k' < k, d'ou la contradiction.

Supposons, maintenant, que Sym appartienne 3 C(Com). Pour tout i e {1,...,k+1}, posons

X, = bk et w = ak Prenons = W_ X W, W = ;R Alors W T W X X, W. =X ;R € S

i -1 7 @ X T WG Xyt M Bep Weer T X 0 BROTS, W T WG E e M1 Tkl ym-

Si nous avons pris k suffisamment grand, la proposition précédente implique qu'il existe x' # x tel que

x € Sym, d'ol la contradiction.(]
Le raisonnement utilisé pour montrer que Sym n'appartient pas & C(Com) permet aussi
d'établir que le langage (non algébrique) {w w / w € {a,b}*} ¢ C(Com) qui n'est donc pas clos par

duplication.

Comme C(Bor) est inclus dans C(Com), le corollaire précédent nous permet de retrouver un

théoréme de Durieux qui étendait et précisait des résultats de Greibach [39) et Golstine [36].

Corollaire II. 19 [18) La {amilfe des fangages algébriques Lindaines n'est pas incluse dans Le cone

nationnel engendné pan fLes Langages boanés.

En particulier, aucun générateur du cBne rationnel des langages algébriques n'est commutatif.
Ce fait est établi par Beauquier dans [ 4 ] d'une toute autre maniére en étudiant la structure des
générateurs algébriques. Steyaert obtient ce résultat [77] en examinant le taux de croissance de 1'index

rationnel des langages algébriques commutatifs (cf. [127).
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*

;€ F(Com). Par contre, on peut

Le langage C1 est un langage borné, donc C, € C(Com) et C
montrer que Sym n'appartient pas a Fc(Com). En effet, Sym est un CIL-langage qui n'appartient pas & {(Com)
qui est clos par intersection, ce qui entraine, d'aprés la proposition I1.25, Sym ¢ FG(Com). Ce résultat

peut &tre obtenu d'une autre fagon en montrant pour la famille Lin une propriété vérifiée par tout

cdne rationnel principal clos par substitution [40]. Nous avons, en effet :

Proposition II.20 : Poutr foute famifle de fangage L telfe que Lin < FO(L), L8 existe un langage L ¢ L

vérnigdlant Lin < C{L}).

La démonstration de cette proposition repose sur les deux lemmes suivants. Dans [42],

Greibach montre que si Ll et L, sont des langages algébriques linéaires vérifiant L1 vl =L=

2 2

{w c Wt / we {a,b}*}, alors L appartient & C(Ll) U C(LQ)' En fait, 1'hypothése de linéarité des

langages L, et L2 n'est pas utile. Plus généralement, on peut montrer :

Lemme I1.21 : Solent L, et L, deux fangages tels que C(L; u Lz) contienne Lin La famille des Langages
algebriques Lindaines. Alons, soit Lin c Cil,), soit Lin c ClL,].

Démonstration : Si Lin est inclus dans C(Li u L.), le langage Sym' = {w ;R / we {a,b,c}*} appartient

2

a C(Ll v Lz) et d'aprds le théoréme de Nivat, il existe un langage R et deux homomorphismes h et g tels

-1 -1
v o= - 1.0 1 LI
que Sym' = h(g (L1 u L2) n R). Donc Sym' = L 1 Y L o avec L 1 h(g (Ll) nR) e C(Ll) et

L'2 = h(g-l(Lz) nR)e C(L2). Posons T = {a,b,c} et pour i ¢ {1,2}, A = fweT /w K e L'i}. Distinguons

deux cas :

-R - -R
i) 8i Init (Al) = T*, alors, ¥ x ¢ {a,b}*, il existe y € ™ tel que X C y yR c X € L'l.

Comme on peut effager par une transduction rationnelle dans tout mot de L'l le facteur qui débute par la

premiére occurrence de ¢ et se termine par la derniére occurrence de ¢, il est clair que Sym ¢ C(L'l) et

donc lin = C(Sym) E_C(L‘l) E.C(Ll)-

ii) si Init (A)) S 1", il existe X, € T" tel que X ™ n A, = #, ce qui entraine
Xy T < A2. Alors, ¥ w € T*, X, W ;R x§ € Liyet il et il est clair que Sym' € C(LQ), d'ou le résultat.(]

Remarquons que, d'aprés un résultat de Ginsburg et Spanier [34], le lemme précédent n'est plus
vérifié si on remplace la famille lin par C(Cl)’ le cdne rationnel engendré par ¢, = {a"" / n > 0}.

Lemme II.22 : Sodlent L, et Lz deux cénes nationnels clos pan undon tels que L, O LZ contienne La familfle

!
Lin. Alons, soit Lin ¢ Ll’ 504t Lin < LZ'

Démonstration : Si lin est inclus dans Ll a L2, il existe L € Ll’ L c Z*, et une L _-substitution s tels
ZEmonstration s 2
que Sym' = s(L). Posons Z' = {x € Z / s(x) est infini} et 2" = Z \ Z'. Comme L1 et L2 sont des cdnes

’ *
rationnels, on peut supposer que L n 2¥ x 2 ¢ $, ¥Vxe Zet s(x) =z {x}, vVxe 2". D'autre part, comme
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Sym' est un CIL-langage et que s{x) # $, ¥ x € Z, L est inclus dans FALTIN Al A z2"*. Pour tout x € Z'

notons Lx’ le langage L n zn* Xz,

Prenons x € 2'. Comme Lx # ¢#, il existe u, v tels que u x v € Lx et comme s(x) est infini,
+ =t = = - = = .
sx) nT T #@Petuce T*, v e T avee T = {a,b,c} et T = {a,b,c}. Etant donné que s(u x v) = u s(x) v

est inclus dans Sym', 1'une des deux hypothéses suivantes est nécessairement vérifiée

R

R et donc s(x) E_T* ™ 8.

i) I1 existe z € " tel que u = u'z avec v = u' Alors définissons
la substitution s' et 1'homomorphisme h en x par h(x) = x R et s'(x) = s(x)/ R = yr/y R e s(x)}.

Comme u' z s'(x) ER G'R < Sym', s'(x) est inclus dans Sym'.

ii) I1 existe z € T  tel que v = P GR et donc s(x) ¢ z ™ 7. Posons, alors, h(x) = z x

et s'(x) = {y / zye s(x)}. I1 est clair que s'(x) c Sym' et s'(x) € C(s(x)) ¢ L2.

Achevons de définir h et s' sur Z en posant h(x) = x et s'(x) = {x}, ¥ x € 2". Alors
L' = h(L) € L1 et s'(L') = s(L) = Sym'. Prenonsd¢ T u T, posons L'1 = {udv/uce T*, v € T: I xe 2

tel que L' a {u v, ux v} # ¢}, L'2 ={elv (v s'(x)) et considérons la substitution s" définie
xeZ'!
-R

sur T u T u {d} par s"(d) = L'_ et s"(x) = {x}, ¥ x ¢ T u T. Par construction, si ud v e L'y, veu,

2
'
L 2

In

Sym' et Sym' = s'(L") E_s"(L'l) < Sym'. D'autre part, comme Ll et L2 sont clos par union,

A |
L 1€ Ll et_L 9

, wd&ReL'l)etA2={weT*/w§

Si Init(Al) est égal 3 ™, Llin < C(L'l) < Ll' Sinon, il existe z € T tel que z ™ n A= @. Alors,

€ L2: L'égalité entre Sym' et s"(L'l) implique que A,A, = ™ avec A = {wet /

R : 2
€ L'2}. Nous pouvons alors raisonner comme au lemme précédent.

* I3 . . .
VweT, il existe une factorisation de z en z' 2'" avec z' ¢ Al’ 2" w e A2. Donc pour tout mot

" e L', ce qui entraine

-R . : . -R -
ww ¢ Sym', il existe un facteur droit z" de z tel que z" ww 2z 9

Sym' € C(L'2) E_LQ et Lin ¢ L2.D

Considérons, maintenant, une famille de langages L telle que Lin ¢ FO(L)’ posons L'l z CU(L) =
et définissons pour tout i € N, L'i par la relation L'i+1 = L’i O L'. Pour tout i eN_, L'i est un cdne
rationnel clos par union et comme Sym € FG(L) = v L'i, il existe i tel que Sym ¢ L'i et Lin ¢ L'i.

i21
Le lemme précédent entraine, alors, par induction Llin ¢ L.

Alors Sym e L' = CU(L) et il existe des langages Ll""’Ln e L tels que Sym ¢ CU({Ll,...,Ln}),
donc Llin E_C(il Ueaol En) ol pour tout i e {1,...,n}, ii est une recopie de L, sur un alphabet disjoint
des autres. Alors, le lemme II.21 permet de montrer par induction qu'il existe i ¢ {1,...,n} tel que
Lin E.C(Ei) = C(Li) avec L, ¢ [ ce qui achdve la démonstration de la proposition II1.20.0

Cette proposition peut s'écrire autrement

Corollaire 11.23 : la familfe Ext{Lin) = {L / Lin 1.C(L)} est une FAL close parn subsfitufdion.
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Si nous nous restreignons aux langages appartenant 3 Lin nous obtenons une propriété qui est

aussi vérifiée par tout cdne rationnel principal clos par produit

Corollaire II.24 : La gamiflfe Ng(Lin) = Lin n Ext{Lin) est un cdne rationnel clos par union.

Du corollaire I1I.18 et de la proposition 1I1.20 découle immédiatement

Proposition I1.25 : La famille des Langages algébriques Linfaires n'est pas incluse dans La plus petite

FAL contenant Les Langages commutatifs ef close par substitution.

La proposition II.17 n'est plus vérifiée si on remplace C(Com) par F(Com). En effet, le langage
* :
Cl appartient 3 F(Com) sans vérifier les propriétés de cette proposition. Nous allons, cependant, pouvoir

: * . z z s
montrer par un raisonnement analogue que D‘l ¢ F(Com). Pour obtenir ce résultat, établissons, d'abord, que

*

pour tout cdne rationnel L clos par union, D'1

e F(L) implique l'existence dans L d'un langage "assez

*

proche" de D' . Précisons cela en définissant pour tout m, n ¢ N, les langages L
1 p gages L

ST

Pour w € {a,b}*, posons d(w) la(w) - Zb(w) ol la(w) désigne le nombre d'occurrences de la

lettre a dans w, et d(w) = inf {d(x) / 3 y tel que w = xy}.

{we {a,b}" / d(w) = m-n, d(w) 2 - n}.

Pour m, n € N, notons : L
m,n

‘ Z s * .
Les langages Lm n sont rationnellement équivalents a D'l = Lo o* le semi-Dyck sur une
b ’ -

lettre.

Lemme II1.26 : Soit L un cone rationnel fenmé par union. S4 D'; appartient & F(L), i€ existe h e N et

*
1
L e L tels que D 1 &Le Lk,k'

Démonstration : Il existe un rationnel R S_{al,...,ap)*, des langages non vides L ..,Lp de L et une

1
substitution s définie par s(ai) = Li’ ¥ ie{1,...,p} tels que D'I = s(R). Prenons un mot u x v de R,
*
z € s(u), 2' € s(v) et posons n = d(z), m = -d(z'). Pour tout y € s(x), z y z' € D'l, done

d(zy) 2 d(zyz') 2 0 et d(zyz') = 0. Nous en déduisons que n = d(z) et m = d{(zy) qui sont supérieurs i
d(zy), appartiennent 3 N. De plus, d(zy) 2 0 implique d(y) 2 ~ d(z) = - n et comme d(y) = - d(zz') = m-n,
s{x) est inclus dans Lm n' On peut supposer, sans nuire 3 la généralité, que chaque a; occurre au meins

dans un mot de R, donc on en déduit que pour tout i e {1,...,p}, il existe Mmes N, € N tels que

Li = s(ai) < Lm

oy
Posons Y = sup {m:.l /i€ {1,...,p}} et ¥ = sup {ni / i€ {1,...,p}}. Comme u x v ¢ R qui est rationnel,

il existe t ¢ N, u', u" tels que &(u'), £(u") < t et u' x v, u" v € R. Il existe m', n' ¢ N tels que



s (u') ¢ L . Tout mot y' € s(u') est un facteur gauche d'un mot de D‘; donc d(y) 2 0 et 1'on peut

1) 1

o Lu") t
prendre n' = 0. En outre m' = d(y') s z u s z ¥ = tu. De méme, s(u") est inclus dans Lm" o avec

iz1 j=1 »
m" < ty. Comme s(u") s(v) est inclus dans D';, nous en déduisons s(v) ¢ Lo o et s(u') s(x) s(v) c D'I
<5, =
implique s(x).E.Lm" mt - Nous en déduisons la propriété :
»
(%) I1 existe k' = pt + 1 tel que u x v.e R implique s(x) ¢ L. avec 0 < mm < k'.

Posons B = {(q, q', i) / 0<q, q' < k', i€ {1,...,p}l et q - q' = m - ni} et pour

1]
p=1(q, q', i) € B, A, = {w/ a%dw? e L}

¥ = ' =
Nous allons.montrer que D', < L ¢ Lk,k avec k = k' + vy et L L_) A .

1 peB p
* k! k! * R s 20z . .
Prenons w € D 10 @ wb™ € D'l et d'aprés la propriété (+), il existe pas de mots X1, X,
’ t 1
tels que X X, € R et ak W, € s(xl) avec w, facteur gauche de w. Et comme ak wbk e s(R), il existe
]
q, q¢' S k', ie {1,...,p} tels que a%? wb? e s(a,) = L, ¢ L . d(w) = 0, donc q - q' = m, - n,,
' i 1= "m,ng i i
p=1(g, q', 1) e Betw ¢ Ap < L.
¥
Prenons, maintenant, w' ¢ Ap avec p = (q, q', 1) € B. Donc ad wp? e Li < Lm L. €t comme
i

- q' =
a-4q' =m

- 'y = 3(ad - 3 3 dlw?! - - - '
n, d(w') = 0. De plus d(a™ w') 2 n, implique d(w') 2 n, - g2 k, donc w' € Lk,k'
Il nous reste & montrer que L ¢ L, ce qui vient du fait que pour p = (q, q', i) € B,
Ap € C(Li) cl. Bt L= L_J Ap € L car B est fini et L est clos par union.O
peB

Lemme II1.27 : Sodit L un fangage de C{Com}. S& D'I est inclus dans L, alors, pour tout m € N, L \ Lm 0.

sD
Démonstration : Si L € C(Com), il existe un langage commutatif L' et un langage rationnel R inclus dans
* . . . Zas .
T ainsi qu'un homomorphisme alphabétique h de T dans {a,b}* tels que L = h(L' n R). Soit
M=(Q,T, f, Pgs F) un automate d'état fini qui reconnait R. Prenons k = m + 1 et n supérieur au nombre
nk bnk)n

d'états de M. Alors w = (a € D’I < L, donc il existe z = Xy Yy oeee X Y€ L' n R tel que

h(xi) = ank et h(yi) = bnk pour tout i € {1,...,n}. Posons pour tout j € {0,...,n - 1},
_ _ _ _nk . '
z:.“l Xy Yy oeee xj yj et pj = f(po, zj+1). Comme h(xj) za |, xj peut se factoriser en uj x 3 vj avec
k _* . . _ .
p'j = f(pj, uj) = f(p'j, x'j) et h(x'j) € a a . De plus, il existe t < £ tels que p't = p'l, ce qui
2 (- ' t ' 1 ' i
entraine que z ZoUu Ve Y, oees Up X le t Vp Yp ores X Y € R. Comme L' est commutatif, z' appartient

aussi 3 L' et h(z') € L. Par contre y = h(z') n'appartient pas 3 Lm o 8T dy) = d(h(zt u vy yt)) s -k < -m.0
3

t

Nous pouvons en déduire immédiatement

Proposition 11.28 : le £angage de semi~-Dyck sur une Lettne, D'; n'appartient pas & F(Com), La plus

petite FAL contenant tous fLes Langages commutatifs.
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* .
Comme Dl’ le langage de Dyck sur une lettre est un langage commutatif, nous retrouvons un

résultat di A Boasson :

Corollaire 11.29 : [ 9] Le Langage de semi-Dyck sur une fLettre, D'] n'appartient pas & F(D;).

Comparons, maintenant, les familles engendrées 3 partir de langages bornés et de langages
commutatifs. Dans la premiére section de ce chapitre, il &tait montré 1'égalité entre C(Com) et Cn(Bor).

Montrons que l'intersection est nécessaire, c'est-a-dire que C(Bor) §_C(Com).

Plus précisément, nous allons établir que c(Rat) n'est pas inclus dans Fo(Bor), la plus petite
FAL contenant les langages bornés et close par substitution. Pour obtenir ce résultat, nous utiliserons
la proposition suivante qui est due & J.L. Durieux et qui concerne l'image par une transduction

rationnelle des mots définis sur un alphabet d'une seule lettre :

Proposition 11.30 : [18] Sodent s une transduction hationnelle de X* vers ¥v*, x une Lettre de X, u et v

deux mots de YY*. Abons, il existe deux entiens positifs k, t ne dépendant que de & et des Longuewrs de
u et v et vinifiant :
Siuupevqyeb(x") et 84 p, q =2k, alons 4L existe 4, § e N avee { + § = £ Lefs que :
N el vy e slx) eta PRV v e 51

2) sidi=0akons j=tetaul gl W)y s

1A

3) sij=0atons i=tetaul W B vyl

n

s * . ~ 3 .
Cette proposition va nous servir 3 montrer que D, n'appartient pas 3 F(B). Nous utiliserons,

aussi, un autre résultat similaire au lemme II.26 :

Lemme 1I1.31 : Soit L un cone rationnel clos par union. Alons D; appartient & F(L} 84 et seulement 84 4L

*

existe dans [ un €angage L tef que D'I <LeD.

*

*
Démonstration : Considérons l'homomorphisme h défini sur {a,b}* par h(a) = b et h(b) = a. si D', € L ¢ Dy

1

nous avons (D'I h(D‘I))* (L h(L))* E_(DI h(DI))* et comme, clairement, (DI h(DI))* et D'I h(D';))* sont

C
égaux 3 D;, (L hLN* = DI. Donc, L e L implique DI = (L h(L)* € F(L).

Réciproquement si D; e F(L), il existe un langage rationnel R E.T* et une L-substitution s
tels que s(R) = DI. On peut supposer que ¥ d € T, s(d) # # et que la lettre d occurre au moins dans un mot
de R. Pour tout i ¢ Z, notons Li = {w e {a,b}* / (a(w) - Zb(w) = i}. I1 est clair que pour tout d € T,

il existe i € 2 tel que s(d) E-Li' De plus, si x est un facteur d'un mot de R, il existe x', x" de longueur
inférieure au nombre d'états de l'automate qui reconnait R, tels que x' x x" e R. Donc il existe un entier

positif k vérifiant
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v € R, s(x) ¢ Lj avec - k s j S k.

Notons, alors, B = {(q, t, d) / 0 S q,t s 2k + 1, d e T et s(d) < Li avec i = g - t} et pour

p = (g, t, d). ¢ B, posons Ap = {w/alw bt € s(d)}. Montrons maintenant, que L = t~J A_ vérifie les

propriétés du lemme.

peB

Prenons d'abord, w ¢ Ap avec p = (q, t, d) € B. Alors a% w bt € s(d) donc q + Za(w) - ﬁb(W) -t =

q - t ce qui implique Za(w) - lb(w) =0etweD

Prenons maintenant, w ¢ D'

*

1

;. Alors y = a2k+1 v 2k+1

*

b appartient a D

1

et il existe x € R tel

que y = s(x). Il existe une factorisation de x en x' d x" avec d € T telle que at € s(x'), al y' € s(d)

avec j = 2k + 1 - 1, y"

€ s(x") ety' y" = w b2k+1

. D'aprés la propriété (x), i est inférieur a k + 1,

- 3 z * *
donc j = 2k + 1 - i est supérieur 3 k et comme w € D'l, pour tout facteur gauche w' de w, on a

la(w') - Zb(W') 2 0 et la(a] w') - lb(aj w') 2 3 > k ce qui implique al w' ¢ s(d). Nous en déduisons que

y' = w bm, donc a’ w b™

€ s(d) < Li avec i = j - m. Par construction, nous avons 0 € j, m £ 2k + 1, donc

p=(j, my d e€ Betwe Ap < L.

Enfin, il est clair que pour tout p = (g, t, d) € B, Ap appartient & C(s(d)) < L et comme B

est fini, L = t.) A_ appartient 3 L qui est clos par union.(

peB

Nous pouvons maintenant établir :

Proposition 11.32 : (e &angage DI n'appartient pas 2 F(Bor), &a plus petite FAL contenant Les Langages

boants.

Démonstration : D'aprés

*

le lemme précédent, 1l'appartenance de Dy 4 F(Bor) implique 1'existence d'un

*

langage L ¢ C(Bor) tel que D'; < L € D;. Il existe alors, un alphabet T

*

-1

{al,...,an), un langage

L' ca, ... a; et une transduction rationnelle s telle que § = {(g(w), h(w)) / w € R} et L = s(L').

-1

Considérons un automate

*
Rq’q, = {weyY / flq,w

d'état fini M = (Q, Y, £, s F) qui reconnait R. Pour tout q, q

= q'} et 8
)=alte ®q,q"

' € Q, posons

= {(g(w), h(w)) / w e Rq q'}' A chaque transduction rationnelle
£

s, et pour £{u) = &(v} = 1, la proposition 11.30, fait correspondre un entier positif k. Prenons

9,9
un entier p supérieur &

z € s(y). Il est clair

zy Z, 24 de telle fagon

avec g,q' € Q et q" € F.

que 1, + i, > 0 et z, =

contradiction puisque £

chacun des k ainsi définis. Alors z = (apbp)n+l

€ D'I

et il existe y € L' tel que

qu'il existe une factorisation de y en ¥, ¥, ¥y et une factorisation de z en

que y, ¢ af, Z € s (yl) z, = z'2 a® bP 2", € s

37 a4 2

2'2 aPtil pP2 e sq q' (y2) ce qui entraine z

a(7179%y) - flzzpzy) =4y + 1) > 0.0

3,9’

1

)

(y2)$ 23 € qu’qn(Y3)

%3

La proposition III.30 implique alors qu'il existe deux entiers i

1’ i2 2 0 tels

€L S_D*, d'ol la



41

Considérons, maintenant, le langage L = e((abed)™). Supposons que L appartienne a Fo(Bor).
*
Alors L a {a,b}*c*a"= {x "d" / x € D;, n = £(x)} est un langage sans insertion qui appartient 2 Fq(Bor),
donc 3 C(Bor) (cf. proposition I1.27), d'od la contradiction d'aprés la proposition précédente et nous

pouvons énoncer :

Corollaire I1I.33 : Lla damille c(Rat) n'est pas incluse dans fa plus petite FAL close par substitution
et contenant Les Langages boants.
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C - EFFACEMENT ET LANGAGES COMMUTATIFS

=

Les transductions rationnelles peuvent faire correspondre 3 un langage récursif, un langage
non récursif. Ainsi tout langage récursivement énumérable est 1'image par une transduction rationnelle du
langage shuf(S&m, Sym) o Sym est une recopie de Sym = {w ;R / w e {a,b}*} sur un alphabet disjoint [ 3 ].
Par contre, pour les transductions rationnelles fidéles qui ne peuvent effacer qu'un nombre borné de
lettres consécutives, l'image d'un langage récursif est un langage récursif. Ces deux notions sont, donc,
assez différentes et il est intéressant d'examiner les langages effagables, c'est-d-dire les langages L
qui vérifient 1'égalité entre C(L) et Cf(L), le plus petit cdne rationnel fidéle coptenant L. C'est ce que
nous faisons dans cette section ol nous donnons une condition nécessaire et suffisante pour qu'un langage
commutatif soit effagable (proposition II.42). Cette condition fait intervenir la notion de quotient
rationnel (quand nous ne précisons pas, il s'agira du quotient rationnel 3 droite). Nous sommes donc amenés
a4 étudier les cdnes rationnels fidéles qui sont clos par quotient rationnel et nous exhibons un langage
L E.a*b*c*, non effagable, qui engendre, cependant, un cdne rationnel fidéle clos par quotient rationnel
3 droite et 3 gauche. Nous apportons, ainsi, une réponse 3 une question de Ginsburg ([25] page 34). Par
contre, nous démontrons qu'un langage L < a*b* est effagable si et seulement si Cf(L) est clos par

quotient rationnel 3 droite et 3 gauche et nous en déduisons que tout langage algébrique inclus dans

* * 2z . 3 .
a b est effagable. Nous montrons, ensuite, le résultat principal de cette section

Un langage commutatif L est effagable si et seulement si pour tout langage rationnel R,

L/R appartient 3 Cf(L).

Nous utiliserons cette propriété au chapitre suivant pour montrer que tout PSL-langage
commutatif est effagable. D'autre part, elle permet de retrouver immédiatement un résultat de Ullian [79]
* z 3 z . s .
tout langage L < a est effagable. Enfin, nous en déduirons une caractérisation des langages commutatifs

effagables inclus dans DI (proposition II.49).

Pour toute famille de langage L, nous noterons

L/Rat = {L' / L' = L/R avec L € L et R ¢ Rat}.

Nous dirons que L est clos par quotient rationnel si L contient L/Rat ce qui implique, en

fait, L = L/Rat.

Tout cdne rationnel est clos par quotient rationnel (cf. [25]). Par contre, ce n'est pas
toujours vrai pour un cdne rationnel fidéle. Nous allons donner, maintenant, une condition pour que le plus
petit cdne rationnel fidéle clos par union contenant une famille de langage L soit clos par quotient

rationnel
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Lemme II.34 : Pour toute famille de Langagesl, Cé(L) est clos pan quotient rationnel s4 et seulement &4
L/Rat est inctus dans c8(1).

Démonstration : Comme L/Rat E.CS(L) / Rat, Ci(L) clos par quotient rationnel implique L/Rat E.CS(L)'

Réciproquement, prenons L' € L, L" € Cf(L'), R' € Rat et montrons que L"/R' appartient a
Ci(L). Comme L" € Cf(L'), il existe un alphabet A, un langage rationnel R ¢ 2% et deux homomorphismes
alphabétiques g et h tels que L" = g(B) avec B = h_l(L') N R et g 1imité sur R. L'homomorphisme g étant
alphabétique g(B) / R' = g(B / gcl(R')). Posons R" = g_l(R') et considérons 1l'automate d'état fini
M= (Q, A, £, 95 F) qui reconnait R. Pour tout q € Q, notons Rq = {wea*/ f(qo, w) = q} et
Ra = {wea*/ f(q,w) € F}. Montrons que B/R" est égal & k_) (h-l(Lq) n Rq) oo H={qeQqQ/ Ra £ 0} et

qeH
L =L' / h(R" n R=).
q Q)

Prenons x € B/R". Il existe, alors, y € R" et q € Q tels que xy € B = h_l(L') n R et
X € Rq. Comme Xy € R avec x € Rq, y € Ra et q € H. De plus, h(x) h(y) = h(xy) € L' avec y € R" n Ra ce

qui implique h(x) ¢ L' / h(R" n Ra) z Lq et donc x € h_l(Lq) n Rq avec q € H.

Inversement, si x € h-l(Lq) n Rq avec q € H, h(x) € Lq = L' / h(R" n Ra) ce qui entraine
qu'il existe y € R" n Ra tel que h(x) h(y) = h(xy) ¢ L'. Comme x € Rq et y € Ra, Xy € R et xy € h‘l(L') n R=B

avec y € R" donc x ¢ B/R".

Nous avons alors, L" / R' = g(B/R") = k_) g(h-l(Lq) n Rq). Par hypothése, Lq = L'/h(R" n Ra)
qeH
€ [/Rat, qui est inclus dans CS(L). D'autre part, pour tout q € H, l'homomorphisme g est limité sur Rq.

En effet, dans le cas contraire, comme q € H, il existe y ¢ Ra et g serait non limité sur Rq y €< R, d'oll

la contradiction. Donc L"/R' appartient & Cg(L), pour tout langage L" € Cf(L). Enfin, si L € Ci(L), il
n n
A Cf(L) tels que L = L\J L, et pour tout rationnel R', L/R' = t,} (L, / R') appartient
n i=1 1 izl .

existe Ll"'

f
ac .o

Lemme I1.35 : Soit L un cdne rationnel §idele clos par union. S< L est clos par quotient nationnel,
F6(L) = Rat 0 L est ausss clos par quotient rationnel.

Démonstration : Si L € Ff(L), il existe un langage rationnel R, < T; et une L-substitution ¢ telle que

*

2

L= O(Rl). Considérons un langage rationnel R et montrons que O(Rl) / R, € Ff(L). Pour i = 1, 2,

eT 2

2

. - 'z s . . . I .
soit Mi (Qi’ Ti’ fi’ qi,o’ Fi) un automate d'état fini qui reconnait Ri Pour i , 2 et q e Ql,
notons Ri, = {we T; / fi(qi,o’ W) = q} et Ri,a = {we TE / fi(q, W) € Fi}. Considérons alors, l'ensemble

H inclus dans Q1 x T, x Q2 défini de la maniére suivante :

1

H = {(q, a, q") / o(R, 3 ) n R # ¢ avec q_ = fl(q, a)} et montrons l'égalité
3
a

2,q"

O(Rl) / R2 = Vu( k_) U(Rl, q) (o(a) /R2 )Y od V= {e} si €eo(R,)/R,, # sinon.
t 2q 1 2
(q,a,q')eH



uy

Prenons x € O(Rl) / R, avec x # €. 11 existe alors y € R, tel que xy € O(Rl). Comme

2

X # €, X et y se factorisent respectivement en X %, et ¥y ¥, avec x

2

1€ o(u), Xy ¥, € o(a), Yy € o(v),

*
= = o= .
U, V€ Tl’ aeT etuave Rl. Posons q fl(ql,o’U)’ q, fl(q, a) et q f2(q2’°, yl) Comme
fl(ql,o’ ua) = q, et uave Rl’ v e Rl,ia et v, € O(Rl’aa). De méme, comme Y Y, TV € R2 avec

q' = f2(q2,o’y1)’ Y, € Rz’a,, ce qui implique (q, a, q') € H. En outre, x, € o(u) ¢ U(Rl,q) et

1
Xy ¥, € g(a) avec y, € R?,q" donc x, € oa) / R2,q' et x = x, x, appartient | O(Rl,q) (g(a) / R2,q')'
Réciproquement, si x € U(R1 q) (o(a) / R, q') avec (q, a, q') € H, x se factorise en
5 L] -
Xy X, avec x, € O(Rl,q) et x, € ala) / R2,q" Donc, il existe u € Rl,q’ ¥, € R?,q‘ tels que
. . . _ - .
X, € a(u), X, ¥y € o(a). Comme (q, a, q') € H, il existe ¥, € G(Rl,qa) n R?,q' avec q, fl(q, a). Ceci
R . s . _
implique qu'il existe v € Rl’qa tel que Yy € a(v) etuave Rl’ done Xy Ry ¥y Yy € O(Rl) avec y, y, € R2
et x = X %, € O(Rl) / R2'
La démonstration s'achive en remarquant que O(R1 q) appartient a Ff(L) puisque R a est un
’ t]

langage rationnel et que G(a) / R

2,q" € L/Rat = L par hypothése. Comme H est fini, O(Rl) / R, € Ff(L) qui
’

est donc clos par quotient rationnel.(
* En utilisant ces deux résultats on peut alors énoncer le lemme suivant :

Lemme I11.36 : Sodit une famille de fangage L = {L,, L LS} avee L, = {a" 6P "/ pznzo},

2’
L2 = {a" b Ty pznzgqz2o0}et L3 = {d" bP Ty p2gqznz2o}. La plus petite FAL {idefe contenant L,

F6(L) , @4t close pan quotient nationnel.

Démonstration : D'aprés les lemmes II.34 et II.35, il nous suffit de montrer que L/Rat est inclus dans
Cﬁ(L) et donc d'établir que L; / Re Cﬁ(L) pour tout i € {1, 2, 3} et tout langage rationnel R. Comme

L/ (R1 u R2) =L/ Rl U L/R2 et que tout langage rationnel est une union finie de langages rationnels
dont 1'image par la fonction de Parikh est un ensemble linéaire [55], on peut supposer que Y(R) est un

P . * _x %
ensemble linéaire. Enfin, tout facteur d'un mot appartenant 3 Li’ est dans a b ¢ , donc

N x Kk K . x kK
Li / R = Li /R'" o0 R' =Rna b c¢ estrationnel et on peut supposer Rca b c .

Considérons d'abord le cas ol R est inclus dans . Si R est fini, nous avons Li / R e Cf(Li)
< Cﬁ(L), ¥vie {1, 2, 3}, Si R est infini, comme ¥(R) est un ensemble linéaire, 3 j ¢ N et k ¢ N+ tels
que R = cj(ck)*. Soit h 1'homomorphisme défini sur T = {a, b, c} par h(x) = xk, ¥ x € T. Pour tout

ie {0,...,k-1}, L'i = shuf (h(L2), al bt b* cl) na bp¥c® appartient a Cf(LQ), done L"l = Ll / (ck)* =

U ‘
, £ £ o i afn £ Kk s
% L's e C (Lz) E.CU(L) et L, / R= L 1 / ¢’ e C(L 1) E.CU(L)' Comme L, / (c7) est égal a L,, nous

avons aussi L, / R € Cf(LQ) E_Ci(L). Enfin, montrons que L”3 = L,/ (ck)* appartient 3 C(L1 U L2). Pour

3
tout i € {0,...,k-1}, soient Y. le langage rationnel {a” bP c% / p-q = Ak+i avec A € Z} et
k-1
R I . e I
zZ; {a b c?/p2q,p2nti}an Y, Vérifions que L", k.) z.

i%o
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Prenons w = a" bP ¢ ¢ L,/ (ck)*. Il existe j e Net i € {0,...,k-1}, w R Ly n Yi’
donc p2q+jk2netp-qqz=Xik+iavec e etie {0,...,k-1} ce qui implique p-g-jk = (A-j)k+i 2 0

donc A 2 j, p 2 gtjkti 2 n+i et w ¢ Zi'

Réciproquement, si w = a” bP e ¢ Zi’ nous avons p 2 q, p 2 n+i et p-q = Ak+i donc A € N,

q+tAk = p-i 2 n, ce qui implique a" bP 4 c:)‘k €Lyetwel, / (ck)*.

D'autre part, il est facile de vérifier que pour tout i ¢ {0,...,k-1},

- i j .o f " f ) £
A shuf(L2uL3,{b ¢’ /0s<3si)) nYi,doncZieC(L2uL),LseC(LQULa)EC(L)et

[

3
= " 3 £oin £
L, /R=1L 3 / ¢’ e CT(L 3) < C°(L).
Considérons maintenant un langage rationnel R inclus dans {a, b}+c*. Comme R peut s'écrire
comme l'union finie de produit de la forme Rl R2 ol Rl et R, sont des langages rationnels inclus

*
respectivement dans {a, b} et ¢ » 11 nous suffit de montrer que Li/ R1R2 € Cf(L). Or, comme tout mot
*
de R, contient au moins une lettre de {a, b}, L./ R.R_ est égal 3 A,/ R_ avec A,= (L_/ R ) n a b*.
1 i" 12 i’ 1 i i 2
D'aprés ce que nous avons montré ci-dessus, Aic Cf(L) et comme Aiest un PSL-langage inclus dans a* b*,
A, est un langage algébrique inclus dans a® b* et il est facile de voir que Aiest effagable donc

i
A/ R, e ci < cfny.o
i 1 i -

Nous sommes, maintenant, en mesure de répondre 3 une question de Ginsburg ([25] page 34) en
établissant l'existence d'une FAL fidéle close par quotient rationnel mais pas par homomorphisme effagant.

Nous avons, en effet :

Proposition 1I.37 : 1£ exdiste un fangage L c a* b* o tel que Fé(L) 804t clos parn quotient rationnel mais

pas par homomonphisme effacant, c'est-a-dire F6(L) g F(L).

Démonstration : Considérons la famille L = {Ll’ L2, La}. D'aprés Goldstine [37], il existe un langage

Lec a® b " tel que Ff(L) = FE(1). 11 nous reste donc & montrer que FE(L) est inclus strictement dans
F(L). En utilisant uﬁ raisonnement analogue & celui qui est utilisé dans [26], on peut vérifier que tout
langage infini appartenant a3 Cf(L) posséde un facteur itérant. Prenons L € Cf@i) avec i e {1, 2, 3}. 11
existe, alors, deux homomorphismes alphabétique h,g et un langage rationnel R tels que L = g(h_l(Li) n R)
et g est limité sur R. Soit k le nombre d'états d'un automate d'état fini qui reconnait R. Si pour tout
W€ Li de longueur supérieure 3 3k, h_l(w) nR=@, L= g(h—l(L'i) n R) ol L'i = {we Ls / &(w) < 3k} est
un langage fini, donc L est un langage rationnel infini et posséde un facteur itérant. Dans le cas contraire
il existe w = a” bP % ¢ Li tel que Rl (W) n R 7 ¢ et n+p+q > 3k. On peut alors trouver dans R, un mot

Yy =y, ¥, Yy, avec h(yl) = a”, h(yz) = bP, h(y3) = ¢%. par définition des langages L., ntp+q > 3k implique
P > k et i1 existe une factorisation de y, en y'2 u y"2 avec u # € telle que Yy y'2 u ut y“2 Yq < R,

Comme h(u) € b, h(y1 y'2 uu y"2-y3) < Ly Enfin, g étant limité sur R, g(u) # € et g(yl v, u) (g(u))*

g(y"2 y3) < L qui posséde un facteur itérant.
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£ !
Tout langage L' ¢ CU(L) peut s'écrire L' = L'1 v L'2 U L’3 avec L'i € 5}Li) pour
ie {1, 2, 3} et si L' est infini, 1'un des trois langages est infini et posséde un facteur itérant donc
L', aussi.

’ £
Le langage C, est un CIL-langage. Donc C, n'appartient pas & CU(L) et d'aprés la proposition I.23,

1

£
Cl ¢ Ff(L) = Rat O CU(L). Par contre, il est clair que C, ¢ C(Ll) < F(L) et Ff(L) 1 F(L).0

1
Etant donné que L est clos par miroir, Ff(L) est aussi fermé par quotient rationnel 3 gauche

et vérifie donc : ¥ L ¢ Ff(L), Init(L) € Ff(L) et Fac(L) = {w / J u, v tels que uw v e L} ¢ Ff(L)-

D'autre part, on peut remarquer que la proposition précédente n'est plus valable pour les
langages bornés sur moins de trois lettres. En effet, tout langage L E.a* est effagable (cf. corollaire I11.43)

. * _*
et pour les langages inclus dans a b , nous avons :

Lemme I1.38 : Pour tout langage L c a® b* et tout 4, 5 € N,, Le tangage L' = (@9*\ (L ()" -

wea" b" /34, teNtels que a® w It L} est un Langage rationnel.

Démonstration : Posons A = {0,...i-1} x {0,...,3-1} et pour tout (p, q) € A, notons Rp q = aPah)* piH*

*
= LnR_ ..Comme L' est égal & t.) (R N CHE (Lp q/b*))), on peut se ramener au cas ol
t]

et L

A J (po)ea P23 ..
i =3 =1 et il reste 3 montrer que L' = a* \ (L /b ) est rationnel pour tout langage L ca b . Si
pour tout k ¢ N, il existe s, t > k tels que a® bt ¢ L, alors L' = a* b* est rationnel. Sinon L' est égal

L uL,od L, ={a el /sskletL, = {at el / t < k}. Alors, L, = L~) a® L' avec
1 2 1 2 1 s
osssk .
Le=) 7a® bl en)eta”\ (& L,/ b* ) est égal a L~J (@"(L'_ / ®"). si L' est infini,
osn<s

. Par symétrie L, est rationnel et

L'S / b* = b*, donc L's / b* est toujours rationnel ainsi que L 2

1

L' = L1 u L2 est aussi rationnel.(}

Proposition 11.39 : Un fangage L incfus dans a* b* est effacable 84 et seulement si CB(L) est clos par

quotient nationnel & droite et & gauche.
Démonstration : Si L est effagable, Cf(L) = C(L) qui est clos par quotient rationnel 3 droite et 3 gauche.

Réciproquement, prenons L' e C{L). Il existe, alors, un alphabet A, un langage rationnel
* -
Re A et deux homomorphismes alphabétiques h et g tels que L' = g(h l(L) n R). Notons A= {xen/

h(x) € a*} et A, = {x € A/ h(x) € b*}. Comme L est inclus dans a~ b", L' = g(h_l(L) n R') avec

R' = Rn AI A;. Le langage R' est un langage rationnel inclus dans AI A;, donc R' est une union finie
n
3 t - t [} Y T ' '
de produit, R E:g R i1 R i,2 ou pour tout i € {l,...,n]‘r,1 R i1 et R i,2 sont des langages
rationnels inclus respectivement dans AI et A;. Alors L' = k_) L', avec L'i = g(h~l(L) n R'i 1 R'i 2) et
i=1 ’ :

pour montrer que L' ¢ Cf(L), il suffit de montrer que L'i € Cf(L) pour tout i ¢ {1,...,n}. On peut, donc,
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supposer sans nuire 3 la généralité de la démonstration que R = R R2 ot Rl et R2 sont des langages
* * '

rationnels inclus respectivement dans Al et A2. Pour i € {1, 2}, soit Mi = (Qi’ Ai’ fi’ s Fi) un
automate d'état fini a3 ki états qui reconnait Ri' Pour i € {1, 2} et tout w ¢ A;, notons Qi(w) =
' = w' w" 1y = =
{q ¢ Q; /3 w. tel que w = w : avec fi(qi’ w') = q} et pour tout Xi € Q;» posons in {w e R, /
Qi(w) = Xi}, R'x =R\ A; z* A; ol Z désigne {y € & / g(y) = €}. Pour i € {1, 2}, il est clair
i i

- - * .
que R, = L_} R, » pour tout q € Q, Zi,q = {we(Zn Ai) / fi(q, W) = qi} et pour tout X, < Q;,

XiEQi i
U 2, : .
posons in = (q€X Zi,q) . Montrons, maintenant que pour X < Q1 et X, € Q,, le langage LX1,X2 z
i

X X X, X

gl R, R, ) est dgal aghTML nz, R, R 2, ).
1 2 1 1 2 2 .

Raisonnons comme pour la démonstration du lemme II.4l. Prenons w € L . Alors w = g(wlwz)

X, ,X

1°72

X. i X,

. . . . .
avec w, € Rxl, wye Rx2 et h(w1 w2) € L. Pour i € {1, 2}, il existe w ;€ R ; et z, € Z . tels que

) - 3 ] - = 3
w, € shuf(w i zi) et comme g(zi) z €, on obtient g(w i zi) z g(zi w‘i) = g(wi). Enfin comme

* *
h(wl) ca et h(w2) cb, h(z1 w'l) H h(wl), h(w'2 22) = h(w2) et w = g(w1 w2) = g(zl w'1 w'2 z2) €

-1
gth (LY nZ, R', R', 2, ).
20X XX

dci = 1 1 q 1 '
Rec1proquement, prenons w = g(zl whoow', 22) avec ¥ i € {1, 2}, z; € in, W', eR X, < in

vy o= ; s R . '
donc Qi(w i) Xi' Alors, pour tout i € {1, 2}, il existe z ;€ c(zi) et w, € in tels que W €

shuf (w'i, z'i) et nous obtenons w = g(w'1 w',.) = g(wl w2) avec h(w1 w2) = h(zi W', ow' 22) ¢ L, donc

2 1 2
weghlLa R, R ).
1 2

- - i - -1 [ '
Comme g(le) = g(ZXZ) = {e}, nous avons LXI,X2 = g(h “(L") n R X, R X2) avec

L" = h(2, ) \ (L / h(Z_, )). Etant donné que g est limité par construction sur R' et R', , g est
X X X X
1 2 1 2
limité sur R', R’ et L € Cf(L") Enfin, comme L' = {w ¢ L / Xy EAQl et X

x1 X? xl’xﬁ xl’x2

) £ Q).

~

il nous reste 3 montrer que L" € Cr(L). Le langage h(ZX ) est un langage rationnel inclus dans a*, c'est
1

. * « *
donc une union finie de langages de la forme as(at) et on peut se ramener au cas ot h(ZX ) = as(at) et
1

ol h(Zx ) = bEbHY. si 1e produit tj est non nul, d'aprés le lemme précédent, L" est un langage
2

i %
rationnel qui appartient donc & Cf(L). Sinon, supposons t = 0. Alors, par hypothése, L"1 =L/ (bY)

s

appartient 3 Cf(L) et L" = a~ \ (L"l /bY) e Cf(L). Le cas'ol j = 0 se traite symétriquement, d'od le

résultat.(

Si, de plus, le langage L E'a* b* est un PSL~langage, nous pouvons déduire de la proposition

précédente :

Proposition II.40 : Tout Langage algébrique inclus dans a* b est efbacable.
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n

Démonstration : Soit L un langage algébrique inclus dans a® bt. Alors, S = ¥(L) peut s'écrire S = k_} S,

ol les S; = L(ci 5 Pi) sont des ensembles linéaires propres disjoints deux & deux [20], [49].

i=1
Pour

tout i € {1,...,n}, Pi contient au plus deux éléments. Posons I = {i ¢ {1,...,n} / Pi AN xN_ 7 9} et

- i *
I' = {1,...,n} \ I. Le langage R' = ¥ 1(k~) Si) n a” b* est rationnel et nous avons L = L' u R' et

ieI!

L' =L n R' avec L' = W_l(k,)S.) n a* b". Montrons que L' / b* appartient a Cf(L'). Pour cela, effectuons

iel

la méme construction que Berstel dans [ 6 1. Posons P' = {u ¢ N+ /4 veN,ieltels que (u, v) ¢ Pi}

et soit p le plus petit commun multiple des éléments de P'. Prenons i € I et posons P'i = Pi si Pi a deux

éléments, Pi v {(0,0)} sinon. Donc P'i = {x, y} avec x = (x', x") ¢ N, x N+ et y ="', y"). Posons

s=p/x',t=p/y"'siy'# 0,1 sinon, X, T osx, y, = ty, P"i = {xl, ¥y

} et cC :_{ci + Ax + py /

0<X<set0suc<t}t Il estclair que §; est égal 3 k_J L(u ; P"i). On peut alors, supposer, sans

ueC

nuire 3 la généralité de la démonstration, que le langage L' vérifiait : Il existe p ¢ N tel que pour

tout x = (x', x") € P = k-} Pi’ soit x' = p, soit x' = 0. Posons m = sup {u ¢ N+/ iieI, veNtels que

iel . m « .
(u,v) € LY {ci}} et montrons que L' / (b ) = gti (a®* L /v,

Prenons j € {0,...,m} et w ¢ (aPy* 1 7 bl. Alors, il exister e N, w

1

* *
€ a b tels que

w = (ap)r Wy et w' = W, bj € L', Il existe, donc, i € I tel que z = ¥(w') ¢ L(ci B Pi) et (p, y") € Pi'

3 ”n
Alors z' = z + r(p, y") € L(ci 5 Pi) ce qui entraine (aP)*F W, b3 e L' et we L' / bV,

' z s ) 3 * K3 . s
-Réciproquement si w ¢ L' / b , il existe r € N tel que w b € L' et i e I tel que

z = ¥(wb") e L(ci 5 Pi)' I1 existe A, U € N tels que z = ey + Ax + uy od {x , y} = P'i’ x = (p, x"),

y = (y', y") et e = (c'i, C"i)' Par définition de m, il est clair que 1l'on peut trouver A' € {0,...,A}

et u' € {0,...,u} tels que c"i + AT X"+ out oy o= lb(w) + j avec 0 £ j < m. Posons, alors z''=

w' = W_l(z‘) n a* b* et k = A - A" siy' =0, A - X"+ 1 - yu' sinon. Comme w' ¢ L' et que w =

m .
avec 0 £ j £ m, on obtient bien w ¢ k_J (@"* L /7 b,
j=o

Etant donné que (aP)* L ¢ Cf(L'), 1'égalité que nous venons d'établir implique

L' /b" e Cf(L'). Nous en déduisons que L / b = L' /b* uR' /b* appartient Cf(L) et comme

L' = L nR ¢ Cf(L), pour tout langage algébrique L inclus dans a* b*, L/ Nl

cfwy.

ey + Atx + u'y,

(ap)k w'/bj

Prenons, maintenant, un langage rationnel R ¢ a" b" et montrons que L / R e Cf(L). Le langage

Rest égal 3 R U R avec R = Rna b et R, = Rab", donc L/R = L/R, u L/R

PSL-langage inclus dans a*, L/R1 est un langage rationnel et appartient & Cf(L).

o

Comme L/Rl est un

Le langage R

2

est une

union finie de langages de la forme bl(bj)*, il suffit donc de montrer que L" = L /b e Cf(L). Si

-1 .
520, L"=1Le Ci(L). Sinon L" = ﬂ_) (v / %) aa” bS(N*) avec L = Ln a*

s
Ls /b e Cf(LS) < Cf(L), donc L"

quotient rationnel.

bS(b)* et

=o
€ Cf(L) et tout langage algébrique inclus dans a* b* est clos par

Par symétrie, nous obfenons le méme résultat pour le quotient rationnel 3 gauche et le

résultat se déduit de la proposition I11.39.0
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En particulier, cette proposition implique un résultat démontré par Greibach dans (411, [y4]

le langage C1 = {a"™" / n 2 0} est effagable.

Montrons, maintenant, que la proposition II.39 est aussi vérifiée pour touts les langages
commutatifs. Mais, en raison de la commutativité, il est clair qu'il n'est pas utile de considérer le

quotient rationnel 3 gauche. Etablissons d'abord :

Lemme II.41 : Soit L un Langage commutatif {nclus dans T". Poun tout L' e C{L), i existe des Langages
nationnets R,...,R c T" teks que L' ¢ cg(L) avee L= (L / Ry .oyl / R ).

Démonstration : Il existe un langage rationnel R E,Y* et deux homomorphismes g et h tels que
L' = g(h-l(L) n R). Soient M = (Q, T, f, 9y F) un automate d'état fini qui reconnait R et k le nombre
d'états de cet automate. Pour tout x € T*, notons Q(x) = {q € Q / 3 x' tel que x = x' x" et f(qo, x') = q}

et pour tout X c Q posons Ry = {x € R/ Qx) = X}, R' = RN T 28 T*, ol Z désigne {y ¢ Y / gly) = €}.

Il est clair que R'x est un langage rationnel et que R = L.J . Pour tout q € Q, notons
XcQ _
Zq = {xez"/ f(q, %) = q} et pour tout X < Q, Zy = ( Z )" et Ly = g(h 1(L) n RX)' Montrons que

-1 qeX
¥Xcaq, Lx = g(h (L) n R'x Zx).

’ _ Prenons y € L. Alors y = g(x) avec x € h-l(L) n Rx. Comme l'automate M n'a que k états, on

X

peut trouver une factorisation de x en x'

eee x! tex', ... x! R', et
x'z telle que x x'y x' € X

1]
131 %2

vief{1,...,n}, 3 q; € X tel que z, € Zq ce qui implique z = Z) --- 2 € ZX' Donc x' z € R'X ZX et
i

comme x' z € c(x) et que h-l(L) est commutatif, %' z € h-l(L). Enfin, comme g(z) = g(zl) v g(zn) = €,

Z,).

nous obtenons y = g(x) = g(x' z) € g(h‘l(L) n R'X X

Réciproquement, si y € g(h-l(L) n R' ), il existe un mot x' z tel que y = g(x' z),

X ZX

x' € R',, z € Z, et h(x' z) ¢ L. Comme x' € , x' se factorise en x', x', ... x', avec ¥ i € {1,...,t},
X 172 t

X

x'i €Y et f(qo, x' .ox',) o= q; donc X = {qo, ql,...,qt}. D'autre part, comme z € Z,, il existe

1 i X?

ZoseoosZy tels que ¥ i ¢ {0,...,t}, z; € Zq et c(z) = c(zO een zt). Alors x = z x'l z, .- x't z, et
comme X € c(x' Zg e Zt) = c(x' z) et que h_l(L) est commutatif, x € h-l(L) ety = g(x' z) = g(x') =
g(x) € Ly

Etant donné que g(ZX) = {e}, Ly = g(h_l(L) nR'y ZX) est égal a g((h—l(L) / ZX) n R'X) et

comme h-l(L) / ZX = h_l(L / h(Zx)), L, = g(h_l(L / h(ZK)) n R'.). Par définition de R'x, 1'homomorphisme g

X

*
(Z,)) ou h(ZX) est un langage rationnel inclus dans T .

X

est k-1imité sur R'_, donc Ly appartient a Cf(L / h

X’
Enfin, L = g(h'l(L) n R)

g™ L) o (i;% R)) = L~j

£ <L
X2 LX € CU(L) ou L = {L / Rl,...,L / Rp} avec

{r

In

.,Rp} = {h(ZX) / X ¢ Ql.0

IERE
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Nous pouvons en déduire immédiatement le résultat de base de cette section :

Proposition II.42 : Un Llangage commutatif L est effacable {Li.e. Cé(L] = C(L}) &4 et seulement &4

pour tout langage rationnel R, L / R appartient & C6(L).

Cette proposition se généralise aisément

Proposition II.43 : Pour toute famifle L de Langages commutatigs, CU(L) = Cé(Ll 84 et seulement 84

Cg(L) est clos par quotient nationnel.

Démonstration : Si L ¢ CU(L), il existe une famille finie L' ¢ L telle que L ¢ CU(L') et d'aprés le
corollaire II.13, il existe un langage commutatif L' vérifiant Cf(L') = Cj(L') et C(L') = CU(L‘).
Donc L € C(L') avec L' ¢ Ci(L') < CS(L). Comme CS(L) est clos par quotient rationnel, le lemme II.41

implique, alors, L € CS(L) qui est donc égal 3 CU(L).D

Comme, pour tout langage commutatif L, L / R est encore commutatif, du corollaire II.13 et

du lemme II.41, nous pouvons déduire aussi :

Corollaire TT.u4 : Soit L un Langage m-commutatif. Pour tout Langage L' e C(L), 4 existe un Langage L"

m-commutatif tel que L" ¢ C(L) et L' ¢ Cle")- ‘ !

Corollaire II.45 : Pour toute famifle L de Langages (m-)commutatifs, <€ existe une famifle L' de

Langages {m-)commutatifs vérifiant Cé(L') = CU(L'). En parnticuliern, C{Com} = Cé(Com).
Démonstration : Il suffit de prendre L' = CU(L) n COMm si L S,COMm et L' = CU(L) n COM sinon.0

Considérons le cas d'un langage L < a* ol a est une lettre. D'aprés le lemme II.38, pour

tout i e N, L/ (ah* = (a»)* \ (L / b*) est un langage rationnel. Il est, alors, clair que pour tout
langage rationnel R ¢ a*, L /Re Cf(L) et la proposition II.u2 permet de retrouver un résultat démontré

en premier lieu par Ullian :

Corollaire II.u6 [25] [79] : Tout fangage L inclus dans a* est effacable.
gag

. cas . . N £
Donnons, maintenant, une condition suffisante pour que L/R appartienne & C (L) avec L
langage commutatif et R langage rationnel. Ce résultat servira non seulement pour caractériser les
2 k3 * I3 . : » z s
langages commutatifs effagables inclus dans Dl’ mais aussi, au chapitre suivant, pour établir que

tout PSL-langage commutatif est effagable.
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Lemme II1.47 : Sodent L un fangage commutatif, R un Zangage nationnel inclus dans " et L' = L/R.
S'.if existe k e N vBaigiant : V x e L', 3y ¢ R tel que xy ¢ L et £(y) < k(L(x}) + 1), alors L'
appartient a4 Cé(L)

Démonstration : On peut supposer, sans nuire 3 la généralité de la démonstration, que ¥(R) est un

*

... W), Comme
1 n

P . . *
ensemble linéaire. Donc il existe des mots Wos W oW € T tels que ¥(R) = ‘l’(wo w

12"

L est commutatif L / R = Ly / W ol L, =L / R' avec R' = {wl,...,wn}*. Soient T = {2 / a € T} avec

TnT=@, A=TuT et les homomorphismes h et g définis sur A& par h(a) = h(a) = a, g(a) = a, gla) = ¢,

¥ a € T. Considérons le langage rationnel R" = shuf (T*, R') \ a" Tk+l 2* et montrons que Ll est
égal 3 g(h™ (L) n R").
Prenons x = Xy oeee xp € L1 avec ¥ i ¢ {1,...,p} X; € T. L'hypothése du lemme implique,

alors, qu'il existe y € R' tel que xy' € L avec £(y) < k(£(x) + 1) = k(p + 1). Donc il existe une

factorisation de y en Yy - avec ¥ i ¢ {1,...,p+1}, i(yi) < k. Nous en déduisons que

yp+1

= - N -1 . -1
- 3 ”n = =
Z 2y X Y,y e xp yp+l appartient & R" et comme h (L) est commutatif, z € h “(L) et x = g(z) «

g(h'l(L) n R").

I1 est clair, réciproquement, que g(h-l(L) n R") est inclus dans L / R' et comme, par
définition de R", g est k+1-1limité sur R", L, =L / R' = g(h—l(L) n R") appartient a Cf(L). Enfin,

L/R=1L /v ecfupccfw.o

Remarquons que la condition du lemme précédent n'est pas une condition nécessaire. En effet,
! * . 5 . . .
prenons L = {an /n20}etR= a*. Alors, L / R = a appartient a Cf(L) bien qu'il n'existe pas k e N

vérifiant : ¥ n e N, (n+1)! ~ (n!+1l) < k(n!+2).

Nous allons maintenant, utiliser la proposition II1.42 et le lemme II.47 pour montrer que

certains langages commutatifs sont effagables. Plus précisément, nous obtenons une condition nécessaire

* .
et suffisante qui ne dépend que de la longueur des mots de L, pour qu'un langage commutatif L < D1 soit

effagable. Montrons d'abord :
Lemme II1.48 : Sodent L un Langage commutatdif incfus dans D? et t un entien positif. Alons L / (at bt)*

appantient a C(D;).

*
Démonstration : Pour tout i ¢ {0,...,t-1}, R, désignera le langage rationnel égal 3 {x e {a, b} /

fa(x) Z i(mod. t)} et posons I = {i e {0,...,t-1} / L n Ri est infini}. Il est clair que pour tout

ielI, (Ln Ri) / (atbt)* = DI n Ri et que pour i ¢ I = {0,...,t-1} \ I, (L n Ri) / (atbt)* est fini. Donc

totyx, L *
U U.,t-l}((L "R/ (@b))=Fu (U(Dl R

ie{o,...,t—l}( ie{0,7 st
od F est fini. Donc L / (atbt)* € C(D;).D

L/ (aphH* = ¢ LaR)) / (aD
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Proposition II.49 :Sit L w Langage commutatif Lngind inclus dans D;. Afons, Les 1hods propriétés

sulvantes sont Equivalentes
£ L est effacable,
) 0} appartient a cb(u),
L) 3k e N vBnifdant V x e L, 3 y ¢ L tel que £(x) < L{y) < R{L{x)+T}.

Démonstration : Montrons d'abord que iii) implique ii). Prenons z € DI =L/ (ab)* et soit t le plus

petit entier positif ou nul tel que y = z(ab)t € L. Comme L est commutatif, 1'hypothése entraine,
alors, £(y) < k(€(z) + 1) et 3 fortiori, £((ab)") € k(£(z)+1). Donc, d'aprés le lemme II.u7,
b} = L/ (a0 € cFeL).
Montrons, maintenant, que ii) implique i). D'aprés la proposition II.42, il suffit de montrer

que pour tout langage rationnel R ¢ {a,b}*, L/Re cfwy. on peut supposer que Y(R) est un ensemble

ez _ s . . * _ f * *
linéaire, donc il existe XKoo XpseeeaX € {a, b} tels que L / R = L/ Xy Ky oo X T L1 / x, avec
L1 =L/ x; e x;. Comme L € Cf(Ll) il suffit de montrer que L, ¢ Cf(L). Distinguons plusieurs cas :
N t. t * * . * *
a) Il existe t € N, tel que (ab) e c(xl . xs). Comme L est commutatif, L1 =L, / Xy eee X

avec L, = L, / (atbt)*. Le lemme précédent implique, alors, L

2 € C(DI)et come D, & L, sont des PSL-langages

2 1 2
commutatifs, nous obtenons, en utilisant la proposition III.15 L€ C(L2) = Cf(Lz) < Cf(D;) qui est

inclus, par hypothése dans Cf(L).

b) Pour tout i € {1,...,s}, Za(xi) > lb(xi). Donc, il existe k € N, qui vérifie :

. . . Lk *
vie{1,...,s}, k la(xi) 2 (k+1) lb(xi) ce qui entraine que pour tout y appartenant a X, ... X_,

3 3 k3 * * * - -

k La(y) 2 (k+1) lb(y). $i x € L, i1 existe y € x, ... x_ tel que xy ¢ L ¢ D,. Done Za(xy) = Zb(xy) =

kn

n, k la(y) 2 (k+1) Lb(y) et comme la(y) < n, nous obtenons lb(y) < ;é%', lb(x) =n - lb(y) 20 - o7
n(2k+1)

?%T et L(y) = la(y) + lb(y) S =T S (2k+1) Lb(x) < (2k+1) (£(x)+1). Le lemme II.47 entraine alors,

L, e cfqu).

¢) Pour tout i ¢ {1,...,s}, lb(xi) > (a(xi). On utilise alors, le méme raisonnement qu'au b).

Montrons, enfin, que i) implique iii). Si L est effagable, ¢, = D; na" b= (L/ (ap)®)

* .
na bde Cf(L). Donc, il existe un alphabet Y, un langage rationnel R' ¢ v* et deux homomorphismes

alphabétiques h et g de Y* dans {a, b}* tels que C, = g(h_l(L) n R') et g est k-1imité sur R'. On peut

1
supposer que, pour tout y € Y, soit gly) # €, soit h(y) # €. Soit k' le nombre d'états d'un automate

d'état fini qui reconnait R'. Si u x v € R' avec h(x) = €, h(u v) ¢ L et £(x) 2 k, x se factorise en

avec x, £ €, ux v € R', et donc g(x2) £ €, h(u x X % v) = h(u v) € L ce qui implique

*
¥y ¥y ¥y 1 %2 %3 1 %2 %3

g(u %x;) (g(xz))* g(xy v) € C, qui ne contient pas de facteur jtérant d'od la contradiction. Donc, si

uxve h’l(L) n R' avec x € Z° (2 = {y e Y 7/ hiy) = €}), &(x) < k'. Alors, il est facile de vérifier que

- 1
C, = g(h 1(L) AR") od R™ER'\ Y* Zk' Y*. Prenons w e L avec £(w) = 2 n et t = k'(n+1). Comme a'pt e ¢

1 1
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il existe w' € R" tel que h(w') ¢ L et g(w') = a'bt. Comme h est k'-limité sur R", L(w') 5 k'

1
(L(h(w')) +1) et donc £(h(w')) 2 t(:,) - 1 ce qui implique, puisque g est alphabétique,
&h(w")) 2 %% - 1 > £(w). D'autre part, h est alphabétique et g est k-1imité sur R', donc aussi sur

R" ¢ R' ce qui implique £(h(w')) = &(w') s k(£L(g(w')+1) = k(2t+1) = k(2k'(n+1)+1) < k"(2n+1) avec

k" = 2kk' + 1. Donc h(w') € L et vérifie £(w) < L(h(w')) < k" (&(w) + 1).0
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D - MoTs INFINIS ET LANGAGES COMMUTATIFS
Rappelons la définition d'un mot infini donné par Nivat dans [66].
Un mot infini sur un alphabet X, est une application de N, dans X et on éerit u e X*.
Le langage du mot infini u, noté Pr(u), est égal 3 {e} u {u(1) ... uk) / k eN*}.

Tout langage d'un mot infini, L, posséde la propriété de préfixe, c'est-d-dire que
¥ x, y € L, soit x est un préfixe (facteur gauche) de y, soit y est un préfixe de x. Dans [15], Book
montre que certaines familles de langages ne contiennent pas de langages non rationnels possédant la
propriété de préfixe. En fait, dés que la famille considérée est close par intersection avec les langages
rationnels et par homomorphisme (strictement alphabétique), il suffit d'examiner les langages dé&finis sur

un alphabet d'une seule lettre (cf. [58]).

Comme pour tout L S_a*, Init (L) = {x / 3y, xy € L} est un langage rationnel, on ne peut, en
aucun cas, utiliser la méme méthéde pour montrer qu'une famille de langages L vérifie la propriété (x)
Tout langage d'un mot infini appartenant & L est rationnel. La famille C(Com) contient tous les langages
'inclus dans é*, donc il existe dans C(Com) des langages non rationnels ayant la propriété de préfixe. Par
contre, nous allons montrer que Fo(Com) vérifie la propriété (#). Pour ce faire, nous allons, d'abord,
montrer pour les langages d'un mot infini 1'équivalence entre le fait d'&tre rationnel, d'&tre un PSL-
langage, de contenir un langage borné infini. Nous allons ensuite établir que tout langage rationnel

contient un langage rationnel borné qui posséde la méme image par la fonction de Parikh. Nous en déduisons,

pour les langages de C{Com) une propriété que nous utiliserons 3 plusieurs reprises par la suite : Si

*

1

tout langage infini appartenant a Fo(Com) contient un langage borné infini, ce qui nous permet de montrer

* N P
L ¢ C(Com), il existe des mots w ,W, tels que ¥(L) = ¥(L n w, ... wk). Une premiére conséquence est que

PERRREAY

que la famille des DOL-langages n'est pas incluse dans FO(Com). Nous en déduisons, ensuite, une propriété
des transductions rationnelles d'image bornée (proposition II.58) et une condition nécessaire et suffisante

pour que FU(L)’ avec L ¢ C(Com), contienne un langage borné non rationnel. Cette condition permet de

3

retrouver trés simplement un résultat de Goldstine [36] concernant le langage Ly = (a®c...ca

t/tzo,

Jit¢ ji}.

D'aprés la définition donnée au début de cette section, il est clair que pour tout langage
infini L, si L a la propriété de préfixe, Init(L) est le langage d'un mot infini. Montrons, d'abord, que

cette condition peut &tre remplacée par 1l'égalité des mots de L de méme longueur.



55

Proposition 11.50 : Soit L un fangage tef que L = Init (L). Alons L vinifie La proprilté de prégixe 84 et

seulement 84 L ne possdde pas deux mots différents de méme Longueunr.

Démonstration : Si L vérifie la propriété de préfixe, et si w, w' sont des mots de L de méme longueur, soit

w est un préfixe de w', soit W' est un préfixe de w. Dans les deux cas, w = w'.

Réciproquement, prenons w, w' € L avec £(w) s £(w'). Alors w' = w'l w', avec l(w‘l) = £(w)

ce qui implique whyEw puisque w', € Init (L) = L, Donc w est un préfixe de w' et L vérifie la propriété

de préfixe.l]

Nous dirons qu'un mot infini u est finalement périodique s'il existe r ¢ N et q € N_ tels

que pour tout i supérieur 2 r, u(itq) = u(i).
Un ensemble A ¢ N sera dit rationnel, si le langage {a® / i € A} est un langage rationnel.

Caractérisons, maintenant, les langages d'un mot infini qui sont rationnels :

Proposition I1.51 : Sodit L Le fangage d'un mot infind u e X les propriltds suivantes sont Squivalentes :

£) Ix,y¢€ xt tets que L = Init (xy*),

48) L est un Langage nationnel,

L) ¥beX, u‘l(b) est un ensemble rationnel,
4v] L contient un fLangage bomné ingind,

v) Le fangage L est PSL-langage.
Démonstration : L'équivalence entre i), ii) et iii) a été établie dans [58]. D'autre part, il est clair

que ii) implique iv) et v).

. . ~ . . + * *
Montrons que iv) entre i). Par hypothése, il existe wl,...,wp € X tels que L n Wi e wp
PR . . . * k x * . .
soit infini. Done, il existe i ¢ {1,...,p} tel que ¥ k e N, L n Wi oees Weo Wools wp soit non vide.
PR res * * * *
Prenons le plus petit i vérifiant cette propriété. Alors, F = {z « Wy oees Wo g / 3z e LISRRE wp, zz' € L}
P : s * > . .
est fini et non vide. Il existe donc, dans F, un mot x tel que ¥ k e N, L n x w? LIRRER wp soit non vide.

. PR * P

Comme L = Init (L) et que W £ €, on en déduit que L n x W est infini. Alors pour tout z € L et tout
* . * : N . .

z' € x Wos il existe y € L n x Wi qui posséde z et z' comme facteur gauche ce qui entraine

L ¢ Init (x w;) < Init (L) et donc L = Init (x w;).

n
Supposons, maintenant, que le langage L soit un PSL-langage. Alors ¥(L) = § = k_J L(ci H Pi)'
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k
- _ k _ . N
Posons X = (al,...,ak} et pour tout z = (zl,...,zk) eN, Iz] = Z ;. Montrons que si z = (zl,...,zk)
z'| =

et z' = (z'l,...,z'k) sont deux périodes de S, ¥ t e {1,...,k}, z z't |z|. En effet, il existe,

t
dans S, y = (yl,...,yk) et y' = (y'l,...,y'k) tels que L(y ; {z}) et L{(y' ; {z'}) soient inclus dans S.
Supposons qu'il existe t € {1,...,k} tel que z, z'} > 2"y |z]. Prenons, alors, s € N et posons

x = (xl,...,xk) zy+s|z'| 2 ef x' = (x'l,...,x'k) =y + (s + |y]) |z] 2'. Comme z, Jz'] 2 z't |z} + 1,

nous avons x, - x't 2s + Ve - y't - |y| Izl z’t et comme |z} |z') 21, |x'] 2 |x|. Si s a été choisi
suffisamment grand, X, - x't > 0. I1 existe w, w' € L tels que ¥(w) = x et ¥(w') = x' avec &(w') =
[x'| 2 |x] = &(w) et comme L a la propriété de préfixe, ¥(w') 2 ¥(w) ce qui contredit le fait que

n
X, - x‘t > 0. Cette propriété implique l'existence de y e N tel que , ¥xeP = L.} Pi’ 1seN

i1

Y

i
vérifiant y = sx et on peut trouver deux ensembles finis F, F!' Ef“k tels que S = F {z+X\y/ze€eF',

X e N}. Comme F est fini et £(L) = {jz| / z ¢ S} =N, v i ¢ {0,...,]yl}, il existe z; € F' tel que

Izil = i (mod. |y|). Prenons j € {0,...,{y] - 1}. I1 existe, alors, o, 8, r € N tels que

r = |z,

]+1| +aly| = |zj| + Bly| + 1. Prenons A € N et considérons w, le mot de L de longueur r + Aly|.

Le mot w peut se factoriser en w' bw" ¢ avec b, ¢ € X, £(w'b)=r et £{w"c)=A|y|. Comme £ est une fonction injective
sur L et que tout facteur gauche de w appartient 3 L, on obtient ¥(bw") = ¥(w'bw") - ¥(w') = Ay et ¥(w"c) =

¥(w) - ¥(w'b) = Ay, ce qui implique ¥(b) = ¥(c) et donc b = c puisque b et ¢ ¢ X. Donc, ¥ X € N,

u(r + Alyl) = u(r). Comme j a été choisi de fagon quelconque dans {0,...,|yl-1}, on en déduit que u est

finalement périodique et L est un langage rationnel [58].0

Le fait que tout langage d'un mot infini qui est semi-linéaire est aussi rationnel est &
opposer au résultat de Book [15] qui montre l'existence d'un langage semi-linéaire, non rationnel ayant la
propriété de préfixe. En fait, l'existence d'un tel langage se raméne i l'existence de mots infinis qui
ne sont pas finalement périodiques. En effet, la proposition suivante montre le lien trés &troit qui
existe entre la famille L des langages d'un mot infini et la famille L' des PSL-langages ayant la propriété

de préfixe :

Proposition II.52 : Pour tout fangage L de L (resp. L') &8 existe un Langage appartenant & L' [(resp. L),

rationnellement équivalent a L.

Démonstration : Soit L < X*,un langage de L avec X = fal,...,ak}. Considérons 1'homomorphisme h défini

sur X par : ¥ i € {1,...,k}, h(qi) < a, .

$ v %y et posons L' = h(L). Il est clair que

© -1

Y(') = W((al...ak)*) et que h-l(L‘) = L. Et comme la propriété de préfixe est conservée par homomorphisme,

L' ¢ L',

Réciproquement, soit L < x* un langage de L' avec X = {al,...,ak}. Si L est fini, il suffit

de prendre L' = a®. si L est infini, posons L' = Init (L). Le langage L' appartient & L et & C(L). D'autre

part, comme L est un PSL-langage, B = {w ¢ X" / £(w) € £(L)} est un langage rationnel et L = L' n B ¢ C(L").0
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Nous allons, maintenant, montrer que si L est le langage d'un mot infini appartenant 3
C(Com), le plus petit cdne rationnel contenant les langages commutatifs, alors L est un langage rationnel.
Pour obtenir ce résultat, &tablissons, d'abord, que tout langage infini L e C(Com) contient un langage
borné infini. Nous utiliserons une propriété concernant les langages rationnels qui nous servira aussi

3 la section suivante :
Lemme II.53 : Tout fangage rationnel R contient un Langage rationnel boand R' tel que ¥(R) = ¥(R').

Démonstration : Comme la propriété est vraie pour les langages finis et quelle est conservée par union

et par produit, il nous suffit, d'aprés le théoréme de Kleene, de montrer que si R est un langage rationnel
PR iz z ¥ fses . . * . .

vérifiant cette propriété R la vérifie aussi. Comme R' ¢ R implique R' S_R* et ¥(R') = ¥(R) implique

¥(rR'™) = W(R*), on peut supposer que R est un langage rationnel borné. Supposons, d'abord, R inclus dans

n

* *

a; -eeoa ol les a, sont des symboles distincts. Alors R peut s'écrire, R = k,) (R,

1 i it1 i,1

tout j e {1,...,k} et tout i ¢ {1,...,n}, Ri 5 est un langage rationnel inclus dans a;. Comme tout
9’

. Ri,k) ol pour

langage rationnel inclus dans b* est une union finie de langages de la forme bs(bt)* avec s, t € N, on

peut supposer que chacun des Ri . est de cette forme. D'autre part, R* contient A; cen A; et
3
*
¥(R") = v(a* ... ANad pour tout i € {1,...,n}, A, = R, ... R, .. Il suffit, alors, de montrer que pour
1 n i i,1 i,k

tout i ¢ {1,...,n}, i1 existe un langage rationnel borné B, tel que B, E.A; et ¥(B,) = ¥(AY). Prenons
: s t St s s

: P 1 ki* . - 1 k
i e {1,...,n}. Le langage A, est &gal a a, (al ) ... a (3, ") . Les mots € €t w = a,” ... a

k 1
' . s L% * . P *
appartiennent a Ai et donc Bi = {e} v Aiw est un langage rationnel borné inclus dans Ai. Pour tout

P avec p € N, il existe y' ¢ A, tel que ¥(y) = ¥(y' wP) donc ¥(B,) = ¥(aY).
y € Ai i i i

. . * * < a2 . PP
Supposons, maintenant, R inclus dans Wy oeee W et considérons 1l'homomorphisme h défini sur

-1 * * :
=h (R) n a8, ... a estun langage rationnel

tel que W(R'l) = W(RI). Le langage

{al,...,ak} par : h(ai) =W, ¥ie {1,...,k}. Le langage Ry

inclus dans aI v a;, donc il existe un langage rationnel borné R'l < RI

R' = h(R'l) est un langage rationnel borné inclus dans h(R;) = R* et vérifie ¥(R') = ¥(R").O

Nous allons pouvoir en déduire le résultat de base de cette section qui est l'analogue du

lemme précédent, pour les langages appartenant a C(Com)

Proposition II.S4 : Pour tout fangage L e C{Com), L existe des mots wI,...,w*

K tels que

*

1 we) = ¥(L).

Y(L aw X

Démonstration : Si L € C(Com), il existe un langage commutatif L', un langage rationnel R et deux homomorphismes
h et g tels que L = g(h‘l(L') n R) (cf. [64]). D'aprés le lemme précédent, il existe un langage rationnel

R' € x, ... x nRtel que ¥Y(R') = ¥(R) et comme h_l(L‘) est un langage commutatif, W(h_l(L') nR') =

-1 Kk
W(h‘l(L')) n Y(R") = W(h_l(L')) n ¥(R) = W(h_l(L') n R} (cf. [541). Alors, ¥(L) = ¥(L") avec
L" = g(h—l(L') n R')E_w; - w; ol ¥ ie {1,...,k}, wo E g(xi). Donc L" < L n w: cee w; < L, ce qui implique

*

Y(L") < ¥(L n W,

cow W) € WIL) = ¥(LY) et WL w] ..o w) = W(L).O
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Cette proposition nous permet, par exemple, de montrer que le langage L = {(anb)p / n, p2 1}
n'appartient pas 3 ((Com). En effet, il est clair que L n'est pas un PSL-langage. Par contre, nous allons

* * * *
montrer que pOUr TOUt W.,...,W € {a, b} , L' = Ln W, ... W estun PSL~langage. Posons A = {z ¢ {a,b} /

lb(z) > k} et A = {a,b}* \ A. Si z appartient & L' n A, z se factorise en z' z; 2" avec z; € w; et lb(zi) > 1.

Alors, z; posséde un facteur ba'b avec t < la(wi). Nous en déduisons que L' n A est égal 3 L" n A n

*

q .
LR w; od L" = {(a™P / p 21,150 <q} avec q = sup {ﬂa(wi) / ie{1,...,k}}. Comme L" = \_) (a’»)”,

i=1
le langage L' n A est rationnel. D'autre part L' n A est égal 3 L', n wz coe w; ol L', = {(a")P / n21,

est rationnellement équivalent & E = {a? . az / n 2 0} et appartient donc

a LW’ le plus petit cdne rationnel clos par intersection et contenant {(a™" / n 2 0} (ef. T D). Et,

1 < p < k}. Le langage L'y

comme LW ne contient que des PSL-langages, L' = (L'l 0w

*
PEREE wk) u (L' n A) est un PSL-langage.

Etant donné que C(Com) est égal au plus petit cdne rationnel contenant les langages bornés
et clos par intersection, la proposition précédente reste 3 fortiori vraie si on remplace, dans 1'énoncé,
la famille Com par la famille Bor des langages bornés. Cette proposition implique, en particulier, que
tout langage infini appartenant 3 C(Com) contient un langage borné intini. Il est clair que si Ll et L2

sont deux cdnes rationnels vérifiant cette propriété, L 0O L2 = {s(L) / L ¢ L1 et s est une L2-substitution}
-

vérifie encore cette propriété et nous obtenons, par induction :.

Corollaire Ii.ss : S84 L est un Langage infind appartenant 2 Fc(Com), Le plus petit cone rationnel clos par

dubstitution et contenant Les Langages commutatifs, alons L contient un Langage boané ingind.
Des propositions II.51, 11.52 et du corollaire précédent, nous pouvons déduire :

Corollaire 11.56 : Soit L un fangage de Fo(Com). S{ L est Le Langage d'un mot infind, ou 84 L est un

PSL-2angage ayant La propriété de préfixe, alons L est un fLangage rationnel.

Considérons, maintenant, la famille des DOL-langages, c'est-d-dire des langages de la forme
{hi(w) /i eN} olwe X*, h est un homomorphisme de x* dans X" et hi est défini par induction au moyen
des relations h%(x) = x, V¥ x ¢ X" ety j €N, hj+l = ho hj (cf. (471). Tout langage défini sur un
alphabet d'une lettre est commutatif, donc appartient a FO(Com). Par contre, le corollaire II.56 va nous
permettre de montrer qu'il existe un DOL-langage défini sur un alphabet de deux lettres, n'appartenant pas
3 FO(Com). Prenons, en effet, X = {a, b}, w=aetls= {hi(w) / i € N} ol h est défini sur X par
h(a) = ab, h(b) = ba. Si L appartient & FG(Com), le langage L1 = Init (L) n (XQ)* appartient encore & Fo(Com).
Or, le langage L, est un PSL-langage ayant la propriété de préfixe et non rationnel [15]. Le corollaire

précédent entraine une contradiction et nous obtenons :

Corollaire I1.57 : la famifle des DOL-Langages n'est pas incluse dans Fo(Com).
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La proposition II.54 va, aussi, nous permettre d'établir une propriété qui concerne les

transductions rationnelles qui font passer d'un langage de C(Com) & un langage borné :

Proposition 11.58 : Sodent L' un Langage bornd et L un Langage appartenant & C{Com). S& L' e C{L), <&

existe un Langage rationnel bornt R et deux homomorphismes h et g telfs que L' = g(h_’ {L) n R},

-~

. s *
Démonstration : Il existe w

LA tels que L' soit inclus dans Wi e w;. Posons L" = f_l(L') n

1*°
*
a; ... a; ol f est l'homomorphisme défini sur T = {al,...,an} par f(ai) =W, ¥ i€ {1,...,n}. Comme

L" € C(L), il existe un langage rationnel R et deux homomorphismes h et g' tels que L" = g'(h—l(L) n R}.

Le langage h-l(L) n R appartient 3 C(Com), donc il existe des mots Yyseresy tels que W(h-l(L) nR)=

k
-1 * * ces * * sz
¥(h (L) n Rn Yy e yk) (proposition II.54). Posons R' = R n ¥y e ¥ et considérons le langage

*

* . " - -1
PEEREIE W il est clair que L" = L1 g(h “(L)

-1
L, = g(h (L) n R'). Comme W(Ll) = Y(L") et que Lyglrca

n R') et L' = £(L") = g(h-l(L) nR') avec g = f o g'.0J

Remarquons que la proposition précédente est, en particuller, vérifiée si L est un langage

borné. D'autre part, nous aurions pu, par un raisonnement classique, montrer que les homomorphismes h et
. - . P . -1 -1

g pouvaient encore &tre pris alphabétiques. Enfin, comme h (L) n R' = h (L n h(R')) n R' et que h(R')

est un langage rationpel borné, nous étendons la proposition II.12 i tous les langages de C(Com).

Considérons, maintenant, une famille de langages incluse dans C(Com) et donnons une condition

nécessaire et suffisante pour que FU(L) contienne un langage borné non rationnel :

Proposition II1.59 : Soit L une famiffe de fLangages <incluse dans C(Com}. ALors, &4 FO(L) contient un
Langage bonnd non nationnel, il existe L e L et des mots wy,...,w, tes que L n w; w; 504t un Langage

non rationnel.

Démonstration : Si L1 et L2 sont des cdnes rationnels clos par union ne contenant aucun langage borné

non rationnel, il en est de méme pour Ll u| L2. On en déduit, par induction, que, si FU(L) contient un
langage borné non rationnel, CU(L) aussi. Ce qui implique, clairement, l'existence d'un langage L € L

tel que C(L) contienne un langage borné non rationnel. Il existe, alors, d'aprés la proposition précédente,
un homomorphisme h et un langage rationnel borné R' tel que h-l(L) n R' soit non rationnel. Comme

h—l(L) n R' = h—l(L n h(R')) n R', L n h(R') est non rationnel. Le langage h(R') est borné donc il existe

Wisewe s Wy tels que h(R') < wI e w; ce qui entraine L n h(R') = (L n wI ves w;) n h(R') et donc
* * .
Ln w1 e wk est non rationnel avec L ¢ L.0J

Considérons, maintenant, le langage de Goldstine (cf. [36])

i 3 3
Lg = {a®calc...cat/tz= 0, 3i¢# ji}'
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Il est clair que L, € C(Com). Par ailleurs, iG = {a, c}'\ Ly = {caca’c...ca/k2o0}

G

a la propriété de préfixe et ne contient aucun langage borné infini (cf. section A de ce chapitre). Donc

- * * * sas
pour tout mot WyseseaW, LG n "1 ‘e wk ce W est un langage rationnel. La proposition

précédente permet, alors, de retrouver immédiatement une propriété du langage L

. *
est fini et LG n Wy

c* démontrée par
Goldstine dans [36].

Corollaire 1I1.60 [36] La famille Fc(LG) ne contient aucun Langage boané non rationnel.
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E - LANGAGES K-COMMUTATIFS

Nous avons montré 3 la section précédente que tout langage infini de Fo(Com) contient un langage
borné infini (corollaire II.55). Nous allons, maintenant, préciser ce résultat en &tablissant que tout
langage infini de Fo(Comk) contient un langage borné infini de "dimensicn k". Nous obtenons, ainsi, un

Y

résultat analogue 3 celui de Goldstine dans [37], mais formulé de fagon différente.

Comme le langage E, . = {ag - a£+1/n 2 0} ne contient aucun langage borné infini de dimension

k et appartient 3 F(c(Rat)), nous pouvons en déduire que la FAL engendrée par c{Rat) est non principale.
Nous apportons, ainsi, pour une conjecture de Ginsburg et Spanier [33], une autre démonstration que celle

que nous avions donnée dans [54). Enfin, nous terminons cette section en montrant que pour tout k 2 2, il

existe L € Comk tel que tout langage borné non rationnel appartenant & FO(L) soit au moins de dimension k.

Définition : Un fangage L est un fLangage borné de dimension k 4'{f existe des mots Xor Ypseers Ypo Xy

tels que L 804t inclus dans x_ gy .- Yy Xy

Les langages minces définis par Sakarovitch [74] sont, dans le cas du monoide libre, des

unions finies disjointés de langages rationnels bornés de dimension 1.
* s . . .
Pour tout langage rationnel R, u x v \ R est un langage mince disjoint de R, donc toute
union finie de langages rationnels bornés de dimension 1 est un langage mince. Le lemme II.53, nous permet,

alors, de montrer :

Lemme 11.61 : Pour tout fangage rationnel R < T" ot tout homomorphisme h de T" dans a*, il existe un

fangage mince R' c R tel que h(R'] = h(R].

Démonstration : Il existe un langage rationnel borné R" tel que ¥(R") = ¥(R) et donz h(R") = h(R).

Comme R" est une union finie de langages de la forme X yI e y: X, , On peut se ramener au cas ol
* .
R = Xy Yy oeee yz x, avec h(yi) Ze, ¥ie€{l,...,t}. Si t est inférieur 3 2, R est un langage mince.
s .
. _ _ - * * i R
Sinon, posons s = l(h(yl)) 1 et Rl L‘J Ry Viees Yeog ¥eoq Yy ¥y I1 est, alors, clair que

iZo
h(Rl) = h(R) et nous obtenons le résultat par induction.(}

Pour tout langage L, posons £(L) = {€(w) / w e L}. Si nous prenons, dans l'énoncé du lemme
précédent, 1'homomorphisme h défini par h(x) = a, ¥ x € T, nous obtenons un résultat de méme nature que

le lemme II.S53

Corollaire 1I1.62 : Tout fLangage rationnel R contient un fangage mince R' tel que £{R) = £{R'}.
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Ce résultat ne peut pas s'étendre de fagon analogue 3 la proposition II.S54, méme pour les langages

appartenant a C(Coml). C'est-a-dire qu'il existe LeC(Coml) tel qie pour tout langage mince R,£(L)#£(LnR). Considérons,en effet
n

L' = {a2 / n 2°0}, 1'homomorphisme h défini sur X = {al, 32} par h(al) = a, h(ay) = € et posons L =

- *
h l(L') N W, w. avec w, = a, @y W $'il existe un langage mince R tel que £(L) = £(L n R),

1" 1 2 T %1 % %
pour tout n € N+, r=2"+ 3.2n-l € £(L) = £(L n R), donc il existe i, j ¢ N tels que

w, € R avec

i
1
. > e 0] . . . - _1
21i+33j=r.1Il est, alors, facile de vérifier que i = j= 2" l. Pour tout n € N+, wg wg ¢ R avec p = 2" N

ce qui implique que R n'est pas un langage mince.

Cependant nous pouvons énoncer une version affaiblie du lemme II.61, pour les langages

by

appartenant a C(Coml), que nous utiliserons pour la démonstration du lemme suivant
Lemme II1.63 : Poun tout Langage Anfini L ¢ C(Com,), AL existe un fLangage mince R tel que L n R 404t infind.

z s * s . »
Démonstration : Prenons L' < a et L ¢ Cf(L') = C(L'). Il existe un langage rationnel R' et deux homomorphismes

alphabétiques h et g tels que L = g(h—l(L') n R') avec g limité sur R'.

Considérons d'abord le langage L" = h-l(L') n R'. Si L' n h(R') est infini, prenons R'l un
langage mince’inclus dans R' tel que h{(R') = h(R'l) (cf. lemme II.61). Alors L' a h(R' ) = h(h_l(L') n R'l)
ést infini ce qui entraine h-l(L') n R'1 infini. Si L' n h(R') = h(L") est fini, comme L" est infini, L"
contient un facteur itérant et il existe un langage mince R'l zux v tel que L" n R'l = R'1 soit un

langage infini.

Le langage R = g(R'l) est un langage mince et L a R = g(L") n g(R'l) contient g(L"™ n R' )

1

qui est infini puisque g est limité sur R' et donc sur R'l.D
Pour tout k € N+, Bk désignera la famille des langages qui sont finis ou qui contiennent un
langage borné infini de dimension k. Démontrons, d'abord, un lemme de réduction qui indique que pour établir

1'inclusion Fof(L) < Bk’ il suffit de considérer les langages L n R avec L € L et R ¢ Rat :
Lemme II.6% : Pour tout k ¢ N, et toute famifle de fangages L, L A Rat c B‘2 AmpLique Fg(L) < Bk'

Démonstration : Comme Bk est clos par substitution non effagante, il suffit de montrer que Cf(L) est inclus
dans Bk. Prenons L € L, R ¢ Rat et deux homomorphismes h et g avec g limité sur R et montrons que

- N sz -1
L' = g(h 1(L) n R) appartient & Bk' Comme g est limité sur R, pour tout langage L" < h "(L) n R, g(L")

- -1
est infini ssi L" est infini. I1 nous reste, donc, d montrer que h l(L) nRe Bk' Supposons L1 = h (L) nR

infini. Alors, si h(Ll) = L n h(R) est fini, Ll posséde un facteur itérant et appartient & 81 E.Bk' Si

L n h(R) est infini, par hypothése, il existe un langage infini borné de dimension k inclus dans L n h(R),

donec il existe R' = x

o ¥y ot y; Xy < h(R) tel que L n R' soit infini. Soit M = (Q, 8, f, Qg F) 1'automate
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d'état fini qui reconnait R. Pour q, q' € Q, posons Rq,q' = {we N £(q,Ww) = q'}. Il existe

> q'l,...,qk, q'k € Q, Woseon oW € A* tels que f(qo, wo) = q;, f(q'k, wk) e[, f(q'i, wi) T Q40
Vie {l,...,k-l},‘h(wi) = x5, ¥ ie {0,...,k} et hgl(L) nwWoR e Row soit infini avec

¥3je {;,...,k}, Rj = h-l(y;) n qu,q‘. c; qui en;raine R') =w_ R ...R w cR. Posons

Ly = (yll /3 iyseeeaiy € N tels que xi yl1 ces ykk € Ln h(R'l)} et L'l = h-l(Ll) nR.SLLY

est fini, il existe z) € L'1 tel que h-l(L) fn R'2 soit infini avec R'2 Tw, oz, R2 ve W Si L'1

est infini, comme L'l € C(Coml), le lemme II.63 entraine qu'il existe u X v c R, tel que h_l(Ll) Auxtv

1
e e e P -1 , i ee s . L *
soit infini. Nous en déduisons donc que h (L) n R 5 est infini avec R g S W, U X VW R2 [ Rk Wit
iz
Pour R2, on recommence le méme raisonnement, en considérant L2 = {y2 /3 il’ i3 e ik tels
i i

k ' v - n-l PP s 3z :
que X_ YT oeee Yy X € L n h(R 2)} et L 5 = h (LQ) n R2. En itérant ce procédé, on construit un langage

rationnel R'k borné de dimension k, inclus dans R et tel que h-l(L) n R'k soit infini, donc h-l(L) nRn R‘k =

h_l(L) n R'. est un langage infini borné de dimension k inclus dans h—l(L) n R qui appartient, alors, i Bk‘D

k

Prenons un langage k-borné L. Pour tout R € Rat, L n R est k-borné et donc L n R est un langage
borné de dimension k. Comme C(Bork) = Cf(Bork) [25], nous ddduisons du lemme précédent un résultat qui

découle aussi de ceux de Goldstine [37]

Corollaire I1.65 : Pour fout k ¢ N, et pour tout '&zngage ingini L e Fo(Bonh), 4l existe un Langage ingind

boané de dimension k inclus dans L.

Montrons, maintenant, que le corollaire précédent reste valable si on remplace Bor'k par Comk.

Proposition I11.66 : Soit k ¢ N,. Tout Langage infini L Fc(Comh) contient un Langage infini boané de

dimension k.

Démonstration : Comme C(Com, ) = Cf(Com ) (corollaire II.45), il nous suffit, d'aprés le lemme II.64, de
=momstrarieon ™ k ’ P

. *
montrer que pour tout langage commutatif L < ™ avec T = {a ,ak} et tout langage ratiomnel Rc T,

IERED

*
LnRe Bk' D'aprés la proposition II.54%, il existe WiseooaW € T tels que ¥(L n R) = ¥(L n R n w; . wn)
et donc, si L n R est infini, il existe R' = X yI . y: X € R tel que L n R' soit infini avec ¥ e

v ie{1,...,t}. Montrons que si t est supérieur d k, il existe dans R', un langage R", ratiomnel borné
de dimension t-1, tel que L n R" soit infini. En effet, si t est supérieur d k, les vecteurs

¥(y,),...¥(y,) appartenant §4Wk sont linéairement dépendants. Il existe, donc, deux ensembles non vides,
1 t

disjoints I, J ¢ {1,...,t} tels que |} oy ?(yi) = ¥ o W(yi) avec ¥ i eI uJ,a eN. Posons
A iel ied
A= {(ll,...,kt) e Nt / X, ¥, ...ytt x, € L}. Il existe alors s € I u J et un sous-ensemble infini A' de

A tels que As / o s ki / ol ¥ ie IuJ. Supposons, par exemple que s ¢ I. Alors, si (Xl,...,kt) € A',

A peut s'écrire qa_+ r_ avec 0 S r_ <o et ¥ielI, A, =qa, +r, avec r, € N. Donc T ¥y o=
s s s s s i i i i jep 4 i
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q .Z a; ¥y + ‘X r; ¥(y;) = q ) @ ¥y, + ) r; ¥(y;) avec r_ <a_ et il existe U ,...,u €N

iel iel ied iel
o1 My M A
coe = oo = < . édui 13 3
tek que V(xQ Yy e xt) ‘i’(xo y1 Ve xt) avec u_ = r_ <o Nous en déduisons qu'il existe
* L r * * PR = e s 2z
< LU= " "
r as tel que R Xy ¥y mor Yooq Xoog Yo R Yayup oo0 Yy X vérifie L n R" infini avec R" borné de

dimension t-1 inclus dans R'. Ceci entraine, par induction, l'existence d'un langage rationnel borné

de dimension k, R = R tel que L n Rl =LnRn Ry soit infini.0

n

Pour tout entier k 2 2, le langage k-borné E = {az e By / n 2 0} n'appartient pas 3 Bk-l

k
donc Ek € C(Bork) \ Fc(Comk_l) et nous en déduisons :

Corollaire I1I.67 {371 Pour tout k ¢ N, C(Bonh) g C(Bo/ck*,}, F(Bonh) g F(Banh”) et Fc(B""k) 2 Fo‘B""kH)‘

Corollaire 1I.68 : Pour tout @ eN,, C(Comk) 3 C(Comk*l), F(Comh) g.F(Comh+1) et FG(Comh) g FU(Comk+ﬂ.

En particulier, F(Com) = kglF(Comk) est une FAL non principale. Enfin, comme E,  est égal
a c(a1 - ak)*) n a; . a;, Ek appartient 3 F(c(Rat)) ol c(Rat) = {c(R) / R € Rat}. Ceci apporte, pour
une conjecture de Ginsburg et Spanier [33), une autre démonstration que celle que nous avions donnée dans

[s4] :

Corollaire I1.69 : La famille F(c(Rat)) est une FAL non principale.

Terminons cette section en considérant les langages bornés appartenant a FO(L) ol L est un langage
commutatif. Si le langage L est non rationnel, FO(L) contient nécessairement un langage borné non rationnel.
Nous allons, cependant, pouvoir montrer, pour les langages commutatifs, un résultat du méme type que le

corollaire 1I1.60 :

Proposition II1.70 : Pour tout entdler k 2 2, 4 existe L ¢ Com,, el que FG(L) ne contient aucun fangage

non rationnel borné de dimension infiriewre a k.

k
Démonstration : Considérons le langage L = c({a? ag e a: / n 2 0}) et posons L = {a
- * * -
Montrons, d'abord, que pour y , ¥.,...,y_ € ™ avec T = {a ye..sa et s<k,Lny y, ...y est fini.
[ 1 s k-1 1 k o’1 s
y; est infini, comme le rappert z nt / nk tend vers zéro quand n tend vers l'infini,
i=1
il existe j € {1,...,s} tel que vy € a;. Si k =2, 3 =s =1 et nous avons tout de suite une contradiction.

Si k > 2, raisonnons par récurrence et considérons 1'homomorphisme h défini sur T par h(x) = € si x = a

IEEE

PO *
SiLn Yo ¥q -

x sinon. Alors h(L n Yo yI . y;) est inclus dans h(L) n h(yo y; cee y;) qui est fini d'aprés 1'hypothése
- * *
de récurrence que l'on peut appliquer puisque h(yj) = g, d'ol la contradiction car h(L n Yo ¥y ve ys)

fini implique L n Yo yI cee y; fini.
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Alors, pour tout langage rationnel R borné de dimensjon inférieure & k, L n R est fini et L n R
est un langage rationnel. Si C(L) contient un langage non rationnel borné de dimension s < k, il existe

deux homomorpﬁismes alphabétiques f et g et un langage rationnel R' tels que g(ful(L) n R') soit un langage

non rationnel inclus dans b; N b;. Comme f—l(L) est un langage commutatif, on en déduit, par un raisonnement
classique, l'existence d'un langage rationnel R" = Rl . RS tel que Ll = g(f_l(L) n R") soit un langage
non rationnel inclus d by b vieldll }, g(R,) < b} et R, = * ¥

r nn us dans b, ... b_ avec V i ¢ soeeash, g(Ry) c by et Ry =%y Xg g oeee Xyt

Distinguons deux cas : -

a) Pour tout i € {1,...,1} et tout 3, ' € {1,...,t.}, Y(f(x, . N=8(glx. .,)) = ¥(£(x, .,))
1 1,3 1,] 1,3
x Z(g(xi j)). Alors, il est facile de voir que chaque R; peut gtre remplacé par une union finiede langages
*

rationnels bornés de dimension 1. Donc, g(f_l(L) n R") = g(f—l(L) n R"l) ol R'", est un langage rationnel

1
borné de dimension s. Comme s est inférieur 3 k, g(f_l(L) n R"l) = g(f-l(L n f(R"l)) n R"l) est rationnel

puisque L n f(R"l) est rationnel, d'ol la contradiction.

b) Il existe i ¢ {1,...,s}, j, 3' € {1,...,ti} (prenons, pour simplifier i = j = 1 et j' = 2)

tels que Y(f(x, .)) £(g(x )) soit différent de ¥(f(x, ,)) £(gtx, .)). Il est, alors, clair qu'on peut
1,1 1,2 1,2 1,1

: -1z m.* . .
' =

trouver m e'N tel que si z, 2' € f “(L) avec z, € R et g(zl) € b, bl’ il ex1st? z, € R; tel que g(zg)

-1, Z 3 s m . x * P R m . * *

1 + - "
g(zl) et z, z ¢ £ “(L). Nous pouvons en dedulrerque L 1 ° L1 n bl by ... bs est égal a g(R") n bl bl...bs
qui est un langage rationnel et L1 est égal a L'l UAolA-= \_) (Ll n bi b; ce b;) est une union
0si<m

finie de langages bornés de dimension s - 1 appartenant 4 C(L). Si s = 1, A est fini et Ll est un langage
rationnel, d'od la contradiction. Si s est supérieur & 1, on obtient la méme contradiction, en raisonnant

par induction. Donc tout langage borné de dimension inférieure 3 k, appartenant 3 C(L) est rationnel.

Si L1 et L2 sont des cOnes rationnels vérifiant cette propriété, il est clair que L1 O L2 la

vérifie aussi ce qui entraine, par induction, qu'il en est de méme pour FG(L).D

n
Pour tout entier k supérieur & 1, posons, comme dans [ 7], S;k) =z (all ee akk / n. € N,

13§ 0< 3 <k tel que 0y £n }. En reprenant exactement le méme raisonnement que celui que nous avons

j+1
utilisé pour la démonstration de la proposition précédente, nous pouvons montrer que pour tout k € N,

(k+1)
Fo(s#

Pour tout entier k 2 2, S

) ne contient aucun langage k-borné non rationnel. Nous retrouvons, ainsi, un résultat de [ 7]

(x) (k+1)y
# # :

ces langages, le résultat est différent. Nous verrons, en effet, au chapitre suivant, que pour tout entier

(k)
#

¢ F(s

Par contre, si nous considérons les fermetures commutatives de

- *
k 2 2, les langages c(S ) sont rationnellement équivalent A& DI = {a,b}* \ Dl'
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A - Le cONE RATIONNEL C(c(RAT))

Déns cette section, nous allons étudier LV’ le plus petit cOne rationnel contenant la famille
c(Rat) qui est égale 3 la famille des PSL-langages commutatifs (lemme III.1). Pour ce faire, nous montrons
d'abord, que la famille c(Rat) vérifie les mémes propriétés de clSture que la famille Com. Nous en déduisons
que LW = C(c(Rat)) est fermé par intersection et ne contient que des PSL-langages. Ceci nous permet
d'établir que LW est le plus petit cdne rationnel commutativement clos et de caractériser les langages
bornés appartenant 3 L?’ en utilisant un résultat général, montré au chapitre I, concernant les langages

bornés d'un cdne rationnel ne contenant que des PSL-langages. Nous démontrons, ensuite, que tout langage

de L? peut @tre obtenu par transductions rationnelles et intersections 3 partir du langage DI = c((ab)™).
®

Comme D, est égal 3 shuf (C_, CR) avec C, = D' na" b" et CR, 1'image miroir de C. = D} a b a*
1 1 1 1 1 1 1, 1

(lemme III.11), nous obtenons : LW = Cn(DI) = Cn(cl) ol pour tout langage L, Cn(L) désigne le plus petit
cOne rationnel clos par intersection et contenant L. Comme nous avons montré au chapitre précédent que

LY = C(c(Rat)) était un cdne rationnel non principal, nous prouvons l'existence d'un langage L(D; ou Cl)
tel que Cn(L) = H{a C(L)) soit un cdne rationnel non principal ce qui répond & une question de S. Ginsburg

([25], page 180).
_ Lemme III.1 : Un Langage L appartient A c{Rat) 84 et seulement 84 L est un PSL-langage commutatif.
Démonstration : Si L = c(R) avec R ¢ Rat, L est un langage commutatif et ¥(L) = ¥(R) est un semi-linéaire.

Réciproquement, soit L un PSL-langage commutatif. Il existe un langage rationnel R tel que

¥(L) = ¥(R) [33]. Alors L = c(L) = ¥ o ¥(L) = ¥"1 0 ¥(R) = c(R) € c(Rat).O
Si L est un langage commutatif, L = V‘l o ¥(L) et pour tout langage L', Y(L n L') =
V(Whl o ¥Y(L) n L') = ¥(L) n ¥(L'). Si, de plus, L et L' sont des PSL-langages, Y(L) n ¥(L'), intersection

de deux semi-linéaires, est un semi-linéaire et nous obtenons

Lemme I1I.2 : S{ L est un Langage commutatif, pour tout Langage L', ¥(L} n ¥{L'} = ¥{L n L'}. De plus, &4

L et L' sont des PSL-Langages, L n L' est un PSL-Langage.

s : P - -1
Si h est un homomorphisme alphabétique, h et ¢ commutent ainsi que h = et c. Pour tout langage

L = ¢(R) avec R ¢ Rat, nous avons h(c(R)) = c(h(R)) € c(Rat) et h_l(c(R)) = c(h—l(R)) ¢ c(Rat), donc :
Lemme III.3 : la famille c(Rat) est close par homomorphisme (d{nverse) alphabitique.

Du théoréme de Nivat, nous pouvons, alors, déduire que C(c(Rat)) = Ha(c(Rat) A Rat).

D'aprés le lemme III.2, c(Rat) A Rat ne contient que des PSL-langages et comme il est clair que la famille
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de tous les PSL-langages est fermée par substitution, nous retrouvons :

Corollaire III.4 [33] La FAL engendnde par c(Rat) ne contient que des PSL-fangages.

Tout cOne rationnel L contient la famille Rat, donc, si L est commutativement clos, L contient
c(Rat). Réciproquement, d'aprés le corollaire précédent, pour tout langage L € LW' c(L) est un PSL-langage
commutatif donc appartient 3 c{Rat) < LW qui est donc commutativement clos. Nous avons, ainsi, une nouvelle

caractérisation de LY‘

Corollaire II1.5 : La famille Ly = Clc(Rat)) est Le plus petit cine rationnel commutativement clos.

Etablissons, maintenant, pour c(Rat), les m&mes propriétés de cldture que pour la famille Com :

Lemme III.6 : la famifle c(Rat) est close pan union, intersection, homomonphisme alphabdtique et homomorphisme

invense.

Démonstration : D'aprés les lemmes II1.3, III.2 et III1.3, c(Rat) est clos par union, intersection et
homomorphisme alphabétique. Si L ¢ c(Rat), pour tout homomorphisme g, g*l(L) ¢ Com (lemme II.3) et comme
g-l(L) € Ly, le corollaire IIX.# implique que g-l(L) est un PSL-langage, qui appartient 3 c(Rat), d'aprés
le lemme III.1.0

Nous pouvons en déduire aisément un résultat é&tabli par Ginsburg d'une toute autre fagon :

Corollaire III.7 [24] La classe des ensembles semi-Linbaines est fermée poun Les applications Lindaines

inverses.

Démonstration : Soient 8 une application linéaire de WP dans Ny, T = {a ..,ap} et A = {b ..,bq}. 11

10 10

existe un homomorphisme h de T dans 2" qui vérifie ¥, o h = 8 o WT. Prenons un semi-linéaire S inclus dans
¥ Le langage L' = Y;l(s) est un PSL-langage commutatif donc appartient d c(Rat). D'aprés le lemme III.6,
h—l(L') appartient i c(Rat) et 9-1(8) = WT(h-l(L')) est un semi-linéaire.

Des lemmes II.2 et III.6, nous déduisons immédiatement

Proposition III1.8 : la fami{lle Ly est close parn intersection, union et produit.

Intéressons nous, maintenant, aux langages bornés de LW' Considérons un langage algébrique

L e w; . w:, un alphabet T = {al,...,an} et 1'homomorphisme h défini sur T par : h(a;) = w, ¥V i€ {1,...,n}.
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Le langage L' = h-l(L) n a; oo a; est algébrique et ¥(L') est un semi-linéaire. Donc c(L') € c(Rat),

* * ’
L' = ¢(L') n a; .- aneLY ainsi que L = h(L'). Nous en déduisons que Ly contient toute intersection

finie de langages algébriques bornés et la proposition 1.22 permet de caractériser les langages bornés

de Ly.

Proposition III.9 : Pour tout Langage boand L, Les trois propriltls suivantes sont Equivalentes :
i) L e LW’ .

id) L est une intersection finie de fLangages atgébriques,

i) L est L'image homomonphe (alphabétique) de £'intersection de deux langages algZbriques

bornds.

Tout langage récursivement énumérable est l'image homomorphe de 1'intersection de deux
langages linéaires [ 3 ]. Montrons qu'on ne peut pas remplacer 1l'un de ces deux langages par un langage

de LY' Considérons, en effet, L., la plus grande FAL ne contenant que des PSL-langages (cf. [33]).

S’

Proposition III.10 : la damille Ls est fermie parn internsection avec Les Langages de Ly

Démonstration : Comme Ls est un cdne rationnel et que c(Rat) est clos par homomorphisme inverse, le lemme
II.1 implique Ls A LY = Ls A C(c(Rat)) < H(LS A c(Rat)). D'aprés le lemme III.Z2, LS A c(Rat) ne contient
que des PSL-langages. Donc C(LS A L?) = H(LS A c(ﬁat)) ne contient que des PSL-langages ainsi que

F(Ls A LV) qui est, donc, par définition de LS’ inclus dans LS.D

En particulier, comme Alg S,Ls’ F(Alg A LV)’ qui est inclus dans LS’ ne contient pas tous les

langages récursivement énumérables.

Montrons, maintenant, que tout langage de LW peut étre obtenu 3 partir d'un seul langage au

moyen des opérations de transduction rationnelle et d'intersection.

Rappelons que Cl désigne le langage {anbn / n 2 &et que D;, le langage de Dyck sur une lettre

est égal & c(Cl).

*
Lemme IIT.11 : C {C,} = C_ (D) c Ly.

Démonstration : Comme c, = DI na b'e Cn(DI) et que D; = c((ab)") € c(Rat) E.LW’ nous obtenons

N *

€(c,) ¢ Cn(D;) Ly- Il nous reste donc & montrer que D,

in

€ Q$Cl). Pour cela, établissons l'égalité :

*
Dl

R R _ n_n
Shuf(c,, C,) ol ¢ = {pa”" / n2 o0} e C(cl).
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R *

Il est clair que L = Shuf(Cl, Cl) est inclus dans D,. Réciproquement, prenons x € DI. Ce mot

1 1
eut se factoriser en x' x" avec £(x') = &(x") = n. Soit p le nombre d'occurrences de a dans x'. Nous avons,
alors, La(x')'= lb(x") = p et La(x") = Lb(x') = n - p et on peut vérifier facilement que

x € Shuf (apbp, b"Pa""P) < L. Comme tout c3ne rationnel clos par intersection est clos pour 1l'opération

"shuffle" [25], nous obtenons bien D; = Le Cn(Cl).D

Pour montrer que LY est inclus dans Cn(DI), i1 nous suffit d'établir c(Rat) E.Cn(DI)‘ Nous

avons besoin de deux nouveaux lemmes :
Lemme III.12 : Pour tout mot w de T", clw®) appartient 2 cn(v’;).

*
Démonstration : Posons W = w, ... W_ avec w, €T, ¥ ie{1,...,p}. 8ip=si, e(w') = w" € Rat < Cn(D ).

1 1
Dans le cas contraire, prenons p symboles distincts bl,...,bp, posons B = {bl,...,bp} ety =D ... bp'
Pour j € {2,...,p}, définissons 1'homomorphisme hj sur B par hj(bl) = a, hj(bj) = b, hj(x) = € pour

P _
x € B\ {b, b.} et montrons que c(y") = L avec L = M n;t (oh).
1 b] j=2 b] 1

D'aprés le lemme III.6, L est un langage commutatif et il nous suffit de vérifier que

(L) = ¥(cly™)) = ¥(y).

Pour tout z € L et tout j € {2,...,p}, z ¢ htl(D*), donc lb (z) = lb (z) et ¥(z) ¢ W(y*).
X il 1 .

Réciproquement, ¥ k ¢ N et ¥ j ¢ {2,...,pl}, bt ees b; € h;l(DI), donc c(y*) = Le Cn(DI).

De plus, comme 1'homomorphisme g défini, sur B, par h(bj) = wj, ¥ je {1,...,p} est alpha-

bétique cw) =co g(y*) =go c(y*) € Cn(D;).D
Lemme III.13 : La famille c{Rat) est incluse dans cn(v;).
Démonstration : Soit R un rationnel inclus dans T .
Comme Cn(DI) est clos par union, on peut supposer, sans nuire 3 la généralité de la démonstration,
que Y(R) est un ensemble linéaire
S = L(uo 3 {ul;...,uk}).
Pour i € {0,...,k}, il existe w, € T tel que ¥(w,) = uy, done c(R) = clw w

est fini, donc appartient 3 Cn(DI) et les lemmes II.8 et III.12 impliquent c(R) = c(w w

qui est clos pour l'opération "shuffle".[
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Introduisons, maintenant, pour tout n 2 1, le langage "origin-crossing" de dimension n

- - . - - * ~
(cf. [22]) en posant 0, = c((aja;)") et pour tout i 2 2, 0; = Sth(oi-l’ c((a;as) ).

Nous obtenons, alors, le résultat principal de cette section.

Proposition III.14 : Ly = Cn(CI) = Cn(D;) = L,) C(On)-
nx1

Démonstration : Les deux premidres &galités proviennent des lemmes III.11 et III.13. D'autre part, d'aprés

le théoréme 5.5.1 de [ 25}, nous avons pour tout n 2 1,

* *
H(C(On) A C(Dl)) = C(shuf(on, Dl)) = C(On+1).
Posons
*
L'n = H(L1 A e A Ln) ol L1 = ... = Ln = C(Dl).

11 est facile de vérifier par induction que, ¥ n 2 1, L‘n = C(On) et comme Cn(DI) = k~J L'n
n21

(proposition I.11), nous obtenons le résultat cherché.[]

- - *
D'aprés le corollaire I1.69, le cdne rationnel LY n'est pas principal. Alors L = C(Dl) est un
cOne rationnel principal tel que H(A L) = Cn(L) ne soit pas un cdne rationnel principal. Nous apportons,

ainsi, une réponse & une question posée par S. Ginsburg ([ 25], page 180).
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B - LANGAGES EFFACABLES DANS Ly

Nous avons donné au chapitre II, une condition suffisante pour que L/R appartienne & Cf(L)
dans le cas ol L est un langage commutatif et R un langage rationnel (cf. lemme II.47). Cette conditionm,
jointe 3 la proposition II.43, va nous permettre de montrer le résultat principal de cette section :

Tout PSL-langage commutatif L est effagable, c'est-d-dire vérifie C(L) = Cf(L). Nous en déduisons que

pour toute famille L de PSL-langages commutatifs, Cn(L) = Ci(L) et nous obtenons, en particulier :

LY = Ci(DI) = C:(Cl) avec C, = {a™" / n 2 0}. Ce résultat va nous permettre, d'une part, de préciser un
théoréme de Baker et Book [ 3 ] concernant les automates non déterministes multi-compteur ol chaque pile ne
peut faire qu'un passage de 1l'empilage au dépilage (cf. corollaire II1I.18), d'autre part, 3 l'aide d'un
théoréme de Book, Nivat et Paterson [17], de montrer que tout langage de LW est 1'image par un homomorphisme
strictement alphabétique de 1'intersection de trois langages algébriques linéaires. Enfin, nous terminons
cette section en démontrant que tout langage infini appartenant a Cn(ﬁz)’ avec 5; =z {a,b}* \ D;, est

effagable et posséde un facteur itérant.

Proposition IT1I1.15 : Tout PSL-fangage commutatif L est effagable, c'est-2-dine C6(L) = C(L).

Démonstration : Considérons d'abord un langage commutatif L c T tel que Y(L) soit un ensemble linéaire

et un mot y ¢ . Le langage L' = L/y* est un PSL-langage commutatif et nous allons établir que L' ¢ Cf(L).

*
1

L'1 U ... u L‘n on ¥ie{1,...,n}, L'i = c(L'i) et Y(L'i) est un ensemble linéaire. Considérons le langage

I1 existe alors, u € T*, ul,...,uq € T' tels que L = c(uo U, .« u;). Le langage L' est égal 3

*

1 est inclus dans L/y*, pour

' =
L', . c(xo x

* * . + *
1 ... xs) avec x_ €T et V¥ je {1,...,s}, x; € T'. Comme x_ x

1

: . . i i * * : :
tout i ¢ N, il existe r. € N tel que X, X Ye c(uo Uy e uq), donc il existe Xi,l""’xi,q e N tels que
r, A, A ’

x, xi y e c(uo uy i1 cea u 1,q). Comme tout sous-ensemble infini de NQ+1 posséde deux &léments comparables,

il existe j, j' € N tels que j < j' et zj < zj, ol ¥ i e N, z, désigne le vecteur (r,, XA, J.

A
i x, u 1 i,1777%i,q
Donc il existe un entier positif Al = §' - j et W = rj, - Pj € N tels que xl1 y t € c(uz . u;). En

raisonnant de la méme fagon pour les mots X -+»X_, On montre que, ¥tefl,...,s}, il existe kt €N

9o
At ut * * .
et U e N tels que x ~ y € c(u1 . uq). L'ensemble I = ((il,...,is) /v tedlr,...,s}, 0% i < Xt}
est fini, et comme L'l est inclus dans L/y‘, il existe k'l e N vérifiant : ¥ (il""’is) eI, 3ips k‘1
tel il is P
que x_ Xy - XY € L.

Montrons la propriété :

(*) I k e N, ¥x ¢ L' 1we y* tel que x w € L et £(w) s k(£(x) + 1).

Posons, en effet, k = £(y) sup {k'l, ul,...,us} et prenons x € L'l. Il existe, alors,
j1 js . Vs Y .
4 - % ). Pour tout t e {1,...,s}, j, peut s'écrire A j'  + ]

"

Jyseesdg € N tels que x € c(xo x t
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3
s . . . : . 1 s P
< 3§ e d" ! ces .
avec 0 £ j £ < At donc (j 1 s3] s) € I et il existe un entier p € k 1 tel que X Xy L A L
j' )y ]" H 8
De plus, ¥ t e {1,...,s}, x tt y te appartient a c(u’ ... u*), done x yaeL avec a = p + Z jroou, .
' t 1 q 42y Tt

S
Alors L(y*) s £(y) k' 4k L 30 s 8y K+ k (x) s k(&) + 1).
t=1

On peut raisonner de la méme fagon pour L' ,...,L'n, donc la propriété (*) reste vraie si on
2

remplace L'l par L' = L/y* = L'1 U eoo v L'n. Le lemme IX.47 implique alors L' e Cf(L).

m

Si L est un PSL-langage commutatif quelconque, L = k‘J 1

i1 ym m

langage commutatif et W(Li) est un ensemble linéaire. Donc L/y* = (LVJ Li) / y* = ng (Li / y*) et pour
i=1 iTl

tout i € {1,...,m}, il existe a, €N vérifiant : ¥ x € L; / vs Iwey tel que x w e L; et L(w) < ay

L, ot ¥ ie {1,...,m}, L, est un PSL-

(€(x) + 1). 11 est alors, facile de montrer que @ = sup {ai /i€ {1,...,m}} vérifie : ¥ x ¢ L / y* =

m

m
L_J (Li / y.), I we y* tel que x w € L = L,} Li et £(w) s a(f(x) + 1). Le lemme II.47 entraine de
i=1 i=1

nouveau L/y* € Cf(L).

Prenons enfin, un langage rationnel R ¢ 1. Comme L/(R1 U R2) = L/Rl u L/R2 et que tout
langage rationnel est une union finie de langages rationnels dont l'image par la fonction de Parikh est
un ensemble.linéaire [55], nous pouvons supposer c(R) = c(yo yI - y:) avec y ¢ ™, Yyreeos¥y, € T*.
Donc L/R = L/(yo yI v y:) et comme L/(R1 R2) H (L/R2) / Rl’ nous en déduisons, par induction, le

résultat énoncé.(]

Nous pouvons déduire de cette proposition un certain nombre de résultats intéressants :

Corollaire III.16 : Pour Zoute famiffe L de PSL-Langages commutatifs Cn(L) = Cé(L), Le plus petit cone

rationnel §idele clos par intensection et contenant L.

Démonstration : Remarquons, d'abord que L < LW’ le plus petit cdne rationnel rationnel commutativement
clos, implique Cn(L) S-Cn(LW) = LW‘ donc Cn(L) ne contient que des PSL-langages. Tout langage L ¢ Cn(L)
s'écrit h(Ly n ooon L) ol h est un homomorphisme et ¥ i ¢ {1,...,n}, L, € CS(L)- D'aprés le corollaire
I1.13, pour tout i e {1,...,n}, il existe un langage commutatif L', e CS(L) tel que L, « Cf(L'i). On peut
supposer que les langages L'i sont définis sur des alphabets disjoints. Alors L' = shuf (L'l,...,L'n) est
un PSL-langage commutatif appartenant a Ci(L) et tel que L = h(L1 n...n Ln) e C(L') (cf. [25]). La

proposition précédente implique, alors, C(L') = Cf(L') et L ¢ Cf(L') g_C:(L).D

Prenons, en particulier, L = {DI} avec D*, le langage de Dyck sur une lettre, égal d

* * R n.n R * £
e((ab)”). Comme D] = shuf (C,, C ) avec ¢, = {a”" b" /n20} et = """ /02 0},0] € C (C)) et

ko _ af ko f
Cn(Dl) = Cn(Dl) = Cn(Cl).
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Corollaire III.17 : Le plus petit cone rationnel commutativement clos, Ly, est ggal au plus petit cone

rationnel §idele clos par intersection et contenant fe langage C, = {a" " / n 2 0},

Le cOne rationnel C(Cl) est la famille des langages reconnus par pile vide, par un automate
non déterministe 3 compteur (1l'alphabet de pile ne contient qu'un élément) qui ne peut plus empiler
aprés avoir dépilé. (cf. [39 1). Le langage C, est effagable ({41], [u44] et proposition II.40), clesi-&-
dire que C(Cl) = Cf(Cl) ou encore que tout langage L € C(Cl) peut &tre reconnu par-un automate du type
précédent qui travaille en temps réel (3 chaque mouvement de l'automate, on lit une lettre sur le ruban
d'entrée). La famille Cn(cl) est égal 3 l'ensemble des langages reconnus par piles vides, par un
automate non déterministe multi-compteur od, pour chaque pile, on ne peut plus empiler aprés avoir dépilé
{ 3]. De mé&me, en utilisant les techniques de [30], on peut montrer que L € C:(Cl) ssi il est reconnu
par un automate de type précédent qui travaille en temps réel. L'égalité entre Cn(cl) et C:(Cl), qui

découle du corollaire III.17, nous permet d'énoncer un résultat qui améliore un théoréme de Baker et Book

([ 3] théoréme 5) :

Corollaire III.18 : Pour fout automate non déterministe multi-compteur oll, pour chaque pile, on ne peut

plus empilen aprds avoirn dépilé, L existe un automate de méme type qui accepte Le méme fangage et qui
thavaille en temps ngel.

D'autre part, comme C, € Lin et que lin i-LY’ nous en déduisons :

Corollaire II1.19 : La famille L, est inctuse strictement dans Cf(Lin).

En utilisant, alors, les résultats de Book, Nivat et Paterson [17], concernant la famille

Cf(Lin), nous obtenons :

Corollaire III.20 : Tout fLangage de est £'image par un homomoaphisme strictement alphabétique de
gag g

L' intensection de trois Langages algébriques LinZaines.

Le langage L considéré lors de la démonstration de la proposition II1.37 appartient clairement
a LY' Donc il existe des langages non effagables dans Cn(D;). Par contre, nous allons montrer que tout

langage de Cn(ﬁz) est effagable avec 5; = {a,b}" \ DI.

Pour tout n € N+,,considérons 1'alphabet An = {al, a LI 5n} et définissons le langage

10t

— - -k . - _ -

0, en posant O, = hl(Dl) et ¥ 122, 0i = shuf (Oi-l’
- - -

par hi(a) =a, et hi(b) = a;. Alors, d'aprés la proposition I.12 | Cn(Dl) = tv, C(Oi). Montrons, d'abord,

izl

hi(ﬁI)) ol hi est 1l'homomorphisme défini sur {a, b}

une propriété du langage o
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Lemme III.21 : Sodent n ¢ N,, u, x, v des mots appartenant a A*n. Atorns u x* v n bn est non vide 884

i existe L s n tel que u xC v e an.

P . *
Démonstration : Pour tout w € A o 6t tout i {1,...,n}, notons di(w) = Za (w) - Lg (w). Supposons que
. i i .

Visn,ux’vd 6n' Alors, ¥V j e {0,...,n}, il existe ij e {1,...,n} tel que di (u x3 v) = 0, donc il

. 3 e
existe j # j' € {0,...,n} tel que ij =i., =t . Nous en déduisons que d (u x) v) = 4, (u x v) ce qui

j'
entraine dt(x) = 0 et dt(u v) = 0 puisque j # j' et dt(u xP v) = 0, ¥peNlN, doncu < v 5n = 9.0

Lemme III1.22 : Soient L ¢ T" un fangage appartenant 2 Cn(ﬁ;) et A cT. 1L existe un entier k venifiant :

Siuxvel avee x € A", 3 Y e a* tet que u y v e L et &{yl < k.

Démonstration : Si L ¢ Cn(ﬁz), il existe n ¢ N*, un alphabet Y, un langage rationnel R ¢ Y" et deux

homomerphismes alphabétiques h et g tels que L = g(h-l(én) n R). Posons Z = {yeY/gly)eau{e}} et
considérons un automate d'état fini M = (Q, Y, £, s F) qui reconna* R. S1 ux v ¢ L avec x ¢ A*, il
existe u', v' ¢ Y*, x' € 2" tels que h(u® x' v') € 6n’ u' x' v' € R, g(u') = u, g{x") = x et g(v') = v.

Notons q = f(qo, u'), q' = f(q, x') et R' = {w ¢ Z*/ f(q, w) = q'}. Le langage R' est un langage rationnel

*

qui contient x', donc il existe Ry XyseensX 1

e € 2" tels que ¥{(x') € \l’(x0 x
: i

- x:) < ¥(R'). Il existe,

donc, il,.:.,it e N tels que ¥(x') = \l’(x° xil .o xtt) et comme an est commutatif, il contient
i i )
h(u') Vo Yy e Y h(v') od ¥ j € {0,...,t}, v = h(xj)' D'aprés le lemme précédent, il existe jl""’jt

3 3 - .
tels que h{u') vy ! e vtt h(v') € On avec ¥ s ¢ {1,...,t}, js S n. Alors, il existe y' ¢ R' tel que

1

3 3 -1 .- -1 =
¥(y') = ‘l’(xo xl1 .. xtt) et, comme h 1(On) est commutatif, u' y' v' € h 1(On) n R. Donc y = g(y') vérifie

yea*,u y v € L et, puisque g est alphabétique, £(y) s &(y') s nl(xo Xy ees xt). Etant donné que

1

X , X

o ne dépendent que de M, 4, q et q', il est clair qu'on peut trouver pour £(y) une borne k, ne

PERERTT

dépendant que de L et A.[

t

Proposition II1.23 : Tout fangage infini appartenant & Cn(ﬁ7) est effacable et pcsséde un factewr itérant.

Démonstration : Prenons L € C(an) et L' € C(L). Alors L' = g(hul(L) n R) ol R est un langage rationnel
défini sur l'alphabet Y et h, g sont des homomorphismes alphabétiques. Posons L" = h’l(L) n R et

A ={yeY/ gly) = €}. Comme L" ¢ Cn(B;)’ le lemme précédent entraine qu'il existe k ¢ N tel que L' =

k

g(l") = g(L" n (" \ Yt ek ™)) = g(hﬁl(L) A R') avec R' = R (Y" \ ¥* 2% ¥*). Donc g est k-limité sur

R', L' € Cf(L) et L est effagable.

Soit H = gl(g;1 (6n) n K) ol K est un rationnel défini sur 1l'alphabet Z et g sont des

l’ 32
homomorphismes. Si H est infini, il existe u, x, v ¢ z¥ tels que g2(u X V) € 6n’ ux v = K et gl(x) fe.

Pour tout i € {1,...,n} et tout w ¢ A;, Di(w) désignera la valeur absolue de la (w) - la (w). Alors,
i i
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posons t = sup {Di(g2(u v)) / i€ {1,...,n}} et montrons que g, (u xtt (gl(x))* g,(v) est inclus dans H.
En effet, si Di(gQ(x)) = 0, comme g2(u X V) € 6n’ Di(gQ(u v)) > 0 ce qui implique Di(gz(u x} v)) > o0,

. . . 3 3
¥ j € N. par contre, si Di(GQ(X)) >0, ¥3j>t, Di(g2(x )y >t 2 Di(g2(u v)) et Di(g2(u x” v)) > 0. Donc,

vi>t,uxdve g;l(ﬁn) n K et gl(u) gl(x)J gz(v) € H qui contient un facteur itérant puisque gl(x) # el

Nous en déduisons immédiatement :

Corollaire III.24 : la famiffe Cn(ﬁ‘;) est incluse strictement dans’ L.

Tout langage algébrique non rationnel inclus dans a" b* est rationnellement supérieur & 1'un
des trois langages L, = {a™® / n # p}, L, = {a"vP / n > p} et L, = {a™® / n < p} qui sont deux i deux

rationnellement incomparables (cf. Berstel et Boasson [ 71). Si nous considérons les cldtures commutatives

- e R
de ces langages, D1 = c(L¢), Ll = c(L>) et L2 = c(L(), nous obtenons L(Dl) < C(Ll) z C(L2) et comme,

. * 12 s z ” 3 =% - =
clairement, D1 € Cn(Ll)’ 1'inclusion précédente est stricte et nous avons Cn(Dl) g Cn(Ll) = Cn(LQ) LW'

Par contre Cn(L>) g LW puisque Fn(L>) ne contient que des langages récursifs [ 1] alors que Fn(D;) contient

tous les langages récursivement énumérables.
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C - PSL-LANGAGES K-COMMUTATIFS

Pour tout k € N+, nous désignerons par Rat, la famille des langages rationnels définis sur

k
un alphabet de k lettres. Alors, c(Ratk) est la famille des PSL-langages k-commutatifs. Le cBne rationnel
LY = C(c(Rat)) = L,J C(c(Ratk)) est non principal. On peut se poser la question de la principalité des

k21
cdnes C(c(Ratk)). Pour k = 2, les travaux de Berstel [ 6], Berstel et Boasson [ 7 ] concernant les langages

P . * . .
algébriques inclus ans a b , permettent de montrer que C(c(Rat2)) n'est autre que le cOne rationnel
2 * ” 3 3
engendré par le langage D,. Pour k supérieur 4 2, nous pouvons seulement montrer que C(C(Ratk)) est inclus

- 3 z : Iy *
dans le cOne rationnel engendré par E' qui est &gal 3 la fermeture commutative de (a1 N ak+1) . Nous

k+l

z . . * * .
démontrons, ensuite, que si L = c(w° LIRS wn) est un PSL-langage k~commutatifs tel que les vecteurs

,L € C(D;) vérifiant

JERRRETW

Y(wl),...,W(wn) sont linéairement indépendants, il existe k langages commutatifs L
k

L= f lLi Nous en déduisons, alors, le résultat principal de cette section : tout PSL-langage commutatif
iz

est une intersection finie de langages commutatifs de C(D;). Nous retrouvons, ainsi en particulier, un

résultat énoncé par Perot dans [71] : tout PSL-langage commutatif est une intersection finie de langages

commutatifs algébriques. Ce résultat impliquant clairement une propriété démontrée par Liu et Weiner dans

{61] : Tout ensemble semi-lindaire est une intersection finie d'ensembles semi-linéaires stratifiés.

' Proposition III.25 : Pour tout PSL-langage commutatif non rationnel L < {a, 8% ona C(ﬁ;) c C{L) < C(U;)

et done Clc(Rat,}) = C(v;).

Démonstration : Le langage L' = L n a" b est un langage algébrique non rationnel. D'aprés [ 6], L' ¢ C(Cl)

donc L' € C(DI) et le corollaire II.11 implique L = c(L') € C(DI) ce qui entraine C(L) ¢ C(D;).

Comme L' est non rationnel, C(L') contient 1'un des trois langages L#, L, L, définis & la fin

de la section précédente [ 7]. D'aprés le corollaire 1I.11, C(L) = C(c(L')) contient 1'un des trois langages
=%

D1 = c(Lﬁ), Ll = c(L)), L2 = ¢(L,). Comme 5; = L1 u L2 € C(Ll) = C(LQ), nous avons ﬁze C(L) et C(D;) < C(L).0

Pour tout k € N_, posons E'k = c((al .. ak)t). Alors, C(E'Q) = C(DI) = C(C(Ratz))- Pour k

supérieur 3 2, nous obtenons un résultat moins précis. Montrons d'abord :

Lemme III.26 : Sodit w un mot défini sur L'alphabet A = {bl""’bk}' ALons c(w”) apportient & C(E‘k).

Démonstration : Pour tout i ¢ {1,...,k}, posons t = Zﬁw)et considérons 1'homomorphisme h défini sur
i

Yy
1'alphabet {al,...,ak} par : ¥V i e {1,...,k}, h(ai) = bil

- 1 * * ¥
. Le langage L = h(E k) n bl ce- by o€ C(E k)’
est inclus dans b; e b; et il est clair que ¥(L) = W(w*). On en déduit alors, d'aprés le corollaire II.11 -

que c(w’) = c(L) € C(E').0
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: * . PN - . .
Si on remplace w par un langage rationnel défini sur le méme alphabet on ne sait pas si le

lemme précédent reste valable pour k > 2. On obtient cependant :

Proposition III.27 : Soit R un Langage rationnel difini sur L'alphabet & = {b,,...,b }. Afors c(R) appartient
1 k

a ClEr,, ).

Démonstration : Comme C(E.k+l) est clos par union, on peut supposer que Y(R) est un ensemble linéaire.

. » * - * * -
Donc, il existe W wl,...,wp € A tels que c(R) = c(wo LI wp). Posons w = Wy s wp bk+1 et pour

ie {1,...,p}, "'i S W, .. W, W, ... W_ Db Considérons les homomorphismes h et g définis sur

1 i-1 "i+l p ktl’

Y = {al,...,ak, bl,...,bk+l} par : ¥ i e {1,...,k}, h(a;) = h(b,) = b;, gla;) = by, g(b;) = € et

- - - ~1 * - * * '* I*
h(bk+1) = by g(bkfl) = €. Montrons que le langage L = g(h “(c(w ) n R)) o0 R = ap eee A Wy e W
L oses _ * *
vérifie c(L) = c(w1 . wp).
» * il ip
Prenons y € c(w1 oee wp). I1 existe 11""’1p € N tels que y ¢ c(w1 v wp ). Posons
P i Y i1 lp i-il i—ip 3
z i.. = . T e w' D)= ces i ile de vérifier
i jgl i Comme c(wi) c(wl LS bk) et que c(w 1 ¥ ) c(w1 o bk), il est facile v i
- ; i i s s, 1 i
-1 1 * * 1 2 N .
que h “(e(w)) na; ...oa Wl T w'pp est égal a al1 . akk w'll... w'pp ot ¥ j e {1,...,k},
i: i s s s s s, s i i
= 1 Py - 1 Kk 1 X _ 1 k ,1 P
.85 lbj (w1 ST ) = lbj (y). Donc y ¢ c(b1 e b ) avec b" ... b= g(a1 e @ W Wt ) e L.

' s s
Réciproquement si y ¢ c(L), il existe.sl,...,sk, il,...,ip, t € N tels que y € C(bll e bkk)
Y1
R

%1 Sk 1 t t
et z = h(a1 cee g W . w' P) ¢ c(w). En particulier, Lb (z) = Lb (w') ce qui
P : s K+1 k+1
entraine t = ij. Il est,alors, clair que y € c(wl1 - wpp).

i

1t t~1'0

1

. * * s . . *
Comme L est inclus dans bl cee bk’ le corollaire II.11 implique c(L) ¢ C(c(w )) et comme w

*
est défini sur 1'alphabet {bl,-.,b } le lemme précédent entraine que clw ) € C(E‘k+l) donc c(L) € C(E'k+1)'

k+l

La démonstration se termine en remarquant que c(R) = shuf (c(w ), c(L) e Clc(L)).C

Nous en déduisons que LW peut s'écrire ku)C(E‘ 11 est possible de comparer les langages

).
k21 k

E‘k avec les langages 0, définis 3 la section A de ce chapitre. Nous avons en effet :

k

Proposition I11.28 : Pour tout k ¢ N,, C(C(Ratk)) g C(E'k+l) < C(Ok) < C(E'zk).

Démonstration : D'aprés la proposition précédente C(c(Ratk)) est inclus dans C(E'k+l) et comme

¢ * *
Blvr M3 oo 3

E‘k+1 ¢ C(c(Ratk)) et donc C(c(Ratk)) g C(E'kfl)'

ne contient aucun langage infini borné de dimension k, la proposition II.63 entraine
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Montrons, maintenant, que E' 1€ C(Ok)' Comme 0k est un langage commutatif, il suffit,

k+

. . s . * * : f

d'aprés le corollaire II.11, de montrer que Ek+l = E kel M3 e appartient 3 C(Ok). Raisonnons par
R _ . . . * * . *

récurrence sur k. Si k = 1, il est clair que E) € C(Ol)' Le langage E  , est &gal Ed Elyq Ban M8y -0 3y

n n . p R » * :
{ak+1 340 / n-2 0}. L'hypothdse de récurrence implique Ek+1 a0 € C(Ok), donc E, . € C(Ok) A C(Dl) qui

est inclus, par construction, dans C(0, . ).

k+l

Si k=1, on a, C(Ol) = C(E'z). Supposons que C(Ok) soit inclus dans C(E’2 }. Alors,

k Oe1?
qui est rationnellement équivalent & shuf (Ok, D;), appartient 3 H(C(Ok) A C(D;)) E.H(C(E'Qk) A C(DI)) = C{L)

*
= v i i = * ' B 3
avec L shuf(E 2K? Dl)' Or, il est clair que C(L) C(E 2k42 / R) < C(E 2k+2) ol R-est le langage rationnel
* *
(@ eoray) (ay, ag0) -0

Nous avons montré dans la section A de ce chapitre, que c(Rat) ¢ Cn(D;), c'est-3-dire que pour

tout R € Rat, il existe des langages L .,Lp € C(D;) et un homomorphisme h tels que c¢(R} = h(L1 n...n LP).

I
Nous allons, maintenant, préciser ce résultat, en montrant que 1'homomorphisme h peut se réduire d l'identité
et que les langages Ll,...,Lp peuvent &tre choisis commutatifs. Pour obtenir ce résultat, nous allons utiliser
un raisonnement analogue d celui de Liu et Weiner dans [61] mais rendu plus simple par l'emploi d'un lemme

de Ginsburg [24], concernant les ensembles lindaires propres qui sont les ensembles linéaires de la forme

L(uo 3 P) ol P est un ensemble de vecteurs linéairement indépendants.

, Lemme III.29 [24] : Tout ensemble semi-Lindaine est une u)u’an findie d'ensembles Lintaires propres.

En fait, ce résultat a été, depuis, précisé par Eilenberg et Schiitzenberger [20] d'une part et

Ito [49] d'autre part, qui ont montré que l'union pouvait &tre prise disjointe.

Considérons, d'abord, les langages appartenant & c(Ratn) et dont 1'image par la fonction de

Parikh est un ensemble linéaire propre :

Lemme II1I.30 : Soient un afphabet T = {a ..,an} et un fLangage nationnel R < T". Si S = ¥(R) est un Lindaire

17

_ n
propre, it existe n Langages commutatifs L,,...,L appartenant a C(D';) tels que c(R) = (M) L
L=1

Démonstration : Si S est fini, c¢(R) est fini et appartient 3 C(D;). I1 suffit alors de prendre L, = ... =
Ln = c¢(R).
Si S est infini, il existe p vecteurs linéairement indépendants (1 < p s n), xl,...,xp en”

et x_ ¢ N" tels que S = L(xo ; {xl,...,xP}). Posons S' = L(O ; {xl,...,xp}) et considérons la matrice A &
p lignes et n colonnes ou pour tout i € {1,...,p}, la iéme ligne de A, notée Ai est égale 3 X - Comme les
lignes de A sont linéairement indépendantes, A posséde une sous-matrice de rang p et on peut supposer sans
nuire & la généralité de la démonstration que la matrice carrée A' obtenue 3 partir de A en ne gardant que
les p premidres colonnes est de rang p et donc réguliére. Notons A", la matrice formée des n-p derniéres

colonnes de A. Nous avons, alors, S' = {A A / A e N°} = {(yl,...,yn) e N/ (yl,...,yp) A'-1 e NP et
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-1 ., n
(yp+1""’yn) = (yl,...,yp) A’ A"}. Pour i € {1,...,p],.notons Si = f(yl,...,yn) e N/ (yl,...,yp)
-1 i ~1 éme -1
(A' °) €N} ((A' ") désigne la i colonne de la matrice A' ~). Pour i € {pt+l1,...,n}, notons
- i-p
Si = {(yl,...,yn) eN / (yl""’yp) (a' ! A") = yi}. Comme A est une matrice d éléments dans N et

que A' est inversible, les &léments des matrices a7t et A'_l A" sont des nombres rationnels. Alors,

il est facile de vérifier que pour tout i e {1,...,n}, L', = ¥ (S ) est un langage commutatif appartenant
n

3 C(DI). D'autre part, il est clair que S' = f”\ §;» donc L' = ¥ (S') =y ((n\ (Si) =

n
L'1 n... N L' . Le langage c(R) est égal 3 shuf (Y-lx ), L*) = shuf vt (x (W L'.) et comme les

)

™

langages L' sont commutatifs, L est égal 3 (D) Ly ol ¥ie{1,...,n}, L = shuf (Y ). Etant

i=1
donné que ¥ (xo) est un langage commutatif, pour tout i ¢ {1,...,n}, Li est un langage commutatif

appartenant 3 C(L‘i) < C(DI).D

Pour tout langage rationnel R, ¥(c(R)) = ¥(R) est un ensemble semi-lindaire. Donc, d‘'aprés
le lemme I1I1.29, ¥(R) est une union finie de linéaires propres. Alors, en utilisant la distributivité de
1l'union par rapport 3 l'intersection et le fait que C(D;) soit clos par union, nous pouvons déduire du

lemme précédent :

Proposition III.31 : Tout PSL-Langage commutatif est une intersection finie de Langages commutatlifs

appartenant & C(D;).
Comme C(DI) est inclus dans Alg, cette proposition permet, en particulier de retrouver un

résultat énoncé par Perrot dans [71].

Az s . * L 4
Considérons, maintenant, un PSL-langage inclus dans al ceedy ol les a; sont des lettres.

Comme L est égal 3 c(L) n ar

* 03 2 z 03 3
FEEEEIL W la proposition précédente implique :

Corollaire III.32 : Tout PSL-Langage strictement boané et une intersection finie de Langages bonnés

appartenant & C(D;).

) . . * *
Par contre si L est un PSL-langage inclus dans Wy oees W ol les w, sont des mots gquelconques,

L n'appartient pas nécessairement & LW z Cn(D;) puisque C(L) peut contenir des langages qu} ne sont pas

des PSL~langages (cf. [52]). Si on ajoute l'hypothése que L € LW’ 1'égalité L = c(L) n wI ces w; n'est

pas toujours vérifiée puisque 1l'homomorphisme h défini par h(ai) = W, ¥ 1ie{1,...,n}, peut ne pas &étre

- . . : . . * R ‘s . *
injectif. Cependant, comme il existe un rationnel R S_{al,...,an} qui est en bijection par h avec Wy wn

[24], en utilisant le méme raisonnement que dans le chapitre I (cf. lemme I.19), on obtient

Corollaire II1.33 : Un Langage borng L appartient a Ly 844 L est une intersection {inie de fangages boands

appartenant & C{D;).
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Enfin, nous avons montré au chapitre I que tout langage borné appartenant 3 LW (ou & un
PSL~c8ne rationnel) était 1'image par un homomorphisme alﬁhabétique de l'intersection de deux langages
algébriques bornés. Montrons que ces deux langages ne peuvent pas toujours &tre choisis dans C(D;).
Plus précisément, ¥V k ¢ N,, il existe des langages bornés appartenant 3 LY qui ée sont pas images homo-

morphes de 1'intersection de k langages bormés de C(DI). Pour tout n € N_, posons :

BCn = {h(Ll n...nN Ln) / h est un homomorphisme et ¥ i ¢ {1,...,n} Li est un langage borné

de C(D;)).

. - N -R * -
Montrons que pour tout entier positif n, le langage Ln+l = On+l na, a; ... 30 30

n'appartient pas a BC . Comme Cn(DI) = L_) C(On) est non principal, le langage O ., n'appartient pas a
nzl

C(On) ce qui implique, d'aprés la proposition II.1l4, Lo ¢ C(On)' D'autre part, C(On) = H(L1 Ao A Ln)

1

* 3
avec L1 = ... = Ln = C(Dl)’ donc BCn est inclus dans C(On) et Ln+ € BCn+1 \ BCn. Nous pouvons, alors,

1

énoncer :

Proposition III1.34 : Pour tout n e N, La famille BC’l est dncluse striztement dans La famille chl'




n
Lemme III.35 : Soit L-un Langage commutatif inclus dans {“1""'“lz}“ Alons L Q(D;) 884 L = U
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D - UN LANGAGE COMMUTATIF MINIMAL

Quand on étudie les transductions rationnelles, un probléme intéres§ant et toujours non
résolu se pose : existe~t-il un langage minimal, c'est-d-dire un langage L tel que tout langage non
rationnel de C(L) soit un générateur de ce cdne ? Nous allons montrer, dans cette section, l'existence
d'un tel langage pour la famille des langages commutatifs. Plus précisément, nous établissons qu'il
n'existe pas de langage commutatif L vérifiant Rat ;_C(L) S C(B;) ol 5; = {a,b}" \ D;. Pour obtenir ce
résultat, nous donnerons, d'abord, une caractérisation compléte des langages commutatifs de C(ﬁ;)

(lemme II11.35). . .

*

. * . -
Comme tout langage non rationnel inclus dans a est rationnellement incomparable avec Dl’

il est clair que ce langage n'est pas un langage commutatif minimum pour la transduction rationnelle.

Par contre, nous conjecturons que tout PSL-langage commutatif non rationnel domine rationnellement le

*

1 Ce résultat serait d'une trés grande utilité puisqu'on aurait, alors, pour tout PSL-cdne

langage )

* 5

rationnel L : | contient un langage commutatif non rationnel si et seulement si 51 appartient & L. En

I3 s » s s =% . by s
particulier, il suffirait de montrer que D, n'appartient pas a Fc(Lln) pour montrer que tout langage

commutatif quasi-rationnel est rationnel.

i=]
“‘4’. n XL) ol V L e {1,...,n}, XL. est un lLangage nationnel commutatif et L; = W-,({x (Nk / x(uL.)T / Bi})

avec B, € 1 et (uL)T désignant Le vecteun transposd de u; € lk.

Démonstration : Si L ¢ C(ﬁ;), L' =Ln aI cen a; € C(ﬁ;) et vérifie ¥(L) = ¥(L'). Il existe, alors, un

alphabet Y, un langage ratiomnnel R ¢ " et deux homomorphismes alphabétiques h et g tels que

L' = g(h_l(ﬁz) n R) avec g(R) < a; cee a;.

Alors, R est une union finie de produits Rl .. Rk o, ¥ 1ie {1,...,k}, Ri est inclus dans Y; et Y(Ri) est

Pour tout i € {1,...,k}, notons Y, = {yeY/ gly) e {ai, €}}.
un ensemble lindaire.

Considérons un tel produit et le langage Ly = g(h_l(ﬁz) nR ... Rk).Comme W(Rl) est un

[y

sz a : . * - * * L - '
ensemble linéaire, il existe u_, Upsesealp € Y, tels que R', = u_ u; ... uy vérifie c(Rl) c(R 1) et
-1, =% N . . v = “loz* '
comme h (Dl) et g(Rl) < a, sont des langages commutatifs, on obtient L', = g(h (Dl) nR' Ry ... Rk).

Pour tout mot w e {a,b}", notons d(w) = la(w) - lb(w) et montrons que le langage R", = {x e R') /3 x' e R

tel que g(x') = g(x) et d(h(x)) # d(h(x"))} est un langage rationnel. En effet, posons V = {(il,...,ip)
i i
11 ce upp € R"l} et Vm 1'ensemble des éléments minimaux de V (v e V, v' ¢ v oetvs vi > v = vh).

Comme V E}Np ne contient que des éléments incomparables, v, est fini ([24], corollaire 5.4.1). D'autre

P
e N/ u u

i
part, pour tout veV , L = {u u !

i
- o Uy vee upp / (4 ,ip) 2 v} est un langage rationnel et il est facile

PRRRE

de vérifier que (jl,...,jp) 2 v entraine (jl,...,jp) e V. Donc R"1 = oV Lv est un langage rationnel.
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. : "o -1.5* R & "
Montrons, maintenant, que L 1 g(h (Dl) n R 1 R2 .o Rk) est égal 3 g(R 1 R2 ces Rk). I1

est clair que L"1 est inclus dans g(R"l oo Rk)’ Réciproquement, prenons w = g (x z) avec x € R"1 et

zeR, ... R . Par construction de R"l, il existe x' € R", tel que g(x') = g(x) et d(h(x')) # d(h(x))} ce

1
qui entraine que 1'un des deux mots h(x 2), h(x' z) appartient 2 5; et w = g(x z) = g{x' z) ¢ L"l. Done
: IS P
L"1 = g(R"1 vee Rk) est un langage rationnel. Alors, L', = L" v L™ avec L"ﬂl-g(h (DB n R"™ R?"'Rk) ol

R'"l = R’l \ R"l est un langage rationnel qui vérifie :

(%) ¥V x, x' € R™ s g(x) = g(x') => d(h(x)) = d(h(x')).

Le langage R'"1 est une union finie de langages rationnels dont les images par la fonction

de Parikh sont des ensembles linéaires. Considérons 1'un de ces langages. En raisonnant de la méme fagon

que ci-dessus, on peut supposer qu'il est égal 3 Vo v; . v; od viefo,...,q}, vy o€ Y:. Pour tout

ie {0,...,q}, posons t = l(g(vi)) et s, = d(h(vi)). Pour tout i, j € {1,...,q}, $; tj = s t,- En effet,
t. t. -

dans le cas contraire, considérons les mots x = v vij, x' = v, vj1 avec s, tj # sj ty- Alors g(x) = g(x') =

t' t -~ 3 - - 1 t 3 3
a; avec t' = to + ti tj’ mais par contre d(h(x)) = So + s tj # s, ts; ti = d(h{x")), d'old la contradiction

avec la propriété (%), puisque x et x' appartiennent a R"'1° De méme si t; =0, v etv v, ont la méme
image par g et la propriété (%) entraine s; = 0. Posons, alors, Q = {i e {1,...,9} / t, # 0}. Si Q est vide,

prenons U, = {vo}. Dans le cas contraire, soit t le plus grand commun diviseur de 1l'ensemble {ti / ieq}.

q

: q
I1 existe Al;...,kq € I tels que t = A; t;. Alors, s = 121 A; s; vérifie : vie{i,...,q}, = t, T, t.

i=1
. q
De plus, il existe un ensemble fini I ¢ N et i, €N tels que ) a, t, /a e N} ={ot | ae 1}y
i=1

* . v;,,il existe un entier a tel que £(g(x)) = at et

1

d(h(x)) =asaveca e T u {i/i2 io}. Prenons alors, v e Y

{(io + a)t / a € N}. Donc, pour tout x € v

; tel que g(v) = aI et d(h(v)) = s et posons
. i

u, = {vo vi/ielI}u vy v ° v*. 11 est clair que U, est un langage rationnel qui vérifie :
*

-1 =% _ -1, =% *
glh (Dl) n U1 R2 een Rk) = g(h (Dl) NV v .. vq R2 een Rk).

En recommengant les mé&mes constructions pour R ""’Rk’ on peut, ainsi, montrer que L' est

2

égal 3 1'union finie de langages rationnels et de langages qui peuvent se mettre sous la forme

-1, ~% * * R * * _ - -
g(h (D)) n X ¥y +e- X ¥ ) avec ¥ i€ {1,...,k}, glx; y;) € a, et g(y,) =€ 2>y, =¢€. Soit S un tel

langage. Pour tout i ¢ {1,...,k}, posons m', = d(h(x,)), m, = d(h(y,)), n', = L(g(x,)) et n, = £(g(y.)).
i i i i i i i D
Il est, alors, facile de vérifier que ¥(S) est égal 3 {(n'1 + Al nl,...,n'k + Ak nk) / li e N, j§1
' Y - (2 . . - - -
(m 5* Aj mj) # 0}. Posons Q' = {i ¢ {1,...,k} / n, > 0}. Si Q' est vide, Yy = e Ty T Eet

-1.= . : . . . .
g(h (DI) 0Xy .. xk) est un langage fini, donc rationnel. Si Q' est non vide, soit r le plus petit

commun multiple des éléments de Q' et considérons le vecteur z = (z .,zk) € Zk avec ¥ i € {1,...,k},

PERR

T 2 n
- : . . . ' '
z; r mi / ni si ni > 0, r sinon. Comme le produit scalaire (n 1 + kl nl,...,n K + Xk nk) z est égal a
k k n' n, * n' *
! n',z.+r ] A, m,, on en déduit que S = a 1 a 1) c.a ¥ (a:k) n ¥ ({x e Tl / % z0 £z 1)
=1 J 3 521 3j 1 1 k o
X k -1 k T
avec z = 2 (n'j zj -r m'j). Enfin, si on prend e = (1,...,1) ¢ N, le langage ¥ ({x e N / x e ¢ -1}

31

est égal 3 {a .,ak}* et pour tout langage rationnel X, X = X n v 1({x e N/ x e’ # -1}). Donc

1
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n
L' = k_J (X'i n Li) od ¥ ie {1,...,n}, X', est un langage rationnel inclus dans a; ves a; et
i=1
-1 k T »
L, =V {x ex / x(ug) # Bi}) et L = c(L') = L_} (X; n L) ol X; = e(X';) est un langage rationnel
i1 .
commutatif.

Pour montrer la réciproque, il suffit d'établir que pour tout z = (zl,...,zk) € Lk et z € L,

le langage L = W_l({x e N / x 27 £ zo}) appartient i C(DY). I1 est clair que L' = {w ¢ {a,b}* / la(w) -

1
lb(w) # zo} est rationnellement équivalent & EI. Done C(ﬁ;) contient L = h_l(L') ol 1l'homomorphisme h
z, -2,

est défini sur {al,...,ak) par h(ai) za’lsi z, 2 0, b * sinon.O -

-t
Nous allons utiliser cette caractérisation des langages commutatifs appartenant a C(Dl) pour

montrer le résultat principal de cette section :

Proposition II1.36 : Tout langage L commutatif non rationnel, appartenant 2 C(f);) est rationnellement

fquivatent 2 b’;.

Pémonstration : Soit L g_{al,...,ak}* un langage commutatif non rationnel appartenanf a C(B;). Nous
allons raisonner par recurrence sur k. Si k = 2, le résultat se déduit immédiatement de la proposition
III.25. Supposons donc k supérieur & 2.

D'aprés le lemme précédent, L' = L n a; ves a; peut s'écrire ku{ (Li n X’i) ol X'i est un
langage rationnel inclus dans aI oo a; et L, = WTI({X e NS / x(ui)T # Bi};-avec u € Zk et Bi € Z. On

peut supposer, sans nuire 3 la généralité de la démonstration que pour i, j € {1,...,n}, soit X'i n x'j z @,

t
soit X', = X',. Tout rationnel R c a: ... a. peut s'écrire L.) R, . ... R, out¥ief1l,...,t}, ¥je
i 3 -1 k i1 i1 ik
{1,...,k}, Ri 5 est un langage rationnel inclus dans ag. On peut supposer que, soit Ri 3 = Ri' 3 soit
k] b
R R * L. i, ., €o+j+kd .
R, 30 R., 5= #. Enfin, comme tout langage rationnel A c a s'écrit {a” / i e F} n {a /3 ed,
* s -

A eN} avec T ¢ {0,...,to -1} J < {0,...,d - 1}, t,» d eN, onen déduit que tout langage rationnel

*
1

Parikh est un ensemble linéaire propre, c'est-d-dire de la forme Xy yI cee X y; avec ¥ i € {1,...,kl},

* . s
Rea, ... a_ est une union finie disjointe de langages rationnels dont 1'image par la fonction de

*
X, € a,.
it Yy i

Il existe, donc, des langages rationnels Yl,...,Yq, disjoints deux & deux, dont les images
par ¥ sont des ensembles linéaires et tels que tout X'i soit une union de tels langages. Comme L' est non

q
rationnel et que L' = L' n (Y1 U ... U Yq) = L_} (L' n Yi)‘ il existe i tel que L' n Yi soit non rationnel.
. i=1

Pour tout j € {1,...,n}, soit Y0 Xj = @, soit Y E_Xj, donc il existe I = {j ¢ {1,...,n} / Y, e Xj}

i

* *
1 = " " o~ 3 -
tel que L' n Yi " n Yi avec L g(l Li' I1 existe Xy y1 €a, sXy 0 Yy € ak tels que
- * %* ., . PP ' ' .
Yi X, y1 cee Xy Yy+ Considérons }es homomorphismes h et g définis sur {al, a l,...,ak, a k} par :

vied{1,...,x}, h(ai) =¥ h(a'i) = Xy, g(ai) = a; et g(a'i) = £, ainsi que le langage



84

= gY@ ny,) na', at o) = { 4 : : 5 L"}. ¢ L" n Y, est égal
=g i a'ya; ..ot a) = {at ... e /.x Vi e /Y € . Comme n Y, est éga
a h(g-l(K) n a’1 a; ve. at X k)’ K est un langage non rationnel. Posons, pour tout i e {1,....,k},

8; = L(x ) et t, L(y ). Alors, K = L‘) K, avec Y(K ) = ((il,...,i ) / (s + 11 preees St i T )

iel
(u # 8 } = {x ¢ N / x(u' # B'i} ol uy (u REIRTTLI k), u'i = (t1 ui,l""’tk ui,k) et

k

B'; = B, Z 5 U,50 Supposons I = {1,...,p} et considérons la matrice A 3 k lignes et p colonnes od
*
la iéme colonne, notée A*, est égale a (u‘i)T ainsi que le vecteur B' = (8‘1,...,B'p). Alors le langage

K= a; - a; \ K vérifie : ¥(K) = {x e N / x A = B'}. Distinguons plusieurs cas :

A) Le langage K posséde un facteur itérant. Il existe j e {1,...,k}, t'e N, w, v, €

* t.o*
{al,...,ak} tels que wl(aj) w, €

< K ce qui entraine que la ] me ligne de la matrice A, notée Aj ne

contient que des zéros. Donc K = shuf (hj(i), a;) n aI ‘e a; ol hj est 1'homomorphisme défini sur

. . . - * * * . .
{al,...,ak} par hj(ai) =esiiz=j, a, sinon. De méme K = shuf(hj(K), aj) na ...a cequi entraine
que hj(K) est un langage non rationnel inclus dans a1 P a; 1 ; vee a; qui appartient a C(L).

proposition II.14 implique, alors, c(hj(K)) e C(L) et comme c(hj(K)) est défini sur un alphabet de

k-1 lettres, 1'hypothése de recurrence s'applique et D; I3 C(c(hj(K))) < C(L).

B) Plagons nous, maintenant, dans le cas ol le langage K ne posséde pas de facteurs itérants
et considérons le rang r de la matrice A. Comme K est infini, r est inférieur d k. Distinguons, alors,

deux cas : .

i) si r est inférieur 3 k-1, montrons que § = {x ¢ N / x A = 0} posséde un &lément
z = (21,...,zk) tel que 3 i, j € {1,...,k}, z; = 0, zj > 0. En effet, comme K est infini, S posséde un
élément y = (yl,...,yk) non nul.Supposons que, pour tout j € {1,...,k},yj#0. Alors, comme

= {x Zk / x A = 0} est un espace vectoriel de dimension supérieure 3 1, il existe dans S' un

élément y' = (y'l,...,y'k) linéairement indépendant de y. Soit i€ {1,...,x} tel que ¥ § € {1,...,k},

y'i ¥y - ¥ y'. 2 0. Alors, z = y', y - y. y' appartient & S, est non nul, puisque ¥; FO0ety,y'
o 3 o I o o °
sont linéairement indépendants, et vérifie z; =0. Prenons x = (xl,...,xk) € Y(K) et posons
x, o
i
- - * - - P
K' = Kn a, ... a; °.... a;. Comme ¥Y(K') contient l'ensemble {x + Az / A € N}, K' est infini et donc non
o *3
s k3 by 3 s . 3 3 * *
rationnel puisque K ne contient aucun langage rationnel infini. Donc K" = K n a; ... 3y ° ... a =
X ° xg
* = . o
a; ... o2y °... a; \ K' est un langage non rationnel appartenant d& C(L) et comme K" = shuf(hi (K", a; )
° o o
* * c1s
n a; ..oy ol hi (aj) zesij= i 3y sinon, l'hypothése de récurrence permet de conclure en utilisant

o
le méme raisonnement que dans le cas A.

ii) Sir est égal 3 k-1, en triangularisant la matrice A, on peut trouver a,, 4,, G, ¢ L

tels que a, # 0 ou a, #0etVxs= (xl,...,xk) € ¥(K), a. x, + a, X, = a,. Supposons a, # 0. Soit R un

171 2 2 3 1
langage rationnel inclus dans {al, a}* tel que ¥(R) = {(xl, X,) € N2 /ag x +a, x, = aa}. Le langage
s s s : * .
= hl(c(K) n R a3 cen ak) avec hl(ai) = esii=l,a sinon, est inclus a2 ... a, et appartient a oLy,
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Si H est un langage non rationnel, 1l'hypothése de récurrence permet de conclure. Il ne nous reste donc plus

qu'd examiner le cas o} H est un langage rationnel. Etablissons, d'abord, 1'égalité entre H = a; vas a; \ H

et hl(i) u R! a; . a; ol R' est égal A {a22 / ;'j tel que (j, 12) € Y(R)}. ,

i2 ik =
Prenons y = a,” .oy € H. Alors ¥ j ¢ N, soit a

pas de j € N tel que (j, i2) ¢ Y(R), alors y € R' a; cee a;. Dans le cas contraire, il existe i ¢ N tel que

3

A K, soit (j, 1,) ¢ ¥(R). $'il n'existe

(i, 12) € ¥(R) et donc ai yeKetye hl(i).

i i
Réciproquement, prenons y = a22 . akk ¢ R' a; . a; et supposons que y appartienne a H.
Alors, y = hl(y') avec y' € R a; ces a: donc il existe j € N tel que (j, 12) ¢ ¥(R), d'ol la contradiction.

b}
= . s . o - s . : . PR
Siye hl(K), il existe I, € N tel que a,  ye K ce qui implique, en particulier, o, 3, v e, i, = a,.

Comme a, est non nul, j # j° implique o, j o+ a, i2 # a, jo ta, il = a4.Donc, ¥ j ¢ N, soit ai y € K, soit

i, i2) ¢ ¥(R) ce qui entraine y ¢ H.

I1 est facile de vérifier que ¥(R') = {x, e N / ay - A, X, € {kl ay /A e N}} est un ensemble

2

. . . PR . * N . . * * . . .
semi-linéaire ce qui implique que R' c a; est rationnel ainsi que R' ay ... 3y D'autre part, il est clair

b * * = = . . .
gque hl(K) et R' a a, sont disjoints, donc si H est rationnel, H et hl(K) sont aussi rationnels. Si

MR
h.(K) est fini, K est égal 2 k.)— (((K / w) n al)w) est rationnel puisque pour tout w € h (),
1 wehl(K) 1 1

(K/wn a; est un PSL-langage inclus dans aI. Enfin, si hl(i) est un rationnel infini, il existe

*
1

.,zk) e NX tel que z A =0, z, >0et¥ je {2,...,k} \ {i}, z = 0.

ie {2,...,k}, te N, u, v tels que u(ag)' v e hl(i), done K n a u(ai)* v est infini ce qui implique

qu'il existe un &lément z = (zl,..

Alors, le raisonnement utilisé au i) permet de conclure.(]

Ce rdsultat est 3 opposer & celui de Berstel et Boasson [ 7] qui ont montré 1l'existence d'une

s I3 I3 ’ 2 - 3 ” r'd . * ®
suite infiniedécroissante de cdnes rationnels engendrés par des langages bornés appartenant a C(Dl na b,

Supposons, maintenant, que la famille des langages commutatifs non rationnels posséde un plus
petit €lément L, vis-3-vis de la transduction rationnelle. Alors, L est un langage commutatif non rationnel
qui vérifie ¥ L' € Com \ Rat, L € C(L'). En particulier, L € C(ﬁ;) ce qui entraine, d'aprés la proposition
précédente, C(L) = C(BI). Prenons un langage L' ¢ a*, non rationnel. Durieux a montré dans [18] que

—%
D1 ¢ C(L') donc L ¢ C(L'), d'ol la contradiction et nous pouvons énoncer :

Corollaire III.37 : la famifle des Langages commutatifs non nationnels ne posséde pas de plus petit &L&ment

pour La transduction nationnelle.

En fait, les résultats de la section E du chapitre II, permettent de préciser ce corollaire en
montrant que pour tout langage commutatif non rationnel L, il existe un langage commutatif L' rationnellement

*
incomparable avec L. En effet, si'L appartient 3 c(Rat,), il suffit de prendre L' = {al,...;ak+l} A
2 k+1
n _n n

c( a, a, ...a

/ n 2 0}). Comme L' n'est pas un PSL-langage, L' ¢ C(L) ¢ et d'aprés la proposition II.
P g =

76
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L ¢ C(L') qui ne contient pas de langages non rationnels de c(Ratk). Dans le cas ol L appartient 3
s s ; e . ’ * res s s
Comk \ c(Ratk), il suffit de prendre L' = E k1 c((a1 es ak+1) ). La proposition 1I.66 implique que

L' ¢ C(L) E'C(Comk) et comme L n'est pas un PSL-langage L ¢ C(L').

8i nous considérons, maintenant, la famille des PSL-langages commutatifs nen rationnels,
nous ne pouvons plus montrer cette propriété. Au contraire, la technique utilisée pour la démonstration

de la proposition III.36 pourrait, semble-t-il, servir pour démontrer :

Conjecture : Tout PSL-fangage commutatif non rationnel est rationnellement supirlewr au fangage f?’;.
Comme il est assez facile de montrer que 5; ¢ Lin, on pourrait, alors, en déduire que tout

langage linfaire commutatif est rationnel. De méme, il suffirait de montrer que 5; '3 Fc(Lin) pour

démontrer :

Conjecture : Tout Langage quasi-rationnel commutatif est nationnel.
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E - LANGAGES SANS PRODUIT

Nous dirons qu'un cdne rationnel [ est sans produyit s'il ne contient pas le produit de deux

-
langages non rationnels définis sur des alphabets disjoints, c'est-3a-dire si L1 L2 e L avec Ll < Tl’

*
L2 5_T2 et Tl n T2 = @ implique soit Ll e¢ Rat, soit L2 € Rat. Un exemple de cdne rationnel sans produit

est fourni par Lin (cf. [38]).

Un langage L est sans produit si C(L), le cOne rationnel engendré par L est sans produit.

Nous allons, d'abord, définir les langages indécomposables et montrer que tout langage
indécomposable est un langage sans produit (la réciproque est fausse). Il est trés facile de vérifier que
les langages l-bornés sont indécomposables. Nous retrouvons, ainsi, un résultat démontré par Ginsburg
dans [25]. De méme, on montre aisément que Init (D'I), 1'ensemble des facteurs gauches des mots de D'*, le

langage de semi-Dyck sur une lettre, est un langage indécomposable. Nous obtenons le méme résultat, &
*

1'aide de quelques lemmes intermédiaires, pour D1

Comme D'; n'est pas un langage sans produit (proposition

*

II1.49), nous apportons, ainsi, une nouvelle distinction entre les langages D1

* I3 s e
et D'l. Enfin, nous considé-

. s * I3 z I3
rons les langages commutatifs inclus dans Dl' Ces langages ne sont pas tous indécomposables, mais en

*

1

principal de cette seetion : Tout langage commutatif inclus dans D

généralisant les lemmes qui permettent de montrer que D est indécomposable , nous obtenons le résultat

*

j ©st sans produit.

Un langage rationnel L sera dit Simple si ¥(L) est un ensemble linéaire. Du théoréme de

Kleene, nous pouvons déduire immédiatement :
Lemme III.38 : Tout Langage nationnel est une union §inie de fangages rationnels simples.

Définition : Un Langage L est indécomposable s{ pour tout Langage rationnelf simple R, R', L'un des deux

langages R o (L / R'), R" n (R \ L) est un fangage rationnel.

Proposition II1.39 : Tout fangage indécomposable est sans produit.

Démonstration : Soient L E_T* un langage indécomposable, L1 < TI, L, c T; avec T1 nT, =¢et

2 2

L1 L, « C(L). Il existe un alphabet Y, un langage rationnel R ¢ Y" et deux homomorphismes alphabétiques

h et g tels que L, L_ = g(h—l(L) n R) [64]. Pour i e {1, 2}, posons Y, = {a e Y/ gla) ¢ T;}. Comme L1 L

172 2
est inclus dans TI T;, L1 L2 = g(h-l(L) nR')olR' =Rn Y; Y;. Il est facile de vérifier que R' peut
k
8'écrire k_) R'j R"j o ¥ j e {1,...,k}, R‘j, R"j sont des langages rationnels vérifiant R‘j E,YI et

j=1
R"j < Y;. On pourra supposer d'aprés le lemme précédent que W(R'j) et W(R"j) sont des ensembles linéaires.
Pour i e {1, 2}, 1'homomorphisme h; est défini sur T, u T, par : hi(a) =asiace Ti’ € sinon. Pour tout
j e {1,...,k}, posons Vj = g(h-l(L)_n R’j R"j) et montrons que l'un des deux langages hl(vﬂ)’ hz(Vj) est

rationnel.
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*

Comme g(R'j) £ T, et g(R"j) E.T;, h1 o g(R'j) = g(R'j), hl o g(R",) = {e} et hl(vj) =

3
-1 -1 -1
R', h L R", = ', " = ', ', t. = ', L h(R" .
g( 5 n ( (L) / J)) g(R j nh (L / h;R j))) g(R 3 nv ]) avec V 5 h “(h(R J) n (L /R j)))
De mé vV.) = " " " = h U ' . L "
méme , h2( J) g(R 3 nv J) avec V 3 h “(h(R J) n (h(R J) \ L)). Comme h(R J) et h(R 3) sont des

langages rationnels simples, nous avons par hypothése V‘j ol V"j rationnel et donc 1l'un des deux langages

hl(vj)’ h2(Vj) est rationnel.

Pour i = 1, 2, posonms K, = {j e {1,...,x} / hi(vj) est rationnel}. D'aprés la propriété

ci-dessus, K ou K, = {1,...,k} et comme, pour i = 1, 2, hi(Ll L2) = Lo, hi(vj) €L,V 5 e {1,...,k}.

= ' 4 u i = =
Nous obtenons alors Ll L2 Rl L2 UL 1 R2 ou pour i 1, 2, Ri

et L', est égal & . h.(Vv.) avec i' = 3-i. Il est, alors, clair que L. ou L, doit &tre un langage
i ]sKi, i3 1 2

jeK hi(vj) est un langage rationnel
i

rationnel.[]

Cette proposition va nous permettre de retrouver immédiatement une propriété des langages

définis sur un alphabet d'une seule lettre :

Corollaire III.40 [ 25] Tout Langage L c a” est sans produit.

Démonstration : Considérons deux langages rationnels simples R et R' inclus dans a". si R est fini,
Rn(L/ R').est fini ‘donc rationnel. Si R est infini, il existe j € N, tel que R = R(aj)*. Alors R\ L

, est égal 3 R\ ((aj)‘ \ L) et d'aprés le lemme I1I.38, L' = H* \ Loestun langage rationnel ainsi que
R' n (R\ L) =R n (R\ L'). Le langage L est donc indécomposable et d'aprés la proposition précédente, il

est sans produit.[]

Considérons, maintenant, 1'homomorphisme d, de {a, b}* dans £ muni de 1'addition, défini par

d(a) = 1 et d(b) = - 1. Alors, pour tout w € {a, b}", d(w) = La(w) - Lb(w).

*

Le langage de semi-Dyck sur une lettre, D'l

est égal 3 la classe du mot vide € dans la

*
congruence engendrée par ab = €. La proposition II1.39 va nous permettre de montrer que Init (D'l) =
wedla, b} /w= wlvw2 => d(w,) 2 0} est un langage sans produit.

Corollaire III.41 : Les Langages Init (D']) et Term (0')) = {w e {a, b}" / w = wy w, => diw,) s 0} sont

1
des Llangages sans produit.

Démonstration : Soient L = Init (D';), R, R', deux langages rationnels simples inclus dans {a, b}*.
$'il existe x, u, y € {a, b}" tels que x u e L, x u" y < R et d(u) > 0, alors R\ L = {a, b} et

R' n (R \ L) = R' est un langage rationnel. Dans le cas contraire, w € Init (R n L) implique
d(w) < q ol q est le nombre d'états de l'automate d'état fini qui reconnait R. Donc, poﬁr tout i e N,
le langage R, = {w e Rn L/ d(w) = i} est un langage rationnel. Posons, alors, io le plus petit i tel

s i ‘
que a® R' a L soit non vide. Nous avons L /R =L/b° ¢ Init (L) = L et ncus en déduisons que
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Rn (L /R = Ri est un langage rationnel.
o
Un raisonnement symétrique permet de montrer que Term (D';) est indécomposable donc sans

produit.[]

* Y
La proposition III.39 va nous servir, aussi, pour montrer que le langage D1 est sans produit,

mais nous aurons besoin de quelques résultats intermédiaires :
Lemme ITI.42 : Pour tout x e I et tout ¢ ¢ N, d"(x + 1y} est un fLangage rationnel.

Démonstration : Pour tout i € {0,...,y-1}, posons R, = shuf (at(ay)*, b*(5Y)") ol t est le reste dans la
-1

division entiére de x + i par y. Il est facile de vérifier que d‘l(x + By) est égal & t_) Ri et, comme
i=0

la famille des langages rationnels est close pour l'opération "shuffle", d 1(x + Zy) est bien un langage

rationnel.(
Pour tout A € I, notons -A, l'ensemble {-x / x € A}.

Lemme ITI.43 : Powr tout fangage L < T, D}/L est gat 2 a7 (-diu)).

*
1
et u ¢ d_l(~d(L)). Réciproquement si u € d-l(—d(L)), i1 existe v € L tel que d(uv) = d(u} + d(v) = Q.

Démonstration : Prenons u € DI/L. 11 existe v € L tel que uv € D_. Donc d(u) + d(v) = 0, d(u) € - d(L)

Donc uv € D; = d-l(o) et u e D;/L.U
Lemme III.u4 : Soit R un Langage rationnel simple incfus dans {a, b}". Si{ R possdde deux facteunrs

iterants u et v tels que d(u) d(v) < 0, alons D}/R est un langage rationnel.

Démonstration ; Comme ¥Y(R) est un ensemble linéaire, il existe K oseecsXy € Z tels que

d(R) = (xo + 121 Ai Xg / Xi ¢ N}. Comme R posséde un facteur itérant appartenant a d—1CN*), il existe
ie{1,...,x} ;el que x; € N*, De méme, il existe j € {1,...,k} tel que xj soit négatif. Nous pouvons
en déduire que d(R) est &gal a3 X+ Ly ol y est le plus grand commun diviseur de |xl|,...,|xk|. Et

d'aprés les lemmes précédents D;/R = d_l(—x° + Zy) est un langage rationnel.[

Lemme III.45 : Sodit R un Langage nationnel .inclus dans {a, b}*. Si tout gacteur {térant de R appartient
ad '), ators, pour tout k < 2, Les Langages R, = {x e R/ dlx) = k}, R, = {x e R/ d[x) > k} et
R3 = {x e R/ d{x)] < k} sont rationnels.

Démonstration : Soient M = (Q, T, f, Qs F) un automate d'état fini qui reconnait R et n le nombre
d'états de M. Prenons Q' = Q x {-n;,...,k+n}, q'o = (qo, 0) et définissons f' sur Q' x T par :

£'((q, 1), x) = (f(q, %), 1 + d(x)) si -n < i < k + n, (£f(q, x), i) sinon. Pour § = 1, 2, 3, posons
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2 3

Comme tout facteur itérant de R appartient 3 d-ICN), pour toute factorisation Wy ¥y vy d'un mot de R,

d(wz) est supérieur 3 -n. Nous pouvons en déduire que pour j = 1, 2, 3, le langage reconnu par H'j est

u-'j =(Q, T, £, q', F'j) od F') = F x {k}, F'_ = F x {k+1,...,k+n} et F'_ = F x {-n+1,...,k-1}.

égal 3 Rj.U

Lemme III.46 : Le fangage D; est indécomposable.

*

Démonstration : Soient R et R' deux langages rationnels simples. Comme D1

est un langage commutatif, nous

pouvons remplacer R \ D; par DI / R qui lui est égal. Distinguons plusieurs cas :

i) si R (resp. R') vérifie 1l'hypothése du lemme III.HM,D; / R (resp. D; / R') est un langage

rationnel ainsi que R' n (D; / R) (resp. R n (D; / R")).

. : cez . -1 .
ii) Si tous les facteurs itérants de R et tous ceux de R' appartiennent & d ~(N), il existe,

k
t -
.»%, €N tels que d(R') = {x° + izl Ay xg /A e N}. On peut donc
trouver un ensemble fini F c 2, z € L tels que d(R') = F u (2 + Ny) od y est le plus grand commun

alors, x € L, KysereaX, € Z, x

° IR

diviseur de LIETRREE S D'aprés le lemme III.43, D; / R' est égal & d-l(—d(R')) = d_l(F') ] dwl(z' +Ny")
ol F' = - F, z' = -z et y' = -y. Le langage R n d°1(F') = 5F {x € R / d(x) = t} est rationnel d'aprés
le lemme III.45. Quant 3 R n d_l(z' + Ny'), il est égal 3 {x e R / d(x) < z' + 1} n d_l(z' + Zy) qui est

(RndXF)) uRaa?

1

un langage rationnel d'aprés les lemmes III.U2 et III.45. Donc R n (D; / R")

(z' + Ny')) est un langage rationnel.

1i1) 8i tous les facteurs itérants de R appartiennent & d-lcN) et tous ceux de R' appartiennent
E d-l(iﬂ), on montre de la méme fagon que d(R') = F u (z + Ny) ol F est un ensemble fini de Z,
z=-z' ¢ Lety'=-yeN. La seule différence avec le ii) est que y est < 0. Donc R n d_l(z' + Ny') est
égal 3 {x ¢ R / d(x) > z' - 1} n d_l(z' + Zy'). Mais, d'aprés les lemmes III.42 et III.u45, c'est encore un

langage rationnel.

La démonstration s'achéve en remarquant que tous les autres cas possibles sont symétriques de
q q

1'un des cas étudiés ci-dessus.[]
Nous en déduisons immédiatement :

Proposition III.47 : Le £angage de Dyck sur une Lettre, D)

7» @8t un Langage sans produlf.

Lfopération "chevron" qui 3 tout langage L fait correspondre <L> = (a" xbp" /xelL, nz2o0},

*

s nous pouvons déduire de

a &té définie et étudide dans [13] et [14]. En utilisant la commutativité de D

la proposition précédente
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Corollaire II1.48 : Solent L un fangage 4inclus dans T;, a et b deux symboles n'appartenant pas a T,.

Alors <L> = {a" x 6" / x € L, n 2 0} appartient & C(D’;) 44 et seulement 84 L est un Langage rationnel.

Démonstration : Si <L> € C(D;), il existe un alphabet Y, un langage rationnel R ¢ Y" et deux homomorphismes
alphabétiques h et g tels que <L> = g(h-l(D;) nR). Posons A=1{xeY/ gx)e {a, e}),

B={xeY/ glx)e (b, €}} et Y o={xe¥/glx)e T,
* * * k .
ol R =R n A Yl B . Donc R' peut s'écrire L~) R'i R"i R"'i ol R'i’R"i’ R"a sont des langages rationnels
i=1
inclus respectivement dans A*, YI et B*. Comme h—l(DI) est un langage commutatif, il est facile de
vérifier que L {a" b" / n 2 0} est égal A g(h_l(D;) n R") ol R" = L,} R". R': R" et d'aprés la proposition
i=1 :

v {€}}. comme <L> c a" 1) b, <L> = g(h™H(D}) n R")

précédente, L est rationnel.
*
Réciproquement si L est un langage rationnel, il est clair que <L> ¢ C(Dl).U

Remarquons que la propriété d'indécomposabilité n'est pas conservée par transduction

rationnelle. Considérons, en effet, le langage Cl = {a" b" / nz20} = DI na“ b qui appartient a
C(D;) et les langages rationnels simples R = R' = a" p*. Alors, les langages R n (L / R') = {(a"bP /n2 p}

et R" n (R\ L) = {a" b® / n s p} sont non rationnels.

* s
D'autre part, la proposition suivante, montre l'existence d'un langage L c Dl qui n'est pas

sans produit et apporte une nouvelle distinction entre les langages de Dyck et de semi-Dyck sur une lettre :

Proposition III.u9 : Le fLangage de semi-Dych sur une Lettre, D';, domine rationneflement fe produit L, L,
auecL,s{anbp/nzp}ex%'{cbdtlbst}.

Démonstration : Considérons l'alphabet Y = {bl, b .,bs} et définissons 1l'homomorphisme h sur Y par

99"

u) T a et h(b3) = h(bs) = b. De méme 1l'homomorphisme g de Y dans

{a, b, ¢, d}" est défini sur Y par g(b)) = g(b,) = a, g(by) = g(by) = d, g(by) = b et g{b,) = c. I1 est,

h(bl) = h(bs) =g, h(bz) = h(b

b b bt bg).D

PR P t.z =l % LN
1 \] '
alors, facile de véfifier 1'égalité entre L L2 et g(h (D' ) nb b2 5

Considérons, maintenant, un langage commutatif L inclus dans DI. Il existe, alors, A c N tel
* -
que L = {w e D1 / la(w) € A}. Le langage L n'est indécomposable que si L est un PSL-langage. En effet,

considérons les langages rationnels simples R = a” et R' = b*. Si L n'est pas un PSL-langage, les langages

Rn(L/R)={a"/1ealetR n(R\L)={b /1ie A} ne sont pas rationnels. Donc, la proposition
’ *
I1I11.39 ne peut pas étre utilisée pour les langages commutatifs inclus dans Dl' Par contre, en employant

certains des résultats intermédiaires de cette section, nous allons pouvoir &tendre la proposition III.&7
*

1+ Montrons d’abord que le lemme III.44 reste vérifié pour

d tous les langages commutatifs inclus dans D
*

tout langage commutatif inclus dans D1 :
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Lemme IT1.50 : Soient L un Langage commutatif inclus dans D) et R un langage rationnel simpfe {inclus dans
{a, 6}*. Si R poss2de deux facteuwrs itfrants u et v tels que dlu) d(v] < 0, alors L / R est un Langage
nationnel.

Démonstration : Comme R est un langage rationnel simple, il existe X, e‘Nz et une partie finie P SJNQ tels que
¥(R} = L(x_ i P). Si u est un facteur itérant de R, il existe x, y ¢ fa, p}* tels que x o y « R, done
¥(R) n L{¥(x y) ; {¥(u)}) est infini et il existe A ¢ N_tel que A ¥(u) € L(O ; PY([24] lemme 5.%.5.)

ce qui Iimplique (ux)* ¢{R) = c(R). De méme, il existe U ¢ N, tel que (vu)*c(R) = ¢{R) ce quil implique
(ux)* (+")* ¢(R) = ¢(R). Posons w = uxi M avec 1 = ld(vu)l et j = ld(ux)i. Alors c{w) = c(at 5%) avec

t = la(w) €N . Comme L est commutatif et que c(R) = (a®")" ¢(R), nous avons L/ R =L / (R) =

L/ (at bt)* e(R)) = (L / (a® b5)Y™) / R. Pour tout s € (0,...,t-1}, posons A = {we {a, B}*/ «Ca(w) =

s(mod. t)}, L,=LnA,R RNOA etIs= {s € {0,...,t-1} / L est infiri}. Il est clair que

s
L,/ (a " = D: pour tout s € I, donc L / (a* p5H* = t_} (L, / (ap)” n A)=Fu (L_) (D; nAh
se{0,...,t-1} - sel
ol T est un ensemble firi. Il nous reste donc, 3 montrer que, pour s € I, (Dl n As) / R est un langage
rationnel. Il est facile de vérifier que (0" nA)/R= LuJ (0 /R)NR)oUB = {(p,q) 7/ p, q €
1 s {p,q)eB i P 1
{0,...,t~1}, p + q = s(mod. t)} et comme Rp est une union finie de rationnels simples qui possédent tous

u® et v° comme facteurs itérants, le résultat se déduit du lemme III.u4.[J

NHous utiliserons, aussi, le résultat suivant dont la démonstration est assez semblable 3 celles

du lemme précédent et du lemme III.46 :

Lemme 1I1.51 : Sodent L un fLangage commutatif incfus dans U',', R, R’ deux fangages rationnels simples
incdus dans {a, b}". S{ R' (nesp. R) possdde un factewr itérant u tel que dlu} = 0, L'un des deux
Langages R' n {L / R}, R n {L / R'} est rationnel.

Démonstration : Si R vérifie l'hypothése du lemme précédent, L/R est un langage ratiomnel ainsi que le

langage K' n (L / R). Nous pouvons, donc, supposer, par exemple, que tout facteur itérant de R appartient

a d_lCN). Comme R' posséde un facteur itérant appartenant & d-l({O}) et que Y(R') est un ensemble lindaire,
il existe t ¢ N, tel que c{R"') = (at b5* c(R'), donc il existe I ¢ {0,...,t-1} et un langage £ini F' tels

que L/R' = F'\’(seI (D; n As) / R') avec A= {w e {a, B}* / la(w) = s{mod. t)} (cf. démonstration précédente).
Posons B = {{p, q) / p, q € {0,...,t=1}, ptq = s(med. t)} et ¥ p € {0,...,t-1}, pr = R' n Ap. Comme

(n; NA) /R =

- * . ' . : * ' r .
(pra)eB ((Dl / R p) n R q), il nous suffit de montrer que R n (D1 / R p) est un langage

rationnel, ¥ p ¢ {0,...,t-1}. Le langage R'_&tant une union finie de langages rationnels simples, nous

obtenons ce résultat en raisonnant de la méme fagon que pour la démonstration du lemme III.u46.()

Nous sommes, maintenant, en mesure de démontrer le résultat principal de cette section :

Proposition II1.52 : Tout Langage commutatif L, inclus dans D’; est sans produit.
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Démonstration : Supposons qu'il existe L E.T*’ L E.T* = ¢. Alors, i1

2 2 2

existe un alphabet 4, un langage rationnel R ¢ 2" et deux homomorphismes aiphabétiques g et h tels que

tels que Ll L, e C(L) avec T, a7

Ly L, = g(hgl(L) n R), g{x) h(x) = € implique x = € et ol R est une union finie de produit Ry R, avec

.

¥ief{1, 2}, R, est un langage rationnel simple qui vérifie g(R.) EAT;~ Considérons le langage L' =

gh L) o R, .R)) et distinguons plusieurs cas :

i) s h(Rl) {resp. h(Rz)) posséde deux facteurs itérants u et v tels que d{u} d(v) < 0,

comme h(Rl) et h(Rz) sont des langages rationnels simples, le lemme III.50 permet de montrer, par un

>

raisonnement analogue 3 celui de la proposition III.33, 1'existence de deux langages ratiounnels

' :
A 2Ly, Ay E L, tels que L' soit inclus dans Ay Lz UL A

ii) si h(R) (resp. h(R,)) posséde un facteur itérant appartenant 3 d‘l({O}), le lemme ITT.51

permet dfobtenir le méme résultat.

iii) Si tout facteur itérant u de h(R1 R2) appartient 3 d-1CN*) {resp. dul(éN#)), il est

facile de vérifier que L n h(Rl R2) est fini. Donc, h-l(L) n Rl R2 = h-l(L n h(Rl RQ)) n El R2 est un

langage rationnel ainsi que L'.

iv) Si pour tout facteur itérant u de h(Rl) et v deAh(Rz), on a d{u) > 0 et d{v) < 0 {resp.
*
1

existe § ¢ {1,...,q} tel que g(yj) = €. Alors, comme h-l(L) est un langage commutatif, L' = g(hnlfL) fn Rl R} =

~
A

N - * - ® * - 1.
d{u) < 0 et .d{v) > 0}, posons C(Rl) = c(x° Ky ves xp) et c(R2) z c(yo Yy oot yq). Supposons qu'il

g(hﬁl(L) n R'l R2) avec R'1 =z Rl y; et nous nous retrouvens le cas i). Examinons, maintenant, le cas ol

g(yj) e,V 3ie{l,...,q), c'est-3-dire le cas ol g est limité sur R2. Alors, pour tout W, € L2, le

langage R, n g-l(wz) est fini. Pour tout y € R, n g_l(w ), Ln h(Rl y) est f£ini, donc Ly = h_l(L) n Rl y =

2 2
hwl(L n h(R1 ¥y} n Rl y est un langage rationnel ainsi que le langage L' n T; W, qui est &gai &

n g-l(w2)}. Ceci entraine que pour tout w, € L2, TI n (L' / w2) est un langage

{w € g(Ly) /yeR 2

2

rationnel.

Comme R est une union finie de produit R Rz, nous pouvons déduire des considérations

1
précédentes que L1 L2 est égal 3 A L2 U L1 B U L" ol A et B sont des langages rationnels inclus respecti-
vement dans Ll et L, et ol L" vérifie : ¥ w, € L2, T; n (L" / w2) est un langage rationnel. Supposons

que Ll et L2 soient des langages non rationnels. Alors A ﬁ_Ll, B $_L2 et il existe W, € L, \ B, donc

Lywy g ALy L" ce qui entraine Ly =4Av (TI n (L" / w2)) est un langage ratfonnel, d'ol la

contradiction.(]
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F - SUR LES LANGAGES ALGEBRIQUES COMMUTATIFS.

Les résultats concernant les langages algébriques commutatifs sont assez rares. Par contre de
nombreux problémes restent ouverts. En particulier, on ne sait pas caractériser les langages rationnels R
tels que <(R). est un langage algébrique . De méme, on a toujours pas démontré la conjecture de Fliess [23]

2 . * I3 s (3
qui affirme qu'un langage commutatif L ¢ {a ..,an} est algébrique si et seulement si, pour toute

1°°

s * *
permutation % de {1,...,n}, le langage L n a1y qnn)

énoncée 3 la section D de ce chapitre concerne les langages quasi-rationnels commutatifs et donc, aussi

est algébrique. La conjecture que nous avons
les langages algébriques commutatifs.

Il existe cependant des résultats concernant les langages algébriques déterministes commutatifs
(74] . D'autre part, il est bien connu (cf. [24]) que c(RatQ) est inclus dans Alg, c'est-d-dire que tout
PSL-langage commutatif défini sur un alphabet de deux lettres est algébrique. En fait, la proposition III.25,
affirme, plus précisément, que c(Ratz) est inclus dans C(DI). Perrot {71] puis Maurer [63] et Oshiba [68]

* *  x
a, a, est un

ont montré qu'un langage commutatif L < {al, a,, as}* est algébrique si et seulement si L n 3, a, a,

langage algébrique. Nous allons, dans cette section, &tablir l'existence de tels langages rn'appartenant pas
a C(D;). Pour obtenir ce résultat nous montrerons d'abord une propriété des prépaires itérantes (cf. [ 8 ]}
pour les langages appartenant a3 C(DI). L'autre résultat de base de cette section ne ccncerne les langages
commutatifs que par 1'un de ses corollaires. Nous montrons (préposition 111.56) que si L1 et L2 sont des
langages définis sur’des alphabets disjoints, shuf (Ll’ LQ) appartient 3 Alg implique L on L, rationnel.

Nous en déduisons que Rat est le seul cdne rationnel clos par intersection contenu dans Alg et, eon

utilisant la proposition II.15, que tout langage algébrique commutatif est sans produit.

Commengons, maintenant, par construire un langage algébrique appartenant 3 c(Rata). Pour cela,

examinons une famille particulilre de grammaires algébriques.

Pour tout n ¢ N, notons T_ = {a.,...,a_} et pour tout A ¢ 12 tel que ¥ i ¢ {1,...,n}, a;

+ n 1 n - 'n i
occurre au moins dans un mot de A, GA est la grammaire algébrique ({s}, Tn, PA’ S) ol l'ensemble des régles
est égal 3

P, = {s+€}uvu{s~+ssiuis~ a,; s 3y / ay ay e al.

Caractérisons, maintenant, les grammaires GA qui engendrent un langage commutatif LA = L(GA7

Lemme III.53 : Les quatre proprni8tés sulvantes sont Equivalentes
) LA est commutatif,
.y . *
AL) LA clA™), .
wi) el <,
iv) A est commutatdif et V i, §, ke {1,...,n}, a; aj € A impligue s04il

a e, « A, s0it aj a, € A.
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Démonstration : Il est évident que ii) implique i) et que i) implique iil). L'équivalence entre iii) et iv)
se fait en examinant cas par cas des mots de longueur 4. Enfin, on montre facilement par récurrence que

i{ii) entraine ii).0

Ef particulier, si nous prenons A = {ai a, /i, 3 € {1,...,n}, i # 3}, la propriété iv) est

vérifiée, le langage L, est commutatif et il est alors facile de vérifier que L, = Ln ol ¥n2 2, Ln

A A

désigne le langage {w ¢ T; / L(w) = 2pet ¥ie{1,...,n}, La (w) s p}. Montrons, que pour tout entier n
i
supérieur 3 2, Ln n'appartient pas & C(D;). Comme, pour tout n, j ¢ N, Lp est égal 3 Ligi " T;‘ il suffit

]
* P4
de montrer que L3 '4 C(Dl). Pour obtenir ce résultat, nous utiliserons la notion de paire itérante qui a
&€té introduite et &tudiée par Boasson [ 8] et qui s'est révélée trés fructueuse dans 1'étude des langages

algébriques ([ 43, [ 9], [10]).

Définition [ 8] : Soient L un langage défini surn un alphabet T et u, x, w, y, v des mots appartenant & ™.

Ators m = {u,x,w,y,v) est une paire itérante dans L si x y fe et s VneN,, u X" wy" v e L.

Définition [ 81 : La paine itérante v est dite trds stricte &'4f existe k ¢ N tel que ¥V m ¢ N Le nombre
d’gtements des ensembles {n e N/ u xX"wy" vell et neN/ux™wybvelL) soient bongs par k.

Définition : Nous dirons que w = (u, x, w, ¥, v} est une prépaire itérante trés stricte dans L 44 L

existe 8, £ e N tels que (u, x°, w, 4%, v) s0it une paire itérante ta2s stricte dans L.

Etablissons, maintenant, une propriété des prépaires itérantes trés strictes dans un langage

appartenant 3 C(D;) :

Proposition III.54 : Soient L ¢ T un Langage appartenant 2 C(v;). Alorns, pour tout x, ¥ € T', yi 4

existe k ¢« N vénifdant : S4 (u, x, w, ¥y, v) est une prdpaine itérante trds sinicte dans L, {f existe

k
deux entiens k,, hzi.ngéu'wwdhtwqueux’wyzucL.

-~ s 3 z *
Démonstration : Prenons L € C(DI). 11 existe alors un alphabet Y, un langage rationnel R € Y et deux

homomorphismes alphabétiques h et g tels que L = g(h-l(D;) n R). Comme D; est effagable (proposition III.15),

on peut supposer que g est limité sur R. Soit M = (Q, Y, f, 9 F) un automate d'état fini qui reconnait R.

»
Pour tout q, q' € Q, notons Rq,q' ={zeY / f(q, 2) =q'}, Rq,q'(X) = Rq,q'

n gul(y). Solent s et t les entiers tels que (u, xs, W, yt, v) soient une paire itérante trés stricte

n g-l(x) et Rq’q,(y) =

R t
9,9
dans L. Il est facile de vérifier qu'il existe u', w', v' € Y*, q, Q' 9, q'1 € Q tels que g(hﬁl(D;) n

u' R q,(x) w' Rq S ytn v/ne N+} soit infini avec g(u') = u, g(w') = w, glv?') =

- 2, (y) v*) n {ux

l 3’
v, f(qos u') = q, flq', w') = q, et f(g'l, v') € F. Tout langage rationnel est union finie de langages
£ N : . . . - * * ' - * *
rationnels simples, donc il exsite Rl < Rq,q'(x)’ R2 < qu’q,l(y), R 15Xy Ky e xp, R P 2 ZUREEIS AV

- y v - [ - ' =1.n* [ ’ 'y
les Xis y:.i appartenant a Y , tels que C(Rl) = ¢(R l), c(RQ) = ¢(R 2) et g(h <Dl) nu' R, w R2 v')n

1
{u x*" w ytn v/ne N+} soit infini. Comme c(xo) n Ry £ P et que g(Rl) < x*, i1 existe z € c(xc) tel que
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glz) ¢ x" et on peut supposer que x_ = z. Pour tout ie {1,...,p}, c(xo xi)n R, # #, i1 existe
z; € c(xi) tel que g(z,) ¢ x" et on peut supposer que pour tout j € {0,...,r}, g(yj) €y . Pour tout mot

f e {a, b}", notons 4(f) = La(w) - lb(w). Alors, comme C(Rl) = c(R',), pour tout z, € Ry il existe

z'l € R'1 tel que c(zl) = c(z'l), ce qui entraine d(h(zl)) = d(h(z'l)) et g(zl) = g(z'l) puisque g(zl)

et g(z'l) sont inclus dans x . On en déduit, donc, B = g(h-l(D;) nu' R'l w' R‘2 v') = g(hul(D:) n u' R w'
e .
R, v'). Pour tout i ¢ {0,...,p}, notons s; = d(h(xi)) et soit T € N tel que g(xi) X i De méme, pour
€',
3 sn t

tout j ¢ {0,...,r}, on a s'j = d(h(yj)) et g(yj) =y . Comme Bn{ux*wy " v/ne N+} est infini, il

-l "3 -
existe n,, n, eN_,n "By By € R', tels que ¥ i ¢ {1, 2}, gn (D)) n u' e, W B vi) =

R

i it it 3 E] 3 3!

P . 1 P 1 r - 1

P * ay = x KT xp R 81 o R 62 Yo ¥i  cee Vg
it -4 i‘p“ip

et im < i'm, vme {1,...,p}, jm < j'm, ¥me {1,...,r}. Il existe, donc x' = x eee xp et

v
RN RSt S
y Yy .es

1 < n2, al, 02 €

sn, tTn
1

i
u x Wy vavec a, T x X7 ... X

r

"
«
“«

Fws
[

3 -3 s(n,-n_) t(n,-n )}
y r tels que g(x') = x 1 , g{y')Y = vy 21

- et d(h(x')) + d(h{(y*)) = 0.

Clairement, comme g est limité& sur R, donc sur R1 et R2,

pour tout x" ¢ x; e x; \ {e}, d(h(x")) # 0 ; en effet, dans le cas contraire, la paire itérante

vields,...,p}, t; # 0. Nous en déduisons que

s t . - . 4
(4, x°, W, ¥y, v) ne serait pas trds stricte. Nous pouvons, alors supposer, par exemple, que s, € K ,
vie {1,...,p}. Supposons, maintenant, qu'il existe i, i' € {1,...,p} tels que s; tyy # t; s;,. Montrons

qu'alors pour tout A € N+, il existe plus de A valeurs de j tel que u x°? w ytY v ¢ L avec

Yy = n, ¢ (n

?
x'(y) € X, f

- nl) As s, s'i. En effet, posons & = d(h(x')) et pour tout u ¢ {0,...,A}, prencns

2 i

. x;-tel que c(x'(W)) = elay xg ss'yé x'i(x°") S 85 8y alors, A(h(x'(W))) = a(h(a,))

1
+As ‘i s'1 § et g(x'(n)) = (xs)m(u) avec m() f nl +ud t1 s'i + (A - u) 6 t'i si. Donec, pour tout

u e {0,...,0}, u' x' (u) w' y" v o€ h—l(D;) nu' R'l w' R'2 v! ol y" ¢ Yo yI ees y; et vérifie
"

As s, s',

i m(1) ty

cly") = c(B1 y' ) ce qui implique u x> wy ' velL. Comme u # u' entraine m(u) # m(u'), nous

avons le résultat et la paire itérante (u, x°, w, yt, v) n'est pas trés stricte d'ol la contradiction.

s
11 existe, donc, un nombre rationnel positif r, tel que r, = 2 ... = 22. De la méme fagon,
P

s'

on peut montrer qu'il existe un nombre rationnel négatif LN R

et d(h(x')) = § = - d(h(y')), nous obtenons § = s rl(n2 - n

'r s(n2~n1)
I Alors, comme g{x') = x
r

[

t

+
1=

)= -t r2(n2 - nl) etsr, +tr, = 0. Soient

1
sn tn

a’, et B‘l tels que a, = X a'l et 81 =y B',. Comme g(al) T x bt g(Bl) y ~, nous avons

1 1 o 1

11

snl—t° tn1~t'°
[ = ' - = - = g! -t ).
gla 1) = x ,» 8(B'.) =y , d(h(al)) = s+ rl(sn1 to) et d(h(Bl)) s'ot r2(tn1 t c)

]

1 j1
2 t'o = -7 to =T, t'o peut s'écrire s, Y, + ... +‘sp Yp +
1 Y'l + ... s'r Y'P ol les Yi et Y'j ¢ N et peuvent &tre bornés en fonction de x et y. Posons, alors,
k1 k2
k1 =t 4 tl Yl + ... tp Yp’ k2 = t'o + t‘l Y'l + ..t t'r Y'r et montrons que u x ~ Wy v e L.
Y1 Y Yy Y

P T
X, XD oeee xp et z', Sy ¥y, ..y

2 i i -t' ) = s eee ' - +
sp i+t sp 1p et rQ(tn t o) s + +s' I z'l(snl to)

gt = -
rz(tn1 t o) nl(rl s +r, t) r

1 r

1 to - F

"

Considérons z'1 T Alors d(h(z'1 z' }) =s +s8' -7 to -, t' =

r 2 o] o 1 2 [+

H - - 1 1 [ T T gt = L [} t = R
s, t st rl(sn1 to) + r2(tn1 t o) et d(h(u' z PR AP )) = d(h{u o W 81 v'}) = 0. Donc
[ [, ' h-l(D*) t RY - ' kl k2 = gl(u' 2! LA ERAD L. De plus, la
u' z', Wzt v'oe 1) nu g v ,vietux Twy Svo=glut 2t w2, € L. plus,

construction de k1 et k2 montre gqu'on peut trouver pour kl et k2 une borne qui ne dépend que de x et y.[}
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Nous pouvons, maintenant, démontrer facilement notre premier résultat sur les langages

*

1

langages algébriques commutatifs. Considérons, en effet, le langage L3 défini au début de cette section.

algébriques commutatifs : le langage de Dyck sur une lettre, D,, ne domine pas rationnellement tous les

€ C(D;), et soit k la borne de la proposition précédente pour L = L3, X T a

2
2k _nk _nk 2k i 3 . . . 2k
| 8, a5 € L3 et comme aj a, aje L implique - 2k € i - j s 2k, (al s 8y €5 24, €)

ety = a,_.

3 3

Pour tout n € N+, a

Supposons que L

et d'aprés la proposition précédente, il existe des

k
2 a32 €L, d'od la contradiction, puisque

est une prépaire itérante trés stricte dans L,

entiers positifs k, et k, inférieurs & k tels que a, a

1
kl + k2 < 2k. Donc L

1

n'appartient pas 3 C(D;). Par contre D; est rationnellement é&quivalent & L, n T;,

3 3

*
donc D1 € C(La) et : .

Proposition III.55 : 1€ existe un Langage algébrique commutatif L tel que C(D?) g c(L)

Montrons maintenant que Rat est le seul cdne rationnel (fidéle) clos par intersection et
contenu dans la famille des langages algébriques. En fait nous allons établir une propriété plus fine qui

®
nous permettra d'étendre aux langages commutatifs algébriques un résultat déjd montré pour le langage Dl‘

Proposition I11.56 : Soient L, < T}, L, e T, des Langages algébriques avec Ty n T, = 0. Alons L = shuf

(L, L,) est algébrique 444 &'un des deux Langages L, L, est rationnel.

Démonstration : Si L2 € Rat, L = shuf (Ll’ L2) € C(Ll) et L est algébrique. De méme si L1 est rationnel,

L est algébrique.

idé ' = ' t = ? ? '
Considérons les alphabets T', {a 172 € Tl}, T, {a o/ a, e TQ} tels que T, T,, T'), T',
soient disjoints deux 3 deux et les homomorphismes hl’ h2 définis respectivement sur T'l et T'z par

-?
t - 1) 1) 1 = t 1] 1] = T t
hl(a 1) a,va', eT' et hz(a 2) a,, ¥a', € T',. Le langage L {x, x, x', x o /% €T,

1 1 2 2 172 1
X', € T'0, x, h(x'.) € L,, ¥ i € {1,2}} est égal 3 h“l(L) AT T8 TP 77 o b oest 1'homomorphisme
i 5 R S § i i’ i 172 1 2
= ' [ - . { ' [ 3
défini sur T Tl u T2 uT 1Y T o par h(a) = a si a ¢ T1 U T2, hl(a) siaeT 9 Donc L' € C{L) et si L

est algébrique, L' est aussi algébrique et il existe une grammaire algébrique réduite G = (N, T, P, S) qui
engendre L'. Comme L' < TT+, on peut supposer que G est sous forme de Greibach double, c'est-3a-dire que

PcNxT v* T avec V = Nu T (cf. [50], [641). Notons, alors, P, = P n (NxT v* T'l) et P =Pn(NxT

1 1 2 2
* ) *x % * * .. . * JUN
\' T'Q). Comme L' est inclus dans T, 'I"1 T'2, aucune dérivation S => w € L' ne peut utiliser des
régles de P et des régles de P,, donc L(G) = L(Gl) u L(Gz) od ¥ ie {1,2}, G, est la grammaire (N, T, P \

P, S). Pour i = 1, 2, soit g 1'homomorphisme défini sur V par gi(x) =esixeT, v T‘i, x sinon et

= t, = i = ' i L 9.
posons Yi 82(L(Gi))’ Y, gl(L(Gi))' Montrons que, soit Y, gz(L ), soit Y s gl(L ). Supposons, en

+
A t ] ] ] 3 7 + ' '
effet, que Y 2 £ gl(L ). Comme Y 2 & gl(L ), c'est qu'il existe z, 2", € gl(L Y\ Y o avec z, € T2 et

1 '* '+ - 1 ! L
z', € T',. Alors pour tout z, €Ty, 23z 2,2 2')¢€ L' = L(Gl) v

L(Gz) et z ¢ L(Gz), donc z € L(Gl) et z

t ] + 1
z') € g2(L ) avec z, € Tl et z',

\ - ] 4 = ¢
g 2'y = 8y(2) € ¥, ce qui entraine Y, g, (L"),
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Supposons, alors, que Y, soit égal 3 gz(L') (le cas Y'_ = gl(L') se traiterait de fagon

1 2

symétrique) et montrons, que Ll est un langage rationnel. Pour obtenir ce résultat, nous allons contruire
une grammaire algébrique qui engendre Yl et qui soit aussi "proche'" que possible de la grammaire G.

Posons H = {{B - g,(z)} / {B+2} eP\ Pl} et soit la grammaire algébrique G', = (N', T. u T

1Y Ty B S)

1

construite 3 partir de la grammaire (N, T. u T., H, S) en appliquant l'algorithme d'élimination des régles

1 3’
donnant le mot vide. Comme Yl= gQ(L(Gl)) est inclus dans TI T'I, il est clair que L(G‘J) = Yl. Pout tout
Vo= N : . ‘& \
zZ € N' y T1 u T3, notons L(G 1 z) = {we (T1 v T3) / z GTI) w}. Alors N' se partitionne en
T L v v = ' ' + [ ' ' ot vz '
N') UN', UN', avec N', {BeN /L(osl.B)_c_Tl},N2 {BeN /L(Gl,B)ETl}etNS {B e N/
) + l* L ] ] * ] " a
L(G',, B) n T, T # @}. Notons P o {{B+z}eP' /ze¢ (T, U N'})" (T' U N') } et pour tout régle
- ' 1 y* ' v ¥ = J =
n={B~+ z 22} € P o avec z, ¢ (T1 uN 1) et z, ¢ (T 1 Y N 2) » posons L {w L(G 1 zl) /8 GTI) w B
avec w e T.} et L'_ = L(G',, z,). Montrons que L(G'.) = LJ L L' .
1 n 1* %2 1 \ o
neP
°
= ' 'y ' vy '
Prenons m = {B » z z2} € P' avecz, € (T uN' ) etz ¢ (T'y UN')", Wy e L etw, el .

= L} " -.*.._ 1 —*— " _*- L ] = L] .1— A}
Alors w, =w', W' avec S GT;) wh B, zy GTI> Wy et z, GTI> Voo donc S §T1> why B Pw 1% %2 GTI> LAY

" - [ [ [
W, T W, e L(G 1) et L L' < L(G 1).

1 3 Alors, on peut écrire

la dérivation § = Yo > ¥ => -0 By, W Soit t le plus petit i ¢ {0,...,n} tel que y; ne contienne

Réciproquement, prenons w € L(G' ). Comme S > we T T'+, S € N'
: 1 A 1

#*
' = = ' e(T,uN!) et
aucun &lément de N 3- Alors y, _, et y, se factorisent en Ve uUBvV,y Fu z, 2z, v avec BeN',,uzelTuk;

*
ZQVE(TiUNé) -Par construction de la grammaire G‘l, pour toute régle {B + z} ¢ P, il existe dans Gl’ ure

dérivation S 2> z' avec gQ(z') = z. Donc il existe u', v' € v tels que S é=> u' B vigz(u’) = u et

gz(v') = v. Alors, comme B ¢ N‘3 et que la grammaire G, ne contient aucune régle de Pl’ il existe

1

* *
z' € T1 v T'2 tel que {B + z'} ¢ P et comme G est une grammaire réduite v' é> w' e T implique w' € T'2,

* n ~ 2
done v = w'oe (Tl u T'l) entraine w' = £ et comme G'1 ne contient pas de régle donnant le mot vide,
1

z { ' X & ' .
v = €. On peut, alors, factoriser w en wy W'y W, tels que u §T1> Wis %y GT;> wiis z, GTZ) v, et comme

22} € P'o, on obtient w, w', € L y W

] ]
1 1 - e L n W€ LTr L - et

1

* *
S GT;> uB GT1> w, B et que = {B+2 9

L(g' ) = LJ L_ L' .
1 mep’ oo
(o}

U ., .

ﬂeP'o " m

. + . +
ol P'o est un ensemble fini, L" cT et l' cT'.

1 -
Nous avons, donc, g2(L ) = 1 T=—"'1

Alors, pour tout mot w € Lys de longueur supérieure 3 1, et toute factorisation w = w, w'l avec wl,w'l# €,

il existe T € P! tel que w, € L et w' ¢ hl(L'ﬂ)' Pour tout X € TI, soit D(x) = {z / x z € Ll}’

1 1

l'ensemble des contextes 3 droite de x pour L;. Alors, D(e) = L. et pour x # €, D(x) = {z ¢ hl(L'ﬂ) /

1
X € Lﬂ} UEolEest égal & {e} si x ¢ L» @ sinon. Donc {D(x) / x ¢ T;} est fini et L, est un langage

rationnel.[]

En fait, la démonstration précédente reste valable si nous remplagons dans 1'énoncé de la
proposition, shuf (Ll’ L2) par iQ(Ll, L2) 1'intercalation de rang 2 que S. Greibach a définie dans [42] par

* *
iz(Ll, L2) = {xl ¥y x2 Yy %y / Xis Xy, Xy € Tl’ Yis Y,y € T2, X, X, Xg € Ll’ Yy Yo € LQ}.
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Alors, pour tout langage L non rationnel, si nous prenons une recopie L de L sur un alphabet
disjoint, la proposition précédente implique que iz(L, L) et shuf (L, L) ne sont pas des langages algébriques.

Comme un cdne rationnel est clos par intersection ssi il est clos pour 1l'opération "shuffle", nous obtenons :

Corollaire III.S57 : La famille des Langages rationnels, Rat, est Le seul cone rationnel (fidéle} clos par

intersection contenu dans La famille des Langages algébriques.

Pour toute famille de langages L, notons Cg(L), le plus petit cdne raticnnel fidéle contenant
L, clos par union, différence avec un langage rationnel et donc par intersection. La famille Cj(Cl) avec

¢, = {a" 1" / n 2 0} est 1a famille des langages correspondant aux prédicats rudimentaires (cf. [511]).

*

Comme D = shuf (cys ci) (lemme III.11), que D'}

N = DI \ DI b {a, b}* et que D';, le langage de semi-Dyck

sur deux lettres s'exprime au moyen d'opérations booléennes 3 partir de langages appartenant & C(D';) {801,
Alg = C(D';) est inclus dans Cf(Cl) ([511, [80]), ainsi que la famille C:(Alg) étudiée par Book et
Greibach dans {16]. On ne sait pas si ce résultat reste vrai si on remplace Cl par un langage quelconque

non rationnel. Par contre, le corollaire précédent permet d'affirmer que CS(L) € Alg implique L e Rat.

Prenons, maintenant, un langage algébrique commutatif L et supposons que {(L) contienne le

produit L1 L, avec Ll < TI, L2 < T;, T. n T, = @#. Alors, d'aprés la proposition II.15, L' = shuf(bl, L)

2

€ C(L) et L' est un iangage algébrique ce qui entraine, d'aprés la proposition.III.56 que 1'un des deux

2 1
langages Ll’ L2 est rationnel. Nous obtenons, alors, pour tous les langages algébriques commutatifs une
. propriété démontrée pour DI dans la section précédente par une méthode tout 3 fait différente :

FAEPIAN

BT

Ug
\-»-‘ Corollaire II1.58 : Tout Langage alglbrique commutatif est sans produll.

Cette propriété est aussi vérifiée pour les langages linéaires [38]. En utilisant 1'opérateur
crochet, défini par Boasson, Crestin et Nivat [13], nous allons pouvoir étendre ce corollaire 3 une famille

plus large de langages algébriques, contenant en particulier les langages linéaires.
‘ R * R s P
Pour tout langage L, posons [L] = {w xw / w e {a, b} , x € L} od w est 1'image miroir de w.
Une famille de langages L est close par crochet si L € L implique {L] e L.
Pour toute famille de langages L, [L] désignera le plus petit cdne rationnel contenant L,
clos par union et crochet. Ainsi, [Rat] = Lin la famille des langages linéaires. Rappelons un résultat

que nous avons montré dans [56].

Proposition 1II.53 : Solent L, et L, deux Langages non rationnels définis sur des alphabets disjoints et

!
L un cdne nationnel clos par union. ALors Ly L, e (L] Amplique L, L, e L.
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Cette proposition implique, en particulier, que si L est un langage sans produit, [L] est

aussi un langage sans produit et donc :

Corollaire ITI.60 : Pour tout Langage algebrique commutatif L, [L] = {w x wX / x e L, w ¢ {a, b}"} est

un lLangage sans produit.
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