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CHAPITRE 1 : PRELIMINAIRES 

A - LANGAGES R A T I O N N E L S  E T  LANGAGES ALGÉBRIQUES 

B - TRANSDUCTIONS RATIONNELLES ET FAMILLES DE LANGAGES 

C - PSL-LANGAGES, LANGAGES COMMUTATIFS ET LANGAGES BORNÉS 

D - CIL-LANGAGES ET LANGAGES SANS INSERTION 

CHAPITRE 1 1 : LANGAGES COhMUTAT 1 FS 

CHAPITRE 1 1 1 : PSL-LANGAGES COMMUTAT 1 FS 



La théorie des langages formels est née, vers 1959, de préoccupations linguistiques. On cherchait 

alors un modèle mathématique pour décrire les langues naturelles, en se basant sur l'idée qu'on pouvait 

caractériser les phrases bien écrites par leur processus de génération, les grammaires. Dans ce but, 

Chomsky définissait quatre types de grammaire, les grammaires à structure de phrase, qui génèrent exactement 

les langages récursivement énumérables, les grammaires à contexte lié qui engendrent une partie des langages 

récursifs, .les grammaires "context-free" correspondant aux langages algébriques et les grammaires linéaires 

à droite qui donnent la famille,notée Rat, des langages rationnels, une famille fondamentale en théorie des 

langages, déjà connue et étudiée à cette époque. 

Simultanément, cette étude a puisé d'autres motivations dans l'informatique et, en particulier, 

dans la conception de langages de programmation évolués,destinés aux utilisateurs d'ordinateurs. Le rôle 

primordial des langages algébriques s'en est trouvé souligqé. Ainsi, le terme "Algol-like languages" pour 

désigner ces langages est particulièrement significatif du rapport existant entre la famille Alg et un 

langage de programmation tel que Algol 60. Les travaux effectués sur les langages algébriques ont, aussi, 

été 3 l'origine d'importants progrès dans des domaines tels que l'analyse syntaxique, la compilation, la 

théorie des langages de programmation et, plus récemment, la théorie dessihémas de programmes. Enfin, la 

famille Alg a servi d'exemple pour définir la notion de famille abstraite de langages ou FAL, introduite 

par Ginsburg et Greibach dans C281. Il est apparu, en effet, que de nombreuses familles de langages obtenues 

3 partir de grammaires ou d'automates particuliers possédaient des propriétés de clôture comparables à 

celles de la famille Alg et que certains résultats sur ces familles ne dépendaient, en fait, que de ces 

propriétés. La notion de famille abstraite de langages introduit un concept général dont l'apport s'est 

révélé très fécond, non seulement pour l'unification des résultats déjà connus et la simplification de 

démonstrations antérieures, mais aussi pour la compr6hension de certains phénomènes (plusieurs propriétés 

qui apparaissaient de nature différente deviennent des corollaires d'un seul résultat plus général). 

D'autre part, cette notion a été à l'origine de nombreuses questions qui ont donné un nouvel essor à 

l'étude des langageS.ce dont témoignent les travaux concernant la théorie des FAL (voir, par exemple, 

Beauquier C41, Berstel CS], [61, aoasson à [II], Ginsburg [251, Ginsburg et Greibach C291, Ginsburg 

et Spanier [331, C341, Goldstine 1351, C361, C371, Greibach C391 à C451, Nivat 1651, Rovan [731 et 

Ullian C791). 

Dans cette optique, les transductions rationnelles, opérations particulières sur les langages, 

introduites par Elgot et Mezei C211, jouent un rôle primordial. Nivat C641 en a fait une étude approfondie 

et en a donné une caractérisation en terme de bimorphismes alphabétiques qui les rend manipulables et que 

nous utiliserons tout au long de ce travail. Nous nous intéresserons principalement aux cônes rationnels 

(terminologie due à S. Eilenberg C193) qui sont, justement, les familles de langages fermées par 

transductions rationnelles ou, ce qui est équivalent, fermées par homomorphismes, homomorphismes inverses 



et intersections avec les langages rationnels. Les résultats que nous obtiendrons sur les FAL (cônes 

rationnels clos par union, produit et étoile) ou sur les FAL closes par substitution s'appuiront dans tous 

les cas sur des résultats concernant les cônes rationnels. 

Une autre famille de langages, tout à fait "orthogonale" aux familles de langages définies par 

Chomsky, la famille, notée Bor, des langages bornés (un langage L est borné s'il existe des mots wl. ..., w 
k 

tels que L soit inclus dans w; . . . wl), introduite par Ginsburg et Spanier 1311, occupe une place très 

importante en théorie des langages. Une particularité des langages bornés est qu'on peut représenter sans 

ambiguité de tels langages par des parties de Tik et utiliser des propriétés de nature algébrique pour 

résoudre certains problèmes les concernant. Ces langages se sont, aussi, révélés une source d'exemples et 

de contre-exemples. Ainsi, pour montrer l'existence, pour tout entier positif k, de langages exprimables 

comme intersection de k+l langages algébriques sans l'être de k langages algébriques, Liu et Weiner C621 

ont utilisé des langages bornés. De même, les premiers exemples dehjermchies infinies décroissantes de 

cônes rationnels ont été construites à partir de langages bornés (cf. C61, [Il). D'autre part, certains 

problèmes indécidables dans le cas général, deviennent décidables si l'on se restreint aux langages bornés. 

C'est le cas, en particulier, pour le problème de l'égalité de deux langages algébriques qui devient 

décidable si l'un des deux langages est borné [24]. Ceci explique l'intérêt de ces langages et le grand 

nombre de travauxconcernant ces langages ainsi que les cônes rationnels et les FAL qu'ils engendrent 

(voir, entre autreç. Berstel C61, Berstel et Boasson C71, Durieux C181, Ginsburg C241, Ginsburg et 

Spanier C311, L321, Goldstine [35], [36], C373, Ibarra C481, Rovan C731 et Sudborough C781). 

Les langages commutatifs (fermés par permutation) qui sont, dans cette thèse, au centre de 

nos préoccupations, ont la même particularité que les langages bornés : on peut représenter sans 

ambiguité un langage commutatif défini sur un alphabet T par une partie de N~ où k est le cardinal de T. 

Le lien entre ces deux familles de langages est renforcé par le fait que tout langage borné est l'image 

par une transduction rationnelle d'un langage commutatif. Nous préciserons ce rapport en établissant 

l'égalité entre C(~om'), le cône rationnel engendré par les langages commutatifs et Cn(Bor), le plus petit 

cône rationnel clos par intersection et contenant la famille Bor. Notre travail sur les langages commutatifs 

va, en particulier, nous permettre d'étendre à C(Com) certaines propriétés déjà connues pour les langages 

de (!(Bor). Un fait est à remarquer, c'est que, bien souvent, l'extension de ces résultats ne nécessite 

pas une démonstration plus compliquée et que, même, dans certains cas, cette démonstration se simplifie. 

Ceci peut s'expliquer de la manière suivante : contrairement à la famille Bor, la famille des langages 

commutatifs, Com, est close par homomorphisme inverse. Le théorème de Nivat conduit, alors, à une carac- 

térisation particulièrement simple des langages de C(Com) : ce sont les images par un homomorphisme 

strictement alphabétique de l'intersection d'un langage commutatif et d'un langage rationnel. Nous montrons, 

ainsi, simplement, que Lin, la famille des langages algébriques linéaires n'est pas incluse dans F (Corn), a 

résultat qui implique immédiatement : Lin 3 C(AB) C391 (AB désigne la famille des langages algébriques bornés), 

Alg + F(~or) et Alg >  fa(^^) C361, Lin > C(Bor) Cl81 et Alg + Fa(Bor) C371. 



Une importante propriété des langages algébriques a été démontrée par Parikh dans C691 : Soient 

T un alphabet, L un langage algébrique inclus dans T* et Y la fonction de Parikh (i.e. l'homomorphisme 
T 

canonique de T* dans le monoide commutatif libre engendré par T), alors Y (L) est un ensemble semi-linéaire T 

ou langage rationnel commutatif (cf. C201). 61 existe, maintenant. un certain nombre de résultats d'une 

grande utilité, concernant les ensembles semi-linéaires (cf. Eilenberg et Schützenberger C201, Ginsburg C241, 

Ito [hg], Liu et Weiner C611). Du point de vue des transductions rationnelles, le seul fait de savoir 

qu'un langage est un PSL-langage (son image par la fonction de Parikh est un ensemble semi-linéaire) 

n'apporte aucun renseignement, puisque tout langage est rationnellement équivalent a un PSL-langage. Par 

contre, l'information devient beaucoup plus intéressante quand le langage ne domine rationnellement que 

des PSL-langages. Ces langages ne sont pas nécessairement algébriques et il n'est pas sans intérêt d'étudier 

les cônes rationnels ne contenant que des PSL-langages, pour mettre en évidence que certaines propriétés 

des langages algébriques ne dépendaient que de la semi-linéarité. Ainsi, tout cône rationnel vérifiant 

effectivement cette propriété (pour tout L c L ,  on peut construire l'ensemble semi-linéaire Y(L)) ne 

contient que des langages récursifs et, ce qui est équivalent, pour tout langage L de L, il est décidable 

de déterminer si L = 0. De plus, tout langage borné de L est l'image par un homomorphisme alphabétique de 

l'intersection de deux langages algébriques bornés C531. 

Une grande partie de notre travail sera consacré aux langages appartenant à = C(c(Rat)), le 

cône rationnel engendré par les PSL-langages commutatifs. Ginsburg et Spanier ont montré C331 que ce cône 

rationnel ne contenait que des PSL-langages et ils conjecturaient que l,+, était non principal. Nous 

démontrons, ici, cette conjecture qui a été à l'origine de notre travail sur les langages commutatifs. 

Ce résultat nous permet de répondre à une autre question de Ginsburg (C251 page 180) ; en effet, nous 

démontrons que LY est égal à C ( C  ), le plus petit cône rationnel clos par intersection, coritenant le 
n 1 

langage C = (an bn / n 2 O} et nous obtenons le premier exemple de cône rationnel principal L tel que 1 

C,(L) soit nori principal. 

Remarquons, enfin, que notre travail contient quelques résultats intéressants en eux-mêmes 

qui ne concernent pas directement les langages commutatifs. C'est le cas de la proposition 11.20 Se 

rapportant aux langages linéaires et de la proposition 111.56 où nous montrons que Rat est le seul cône 

rationnel clos par intersection contenu dans Alg. Ces deux propositions sont ensuite utilisées dans 

le cadre des langages commutatifs. Par contre, c'est parce que la technique de démonstration est la 

même que pour les langages commutatifs,' que nous établissons (proposition 11.40) que tout langage 

* * 
algébrique inclus dans a b est effaçable. 

Passons à une présentation un peu plus précise de notre travail que nous avons divisé en 

trois chapitres. 

Le premier chapitre, prélirninairé, est consacré principalement aux définitions et propriétés 

classiques de la théorie des langages. En particulier, nous rappelons un certain nombre de résultats 



concernant les transductions rationnelles (fidèles), leurs caractérisations en terme de bimorphismes, 

leurs propriétés de composition. La section C qui se rapporte aux PSL-langages, aux langages commutatifs 

et aux langages bornés se termine par la démonstration d'une caractérisation des langages bornés appartenant 

à un cône rationnel qui ne contient que des PSL-langages (proposition 1.22). Dans la dernière section de 

ce chapitre nous établissons des propriétés générales concernant les FAL, les CIL-langages (langages ne 

contenant pas le produit de deux langages infinis) et les langages sans insertion. 

Le deuxième chapitre est divisé en cinq sections. Dans la première, nous démontrons quelques 

propriétés'concernant les cônes rationnels clos par intersection qui nous permettent de démontrer l'égalité 

entre C(Com) et f. (Bor) (proposition 11.7). Nous démontrons, ensuite, quelques lemmes de base dont nous 

ferons un large usage tout au long de ce travail. 

Dans la section B, pour montrer que certains langages "assez bas" dans la hiérarchie des 

langages algébriques, tels que DI* S p  = (r jR / w 6 {a, bl*], C; = {an bn / n 2 O]*, ne sont pas 
1' 

dominés r.ationnellement par des langages commutatifs, nous.dkmontrons un théorème de factorisation 

(proposition 11.17) pour les langages de C(~om) qui met en évidence ce qui peut encore permuter dans ces 

langages. En montrant, pour le langage Sym, une propriété déjà connue pour les générateurs de tout cÔne 

rationnel fermé par substitution, nous établissons que la famille des langages algébriques linéaires n'est 

pas incluse dans F (Com), le plus petit cône rationnel clos par substitution, contenant les langages 
CI 

commutatifs (proposition 11.25). Nous montrons, aussi, que l'intersection est nécessaire pour passer des 

langages bornés aux langages commutatifs. En effet, il existe (corollaire II. 33) des PSL-langages 

commutatifs n'appartenant pas 3 F (Bor). 
O 

Dans la section C, nous donnons une condition nécessaire et suffisante (proposition 11.42) pour 

f 
qu'un langage commutatif L soit effaçable, c'est-A-dire pour que C(L) soit égal à C (L), la famille des 

langages que l'on peut obtenir à partir de L par une transduction rationnelle fidèle (transduction ration- 

nelle n'effaçant qu'un nombre borné de lettres consécutives). Cette condition nous amane à étudier les 

cônes rationnels fidèles clos par quotient rationnel et nous répondons à une question de Ginsburg (C251 

f page 34) en montrant l'existence d'un langage borné) L tel que F (L) c+ F(L) soit clos par quotient 

rationnel 2 droite et a gauche (proposition 11.37). Cette condition, que nous utiliserons au chapitre 

suivant dans le cas des PSL-langages commutatifs, nous permet aussi de caractériser exactement les langages 

commutatifs effaçables inclus dans Di (proposition 11.49). 

Le résultat principal de la section D est que, pour tout langage de C(Com), il existe des 

mots wl, ..., wk tels que L et L n w ... w i  aient la même image par la fonction de Parikh (proposition 11.54). 

D'une part, nous en déduisons que tout langage infini de Fo(Com) contient un langage borné infini et, en 

utilisant une caractérisation des langages d'un mot infini rationnels (proposition II.51), nous obtenons, 

alors, que tout langage d'un mot infini appartenant à F (Corn) est rationnel. D'autre part,ce résultat 
a 

va nous permettre de donner une condition nécessaire et suffisante pour que F (L), avec L inclus dans C(Com), u 



contienne un langage borné non rationnel (proposition 11.59). Comme corollaire immédiat, nous retrouvons 

un résultat de Ooldstine C361 concernant le langage L = {ajO c . . . c 2t / t 2 O, 3 i $ ji]. 
G 

Dans la section E, nous nous intéresserons aux langages de Cornk, c'est-3-dire aux langages 

commutatifs définis sur un alphabet de k lettres. En utilisant les résultats de la section précédente, 

nous montrons principalement que tout langage infini de F (Cornk) contient un langage borné infini de u 

dimension k (proposition 11.66). Nous en déduisons que E = {al .. . a:+l / n 2 0) n'appartient pas 
k+l 

à Fo(Comk), ce qui permet de démontrer la conjecture de Ginsburg et Spanier concernant 

la non prikipalité de F(c(~at)). 

Le troisième chapitre concerne principalement les PSL-langages commutatifs et contient les 

rksultats pour lesquels nous faisons intervenir la propriété de semi-linéarité. Dans la première section, 

nous étudions le cône rationnel $ = C(c(Rat)), engendré par les PX,-langages commutatifs et nous 

établissons (proposition 111.14) que Ly, est égal à C,(C ), le plus petit cône rationnel clos par 
1 

intersection contenant le langage C = {an bn / n 2 O}. NO& obtenons, ainsi, le premier exemple de cône 1 

rationnel principal, L = C(C1) tel que C,(L) soit non principal (cf. C251  page 180). 

Dans l'a section B, en utilisant les résultats du chapitre précédent, nous démontrons que 

tout PSL-langage commutatif est effaçable (proposition III.lS), ce qui n'est pas vrai pour les PSL-langages 

f 
bornés. Nous en déduisons que C (C ) est égal à C (C ), le plus petit cône rationnel fidèle clos par n 1 n 1 

intersection et contenant le langage Cl. Ceci nous permet d'améliorer un résultat de Baker et Book C31 

concernant les automates non déterministes multi-compteur "one-reversal". 

Dans la section C, nous montrons que tout PSL-langage k-commutatif appartient au cône 

rationnel engendré par E' k+l, le plus petit langage commutatif contenant (al ... (proposition 

111.27). Nous établissons, ensuite, que tout PSL-langage commutatif est une intersection finie de 

langages commutatifs de c(D~) (proposition III. 31). Nous retrouvons, donc, en particulier, un résultat 

énoncé par Perrot dans C711. 

Dans la section D, en utilisant une caractérisation des langages commutatifs appartenant 

- * a ~(5;) (lemme 111.35) où 5; = (a, bl* \ D;, nous démontrons que Dl est un langage commutatif minimal, 
* 

c'est-à-dire que tout langage commutatif non rationnel appartenant à C(5 ) est rationnellement équivalent 1 
- * 

à Dl. Ce résultat nous amène à conjecturer, d'une part, que tout PSL-langage commutatif non rationnel 
- 

domine rationnellement Dl et d'autre part, que tout langage quasi-rationnel commutatif est rationnel. 

Le résultat principal de la section E concerne les langages commutatifs inclus dans D;. 

NOUS démontrons que tout langage commutatif L inclus dans D: est sans produit, c'est-à-dire que C(L) 

ne contient pas le produit de deux langages non rationnels définis sur des alphabets disjoints. Comme 



D'; nf est pas sans produit (proposition III.49), nous mettons, ainsi, en 6vidence une nouvelle distinction 

entre les langages de Dyck et de semi-Dyck sur une lettre. 

La dernière section est consacrée aux langages algébriques commutatifs. Nous allons, d'abord, 

établir l'existence de tels langages n'appartenant pas à C(D:). Pour obtenir ce résultat, nous établirons 

en premier lieu (proposition 111.54) une propriété des prépaires itérantes très strictes (introduites par 

Boasson dans [ e l )  pour les langages de c(D~). L'autre résultat de base de cette section ne concerne les 

langages commutatifs que par l'un de ses corollaires : nous montrons que si LI et L sont des langages 
2 

non rationnels définis sur des alphabets disjoints, le langage shuf (LI, L ) n'est pas algébrique. Nous 2 

en déduisons que Rat est le seul cône rationnel clos par intersection inclus dans hlg et, à l'aide d'un 

résultat démontré au chapitre II, que tout langage algébrique conmutatif est sans produit. 



PRELIMINAIRES 



Un alphabet est un ensemble fini non vide, T, dont les éléments sont appelés lettres. Les 

éléments du monoide libre T*engendré par T sont des tWtS et les parties de T* sont les langages. Pour 

tout mot w de T* et toute lettre a de T, 1 (w) désignera le nombre d'occurrercesde la lettre a dans le 

mot W. La longueur de w, notée L(w), est égale au nombre total dloccurrences de lettres dans W. Le mot 

vide, noté E, qui est l'élément neutre du monoide libre T*, est le seul mot de longueur nulle. 

Dans l'ensemble des parties de T*, on définit les opérations suivantes : 

- l'union, notée u, et ifintersection, notée n, qui sont des opérations ensemblistes 

- le produit, qui est induit par le produit (ou concaténation) dans T*, est 

défini par : 

- l1et0i1e, qui est le passage au ~06s-monoide engendré, est définie par : 

L = U Ln avec LO = (FI et L~~~ = LL" = L ~ L  pour tout n r O. 
n2O 

De faion classique, pour tout w E T*, nous écrirons w à la place de {w) et w* à la place de IWI*. 

Nous pouvons, maintenant, définir la famille, notée Rat, des langages rationnels, qui est la 

famille fondamentale en théorie des langages : 

Définition : La 6amieee deb langages tationn& du monoide &bile T* est ta p î ! ~  p d t e  @.mdYe de Langageb 

de T* q u i  contienne Ceh Langages et q u i  b o a  dobe pah wciori, m o d w R  et tt02e. 

Cette famille peut être, aussi caractérisée par les automates d'état fini : 

Définition : Un adtomate d'Et& dini ut un 5-upLe, M - (a TT, 6 ,  qo, F )  o ù  -- 
- 2 est un wembLe 6h.i non vide (etatsl, 

- T est l'alphabet d'-Cie, 

- 6 est  une appeication de Q T danb Q (dondon de th.iw~on), 

- q, c 2 ut t'etat initial, 

- F est une pahtie de Q(tn5cnibLe d o  états terminaux). 

* 
On peut, de façon naturelle, étendre f en une application de Q x T dans Q par : 

v q E Q, f(q, E )  = q et f(q, wa) = f(f(q, w), a) ,  w 6 T*, a 

Le langage reconnu par l'automate M, noté T(M), est égal à {w 6 T* / f(qo, W) 6 F I .  



Un langage L 5 T* e s t  d i t  r é g u l i e r  s ' i l  e x i s t e  un automate d ' é t a t  f i n i  M t e l  que L = T(M). 

Le théorème de Kleene montre l e  l i e n  e n t r e  l e s  langages r a t i o n n e l s  e t  l e s , l a n g a g e s  r é g u l i e r s  : 

Théorème de Kleene : Un langage L  inc lus  dans l e  monoide l i b r e  T* e s t  r a t i o n n e l  s i  e t  seulement s i  il 

e s t  r é g u l i e r .  

S i ,  a chaque " t r a n s i t i o n "  d'un automate d ' é t a t  f i n i  M, on assoc ie  un mot d é f i n i  s u r  un 

alphabet  A ;  on o b t i e n t  une appl ica t ion  de T* dans A* : 

N i f i n i t i o n  : Un gsm ou t ransducteur  u n i l a t è r e  e s t  un 6-upLe (Q, T ,  A ,  6 ,  g ,  q0J 06 

- Q, T ,  6 ,  q, ont t a  m h e  b i g n i d i c d o n  que danb La d é ~ ~ n  de L'automate d ' E m  d u t i ,  

- A ut L'dphabct  de b04Lie, 

- g e ~ t  une appLicaXion de 2 x T dam A* que l ' o n  étend d u b b i q u e m d  à Q x T* en pob& 

PO& f0u-t Q c % g ( q ,  € 1  E et glq ,  ml = glq,  N I  g ( 6 ( q ,  il, a l ,  V w E T * ,  a e T .  

La fonct ion 2 d é f i n i e  par  g ( w )  = g(qo, w )  pour t o u t  w c T* e s t  appelée gsm-fonction ou a p p l i c a t i o n  

s6quen t ie l l e .  

Déf in i t ion  : Soient u et v  dwx motd bm l ' d p h a b e t  T .  NOUA h o n b  que u e d t  un fac teur  de v  b i  et be.dement 

b i  v b ' é d  v l  u v 2  avec v l ,  v 2  c T* .  S i  v  = u v 2 ,  noud d i ~ o n b  que v  e d t  un fac teur  gauche (ou p r é f i x e )  

de  v et d i  v  = v ,  u, nous a%tond que u e s t  un facteur  d r o i t  [ou dudi i re)  de W .  

Déf in i t ion  : Soient L un langage in& d m  T* e,i w un mot de T * .  Now dihou que u ut un facteur  

i t e r a n t  de w dans L d i  ex b d m d  b i  : 

- w = w u w avec w l ,  U .  w2 E T* et u # E ,  1 2  

- w1 U* w2 u X  U1Ceub danb L .  

Nous d i rons ,  a u s s i ,  que u  e s t  un fac teur  i t é r a n t  dans L ,  s i  e t  seulement s i  il e x i s t e  un mot 

w t e l  que u  s o i t  un f a c t e u r  i t é r a n t  de w  dans L.  

Cet te  d é f i n i t i o n  nous permet df6noncer un r é s u l t a t  de base pour l e s  langages r a t i o n n e l s  : 

Lemme de l ' é t o i l e  : S i  R ut un langage tatio,ineS hiclub dm6 T * ,  .il e d i e  un e d e h  /r t e l  que .ta& 

mot W ,  de langueuh b u p t ~ e w l e  à n ,  adrnme un ,jacteut i.téhan;t danb R .  

Ce r é s u l t a t  a  é t 6  p réc i sé  par Ogden C671 : 



Lemme dlOgden : Si R U t  un Langage hationne-t .&ch d a  T*, e d t e  un &eh. n t d  que bi t'on 

dishgue au mouid n occumences d'un mot w de R, ce mot Ae dactohide en W, u w2 où u est un daotewr 

Ctehant de w danb R qui coruXent au moutb une et au peu6 n occu~ence.6 did~%gut~ et où w, w2 en contid 

au mU26 une. 

Nous utiliserons, par la suite, une caractérisation des langages rationnels définis sur un 

alphabet d'une seule lettre (cf. C241. C751) : 

Proposition 1.1 : Un Langage R 5 a* es2 ~ o n n e , t  d i  & ~euîement di {i / c RI ut un erisembLe 

6uldemM pE&iodique, c'ut-d-dhe bi et beuîemeni bi R est une union 6&e de hgages de ta borne 

a3aj1* avec i, j 2 O, 

Une autre famille de langages, la famille des langages algébriques, notée Alg, joue un rôle 

primordial aussi bien en théorie des langzges, qu'en théorie de la programmation et en linguistique. 

Cette famille a fait l'objet d'études intensives (cf. par exemple C21, C41, C51, [El, C241, C411, C641). 

Définition : Une gramnaire algebrique est un qu&pL,eet G = ( N ,  1, P. S )  où 

- T est t'alphabet terminal, 

- N est .tlatphabet non-terminal, disjoint de T ,  

- P, t'wembte des regles, est un ensemble 6 h i  dand N x [T u NI* (on n o t a  

{ 8 + w} h ta dace de 18, w) Leb tLtmentb de Pl, 

- S, L'axiome, appaiLtient à N. 

On définit sur V* = (N u T)* la relation binaire => par w G> w' si et seulement si 
G 

w = w1 B w2, W' = w t l  wt2 wrJ et {B + wq2} c P. ~t on notera :> la cioture reflexive et transitive de la 
G 

relation =>. 
G 

Le langage engendré par la grammaire G, noté L(G), est égal à {w T* / S :> w}. Nous dirons, 

alors, que L T* est un langage algébrique si et seulement si il existe une grammaire algébrique qui 

engendre L. 

Exemples : Considérons DI (resp. Dl*) le langage de Dyck (resp. de semi-Dyck) sur une lettre, c'est-à-dire 1 

la classe du mot vide E dans la congruence engendrée par b a = a b = E (resp. ab = E ) .  Les langages D* 
1 

et D'; sont des langages algébriques engendrés respectivement par les grammaires algébriques G = (N, T, P, S) 

et G' = (N, T, Pl, S) avecN = {SI, T = (a, b}, P l  = { s + S  S} u {s+E) u {s'a Sb} et P = P t  u { s + b  Sa). 

Une grammaire algebrique G = ( N , . T ,  P, S) est linéaire si et seulement si P est inclus dans 

N x T*(N u {E}) T*, c'est-à-dire si toute partie droite de règle posséde au plus une occurrence d'un non- 

teminal. 



Un langage L est un langage algébrique linéaire si et seulement si il existe une grammaire 

linéaire qui engendre L. Nous dirons, alors, que L appartient à Lin, la famille des langages algébriques 

linéaires. 

-R - R Le langage Sym = {w w / w 6 {a, b?*} où w est l'image miroire de u que l'on obtient en 
"marquant" toutes les occurrences de lettres dans w, est un langage algébrique linéaire. Ccnsidérons, en 

effet, la grammaire linéaire G = (N, T, P, S) avec N = {SI, T = {a, b, a, b} et P = {S + a S a? u 

CS + b S b} u {S -+ € 1 .  Il est clair que Sym = L(G). 



Une autre opération, plus puissante que les gsm-fonctions définies à la section précédente, 

peut être.associée aux langages raticinnels. Les transductions rationnelles introduites par Elgot et Mezei C211 

se sont révélées un outil esseritiel pour l'étude des familles agréables de langages après que Nivat en 

ait donné une caractérisation en terme de bimorphismes alphabétiques C64l. 

Définition : Une transduction est une app f i ca txon  d 'un monoLie Libhe  T* d m  P ( A * ) ,  t ' e m e m b L e  ded p a h t i e d  

du mono.Üie'Libhe A * .  

A une telle application, notée T, nous associons T 5 T* x A* définie par : 

T = { ( w ,  Z) / w f T*, z E T(w)} 

* * 
Si T* et A* sont deux monoide: libres, T  x A  est un monoide dont le produit est défini par : 

* 
(y, z) (y', z') = (y y', z z'), Y (y, z), (y', 2') c T  x A  

et dont l'élément neutre est égal à (E,  E ) .  

* * 
On peut, alors, définir le produit et l'étoile de langages inclus dans T  x A qui sont des 

* * 
opérations induites du produit dans T x A . La famille des langages rationnels de T* x A* est la plus 

* * 
petite famille de langages contenant les parties finies de T x A et fermée par union, produit et étoile. 

Définition : Une f i m d u c t i o n  T d e  T* d m  A* ut une transduction rationnelle d i  et d e d e n i d  d i  ? est  un 

langage hati0t1ne.t d e  T* x A * .  

Un homomorphisme h de T* dans A* est alphabétique (resp. strictement alphabetique, continu ou 

non-effaçant) si h ( T )  est inclus dans A LI (resp. A. A +  = A A * ) .  

Théorème de Nivat : Une transduction T de T* dans A* est rationnelle, si et seulement si il existe un 

alphabet Z, un langage rationnel R 5 Z* et deux homomorphismes (alphabétiques) h et g, respectivement 

de Z* dans T* et A * ,  tels que : 

Définition : Utle t , tanoduction T e.62 fidèle ~i e l  heulement s i  poun t o u t  mot z ,  t ' ensemb le  d e  mot5 Y 

vZhi6ian-t (y, z l  e i ut d i n i .  

Boasson et Nivat ont donné, pour ;es transductSons rationnelles fidèles, une caractérisation 

que nous utiliserons par 1s suite à chaque fois que nous nous intéresserons aux cônes rationnels fidèles : 



li.oposition 1.2 Cl41 Une a m d u d o n  T de T* dano A* e s t  hationne.Ue 6 i d e l e  b i  et sedement b i  Ce e d t e  un 

alphabet 7, un Langage h&onn& R 5 Z *  et deux homomuhphbmes dphabEt iques  h et g ,  tespect ivement de Z* 

d m  T* et A*, ta que : 

i l  T = I ( h ( w 1 ,  g ( 4 1  / w c R I  
k U )  IL  e r i s t e  un ex.tia iz t e i  que R n Z*  z0 Z* 6 0 a  v i d e  avec z0 = { z  E z / ~ [ Z I  = €1. 

(Noull dihon.5, &OU, que g at k-limité 4 ~ r  R )  . 

Définition : Une t t ~ d u c t i o n  T e.bt continue b i  et dedement  b i  ( z ,  E )  E 7 imp l ique  z = E.  

Proposition 1.3 Clhl Une Ltanbduct ion T de  T* danb A* e s t  t a t i o n n e l l e  6 i d e l e  et cont inue d i  et sedement  

h i  Ce e h t e  un a l p h a b d  Z, un h g a g e  h a t i o n n d  R 5 Z*  et deux homomotpkidrneA h de Z* danb T*, g ,  

b.OictemevLt alphabEtique, de Z*  d m  A* t eeb  que : 

Proposition 1.4 C 8 1 S i  T at une W d u c t i o n  hat ionn&e'bidPLe de T* dann A* et 1 5  T*, un Langage 

contenant Le mot v ide ,  ee>Lidte une Ltanbduct ion ~ o n n & e  6 i d è l e  et cont inue T' t e l t e  que T' ( LI = T ( L I .  

Enfin, rappelons une propriété très importante de composition des transductions rationnelles : 

R.oposition 1.5 C211 So ien t  T, et T? deux xhw.bduCtiOn4 h a t i o n n d l u  ( t e s p .  r r a t i o n n e l l u  6.idtLe.b, m a % o n n d l u  

6id2Leb et C O ~ ~ ~ I U ~ A ] ,  b pi leniete de T* danb A* et L a  deconde de A* danb x*. U o n b  La t i r a r u d u d o n  

T~ = T? O T, de T* danb X* e s t  U n n d e  [ h a p .  irationn&e dideLe, m t i o n n e l l e  &ideLe et con t inue l .  

Nous dirons que, le langage L2 est rationnellement supérieur ou domine rationnellement le 

langage LI s'il existe une transduction rationnelle T, telle que LI = -r(L2). Les langages L et L2 seront 

dits rationnel lement équivalent si chacun domine rationnellement l'autre et rationnellement incomparable 

si aucun ne domine rationnellement l'autre. Le lecteur trouvera une étude plus complète sur les 

transductions rationnelles dans le livre de Berstel C 5 1. 

Définition : Une famille d e  langages ut un couple (C, LI où L e s t  un ensemble ui6in.i dEnombhable de 

L&U eX 1 e s t  un enbembte de pahtiu de C* " C h i d i a n t  : 

i )  Powl t o u t  L E L ie e x d t e  une p a h t i e  6.Uue T 5 r: t e l l e  que L 5 T* 

Cil L c o n t i e n t  un langage non v i d e .  

Par la suite, nous remplacerons systématiquement (1, L )  par puisque, dans notre travail, 

cela n'entraine aucune ambiguïté. D'autre part, nous écrirons L à la place de {LI, la famille de langages 

réduite au seul élément L. 



Définition : Un cbne r a t i o n n e l  ut une &mi.Ue de Langages ,jehmée pm & a d d u c t i o n  h a t i o n n d l e .  

Définition : Un cbne r a t i o n n e l  f i d e l e  est  une 6anKeee de tangages 6ehrnee pah ahanAduction h a t i o n n d l e  

, j d e t e .  

Remarquons que cette définition diffère légèrement de celle qu'en donne Boasson dans [ 8 1 

qui se limite aux transductions rationnelles fidèles et continues. Nous évitons, ainsi, d'avoir à 

"distinguer" le langage L du langage L u {E). La proposition 1.4 montre que, pour l'essentiel, ces deux 

notions sont les mêmes et permet d'établir que L est un cône rationnel fidèle si et seulement si L est 

fermé par homomorphisme continu, homomorphisme inverse, intersection avec un langage rationnel, union 

avec le iarigage {E). 

Pour toute famille de langages L, notons : 

f - C(L) (resp. C (LI), le plus petit (au sens de l'inclusion) cône rationnel (resp. 

rationnel fidèle) contenant L. 

- H(L) (re:sp. Ha(L), H (L)), la plus petite famille de langages contenant L et fermée 

par homomorphisme (resp. homomorphisme alphabétique, homomorphisme continu). 

. - H-'(L) (resp. H-'(L)), la plus petite famille de langages contenant L et fermGe 
a 

par homomorphisme inverse (resp. homomorphisme alphabétique inverse). 

Si L et L sont des familles de langages, L A L désignera la famille de langages 
1 2  1 2  

n L2 / L1 E LI, L r L 1. Les propositions précédentes permettent, alors, d'écrire 2 2 

- C(L) = H(H-'(L) A Rat) = H (H-'(L) A Rat). 
a a 

- c~(L) = H~(~'(L*) Rat) avec L I  = { L U  {FI 1 ri c LI. 

Les cônes rationnels fermés par union sont les "full semi-AFL" et nous noterons C (L) (Pesp. 

f 
CU(L)) le plus petit cône rationnel (resp. rationnel fidèle) clos par union et contenant L. 

Soient L et L deux langages inclus dans T*. Le quot ien t  1 d r o i t e  (resp. 1 gauche) de LI par 1 2 

L2, noté L1 / L2 (resp. L \ L ), est égal à {w r T* / 1 w2 r L2 tel que w w2 c L ~ )  (resp. {w E T*/ 
2 1 

3 w2 E L2 tel que w2 w 6 L~}). 

Une famille de langages L est close par q u o t i e n t  r a t i o n n e l  a d r o i t e  (resp. à gauche) si et 

seulement si pour tout L E L et tout R E Rat, L / R (resp. R \ L) appartient à L .  

Tout cône rationnel est clos par quotient rationnel à droite et à gauche. Donc, pour' tout 

langage L 5 T*, Init(L) = L / T* appartient à C(L). Par contre, un cône rationnel fidèle n'est pas 

nécessairement clos par quotient rationnel S'droite ou à gauc'r.e (cf. C251). 



Définition : Un cône f i d o n n e l  (twp. taXionneX 6idèLe) 1 est principal 6 i  et bedement 6 4  ie e d t e  un 

6 h g a g e  L tel que L C I L )  [fiesp. L = C I L )  1 .  NOUA dihottd, d o t h ,  que Le Langage L ut un générateur ( J L ~ ~ P .  

gZnEtateuil ~ d è . t e )  de 1. 

Définition : Un Lmgage L e s t  effaçable 6 i  et dedement 6 i  A2 es t  genehatewr 6ideee de C I L ) ,  c 1 e 6 t - à - d h e  

. h i  C ~ I L )  = C I L ] .  

Proposition 1.6 C291 TOUX cône hat ionnd ( d d è L $ )  p h h l & p d  6eiune pWL union. 

Définition : Soient  6 un homamotpkisme de T* d m  P(A*) et L wie @nLtYe de Langages. Noub dihonb que 6 

e s t  une L-substitution s i  et b e d e m e d  b i  b l a )  E L p o a  t o u t  a E T .  

A cette opération sur les langages on fait correspondre un opérateur binaire sur les familles 

de langages, défini de la manière suivante : 

Si L et 1' sont des familles de langages, posons 

L O L' = (s(L) / L c L, s est une L'-substitution}. 

Cet opérateur est fondamental en théorie des langages et se trouve à l'origine de la théorie 

des opérateurs syntaxiques (cf. C131. C401, C421. [561. C60J; C651, C721). 

Définition : Une @mi.Ue de Lnngagu L e6t close par substitution 4 i  et deutement d i  L O L 5 L. 

Si pour tout mot w É L, il existe au plus une occurrence d'une lettre a .telle que s(a) # ta), 

nous dirons que la substitution s est une insertion sur L (cf. C421). Plus précisément : 

Définition : S o i t  6 une 6ubbt ihLion  d é 6 i A e  buh T*. Atoild 6 est une L-intersection sur L 6 ' Z  c d t e  

T' c T Que : - 
i) L c (T  \ T ' ) *  (T' LI {SI) (T \ T l ) * ,  - 

Li) b ( a )  = { a ) ,  Y a c T \ T L ,  

Lü) & ( a )  L V a c T ' .  

Définition : Urle g a W e  de Larigage L ent  close par insertion 6 4  { 4 ( ~ )  / L É L ,  b L - i t u u o n  4 0  L }  @ A t  

inceud dav~j L. 

Définition : Une 6amieee de t a n g q e s  L cannti tue une  te agkéabLe(&idèLd de Larigagen, en abhPgP F A L  

(a ide te)  h i  et bedcrnent 4 i  L es.t un cône tat ionneL ( $ i d è e e ) ,  6cmnt pat union ei é t o d e .  



f Pour toute famille de langages 1, notons F(L) (resp. F (L)), la plus petite FAL (resp. FAL 

fidèle) contenant L. La plus petite FAL close par substitution contenant L, notée F,(L), est égale à 

U Li où Li est défini par L = C(L) et Lj+l=Lj 0 L1 ( = L1 0 L.), V. 2 1. Ainsi, F,(~in) désignera 
irl 1 I l  

la famille des langages quasi - rat ionnels  (cf. C641). 

Proposition 1.7 C281 P a w  toute 6 U e  de hgages 1, F(L1 = Rat O CIL) ct F~(L] = Rat O C'(Li. 

Piqoposition 1.8 C291 Si L est un langage hceud dand T* et c une l&e n'appahtenant pub d T, F(LI = ~(l~cl*). 

Introduisons, maintenant, une opération sur les langages, l'opération de shuffle ou produit 

de Hurwitz que nous utiliserons par la suite à de nombreuses reprises. Si L 1 2  et L sont des langages 

inclus respectivement dans T; et T;, 

Il est clair que cette opération est commutati;e et associative, ce qui justifie l'écriture de 

shuf (LI, ..., L ) pour n supérieur à deux. Pour les cônes rationnels (fidèles) le lien entre l'intersection 

et l'opération shuffle est mise en évidence par les deux propositions suivantes : 

Proposition 1.9 [ 2 5 ]  Un cône hationnd (6idi?te] ~.$t dod pah Uctabection bi et b e d e m f l ~  b i  i.t Uest d 0 b  

~ O L L I L  t'opEJtation bhudbte. 

Roposition 1.10 [25] Soi& tes  hgages LI 5 T i ,  L2 5 T; avec T l  n T2 = 8 .  MOU, H~CIL~! A C(L~] 1 = 

CIL) ef H , ~ C ~ I L ~ I  A C ~ I L ~ I I  = C ~ I L )  aute L = ahub  IL^, L ~ I .  

f 
Pour toute famille de langages L, notons C (1) (resp. Cn(L)) le plus petit cône rationnel 

(resp. rationnel fidèle) clos par intersection et contenant L. Désignons par A L, la famille U Li 02 
i>l 

L = L et V j 2 1, Lj+l = L. A LI. Nous avons, alors : 1 3 

Roposition 1.11 [251 P o W  foute $oni(ce de langageb L, Cn IL) ebt CgaC 1 HIA CIL) 1 et C:(L) e.bf E g d  a 

Mc(* C ~ ~ L I I .  

Considérons maintenant un langage L c T* Pour tout entier i supérieur à 1, construisons, 
1 - 1' 

par induction, un alphabet Ti et un langage L. c ~ f .  Prenons A un alphabet disjoint de T. qui soit en 
1 -  1 i 

bijection avec T par un homomorphisme h Posons Ti+l=Ti u Ai, Li+l = shuf(Li, LI.) où LIi = hi(L1) est 
1 i' 

une "recopie" de L1 sur un alphabet disjoint de T La famille L = {Li / i Z 11 vérifie, alors : 
i' 

Proposition 1.12 C251 



Notonsli, l'ensemble des entiers naturels et f i ,  l'ensemble des entiers relatifs. PosonsN+ = 

N \ { O ]  et pour tout p ~ N + , N ~  = {(il ,..., i ) / i. c N ,  Y j c (1 ,...,pl}. Un ensemble S est un 
P 3 

ensemble 1  inea i re  s'il existe xo c N ~ ,  p = {xl,. . . ,X ) ensemble fini inclus dans NP, qui est l'ensemble 
n 

des périodes tels que S = {xo + 1 A. xi / A. É N}, ensemble que 1 'on notera L(xo ; Pl. 
i=l 

L'ensemble L(xo ; P) sera dit l i n e a i r e  s t r a t i f i e  si P vérifie les deux conditions suivantes : 

i) Chaque élément de P a au plus deux coordonnées non nulles. 

ii) Il n'existe pas d'entiers i, j, k, m, tels que 1 S i < j < k < m S p et tels que 

(ul,. . . ,U 1, (us1,. . . ,u' soient dans P avec ui u' uk u' # 0. 
P P m 

Définition Un e n b e m b t e  S avec p c N+ est un ensemble semi-1 inea i re  ( s t r a t i f i e )  d i  et b e u t e n t e n t  d i  S 

est wie w U o n  6-e d' endembteb t%@aiheb ( b O ~ a t i 6 i e d i  u i c h ~  d m  N'. 

A tout langage inclus dans T* = {al,. . . ,ap)*, on peut faire correspondre une partie de NP 
vace 3 la fonction de Parikh notée Y (ou Y s'il n'y a pas d'ambiguité) qui est définie sur T* par : 

T 

. = ce (w), ..., c (w)) tout T*. 
'1 P 

En fait, YT est l'homomorphisme canonique de T* dans le monoide cornutatif libre engendré par T. 

Définition : Un langage L 5 T* est un PSL-langage d i  et ~&u&nIe& d i  yT(L) U t  un endembe d k - t ! h e & e .  

Une importante propriété des langages algébriques est donnée par le théorème suivant : 

Théorème de Parikh [69], C701 Tout langage algébrique est un PSL-langage. 

Du point de vue des transductions rationnelles. le fait de savoir qu'un langage est un 

PSL-langage n'apporte guère d'indication. En effet : 

Proposition 1.13 : Tout h g a g e  e b t  W n n & e m e n i  @q&iualent à un PSL-langage. 

Démonstration : Soient L 5 T* avec T = {a ..., ak), et Tt = T LI (d) où d est une lettre n'appartenant 
1' 

pas à T. Montrons que L' = L d al ... a: est un PSL-langage. Posons S = Y (L), S l'ensemble des éléments T 1 
-1 minimaux de S et LI = YT (5). Il est facile de vérifier que YTl(L') = YTl(Ll d a; ... a*) et comme s1 k 

est fini (cf. [24]), L1 est fini donc L1 d ai ... a; est un langage rationnel et le théorème de Parikh 

entraine que YTl(L') = YTl(L1 d a3 ... a*) est un ensemble semi-linéaire . D'autre part L' est le produit k 

de L par un langage rationnel donc L' E C(L).' Enfin, L = (LI n T* d) / d C(L') et L est rationnellement 

équivalent à L '  .D 



Pour tout mot w, c(w) désignera l'ensemble des mots que l'on peut obtenir par permutation à 

partir de W. La fermeture comnutative de L, notée c(L), est égale à {z r c(w) / w c L) c'est-&dire 

O Y(L). 

Définition : Un fangage L ut comnutatif d i  et beulmnient b i  L - C[L) Y- '  O '?[LI. * 

Pour toute famille de langage 1, notons c(L) = CC(L) / L r 11. Il est clair que c(Rat) = c(Alg) 

est égal à la famille des PSL-langages comrnutatifs Uemme 111.1). On dira que la famille 1 est cOrnnutâtiv@ment 

close si et seulement si L contient ~(1). 

famille de tous les langages commutatifs sera notée Com et pour tout k r H+, Cornk désignera 

la famille des hneges k-commutatifs, c'est-à-dire des langages commutatifs définis sur un alphabet d'au 

plus k lettres. 

Définition : Un Lnngage L 5 T* e b t  k-borne (ou borne) b i  et b d e n e n t  b i  ie exidte de6 moa w , ,  . . . ,Wb c T* 

t e ~ d  que L 5 w; ... w i .  

borne. 

Si les mots wl,. . . ,wk sont des lettres toutes distinctes, nous dirons que L est strictement 

La famille de tous les langages bornés est notée Bor et pour tout k c N+, Bork désignera la 

famille des langages k-bornés. Il est clair que Com = c(Bor), par contre pour tout k r N+, Cornk % c(Bork). 

La proposition 1.13 montre que tout langage borné est rationnellement équivalent à un PSL-langage 

borné. Cette propriété n'est plus vraie quand on remplace "borné" parlStrictement born6". En effet le cône 

rationnel engendré par un PSL-langage L strictement borné est inclus dans C(c(L)) 5 C(c(Rat)) qui est un 

PSL-cône, c'est-à-dire un cône rationnel ne contenant que des PSL-langages (corollaire 111.4). 

Nous allons, maintenant, donner une caractérisation des langages bornés appartenant à un PSL- 

cône rationnel que nous utiliserons au chapitre III pour décrire les langages bornés de C(c(Rat)). Remarquons 

d'abord, que tout PSL-langage 1-borné est rationnel. Par contre un PSL-langage 2-borné peut dominer 

i 2 
rationnellement un langage qui n'est pas un PSL-langage. Prenons, en effet, L = {(ab) (ba)' / i 2 O, j 2 i 1. 

Le cône rationnel C(L) contient le langage {ai bj / i r O, j i2}, alors que L est un PSL-langage 2-borné 

(on peut même montrer que pour tout langage rationnel R, L n R est un PSL-langage). Nous avons cependant : 

Proposition 1.14 C523 S O ~  L un tangage ?-boani!. S i  p a ~ ~  tout homomoapîhme h, h-'(~] ut un PSL-hgage, Le 

cône b d i o ~ z n d  engendhe p a  L ne contient que d u  PSL-langagw. 

Si L est un langage k-borné avec k r 3, la proposition précédente n'est plus vraie. Prenons 
i 2 

L = {a b a] / i, j 1 O}. Le langage L' = (ai2 bj / i, j r 0) appartient d C(L). alors qu'on peut 



-1 
établir que pour tout homomorphisme h, h (LI est un PSL-langage. Pour obtenir un résultat comparable à 

la proposition prkcédente pour.tous les langages bornés, il suffit de prendre un gsm à la place de 

l'homomorphisme : 

-Proposition 1:15 C521 S o d  L wl h n g a g e  bohnE. S i ,  pouh t o u t e  a p p k c a t i o n  bEqu&&e g ,  t e  h g a g e  

g - l  (LI = Iw / g(w1 6 LI ut un PSL-Langage, Le cône t a t i o n n d  engenche pa,t L ne c o n t i e n t  que deb 

PSL-tangages. 

Nous allons, maintenant, établir un lien entre ces langages et les langages algébriques bornés 

Pour tout n-uple de mots w = cul,. . . ,w >, f désignera la fonction définie sur Nn par fw(il,. .. ,in) = n w 

- 1 
Montrons d'abord que tout langage L inclus dans w ... w* tel que f (L) = {(il ,..., i 1 / n' w 

:' . . . w) c L) est un semi-linéaire, est une intersection finie de langages algébriques. Dans lencas 1 

03 wl. ..., w sont des lettres toutes distinctes, ce résultat découle immédiatement des deux propositions 
n 

suivantes : 

Proposition 1.16 C311 S o i e n t  L 5 w; . . . W; et w t e  n-upLe CW,, . . . ,w >. Le h g a g e  L at alg tbk ique  a i  n  

et dedement  a i  6;' / C I  e b t  un d e m i - L h t a h e  a t n a t i a i i .  

, Proposition 1.17 C611 TOLU ensemble berni-tUiéaUre ebt une b a t e h s e d o n  d i n i e  de a e m L - f i E a i h t h  a- that i6 i ta .  

Dans le cas où wl, ..., w sont des mots quelconques que l'on peut toujours supposer différents 
n 

du mot vide, nous utiliserons une autre propriété : 

Lemme 1.18 C241 Soient un &phabet A = { a l . .  . . , a n }  et un homomoapkisme h dE6in.i bllh A pair hiai l  = w,, V i a 

Il,. . . , n } .  71  e d t e  un Langage a a t i a n n d  R 5 a; . . . a* qu i  e s t  en b i j e c t i o n  plvl h avec W; . . . wl. n 

Nous pouvons alors établir : 

Lemme 1.19 : Soif L E LU; . . . W; te( pue 6;' [LI eaf un s e m i - f i n l a i A r .  U o n a  L eb t  une in teAbeoüon  &n ie  

de tangages aîgEbhiqueb. 

Démonstration : D'après la proposition 1.17 il existe des semi-linéaires stratifiés Sl, ..., Sp, tels 
P 

que S = f-l(L) = Si. Considérons l'alphabet A = {a l , .  . . ,a 1. L'application f défini sur Nn par fa(il,. . . ,in) 
W i=l i 1 i P P 

= a, ... a établit une bijection entre an et a; ... a*. Donc fa(S) = fa(!-)Si) 2 (jfa(Si) 03, V i € 
n 1=l 1-1 

Il,. . . ,pl, fa(Si) est un langage algébrique C2Ql .  Considérons le langage rationnel R et l'homomorphisme h 

définis au lemme Posons, pour tout i c 1,. . . , L = fa(Si) n R. Comme fa(S) = h-'(L) n 
i 

P 
a; . . . a* et que R a  . . . a* nous avons h-'(~) n R = fa(S) n R = ;? LIi. L'inclusion de L dans n' i=l 

implique L = L n h(R) = h(h-l(~) n R) et comme h est injectif sur R qui contient 



P P 
LIi, V i c {l, ...,p 1, nous en déduisons que L = h ( n  LIi) = h(Lti) est une intersection finie de 

i=l . i=l 

langages algébriques .O 

Pour w = <wl,. . . ,un> et S - c N, on n'a pas toujours l'égalité entre S et fi1(fW(s)). Cependant, 

montrons : 

- 1 
Lemme 1.20 : POWL t o U t  Aemi-LUi@uike S et b u . t  n-upte de mot w = < w J , .  . . ,w,,>, 6, O 6JS)  e s t  un 

benri-LUiEeihe. 

Démonstration : Pour tout semi-linéaire S 5 N ~ ,  il existe un langage rationnel R 5 {al,. . . ,a n I* te! que 

Y(R) = S. La clôture commutative de R, c(R) = Y-' O Y(R) appartient au plus petit cône rationnel contenant 

c(Rat) qui ne contient que des PSL-langages C331, C541. 

Considérons l'homomorphisme h défini par : h(a.1 = wi, V i c Cl,. . . ,n}. Les langages 

- 1 L = f (5) = h(c(R) n a; ... ai) et L' = h-l(~) n a; .. . a: appartiennent à C(c(Rat)). Donc f O fw(S) = 
W U 

fil(~) = '?(LI) est un semi-1inéaire.O 

Pour tout entier positif i, nous noterons : 

ABi = { L ~  n . . . n Li / V s c Cl,. . . ,il, L est un langage algébrique borné}. 
S 

Liu et Wciner ont démontré 1621 que, pour tout entier k 2 2, le langage Lk = {w w / c 

ai ... ai} appartient à AB \ ABk-l, d'où la hiérarchie infinie AB1 g AB2 g . .. + ABkql g ABk $ ... . 
Nous allons établir que AB = H(AB~) c+ H(AB2) = H(AB~) = . . . . Montrons d'abord : 

1 

1 i 
Leme 1.21 : So ien t  S un benri-&@&e de ?Jn et w = <col,. . .,w > un n-upte de rnotb. A l o u  6 W [ S )  = Cw, . . . conn / 

n 

[ i l , .  . . ,"l E S I  a p p u d e n t  à HIAB21, ûI 6amiUe des h g e s  homomoaphes de l ' i n t e h s e c î i o n  de deux Langages 

aCg@bhiques bomE6. 

Démonstration : Comme AB est clos par union, il est facile de vérifier que H(AB2) = H(AB1 A AB1) est 
1 

aussi clos par union, donc on peut supposer que S est un linéaire égal a L(uo ; Cu1.. . . 

Posons A = {al,. . .a 1, Y = {a . . . a a 
10, lk, 20, "' 

Ll = {a 1 Pk Pk 1 tk tk 1 
Io " '  alk a20 a2k " '  a 21 '30 '31 . ' '  a3k '40 '4k ..' '41 ... / Pi, ti, S . .  € NI, 

s1 et L2 = {alo all . . . a k Pk Pk 
lk a20 a2k ... a21 a30 a31 ... a3k ... / si, Pi, ... 6 W .  

Les langages L 
1 Pk Pk 

et L2 sont algébriques, bornés et il est clair que L n L2 = {alo ail . . . alk a20 a2k . . . 
1 

apl Pk 
21 a30 a31 . . . a3k . . . / P. ". E?}. .Considérons, alors, l'homomorphisme g défini sur Y par : V i É {l,. . . ,nl 

r ème v j c {O ,..., k}, g(a..) = w ij où r est égal à la i composante du vecteur u Alors fw(S) = g(L1 n L2) 
1 3  i i j j' 

appartient à H(AR~).O 



Prenons maintenant L inclus dans w ... w*. Si L est une intersectiori finie de langages 
P 

n .  
- 1 

algébriques LI,. . . ,Lpy fw (L) = n  fil(^^ n w: . . . w:). D'après la proposition 1-16, V i c {l,. . . ,pl, 
i=1 -1 

fw (Li . . . w*) est un semi-linéaire et comme la classe des semi-linéaires est close par intersection [241, 
-1 S = f (LI est un semi-linhaire. Pour tout homomorphisme g, g(L) = g O fw(S) est égal f ( S )  avec 
W Y 

y = <g(~~),...~g(w )>. Considérons, maintenant L' - c w ... W* et h l'homomorphisme défini sur 
A = {al,. . . ,a 1 par h(a.) = wi, Y i c {l,.. .,n). Si L' appartient à un cône rationnel qui ne contient 

-1 que des PSL-langages, Lu = h (LI) n a; ... a* est un PSL-langage et S' = '+'(Lt') est un semi-linéaire, 

donc L' = f (S') avec S' semi-linéaire. Enfin, comme AB1 est clos par homomorphisme, il est facile de 
W 

vérifier que tout langage de H( AB ) = H(AB A AB ) est l'image homomorphe alphabéaique de l'intersection 
2 1 1 

de deux langages algébriques bornés. Des lemmes précédents, nous pouvons alors, déduire une caractérisation 

multiple des langages bornés d'un PSL-cône rationnel : 

Proposition I. 22 : Soient w = <wl,. . . ,wn> un n-upte de mu& et un langage L 2 w: . . . w;. LU p o p h i t t t d  

4Luuartteh bont EqLLivdenteh : 

il &,' l L i  eaf un hani- l*nZahe,  

ü) i( e d t c  un bem.i-eUiLaVLe S t& que L = dwiS1, 

Lü) L est une i n t w e c t i o n  dinie  de h g n g e a  algZbhique6, 

i v )  L ut t' image homoinortphe (utphabE.titique) de L ' i n t m e c t i o n  de deux Langages 

@ebhiquth b0hn~?4, 

v )  CIL) ne contient que deb PSL-Langages. 



L e s  IRS-langages (ou langages sans facteur iterant) sont les langages qui ne contiennent 

aucun langage rationnel infini. Ces langages jouissent de propriétés très interessantes qui se sont 

révélées, à plusieurs reprises, d'une grande utilité (cf. C141. C261. C431). Nous allomd6f inir des 

langages qui vérifient une propriété plus restrictive : 

Définition : Un &gage L e s t  un CIL-langage h i  et sedenient  s i  LI L2 5 L impl ique LI ou L2 6X. 

Remarquons que tout CIL-langage est un langage sans facteur itérant. En effet si L posséde 

un facteur itérant, il existe x, u, y tels que x u* y L avec u # E et le langage L contient le produit 

L L où L1 = x u* et L2 = u* y sont des langages infinis. Par contre, la réciproque est fausse puisque 1 2  

le produit de deux IRS-langages définis sur des alphabets disjoints est un IRS-langage. D'autre part, 

il est clair que tout CIL-langage algébrique est un langage algébrique linéaire et nous conjecturons 

que tout IRS-langage algébrique linéaire est un CIL-langage. 

Remarquons, aussi, que les "c-finite" langages, définis par Greibach (CQ21, page 50, exemple 

3.1) sont des CIL-langages ainsi que les langages Cl = [an bn / n 2 O} et Sym. 

'Montrons, maintenant, pour les CIL-langages, une propriété déjà établie pour les langages 

qui engendrent un cône rationnel translatable Cl4-l ou fermé par un opérateur syntactiquc C421. 

Proposition 1.23 : Soi& L un cône &onne( pa/L wLion el L un CIL-&gage. keohd L a F(L] 

i J n ~ q u e  L c L .  

Démonstration : Comme L c F(L) = Rat O 1, il existe un langage rationnel R 5 T* et une L-substitution S, 

définie sur T*, tels que L = s(R). La famille Rat étant close pour les substitutions finies, on peut 

supposer, sans nuire à la généralité de la démonstration, que pour tout a r T, soit s(a) est un langage 

infini de L ,  soit s(a) = {a}, ce qui implique que R est fini. En effet dans le cas contraire L = s(R) 

contient un facteur itérant et ne peut être un CIL-langage. Comme L est clos pour l'union, il nous 

reste à montrer que s(x) a L pour tout x B R. Tout mot x r R peut se factoriser en xl bx avec s(x ) = 
2 1 

x s(x ) = x et b r T u [ E } .  Donc s(x) = xl s(b) x2 6 L.0 
1' 2 2 

Proposition 1.24 : TolLt cône ha t ionne l  1 c los  ~>az  i n t m e c t i o n  e s t  c t o ~  p c ~  i nheh t ion .  

Démonstration : Soient L 5 T* un langage de 1 et s une L-insertion sur L. Il existe T' 5 T tel que 

L - E (T \ TI)* (Tt u [LI) (T \ TI)*. Alors, s(L) = L' Y (U s(La)) avec LI = L n (T \ TI)* c 1 et 
aaT ' 

V a 6 T', La = L n (T \ TT)* {a} ( T  \ Tt)*. Sonme L est clos par union, il nous reste à montrer que 



s(L) 1. Pour cela. considérons l'alphabet A tel que Y.a Tt, s(a) 5 A* et posons d = {b / b c A} de 

telle façon que T n i = 0. Soient h et g les homomorphismes définis respectivement sur A* et (T u i)* par : 

h(b) = 6 ,  V b c A ,  g(a) = E,  g(x) = x, V x c T \ {a} et g($) = y ,  Y i  c b. Il est, alors, facile de vérifier 

que s(La) est égal à g(Shuf (La, h(s(a))) n (T \ Tt)* {a} h* (T \ Tt)*), appartient a L qui est clos pour 

l'opération "ShuffleV'.O 

Nous pouvons, maintenant, dtablir un résultat concernant les CIL-langages, que nous utiliserons 

au chapitre II. 

Proposition 1.25 : Soient 1 un cône irati0nne.t ~ehm8 pcvr uitehsection ou inbehtion et L un CIL-tangage. 

M o m ,  b i  L appahtient à F,( 1). L ut a u h b i  dan6 L. 

Démonstration : Prenons L un CIL-langage de 1 O 1. Il existe, donc, L c T*, L r L et une L-substitution s, 
2 1 - 1 

tels que L2 = s(L1). Comme L est fermé par substitution finie, on peut supposer, sans nuire à la généralité 

de la démonstration, que V a c T, soit s(a) = {a}, soit s(a) est infini. Comme L2 = s(L1) ne peut pas 

contenir le produit de langages infinis, s est une L-insertion et d'après la proposition précédente L2 a L. 

Donc tout CIL-langage de L O L appartient a 1. 

Posons, baintenant, L1 = L et V n ;? 1, Lntl = L O 1. Montrons, par récurrence sur n, que 

tout CIL-langage de Ln appartient à 1. Nous venons de vérifier cette pour n = 2. Prenons L un 
* 

CIL-langage de Lk+l. Comne Lk est un cône rationnel, aonc clos par substitution finie, il existe L' 5 T , 

L' c Lk et une 1-substitution s tels que s(Lt) = L et V a a T, s(a) # ( c l .  Donc, L' est nécessairement 

un CIL-langage. D'après l'hypothèse de récurrence, L' est un CIL-langage de et L, CIL-langage de L O 1 

appartient à L. La démonstration se termine en remarquant que Fo( 1) = U Ln.n 
n2l 

Définition : L ebt un langage sans insertion d i  Y L l ,  LZ hngagcb .in@ni~, exibte xl a LI que 

toute  6 a c t o d a t i o n  de x, en x', x", v t h d i e  x', L2 x", 4 L. 

11 est clair que tout langage sans insertion est un CIL-langage. D'autre part, la notion de 

langage sans insertion n'a guère d'intérêt dans le cadre des langages algébriques, puisque tout langage 

algébrique sans insertion est fini. Cependant, il est facile de construire des langages sans insertion. 

Pour tout langage L, notons L [cl, le langage {w cn / w a L, n = L(w)} (cf. C261). 

Lemme 1.26 : POU .tout .tangage L - c favec  c 4 T, L [CI est  un CIL-tangage. De ~ ~ L L A  L [CI ut uit Langage 

ban4  indWUion d i  et beu.ftni& s i  L esz un CIL-langage. 

Démonstration : Supposons, en effet, qu'il existe deux langages infinis L1 et L2 tels que L L 5 L CC]. 
1 2  

* i i 
Si L est inclus dans c , pour tout x 2 

c LI, il existe i > t(xl) tel que c c L2, donc x 1~ E L1L2\LCcl. 



Dans le cas contraire, L1 est inclus dans T* et pour tout x c L2, il existe xl c L1 avec t(xl) > t(x2). 

donc x x t L1 L2 \ L Cc], d'où la contradiction. 1 2  

Supposons, maintenant, que L Cc1 ne soit pas sans insertion. Il existe, alors, deux langages 

infinis L1 et L2 tels que pour tout x c L1, il existe une factorisation xl = xtl xW1 avec x' 1 L2 x'll 5 
L [cl. Il existe aussi des entiers nl et n2 tels que V xl c L1, V x2 c L2, Lc(xl) - $(xl) = n1 et 

tc(x,) - tT(x2) = n avec nl + n2 = O (eT(x) désigne le nombre d'occurrences, dans x, de lettres appartenant 

+ + à T). Comme L2 est infini, L2 n T c # 0 et xtl L2 x''~ 5 L Cc1 implique xtl c T* et xttl c c*. Soit hc, 

l'homomorphisme défini sur T u (cl par hc(c) = E et hc(a) = a, Y a c T. Comme L est infini et lc(xl) - 
1 

C (X ) = nl, h (L ) est infini. De meme h (L ) est infini et comme x' L x M 1 5  L [cl implique h (xV1 x"~) = T 1 c 1 c 2 1 2  

xtl, L contient h (L ) h (L ), le produit de deux langages infinis. 
c l  c 2  

Supposons, enfin, que L contienne le produit L' LI2 de deux langages infinis. Les langages 

L1 = LI1 CC] et L2 = LI2 [cl sont infinis et vérifient : tout mot xl de L se factorise en x' 1 
c avec 

n = L(X'~) et xfl L2 cn est inclus dans L [cl qui n'est donc pas un langage sans insertion.0 

Si L est un langage sans insertion, nous obtenons un résultat équivalent 3 la proposition 1-25, 

mais, cette fois-ci, il n'est plus nécessaire de supposer que le cône rationnel L est clos par insertion. 

Pour tout cône rationnel clos par union L, posons I1(L) = L et Intl(L) = {s(L) / L c In(/-) et s est une 

L-insertion sur L}, V n c Nt. Alors le plus petit cône rationnel clos par insertion et contenant L, noté 

eicL>, est égal a U In(L). 
n2 1 

Proposition 1.27 : S o a  L un cône W o n n e t  6 a m Z  pcvi union. Tout  Cangage bans & U n  appahtenant à 

Fc,(LI appahtient à L. 

Démonstration : Montrons que pour tout n c N+ et tout langage L sans insertion, 

L a  Intl(L) implique L c 1 ( L ) .  Prenons, en effet, L c In+l(L). Il existe un langage L' E In(L) 

et s une L-insertion sur L' tels que s(L') = L. Donc il existe un alphabet T et T' 5 T tels que L' 5 

(T \ TI)* (T'Y ( E } )  (T \ TI)*, s(a) = a, Y a c T \ T' et s(a) c L, V a c Tt. Alors s(Lq) = LI1 u (U 
acT' 

s(L'~)) où = L' n (T \ TI)* et v a c T', LIa = L' n (T \ Tt)* {a} (T \ Tt)* sont des langages de 

1 (L) qui est un cône rationnel clos par union. 11 nous reste, donc, 3 montrer que Y a c T', s(Lfa) 

appartient à 1 (L). Comme L est sans insertion, pour tout a c T', s(Lta) 5 L est aussi sans insertion. 

Nécessairement, ou bien L' est fini, ou bien s(a) est fini. Dans les deux cas s(Lq ) appartient à 1 (î.1 

Comme Il( L) = L et Ci(L) = U 1 ( L ) ,  on en déduit que tout langage sans insertion appartenant 3 ci(L), 
n>i 

appartient a L. Le résultat cherché découle, alors, immédiatement de la proposition 1.25.0 

En particulier, pour tout langage L 5 T* avec d c' T, et tout entier k supérieur à deux, le 

k langage L' = {(w d) / w c LI est un langage sans insertion, ce qui implique : si L est un cône rationnel 

clos par union, L' E Fa(L) entraine L' E L (cf. C451) .  



LANGAGES COllMUTAT 1 F S  

A - LANGAGES COMMUTATIFS E T  LANGAGES BORNÉS 

B - COMPARAISON DE C(COM) AVEC DIVERSES FAMILLES DE LANGAGES 

C - EFFACEMENT ET LANGAGES COMMUTATIFS 

D - MOTS INFINI s ET LANGAGES COMMUTATIFS 

E - LANGAGES K-COMMUTATIFS 



Nous allons commencer par étudier les propriétés de clôture de C(Com), le plus petit cône 

rationnel contenant tous les langages commutatifs, ainsi que les liens entre les langages bornés et les 

langages commutatifs. Une première remarque d'importance est que la famille Com est fermée par homomorphisme 

inverse. En utilisant la caractérisation des transductions rationnelles en terme de bimorphisme (cf. théo- 

rème de Nivat), nous obtenons l'égalité : C(Com) = H (Com A Rat), c'est à dire que tout langage appartenant 

3 C(Com) est l'image homomorphe (alphabétique) de l'intersection d'un langage commutatif et d'un langage 

borné. Cette égalité explique pourquoi certaines propriétés qui s'étendent de C(Bor), le plus petit cône 

rationnel contenant tous les langages bornés, à C(Com),admettent, alors parfois, des démonstrations plus 

simples. 

La famille Com est aussi fermée par intersection. Etant donné que toute famille de langages 

fermée par intersection et homomorphisme inverse engendre un cône rationnel clos par intersection (lemme II.2), 

nous en déduisons que C(Com) est clos par intersection. Nous donnons ensuite une condition nécessaire et 

suffisante pour qu'un cône rationnel, L, clos par intersection soit conimutativement clos (i.e. L c L implique 

c(L) = O Y(L) c L). Cette condition, l'appartenance à L du langage C = {anbn / n 2 0) est vérifiée 
1 

pour Cn(~or), le plus petit cône rationnel clos par intersection contenant les langages bornés. Nous 

obtenons, ainsi, l'un des résultats de base de cette section, l'égalité entre C(Con9 et C,(Bor). 

L'autre résultat de base, le lemme 11.10, est plus technique mais se trouve directement à 

l'origine de deux corollairescorcernant tout cône rationnel L engendré à partir de langages commutatifs. Le 

premier, que nous utiliserons à de nombreuses reprises tout au long de cette thèse, affirme que si L est 

langage strictement borné, L c L implique c(L) c L. Le deuxième montre, pour L, l'équivalence entre le fait 

d'être clos par produit et celui d'ëtre clos ?ar intersection. 

Lemme 11.1 : Pouh foule  6amieee de langages L cXo&pm h o m a m o ~ p ~ m e  i n v a b e  (dpCiabELique) et Xoul cône 

-0nne.î L', C(L) A L' es$ bdud dans HIL' A LI. 

Démonstration : Comme L est clos par homomorphisme inverse alphabétique, le théorème de Nivat, énoncé au 

chapitre 1, implique C(L) = Ha(L A Rat) et pour  tout'^ c C(L), il existe L1 6 L, R c Rat et un homomorphisme 

alphabétique h tels que L = h(L1 n R ) .  Alors pour tout langage L2 E L', L n L = h(L1 n RI n L2 = 
2 

- 1 
h ( h  ( I I 2 )  n L1 n R) avec h-l(~ ) n R i L', donc h - ' ( ~ ~ )  n LI n R i L' A L et L n L2 c H(L' A [).O 

2 

Remarquons que si L n'est pas clos par homomorphisme inverse alphabétique, le lemme précédent 
* * 

n'est plus vérifié. Prenons, en effet, pour L, la famille des langages algébriques inclus dans a b . Alors 

C(L) est égal à C(C1) où Cl = {anbn / n 2 O} [ 6 1 et contient strictement Rat. La proposition 111.56 

implique aiors que C(L) A C(L) n'est pas inclus dans Alg et donc C(L) ç C(L) A C(L). Par contre, il est 
7- 

clair que C(L) A L = L A i. et comme L A L est égal à L C241, nous obtenons C(C(L) A L) = C(L) j_ C(L) A C(L). 



De même, L A Lin = L A L = L oh Lin désigne la famille des langages algébriques linéaires. Nous 

f 
avons F(L) = F (L) 5 Alg C411 , alors que F(L) A Lin 2 C(L) A Lin 2 C(L) A C(L) qui n'est pas inclus dans 

Alg. Donc F(L) et F~(L) ne sont pas clos par intersection avec les langages algébriques linéaires ce qui 

répond à une question de S. Ginsburg (C253 page 55). 

Si nous considérons, maintenant, une famille close par intersection et homomorphisme inverse, 

nous obtenons : 

Lemme 11.2 : SoGt L une @miLte de langages c lose p t  i n t m e o t i o n  et homornohphi.bme i n v e m e  ( d p h a b e t i q u e l .  

ALOU, C(L1 e6.t Ceos pm b d m e c t i o n ,  p h o W  et union. 

Démonstration : Comme C(L) = H (L A Rat), pour tout L t C(L), il existe L1 è L, R è Rat et un homomorphisme 
a 

alphabétique h tels que L = h(L n R). Alors, pour tout L2 L, L n L2 = h(L1 n R) n L2 = h(L1 n h-l(~~) n R) 
1 

et comme h-'(~~) c L, L1 n h-l(~~) è i A L = L et L n L2 appartient à C(L). Donc, C(L) A L est inclus dans 

C( L) et le lemme précédent entraine C(L) A C( L) C(C( L) A L )  5 C( L). Il est clair, d'autre part, que 

C ( L )  5 C(L) A C(L) et C(L) = C(L) A C(L) est un cône rationnel clos pdr intersection. 

D'après la proposition 1.9 , C(L) est clcs pour l'opération shuffle. Prenons alors, dans C(L), 

LI. L2 5 T* et considérons T' = {a' / a c T} avec T n T' = 0 ainsi que l'homomorphisme g défini sur T par 

-1 
g(a) a', V a c T. Le langage L' = shuf (LI, g(L2)! t C(L) et L1 L2 = g (L' n T* TI*) appartient à C(L) 

qui est donc clos par produit. Le langage L" = (L1 u { E ? )  (g(L2) u { E } )  appartient à C( L) ainsi que L1 u L2 
-1 

qui est égal à g (LI' n (T* IJ TV*)) et C(L) est clos par union.0 

Nous allons pouvoir appliquer ce lemme à la famille de tous les langages commutatifs. Nous 

avons, en effet : 

Lemme 11.3 : La &nuXLe Corn est  d 0 b e  pah union,  i rz tekbect ion,  hornornohpkisrne a lphabét ique e.t hornomohphibrne 

U i v e m e .  

- 1 
Démonstration : Soient C et L deux langages commutatifs. Alors, L1 n L = c(L ) n c(L2) = Y O l'(LI) n 

1 2 2 1 

Y-' O Y(L2) = Y-~('~'(L~) n 'Y(L2)) = Y-l 0 Y 0 Y-'(Y(L~) n ((L~)) = Y-' O Y(c(L1) n c(L2)) = c(Ll nL2) est 

un langage commutatif. On montre de la même façon que L u L2 = c(L ) u c(L ) = c(L u L2) est un langage 
1 2 1 

commutatif. 

Prenons, maintenant, un homomorphisme g. Il est clair que pour tout langage L', g O c(L') est 

inclus dans c O g(L' ). En particulier, en prenant L' = g-l(~), on obtient g O c O g-l(~) 5 c O g O g-l(~) = c(L) 

-1 -1 
ce qui implique c o g-l(~,) - c g O c(L). Si L est un larigage commutatif, L = c(L) et g (L) c O g-l(L) 5 
- 1 g O c(t) qui est donc un langage commutatif. 



Enfin, si g est un homomorphisme alphabétique, il est clair que g et c commutent, c'est-à-dire 

que pour tout langage L, c O g(L) est égal à g O c(L) et si L est commutatif c O g(L) = g O c(L) = g(L) 

qui est donc un langage commutatif.0 

Des deux lemmes précédents, nous pouvons déduire immédiatement : 

Proposition II. Q : La 6amieee C (Corn) U t  d o b e  p u  i n t m e c t i o n ,  union et phad&. 

Considérons un langage borné L. Il existe, alors, des mots wl, ..., w sels que L soit inclus dans 

* * 
wl...wn. Soit g l'homomorphisme défini sur T = {al ,..., a } par g(a.1 = w V i c (1 ,..., n}. Le langage 

i' - 1 * * * 
L' = g (L) n al...a est un langage strictement borné qui vérifie L' = c(Lf) n al...a et L = g(L'). Le 

langage c(L') est commutatif, donc L' et g(Lf) appartiennent à C(Com). Nous en déduisons que la famille Bor 

est incluse dans C(Com) et C (Bor), le plus petit cône rationnel clos par intersection, contenant tous les n 

langages bornés, est inclus dans C (Corn) = C(Com). Pour montrer l'inclusion invprse, nous utiliserons le 

résultat suivant : 

hoposition 11.5 : Soient L un cône d o n n a  et LI, l e  p b  peLi,Z cône hat ionnel  carttenant l e  tangage 

CI = {anbn / n t O}. ACOU, L A LI 5 L Unpfique L conauLtativemPnt CLOA. 

Démonstration : Prenons T = {al,. . . ,a } , T = {al,. . . ,a 1 et L 5 T* un langage de 1. Pour tout i a {l.. . . .n}, 
définissons l'homomorphisme h de (T u T)* dans {a,b}* par : h.(a.) = a, h.(a.) = b et h.(a.) = hi(:.) = E 

i 1 1  1 1  1 1  1 

pour j # i. Posons L' = LF* n ( : h:'(c1)) et montrons que c(L) = g(L') où g est l'homomorphisme défini 
irl 

sur T u par g(ai) - E et g(ii) = ai, V i c {l, .  . . ,n}. 

-* 
Soit x c LI. On peut factoriser x en yz avec y c L et z r T . Pour tout i c {l, ..., n), 

yz c h-l(cl) donc C (y) = C- ( r ) .  Ceci implique que ~ ( x )  = g(z) c c(y) 5 c(L). ~éciproquement, si i 
ai ai 

x c c(L), il existe y c L et # c T* tels que x E ~ ( y )  et g(x) = x. Pour tout i c (1, ..., n), hi(yx) r Cl 

et comme y# c LT*, y;< c L'. Donc x = g(yx) appartient à g(L'). Comme L A C(cl) est inclus dans 

L ,  g(L') c L qui est commutativement clos. O 

* * 
Comme tout cône rationnel commutativement clos contient Cl, qui est égal à c((ab)*) n a b , 

la proposition précédente implique : 

Corollaire 11.6 : S O ~  L un cÔnt hationncd $e,trné pah u t t e m e c t i o i z .  keom L eAZ COW&V~~& &Ob b i  d 

belleenient b i  CI c L. 

Remarquons qu'il existe des cônes rationnels différents de Rat, fermés par intersection sans 
* 

être commutativement clos. Considéyons, en effet, le langage dc semi-Dyck sur une lettre et 

posons L =  nit(^'*). Il est montré dans 1 1  que F (L) la plus petite FAL close par intersection et 
1 



contenant L, est incluse dans la famille des langages récursifs. Comme F (C ) est égal à la famille de 
n 1 

tous les langages récursivement énumérables C461, Cl i fn(L) et à fortiori C i C,(L) qui n'est donc pas 
1 

commutativement clos. 

De même, il existe des cônes rationnels commutativement clos sans être fermé par intersection. 

Prenons, par exemple, L s ,  la plus grande FAL ne contenant que des PSL-langages (cf .1331). Comme C(c(Rat)) 

ne contient que des PSL-langages (corollaire 111.41, C(c(Rat)) est inclus dans L et c(LÇ) = c(Rat) 5 L 
S S 

qui est donc un cône rationnel commutativement clos. Et, comme C 6 LS, F( Ls) = LS + Fn( LS) qui contient 

tous les langages récursivement énumérables. Donc L est un cône rationnel commutativement clos, qui n'est s 

pas fermé par intersection. 

Considérons, maintenant, la famille C (Bor). Elle contient le langage borné C donc Cn(Bor) 
n 1' 

est commutativement clos et contient Corn - c(Bor) ce qui entraine C(Com) inclus dans C,(Bor). Nous pouvons, 

alors, énoncer le résultat principal de cette section : 

Proposition 11.7 : La ~~e C(Com1 e s t  t g d e  h C,(Bot) ,  l e  peud peXd cône h a t i o n n d  &oh pa/L i n t m e c t i o n  

et contenant toud teb  langages bohnEb. 

Etudionsi maintenant, les rapports entre les homomorphismes alphabétiques, l'opération de 

shuffle et l'opération de clôture commutative. 

Démonstration : En vertu de l'associativité du produit et du shuffle, il suffit de montrer le lemme pour 

-1 -1 n = 2. Il existe des homomorphismes alphabétiques h, gl, g2 tels que L = shuf(Ll, L2) = h(gl (LI) n g 2  (L2)) 

C251. D'après le lemme 11.3, L est un langage commutatif et comme L1 L2 5 L 5 c(L1 L2), nous obtenons 

Lemme 11.9 : S o i e n t  h un homomotphibme alphabé&que dt6 in . i  b ~ c h  un a lphabet  T, L I ,  ..., Ln des h g a g e b  h&ub 

danb T* et L = bhu6lL ,,..., L n ] .  MOU h(L1 e s t  tg& à b h u g ( h ( L , )  ,..., h ( L n ) ]  et b i  teb tangages h ( L 1 )  ,..., h l L n )  

hon t  c o d h b ,  h ( L )  al: a a 4 i  conaL ta t i 6 .  

hm-t&icn:Plaçons nous d'abord dans le cas n = 2. Prenons y e h(L). Il existe x CI L1 et x L2 tels que 

y = h(x) avec x E shuf(xl, x2) ce qui implique h(x) e shuf (n(xl), h(x2)) 5 shuf (h(L ), h(L ) ) .  ~éciproquement 
1 2 

si y r shuf (h(L ) ,  h(L2)) il existe x r L et x 6 L2 tels que y e shuf(h(xl), h(x 1) .  Comme h est alpha- 1 1 1  2 2 

betique, 4' x É T*, h(x) = z '  z" implique qu'il existe une factorisation de x en x' x" avec h(xl) = z' et 

h(x") 3 zl'. NOUS pouvons en déduire que shuf(h(xl), h(x2)) 5 h O shuf(xl, x2). Donc y = h(x) avec 

x E shuf(xl, x c shuf(LSl, L ) et ,y  e L'. 2 - 2 



Enfin, si h(L ) et h(L ) sont des langages commutatifs, d'après le lemme 11.8, L' = shuf(h(L1), 1 2 

h(L 1) est un langage commutatif. 2 

En utilisant l'associativité de l'opération shuffle, il est alors facile d'obtenir, par 

induction, le résultat dans le cas général.0 

Nous pouvons, maintenant, énoncer un lemme dont découlent la plupart des résultats ultérieurs 

de cette section : 

Lemme II. 10 : So ien t  Tl,. . . ,Tn d u  alphabets  dis j o i n t b  deux d deux, 1' wi tangage da~n T;.  . .T: 
et L" Egal d {y É hhub ( x ,  , . . . , xn) / X, . . . xn r 1' et V i r { 1,. . . , n), xi É T:). MOU, pou@ .tout langage 

conmLtati6 1, on a : 

i) L' r C(L) 4 6 i  1" É C(1) 

.Ü) L' r c ~ [ L )  6 6 i  Lw É c~(L). 

* f 
Démonstration : Comme L' = L" n Tl...Tnl LIt E C(L) (rcsp. LI1 r C (L)) implique L' r C(L) (resp. L' É c~(L)). 

Prenons, maintenant, L' c C(L). Il existe un alphabet Z, un langage rationnel R et deux 

-1 
homomorphismes alphabétiques h et g tels que L' = g(h (L) n R). Pour tout i a {l,. . . ,n}, Posons 

* . Zi = {z  c Z / g(z) r Ti Y {c)) .  Comme L' est inclus dans Tl...T L' est égal à g(h-l(~) n R') oa n' 
* 

R' = R n Z1...Zn. Alors il existe des langages rationnels R tels que R' =O Ri,l...Ri:n 03 
i,j i=l 

V i 6 (1 ,....pl, Y j r (1 ...., n}, RiSj est inclus dans Z* Considérons le langage rationnel RI1 = (ol 
j' i=l 

sh~f(R~,~, . . . ,R. et montrons que L" = g(h-l(~) n R"). = ,n 

Prenons y r Lw. 11 existe xl, ..., x tels que y r shuf(xl, ..., x ), x = xl...xn r L' et 

V j c {l, ..., n}, x É T* Il existe alors, z É Z tel que z r h-l(~), z r R' et g(z) = x. On peut trouver 
j j' 

i c {l,. . . ,pl et une factorisation de z en z .zn tels que V j c {l,. . . ,nl, z. É R et donc 
I i,j 

g(z.1 = x D'après le lemme précédent, on a shuf (x . . . ,x ) = shuf(g(zl),. . . ,g(zn)) = g O shuf(zl,. . . ,z ) 
I j' 1' n 

et comme shuf (il,. . . ,z c shuf (Ri, l,. . . ,R. ) 5 RI' et que shuf ( zl,. . . <zn) 5 c (zl - . - z c h-l(~) 
n - 1 ,n n - 

qui est commutatif , nous avons y É g (h-1 (L) n R") ce qui 

implique L" 5 g(h-l(~) n R"). Réciproquement si y É g(h-l(~) n RI'), il existe z É Z* tel que y = g(z), 

z c h-'(~) et z r R" donc z r shuf (Ri,l ,..., R. ) pour un certain i r (1 ,...,PI et z c shuf(zl ,..., in) 
1 ,n 

- 1 avecVj c {l, ..., n},z < R i  Lemotz' = z l . . . z n a p p a r t i e n t à R r e t c ( z ' )  =c(z)ch (L) donc 
j ,j' 

g(z') = g(zl)...g(zn) appartient à L' avec V j É (1, ..., n), g(z.) É T? ce qui entraine d'après le lemme 
1 1 

-1 précédent que y É g O shuf (zl,. . . ,Z ) = shuf (g(zl),. . . ,g(zn)) c_ L" donc L" = g(h (LI n R") É C(L). 

f Maintenant, si L' E C (L), on peut reprendre les mêmes notations en ajoutant le fait que g 

est k-limité sur R pour un certain.k É H+. Il est clair que g est encore k-limité sur les R. et il est 
1 ,j 

facile de vérifier que g est kt-limité sur R" avec k' = kn. En effet si w est un facteur d'un mot du 



langage shuf (Ri,1 ,..., R. ), il existe w1 ,..., w tels que w E shuf (wl ,..., w ) avec V j É {l, ..., n}, 
1 ,n 

w est un facteur d'un mot de R Comme e(w) = &cul)+ ... +t(w ),si g(w) = E avec L(w) > kn, il existe 
j i,j' 
j E (1,. . . ,n) tel que g(w.) = E avec &(W.) > k ce qui implique que g n'est pas k-limité sur Ri d'où 

1 3 ,j 

Le langage Lw construit au lemme précédent est inclus dans c(L'). D'autre par, si xl, ..., x 
sont des mots définis chacun sur un alphabet d'une seule lettre, shuf(xl, ..., x ) est égal à c(x l...x ). 

Donc, dans le cas où T ne contient qu'une lettre, L" est égal à c(L') et nous obtenons un résultat 
i 

auquel nous ferons de nombreuses références par la suite : 

Corollaire 11.11 : POU t o u t  langage cornrnutati6 L et toLLt ta~~gage L' 6th.icte.ment botni? on a : 

i) L' r C(L) 66i c(L'1 c C(LJ 

6 ü) L I  c c (LI *di CIL') r c~(L). 

En particulier en prenant pour L un langage rationnel commutatif, nous retrouvons un résultat 

bien connu : 

Un langage L, strictement borné est rationnel si et seulement si c(L) est rationnel. 

.Remarquons que ce résultat n'est plus valable pour un langage L borné quelconque. En 

effet, L = (ab)* est rationnel, alors que c(L) = D* est non rationnel. 1 

Considérons, maintenant, deux langages L et L' strictement bornés tels que L' c C(c(L)). Ceci 

"1 "2 n3 
n'implique pas nécessairement L' r C(L). En effet, prenons L = Cl et L' = {al a2 a3 / nl, n2, n3 2 O, n = 

2 

nl + nJ). 11 est clair que L' E C(c(L)) = c(D*). Par contre L' n'est pas un langage linéaire et 1 

n'appartient pas à C(L). Nous pouvons cependant montrer que : 

hoposition II. 12 : S o i t  L wi tangage commcLtatid. Powl toLLt langage bohne 1' appahtwant a C 1 L) (hebp. 
6 c6[ L) ), fi  e d t e  un Langage ha t ionne l  borne B td que L' c C (L n 8 )  (kesp. C (L n 8 )  1. 

* * 
Démonstration : Il existe des mots w ,... ,wn tels que L '  5 wl...wn. Considérons l'alphabet T = {al ,..., an), 

* * 
l'homomorphisme @ défini sur T par ((ai) = wi, V i E (1,. .. ,n) et posons L" = (-I(L') n al...an. 

f f f Alors L" r C (L') et L' = @(Lw) c C (Lw) donc c~L') = C (L"). Si L" E C(L), il existe un alphabet Z et des 

-1 -1 
homomorphismes alphabétiques h, g tels que L" = g(h (L) n R ) .  Posons 2' - Z n g ( c )  et V i E {l, ..., n}, 

* 
Zi = ( z  E Z / g(a) r a;}. Alors L" = g(h-l(~) n R') où R' = R n Z1...Z peut s'écrire sous la forme 
- 

(rJ Ri,I.. .Ri ,n avec V j E (1,. . . ,n), Ri, langage rationnel inclus dans L* Pour tout i r (1,. . . et 
i=l j' 

j E (1,. . . ,n), il existe un langage rationnel borné R' c Z tel que c(R' . )  = C(R~ .). considérons 
i , j -  j - i , ~  , I 

- 1 
le langage rationnel borné RIg = 0 R >  .R' et montrons que L" est égal à g(h (L n B) n R u )  ou 

i=l i ,n 

B = h(R") est un langage rationnel.borné. Prenons x E L". Il existe, alors, y = yl.. -yn E h-'(~) et 



i c il ,..., pl tels que g(y) = x et V j e {l, ..., n), y. c Ri Pour tout j c (1 ,..., n}, il existe 
3 , I '  

- 1 yfj c R' tel que c(y' ) = c(y.) donc g(yT ) = g(y.1. Alors y' = y' l...y'n c RI1 c h-l(~) et comme h (L) 
i ,j j 3 j 3 - 

est commutatif et que c(y') = c(y), y' h-l(~). Donc y' h-l(~ n B) n Rn, x = g(y) = g(y') e g(h-l(~ n B )  

n R") et L" 5 g(h-l(~ n B) n R") .  L'inclusion inverse se montre de la même fason et l'on obtient 

LU = g(h- 'CL n B )  n R") e C(L n B) et LI E c(L") 5 C(L n B). 

f 
Maintenant, si L" appartient à C (L), on peut garder les mêmes notations en ajoutant l'hypothèse 

que g est limité sur R. Supposons que h ne soit pas limité sur R u .  P.lors, il existe i e {l,. . .,pl, 
j 6 Il,. . . ,n) tels que g n'est pas limité sur R'  donc R' possède un facteur-itérant appartenant à 

i,j' i,j 

2" et il existe LI, v Z: x c Z q  z'* tels que u x* v 5 Rqi,j. Soient m le nombre d'états d'un automate 

d'état fini reconnaissant R t la longueur du mot u v et posons k = m(t + 1). 
i,jY 

Comme c(R .)  = c(R1 . ). il existe dans R un mot w E C(U xk v). Comme &w) 2 k, il existe 
i.3 i.3 i,j 

iinî factorisation de w en u' w' v' avec w' e 21m z'*, donc R possède un factecr itérant appartenant à 
i,j 

2' z'* et g n'est pas limité sur R donc à fortiori g n'est pas limité sur R, d'où la contradiction. 
i,j' 

f On a, alors, L" c C (L n B) et L' c cf(Lii) 5 C~(L n B).0 

Cette propriété n'est plus nécessairement vérifiée quand le langage L n'est pas commutatif. 

Ct~nsidérons, en effet, le langage : 

Il est facile de voir que L domine rationnellement le langage borné C = {a%" / n 2 O). 
1 

Donc L et L' = Init(L) qui sont rationnellement équivalent (L = (L' n ~a,c)* c) / cl, sont des langages 

non rationnels. Et comme L' est le langage d'un mot infini, la proposition 11.51 entraine que pour tout 

Langage rationnel borné B, L n B 5 L' n B est un langage fini, donc C(L n B) = Rat ne contient pas C 1 
qui appartient pourtant à C(L). 

Le corollaire 11.11 va nous permettre, maintenant, de transposer certains résultats des 

langages bornés aux langages commutatifs : 

Corollaire 11.13 : Pou  toute  6anuXe 6.Uue L de langages m - c 0 ~ 6 b ,  Ce e d t e  un langage m-commLLtati6 L 

te( que C ~ L )  = C ~ I L I  et COIL] = C ~ I L I .  

Démonstration : On peut supposer que L = { L ~ ,  . . . ,L } où Y i c {l,. . . , P I ,  L. est un langage commutatif 
P 

d6fini sur l'alphabet T = {alr ..., a 1 .  Considérons la famille L' = { L ' ~  ,..., L' 1 où V i 6 Il, ..., p l ,  
m P 

* * * * f f 
LIi = L. n al...am. Il existe un langage L' 

aï..'am 
tel que C(L') z Cu(L1) et C (L') = C,,(L') C251  C351 

Posons L = c(L'). D'après le corollaire 11.11, comme L' 
f 

i' 
Cf(~') 5 cf(L), Li = c(L1) . c (L), 

f f 
V i c (1,. . . ,pl et L 5 c (L) - c C(L) qui sont des cônes rationnels clos par union, donc Cu( 1) 5 c~(L) et 



f f 
CU(L) 5 C(L). Il reste à montrer que L c CU(L). Comme L' l C (L' ), il existe LST1,. . . ,LI' inclus dans - . u P * * f f 
al. . .am tels que L' = 0 LtVi et V i c (1,. ..,pl, Loti c C (Lti), ce qui implique c(L" )- c C (L~). Donc 

i 
i=l 

Considérons, maintenant, une famille L de langages commutatifs et un langage L strictement 

borné, appartenant à CU(L). Il existe, alors, une famille finie L' 5 L telle que L c CU(L') et d'après 

le corollaire précédent un langage commutatif L' tel que C (L') = C(L'). Le corollaire 11.11 entraine, 

f alors, c(L) c C(L') = CU(LV) 5 C (L). Si L c C (L) on raisonne de la même façon et l'on obtient : 

Proposition 11.14 : Pouh t o U t  b a g a g e  L bZJ~&Xmertt bohnt et puh t o u t e  6 M e  L d& Langageb c o m m c L t ~ 6 b  

on a : 

il L r Cu(Ll b b i  C(L) E CU(Ll, 

6 ü) L C  Cu(L) b b i  =(LI c C ~ I L ) .  

Nous allons maintenant déduire du lemme 11.10, un résultat que nous utiliserons au chapitre 

suivant pour montrer une propriété des langages algébriques commutatifs : 

Proposition 11.15 : S o i e n t  TI, ..., Tn des d p h a b e t b  d i s j o w  deux a deux ,  L , ,  ..., L, des tangages  d e d i n i d  

hebpect iwement buh TI;. . . .Tn, L = L, . . . r+, et L' = bhu6 (L,, . . . , L~). P O U ~  toLLte 6 d e  L d e  Langageb 

, coI))>YLtatidb on a : 

Démonstration : Si L c C (LI, il existe une famille finie L' 5 L telle que L c CU(L') et un langage 

commutatif L'l tel que C(LV1) = CU(L'). D'après le lemme 11.10, L' = shuf(Ll,. . . ,L ) = {y E shuf(xl,.. . ,x ) 

/ xl...x t L et V i l Il ,..., n}, xi E TI} appartient à C(Ltl) donc à CU(L). n 

* * 
Réciproquement si L' c C (L), L = L' n T1...T appartient encore à CU(L) u 

On raisonnerait de la même façon pour démontrer ii).il 

Nous pouvons en déduire : 

6 6 Proposition 11.16 : S o i e n t  L une 6amieee  d e  tmgagw commcLtoLti66 et L' = C(L) ( h a p .  Cu(L). C IL), Cu(L)). 

A t o u  L' e s t  d o s  pua p i l o d d  b b i  L' es.t d o 6  PM i n t e m e c t i o n .  

Démonstration : Tout cône rationnel (fidèle) clos par intersection est clos par produit, donc, si L' est 

clos par intersection, il est clos par produit. Réciproquement, si L' est clos par produit, il est clos par 



f union. Prenons donc 1' = C (1) (la démonstration est similaire pour L' = CU(L)). L' est clos par intersection 

ssi il est clos pour l'opération shuffle. Prenons deux langages LI, L2 c L ' ,  définis sur un alphabet T. 

Considérons un alphabet A disjoint de T, et un homomorphisme h strictement alphabétique, défini sur T qui 

établit une bijection entre T et A. Le langage L1 h(L ) appartient à C ( L )  et d'après la proposition 
2 

précédente, L = shuf(Ll, h(L2)) appartient à C,,(L) ainsi que shuf (LI, L2) = g(L) où g est l'homomorphisme 

défini sur T u A par g(a) = a si a c T, h-l(a) sinon.0 



Dans cette section, nous allons d'abord montrer que certains langages "assez bas" dans la 

hièrarchie des langages algébriques n'appartiennent pas à C(Com). Pour cela, nous établissons un théorème 

de factorisation qui met en évidence ce qui peut encore cornmuter dans les langages appartenant à C(Com). 

Nous en déduisons très aisément que les langages C* = {anbn / n 2 O}*, DI:, le langage de semi-Dyck sur 
1 

une lettre et Sym = (w iR / w c {a,b}*} n'appartiennent pas à C(Com). Alors, comme Sym est un CIL-langage 

et que C(Com) est clos par intersection, la proposition 1.25 implique Sym / F (Corn). En fait, ce résultat u 
peut être aussi obtenu en montrant, pour le langage Sym (proposition II.20), une propriété vérifiée par 

tout générateur d'un cône rationnel clos par un opérateur syntactique : Pour toute famille de langages L 

telle que Sym r Fo(L), il existe L r L tel que Sym c C(L). 

Nous allons, ensuite, montrer l'inclusion stricte de C(Bor) dans C(Com). Plus précisément, 

nous établissons l'existence de PSL-langages commutatifs n'appartenant pas à F (Coq). Pour obtenir ce 
O 

résultat, nous démontrons (lemme 11.311 que pour tout cône rationnel clos par union, L, DI É F(L) si et 

seulement si il existe L É L tel que DI* c L c DI. Ceci va nous permettre, en utilisant un théorème de 
1 -  - 

Durieux, d'établir que DI n'appartient pas à F(Bor) et d'en déduire, à l'aide d'une propriété des langages 

sans insertion (proposition I.27), que c(Rat) n'est pas inclus dans F (Bor) 
a 

Prenons, maintenant, un langage L appartenant à C(Com). Montrons qu'il existe un entier k 

tel que si xl, ..., xk sont des facteurs disjoints de longueur supérieure à k d'un mot de L, on peut faire 

pem.uter un facteur non vide d'un x et un facteur d'un x.(i # j) sans sortir du langage : Plus précisément : 
i 3 

nous obtenons : 

Proposition II. 17 : So i î  L 5 T* un Langage appahtenajzt a C (Corn]. le  e M t e  k Nt tel que, pom t o u t  mot 

w r L et tou t e  &ac to tAa t ion  de w en wo xl W, . . . xk+ wkt vE"6ian-t l (xi) 2 k ,  V i É { 1,. . . , kt1 1 ,  Ce e x A t e  

6 < E (1, ..., kt]} teed Que : 

Démonstration : Comme C(Com) = Ha(Com Fi Rat), il existe un langage commutatif L', un langage rationnel R et 

un homomorphisme alphabétique g tels que L = g(L' n R). Soit M = ( Q ,  A, f, qo, F )  un automate d'état fini à 

k états qui reconnait R. Si w = w x l...~ktl wktl appartient à L, il existe w' = w' x' l...x' W' É L' n R 
kt1 kt1 

tels que g(~'i) = wi, Y i 6 (O ,..., ktl} et g(xf.) = x 'J j t- {l,. . . ,ktl}. Pour tout i E Il ,..., ktlj, comme 
I j' 

[(x.) 2 k, x. peut se factoriser en x ,l.. .xi,k avec x. É T' et donc x' = X'~,~...X' avec 
1, j i,k 

g(x' , = x Pour tout i, j t- {l, ..., ktl}, posons z' = w w i-1 x' i,~".~' et 
i,j' i,j i,j-1 

qi,j = f(qo, z'i,j ). Comme l'automate M n'a que k états, pour tout i c {l,. . . ,ktlj, il existe 

jti < jni r Il, ..., kt11 tels que q. = 9i,jll . Nous en déduisons qu'il existe s < t E Il,. . . ,kt11 tels que 
1,jli i 



= q. Pour p E (s, t), posons 7'  = X'~,~...X' 
- 

qs,j's = qs,jtlS = '%,jvt = qt,jiit P p,jt -19 Y = 
P 

P 

X '  . . .x' et y" = x1 .. .x' et considérons l'ensemble A = {z u S '  v Gr' / U, v =Z 
p,jtP ~ , j " ~ - l  P pij'lP p,k 

- - - -  - -  - -  - -  - - - - 
{E, Ys, Yt, Ys Yt, Yt Ys}, u v E { Y ~  Yt, Yi Y~}} où " ~ ' O * . ' ~ '  s-l ytS, z 1  = ytls w1 ...y' et 

t 

z" = jwt W'~+~...W' Comme f(qo,S) = q = f(q, S'), f(q, S") c F et u É {is, y,}, f(q, u) = q, 
k+l' - -  - -  - - 

A est inclus dans R. D'autre part, si u v E yt, yt ys}, z u Z' v 2'' E c(w') 5 L' qui est commutatif. 

Donc A est inclus dans L' n R et g(A) est inclus dans L. Il est, alors, clair que la proposition est 

vérifiée en prenant r = g(z), a' = g(i'), z" = g(i") et pour p c { s ,  t), y T p  = g(Yqp), yp ' g(jp). 

y", = g(Y" ).O 
P 

Cette proposition va nous permettre de montrer très facilement que certains langages "assez 

bas" dans la hiérarchie des langages algébriques n'appartiennent pas à C(Com). 

r o a i r e  1 . 1  : L u  tangaga C ;  = {anbn / n 2 O}*, 0 ' ;  et Sym = { W  Ü? / w E {a.b}*} nlappi*tienne& 

plb à C (Corn). 

Démonstration : Prenons L = CI ou DI; et supposons que L appartienne à C(Com). Soit k, l'entier de la 

proposition précédente. Posons w 2 E et V i E 11, ..., k+1) w = bk, xi = ak. Le mot w = w i o X1...\+l Wk+i = 

(akbk)k+l appartient à L et d'après la proposition précédente, il existe s c il,. . . ,k+l} tel que 
(akbk)s-l $'bk soit' facteur gauche d'un mot de L avec k' < k, d'où la contradiction. 

Supposons, maintenant, que Sym appartienne à C(Com). Pour tout i É {l,. . . ,k+l}, posons 
k k - R -R 

xi = b et w ~ - ~  = a . Prenons x = wo xl...wk x ~ + ~ ,  wktl = x . Alors, w = w x ~ . . . x ~ + ~ w ~ + ~  = x x c Sym. 

Si nous avons pris k suffisamment grand, la proposition précédente implique qu'il existe x' # x tel que 

- R 
x '  x É Sym, d'où la contradiction.0 

Le raisonnement utilisé pour montrer que Sym n'appartient pas à C(Com) permet aussi 

d'établir que le langage (non algébrique) {w w / w e {a,b}*} / C(Com) qui n'est donc pas clos par 

duplication. 

Comme C(Bor) est inclus dans C(Com), le corollaire précédent nous permet de retrouver un 

théorème de Durieux qui étendait et précisait des résultats de Greibach C391 et Golstine C361. 

Corollaire II. 19 Cl81 l n  AamiUe d a  pan gage^ dgébhiqua LinécWrt.5 n'ebt pas inceune dam Le câne 

hationnel enge.n&t p c ~  len Langaged bohntb . 

En particulier, aucun générateur du cône ratiorine1 des langages algébriques n'est commutatif 

Ce fait est 6tabli par Beaiiquier dans [ L, 1 d'une toute autre manière en étuclisnt la structure des 

générateiirs algébriques. Steyaert 'obtient ce résultat [ 7 7 1  en examinant le taux de croissance de l'index 

rationriel des langages algkbriques commutatifs (cf. C 1 2 1 ) .  



Le langage Cl est un langage borné, donc Cl E C(Com) et C* E F(~omj. Par contre, on peut 
1 

montrer que Sym n'appartient pas à F (Com). En effet, Sym est un CIL-langage qui n'appartient pas à C(Com) u 

qui est clos par intersection, ce qui entraine, d'après la proposition 1.25, Sym L F0(com). Ce résultat 

peut être obtenu d'une autre façon en montrant pour la famille Lin une propriété vérifiée par tout 

cône rationnel principal clos par substitution C401. Nous avons, en effet : 

Proposition 11.20 : P o ~ r  f o u i e  ~~e d e  Langage L t e l l e  que Lin 5 Fo(L), e d t e  un Langage L 6 L 

vii , t idi iw 5 c (LI . 

La démonstration de cette proposition repose sur les deux lemmes suivants. Dans C421, 

Greibach montre que si L1 et L sont des langages algébriques linéaires vérifiant L1 2 
u L 2 = L =  

<w c wR / w c <a,b)*}, alors L appartient à C(L1) u c(L2). En fait, l'hypothèse de linéarité des 

langages L1 et L n'est pas utile. Plus généralement, on peut montrer : 
2 

Lemme 11.21 : So ien t  LI et L? deux Langages teed que CIL, u L21 con t i enne  LU2 La d u e  d a  Langages 

a lgébh iques  &%i?&es. ALohd, b o i t  Lin - c C (1 1, b o i t  Lin 5 C ( L21 . 

-R 
Démonstration : Si Lin est inclus dans C(Li u L2), le langage Sym' = {w w / w E {a,b,c}*} appartient 

à C(L1 U Lp) et d'après le théorème de Nivat, il existe un langage R et deux homomorphismes h et g tels 

-1 
que Sym' = h(g (LI Y L2) n R). Donc Sym' = LIl u LI2 avec LIl = h(g-l(~l) n R) c c(L1) et 

-1 -R 
L'2 = h(g (L2) il R) c C(Lî). Posons T = {a,b,c] et pour i c {1,2}, A. = {w c T* / w w 6 ~ ' ~ 1 .  Distinguons 

deux cas : 

-R - -R 
i) Si Init (A ) = T*, alors, V x r {a,b~*, il existe y E T* tel que x c y y c x e LI1. 

1 

Comme on peut effaçer par une transduction rationnelle dans tout mot de LI1 le facteur qui débute par la 

première occurrence de c et se termine par la dernière occurrence de C ,  il est clair que Sym E C(LV1) et 

donc Lin = C(Sym) 5 C(Ltl) 5 C(L1). 

ii) Si Init (A,) C+ T*, il existe x c T* tel que xl T* n Al = 0, ce qui entraine 1 
-R R 

x1 T* 5 A2. Alors, V w E T*, xl w w xl c Lr2et il et il est clair que Sym' c C(L ), d'où le résultat.O 2 

Remarquons que, d'après un résultat de Ginsburg et Spanier [341, le lemme précédent n'est plus 

vérifié si on remplace la famille Lin par C(C ), le cône rationnel engendré par Cl = {anbn / n 2 0). 
1 

Lemme 11.22 : So ien t  L e,t Lp deux cGned h a t i i ~ n n e l ~  c t o b  pati unioti t e &  que L I  C Lp c o n ~ i e n n e  l a  d n n d l e  
1 

Lin.  Atohb,  b o a  Lin 5 L ], b o i t  Lin 5 L2. 

Démonstration : Si Lin est inclus dans L 
1 O L2, il existe L E LI, 1, z*, et une i -substitution s tels 

2 

que Sym' = s(L). Posons Z' = {x E Z / s(x) est ir:fini} et Z" = Z \ Z'. Comme L et L2 sont des cônes 
1 

* * 
rationnels, on peut supposer que L n Z x Z # 0, V x 6 Z et s(x) = {XI, V x c Z". D'autre part, comme 



Syih' est un CIL-langage et que s(x) # 9, V x E 2 ,  5 est inclus dans z"* u Zn* Z '  z"*. Pour tout x E Z' 

notons L le langage L n z"* x z"*. 
X' 

Prenons x r 2 ' .  Comme L # 0, il existe u, v tels que u x v r L et comme s(x) est infini, 

- * - - - 
s(x) n T+ Tt # $3 et u r T*, v r T avec T = {a,b,c} et = {a,b,c}. Etant donné que s(u x v) = u s(x) v 

est inclus dans Sym', l'une des deux hypothèses suivantes est nécessairement vérifiée : 

* -* -R 
i) Il existe z c T* tel que u = u'z avec v = ütR et donc s(x) 5 T T z . Alors définissons 

-R -R -R 
la substitution s' et l'hornomorphisme h en x par h(x) = x z et s'(x) = s(x)/ z = / y z r S(X)}. 

Comme u' z s'(x) zR ;lR 5 Sym', s'(x) est inclus dans Sym'. 

-R -R 
ii) Il existe z c T* tel que v = z u et donc s(x) 5 z T* T*. Posons, alors, h(x) = z x 

et S'(XI = {y / z y r s(x)). Il est clair que s'(x) 5 Sym' et S'(XI r C(s(x)) 5 L2. 

Achevons de définir h et s' sur Z en posant h(x) = x et s'(x) = {XI, V x e ZN. Alors 

- * 
L' = h(L) r L1 et s'(L1) = s(L) = Sym'. Prenons d( T u ?, posons LIl = {u d v / u r T*, v r T, 3 x c Z '  

tel que L' n {u v, u x v} # 01, LI2 = { E }  u ( u sl(x)) et considérons la substitution s" définie 
XÉZ' -R 

sur T u T u {d} par s"(d) = LI2 et sV(x) = {x}, V x r T u 7. Par construction, si u d v E LI1, v = u , 

LI2 5 Sym' et Sym' = s'(L') S"(L'~) 5 Sym'. D'autre part, comme L et L sont clos par union, 
1 2 

LI1 r L1 et LI2 r L2; L'égalité entre Syml et s"(Ltl) implique que A1A2 = T* avec Al = {w r T* / 

- R - R 
, n d w c LI1} et A2 = {w E T* / w w E LI2}. Nous pouvons alors raisonner comme au lemme précédent. 

Si Init(A est égal à T*, Lin 5 C(Ltl) 5 LI. Sinon, il existe z r T* tel que z T* n Al = 0. Alors, 1 

V w r T*, il existe une factorisation de z en z' z" avec z' c Al, Z" w A2. Donc pour tout mot 

-R 
w w r Sym', il existe un facteur droit z" de z tel que z" w ;R ;'lR E L a2 ce qui entraine 

Sym' r C(Lt2) 5 L2 et Lin 5 L2.0 

Considérons, maintenant, une famille de langages L telle que Lin Fo(L), posons L' 1 = CU(L) = L' 

et définissons pour tout i r N+, LIi par la relation L'i+l = L I i  O L' . Pour tout i E N+, LIi est un cône 
rationnel clos par union et comme Sym r F (1) = u LIi, il existe i tel que Sym E LIi et Lin 5 L I i -  

1 

a i21 
Le lemme précédent entraine, alors, par induction Lin 5 L'. 

Alors Sym r L' = CU(L) et il existe des langages LI,. . . , L  r L tels que Sym E C,,({L~,. . . ,Ln)), 
donc Lin 5 C(L u...u ï ) où pour tout i E 11, ..., n), E .  est une recopie de Li sur un alphabet disjoint 

1 

des autres. Alors, le lemme 11.21 permet de montrer par induction qu'il existe i E I l , .  ..,n} tel que 

Lin 5 C(L.) = C(L.) avec L E L ce qui achève la démonstration de la proposition 1I.LO.n 
i 

Cette proposition peut s'écrire autrement : 

Corollaire 11.23 : La 6 d t e  t ~ t ( J L n ]  = IL / Liil $ C(i,l} c 5 t  uvie FAL c t o 5 c  pa'i sub~f<tuRion. 



Si nous nous restreigrions aux ldngagas appartenant à Lin nous obtenons une qui est 

aussi vérifiée par tout cône rationnel priricipal clos par produit : 

Corollaire II. 24 : La 6 a W e  Ng (L&) = Lin n EL€( L.k]  e d t  un cône d o n n d  d o d  pah union. 

Du corollaire 11.18 et de la proposition 11.20 découle immédiatement : 

Proposition II. 25 : La 6amieee des  langages dgébhiqueb  f inéahed  n' ut pab incecLse d m  La p h  p u e  

FAL contenant le6  tangages comrn@6d et d o b e  pah dubda5Xution. 

La proposition 11.17 n'est plus vérifiée si on remplace C(Com) par F(~om). En effet, le langage 

CI appartient à F(Com) sans vérifier les propriétés de cette proposition. Nous allons, cependant, pouvoir 

montrer par un raisonnement analogue que Dl* 1 F(Com). Pour obtenir ce résultat, établissons, d'abord, que 
1 

pour tout cône rationnel L clos par union, D': E F(L) implique l'existence dans L d'un langage "assez 

proche" de D';. Précisons cela en définissant pour tout m, n 6 N, les langages L 
m,n' 

POW w c {a,b]*. posons d(w) : La(w) - %(w) où .t (w) désigne le nombre d'occurrences de la 

lettre a dans w, et d ( w )  = inf {d(x) / 3 y tel que w = xy). 

Pour m, n c N, notons : L = {w r {a,b)* / d(w) = m-n, d ( w )  2 - n}. 
m,n 

Les langages L sont rationnellement équivalents à D': ; Lo,o, le semi-Dyck sur une 
m,n 

lettre. 

Lemme 11.26 : S o i t  L un cône h d 0 n n e . t  6 m é  pah union. Si DI: appahtient à F(L), ie eiibtc? k c N et 

L f L t e ( d  que D'; 5 L 5 Lksk. 

Démonstration : Il existe un rationnel R 5 {al,. . . ,a )*, des langages non vides LI,. . . ,L de L et une 
P P 

substitution s définie par s(a.) = Li, V i E {l, ...,p ) tels que D'; = s(R). Prenons un mot u x v de R, 

z r s(u), z' 6 S(V) et posons n = d(z), m = -d(z1). Pour tout y E s(x), z y z' E DI;, donc 

Q(zy) 2 2(zyz7) r O et d(zyzt) = O. Nous en déduisons que n = d(z) et m = d(zy) qui sont supérieurs à 

a(zy), appartiennent à N. De plus, Q(zy) > O implique > - d(z) = - n et comme d(y) = - d(zz') = m-n, 

S(X) est inclus dans L . On peut supposer, sans nuire à la généralité, que chaque ai occurre au moins 
m,n 

dans un mot de R, donc on en déduit que pour tout i c 11, ...,p 1, il existe mi, n c N tels que 
i 

Posons p = sup {mi / i c fi ,..., p)} et y = sup {ni / i c i l , .  ..,pl). Comme u x v c R qui est rationnel, 

il existe t E N, u', U" tels que e(u'), e(u") < t et u' x v, un v E R. Il existe m', n' E N tels que 



s (u') 5 Lm, Tout mot y' r s(u') est un facteur gauche d'un mot de D'; donc 2 O et l'on peut 
l(u' t , 

prendre n' = 0. En outre m' = d(y' ) S p S 1 p = tp. De même, s(un) est inclus dans Lm,, avec 
i=1 * j=l $0 

m" S tli. Comme s(u") s(v) est inclus dans Dl1, nous en déduisons s(v) 5 L et s(u') s(x) s(v) 5 D': 
O ,ml' 

implique s(x).c Lmll,ml. NOUS en déduisons la propriété : 

Posons B = {(q, q', i) / O S q, q' < k', i c {l ,...,pl et q - q' = mi - n.1 et pour 

P = (q, q t ,  i) r B, A = {w / aq wbq' r L~). 
P 

Nous allons montrer que D' ; r L ~ I , , ~ a v e c k = k ' + y  e t L = U  A 
DrB 

Prenons w c DI;, ak' wbk' r D'; et d'après la propriété (*), il existe pas de mots x l* X2 

tels que xl x2 c R et ak' w1 r s(x ) avec wl facteur gauche de W. Et comme ak' wbk' c s(R), il existe 
1 

q, q' 5 k t ,  i r (1 ,..., p) tels que aq wbqq r s(a.) = L. c L . d(w) = O, donc q - q' 
1 - mi ,n i i9 

p = (q, q', i) r B et w r A c L. 
P - 

benons, maintenant, w' r A avec p = (q, q', i) c B. Donc aq w'bql c L. = L 
P 

et comme 
1 - m, ,nl 

I A 

q - q' = m i  - n d ( y ' )  = O. De plus d(aqwl) 2 - ni implique d(w') 2 - n - q 2 - k, donc w' c i '  i %,ka 

11 nous reste à montrer que L r L, ce qui vient du fait que pour p = (q, q', i) r B, 

A r C(Li) 5 L. Et L = U Ap c L car B est fini et L est clos par union.O 
P 

pcB 

Lemme 11.27 : Soit L un h g a g e  de C(ComJ. Si DI; est indu^ d a u  L, & o u ,  powr-toiLt m E N ,  L \ Lm # 0 -  . n 
Démonstration : Si L c C(Com), il existe un langage commutatif L' et un langage rationnel R inclus dans 

T* ainsi qu'un homomorphisme alphabétique h de T* dans (a,b)* tels que L = h(L' n R). Soit 

M = (Q, T, f, po, F) un automate d'état fini qui reconnait R. Prenons k = m + 1 et n supérieur au nombre 

d'états de W .  Alors r = (ank bnk)n r Di; 5 L, donc il existe z = x y1 ... xn yn r L' n Rte1 que 

nk nk h(x.) = a et h(~;) = b pour tout i c (1,. . . ,n). Posons pour tout j r {O,. . . ,n - 11, 
nk zj+l = x1 y1 ... xj yj et pj = f(po, z~+~). Comme h(x.1 = a , xj peut se factoriser en u xfj vj avec 

I j 
k * 

plj = f(pj, u.) = f(p' x'.) et h(x'.) c a a . De plus, il existe t < .f tels que plt = P'~, ce qui 
I j' I I 

entraine que z' = zt ut vt yt ... ut x ' ~  xqt vt yt ... xn yn c R. Comme L' est commutatif, z' appartient 
aussi a L' et h(z') r L. Par contre y = h(zl) n'appartient pas à L car = d(h(zt ut vt yt)) 5 - k < 

m,m 

Nous pouvons en déduire immédiatement : 

hoposition 1 1 . 2 8  : Le langage de he~ni-Dyck 6 U h  une feLthe, n'appahtient p a  a F(Com1, ta plub 

p d e  FAL contenant toub tes tangaga commLLtati6h. 



Comme DY, le langage de Dyck sur une lettre est un langage commutatif, nous retrouvons un 

résultat dû à Boasson : 

Corollaire 11.29 : [ 9 1 Le &gage de b--Dyck 6uh une L&e, DI; n ' a p p u t i e n t  pxb d ~ ( ~ 3 1 .  

Comparons, maintenant, les familles engendrées à partir de langages bornés et de langages 

commutatifs. Dans la première section de ce chapitre, il était montré l'égalité entre C(Com) et C,(Bor). 

Montrons que l'intersection est nécessaire, c'est-à-dire que C(~or) 5_ C(Com). 

Plus précisément, nous allons établir que c(Rat ) n'est pas inclus dans F (Bor), la plus petite 
0 

FAL contenant les langages bornés et close par substitution. Pour obtenir ce résultat, nous utiliserons 

la proposition suivante qui est due à J.L. Durieux et qui concerne l'image par une transduction 

rationnelle des mots définis sur un alphabet d'une seule lettre : 

hoposition 11.30 : [18] Solent  b une t tansduct ion ha€,ionncUe de X* vehs Y * ,  x une L m e  de X ,  u CZ v 

deux motb de Y Y * .  Atohb, ie e e t e  deux entimn pobCti6b k ,  t ne dependant que de b eA ded Longueum de 

u et v et v t h i 6 i a n t  : 

S i a  uP 0 vq y e b ( x n )  et b i  p, q r k,  & o u  i t  t r i s t e  i ,  j  ~ É I  avec i + j = t ta que : 

. 1 )  u vq+ j  y c b ( x n )  et a 0 V Q - ~  y r 6 ( x n )  

n 
2 )  6 i i  = O utoh6 j = .t e t a  uP 0 vq ' j  I V ' ) *  y 5 6 ( x  1 

3 )  b i  j = O u t o m  i =  .t e t a u p - l  ( u i ) *  0 vq y - c 6 i x n ) .  

Cette proposition va nous servir à montrer que Di n'appartient pas à F ( 8 ) .  Nous utiliserons, 

aussi, un autre résultat similaire au lemme 11.26 : 

ï.,emme 11.31 : S O ~  L un unCOne irati0nne.î clob p c ~  union. MOU D; appaht ien t  a F(L) b i  et b d e m e n t  b i  Ce 

e u h i e  dans L un langage L t e l  que D*; 5 L 5 D;. 

Démonstration : Considérons l'homomorphisme h défini sur {a,b}* par h(a) = b et h(b) = a. si D'* c L 5 D:, 1 - 
* * * * *  * * *  * 

nous avons (DI; h(Dtl)) 5 (L h(~))* (D h(D1)) et comme, clairement, (Dl h(D1)) et D'; h(DV1)) sont 
1 

* * 
égaux à D;, (L h(L)) = Dl. Donc, L t L implique D* = (L h(~))* c F(L). 

1 

Réciproquement si D; E F(L), il existe un langage rationnel R 5 T* et une L-substitution s 

tels que s(R) = Di. On peut supposer que Y d c T, s(d) # 0 et que la lettre d occum au moins dans un mot 

de R. Pour tout i c E ,  notons L. = {w c {a,b}* / fa(w) - %(w) = il. Il est clair que pour tout d 6 T, 

il existe i c Z tel que s(d) 5 Li. De plus, si x est un facteur d'un mot de R, il existe x', x" de longueur 

inférieure au nombre d'états de l'automate qui reconnait R, tels que x' x x" E R. Donc il existe un entier 

positif k vérifiant : 



(*) Si u x v r R, s(x) 5 L. avec - k 5 j i k. 
3 

Notons, alors, B = {(q, t. d) / O S q,t 5 2k + 1, d t T et s(d) 5 Li avec i = q - t} et pour 

p = (q, t, d) .r B, posons A = [w / aq w bt c s(d)}. Montrons maintenant, que L = U A vérifie les 
P prB 

propriétés du lemme. 

Prenons d'abord, w e A avec p = (q, t, d )  a B. Alors aq w bt c s(d) donc q + ea(w) - -!,,(w) - t = 
P 

q - t ce qui implique La(w) - $(w) = O et w a D* 1' 

Prenons maintenant, w r DI;. Alors y = aZkf1 w b2k+1 appartient 1 D* et il existe x r R tel 1 
i que y = s(x). Il existe une factorisation de x en x' d x" avec d e T telle que a c s(xt), a' y' s(d) 

avec j = 2k + 1 - i, y" r s(xl') et y' y" = w b2k+1. D'après la propriété (*), i est inférieur à k + 1, 

donc j = 2k + 1 - i est supérieur à k et comme w É D';, pour tout facteur gauche w' de w, on a 

ta(w') - %(ut) t O et la(,' wt) - %(a' w') 2 j > k ce qui implique a' w' 1 s(d). Nous en déduisons que 

y '  = w bm, donc aj w bm É s(d) Li avec i = j - m. Par construction, nous avons O i j, m i 2k + 1, donc 

Enfin, il est clair que pour tout p = (q, t, d) E 8, A appartient à C(s(d)) 5 L et comme B 
P 

est fini, L. = U A 'appartient à L qui est clos par union.O 
prB 

Nous pouvons maintenant établir : 

Proposition 11.32 : Le tangage D; n'appahtient pas d F(Bor), lu peud p&e FAL contenant le4 tangages 

bomE4. 

Démonstration : D'après le lemme précédent, l'appartenance de DI à F(Bor) implique l'existence d'un 

langage L c C(Bor) tel que D'* c L 5 Di. Il existe alors, un alphabet T = [al,. . . ,a 1 ,  un langage 
1 - 

L' 5 a; ... a* et une transduction rationnelle s telle que 5 = [(g(w), h(w)) / w R)  et L = s(L'). 

Considérons un automate d'état fini M = (Q, Y, f, qo, F) qui reconnait R. Pour tout q, q' E Q, posons 

R = [w c Y* / f(q,w) = q'} et S. = [(g(w), h(w)) / w E Rq,ql}. A chaque transduction rationnelle 
999' 934' 

s et pour t(u) = t(v) = 1, la proposition 11.30, fait correspondre un entier positif k. Prenons 
9.9' 
un entier p supérieur à chacun des k ainsi définis. Alors z = (aPbP)"" D'; et il existe y r L' tel que 

z a s(y). Il est clair qu'il existe une factorisation de y en yl y2 yg et une factorisation de z en 

z1 z2 z3 de telle fa~on que y2 c a;, il c sqo,q(yl) z2 = z' aP bP zil 2 2 ' sq,q' (y2), z3 sq',q"(~3) 

avec q,q' E Q et q" F. La proposition 111.30 implique alors qu'il existe deux entiers il, i 2 O tels 
2 

que il t i > O et i2 = z' aP*i' b ~ - ~ 2  zl' - 
2 2 

E sq,ql (y2) ce qui entraine z z2 z3 É L 5 DI, d'où la 

contradiction puisque e,(z S z ) - %(z z ) = il t i2 > 0.0 
1 2  3 1 2  3 



Considérons, maintenant, le langage L = c((abcd)*). Supposons que L appartienne à F (Bor). 
0 

* * *  
Alors L n {a,b} c d = {x cndn / x E D;, n = L(x)} est un langage sans insertion qui appartient à F (Bor), 

O 

donc à C(Bor) (cf. proposition I . 2 7 ) ,  d'où la contradiction d'après la proposition précédente et nous 

pouvons énoncer : 

Corollaire 11.33 : La @nd.te c (Ra t )  n'ut pub i n d u b e  danb ta plub pe t iCe  FAL d o d e  pan b u b b U & o n  

et contenan.2 lu eartgaged bo/viEd.  



Les transductions rationnelles peuvent faire correspondre à un langage récursif, un langage 

non récursif. Ainsi tout langage récursivement énumérable est l'image par une transduction rationnelle du 

langage shuf(Sym, G) où est une recopie de Sym = { w  #R / w c {a,b~*} sur un alphabet disjoint [: 3 1. 

Par contre, pour les transductions rationnelles fidèles qui ne peuvent effacer qu'un nombre borné de 

lettres consécutives, l'image d'un langage récursif est un langage récursif. Ces deux notions sont, donc, 

assez différentes et il est intéressant d'examiner les langages effaçables, c'est-à-dire les langages L 

f qui vérifient l'égalité entre C(L) et C (L), le plus petit cône rationnel fidèle cootenant L. C'est ce que 

nous faisons dans cette section où nous donnons une condition nécessaire et suffisante pour qu'un langage 

commutatif soit effaçable (proposition 11.42). Cette condition fait intervenir la notion de quotient 

rationnel (quand nous ne précisons pas, il s'agira du quotient rationnel à droite). Nous sommes donc amenés 

à étudier les cônes rationnels fidèles qui sont clos par quotient rationnel et nous exhibons un langage 

* * *  
L 5 a b c , non effaçable, qui engendre, cependant, un cône rationnel fidèle clos par quotient rationnel 

à droite et à gauche. Nous apportons, ainsi, une réponse à une question de Ginsburg (C253 page 34). Par 

* f 
contre, nous démontrons qu'un langage L 5 a b est effaçable si et seulement si C (L) est clos par 

quotient rationnel à droite et à gauche et nous en déduisons que tout langage algébrique inclus dans 

* * 
a b est effaçable. Nous montrons, ensuite, le résultat principal de cette section : 

Un langage commutatif L est effaçable si et seulement si pour tout langage rationnel R, 

f 
L/R appartient à C (L) . 

Nous utiliserons cette propriété au chapitre suivant pour montrer que tout PSL-langage 

commutatif est effaçable. D'autre part, elle permet de retrouver immédiatement un résultat de Ullian C791 : 

tout langage L 5 a* est effaçable. Enfin, nous en déduirons une caractérisation des langages commutatifs 

effaçables inclus dans D; (proposition 11.49). 

Pour toute famille de langage L, nous noterons 

L/Rat = {L' / L' = L/R avec L L et R e ~at). 

Nous dirons que L est clos par quotient rationnel si L contient L/Rat ce qui implique, en 

fait, 1 = L/Rat. 

Tout cône rationnel est clos par quotient rationnel (cf. C251). Par contre, ce n'est pas 

toujours vrai pour un cône rationnel fidèle. Nous allons donner, maintenant, une condition pour que le plus 

petit cône rationnel fidèle clos par union contenant une famille de langage L soit clos par quotient 

rationnel : 



Lemme II.  3 4  : P o u  t o u t e  6 u m i . U ~  d e  h p a g e d  L. CO ( L )  U t ,  d o b  pal q u o f i W  Jatio>me( b i  bgir(pin~nf b i  

6 L/R& e s t  inclub dann C U ( L ) .  

f  f  f 
~ é m o n s t r a t i o n ,  : Comme L/Rat 5 CU( L) / Rat ,  C (L) c l o s  p a r  q u o t i e n t  r a t i o n n e l  impl ique L/Rat 5 C ( L) . 

U u 

f  
Réciproquement, prenons L' r  L ,  L" r  C ( L I ) ,  R '  r  Rat e t  montrons que L"/R' a p p a r t i e n t  à 

f f  
C (L) .  Comme Lw r C ( L ' ) ,  il e x i s t e  un a lphabe t  A ,  un langage r a t i o n n e l  R 5 A* e t  deux homomorphismes 

a lphabé t iques  g e t  h t e l s  que L" = g(B) avec  B = h - l ( ~ ' )  n R e t  g l i m i t é  s u r  R .  L'homomorphisme g é t a n t  

a lphabé t ique  g(B) / R '  = g(B / g - l ( ~ ' ) ) .  Posons R" = g - l ( ~ ' )  e t  considérons  l ' autonia te  d ' é t a t  f i n i  

M =  ( Q ,  A ,  f ,  qo, F) q u i  r e c o n n a i t  R. Pour t o u t  q c  Q,  notons  R = {W r A* / f ( q o ,  W )  = q} e t  
9 

R- = {w r  A* / f (q ,w)  c FI.  Montrons que B/Rf' e s t  é g a l  à U ( h - l ( ~  ) n R 1 où H = {q r Q / R- Z (81 e t  
9 

qe H q q 9 

L =LI / h(RW n R-). 
9 9 

b e n o n s  x r  B/Rtl. I l  e x i s t e ,  a l o r s ,  y r  RI' e t  q r Q t e l s  que xy r  B = h - l ( ~ ' )  n R e t  

x r R  C o m m e x y ~ R a v e c x c R , y r R - e t q c H . D e p l u s , h ( x ) h ( y ) = h ( x y ) r L ' a v e c y r R " n R - c e  
9 '  9 4 9 

q u i  implique h (x )  r  L '  / h(R" n R-) = L e t  donc x r  h - l ( ~  ) n R avec  q r  H .  
9 Q 9 9 

-1 
Inversement,  s i  x r  h (L ) n R avec  q r  H ,  h ( x )  r  L = L' / h(R" n R-) c e  q u i  e n t r a i n e  

'4 9 9 4 

q u ' i l  e x i s t e  y r  R" R- t e l  que h ( x )  h ( y )  = h(xy)  r  LI. Comme x a R e t  y r  R- xy r  R e t  xy r  h - ' ( ~ ' )  n R = B  
9 4 9' 

avec y a R" donc x É B/RW. 

Nous avons a l o r s ,  Lw / R'  = g(B/R") = U g ( h - l ( ~  ) n R ). Par hypothèse ,  L = L'/h(R1' n R - )  
q r  H 9 4 9 9 

f a L/Rat, q u i  e s t  i n c l u s  dans  C (L) .  D 'aut re  p a r t ,  pour t o u t  q É H ,  l'homomorphisme g e s t  l i m i t é  s u r  R 
4' 

En e f f e t ,  dans  l e  c a s  c o n t r a i r e ,  comme q c H ,  il e x i s t e  y e R- e t  g s e r a i t  non l i m i t é  s u r  R y 5 R ,  d 'où 
9 Q 

f f  
l a  c o n t r a d i c t i o n .  Donc Lt ' /R '  a p p a r t i e n t  à C (L) ,  pour t o u t  langage L" r  c f (  L). Enf in ,  s i  L r Cu( L) ,  il 

f e x i s t e  LI,. . . ,Ln r  C (L) t e l s  que L = (-J L. e t  pour t o u t  r a t i o n n e l  R ' ,  L/R' = 0 (Li / R')  a p p a r t i e n t  
iil l i=l 

a c:(L).o 

Lemme 11.35 : SoLt L un cône taLionne& d ide le  d o s  pa/t union.  S i  L e6.t cl06  pan. quotitiertt ha.t ionnd, 

F ~ ~ L I  = ~ a t  O L est  audbi ctob p t  quotieiev~t m t i o n n d .  

f  
Démonstration : S i  L É F ( L I ,  il e x i s t e  un langage r a t i o n n e l  Rl 5 T; e t  une L - s u b s t i t u t i o n  0 t e l l e  que 

f  
L = o(R1). Considérons un langage r a t i o n n e l  R2 5 T; e t  montrons que a(R ) / R2 r  f CL). Pour i = 1, 2,  

1 

s o i t  Mi = ( a i ,  Ti, f i ,  qi,o, F . )  un automate d ' é t a t  f i n i  q u i  r e c o n n a i t  R . .  Pour i = 1, 2 e t  q c Q i ,  

notons  R = {w r  T; / f i (q i ,o ,  w) = q} e t  Ri,; = {w c T; / f i ( q ,  Y )  r  F ~ } .  Considérons a l o r s ,  l ' ensemble  
i .q  

H i n c l u s  dans  Q1 x Tl x Q2 d é f i n i  de l a  manière s u i v a n t e  : 

H = { ( q ,  a ,  q ' )  / o(R1 - ) n R 2 , q l  # 0 avec q = f l ( q ,  a ) }  e t  montroris l ' é g a l i t é  

o(R1) / R2 = V u ( U o(R1; q )  ( o ( a )  /R2 ) )  oh V = { E }  s i  F < o(RI)  / R 2 ,  0 s inon .  
( q , a , q f  )rH $ 9 '  



Prenons x  c o(R ) / R avec x  # E.  11 e x i s t e  a l o r s  y  c R2 t e l  que xy c O(R1). Comme 
1 2 

x $ E, x e t  y  s e  f a c t o r i s e n t  respect ivement  en  xl x2 e t  y  y  avec  x  
1 c d u ) ,  x  y  c a ( a ) ,  Y 2  r  U ( V ) ,  2  1 

u s  v c T;, a  c Tl e t  u  a  v  c R1. Posons q  = f  ( q  l , o s ~ ) ,  qa = f l (q ,  a )  e t  q '  = f2 (q2 ,0y  y l ) -  Comme 

fl(ql ,os u a )  = qa e t  u  a  v c RI ,  v E R1 - e t  y2  c O(R1 - ). De même, comme y y  = y c R avec  
*'a 9qa  1 2  2  

q' = f2(q2,0,y1),  y2 c R 2 , i l ,  c e  q u i  implique ( q ,  a ,  q ' )  É H. En o u t r e ,  xl 6 o ( u )  5 a(R1 ) e t  
$9 

x2 y1 c d a )  avec  y1 r  R2 ,q l ,  d o n c x 2 r 0 ( a ) / R  e t x = x l x 2 a p p a r t i e n t à o ( R  ) ( o ( a ) / R 2  1. 
2,9 '  l ~ q  94' 

Réciproquement, si x  c u(R ) ( o ( a )  / R2 ) avec ( q ,  a ,  q ' )  r  H, x s e  f a c t o r i s e  en  
lYq 39' 

x1 x2 avec xl c a(R1 ) e t  x2 r  a ( a )  / R2,q,.  Donc, il e x i s t e  u  c R 
sq l ,q ,  Y1 flRpyq' t e l s  que 

x1 c a ( u ) ,  x2 y1 c d a ) .  Comme ( q ,  a ,  q ' )  r  H ,  il e x i s t e  y2 r  o(R1 - ) n R2 avec q  = f l ( q ,  a ) .  Ceci 
*Qa 94' 

impl ique q u ' i l  e x i s t e  v  c R - t e l  que y2 c a ( v )  e t  u  a  v  r  R1, donc xl x2 yl y2 c o(R1) avec  yl y2 c R2 
14, 

f  La démonstra t ion s 'achève en remarquant que u(R ) a p p a r t i e n t  à F (L)  puisque R e s t  un 
1 Bq ,q 

f  
langage r a t i o n n e l  e t  que U(a) / R c L/Rat = L p a r  hypothèse .  Comme H e s t  f i n i ,  o(R1) / R2 E F (L)  q u i  

2  sq' 

e s t  donc c l o s  p a r  q u o t i e n t  r a t i o n n e l . 0  

En u t i l i i a n t  c e s  deux r é s u l t a t s  on p e u t  a l o r s  énoncer  l e  lemme s u i v a n t  : 

Lemme 11.36 : SoLt une @n.LUe de tangage L = {LI ,  L2,  L g l  a v e c  L I  = {an bP cn / p 2 n r O}, 

Lp  = {an bP cq / p r n r p r O} et Lg = {an bP cq / p 2 q 2 n 2 O}. La ~ L U A  p m e  FAL &ideLe contenant L,  

F~ L I  , e6f d o d e  ~ L V L  q u o t i e n t  h a t i o n n d .  

Démonstration : D'après  l e s  lemmes 11.34 e t  11.35,  il nous s u f f i t  de montrer  que L/Rat e s t  i n c l u s  dans  

f  f  
C,,(L) e t  donc d ' é t a b l i r  que L / R c C (L)  pour t o u t  i c { l ,  2 ,  3 )  e t  t o u t  langage r a t i o n n e l  R. Comme 

i u 

L / (R1 u R ) = L / R u L/R e t  que t o u t  langage r a t i o n n e l  e s t  une union f i n i e  de l angages  r a t i o n n e l s  
2  1 2 

dont  l ' image pa r  l a  f o n c t i o n  de Par ikh e s t  un ensemble l i n é a i r e  [55], on peu t  supposer que Y(R) e s t  un 

* * 
ensemble l i n é a i r e .  Enf in ,  t o u t  f a c t e u r  d'un mot appa r t enan t  à Li, e s t  dans  a b  c  , donc 

* * *  
Li / R = L .  / R'  où R' = R n a  b c  e s t  r a t i o n n e l  e t  on peut  supposer  R 5 a*  b* c*. 

Considérons d'abopd l e  c a s  où R e s t  i n c l u s  dans  c*. S i  R e s t  f i n i ,  nous avons  L / R c C I ( L ~ )  i 
f  c C ( L ) ,  V i r  ( 1 ,  2, 3) .  S i  R e s t  i n f i n i ,  comme Y(R) e s t  un ensemble l i n é a i r e ,  3 j c N e t  k r  Nt t e l s  - 

que R = c j ( c k ) * .  S o i t  h  l'homomorphisme d é f i n i  s u r  T = { a ,  b ,  c l  p a r  h ( x )  = xk,  V x c T.  Pour t o u t  
. . f  k  * i c { O ,  ..., k-I}, LIi = shuf (h (L  ), a' b1 b* c i )  n a* b* c* a p p a r t i e n t  à C ( L 2 ) ,  donc L ' I l  = L1 / ( c  ) = 

7 - 
f  f f f  k * 

LIi r  C (L2)  Cu(L) e t  Ll / R = L"l / C' r  C (LI' ) 5 Cu(L) .  Comme L2 / ( c  ) e s t  é g a l  à L 2 ,  nous 
i = o  1 

f  f k * 
avons a u s s i  L2 / R f C (Lî) 5 CU( L). Enf in ,  montrons que L'lg = I,g / ( C  ) a p p a r t i e n t  à C(L1 u L 1. Pour 2  

t o u t  i c { O , .  . . ,k-11, s o i e n t  Y .  l e '  langage r a t i o n n e l  ( an  bp c q  / p-q = h k t i  avec X r  Z} e t  
k- 1 

" P 9  Zi = {a b  c / p 2 q ,  p r n t i }  n Y Vér i f ions  que Lw 
i '  3  = U zi. 

1=o 



k * Prenons w = an bP cq r L3 / (c ) . Il existe, j r N et i c {O ,..., k-11, w ckj c L3 n Y 
i' 

donc p 2 q + jk 2 n et p - q = Xk + i avec X c & et i c {O,.. .,k-1) ce qui implique p-q-jk = (A-j)k+i 2 O 

donc X 2 j, p 2 q+jk+i 2 n+i et w c 2.. 

Réciproquement, si w = an bP cq c Zi, nous avons p 2 q, p 2 n+i et p-q = Xk+i donc X r N, 

q+kk = p-i 2 n, ce qui implique an bP cq clk r L3 et w r L~ / (ck)*. 

D'autre part, il est facile de vérifier que pour tout i c {O,. . . ,k-11, 
f Zi = shuf(L2 Y L3, (bi C' / O L j L il) n Yi, donc Zi C (L2 u L3), L" r cf(L2 ü L3) 5 c~(L) et 

3 

L) / R = LI' 3 / cj r ~ ~ ( ~ 1 1 ~ )  5 c~(L). 

+ * Considérons maintenant un langage rationnel R inclus dans {a, b} c . Comme R peut s'écrire 
corne l'union finie de produit de la forme R1 R2 où R et R sont des langages rationnels inclus 

1 2 
f 

respectivement dans {a, b)+ et c*, il nous suffit de montrer que L./ R R c C (L). Or, comme tout mot 
1 1 2  

de R1 contient au moins une lettre de {a, b), L./ R R est égal à A./ R avec A . =  (I../ R ) n a* b*. 
1 1 2  1 1  1 1 2  
f D'après ce que nous avons montré ci-dessus, Air C (L) et comme A.est un PSL-langage inclus dans a* b*, 

* 
A est un langage algébrique inclus dans a b et il est facile de voir que A.est effaçable donc i 

Ai/ RI c cf(!$ 5 cf(l).O 

Nous sommes, maintenant, en mesure de répondre à une question de Ginsburg (C251 page 34) en 

établissant l'existence d'une FAL fidèle close par quotient rationnel mais pas par homomorphisme effaçant. 

Nous avons, en effet : 

6 Proposition II. 37 : 1.t e h t e  un tangage L 5 a* b* c* t d  que F (L) boit dob pcvl quotitient tationnd m i b  

6 pas pah homomoilp~me e66açant, c ' u t - a - & e  F IL) 3 F(L). 

Démonstration : Considérons la famille L = IL 1, L2, L3}. D'après Goldstine C371, il existe un langage 

f f f L 5 a* b* c* tel que F (L) = F (LI. Il nous reste donc à montrer que F (L) est inclus strictement dans 

F(L). En utilisant un raisonnement analogue à celui qui est utilisé dans [ 261, on peut vérifier que tout 

langage infini appartenant à c~(L) possède un facteur itérant. Prenons L r avec i r (1, 2, 31. 11 

existe, alors, deux homomorphiames alphabétique h,g et un langage rationnel R tels que L = g(h-l(~i) n R) 

et g est limité sur R. Soit k le nombre d'états d'un automate d'état fini qui reconnait R. Si pour tout 

1 w r L. de longueur supérieure à 3k. h- ( w )  n R = 0, L = g(h-l(~'i) n R) où LIi = {w r Li / t(w) 1 3k) est 

un langage fini, donc L est un langage rationnel infini et ~ossède un facteur itérant. Dans le cas contraire 

il existe w = an bP cq c L. tel que h-'(w) n R # 0 et n+p+q > 3k. On peut alors trouver dans R, un mot 

y = y y y avec h(y ) = an, h(y2) = bpi h(y3) = cq. Par définition des langages L n+p+q > 3k implique 
1 2 3  1 i' 

p > k et il existe une factorisation de y2 en yT2 u yf12 avec u # E tel1.e que y 1 y' U U* y''2 Y3 f R- 

Comme h(u) r b*, h(yl yf2 u U* ylt2. y3) 5 Li. Enfin, g étant limité sur R, g(u) # E et g(yl y12 U) ( g ( ~ ) ) *  

g(ytV2 y3) 5 L qui possède un facteur itérant. 



f 
Tout langage L' r C (L) peut s'écrire L' = LI1 u LI2 u LI3 avec L' thi) pour u i' 

i c {l, 2, 31 et si L' est infini, l'un des trois langages est infini et possède un facteur itérant donc 

L' , aussi. 

f 
Le langage Cl est un CIL-langage. Donc C n'appartient pas à C (L) et d'après la proposition 1.23, 1 

f f 
Cl 1 F (L) = Rat 0 C ( L ) .  Par contre, il est clair que Cl < C(Ll) 5 F(L) et Ff(l) F(L).O U 

Etant donné que L est clos par miroir, F~(L) est aussi fermé par quotient rationnel à gauche 

f 
et vérifie donc : Y L c F~(L), Init(L) É F~(L) et Fac(L) = { w  / 3 u, v tels que u v c LI c F (L). 

D'autre part, on peut remarquer que la proposition précédente n'est plus valable pour les 

langages bornés sur moins de trois lettres. En effet, tout langage L 5 a* est effaçable (cf. corollaire 11.43) 

et pour les langages inclus dans a* b*, nous avons : 

Lerne 11.38 : P o w  t o u t   gage L 5 a* b* et f o u i  i ,  j r N+. le C ~ g a g e  L' = lail * \ (L / I b'l *I = 

{ w  c a* b* / 3 6, t N ta que a* w bjt c LI ut un tangage donri&. 

Démonstration : Posons A = (O,. ..i-1) x (O,.. . ,j-1) et pour tout (p, q) c A, notons R = aP(ai)* bq(bj)* 

U 
P99 

et L = L n R . .Comme L' est égal à (Rp,q n (a* \ ( Lp,q/b*) ) ) , on peut se ramener au cas où P.9 > P.P 
(P.~)€A * 

, 
i = j = 1 et il reste à montrer que L' = a* \ (L / b ) est rationnel pour tout langage L a* b*. Si 

t * * pour tout k c N, il existe s, t > k tels que as b c L, alors L' = a b est rationnel. Sinon L' est égal 

S t  s t  à L1u L2 où Ll = {ab c L / s 5 k} et L2 = (ab < L /  t 5 k). Alors, L = U as LfSavec 
. . oss5k 

LIs = {b' / as bj c ~~1 et a* \ (as LIs / b* ) est égal à U (an(~lS / b*)). Si LIs est infini, 
oSn<s 

LIs / b* = b*, donc L' / b* est toujours rationnel ainsi que LI. Par symétrie L2 est rationnel et 

L' = L1 u L est aussi rationnel.O 2 

Proposition 11.39 : Un langage I, in& davlb a* b* ut s6,jacabCe d i  et sedement h i  C ~ ~ L I  e b t  d o d  pah 

quotient fia.tionn& h h o d e  et h gauche. 

f Démonstration : Si L est effaçable, C (L) = C(L) qui est clos par quotient rationnel à droite et à gauche 

Réciproquement, prenons L' c C(L). Il existe, alors, un alphabet A, un langage rationnel 

R 5 A* et deux homomorphismes alphabétiques h et g tels que L' = g(h-l(~) n R). Notons A = {x c A / 1 

h(x) c: a*} et A2 = {x c A/ h(x) r b*}. Comme L est inclus dans a* b*, L' = g(h- '(L) n RI) avec 

* 
R' = R n A; A;. Le langage R' est un langage rationnel inclus dans Al A2, donc R' est une union finie 

ln I 

de produit, R' = u 
RIi,? où pour tout i r (1,. ..,YI), RIiyl et RIi,? sont des langages 

i=l - 1 rationnels inclus respectivement dans A; et A;. Alors L' = In) LIi avec LIi = g(h (L) n RIisl R'i,2) et 
i=l 

f f pour montrer que L' c C (L), il suffit de montrer que LIi c C (L) pour tout i E Il,. . . ,n). On peut, donc, 



supposer sans nuire à la généralité de la démonstration que R = RI R2 où R et R sont des langages 
1 2 

rationnels inclus respectivement dans A; et A;. Pour i r (1, 21, soit Mi = (ai, Ai, fi, qi, Fi) un 

automate d'état fini à k états qui reconnait R.. Pour i r 11, 2) et tout w r A:, notons Q.(w) = 
i 

{qc Qi / 3 W' tel que w =  w' w''avec fi(qi, w') = q) et pour tout X i ~ Q i ,  posons % = {w r Ri / 
i i 

Qi(w) =x.), R' i \ ~ Z  1;oÙZdésigne {y c A / g(y) = r } .  Pour i r  (1, 21, il est clair 
1 Xi 

que R - U q<. , pour tout q c Qi, i -  zi ,q = {wc(Z n A.)* / f.(q, w) = q.) et pour tout XicQi, 

zxiz:i ( (J - 
posons - )*. Montrons, maintenant que pour Xl 5 Q1 et X2 Q2, le langage L - 

'i qcx: ziyq X19X2 

Raisonnons comme pour la démonstration du lemme 11.41. Prenons w r L . Alors w = g(w w ) 
X1>X2 1 2  

et h(w w ) c L. Pour i e {l, 21, il existe w' c R' et zi c Z tels que 1 2  i Xi 
'i 

W r shuf(wti, zi) et comme g(z.) = E,  on obtient g(w' zi) = g(zi wIi) = g(wi). Enfin comme i i 

h(wl) 5 a* et h(w2) 5 b*, h(zl wrl) = h(wl). h(wV2 z2) = h(w2) et w = g(w w2) = g(zl wtl wt2 z2) r 

Réciproquement, prenons w = g(zl wtl wV2 z2) avec V i r 11, 21, zi e "'i ' R'~ i  5 si 
donc Qi(wti) = Xi. Alors, pour tout i r (1, 21, il existe zti r c(z.) et w r %i tels que w c 

i 

shuf (wti, zti) et nous obtenons w = g(wtl nt2) = g(wl w2) avec h(w w ) = h(z wVl w ' ~  z2) c L, donc 1 2  1 

w r g(h-'(~) n 5 q< ). 
1 2  

Comme g(ZX = g(ZX ) = (f1, nous avons L =g(h-l(~'t)nR' R' )avec - 
1 2 X19X2 Xl X2 

L" = h(ZX ) \ (L / h(ZX )). Etant donné que g est limité par construction sur R' et R' , g est 
1 2 X1 X2 

limité sur R' R' et f 
Lx1 ,xq c C (LI'). Enfin, comme L' = {w r Lx / Xl 5 Q 1  et X25Q2}, 

X1 X2 1' 2 

il nous reste à montrer que LI' r C'CL). Le langage h(Z ) est un langage rationnel inclus dans a*, c'est 
1 

donc une union finie de langages de la forme as(at)* et on peut se ramener au cas où h(Z ) = as(at)* et 
1 

' *  
où h(ZX ) = b1(b3) . Si le produit tj est non nul, d'après le lemme précédent, Lw est un langage 

2 
f rationnel qui appartient donc d c (L). Sinon, supposons t = O. Alors, par hypothèse, L'Il = L / (bj)* 

f 
appartient 3 C (LI et L" = as \ (L'Il / bi) 6 cf(L). Le cas où j = O se traite symétriquement, d'où le 

résultat.O 

* * 
Si, de plus, le langage L 5 a b est un PSL-langage, nous pouvons déduire de la proposition 

précédente : 

Proposition 11.40 : T a u t  langage dgébhicjue inclun datu a* b * a t  edbacable. 



* * 
Démonstration : Soit L un langage algébrique inclus dans a b . Alors, S = Y(L) peut s'écrire S = (nJ Si 

i=l 
où les Si = L(ci ; P.) sont des ensembles linéaires propres disjoints deux à deux C201, C491. Pour 

tout i c {l, ..., n}, P. contient au plus deux éléments. Posons 1 = fi r {l, ..., n) / Pi n N+ x N+ # 01 et 

* 
1' = Il,. . . ,n} \ 1. Le langage R' = Y S.) n a  b est rationnel et nous avons L = L' u R '  et 

* f 
LI = L n R' avec L' = Y-'(USi) n a b . Montrons que L' / b* appartient 2 C (LI). Pour cela, effectuons 

ir 1 
la même construction que Berstel dans [ 6 1. Posons P' = {u c N+ / 3 v c N, i c 1 tels que (u, v) r pi} 

et soit p le plus petit commun multiple des éléments de P'. Prenons i c 1 et posons P' = P. si P. a deux 
i 1 

éléments, Pi u I(0,0)} sinon. Donc Pti = Ix, y} avec x = (x', x") r N+ x N +  et y =(y', y"). Posons 

= p / x', t = p / y' si y' # 0, 1 sinon, xl = sx, yl = ty, PWi = {xl, yl} et C = {ci + Xx + py / 

O < s et O 5 p < t}. Il est clair que S est égal à U L(u ; Pt'. ). On peut alors, supposer, sans i 
uc C 

nuire à la généralité de la démonstration, que le langage L' vérifiait : Il existe p E N+tel que pour 

tout x = (x', x") c P = U Pi, soit x' = p. soit x' = O. Posons m = sup {u c N+/ 3 i c 1, v c Bi tels que 
ic 1 

(Y,") c P u Ici)) et montrons que LI / (b*) = 0 ((ap)* LI / bjl. 
i 

j =O 

* 
Prenons j c {O,. . . ,ml et w E (aP)* L' / b3. Alors, il existe r c N, w1 E a b tels que 

w = wl et w' = w b3 r L'. Il existe, donc, i E 1 tel que z = 'Y(*') c L(ci ; Pi) et (p. y") r Pi. 
1 

Alors z' = z + r(p, y") c L(ci ; P.) ce qui entraine (aP)r w bj+ry" 
1 

c LI et w c LI / b*. 

r 
.Réciproquement si w c L' / b*, il existe r r N tel que w b c L' et i c 1 tel que 

z = Y(w br) c L(ci ; Pl). Il existe X. p c N  tels que z = c + Xx + py où Ix , y} = Pti, x = (p, x"), 
i 

y = (y', y") et ci = ( c l i ,  c''~). Par définition de m, il est clair que l'on peut trouver X' c {O, ..., X} 
et p'  t {O,. .. ,pl tels que c" + A '  x" + p' y" = %( 

i W) + j avec O 5 j 2 m. Posons. alors z' = c + X'x + p'y, 
i 

- 1 * * 
w' = Y (2') n a b et k = X - X' si y' = O, X - X' + p - p' sinon. Comme w' r L' et que w = w'/b3 

avec O S j 5 m, on obtient bien w c (<ap,* L' / bj). 
3 =O 

f Etant donné que (aP)* L' r C (LI ), l'égalité que nous venons d'établir implique 

* f L' / b c C (L'). Nous en déduisons que L / b* = L' / b* u R' / b* appartient c~(L) et comme 

L' = L n R' r c~(L), pour tout langage algébrique L inclus dans a* b*, L / b* c cf(L). 

* * f 
Prenons, maintenant, un langage rationnel R c a b et montrons que L / R c C (L). Le langage - 

+ * R est égal à R1 u R avec RI = R n a b et Rî = R n b*, donc L/R = L/R1 u L/R2. Comme L/R est un 
2 1 

f PSL-langage inclus dans a*, L/R est un langage rationnel et appartient à C (L). Le langage R2 est une 
1 . ' *  f 

union finie de langages de la forme bl(b') , il suffit donc de montrer que Lw = L /(bj)* c C (L). Si 

f j = 0, L" = L r C (L). Sinon LIt = ((I / b*) n a* bs(hj)*) avec Ls = L n a* bs(bj)* et 

f s=o 
f * * Ls / b* E CI(L~) 5 C (L), donc L" c C (L) et tout langage algébrique inclus dans a b est clos par 

quotient rationnel. 

Par symétrie, nous obfenons le même résultat pour le quotient rationnel à gauche et le 

résultat se déduit de la proposition 11.39.0 



En particulier, cette proposition implique un résultat démontré par Greibach dans C411, C441 : 

le langage C = (anbn / n 2 01 est effaçable. 1 

Montrons, maintenant, que la proposition 11.39 est aussi vérifiée pour touts les langages 

commutatifs. Mais, en raison de la commutativité, il est clair qu'il n'est pas utile de considérer le 

quotient rationnel à gauche. Etablissons d'abord : 

Lemme 11.41 : S o L t  1 un t a n g a g e  c o W a t i 6  i n d u s  dand T * .  Pouh t o u A  L' c CIL), ie e x h t e  ded langages  

6 Nitionne(a RI ..... R c T* ta que L' r CUIL) a v e c  L = {L / RI ...., L / Rpl. 
P - 

Démonstration : Il existe un langage rationnel R c Y* et deux homomorphismes g et h tels que - 
-1 

L' = g(h (L) n RI. Soient M = (Q, T, f, qo, F) un automate d'état fini qui reconnait R et k le nombre 

d'états de cet automate. Pour tout x E T*, notons Q(x) = Iq É Q / 3 x' tel que x = x' x" et f(qo, x') = q} 

et pour tout X 5 Q posons % = {x r R / Q(x) = XI, U V x  = % \ T* zk T*, où Z désigne (y r Y / g(y) = E } .  

Il est clair que RIX est un langage rationnel et que R = U %. Pour tout q r Q, notons 

XcQ * - 1 z = {X r Z* / f(q, X) = q} et pour tout X 5 Q, ZX = (U Z ) et Lx = g(h (L) n %). Montrons que 
9 

-1 qcx q 
V x Q, 4( = g(h (L) n RIX ZX). 

- 1 ' 

Prenons y E LX. Alors y = g(x) avec x E h (L) n S. Comme l'automate M n'a que k états, on 

peut trouver une factorisation de x en x' z1 xV2 ... X '  z telle que x '  = x '  . . . X' E RIX et 
n n 

i r {l, ..., n}, 3 q. É X tel que zi É Z ce qui implique z = z . .. z c ZX. Donc x' z E RIX ZX et 
9 i 

comme x' z É c(x) et que h-'(~) est commutatif, x' z r h-'(~). Enfin, comme g(r) = g(zl) ... g(zn) = C ,  

nous obtenons y = g(x) = g(xl  z) r g(h-l(~) n RIX ZX). 

Réciproquement, si y r g(h-l(~) n RIX ZX), il existe un mot x' z tel que y = g(x' z), 

X '  t. RIX, z Z et h(xr z) r L. Comme x' r %, x' se factorise en xfl x ' ~  ... X' avec V i c Il, ..., t}, 
X t 

x' E Y et f(qo, xV1 . .. x1 ) = q. donc X = {qo, q1 ,..., q 1. D'autre part, comme z r ZX, il existe i i t 

zo ,..., zt tels que Y i E (O ,..., t}, zi É Z et c(z) = c(zo ... zt). Alors x = z O XI1 Z1 ... X' 
qi-l 

t Zt et 
-1 comme x E c(x' z ... z ) = c(x' z) et que h (L) est commutatif, x E h (L) et y = g(x' z) = g(x') = 

t 

g(x) E LX. 

Etant donné que g(Zx) = {FI, Lx = g(h-l(~) n RIX PX) est égal à g((h-l(~) / ZX) n RIx) et 

-1 - 1 - 1 
comme h (L) / ZX = h (L / h(ZX)), LX = g(h (L / h(ZX)) n RtX). Par définition de R' l'homomorphisme g x7 

f 
est k-limité sur RIX, donc LX appartient à C (L / h(Z ) )  où h(Z ) est un langage rationnel inclus dans T*. 

U u" f 

X 
- 1 -1 

Enfin, L = g(h (LI n R) = g(h (L) n (xcQ R,)) = _ LX E C,,(L) où L = CL / R1,..., L / R 1 avec - P 
hl,. . . ,u 1 = {h(zX) x ~1.o 

P 



Nous pouvons en déduire immédiatement le résultat de base de cette section : 

Proposition 11.42 : Un tangage commLLtati6 L e s t  eddaçabte IL. e. C ' I L )  = C ( L )  b i  et b d e m e n t  b i  

pub t o u t  tangage t a t i o n n e î  R ,  L / R appaiLtient à c6 ( L )  . 

Cette proposition se généralise aisément : 

Roposition 11.43 : Pou* t o v f e  6eni((e L de t a n g a g a  co&*i6*, Cu I L )  = C Y I L I  d i  ef bedueontnt  a i  

cf I LI 96f d o *  peZ puot ienf  w * i o n n e î .  

Démonstration : Si L E C ( L ) ,  il existe une famille finie L' 5 L telle que L E C ( L ' )  et d'après le 
U 

f f corollaire 11.13, il existe un langage commutatif L' vérifiant C ( L I )  = C ( L I )  et C ( L 1 )  = C CL ' ) .  

f f f Donc L E C ( L ' )  avec L' E C U ( L 1 )  5 C ( L ) .  Comme C ( L )  est clos par quotient rationnel, le lemme 11.41 
U 

f implique, alors, L E C ( 1 )  qui est donc égal à CU(L).O u 

Comme, pour tout langage commutatif L, L / R est encore commutatif, du corollaire 11.13 et 

du lemme 11.41, nous pouvons déduire aussi : 

Corollaire .11.44 : SoLt L un tangage m-coi>DuLtd6. Pou* t o u t  tangage L' E C ( L )  ,'il e M t e  un h g a g e  Ln 

m-conni~~tatid teî que L" c C I L )  et L' t C ~ ~ L V ) .  

Corollaire 11.45 : Pou* t o d e  6eni((e L de tangages (m- )  coMmLtati6b. il e h t e  une 6cunLUe 1 '  de 

6 [ m g a g a  lm-lcommLLtati6a uéni&znt c ~ ( L ' ~  = Cu ( 1 ' ) .  En putt ic<iCiez, CICom) = C IComl . 

Démonstration : Il suffit de prendre L' = Cu(L)  n COM, si L - c COM et L' = C ( L )  fl COM sinon.0 
m 

Considérons le cas d'un langage L 5 a* où a est une lettre. D'après le lemme 11.38, pour 
i * 

O U  i c + L / a i *  = a ) \ ( L  / b*) est un langage rationnel. Il est, alors, clair que pour tout 

f 
' langage rationnel R c a*, L / R E C ( L )  et la proposition 11.42 permet de retrouver un résultat démontré - 
en premier lieu par Ullian : 

Corollaire 11.46 C251 [ 7 9 1  : T o d  tangage L i n c l u b  danb a* ut e66açabte. 

f 
Donnons, maintenant, une condition suffisante pour que L/R appartienne à C ( L )  avec L 

langage commutatif et R langage rationnel. Ce résultat servira non seulement pour caractériser les 

langages commutatifs effaçables inclus dans D;, mais aussi, au chapitre suivant, pour établir que 

tout PSL-langdge commutatif est effaçable. 



* 
Lemme 11.47 : Soient L un Langage conmuZ&Ld, R un Langage tationnd indun dand T et L '  = LIR. 

S ' . i l  e d t e  k tNvi!hidiant : V x t L', 3 y É R t eL  que xy t L etP(y) s k(P(x) + I l ,  d o h ~  L' 

appahtcent C ~ ~ L J .  

Démonstration : On peut supposer, sans nuire à la généralité de la démonstration, que Y(R) est un 

ensemble linéaire. Donc il existe des mots w wl,. . . ,W E T* tels que Y(R) = y(wo w ... wn). comme 

L est commutatif L / R = L / w où L1 = L / R' avec R' = {wl,. . . ,W }*. Soient T = {G / a t T} avec 
1 O 

T n = 0, A = T v T et les homomorphismes h et g définis sur A par h(à) = h(a) =-a, g(a) = a, g(a) = E ,  

V a r T. Considérons le langage rationnel RI' = shuf ( T * ,  R') \ A* Tk+l A* et montrons que L1 est 

égal à g(h-l(~) n RI*). 

Prenons x = xl ... xp E LI avec Y i E {l, ...,P } xi r T. L'hypothèse du lemme implique, 

alors, qu'il existe y E R' tel que xy' t L avec P(y) < k(L(x) + 1) = k(p + 1). Donc il existe une 

factorisation de y en y 
1 " '  YP+l 

avec V i E {l, ...,p+ 11. L(yi) 5 k. Nous en déduisons que 

- - - 1 
Z = YI X1 Y2 Xp Yptl appartient à R" et comme h (L) est commutatif, z r h-l(~) et x = g(z) E 

g(h-l(~) n R " ) .  

- 1 
Il est clair, réciproquement, que g(h (L) n R") est inclus dans L / R' et comme, par 

f 
définition de RI1, g est k+l-limité  sur'^", L 1 = L / R' = g(h-l(~) n Ru) appartiént à C (L). Enfin, 

f f L / R = L1 / Wo ' C (Ll) 5 C (L).O 

Remarquons que la condition du lemme précédent n'est pas une condition nécessaire. En effet, 

n ! f 
prenons L = {a / n > O} et R = a*. Alors, L / R = a* appartient à C (L) bien qu'il n'existe pas k t 34 

vérifiant : V n EN, (n+l)! - (n!+l) < k(n!+2). 

Nous allons maintenant, utiliser la proposition 11.42 et le lemme 11.47 pour montrer que 

certains langages commutatifs sont effaçables. Plus précisément, nous obtenons une condition nécessaire 

et suffisante qui ne dépend que de la longueur des mots de L, pour qu'un langage commutatif L D; soit 

effaçable. Montrons d'abord : 

Lemme II. 48 : Soient L un Pangage eommutm5~ &du dans V ;  et t un entieh poaiLi6. Moka L 1 la f  bf  1' 

a p p a h t i ~ n t  d C (D;]. 

Démonstration : Pour tout i E {O,. ..,t-l}, R. désignera le langage rationnel égal à ( x  E ta, b}* / 

ea(x) 5 i(mod. t)} et posons 1 = {i t {O, ..., t-l} / L n R. est infini). Il est clair que pour tout 

i E 1, ( L n  R,) / (atbt)* = D: n RI et que pour i E Ï = {O ,..., t-l} \ 1, ( L n  R . )  / (atbt)* est fini. Donc 
1 1 A 

t t * -  * - U ((L. n Ri) / (a t t *  bl) ) = u (U(D; n Ri)) U ( 1  R i  1 b ) - i<i0 ,..., r-l} / (a ) - (ic(o,...,t-11 : - 7  
I t I  

t t *  
où F est fini. Donc L / (a b ) t c(D;).o 



Proposition 11.49 :Soit L LM tangage cornmcl.td6 u i 6 i n i  &'club d m  0;. ALOU, [eh hoib phopkLéti!b 

buivanter, b o n t  éqLUvcLeenteh : 

Cu) 3 k 6 N v$hi6iant V x E L ,  3 y r L tek? que t(x1 < t(y) s k(t(xI+li. 

Démonstration : Montrons d'abord que iii) implique ii). Prenons z r D* = L / (ab)* et soit t le plus 
1 

petit entier positif ou nul tel que y = z(ab)t e  L. Comme L est commutatif, l'hypothèse entraine, 

alors, l(y) s k(&z) + 1) et à fortiori, t((abIt) 5 k(t(z)tl). Donc, d'après le lemme 1 1 - 4 7 ,  

D; = L / (ab)* c  c~(L). 

Montrons, maintenant, que ii) implique i). D'après la proposition 11.42, il suffit de montrer 

f 
que pour tout langage rationnel R 5 {a,b}*, L / R e C (L). On peut supposer que Y ( R )  est un ensemble 

linéaire, donc il existe xo, xl, ..., x r {a, b}* tels que L / R = L ; xo x; ... x* s l o  = L / x avec 

f 
L1 = L / x; . . . x*. Comme L c C  (L ) il suffit de montrer que L1 r cf ( L). Distinguons plusieurs cas : 1 

t t  
a) Il existe t c  N+ tel que (a b ) r c(x; ... xz). Comme L est commutatif, L = L2 / x* 

* 
1 1 . - ,  Xs 

avec Lp = L1 / (atbt)*. Le lemme précédent implique, alors, L a  et m m  D* d L sont des PSL-langages 2 1 2  
f' 

cmutatifo, nous obtenons, en utilisant la proposition 111.15 LI a C(L2) = C (L2) 5 cf (D*) 1 qui est 

f 
inclus, par hypothèse dans C (L). 

b)  Pour tout i c  {l, ..., s}, ea(xi) > %(xi). Donc, il existe k c  N, qui vérifie : 

V i a 1 s ,  k La(xi) 2 (k+l) $,(xi) ce qui entraine que pour tout y appartenant à x* 
* 

1 ... s' 

k [,(y) 2 (k+l) %(y). Si x r L1, il existe y c  x; ... x* tel que xy c L ~ D ; .  Donc ta(xy) = %(xY) = 
kn kn 

n, k a(y) L (k+l) .$,(y) et comme ta(Y) S n, nous obtenons %(y) 5 - $,(x) = n - e (y) 2 n - k+l = 
k+l ' b 

k+l n(2k+1) s (1k+1) %(x) r (2ktl) (t(x)+l). Le lemme 11.47 entraine alors, -2L et t(y) = ta(y) + %(Y) r -k+l 
f L1 € C (L). 

C) Pour tout i c {l,. ..,SI, %(x.) > e (x.). On utilise alors, le même raisonnement qu'au b). 
a 1 

* 
Montrons, enfin, que i) implique iii). Si L est effaçable, Cl = Dl n a b* = (L / (ab)*) - 

* *  f n a b c c  (L). Donc, il existe un alphabet Y, un langage rationnel R' Y* et deux homomorphismes 

- 1 
alphabétiques h et g de Y* dans {a, b}* tels que Cl = g(h (L) n RI) et g est k-limité sur RI. On peut 

supposer que, pour tout y c  Y, soit g(y) # r ,  soit h(y) # E. Soit k' le nombre d'états d'un automate 

d'état fini qui reconnait RI. Si u x v c  R' avec h(x) = E ,  h ( u  v) r L et t(x) 2 k, x se factorise en 

x1 x2 x3 avec x2 # E ,  u xl x; x3 v 5 RI, et donc g(x2) # E ,  h(u xl x2 x3 v) = h(u v) c  L ce qui implique 

g(u xl) (g(~2))* g(xJ v) 5 Cl qui ne contient pas de facteur itérant d'où la contradiction. Donc, si 
- 1 

u x v E h (1,) n RI avec x E Z* ( Z  = c Y / h(y) = E}), e(x) 5 4'. Alors, il est facile de vérifier que 

t t  
Cl = g(ti-l(~) n R " )  où R ' t R '  \ Y* zk: Y*. Prenons w r L avec t(w) = 2 n et t = k'(nt1). Comme a b 6 Cl, 



il existe w' e R" tel que h(wT) E L et g(wg) = atbt. comme h est kt-limité sur RI', e(wT) 5 k t  

ecwl ) (e(h(wV)) t1) et donc l(h(wT)) r 7 - 1 ce qui implique, puisque g est alphabétique, 

2t e(h(w')) 2 7 - 1 > aw). D'autre part, h est alphabétique et g est k-limité sur R', donc aussi sur k 

R" R' ce qui implique l(h(w' ) )  < l(w' ) S k(L(g(wl))+l) = k(2t+l) = k(2k' (n+l)+l) < kW(2n+l) avec 

k" = 2kk' + 1. Donc h(w') e L et vérifie e(w) < e(h(wl)) S kW (e(w) + 1).0 



D - MOTS INFINI s ET LANGAGES COMMUTATIFS 

Rappelons la définition d'un mot infini donné par Nivat dans C661. 

W Un i n f i n i  sur un alphabet X, est une application de N dans X et on écrit u c X . 

Le langage du mot i n f i n i  u, noté Pr(u), est égal à {E )  u {u(l) ... u(k) / k c ~ + } .  

Tout langage d'un mot infini, L, possède la propriété de préfixe, c'est-à-dire que 

V x, y r  L, soit x est un préfixe (facteur gauche) de y, soit y est un préfixe de x. Dans C l S I ,  Book 

montre que certaines familles de langages ne contiennent pas de langages non rationnels possédant la 

propriété de préfixe. En fait, dés que la famille considérée est close par intersection avec les langages 

rationnels et par homomorphisme (strictement alphabétique), il suffit d'examiner les langages définis sur 

un alphabet d'une seule lettre (cf. C581). 

Comme pour tout L 5 a*, Init (LI = {x / 3 y, xy E L) est un langage rationnel, on ne peut, en 

aucun cas, utiliser la même méthode pour montrer qu'une famille de langages vérifie la propriété ( * )  : 

Tout langage d'un mot.infini appartenant à L est rationnel. La famille C(Com) contient tous les langages 
' *  

inclus dans a , donc il existe dans C(Com) des langages non rationnels ayant la propriété de préfixe. Par 

contre, nous allons montrer que F (Corn) vérifie la propriété ( * ) .  Pour ce faire, nous allons, d'abord, a 

montrer pour les langages d'un mot infini l'équivalence entre le fait d'être rationnel, d'être un PSL- 

langage, de contenir un langage borné infini. Nous allons ensuite établir que tout langage rationnel 

contient un langage rationnel borné qui possède la même image par la fonction de Parikh. Nous en déduisons, 

pour les langages de C(Com) une propriété que nous utiliserons à plusieurs reprises par la suite : Si 

L c C(Com), il existe des mots wl, ..., wk tels que Y(L) = Y(L n w; ... w;). Une première conséquence est que 

tout langage infini appartenant à F (Corn) contient un langage borné infini, ce qui nous permet de montrer 
0 

que la famille des DOL-langages n'est pas incluse dans F (Com). Nous en déduisons, ensuite, une propriété O 

des transductions rationnelles d'image bornée (proposition 11.58) et une condition nécessaire et suffisante 

pour que :,(LI, avec L 5 C(~om), contienne un langage borné non rationnel. Cette condition permet de 

jo jt 
retrouver très simplement un résultat de Goldstine C361 concernant le langage LG = {a c ... c a / t 2 0, 

3 i # jil. 

D'après la définition donnée au début de cette section, il est clair que pour tout langage 

infini L, si L a la propriétS de préfixe, Init(L) est le langage d'un mot infini. Moritrons, d'abord, que 

cette condition peut être remplacée par 11égalit6 des mots de L de même longueur. 



Proposition 11.50 : Soit L un Langage t& que L = ïnit (L). Aeohb L véhidie La p40phCef2 de phl6ixe bi et 

bedement bi L ne pbbede p u  deux motb didd~?hentb de même longueuh. 

Démonstration i Si L vérifie la propriété de préfixe, et si w, w' sont des mots de L de même longueur, soit 

w est un préfixe de w', soit w' est un préfixe de W. Dans les deux cas, w = w'. 

Réciproquement, prenons w, w' c L avec t(w) 5 l(wf ). Alors w' = wtl wt2 avec L(W'~) = l(w) 

ce qui implique wtl = w puisque wtl é Init (L) = L. Donc w est un préfixe de w' et L vérifie la propriété 

de préfixe.0 

Nous dirons qu'un mot infini u est finalement periodique s'il existe r r N et q é Nt tels 

que pour tout i supérieur 2 r, u(i+q) = u(i). 

i 
Un ensemble A ZN sera dit rationnel, si le langage {a / i r A) est un langage rationnel. 

Caractérisons, maintenant, les langages d'un mot infini qui sont rationnels : 

Proposition 11.51 : Soit L te &gage d'un mot .in&ki u 6 X? LeA phophieteb buivante6 dont tqu*vdenteb : 

i l  3x.y r X' teCd que L = ïnit (xy*),  

ü) L est un langage mtionnd,  

i i i) Y b a X,  u-l(b) e b t  un ensemble hationnd, 

iv) L contient un tangage borné indini, 

V )  Le tangage L est PSL-tangage. 

Démonstration : L'équivalence entre i), ii) et iii) a été établie dans C581. D'autre part, il est clair 

que ii) implique iv) et v). 

Montrons que iv) entre i). Par hypothèse, il existe wl,. . . ,w É X' tels que L n w* 
* 

P 1 P 
k 

soit infini. Donc, il existe i é (1,. ..,pl tel que V k É N, L n wî .. . wi wi . . . w* soit non vide. 
P 

Prenons le plus petit i vérifiant cette propriété. Alors, F = {z É w3 ... w:-~ / 3 Z' 
* 
Wi ..- W ~ '  22' a LI 

k * 
est fini et non vide. Il existe donc, dans F, un mot x tel que V k é N, L n x w wi ... W* soit non vide. 

P 

Comme L = Init (L) et que wi # E,  on en déduit que L n x wi est infini. Alors pour tout z 6 L et tout 

z' é x w:, il existe y E L n x w: qui possède z et zf comme facteur gauche ce qui entraine 

L 5 Init ( x  wl) 5 Init (L) et donc L = Init ( x  w;). 

Supposons, maintenant, que le langage L soit un PSL-langage. Alors I(L) = S = (3j L(ci ; Pi). 
i=l 



k k 
Posons X = {al,. . . ,a et pour tout z = (zl,. . . ,zk) c N , 1 Z I  = 1 zi. Montrons que si z = (z 

k - - ,Zk) i=l 
et z' = (z'~ ,..., zVk) sont deux périodes de S, V t c Cl ,..., k), zt lz'l = z' Iz(. En effet, il existe, 

dans S, y = (y1 ,..., yk) et y' = (ytl ,..., yqk) tels que L(y ; {z}) et L(y' ; { z ' } )  soient inclus dans S. 

Supposons qu'il existe t a {l,. . . ,k} tel que z lz'l > zSt 121. Prenons, alors, s c N et posons 
t 

x = (X l,..., 5)  = y + s (z'I z et x' = ( x ' ~  ,..., X' ) = y' + (s + (y() IzI 2'. Comme z lz'l r ztt lzl + 1, k t 

nous avons x - xtt 2 s + yt - ytt - l y l  1.1 z', et comme lzl lztl 2: 1, Ix'l L 1x1. Si s a été choisi 
t 

suffisamment grand, xt - x' > O. Il existe w, w' c L tels que Y(w) = x et Y(w') = x' avec l(w') = 
t 

lx' 1 2 1x1 = l(w) et comme L a la propriété de préfixe, Y(w' ) 2 Y(w) ce qui contrelit le fait que 

xt - xot > O. Cetle propriété implique l'existence de y c N~ tel que . Y x c P = 0- Pi, 3 s c H 

k i=l 
vérifiant y = sx et on peut trouver deux ensembles finis F, F' ZN tels que S = F u {z + Xy / z c F', 

X CN}. Corne F est fini et l(L) = {lzl / z e S} = N ,  V i c {O, ...,(y1 1, il existe zi c F' tel que 

(zil i (mod. (y1 1. Prenons j c {O,. . . , l y l  - 11. Il existe, alors, a, 8 ,  r c N tels que 

r = Izj+l( + alyl = Izjl + 61Yl + 1. Prenons X c N et considérons w, le mot de L de longueur r + Xlyl. 

Le mot w peut se factoriser en w' bu" c avec b, c c X ,  l(w'b)=r et ~(W~'C)=XJ~J. Comme L est une fonction injective 

sur L et que tout facteur gauche de w appartient 3 L, on obtient Y(bwt') = Y(w'bwW) - Y(w') = Xy et Y(w"c) = 

Y(w) - Y(w'b) = Xy, ce qui implique Y(b) = Y(c) et donc b = c puisque b et c c X. Donc, V E N ,  

u(r + 1lyl) = u(r). Comme j a été choisi de façon quelconque dans {O, ...,ly(- 11, on en déduit que u est 

finalement périodique et L est un langage rationnel C581.0 

Le fait que tout langage d'un mot infini qui est semi-linéaire est aussi rationnel est à 

opposer au résultat de Book Cl53 qui montre l'existence d'un langage semi-linéaire, non rationnel ayant la 

propriété de préfixe. En fait, l'existence d'un tel langage se ramène à l'existence de mots infinis qui 

ne sont pas finalement périodiques. En effet, la proposition suivante montre le lien très étroit qui 

existe entre la famille L des langages d'un mot infini et la famille L' des PSL-langages ayant la propriété 

de préfixe : 

Proposition 11.52 : Powc -to& h g a g e  L de L (kap. 1'1 ie e d t e  un langage appahtenant à 1' [ k ~ p .  LI, 

nationn&em& E q l u v d e n t  d L. 

Démonstration : Soit L 5 X* ,un langage de L avec X = {al,. . . ,a 1. Considérons l'homomorphisme h défini k 

sur X par : V i E {l, ..., k), h(ai) = ai . . . ak al . . . a et posons L1 = h(L). 11 est clair que 
i-1 

'?(LI) = Y((a l...ak)*) et que h-'(~') = L. Et comme la propriété de préfixe est conservée par homomorphisme, 

L' € LI. 

Réciproquement, soit L 5 X* un langage de L' avec X = {al,. . . ,ak). Si L est fini, il suffit 

de prendre L' = a*. Si L est infini, posons L' = Init (L). Le langage L' appartient à L et à C(L). D'autre 

part, comme L est un PSL-langage, B = {w E X* / e(w) c e(~)) est un langage rationnel et L = L' n B r C(L1).O 



Nous allons, maintenant, montrer que si L est le langage d'un mot infini appartenant à 

C(Com), le plus petit cône rationnel contenant les langages commutatifs, alors L est un langage rationnel. 

Pour obtenir ce résultat, établissons, d'abord, que tout langage infini L c C(Com) contient un langage 

borné infini. Nous utiliserons une propriété concernant les langages rationnels qui nous servira aussi 

h la section suivante : 

Lemme II. 53 : Tout &gage 4cLtionnd R cont ient  un tangage Ju&Lon.net bomvie R' tel Que Y (RI = Y (R' 1 . 

Démonstration : Comme la propriété est vraie pour les langages finis et quelle est conservée par union 

et par produit, il nous suffit, d'après le théorème de Kleene, de montrer que si R est un langage rationnel 

vérifiant cette propriété R* la vérifie aussi. Comme R' 5 R implique RI* 5 R* et l'CR') = Y(R) implique 

Y(R'*) = Y(R*), on peut supposer que R est un langage rationnel borné. Supposons, d'abord, R inclus dans 

a ; . . . < oh les a sont des symboles distincts. Alors R peut slécrire, R = (CJ (Ri,l 
i 

. . . Ri ,k ) où pour 
i=l 

tout j r Il,. . . ,k} et tout i e il,. . . ,n}, Ri est un langage rationnel inclus dans a?. Comme tout , j 3 
t * langage rationnel inclus dans b* est une union finie de langages de la forme bs(b ) avec s, t c N, on 

peut supposer que chacun des R est de cette forme. D'autre part, R* contient A; . . . A* et 
i,j n 

Y(R*) = l'(A; ... A;)OÙ pour tout i r {l ,..., n}, A. = R i,l ... RiSk. Il suffit, alors, de montrer que pour 
tout i c {l,. . . ,n}, il existe un langage rationnel borné B tel que Bi 5 A; et l ' ( B . )  = Y(A;). Prenons i 

tl sk 
i e (1 ,...,II). Le langage A i est égal al1 (al ) ... % (aik)*. L ~ S  mots E ~t'* = a:' ... ask k 

appartiennent à A* et donc Bi = {E} u A ~ W *  est un langage rationnel borné inclus dans A:. Pour tout 
i 

P" avec p c N ,  il existe y' c Ai tel que '+'(y) = l'(y' 9) donc Y(Bi) = l'(A;). 
Y c Ai 

Supposons, maintenant, R inclus dans wi ... w;? et considérons l'homomorphisme h défini sur 
- 1 (al,. . . ,ak} par : h(a. ) = wi, V i r Il,. . . ,k}. Le langage R1 = h (R) n ai . . . a i  est un langage rationnel 

inclus dans a; ... ai, donc il existe un langage rationnel borné R' c R* tel que Y(R'l) = Y(R*). Le langage 
1 -  1 1 

R' = h(R' ) est un langage rationnel borné inclus dans h(~*) = R* et vérifie Y(R' ) = Y(R*) .O 
1 1 

Nous allons pouvoir en déduire le résultat de base de cette section qui est l'analogue du 

lemme précédent, pour les langages appartenant à C(Com) : 

Proposition II. 54 : Powt t o u t  tangage L s C (Corn), ie e d t e  d u  rnoh w;, . . . ,w* t& que k 

Y(L n wi .. . wk> = Y(L). 

Démonstration : Si L r C(Com), il existe un langage commutatif L', un langage rationnel R et deux homomorphismes 

-1 h et g tels que L = g(h (L') n R) (cf. C641). D'après le lemme précédent, il existe un langage rationnel 

R' Ex* ... xi n R tel que '+'(RI) = Y(R) et comme h-'(L') est un langage commutatif, Y(~-'(L') n RI) = 

iv(h-'(~')) n Y(R0 = Y(~-'(L')) n Y(R) = Y(h-l(L') n R) (cf. C541). Alors, Y(L) = Y(L") avec 

-1 
L" = g(h (L') n R')r w; ... w): où V i e (1, ..., k}, wi : g(xi). Donc L" 5 L n w; ... w* c L, ce qui implique k - 
Y(L") 5 Y(L n w; ... w*) c Y(L) = Y(L") et Y(L n w; ... wi) = Y(L).O k - 



Cette proposition nous permet, par exemple, de montrer que le langage L = {(a%)' / n, p 2 11 

n'appartient pas à C(Com). En effet, il est clair que L n'est pas un PSL-langage. Par contre, nous allons 

montrer que pour tout wl,. . . ,wk c {a, bl*, L* = L n w* . . . W; est un PSL-langage. Posons A = (z c (a,b}* / 
1 

%(z) > k} et À = (a,b}* \ A .  Si z appartient a L' n A ,  z se factorise en z' zi z" avec z c W: et !,,(zi) > 1 

t Alors, z possède un facteur ba b avec t 5 t (W. ). Nous en déduisons que L' o A est égal à L" n A n i a 1 

wi . . . w; ob L" = ((anb)' / p 2 1, 1 5 n 5 ¶} avec q = sup {La(ri) / i r il,. . .,Li). Comme LI' = ojaib)*, 
i=l 

le langage L' n A est rationnel. D'autre part L' n À est égal à LI1 n wl ... wk où L1 = {(anblP / n 2 1, 
1 

1 S p S k). Le langage LI1 est rationnellement équivalent a E = {a; . .. a: / n t 0) et appartient donc 
k 

n n 3 i.,+,, le plus petit cône rationnel clos par intersection et contenant (a b / n 2 O} (cf. [ 1). Et, 

comme L ne contient que des PSL-langages, L' = (LI1 n w; ... WC) u (L' n A) est un PSL-langage. Y 

Etant donné que C(Com) est égal au plus petit cône rationnel ccntenant les langages bornés 

et clos par intersection, la proposition précédente reste à fortiori vraie si on remplace, dans l'énoncé, 

la famille Corn par la famille Bor des langages bornés. Cette proposition implique, en particulier, que 

tout langage infini appartenant à C(Com) contient un langage borné inihi. Il est clair que si L1 et L2 

sont deux cônes rationnels vérifiant cette propriété, Ll O L2 = {s(L) / L r L et s est une L -substitution} 
1 2 

vérifie encore cette propriété et nous obtenons, par induction : 

Corollaire 11.55 : Si L e ~ t  un tangage h6uti apparrtenant iî Fa(Coml, te pe<Lb p& cône &onnel do6 pan 

dubbZ&u5on et contenant lu &gages comwtatibb, alou L contient un tangage borne indini. 

Des propositions 11.51, 11.52 et du corollaire précédent, nous pouvons déduire : 

Corollaire 11.56 : Sad L un leagage de Fa(Coml. Si L u t  le langage d'un mot inJini, ou bi L ut un 

PSL-tangage ayant la phophiete de phé6ixe. utou L e ~ t  un langage d o n n e t .  

Considérons. maintenant, la famille des DOL-langages, c'est-à-dire des langages de la forme 

i (hi(w) / i r N) où w r x*, h est un homomorphisme de X* dans X* et h est défini par induction au moyen 

des relations hO(x) = x, Y x 6 X* et V j r N, hj'l = h O hj (cf. C471). Tout langage défini sur un 

alphabet d'une lettre est commutatif, donc appartient à F (Corn). Par contre, le corollaire 11.56 va nous u 

permettre de montrer qu'il existe un DOL-langage défini sur un alphabet de deux lettres, n'appartenant pas 

i à Fo(Com). Prenons, en effet, X = {a, b } ,  w = a et L = { h  ( w )  / i c N I  où h est défini sur X par 
2 * h(a) = ab, h(b) = ba. Si L appartient à F (Corn), le langage L = Init (L) n (X ) appartLent encore à F (Corn). 

u 1 (7 

Or, le langage L1 est un PSL-langage ayant la propriété de préfixe et non rationnel C151. Le corollaire 

précédent entraine une contradiction et nous obtenons : 

Corollaire I I .  57 : Ln ~ U e  den VOL-Langagen n'edt pao Lictcue dan5 Fu(Ccml. 



La proposition 11.54 va, aussi, nous permettre d'établir une propriété qui concerne les 

transductions rationnelles qui font passer d'un langage de C(Com) à un langage borné : 

Proposition 11.58 : Soient LI un .fangage bonnt et L un  gage app#Lt~a& d C(C0m). S i  L' E C(L), 2 

exAte un tangage hationnel bonne R et deux hornomoilpkibme.h h et g t& que L' = g(h-' (LI n R ' ) .  

Démonstration : Il existe wl.. . . ,w tels que L' soit inclus dans w; . . . w*. Posons LI9 = f-'(Li) n 

ai ... a* oa f est l'homomorphisme défini sur T = {al ,..., a ) par f(ai) = wi, V i 5 (1 ,..., n}. Comme 

-1 
L" c C(L), il existe un langage rationnel R et deux homomorphismes h et g' tels que L" = gq(h (L) n R). 

-1 
Le langage h-l(~) n R appartient à C(Com), donc il existe des mots y . . . ,y tels que Y(h (L) n R) = 

1' k 
- 1 Y(h (L) n R n y; ... y;) (proposition 11.54). Posons R' = R n y; ... y* et considérons le langage 

k 
-1 - 1 

L1 = g(h (L) n R'). Comme '?(LI) = Y(L") et que L l c  Lq' 5 a: ... a* il est clair que L" = L1 = g(h (L) n' 

n RI) et L' = f(L") = g(h-l(~) n R') avec g = f O g'.O 

Remarquons que la proposition précédente est, en particulfer, vérifiée si L est un langage 

borné. D'autre part, nous aurions pu, par un raisonnement classique, montrer que les homomorphismes h et 

- 1 
g pouvaient encore être pris alphabétiques. Enfin, comme h (L) o R' = h-'(~ n h(R')) n R' et que h(RV) 

est un langage rationnel borné, nous etendons la proposition 11.12 à tous les langages de C(Com) 

Considérons, maintenant, une famille de langages incluse dans C(Com) et donnons une condition 

nécessaire et suffisante pour que Fu(L) contienne un langage borné non rationnel : 

Proposition II. 59 : Soit L une ~amieee de tangaged ui&e dau C (Corn). MOU, d i  F,(L) contcenit un 

langage bonné non n d o n n d ,  it e d t e  L E L et den rnoa w ,,.... wk t a  que L n w; ... wi ~ o d  un langage 

non ilaLionne2. 

Démonstration : Si L et L sont des cônes rationnels clos par union ne contenant aucun langage borné 
1 2 

non rationnel, il en est de même pour il 0 L2. On en déduit, par induction, que, si F (L) contient un u 

langage borné non rationnel, Cu(L) aussi. Ce qui implique, clairement, l'existence d'un langage L r L 

tel que C(L) contienne un langage borné non rationnel. Il existe, alors, d'après la proposition précédente, 

un homomorphisme h et un langage rationnel borné R '  tel que h-l(~) n R' soit non rationnel. Comme 

- 1 - 1 
h (L) n R' = h (L n h(Rf)) n R', L n h(R') est non rationnel. Le langage h(R') est borné donc il existe 

wl, ..., wk tels que h(R') 5 w; ... w; ce qui eritraine L n h(R1) = (L n w* ... w*) n h(R1) et donc 1 k 

L n w; . . . w; est non rationnel avec L É L.U 

Considérons, maintenant, le langage de Goldstine (cf. r361) : 



Il est clair que LG i C(Com). Par ailleurs, iG = {a, cl* \ LG = { c  a c a2 c ... c ak / k 2 01 

a la propriété de préfixe et ne contient aucun langage borné infini (cf. section A de ce chapitre). Donc 

- 
pour tout mot wl, ..., wk, L n wi ... w; est fini et L n w; ... w; est un langage rationnel. La proposition G G 

précédente permet, alors, de retrouver immédiatement une propriété du langage LG, démontrée par 

Goldstine dans C361. 

Corollaire II. 60 C363 La 6 a W e  Fo ILG) ne c o d e n i  aucun langage bohne non c omet. 



Nous avons montré à la section précédente que tout langage infini de Fo(Com) contient un langage 

borné infini (corollaire 11.55). Nous allons, maintenant, préciser ce résultat en établissant que tout 

langage infini de Fa(Comk) contient un langage borné infini de "dimensicn k". Nous obtenons, ainsi, un 

résultat analogue à celui de Goldstine dans C371, mais formulé de façon différente. 

n Comme le langage Ek+l = {al ... r 01 ne contient aucun langage borné infini de dimension 

k et appartient à F(c(RzI~)), nous pouvons en déduire que la PAL engendrée par =(Rat) est non principale. 

Nous apportons, ainsi, pour une conjecture de Ginsburg et Spanier C331, une autre démonstration que celle 

que nous avions donnée dans [Sul. Enfin, nous terminons cette section en montrant que pour tout k 2 2, il 

existe L c CO\ tel que tout langage borné non rationnel appartenant à F (L) soit au moins de dimension k. u 

Définition : Un h g a g e  L est un Langage borne de dimension k b ' i e  excdte des moa xo, y,,.. ., Yb, xk 

t& Que L b o i t  i n c h 4  dann xo y; . . . xk. 

Les langages minces définis par Sakarovitch C741 sont, dans le cas du monoide libre, des 

unions finies disjointes de langages rationnels bornés de dimension 1. 

Pour tout langage rationnel R, u x* v \ R est un langage mince disjoint de R, donc toute 

union finie de langages rationnels bornés de dimension 1 est un langage mince. Le lemme 11.53, nous permet, 

alors, de montrer : 

Lemme II. 61 : POUR -tout Langage &nn& R 5 T* et . tou t  homomatphme h de T* danb a*, ie excdte un 

euigage mince RI R t e l  que h(~') = h(~1. 

Démonstration : Il existe un langage rationnel borné RI1 tel que Y(R") = Y(R) et donc h(R") = h(R). 

Comme R" est une union finie de langages de la forme xo y: ... xt, on peut se ramener au cas 02 

R = x y: ... y* x avec h(y.) # E ,  V i c 11, ..., t}. Si t est inférieur à 2, R est un langage mince. t t  

Sinon: posons n = C(h(yl)) -II et R~ = (-j xo y;... Y;-1 x ~ - ~  yf xt. 11 est, alors, clair que 
1 =O - - 

h(R ) = h(R) et nous obtenons le résultat par induction.0 
1 

Pour tout langage L, posons e(~) = {L(w) / w c L}. Si nous prenons, dans l'énoncé du lemme 

précédent, l'homomorphisme h défini par h(x) = a, V x c T, nous obtenons un résultat de même nature que 

le lemme 11.53 : 

Corollaire 11.62 : Tout tangage katiqnnd R co%ti& un Langage tn.ince R' tel que ~ ( R I  = ~(R'J. 



Ce r é s u l t a t  ne peut  pas  s ' é t e n d r e  de façon analogue à l a  p ropos i t ion  I I .Sb,  même pour  l e s  l angages  

a p r t e n a n t  à C(Coml). C ' e s t - à -d i r e  qu ' i l  exis te  ~ c C ( ~ o m  ) t e l  qie pxir tnit iangage mime R , ~ ( L ) # L ( L ~ R ) .  Ccnsidérons,en e f f e t  
1 

L I  = {apn / n 201, l'homomorphisme h d é f i n i  s u r  Y = {a1, a 1 p a r  h ( a l )  = a ,  h (a2 )  = E e t  posons L = 
2 

-1 * * 
h ( L ' )  n w w avec  wl = a l  a 2 ,  w2 = al  a 2  a 2 .  

1 2  
S ' i l  e x i s t e  un langage mince R t e l  que L(L)  =  CL n RI, 

i ' pour  t o u t  n t N r = 2" t 3.2n-1 6 C(L) = l ( L  n R), donc il e x i s t e  i ,  j t N t e l s  que wl w: t R avec 
t' 

2 i t 3 j = i. I l  e s t ,  a l o r s ,  f a c i l e  de v é r i f i e r  que i = j= 2"-l. Pour t o u t  n t N 
u l  

r R avec  p = 2"-', +' 
c e  q u i  impl ique que R n ' e s t  pas  un langage mince. 

Cependant nous pouvons énoncer une v e r s i o n  a f f a i b l i e  du lemme 11.61, pour l e s  l a n g a g e s  

appa r t enan t  à C(Com ), que nous u t i l i s e r o n s  pour l a  démonstra t ion du lemme su ivan t  : 
1 

Lemme 11.63 : POWL t o u t  langage &6ini L t C(Com,) ,  ie e d t e  un Langage mince R t e l  que 1, n R 6oi-t b d x .  

f Démonstration : Prenons L' 5 :et L t C ( L I )  = C ( L t ) .  I l  e x i s t e  un langage r a t i o n n e l  R '  e t  deux homomorphismes 

-1 
a l p h a b é t i q u e s  h e t  g t e l s  que L = g(h ( L ' )  n R' )  avec  g l i m i t é  sur R'.  

Considérons  d 'abord l e  langage LI' = h - l ( L ' )  n R I .  S i  L' n h(R' )  e s t  i n f i n i ,  prenons  RI1 un 

langage m i n c e i n c l u s  dans  Rf t e l  que h(R' )  = h(RV1) ( c f .  lemme 11.61).  Alms L' n h ( R q l )  = h ( h - ' ( ~ ' >  n R '  > 1 

.st i n f i n i  c e  q u i  e n t r a i n e  h - l ( ~ ' )  n R I 1  i n f i n i .  S i  L' n h(R' ) = h(Lrl)  e s t  f i n i ,  comme LI1 e s t  i n f i n i ,  L" 

c o n t i e n t  un f a c t e u r  i t é r a n t  e t  il e x i s t e  un langage mince R I 1  = u x* v t e l  que L" n R '  = R I 1  s o i t  un 
1 

langage i n f i n i .  

Le langage R = g(RI1) e s t  un langage mince e t  L n R = g(L") n g(RV1) c o n t i e n t  g(L" n RI1) 

q u i  e s t  i n f i n i  puisque g e s t  l imité s u r  R' e t  donc s u r  R '  
1-O 

Pour t o u t  k t N+,  Bk dés igne ra  l a  f a m i l l e  d e s  langages  q u i  son t  f i n i s  ou q u i  con t i ennen t  un 

langage borné i n f i n i  de  dimension k. Démontrons, d ' abord ,  un lemme de  r éduc t ion  q u i  i nd ique  que pour  é t a b l i r  

f  l ' i n c l u s i o n  F ( 1 )  Bk, il s u f f i t  de cons idé re r  l e s  langages  L n R avec  L t L e t  R c Rat : 
0 

Leme 11.64 : POWI fou t  k t Y+ foute  ~ U e  de l a g a g e a  1, L n R a f  - c Bk implique F ~ ( L I  5 Bk. 

f  
Démonstration : Comme Bk e s t  c l o s  pa r  s u b s t i t u t i o n  non e f f a ç a n t e ,  il s u f f i t  de montrer  que C ( 1 )  e s t  i n c l u s  

dans  Bk. Prenons L c 1 ,  R c Rat e t  deux homomorphismes h e t  g avec  g l i m i t é  s u r  R e t  montrons que 

- 1 - 1 
L'  = g(h  (LI  n R) a p p a r t i e n t  à Bk. Comme g e s t  l i m i t é  s u r  R ,  pour t o u t  langage LI' 5 h (L)  n R, g(L") 

-1 
e s t  i n f i n i  ssi LI' e s t  i n f i n i .  I l  nous r e s t e ,  donc, d montrer que h ( L )  n R t Bk. Supposons L = h - ' ( ~ )  0 R 

1 

i n f i n i .  A lo r s ,  s i  h(L ) = L n h(R) e s t  f i n i ,  L possède un f a c t e u r  i t é r a n t  e t  a p p a r t i e n t  à B c 6 k .  S i  
1 1 1 - 

L n h(R) e s t  i n f i n i ,  p a r  hypothèse,  il e x i s t e  un langage i n f i n i  borng de  dimension k i n c l u s  dans  L n h(R),  

donc il e x i s t e  R' = xo y ;  ... y* x c h ( R )  t e l  que L n R '  s o i t  i n f i n i .  S o i t  M = (Q, A ,  f ,  qo, F )  l ' au tomate  
k k -  



d ' é t a t  f i n i  q u i  r econna i t  R. Pour q ,  q '  E Q ,  posons R = {w E A* / f ( q y w )  = q'}.  I l  e x i s t e  
914' 

ql ,  q t l  ,..., qk, q T k  c Q. wo ,..., wk c A* t e l s  que f (qo ,  wo) = ql,  f ( q q k .  wk) E F, f ( q t i ,  wi) = q i + l '  
-1 V i c (1 ,..., k - l ) ,  h(wi) = xi,  V i c {O ,..., k} e t  h  (LI n  w R1 ... \ wk s o i t  i n f i n i  avec  

-1 * 
Y j c C l  ,..., k}, R. = h ( y . )  n R  c e  q u i  e n t r a i n e  R I 1  = wo R1 ... 

3 3 
\ wk 5 R. Posons 

i 1 9 j y 4 ' j  i 1 i 
-1 

L 1 = { y l  / 3 i 2  ,..., i k c i  t e l s  q u e x o  yl ... ykk E L n  h ( ~ ' ~ ) )  e t  L' 1 = h (LI) n RI. S i  LI1 

e s t  f i n i ,  il e x i s t e  r l  c LI1 t e l  que h - l ( ~ )  n RI2 s o i t  i n f i n i  avec  RI2 = w z w1 R2 . . . \ wk. S i  LI1 

-1 
e s t  i n f i n i ,  comme LI1 c C(Coml), l e  lemme 11.63 e n t r a i n e  q u ' i l  e x i s t e  u  x* v  5 R t e l  que h (LI)  n u X* V 

1 - 
- 1 

s o i t  i n f i n i .  Nous en déduisons  donc que h  (L) n  RI2 e s t  i n f i n i  avec  R '  = wo u X* v w1 R2 ... Rk wk. 

i 2 
Pour Rp, on recommence l e  même raisonnement,  en  c o n s i d é r a n t  L2 = {Y2 / 3 il, i3 .. . ik t e l s  

i 
1 

i 
k -1 

que xo yl ... yk xk c L n h ( ~ ' ~ ) }  e t  LI2 = h (L2)  n R2.  En i t é r a n t  ce  procédé, on c o n s t r u i t  un langage 

-1 
r a t i o n n e l  R I k  borné de dimension k,  i n c l u s  dans R e t  t e l  que h - l ( ~ )  o RIk s o i t  i n f i n i ,  donc h  (L)  n  R n RIk = 

-1 
h - l ( ~ )  n R I k  e s t  un langage i n f i n i  borné de  dimension k i n c l u s  dans  h (L) n R q u i  a p p a r t i e n t ,  a l o r s ,  à Bk.O 

Prenons un l angage  k-borné L. Pour t o u t  R E Rat ,  L n  R e s t  k-borné e t  donc L n R e s t  un langage 

f 
borné de  dimension k. Comme C(Bor ) = C (Bor ) C251, nous déduisons  du lemme précédent  un r é s u l t a t  qui 

k  k  

découle  a u s s i  de  ceux de  G o l d s t i n e  C371 : 

C o r o l l a i r e  II .  65 : POU t o u t  k c N+ et p o u  f o u 2  langage U i 6 X  L c F, (Bohk), C( e h t e  un tangage U i 6 X  

bow8 de  d i m m i o n  k inceun dan4 L. 

Montrons, ma in tenan t ,  que l e  c o r o l l a i r e  p récéden t  r e s t e  v a l a b l e  s i  on remplace Bork p a r  Cornk 

P ropos i t ion  11.66 : S o i t  k r  N+. Tout  langage Ui&X L E. Fa(Comk] contnent un langage Uid-ini bohnë de  

d i n i m i o n  k. 

f  Démonstration : Comme C(Comk) = C (Corn ) ( c o r o l l a i r e  I1 .45 ) ,  il nous s u f f i t ,  d ' a p r è s  l e  lemme 11.64, de  
k  

montrer  que pour t o u t  langage commutatif L 5 T* avec T = {al , . .  . ,ak} e t  t o u t  langage r a t i o n n e l  R 5 T*, 

L n R E Bk. D'après l a  p r o p o s i t i o n  11.54,  il e x i s t e  wl , . . . ,w  E T* t e l s  que Y(L n  R) = y(L n R n w ; ... wi)  

c R t e l  que L n R '  s o i t  i n f i n i  avec  y  # E e t  donc, s i  L n  R e s t  i n f i n i ,  il e x i s t e  R '  = xo y; ... y: xt - i 

V i E I l , .  . . , t } .  Montrons que s i  t e s t  supé r i eu r  à k ,  il e x i s t e  dans  R ' ,  un langage R", r a t i o n n e l  borné 

de dimension t-1, t e l  que L n R" s o i t  i n f i n i .  En e f f e t ,  s i  t e s t  s u p é r i e u r  à k ,  l e s  v e c t e u r s  

%'(yl), . . .Y(y ) appar t enan t  à W* son t  l i néa i r emen t  dépendants .  I l  e x i s t e ,  donc, deux ensembles non v i d e s ,  t 

d i s j o i n t s  1 ,  J 5 { l ,  ..., t} t e l s  que 1 a Y(yi) = 1 a. Y(yi) avec  Y i c 1 u J ,  a i  E. Nt. Posons 

t il ~ ~ i . 1  
i r J  

A = {(A1, ..., At) E N / x y1 ...yt x r  LI. Il e x i s t e  a i o r s  s E 1 u J e t  un sous-ensemble i n f i n i  A '  de 
t 

A t e l s  que A s  / as 2 A i  / ai, V i r  1 u J. Supposons, p a r  exemple que s c 1. Alo r s ,  s i  ( A  l , . . . , X t )  E A ' ,  

As peu t  s ' é c r i r e q a  t r  avec O s r  < a  e t  Y i  E 1, A .  = q a .  + r .  a v e c r .  E N .  Donc 1 i i y ( y i )  = 
S s S S 1 1  i e  1 



q 1 a '+'(yi) + 1 ri '+'(yi) = q 1 ai l'(yi) + 1 ri l'(yi) avec r < a et il existe ul, ..., pt c N 
ici ir 1 ic JX ic 1 S S 

1 1 
feh que *(xO yl . . . yft xt) = y(x0 yl . . . xt) avec us = rs < as. Nous en déduisons qu'il existe 

r r < as tel que R" = x y! . . . x,-~ y, xS YStl . . . y: xt vérifie L n R" infini avec RI' borné de 

dimension t-1 inclus dans R'. Ceci entraine, par induction, l'existence d'un langage rationnel borné 

de dimension k, R c R tel que L n RI = L n R n R soit infini.O 1 - 1 

Pour tout entier k 2 2, le langage k-borné Ek = {ai . .. / n 2 O> n'appartient pas à Bk -1 

donc Ek c C(Bork) \ Fo(~oml<-l) et nous en déduisons : 

Corollaire 11.68 : POWL t o u t  k c N t ,  C (Cornk) g C (Cornk+ 1 ,  F(Cornk) 8 F(Cornktl ) et Fa (Cornk) 8 Fu ( C ~ r n ~ + ~  1. 

En particulier, F(Com) = kglF(~~mk) est une FAL non principale. Enfin, comme Ek est égal 

à d a l  ... ak)*) n a; ... <, Ek appartient à F(c(Rat)) où c(Rat) = {c(R) / R c ~at}. Ceci apporte, pour 

une conjecture de Ginsburg et Spanier C331, une autre démonstration que celle que nous avions donnée dans 

CS41 : 

Corollaire II .  69 : La @miUe F ( c  (Rat) ) est une FAL non p t i n c i p d e .  

Terminons cette section en considérant les langages bornés appartenant à F (LI où L est un langage u 

commutatif. Si le langage L est non rationnel, F,(L) contient nécessairement un langage borné non rationnel. 

Nous allons, cependant, pouvoir montrer, pour les langages commutatifs, un résultat du même type que le 

corollaire 11.60 : 

Proposition II. 70 : Peuh t o u t  entie~ k r 2 ,  Ce exAbte L É Cornk t e l  que F,( L) ne cont ient  aucun h g a g e  

non ~ o n n e t  botne de dunevibion indehieuhe à k. 

2 k 
Démonstration : Considérons le langage E = c({an , a; ... a: / n r O}) et posons L = {al ,..., a }* \ c. k 

Montrons, d'abord, que pour y y1 ,..., y c T* avec T = {al ,... ,a } et s < k, n y. 
... y* est fini. 

k k-1 
Si i n y y; . . . y* est infini, comme le rapport 1 ni / nk tend vers zéro quand n tend vers l'infini, 

i=l 
il existe j E {l, ..., S} tel que y c Si k = 2, j = s = 1 et nous avons tout de suite une contradiction. 

j 

Si k > 2, raisonnons par récurrence et considérons l'homomorphisme h défini sur T par h(x) = E si x = ak, 

x sinon. Alors h(L n y y; .. . y*) est inclus dans h(Ï,) n h(y ... y*) qui est fini d'après l'hypothèse 
- 

de récurrence que l'on peut appliquer puisque h(y.) = E, d'où la contradiction car h(L n y 
1 

fini implique ï n y y; . . . y* fini. 



Alors, pour tout langage rationnel R borné de dimension inférieure 3 k, n R est fini et L n R 

est un langage rationnel. Si C(L) contient un langage non rationnel borné de dimension s < k, il existe 

deux homomorphismes alphabétiques f et g et un langage rationnel Rt tels que g(f'-l(~) n RI) soit un langage 

non rationnel inclus dans b ; . . . bz. Comme f-l(~) est un langage commutatif, on en déduit, par un raisonnement 
classique, l'existence d'un langage rationnel R" = R1 .. . Rs tel que L1 = g(f-'(L) n RI1) soit un langage 

non rationnel inclus dans b; . . . b* avec V i a 11,. ..,SI, g(Ri) 5 bl et Ri = x. x* 
* 

I,O i,l '.' i,t ' i 

Distinguons deux cas : 

a)  Pour tout i c El ,..., 1) et tout j, j' c 11 ,..., ti), Y(f(xi .))x.Ug(x . = f x i  1) 
S I  i,i , j  ' 

x e(g(xi .)). Alors, il est facile de voir que chaque R. peut être remplacé par une union finiede langages 
r 3  

- 1 
rationnels bornés de dimension 1. Donc, g(f (L) n R") = g(f-l(~) n R1tl) où Rffl est un langage rationnel 

brné de dimension S. Comme s est inférieur à k, g(f-l(~) n Rftl) = g(f-l(~ n f(RIt1)) n Rftl) est rationnel 

puisque L n f(R" ) est rationnel, d'où la contradiction. 
1 

b) Il existe i c El,. ..,SI, j, j' E il,. . . ,t.) (prenons, pour simplifier i = j = 1 et j' = 2) 

tels que Y(f(x ) )  e(g(~~,~)) soit différent de Y(f(x ) )  L(g(~l,l)). Il est, alors, clair qu'on peut 
191 192 

trouver m c N tel que si zl z' f-l(~) avec z1 E R1 et g(zl) c bt b;, il existe zî E R1 tel que g(z = 
2 

-1 - 
g(zl) et z2 Z' 1 f (LI. Nous pouvons en déduire que L' = L1 n bm b* ... b: est égal à g(Rfl) n bl bl...b 

1 1 1  
* 

qui est un langage rationnel et L1 est égal 3 LIl u A où = U (LI n bi b2 . . . bz) est une union 
OSi<m 

finie de langages bornés de dimension s - 1 appartenant à C(L). Si s = 1, A est fini et L est un langage 
1 

rationnel, d'où la contradiction. Si s est supérieur à 1, on obtient la même contradiction, en raisonnant 

par induction. Donc tout langage borné de dimension inférieure à k, appartenant à C(L) est rationnel. 

Si L et L sont des cônes rationnels vérifiant cette propriété, il est clair que L1 O L2 la 
1 2  

vérifie aussi ce qui entraine, par induction, qu'il en est de même pour F (L).O u 

(k) = "1 Pour tout entier k supérieur à 1, posons, comme dans C 7 1, S 
# 

{a, ... a> / nj . ., 
3 j O < j < k tel que n. # nj+l}. En reprenant exactement le même raisonnement que celui que nous avons 

1 

utilisé pour la démonstration de la proposition précédente, nous pouvons montrer que pour tout k c Pi, 

F ~ ( s ~ ~ + ~ ) )  ne contient aucun langage k-borné non rationnel. Nous retrouvons, ainsi, un resultat de [ 7 1 : 

Pour tout entier k 2 2, S (k) ( F(S:~+~)). Par contre, si nous considérons les fermetures commutatives de 
# 

ces langages, le résultat est différent. Nous verrons, en effet, au chapitre suivant, que pour tout entier 

k 2 2, les langages c(s(~)) sont rationnellement équivalent à D* = {a,b}* \ 0;. 
# 1 



CHAPITRE II 1 

PSL-LANGAGES COMMUTAT 1 FS 



Dans cette section, nous allons étudier $, le plus petit cône rationnel contenant la famille 

c(Rat) qui est égale à la famille des PSL-langages commutatifs (lemme 111.1). Pour ce faire, nous montrons 

d'abord, que la famille c(Rat) vérifie les mêmes propriétés de clôture que la famille Com. Nous en déduisons 

que $ = C(c(Rat)) est fermé par intersection et ne contient que des PSL-langages. Ceci nous permet 

d'établir que est le plus petit cône rationnel commutativement clos et de caractériser les langages 

bornés appartenant 2 l.,+,, en utilisant un résultat général, montré au chapitre 1, concernant les langages 
bornés d'un cône rationnel ne contenant que des PSL-langages. Nous démontrons, ensuite, que tout langage 

de f.,+, peut être obtenu par transductions rationnelles et intersections à partir du langage D* = c( (ab)*). 
1 

R * * *  R * * *  
Comme 0; est égal 2 shuf (Cl. C ) avec Cl = Dl n a b et Cl, l'image miroir de C = Dl n b a 

1 1, 

(lemme III.11), nous obtenons : = c,(D;) = Cn(C1) où pour tout langage L, C CL) désigne le plus petit 

cône rationnel clos par intersection et contenant L. Comme nous avons montré au chapitre précédent que 

5 = C(c(Rat)) était un cône rationnel non principal, nous prouvons l'existence d'un langage L(D~ ou Cl) 

tel que Cn(L) = H(A C(L)) soit un cône rationnel non principal ce qui répond à une question de S. Ginsburg 

(C251, page 180). 

Lemme 111.1 : Un tangage L appaiLtient à c(Rat1 d i  et b d ~ &  d i  L est  un PSL-langage cofwtu~W5(. 

Démonstration : Si L = c(R) avec R c Rat, L est un langage commutatif et Y(L) = Y(R) est un semi-linéaire. 

Réciproquement, soit L un PSL-langage commutatif. Il existe un langage rationnel R tel que 

Y(L) = Y(R) C331. Alors L = c(L) = Y-' O Y(L) = Y-' O Y(R) = c(R) c c(~at1.n 

Si L est un langage commutatif, L = Y-' 0 Y(L) et pour tout langage L', Y(L n L') = 

Y(Y-~ O Y(L) n L') = Y(L) n Y(L1). Si, de plus, L et L' sont des PSL-langages, Y(L) n %'(LI), intersection 

de deux semi-linéaires, est un semi-linéaire et nous obtenons : 

Lemme 111.2 : S i  L est un îmgage comnilLtati(, pouh taut tangage L', Y(L) n Y(L') = Y(L n L'). De p h ,  d i  

-1 
Si h est un homomorphisme alphabétique, h et c cornmutent ainsi que h et c. Pour tout langage 

L = c(R) avec R c Rat, nous avons h(c(R)) = c(h(R)) c c(Rat) et h-l(c(~)) = c(h-l(~)) c c(Rat), donc : 

Lemme 111.3 : La ( W e  c(Rat) ut dode pah hcmcmo~pkibme [ulveme) dphabEtique. 

Du théorème de Nivat, nous pouvons, alors, déduire que C(c(Rat)) = H,(c(Rat) A Rat 1. 

D'après le lemme 111.2, c(Rat) A Rat ne contient que des PÇL-langages et comme il est clair que la famille 



de tous les PSL-langages est fermée par substitution, nous retrouvons : 

Corollaire III;4 C331 La FAL engendhze pan c ( R d c t )  ne contien€ que d a  PSL-Langages. 

Tout cône rationnel L contient la famille Rat, donc, si L est commutativement clos, L contient 

c(Rat). Réciproquement, d'après le corollaire précédent, pour tout langage L 6 Ly, c(L) est un PSL-langage 

commutatif donc appartient a c(Rat) 5 4, qui est donc commutativement clos. Nous avons, ainsi, une nouvelle 
caractérisation de . 'Y 

Corollaire III. 5 : La 6amUe Ly, = C ( c  (Rat) ) ebt t e  peub p u  c6ne &nn& comru12~5u~ent d 0 6 .  

Etablissons, maintenant, pour c(Rat), les mêmes propriétés de clôture que pour la famille Corn : 

Lemme 111.6 : La 6a~nLUe c ( R a t ]  ebt d o d e  p m  union, uttehseotion, hornomfiphhrne dphabEwue  et homomoapkisme 

Uivehse. 

Démonstration : D'après les lemmes 11.3, 111.2 et 111.3, c(Rat) est clos par union, intersection et 
P 

homomorphismé alphabétique. Si L E c(Rat), pour tout homomorphisme g, g-l(~) c  CO^ (lemme 11.3) et comme 
g-l(~) r 4, le cornliaire 111.4 implique que g-l(~) est un PSL-langage, qui appartient c(Rat), d'après 

le lemme 111.1.0 

Nous pouvons en déduire aisément un résultat établi par Ginsburg d'une toute autre façon : 

Coroiiaise 111.7 C241 La & u d e  deh emembteb dk -eUlea i . t eb  e s t  deiunïie p o u  teb a p p f i c d o n b  euiEaheb 

hvehseb.  

Démonstration : Soient 0 une application linéaire de N~ dans Nq, T = {al,. .. ,a et A = {b l,... ,b 1 .  Il 
P 9 

existe un homomorphisme h de T* dans A* qui vérifie \YA O h = 0 O YT. Prenons un semi-linéaire S inclus dans 

- 1 Nq. Le langage L' 2 \YA (S) est un PSL-langage commutatif donc appartient à c(Rat). D'après le lemme 111.6, 

h-l(~' ) appartient d c(Rat) et 0-'(~1 = Y~(L-~(L' ) )  est un semi-linéaire.0 

Des lemmes 11.2 et 111.6, nous déduisons immédiatement : 

Proposition 111.8 : La 6 W e  4, eh t  d o 6 e  pah XehAect ion,  u ~ o n  et p h o d d .  

Intéressons nous, maintenant, aux langages bornés de Ly. Considérons un langage algébrique 

L 5 wi . . . wt, un alphabet T = {al,. . .,a ? et l'homomorphisme h défini sur T par : h(ai) = wi V i e 11,. . . ,nl. n 



Le langage L' = h-'(~) n a; ... a* est algébrique et l'(LI) est un semi-linéaire. Donc c(Lt) c(Rat), n 

L' = c(L') n a; ... a?~, ainsi que L = h(L'). Nous en déduisons que 4, contient toute intersection 
finie de langages algébriques bornés et la proposition 1.22 permet de caractériser les langages bornés 

de Liy. 

Proposition 111.9 : P o u  t o d  &gage bomuie L, teb &oh ph0phiuieXhb bu.i~U.nteb dont &qu.ivdULteb : 

il L c 5 ,  

U)  L ut une Uctmection { M e  de tangagch algébhiquch, 

L ü )  L ut L'image honiatnoirphe (dphabuieLique) de LrUi;tweceion de d w x  Cangageb dgZbhiqu~ 

bohIli!d. 

Tout langage récursivement énumérable est l'image homomorphe de l'intersection de deux 

langages linéaires [ 3  1 .  Montrons qu'on ne peut pas remplacer l'un de ces deux langages par un langage 

de $. Considérons, en effet, LS, la plus grande FAL ne contenant que des PSL-langages (cf. C331).  

Proposition 111.10 : La 6 U e  Ls ut 6eiunEe pair d m e c t i o n  avec teb Cangageb de 4. 

Démonstration : Comme L est un cône rationnel et que c(Rat) est clos par homomorphisme inverse, le leme 
S 

11.1 implique LS A = LS A C(c(~at)) 5 H(LS A  rat)). D'après le lemme 111.2, LS A c(Raf) ne contient 

que des PSL-langages. Donc C(LS A 4) = H(Ls A c(Rat)) ne contient que des PSL-langages ainsi que 

f(LS A L\y )  qui est, donc, par définition de LS, inclus dans Ls.u 

En particulier, comme Alg 5 Ls, F ( A ~ ~  A 5), qui est inclus dans Ls, ne contient pas tous les 
langages récursivement énumérables. 

Montrons, maintenant, que tout langage de Ly, peut être obtenu a partir d'un seul langage au 

moyen des opérations de transduction rationnelle et d'intersection. 

n n 
Rappelons que Cl désigne le langage {a b / n 2 0 et que D;, le langage de Dyck sur une lettre 

est égal a c(C1). 

Lemme 111.11 : C,lC,) = C,(V;) 5 Liy. 

* * *  
Démonstration : Comme C = D n a b E c~(D;) et que D; = c((ab)*)r c(Rat) 5 LP, nous obtenons 1 1  

C(Cl) L c,(D;) 5 5 .  11 nous reste donc à montrer que D; r C(C n 1 ). Pour cela, établissons l'égalitg : 



R Il est clair que L = Shuf(C1. C ) est inclus dans D;. Réciproquement, prenons x c D;. Ce mot 
1 

eut se factoriser en x' x" avec e(x') = e(x") = n. Soit p le nombre d'occurrences de a dans xq. Nous avons, 

alors, %(XI).= %(x") = p et 1 (x") = %(XI) = n - p et on peut vérifier facilement que 
x c Shuf (aPbP, bn-Pan-P) 5 L. Comme tout cône rationnel clos par intersection est clos pour l'opération 

"shuffle" C251, nous obtenons bien D* = L E Cn(Cl).n 
1 

Pour montrer que 4 est inclus dans c,(D;), il nous suffit d'établir c(Rat) 5 c,(D;). Nous 

avons besoin de deux nouveaux lemmes : 

Lemme 111.12 : POWL t o u t  DK)t w d e  T*,  c ( w * )  appahtierct à ~~(0;). 

Démonstration : Posons w = w1 ... w avec wi r T, Y i E {I, ..., p l .  si p L li c(w*) = W* r ~ a t  sn(~I). 
P 

Dans le cas contraire, prenons p symboles distincts bl,. . .,b , posons B = {bl ,..., b 1 et y = bl . .. b 
P P P .  

Pour j r ( 2 ,  ...,p 1, définissons l'homomorphisme h sur B par h.(b ) = a, h.Cb.1 = b, h.(x) = E pour 
j P 3 1 3 1 3 

x r B \ (bl, b.1 et montrons que c(~*) = L avec L = n h-1 CD;). 
I j=2 j 

D'après le lemme 111.6, L est un langage commutatif et il nous suffit de vérifier que 

-1 * 
Pour tout z r L et tout j c {2  ,..., pl, z c h (Dl), donc = (2)  et y(z) c 

j 
k k Récipmquement, Y k r N et Y j r (2,. ..,PI, bl . . . b r ~T'(D;), donc 

P 3 

De plus, comme l'homomorphisme g défini, sur B, par h(b. ) = w Y j r {l, . . . est alpha- 
1 j' 

bétique c(w*) = c O g(y*) = g o c(y*) c c,(D;).o 

Lemme 111.13 : La 6 M e  c(Ret] est uice<lse dan6 ~~(0;). 

Démonstration : Soit R un rationnel inclus dans T*. 

Comme C (D*) est clos par union, on peut supposer, sans nuire à la généralité de la démonstration, n 1 

que '?(RI est un ensemble linéaire 

S = L(uo ; hl1,. ..,Ukl). 

; .'. WC) . c(w0) Pour i r IO,. . . ,k1, il existe w r T* tel que ~ ( w  ) = ui, donc c(R) = c(w w 

est fini, donc appartient I c~(D;) et les lemmes 11.8 et 111.12 impliquent c(R) = c(wow; . . . wt) c c~(D;) 

qui est clos pour l'opération "shuffle".O 



Introduisons, maintenant, pour tout n 2 1, le langage "origin-crossing" de dimension n 

- t * -  
(cf. C221) en posant O1 = ~((a a ) ) et pour tout i 2 2, Oi = ~huf(O~-~, ~((a~:~) )).  1 1  

Nous obtenons, alors, le résultat principal de cette section. 

Proposition III.1b : $ = Cn(CI) a C ~ I U ~ I  = u CIO,,). 
n2 l 

Démonstration : Les deux premières égalités proviennent des lemmes 111.11 et 111.13. D'autre part, d'après 

le théorème 5.5.1 de C251, nous avons pour tout n 2 1, 

H(c(o,) A c(D;)) = c(shuf(on, DI)) = C(O,+~). 

Posons 

11 est facile de vérifier par induction que, V n 2 1, L I n  = C(On) et corne c~(D;) = U L I n  

n2 1 
(proposition 1.111, nous obtenons le résultat cherché.0 

D'après le corollaire 11.69, le cône rationnel Ly, n'est pas principal. Alors L = c(D;) est un 

cône rationnel principal tel que H(A 1 )  = C (L) ne soit pas un cône rationnel principal. Nous apportons, 
n 

ainsi, une réponse 3 une question posée par S. Ginsburg (C 251, page 180). 



f 
Nous avons donné au chapitre II, une condition suffisante pour que L/R appartienne a C (L) 

dans le cas où L est un langage commutatif et R un langage rationnel (cf. lemme 11.47). Cette condition, 

jointe a la proposition 11.43, va nous permettre de montrer le résultat principal de cette section : 
f Tout PSL-langage commutatif L est effaçable, c'est-à-dire vérifia C(L) = C (L). Nous en déduisons que 

f pour toute famille L de PSL-langages commutatifs, C (L) = C (LI et nous obtenons, en particulier : 
n n 

f *  f n n L = Cn(~l) = Cn(C1) avec Cl = {a b / n 2 O}. Ce résultat va nous permettre, d'une part, de préciser un Y 

théorème de Baker et Book C 3 1 concernant les automates non déterministes multi-compteur oh chaque pile ne 

peut faire qu'un passage de l'empilage au dépilage (cf. corollaire III.18), d'autre part, à l'aide d'un 

théorème de Book, Nivat et Paterson C171, de montrer que tout langage de Ly est l'image par un homomorphisme 

strictement alphabétique de l'intersection de trois langages algébriques linéaires. Enfin, nous terminons 

- * - * Z * 
cette section en démontrant que tout langage infini appartenant A Cn(Dl), avec Dl = {a,b> \ Dl, est 

effaçable et possède un facteur itérant. 

Proposition 111.15 : ToLLt PSL-tangage co&6 L est  sd6qabte, c'ut-à-dite cd[L1 = C [LI. 

Démonstration : Considérons d'abord un langage commutatif L T* tel que Y(L) soit un ensemble linéaire 

et un mot y c T'. Le langage L' = L/~* est un PSL-langage commutatif et nous allons établir que L' c c'(L). 

Il existe alors, u a T*, ul,. . . ,U c T+ tels que L = c(uo ui . . . u*). Le langage L' est égal à 
9 9 

LI1 u ... u LIn oh V i c {l ,..., n), LIi = c(L' ) et Y(L' .) est un ensemble linéaire. Considérons le langage 

LI1 = c(x0 X; ... x ) avec x c T* et V j a {l, ..., SI, x a T'. Comme x x* est inclus dans L/Y*, paur 
O 1 

. ri 
tout i c N, il existe r e N tel que % xi y r c(uo u; . . . u*), donc il existe ,... , A  c N tels que 

i 9 i ,q 

i 'i Ai,i 'i 
xo x1 y c C(U u1 . . . u 'q). Comme tout sous-ensemble infini de Iiq" possède deux éléments comparables, 

9 
il existe j, j' a W tels que j < j' et z 5 z où V i a N, z désigne le vecteur (r 

j j' i 
i' Xi,,,. . 

lil 
Donc il existe un entier positif X = j' - j et pl = r - r c N tels que xl y c cful ... u*). En 

1 j' j Y 

raisonnant de la même façon pour les mots x2,. . . ,xSi on montre que, V t e (1,. . . ,SI, il existe At c N+ 

et ut c N tels que :t yt c c(u; ... u*). L'ensemble 1 = ((il ,..., is) / V t e (1 ,...,SI, O 5 it 
t 9 

est fini, et comme LI1 est inclus dans L/~*, il existe ktl a N vérifiant : V (il,. . . ,i-1 e 1. 3 p S k t l  

il i 
tel que x x1 ... x yP a L. 

Montrons la propriété : 

(*) 3 k c N, V x c LV1, 3 w a Y* tel que x w a L et P(wI 5 k(l(x) + 1). 

Posons, en effet, k = [(y) sup {kql, ul,. . . ,u 1 et prenons x r LI1. Il existe, alors, 

js j ,,..., js a N tels que x a c(xo x j '  ... xs ). Pour tout t r (1 ,...,SI, jt peut s'écrire h jtt + j" 1 t t 



j", jlVS 

t t  
... X yp , L. avec O S j" < X donc (jttl, ...,jl ls) t 1 et il existe un entier p 5 ktl tel que x x 

jttXt jttlit s 
De plus, Y t {l,. . . ,SI, xt y appartient 2 c(u* . . . u*), donc x yarl avec a = p * 1 jtt Pt. 

1 9 - t=1 
2, 

Alors riYa) i ~ ( y )  kt1 + k 1 jlt 5 kt1 + k L(r) r k(~(x) + 1) 
t=1 

On peut raisonner de la même façon pour L' ,..., LIn, donc la propriété ( * )  reste vraie si on 
2 

remplace LI1 par L' = ~ / y *  = Lv1 u ... u LIn. Le lemme 11.47 implique alors L' r c~(L). 

Si L est un PSL-langage commutatif quelconque, L = L. où V i r Cl,. . . ,ml, Li est un PSL- 0 
*l:l(fi 

langage commutatif et Y(L.1 est un ensemble linéaire. Donc L/y - L ~ )  / Y* = 0 ( L ~  / y*) et pour 
* i=l* 1-1 

tout i r {l, ..., m}, il existe a r N  vérifiant : Y x r L. / y ,  3 w E y tel que x w c Li et f(w) 5 ai 
i 

(&x) + 1). 11 est alors, facile de montrer que a = sup {a. / i r (1,. ..,ml} vérifie : Y x r L / y* 3 

O (Li / Y*), 3 w r y* tel que x w r L = (-) L. et C(w) i a(l(x) + 1). Le lemme 11.47 entrsire de 
i=l i=l 

nouveau L/~* r c~(L). 

Prenons enfin, un langage rationnel R c Tt. Comme L/(R u R2) = L/R u L/R et que tout - 1 1 2 

langage rationnel est une union finie de langages rationnels dont l'image par la fonction de Parikh est 

. un ensemble linéaire [ 551. nous pouvons supposer c(R) = c(yo . . - y*) avec y. r T*, yl,. . ..yu r T+. 
u 

Donc L/R = L/(yo y; ... y:) et comme L/(R R ) = (L/R2) / RI, nous en déduisons, par induction, le 
1 2  

résultat énoncé .O 

Nous pouvons déduire de cette proposition un certain nombre de résultats intéressants : 

Corollaire 111.16 : P o w  foule 6 M e  1 de PSL-Langage6 cormutaîi66 Cn(ll = C ~ I ~ J ,  Le p& con& 

JuxtionneC dlcleee do6 p m  uLtehbection et contenant 1. 

Démonstration : Remarquons, d'abord que 1 5  l,+,, le plus petit cône rationnel rationnel commutativement 

clos, implique C,( 1) 5 Co( Lyr) = 5, donc C ( 1) ne contient que des PSL-langages. Tout langage L c Cn( 1) n 
f 

s'écrit h(L1 n ... n L ) où h est un homomorphisme et Y i r Cl, ..., n1, Li r C (1). D'après le corollaire 

f f 
11.13, pour tout i a Cl,.. . , n ) ,  il existe un langage commutatif LIi c CU(L) tel que Li c C (L'. ).  On peut 

supposer que les 1-angages LIi sont définis sur des alphabets disjoints. Alors L' = shuf (L'l,...,Idl ) est 

f un PSL-langage commutatif appartenant à C (1) et tel que L = h(L n ... n Ln) 6 C(L') (cf. C251) .  La 
1 

proposition précédente implique, alors, C(L1 ) = c~(L' ) et L r c~(L' ) 5 Cf(l).O 

Prenons, en particulier, = avec D;, le langage de Dyck sur une lettre, égal à 

R R * f 
c<(ab>*>. Comme D; = shuf (Cl, C1).avec C = Can bn / n 01 et Cl = Cb" an / n 2 0 1 , ~ ~  t Cn(C ) et 1 1 

c~,(D;) = c~(D;) = cf(cl). 



Corollaire 111.17 : Le p&h p m  cône JaCionnd c o ~ v e m e n t  d o & ,  $,, U t  tg& cul $UA p d  c6ne 

d n n d  6 i d e t e  d o 6  p r ~ l  U c t m e c t i o n  et contenant t e  tangage CI = {an bn / n 2 01. 

Le cône rationnel C(C ) est la famille des langages reconnus par pile vide, par un automate 1 

non déterministe à compteur (l'alphabet de pile ne contient qu'un élément) qui ne peut pllis ezpile? 

après avoir dépilé. (cf. [39 1).  Le langage Cl est effaçable ([41], [44] et proposition II.40), c7est-à- 

f dire que C(C ) = C (C ) ou encore que tout langage L c C(C1) peut être reconnu par-un automate du type 1 1 

précédent qui travaille en temps réel ( à  chaque mouvement de l'automate. on lit une lettre sur le ruban 

d'entrée). La famille C,(C ) est égal à l'ensemble des langages reconnus par piles vides, par un 
1 

automate non déterministe multi-compteur où, pour chaque pile, on ne peut plus empiler après avoir dépilé 

[ 3 1. De meme, en utilisant les techniques de [ 301, on peut montrer que L t c ~ ( c ~ )  sri il est reconnu 

f 
par un automate de type précédent qui travaille en temps réel. L'égalité entre C,(C,) et C (Cl), qui n 

découle du corollaire 111.17, nous permet d'énoncer un résultat qui améliore un théorème de Baker et Book 

([ 3 1 théorème 5) : 

Corollaire 111.18 : POW t o u f  autol)lLtte non d t tehmut is te  m W - c o m p z ~  où, peuh chaque p-Xe, on ne ptLt 

ph.6 mpitm a p R b  a v o M  dEpCet, +L e d t e  un aLLbmate d e  même t y p e  q u i  accepte t e  même truigaoe eC gW 

D'autre part, comme C c Lin et que Lin $ 4, nous en déduisons : 1 

Corollaire III. 19 : La ( W e  L,+ 0dt  in&e b t U e f e m e n t  danb C! I lin) . 

En utilisant, alors, les résultats de Book, Nivat et Paterson C171, concernant la famille 

ci( lin), nous obtenons : 

Corollaire 111.20 : TOUX tangage de i,+, est l ' i m a g e  p m  un homomohphibme 6tx ic temenf  dphabZt@iqbte de 

t l U t t m e c t i o n  de & o h  t u n g a g u  d g t b h i q u e b  e u i t a i n e ~ .  

Le langage L considéré lors de la démonstration de la proposition 11.37 appartient clairement 

à 5 .  Donc il existe des langages non effaçables dans c,(D;). Par contre, nous allons montrer que tout 

langage de ~"(6;) est effa~able avec 6; = {a,b}* \ D;. 

Pour tout n c N+, considérons l'alphabet An = {al, al,. . . ,a a } et définissons le langage 
n' n 

-* 6 en posant O1 = h (D ) et V i 2 2 ,  ci = shuf (6i-l, hi(EI)) où hi est l'homomorphisme défini sur fa ,  b} 1 1  

par hi(.) = ai et hi(b) = ii. Alor$, d'après la proposition 1.12 , C,(D;) = U C(Oi). Montrons, d'abord, 
i2-1 

une propriété du langage 6 : 



Lemme III. 21 : Soient n c Nt, u, x ,  v d u  motb appmtenant h A*,. ACom u X* v n On e6.t non vide 4 4 i  

ie e d t e  i s n ta que u 2 v c an. 

Démonstration : Pour tout w r Aln et tout i c (1.. . . ,n), notons di(w) = la (w) - Ci (w). Supposons que 
i i .  

V j r n, u x3 v 4 On. Alors, V j c {O ,..., n], il existe i c {l,.. .,n) tel que d (u xJ v) = 0, donc il 
j i4 

J l 

existe j # j' c {O, ..., n) tel que i = i = t . Nous en déduisons que d (u x3 v) = dt(u xJ V )  ce qui 
j j' t 

entraine d (x) = O et d (u v )  = O puisque j # j '  et dt(u xP V) = O, Y p É BI, donc u x* v n On = 0.0 t t 

Lemme 111.22 : Soient L 5 T* wi C M g a g e  appahtenant h Cn(Ü;) et A c T. IL e d t e  un &ut k v E h i ~ W  : - 
SL u x v c L avec x c A*, 3 y c A* ta que u y v c L et tiyj < h. 

Démonstration : Si L É ~~(6;). il existe n É N+, un alphabet Y, un langage rationnel R 5 Y* et deux 

homomorphismes alphabétiques h et g tels que L = g(h-l(~ ) n R) .  Posons Z = {y E Y / g(y) L A u et 

considérons un automate d'état fini M = (Q, Y, f, qo, F) qui reconnait R. Si u x v c L avec x E A*, il 

existe u', v' É Y*, x' É Z* tels que h(uq x' v') c 6 ut x' v' c R, g(u') = u, g(xl) = x et g(vfi = v. 
n s  

Notons q = f(q , u'), q' = f(q, x') et R' = {w e z*/ f(q, w) = q ' } .  Le langage R' est un langage rationnel 

qui contient x', donc il existe xo, xl, ..., xt E Z* tels que Y(x') E Y(x x; ... x*) 5 Y(R'). Il existe, 
i t 

donc, il,.:. ,it c N tels que Y(x') = Y(x xi1 . . . xtt) et comme 6 est commutatif, il contient n 
i i 

h(ul) vo vll ... v h(vt) 03 V j c (0 ,..., t), v. = h(x.1. D'après le lemme précédent, il existe j19 .... t I 3 j .t 

ris que h(u') vo vll . .. vjt h(vt ) c 4 avec s i (1,. . . ,t), js r n. /ilors, il existe y' i R' tel que 
t 

y(?') = Y(xo x:l . .. 2t) et, comme ~'(6~) est commutatif, u' y' v' c h-l(~) n R. Donc y = g(y') vérifie : t 

y L A*. u y v c L et, puisque g est alphabétique, l(y) r l(y' ) r nl(xo xl . . . x 1. Etant donné que 
t 

xo, xl,...,xt ne dépendent que de M, A, q et q', il est clair qu'on peut trouver pour l(y) une borne k, ne 

dépendant que de L et 6.0 

boposition 111.23 : Tout langage ui6in.i appahtenant h Cn (0;) ut eddaçable et pcb6Pde un dadeun. L t é W .  

Démonstration : Prenons L É C(6,) et L' É C(L). Alors L' = g(h-l(~) n R) où R est un langage ratlonnel 

défini sur l'alphabet Y et h, g sont des homomorphismes alphabétiques. Poso~s L" = h-'(~) n R e t  

d = {y É Y / g(y) 2 €1. Comme L" c C (D*), le lemme précédent entraine qu'il existe k r N tel que L' = n 1 
* * k *  * * k *  

g(L") = g(L" n (Y \ Y A Y ) )  = g(h-l(~) n Rf) avec R' = R o (Y \ Y A Y ). Donc g est k-limité sur 

ç R', L' c i (L) et L est effaçable. 

- 1 
Soit H = gl(g2 (On) n K) où K est un rationnel défini sur l'alphabet Z et gl, g2 sont des 

homomorphismes. Si H est infini, il existe u, x, v r Z* tels que g (u x v) c On, u x* v 5 K et gl(x) # F.. 2 
. 

Pour tout i É (1,. . . ,n} et tout w c An, D. (w) désignera la valeur absolue de (w) - f- (w). Alors, 
ai ai 



posons t = sup { ~ ~ ( ~ ~ ( u  v)) / i c (1, ..., n}} et montrons que g (u xt+l) (gl(x))* g (Y) est inclus dans H. 1 1 

En effet, si D.(g (x)) = O. comme g2(u x V) a On, Di(g (U v)) > O ce qui implique Di(g (U x3 v)) > O* 1 2  2 2 

V j r H .  par contre, si D (g (x)) > O, Y j > t, ~ ~ ( ~ ~ ( x j ) )  > t 2 D.(g2(u v)) et ~ ~ ( g ~ ( u  xj VI) r 0. Dons, 
i 2 

V j > t, u xi v r ,i1(6 ) n , et g (u) gl(x)j g2(v) 6 H qui contient un facteur itérant puisque gl(x) L 1.0 
1 

Nous en déduisons immédiatement : 

Corollaire 111.24 : La 6 W e  C, [O;] e.b-2 h d u b e  d.tiLictement da& i,+. 

* 
Tout langage algébrique non rationnel inclus dans a b est rationnellement supérieur à l'un 

n P des trois langages LL = {a%' / n # pl, L, = fa b / n > et L< = {anbP / n < qui sont deux à deux 

rationnellement incomparables (cf. Berstel et Boasson [ 71). Si nous considérons les clôtures commutatives 

- * 
de ces langages, Dl = c(LL), Ll = c(L>) et L = c((), nous obtenons ~ ( 6 ; )  5 C(L1) = C(L ) et comme, 2 2 

-* 
clairement, D* c C (L 1, l'inclusion précédente est stricte et nous avons C,(Dl) + Cn(L1) = Cn(Lj2) = $,. I n l  

Par contre C,(L>) 3 4, puisque F"(L>) ne contient que des langages récursifs [ 11 alors que F,(D;) contient 

tous les langages récursivement énumérables. 



Pour tout k a E(+, nous désignerons par Ratk la famille des langages rationnels definis sur 

un alphabet de k lettres. Alors, c(Ratk) est la famille des PSL-langages k-commutatifs. Le cône rationnel 

5 = c(c(Rat)) = U C(c(Rat ) )  est non principal. On peut se poser la question de la principalité des 
k.21 k 

cônes C(c(Rat )) .  Pour k = 2, les travaux de Berstel [ 6 1, Berstel et Boasson [ 7 1 concernant les langages k 
* * 

algébriques inclus ans a b , permettent de montrer que C(c(Rat ) )  n'est autre que le cône rationne: 
2 

engendré par le langage D:. Pour k supérieur à 2, nous pouvons seulement montrer que Cfc(Ratk)) est inclus 

dans le cône rationnel engendré par E'k+l qui est 6gal a la femetue commutative de (al . . . ak+l)*. Nous 

démontrons, ensuite, que si L = c(w wl ... w*) est un PSL-langage k-commutatifs tel que les vecteurs 
y(ul), ..., Y(w ) sont linéairement indépendants, il existe k langages commutatifs LI, ..., L r c(D~) vérifiant 

k k 

L = n L i  Nous en déduisons, alors, le résultat principal de cette section : tout PSL-langage commutatif 
i=l 

est une intersection finie de langages commutatifs de c(D*). Nous retrouvons, ainsi en particulier, un 
1 

résultat énoncé par Pemt dans [711 : tout PSL-langage commutatif est une intersection finie de langages 

commutatifs algébriques. Ce résultat impliquant clairement une ~ropriété démontrée par Liu et Weiner dans 

C611 : Tout ensemble semi-linéaire est une intersection finie d'ensembles semi-linéaires stratifiés. 

Proposition 111.25 : POU t o u ~   tangage comni~tatih non U n n d  L c {a, u*, on a CID;] 5 c (LI 5 ~ ( ~ 7 1  

et donc C(c(Ratqll = CID;). 

* *  
Démonstration : Le langage Lt = L n a b est un langage algébrique non rationnel. D'après C 6 1, L' c C(C1) 

donc L' r c(D*) et le corollaire 11.11 implique L = c(L') r c(D;) ce qui entraine C(L) 5 c(D;). 
1 

Comme L' est non rationnel, C(L1) contient l'un des trois langages Lt, L,, L< définis à la fin 

de la section ~récédente C 73. D'après le corollaire 11.11, C(L) = C(c(Lr)) contient l'un des trois langages 

-* 6; = c(L ), L = c(L,), L2 = c(L<). Comme D = L u L E C(L ) = C(L2), nous avons D;C C(L) et c(D;) 5 C(LJ.0 
# 1 1 1 2  1 

Pour tout k EN+, posons EVk = c((al ... %)*). Alors, C(Et2) = c(D;) = C(c(Rat2)). Pour k 

supérieur à 2, nous obtenons un résultat moins précis. Mont~ns d'abord : 

Lemme 111.26 : Soit LU un mot dE6in.i b u h  l'alphabet A = {b,, . . . , b k } .  Alou C(W*I a p m d  a C(Efg). 

Démonstration : Pour tout i r (1,. . . ,k}, posons t = egw'et considérons lfhomomorphisme h défini sur 
i 
ti l'alphabet {al, ..., ak) par : Y i r (1 ,..., k}, h(a.) = bi . Le langage L = h(E'*) n b; ... b; < C(Etk), 

est inclus dans b l  ... bk et il est clair que Y(L) = ~(w*). On en déduit alors, d'après le corollaire 11.11 

que c(w*) = c(L) r C(E'~).U 



Si on remplace w* par un langage rationnel défini sur le même alphabet on ne sait pas si le 

lemme précédent reste valable pour k > 2. On obtient cependant : 

Démonstration : Comme C(E'k+l) est clos par union, on peut supposer que Y(R) est un ènsemble linéaire. 

Donc, il existe w wl, ..., w r A* tels que C(R) = c(w0 w; ... w*). posons w = w1 ... w b 
P P p k+l et 'Our 

i r (1 ,...,p 1, wVi = wl .. . w ~ - ~  w ~ + ~  ... wp bk+l. Considérons les homomorphismes h et g définis sur 
Y = {al,. . . ,%. bis.. . ,b k+l) par : V i É {l, ..., k}, h(a.1 = h(bi) = bis g(ai) = bi" g(bi) = E et 

* * ... % Wl1 ... W f f  h(bkrl) = bktl, g(bk+l) = E. Montrons que le langage L = g(h-l(c(w*) n R)) où R = a* 
P 

vérifie c(L) = c(wI ... w*). 
P 

i i 
Prenons y c C(W; ... w*). Il existe il ,..., i r H tels que y c c(w ... w Posons 

P P 1 P 
P i i i-i 

1 
i-i 

i i i i = 1 ij. Comme c(w.) = c(w 1 ". Wp b k ) et que c(wtll . . . w' P>= c(wl . . . w bi), il est facile de "<rifier 
j=l P P 

1 i s i i 
que 1 i  a . . .  i ... w' est égal à as' . .. a w'~'... w' P où v j i {l,.. . *LI, 

P 1 k P 
i 

k 1 k $1 
i 

, Sj = (w:' ... w '1 = (y,.  Donc y c ... b; ) avec b: ... b: = g(al . s e  2 w'il . . *  wf '1 c L. 
j P j 

P 

"1 Sk 
Réciproquement si y c c(L), il existe slV..,sk, il ,..., i t r N tels que y c c(bl ... bk ) 

P 
'k il i 

et z = h(al . . . 4, wtl . . . t t ... ~ ' ~ ) c c ( w ) . E n p a r t i c u l i e r , ~  P ( ~ ) = ~ ~ + ~ ( w ) c e q u i  

P i i k+l 

entraine t = 1 i Il estsalors, clair que y c c(w . . . w P), 
j=l j e  1 P 

Comme L est inclus dans b; ... b;, le corollaire 11.11 implique c(L) c c(c(r*)) et come w 

est défini sur l'alphabet {bl,..,bk+l) le lemme précédent entraine que c(w*) 6 C(E' ) donc c(L) 6 C(E't+l) k+l 

La démonstration se termine en remarquant que c(R) = shuf (c(w ), c(L)) r C(c(L)) .C! 

U Nous en déduisons que Ly, peut s'écrire C(E' ). Il est possible de comparer les langages 
k2l k 

Etk avec les langages Ok définis à la section A de ce chapitre. Nous avons en effet : 

Proposition 111.28 : PoWL ZolLt k É N,, C(c(Rdk) ) $ C[E'~+,) 5 C(ok) 5 c(E'~~). 

Démonstration : D'après la proposition précédente C(c(Rat ) )  est inclus dans C(E'k+l) et comme k 

E'k+l n al ... ne contient aucun langage infini borné de dimension k, la proposition 11-63 entraine 

E'k+l 6 C(c(Ratk)) et donc C(c(Ratk)) 3 C(E'~+~). 



Montrons, maintenant, que E'k+l c C(0 ). Comme Ok est un langage commutatif, il suffit, 
k 

d'après le corollaire 11.11, de montrer que %+1 = Etk+l n a; ... <+1 appartient à C(Ok). Raisonnons par 

dcumence sur k. Si k = 1, il est clair que E2 r C(0 ). Le langage %2 est égal à q+l a*+2 n a* 
* 

1 1 ." k 
n n {4<+1 ak+2 / n 2 O). L'hypothèse de récurrence implique Ek+l aZo2 c C(Ok)' donc Ek+2 c C(Ok) A c(D;) qui 

est inclus, par construction, dans C(Ok+l). 

Si k = 1, on a, C(0 ) = C(E' ). Supposons que C(O ) soit inclus dans C(E'~~). A ~ O T S ~  
1 2 k Ok+l~ 

qui est rationnellement équivalent à shuf (O D*), appartient à H(C(ok) A c(B~)) 5 bl(C(E'2k) A c(D;)~ - C ~ L )  
k' 1 

avec L = shuf(E1 D*). Or, il est clair que C(L) = C(E'~~,~ / R) c C(E'2k+2) oïl R-est le langage rationnel 
2k' 1 - 

(a1 ... a2k)* (a2k+l a2k+2)*.0 

Nous avons montré dans la section A de ce chapitre, que c(Rat ) 5 C (D*), c'est-à-dire qae pouf 
n 1 

tout R c Rat, il existe des langages LI, ..., L E c(D;) et lin homomorphisme h tels que c(R) = h(L n ... n L  L). 
P F 

Nous allons, maintenant, préciser ce résultat, en montrant que l'homomorphisme h peut se réduire a l'iaentité 

et que les langages LI, ..., L peuvent être choisis commutatifs. Pour obtenir ce résultat, nous allons utiliser 
P 

un raisonnement analogue à celui de Liu et Weiner dans C611 mais rendu plus simple parb l'emploi d'un lemme 

de Ginsburg C241, concernant les ensembles linéaires propres qui sont les ensembles linéaires de la forme 

L(uo ; P )  où P est un ensemble de vecteurs linéairement indépendants. 

. Lemme 111. 29 C 241 : Tout m e m b l e  b & - f i 8 & e  est une union ,(inLe d ' e r e s m b l u  e6ntaLtes ptophee. 

En fait, ce résultat a été, depuis, précisé par Eilenberg et SchGtzenberger C201 dsune part et- 

Ito C491 d'autre part, qui ont montré que l'union pouvait être prise disjointe. 

Considérons, d'abord, les langages appartenant à c(Rat ) et dont l'image par la fonction de 

Parikh est un ensemble linéaire propre : 

Lemme III. 30 : Soient un alphabet  T = { a l , .  . . ,an]  et un langage hationncî? R 5 T*. Si S = Y I R I  en t  un h 8 a d t e  
n 

w p h e ,  e d t e  n h g a g u  commcLtati6b L I , .  . . , L n  appcvLtenant d CID;) .ta que c(R1 a 0 Li. 
4. l 

Démonstration : Si S est fini, c(R) est fini et appartient à c(D*). 11 suffit alors de prendre LI = ... : 
1 

Ln = c(R). 

Si S est infini, il existe p vecteurs linéairement indépendants (1 5 p 6 n), xl,. . . ,x r 34" 
P 

et xo C. N" tels que S = L(x ; (xl,. ..,x } ) .  Posons S' = L(0 ; (xl ,... ,X 1) et considérons la matrice A h 
P P 

p lignes et n colonnes où pour tout i r {l,. . . ,pl, la ieme ligne de A ,  notée A. est égale 2 x ; .  Comme les .. 
lignes de A sont linéairement indépendantes, A ~osséde une sous-matrice de rang p et on peut supposer sans 

nuire à la généralité de la démonstration que la matrice carrée A '  obtenue d partir de A en ne gardarit que 

les p premières colonnes est de rang p et donc régulière. Notons A " ,  la matrice formée des n-6, derniares 

colonnes de A. Nous avons, alors, Sv = { A  A / A 6 liP) = . . ,yn) r lin / (yI,. . . .y ) Al-' E lip et 
P 



- 1 
(yp+ ,,..., yn) = (y1 ,..., yp) A' A"). Pour i 6 (1 ,..., P?, notons Si = {(y y,) c N" / (y1. ....y 1 

P 
i i ème (A'-') , NI ((Af-') désigne la i colonne de la matrice A'-'). Pour i L {pl,. . . ,n?, notons 

-1 i-P 
S = . . . ,yn) 6 N~ / (y1, . . . ,yp) (At An) = y. 1. Comme A est une matrice d éléments dans 24 et 
i 1 

que A' est inversible, les éléments des matrices A'-' et AI-' A" sont des nombres rationnels. Alors, 

-1 il est facile de vérifier que pour tout i c (1,. . . ,n}, LIi = Y (S. ) est un langage comutatif appartenant 

a cto;,. D'autre part, ii est ciair que st = si, donc L* = y-'(s' ) = y-l(fi Si) = Y - ~ c s ~ )  = 
i=l l=l i=l 

L1 n ... n LIn. Le langage c(R) est égal 2 shuf ('+'-lxo), Li) = shuf (Y-' ( xo ) , A LIi) et comme les 
1 i=l 

langages L' sont commutatifs, L est égal 2 A Li oh Y i c 1,. . . n ?  L = rhuf (Y (xo), L' Etanf 
i i=l i 

donné que Y-' (x0) est un langage comutatif, pour tout i E 11, .... n?, L. est un langage commutatif 

Pour tout langage rationnel R, \Y(c(R)) = Y(R) est un ensemble semi-linéaire. Donc, d'aprss 

le lemme 111.29, Y(R) est une union finie de linéaires propres. Alors, en utilisant la distributivité de 

l'union par rapport à l'intersection et le fait que c(D*) soit clos par union, nous pouvons déduire du 1 

lemme précédent : 

Proposition 111.31 : T o u l  PSL-tangage co1mmtati6 e s t  une U t tehsec t ion  & X e  de h g a g e b  comniLtati66 

appahtmant à c (O;]. 

Comme c(D*) est inclus dans Alg, cette proposition permet, en particulier de retrouver un 1 

résultat knonc6 par Perrot dans (711. 

Considérons, maintenant, un PSL-langage inclus dans a* ... a* où les ai sont des lettres. 
1 

Comme L est égal à c(L) n a: ... a:, la proposition précédente implique : 

Corollaire 111.32 : T o d  PSL-langage b.C&%emen.t b o u t  e s t  une U r t m e c t i o n  6 X e  d e  Langaged b ~ h n é b  

appahtenant a C (O; 1 . 

Par contre si L est un PSL-langage inclus dans w ; ... w* où les w sont des mots quelconques, n i 

L n'appartient pas nécessairement a Ly( = C (D*) puisque C(L) peut contenir des langages qui ne sont pas n 1 

des PSL-langages (cf. C521). Si on ajoute l'hypothèse que L c 4, l'égalité L = c(L) n w ; ... w* n'est n 

pas toujours vérifiée puisque l'homomorphisme h défini par h(a.) = wi, Y i E Il,. . . ,n), peut ne pas être 

injectif. Cependant, comme il existe un rationnel R 5 {al,. .. ,a }* qui est en bijection par h avec wf 
* 

1 ... 
en utilisant le même raisonnement que dans le chapitre 1 (cf. lemme I.19), on obtient : 

Corollaire 111.33 : Un tangage botné L appanLient a L,+, 6 b i  L ut une Uctehbect ion 6 M e  de h g a g e h  bo~~néd 

appLutenant a c i O; i . 



Enfin, nous avons montré au chapitre 1 que tout langage borné appartenant a $ (ou 3 un 

PSL-cône rationnel) était l'image par un homomorphisme aiphabétique de ltintersection d_e deux langages 

algébriques bornés. Montrons que ces deux langages ne peuvent pas toujours être choisis dans c(D:). 

Plus prkcisément, V k r Nt, il existe des langages bornés appartenant a 5 qui ne sont pas images homo- 
morphes de l'intersection de k langages bornés de c(D*). Pour tout'n c N+, posons : 

1 

BCn = I ~ ( L ~  n . . . n Ln) / h est un homomorphisme et Y i É Cl,. . . ,n} L. est un langage borné 
de c(D~)I. 

* -* -* 
Montrons que pour tout entier positif n, le langage L = Ontl n al al ... an+f antl n+ 1 

n'appartient pas 3 BCn. Corn c~(D;) = U C(On) est non principal, le langage n'appartient pas a 
n2l 

C(O ) ce qui implique, d'après la proposition 11.14, n Ln+r 1 C(On). D'autre part, C(On) = H(La A . . . A Ln) 

avec L = - Ln = C(D;), donc BCn est inclus dans C(0 ) et Lntl c BCn+l \ BCn, Nous pouvons, alors, 1 "' - 
énoncer : 

Proposition III. 34 : PO& toLLt n c NI, ta @ti.tîe Kn est incluse 6thic.temen.t danh &a danrieet Be,+, . 



Quand on étudie les transductions rationnelles, un problème intéressant et toujours non 

fesolu se pose : existe-t-il un langage minimal, c'est-à-dire un langage L tel que tout langage non 

rationnel de C(L) soit un générateur de ce cône ? Nous allons montrer, dans cette section, l'existence 

d'un tel langage pour la famille des langages commutatifs. Plus précisément, nous établissons qu'il 

-* * * 
ngexiste pas de langage cornutatif L verifiant Rat c+ c(L) + c(E;) où Dl = {a,b) \ Dl. Pour obtenir ce 

-* 
rbsultat, nous donnerons, d'abord, une caractérisation compléte des langages commutatifs de C(D ) 1 

(lemme 111.35). 

-ré 
Corne tout langage non rationnel inclus dans a* est rationnellement incomparable avec D 1' 

il est clair que ce langage n'est pas un langage commutatif minimum pour la transduction rationnelle, 

Par contre, nous conjecturons que tout PSL-langage commutatif non rationnel domine rationnellement le 

-* 
langage Dl. Ce résultat serait d'une très grande utilité puisqu'on aurait, alors, pour tout PSL-c6ne 

-* 
rationnel L : L contient un langage commutatif non rationnel si et seulement si Dl appartient à L. En 

-* 
particulier, il suffirait de montrer que Dl n'appartient pas à Fa(Lin) pour montrer que tout langage 

commutatif quasi-rationnel est rationnel. 

h m e  111.35 : S o i t  l.un tangage eomutn*id indu6 dana {a,, . . .,ab}*. Uona L c CID;) bai L = In) 
a= l 

' (Li n X i ]  où V i c { l ,  .... n}, Xi eb t  un tangage d o n n e l  c o d  b T 6 ct Li=~-'l<rcN / xiuii t Bill 
1 k 

avec Bi 2 et iui1 (Ilbignant Ce uecteuh t)Lanbpodl de ui c L . 

Démonstration : Si L E c(EI), L' : L n a; ... ai c(Df) et vérifie 't'(L) = Y(L'). Il existe, alors, un 
1 

alphabet Y, un langage rationnel R 5 Y* et deux homomorphismes alphabétiques h et g tels que 
-1 -* 

L' = g(h (Dl) n R) avec g(R) 5 al ... a;. Pour tout i e {l, ..., k}, notons Yi = {y c Y / g(y)  c fai. 6) ) .  

Alors, R est une union finie de produits R . . . \ où, V i c {l,. . . ,k}, R. est inclus dans Y? et '#(Ri) est 

un ensemble linéaire. 

Considérons un tel produit et le langage LI1 = g(h-l(~;) fl R1 . . . %).Comme Y<R1> est un 

ensemble linéaire, il existe u ul,. . . ,up c Y; tels que R' - - uo U; ... U* vérifie c(R ) = c(Rrl) et 
P 1 - -1 -* 

comme h-'(Di) et g(R1) 5 a; sont des langages commutatifs, on obtient LI1 = g(h (Dl) fl RI1 RI . . . q<) .  
Pour tout mot w c ~a,b~*. notons d(w) : la(w) - %(w) et montrons que le langage RVT1 = (X r RI1 / 3 X' E R' 1 

tel que g(x') = g(x) et d(h(x)) # d(h(x' ) ) }  est un langage rationnel. En effet, posons V = {(il,. . . ,i ) 
i i P 

c NP / u0 ull .. . u c R"~} et Vm l'ensemble des éléments minimaux de V (v c V, u' r Vm et v * v' v ; v'). 
P 

Comme V c NP ne contient que des éléments incomparables, V est fini (C241, corollaire 5.4.1). D'autre 
m - 

i i 
part, pour tout v c V,,,, Lv = {% ull ... u / (il ,..., i ) 2 V) est un langage rationnel et il est facile 

P P I I 

de vérifier que ( j  . . . , j ) 2 v entraine ( jl,. . . , j ) c V. Donc R" = u L est un langage rationnel 
1' P P 1 vcvm v 



Uontmns, maintenant, que LVq1 = g(h-l(~;) n R" R2 . . . %) est égal 3 g(RW1 R2 . . . Rk). 11 

est clair que L'Il est inclus dans g(RfT1 ... \). Réciproquement, prenons w = g (x z) avec x a R" 
1 et 

z 4 R2 ... \. Par construction de R"l, il existe x' a RIT1 tel que g(xt) = gEx) et d(h(xt)) # d(h(x)) ce 

qui entraine que l'un des deux mots h(x z), h(x' z) appartient à e* et v = g(x z) = g(x' z) c L'Il. Donc 
1 

-1 -* 
L'Il = g(RW . . . \)  est un langage rationnel. Alors, LI1 = Lvfl u Lwl avec Lw' l=g(h (D1) 0'; h p . .  .\) O& 

R"l1 = RI1 \ Rn1 est un langage rationnel qui vérifie : 

Le langage R"'l est une union finie de langages rationnels dont les images par la fonction 

de Parikh sont des ensembles linéaires. Considérons l'un de ces langages. En raisonnant de la m8me façon 

que ci-dessus, on peut supposer qu'il est égal à v v ... v* où v i a {O ,..., ql, vi a Y;. pour tout 
4 

i t {O, ...,q 1 ,  posons t = lfg(v.1) et si = d(h(vi)). Pour tout i. j c {l,..-,q), gi tj = s ti. En effet* 
i 

t j 
ti dans le cas contraire, considérons les mots x = v v j, x' = v v avec Si t. # S. ti. Alors g(x) = = -. O i 0 j 3 3 

T '  

al avec t' = to + ti  tj, mais par contre d(h(x)) = s + s tj # so + sj ti = d(h(xr)), d'où la contradiction 

avec la propriété (*), puisque x et x' appartiennent à R"' 1. De même si ti = O, v et v v. ont la meme 
O 1  

image par g et la propriété (* )  entraine si = O. Posons, alors, Q = {i a {l,...,q} / t. # O}. Si Q est vide, 

prenons U = {vol. Dans le cas contraire, soit t le plus grand commun diviseur de l'ensemble {t / i r QI. 1 i 
9 9 

Il existe Al; ..., 1 c 1: tels que t = 1 Ai ti. Alors, s = 1 A. S.  vérifie : v'i c {l, ..., q}, s ti = si t. 
Q i=l 1 1  i=l a 

De plus, il existe un ensemble fini 15 N et io a N tels que { 1 ai ti / ai a N} = (at 1 a a 11 v 
i=l 

((io + a)t / a 'NI. Donc, pour tout x a v fi ... v* il existe un entier a tel que t(g(x)) = at et 
Q " 

t d(h(x)) = as avec a E 1 u fi / i 2 io). Prenons alors, v a Y; tel que g(v) = al et d(h(v)) = s et posons 
i 

U1 = {vo v / i a 11 u v0 v O v . Il est clair que U1 est un langage rationnel qui vérifie : 
-1 -* -1 -* 

g(h (Dl) n Ul R2 ... \ )  = g(h (Dl) n V o  v; ... vg R2 ... \). 

En recomençant les mêmes constructions pour R 2 , . . . , i $ ,  on peut, ainsi, montrer que L' est 

égal à l'union finie de langages rationnels et de langages qui peuvent se mettre sous la forme 

-1 -* 
g(h (Dl) n x1 YI ... xk y;) avec V i a {î ,..., k}, g(xi y;) 5 a; et g(yi) = E => yi = E. Soit S un tel 

langage. Pour tout i 6 {l, ..., k}, posons m' = d(h(xi)), mi = d(h(yi)), nti = f(g(xi)) et n = t(g(yi)). 
i k 

11 est, alors, facile de vérifier que Y ( S )  est égal à {(ntl + Al nl,. . . ,nVk + Xk \ )  / Xi a N, 1 
j -1 

(m' + A. m.) f O). Posons Q' = {i a {l,.. . ,kf / n. > O}. Si Q' est vide, y1 = ... = yk = E et 
j 3 1  
-1 -* 

g(h (Dl) n x1 ... x ) est un langage fini, donc rationnel. Si Q' est non vide, soit r le plus petit 
k 

k 
commun multiple des éléments de Q' et considérons le vecteur z = (zl,. . . ,zk) c ZI avec V i r il,. . . ,k), 

T 
zi = r m / ni si n > O, r sinon. Comme le produit scalaire (nt1 + Al nl, ..., nt + X n,) z est égal 2 

i i k k > c  
k k ntl n * n ' 

k 1 ntj zj + r 1 Aj mj, on en déduit que s = a (al1) ... a (F)* n '+'-l({x a x / x zT 1 zo)I 
j=l j=l 1 k 

avec z0 = 1 (n' . - r m' 1.  Enfin, si on prend e = (1, ..., 1) a ~ ~ ,  le langage '+'-'({x cmk / x eT # -11 
j=l j 3 j 

est égal .3 {a,, . . . ,a I* et pour fou; langage rationnel X, X = X n 'Yml({x c / x eT # -1) ) . Donc 
k 



L' = (IJ (XIi n Li) où Y i c  (1,. . . ,n), XIi est un langage rationnel inclus dans a* 
* ... ak et 

i=1 - 
k T 

Li = Y c N / x(ui) # Bi)) et L = c(Lg) = (xi n Li) oG Xi = c(xUi) est un langage rationnel 
i=1 

commutatif. 

k 
Pour montrer la réciproque, il suffit d'établir que pour tout z = (zl, .... z ) r t et zo c g, k 

T 
le langage L = 'Y-l({x c Nk / x z # z 1 )  appartient à ~(6;). 11 est clair que L1 = {w r {a,b)* / La(r) - 

O 

a(w) # zo? est rationnellement équivalent 3 6;. Donc ~(6;) contient L = h-l(~') ob I1homomorphisme h 

- Z 'i i est défini sur {al,...,ak) par h(ai) = a si z 2 0, b sinon-0 
i 

Nous allons utiliser cette caractérisation des langages commutatifs appartenant 2 ~(6*) pour 1 

montrer le résultat principal de cette section : 

Proposition III. 36 : T o u t  îangagc L c o u d  non b o n n e t ,  app<utenant a C (b;)  mtionnameuLf: 

eqw~a(ent a b;. 

Nmonstration : soit L 5 {al,. . . ,a }* un langage commutatif non rationnel appartenant à c(O;>. Nous k 

allons raisonner par recurrence sur k. Si k = 2, le résultat se déduit immédiatement de la proposition 

111.25. Supposons donc k supérieur à 2. 

D'après le lemme précédent, L' = L n a; ... a; peut s'écrire 0 (Li n XIi) où YIi est un 
T 

i=l 
langage rationnel inclus dans a ; ... < et L~ = Y-'({x r N~ / x(ui) # B~)) avec ui r tk et bi r b .  0n 

peut supposer, sans nuire à la généralité de la démonstration que pour i, j e {l,. . .,n?, soit X' X' @, i j 

soit XVi = X' Tout rationnel R 5 a* . . . a* peut s'écrire 0 Ri,l . . . 
j' 1 Ri ,k 

ob Y i e {l, ..., tl, V j c  
i=l 

{l,. . . ,k}, Ri est un langage rationnel inclus dans a* On peut supposer que, soit R = Ri, j. soit , j j' i,j 
to+ j+Ad 

Ri,j n Rif = 0.  Enfin, comme tout langage rationnel A 5 a* s'écrit {a1 / i c F) n {a / j c J ,  
,j 

A c  N) avec F 5 {O,. . . ,t - l} J 5 {O,. . . ,d - 11, to, d E N, on en déduit que tout langage rationnel 

R E  ai ... a* est une union finie disjointe de langages rationnels dont l'image par la fonction de 
Parikh est un ensemble linéaire propre, c'est-à-dire de la forme xl Y; . . . 5 Y; avec Y i c il, - .  . ,kl, 

Il existe, donc, des langages rationnels YI, ..., Yq, disjoints deux à deux, dont les images 

par 'Y sont des ensembles linéaires et tels que tout XIi soit une union de tels langages. Comme L' est non 

rationnel et que L' = LI n (Yi u ... u Y ) = (o) (LI n Yi), il existe i tel que L1 n Yi soit non rationnel. 
9 i=l 

Pour tout j r ~l,...,n?, soit Y. n X = 0, soit Yi 5 Xj, donc il existe 1 = {j r Il ,..., n) / Y c x.} 
1 j i -  -J 

tel que L' n Yi = LI' n Y. avec Ln = U Li. Il existe x * * 
1, y1 c al,*. . ,xk. yk r ak tels que 

ic 1 

Y. = x1 y; ... xk y;. Considérons les homomorphismes h et g définis sur {al, all,. . . ,ak9 ask) par : 



K = g(h'l(~'' nyi) n a '  a . a a = a il ... 4< ik /.xi yl $1 ... \ y> c L"). Comme i.," n Yi est égal 

- 1 a h(g (KI n all a; . . . alk a:), K est un langage non rationnel. Posons, pour tout i c Il.. . . ,k}, 
si = L(x ) et t = ;(yi). Alors, K = Ki avec Y(Ki) = {(il. ..., i ) / (sl + if tl .... , sk + it tk) 

i i lc 1 k 
T k T 

(ui) # fiil =.{x c N / x(u'~) # fisi} où ui = ( u ~ , ~  ,..., u~,~), uti = (tl ~~,~,...,t u 
k 

k i,k) et 

fiti = Bi - 1 s u Supposons 1 = Il,. . . ,pl et considérons la matrice A à k lignes et p colonnes oh 
j=l j i,j' . 

la ième colonne, notée A', est égale à (uti)* ainsi que le vecteur 0' = (Bq1,. . . ,Bq ). Alors le langage 
P - k 

K = al . . . < \ K drifie : Y(Ü) = {x c N / x A = fi'}. Distinguons plusieurs cas : 

A )  Ls langage Ü posséde un facteur itérant. Il existe j E (1,. . . ,k}, t 'c Nt, wl, w2 r 

ème {al, ..., ak1* tels que H (a?)* v c Ü ce qui entraine que la j ligne de la matrice A, notée A. ne 
1 3 2 -  3 

contient que des zéros. Donc K = shuf (h.(k), a?) n al . . . 4: où h. est l'homomorphisme défini sur 
3 3 3 

.. {a ,..., a}parh.(a.)=csii= j,a sinon. D e m & e K = s h u f ( h . ( K ) , a ~ ) n a ~  ... <cequientraine 
1 k 3 1 i 3 3 - * 

que h.(K) est un langage non rationnel inclus dans a* 1 "' a j-l aj+l ... al qui appartient A C(L). La 
3 

proposition 11.14 implique, alors, c(h.(K)) c C(L) et comme c(h.(K)) est défini sur un alphabet de 
3 3 

k-1 lettres, l'hypothèse de recurrence s'applique et o* c C(c(h.(K))) 5 C(L). 1 1 

B) Plaçons nous, maintenant, dans le cas oh le langage Ü ne ~osséde pas de facteurs itérants 

et considérons le rang r de la matrice A .  Comme Ü est infini, r est inférieur à k. Distinguons, alors, 

deux cas : . 

k 
i) Si r est inférieur à k-1, montrons que S = {x c N / x A = O} ~osséde un élément 

z = (zl,. . . ,zk) tel que 3 i, j r (1,. . . ,k}, z. = 0, z > O. En effet, comme Ü est infini, S ~osséde un 
j 

élément y = (y1,. . . ,yk) non nul.Supposons que, pour tout j c {l,. . . ,k) ,y.#O. Alors, comme 
3 

k S' = {x r 2 / x A = 0) est un espace vectoriel de dimension supérieure à 1, il existe dans Si Un 

élément y' = (yV1,. . . ,y' ) linéairement indépendant de y. Soit io É (1,. . . ,k) tel que V j c Il,. . . ,k}, k 

Yj 
y t j  2 O. Alors, z = y' y - yi y' appartient à S, est non nul, puisque yi # O et y, y '  

O io O O 

sont linéairement indépendants, et vérifie z = O. Prenons x = (xl,.. .,\) e Y(Ü) et posons 
X 

i 
i 

KI = ü n a; ... O . . . <. Comme Y ( k t  ) contient l'ensemble {x + Xz / X c NI, k' est infini et donc non 
X, 

rationnel puisque Ü ne contient aucun langage rationnel infini. Donc K" = K n a; . . . a . . . a* = 
i k 

Xi 
a; . . . ai . . . < \ Ü' est un langage non rationnel appartenant à C(L) et comme Kt' = shuf(hi (Kt'), ai O) 

O O O 

nal ... a;oùh. (a.)  ES^ j = i aj sinon, l'hypothèse de récurrence permet de conclure en utilisant 
lo 

le même raisonnement que dans le cas A. 

ii) Si.r est égal à k-1, en triangularisant la matrice A ,  on peut trouver a 1s a2, a3 f t 
- 

tels que al # O ou a2 # O et Y x = (x l,...,\) E Y(K), a x + a2 x2 = aJ. Supposons al # O. Soit R un 
1 1  

langage rationnel inclus dans {al. a2}* tel que Y(R) = {(x 2 
1, x2) E N / al x1 + a2 x2 = a3}. Le langage 

H = hl(c(K) n R ai ... a*) avec h (a.) = E si i = 1,a sinon, est inclus a; ... a* et appartient 1 C<L). k 1 1  i k 



Si H est un langage non rationnel, l'hypothèse de récurrence permet de conclure. Il ne nous reste donc plus 

qu'a examiner le cas où H est un langage rationnel. Etablissons, d'abord, l'égalité entre 8 : a2 . . . a l  \ H 

et h (k) u R' ai ... oil R' est égal l (ai2 I $ j tel que (j, i2) c Y(R)~. , 1 2 

j - Pinons y = ai2 ... .ik r 8. Alors V j c H, soit al y c K, soit (j, i2) 1 Y(R). S'il n'existe 2 k 

pas de j c N tel que (j, i2) e ' Y ( R ) ,  alors y r R' al ... <. Dans le cas contraire, il existe i e H tel que 

i (i, i ) c Y(R) et donc al y c ? et y c hl(?). 
2 

i2 Réciproquement, prenons y = a . . . 2 r R' a; . . . et supposons qze y appartienne 1 H. 

Alors, y : h (y') avec y' r R a* ... ai donc il existe j 6 N tel que (j, i2) a Y(R), d'où la contradiction. 
1 3 

jo Si y r hl(Ü), il existe j c H tel que al y c k ce qui implique, en particulier, a j 1 O + O2 i2 
= a3" 

Comne a est non nul, j $ jo implique al j t a2 i2 + a j t a2 il = a .Donc, V j c H, soit a: y c k, soit 
1 1 O 3 

(j, i2) C Y(R) ce qui entraine y c 6. 

Il est facile de vérifier que Y(R') = {xZ r N / a - a2 X? r {A a / XI CH}} est un ensemble 
1 1  

semi-linéaire ce qui implique que R' 5 afi est rationnel ainsi que R' ai ... a;, D'autre part, il est clair 

que hl(?) et R' a; . . . a; sont disjoints, donc si H est rationnel, 8 et h tk) sont aussi rationne1.s. Si 1 

hltÜ) est fini, Ü est égal 1 U - ((ci< / w) o a*)w) est rationnel puisque povr tout u e hltk>. 
wrhl(K) 1 

(#i / W )  n a; est un PSL-langage inclus dans a;. Enfin. si h (Ü) est un rationnel infini, 11. existe 1 

i r (2,. . . ,k), t r Nt, u, v tels que u(a:)* v E h (k), d m c  Ü n a; u(at)* v est infini ce qui implique - 1 i 
k qu'il existe un élément z = (zl ,..., z ) Q N tel que z A = 0. z > O et V j c {2  ,..., k} \ (il, z = 0. 

)< i j 

Alors, le raisonnement utilisé au i) permet de conc1ure.û 

Ce résultat est 3 opposer 3 celui de Berstel et Boasson C 7 1 qui ont montré l'existence d'une 

-* * 
suite infiniedécroissante de cônes rationnels engendrés par des langages bornes appartenant a C(D1 " a b * ~ .  

Supposons, maintenant, que la famille des langages commutatifs non rationnels posséde un plus 

petit élément L, vis-à-vis de la transduction rationnelle. Alors, L est un langage commutatif non rationnel 

-* 
qui vérifie Y L' r Com \ Rat, L r C(LV). En particulier, L c C(D~) ce qui entraine, d'après la proposition 

précédente, C(L) = ~(i*). Prenons un langage L' 5 a*, non rationnel. Durieux a montré dans Cl8 1 que 
1 

if 4 C(L') donc L 1 C(L'), d'où la contradiction et nous pouvons énoncer : 1 

Corollaire 111.37 : La 6-e d u  tangagu comrvLtati6b non hationneed ne pobbhde de peu4 Z k 2 r n w . t  

poun h thandduction hationn&e. 

En fait, les résultats de la section E du chapitre II, permettent de prélciser ce corollaire en 

montrant que pour tout langage commutatif non rationnel L, il existe un langage commutatif L' rationnellernenr 

incomparable avec L. En effet, si' L appartient à c(Ratk), il suffit de prendre L' = Ea l,. . .',ak+l I* \ 

n n n k+l 
c( al a2 ... ak+l / n 2 O}). Comme L' n'est pas un PSL-langage, L' 4 C(L) 5 $ et d'après la proposition 11.70 



L C(L') qui ne contient pas de langages non rationnels de c(Ratk). Dans le cas où L appartient 

Co% \ c(fGitkj, il suffit de prendre L' = Etktl = c((al ... aktl)*). La proposition 11.66 implique que 

L' / C(L) 5 C(Comk) et comme L n'est pas un PSL-langage L / C(L'). 

Si nous considérons, maintenant, la famille des PSL-langages commutatifs non rationnels, 

nous ne pouvons plus montrer cette propriété. Au contraire, la technique utilisée pour la démonstration 

de la proposition 111.36 pourrait, semble-t-il, servir pour démontrer : 

Conjecture : Tout PSL-&gage C O I ~ ~ ~ & U % {  non U o n n e l  est  -nn@Uenr& b u @ n i w  clu tangage 1);. 

Coanne il est assez facile de montrer que &y 4 Lin. on pourrait. alors, en déduire que tout 
- * 

langage linéaire commutatif est rationnel. De même, il suffirait de montrer que Dl C F,,(Lin) p o u  

démontrer : 

Conjecture : TOU€ &gage q u a i - a a t i o n n d  comnutatii e.bt hat ionne l .  



Nous dirons qu'un cône rationnel i est Sans produit s'il ne contient pas le produit de deux 

langages non rationnels définis sur des alphabets disjoints, c'est-a-dire si Ll L2 r i. avec L c T* 
1 - 1' 

L2 T; et Tl n T2 : 0 implique soit L1 E Rat, soit L2 E Rat. Un exemple de cône rationnel sans pmduit 

est fourni par Lin (cf. C381). 

Un langage L est sans produit si C(L), le cône rationnel engendrh par L est sans produit. 

Nous allons, d'abord, définir les langages indécomposables et montrer que tout langage 

indécomposable est un langage sans produit (la réciproque est fausse). Il est très facile de vCrifier que 

les langages 1-bornés sont indécomposables. Nous retrouvons, ainsi, un résultat dkmoritré par Ginsburg 

dans C251. De même, on montre aisément que Init (DI*), l'ensemble des facteurs gauches des mots de D';, le 
1 

langage de semi-Dyck sur une lettre, est un langage indécomposable. Nous obtenons le même résultat, % 

l'aide de quelques lemmes intermédiaires, pour D;. Comme D'Y n'est pas un langage sans produit (proposition 

111.49). nous apportons, ainsi, une nouvelle distinction entre les langages D; et Dr;. Enfin, nous considé- 

rons les langages commutatifs inclus dans DY. Ces langages ne sont pas tous indécomposables, mais en 

gén6ralîsant les lemmes qui permettent de montrer que 0; est indécomposable , nous obtenons le résultat 

principal de cette seation : Tout langage commutatif inclus dans D; est sans produit. 

Un langage rationnel L sera dit simple si Y(L) est un ensemble linéaire. Du théorème de 

Kleene, nous pouvons déduire immédiatement : 

Lemme III. 38 : Tou2 Langage &onnel e s t  une union d i n i e .  de h g a g e a  M o w i c î b  b h p h .  

Définition : Un tangage L e a t  indecomposable b i  po& t o u t  h g a g e  i l a t i o n n d  8 h p t e  R, R', lb d u  deblx 

Langageb R n (L / R ' l ,  R' n (R \ L I  ebt  un langage h a t i o n n d .  

Proposition 111.39 : Ta& h g a g e  LndécompobabLe tbt bUnb p k o d u d .  

Démonstration : Soient L 5 T* un langage indécomposable, L 1 n T 2  = @ e t  

L L c C(L). 11 existe un alphabet Y, un langage rationnel R c  Y* et deux homomorphismes alphabétiques 1 2  

h et g tels que L1 L2 = g(h-l(~) n R )  [641.  Pour i r (1, 21, posons Yi = (a E Y / g(a) i TI). Comme L 
1 L2 

* * -1 * * 
est inclus dans Tl T2, L L = g(h (L) n R ' )  où R' = R n Y1 Y2. 11 est facile de vérifier que R' peut 

1 2  

s16crire (") R' R" oG Y j r (1,. . . ,k}, R1 RI' sont des langages rationnels vérifiant R' 5 Y; et 
j=l j j j' j 

Ruj 5 Y;. On pourra supposer d'aprss le lemme précédent que Y(R' ) et 't'(Rf'.) sont des ensembles linéaires 
j I 

Pour i r (1, 21, l'homomorphisme h est défini sur Tl u T par : h.(al : a si a E Ti, E sinon. Pour tout 
i 2 1 

j r (1, ... ,LI, posons V = g(h'l(~).n RFj R f l j )  et montrons que l'un des deux langages h (Y.). h (Y ) est 
j 1.2 2 - g  

rationnel. 



C o m m e g ( R ' . ) ~ ~ ~ e t g ( R ~ ~ ) c ~ ; , h  3 o g ( R ' . ) = g ( R ' . ) , h l o g ( R " ) = { f ) e t h ( V . ) =  . 
j - 1 3. 3 j 1 3  

g(~' L / R = g(~' n h-'(~ / ~(R'I~))) =  RI n VI ) avec VI = il(h(~' .)  n (L 1 ~(R~~~I)). j 3 j j j j 3 

Demême, h (V =g(~" nV" )avecV" = h-'(h(~".) n (h(Rq.) \ L)). Coanieh(RV.) eth(R1'.) sontdes 
2 j j j j I 2 3 a 

langages rationnels simples, nous avons par hypothèse V' 03 V" rationnel et donc l'un des deux langages 
j j 

h (V ), h (V I est rationnel. 
l j  2 j  

Pour i = 1, 2 ,  posons Ki = {j c Il, ..., k) / hi(V.) est rationnel). D'aprks la propriété 
3 

ci-dessus, K1 u K2 = {l,. . . ,k) et comme, pour i = 1, 2, h (L L ) = Li, h (V ) 5 Li, V j c Il,. . . ,k). 
i j 

Nous obtenons alors L L = R L' u LV1 R2 où pour i = 1, 2, Ri = 1 2  

l 

U hi(v. ) est un langage rationnel 
jrKi 3 

et Lfi est égal à U1 v a i = 3 -  II est, alors, clair que L1 ou L2 doit Itre un langage 
3tKi' 1 3 

rationnel .O 

Cette proposition va nous permettre de retrouver immédiatement une propriété des langages 

définis sur un alphabet d'une seule lettre : 

Corollaire III. 40 C 251 T o u t  h p I g e  L 5 a* ut danb W J d L U f -  

Démonstration : Considérons deux langages rationnels simples R et R' inclus dans a*. Si R est fini, 

R n (L / R' est fini .donc rationnel. Si R est infini, il existe j c H tel que R = ~(a' )*. Alors R \ L 

' *  
% est égal à R \ ((a')* \ L) et d'après le lemme 11-38, L' = (a3) \ L est un langage rationnel ainsi que 

R' 0 (R \ L) = Re n (R \ LI). Le langage L est donc indécomposable et d'après la proposition précéde~te, il 

est sans pr0duit.U 

Consid6rons, maintenant, l'homomorphisme d, de (a, b?* dans E muni de l'addition, défini Par 

d(a) = 1 et d(b) = - 1. Alors. pour tout u a {a, b}*, d(w) = fa(w) - 

Le langage de semi-Dyck sur une lettre, DI; est égal à la classe du mot vide E dans la 

congruence engendrée par ab = E. La proposition 111.39 va nous permettre de montrer que Init (~'3) = 

jw c 1s. b}* / u : ul u2 => d(wl) 2 01 est un langage sans produit. 

Corollaire 111.41 : L U  h g a g e s  Ini l  ID';] Tehm (u';] = {w a {a,  b}* / W = W ,  W2 => d ( w 2 )  s 0) b0n.t 

d u  h g a g e d  bans pcoduCt. 

Mmonstration : Soient L = Init (D'Y), R, R', deux langages rationnels simples inclus dans (a, bl*. 

S'il existe x, u, y E {a, bl* tels que x u E L, x U* y 5 R et d(u) > O, alors R \ L = {a, b?* et 

R' n (R \ L) = R' est un langage rationnel. Dans le cas contraire, w E Init (R n LI implique 

d(w) 5; q oÛ q est le nombre d'etats de l'automate d'état fini qui reconnait R. Donc, pour tout i E N ,  

le langage Ri = {w r R n L / d(w) =.il est un langage rationnel. Posons, alors, i le plus petit i tel 
i i que a R' n L soit non vide. Nous avons L / R' = L / b O 5 Init (L) = L et nous en déduisons que 



R n (L / R') = Ri est un langage rationnel. 
O 

Un raisonnement symétrique permet de montrer que Tern (D'y) est indécomposable donc sans 

produit .O 

La proposition 111.39 va nous servir, aussi, pour montrer que le langage D* est sans produit, 
1 

mais nous aurons besoin de quelques résultats intermédiaires : 

1 
Gemme 111.42 : Pou4 .tout x c 1 et toLLt tj c N + ,  d- ( X  + L t j ]  ut un tangage h a t i o n n d .  

DCmonstration : Pour tout i c {O, ...,y-l}, posons R = shuf (at(aY)*, bi(by)*) où t est le reste dans la 
i 

division entiàr-e de x + i par y. Il est facile de vérifier que d-'(x + 5) est égal 1 R. et, comme 
i=o l 

la famille des langages rationnels est close pour l'opération "shuffle", d-'(x + Zy) est bien un langage 

Pour tout A 5 Z, notons -A, l'ensemble {-x / x c A}. 

kmme 111.43 : Pou4 t o u t  Langage i, 5 T* .  D;/L ut EgDL a d-' ( - d i ~ l I  . 

Démonstration : Prenons u D*/L. 11 existe v c L tel que UV a D;. Donc d(u) + d(v) = O, d(u) - d(L) - 1 

et u c d-'(-d(L)). Réciproquement si u c d-'(-d(~)), il existe v c L tel que d(uv) = d(u) + d(v) = 0. 

Donc UV a D* = d-'(0) et u c D*/L.O 
1 1 

Lemme 111.44 : S o i t  R  un Langage ka.tionnel bimpLe b c h b  danb { a ,  b}*. Si R  p0bbEde deux 6 a c t m  

C t E W  u et v teeb que d ( u ]  d ( v )  < O ,  ~ O M  D ~ / R  ut un h g a g e  d o n n e t .  

Démonstration : Comme Y(R) est un ensemble linéaire, il existe xo, ... >xk c f i  tels que 
k - 1 

d(R) = {x + 1 A .  x. / 1. c NI. Comme R possède un facteur itérant appartenant a d a+), il existe 
O i=l 1 1  1 

i a {l, . . . ,k} tel que xi c N+. De même, il existe j E (1,. . . ,k} tel que x soit négatif. Nous pouvons 
j 

en déduire que d(R) est égal à xo + Zy où y est le plus grand commun diviseur de Ixll ,. . . ,lxkl. Et 
-1 

d'après les lemmes précédents D;/R = d (-x + $y) est un langage rationnel.0 

Lemme III. 45 : S o i t  R  un Langage t a t i o n n c t  Uicîub danb { a ,  b } * .  Si tolLt 6acteuh CtE.ilant de R  appahé*& 

d d - ' m l ,  &OU. povn t o v f  k r 1, CU ( m g a g a  R, = ( X  c R  / d l x )  = k? ,  R2 = { x c  R  / dix) > 

Rj  = { x  c R  / d(x1 < b l  bont  &onne&. 

Démonstration : Soient M = (Q, T, f, qo, F) un automate d'état fini qui reconnait R et n le nombre 

d'états de M. Prenons Q' = Q x {-ri;. . . ,k+n}, q' = (qo, O) et définissons f' sur Q' x T par : 

fl((q, i), X) = (f(q, x), i + d(x)) si -n < i < k + n, (f(q, x), i) sinon. Pour j = 1, 2 ,  3 ,  posons 



M' = (QI, T, f', qfo, FI.) où F' = F x {kl, Fv2 = F x (kt1 ,..., ktn) et F V J  = F x {-nt1 ,..., k-1). 
j I 1 - 1 Comme tout facteur itérant de R appartient il d (N), pour toute factorisation w w v d'un mot de R, 

1 2 3  

d(w ) est supérieur à -n. Nous pouvons en déduire que pour j = 1, 2, 3, le langage reconnu par M' est 2 j 

égal a R Ci 
j' , 

Lemme 111.46 : Le &gage D; est uidEcomposabLe. 

Démonstration : Soient R et R' deux langages rationnels simples. Comme D* est un langage commutatif, nous 
1 

pouvons remplacer R \ D* par D* / R qui lui est égal. Distinguons plusieurs cas : 
1 1 

i) Si R (resp. R') vérifie l'hypothèse du lemme 111.44,~* / R (resp. D; / Rq) est un langage 
1 

rationnel ainsi que R' n (D; / R) (resp. R n (D; / RI)). 

ii) Si tous les facteurs itérants de R et tous ceux de R' appartiennent à d-'(N), il existe, 
k 

alors, x c t ,  xi,. .. ,xk c t ,  xl,.. . ,xk E N tels que d(R') = {xo t 1 Xi xi / Xi c NI. On peut donc 
i'l 

trouver un ensemble fini F cL, z c E tels que d(R') = F u (z +Ny) 02 y est le plus grand commun 

diviseur de x ,,. . . ,\. D'après le lemme 111.43, D; / R' est égal il d-'(-d(~')) = d - l ~ ~ ' )  u dml(z' t N y') 

- 1 U où F' = - F, zq = -z et y' = -y. Le langage R n d (FI) = tcFl {X E R / d(x) = t} est rationnel d'après 

le lemme 111-45. Quant à R n d-l(z' +Nyt), il est égal a {x c R / d(x) < zq t 1) n d-'(z' + Zy) qui est 

, un langage rationnel d'après les lemmes 111.42 et 111.45. Donc R n (D; / R') = ( R  n d-'(~')) u (R n de' 

(z' t Ny')) est un langage rationnel. 

iii) Si tous les facteurs itérants de R appartiennent à d-'(N) et tous ceux de R' appartiennent 

a d-'(-~), on montre de la même façon que d(Rt ) = F u (z t Ny) où F est un ensemble fini de L ,  

z = -2' - 1 
c E et y' : -y c N. La seule différence avec le ii) est que y est i; O. Donc R n d (z' +#y') est 

-1 égal à {x c R / d(x) > z' - 1) n d (z' t Zy'). Mais, d'après les lemmes 111.42 et 111.45, c'est encore un 

langage rationnel. 

La démonstration s'achéve en remarquant que tous les autres cas possibles sont symétriques de 

l'un des cas étudiés ci-dessus.0 

Nous en déduisons immédiatement : 

Proposition 111.47 : Le tangage de Dyck 6 w l  une L e e ,  DY, est un h g a g e  ban6 p o d d .  

n 
L'opération "chevron" qui a tout langage L fait correspondre <L> = {a x bn / x c L, n 2 01, 

a été définie et étudiée dans Cl31 et Cl@]. En utilisant la commutativité de D;, nous pouvons déduire de 

la proposition précédente : 



Corollaire III. 48 : Soien2 L un langage i n c h  danb T;, a et b deux aymboleb n'appahtenan.2 ipad B T t .  

MOU <L> = {an x 6" / x c L, n z 01 appml;ient a c (D;) d i  et 4euîemen.t 4 i  L e s t  un &gage -met. 

Démonstration : Si CL> c c(D*), il existe un alphabet Y, un langage rationnel R 5 Y* et deux homomorphismes 
1 

alphabétiques h et g tels que <L> = g(h-l(~*) n R). Posons A = {x Y / g(x) r {a, E) ) ,  1 

B = {X  c Y / g(x) r {b, E)) et Y1 = {x r Y / g(x) r Tl u {CI). Comme <L> 5 a* T; b*, CL> = g(h-l(~;) n R') 
* * *  

où R' = R n A YI B . Dons R' peut s'écrire 0 R' Rtti RIwi OQ R' ,RtIi, RI'; sont des langages rationnels 

* *  * i=l -1 
inclus respectivement dans A , Y1 et B . Comme h (D ) est un langage commutatif, il est facile de 1 

v6rifier que L {an bn / n 2 0) est égal A g(bl(~;) n RI') où R" = O R'Ii RIi RI'; ef d'après la proposition 
i=l - - 

précédente, L est rationnel. 

Réciproquement si L est un langage rationnel, il est clair que CL> r C(D;) .O 

Remarquons que la propriété d'indécomposabilité n'est pas conservée par transduction 

* * *  
rationnelle. Considérons, en effet, le langage Cl = {an bn / n r 01 = D n a b qui appartient à 1 

* * 
c(D*) et les langages rationnels simples R = R' = a b . Alors, les langages R n (L / R') = {an bp / n 2 pl 1 

et Fi' n (R \ L )  = {an bP / n 5 pl sont non rationnels. 

D'autre part, la proposition suivante. montre l'existence d'un langage L 5 DI qui n'est pas 
sans produit et apporte une nouvelle distinction entre les langages de Dyck et de semi-Dyck sur une lettre : 

Proposition 111.49 : Le Langage de 6emi-Dyck buh une f&&e, DI;, domine taLionn&ement le pod& L, Le 

avec L, = (an bp / n 2 pl et L? = {cd di / a r t ~ .  

Démonstration : Considérons l'alphabet Y = {bl, b2,.. . ,b 1 et définissons l'homomorphisme h sur Y par 6 

h(b ) = h(b ) = E ,  h(b ) = h(b ) = a et h(b ) = h(b5) = b. De même l'homomorphisme g de Y* dans 1 6 2 4 1 3 

{a, b, c, dl* est défini sur Y par g(bl) = g(b2) = a, g(b5) = g(b6) = d, g(b3) = b et g(b,+) = C. Il est, 

alors, facile de véfifier l'égalité entre Li L2 et g(h-l(~';) n b* 1 2 3 4 5 6  b* b* b* b* b*).~ 

Considérons, maintenant, un langage commutatif L inclus dans DI. Il existe, alors, A ZN tel 
que L = { w  6 DI / la(w) r A}. Le langage L n'est indécomposable que si L est un PSL-langage. En effet, 

considérons les langages rationnels simples R = a* et R' = b*. Si L n'est pas un PSL-langage, leslangages 

R n (L / R') = {ai / i E A) et R' n (R \ L) = {bi / i E A} ne sont pas rationnels. Donc, la proposition 

111.39 ne peut pas être utilisée pour les langages commutatifs inclus dans Dl. Par contre, en employant 

certains des résultats intermédiaires de cette section, nous allons pouvoir étendre la proposition 111.87 

à tous les langages commutatifs inclus dans D;. Montrons d'abord que le lemme 111.44 reste vérifié pour 

tout langage commutatif inclus dans D* . 
1 '  



Lerne 111-50 : So ien t  L un &gage comniLtati6 in& &a O; et R un Langage  &rwd dUnpfe in& dm.4 

ia, 61". Si R pobbède deux ~acteuhs ~XEmatt~ u et v te& que d ( u J  d ( v )  < 0 ,  a l o u  / R UP un h g q e  

haRionnal, 

2 
D$non&ration:Comme R e s t  un langage r a t i o n n e l  simple, il e x i s t e  x c B e t  une p a r t i e  f i n i e  P h ~ 2  t e l s  que - 
Y(R1 = i(xo ; Pl .  S i  u e s t  un f a c t e u r  i t é r a n t  de R ,  il e x i s t e  x ,  y é f a ,  !JI* t e l s  que x u* y X,  donc 

V(R1 o L(Y(x y) ; {Y(u))) e s t  i n f i n i  e t  il e x i s t e  X e H+ t e l  que X Y(u) c L(O ; ~ ) ( 1 2 1 t l  l e m e  5-4 .5 . )  

X * 
ce qu i  fmpliqw (u 1 c(R) = c(R). De même, il e x i s t e  p EN+ t e l  que ( v U f c [ ~ )  = c(Rf ce q u i  implique 

(vu)* C ( R )  = c(R). Posons w = u 
X Xi  v'j avec i = ~d(v')l e t  j = Id(u 11. Alors c(w) = .(at bt) 

t t *  t = ea(w) a+. Comme L e s t  c6mmutatif e t  que c(R) = ( a  b ) c(R) ,  nous avons L / R = L / adR) = 
t t *  

L / ( ( a  bf)* c < R ) )  = (L / (a b ) ) / R. Pour t o u t  s c { O ,  ..., t-11, posons 4 = ir r (a, bl* / l aCr)  = 

s(m&. t)}, Ls = L n As, Rs = R n As e t  1 = {s c { O  ,..., t - l }  / L e s t  i n f i n i ) .  Il e s t  c l a i r  que 

t t *  Ls / (a h)* = D; pour t o u t  s c 1, donc L / ( a  b ) = U ((Ls / (ab)* n As) = F u CD; n A s ) )  
5 4 0 , .  . . ,t-11 SC t 

où F e s t  un e n s e d l e  f i n i .  11 nous r e s t e  donc. h montrer que, pour s c 1, (5 ;  n As) / R e s t  un langage 
, . 

ra t ionne l .  I l e a t f a c i l e d e v & r i f i e r q u e ~ ~ * n A ~ ~ / R =  1 U ( ( ~ ; / R ) n R ) o a B = j ( p , q ) ! p , q c  
( D . o ) c ~  P q 
..A 

{ O , . .  .,t-11, p + q = s(mod. t)} e t  comme R e s t  une union f i n i e  de r a t i o n n e l s  simples qu i  possédcnt tous  
P 

ut e t  vt comme f a c t e u r s  i t é r a n t s ,  l e  r é s u l t a t  s e  déduit  du lemme 111.44.0 

Nous u t i l i s e r o n s ,  a u s s i ,  l e  r é s u l t a t  suivant  dont l a  démonstration est assez semblable a c e l l e s  

du lemme précédent e t  du lemme 111.40 : 

Lemme 111.51 : Soi& L un Langage eoAmLtatid indu danb D;, R, R' deux t a n g a g e s  mtianne&d d-hp&A 

d w  {a, b } * .  Si R' ( k a p .  R) podbede un @ c X e b ~  LîE.rrant u tel que d(u1 0 ,  &'un de4 deux 

Z f f i~gages  R' n (L / RI, R n IL / R '  I est hatiomei!. 

Démonstration : S i  R v é r i f i e  l 'hypothèse du lemme prkcédent, L/R e s t  un langage ra t ionne l  a i n s i  que l e  - 
langage R '  il (L / R). Noüs pciuvons, donc, supposer, par exemple, que t o u t  f a c t e u r  i t é r a n t  de R appartient.  

-1 . 
?a d ml .  Comme R'gmsséde un f a c t e u r  i t é r a n t  appartenant B d-'({0}) e t  que Y(R1) e s t  un ensemble l i n g a i r e ,  

t t *  il e x i s t e  t L. H t e l  que c ( R V )  = ( a  b ) c(R1) ,  donc il e x i s t e  1 5 {O, .  . . , t-1) e t  un langage f i n i  F' .tels 'u * que L/XV = F' u (Dl n As) / R'  ) avec As = {w c {a,  b}* / C (w) = s(mod. t ) I  ( c f .  démoristration précéldentei. 
a 

Posons B = ( ( p ,  q) / p ,  q c { O  ,..., t - l } ,  p+q = s(mod, t)) e t  V p é {O ,..., t-11, R '  = R'  n A Came 
P B' 

CD; n A ~ )  / R I  - (CD; / R' ) n R' 1, il nous s u f f i t  de montrer que R n (01 / R'  1 e s t  un langage 
(p,q)rR P 4 P 

r a t i o n n e l ,  V p r { O , .  . . , t -1 ) .  Le langage R' é t a n t  une union f i n i e  de langages r a t i o n n e l s  simples, nous 
P 

obtenons ce r é s u l t a t  en raisonnant  de l a  même façon que pour l a  démonstration du lemme 111.46.0 

Nous sommes, maintenant. en mesure de démontrer l e  r é s u l t a t  p r inc ipa l  de c e t t e  sec t ion  : 

Proposixion 111.52 : Tou-t t n n g a g e  co& - 4 L, &&un dan6 0; e ~ t  sans pkoduiX. 



Démonstration : Supposons qu'il existe Ll 5 Ti, L2 5 TI tels que L L e: C(L) avec Tl n T = I. Alors, il 
1 2  2 

existe un alphabet A, un langage rationnel R 5 A* et deux homomorphismes alphabkriques $ et h tels que 

-1 
LI L2 = g(h CL) o RI, g(x) h(x) = c implique x = E et oii R est une union finie de produit RI Rp avec 

V i c If, 21, R est un langage rationnel simple qui vérifie g(Ri) 5 Ty. Considérons le langage L' 7 i 
-1 

g h  (LI n RI R2) et distinguons plusieurs cas : 

i) Si h(R1) (resp. h(R2)) posséde deux facteurs iterants u et v tels que d(u9 d(v1 < 0, 

camme h(R ) et h(R2) sont des langages rationnels simples, le lemme 111.50 permet da montrer, par un f. 

rsaisonnement analogue à celui de la pmposition 111.39, l'existence de deux longages rationnels 

Al c_ LI, A2 5 L, tels que L' soit inclus dans A 
1 =2 " =l A2' 

r i >  Si h(Rl) (resp. h(R2)) posséde un facteur itgrant appartenant a d"<{01), le leme 177.51 

p e m t  d'obtenir le même résultat. 

iii) Si toiut  facteur iterant u de h(R R 1 appartient 1 d-l01+) (resp. ci-'(*+)), il est 
1 2  

facile de vérifier que L n h(R R ) est fini. Donc, h-'(~) n R R = h-'{L n h(R1 R2)) Ml R2 est i<n 
1 2  1 2  

langage rationnel ainsi que LI. 

iv) Si pour tout facteur itérant u de h(R ) et v de h(R2), on a d(u) > O et d(v) < O ircrjy. 
1 

dIu) < O et.d(v) . Oj, posons c(R1) = c(xo x; ... x*) et c(RZ) = c(y0 YI ... Y*). Supposons qu'il 
P 9 

-1 
existe j r [1,. . . ,s) tel que g ( ~  .) = r. Alors, c-e h-'(L) est un langage conmutatif, L' :: gih ( L i  i; R1 F2P : 

9 
-1 

g[h (I,) n RgI R2) avec Rr1 = R y? et nous nous retrouvons le cas i). Examinons, maintenant, le cas 03 
1 1  

$(yj 1 f E. V j c (1,. . . yq)  y c'est-3-dire le cas où g est limité sur R2. Alors, pour tout w 2 L2' le 

- 1 -1 langage R2 n g (w ) est fini. Pour tout y c R n g-1(w2), L n h(R1 y) est fini, donc i = h (1.) n BI y = 
2 2 Y 

-1 
h (L n h(R1 y)) n R1 y est un langage rationnel ainsi que le langage L' n T* w qui est igaï 1 1 2  

-1 Iw c g(L 1 / y r R2 n g (w2)}. Ceci entraine que pour tout w2 c L2, T* n (L' / w2) est un iangage 
Y 1 

rat iorinel . 

Cowne R est une union finie de produit R1 R2, nous pouvons déduire des considêrations 

précédentes que L L est égal 3 A L2 u LI B u L" où A et B sont des langages ratiorinels inclus respecti- 
1 2  

vernent dans LI et L2 et où LIt vérifie : P w2 r Lî, T* n (Lw / u ) est un langage rationnel. Supyosons 1 2 

que L1 et L soient des langages non rationnels. Alors A 2 $ LI, B g L et il existe w2 i L2 \ B, doric 
2 

LI w7 5 A L2 u L" ce qui entraine L1 = A u (T* n (LI' / w2)) est un langage rationnel, dPo3 la 1 

eontradiction.ll 



Les dsultats concernant les langages algébriques commutatifs sont assez rares. Par contm de 

nombreux problames restent ouverts. ER particulier, on ne aait pas caractériser les langages rationriels R 

tels que c(R) est un langage algébrique . De même, on a toujours pas démontré la conjecture de Fliess L331 
qui affirme qu'un langage commutatif L 5 {al,. . . ,a I* est algébrique si et seulement si, pour toute 

priwtation s de Il, ..., n), le langage L n a:(i) ... a* est algébrique. La conjecture que nous avons 
n(n) 

énoncae B la section D de ce chapitre concerne les langages quasi-rationnels commutatifs et donc, aussi 

les langages algebriques commutatifs. 

Il existe cependant des résultats concernant les langages algébriques déterministes conanutatifs 

C741 . D'autre part, il est bien connu (cf. C241) que c(Rat2) est inclus dans Alg, c%st-&-dire que tcut 

PSL-langage commutatif défini sur un alphabet de deux lettres est algébrique. En fait, la proposition 111.25, 

affirme, plus précisément, que c(Rat ) est inclus dans c(D*). Pe-t (711 puis Maurer 1631 et Oshiba Co81 2 1 
* * *  

ont montré qu'un langage commutatif L 2 {als a2, a }* est algébrique si et seulement si L n a a2 a3 est un 3 

langage algébrique. Nous allons, dans cette section, établir l'existerice de tels langages n'appartenant pas 

a c ( D ~ ) .  Pour obtenir ce résultat nous montrerons d'abord une propriété des prépaires itérantes (cf. 1 8  3 )  

pour les langages appartenant à c(D*). L'autre résultat de base de cette section ne concerne les langages 1 

cormnutatifs que par l'un de ses corollaires. Nous montrons (proposition 111.56) que si L1 et L2 sont der 

langages définis sur des alphabets disjoints, shuf (LI, L2) appartient à Alg implique Li ou L2 rationnel. 

' Nous en déduisons que Rat est le seul cône rationnel clos par intersection contenu dans Alg et, en 

utilisant la proposition 11.15, que tout langage algébrique comutatif est sans produit. 

Cmençons, maintenant, par construire un langage algébriqiie apparteriant a c(ht3). Pouc cela, 

examinons une famille particulière de grammaires algébriques. 

Pour tout n r N+, notons T = {al, ..., a 1 et pour tout A 5 T: tel que V i r (1, .... n), a n i 

occurre au moins dans un mot de A, G est la grammaire algébrique ({SI, T PA, S )  03 l'ensemble des n$glcs 
A n' 

est égal il 

PA = ES + c}  u ES + SSI u (S + a S a .  / a a r A}. i 3 i j  

Caractérisons, maintenant, les gramnaires G qui engendrent un langage comm~tatif L = L<GA1 : A A 

Lemme 111.53 : LeA q&e pkophii?t&b &LLivdnteb b o n t  CqwudentCA : 

il LA est  conrmUmX6, 

Li] LA = c~A*], 

2 & i l  c ( A  1 5 LA, 

i v ]  A est  con-6 et U i ,  j ,  k a f 1 , .  . .,II)# a, a. e A UnpPique &O& 
4. 



Démonstration : Il est évident que ii) implique i) et que i) implique iii). ~'6quivalence entre iii) et iv) 

se fait en examf nant cas par cas des mots de longueur 4.' Enfin, on montre facilement par racum'ence que 

iii) entraine ii1.O 

En particulier, si nous prenons A = {ai a / i, j c (1,. . . ,n}, i # j), la propriétg iv) est 
j 

vérifiee, le langage LA est comtatif et il est alors facile de vérifier que L = L où V n 2 2, L 
A n n 

désigne le langage {w c T* / t(w) = 2p et V i r {l, ..., n), 1 (w) 5 Montrons, que pour tout entier n 
ai 

sup6rieu .3 2, L n'appartient pas I c(D;). Comme, pour tout n, j r N, Ln est Cgal I Ln+j n T:, il suffit n 

de montrer que Lg 4 c(D;). Pour obtenir ce résultat, nous utiliserons la notion de paire itérante qui a 

6té introduite et étudiée par Boasson C 8 1 et qui s'est révélée très fructueuse dans lli?tude des langages 

algébriques ([ 4 1. C 9 1, 1101). 

Définition C 8 1 : Soient L un langage dE6uri d m  un &phabet T et u, X ,  w, y ,  v deb n i o h  t s p ~ e n ~  à P*. 

n n ACOR$ n (u ,x ,w,y ,v)  eb t  une paire iterante dane L d i  x y + E et A i  n r ?d+, u x w y v c L. 

Définition C 8 1 : La paihe ctEhante n e ~ t  &e très stricte A ' A ~  e d t e  k t P1 t e l  que V ni r Bi Le nombac. 

d'ELBmenX.4 d u  membleb {n r N / u rn w f l  v e: LI et {n e: N / u xm w y" v c LI d0ient boknEb p k .  

Définition : Moub h o n b  que n = (u ,  x, w, y, v )  ebt m e  prepaire iterante tres stricte dam L d i  -2 -- 
t e d t e  A ,  t c FI t c t ~  que tu, x b ,  W. y , VI b o a  une p&e i,tt.ilante &$A 6taicteGdaoid L .  

Etablissons, maintenant, une propri6t6 des prépaires itarantes très strictes dans un langage 

appartenant a c(D;) : 

Proposition 111.5~ : Soient L 5 T* un Langage appaheenant U CID;) .  U O M ,  pou* tDYf x ,  y e Tt, il 

exCsXe k c N véhi6hnt : S i  (u ,  X ,  W ,  y ,  VI e6.t une pllEpahe Lttirante &the6 d M c t e  d m  L, de exCste 

deux d m  k,, kt  ut6Ehiei.m U kt& q u e u x  

Démonstration : Prenons L c c(D;). Il existe alors un alphabet Y, un langage rationnel R Y* et deux 

-1 * homomorphismes alphabétiques h et g tels que L - g(h (D ) n R). Comme D; est effaçable (proposition I11.15), 
1 

on peut supposer que g est limité sur R. Soit W = (Q, Y, f, qo, F) un automate d'état fini qui seconnait R. 

Pour tout q, q' Q, notons R = { r  r Y* / f(q, a )  = q'), Rq,ql(x) = R n L'(XI et RqvqI(y) = 
9.9' 9,~' 

-1 t R n g ( y ) .  Soient s et t les entiers tels que (u, xs, w, y , v) soient une paire iterante tres stricte 
999' 

dans L. Il est facile de vérifier qu'il existe uf, w', vt r Y*, q, q', ql, qtl ë Q tels que g ( h - l { ~ ; )  n 

u' R ( x )  W '  R (y) v') n {u xsn w ytn v / n c N+) soit infini avec g(u') = us g(w') : W. g(vS) = 
qsq' 41'q'1 

v, f(qo, ut) = q, f(q', w') = q et f(qq1, v') t F. Tout langage rationnel est union finie de langages 
1 

* iC 
rationnels siinples, donc il exsite R c R ( x ) ,  R2 R ( y ) ,  RI1 = xo XI ... X* Rt2 = y. Y~ . m .  yr9 

1 - q,qt ql'q'l P' 
-1 * les xi, y. appartenant à Y*. tels que c(Rl) = c(RV1), c(R2) = c(Rf2) et g(h (Dl) 0 U' RI W' Rî v') n 

3 

iu xSn ytn v / n r N+I soit infini. Comme c(x ) n R1 # 0 et que g(Rl) 5 x*, il existe z ë c(x 



gaz)  r x* @t on peut supposer que x  = z.  Pour t o u t  i r jl, ..., p  , c  x  x.) n R # @, il e x i s t e  
} ( O  1 1 

ri c C(X ) t e l  que g(z i )  r x* e t  on peut supposer que pour t o u t  j c (0. ..., r ) ,  g (y j )  r Y*. Pour fou t  mot 
i 

f  c {a, b}*, notons d ( f )  r \ (w)  - $,(w). Alors, comme c(R ) = c ( R q l ) ,  POUF t o u t  z c R il e x i s t e  
1 1 1  

z V l  f R v l  tel. que c (z l )  = ~ ( z ' ~ ) ,  c e  qui  e n t r a i n e  d(h(z l ) )  = d(h(z"1) e t  g (z l )  = g ( z f l )  puisque g(zl)  

-1 * e t  g ( z q l )  sont  i n c l u s  dans x*. On en dédui t ,  donc, B = g(h  (D ) n u t  R I 1  w' R f 2  v ' )  = g ( h - l ( ~ ; )  n u'  RI w' 
1 * 

II2 v ' ) .  Pour t o u t  i r {O, . . . ,p  1 ,  notons s = d(h(x .1)  e t  s o i t  ti E N  t e l  que g(xi)  = xGi. De même, p w y  
i 

It " 
t u t  j c O r on a  s = d ( h ( y . ) )  e t  g(y.1 = y  j .  Comme B n {u xsn w ytn v  I n  c N+l e s t  i n f i n i .  

j 3  I 
-1 * 

e x i s t e  nl, n2 r N+, nl < n2, a l ,  a 2  r Rfl ,B1,  B2 r R I 2  t e l s  que \I i r { l ,  21, g f h  (Dl) n u v  a i  W' Bi v 9 )  = 
Sn i t 11 i i i' 

1 
i' j l  Ar j P 1  jT r  u x  w y  i v a ~ e c a l = ~ o ~ l l  ... x ~ . a 2 = x O x 1  ... x P, B 1 = y o y l  ... y T . ,  B 2 = y o y 1  yT. 
P  

itl-il '"i 
e t  f m  S i l m ,  V m c il ,..., p l ,  jm S j q m ,  V m r fl ,  ..., r ) .  X I  e x i s t e ,  donc x' = xl ... x  P P e t  

D 
j e  - .  l1 31r-jr s(n2-nl) t(n2-nl) 

Y' = YI Yr t e l s  que g(x '  ) = x  3 d ~ ' )  = Y e t  d ( h ( x V ) )  + d ( h ( y P ) )  = 0. 

Clairement, comme g e s t  l i m i t é  s u r  R, donc s u r  R e t  R2,  V i c { 1,. . . , p l ,  ti f 0. Nous @n déduisons que 
1 

pour t o u t  x" c x; ... x* \ {E}, d(h(x7 '))  # O ; en e f f e t ,  dans l e  cas  c o n t r a i r e ,  l a  p a i r e  i t é r a n t e  
P 

t 
(u,  xs, w, y  , V I  ne s e r a i t  pas très s t r i c t e .  Nous pouvons, a l o r s  supposer, par  exemple, que si c H+, 

V i c il,. . . , p l .  Supposons, maintenant,  q u ' i l  e x i s t e  i, i' t 11,. . . t e l s  que si t if  # ti si!. H O ~ ~ P O T ~ S  

qu 'a lo rs  pour tour  X c N+, il e x i s t e  plus  de X va leurs  de j t e l  que u xSj  w v c L avec 

y = nl + (n2 - nl)  X s si s f i .  En e f f e t ,  posons 6 = d ( h ( x 8 ) )  e t  pour t o u t  u c {O, ..., A), prenons 
- - 

xy s s ' i  6 (A-IJ )  s s 6 x ' (u )  c xO x i  ..- x * - t e l  que c ( x ' ( u ) )  = c(a l  
i 

i 1. Alors, d ( h ( x q ( u ) ) )  = d ( h ( a l ) )  
P  

, + A 8 si s t i  6 e t  g ( x v ( p ) )  = ( x ~ ) ~ " )  avec n(p9 = n t p 6 ti s n i  t ( A  - IJ) 6 t f i  si. D n c ,  p o u  t o u t  
1 

-1 * 
p  c {O ,..., A}, u1 x p  (u) w '  y" V I  c h  ( D ~ )  n U' R \  W'  R T 2  Y '  où y" a y. ... y* e t  v é r i f i e  

r 
A s S. s' 

c(y") = c(B1 y' ') c e  q u i  implique u  x  w yty v c L. comme p  # u v  en t ra ine  m(p) # m(vP) ,  nous 

t avons l e  r e s u l t a t  e t  l a  p a i r e  i t é r a n t e  ( u ,  xS, W. y  , v )  n ' e s t  pas très s t r i c t e  d 'où  l a  contradi.ction. 

51 - Il e x i s t a ,  donc9 un nombre r a t i o n n e l  p o s i t i f  rl t e l  que rl = - - .. . = 4. De 1. rni%e fagon. 
1. D 

s1 s1 s(n2-nl) 
1 - r on peut montrer q u ' i l  e x i s t e  un nombre r a t i o n n e l  néga t i f  r = - - ... = - . Alors, comme g ( x ' )  = x  

2 t t l  t ' r  

e t  d ( h ( x 8 ) )  = 6 = - d ( h ( y f ) ) ,  nous obtenons 6 = s r1(n2 - nl) = - t r ( n  - n  ) e t  s rl t t r2 = O. Soient 
2 2  1 

sn  t n  
"Il e t  B I 1  t e l s  que a l  = x0 all  e t  B1 = y, pl1. Comme g(a l )  = x  e t  ~ ( 0 ~ )  = y  l3  nous avons 

Cunme r ( s n  - t 1 = s i + ... + s i e t  r 2 ( t n  - t r o )  = s t l  j l  + ... + s V  I l  O 1 1  1 jr ,  rl(sn1 - t o )  + 
P P  

s 2 ( t n l  - t \ )  = nl ( r l  s + r2 t )  - rl to - r2 tVo  = - r t - r2 t f o  peut s ' é c r i r e  s y1 + .". + s Y + 
1 O P  P 

sll Y I 1  + ... s t r  Y', où l e s  y e t  y '  c N e t  peuvent é t r e  bornés en fonct ion de x  e t  y. Posons, a l o r s ,  
i j 

ka = t o +  t y + ... + t 
1 1  p y p ,  k2 = t r 0  + t t 1  y v 1  + < . .  + t t r  y q r  e t  montrons que u  xX1 w t2 v r L. 

- .  

Y ' 1  Y '  Consid6mns z V l  = x  1 ... ip e t  z f  - 
O 1 - y. y1 ... y, Alors d ( h ( z t l  z V 2 ) )  = s 9 s f  - r1 to - r2 f q o  2 

P 
so + s7  + r (Snl - t ) t r 2 ( t n l  - t t O )  e t  d ( h ( u V  z r l  w q  Z' V I ) )  = d ( h ( u V  al w '  B 1 v l ) )  = 0 -  Donc 

O 1 2  

-1 * u' z l l w l  z q 2  v V  r h (El) i l  u f  R r l w '  R' V '  e t  u x  kl w y k2 Y = g ( u V  z V 1  w 9  z f 2  v ' )  E L. De p lus ,  l a  

consta~uct ion de kl e t  k montre qu'on peut t rouver  pour k1 e t  k2 une borne qui  ne dépend que de x  e t  y.a 2  



Nous pouvons, maintenant, démontrer facilement notre premier résultat sur les langages 

algébriques commutatifs : le langage de Dyck sur une lettre, Dr, ne domine pas rationnellement tous les 

langages algébriques commutatifs. Considérons, en effet, le langage L3 d6fini au début de cette section. 

Supposons que L t c(D*), et soit k la borne de la proposition précédente pour L = L3, x = a et y = a3. 
3 1 2 

pour tout n t N+, a: a:k t L et c a e  a 2k 
3 2k a: ai c L implique - 2k 6 i - j 6 2k, (a1 , a2. E.  a3, E )  

1 

est une prépaire itérante très stricte dans Lg et d'après la proposition précédente, il existe des 

entiers positifs k et k2 inférieurs I k tels que a:k a:' a:2 t L3 d'oh la contradiction, puisque 

k + k < 2k. Donc L n'appartient pas à c(D;). Par contre D* est rationnellement Qquivalent à Lg n T:, 1 2  3 1 

donc D; c C(L3)  et : 

proposition III. 5 5  : TL e d t e  un Lungage dgEMlqur co.nvteti6 L t d  que C 10;) C 1Ll 

Montrons maintenant que Rat est le seul cône rationnel (fidèle) clos par intersection et 

contenu dans la famille des langages algébriques. En fait nous allons établir une propriété plus fine qui 

nous permettra d'étendre aux langages commutatifs algébriques un résultat déjà montré pour le langage Di. 

Proposition 111.56 : Soient 1, T; ,  L2 5 T; de4 Langages dgebhiqua avec T I  n T e  P .  Aeoild L = dhud 

(LI, L2) ebt a î g e b ~ q u e  66i l'un deA deux h g u g u  LI, L2 ebt kationnd. 

, Démonstration : Si L2 t Rat, L = ehuf (LI, L2) t C(L1) et L est algébrique. De même si LI est rationnel, 

L est algébrique. 

Considérons les alphabets TV1 = {all / al c T~}, Tt2 = {al2 / a2 c T2) tels que Tl' T2, Telq Tt2 

soient disjoints deux à deux et les homomorphismes hl, h2 définis respectivement sur Tl1 et TV2 par 

hl(a'l) = al, V all t Tt1 et h2(a'2)=a2, V al2 a Tt2. Le langage L' = {xl x2 xtl xV2 / xi t T;, 

xTi 6 T';, xi hi(xti) t Li. V i a (1,211 est égal à h-'(~> n T; T; TI: T'; oï3 h est l'homomorphisme 

d6fini sur T = Tl u T u T t 1  u Tt2 par h(a) = a si a E Tl u T2, hl(a) si a t Tt2. Donc L' c C(L) et si L 2 

est algkbrique, L' est aussi algebrique et il existe une grammaire algébrique réduite G = (N, T, P, S9 qui 

engendre L'. Conme L' 5 TT', on peut supposer que G est sous forme de Greibach double, c'est-a-dire que 

P 5 N x T V* T avec V = N u T (cf. [SOI. C61iJ). Notons, alors, Pl = P n (N x T~ V* T'~) et p2 = P n (N x T~ 

* *  * * 
Tt2, aucune dérivation S e> w t L' ne peut utiliser des Y* TV2). C-e L' est inclus dans T T T' 

règles de Pl et des règles de P2, donc L(G) = L(G ) u L(G ) oh V i c {1,2}, Gi est la grmaire (N, T, P \ 1 2 

Pi, S ) .  Pour i = 1, 2, soit g l'homomorphisme défini sur V par g.(x) = E si x a Ti u TVi, x sinon et 
i 

posons Yi = gZ(L(Gi)), YIi = gl(L(Gi)). Montrons que, soit Y1 = g2(LV), soit YI2 = gl(LV). Supposons, en 

+ 
effet, que Y'2 # gl(L1). Comme YI2 5 gl(LV), c'est qu'il existe z2 zt2 c gl(L1) \ Yt2 avec z2 a T 2 et 

+ 
z '  2 c TV;. Alors pour tout zl zfl a g2(Lt) avec z1 s TI et zvl c Te1, z = z1 z2 ztl zS2 6 Lq = L(G1) u 

L(G ) et z 1 L(Gî), donc z t L(G1) et zl zVl = g2(z) É Y1 ce qui entraine Y1 = g2(Lr). 2 





Alors, pour tout langage L non rationnel, si. nous prenons une recopie E de L sur un alphabet 

disjoint, la proposition précédente implique que i2(L, E) et shuf (L, c) ne sont pas des langages algébriques. 
Comme un cône rationnel est clos par intersection ssi il est clos pour l'opçration "shuffle", nous obtenons : 

Corollaire 1 1 1 s  : La 6 U e  des l a n g a g e s  &onn&, R d ,  e s t  l e  d e i d  cône , ta t ionnel  ( d i d E l e )  cloh paa 

i n t m e c t i d n  contenu dans ka 6 a e  des tangages d g E b h i q u e d .  

f Pour toute famille de langages L, notons ? (L), le plus petit cône rationnel fidèle contenant 
U 

f L, clos par union, différence avec un langage rationnel et donc par intersection. * ~ a  famille E"(C~) avec 
n n 

Cl = {a b / n 2 01 est la famille des langages correspondant aux prédicats rudimentaires (cf. C513). 

R * * * 
Comme D; : shuf (Cl, C ) (lemme III.11), que Dl1 = Dl \ Dl b {a, b}* et que DI;. le langage de semi-Dyck 1 

sur deux lettres s'exprime au moyen d'opérations booléennes à partir de langages appartenant 3 @(Dr*) C80!, 1 
f f Alg = ~ ( ~ ' 2 1  est inclus dans ?"(cl) (C511. Cao]), ainsi que la famille Cn(~lg) étudiée par Book et 

Greibach dans c161. On ne sait pas si ce résultat reste vrai si on remplace C par un langage quelconque 1 
f non rationnel. Par contre, le corollaire précédent permet d'affirmer que (LI 5 Alg implique L c Rat. 
U 

Prenons, maintenant, un langage algébrique commutatif L et supposons que C(L) contienne le 

produit L L avec LI- T;, L2 2 T;, Ti n T2 = 0. Alors, d'après la proposition 11.15, L' = shuf(LI, L2) 
1 2  

r C(L) et LI est un langage algébrique ce qui entraine, d'après la proposition .III.56 que l'un des deux 

' langages LI, L est rationnel. Nous obtenons, alors, pour tous les langages algébriques cornutatifs une 2 

propriété démontrée pour Di dans la section précédente par une méthode tout a fait différente : 
h, 

1 r i  /, ) , 
<QG) 

Corollaire 111.58 : TOUX t a n g a g e  d g e b h i q u e  conrnLtati6 e.6-t 6- p l l o d d .  

Cette propriété est aussi vérifiée pour les langages linéaires C381. En utilisant l'opérateur 

crochet, défini par Boasson, Crestin et Nivat C131, nous allons pouvoir étendre ce corollaire à une famille 

plus large de langages algébriques, contenant en particulier les langages linéaires. 

R 
Pour tout langage L, posons [LI = {w x wR / w c {a, bl*, x c L} où w est l'image miroir de W .  

Une famille de langages L est close par crochet si L c L implique CL1 c 6 .  

Pour toute famille de langages L, [LI désignera le plus petit cône rationnel contenant L, 

clos par union et crochet. Ainsi, [Rat] = Lin la famille des langages linéaires. Rappelons un résultat 

que nous avons montré dans C561. 

Proposition III.% : S o i o d  L]  et L~ deux tangages  non ,lrationn& dédutéd d u t  d a  alphabetb d i h j o u t t 6  ei , 

L un cône hati0nne.l d o 6  pah union: Clt0h.b LI L2 c CL1 h p a q u e  LI L2 c L. 



Cette proposition implique, en particulier, que si L est un langage sans produit, [LI est 

aussi un langage sans produit et donc : 

Corollaire 111.60 : Pouh t o u t  fangage dgi!b&ique cotnwbLi6 L, [LI = {W x 2 / X r LI W r {a, b ) * )  ut 

un langage banh p l l ~ c h d .  
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