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INTRODUCTION 

------------ ------------ 

Sullivan a construit pour tout ensemble simplicial K le complexe 

Y 
de de Rham des formes polynomiales Ag(K), qui est une algèbre différentielle 

graduée commutative sur Q (Q-ADGc). Cette algèbre contient beaucoup d'infor- 

mations sur le type d'homotopie rationnelle de l'ensemble simplicial K. 

Dans sa théorie, on peut construire, pour tout ensemble simplicial K, 

la Q-ADGc A*(K) et son modèle minimal 
Q 

/))ZK c'est-à-dire, un co~iple (/nZK,n) 

où est une 0-ADGc minimale et p : 7 + A:(K) est <in homomorphisme 

dlADGc qui induit un isomorphisme en cohomologie (quasi-isomorphisme). 

Dans ce travail, on se donne une k-ADGc rX (k  désigne un corps 

de caractéristique 0) ; on associe à cette algèbre donnée c un ensemble 

simplicial < 5 > et on veut démontrer l'existence d'un homomorphisme d'ADGc 

naturelle ; 

qui induit un isomorphisme en cohomologie lorsque l'algèbre z est nilpotente. 

En particulier, si l'algèbre donnée CC est minimale, on aura dé- 

montré que le couple ( & , n K )  est un modèle minimal de <(< K ') . 



P L A N .  
---------- 

1 - DEFlNITlONS ET NOTATIONS. 



CHAPITRE 1 

DEFINITIONS ET NOTATIONS. 

- - 

i = 0 , .  1 le r-simplexe standard (en coordonnées barycentriques) et 

GR(nr) la R-ADGc des formes différentielles sur A', c'est-à-dire des res- 

trictions à ar de formes différentielles définies sur un voisinage de ar 

Notons A*(A~) la Q-ADGc (une Q-sous-ADGc de 
Q 

qR(nr)) des formes 

polynomiales sur ar à coefficients rationnels ; c'est-à-dire des formes dif- 

férentielles dont les coefficients sont des polynômes à coefficients rationnels 

par rapport aux coordonnées barycentriques (t O,.. ,tr). 

Soit k un corps de caractéristique zéro (Q ct k) i.e., est une 

extension de Q. 

Notons {(Ar) = A*(A~) 8 k la k-ADGc des formes polynômiales 
(4 '4 

à coefficients dans k. 

Soit - A la catégorie dont les objets sont les simplexes standards 

ar pour r s IN, et les morphismes sont les applications obtenues par composi- 

tion des opérateurs; 

Ar - de CO-face et de CO-dégénérescence définis par : ' i 
Gi(to,. . . ,t ) = (to,. . . ,t ,O,ti,. . . ,tr), O S i S r+l r i-l 

On rappelle qu'un objet simplicial dans une catégorie C la donnée 

d'un foncteur contravariant F : A -+ C. - 



Donc t/ p E IN, $(A) est un k-espace vectoriel simplicial, 

I 
_____f 

(<(br) - a .  sont des applications k-linéaires) . 
1 

D'autre part, < ( O )  est une k-ADGc simpliciale, 

I -- 
<(A'+') sont des homomorphismes dlADGc) où les opérateurs 

de face a .  et les opérateurs de dégénérescence Si sont induits par 
1 

2 .  - Ennemble b,impficiae < K c-> ahsac ié  à une ADGc . 
Soit 05 une k-ADGc où k est toujours un corps de caractéristique 

Notons 

(ADGc désignant la catégorie des ADGc) l'ensemble des homomorphismes o 

~'ADGC = O pour p > r) . 

Donc pour tous les r 3 O, on a une collection d'ensembles 

i <  dC>r}rEN. 

D'autre part, on définit des applications : 



Compositions d'homomorphismes dlADGc ; 

<a.> (u) = a .  O o et <S.>(u) = Si O o 
1 1 1 

fit 
o c a > r ,  r c R . 

Puisque a. et S. sont les opérateurs de face et de dégénérescence 
1 1 

de l'objet simplicial %(!), alors la famille ; 

( <  &>r,<ai>,<~.>) est bien un ensemble simplicial qu'on notera 
i r&J 

L'ensemble simplicial < OC> est dit l'ensemble simplicial associé 

3. - k-ADGC q(~) abdoCie Lt un e ~ e m b l e  dirnpficid K. 

Soit K un ensemble simplicial. 

Une p-forme simpliciale 4 à coefficients dans k sur l'ensemble 

simplicial K est une collection {do}ocK de p-formes du r $(nr) v O E K ~ ,  
r 

r d  
r c pi, telle qu'elle satisfait aux conditions suivantes ; 

% % 
où ai,Si sont les opérateurs de face et de dégénérescence de K. 



c'est-à-dire, compatible aux opérateurs de faces et de dégénérescences, autrement 

dit : 

Une p-forme simpliciale sur K est un homomorphisme d'ensembles 

simpliciaux : 

qui, à tout simplexe a E: K r E N, associe une p-forme polynômiale r ' 
E %(br) à coefficient dans k. 

No tons 

( S  désignant la catégorie des ensembles simpliciaux) l'ensemble des homomorphismes 

simpliciaux de K dans <(A), c'est-à-dire l'ensemble des p-formes simpliciales 

sur K. 
r 

Puisque g ( ~ )  est un k-espace vectoriel pour tout r E N, donc 

<(K) possède une structure de k-espace vectoriel pour tout p 2 0. 

Posons <(K) = L $(K) k-espace vectoriel gradué des formes 
P?O 

sim~liciales sur K. 

n 
Lemme 1 .  - \(K) possède une structure naturelle de k-ADGc. 

q En effet, soient $ c q(~) et Y c Ak(K) deux formes simpliciales 

sur K, i.e., deux homomorphismes simpliciaux ; 

4 : K -+ ( A )  - et Y : K + <(O) définies par : 

O - d o  et O ' L + Y  O 

pour tout a €  K et r E N .  
r 



Puisque 8, A Y est le produit dans l'algèbre G(A~), r c W .  
0 

Alors, l'application : 

a Q- 

$0 A r O  
de K dans gtq($) 

est bien un honiomorphisme simplicial. 

On pose : 

donc le produit de $ et Y est : $.Y = {$  A Y ~ } ~ ~ ~  
O r 

r d  

 autre part, soit 3 E < ( K ) ,  on définit l'opérateur différentiel 

d : <(K) -r gtl (K) comme la cornposition de deux applications k-linéaires 

simpliciales : 

(dDR 
désignant la différentielle de de Rham), c'est-à-dire en posant : 

i.e. d$ est la forme définie par : 

o Q ~ V L A  d ( d  ) E <+l (nr) lorsque do est définie par $ pour 
DR a . 

tout o c K et r E , d'où le lemme 1. 
r 

Vé~ in i+on  2. - L'algèbre {(K) construite ci-dessus est dite la - 

k-ADGc associée à l'ensemble sim~licial K. 

4 .  - Homutnufipkinrne n&wr& ~ ' A D G C  r~ : X - q ( c  E > ) .  

Pour tout a e < æl >r ,  r N (un homomorphisme d'ADGc 



a :  LZ --t {(A')) et si x est un générateur de l'algèbre LX- de degré 

P r p ; on a o(x) c A k ( A  ) une p-forme polynômiale sur ; d'où une famille 

de p-formes polynômiales {a(x)) 
O € < & >  . r 
rcN 

Evidemment, cette famille définit une p-forme simpliciale sur l'en- 

semble simplicial < x>. 

Soit A ) désigne la k-ADGc associé à < K > .  

On définit une application : 

en posant 

où x est un générateur de CX de degré p. 

C L Q ~ I ~ Q  2 .  - II lx est un homomorphisme dlADGc. 

En effet, II est une application k-linéaire car les a l e  sont, 
Lx 

donc 

(x.y) = .(XI .II z(~) CL CL 
b x,y E: 6 , 

Il sera un homomorphisme d'algèbres. 19: 

ii) Il est homogène de degré O (évident d'après la définition). 

iii) ~uisque (d(na(x)))u = dDR(a(x)) = o(d (x)) pour tout o a : CL > r  
CC 

et r c , ceci implique que : 



dn,(x) = ïi (d (x)), i.e. =a commute aux différentielles où cc LY > 

et d sont les différentielles de <(< K > )  et OC respectivement. 

En effet, on peut voir facilement que I i z  est un homomorphisme 

dlADGc car tous les a le sont. D'où le lemme. 

Remahque 7 . -  On a désigné par ADGc la catégorie des algèbres diffé- 

rentielles graduées commutatives. 

Soient Id : ADGc ---+ ADGc le foncteur covariant identique, et 

I < : ADGc -t ADGc 

le foncteur covariant qui associe à toute k-ADGc la k-ADGc a(< d >) 

associée à < a> (l'ensemble simplicial associé à a ) .  

On définit une flèche : 

n e :  1d -+ % = < - >  en associant à toute k-ADGc un homomorphisme 

d'ADGc I i l r  : LX - <(< a>) .  Pour vérifier que ( X Ji ) est une M- - 

transformation naturelle ; on se donne f : - B un homomorphisme d'ADGc, 

qui induit une application simpliciale : 

définie par : <£>(O) = o O f 

b ' a c  <B> et r s ~ .  
r 

D'autre part, <f> induit un 

homomorphisme d'ADGc : 

qui est défini par : 



V a E <B> r E: IN. 
r 

Une vérification immédiate nous donne le diagramme commutatif 

suivant : 

d'où CC ~.L%- i'i 
N 

est une transformation naturelle. 

Remahque 2 . -  Si q e IN désigne le plus petit degré des générateurs 

de , alors l'ensemble <OZ? est infini pour chaque r 2 q (i.e. possède 
r 

un nombre infini d'éléments), même si l'algèbre Ce= a un nombre fini des géné- 

rateurs. 

Par conséquent, l'ensemble simplicial < & >  est infini, c'est-à-dire 

qu'il possède un nombre infini des simplexes non dégénérés. 

Remmque 3 . -  L'ensemble simplicial < & >  ne possède pas de structure 

naturelle de k-espace vectoriel car la somme de deux homomorphismes dlADGc 

n'est plus un homomorphisme dlADGc. 

[Rappelons - < LX >r = Hom (CC ;<(nr) )Ii . 
ADGc 



CHAPITRE 11 

s; J . - -- ALGEBRE D' EILENBERG-MAC LANE. 

On note L,(x) la k-ADGc libre sur un seul générateur x de degré n 

(n entier 1 )  dont la différentielle est nulle, i.e. dx = O, donc : 

f E(x), algèbreextérieuresur x, si n est impair. 

L (x) = 
n 

\ S(x), algèbre symmétrique sur x, si n est pair. 

- 
PtroponiLion 1 . -  L'homomorphisme : 

induit un isomorphisme en cohomologie (quasi-isomorphisme). - 

D'abord, on va calculer l'ensemble simplicial <L (x)> en suite la n 

cohomologie de formes simpliciales sur <L (x)> et puis la démonstration de n 

la proposition 1. 

i) Calcul de <L (x) >. 
n 

a) Pour O r  - 1  o n a :  

à cause de dimension dans Ar ; où 1 désigne l'élément unité ; d'où 

<Ln(xbr = {or) un ensemble d'un seul élément pour O r < n-1. 

b) Pour r > n, 

<L,(x)>~ = Hom ; A r  = ~om(kx;~~(<(~~))) = zn(<(nr)) @ (kx)* 
ADGc k k 

où zn(<(br)) = le noyau de d~~ : A -+ Ct1 (A') et kx désigne le 



k-espace vectoriel de base d'un seul générateur x et (kx)' son dual ; 

$: 
mais (kx) = k, d'où finalement ; <Ln(x)>r = zn(<(dr)) en tant qu'ensemble 

pour r > n. 

Il est évident que : 

en tant qu'ensemble simplicial. 

r Lemme 7 . -  L'ensemble simplicial <Ln(x)> est de type K(k,n). 

Démo~&CU%t'l : 11 suffit de montrer que zn({(!) est un ensemble 

simplicial de type K(k,n). 

Rappelons le principe de la démonstration, telle qu'elle est exposée 

dans H. Cartan 121 ou C Watkiss [IO]. 
Puisque, pour tout r > O la k-ADGc <(Ar) est acyclique i.e., 

H'(<(A')) = k et H~((A~)) = O pour tout p > O, on a donc une suite 

exacte de groupes simpliciaux : 

qui est, en effet, une fibration principale de Kan. 

La suite exacte longue d'homotopie associée à cette fibration est : 

D mais pour tout n 2 O, + ( A )  - est un ensemble simplicial contractile, c'est-à- 

dire que ses groupes d'homotopie sont tous nuls, d'où 

mais le groupe simplicial z0(<(n)) est simplicialement trivial (i.e. dont les - 
opérateurs de face et de dégénérescence sont des isomorphismes simpliciaux), alors 

par récurrence sur n, on en déduit que : 



np(zn(<(~))) = O pour p + n 

n n (zn(<(~))) II~(ZO(<(A))) = ZO(<(AO)) = k 

ii) Calcul de H*(<(<L~(x) >)) . 

Puisque pour tout O 6 r < n, <L (x)>~ est un ensemble d'un seul 
n 

élément, alors : 

mais <L (x)> est un ensemble simplicial de type K(k,n) donc : 
n 

n 
H (<Ln(x)>;k) z Hom(k;k) un k-espace vectoriel de base d'un seul générateur 

k 
(qui est en effet l'homomorphisme identique de k sur k). 

En général, puisque <Ln(x)> est un K(k,n) alors : 

* 
H (<Ln(x)>;k) z L,(x) (isomorphisme d'ADc) où x représente le générateur 

de l'espace vectoriel H"(<~~(x)>;k). En utilisant le théorème de de Rham 

simplicial ; c'est-à-dire : 

(cf. [2] ou [IO]) on obtient le lemme suivant : 

I Lemme 2.- 

DémonnRhdon de La p ~ o p o a i t i o n  1 : 

Puisque H~(<(<L~(x ) > ) )  est un k-espace vectoriel de dimension 1 

engendré par un seul générateur (la n-forme simpliciale fondamentale) et d'après 

* 
lemme 2, il suffit donc, pour montrer que est un isomorphisme, de mon- 

trer que l'image de x par l-ILn(x) est une n-forme fermée non-exacte dans 



<(<Ln(x) ,) , c'est-à-dire que Ii 
Ln (x 1 

(x) est la n-forme fondamentale sur 

<L (x)>. 
n 

) n~ (x) (x) est une n-forme fermée (évident d'après la définition de n~ (x) ) n n 

ii) Ii (x) est non exacte ? 
Ln (s 

Puisque <L,(X) > = zn(<(2)) et puisque 
IiL (4 (x) est une n-forme 
n 

fermée sur <L (x)>, alors l'homomorphisme simplicial : 
n 

sera 1 'homomorphisme identique de zn(<(2) ) sur zn({(o) ) . 

On considère le diagramme suivant : 

maintenant, si n~ (XI (x) était exacte, c'est-à-dire que s'il existait une 
n 

flèche de zn(4(!)) dans <-'(A) - rendant le diagramme ci-dessus commutatif, 

alors cela impliquerait qu'il existe un relèvement de nLn(x) (XI = id 

dans le fibré : 

donc 
homo tope 



c'est-à-dire que : 

id serait homotope au morphisme nul (cf. [IO]). 
zn<A&> > 

On aurait donc : H"(z"(<(;));~) = 0. 

Mais z"(<(G)) est un K(k,n) alors : 

II <zn(<(4))) = O et ceci impossible, d'où la proposition 1 .  
n 



L6 2 .  - E X T E N S l O N  E L E M E N T A l R E  P ' U N E  AVGc. , 

Soit B une k-ADGç donnée. 

Soit CC = B 8 L (x) une extension principale élementaire de B 
k 

n 

dont la différentielle dE est définie par : 

i) d (bt31) =dB(b) 8 1 z 
ii) db.(lBx) = a B 1 

où b E B et a E zntl (B) (est un (n+ 1 )  -cocycle dans B) . 

Notre but dans cotte section est de démontrer la proposition 

suivante : 

Soit (E,d ) l'extension principale élémentaire tt: 
1 de (B,dB) ci-dessus. 

Alors, si IlB est un quasi-isomorphisme, iI m 
l'est aussi. 

On va donner (et prouver) quelq~es résultats qu'on utilisera pour dé- 

montrer la proposition 2. 



Dans la k-AûGc 12 = B 8 Ln(x), on considère la relation suivante : 

n+ l 
d (x) = a pour a e Z (B). 

K 
Donc tout homomorphisme d'ADGc : 

r : d. - <(dr), pour r 3 O 

est défini par ses restrictions à B et à l'élément x, soient respectivement 

o e Hom (8;{(Ar)) et r )  = Y e ( A )  vérifiant : 
ADGc 

autrement dit : 

Tout élément T e < a>r est complètement déterminé par un élément 

o e <B> et un élément Y e q ( ~ ~ )  vérifiant la relation dDRY = "(a). 
r 

On posera : 

On peut définir donc l'ensemble pour tout r 2 O par : 

< CC >r = { (O,() 1 o B <B> et Y E <(br) avec dDRY = ~ ( a )  1 r 

Il est bien clair que : 

< L > ~  c < B > ~  x <(nr) pour tout r e N, 

en tant qu'ensemble. 

On peut vérifier aisément (après cette définition) que < Ce > est 

un ensemble simplicial dont les opérateurs de faces et de dégénérescences sont 

induits par ceux de <B> x <(&) et qui satisfont à la relation dD$ = a(a) 

n+ 1 où a E Z (B) . 



Soit maintenant : 

la projection définie par ; p(o,ui) = o pour tout 0 E < B > r  et Y r $(Ar) 

et r E IN. 

P est un homomorphisme simplicial. 

F'homomorphisme sirnplicial ; 

p : < a >  -t <B> est une fibration principale de Kan ( 1 )  

de fibre ; 

zn(<(o)) = <Ln(x) > (de type K(k,n)). 

Démoma%cuXan : 

Définissons pour tout r , une application 

1 : B - zn+l (G(br)) par ; 1(o) = o(a) i.e. a w,-+ o(a) 
r 

n+ l 
où a = d  X E Z  (B). cc 

D'où la famille "r'rd 
d'application qui définit évidemment un 

homomorphisme d'ensembles simpliciaux ; 

On est donc dans la situation suivante ; 

.......................... 
(1) pour la définition d'une fibration de Kan, voir [ 6 ] .  



On décrit maintenant l'image réciproque C <B> du fibré 

d~~ %(O) - z n+l * 
de Kan (Ak(A)) - par l'application simpliciale L de 

la façon suivante ; 

ii) r e (N, 
4r 

: C --+ <B> est défini par ; qr(o,Y) = o ,  t/ (o,Ui) r C 
r r 1: 

d'où l'applicatian simpliciale ; q : C + <B>.  

Corne ~ ( o )  = o (u )  = dDRy b' O L < B > ~  et Y c < ( h r ) ,  

On constate : C = < a >  et q = p. 

Ainsi, p : < LX> -t <B> est égal à l'image réciproque de 

dDR : <(l) + 

" (%(i l )  par 1. 

Mais l'application sinipliciale 

dDR : <(fi) + z"+'(<(~)) est une fibration principale de Kan de fibre type 

K(k,n). 

L' application simpliciale ; 

p : < K >  -t <B7 l'est donc aussi, 

d'où le lemme. 



Remanque 2 . -  

La fibre de la fibration < a >  <B> est l'ensemble simplicial 

< L  (x)> = zn(<(4)) qui est un K(k,n).  
n 

I 
Notons <ï, (x)> ---t < LX> l'inclusion simpliciale qui est définie, 

4 

pour tout Y c zn(<(nr)) et r r R ,  par ; 



Soient respectivement ( <  , B et <(<L~(x)>) les 

~ - A D G C ~  des formes simpliciales sur l'espace total <CC>, la base <B> et 

la fibre <Ln(x)> de la fibration principale de Kan ; 

Soit 4 une p-forme simpliciale sur <B>, c'est-à-dire ; 

: + <(O) est une application sirnpliciale. 

L'application simpliciale composée ; 

< d >  A <B> ' i <(b) définit une p-forme simpliciale 

sur < K > ,  l'application simpliciale ; 

p : < & >  + <B> induit donc un homomorphisme de k-ADGc 

* 
p : ( B )  - q(< a>) défini par ; 

= (j o p) pour tout 9 E < ( < B > )  

D'autre part, soit Y : < 05 > --+ q(~) une application sirnpliciale, 

alors l'application simpliciale composée ; 

définit une q-forme simpliciale sur la fibre <Ln(x)>. 

L'application simpliciale i induit donc un homomorphisme drADGc ; - <(<L (x)>) défini par ; n 

% 
I ( Y ) = Y 0 1  



Renlanquc 3 . -  

Puisque l'application simpliciale i : <Ln(x)> + < CG > est une 

inclusion simpliciale, elle induit un homomorphisme surjectif d'ADGc 

D'après la proposition 1, on en déduit donc, une n-forme + E <(<LX >) 

telle que ; 

i* (+)  soit la n-forme simpliciale fondamentale sur la fibre 

<Ln(x) z .  C'est-à-dire : 

[I'(+)] = x le générateur (de degré n) de l'espace vectoriel 

H~(<L~(x)>;~) = H"(<(<L~(x)>)). 

Remanque 4 . -  

Soient z : K --+ p î r ( < ~ t > ) ,  iig:8 - C(<B>) et 

n : Ln(x) 4 <(<Ln(x)>) les homomorphismes dlADGc définis au 
Ln (XI 

chapitre (1.4). 

Puisque le morphisme & -+ na est une transformation naturelle 

(remarque 1, chapitre 1). On obtient deux diagrammes commutatifs ; 

i. e. 

X 
ii, O incl. = p 

O n~ 

D'après la proposition 1 ,  (x) est la n-forme fondamentale 



dans A ; ( < L ~ ( X ) > ) ,  e t  d ' a p r è s  remarque 3 ,  p$ge p récéden te  Ii ( 1  C1 x) ser;i LT 

l a  n-forme dans A ) t e l l e  pue ; 

- * 
1 n ( l@x)] = LnL (X)  (XI] = x l e  g é n é r a t e u r  de  l'espace v e c t o r i e l  1- n  



Thanhgn~nsion de la dLbnaALon p ~ n c i p d e  de Kan 

<L (x)> 4 <&> -4 <B> 
n 

On a vu au paragraphe 2 que la fibration principale de Kan 

I <L (x)> --t < û&> <B> est 1' image réciproque du f ibré de Kan ; 
n 

d~~ n+l * 
((9 A z (%(g) par l'application simpliciale l? : <B> -4 zn+' (+Af k (A)) - 

définie au paragraphe 1. 

On considère le diagramme suivant : 

où peut être considéré comme une application classifiante. On a le 

lemme suivant : 

fibration principale de Kan ; 

<L (x) > --L <OC> P, <B> 
n 

I est totalement transgressive. 
Le principe de la démonstration est celle qui est exposée 

dans [4] c'est-à-dire que l'élément x (le générateur) de H" (<Ln(x)>, k) 

( 1 )  est transgressif . 

II' autre part, puisque H~(Z"(L$(A)) , k) et H"+' (zn+l (A%)) k - 

sont deux k-espaces vectoriels de base d'un seul générateur, alors il existe 

(1) Pour une définition, voir [ 9 ,  pp. 4341 aussi voir [I , pp. 1321. 



un isomorphisme d'espaces vectoriels ; 

et par conséquent un isomorphisme : H~(<L~(x) > ; k) 2 Hnil (z"" (%(A)) ; k) . 
L'application simpliciale ; 

n+ 1 1 : <B> - Z (A;(O) induit un homomorphisme ; 

Alors, l'application composée : 

est une transgression de la fibration <a> <B> : on la note 

Maintenant on va définir une transgression correspondante dans 

la cohomologie des formes simpliciales de la fibration principale de Kan 

totalement transgressive <Ik > <B>. 

Puisque ; H*(<L~(x)> ; k) ~H*(<(<\(X)>)) 21, n (x) . 

Il existe une application linéaire de degré O ; 

*O 
: kx i <(<CG>) qui est effectivement la restriction de 

=a à kx i.e. , à l'élément de la forme 1 k3 x. 

Aussi, il existe une application linéaire de degré + 1 ; 

T :  kx-Z (<(<B>)) définie par ; 

n+ 1 
T(X) = {~(a) }OE<B, où a = d  x s Z  (B). 

LX 



i) c'est évident que r(x) est une application simpliciale de 

<B> dans z"+' (<(g). 

ii) T(X) = IIB(ci) (définition de nB). 

D'après remarque 3 et remarque 4 paragraphe 2 précédent, on 

obtient : 

'-b 
i) b* Ii (x)] = x le générateur de Hn(<L (x)> ; k) = H"({(~L~(X)>)), 

O n 
* rç 

c'est-à-dire que + Ii0(x) = Z (na (1 8 x)) est la n-forme fondamentale 

sur la fibre <Ln(x)>. 

* n (XI = p T (XI où d<&> ii) d<&> est la différentielle 

de <(<a >) . 

mais r (x) E z"+' (<(<B>)) , alors l'application composée suivante ; 

est une transgression de la fibration en utilisant la cohomologie de formes 

simpliçiales. 

R~atLque 5.- D'après le théorème de de Rham simplicial, 

correspond à : 

Hn+ l [el : H~(<L~(x)> ; k) (<B> ; k)  



Notons < ( < B > )  8 Ln(x) l'extension principale de <(<B>) dont 
T 

la différentielle d est définie par : 
'r 

i) dT (J 8 1) = d<B>($) 1 

$ E <(<B>) , où d<B> désigne la différentielle de 

ii) dT(l 8 x )  =T(x) 8 1 =IIB(") 8 1 

où T(X) est la transgression définie au paragraphe 3 précédent. Rappelons 

l'existence d'un quasi-isomorphisme : 

défini par : 

ii) f(l 8 x) = Ii (x) 
O 

* 
(Théorème de transgression, cf. [4] ) où p : B A l'homo- 

morphisme d'ADGc défini au paragraphe 2 et Tio la restriction de Ii à x 
Lt: 

définie au paragraphe 3. 

On considère maintenant le diagramme commutatif suivant : 



On suppose que IiB est un quasi-isomorphisme de B dans 

%(<B>) , on a le lemme suivant : 

Lemme 5 .  - 

iïB8 id : U L =  B @ L  (x) - 
n 

T 

est un quasi-isomorphisme, L 
Dérnuri6.thaLion : Posons Ln(x) = 8) (L~(X))~ 1 'AGc libre 

430 
sur x (1x1 = n entier > 1). 

Posons 

Mp = 18 (B @ 

qsP i pour p entier 2 O 
A 

et M = 18 (<(<B>) 8 (L~(x))~) 
q6P T 

n 

M et M sont des sous-espaces vectoriels différentiels gradués de 
P P 

B % L~(x) et 8 L,(x) respectivement et ; 
'r 

Définissons les projections (qui commutent aux différentielles) : 

par : 
q>o P 

impair et pour tout p si n est pair. 
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Il est évident que; ker p = M et ker p = M 
P P-1 P P - 1 .  

D'où pour tout p > 1 , un diagramme commutatif dont les lignes sont exactes ; 

O - M  -----t M P 
+ B -----+ 0 

P- 1 P 

(nB@id)p-l 1 (IIB@id)p 1 IIB 1 
A A 

O ------A M -M + O 
P- 1 P 

d'où encore un diagramme commutatif dont les lignes sont exactes ; 

X 

par récurrence sur p ; 

A 

. i) pour p = 1 , évidemment (llB@id)l : Ml - M est un 
1 

quasi-isomorphisme. 

ii) Supposons qu'on a montré que ; 

(II, @ id) : M  - t M  p-l p-l P- 1 

est un quasi-isomorphisme (pour p > l ) ,  et en appliquant le lemme des cinq 

sur le deuxième diagramme, on obtient que ; 

A 

(IIB@id) : M - M est aussi un quasi-isomorphisme 
P P P 

mais ii @id = % (TI @Id) est un homomorphisme dlADGc alors ii @id est 
B B P B 

P 
un quasi-isomorphisme. 



En effet ; 

* - d'après le diagramme $) mais p O Ii - Iim O incl. 
B (paragraphe 2), 

d'où (f O (ng8id)) (b 8 1) = II (b 8 1) a Y b e B .  

ii) (f O (nB8id)) (1 8 x) = f ( 1 8 x) = IIo (x) (dé£ inition de f) 

mais IIo(x) = Ii (1 8 x) (IIo est la restriction de Ii 
OC à x), 

d' où (f O (IiB81d)) (1 8 x) = Ii (1 8 x) a 
d'où finalement f O (IiB8id) = Ii 

OL 

Lemme 5 et lemme 6 avec le théorème de transgression achèvent 

la démonstration de la proposition 2, c.q.f.d. 



ALGEBRE NILPOTENTE ET ALGEBRE MINIMALE 

( THEOREAIE PRINCI PAL ) . 

Une k-ADGc fi est dite nilpotente si ; il existe un k-espace 

vectoriel gradué W = @ wn et un ensemble d'indices 1 bien ordonné 
n? 1 

avec W = @ W tel que a= L(W) (algèbre libre sur W) où ; 
a€ 1 

i) W est formé d'éléments homogènes a r; 1 , c'est-à-dire ; - n 
a 

b'a r 1 , 3  na r FiX tel que W C W  . 
a 

ii) a E 1 , dim W < + m (finie). a 

iii) d(%(Wa) C L( @ WB) 
B<a 

Si en plus; la fonction a -+ n est croissante (au sens 
a 

que si a < =c> n ( ng , l'algèbre & est dite minimale. 
a 

Remahque 6. - Soit lXa}arI 
une base homogène bien ordonnée 

de W, alors, 1'ADGc libre dé£ inie sur W s'écrit sous la forme ; 

où le produit tensoriel gradué pour chaque étape sur les générateurs 

peut être considéré comme une extension élémentaire principale (au sens 

algèbrique) de la précédente et la différentielle de chaque générateur 

est ; d (x ) E L(xl) t3 . . . t3 L(x ) .  Cx a a- 1 

~&~I?I#L~uQ 7.- D'après les définitions d'algèbres nilpotente 

et minimale a ,  &.O = H'(~c) = k , c'est-à-dire que a est connexe. 

l a 
D'autre part 1 a r 1 tel que Wa C W dont tous les générateurs 

sont des 1-cocycle, i.e., da(Wa) = 0. 



Soit (Ct, da) une k-ADGc nilpotente r 
I alors, n . e(-------+ci<&>) estun cg 

D Q m o ~ ~ ~ o n  : Soit 1 un ensemble d'indices bien ordonné. 

Soit { x ~ } ~ ~ ~  une base homogène bien ordonnée de W (l'espace 

vectoriel gradué où = L(W)) . 
Puisque est nilpotente ; alors est comme la limite d'une 

suite d'extensions élémentaires principales (par rapport à la base {Xa}cLsI) ' 

On démontre le théorème par récurrence sur les générateurs 

{X } en utilisant le fait que chaque étape est une extension élémentaire 
a acI 

principale de la précédente et en appliquant la proposition (1) et remarque 

(7) pour le départ et la proposition (2) pour la récurrence. 

Soit 'lx une k-ADGc minimale, alors 1 'ensemble r 
I simplicial <'q> admet comme modèle minimal. 
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