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INTRODUCTION

Sullivan a construit pour tout ensemble simplicial K 1le complexe
) *
de de Rham des formes polynomiales AQ(K), qui est une algébre différentielle

graduée commutative sur @ (Q-ADGc). Cette algébre contient beaucoup d'infor-

mations sur le type d'homotopie rationnelle de 1'ensemble simplicial K.

Dans sa théorie, on peut construire, pour tout ensemble simplicial K,
la ©Q-ADGe A;(K) et son modéle minimal /WZK c'est-3~dire, un couple (QYK,O)
ol OQ'K est une @Q-ADGc minimale et op : /%?KL -> AZ(K) est un homomorphisme
d'ADGec qui induit un isomorphisme en cohomologie (quasi-isomorphisme).

Dans ce travail, on se donne une k-ADGe . (k désigne un corps
de caractéristique O0) ; on associe 3 cette algébre donnée ¢x. un ensemble
simplicial < & > et on veut démontrer 1'existence d'un homomorphisme d'ADGc

naturelle ;

My @ & — A:(<ac>)

qui induit un isomorphisme en cohomologie lorsque 1'algébre a est nilpotente.

En particulier, si 1'algébre donnée & est minimale, on aura dé-

montré que le couple (DC,HaL) est un modéle minimal de A:(< a >).
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DEFINITIONS ET NOTATIONS.

Formes diffenentielles swe Les simplexes standards.
Ensemble simplicial assocdé @ une R-ADGc.
k-ADGe assocde a un ensemble simpliciak.

Homomonphisme naturel ;

*
HO(/ s 0L — Ak(<m>)

Algebre d'Eilenberg-Mac Lane.
Extension éLémentaine d'une k-ADGe.
Algebre nilpotente et Algébre mindmale

(théoneme principal) .



CHAPITRE 1

DEFINITIONS ET NOTATIONS.

1. - Fonmes polynomiales sun AF.

r
+
on note AY = {(t ,...,t ) € R" ]| Yt. =1 et O0st, <1
0 T im0 T i
Vi-= 0,...,1} 1le r-simplexe standard (en coordonnées barycentriques) et

A;R(Ar) la R~ADGec des formes différentielles sur Ar, c'est-a-dire des res-

trictions 3 A" de formes différentielles définies sur un voisinage de A"
r+
t., =1 de R ].

dans 1'hyperplan
o 1

i

| o~

Notons A*(Ar) la @-ADGec (une Q-sous—ADGc de A;R(Ar)) des formes

[l =]

polynomiales sur A 3 coefficients rationnels ; c'est-3d-dire des formes dif-
férentielles dont les coefficients sont des polyndmes 3 coefficients rationnels
par rapport aux coordonnées barycentriques (to""’tr)'

Soit k wun corps de caractéristique zéro (@ < k) 1i.e., est une
extension de Q.

#*

02(Ar) ® k la k-ADGe des formes polyndmiales

Notons A:(Ar) = A Q

a coefficients dans k.
Soit A 1la catégorie dont les objets sont les simplexes standards
At pour r € IN, et les morphismes sont les applications obtenues par composi-

tion des opérateurs;

g.
r  e—t— T+l o P
A 5 A de co-face et de co-dégénérescence définis par
i
6i(to,...,tr) = (to,...,ti_l,O,ti,...,tr), 0 <1 ¢ r+i
£t seen = R Lt . e i
o.( o’ ’tr+l) (tO, ’tl—]’tl tl+]’t1+2, ’tl’.'+l)’ 0 <1 ¢gr.

On rappelle qu'un objet simplicial dans une catégorie C 1la donnée

d'un foncteur contravariant F : A~ C.



Donc V p € N, Aﬁ(é) est un k-espace vectoriel simplicial,

+ . . .
t 1) sont des applications k—llnealres)‘

ey == e

* . ..
D'autre part, Ak(é) est une k-ADGec simpliciale,

S.
1

* ————s %, T+ ,
(Ak(Ar) e Ak(Ar l) sont des homomorphismes d'ADGe) ol les opérateurs
i

de face Bi et les opérateurs de dégénérescence Si sont induits par

2. - Ensemble simplicial < 0C> assocdl a une ADGe pe.

Soit (€ une k-ADGc oG k est toujours un corps de caractéristique

Notons

< or >_ = Hom (XL;AX(A"))
ADGe

(ADGc désignant la catégorie des ADGc) 1'ensemble des homomorphismes o

d'ADGe (o(atp) =0 pour p > r).

Donc pour tous les r > O, on a une collection d'ensembles

{< a;>r}reN'

D'autre part, on définit des applications

<3.> : < 0> —_— < ¢ > et <S.> : <0t > —_— < X>
1 r r-1 1 T r+l

par



o} *, T o *, T

07 T Ak(A ) Ctv\ Ak(A )

~ ~

\\ \\
. 00 ~_ % et N
1 ~ ~
k"
* r-1 *, r+]

Compositions d'homomorphismes d'ADGe ;

<8i> (o) = Bi o g et <Si>(o) = Si 00

*
\/ 0 e < a;>r, reiN .

Puisque Si et Si sont les opérateurs de face et de dégénérescence
. R * .
de 1'objet simplicial Ak(é), alors la famille ;

(< a¢>r,<ai>,<Si>)rdN est bien un ensemble simplicial qu'on notera

<0 >.

Déefinition 1.-

L'ensemble simplicial < OC> est dit l'ensemble simplicial associé

a la k-ADGc OC.

3. - k-ADGe Ay(K) @b80¢i8 & un ensemble simplicial K.

Soit K un ensemble simplicial.

Une p-forme simpliciale { & coefficients dans k sur 1l'ensemble
simplicial K est une collection {ﬂo}

oeK
T

. relN
r ¢ N, telle qu'elle satisfait aux conditions suivantes ;

Z
¥

<
I

P
Bio ) .
V o € Kr’ r e N

.
=
p—g
wn
[ N
R
i

% o

i

NN
ot a.,Si sont les opérateurs de face et de dégénérescence de K.

de p-formes $0 € Aﬁ(Ar) Voe Kr’



C'est-d-dire, compatible aux opérateurs de faces et de dégénérescences, autrement
dit
Une p-forme simpliciale sur K est un homomorphisme d'ensembles

simpliciaux :
J:x — A0

qui, & tout simplexe o € Kr’ r € N, associe une p-forme polyndmiale

P,aly = .
ﬁo € Ak(A ) & coefficient dans k.

Notons

A)(K) = Hom(K;AP (4))
S

(S désignant la catégorie des ensembles simpliciaux) 1'ensemble des homomorphismes
g p

simpliciaux de K dans Ai(é), c'est-d-dire l'ensemble des p-formes simpliciales

sur K.

r .
Puisque Ai(A) est un k-espace vectoriel pour tout r £ N, donc

AE(K) posséde une structure de k-espace vectoriel pour tout p 3 0.

* . .
Posons Ak(K) = @ Aﬁ(K) le k-espace vectoriel gradué des formes
p20

simpliciales sur K.

*
] Lemme 1. - Ak(K) posséde une structure naturelle de k-ADGc.
En effet, soient { e Ai(K) et Y e A&(K) deux formes simpliciales
sur K, i.e., deux homomorphismes simpliciaux ;
. p . q Py
Jd: kK ~ Ak(é) et ¥ : K -~ Ak(é) définies par

oY o et o V¥
wc ag

pour tout o € Kr et r e WN.



. - *
Puisque ﬁo A WO est le produit dans 1'algébre Ak(Ar), Vre N.

Alors, l'application :
p+q
NN d d A
o 00 Ay de K dans A (8)

est bien un homomorphisme simplicial.

On pose

(u).w)O=L00A\yU Y oe K, reN.

donc le produit de ! et V¥ est : Y.y = {ﬂo A wo}orK

reN

D'autre part, soit ﬂ € AE(K), on définit 1'opérateur différentiel
d : Aﬁ(K) — AE+1(K) comme la composition de deux applications k-linéaires

simpliciales

d
K _ﬁ_ﬁ___» Ai(é) u__25_~9 A£+l(é)

(dDR désignant la différentielle de de Rham), c'est-a-dire en posant
df = tdpe Vot ge
reN

i.e. dJ est la forme définie par

p+l,. r e
g AN dDR(ﬁc),E Ak (A”) 1lorsque ﬂg est définie par J pour

tout o € Kr et relN, d'ot le lemme 1.

., R * ] } .
Deﬁ&n&t&an 2. - L'algébre Ak(K) construite ci-dessus est dite la

k~ADGc associée 3 1'ensemble simplicial K.

4. - Homomornphisme naturef d'ADGc o, @ X — A:(<z7é>).

Pour tout o € < af>r, r ¢ N (un homomorphisme d'ADGe



* . . - -
c: X —> Ak(Ar)) et si x est un générateur de 1l'algébre & de degré
p 3 ona o(x) e AE(Ar) une p-forme polyndmiale sur - ; d'ol une famille

de p-formes polyndmiales {G(X)}0€<¢x>r

reiN

Evidemment, cette famille définit une p-forme simpliciale sur 1'en-

semble simplicial < OC>.

Soit A:(< € >) désigne la k-ADGc associé d < & >,

On définit une application :

I : O

A (< )

en posant

M) = (0() g

relN

ol X est un générateur de a de degré p.

Lemme 2. - Hoc est un homomorphisme d'ADGc.

En effet, ch est une application k-linéaire car les o le sont,

et
i) Hm(x.y) = {o(x.y)}o“,x>r = {ox) Ao} g,
relN reN
donc
Hpc(x.y) = Ha’,(x).ﬂm(y) \V X,y € & ,
H[ft sera un homomorphisme d'algébres.
ii) i o est homogéne de degré O (évident d'aprés la définition).

iii) opuisque (d(HCL(X)))c = dDR(O(x)) = O(dﬁb (x)) pour tout o € <£C>r

et r € N, ceci implique que



dﬂag(x) = Hcc(doc(X))’ i.e. Hét commute aux différentielles ol d<a:>

et dCZ sont les différentielles de A;(< 0&.>) et p¢ respectivement.

En effet, on peut voir facilement que Hﬁc. est un hompmorphisme

d'ADGc car tous les o 1le sont. D'ou le lemme.

Remarque 1.- On a désigné par ADGc la catégorie des algébres diffé-
rentielles graduées commutatives.

Soient Id : ADGe —— ADGec 1le foncteur covariant identique, et
Ak + <*> : ADGec -+ ADGc

. . .S *
le foncteur covariant qui associe 3 toute k-ADGc & 1la k~ADGc Ak(<ét:ﬁ

associde 3 < 0> (l'ensemble simplicial associé a ¢r.).

On définit une fléche

* ; - .
Ne ¢ Id - Ak-<-> en associant 3 toute k-ADGc (€. un homomorphisme

d'ADGe Hm : X — A£(<0L>). Pour vérifier que ( 0o —> Hoc) est une

transformation naturelle ; on se donne f : ¢ —— B un homomorphisme d'ADGc,

qui induit une application simpliciale

<f> : <B> Ead <o >
définie par : <f>(0) = go £ o - £ B
Voe <B> et reMN. Y
N
gof s o
\\
D'autre part, <f> induit un N

¥, v

homomorphisme d'ADGe A (a7)
<f>* : A:(< x>) ——> A:(<B>)

qui est défini par : B <£> - <0t >




<E>NW) = ) o <>

V fe A£(< o>,
i.e. (<f>*‘<¢)))O = (o <) =1

oof

V g € <B>r’ r € N.

Une vérification immédiate nous donne le diagramme commutatif

sulvant
f
o B
T /::> Tg
. * f>¥ *
A (<ar>) = A, (<B>)
d'otd oL s> Hac est une transformation naturelle.

Remarque Z2.- Si q € N désigne le plus petit degré des générateurs
de ¢, alors l'ensemble < a:>r est infini pour chaque r 3 q (i.e. posséde
un nombre infini d'éléments), méme si 1l'algébre ¢F a un nombre fini des géné-
rateurs.

Par conséquent, l'ensemble simplicial < & > est infini, c'est-a-dire

qu'il possé&de un nombre infini des simplexes non dégénérés.

Remarque 3.- L'ensemble simplicial < & > ne posséde pas de structure
naturelle de k~espace vectoriel car la somme de deux homomorphismes d'ADGc
n'est plus un homomorphisme d'ADGc.

— _ . * r
| Rappelons < 2.4 >r = Hom (OC,Ak(A )):] .
ADGce



CHAPITRE 11

$ 1. - ALGEBRE D'EILENBERG-MAC LANE.

On note Ln(x) la k-ADGc 1libre sur un seul générateur x de degré

(n entier > 1) dont la différentielle est nulle, i.e. dx = 0, donc :

L X -

\ S(x), algébre symmétrique sur x, §1 n est pair.

Proposition 1.- L'homomorphisme

1 : Ln(x) — A;(<Ln(x)>)

Ln(X)

induit un isomorphisme en cohomologie (quasi-isomorphisme).

D'abord, on va calculer 1'ensemble simplicial <Ln(x)> en suite la
cohomologie de formes simpliciales sur <Ln(x)> et puis la démonstration de

la proposition 1.
i) Calcul de <Ln(x)>.
a) Pour 0 ¢r g¢n-1, on a:

*, T I s 1
<L (x)> = Hom (L (x);A (A )) = {G IO : }
n r ADGe . n Ak T X an~> O

- . . r ~ P P o, -
3 cause de dimension dans A ; ol 1 désigne 1'élément unité ; d'od

<Ln(x)>r = {or} un ensemble d'un seul élément pour O < r ¢ n-l.

b) Pour r = n,

<L_(x)>_ = Hom (&£3a,(a") = Hom(kx;2" (A (4T)) = 2M(Ar(4")) & (k)™
ADGce k k

*
ol Zn(Ak(Ar)) = le noyau de dDR : AE(Ar) > AE+](Ar) et kx désigne le



..]O._

k-espace vectoriel de base d'un seul générateur x et (kx)* son dual ;
. * Vs e n, ¥ .r '
mais (kx) = k, d'od finalement ; <Ln(x)>r =27 (Ak(A )) en tant qu'ensemble

pour r 2 n.

I1 est évident que :

<Ln(x)> = Zn(A:(é)) en tant qu'ensemble simplicial,
[:: Lemme 1.- L'ensemble simplicial <Ln(x)> est de type K(k,n).

. ) *
Démonstration : 11 suffit de montrer que Zn(Ak(é) est un ensemble

simplicial de type K(k,n).

Rappelons le principe de la démonstration, telle qu'elle est exposée
dans H. Cartan [Z] ou C Watkiss [Hﬂ.

Puisque, pour tout r > 0 la k-ADGec A:(Ar) est acyclique i.e.,
HO(A:(Ar)) =k et Hp(A:(Ar)) = (0 pour tout p > O, on a donc une suite
exacte de groupes simpliciaux :

d
DR Zn+

0 — () — At —=— Mlare)y — o

qui est, en effet, une fibration principale de Kan.

La suite exacte longue d'homotopie associée 3 cette fibration est
n ) o0 @@l > mEhaiw) - 1At -~
pr1 A (2 p+1 A LL ptZ (A (4 TR

. n . . . N
mais pour tout n 2 O, Ak(é) est un ensemble simplicial contractile, c'est-a-

dire que ses groupes d'homotopie sont tous nuls, d'ol

I (Zn+1

oat 7 @) = 1))

. O, % .. .
mais le groupe simplicial Z (Ak(A)) est simplicialement trivial (i.e. dont les
opérateurs de face et de dégénérescence sont des isomorphismes simpliciaux), alors

par récurrence sur n, on en déduit que
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n,, x
m(Z (A (0)) =0 pour p #n

et

12

(A () = 127 (Ar () = 2°(A5(8%) = k

c.q.f.d.

. . *, %
ii) Calcul de H (Ak(<Ln(x)>)).

Puisque pour tout 0 g r < n, <Ln(x)>r est un ensemble d'un seul
€lément, alors

HO(<Ln(x)>;k) = k et Hp(<Ln(x)>;k) = 0, YV 0<p<n

mais <Ln(x)> est un ensemble simplicial de type K(k,n) donc
Hn(<Ln(x)>;k) = Hom(k;k) un k-espace vectoriel de base d'un seul générateur

k
(qui est en effet 1'homomorphisme identique de k sur k).

En général, puisque <Ln(x)> est un K(k,n) alors

n

* . . - ~ o
H (<Ln(x)>;k) Ln(x) (isomorphisme d'ADc) oli x représente le générateur

de 1l'espace vectoriel Hn(<Ln(x)>;k). En utilisant le théoréme de de Rham

simplicial ; c'est—-a-dire :
* * K
H (<Ln(X)>,k) = H (Ak(\Ln(X)>))
(cf. Bﬂ ou [Hﬂ) on obtient le lemme suivant
Lemme 2.-

Y (L (0) ~ B (Af (<L_(3)>))

Demonstration de fLa proposition 1

. * . . .
Puisque Hn(Ak(<LnKx)>)) est un k—espace vectoriel de dimension 1
engendré par un seul générateur (la n—-forme simpliciale fondamentale) et d'aprés

lemme 2, il suffit donc, pour montrer que est un isomorphisme, de mon-

*
L)

trer que l'image de x par HL (x) est une n-forme fermée non-exacte dans
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).

A;(<Ln(x)>)’ c'est-3a-dire que HL (X)(X) est la n-forme fondamentale sur
s
< >.
Ln(X)
1) HL (X)(x) est une n~forme fermée (évident d'aprés la définition de HL (x)
n n
;2 ?
ii) HLn(x)(x) est non exacte ?

* .
Puisque <Ln(X)> = Zn(Ak(é)) et puisque X)(x) est une n~forme

HL (
n

fermée sur <Ln(X)>, alors 1'homomorphisme simplicial
Moo () <L (0> — 274 (8)
L (o) F AL

sera 1'homomorphisme identique de Zn(A:(é)) sur Zn(A:(é)).

On considére le diagramme suivant

o)
R

n—
A
,’7
//
’/
.7 ldn

2" (A (1)) 2" (A (1))

maintenant, si )(x) était exacte, c'est~d~dire que s'il existait une

1

HLn(X
fléche de Zn(A:(é)) dans AE_ (A) rendant le diagramme ci-dessus commutatif,

alors cela impliquerait qu'il existe un relévement de T (x) = id
L (x) n,, *
n 2™ Ay (8))

dans le fibré
AT —— 27 )

donc
homotope
id 0 x ~ 0
2" (Ay ()
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c'est-d-dire que :

id serait homotope au morphisme nul (cf. D(ﬂ).

2" (a5 (1))
On aurait domnc : Hn(Zn(A:(é));k) = 0,

Mais Zn(A:(é)) est un K(k,n) alors

*
Hn(Zn(Ak(é))) = 0 et ceci impossible, d'ol la proposition 1,
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$ 2. - EXTENSION ELEMENTAIRE D'UNE ADGe.
Soit B une k-ADGc donnée.
Soit & =B 8 Ln(x) une extension principale élémentaire de B

k
dont la différentielle (ia: est définie par :

i) dtt(bel) = dB(b) 8 1
ii) dét(lex) =qa 0 1
oi beB et ae Zn+](B) (est un (n+l1)-cocycle dans B).

Notre but dans cette section est de démontrer la proposition

suivante @

Proposition 2. -

gt

Soit (Zt’th) 1'extension principale élémentaire
de (B,dB) ci-dessus.

Alors, si [, est un quasi-isomorphisme, I

B oc

1'est aussi.

R

On va donner (et prouver) quelques résultats qu'on utilisera pour dé-

montrer la proposition 2.
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1) Caleul de L'ensemble simplicial < @& > et

et fibration principale K(k,n) - <o > > <B>.

Dans la k-ADGe 4 = B ® Ln(x), on considére la relation suivante
n+1
d X) = o our o € Z B).
w() p (B)

Donc tout homomorphisme d'ADGc
* T
T 3 o — Ak(A ), pour r 2O

est défini par ses restrictions & B et & 1'élément x, solent respectivement

o € Hom (B;A;(Ar)) et T(x) = VY e AE(Ar) vérifiant
ADGce

dDRT(x) = g(a)

autrement dit

Tout élément 71 € < Ct>r est complétement déterminé par un €lément

o € <B>r et un élément VY € AE(Ar) vérifiant la relation dD ¥ = g(a).

R

On posera :

T = (o,¥).

On peut définir donc l'ensemble <dt>r, pour tout r = 0 par

< a:>r = {(O,W)Io € <B>r et VY e AE(Ar) avec dDRW = og(a)}

I1 est bien clair que
<> C <B> x n(Ar) r tout re N
r . Ak pou u € N,

en tant qu'ensemble.

On peut vérifier aisément (aprés cette définition) que < & > est
un ensemble simplicial dont les opérateurs de faces et de dégénérescences sont
. . n . . - .
induits par ceux de <B> x Ak(é) et qui satisfont 3 la relation dDRW = g{(a)

oi « € Zn+l(B).
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Soit maintenant :
P : <> -~ <B>
la projection définie par ; p(o,¥) = 0 pour tout o € <B>r et Y e AE(Ar)

et r e WN.

P est un homomorphisme simplicial.

Lemme 3. -
L'homomorphisme simplicial ;
P : <> > <B> est une fibration principale de Kan(l)
de fibre ;
n %
2P (Ar(8)) = <L_(x)>  (de type K(k,m)).
Demonstrhation :

Définissons pour tout r € N, wune application

£ : <> — z°*!

(A:(Ar)) par ; XL(o) = o(a) 1i.e. g v—> a(a)

oi oa=d_ x€ Zn+](B).

D'ot la famille {Kr} d'application qui définit évidemment un

reiN

homomorphisme d'ensembles simpliciaux ;
e: <k —  2"arm).
o e g(a).

On est donc dans la situation suivante ;

(1) pour la définition d'une fibration de Kan, voir [6].



_]7_

z™ (A () = K(k,n)

AT(8) = PR(k,n+1)
[dDR
£ n+l, *
<B> VA (Ak(é)) = K(k,n+1).

On décrit maintenant 1'image réciproque C -4 B> du fibré

dpr

de Kan AE(Q) Zn+](A;(é)) par l'application simpliciale £ de

la fagon suivante ;

. _ _ . n,, r

) Yrem, C_= ((c,0[Lc) = d ¥} C<B>_x AT (8T
ii) Vre N, q_: C —— <B>r est défini par ; qr(o,W) = g, V’(O,W)E:Cr

X Y

d'ol 1l'application simpliciale ; q : C -+ <B>.

]

= , n,,r
Comme £(0) = a(a) dDRW Voe <B>r et Y e Ak(A )

On constate : C = <0> et q = p.

Ainsi, p : <O> -+ <B> est égal 3 1'image réciproque de

dpp @ AL >

Mais l'application simpliciale

dpg * A8 >

K(k,n).

Zn+1

(A;(2) par L.

Zn+1(A;(é)) est une fibration principale de Kan de fibre type

L'application simpliciale ;

p: <> - <B> 1l'est donc aussi,

d'od le lemme.
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Remarque 2.-

La fibre de la fibration < &> —E» <B> est 1'ensemble simplicial

'<Ln(x)> = Zn(A;(é)) qui est un K(k,n).

Notons <L _(x)> —» <> 1'inclusion simpliciale qui est définie,
n

*
pour tout Y € Zn(Ak(Ar)) et r e N, par ;

(¥) = (0,¥) € < 06>r.
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2) Les ADGe® de formes simpliciales de La

gibration principale <L (x)> » <a&> > <B>.

. . * * *
Soient respectivement Ak(< a>), Ak(<B>) et Ak(<Ln(x) >) les
k~ADGc® des formes simpliciales sur 1'espace total <¢&>, la base <B> et

la fibre <Ln(x)> de la fibration principale de Kan ;

P

<L (x)> SN <> ——— <B>
n
Soit {§ une p-forme simpliciale sur <B>, c'est-a-dire ;
§ : <B> — p(A) est une application simpliciale.
- PP

L'application simpliciale composée ;
<a> —B-» <B> —lﬁ——> A_E(é) définit une p-forme simpliciale

sur <&> 1'application simpliciale ;
s PP

P : <a> - <B> induit donc un homomorphisme de k~ADGc

P* : A:(<B>) —> Alt(< & >) défini par ;
P*(‘B) = (f o p) pour tout ¢ e A;:(<B>)

i.e., VT€<C7L>r, r e N, on a ;

(p*‘ﬂ)_[ = ll:)p(,r)

D'autre part, soit V¥ : <o > —— Aﬁ(é) une application simpliciale,

alors 1'application simpliciale composée ;
v q
<Ln(x)> _— < > —_— Ak(é)
définit une q-forme simpliciale sur la fibre <Ln(x)>.
L'application simpliciale 1 1induit donc un homomorphisme d'ADGc ;
¥ X * P
v Ak(< aZs>)y — Ak(<Ln(X)>) défini par ;

1*(‘P)=\Y01 V‘PEA_:(<(Z>).
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Remarque 3.-

Puisque 1'application simpliciale 1 : <Ln(x)> -~ < @ > est une
inclusion simpliciale, elle induit un homomorphisme surjectif d'ADGc

T AN ) v ALRL (%),

D'aprés la proposition 1, on en déduit donc, une n-forme ¢ € AE(<aL>)

telle que ;

1*(¢) soit la n-forme simpliciale fondamentale sur la fibre

<Ln(x)>. C'est—-a~dire :

[i*(¢)] = x le générateur (de degré n) de l'espace vectoriel

B (<L_GO>3k) = H' (4 (<L (0>)).

Rémmgue 4,-

Soient H(J(, : L —> A:(< @ >), HB

: Ln(x) — A:(<Ln(x)>) les homomorphismes d'ADGe définis au

: B — Al’:(<B>) et
I
L
L (%)
chapitre (I.4).
Puisque le morphisme & - II£z est une transformation naturelle

(remarque 1, chapitre I). On obtient deux diagrammes commutatifs ;

incl a _
B B T Ln(x) = a =B ® Ln(x) Ln(x)
g \D lnoc To D HLn(x)
Ay (<B>) = Ap(<ac>) Ay (<> = A (<L (x)>)
i.e i.e
HDL o incl. = p* o HB (1¥ o HCL)(I ® x) = HLn(X)(x)

D'aprés la proposition 1, mp (X)(x) est la n-forme fondamentale
n



..2].-.

* - .
dans Ak(<Ln(x)>), et d'aprés remarque 3, page précédente I 1'(1 @ %) sera
‘ ¢

la n-forme dans A:(< X >) telle que ;

11

x le générateur de l'espace vectoriel

— ¥
L7 en] = EHLn(x)(x)]

Hn(A:(<Ln(x)>)) = HY(<L_ () >5K) .
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3) Trnansgression de La §ibration principale de Kan

<L (x)> —> <0> — <B>
“n

On a vu au paragraphe 2 que la fibration principale de Kan

<Ln(x)> Lso<ots By <B> est 1'image réciproque du fibré de Kan ;
n dDR n+l , * . . . . . n+l, *
Ak(é) — 7 (Ak(é)) par 1l'application simpliciale £ : <B> — Z (Ak(A))

définie au paragraphe 1.

On considére le diagramme suivant

K(K,n) = <L_(x)> 2" (A (1)) = K(k,n)
1
v V]
< 0> L ATD) = pR(k, )
p dpr
£ n+l *
<B> Z (Ak(é)) = K(k,n+1)

oi £ peut 8tre considéré comme une application classifiante. On a le

lemme suivant

a—

Lemme 4.- |La fibration principale de Kan ;

<L (x)> Ly <Ols N <B>
n

est totalement transgressive.

SO

Le principe de la démonstration est celle qui est exposée

dans DJ c'est-d-dire que 1'élément x (le générateur) de a* (<Ln(x)>, k)

(1

est transgressif

D'autre part, puisque Hn(Zn(Ai(é)) , k) et Hn+](Zn+1(A:(A))

sont deux k-espaces vectoriels de base d'un seul générateur, alors il existe

T e e i e S e S S o S e o e i . e it e S e e e . S

(1) Pour une définition, voir [9, PP. 434] aussi voir [l, pPP. 132].
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un isomorphisme d'espaces vectoriels ;

v ntl

B an ), 2t e are)

. . o
et par conséquent un isomorphisme : Hn(<Ln(x)> ; k) = Hn+1(Zn+]

L'application simpliciale ;
+ * . . .
£ : <B> —— 7" I(Ak(é)) induit un homomorphisme ;

* +1 +1 0% +1
T ET (A @) 5 ) —— B (<B> 5 k)
Alors, 1'application composée :

*
B 0> 50— T @) 5 0 S w5 o

e

est une transgression de la fibration <O(> P, B> : on la note

(] : BN<L > 5 ) — BV (<85 5 K

Maintenant on va définir une transgression correspondante dans
la cohomologie des formes simpliciales de la fibration principale de Kan

totalement transgressive <Ut> —P <>,

Puisque ; H*(<Ln(x)> 3 k) = H*(A;(<Ln(x)>)) 2 Ln(x)

I1 existe une application linéaire de degré O ;

HO : kx —> AE(<OD>) qui est effectivement la restriction de

HOL i kx i.e. , 4 1'élément de la forme 1 & x.

Aussi, 1l existe une application linéaire de degré + 1 ;

T ¢ kx ——%—Zn+](A:(<B>)) définie par ;

n+1

T(x) = {O(a)}oe<B> ol a = %X X € ? (B)

(AL () 5 K.
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i) c'est évident que T(x) est une application simpliciale de

<B> dams 2" (AY ().
i1) 1(x) = HB(a) (définition de HB).

D'aprés remarque 3 et remarque 4 paragraphe 2 précédent, on
obtient

i) Et* Ho(xf] = x le générateur de Hn(<Ln(x)> ; k) = Hn(A:(<Ln(x)>)),

c'est—-a-dire que t* HO(X) = i*(HCi (1 ® X)) est la n-forme fondamentale

sur la fibre <Ln(x)>.

i1) d<0L> Ho(x) = p* 1(x) ol d<0b> est la différentielle
de A:(<Cm >)

; + * 5 . _ .
mais T(X) € g 1(Ak(<B>)) , alors 1l'application composée suivante :

[ BMNAR L (05) — 2% (<o) —— 17T (ar (<B>))

Z

kx

est une transgression de la fibration en utilisant la cohomologie de formes

simpliciales.

Remarque 5.- D'aprés le théoréme de de Rham simplicial,

on a :

[] & W (1,(0>)) - H g (p))

correspond a : Z 2

(4] : Hn(<Ln(x)> : k) Hn+l(<B> ; k)
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4) Demonsthation de La proposition 7.

* . .

Notons Ak(<B>) ? Ln(x) 1'extension principale de A:(<B>) dont
la différentielle dT est définie par :

i) dT(& g 1) = d<B>(&? 8 1

Ve ar(<B>) , on d désigne la différentielle de A:(<B>).

<B>

i1) dT(l @ x) =1(x) 81 = HB(a) Q1

ot T(x) est la transgression définie au paragraphe 3 précédent. Rappelons

1'existence d'un quasi-isomorphisme :
£ : AN(<B>) 8 L (x) —— AX(<O0>)
) Ak : B Ak

défini par :

1]

i) f(Je1) =p

ii) £(1 8 x)

HO(X)

(Théoréme de transgression, cf. [4]) ol p* : A§(<B>) — A;(<0l>) 1'homo-

~

morphisme d'ADGe défini au paragraphe 2 et T la restriction de T i x

définie au paragraphe 3.

On considére maintenant le diagramme commutatif suivant

T
m” * f\*A
=289 Ln(x) A (<B>) 8 L (x) A (< o)
T =7
incl. incl.
I
B B A*(<B>)

Hg L
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On suppose que HB est un quasi-isomorphisme de B dans

A;(<B>) , on a le lemme suivant
Lemme 5.-
N, ©id : (L=BOL (x) —— A;(<B>) ® L_(x)

T

est un quasi-isomorphisme,

Démonstration : Posons Ln(x) = @ (Ln(x))q 1'AGe 1libre
qz0

sur x (x| =n entier 3 I).

Posons

M = @& (B8 (L (x))Y
P qsp o
7 e pour p entier > O
et M= @ (Ap(<B>) ® (L ()Y
gsp T

~

Mp et Mp sont des sous-espaces vectoriels différentiels gradués de

*(<B> 8 L (%) ti t;
B ® Ln(x) et Ak ) 8Ly X) respectivement et ;

B ® Ln(x) lim M

D P

lim M
____> p

p

it

Ar(<B>) 8 L (x)
T

Définissons les projections (qui commutent aux différentielles)

14

o M — B
P P
par : § bq 8 x1 bp pour p=0, 1, si n est
qz0
R - * . . . .
et t M — <B> impair et our tout S1 n est alr.
Pyt M A, (<B>) p £p p P
par : E P 8 xT s o
o 9 P .
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-~

Il est évident que ; ker p_ = M et kerp =M
P P p P~

-1 1

D'oli pour tout p = 1 , un diagramme commutatif dont les lignes sont exactes ;

0 ———— M _—— N —FP s 3 — 5 0
-1 P
(ng8id) _, (Mg8id) T,
R M 6y N
—_— —
0 Mo M A (<B>) ~ 0

*
_ Y
> H® ](B) — Hm(Mp—l) _ ") —2 - #™B) —
* | K L% vl ok
o (1g8id)° | (10id) x|y

~

— B ) — B0 ) —— W) —— Wy (<B) —

p*
p

par récurrence sSur p ;

~

i) pour p =1, évidemment (HB@id)] : M] — M] est un

quasi-isomorphisme.

ii) Supposons qu'on a montré que ;

(HB 3] 1d)p_1 : Mp_1 —_ Mp_]

est un quasi-isomorphisme (pour p > 1), et en appliquant le lemme des cing

sur le deuxiéme diagramme, on obtient que ;

-~

(HBGid)p : Mp — Mp est aussi un quasi-isomorphisme

mais I_®id = 1lim (II_®Id) est un homomorphisme d'ADGec alors II_®id est
B — B P B

un quasi-isomorphisme.
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Lemme 6. -
[: HCL =f o (HB81d) .
En effet ;
. . . *
1) (f o (HB@ld) o incl.)(b) = (p o HB) (b) Vbes
. . SZ . * .
d'aprés le diagramme ) mais p o HB = HOL o incl. (paragraphe 2),
d' ol (f o (I@id)) (b ® 1) = T.(b8 1) Vbes
B a
ii1) (f o (HBQid)) (1 8 x) =f(1 8 x) = Ho(x) (définition de f)
mais Ho(x) = Hét(] 8 x) (Ho est la restriction de HOU a x),
L =
d’' ot (f o (HBSId)) (1 8 %) HCX~(] ® xX)
" e e v . -
d'ol finalement fo (HB@1d) HOL

Lemme 5 et lemme 6 avec le théoréme de transgression achévent

la démonstration de la proposition 2, c.q.f.d.
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$ 3.-
ALGEBRE NILPOTENTE ET ALGEBRE MINIMALE
(THEOREME PRINCIPAL),
Une k-ADGe Ol est dite nilpotente si ; il existe un k-espace
vectoriel gradué W = @& W' et un ensemble d'indices I bien ordonné
nxl

avec W= @ Wu tel que OC= L(W) (algébre libre sur W) ol ;
oel

i) wu est formé d'éléments homogénes YoelI, cest-a-dire ;
n
* a
Vuel,ﬂn € N tel que W CW .
a a

ii) Vae I, dim W o<+« (finie).

iii) d%(wa) C L(® WB)'
B<o,

Si en plus; la fonction o — n, est croissante (au sens large),

c'est-d-dire que si o < B => n, $ 0., 1'algébre €L est dite minimale.

B

Remarque 6.- Soit {Xa}ael une base homogéne bien ordonnée

de W, alors, 1'ADGec libre U définie sur W s'écrit sous la forme ;
ot = L(x]) 8 L(xz) 8 ... 8 L(xa) 0 ...

ot le produit tensoriel gradué pour chaque étape sur les générateurs
peut &tre considéré comme une extension élémentaire principale (au sens
algébrique) de la précédente et la différentielle de chaque générateur

est dOL(Xa) € L(Xl) ® ... 8 L(Xa—l)'

Remarque 7.- D'aprés les définitions d'algébres nilpotente

. o o . .
et minimale O, O~ = H (X) = k , c'est-a-dire que & est connexe.

1
o P
D'autre part 3 o€ I tel que Wu W dont tous les générateurs

sont des Il-cocycle, i.e., dac(wa) = 0.
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Théoreme principal. -

Soit (%, dC%) une k-ADGc nilpotente
alors, HC{ : U —— A:(<Cm>) est un

quasi-isomorphisme.

Démonstrhation : Soit I wun ensemble d'indices bien ordonné.

Soit {Xa}ael une base homogéne bien ordonnée de W (1'espace

vectoriel gradué oia Ol = L(W)).

Puisque O( est nilpotente ; alors Ol est comme la limite d'une
suite d'extensions &l&mentaires principales (par rapport & la base {Xa}uel)
On démontre le théoréme par récurrence sur les générateurs
{Xu}ael en utilisant le fait que chaque étape est une extension €lémentaire

principale de la précédente et en appliquant la proposition (1) et remarque

(7) pour le départ et la proposition (2) pour la récurrence.

Cornollairne. -

Soit MM une k-ADGe minimale, alors 1l'ensemble

simplicial <" > admet N comme modé&le minimal.
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