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I N T R O D U C T I O N  

-._._ * _ f  _._._.-._. _ . . . . . . . . . 

L 'e tude de l a  p ropayat io r~  des ondes dans l e  sol e s t  l a  base de 

nombreuses méthodes de p r o s p ~ ê  t i o n  géophysique. 

E l l e  permet de me t t re  en évidence une v a r f a t i o n  de c o n d u c t i v i t é  

du m i l i e u  dans leque l  ses ondes pénètrent ,  L ' a c t i v i t é  de no t re  l a b o r a t o i r e  e s t  

p r inc ipa lement  centrée sur l a  d é t e c t i o n  d l  hétérogénéités enterrées.  Nous 

trava-i l lonç actuel lement sur l a  dé tec t i on  d'anomalies s i t uées  à f a i b l e  profondeur. 

La connaissance de l a  nature du so l  e s t  d 'uns grande importance pour  l e  Génie 

C i v i l .  La cons t ruc t i on  d'un lo t i ssement  par  exemple ex ige  de s a v o i r  s Y i l  n ' e x i s t e  

pas d'anciennes c a r r i è r e s  ou d'anciennes sapes creusées pendant l a  première 

guerre mondiale l'emplacement du s i t e  c h o i s i .  

La méthode Gilectrornagnétique Je prospect ion  l a  p l u s  c lass ique e s t  

l a  méthode "d ipâ le -d ipô le" .  Cet te  méthode cons is te  à déplacer  à l a  sur face du so l  

un d i s p o s i t i f  émetteur-r6cepteur compose d hune boucle émet t r i ce  h o r i z o n t a l e  e t  

d ' un  récepteur  s o i t  de type magnétique, s o i t  de type é l e c t r i q u e ,  L ' é c a r t  e n t r e  

l e  récepteur  e t  l ' éme t teu r  e s t  maintenu constant.  La présence d'une hetérogénél té 

se man i fes te  par  une u a r i b t i o n  du module &/ou de l a  phase des composantes du 

champ Glectromagnétique mesurées. 

Nous disposons d 'un  c e r t a i n  nombre " d ' o u t i l s  numériques" permet tant  

de s imu ler  une v a r i a t i o n  de l a  c o n d u c t i v i t é  du m i l i e u  encaissant.  Nous pouvons 

en p a r t i c u l i e r ,  q u a n t i f i e r  l a  p e r t u r b a t i o n  sur l e  champ électromagnétique provoquée 
131 par une anomalie de forme quelconque eriterrec5 dans un demi-rni l ieu homogène 

Mais l a  s t r u c t u r e  rSe112 d~ torr-ain jl 'eçt que rarement ass im i l ab le  à un demï-mil ieu 

homogène. I l  @ x i  s t e  pr'ebqulr ta113 durs U Y I C  cor~ehe superf icS e7 1 e cor iductr i  ce q u i  

diminue 1 a péné t ra t i on  des or~des &le: tromaqnetiques. La s imu la t i on  d 'un  t e r r a i n  

s t r a t i f i é  montre b ien  cc phénomène. 



Nous avons donc entrepu.-is la modélisation numérique d h n  
terrain composé d'un substratum contencnt une anomalie, surmonté d'une 
couche superficielle conductrice. 

Le modèle mSs au point permet de quantifier la diminution 
de 1 a réponse d ' une h6téroçén@i té provoquée par cette couche superficiel 1 e, 

en inethode "dipôle?-di pole". 

r4ous montrons que l ' a n  peut "filtrer" cette couche en utilisant 
un dlspoçilif émetteur composé de 2 boucles magnétiques ayant des caractéris- 
tiques telles que l ' o n  éliniine les courants induits au voisinage du récepteur. 

Avec ce "dispositif deux émetteurs", la variation de l'épaisseur 
du terrain superf icfe! ne devrait pas masquer la présence d'une anomalie enterrée 
pourvu que la distance sur laquelle se p~oduit la variation il'épaisseur soit grande 

deva,nt la di stance émetteur-récepteur. 

Enfin, nous comparons les resultats obtenus avec nos modèles 
avec ceux que l k n  peut trouver dans la littérature. Nous utilisons comme 
comparaison, d?une p a r t ,  un modèle numérique et d'autre part, un modèle 
analogique sur cuve rheoyrdphique. 



MODELISATION NUMERIQUE DU RAYONNEMENT D'UN DIPOLE MAGNETIQUE VERTICAL 

EN PRESENCE D'UN MILIEU STRATIFIE A DEUX COUCHES CONTENANT UNE ANOMALIE 

DE CONDUCTIVITE. 

Considérons un m i l i e u  s t r a t i f i é  à deux couches de c o n d u c t i v i t é s  

d i f f é r e n t e s ,  surmonté d ' u n  demi -mi l ieu  i s o l a n t  : l'dtmucrphChe. La deuxième ' 

couche e s t  un demi -mi l ieu  conducteur i n f i n i ,  contenant une anomal ie de 

c o n d u c t i v i t é .  

Ce t t e  s t r u c t u r e  e s t  e x c i t é e  p a r  un d i p ô l e  magnétique v e r t i c a l ,  

que nous appe l le rons  dans l a  s u i t e  de ce t r a v a i l  pa r  ses i n i t i a l e s  D.M.V. 

Ce d i p ô l e  e s t  supposé p lacé  à l a  sur face  du s o l .  Nous ca l cu le rons  en t o u t  
-f -f 

p o i n t  de c e t  i n t e r f a c e  l e s  composantes du champ é l e c t r i q u e  E e t  magnétique H 

( f i g u r e  1). 

a ir 
eme t t eur r ecep t eur 

n 

anomal ie substratum 

F i g u r e  - 1 - 
En dé f  i n i s ç a n t  1 a f réquence c a r a c t é r i  s t i q u e  d 'un  m i  1 i su de 

c o n d u c t i v i t é  o e t  de p e r m i t t i v i t é  E p a r  l a  r e l a t i o n  su i van te  111 



nous supposerons que l a  f réquence du couran t  s i nuso ïda l  

c i r c u l a n t  dans l e  D.M.V. e s t  t o u j o u r s  t r è s  f a i b l e  p a r  r appo r t  aux 

fréquences c a r a c t é r i s t i q u e s  des m i l i e u x  considérées. 

Nous montrons t o u t  d ' abo rd  que chaque élément de volume 

en tou ran t  un p o i n t  courant  M de l ' a n o m a l i e  a  un comportement é q u i v a l e n t  

à c e l u i  d ' un  d i p ô l e  é l e c t r i q u e .  Ceci suppose cependant que l e s  m i l i e u x  

cons idérés a i e n t  l a  même p e r m é a b i l i t é  magnétique éga le  à c e l l e  de l ' a i r .  

Dans ces cond i t i ons ,  l e  moment du d i p ô l e  é l e c t r i q u e  é q u i v a l e n t  

e s t  p ropo r t i onne l  au champ é l e c t r i q u e  t o t a l  régnant  au p o i n t  M. 

Nous ca l cu lons  e n s u i t e  l e  champ é lect romagnét ique t o t a l ,  dans l e  

subst ra tum p u i s  à l a  sur face du so l ,  en f o n c t i o n  du champ é l e c t r i q u e  

inconnu dans l ' anoma l i e .  

Nous montrons que l e s  composantes du champ é lect romagnét ique 

sont  s o l u t i o n s  d ' u n  système de 3 équat ions i n t é g r a l e s  de FREDHOLM, que 

nous transformons en un système d 'équat ions 1 i néai r e s  en u t i  1  i sant  une 

méthode de d i s c r é t i s a t i o n  e t  d 'approx imat ion  d 'une  f o n c t i o n  s u r  des 

sous domaines d 'app1 ica t ion .X  121 

x P o i n t  Match ing Method. 



1 .  1 - DESCRZPT?C7N SOAAMAIRE DU SCHEMA DE SZMULATlON 

So ien t  cl, E~ e t  c3 l e s  p e r m i t t i v i t é s  de l ' a i r ,  de l a  

première couche d ' épa i sseu r  h, du subst ra tum e t  de l ' a n o m a l i e ,  que 

nous appe l le rons  respec t i ven~en t  m i l i e u  (O), m i l i e u  ( 1 )  e t c  ... 
Nous a f f e c t e r o n s  de même à chacun de ces m i l i e u x  une c o n d u c t i v i t é  

oi, e t  une p e r m é a b i l i t é  ui . Chaque m i l i e u  e s t  supposé i s o t r o p e  e t  

homogène. 

mi i i e t~  CO) 

milieu (3) milieu C2> 

F i g u r e  - 2  - 

L ' équa t i on  de MAXWELL-AMPERE dans l e  m i l i e u  ( 3 )  s ' é c r i t  : 

ROT B3 = p3 o3 E3 

En a j o u t a n t  e t  en re t ranchan t  respect ivement  dans l e s  deux 
-+ -+ 

membres de (1) les '  q u a n t i t é s  su ivantes,  p2 H j  e t  
p2 o2  E3' c e t t e  

r e l a t i o n  s ' é c r i t  : 

Ce t t e  r e l a t i o n  peut  ê t r e  cons idér6e comme l ' é q u a t i o n  de 

MAXWELL-AMPERE é c r i t e  dans un m i l i e u  de c a r a c t é r i s t i q u e s  oz, 

contenant une d i s t r i b u t i o n  de couran t  om Ve t e l l e  que : 

P3 a3 - kt2 oz 3 
- Pm ve - -.- "2 - "3 + + E 2  +--- ROT H 2  

v2 u2 



(2) devient donc : 

ROT H3 = E3 + pm Ve 

Les mi 1 ieux ayant une perméabi 1 ité magnétique identique, la 
distribution de courant devient : 

3 -f 

Pm V, = ("3 - "*) E3 (.5 

On peut donc dire que chaque élément de volume de l'anomalie 
est équivalent à un dipôle électrique dont le moment est : 

Compte tenu de (6), i 1 est clair que 1 e potentiel de HERZT ; 
dans 1 'une quelconque des couches, s 'exprime sous la forme suivante 1 - 1  141 

avec : 
-f 
'r'f 
p : potentiel de HERTZ créé par le D.M.V. dans la couche considérée 

V : volume de l'anomalie de conductivité 

1 G(P, M) 1 : matrisce des fonctions de GREEN correspondant au rayonnement 
des dipôles électriques équivalents dans le milieu à 2 couches 

+ 
Eg : Champ électrique total au point courant M de 1 'anomalie. 

Nous allons maintenant établir les expressions des potentiels , 
de HERTZ < et ;2 régissant respectivement le comportement du champ 
électromagnétique dans l'air et dans le substratum. 

Nous montrerons que l 'expression ;2 nous permettra de calculer 
les composantes du champ électrique inconnu P3 



1.  2 - EXPRESSIONS DES POTENTZELS D E  HERTZ ZNTERVENANT DANS LE CALCUL 

DU CHAMP ELECTROMAGNETZQUE RAYONNE PAR LE DIPOLE €METTEUR eA 
PAR LA DISTRZBUTZON EQUZVALENTE 

Considérons un m i l i e u  à deux couches, c o n s t i t u é  d ' u n  subst ra tum 

d 'épa i sseu r  i n f i n i  e t  de c o n d u c t i v i t é  o2 ( m i l i e c  2 ) .  Ce subst ra tum e s t  

surmonté d 'une  couche de couve r tu re  d ' épa i sseu r  h  e t  de c o n d u c t i v i t é  ol 1 
( m i l i e u  1). L'ensemble de ces deux couches p a r a l l è l e s  c o n s t i t u e  un 

modèle de t e r r a i n  s t r a t i f i é .  

Au-dessus de c e t t e  s t r a t i f i c a t i o n  un m i l i e u  homogène d ' épa i sseu r  

i n f i n i e  de c o n d u c t i v i t é  oo ( m i l i e u  O) s imu le  l ' a tmosphère  (nous fe rons  

t end re  e n s u i t e  oo vers  z é r o ) .  

Un p o i n t  quelconque de l ' e s p a c e  a i n s i  d é f i n i  e s t  r epé ré  par  ses 

coordonnées c y l i n d r i q u e s  dans un repère  t r i r e c t a n g l e  d i r e c t  ( O ,  X, Y, Z )  

dont  l e  p l a n  (O, X, Y )  co ïnc ide  avec l a  sur face  du s o l .  L 'axe v e r t i c a l  OZ 

e s t  o r i e n t é  vers  1  'atmosphère. 

F i a u r e  - 3 - 

Y 

m i l  iru CO> 
I n > 
I 
1 ni l fou C I >  
1 

Nous d é f i n i s s o n s  l a  cons tan te  de p ropagat ion  dans chaque 

L 

m i l i e u  p a r  l a  r e l a t i o n  : 

I 

I 
1 
1 mil iru C2> 

- _ - - - a  - - - - - - -  PCr , q, z> 

(hypothèse des basses fréquences).  



Nous utiliserons l'approximation du quasi-statique. Cette 
approximation revient à supposer que la distance horizontale séparant 

l'émetteur et le récepteur est faible devant la longueur d'onde dans 

l'air, soit : 

\yo '1 << 1 

on posera dans les calculs : 

Nous allons rappeler la méthode de calcul des potentiels de HERTZ 
dans le cas général où la stratification comporte M + 1 couches de carac- 
téristiques électriques différentes. Nous supposerons en outre, que l'émetteur 

est placé dans la couche d'indice n tandis que le récepteur est situé dans 

la couche d'indice m (Figure 4). 

1 u r t t r u r  Cn> 
4 

O 

L 

racrp t ew Cm) 

a i r  
k CO) 

Figure - 4 - 



Nous résumerons e n s u i t e  l e s  express ions obtenues pour  l e s  

d i f f é r e n t s  types d ' e x c i t a t i o n  envisagés. 

Le p o t e n t i e l  de HERTZ assoc ié  à un d i p ô l e  p l a c é  dans l e  p l a n  

(O, X, Z) a, en généra l ,  deux composantes nx e t  nz Il! Dans l e  cas de 

d i p ô l e s  v e r t i c a u x  e t  à cause de l a  symét r ie  de r é v o l u t i o n  du problème 

au tou r  de l ' a x e  du d i p ô l e ,  l a  composante nx du p o t e n t i e l  de HERTZ e s t  

n u l l e .  

Nous appe l le rons  respect ivement  p a r  l e u r s  i n i t i a l e s  D.E.V. e t  

D.E.H. l e s  d i pô les  é l e c t r i q u e s  v e r t i c a u x  e t  ho r i zon taux .  

Les express ions du p o t e n t i e l  de HERTZ dans une couche d ' i n d i c e  n  

son t  données pa r  l e s  i n t é g r a l e s  de SOMMERFELD : 

- Cas des d i e ô l e s  v e r t i c a u x  1D.M.V.  D.E.V.) 
- - m m - - - - - -  --------------- - - - - - -1- , - - - - -  

e-umz + dm e  Umz) J,(hr) dh 

avec : 

- Cas du d i e ô l e  h o r i z o n t a l  1D.E.H.) --------- --------------- ------ 

Dans l e  cas où l e  d i p ô l e  émetteur se t r ouve  dans l a  couche où 

l ' o n  c a l c u l e  l e  p o t e n t i e l  de HERTZ, il f a u t  r a j o u t e r  l a  c o n t r i b u t i o n  du 

p o t e n t i e l  p r ima i re ,  s o i t  dans l e  cas du D.M.V. 

M é t a n t  l e  moment magnétique du D.M.V., donné par  l a  r e l a t i o n  : 

M = N I S  4Tr 
(15)  



Nous rappelons que pour  s a t i s f a i r e  l a  c o n d i t i o n  de rayonnement, 

à s a v o i r  que l e  champ s o i t  n u l  à l ' i n f i n i ,  il f a u t  que l e s  c o e f f i c i e n t s  

do bo go s o i e n t  n u l s  dans 1  ' a i r ,  e t  que l e s  c o e f f i c i e n t s  cM aM fM s o i e n t  

n u l s  dans l e  substratum. 

Les c o e f f i c i e n t s  ai bi ci di fi e t  g .  sont  déterminés en é c r i v a n t  
1 

l e s  c o n d i t i o n s  de c o n t i n u i t é  des composantes t a n g e n t i e l l e s  des champs é l e c -  

t romagnét iques su r  l ' i n t e r f a c e  séparant chaque m i l i e u .  

S o i t  : 

Pour ce f a i r e ,  nous avons u t i l i s é  un formal isme m a t r i c i e l  é t a b l i  

p a r  l e  Professeur  GA BILLARD^^^^^ développé p a r  p l u s i e u r s  au teurs  161 171pour 

l e s  d i f f é r e n t s  types de d i p ô l e s .  

Nous a l l o n s  donner l e s  express ions des p o t e n t i e l s  de HERTZ dans 

l ' a i r  ( m i l i e u  -O-) e t  dans l e  subst ra tum ( m i l i e u  -2-)  dans l e s  3 cas s u i v a n t s  : 

l e r  cas : 

Le d i p ô l e  émetteur e s t  un D.M.V. p l a c é  à l a  su r f ace  du so l  e t  s i t u é  

à l ' o r i g i n e  du repè re  de coordonnées. 

Le récep teu r  e s t  s i t u é  dans l ' a i r  ou dans l e  substratum. Ce 

récep teu r  e s t  p l acé  au p o i n t  P  repéré  p a r  ses coordonnées cy l ind r i .ques  

( r  @ z )  ( F i g u r e  5 ) .  

F i g u r e  - 5 - 



Nous obtenons l e s  express ions su ivan tes  : 

00 

avec : 

Q c o e f f i c i e n t  de s t r a t i f i c a t i o n  d é f i n i  pa r  I ~ ' A I T I ~ /  

M moment magnétique de l ' a n t e n n e  

N I S  
M=-4ii 

2ème cas : -------- 
Le d i p ô l e  émet teur  e s t  un D.E.V. p l a c é  su r  l ' a x e  Oz à l a  c ô t e  ze. 

Le récep teu r  e s t  s i t u é  dans l ' a i r  ou dans l e  subst ra tum ( F i g u r e  -6-)  

z 

X 

1 
1 
i - - - - - - - -  PCr,p,z) 

F i g u r e  - 6 - 
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Nous obtenons l e s  express ions su ivan tes  : 

Pz : moment é l e c t r i q u e  du D.E.V. 

3ème cas : -------- 
Le d i p ô l e  émet teur  e s t  un D.E.H. p l a c é  su r  l ' a x e  OZ à l a  cô te  ze. 

Le récep teu r  e s t  s i t u é  dans l ' a i r  ou dans l e  subst ra tum ( F i g u r e  -7-)  

F i g u r e  -7- 



Nous obtenons l e s  r é s u l t a t s  su i van t s  : 

-U Z - z  1 u2 ( z+ze ) ' '  e t b 2 e  ) Jo(Ar) h  dh 1 
u  9 

Le c a l c u l  des c o e f f i c i e n t s  a. e t  fo f a i t  a p p a r a î t r e  un a. au 

dénominateur, ce q u i  nous donne des p o t e n t i e l s  i n f i n i s  en f a i s a n t  tendre  

a  vers  O. 
O 



On remarquera cependant que ces c o e f f i c i e n t s  i n t e r v i e n n e n t  

dans l e  c a l c u l  des composantes du champ é lect romagnét ique sous l a  forme 

des p r o d u i t s  e t  express ions su ivan tes  : 

Cet te  d e r n i è r e  q u a n t i t é  peu t  encore s ' e x p r i m e r  comme s u i t  : 

4ul o2 e  ~ 2 h l  

a - u  f = 
Ulhl 

O O O uo al Al A 2  
(33) 

Il e s t  a l o r s  c l a i r  que ces q u a n t i t é s  son t  indépendantes de oo 

- q u i  n ' i n t e r v i e n t  p l u s  que dans y - 
O 

En conséquence, l e s  c o e f f i c i e n t s  q u i  f i g u r e n t  dans l e s  express ions  

de Èo e t  fio r e s t e n t  f i n i s  quand oo tend vers  O.  



I. 3 - EXPRESSION DU CHAMP ELECTROMAGNETIQUE TOTAL SOUS FORME D'EqUATlUNS 

INTEGRALES 

Le p o t e n t i e l  de HERTZ e s t  l a  somme des c o n t r i b u t i o n s  du p o t e n t i e l  

p r i m a i r e  assoc ié  au D.M.V. émetteur p l acé  à l a  sur face  du m i l i e u  à deux 

couches e t  du p o t e n t i e l  secondai re  assoc ié  à l a  d i s t r i b u t i o n  de d i p ô l e s  

é l e c t r i q u e s  équ i va len t s  à l ' anoma l i e .  Nous rappelons que chaque élément 

de volume de l ' h é t é r o g é n é i t é  rayonne comme deux d ipô les  é l e c t r i q u e s  h o r i -  

zontaux ( respect ivement  p a r a l l è l e  aux axes ox e t  O ) e t  un d i p ô l e  é l e c t r i q u e  
Y  

v e r t i c a l .  

Les moments assoc iés à chacun de ces d i pô les  se ron t  donc l e s  

su i van t s  : 

SX S X  S X  nSy' nSy, nsy, SZ Nous appe l le rons  respect ivement  nx , ny , nz , x y '  z z 
l e s  composantes du p o t e n t i e l  de HERTZ secondaires l i é e s  à chacun des d i p ô l e s  

é lémenta i res  p r é c i t é s .  

Les express ions de ces q u a n t i t é s  son t  données pa r  l e s  fo rmu les  

(24 )  à ( 2 7 )  e t  (19) ( 20 ) .  

Nous aurons donc en un p o i n t  quelconque de l a  su r f ace  du s o l  ou 

du subst ra tum l e s  express ions f i n a l e s  c i -dessous : 



Le champ é lect romagnét ique en un p o i n t  d é r i v e  du p o t e n t i e l  de 

HERTZ pa r  l e s  r e l a t i o n s  b i e n  connues : 

2 -+ È = g;ad ( d i v  ;) - y n 

Ces champs s 'expr imerons donc sous l a  forme d ' u n  champ p r i m a i r e  

dû à l a  source e t  d ' u n  champ secondai re  d i f f r a c t é  par  l ' a n o m a l i e  comme 

l e  montre l a  F igu re  -8-. 

z 

CO) 

.X 
Cl) 

P C2) 

F i g u r e  - 8 - 

Sachant qu 'un  DMV ne rayonne pas de champ é l e c t r i q u e  v e r t i c a l ,  l e s  
express ions des champs E e t  H se ron t  : 

avec : 



Le p o i n t  P correspond au p o i n t  d ' o b s e r v a t i o n  e t  l e  p o i n t  M au 

p o i n t  couran t  d ' i n t é g r a t i o n  su r  l e  volume V3.  

Ces express ions sont  va lab les  quelqueo s o i t  l a  p o s i t i o n  du p o i n t  

d ' o b s e r v a t i o n  P à l ' i n t é r i e u r  du substratum, mais l e s  f o n c t i o n s  de GREEN 

f i g u r a n t  dans l e s  express ions (38) e t  (39) dépendent des c a r a c t é r i s t i q u e s  

é l e c t r i q u e s  du m i l i e u  dans l eque l  on e s t  amené à c a l c u l e r  l e s  composantes 

du champ é lect romagnét ique.  

Le p o i n t  P peu t  donc se t o u r n e r  à l ' i n t é r i e u r  de l ' a n o m a l i e .  

Dans ces c o n d i t i o n s  l e s  r e l a t i o n s  i n t é g r a l e s  données pa r  (38)  se t rans fo rment  

en un système de 3  équat ions i n t é g r a l e s  de FREDHOLM dont  l ' i n c o n n u e  e s t  

précisément l e  champ é l e c t r i q u e  t o t a l  à l ' i n t é r i e u r  de l ' a n o m a l i e  en f o n t i o n  

duquel nous avons expr imé l a  d i s t r i b u t i o n  équ i va len te .  

La r é s o l u t i o n  de ce système d o i t  nous permet t re  dans un p remier  

temps de c a l c u l e r  l e  champ é l e c t r i q u e  È3. dans 1  'anomal ie.  

1 

En r e p o r t a n t  ensu i t e  l e s  va leu rs  a i n s i  obtenues dans l e s  équa t ions  

l i n é a i r e s  (38)  e t  (39) ,  nous en dédui rons l e  champ é lect romagnét ique en t o u t  

p o i n t  de l a  sur face  du s o l .  



1. 4 - EXPRESSZON DU SYSTEME D' EQUATZONS ZNTEGRALES DANS LE C A S  DU 

CALCUL D U  CHAMP ELECTRlCUE DANS L'ANOMALiE 

Le champ é l e c t r i q u e  dans l ' a n o m a l i e  e s t  l i é  au p o t e n t i e l  de HERTZ 
t o t a l  par  l a  r e l a t i o n  : 

È3 = g r z d  ( d i v  G) -y; 

Nous obtenons en u t i l i s a n t  (35)  e t  (40)  l e s  formules su ivan tes  : 

F i g u r e  -9- 
-- 

P e s t  l e  p o i n t  d ' o b s e r v a t i o n  e t  M e s t  l e  p o i n t  couran t  d ' i n t é g r a t i o n .  



Le développement analytique de la relation (40) où le potentiel 

de Hertz est donné par les formules (20) (26) et (27), nous donne les 

expressions des fonctions de GREEN qui à notre connaissance sont originales. 

Ces fonctions sont composées d'intégrales de SOMMERFELD du même 

type que les relations (20) (26) (27). 

TABLEAUX des FONCTIONS DE GREEN 



TABLEAU DES INTEGRALES DE SOMMERFIELD ..................................... 



avec : 
Ulhl 

('JO + u1)(u1 - u2)  e  + - ul)(ul + u2)  e  
-Ul hl 

b2 = e  2ulhl 
A 1 

Nous donnons en annexe 5 un rappel de l ' o r i g i n e  mathématique e t  

de l a  s i g n i f i c a t i o n  physique de l a  f o n c t i o n  de GREEN. 

I La f o n c t i o n  de GREEN p r i m a i r e  P e s t  une f o n c t i o n  s i n g u l i è r e  sur  l e  

volume V3. Pour des ra isons  de commodité au n iveau de l ' i n t é g r a t i o n  de c e t t e  

f o n c t i o n  de GREEN, que nous développons en annexe 6, nous exprimons c e l l e - c i  

en f o n c t i o n  de ses données secondes en u t i l i s a n t  l ' é q u a t i o n  d1HELMOLTZ ci-dessous: 

Le système d 'équat ions i n t é g r a l e s  (41)  se transforme a l o r s  

en l e  système su ivant  : 



x  Y Les q u a n t i t é s  G G G: s ' exp r imen t  a l o r s  sous l a  forme su i van te  : 
x Y 

Nous a l l o n s  résoudre l e  système d ' équa t i ons  i n t é g r a l e s  (45 )  eri Ir  

t rans fo rmant  en un système d ' équa t i ons  l i n é a i r e s ,  en u t i l i s a n t  une methode 

de d i s c r é t i s a t i o n  e t  d 'approx imat ion  d 'une  f o n c t i o n  su r  des sous domaines 

d ' a p p l i c a t i o n .  



1. 5 - TRANSFORMATlON DU SYSTEME D' EQOATZUNS ZNTEGRALES EN UN SYSTEME 

D' EQUATZ OMS LZ NEAZ RES 

Nous avons u t i l i s é  un cas p a r t i c u l i e r  de l a  méthode des moments, 

i n t é r e s s a n t  pour  sa f a c i l i t é  d 'emp lo i .  

Ce t t e  méthode c o n s i s t e  à d i s c r é t i s e r  l e  volume d ' i n t é g r a t i o n  V 
3  

en N éléments p a r a l l é l é p i p é d i q u e s  égaux de volume A V .  

Les dimensio'ns de ces m a i l l e s  (hx,  hy, hz )  son t  t e l l e s  que l ' o n  

supposera l e  champ é l e c t r i q u e  cons tan t  à l ' i n t é r i e u r  de chacune de c e l l e s - c i .  

Chaque m a i l l e  e s t  c a r a c t é r i s é e  pa r  l e s  coordonnées de son c e n t r e  

Mi (xi, Yi' zi). 

'4 
hx 

F i g u r e  - 10- 

Le champ é l e c t r i q u e  dans une m a i l l e  i va donc ê t r e  : 

O FI 
2 E (M.) = E ~ ~ ( M ~ )  +A 1 [ E (M.) 1 GXdv + E (M ) G ~ ~ v + E ~ ~ ( M ~ )  

0 2  3Y 1 j = 1 3 x  3 Y 3~  j 
A v j  

J 
A v j  A v j y  



Où l e s  fonctions de GREEN G sont définies par les  formules 
(42) (46),  avec : 

II  = "3- "2 

471 

Le calcul du champ électrique inconnu dans l e s  N mail l e s  

nous donne donc u n  système de 3 N équations l inéaires  à 3 N inconnues. 

Ce système d'équations peut s'exprimer sous forme matricielle 

de la façon suivante : 

ou : 

È3 e s t  l e  chairp électrique inconnu dans 1 'anomalie 

È es t  l e  champ primaire dans l'anomalie rayonnée par l e  dipôle source 
P 

A e s t  la  matrice des intégrales des fonctions de GREEN étendues aux 

volumes A v  
j 



7 .  6 - CALCUL D E S  ELEMENTS DE LA M A T R I C E  A & R E S O L U T T O N  DU S Y S T E M E  

MATRI  C I E L  

1. 6 . 1  - CULCUL den ZQmen;tn de lu mataice . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

Nous devons c a l c u l e r  l e s  i n t é g r a l e s  des f o n c t i o n s  de GREEN, 

d é f i n i e s  dans l e  t ab leau  (42) ,  q u i  son t  du t ype  s u i v a n t  : 

Nous d i s t i nguons  deux types de f o n c t i o n s  de GREEN : 

. Les f o n c t i o n s  de GREEN p r ima i resqu i  son t  s i n g u l i è r e s  su r  l e  volume 

d ' i n t é g r a t i o n  ( f o n c t i o n  P e t  ses dé r i vées )  

. Les f o n c t i o n s  de GREEN secondaires q u i  sont  r é g u l i è r e s  su r  V J .  

Dans l e s  deux cas nous a l l o n s  u t i l i s e r  l e s  r e l a t i o n s  qui  e x i s t e n t  

e n t r e  l e s  dér i vées  des f o n c t i o n s  de GREEN p a r  r a p p o r t  aux coordonnées du 

p o i n t  d ' o b s e r v a t i o n  M( x  y z )  e t  l e s  dér i vées  de ces mêmes f o n c t i o n s  p a r  

r a p p o r t  aux coordonnées du p o i n t  d ' i n t é g r a t i o n  (P(x, y, z e ) ) .  

1. 6. la - Cab d a  doncfionh de G R E E N  piumahes 

Nous avons rendu r i g u l i è r e s  ces f o n c t i o n s  en u t i l i s a n t  l ' é q u a t i o n  

d ' HELMOTZ 

2 (n - y  ) P = - 4 ~ 6  

Ces f o n c t i o n s  son t  con t inues  s u r  V 3  au sens des d i s t r i b u t i o n s  1 9 1  liol 
La p r o p r i é t é  de r é c i p r o c i t é  de l a  f o n c t i o n  de GREEN p a r  r a p p o r t  

aux p o i n t s  d ' i n t é g r a t i o n  e t  d ' o b s e r v a t i o n  s ' é c r i t  de l a  façon su i van te  : 



Etud ions  comme exemple 1  ' i n t é g r a l e  s u i v a n t e  : 

F i  gure - 11- ---- 



L ' i n t é g r a t i o n  p a r  r a p p o r t  à x se f e r a  donc analy t iquement  e  
e t  l ' o n  aura : 

avec : 

En e f f e c t u a n t  une démarche analogue pour t o u t e s  l e s  f onc t i ons  de 

GREEN p r ima i res  on se rend compte que tous  l e s  i n t é g r a n t s  son t  r é g u l i e r s ,  

e t  s u r t o u t  que l ' o n  transforme l e s  i n t é g r a l e s  t r i p l e s  en i n t é g r a l e s  doubles 

ou s imples.  

7 .  6 .1  b - C a  d a  doncLioru dc GREEN aecanda&a : 

Les r e l a t i o n s  e n t r e  l e s  dér i vées  pa r  r a p p o r t  au p o i n t  d ' o b s e r v a t i o n  

e t  c e l l e s  p a r  r a p p o r t  au p o i n t  d ' i n t é g r a t i o n  sont  : 

Etudions comme exemple l ' i n t é g r a l e  su i van te  : 

( 5 4 )  app l iquée  à (55 ) donne : 



Nous pouvons de l a  même façon o b t e n i r  une f o r m u l a t i o n  en 

i n tég ra less imp les  ou doubles pour l e s  a u t r e s  i n t é g r a l e s  des f o n c t i o n s  

de GREEN secondaires.  

Nous décr i vons  en Annexe 1 e t  2 l e s  méthodes d ' i n t é g r a t i o n  

u t i l i s é e s  pour  l e s  i n t é g r a l e s  bornées e t  pou r  l e s  i n t é g r a l e s  de O à l ' i n f i n i .  

Nous pouvons résumer l ' ensemble  des i n t é g r a l e s  i n t e r v e n a n t  dans 

l e  c a l c u l  de l a  m a t r i c e  A  dans l e  t ab leau  s u i v a n t  : 



avec : 



La matrice A va donc ê t r e  composée de 9 blocs e t  peut ê t r e  repré- 

sentée sous la forme suivante : 

où u n  bloc Ba,  a et fi représentant 1 'une des variables x y ou z ,  e s t  composé 

de NxN éléments a i j  permettant de déterminer l a  contribution d ' u n  dipôle or ienté  

suivant la direction f3 au champ électrique dans la direction a 

Considérons 1 'élément a i j  d'un bloc BB a 

B a i j  = J' G~ (x. Y .  z . 1  d v i  
J J J  

i  e s t  l e  numéro de l a  maille dans laquelle se déplace l e  point d. 'intégration 

j e s t  l e  numéro de l a  maille dans laquelle se trouve l e  point d'observation. 

La fonction GE e s t  l a  combinaison de fonctions de GREEN 
primaireset de fonctions de G R E E N  secondaires. 

En appelant respectivement t i j  e t  t t i j  la  par t ie  primaire e t  l a  

par t ie  secondaire de a i j ,  ce coefficient peut s ' é c r i r e  : a = t i j  + t t i j .  i  j 

Le volume d' intégration étant l e  même pour chaque maille, 

on peut montrer en examinant les  iritégrales dont l e  tableau figure page 29 

que 1 'on a  toujours : 

e t  s o i t  : 

s o i t  : 



on peu t  donc r e p r é s e n t e r l a  m a t r i c e  A de l a  façon  su i van te  : 

N 
1 

N N 
I 

B où l e s  mat r i ces  T: e t  T l a  son t  des ma t r i ces  t r i a n g u l a i r e s  composées 

respect ivement  des éléments p r i m a i r e s  e t  secondaires d ' u n  b l o c  B@ 
a 

Les d i f f é r e n t e s  ma t r i ces  TB e t  T l 6  sont  composées des 
a a 

éléments tij e t  tIij su i van t s  : 

X m a t r i c e  T~ : - I~ - r 3  m a t r i c e  TI: : - r16 - I~ 



Une symét r ie  généra le  de l a  m a t r i c e  p a r  r a p p o r t  à l a  d iagona le  

p r i n c i p a l e  appa ra î t .  Ce q u i  nous permet de n ' a v o i r  à c a l c u l e r  que l e s  

éléments des 6 b l ocs  t r i a n g u l a i r e s  supér ieures TX +TI:, TY +T':' T: +Tt:, 
X X 

TY +T'Y T; +TI;, T: +TI;. 
Y  Y '  

Dans l ' annexe  3, on montre cornent  on peut  r é d u i r e  l e  nombre 

d '  i n t é g r a l e s  à c a l c u l e r  en f a i s a n t  1  'hypothèse d 'une anomal ie para1 l é 1  i- 

p i  pédi  que. 

La m a t r i c e  A é t a n t  une m a t r i c e  symétr ique, nous pouvons résoudre  

l e  système d ' équa t i ons  l i n é a i r e s  en u t i l i s a n t  l ' a l g o r i t h m e  de CHOLESKI 

q u i  se r é v è l e  suff isamment per formant  pour ce genre de r é s o l u t i o n  de 

système ( v o i r  annexe 4 ) .  

Nous connaissons maintenant  l e  chanp é l e c t r i q u e  inconnu dans 

l ' a n o m a l i e .  Nous pouvons donc c a l c u l e r  l e  champ é lect romagnét ique en 

n '  impor te  quel  p o i n t  du nii 1  i e u  ( 0 ) .  



7 . 7  - CALCUL DU CffAMP ELECTROMAGNET'IQUE TUTAL A LA SURFACE DU SOL 

Nous avons v u  dans l e  paragraphe 1.3 que, quelque s o i t  l a  position 
du récepteur, l e  champ électrique e s t  donné par la  relat ion intégrale  ( 38 ) ,  

que l 'on  peut exprimer sous l a  forme d ' u n  système d'équations l inéa i res  
d'une manière tout  à f a i t  analogue aux relat ions (47) .  

Sous forme matri ci el 1 e ce système s ' é c r i t  : 

= Ê + A 1 (G)  È3 dv 
P 

v 

où (G) e s t  la matrice des intégrales des fonctions de GREEN l i é e  à l a  
position de 1 'anomalie. Les expressions de ces fonctions de GREEN, dépendant' 
du milieu dans lequel on calcule l e  champ électromagnétique,sont donc 
différentes de ce l les  é tabl ies  page 19. 

Fi gure -12- 

Dans ces conditions, e t  compte tenu de l a  relation 
-+ 1 " H =  - R O T E  

Jwu 
l es  expressions d u  c h a p  électromagnétique à l a  surface du  sol sont 
réunies dans l e s  2 tableaux suivants : 



CHAMP ELECTRIQUE 

Exp = - s i n  @ E$ 
P  

E = cos 
Y P  E m ~  

'J2 th(ul) + U2 
Q c o e f f i c i e n t  de s t r a t i f i c a t i o n  Q = 

U1 t h ( u 2 )  + 9 
M Moment magnétique de l ' a n t e n n e .  

Les c o e f f i c i e n t s  a  c  f sont  d é f i n i s  pa r  l e s  f o r m i l e s  (21) ,  
0 0 0  

(31) ,  ( 32 ) ,  (33)  du paragraphe 1.2. 



CHAMP MAGNETIQUE 

(x-x,) w fo ( u * z e - U ~ Z )  
r - - - -  bu; e  J~ ( ~ r )  h2 d ~  



C H A P I T R E  11 
-= -= -= -= -= -= -  

ETUDE PARAMETRIQUE DU RAYONNEMENT D'UN DIPOLE MAGNETIQUE 

VERTICAL (D, M ,  V ,  ) EN MI LI EU STRATIFIE A DEUX COUCHES CONTENANT 

UNE ANOMALIE DE CONDUCTIV ITE  

Nous disposons, depuis quelques années, d 'un  modèle de 

s i  m i l a t i o n  I3 lpermet tan t  de me t t re  en évidence l a  pe r tu rba t i on  du champ 

électromagnétique provoquée par  une hétérogénéi té en ter rée  dans un 

m i l i e u  homogène. 
.. 

Ce modèle numérique nous permet en p a r t i c u l i e r  d ' é t u d i e r  

quant i ta t i vement  une méthode de prospect ion c lass ique : l a  mézhade, 

"dipâle-dipôle" . L  ' émetteur e t  l e  récepteur  sont  deux d ipô les  magné- 

t i q u e s  que l ' o n  déplace à l a  sur face du so l  en maintenant un écar te -  

ment constant.  

Cependant, dans b ien  des cas, l a  présence d 'une couche super f i -  

c i e l l e  peut modi f ier ,  v o i r  supprimer, l a  réponse de l 'anomal ie .  

Not re  Labora to i re  s ' e s t  dé jà  i n té ressé  à 1  ' i n f l u e n c e  d  ' une 

t e l l e  couche sur  l a  réponse de c a r r i è r e s  souterra ines.  Dans l e  cas 

où l ' anoma l ie  a  des dimensions suffisamment grandes pour ê t r e  a s s i -  

m i l ée  à une couche i so lan te ,  l e s  auteurs 1 6 1  1710nt montré qu'une 

couche s u p e r f i c i e l l e  p l u s  conductr ice que l e s  au t res  t e r r a i n s  peut  

masquer tota lement  l a  présence de l ' anoma l ie  i so lan te .  



Cet te  étude a  montre p l u s  précisément q u ' i l  é t a i t  p o s s i b l e  

de " f i l t r e r "  l ' e f f e t  de l a  couche s u p e r f i c i e l l e  en u t i l i s a n t  un  

d i s p o s i t i f  émetteur conçu pour  annu le r  l e  charrp é l e c t r i q u e  au vo is inage  

du récep teur .  

No t re  t r a v a i l  a  c o n s i s t é  dans un p remier  temps à dé te rminer  

l e s  c o n d i t i o n s  paramétriquesoptimalespermettant de d é t e c t e r  une 

anomal ie de dimensions f i n i e s .  Nous avons e n s u i t e  mis en év idence 

l ' i n f l u e n c e  p e r t u r b a t r i c e  d 'une  couche s u p e r f i c i e l l e  de c o n d u c t i v i t é  

e t / ou  d '  épai  sseur va r i ab les .  

Nous é tud ions  e n s u i t e  dans quel  l e  mesure on peu t  é l  i m i n e r  

l ' e f f e t  de c e t t e  couche s u p e r f i c i e l l e  en u t i l i s a n t  l e  d i s p o s i t i f  

émetteur précédent.  

Nous terminons en é t u d i a n t  1 ' i n f l u e n c e  de l a  v a r i a t i o n  de 

1  ' épaisseur  de l a  couche s u p e r f i c i e l  l e . -  



1 7 .  7 - ETUDE P A R A M E T R I Q U E  DE L A . R E P O N S E  D ' U N E  ANOMALZE DONNEE EN 

P R O S P E C T ~ O N  " D I P O L E - D I P O L E "  

Notre Laboratoire a entrepris  récemment de déceler la  présence 

d'anciennes sapes creusées pendant la  lère guerre mondiale, dans la 
zone d'aménagement concertée ( Z . A . C . )  des Marichelles. 

Ces sapes sont des cavités dont les dimensions sont d'environ 

7 mêtres en longueur, 7 mètres en largeur e t  2 mètres en hauteur. Le 

t o i t  de ces chambres e s t  s i tué  à environ 7 mètres de l a  surface du so l .  
(Figure 1) 

Figure - 1 - 

Des études précédentes ont montré que l e  volume de l a  
cavité à étudier ne pouvait pas se 1 imiter aux seules dimensions du 

vide. En e f f e t ,  i l  ex is te  entre  " l e  terrain vierge" e t  l a  cavité 

proprement di t e  une "zone de t ransi t ion" dans 1 aquel 1 e 1 es caractéris- 

tiques du te r ra in  sont modifiées par des phénomènes complexes te l  que 

l e  drainage. 

I l  apparaît empiriquement que l e  volume à prendre en compte 

pour une cavité donnée e s t  environ 8 fo i s  l e  volume réel - ce q u i  

revient à doubler les dimensions de la cavité (ceci suppose qu'aucune 
direction de l 'espace n ' e s t  pr ivi légiée)- .  



I l  en r é s u l t e  que c e t t e  c a v i t é  sera représen tée  pa r  un  

para1 l é l é p i p è d e  de dimensions 15 m:x 15 m x 4 m dont  l e  t o i t  e s t  

s i t u é  à 6 m de l a  su r f ace  du s o l .  

Ce t t e  anomal ie de c o n d u c t i v i t é  n u l l e ,  e s t  en te r rée  dans 

un subst ra tum de conduc t i v i t é .02  mho/m e t  surmonté d 'une  couche 

s u p e r f i c i e l  1  e  d ' épa i sseu r  h  e t  de c o n d u c t i v i t é  ol. 

Nous a l l o n s  s imu le r  l a  méthode de p rospec t i on  " d i p ô l e - d i p ô l e " .  

L 'émet teur  e s t  un d i p ô l e  magnétique v e r t i c a l ,  l e  récep teur  e s t  s o i t  de 

t y p e  magnétique, s o i t  de t ype  é l e c t r i q u e .  Tous deux sont  p lacés  à l a  

su r f ace  du s o l .  Le procédé de p rospec t i on  c o n s i s t e  à déplacer  l e  d i s p o s i t i f  

émet teur- récepteur  su r  l e  t e r r a i n  en gardant  un écartement cons tan t  e t  une 

fréquence de t r a v a i l  f i x é e .  

Nous avons l a  p o s s i b i l i t é  de s i m u l e r  l e s  v a r i a t i o n s  des 3 composantes 

du champ é lect romagnét ique E H H rayonnées p a r  un D.M.V. en f o n c t i o n  de l a  
@ R Z  

d i s tance  R séparant  l ' é m e t t e u r  du récep teur ,  e t  de l a  f réquence du cou ran t  1 

c i r c u l a n t  dans l a  bouc le  éme t t r i ce  ( F i g u r e  2) 

F i gu re  - 2 - ---- 



Nous nous sommes principalement intéressésaux composantes E 4 
et HR qui sont les plus sensibles à une variation de la conductivité 

du milieu encaissant. 

Sur les courbes que nous présentons, nous avons tracé l'indice 

d'anomalie de la quantité mesurée en fonction de X qui est la distance du 

milieu de l'anomalie au milieu du dispositif émetteur-récepteur. 

Nous rappelons la définition de l'indice d'anomalie : 

V : quantité mesurée en présence de l'anomalie 

Vo : quantité mesurée en l'absence d'anomalie. 

Nous avons supposé dans notre développement théorique que 

l'anomalie pouvait être discrétisée en N mailles parallélépipédiques 
à 1 'intérieur desquelles le champ électrique est constant et a pour 

valeur celle prise au centre de la maille considérée. 

Avant d'interpréter les résultats du calcul, i l  faut vérifier 

1 'hypothèse que nous venons de rappeler. Pour ce faire, on fait un 

même calcul en utilisant 2 ou plusieurs découpages possibles choisis 

de telle manière que les mailles élémentaires soient de plus en plus 

petites. 

On définit alors la notion de convergence en admettant que le 

résultat obtenu a convergé vers la solution exacte quand avec deux 

découpages donnés on a obtenu des résultats identiques à quelques 

pourcents près. 



ETUDE DE LA CONVERGENCE DE PROCEDE DE CALCUL 

DECOUPAGE 1 3*3*1 

DECOUPAGE 2 3*3*2 

PLANCHE I 



Nous avorrs successivement découpé n o t r e  anomalie en 9 m a i l l e s  

( 3 x 3 ~ 1 )  pu is  en 18 m a i l l e s  ( 3 x 3 ~ 2 ) .  

Cet te  étude a é t é  effectuée en demi-mi l ieu homogène pour  des 

paramètres géométriques e t  é lec t r i ques  se s i t u a n t  dans l a  moyenne des 

i n t e r v a l l e s  considérés, s o i t  à une fréquence de 20 KHz e t  pour une d is tance 

émetteur-récepteur de 16 m. 

Nous représentons sur l a  planche 1 l e s  i nd i ces  d'anomalie sur 

l e s  p a r t i e s  r é e l  l e s  e t  imaginai res des composantes E e t  HR pour l e s  
9 

2 découpages précédemment d é f i n i s .  

On note que l e  c r i t è r e  de convergence e s t  v é r i f i é  pour l e  

découpage en 9 ma i l l es .  Nous l ' avons  ensu i te  c o n t r ô l é  pour une fréquence 

de 70 KHz qu i  e s t  un cas numérique p lus  défavorable. 

On u t i l i s e r a  donc, par  l a  s u i t e ,  systématiquement ce découpage 

en 9 m a i l l e s  ( 3 x 3 ~ 1 ) .  

La planche I I  montre que l e s  i nd i ces  d'anomalie sur l e s  modules 

du champ é l e c t r i q u e  E e t  sur l e  champ magnétique H R  sont  peu sensib les 
4 

à une v a r i a t i o n  de l a  fréquence dans une bande de 100 Hz à 45 KHz. 

Nous avons,représenté sur  l a  planche I I I  l ' é v o l u t i o n  des modules 

e t  phases du champ électromagnétique rayonné pa r  un D.M.V. en demi -mi l ieu  

homogène en f o n c t i o n  de l a  fréquence. 

On note que l e s  modules de E e t  HR augmentent sensiblement avec 
0 

l a  fréquence t a n d i s  que l e  module de H z  r e s t e  prat iquement constant .  Par 

a i  11 eurs, comme nous 1 ' avons précédemnient rappelé, 1 e champ magnétique Hz 

e s t  peu sens ib le  à l a  v a r i a t i o n  de l a  c o n d u c t i v i t é  t and is  que l e  champ 

magnétique HR y e s t  t r è s  sensib le.  11 en r é s u l t e  donc qu'une mesure expé- 

r imen ta le  de l a  composante H R  se f e r a  dans de me i l l eu res  cond i t i ons  s i  

l ' o n  c h o i s i t  une fréquence dans l e  haut de l a  gamme. En e f f e t ,  s i  l e  

rappor t  HR/HZ e s t  t r o p  f a i b l e ,  une l égè re  e r r e u r  dans l e  posit ionnement 

du récepteur  nous donnerai t  une mesure sans s i g n i f i c a t i o n .  f i  . -, ' .. *- 



ETUDE DE LA - VARIATION DE LA FREOUENÇE 

PLANCHE 11 



CHAMP ELECTROMAGNETIOUE RAYONNE PAR UN DMV EN DEMI-MILIEU 

CMODULE ET PHASE) 

PCH z) 
-160" 

PLANCHE III 



Cependant, pour des considérations purement numériques e t  

tenant compte de la remarque sur la  s t a b i l i t é  des indices 

d'anomalie en fonction de la  fréquence, nous continuerons notre t ravai l  

à une fréquence de 5 KHz. 

11. 7-5 - . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  €Aude de l u  v d u L i o n  de, l u  dhXunce, ~rne~e,uh-nécepXeuh 

La planche IV représente la réponse de l'anomalie en champ 

magnétique HR e t  en champ électrique E pour différentes distances 
@ 

émetteur-récepteur. 

- L'indice d'anomalie en champ magnétique passe par u n  maximum 

pour une distance comprise entre  16 m e t  20 m .  On retrouve l à  u n  résu l ta t  

bien connu en détection magnétique1 1 : 1 a distance émetteur-récepteur 

donnant l e  meilleur taux de perturbation sur l e  champ magnétique e s t  

environ l e  double de l a  profondeur de l'anomalie à détecter.  

- Le maximum d'indice d'anomalie en champ électrique c ro i t  

constamment e t  tend vers une l imite correspondant au taux de perturbation 

créé par une onde plane. 

Sur toutes ces courbes on note que l ' o n  a u n  maximum du taux 
d'anomalie quand l e  récepteur passe au-dessus de l'anomalie. On sonde 

donc sous l e  récepteur. 



ETUDE DE LA VARIATION DE LA DISTANCE EMETTEUR-RECEPTEUR 

PLANCHE IV 



71. 2 - 1NFLUENCE DES CARACTER1ST12UES DE LA COUCHE SUPERFiCZELLE 

Les études menées dans l e  paragraphe précédent nous ont 

permis de déterminer l e s  paramètres de fréquences e t  de distance 
émetteur-récepteur permettant de détecter au mieux notre anomalie. 

Nous allons, dans ces conditions, étudier l ' inf luence de 
l 'épaisseur  e t  de la  conductivité de l a  couche superf ic ie l le .  

Les planches V e t  VI représentent l e  taux d'anomalie en 
champ électrique e t  en champ magnétique respectivement pour différentes 
valeurs de l a  conductivité e t  de l 'épaisseur de l a  lère  couche. 

On note que ces 2 paramètres ont la même influence. L ' e f f e t  
de masque de la  lère couche e s t  d 'autant plus f o r t  que l a  couche 
superf iciel le  e s t  conductrice e t  qu 'e l le  es t  épaisse . Elle joue l e  
rô le  d '  u n  bl indage électrostat ique.  



ETUDE DE LA VARIATION DE LA COWDUCTIVITE DE LA COUCHE SUPERFICIELLE 

PLANCHE V 



ETUDE DE LA VARIATION DE L EPAISSEUR DE LA COUCHE SUPERFICIELLE 

PLANCHE V I  



77 .  3 - U J 7 L Z S A J l O N  D ' U N  D 7 S P O S 7 7 7 F  D E  DEUX €METTEURS C O U P L E S  

Nous allons montrer qu'il est possible de diminuer l'effet de la 

couche superficielle en utilisant un système émetteur composé de deux 

boucl es magnétiques disposées horizontalement sur le sol : une boude 

p t i n d p d e  eX une boucle au-e. La boucl e auxi 1 i ai re placée entre 1 a 
boucle principale et l'émetteur est parcourue par un courant IS tel que 
les modules du champ électrique créés par les 2 boucles à l'emplacement 

du récepteur soient égaux. De plus, ce courant est déphasé par rapport 

au courant circulant dans l'émetteur primaire de telle façon que le champ 

électrique total au voisinage du récepteur soit quasiment nul . 
De cette façon, on élimine en grande partie les courants induits 

au voisinage du récepteur. La planche VI1 montre comment les lignes de 
courants dans le sol sont déformées par l'introduction de l'émetteur auxilaire. 

La quantité mesurée sera évidemment la composante HR du champ 

magnétique. 

Nous al Ions examiner 1 e rôle joué par les deux boucles émettrices. 

- La boucle principale joue le même rôle que dans le cas d'un 
dispositif composé d'un seul émetteur. C'est principalement el le qui va 

exciter l'anomalie. On utilisera un écartement émetteur principal - 
récepteur de 16 m qui est la distance qui donne le meilleur taux d'.anomalie 

sur le champ magnétique HR. 

- La boucle secondaire sert principalement à éliminer les courants 
induits au voisinage du récepteur. Il faut la placer de telle façon que sa 
présence ne perturbe pas le champ électrique dans lknomalie. Nous présentons 

sur la planche VI11 l'influence de la variation de la distance émetteur 
secondaire-récepteur sur le taux d'anomalie en champ magnétique HR. On note 

qu'une distance voisine de 6 m donne le meilleur indice d'anomalie. Nous 

allons maintenant étudier à nouveau l'influence de la variation de la 

conductivité et de l'épaisseur de la couche superficielle sur la réponse de 

notre anomalie excitée par un tel dispositif émetteur. 



REPRESENTATION DES LIGNES DE COURANT DANS LE SOL 

R 

(m. 1 

z 
(m. > DISPOSITIF UN EMETTEUR C ~ I E U  HONOG~E)  

(m.  1 DISPOSITIF DEUX METTEURS COUPLES C ~ I E U  HOMOGENE) 

PLANCHE V I 1  



ETUDE DE LA VARIATION DE LA DISTANCE EMETTEUR SECONDAIRE-RECEPTEUR 

PLANCHE V I 1 1  



La planche. I X  représen te  1  ' i n f l u e n c e  de 1  'épa isseur  e t  de l a  

c o n d u c t i v i t é  de l a  l è r e  couche su r  l e  champ magnétique HR. 

On cons ta te  deux phénomènes impo r tan t s  

- La composante HR e s t  prat iquement  i n s e n s i b l e  à une v a r i a t i o n  

de 1  ' épai  sseur e t  de 1 a  c o n d u c t i v i t é  de 1  a  couche s u ~ e r f  i c i e l  1 e  

quand ces paramètres v a r i e n t  dans une zone compat ib le  avec l a  

r é a l i t é .  (0. < h  < 1 . 5  , 1 <01/02 < 2 5 )  

- Le maximum d ' i n d i c e  d 'anomal ie  augmente d ' e n v i r o n  20 % p a r  r a p p o r t  

à l a  va leu r  obtenue avec un d i s p o s i t i f  composé d ' u n  seul  émetteur.. 

La v a l e u r  du module du champ e s t  e n v i r o n  d i v i s é e  p a r  2, ce champ 

r e s t e  donc t o u j o u r s  mesurable. 

Nous avons mis en évidence de façon  p l u s  n e t t e  l e s  d i f f é r e n c e s  dues 

à l ' u t i l i s a t i o n  d ' u n  d i s p o s i t i f  "1 émet teur"  ou "2 émet teurs"  en t r a ç a n t  su r  

l a  planche X des courbes représen tan t  l ' é v o l u t i o n  des maximums d ' i n d i c e  

d 'anomal ie  su r  l e  champ magnétique HR en f o n c t i o n  de l ' é p a i s s e u r  e t  de l a  

c o n d u c t i v i t ë  de l a  l è r e  couche pour  l e s  d i s p o s i t i f s  p r é c i t é s .  

Le l i e u  de ces maximums e s t  donné pour une d i s tance  m i l i e u  de 

l ' a n o m a l i e  - m i l i e u  du d i s p o s i t i f  émetteur r écep teu r  d ' e n v i r o n  6 m 

( c f .  planches V, V I ,  I X )  . 
Le. d i s p o s i t i f  "2  émet teurs"  permet donc, d 'une p a r t ,  d 'augmenter 

légèrement l a  réponse de l ' a n o m a l i e  e t  d ' a u t r e  p a r t ,  de " f i l t r e r "  une 

couche super f  i c i  e l  l e  de t e r r a i n .  



IaCH > 
% 

PLANCHE- IX 



disposit i f  un emetteur 

H=lrn .  

d i spoo i t i f deux eme t t eur s 

d i spos i t i f deux ena t t eurs 

i /' - rrl 



Tl. 4 - ETUDE DE LA VARZATlOM DE L'EPATSSEUR DE LA COUCHE SUPERFIClELLE 

Nous allons maintenant aborder une structure de terrain un peu 
plus complexe. Nous allons supposer que l a  couche superficielle de terrain 
présente une variation dfGpaisseur non négligeable. 

La Figure 5 représente üne structure géologique où la couche 
superficielle presente une atigmentatfon puis une diminution de son 
épaisseur. 

Figure - 5 - ----- 

17. 4-1 - L h t i A x t i o n  due lî &a s;tt'Luc;twLe d u  madMeb clltiecsér, -------------------.-*------------------------------- 

Dans le paragraphe précédent ~ ~ u s  avons montré qu'un dispositif 
de 2 émetteiirs couplés peut f ll trer une couche homogène ayant jusqu'à 
2 m d'epaisseur. Dans ces canditio~s une anomalie enterrée est toujours 

décelable. Le seul mojep de s.irnuler une varf ation d'épaisseur est de 
représenter cette v r : i h t  i ~ i r  pai' i rne  anomij.? ie col I@e à 1 'interface inf ërieur 
de l a  couche. 

Mais le modèle numériqbe dont nous disposons ne n&s permet pas 
de sfrniller r4n milieu a d e i ~ x  terrda'nz; contenarit deux anomalies de conduc- 
tivité différente r-ilterrées dans l e  substratum, à savoir une premiere 



collée à l'interface inférieur de la couche superficielle et ayant 
la même conductivité que celle-ci et une anomalie de conductivité nulle 
plus profondément enterrée représentant une sape par exemple. 

Dans cette partie nous nous sommes donc limité a étudier 
l'influence d'une variation d'épaisseur sur le champ primaire rayonné 
par la ou les boucles dans le milieu sans anomalie. 

De plus nous n'avons pas la possibilfté de simuler une remontée 
du socle. En effet, pour ce faire, i l  faudrait introduire dans la première 
couche une anomalie de même conductivité que celle du substratum, repré- 
sentant la variation d'épaisseur de cette couche. Le fait de placer 

1 'anomal ie non plus dans le substratum mais dans la lère couche nous 
obligerait à Gtablir les expressions des nouvelles fonctions de GREEN 
d'une façon similaire au chapitre 1. Ceci constitue une extension possible 
de notre modèle. 

Nous n'allons donc aborder que le cas d'une augmentation de 
1 'épaisseur de la' couche superficielle. 

Les paramètres de prospection (fréquence, distance émetteur- 
récepteur) sont ceux utilisés pour détecter les sapes dont nous avons 
parlé dans les paragraphes precédents, 

Nous allons envisager le caç où la variation d'épaisseur se 
produit sur une distance petite devant la distance émetteur-récepteur, 
et ensui te le cas contraire. 

11. 4-2 - .--------..- Lic vcetrLatioY~ --.- C i V E p w h h c ~ / t  ae p ~ o d i ~ i - t  a m  --.- --- une -------- dinmce -- 
:J, LLte devant  &a di~Zanc~e érn&wtr-trécepteuh --------------------------------------- ---- 

Pour ce faire, nous avons représente cette varlatisn d'épaisseur 
par une petite anomalie de 4 m sur 4 m et de 50 cm de hauteur collée à 

une couche âuperf?ciclle de 1 m d'epaisçeur (figure 6) 



Figure - 6 - 

La planche XI nous donne la réponse d'une telle anomalie excitée 
successivement par un dispositif composé d'un émetteur unique (méthode 
"dipôle-dipôle" classique) et par un dispositif composé de deux émetteurs 
couplés. . 

Nous allons tout d%bord donner deux définitions : on appellera 

1 respectivement "effet émetteur" et "effet récepteur" la réponse de l'anomalie 
quand l'émetteur ou le récepteur passe au dessus de celle-ci. 

Etudions les deux courbes de la planche XI : . 

Cas de l'émetteur unigue ..................... 
La distance émetteur-récepteur (16 m) étant grande devant la 

longueur de 1 ' anomalie (4 rn) , on peut distinguer nettement 1 'effet émetteur 
de 1 'effet récepteur. 

L'effet énetteur (intervalle I A  BI) a l'allure d'une portion de 
sinusorde, et passe par zéro quand l'émetteur est au dessus de l'anomalie. 
Par contre, 1 'effet récepteur (interval le [ C  DI ) a 1 'allure d'une courbe de 
résonnance ayant son maximurn quand ' Te rëcepteur passe au mi 1 ieu de 1 ' anomal ie. 

l On remarque que ces deux effets sont du même ordre de grandeur. 
Mais quand on enfonce l'anomalie plus profondément ce phenornene est moins 
net. L'effet récepteur devient prépondérant devant l'effet emetteur. On peut 
comparer aux courbes de la planche I où l'on note une legère bosse due à 

l'efcet émetteur. 



Cas des deux émetteurs coueles .......................... ."-- 

On retrouve sur ce t t e  courbe dist inctement l e s  deux e f f e t s .  

L ' e f f e t  émetteur v o i t  son i n t e n s i t é  quasiment doublée e t  accuse une remontée 

( i n t e r v a l  l e  I A ' B  '1 ) quand 1 'émetteur secondaire passe au dessus du cent re  de 

l 'anomalie. Par contre, l ' e f f e t  rgcepteur es t  presque nu l .  Ceci confirme bfen 
l e s  a f f i rmat ions  des paragraphes precédents r e l a t i v e s  au fonctionnement du 

" d i s p o s i t i f  à deux émetteurs" qu i  permetci ' e l  iminer en p a r t i e  l e s  courants 

i n d u i t s  au voisinage du récepteur. 

Ce systeme e s t  d ~ n c  p lus  sensible à l a  présence de p e t i t e s  hét6ro- 

généi tes  conductrices sous 1 'émetteur, que l e  d i s p o s i t i f  composé d'un seul 

émetteur, par contre une t e l l e  anomalie n ' es t  pas détectable s i  e l l e  e s t  à 

proximité du récepteur. 

17.  4-3  - La v a a t t  d ' E @ ~ e . w t .  se podLU;t QU& une 
----.S.----------.. --------es- -------------- 

Pour représenter une t e l  1 e conf igurat îon,  J 1 f aud ra i t  coller 
à 1 ' i n t e r f ace  i n f e r i e u r  de l a  couche super f ic leT le  une anomalie de 

grande t a i l l e .  Ceci suppose que l ' o n  puisse decouper ce t t e  anomalie en 

un nombre important de mai 11 es ( 190). O r ,  pr incipalement pour des 
ra isons de temps ca lcu l ,  not re  nioclele s t r a t i f i é  ne nous permet pas de 

t r a i t e r  un t e l  cas, 

Une aut re  so lu t i on  s e r a i t  d ' u t i l i s e r  l e  modèle m i l j e u  Rcmagene 13 I 
avec lequel on peut, simuler des vcillu:nes Jnportants, e t  de donner à 

1 "nomalie l a  forme su ivdn té  (593rire 7 )  



PLANCHE X I  - 



Dans ce cas, l e  f a i t  que 1  'émet teur  " c o l l e "  à 1  'anomal ie  

pose un gros problème. En e f f e t ,  l e  g r a d i e n t  de champ é l e c t r i q u e  

au vo i s i nage  de l ' é m e t t e u r  e s t  impor tan t  e t  nous se r i ons  o b l i g é s  de 

découper l ' anoma l i e  en un nombre t r è s  impo r tan t  de m a i l l e s  pour  a v o i r  

un procédé de c a l c u l  q u i  converge 1181. 

Nous nous sommes donc l i m i t é  à é t u d i e r  l ' é v o l u t i o n  du champ 

p r i m a i r e  en f o n c t i o n  de 1  ' épa i sseu r  de l a  couche s u p e r f i c i e l l e  en 

u t i l i s a n t  l e s  d i s p o s i t i f  1 émet teur  e t  2 émetteurs.  Nous présentons 

ces r é s u l t a t s  sur  l a  p lanche X I I .  

Nous remarquons que l e  champ p r i m a i r e  augmente de 20 % en 

u t i l i s a n t  un d i s p o s i t i f  2 émetteurs,  quand l a  couche passe d 'une 

épaisseur  de O m  à 2 m. 

Considérons l a  s t r u c t u r e  su i van te  : ( F i g u r e  8) 

air 

F i a u r e  - 8 - 

S i  1  ' i n t e r v a l  l e  1 %  C 1 e s t  grand devant l a  d i s t a n c e  émet teur- récepteur ,  

I l e  champ p r i m a i r e  d s v r a i t  évo lue r  d'une façon  l e n t e  de l a  v a l e u r  obtenue 

avec une couche homogène de i m jusqu 'à  l a  v a l e u r  obtenue avec une 

couche de 2 ni. 

l Dans ce cas, l a  v a r i a t i o n  du champ magnétique due à !a 

l présence d ' u r ~ e  anonial ie e n t e r r é e  d e v r a i t  donc se m a n i f e s t e r  p a r  une 

5 , . $  . v a r i a t i o n  l o c a l e  se siiperposant à l a  v a r i a t i o n  l e n t e  du champ p r i m a i r e .  



ETUDE DE L INFLUENCE DE L EPAISSEUR DE LA COUCHE SUPERFICIELLE 

SUR LE CHAMP HAGNETIOOE PRIMAIRE HE 

d i spos i t i f un eme t t eur 

d i spos i t i f deux emot t eur s 

5  IO-^ . 
O 

J 

Ei= .d 'i. 1.5 2. H 
(m.  > 

PLANCHE XII 



, V E R I F I C A T I O N  NUMERIQUE ET  LXPERIMENTALE DES MODELES 

NUMERIQUES U T I L I S E S  
\ 

Au cours de notre t ravai l  nous avons u t i l i s é  deux modèles 
numériques permettant de simuler 1 '  influence d "ne anomal i e  sur  l e  
champ électromagnétique rayonné par  une boucle magnétique horizontale. 
Dans l 'un des modèles "modèle milieu homogène" l 'h6térogénéité e s t  
enterrée dans u n  demi-milieu homogène, e t  dans l e  deuxième, "modèle 
milieu s t r a t i f i é " ,  e l l e  e s t  enterrée dans u n  t e r ra in  s t r a t i f i é  à deux 
couches. 

11 fau t  tout d>bord noter que nos deux modèles donnent des 
résu l ta t s  analogues quand dans l e  modèle s t r a t i f i é  on affecte à l a  
conductivite de l a  première couche la mgme valeur q u ' à  cel le  du 

substratum. 

De plus, des experiences f a i t e s  dans notre laboratoire sur 
cuve analogique en champ électrlque ont montré une bonne corrélation 
avec les  résu l ta t s  obtenus avec l e  modèle mil ieu homogèn el 1 .  

I I  nous paraît  intéressant de donner quelques élCments de 
comparaison zvec l es   résultât,^ que l 'on  peut trouver dans l a  
1 i t té ra ture .  

Nous avons choisi deux nouvelles vérif9ralioris avec deux auteurs 
étrangers : 
- une vérificatior! numérique e n  se référant aux resu l ta t s  obtenus par 

HOHMANN 1 1 



- une v é r i f i c a t i o n  expérimentale en comparant aux nôt res  l e s  r é s u l t a t s  

donnés par GAUR, VERMA e t  GUPTA / 161 1 l7 1 q u i  o n t  développé une étude 

analogue à l a  no t re  sur  cuve rhéographique t r id imens ionne l le .  

Le premier exemple nous permet de conf i rmer l a  v a l i d i t é  de 

no t re  modèle t r id imens ionne l  en m i l i e u  homogène, tand is  que l e  

deuxième, s i  mulant une prospect ion aéroportée, nous permet de v é r i f i e r  

no t re  modèle en m i l i e u  s t r a t i f i e .  

Les courbes que nous avons tracées, représentent  l a  v a r i a t i o n  
s n du rappor t  HZ/HZ en f o n c t i o n  de l a  d is tance x séparant l e  m i l i e u  de 

l 'anomal ie  du m i l i e u  du d i s p o s i t i f  émetteur-récepteur. 

H; es t  l e  champ magnétique v e r t i c a l  d i f f r a c t é  par 1 'anomalie à 

l a  sur face du so l .  

H; e s t  l e  champ magnétique rayonné par  une boucle dans un m i l i e u  

homogène ayant 1 es c a r a c t é r i  s t iques électromagnétiques de 1 ' a i  r i  

Dans l 'approx imat ion  des t r è s  basses fréquences HZ" e s t  donné 

pa r  l a  r e l a t i o n  suivante : 

I : e s t  1 ' i n t e n s i t é  du courant parcourant l a  boucle d 'émiss ion - 

R : e s t  l a  d is tance ho r i zon ta le  séparant 1 'émetteur du p o i n t  de 

récept ion .  



H O H M A N N ~ ~ ~  , dans 1  ' a r t i c l e  auquel nous fa i sons  référence,  

a é tud ié  l a  c o n f i g u r a t i o n  d é c r i t e  sur  l a  F igure  1. 

Oh. 

Figure  - 1 - 

Nous avons simulé c e t t e  anomalie conductr ice en u t i l i s a n t  

l e  même découpage qu1HOHMANN : s o i t  96 m a i l l e s  ( 2 x 8 ~ 6 ) .  

Nous présentons sur  l a  planche X I I 1  l e s  r é s u l t a t s  dlHOHMANN 

e t  ceux obtenus avec l e  modèle m i l i e u  homogène 131 

177. 2 - VERT FlCATZON EXPERZMENTALE - 

GAUR, VERMA e t  GUPTA, dans deux a r t i c l e s 1  l 6 I  l 7 I  déc r i ven t  

un modèle analogique leur permettant  de s imuler  une prospect ion  aéro- 

portGe. 



- 66 - 
VERIFICATION NUMERIQUE DU MODELE MILIEU HOMOGENE 

PLANCHE XIE1 



Nous avons choisi comme élément de comparaison la configuration 

suivante (p 599 de 16 1 

Figure - 2 . -  ---.-.-- 

Dans ce cas, nous avons utilisé notre modèle stratifié en 
assimilant la première couche a la tranche d'air comprise entre la 
surface de l'électrolyte et le dispositif émetteur-récepteur. 11 

nous a fallu diviser. le parallë1ipl"pède considéré en 18 mailles. 

La planche XIV nous montre qu'un modèle analogique nous donne 
des resultats identiques à ceux obtenus avec un modèle numérique 
similant une structure analogue. 

Toutes ces vérifirations ncus permettent de confirmer la 
validité des résultuts oSterius 5: ec nos deux modèles numériques. 



VERIFICATION EXPERIMENTALE DU MODUE MILIEU STRATIFIE 

I I 

Partie reelle ( X )  
4. O 6, 

6 - X - 
R 

F= 1 QOMm 
6,- t 8mho/'m. 
~ ~ ~ 2 6 . 3  I ~ ' ~ i ~ i o / n .  

I__ MQDELE GAUU 

MODELE W E U  STRATIFIE 

Partie imaginaire C%) 

- 1 
X - 
f? 

PLANCHE X I I  



C O N C L U S I O N  

- . - a -  s - . - a - . -  . . . . . .  

Au cours de ce t r a v a i l  nous avons t o u t  d ' a b o r d  e l abo re  un 

modèle numérique permet tan t  de modé l i se r  l e  rayonnement d ' u n  d i p ô l e  

magnétique v e r t i c a l  dans un m i l i e u  à deux couches contenant  une 

anomal i e .  

La p r i n c i p a l e  d i f f i c u l t é  ë t a i t  de c a l c u l e r  l e s  i n t é g r a l e s  

de SOMMERFELD. Nous avons inis au p o i n t  une procédure d ' i n t é g r a t i o n  

adaptée au domaine d e  v a r i a t i o n  de nos paramPtres, permet tan t  d ' o b t e n i r  

l e  r é s u l t a t  en un temps e t  avec une p r e c i s i o n  tres s a t i s f a i s a n t e .  

Nous avons montré que l e s  r e s u l t a t s  que donne ce modèle son t  

t o u t - à - f a i t  analogues à ceux que l ' o n  peut  t r o u v e r  dans l a  l i t t é r a t u r e .  
\ 

Ce modèle nous a s e r v i  à s imu le r  une méthode de p rospec t i on  

c lass ique ,  l a  méthode "d i po le -d i pô le " .  Nous avons montré qu 'avec une 

t e l l e  méthode, une couche conduc t r i ce  de su r f ace  p o ü v a i t  masquer une 

hé té rogéné i t é  en te r rée .  Cependant, l ' u t i l i s a t i o n  d ' u n  d i s p o s i t i f  

émet teur  compose de deux bouc les magnetiques peut  " f i  1  t r e r "  c e t t e  

couche de façon  t r è s  s a t i s f a i s a n t e .  

Nous avons abordé f i na lemen t  l e  problème de l a  v a r i a t i o n  

de l ' é p a i s s e u r  de l a  couche s u p e r f i c i e l l e .  S i  c e t t e  v a r i a t i o n  

d ' épa i sseu r  se p r o d u i t  su r  une d i s tance  grande devant l a  d i c t  -> ance 

émet teur  récep teur ,  n o t r e  d i s p o s i t i f  de f i l t r a g e  d e v r a i t  ê t r e  i n s e n s i b l e  

à ce phénomène. P a r  contre, une v a r i a t i o n  l o c a l i s é e  p e u t  r end re  l e s  

r é s u l t a t s  d i f f i c i l e m e n t  i n t e r p r é t a b l e s .  

C ' e s t  dans c e t t e  d i r e c t i o n ,  à s a v o i r  v é r i f i e r  l e s  hypothèses 

émises & ce s u j e t  que 4 c v r a i t  s 'o r ien te : -  l e  prolongement de c e t t e  

étude, 

De p lus,  nous comptons sur  des v e r i f l c a t i o n s  expér intentales 

prochaines pour  c o n c ï e t i s e r  nos r i s u l t a t s .  
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A N N E X E  7 
- . - . - . - . - 

a . . .  

CALCUL DES INTEGRALES DE VOLUME 

Nous avons à c a l c u l e r  des i n t é g r a l e s  de l a  forme su i van te  : 

Nous avons vu que 1 ' on  p o u v a i t  t rans fo rmer  ces i n t é g r a l e s  t r i p l e s  

en i n t é g r a l e s  doubles ou simples. 

L 'emp lo i  d 'une quadra tu re  de GAUSS s ' e s t  r e v é l é e  suf f isante.  En 

e f f e t ,  l es  i n t é g r a n t s  son t  suff isamnient r é g u l i e r s  s u r  l e  domaine d ' i n t é -  

g r a t i o n  pour  que l ' o n  pu i sse  f i x e r  l e  nombre d ' a p p e l s  de f o n c t i o n s  a f i n  

d ' o b t e n i r  une p r é c i s i o n  donnee. 

Nous avons u t i  1  i s e  une quadra tu re  d i  t e  de G A U S S - L E G E N D R E [ ~ ~ ~  q u i  

s ' é c r i t  : 

f ( x )  dx = HKf  ( x K )  
K= 1 - 1 

xK e t  HK son t  respect ivement  l e s  absc isses e t  po ids  de l a  quadrature de 

GAUSS-LEGENDRE en n p o i n t s .  Appl iquée à un i n t e r v a l l e  l a  b l  e l l e  . s ' é c r i t  : 

Ib b - .a n  
f ( x )  dx = I. HKf ( a;b a-b 

K= 1 + 7 X ~ )  
a  

Nous u t i l i s e r o n s  donc c e t t e  quadrature pour  l e s  i n t é g r a l e s  s imp les  

e t  nous l ' a p p l i q u e r o n s  2 f o i s  pour l e s  i n t é g r a l e s  doubles. 

Une étude parametr ique nous a permis de c h o i s i r  l ' o r d r e  de c e t t e  

quadrature.  Une quadrature en 2 p o i n t s  s u f f i t  pour  l e s  f o n c t i o n s  de GREEN 

secondaires e t  nous avons u t i l i s é  une quadra tu re  en 4 p o i n t s  pour  l e s  

f o n c t i o n s  de GREEN p r ima i res .  



A N N E X E  2 
- .- .- .- .- .- . . . . .  

CALCUL DES INTEGRALES de SOMMERFIELD 

Les i n t é g r a l e s  de SOMMERFIELD que nous devons c a l c u l e r  sont de 

l a  forme suivante : 

z e t  r sont respectivement l a  côte e t  l a  d is tance ho r i zon ta le  d é f i n i e s  

sur  l a  f i g u r e  1. 

I Fiqure  - 1 - 

J : f o n c t i o n  de BESSEL d ' o r d r e  O ou 1 
u = JX2+r2- R(u) > O 

y2= j w l m  constante de propagation 

f : f r a c t i o n  r a t i o n n e l l e  dépendant de h 

La méthode d ' i n t é g r a t i o n  que nous a l l o n s  développer e s t  adaptée 

aux cond i t ions  d ' e x p l o i t a t i o n  de no t re  modèle numérique. 

La d is tance ho r i zon ta le  r v a r i e  de 1 m quelques centa ines de 

mètres, e t  l a  fréquence de 1 Hz à 100 KHz. 

Ces r e s t r i c t i o n s  paramètriques nous permet tent  de d é f i n i r  d 'une 

façon assez p réc i se  l e  comportement de l ' i n t é g r a n t .  

La f o n c t i o n  de BESSEL e s t  une f o n c t i o n  o s c i l l a n t e  lentement 

décro issante dont on connaî t  par fa i tement  l e s  zéros. 



Le facteur u devenant rapidement réel dans ces conditions de 
fréquence, 1 e comportement sinusoïdal de 1 'exponentiel 1 e eUZ est négl i - 
geable devant celui de la fonction de BESSEL. Le terme eUZ a donc un 
comportement essentiellement exponentiel réel. 

- La fonction f est une fonction qui ne présente pas de pôles proches de 
1 ' axe réel et qui a un comportement en l/hn (n=O, 1,2,3) . 

Nous pouvons donc avoir deux comportements extrêmes de l'intégrant 
suivant la valeur du rapport z/r. 

Si ce rapport a une valeur très grande l'intégrant va avoir un 
comportement essentiellement exponentiel. 

Si ce rapport est nul, l'intégrant aura un comportement sinusoïdal 
dont la décroissance sera donnée par f(A). 

Nous illustrons ces deux cas en étudiant une intégrale dont on 
connait le résultat analytique : 

e -AR JO (Ar) h dA = 

avec : R = J r 2  + 22 

Nous avons tracé sur les figures 2 et 3 le comportement de la 
partie réelle et de la partie imaginaire de 1 'intégrant en faisant varier r 
pour un R fixé. Ce qui revient à déplacer le point d'observation sur un 
quart de cercle centré en O et de rayon R. La valeur de l'intégrale est 
donc toujours la même. 

Sur la figure 2, nous représentons le comportement de la partie 
réelle de l'intégrant en fonction de la variable d'intégration A. 

On note bien l'évolution du comportement de l'intégrant qui passe 
d'un comportement sinusoïdal lentement décroissant à un comportement 
essentiellement exponentiel. 



COMPORTEMENT DE L INTEGRANT EN FONCTION DU RAPPORT U R  

FIGURE -2- 

PARTIE IMAGINAIRE 
1 U R - O .  
2 Z / R = l .  
3 ZIRg2.6 

FIGURE -3- 



La p a r t i e  imag ina i re  représentée su r  l a  f i g u r e  3 a  un 

comportement essent ie l lement  exponent ie l ,  qu i  v i e n t  du f a i t  que 

dans l e  domaine de v a r i a t i o n  de nos paramètres physiques, l e  f a c t e u r  

u  dev ien t  rapidement r é e l  e t  il en e s t  donc de même pour l ' i n t é g r a n t .  

On note que su r  l a  l è r e  arche de l a  f o n c t i o n  de BESSEL, 

c ' e s t - à - d i r e  e n t r e  l ' a b s c i s s e  O e t  c e l l e  du l e r  zéro de l a  f onc t i on  

de BESSEL l a  p a r t i e  r é e l l e  e t  l a  p a r t i e  imag ina i re  a  un comportement 

semblable quelque s o i t  l a  va leur  du rappor t  z / r .  

Il p a r a i t  donc poss ib le  d ' i n t é g r e r  c e t t e  f o n c t i o n  complexe 

sans séparer p a r t i e  r é e l l e  e t  p a r t i e  imag ina i re  ce qu i  é v i t e  un 

développement ana ly t i que  lourd .  

Nous avons donc é tud ié  2 procédures d ' i n t é g r a t i o n s  l ' u n e  

permet tant  d ' i n t é g r e r  une fonc t i on  o s c i l l a n t e  lentement décroissante, 

l ' a u t r e  permettant d ' i n t é g r e r  une f o n c t i o n  à comportement for tement  

exponent ie l ,  dans ce cas, t o u t e  l ' i n f o r m a t i o n  e s t  concentrée sur  un 

i n t e r v a l l e  de l a rgeu r  t r è s  f a i b l e .  

Chacune de ces procédures gère 3 modules d ' i n t é g r a t i o n  de base : 

- hègle de SIMPSON 

- t è g l e  d a  TRAPEZES 
- qua&cttwie de GAUSS-LEGENDRE. 

Dans l e  cas des quadratures de NEWTON-COTES (Simpson e t  Tes t rapèzes)  

nous avons appl iqué des ex t rapo la t i ons  q u i  permet tent  donc d ' a t t e i n d r e  l e  

r é s u l t a t  avec l a  p r é c i s i o n  demandée p lus  rapidement, pour  une masse de 

c a l c u l  analogue. 

Nous avons u t i l  i s é  1  ' e x t r a p o l a t i o n  de RICHARD SON^^^^ pour Simpson 

e t  1 ' a l  g o r i  thme de ROMBERG pour 1  es trapèzes. 

I Fiaure  - 4 - 



Nous verrons par la suite que l'on intégrera la fonction sur 
un certain nombre de segments numérotés par exemple comme sur la figure 4. 

La contribution d'un intervalle pouvant être d'un ordre de 
grandeur différent de la contribution d'un autre intervalle, nous 
avons défini une précision dynamique que nous avons appliquée aux 
quadratures de NEWTON-COTES. 

Supposons que l'on intègre la fonction sur les intervalles 1,2,3 ... 
l'intégration sur l'intervalle 1 se fera en demandant une précision relative 
EPS. Nous définissons alors une précision absolue sur la partie réelle et 
sur la partie imaginaire fonction du résultat et de EPS. L'intégration sur 
le 2ème intervalle se fera donc en précision absolue. En cours de calcul 
nous estimons l'ordre de grandeur du résultat. S'il est supérieur au 
résultat de l'intégration sur l'intervalle précédent nous continuons le 
calcul avec la précision relative EPS, sinon nous continuons avec la 
précision absolue que nous nous sommes définies. Et de même pour les 
intervalles suivants. 

Nous allons maintenant décrire les 2 modules d'intégration mis 
au point pour les 2 comportements extrêmes de l'intégrant. 

1 - Ca du cornpo~emevct exponent ie l  de l'intZg4ant ---------- ----------- - - - - - - - - - -a- - - - - - -  ---- 
Ce cas correspond à une valeur grande du rapport z/r. L'information 

est concentrée sur un intervalle qui peut être très étroit. 

Nous avons donc utilisé un découpage logarithmique que nous avons 
déterminé expérimentalement. Nous appliquons la règle de Simpson sur chacun 

de ces intervalles, le test de sortie se faisant en comparant le résultat 
de l'intégration sur un intervalle à la somme des résultats de l'intégration 
sur les intervalles précédents. 

Les résultats obtenus se sont montrés satisfaisant dans la zone 
de variation de nos paramètres physiques. 



2 - Ç a  du carnpa/Ltement: uhcittant Lentement d é c r r a ~ ~ a n t  de l'Lnt&grrunt ---------- .................................................. ---- 

La procédure mise au p o i n t  e s t  basée sur  l a  méthode d ' a c c é l é r a t i o n  

de convergence de GRAY-AT CHI SON^ l2 1 . Nous a l  l ons  t o u t  d 'abord d é c r i r e  

brièvement c e t t e  méthode. 

S o i t  à c a l c u l e r  l ' i n t é g r a l e  1 = f ( x )  dx I 
où f e s t  une f o n c t i o n  r é e l l e  o s c i l l a n t e  lentement décro issante.  

S o i t  F(T) = T f ( x )  dx une f o n c t i o n  q u i  tend vers  S quand T -+ 
Ja 

On pose R(T, K) = f -# avec f ( T )  # O K > O 

S i  il e x i s t e  K t e l  que R(Ty K ) - . - + R ( K )  # 1 

on d é f i n i t  l a  t rans format ion  l i n é a i r e  su ivante  q u i  e s t  l a  base de c e t t e  

méthode : 

On montre aussi  que dans ce cas G converge vers S e t  p l u s  

rapidement que F. 

A p a r t i r  de l a  s é r i e  F(T) , F(T+K), . . . F(T+nK) nous a l l o n s  

donc c o n s t r u i r e  une s é r i e  G(Fy Ty K) .... qu i  converge p l u s  v i t e .  

Cet te  "G Transformation" peut  se généra l i se r  à une "Gn t rans-  

format i on" en cons t ru isant  une s u i t e  de sé r ies  parentes qu i  

convergent p l  us v i t e .  

C 'es t  c e t t e  "Gn t ransformat ion"  que nous avons mis en oeuvre, 

Nous l ' avons  appl iquée séparément à ' la p a r t i e  r é e l l e  e t  à l a  p a r t i e  

imag ina i re  de l a  f onc t i on .  

11 nous r e s t e  à déterminer l e s  2 paramètres K e t  T. 

Le paramètre K d o i t  ê t r e  t e l  que : 
f T+K R(K) = l i t n  -+d quand T + m 

On peut  exprimer l ' i n t é g r a n t  sous l a  forme : 

f ( T )  = g ( T )  Jn(Tr )  n - O  1 

g(T) e s t  t e l l e  que g -+ 1 quand T -+ w 



J n ( T r )  + J i n  cos (Tr  - V - )  quand T + m 

?r Tr 

on a alors : 

R ( K )  = lim cos (Tr  t K - i n / 4 )  

cos(Tr - in/4) 

On remarque que K = n nous donne dans tous les  cas R ( K )  = - 1 

Nous choisirons donc K = T .  

Fi gure - 5 - 

T a é t é  choisi expérimentalement : 

Dans l e  cas où JO intervient : T = 2 n 
II où J1 intervient : T = 5 n / 2  



Nous devons donc i n t é g r e r  l a  f o n c t i o n  de O à T p u i s  de T à T -fi K .  

Sur l e s  i n t e r v a l l e s  (T, T+K) . . . l a  fonc t i on  a  un comportement suffisamment 

r é g u l i e r  pour que l ' o n  puisse u t i l i s e r  une quadrature de GAUSS-LEGENDRE. 

Nous avons c h o i s i  une quadrature en 8 po in t s .  

L ' i n t é g r a t i o n  de O à T se f a i t  sur p lus ieu rs  i n t é g r a l e s  q u i  o n t  

é t é  déterminées de façon expérimentale. 

On découpe l a  l è r e  arche en 4 i n t e r v a l l e s ,  l a  2e en 2  intervalle^, 

On appl ique l a  r è g l e  de Simpson sur  l e  l e r  i n t e r v a l l e  e t  l a  r è g l e  des trapèzes 

sur  l e s  suivants.  

Nous donnons un exemple d ' a p p l i c a t i o n  de n o t r e  méthode d ' i n t é g r a t i o n  

sur l a  f o n c t i o n  eUZ Jo (h r )h  dont  l e  r é s u l t a t  e s t  l a  f o n c t i o n  e - ~ ~  . - 
u R 

3 
Nous faisons v a r i e r  l e  rappor t  z / r  pour un R f i x e ,  où R = 

Pour chacun des r é s u l t a t s  nous donnons l e  nombre d 'appel  de f o n c t i o n  

a i n s i  que l a  p r é c i s i o n  obtenue sur l a  p a r t i e  r é e l l e  e t  sur  l a  p a r t i e  

imaginai re.  

e 3 b S t - 0 7  
8 2 1 5 t ~ 0 7  
e 4 9 5 E - O b  
w4' I6ER97 
w 1 5 7 E - 0 7  
161r9t-UB 
* 1 6 7  t " 0 6  F = 10 KHz 
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OPTIMISATION DU CALCUL DES ELEMENTS DE LA MATRICE A 

Nous avons montré dans l e  § 6 du c h a p i t r e  1, q u ' i l  s u f f i t  de 

conna î t r e  l e s  éléments de 6 b l o c s  diagonaux supér ieurs  pour  conna î t r e  

en t iè rement  l a  m a t r i c e  des i n t é g r a l l e s  des f o n c t i o n s  de GREEN. 

Nous rappelons que chaque bloc, de dimension N, e s t  composé 

d 'é léments aij qu i  sont  des i n t é g r a l e s  de f o n c t i o n s  de GREEN. L ' i n d i c e  i 
e s t  l e  numéro de l a  m a i l  l e  où se déplace l e  p o i n t  d ' i n t é g r a t i o n ,  e t  

l ' i n d i c e  j e s t  l e  numéro de l a  m a i l l e  au c e n t r e  de l a q u e l l e  se t r ouve  

l e  p o i n t  d 'observa t ion .  

Nous a l l o n s  t o u t  d 'abord  nous d é f i n i r  une numérotat ion des m a i l l e s .  

S o i t  une anomal ie para1 l é 1  i p i péd ique  composée de N mai 1  l e s  avec 

N = NX.NY.NZ 

NX : nombre de ma i l  l e s  s u i v a n t  1  a  d i r e c t i o n  OX 

NY : nombre de m a i l l e s  s u i v a n t  l a  d i r e c t i o n  OY 

NZ : nombre de m a i l l e s  su i van t  l a  d i r e c t i o n  OZ. 

Pour s i m p l i f i e r  l e s  e x p l i c a t i o n s  nous a l l o n s  u t i l i s e r  une 

anomalie de 27 m a i l l e s  (3,  3, 3 ) .  



Cette anomalie comporte 3 tranches suivant la  direction OY.  

Nous numérotons successivement chacune de ces tranches comme s u i t  : 

& z  
lère  tranche 

4 
3ème tranche 

10 

11 

12 

les  éléments d'un bloc vont ê t r e  rangés de la  façon suivante : 

u n  élément a i j  correspondra donc à l ' inf luence de la  maille i sur la 
maille j .  

z 
&me tranche 

13 

14 

15 

11 e s t  important de noter que les  coordonnées du point d'observation 
e t  ce l les  du  point 'd ' intégrat ion apparaissent dans l e s  fonctions de GREEN 

sous la forme de distances. C'est-à-dire sous les  formes : 

xi-xj, yi-yj,  2 . - z  pour les  fonctions primaires 
1 j 

xi-xj , yi-yj , z .tz pour 1 es fonctions secondaires. 
7 j 

16 

17 

18 

On remarque que, dans ces conditions, l ' influence de toutes l e s  
mai 1 les  de 1 a lëre tranche sur el 1 es-mêmes sera la même que 1 ' i nf 1 uence 
de toutes l e s  mailles de l a  2ème tranche sur elles-mêmes ... 

2 



De même, l'influence des mailles de la 2ème tranche sur les 

mai 1 les de la lère tranche sera la même que ce1 le des mai 1 les de la 
3ème tranche sur celles de la 2ème tranche. 

En effet, dans ces cas, les distances mises en jeu sont 

identiques. 

Ces considérations nous montrent qu'il suffit de calculer les 

éléments correspondants à l'influence des mailles de chaque tranche en Y 
sur les mail les de la lère tranche en Y. 

Dans notre exemple i l  suffit de remplir les 3 tableaux T,. ,, 
et TgYl pour reconstituer le bloc. 

Nous devons donc maintenant calculer l'influence des mailles 

d'une tranche en Y sur celles d'une autre tranche. 

Traitons le cas de l'influence des mailles de la 2ème tranche 

sur celles de la lère tranche (tableau T2,1). Soit : 

3.z 
lère tranche en Y e tranche en Y 



Nous découpons chacune de ces tranches en NX tranches su i van t  

O X  notées Xi. Dans n o t r e  exemple, chacune de ces tranches sera composée 

de 3 m a i l l e s .  

Ce découpage m e t  en évidence 3 p r o p r i é t é s  que nous i l l u s t r o n s  

par  3 exemples : 

- l ' i n f l u e n c e  de X5 sur  X2 e s t  l a  même que c e l l e  de X4 sur  X1 

- l ' i n f l u e n c e  de X6 sur X2 e s t  l a  même que c e l l e  de X j  sur  XI 

- l ' i n f l u e n c e  de X4 sur X3 e s t  l a  même que c e l l e  de X6 sur  X1 

en changeant xi-x. en xj-xi . 
3 

On remarque que l e  f a i t  de changer xi-x. en x.-xi dans une i n t é -  
J J 

g r a l e  de f o n c t i o n  de GREEN change au p l u s  l e  s igne de c e t t e  i n t é g r a l e .  

Ceci imp l ique que l e  b loc  TZal sera symétrique ou ant isymét r ique 

par  rappor t  à sa diagonale p r i n c i p a l e .  Les éléments du b l o c  T vont  ê t r e  
2 , l  

rangés de l a  façon suivante : 

Un b loc  tii correspond à l ' i n f l u e n c e  des m a i l l e s  de l a  t ranche Xi 

sur  l e s  ma i l  l e s  de i a  tranche X 
j ' 

Il s u f f i t  donc de connaî t re  l e s  éléments des 3 mat r ices  t - 
431 

t5,1 - tsSl pour connaî t re  l a  ma t r i ce  Tepl. 



Les blocs vont se transmettre de la façon suivante : 

avec une symétrie ou une antisymétrie par rapport à la diagonale principale. 

Il ne reste plus qu'à remplir les matrices t4y1 ; t5,1 ; t6,1. 

Traitons le cas de la matrice t5y1. Cette matrice est composée d'éléments 

correspondant à l'influence des mailles de la tranche X5 sur celles de la 

tranche X I .  Soit : 

les éléments de la matrice tSy1 vont être rangés de la façon suivante : 



Dans ce cas l e s  d is tances  xi-x. se ron t  l e s  mêmes pour  t o u t e s  l e s  
J 

f o n c t i o n s  de GREEN composant un élément a i j  Seules l e s  d i s tances  ri-z 
j 

pour l e s  f o n c t i o n s  p r i m a i r e s  e t  zi + z  pour l e s  f o n c t i o n s  secondai res l e s  
j 

d i s t i n g u e r o n t .  Nous devons donc é t u d i e r  séparément ces deux cas. 

Fonc t ions  de GREEN e r ima i res  -------- 
On remarque que a15,3 - = a  - -a14 ,2  1 3 , 1 ' q u e a 1 5 , 2 - a 1 4 , 1 ' q U e  

a13,3 
se r e t r o u v e  à p a r t i r  de a15,1 en changeant zi-z en zj-ziy ce q u i  

j 
n ' a f f e c t e  au p l u s  que l e  s igne  de l ' é l émen t .  

La m a t r i c e  t e s t  donc symétr ique ou an t i s ymé t r i que  p a r  r a p p o r t  
5,1 

à sa d iagona le  p r i n c i p a l e  e t  il s u f f i t  de c o n n a î t r e  l e s  éléments a13,1 

a a14,1 15, l  s o i t  l a  l è r e  l i g n e ,  pou r  r e c o n s t i t u e r  c e t t e  ma t r i ce .  

On aura l ' o r g a n i s a t i o n  su i van te  : 

m a t r i c e  symét r ique  

ou a n t  i symét r i  que 

Fonc t ions  de GREEN secondaires .............................. 

Dans ce cas l e s  cô tes  du p o i n t  d ' o b s e r v a t i o n  e t  du p o i n t  d ' i n t é -  

g r a t i o n  i n t e r v i e n n e n t  sous l a  forme zi+ z  
j. 

On remarque que a13,* = a  = a  = a  - - 
14 , l '  a13,3 14,2 15, l  - a14,3 - a15,3 

l a  d i s t ance  zi + z  é t a n t  l a  même pour  chacun de ces éléments. J 
I l  s u f f i t  donc de conna î t r e  l a  l è r e  l i g n e  e t  l a  d e r n i è r e  co lonne 

de l a  m a t r i c e  t pour l a  conna î t r e  en e n t i e r  : 
5 , l  
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RESOLUTION D'UN SYSTEME D'EQUATION LINEAIRE PAR LA 

METHODE CHOLESKI 

S o i t  à résoudre l e  système AX = B 

A e s t  une mat r ice  carrée symétrique. 

On montre que l ' o n  peut  décomposer d'une manière unique l a  

ma t r i ce  A en un p r o d u i t  de 2 matr ices  t r i a n g u l a i r e s .  

L'une é t a n t  t r i a n g u l a i r e  i n f é r i e u r e ,  l ' a u t r e  e s t  t r i a n g u l a i r e  

supérieure. Ces deux matr ices sont transposées l ' u n e  de l ' a u t r e .  

On a  donc : 

A =B.M 

on résoud donc successivement : 

pu is  

Cet te méthode appl iquée brutalement demande que l a  ma t r i ce  A 

s o i t  ent ièrement en mémoire. 

Il e s t  poss ib le  de l ' a p p l i q u e r  à de gros systèmes en d i v i s a n t  

l a  ma t r i ce  en b l o c  carrés e t  en u t i l i s a n t  une r é s o l u t i o n  de CHOLESKI 

par  b locs .  



A N N E X E  5 
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RAPPELS SUR LA FONCTION de GREEN 

7 "  ) UT1 LISATlON DE LA FUNCTlUN D E  GREEN . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

Considérons l ' é q u a t i o n  aux dér i vées  p a r t i e l l e s  su i van te  : 

En électromagnét isme, une t e l  1 e équa t ion  r é g i t ,  p a r  exemple, 

l e  p o t e t i t i e l  de HERTZ dans un volume V l i m i t é  p a r  une sur face  S, assoc ié  

à une d i s t r i b u t i o n  de couran t  quelconque (F igu re  1). 

F igu re  - 1 - 
La f o n c t i o n  A v é r i f i e  des c o n d i t i o n s  aux l i m i t e s  du volume V 

du t y p e  NEUMANN ou DIRICHLET. 

Une des s o l u t i o n s  poss ib l es  pour résoudre c e t t e  équa t ion  e s t  

d ' a p p l i q u e r  l e  théorème de GREEN. 



L'u t i l i sa t ion  de ce théorème nécessite la  construction d'une 

fonction G, appelée "~oncfion de GREEN", vér i f iant  l 'équation différen- 

t i e l l e  suivante : 

D'autre part ,  ce t t e  fonction possède u n  certain nombre de 

propriétésque nous rappelons plus tard.  

Appliquons l e  théorème de GREEN aux fonctions A e t  G y  sous 

réserve que ces deux fonctions soient définies e t  continues dans tout l e  

volume V, ainsi  que leur dérivées premières e t  secondes. 

Nous obtenons dans ces conditions : 

a A  A a G ) d S  1 ( G A A  - A A G )  dv = [ ( G a n  - -  a n  

-t 
n e s t  la normale à la surface S .  

- a e s t  l a  dérivée normale définie de la  manière suivante : 
8 n 

a -+ - ( A )  = n grad. ( A )  a n 

Nous pouvons transformer l e  l e r  membre de ( 3 )  en remplaçant A G 

par sa valeur déduite de ( 2 )  e t  en introduisant l e  second membre de 

l 'équation d'onde en A : 

1 ( G A A  - AbG)  d v  = 4nA(P) - [ a ~  d v  

v v 
(4)  appliquée à (3 )  nous donne donc : 

Le second membre de ( 5 )  dépend de la  fonction G e t  de la  forme 

de la  surface S .  On a donc in térê t  à choisir  une fonction de GREEN ayant 

des propriétés particulières sur la  surface S de manière à s ' impl i f ie r  
au maximuin l 'équation ( 5 ) .  



2 ' )  P R O P R Z E T E S  DE LA F O N C T I O N  D E  GREEN 

Soit  G ( ?  1 F I )  ,la fonction de GREEN. Cette fonction vér i f ie  l e s  

propriétés suivantes : 

- Cette fonction e s t  symétrique par rapport aux coordonnées 

du point d'observation P(x,  y ,  z )  e t  à cel les  du point d ' intégration 

M ( X I ,  y ' ,  z l ) .  
- + I l  z ~ ( p  1 ;) G ( ;  1 r  , ( 6 )  

- Cette fonction vérif-ie des conditions aux limites du volume V 

du type N E U M A N N  ou D I R I C H L E T .  

- Cette fonction vér i f ie  l 'équation aux dérivées pa r t i e l l e s  

suivante : 

-+ G(?  / ;' ) présente une discontinuité pour r  = F I .  

On suppose que G e s t  composée de 2 pa r t i e s ,  une pa r t i e  régulière 

e t  continue partout dans V ,  e t  une part ie  continue e t  régulière partout 
+- 

sauf pour r  = F 1 .  Soit g ce t te  2ème part ie  ne dépendant que de R = I F  - ; I I  

Cette fonction g es t  donc t e l l e  que, s i  l e  point d'observation 

e t  l e  point d ' intégrat ion ne sont pas infiniment près de S ,  on a  : 

Nous allons déterminer l e  comportement de g pour R p e t i t  en 

intégrant membre à membre l 'équation ( 7 )  sur une pe t i te  sphère de centre M 

e t  de rayon E suffisamment fa ib le  pour que l ' on  puisse appliquer (8 )  



On va supposer que l e  laplacien de la  s ingular i té  e t  plus 

singulier que l e  singularité elle-même alors  ( 9 )  devient : 

J A g d v  = - 4 r r  

v 

La fonction Ag e s t  régulière au sens des d.istributions, 

ceci résul te  du prolongement analytique u t i l i s é  dans ( 7 ) .  

Nous pouvons donc appliquer une extension du théorème de la  

divergence au l e r  membre de (10) .  

g  ne dépendant que de la  coordonnée sphérique R ,  on peut écr i re  : 

(11) devient donc : 

alors  (10) e t  ( 1 2 )  donnent : 

1 iim G 1 ) = - 
R + O R 

Nous devons maintenant ver i f ie r  l a  proposition qui nous a 

permis de transformer ( 9 )  e t  (10) - s o i t  : 

v v 

lim 1 = O 

E + O  

Ce résu l t a t  nous montre bien que l e  laplacien de la s ingular i té  

e s t  plus singulier que la  s ingular i té  elle-même. 



3') EXEMPLE D E  FONCTIONS DE GREEN . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

La s o l u t i o n  é lémenta i re  b i e n  connue de l ' é q u a t i o n  d'HELMOLTZ 

e s t  l a  su ivan te  : 

On remarque que c e t t e  f onc t i on  v é r i f i e  b i e n  t ou tes  l e s  

p r o p r i é t é s  ci-dessus. 

Ce t te  f o n c t i o n  de GREEN correspond à un m i l i e u  i n f i n i  homogène. 

Considérons maintenant  un volume V c o n s t i t u é  d 'une  demi sphère 

de rayon  Ro a r b i t r a i r e m e n t  grand e t  de c e n t r e  O .  ( F i g u r e  - 2 - ) .  

F i gu re  - 2 - 

a l o r s  l ' é q u a t i o n  ( 5 )  du § 1 s ' é c r i t  : 



En f a i s a n t  t end re  Ro ve rs  l ' i n f i n i ,  l a  su r f ace  S se t r ouve  

suff isamment é lo ignée  des sources du champ é lect romagnét ique pour 

admet t re  que A e t  an son t  n u l s .  (14) dev ien t  a l o r s  : 

I l  f a u t  maintenant  c o n s t r u i r e  une f o n c t i o n  de GREEN q u i  

nous permet te  d ' a v o i r  l ' e x p r e s s i o n  de (15)  l a  p l u s  s imp le  p o s s i b l e .  

No tan t  que t o u t e  combinaison l i n é a i r e  de s o l u t i o n s  élémen- 

t a i r e s  e s t  encore s o l u t i o n  de l ' é q u a t i o n  de HELMOLTZ, cons idérons l a  

f o n c t i o n  de GREEN su i van te  : 

2  R = J ( X - X ' ) ~  + (y -y ' )  + (z-z112 

Cet te  f o n c t i o n  de GREEN a  l a  p r o p r i é t é  de s ' a n n u l e r  quand l e  

p o i n t  M a p p a r t i e n t  .au p l a n  C 

(15) d e v i e n t  a l o r s  : 

Ce t te  f o n c t i o n  de GREEN nous permet d ' i n t r o d u i r e  l e s  no t i ons  

de f o n c t i o n  de GREEN p r i m a i r e  e t  secondaire.  La f o n c t i o n  de GREEN 

p r i m a i r e  e s t  l a  p a r t i e  s i n g u l i è r e  de G e t  l a  f o n c t i o n  de GREEN secondai re  

e s t  l a  p a r t i e  r é g u l i s r e  de G. 



Ces deux f onc t i ons  son t  associées respect ivement  au p o t e n t i e l  

p r i m a i r e  e t  secondai re  que l ' o n  peu t  i n t r o d u i r e  en supposant que l e  

volume V e s t  i n f i n i  e t  q u ' i l  e x i s t e  une source de champ symétr ique de 

l a  source e x i s t a n t e  pa r  r a p p o r t  au p l a n  C .  

Dans n o t r e  t r a v a i l  ( c h a p i t r e  1) nous pa r l ons  de f o n c t i o n s  de 

GREEN p r i m a i r e s  e t  secondaires.  

Ces express ions n ' o n t  pas é t é  obtenues en app l i quan t  l e  théorème 

de GREEN. L ' a p p l i c a t i o n  de ce théorème nous a u r a i t  donné des r é s u l t a t s  

analogues,et ce n ' e s t  que par  ex tens ion  que l ' o n  donne ce nom à ces 

express ions.  



A N N E X E  6 
-=-=-=-=-=- 

REMARQUES SUR L'INTEGRATION VOLUMIQUE DE LA FONCTION DE GREEN PRIMAIRE P 

avec 

e  -Y R S o i t  P = - R 

2  R = d x - x I 2  + (y-y ' )  + ( 2 - 2 1 ) ~  

nous devons i n t é g r e r  c e t t e  f o n c t i o n  sur  l ' é l é m e n t  de volume d é f i n i  p a r  

l a  F i g u r e  1. 
z 

MCx, y ,  z> 

F i g u r e  - 1 - 

M e t  P son t  respect ivement  l e  p o i n t  d ' o b s e r v a t i o n  e t  l e  p o i n t  d ' i n t é g r a t i o n .  

C e t t e  f o n c t i o n  p résen te  une s i n g u l a r i t é  quand l e  p o i n t  P e s t  en M. 



L ' i n t é g r a t i o n  a n a l y t i q u e  s u r  un t e l  volume e s t  imposs ib le .  

De p lus ,  l ' i n t é g r a t i o n  numérique n ' e s t  pas env isageable à cause de 

l a  présence de l a  s i n g u l a r i t é .  

H O H M A N N ~ ~ ~ ~  t ou rné  l a  d i f f i c u l t é  en u t i l i s a n t  que des m a i l l e s  

cubiques e t  en approximant l e u r  volume à c e l u i  de sphères. Dans ce cas 

l ' i n t é g r a t i o n  a n a l y t i q u e  e s t  év iden te .  

Mais c e c i  demande, d 'une p a r t ,  de ne p l u s  découper 1  'anomal ie  

en m a i l l e s  p a r a l l é l i p i p é d i q u e s ,  ce q u i  p e r m e t t a i t  un découpage souple,  

e t  d ' a u t r e  p a r t ,  de commettre une e r r e u r  d o n t  il e s t  d i f f i c i l e  d ' é v a l u e r  

l ' i m p o r t a n c e  après l a  r é s o l u t i o n  du système m a t r i c i e l .  

Une a u t r e  s o l u t i o n ,  p l u s  é légante,  e s t  c e l l e  employée par 

CAUTERMANI~ I .  E l l e  c o n s i s t e  à expr imer  l a  f o n c t i o n  P en f o n c t i o n  de 

ses dér i vées  secondes, en u t i l i s a n t  l ' é q u a t i o n  dlHELMOLTZ ( c f .  annexe 5 ) .  

Nous n 'avons  a l o r s  à i n t é g r e r  que l e s  dér i vées  secondes de P 

s u r  l e  volume V.  Ces i n t é g r a l e s  se t r ans fo rmen t  analy t iquement  en 

i n t é g r a l e s  de sur face .  Nous i n tég rons  a l o r s  numériquement ces f o n c t i o n s  

su r  un domaine d ' i n t é g r a t i o n  ne p résen tan t  pas de s i n g u l a r i t é .  


