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NOTAT 1 ONS 

a : contrainte normale 

E : dcformation 

u : deplacement 

T : contrainte tangentielle 

k : contrainte de cisaillement maximale 

p : pression hydrostatique 

$ : angle entre l'axe Ox et l'axe principal L 

R : rayon de courbure d'une ligne a 

S : rayon de courbure d'une ligne R 

I Ro,So : rayons de courbure d'une ligne a et d'une ligne B initiales 

1 .  O : ang1.e entre la tangente à la ligne a au point A et la tangente à l'origine 

1 ,  Y : angle entre la tangente à la ligne B au point B et la tangente à llorigiric 

$I : angle foriné entre la tangente à la ligne a au point final et ].'axe Ox 

tangente à l'origine. 

x,y : coordonnées cartésiennes 

- - 
x,y : coordonnées de Mikhlin 

F- : composante de l'effort transmis sur une ligne suivant 1 'axe 02 
X 

F- : composante de l'effort transmis sur une ligne suivant l'axe 0; Y 
M : moment des efforts transmis par le réseau 

V, : Matrice colonne représentant le rayon de courbure de la ligne a initialc 

V2 : Matrice colonne représentant le rayon de courbure de la ligne B inirialc 

V j  : Matrice colonne représentant le rayon de courbure de la ligne o passant 

par P(O ,Y') 

V4 : Platrice colonne représentant le rayon de courbure cle 13 ljjine a p a s n a n t  

p a r  P(0,U:) 

+ C 
9 ~ , y ~ i , ~ ~ ' 0 , 4 g 9 ~ O y ~ ; '  ,Sm : les op6rateurs niatricicls de base 

pl, p2 : discontinuités de la vitesse. 

W, W2 : largeurs des champs. 

Ps3 Pc : efforts donnés par la méthode de Sims et de Collins. 



Dans l a  t héo r i e  c lass ique du sol ide  r igide-plast ique en déformation 

plane, l e s  problèmes aux l im i t e s  rencontrées en mise à forme des métaux peuvent 

ê t r e  d iv i sés  en deux c lasses  : problèmes l i n é a i r e s  e t  non l i néa i r e s ,  Nous 

pouvons auss i  l e s  c l a s s e r  selon l a  méthode avec l aque l le  ont é t é  cons t ru i t s  

l e s  champs des l ignes  de glissement e t  des v i t esses .  Le premier type de 

problème e s t  ce lu i  pour lequel  l a  solution e s t  c ~ n s t r u i t e  directement à 

p a r t i r  d'un éven ta i l  de PRANDTL, c ' e s t  l e  cas de l a  majori té  des problèmes 

dlextrw$@n e t  d ' é t i r age  avec des f ron t iè res  r e c t i l i gnes ,  de l a  compression 

en t re  deux plateaux rugueux, HILL avai t  montré qu'on pouvait donner une 

solut ion sans donner l a  d i s t r i bu t i on  ac tue l l e  des v i t esses  ( o u t i l s  r i g ide s ,  

zone de métal au repos.. , ) ,  Le deuxième type e s t  ce lu i  03 aucune ca rac té r i s t ique  

i n i t i a l e  n ' e s t  connue dans l e  plan physique e t  dans ce lu i  de l'hodographe. 

Pour ce problème de type i nd i r ec t ,  l ' i n t é g r a t i o n  des équations de base conduit 

à l a  résolut ion d'une équation in tégra le  de FREDHOLM. La majorité des au t r e s  

problèmes aux limites à résoudre sont de type mixte, c 'est-à-dire que l a  

solut ion do i t  s a t i s f a i r e  simultanément des conditions su r  l e s  con t ra in tes  

e t  sur  l e s  v i t esses  e t  pour l e sque l les  l a  forme des l i gnes  de glissement 

i n i t i a l e s ,  qui  nous permettrons de t r a c e r  l e  champ complet, n ' e s t  pas connue 

d'avance, Leurs équations aux dérivées p a r t i e l l e s  à i n t ég r e r  sont l i n é a i r e s  

e t  de type hyperbolique. 

S i  pour résoudre un t e l  problème, nous avons à const rui re  un champ 

de l ignes  de glissement à p a r t i r  de deux l ignes  i n i t i a l e s  ( a )  e t  ( 6 )  ce 

problème s e r a  toujours  l i n é a i r e  e t  nous l e  ferons à l ' a i d e  des opérateurs 

mat r i c ie l s  dûs à COLLINS qui ne sont que l ' express ion algébrique de l a  

méthode de construction géométrique de HILL basée essentiel lement sur  l e  

pr incipe  de superposit ion de deux champs pour donner naissance à un t ro is ième,  



Mais, s i  par contre,  l a  construction de l a  solution se f a i t  à p a r t i r  d'une 

l igne de glissement donnée e t  d'une l igne qui n ' e s t  pas de glissement avec des 

conditions sur  l e s  contra intes  e t  l e s  v i t e s se s ,  ce problème ne s e r a  pas 

toujours l i néa i r e ,  Il ne l e  se ra  que dans l e  cas où l e s  conditions sur l a  

courbe non-caractéristique se t raduisent  par  une r e l a t i on  l i n é a i r e  entre  
- - 

l e s  paramètres du champ à savoir  l e s  couples ( x , Y ) ,  (x,Y), (R,s) , . . . . 
( ~ r o n t i è r e s  se déplaçant rigidement e t  sans frottement, f ron t iè res  l i b r e s . . . ) ,  

La méthode qu'on u t i l i s e r a  ne pourra s 'appliquer qu'à de t e l s  problèmes 

n'impliquant pas de non l i n é a r i t é  dans l e s  conditions à l a  f ron t iè re  

( frottement de coulomb, par exemple) , 

Les premiers chapitres de ce t r a v a i l  concernent l ' i n t ég ra t i on  des 

équations aux dérivées p a r t i e l l e s  du problème pour exp l i c i t e r  l e s  opérateurs 

mat r ic ie l s  qui transforment une ca rac té r i s t ique  en une autre.  

La méthode classique de résolution de t e l s  problèmes e s t  de t rouver  

par tatonnement l a  forme de l a  ca rac té r i s t ique  i n i t i a l e  à p a r t i r  de l aque l le  

on construi t  l e  champ complet e t  on s 'assure  par  l a  s u i t e  que l e  champ des 

contra intes  v é r i f i e  bien l e s  conditions mixtes à l a  f ron t iè re ,  Nous obtenons 

a i n s i  des solutions approchées statiquement ou cinématiquement admissibles. 

La construction se  f a i t  s o i t  par l e  traçage graphique de PRAGER, s o i t  par  

une approximation de l a  solution à l ' a i d e  des diff'érences f i n i e s  u t i l i s é e s  

par  GREEN, 

Des méthodes numériques, p lus  récentes ,  ont é t é  proposées, permettant 

d 'obtenir  plus rapidement l e s  solut ions  à l ' a i d e  de l ' o rd ina teur ,  

En e f f e t ,  l ' i n t ég ra t i on  du système d'équations aux dérivées p a r t i e l l e s  

par l a  méthode de RIEMANN sur un contour fermé, conduit à une équation in tégra le  

de FREDHOLM. Proposée par  GEIRINGER e t  r epr i se  par EWING, une représenta t ion 

de l a  solut ion par une fonction analytique développée s u r  en double s é r i e  



en t i è r e  absolument convergente peme t  à COLLINS e t  DEW HURST de donner une 

formulation numérique du p r o b l b e  à l ' a i d e  de ce r ta ins  opérateurs mat r i c ie l s  

de base. 

Dans ces mhes  chapi t res ,  ce r ta ines  p ropr ié tés  algébriques de ces  

opérateurs l i n é a i r e s  seront  é t ab l i e s  a i n s i  que leur r61e géométrique de 

transformation. 

Les au t res  chapi t res  seront  consacrés à l ' i l l u s t r a t i ~ n  pra t ique de 

1 ' u t i l i s a t i o n  de c e t t e  méthode a2gébr2que de ~ é ~ ~ l u t i o n  dans des problèmes 

rencontrés en mise à forme des- ,métaux, e t  d'un grand i n t é r 8 t  i ndus t r i e l  

( l a d n a g e  à chaud, com,qression en t r e  deux plateaux lisses pour w P 3.. . ) . / h 
Une comparaks~n sera f a i t e  avec l e s  théor ies  technologiques. 



CHAPITRE 1 

ETAT PLAN DE DEFORMATION ET METHODE DES LIGNES DE GLISSEMENT 

1.1 .- Introduction 
l 

Dans ce chapi t re ,  l a  méthode des l ignes  de glissement e s t  développée 

pour prévoir  l e  comportement d'un matériau isot rope rigide-plast ique p a r f a i t  

en é t a t  plan de déformations ( ~ i g .  1 ) . 

Cette i déa l i s a t i on  concernant l e  matériau n ' e s t  évidemment pas réa l i sge  

dans l e s  matériaux i ndus t r i e l s ,  mais e l l e  nous permet d 'avoir ,  en première 

approximation, des indicat ions  sur  l a  manière avec laque l le  l e  matériau s e  

déforme. Cette méthode e s t  u t i l i s é e  dans ce r ta ins  procédés i ndus t r i e l s  t e l a  

que l e  poinçonnage, 1 'é t i rage ,  l ' ext rus ion e t c , ,  , 

1.2,- E t a t  plan de déformation e t  c r i t è r e  d e ~ l a s t i c i t 6  de VON MfSES. 

En tou t  point  du matériau, l e  vecteur de déplacement se ra  supposé 

pa ra l l è l e  au plan z = O e t  indépendant de z ( ~ i ~ .  2). 



L'axe pa ra l l è l e  à Oz sera  donc un axe pr inc ipa l  de déformation 

e t  on supposera q u ' i l  l e  sera  aus i i  pour Se8 contraintes.  

Nous obtenons a lors  à p a r t i r  des re la t ions  de LEVY-MISES qui r e l i e n t  

l e s  vi tesses  de déformation aux contraintes (déviatoriques aux déviateurs si  ) . 
, T = ' C  = O  

xz yz 

L'état  iîe contrainte en un point du matériau déformé sera  représenté 

par une contrainte de cisaillement k e t  par une pression hydrostatique 

0 +O - p = qui var ie  dtuq point à un autre  à t ravers  l e  matériau ( ~ i g .  3 ) .  
2 

 écoulement plastique du matériau apparaît ,  lorsque l e  c r i t è r e  de 

MISES e s t  vé r i f i é  compte tenu de ( 1). 

2 2 

l 
4~ + (0 a ) = 4 où k e s t  l a  contrainte de cisaillement maximale. 

KY x Y 



Dans l e  plan de représentat ion de MOHR ( ~ i ~ ,  3 ) ,  l e  ce rc le  de MOHR 

nous permet d ' é c r i r e  a ,a e t  .r en fonction de p e t  de , $ étant  i c i  
x Y v 

l ' ang le  que f a i t  l a  d i rec t ion  x avec l a  d i rec t ion  pr incipale  1 . 

Le point  X su r  l a  Fig. 3 représente l ' é t a t  de contra inte  d'une surface  

perpendiculaire à l ' axe  Qx du repère physique, 

T représente l ' é t a t  de contra inte  d'une f ace t t e  dont l a  normale a 
-b 
n f a i t  avec l ' axe  p r inc ipa l  1 l ' ang le  -II/).+ e t  dont l e s  composantes du vecteur 

contra inte  sont (- p,k) , 

Ce vecteur a e s t  tangent à l a  l igne  de glissement u (F'ig. 4).  



I -f 
I 

n perpendiculaire au plan de l a  face t t e  c'est-à-dire i c i  au plan de l a  
l 
1 f eu i l l e .  

Les 6qu&ti.dn$ d16qui l ibre  : 

S i  l i o n  néglige l e s  forces de volume, on ob t ien t ,  après project ion 

sur l e s  axes, l e s  équations d 'équi l ibre  suivantes : 

Nous pouvons, à p a r t i r  des expressions des composantes du vecteur 

contra inte  en fonction de' p e t  $ ( 3 ) .  é c r i r e  ces équations d 'équi l ibre  

sous l a  forme suivante : 

i 
- - 2k s i n  24 aB + 2k COS 24 2 = Q 

ax ay 

- a + 2k cos 24 a + 2k s i n  2( a = 0 
?Y ax ay 



1.3.- Définit ion des l ignes  de glissement. 

Les deux équations a i n s i  obtenues forment un système de deux 

équations aux dérivées p a r t i e l l e s  du l e r  ordre,  quasi- l inéaires,  car  e l l e s  

sont l i n é a i r e s  pour 2es dérivées des fonctions p e t  4 e t  hyperboliques. 

La théor ie  ma thba t  ique des équations hyperboliques nous donne une 

s impl i f ica t ion de t e l l e s  équations pour l e s  résoudre pa r  l a  méthode des 

caractér is t iques .  Pour ce là ,  on s e  s e r t  de l a  notion de dérivée suivant 

une d i rec t ion  pour s impl i f i e r  l e s  équations e t  about i r  à une équation 

di f f 'é rent ie l le  simple grâce à un choix de deux d i r e c t i ~ n s  pa r t i cu l i è r e s  à 

-t 3 
l a  place de Ox e t  Oy . 

En e f f e t ,  l e s  dérivées qui interviennent dans l e  système c'est-à- 

d i r e  a ~ / ~ ~  , ap/ay , a$/ax e t  a @ /  sont dans l e s  d i rec t ions  O;: e t  S. 
ay 

Cherchons une combinaison l i n é a i r e  des 2 équations du système qui 

ne cont iendrai t  que des dérivées suivant une seule  d i rect ion s en mul t ip l iant  

l a  première ( 5 )  par cos($-n/4) e t  l a  seconde (6 )  par sin($-n/4) e t  en sommant 

l e s  deux on obt ient  : 

-ap/ + - 2k ie = 0 ( 7 )  ail sa e s t  l e  vecteur un i t a i r e  d tangle  
asa aZa + +  

pola i re  (Ox,sa) = 0-n/4, 

sachant pue l i o n  a : f = (: ) + % (s ) , 
a X 

asc, ax ay a y  

Puis cherchons une seconde combinaison l i n é a i r e  en mul t ip l iant  l a  

première équation ( 5 )  par  cos($+l1/4) e t  l a  seconde ( 6 )  par sin($+n/4) e t  

en prenant l a  somme des deux nous obtenons : 

+ 
= Q ( 8 )  avec s vecteur un i t a i r e  d'angle - a ~ / ~ ;  + 2k + 

B S B  

a s  @ -4-+ 
po l a i r e  ( o x , ~  ) = $+n/4 . 

6 



Les d i rec t ions  Q e t  % a i n s i  obtenues, f a i s an t  respectivement 
a f3 

l e s  angles -l'Il4 e t  nt4 avec l ' axe  p r inc ipa l  1 sont appelés l e s  d i rec t ions  

ca rac té r i s t iques  a e t  @ au point  considéré. 

Dans chacune de ces d i rect ions ,  on rédui t  l e  système d'équations 

quasi- l inéaires à une équation d i f f ' é ren t ie l l e  ordinai re .  
-f 

Les l ignes  qui  sont tangentes en chacun de l e u r s  points  à s 
a 

-b 
(respectivement à sB)  sont l e s  l ignes  de glissement a (respectivement B ) .  

Ces deux l ignes  b i s sec ten t  l e s  d i rect ions  pr incipales  1 e t  II e t  sont 

orthogonales en t re  e l l e s  ( ~ i g .  4). 

Nous pouvons encore é c r i r e  ces deux équations sous l e s  formes 

suivantes,  données respectivement par KOÏ'PER e t  HENKY : 

dp + 2k d+ O l e  long de l a  l igne  a 

dp - 2k d+ = Q l e  long de l a  l igne  @ 

p + 2k 4 = c t e  l e  long de l a  l igne  a 

p - 2k + = c t e  l e  long de l a  l igne  B 

Les constentes var iant  d'une l igne  à une autre.  

3.4,-  ~ ~ o ~ r i 6 t 6 s  ~6@&tr~que$ des l ignes  de  lissem ment l 

Les rayons de courbure des l ignes  de glissement a e t  B sont 

d ~ n n é s  par  : 

où R e t  S sont l e s  rayons de courbure des l ignes  a e t  @ , 



a Ce sont des quant i tés  algébriques dont l e  signe dépend du sens de - 
as 

C1 a dérivées di rect ionnel les  pkises l e  long des l ignes  a e t  B e t  - 
as 

respectivement. 

considérons deux l ignes  f3 infiniment voisines e t  s o i t  A$ l e  

p e t i t  angle constant en t r e  e l l e s  aux points où e l l e s  coupent l a  l igne a 

Les équations (10) nous permettent d ' éc r i re  

RA( = Asa on aura donc 

o r  A( e s t  constant. On peut donc l e  s o r t i r  de l a  parenthèse e t  ~ b t e n i r  

l e  système : 

Ceci veut d i r e  que lorsqu'on se  déplace l e  long d'une l igne  de 

glissement, l e  rayon de courbure des autres  l ignes  aux points d ' in te r sec t ion  



var ie  de l a  grandeur de l ' a r c  parcouru% 

En remplaçant l e s  longueurs d 'arcs Asa e t  As par  RA+ e t  -SA+ B 

on obt ient  l e s  équations suivantes : 

dR - Sd$ = O sur  l a  l i gne  B 
( 1  1 )  

dS + Rd$ = O sur  l a  l i gne  a . 
Introduisons maintenant l e s  coordonnées curvil ignes ( a , @ )  

relativement aux axes curvil ignes a e t  B . On a : 

d 4 = d a  sur  l a  l igne a 

d $ =  dB sur l a  l igne B .  

$ e s t  i c i  l ' ang l e  en t r e  l a  d i rect ion de a en un point  O e t  en 

un autre  point  P ; 

a s e r a  l a  valeur de $I au point oh l a  l i gne  8 qui passe par  P 

coupe l a  l i gne  a (pige  6). 



Les équations ( 1 1 )  compte tenu de ce changement de coordonnées 

deviennent : 

as - + R =  O sur  une l igne  a  a a  
( 12)  ou encore en t o u t  point P ( ~ , B )  

aR - -  
a B 

s = O sur  une l igne  B 

C'est l e  système d'équations aux dérivées p a r t i e l l e s  du i e r  ordre 

que doivent s a t i s f a i r e  l e s  rayons de courbure des l ignes  de glissement. 

Le t r a v a i l  qu'on étudie propose une méthode algébrique pour const rui re  

l e s  l ignes  de glissement en s e  servant des équations ( 12)  qu'on in tègre ra  

par  l a  méthode de ~ B ) i ? ? ,  

1.5.- Le principe de superposition de HILL 

Pour un matériau isotrope rigide-plast ique en é t a t  de dé format ion 

plane, l e s  champs de contra intes  e t  de v i tesses  sont solutions dléquation 

aux dérivées p a r t i e l l e s  l i néa i r e s  e t  de type hyperbolique. 

Il en e s t  de plsrne pour l e  système d'équations que s a t i s fon t  l e s  

rayons de courbures R e t  S des familles de l ignes  de glissement a  e t  B . 

Les cosrdonnées l e  long des l ignes  de glissement e t  l e s  v i t esses  

l e  long des l ignes  ca rac té r i s t iques  de l'hodographe vér i f i en t  l e  même système 

d'équations. 

La l i n é a r i t é  de ces équations montre bien que l a  srYnme des deux 

champs de lignesy& glissement en donne un troisième par  simple addition des 

raygns R e t  S des deux c h w p  aux points (a, f3) correspondants. GREEN ava i t  



u t i l i s é  ce pr incipe  pour l e s  coordonnées de MIKHLIN (;,y), mais c ' e s t  HILL 

qui, en 1967 , a montré comment const rui re  géométriquement l a  somme de deux 

champs de ca rac té r i s t iques  par addit ion de deux vecteurs,  

- Formulation algébrique e t  construction géométrique. 

Soi t  R ( ~ , B )  e t  s(a,B) l e s  rayons de courbure des l i gnes  ( a )  e t  ( 6 )  

en un point  d'un champ donné, On considère l e  champ transformé de ce de rn ie r  

pa r  une ro ta t ion  de II/2 dans l e  sens con t ra i re  des a i g u i l l e s  d'une montre e t  

on i n t e r v e r t i t  l e s  coordonnées curvil ignes a e t  B : l e  coupe ( R ( ~ , B ) ,  s (a ,B) ) 

devient ( - s ( B , ~ ) ,  ~ ( 6 , a )  ). 

L a  somme de ces deux champs de base donne naissance à un troisième 

champ qui s e r a  déterminé par l e  c 0 u p l e ( ~ ~ ( a , f 3 ) ,  s ' ( a , @ )  ). a e t  b é tan t  deux 

constantes a r b i t r a i r e s  on aura : 

a r  l e  coupde (R8S) v é r i f i e  l e  système (12)  

(ii) 

l a  dérivation de R ' ( ~ , B )  e t  de s ' ( a , @ )  par  rapport à a e t  @ respectivement 

nous donne : 

~ a a ~ - ~ . ~ ,  
as a 6 (iii) 

portons l e s  valeurs de R(a,f3) e t  s ( ~ , B )  du système (12)  dans l e  système (i) : 



l a  comparaison de (iii) e t  de ( I V ~ )  donne l e  système suivant : 

e t  montre que R t  e t  S t  vér i f i en t  l e  même système que R e t  S. 

La  construction géométrique de l a  superposition de deux champs e s t  l a  

suivante : 

X e t  Y sont deux points de deux champs de base donnés avec des 

coordonnées curvil ignes ( a )  e t  ( 8 )  qui  coïncident-Le point  Z ,  appartenant 

au champ engendré par  l ' add i t i on  des deux champs de base, se ra  const rui t  par 

9-t .-* 
l a  somme des vecteurs OX e t  QY par  l a  méthode du parallélogramme 

Le cas l e  p lus  impg-Ç.t;ant pour une t e l l e  construction e t  que l ' o n  

rencontre l e  p lus  souvent e s t  ce lu i  de l a  superposition de deux champs centrés.  



Examinons rapidement ce cas en par tan t  d'un champ ail une s i ngu l a r i t é  

apparait  au point A ( v o i r  f igure ) .  

Le champ ABCD e s t  cons t ru i t  à p a r t i r  de l a  superposit ion des champs 

centrés cons t ru i t s  su r  l e s  l ignes  de base AB e t  AD. Pour const rui re  l e  champ 

curvi l igne ABCP, on cons t ru i t  l a  l i gne  DC de t e l l e  façon que l e s  tangentes aux 

points  Cl e t  C2 soient  pa r a l l è l e s  à l a  tangente en C I  Lorsque deux po in t s  X e t  Y 

de coordonnées ( a ,  8 )  coïncidants parcourent l e s  l ignes  AC I e t  BC2 respectivement, 

l e  point  Z ,  r é su l t a t  de l e u r  addi t ion,  parcourt l a  l igne  DC. 

On vo i t  d ~ n c  bien que l ' o n  a d'après c e t t e  construction en symbolisant 

l e s  l ignes  de glissement par  des f lèches courbes. 

Nous verrons l ' app l ica t ion  simple donnée par HILL dans svn a r t i c l e  

e t  l e  champ "auto-seplblable" de COLLINS. 



1.6,- Application* 

Nous verrons essentiel lement deux cas t r è s  répandus dans l a  

résolut ion des problèmes aux l im i t e s  en formage des métaux. Ceci nous 

permettra de mettre en évidence cer ta ines  propr ié tés  e t  ce r ta ines  

r e l a t i ons  géométriques qui seront  d'une grande u t i l i t é  par  l a  s u i t e  pour 

é tud ie r  l a  transformation algébrique d'une Ligne e t  l a  construction d'un 

champ de l ignes  de glissement. 

So i t  un plan AB une f ron t i è r e  sans frottement e t  s o i t  A un point 

de s i ngu l a r i t é ,  Le champ centré ACD e s t  l e  champ associé à c e t t e  s i ngu l a r i t é ,  

ABC s e r a  cons t ru i t  par  l a  l igne  AC e t  l a  l igne  ré f léch ie  par rapport à AB. 

Le t r i a n g l e  curvil igne ABD e s t  i socè le  e t  D s e  trouve s u r  l a  b i s s ec t r i c e  de AB, 

sachant que l e s  l i gnes  AC e t  BC Pont un m g l e  Illh avec l e  plan AB. 

yoyons t ou t  d'abord l a  j u s t i f i c a t i on  de ce t t e  dernière p ropr ié té ,  

Pour c e l a  considérons l e  champ suivant : soient  deux plans 1 AB e t  AC sans 

frottement, e t  s o i t  l e  champ de l i gne ,  Les deux moitiés de champs ABD e t  ACD 

peuvent ê t r e  cons t ru i t s  à p a r t i r  du même champ centré ADE par l a  méthode de 

superposit ion de HILL* 



Ils seront  l e s  moit iés des champs engendrés par  l a  superposit ion 

du champ centré ADE e t  de son image dans l a  réf lexion par  rapport à AB e t  

AC respectivement. So i t  xE(as6) e t  y (a,B) l e s  coordonnées de E du champ ADE 
E 

l e s  coordonnées de E t  du champ AEID1 image de AED, On aura donc pour l e  

point  E' [ y (8.a) , %(B,u) e t  l a  superposition des deux champs nous E 

donne encore conformément à l a  r e l a t i on  ( i)  

S i  maintenant on suppose que l e s  l ignes  tournent tou tes  du même 

angle e , que A e s t  p r i s  comme or igine  du repère d'axes AB e t  BC a lo r s  on 

aura 

Comme autre  appl ica t ion,  nous a l lons  voir  l e  champ d i t  

"auto-semblable" qui a é t é  é tudié  par 1.F. COLLINS e t  dont il s e  s e rv i t  

pour j u s t i f i e r  mathématiquement l e s  r e l a t i ons  é t ab l i e s  par GREEN, pour 



cer ta ins  champs, en t re  l a  longueur, l a  hauteur e t  l e s  valeurs des 

d iscont inui tés  des v i t esses ,  COLLINS ava i t  donné une démonstration 

de ces r e l a t i ons  en u t i l i s a n t  l e s  champs "auto-semblables" e t  l eu r s  

propr ié tés  géométriques dans l e  problème de compression en t re  deux 

longueur plateaux r ig ides  sans frottement (avec l e  rapport  1 < hauteur < 2)  

e t  pour l e  problème de l ' ex t rus ion  symétrique avec une matrice rectan- 

gu la i re  l i s s e  e t  un rapport  1 < v < 2 , 

considérons l e s  mêmes ppemi-champs 

ABD e t  ACD obtenus par  l a  superposition des champs s ingu l ie r s  ADE e t  ses  

images A D r E 1  e t  ADt'E" e t  une s i ngu l a r i t é  au point  C I  S i  on suppose que 

l e s  l ignes  AD e t  CD sont  géométriquement semblables, a l o r s  l e s  l ignes  CD 

e t  BD l e  seront  aussi .  Nous en verrons une démonstration algébrique au 

chapi t re  4. Ceci a é t é  avancé par  HILL e t  u t i l i s é  par  I.F. COLLINS pour 

démontrer que dans ce cas l e s  po in t s  BDEC sont co l l i néa i r e s  e t  que l e s  

l i gnes  FD e t  CD sont semblables. Seulement, pour 1 ' alignement des points  

BDEC, il e s t  nécessaire que l ' ang le  dont tourne tou tes  l e s  l ignes  s o i t  l e  



même. S ' i l  n'en e s t  pas a i n s i ,  on aura l 'alignement des points B 
1 D El C l  . 

Supposons que nous ayons CD e t  AD semblables, l e s  t r i ang les  

curvil ignes CDA e t  ADB sont a lo r s  semblables, puisque tous l e s  deux sont  

cons t ru i t s  par l a  superposition du champ s ingul ie r  AED e t  ses  2 images 

AEtDt e t  AE1'D". On aura donc une simili tude en t re  l e s  l ignes  DC e t  DB, e l l e s  1 
sont m2mes homothétiques de centre  D. Soient B e t  C deux points homothétiques 1 1 

sur  DC e t  DB. O r  l e  point  E su r  l a  l igne DE engendre par  l e  principe de 1 

superposition B e t  C l  donc l e s  angles de D à E D à B I ,  D à C l ,  A à B i  e t  
1 1 

de A à C; sont l e s  mêmes avec A l e  milieu de B I  C f  . La l o i  du parallélogramme 1 1  

qui donne l a  posi t ion des points  C 
1 ' B I $  B I  e t  C l  montre que E e s t  mi l ieu 

1 1 1 

de B1 C l  . Il en découle que l e s  quatre po in t s  B1 D E C sont a l ignés  e t  1 1  

puisque DB1 e t  DCI  d'une par t  e t  El B1 e t  El C l  d 'autre par t  sont homothétiques 

il en s e r a  de même pour DE1 e t  DC1 . A l a  l imi te .  lorsque E e s t  confondu 1 

avec l e  point E ,  C e t  BI  seront confondus respectivement avec l e s  po in t s  C 1 

e t  B d'où l ' on  a l'homothétie en t re  l e s  l i gnes  DE e t  DC, Les champs s ingu l i e r s  

DEA e t  DFC é tan t  cons t ru i t s  su r  l e s  c8tés convexes de l ignes  DA e t  DC respec- 

t ivement sont semblables. Ainsi l e s  l ignes  FD e t  CD seront semblables. 

Ces r é s u l t a t s  importants seront u t i l i s é s  par  COLLINS pour j u s t i f i e r  

l e s  r e l a t i ons  de GREEN dans l e  problème de l a  compression, Ceci sera  vu 

dans l e  5ème chapitre consacré à l ' é tude de ce problème. 



REPRESENTATION DE LA SOLUTION EN SERIE ENTIERE 

INTEGRATION DU SYSTEME D'EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES 

Les rayons de courbures R e t  S des l ignes  de glissement p r i s e s  

comme fonctions représenta t iyes  de ces l ignes ,  vé r i f i en t  l céqua t ion  des 

té légraphis tes .  On in tègre  ce t t e  équation sur  un contour fermé par l a  

méthode de RIENUN. Nous u t i l i sons  l ' i d é e  de GEIPINGER de représenter 

l a  solut ion sous forme de s é r i e  en t iè re  pour l a  construction d'une 

solut ion analytique du problème, Pour l e s  problèmes aux l im i t e s  où 

deux l ignes  i n i t i a l e s  sont données, l ' i n t ég ra t i on  nous ramène à l a  

réso lu t  ion d t  une double équation in tégra le  de FREEDHOLM pour l e s  

fonctionnelles représenta t ives  des l ignes  dans l e  contour fermé. La 

plupar t  des problèmes aux l imi tes ,  rencontrés en formage des métaux 

sont de w e  mixte e t  conduisent à de t e l l e s  équations in tégra les ,  

Leur résolution à l ' a i d e  d'une représentation analytique de l a  solut ion 

e t  donc des fonctionnelles représentant l e s  l ignes  de base nous permet 

de t i r e r  l e s  re la t ions  l i a n t  l e s  fonctionnelles R e t  S en n'importe quel 

~ 

point  du contour en fonction des valeurs i n i t i a l e s  R e t  So. En d ' au t res  
O 

termes, l e  développement de ces fonctionnelles analytiques en s é r i e  

en t i è r e  nous donne l e s  r e l a t i ons  l i a n t  l e s  coef f ic ien t s  du développement 

de R e t  S en fonction des coeff ic ients  du développement des fonctionnelles 

Ro e t  So représentant l e s  l ignes  i n i t i a l e s  données. La forme l i n é a i r e  

d'une t e l l e  représenta t ion e t  de t e l l e s  re la t ions  nous conduira à 

2.1. - Introduction. 



donner une forme mat r ic ie l l e  à ces re la t ions  e t  à dé f in i r  des opérateurs 

matr ic ie ls  de transformation des l ignes  i n i t i a l e s  aux l ignes  f inales  de 

représentation fonctionnelles R e t  S. 

La deuxième p a r t i e  de ce chapitre s e r a  consacrée au calcul  de 

l ' e f f o r t  e t  du moment transmis par  une l igne de glissement a i n s i  que des 

coordonnées cartésiennes des points du champ. Nous exposerons dans c e t t e  

p a r t i e  l a  méthode d1EWING de t e l s  ca lculs  qui u t i l i s e  l a  représentation 

en s é r i e  en t i è r e  des in tégra les  donnant l e s  coordonnées e t  l ' e f f o r t ,  sous 

forme d' in tégra les  de convolut ion: Cette représentation aura 1 ' i n t é r ê t  

pratique d ' ê t r e  u t i l i s é  aisément pour un ca lcu l  numérique à l ' a i d e  de 

1 1 ordinateur. 

2.2, - ~ n t é g r â t i o n  des 6 ~ u a t  iona. 

Soi t  l e  prablsme de construi re  l e  réseau en t re  deux l ignes  de 

glissement de base QA e t  OB ( ~ i g .  7 ) .  S i  l e s  rayons de courbure de OA e t  

OBs Ro e t  S sont aonnus, l e  problème se ra  de trouver l e s  rayons de 
O 

courbure R e t  S des lignde de glissement a e t  B qui passent par  un 

point  P ( a ,  (3) quelconque , 
\. 



Pour de t e l l e s  l ignes  de glissement de base OA e t  OB, l e s  

rayons de courbure R e t  S  s a t i s fon t  l e  système d'équations l i n é a i r e s  ( 1  1 ) .  

Adoptons, pour l e  rayon de courbure p t i r é  de l a  r e l a t i on  

dY i / p  = f IzI où Y e s t  l ' ang l e  de l a  tangente loca le  e t  ds l 'é lément 

d 'arc ,  l a  convention de signe suivante : l e  signe e s t  + quand l ' ang l e  Y 

c r o î t  dans l e  sens inverse des a i g u i l l e s  d'une montre; l e  signe - quand 

Y c r o i t  dans l e  sens des a i g u i l l e s  d'une montre lorsque l ' o n  parcourt  

l a  l igne  dans l e  sens  de S. 

Avec c e t t e  convention, l e s  rayons de courbure R e t  S s a t i s fon t  

l e  système d'équations l i n é a i r e s  aux dérivées p a r t i e l l e s  suivant : 

que nous a l lons  i n t ég re r  par l a  méthode de JJIEM,ANNs 

Le système d'équations l i n é a i r e s  à in tégre r  peut s ' é c r i r e  : 

En mu l t i p l i a i t  l a  2ème r e l a t i on  de ( 13) par  SdB e t  l a  Ière  r e l a t i on  

de (13) par Rda, on obt ient  : 

s a@ + s2ai, = O 

Soi t  en remplaçant R en fonction de S d'une pa r t  e t  S en fonction 

de R d 'aut re  pa r t ,  il vient  : 



2  
R e t  S vé r i f i en t  des équations de l a  forme - a u  + c u a v e c c = k  1 . 

aaaB 

Les deux expressions suivantes sont d i f f é r e n t i e l l e s  t o t a l e s  exactes : 

Intégrons l 'une des deux d i f f é r e n t i e l l e s  t o t a l e s  sur  un contour 

fermé. Le théorème de CAUCHY-RIEMANN donne : 

Prenons comme fonction u, l a  fonction de BESSEL u = J ~ ( ~ / ( ~ - U ) ( Y - @ ) )  

qui  v é r i f i e  bien l ' équat ion h n e r b ~ l i q u e  avec J ( 2 )  déf in ie  par 
O 



voyons s i  Jo ( z )  avec z = 2J(0-a) (Y-6) v é r i f i e  bien l 'équation 

hyperbolique. 

aJo - - donc - - J ~ ( z )  
8a 0-a 

donc finalement : 



a2J0 
l a  fonction de BESSEL J ( z )  v é r i f i e  bien l ' équat ion hyperbolique - 

O a a a ~  + J ~ = O ,  

Remplaçons a lo rs  u par  l a  fonction J ( z )  dans l ' i n t ég r a t i on  de RIEMANN sur 
O 

l e  contour fermé OAPBO. 

a l a  3ème e s t  nu l le  c a r  - (0) = O e t  l a  hème r e s t e  avec l a  lère.  

Calculons l a  2ème i n t ég ra l e  du 2ème membre par p a r t i e s  en posant 

aJ 
O ( )du  = [J ( Z I ~ - ~ ) . R ( U , O ) ]  - IeJ ( ~ / Y ( o - a ) )  ---- a R ( a  ,O) da. 

a a  
O O O 

0 aa 

remplaçons c e t t e  v d e u r  de l ' i n t é g r a l e  dans l a  r e l a t i on  trouvée il vient  : 
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OU encore 

Y 
R(o,Y) = R(o,o)J ( 2 ~ )  + J J  (2-1) ~ R ( o ,  $1 d2 + dc: 

O O O 
O 

1 
O a cl 

I 
a B 

I l  en e s t  de même pour S qui v é r i f i e  l ' équat ion hyperbolique, 

au as 
S - da + u - dB e s t  d i f f é r e n t i e l l e  t o t a l e  exacte avec u fonction 

aa a 

a' 
v é r i f i an t  l' 'équation - + u = O . 

aaaB 

L' intégration de RIEMANN nous d ~ n n e  : 

Comme fonction u prenons u = ~ ~ ( 2 J ( e - a )  (y-fi) avec J,(o) = 1 

e t  JA(0) = O 



as (2 ,O) 
dB - S(e,O) + S ( o , o ) J  ( 2 G )  + (2-1) -- 

O 
da. 

O a B aa 

on obt ient  donc 

l  intégration de RIEMANN nous a conduit à résoudre, pour trouver l e s  

I solut ions  ~ ( 8 , ~ )  e t  R ( B , Y )  en un point  P ( ~ , Y ) ,  l e s  deux équations in tégra les  

1 suivantes : 

2.3.- Développement en s é r i e  en t iè re .  

1 Les rayons R e t  S sont considérés comme é tan t  des fonctions continues 
1 
l 

l e t  dérivables dans OAPBO e t  sur  l e  contour. 



Etant donné qu'on peut approcher une fonction continue quelconque 

par  un polynôme, l e  théorème é t a b l i  par  H. GEIRINGER nous fourni t  un moyen 

pour déterminer pratiquement l e s  solutions de notre problème. 

ThEohème. 

Etant donnés deux polynômes 

2 n R ( ~ , o )  = A  + A l a  +A2a + ... + A n  a dans OA 
O 

2 a u l a  fonction u(a ,8)  qui  s a t i s f a i t  à l 'équation - - - u dans OAPBO 
aaaB 

e t  qui se rédui t  à R ( ~ , o )  sur  OA e t  S(O,B) sur  OB e s t  l a  suivante : 

avec J l a  fonction de BESSEL vé r i f i an t  l ' équat ion 

i c i  on développe l e s  rayons Ro e t  So en s é r i e  en t iè re  en l e s  considérant 

comme fonctions analjttiques : 

d'où R(0,O) = aO 
00 

P" So S(O,E) = bn - S(0,O) = bo 
n=O n! 



a 1) 
Le choix de t e l l e s  s é r i e s  avec des coef f i c ien t s  X = -5 e t  = - -  11 

n 
11 ! Il 

11 ! 
OD n 

a e s t  re tenu pour l a  convergence, c a r  l e s  s é r i e s  1 - sont convergentes. 
n=O n! 

De plus ,  on trouve pratiquement que l ' on  a a .\. 10-a ce qui rend l e s  
m O 

m n rn n 
a s é r i e s  1 an - et 1 b -6- rapidement convergentes. 

n=O n ! n 
n=O n! 

Les équations (19) e t  (20) s e  transforment : 

a R 
o r  on a auss i  - = -S (12) 

. a B  2 B 

Les deux équations à résoudre (19) e t  (20) deviennent : 

introduisons dans ces 2 équations l e s  rayons R ( C Y , O )  e t  S ( O , B )  sous forme 

de s é r i e s  en t i è r e s  il v ien t ,  



 intégration de ces deux équations donne : 

avec l e s  expressions de Jn e t  Jn+, sous forme de s é r i e s  on obt ient  : 

Donc en t ou t  point P(8,Y) on a l e s  expressions des rayons de 

courbure R e t  S suivantes : 



0D 8m+n ,,,m ,m .,,m+n+l 

( 2 3 ) -  
' y u Y R ( B , Y )  = 1 (an --- - - b  - 

(ni+n) ! m! n 
m , n = O  ni! (m+n+l)! 

) 

Reprenons l e s  équations (23) e t  (24) qui ont donné R e t  S en un 

point  P ( B , Y ) .  

nous pouvons à p a r t i r  de ces re la t ions  développer l e s  rayons de courbure des 

l ignes  a e t  6 passant par  l e  point P ( ~ , Y )  en s é r i e  en t iè re  de l a  forme 

e t  nous nous proposons de déterminer l e s  coef f ic ien t s  rn(r)  e t  sn(û)  , 
dans l 'expression de R ( ~ , Y )  où l ' on  prend 8 = a comme var iable  l e  

l e r  membre s ' é c r i t  



en posant n-p = m ==. p = n-m 

e t  p va r ie  de O jusqulà n d'où m var ie  de O jusqulà n donc on obt ient  : 

a n 
\ym J = I  c f  a - .  

n=O nl  m=o n-m 
m l  

Prenons c e t t e  f o i s  l e  2ème membre de l l express ion  de R ( B , Y )  c ' e s t  

d i r e  



- n yn+ 1 p + 2  yn+p+ 1 

O ' b *  + ... + b 
n-O n! (n t  1) ! (ni.2) ! (n tp+ l ) !  

avec p var iant  de O à l ' a  d'où m var ie  de n+l à 1 ' m  

donc 1 s ' é c r i t  encore : 

m -1 donc 
m! 



ce qui  nous donne bien 

Les deux r e l a t i ons  donnant R ( B  ,Y) e t  ~ ( 8  ,Y) é tan t  symétriques 

pour l e s  an e t  bn on obt ient  sans d i f f i c u l t é  l a  forme du coef f i c ien t  du 

développement en s é r i e  en t i è r e  de S(  0 ,fi) à savoir  : 

2.4.- Détermination des coordonnées, des e f f o r t s  e t  des moments transmis 

p a r  l e  réseau. 

A p a r t i r  des r é s u l t a t s  précédents, nous nous proposons de ca lcu le r  

l e s  coordonnées cartésiennes de t ou t  point  P du réseau des l ignes  de g l i s se -  

ment, l e s  e f f o r t s  agissant  sur  un segment d'une l i gne  e t  l e  moment r é su l t an t  

de ces e f f o r t s  l e  long d'une l igne  par  rapport à un point f ixe .  

a )  Coordonnées cartésiennes.  ........................ 
Tout d'abord, calculons l e s  coordonnées cartésiennes. Pour c e l à ,  

connaissant l e  développement en s é r i e  en t i è r e  du rayon de courbure de l a  

l igne  de glissement considéré, nous calculerons l e s  coordonnées car tés iennes  

(x,y) de t ou t  point  de c e t t e  l igne  en in t roduisant  l e s  coordonnées de 

MIMILIN ) que nous a l lons  i l l u s t r e r  su r  l a  f igure  8. 



cp e s t  1' angle de l a  tangente loca le  avec Ox au point  f i n a l  M . 
0 

Les coordonnées (x,y) sont r e l i é e s  aux coordonnées (2.7) par  

l e s  re la t ions  x = X cos 4 - y sin 4 

Exprimons l e s  coordonnées X e t  7 en fonction du rayon de courbure 

R de l a  l igne . 
 ons sidérons un élément d 'arc ds d'une l i gne  de glissement ( ~ i ~ .  8 )  

au point  P 03 1 ' angle ( a pour vilenr t , nous aurons ds = R (  t ) d t  , e t  par  

project ion de l 'élément da sur  les axes de MIKHLIN, on obt ient  : 

e t  par  in tégrat ion de O à $ , s i  l ' on  prend O comme origine d'angle e t  

l ' ang le  maximum, nous aurons l e s  coordonnées en ce point  f i n a l  M : 



Il e s t  avantageux d ' u t i l i s e r  l e s  in tégra les  sous forme d' in tégra les  

de convolution, ca r  e l l e s  peuvent a i n s i  ê t r e  développées en s é r i e s  en t i è r e s  

dont l e s  coef f i c ien t s  sont données par des r e l a t i ons  de récurrence par t i cu-  

lièrement simples. En e f f e t ,  nous avons trouvé l e s  in tégra les  de convolution 

suivantes : 

cos ( 0-t ) 
d t  . 

s i n (  4-t 

Soi t  R ( ) l e  rayon de courbure au point  r e l a t i f  à 1 angle ( 

" . e  e t  qui e s t  développé en une s é r i e  en t i è r e  donnée : R ( ( )  = L 
rn 

n=Q n! 

[R(t).cos((-t)]: = ~ ( 4 )  y(() = R ( + )  - ~ ~ ( t ) . c o s ( ( - t ) . d t  

OU encore 

des r e l a t i ons  (29 ) ,  (30) nous a l lons  t i r e r  l e s  r e l a t i ons  de récurrence qui  
- - 

l i e n t  l e s  coef f i c ien t s  des s é r i e s  en t i è res  des développements de x e t  y . 
On obt ient  : 



donnés par  

m 

e t  l a  r e l a t i on  (30) avec R ( @ )  = i rn a nous donne : 
n=O n! 

avec t = t = O e t  t l  = r . 
O - 1 O 

- 
Nous avons a in s i  obtenus des dévicloppements des coordonnées x 

e t  ÿ en s é r i e s  en t i è r e s  en a e t  B analogues à ce l l e s  de R e t  S 

rayons de courbures des l ignes  a e t  6 . 

b)  Calcul des e f f o r t s  transmis. ........................... 
Pour ca lcu le r  l a  résu l tan te  des e f f o r t s  transmis l e  long des l ignes ,  

nous u t i l i sons  l a  même technique qui in t rodui t  des in tégra les  de convolution 

développées en s é r i e s  en t i è r e s  pour obtenir  des r e l a t i ons  de récurrence en t r e  

l e s  coef f ic ien t s  de ces s é r i e s  comme on l f a  f a i t  pour l e s  coordonnées. 

Nous nous proposons de calculer  l a  résu l tan te  des forces  e t  l e  

moment résu l tan t  agissant  sur  l e  côté concave d'un arc d'une l igne  de glissement. 

considérons une l igne  a ( ~ i g .  9 )  carac té r i sée  par son rayon de 

courbure ~ ( a )  e t  s o i t  po l a  pression hydrostatique au point or igine  O . 



Sur l 'é lément ds de l a  l i g n e  a s 'exercent  une press ion  p e t  

une con t ra in te  t a n g e n t i e l l e  k . 
- Soi t  p- l a  p ro jec t ion  de c e t t e  press ion  p sur l ' a x e  x e t  

X 

s o i t  k- l a  p ro jec t ion  de k sur l e  même axe, on aura : ( ~ i ~ .  10). 
X 



Les r e l a t i ons  ( 9 )  nous permettent de ca lcu le r  p  de k  au point  

considéré où l ' ang l e  ( a pour valeur t 

p  - 2k a = c t e  Po - 2k. 0 = p-2kt ==+ 

p  = po + 2kt pour l a  l igne B; a = O 

pour a # O  , on a  : po = p  - 2k(a+t)  -r p  = po + 2k(a+t ) .  

L 'effor t  élémentaire dF; qui ag i t  sur  ds a  pour valeur,  en 

tenant compte du ca lcu l  de p  en fonction de k; : 

dF; = k.cos((-t).ds + p  s in(4- t ) .ds  

Intégrons a lo r s  de O à H c e t t e  quant i té  pour obtenir  l ' e f f o r t  

r ésu l tan t  F- . 
X 

Calculons maintenant l a  composante de 1 le f f o r t  r ésu l tan t  F- 
Y 

suivant l ' axe  y 



nous partons toujours d'un élément 

FZ 
ds soumis à p et k . La pro- 
jection de p et k sur : 

- 
donne k- = -k sin($-t) 

Y 

p; = p cos($-t) . 

La somme des projections de ces efforts élémentaires sera dl?- 
Y 

fl- = -k sin($-t)ds + p cos($-t)ds. 
Y 

dF- = -k sin($-t)l(t)dt + p .  cos((-t)l(t)dt 
Y 

dl?- 
donc 3 = L2t cos((-t) - sin((-tr]~(t)dt + - Po dX . 

k k 

Intégrons de O à $ cette quantité pour avoir la valeur de 

l'effort résultant suivant qui agit sur l'arc OH de la ligne de glissement 



c )  Calcul du m e n t  transmis ga r  l a  l igne  ( a l  au po in t  Q . 
----------i--------------- -------------- di-- -----A 

Soi t  l a  l igne  de glissement de type ( a )  dont l ' o r i g i n e  e s t  

l e  point  3 e t  tournant d'un angle 4 ,a € [O,$] . 
Prenons, pour s impl i f i e r ,  comme axes de coordonnées (OXY) l a  

-+ 
tangente Ox 

en O à c e t t e  l i gne  et  sa perpendiculaire 6$ 

considérons l 'é lément de l&gne da au point  P , L'e f fo r t  élémen- 

t a i r e  transmis pa r  l a  l i gne  jusqu'au point  P aura comme project ion sur  l e s  

axes àFx e t  dFy a Le moment élémentaire transmis par  c e t t e  tranche de l i g n e ,  

en prenant comme sens p o s i t i f  l e  sens indiqué sur l a  f igure  , se ra  : 

sachant que l ' on  a : = (k.cos t ?,p.sin t )  ds 

= ( k s i n  t + p  s i n t )  ds 

l ' express ion du moment "eémentaire se ra  donc : 



dM = x ( t )  [k.sin t + p.cos t] ds - y ( t )  &.cos t - p.sin ds 

o r  s i  l a  pression hydrostatique en O e s t  p donnée, l a  r e l a t i o n  de mNKY 
O 

pour c e t t e  l igne  ( a )  nous donne l a  valeur de l a  pression hydrostatique en 

p~ 
à porté dans l fexpress ion  donnant l e  moment élémentaire. 

ou encore en d iv i san t  l e  t ou t  par  k . 

- 2 t ( x ( t ) . c o s  t + y ( t ) s i n  t ) )  

o r  s i  on exprime c e t t e  r e l a t i on  avec l e s  coordonnées de MIKHLIN ( l e s  coordonnées 

l oca l e s )  : 

X ( t )  = x( t ) . cos  t + y ( t ) . s i n  t 

on ob t ien t  

ou por tant  l a  valeur ds = R d t  dans c e t t e  r e l a t i on  e t  en in tégrant  en t r e  O 

e t  4 puisque t € [O,@] on aura l e  moment transmis par  tou te  l a  l igne 

c 'est-&-dire 



2.5.- Représentation des e f f o r t s  transmis par  des s é r i e s  en t iè res .  

Nous avons trouvé au paragraphe 2.4. l e s  e f f o r t s  transmis F- e t  F- 
X Y 

dans l e s  2 expressions interviennent l e s  in tégra les  

s i  l ' o n  a ] ' t c o s ( $ - t ) ~ ( t ) d t  = Cn - on aura 
O n=O n l 

conformément & l a  re la t ion  (29) 

avec c e t t e  fois-ci  l a  r e l a t i on  de récurrence l i a n t  l e s  coef f ic ien t s  de ces 

s é r i e s  en t iè res  : 

c ~ - ~  + cn+, = 'Irn-, l 

e t  C = C  = O .  - 1 O 

Mais contrairement l ' e f f o r t  e t  aux coordonndes de MIKHLIN, on ne 

peut t rouver  un développement en s é r i e  pour l ' express ion du moment qui donne- 

r a i t  une r e l a t i on  de récurrence simple, On u t i l i s e r a  pour l e  moment une 

in tégra t ion  numérique. 



FûRPflJLATION MATR ICIKLLE 

Notre problème e s t  dc co'ristruire l e  réseau  des  l i g n e s  de ~;lisscniciit  

ne connaissalit  pas l a  forme des  deux l i g n e s  i n i t i a l e s .  Poiii- c c~ lc t i l (* r  c e s  dciix 

l i g n e s  i r l i t i a l e s  R e t  S nous formulerons l e s  r G s u l t a t s  di i  cliapiti-e 1 1  
O O 

d e  l ' a n a l y s e  du rcseau  sous forme m a t r i c i e l l e ,  c a r  l e s  Gquations aux dfr.iv6i.s 

p a r t i e l l e s  du problèmes son t  l i n é a i u e s .  Nous cons t ru i sons  l e  r f s c a u  3 p d r t i r  

d 'une n ia i l le  dans l a q u e l l e  l a  s o l u t i o n  e s t  a n a l y t i q u e .  

3eux t e l l e s  m a i l l e s  sont  séparées  pa r  une l i g n e  de glissement. Kous 

iintons çymi)oliquement une l i g n e  de g l i ssement  d e  cet te rég ion  p a r  un vectrxiii  

V d 'un  cspace l i n é a i r e  d e  dimension i n f i n i e .  C e  vec t eu r  c a r a c t é r i s é r u  rou te  

f o n c t i o n n e l l e  r ep re sen tan t  l a  l i g n e  de g l i ssement  (rayon de courbui:e, coordon- 

nées d e  Nikhl in ,  . .) . 

3.2. - Représentat ion m a t r i c i e l l e  des  l i g n e s  de  g l i ssement .  . -- ---- 

Une l i g n e  de g l i ssement  V e s t  dEFinie par  son rayon de  courbure 

q u i  e s t  développ6 en s é r i e  e n t i è r e .  Nous l a  r ep r s sen tons  par  l a  niatr ice 

colonne des  coe f f i c i . cn t s  d e  l a  s 6 r i e  e n t i è r e .  

Les l i g n e s  de glisserneiit i n i t i a l e s  OA e t  OR de rnyoris c l c  cour-  
03 n o3 

Q bure  K = 1 a -- 6" e t  S = t n -  
O n (F ig .  7 )  son t  r cp ré sen tccs  par  

O 
. n=O n! n=O n! 

Ics matr ices  colonnns : 

l 



De ln même iiiaiii5re les lignes passant par 1 , )  d c  i-.iyoiis < I < .  
cn n W 

ro i i rhurs  R(o ,'Y) = )' ',(y) . %- n 
fi1' et: S ( 0 , f i )  = 7 s ( O )  seront :-cl'i-c;-- 

n=O n! n =O 11 ! 

sentées par les matrices colonnes : 

or nous avons établi au chapitre II les relations (25) et (26) qui relient 

les coefficierits r et s aux a et b ; ceci nous permettra de 
n n n n 

relier ].es composantes des vecteurs V3 et V4 à celles de V, ct V2 

qu'on écrira matriciellement : 

nous avons introduit ici deux opérateurs linéaires P* et Q* dont on va 

donner la forme et la signification. 

a) Détermination des opérat3urs P* et Q*. 

Nous avons les relations suivantes : 

YJm ,- 

w 

r = y a  n n-m -- 1 - 'yrn 

m=O n! m=n+ 1 
(39)  

m! 

c'est-'?-dire pour n = O, n = 1 ,  II - 2.. . 



c e  q u i  s ' é c r i t  m a t r i c i e l l e m e n t  

avec : 

on ri1 f e r a  de marne pour  s ( O )  pour  o b t e n i r  l e s  o p é r a t e u r s  P e t  40. 
11 

LES r ô l e s  d e s  opératc?iirs  P* e t  Q* sont i l 1 1 i s t r C s  par l r s  c:nr:m~>les 

qui  s u i v e n t .  



S i  l ' u n e  des  deux l igne ;  de g l i s sement  e s t  r é d u i t e  3 iin p o i i i ~  O ,  

par  exemple V = 0, oti au ra  a l o r s  B c o i i s t r u i r c  l e  çliarnp c e n t r e  5 ii;lrL ir 2 

d'uiie s e u l e  l i g n e  de gl-issenwnt V I  (1:ig. 12) .  

OAB e s t  l e  chainp c e n t r é  d é f i n i  par  O h  avec 

l une s i n g u l a r i t é  en O ( d i s c o n t i n u i t é  de - l a  l 

e  a l -ors  l a  c o n s t r u c t i o n  d e  l a  façon s u i v a n t  : 

?k 
OA e s t  transfornlé en OB pa r  l ' o p é r a t e u r  Py e t  OA en AB par l l o p é r a t e i i r  

S i  au c o n t r a i r e ,  on a v a i t  
V I  

r é d u i t  à un poir i t ,  on a u r a i t  consti-iij t: 

l e  champ c e n t r é  à p a r t i r  de  V2 e t  on a u r a i t  obtenu (F ig .  13). 

. j  

Fig .  13 

I  intérêt de c e s  c o n s t r u c t i o n s  v i e n t  du f a i t  que l e  champ d é f i n i  

p a r  dcrix l i g n e s  d e  gl issenicnt  i n i t i a l e s  ( a  e t  8 )  p e u t  Gtre  p r i s  colinle 

l a  soniiiir des  deux cliaaps c e n t r é s  cons t : ru i t s  cliücuii s u r  une l i g n e  i n i t i a l e  

(a p u i s  0) (F ig .  1 4 ) .  



Fig. 14 

b) Les opérateurs P et Q. - - 
! 

Il est important dè noter le sens des lignes de glissement origiiinles 

et images obtenues par la construction précédente, par exemple la conîtruction 

qui transforme OA en OB est différente de celle qui eiivoie OA en BO. 

L'opérateur P: qui tiansforme OA en OB détermine l'opfratcur 

qui transforme OA en BO. 

Soit la partie AB d'une ligne de glissement (a) de rayon de 
m n 

A 
CI courbure R (a) développable en série entière c'est-à-dire RA(u) = a - . 

n 
n=O n! 

AB est parcouru de A vers B (Fig. 15). 

Quand on inverse la direction de la ligne c'est-à-dire quand on 

parcourt la partie de la ligne de B vers A son rayon devient %(;), 
car l'angle de variation de la tangente à la ligne change et on aura 

00 -n 

Fig. 15 



- 
on pose @ - a = a 

a 
on aura R ~ ( & )  = 1 bn - = - RA@) 

n=O n! 

m n as 
a - or RA((l) = a - - 

n 
('-a)n ce, qui nous donne : L an-- 

n=O n! n=O n! 

Le signe (-) est introduit conformément à la règle, car en part-nnt: 

de B l'angle croît dans le sens inverse que quand or1 part, de A. 

Comparons alors les coefficients a et b : 
n n 

n n-m -m 
+ (-ilm cm i$ a + . ..,] 

donc on aura : 

b OJ a m n m-n n+l 00 a 2 = -[<i>" 1 - c + J = (-11 rn m ! 
n ! m=n m! 

1 - +m-n 
m=n m! n!(m-n)! 

OU encore 
m a 

b = (-1) 1 m 
n 

i n = n  (m-n) ! 
$m-n 



- 50 - 

La forme génCralc d e  b' est donc : 
11 

ce qui nous donne pour n = O ,  1, 2, ... 

ce qui s'écrit s o u s  forme matricielle 

et on voit que le passage des a aux b se fait par l'opérateur tiiatricicl 
n n 

R 
O 



Cet opérateur nous permet d'inverser le sens de la direction d e  la 

l ligne de glissement. 

On définit maintenant les opérateurs P et Q par : 

1 .  Ry car quand on se déplace sur une ligne B c'est Y qui varie. . 

Les 2 opérateurs Pby et QgIy transforment OA en BO et BA 

respectivement (figure 16) 

Si on multiplie les équations 

Fig. 16 

par Re et Ry respectivement, on obtient les nouvelles équations suivantes : 

pour lesqiielles les directions des lignes de glissemeiit Vg et V 4  sont 

opposées aux directions de Vj et V 4  des équations (37) et (38) (voir l e s  , 

figures 17 et 18) 



Fig .  18 

Ces o p é r a t e u r s '  s a t i s f o n t  c e r t a i n e s  i d e n t i t é s  que nous nous proposoiis 

de dé te rminer .  Pour c e l à ,  au l i e u  de prendre  
V I  

e t  V2 comme l i g n e s  de  g l i s -  

sement de base  prenons l e s  l i g n e s  V j  e t  V4. On dédui ra  a l o r s  V I  e t  V2 

a p a r t i r  de s  nouve l l e s  l i g n e s  de base V3 e t  V4 .  

I c i  les l i g n e s  de base n ' o n t  pas  l a  même concav i t é  que V I  e t  V2 ; 

' l e u r s  rayons de  courbure v é r i f i e n t  de nouve l l e s  équa t ions .  

F ig .  19 F i e .  20 

En e f f e t ,  nous pa,ssons de  (19) à (20) en  changeant de  base  l e s  l i gnes ,  

(a) e t  ( 8 )  ayant  d e s  concav i t é s  d i f f é r e n t e s ,  l e u r s  rayons s a t i s f o n t  1 des  

fqua t io i i s  q u i  d i f f è r e n t  d 'un  s igne  pour r e s p e c t e r  l a  r è g l e  des  s i g n c s  diiiinRe 

au début .  

Pour l a  f i g i i r e  (19) l e s  rayons R e t  S s a t i s f o n t  aux 6quntjoris 

1i i iCaires  su ivar i tes  



e t  pour l a  f i g u r e  ( 2 0 )  R e t  S s a t i s f o n t  l e  système : 

l e  l e r  système, nous l ' avons  d é j 2  i n t é g r é .  IA1i .n tégra t ion  de Riemaiin du secoiid 

système f a i t e  par  Ewing e t  par  C o l l i n s  donne l e s  rayons en  un p o i n t  P(o,Y) : 

ou encore en posant  pour ce système comme on l ' a  f a i t  pour l e  système (1) 

on s 1 i n t 6 r c s s e  i c i  au système ( 4 8 ,  4 9 )  dans l e q u e l  l c s  a  e t  b son t  l es  
n  n  

n m 

(19) P.> ( y )  = 1 an-m ymlm! - 1 b m-n- l  yfm/m ! 
m=O m=ni- 1 

( 4 6 )  



a et b sont les coefficients des lignes de base c'est-à-dire des l i g n e s  
n n 

V3 et V 4  donc a = r et bn = s et les lignes obtenus V 1  e t  V2 n n n 

passant par ( Y )  ont comme coefficient a = r et b = s donc dans n n ,n n 

le système ( 4 8 ,  49) on remplace les r par les a et les s par 1 es n n n 

b et vice-versa, on obtient donc : 
n 

ou encore sous forme matricielle : 

- 
'1 - 'ey '3 - Que '4 

- 
V2 - P ~ e  V4 - QBY V3 

obtenue de façon analogue que pour le système (1). 

Remplaçons dans les relations qu'on vient d'obtenir Vj et V 4  

par leurs valeurs lorsque VI et V2 sont les caractéristiques de base : 

Ces équations nous donnent les identités suivanbs 



Voyons l'interprétation géométrique de ces identités : 

soit AB une ligne de glissement de base V et. BAC le champ s i e u l i c i  cnnn- 

truir sur A8 avec l'angle de singularité Y'. CAD et CBE sont Ics cbnml>s 

si~igul.irrs construits sur CA et CR avec les angles de singularitc Y C L  

8 respectivement. 

Fig. 21 

Nous pouvons considérer le champ BAC comme la somme des deux 

champs CAD et CBE. 

Alors, E C  et DA se combinent pour donner le point singulier A , 

ceci nous donne l'égalité 

Q,, P e ~  = P ~ ,  Q,, 

et EB se combine avec DC pour donner AB(V) la ligne de base et ceci 

nous donne la seconde identité : 

c) Les opérateiii-s particiiliers. -- 
a) L'opérateur ___ ____.______________----_--- de fronticrc lisse T : 

S. 

C e t  opérateur est important clans les a~iplicatioris. Il perniet d c  cons- 
I 
1 truire le rBseaii de  lignes d c  glissenient entre iine ligne donn6r et une f r c > ~ ~ t i C r e  
l 

1 I 



droite lisse. c'est un problème aLx limites mixtes. 

Soit AB la ligne donnée V (rigure 22) et on désire construire le 

réseau des lignes entre cette ligne V et les frontières rectilignes lisses 

AX et AY. 

En notant que la condition de nullité de la contrainte de cisaillei~ieilt 

sur le bord lisse est automatiquement satisfaite si l'on choisit la 2èine ligne 

de base la ligne réfléchie de V sur le bord, le problème pourra être vu coaine 

un problème avec ligne caractéristique initiale. 

Fig. 22 

Pour ce réseau de Hill formé des lignes V V V V 
1 2 3 4  

v3 = Poo VI + Qeo v2 = -P 08 + Qee 
- 1 

= v(-p,, + Q,,) = Te V => 

Prenons cette fois le réseau de Hill de la ligne donnée V e t  dc 

la liine réféchie de V sur le bord AX comme lignes de base. Ici, les 

ljgnes dc glissement changent de concavité (Figure 23). 



Appliquons les relations trouvées dans le chapitre pour un réseau 

de Hill ayant des lignes de base de même concavité, on aura : 

- Vz - Pee V4 - Q,, V3 = -P 0 O v - Q,, V '  

= V(-Po, - Q,,) = ToV == > 

T = -  
O - Qee* ( 5 9 )  

On peut noter encore les opérateurs : 

Une propriété intéressante de cet opérateur T est à noter. 

En effet, nous avons trouvé l'identité, vérifiée par les opérateurs et Q, 

suivante : 

Si les angles 0 et Y sont égaux pour le réseau ce qui est le 

cas pour l'opérateur du "bord lisse", car toutes les lignes de glissement 

font un angle de 45" avec les bords AX et AY, cette identité devient : 

ceci. veut dire que les opérateurs P et Q commutent. On voit alors, à partir 

des expressions de T et de T-l en fonction de P et Q, que ces opérateurs 

de frontière lisse comrnutent avec P et Q. 

or QP = PQ d'où T P  = PL 



- 1 
Il en est de même pour l'opérateur T . 

(3) V~pérateur de Translation S @ .  ...................... 
On considère une branche de ligne de glissement d'origine A. 

a n - - 

a 
s'il s'agit d'un? ligne a son rayon de courbure sera ~ ~ ( a )  = 1 an - . 

n=O n! 

Faisons subir à l'origine A de cette ligne a une translation d'angle 4).  

Le rayon de courbure sera 

onlenote Ri(a) car 

on fait la translation d'angle dans la direction intrinsèque. On a donc : 

Cherchons l'opérateur Sa qui nous permet de passer de RA à 

donc : 



a  
2  1 

a 3 2 2 l  a 
O O + C 2  $ + - C 3 Q ,  

m m-1 rn-l 
b = a C  Q 

1 1 1  
+ ... + - C y? + ... 

2! 3 ! m m! 

b a  a a  n  n  - = -  n+ l 1 
c; + -- Cn+] + "  a . .  + C  

(n+i )  ! 

m-n m 
$m-n + . 

n! n! m! 

- - 
on a  b ien  donc : 2 = 1 3 c ~ ' - ~  m n! m=n m! 

$m-n 

- - m! 
d 'où a l o r s  : m n  ! (m-n) ! 

b m a  
m d+m-n 

Q> 

n - =  1 -  ==> b = 1 am 
n  

@m-n 

,nf m=n d n<m-n) ! m=n (m-n) ! 

on a  donc l a  r e l a t i o n  e n t r e  l e s  c o e f f i c i e n t s  

m mm-n ' b = 1 am 
n 

m=n (m-n) ! 

d'où l ' o n  t i r e  : 

ou encore sous fornie m a t r i c i e l l e  



l'opérateur matriciel qui nous fair passer du vecteur de composantes les a 
n 

au vecteur de composantes les b est l'opérateur de translation SJ> donné 
n 

par la matrice calculée plus haut : 

1 
Cet opérateur a la propriété suivante : 

-- S) ~ ~ o ~ & r a t e u r  F de frontl8re r ec t  i l i m e  parfaitement rugueuse. 

Nous venons de vo i r  l 'opérateur  de f ron t iè re  l i s s e  T qui a une 

forme simple en fonction de P e t  Q. NOUS a l lons  donner i c i  l a  forme 

de l topéra teur  F qui trktsforme une l igne de glissement V tangente à une 

f ron t iè re  r ec t i l i gne  parf'aiteheat rugueuse. 



Soi t  OB l a  f ron t iè re  parfaitement rugueuse e t  s o i t  OA l a  l i g n e  

qu'on dénote V . La l i gne  BA se ra  l a  transformée de l a  l i gne  OA par  

l ' opéra teur  F que l ' on  se propose d ' exp l ic i t e r .  

OA e s t  une l igne  a qui rencontre tangentiellement l a  f ron t iè re  OB 

puisque -r = k ( f ron t iè re  parfaitement rugueuse) e t  AB e s t  une l igne B qui 

rencontre orthogonalement l a  f ron t iè re  OB. Les conditions s w l  l a  f ron t iè re  OB 

sont l e s  suivantes : 

a = B  e t  S = O  

Ces deux conditions sont données respectivement par  l e s  re la t ions  de 

HENHY-PRANDTL e t  l a  projection d'un élément ds de l a  f ron t iè re  sur une ( a )  

e t  ( 8 )  . Si  V I  e t  V 1  sont représentés par  l e s  coef f ic ien t s  an e t  a; de 
1 

i e u r  représentation en s é r i e  en t iè res  en a e t  B . 
V,  = a e t  V; = a vecteurs de l 'espace l i n é a i r e  i n f i n i .  n 

Nous avons é t a b l i  au  11ème chapi t re  que s i  V I  e t  V t  sont deux 
1 

l i gnes  de base d'un champ dont l e s  rayons de courbure seront représentés 

par  l e s  vecteurs [an] e t  [a:] , l e s  l i gnes  f ina les  V e t  V4 auront pour 
3 

rayons de courbure R ( ~ , B )  e t  S(a,B) donnés par  l e s  r e l a t i ons  qui suivent : 



portons dans ces  r e l a t i ons ,  l e s  conditions vé r i f i é e s  sur OB à savoir  

a = 8 e t  B = O ,  pour c e l à  il s u f f i t  d ' u t i l i s e r  l a  2ème r e l a t i on  : 

c'est-à-dire on a : a' - a 
n n-1 = O 

pour n = 1 a l - a  = O  
1 O 

n = 2 a l - a  = O  
2 1 

a ' - a  = Q  
3 2 

e t  a i n s i  de su i t e .  

Introduisons maintenant l a  matrice 

dont l a  l igne  pa r a l l è l e  à l a  diagonale e t  en dessous de cel le-c i  e s t  

occupée par  l e  nombre 1. Y' e t  V seront l i é e s  par l a  r e l a t i on  ma t r i c i e l l e  
1 1 

suivante : 



V I  = J . V i  ou encore 

- 1  
V; = J .VI 

por tant  c e t t e  é g a l i t é  dans l a  r e l a t i on  donnant l a  l igne  V  4 = 'ee '2 + Qee '1- 

donc IF v1 = [Pee + Po, . J-11 V I  = O d'où a lo r s  l ' express ion de 

l ' opéra teur  F 

que 

Cet opérateur e s t  un cas p a r t i c u l i e r  du cas p lus  général où l a  f ron t iè re  

V2 = V; 

n ' e s t  pas parfaitement rugueuse, c 'est-à-dire pour l eque l  on a r =  m k 

Y 4  = BA = P. V I  

avec O < m 1  donc où l e s  l ignes  de glissement font avec c e t t e  

f r on t i è r e  un angle 
A f n,4 e t  A f Q . Cet opérateur plus général  

a é t é  donné par 1. F. COLLINS e t  1 ' a noté GA . 

iF) ~'ap6rateu. r  de s u r f w e  l i b r e .  

Dans ce r ta ins  problèmes, on a à const rui re  l e  champ de l ignes  

de glissement en t r e  une l i g n e  QA ( V  ) donnée e t  une surface l i b r e  OB 
1 

dont l a  posi t ion n 'est  pas connue à p r i o r i .  



Cette  surface l i b r e  e s t  t ou t  de même déterminée par l e s  

conditions suivantes; à savoir  l a  n u l l i t é  en chaque point  de c e t t e  surface  

OB des composantes à l a  f o i s  normale un e t  t angen t i e l l e  T de l a  

contra inte .  Ceci se  t r a d u i t  par l e s  conditions suivantes : 

/ La pression hydrostatique 
Po 

e s t  constante tou t  l e  long de OB. 

I Toutes l e s  l ignes  de glissement font  un angle TI/ avec l a  
surface OB . 4 

Po 
é t an t  constant sur  l a  f r on t i è r e  OB nous permet d ' é c r i r e  : 

Ces condit ions peuvent s ' é c r i r e  d'une autre  façon : 

Sur l a  f r on t i è r e  OB on a  Rda = SdB 

- pA - pB - 2kB = Po - a@ Po 
- 2ka = 

Po 
- 2kB d'où 

3 
- 

p~ - Po 
- 2ka a = B  sur  OB. 

e t  des r e l a t i o n s  de HENKY : 

Les conditions & é c r i r e  deviennent a l o r s  : 

p + 2ka = po A 
s u r  l a  l igne  OA de type ( a )  

: PA 
- 2k x O = pg - 2kB sur  l a  l i gne  AB de type( B )  

Rda = SdB e t  a = 8 sur  l a  f r on t i è r e  OB. La var ia t ion de 6 sur  l a  

a P 
s i n  9 cos 8 f ron t iè re  [HILL 1 : - (- ) = -2 (- + - 

S R 
) avec i c i  e = -Wh 9 R = S. 

as 2k 

Pour const rui re  l e  champ de l ignes  de glissement, supposons que l e s  deux 

l ignes  OA ( Y , )  e t  OC(Y; )  so ient  l e s  deux l ignes  de base e t  on s e  propose 

de donner l 'expression de l ' opéra teur  H qui cons t ru i t  l a  l igne  BA à p a r t i r  

de V I  e t  V; . S i  R e t  S  sont l e s  rayons de courbure des l ignes  BC e t  BA 

respectivement, l a  l o i  des signes vue dans l e  2ème chapi t re  donne l e  système 

d'équations aux dérivées p a r t i e l l e s  s a t i s f a i t e s  par R e t  S  : 



Les l ignes  de base V e t  V 1  é t an t  représentées formellement par des 
1 1 

vecteurs d'un espace l i n é a i r e  i n f i n i  : V I  = [a,] e t  V!, = [a;] on aura  

après in tégra t ion  : 

portons l e s  conditions é t a b l i e s  plus haut dans ces deux re la t ions  

on obt ient  l ' é g a l i t é  suivante : 

Ceci nous donne l a  r e l a t i on  que vér i f i en t  l e s  composantes a e t  a: : n 

e t  a i n s i  de su i t e .  

Introduisons l e s  matrices D = I O 1 0 1  



pour é t a b l i r  en t re  l e s  vecteurs V e t  V'  une r e l a t i on  mat r ic ie l l e ,  1 1  

l e s  re la t ions  ( i )  s 'écrivent encore sous forme mat r ic ie l l e  : 

+ 11 V; = - E] V I  ou encore 

Combinons c e t t e  re la t ion  avec l a  r e l a t i on  (53) i.e. 

R @  V; = P,, '4 - &ee '3 avec v3 = R v e t  V~ = R,(BA) 0 1 

R e  Y; = Po, R e  ( H  v l ) -  Q,, R, V1 

on a  mul t ip l ié  par R e  pour avoir  l a  d i rec t ion  intr insèque des l ignes .  

Re.  k+U]-' b-n]vl = Poe R e  M V1 - Qee R, V1 

1, F. COLLINS l'avait donné sous ce t t e  forme e t  ava i t  donné une 

sous-broutine permettant dtengendrer l a  l igne  M.V à p a r t i r  de l a  l igne  V. 

3.3,.- Simili tude des champs donnés par  deux f ron t iè res  l i s s e s  rectangulaires.  

Nous avons vu dans l e  l e r  chapi t re  un t e l  champ p r i s  par  HILL 

comme appl icat ion au pr incipe  de superposition. Le théorème é t a b l i  é t a i t  

l e  suivant : 

- S i  l e s  l ignes  o e t  T.o sont semblables, a lo rs  o e t  T-' ,o sont auss i  

semblables. 



géométriquement ceci  se t r adu i t  par  l a  s imil i tude en t re  OQ e t  SQ s i  

OQ e t  PQ sont semblables. 

Mais l a  représentation de PQ par Tu e t  SQ par T-lu suppose 

l ' in t roduc t ion  d'opérateurs l i n é a i r e s  de transformation T e t  T-' e t  l a  

représentation symbolique des l ignes ,  i c i  O& par des vecteurs d'un 

espace l i n é a i r e  de dimension i n f i n i e ,  Une l igne  de glissement comme 

élément d'un champ e s t  c e t t e  f o i s  p r i s e  comme élément d'un espace 

l inéa i re .  Les d i f fé ren tes  représentations fonctionnelles du champ 

é tab l i s sen t  un isomorphisme en t re  ce t  espace l i n é a i r e  e t  l ' espace des 

fonctions analytiques, espace fermé des solut ions  analytiques du 

systèpe d'équations aux dérivées p a r t i e l l e s ,  Nous pouvons donc in t roduire  

une formulation algébrique e t  exprimer algébriquement l e s  propr ié tés  

géométriques de ce r ta ins  champs, pour notre  exemple du champ d i t  

"Aut O-semblable ". 
Nous avons in t rodui t  dans l 'exposé de l a  théor ie  p lus  haut l e s  

opérateurs l i néa i r e s  de transformation des champs e t  nous a l lons  i n t ro -  

duire maintenant des concepts de valeurs propres e t  de l ignes  propres 

(vecteurs propres dans 1' espace l i n é a i r e  de dimension i n f i n i e )  

qui jouent un ro l e  important dans l a  théor ie  des l ignes  de glissement 



pour l a  méthode dlEWING. DEWHURST e t  COLLINS. L'expression algébrique 

du théorème de HILL e s t  l a  suivante : Deux l ignes  de glissement sont 

semblables s i  l ' une  d ' e l l e  e s t  vecteur propre de l ' opéra teur  l i n é a i r e  

qui l a  transforme en l ' a u t r e  l igne .  

S i  OQ e s t  l a  l i g n e  a e t  T l ' opéra teur  l i n é a i r e  qui transforme 

QQ en PQ, a lo r s  OQ c'est-à-dire a se ra  vecteur propre de l ' opéra teur  T 

associé à l a  valeur propre h t e l  que l ' o n  a i t  : 

T o = t a  

S i  OQ e t  PQ sont semblables. 

- 1 - 1 o r  SQ = T a avec T = - P - Q  e t  T = - P t Q .  

- 1 1 
T a = X a implique T T a = X T- a ou encore 

S i  X f O on a bien l a  l igne  a l igne propre de T e t  T-' pour l e s  

valeurs propres respectives A e t  1 / X  . 
S i  a e s t  l igne  propre de l l opé ra t eu r  T e l l e  e s t  l igne  propre de son 

- 1 
inverse rf . 
donc PQ e t  SQ seront  auss i  semblables avec comme rapport de 

s imi l i tude : a = X = X2 ou encore avec Q comme centre de s imi l i tude 
SQ /11 

e t  cec i  e s t  vrai pour n'importe quel couple de po in t s  correspondant sur 

l e s  l ignes  PQ e t  SQ. 

Conclusion : 

La méthode algébrique de construction des l ignes  de glissement 

exposé dans l e s  chapi t res  précédents t i r e  son i n t é r ê t  de l a  p o s s i b i l i t é  

qu ' e l l e  o f f re  de résoudre ce r t a i n s  problèmes aux l im i t e s  rencontrés dans 

l a  mise en forme des métaux à l ' a i d e  de l ' o rd ina t eu r  e t  semble ê t r e  moins 



onéreuse pour ce r ta ins  problèmes que l e s  autres  méthodes de résolut ion,  

à savoir  l a  méthode graphique de PRAGER e t  l a  méthode des coéf f ic ien t s  

d'influence u t i l i s é e  par  GREEN. 

Pour l e  problème du laminage à chaud, ALEXANDER a u t i l i s é  l a  

méthode de RUNGE-KUTTER d'ordre 4 pour in tégre r  numériquement l e s  

équations e t  ca lculer  l ' e f f o r t  e t  l e  moment de laminage à l ' a i d e  de 

l 'ordinateur .  

La méthode graphique n ' e s t  pas r e s t r e i n t e  au cas des p r~blèmes  

l i n é a i r e s ,  a i n s i  que l a  méthode d ' in tégrat ion de RUNGE-KUTTA qu lub i l i s e  

d ' a i l l e u r s  ALEXANDER pour l e  laminage à f ro id  e t  pour un métal écrouissable 

avec l o i  de SWIFT u = uo ( 1  + B ;)n . Une autre  méthode u t i l i s é e  dans 

l e s  prgblèmes non l i n é a i r e s  e t  développée dans l e s  années 50 e s t  l a  

méthode de perturbation de SPENCER avec laque l le  on peut é tud ie r  l e s  

problèmes dynamiques e t  l e s  problèmes où l a  contra inte  n ' e s t  pas homogène 

en posant k(x,y) = k + E k t  . 
O 

Les problèmes l i n é a i r e s  pour lesquels  l a  forme des l ignes  

i n i t i a l e s  n ' e s t  connue n i  dans l e  plan physique n i  dans l'hodographe 

sont justement l e s  problèmes aux l imi tes  pour l a  résolut ion desquels 

nous pouvons appliquer l a  méthode mat r ic ie l l e  de COLLINS e t  DEWHUNST. 

Parmi ces problèmes rencontrés dans l a  pratique nous notons, l ' ex t ru s ion  

asymétrique, l ' ex t rus ion  pour laquel le  l e  rapport 1< 0 < 2, l e  laminage 

à chaud, l a  compression en t r e  deux plateaux part iel lement rugueux, l a  

W compression avec l e  rapport 1 < 0 < 2 e t  supérieur à 1 = - ) a i n s i  H 

que d 'autres.  Nous en verrons deux comme application e t  vé r i f i c a t i on  

avec d 'autres  théor ies ,  l a  compression avec ri > 1 e t  l e  laminage à 



chaud (CHITKANA e t  JOHNSON). 

COLLINS ava i t  publié l ' é tude  de l a  compression avec p la teau  

tournant e t  l e  poinçonnage p l a t  d 1  une bar re  sur une fondation l i s s e .  

Pour l e s  problèmes où l a  non l i n é a r i t é  e s t  due à l a  condition ii l a  

f ron t i è r e ,  l e  frottement de COULOMB ( E = p p)  par exemple, on peut 

aussi  résoudre l e  problème par  l a  méthode des éléments f i n i s ,  



CHAPITRE I V  

LAMINAGE A CHAUD 

4.1.- Introduction 

Pour l a  recherche de so lu t ions  (exactes)  au problème du 

laminage à chaud, on considère que l e  matériau e s t  r ig ide  parfaitement 

p las t ique ,  que l a  déformation p las t ique  e s t  plane avec un frottement 

col lant  en t re  l e s  cylindres e t  l e  matériau e t  on adoptera l a  méthode 

des l ignes  de glissement pour ca lcu ie r  l ' e f f o r t  de laminage, l a  

contre- t rac t ion,  l e  rayon e t  l e  moment de laminage pour d i f fé ren tes  

géométries. De grandes d i f f i c u l t é s ,  pour résoudre ce problème, sont 

inhérentes à l a  nature statiquement indéterminés de ce problème de 

mise en forme des &taux qui rend laborieux l a  recherche de solut ion 

acceptables pour une méthode numérique pas à pas.  La méthode graphique 

proposée par  PRAGER pour t r a c e r  l e  champ des l ignes  de glissement e t  

1 'hodographe e s t  aussi laborieuse e t  couteuse, ceci essentiellement dû 

à l a  nature ' ' indirecte" de ce type de problème où l a  forme d'aucune 

l igne  de glissement i n i t i a l e  n ' e s t  connue à 1 'avance. 

La formulation mathématique de ce problème e t  s a  rksolution 

pa r  l a  méthode mat r ic ie l l e  due à DEWHUNST e t  COLLINS donne, t ou t  dl abord 

l a  forme de l a  l igne de glissement i n i t i a l e  comme solut ion d'une équation 

i n t ég ra l e  Linéaire puis l e  r e s t e  du champ à l ' a i d e  d 'opérateur mat r i c ie l s  

de base. On s e  l im i t e r a  i c i  au cas où l ' équat ion in tégra le  e s t  l i n é a i r e  

c 'est-à-dire pour l e s  cylindres de t a i l l e  moyenne e t  p e t i t e  pour l e sque l s  

l a  région r i g ide  occupe t o u t  1 'a rc  de contact e t  où l e  frottement nécessaire 

à 1 'avancement du matériau e s t  co l l an t .  



4.2.- Méthodes de résolut ion e t  champ de l ignes  de glissement. 

2.1. Champs de l ignes  de glissement e t  hodographes. 

ALEXANDER avai t  proposé un champ solut ion du problème qui ne 

concernait qu'une seule pour l aque l le  l a  réduction de l a  

hauteur r = - H-h - - 0,33 e t  l e  rapport du rayon de laminage e t  de l a  
H 

R 
hauteur du matériau laminé - = 86,7 . Ceci ne permettai t  pas 1 'applicati.cn h 

de s a  solut ion à des problèmes i n d u s t r i e l s  pra t iques  qui in té ressen t  une 

large  gamme de géométries. Pour é v i t e r  c e t t e  insuff isance,  FORD e t  

AUXANDER proposèrent un champ de l ignes  de glissement pour l e  1.aminage 

à chaud dans l eque l  l a  l i gne  d 'entrée e s t  r e c t i l i gne  e t  c e l l e  de l a  s o r t i e  

un a rc  c i r cu l a i r e .  

Pluç t a r d ,  CRANE e t  ALEXANDER proposent un champ de l ignes  de 

glissement s impl i f i é  d&s leque l  l a  l igne d 'entrée s e r a  représentée pa r  

une double l igne r ec t i l i gne  e t  considère l a  surface de contact à l a  s o r t i e  

comme une surface plane. 



Pour ct. champ proposé, lez v i t e s s e  des ,yart;ici~les à l a  s o r t i e  e s t  

pa r a l l è l e  à l a  :,&gente à l a  surface de contact e t  a  s a  plus p e t i t e  valeur 

R à - donné, lorsque l a  l igne  de glissement à l a  s o r t i e  e s t  un a r c  c i r c u l a i r e  h  

de discont inui té .  CHITKARA e t  JOHNSON u t i l i s e n t  uri c!ians, avec un arc c i r c u l a i r e  

de discont inui té  comme l i gne  de glissement à l a  s o r t i e .  

On r e t i e n t  i c i  l e  champ donné par  CRANE e t  ALGKNVDRE 03 l a  région 

r i g ide  occupe t o u t  l ' a r c  de contact e t  où l ' a r c  c i r cu l a i r e  à l a  s o r t i e  e s t  

de discont inui té  pour l a  v i t esse .  C'est aussi  l e  champ u t i l i s e  par  CHITKARA 

e t  JOHNSON. 

2.2. Résolution pa r  l a  méthode mat r ic ie l l e .  

Plan physique 



Pour ce champ simple proposé p a r  CHITKARA e t  JOHNSON dans l e q u e l  

ri = O , l e  f ro t tement  e s t  c o l l a n t  e t  l a  rég ion  r i g i d e  tou rne  avec une 

v i t e s s e  angu la i r e  s i  l e  champ des l i g n e s  de gl issement  e t  l e  chanrp des 

v i t e s s e s  sont  géo&triquement semblables, mais l 'hodographe t o u r n e  d'un 

angle dans l a  d i r e c t i o n  de w par rappor t  a u  p l a n  physique e t  e s t  

m u l t i p l i é  scalairement  p a r  w . La recherche de l a  s o l u t i o n  pour  ce t y p e  

de problème n é c e s s i t e  l ' u t i l i s a t i o n  du champ des l i g n e s  de gl issement  

e t  c e l u i  des v i t e s s e s .  

Posons AB = V comme première l i g n e  i n i t i a l e  du champ dont l a  

forme e s t  inconnue e t  fi' = V' l a  deuxième l i g n e  i n i t i a l e  du champ des 

v i t e s s e s  e t  dont l a  forme e s t  a u s s i  inconnue. 

Les l i g n e s  CB, DB, db, Q'b' e t  d ' b '  s e r o n t  dédu i t e s  des  l i g n e s  

i n i t i a l e s  V e t  V '  à l ' a i d e  des opé ra t eu r s  m a t r i c i e l s  de base ,  é t a b l i s  

dans l e s  c h a p i t r e s  pkécédents ,  de l a  façon su ivan te  : 

db e t  DB é t a n t  semblables e t  de r appor t  w . on a donc : 

db e t  d ' b '  son t  p a r a l l è l e s  sur l 'hodographe e t  l e s  rayons de courbure 

des p o i n t s  correspondants d i f f è r e n t  de p .  c où c e s t  l e  vec t eu r  un i t é  



de s o r t i e  DE d 'où : d ' b '  = w  T-1 ,# Q , $ V +  O c .  

c  = 

e t  ab = w V =  a l b l  + p c - - Q+e V ' * P  C ( IV. 1 ) c <  qui noii;j donne 

- 1 v'  = Qle ( w  V - p c )  (1v.2) 

é l iminons maintenant V 1  e n t r e  l e s  r e l a t i o n s  (IV.  1 )  e t  (1v.2) : 

1 
O 
O 
O 

La r é s o l u t i o n  de c e t t e  équat ion  m a t r i c i e l l e  l i n é a i r e  nous donnera 

l a  forme des l i g n e s  i n i t i a l e s  V e t  V 1  à p a r t i r  desauels  on c o n s t r u i r a  l e s  

deux champs à l ' a i d e  des opé ra t eu r s  de base de t ransformat ion  d'une l i g n e  

à une au t r e .  

e t  p  l a  d i s c o n t i n u i t 6  de l a  v i t e s s e  l e  long  de 1 ' a r c  c i r c u l a i r e  

Champ des l i g n e s  de gl issement  ( r i  P O )  



Hodographe ( n  f O )  

.' 
on pose i c i  AF = V I  e t  a ' b l  = V '  comme l ignes  i n i t i a l e s  dont on veut 

chercher l a  forme e t  à p a r t i r  desquelles on const rui ra  entièrement l e s  

deux champs. 

On applique l e s  opérateurs P e t  Q obtenus pour représenter  l e s  

aut res  l ignes  du champ comme transformés de V e t  V' . 
1 

Ai? = V I  - EF = Q,(,++) . V I  (1v.4) e t  

pour obtenir  l a  l igne  GF 'on doit  f a i r e  une t r an s l a t i on  d'angle ri pour l a  

l igne  FJ ceci veut d i r e  que l a  l igne GF s e r a  l a  transformée de l a  l i gne  FJ 

pa r  l ' opéra teur  de t r an s l a t i on  d'angle S,,, ri é t an t  l ' ang le  dont tourne G J  . 
on a donc : 

GF = Sn .FJ s o i t  (1v.6) 

Les champs de l ignes  de glissement e t  des v i t esses  é tan t  géométriquement 

semblables e t  l a  zone r ig ide  tournant avec l a  v i t esse  angulaire w , l e s  

l ignes  AF = V I  e t  GF = V2 auront comme images dans l e  champ des v i t esses  



l e s  l i g n e s  a f  = w V 1  e t  g f =  w V 2 .  

Considérons maintenant l e  q u a d r i l a t è r e  cu rv i l i gne  g c b f avec 

gc = - p c e t  gf  = w V2 comme l ignes  de base .  On t i r e  aisément l e s  l i m e s  

b c  = V3 e t  b f  = V à l ' a i d e  des opéra teurs  adéquats : 4 
= P  w V 2 - Q q l p  c 

v3 diri (IV. 7 )  
GÙ :, e s t  l a  d i s c o n t i n u i t 6  

V 4 = - P  p C + Q  
ri JI i n  v2 

(IV. 8) de l a  v i t e s s e .  

U t i l i s o n s  c e t t e  f o i s  l e  q u a d r i l a t è r e  cu rv i l i gne  fp a '  a pour t r a c e r  

l a  l i g n e  ba l  = 
v5 

Bupposons que l e s  l i g n e s  V4 e t  V son t  l e s  l i g n e s  de base de ce 5 
q u a d r i l a t è r e  cu rv i l i gne .  On en dédui t  de l a  même manière que précédemment : 

w V 1 = P  e n  '5 + Qqe '4 d 'où l ' o n  t i r e  l a  l i g n e  V en m u l t i p l i a n t  l e s  menhres 5 
de d r o i t e  e t  de gauche de c e t t e  r e l a t i o n  p a r  P-' s o i t  : 

0 n 

d ' a u t r e  p a r t  nous avons dans l e  champ des v i t e s s e s  b ' a '  = V + p c e t  
5 

ilt * - 1 - 1 
b ' a '  = Qg Y '  ce qui nous donne Q V '  = V5 + p c = 

i P f3 i1 ~ V 1 - P e n . Q n e  V b +  O C  

( I V .  1 0 )  

e t  c l b l  = T V 1  
Ji 

= Ri b l c '  = Ri ( V  - p  C )  OU encore 3 

T V '  = Rb ( V g  - p  c )  * (1v .11)  

Les gquat ions ( I V .  6) e t  ( I V . 7 )  donnent : 

- 1 
V3 = P$ri Sn T(r ,+y)  Qe(,,+*) - Qr,$ 

Les équat ions ( 1 v . 1 0 )  e t  ( 1 v . 1 1 )  donnent : 

OU encore : 



avec V 4 = - P  ~ C + Q + ~  w V 2 = - P  p c + Q  w S  T - 1  
174' ri+ a ( i l + a ) Q e ( n + a ) V i  

* 
e t R P  = P  a ai1 ri 

en remplaçant V par sa valeur dans l'équation qui précède on obtient : 4 

v ,  [P Q*T- '  P * s T - ~  - 1  
e n  a YJ n i1 ( m a )  Q e ( m a )  + Q ~ e  T(i l++)  Q e (  n++) 

- 1 1 c (1v.12)  

Cette équation matricielle linéaire donnant V s'écrit : 
1  

D.Vl = ( p l u )  lE . c avec 

Faisons la vérification de la relation donnée par CHITKARA et JOHNSON 

pour le cas où ri = O : 

Ceci nous donne : 

Ce qui correspond bien à l'équation trouvée au 4.2 pour le champ 

proposé par CHITKARA e t  JOHNSON relatif au cas où llan$le ri est nul. 
- - - 



4.3.- Calcul  de l ' e f f o r t  de laminage, de l a  con t r e - t r ac t ion  e t  du moment 

de laminage. 

3.1. Ca lcu l  de 1' e f f o r t  de laminage EL : 

Calculons t o u t  d 'abord l e s  r é s u l t a n t e s  de l ' e f f o r t  t ransmis  p a r  
F- F- 
X 

l a  l i g n e  DE au  p o i n t  E , k  e t  à p a r t i r  des r e l a t i o n s  é t a b l i e s  ( 3 2 )  
7 7  r -  

e t  (33) .  L ' e f f o r t  normal au  po in t  E recherché  s e r a  Y c a r  l a  l i g n e  DE 
k 

e s t  t angente  en E à l a  su r f ace  de con tac t  à l a  s o r t i e .  En t e n a n t  compte 

du fait que 1' angle  t € [0,1~/41 , + = I T / ~  e t  que l e  rayon R e s t  indépendant 

de 4 puisque DE e s t  un a r c  c i r c u l a i r e .  

Considérons un élément ds  de l a  l i g n e  ( 8 )  DE . Il e s t  soumis à l a  s c i s s i o n  

k e t  à l a  p re s s ion  normale p . DE é t a n t  une l i g n e  B e t  l a  p re s s ion  normale 

au  p o i n t  D é t a n t  l a  p re s s ion  hydros t a t ique  P , on a d ' ap rè s  l e s  r e l a t i o n s  
O 

de HENKY : 



S i  D e s t  p r i s  comme or ig ine  d 'angle on a $ = t d'où a l o r s  

- 
pour ca lcu le r  l ' e f f o r t  t ransmis par  l a  l i g n e  DE, proje tons  sur l ' a x e  y 

e t  in tégrons  de O à I T / ~  pour ob ten i r  1' e f f o r t  r é s u l t a n t  normal t ransmis  

pa r  l a  l i g n e  de glissement DE : 

dF- = k . s in ($ - t )ds  - p .cos (+- t )ds  = k s in($- t ) -p  cos($- t )  ds 
Y 

avec ds = R d t  où R = c t e .  

r 1 
o r  l ' e f f o r t  de laminage P qui  concerne l a  p a r t i e  du champ occupée par  l a  

l i g n e  DE e s t  P = - F- s o i t  : 
Y 

portons dans c e t t e  i n t é g r a l e  l a  va leur  de p ca lculée  p lus  haut ( 17) : 

c= R - I"/ lk s i n ( + - t )  p 0  c o s ( + - t )  + Pkt .cos(+- t )  d t  1 OU encore 

O 
o r  4 = I T / ~  

P = 
Rk s n d t  + pg k rj4 c o s ( 1 ~ / 4  - t )  d t  - 2 r " t .  cos ( n/h-t d t  

O O O 

~ / 4  Po r/4 ~ / 4  
E- ~k = [.os (n/ii-t )Io + [- s i n  ( 1 ~ / 4 - t  go -2 {[-. s in (n i4 - t  + 

1 
O 

c i g i n  ( ~ / 4 - t )  dt. 

Calculons maintenant l a  r é s u l t a n t e  des e f f o r t s  t ransmis par  les 

l i g n e s  de glissement AB e t  DB au point  f i n a l  B. La l i g n e  DB f a i t  un angle  

-+ 
de ~ r / 4  avec l ' a x e  Ox au point  D e t  tourne d'un angle - $ de D en B ,  

-+ 
donc l ' a n g l e  que f a i t  l a  tangente à l a  l i g n e  DB en B avec l ' a x e  Ox 

b 



s e r a  .rr/4 -$ . Tandis que l a  tangente au point  A à l a  l i g n e  de glissement 

3 
AB f a i t  avecl 'axe  Ox l ' a n g l e  n / 4  +8 - $, c a r  l a  tangente tourne à p a r t i r  

du point  D jusqu'au point  A d'un angle égal  à O-$ , 8 é t a n t  l ' a n g l e  

dont tourne l a  tangent  à AB. Les formules (32)  e t  (33) nous donnent F- e t  
X 

F- e t  l e s  soubroutines SLFORC nous donnent Fx e t  F en tenant  compte du 
Y Y 

f a i t  que l ' o n  a d 'après  l e s  r e l a t i o n s  de HENKY pour l e s  l i g n e s  ( a )  DB e t  BA : 

- + 2 k ( - $ ) = p 0 - 2 k $  
P~ - Po 

PA = Po + 2k ( O-$) 

c a r  on a p + 2k $ = po + 2k.0 e t  

PA + 2k($-8) = po + 2k.0 

nous proje tons  pa r  l a  s u i t e  F e t  F a i n s i  ca lcu lée  par  l e s  soubroutine sur  
X Y 

l e s  tangentes &UX p o i n t s  B e t  A e t  s u r  l e s  normales à ces tangentes ( v o i r  

f i g . )  on o b t i e n t  : 

Pour l a  l i g n e  Dd, en prenant l a  l i g n e  i n i t i a l e  l a  tangente en D 

-+ 
e t  l a  l i g n e  f i n a l e  l a  tangente à DB en B,  pu i s  en p ro je tan t  sur l ' a x e  O y  

on ob t i en t  en sachant que l ' a n g l e  f a i t  pa r  Oy avec l a  tangente en B à DB 

e s t  n / 4  - iCi : 



La somme de tous ces efforts résultants transmis par les lignes 

de glissement nous donne l'effort de laminage : 

3.2. Calcul de la l~ngueur TL de la région en état plan de 

déformation. 

Pour les lignes SI et $4, les sous-programmes "CORDXY" nous 

donnent directemqit les coordonnées de MïKHLIN XX1, YY1 et X X ~ ,  YY4. 

La projection sur l'axe des X de ces coordonnées donnent la longueur 

cherchée soit : 



a )  Calcul  de X I  : 

Prenons comme or ig ine  d 'angle pour l a  l i g n e  AB = SI  l e  point  A 

e t  comme point  f i n a l  l e  point  B. La tangente au point  B à l a  l i g n e  de 
-f 

glissement i n i t i a l e  AB f a i t  avec l ' a x e  OX l ' a n g l e  I T / ~ - ~ J  . 

-- - . 

La p ro jec t ion  s u r  l ' a x e  X donne la quan t i t é  suivante : 

X I  = XXI cos (~r/4-+) + YY? s i n  (~r/4-+) 

b) Calcul  de ~4 

Prenons comme or ig ine  d 'angle pour l a  l i g n e  de glissement 

BD = S4 l e  point  B e t  comme point  f i n a l  de c e t t e  l i g n e  l e  point  D. La 
.-+ 

tangente à c e t t e  l i g n e  au point  D f a i t  avec l ' a x e  OX l ' a n g l e  a / & .  

La p ro jec t ion  de XX4 e t  YY4  s u r  l ' a x e  X donne : 

X = X X ~  cos I T / ~  + ~ ~ 4 . s i n n / 4  = ( X X ~  + ~ ~ 4 ) J 2 / 2  



c )  Calcul de l a  longueur DH. 

Prenons pour l a  l i g n e  de glissement à l a  s o r t i e ,  l ' a r c  de c e r c l e  

DE, comme point  o r ig ine  des angles l e  point  D e t  comme point  f i n a l  l e  

point  E. La tangente au point  E  à l a  l i g n e  en quest ion e s t  confondue avec 

--+ 
l ' a x e  OX puisque pa r  d é f i n i t i o n ,  e l l e  coïncide avec l a  tangente à l a  

surface  du cyl indre  de laminage en ce po in t ,  a l o r s  qu'au point  D e l l e  f a i t  

l ' a n g l e  ~ / 4 .  Donc i c i ,  l ' a b s c i s s e  de MIKHLIN XX coïncide avec l ' a b s c i s s e  

X ( v o i r  schéma). 

o r  on a v a i t  v u  que l ' a b s c i s s e  de MIKHLIN XX e s t  donnée par  l ' i n t é g r a l e  de 

convolution suivante : 

avec i c i  ~ ( t )  = c t e  e t  = 71/4 d'où a l o r s  : 

J 
O 

La sommation des t r o i s ,  quan t i t é s  ca lcu lées  nous donne l a  longueur TL : 

& + &  TL = XXI cos(n/4-$) + YY1 s i n  (n/4-$1 + (XX4 + yY4) -2 

d )  Calcul de l a  cont re- t rac t ion  CT : 

' La contre  t r a c t i o n  s e r a  l a  s o m e  des projec t ions  des e f f o r t s  t r ans -  

3 
m i s  par  l e s  l i g n e s  de glissement SI e t  ~ 4 ' s u r  l ' a x e  Ox . 

-+ 
Considérons t o u t  d'abord l a  l i g n e  S1 e t  proje tons  s u r  l ' a x e  Ox 

l e s  r é s u l t a n t e s  des e f f o r t s  t ransmis Fx e t  F par  c e t t e  l<gne.  
Y 



S o i t  A l e  point  o r ig ine  e t  B l e  point  f i n a l  de l a  l i g n e  de 

3 

glissement AB = SI.  La tangente à c e t t e  l i g n e  en A l a i t  avec l ' a x e  Ox 

l ' a n g l e  .rr/4 + O -  + e t  en B l ' a n g l e  ~ / 4 -  +. Le sous-programme "SLFORC" 

nous permet de c a l c u l e r  l e s  r é s u l t a n t e s  des e f f o r t s  transmis par  l a  l i g n e  

au  point  o r ig ine  A F  X e t  ~ , y  suivant  l e  repère  de MIKHLIN e t  l e s  

r é s u l t a n t e s  Fx e t  F y  au même po in t ,  mais dans l e  repère  cons t i tué  p a r  l a  

tangente à l a  l igne  en A e t  s a  perpendiculaire.  

--f 

La p ro jec t ion  de ces deux r é s u l t a n t e s  Fx e t  F  sur  l ' a x e  Ox donne : 
Y 

1 
Fx = FX1 COS ( ~ / 4  + 8 - $1 + F y ,  . Sin  ( ~ / 4  + 0 -+ ) 

Considérons maintenant l a  l i g n e  de glissement ~4 e t  proje tons  

comme pour S I ,  l e s  r é s u l t a n t s  F X ~  e t  F Y ~  des e f f o r t s  t ransmis par L a  

4 
l i g n e  BD = S4 e t  données par  l e  sous-programme "SLFORC", zur l ' axe  Ox : 



Soi t  B, c e t t e  f o i s ,  l e  point  i n i t i a l  e t  D l e  point  f i n a l  de l a  l i g n e  de 

--+ 
glissement ~ 4 .  La tangente à l a  l i g n e  au point  D f a i t  avec l ' a x e  Ox ?r/4 

e t  l a  tangente  au po in t  B f a i t  un angle de ~ r / 4  -Ji . Le sous-programme 

"SLFORC" donne l e s  r é s u l t a n t e s  des e f f o r t s  t ransmis par  l a  l igne  F X ~  et 

FY4 au po in t  B dans l e  repère cons t i tué  par  l a  tangente à l a  l igne  a u  

point  i n i t i a l  B e t  sa perpendiculaire.  

2 4 
S o i t  FX l a  p ro jec t ion  su r  l ' a x e  Ox des e f f o r t s  r é s u l t a n t s  ca lcu lés  s u r  l a  

l i g n e  Sb : 

FE = - F~h.cos(n/b-+)-  FY4 s i n ( n / b  - Y )  

1 2 
La sommation de F  e t  F nous donne donc l a  contre t r a c t i o n  CS : 

X X 



2 
CT = - (F' + Fx) s o i t  

X 

La contre- t rac t ion n ' é t a n t  i c i  pas n u l l e ,  l a  recherche de l a  

press ion hydrostatique p au  point  D d o i t  ê t r e  t e l l e  que l ' e f f o r t  hor izon ta l  
O 

r é s u l t a n t  transmis à gauche par l a  l igne  de glissement 2 l ' e n t r é e  AC s o i t  

égal  à l a  contre-tract ion e t  non pas égal  à zéro. Ceci se ra  v é r i f i é  p a r  

l e  programme de ca lcul .  

4.4.- Calcul de l ' e f f o r t  e t  du moment de laminage p a r  l a  méthode de SIMS : 

Les premiers travaux s u r  ce problème dûs à SIEBEL e t  VON KARMAN 

ont conduit à l a  r é so lu t ion  d'une équation d i f f é r e n t i e l l e  demandant des 

ca lcu l s  t r è s  complexes e t  t r è s  longs. Des théor ies  de s impl i f i ca t ions  donnant 

des solut ions  approchées acceptables pour é tud ie r  des problèmes i n d u s t r i e l s  

avaiedt  apparus. 

On considère t o u t  d'abord que l e  matériau e s t  i so t rope r ig ide-  

p l a s t i q u e  e t  que l e s  t ranches dans l a  région en déformation sont  soumises 

à une déformation homogène de compression.L~s contra in tes  hor izonta les  

e t  v e r t i c a l e s  agissant  sur une tranche sont constantes e t  l a  con t ra in te  

t a n g e n t i e l l e  maximale k e s t  constante dans l a  région en déformation p las t ique .  

On considère a i s s i  que . l ' a r c  de contact e s t  c i r c u l a i r e  e t  on néglige de ce 

f a i t  l e s  e f f e t s  é l as t iques  sur  l ' a r c  à l ' e n t r é e  e t  à l a  s o r t i e ,  c 'est-à-dire 

avant e t  après laminage. A ces hypothèses s u r  l e s  données physiques e t  s u r  

l a  géométrie, s ' a jou ten t  des hypothèses mathématiques s i m p l i f i c a t r i c e s  

pour l a  r éso lu t ion  de l ' équa t ion  d i f f é r e n t i e l l e  du problème. 



on s e  base sur  l a  théor ie  dlOROWAN e t  de SIMS pour ce cas chois i  où l ' o n  

prend comme l o i  de frottement c e l l e  du frottement col lant  s u .  l ' a r c  de 

contact ce qui donne pour contra inte  t angen t ie l l e  sur  l ' a r c  T = k = c t e .  On 

négl igera  auss i  l e s  e f f e t s  de température su r  l a  l o i  d'écoulement pour 

l e  matériau. 

Le ca lcu l  de l ' e f f o r t  e t  du moment de laminage s e r a  u t i l i s é  pour 

une comparaison avec ceux donnés par  l a  méthode des l ignes  de glissement 

t r acées  par l a  méthode ma t r i c i e l l e  de COLLINS e t  DEWHURST. 

L 'e f fo r t  e t  l e  moment transmis par  ces l ignes  de glissement 

e s t  ca lculé  selon l a  méthode dlEWING par l ' o rd ina teur .  S i  s e s t  l a  press ion 

normale sur l ' a r c  e t  T l a  contra inte  horizontale su r  une tranche,  l ' équa t ion  

à résoudre e s t  l a  suivante : 

Rd8 [s.tg 8 f p SI = 112 d ( ~ )  

l e  signe 2 vient  du f a i t  q u ' i l  e x i s t e  une sect ion d ro i t e  neutre où T e s t  

maximale, à d ro i t e  de l aque l le  l e s  sections d ro i t e s  sont se r rées  vers  l a  

s o r t i e  avec T = - p s e t  à gauche de l aque l le  l e s  sect ions  sont s e r r ée s  

vers l ' e n t r é e  avec une contra inte  de frottement T = + p S.  

Les hypothèses supplémentaires de SIMS sont l e s  suivantes : 

a )  T = p s = k = c t e .  

b )  t g  8  = s i n  8  = 8 

c )  y é t an t  l 'ordonnée d'un point de l ' a r c  pour l ' ang l e  8 donné par rapport  

h  à l a  s o r t i e  ou y12 = 5 + ~ ( 1 - c o s  8 )  ( b )  donne l'approximation 

2  cos 8 % 1-0 12 donc 



2 y = h + R B  . 
8 est considéré petit. 

d) T = y (s - 1~/4.k) 

e) R = cte. 

avec ces hypothèses supplémentaires l'gquation à résoudre prend la forme : 

d'où alors : 

+ 
on notera s la valeur de la pression normale s avant le plan neutre et 
- 
s sa valeur après le plan neutre c'est-à-dire pour l'angle 0 compris 

entre 4 et a . 
Nous aurons en vertu de celà les intégrations suivantes : 

+ 
s 7T - k = 7~/4*~og + 6 + 2 arc tg (&.el 



- 
s 71 = .Log $ + f + 2 m  arc  t g  m a )  - a r c  t g  ( J R I h . 9 )  C 

Au plan neutre  pour 9 = + on a 

+ - 
S s - = -  
k k  

r e l a t i o n  qui  nous permet d 'ob ten i r  l ' a n g l e  neutre + e t  l a  cote  

en ce point  Y = t~ + R O' 

71 h - 
Log - = 4 &/h a r c  t g  (,5i7h +) -  2 a r c  t g  JRIh 

H 

d'où l a  valeur de l ' a n g l e  neutre  : 

4. Kitg [+.&(2 K h  a r c  t g  6 a - L O ~  f )1 
L ' e f f o r t  de laminage P pour une largeur  u n i t é  s e r a  donnée pa r  l ' i n t é g r a l e  

suivante : 

en por tant  l e s  valeurs  de sT e t  s- on a : 

O 
+ 2 ((h arc  t g  iSTh e i . a s + r  a r c  t g  ( G . a ) . d e  

O 

a - 
R .  - 1 arc  t g  ( ih  9 1 . d ~  ) 

O 

Après l e  c a l c u l  des d i f f é r e n t e s  i n t é g r a l e s  on' ob t i en t  l a  r e l a t i o n  

approchée donnant l ' e f f o r t  de laminage : 

P H .rra - k 2 EL,,----  h 4 l o g  + " 4 a r c  t g  (/FI h 2 

k é t a n t  i c i  l a  con t ra in te  t a n g e n t i e l l e  maximale. 



L'expression du moment de laminage e s t  donnée par  : 

OU encore ': 

+ 
remplaçons s e t  s- p a r  l e u r s  va leurs  ca lcu lés  p lus  haut : 

Ir O O - 
? = h l  Log ( h )  0 d0 + h  
2R k O 

~ O 1 0  de + 2 j f  l m a r c  t g  ( k . 0 ) . 8  d0 

O 

a 
+ f 1 Log (;).0.d0 + ' 4 r 0 . d B  + 2 r [ a r c  t g  (JR7h.a- a r c  tg(m.O) 8 . d ~  

O O O 
1 

nous avons l e s  é g a l i t é s  suivantes : 

a 
+ Log ( 1 + R/h e2)  . 0  d0 

O 1 
a 

h H a  
2 

avec 1 ~ o g  ( 1  + f e2)0.d0= (a2  + 1/2 ) ~ o g  g .- - 
O 2 

d'  a u t r e  p a r t  : 

2 E r a r c  t g  ( & a ) . 0 . d 0  = 4 (y) a r c  t g  

@ 

a 
e t  2~ {[LC t g  ( ~ 0 ) . 0  de - 1 a r c  t g  0 . 0  = A  . 

O 



h 
A = [2 +2 a r c  t g  (k $1 - a2 arc  t g  ( r ~ i i  a;]  + (a-26) 

+ JRTh [arc t g  JRTh 4 )  - arc  t g  ( a  )I . II/R 

Après ca lcule t  en ayant négligé l e s  termes au deuxième ordre  

par rapport aux angles a  e t  9 on obt ient  

G --  - 2 ( a / 2  -$)  ou encore 
2 ~ ~ k  

Introduisons l e s  coef f i c ien t s  sans dimension 

P - e t  - où h l  e s t  l a  hauteur du matériau non laminé ( h  = H). 
kh 1 1 

On aura  l e s  coef f i c ien t s  sous l e u r  forme f i n a l e  : 

où r e s t  l a  réduction e t  h2 l a  hauteur du matériau à l a  s o r t i e .  

Nous porterons s u r  l e  même graphique donnant l e s  e f f o r t s  e t  l e s  

moments par  méthode de l i g n e  de glissement pour ce r t a ines  géométries e t  

ce r t a ines  réduction,  l e s  valeurs  calculées par  l a  méthode approchée de 

S m  que nous venons de vo i r .  

Les programmes e t  l e s  graphes sont donnés dans l e s  pages suivant  e s  

pour l e  cas du champpproposé p a r  CHITKARA e t  JOHNSON e t  qui ne concerne 

qu'une p e t i t e  gamme de géométries e t  de réductions.  L'un d ' e u  e s t  c e l u i  

z 10; 9 = 0,186 rad. e t  r =  35,8 %. où l ' o n  a : - 
1 



4.5.- RESULTATS ET DISCUSSION. 

Comme appl ica t ion nous avons é tudié  un champ p a r t i c u l i e r  de l ignes  de 

glissement. C'est un champ de t r a n s i t i o n  pour lequel  ri = O représentant  donc 

ce lu i  donné par, Chitkara e t  Johnson. I l  a é t é  é tudié  par  a i l l e u r s  dans un a r t i c l e  

de Col l ins ,  Dewhusst e t  Johnson e t  présenté comme cas l i m i t e  du champ général.  

Nous ne gardons que l e s  valeurs pour l e sque l l es  l ' a n g l e  $ e s t  assez p e t i t  pour 

que l e s  hypothèses r e s t e n t  valables.  Le c a l c u l  de l ' e f f o r t  P par  l e  programme 4 . 1  
C 

e s t  représenté s u r  l e  graphique a i n s i  que l ' e f f o r t  P donnée par l a  formule 
S 

analytique de Sims. Les valeurs données pa r  l e s  deux méthodes e t  correspondant aux 

mêmes réductions e t  mêmes rapports  R présentent  des différences de 5 à 158"(graphe 
/h p.95) 

Ces r é s u l t a t s  sont  assez vois ins .  Pour l e s  rapports  R p e t i t s  e t  moyens 
/ h 

qui sont  l ' o b j e t  de no t re  étude, l a  méthode de Sims donne des valeurs de q u a l i t é  

t r è s  moyenne comme l a  p lupar t  des méthodes des tranches.  

Nous remarquons que pour ce r t a ines  valeurs des angles 0 e t  JI dont 

tournent l e s  l ignes  de glissement, on ob t i en t  une hauteur de s o r t i e  supérieure à 1 

c 'est-à-dire à l ' h a u t e u r  d 'ent rée .  L'angle t o t a l  e s t  auss i  bien supérieur à loO. 

Ces champs ne peuvent correspondre au laminage. La seule expl ica t ion que l ' o n  

r e t i e n t  e s t  c e l l e  donnée p a r  Coll ins e t  Johnson. Le champ e s t  ce lu i  de l ' é t i r a g e  

avec un bord concave c i r c u l a i r e .  

Mais pour l e  moment de laminage, l e s  valeurs données par  l a  théor ie  de  

Sims e t  p a r  l a  méthode des l ignes  de glissement sont assez éloignées. Alexander 

u t i l i s a n t ,  pour i n t é g r e r  l ' équat ion d i f f é r e n t i e l l e ,  l a  méthode de Runge-Kutta d 'ordre 

4 pour 1500 divis ions  de l ' a r c  de contact ,  trouve auss i  un grand é c a r t  en t re  l a  

valeur  exacte e t  l a  va leur  donnée pa r  l a  t h é o r i e  s i m p l i f i c a t r i c e  de Sims . 
Prenons un exemple p réc i s .  S o i t  l e  cas où 8 = 12' e t  JI = 25O.75. 

Ceci nous donne l e s  valeurs  suivantes : 

R M 
h s o r t i e  = 0,752, réduction = 0,248, = 13,68 e t  - = 1,097 . 

hent f é e  K 

Calculons p a r  l a  méthode de Sims l e  moment M : 

2 l a  formule donnant l e  moment e s t  Eul = 2 R 
k QG 



r: 
Q e s t  donnée par un tableau en fonction de l a  réduction e t  du rapport 

G h 
1_ s r ~ r t i c  

R R "  - -  
On calcule tout  d'abord - - e x -  = -  R 

d'où - = 18,2 . Ceci donrie 
hs he hs 1 -r hs  

QG = 0,012 . Donc : 

nous voyons i c i  que l ' é c a r t  e s t  bien grand entre  l e s  valeurs données par l e s  de i iz  

méthodes. 

Alexandre t rouva i t  un éca r t  presque aussi  grand, l a  méthode de 

Runge-Kutta donnait pour l e  moment l a  valeur de 2,431 a l o r s  c e l l e  de Sims 0,7363 

pour une au t r e  géométrie. 

L a  comparaison entre  l a  méthode de l a  borne supérieure avec ce l l e  de 

Sims donne un écar t  de 10 à 20 % pour R en t r e  20 e t  100 e t  des réductions 
Ihs 

de 10 à 20 % pour R en t re  20 e t  100 e t  des réductions de 10 à 50 % . Lorsque 
Ihs  

8 e s t  f i xé  e t  J, var ie ,  l e s  valeurs Rlh , Plh e t  G ,hhe varient  lentement. 

Ceci e s t  en contradiction avec l ' évo lu t ion  t r è s  rapide lorsque J, e s t  f ixe  e t  

8 varie.  

Nous constatons d ' au t re  par t  que l e  moment augmente avec l a  contre 

t rac t ion .  Le ca lcul  de S1 montre aussi  que l e  rayon de courbure e s t  presque 

indépendant de l ' ang l e  a c'est-à-dire que l e s  l ignes  de glissement ne s 'éloignent 

jamais d'un a rc  de cercle .  Ceci prouve 1' approximation u t i l i s é e  auparavant. 

C'est  encore plus vra i  pour l ' é t i r a g e ,  nous l e  voyons d ' a i l l eu r s  dans l e  cas 

H 
où - > 1  dans lequel  l e  coeff ic ient  a l  e s t  négligeable. a = 1,60108 e t  h O 

a l  = - 0,08918, sachant que l e  rayon de courbure de SI s ' é c r i t  

R I  = a + a 1 " + &  2 - 
O 2 2 +. . . nous constatons enf in  que l a  s é r i e  exprimant l e  

rayon de courbure e s t  a l ternée e t  que l e  terme 1 an 1 % 10- a. . Ceci montre 

l a  convergence rapide de l a  s é r i e  e t  j u s t i f i e  l e  choix de N = 6 . 





COMPRESSION SANS FROTTEMENT D'UNE BARRE ENTRE DEUX PLATEAUX RIGIDES. 

5.1.- In t roduc t ion  

Dans ce c h a p i t r e  on s ' i n t é r e s s e r a  uniquement au cas  où l e  

r appor t  0 de l a  l a r g e u r  s u r  l a  hauteur  de l a  b a r r e  e s t  compris e n t r e  1 

e t  2 e t  au  cas où n > 2. On u t i l i s e r a  pour l ' é t u d e  de ce problème l e s  
1, 

champs de l i g n e s  de gl issement  donnés pa r  GREEN en 1951 pour l e s q u e l s  . 

il a v a i t  é t a b l i  des  r e l a t i o n s  empiriques e n t r e  l e s  l a r g e u r s  e t  l e s  d i s -  

c o n t i n u i t é s  des v i t e s s e s  des d i f f é r e n t s  champs e t  on exposera l a  j u s t i -  

f i c a t i o n  mathématique de ces  r e l a t i o n s  p a r  l a  méthode m a t r i c i e l l e  t e l l e  

que l ' a  f a i t e  I .F .  COLLINS. 

L 'extension de ces  champs au  cas  où TI > 2 ,  proposée p a r  GREEN 

e t  r e p r i s e  par  COLLINS, s e r a  a u s s i  exposée e t  des programmes de c a l c u l  

s e ron t  é laborés  pour  l ' o b t e n t i o n  p a r  o rd ina t eu r  de l a  forme de l a  l i g n e  

i n i t i a l e ,  du champ complet, de l a  longueur du champ a i n s i  que l e s  dis-  

c o n t i n u i t é s  des v i t e s s e s  e t  des  p re s s ions  t o t a l e s  t ransmises  p a r  l e  champ. 

Une v é r i f i c a t i o n  qurnérique des r e l a t i o n s  e t  une comparaison e n t r e  

l e s  données de GREEN e t  c e l l e s  des  programmes de c a l c u l  dûs à l a  méthode 

m a t r i c i e l l e  s e ron t  f a i t e s  en f i n  de c h a p i t r e  . 

. . 

5.2.- Compression d 'une b a r r e  e n t r e  2 p l a t eaux  l i s s e s  : champs proposés 

par GREEN (schéma de l a  compression).  



Pour l ' é t u d e  de ce problème e t  l ' a n a l y s e  des d i s t r i b u t i o n s  des 

con t ra in tes  e t  des v i t e s s e s ,  on s e  s e r t  de l a  t h é o r i e  des déformations 

p las t iques  planes e t  de l a  méthode des l i g n e s  de glissement pour l e s  

matériaux r igidesparfai tement p las t iques  dont l a  l a r g e u r  W e s t  supérieure 

à l e u r  hauteur h. 

W 
Pour l e  cas où - e l ,  une solu t ion  complète a é t é  donnée par  HILL 

h 

(1950) e t  l e s  press ions  sur l e s  p la teaux ont été calculées .  Une solu t ion  

W complète e s t  donnée auss i  pour l e s  champs où - sont e n t i e r s ;  l e s  champs 
h 

sont représentés  par  des b locs  t r i a n g u l a i r e s  où l e s  l i g n e s  de glissement 

sont r e c t i l i g n e s  due HILL. Sa forme e t  son étude sont  simples. 

W 
Pour l e s  matériaux dont l e  rapport  - > 1 ,  une so lu t ion  a é t é  h 

donnée en 1951 pour A.P. GREEN qui a v a i t  proposé t r o i s  champs de l ignes  

W de glissement curvi l ignes  l e  premier pour 1 < - <fi, l e  second pour h 

fi < f < 2 e t  l e  t ro is ième pour = fi pour l eque l  l a  d i scon t inu i t é  h 

de l a  v i t e s s e  s 'annule.  Nous voyons que l e  de rn ie r  champ peut-être obtenu 

continûment à p a r t i r  des deux premières où l ' o n  f a i t  tendre  l a  d i scon t inu i t é  

de l a  v i t e s s e  vers  zéro. 

Lorsque f t end  vers  une valeur  e n t i è r e  l e  champ de l igne  de 

glissement t end  continûment vers  l e  champ de HILL simple formé pa r  des 

b locs  de l i g n e s  r e c t i l i g n e s  f a i s a n t  un angle de 45' avec l e s  plateaux e t  

e t  avec l a  l i g n e  de symétrie.  



Les équat ions  de type  hyperbol iques v é r i f i é e s  pa r  l e s  c o n t r a i n t e s  

e t  l e s  v i t e s s e s  é t a n t  l e s  mêmes, l e s  champs de l i g n e s  de gl issement  e t  des  

v i t e s s e s  sont  a l o r s  confondus e t  fon t  e n t r e  eux un angle de n / 2 .  Ceci 

s i m p l i f i e  l ' é t u d e  e t  rend f u t i l e  l a  recherche d'un champ de v i t e s s e s  

s o l u t i o n  pour v é r i f i e r  que l a  forme du champ de l ignesde  gl issementsproposée 

e s t  b ien  compatible avec l e s  condi t ions  à 1 s t  € ~ * o n t i è r e  ç u r l a  v i t e s s e .  Dans 

c e r t a i n s  problèmes on propose un champ de co l i t ra in tes  s o l u t i o n  e t  on c o n s t r u i t  

son hodographe. S i  l 'hodographe n ' e s t  pas  compatible avec l e s  cond i t i ons  à 
'! 

l a  f r o n t i è r e  s u r  l e s  v i t e s s e s ,  on e s t  dans l ' o b l i g a t i o n  de modi f ie r  

l e  champ des c o n t r a i n t e s  proposé. 

a) Cas où 1 < <fi h  

e t  l e s  d i s c o n t i n u i t é  de l a  

v i t e s s e  p l  . 

W 
b )  Cas où fi < g < 2 

e t  l a  d i s c o n t i n u i t é  de l a  

v i t e s s e  p 2 -  

Les l i g n e s  OBBIC e t  O A I A \ B i D 1  sont  des l i g n e s  de d i s c o n t i n u i t 6 s  

des v i t e s s e s  pour l e s  2 cas  de f i g u r e .  



Le 3ème cas de f igure  pour lequel  l a  discontinuité de l a  v i t e s se  

e s t  nu l le  e s t  l e  suivant : 

O "  
w 

D 

I 

I 

I 

, cas 

A C 

Dans chacun de ces cas l a  f igure  représente l e  quart du champ 

complet, (p lus  précisément, s i  on divise  l e  champ en quatre,  e l l e  représente 

l e  quadrant supérieur de gauche. 

5.3.-  Calcul numérique e t  re la t ions  proposées par GREEN. . 

La méthode numérique u t i l i s é e  par  GREEN cons i s ta i t  à div i se r  l e s  

l ignes  de glissement en un nombre f i n i  de points  t e l s  que l e s  var ia t ions  des 
-- - - - -- 

angles 44 en t r e  l e s  points  qui d ivisent  l e s  l ignes  soient  l e s  mêmes à t r avers  

t ou t  l e  champ. Ceci e s t  rendu possible par  l e  f a i t  que toutes  l e s  l i gnes  

tournent avec l e  même angle 8 . Il remplace après l e s  équation d i f f é r e n t i e l l e s  

par  des r e l a t i ons  linéa'ires aux différences f i n i e s .  Par exemple pour ca lcu le r  

l a  v i t esse  en un point P  d'une mail le à p a r t i r  des v i t esses  connues aux 

points  A e t  B on a  l e s  re la t ions  : 

X e t  p sont 1 ou -1 s i  9 c ro î t  ou décro î t .  



3 Les équations deviennent en négligeant  l e  3ème ordre ( A $  ) : 

2 2 9 = (1-114 A u A m 2 )  u, + 112 A A m(i-114 A u A m (vA + v,)-1/4 A p A m 
UA 

Ces équations donnent l e s  v i t e s s e s  en t o u t  point  du champ dès 

qu'on connait des v i t e s s e s  normales sur deux l ignes  i n i t i a l e s  a e t  B .  

Pour l e  problème é tud ié ,  l e s v i t e s s e s  ne sont connues que sur l a  

l i g n e  d 'ent rée  OA, OA' ,  03 u e t  v sont nuls  ca r  l e  matériau à gauche e s t  

r i g i d e .  Donc n i  l ' a n g l e  8 ,  n i  l e s  d i scon t inu i t és  de v i t e s s e s  correspondantes 

à une v i t e s s e  V du p la teau  ne sont  connus à l 'avance.  On ne peut a l o r s  

c a l c u l e r  l e s  v i t e s s e s  à t r a v e r s  l e  champ. GREEN a v a i t  chois i  une seconde 

l i g n e  pour l a q u e l l e  il essaye ce r t a ines  valeurs  des composantes normales 

de l a  v i t e s s e  . 
Après l e  ca lcu l  numérique pour ce r t a ines  géométries, GREEN a v a i t  

remarqué que c e r t a i n e s  r e l a t i o n s  e x i s t a i e n t  e n t r e  l e s  longueurs e t  l e s  

d i scon t inu i t és  des deux cas de f igures  proposées ( a )  e t  (b) à savoir  : 



Il ava i t  étendu ces cas de f igures pour l e s  rapports plus généraux 

supérieurs à 2 e t  ava i t  é t a b l i t  aussi  des r e l a t i ons  analogues au cas 

étudié précédemment. 

2 m w l  + 5 4 = m(m+i) 

s i  0 = O 2  e t  l e  même -:ombre m . 

Pl e t  P2 é tan t  l e s  pressions t o t a l e s  transmises par l e s  champs ( a )  e t  ( b )  

respectivement. Le nombre m l i é  à l a  largeur  du champ, détermine l a  forme 

du champ en l i a i son  avec l a  largeur .  

Ces r e l a t i ons  avaient é t é  obtenues à p a r t i r  des r é su l t a t s  numériques 

e t  non pas par une j u s t i f i c a t i o n  mathématique. C'est I.F. COLLINS qui s e  

s e r v i t  de l a  notion des champs auto-semblables e t  l e  pr incipe  de superposit ion 

pour en donner une j u s t i f i c a t i o n  mathématique. 

5.4.- Analyse du champ par l a  méthode ma t r i c i e l l e  e t  j u s t i f i c a t i on  

des r e l a t i ons  de GREEN. - 
Cons.idérons l e s  champs de l i gne  de glissement donnée par GREEN 

pour l e s  rapports n = f compris en t r e  1 e t  fi e t  e n t r e  42 e t  2. ( f i g u r e ) .  

( i)  1 < ri < 42 (ii) 42 < n < 2 



Voyons t o u t  d'abord l e  cas 1  < r~ < fi c 'est-à-dire l e  champ 

représenté  par  l a  f i g u r e  ( 5 . 4 2 )  ~ e p r é s e n t o n s  l a  l i g n e  de glissement OB1 

par  l e  vecteur V1 d'un espace v e c t o r i e l  l i n é a i r e  de dimension i n f i n i  

i n t r o d u i t  dans l e s  chap i t r e s  précédents e t  l a  l igne  E l  B'  par  l e  vecteur V;. 1  

OC" é t a n t  l i s s e ,  on transforme V1 par  l ' a p p l i c a t i o n  de l ' opé ra teur  l i s s e  T 

pour cons t ru i re  l a  l i g n e  C  B  donc on aura  C  B = T V  . Cl Ci  é t a n t  l a  
1 1  1 1  1  

longueur égale à l a  d i scon t inu i t é  de l a  v i t e s s e  p l  on déduit l a  l i g n e  

C '  B' à p a r t i r  de C l  B1 par  l a  r e l a t i o n  : C i  B1 = C l  B1 - pl C  = T V1 - 
1 1  

avec C  = [il . D'autre p a r t  l l a x e  C E l  é t a n t  axe de symétrie pour l e  champ 

L i l  
c ' e s t  un bord l i s s e q u i  r é f l é c h i t  l e s  l ignes  de glissement du champ. L'opérateur 

T transforme a l o r s  l a  l i g n e  C!, B i  en l a  l i g n e  E l  B; ou ce qui  r ev ien t  au  

- 1  
même l l o p é r a t e u r T  transforme l a  l i g n e  E l  B i  en l a  l i g n e  C i  B; . Ceci 

s ' é c r i t  matr iciel lement : 

- 1  - 1  
T E I B ;  = C 1  B' =z 

1 1  
T .V; = T.V - p l  C  

1  ( 5 . 4 . 1 )  

o r  l ' a n a l y s e  du champ s i n g u l i e r  OA1 B1 nous permet de transformer l a  l i g n e  

VI  en A I B l  par  l ' o p é r a t e u r  Q, pu i s  en A; B i  pa r  t r a n s l a t i o n  des po in t s  

A,B, d'une longueur p  ce qui  nous permet d ' é c r i r e  en f i n  de compte : 1 

A i  B i  = QVl + p l C  . 
La l igne  A!, El e s t  une l i g n e  de symétrie (T = O ) ,  e l l e  r e f l è t e  

donc l e s  l ignes  de glissement qui  l a  coupent. 

La l igne  A!, B i  e s t  l a  transformée de l a  l i g n e  V' par  l ' o p é r a t e u r  T .  1  

additionnons (5.4.1)  e t  (5.4.2) en tenant  compte du f a i t  que T = -P - Q 
- 1  T = P + Q  



on ob t i en t  : 

- 2.P V; = - P V1 mul t ip l ions  c e t t e  dernière  par  - P - 1 

on aura  : 

portons c e t t e  é g a l i t é  dans l a  r e l a t i o n  (5.4.1)  : 

V1 e s t  donc l a  so lu t ion  de l ' équa t ion  m a t r i c i e l l e  (5.4.5) e t  l e s  t r i a n g l e s  

curvi l ignes  OB; C l  e t  E  B' A '  sont  semblables e t  de rapport  de s imi l i tude  
1 1 1  

2. Voyons maintenant l e  2ème cas  pour l eque l  fi < I-I < 2 dont l e  champ e s t  

représenté  pa r  l a  f i g u r e  ( 5 . 4 . i i ) .  Pour ce cas de f i g u r e ,  l a  l i g n e  de 

d i scon t inu i t é  de l a  v i t e s s e  e s t  l a  l i g n e  OA D D '  D" C Représentons 
2 2 2 2 2 '  

a l o r s  l a  Pigne Cg DG par  l e  vecteur V2 e t  l a  l i g n e  Dg D i  par  l e  vecteur 

V; . La longueur D; D g  représente  l a  grandeur de l a  d i scon t inu i t é  de l a  

v i t e s s e  p2  . Les l ignes  de symétrie Cg E" e t  D2 Ef '  e t  l e  bord l i s s e  OC2 

pour l e sque l s  z =  O r e f l è t e n t  l e s  l i g n e s  de glissement qui  l e s  coupent. 

- 1 
On u t i l i s e r a  a l o r s  l e s  opérateurs T e t  T  pour t ransformer l e s  unes en l e s  

au t res .  Donc l a  l i g n e  E D' = T.V2 - p2 .C  (5.4.6) e t  comme E2D; = T-'D D '  
2  2  2  2  

on aura  : 

- 1 
d 'au t re  p a r t  l a  l i g n e  B2 D$ = T V2 + p 2  C e t  l a  l i g n e  B2 A2 = -pz C . 
Considérons l e  rec tangle  curvi l igne  B2 A2 Dg D; e t  t i r o n s  l a  l i g n e  D2 D; 

- 1 
& p a r t i r  des l i g n e s  B2 A2 = - p2  C e t  B D' = T V2 + p 2  C . Pour c e l a  

2  2  

nous appliquerons l a  r e l a t i o n  V = P V + Q V du chap i t r e  3. avec i c i  3 1 2  

V 3  = V; , V1 = B2 A2 e t  V2 = B D '  2  2 '  



- 1 c a r  Q T-l = T Q ( c e c i  v ien t  de l a  r e l a t i o n  é t a b l i e  PQ = QP ,t de T-'=-P+Q) 

donc on aura T.V; = Q V2 + p2 C (5 .4 .8)  

additionnons l e s  2 rei&thons (5.4.7)  e t  (5.4.8) .  

( T  + T-l) V; = ( T  + Q) v2 avec T = -P - Q 

on obt ient  -2 PV; = - P V2 . 
- 1 Multiplions c e t t e  r e l a t i o n  par  l ' opéra teur  - P on aura : 

Ceci prouve l a  s imi l i tude  e n t r e  l e s  t r i a n g l e s  curvi l ignes  C D" B f  e t  
2 2 2  

D D '  E de rapport  de s imi l i tude  2. 2 2 2  

La r e l a t i o n  (5.4.7) dans l aque l l e  nous remplaçons 

devient 

Cet te  équation m a t r i c i e l l e  est 11équ8,tion qui permet d f o b t e n i r  l a  l igne  V2 

par  une simple inversion de l a  matrice T - 1/2 T-' . 
Nous voyons à p a r t i r  des r e l a t i o n s  m a t r i c i e l l e s  (5.4.5)  e t  (5 .4 .9)  

que l e s  vecteurs V 
1 / ~  et V2/P2 

s a t i s f o n t  l a  même équation e t  quand e l l e s  

tournent  du même angle 8 , e l l e s  seront  l e s  éléments du même espace v e c t o r i e l  

aonc seront  égales. A p a r t i r  de cec i  on a  l e s  s imi l i tudes  évidentes e n t r e  

l e s  t r i a n g l e s  OB1 C l ,  E l  B!, A!, de ( 5 . 4 . i )  e t  l e  t r i a n g l e  C2 D 2  E; dans l e s  

rappor ts  suivants  : 



Les côtés r e c t i l i gnes  de ces t r i ang l e s  curvi l ignes  sont semblables e t  

l e u r  rapport équivaut au rapport de s imi l i tude : 

admettons que l a  hauteur s o i t  égale à l ' u n i t é  e t  W l a  largeur  correspondante 
1 

on aura 

D'autre pa r t  l a  s imi l i tude  en t re  l e s  t r i ang l e s  curvil ignes C D" B '  e t  
2 2 2  

E; B i  C; de rapport 2p 2,p nous permet d ' é c r i r e  l e  rapport suivant .  

W é tan t  i c i  rapportée à une hauteur uni té .  Ceci s ' é c r i t  : 2 

W2 - P2 fi 
= - 

J- 
2p2 ou encore en mul t ip l iant  par 6 en haut e t  en bas l e  

1-cla - 1 

l e r  membre. 



en mul t ip l iant  l e s  2 re la t ions  (5.4.10) e t  (5.4.11) on obt ient  l a  r e l a t i on  

donnée par  GREEN à savoir  

W1.W2 P. 2 (5.4.12) 

5.5.- Cas du champ de l ignes  de glissement avec p = O . 
W 

Pour l e  rapport l <  < 2, GREEN avai t  proposé un champ de l i gne  

de glissement auquel tendent continûment l e s  deux champs ( 5 . 4 . i )  e t  

( 5 . 4 . i i ) ,  é tudiés  précédemment, quand l a  d iscont inui té  de l a  v i tesse  

tend vers l a  .valeur zéro. I l  l ' a v a i t  proposé pour l a  valeur du rapport 

n = f égale à fi. Nous a l lons  l e  j u s t i f i e r  par l a  méthode mat r ic ie l l e .  

L'angle dont tournent toutes  l e s  l ignes  du champ e s t  l ' ang l e  8 e t  

on rapportera l a  longueur W à une hauteur h uni té .  Il  e s t  bien entendu que 

2W , car  i c i  on ne r e t i e n t ,  pour des raisons de symétrie, l e  rapport e s t  = - 
2h 

que l e  quadrant supérieur de gauche du champ complet. 

Admettons que l a  l igne  de glissement OB s o i t  l igne  i n i t i a l e  e t  

représenté dans l'espace l i n é a i r e  de dimension i n f i n i e  par l e  vecteur V .  

OC,  CD e t  AD r e f l è t en t  l e s  l ignes  de glissement qui  l e s  coupent, car  OC 

e s t  un bord l i s s e  par  hypothèse, CD e t  AD sont des l ignes  de symétrie 

donc pour lesquels  ou 5 * O . CB sera  l a  transformée de V par  l ' opéra teur  

l i s s e  T ce qui peut s ' é c r i r e  symboliquement CB = TV e t  DB l e  transformé 

2 
de CB par  l 'opérateur  T DB = T V. Il en e s t  de même de l a  l igne AB 



3 transformée de DB par  T qu'on é c r i r a  AB = T .V . 
O r  nous savons que l a  l igne  AB e s t  l a  transformée de l a  l igne  V 

par  l 'opéra teur  ma t r i c i e l  Q, ce qui nous donne l ' équat ion ma t r i c i e l l e  

vé r i f i é e  par l e  vecteur V représentant  ,symboliquement l a  l i gne  i n i t i a l e  

OB du champ. 

3 T V = QV ou encore : 

Cette  r e l a t i on  e s t  v é r i f i é e  par l e s  vecteurs propres des opérateurs Q e t  T 
3 

qui sont égaux. Les valeurs  correspondantes des valeurs propres seront 

3 3 X3 = u (5.5.2) avec T V = X V X é tan t  l a  valeur propre de T 

e t  QV = LI V p é t an t  i c i  l a  valeur propre de l 'opéra teur  Q. 

- 1 
L'opérateur T s ' é c r i t  : T = - P - Q e t  son inverse T = - P + Q en f a i s an t  

l a  di f férence des deux on ob t ien t  l 'opéra teur  Q s o i t  : 
- 
T I-T Q = -  

r )  
e t  l a  valeur propre de Q se ra  l i é  à c e l l e s  de T e t  T-1 par  l a  

c - 1 X - A  
r e l a t i o n  suivante p = 

1 
2 

nous avons dé jà  vu que A-' = - donc (5.5.2) X 

s ' é c r i r a  : n 

4 2 l a  valeur propre X d o i t  s a t i s f a i r e  l ' équat ion X + A /2 - 1 = O ou 

encore (X2 + 1) (X2 - 1/2) = O 

Seule l a  valeur X2 = 1/2 peut-être retenue ce qui  nous donne 

une valeur de A = e t  ceci  a un sens physique. 

Les t r i a n g l e s  curvi l ignes  O B C e t  C B D sont a l o r s  semblables 

OBC 1 -- = e t  de rapport de s imi l i tude  - - 
CBD 

42 . 
Gl* 

Les côtés r e c t i l i gnes  seront proport ionnels e t  de même rapport 

- -  OC - 6 avec OC = W e t  CD = 1 car  l a  hauteur e s t  rapportée à l ' u n i t é  
CD 

d'où l ' on  obt ient  W = fi. 



Un programme de ca lcu l  a é t é  élaboré pour ce cas e t  permet de 

calculer  l a  pression t o t a l e  transmise par ce champ. Dans ce programme 

nous avons in t rodu i t  une sous-broutine calculant  l e s  valeurs propres e t  

l e s  vecteurs propres de l ' opéra teur  mat r i c ie l  T . On en r e t i e n t  l a  valeur  h 
0 

dont l e  cube e s t  égal  à l a  valeur  propre de l ' opéra teur  Q,, e t  l e  vecteur 

correspondant. On cons t ru i t  l e  champ complet à l ' a i d e  des opérateurs 

l i n é a i r e s  de transformation une f o i s  trouvée l a  l igne  i n i t i a l e  V.  

5.6.- Calcul de l a  longueur du champ e t  l a  pression t o t a l e  transmise 

pour l e  cas où p = O . 

On considère l e s  2 l i gnes  de glissement OB = SI e t  CB = S4. 
\ 

Les soubrhutines CORDXY nous donnent l e s  coordonnges X I ,  Y I ,  ~4 e t  Y 4  

de ces l ignes .  La longueur s e r a  obtenue par simple project ion de ces 

coordonnées sur  l ' axe  hor izonta l ,  en sachant qu'aux points  O e t  C l e s  

l ighes  font  un angle 
I T / ~  

avec l a  f r on t i è r e  l i s s e  e t  l ' axe  de symétrie 

respectivement ( t = 0 ) .  

J2 z = ( x i  + Y,) x -;+ (x4 + Y 4 )  X ?  . 
Ceci doi t  ê t r e  rapporté à l a  hauteur du champ, on d o i t  donc 

d iv i s e r  c e t t e  valeur pa r  c e l l e  de l a  hauteur du champ : 



z w = -  J2 
H avec ii = ( Y I  - X I )  x $+ ( ~ 4  - ~ 4 )  x -5- 

Ceci s ' o b t i e n t  pour une géométrie b ien  déterminée, c 'es t -à-d i re  

pour un angle 8 dont on a t rouvé l a  valeur.  Pour l e  ca lcu l  de l a  press ion  

t o t a l e  t ransmise pa r  l e  champ, nous avons t rouvé l a  pression hydrostat ique P 
O 

appliquée en A qui  donne un e f f o r t  hor i zon ta l  nu l  à gauche de l a  l i g n e  OA, 

Cette press ion  e s t  Po = 1,065. 

La soubroutine SLFORC nous donne l e s  composantes FX e t  FY dont l a  

p ro jec t ion  s u r  l ' a x e  v e r t i c a l  permet de c a l c u l e r  l a  pression t o t a l e  P. 

Son expression e s t  l a  su ivante  : 

PC1 e s t  l a  press ion  t o t a l e  rapportée à une hauteur un i t é .  Pour une hauteur  H 

du champ l a  press ion  s e r a  : 

5.7.- Extension des champs au cas  i1 > 2 e t  r e l a t i o n s  de GREEN. 

GREEN a v a i t  étendu l e s  champs é tud iés  précédemment au cas où l e  

W rapport  - e s t  supér ieur  à 2. Les 3 cas d e  f i g u r e  sont  gardés pour ce  cas H 

é tud ié .  Il a auss i  généra l i sé  l e s  r e l a t i o n s  q u ' i l  a t rouvé e n t r e  l a  l a r g e u r  

e t  l a  d i scon t inu i t é  de l a  v i t e s s e  pour l e s  champs ou 1 < ri < 2 . 



avec m = 1,2,3, .  . . 

quand l e s  angles sont égaux e t  pour l e  même m. 

quand m = 1 c 'est-à-dire dans l e  cas où 1 < ri < 2 on retrouve l e s  r e l a t i ons  

de départ.  

Les champs de l ignes  de glissement seront l e s  suivants : 

cas où p = O e t  > 2 

/ ,  ,- 
'Li.? ,, 

'.",.,,n" 



(i)  cas  correspondant au champ ( a )  é tud ié  précédemment au 5 .2 .  

(ii) cas  correspondant au champ (b) é t u d i é  au 5.2.  

Ces champs orrt 6t6 r e p r i s  pa r  COLLINS pour donner une j u s t i f i c a t i o n  

mathématique des r e l a t i o n s  empiriques généra l i sées  de GREEN e t  nous l e s  

prenons pour v é r i f i e r  ces  r e l a t i o n s  e t  c a l c u l e r  l a  longueur, l a  d i scon t inu i t é  

de l a  v i t e s s e  e t  l a  press ion  t o t a l e  transmise par  l e  champ. 

Pour c e l à  nous avons proposés des programmes de c a l c u l  e t  nous 

,- 
avons comparé l e s  r é s u l t a t s  u t i l i s a n t  l a  méthode m a t r i c i e l l e  avec l e s  y 

i ' ) ' .  r t  ; 



r é s u l t a t s  de GREEN. Nous verrons ce là  dans l e  paragraphe réservé à l a  

discussion des r é s u l t a t s .  

Considérons l e  cas de f igure  ( i ) .  Représentons l a  l igne  i n i t i a l e  

OD par  l e  vecteur V1 e t  l a  l i gne  de glissement A: Co par  V '  e t  représentons 
1 

pour l e  cas de f igure  (ii) l e s  l ignes  de glissement A" D '  par  l e  vecteur 1 O 

V2 e t  A: CA par  l e  vecteur V '  . 
2 

L'analyse de ces champs par l a  méthode ma t r i c i e l l e  nous donne 

l e s  r e l a t i ons  suivantes;  sachant que tou tes  l e s  l ignes  des champs tournent 

du même angle 0 : 

V!, = Q V1 + p C  (5.7.1)  avec p l  l a  valeur de l a  d iscont inui té  
8 1 

de l a  v i t e s s e  pour l e  champ ( i ) .  

Pour l e  champ (ii) considérons l e  quadr i la tère  0'  O" CA A: formé 

- 1 
par l e s  l ignes  de glissement 0"O' = - p 2  C , O" CA = T V2 + p 2  e c , O '  A; 

e t  A: CA dont on peut avoir  l ' express ion ma t r i c i e l l e  à l ' a i d e  des deux 

premiers, nous retenons seulement l ' express ion de A: CA = V; dont on a 

besoin i c i .  D'après l a  r e l a t i on  (44) é t a b l i e  au 3ème chapi t re  on a : 

V " = V b = P e e  V" + Qee V; avec "1 = 0" 01 = - 
3 

l p 2  é t an t  l a  d iscont inui té  de l a  v i t e s s e  pour l e  champ (ii) e t  ~ 



donc : V; = - Peep2 C + QeO i l  v2 + P2 C j  

or la commutativité des opérateurs Q et P nous permet d'écrire 

- 1  - 1  - 1  
&ee Te = Te &ee avec Te = - 

+ Qee 

et l'expression de V; devient : 

V; = F2 C + Q,, V2] 

A partir de la connaissance de ces vecteurs on construira le champ complet. 

Tout d'abord exprimons les lignes de glissement du champ (i) à l'aide des 

lignes V  et V' et à l'aide des opérateurs matriciels de txansformation. 
1  1 

OD étant représentée par le vecteur VI, la ligne Eo D est sa transformée 

par l'opérateur lisse T La ligne E l  Co est la translatée de E  D de 
8 .  O 

la valeur p elle s 'écrira : 
2. 

E l  Co = - v1 - vi (5 .7 .3)  
- 1  

La ligne B Co est la transformée de A; Co par l'opérateur T 8 

elle s'écrit dont : 

Prenons cette fois la quadrilatère curviligne E l  Co B Fo formé 

- - - - 1 
par les lignes de glis.sement E  

1  Co PB, V1 - V; , B Co = Te V; , 
EFo et BFo dont on cherche l'expression à l'aide des deux autres lignes 

et des opérateurs matriciels. 



Les r e l a t i ons  (52), (53) du chapi t re  III nous permettent de t i r e r  

V',' e t  Vz à p a r t i r  de V" = - P 3 ,, V1 - V; e t  V" que l ' o n  cherche, c 'est-à-  4 
d i r e  : 

L 

t i r o n s  V" de c e t t e  éga l i t é  : 4 

- 1 4 = P,, [Té1 V; - Q (Poe V1 + V; 1 

Sachant que 'ee Qee= Qee 'ee on aura : 

El Fo = - V', - Q,, Vl avec Qee V1 = V; + p l  C t i r é e  de (5.7.1) 

Fo 
= - V' - vt - 

1 1 
c = - 2 v ; -  

1 
C 

La l i gne  A '  G é t an t  l a  t r an s l a t i on  de E F  par  l e  vecteur p l  C on a u r a  : 
1 O 1 O 

A;Go = E F  + p C = -2 V' - 
1 O 1 1 Pl c + Pl c 

A; Go = - 2 V; (5.7.4) 

l a  l igne  B Fo = V; se ra  donnée par l a  r e l a t i on  (53)  du 3èie chapitre 

V',' = Poe V3 - Q,, V; avec V" = - Pee V1 - V; 
3 

e t  V: = -2 V' + 
1 1 

C 

pour obtenir  

- BFo - Pee ( -  PeeVl - V )  - Q,, (-2 V' + p C )  1 1 (5.7.5) 

pour a l l ége r  l ' é c r i t u r e  on é c r i r a  P e t  Q à l a  place de Poe e t  QO, . 



Développons la relation ( 5 . 7 . 5 ) .  

2  2 BFo = -P V - P V; + 29  V!, + Q p l  C = ( - P + ~ Q )  V!, -Qpl  C-P V1 1 (5 .7 .6 )  

l'axe B Ho étant de symétrie, la ligne Ho Fo est la transformée de la 

ligne BFo par l'opérateur lisse Te . La ligne IoGo sera la translatée de 
Ho Fo par le vecteur - p l  C . L'expression matricielle du vecteur représentant 
la ligne Io Go sera : 

Io Go = Te BFo + p l  C où à l'aide de la relation (5 .7 .6 )  

I o  Go = T~ F-P + 2 ~ )  V; - Q p l  c - P e  e  e  - Qee + p l  C avec T =-P 

Après simplification on aura : 

portons la valeur de V, dans l'équation ci-dessus : 

+ Q~ p l  C + p l  C 

2 puisque PQ = QP on aura . QP2 = P Q 

et p2 - Q2 = 1 1 étant la matrice identité. 
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Prenons c e t t e  f o i s ,  l e  quadr i l a t è re  curvi l igne  E G 1 G1 
2 0 0  

- 1 
cons t i tué  des l ignes  de glissement E G = T A!, Go , Io Go donnée pa r  

2 0  0 

l a  r e l a t i o n  (5.7.7) e t  l e s  l i g n e s  E G e t  1 G dont on voudrait  donner 
2  1 O 1 

l l ' express ion  m a t r i c i e l l e .  Admettons que l e s  l ignes  E2 Go e t  E G so ien t  
1 1  

l l e s  l i g n e s  i n i t i a l e s  à p a r t i r  desquelles  on t i r e  l e s  deux au t res ;  on a  

I d 'après  l e s  r e l a t i o n s  (44)  e t  (45) du IIIème chap i t r e  : 

(i)  Io G1 = P E2 Go + Q E2 G1 avec E G = - 2 ( - P + Q )  V; 2 O 

l (ii) Io Go = Q E2 Go + P E2 G1 e t  Io G1 = P V1 + 2 V; 

mult ip l ions  ( i )  par  Q-I e t  ( i i )  pa r  P-I e t  faisons l a  d i f férence  pour 

é l iminer  E2 G1 : 

remplaçons l e s  l ignes  Io Go, 1 G e t  E G par  l e u r  expression m a t r i c i e l l e  
O 1  2  O 

e t  t i r o n s  1 G1 de l ' express ion  ci-dessus. 
O 

2 o r p 2 - Q 2 = ~  + Q + 1 = p 2  

e t  PQ = QP =. Q p-l LQ2+I]= g P-l p2 = QIp = QF' = PQ 

l donc on ob t i en t  

puisque l a  l i g n e  de glissement A '  G e s t  l a  t r a n s l a t é e  de l a  l igne  1 
2 2  O G1 



d'un vec teur  + p C on a  : 1 

A ; G 2 = 2 V ;  + Q V 1  + p l  c = ~ v ;  (5.7.8) 

Pour donner l ' e x p r e s s i o n  m a t r i c i e l l e  de l a  l i g n e  E G2 , ca lcu lons  

d 'abord E G p u i s  on aura  l a  t ransformat ion  simple de E2 G1 pour  o b t e n i r  2  1 

E G à l ' a i d e  de l ' o p é r a t e u r  Te e t  l a  t r a n s l a t i o n  - p l  C : 
3 2 

E3 G2 = Te E2 G1 - P, C a  

Pour l e  q u a d r i l a t è r e  cons idérée ,  nous avons l a  r e l a t i o n  (ii) : 

IoGo  = Q E2 Go + P E2 G1 q u i  devien t  en m u l t i p l i a n t  à d r o i t e  e t  à gauche 

p a r  P-' 

- 1 - 1 
E2 G1 = P Io Go - P Q E2 Go où l ' o n  a  : Io Go = P V1 + 2 V; 

2  E3 G2 = -PV1 - 2V; - QV1 - 2QP-l V; + 2Q P V!, + 2Q2 V; -24 Y!, - 2 ~ - l  Q~ VA-pl C 

Voyons ce  que donne l ' e x p r e s s i o n  Q P -1 Q2 : 

por tons  c e t t e  express ion  dans l a  r e l a t i o n  (5 .7 .9)  : 



i ème 
ceci nous amènera par extension jusqu'à la m ligne aux relations : 

HL = - (P V1 + m ~ ; )  et A' L = m V' 
m- 1 1 

et montrent aussi que les trjangles curvilignes aux bords des plans de 

symétrie et de la frontière lisse sont semblables. 

Les triangles OD Eo, A: Co B , B Fo Ho, A; Go E2, ..., H L A' 
m 

sont semblables. 1 

D'autre part le choix de la ligne initiale V1 sera fixé par le 

i ème 
fait que le champ se termine au m triangle par un axe H A' de 

m 

symétrie. 

- 1 
HL = Tg A' L - ( -  P V1 + m v;) = ( -  P + Q) A' L m m 

1 or A; L = - 2 
donc on a l'égalité suivante : 

Le vecteur V satisfait cette équation matricielle pour la 
1 

résolution de laquelle un programme de calcul sera élaboré. 

La relation (5.7.11) peut encore s'écrire : 

Tg V1 = 2m (Qee VI + pi C )  = 2 m V; 

l'analyse du champ et tout particulièrement pour le triangle curviligne O D E 
O 

montre que T V1 n'est rien d'autre que la ligne Eo D. En d'autres termes 
0 

les lignes Eo D et V; = A: Co sont semblables et de rapport 2m donc les 

triangles curvilignes O D Eo et A' Co B sont semblables et de rapport 



e t  de r appor t  

O D E  
O 

= 2 m .  
A1Co B 

Il en e s t  de même pour l e s  a u t r e s  t r i a n g l e s  c u r v i l i g n e s ,  mais 

de r appor t s  r e s p e c t i f s  2  m - 1 ,  2  m - 2 ,  ... m . 
A; Go = -2 A; Co Les t r i a n g l e s  A '  Co Bo, A;  Go E2, A; Ge N ,  ... A '  L A '  

=> { O 
m- 1 m 

A; G2 = 3  A:, Co sont  semblables e t  de r a p p o r t s ,  2 ,  3 ,  ... m . 
d'où 

L'analyse du champ (ii) pa r  l a  même technique  donne l e s  expresnlons 

su ivan te s  : 

A'' Dl = v2 
1 O 

A',' C; = -2 v; 

Ces r e l a t i o n s  l i a n t  l e s  l i g n e s  de gl issement  du champ complet aux 

l i g n e s  V e t  V' é t a b l i s s e n t  l a  s i m i l i t u d e  e n t r e  l e s  t r i a n g l e s  c u r v i l i g n e s  : 2  2  

e t  e n t r e  l e s  t r i a n g l e s  c u r v i l i g n e s  su ivan t s  : 

A; C ;  C l t  c 1 cl1 
1 2 2 2  P ' = - 2  3 = 3  , ..... , = m .  

A; c 1  B:, 
O 

A; C '  B' 
O O 

A" C:, B' 
O 

Le vec t eu r  V2 s a t i s f a i t  l a  même équat ion m a t r i c i e l l e  : 

p - 2 m C j J  v 2 = 2 m p 2 c  ( 5 . 7 -  12) 

pour l e  même angle  8 e t  l e  même m, V 
2 / ~ 2  

, s a t i s f o n t  l a  même 

équat ion  [T - 2  m Q] V / p =  2m C e t  sont  éléments du même espace v e c t o r i e l .  

Ceci é t a b l i t  l a  s i m i l i t u d e  e n t r e  l e s  t r i a n g l e s  c u r v i l i g n e s  du champ ( i )  

qu i  ont  un c ô t é  commun avec l a  f r o n t i è r e  l i s s e  ou l a  l i g n e  de symétr ie  

p a r a l l è l e  à l a  f r o n t i è r e  d'une p a r t  e t  l e  t r i a n g l e  Pt' Dm-l A i  e t  
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réciproquement comme c e l à  a é t é  vu pour l e  cas  m = 1 . 
S i  Ho A; = 1 e t  Am Po = 1 on ob t i en t  l e s  r e l a t i o n s  plus générales : 1 

5.8.- Programmes de ca lcu l s  e t  r é s u l t a t s .  

Un programme de ca lcu l  e s t  donné pour résoudre l e s  2 cas de 

champ ( i )  e t  (ii) en FORTRAN I V .  On résoud l e s  équations m a t r i c i e l l e s  (5.7.11) 

e t  (5.7.12) en inversant  l a  matrice T - 2 m Q pour avo i r  l e s  composants des 

vecteurs i n i t i a u x  r e s p e c t i f s  V1 e t  V à p a r t i r  desquels on cons t ru i t  l e  
2 

champ complet par  mul t ip l i ca t ion  simple de V e t  V par  l e s  opérateurs , 
1 2 

m a t r i c i e l  P, Q, T e t  T-' . Le programme e s t  f a i t  de t e l l e  f a ~ o n  que l ' o n  

puisse  donner à m l e  nombre e n t i e r  qu'on veut e t  ob ten i r  directement l a  

longueur des champs, l e s  d i scon t inu i t é s  des v i t e s s e s  e t  l e s  press ions  t o t a l e s  

transmises p a r  ces champs. Au dépar t ,  l a  longueur e s t  rapportée à une hauteur 1 

e t  une d i s c o n t i n u i t é  égale à l ' u n i t é .  Pour ob ten i r  l a  longueur e t  l a  d iscont i -  

n u i t é  correspondantes à l ' a n g l e  0 qui  détermine l a  géométrie,  on d i v i s e  

par  l a  hauteur du champ qui e s t  ca lcu lée  pa r  l e  programme. 

Dans l e  programme de c a l c u l  SI é t a n t  l e  vecteur V1  e t  S6 l e  

vecteur B Co du champ ( i)  par  exemple l a  hauteur s e r a  : 



l a  longueur s e r a  l a  longueur t o t a l e  rapportée à c e t t e  hauteur d'où 

HT = H /z 
I 

e t  l a  d i scon t inu i t é  
p = y 

Pour l e  cas m = 1 l a  comparaison avec l e s  va leurs  données p a r  

GREEN en 1951 sont s u r  l e  t ab leau  qui  s u i t  : 

Nous avons étendu l e  c a l c u l  jusqu' au  cas où m = 4 e t  pour des  

va leurs  des angles 9 = 2O, 4O, 6' e t  8' . Nous constatons qu 'à  mesure 

que m augmente l a  d i scon t inu i t é  tend vers  zéro pour des angles de p lus  

en p lus  p e t i t s  e t  l e  champ correspondant devient  c e l u i  où p = O donc à 

é t u d i e r  pa r  l a  recherche des l ignes  propres. 

- 

e 

O 

5 O 

1 10° 

15O 

'1 GREEN 

1 

1.1646 

1.2985 

1.3859 

'1 COLLINS 

1 

1.16455 

1.2985 

1.3853 

'1 GREEN I , 1 COLLINS 

fi 

1.1348 

O. 7922 

O 3977 

fi 

1.1347 

0.79174 

o. 3962 



Le t a b l e a u  donné ci-dessus correspond au  cas  de f i g u r e  ( b ) .   étude du 

cas  de f i g u r e  ( c )  de l a  &e manière nous donne l e  t a b l e a u  de comparaison su ivant  : 

Les p re s s ions  P e t  P sont  ca l cu lées  pour une press ion  hydros t a t ique  P = O .  
1 /k 2/k O 

O 

5 

I O  

La p re s s ion  t o t a l e  P e s t  l a  somme des p re s s ions  P e t  P ca l cu lées  pour l e s  
/k 1 /k 2 /k 

l deux cas  de f i g u r e .  La comparaison avec l e s  données de Green donnent l e s  va l eu r s  

P 
2 ~ r e e n  

4-5 

0,9744 

0,6098 

( ci-dessous : 

O, 2858 

P 1 ~ 1  / ' 1 ' ~ r e e n  Co l l in s  1 w1 Green 1 W1 Co l l i n s  1 

g o l l i n s  

JZ 

0,9744 

0,6097 

TABLEAU 5.2 

1 ,4429 

TABLEAU 5.3 

W2 
Green 

2 

1,7174 

1,54 

Les r e l a t i o n s  données p a r  Green e t  qu i  r e l i e n t  l e s  d i s c o n t i n u i t é s  de l a  v i t e s s e  

e t  p 2  e t  l e s  longueurs des champs W e t  W sont  t o u t e s  v é r i f i é e s  pa r  l e s  données 
1 2 

I obtenues p a r  c e t t e  méthode m a t r i c i e l l e .  

1,4428 

1 Voyons l ' é v o l u t i o n  de l a  d i s c o n t i n u i t é  de l a  v i t e s s e  p pour l e  cas  de f i g u r e  
1 2 

1,364 1 , O377 

W2 
k Green 

lo r sque  m augmente. I c i o n  s ' a r r ê t e r a  au  cas où m = 4, mais on peut t r è s  b ien  prendre 

2 
/k Collins 

1 

1,052 

1,1834 

2 

1,7174 

1 ,54 

un c h i f f r e  p l u s  grand. 

1,0376 

1 

1,0108 

1,0279 

l 

P 
"k Green 

1 

1,0106 

1,0277 

1 

l 
0,966 1 

0,85074 



TABLEAU 5.3 

Ceci montre qu ' à  mesure que m augmente l a  d i s c o n t i n u i t é  diminue e t  s ' annu le  

pour un c e r t a i n  angle 8 . Au d e l à  de c e t  angle  e t  pour l e  même m,  e l l e  devient  néga t ive  

e t  non acceptab le .  Le champ ne peut  a l o r s  comporter au t an t  d 'éléments que l e  précédent .  

On en a r r i v e  a u  cas  où l a  d i s c o n t i n u i t é  p s 'annule pour m = 1 pour 0 = 19?30 Ce champ, 
2 

comme tous  ceux pour l e s q u e l s  l a  d i s c o n t i n u i t é  de l a  v i t e s s e  s ' annule ,  s ' o b t i e n t  

pour l a  méthode des l i g n e s  propres  développée dans l e s  paragraphes 5.5 e t  5.6. I l  en 

e s t  de même pour l e  ca s  de f i g u r e  ( b ) .  D'autre  p a r t  nous remarquons que l e s  p re s s ions  

t o t a l e s  t rouvées  pour l e  cas  m = 1 v é r i f i e n t  à 5 % près  l a  r e l a t i o n  de Green. 

C'est-à-dire  dans ce ca s  p r é c i s  - - = 2 , 1  k - fi 

Cet t e  e r r e u r  de 5 % diminue à l a  f o i s  quand l ' a n g l e  8 augmente e t  que m augmente 

a u s s i  indépendanment de l ' a n g l e .  

( v o i r  l e s  t ab l eaux  5.3 e t  l e s  programmes 1 e t  I I ) .  



Pour l e s  cas  où m = 1 d'une p a r t  e t  l a  d i s c o n t i n u i t é  de l a  v i t e s s e  p = O 

un programme a é t é  mis au p o i n t  u t i l i s a n t  l a  méthode des l i g n e s  propres .  Le programme III 

longueur 
nous donne à l a  f o i s  l e  r appor t  n = hauteur  e t  l ' e f f o r t  t o t a l  de compression. 

Cet e f f o r t  e s t  c a l c u l é  pour une p re s s ion  hydros t a t ique  Po = 1,065 q" donne un 

e f f o r t  h o r i z o n t a l  négl igeable .  

Dans ce  programme p a r t i c u l i e r  on c a l c u l e  l e s  vec teurs  propres  ( l i g n e s  propres  ) 

e t  on r e t i e n t  l a  l i g n e  SI pour  l a q u e l l e  l a  r e l a t i o n  t3 = q e s t  b ien  s a t i s f a i t e ,  t e t  q 

é t a n t  l e s  va l eu r s  propres  des  opéra teurs  T e t  Q8 respect ivement .  On o b t i e n t  8 

ri = 1,414 = fi e t  e f f o r t  de compression PC = 1,038. Ces va leurs  si"obtiennent 

s o i t  pour t = 0 ,70709  b i en  pour  l a  va leur  de t = - 2 
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S I I B I ? O l ~ T I N E  PMULT (N ,A.NG,V,PV) 

D I M E N S I O N  V ( N )  , P V ( N )  ,A(20) l---zzIl 

oii i 
J <  1 1 



D I P E N S I O N  Q(M) , ~ ( 4 0 )  

l7-j 

out 
I S N  

Résu l t a t  Q  



SUCROUTINE PFîAT (N, M, TIIETA, PSI, PA) 

DIMENSION PA(M),P(lOO),R(100) 
, --= -- r CALL P*(N,M,PSI,P) I 

CALL FQIAT(N,M,THETA,R) 
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SIJBIIOUTINE QFIAT ( N ,  II ,  T H E T A ,  P S I ,  QA) 

D I F E N S I O N  QA(M) , Q ( 1 0 0 )  , R ( 1 0 0 )  C 71 

1 SUM = 0.0 1 
I 

.1 
LA = 1 + N*(K-1) 
LB = K + N*(J-1) 

SUI4 = SUM+R (LA) nQ (LB) 

1 
o u i  I 

IQA(I.1 = SUM 1 -6;i J s N  1 
o u i  ' 

I 



o u i  . l ,- 



SUBROUTINE TMAT(N,M,THETA,TA,TB) , 

CALL PMAT (N , M y  THETA, THETA ,PA) 

1 



1 DIMENSION V(N) ,A(20) ,VX(20) ,'JY(20)1 
I 

.(. 
VX(2) = SIGN 2 * V(1) I 

1 1 VX(1) = SIGN 2 * V ( I - 1 )  - ~VX(I-2) 1 

A(1) = A(I-1) * ANG/FLOAT(I-1) 

4 non 
XX = 0.0 
YY = 0.0 

oui. 
I 

RESUJATAT XX, YY v L-1 



SUBROUTINE SLFORC(N,V,XX,YY,FX,FY,ANG,PO,SIGN~,SIGN~) 

I DIMENSION V (N) , c (20) 

1 I 

oui . - 

CALL MIKHL(N,Y,XX,YY,ANG,SIGN~) 
FH -SIGNl*SIGN2*XX-S1GE~2*PO*YY-2.0*SIGNl*SICN2*C(l) 
FV = -SIGNl*SIGN2*YY+SIGN2*PO*XX-2.0*SIGNI*C(2) 
FX = FH*COS(ANG) - FV*SIN(ANG)*SIGN2 
FY = FV*COS(ANG) + FH*SlN(ANG)*SIGN2 - 

RESULTAT FH , FV, FX , FY r 



- - - - -  _ _ -  - --.- -. . - - - - 
-- - - -- - -. - - 

- - -- - . - -. - . .  
- -  - -- -- 

- - -- . 
1.- -- - -- 

- - Li  - - .-.z-- --- S U R ~ B U T I N E  PMAT (N, MJ THET A, PS I J P A ]  
- -  - - - -- - - . - - - -  - 

-. - - -. DIHEUSIBN P A ( M ) r P (  1 0 0 1 r R (  1CO) 
--- - - -. . 

3 .  - - 
&. 

CALL P S T A R ( ~ D M I P S I J P I  
-- - - - -  -4. - - -  - - -  -. - CALL RMAT ( h, fi, THETA, H 1 

- 08 70 I i l ~ h  
- - -  DO 71 J m i r h  

-. .-. L*I+rJ*(J;i) 
- - 86 - SUtI.Orc! .- 

--.- - Y *  , DO 72  k 'a l r f *  
l o i  LAwI+N+(k,¶  
11 L B = ~ + N + ( J - ~ )  
12e  SUM,SU~I+R(LA)*P(LR) 
13. 72 CBUTINuE 
14 .  F'A(L)mSUy 
1s. 71 CC:IT I ri1 JE 
1 6 ,  7; C ~ : J T  1 PJUE 
17. R E T U ~ N  
I R *  Eh9 



1. S U G ~ B U T I ~ E  G ~ T ~ ~ , ~ , T ~ E T A , P S ~ ~  0*) 
2 - DIyEYsI3h t A ( M ) , ~ J ( l O G ) r H ( l C C )  
3 * CALL UÇTAR ( h r  Y r  THETAI Q 
4. CALL R l ~ ~ ~ ( h , r î , P s I ,  R I  
5 r C:! 7 0  I s j r h  
6 c De 71 J ~ ! r h  
7. L. I IN~(J, I )  
â * sU:4.0*$ 
9 .  09 72 k e i r i \  

100 LAIDI*N*(K. I )  
1 1  O L B * ~ * V * ( J - ~ )  
12. SUhlSSUY*R(LA)  * Q ( L R )  
13, 72 C B N T  I : ~ ~ J E  
14 OA (L =SLJFI 
15. 71 COiiT I : < s E  
1 6 0  73 CO.iT 1 l:uE 

- 17. RETuR:J 
18.  Eh0 - - 

- -  . - -- - -  . - .  I 

- - -  _ -  ____. - - --- - _ __- -__._ _ _ ; - - -  - _ _ .  _ . . . 
- - - - .- 

- - - - - - -  - - -  - .  
- .  

- - - -- - - - .  

- - 
1 e- -- - 

- --- S U ~ ~ R B U T I R E  TMAT(N,fl, THET A ,  ?Ar T B )  
S e  - - - - - E L  DIMENSIBN TA(M),TB(M)rGA 1 C O ) r P A ~ i O O ) .  - - 

- 
3. - - -  CALL OMAT1 h , ~ ,  T~~ETAITHETI,GA) 

- 4. - - - -  - 'CALL P w A T ( h r M r T H E T A ~ f l i E T A ~ p A )  
-- -- - 5 O 00 75 I i i r P  
- 6 O T A f ! ) . , P A ( I ) - Q A t I )  
- -  - 7 0 f ~ ( l ) i - p A ( I ) + d A ( I )  

8 r 75 CONTINIJE 
- - Y *  RETUEN 

10 * END 
- - 





L e s  soii;-yrogr-irnles 



- -- - 4 ' I *  -- - - - - - -- - - - - - --- - - 

1 ,' . C ~ , L L  t i " f  T C  .' # T , I !  T > % , ~ S ;  , ~ T I . I  
11.  C A 1 . L  1 ) f i1 i r (~  , " i T b t r T i , a O S i  , O T C )  

-- 1 2 ,  - -__-- C A L  L C * : A T C ?  .' , C Ç ~  , T ~ ? T L  . L F T )  - - - -  - - - - - - - - -- - - - - - - 

-. - z *  Ci;?. 1 & l C & / * , ! J  -- - -- -. - - - -  



- - - - -- - - -- - - - --- - - - -- - - - 

9 2  t E L = F Y ~ * C O S ~ P I + T H E T A ~ P S I ) - F X ~ * S I N ~ P ~ + T ~ E T A - P S I ) - F Y ~ * C O S ( P ~ - P S I ) + F X ~  
l * S I ~ ( P I - P S f ) - O i 2 9 2 8 9 + P 0 * 0 , 7 3 7 ' I l  

-- - 
fi- 

-- C ~ n - F Y l * S I N ( P 1 + T H E T A ~ P S I ) - F X 1 * C O S ~ P I + T H E ~ A - P S I ) + F Y 4 * S ~ N ~ P I - P 5 I ~ + F X ~ ~ ~ ~ ~  
56, 14*C0S(PI-PS1) 
57, C MOYEN1 DE LAMINAGE 

- 

- CALt S L Y M N T ~ N ~ ~ O , S ~ I P ~ ~ T M E T A ~ T ~ I ~ ~ O ~ ~ ~ O ~ ~  -- 
-- -- 

- 5 8  t--- -- - - - 
- 59 ,  - -  - CALL S L Y M N ~ ( N , Z O I S ~ ~ P ~ , P S ~ , T Z ~ ~ ~ O ~ ~ ~ ~ O ~ ~  

6 0  i f3 r0178539  
6 1  M L r ~ 2 + T 3 ~ T 1 + ~ F Y l * C O S ( P I + T H E T A ~ P S I ~ ~ F X 1 * S ~ N ( P I + T H E l A - P S I ~ ~ * T ~ + ~ F Y l *  

- - 

6 2  - ~ S ~ N ( P ~ + T H E T A - P S I ) + F X ~ * C ~ ~ ( ~ ~ + T H E T A ~ P S I ) ~ * ~ H ~ - H ~ ~ + ~ F X ~ * S I ~ ~ P I ~ P ~ I ~ ~  
- -- 63;p --- - ~ F Y ~ * C O S ( P I - ? S I ) )  * ( ( Y Y ~ ~ X X ~ ) ~ O , ~ C ~ ~ ~ + ~ , ~ ~ ~ ~ ~ ~ + ( F X ~ * C O S ~ P I - P S I ~ + F Y ~  

6 6  @ ~ * S ! N ( P I - P S ~ ) ) ~ ( O , ~ P ~ ~ ~ + ( Y Y G - X ~ G ) * O ~ ~ O ~ ~ ~ ) + C T * R L  
- - --- 65  f c HAUTEUR D'ENTRE€ - ~ 1 . 0  b - -  -- - 

- -  66, - -S~RT IE=HZ /H I  
6 7 ;  R L = R L ~ ( ~ , O * H I ] - - - - -  - -. -- - - - - . - -- - - - - - - 

6 8  e EL=EL/(Z,O*Hl) 
-- 69, C t r C T / H l  --- ---. -. -- - - --- - -- - - - - - -- - -- 

ML=ML/(f  ,O 
-- -. - - - - 

71, - W ~ I ~ E ( 1 3 8 , 1 1 0 )  
- 

72 ,  UQI tE(198e63)P5 
7 3 1  &-;-.---. - 63 -- F ~ R M A T ( X , ' P ~ " # F ~ O ~ ~ ~ , / )  .- - - -- - - - - - -- - . - 

W ~ t f E ( 1 3 8 , 1 2 0 ) S O R T f E - - - - - - - ~ - - - ~  -- 
75;- - -- --- U R I T E ( ~ ~ ~ , ~ ~ O ) A L P H A  

- 

76,  WRITE(138r140)RL ' 

77 @ W ~ I t E ( 1 3 8 1 1 5 0 ) E L  - - - 
?&--'---- WRITE(138r lbO)CT 

- - - -- ---p. - - - -- - - - -- 
~ P , - - - - - - - W R I T E C I ~ ~ ; I ~ O ) M C -  

- 

80 ,  ~ ~ I t E ( 1 0 8 ~ 1 8 O ) H 1  
~ ~ I T E ( 1 3 8 1 1 9 0 ) f L  ' 81, -- -- 0 2 1 - - - - -  'IIV-FI)RMAT ( l O X t  18H HAUTEUR-PIEF(TRtEgr F l O  

, 5  r i T - - - . .  - - 

. -- - .. . - 
8 3; 120  F ~ R M A T ( ~ O X # ~ ~ H H A U T E U R  D E  S E R T I E Z ~ F ~ O , ~ ~ / )  
8 6  Q 130  F ~ R Y A T ( ~ O X ~ ~ ~ H A N G L E  DE C O Y T A C T ~ ~ F I O , S / / )  

-- 85  r  140  F3RMAT(IOX#18HRAYON DE L A Y I N A G E = , F ~ O , S / / )  
150-  f ~ R M A T ( ~ O X # ~ O H T R A C T I O A * - - - #  F l O . S I f ) - - - -  

- - -- - -- -. . . -- - - - - - 

~ ~ ( ~ ~ - - - ~ ~ O - F ~ R M A T ~ ~ O X ~ ~ ~ H C O N T R E - T R A C T ~ O N ' - I  F10i f f12--p 
- -- . . . - - - - - 

8 8  8 170  F~RYAT(~OX,ZOHMOMENT DE LAMINAGES r F 1 0 8 5 / 0  
89, 180  F ~ R M A T ( ~ O X , ~ H H ~ ~ , F I O , ~ / / )  

~ U , - - - ~ P O - - F ~ R R A T ( ~ O X , ~ H T L ~ ,  F1O;STl- 
- - - - -- - - - - - - - - - 

---TF- - S T O v--- - - - - - - - - - - - - -- - - - 

9 2 ,  E N D  



HAUTEUR D'ENTHEE. 
P 5 P  - , > > 9 9 2  

hhbbk U t  C O N I A C l =  , 1 2 L 4 4  ANGLE Ok CONTACT= ,12091 

b 

RAYON U i  LAPl iNAGt= 1 * . 5 1 6 1 0  

- 

I'OMENT GE L A H I N A G E S  .C4>11  

HAUTEUR DE S O R T I E S  . 7>0UY - -- M A U I É U R  D f  J J H T i E =  ,742-6 

H A Y O N  D E  LAMINAGE= 1 3 . 5 3 9 U 2  

TRAÇTION* 4 i Y U 1 Y 6  

GONTAk T d A C I & O N =  - r 5 4 6 9 f  

WOMFN l DE LAF~IHACE-  1  , ;+504 



l 
n 

w :u 
UI - 

I l =  C 
n e -  a 
- 1  3 

=I V> 

O W  
N a *  a 
on O V I O O  a 
1 0 1 3 1 t  3 a 
Y I i U l 1 U r  Y 2 
Y W I n Y 0 . J  L Y 
. r l . - u ~ O c I  3 6  L- 
k N W Y I J .  a -  3 
o o i r i n r n  X Q 
8 - r  -?t')O Q E 
D'U inVb  4 

.Q .Q . 
Q .O . W U  B 
t Q t F t t . 7  

X 



1 
D I M E N S I O N  QTP(36)~PIP(J6),TA(36letB(36),A(36),~1(6),S2(6),S~(b>tS4 

1 ( 6 ) e S S ( 6 ) e S b ( b ) e V l ( b ) 1 V Z ( b ) , R t ( 3 6 )  - -  - - .  

N a 6  - -- - - - -- - - 

PO=Or  
R E ~ D ( 1 0 5 r 1 0 0 ) T n E T "  

1 0 0  F D R M A T ( F 6 . 4 )  
O U T P U T  T H E T A  - 

L  =k t 

T H ~ T A = T H E f A * 3 , 1 4 1 ~ 9 ~ 1 1 1 0 , 0  
M=N*N 
DO 1 0  J s l e L  
O U T P U T  J 
C A L L  ? M A T ( N , M , T H E ~ A ~ T H E T A . Q T P )  
CALI. P M A T ( N ~ M ~ I H E I A ~ T H E T A . P ~ P )  

- - C A L L  T M A T ( N , M . ~ H E ~ A ~ T S ~ T B >  
0 3  2 0  I o l e M  
A ( I ) = T A ( I ) - Z , O * J * J T ~ ~ I ~  

2 0  C ~ N T I N U E  
0 3  30 1 ~ 2 , N  
s q  ( I ) = O . o  

30 C 3 N T I N U E  
S 1 ( 1 ) = 2 , 0 * J  . - 

C A L L  R E S O L ( A ~ S ~ ~ N @ K O D ~ O , O O O ~ )  - --. - - -- 2- - 

C A L L  YRYU~(QTPISI@SZININ~~) Ç 

S 2 ( 1 ) = s 2 ( 1 ) + 1 ;  IU 
C A L L  H R M u L < ~ B . S Z ~ ~ ~ * N I N ~ ~ )  - - - -  - - - - - - - -- -- - I - - . 
C A L L  M X K H L ( N ~ S ~ ~ X ~ ~ Y ~ ~ T H E ~ A ~ ' I * O >  - - - -- - - - -- 

C A L L  Y I K H L ( N , s ~ , X ~ , Y ~ ~ ~ H E ~ A , ' ~ , ~ )  
P 1 = 3 p 1 4 1 5 9 / 4 ,  
C X r C O S ( P 1 - T H E T A )  . . - -- - - -- - -- -- - - - -- 
S X s S I N ( P 1 - T H E T A )  - - - - .- - - - - 

C h L L  Y R Y U L ( P T P I S I @ V ~ ~ N * N ~ I )  
V 1 ( 1 ) = V l ( l ) - l . O  
C A L L  M R M U L ( f B , V l r * 6 r N ~ N , 1 >  - - - - - - 

C A L L  R M A T ( N , M , T H E I A ~ R T I  -- - - - -- - . -- -- - 

C A L L  M R M U L ( R T . S ~ , V Z ~ N I N ~ ~ )  
C A L L  M I K H L ( N , v ~ ~ X L , Y ~ , ~ H E ~ A ~ ~ , O )  
C A L L  S L F O R C ( N , V Z ~ ~ X ~ ~ V ~ ~ , F X ~ ~ F Y ~ ~ I H ~ ~ ~ ~ P O + ~ * T H E T ~ ~ I  ,O,I . O )  - - 

P Z t ( F K 2 * F Y 2 ) * O , T O f 1 1  -- - . --- - - . - - - - - - -- - - - 

P T ? = - ( F X Z + F Y 2 ) * 0  . f  0 7 1  1 
O U T P U T  P 2 r P T Z  
z = ( x 3 + x l + l ) + C x + t v ~ + r 3 l * S X  - -- -- -- - - -- -- 
OUT P U T  Z - -  - -  - - 

R 3 = 1 / Z  
O U T P U T  RO 
CX4'Or - - - -  - - 

CY4=O, - - - .- - - - -- - 

C X 5 = O *  
c y 5 = 0 *  
CFXG=O, 
C f y L = O .  



- - 
- . . 

52 C F X S ~ O ,  
-. - - 53 r  - -  - CFY5=Or 
- .  54*  - -- Pr-1. - - -  

f S r  Ob 5 0  Kr1,J 
56, PB-P 
57, - DO 60 I s 7 t N  
58, S5(1)'P*sl(I)-P+(~-~)*s3(1) 
59, SC(I)=P*K*SJ(~) 
60 e 60 CaNTINUE 

- - 61, - .  - CALL M I K H L ( N ~ S S , X * , ~ ~ , T H E ~ A , P )  
----- 62. - CALL ~ I K H L ( N , s ~ , x ~ ~ Y S , T H E ~ A ~ P ~  

63, CX4~CX6+X6+ Ie0  
64 1 CY4=CY4-P*Y4 
65, C X S = C X S + X S  

- 66r  CYSrCYS-P*Y5 
67, CALL S L F O R C ( N e S 4 ~ ~ X ~ t Y Y 6 , ~ X G t F . ~ 4 t ~ H E ~ 4 e P ~ , - P ~ P )  
68 r CALI. S L F O R C ( N ~ S ~ ~ ~ X > ~ Y Y ~ ~ F X ~ ~ F ~ S ~ T H E T A ~ P ~ ~ ~ P , P )  

- 69, - - - CFX~=CFX~-P*FXC 
70, C F Y ~ = C F Y ~ - P * F Y ~  
71  r CFyS=CFYS+P*FyS 
72 , CFXS=CFXS+P*Fx5 
73r  - 50 C ~ N T I N U E  

- - 76, .- _.. - H ~ c C X ~ * S X + C Y ~ * C X  
75 r HS~CYS*CX*CXS*SX 

* 76, H=H4+H5 
_ -  77, . _  H T = Z * H / Z  

78 OUTPU1 H T  
79, P Y = ( C F X ~ + C F X ~ + C F Y * + ~ F Y S ) * ~ ~ T O ~ ~ ~  
80  r PCO=Z*PN/Z 
81  r OilïPUT PCO 
82 r PC=CXo2fTHETA*SX 
83, OUTPUT PC 
84 1 Pc l=(PC+PT2) /z  
85 r PCFl=PCl+PCO . 
86 r O U T P U T  PCFI 
87, 10  C3NTfNUE 
88, 

i 

STOP 
89, END 



J O 1  
PZ 6 ,300000 
PT2 , 0 0 0 0 0 0  
Z : ,707107  
R O  1 ,41421  
Hf = 1 ,99939 
P t 0  = ,000000  
PC = , 7 0 7 1 3 7  
PCF1 = 1 .O0000 
J . 2  
PZ : ,003000  
PT2 = ,030000  
Z r: , 707107  
R O  1 ,41621  
HT a 3,99999 
PC3 ,030000  
PC 3: , 707107  
PCFl  = 1 .00000 
J I 3  
PZ = ,000000  
PT2 = ,000000  
Z = ,707107 
R O  = 1 ,61421  
HT a 5 ,99999  
P c o  ' 9 3 0 0 0 0 0  
PC = ,707107  
PCFl  = ~ . O o O O o  
J . 4  
P2 = ,300000  
P T Z  = , 0 0 0 0 0 0  
Z = , 7 0 7 1 0 7  
R O  1 .41421  
HT = 7 ,99998 
PCO = ,000000  
PC = , 7 0 7 1 0 7  
PCFl  r 1 ,00000  

J = 1  
PZ * -8,611431E-02 
PT2 = 8,123112E-O2 
Z 3 ,915435 
R D  ' 1,22634 
HT 1.87187 
PCO = 7,106465E-02 
PC 0 , 683742  
PCF1 0 1 ,00916  
J " 2  
PZ = - ,152043 
 PT^ = ,746831  
Z = .a83337  
R3 = 1 ,13207 
HT = 3,75288 
PCO r , 749337  
PC X , 683762  
P C F ~  a 1,08960 
J = 3  
PZ 8 - ,252518 
PT2 .224548  
Z = ,963781  
R3 ' 1 . 0 3 7 5 8  
HT = 5 ,64308 
PCO = ,236907  
PC ' ,683762  
PCF1 = 1 ,17733 
5 ' 6  
PZ = 0.329370 
PTZ = . 3 1 9 0 7 9  
Z = 1 ,06059  
R3 = , 9 6 2 8 6 9  
H f  = 7,54251 
PCO = , 3 2 7 f 7 4  
PC = ,683742  
PCF l  = 1 ,27236  

J ' l  
p 2  0 - , lY3470  
 PT^ 8 , 180461  
Z 6 , 947886  
RD 1,05698 . 
HT s 1,76636 
P C O  ,146596  
P t  ' ,663107  
p c F 1  s 1 ,03454  

PT2 ,365162 
Z l r l 6 5 6 0  
R3 5 , 872906  
HT 3,56350 
PCO = . 3 1 8 1 0 1  

' P C  3 ,663107  
~ c F 1  R l e 2 1 5 6 9  

p ~ 2  = ,650695 
Z = 1,65105 
R3 = ,689158  
HT O 5.39788 
P C O  r , 520965  
P t  8 , 663107  
p c f l  i 1 ,42622  
J r 4  
p z  8 -1 ,23240 
p ~ 2  = 1 ,16919  
Z l e 9 8 5 2 2  
RI)  a , 503721  
H T  . 7.26799 
P C O  a , 753506  
P C  8 , 6 6 3 1 0 7  
p c F 1  rn 1,66655 

J ' 1  
P Z  8 0,269017 
P T Z  x , 239116  
Z = 1 ,02625 
RD = ,914620  
H f  = 1 ,71760 
PCO = ,182324 
PC ' ,653858  
PcF1 1 ,35265 
J ' Z  
p z  i . - , 5 6 8 8 4 8  
P72 = .521504  
Z = 1,33356 
R3 = ,769836  
HI = 3,68799 
P t 0  a . 609870  
PC " , 6 5 3 8 5 8  
P C F ~  r 1 * 2 9 1 2 4  
5 ' 3  
P Z  = -1 ,15185 
PT2 1 ,05595 
Z = 1 ,91518  
R3 = ,522163  
HT = 5 ,31288 
PCO = ,683617  
PC , 6 5 3 9 5 8  
PcF1 = 1 .57639 
J = 4  
p2 = -2 ,61483 
 PT^ 3 2.45207 
z =--3,45455 
R3 5 , 2 9 1 1 5 9  
HT = 7 ,19321 
P t 0  8 1 .00456  
P t  , 6 5 3 8 5 8  
p c F 1  i 1,90888 

J " 1  
p 2  = - ,333063 
PT? = ,305559  
Z ' 1,11509  
R3 = ,896191  
HT = 1 ,67458  
P C O  = , 2 2 0 6 9 9  
PC ' v6L53G2 
PCF1 = 1 ,07366  
J E 2  
P Z  = - ,812141 ' 

P r 2  = , 7 3 1 8 6 7  
Z = 1 ,58659  I 
R3 = , 6 3 0 2 3 4  

A 

HT = 3 ,42632 -I=- 
PCO = ,505655  C 

PC = ,665342  I 
PCF1 = 1,37467 

 PT^ = 1 ,82016  
Z = 2,79038 
R3 = , 3 5 8 3 7 6  
HT = 5 .25146  
PCO 3 , 9 5 3 8 9 4  
P t  = ,645342  
P C F ?  = 7.74367 
J E 4  
Pz = -11,6231 
PT2 = 1 3 , 4 7 2 7  
z = 12 ,5612  
R3 = 8 ,389866E-02 
H T  = 7 .15833  
BcO = 1 ,28250  
PC ' , 6 4 5 3 4 2  
PCF l  = 2 ,18193 
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CONCLUSION 

Pour l a  p l u p a r t  des problèmes aux l i m i t e s  de type  mixte que l ' o n  r encon t r e  

en formage des métaux e t  dont l a  s o l u t i o n  conduit  à l a  r é s o l u t i o n  d'une équat ion  

i n t é g r a l e  l i n é a i r e ,  l a  méthode d e  r é s o l u t i o n  exposée dans c e t t e  é tude  donne de 

bons r é s u l t a t s .  L'avantage que possède c e t t e  méthode numérique pour c o n s t r u i r e  

l e  champ des l i g n e s  de gl issement  s u r  l a  méthode graphique de Prager  e t  l a  méthode 

aux d i f f é rences  f i n i e s  e s t  l a  p o s s i b i l i t é  de c o n s t r u i r e  l e  champ en ques t ion  sans 

a v o i r  beso in  de l a  forme des l i g n e s  i n i t i a l e s  de base.  L a  recherche de l a  forme 

de c e s  l i g n e s  de base s e  r é d u i t  a l o r s  à l ' i n v e r s i o n  d 'une  équat ion m a t r i c i e l l e .  

Le r e s t e  du champ e s t  c o n s t r u i t  p a r  l e s  opéra teurs  des t ransformat ions  l i n é a i r e s .  

Cet te  méthode m a t r i c i e l l e  permettant  de résoudre l e  problème à l ' a i d e  

de l ' o r d i n a t e u r  a  a u s s i  l ' avan tage  d ' ê t r e  p lus  exac t e ,  moins onéreuse e t  p l u s  

r ap ide  que l a  méthode géométrique de cons t ruc t ion  pas à pas malgré l e s  d i f f i c u l t é s  

à met t r e  au  p o i n t  des programmes de c a l c u l  adéquats.  

Mais c e t t e  méthode nous l i m i t e  t o u t  de même aux problèmes qui conduisent  

à des équat ions l i n é a i r e s  e t  où n ' i n t e rv i ennen t  pas  de condi t ions  à l a  f r o n t i è r e  

non l i n é a i r e s '  du type  f ro t tement  de Coulombs p a r  exemple. 

De t e l s  problèmes a i n s i  que l e s  problèmes de formage des  métaux dans 

l e s q u e l s  on t i e n d r a  compte de l ' é c r o u i s s a n c e ,  de l a  température,  des  v i t e s s e s  de 

déformations e t  des e f f e t s  é l a s t i ques ( l e l aminage  pa r  exemple) peuvent ê t r e  r é s o l u s  

numériquement p a r  l a  méthode des  éléments f i n i s .  Pour l e  laminage, l a  méthode de 

Runge-Kutta d ' o rd re  4 permet l ' i n s e r t i o n  dans l ' é q u a t i o n  d i f f é r e n t i e l l e  à i n t é g r e r  

l e s  e f f e t s  é l a s t i q u e s  e t  une l o i  d 'écrouissage .  

Mis à p a r t ,  l e s  problèmes é t u d i é s  i c i ,  c e t t e  méthode m a t r i c i e l l e  peut  

s ' a p p l i q u e r  à p l u s i e u r s  problèmes l i n é a i r e s  d ' i n t é r ê t  p ra t ique .  Nous en c i t o n s  

l ' e x t r u s i o n  asymétrique, l ' e x t r u s i o n  avec réduct ion  moyenne, l e  poinçonnet p l a t  

s u r  un fond l i s s e ,  l ' é t i r a g e  à t r a v e r s  une mat r ice  i n c l i n é e  r i g i d e  e t  l i s s e  a i n s i  

que l a  compression e n t r e  deux p l a t eaux  pa r t i e l l emen t  rugueux ( u t i l i s a t i o n  de 

l ' o p é r a t e u r  G ) .  



La méthode graphique de Prager  possède l ' avan tage  de s ' a p p l i q u e r  aux 

problèmes non l i n é a i r e s  a i n s i  que l a  méthode des  pe r tu rba t ions  de Spencer (1962). 

Cet te  méthode m a t r i c i e l l e  ne concerne donc qu'une c l a s s e  de problèmes 

l i n é a i r e s  d ' i n t é r ê t  p r a t i q u e  c e r t a i n .  
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