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NOTATIONS

——— i — i o o

o : contrainte normale
£ ¢ déformation
u : déplacement

T : contrainte tangentielle

"
.o

contrainte de cisaillement maximalé
P ﬁression hyd;ostatiﬁue
: angle entre 1'axe Ox et l'axe principal I
R : rayon de courbure d'une ligne o
S : rayon de courbure d'une ligne B
R 8, : rayons de courbure d'une ligne @ et d'une ligne B initiales
0 : angle entre- la tangente 3 la ligne o au point A et la tangente 3 l'origine
¥ : angle entre la tangente & la ligne B au point B et la tangente 3 1'origine

angle formé entre la tangente 3 la ligne o au point final et l'axe Ox

-

tangente & 1'origine.
X,y : coordonnées cartésiennes
X,y : coordonnées de Mikhlin
F- : composante de l'effort transmis sur une ligne suivant 1'axe Ox

composante de 1'effort transmis sur une ligne suivant 1'axe Oy

F=-

y ‘ _

M : moment des efforts transmis par le réseau

Vi : Matrice colonne représentant le rayon de courbure de la ligne o initiale

V2 ! Matrice colonne représentant le rayon de courbure de la ligne B initiale

V3 ¢ Matrice colonne représentant le rayon de courbure de la ligne o passant
par P(6,V¥)

V& ¢ Matrice colonne représentant le rayon de courbure de la ligne o passant
par DP(0,¥) ' ‘

1

* * -
R¢’PY’Q¥’PO’Q0’TO’TW »S, ! les opérateurs matriciels de base

®
Pys Pp ¢ discontinuités de la vitesse.

W1, W2 : largeurs des champs.

Ps’ Pc : efforts donnés par la méthode de Sims et de Collins.




~ INTRODUCTION

Dans la théorie classique du solide rigide-plastique en déformation
plane, les problémes aux limites rencontrées en mise & forme des métaux peuvent
&tre divisés en deux classes : preoblémes linéaires et non linéaires. Nous
pouvons aussi les classer selon la méthode avec lagquelle ont été construits
les champs des lignes de glissement et des vitesses. Le premier type de
probléme eét celui pour lequel la solution est construite directement &
pertir d'un éventail de PRANDTL, c'est le cas de la majorité des problémes
d'extrugion et d'étirage avec des frontidres rectilignes, de la compression
entre deux plateaux rugueux. HILL avait montré qu'on pouvait donner une
solution sens donner le distribution actuelle des vitesses (outils rigides,
zone de métal au repos...). Le deuxiéme tybe est celui oll aucune cafactéristique
initiaele n'est connue dans le plan physique et dans celui de l'hodographe.
Pour ce probléme de type indirect, l'intégration des équations de base conduit
8 la résolution d'une &quation intégrale de FREDHOLM. La majorité des autres
problémes aux limites & résoudre sont de type mixte, c'est-d-dire que la
solution doit satisfaire simultanément des conditions sur les contraintes
et sur les vitesses et pour lesquelles la forme des lignes de glissement
initiales, qui hous permettrons de tracer le champ complet, n'est pas connue
d'avance. Leurs &quations aux dérivées partielles & intégrer sont linéaires
et de type hyperbolique.

S8i pour résoudre un tel probléme, nous avons 84 construire un champ
de lignes de glissement & partir de deux lignes initiales (a) et (B) ce
probléme sera toujours linfaire et nous le ferons & l'aide des opérateurs
matriciels dls & COLLINS qui ne sont que 1'expression algébrique de la
méthode de construction géométrique de HILL basée essentiellement sur le

principe de superposition de deux champs pour donner naissance & un troisiéme.




Mais, si par contre, la construction de la solution se fait & partir d'une
ligne de glissement donnée et d'une ligne qui n'est pas de glissement avec des
conditions sur les contraintes et les vitesses, ce probléme ne sera pas
toujours linéaire, Il ne le sera que dans le cas ol les conditions sur la
courbe non-caractéristique se traduisent par une relation linéaire entre

les paramStres du champ 3 savoir les couples (X,Y), (X,Y), (RyS)y wuv s
(Frontiéres se déplagant rigidement et sans frottement, frontiéres libres...).
La méthode qu'on utilisera ne pourra s'appliquer qu'a de tels problémes
n'impliquant pas de non linéarité dans les conditions & la frontidre
(frottement de coulomb, par exemple).

Les premiefs chapitres de ce travail concernent l'intégration des
équations aux dérivées partielles du probléme pour expliciter les opérateurs
matriciels qui transforment une carsctéristique en une autre,

La méthode classique de résolution de tels problémes est de trouver
par tatonnement la forme de la caractéristique initiale & partir de laquelle
on construit le champ complet et on s'assure par la suite que le champ des
contraintes vérifie bien les conditions mixtes & la frontiére. Nous obtenons
ainsi des solutions approchées statiquement ou einématiquement admissibles.

La construction se fait soit par le tragage graphique de PRAGER, soit par
une epproximation de la solution & l'aide des différences finies utilisées
par GREEN,

Des méthodes numériques, plus récentes, ont été proposées, permettant
d'obtenir plus rapidement les solutions & l'aide de l'ordinsteur,

En effet, 1'intégration du syst@me d'équations aux dérivées partielles
par la méthode de RIEMANN sur un contour fermé, conduit & une équation intégrale
de FREDHOLM. Proposée par GEIRINGER et reprise par EWING, une représentation

de la solution par une fonction analytique développée sur en double série




entiére abselument convérgente.permet & COLLINS et DEW HURST de donner une
formulation numérique du probléme & l'aide de certains opérateurs matrieiels
de base,

Dans ces mPmes chapitres, certaines propriétés algébriques de ces
opérateurs linéaires seront établies ainsi que leur rBle géométrique de
transformation.

Les sutres.chapitres seront consacrés & 1l'illustration pratique de
lt'utilisation de cétte méthode algébrique de résolution dans des problémes
rencontrés en mise a forme desnaétamx; et d'un grand intér€t industriel

(leminage & chaud, compression entre deux plateaux lisses pour \y L T TN

h

Une comparaisen sera faite avec les théories technologiques.




CHAPITRE I

ETAT PLAN DE DEFQRMATION ET METHODE DES LIGNES DE GLISSEMENT

1.1.~ Introduction

Dans ce chapitre, la méthode des lignes de glissement est développée
pour prévoir le comportement d'un matériau isotrope rigide-plastique parfait

en état plan de déformations (Fig. 1).

4

IS¢

Cette idéalisation concernant le matériau n'est évidemment pas réalisée
dans les metériaux industriels, mais elle nous permet d'avoir, en premidre
approximation, des indications sur la meaniére avec laquelle le matériau se
déforme, Cette méthode estlutilisée dans certains procédés industriels tels

que le poingonnage, l'étirage, l'extrusion etc...

1.2.- Etat plan de déformation et critére de plasticité de VQON MISES.

En tout point du matériasu, le vecteur de déplacement sera supposé

paraelléle au plan z = Q et indépendant de z (Fig. 2).




du ou
u =0 et E==L=0,
A 3z 3z

et 4 2= X

L'axe paralléle & 0Oz sera donc un axe principal de déformation
et on supposera qu'il le sera aussi pour les contraintes.
Nous obtenons alors & partir des relations de LEVY-MISES qui relient

les vitesses de déformetion aux contraintes (dévistoriques aux déviateurs sij)'

) "xz Tyz =0
cx+o o, 0o
s3=0->cz- 3 =O-=>oz=——-12 (1)

L'état de contrainte en un point du matériau déformé sera représenté

paer une contrainte de cisaillement k et par une pression hydrostatique

o.+0
-p = —x?l qui verie d'un point & un autre & travers le matériau (Fig. 3).

~ L'écoulement plastique du matérisu apparait, lorsque le critére de

MISES est v€rifié compte tenu de (1).

2 . . .
htxy + (cx—csy)2 = hkz ol k est la contrainte de cisaillement meximale.
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Dans le plan de représentation de MOHR (Fig. 3), le cercle de MOHR
nous permet d'écrire ox,oy et Txy en fonction de p et de ¢, ¢ &étant ici

l'angle que fait la direction x avec la direction principale I .

=-p +
cx p+kcos 2 ¢

0y=—p-kcos2¢ (3)

T. =k s8in 2 ¢
xy

Le point X sur la Fig. 3 représente 1l'&tat de contrainte d'une surface

perpendiculaire & l'axe Qx du repére physique.

T, représente 1'état de contrainte d'une facette dont la normale
N fait avec 1'axe princip;l I 1l'angle -II/4 et dont les composantes du vecteur
contrainte sont (-~ p,k).

Ce vecteur n est tangent & la ligne de glissement o (Fig. 4).




n perpendiculaire au plan de la facette c'est-d-dire ici au plan de la

feuille,

" Les équations d'équilibre

Si l'on néglige les forces de volume, on obtient, aprés projection

sur les axes, les équations d'égquilibre suivantes :

.90 . 9T
9xX 3y
(L)
,.90. . .9T
- 4 =0
3y ox

Nous pouvons, & partir des expressions des composantes du vecteur
contrainte en fonction de p et ¢ (3), écrire ces équations d'équilibre

sous la forme suivante :

- 2R _ oy ain 2o 20 ; 0g 2L =
=y ~ 2k sin 2¢ 3= + 2k cos 2¢ oy Q (5)

_.§2 _3_Q i _3_Q=
oy + 2k cos 2¢ ol 23 sin 2¢ oy 0 (6)




1¢3.— Définition des lignes de glissement.

Les deux équations ainsi obtenues forment un systéme de deux
équations aux dérivées partielles du ler ordre, quasi-linéaires, car elles
sont linéaires pour les dérivées des fonctions p et ¢ et hyperboliques.

La théorie mathBmatique des équations hyperboliques nous donne une
simplification de telles équations pour les résoudre par la méthode des
caractéristiques. Pour celd, on se sert de la notion de dérivée suivant
une direction pour simplifier les équations et aboutir & une équation
différentielle simple grBce 3 un choix de deux directions particulidres &
la place de 6; et 6; .

En effet, les dériv€es qui interviennent dans le systéme c'est-&-

dire 93p/.. » Bp/ay , 8¢/ax.et'8¢/ay sont dens les directions Ox et 6;.

9x
Cherchons une cembinaison linéaire des 2 équations du systéme qui

ne contiendreit que des dérivées suivant une seule direction 3 en multipliant
la premiére (5) par cos(¢-I/4) et la seconde (6) par sin(¢-N/4) et en somment

les deux on obtient

]

*Bp/ag - 2k —%— =0 (7) ol ga est le vecteur unitaire d'angle

98
& polaire (&.Ea) = ¢-T/k,

sachant que l'on a 2_;’— =2 (ga)x + 22 (g ),

o'y
asa x oy

Puis cherchons une seconde combinaison linésire en multipliant la
premiére équation (5) par cos(¢+I/4) et la seconde (6) par sin(¢+I/L4) et

en prenant la somme des deux nous obtenons :

—BP/ag + 2k\2%- =0 (8) avec s, vecteur unitaire d'angle

B a8 8

8 polaire (BI,EB) = ¢+N/k4




Les directions Eu et gB ainsi obtenues, faisant respectivement
les angles -N/L et ML avec 1'axe principal I sont appelés les directions
caractéristiques o et B au point considéré.

Dans chacune de ces directions, on réduit le systéme d'équations
quasi-linéaires & une €quation différentielle ordinaire.

>
Les lignes qui sont tangentes en chacun de leurs points &

s
o
(respectivement a ;B) sont les lignes de glissement o (respectivement B ).
Ces deux lignes bissectent les directions principales I et II et sont
orthogonales entre elles (Fige. 4).

Nous pouvons encore €crire ces deux &quations sous les formes
suivantes, données respectivement par KOiTER et HENKY ¢

dp + 2k d¢ = Q le long de la ligne a

(9)
dp =~ 2k d¢ = Q le long de la ligne 8

'p +2k ¢ = cte le long de la ligne o

p -2k ¢ = cte 1e long de la ligne B

Les constantes variant d'une ligne & une autre.

2

Tobo= Propriétés géométridues des lignes de glissement.

Les rayons de courbure des lignes de glissement o et B sont

donnés par @

1.3 12 |
R aoa et S BSB ' (10)

ol R et S sont les rayons de courbure des lignes o et B .




Ce sont des quantités algébriques dont le signe dépend du sens de 2

9s
o
et 3§~ dérivées directionnelles prises le long des lignes o et B
8
respectivement.

Considérons deux lignes B infiniment voisines et soit A¢ le
petit angle constant entre elles aux points ol elles coupent la ligne o

(Figf 5)« / /
/
/Av
/

Do -09.5 4p

- -
e
- -
-

‘Les équations (10) nous permettent d'écrire

RA¢ = Asa on sure donc

o S -
388 ‘RA¢) ‘ Bss (Asa) ‘ ¢

or A¢ est constant. On peut donc le sortir de la'parenthése et obtenir

le systéme :

Ceci veut dire que lorsqu'on se déplace le long d'une ligne de

glissement, le rayon de courbure des autres lignes aux points d'intersection
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varie de la grandeur de ltarc parcouru.

En remplagent les longueurs d'arcs Asa et As, par RAp et —-SA¢

B

on obtient les é&quations suivantes :

dR - Sdo

1

0 sur la ligne B

(11)

dS + Rd¢ = O sur la ligne a .

Introduisons maintenant les coordonnées curvilignes (o,B8)
relativement aux sxes curvilignes o et B . On & :
d¢ = dao sur la ligne a

d¢ = dB sur la ligne B8 .

¢ est ici l'angle entre le direction de o en un point O et en
un autre point P §
o sers la valeur de ¢ au point ol la ligne 8 qui passe par P

coupe la ligne a (Fig. 6).




Les &quations (11) compte tenu de ce changement de coordonnées
deviennent @

aS

Yy + R=0 sur une ligne o
(12) ou encore en tout point P(a,B)
%% -8=0 sur une ligne R

C'est le systéme d'équations aux dérivées partielles du ler ordre
que doivent satisfaire les rayons de courbure des lignes de gligsement.

Le travail qu'on &tudie propose une méthode algébrique pour construire
les lignes de glissement en se servant des €quations (12) qu'on intégrera

par la méthode de RIEMANN,

1.5.~ Le principe de superposition de HILL.

Pour un matériau isotrope rigide-plastique en &tat de défonmation
plane, les champs de contraintes et de vitesses sont solutions d‘équation
sux dérivées partielles linfaires et de type hyperbolique.

I1 en est de m€me pour le systéme d'équations que satisfont les

rayons de courbures R et S des familles de lignes de glissement o et B

2
R =
9098 *8=0

‘GB; R=0

Q7

Les coordonnées le long des lignes de glissement et les vitesses
le long des lignes caractéristiques de 1'hodographe vérifient le méme systéme
dféquations.

La linéarité de ces équations montre bien que la spmme des deux
champs de lignesde glissement en donne un troisidme par simple addition des

rayons R et S des deux champs sux points (a,B) correspondents. GREEN avait




utilisé ce principe pour les coordonnées de MIKHLIN (x,y), mais c'est HILL
qui, en 1967, a montré comment construire géométriquement la somme de deux

champs de caractéristiques par addition de deux vecteurs.

- Formulation algébrique et construction géométrigue.

Soit R(a,B) et S(a,B) les rayons de courburé des lignes (a) et (B)
en un point d'un champ donné. On considére le champ transformé de ce dernier
par une rotation de II/2 dans le sens contraire des aiguilles d'une montre et
on intervertit les coordonnées curvilignes a et B : le coupe (R(o,B), S(a,B8) )
devient (-8(B,a), R(B,a) ).

La. somme de ces deux champs de base donne naissance & un troisiéme
champ qui sera déterminé par le couple(R'(a,B), S'(a,B) ). a et b &tant deux
constantes arbitraires on aura : |

R'(a,B) = a R(a,8) - b S(B,a)
(i)
S'(a,8) = a 8(a,8) + b R(B,0)

or le coupte (R,S) vérifie le systéme (12)

| M & = iR(d.B)

L]

la dérivetion de R'(a,B) et de S'(a,B) par repport & o et B respectivement

nous donne

Qg’fa,ﬁz = & §R$a|§2 -1 BS£§|az
P8 98 - 9B

(iii)

portons les valeurs de R(a,B) et S(a,B) du systéme (12) dans le systéme (i) :
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.
RI(0,6) = - o 2308 _, MR(fac)

{ (1v 1)

S'(a,B) = a aRég‘@) - b as(ggal

N

la comparaison de (iii) et de (IVi) donne le systéme suivant :

3R'(a.8) _ 5'(a,8)

98

—B—SM = - R'(OL,B)

»aa

et montre que R!' et S' vérifient le méme systéme que R et S.
La construction géqmétrique de la superposition de deux champs est la
suivante :

X et Y sont deux points de deux champs de base donnés avec des
coordonnées curvilignes (a) et (B) qui colncident.le point Z, appartenant
au champ engendré par l'addition des deux champs de base, sera construit par

la somme des vecteurs OX et 6? par la méthode du parallélogramme

OZ = OX + OY

Le cas le plus important pour une telle construction et que 1l'on

rencontre le plus souvent est celui de la superposition de deux champs centrés.
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Examinons rapidement ce cas en partant d'un champ ol une singularité

apparait au point A (voir figure).

Le champ ABCD est construit & partir de la superposition dés champs
centrés construits sur les lignes de base AB et AD. Pour construire le champ
curviligne ABED, on construit la ligne DC de telle fagon que les tangentes aux
points C1 et C2 soient paralléles & la tangente en C. Lorsque deux points X et Y
de coordonnées (o,8) colncidents parcourent les lignes AC1 et DC2 respectivement,
le point Z, résultat de leur addition, parcourt la ligne DC.

On voit donc bien que l'on a d'aprés cette construction en symboliseant

les lignes de glissement par des fléches courbes.

DC ACJ + D02

BC

"

AC, + BC,

Nous verrons l'application simple donnée par HILL dans son article

et le champ "auto-sembleble" de COLLINS.
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1.6.~ Application.

Nous verrons essentiellement deux cas trés répandus dans la
résolution des problémes aux limites en formage des métaux. Ceci nous
permettra de mettre en &vidence certaines propriétés et certaines
relations géométriques qui seront d'une grande utilité par la suite pour
étudier la transformation algébrique d'une ligne et la construction d'un

champ de lignes de glissement.

Soit un plan AB une frontidre sans frottement et soit A wn point
de singularité. Le champ centré ACD est le champ associé & cette singularité.
ABC sera construit par la ligne AC et la ligne réfléchie par rapport & AB.
Le triangle curviligne ABD est isoc€le et D se trouve sur la bissectrice de AB,
sachant que les lignes AC et BC font un angle H/h avec le plan AB.

Yoyons tout d’abqrd la justification de cette derniére propriété.
Pour cela considérons le champ suivant : soient deux plans | AB et AC sans
frottement, et soit le champ de ligne. Les deux moitiés de champs ABD et ACD
peuvent €tre construits & partir du méme champ centré ADE per la méthode de

superposition de HILL.




Ils seront les moitiés des champs engendrés par la superposition
du champ centré ADE et de son image dans la réflexion par rapport & AB et
AC respectivement. Soit xE(a,B) et yE(u,B) les coordonnées de E du champ ADE
les coordonnées de E' du champ AE'D' image de AED. On aura donc pour le
point E' [ -yE(B.a) . xE(B.a) ] et 1a superposition des deux champs nous

donne encore conformément & la relation (i)

n

xB(q.B) xE(a.B) - YE(B.G)

VB(Ot.B) = YE(OHB> + XE(O‘QB)

Si maintenant on suppose que les lignes tournent toutes du méme
engle 0 , que A est pris comme origine du repére d'axes AB et BC alors on
aurea

¥5(6:8) = - x.(8,8) et
x50(0:8) = 2 x.(040)

Comme autre application, nous allons voir le champ dit
"auto~-semblable" qui a &té &tudié par I.F. COLLINS et dont il se servit

pour justifier mathématiquement les relations établies par GREEN, pour
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certains champs, entre la longueur, la hauteur et les valeurs des

discontinuités des viteésess COLLINS avait donné une démonstration
de ces relations en utilisant les champs "auto-semblables" et leurs
propriétés géométriques dans le probléme de compression entre deux
plateaux rigides sans frottement (avec le rapport 1 < %%%fg%%a < 2)

et pour le probléme de 1'extrusion symétrique avec une matrice rectan-—

gulaire lisse et un rapport 1 < v < 2,

Considérons les mémesfgemi—champs
i
E®

ABD et ACD obtenus par la superposition des champs singuliers ADE et ses
images AD'E! et AD"E" et une singularité au point C. Si on suppose que
les lignes AD et CD sont géométriquement semblables, alors les lignes CD
et BD le seront aussi. Nous en yverrons une démonstration algébrique au
chapitre 4. Ceci a &té avancé par HILL et utilisé par I.F. COLLINS pour
démontrer que dans ce cas les points BDEC sont collinéaires et que les
lignes FD et CD sont semblables. Seulement, pour l'alignement des points

BDEC, il est nécessaire que l'angle dont tourne toutes les lignes soit le
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méme, S'il n'en est pas ainsi, on aura l'alignement des points B] D E1 C1 .

Supposons que nous ayons CD et AD semblables, les triangles
curvilignes CDA et ADB sont élors semblables, puisque tous les deux sont
construits par la superposition du champ singulier AED et ses 2 images
AE'D' et AE"D"f On aura donc une similitude entre les lignes DC et DB, elles

sont memes homothétiques de centre D. Soient B1 et C1 deux points homothétiques

sur DC et DB. Or le point E, sur la ligne DE engendre par le principe de

1

superposition B1 et C1 donc les angles de D & E1, D a B1, D a C1, A a B{ et

de A a C} sont les mémes avec A le milieu de B! C; . La loi du parallélogramme

qui donne la position des points Cys Bys B; et C; montre que E, est milieu

de B, C; + Il en découle que les quatre points B, D E, C, sont alignés et

puisque DB1 et DC1 d'une part et E1 B1 et E] C, d'autre part sont homothétiques

1

il en sera de méme pour DE1 et DC1 « A la limite, lorsque E1 est confondu

avec le point E, C1 et B1 seront confondus respectivement avec les points C
et B d'ol 1l'on a l'homothétie entre les lignes DE et DC. Les champs singuliers
DEA et DFC étant construits sur les cBtés convexes de lignes DA et DC respec-
tivement sont semblables. Ainsi les lignes FD et CD seront semblables.

Ces résultats importants seront utilisés par COLLINS pour justifier

les relations de GREEN dans le probléme de la compression. Ceci sera wvu

dens le S5éme chapitre consacré & l'étude de ce probléme.




CHAPITRE IT

REPRESENTATION DE LA SOLUTION EN SERIE ENTIERE

INTEGRATION DU SYSTEME D'EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES

2.1.~ Introduction.

Les rayons de courbures R et S des lignes de glissement prises
comme fonctions représentatives de ces lignes, vérifient 1'équation des
télégraphistes. On intégre cette €quation sur un contour fermé par la
méthode de RIEMANN. Nous utilisons 1l'idée de GEIRINGER de représenter
la solution sous forme de série entiére pour la construction d'une
solution analytique du probléme. Pour les problémes aux limites ol
deux lignes initiales sont données, l'intégration nous raméne a la
résolution d'une double €guation intégrale de FREEDHOLM pour les
fonctionnelles représentatives des lignes dans le contour fermé. La
plupart des problémes aux limites, rencontrés en formage des métaux
sont de type mixte et conduisent 4 de telles équations intégrales.

Leur résolution & 1l'aide d'une représentation analytique de la solution

et donc des fonctionnelles représentant les lignes de base nous permet

de tirer les relations liant les fonctionnelles R et S en n'importe quel
point du contour en fonction des valeurs initiales R et So. En d'autres
termes, le développement de ces fonctionnelles analytiques en série
entiére nous donne les relations liant les coefficients du développement
de R et S en fonction des coefficients du développement des fonctionnelles
R, et S représentant les lignes initiales données. La forme linéaire

d'une telle représentation et de telles relations nous conduira &
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donner une forme matricielle a ces relations et 4 définir des opérateurs
matriciels de transformation des lignes initiales aux lignes finales de
représentation fonctionnelles R et S.

La deuxiéme partie de ce chapitre sera consacrée au calcul de
l'effort et du moment transmis par une ligne de glissement ainsi que des
coordonnées cartésiennes des points du champ. Nous exposerons dans cette
partie la méthode d'EWING de tels calculs qui utilise la représentation
en série entiére des intégrales donnant les coordonnées et l'effort, sous
forme d'intégrales de convolution. Cette représentation aura 1'intérét
pratique d'€tre utilisé aisément pour un calcul numérique & 1l'aide de

1'ordinateur.

2‘2-—Intégrgtign de§ éguatigna.

Soit le probléme de construire le réseau entre deux lignes de
glissement de base QA et OB (Fig. T). Si les rayons de courbure de OA et
0B, Ro et SO sont connus, le probléme sera de trouver les rayonsg de
courbure R et S des lignés de glissement. o et B qui passent par wun
point P(a,B) quelconque.

a\v Blo. ]
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Pour de telles lignes de glissement de base QA et 0B, les
rayons de courbure R et S satisfont le systéme d'équations linéaires (11).
Adoptons, pour le rayon de courbure p tiré de la relation
1/p = % |%§ ol ¥ est l'angle de la tangente locale et ds 1'élément
dtarc, la convention de signe suivante : le signe est + quand l'angle V¥
crolt dans le sens inverse des aiguilles d'une montre; le signe — quand
¥ crolt dans le sens des aiguilles d'une montre lorsque 1l'on parcourt
la ligne dans le sens de s.

Avec cette convention, les rayons de courbure R et S satisfont

le systéme d'équations linéaires aux dérivées partielles suivant :

3; +R =20

. (13)
oR _
58 +8=0

‘que nous allons intégrer par la méthode de RIEMANN.

Le systéme d'€quations linéaires & intégrer peut s'écrire :

a2
$_R 38 _
5008 | da = ©
(1k4)

2
2.5, 8B
8adf 38

!
O

En multiplisnt la 2€me relation de (13) par Sd8 et la 1ére relation

de (13) par Rda, on obtient :

s 28 48 + s%ap = 0
9B ‘
(15)
R 28 44 + R%da

[}
. O

o0

Soit en remplagant R en fonction de 8 d'une part et S en fonction

de R dfautre part, il vient :
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2
2 38 2. 3°8 . _
S 53 ( o ) dB + 8“aB = 0 e 0
= (16)
2
2 3R 2. 3°R _
R = ( 58 ) do + R°da = 0O Y R =0
a2
R et S vérifient des équations de la forme aage + Cuavec c =% 1.

Les deux expressions suivantes sont différentielles totales exactes :

au aR
— + — -
R ™ da u 38 ds dg
(17)
3R ou = 1
u ™ da + R 58 dB dg .

Intégrons l'une des deux différentielles totales sur un contour

fermé. Le théoréme de CAUCHY-RIEMANN donne :

J dg = 0 = J (R Eg-da + u‘égvds) = J R su da + J u é-Pldﬁ
OAPBO OAPBO 90, 3B OA du AP o8
4 (B=0_ (a=8
ae [0,6]) ge [0,¥])
+ J R 4y + J uRgg =
PB 3 BO 38
(=¥ (a=0

ac [6,0]) ge [¥,0])

6 ¥y o , o
0 = I RCe,0) da + | ulR (e.8yaz 4 j R(a,¥) 2% da + J u 2B (0,8)48.
o 1] o - 3B ¥ oa 8 9B

Prengns comme fonction u, la fonction de BESSEL u = Jo(e,/Ze-aHW—Bs)

qui vérifie bien 1'équation hyperbolique avec Jo(z) définie par

= T = " ' =
JO(O) 1 JO(O) Oet Jo+ Jo/z +J,=0

i
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Voyons si Jo(z) avec z = 2/(6-a)(¥-B) vérifie bien 1'équation

hyperbolique.
o (z) od
Ja 3z Ja ° o
2 A /e ve)] =- 2(¥-8) . _ 8
da  da 2vY(06-a) (y=B) 8-a
3
done —= = - J!(z) <)
]¢] © 6—-a
2 - o .
29, o Mooy M g . Y6 4 0z
== (= =L (= B Egy, [EEY 22
2008  Of Aa 3z Bo 38 oz 6-a 9B

b

—gr B2z g 222 A8y oo, fEB 22 /5
e~a 28 a8 3z ¥ e-a 6o a8  ° ag 0-a

or 2ol /N - -2 [l
3 8 2/(6-a) (¥-B) (¥Y-5)

I = T S S
38 0-a 2/8-¢ . 2V (6-u) (¥=3)

donc finalement :

2 .
3°J : e '
2 = (-yn JEE .(—/——9"“‘) -3 =
203 °V gq Y-8 ° 2/ (G=a) (2=8)
'32Jo 3! 223 Jv
=2 = 2+ ="+ 24+3 =0 ;
3038 z sa08 ° % . 2
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82J

O+JO=O;
3098

la fonction de BESSEL Jo(z) vérifie bien 1'équation hyperboligue

Remplagons alors u par la fonction Jo(z) dans ltintégration de RIEMANN sur

le contour fermé OAPBO.

6 “od | 2 3R . 6 aJo(O)
0= J R(a,0) — (2/5(6-a))da + J J (0) — (6,8)dB - J Rz, ¥) ——— da
: o o0 o 9B . ’o sa

A : . = ]}

_ JW aR(0,8)

»

dB-JO(Z/O(W“BY) * la 2€éme intégrale est égale & {R(B,W) $

af
© -R(8,0)
BJO
la 3éme est nulle car - (0) = 0 et la USme reste avec la idre.
g . ~aR : 8 : BJO s
R(6,¥} - R(6,0) = f J (276 (y=-g)) -— (0,p)dp - J R(a,0) — (2/¥(6~a))da.
o) 2R o oa :

Calculons la 2€éme intégrale du 28me membre par parties en posant

. oJ
R(a,0) = u et —L2 dau=dv ona:
20 '

6 a3, P o _ (% e 3R(x,0)
R(2,0) —= ( )da [;o(z‘w(e-a).R(a,O)]O - | I, (2/¥(6~a)) ——=2-= da.
0 3a ° %a

8 3J 6 . . _
J R(0,0) — ( )da = R(9,0) - R(o,o)Jé(zvsw' - J J, (275 (6-a) OR(=,0) 4,
o] Ton g ‘ o da

remplagons cette valeur de l'intégrale dans la relation trouvée il vient :

¥ o )
JO(ZVS(?-BQ-EEQZLél d8 - {R(6,0) - R(0,0)J_(2/8¥) - J J ) 2R(0,0) 44

R(6,¥) - R(B,0) = f
o B o ca
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ou encore

vy 5]
R(6,¥) = R(0,0)J_(2/0,9) + J 3 (2/5(F-8)) AR(0,8) 4a + J 3 (AGE)) -a—R-(ﬁ;—’-@— de
o 9B o a

I1 en est de méme pour S qui vérifie 1'équation hyperbolique.

2
9~ S +S =0
oadf
S u do + u 98 dB est différentielle totale exacte avec u fonction
da 9B
2

u+u=0.
‘909

vérifiant I'équation

L'intégration de RIEMANN nous donne :

} 'S-al‘-da+u-3~§-d6=0=[ S-?—llda'+J u-a-sldS'*I S?-lldu+
OAPBO  da 38 JoOA  3q AP ag PB 2o
(8=0 (a=9 (=Y
ac [0,0:]) gef0,¥]) ae G,O])
) o+ I u 3 dB
By OB
(a=0
BG?LOJ)
e ¥ o . o .
0= J $(x,0) ¥ da + I u 23 (0,)dB + I S(a,¥) 22 do + J CACHIRFPR ST
o 3 o 0 da Y 3B

a8

Comme fonction u prenons wu = Jo_(Z»/(G'oz)(i’-B) avec JO(O) = |

t =
et JO(O) 0

: 6 3J ¥ o 3J_(0)
0 = J $(0,0) —2 (2V¥(s-o)da + | J_(0) 2208 4p 4 J S(a,¥) —2 " dqy +
o da ‘o ° 38 0 da
rO
+ ] 3 (2/6(¥-8) 35(0.8) 4

ly 3B
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’ i /5 (oo 8 S 35 (0, R)
0= S(B,‘{’) = S(B,O) + J S(U.,O) —— (2 \y(e_a))da - 3 (2\/6.(":"'8) s{0,8 as  =>
[e) '30. Jo [o] ' 36
¥ r® 3J
5(6,¥) - 5(6,0) = J 3 (2/603)) 2208 45 - | 504,00 —2 2/ )de
© B ‘o o
! 35(0,8) e (8 5(e.0)
=J J () S===mdp - [[s(a,o)JO('z/‘;(e,—a)')Jo -J Jo(zm) S (e, da]
° % o Ja

“’ . - e : R
[ 30 35€0,8) 45 - 5(0,0) + 5(0,003_(2/8F) + J 3 2AT) 35(250) 44,
o) oB o sa

on obtient donc

. .Y 9
S(8,¥) = S(o,o)Jo(zfeT) + J 30(2/9(‘?-6)) 35(0,8) 4p + J Jo(2/‘i’(6—a) 35(2,0) ;4
' . ‘ o

9B o » °a

L'intégration de RIEMANN nous a conduit & résoudre, pour trouver les
solutions S(6,¥) et R(6,¥) en un point P(8,¥), les deux équations intégrales

suivantes :

: ' ¥ - 0 ‘ -
R(B,¥) = R(o,o)Jo(z»fcﬂ’) + J Jo(z./e(\v-s)) ARO0,8) 4p 4 I Jo(z/w(o-a)') AR(0,0) 4,
o 9B o ‘ Ja

(19)

- ¥ S0
S(0,Y) = s(o,O)Jo(z.’e'if ) + [ JO(Z»'/O(‘?-B)) 35(0,8) 4q 4 J Jo(zﬂf(_a'—E)) 35(e,0) 4,
‘o 9B o ) da

(20)

2.3.— Développement en série entiére,

Les rayons R et S sont considérés comme &tant des fonctions continues

et dérivables dans OAPBO et sur le contour.
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Etant donné qu'on peut approcher une fonction continue quelconque
par un polynOme, le théoréme établi par H. GEIRINGER nous fournit unm moyen

pour déterminer pratiquement les solutions de notre probléme.

" Théoneme.

Etant donnés deux polyndmes

R(a,0) =A_ +Aa +A0 + .. +A o dans 0A
¢ 1 2 n
5(0,8) =B_ +BB +BE° + ... +B 6" dans OB
g ) 1 2 n
- 82u
la fonction u(a,B) qui satisfait & 1'équation = u dans OAPBO
30098

et qui se réduit 4 R(a,0) sur OA et S(0,8) sur OB est la suivente :

.

m u n Vv
3 J y 3J
u(e,B) =A_ + ) B ul ==+ JA vl—>
’ LAt T TS T S T:M¢
32g
avec J la fonction de BESSEL vérifiant 1'équation -J=0
90908

ici on développe les rayons R, et 8  en série entidre en les considérant

comme fonctions analjtiques :

© n
Ro = R(a,0) = Z an'g-
- n=0 n! -

d'oi  R(0,0) = a

® n
s =s(,) = )] b & ~ 5(0,0) =b_
o n
=0  n!
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a b

. . .. n n

Le choix de telles séries avec des coefficients An = — et B = —-

i n

n! n!
© n
. a

est retenu pour la convergence, car les séries 2 — sont convergentes.

n=0 n!

De plus, on trouve pratiquement que l'on a a v 10 a re qui rend les

) n ) n Lo
séries ] a £ et ) b £- rapidement convergentes..
o0 B L
n=0 n! n=0 n! :

Les &quations (19) et (20) se transforment :

) ¥ 8
R(8,Y) = I J'O(ZVG(‘i“'B)) M)- ds + J JO(ZV\}'(B—,;)) 3R(a,0) da+aoJo(2'/§q;
o 98 o da

y ‘ . )
S(0,¥) = J JO(Z/G(‘?-B)) 35(0,8) d3 + J Jo(z/w(e—a)) 38(a,0) da+boJo(2/eT
. (o] . [}

9B oa
R
or on a aussi R =S (12) =e> M = -5(0,8)
. o8 9B
35 _ R (13) => 35(2,0) _ -R(a,0)
oa sa

Les deux équations & résoudre (19) et (20) deviennent :

' 8 ¥
(21) R(8,¥) = f JO(ZN_('é'—?)) 3R(a,0) da - JJO(Z/B(\P-B)).S(O,B)d6+aoJo(2/€W)+...
o oa o

6

. ¥ . , _
(22) 5(0,¥) = J 3 @/atg) B8 44 _ J 3, (2/FTE=0)IR(a,0)darva_J_(2/GF) +. -

o 3B o

introduisons dens ces 2 €quations les rayons R(0,0) et S(0,B) sous forme

de séries entiéres il vient,

' 0 . [ n y ' P
R(8,¥) = J 3,2 (] a Eydo - J I QTN . § b 6%/nt!.dpe- ..
Y oo n=0 n n! [o) o n=0 n
¥ 9 v Bn e S “-’ a .0.1: d + ‘
S(e,‘{’) = I Jo(2/0(\il—ﬁ))._( Z bn 2-)dg - f J (2/‘{,(0_(1)). } a : TR N
o 98 n=0 o ° neo - ™

n!
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L'intégration de ces deux &quations donne :

RGO, = [2 O 5 afm - b GV @]
n=0 y 6
41
T ) -
S(0,Y) = ngo [Fa c—) 3, @00 + b A5 2]

]

© o 2mn
Jn(z,/é‘@‘) = 2 [‘.ﬂ“ﬂ___

avec les

R(e,v)
R(8, ¥)

et

s(e,Y)

s(e,Y)

m=0 m! (m+n)!

2m+n+]
27 = y o Ll

m=0 m!(m+n+i)!

expressions de Jn et Jn+1 sous forme de séries on obtient :
n+l
n+] m+ e
® © m+n/2 —_— oo 2
2 oy b4 oY
n=0 ‘i’_ m-O m! (m+n) ! ¢ m=0 m! (m+n+{)!
E °z° ym em+n em \ym+n+l ]
a === —————=)b — —
m=0 n=0 L* m! (m+n)! L (min+1)!
n+1 mt —
. 6, 2 8y 2 ]
T e, 2 07 O~y B2y (0
n=0 ¥ “m=0 m! (m+n+1)! L) m=0 m! (m+n) !
o © m _mtntl m m+n
A LA il
m=0 n=0 m!  (@tn+1)! " ml (men)!

Donc en tout point P(6,¥) on a les expressions des rayons de

courbure R et S suivantes :
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: L m+n Ym 6m ?m+n+1
@3 R, = ) (o e Eoop I
m,n=0 (m+n)! m! S m! (min+l)!
: w0 m+n+ ] m | m  mn
@6 s = ] (a S Tsp & I
m, n=0 (m+n+1)! m! m! (mtn)!

Reprenons les équations (23) et (24) qui ont donné R et S en wun
point P(8,¥).

m+n m m _mén+l

R(8,¥) = ) (an-fl—__ ¥ "bn'e““ Yy
m,n=0 (m+n)! m% m! (mn+l)!
® mrn+ ] m m m+n
se,9) = J (-a —— ey X
m, n=0 (m+n+t1)! m! ! (m+n)!

nous pouvons & partir de ces relations développer les rayons de courbure des

lignes o et B passant par le point P(68,¥) en série entiére de la forme

R(a,¥) = ] r (¥) =

n=0 - n!

L .Bn

5(0,8) = ] s (8) =
=0 n!

et nous nous proposons de déterminer les coefficients rn(w) et sn(e) .
dens l'expression de R(6,¥) ol l'on prend 6 = o comme variable le

ler membre s'écrit
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© o m+n m © n . n+1 1 n+2 2 . n+3 3
J= 3 a [] = 1) =7 a e Lo S S Y .
n=0 " m=0 (m+n)! m! n=0 t n! (n+1)! 1! (n+2)! 21 (a+3)! 3t

+ ]

2 ! u3 } 9
+a fay® + 2 vl e 22 v s ]
= 21 3!
2 o 3 1 az" ‘&2
ta % v e oy a2 oy ]
251 3! 41 21
+ L]
"o n  n n ,n-1 n ,n-2
= ¥ [a oYX L. 2 +a, Y + ..
n=0 ° n! n! n! (n-1)! n! (n-2)!
© n w1 n-2 n-p
=) [a L.,al“’ +a2\y + . +a - o0+
n=0 _° n! (n-1)! {n-2)! P (n-p)!

+ an ‘Po]an/n!

en posant n-p =m = p = n-m

et p varie de O jusqu'd n d'ol m varie de O jusqu'd n donc on obtient :

o an n yo
Jd = z — ( z a-n_m — .
n=0 nl m=0 m!

Prenons cette fois le 2€éme membre de l'expression de R(6,¥) c'est

8 dire




]y b & 2 ) =1
n=0 mn=0 n m! {(m+n+1)! R
N ) . .b - +4 ‘
. © . [‘ym-l o, “yn+2 . a2 \Pn+3 . ii— , ...]
1= — « a —
=0 " La+1)! L (n#2)! 21 (a+3)! 3! (n+d)!
1 2 3
1=0b [Xm a® + a AR T S N 2 ]
°Ln 21 2131 31 4
- 2 3 2.4 3.5
.+b QOL+“L+.(‘.QL+S__L+.“]
S 31 21 41 31 51
-3 b 25 3,6
sb o s e ¥ e Y .}
2 31 41 21 51 31 6}
+ .
' n n*;l n  nt+2 n 3 :
1= Z[b e ¥ -~+b‘9——“ +b29‘-—-———~—\} ..+
n=0L ° n! (n+1)!

n! (n+2)! n! (n+3)!

n n+p+1
+b 2—- \y + .cuj
' n! (n+p+1)!

bosons n+p+l = m = p = pm-n-1

avec p variant de 0 & 1'» d'ol m varie de n+1 & 1'e

donc I s'éerit encore :

o n o« m
donc
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ce qui nous donne bien

A
r (¥) = a = - b - . (25)
n m=0 = m m! m=n+1 m-n-1 m!

Les deux relations donnant R(6,¥) et S(6,¥) &tant symétriques
pour les a et bn on obtient sans difficulté la forme du coefficient du

développement en série entiére de S(6,8) & savoir :

121 " v o™
s (8) = b _=—- ) & _ — (26)
n m=0 nm m! m=n+1 &% m!

2.4,- Détermination des coordonnées, des efforts et des moments transmis

par le réseau.

A partir des résultats précédents, nous nous proposons de calculer
les coordonnées cartésiennes de tout point P du réseau des lignes de glisse-
ment, les efforts agissant sur un segment d'une ligne et le moment résultant

de ces efforts le long d'une ligne par rapport & un point fixe.

a) Coordonnées cartésiennes.

Tout d'abord, calculons les coordonnées cartésiennes. Pour celd,
connaissant le développement en série entiére du rayon de courbure de la
ligne de glissement considéré, nous calculerons les coordonnées cartésiennes
(x,y) de tout point de cette ligne en introduisant les coordonnées de

MIKHLIN (x,y) que nous allons illustrer sur la figure 8.
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est 1l'angle de la tangente locale avec Ox au point final M .
¢ P

Les coordonnées (x,y)

les relations X

y

sont relifes aux coordonnées (x,y) par

x cos ¢ - y sin )

(27)

x sin ¢ + ¥y cos ¢ .

Exprimons les coordonnées x et Yy en fonction du rayon de courbure

R de la ligne .

Considérons un €lément d'arc ds d'une ligne de glissement (Fig. 8)

au point P ol 1'angle ¢ a pour valeur t, nous aurons ds = R(t) dt, et par

projection de 1'élément ds sur les axes de MIKHLIN, on obtient :

dx

dy

~

R(t).cos(¢=t) at

R(t).sin(¢-t) dt

et par intégration d¢ O & ¢ , si 1'on prend O comme origine d'angle et

l'angle maximum, nous aurons les coordonnées en ce point final M :

x(¢)

|/
f R{t).cos(¢-t) dt
K (28)

¢
J R(t).sin(¢-t) dat .
(o]
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I1 est avantageux d'utiliser les intégrales sous forme d'intégrales
de convolution, car elles peuvent ainsi &tre développées en séries entiéres
dont les coefficients sont données par des relations de récurrence particu-
liérement simples. En effet, nous avons trouvé les intégrales de convolution
suivantes :

R(t) at .

x(¢) J¢ cos(¢-t)
o sin(¢-t)

y(4)

Soit R(¢) le rayon de courbure au point relatif & l'angle ¢

® n
et qui est développé en une série entiére donnée : R(¢) = z r, L
n=9 n!

¢ ¢
x(¢) = f R(t) cos(é-t)dt = [R(t).sin(¢-t)]® + f R'(t).sin(¢~t)dt.
o .

o

¢
[R(t)sin(¢—t)]g =0 = x(¢) =J R'(t)sin(¢-t).dt
[}

¢
et y(¢) =j R(t).sin(¢-t).at = [R(t) cos(¢-t)j¢ - Jd) R'(t).cos(¢-t).dt .

(o] (o]
¢
[R(t).cos(s-t)]¢ = R(s) = y(o) = R(s) - f R1(4).cos($-t).dt
[o]
Qu encore
x(¢) = ¥'(¢) ¥'(s) = x(o) (29)
- » —— -
y(¢) = R(¢) - x'(¢) x'(¢) = R(¢) - y(¢) (30)

des relations (29), (30) nous allons tirer les relations de récurrence qui

lient les coefficients des séries entiéres des développements de x et y .

On obtient :
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® .0
(o) = T 5, &
n=0 n!
donnés par (29)
© n+l
) = § ot T

o n
et la relation (30) avec R(¢) = } r, %~ nous donne :
n=0 n!

o n oo n @ n

Lt +1 - - ) b1 &= *n + =

=0 ""'ar  n=0 n!  n=0 ' n!

- S - o - =

zo(tn+1 n—1) nt nZo n nt = n+1 *n=1 = n (31)

avec to = t_1 =0 et t1 =rg .

Nous avons ainsi obtenus des développements des coordonnées x
et y en séries entiéres en o et B analogues & celles de R et S

rayons de courbures des lignes a et 8 .

b) Calcul des efforts transmis.

Pour calculer la résultante des efforts transmis le long des lignes,
nous utilisons la méme technique qui introduit des intégrales de convolution
développées en séries entiéres pour obtenir des relations de récurrence entre
les coefficients de ces séries comme on 1'a fait pour les coordonnées.

Nous nous proposons de calculer la résultante des forces et le
moment vésultant agissant sur le c6té concave d'un arc d'une ligne de glissement.

Considérons une ligne a (Fig. 9) caractérisée par son rayon de

courbure R(a) et soit p, la pression hydrostatique au point origine O .




Sur 1'élément ds de la ligne a s'exercent une pression p et
une contrairnte tangentielle k .
Soit pz la projection de cette pression p sur l'axe X et

soit k}—c la projection de k sur le méme axe, on aura : (Fig. 10).

; Px .
sin(¢=t) = > = P; =P sin(¢-t)
k- JE
cos(¢-t) = 3= = k- =k cos{¢-t) . ik
ey
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Les relations (9) nous permettent de calculer p de k au point

considéré ou l'angle ¢ a pour valeur t
p-2a=cte= p_ - 2k.0=p2kt =
P =P, + 2kt pour la ligne B; a =0
pour a ¥ 0 , on a : P, =P - 2k(att) => p = P, * 2k (a+t)

L'effort €lémentaire dF; qui agit sur ds a pour valeur, en

tenant compte du calcul de p en fonction de k;

dF; = k.cos(¢~t).ds + p sin(¢4-t).ds

= kocos{¢-t)R(t)dt + p sin(¢-t)R(t)at

= k.cos(¢-t)R(t)at + 1 sin(¢-t)R(t)at + 2kt sin(¢-t)R(t)dt
dF_
--}-f- = R(t)dt [cos(¢-t) + 2t sin(¢-t)] + p./k sin(¢-t).R(t)at

or sin(¢-t)R(t)dt = -dy .

~

Intégrons alors de O & H cette quantité pour obtenir l'effort

résultant F;c .

F- ¢ , ¢ ¢

X = J cos(¢-t)R(t)dt + J 2t sin(¢=-t)R(t)dt - p/k J dy
k o] o) o]
FZoo_ Py - b :

= =x-= y+ [ 2t sin(¢-t)R(t)dt (32)
k k o]

Calculons maintenant la composante de l'effort résultant F;

suivant l'axe y
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nous partons toujours d'un élément

£x
x ds soumis & p et k . La pro-
P ‘: jection de p et k sur y
h ; -
3 (I) donne k:; = -k sin(¢-t)
) Py =P (¢=t)

La somme des projections de ces efforts é€lémentaires sera de-;

dF}—' = -k sin(¢-t)ds + p cos(¢-t)ds.
dF; = -k sin(¢-t)R(t)dt + p. cos(¢-t)R(t)dt
= ~k sin(¢-t)R(t)at + P, cos(¢-t)R(t)dt + 2kt cos{¢-t)R(t)dt
aF- o
-;ji = [2t cos(¢-t) - sin(¢-t)] R(t)at + p/k cos(¢-t)R(t)at

or cos(¢-t)R(t)dt = dx

dF- D
donce —£L = [_Qt cos(¢-t) - Sin(d)"t)]R(t)dt + =2 g% .
Sk K

Intégrons de O & ¢ cette quantité pour avoir la valeur de

1'effort résultant suivant y qui agit sur l'arc OH de la ligne de glissement

y ¢ ¢ : ¢ _
4 f 2t cos(¢-t)R(t)at - f sin(4-)R(6)at + p_ J ax
(o] [o] [

F= _ p ¢
L= y+—=—x+2 f t.cos(¢-t)R(t)dt (33)
(o]
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¢) Calcul du moment trensmis par la ligne (a) su point Q .

Soit la ligne de glissement de type (@) dont l'origine est
le point 9 et tournant d'un angle ¢ ,a € [0,¢] .
Prenons, pour simplifier, comme axes de coordonnées (OXY) la

—
tangente Ox

en 0 & cette ligne et sa perpendiculaire 6; .

Considérons 1'é1ément de ligne ds au point P . L'effort &lémen-
teire transmis par la ligne jusqu'au point P aura comme projection sur les
axes de et dFy . Le moment &lémentaire transmis par cette tranche de ligne,

en prenant comme sens positif le sens indiqué sur la figure , sera :
aM = x(t).dFy - y(t).de

(k.cos t =.p.sin t) ds

sachant que l'on a : de

dar
y

(k sin t + p sin t) ds

l'expression du moment é€lémentaire sera donc :
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aM = x(t) [k.sin t + p.cos t] ds - y(t) E{.cos t - p.sin t] gg

or si la pression hydrostatigque en QO est P, donnée, la relation de HENKY
pour cette ligne (o) nous donne la valeur de la pression hydrostatique en

P pP a4 porté dans l'expression donnant le moment élémentaire.

Pp p

et

dM = k ds [}(t).sin t -y(t).cos ﬁ] + p, ds E%(t).cos t + y(t).sin @]

- 2k.t [k(t).cos t + y(t).sin ﬁ] ds .

ou encore en divisant le tout par k .

aM . : P .
5 = ds {(x(t).sin t=y(t).costt) + E—(x(t).cos t + y(t).sin t)}

- 2t(x(t).cos t + y(t)sin t)}

or si on exprime cette relation avec les coordonnées de MIKHLIN (1les coordonnées

locales) :

x(t).cos t + y(t).sin t

M

—~

ct+
]

x(t)vsin t - y(t).cos t

d
o~
ct
H

on obtient

. %‘.". = E—[(t)l:po/k - 2t]+ &(t):l x ds

ou portant la valeur ds = R dt dans cette relation et en intégrant entre O
et ¢ puisque t € [0,¢] on aura le moment transmis par toute la ligne

c'est-d-dire

¢ | 3
Mo, J [¥(t) + x(t) (=2~ 2t)] R(t).at (34)
k

(o]

bt
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2.5.~ Représentation des efforts transmis par des séries entidres.

Nous avons trouvé au paragraphe 2.4. les efforts transmis Fi et F;

F;c _
~==x-p/
k

[e)
=3
<1

¢
+2 Jo t sin(¢-t)R(t).dt

F- ¢
L = y+p / + 2 J t COS(¢‘t)R(t)'dt s
k o]

>

dans les 2 expressions interviennent les intégrales

¢ ¢
J t cos(¢-t)R(t)dt et J t sin(¢-t)R(t).dt,
o ,

o
¢ ® n

si 1l'on a J t cos(¢~t)R(t)dt = } C, — on aura
° n=0 ni

conformément & la relation (29)

¢ n
J t sin(g=t)R(t).dt i
o n!

1l
e 8
Q

5

avec cette fois-ci la relation de récurrence liant les coefficients de ces

P S
séries entieres :

et c,=C =0.

-~

Mais contrairement & 1'effort et aux coordonnées de MIKHLIN, on ne
peut trouver un développement en série pour l'expression du moment qui donne-
rait une relation de récurrence simple. On utilisera pour le moment une

intégration numérique.
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CHAPITRE TII

FORMULATION MATRICIELLE

3.1. ~ Introduction,

Notre probléﬁe est de construire le réseau des lignes de glissement
ne connaissant pas la forme des deux lignes initiales. Pour calculer ces deux
lignes initiales 'Ro et S nous formulerons les résultats du chapitre 17
de 1'analyse du réseau sous forme matricielle, car les &quations aux dérivées
partielles du problémes sont linZaires. Nous construisons le résecau & partir
d'une maille dans laquelle la solution est aﬁalytique.

Deux telles mailles sont s@parées par une ligne de glissement. Nous
notons symboliquement une ligne de glissement de cette région par un vecteur
V d'un espace linéaire de dimension infinie, Ce vecteur caractérisera toute
fonctionnelle représentant la ligne de glissement (rayon de courbure, coordon-

nées de Mikhlin...).

3.2. - Représentation matricielle des lignes de glissement.

Une ligne de glissement V est définie par son rayon de courbure
qui est développé en série entidre. Nous la représentons par la matrice
colonne des coefficients de la série enti&re.

Les lignes de glissement initiales OA et OB de rayons de cour-
© n ' n

00
bure R = ? a %~ et s = 5 b i (Fig. 7) sont représentées par
¢] . n o g n
n=0 n! n=0 n!
les matrices colonnes :
a [ b ]
o o
a
] bl
7 = a, oz
v 2 v, b,
L. J L+




_hs_

De la méme maniére les lignes passant par 1'(0,¥) de rayons de
n : oo ﬁn
r (v) . & et S(8,p) = y s_(6) = seront reprié-
n L "
0 n! n=0 n!

i~ 8

courbure R(g,¥) =
< n

sentées par les matrices colonnes :

- S
o] (o]
| 5y

= ‘V= !
V3 r2 4 s2

or nous avons établi au chapitre II les relations (25) et (26) qui relient

les coefficients r_ et s aux a_ et b ; ceci nous permettra de
n n n n
relier les composantes des vecteurs V3 et V4 a celles de V1 et V2
qu'on écrira matriciellement :
* *
= +
V3 Py V] Qy V2 (37)
* *
= +
V, =PV, + QY (38)

. . A e . . * * )
nous avons introduit ici deux opérateurs linéaires P et Q dont on va

donner la forme et la signification,

| - . . . * #*
a) Détermination des opérateurs P et Q.

Nous avons les relations suivantes :

~ \{/m , “3 \ym
rn - Z an--m T 2 m-n-1 . (39)
m=0 m! m=n+} m!
n m © m
e
Sn T ; bn—n"— - 2 8 -n-1 =~ (40)
m=0 R m=n+1 m!




O l\yz \113
r =a vy —-(b_ Y+ b, -— 4+ b2 —
° 0 ° 21 " 31
. , mm ® m UZ u3 .
T, = ) 8 - b ~2'£" Ay vty N TS S
m=0 R m=2 " © 91 31!
2 m 0 m
Y . ¥ 2 ' o
= — = — = i 1 + g W y
r, 2 a_ ) =3 a ¥ /2 a, v o+ 321
m=0 m! =3 !

3 4 5
/ 1 ! i { 4
(bo‘i/3.+b1\y/4.+b2‘i/5.+

v

ce qui s'écrit matriciellement

T ] ¥ o o o ... [a] iy w221 ¥ ] ol
r, w] - vY o0 o ... a w2/2! -w3/3! ‘ w4/4! - b]
r O TR L S NS N U B 1 P R A RV D SR b,
2 , | 2 2
. ) L ) ) ) )
: : L
‘ * ‘ : * S
[fn(v)] = Py x [Vl] + Qy x [VZJ
laVEZC H
- _ | | ( _
(;9 0 0 0 ... ' y! ¥2 /21 ¥3/31. ¥y L.
' v 0 0 ... . w2721 ¥330 wRrar WOysi L.
py = [v2/21 ¥l v o ... qp = - |¥¥3r v Wys :
w3731 veor yl oy L, ) . . :
k : S | I . |

~ . . * *
on en fera de méme pour sn(ﬂ) pour obtenir les opérateurs PG et QO'

- . * * . .
Les roles des opérateurs 7P et Q sont i1llustrés par les excmples

qui suivent.
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Si 1'une des deux lignes de glissement est réduite d@ un pojnt 0

b

par exemple V2 = 0, on aura alors a construire le champ centré a partir

d'une seule ligne de glissement v, (rig. 12).

OAB est le champ centré défini par OA avec
une singularité en 0O (discontinuité de 1la

contrainte)

Fig. 12

on représente alors la construction de la fagon suivant :

P - * .
OA est transformé en OB par 1'opérateur PW et OA en AB par 1l'opérateur

*

Qe'

Si au contraire, on avait V1

le champ centré 3 partir de V2 et on aurait obtenu (Fig. 13).

X
Q. t‘b \/'3/

L'intér&t de ces constructions vient du fait que le champ défini
par deux lignes de glissement initiales (a et B) peut &€tre pris cowme
la somme des deux champs centrés construits chacun sur une ligne initiale

(e puis B)  (Fig. 14).

réduit & un point, on avrait construit




e ey
ny - \
KG' - e bi / ) \
t e \ , ; p I
/)'/ b aft\l, + \f/ ) T\)' % = L{/’ /(\'f !‘\'l
Vs 5 e = v, U
Y Jo/ To AR
FL\' T E; - Y D '4\ - .;\ 4“:!:AJ
<o

Fig. 14

b) Les opérateurs P et Q.

)
i

I1 est important de noter le sens des lignes de glissement originales

et images obtenues par la construction précédente, par exemple la construction
qui transforme OA en OB est différente de celle qui envoie OA en BO.
. * .o ~ . -
L'opérateur Py qui transforme OA en OB détermine l'opératcur

qui transforme OA en BO.

Soit la partie AB d'une ligne de glissement (o) de rayon de

n

© n
courbure RA(a) développable en série entiére c'est-i-dire RA(u) = E a_ > .
: : . . n!

=0
AB est parcouru de A vers B (Fig. 15).

Quand on inverse la direction de la ligne c'est-i-dire quand on

_parcourt la partie de la ligne de B vers A son rayon devient RB(E),

car 1'angle de variation de la tangente 3 la ligne change et on aura

[~ -n

Ry= ] b, &

n=0 n!
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on pose ¢ — a = o
¢ =~ a= & B o = ¢ - a
_ o -n
on aura R_(a) = X b % = - R ()
B n A
n=0 n!
v oot % (9-a)"
or R,(a) = ) a — = F a ~— ce . qui nous donne :
A : . n
n=0 n! n=0 n!
Y b= y Loma)
=0 " n! n=0 * n!

Le signe (-) est introduit conformément & la r&gle, car en partant

de B 1l'angle crolt dans le sens inverse que quand on part de A.
Comparons alors les coefficients a, et bn :
-2 -3 © ra
b +ba+b, 2+ b, 2w ., == T |2 (%50 —C]q;n 'a+c2¢“2a2+. +
o 1 2 21 3 4 b ' n n n
2! 3! n=0 “n!
cenr e, ]
m
donc on aura :
a a
b o=-fa +a (%) +-2c2¢?+ 22634 . B gm, ]
o o 1717 2 3
21 3! m! .
b a, a a
Il o -2 .1 3.1 .2 m 1 m-1
- -8, C1 ¢ - — C2 ¢ - ——'CB 7 4+ L. = — Cm ) + .,]
n! 21! 3! m! '
b © a ' © a
_n _ _[(])n y _m e m—nj - (_l)n+l ; m m! m-n
n! m=n m! m=n m! n!(m-n)!
.b_fl = (-] E ’m o o
A m=n " at{m-n)!
ou encore
o a
b = (_l)n+l y m m-n (41)

m=n (m-n)!
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La forme générale de bn est donmnc :

o m-n
bn = (—l)n+l 5 a )
m=n {m~n)!
ce qui nous donne pour n =0, 1, 2,
o m
bo——2a9~—=—a0d>o
m=0 m!
o m~1]
bl = a ¢ = a, qso
m=1 ™ (m-1)!-
o ~2
oM
b= ] s -
2 22 ™ (me2)! 2

ce qui s'écrit sous forme matricielle

- X [e)
b, [¢ ¢
b, 0 -4°
b, 0 0

R

¢
4° ¢

0 -¢°

R¢ = - 0 0

02 /21

—1 /1

02/21

¢3/3! cer] Pao_
"¢2/2! a,
¢1/1! a, (42)

a_ aux bn se fait par l'opérateur matriciel

¢3/3s cel]
~62/21 ...
¢
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:

Cet opérateur nous permet d'inverser le sens de la direction de la

ligne de glissement.

On définit maintenant les opérateurs P et Q par :
* *
Poy = RgPy et Q. - R, Qg (43)

RW car quand on se déplace sur une ligne B c'est ¥ qui varie.

Les 2 opérateurs P! et

oy QGW transforment OA en BO .et BA

respectivement (figure 16)

L ) 1)
o 4
Fig. 16
51 ltiplie les &quati V, = PoV, + QuV (37)
1 on multiplie les équations 3ty Qw 2
* »*
V, = PV, + QgV, (38)

par Ry, et R, respectivement, on obtient les nouvelles &quations suivantes :

v, =P (44)

35 Pay ¥y Qe Yy

vV, =P

4= Pyg Vo * Qqy V4 (45)

pour lesquelles les directions des lignes de glissement V3 et V4 sont

opposées aux directions de V3 et V4 des équations (37) et (38) (voir les

figures 17 et 18)
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" Fig. 17 ‘ Fig. 18

Ces opérateurs satisfont certaines identités que nous nous proposous

de déterminer. Pour celd, au lieu de prendre V] et V2 comme lignes de glis-

sement de base prenons les lignes V3 et V4. On déduira alors Vl et V,

4 partir des nouvelles lignes de base V3 et V&'

Ici les lignes de base n'ont pas la méme concavité que Vl et V2 H

" Jeurs rayons de courbure vérifient de nouvelles équations.

v O Ly

\
i
V S vid
O 1 V;
" Fig. 19 Fig. 20
En effet, nous passons de (19) & (20) en changeant de base les lignes,
(a) et (B) ayant des concavités différentes, leurs rayons satisfont i des

équations qui différent d'un signe pour respecter la régle des signes donnée

au début,

Pour la figure (19) les rayons R et S satisfont aux équations

lindaires suivantes
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dR

9B

a5

pa—

el

et pour la figure R et S satisfont le systéme

2R
28

EE)
da

le ler systéme, mous l'avons déji intégré. L'intégration de Riemann du second

systéme faite par Ewing

’

et par Collins donne les rayons en un point . P(0,Y)

0 m+n m m m+n+|
R(B,Y) = ) (a —>- Lap Ld
m,n=0 (mtn)! m! m!  (m+n+1)!
< ;
© m+n+ ] m m m+n
s(,¥) = 7 (a2 e &
m,n=0 (mtn+1)! m! m! (m+n)!
\
Oou encore en posant pour ce systéme comme on l'a fait pour le systéme (I)
© n © n
R(o,¥) = ] r (¥) % et s(o,p) = J s (s) &
n n
n=0 n! n=0 n!
n o o n
== = { - i !
(19) => rn(W) z a - ¥ /m! z bm—n-] ¥ /m! (46)
m=0 m=n+1
n oM © o
= — - t
s_(8) ) b N a 68 /m! (47)
m=0 m! m=n-+]
t m v m
. = v 1 t 4
(20) => |r (") = ] a__ ¥/ml+ ] by ¥/m (48)
m=0 m=n+1
t o™ v m
s (8) = ~y b+ y a 0 /m! (49)
n m=0 " p men+] T n-l
on s'intéresse ici au systime (48, 49) dans 1edue1 les a et bn sont les
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a et bn sont les coefficients des lignes de base c'est-d-dire des lignes

V3 et V4 donc a =71, et bn = s/ et les lignes obtenus V] et V2

passant par P(8,Y) ont comme coefficient a =71 et bn = s donc dans

le systéme (48, 49) on remplace les r =~ par les a, et les s, par les

bn et vice-versa, on obtient donc :

n K-
= V m 1 m 1
a (¥ p or_¥/mb+ ) s ¥ /m! (50)
m=0 m=n+] :
2 m o m
= 1 1
bn(Q) y 8 em 6 /m! + Z el 8" /m (51)
m=0 =n+1]
ou encore sous forme matricielle :
Vi T Poy V37 Qug Yy (52)
Vo = Pyg Yy T Qoy Yy (53)

obtenue de fagon analogue que pour le systéme (I).

Remplagons dans les relations qu'on vient d'obtenir V3 et V,

par leurs valeurs lorsque V1 et V2 sont les caractéristiques de base :

v, = Py Poy Vy * Qug Vol - Qg [Py Vy * Qgy V]]

Vy = PyglPyg v, + Qy V1 = Qgy[Pgy ¥ + Qg V]

)
Vy = Py - Qup QulY, + [Poy Qg = Qg Pyg Vo)

(55)

<
|

2
2 = [Py = Qoy QuolVy * [Pyg Qoy = Qy PaylV,

Ces équations nous donnent les identités suivants

2
ov ~ Qo Qoy =

Py Qoy = oy Poy (57)

P

!
=

(56)

=
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Voyons 1'interprétation géométrique de ces identités
soit AB wune ligne de glissement de base V et BAC le champ sigulier cons-
truit sur AB avec 1'angle de singularité VY. CAD et CBE sont les champs

singuliers construits sur CA et CB avec les angles de singularité Vv ct

6 respectivement.

Nous pouvons considérer le champ BAC comme la somme des deux

champs CAD et CBE,

Alors, EC et DA se combinent pour domner le point singulier A ,

ceci nous donne 1'égalité

Qgy Pgy = Pyg Qqu

et EB se combine avec DC pour donner AB(V) la ligne de base et ceci

nous donne la seconde identité :

P2

ov ~ Qo+ Qgy = T

¢) Les opérateurs particuliers.

o) L'opérateur de frontidre lisse T

Cet opérateur est important dans les ‘applications. 11 permet dc cons-

truire le réseau de lignes de glissement entre une ligne donnde et une frontidre
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droite lisse. C'est un probléme aux limites mixtes.
Soit AB 1la ligne donnée V (TFigure 22) et on désire construire le

réseau des lignes entre cette ligne V et les frontiéres rectilignes lisses

AX et AY.

En notant que la condition de nullité& de la contrainte de cisaillement
sur le bord lisse est automatiquement satisfaite si 1'on choisit la 2&me ligne
‘de base la ligne réfléchie de V sur le bord, le probléme pourra €tre vu comme

un probléme avec ligne caracté@ristique initiale.

X &V @
/AN
? Na
lj "\\\ A ‘6
7 S
/ / 4
:li 1o r '5 >\ ~7
o s
™
: "Q't///hfﬁ??// VL T R A R AL A S M
A N // “
4\ /
. ) /
LT A NPT v,
V-~ 4
Fig. 22

Pour ce réseau de Hill formé des lignes Vl v, V3 v,

on a

Vg = Pog V) * Qgg Vy = “Pgg V+ Qg V
. - _
= V(-Pgg * Qpg) = T4 V ==>
» "1 - ‘r
Ty = Pgg * Qgp- (58)

Prenons cette fois le réseau de Hill de la ligne donnée V et de
la ligne réféchie de V sur le bord AX comme lignes de base. Ici, les

lignes de glissement changent de concavité (Figure 23).

i ‘/\'5\ \
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(. 3¢ -
\ ™~
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A3 oy N ¥ '
\ g L Y - \
AN AN

¥ivs oW . e
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]

Appliquons les relations trouvées dans le chapitre pour un

réscau
de Hill ayant des lignes de base de méme concavité, on aura :
Vo) = Pog Vi T Que V3 = "Pog V7 Qe V
= V(-Pee - Qee) = T,V ==>
TG = - Pee - Qee. (59)
On peut noter encore les opérateurs
T=-P~-Q
-1 (60)
T =-P+Q
Une propriété intéressante de cet opérateur T est & noter.

En effet, nous avons trouvé 1'identité, vérifiée par les opérateurs P et

suivante :

P P

ve Yoy = Qoy

Si les angles 6 et V¥ so

cas pour 1'opérateur du "bord lisse",

font un angle de 45° avec les bords
Poe %o = Qo
ceci veut dire que les opérateurs P

des expressions de T et de T-]

de frontiére lisse commutent avec P

T

_P—Q

d'o

or QP = PQ TP = PT

oY’

nt égaux pour le réseau ce qui est le

car toutes les lignes de glissement

AX et AY, cette identité devient :
P 61
56 (61)
et Q commutent. On voit alors, a partir

en fonction de P et Q, que ces opérateurs

et Q.
TP = - PP ~ QP
PT = - PP - PQ




et
TQ = - PQ -~ QQ
=> T.Q = Q.T (62)
QT = - QP - QQ
Il en est de méme pour 1'opérateur T .
B) Llop€rateur de Tramslation S¢.
On considére une branche de ligne de glissement d'origine A. .
‘ - 0
S'il s'agit d'une ligne o son rayon de courbure sera RA(a) = ) a_ e .
n=0 n!

Faisons subir 3 l'origine A de cette ligne o une translation d'angle ¢.

Le rayon de courbure sera

' - : '
RA(a)_ Z b on le note RA(a) car

on fait la translation d'angle dans la direction intrinséque. On a donc :
g q

Y b L. ) a_ (atd)
n=0 n n! n=0 n!

Cherchons 1'opérateur S¢ qui nous permet de passer de R, a

v A
]
R} .
(o+4)" = Cg o™ 9%+ C1 o ! ¢+ Ci an—2 ¢2 + ... Cﬂ MM L+ "
donc :
' 2 o s % TJTo n.o 1 n-1
b+bla+b2:‘-‘—— +...+b—-—+...=2———[cna¢+0a ¢ +
° 2! % nt n=0 n! n
+Cr21 o2 ¢2+...+C:an’m¢m ..+¢n:l
a a a
b =a +ac ¢+-2 22+ 333 PN,
) 171 2 3
21! 3! m!




a a a
b]—a]c‘l’¢°+~2‘-c;¢+ 3c§¢2+ +—‘Ec‘m“]q’“]
2! 3! m!
b a -a a
_£=~2_c<2>¢0+~%c;¢+ ..o+ B ome2 o2
21 21 3! mt "
bn an o o an+1 1 m . m-n mn
— e c2 ¢ ——— Cn+1 ¢ + + C +
n! n! (n+1)! m! 0
bn v % mn  m-n
on a bien donc : — = X — Cm )
n! m=n m!
- 1
¢ o= M d'd alors
m n! (m-n)!
b © g ‘Rﬁ¢m—n LS ¢m-n
—ll-zz._r-n——-—-—:——-——— === bn= Z am-——»—-—-——-—.-
at m=n af nffm—n)! m= (m-n)!

on a donc la relation entre les coefficients

m-n
b = a ¢
n p=n T {(m-n)!
d'ot 1l'on tire :
| 2 3
b =a ¢°+a L + a LS +a LA oo
o o Py 29 33
' 2 .3
. 24y 34 4y
. 2 -3
b, = a <l>0+a-$—+a4$——+a$—-+...
2 2 3, 21 231

ou encore sous forme matricielle




b

0

.
L.

1!

- Fa

a (633

1'opérateur matriciel qui nous fait passer du vecteur de composantes les a

au vecteur de composantes les

b
n

est 1l'opérateur de translation S¢ donné

par la matrice calculé@e plus haut :

o

¢

-+

Cet opérateur a la propriété suivante :

(64)

'!)‘L'Qgératéur F de Pfrontiére rectiligne parfaitement rugueuse.

Nous venons de voir l'opérateur de frontidre lisse T qui a une

forme simple en fonction de P et Q. Nous allons donner ici la forme

de 1l'opérateur F qui transforme une ligne de glissement V tangente a4 une

frontidére rectiligne parfuiteiemt rugueuse.
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Soit OB 1la frontiére parfaitement rugueuse et soit OA la ligne
qu'on dénote V . La ligne BA sera la transformée de la ligne OA par
l'opérateur F que l'on se propose d'expliciter.

OA est une ligne & qui rencontre tangentiellement la frontiére OB
puisque t = k (frontiére parfaitement rugueuse) et AB est une ligne B qui
rencontre orthogonalement la frontiére QB. Les conditions sur la frontiére OB

sont les sulvantes :

a=8 et s=0
Ces deux conditions sont données respectivement par les relations de

HENHY-PRANDTL et la projection d'un élément ds de la frontiére sur une (a)

1

leur représentation en série entidres en & et B .

et (B) . Si V1 et V! sont représentés par les coefficients &, et aﬁ de

vV, = {an} et v

] = {aﬁ} vecteurs de lt'espace linéaire infini.

Nous avons établi au II€me chapitre que si v, et V; sont deux
lignes de base d'un champ dont les rayons de courbure seront représentés
par les vecteurs [an] et [aﬁ] » les lignes'finales V3 et Vh auront pour

rayons de courbure R(e,B) et S(a,B) donnés par les relations qui suivent :
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© m+n m +n+1

R(a8 = ] . _g______ﬁmﬁ_ar.lz,_ﬁfl______
£.0=0 (mtn)! m! m! (mtn+1)!
0=

o m+n+1 m +n
S(OL, B) = Z Ean L ﬁ + gt 2 L
0

myn= (m+tn+1)}! m! ' mt (m4n)t

portons dans ces relations, les conditions vérifiées sur OB & savoir

o= 8 et B =0, pour celd il suffit d'utiliser la 23me relation :

® 0Lm+n-i-1 m m m+n

m4n=0 (mtn+1)! m! m! (mtn)!
c'est-a—dire on a : a' - a =0
n n-1
= f - =
pour n 1 31 a, ¢
= f - =
n 2 a2 a1 0
1 - =
a a2 Q

et ainsi de suite.

Introduisons msintenant ls matrice

0 0 0
1 0 Q
Jd = 0 1 0 Q
0 0 1
. . 0 1

dont la ligne paralléle & la diagonale et en dessous de celle-ci est
occupée par le nombre 1. V; et V, seront liées par la relation matricielle

suivante :
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v, = J.V! ou encore

portant cette égalité dans la relation donnant la ligne vy, = Pee v, + Qee

=
que V2 V1

Vh=BA=tF.V

donc V1 = E),ee + Pee.J—]J v, =0 d'ol alors l'expression de

l'opérateur F

F 1

|

Qo t+ Pgp I

3

n

QGG + Pee.J”

Cet opérateur est un cas particulier du cas plus général ol la frontiére
n'est pas parfaitement rugueuse, c'est—a-dire pour lequel on a r=m k
avec 0 <m< 1 donc ol les lignes de glissement font avec cette
frontiére un angle A % 1/k et A # 0 . Cet opérateur plus général

a €té donné par ‘I.F. COLLINS et 1l'a noté G, .

& L'opérateur de surface libre.

Dans certains problémes, on a & construire le champ de lignes

de glissement entre une ligne OA (V. ) donnée et une surface libre OB

1

dont la position n'est pas connue a priori.

4 C

Va

HV4

.
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Cette surface libre est tout de méme déterminée par les
conditions suivantes; & savoir la nullité en chaque point de cette surface
OB des composantes 4 la fois normale o, et tangentielle f de la
contrainte. Ceci se traduit par les conditions suivantes :

La pression hydrostatigue P, est constante tout le long de OB.

Toutes les lignes de glissement font un angle H/h avec la
surface OB .

Ces conditions peuvent stécrire d'une autre fagon :
Sur la frontiére OB on a Rdoa = Sdf

+ 2ka = p_  sur la ligne OA de type (a)

et des relations de HENKY : Py

- 2k x 0 = p_ — 2kB sur la ligne AB de type(B)

Py B

P, étant constant sur la frontiére OB nous permet d'écrire :

- - —_— - -— = — [Py ]
pA Py 2kB P, 2k B po 2ka po 2kB d'ou

Py =P, ~ 2ka a =B sur OB.

~

Les conditions & écrire deviennent alors :
Rda = S4B et a =B sur la frontiére OB. La variation de B sur la

) F sin 6 , cos 6
frontidre [HILL]: — (=~ ) = -2 (T + ___;._...

) avec ici 6 = —1'[/h = R = S.
as 2k

Pour construire le champ‘de lignes de glissement, supposons gque les deux
lignes OA (V1) et OC(V;) soient les deux lignes de base et on se propose
de donner l'expression de l'opérateur H qui construit la ligne BA & partir
de V, et Va « 81 R et S sont les rayons de courbure des lignes BC et BA

respectivement, la loi des signes vue dans le 28me chapitre donne le systdme

d'équations aux dérivées partielles satisfaites par R et S :

]

R(sB) _ _g(g,8) et 28(cuB)

R(G,B)
38 30
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vecteurs d'un espace linéaire infini

~ - P L
apres 1ntégration

«

R(a,B) = )
m,n=0

5(a,8) = T
my,n=0

.
Y

: V1

. SOt (=)™ s {_alm‘ (B)m+n+1
n (mtn)! m! o (m+n+1)
] MR _gym . (—)™  (g)™D
% (mtn+1) m! T oml (mm)!

-

1
kh] et V1

et Vi étant représentées formellement par des

a' on a
[ n] ura

portons les conditions établies plus haut dans ces deux relations

on obtient 1'égalité suivante :

@ + +n+1

T PSS -3 SR - g Y i
m,n=0 __n (m#+n)! m! O mt (mn+1)!

w [ m+n+1 m m  mtn

S IO i O e L.
myn=0 | * (m+n+1) m! B (m+n)!

Ceci nous donne ls relation que vérifient les composantes

& & 4= aﬂ + aﬂ_
n =1 a, —a =
n=2 a, ~ &, =
n=3 a3 - a2 =

3 .

L] A
. .

et ainsi de suite.

Introduisons les matrices

1 .
t
&4
‘ot
&s

al

+ af
o)
]
+ a,1
+ g!
85
-
Q 1
D= 0
| O

(i)

a et a' :
n n
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et I = 1 0
0 1
L T

pour établir entre les vecteurs V] et V; une relation matricielle,

les relations (i) s'écrivent encore sous forme matricielle :
[—p+1[] V;=ED—I£] V, ou encore
=P+ -9 v,
Combinons cette relation avec la relation (53) i.e.
BA)

r = - : 3 =
Re Vv 7 Pee VLL Qee v avec V Re v

3 3 et Vh = R

1 6(
o (H Vi) Qg Ry V,
on a multiplié par Rg pour avoir la direction intrinséque des lignes.

Re.[D+[[:|_1[D—I[]V1 =Pgg Ry HV, - Qg Ry V,

-1
[Ry [+l [-t] + Qg Ry V1= Pee Rg H V4

_ -1 -1
H =R, P .[Re(D +0)7 {D-I) + Qg Re]

I.F. COLLINS Yavait donné sous cette forme et avait donné une

sous-broutine permettant d'engendrer la ligne H.V & partir de la ligne V.

3.3.~ Similitude des champs donnés par deux frontiéres lisses rectangulaires.

Nous avons vu dans le ler chapitre un tel champ pris par HILL
comme application au principe de superposition. Le théoréme établi &tait
le suivant :

- 81 les lignes o et T.o sont semblables, alors o et T—1.o sont aussi

semblables,
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Opoo v~
7
Q

4 T6
/ a
7
/
/,

-\
NS Te
S

géométriquement céci se traduit par la similitude entre 0Q et SQ si
0Q et PQ sont éemblables.

Mais la représentation de PQ par To et SQ par T_1c suppose
1'introduction d'opérateurs linéaires de transformation T et T-1 et la
représentation symbolique des lignes, ici 0Q par des vecteurs d'un
espace linéaire de dimension infinie. Une ligne de glissement comme
€lément d'un champ est cette fois prise comme &lément d'un espace
linéaire, Les différentes représentations fonctionnelles du champ
établissent un isomorphisme entre cet espace linéaire et l'espace des
fonctions analytiques, espace fermé des solutions analytiques du
systéme d'équations aux dérivées partielles. Nous pouvons donc introduire
une formulation algébrique et exprimer'algébriquement les propriétés
géométriques dé certains champs, pour notre exemple du champ dit

"Auto-semblable".

Nous avons introduit dans l'exposé de la théorie plus haut les
opérateurs linéairés de transformetion des champs et nous allons intro-
duire maintenant des concepts de valeurs propres et de lignes propres
(vecteurs propres dans l'espace linéaire de dimension infinie)

qui jouent un role important dans la théorie des lignes de glissement




pour la méthode d'EWING. DEWHURST et COLLINS. L'expression algébrique
du théoréme de HILL est la suivante : Deux lignes de glissement sont
semblables si l'une d'elle est vecteur propre de l'opérateur linéaire
qui la transforme en l'autre ligne.

51 0Q est la ligne o et T l'opérateur linéaire qui transforme
0Q en PQ, alors 0Q c'est-d-dire o sera vecteur propre de l'opérateur T

associé 4 la valeur propre A tel que l'on ait :

To=1tg
81 0Q et PQ sont semblables.

or SQ = T-1 o .avec T =-P-Q et T—] ==-P+Q .

T o= Ao implique 7l g= AT o ou encore

1 L
T o=7 =uo (u—TA/)\)

Si A #0 on a bilen la ligne o¢ ligne propre de T et T'_1 pour les
valeurs propres respectives A et 1/A .

Si o est ligne propre de l'opérateur T elle est ligne propre de son
inverse T @ .

donc PQ et SQ seront aussi semblables avec comme rapport de

similitude : g% = A/u = A% ou encore avec Q comme centre de similitude

@:2
T

et ceci est vrai pour n'importe quel couple de points correspondant sur
les lignes PQ et SQ.
Conclusion :

La méthode algébrique de construction des lignes de glissement
exposé dans les chapitres précédents tire son intérét de la possibilité
qu'elle offre de résoudre certains problémes aux limites rencontrés dans

la mise en forme des métaux d l'aide de l'ordinateur et semble &tre moins
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onéreuse pour certains problémes que les autres méthodes de résolution,
d savoir la méthode graphique de PRAGER et la méthode des coéfficients
d'influence utilisée par GREEN.

Pour le probléme du laminage & chaud, ALEXANDER a utilisé la
méthode de RUNGE-KUTTER d'ordre 4 pour intégrer numériquement les
équations et calculer l'effort et le moment de laminage & 1'aide de
1l'ordinateur.

La méthode graphiqué n'est pas restreinte au cas des problémes
linéaires, ainsi que la méthode d'intégration de RUNGE-KUTTA qﬁ'utilise
d'ailléurs ALEXANDER pour le laminage & froid et pour un métal écrouissable
avec loi de SWIFT o = 9y (1 +B E)n . Une autre méthode utilisée dans
les problémes non linéairés et développée dans les années 50 est la
méthode de perturbation de SPENCER avec laquelle on peut &tudier les
problémes dynamiques ét les problémes ol la contrainte n'est pas homogéne
en posant k(x,y) = ko + e k' .

Les problémés linéaires pour lesquels la forme des lignes
initiales n'est connue ni dans le plan physique ni dens 1'hodographe
sont justement les problémes aux limites pour la résolution desquels
nous pouvons appliquér la méthode matricielle de COLLINS et DEWHUNST.
Parmi ces problémes rencontrés dans la‘pratique nous notons, l'extrusion
asymétrique, l'extrusion pour laguelle le rapport 1< n < 2, le laminage
a chaud, la compression entré deux plateaux partiellement rugueux, la
compression avec le rapport 1 < n < 2 et supérieur & 1 (n = %-) ainsi

que d'autres. Nous en verrons deux comme spplication et vérification

avec d'autres théories, la compression avec n > 1 et le laminage &
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chaud (CHITKANA et JOHNSON).

COLLINS avait publié 1'étude de la compression avec plateau
tournant et le poingonnage plat d'une barre sur une fondation lisse.
Pour les problémes ol la non linéarité est due & la condition & la
frontiére, le frottement de COULOMB (e = p) par exemple, on peut

aussi résoudre le probléme par la méthode des éléments finis.
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CHAPITRE IV

LAMINAGE A CHAUD

k.1.- Introduction

Pour la recherche de solutions (exactes) au probléme du
laminage & chaud, on considére que le matériau est rigide parfaitement
plastique, que la déformation plastique est plane avec un frottement
collant entre les cylindres et le matériau et on adoptera la méthode
des lignes de glissement pour calculer 1l'effort de laminage, la
contre-traction, le rayon et le moment de laminage pour différentes
géométries. De grandes difficultés, pour résoudre ce probléme, sont
inhérenﬁes a4 la nature statiquement indéterminés de ce probléme de
mise en forme des mftaux qui rend laborieux la recherche de solution
acceptables pour une méthode numérique pas & pas. La méthode graphique
proposée par PRAGER pour tracer le champ des lignes de glissement et
l'hodographe est aussi laborieuse et couteuse, ceci essentiellement dd
a la nature "indirecte" de ce type de probléme ol la forme d'aucune
ligne de glissement initiale n'est connue & 1l'avance.

La formulation mathématique de ce probléme et sa résolution
par la méthode matricielle due & DEWHUNST et COLLINS donne, tout d'abord
la forme de la ligne de glissement initiale comme solution d'une équation
intégrale linéaire puis le reste du chaﬁp d 1l'aide d'opérateur matriciels
de base. On se limitera ici au cas ol l'équation intégrale est linéaire

c'est-a-dire pour les cylindres de taille moyenne et petite pour lesquels

la région rigide occupe tout l'arc de contact et ol le frottement nécessaire

3 l'avancement du matériau est collant.
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4.2.- MEthodes de résolution et champs de lignes de glissement.

2.1. Champs de lignes de glissement et hodographes.

ALEXANDER avait proposé un champ solution du probléme qui ne
concernait qu'une seule géométrie pour laquelle la réduction de la

hauteur r = En, 0,33 et le rapport du rayon de iaminage et de la

H
hauteur du matériau laminé %-= 86,7 . Ceci ne permettait pas 1'applicatiocn
de sa solution 4 des problémes industriels pratiques qui intéressent une
large gamme de géomftries. Pour &viter cette insuffisance, FORD et
ALEXANDER propose€rent un champ de lignes de glissement pour le laminage

8 chaud dans lequel la ligne d'entrée est rectiligne et celle de la sortie

un arc cireculaire.

Plus tard, CRANE et ALEXANDER proposent un champ de lignes de
glissement simplifié dans lequel la ligne d'entrée sera représentée par
une double ligne rectiligne et considére la surface de contact & la sortie

comme une surface plane.
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Pour ce champ proposé, la vitesse des particules & la sortie est
paralléle 4 la iLungente & la surface de contact et a sa plus petite valeur
é'% donné, lorsque la ligne de glissement 3 la sortie est un arc circulaire
de discontinuité. CHITKARA et JOHNSON utilisent un champ avec un arc circulaire
de discontinuité comme ligne de glissement & la sortie.

On retient ici le champ donné par CRANE et ALEXANDRE ou la région
rigide occupe tout l'arc de contact et ol l'arc circulaire 3 la sortie est

de discontinuité pour la vitesse. C'est aussi le champ utilis& par CHITKARA

et JOHNSON.

Ra

2.2, Résolution par ls méthode matricielle.

a) Cas oin=20.

——— s g ot o S e o e

Plan physigue




Pour ce champ simple proposé par CHITKARA et JOHNSON dans lequel
n=0, le frottement est collant et la région rigide tourne avec une
vitesse angulaire si le champ des lignes de glissement et le champ des
vitesses sont géométriquement semblables, mais 1'hodographe tourne d'un
angle ﬂ/2 dans la direction de w par rapport au plan physique et est
multiplié scalairement par w . La recherche de la solution pour ce type
de probléme nécessite l'utilisation du champ des lignes de glissement
et celui des vitesses.

Posons AB = V comme premiére ligne initiale du champ dont la
forme est inconnue et fb' = V' la deuxiéme ligne initiale du champ des
vitesses et dont la forme est aussi inconnue.

Les lignes CB, DB, db, Q'b' et d'b' seront déduites des lignes
initiales Vet V' & 1'aide des opérateurs matriciels de base, &tablis
dans les chapitres précédents, de la fagon suivante

1 -1

CB=QewVe‘b DB=T; CB=T¢ .QewV

db et DB étant semblables et de rapport w “on a donc :

db=wT_1Q

v %y ¥

db et d'b' sont paralléles sur l'hodographe et les rayons de courbure

des points correspondants différent de p.c ol ¢ est le vecteur. unité
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et p

(e}
|
OO OO0 -—-

la discontinuité de la vitesse le long de l'arc circulaire

de sortie DE d'ol : 4a'b!

w T“1

Or sur l'hodographe on a

-1 1 -1
V! =T d'v! T w T vV + c
¢ p 0Ty BV ope)
et ab = w V=ab'"+pc = Qwe V' +pc (IV.1) ce qui nous donne
v _ Al
ViE Qg (w V -pc) (1Iv.2)
€liminons maintenant V' entre les relations (IV.1) et (1v.2)
(1-q,7%q ) vs=
Ve Ty oy

= (o), ) (T+Qy T e (1v.3)

La résolution de cette équation matricielle linéaire nous donmnera

la forme des lignes initiales V et V' & partir desquels on construira les

deux champs 4 l'aide des opérateurs de base de transformation d'une ligne
a4 une autre.

—— v it e e o e G st ot i S

Champ des lignes de glissement (n # 0)




Hodographe (n # 0)

N

on pose ici AF = V, et a'b' = V! comme lignes initiales dont on veut
chercher la forme et a4 partir desquelles on construira entiérement les

deux champs.

On applique les opérateurs P et Q obtenus pour représenter les

autres lignes du champ comme transformés de V1 et V!

AF

v, = EF= Qe(nw) -V (IV.4) et

-1 -1

R T B O I S 2

pour obtenir la ligne GF ‘on doit faire une translation d'angle n pour la
ligne FJ ceci veut dire que la ligne GF sera la transformée de la ligne FJ

par l'opérateur de translation d'angle Sn’ n étant l'angle dont tourne GJ .

on a donc :

_ . _ -1
GF = Sn.FJ soit GF = Sn T(H+W) Qe(n+w) V1 (Iv.6)

les champs de lignes de glissement et des vitesses étant géométriquement
semblables et la zone rigide tournant avec la vitesse angulaire w , les

lignes AF = V1 et GF = V2 auront comme images dans le champ des vitesses
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les lignes af = @ V, et gf=w V

1 2

Considérons maintenant le quadrilatlre curviligne g ¢ b f avec

gc=-pc et gf=uw V2 comme lignes de base. On tire aisément les lignes
be = V3 et Dbf = Vh a4 1l'aide des opérateurs adéquats
v, =P V., - .
3 m @V Q,ec (1v.7)

oll p est la discontinuité

Vy=<-P 0 C+Q . v (1v.8) de la vitesse.

ny Y 2

Utilisons cette fois le quadrilatére curviligne fb a'a pour tracer
la ligne ba' = V5 .
Supposons que les lignes Vh et V5 sont les lignes de base de ce
éuadrilatére curviligne. On en déduit de la méme maniére que précédemment
W V1 = Pen V5 + Qne Vh d'ol l'on tire la ligne V5 en multipliant les membhres
de droite et de gauche de cette relation par P;; soit

-1 -1

Vs = Pg @ Vt " P Qg Yy (1v.9)
d'autre part nous avons dans le champ des vitesses b'a' = V5 +p cet
b'a' = Qz V' ce qui nous donne Q: V' = V5 +pc= P;; w V1—P;;'Qn6 Vh +pec
(1Iv.10)
et c'b' = Tw VARES Rw ble' = Rw (V3—p €) ou encore
Ty V! = Rw (V3 -pec) (IV.11)

Les &quations (IV.6) et (IV.7) donnent :

=1

Vy = Pwn ws, T(n+w) Qe(n+w) Vi~ an e ¢

Les &guations (IV.10) et (IV.11) donnent
* -1 , -1 _ PR B _
AR Rw{Pwn 50 Tinry) Yo(ney) V17ny P C TP C_-J Pen[‘” Y170 Vlj tee

ou encore :

-1 B _ * -1
o Fyn Sn Tney) Qo(nry) I]‘ pe [Pen %o Vit Pon 9y Ty R

I 1)]

* -1
w‘V1[%en Qw T¢
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-1

vee V) ST Rny et Qe Vo =Ry ee Q08 Ty Q(nr) T
*
et R P =P

en remplacant V), par sa valeur dans 1'équation qui précéde on obtient
* -1 _% -1 - -1
P + S T -1} =
Vi [eh1Qw Ty oS0 Tnep) Y(nen) * e yn Sn T(mey) Qo mrp) ]

' Iv.12
(01) [Poyt 0y 2y B @ TR, Geqp]e

Cette &quation matrieielle linfaire donnant V1 s'écrit

ID.V1 = (p/w) E.c avec
-1 %* -1 *
=g ~ - V.13
D= S Tlnry) U(pn) Pon Y Ty Fn ¥ Qg Q) - T ( )
* =1
- V. 1k
E Pen (L + Qw Tw Rw (I an ) )+ Qne in ( )

Faisons la vérification de la relation donnée par CHITKARA et JOHNSON
pour le cas oi n = 0 :

n=0= § =85 =TI P = B P: = R, Pt =R, I=R,

Yo(yem) T %y o U = Bg U = By G = 0

Ceci nous donne :
D=9, TJE QT - (1v.15)
£=1I+0Q, T;1 (1v.16)

Ce qui correspond bien & 1'équation trouvée au 4.2 pour le champ

proposé par CHITKARA et JOHNSON relatif au cas ol l'angle n est nul.
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4,3.- Calcul de 1'effort de laminage, de la contre-traction et du moment

de laminage.

3.1. Calcul de 1l'effort de laminage EL :

Calculons tout d'abord les résultantes de 1l'effort transmis par

F- F-
la ligne DE au point E;3§ et i} 8 partir des relations établies (32)
-
et (33). L'effort normal au point E recherché sera 33- car la ligne DE

est tangente en E & la surface de contact & la sortie. En tenant compte
du fait que l'angle t € [0,7/4] , ¢ = w/b et que le rayon R est indépendant

de ¢ puisque DE est un arc circulaire.

£ £ 14)—&

o]

Considérons un élément ds de la ligne (B) DE . Il est soumis & la scission
k et 3 la pression normale p . DE étant une ligne B et la pression normale
au point D étant la pression hydrostatique PO , on a d'aprés les relations

de HENKY :
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p-2k ¥y po + 2 k.0

=> p=po-2klﬂ (avec § = - )

p+2k{ p, *+ 2 k.0

Si D est pris comme origine d'angle on a § = ¢t a'od alors
P=pP, - 2kt (17)
pour calculer 1l'effort transmis par la ligne DE, projetons sur l'axe y
et intégrons de 0 & 7/4 pour obtenir 1'effort résultant normal transmis
par la ligne de glissement DE : ’
dF}; = k.sin(¢-t)ds - p.cos(¢-t)ds =E{ sin(¢-t)-p cos((b—t)] ds
avec ds = R dt ou R = cte.
or l'effort de laminage P qui concerne la partie du champ occupée par la

ligne DE est P = - F; soit :
m/h /4
P = ~f Ec sin(¢-t)- p cos(q)—t)]R.dt = R f (k sin(¢~t)- p cos(¢-t)) dat
0

portons dans cette intégrale la valeur de p calculée plus haut (17)

s
g— = - I 1} sin(¢-t) - P, cos(¢-t) + 2kt.cos(¢~t)] at ou encore
or ¢ = m/h
P /4 p_ m/k /b
i f sin(r/bk-t)at + f f cos(m/b - t) at - 2[ t.cos(n/k-t) dt
0 0 0 '

P /b P, Ln m/k
l}os (n/h-t)] t [— sin (ﬂ/h-t):, -2 [—t sin(n/h—t):] +
0]

/4 0 0
f sin (n/b4~t) dt }
0
P _ Po _ﬁZ _ V2 O po
% 5 - (1-%) = §=-2.0,7071-0,2928 (Iv.18)

Calculons maintenant la résultante des efforts transmis par les
lignes de glissement AB et DB au point final B. La ligne DB fait un angle
—
de /4 avec 1'axe Ox au point D et tourne d'un angle - Y de D en B,

donc l'angle que fait la tangente & la ligne DB en B avec l'axe Ox
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sera w/b -y . Tandis que la tangente au point A & la ligne de glissement
AB fait avec llaxe 5;.l'angle »/4 +6 — ¢, car la tangente tourne i partir
du point D jusqu'au point A d'un angle égal & 6-y , 6 &étant 1'angle
dont tourne la tangent & AB. Les formules (32) et (33) nous donnent F- et
F§ et les soubroutines SLFORC nous donnent FX et Fy en tenant compte du

fait que 1l'on a d'aprés les relations de HENKY pour les lignes (a) DB et BA :

Py = P, * 2k (=9) =p, - 2y
Py = Py *+ 2k (6-)
car on a PB + 2kvw = pO + 2k.0 et

py + 2k(y-8) = p_ + 2k.0
nous projetons par la suite Fx et Fy ainsi calculée par les soubroutine sur

les tangentes aux points B et A et sur les normales & ces tangentes (voir

fig.) on obtient :

P, =F_ .cos (/b +8-9) - F. .sin (n/h +6- y) (IV.19)
y1 X1

Pour la ligne DB, en prenant la ligne initiale la tangente en D

—_—

et la ligne finale la tangente & DB en B, puis en projetant sur 1l'axe Oy
on obtient en sachant que l'angle fait par Oy avec la tangente en B & DB

est /b -y
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Fx\{

L7,
[ATY

P2 = Fxh.sin(n/h—w) - Fy), cos(m/lb-y)

La somme de tous ces efforts résultants transmis par les lignes

de glissement nous donne l'effort de laminage :

P = Fy, cos (n/4 +0-y) - Fx1.sin(vr/h-&-e—w)—Fyhcos(n/h—\p)+Fxh sin(n/4-¢)

2 o V.20
+P = 0,2928. ( )

3.2. Calcul de la longueur TL de la région en état plan de

déformation.

Pour les lignes S1 et Sk, les sous-programmes "CORDXY" nous
donnent directemgnt les coordonnées de MIKHLIN XX1, YY1 et XXU4, YYk,
La projection sur l'axe des X de ces coordonnées donnent la longueur
cherchée soit :

TL = X1 + X4 + DH
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a) Calcul de X1 :

Prenons comme origine d'angle pour la ligne AB

et comme point final le point B. La tangente au point B & la ligne de

glissement initiale AB fait avec 1l'axe 0x 1'angle w/b-y .

4/
Y
vy tyy X
RAN
BN DA

\ xXxa > XX

La projection sur l'axe X donne la quantité suivente :

X1 = XX1 cos (w/L-y) + YY1 sin (mw/bL-y)

b) Calcul de Xb

Prenons comme origine d'angle pour la ligne de glissement
BD = Sk le point B et comme point final de cette ligne le point D. La

tangente & cette ligne au point D fait avec 1l'axe 0x l'angle n/k.

W

N > X

La projection de XX4 et YY4 sur l'axe X donne :
X = Xx4 cos w/h + Y¥k.sinm/b = (Xxh + YY4)V2/2

81 le point A
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¢) Calcul de la longueur DH.

Prenons pour la ligne de glissement a la sortie, l'arc de cercle
DE, comme point origine des angles le point D et comme point final le
point E. La tangente au point E & la ligne en question est confondue avec
1'axe 6§?puisque par définition, elle coincide avec la tangente 3 la
surface du cylindre de laminage en ce point, alors qu'au point D elle fait

1l'angle m/L. Donc ici, 1l'abscisse de MIKHLIN XX coIncide avec 1l'abscisse

X (voir schéma).

DPH=xx=x .

.

or on avait vu que l'abscisse de MIKHLIN XX est donnée par 1l'intégrale de
convolution suivante :
¢
XX = f R(t).cos(¢-t) dt

0

avec ici R(t) = cte et ¢=7/4k d'ol alors :
T n/h

XX = X =R f cos(m/b-t) dat = R[-sin (n/k-t)] =R /2/2

0
La sommation des trois quantités calculées nous donne la longueur TL :

TL = XK1 cos(n/b-y) + YY1 sin (n/h-y) + (X0h + YTH).%2 + /?5 .

d) Calcul de la contre-traction CT :
La contre traction sera la somme des projections des efforts trans-
mis par les lignes de glissement S1 et SL sur 1l'axe Ox .

Considérons tout d'abord la ligne S1 et projetons sur 1'axe Ox

les résultantes des efforts transmis Fx et Fy par cette ligne.




Soit A le point origine et B le point final de la ligne de
glissement AB = S1. La tangente & cette ligne en A fait avec 1l'axe 6;
l'angle n/b +6- ¢ et en B 1l'angle n/k- ¢. Le sous-programme "SLFORC"
nous permet de calculer les résultantes des efforts transmis par la ligne
au point origine A F; et 'Ei suivant le repére de MIKHLIN et les
résultantes Fx et Fy au méme point, mais dans le repére constitué par la

tangente 4 la ligne en A et sa perpendiculaire.

Y

La projection de ces deux résultantes FX et Fy sur 1l'axe 6; donne :

F; =-Fx1 cos (m/h +8- y) + Fy, - Sin (w/4% +6 -y )

Considérons maintenant la ligne de glissement SL et projetons
comme pour S1, les résultants FXk et FY4L des efforts transmis par la

ligne BD = Sk et données par le sous-programme "SLFORC", sur 1'axe ox :
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v
b

Soit B, cette fois, le point initial et D le point final de la ligne de
glissement Sh. La tangente 2 la ligne au point D fait avec 1'axe Ox /4
et la tangente au point B fait un angle de n/4 -y . Le sous-programme
"SIFORC" donne les résultantes des efforts transmis par la ligne FXL et
FY4 au point B dans le repére constitué par la tangente & la ligne au

point initial B et sa perpendiculaire.

AY

Fxg

'/l:- 8

g XK

ﬁ“

‘Soit Fi la projection sur l'axe Ox des efforts résultants calculds sur la

ligne Sh :

Fi = - FXbhcos(n/b-¢)- FYh sin(n/k ~y)

La sommation de F; et Fi nous donne doncila contre traction CT :




CT = ~ (F.1 + F2) soit
Lx X
CT=-FX1 cos(n/U+6-¢)-FY1 sin(n/L+6-y)+FXL cos(n/b-y)+FYh sin(n/b=-y) (IV.21)

La contre-traction n'étant ici pas nulle, la recherche de la
pression hydrostatique P, au point D doit &tre telle que l'effort horizontal
résultant transmis & gauche par la ligne de glissement a4 l'entrée AC soit
€gal a la contre-traction et non pas €gal 3 zéro. Ceci sera vérifié par

le programme de calcul.

h.h.- Calcul de 1'effort et du moment de laminage par la méthode de SIMS :

Les preﬁiers travaux sur ce probléme dlis & SIEBEL et VON KARMAN
ont conduit & la résolution d'une équation différentielle demandant des
calculs trds complexes et trés longs. Des théories de simplifications donnant
des solutions approchées acceptables pour étudier des problémes industriels
avaieﬁt apparus.

On considére tout d'abord que le matériau est isotrope rigide-
plastique et que les tranches dans la région en déformation sont soumises
4 une déformation homogéne de compression.Les contraintes horizontales
et verticales agissant sur une tranche sont constantes et la contrainte
tangentielle maximale k est constante dans la région en déformation plastique.
On considdre aussi que 1l'arc de contact est circulaire et on néglige de ce
fait les effets élastiques sur l'arc 3 1l'entrée et & la sortie, c'est-a-dire
avant et aprés laminage. A ces hypothéses sur les données physiques et sur
la géométrie, s'ajoutent des hypothéses mathématiques simplificatrices

pour la résolution de 1'équation différentielle du probléme.




HA,

on se base sur la théorie A'OROWAN et de SIMS pour ce cas choisi oll 1'on
prend comme loi de frottement celle du frottement collaht sur l'arc de
contéct ce qui donne pour contrainte tangentielle sur:l'arc T =%k = cte. On
négligera aussi les effets de température sur la loi d'écoulement pour

le matériau.

Le calcul de 1'effort et du moment de laminage sera utilisé pour
une comparaison avec ceux donnés par la méthode des lignes de glissement
tracées par la méthode matricielle de COLLINS et DEWHURST. -

L'effort et le moment transmis par ces lignes de glissement
est calculé selon la méthode 4'EWING par l'ordinateur. Si s est la pression
normale sur l'arc et T la contrainte horizontalé sur une tranche, 1l'équation
4 résoudre est la suivante :

Rd6 [s.tg 6 + u s] = 1/2 4&(T)
le signe + vient du fait qu'il existe une section droite neutre ol T est
maximale, 4 droite de laquelle les sections droites sont serrées vers la
sortie aveec t = - 1 s et 4 gauche de laquelle les sections sont serrées
vers l'entrée avec une contrainte de frottement T = + u s.

Les hypothéses supplémentaires de SIMS‘sont les suivantes

a) T = u s =%k = cte.

b) tg 6 = sin 6 = 6

c) y étant 1l'ordonnée d'un point de l'arc pour l'angle © donné par rapport
a la sortie ou y/2 = b, R(1-cos 6) (b) donne 1'approximation

2
2
cos 8 ~ 1-87/2 donc




=h+R6 .

6 est considéré petit.

e
3
n

y (s - n/b.k)

[¢]
=y
L}

cte.

avec ces hypothdses supplémentaires 1'équation 3 résoudre prend la forme :

S A 86
yde k :l[ h:,.de—eR(ktﬂ

or y=h+R e

4 [s_17_ sns (8 _1 & _ S R
Y 35 | h__.l 2R 0+ 2R - (3 h)de_sze+2R[k :ldeEl+Re:l
4 fs_1]_, R=64+ 2R - (2 -7) 2RO = + 2R + — .R@
V36 [x ¥ T2 kb - 2
d'ol alors :
2(h+R6°) h+R6 h+R8 h+RO

+ .
on notera s la valeur de la pression normale s avant le plan neutre et
s sa valeur aprés le plan neutre c'est-d-dire pour l'angle 6 compris
entre ¢ et o .

Nous aurons en vertu de celd les intégrations suivantes :

+ :
o € [0,0] die [ST - TT/L{] = /2. _QR_GE + ﬁ_z
h+R6 h+R6

+
%; = 1/b4.Log (%) + %-+ 2 /E arc tg (¥ R/h.8)
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_ .4fs _x]_1 _2R6& _ _ 2R
ee”"”’d@[k h:l b re?  emed

E’k_ =1 .Log % + -Z— + 2/ R/n |arc tg v2/h o) - arc tg ( ¥ R/h.e):l

Au plan neutre pour 8 = ¢ on a

+ -—
s _85_

k k
en ce point Y=h + R ¢2

relation qui nous permet d'obtenir l'angle neutre ¢ et la cote

=4 /R/n arc tg (YR/h ¢)- 2 VR/h arc tg vYR/h

o s

m
LI- Log

d'ol la valeur de 1l'angle neutre :
Y " KR 1 h]
¢ = 7 -te [E. R (2 JR/h arc tg vR/h a )y, o8 3 )

L'effort de laminage P pour une largeur unité sera donnée par 1'intégrale

a ¢ + o _
P =R f s 40 = R f s 48 + [ s db
0 0 )

en portant les valeurs de s+ et s on a:

suivante :

¢ o ¢ o
P=REr/h(f Log%de+fLogy/Hde)+%(f as +fd6)
0 ¢ 0 ¢
¢ a
+ 2 /R/n (f arc tg vR/n 6).d6+f arc tg (vR/h.a).ds
: o ¢
o <.
- f arc tg (/-H 8).d6 )
¢

Aprés le calcul des différentes intégrales on obtient la relation

approchée donnant l'effort de laminage :

_1E_m_11/ﬁ H-h
= 2R [é Log ¥ m Log ¢ + 3 g arc tg ( ™ )

k étant ici la contrainte tangentielle maximale.

=




_91_

L'expression du moment de laminage est donnée par :

a
=2 R2 { s.0.d6 .
0

ou encore ‘:

o iy o _
——G§=[s.e.de=fs+ede+fsede
0

+ - P
remplagons s et s par leurs valeurs calculés plus haut :

G

¢ ¢ B¢
—_=T L Ul R fa}
2R2k—hfLog (h)6d6+hf9de+2/h farctg( /hii .6).6 as
0 0 0

o™

o Q a
+ -Llf Log (%).e;de + % [ 6.d6 + 2 H[ [arc tg (/R/n.a- arc tg(/R/h.e):'S.de
) ) o

nous avons les égalités suivantes :

[

==

¢ o T
f (Log y/n)e de+f (Log%)6d6=-ﬁ 1/2 Log i (¢
0

-

@ 2
+ f Log (1 + R/h © ).e:,de

2

H _ o
2

o
avec f Log (1 + R 2)9 de= (a2 + 1/2% ) Log i -

0 h

d'autre part :

) ,
R /E - /E H-Y
2 /4 farc tg ( ha).e.de- R(h) arc tg

¢

) ) '
et 2/% farctg (/-ge).ede—f arc tg (/%.e).e deg = A .

0 ¢
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A=/§ [2¢2arctg(@¢)-aearctg(»/ﬁ/—ﬁ-a)] +

+ M[arcthcp)—arctg(Ma)J.h/R

o

(0-2¢)

Aprés calculet en ayant négligé les termes au deuxiéme ordre

par rapport aux angles o et ¢ on obtient

—— = 2 (a/2 -¢) ou encore

% = oR”° (o - 2¢)

Introduisons les coefficients sans dimension

Lo & ol h, est la hauteur du matériau non laminé (h, = H).
Kby o0 ! 1

1

On aura les coefficients sous leur forme finale :

L2 - R |1 1 _ 1 Y _ 1 /h /ZEZ_ -
moc 2% [2 Logl12 L Loghz+2 R arc tg 1—r:|’(h2-h)

ol r est la réduction et h2 la hauteur du matériau & la sortie.

G R 2
=2 (= )° (a-2¢)
khf By

Nous porterons sur le méme graphique donnant les efforts et les
fnoments par méthode de ligne de glissement pour certaines géométries et
certaines réduction, les valeurs calculées par la méthode approchée de
SIMS que nous venons de voir.

Lesprogrammes et les graphes sont donpés dans les pages suivantes
pour le cas du champpproposé par CHITKARA et JOHNSON et qui ne concerne
qu'une petite gamme de g€ométries et de réductions. L'un d'eux est celui

ol 1l'on a : FR— ~ 103 ¢ = 0,186 rad. et r = 35,8 %.
1 ¥
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%.5.- RESULTATS ET DISCUSSION.

Comme application nous avons étudié un champ particulier de lignes de
glissement. C'est un champ de transition pour lequel N = O représentant donc
celui donné par Chitkara et Johnson. Il a &té &tudié par ailleurs dans un article
de Collins, Dewhurst et Johnson et présenté comme cas limite du champ général.
Nous ne gardons que les valeurs pour lesquelles 1l'angle 0 est assez petit pour
que les hypothéses restent valables. Le calcul de 1l'effort Pc par le programme L4.I
est représenté sur le graphique ainsi que 1l'effort Ps donnée par la formule
analytique de Sims. Les valeurs données par les deux méthodes et correspondant aux
mémes réductions et mémes rapports R/h présentent des différences de 5 & 15% (graphe

p.95).

Ces résultats sont assez voisins. Pour les rapports R, petits et moyens

/h
qui sont l'objet de notre &tude, la méthode de Sims donne des valeurs de qualité
trés moyenne comme la plupart des méthodes des tranches.

Nous femarquons que pour certaines valeurs des angles 8 et ¢ dont
tournent les lignes de glissement, on obtient une hauteur de sortie supérieure i 1
c'est-a-dire & 1'hauteur d'entrée. L'angle total J est auséi bien supérieur 3 10°.
Ces champs ne peuvent correspondre au laminage. La seule explication que 1l'on
retient est celle donnée par Collins et Johnson. Le champ est celui de 1'étirage
avec un bord concave circulaire.

Mais pour le moment de laminage, les valeurs données par la théorie de
Sims et par la méthode des lignes de glissement sont assez &loignées. Alexander
utilisant, pour intégrer 1'équation différentielle, la méthode de Runge-Kutta d'ordre
4 pour 1500 divisions de l’are de contact, trouve aussi un grand écart entre la
valeur exacte et la valeur donnée par la théorie simplificafrice de Sims.

Prenons un exemple précis. Soit le cas ol 8 = 12° et ¢ = 25°.75.

Ceci nous donne les waleurs suilvantes

=

-

R

entrée

= 0,752, réduction = 0,248, = 13,68 et = 1,097 .

=1

hsortie
Calculons par la méthode de Sims le moment M :

la formule donnant le moment est M = 2 R2 k QG




Q

est donnée par un tableau en fonction de la réduction et du rapport

G h .
sortie
R _ R .l R R .
On calcule tout d'abord — =— x — = —— Qd'ol — = 18,2 . Ceci donne
h h h 1-r h
- s e s s
QG = 0,012 . Donc
——M2=2 (—~—O )2 £ Qy =2 x (13,68)2 x 0,012 = L,L9 .
k he Re

nous voyons ici que 1l'éeart est bien grand entre les valeurs données par lez deux
méthodes.

Alexandre trouvait un €cart presque aussi grand, la méthode de
Runge-Kutta donnait pour le moment la valeur de 2,431 alors celle de Sims 0,73€9
- pour une autre géométrie.

La comparaison entre la méthode de la borne supérieure avec celle de

entre 20 et 100 et des réductions

Sims donne un écart de 10 & 20 % pour R/h
s

de 10 & 20 % pour R/ entre 20 et 100 et des réductions de 10 4 50 % . Lorsque

h
]

® est fixé et ¢y varie, les valeurs R/h . P/h et G/ varient lentement.

kh
Ceci est en contradiction avec 1'€volution trés rapide iorsque v est fixe et
& varie.

Nous constatons d'autre part que le moment augmente avec la contre
traction. Le calcul de S1 montre aussi que le rayon de courbure est presque
indépendant de l'angle o c'est-d-dire que les lignes de glissement ne s'@loignent
jamais d'un arc de cercle. Ceci prouve l'approximation utilisée auparavant.

C'est encore plus vrai pour ;'étirage, nous le voyons d'ailieurs dans le cas
ol %- > 1 dans lequel le coefficient a, est négligesable. a = 1,60108 et

a, = - 0,08918, sachant que le rayon de courbure de S1 s'écrit

R1 =a ta o+ aé > +... nous constatons enfin que la série exprimant le

rayon de courbure est alternée et que le terme |an[’b 10° a, - Ceci montre

la convergence rapide de la série et justifie le choix de N = 6 .
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CHAPITRE V

COMPRESSTION SANS FROTTEMENT D'UNE BARRE ENTRE DEUX PLATEAUX RIGIDES.

5.1.— Introduction

Dans ce chapitre on s'intéressera uniquement au cas ol le
rapport n de la largeur sur la hauteur de la barre est compris entre 1
et 2 et au cas ol n > 2. On utilisera pour 1'étude de ce probléme les
champs de lignes de glissement donnés par GREEN en 1951 poér lesquels
il avait établi des relations empiriques entre les largeurs et les dis-—
continuités des vitesses des différents champs et on exposera la justi-
fication mathématique de ces relations par la méthode matricielle telle
que 1'a faite I.F. COLLINS.

L'extension de ces champs au cas ol n > 2, proposée par GREEN
et reprise par COLLINS, sera aussi exposée et des programmes de calcul
seront élaborés pour l'obtention par ordinateur de la forme de la ligne
initiale, du champ complet, de la longueur du champ ainsi que les dis-—
continuités des vitesses et dés pressions totales transmises par le champ.

Une vérification pumérique des relations et une comparaison entre

les données de GREEN et celles des programmes de calcul diis & la méthode

matricielle seront faites en fin de chapitre.

5.2.~ Compression d'une barre entre 2 plateaux lisses : champs proposés

par GREEN (Schéma de la compression).
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Pour 1'étude de ce probléme et l'analyse des distributions des
contraintes et des vitesses, on se sert de la théorie des déformations
plastiques planes et de la méthode des lignes de glissement pour les
matériaux rigidesparfaitement plastiques dont la largeur W est supérieure
8 leur hauteur h.

Pour le cas ol %-‘< 1, une solution compléte a &té donnée par HILL

(1950) et les pressions sur les plateaux ont &té calculdes. Une solution

compléte est donnée aussi pour les champs ol sont entiers; les champs

==

sont représentés par des blocs triangulaires ol les lignes de glissement
sont rectilignes due & HILL. Sa forme et son &tude sont simples.

Pour les matériaux dont le rapport '% > 1, une solution a été
donnée en-1951 poﬁr A.P. GREEN Qui avait proposé trois champs de lignes
de glissement curvilignes le premier pour 1 < % <¥/2, le second pour
V2 <‘% < 2 et le troisiéme pour % = /2 pour lequel la discontinuité
de la vitesse s'annule. Nous voyons que le dernier champ peut-&tre obtenu
continiliment & partir des deux premiéres oll 1'on fait tendre la discontinuité
de la vitesse vers zéro.

Lorsque ‘% tend vers une valeur entiére le champ de ligne de
glissement tend continiliment vers le champ de HILL simple formé par des

blocs de lignes rectilignes faisant un angle de 45° avec les plateaux et

et avec la ligne de symétrie.
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Les équations de type hyperboliques vérifiées par les contraintes
et les vitesses étant les mémes, les champs de lignes de glissement et des
vitesses sont alors confondus et font entre eux un angle de /2. Ceci
simplifie 1'étude et rend futile la recherche d'un champ de vitesses
solution pour vérifier que la forme du champ de lignesde glissementsproposée
est bien compatible avec les conditions & la frontiére sur la vitesse. Dans
certains problémes on propose un champ de contraintes solution et on construit
son hodographe. Si 1'hodographe n'est pas compatible avec les conditions &
la frontiére sur les vitesses, on est dans l'obligation de godifier

le champ des contraintes proposé.

N W
a) Cas ol 1 <'% </2 b) Cas ol /2 < w2
et les discontinuité de 1la et la discontinuité de 1la
vitesse Py - vitesse 05

Les lignes OBB'C et OA1A%B%D1 sont des lignes de discontinuités

des vitesses pour les 2 cas de figure.
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Le 38me cas de fiéure pour lequel la discontinuité de la vitesse

est nulle est le suivant

Dans chacun de ces cas la figure représente le quart du champ

complet, (plus précisément, si on divise 1le champ en quatre, elle représente

P

le quadrant supérieur de gauche. P,
BN

§ LLE
.

5.3.- Calcul numérigue et relations proposées par GREEN.
La méthode numérique utilisée par GREEN consistait & diviser les

lignes de glissement en un nombre fini de poihts tels que les variations des

angles A¢ entre leé paiﬁts qui divisent les 1igné;wsoieﬁérlés'mémes a fravers
tout le champ; Ceci est rendu possible par le fait que toutes les lignes
tournent avec le mé€me angle 6 . Il remplace aprés les équation différentielles
par des relations linéaires aux différences finies. Par exemple pour calculer
la vitesse en un point P d'une maille & partir des vitesses connues aux

points A et B on a les relations :

S Up T up = 1/2 x A ¢ (VP + VB)
Vp TV, = - 1/2 u b ¢ (uP + uA)

#

A ety sont 1 ou-1s8i ¢ ecroit ou décroit.
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Les &quations deviennent en négligeant le 38me ordre (A¢3)

"dc

(1f1/h Au A ¢2) ug + 1/2 x A ¢(1-1/4 A u A ¢2) (vA + vB)—1/h Au A ¢2 u,

<
T

o= (1=1/4 Ay A +2) vy ~1/2 w8 $(1=1/4 Ay A ¢2)(uA+ ug)=1/b A u A 62 Vg

Ces &quations donnent les vitesses en tout point du champ d&s
qu'on connait des vitesses normales sur deux lignes initiales o et B8.

Pour le probléme étudié, les vitesses ne sont connues que éur la
ligne d'entrée OA, OA', ol u et v sont nuls car le matériau & gauche est
rigide. Donc ni l'angle 6, ni les discontinuités de vitesses correspondantes
& une vitesse V du plateau ne sont éonnus d 1'avance. On ne peut alors
calculer les vitesses & travers le champ. GREEN avait choisi une seconde
ligne pour laquelle il essaye certaines valeurs des composantes normales
de la vitesse .

Aprés le calcul numérique pour certaines géométries, GREEN avait
remarqué que certaines relations existaient entre les longueurs et les

discontinuités des deux cas de figures proposées (a) et (b) & savoir :

2 _ _ 2
1)’ wf + 1/2 Py = wg P, = 2

et W, W, =2

¥
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I1 avait étendu ces cas de figures pour les rapports plus généraux
supérieurs & 2 et avait &tablit aussi des relations analogues au cas

étudié précédemment.

2 m 2
+ = = +
W56 m(m+1)
m+1 2
+ (— = +
W+ (1) 02 = m(m1)
et W, W, =m (m+1)
P =p si 61 = 62 et le méme nombre m .
1 2
P. et P, étant les pressions totales transmises par les champs (a) et (b)

1 2

respectivement. Le nombre m 1ié 3 la largeur du champ, détermine la forme
du champ en liaison avec la largeur.

' Ces relations avaient été obtenues & partir des résultats numériques
et non pas par une justification mathématique. C'est I.F. COLLINS qui se
servit de la notion des champs auto-semblables et le principe de superposition

pour en donner une justification mathématique.

5.4.- Analyse du champ par la méthode matricielle et justification

des relations de GREEN.

Considérons les champs de ligne de glissement donnée par GREEN

pour les rapports n = % compris entre 1 et /2 et entre v2 et 2. (figure).

s Cae et I <,

(1) 1 <n < V2 (ii) V2 < n < 2
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Voyons tout d'abord le cas 1 < n < Y2 c'est-d-dire le champ
représenté par la figure (5..4.2) Représentons la ligne de glissement 0B,
par le vecteur V1 d'un espace vectoriel linéaire de dimension infini

introduit dans les chapitres précédents et la ligne E1 B% par le vecteur V%.

OCc" &tant lisse, on transforme V1 par l'applicatioﬁ de 1l'opérateur lisse T

pour construire la ligne C1 B, donc on aura C B1 =TvVv, . C C% étant la

1 1 1 1

longueur égale & la discontinuité de la vitesse pq on déduit la ligne

' [ : s . ' = - = -
C1 B1 a partir de C1 B1 par la relation : C1 B1 C1 B1 P C TV o C

avec C = . D'autre part 1'axe C" E, étant axe de symétrie pour le champ

00 O =

1

c'est un bord lisse qui réfléchit les lignes de glissement du champ. L'opérateur

T transforme alors la ligne Ca Ba en la ligne E1 B; ou ce qui revient au

méme 1'opérateur ‘I‘—1 transforme la ligne E, B% en la ligne C; B% . Cecei

s'écrit matriciellement :

-1 1 = (1 Mt — 1 = -
T E1B1 = C1 B1 = T .V1 T.V1 Y C (5.4.1)

or l'analyse du champ singulier OA1 B1 nous permet de transformer la ligne

V1 en A1B1 par 1'opérateur Q, puis en A; B; par translation des points

A1B1 d'une longueur p, ce qui nous permet d'écrire en fin de compte :
' ' =
A1 B1 QV1 + p1C .
La ligne A} E, est une ligne de symétrie (1t = 0), elle refléte
donc les lignes de glissement qui la coupent.

La ligne A; B; est la transformée de la ligne V; par 1l'opérateur T.
t = AV t =
T.V1 A1 B1 QV1 + P, c (5.4.2)
additionnons (5.4.1) et (5.4.2) en tenant compte du fait que T = =P - Q
" 7 =p + q
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on obtient :

(T+ 1) Vi=(T+Q) vV, (5.4.3)
et
- 2.P V% =~ P V1 multiplions cette derniére par - P_1
on aura : V1
vy o= 5 (5.4.4)

portons cette égalité dans la relation (5.k4.1)

T Ly - "ol ! = L.5)
= PR d'ou (T,- —)Vy =0, (5.4.5

T e
2

V, est donc la solution de 1'équation matricielle (5.L4.5) et les triangles

curvilignes OB% C1 et E1 B; A% sont semblables et de rapport de similitude

2. Voyons maintenant le 2éme cas pour lequel V2 < n < 2 dont le champ est
représenté par la figure (5.4.ii). Pour ce cas de figure, la ligne de
discontinuité de la vitesse est la ligne OA2 D2 Dé Dg C,- Représentons

alors la Iigne 02 Dg par le vecteur V2 et la ligne D2 Dé par le vecteur

Vé . La longueur Dé Dg représente la grandeur de la discontinuité de la

vitesse py - Les lignes de symétrie C, E" et D2 E" et le bord lisse OC2

pour lesquels T= O reflétent les lignes de glissement qui les coupent.

On utilisera alors les opérateurs T et T—-1 pour transformer les unes en les

1

i ' = - v =M '
autres. Donc la ligne E2 D2 T.V, p2.C (5.4.6) et comme E2D2 T D, D2

on aura @

T Vy=T.Vy0, C (5.4.7)

. -1 . =
d'autre part la ligne B, D) =T V, + p, C et }a ligne B, A, = =p, C .

|

Considérons le rectangle curviligne B2 A2 D2 Dé et tirons la ligne D2 D2
1

4 partir des lignes B, A, = - p, Coet B2 D} = T vV, + p, C . Pour cela

nous appliquerons la relation V3 =P V1 + Q¢V2 du chapitre 3. avec ici
= V! = = L

V3=V, ,V, =B, A, et V,=B,D}
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-1
| P
V2 P o, C + Q(T Tyt o0, )

' -1 -1 -1 -1
' = (- = =
Vy=(-P+Q) 0, C+Qr V,=T 0, C+QT V,=T [b.vg to, ]
car Q T_1 = T_'1 Q (ceci vient de la relation &tablie PQ = QP it de T_1=—P+Q)
1 =
donc on aura T.V) = Q Vy + 0, C (5.4.8)

additionnons les 2 relafions (5.4.7) et (5.L4.8).

avec T = -P - Q

= p+g

_‘] ' -
(T+T ) V2 = (T + Q) V2

. 3 Voo
on obtient 2P V2 P V2 .

Multiplions cette relation par 1'opérateur - P_1 on aura :

e
Ceci prouve la similitude entre les triangles curvilignes 02 Dg Bé et
D2 Dé E2 de rapport de similitude 2.
La relation (5.4.7) dans laquelle nous remplacons Vé par V%/;
devient

(T - 1/2 77 1) V,= 0, C (5.%.9)

Cette &quation matricielle est 1'équstion qui permet d'obtenir 1la ligne V

par une simple inversion de la matrice T - 1/2 T_1 .

2

Nous voyons & partir des relations matricielles (5.4.5) et (5.4.9)

que les vecteurs V1/p et V2/p satisfont la méme &quation et quand elles
1 o

tournent du méme angle 6 , elles seront les éléments du méme espace vectoriel

donc seront &gales. A partir de ceci on a les similitudes &videntes entre

171

les triangles OB1 C

E, B} A} de (5.4.i) et le triangle C

1? 1

rapports suivants :

0B.C
= 2

TAY
E1B1A1

0B.C o
e-t —_1__1_. = ——— .
7" []
CoDoEy Py

" 1 1,
2D2E2dmwims




Les cOtés rectilignes de ces triangles curvilignes sont semblables et

leur rapport équivaut au rapport de similitude :

admettons que la hauteur soit &gale & 1'unité et W. la largeur correspondante

1

on aura
_ _ V2 v V2 _
2 _
Wpmey SRy ‘/2_W1 Pi Py
Vo 2 — 2
. P P
W, = (2-p)—L4p, = oL
1 2 1 P
oy 2

D.I X
W1 = E; (5.4.10)

D'autre part la similitude entre les triangles curvilignes 02 Dg Bé et

E% B% C; de rapport 2p2/p nous permet d'&crire le rapport suivant.
1

1 1 = -
C, B} 20, C, BY = W, ~ o, Vo
= avec
T C' 01 et
v E, C!l=1-p _‘{_5
1 71 1 5

W, étant ici rapportée & une hauteur unité. Ceci s'écrit
Wy =0y 72 _ %
V2 0,

iy

ou encore en multipliant par Y2 en haut et en bas le

ler membre,

/2 W2 0, i 2p

2
= 2 W, = (V2-p
2 - o, P1 2 7Py P

2p2

W2 = 'T1 (5.4.11)
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en multipliant les 2 relations (§.4.10) et (5.4.11) on obtient la relation
donnée par GREEN 3§ savoir

W,.W. =2 (5.4.12)

5.5.— Cas du champ de lignes de glissement avec p = 0 .

Pour le rapport 1< % < 2, GREEN avait proposé un champ de ligne
de glissement auquel tendent continfiment les deux champs (5.4.1) et
(5.4.1i), étudiés précédemment, quaiid la discontinuité de la vitesse
tend vers la wvaleur zéro. Il 1l'avait proposé pour la valeur du rapport

n ='% égale 3 /2. Nous allons le justifier par la méthode matricielle.

_ w

Qi st vfv S S L o Sl e C

AR

R N

IR\

v AN
SRR AN -

L'angle dont tournent toutes les lignes du champ est l'angle ©6 et
on rapportera la longueur W & une hauteur h unité. Il est bien entendu que
le rapport est n = %% , car ici on ne retient, pour des raisons de symétrie,
que le quadrant supérieur de gauche du champ complet.

Admettons que la ligne de glissement Oﬁﬁsoit ligne initiale et
représenté dans 1'espace linéaire de dimension infinie par le vecteur V.

OC, CD et AD reflétent les lignes de glissement qui les coupent, car OC
est un bord lisse par hypothése, CD et AD sont des lignes de symétrie
donc pour lesquels ou i = 0 . CB sera la transformée de V par l'opérateur
lisse T ce qui peut s'écrire symboliquemen£ CB = TV et DB le transformé

2

de CB par 1l'opérateur T DB = T° V. Il en est de méme de la ligne AB
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transformée de DB par T qu'on écrira AB = 3.7 .

Or nous savons que la ligne AB est la transformée de la ligne V
par l'opérateur matriciel Q, ce qui nous donne 1l'équation matricielle
vérifiée par le vecteur V représentant symboliquement la ligne initiale
OB du champ.

T V= QV ou encore :

3

(T° -Q) v=0 (5.5.1)

Cette relation est vérifiée par les vecteurs propres des opérateurs Q et T3

qui sont égaux. Les valeurs correspondantes des valeurs propres seront
A3 = U (5.5.2) avec T3 vV = AS v X étant la valeur propre de T
et QV=1pnV u étant ici la valeur propre de 1l'opérateur Q.

L'opérateur T s'éerit : T = — P - Q et son inverse 'I‘—1 = - P + Q en faisant

la différence des deux on obtient 1l'opérateur Q soit :
-1

Q= T2 T et la valeur propre de Q sers 1ié & celles de T et T“1 par la
relation suivante u = A:lal_l nous avons déja vu que = %— donc (5.5.2)
s'écrira : | Ca
u=x3=-1—/2 P I R
2 A

la valeur propre A doit satisfaire 1'équation Ah + A2/2 - 1=0o0u

encore (A% + 1) (32 - 1/2) = 0
Seule la valeur A2 = 1/2 peut—-&tre retenue ce qui nous donne
une valeur de A = ¢§72 et ceci a un sens physique.

Les triangles curvilignes O B C et C B D sont alors semblables
%:-1_ = /-2-
v2/,

et de rapport de similitude

Les cdtés rectilignes seront proportionnels et de méme rapport

oc
CD

d'oll 1'on obtient W = /2.

= V2 avec OC =W et CD = 1 car la hauteur est rapportée & 1l'unité

#®




\
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Un programme de calcul a &té &laboré pour ce cas et permet de
calculer la pression totale transmise par ce champ. Dans ce programme
nous avons introduit une sous-broutine calculant les valeurs propres et
les vecteurs propres de l'opérateur matriciel Te . On en retient la wvaleur X
dont le cube est égal & la valeur propre de 1'opérateur Qgg €t le vecteur
correspondant. On construit le champ complet & l'aide des opérateurs

linfaires de transformation une fois trouvée la ligne initiale V.

5.6.- Calcul de la longueur du champ et la preéssion totale transmise

pour le cas ol p = 0 .

. / Ya
\0 Vit Ll ke Lt & okl L L L

On considére les 2 lignes de glissement OB = S1 et CB = Sk.
Les soubroutines CORDXY nous donnent les coordonnées X1, Yt, Xb et Yh
de ces lignes. La longueur sera obtenue par simple projection de ces
coprdonnées surkl'axe horizontal, en sachant qu'aux points O et C les
ligres font un angle “/h avec la frontiére lisse et l'axe de symétrie

respectivement ( T = 0).

Z = (X1 + Y1) x —/2—2_+(xu+yu)xl’23 .

Ceci doit @tre rapporté & la hauteur du champ, on doit donc

diviser cette valeur par celle de la hauteur du champ :
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avec H = (Y1 - X1) xL/2—§+(xh—Yh) x

=

i
IS
oIy

Ceci s'obtient pour une géométrie bien déterminée, c'est—-d-dire
pour un angle 6 dont on a trouvé la valeur. Pour le calcul de la pression
totale transmise par le champ, nous avons trouvé la pression hydrostatique Po
appliquée en A qui donne un effort horizontal nul & gauche de la ligne OA.
Cette pression est P_ = 1,065.

La soubroutine SLFORC nous donne les composantes FX et FY dont la
projection sur l'axe vertical permet de calculer la pression totale P.

Son expression est la suivante :

PC1 = (FX1 + FX6 + FY6 - FY1) x /2,

L]

P
/FY

Yrteceeec el (Lo el fec

-

PC1 est la pression totale rapportée & une hauteur unité. Pour une hauteur H

du champ la pression sera :

_ PC1
PC = T

5.7.~ Extension des champs au cas n > 2 et relations de GREEN.

GREEN avait &tendu les champs &tudiés précddemment au cas ol le
rapport ~% est supérieur & 2. Les 3 cas de figure sont gardés pour ce cas
€tudié. I1 a aussi généralisé les relations qu'il a trouvé entre la largeur

et la discontinuité de la vitesse pour les champs ou 1 < n < 2 .
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w1t o+ g o = (m+1) avec m = 1,2,3,...

2
et W,.W2 =m (mt1) quand les angles sont &gaux et pour le méme m.
P1 = P2
quand m = 1 c'est-d-dire dans le cas ol 1 < n < 2 on retrouve les relations
de départ.

Les champs de lignes de glissement seront les suivants

Ao A1 Az A3--Am,  Am

cas oip=0 et n>2
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A A,

(i) cas correspondant au champ (a) étudié précédemment au 5.2.

(ii) cas correspondant au champ (b) &tudié au 5.2.

Ces champs ont é& repris par COLLINS pour donner une justification
mathématique des relations empiriques généralisées de GREEN et nous les
prenons pour vérifier ces relations et calculer la longueur, la discontinuité
de la vitesse et la pression totale transmise par le champ.

Pour celd nous avons proposés des programmes de calcul et nous

Pt
avons comparé les résultats utilisant la méthode matricielle avec les 7 5H€\

F
s Mg 4
. P
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résultats de GREEN. Nous verrons celd dans le paragraphe réservé 3 la
discussion des résultats.
Considérons le cas de figure (i). Représentons la ligne initiale

OD par le vecteur V, et la ligne de glissement Aé Co par V! et représentons

1 1

1

pour le cas de figure (ii) les lignes de glissement A1

Dé par le vecteur

V, et Ag Cé par le vecteur V!

5

L'analyse de ces champs par la méthode matricielle nous donne

2

les relations suivantes; sachant que toutes les lignes des champs tournent
du méme angle 8

V; = Qe v+ %C (5.7.1) avec pq la valeur de la discontinuité
de la vitesse pour le champ (i).

Pour le champ (ii) considérons le quadrilatére 0' O" c; Ag formé

1 [] "
9 V2 + s c, 0 AO

par les lignes de glissement 0"0' = - o5 C s o" Cé =T
et Ag Cé dont on peut avoir 1'expression matricielle i l'aide des deux

premiers, nous retenons seulement 1'expression de Ag Cé = Vé dont on a

besoin ici. D'aprés la relation (4L4) &tablie au 38me chapitre on a :

" - t = " 1" " - " t =
V3 V2 Pee V1 + Qee V2 avec V1 o" 0 p2 C
Py étant la discontinuité de la vitesse pour le champ (ii) et

ll
1" = " t =
v 0 Co Te V2 + Ps C
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-1
. 1 -
donc : V2 PGSQZ c + Qee [Te V2 + p2 C:l

-1
[ Pog * Qeé] P €+ Qg - Ty Vo
or la commutativité des opérateurs Q et P nous permet d'écrire

Q T_1 = 'I‘_1 Q avec T.1 =-P +Q

1
V2

66 0 6 66 6 66 66
et l'expression de Vé devient :
-1
' =
VL= Ty [Ee C+ Qg vé] (5.7.2)

A partir de la connaissance de ces vecteurs on construira le champ complet.
Tout d'abord exprimons les lignes de glissement du champ (i) & 1'aide des

lignes V1 et Va'et 8 1'aide des opérateurs matriciels de transformation.

OD étant représentée par le vecteur V., la ligne E, D est sa transformée

19
par 1l'opérateur lisse Te . La ligne E

] Co est la translatée de EO D de

la valeur PN elle s'écerira :

E, Cy =T,V C=-P  V,-Q V,i-p, C=-P, V-(q

17 Py 66 "1 %0 '1 08 1 V+o,C)

86

E; Co =~ Pog Vy - v (5.7.3)

La ligne B Co est la transformée de Aé CO par 1'opérateur Te

elle s'écrit dont

= o1y
BCO = T9 V1

Prenons cette fois la quadrilatére curviligne E CO B FO formé
. . -1

= = - ! = 1

par les lignes de glissement E1 Co Pee V1 V1 , B CO Te V1 ’

1

EFO et BFo dont on cherche 1l'expression & l'side des deux autres lignes

et des opérateurs matriciels.
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Les relations (52), (53) du chapitre III nous permettent de tirer
Vq et Vg a partir de Vg = - Pee v, - V% et Vﬂ que 1l'on cherche, c'est-a~
dire :

-1 r
v = vi=p V" - PV, -V
o '3 — Ty V4 66 'k QeeL 00 ' 1 1:|

tirons Vﬂ de cette égalité

vi=P V) -Q

2 60 0

"o p 1 -1 g + V!
Vi = Poo E['e Vi~ Q0 (Pee Vi V1)

"o_ = -1 _ ' - [
Vh E1 Fo Pee [( Pee + Qee) V1 Qee Pee V1 Qse V1

Sachant gue Pee Qee= Qee Pee on aura :
= - | I = Yyt L4
E, F V1 Qee v, avec Qee V,=Vi+o,C tirée de (5.7.1)
- ' _ r = - t
E1 Fo V1 V1 oy C 2 V1 Py C

La ligne A% Go étant la translation de E FO par le vecteur 04 C on aura :

1

= - [ -
Fo+0,C oV p, C+op,C

A'G = E
0 1

1 1

[ - [
Al G 2 v} (5.7.4)
la ligne B Fo = V? sera donnée par la relation (53) du 3&1e chapitre

"
Vi = Poe V3

"no_ " "o ‘ - t
P v Qee Vh avec V3 Pee V1 V1

" = - [
et Vh 2 V1 + p1 C
pour obtenir

(-2 V1 + 5. ©) (5.7.5)

= - -— 1 -
BFO P ( Pe v V) Q 1

66 61 1

pour alléger 1l'écriture on écrira P et Q & la place de Pee et Qee .

66
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Développons la relation (5.7.5).

BF_ = -p? V.- PV +2Q V) +Qp, C= (-P+2Q) Vi ~Qo, c-p2 v, (5.7.6)

l'axe B H étant de symétrie, la ligne H Fo est la transformée de la

ligne BFo par 1'opérateur lisse T, . La ligne IOGO sera la translatée de

Ho Fo par le vecteur-—p1 C . L'expression matricielle du vecteur représentant
la ligne Io Go sera :

= NN t . .
IO Gq Te BFO +o, C ol & 1'aide de la relation (5.7.6)

p— | —_ 2 -_— ey

I, G =T, [?—P +20) Vy - Qp, C-P .v;] +0,C  avec Ty =P, - Qg
- (D _ _ v o _ p2

1 Go = (-P - Q) [3 P+ 2Q) v1 Q p] C-P v&] +0,0C

16 ='l:2 + QP - 2PQ - 2Q2:] V! —[PQ+Q2+ I-Ilp1 c + (P23 + qQ P°) v,

16 =P3vV, +P° V!-2PQ VI4PQ o, C+ Qp° v

— ~n2 gt 2 '
ol 1 2Q V1+Qp1C+QPV1+p1C

1

Aprés simplification on aura :

_ 3 2 2] i 2 2
16, =PV + I:P 2Q:| v PQ[QV1+p1C]+PQp1C+QP V,+Q%, C+p,C

Vi=Qu 4o, C = Q'1v;—Q'1p1c=v

1 1

portons la valeur de V1 dans 1'équation ci-dessus
3

_ 2 Bl a2 2f =1, =1
1.G, =PV, + [; Q:}V1 Q Vi PQp, C+PQo, C+QP {é V1 Q@ ey C

v —PQ2V1

2
+ Q p1 Cc + p1 c

puisque PQ = QP on aura ’ QP2 = P2 Q
et P2 - Q2 =1 I étant la matrice identité.
_ 2.2 2 2] o 2 2] ., 2 2
IOGO—I:PQ PV1+I:P QJV1+[13Q]V1+QPQ1C+D1C
= t t _—
IOGO I.P V1 + I V1 + I.V1 I p1 C + p1>C =

IG, =PV, +2V] (5.7.7)
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Prenons cette fois, le quadrilatére curviligne E2 Go IO G1

e 2 . . _ w1 -
constitué des lignes de glissement E2 Go = Te A1 GO ’ Io GO donnée par

la relation (5.7.7) et les lignes E2 G1 et IO G1 dont on voudrait donner

1l'expression matricielle. Admettons que les lignes E2 GO et E1 G1 soient

les lignes initiales a partir desquelles on tire les deux autres; on a

d'aprds les relations (LLk) et (U45) du IIIéme chapitre :

(i) IOG PE2GO+QE2G1 avec E2GO=~2(—P+Q) V!

.. .
(ii) Io Go Q E2 Go + P E‘2 G1 et Io G1 P V1 + 2 V1

multiplions (i) par Q—1 et (ii) par p ! et faisons la différence pour
eéliminer E2 G1

-1 -1 _ 1 o I PCE I
P IG,-Q I G =Qq PE G ~-P Q.E1GO-EQ P-P C,EIEZGO

remplagons les lignes Io Go, Io G1 et E2 GO par leur expression matricielle

et tirons IO'G1 de l'expression ci-dessus.

- =1 _ -1 _
IOG1—QP [IDV1+2V£]+I:P’QP ({Il}PV% 2QV£I

16, =-2Q° vy +20°vi + 2P ' Qv 2PVl +QV, +2QF V!

=4
(]
]

2 21, —1,’2 ], _ .
G 2E’Q]V1+2QP _9+I Vi+QV -2PQV
orP°-Q°=1 = Q°+1I-=

PQ

B

et PQ = QP = QP [Q+I] qp | = QIP
donc on obtient

= ' [ ' = '
IoG1 2V1+2PQV1 2PQV1+QV1 2V1+QV1

puisque la ligne de glissement Aé G2 est la translatée de la ligne IO G1
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d'un vecteur + 04 Cona:
"l - 1 = !
AL G, =2V, +QV, +p, C=37V] (5.7.8)

Pour donner l'expression matricielle de la ligne E G2 , calculons

3

d'abord E2 G1 puis on aura la transformation simple de E2 G1 pour obtenir

E3 G, a4 1'aide de 1l'opérateur T

By Gy =Ty E, Gy -0y

0 et la translation =0, C :

C.
Pour le quadrilatére considérée, nous avons la relation (ii)
IOGO =Q E2 GO + P E, G1 qui devient en multipliant & droite et 2 gauche

par P_1

- p 1 - -1 N g . = '
E2 G1 =P Io GO P Q E2 Go ol 1'on a : IO GO = P V1 + 2 V1

— ' = (— L 1
et E2 GO =7 A1 Go (-P + Q) X 2 V1

B, G, =P (PV, +2Vi) + op” ! Q(-P + Q) V|

- =1 v — ' -1 2
E, G, =V, +2P Vi-2QV,+2P Q V!
et
E.G. =T E.G -p. C=(-P-Q) |[V. +2P ' VI —2q V' +2P g%V
3 72 8“2 1 1 1 1 1 1
E. G, =PV, - 2V! - QV. — 2QP | V! + 2Q P V' + 202 V! —20%V' - 2qP ' Q% V'-p. C
3 72 1 1 1 1 1 1 1 1P
-1 -1 2
- — | - —_ 1 | 1
Ey G, = -PV, - 2v! (Qu, + o, C)-2Q P Vi+2QPVi-2QP QI (5.7.9)
Voyons ce que donne l'expression Q P-'1 Q2 :
P2 ?a1 >2=P-1— gp ' e2=qp" [%2 _ %} —gp - qp !
-1 2 o, _ 1y oy
et -2QP ' Q V1 =-2(QP-Q7P ) V1

portons cette expression dans la relation (5.7.9)
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1V;+2QPV%—2(QP—QP_1)V%

=
[}
1}

—PV1—3v;—2QP'

E3 (}2=—Pv1 - 3v; | (5.7.10)

. < . . 'S iéme . .
ceci nous aménera par extension jusqu'a la m ligne aux relations

HL = - (PV, +mV}) et Al L=m V)

1 1 1

et montrent aussi que les triangles curvilignes aux bords des plans de
symétrie et de la frontiére lisse sont semblables.

o \ 1
Les triangles OD Eo’ AO Co B, B FO Ho, A Go E

'
1 cees H L Am

29

[

sont semblables.

D'autre part le choix de la ligne initiale V., sera fixé par le

1
. . idme .
fait que le champ se termine au m triangle par un axe H Aé de

symétrie.

- -1 [ —_— 1Y — (_ [}
HL = T, A' L = ( PV1+mV1)—( P+Q)AmL

v
or Aé L = 7} donc on a 1'égalité suivante

—PV1+mV3=—PV1+m(QV1+p1c)=(-P+Q)1/2V1=>
P+ (2m + 1)q] Vi=-2mo C—>2mp, c=-[B+a+2nd V,=|-P-a-emlv,
[f-2m@Vv,=2mp, ¢ (5.7.11)

Le vecteur V1 satisfait cette équation matricielle pour la

résolution de laguelle un programme de calcul sera &laboré.

La relation (5.7.11) peut encore s'écrire :

= = ‘ 1
T,V 2m(QeeV1+p1 c) 2m V]

1
1l'analyse du champ et tout particuliérement pour le triangle curviligne O D EO
montre que Te V1 n'est rien d'autre que la ligne Eo D. En d'autres termes

les lignes Eo D et V% = Aé CO sont semblables et de rapport 2m donc les

triangles curvilignes O D E, et A' CO B sont semblables et de rapport




et de rapport

0 D'EO

— = 2m.

A'C B
o

I1 en est de méme pour les autres triangles curvilignes, mais

de rapports respectifs 2m-1,2m -2, ... m.
' = - 1 : > 1 ' 1 ' 1
A1 Go 2 AO CO Les triangles AO Co Bo’ A1 GO E2, A2 G2 N,...Am__1 L Am
=
Aé G2 =3 Aé CO sont semblables et de rapports, 2, 3,... m .
. d'old

A' L=mA'C
o o

L'analyse du champ (ii) par la méme technique donne les expressions

sulvantes :
" t = - " t = -~ [} " t = 1 1" ] = _ - ]
A1 DO V2 A1 C1 2 V2 A2 02 3 V2 Am Dm—1 V2 (m 1)V2
"ot =yt "o - ! "o o= _ 1 1" ' - '
Al Cl =} A7 D) (v,-v}) A3 DL = V=2 V) AL L Cr=mV}

Ces relations liant les lignes de glissement du champ complet aux

lignes V, et V! établissent la similitude entre les triangles curvilignes

2 2
Eé Dé A? B" D% A; X D'___1 A"
—_——=0on, 2>——==2p3-1,..., ___2;___12. =m + 1
A" C!' B! A" C!' B! A" Cc¥ B!
o o o o o o o o o

et entre les triangles curvilignes suivants :

8 o) Moy o My Gy ®
—_— =2, == _==3, ..., =nm .
A" C' B! A" C!' B! A" ¢! B!

o o o o o o O ©

Le vecteur V2 satisfait la méme dquation matricielle

E? -2m Q] V2 =2m o5 ¢ (5.7.12)
pour le méme angle 6 et le méme m, V et V,/ , satisfont la méme
2fes VAL
équation [& -2m Q:] V/p= 2m C et sont &léments du méme espace vectoriel.
Ceci établit la similitude entre les triangles curvilignes du champ (i)

qui ont un c8té commun avec la frontiére lisse ou la ligne de symétrie

paralléle 3 la frontilre d'une part et le triangle P" D! _, AN et
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réciproquement comme celd a été vu pour le cas m = 1
si H, A& =1 et A; PO = 1 on obtient les relations plus générales

W, =m P/ B > W, = (m+1) pg/p1 et W, W,=m (m+ 1)

5.8.- Programmes de calculs et résultats.

Un programme de calcul est donné pour résoudre les 2 cas de
champ (i) et (ii) en FORTRAN IV. On résoud les équations matricielles (5.7.11)
et (5.7.12) en inversant la matrice T - 2 m Q pour avoir les composants des

vecteurs initiaux respectifs V1 et V., & partir desquels on construit le

2

It

champ complet par multiplication simple de V1 et V2 par les opérateurs
matriciel P, Q, T et 'I‘_1 . Le programme est fait de telle facon que 1l'on
puisse donner 4 m le nombre entier qu'on veut et obtenir directement la
longueur des champs, les discontinuités des vitesses et les pressions totales
transmises par ces champs. Au départ, la longueur est rapportée & une hauteur 1
et une discontinuité €gale & 1'unité. Pour obtenir la longueur et la disconti-
nuité correspondantes A 1l'angle 6 qui détermine la géométrie, on divise

par la hauteur du champ qui est calculée par le programme.

Dans le programme de calcul S1 &tant le vecteur V1 et S6 le

vecteur B C_ du champ (i) par exemple la hauteur sera :

7 = (X1 + X6 + 1.0).sin(ﬂ/h—6)—(Y1 + Y6)cos(ﬂ/h—6)
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la longueur sera la longueur totale rapportée & cette hauteur d'ol

HT = H/Z

. . 1
et la discentinuité p = 7
Pour le cas m = 1 la comparaison avec les valeurs données par

GREEN en 1951 sont sur le tableau qui suit :

o Y1 GREEN Yy coruns! P1 crEEN f1 COLLINS
0 1 1 V2 /2
5° 1.16L46 1.16k55 1.1348 1.1347
10° 1.2985 1.2985 0.7922 0.7917k
15° 1.3859 1.3853 0.3977 0.3962

Nous avons &tendu le calcul jusqu'au cas ol m = L et pour des
valeurs des angles 6 = 2°, 4°, 6° et 8° . Nous constatons qu'd mesure
gue m augmente la discontinuité tend vers zéro pour des angles de plus
en plus petits et le champ correspondant devient celui oll p = O donc &

étudier par la recherche des lignes propres.
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Le tableau donné ci-dessus correspond au cas de figure (b). L'étude du

cas de figure (c) de la m@me manidre nous donne le tableau de comparalison suivant

6 ° 2Green ° 2Collins ngreen w2Clollins P2/k Green Pg/k Colling| P1 /k Green P1 /k Collins

0 V2 V2 2 2 1 1 1 1

51 0,974k 0,97kk 1,717k 1,717L 1,0108 1,052 1,0106 0,966

10| 0,6008 0,6097 1,5k 1,5& 1,0279 1,183k 1,0277 00,8507k

151 0,2858 0,2858 1,4h29 17,4428 1,0377 1,364 1,0376 0,6392
TABLEAU 5.1.

Les pressions P1/k et P2/k sont calculées pour une pression hydrostatique PO==O.

est la somme des pressions P et P

La pression totale P/ calculées pour les

k 1/k 2/k

deux cas de figure. La comparaison avec les données de Green donnent les valeurs

ci-dessous :

P p W W P D .
0 Green 1 Collins 1Green 1Collins 0 /k CGreen /k Colling
0 /2 arn 1 1 0 2 2
50 1.1348 1.1347 1. 1646 1. 1645 50 2,021k 2,018
109  0.7922 0.7917 1.2985 1.2986 10° 2,0556 2,034
159  0.3977 0.3962 1.3859 1.3854 15° 2,0753 2,003
19. ,
30 0.015 0.031 1.4L4 1.411

TABLEAU 5.2 ’ TABLEAU 5.3

Les relations données par Green et qui relient les discontinuités de la vitesse
p, et P, et les longueurs des champs w1 et W, sont toutes vérifiées par les données
obtenues par cette méthode matricielle.

Voyons 1'évolution de la discontinuité de 1l& vitesse Py POUr le cas de figure

lorsque m augmente. Ici on s'arrétera au cas ol m = 4, mais on peut trds bien prendre

un chiffre plus grand.




- 123 -

m= 1 m=2 m= 3 m =

6° p2

2 1,2263 1,1321 1,0376 [0,9429
L 1,055 0,873 0,6891 |0,5037
6 0,8968 0,6303 0,3584 |0,0889
6,39 0,867 0,584k 0,2951 _

8 0,T491 0,399 0,0364 —
10 0,6097 0,1746 - - |
15 0,2858 - - —
19.30| 0,0221 - - -
TABLEAU 5.3

Ceci montre gqu'd mesure que m augmente la discontinuité diminue et s'annule
pour un certain angle 6. Au deld de cet angle et pour le méme m, elle devient négative
et non acceptable. Le champ ne peut alors comporter autant d'éléments que le précédent.
On en arrive au cas ol la discontinuité o5 s'annule pour m = 1 pour 6= 19930 Ce champ,
comme tous ceux pour lesquels la discontinuité de la vitesse s'annule, s'obtient
pour la méthode des lignes propres développée dans les paragraphes 5.5 et 5.6. I1 en
est de méme pour le cas de figure (b). D'autre part nous remarquons que les pressions

totales trouvées pour le cas m = 1 vérifient & 5 % prés la relation de Green.

C'est-a-dire dans ce cas précis P/k === 2,1

Cette erreur de 5 % diminue 8 la fois quand 1l'angle 6 augmente et que m augmente
aussi indépendemment de 1'angle.

(voir les tableaux 5.3 et les programmes I et II).
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Pour les cas ol m = 1 d'une part et la discontinuité de la vitesse p = O
un programme a été mis au point utilisant la méthode des lignes propres. Le programme III

nous donne a la fois le rapport n = %g%%g%%z et 1'effort total de compression.

Cet effort est calculé pour une pression hydrostatique P = 1,065 qui donne un

effort horizontal négligeable.

Dans ce programme particulier on calcule les vecteurs propres (lignes propres)

3

et on retient la ligne S1 pour laquelle la relation t~ = q est bien satisfaite, t et g

étant les valeurs propres des opérateurs T et Qe respectivement. On obtient

0
n = 1,414 = V2 et effort de compression PC = 1,038. Ces valeurs s!'obtiennent

. /2
bien pour la valeur de t = 'éi soit pour t = 0,70709.
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*
SUBROUTINE P (N L,MLOANG, P)

DIMENSION P(M),A(20)

A(l) =

A
I‘ e
l
I = 1I+1
[J = Il
J = J+l
\L i
K =J + N¥(I-1) A
P(R) = A(I-T+1)
J <N ogl
i
oul
I« N,// >
non i -

' R&sultat 7P
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SUBROUTINE PMULT(N,ANG,V,PV)

DIMENSION V(N),PV(N),A(20)

A(1)=1.0

I=I+1 0

l

A(T)=A(I-1)*ANG/FLOAT(T-1)

oui

)
.

non
I=1
I=I+1
PV(I)=0.0
T A
J=1
;
J=J+1
P\’(T)=PV(I)+A(I—J+1)*V(J) /
oui
>
. /,’:.
ounl H r,r'[j’é‘ '
—a \\ULLE/

———

I RESULTA . Pv-




%
SUBROUTINE Q (N,M,ANG,Q)
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DIMENSION Q(M),A(40)

N2 = N»2

A

J = J+]

Q(K) = -A(I+J)

on

J <N >~

out

I <N L
non

Résultat Q

s
i (/5‘
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SUBROUTINE PMAT(N,M,THETA,PSI,PA) °

DIMENSION PA(M),P(100),R(100) J
&
CALL P*(N,M,PSI,P)
CALL RMAT(N,M,THETA,R)

K=K+ ]
I}
LA = I + N#(K-1)
" LB = K + Nx(J-1)
SUM = SUM+R(LA)+P(LB)

~

| PA(L) = suM |

<:::j%:::> oui

<>

l Résultat PA




SUBROUTINE QMAT (N,M,THETA,PST,
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Qa)

[> DIMENSION QA(M),Q(100),R(100)

l

CALL Q" (N,M,THETA,Q)
CALL RMAT(N,M,PST,R)

[J=J+1|
| L=1+NsQ-1) |
| SUM = 0.0 |
Y
[(x=1]
‘4
[ K=K+1]
; N
LA = T + N&(K-1) 0
LB = K + N’(J—]) }\
SUM = SUM+R(LA)*Q(LB)
oul
K <N >
non
| QA(L) = SUM |

non

RESULTAT QA

L/L‘ .
e
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SUBROUTINE RMAT(N,M,ANG,R)

DIMENSTON R(M),A(20)
T

!
ACl) = 1.0

)

I =2

I
I=1+]1 \

oul
I <N >
J, non '
I =1
‘ Ty
=
I=1+1
o A
R(I) = 0.0
B 3 = -
(T
_/
SIGN = 1.0

K=14+ N¥(J-1)
R(K) = SICN*A(J~I+1)

oui
J <N > T

oui s
I <N Mo fﬁﬂwﬁ
kY 5],‘ "
et i
non Rt

RESULTAT R
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SUBROUTINE TMAT(N,M,THETA,TA,TB)

DIMENSION TA(M),TB(M),
QA(100), PA(100)

CALL QMAT(N,M,THETA,THETA,QA)
CALL PMAT (N,M,THETA,THETA,PA)

A

-

TA(I) = ~PA(I)-QA(I) A
TB(I) = -PA(I)+QA(I)

/ [3

oui

I <M >
e

RESULTAT : TA, TB
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SUBROUTINE MIKHL(N,V,XX,YY,ANG,STGN2)

DIMENSION V(N),A(20),VX(20),VY(20)

VX(1) = 0.0
VY(1) = 0.0
A(1) = 1.0

VX(2) = SIGN 2 % V(1)
vY(2) = 0.0 : y
A(2) = ANG

A

=

I=1+1
¥ ‘
SIGN 2 % V(I-1) - VX(I-2)
-SING 2 * VX(I-1) . 1
A(I-1) % ANG/FLOAT(I-1)

VX(I)
VY (I)
A(1)

]

-
=
Q
=

g

e DU
[ M)
[e M)

XX = XX + VX(I) = A(I)
YY = YY + VY(I) » A(D)
¥

I< N

oui.

7

non
RESULTAT XX, YY |

5’ TUN Y

. -1
\ifu(
vz
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SUBROUTINE SLFORC(N,V,XX,YY,FX,FY,ANG,PO,SIGNI,SIGN2)

i

DIMENSION V(N),C(20)

c(n
Cc(2)

" on j-€—

o O
oo

&
<

»n

T
\ 4

I=T1+"1
¥

(1) = SIGNZ*FLOAT(I—Z)*V(I—Z) - C(1-2) A

¥

C(2) = C(2) +C(I) » ANG#**I/D2

D!l = D1 % FLOAT(I)
D2 = D2 * FLOAT(I-1) 4
C(1) = C(1) + C(I)%ANG**I/DI

non

FH
FV
FX
- FY

CALL MIKHL(N,Y,XX,YY,ANG,SIGN2)

~SIGN1%SIGN2#XX-SIGN2#PO*YY-2.0%#SIGN1%SIGN2%C (1)
~SIGN1*SIGN2%*YY+SIGN2%PO*XX~2.0%SIGN1%C(2)
FH*COS (ANG) ~ FV*SIN(ANG)#*SIGN2

FV*COS(ANG) + FH*SIN(ANG)*SIGN2

'

RESULTAT FH,FV,FX,FY
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1 SURRAUTIMNE pSTAR(NsM2ALG D)
Qe DIMENSIO! P(M)aal20)

3 All)slel

&o DB 10 Ta2»K

Se Ty=A 1= 1,#AWG/FLUAT(I 1y
€, 17 Cé JTI\

7e LCe 20 I:];P‘

Sa P(IY=0el

Se 2% Conryltiug

10 C8 40 I=21.K

11, DB 30 JelsN

iz, KeJah#(1a1)

13. FiKysA(Jel+1)

{46 3% COuTINE

15 4% CavTINuE

16+ RETUR!

17 ~ © END

SURRBUTI £ GSTAn(NsMrANGEZ)
"DIMENSIBN G(Mrsa(al)
Nowpal
Al1)x1,0
LG 10 Ie2sh2
A(1)aA(lnt)sANG/FLUAT(In],
CoNTIMUE '
D8 30 Iwmtal
DB 20 usmian
Kelan®{Jal) : -
G(K)I'A(I+J) o o
CBHTINUE S
A CONTINUE o
T RETURN CoEme T

T END T

UBRSUTIVE PMAT(N MITHETAIPSI;PA)
"DIHENSION PA(M), 9(100):RC1”0) :
CALL PSTAR(NsMaPSI,P) '
“CALL RMAT(N,M s THETA,R)

D8 20 IaisN T
TDB 74 JetaN Lo e e

TLalale(JL1) D
e SUMaGen
i o . DB 72 KsisN
TEE T 40, T LARpeNa(Ka1)

11 LBak+Ne{J=1)
i ¥-2) - SUMLSUMeR (LA #P (LB)
13, 92 CONTINUE
T 140 ' PA(L)®SUY
’ " 15 71 CENTINUE
16 75 CoNTINUE
17 RETURN
" 18e END
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‘Susqﬁuvr&z cMAT(u V;THLTA,PSI;QA)
C DIMENSISN GA(M),d(100)sR(100)

CALL GSTAR(NsYMsTHETASQ)

o CALL RMAT(N,M,PSI,R)

DQ 7\3 I.]I'\

S5 DB 71 JeiaN
ClsleN®{Jul)

SUManep
D8 72 Keqsi

LAl +NB(Kwl)

LBak+Ns(J=1)

T SUMSSUM#R (LA *Q (LR}

CBVTI*UE
QA(L)=SUN
CONTINUE
CONTINUE 7
RETURN o

R S T

SUBROUTINE RiAT (M, My ANG, R )
T DIMENSTIBN R{M)2AL20)
T A(L)=ten

“fff'DB 10 132N

75

o1 Cé\JT
" D8 20 latsM '
RIS ELI T -
- CONyINUE T
=0 81GNefleg v
DB 49 lsiaN et
TS1GNRLSIGN e

'R(<)-Sle~;5(d.t+1)"'

=7 RETURN®
ENo

:A le l)QA\G/FLBAT(I 1)
I”ug

D8 30 uslsh
Kaleni® Jol)

COHTINUE
CONTINUE =~

SUBRBUTINE TMAT(N ﬂpTHETA:TAlTB)
THETA, THET

TB(I)l-pA(I)*uA(I)
CBNTINUE

RETURN

END S

“DIMENSIBN TA(M)JTB(M)IQAAICO)lPA(IOO)
TCALL QMATIN,M
e CALL pMAT(h;HITHETA)THETAIPA’
DB 75 letsM
TUTALLYELPA( Y RQAL]Y
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SyUSREYTINE NIKHL(NJVIXXIYYlA“GJSIGNE)
PIMENSTON V(N)JA(QO)IVX(BO)aVY(EO)
VX(1)20e0
VY(i1)aoa.o
All)mled
vX(2)a38IG6N2uv( L)
VY(p)uCed
S OA(2)8ANG
DB 10 123N .
VX(I)'SIGNE*V(I-i)-VX(I*a)
VY(1)3.SIGNE*»VX(IL1)
ACT)RA( I w1 ) #ANG /FLBAT(Im]1}
COMTINVE
XX®Ae0 - ) ¥
YY‘,éaO '
D8 20 Is24N
XXnXX+vX(1ywA(ly
YYayY+vY(I)wA(])
« CONTINUE
- RETURN

END

SUBROUTINE SLFORC(N, VaXXsYYsFXsFY,ANG,P(,SIGN1,5155%2)
= DIMENSTAEN VIN))a(20)
~Celya0e0 ’ .
».-C(2)=0,0 LTI
D8 10 Iszah '
*fi‘C(I,asrsNaﬁFLeAT(I-Ejﬁv(l-a)-C(I-E)

TCBNTINUE )
Dis2e)
D2u1 0o L e
27 DB 20 Iw3,N T oETrmaeo e

" DieDi#plBAT (1) )
TTD2aD2+FLBAT(]e1) T

ClLysC(1)+CtI)wpaliGenl/DY
“C(2)sCt2)1+C(l)wANGH«(]l=1) /D2
" CBNTINUE

CALL MIKHL(N2IVIXX,YYsANG2SIGNR)

FH..SIGN1*SxGNZ;Xx.SISNE*PCﬁYY.E-O*SIGN1*SIGHE«C(1)
'Fv..sIGN1*sxGm2~Yv+SIGNE*Pc*xx-E-o*SIGNJ+C(P)
,FXuFH*CBS(AhG)-FV¢SIN(ANGJ*SIGNE

30. - T FYsFVECOS{ANG)+FHeSIN(ANG) #5 1GND
21 WRITE(1035/232)FHsFY
22+« 209 FORMAT(1HO 4Xs3HFi4e)E15¢5,4X23HF VR, E15,5,/)
23, RETURN
2he END




i

" 10
v 12.

13

- 137 =

Les zous~programmes

SUSRBUTINE PHULTINSIANGIVIEY)
DIMENSISN VIN)IIPVIN)YIALRO)
Al1)sdsp

D8 10 I=2sN

AlTY =A( T 1)«ANG/FLBATI(1Y)

- CONTINUE o

L8 30 l=isn

PV(I)'O.D

0B 20 =101l
PVULy®PV(]y+AlTadel)*V ()
CoMyINUE

COHTINGE

RE TURN

END

e




J——

. _Pre 3ramma.m (I)

- 138 -

J.Ammagcz a chavd

e A
2. DIYELS TN ‘T!(jb) CpTtind, n\(j() nt’r,),n(.s‘} W26 ,,H?l) prpﬂ
3, 1r\>..ptzh).rqrh).-3(«\.1:.(63.\1“).\?M)-vs(b’
1.; S ‘,\__-.;7 [ e e e e PR JE
S . e REALC108, 1~u)psl.rhun-»w - - e
10C FM»»‘T( Fe. 1)
7. PSI=EPSTes 14186 /980. 0
R TeETAR TuFY’t? letsc/agt o . e
e S  Mahel — S, -
1"‘. C'\LL ""J;T(N.",THQ' A.DSI.PTFJ
11. Catl OBaTO o2, TurTa.r81.0Tp)
I 2. CALL OMATLrna e b S et s Th URT
A_w.;_v.__,h.LA‘V__W_CA;L THATCY L, b8, TALTE) - - - S
114, rALL MKHUL((DTJ?‘ a\-1anle)
1< Catl MrRYJLt 1, TH,W2, S
%k CALL R -th-,,LtL.L,,,u.m,u; e e
I ——— . — P30 et N— —_ — B ——
19, Falshe(tet) _
19, “3L¥)auR (k=1 !
— 20, B, N A of (S5 ) SN TN S e —
21 Lo 20 Tml.t —— -~ _
22. S1Cidz=1¢t")
2%. 20 CONTlaug
. e b SAYI RS .Y S, B
— e CALL uESHLf. S.si.n..na.o 0001) R :
26, ALTELT 8
27, CALL CNEOXY L , 64, X¥4,¥YY 1, x1,%1,7heTa,0.0)
- S 3 — »1--.141‘9/«..\, E— — — - S
SR L S - ¥ ) - JR VI A T .. .. S [ e .
3n, Canl bFwi Mf..!» 1. S1.V1)
" 31, "1-#’*4.."YPFYA-PS!’
32, f'e-,,-,;f_wa(.' S U — —
ORI & N Y ;Liﬂputu.\,hx)«a»xvm!ys FvsovbEvasiptet, ’)11 N (3 Y
34 PO em(bxutl e tPIoYRETAY+FYReST (P TaTuEPAY)
335, CaLy, nwtvl',nsn ve,53)
—_— 34, o CALL . thudpeeYp, S84,V u,r.,u__.__ N
e 87, CALL MRERJpLYER, u.vp T U — e e
LI CALL RNULTY 1pSL.V2454) .
T 39, CALL fORLXYL 4 SbaXXb s ¥YLoXboYh,eSYrY. 1)
4c, CALL-LOulXY 0 83axXx32¥Y3eX30¥3rhrTan=1,09Y . ...
61, — WRITELIGE L2423 yB 0wt - U
L2, 212 Fck'f\T(1HO-6>’n7H\3-nF1(.-uéX.}PV3 P E1G. S /)
43, Ca) | SLFaRCCrastaxxq vy o FxtafvrorbiEra, p1,1,9, 1.0
___-‘_*__,LL.‘___._______._ﬁ_ CALL._SLfBR—( 4%“5!\‘)#‘\—&!‘X“;‘¥64QS4ncz 1'\10"‘4 0’,~-.__ e
LS., f S Renuc’anL,-A_u_uJ(u.ur_l.t.lLLAL.L,_,-., - e
bt H1=(X3=v2)en 70711
67, K22(.292%0 ]
— Lf, BT Y &AL LI AS S LI SYRELTZA RIS TN ILI TS S RTATTS S L LTI A RE Y 0 X K B
L9, ALPVAR2  JedTA - (lLlepn2 ) TL) s
50, PLETL/SINCALPHA)
51, ¢ EEFORT Ut tarlpyane
; B} e ,, e
’ IR
. i\uui'-’




22, EL= FY1*COS(PX+TNETA PSI) FX1*3IN§PL+TNETA PSI) FY4*C0$(P£-PSI)+FX4

53, TeSIN(PIl=«PS])~ 29289+P0t0 70711
54y c CONTRE REACTION. » -
TS T T T e am FY1ASINC(PI#THETAPSI) SFX1*COSC(PI+THETA= PSI)+FY4~SIN(PI—PSIHFX”“‘“” -
56, 14%COS(PI=PSI)
57, ¢ MOMENT DE LAMINAGE
T §By T CALL CSLMMNTUING 20, STeP Y THETA T4 14091, 0)———— ~r e e e
e gy T T T CALL SLMMNTUN,20,84,P2.PST,T241,0,=1,0) T
60, T3I=0,78539
61, MLET2+T3=T1¢C(FY1*COSCPI+THETA=PSI)=FXI*SINCPI®THETA=PSI))aTL¢(FY1*
82, TS INCPISTHETA=PSI) 4 FXT#COS(PI+THETA=PSI) ) w(HIwH2) ¢ (FXLaSINCPI=PST)=
T8y T T T TRV L #COS(PTIORST)) H(CYYLaXXLINO0,70TVII40,70711) ¢ (FXLNCOS(PI~PSI)4FYL
66, 3«SINCPI=PSI)) (0, 29289*(YY6'XX6)'0 70711)+CT*RL
65, ¢ HAUTEUR D'ENTREE =1,0 i
- 6§66, TTSORTIE=HZ/HY T - -
67, : "RL=RL/ZC24s0%HT) T T T
68, EL=EL/(2,0%H1)
69, CreCT/H1
N0y T T MLEML G, UPHINHT) ™ T T T B T
74, WRITE(198,110) Tt T o i
72, WRITE(108,63)P5
73, 63 FORMAT(Xs'PS3*4F104540/)
T4, WRITEC108,120)SORTIE B o T o -
75, TTTWRITEC108,130)ALPHA o B
76, WRITEC103,140)RY
77, WRITE(138,150)EL
78, WRITEC108,140)CT - T
9y WRITEC1987;170)IMC Tt T T
80, WRITEC108,180)H1
81, WRITEC128,190)TL
82, T10 FORMATCT10X,18H HAUTEUR™ U'ENTREE-oF'lO y 3777 _ T
83y 120 FORMAT(I0X,18HHAUTEUR OE SORTIE=,F10,5//) " o o
84, 130 FORMAT(10X,17HANGLE DE CONTACT-.F10.S//)
85, 140 FORMATCY10X,18HRAYON DE LAMINAGE=,F10,5//)
B&, 150 FORMATCI0X,TOHTRACTIONS P40, 577y T
87, 160 FORMATIIOX 17HCONTRE TRACTIONE ,F10,5/7) T T
88, 170 FORMAT(10X,20HMOMENT DE LAMINAGE= ,F10,5//)
89, 180 FORMAT(10X,3HH1=2,F10457/)
Y0, 196’FORMAT(10X.3HTE=,F10.5//) - o
7T STOP :
92, END

LtLLF‘%
o b




51 =

X3z .4B036

PSE  =,55405
MAUTEUK DE SORTIE= L78108
ANGLE LE LONTACTE 19600 .
RAYON DE LAMINAGES 15,7405 _ _
TRACTICN= 9,04595
LONTRE TRACTIONE  =,604%0
HOMENT OE LAMINAGES __ . 24571
Y- 5.6 =AY — o o
$1 = 2,3u291
-, 29247¢
0 366558E=02 _ o
-4, bBL612E=03 , L
L, 3687LIE-Q4
~3,212603E=05
0 X5z L49511 Y3=  =,05140
HAUTEUR D°'ENTREES
P53 =,56294
MAUTEUR OE SCGRTIE= « 72782
ANGLE D& CONTACT= .13138
KAYON DE LAMINAGES 14,0>10U8

Y-45,

2,23>338
'-270/16
3,9462516-02
-t ,310496E~C3
3,764641E-04
-2,7041788=05

§A2 e

Y3n . ~,04994

HAUTEUR D’ENTREES

FRACTIONS 499789

CONTRE TRACTLION= -156492

MOMENT UE LAMINAGE= Fe001

Ré svltats du Programme IX 4.

: .
Y- 25.8 8.4y Y. 25 0- A2
2 g - -
" S
4,082061€=02 Te2B04e .
“4,494675E=03 ML
3,956992E=04 L earaeead
L gl
X3 - _ -3, -
= k8319 v3m 03045 . © 0 X3z L4501 Y33 ~.0309
. LY TTTTTT s
psa - >>:;:7E““ B°ENTREES : MAUTEUR D’ENTREE=
' o P58« 35992
H
AUTEUR DE SORTIE= . ,7¢332 . MAUTEUR CE SORTIES 70557
ANGLE b '
E CONIACT= 112244 ANGLE DE CONTACTS 112691
- Ty — - R R ~ - e
HAYON '
Y DE LAMINAGER 15,13843 RAYON D& LAMiINAGES 14.57670
TRAL = '
TION= . 5.0298Y TRACTION=  5,01386
CONTRE TR - o - :
E TRACTIONE 13909¢ CONTRE TRACTIONZ  =,57093 '
MOMENT Ok LAMINAGE: 5
AMINAGE= ebTBL4. _ MUOMENT CE LAMINAGE= J73182 ©
- I
'- . . '. ------------- s
- ¥ 258 BeA I Yo" el T
§1-2 2,32030 51 22,3501
~,300090 ’ ~.30739>
4.,515516€E=02 el 4,669147k=02
~5,090892E=03 ) o ~5,305108E=03 B
4,588913E~04 “.819192e-04
~3,400583E~05 : ~3,598607E~05
0 X3s .50022 T3z =,0519Y 0 X3= $50543 Y32 -,p5253
HAUTEUR D'ENTREEZ HAUTEUR D"ENTREES
PS= -,206401 P5= -,%6814
HAUTEUR DE SORTIE= 7009 MAUTEUR DE 50RTjE= L 3
ANGLE DE CONTACT= 13580 ANGLE DE CONWIACT= 14036
RAYON DE LAMINAGE= 13,55982 RAYOM UE LAMINAGES 15,095¢9
~
TRACTIONS 4,98196 TRAVTIONS 4,96608
-
CONTRE TRAGCTIONS -e54891f CONTRE TRACTION= .. 5369y
o
MOM&ENT DE wLAMINAGE= 1454500 . MOMENT DE LaMINAGES 132847

P
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ComFroLsston Fl"oar;mme. n'a (A) Cas de F‘Q“"" (c)

1, DIMENSION OTP(M)'PIP(M) TAL34).7B(38), A(Sb).s‘l(b) $2C4), $3(5)¢54

2 1€06)+55C6)056€8),VvI(0),V2¢4),RT¢36) R R

3 N=4 e e _

by P0=0,

S5 READC105,100) THETN

b, 100 FORMAT(F6,4)

7 OUTPUT THETA . -

8. L=4 ¢

9 THETASTHETA®3,14429/180,0
10. M=NeN L e o
11. DD 10 J=1'L - _ PR S — —_
12, ouUTPUT §
13, CALL QMAT(N,M,THEIATHETA,QTP)
14, CALL PMAT(N,M,THEFA+THETA,.PTP) S B}
15, _CALL TMATCN,M,THETA:TA,TB) L e . — o
146, DY 20 I=1,m
17, ACI)STACIISZ,,0%JedTP(D) .
18, 20 CONTINUE . e o
19, D) 30 I=2,N : R S
20, $1(1)=0,0
21, 30 CONTINUE : :
22, $1¢1)=2,0%J ; e . _ I T
23, CALL RESOLCA,S1,N¢K0D,0,0001) e . I
24, CALL MRMULCQTP,S1¢S2,NoeN, 1) =
25, $2¢1)=52(1)e1, i
26, CALL MRMULCTB,S2,93e¢NyN,q) : S L
27, CALL MIKHLCN,S3,X2,Y3,THETA1,0) . o B _ _
28, CALL MIKHLCN,S1,X7,Y1,THETA,1,0)
29, P1=3,14159/4, _
30, CX=COSCPI-THETA) et L
34, SX=SIN(PI-THETA) - e _
32, CALL MRMULCPTP,S1eVIoNaN,1)
33, V1C1)=vi(1) =10
34, CALL MRMULCTB,V1,6¢NeN,1) , S e
3s, CALL RMAT(N,M,THEIAsRT) ) A, e _
36, CALL MRMULCRT,S6,Y2¢N¢N.1)
37, CALL MIKHL(N,Vv2,X¢, Yz.tHErA 140)
38, caLl SLFORC(N V2,AK2 YY2,FX2/FY2, THETA,PO*2*THETA1,0,1%,0) . i e
39, P2=(FX2~ FYZ)'0.70f11 ~ - . N . . _
4o, PT2==(FX2+¢FY2)*0,70711
41, QUTPUT P2,PT2
42, Z2(X3+X1+1)eCXE(YI4Y3) w5 L . R
43, QUTPUT 2 : [ — -
b6, RI=1/2
45, OUTPUT RO
66, X420, _ e L
47, CY4=0, _ o . o
48, txs=0,
49, €ys=0,
50' CFX4=°|
51, CFYL=0, .




60

10

CFx5=0,

CFyYS5=0, N S
Pze1,. e S
00 50 Kk=1,J

Prep

00 60 I=1,N .
S5C(1)=PeS1(l)=Pa(ReT)*S3¢)
S4L(I)EPuKnS3(Y)

CONTINUE

CALL MIKHLUN,S4oX%,Y4,THETA,P)
CALL MIKHL(N.SS.XboYSoTHEerP)
CX4=CX4rXbe1,D

CYsesCY4=Pryy

- EX52CX56XS

CYSE(YS=peyYs5
CALL SLFORC(N.Sb.hxﬁ'YYk;FxboFykpTNETA.Poo-P.P)
CALL SLFORC(N,SS.AxS.YYS.:xs.Fvs.INETA.Po.-p.p)
CFXGE=CFXL=PoFXG . L.
CFYL=CFY4~PaFyh

CFYS=CFYSePwFyS

CFXS=CFXSe¢PwFYS

CONTINUE .

HezCX4wSXeCY4aCX
H52CYSwCXeCX5aSX

HzH4+HS '

HY=2*H/2Z

OUTPUT HT
PN2(CFX4+CFXS+CFYY+LFY5) ), 70711
PCO=2*PN/2

OUTPUT PCO

PC=CX=2+#THETA#SX

CUTPUT PC

PCI1=(PC+PT2)/2

PCFI1=PC1¢PCO .

OUTPUT PCF1

CONTINUE 3

STOP

END




THETA = ,000000

J =1

P2 = 000000
PT2 = ,000000
Z = 1707107
RO 3 1,41421
HT = 1,99999
PCO = ,000000
PC = 707107
PCF1 = 1,00000
J = 2

P2 = ,000000
PT2 & ,0900000
Z = ,707107

RO & 9,416421
HT 2 3,99999
pPCO = ,030000
pe = ,707107
PCF1 = 1,00000
J =3

p2 = ,000000
PT2 = ,000000
2 = 707107

RO =.19,41421
HT 2 5,99999
PCoO = ,000000
pc = ,707107
PCF1 = 1,00000
Jd 2 &

p2 = ,000000
PT2 = ,000000
2 = ,707107

RO = 4,416421
KT = 7,99998
PCO & ,000000
PC = 707107
PCF1 = 1,00000

Risultats de X (]

THETA = 2,00000

J =1

P2 = =8,611431E=02
PT2 = 8,123112E~02
2 = ,845435

RO = 1,22636

HT 3 1,87187

PCO = 7,104445E02
PC 2 ,683742

PCF1 = 1,00916

J =2

P2 = =,152043

PT2 = ,166831

z = 883337

RO = 1,13207

HT = 3,75288

PCO = ,149337

. PC ® 4683742

PCF1 = 1,08960
J =3

P2 & =,2352518
PT2 = ,224548
2 = ,963781

R) = 1,93758
HT = 5,64308
PeO = ,234907
PC = ,683742
PCFY = 1,17733
J =4

P2 = =,329370
pPT2 = ,318079
2 = 1,06059

R = ,9428649
HT = 7,5425%
PLO = ,327774
PC = 46837642
PCF1 = 1,27236

le cos

J 21

P2 = +,193470
pre = ,180461
2 5 947886

RO ® 1,05698
HY 8 1,76436
PLO = ,14450964
PC 5 4643107
PCF1 = 1,03456

J 82

p2 = =,391489
prd = ,365162
2 % 1,145680
RO & 872904
HY = 3,56350
pPcoO = ,31810/

PC 3 4663107

PCF1 = 1,21569
J =3 )

P2 = =,69740"
PTe = 4650495
T = 1,65105

RO & ,689158
HT ® 5.,39788
PLO = ,520945
PC = ,6643107
PCF1 B 4,02622
J & 4

p2 ® =4,23240
PT2 = 1,16949
Z ® 1,98522

RO = ,553721
HT = T7,26799
pcO = ,75350¢6
PC ® ,663107
PCFY B 4,66655

THETA = 5,00000
J 1

P2 8 =,260817
PTEe = 239116
Z = 1,02625

RO = ,974420
HT = 1,71740
pPLO = ,182324
PC = ,653858
PCF1 = 4,05245
J 22

p2 3.-,5688438
PT2 = ,521504

7 = 1,33356
R 3 749874
HY = 3,.48799

PO = ,409870
PC = ,4653858
PCF1 = 9,29124
J =3

p2 = =1,1518%
PT2 a 4,0559%95
Z = 1,91518

R) = ,522143
HT = $,31288
PCO = ,483817
PC B ,653858
PCF1 = ¢4,57438
J = 4

p2 = =2,67483
PT2 = 2,45207
7 =.3,43455

RO &= ,291159
HT = 7,19321
PCO = 4,004506
PC = ,653858
PCF1 = 1,90848

THETA = 6,00000
J =1

p2 = =,339063
PT2 = ,305559
Z = 1,11509

R & ,896791
HT = 1,47458
PCO = ,220699
PC = ,6465342
PCF1 = 1,07346
J =2

P2 = =,812141
PT2 = ,731847
2 = 1,58659

RD & 630284
HY = 3,420632
PCO = ,50665%
PC 3 ,645342
PCFY = 4,37467
J = 3

P2 = =2,01999
pre = 1,82016
2 = 2,79038

RO = ,358374
HT = 5,2514%6
PCO = ,859894
Pe & ,845342
PCFY = 1,74367
J = 4

P2 = =14,5%231
PTZ = 19,4727
Z 3 12,3612

RJ 8,089848E=-D2
HT 7.45833
PCoO = ¢,28250
PC = ,645342
PCF1 = 2,18193

fnon

- il -
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THETA = _000000

J =1

RO = 1,44422
HT = 4,00000
PCF = 1,02000
J = 2

RO = 1.641422
HT = 2,00001
PCF = 1,00000
J =3

RO = 1,41422
HT = 3,00002

RO = 1.41622
HT = 4,00002
PCF = 1,00000

THETA = 6,39000

2.35111

-5 ,396933E-04
4, 47169
780957

| Resoltats de X (3F)

THETA = 2,00000 -

0= 1
T = 2,13170
¢

«984741

0= ,999896
T = 4,26263
CF = 979678

VY Ve UXDVDe VYD VT

THETA = 8,00000
J.= 1

RC = .936123
HT = 1;26970
PCF = ,5Q7726
J = 2

RO = ,47Y207
HT = 2.4019%
pPCF = ,819600
J. =3

RO = 4,202590E-02
HT = 3.46309
pcF = ,735358
J = 4

RO -,3/6695

THETA = 4,00000
J =1

RO = 1,19579
HT = 1,13356
PCF = ,978693
J= 2

RO = ,979756 .
HT = 2,24499
PCF. = ,957608
J =3

RO = ,745%75
HT = 3.33464
PCF = ,936743
J= 4

RO = 4554415
HT = 4,40284

PCF = ,91609>

THETA = 10,0000

RO = 791746
KT = 1.29858
pCcF = ,850681
J = 2

0
(o]
wu
1
.
(V. )
~N
o
w
-—
wr

3,43397
583099

= -,830820
HT = 4,31066
PCF = 462763

\e cas (b)

THETA = 5,00000

J =1

RO = 1,13469

HT = 11,4645

PCF = ,966004
J = 2

RO = ,B859896

HT = 2,29357

PCF = ,932574
J =3

RO = ,589638

HT = 3,38795

PCF = ,389970¢
J = 4 :

RO v323795%

HT = 4,44852
PCF.= JR67376

THETA = 15,0000

J =1

RO = ,396220
HT = 1,3853¢%
PCF = ,46392¢4%
J =2

RO = =,45Y(373
HT = 2,4¢101
PCF = 337953
J = 3

RO = =1,18876
HT = 3,12849
PCF = 8,257365E=(2
J =4

RO = =1,31944
HT = 3,62629
PCF = =,136613

THETA = 6,00000
= 4

= 1,07101
= 1,19432
L550044

- O
-

2
= ,736208
= 2,33619

901314

-4 O
|13 1]

3
= 409437
2 3,42743

L853789

o - QO
fHtom

4,46999
= ,807370

WX XV DT V&G U Ve UX 0

O+ O
T m

THETA = 19,3000

RO = 3,132479E=92
HT = 1,41100

PCF = ,378614

J =2

RO = =,995319

HY = 2.2205¢

PCF = «7,658195E=(2
J = 2

RO = =1,7Y134

RT = 2,563167

PCF = « 424490

J =4

RO -2,42552

HT = 2,76218
PCF = =, 698169

= 9,040707E=02 -

_8171__




Comr ra.!’:s;on

10,

26 .

20,

3In .

31,
3.
33,

3o,

L
3n.
37.

IR, -

30,
Lo,
41,
42,
43,

N YA

45,
Lk,
47,
Y
4o

Sq.,
51.°

100

10

40

T4t

S

70

300

«1C

disconh‘nui"'é dela vitessa §=0. ProngMMG.Y

DIMENSINN TA(36),pT(34),

ATC36) ,UT(36),u2(35),W3C34),A4(34),P(34),V

TPR(36),YPTI(36) ,ARCO1A),AT(016),C(7).80(8),81(6), YR(A) ,VI(HY,V1(8),
T 2TR(O) 4 TICH), TB(36):TA1(16) $1(6),83CA).S4(5),55(5),55¢(4)

N=6
THETA=19,6645

READ (105,100)p0

FORMAT(F,0)

THETASTHETA%3,141597120,0

My

]

CALL PYAT(N,MiTHETA,THETA,PT):
CALL OMAT(N,M)THETA,THETA,OT) A
CALL TYAT(N,M,THETA,TA,TR)
CALL MR"‘”L(TAOTAIU1I”'VON)
CALL MIMUL(WT s TA»W2,N,N,N)

po 10 I=1,4

ACTI)=u2(I)=0T (1)

Ap(I)=a(1)

S TAYCL) =TALT)

CONTINJE

CALL DANILEV(TA,N, YR TI,C.,VR,VI,x00,3,0051)

OUTPUT xOD

CALL VECPQI(N:TA1.VQ.VI.VPR.VpI.AR.A';BN.BI,°.00)1)
erTE(108050)(VR(I):T=1'Y’i)

TWRITECIDE,51)

UR!TE(‘O?‘;SO)(V!(')173105-1)

WRITE(128,51)
vo 40 I=1,N

HRITECING,SO)(VPRITI=141),0=1,%,M)

PO 41 I=1,M

WRITECTIO8,50)4VPI(E=1+3),321,%,N)
FORMAT(X,6F18,5)

FORMATC(/ /)Y
“bo 70 J= 1 N
I1=4

S1¢Jd)= VDP((I-1)*V*J)

CONTINJE .

CALL COorDXY(N,ST,¥X1,YV1,X1, v1 THETA,1.0)
Hi=(y1ex1)+0,.70711
H2=(y1=x1)*0,.70711
CALL MIMUL(W1,51,84,H,%,1)

CALL CORDXY(N,S4,XX4,YV4,X4, YA.THETA.1 )
HI3==(X4+Y4)n(,70711
uA:(xa-v45~0.73711

W=H3+H)
WRITE(CIN8,300)4

FORMAT(x,*w="',F10,5)

=42+ H4%.
RAP==yl/H

WRITE(108,410)RAP

FORMAT(X,'RAP=
P1=3.,1%159/4.0

*4F10.5)

@L) meHode Jog\;anq, propres.
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11
114
112
115

118

11%

117

151 -

SUBROQUTIKE pUL(X,V)
P1=3.14159265359

R=¥

EPS=1E~15 .
IF(ARS(Q)*EPS)108010Q.100

X=ABS(Y)

Y=Y+pI1/2,/X%
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RETURN
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SUBROUTINE CART(X,Y)

‘ReX

X=X*C0S(Y)
Y=R*SIN(Y)
RETURN

END
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CONCLUSION

Pour la plupart des problémes aux limites de type mixte que l'on rencontre
en formage des métaux et dont la solution conduit & la résolution d'une &quation
intégrale linéaire, la méthode de résolution exposée dans cette étude donne de
bons résultats. L'avantage que posséde cette méthode numérique pour construire
le champ des lignes de glissement sur la méthode graphique de Prager et la méthode
aux différences finies est la possibilité de construire le champ en question sans
avoir besoin de la forme des lignes initiales de base. La recherche de la forme
de ces lignes de base se réduit alors & l'inversion d'une équation matricielle.

Le reste du champ est construit par les opérateurs des transformations linéaires.

Cette méthode matricielle permettant de résoudre le probléme i 1'aide
de l'ordinateur a aussi l'avantage d'@tre plus exacte, moins onéreuse et plus
rapide que la méthode géométrique de construction pas & pas malgré les difficultés
8 mettre au point des programmes de calcul adéquats.

Mais cette méthode nous limite tout de méme aux problémes qui conduisent
d des éguations linéaires et ol n'interviennent pas de conditions & la frontiére
non linéaires”du type frottement de Coulombs par exemple.

De tels problémes ainsi que les problémes de formage des métaux dans
lesquels on tiendra compte de 1l'&crouissance, de la température, des vitesses de
déformations et des effets élastiques(lelaminage par exemple) peuvent &tre résolus
numériquement par la méthode des &léments finis. Pour le laminage, la méthode de
Runge-Kutta d'ordre L4 permet l'insertion dans 1'équation différentielle i intégrer
les effets &lastiques et une loi d'écrouissage.

Mis & part, les problémes &tudiés ici, cette méthode matricielle peut
s'appliquer & plusieurs problémes linéaires a'intérét pratique. Nous en citons
1'extrusion asymétrique, l'extrusion avec réduction moyenne, le poingonnet plat
sur un fond lisse, 1l'étirage & travers une matrice inclinée rigide et lisse ainsi
gque la compression entre deux plateaux partiellement rugueux (utilisation de

1l'opérateur G).
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La méthode graphique de Prager posséde 1l'avantage de s'appliquer aux
problémes non linéaires ainsi que la méthode des perturbations de Spencer (1962).
Cette méthode matricielle ne concerne donc qu'une classe de problémes

linéaires d'intérét pratique certain.




BAQUE P.

HILL R.

KACHANOV L.

PRAGER .

JOHNSON and MELLOR
MANDEL J.

MANDEL J.

MANDEL J. et PARSY
GERINGER H.

R. HILL

[.F. COLLINS

I.F. COLLINS

EWING D.J.F.

PRAGER W.

ALEXANDER J.M.

_155_

BIBLIOGRAPHIE

Mise en forme des métaux, DUNOD 1973,

The mathematical theony of plasticity, 1950.

ELements de La théonie de Ra plasticité, Editions MIR, 19%5.

Theory of pernfectly plastic s0lids, DOVER, Public inc. New-York, 19571.
P.B. Engineering plasticity. VAN NOSTRAND REINHOD COMPANY.

Problemes de defonmation plane (contraintes planes) pourn Les

conps pargaitement plastiques.

Bases physiques et Equations fondamentales de La théornie de La
plasticite. '

F. Quelques problemes trnidimentionnels de La théonie du corps
parpaitement plastique.

Fondement math@matique de fLa théornie des conps plastiques Lsotropes.,
J.M. 1937,

On Zthe vectorial supernposition of Henky-Prandtl nets.
J. Mec. Phy. Solids 15, 255-262 (1967).

A Matrnix technique for constructing slip-Line fLeld solution to
a class of plane strhain plasticity problems.
Int. Joun. of Numerical Method In Ing. Vol£. 7 (1973).

Geometrie propenties of some s&ip Line fLeld forn compression and
exthusion,
J. Mec. Phy. SOKLdA, 16, 137-152 (1968).

A sernies method for constructing plastic s8ip Line fLlelds,
Mec. Phys. Solids, 15-105-114 (196%).

A Geometrnical Discussion of the s€ip Line field in plane plastic §Low.
Kunglika Teckniska Hogskolans Handlingar (1953).

A s8ip Line §ield gor the Hot Rolling Process M.T.D.R.




_156_

CRANE F.A.A. & ALEXANDER J.M. Slip Line §ields and deformation in Hot Rolling of

ALEXANDER J.M.

Strip.
Jou. of the Insti. of metals (1968).

On the Theorie 0f Rolling.
Proc Royal. Soc. A 326 535-563 (1972).

DEWHURST P., COLLINS I.F. & JOHNSON W. A class of s&ip Line fLeld solutions for the

GREEN A.P.

COLLINS I.F.

SPENCER A.J.M.

OROWAN E.

SIMS

Hot Rolling of stnip.
J. Mec. Engin. Science wvol. 15, n® 6, 1973.

A theoretical investigations of the compression of a ductife material
between smooth §Lat dies.
Phil. Mag 42, 900 (1951).

The algebraic - geometry of s&Lip Line fields with applications

- to boundary value - problems.

Proc. Roy. Soc. A 303, 317-338 (1968).

Perntunbation methods in plasticity Plane strain of non Homogeneouws
plastic s0Lids.
J. Mech. Phy. Solids, vol. 9 279-288 (1961)

«The caleuwlation of noll fonrce and torque Lin hot and cold fLat

Rolling.
Proc. Inst. Mech. Eng. 150 (1943).

Caleulation of roll force and torque in hot rofling milLs.
Proc. Inst. Mech. Eng. 168 (1954).




