50 316
1

A Q13
qSrﬂre 715 50376
1978
UNIVERSITE DES SCIENCES ET TECHNIQUES DE LILLE | 71
THESE

présentée a
L'UNIVERSITE DES SCIENCES ET TECHNIQUES DE LILLE |
pour obtenir
LE GRADE DE DOCTEUR DE 3éme CYCLE

Spécialité : MATHEMATIQUES PURES

par

Didier LOSFELD

Sur la normalité forte des extensions différentielles linéaires

THEORIE DE PICARD -VESSIOT

Membres du Jury : D. LEHMANN, Président
R. BKOUCHE, Rapporteur
L. GRUSON, Examinateur

Soutenance : Septembre 1978



Cet exposé réunit les travaux de
C. DELAUTRE

sur les U-modules (ch. I)
et les extensions Lie-Galoisiennes (ch. III)
et de

D. LOSFELD

sur les extensions de PV et PV-normales
(ch. II) et leurs liens avec les fibrés
plats (ch. IV).

Le chapitre O (Préliminaires)
a été rédigé en commun.

Nous remercions vivement Monsieur le Professeur LEHMANN d'avoir

bien voulu présider notre jury de thése.

Nous sommes trés reconnaissants d Monsieur le Professeur GRUSON

d'avoir accepté d'y participer.

A Monsieur le Professeur BKOUCHE, nous exprimons notre profonde
gratitude : sans ses conseils, ses encouragements, ce long travatl n'aurait

~

Jamails été mené 4 son terme.

Nous adressons également nos remerciements d Madame BERAT et
Madame LENGAIGNE pour le soin et la diligence dont elles ont fait preuve

quant 4 la réalisation matérielle de cet ouvrage.

Nous remercions enfin tous ceux qui, d L'UER de Mathématiques
de LILLE I comme ailleurs, nous ont aidés de leurs remarques et entourés

de leur sympathie.

C. D.
D. L.



SOMMATIRE

Introduction.

CHAPITRE O :

PRELIMINAIRES.

CHAPITRE

0.

I

OB I o

1
1. 2
1.

1. 4 - Trivialite.

Notations.
Bigebres.

Extensions negulienes.
Operateuns digferentieds.
Extensions forntement normales.

|

0
I
2
3
4

: D-MODULES.

1

Opératewns difperentiels Lintaires.
D-modules. ‘
Constantes.

3

!

Annexe : Algabre d'opirateuns diffirentiels.

4.

CHAPITRE 1 bis : ALGEBRE DE JETS.
CHAPITRE 2 : EXTENSIONS PU-NORMALES.
2. 1 ~ D-modules de Picarnd-Vessiof.
2. 72 - 1déaux de Picard-Vessiot.
2. 3 - Extensdons de Plearnd-Vessicf.
2. 4 - Extensions PV-nonmales.
CHAPITRE 3 : EXTENSIONS LTE-GALOISTENNES.
3. 1 - Algebre de Lie-Galois.
3. 2 - Bigedre de Lie-Galodis.
3. 3 - Extensions Lie-Galoisiennes.
3. 4 - Nommalite des extensions Lie-Galodsdennes.
Annexe : Exemples d'extensions Lie-Galodsiennes.
CHAPITRE 4 : FIBRES PLATS.
4. 1 - Fibrés et connexions
4. 72 - Extension de PV associle & un f4ibre plat

-~

3 - Fibné plat assocdé & une extension de PV.

Référnences biblioghaphiques.
Biblioghaphie historique (tentative de).
Index des notations.

Index des déginditions.

16
21
32

44
49
58
62
70

73

77
&1
&9
97

103
107
108
112
121

127
136
142

150
151
158
161



INTRODUCTION

Cet exposé a pour but de faire le point sur les différentes notions
de normalité forte des extensions différentielles, dans le cas linéaire.

Introduite par E.R. KOLCHIN dans [KL], puis, avec une définition
nouvelle dans le cas régulier, par A. BIALYNICKI-BIRULA dans EBQ], la norma-
té forte conduit & une bonne théorie de Galois des extensions différen-
tielles, ce qui n'dtait pas le cas de la normalité simple [Kd] ; en parti-
culier, si L est une extension fortement normale de K, le groupe de Galois
différentiel de L sur K est un groupe algébrique de dimension le degré de

transcendance de L sur K.

Le Chapitre I de 1'exposé est consacré a la construction d'un outil :
la théorie des 0D-modules. T &tant un espace de dérivations sur un corps K,
stable par le crochet, on considére l'algébre 0D engendrée par K et T ; un
D-module est alors un T-module Dkﬂ dont la loi de dérivation est a courbure
nulle ; on s'intéresse en particulier, au cas oi T est engendré par les dé-
rivations de structure d'un corps différentiel XK. Un D-module est trivial
s'il est engendré sur K par ses constantes, et la catégorie des D-modules
triviaux est &quivalente 3 celle des espaces vectoriels sur le corps k des
constantes de K ; un sous D-module d'un module trivial est trivial, et en
dimension finie, un D-module est trivial si et seulement si sa dimension sur
K est égale 3 celle de l'espace de ses constantes sur k (en général, cette

derniére lui est seulement inférieure).

Le Chapitre II introduit la notion d'extensions PV-normales d'un
corps différentiel, par analogie avec la définition de N. BOURBAKI des extensions
algébriques normales Dﬂﬂ. Un D-module est de PV si tous ses éléments sont
de Picard-Vessiotsur K [bﬁ] ; un idéal 1 de DK est de P V si D/I est
un DP-module de Picard-Vessiot i.e. si D/I est de dimension finie sur K.

Un idéal de Py I est complétement résoluble dans une extension différentielle
L de K si la dimension sur K de D/I est égale & la dimension sur le corps

des constantes de L de l'ensemble Sol(I,L) des éléments de L annulés par I

(en général cette derniére lui est seulement inférieure) ; si de plus, L et K

ont méme corps des constantes et L est engendré comme corps différentiel sur



K par Sol(I,L), L est une extension de PV de K associée 3 1. Dans le
cas ordinaire, la notion d'extension de PV associée & I coincide avec
celle d'une extension de Picard-Vessiot associée 4 1'équation différentielle
D=0, ot D est un générateur de 1I. Une extension de PV réguliére est

fortement normale, et le groupe algébrique Gal(L/K) est affine.

On définit alors : L est une extension PV-normale de K si L est de
type fini sur K, de méme corps des constantes que K, si L est le corps des
fractions de 1'anneau A des &léments de PV de L sur K, et si, pour tout f dans
A, 1'idéal de PV I; = {8 € DK{é(f) = 0} est complétement résoluble dans L. Une
extension PV-normale est une extension de PV,une extension fortement normale telle
que Gal(L/K) soit affine est PV-normale, et une extension algébrique PV-normale,

de corps des constantes algébriquement clos, est galoisienne.

Le Chapitre III développe une théorie infinitésimale de la normalité
forte. L'algébre de Lie-Galois d'une extension différentielle L de K est
1'algébre de Lie des constantes du D-module des K-dérivations de L ; sa
dimension est donc inférieure ou égale au degré de transcendance de I sur K.
L'application qui & un sous-corps différentiel M de L contenant K fait
correspondre 1'algébre de Lie-Galois de 1L sur M, et celle qui a4 une sous-
algébre de Lie de 1'algébre de Lie~Galois de L sur K associe le sous-corps
de ses invariants (i.e des &léments qu'elle annulle) conduisent 3 une corres-—
pondance de Galois analogue & celle &tudiée par E.R. KOLCHIN dans [ko] . On
définit alors : L est une extension Lie-galoisienne de K si 1L est de type
fini sur K, de méme corps des constantes que K, K est algébriquement fermé
dams L, et si l'algébre de Lie-Galois de I sur K a pour dimension le degré
de transcendance de L sur K, 1i.e. si le D-module des K-dérivations de L
est trivial. Dans ces conditions, L est une extension Lie-Galoisienne de tout
sous—corps différentiel M contenant K, et algébriquement fermé dans L ;
de plus, M est une extension Lie-Galoisienne de K si et seulement si 1'al-
gébre de Lie-Galois de L sur M est un idéal de celle de L sur K, et
1'algébre de Lie-Galois de M sur K est alors canoniquement isomorphe 3

leur quotient.

Si L est une extensionlie-Galoisienne de K, 1la K-algébre des
opérateurs différentiels sur L au sens de [Hi] est isomorphe au smash-produit
{ﬁS} de L et de la bigébre enveloppante de 1'algebre de Lie-Galois de L
sur K, et, par suite, est un D-module trivial. On en déduit qu'une extension

Lie-Galoisienne L de K , telle que L soit le corps des fractions de



1'anneau des éléments de PV est une extension PV-normale de K.

D'autre part, si L est une extension de PV de K, on construit
une injection de 1'algébre de Lie du groupe algébrique affine Gal(L/K) dans
1'algébre de Lie—-Galois de L sur K, et on en déduit que L est une ex-

tension Lie-galoisienne de K.

Dans le cas linéaire (L corps des fractions de 1'anneau des €léments

de PV sur K), on peut donc conclure & 1'équivalence entre :

% 1. extension fortement normale de K de groupe de Galois affine ;
* L extension PV-normale réguliére de K ;
* L extension de PV réguliére de K ;

* L. extension Lie-Galoisienne de K.

Le chapitre 1V, enfin, fait le lien entre la théorie algébrique des
extensions différentielles et des U-modules développée dans les chapitres
précédents, et la théorie géométrique des fibrés principaux et des connexions
plates : la donnée d'une extension de PV de groupe de Galois G correspond,

sous de bomnes hypothéses, d celle d'un fibré plat de groupe structural G.
group

Méme si la rédaction en reste essentiellement algébrique, ce dernier
chapitre, par son point de vue, peut permettre de replacer l'algébre différen-
tielle, telle qu'elle a évolué depuis E.R. KOLCHIN, dans le contexte géométrico-
analytique des groupes de Lie oii 1'avaient développée 3 1'origine E. PICARD et

E. VESSIOT.

On trouvera, 3 ce propos, en conclusion de cet exposé, une biblio-
graphie présentant dans un ordre chronologique des articles et ouvrages qui
ont jalonné, depuls prés d'un siécle, 1'histoire de 1'algébre différentielle,
liste qui ne saurait €tre, cela va de soi, ni exhaustive, ni exempte de parti

pris.



\ CHAPITRE 0
PRELIMINATIRES
0.0. - Notations.
[:: 0.01. - Dans cet exposé, les anneaux considérés sont unitaires, d'é-
lément unité 1, contenant Z, et, sauf mention contraire, associatifs ; les

modules sont des modules a gauche (unitaires), les sous—anneaux contiennent 1,

et les homomorphismes d'anneaux transforment 1 en 1.

Les notations et définitions sont, en général, conformes d celles des
"Eléments de Mathématiques'" de N. BOURBAKI pour 1'algébre, de "Introduction aux
catégories et aux problémes universels' de POITOU-JAFFARD pour le langage des
catégories, et de "Introduction to algebraic geometry" de S. LANG pour la géo-

métrie algébrique.
En particulier, pour tout ensemble E, ]E est 1'application identi-
que de E ; pour toute application f définie sur E, et tout F CE, f[E

est la restrictionde £ & F ; pour tout (a,b) ¢ E2, 5: est le symbole de

n n!

Kronecker ; et pour tout (n,p) e mz, p < n, (p) = ————— (coefficient
p!(n-p)!
binomial).
[:: 0.02. - Soient E et A deux ensembles quelconques.
A ' . . . A
E  est l'ensemble des applications de A dans E ; si f ¢ E' et
Ae A, onpose £ = f()) et f = (f)) 3 E(A) est 1'ensemble des f ¢ gl
A A" Aeh —_—
()

tels que {A ¢ Alfx # 0} soit fini ; f eE est noté Z £ ..

xeA A

Si E est un monoide (resp. un module), il en est de méme de gl

(n) A

et E est un sous-monoide (resp. sous-module) de E



[

Remarque : Si A est fini de cardinal n, E(A) = EA est canoni-

. - n
quement isomorphe 4 E .

Si E =N, tout pe A est identifié a 1'application X +F— 63
de A dans IN ; pour tout o € N(A), ona donc o+ u = Z aA.A + (uu+1)u.
A1
Si asB (i.e. Y2reh o, g8), B-a= ) (B -a)A.
A A —— A A
A€l
. 1) - | = '
Enfin, pour tout o € N , oOn pose |g| = z ax, alt = I (al!),
e A - el A
o “ o!
et pour tout vy £ a, (Y) = 1n (") = ————— . Soient, d'autre part,

reh A y!(a-y)!
un monoide A (de loi interne notée multiplicativement et d'unité 1), et x

On suppose, de plus, que 1'une des conditions suivantes soit satisfaite

* x est commutatif (i.e X, X = X X pour tout X et u € A)

AT u A

* ) est totalement ordonné ;

alors, pour tout d € N(A), a # 0, on pose 53_ = 1 xxx, et x° = 1.
Aeh
Si x est commutatif, on a donc xaxB = xBxa = xa+6, Yo et B € N(A).
0.1. - Bigebnes.
0.11. - Soit k un anneau commutatif et A un ensemble.

A est une k-algébre (associative et unifére) s'il vérifie 1'une
des conditions suivantes &quivalentes

i) A est un anneau et il existe un homomorphisme d'anneaux
J : k> A tel que (k) soit inclus dans le centre de A ;

ii) A est un k-module et il existe deux k-morphismes (i.e. appli-

cations k-linéaires) m, A @k A->A et Ny ¢ k » A tels qu'on ait les d.c.

(diagrammes commutatifs)

€

A

A .



* assoclativité

m, 8 1
A A
A @k A 8k A A @k A
lA e my l m,
A8 A A
k m,
* unité
n@l 1. ®n
A A
———-———+
A@A A@kk A@kA
et
o) A
A
ol i1 (resp. iz) est le k-morphisme canonique X ® a+~ Aa (resp. a & A » )a).

m, est alors appelé multiplication de A, et N unité de A.

A est commutative si on a le d.c. suivant :

oi o0 est le k-morphisme canonique a ® br b 8 a.

A8, A est alors une k-algébre de multiplication

e . . .. .
E#A (2] m&] 0 []A ® o0 IA] et d'unité N ] na oi (i désignant le k-morphisme

canonique de k dans k Qk k:1lm1861).



Enfin, &tant donnés une k-algébre (A',m

A"nA') et un k-morphisme

f : A> A", f est un homomorphisme de k-algébres si 1'on a les d.c.

A @k A __f_:@_._f_ﬂ Al @k Al A ___t.___.* A
mA mA' & /\]A'
A £ A’ k
Plus généralement, étant donnée une k-algébre commutative K, on

appelle (k-K)-algébre, une k-algébre A telle qu'il existe un homomorphisme
de k-algébres f : K+ A ; A est alors muni d'une structure de K-module a
gauche (resp. d droite) par (X,a) » f(A\)a (resp. af(}r)) ; comme convenu,

seule la structure 3 gauche sera considérée.
I 0.12. - Soit k wun anneau commutatif et A une k-agébre.

La k-algébre A est graduée (de type N) s'il existe une suite

(An)neN de sous-k-modules de A tels que

2
* our tout e, A A C A .
P (p,q) p 84S Apeq

Si § : A+> B est un homomorphisme de k-algébres graduées (i.e.,
c .
pour tout n € N, ﬁ(An) Bn)’ $|An est un k—morphlsme de An dans Bn et
§ est injectif (resp. surjectif) si et seulement si, pour tout n e N, ﬁlA
n
est injectif (resp. surjectif).
Enfin, un A-module M est gradué, s'il existe une suite (Mn)n

elN

de sous-groupes additifs de M tels que

2
% pour tout (p,q) € N AM c M .
P P-4 P q ptq



[

La k-algébre A est filtrée s'il existe une suite, croissante ou

décroissante, (A ) de sous k-modules de A tels que
n” neN

* A=\ A
nelN n

2
* pour tout s € N A A CA
P (p,q) R

* 1 € A .
o

Remarque : Si la filtration est décroissante, la premiére condition

équivaut & A = AO et entraine alors la troisiéme.

Exempfe : Soit B un anneau et M un idéal bilatére de B ; si,
n . . .
pour tout n € IN, on pose Bn =M, 1la suite (Bn)ndN (décroissante) est

une filtration de la Z-algébre B, appelée filtration M-adique.

Soit A une k-algébre filtrée par la suite (A)

n’ nelN’
Pour tout n € N, on pose grn(A) = An/An—l’ si la suite (An)neN
est croissante (par convention A, = {0}) ou grn(A) = An/An+l’ si la suite

est décroissante, et on note fn la surjection canonique de An sur grnA.

Le k-module gr(A)= & grnA, muni de la multiplication définie par Z-bili-
nelN

néarité, a partir de la formule fp(a) x fq(b) = fp+q(ab)’ est une k-algébre

graduée associée 3 la filtration (A ) .
n’ nelN

ExemBZQ : Soit B un anneau et M un idéal bilatére de B ; 1la

Z-algdbre gradue associée & la filtration M-adique de B est notée gr_B.

Si h : A-> B est un homomorphisme de k-algébres filtrées (i.e.

pour tout n.e N , h(An) CZBn) et si pour tout n € N , on note f; la

surjection canonique de Bn sur grnB , 11 existe un k-morphisme

hn : grnA > grnB tel que 1'on ait le d.c.



h{A
A ———— B
n n
f f'
n n
hn
—_—
gr A gr B
gr(h) = ® hn est alors un homomorphisme de k-algébres graduées

nelN
de gr A dans gr B.
Lemme 1.- Soit h : A > B un homomorphisme de k-algébres filtrées
par des suites croissantes de k-modules.
a) Si gr(h)' est injectif ,alors h est injectif ;

b) Si gr(h) est surjectif,alors h est surjectif.

Demonstration :

a) Si a # 0 est tel que h(a) = 0, en choisissant p = inf{qufaeAq}
na: 0= f'(h =h (f .
o p( (a)) p( p(a))

gr(h) est injectif, donc aussi hp = gr(h)lgrp(A), d’'ol fp(a) =0

et a e A s absurde.
p-!

. . | - =
b) Pour tout bn € Bn’ il existe a € An tel que fn(bn) = hn(fn(an))

. . _ P .
fn(h(an)) i.e. bn h(an) € Bn— on en déduit par récurrence sur n que

] ;

P

h|A : An > Bn est surjectif, donc, comme B = U Bn’ que h est surjectif. il
n nelN

[:: 0.13. - Soit k un anneau commutatif.

On appelle k-cogébre (coassociative et counitaire) un k-module C

muni de deux k-morphismes ¢ : C > C @k C (appelé comultiplication) et

y ¢+ C >k (appelé counité) tels que l'on ait les d.c.
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* coassoclativité

C C @k C
c (:@1C
—_—_—
C @k C e o C ®k C Gk C
C
* counité
c < > C® C c < ce C

k - k

1 ’ 1]
h Y@lc et h ICSY

k @k C C 8k k

oi h' '(resp. h'") est le k-morphisme canonique : a1 8 a (resp. a ©> a8 1).

On dit que C est cocommutative si on a le d.c.

cecC -+ C %‘C

oi o désigne le k-morphisme canonique : a ® bt b @ a.

C @k C est alors une k-cogébre de comultiplication c¢c® c et de
counité : a 8 b y(a)y(b).

Etant donnés une k-cogébre (C',c',y') et un k-morphisme f : C > C',

f est un homomorphisme de k-cogébres si on a les d.c.




C £ > C' c £ c'
cl lc' et \;\\\! ///<:
. #
\
C Sk c —— %&C k

fof

Remarque : On note la dualité entre les définitions de k-algébre et

k-cogébre.

On appelle k-bigébre un k-module H muni 3 la fois d'une structure

de k-algébre et d'une structure de k-cogébre telles que

4% la comultiplication ¢ de H soit un homomorphisme de k-algébres,

# la counité  y de H soit un homomorphisme de k-algébres vérifiant

yon = ]k.

Pour tout h € H, on notera c(h) = z h ® h .
’ 1 2
(h) (n (2)

Si V et W sont des H-modules, le H @k H-module V Qk W est munt

d'une structure de H-module induite par ¢, 1i.e. de loi externe

(h,v8w) +— X h(l).v <] h(z).w. D'autre part, k est muni d'une structure de

(h)

H-module induite par vy, i.e. de loi externe (h,A) w y(h)a.
[:: Soient (H,mH,nH,c,y) une k-bigébre et (B,mB,nB) une k-algébre.

On suppose que B est muni d'une structure de H-module, de loi

externe (h,b) +» h.b, telle que la structure de k-module de B induite par

!
coincide avec la structure initiale, i.e., pour tout ) ¢ k et b e B
ng(A)-b = nzO)b.
B est un H-module-algébre si les k-morphismes m, et sont des

B ng

H-morphismes, i.e., pour tout h ¢ H, b et b' ¢ B

(%)(h(]).b)(h(z).b') = h.(bb') et nB(y(h)l) = h.l.
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Lemme 2. - Si B est un H-module algeébre, le k-module B 8 H est

k
une k-algébre de multiplication m # :(b®Mh) & (b' ® h') » X b(h .b') & h
4 ()
et d'unité n :c 110 1.

(1) )

Démonstration : Si ¢ est le k-morphisme h &b » h.b de H® B

dans B on a

o

= (mB ] 1H) 0 (1B 8 £® mH) 0 (1B8H ® o8 1H) 0 (1B 8c ® ‘B@H)’
d'ol m# est un k-morphisme ; n# est manifestement un k-morphisme.
Pour tout b ® h, b' 8 h', b" 8 h" € B @k H, on a
Z = m#(b @ h e m#(b' ® h' 8 b" 8 h'"))
=) ) b(h .b") (h .b") 8 h h"
B &) ) (1) (1) M@ "2
en utilisant (c @ 1) 0 c(h) = (}zl) g h(])(]) 8 h(l)(z) 8 h, et
(N
. ! ' h' b" "
T : b®h vy @by ®hiy 8b @h(])9 () ® & h" |
Py y P By P @ B ()
ona Z=710 {I;8 [(c81,)0c]81,8cel . }(b&heb' &h' b" &n") ;
or (c 8 1) 0 c(h) = (1, ® ¢) 0 c(h) = ) by ® Boyery © Beay(y ©t
(h) (h, )
(2)
e(hpyh") = | Lo Raymry @by @b o0
(h,,\) (h")
(2)
z= 3 7 ) b(h,,,.b")(h h! ,.b") 8 h h"
G Gy D (2) (17 (1) ) (2)"(2)

& (E( Jh") by 0 (M )Ty -0™ & [hyyh] (5)h"
2

m#{m# (b®h®b'"®h') 8 b" ® h"} 3 d'ol 1'associativité

par k-linéarité.
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Pour tout b@heB@kH, m#((l®l)@(b8h))=b®h ; et

# -
m((b 8 h) & (1 8 1)) y blhepy-1) 8 byl = ) v(h )b & h

(h) (h) (2)

b®m, 6o (y 81)()h
H H (h)

(1) 8 h(Z)) =b®h ;

i

d'od, par k-linéarité, n" est l'unité. B

La k-algébre (B @k H, m#,ﬂ#) est appelée smash-produit de B et H

et notée B4 H. (Définition de HEYNEMAN-SWEEDLER dans [HS] 1.8 ).

[ 0.14. - Soit k un anneau commutatif.

On considére 7 une k-algébre de Lie, i.e un k-module muni d'une
multiplication k-bilinéaire motée (x,y) v [x,y] telle que

* [x,x] =0

* [x,[y,z]] + [y.[z.x]] + [z,[%,¥]] = 0 (identité de Jacobi).

Sur toute k-algébre L, le crochet [x,y] = xy~yx 1induit une structure

de k-algébre de Lie dite associée ; un k-morphisme ¢ : ? + L est alors une

a—application si 0([_—x,y]) = g(x)o(y) = o(y)o(x) = EO(X),O(Y)], Y(x,y) egz-

Soit T 1'algébre tensorielle du k-module ?’ et J 1'idéal

bilatére de T engendré par {x ®y -y © x - E{,y] /%, € 7} 5 la  k-algébre

quotient Uk(g) =T/J, est appelée algébre enveloppante de g ; le composé

o, de 1'injection canonique de 7 dans T et de la surjection canonique .
de T sur Uk(7)’ est une qg-application de g dans Uk(y) ; de plus,

(Uk(?')’ oo) est solution du probléme universel suivant

pour toute k-algébre L et toute g-application ¢ : y > L,

il existe un unique homomorphisme de k-algébres 1 : Uk(y) > L tel que o = Tog .
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. n
Pour tout nefN, si T est le sous k-module de T engendré par

les tenseurs homogénes d'ordre n (i.e ™ = %{ 8 gf 0 ... 80 gf , 10 fois),
2

et Tn = @ T, la k-algébre Uk(j/) est filtrée par la suite croissante
i=0

(Un)neN od U = nO(Tn), et est engendrée, en tant que k=-algébre, par

00( %f) et 1.

Soit gr(U) 1la k-algébre graduée associée a la filtration (Un)neN’
et pour tout n € NN, fn la surjection canonique de Url sur grn(U). On a
U] = U0 ® 00(7), donc flfoo(g) est un k-isomorphisme de 00(7) sur
gr; (0. Si u =f oo, ona u G)u (M-u Mu G) = £, [x,5]) =0,
pour tout x et y dans g/ ; il existe donc un unique homomorphisme de
k-algébres w : Symk(ﬁy) + gr(U) tel que u = wo g l(oﬁ ' est 1l'injec-
tion canonique de gf dans Symk(gy)) ; de plus, w est surjectif et gradué.
On montre alors que, si est un k-module libre, w est un isomorphisme

(théoréme de POINCARE-BIRKHOFF-WITT, [LIE I] '§ 2 th. 1), d'o@l en particulier,

o, est injectif.

Lemme 3.- Soit %f une k—algébre de Lie libre, (x.) une base
—_— o (x)o A Ael
totalement ordonnéede gf sur k. On pose za = —2——;~—, pour tout g elN(A).

o !

Alors la famille (Za)

(n est une base du k-module Uk(7)'
aelN
Démons tration : Sym (¢f) a pour base (P )M , donc gr(U)
(L
) o elN
a pour base (w(@' (%) = (£, 0 o GN%) 5, soit (fla‘(oo(x))“) D
aelN aelN
Or ((oo(x))a) o engendre le k-module Uk( ), et donc aussi (a} -
aelN aelN
. e (n J
De plus, pour toute partie finie J de N et (ua) 7€ k telle que
ae
) wz =0, ona, si p= sup(la]), Juz €U et
aed *° aeJ aed * ¢ P

U
0= fp( z uaza) = 2 —E-f!qI[(oo(x))al, d'ou M, = 0O pour tout a € J,
aeJ a|=p al
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la] =p 3 si J'={ace J{ [a| < p}, z uz =0 et on réitdre le
aed' ¢ ¢
raisonnement.

On dit que (z ) est la base de U (4f) canoniquement associée
@ aeN(A) k

3 la base (XA)XEA de 9[.

On munit Uk(éy) d'une structure de k-bigébre de la facon suivante
pour tout x € ?f , On pose ¢ (?f) = o x)®1+180 (x) ;3 ¢ est une
o o o o
a—~application, donc il existe un homomorphisme de k-algébres
. = . ' :
c Uk(éy) -> Uk(€7) @kUk(SV) telle que ¢ o o, c, d'autre part, si
i .
T+ = X T, on a Uk(gf) =k.1 @ WO(T+) et pour tout x € Uk(ﬁy)’ soit

nx1
e(x) € k tel que e(x).] soit la projection de x sur k.l ([iIE Ii] § 1 n° 4).

(Uk(gr),c,e) est alors une k-bigébre, appelée k-bigébre enveloppante de éy .

Lemme 4.- Soit une k-algébre de Lie libre, (z) la base
Lemme a (n)
oeN
de Uk(;f) canoniquement associée a une base totalement ordonnée (x>\))\£A
de sur k.
Pour tout o € N(A), ona c(z) = E z 0 z .
o _. B Y
B+y=0a
Démonstration : récurrence sur p = |a]. Pour p = 0 : trivial ;
[} (A) [} _ - —
pour tout o' € N s |a | = p-l, supposons que c(zy,) = z Zg 8z ,,
oo(x ) B'+y'=a" Y
et soit u = sup{AeA(ak # 0} ; on a z, =z, " , avec o' = o-u.
o
1 Z H
Donc c(z ) = — ( z2,, 0z (o (x)®1+180 (x))
a o B'+y'=a’ B Y o U o M
u
= ? (z 4, 8z ,+z,,08z , )
B'+y'=a' B'+u 3] +U
= ) 2g 8 2.5 puisque o = (B'+u) + y' = B8' + (Y'+u). B
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0.2. - Extensdions régulieres.

0.2]1. - Soient K et L deux corps commutatifs.
L est une extension de K s'il existe un homomorphisme de corps
u: K->L; on identifie alors K et le sous-corps u(K) de L.

Un élément x € L est algébrique sur K si 1'homomorphisme d'anneaux

vl K[}] + L n'est pas injectif, et le polynome unitaire qui engendre 1'idéal

principal Ker v, est appelé polynOme minimal de x sur K. L'ensemble des

éléments de L algébriques sur K est un sous-corps de L, noté K, et appelé

fermeture algébrique de K. L est algébrique sur K si K = L. Par contre,

K est algébriquement fermé dans L si K =K ; dans ce cas K est algébri-

quement fermé dans tout sous-corps de L contenant K.
Soit L wune extension de K.

Le groupe de Galois de L sur K est le groupe G = Aut(L/K)

des K-automorphismes de corps de L ; L est une extension galoisienne de K
si L est algébrique sﬁr K et si K est le corps des invariants de G

(i.e K= {xe€ L]o(x) = x, Yo € G}) ; 11 faut et i1 suffit pour céla que, pour
tout x € L, les racines du polynome minimal de x sur K (appelées conjugués

de x sur K) soient simples et dans L.

I1 y a alors correspondance biunivoque entre les sous=-corps de L
contenant K et les sous—groupes de G : 3 un sous=-groupe H on associe le
corps des invariants de H, et 3 un sous-corps M, le sous—groupe Aut(L/M) ;
de plus, M est une extension galoisienne de K si et seulement si H = Aut(L/M)

est un sous—groupe distingué de G, et Aut(M/K) est alors isomorphe & G/H.

Si K+# L, L est une extension transcendante de K ; il existe

alors une partie B de L algébriquement libre sur K (i.e telle que K(B)

soit isomorphe & un corps de fractions rationnelles sur K) telle que L soit
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algébrique sur K(B) ; B est appelée base de transcendance de L sur K,

et si B est fini, on note d.tr(L/K) = card B.

[:: 0.22. - Soit C wune algébre sur un corps commutatif K. Deux sous-

K-algébres A et B de C sont linéairement disjointes sur K si tout

8lément de A commute 3 tout €lément de B et si 1'homomorphisme canonique

€ :a®bwab de A @K B dans C est injectif ; il faut et il suffit pour
cela qu'il existe une base de A sur K qui soit une famille libre de C

¢ est un isomorphisme de K-algébres de A @K B sur la
sous—algébre AEE] (ou B[}J) de C engendrée par AU B. Ona ANB=K,

sur B. Dans ce cas,
et toute famille de A (resp. B) 1libre sur K, est une famille de C 1libre

sur B (resp. A).

Exemples :

a) Soient L et K' deux extensions de K, L ® 1 (resp. | & K')

1'image de L dans L @KK' par n, :x & X ® 1 (resp. de K' dans L @KK'

par t: x>18x).Alors les sous K-algébres 1 8 K' et L8 1 de

"2
L 8, K' sont linéairement disjointes sur K et L 8y K'=L81 [18K']

en effet, si est une base de L sur K (resp. (yu)u une base de

(3 5en
K' sur K), € transforme une base ((XA 8 1) @ (18 yu)) de (L ® 1) @K (1 & K")
sur K en la base (XA e yu) de L @K K' sur K ; en particulier,

(1 K'Y N(L e 1) =K.

b) Soit L wune extension algébrique de K et K, = K(yl,...,yn)

une extension transcendante pure (i.e de base de transcendance (yl,...,yn))

de K. Alors les sous K-algébres L et Kl de L(y],...,yn) sont linéairement

disjointes sur K.

| Soit L wune extension de K.
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L est de type fini sur K s'il existe X(s- "Xp dans L tels
que L = K(Xl""’xp)' Si M est un sous-corps de L contenant K, L est
alors de type fini sur M, et M de type fini sur K : en effet,

L= M(x],...,xp), et si (zl,...,zs) est une base de transcendance de M

sur K, L est de type fini sur KO=K(z],...,zS) ;  si (y],yz,...,yn) est

une base de transcendance de L sur K , L est algébrique de type fini sur

o
K] = Ko(y],...,yn), donc est un Kl—espace vectoriel de dimension finie et
donc aussi M(y],...,yn) ; M et K] étant linéairement disjoints sur KO,
toute base de M sur KO est une famille libre de M(y],...,yn) sur K],

donc est finie, et M est de type fini sur Ko’ et donc aussi sur K.

Soient L et K' deux extensions de K telles que L@K K' soit

intégre. Le corps des fractions F de L @K K' est supposé muni de la structure

de L-algébre induite par n, :L » L 8y K'.

X » x 81

) est une base

e . . . .
Lemme 1.- Si K' est de type fini sur K, si (z l<ict

i
de transcendance de K' sur K, alors il existe y € K', algébrique sur
KO = K(zi) tel que F = (L[l 3] zi]) I:l e y]. En particulier, F est de type

fini sur L et d.tr(F/L) = d.tr(K'/K).

Démonstration : K' est une extension algébrique de type fini de K, >

donc il existe (théoréme de 1'élément primitif) y € K', algébrique sur KO,

tel que K' = KOEy:l. L'élément 1 ® y est entier sur L GK Ko et

L @K K' = (L @K KO)|:1 2] y] 3 la famille (1 @ zi) de 1 8 K' est algébriquement
libre sur L ® 1, et ona L @K Kl:z;] = L[l 2] zi—_]. Soit S = K[zi] - {0}

T={1 8 s/s € S} est une partie multiplicative de L 8 K[zi] et on a

L ®

(L1 e zi‘_l)[T_lj ; par suite

(LE] 2] zi—_l)l:T—‘] I:l %] ﬂ c L(1 ® zi)[l (2] }Zl, avec 1 ® y algébrique

KKo
1]
L@KK
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sur L(1 ® zi) s F =1L ® zi) [j ® y], est donc de type fini sur L et

dtr(F/L) = t = dtr(K'/K). B
[:: 0.23. - Soient L et M deux extensions de K.

L et M sont linéairement disjoints sur K s'il existe une extension

9] de K et deux K-homomorphismes de corps u : L+ Q et v : M~>Q tels

que les sous K-algébres u(L) et v(M) soient linéairement disjointes sur K.

Exemgke : L=M=K(X) ; L et M sont linéairement disjoints sur
K car les sous-K-algébres u(L) = K(X) et v(M) = RK(Y) de 0 = K(X,Y) sont
linéairement disjointes sur K. On notera que les sous-K-algébres L et M

de Q' = K(X) ne sont pas linéairement disjointes sur K.

L et M sont linéairement disjoints sur K si et seulement si

la K-algébre L @KM est intégre : en effet, si les sous-K-algébres u(lL) et

v(M) sont linéairement disjointes sur K, L @KM est isomorphe a u(L)[}(MZ]C: 9]

donc est intégre ; et si L 8K M est intégre de corps des fractions F, alors
les sous K-algébres n](L) =L Q1 et nz(M) =1 ®M de F sont linéalrement

disjointes sur K.

Lemme 2.- Si K est algébriquement fermé dans L, et M algébrique

sur K, alors L et M sont linéairement disjoints sur K.

1

Démonsthation : il suffit que, pour tout sous—-corps M, de M, de

type fini sur K, L @K M1 solt intégre. M] étant algébrique de type fini sur

K, il existe x e Ml algébrique sur K, tel que M] = K[ﬁ] ; si g est le

polynome minimal de x sur K, M1 = KE{] ; si g est le polynome minimal

de x sur K, M] est isomorphe & K[X]/g(X)K[X], d'oG L SK M] isomorphe &

(L 8, M)/L 8 g(OK[X] =1 8, K[X]/g(1ex)L[16X].



- 20 -

Pour que L @K M] soit intégre, il suffit que g(18X) soit irréduc—

tible dans L[16X].

On considére une cldture algébrique L de L et la fermeture algé~-

-~

brique K de K dans L, qui est alors une clOture algébrique de K ; g(X)

-~

a n racines dans K. Supposons que g](l 8 X) ¢ L[] 8 X] divise g(1 @ X) ;

~

si g, est de degré p (I £ p £n), les p racines de g, dans L sont
racines de g dans ﬁ, sinon g aurait plus de n racines dans L ;11
..,zp € ﬁ tels que g](l ® X) = .51(] ® X - Zi)' Les coeffi-
cients de g appartiennent donc a K AL=K (;f algébriquement fermé dans

existe donc Z -
L) et g &tant irréductible dans K[X], alors g, = & ]

l 0.24. - Soit L une extension de K.

L est une extension réguliére de K, si pour toute K-algébre intégre

A, la K-algébre L 8, A est intégre.

o g

”~
Lemme 3.~ Soit K wune cl8ture algébrique de K. Alors les conditions
suivantes sont équivalentes
i) K est algébriquement fermé dans L ;
ii) L est une extension réguliére de K ;
> s . - ~ »
iii) 1la K-algébre L ®K K est intégre ;

~

iv) L et K sont linéairement disjoints sur K.

Demonstrhation : i)

> ii).

A @étant intégre, L ®K A est intégre si, pour tout sous-corps K’

du corps des fractions de A, de type fini sur K, L @K K' est intégre. Si

(z.), . est une base de transcendance de K' sur K et K = K(z.), K’
1° Ig1gt [} 1

lss

)

est algébrique sur Ko .81 (Y est une famille d'indéterminées, K(Yi)

i’ 1gigt
est isomorphe & K(Zi) ; de plus K é&tant algébriquement fermé dans L, K(Y.:
¥



._2]_

est algébriquement fermé dans L(Yi) : en effet, si a € L(Y]) est algébrique
sur K(Yl)’ il existe v € K[Y;l tel que qy soit entier sur L[Xl] ;
LI:Y]_—J étant intégralement fermé dans L(Y]), et K[Y]] dans L[YJ

(EAC V] § 1, prop. 13), on en déduit que a € K(Y]), d'ol le résultat,

par récurrence sur t. Ainsi K' @&tant algébrique sur Ko LN K(Yi)’ K'
et L(Yi) sont linéairement disjoints sur Ko ,donc la Ko—algébre

L(Yi) @KO K' est intégre.

Soit S = K[éi] - {0} ; la K-algébre L @K KO est canoniquement

isomorphe & L 81( K[zi] QK[ZJ {K[zi][S_]]} qui est isomorphe 3
L[Yi] QKEZi] {K[zi:ﬂ:s—]_'[} (K[zi]@—l] est un module plat). Par suite,si
T = K[Yi] - {0}, onen déduit que L @K Ko est isomorphe a L[Yi] [_T—l] qui

s'injecte dans L(Yi). On en déduit une injection de L 8K Ko dans L(Yi)

~

n
. . . ' 5 1 1] |
et donc une injection de L GK K L 8K Ko @Ko K' dans L(Yi) @KO K', d'ed
le résultat.

ii) => 1ii) <==> (iv) : trivial.
11i) => 1i).

K étant algébrique sur K, il existe un homomorphisme injectif de

~

K dans K donc aussi de L @K K dans L @K ﬁ, d'oi L QK K est intégre.

n .
Soit x e K et p = z ain le polynome minimal de x sur K ;
i=0

v 1l i1k
onadans L & K, O0=18rp(x) -px) 1= (18x - x81){ 2 ai( E X @x
i= k=0

1=1

Or, la famille est libre sur K, donc aussi (xk 8 xJ), et

E L N =

Zai(Z}{@'x Y#0 ; d'oi xe€e (L®1)N (1 8K =K. ®
k=0

i=1

k
(x )Osksn—l

0.3. - Optrateuns différentiels.

0.31. - Soient k un anneau commutatif et A une k-algébre commu-

tative.
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Pour tout a € A, on note aps 1'homothétie y+ ay d'un A-module
dans lui-méme. Pour tout k-module M et tout A-module E, 1'ensemble

Homk(M,E) des applicaticns k-linéaires de M dans E est alors un A-module

de loi externe (a,u) & ap o u.

Soient E, F et G des A-modules quelconques.

u
Pour tout u € Homk(E,F) et a € A, E - F
on pose [@,é] =uoa,- apou ; on a donc
T a a
[;,é] élément de Homk(E,F); et si v'e Homk(F,G) £ l £

[& o u,é] =vo [;,é] + [&,é] o u. E — F

On définit une suite croissante de sous A-modules de Homk(E,F)

par la récurrence :

DiffZ/k(E,F) = HomA(E,F) = {u e Homk(E,F)|V% € A,Eu,{] = 0}

et pour tout mn > 1

n-1

A/ (B ) Ya e A}

Diffi/k(E,F) = {u e Homk(E,F)Ifﬁ,é] e Diff

(Définition de HEYNEMAN-SWEEDLER dans [HS]2.1.).

Un élément u de Diff. (E,F) est appelé k-opérateur différentiel

A/k
de E dans F, et, si u # 0, w(u) = inf{u e Diffz/k(E,F)} est appelé ordre
- neN
de u ; par convention w(0) = - =,
Pour tout u e Diff- (E,F),v € piffS (F,G) ona VvVoue Diffr+s(E G)
Ak A/k2700 Alk*T?
et en particulier w(vou) g w(v) + w(u) : en effet, si la propriété est vérifiée

.. T+s—1
pour r+s-1, pour tout a e A, Evou,aj = v o I:u,a:] + [v,a] ou e lefA/k (E,G).

n

On en déduit que le A-module lefA/k(E,E) = U lefA/k(E,E)
neN
- . . ...N
est une sous-k—-algébre de EndkE, filtrée par (lefA/k(E’E))neN'
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[:: 0.32. - On note n, (resp. nz) 1'homomorphisme canonique a+ a © 1

(resp. a1 ® a) de A dans A @k A, et on suppose A @k A muni de la

structure de A-algébre induite par n;-

L'application h ,qui a3 ue Homk(A,E) associe u ~ élément de
HomA(A @kA,E) tel que ut](x 8 y) = xu(y) ,est un A-isomorphisme de bijection
réciproque Vv vV O Ny D'autre part, la multiplication m de la k-algébre A

est un homomorphisme d'anneaux et une application A-lindaire de A ®k A dans

A ;3 I=FKerm est donc a la fois un idéal et un sous A-module de A Gk A, et

comme n, est un A-morphisme tel que m o n, = 1 ona AQ A=186 “l(A) H

A’ k

q = 1 - n, om est alors la projection de A ® A sur I, et si on pose
= A@kA 1 . - k

=qon,: A > 1 on a donc, pour tout a de A, §a =1@a-a@ 1. Comme

%

de A 8k A engendré par {6(a)|a € A}, et 1P est engendré sur A par

o]

.b. = O est équivalent i 5 a. ® b, = z a.§(b,), 1 est le sous A-module
i“i P i P

p
{1 é(aj)|al,...,a € A}.

J=1 P
Pour tout u € Homk(A,E),a € A, on a El,af_]h = uhb (G(a))z H
on en déduit que u g Diffi/k(A,E) si et seulement si 11hl p+l = 0 : en effet
h 1
u IIP+1 = 0 équivaut a El,aj )IP =0, VYaeA.

Pour tout n € N, on appelle partie principale d'ordre n sur A,

la A-algébre quotient Pn(A) = @kﬁk AYIn+1 et on note P, le composé de n

2

et de la surjection canonique Hn de A @kA sur Pn(A).

L'application §, ¢ VveVvop estun A-isomcrphisme de HomA(Pn(A),E)

.o N . ... D n+1] h . .
sur D1ffA/k(A,E), et si u € lefA/k(A,E) , I C Ker(u '), donc 1l existe
. - = ' 3 -
un A-morphisme u(n) : Pn(A) +~ E tel que u u(n) o Hn, d'ot u u(n) ° P, -
Hn
A @k A — Pn(A)

7

Y(n)
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. . S o} ..
Pour tout nefN, 1le foncteur covariant D1ffA/k(A,.) est ainsi

représentable, de représentant (Pn(A),pn) ; en particulier,

. ...n
pn € lefA/k(A,Pn(A)).
Pour tout n > 1, on note fi la surjection canonique de "
sur In/In+1, f; la surjection canonique de Diffz/k(A,E) sur
R o . ..n—1 . . . . .
lefA/k(A,E)/D1ffA/k(A,E), et on considére le A-morphisme injectif
i In/In+1 > P (A) tel que i_ o fI =1 , ainsi que le A-morphisme
n n n n nf,n
surjectif S : Pn(A) -> Pn—l(A) tel que s, © Hn = Hn—l' Alors la suite
de A-modules :
n+l in °n
0 — IV/I — P (&) — P__(A) — 0

est exacte ; et, si cette suite est scindée, il existe un unique A-isomorphisme

n, n+l S | . - .n=1
6Eﬂ : HomA(I /1 ,E) dans lefA/k(A,E)/D1ffA/k(A,E) tel que
s —_ ]
6[@] o Hom(ln,E) = fn o Gn'
§
Hom (P_(A),E) 1 Diff" , (A,E)
A n > Alk T
. \
Hom(ln,E) fn
Hom (1%/1™,E) HEY & Diff, (A,E)/Diff®])(A,E)
A > A/k ’ A/k ?
[:: 0.33. - Soient k un anneau commutatif et A une k-alggbre.

Un k-morphisme d de A dans un A-module (& gauche) M est une

k-dérivation si, pour tout a, b € A, d(ab) = bd(a) + ad(b).

Ker d est alors une sous k—algébre de A (en particulier k.1 Ker d),

. . . -1
et si a e€ Ker d est inversible dans A, a € Ker d.
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Plus généralement, si M est muni de structures de A-module 3 droite
et 3 gauche, un k-morphisme d de A dans M est une k-dérivation si, pour

tout a,b € A, d(ab) = d(a)b + ad(b).

Une Z-dérivation est appelée dérivation ; et une k-dérivation de A
est une k-dérivation de A dans A (éventuellement muni de ses structures

de A-module a droite et & gauche).
| Soient A une k-algébre commutative et E un A-module.

On note Derk(A,E) 1'ensemble des k-dérivations de A dans E ;

si pour x € E, on note X le A-morphisme am» ax de A dans E, tout

d e Derk(A,E) est un k-morphisme tel que [@,é] = d(a)r soit un élément
. .00 coel
de lefA/k(A,E) ; donc Derk(A,E)C: D1ffA/k(A,E).

Lemme T.- Derk(A,E) est le noyau du A-morphisme €y} U > u(l) de

Diffi/k(A,E) dans E (donc en particulier, est un sous A-module de Diff;/k(A,E)),

et la restriction de la surjection canonique f; a Derk(A,E) est un A-isomor-

1
A/k

ﬂl : f;(u)|+ u - u(l)r. "

(o]

phisme de Derk(A,E) sur Diff A/k

(A,E)/Diff (A,E) d'isomorphisme réciproque

Démonstrhation : Pour tout d € Derk(A,E), on a

1
Alk

u - u(])r € Derk(A,E) : en effet, Vae A, ]:u,ea € HomA(A,E) donc Vbea

d(i1.1) = 1.d4(1) + 1.d(1) d'ou go(d) 0O ; d'autre part, si u e Diff (A,E)

u(ab) - ab u(l) = Eu,a] (b) + a u(b) - ab u(l) = bEx(a) - a u(]):[ + aE1(b) -b u(l):|.

o
Alk

u-v = u(l)r - V(l)r’ donc ﬂl est bien définie. D'autre part, ¥V d e Derk(A,E),

Donc si eo(u) =0, u=u - u(l)r € Derk(A,E). De plus, si u-v ¢ Diff (A,E),

D (E1@) =d-d()_=4d, et Yue Diff:\/k(A,E), £100, (£](W)) = £](w), car

(o]

u(l)r € DiffA/k

(A,E) d'ol le résultat. @
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Soit 8 une k-dérivation de A. Un k-endomorphisme d de FE

est un 9d-dérivation gauche de E si pour tout a € A, x € E

d(ax) = 3(a)x + ad(x) (Remarque : cette relation appliquée 2 a € k entraine
la k-linéarité de d puisque k C Ker 3) ; en particulier,

[d,a) = 3(a), e Bnd,E, d'od de Diff! . (E,E).

Alk
Lemme 2.- Soient 8 wune k-dérivation de A, d (resp. D) une
9-dérivation gauche d'un A-module E (resp. F),
E —Y% _+ F
u € Diff? (E,F). Alors
Alk
d D
- cccP
B u 7 Dou-uode lefA/k(E,F).

Démonstration : Do u -uod ¢ Homk(E,F), et, Vaeal,

[p ou-uo d,é] =Do [},a] + [p,a] ou-uo [ﬁ,a] - [P,aj od

[u,a(a)] +Do [u,a] - [u,a]jod ; si p=0, [u,a(a):] = Eu,a]

0 et

Dou-uod ¢ Diffz/k(A,E) ; si la propriété est vraie a l'ordre p - 1,
comme [@ a(ai] et Ex é] appartiennent i Diffp_](E F)
] ? A/k b s

- : P
Dou uod e lefA/k(E,F). [

Consequences :

a) Soient d une k-dérivation de A, D une j-dérivation gauche

de F et u e Derk(A,F) ; alors Dou-uode Derk(A,F).

b) Der, A = Derk(A,A) est une sous k-algébre de Lie de la k-algébre

k

d . L . g .
e Lie associée a D1ffA/k lefA/k(A)

0.34. - Soient k wun anneau commutatif et A une k-algébre commu-

tative.
2 . I . . .

On pose QA/k = I/I s solent f] la surjection canonique de 1T

sur Q et d =f105=ro —E—i [032]) t al
A/K A/ : | qo0n, voir . . QA/k est alors

———
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un A-module engendré par {dA/k(a)[a € A} , appelé module des différentielles

(de Kahler) de A sur k.

Le A-morphisme q, * PI(A) - I/I2 tel que q, o m = ff 0o q est

une rétraction de i

r donc, pour tout A-module E, il existe un A-isomor-

. 2 c el o}
phisme é[ﬂ : HomA(I/I L,E) - lefA/k(A,E)/lefA/k(A,E) tel que
. _ gt
6{{1 o Hom(ll,E) f] o 61.
Soit ﬂl le A~isomorphisme du lemme 1 ; pour tout £ e HomA(I/Iz,E)

f = Hom(il,E) (f o q]), donc ﬁl o é[ﬂ(f) = ﬁ] o f{ o 61(f o q]) =

fo q, 0 m o =fo ff cqon, = fo dA/k' L'application $i/k : f > fodA/k

1M

est donc un A-isomorphisme de HomA(QA/k,E) sur Derk(A,E). Le foncteur

covgrlant Derk(A,.) est ainsi représentable de représentant (QA/k’dA/k) 5

en particulier, d € Derk(A,Q ).

Ak Alk

Soient L une extension de K, et E un L-espace vectoriel.

n .
si p(X) = ) ain € KDQ, Xx € L et d est une application de L

dans E, on pose

yol
~~
tad
Nt
[}
o~
b
H-
[a
~~
[
e
N’
[o¥
[
=
=4
Ial
o
ho
[
=
~+
e}
3
3
e}
t
o
Lo}
~~
kel
S
1}
he~103
P-J
o

le polynome dérivé de p. Alors, pour tout X € K, de polynome minimal p

sur K, et pour toute dérivation d de L dans E, on a

0= d(p() = p'dx + pdx), dot d(x) = - —

pd(x).
p'(x)

En particulier, pour toute K-dérivation d de L, K.l ©C Ker d
d = .. . .
donc p (x) = 0, d(x) =0, et [ﬂ,g] = (d(x))r =0 ; d est donc K-linéaire,

et DerKL = DeriL.

Si L est une extension de type fini de K, t = d.tr(L/K) est fini,

et on montre que dimLDerKL =t (D“ﬂ] § 9 th, 2). Du L-isomorphisme

L _ . . .

aL/K : HomK(QL/K,K) - DerKL, on déduit alors un L-isomorphisme de QL/K sur
* .

(DerKL) , et dlmLQL/K = t.
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0.35. - Soit L une extension de K.

Soit gr(Diff L/K) la K-algébre graduée associée & la filtration

g par la suite croissante (Diffn

de Diff L/K

L/ (L’L))neN’ et pour tout n e N

. . . . | .
la surjection canonique fn de lefL/K(L,L) sur grn(lefL/K).

La K-algébre gr(DiffL/K) est commutative : en effet, par récurrence

r
L/K

S

(L,L), v e lefL/K

sur n = r+s, si u € Diff (L,L), alors

r+s-
L/K
r+s-2

tout a € L, U:u,v],a] = [u,[v,a]:] + [[u,a],v] € DiffL/K (L,L) ; alors

f;(u) X f;(v) = f;+s([§,§] +vou) = f;(u) x f;(v), d'ou le résultat par

[ﬁ,i] € Diff 1(L,L) ; car si la propriété est vérifiée pour n-1, pour

bilinéarité.

De plus, gr(Diff ,.) est muni d'une structure de L-algébre par

L/K
de

K L

DerKL dans grl(DiffL/K) (Lemme 1) on déduit un homomorphisme de L-algébres

. . . . . . '
1'homomorphisme canonique a * fo(aﬂ)' Du L-isomorphisme fl’Der

~ . . . - .
graduées g : SymL(DerKL) > gr(lefL/K) tel que f] DerKL g o @D (ﬂD étant

1'injection canonique de DerKL dans SymL(DerKL».

On se propose de démontren que g est un Lsomorphisme.

Soit ng(L ®K L) 1la 1L-algébre associée 3 la filtration. I-adique de

L @K L (structure induite par n,, avec I = Ker(mL)), et, pour tout n € U, fi
. . . n n, ntl e . . . .

la surjection canonique T sur 17/1 . De 1'injection canonique 1 de 'QL/K

dans grfL ®K 1) commutatif, on déduit un homomorphisme de L-zlgébres graduées

Y ot SymL(QL/K) ~ gri(L 8, L) tel que i =1y o

q > &ry(L g L)
étant engendrée, en tant que L-algébre par i(QL/K), v est surjectif.

D'autre part, pour tout n e N , 1l existe le L~isomorphisme

+1 * . . . -
6Bﬂ : (In/Iﬂ ) > grn(lefL/K) tel que 6BJ o tln = f; o én. (voir EL32J).

On suppose désormais L de type fini sur K. Soit t = d.tr(L/K).
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11 existe donc une famille x = (Xi)1<i<t d'éléments de K telle

. . *
que (dL/K(Xi)) soit une base de @ sur L ; si on note (mi) la base

L/K
*

I *
duale de (dL/K(xi)) 4dans ( ) et di =¥, (w.) = w; o d la famille

Lk
(di) est une base de DerKL sur L, et pour tout 1i,j di(xj) = 6%.

Remanque : La famille (Xi) est nécessairement une base de transcen-—

dance de L sur K.

t s -
Pour tout o et B €N, on vérifie alors, par récurrence sur
o, By _ 1sB . . o .
p = IBI, que d (x) = a.Ga : en effet, si la propriété est vraie pour p-lI

et si Bj # 0, on a

da(xs) = Z (a)dY(xB—J)da_Y(x.) (formule de Leibnitz D.ll] Lemme 1)
O<v< Y J
gysa
= (B%j)(B—j)!da—B+J(xj) ; da—B+J(xj) n'est non nul que
si dorB+J = dj’ i.e a = B, auquel cas da(xs) = (agj)(a—j)! = qg!
on en déduit que, pour tout a, B € mt tels que |a| = |8',
(da)t'(éx)B = a!éi : en effet, ((‘Sx)B = E (-l)[Yl(i)xY 3] xB—Y

Osy<B

donc (du)h(éx)st 2 (—1)!Y|(5)X da(XB~Y)
Ogvy<B

= z (—l)!Y|(B)XY(B—\()!(SB“Y ; cette somme est non nulle
Osv<B Y *

s'il existe vy tel que o = B-y, donc, si o-f 2 O, 1i.e. comme [a|= |B|,

si o =B ; et dans ce cas
(da)h (50 f = (-1)|B—a|(séa)x8_aa! = a!l

' _ ~
D'autre part, d = (di)lsist étant une base de DerKL sur L

((@D(d))a) " est une base de SymL(DerKL) sur L ; en particulier, pour
aeN

tout n ¢ N, (ﬁD(d)a)|a|=n est une base de SymE(DerKL) sur L. De méme

étant une base de @ sur L, (0Q(d

lgigt L/K

dp (0 = (g ) GND Y,

L/K l=n
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t+n-—1

n . . ..
est une base de SymL(QL/K), qui est donc de dimension finie ( c

).
S1i on note ((ﬂg(dL/K(X))u)*)la|=n la base duale de (ﬁﬁ(dL/K(X))a)l“‘=n
dans [SymL(QL/K)]*’ et si on pose s: = a!(@Q(dL/K(X))a)*’ (s:)|a|=n est

une base de ESym;(QL/K)]* sur L.

On considére alors le L-isomorphisme canonique o de

n n * .. o, _  *
SymL(DerKL) sur [SymL(QL/K)] défini par @n(ﬂD(d) ) = S,

Lemme 3.- Soit L wune extension de type fini de K.
Alors g est un isomorphisme de L-algébres graduées de SymL(DerKL)

sur gr(lefL/K).

Démonstration :

I1 suffit que, pour tout n elN, g =g soit un iso-

Syn{(neer)

morphisme de SymE(DerKL) sur grn(DiffL/K) ; or, si on pose

Y =Y , on a pour tout o € N, ]a‘ = n,

n
Symy (9 /)

t -1 a t -1 ' o
Yn 0 0 © g (0 (D)) = "y, ° 8 [£](@)]

_t -1 v 0y a .

= Yn (o] 5[njo fn(d )'— (d )[n]O 1n (o] Yn
Sym" (Der.,L) ®n (Diff
ym} (Dery v (D)

o 5[]

fer; Lo, L]" = a1 hH*
n

n *
[symp (9 /)]

or pour tout B € Nt, ‘8!

n, on a :
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o . B a . B8
(d )(n) oi oy (ﬂQ(dL/K(X)) ) = (d )(n) o ln(dL/K(X))

= @y © By 0 £ (505

<d°‘>t4<<sx>B

B

= a!éa
-1 * ; P
d'old tyn o 6Eﬂ o gn(ﬂD(d)a) =5, = @n(JD(d)a), et par L-linéarité

t -1 . . t . . .
o = s en particulier est surjectif, et comme 1l est
Yy © 5]}1] gy = &y 3 P s Yy J .

injectif (yn surjectif), c'est un isomorphisme et, par suite, aussi
1

8, = 5[] © (tyn)— 0o . ®

Conséquences

. . +1,%
a) Pour tout n e WN, tyn est un isomorphisme de (In/In ) sur

* . . .. . .
féymz(QL/KX] , de dimension finie sur L ; Y, est donc un isomorphisme,
et par suite Yy est un isomorphisme de L~algébres graduées de SymL(QL/K)

sur ng(L @K L).

b) DiffL est un anneau noethérien (a4 gauche), et sans diviseurs

/K

de zéro : en effet, gr(Diff ) @étant isomorphe a SymL(DerKL), donc 3 un

L/K

anneau de polyndmes & t 1indéterminées sur L, est un anneau noethérien in-

tégre ; d'aprés (B«ﬂ 1§ 5, prop. 1), DiffL est donc noethérien (& gauche)

/K
. 2 .

de plus, pour tout (u,v) € (lefL/K) , si @(u) =p, w(v) =q, on a:
f (w) £0, £ (v) #0, d'od f wov) = £ (u) x £ (v) # O,
S #0, £ #o0, Deq(eV) = £ (W) x £

. . -ptq-1 . .
uove lefL/K (L,L), et en particulier u o v # O.

¢) Diff étant un anneau noéthérien et sans diviseurs de zéro,

L/K’

admet un corps des fractions (& gauche) (voir [?é] v, § 2, prop. 1, cor. 4)

dont les éléments sont appelés K-opérateurs pseudo-différentiels sur L.
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0.4. - Extensions fortement normales .

[:: 0.41. - On appelle anneau différentiel un anneau commutatif A muni
de m dérivations 81,...,3m (m 3> 1) telles que pour tout 1 et j,

[é.,a.] =0 ; (A,3,,...,3 ) est un anneau différentiel
1’ 7] 1 m

ordinaire si m = |
partiel si m> 1.
m
AC = M Ker ai est alors un sous-anneau appelé anneau des constantes
— 1=l

de A ;81,...,8m sont donc des Ac—dérivations de A, appelées dérivations de

structure de A.

Si de plus, A est un corps, (A,al,...,am) est un corps différentiel

et k = AC est un sous—corps appelé corps des constantes de A ; k est alors

m

algébriquement fermé dans A, car ai est E—linéaire, d'oi kS M  Ker 3

. i’
1=1

Exempfe : Soit k un corps, A = k(Xl""’Xm) le corps des fractions
]

rationnelles 3 m indéterminées sur k ; (A, — ,..., —é—) est un corps
9X oX
1 m
différentiel de corps des constantes k.
Soient (A,B',...,a&) et (B,Bl,...,am) deux anneaux différentiels.

Une application u : A -~ B est différentielle si, pour tout 1,

u oai = Bi ou 3 la composée de deux applications différentielles, et la réci-

proque d'une application différentielle bijective, sont différentielles.

Une partie B1 de B est différentielle si pour tout 1

. c M 1 - [P
Bl(Bl) BI ; et si Bl est un sous-—anneau de B, (B],al Bl, ,am B]) est

alors un sous-anneau différentiel ; de plus 1'inclusion de B, dans B est

1

différentielle. Plus généralement, si u : A > B est un homomorphisme d'anneaux

injectif et différentiel, alors u(A) est un sous—anneau différentiel de B,
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d'anneau des constantes u(AC)(: B . On dit alors que (B,a],...,am) est une
c

extension d'anneaux différentiels de A, en convenant d'identifier A et

u(A), Bi et Bi a(A)

En particulier, une extension de corps différentiels est dite extension

différentielle.

Exemples :

a) Soit (L,3 .,am) une extension différentielle de K ; alors

TRk

(K, 3 est une extension différentielle de K : en effet, pour tout

1|12""’am|12)

x € K, de polyndme minimal p sur K,
o

3
1 1

! )(p l(x)) € K car P et p sont dans 1<Dﬂ‘

p'(x)

ai(x) = (-

Inversement, si L est une extension algébrique d'un corps K, toute
dérivation d de K se prolonge de maniére unique en une dérivation d de L,

définie par

pd(x), oi p est le polyndme minimal de x ¢ L
p' (%)

sur K.

En particulier, si (K,al,...,am) est un corps différentiel, d; se

prolénge en une dérivation ai de L, et comme [ai,aj]lK = [éi’aj] = 0,

on a [Si’gj] =0 et (L,a],...,am) est une extension différentielle de K.

b) Etant donnés un anneau commutatif A et une partie multiplicative

S de A, toute dérivation d de A se prolonge de maniére unique en une dé-

) ) - -1 e -.a, _ d(a)s - ad(s) a -1
rivation d de A[_S :[ définie par, d(;) = 52 , V¥ ;e AES ]

(cf. [A }‘H § 4 prop. 11) ; si d et 3 sont des dérivations de A, on a
3 2
i.3 - 3
alors [d,a] (i) _ S [d,a:l (a) . s a[d, ](s)

S

- - a .
[d’a(_s_) 5 S1 (A’al’“"am)

est une extension d'anneaux différentiels de B, (A[S_t],gl,...,gm) est donc
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une extension d'anneaux différentiels de B : en effet, on a .§;(B) = Bi(B)CI B

et Lgi’gj] = [éi,a;] = 0 ; en particulier si A est intégre de corps des

fractions F, (F, 81,...,8m) est une extension d'anneaux différentiels de B.

¢) Soit (L,3 .,Bm) une extension différentielle de K et

o

(A,B?, .,Bﬁ) une extension d'anneaux différentiels de K ; pour tout 1,
8? :a®a vV ai(a) ® a + a8 8?(&) est une dérivation de L @K A,
[8 ,3?] = 0 et 1'homomorphisme canonique n, ot ava ® 1 est différentiel ;
2] 8 . ' e .
(L 8K A,Bl,...,am) est donc une extension d'anneaux différentiels de L 3
. . N SEN)
si de plus L @K A est intégre, de corps des fractions F, et si Bi = ai,
alors (F,gl,...,gm) est une extension différentielle de L.
l Soit (L,al,...,Bm) une extension différentielle de K.

L'ensemble Gal(L/K) des K-automorphismes différentiels de corps

de L est un sous-groupe de Aut(L/K), appelé groupe de Galois différentiel

de L sur K ; L est une extension normale de K si tout sous—corps dif-

férentiel M de L, contenant K, est le corps des invariants de Gal(L/M).

I1 y a alors une correspondance biunivoque entre les sous—corps dif-
férentiels de L contenant K, et les sous—groupes de Gal(L/K) : & un sous-
groupe H de Gal(L/K) on associe le corps des invariants de H, et a un

sous—corps M, le sous—groupe Gal(L/M).

Remangue/.s :

a) Si 1 est une extension normale de X, et M un sous-corps dif-
férentiel de L contenant K tel que Gal(L/M) soit un sous-groupe distingué
de Gal(L/K), alors M est une extension normale de K ([pL] IIT § 3), mais
Gal(L/K)/Gal(L/M) est isomorphe & un sous—groupe, en général propre, de Gal(M/K) ;

ceci a conduit R. KOLCHIN 3 introduire les extensions fortement normales, pour



- 35 -

lesquelles on ait, cette fois, une "bonne" théorie de Galois (voir [b.Ai]).

b) Soit L une extension algébrique d'un corps différentiel

(K,9 ,Bm) ; tout sous-corps M de L contenant K est algébrique sur K,

TRy
donc est un sous—corps différentiel de (L,Sl,...,gm) ([b.&l] ex . (a)), et
tout M-automorphisme & de L est différentiel : en effet, pour tout x € L,

1 % .
—— (p (6(x))) = 3, (0(x))
p'(o(x))

B).3€] car 0(x) a aussi pour polyndme minimal p ; ainsi Aut(L/M) = Gal(L/M),

de polyndme minimal p sur M, o(gi(x)) = -

et L est une extension normale de K si et seulement si L est une extension

galoisienne de K [b.ZE].

0.47. - Soit (K,Bl,...,am) un corps différentiel, k = K .
c
—
Lemme 1.~ Soit (y.). . une famille d'éléments de K.
- J71<3sn
Les conditions suivantes sont équivalentes.:
i) la famille (yj)lsjsn est liée sur k ;
ii) pour tout (al,...,un) £ (INm)n tel que Iall < n-1 pour tout i, on a
. 1 i i
at ot % %2 “mn
det [? (yj):]lsisn =0 (% =3 03, 0...009")
I<jsn
3 -
Demonstrhation : i) => 1ii).
o ! n m, n
Si 2 Ajyj = 0, ol Xj € k, pour tout (a ,...,a ) € W),
noo i 37 i
A, ) = i . . = 0.
'E] Ja (yJ) 0 et par suite det[} (yJ)]lS1sn 0
J 1<j<n
ii) => i) récurrence sur n : pour n = 1, le résultat est trivial ;
si la propriété est vérifiée pour n-1 et si (yj)lsjsn—l est 11b?e sur k,

. i
R . 1 n-1 m, n~1 1 o
1l existe (a ,...,0 ) € (N) tel que la I < n-2 et det[} (yjillsisn-l # 0;

l1<jsn-1

n

m de K

i
pour tout o e N tel que |an| < n-1, 1la famille (Ba (yj))lsjsn—l
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i
¢!

(v.)

j’1<j<n
il existe donc un unique (A],...,An_]) € Kn—l

est donc libre sur K, alors que par hypothése la famille (3
n .
de K est liée sur K

i i
tel que : (1) % (yn) = As(a“ (ys)). Pour tout p = 1,...,m et

ok n-1 ai n-1 ai
i=1,...,n-1 on a donc Bp o 3 (yn) = SZ] ap(xs)(a (ys)) + szl ASBPO[} (Ysij;

. n-1 1
or en appliquant (1) & o = ot o+ p, on en déduit que z BP(AS)(aa (ys)) = 0,
s=1
et par suite (Al,...,An_l) e K" ! ; d'ol le résultat en appliquant (1) a
an =0. B
Conséquences

a) Soient (L,3d .,Bn) une extension différentielle de K, £ =L

120" c

et k=K. 3 alors les sous k-algébres K et £ sont linéairement disjointes

sur k : en effet, il suffit que toute famille d'éléments de £ 1liée

() 2en

sur K soit l1liée sur k ; or s1i (xk.)lsjsn est liée sur K, det[kx.] =0,
3 ]
d'oli le résultat, puisque pour tout o e N" - {0} , 3%

3
on a donc KN £ = k.

(xx ) =0 ; en particulier,

b) Si K est algébriquement fermé dans L, alors k est algébriquement

fermé dans £ : en effet kCc KNL=XKNZL-=k.

Lemme Z2.- Soit (L,3 ..,am) une extension différentielle de K,

17

L = LC et k = KC.

Si L est de type fini sur K, alors £ est de type fini sur k et

d.tr(£/k) = d.tr(K(£)/K) < d.tr(L/K).

— .

Démonstrnation : K(£), sous—corps de L, est de type fini sur K,

donc 1l existe =z

],...,zp € £ tels que K@) = K(zi) ; on montre que

£ = k(zi) : en effet, une base de K sur k engendre K(zi) = K(L)

(XA)AGA
[ . _
sur k(zi), donc tout a € £ s'écrit a = ; gAXA/§ bAXA avec gA’bA € k(zi)

ainsi ) (gx—abx)xx = 0, avec gx—abx € L. K et £ &tant linéairement dis-
A
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joints sur k, la famille est libre sur £, donc gA—abA =0

() e

il existe Ao € A tel que bA

g
#0 et a=—L ¢ k(z.).
o bk 1

o
L = k(zi) est donc de type fini sur k, et en utilisant la dis-

jonction linéaire de K et £ ,on en déduit que

d.tr(R()/K) = d tr(£/k) ([AV] § 5, prop. 10). @

0.43. - soit (U,d ,Bm) une extension différentielle de K,

ERRE

On suppose que U est universelle, au sens que pour tout sous—corps
différentiel L de U, de type fini sur K, et pour toute extension diffé-
rentielle de type fini (F,B',...,B&) de L, il existe un L-homomorphisme

différentiel de corps o : F - U.

Soit ¢ : K= U un k-homomorphisme différentiel de corps et

KO = o(K) K[K&] est un sous-—anneau différentiel de U et par suite

(K(Ko),a .3 ) est un sous—corps différentiel de U de corps

I‘K(KO)"' le(Ko)

des constantes noté Ao'

Si K(K ) = K(A) (resp. K(K) = K (pA)) alors K < K(C)
o o o oo g
(resp. KC KO(C)) ; réciproquement, si KO<: K(C), alors K(KO)C: K(C)
en effet, K et C étant linéairement disjoints sur k, une base (XA)AeA

de K sur k est une base de K[Q] sur C ;3 si veKE), v s'écrit
o

v = AZA an}.G;A beX (ak’bl € C) et la famille (VXAxX)AeA est liée sur C,

donc sur A0 (K(Ko) et C sont lindairement disjoints sur jA ) et par
o}

suite Vv € K(AG) et K(Ko) = K(AO). De méme si KC KO(C), alors

K(Ko) = Ko(Ao)‘
Le k-homomorphisme différentiel de corps o est fort si
K(Ko) = K(Ao) = KO(AU) ( <=> KOC K(C) et KC KO(C)) ; en particulier si

K =K, o est fort.
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Un homomorphisme différentiel de corps o' : K - U est une spéciali-

sation de o s'il existe un homomorphisme différentiel d'anneaux 71 : K[k&] -~ U

. -1

tel que T soit un K-morphisme et Tt g -~ 0 oo ; alors, en particulier,
g' =1 g © 0 estun k-morphisme. De pius, si K0<: K(C), alors

o'"(K) = ;O,C: K(C) : en effet, si (XA)AEA est une base de transcendance de
K sur k et o € K, o(a) € K(C), donc il existe Al""’xp+q dans A, avec

p > 1, tels que la famille (o(a)xx N )1

de K[Ko] C U soit liée sur
s p+t

£85p

<

C, d'ol pour tout (u],...,ap+q) e WHP  avec [a1| < ptq-1,
p+t

s
det[}a (o(a)xx ),Ba (x )] =0 (lemme 1). En appliquant 7t & ce déter-
] t

A
p+
minant, on en déduit que la famille (o'(a)xx s Xy )] - est liée sur C
S ptt lstsq
(XA)AEA étant llbge sur C, 1l existe a],...,aq,Bl,...,Bp e C (Bi non tous
TOPREN
nuls) tels que Z BsO (a)xx %X = 0, et par suite o'(a) € K(C) ;

s=1 s t=1 p+t

de 14 m@me maniére, si K CTKO(C) alors K CIKO.(C). On conclut ainsi : toute

spécialisation d'un k—-homomorphisme différentiel fort est un k-homomorphisme

fort.

Soit (L,Bl un sous-~corps différentiel de U contenant

L,...,am‘L)

K, de corps des constantes £,

L est une extension fortement normale (K1) de K (définition de

E.R. KOLCHIN dans [KL] § 2) si

* L est une extension de type fini de K

# tout K-homomorphisme différentiel de corps de L dans U est fort
(donc est en particulier un A£-morphisme).

Il‘suffit pour cela que L soit une extension de type fini de K
telle que £ = k et que pour tout K-homomorphisme différentiel de corps s : L » U,
on ait LS = g(LYcC L(C) : en effet, si i est 1l'injection canonique de LS

dans L(LS), L(LS) est, par 1 o s, une extension différentielle de type fini
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de L ; il existe donc un L-homomorphisme différentiel de corps g - L(LS) > U
et Q(LS) =L 3 si t = &lL alors Lt = t(L) € L(C) donc si At = [i(LtX]C,
on a LtC: L(Lt) = L(At) ; &(L(LS)) = L(Lt)’ donc si AS = [L(Lsijc, on a

d ](At) - A, dlon L= d)"(Lt)c tﬂ_](L(At)) =L (A))CS L (C), et s est

donc un [f~homomorphisme fort.
[:: 0.44. - Soit (L,a],...,am) une extension différentielle de K.

I, est une extension fortement normale (BB) de K (définition de

BIALYNTICKI-BIRULA dans [BB] § 3) si
¥ L est une extension de type fini de K
¥ L et K ont méme corps des constantes Kk

¥ L est une extension réguliére de K (donc, en particulier, L @K L

est intégre et K est algébriquement fermé dans L)
* si F est le corps des fractions de L @K L et L 1le corps des

~ -~

constantes de (F,al,...,am), alors F = L(L).

L est alors de type fini sur k et d.tr(L/k) = d.tr(L/K)

en effet, F = Fr(L 8, L) est de type fini sur L et d.tr(F/L) = d.tr(L/K)

K
([@.22] -~ Lemme 1), donc L est de type fini sur k et d.tr(L/k)

d.tr(L(L)/L)
([0.42] - Lemme 2).
D'autre part, F est me extension réguliére de L : en effet,
si A est une L-algébre intégre et S = (L @K L) - {0}, 1'anneau F @L A
. . - -1 < -1
est canoniquement isomorphe & (L @K L[} _] @LQKL(L @K A), donc a (L @KA)EF ],

~

oi T = 1L Q N (s) » qui est intégre puisque L @K A 1'est.

On déduit donc de ([@.42] — Lemme | cons. b) que k est algébriquement

fermé dans L.
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Proposition 3.- Soient (L,al,...,an) une extension différentielle

de K contenue dans une extension universelle U de K, C=1.,, £ =1L, et

Les conditions suivantes sont équivalentes
i) L est une extension fortement normale (BB) de K.
ii) K est algébriquement fermé dans L et L est une extension

fortement normale (KL) de K.

Demonstration :

Dans les deux cas L est une extension réguliére de K, et si F

est le corps des fractions de L ®, L, (F,3,,...,0_) est une extension dif-
K 1 m

férentielle de type fini de L. Il existe donc un L-homomorphisme différentiel
de corps @ ¢+ F > U ; en particulier, YV x e L, a(x® 1) =x (F L-algébre
par nl). Soit alors le K-homomorphisme différentiel de corps
B =oa o0 n, * L >U, et LB = g(L).

i) => ii)

Le composé de 1'isomorphisme canonique ¥ : (L © 1) ®K(l ® L) -~
(L ® 1)[} 0 i] et de la restriction de o a (L ® D[} Q g] est un K-isomor-
phisme différentiel d'anneaux de (L © 1) @K (1 ® L) sur a((L @ D[] e ﬂ]) = L[Lé].
Notons o : L[Lé] +~ (L ® 1) @K (1 ® L) le K-isomorphisme réciproque. Pour tout
K-homomorphisme différentiel de corps s : L » U, on considére le composé 1

- -1 . .
de o, de nl] ® (s o Ny ) et de 1'homomorphisme canonique WS : L ®K LS > U

(LS = g(L)) ; T est un L-homomorphisme différentiel d'anneaux de L[Lé]

1 P .
dans U et TlL =sopB , donc s est une spécilalisation de B ; or, o
B

étant un K-isomorphisme différentiel de corps de F = (L ® 1)(! ® L) sur L(LB)’

si hg = L@l, » o) = A, et L(Lp) = a(l(l)) ,donc L(L) = L(A), d'od

B

LB(: L(C). Ainsi R est fort, donc aussi s.
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i1) => 1i).
B est fort, donc Z£-lindaire, i.e, YA e £ a(l 8 A) = A
=a(A® 1), d'oi 1©®@X=281 et 2eKNL=k, soit k=£L ; de

plus F = a"‘(L(LB)) - a"(L(AB)) - L(l). W
[:: 0.45. - Soit k un corps commutatif.

Si V est une variété abstraite définie sur k ([Lé] IVvs§ 6)y, V
est un modéle d'une extension K de k, si K est k-isomorphe au corps des
fonctions k(V) de V sur k, i.e a l'ensemble des applications rationnelles
définies sur k, de V dans la droite affine A ; réciproquement, étant
donnée une extensioﬁ régulieére de type fini K de k, il existe (au moins)

un modéle de K sur k ([La:l IT § 3).

La dimension de V sur k est le degré de transcendance de k(V)

sur k.

Une variété abstraite G, définie sur k, est un groupe algébrique

défini sur k, si G est muni d'une structure de groupe telle que

la loi de composition interne (x,y) +» xy (resp. l'inversion x >x ') soit
une application rationnelle, définie sur k, et partout définie ([Lé] IV § 3)
de G x G dans G (resp. de G dans G).

Si K est une extension de k, et G un groupe algébrique défini

sur k, 1'ensemble GK des points de G rationnels sur K (i.e dont les

coordonnées appartiennent & K) est un groupe algébrique défini sur K.
Un groupe algébrique G est affine (ou linéaire) si G est une

variété affine.
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Etant donné un groupe algébrique G, défini sur k, wune variété

abstraite V, définie sur k, est un G-espace homogéne principal s'il existe

une application rationnelle, définie sur k, partout définie, T : G x V > V,
telle que G opére sur V, et, V/v,w € V, il existe un unique g € G tel

que T(g,r) = w (v est donc un G -ensemble principal homogéne au sens de

[}i] § 5 n°6) .Etant donné g e G, 1'application EE.: v > T(g,v) est alors une
application rationnelle, définie sur k, et partout définie de V dans V ;

on en déduit un k-automorphisme é : f» fo gT de k(V).

Théoneme 4. (KOLCHIN - LANG - BIALYNICKI - BIRULA)

Soit (L,al,...,am) une extension différentielle de K, de méme
corps des constantes algébriquement clos k que K.

a) Une condition nécessaire pour que L soit une extension fortement
normale (KL) de K est qu'il existe un groupe algébrique G défini sur k, et

un GK-espace homogéne principal V, défini sur K, tels que

¥ V soit un modéle de L sur K ;

x {g/g e G} C Gal(L/K).

b) Si, de plus, G est connexe, cette condition est suffisante pour
que L soit une extension fortement normale (BB) de K, et G est alors un
modéle de L sur k.

Et dans les deux cas, on a Gal(L/K) = {é/g € GK}, qui est ainsi un

groupe algébrique défini sur k, de dimension d.tr(L/K).
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Demonsthation : [KL:J théoréme et [BB] théoréme 1. @

Remarque : Les démonstrations de ce théoréme dans IEU] et [BB] repo-
sent sur l'utilisation du théoréme de WEIL : &tant donné une variété abstraite
V, définie sur k, munie d'une loi normale (Dﬁﬂ IX), 1l existe un unique
groupe algébrique, défini sur k, birationnellement équivalent 3 V, et dont

la loi est déduite de celle de V.

Conééguengg : Soit (L,Bl,...,am) une extension fortement normale
(BB) de K, de corps des constantes algébriquement clos k ; alors l'appli-
cation qui & tout sous=-groupe algébrique (connexe) H de GK associe le corps
des invariants de {é!g € H} et 1l'application qui 3 tout sous-corps différentiel
M de L, contenant K et algébriquement fermé dans L, aésocie le sous-groupe
{g € GKlé(x) = x, ¥V x € M} sont des bijections réciproques, qui définissent
donc une correspondance de Galéis entre 1'ensemble des sous—groupes algébriques
(connexes) de GK et 1'ensemble des sous-corps différentiels de L, contenant
K, et algébriquement fermés dans L ([BE] th. 3) ; en particulier

(L,Bl,...,am) est une extension fortement normale (BB) de chacun de ces

derniers ([?ﬁ] th. 2).
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CHAPITRE 1

D - MODULES

1.1. - Opérateurs différentiels Linéaires.

[:: I.71., - Soient A un anneau et E un A-module.

Pour toute application f de E dans E, on pose £° = ]E'

Lemme 1.- Soient n couples (dl,d?),..},(dn,di) ol pour tout i,

E
di est une dérivation de A et di une di—dérivation gauche de E.
Alors VacA, x € E

i i 1-1 1-i
0o ... 0 dnn(a))(d?) b .o (di) Dx) .

d o ... o0 dE(aX) = z (d

—_—

Déemonstrnation : On a :

E E E E E .
d1 0 ... 0 dn(ax) = (d1 0O ... O dn_])(dn(a)x + a dn(x)) ; sl on suppose la

propriété vérifiée 3 1'ordre n-1, on a :

i i s -1

E E _ 1 n-1 E.C1 1
(djo...d D@ @x)= ] (d; o ... d 7 ) (@)d) o
0511, . ,1n_]sl E ]—ln_]
(dn—l) (x),
et
i i 1-1
E E E _ 1 n-1 E, I
(d] O v.. dn—l)(a dn(x)) = . z . d1 o ... dn—l (a)(dl) O ... 0
0£1,,...,1 <l
1 n-1 =i
E n-1, E 1
@) @'
o) E.o P DU,
comme dn(a) = a et (dn) (x) = x, la propriété est vérifiée au rang n. §§
Conséquences :
a) Soient m couples (3 BE) (3 BE) 3! tout 1 9
P 12305+ +-5(3 53 ), ol pour tou i, {

o . E o .
est une dérivation de A et ai une di—derlvatlon de E ; alors pour tout
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m
o€ N, aeA, xe E, on a

formule de Leibnitz : (3°5 (ax) = (i)aY(a)(BE)u—y(x)

(appliquer le lemme au cas n = lu|, d1 = .., = du = Bl,d? = ... = dE = 8?
o

b) Soient K une extension d'un corps commutatif k, et

une famille de k-dérivations de K, libre sur K, et telle que

m
Z k di soit une sous k-algdbre de Lie de DerkK 3y alors la famille (da)

1 aeNm

est libre sur K, et le sous K-espace vectoriel de DiffK/k engendré par @

est une sous k-algébre de Diff

K/k’ appelée algébre d'opérateurs différentiels

engendrée par (di) (la démonstration de ce résultat fait 1'objet de

1gigm

1'annexe en fin de chapitre).

Soit (K,al,...,am) un corps différentiel, de corps des constantes

On suppose désormais que la famille (Bi) est libre sur K.

I1<igm

Comme, V&, i, EH)BEJ = 0, k 3; est un sous k-algébre de Lie

I ~13

i=1
de Derk K ; la k~algébre d'opérateurs différentiels engendrés par les dériva-
i ). & ; 516 8
tions structurales (d1)151$m est notée DK ; un 8lément de DK est

appelé opérateur différentiel (linéaire) sur K (définition de J. JOHNSON

dans Ekﬂ) ; (Ba) o étant libre sur K, on a alors w(8) p si et
aeN

. a . . m
seulement s1 § = X aaa et s'il existe a € N~  tel que 'aol =p et
la|<p . o
a, # 0. En particulier, un opérateur différentiel (linéaire) d'ordre O est
)

de la forme a,, avec ae K - {0}.

Exemple : Si K est un corps commutatif et K = k(X,Y,Z) ,
2 2 2
(K, ji-, ji-, Jio est un corps différentiel et § = 5+t =t~
3X  3Y  3Z 90X Y 3z

est un opérateur différentiel (linéaire) d'ordre 2 sur X.

k.
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Lemme 72.- Soient &, = Y aa8a, 8, = ) bBaB non nuls dans
o] <p |8l<q
tels que w(él) =p et m(dz) = q. Alors
a) 6] + 62 £ DK et w(61+62) = max(p,q) si p # q.

< max(p,q) sinon

b) §, o 8§, € D w(s

| 9 K o 8,) = p+tq et

1 2

_ Oy A0 o+B=y
808, = ) afl ] ()3 (bg)3 }.
lajsp ~ Ogysa

18] <q

Demonstrhation :

a) & +6,= ] (a_+ b )a".
odvlsmax(p,q) 77
B) & 06, = ) % b P
08, = . aaa ( 8 )
|o|<p
|8 sq
= 1 au[- I 'm0 aé}
lalsp “logysa ¥
|8]<q
T P=4 . Q+B_Y a_Y B
d'oli le résultat puisque 3 = 9 o 3 ; de plus w(&l o 62) £pt+aq
. . m
et 11 existe aO,BO e N tels que |aol = p, aao # 0, |80! = q, bBO # 0,
— . [N -
donc IOLO + BO] = p+q et aaobBo #0 ; d'od ou(@1 o 62) ptq. B

Conséquence : D, est une sous k-algébre de DiffK/k sans diviseurs

K

de zéro : en effet, si § et § sont non nuls, w(§

1 2 I

soit 61 o 62 # 0.

1.712. - Soit (K,3) wun corps différentiel ordinaire.

Lemme 3.- "Divdisdon euckidienne".

n . m
Soient D = y a.3’ et § = Z Q.9 dans D tels que
i=o ! =0 K

o 62) = w(61)+ (62) #F - =,
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0 <m=w(d <n=uw(D). Alors il existe un unique couple (B,R) d'éléments

~

de DK tels que D =B o § + B8 et w(B) <m.

Demonsthation : EXISTENCE : récurrence sur n : si n = 0, alors

a
_ _ _ o

m=0,0D (ao)V’ § = (ao)ﬂ et D = (E—)Z 0 § . Supposons que pour tout couple
o

A

d'opérateurs différentiels d'ordresrespectifs p < n-1 et m, O <mz<p,
a
la propriété soit vérifiée ; alors, si m = n, on a trivialement D = (_E)Z o & +
- 4 i a4, .n-m “n
5 (a. - — 0.)9 ; si m<n~l, ona — 3 o 8§
b i i
1=0 o o
n m
én T nom n-m, .1 n-m+j-1 n
= — z { ? (.3 (a.)d J }=ad +D,, avec w(D,) £ n-1. D'ol
. Lo 1 3 n 1 1
o j=0 1=0
m
a8) n-m n-l i
D=—3 08 -D, + ) a.d
1 .
o 1=0
m
4, n-m
= — 9 o § + D2, avec w(Dz) < n-1 3
%m

alors, ou bien w(Dz) <m et la propriété est vérifiée, ou bien
p = w(DZ) > m et, par hypothése de récurrence, il existe (BI’BI) tel que

D2 = Bl o § + Bl avec w(Bl) < m. Il reste alors a poser

n .n-m
B = —

Q

UNICITE : S'il existe un deuxiéme couple (B',B') tel que

D=3B8B"06+ 8" et w(B') < m, alors (B-B') o8 =8"'"~-8. Si B -B'# 0,

on aurait w(B' = B) £ max(w(B'),w(B)) < m = w(8) s w((B-B') o §) : impossible ;

donc B=B'" et B=238". 1B

Conséquence : Tout idéal 1 de DK est principal ; en particulier,

il existe un unique opérateur différentiel DI qui engendre 1 et qui soit

unitaire.
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1.13.- soit (K,9d .,am) un corps différentiel de corps des

ERR

constantes k.

n

n .
= n
Pour tout n € N, on pose D DK lefK/k

K

(K,K) = {6 € DKIw(é) < n}

+
pour tout p,q, on a DE o D§<: DE 1, donc DK est une k-algébre filtrée

) . n
nte .
par la suite croissa (DK)neN

Remarque : En fait, avec les notations de 1'annexe en fin de ce chapi-
tre, on sait directement que DK = Q(K # U) est une k-algébre filtrée par la

. n _
suite des DK Q(K @k Un)'

Soit gr(DK) la k-algébre graduée associée a la filtration

n . . . n
(DK)ndN 5 pour tout n € N, on note frl la surjection canonique de DK

_ o _ B
sur grn(DK). Pour tout § 5 a3, 62 z bBB dans DK tels que

1 - s
lo<p |8 <q

w(&l) = p, w(62) =q, on a

E(6) x £.(8) = £ (5, 06) =£  ( [ apb 20+8

p+q 1 2 p+q a B ) = fq(GZ) * fp(él)’

car pour Ial < P, |B| <q ou y >0

OB~ +q- .
d Y ¢ DE -l Ker fp+q ; ©On en déduit que gr(DY) est commutatif.

De plus les quotients gr (D) et gr(D,)) = ® gr (D)) sont des K-espaces
n K K nelN n K
vectoriels de lol externe : (a,fp(é)) > fp(aﬂ o §) = fo(aﬁ) X fp(é)

gr(DK) étant commutatif, 1'homomorphisme d'anneaux a H»fo(a£>

munit alors gr(DK) d'une structure de K-algébre.

Soit TK le sous K-espace vectoriel de Dé de base

(3,

; de la restriction de f1 a TK , on déduit un homomorphisme de

lgigm
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K-algébres graduées g : Sym (T, ) - gr(D,) tel que go @' = f (' &tant
= K''K K 1 TK
re s . .
1'injection canonique de TK dans SymK(TK)).
Lemme 4.- g est un isomorphisme de K-algébres de SymK(TK) sur
gr(DK)-
Démonstration :
Tout élément de gr(DK) est une somme de fp(é), avec
s= J ad®e® 5 or £()=f( JaodhH= ¥ £a),] x [F ]
K P p a L ol Tall 1
la|<p al=p lal=p

= g( 2 aa[m'(a)]“), d'oi g est surjectif. D'autre part, la famille
al=p

(fl(ai))lsi<m est algébriquement libre sur K : en effet, si

-~

| Iz £ [Kaa)é]‘x [fl(aj]“ =0 (aa € K), pour tout g ¢ p, on a
aj|sp

0= Y £ [(a )é] x [fl(a)]a =f£( )Y a3, i.e. ) a 3% € D; ;
af=0 77 ® “lof=q *® af=q ©

d'oi a = 0 pour tout a, car sinon w( X aaaa) = q.
lal=q
SymK(TK) étant engendrée, en tant que K-algébre, par la famille

(@'(Bi)) on en déduit que g est injectif. @

Igigm’

Conséquence : DK est un anneau noéthérien (3 gauche), sans diviseur

de zéro, donc admet un corps des fractions (& gauche), dont les élements sont

appelés opérateurs pseudo-différentiels sur K (cf. [b.3$] lemme 3 cons. b).

1.2. - D-modules.

B 1.27. - Soient K une extension d'un corps commutatif Kk, (di)
une famille de k-dérivations de K, 1libre sur K, telle que -§ k.di soit
une sous k-algébre de Lie de DerkK. !

-
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On note P la k-algébre d'opérateurs différentiels engendrée par

o
/k de base (d™) o

(d4.) i.e. la sous (k-K)-algébre de DiffK
aelN

i’ 1<i<m
( E Jl] , lemme 1, conséquence b).
ThéornZme 1.- Soit E un K-espace vectoriel.
Les conditions suivantes sont équivalentes :
i) E est muni d'une structure de {P-module prolongeant sa structure de K-
espace vectoriel ;
E m
ii) Il existe une application K-linéaire d i+ d  qui & tout d ¢ z K di

1=1
associe une d-dérivation gauche dE de E, telle que,

ViV [dfa] = [8.d]0

Et dans ces conditions, le D-module E a pour loi externe

( ¥ ad%x) +— T a (dH%).
lajsp * alsp @

Démonstrnation : i) => 1i) :

Soit (&8,x) +» &§.x 1l'opération externe de D sur E ; alors,

m
Vade X K di’ 1'application dE : x» d.x est une d-dérivation gauche
i=1
E
de E, car, VaeK, xe¢E, ona d(ax) = d.(aﬂ.x) = ([?,é] + az'o d) .x

d(a)x + a do(x)

le reste est immédiat.

iil) => 1)

E
Pour tout aqa € N on pose d* " = (dE)a ; on va montrer, par
récurrence sur n, que, étant donné (xl,...,xn) € {1,...,m}n, on a
E E E P
(dk 0O ... 0 dx ) o= dA o ...o0d 3 on suppose que cette propriété est
1 n 1 An
vraie pour n-1, et qu'elle est vérifiée pour la suite (KI""’*1+1’*1”"’An)=
m
. . m
il existe u. k tel que d d = u.d., d
(uj) e 1 [Ai’ Aiﬂl 21 1 one
J——
m
d, o...0d, od o0...od =d. o o(d od, + 2 u.d.)o od
Y ). ) ce .d.)o...
1 TS oM Maer M52 33 A



m
=d, o...od, od o...od, + ) u.d o...od, od. o dy o ...o0d ,
1 i+l i n i= i+2 n

E E _E T
= d o...0d o dA o...o0 d car [dk ’dA ] = ( Z u.d.) ;
i i+l j=1

comme, par définition, la propriété est vérifiée par la suite obtenue en ran-

eant A, ,...,A dans 1'ordre croissant, on en déduit qu'elle est vraie pour
g 1 n .
(Al,...,An) ; on définit alors 1'opération externe
(§ = - a du,x) v 6.% = a (dE)a(x) 3 on a en particulier,
. a v

o] <p afsp

Yae K, ap.X = a(dE)o(x) = ax ; de plus, pour tout 61 = Z a da,
lo| <p

62 = ) deB, on a

|8 <q

_ ay LY o=y B\E
(6,08).x = ] a ( ] (DT 0 dHH) )

a,B ~ Ogysa

ay LY E,a-y E.B
aZBaa(O<§<a<8)d (b)) (@)% 0 (@)% ().

= 6].(62.x) ; le reste est immédiat.

Remarque : Etant donné un sous K-espace vectoriel T de DerkK,
un K-espace vectoriel E est un T-module (Définition de J. MANIN dans
D&ﬂ § 1) si T opére sur E de fagon que, Vde T, 1'application
dE : x+ d.x soit une d-dérivation gauche de E, et que 1l'application

E . .. . . - . .
dw d soit K-linéaire ; cette application est appelée loi de dérivation

sur E (cette définition généralise celle de H. OSEKI dans Bkﬂ § 5
voir aussi [Ki] 1.2).

Si de plus, (d.), . est une base de T sur K, et si E k d.
17 1<1<m 12
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est une sous k-algébre de Lie de Derk K, une connexion d #» dE sur E est

. N . E E E -
dite a courbure nulle si [ﬁi’dj] = [hi’dj] , V&,J ; le théoréme 1 peut alors

s'énoncer : un D-module est un T-module dont la loi de dérivation est d& courbure

m
nulle (T = izl K di)'

Conséquences :

a) Soit E un D-module. Une partie E' de E est un sous D-module
de E si et seulement si E' est un sous K-espace vectoriel de E tel que
E, _, v . E .
di(E Y ET, Vi:en effet, dans ce dernier cas, di B est une di~der1vat10n

gauche de E'.

b) Soient E et E' deux ©D-modules. Une application J:E>F
est D-linéaire si et seulement si {} est K-linéaire et si, Vi, on a
E F . o e
@ o) di = di o @ : en effet, dans ce dernier cas, on vérifie que

ﬂ o (dE)a = (dF)a o @, par récurrence

sur |a|. E E

:
F _ F
1.29. - Note : On limite désormais 1'étude des D-modules, au cas

suivant : (K,3 .,am) est un corps différentiel de corps des constantes Kk,

e
et D= DK [3.12] ; cependant, le lecteur pourra vérifier que les définitions

et propriétés de ce chapitre s'étendent sans difficulté aux D-modules en

général.

Soit (K,3 ,Bm) un corps différentiel de corps des constantes k.

EREE

Théondéme 1 bis.- Soit E un K-espace vectoriel.
Les conditions suivantes sont équivalentes
i) E est muni d'une structure de DKfmodule prolongeant sa structure de K-

espace vectoriel.
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ii) pour tout i, il existe une ai—dérivation gauche 8? de E telle que
E .E . v -
[ai,aj_'[ =0 ViVj.

Dans ces conditions, le DK—module E a pour loi externe

( 7 ad%x) — T a2 (0H®. m
lalsp @ alsp ¥

Exemples :

a) K est un DK—module de dérivations gauches ai ;

b) Pour tout ensemble A\, KA est un DK-module de dérivations
. . PR n
gauches de structure : (fx)kel (ai(f)\))M:A ; en particulier, K
A

est un sous I?K—module de K.

¢) Pour tout k-espace vectoriel V, K ek V est un DK-module de

dérivations gauches de structure : a & x w ai(a) ® x, et si (vx)x A
€

est une base de V sur k, le K-isomorphisme canonique :

z ax ® v, v Z a..» de K@V sur K(A)

est D _-linéaire.
reh A€l A k K

Proposition Z.-
a) Soient E et F deux DK—modules ; alors E OK F est un DK-
E

module de dérivations gauches de structure a? =9 ] 1F + ]E e af.

b) Soient u : E>E', v : F> F' deux applications DK—linéaires,

alors u ® v est une application DK—linéaire de E QK.F dans E' QK F'.

Déemonstrhation :

a)Pour tout ae K, x 8yeEQ F, ona

K
. ] E F Q <
V&, ai(a(xey)) = ai(ax)ey + ax @ ai(y) = a ai(xey) + ai(a)(xgy), d'od,

par linéarité, 8? ai—dérivation gauche de E GK F ; de plus

Yi,Vi, [3?,3?] = [a?,a;:] @ 1, + 1, @ [afaf -

o
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. F
b) on a, ‘Vl, (udv) o a? = 3? ou®v+ud ai ov = 8? o (udv). g8

Conséquence : Soient (L,a],...,am) une extension différentielle
de K, et E un DK-module ; alors L 8K E est un UL-module de dérivations
E -
gauches de structure 8? =93.01_+ 1_83. : en effet, L &tant un D _-module
1 1 E L 1 K
de dérivations gauches de structure ai, le L-espace vectoriel L @K E sa-
tisfait 3 la condition 1ii) du théoréme 1 bis.

Etant donnée une application UK-linéaire u: E->F, 1_Qu est

alors une application DL—linéaire de L @K E dans L 8K F.

1.23. -

Proposition 3.- Soient ko un sous—corps différentiel de K

et E,F deux DK-modules.

a) Homk (E,F) est un DK-module de dérivations gauches de structure
o

s oa SHee) = oF
1 1 1

E
of ~-fo ai pour tout f ¢ Homk (E,F) ;
)

.. .N
b) Ve N, lefK/ko(E’F) est un sous DK—module de Homko(E,F) 3

.
c) Derko(K,E) est un sous DK-module de lefk/ko(K’E)'

Démonsthation :

a) pour tout f ¢ Homk (E,F), x e E. a € ko, on a
o
Vi, 375 (ax) = 3, () EG) +a 3} 0 F()-£(3;()x + ad; () = a2} (F) ()

car ai(a) € ko ; donc 3? est bien ko—linéaire ; de plus, Vae K, ona
H F E H
ai(af)(x) = ai(a)f(x) +a 3, o f(x) - (af) o 3;(x) = (Bi(a)f + aai(f))(x)

1

d'oli 8? est une ai—dérivation gauche de Homk (E,F). Enfin, Vi, Vj
o
H H F F E E
Byras1(0 = [a5,0:] o £ - £ 0 [3;,0:] = 0.

b) Vi, Bi est une dérivation de K et 8? (resp. af) une 3 -déri-
i

vation gauche de E (resp. de F), donc d'aprés (E).3§] lemme 2), pour tout



_.55_

n

u € lefK/ko

H F E .. .N
(E,F), ai(u) = 8i ou-uo ai € lefK/ko(E,F).

c) d'aprés la conséquence a) du lemme 2 de [b.3j], si u € Derk (K,E)
o}

alors B?(u) € Derk (k,p). &
o

Conséquences :

a) ¥ : E>F est DK—linéaire si et seulement si, on a, dans

HomK(E,F), a?(lﬂ) = o,Vi.

b) le dual Ej_= HomK(E,K) de E est un DK-module de dérivations

gauches af ol af(f) =93.0f~-fo 8? ,\V f e E*.
i i i 1

Proposition 4.-

Soient E et F deux DK-modules.
. .,'. . t * *
a) si ﬁ : E~>F est DK—llnealre, alors sa transposée J:F - E
est UK—linéaire.

L 2]

b) le K-homomorphisme canonique 86 : E > E est DK—linéaire.

Démonstration :

* .
a) pour tout f € F, on a, Vﬁ,

“IBIO] = (,0f - £033) o § = 3, o (fof) ~(fo) o 3; = 33 { (D}

* .
b) pour tout f e E', x € E, <f,0(x)> = f(x), et si on note 8** les

e . ok .
dérivations gauches de structure de E ', on a, Vﬁ,

<£,377(0(0)> = <£,3; 0 8(0) - 803> = 5, () =(3;0f~F031) () = <F,0(3; ())>,

. sk
solt 8i 06 = eoalf:..
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Soit k0 un sous-corps différentiel de K.

Une (ko,K)—algébre A, muni d'une structure de DK—module telle que

.. . A . o . .
les dérivations gauches de structure ai soient des dérivations de A, est

appelée (kO,K)-algébre différentielle. Si ko = K, on dit simplement K-~algébre
différentielle.
Exemples :
a) DiffK/k est une (ko,K)—algébre différentielle de dérivations
o
N - N _ . ' -
de structure Ei. ou Bi(u) = [éi,@] s Yue lefK/ko en effet, d'apreés

la proposition 3, 1la ko—algébre DiffK/ est un DK—module de dérivations

k

o
" ]
gauches de structure ai ; et \fu,v € Diff on a

K/k ’°
A O
[éi,uoéj = [}i,é] ov+uo [éi,il , 1l.e. Bi est une dérivation de lefK/ko.
A

b) Une extension d'anneaux différentiels (A,al,.

A
..,am) de K
est une K-algébre différentielle, car, V&, 8? est trivialement une ai—

dérivation gauche de A et [}?,a?j = 0 ; la réciproque est évidente.

c) Si A est une (ko,K)—algébre différentielle, de dérivations de
structure 8?, alors A[S_1] est une (kO,K)—algébre différentielle de déri-

vations de structure 3? (ELA}] exemple b) : en effet, 8? est une dérivation

de la (ko,'K)—algébre A]:S_l_], telle que, Va e K, 2 e A[S_]:[

I 7))

A A
—_ sai(aa) aaai(s)

A, a._ _ a —K.i' . A P
Bi(a =)= 5 = ai(a), + a ai( j, 1.e. ai est une ai déri
s s s s
. -1 .\ A A A _A
vation gauche de A]-_S :l, et Vl,v_] [ai,aj] = [ai,aj] = 0.

1.24. - Soit (L,Bl,...,am) une extension différentielle de K,

L @K L est une L-algébre différentielle de dérivations de structure
8 8 8 . ' e .
ai : en effet, (L @K L,al,...,am) ‘est une extension d'anneaux différentiels

de L (|:O .41] exemple <c¢)).
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Proposition 5.- QL/K est un DL—module de dérivations gauches de

9] - Y/
structure Bi ol ai(g aAdL/K(XA)) = g{ai(ak)dL/K(xA) + aAdL/K(ai(XX))}

pour tout z aAdL/K(X)\) £ QL/K I_—S).?:&] .
A

Démonstration :

Pour tout i, a ® b e L 8K L, Bi o m(aBb) = m o 8?(a®b), d'ot

V2 € 1 = Ker m, m{B?(z)} =0, et I est un sous DL—module de L @K L ;

8? étant une dérivation de L GK L, on a 8?(12)<: 12, i.e. 12 est un

sous DL-module de I. Si pour tout z € I, on note z la classe de z

modulo I2 , 8 = I/I2 est donc un DL-module quotient de loi-externe

L/K

(G,Z)I+ §.z2 les dérivations gauches de structure de QL/K sont alors

Q, . _-® _ =
telles que ai(z) = ai(z), or ; ade/K (XA) = ; (ax (3] Xy a, X, ® 1), et

@ .
ai(g\(a)\exx—a)\xxel)) = §{ai(ax)D@"x"‘x@‘] + a)‘l:]@ai(xk)—ai(xx) 2] l_-J} 3

on en déduit que

Q
i [g\ 0] - {\ 0y (ady () + aydy (35003 @

Conséquences :

a) Pour tout D.-module E, le L-~isomorphisme ﬂE

L L/K : £ fo dL

/K
de HomL(QL/K,E) sur DerK(L,E) est alors DL—llnealre : en effet, pour tout

f € Hom. (. ,,,E) on a wE (3H(f)) =¥ o fod —fodload
M WL /K L/K %1 i L/K i
Q

car ai o dL

L/K

k= ok © %

b) Si L est de type fini sur K, Q

L/K L

phe au dual de DerKL : en effet, le composé du DL—isomorphisme canonique de

Q sur son bidual et du DL-isomorphisme de la transposée de 0L (propo-

L/K L/K

sition 4) est un UL—lsomorphlsme de Q sur (DerKL) .

L/K

H
= Bi(f o dL

i,

/K

est canoniquement U -isomor-
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1.3. - Constantes.

1.31. - Soient (K,al,...,am) un corps différentiel de corps des

constantes k et E,F deux DK-modules.

. E .
Pour tout 1, ai est un k-endomorphisme de E ;

m
c(E) = M) Ker 8? est donc un sous k-espace vectoriel de E.
i=1
Exemples :
a) K étant un DK—module de dérivations de structure 31,...,3m,
m
ona c(K) = M Ker 3, = k ; plus généralement pour toute K-algébre diffé-
i=1

rentielle A, c(A) = AC est une k-algébre, appelée algébre des constantes

de A.
b) ﬁ € HomK(E,F) est DK—linéaire si et seulement si 8?(¢) = 0,

Vi, donc c(Hom,K (E,F)) = HomDK(E,F)

Pour toute application DK—linéaire f : E~»F, la restriction c(f)

de f 3 c(E) est une application k-linéaire 3 valeurs dans c(F) : en effet,

Vxe <(E), 8? o f(x) = f o a?(x) = 0.
i i

La double correspondance E v c(E), ft c(f) définit un foncteur

covariant additif de la catégorie des DK-modules dans celle des k-espaces

vectoriels, appelé foncteur constante, et noté c(.).

Proposition 1.-

Le morphisme fonctoriel ¢ : c(.) -~ Homv (K,.) défini, pour tout
K

DK—module E, par ﬁE : ¢c(E) » Hova(K,E), et JE(X).a = ax, Vxe c(E), a € K,

est un isomorphisme, d'isomorphisme réciproque, le morphisme fonctoriel
Y o HomD (K,.) = c(.) défini par VY_(u) = u(l), Yue Homv (K,E).
K E K

Démonstrhation :

Pour tout DK-module E, le K-isomorphisme op E > HomK(K,E)
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tel que OE(X).a = ax,‘v x € c(E) et a e K, est DK—linéaire : en effet,
. H _ ,E _ N E(x
pour tout i, on a Bi o OE(x).a Bi(ax) Bi(a;x = aai ).

= c(o_l)

&E = c(oE) : c(E) -~ HomDK(K,E) est donc un k-isomorphisme et WE .

est donc le k-isomorphisme réciproque de JE'

De plus, pour toute application DK—linéaire f: E~>F on aled.c.

g3

c(E) > HomD (X,E) en effet,\v x € c(E), a € K,
K
c(£) HomD (X, f) ﬂFoc(f).x = af(x) = foﬂE(x).a = f(ax) ;
K
c(F) > Ho (K, F)
mDK
On a de méme le d.c. : Homv (K,E) - c(E)
K
en effet, Vu e Homv (K,E),
K Homv (K,f) lc(f)
K
c(f) o ‘{’E(u) = f o u(l) = WF[f o u:] 3 ‘{’F
Homv (K,F) c(F)
K

lﬂ et Y sont donc deux isomorphismes fonctoriels réciproques. i}

Conbéguence : Le foncteur c¢(.) est exact 3 gauche, commute aux limites

projectives, et en particulier, aux produits directs, et aux sommes directes finies.

[:: 1.32. - 0On note IV le DK-moduIe K 8k V de loi externe

(8,a8x) + §(a)edx ([3.221 exemple ¢) ; si f est une application k-linéaire

de V dans V', 1le K-homomorphisme canonigue ZIf = IK & f : IV > ZIV' est

UK—linéaire.

La double correspondance V + IV et f +» If définit un foncteur
covariant additif de la caté@gorie des k-espaces vectoriels dans celle des DK—

modules, appelé foncteur sigma, et noté I.
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Proposition 2.- Le morphisme vectoriel @ : Homv (£,.) » Homk(.,c(.)),
K
défini, pour tout k-espace V et DK—module E, par
\Y
OE : HomDK(EV,E) - Homk(V,c(E)) et, pour tout u € HomDK(ZV,E), x eV,
@X(u).x = u(18x) est un isomorphisme, i.e. le foncteur I est adjoint & gauche

au foncteur c(.).

Demonstrhation :

Pour tout k-espace vectoriel V et DK-module E, 1'application

g Homv (K @k V,E) ~ Homk(V,HomD (K,E)) telle que (B(u)x)(a) = u(a®x)
K K

V,E), x € V, a e K, est bijective., V¥ étant un k-isomorphisme

E

Yu € Ho (K
mDK k

de Homv (K,E) sur c(E) (proposition 1), 1'application Homk(V,W )
X ,

Homk(V,HomD (K,E)) > Homk(V,c(E)) est aussi bijective.
K

Comme WE o B(u).x = (BR(u)x)(1) = @g(u)(x), Og = Homk(V,WE) o B

est un k-isomorphisme ; de plus, pour toute application linéaire £ : V » V'

on a le d.c.

Vl
eE
HomD (xv',E) Homk(V',c(E))
K
HomD (Lf,E) Homk(f,c(E))
K ev
HomD (ZV,E) E Homk(V,c(E))
K

1
en effet, Vu e Homv (zV',E), x € V, Gg(u'uzf).x = u'"(18f(x)) =(®Z (uof).x
K

de méme, pour toute application DK—linéaire g :E~>F , ona le d.c.

A%
S)
Homy, (ZIV,E) E Hom, (V,c(E))
K
Homv (zv,g) Homk(V,c(g))
K @V
F

Homv (zV,F) > Homk(V,c(F))
K
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car OZ(gou).x = gou(18x) = c(g) o @Z(u).x ; 0 est donc un isomorphisme fonc-

toriel. W

Conséquences :

a) le foncteur I est exact 3 droite, commute aux limites inductives,

et en particulier aux sommes directes.,

b) Pour tout k-espace vectoriel V, 1l'application ¢ : V > c(ZV)

définie par ®(x) = 18x, pour tout x € V, est un k-isomorphisme : en effet,

o = Ogv(lzv) est une application k-linéaire, trivialement injective$ de plus si

) est une base de V sur k, pour tout x = z a, ® x, € c(zV)
Aeh ren A
€ K), on a, V&, 0 = Be(x) = E 3.(a,)(18x. ), d'ou YV xe A, 3.(a,) = 0O,
1 reA 1A A 1A
et a, e k ; par suite x = X akxx), et & est surjectif.
A€l

(x)\

(aA

c¢) le foncteur I est pleinement fidéle, i.e. pour tous k-espaces

vectoriels V et V', 1'application canonique T : g # Ig est une bijection

de Homk(V,V') sur HomD (£V,EV') : en effet, du k-isomorphisme ¢ : V' = c(ZV'")
K

on déduit la bijection Homk(V,Q) : Homk(V,V') - Homk(V,c(ZV')). D'autre part,

.. . \ -1
la bijection (GZV')

: Homk(V, c(sVv")) ~+ Homy (zV,ZV') est telle que

K
(egv,)—](v).(a@x) = av(x):V a®xe IV ; comme, pour tout u € Homk(V,V'),
(@gv,)_l(éou).(a@x) = a dou(x) = aBu(x) = v(u).(aBx), T = (egv,)" o Hom, (V,%)

est une bijection.
l 1.33, - Soit E un DK-module.
. . E
Soit x € c(E) ; pour tout a € K, on‘a, V&, Bi(ax) = Bi(a)x,

puisque a?(x) = 0. Ainsi K.x est un sous UK—module de E.

Lemme 3.- Si est une famille libre sur k d'éléments de

=3 5en

c(E) , alors elle est libre sur K.

Démonstrhation : Supposons liée sur K, et soit (x

*3) 361
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une famille minimale telle qu'il existe 32,...,ap € K tels que

xxl + azx>\2 + ...+ apxXp =0 ; alors, VYi, ai(az)xxz+ ee. # E)i(<ap)x>\p = 0,

donc, nécessairement, Vj, ai(aj) =0 et aj ck. @

Conséquences :

a) Le K-homomorphisme canonique ¥ : K @kc(E) -+ E défini par
Y(a®x) = ax est un DK—morphisme injectif : en effet, V&, a®x € K @k c(E)
(3] . .
¥ o 9.(aBx) = 3.(a)x = 3, o ¥(aBx) ; et si (xk)xeh est une base de c(E) sur

k, 1la famille = (W(IGXA))AEA est libre sur K, donc V¥ est in-

) xen
jectif.
Pour E = L, on retrouve, en'particulier, que le K-homomorphisme

canonique de K 8k £ dans L est injectif, i.e les sous k-algébres K et £

de L sont linéairement disjointes (voir [6.42] lemme 1 cons. a)

b) EE. = Y(K ek c(E) est donc un sous UK-module de E, et toute

base de c(E) sur k est une base de Et sur K 3

c) En particulier, si E est de dimension finie sur K, alors
c(E) est de dimension finie sur k et dimkc(E) = dimKEt < dimKE (formule

des dimensions).

1.4. - Tnivialite.

1.41. - Soit (K,3 .,am) un corps différentiel de corps des

1>

constantes k.

Un DK-module E est dit trivial s'il existe un k-espace vectoriel

V tel que E soit DK—isomorphe a V=K 8, V.

Exemples :

a) pour tout ensemble A, le DK-module

(D

est trivial
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en effet, d'aprés ([1.22] exemples bet c) K(A) est DK—isomorphe a kK @k k

(n)

b

b) Si Ei(i € I) sont des DK-modules triviaux, alors ® E. est

iel
un D_-module trivial : en effet, si E, est D _-isomorphe 4 K@ V., ® E,
K i K k 1 el i

est DK—1somorphe a K Sk (.$ Vi)'
1el
Proposition 1.- Soit E un DK—moduleﬁ
Les conditions suivantes sont équivalentes
i) E est un DK—module trivial ;

ii) L'homomorphisme canonique ¥ : K ek ¢c(E) - E est un DK—isomorphisme ;

iii) E = EC

iv) Toute base de c(E) sur k est une base de E sur K ;

)

| v) Il existe un ensemble A tel que E soit DK—isomorphe a kK

Démonstration :

i) => dii) :+ ¥ est un DK—homomorphisme injectif ; de plus, il existe
un k-espace vectoriel V et un DK-isomorphisme u : K Qk V->E ; si (VA)AeA
est une base de V sur k, et si on pose X, = u(]@xx), on a, V&,

Bg(xx) = u(ai(l) 2] XA) = 0, donc (XA) est une base de E sur K telle que

x, € c(E), Ven 3 tout z a.x. € E est donc égal a W(z a®x ), et VY
A 5 AT X AA

est surjectif ;

i1) => 1ii1i) @évident.
e . t
111) => 1iv) toute base de <c(E) suir k est une base de E = E

sur K (l:l.33] conséquence b)

iv) => ii) évident.

(A)

v) => 1) K est trivial et donc aussi E. [

Conséquences :

a) pour tout DK-module E, Et est un DK-module trivial, puisque

DK-isomorphe a Ic(E) ;
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b) le foncteur I est un foncteur d'équivalence entre la catégorie

des k-espaces vectoriels et la catégorie DK—triv des DK—modules triviaux :

en effet, le foncteur ¥ est pleinement fidéle, et essentiellement surjectif,

puisque tout UK—module trivial est D, -isomorphe & 1'image par § du k-espace

K

c(E) ; de plus la restriction du foncteur c¢(.) a D, —triv est un quasi-

K

inverse de I : en effet, pour tout k-espace vectoriel V, on a un k-isomor-

phisme & : V » c(gV) et pour toute application k-linéaire f : V > V' le d.c.

v 4 . o(ZV)
f . c(Zf)
V' 2 y c(ZV")

car,\# xe€ V, <c(Zf) o o(x) =1 0@ f(x) d o f(x) ; 1le foncteur «c(.): est
donc isomorphe au foncteur identité de la catégorie des k-espaces vectoriels ;

de méme, pour tout DK-module trivial E, on a un DK-isomorphisme ¥

tc(E) » E et pour toute application DK—linéaire g : E>F led.c.

T c(E) > - E
Te(g) g
% ¢ (F) ¥ > F

car, pour tout a 8 x ¢ Lc(E), govy(a®x) g(ax) = ag(x) = ¥ o rc(g) (a®x) ;
le foncteur T c(.) est donc isomorphe au foncteur identité de la catégorie

DK—ter.

¢) La restriction du foncteur c(.) a DK—triv, étant quasi-inversible,

est un épifoncteur ([?i] III, prop. I) exact a gauche, donc un foncteur exact

([PJ] IX th. 5).
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[‘- 1.42. - Un module F est simple si F # {0} et si les seuls sous-

modules de F sont {0} et F.

Un module E est semi-simple si E est une somme de modules simples ;
E est alors une somme directe de modules simples, et tout sous-module de E

est facteur direct.
[:: Soit E un DK~modu1e.

Pour tout x € c¢(E), Kx est un sous—DK—module de E, évidemment

simple ; si E est un DK—module trivial, E est alors un DK~modu1e semi-

simple : en effet, si (x.) est une base de c(E) sur k, c'est une

) el

base de E sur K (proposition 1) et E = @ Kx, .
A€l

Théonéme 2.- Soit E un DK-module trivial.
Pour tout sous DK—module F de E, F et E/F sont des DK—modules

triviaux.

Démonstnation : Soit (XA)AeA une base de c(E) sur k ; on a
E= @& Kxx, avec KXA DK~module simple ; d'aprés (Eé VIIi] § 3, prop. 8)
A€l
il existe alors une partie J de A telle que F soit DK—isomorphe a o KXA
redJ
comme pour tout Ael, Kxi est trivial, il en est de méme de @ ka, et par
Aed
suite, de F. D'autre part, F é&tant facteur direct de E, E/F, DK—isomorphe
i tout supplémentaire de F, - est 0K-isomorphe a ® KXA ;3 on en déduit,
AehA-J
comme précédemment, que E/F est un DK-module trivial.
Conséquences :
a) pour toute suite exacte de DK—modules
0 — E' 25 g X5 " — 0
si E est trivial, alors E', D_-isomorphe 3 Im uC E, et E", D ~isomorphe

K K

& E/Im u, sont triviaux, et d'aprés la conséquence d) de la proposition 1,
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la suite de k—espaces vectoriels

(u) c(v)

0 — o(E') =2 (F) (E") — 0

est exacte ;

b) pour tout DK—module E et tout sous DK-module F de E, F

est trivial si et seulement si F C.Et.
| 1.43. - Soit E um DK—module, de dimension finie sur K.

D'aprés la proposition 1, E est un UK—module trivial si et seulement

LY

si il existe un ensemble A tel que E soit DK—isomorphe i , donc si

. . R - .
et seulement si E est VDK-lsomorphe a K, oi n-= dlmKE.

D'autre part, on a dimkc(E) = dimKEt < dimKE ;s E est un DK-module

. . . . t . . . .
trivial si et seulement si E = E , donc si et seulement si d1mk c(E) = dlmKE.

Si E est un DK-module de dimension finie sur K, comme toute suite
de composition du DK—module E est formée de sous-K-espaces vectoriels

de E, la longueur du DK~modu1e E est finie et 1on%7K(E) < dlmKE.

Si, de plus, E est trivial, et si (x,), . est une base de
n i’ 1gign
c(E) sur k, alors, conme E = @ Kxi et, Wi, Kxi est un DK—module simple,
j i=1

< n) forment une suite de Jordan-

-

les sous DK—modules Ej = & Kx, (1 <]

i=1
= dimKE.

Holder de E, et longD (E)
K

Soit A wun anneau ; un A-module E est indécomposable

si E=F ® G entraine F=E ou G=E ; une décomposition de Remak de E

est la donnée de sous—-A-modules indécomposables et non nuls El""’En de E
n
tels que E= ® E.. On montre (théoréme de KRULL-REMAK-SCHMIDT - [A VIIT] § 2

i=1
th. 1-) que tout A-module E de longueur finie admet une dé&composition de
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E.

i sont deux telles décompositions,
1

&g

n
Remak, et que, si E= ® E., et E =
=] ’ i

alors n = m, et quitte 3 réordonner les indices, Ei est isomorphe 3 Ei ,\fi

Un DK~modu1e E, de dimension finie sur K, &tant de longueur finie,
admet donc une décomposition de Remak, unique 3 isomorphisme prés ; en particu-
lier, si E est trivial, et si (Xi)l<i<n est une base de c(E) sur k,

E =

[LIC R =]

Kxi est une décomposition de Remak de E.

Proposition 3.- Soit E un DK—module de dimension finie sur K.
Les conditions suivantes sont &quivalentes
i) E est un DK—module trivial ;

* ..
ii) E est un DK module trivial.

Dans ces conditions, 1'application o : u > u (E) est un k-iso-

morphisme de c(E*) sur (c(E))*.

Demonstrnation :

. .. . . . . n -
i) => 1ii) : il existe un DK—lsomorphlsme g : E>K, oi

n = dimKE 3 tﬂ est donc un D _-isomorphisme de (Kn)* sur E* ([].Z],

K
»* .
prop. 4) ;3 or si (ei) est la base duale de (ei), base canonique de Kn,
n
n R L R * * K
on a, pour tout a = Zaiei e K, \ﬁqﬁﬁ, <a,ai(ej)> = <a,8ioej - ej o ai > =

ai(aj) - Bi(aj) =0 d'od e; € c((Kn)*) i.e. (I(H)a'E trivial,donc aussi E*

ii) => 1) : E* étant trivial, il en est de méme de (E*)*, et
donc aussi de E qui lui est DK—isomorphe ([}.g] prop. 4).
Si 4 e C(E*), x € c(E), on a, V&, Bi o u(x) = (Bzou + uoB?)(x) =0

* , E _ * qioas
car aiou =0 et Bi(x) = 0, donc u’C(E*) € (c(E)) ; o est k-linéaire
* . . R * . .
et comme, E et E  &tant triviaux, on a dlmkc(E*) = dlmKE = dlmKE = dlmkc(E)
. * . - .. . . *
= dlmk(c(E)) » 11 reste 3 montrer que o0 est injectif ; or si u € c(E ) est

tel que 0, pour toute base (xj) de <c(E) sur Kk, u(xj) = 0, Vﬁ,

“l «(E)



M

- 68 -

et (xj) dtant aussi une base de E sur K, u=0. 18

Remarque : Si E est un UK~module trivial de dimension infinie sur

* , .. . . c e
K, E n'est pas forcément trivial ; ainsi, si A est un ensemble infini, et K

(D

de dimension infinie sur Kk, est un DK—module trivial mais le U_-module

K

(K(A))* n'est pas trivial : en effet, KA n'est pas trivial, car c(KA) = kA

(c(.) commutant aux produits directs), et, d'aprés ( [Ali] § 7), 1'image de
K @k kA dans KA par 1'homomorphisme canonique V¥ (prop. l)est le sous-espace
des applications X vy de rang fini sur k, donc toute famille infinie

d'éléments de K 1libre sur k n'a pas d'antécédent par ¥ ; d'autre part,

A K(/\))*

le K-isomorphisme canonique jK A de K sur ( défini par
<) a A,j (x,) > =3 ax, est D -linéaire; d'od (K(A))* est D _-isomorphe
LI Ren A K ; K

N A ..
a K, et n'est donc pas trivial.

1.44. - Proposition 4.- Soient E et F deux DK—modules.
t t t
F C
a) E 8, (E &, F)
b) Si E et F sont triviaux, alors le DK—module E &K F est

trivial.

Demonstrnation :

a) Soient (x.) (resp. (v ) ) une base de c(E) (resp. c(F))
A Ael n ueM
t t
k d d E . F s K 4 R st d
sur , onc de (resp ) ur (XA yA)(A,U)GAxM est donc une
t t . 3] E
base de E @ _F sur K, et, pour tout (A,u), on a, Vi, 5.(x ®y ) = 3. (x )%y
K 1A "y 1 ) U
+ xA®af(yu) =0 ; (XA@yu)(A,p)eAxM est donc une famille de c(E QK F), libre
r
sur k, donc de (E @K F) libre sur K ; on déduit que Et @Y Ft C (E @T< F)t.
N Ey
t t _ . t t t
b) de E = E et F=F , on déduit que E @K F =E @K F-c (E @K F)

donc E 6K F est trivial (prop. 1, iii) => i)). g8

Conséquence : Soient (L, 3 .,Bm) une extension différentielle de

o
K, et E un DK—module ; alors L@y (Et) < (L @K E)t ; si de plus, E
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est trivial, alors le DL—module L @K E est trivial (mémes démonstrations que

la proposition 4).

Proposition 5.- Soient E et F deux DK—modules triviaux, E étant

de dimension finie sur K. Alors le DK—module HomK(E,F) est trivial.

Demonsthation : d'aprés ([},Ii]§ 7, prop. 16, cor. 1), 1'application

8 : E @K F > HomK(E,F), définie par 8(u®y) : x 1> u(x)y, est un K-isomor-

phisme ; de plus, 6 est DK—linéaire, car on a Vi,

5 o Be(u ® v)i(x) (3. ou-uo 8?)(x).y + u(x).aF(y)
i i i i

i

Bf{u(x).y}— u o 8§(x).y

- * ..
[8? o 0(u ® y)!(x) ; E étant trivial (prop. 3)
ainsi que F, E @K F est trivial (prop. 4), et, par suite, HomK(E,F) 1'est

aussi. 8
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ANNEXE
ALGEBRE D'OPERATEURS DIFFERENTIELS

L.

Soient K une extension d'un corps commutatif k, et (d.). .
1" l<iam
m
une famille de k-dérivations de K, 1libre sur K, et telle que §.= Yk
i=1
soit une sous k-algébre de Lie de Der K.

On considére la k-bigébre enveloppante U = (Uk(§5,C,€) de é
et o l'injection canonique de § dans U ; on désigne par (z )
(@] o o 1
Oo(d) aeN
base de U canoniquement associée a (d.) (i.e z = ———).

17 Igigm o o

L'injection canonique 1 de dans Diff étant une g—-appl

k
tion, il existe un unique homomorphisme de k-algébres 1 : U ~ DiffK/k
que T O o = i  (propriété universelle de (U,oo)) ; en particulier, pou
o oo(d)a o |
tout o € N, T(za) = T(—~—7—~J = —T»g lefK/k(K’K)’ pulisque di € lefK/
al al
Si 1'on considére la filtration (Un)neN de la k=-algebre U, o

Vﬁ, Un est le sous k-espace de U engendré par les produits d'au plus n

éléments de oo(ﬁ) (voir BLIZJ), i.e de base (za)lulsn , on a donc

n

K/k(K,K) et 1 est un homomorphisme de k-algébres filtrées.

T(Un) C Diff

D'autre part, pour tout z € U, t(z) est un k-endomorphisme de
et (1) = lK ; on en.déduit que la loi externe (z,a) > 1(z)(a) munit
d'une structure de U-module ; de plus, AN k, ae K, on t(al)(a) =

XIK(a) = da, donc la structure de k-espace de K induite par l'injection

de k dans U coincide avec sa structure initiale.

Lemme 7.- La k-algébre K est munie d'une structure de U-modul

algébre ’p.13] par la loi externe (z,a) > 1(z)(a).

d.
1

0.14],

la

ica-
tel

r

(KK

U

K,

K

e -
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Déemonstrhation : pour tout o € N, a, b € K, on a d'aprés

D.llj lemme ! cons. a)
o4
t(z)(ab) = - (ab) = = T (Hdr@dm)
a! al  B+y=a

= z T(zu)(a)r(zB)(b) = Z (zu(l)'a)(za(Z)'b)’ puisque

B+y=a (za)

c(z)= ) z,8 2z . On en déduit par k-linéarité de T et c, que la
“ py=a O

multiplication de K est U-linéaire ; d'autre part, la counité ¢ de U

étant définie par (1) 1, et Vo # 0, €(Zu) = 0, puisque z, ¢ k.1,

a

é—-(1) = T(Za)(l) ; par k-linéarité de 1 et e,
al

on en conclut que 1'unité de K est U-linéaire. @

ona, Vael, e(z )

D'aprés ([b.li] lemme 2), on peut donc considérer le smash-produit
K# U, i.e K @k Uk(ﬁ) muni d'une structure de k-algébre par la multiplication

définie par m##((b®zu)(b'@z')) = Z bt (z

)b'@zYz', b,b' € K,a € Nm,z' e U.
B+y=a

B

Si pour tout n € N, on convient d'identifier K @k Url et son image

dans K ## U, K # U est alors une k-algébre filtrée par la suite (KgUn)an :

en effet, V%,b' € K,a,a' € N tels que |u| <D, |a'| < q, ona

m7F((b@za) e (b'ez ,)) = ) bi(z

)(b')ezYza, e K@U
B+y=a

B k p+q’

défini par

Théoneme 2.~ Le K-homomorphisme § : K & U ~ DiffK/k

Q(b®z) = bt(z) est un homomorphisme injectif de k-algébres graduées.

Demonstrhation : pour tout b,b' € K, o elN" et z' €U, on a,

d'aprés la démonstration du lemme 1,

(z ) o (b't(z2")) = (t(z,)b")1(z ) o 1(2"), d'ou
¢ B+§=@ ’ Y "

o o i ((b0z )0 e2')) = b{ | [i(z) ()]1(z 2"

B+y=a

b[r(za)o(b'T(z'D] = Q(b@za)oﬂ(b'®z') ;
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on en déduit par k-linéarité que § est un homomorphisme de k-algébres ;

de plus,Vp e N, b & z, €18 U, ona ab 8z ) = bT(zp) e Diffl  (K,K)

k K/k

pour que § soit injectif, il suffit donc que gr(Q) : gr(XK # U) > gr(Diff )

K/k
soit injectif (]3).12] Lemme 1). On note, pour tout n g IN, fg (resp. fé)

n

& (KK

la surjection canonique de K @k Un sur grn(K ## U) (resp. de Diff

sur grn(Diff )) ;3 et on considére 1'isomorphisme de K-algébres

K/k
. . e Lo .

g SymK(DerkK) - gr(lefK/k) tel que g o @D fl'DerkK (ﬂD : injection

K dans SymK(DerkK)) ([9.35] lemme 3) (di) . étant

canonique de Der
l<1<m

k

<A

libre sur K, peut &tre complétée en une base de Der,K sur K ; (QD(d)B)

K BeN(A)

est alors une base de SymK(DerkK) sur K, et comme, Ve Nm,

a = o + z O.\ € N(A) , (@D(d)u) g ©0 est une sous~famille, donc est libre
AeA=NT EN

sur K ; comme, Va ,g[ﬁD(d)qJ = [f;(d)]a = fial(da),

la famille (£} (da)) est alors libre sur K. D'autre part, (18z )
o] o™ a’|a|sn

est une base de K ® U sur K, et f®(1®z ) =0, si [a] <n ;
k n n o

(fTal(l@za)) o est donc une famille génératrice de gr(K # U) sur K ;
a€elN

et comme gr(Q)(z adf?al(l®za)) = Z aafia| o (1 ® za)
o & a
=1 = £,
o o!

on en conclut que gr(Q) est injectif. W

COHAéqunCQV: (1 8 Za) o est une base de K # U sur K, et on

oelN
a 3%
a Q(l@za) = — , donc la famille (—) o est libre sur K, et, par suite,
o! ol oelN
aussi la famille (da) . La k-algébre filtrée Q(K # U) est alors le K-
qum
espace vectoriel de base (d%) .
ueNm

Remargue : Si G est un groupe algébrique irréductible, défini sur k,

m
de corps des fonctions K (voir [b.4§]), et si d—= 2 k di est 1'image (cano-
i=1
nique) de 1'algébre de Lie de G dans DerkK, le résultat précédent n'est autre

que celui obtenu par C. CHEVALLEY dans '"Théorie des Groupes de Lie" Ch. V, § 6

b

o]

n° 2 (Hermann).
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CHAPITRE 1 b4s

ALGEBRE DE LIE

I bis.1. - Soit (K,d .,Sm) un corps différentiel de corps des constantes k.

TR

Pour tout n € N, dn fV b vo Py est un K-isomorphisme de

. o} . el
HomK(Pn(K),K) sur lefK,k(K’K) [@.32] ; la restriction a de 6n a

_ A pife® _ . .. . n *
ﬁ; DK lefK/k(K,K) est donc un K-morphisme injectif de DK dans (Pn(K)) s
et Dn, engendré sur K par {Bal ]aI < n}l, étant un K-espace vectoriel de

K
n+m

dimension finie ( n ), Im(an) est un sous K-espace de dimension finie de

(Pn(K))* ; on considére 1'orthogonal Vn de Im(an) dans Pn(K), i.e
v, = {¢ ¢ Pn(K)/bﬁ € Im(an),<£,d> =0} et ¥ le K-morphisme surjectif cano-
nique de Pn(K) sur Pn(K)/Vn'

Lemme 1.- Pour tout n € N, 1'application Bn : (Pn(K)/Vn)* > D;

u > uo*ﬂopn

est un K-isomorphisme, et Vn est un idéal de la K-algébre-quotient Pn(K)'

Demonstrhation :

Im(an) est 1'orthogonal de Vn dans (Pn(K))*, d'ou tﬂ est un

. . * -1
K-isomorphisme de (Pn(K)/Vn) sur Im(un) ; B = a o t@ est donc un K-

*
isomorphisme de (Pn(K)/Vn) sur D; ; d'autre part,

v 0} ; or, pour tout o |a| 10 et

n

(£ € Pn(K)/VOL, la| < n, <€,0tn(8u)>

>

Hn(g ai@bi) € Pn(K), comme an(au) om = (aOL)I:l [p.BZ], on a
an(ad)(g) = g aiaa(bi) ; alors si gl = Hn(g aini) e Vn et

gz = Hn(g cj®dj) € Pn(K), on a :
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a
o (5% (g,

¥y
N
~
Il

a,c.3%(b.d.) = Y a.c.( (M3 b,)3% . )
igj R igj ' Osgsu ’ !

M A e.3(b.)5%7(d.))
Osgsa Y g CJ * J

0 puisque pour tout y, O <y < a, 5 ¢ D% donc

g_ a;3'() = o (3N() =0, dot &5,V . @

Pour tout =n € N, 1la K-algébre quotient Jn(K) = Pn(K)/Vn est

appelée algébre des jets d'ordre n de K sur k, et on pose jn = lﬂopn 5
jn est donc une application k-~linéaire de K dans Jn(K) et 1'application

. . . n
i - .
u > uoj  est un K-isomorphisme de HomK(Jn(K),K) sur DK

T

l 1 bis.2. - La K-algébre K[[Til]lsism des séries formelles en T,,...,T

sur K est un DK—module de dérivations gauches de structure Bi, ol 3?(2 aaTu)
. =
= 2 (Bi(aa) ad+.)T

. S P .
i en effet,'V1, ai est une Bi—derlvatlon gauche de

a
k([T.]], et [ai,a?j([ a 1) =} (594 (a)T* = 0.
a a

a
L'application e : K - K[[Ti]] définie par e(a) = Z o(a) I-‘V ae K,
o o!
est un homomorphisme de k—algébres : en effet, 3% est k—~linéaire, Yo , et,

Va,b € K, e(ab) =) ( ) ) 3Y(a)36(b)) Ll
o B+’Y=a o !

Y B8
= 5" (a) I~J(E BB(b) E—D ; et on a

Y vyl o8 B!
_ . : S a Oy _ . -
e(K) = C(K[[Ti]]) : en effet, Vae K, ai(z 3 (a)T ) = 0 et Bi(aa) a1 Yo
. . . . a
et 1, implique ai(ao) = a;, et par récurrence sur Ia’, 9 (ao) =a,.

On considére le composé EE de ]K ® e et de 1'homomorphisme cano-

nique ¥ de K @k C(K[[Ti]]) dans K[lﬁijj, injectif d'aprés ([1.3?] lemme 3

cons. a) etl est donc un homomorphisme injectif de K-algébres de K @k K
a a
dans K[Lii]] tel que eh (a ® b)) = ? a aa(b) . 2 (aa)h (a®b) r .
o a! o o!
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D'autre part, K[ETi]] est un anneau local d'idéal maximal
m
J = 2 K[[T yeeesT WJT, (J : idéal des séries non inversibles i.e dont le
— .=] | m ]
terme constant est non nul) 3 par suite, pour tout n € N, on a

SR S NP L

]a|2n+1
Proposition Z.- Pour tout n € N, 1'application
n+1 N .
Yoo Jn(K) - K[[Ti]]/J qui, & &oﬂn(z) € Jn(K) associe la classe de

et‘(z) modulo Jn+l est un isomorphisme de K-algébres.

Démonstration :

D'aprés la démonstration du lemme 1, Hn(z ai®bi) € Vn est équivalent

< o _ . ﬁ t _ o 7% n+1
a Vo, |a| < n, Z aiB (bi) =0 1i.e. e (? aiebi) = ;(? aia (bi)) — e J
, i i i

a 1 a!

Y, est donc un homomorphisme injectif de K-algébres ; de plus, DE étant

. = * . _ g n _ n4my _
K-isomorphe a (Jn(K)) (lemme 1), on a dlmKJn(K) = dlmKDK ( 0 )

. n+l
dlmK KU:TJ] /3 - B

Conééguence : Si on note tj la classe de Tj modulo Jn+l, alors

u —

t n+l
(;T)la|sn est une base de K[[Ti]]/J sur K, et pour tout f € K,

. h n+1 o ta

Y, © Jn(f) = classe de e 1 (1Qf) modulo J = X 9 (f) — .

ofgn o!

l] bis.3. - On considére la puissance extérieure n-iéme A;(JH_I(K)) du K-
espace vectoriel Jn_](K), et on appelle Wronskien d'une famille (fl""’fn)

1214 1214 P :
d'éléments de K, 1'élément w(fl""’fn) Jn_l(f]) A ool A Jn_](fn) de

n

Ak

(3 __,(K) (voir [A IIT] § 7).

H— Proposition 3.- Soit (f

yee.,£ ) une famille d'é@léments de K.
I n
Les conditions suivantes sont équivalentes

i) la famille (fl""’fn) est lide sur k ;

i1) W(f],...,fn) = 0.
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Demonstrnation :

1) => 1ii) : I étant K-linéaire, la famille (Jn—l(fi))]sisn est
liée sur k, donc Jn—l(fl) Aooo A Jn_l(fn) = 0.
CiN o . . . o
i1) => 1) : (ln—l(fi))lsisn est une famille d Elements de Jn_](K)
liée sur K, donc il existe a,,...,a € K tels que O = 2 a. Jop (£.)
a 1 n ;21 1 n-1""1
n =
i.e tels que izl aipn—l(fi) = Hn—l(.glai@fi) appartient a Vn—l ;3 on a donc,
n
Y a, |a| < n-1, z aiaa(fi) = 0, d'ol pour tout (al,...,un) € ([Nm)r1 tels
i=1
que |u.l < n-1 det[aa (f.)] =0 ;3 (f,,...,f) est alors 1liée sur Kk
1 N b J b ]’ bl n Py

d'aprés ([:0.41:] lemme 1). I

Remangue : Pour toute famille (f "fn) d'éléments de K, on a

R

n . .
A (Yn_])(W(fl,...,fn)) Yn—lojn—l(fl) Ao A V-1 © ]

(£)

n-1

a a
C 7 3%ED DA T NED) )
|a]5n—l ol |a|sn—] o!

' . . . n
en particulier sim= 1, A (Yn—])(w(fl""’fn)) =

n-1 . tj n—1 ; tj
= (] @Y DA n (] ey > =
. . . n’ .
3=0 ! j=1 3t
. © t] tn—l
= det[}J(f.)] {—— A— A... A ] , et l'on retrouve le
i
o! 1! (n-1)!

wronskien "ordinaire" : W(f ""’fn) = det[}J(fi)] ; la proposition 3

1

généralise alors un résultat classique d'analyse.
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CHAPITRE 11

EXTENSIONS P.V. NORMALES

IT.1.- D-modules de PICARD-VESSIOT.

IT.11. - sSoit (K,? .,am) un corps différentiel de corps des

R

constantes k.

Soit E un UK—module ; pour tout f € E , 1l'application
ﬁf : DK > E définie par ﬂf(é) = §.f est DK—linéaire, et on pose

DK(f) = Im ﬁf ; UK(f) est alors un sous DK—module de E engendré sur K

par {9

f € E est un élément de Picard-Vessiot de E sur K (définition

de BIALYNICKI-BIRULA dans [BB] § 5) si le DK—module DK(f) est de dimension

finie sur K.

Proposition 1.~ Soit E un DK—module.

L'ensemble EV des éléments de Picard-Vessiot de E sur K est un

sous DK—module de E.

Démonstration ¢ Pour tout f, g € K, ona §.(f+g) = &§.f + S.g

- a
Vs e DK , d'od DK(f+g)<: DK(f) + DK(g) ; et Vs = % a, 3, on a ,
a+i |aep
Vi, . (Bi.f) = % a 3 . £, donc DK(Bi.f)(: DK(f) , on en déduit
. |o]<p v
que si, f, ge £ , alors f+g et 3..f e E . ]
Conséquences : a) Soient E et F deux DK-modules et

u: E~>F une application DK—linéaire ; alors u(EV) est un sous DK—module
Vv

de F' : en effet, Vfe&E |, DK(u(f)) = U(DK(f)) ;
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b) pour tout DK—module E, Et est un sous

D. -module de EV : en effet, si (

. ) est une base de C(E) sur Kk,

37 xel
donc de Et sur K, comme &8.x, =0 ,\V S e DK tel que w(8) =1 , on a

A
. v
Y aen et par sulte x, € E .

DK(XX) =K x \

)\ 3

I11.12. - Un DK-module E est de Picard-Vessiot (ou de P V)
si E = EV , 1.e. si tout f € E est un élément de Picard-Vessiot de E sur K.
Exemples.~ a) soit E un DK—module de P V ; alors tout sous-

DK—module F de E est de P.V. : en effet, F=ENTF = EV NF = FV 3

b) soit E un DK—module de PV et U wune application

DK“linéaire définie sur E ; alors u(E) est un DK—module de P.V. : en effet,

w(E) = w(E) € @E)' ;

¢c) si E est un DK—module trivial, alors E est de

t v
PV : en effet, E=E CE .

On considére la catégorie DK—P v des DK-modules de Picard-Vessiot.

Proposition 2.- DK—P V  est une sous—catégorie épaisse de la

catégorie des UK—modules , 1.e. pour toute suite exacte de DK—modules

0 —> E' 2> E —» E" —> 0

E est de PV si et seulement si E' et E" sont de P.V.

Démonstrhation : Si E est de PV, Imu=Kerv et E/Imu

sont de P V , donc aussi E' et E" qui leur sont respectivement DK—isomorphes ;

réciproquement, supposons E' et E" de PV , et soit

noethérien, est un D _-module noethérien ;

fekE; DK(f) = Im ﬂf , quotient de D X

K

le noyau N de la restriction de v & DK(f) est donc un DK—module de type
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n
.,fn € N tels que N = jzl DK(fj) ; or
Im u &tant de P V , il en est de méme de N, donc Vi, DK(fj) est de

fini, i.e. il existe fl"'
dimension finie sur K, et par suite également N; comme V(DK(f)) = DK(v(f))
est de dimension finie sur K, on en déduit que d1mK DK(f) = d1mK N + dlmK V(DK(f))

.. \Y
est finie, et fe E . B

Conséquence : Soit E un DK—module, alors E est de dimension
finie sur K si et seulement si E est de type fini sur DK et de P V
en effet, on vient de voir qu'un DK—module de type fini et de P V est de
dimension finie sur K ; la réciproque est immédiate.

I1.713. - Soit (L,3 .,am) une extension différentielle de K.

12

Vv
L est donc un DK—module [1.22] et on pose AL K" L

Remarnque : Soit f € ALIK ; si (a“(f) yeses Bu(f)) est une
m . .
base de DK(f) sur K, et yeWlN - {a,...,u} , il existe Byreees A A
dans K tels que a, 8a(f) + ...+ aU BY(f) - aY BY(f) =0, i.e. il

existe § € DK - {0} tel que &(£f) = O.

Si m=1 ((L,3) corps différentiel ordinaire) la réciproque

est vraie : en effet, si a; Bl(f) = 0 avec a # 0, Bn(f) (et par

1

I t~13

i
suite, 8n+p(f)) est combinaison linéaire de f, 3(f) ,..., 8n-l(f) ,

d'ol dimK UK(f) <n et feA Par contre si m > 1 , cette réciproque

L|K"

est fausse en général : ainsi dans 1'extension différentielle

®REY , 2, 2) de QXY , ona 2 (——) =0, mais —
oX oY oY X+ X +7
n'est pas un élément de Picard-Vessiot, car la famille infinie
n
1 .
GJ%S ( )) est libre sur Q(X,Y).

aX X+ 1 nelN
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Proposition 3.- ALIK est une K-algébre différentielle de

dérivations de structure ai\A

L|K '

Demonsthation : ALlK est un sous 0D _-module de L (proposition 1),

K
- i o .
donc un sous—-groupe de L tel que Vi ai(ALlK) AL g de plus,
VE, ge ,ona, Va, 3% = T M0 (g ; si %)
ALlK ’ Osys<a ael
o
(resp. :+ (8 (g))aeJ) est une base de DK(f) (resp. : de DK(g)) sur K),

(I et J parties finies de Wm) , DK(fg) est engendré sur K par

o B . . . .
(37 (f) . 3 (g))u,BeIXJ donc est de dimension finie, et fg € AL!K . 8

Remanrques : a) AL]K n'est pas un corps, en général : ainsi, si

1'on considére L = €(x, ex) , muni de la dérivation é% et K = C(x)
shx ¢ A car —ii-shx - shx = 0 , mais L n'est solution d'aucune
LK 2
dx shx

b

N

équation linéaire différentielle linéaire, donc n'appartient pas & AL K

b) Si LC = Kc ’AL|K est un anneau intégralement

clos (voir [Bk]).

11.714. - sSoit (L,Bl,...,am) une extension différentielle de K.

1 l

Proposition 4.- Soit E un DK—module.

v \Y
a) L @K(E ) © (L @K E)

b) si E est de PV , alors le DL—module L @K E est de P V.

Démonstration : a) si a ® x € L 8K(EV) , d'aprés le lemme 1

de [1.21] conséquence a, on a

Vo, 6% Gex = T (M %@ DY (1 ex
Ogyga Y
- Ly V@) e V) , d'oi
ogysa '

\Y
UL(a e x)C L @K DK(X) , et a®xe (L @K E) " .

Vv \Y
b)L@KE—L@KE C(L@KE) . B
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L est une extension trivialisante pour un DKfmodule de P.V., de E,

si le DL—module L @K E est trivial.

Exemple : Si (K,d) est un corps différentiel ordinaire, 1'intégration

d'un systéme différentiel linéaire d'ordre 1 ,

s :af 1| =4] ol A= [aij]

est une matrice carrée d'ordre n & coefficients dans K, consiste précisément

A rechercher une extension trivialisante pour le DK-module E suivant

n
(de P V puisque de dimension finie sur K) : E = 8 Kyi , ol MAEREEI A
i=1
sont des indéterminées quelconques, la dérivation gauche de structure
n
de E é&tant définie par BE(yi) = - Z aji yj , pour tout 1. En effet,
; 51
pour toute extension différentielle L de K,
n g D
1 b ey ec(le E) <=>0=3 (] b, ®y)
1=1 1=1
n n
1=1 j=1
n n n
= Y (3(b.) @y, - ] a..b)®y <==>3(b)= ) a.b., Vi
=1 i i 521 ii 73 i i 521 ij ]
<=m==> (bl""’bn) est une solution dans L du systéme S. L est donc

une extension trivialisante pour E <==> dim2 e(L @K E) = dimL(L @K E) = dimK E
<===> il existe n solutions de S dans L qui soient linéairement

indépendantes sur £ (£ désignant le corps des constantes de L).

11.2. - Idéaux de PICARD-VESSIOT.

11.21. - Soit (K,3d .,Bm) un corps différentiel, de corps

1°°"

des constantes k.

Soit I un idéal (3 gauche) de DK ; I est donc un sous
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DK-module de DK , et DK/& un DK—module quotient de dérivations gauches de

structures § % 3i o8 (8 désignant la classe de § modulo 1I).

I est un idéal de Picard-Vessiot (ou de P V ) de DK si le

DK—module DK/& est de PV DK/& étant de type fini sur D

K I est

donc un idéal de P V si et seulement si dimK(DK/&) est finie

([iI, 12] prop. 2 conséquence).

Exemples : a) Soit E un D_-module ; pour tout f € E ,
txempres K

on pose I. = Ker ﬂf = {§ ¢ DK | 6 . £ =0} ; alors, f est un &lément de

Picard-Vessiot de E si dim, D (f) = dimy DK/I est finie, i.e. si
f

et seulement si 1'idéal If est de P V.

b) Soit (K,3) wun corps différentiel ordinaire et

I un idéal quelconque de DK ; alors I est un idéal de PV : en effet,
n-1 .

si D. = 3 + Z a, ot engendre I sur DK ([1.12] lemme 3 coms.) , DK/&
i=0

est engendré sur K par les classes modulo I de 1 8,...,8n 1 ; par

.. _ . - = -1 _ .
minimalité de n = w(DI) , la famille {IK, 3 ,..., 3" '} est nécessairement

libre sur K, et dimK DK/& = n.

Lemme 1.- Soit 1 1'ensemble des idéaux de P V de DK'

a) si T el et I CJ, alors Jel

b) si I ,Jel, alors INJel

Demonstration : a) Comme I < J , de la surjection canonique

de DK sur DK/& on déduit une surjection K-linéaire

s : DK/& — K/G ; dimK(DK/&) étant finie ,

dim, DK/& = dim, DK/& - dim Kers est finie, et J e I

b) de la suite exacte de K-espaces vectoriels

0— DK/I ny DK/I o Oy fy — DK/I+J -0
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on déduit que dimK(DK/& ﬂkp < dimK DK/& + dimK DK/]’ et INJel. B

Conséquence : Si I ou J est un idéal de P V de DK ,

il en est de méme de I + J , puisque I + J contient I et J.

.,Bm) une extension différentielle de

L @K DK est un DL—module ([1.22] prop. 2. cons.) et 1'homomorphisme

canonique A : a ® 8 > a § est un isomorphisme de DL—modules de L @K DK

sur DL : en effet, A transforme une base (1 @Efﬁaemm. de L @K DK sur L ,
en la base (BQ)ueNm de DL , et , Vi, xo B? = Bi o A

Soit I wun idéal de DK ; I est un sous DK—module de DK s
et si j désigne 1l'injection canonique de I dans DK s ]L ® j est une
injection DL—linéaire de L @K I dans L @K DK permettant d'identifier
le DL—module L 8, I 3 son image par 1L ® j dans L B DK ; on pose
EE = 2 (L @K I) ; IL est donc un sous DL-module, i.e. un idéal de DL'
DK étant noethérien , il existe dl""’dp eI tels que I = '51 DK . di ;
d'ol I, = A(L @KZ Dp - d) = A(.E (L gDy (184d)) = E D .4,

1 i=1 i=1

soit IL = DL . I

Lemme 2.- Soit I wun idéal de D

K"

L'application u : L @, D / — D / définie par u(a ® 5) = x(a 8 &)
K “K/1 L/1, ’

est un isomorphisme de DL—modules. (s désignant la classe de § modulo I ,

A(a 8 8) 1la classe de X(a & §) modulo IL).

o , . : D D L.
Demonstrhation m: L @K K/& -~ (L @K K)/?L @K ) définie par
(a ® 8) = a 8 & , oi a 8 & désigne la classe de a ® & € L @K DL modulo

L @K I , est un L-isomorphisme (EA II] § 3 prop. 6 cor. 1). Comme IL = 3(L ®K 1)

il existe un L-~isomorphisme A : (L 8 DK)/QL @K 1 ——ﬁ»DL/gL tel que ,
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b o ,—___4 b . .
A(a®8) =x(a®S) ; u=xorm est donc un L-isomorphisme ; de plus,
7

ona, Yi,uo 3?(3 ©3) =1 o 3?(a ®6) =3, . (u(a 83) , par définition

de la structure quotient de D / , et p est D _-linéaire. B
L IL L

Conséquence : 1 est un idéal de P V de DK_Usi et seulement si

I, est un idéal de P V de DL , et on a d1mL DL/iL = dim, DK/E : en effet,

dimK DK/I = dimL(L ® DK/I) = dim DL/IL .

171.723. - Soit E un DK-module.

Pour tout ¢ € DK , on note GE le k-endomorphisme x b & .x

de E ; pour tout idéal I de DK_’ on pose Sol(I,E) = g’\ Ker GE (i.e.
el

1'ensemble des x de E tels que, pour tout & € I , 8(x) = 0) ; Sol(I,E)

est donc un sous k-espace vectoriel de E.

Remanque : Si 1 = .E DK di , on a donc
1=1 0
Sol(I,E) = {x ¢ E | Vi, di . x =0} ; en particulier, si I = z D 9.

alors Sol(I,E) = c(E).

Soient I et J deux idéaux de DK ; on a

Sol(I N J, E)D Sol(I,E) + Sol(J,E) : en effet, M Ker sE o M Ker GE
SeI NJ Sel
On a, de méme, Sol(I + J, E) = Sol(I,E) N Sol(J,E) : en effet

M Ker 5Ec M Ker 5Ec: Sol(I,E) N Sol(J,E) , et si x € Sol(I,E) N Sol(J,E),
SeI+J Sel

pour tout 6] + 62 eI +J, (6] + 62) . X = 6] . X+ 62 .x =0,

donc x € Sol(I + J, E).

Pnopoaiiion 3.~ Soient E un DK—module et I un idéal de DK'

L'application g s Sol(I,E) -~ HomDK(DK/& , E) définie, pour

tout x € Sol(I,E) et & € DK/& , par (AE(X)) (8) § . x , est un

isomorphisme de k-espaces vectoriels.
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Démonstration : Soit x € Sol(I,E) ; si 8 -6, el , xe Ker(cS—-cSl)E

alors § . x = 61 .x , et AE(x) est donc bien définie ; AE(X) est

K-linéaire et comme, on a, Vi , (AE(x)) (Bi . 3) = (Bi od8) . x = Bi (8L x),

bien définie ; comme , V § , & est

AE(x) est DK—llnealre , et A .

E

k-1linéaire, il en est de méme de AE' Par définition de la structure quotient

— ) .
de DK/& ,ona 8§ =280 1K §. lK , d'ol pour tout u € HompK(DK/& , E),

u(g) =6 . u(l,

K) ; comme, YseI, §. u(TE) = u(0) = 0, on a

X = u(TE) € Sol(I,E) et u = AE(X) , donec AE est surjectif ; enfin,

pour tout x € Sol(I,E) tel que A E(x) =0, ona 0= (AE(X))(IK) =x ,

donc AE est injectif. W

m
Remarques : a) pour I = izl DK ai R AE n'est autre que 1'isomorphisme
ﬂE : c(E) » Homv (K,E) de ([I. 31] prop. 1) ;
K

b) Soit (K,3) un corps différentiel ordinaire et

n-1 .
I un idéal de DK engendré par DI =" + Z a; ot ; d'aprés ([i. 31]
i=0
— = n-1
ex. b), (g 5 3 ,euy D ) est une base de DK/& sur K ; d'autre part,
si on note BQ

la dérivation de structure de DK/& , on a, pour tout

Ee (DK/I)"E L@ =0t -£03% s don g C((DK/Izj_) =Hompy (Dpfy» K

g K .

<===> 30 E&E=EFo0 aQ i.e. \/j , 0<j<n-l,dc< 5] L E > = <8J+1 E>
. . x

Si 1'on pose fj = <3j , E> (0 g j £n-1) on adonc £ € (UK/I)

<> (fo, fl"""f ]) est une solution dans K du systéme différentiel

n—
d'ordre 1

p

B(fo) = f1
n-1
la(fn_l) = - izo a, f,
n i i
<==> (0 = 3 (f ) + Z a. 3(f ) =D _(f ) <==>f € Sol(I,K) ; 1'isomorphisme
0 120 1 o I 7o o}

AK : fo + £ exprime donc, dans ce cas, l'équivalence classique entre une

8quation différentielle lin&aire et un systéme différentiel du premier ordre.
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11.24. - Soit (L,a],...,am) une extension différentielle de K,

de corps des constantes £.

I ~rg

Soit I wun idéal de D, ; si I = D, d. , alors
K i

. K
P i=1
I = izl D, d; [11.22] et Sol(I,L) ={xe L /Vi, d,(x) = 0} = Sol(I,L)

([iI.Zi] remarque) ; en particulier, Sol(I,L) est donc un sous A&-espace

de L.

Théonéme 4.- Soient (L,a],...,am) une extension différentielle
de K, de corps des constantes £ et I wun idéal de P V de DK'
a) dlmz Sol(I,L) ¢ dlmK(DK/é) ;

b) d1m£ Sql(I,L) = dlmK(DK/&) si et seulement si L est une

extension trivialisante pour le DK~modu1e de PV DK 1 i.e. si le

DL—module L OK DK/& est trivial.

Démonsthation : a) Sol(I,,L) est AL-isomorphe i Homv ¢ , L)
L L L IL

(prop. 3), donc

. : * . x . .
dlmz Sol(I,L) = dlmz c((DL/&L) ) < dlmL(DL/&L) = d1mL DL/&L = d1mK DK/&

(lemme 2 cons.) ;

1 = 1 E _—— 1 * =
b) dlmz Sol(I,L) = dlmK(DK/&) <= d1mz c((DL/IL) )
dini(DL/IL)* <> (DL/IL)* est trivial [I.43] e==> DL/IL est trivial
([1.43] prop. 3) <m==> 1, 8 DK/I est trivial (lemme 2). B

Un idéal de PV I de DK est complétement résoluble dans L si

dimz Sol(1,L) = dimK(DK/&) , 1.e. si L est une extension trivialisante pour

le DK—module de P V DK/& .

Remarque : Soit L1 une extension différentielle de L, de corps

des constantes Ll ,» les sous-algébres L et Zl de L] étant linéairement

disjointes sur £ [b.42], le composé de l'injection canonique de £ GZ Sol(1,L)

1
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dans Zl 8K L et de 1'homomorphisme canonique de Zl @K L - dans L] est

une injection K]-linéaire et 3 valeurs dans Sol(I,Ll) ; on a donc
dimK Sol(I,L) = dimﬂ (Kl @K Sol(I,L)) < dimﬂ Sol(I,L]) ; 1'application

1 1
L+ dimz Sol(I,L) est donc croissante.

Ainsi si I est complément résoluble dans L, il 1'est encore

dans toute extension différentielle de L.

Si I est un idéal de P V de DK complétement résoluble dans

L, et J un idéal de DK tel que I € J, alors J est complétement résoluble

dans L : en effet, J est un idéal de PV de DK (lemme 1), et de la

surjection canonique de DK sur DK/& , on déduit une surjection DK—linéaire

. - . . I
s : DK/& > DK/B ;1L © s est alors une surjection DL linéaire de

L 8K DK/& sur L 8 DK/& ([i.Zg] prop. 2. b), et L @K DK/& étant trivial,

K
. .
L8 DK/& 1'est aussi ([1.421 th. 2 cons. a).

Pnogoéition 5.- Soit IL 1'ensemble des idéaux de P V de DK

complétement résolubles dans L.

a) si Ie IL et J est un idéal de DK , alors I+ Je¢ IL
et Sol(I + J, L) = Sol(I,L) N Sol(J,L) ;

b) si I, Je IL , alors I NJe IL et

Sol(I N J, L) = Sol(I,L) + Sol(J,L).

Démonmstrnation : a) ICI +J donc I+ Je IL , le reste

a été démontré en [11.23] 3
b) I NJ est un idéal de P V. de DK (lemme 1)
et Sol(I N J, L) DSol(I,L) + Sol(J,L) [il.Zj] ; on a donc
d1mK DK/& ni2 dlmz Sol(I N J, L) = dlmz (Sol(I,L) + Sol(J,L)) =
dlmz Sol(I,L) + dlmK Sol(J,L) - dlmZ‘Sol(I +J, L) = dlmK DK/& + d1mK DK/S -

dim D = dimK UK/i ng puisque 1'on a la suite exacte :

K/I+J
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O— P/t ns %A %) — V%freg — O

d'ol le résultat. I

IT1.25. -~ On considére l'ensemble S des sous k-espaces de

dimension finie de K, et 1'ensemble IK des idéaux de P V de DK

complétement résolubles dans K.

—
Théoreme 6.- L'application St IS = {§ € DK | S(f) = 0 ,‘V f e S}

est une bijection de S sur IK , de bijection réciproque 1'application

I + Sol(I,K), et pour tout S € S on a dim, DK/& = dim_ S.
S

Démonsthation : En composant l'injection de D, dans Hom,(K,K)
P K e

avec le K-isomorphisme lq : Homk(K,K) > HomK(K Ok K, K) (voir [0.321),
on obtient une injection K-linéaire o : DK > HomK(K ®k K, K) ; soit

SeS et 1 1'injection canonique de K 8, S dans K 8 K ([A Ii] § 7 prop.

cor.) alors I, = {68 € DK | VaoefekK® S , <a ® f, a(8)> = a §(f) = 0}

S k

t, v~ s o t.
Ker('i oa) ; d'ou d1mK DK/&S dlmK Im("i o a) <
dlmK(HomK(K @k 5,K)) = dlmK(K @k S) = d1mk S ; or, par définition, Vfes .
ona &(f) =0, Ys5eS, i.e. fe Sol(IS,K) ; donc S C:Sol(IS,K) , et
d1mk S g d1mk Sol(IS,K) < dlmK(DK/&S) (théoréme 4). On en conclut que
d1mk S = dlmk Sol(IS,K) = dlmK(DK/&S) , et, par suite, I, € IK et

S = Sol(I_, ). Soit alors I e IK et S = Sol(I,K) ; comme S € S ,

S,K
dimK DK/&S = dimk S, et comme I € IK R dimk Sol(I,K) = dimK(DK/&) ; or

Vfe Sol(I,K) , ona 6(f) =0,V 8e I, donc I CIIS ; on en déduit

que le noyau IS/I de la surjection canonique de DK/I sur DK/&S est nul,
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Conséquence : Soit S e S et f,,...,f une basede S sur k ;

]’
d'aprés ([b.42] lemme 1), g € S <==> 1la famille (g, f1 ooy fn) est

+
liée sur k <==> pour tout (ao,al,...,an) € (Nm)n !

tel que lall <n,
ai ai 0 n m, n+1
on a det[? (g) , 9 (fj)] =0 ; il existe (B ,..., B ) € (N)

. i
tel que |Bl| £n et det[BB (fjjj # 0 ;

i i
dget [0 (&) , 3" (£5)]

$§ ;8 T est alors un opérateur différentiel
(@) det [o° (fj)]
(structural) d'ordre < n sur K , et conme S = Sol( Z. D& . , K,
1 K 1
0 (™) (™)
IS est engendré sur g Par les S(Qi)

11.3. - Extensions de PICARD-VESSIOT.

’

11.37. - Soit (L,3,,...,9 ) une extension .différentielle de K
1 m

Pour toute partie S de L, on désigne par K<S> le plus petit
sous corps différentiel de L contenant K et S ; on vérifie que K<S>

est le corps des fractions de la K-algébre engendrée sur K par

L Dg(s)  (voir [11.11] ).

SeS

Lemme 1.- Soit I wun idéal de P.V. de DK'
b) Si £ =%k , alors K < Sol(I,L) > est de type fini sur K

et d tr(K<Sol(I,L)> /K) g n2 , ol n = dimK(DK/&)

Démonstration : a) Soient dl""dn € DK tels que (di)lsiSn
soit une base de DK/I sur K ; pour tout o € N" , 11 existe
n
donc apsee,a € K et 6§ eI tels que 3% = Z a.d. +¢§ , et ,

j= 33

b
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n
Y s € Sol(I,L) 3%.s = z aj dj(s) ; le K-espace vectoriel DK(S)
3=l

est donc engendré sur K par (dj(s)) , et, en particulier,

1<jsn
dimK DK(S) <n, ainsi s € AL|K 3
b) d'aprés ([I1.24] théoreme 4), t = dim_ Sol(I,L) s n,

et si (Si)1<i<t est une base de Sol(I,L) sur k , on a, Y s € Sol(I,L) ,

.

t n
DK(S) Ciigl DK(Si) C:izl (le K(dj(si))) ; on en déduit que

K <Sol(I,L)> = K(dj(si)) ; d'ol le résultat puisque t < n. B

171.32. - Soit I un idéal de P V de DK'
Soit (L,Bl,...,am) une extension différentielle de X ; L est une

extension de Picard-Vessiot (ou de P V) de K associé 3 I si

# L et K ont méme corps des constantes Kk
* L = K<Sol(I,L)> (donc L est de type fini sur K : lemme 1)

* I est complétement résoluble dans L

(i.e. dim_Sol(I,L) = dimg DK/& [11.24] th. 4).

Remarque : d'aprés la remarque en [11.24], si I est complétement
résoluble dans L, il 1'est dans toute extension différentielle de L ;
une extension de PV de K associée 3 I est donc "minimale", au sens
qu'elle ne contient pas de nouvelles constantes et est engendrée comme coOrps
différentiel sur K par les solutions de I (et pas plus, car, en général

K <Sol(I,L)> cC L).
4

Exemples : a) Soit (K,3) wun corps différentiel ordinaire ;

d'aprés ([iI.ZZ] ex. b), tout idéal T de DK est de PV , et si
n-1 .
i L . -
D, =3 + iZO a, 3 est le générateur de I sur DK , dlmK(DK/&) n .



Pour toute extension différentielle L de K , on a alors

Sol(I,L) = {s e L I DI .s =0}, etsi {L= Lc , dimK Sol(I,L) £ n.

L est donc une extension de PV de K associée 3 I si et seulement si

L est une extension de Picard-Vessiot de K associé a DI au sens classique

du terme, i.e. % L et K ont méme corps des constantes k

* si V={selL|] Dy . s = 0} alors
dimk V= w(DI) et L = K<V>

b) Ainsi L = €C(x) < >, muni de la dérivation 4 ,

shx dx

est une extension de PV de K = €(x) associée 38 D = 4 . lK : en effet,
dx

L =K =C, V={seL/D(s) =0}=¢C e™ , et L = K(e*) ; on remarque

que, pourtant, —l—-d (cf. [II. 13| remarque a).
shx |K

Théonéme 2.- Soit L une extension de PV de K associée 3 un
idéal de P .V I de DK'
a) L = Frac (AL|K) (corps des fractions de AL|K [}1.13]),

b) Si, de plus, L est une extension réguliére de K [b.Zé],

alors L est une extension fortement normale (BB) de K [0.44].

Démonstrnation : a) d'aprés la démonstration du lemme 1, si

(s.), . est une base de Sol(I,L) sur k et (8.) . une base de
1" 1gign 37 1<3sn

DK/& sur K (ol n = dimK DK/& = dimk Sol(I,L)) alors

donc

L = K<Sol(I,L)> = K(dj(si)) ; de plus, 5. € Sol(I,L) C AL|K .

. . . .
V‘J s dj(si) € AL|K d'old le résultat puisque Frac(AL|K)CZ L.

b) il reste a montrer que F = L(L) (voir BL&AI).

De L = K(dj(si)) (cfa)) , on déduit en utilisant ([9.22] lemme 1) que

F=1L(1¢QR dj(si))° (F, 8],..., Sn) est une extension différentielle de L,
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donc de K, et, YVxel, on a, Vi, Bi(x 1) = Bi(x) ® 1. La famille

{si 1,18 si} est dans Sol(I,F) : en effet, pour tout & € DK , 8i

1'on note & 1'image de 1 ® & dans DF par 1'isomorphisme canonique de
F 8 D sur D, [I1.22], ona 8(x81) =8(x) 81 ,et 6(18x) =183 ;
done, Vi, si 6e€elI, 6(5i 8 1) = 0= 6(1 8 Si)' D'autre part de

dlmL Sol(I,F) < dlmK DK/& =n ([11.24] th. 4) on en déduit que la famille

{(si Q 1)i , (18 si)i} est liée sur L , i.e. V p , il existe
n
AP sy W oe L tels que 1 @ s_ = z P (s. ® 1) ; pour tout q,
2 n p j=] ] 3

A‘l’,

dq étant [-linéaire ,
~ n . n .
1 8d (s)=4d ( M, (s, 8 1)) = AL (d (s.) 8 1) est un élément
qp Q-Z]J j -EIJ q ]
J J
de L(L) (F étant une L-algébre par x> x 8 1) ; d'ol

F=1L(18 dj(si)) cCL. .

Conséquences : a) une extension différentielle (L,3 ,...,9 )
1 m

de K est une P.V -extension de K (définition de E.R. KOLCHIN dans

"Differential Algebra and Algebraic Groups" VI.6) si LC = KC et s'il existe

. -1
une matrice (Sij) €e G £ (n,L) telle que, pour tout p, (Bp(sij))(sij) € Mn(K)
(i.e. (Sij) solutions du systéme différentiel de m &quations

.) = .. = K<s..> ; si
Bp(siJ) Ap (le) avec Ap € Mn(K)) , et L K sIJ ; s1 L est une

extension de PV de K , associde 3 un idéal I, alors L est une P .V -extension
de K : en effet, avec les notations du théoréme 2, si on pose

_ . . . . - - k< .
sij di(sj) , Vi, j, on abien a) L K(Sij) K Sij> ;

R) det[Bi(sj)] # 0 : en effet,

(di) est une base de DK/& sur K , donc {E;{ est une base de DL/éL

(isomorphe &4 L GK DK/& ([31.22] lemme 2)) sur L ; s'il existe (ai)e Lt
n
tel que , V’j y ? a, di(s.) =0 , alors 2 a; di , nul sur
i=1 ] i=1
S = Sol(I,L) , appartient 3 I = {8 €D | 6(s) =0, Vs es}= I

([iI.Zj] th. 6), et par suite a, = 0o, Vi;



_93._

~ p -1
) étant donné , 9 o d.(s. d. (s.
Y P (p ; ( J)) (d. ( J))

appartient a Mn(K) : en effet, pour tout i, BP 0 di € DK , donc il existe

ho~13

n .
(aiq)q e K tel que Bp o di R a]._q dq e I, i.e. tel que ,

3iq dq(sj) ; d'ot, (3p o di(sj))= (aij) (di(sj))'

n

Vi, s 0d.(s)) = Y
P IO

b) Une P V extension L de K &tant une extension

fortement normale (KL) de K (voir E.R. KOLCHIN, op. cit. VI.6), il en est

de méme d'une extension de P V de L, associée a un idéal 1.

c) Une extension de P V réguliére L de K é&tant

une extension fortement normale (BB) de K, telle que L = Frac(AL ) (th. 2),

/K
alors, d'aprés ([B B‘] th. 6), Gal(L/K) est un groupe algébrique affine.

Les résultats précédents généralisent ceux démontrés par E.R. KOLCHIN
dans [Ko] pour une extension de Picard-Vessiot ordinaire (L,3) de KX ,
associée 3 un opérateur différentiel D, i savoir

* Gal(L/K) est un groupe algébrique de matrices (i.e. un sous-groupe

algébrique de Gl(n,k) , et par suite, affine - [Hu] 7.1. =) (voir [iII. 42]).

* Si de plus LC = KC est algébriquement clos, L est une extension

normale de K ([D.L ] IV. 5).

Remarque Soit (L,3) wune extension de Picard-Vessiot (ordinaire)
de K associée a3 D € DK_"Et (Si)lsiSn une base de {s € L / D(s) = 0} sur K:;
on a donc L = K<s,,...,s >, et le plus petit anneau différentiel
1 n
K{Sl""’sn} contenant XK et {s],...,sn} est inclus dans AL/K (voir

[DL] VII. 2) ; en fait, d'aprés ([BB] § 5), on a
-1 .. .
AL/K = K{sl,...,sn . w(sl,...,sn) },(w(sl,...,sn) désignant le Wronskien

"ordinaire" : det[BJ(siﬂ).

3 ) un corps différentiel de corps des

Théoneme 3.- Soient (K,al,..., o

constantes algébriquement clos, et un idéal de PV 1 de DK' Alors il existe une

extension de PV de K associée a 1.
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Démonstration : Si, pour tout n € N, on note In =1nN DE, le K-

.. +1
espace Dn/In s'injecte dans Do /I

X - n+l’ qui s'injecte lui-méme dans

. AN . .. n . .
DK/I (= lim DK/In) et comme d1mK DK/I est finie, DK/In est nécessalrement

égal a DK/I 4 partir d'un certain rang nos si p = dimK DK/I, il existe

n
donc 6,,...,8 € DKO tels que (¢ .,Sp) soit une base de DK/I sur K ;

1? P

mais n < p~1, car si on note pj la codimension de Di_]/lj

P
N

-1 dans DK/Ij,

n

o]

n
. . o
> < = =
on a pj > 1, pour tout j < nos et p dlmKUK /In

w(ﬁi) ¢ p-1, pour tout i =1,...,p ;

Il 0~
o)
o
e}
[~

j=o0 J

Soient yl,...,yp p indéterminées différentielles (voir [iII. 42]) ;
pour tout j = l,...,p, on pose I(J) = {Syj/ﬁ € I} et on considére 1'idéal

J de K{yl,...,yp} engendré par E I(J) ; on va montrer qu'il existe un dé-
j=1

i .
terminant w de la forme detL@a (yj)j avec {ul| < p-1, tel que

Igi,jsp’

wélJ:
(i)

si, pour tout j, on pose DK(yj) = {Gyj/d € DK}, I étant 1'image

de I par le K-isomorphisme canonique de DK sur DK(yj), DK(yj)/I(J) est

. N B N — o~
K-isomorphe & DK/I, et par suite (61(yj),...,6p(yj)) est une base de

DK(yj)/I(J) sur K 3 si on note [E(J)] 1'idéal de K{yj} engendré par I(J),

K{yj} étant la K-algébre symétrique de DK(yj), K{yj}/[ﬁ(J)] est la K-algébre

~—— ———
de polyndmes en p indéterminées 6](yj),...,6p(yj), et B = K{yl,...,yp}/J,
, . , .. (i)
qui est canoniquement isomorphe a 8 K{y.}/[l ], est la K-algébre de poly-
=t
ndmes en pp indéterminées Si(yj) (i,j =1,...,p) ;3 d'ol, en particulier,

det[éi(yj)] £ J ; et, comme det[éi(yj)] est une combinaison linéaire sur K
de déterminants de la forme det[aal(yjﬂ avec Iull < p—1 (puilsque w(éi)s p-1),

il en existe nécessairement un, que 1l'on note w, tel que w ¢ J.

Le reste de la démonstration est alors identique 3 celle faite dans

le cas ordinaire ([DL] prop. VI. 6). W
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Conséquence : Soit (K,2,,...,9 ) un corps différentiel de corps des
1 m

constantes algébriquement clos, et E un DK-module, somme directe de DK—modules

monogénes Ej (i.e Ej = DK(fj), avec fj € Ej)’ de dimension finie sur K ;

alors i1l existe une extension L de K, trivialisante pour E : en effet,
pour tout j, il existe un idéal Ij de fk, tel que DK/Ij soit DK—isomor—

phe & E. ; en particulier, PK/Ij est de dimension finie sur K, donc Ij

est de PV et il existe une extension de PV L. de K associée & T.

J
(th. 3). Soit alors L =K < \_)Lj > ;3 pour tout j, L @&tant une extension
]
de Lj’ Ij, complétement résoluble dans Lj’ 1'est aussi dans L ([EI.ZQJ

rem.) ; ainsi L @K DK/Ij est un DL—module trivial, donc aussi L @K Ej’
et par suite également L @K E, qui est DL—isomorphe a & L @K Ej

N
([1.41] ex. b).

711.33. - Soit (K,d) un corps différentiel ordinaire, de corps

des constantes k.

Soient § € DK et L une extension différentielle de K , de
corps des constantes £ ; si on pose Sol(8,L) = {xe L / 6(x) = 0} = Sol(D_§, L)

on a dimK Sol(s,L) < dimK(DK/DKﬁ) = w(s) ([lI. 24] th. 4), et on dit que &

est complétement résoluble dans L si 1'idéal DKG ( de PV d'aprés [iI.Zl] ex.b)

est complétement résoluble dans L , 1i.e. si dimz Sol(8,L) = dimK(DK/D ﬂ) = w(8).
¢

Si & est complétement résoluble dans L et Sol($§,L) < Sol(D,L) ,
alors & divise D : en effet, w(8§) = dim.K Sol(8,L) < dim.Z Sol(D,L) < w(D) ,
donc, d'aprés ([1.12] lemme 3) il existe B et £ dans DK tels que
D=Boé+8 et w(B) < w(8) ; on a alors Sol(§,L) € Sol(B,L) , puisque

g = D-B o §, d'oll nécessairement B = 0, car sinon on aurait w(S§) £ w(B).

Dans certaines conditions, la réciproque de cette propriété est

vrale :
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Proposition 4.- Soit (L,3) une extension différentielle de K,
de corps des constantes 4{, et contenant une extension de Picard-Vessiot

N de K associée a D € DK. On suppose que D = 6] o) 62 et que k =K

C

soit algébriquement clos.

Alors 6] et 62 sont complétement résolubles dans L et la

suite de [{-espaces vectoriels

j 8 8
)
0 —— Sol(éz,L)C—-* Sol(D,L) AN L N L est exacte,

Demonstrhation + D'aprés ([P L ] VI.4), il existe une extension de

Picard-Vessiot M de L associée 3 62 , et en particulier,
dimz Sol(éz,M) = w(éz) ; D étant complétement résoluble dans N , 1'est aussi

dans les extensions différentielles L et M de N ([iI.Z{] remarque) |,

i.e. dimz Sol(D,L) w(D) = din{eSol(D,M) , d'oi Sol(D,L) = Sol(D,M) ;

comme Sol(éz,M) est inclus dans Sol(D,M) , on en déduit que

Sol(éz,M) = Sol(GZ,L) , et 62 est complétement résoluble dans L. On a
62(Sol(D,L))C: Sol(Gl,L) , et dlmt 62(Sol(D,L)) = dlmz Sol(D,L) = d1mK Sol(@Z,L) =

= w(D) - w(s,) =w(s) ([I.11] lemme 2) , d'ol 6,(S0l(D,L)) = Sol(§,L) et

dlmK Sol(él,L) w(él)."
Pour toute extension différentielle L de K et tout D e DK s

Sol(D,L) est stable par Gal(L/K) car, Yoe Gal(L/K) ona ooD=Dog

Lemme 5.- Soient (L,3) une extension normale de K de corps
des constantes £, D e DK et T un sous A{-espace vectoriel de Sol(D,L)
stable par Gal(L/K). Alors il existe un opérateur différentiel unitaire
60 € DK , complétement résoluble dans L , tel que 60 divise D et

T = Sol(§ ,L).
o

| -

Démonstration : T est un sous AL-espace vectoriel , de dimension

finie t g w(D), de L ; d'aprés ([II. 25] th. 6), 1'idéal
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IT = {SE:DL | &f) =0, V £fe T} est donc complétement résoluble dans

L et T= Sol(IT,L). De plus, si (f.)

Pigist est une base de T sur £,

d'aprés ([iI. 25] th. 6 conséquence). IT est engendré sur DL par

1'opérateur différentiel unitaire d'ordre t

w(g,f],...,ft)
§ : ghb—— (voir [i, bis. i] remarque) ; en développant le

W(E e of))

déterminant W(g,f],...,ft) suivant la premiére colonne, on obtient

- det(X, ,...,X. )
§ = Bt +a Bt ! + ...+ a, 1L , ol, Vi > 8y = il 1t Xi'
© W(E ,eebf)) J

i,

désignant le vecteur colonne (fj,..., 3 _1(fj) g ey Bt(fj)) ; or, T

étant stable par Gal(L/K) , tout o € Gal(L/K) induit un {-automorphisme

N t N
c de T , d'ol

Qe

v} v
det(c(Xi]) yew ey G(Xit)) _ det det(XiI,...,X. )

it

o(a.) =

i Nl
w(o(f]),..., c(ft)) det © w(fl""’ft)

K étant 1'ensemble des invariants de Gal(L/K), on en déduit que 60 € DK 3

comme IT = DL 60 est complétement résoluble dans L , il en est de méme

de 60 ; et comme Sol(GO,L) =T C Sol(D,L) , 60 divise D. ®

Thécneme 6.- Soit (L,d) une extension de Picard-Vessiot de K

associée @ D € DK , de corps des constantes k algébriquement clos.

1: 1z - -
Pour tout f € AL K 1'idéal If = {8 € DK [ §(£) 0} est

complétement résoluble dans L.

Démonstration : Soient D, le générateur unitaire de I, et

M une extension de Picard-Vessiot de L associée 3 Df oDe DKC: DL ;

comme M=1L <Sol(Df o D, M)> = K <Sol1(D,L), Sol(Df oD, M)> = K<Sol(Df o D, M)> ,

puisque Sol(D,L)C Sol(Df oD, M), M est une extension de Picard-Vessiot

de K associée a Df o D, donc, en particulier, une extension normale de

K (EHJ IV.5) ; Sol(D,L) = Sol(D,M) est stable par Gal(M/K) , donc
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aussi L = K<Sol(D,L)> et Sol(Df,L) = Sol(Df,M) n. ; Sol(Df,L) étant
un sous k-espace de Sol(Df,M) , stable par Gal(M/K) , il existe, d'aprés

le lemme 5, un opérateur différentiel unitaire 60 € DK , complétement

résoluble dans L , tel que 60 divise Df et Sol(Df,L) = Sol(GO,M) ;

donc, en particulier, f € Sol(6o,M), i.e. So(f) =0, d'ol 60 € If et

D divise & ; D et § étant unitaires, on en conclut que D_. = § .
£ o’ V¢ o ’ lut que D, =96,. W

11.4. - Extensions P V-NORMALES.

[:: I11.471. - Soit (L,Bl,...,am) une extension différentielle de K.

Soit f € L ; d'aprés ([iI.Zl] ex. a)) , f est un élément de
Picard-Vessiot de L sur K, i1.e. f € ALIK , Si et seulement si 1'idéal

If = {8 € DK / S(f) = 0} est de P V.

L. est une extension P V -normale de K si

* L est une extension de type fini de K

* L et K ont méme corps des constantes

*

L = Frac(AL|K)
LI =
* pour tout f € ALIK , 1'1déal de P V If de DK est complétement

résoluble dans L.

Remarnqgue : Si L est une extension P V -normale de K et
f e ALlK , alors If, dont f est une solution, a un "maximum' de solutions
dans L ; on notera l'analogie avec la définition de N. Bourbaki des extensions
algébriques normales ([A V] § 6 déf. 2) : dés que p € Kﬁ{] a une racine

dans L, il les y a toutes.

Exemple : Une extension de Picard-Vessiot ordinaire (L,3) de K,
de corps des constantes algébriquement clos, est une extension P V -normale

de K : ceci résulte des théorémes 2 et 6 de [11.3].
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Theoreme 1.~  Soit (L,? .,Bm) une extension P V -normale

TEE
de K, de corps des constantes k.

Alors il existe un idéal de PV I de D  tel que L soit une

extension de P V de K associée 3 1.

| -

Démonstrhation : L est de type fini sur K et L = Frac(A

LIK) s

donc il existe £ ...,fS € A

v tels que L = K(fl,...,f ) ; pour tout

L]K s

i, If est un idéal de P V de DK complétement résoluble dans L ,

] s
donc, d'aprés ([iI.Z@] prop. 5 b) , il en est de méme de I = ) If ; et
=t 7]
comme f. e Sol(If ,L) € Sol(I,L) , ona L CK(Sol(I,L))C K <Sol(I,L)> . &
J j .
Conséquence : Soit (L,3) wune extension différentielle ordinaire de
K, de corps des constantes algébriquement clos ; alors, d'aprés ([11.351, th. 5),

L est une extension PV-normale de K si et seulement si L est une extension

de Picard-Vessiot de K ; en particulier, L est une extension normale de K.

Pnogo&iiionz.— Soient (L,a],...,am) une extension différentielle de

K, et k = KC. Alors les conditions suivantes sont équivalentes
1) L est une extension PV-normale réguliére de K ;
ii) L est une extension fortement normale (BB) de K et Gal(L/K) est un

groupe algébrique affine (sur k).

Demonstration : 1i) ==> 1ii) : d'aprés le th. 1, L est une extension

de PV de K, d'ol le résultat d'aprés [iI.3ZJ th. 2 et cons. ¢ ;

i1) => i) : d'apres [Bﬁ] th. 6, ona L = Frac(A_,)); il reste

L/K

a montrer que si f € AL/K’ 1'idéal 1I_. est complétement résoluble dans L :

f

on considére le sous k-espace vectoriel Ek(f) de 1 engendré par

{o(f)/oeGal(L/K)} ; comme, pour tout & e If et o e Gal(L/K), 6(c(f)) =

o(8(f)) = 0, omn a Ek(f)cz Sol(If,L), d'ol dimkEk(f) < dimkSol(If,L) <

dimg D, /1, ([11.24] th. &)
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or dimk Ek(f) > dimK DK/If : en effet, soit
(f = Ol(f),cz(f),...,cr(f)) une base de Ek(f) sur k ; si, pour tout
(a],...,ar) € (Nm)r, la famille (Z)OLi(f))lsis‘r est 1liée sur K, le résultat
est trivial ; supposons que (E)C)Li(f))lsisr soit libre sur K, et, par consé-
quent, que det[_gi ) Baj(fi]lsi’er # 0 ; soit a € Nm; pour tout

T
o € Gal(L/K), il existe (A.). € k' tel que o (f) = Z X.0.(f), donc pour
o i’i o jop LA

o r o
o oo(f) = Z Aici o 3 “(f), et, par

o,
tout j = 0,...,r, o, 0 3 J(f) = 3
i=1

®.
. ] - . P ' . .
suite, det [bi o 3 (f)]Osi,jsr 0 ; on en déduit qu'il existe un unique

(Cl""’cr) € LY tel que, pour tout g, € Gal(L/K)

% T G
@0008 (£) = ) co 0 3 (£)
s=1 :
o r o
pour tout T € Gal(L/K), on a donc T o g, © 9 Q(f) = Z T(CS)T o ooa S(f) ; d'od
s=1

r o .
en appliquant ) 3 Tt o a, > z (T(Cq)—CS)T o0 o ) S(f) = 0 ; et, par suite, comme
o=1 )

i.e. cg € K (une

a
(t o g, 3 S(f)) est libre sur K, T(CS) =cg

1<s<r

extension fortement normale (BB) étant, en particulier, normale —[BB} th. 3 =),

o

. S o .
soit (93 (f))OSSSr liée sur K.

Proposition 3.- Soit (L,9 .,Bm) une extension PV -normale

Rk

de K, k = Kc' Alors 1'anneau différentiel est simple , i.e. les

ALIK
seuls idéaux différentiels de AL|K sont {0} et AL|K'

e

Démonstrhation : Soit J # {0} wun idéal différentiel de AL|K s

et £ #0 dans J ; If est complétement résoluble dans L , et si

(f = f1 , ,...,fn) est une base de Sol(If,L) sur k, et (d1 ye e e d&

2

une base de DK/& sur K , on a det[ﬁj(fii] #0 ([iI.3Z] th. 2 conséquence

f
a(B)) ;
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I e~13

or det[dj(fi)] =

N - (_1y1*a . P
J aj dj(f) ol aj -1 det[aq(fi)]i#] ; J étant

1 g
q#j

différentiel, dj(f) eJ ,Vj;deplus, Yi# 1, q#3, dq(fi) € AL[K

(cf. démonstration [11.32] th. 2 a.) ; donc aj € AL]K et par suite

1 . . -1
w = det[ﬁj(fi)] € J ; on va montrer que W € AL|K , 1.e. dlmK DK(W )

est finie : étant domné r, 1 < r ¢m , pour tout p=1,...,m , il existe
n
n .
a. ). € K tel que 3 o d_ - a. d. el donc tel que, Vi ,
@5p); nq rop jz=1 jp 3 TE° 1
9 od (f.) = a. d.(f.) ; on a donc
EERCH jzl PRERCAN
n
d = det |d.(f. a9 d (f.)].
P00 = 1 det[di(£;), B 0 d( AP

p=1

]
I ~19

a0 det[dj(fi), dp(fi)]jaép

p=1

-1
[ -
app e K , d'ot Br(w )

c~18

=aw, avec a_ =
r r

I
I
!
2]
~~
3
A

p=1
€ Kw ; par récurrence, on en déduit que V o € " - {0} R %W ) e Kw

1

et par suite DK(w—l) =kKw .

11.42.- soit (L,9 .,Bm) une extension différentielle de K.

TR

Soit f e L , algébrique sur K , et g un conjugué de f, i.e.

une racine du polyndme minimal de f sur K ; alors il existe une cldture

algébrique K de K contenant f et g et un K-automorphisme u de K

-~

tel que u(f) = g. K &tant une extension différentielle de K ([9,41] rem. b),

u est différentiel, donc pour tout & € DK , 8(g) = 68 o u(f) =u o §(f)

b

et par suite, Ig = {8 € DK | 8(g) = 0} = I.

D'autre part, comme K(f) est une extension différentielle de K ,

DK(f)(: K(f) , d'oli, K(f) @&tant de dimension finie sur K, f € AL/K .
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Proposition 4.- Soit (L,d .,Bm) une extension P.V.-normale de

120"
K , de corps des constantes algébriquement clos k.

Si f € L est algébrique sur K , alors tous les conjugués de

f sont dans L.

Demonstration : Soit g un conjugué de f ; g @étant algébrique

sur L, L(g) est une extension différentielle de L, et d'aprés ([b.Ai] lemme 2),
on a d.tr(L(g)c/k) < d tr(L(g)/L) =0, d'ou L(g)C =k Ig = If

étant complétement résoluble dans L , l'est aussi dans L(g) , donc

dimk Sol(Ig,L) = dim.k Sol(Ig, L(g)) et par suite g &€ Sol(Ig, L(g)) = Sol(IO,L). .

Conséquence : Soit L(,Bl,...,am) une extension P V -normale de K,
de corps des constantes algébriquement clos ; si L est algébrique sur K ,
alors L = AL|K est une extension galoisienne [9.21], et, par suite, normale

de K.

Proposition 5.~ Soit (L,3d .,Bm) une extension P V -normale

1>

de K, de corps des constantes algébriquement clos k.

Si f e L est algébrique sur K , de conjugués fl = f , f2 s ooy fr ,
. r
alors Sol(I_,L) = z k . £f.
f . i
i=1
Démonstration : Pour tout i, I, = If et fi e L (prop. &)
r i
d'oi ) k f, C Sol(I_,L).
. 1 f
1=1
r
S = Z k . f. est un sous k-espace vectoriel de dimension finie
i=l i 1 n m, n
de L ; si (ui)]< est une base de S sur k, il existe (B ,...,B ) e ()

: i
tel que det [@B (uj)] # 0 et IS = {8 € DL I §(s) = 0, VY s € S} est engendré

sur DL par les opérateurs différentiels

i i
a a
det@ (g) , 3 (uj)] - 1 n m, n+1
§ L ——> - , oi (o ,...,0) € (N)

i
(@™ det [bs (uj)]
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et |a1| < n (voir [1I.25] th. 6 conséquence) ; or K(fl""’fr) est une
extension galoisienne, donc normale, de K, de groupe de Galois le groupe des

permutations de {f ,...,fr} ([AV] § 10n°3) ; S est donc stable par

1

Aut(K(fi)/K) = Gal(K(fi)/K) , et, par suite, les coefficients de § ; sont
(a™)
invariants par tout o € Gal(K(fi)/K) ; comme ) ; (f) =0, on a
(™)

§ , eI, done I CD I et Sol(I,L)<c S0l I

(@™)
([11.25] th. 6). B

L) = Sol(Ig,L) =S

f £’

Exemple : Soit (L,3) wune extension P V.-normale (ordinaire) de K,

de corps des constantes algébriquement clos k ; soit a e K- {0} et felL

tel que 1= a ; on a donc 9(a) = n fn—] 3(f) d'oiu
(3 - 8 (a) lK) (f) = 0 ; 60 =3 - 3(a) 1K , @étant d'ordre 1 , est nécessairement
na na

. . . . _ -
le générateur unitaire de If sur DK , d'ol dlmk Sol(If,L) = m(@o) 1,
et par suite Sol(If,L) =k f ; or, si Wy (1gign) sont les racines n-émes

de 1'unité dans k, les conjugués de f sur K sont fi =0 f , et ainsi

(a1

Sol(I,L) = izl k£, .

11.43. - Soit (L,al,...,am) une extension différentielle de K.

Remanques : a) Si L est une extension P V -normale de K ,
alors AL|K est une K-algébre de type fini ; en particulier le résultat
de [B B‘] , rappelé en ([iI.32] remarque ) se généralise au cas partiel,

a savoir que si L = K<s ..,sn> ((sj) base de Sol(I,L) - th. 1 =)

1°°
i
et w un déterminant non nul de la forme det]:_'aOL (sj)] (voir [0.42] lemme 1)

alors AL|K = K{sl,...,sn, w_]} (voir [Bk]).

Cependant les démonstrations de [B B ] et [B@] reposant sur l'utilisation
du théoréme de WEIL (voir [9.451 th. 4 rem.) , on peut se demander si ce

résultat ne pourrait &tre obtenu directement.



- 102 ~

b) Une autre question se pose a propos des extensions
P V. -normales, qui vise a2 une construction plus simple de la structure de

groupe affine de Gal(L/K) (voir [iII.4ZJ) : la k-algébre des constantes

de (AL]K) @K (AL/K) est—elle 1'anneau des coordonnées (ou 1l'algébre affine)
([;a] IT § 3 et [Hd] 1.5) du groupe algébrique affine Gal(L/K) ? En particulier,
est-ce une k-bigébre (pour la liaison bigébre-groupe algébrique affine,

voir Ehﬂ 7.6.) ?

c) Soit (K,al,...,am) un corps différentiel de corps
des constantes algébriquement clos, et E un DK-module de dimension finie
sur K ; on peut conjecturer 1'existence d'une exténsion L de K , trivia-
lisante pour E : en effet, d'aprés ([i1.3%] th. 3 cons.), il suffit pour
cela que E soit une somme directe de DK—modules momogénes, et comme,
d'aprés [1.43], E admet une décomposition de Remak : E = g E. ,

j=1

que tout DK—module indécomposable soit monogéne ; or, dans le cas ordinaire,

tout DK—module de dimension finie sur K est monogéne (P. DELIGNE

"Equations différentielles & points singuliers réguliers" Lemme 1.3. - Lectures

notes 163, Springer-Verlag-), et cette propriété doit pouvoir se généraliser

au cas partiel, au moins pour un DK—module indécomposable.

d) Dans ce chapitre, on a &tudié la compléte résolubilité

des idéaux de PV, et par suite, la trivialisation des DK—modules de dimension

finie sur K (rem. c) pour étendre cette théorie au cas d'un idéal I

5
tel que DK/I soit de dimension infinie, il semble qu'aux U-modules doit &tre

substitué 1'outil des algébres de jets Jn(K) opérant sur I N D; (voir

[E big] et B. MALGRANGE : "Cohomologie de Spencer" Orsay - 1966).
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CHAPITRE 111

EXTENSIONS LTE-GALOISTENNES.

I111.1. - Algebre de Lie-Galodis.

(_- I171.11. - Soit (L,a],...,am) une extension différentielle de K, k = K .

. . v ~
DerKL est un DL—module de dérivations gauches de structure ai dé-

finies par Br;(d) = [Bi,d], Yd e DerKL [123]

On pose QL/K = c(DerKL) {d € Der L IV&, 5;(d) = 0}

{d e Der L |Vi, 3.0d = dod.} ;
K 1 1

Qi/K est donc un sous {-espace vectoriel de DerKL ; de plus, DerKL est

une K-algébre de Lie ([0.333, lemme 2 cons. b), et, Vi,n € Q’L/K’ on a, Vi,
(identité de Jacobi) [ai,[—_é;,n]] = - I:E,[n,ai]] - [:n,[aiﬁ]] =0 ; comme
k=KN2Z, QL/K est une sous k-algébre de Lie de DerKL, appelée algébre de

Lie-Galois de L sur K.

Remarques :
I =4 - 1 = , N
a) On a Uk = Lk (car DerKL DerKL [@.3{]) ;  en particulier,

si L est algébrique sur K, é;/K = 0.

b) Soit (A,?d .,Bm) une extension d'anneaux différentiels de K,

12

A &tant intégre de corps des fractions F ; alors, pour tout d € DerKA, le

prolongement d de d & F ([p 4[] ex. b) appartient a é./K s1 et seulement

si [éi,{] = 0, Vi : en effet, [a d] [é d] est l'unique prolongement a F

de [?i’&]
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Théoreme 1.-

Soit (L,3d .,am) une extension différentielle de type fini de K,

1>

a) dim2 Q;/K = d.tr(L/K)

b) les conditions suivantes sont équivalentes

(1) dim é;/K = d.tr(L/K) ;
(i1) 1le DL—homomorphlsme canonique Y : L @ Q;/K - DerKL est

un isomorphisme 3

(i1i1) DerKL est un DL—module trivial

(iv) @ est un UL—module trivial.

L/K

Demonstrnaiion :

a) d'aprés ([i.Bi] cons. c)) dimKQ;/K= dimzc(DerKL) < dimLDerKL =
d.tr(L/K)
b) (i) <=> (iii) : ([I.41] prop. 1)

(ii) : ([I.&l] prop. 1)

\%

(ii1) <==
(ii1) <=> (iv) : DerKL est trivial si et seulement si (DerKL)

.. . - * .
est trivial ; or QL/K est DL—lsomorphe a (DerKL) ([i.ZQJ cons. b). |

111.12. - Pour tout sous—corps différentiel M de L contenant K, on a
= n . 1 = — 1 83
QL/M DerML QL/K s M Q;/M est donc un sous {-espace vectoriel et une
sous k-algébre de Lie de EL/K'

Pour toute partie G de QL/K’ x € L est un invariant de G si

0, Y d e G. Pour toute sous k-algébre de Lie H de éi/K’ 1'ensembie

d(x)
H' des invariants de H est un sous-corps différentiel de L contenant K :

en effet, Y deH, Ker d est un sous-corps différentiel de L contenant K,

donc aussi H' = () Ker d ; de plus, Vd ¢ H, x € H', on a, Vi,
deH

0 = [éi,{](x) = ~d o ai(x), d'ol ai(x) € H'. H' est appelé corps des inva-
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riants de H. On pose alors M' = M, H" = (H')', etc...

— Proposition 2.- Pour tous sous-corps différentiels M, M, de L

contenant K, et toutes sous k-algébres de Lie H, H1 de QL/K’ on a :
a) Mc M cM' et HC H'" ; en particulier L = L" et
Q;/K = (QL/K)” ;
b) Si MCMI’ alors M;CM' ; et si HCHI, H;CH' ;
O 6 = Ep et H=

Démonstration :

a) si x € M, pour tout d e M'C DerML = Derp[L, on a d(x) = 0,

d'oii x e M" ; et, si deH, ona d(x) =0, Yx eH', donc d e H" ;

. c .
b) si M M], alors DerM LC DerML donc c(DerM](L)C c(DerML) ;

1
et, si HC Hl’ alors () KerdC () Ker d ;
deH1 deH

c)ona M CcM)"=M" (a) , et coonme MCM' , ona M)YCM (b),

donc QL/M = éL/M" ; de méme pour H' = H" . B

1171.13. - Un sous k-espace H de QL/K est un idéal de Q/K si

) ' . . _ - .
EH’QL/K] c H ; c'est donc en particulier une sous k-algébre de Lie de Q‘L/K'

Proposition 3.-

e h = 1! m 1 .
a) si H est un idéal de QL/K’ alors d(H') c H', V d e §L/K ;
b) soit M un sous—corps différentiel de L contenant K ; si

alors M' = (. est un idéal de 0.

ame M, Vded

L/K’ 2. /M LK
c) si de plus, MC = £, alors

§ o 6, 5 = d|
O > /M 1./K Q;/K , ot 0(d) d\M »

L_ est une suite exacte de {-espaces vectoriels et de k-algébres de Lie.
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Demonstrhation :
a) si d € O:L/K’ xe H', on a, le € H, 0 = [dl,d:](x) = dl o d(x),

d'od d(x) € H'
' 4
b) pour tout d1 e M', d e QL/K’ [:dl,d] € & gs et comme
d(M) c M C Ker d], ona MC Ker[d],d:] , donc [d],d] € DerML-, ainsi

I:dl,d] € Q'L/K N DerML = QL/M 4

[N . -
c) Vde §L/K’ d(M)c M, d'oa d‘M 'S DerKM ; et comme I_—ai,d M] 0
. & . _ . . - &
Vl, d'M € M/ de plus d’M 0 si et seulement si d € DerML n QL/K 4, /M ]
Une sous k-algébre de Lie H de (IL/K (resp : un sous corps diffé-
rentiel M de L contenant K) est dit(e) fermé(e) si H = H" (resp.

M= M"), les applications H & H' et M » M' sont donc des bijections réci-
proques entre l'ensemble des sous k—-algébres de Lie fermées de Q;/K et 1'en-
semble des sous—corps différentiels fermés de L contenant K, ce qui définit

une correspondance de Galois entre ces deux ensembles.

Proposition 4.-

a) Pour toute sous k-algébre de Lie fermée H de Q-L/K’ H est
. . . ' ' .
un idéal de Q/K si et seulement si d(H') C H', YV d e é\;/K ;

b) Pour tout sous—corps différentiel fermé M de L contenant K,

g,

1/M est un 1déal de d. si et seulement si d(M) CM, \/d E Q

“L/K L/K

c) tout sous-corps différentiel fermé M de L contenant K est

| algébriquement fermé dans L.

Demonstration :

a) voir prop. 3 a) et b) ;
b) si M est fermé, alors é;/M est un idéal (prop. 3 b) ;

réciproquement si QL/M est un idéal, alors d(Ql/M) c QL (prop. 3 a) , i.e.

/M
dM)c M" ; comme M' =M, ona dM)c M ;
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3
a

c) ona MC McM' (prop. 2 a)), donc M= M' entrafne M =

111.2. - Bigébre de Lie-Galods.

Soient (L,3d .,Bm) une extension différentielle de type fini de

TR

K, de méme corps des constantes k de K, t =‘d.tr(L/K) et (d.)

. . une
17 1g1¢s

base sur k de 1'algébre de Lie-Galois de L sur K.

QL/K étant une sous k-algébre de Lie de Der L, on appelle bigébre

K

de Lie~Galois de L sur K, 1la k-bigébre enveloppante UL/K = (Uk(Q;/K)’C’E)

5’ . ; . v . . . 5’
de %/ (voir [@.l{]). On note 1 1 1n3ectlog canonique de %k dans
lefL/K, et on désigne par (za)aems la base de UL/K canoniquement assoclée
a (di)' I1 existe alors un homomorphisme de k-algébres filtrées

. g b - -~ L B4 3 .
T : UL/K > lefL/K tel que 1 Too, ou o est l'injection de é;/K

. c : :

dans UL/K (cf [i] Annexe), et on a T(UL/K) C(lefL/K) en effet,

DiffL/K étant une (K,L)-algébre différentielle [i.Zi], c(Diff ) est une

L/K

sous k-algébre de Diff ; comme on a, V&, 0= [éi,l ] = [?i,T(IXJ et,

L/K

pour tout d e 5—

% 0 = [ai,{] = [ai, Tooo(a)], et que UL/K est engendré,

en tant que k-algébre par | et Oo(di/K)’ on en conclut que (U ) est

L/K
inclus dans C(lefL/K).

D'autre part, d'aprés ([i] annexe, lemme 1) la k-algébre L est munie

d'une structure de U -module algébre par la loi externe (z,a) « 1(z)(a),

L/K

et on peut donc considérer le smash-produit L ## UL/K'

Lemme 1.- 1L UL/K est muni d'une structure de K-algébre par

1'homomorphisme d'anneaux ¢ : A +—— A ® 1 de K dans L # UL/K'

et A e K, comme

Démonstrnation : pour tout b ® z, €L8U

L/K
H
c(1) =181, on a m"((A@l)@(b@za)) = Ab@za ; en particulier, ¥ A' ¢ K, on a
ﬁ(xx') = ' 1= m#((kel) ® (A'81)), donc 1} est un homomorphisme d'anneaux ;
de plus, comme c(z = z ®z , on a
p (z ) ) 8 v

B+y=0
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m#'L'((b@za) ® (181)) y br(z) () 8z

B+y=a

B
bx ® z » car, pour tout B # O, T(ZB)(A) -4 () = 0 ;

B!

on en déduit, par k-linéarité, que ﬂ(K) est inclus dans le centre de L ## UL/K'.

D'aprés ([i] annexe, théoréme 2), on a alors

U ._ _ ] : ) DU
Théonéme 2.- Le L-homomorphisme @ : L # UL/K > lefL/K défini

par Q(b8z) = bt(z), est un homomorphisme injectif de K-algébres filtrées. |}

111.3. - Extensions Lie-Galoisdiennes.

[:: 117.31 - Soit (L,al,...,am) une extension différentielle de K.

L est une extension Lie-Galoisienne de K si

*

L est une extension de type fini de K ;
* K est algébriquement fermé dans L ;

¥ L et K ont méme corps des constantes k

* 1'une des conditions équivalentes suivantes est satisfaite
- dlmk«L/K = d.tr(L/K) ;
- le DL—homomorphlsme canonique ¥ : L @k L/K -> DerKL

est un isomorphisme ;

- DerKL est un DL—module trivial ;

-Q est un DL—module trivial.

L/K

Exemples : a) voir annexe.
b)Si L est une extension de PV (resp. PV-normale) réguliére de K,

alors L est une extension Lie—-Galoisienne de K (voir [iII. AE] th. 6).

Proposition 1.- Soient (L,3

],...,am) une extension Lie-Galoisienne

de K, k=1L, et M un sous-corps différentiel de L contenant K.
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a) dlmkd;/M = d.tr(L/M)

b) M" = M ;

¢) M est fermé (i.e M = M") si et seulement si M est algébri-
quement fermé dans L ; et dans ces conditions, L est une

b

extension Lie-Galoisienne de M.

Démonstration :
a) DerM; est un sous DL-module du DL—module trivial DerKL, donc
est trivial (L}.AZ] th. 2), et dlmké;/M = d.tr(L/M).
= - . .
b) on a d;/M QL/M” ([iII 2] prop. 2 c¢)), donc

1 " — _ " . s -
dlmké;/M < d.tr(L/M") = d.tr(L/M) d.tr(M"/M) ; comme dlmké;/M d.tr(L/M),
on a donc d.tr(M"/M) =0 et M'C M ; d'oi le résultat puisque Mc M

([iII.lZ] prop. 2 a)) ;

c) on a ainsi Mc M=M' ; de plus, L est une extension de type
fini de K, donc aussi de M, M_ =k, et dimkéi/M = d.tr(L/M), d'ou le

résultat. B

Théeoneme ?2.- Soient (L,d ,am) une extension Lie-Galoisienne de

12

K, k= Lc’ et M un sous-corps différentiel de L contenant K, et algé~

briquement fermé dans L.
Les conditions suivantes sont équivalentes
i) pour tout d € Q;/K’ dM) C M ;
.. - . g 6— .
i1) éL/M est un idéal de % /x

]
Dans ces conditions, M est une extension Lie-Galoisienne de K,

et la suite de k-algébres de Lie

¢]
0 —— 4 /v '*Q—L/K — é-M/K > 0,

LAY

oi 06(d) = d’M’ est exacte.
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Demomstrhation :

M, étant algébriquement fermé dans L, est fermé (prop. | c)),
donc i) <=> ii) d'aprés ([iII.lil prop. 4b)) ; de plus, d'aprés ([iII.Hﬂ
prop. 3c¢)), Q — Q;/MCL—» Q;/K Ji» Q&/K est une suite exacte de k-algébre,

de Lie, donc dika&/K = dika;/K - dika;/M + dikaoker 6

d.tr(M/K) + dikaoker 9 ; comme dhﬁ(dﬁ/Ks d.tr(M/K),

I

on en conclut que coker § = 0, 1i.e. g surjectif, et dika&/K = d.tr(M/K)
1. étant de type fini sur K, M 1l'est aussi [b.ZZj ; K @&tant algébriquement
fermé dans 1, 1'est aussi dans M ; ainsi M est une extension Lie-Galoi-

sienne de K, et la suite considérée est exacte. [l

Remarques :

a) ce théoréme est 1l'analogue du théoréme fondamental des extensions
galoisiennes : soit N une extension galoisienne d'un corps K, T' son groupe
de Galois, et E un sous-corps de N contenant K ; alors E est une
extension galoisienne de K si et seulement si le groupe de Galois A de N
sur E est un sous-groupe distingué de T, et, dans ce cas, le groupe de Galois

de E sur K est isomorphe & T /A ([AV] § 10, prop. 4).

b) sous les hypothéses du théoréme 2, si M est une extension Lie-
Galoisienne de K, alors les conditions (i) et (ii) sont satisfaites : en effet,
0 —> DerML < DerKL -8, DerK(M,L) —> 0 ot 6(d) =4 W est une suite
exacte de DU._-modules, car 6 est DL~1inéaire ; Der L é&tant trivial, on

L K
en déduit, d'aprés ([i.AZ]th. 2 cons. a)), que

0O — é‘L/M [~ Q(L/K —e—> C(DerK(M,L)) —s 0

est une suite exacte de k-espaces vectoriels, d'od dimkc(KerK(M,L)) = dimkéL/K -
dikaL/M = d.tr(L/K) - d.tr(L/M) = d.tr(M/K) = dika&/K ; 1l'injection canonique
de Qﬁ/K dans c(DerK(M,L)) est donc un k-isomorphisme, et, Vd e QL/K’

comme d’M € c(DerK(M,L)), il existe d'e QQ/K tel que d‘M =d', d'ol

dM) = d'"(M) © M.
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-T11.32. - Pnogo&iiion 3.- Soit L wune extension Lie—-Galoisienne de K, de corps

des constantes de k.

Le L-homomorphisme & : L ## UL/K - lefL/K défini par

Q(bBz) = bt(z) ([111.22] th. 4) est un isomorphisme de K-algébres filtrées.

Demonstrhation :

D'aprés ([iII.Z] th. 2) et ([b.lij lemme 1), il suffit de vérifier
que gr(Q) : gr(L # UL/K) - gr(DiffL/K) soit surjectif, donc que

Qn = ) - grn(Diff ) soit surjectif,

) : grn(L #=+ UL/K

gr () 'grn(L # U L/K

L/K
YV neN ; pour tout n € N, on note fs (resp.‘f;) la surjection canonique

n

de L @k UL/K sur grn(L #=# UL/K) (resp. de lefL/K(L,L) sur grn(lefL/K)) ;
i g
et soient (di)lsist une base de e sur k et (za) c la base de UL/K

aelN
canoniquement associée 3 (di) 3

soit neWl 3 ( est une base de Un sur k, donc

Zy) o <n

e . .
(182@)|a1<n est une base de L 8 Un sur L 3 fn étant surjectif, et comme

k
® ® .
fn(l®za) = 0, pour tout a tel que [a| < n-l, (fn(]@za))|a|=n est une famille
génératrice de grn(L +# UL/K) sur L ; d'autre part, DerKL étant trivial,
- a
(di)lsist est une base de DerKL sur L (L}.A[] prop. 1) (ﬁD(d) )|a|=n

injection canonique de Der L

est donc une base de SymE(DerKL) sur L (ﬁ K

D :

dans SymL(DerKL)) ; or l'homomorphisme de L-algébres graduées

. 4 | i - 1 . .

g SymL(DerKL) > gr(lefL/K) tel que go@D fl‘DerKL est un isomorphisme

([b.35] lemme 3), donc g, = gl 0 est un isomorphisme de L-espaces
SymL(DerKL)

vectoriels ; comme, Va, |a| =n, on a gn(ﬂD(d)u) = [fi(di]a = f;(da) ,

(f;(dz))1a‘=n est une base de grn(DiffL/K) sur L, et par suite aussi

£f'(d7) o

( n ) d'oli le résultat, puisque (£®(1®z )) = £'(Q(18z )) = f'(d—~). [ ]
ol |u|=n’ ? n n o n o ne oy

Conséquence : Si  (z ) . est la base de U
aelN

3 une base (di)lsist de O /x sur k, comme Q(]@za) = T(Za).l = =,

canonlquement associée
L/K 4 .

ol

o
d . . .
() est une base de lefL/K, et par suite aussi (da) e

a! aeN aelN
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Proposition 4.- Soit (L,al,...,am) une extension différentielle de
type fini de K, de méme corps des constantes k que K, et telle que K
soit algébriquement fermé dans L.
Les conditions suivantes sont équivalentes
i) L est une extension Lie-Galoisienne de K

ii) lefL/K est un DL—module trivial.

Et dans ces conditions, T est un isomorphisme de k-algébres filtrées

de UL/K sur c(lefL/K).

Demonstration :

i) => 1i) Q@ =V o (1L®T), oi VY est le DL-morphisme canonique
injectif de L @k c(lefL/K) dans lefL/K, est un isomorphisme ; V¥ est

donc un isomorphisme et DiffL/K est trivial (Ij.él] prop. 1)

i1) => i) DerKL, étant un sous DL~modu1e de DiffL/K, est

trivial ([}.42] th. 2) ; les autres conditions étant satisfaites par hypothése,

L. est une extension Lie~Galoisienne de K ;

. Dans ces conditions, = ¥ o (lL ® 1) et ¥ étant des L-isomor-—

phismes, 1_ 6 1 est un L-isomorphisme de L ©, U sur L @k c(Diff

L k "L/K )

L/K

donc T est un k-isomorphisme de U sur c(DiffL/K). B

L/K

111.4. - Nommalit? des Extensions Lie-GalolsLennes.

I11.41. - Soit (L,al,...,Bm) une extension différentielle de type fini
de K, de méme corps des constantes k que K, et (di)l<i<s une base de
é;/K sur k

Pour tout & = 5 a3 eD , on a, Vi,
o L
lo|<p
- N a ary _ a ~
[gi,dj = 2 (di(au)a + aa[ﬁi,a ]) = Z di(aa)a , car, par récurrence sur
a|gp a|<p

lol, [di,aot]=0, VoeN ; deplus, Vacel,



- 113 -

_ N
[d;,a8] = |0L|ZP d,(aa )8 = d.(a)é + a[d;, 6] ; 4 8w [d.,8] est donc

une di—dérivation gauche de DL'

Lemme 1.- Soit (L,3 .,Bm) une extension Lie-Galoisienne de K,

A

d
de corps des constantes k, et (di)lsist une base de e sur k.

DL est un lefL/K—module de loi externe

B B " :
b.d®,8) — J b (@78, ou d.(8) = [6.,6] , Vi.
Ie%sq : HEE ' '

Demonsthation :

DiffL/K est le L-espace de base (da) ¢ [iII.Bé] prop. 3 comns.),

oelN
donc est la k-algébre d'opérateurs différentiels engendrée par (di)| ot
si
Ly . .
[l.]ﬂ ; pour tout i, d. est une di—dérlvatlon gauche de DL’ et

Ve, [pag) @ = (el d = Bl d] - (0. ] - 6300

d'oli le résultat, d'aprés (D.Zl] théoréme 1). W

Pour tout DiffL/K—module E de dérivations gauches de structures df,

t
on note cD(E) = M Ker d? ; E est donc un DiffL/K—module trivial si et
i=1
seulement si le L-~homomorphisme canonique WD : L @K cD(E) -+ E est bijectif.

Lemme 7.- Soit (L,3d ,am) une extension Lie—Galoisienne de K,

],...

de corps des constantes k, et (di) une base de é;/K sur k.

lgigt

n
Si J est un idéal (& gauche) de DL tel que di(J)CZ J, Vi,

alors J = (JnDK)L (voir [II.ZZ]).

Demonmstrnation :

. _ o
DL est un D1ffL/K—modu1e (lemme 1) et § = ialzp aua € CD(DL)
. . Y ,
si et seulement si O = d.(§) = z d.(a )BG, Vi, c'est-a-dire, V@,
. 1 |OL|5P 1 o
—_— '_ o >
a, € {:n Kerdi = (Q;/K) = K" = K (voir [111.121 et [111.31] prop. 1), donc

cD(DL) = DK ; comme le L-homomorphisme canonique A : L @K DK > DL

est bijectif [11.221, DL est donc un lefL/K—module trivial ;
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J @étant un sous DiffL/K—module de D J est trivial, et comme

L’
ey =3 N cD(DL) =JnNn DK, ona J=XxLe®Wn D)) = N DK)L. 8

ConAéguence :« Soit L une extension Lie-Galoisienne de K et

k=1L ;5 on considére 1'ensemble SQ' des sous k-espaces de dimension finie

de L, stables par 5 et 1'ensemble 1 des idéaux de P V de D

L/K’ K,L K

complétement résolubles dans L ; alors, l'application

S JS = {8 € DK[6(S) = 0, Vs € S} est une bijection de SQ' sur IK,L’

de bijection réciproque 1l'application I = Sol(I,L), et pour tout S e 35,

. - . . . 1] . - =
on a dlmkS = dlmKDK/JS : en effet, si 1'on cons;dere {8 € DL|6(S) 0,

IS
o
/K d(IS)C IS’ donc

IS = (IS N DK)L = (JS)L, et par suite Sol(JS,L) = Sol(IS,L) =S ([II.ZiJ th.6),

¥ x € S}, S é&tant stable par é;/K’ Vde QL

et dimks = dimLDL/IS = dimK DK/JS ([II.ZZ] lemme 2 cons.) ; comme tout

I e IK 1 est en particulier un idéal de DL complétement résoluble dans L,
’ 4

on a de méme, si S = Sol(I,L), I =1I_=T1_ 0N DK =7

S S S’

Théoréme 3.- Soit (L,3d .,am) une extension Lie-Galoisienne de K,

TR

telle que L = Frac{A ).

L/K

Alors L est une extension PV-normale de K.

Demonstration :

Soit f ¢ AL/K ; il reste a montrer que 1'idéal de PV I_ de 7D

f K

est compl&tement résoluble dans L ;
Soient S = Sol(If,L) et IS = {§ € DL|5(S) =0,V se St ; si

(d.)

i) leiet est une base de d;/K sur k = Lc’ pour tout s € S, § ¢ If, on a,

Yi, § o di(s) = di o §(s) = 0, donc di(s) € S 3 ainsi, pour tout &' ¢ IS’

on a, Vi, 6.(8")(s) =d, 0 §'(s) - 8" 0d.(s) =0, i.e. di(s") € Io ;
s ’ i i i s . i € S ’
d'aprés le lemme 2, on a donc IS = (IS n DK)L ; IS étant un 1déal de P V

de DL complétement résoluble dans L ([lI.ZS] th. 6), IS n DK est un 1idéal

de P V de DK ([11.22] lemme 2 cons.) complétement résoluble dans L ; or
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f € S, donc IS N DKC If et If est complétement résoluble dans L [II.ZA]

111.42. - Soit (K,Bl,...,Bm) un corps différentiel.

Etant donné un entier n, on note K{y. ,...,y } la K-algébre des
1 n &

< e e e iy . .

polynomes a une infinité d'indeterminées K[&j,ajlsjsn, muni de la structure
W

de K-algeébre différentielle ai(yj,a) =y i oy, = y]’o,yz,...,y

j,a+i’ n

sont alors appelées indéterminées différentielles sur K.

Etant donnés une extension différentielle L de K, et

S 985500058 € L, il existe alors un unique K-homomorphisme d'anneaux diffé-

rentiels u : K{y],...,yn} -~ L tel que u(yi) =s. 5 U étant différentiel |

vérifie en effet u(yj u) = u(aa(yj)) = Ba(sj), VG, Va.
b
On rappelle d'autre part, que 1'on note K{s],...,sn} la plus petite

sous K-algébre différentielle de L contenant K et s <3S H

1> n

n

K{s],...,sn} est la K-algébre engendrée par X DK(Si)’ et son corps des
i=1

fractions est K<s],...,sn> (voir [11.311).

Soient (L,? .,Bm) une extension de PV de K (associée a 1),

120

On a L = K<Sol(I,L)> ; si n = dimkSol(I,L), il existe donc
-»8 € Sol(I,L), linéairement indépendants sur k, tels que
L = K<Sl""’sn> ; d'autre part, Sol(I,L) est stable par Gal(L/K) : en
effet, ¥ s ¢ Sol(I,L), o e Gal(L/K), d e I,d(o(s)) = o(d(s)) = O.
On va rappeler comment E.R. KOLCHIN dans ([?o], IV.17) munit alors
Gal(L/K) d'une structure de groupe algébrique affine, 1'idée étant la suivante
une matrice inversible (tij) est la matrice d'un K-automorphisme différentiel
de L si et seulement si elle laisse stable 1'idéal des relations différentielles

entre s S

12" a
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Soient Vy.,...,y_  des indéterminées différentielles sur K, et T
1 n

1'idéal premier différentiel, noyau du K-homomorphisme différentiel ¢ anneaux

u K{y],...,yn} - K{sl,...,sn} définie par u(yi) =s;.

Soient, d'autre part, des indéterminées to’tij (1 £1,j € n),
et L{}o’tij] muni de la structure de L-algébre différentielle donnée par
Bp(to) = ap(tij) = 0, Vb ; on définit un K—homomorphiime différentiel
d'anneaux o : K{y],...,yn} > L[;o’tij] par a(yi) = jzl s.t.., et A= oa(l)

3]
7.

est un idéal de L[t ,t. .
0’ 1]

Remarque : On peut montrer alors, par un argument de disjonction linéaire,
que A est engendrée dans IJEo’tij] par un idéal J de k[}o,tij] 5
I. KAPLANSKY donne dans ([?é] V - Lemme 5.4) une définition moins naturelle de

J, utilisée ici par commodité.
Si (WA)AeA est une base de L sur k, tout f € A s'écrit

- 1 a L & =
f AEA fkwk’ avec fA € k[}o,tij]. On considére alors 1'i1déal J VJO,
ol JO est 1'idéal de k[}o,tij] engendré par {fAIf € AL € A} et

l—tO det(tij)’ et on montre ([ké] ou DHJ) IV prop. 6) que Gal(L/K) est
2
la sous—variété affine de k" *1 associée a J ([Lé] ITI § 2) ; ainsi

R = k[E ,t.:]/J est 1'anneau des coordonnées de Gal(L/K).
= 0’ ij

Note : Ces résultats, démontrés dans [K{] et [Kq] dans le cas

d'une extension de PV ordinaire L de K, reposent sur le fait que
n
L = K<sl,...,sn> avec X k 5. stable par Gal(L/K), donc restent valables

1=1
dans le cas partiel étudié ici.

On se propose de montrer que L est une extension Lie-Galoisienne de K.

Pour cela, on va mettre en oeuvre l'argument géométrique suivant
Gal(L/K) é&tant un groupe algébrique opérant sur L, son algébre de Lie opére

comme ensemble de dérivations sur L, et par suite, s'injecte dans éi/K ;
<

sa dimension étant égale 3 d.tr(L/K), on en conclut alors que d.tr(L/K) <

dimké;/K'
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Etant donné e = (1,6ij) 1'8lément neutre de Gal(L/K), on note
0; le localisé de R en e, 1i.e O; = {éi/f,g e R et g(e) # 0}, et
- g
Me = {£ € Gélf(e) = 0}, 1'idéal maximal de O; ; on a alors

g
dimkHomk(Me/Mi,k) = dimkGal(L/K), car le point e est simple ([PQJ, 7.1).

D'autre part, d'aprés ([?Q], 20), dimkGal(L/K) = d.tr(L/K).

Remarque : 1l'espace tangent en e : Homk(Me/MZ,k) (Ehﬂ, 5.1) est

canoniquement isomorphe & 1'algébre de Lie du groupe affine Gal(L/K) ([ﬁd], 9.1).

On considére les homomorphismes d'anneaux

e N £ . 2
n, * R -~ Oé défini par no(f) ==, et w 0; > Me/Me qui a

1
e O; associe la classe de -{l(e) modulo Mz s l'application & v~ £ o w

est alors un k-isomorphisme de Homk(Me/Mz,k) sur Derk(@;,k) (Dhﬂ, 5.0).

Soient, enfin, l'isomorphisme canonique

jO t k @k K{yl,...,yn} - K{yl,...,yn}, o la surjection canonique de

kE?o’tij] sur R, et le K-homomorphisme différentiel d'anneaux
n
B : K{yl,...,yn} - 0; Q K{yl,...,yn} défini par B(yi) = jzl Ny © o(tij) Q yj.

Lemme 4.- Avec les notations précédentes, pour tout £ € Homk(Me/Mz,k)

a) dg = jo o (£81) o (wBl) o B est une K-dérivation de

Ky s-eesy b

b) dg(F) cCr.

Démonstration :

. b
) B . w8l 2 £81 0
d, = Kiy;} = 0 8, K{y,} 5 M /M 8 Kiy,) =" k 8Ky} —— Kiy,}

a) £ o w étant une k-dérivation de 0; dans Kk, jo o (E81)owBl)
est une K-dérivation de 0; Q K{yl,...,yn} dans K{yl,...,yn} ; B étant
un K-homomorphisme d'anneaux, on en déduit que d, est une K-dérivation de

K{y],---,yn} ;
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n
b) pour tout p p(yl,...,yn) eI, a(p) = p(..., Z t..S5.,...) € A,

donc pC(...,

£..8.500.) = 2 Py\W,> avec p, € J ;\V X e A, o(pk) = 0,
J

p B A

| ~13

n
' ¥ = = .
d'oi 0O ; n, ©° c(pk) 8 Wy p(...,.zlno o G(tij) ® sj,...) 3
n J
comme B(p) = p(..., Z Ny © c(tij) 8 yj,...), on en déduit que
j=1

u o dg(p) = jo o (&81) o (w@l)[}(...,. n o G(tij) ® sj,...X] = 0,

e~

i=1°
donc dE (p) € T. a
Conséquence : dE induit une K-dérivation éé de
" P A , -
K{Sl""’sn} - K{yl,...,yn}/F définie par dE ou=uo dE ; d'aprés ([9.41],
ex. b), dz se prolonge de maniére unique en une K-dérivation dg de

K<s ,s > = L.
n

EREE

-~

Théoneme 5.- Avec les notations précédentes, 1'application & - dE

est un k-morphisme injectif de Homk(Me/Mz,k) dans d;/K'

Démonstrhation : Soit £ € Homk(Me/Mi,k) ; d'aprés ([iII.ll]rem. b),

-~

dg € Q;/K si, V&, [?i,dé] = 0 soit, u é&tant surjectif et différentiel,

si 0 = [?i’d&- ou=uo [}i o dé] ; or B est différentiel, ainsi, trivia-

lement, que w ® 1, £ 8 1 et j, donc [bi o dé] =0 et dg € QL/K 5,

étant k-linéaire, il en est de méme de 1l'application § + dE’ et par suite

~ ~

de & » dg ; enfin, si dg O, on a 3% = 0, donc V&,
n
v
0= dE o u(yi) = u o dg(yi) = jzl £ owo n, © o(tij)sj ; comme (sj)
est libre sur k, on en déduit que, V&, Vﬁ o(tij) € Ker(gowono) 3

I<jsn

gowono est une k-dérivation de R dans k, nulle sur les générateurs O(tij)

et o(to) de R sur k, (car Eowono(det O(tij)) =
1

n
5 det[}(t..),gomon o o(t .)]. = 0 implique o¢(t ) = ———————— cKer(fowon )
4 ij o pj’i#p ° det (o(t; 1)) ©

[§.3§]), donc nulle sur R ; son unique prolongement a Oe = R[ﬁ_tl ol
S = {g e Rfg(e) # 0}, &tant £ o w (cf. [p.hl] ex. b), on a donc £ o w = O,

et par suite £¢=0. W
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Conséquence : Soient L wune extension de PV de K telle que L/K

soit réguliére, et k = LC ; alors L est une extension Lie-Galoisienne de K :
: L 2 e ‘
en effet, on a d.tr(L/K) = dlmkGal(L/K) = dlmkHomk(Me/Me,k) < dlkaL/K < d.tr L/K) ;

de plus, Homk(Me/Mz,k) est alors isomorphe a QL/K'

111.43. - En appliquant ([II.41] prop. 2 et th. 1), ([III.42] th. 5

cons.) et ([iII.4E] th. 3), on conclut que

Theoreme 6.-
Soit (L,Bl,...,Sm) une extension différentielle de K. Alors les
conditions suivantes sont &quivalentes
(i) L est une extension fortement normale (BB) de K et Gal(L/K)
est un groupe algébrique affine ;
(ii) L est une extension PV-normale réguliére de K ;
(iii) L est une extension de PV, réguliére de K

(iv) L est une extension Lie-Galoisienne de K, telle que

L = Frac(ALK).

Et dans ces conditions, 1'algébre de Lie de Gal(L/K) est isomorphe

[V

QL/K (qui est ainsi une algébre de Lie algébrique - EHuJ 13.1 -). @

Remarque : En généralisant la démonstration du th€oréme 5 au cas d'une
extension fortement normale (BB) quelconque L de K, 1i.e en construisant un
k-morphisme injectif de 1'algébre de Lie du groupe algébrique Gal(L/K) dans
QL/K’ on obtiendrait de méme : si 1 est une extension fortement normale (BB)

de K, alors L est une extension Lie-Galoisienne de K.

On est amené 3 se demander si 1'implication : L extension Lie-Galoi-
sienne de K ==> L extension fortement normale (BB) de K, démontrée ici

dans le cas linéaire (i.e L = Frac(AL/K)), est encore vraie dans le cas général.
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Cette question conduit 3 envisager les conjectures suivantes

Conjectwre 1.~ Si L est une extension Lie-Galoisienne de K,

k = LC et L = (Frac(L @KL))C, alors d.tr(L/k) = d.tr(L/K).

Conjecture 2.- Si L est une extension Lie-Galoisienne de K, alors

L(L) est algébriquement fermé dans F = Frac(L 8KL).

Conjecture 1 bis.- Etant donnée une extension différentielle L de K,
les conditions suivantes sont équivalentes

1) dimkg/K= d.tr(L/K)
i1) d.tr(L/k) = d.tr(L/K)

Si elles se révélaient exactes, les conjectures 1 et 2 permettraient
de donner une réponse affirmative & la question posée : en effet, si L est
une extension Lie—-Galoisienne de K, on aurait alors

d.tr(L(L)/L) = d.tr(L/k) = d(tr(L/K) = d.tr(F/L), d'ot F = L(L).

La conjecture 1 bis, plus forte que la conjecture 1, permettrait en
outre, sans utiliser le théoré&me de KOLCHIN ([@.45] th. 4), de démontrer
J'implication : L extension fortement normale réguliére de K ==> L extension
Lie—-Galoisienne de K (car, d'aprés [@.4{], si L est une extension fortement

normale (BB) de K, alors d.tr(L/k) = d.tr(L/K)).

Il n'empéche que, dans le cas non linéaire, ce théoréme (démontré i
1'aide du théoréme de WEIL) semble nécessaire d la construction d'une théorie

de Galois, et que cet écuell ne puisse &tre évité.
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ANNEXE :

EXEMPLES D'EXTENSTIONS LTE-GALOTSTENNES

111 A1 - Soit L une extension monogéne pure de K, i.e telle qu'il existe

u € L, transcendant sur K, tel que L = K(u). D'aprés ([AV}, § 9), pour
tout v € L, il existe une K-dérivation unique dV de L telle que dv(u)

Si, de plus, (L,al,...,am) est une extension différentielle de KX, alors,

pour tout v e L, dv € 5;/K si et seulement si dv o ai(u) = ai(v), Vi

P .
en effet, dans ce dernier cas , pour tout s = z a.u’ € K[p], on a
=0
& o n.(s) = [T sy + s ™ = ¥ (s @wid Tave, GudTh
v ® 20 = el l 0 1%5% R A M (MRS J

o 0 (e, done [3,d |y =0 5 e d e 8¢ (OI1.11] rem. b).

11T A 2 - soit (L,a],...;am) une extension différentielle de K, £ = LC

Une famille (f],...,fm) e K est une famille de dérivées dans K

s'il existe f € K tel que fi = ai(f), Vi.
Etant donné une famille (fl""’fm) € Km, un élément u de L

est 1l'intégrale de (f],...,fm) si ai(u) = fi’ Vi ; on a alors, néces-

) , . _
sairement, Vl, Vﬁ, ai(fj) ai 0 Bj(u) aj(fi).

On dit que L est obtenu par adjonction @ K d'une intégrale s'il

existe ue L tel que L = K(u) et u soit 1'intégrale d'une famille

m
(fl,...,fm) e K.

Si L est obtenu par adjonction & K de l'intégrale u d'une
famille de dérivées (fl""’fm)’ et si k= £, alors L =K : en effet,

si f, = ai(f), V&, alors 3 (u) = 3,(f), d'oil u-f ¢ kT K, et comme
1 1 1

feK, ona ue K.
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Lemme 1.- Soit (L,d ,am) une extension différentielle de K

ERRE

obtenue par adjonction de 1l'intégrale u de (f],...,fm) € Km, telle que

(fl""’fm) ne soit pas une famille de dérivées dans K.
a) u est transcendant sur K ;
b) L et K ont méme corps des constantes (i.e : k = £).
Demonstration :
a) Supposons u algébrique sur K, de polyndme minimal sur K
p(y) = yn + byn_] + ... 3 en appliquant Si a p(u) = 0, on obtient
0=n fiun_] + ai(b)un—l + ..., d'ol par minimalité de n, nfi + ai(b) =0 3
3; (b) b b
on en déduit que fi = .- = ai(- =), avec - — ¢ K, impossible ;
n n n
S
b) si s=§a.u eK[u]nﬂ, on a
Lo 3
J
3 ] j-1 |
9.(s) = y (3.(a.)u” + ja.f.u ) =0 ; u étant transcendant sur K,
i L 177 i1
J=0
- _ + o . . .
on a donc O Bi(ap) ai(ap-l) papf1 ; si on avait p # 0, on aurait
a ai(a —l)
alors Bi(— —EL—O = - = P2 - fi impossible, donc p =0, et s e KN g =k ;
- a .
Pdp P P
alors si > ¢ 2, 2 &tant une fraction rationnelle en u, mise sous forme

t t

irréductible avec t wunitaire de degré q, et si on suppose qu'il existe
Bi(s)t - ai(t) s

i tel que Bi(t) # 0, comme O = ai(E) = 5 , on aurait
t t
s ai(s)
- = , avec ai(t) de degré < q-1 ; contradiction ; donc \/i,
t ai(t)
'c)i(t) = 0, 8i(s) = 0, et par suilte i e k. ]

t

Proposition 2.~ Sous les hypothéses du lemme 1, L est une extension

Lie-Galoisienne de K.
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Démonstration : L = K(u) &étant une extension pure de K (Lemme 1),

K est donc algébriquement fermé dans I ; de plus L et K ont méme corps
des constantes (Lemme 1) et L est de type fini sur K ; 1l reste &

vérifier que di 3 =d.tr,L = 1, 1i.e qu'il existe de , d# 0.
ML /K K L/K

(Puisque dika;/K < d.trKL ([III.I] th, 1) ; un tel d doit vérifier

Bi o d(u) = d(fi) = 0, Vi ; 11 suffit de considérer la K-dérivation dl

de L, telle que d (u) = | (voir i1 a1)). =

D'aprés ([iII.A] th. 6) , on en déduit que L est une extension de
PV de K, et par suite une extension fortement normale de K, et que Gal(L/K)
est un groupe algébrique affine.

En fait, on peut obtenir ces résultats directement

Proposition 3.- Sous les hypothé&ses du lemme 1, et si, de plus, L
est contenu dans une extension universelle U de K, de corps des constantes
C, alors

L est une extension fortement normale (KL) de K.

Démonstration : on a k = £ (Lemme 1) ; de plus, pour tout K-

homomorphisme différentiel s : L » U, Bi(s(u)-u) = S(fi) - fi =0, Vﬁ,

donc s(u)-u € C, et par suite s(u) € L(C), d'ol Ls = g(L) € L(C)

donc L est une extension fortement normale (KL) de K, d'aprés @.43]. [ |
Proposition 4.- Sous les hypothéses du lemme 1,

a) L est une extension de PV de K, associée & Iu = {§ € DK\ﬁ(u)=0}

b) Gal(L/K) est isomorphe au groupe additif k.

Demonsthation :

a) Vﬁ,ai(u) = fi e K, donc DK(u) = K® Ku ; comme
dimKDK/Iu = dimD (v) [II.21], on a d'aprés ([II.24] th. 4), dim Sol(I ,L)

< dlmKDK/Iu =2 ; or, Vse Iu’ § ¢ K IK’ donc 6(1) = 0, et par suite,
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(1,u) est une base de Sol(Iu,L) sur k (u @étant transcendant sur K),
] L '~ _ . _ _
et dlmkSol(Iu,L) = dlmK(DK/RR, d'ol le résultat puisque L K{u)

= K<Sol(Iu,L)> H

b) pour tout o € Gal(L/K), on a, V&, ai(c(u)-u) = 0, donc
o(u)-u € k 3 si 1l'on pose AO = g(u)-u, on a alors, pour tout T € Gal(L/K),

A =g(A +u)-u=A_+ XA, et A_ =0 <=> o(u) =0 <==>qg = |
T g o

00T T L’

enfin, étant donné X € k, le K-automorphisme h de L défini par h(u) = u + A

p .
est tel que, si s = 2 a.ul € K[@], on ait ai o h(s) =
j=o0
§ {ja.(u+X)J—]f. + 8.(a.)(u+A)J} = h o 3.(s) ; d'ol pour tout S e L,
Lo j i i*7] i
j=0 t
s aioh(s)h(t) - 8ioh(t)h(s) < :
ai o h(=) = =ho ai(—), et ainsi h € Gal(L/K) et

¢ (h(£))? t

A =h() —u=2 1'application o & AO est donc un isomorphisme de

h ;
groupes de Gal(L/K) sur k. a

Rema/L_q ues

a) L é&tant une extension de PV réguliére de K, L est donc une
extension fortement normale (BB) de K

b) si m=1 (L et K corps différentiels ordinaires), Iu est
2 _3(f)
f

Sol(GO,L) =k ® ku = Sol(Iu,L) d'oi, 60 et Iu étant complétement résolubles

engendré sur DK par 60 =3 9 (o f = 3(u)): en effet

dans L, I, = DKéo’ d'aprés ([II.ZS:I th. 6).

111 A 3- soit (L,3d

],...,am) une extension différentielle de K, de méme corps

des constantes k que K.

Une famille (£ ,fm) de K™ est une famille de dérivées loga-

3. (£)
rithmiques dans K, s'il existe f e€ K, f # 0, tel que fi = 2 , Vi.
£

EREE
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Etant donnée une famille (fl"'°’fm) € Km, un élément u € L est

9. (u)
1'exponentielle de 1'intégrale de (f],...,fm), si u# 0 et = = fi’ Vi 5
u
aioa.(uhx— 8.(u)81(u)
on a alors nécessairement, Vi et I, Bi(fj) = ] J = Sj(fi).
2
u

On dit que L est obtenu par adjonction &8 K de 1'exponentielle d'une

intégrale s'il existe u € L tel que L = K(u), et u est l'exponentielle de

1'intégrale d'une famille (f ,...,fm) e K" ; comme alors, %ﬁ

1
ai(u) = fiu € K(u), on a K<u> = K(u) = L.

Si L est obtenu par adjonction & K de 1'exponentielle de 1'inté-

grale u d'une famille de dérivées logarithmiques (fl""’fm)" alors L = K :

3. (u) 3. (£) 3.(uw)f - £3. (v)
- = f, = — , alors Bi(g) =2 1 =0,

u 1 £ £ £

en effet, si Vﬁ,

donc e kc K, et comme f € K, ona ue K.
f

Proposition 5.- Soit (L,al,...,am) une extension différentielle de
K obtenue par adjonction de 1'exponentielle d'une intégrale u de
(f

,...,fm) e K telle que (f .,fm) ne soit pas une famille de dérivées

1 10

logarithmiques dans K.
a) Si 1L est contenu dans une extension universelle U de K,
alors L est une extension fortement normale (KL) de K ;

b) L est une extension de PV de K associée a Iu.

Démonstration :

a) pour tout K-homomorphisme différentiel s : L - U on a

s(f..u)u - f..u.s(u)
ai(s(u)) = = 5 e =0, Vi, donc s(w) ¢ C=1U,, et par suite
u u u

s(u) € L(C), et L_=s(l)< L(O) ;

. _ . - - .
b) V&, ai(u) fiu € Ku’ d'ou DK(u) Ku et dlmkSol(Iu,L) <

dimKDK(u) =1 3 (u) étant une base de Sol(Iu,L) sur k,
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on a donc dimkSol(Iu,L) =1, d'oi le résultat. W
Remarque : si m = 1, alors Iu est engendré sur DK par

= - . = = 'ou =
60 = 93 f.lK : en effet, Sol(GO,L) ku Sol(Iu,L) d'ot Iu DKéo.

L étant une extension de PV de K, on déduit de ([111.4] th. 6) que,
si, de plus, K est algébriquement fermé dans L, L est une extension Lie-
Galoisienne de K ; d'autre part, Gal(L/K) est un groupe algébrique affine.

En fait, on peut obtenir ces résultats directement

Proposition 6.- Sous les hypothéses de la proposition 5, et si de
plus, K est algébriquement fermé dans L ; |

a) u est transcendant sur K ;

b) Gal(L/K) est isomorphe au groupe multiplicatif k - {0} ;

¢) L est une extension Lie—-Galoisienne de K.

Demonstrhation :
- 9, (W)
a) si on avait u € K =K, comme fi = . i, (fl""’f )
u m
serait une famille de dérivées logarithmiques dans K, impossible ;
b) pour tout o € Gal(L/K), on a Bi(gigl) = 0, Vi, donc o(u) e k ;
u
u
. o(u) O(UTU)
si on pose u_=-———, ona alors, pour tout T € Gal(L/K), Moor = T M Moo
u u
et My = 1 <=> og(u) =0 <=> 0 = lL ; enfin, étant donné u € k - {0},

le K-automorphisme h de L défini par h(u) =ypu est tel que pour tout

. p . .
a;ul e K[u], 8y 0 h(s) = ] {ja; ()’ SN AV RS R HONE

4]
]
I ~10

]=0 j=0
. _ h(u) _ . ' . .
par suite h € Gal(L/K), et yu = = u s 1'application o & Wy est donc
u

un isomorphisme de groupes de Gal(L/K) sur k - {0} ;

c¢) 1l reste 3 montrer qu'il existe d € é;/K’ d#0 ; un tel d
doit vérifier ai o d(u) = d(fiu) = fid(u) ; 11 suffit de considérer la K-

dérivation du de L telle que du(u) = u.
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CHAPITRE 1V

FIBRES PLATS.

1V.1. - Fibnés et connexdons.
1V.11.- Soient C la catégorie des variétés algébriques irréductibles
alg

complexes (voir Eﬁé]) et Can celle des variétés analytiques complexes
(voir E]DA:I ).

Par variété, on convient, d'entendre, dans ce chapitre, variété
algébrique (abstraite) irréductible définie sur €, i.e. un objet de Calg ;
une variété est donc munie de la topologie de Zariski ([ié] ITII.5) et un
Calg—morphisme est une application réguliére (i.e. rationnelle partout
définie).

De plus, tout point d'une variété admettant un voisinage affine,
donc inclus dans Cn, pour n assez grand, une variété est ainsi munie
de la topologie '"maturelle" induite par celle de ¢t , qui est plus fine
que la topologie de Zariski ; une application réguliére étant analytique,
une variété est donc canoniquement munie d'une structure de variété

analytique, et un Can—morphisme entre variétés est une application analytique

entre ces variétés, considérées comme objets de Can'

Note : Dans ce paragraphe, ( désigne indifféremment la catégorie

C

alg ou Can , et les définitions et propriétés énoncées s'appliquent

aux variétés considérées (sauf mention contraire) comme objets de 1'une
" " "

ou de 1'autre. Au besoin un indice '"alg" ou "an" rétablira la différence.

Soit X wune variéte.
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Etant donné un ouvert U de X , une C-fonction sur U est un

C-morphisme de U dans la droite A ; l'ensemble OX(U) des C-fonctions

sur U est une (g-algébre , et OX : Ouv X —> Ann un faisceau

U b—— OX(U)

d'anneaux sur U, appelé faisceau structural sur X, de fibre en x € X

1 -
1'anneau local OX,X de X en x ([Bé] AG 4.1). Dans Calg , étant
donné un ouvert dense U de X, OX(U) est intégre et son corps des
fractions (indépendant du choix de U) est appelé corps des fonctions de
X, et noté €(X) ; un élément de €(X) est donc une fonction rationnelle

de X dans @ ([?d] AG 8.1). Si X est une variété affine, O;lg(X)

est noté G[X], et €(X) est alors son corps des fractions.

Soit x € X ; wun vecteur tangent u en x 3 X est une €-déri-

vation de 0 dans € 1i.e. pour tout f,g e OX < u(fg) = u(f)g(x) + f(x)u(g).

X,x

- = 0 3
Le €-espace TX,x Derm( X,x’c)’ des vecteurs tangents en x & X est

appelé espace tangent en x a X ; et on pose TX = T

— xeX X,x

Remarque : Si on désigne par Mx 1'idéal maximal de 0, , on

X,x

_ gan Mg et e .
montre que Mx,an X,xMx,alg (J.P. SERRE "Géométrie algébrique et géométrie
analytique'" Ann. Inst. Fourier T. 8 (1955) pp. 1-42) ; comme TX . st cano-
bl

. . 2
niquement isomorphe au dual de Mx/Mx ([}d] AG 17.1), on en déduit que

an . . - alg
TX,X est canoniquement isomorphe a TX,X'

Soient E wune variété et p : E > X un C-morphisme ; pour tout

z e E, p 1induit un C-homomorphisme d'anneaux locaux f - f o p de OX
b
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dans OE , oi x = p(z), et par suite un C€-morphisme (dp)z : TE ,

défini par (dp)z (u)(f) = u(f o p), et appelé différentielle de p en z.

On note Calg/ la catégorie des objets au-dessus de X dans

X
Colg ([pJ] 1.6).
On appelle fibré au-dessus de X, un objet de C » L.e. un
: alg/X
Calg-morphisme p:E~>X, noté (E,p,X) , tel que p soit surjectif ;

pour tout x € X ,_p_](x) est appelé fibre au-dessus de x.

Exempfe : Soit I : TX + X 1la projection canonique (qui envoie
TX < Sur X) TX peut €tre muni d'une structure de variété de facgon
b4
que T soit un Calg-morphisme ([Bé] AG 16.2 ) ; (TX,H, X) est ainsi un

fibré au-dessus de X, appelé fibré tangent de X.

Etant donné un fibré (E,p,X) et un ouvert U de X, on appelle

section (locale) de (E,p,X) au-dessus de U, tout C-morphisme

s : U>E tel que pos = ]U' Une section s : X > E au-dessus de X

est appelée section globale.

IV.12.- Soit F un C-espace vectoriel.

Un fibré (E,p,X) au-dessus de X est un fibré vectoriel de fibre

type F si : (condition de trivialité locale)

pour tout x € X, il existe un voisinage ouvert (pour la topologie

X,x’

"naturelle"), U de x (appelé ouvert trivialisant) et un Can—isomorphisme

T de U x F sur p-](U) tel que p o = pT, .

UxF e—— p
Pr\ /p
U

L
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Pour tout y € U, la restrictionde 1 a {y} x F est donc une
.. . -1 . .. .
bijection sur p (y), qui est ainsi muni d'une structure de (-espace

vectoriel. Si dimcF =n, le fibré vectoriel (E,p,X) est dit de rang nu.

Un fibré vectoriel est trivial s'il est C -isomorphe i

an/X

(X x F,prl,X), i.e. si X est lui-méme un ouvert trivialisant.

Remarque : la condition de trivialité locale est ici analytique
et non algébrique, car en pratique, la topologie de Zariski ne fournit

pas suffisamment d'ouverts susceptibles d'@tre trivialisants.

Etant donnéd un fibré vectoriel (E,p,X), U un ouvert de X,
1'ensemble FE(U) des‘sections au-dessus de U est un OX(U)-module,

et ainsi le faisceau TE : Ouv X —— Mod est un OX—Module.

U t+— I‘E(U)

Exemple : Le fibré tangent (TX,H,X) est un fibré vectoriel , qui

est de rang n si X est réguliére de dimension n ([Bé] AG 17.1).

Etant donné un ouvert U de X, on appelle alors champ de vecteurs

sur U, une section au-dessus de U, ¢ : U —— TX , du fibré tangent

X > gx

(TX,H,X) 3 3 un tel champ de vecteurs £ est associée une C€-dérivation

.25 de OX(U) définie par DE(f) (x) = gx(f) ; 1'ensemble TX(U) des

champs de vecteurs sur U est ainsi un OX(U)—module isomorphe i
Derm OX(U) , et le faisceau TX : Ouv X —> Mod un OXfModule. De plus,
U+ T.(0)

en notant Lg,d] le champ de vecteurs associé 3 la C-dérivation

rD D ], on munit TX(U) d'une structure de G€-algébre de Lie.
=g
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Soit G un groupe algébrique complexe.

Un fibré (E,p,X) au-dessus de X est un fibré principal de

groupe (structural) G si G opére (& droite) simplement transitivement

sur chaque fibre et si : (condition de trivialité locale)

il existe un voisinage ouvert (pour la topologie "maturelle") U
de x (appelé ouvert trivialisant) et un Can—isomorphisme T de UXx G

sur p—l(U) tel que T o p = pr,, et dont la restriction & {y} x G commute

1

a2 1'action de G, i.e. t(y, gg') = 1(y,g) . g'.

-

L'application Ty : G—> p (y) est alors une bijection.

g > 1(y,2)

Un fibré principal (E,p,X) est trivial s'il est Ca /

-isomorphe
n/X P

a (X x G, pr,, X) (qui est trivialement un fibré principal de groupe G) ;

]’

il suffit pour cela qu'il existe une section globale s : X » E.

Exemple : Soit (V,p,X) wun fibré vectoriel de rang n ; pour tout
x € X, on note B(V)X 1'ensemble des bases de p_l(x) sur ¢, et
§i¥) =.J_L'B(V)X ; B(V) peut &tre muni d'une structure de variété de
fagon qzlea projection canonique [, qul envoie B(V)X sur X, soit
un Calg—morphisme (voir [Ké] 5.1) 3 (B(W),I,X) est alors un fibré
principal de groupe Gl(n,€) , 1'action de Gl(n,C) sur la fibre B(V)X
étant 1'opération de changement de base dans p~](x). (B(V),I,X) est
appelé fibré principal canoniquement associé au fibré vectoriel (V,p,X).
Plus généralement, un fibré principal (E,I,X) est dit associé a

(V,p,X) s'il existe un C -morphisme de (E,I,X) dans (B(V),I,X).

alg|Xx
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Réciproquement, étant donné un fibré principal - (E,p,X) de
groupe G, et une représentation linéaire o : G - Gl1(n,C) , si pour tout
. -1 . .
x € X on note VX le quotient de Gn x p (x) par la relation d'équivalence
-1 . P,
(a,z) v~ {(p(g ) o, zg), et V = I I VX , munli de la structure de variété

xeX
qui fait de T (projection canonique qui envoie VX sur x) un Calg—morphisme,
alors (V,ILX) est un fibré vectoriel de rang n de fibré principal

associé (E,p,X) (cf. EYDéJ 6.5).

Proposition.- Soit G un groupe algébrique complexe. Alors

(G x X, prZ,X) est un groupe dans la catégorie Acalng'

De plus, pour tout fibré (E,p,X), les conditions suivantes sont

équivalentes

i) G opére simplement transitivement sur les fibres

de (Eapax) 5

ii) (E,p,X) est un (G x X, P, X) - espace homogéne principal
dans Calng'

Démonstration : Le produit de (G * X, pr,, X) par lui-méme dans
C n'est autre que le produit fibré (G x X) Xx (G x X) du couple

alg|X
(pr2, prz) dans Calg (voir [Pi] I1.4) ; 1'application qui & un élément

((g,x), (h,x)) de ce produit associe (gh,x) munit alors (G x X, pr,, X)

d'une structure de groupe.

i) ==> ii) : on définit une action & droite de (G x X, PY,, X
sur (E,p,X) par (z, (g,x)) —— zg ; 1'application (z,(g,x)) v (z,gz) est

ainsi un C ~isomorphisme de E *x (G x X) sur E x_, E, pulsque pour tout

alg|X X
(z,z') € E % E, il existe un unique g e G tel que =z' = zg.
iil) => i) : pour tout x € X, z € p_l(x) et g e G, on pose

zg =z . (g,x) . B
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Si (E,p,X) est un (G x X, pr,, X) — espace homogéne principal

2’

dans CalgIX , et si la condition de trivialité locale est satisfaite,

(E,p,X) est donc un fibré principal de groupe G.

Exemple : Si (E,p,X) est un fibré principal de groupe G,

et £ : Y~>X un Calg—morphisme, le fibré (E X% Y, PTys Y) est un fibré

principal de groupe G, appelé image réciproque de (E,p,X) par f£.
En particulier, si (E,p,X) est un fibré principal de groupe G, alors

(E x, E, pr,, E) est un fibré principal de groupe G, qui est trivial

X 2’

puisque le Calg-morphisme s qui rend commutatif le diagramme

E P X est une section globale.

IV.713.- Soit (E,p,X) wun fibré principal de groupe G.

Pour tout g € G , on note 8. le C-automorphisme de E

z > zg ; pour tout ouvert 2 de E, on en déduit un C€C-automorphisme
E : fr—fo g, de OE(Q) , et un C€-automorphisme é de C(E)

(cf. [0.45]).

Un champ de vecteurs ¢ sur un ouvert § de E est invariant si,

pour tout z € Q , g€ G : ng = (dgr)z (z ) ; si Q= p—l(U) (U ouvert
z

de X), 1l'ensemble TE(Q) des champs de vecteurs invariants sur  est

un OX(U)—module de loi externe (§,z) — (o P) . T

A un champ de vecteurs g sur un ouvert § de E correspond

une €~dérivation DC de OE(Q) [iV.IZ] ; L est alors invariant sur
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Q si et seulement si, pour tout { € OE(Q) , Z€§ et ge G,

O ) og) =t (=g, €)W =t Wog)=D(pog)l

. Y g . . . .
i.e. si go DC = DC o g ; en particulier, ¢ est invariant sur un ouvert
Zariski - dense de E si et seulement si g o BC = BC o g , pour tout
g € G.
Pour tout =z € E, le C-morphisme (dp)Z ; TE,z — TX,X , ol

x = p(z) est surjectif : en effet, il existe un voisinage ouvert (pour la

topologie '"maturelle”™) U de x et un Can—isomorphisme

T :U0xG— p_l(U) , et par suite une section locale analytique

T U —p () de (E,p,X) au-dessus de U ; on déduit un C-morphisme
y +—> t(y,e)

an an

(dre)X : TU,x — T _](U) ] tel que (dp)Z o (dTe)x = ]Tan ; comme
P , U,x
alg . . N an
TU,x est canoniquement isomorphe a TU,x ([iV. IE] rem.) ,
. —malg alg ~ . .
(dp)Z : TE,z — TX,X est également surjectif.

On appelle connexion (invariante) sur (E,p,X) la donnée,
pour tout 2z € E, d'une section Y, de (dp)z , telle que, pour tout
champ de vecteurs £ sur un ouvert U de X, l'application «v(§) : z » yz(gx)
soit un champ de vecteurs invariant sur p—](U) ; le vecteur tangent
£ en x a4 X se reléve donc, en chaque point de p—l(x) , en un

X

vecteur tangent & E, et si x varie dans un ouvert U de X, ces

. . . . . -1
relévements définissent un champ de vecteurs invariant sur p (U).

Une connexion est dite algébrique si pour tout champ de vecteurs algébrique &,

le champ +vy(&) est algébrique.

On peut traduire cette définition en termes de faisceaux : on

considére le Oxﬂﬂodule T% tel que T%(U) = Tg(p~](U)) , pour tout

ouvert U de X, et le morphisme de OX-Modules dp : T% —_ TX défini par
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-1
— 1]
(de(g))X = (dp)z (zz) , pour tout ¢ € TX(U), xeU et zep ()
(comme pour tout g e€ G, p o g. =P, on vérifie que (dp)Z (CZ) = (dp)Zg (gzg));
(dp)z étant surjectif, pour tout =z € E, dp est un épimorphisme de

OX—Hodules, et une connexion sur (E,p,X) est alors une section vy de dp.

Si pour tout ouvert U de X, on convient de noter NX(U) le

noyau de de : Ti(U) —_ TX(U) , et ﬁ&i : Ouv X —> Mod , une

U+ NX(U)

connexion est donc une scission de la suite exacte de OX—Modules (suite d'Atiyah) :

dp_, Ty >0 .

e '
0 > NX - Tx

Un champ de vecteurs invariant ¢ sur p (U) et appartenant a NX(U) .

. -1 -
i.e. tel que Vze p (U , (dp)z (gz) = 0 , est appelé champ de vecteurs

verticaux (invariant) ; étant donnée une connexion y sur (E,p,X), et

un ouvert U de X, 1'image par d'un champ de vecteurs & sur U

Yy

- . . . -1
est appelée champ de vecteurs horizontaux (invariant) sur p (U) ; le

OX(U)—module des champs de vecteurs invariants sur p (U) est ainsi
la somme directe du module des champs de vecteurs verticaux et de celui

des champs de vecteurs horizontaux (relativement 3 vY).

Pour tout ouvert U de X, Ti(U) est une C€-algébre de Lie

en effet si ¢ et n sont deux champs de vecteurs invariants sur p (U),
pour tout { € OE(p_l(U)) et g e G , comme DC(Dn(ﬁ o gr)) = DC(Dn(Q) O gr) s
~ . -1
on a LDC’ Dﬁ] W o gr) = [bg’ DA] WM o g. » i.e. pour tout z € p (U) ,
= . . 1] .
(dgr)z ([;,Tﬂ z) [é’n]zg 5 de : TX(U) — TX(U) est alors un homomorphisme
de C-algébres de Lie, car, avec les notations précédentes, si

x = p(z) , Dn($ op) (z) = ) W) (x) d'ou ,

D
dp(n

7T W

dp(z) ’ Pap(n)

@z, h =, 0] Wop) (2 =D

[dp (@), ap(m)] () .
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Remarque : Le noyau NX(U) de de est donc un idéal (en particulier

une sous (C-algébre de Lie) de T%(U).

Une connexion Yy de (E,p,X) est plate (ou de courbure nulle)

si, pour tout ouvert U de X, TX(U) —_— T%(U) est un homomorphisme

Yy
de C~algébresde Lie, i.e. si YEE:" E'J = |:\_((£) , y(g')] .

On appelle fibré plat la donnée d'un fibré principal (E,p,X)

et d'une connexion algébrique plate y sur (E,p,X).

I1V.2. - Extension de PV associbe & un §4ibrée plat.

Note : Une variété est désormais considérée uniquement comme un

objet de Calg

pre—

IV.21.~ Soient G un groupe algébrique affine complexe, (E,p,X) un fibré
principal de groupe G, muni d'une connexion algébrique plate vy, tel que X

soit irréductible et E affine.

Soit U wun ouvert affine de X, nécessairement dense puisque

X est irréductible.

On pose K = €(X) (resp : L = €(E)) et A = OX(U) (resp. B = OE(E)) ;
on a donc K = Frac(A) et L = Frac(B) [iV.ll] , et du C-morphisme surjectir
p: E~> U, on déduit un G-homomorphisme injectif d'anneaux 5 c £ fop

de A dans B, et par suite un C-homomorphisme de corps p : K > L.

D'autre part, la connexion y induit un A-morphisme injectif

P TR — TE(U) ((dp)y o v

v " ]TX(U)) , donc un A-morphisme injectif
n N . .
Y Derc A.——H-Dech (Y(DE) = DY (£)) , et par suite un K-morphisme

U
i : Der, K — Der_L ; de plus, vy étant plate, Yy est un homomorphisme

e )

de (€-algébres de Lie, et donc aussi $ et ; (voir [b.h]] ex. b).
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Proposition 1.- Avec les notations précédentes,

a) pour tout d e DermK, on a ;(d) 0 5 = 5 od ;

b) si dim X =m , il existe une base K P ~ L
(d,,...,dm) de Der K , telle que
1 T -
—~ d y(d)
[4,, 4] =0 Vi,V ;
J -
K P L

3 1 = -
¢) si 1'on pose Bi y(di)
alors (L,d,,...,9 ) est une extension
1 m

différentielle de K.

Démonstration : a) par définition de p et vy , il suffit

N
de montrer que, pour tout & e T_(U) , D op=poD_: or, pour
X Yy (8)

tout fe A, ze€ E, comme dp oy = IT , on a
X

[bYU(E) o p| (£) (2) vg(®), (fop)=(@p), (vy(€), (£) = gp(z)(f) = Dg(f)(p(z))

[p o Dg] (£) (2) ;

b) comme m = dim X = dtr(K/C), si (x,)
est une base de transcendance de K sur €, K est algébrique sur

(E(xi)i , donc tout 3 € Derm(m (Xi)i) se prolonge de maniére unique

= . . ]
en 3 € DermK ([§.4E] ex. a) ;3 11 suffit alors de poser di = —

o9X.
1

¢) vy étant un homomorphisme de @-algébres

de Lie, [éi’ 8}] =0, V& y \G ; et d'aprés a), p est un homomorphisme

de corps différentiels de (K’dl""’dm) dans (L,? .,Bm). |

ERE

On convient donc d'identifier désormais K et E(K) .

di et ai op = Bi K
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Remarque : La famille est libre sur L : en effet,

G 18 1¢ism
m

si izl a; aiIK = 0 avec a, € L - {0} , on peut extraire de (ai)1
une sous-famille maximale libre sur K, et (quitte & réordonner les indices)

£1<m

la noter (al,...,ap) avec 1 ¢ p £ m ; pour tout p+l £ j <m , on a donc
) %
a, = z ®.. a. , avec o.. € K, d'ot O = § a. (9. + a.. 3.1,)
] sop 1101 1] j=1 * 1|K j=p+1 1] J‘K
la famille (ai)l<i<p étant libre sur K, on a nécessairement, pour tout
<A m
= . + .. . = i i i 1
i 1, ,D allK z ulJ BJ K 0 , ce qui est impossible pulisque

j=p+l

(5. est libre sur K .

1|K)lsism
Par suite, si 1'on identifie L ®K ;(DermK) et son image canonique

dans DermL, on a (L ®K ;(DerCK)) n DerKL = {0}, et comme

d1mK DerGK + dim DerKL = dtr(K/€) + dtr(L/K) = dlmL Der L , on a

L ¢

une décomposition canonique DercL = DerKL ® (L @K ;(DercK)).

[:: IV.22.- On suppose désormais que LC = €.

Remarque : Géométriquement, il suffit pour cela que le groupe
d'holonomie T du fibré plat (E,p,X) soit Zariski-dense dans G : en
effet dans ce cas, une fonction rationnelle f annulée par les champs
algébriques horizontaux, donc constante sur chaque feuille du rev€tement
défini par T, est, de plus, constante sur les fibres, et, par suite,

est constante.

Pour tout g € G, g est un automorphisme de C(E) =L ; et
é(f) =f , V’g € G, si et seulement si f € K : en effet, si b e B
est tel que g(b) =b , pour tout g € G , comme pour tout X € X,
'

-1 . .
z, z' e p (x) , il existe g, € G tel que z' = g, z » oOn a

b(z) = b(z') , i.e. b = Jop ot Y € A est le C-morphisme x +——> b(z) ;
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la réciproque est immédiate. De plus, pour tout d € Derc A, le champ

- - . .
de vecteurs correspondant 3 y(d) étant invariant sur E, on a,

- A " 2
d'aprés [iV. 13], g o y(d) = y(d) og , pour tout g e G ; d'ol, en
particulier é o Bi = Bi o g , pour tout 1i. Par suite,

{g | 2 € G} Gal(L/K).

D'autre part, de 1'action de G sur E (u : G x E ~ E), on
déduit, par anti-~8quivalence entre la catégorie des variétés affines
sur € et celle des €-algébres de type fini ([BQ] AG 5.4), un

C-homomorphisme d'algébres u : B~ B 8¢ C[Q] ; d'oli pour tout g e G ,

~

b € B, é(b) =b o 8, étant le composé E —> G x E -2 E b, C .
z —> (g,b)
est 1'image de b par le composé B -H-> B ®C C[é] —> B i.e., si
b' 8 p > p(g) b’

u(b) = _
1

I t~10
I o~10

bi 8 Py 0 g(b) =

pi(g) bi' Par suite, pour tout b € B,
1 i

1
le sous-espace vectoriel Em(b) de L engendré par {g(b) | g e G}

est de dimension finie sur €.

Lemme 2.- Avec les notations et hypothé&ses précédentes, si

be B et Ib={6€DK|6.b=O},alors I, est un idéal de PV

de DK complétement résoluble dans L [il.Zé].

Démonstration : Comme pour tout & € DK ,g€G,god=80g

on a Ib = {§ € DK | Vx e Em(b) , §8.x = 0} ; si on note

J,={8eD | Vx e Eg(®) , 8§.x =0}, on adonc I =J no d'autre

b K’

part, pour tout ge G , § € J € Ec(b) , on a é_](x) € Em(b) , donc

"

b
- -1

é o8 o é—l(x) =0, i.e. goSog € Jb ; Jb est donc muni d'une

structure de G-module par (g,8) +—> g o 8§ o é— ; or, étant donné

S € DL ,ona gost é-l = 8 , pour tout g e G , si et seulement si

S € DK : en effet,
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-— __1 - -—
a, 3" =go (] a, ™ o g ) g(a) 3% <==> VY, gla ) =a, ;
lo]<p lasp

lo|<p
1'isomorphisme canonique A : L 8 DK —_— DL étant un G-morphisme
a®s§— aé

(A(é(a) g §) = é(a) § = é oasdo é—l), le G-module DL est donc trivial,
et, par suite Jb , qui en est un sous G-module, également (cf. [i.3,4 et AJ),
. _ — . 1 -~
f.e. I = A(L @I ND)) = A(L & L) ; comme, d'aprés ([11. 25] th. 6),
Jb est complétement résoluble dans L, le DL—module DL/Jb est trivial

. Y] gl
et donc aussi L@K DK/Ib - DL/A(LQK Ib) ([_II. 23] Lemme 2). @

Théoneme 3.- Avec les notations et hypothéses précédentes,
(L,a],...,am) est une extension de PV de K.

Démonstrnation : E étant affine, on a L = Frac(B) , avec

B (@-algébre de type fini, donc il existe b] seses bs € B tels que

L= G(bl,...,bs) ; comme (d'aprés le lemme 2), pour tout i = 1,...,n,
Ib est complétement résoluble dans L, L est une extension de PV de
i S
K associde a I = N Ib (voir dem. [II 41] th. 1). W
i=1 i

Remarque : Si 1'on note Derg L 1le sous K-espace de DermL

formé des C€-dérivations invariantes de L (i.e. commutant avec g, V,g € G),

qui prolongent donc les dérivations associées aux champs de vecteurs

invariants sur U, et si 1'on identifie K ®¢ L/K et son image dans DermL,
G, _ . ' -
on a DermL = (K @m L/K) ® (igl K Bi) : en effet, d'aprés
L m
([iV. 21] rem.) on a Derm = DerK L& (8 K Bi) , et L étant une
i=1
extension de PV de K, éL/K est isomorphe 4 1'algébre de Lie de

Gal(L/K) et dimg Q;,/K = dtr(L/K) ([I1I.42] th. 5), d'od
v . s =
L ®¢ L/K — DerK L ([iII.li] th. 1) 3 or, pour tout 1 = 1,...,m ,
- _ -
ge G,ona go Bi 8i o g ; d'autre part, tout d € é;/K est

invariant par Gal(L/K) D {g ‘ g € G} ; d'ol le résultat.
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On en déduit, en particulier, que DerﬁL est engendré sur
L ar DerG L i.e Der L L L® DerG L
P C , l.e. c X g L

"~ IV.23.- Soit x un point générique de X ([Lé] IV.4). On suppose

que 1l'ouvert affine U contient x.

{x} est un sous-variété affine de U telle que €({x}) 5K :
V =p (x) étant canoniquement isomorphe au produit fibré de E et
{x} au-dessus U, on en déduit, par anti-équivalence de catégories,
que G[@] est canoniquement isomorphe 3 la somme amalgamée de B et
K sur A, i.e. K @A B ; V est donc un modéle de L sur K [9.43] :
en effet, si S =B - {0}, L est canoniquement 3 K @A B[S_ij, donc

a (K8, B) [T'lj , o T=1{186s/seS},ie. a Frac (K8 B) =K(V).

D'autre part, G opére simplement transitivement sur p (x)
donc V est un G x {x} - espace homogéne principal dans Cl{x}
. v -
([fV.lZ] prop ) i.e. , comme @(x) — K , un GK—espace homogéne
principal dans la catégorie des variétés sur K (voir [b.4§]). En utilisant
le théoréme de BIALYNICKI-BIRULA ([b.&i] th. 4), et donc indirectement

le théoréme de WEIL, on peut retrouver,dans le cas régulier, les résultats

du théoréme 3 :

Proposition 4.- Avec les notations et hypoth@ses précédentes,

et en supposant de plus que G est connexe, (L,3 ,Bm) est une

e
extension de PV réguliére de X, G est un modéle de L[ = (Frac(L @K L))C

sur €, et Gal(L/K) = {g | g € G}.

Démonstration : 1l existe un modéle V de L sur K, qui

est un G -espace homogéne principal, et {g / g € G} < Gal(L/K) ; donc
d'aprés ([@.45] th. 4), L est une extension fortement normale (BB)
de K, G est un modéle [ sur € , et Gal(L/K) = {é / g e G} ;

par suite Gal(L/K) , isomorphe & G, est un groupe algébrique affine,
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et L est une extension de PV réguliére de K ([iII. 43] th. 6).

Conséquences

a) par anti-équivalence de catégories, puis par passage aux corps
des fractions, on a (canoniquement) K(V x (x} V) lh-Frac(L @K L) ; mais,
dans la catégorie des variétés définies sur K, (V, pIV , {x}) est un
fibré principal de groupe GK , donc (V x {x} v, pT, V) est un fibré
trivial de groupe Gy [iV. 12], i.e. V x (x} V est isomorphe a V x GK R
et par suite K(V x . V) = R(V x 6) —> Frac(L & K(L)) = L(L)
(puisque K[bkj 2 K @k k(G) :Z-K @k L) ; la trivialité du fibré
(v X{x} v, P, V) correspond donc & la condition Frac(L 8K L) = L(L)

de normalité forte (BB).
b) avec les notations précé&dentes, on a, d'aprés ([3@] th. 5),

L QY
A.L|K-—-—> A(V) — K @A B.

IV.3. - Fibré plat assocdie & une extension de PV.

[:jIV.37.— Soit K une extension de type fini de C.

Si m = dtr(K/¢€) et t = (ti)lsi<m une base de transcendance

BN

de K sur €, il existe y € K, algébrique sur €(t) , i.e. vérifiant

F(t,y) = 0 avec F e GJ[T,Y:] , tel que K = €(t) [y]

Pour tout 1 = 1,...,m, on considére la €-dérivation canonique

] . -
—— de C€(t) et son unique prolongement Bi a K ([@.4[] ex. ay ;

t. -
0 i

(K,d3,,...,9 ) est ainsi un corps différentiel de corps des constantes

1 m

€, et A= m[ﬁ,i] un sous—anneau différentiel de K ; de plus, (B],...,Bm)

est une base de Der@K sur K. D'autre part, la G€-variété affine X

associée 3 1'idéal engendré par F dans G[&,i] est un modéle de K

sur € [@.45] : en effet , on a
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¢[X] = ¢[T,Y]/(F) —> A, d'oii €(X) —> Frac(A) = K.

Soit (f ,...,fm) e A™. On considére 1'extension (L,al,...,am)

1
obtenue en adjoignant 4 K 1'exponentielle u de 1l'intégrale de

(f],...,fm) [iII.Ai]. On suppose de plus, que K est algébriquement

fermé dans L et que LC = (.

On peut justifier géométriquement ce choix a priori d'un modéle

affine X de K sur € et de (f ,fm) dans A" (et non dans Km)

AR

étant donnée une variété Y de corps des fonctions K et w = Z fi dti
: i
une 1-forme différentielle sur Y, un ouvert affine dense X de

Y-{singularités de w} est un modéle affine de K et les fonctions fi

sont partout définies sur X.

Exemple : K = €(z) est le corps des fonctions de la droite
projective complexe m](m) ; si w est une l-forme différentielle
sur Pl(C) , une solution u de 1'équation dy = wy est définie sur
un revétement k de 1'ouvert affine dense X = PI(G) - {singularités de w}

par la donnée de P e % et A€ C : pour tout Q € X , on

Q
a alors u(Q) = X exp J w , indépendamment du choix d'un chemin de

P a4 Q dans X.

D'aprés ([iII A.i] prop. 5 et 6), (L,Bl,...,am) est une
extension de PV de K associée a Iu , et G = Gal(L/K) est canoniquement

isomorphe au groupe multiplicatif € - {0} ; G est donc trivialement un

groupe algébrique affine de (C-algébre affine G[ﬁ] A @[S,S—{] . On

considére B = A[;,u—{] ; comme, pour tout 1 = 1,...,m,
1, W
3.(0) = f.u et 3.(u )=—s——=-f.u , avec f. e A et A différentiel,
1 1 1 u2 i i

B est un sous—anneau différentiel de L.

D'autre part, B, é&tant canoniquement isomorphe au quotient
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de G[i,Y,U,j] par 1'idéal engendré par F et UV - 1 , est la
C-algebre affine d'une variété affine E , qui est un modéle de L sur

1'injection canonique de A

%%

C (€(E) = Frac(B) = K(u) = L) ;
dans B correspond alors, par anti-équivalence de catégories, un
morphisme surjectif (de € —-variétés affines) p : E ~» X (p(1,a,b,b') = (1,3)) ;

(E,p,X) est donc un fibreé.

Proposilion 1.- Avec les notations et hypothéses précédentes,

(E,p,X) est un fibré principal trivial de groupe G = Gal(L/K).

Demonstration : d'aprés ([jII. Ai] prop.-6), u est transcendant

sur K ; la famille (uJ)j€Z est donc libre sur K
_ i_ -p, iy . _ . '
(0 = .z aj u’ = u ('2 ai+p u’) 1implique ai+p 0,Vi)), et par
Jzp 130

. -1 . .
suite, est une base de B = A[E,u.‘] sur A ; on considére 1'homomorphisme

de A-algébres u : B —> B @A KB%J défini par u(uJ) =u 8 18s) et

1'injection canonique ny B— B @A K[Cﬁ] ;3 u 8 ny est un isomor-

phisme de A-algébres de B @A B sur B @A K[Cg], car pour tout (i,j) € Zz R
. . o+' . .

ona (ue® n]) (u1 8 uJ) = ol ] 18 s" , 1l.e. u® ny transforme

A
2 de B @A K[Gé] sur A ; du d.c. de G€-algébres

une base (u1 Q uJ) .. 2 de B® B sur A en la base
(i,7)eZ
1+] i
u Q1 s ..
( )(l,J)€l
de type fini

B 8, K[G]
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on déduit alors, par anti-&quivalence de catégories, le d.c. de C-variétés

affines

|%

ot (u, prl) est un isomorphisme de E % (G x X) sur E Xg E ; (E,p,X)

est ainsi un (G x X, Pr,, X) - espace homogéne principal dans la

catégorie des @€-variétés affines au-dessus de X ; d'aprés ([iV.]é] prop.),
G opére donc simplement transitivement sur les fibres de (E,p,X) ;
d'autre part, B A @C G[;,u_]] étant canoniquement isomorphe i

A @C G[@] A @k C[é,s—%] (en tant que A-algébre), X x G est

isomorphe 3 E (au-dessus de X), i.e. X est trivialisant. @

Remarque : Soit ¢ € Gal(L/K) = G ; pour tout j € Z , on a

j

Sj(o) =y (ot or—+u0=w

est 1'isomorphisme canonique de
u

G sur € - {0} - [EII. Ai] prop. 6-) ; par suite, ul o g étant

le composé E XX X — E X% (G x X) LI N
(z,x) —> (z,0, X)
- ] - U -1
est 1'image de u” par le composé B — B @E G[é,s ] — B
18 s) >l
o
ie. woo = wl.ul = O(UJ); l'action de G sur E correspond

donc bilen 3 son action sur B (et sur L).
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Pour tout ouvert U de X, 1'anneau OX(U) est le localisé
de A par rapport a 1'idéal premier {f € A | flU = 0} ([Bé} AG 5.2),
donc est encore un sous—anneau différentiel de K ([@.4[] ex. b) ; de

plus, Derm A @&tant un A-module libre de base (ai|A)l$iSm ,
erg OX(U) est un OX(U)-module libre de base (ai|0X(U))lsiSm , que

1'on convient de noter ; d'autre part, la restriction
P ’

U
(ii_) Igigm
a2 B de la K-dérivation du (définie par du(u) =u [III. Ai]) est

une A-dérivation de B , et comme DermB = DerA B® (B®

(cf. [iV.3[] rem.) , DermB est un B-module libre de base

A DermA)

(dulB , ailB)l<i<m ; par suite, pour tout ouvert U de X , et

Q = p_l(U) R DerG (OE(Q)) est un OE(Q)—module libre de base

. Q
, que l'on convient de noter (d°, 9.)
lgigm _u

d 9.
“lo @ > Yifog @)’
De plus, pour tout o € Gal(L/K) , ona 0o o di = ai o0 et

g o du =d oo (puisque 0O et du sont K-linéaires et que

cod (u) =u_ .u-= du o c(u)) ; comme, d'aprés la remarque précédente,

n, .- P .
=0 (fFp—f o Or) , les champs de vecteurs associés aux dérivations

. . ' .
du et Bi sont 1invariants [iV.li] , donc TX(U) est canonlquement
59)

isomorphe au OX(U)—module libre de base (dﬁ, ; . Or, TX(U)

I<igm
dtant canoniquement isomorphe & Derm OX(U) , et p correspond a

1'injection de K dans L, dp: T%(U) ~—»—TX(U) est tel que

dp(d) = d|0 ) pour tout d € OX(U) (en convenant d'identifier champs
X

de vecteurs et dérivations associées), i.e. dp(di) =0, et dp(B?) = 8?.
Par suite, NX(U) est le OX(U)—module libre de base (dg),
et il existe une connexion vy de (E,p,X) définie par YU(Bg) = 8? ,

pour tout 1; comme vy est clairement plate, on conclut :

Théoreme 2.- Avec les notations et hypothéses précédentes,

le fibré principal (E,p,X) associé i 1'extension de PV (L,9 9 )
3 1""’

de K est un fibré plat trivial de groupe G = Gal(L/K).m
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Remarque : Si x est un point générique de X, alors
V=p (x) est une K-variété affine d'algébre affine

K[j] 2k 8, B = K[@,u_lj , et, d'aprés ([iV- Zi], prop. 4 - cons. b), on a
AL/K = K[p,u_]] ; mais, comme Sol(Iu,L) =k u, et K[@,u_lj n'est

e . -1
autre que 1'anneau différentiel K{u, W(u) '}, on retrouve que

1

A = K{u, W) '} ([EII. 43] rem. a), faisant ainsi le lien entre

L/K
deux résultats de ([BBJ § 5).

 —

1V.32.- Soient Y wune variété de corps des fonctions K, (ti)l<i<m une
3 .

base de transcendance de X sur C, Gi = 3y bpour tout 1 =1,...,m,
i .

(2) un systéme d'équations différentielles (linéaires homogénes) a coefficients

dans K, et L une extension de PV de K associée a 1'idéal I de DK

défini par (}).

e

On cherche a généraliser les résultats du paragraphe précédent,
i.e. démontrer (sous des hypothéses supplémentaires éventuelles & préciser)

la

Confecture (FP) : Il existe un ouvert affine dense X de Y

d'algébre affine A telle que Bi(A)<: A pour tout 1, et un fibré principal
(E,p,X) de groupe G = Gal(L/K) , muni d'une connexion plate Yy, tel que

E soit affine et l'extension de PV associée a ce fibré plat par ([IV.ZZI th. 3)
soit canoniquement isomorphe & (L,3

N IR

En fait, il devrait suffire de démontrer la

Conjecturne (FP) bis : Il existe un ouvert affine dense X de Y,

tel que les champs de vecteurs associés aux €-dérivations Bi soient holomorphes
sur X (i.e. Bi(G[X])<: G[X]) , et un modéle affine E de L sur € , tels
que E soit au-dessus de X (i.e. A = G[Xj s'injecte dans B = G[E]) , les
, et G opére

champs de vecteurs associés aux Bi soient holomorphes sur E

sur B de fagon que BG ={beB/Voeg , (b)) = b} = A,
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Pour démontrer cette conjecture (FP) bis, une premiére E&tape
consisterait & déterminer un ouvert dense U de Y suffisamment petit pour

que les champs de vecteurs associés aux Bi soient holomorphes sur U, et &

prendre pour X wun ouvert affine dense de U - {singularités des coefficients

de (Z)} . D'autre part, si (ui)]<i<n est une base de Sol(I,L) sur € ,
-1 . .
on peut penser que B = A {ul,...,un,w }, o w est un déterminant de

i
la forme detﬁp’(uj)], convienne.

On suppose avoir déterminé X et E satisfaisant aux conditions

de la conjecture (FP) bis.

Soit p : E > X le morphisme surjectif correspondant & 1'injection

de A dans B.

Pour tout vy e X , El(y) est une variété affine d'algébre affine

€ 8 B, ol € est le corps résiduel de 0 ; étant donmmé o € G, 1'action
y A y X,y

de G sur B induit un automorphisme de €-algébre 5 de ¢y ®A B

(g (A ®b) =A®0b) , d'oid 1'on déduit (par anti-équivalence de catégories)
un automorphisme o de El(y) 3y G opére ainsi sur El(y) par

-~

(z,0) +—> 0(z) , et il resterait & vérifier que G opére alors simplement
transitivement sur chaque fibre, et que la condition de trivialité locale

est satisfaite.
On suppose que (E,p,X) est ainsi un fibré principal de groupe G.

Avec les notations de [IV. 31] , pour tout ouvert U de X ,

Der OX(U) est un OX(U)-module libre de base (8?)

Q

lsism et si

-1 . . G
Q=p (L) , (Bi)lsiSm est une famille libre de DerG(OE(Q)) ; en posant
YU(a?) = 8? , pour tout 1, on munit donc le fibré (E,p,X) d'une connexion
plate, et 1l'extension de PV associée 3 ce fibré est isomorphe i (L,a],...,am),

i.e. X et E satisfont aux conditions de la conjecture (FP).
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Un deuxiéme probléme peut alors se poser : déterminer un fibré
vectoriel (V,I[,X), de fibré principal associé (E,p,X) [IV.IZ], tel que
le K-espace des sections (globales) méromorphes de (V,II,X) , muni de la
structure de DK—module définie par la loi de dérivation [I.Zl] induite
par vy (voir [Ké] 5.6), soit DK—isomorphe a (DK/&)*. Ainsi, la recherche
d'une extension L de K, trivialisant de DK—module (DK/&)* (i.e. d'une
extension de PV de K associée a I [II.24] th. 4) correspondrait i celle
d'un fibré plat (E,p,X) associé a (V,I,X), et par suite, tel que

le fibré vectoriel (p*(V), PT,, E) , image réciproque de (V,I,X) par

p (cf. [IV. 12] ex.), soit trivial.

Des conjectures du méme type peuvent €tre envisagées dans le cas
plus général d'une extension fortement normale (ou Lie-Galoisienne), mais
leurs démonstrations feraient sans doute appel au théoréme de WEIL, dont on
a déja souligné le rdole inévitable dans toute construction géométrique d'algébre

différentielle non linéaire.
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AC (A anneau différentiel)
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AL/K (L extension différentielle de K)
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c(E) (E DK—module)

CD(E) (E DifoK—module)

d (A k-algebre)
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lefA/k (A k-algébre)
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n

DK

DK—PV

DK~triv

(dp)

d.tr(L/K) (L extension de K)

A (n)

E, E (E, A ensembles)

32

22

79

16

58

58

113

26

26

25

47

53

53

55

26

48
77
64

128

17



- 159 -

(E,p,X)
Et (E DK—module)
\Y

E (E DK—module)

bl
(fA)AeA (A ensemble)

@i/k (E A-module)

Gal(L/K) (L extension différentielle de K)
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Homk(M,E) (M k-module, E A-module)

If (f élément d'un UK—module)

I (I 1idéal de DK , L extension de K)

JH(K) (K corps différentiel)

K (K sous-corps)

K<S> (S partie d'une extension différentielle de K)

K{sl,...,sn} (sl,...,sn €léments d'une extension différentielle
de K)

k(V) (V wvariété)

K{y],...,yn} (yl,...,yn indéterminées différentielles)

Le1, 18K (L et K' extensions de K)

M', M (M corps différentiel entre K et L)

OX(U) (U ouvert d'une variété)

QA/k (A k-algébre)

w(u) (u opérateur différentiel)

pd (p polyndme, d dérivation)

129
62

77

27
34
130
41

103

104
22
82
83
74
16

89

93
41 3 128
115

17

128
26
22

27



- 160 -

Pn(A) (A algébre) 23
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" (bigébre de)

Lie~Galoisienne (extension)

- 166 -

linéairement disjointes (sous—algébres)

loi de dérivation
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" pseudo-différentiel sur K 49
ordinaire (anneau différentiel) 32
ordre d'un opérateur différentiel 22

P

partie principale 23
partiel (anneau différentiel) 32
Picard-Vessiot (&lément de) 77
" (extension de) 91

plate (connexion) 136
pleinement fidéle (foncteur) 61
polynSme minimal 16
pseudo-différentiel (K-opérateur) sur L 31
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spécialisation d'un homomorphisme différentiel

suite de Jordan-Holder

tangent (vecteur)
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