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Cet exposé a pour but de faire le point sur les différentes notions 

de normalité forte des extensions différentielles, dans le cas linéaire. 

Introduite par E.R. KOLCHIN dans [KL] , puis, avec une définition 
nouvelle dans le cas régulier, par A. BIALYNICKI-BIRULA dans [B B] , la norma- 

té forte conduit à une bonne théorie de Galois des extensions différen- 

tielles, ce qui n'était pas le cas de la normalité simple [KO] ; en parti- 

culier, si L est une extension fortement normale de K, le groupe de Galois 

différentiel de L sur K est un groupe algébrique de dimension le degré de 

transcendance de L sur K. 

Le Chapitre 1 de l'exposé est consacré à la construction d'un outil : 

la théorie des D-modules. T étant un espace de dérivations sur un corps K, 

stable par le crochet, on considère l'algèbre D engendrée par K et T ; un 

0-module est alors un T-module [lq dont la loi de dérivation est à courbure 

nulle ; on s'intéresse en particulier, au cas où T est engendré par les dé- 

rivations de structure d'un corps différentiel K. Un D-module est trivial 

s'il est engendré sur K par ses constantes, et la catégorie des D-modules 

triviaux est équivalente à celle des espaces vectoriels sur le corps k des 

constantes de K ; un sous D-module d'un module trivial est trivial, et en 

dimension finie, un D-module est trivial si et seulement si sa dimension sur 

K est égale à celle de l'espace de ses constantes sur k (en général, cette 

dernière lui est seulement inférieure). 

Le Chapitre II introduit la notion d'extensions PV-normales d'un 

corps différentiel, par analogie avec la définition de N. BOURBAKI des extensions 

algébriques normales [AV] . Un D-module est de PV si tous ses éléments sont 

de Picard-Vessiotsur K [BB] ; un idéal 1 de DK est de P V si DI1 est 

un D-module de Picard-Vessiot i.e. si Dl1 est de dimension finie sur K. 

Un idéal de Pv 1 est complètement résoluble dans une extension différentielle 

L de K si la dimension sur K de DI1 est égale à la dimension sur le corps 

des constantes de L de l'ensemble Sol(1,L) des éléments de L annulés par 1 

(en général cette dernière lui est seulement inférieure) ; si de plus, L et K 

ont même corps des constantes et L est engendré comme corps différentiel sur 



K par Sol(I,L), L est une extension de PV de K associée à 1. Dans le 

cas ordinaire, la notion d'extension de PV associée à 1 coïncide avec 

celle d'une extension de Picard-Vessiot associée à l'équation différentielle 

D = O, où D est un générateur de 1. Une extension de PV régulière est 

fortement normale, et le groupe algébrique Gal(L/K) est affine. 

On définit alors : L est une extension PV-normale de K si L est de 

type fini sur K, de même corps des constantes que K, si L est le corps des 

fractions de l'anneau A des éléments de PV de L sur K, et si, pour tout f dans 

A, l'idéal de PV If = 16 tz 0 K 16(f) = 01 est complètement résoluble dans L. Une 

extension PV-normale est une extension de PV,une extension fortement normale telle 

que Gal(L/K) soit affine est PV-normale, et une extension algébrique PV-normale, 

de corps des constantes algébriquement clos, est galoisienne. 

Le Chapitre III développe une théorie infinitésimale de la normalité 

forte. L'algèbre de Lie-Galois d'une extension différentielle L de K est 

l'algèbre de Lie des constantes du Daodule des K-dérivations de L ; sa 

dimension est donc inférieure ou égale au degré de transcendance de L sur K. 

L'application qui à un sous-corps différentiel M de L contenant K fait 

correspondre l'algèbre de Lie-Galois de L sur M, et celle qui à une sous- 

algèbre de Lie de l'algèbre de Lie-Galois de L sur K associe le sous-corps 

de ses invariants (i.e des éléments qu'elle annulle) conduisent à une corres- 

pondance de Galois analogue à celle étudiée par E.R. KOLCHIN dans [KO] . On 

définit alors : L est une extension Lie-galoisienne de K si L est de type 

fini sur K, de même corps des constantes que K, K est algébriquement fermé 

d a m  L, et si l'algèbre de Lie-Galois de L sur K a pour dimension le degré 

de transcendance de L sur K, i.e. si le Vaodule des K-dérivations de L 

est trivial. Dans ces conditions, L est une extension Lie-Galoisienne de tout 

sous-corps différentiel M contenant K, et algébriquement fermé dans L ; 

de plus, M est une extension Lie-Galoisienne de K si et seulement si l'al- 

gèbre de Lie-Galois de L sur M est un idéal de celle de L sur K, et 

l'algèbre de Lie-Galois de M sur K est alors canoniquement isomorphe 2 

leur quotient. 

Si L est une extensionLieGaloisienne de K, la K-algèbre des 

opérateurs différentiels sur L au sens de [HS~ est isomorphe au smash-produit - 
[HS] de L et de la bigèbre enveloppante de l'algèbre de Lie-Galois de 1. 

sur K, et, par suite, est un D-module trivial. On en déduit qu'une extension 

Lie-Galoisienne L de K , telle que L soit le corps des fractions de 



l'anneau des éléments de PV est une extension PV-normale de K. 

D'autre part, si L est une extension de PV de K, on construit 

une injection de l'algèbre de Lie du groupe algébrique affine Gal(L/K) dans 

l'algèbre de Lie-Galois de L sur K, et on en déduit que L est une ex- 

tension Lie-galoisienne de K. 

Dans le cas linéaire (L corps des fractions de l'anneau des éléments 

de PV sur K), on peut donc conclure à l'équivalence entre : 

* L extension fortement normale de K de groupe de Galois affine ; 

* L extension PV-normale régulière de K ; 

* L extension de PV régulière de K ; 

* L extension Lie-Galoisienne de K. 

Le chapitre IV, enfin, fait le lien entre la théorie algébrique des 

extensions différentielles et des D-modules développée dans les chapitres 

précédents, et la théorie géométrique des fibrés principaux et des connexions 

plates : la donnée d'une extension de PV de groupe de Galois G correspond, 

sous de bonnes hypothèses, à celle d'un fibré plat de groupe structural G. 

Même si la rédaction en reste essentiellement algébrique, ce dernier 

chapitre, par son point de vue, peut permettre de replacer l'algèbre différen- 

tielle, telle qu'elle a évolué depuis E.R. KOLCHIN, dans le contexte géométrico- 

analytique des groupes de Lie où l'avaient développée à l'origine E. PICARD et 

E. VESSIOT. 

On trouvera, à ce propos, en conclusion de cet exposé, une biblio- 

graphie présentant dans un ordre chronologique des articles et ouvrages qui 

ont jalonné, depuis près d'un siècle, l'histoire de l'algèbre différentielle, 

lisrequi ne saurait être, cela va de soi, ni exhaustive, ni exempte de parti 

pris. 



C H A P I T R E  0 

P R E L I M I N A I R E S  
------------- 

C 0.01. - Dans cet exposé, les anneaux considérés sont unitaires, d'é- 

lément unité 1, contenant 2, et, sauf mention contraire, associatifs ; les 

modules sont des modules à gauche (unitaires), les sous-anneaux contiennent 1 ,  

et les homomorphismes d'anneaux transforment 1 en 1 .  

Les notations et définitions sont, en général, conformes à celles des 

"Eléments de Mathématiques" de N. BOURBAKI pour l'algèbre, de "Introduction aux 

catégories et aux problëmes universels" de POITOU-JAFFARD pour le langage des 

catégories, et de "Introduction to algebraic geometry" de S. LANG pour la géo- 

métrie algébrique. 

En particulier, pour tout ensemble E, IE est l'application identi- 

que de E ; pour toute application f définie sur E, et tout F C E ,  
£ / E  

est le symbole de est la restriction de f à F ; pour tout (a,b) E E , Sa 
2 n n! 

Kronecker ; et pour tout (n,p) E M , p ,< n, (p) = (coefficient 
p ! (n-p) ! 

binomial). 

C 0.02. - Soient E et A deux ensembles quelconques. 

E~ est l'ensemble des applications de A dans E ; si f E E~ et - 
h E A, on pose f = £(A) et f = ; E(~) est l'ensemble des f c E~ 

A - 
telsque ( h ~ A l f ~ # O ]  soitfini ; £ C E  (" est noté 1 f .A. 

XêA h 

Si E est un monoïde (resp. un module), il en est de même de E~ 

A et E(~) est un sousmonoide (resp. sous-module) de E . 



Rema,kque : Si A est fini de cardinal n, E (A) = ,A est canoni- 

quement isomorphe à E ~ .  

Si E = IN, tout Y E. A est identifié à l'application A C-2 6 
A 
!J 

de A dans IN ; pour tout a B[N(~), on a donc a + p = 1 u .A + (ri +I)p. 
A# 1-i 

A 1-i 

Si a 5 B (i.e. A E A a, 5 BA), = (BA-aA)A. 
A£ A 

( A )  Enfin, pour tout  EN , onpose 1 - 1  = a a! = 
A' - AE A AEA 

a 
a A a! 

et pour tout y s a, ( ) = il (y ) = . Soient, d'autre part, 
Y A A y!(a-y)! - 

A 
un monoïde A (de loi interne notée multiplicativement et d'unité l), et x E A . 
On suppose, de plus, que l'une des conditions suivantes soit satisfaite : 

* x estcommutatif(i.e x x  = x x  pourtout A et U E A )  
A Y  1-iA 

* A est totalement ordonné ; 
a 

A 
alors, pour tout a E N(~), a # 0 ,  on pose - xa = il x A ,  et x 0 = 1 .  

AeA 
(A) Si x est commutatif, on a donc xaxB= xBxa = xaIB, va et BEIN . 

L 0.11. - Soit k un anneau commutatif et A un ensemble. 

A est une k-algèbre (associative et unifère) s'il vérifie l'une 

des conditions suivantes équivalentes : 

i) A est un anneau et il existe un homomorphisme d'anneaux 

4 : k -t A tel que d(k) soit inclus dans le centre de A ; 

ii) A est un k-module et il existe deux k-morphismes (i.e. appli- 

cations k-linéaires) mA : A éPk A + A et TlA : k -t A tels qu'on ait les d.c. 
- - 

(diagrammes commutatifs) : 



* associativité 

* unité 

où i (resp. i2) est le k-morphisme canonique h @ a * Aa (resp. a (O h fi ha). 
1 

m est alors appelé multiplication de A, et 
A 

unité de A. 
"'A - 

A est commutative si on a le d.c. suivant : 

où a est le k-morphisme canonique a 8 b ï-+ b 8 a. 

A 8 A est alors une k-algèbre de multiplication 
k 

FA D m d  O P A  6) 0 @ IA et d'unité "'A 
8 O i (i désignant le k-morphisme 

canonique de k dans k Dk k : 1 t+ 1 @ 1). 



Enf in ,  é t a n t  donnés une k-a lgèbre  (A1,mA1,nAl) e t  un k-morphisme 

f : A + A ' ,  f e s t  un homomorphisme de k -a lgèbres  s i  l ' o n  a l e s  d . c .  

P l u s  généralement ,  é t a n t  donnée une k-a lgèbre  commutative K ,  on 

a p p e l l e  (k-K)-algèbre, une k-a lgèbre  A t e l l e  q u ' i l  e x i s t e  un homomorphisme 

d e  k -a lgèbres  f : K -t A ; A e s t  a l o r s  muni d 'une  s t r u c t u r e  de K-module à 

gauche ( r e s p .  à d r o i t e )  p a r  (X,a) t-+ f (X)a  ( r e s p .  a f ( X ) )  ; comme convenu, 

s e u l e  l a  s t r L c t u r e  à gauche s e r a  c o n s i d é r é e .  

r 0.12. - S o i t  k un anneau commutatif e t  A une k-agsbre.  

La k-a lgèbre  A e s t  graduée (de  t y p e  N) s ' i l  e x i s t e  une s u i t e  

(An) n a  
de sous-k-modules de  A t e l s  que : 

* A =  6) A 
n 

n t 3  

2 * pour t o u t  ( p , q )  e N , A A c A . 
P q P+q 

S i  4 : A -t B e s t  un homomorphisme de  k -a lgèbres  g raduées  ( i  . e . , 
pour  t o u t  n E N ,  Q ( A ~ )  C Bn) , $ 1  A e s t  un k-morphisme de An dans  Bn e t  

n 
9 e s t  i n j e c t i f  ( r e s p .  s u r j e c t i f )  s i  e t  seulement s i ,  pour t o u t  n E IN, 81 A 

n 
e s t  i n j e c t i f  ( r e s p .  s u r j e c t i f )  . 

E n f i n ,  un A-module M e s t  gradué,  s ' i l  e x i s t e  une s u i t e  (M ) 
n  EN 

de  sous-groupes a d d i t i f s  de M t e l s  que : 

* M =  63 M 
n 

nelN 

* pour t o u t  ( p  ,q)  E: IN A M c M  . 
P q P+q 



La k-algèbre A est filtrée s'il existe une suite, croissante ou 

décroissante, (An) n s ~  
de sous k-modules de A tels que : 

* A =  u An 
n&N 

2 * pour tout (p,q) E iN , Ap Aq C Ap+q 

Remmuue : Si la filtration est décroissante, la première condition 

équivaut à A = A et entraîne alors la troisième. 
O 

Exemple : Soit B un anneau et M un idéal bilatère de B ; si, 

pour tout n e iN, on pose Bn = M", la suite (Bn)ndN (décroissante) est 

une filtration de la E-algèbre B, appelée filtration M-adique. 

L Soit A une k-algèbre filtrée par la suite (An)na. 

Pour tout n E A, on pose grn(A) = An/An - l ,  si la suite (An)nEti 

est croissante (par convention A - 1 = { O } )  ou grn(A) = An/An+l, si la suite 

est décroissante, et on note f la surjection canonique de An sur gr A. n n - 
Le k-module gr(A)= @ gr A, muni de la multiplication définie par &-bili- n 

ndN 

néarité, à ~artir de la formule fp(a) x f (b) = fp+q (ab), est une k-algèbre 
q 

graduée associée à la filtration (An) n s ~  ' 

Exemple : Soit B un anneau et M un idéal bilatère de B ; la 

R-algèbre graduée associée à la filtration M-adique de B est notée grnB. - 
Si h : A -+ B est un homomorphisme de k-algèbres filtrées (i.e. 

pour tout n c N , h(A ) C B ) et si pour tout n E: N , on note f' la 
n n n - 

. surjection canonique de 
Bn 

sur grnB , il existe un k-morphisme 

h : grnA -+ gr B tel que l'on ait le d.c. : n - n 



gr(h) = fil h est alors un homomorphisme de k-algèbres graduées 
n  EN 

de gr A dans gr B. 

Lemme 7 . -  Soit h : A -+ B un homomorphisme de k-algèbres filtrées 

par des suites croissantes de k-modules. 

a) Si gr(h) est injectif,alors h est injectif ; 

b) Si gr(h) est surjectif,alors h est surjectif. 

a) Si a # O est tel que h(a) = O, en choisissant p = in£ { q d l a ~ ~  1 
4 

on a : O = fl(h(a)) = h (f (a)). 
P P P 

gr(h) est injectif, donc aussi hp = gr(h) d'où f (a) = O 1 grp (A)  P 

b) Pour tout bn E: Bn, il existe a B An tel que fn(bn) = hn(fn(an)) = n 

fn(h(an)) i.e. b - h(an) r Bn - ; on en déduit par récurrence sur n que 
n 

/ 

h : A +Bn est surjectif, donc, comme B = U Bn, que h est surjectif. 8 
1 *n n nem 

L 0.13.  - Soit k un anneau commutatif. 

On appelle k-cogèbre (coassociative et counitaire) un k-module C 

muni de deux k-morphismes c : C -+ C Bk C (appelé comultiplication) et 

y : C -+ k (appelé counité) tels que l'on ait les d.c. : 



* coassociativité 

* counité 

où h' (resp. hl') est le k-morphisme canonique : a I+ 1 8 a (resp. a I+ a 8 1). 

On dit que C est cocommutative si on a le d.c. : 

où a désigne le k-morphisme canonique : a 8 b t+ b 8 a. 

C 8 C est alors une k-cogèbre de comultiplication c 8  c et de k 

counité : a 8 b i-t y (a) y (b) . 
Etant donnés une k-cogèbre (C',c',y1) et un k-morphisme f : C + C', 

f est un homomorphisme de k-cogèbres si on a les d.c. 



Remahque : On note la dualité entre les définitions de k-algèbre et 

k-cogèbre. 

On appelle k-bigèbre un k-module H muni à la fois d'une structure 

de k-algèbre et d'une structure de k-cogèbre telles que : 

* la comultiplication c de H soit un homomorphisme de k-algèbres, 

* la counité y de H soit un homomorphisme de k-algèbres vérifiant 

yoq = 1 
k ' 

Pour tout h c H,on notera c(h) = 1 h 8 h 
(h) (1) (2) ' 

Si V et W sont des H-modules, le H Bk H-module V 8 W est muni k 

d'une structure de H-module induite par c, i.e. de loi externe 

(h,v&) h 1 h(l) .v 9 h (2).~. D'autre part, k est muni d'une structure de 
(h) 

H-module induite par y, i.e. de loi externe (h,~) » y(h)~, 

C Soient (H,%, qH,c ,y) une k-bigèbre et (B,mg, une k-algèbre . 

On suppose que B est muni d'une structure de H-module, de loi 

%,xterne (h,b)i+ h.b, telle que la structure de k-module de B induite par 
'I H 

coïncide avec la structure initiale, i.e., pour tout A c k et b . ~  B 

nH(h) .b = rlB(h)b. 

B est un H-module-algèbre si les k-morphismes m et 
B nB 

sont des 

H-morphismes, i.e., pour tout h s H, b et b' B 



- 
Lemme 2. - Si B est un H-module algèbre, le k-module B 8 H est 

k 

une k-algèbre de multiplication m # : (b 8 h) 8 (b' 8 h') » 1 b(h(l) . b l )  8 h(2)h' 
(hl 

et d'unité q# : 1 1 8 1. 
- 

Dérnonn-ttatian : Si 5 est le k-morphisme h 8 b r - t  h.b de H Bk B 

dans B on a 

d'où m# est un k-morphisme ; 0' est manifestement un k-morphisme. 

Pour tout b 8 h, b' 8 h', b" 8 h" E B Bk H, on a 

+l # Z = m (b 8 h 8 m (b' 8 h' 8 b" 8 hl')) 

.bl) (h 
( 1 )  (2)hi1) 

. b") 8 h (2)h;2)h11 ; 

en utilisant ( c  8 lH) O c(h) = 1 h 
(]>(]> 

8 h  
(1)(2) (2 

et 

(h) 

# # = m{m (b 8 h @ b' 8 h') 8 b" 8 hW) ; d'où l'associativité 

par k-linéarité. 



# Pour tout b B h r  B Bk H, m ((1 B 1) B (b B h)) = b R h ; et 

# m ((b 8 h) 8 (1 B 1 ) )  = 1 b(h(l). 1) B h(2) 1 = 1 y(h(]))b R h 
(h) (hl 

( 2 )  

dl04 par k-linéarité, est l'unité. . 
La k-algèbre (B Bk H, rn8,n#) est appelée smash-produit de B et H 

et notée B # H. (Définition de HEYNEFIAN-SWEEDLER dans [HS] 1 .8 ) . 

L 0 .74 .  - Soit k un anneau commutatif. 

On considère 7 une k-algèbre de Lie, i.e un k-module muni d'une 

multiplication k-bilinéaire notée (x,y) , E,yI] telle que 

k,b,z]I + b, [z,x]] + k, E,Y]] = O (identité de Jacobi). 

Sur toute k-algèbre L, le crochet [x,~] = xy-yx induit une structure 

de k-algèbre de Lie dite associée ; un k-morphisme -t L est alors une 

a-application si o(k,d) = o(x)o(y) - o(y)a(x) = k(x) ,o(y)], Y(x,Y) E $. 
Soit T l'algèbre tensorielle du k-module $I , et J l'idéal 

bilatère de T engendré par {x O y - y O x - p,y]/x,y E a }  ; la k-algèbre 

quotient U ( ) = T/J, est appelée algèbre enveloppante de 
k g /  

$/ ; le composé 

o de l'injection canonique de 7 dans T et de la surjection canonique n 
O O 

de T sur uk(p , est une a-application de dans Uk(%) ; de plus, 

), oO) est solution du problème universel suivant : 

pour toute k-algèbre L et toute a-application o : + L, 

il existe un unique homomorphisme de k-algèbres T : U ) + L tel que o = -LOO O . 



Pour t o u t  n s @i, s i  T" e s t  l e  sous  k m o d u l e  de  T engendré p a r  

l e s  t e n s e u r s  homogènes d ' o r d r e  n ( i  . e  T~ = 7 63 7 $ . 8 , n f o i s ) ,  

n 
i 

e t  T = @ T , l a  k-a lgèbre  ) e s t  f i l t r é e  p a r  l a  s u i t e  c r o i s s a n t e  
n 

i = O  

( n )  n , ~  
où Un = no(Tn), e t  e s t  engendrée ,  en  t a n t  que k -a lgèbre ,  pa r  

S o i t  gr(U) l a  k-a lgèbre  graduée a s s o c i é e  à l a  f i l t r a t i o n  ( U n ) n c ~  

e t  pour t o u t  n E M, f l a  s u r j e c t i o n  canonique de U s u r  g rn(U) .  On a 
n n 

U 1  = Uo @ a o (  ) ,  7 donc f 1  IoO( 7) e s t  un k-isomorphisme de  

g r l ( U ) .  S i  u = f l  O a 

0 ) sur 

O O Y on a u o ( x ) u o ( ~ ) - ~ o ( ~ ) ~ , ( ~ )  = f2(uo[x,y]) = O ,  

pour t o u t  x e t  y dans 7 ; il e x i s t e  donc un unique homomorphisme de 

k -a lgèbres  w : Syml<(f) + gr(U) t e l  que u = w O 9' (où IJ' e s t  l ' i n j e c  
O 

t i o n  canonique de  7 dans  S T ( ~ ) )  ; de p l u s ,  w e s t  s u r j e c t i f  e t  gradué.  

On montre a l o r s  que,  s i  f e s t  un k m o d u l e  l i b r e ,  w e s t  un isomorphisme 

(théorème de  POINCARE-BIRKHOFF-WITT, @IE § 2 t h .  l ) ,  d 'où  en  p a r t i c u l i e r ,  

a e s t  i n j e c t i f .  
O 

Lemne 3 . -  S o i t  une k-a lgèbre  de L ie  l i b r e ,  
(XA) A.* 

une base  
ao(x>C1 

to ta lement  ordonnéede s u r  k .  On pose  z = , pour t o u t  a E IN ( A )  . 
a a !  

Alors  l a  f a m i l l e  (za) 
(A) 

e s t  une base  du k-module 
a& u k ( 7 )  

Démorra~ation : Syml<(f) a pour base  (4' (x) a) ( A )  , donc g ( U )  
a EIN 

a pour  base  ( ~ ( 4 '  (x)') = ( f ,  O ~ ~ ( x ) ) ~ )  
( A) 

, s o i t  ( f  ( o o ( ~ ) ) a )  (A). 
WN lai a d  

or ( ( ~ ~ ( x ) ) ~ )  ( A )  engendre l e  k-module U k ( / ) ,  e t  donc a u s s i  ( 2 )  

acN a ( A ) .  
acN 

De p l u s ,  pour t o u t e  p a r t i e  f i n i e  J de  N ( A )  e t  
( % ) a a ~  

kJ t e l l e  que 

= O pour t o u t  a 6 J ,  



raisonnement. . 
On dit que (za) 

(A) 
est la base de U ) canoniquement associée 

à la base de 
(X~) A ~ A  

On munit Uk( ) d'une structure de k-bigèbre de la façon suivante : d 
pour tout o (x) 8 1 + 1 8 oo(x) ; c est une 

O O 

a-application, donc il existe un homomorphisme de k-algèbres 

c : ~~(7) + U k ( p  /)kUk(y) telle que c O o = c d'autre part, si 
O O ' 

T+ = 1 T', on a U ) = k.1 B n (TI )  et pour tout x E U 
O 

n2 1 
E(X) E k tel que ~(x) .l soit la projection de x sur k. 1 (FIE I I ~  § 1 no 4). 

(Uk( ,C ,E) est alors une k-bigèbre, appelée k-bigèbre enveloppante de . -Y 
Lemme 4 . -  Soit une k-algèbre de Lie libre, (z,) 

(A) 
la base 

 EN 
) canoniquement associée a une base totalement ordonnée 

(X~) XEA 

sur k. 

( A) Pour tout a c i N  , o n a  c(z) = 1 z 8 z .  a ~+y=a B Y 

Z ) E m o m & d o n  : récurrence sur p = 1 al . Pour p = O : trivial ; 

( A )  pour tout a' E N  , Ia'I =p-1, supposons que c(za,) = 1 l ZB1 @ Zy1' 

oo bu) @'+y '=CI 
et soit u = sup{XcA(a # 0) ; on a z = z 

A a' ' 
, avec a' = a-u. a 

a 
1 u 

Donc c (z ) = - ( 1 a 
a 

B1+y'=a' Zgt @Zyl)(~o(~l-i) 8 1 + 18 o0(x 1-i 1) 
U 



C 0.21. - Soient K et L deux corps commutatifs. 

L est une extension de K s'il existe un homomorphisme de corps 

u : K -t L ; on identifie alors K et le sous-corps u(K) de L. 

Un élément x E L est algébrique sur K si l'homomorphisme d'anneaux 

v : K[X] -t L n'est pas injectif, et le polynome unitaire qui engendre l'idéal 
X 

principal Ker v est appelé polynôme minimal de x sur K. L'ensemble des 
X 

- 
éléments de L algèbriques sur K est un sous-corps de L, noté K, et appelé 

- 
fermeture algébrique de K. L est algébrique sur K si K = L. Par contre, 

K est algébriquement fermé dans L si a = K ; dans ce cas K est algébri- 

quement fermé dans tout sous-corps de L contenant K. 

C Soit L une extension de K. 

Le groupe de Galois de L sur K est le groupe G = Aut(L/K) 

des K-automorphismes de corps de L ; L est une extension galoisienne de K 

si L est algébrique sur K et si K est le corps des invariants de G 

(i.e K = (x E L/U(X) = x, vu E G}) ; il faut et il suffit pour cela que, pour 

tout x E L, les racines du polynome minimal de x sur K (appelées conjugués 

de x sur K) soient simples et dans L. 

Il y a alors correspondance biunivoque entre les sous-corps de L 

contenant K et les sous-groupes de G : à un sous-groupe H on associe le 

corps des invariants de H, et à un sous-corps M, le sous-groupe Aut(L/M) ; 

de plus, M est une extension galoisienne de K si et seulement si H = Aut(L/M) 

est un sous-groupe distingué de G, et Aut(M/K) est alors isomorphe à G/H. 

Si # L, L est une extension transcendante de K ; il existe 

alors une partie B de L algébriquement libre sur K (i.e telle que K(B) 

soit isomorphe à un corps de fractions rationnelles sur K) telle que L soit 



algébrique sur K(B) ; B est appelée base de transcendance de L sur K, 

et si B est fini, on note d.tr(L/K) = card B. 

C 0.22. - Soit C une algèbre sur un corps commutatif K. Deux sous- 

K-algèbres A et B de C sont linéairement disjointes sur R si tout 
J 

élément de A commute à tout élément de B et si l'homomorphisme canonique 

E : a B b » ab de A gK B dans C est injectif ; il faut et il suffit pour 

cela qu'il existe une base de A sur K qui soit une famille libre de C 

sur B. Dans ce cas, E est un isomorphisme de K-algèbres de A 8 B sur la 
K 

sous-algèbre A[B] (ou B [A) ) de C engendrée par A U B. On a A fi B = K, 

et toute famille de A (resp. B) libre sur K, est une famille de C libre 

sur B (resp. A). 

a) Soient L et K' deux extensions de K, L 8 1 (resp. 1 8 K') 

l'image de L dans L BKKf par nI : x I+ x 8 1 (resp. de K' dans L B K' 
K 

par ri2 : x -+ 1 B x).Alors les sous K-algèbres 1 8 K' et L B I de 

L BK K' sont linéairement disjointes sur K et L BK K' = L B 1 [l 8 K'] : 

en effet, si (x~) A ~ A  
est une base de L sur K (resp. 

(YU) !J 
une base de 

K' sur K), E transforme une base ((xA 8 1) 8 (1 8 y ) )  de (L @ 1) gK (1 @ K') 
!J 

sur K en la base (xA €3 yu) de L $ K' sur K ; en particulier, 

b )  Soit L une extension algébrique de K et KI = K(y,, ...,y n) 

une extension transcendante pure (i.e de base de transcendance (Y, ,...,Y,)) 

de K. Alors les sous K-algèbres L et KI de L(yl, ...,yn) sont linéairement 

disjointes sur K. 

r Soit L une extension de K. 



L est de type fini sur K s'il existe xI, ..., x dans L tels 
P 

que L = K(xl, ..., x ) .  Si M est un sous-corps de L contenant K, L est 
P 

alors de type fini sur M, et M de type fini sur K : en effet, 

L = M(xl, ..., x ) ,  et si (zl, ..., zs) est une base de transcendance de M 
P 

sur K, L est de type fini sur K = K(zl,. . . ,zs) ; si (yl ,y2,. . . ,yn) est 
O 

une base de transcendance de L sur Ko 
L est algébrique de type fini sur 

K = Ko(yI, ...,y,), donc est un K -espace vectoriel de dimension finie et 
1 1 

donc aussi M(yI, ...,yn) ; M et KI étant linéairement disjoints sur Ko* 

toute base de M sur K est une famille libre de M(yl, ...,yn) sur K I ,  
O 

donc est finie, et M est de type fini sur Ko, et donc aussi sur K. 

Soient L et K' deux extensions de K telles que L BK K' soit 

intègre. Le corps des fractions F de L OK K' est supposé muni de la structure 

de L-algèbre induite par n1 : L -+ L BK Kr. 

x H X 8 1  

n- Lemme 1 . -  Si K' est de type fini sur K, si ('i) 1 sist est une base 

de transcendance de K' sur K, alors il existe y c K', algébrique sur 

K = K(z .)  tel que F = (L [l O zJ ) O Y] . En particulier, F est de type II O 1 

IL fini sur L et d.tr(F/L) = d.tr(~'/K). 

DémonAR;rLaLion : K' est une extension algébrique de type fini de Ko 

donc il existe (théorème de l'élément primitif) y E Kr, algébrique sur Ko 

tel que K1 = K~[~]. L'élément 1 O y est entier sur L BK Ko et 

L O K' = (L BK Ko) B y] ; la famille (1 B zi) de 1 O K' est algébriquement K 

libre sur L B 1, et on a L BKKkJ = ~ [ l  B 2.7. Soit S = K[z~] - { O )  ; 
1 

T = {I 8 s/s E S }  est une partie multiplicative de L $ ~[z.] et on a 
1 

L BK Ko = (L[I B z d )  [ ~ - q  ; par suite 
1 

L B K K 1  = (LE @ZJ)[T-~D O ~ C L ( I  O z.)[l 1 B A ,  avec 18 y algébrique 



sur L(I 8 zi) ; F = L(I 8 zi) 8 y], est donc de type fini sur L et 

C 0.23. - Soient L et M deux extensions de K. 

L et M sont linéairement disjoints sur K s'il existe une extension 

R de K et deux K-homomorphismes de corps u : L -+ 52 et v : M -+ R tels 

que les sous K-algèbres u(L) et v(M) soient linéairement disjointes sur K. 

Exemple : L = M = K(X) ; L et M sont linéairement disjoints sur 

K car les sous-K-algèbres u(L) = K(X) et v(M) = K(Y)  de R = K ( X , Y )  sont 

linéairement disjointes sur K. On notera que les sous-K-algèbres L et M 

de Q' = K(X) ne sont pas linéairement disjointes sur K. 

L et M sont linéairement disjoints sur K si et seulement si 

la K-algèbre L 8 M est intègre : en effet, si les sous-K-algèbres u(L) et 
K 

v(M) sont linéairement disjointes sur K, L 8 M est isomorphe à u(L) P(M>~ c fi 
K 

donc est intègre ; et si L 8 M est intègre de corps des fractions F, alors K 

les sous K-algèbres nI(L) = L 8 1 et n (M) = 1 8 M de F sont linéairement 
2 

disjointes sur K. 

Lemme 2.- Si K est algébriquement fermé dans L, et M algébrique 

sur K, alors L et M sont linéairement disjoints sur K. 

Dérno~n;Drdon  : il suffit que, pour tout sous-corps Ml de M, de 

type fini sur K, L OK Ml soit intègre. Ml étant algébrique de type fini sur 

K, il existe x E M algébrique sur K, tel que 
1 

M] = K[XJ ; si g est le 

polynome minimal de x sur K, MI = ~[x] ; si g est le polynome minimal 

de x sur K, M, est isomorphe à K[X] /g(~)~[~], d'où L BK Ml isomorphe à 

(L BK MI)/L $ ~(x)K[x] = L OK K[X]/~(~@X)L[~BX]. 



Pour que L gK Ml soit intègre, il suffit que g(l8X) soit irréduc- 

tible dans L p8q - . 
On considère une clôture algébrique S de L et la fermeture a l g é -  

A 

brique 2 de K dans L, qui est alors une clôture algébrique de K ; g(X) 
.. 

a n racines dans K. Supposons que gl ( l 8 X) E L Cl B X] divise g( 1 W X) ; 
.. 

si g1 est de degré p (1 6 p s n), les p racines de g1 dans L sont 
.. - 

racines de g dans K, sinon g aurait plus de n racines dans L ; il 
.. P 

existe donc z l ,  ..., z E K tels que gl(l 8 X) = ii (1 8 X - zi). Les coeffi- 
P i= 1 . . 

cients de g, appartiennent donc à K ll L = K (K algébriquement fermé dans 

L) et g étant irréductible dans K[x], alors gl = g. . 
0.24. - Soit L une extension de K. 

L est une extension régulière de K, si pour toute K-algèbre intègr 

A, la K-algèbre L 8 A est intègre. 
K 

i 
n 

Lemme 3 . -  Soit K une clôture algébrique de K. Alors les conditio~i:, 

suivantes sont équivalentes : 

i) K est algébriquement fermé dans L ; 

ii) L est une extension régulière de K ; 

h 

iii) la K-algèbre L 8 K est intègre ; 
K 

A 

iv) L et K sont linéairement disjoints sur K. 

Vémonn;DLaLi.on : i) => ii) . 
A étant intègre, L 8 A est intègre si, pour tout sous-corps K' K 

du corps des fractions de A, de type fini sur K, L BK K' est intègre. Si 

('il 1 list 
est une base de transcendance de K' sur K et K = K(zi), KT 

O 

est algébrique sur K .Si 
('il i ~ i s t  est une famille d'indéterminées, K(Yi) 

O 

est isomorphe à K(zi) ; de plus K étant algébriquement fermé dans L, K(Y.. 
i 



e s t  a lgébr iquement  fermé dans L(Yi) : e n  e f f e t ,  s i  a E L(Yl)  e s t  a l g é b r i q u r  

s u r  K(Y 1 ) ,  il e x i s t e  y r K[Y J t e l  que ay s o i t  e n t i e r  s u r  L [Y ; 

L[YJ é t a n t  i n t é g r a l e m e n t  fermé dans  L ( Y I ) ,  e t  K[YJ dans  LIYl] 

([AC V] 5 1 ,  p rop .  1 3 ) ,  on e n  d é d u i t  que o r K(Y ] ) ,  d ' o ù  l e  r é s u l t a t ,  

0, 
p a r  r é c u r r e n c e  s u r  t .  A i n s i  K '  é t a n t  a l g é b r i q u e  s u r  K 

O 
- K(Yi), K '  

e t  L(Y.) s o n t  l i n é a i r e m e n t  d i s j o i n t s  s u r  K ,donc l a  K - a l g è b r e  
1 O O 

L(Yi) BK K '  e s t  i n t è g r e .  
O 

S o i t  S  = K[z~] - {O) ; l a  K-algèbre L QK Ko e s t  canoniquement 

isomorphe à L  " K[z~]  B K r z . 7 { ~ [ z i ] ~ - ~ )  q u i  e s t  isomorphe à 
- 

1' 

'['il %pi] {K[Z~]E-)} (K[zi]~-9 e s t  un module o l a t )  . Par  s u i t e ,  s i  
A 

T = K[yi] - {O), o n e n d é d u i t  que L  $ Ko e s t  isomorphe à L[yi] p-9 qui 

s ' i n j e c t e  dans  L(Yi). On en  d é d u i t  une i i l j e c t i o n  de L  8K Ko dans  L(Yi) 

% 
e t  donc une i n j e c t i o n  de  L  QK K '  + L  BK K 8 K'  dans  L(Yi) gK K t ,  d 'où  

O O 

l e  r é s u l t a t .  

i i )  => i i i )  <==> ( i v )  : t r i v i a l .  

i i i )  => i ) .  

K é t a n t  a l g é b r i q u e  s u r  K ,  il e x i s t e  un homomorphisme i n j e c t i f  de  
A 

#i dans  K donc a u s s i  de L 8 f dans  L 8 , d 'où L 8 #i est i n t è g r e .  
K K K 

n 
i 

S o i t  x E k e t  p  = 1 a.X l e  polynome minimal d e  x  s u r  K ; 
1 

i = O  

- n  i - l  
k  i-1-k on a  dans  L eK K,  O = 1 8 p(x)  - p ( x )  B  I = (IBx - x81){ 1 a i (  1 x  @x > 1 

i= l k=O 

k  
O r ,  l a  f a m i l l e  ( x  )Osk6n-I k  j e s t  l i b r e  s u r  K ,  donc a u s s i  (x 8 x  ) ,  e t  

n  i- l 
1 a i (  1 xk B x  

i-1-k 
) # O ; d t o ù  (L 8 1) n (1 B K) = K.  

i= 1 k=O 

r 0.37. - Soien t  k  un anneau commutatif e t  A une k -a lgèbre  cornmu- 

L t a t i v e .  



Pour tout a s A, on note l'homothétie yc+ ay d'un A-module 
- 

dans lui-même. Pour tout k-module M et tout A-module E, l'ensemble 

HOT(M,E) des applicaticns k-linéaires de M dans E est alors un A-module 

de loi externe (a,u) » a l O 

Soient E, F et G des A-modules quelconques. 

E 
u 

Pour tout u E Ho%(E,F) et a s A, t F 

on pose L,al] = u O aL - aL O u ; on a donc -- I 
E u ,  élément de Homk(E,F); et si v c  Homk(F,G) l I 

On définit une suite croissante de sous A-modules de Homk(E,F) 

par la récurrence : 

et pour tout n 2 1 

(Définit ion de HEYNEMAN-SWEEDLER dans 2.1 . ) . 

Un élément u de Diffn (E,F) est appelé k-opérateur différentiel 
A/k 

de E dans F, et, si u f O, w(u) = inf{u s Diffn (E,F)) est appelé ordre 
. - n€N A/k 

de u ; par convention w(0) = - m. 

s r+s Pour tout u E Diffr (E,F),~ e Diff (F,G), on a v 0 u E DiffAIk(E,G) 
A/k A/k 

et en particulier w(vou) w(v) + w(u) : en effet, si la propriété est vérifiée 

r+s-1 
pour r+s-1, pour tout a c A , bou,d = v O [u,a] + [v,a] O u E Diff 

A/k 

n On en déduit que le A-module Diff (E,E) = V DiffAIk(~,~) 
A/k nsN 

n est une sous-k-algèbre de EndkE, filtrée par (DiffAlk(E,E))nEN. 



C 0.32. - On note q 1  (resp. n2) l'homomorphisme canonique a I+ a 8 1 - 
(resp. a I+ 1 8 a) de A dans A Bk A, et on suppose A 8 A muni de la k 

structure de A-algèbre induite par nl.  

L'application , qui à u E Ho%(A,E) associe u' élément de - - 
HomA(A BkA,E) tel que utl (x 8 y) = xu(y) ,est un A-isomorphisme de bijection 

réciproque v »  v O q D'autre part, la multiplication m de la k-algèbre A 2 ' - 

est un homomorphisme d'anneaux et une application A-linéaire de A Bk A dans 

A ; ' = Ker m est donc à la fois un idéal et un sous A-module de A Bk A, et 

comme q l  est un Amorphisme tel que m O q l  = lA, on a A Bk A = 1 @ ql(A) ; 

q =  l - AQkA - n 1  O m est alors la projection de A Qk A sur 1, et si on pose 

6 =  q O q2 : A + I  onadonc,pourtout a de A, 6a = 1 B a  - a B  1. Comme - 

1 a.b. = O est équivalent à ai B bi = 1 ai6(bi), 1 est le sous A-module 
1 1  i 1 i 

de A 8 A engendré par {6(a) 1 a E A}, et 1' est engendré sur A par 
k 

{ k a a , .  a s A}. 
j= i P 

Q - '  Pour tout u e Ho%(A,E) ,a E A, on a E.4 - 

on en déduit que u e si et seulement si u 4 = O : en effet 

u b = O équivaut = O, V a e ~ .  I *P+l 
Pour tout n r N, on appelle partie principale d'ordre n sur A, 

n+ 1 
la A-algèbre quotient P (A) = (A Bk N I  et on note p le composé de 

n n - q2 

et de la surjection canonique 
'n 

de A QkA sur Pn(A). 
- 

L'application An : v w v O p est un A-isomcrphisme de HomA(Pn(A),~) 
n - 

n 
A/k 

4 sur DiffAlk(A,E), et si u E ~iff" (A,E) , I"+' C Ker(u , donc il existe 

un A-morphisme u 
(n) 

: Pn(A) + E  teique u Q = u  onn, d'où u = u  
(n) (n) O 'no 



Pour tout nE FJ, le' foncteur covariant Diffn A , .  est ainsi 
A/k 

représentable, de représentant (Pn(A),pn) ; en particulier, 

Pour tout n 2 1, on note f1 la surjection canonique de In n - 
n 

sur 1"/In+l, f' la surjection canonique de DiffAIk(A,E) sur 
n 

Diffn (A,E) /Diffn-l (A,E) , et on considère le A-morphisme injectif 
A/k A/k 

i : In/In+' + Pn(A) tel que 1 ainsi que le A-morphisme 
n n fn - nnIIny 

- - surjectif s : P A )  + ( A )  tel que s O nn . Alors la suite n n 

de A-modules : 

est exacte ; et, si cette suite est scindée, il existe un unique A-isomorphisme 

n n+l 

6~ 
: HomA(= /I ,E) dans Diffn (A,E)/D~~£"-'(A,E) tel que 

A/k A/k 
- 

0.33. - Soient k un anneau commutatif et A une k-algèbre. 

Un kaorphisme d de A dans un A-module (à gauche) M est une 

k-dérivation si, pour tout a, b E A, d(ab) = bd(a) + ad(b). 

Ker d est alors une sous k-algèbre de A (en particulier k.lC Ker d), 

- 1 
et si a E Ker d estinversible dans A, a E Ker d. 



Plus généralement, si M est muni de structures de A-module à droite 

et à gauche, un k-morphisme d de A dans M est une k-dérivation si, pour 

tout a,b s A, d(ab) = d(a)b + ad(b) . 

Une t-dérivation est appelée dérivation ; et une k-dérivation de A 

est une k-dérivation de A dans A (éventuellement muni de ses structures 

de A-module à droite et à gauche). 

Soient A une k-algèbre commutative et E un A-module. 

On note Derk(A,E) l'ensemble des k-dérivations de A dans E ; 

si pour x E E, on note x le A-morphisme a t+ ax de A dans E, tout r - 
d E Derk(A,E) est un k-morphisme tel que p,a] = d(a), soit un élément 

1 de ~iff' (A,E) ; donc Derk(A,E) C DiffAIk(AyE) 
A/k 

r- Lemme 1.- Derk(A,E) est le noyau du A-morphisme E : u -t u(]) de 
O 

1 
~iff' (A,E) dans E (donc en particulier, est un sous A-module de DiffAlk(A,E)), II 

II et la restriction de la surjection canonique f; à Der (A,E) est un A-isomor- 
k 

II 1 
phisme de Derk(A,E) sur Dif f (A,E)  if f0 (A,E) d' isomorphisme réciproque 

A/k A/k 

V ~ ~ O M & Z ~ O K  : Pour tout d E Derk(A,E), on a 

1 
d l )  = I d )  + d l )  d'où r0(d)  = O ; d'autre part, si u E DiffAIk(A,E) 

u - ~ ( 1 ) ~  L Derk(A,E) : en effet, a E A, Lu,aT] r HomA(A,E) donc b E A 

u(ab) - ab u(l) = Cu,a] (b) + a u(b) - ab u(l) = bk(a) - a u(l)] + ak(b) - b u(l)]. 
O 

Donc si c0(u) = O, u = u - ~ ( 1 ) ~  E Derk(A,E). De plus, si u-v r DiffAlk(A,E), 

u-v = ~ ( 1 ) ~  - ~ ( l ) ~ ,  donc QI est bien définie. D'autre part, d E Derk(A,E), 

1 
$,(f;(d)) = d - d(l)r = d, et u e Diff (A,E), f;(i(ll(f;(u))) = fi(u), car 

A/k 

~ ( 1 ) ~  E ~iff' (A,E) d'où le résultat. 8 
A/k 



S o i t  a une k - d é r i v a t i o n  de  A.  Un k-endomorphisme d  de  E 

e s t  un a - d é r i v a t i o n  gauche de  E  s i  pour  t o u t  a  E A ,  x  E E 

d ( a x )  = a ( a ) x  + a d ( x )  (Remarque : c e t t e  r e l a t i o n  a p p l i q u é e  à a  E k  e n t r a î n e  

l a  k - l i n é a r i t é  de  d  pu i sque  k C  Ker a)  ; e n  p a r t i c u l i e r ,  

1 k,d = a(.), E End E, d 'où  d  F DiffAlk(E,E) .  
A 

2 . -  S o i e n t  a une k - d é r i v a t i o n  de  A ,  d  ( r e s p .  D )  une 

a - d é r i v a t i o n  gauche d ' u n  A-module E ( r e s p .  F ) ,  

u  E ~ i f f '  ( E , F ) .  A l o r s  
Alk 

D O u  - u  O d  c ~ i f f '  ( E , F ) .  
A/k 

Démonh&dan : D O u  - u  O d  E Ho%(E,F), e t ,  v a  E A ,  

CD O u - u  O d,a] = D O [u,a] + [ ~ , a ]  O u - u O [d,a] - [u,a] O d  = 

f , a (a ) J  + D O [.,a] - [u,a] O d  ; s i  p  = 0 ,  [u,a(a)] = [u,a] = O e t  

O 
D O u  - u  O d  E Dif f  (A,E) ; s i  l a  p r o p r i é t é  e s t  v r a i e  à l ' o r d r e  p - 1 ,  

A/k 

comme [u, a(a)] e t  /ji,a] a p p a r t i e n n e n t  à   if ~ A ; ~ ( E , F )  , 

D o u - u o d c ~ i f f ~  (E,F). .  
Alk 

Co~Equencu  : 

a )  S o i e n t  d  une k - d é r i v a t i o n  de  A ,  D une a - d é r i v a t i o n  gauche 

de  F  e t  u  E Derk(A,F) ; a l o r s  D O u  - u  O d  E D ~ ~ ~ ( A , F ) .  

b) DerkA = Der (A,A) e s t  une s o u s  k -a lgèbre  de  L ie  de l a  k -a lgèbre  
k  

de  L i e  a s s o c i é e  à Dif f  
A/k 

= DiffAlk(A) . 

r - 0 . 3 4 .  - S o i e n t  k  un anneau commutatif e t  A une k - a l g è b r e  commu- 

L t a t i v e .  

On pose  
2 

= I I I  ; s o i e n t  f: l a  s u r j e c t i o n  canonique de 1 

1 1 
sur R ~ / k  

e t  dAlk = f  O 6 = f  O q O T-, ( v o i r  C0.321). nAlk e s t  a l o r s  - 1 1 2  



un A-module engendré par IdA/k 
(a) la c A) , appelé module des différentielles 

(de ~ahler) de A sur k. 

: P A  + I I  tel que 1 
Le Amorphisme 1 

q1 O IT = fl O q est 
1 

une rétraction de i donc, pour tout Amodule E, il existe un A-isomor- 1 ' 

phi sme 
2 1 

L-11 : HomA(I/I ,E) -+ Diff (A,E)/D~££O (A,E) tel que 
A/k A/k 

111 O Hom(i ,E) = f' O 6 
1 1 1 ' 

2 
Soit g1 le A-isomorphisme du lemme 1 ; pour tout f a HO~~(I/I ,E) 

f = Hom(i ,E) (f O ql), donc g1 O 6 (£1 = o f; o SI (f o ql) = 1 
1 

Ci1  
L'application 

E 
f o q l  O T ]  o n 2 = f o f  1 o q o q  2 = f o d A l k .  JAIk : f -+ fod A/k 

est donc un A-isomorphisme de 'A/k 
,E) sur Derk(A,E). Le foncteur 

covariant Der (A,.) est ainsi représentable de représentant 
k (fi~/k,d~/k) ; 

en particulier, dAlk E Derk(A,fiAlk). 

C Soient L une extension de K, et E un L-espace vectoriel. 

n i 
Si p(X) = 1 a.X 1 c K[x], x E L et d est une application de L 

i=O 

d 
n n 

dans E, on pose p (x) = 1 xid(ai) ; d'autre part, on note p' (X) = 1 ia.X i- 1 - 1 
i=O i=O 

le polynome dérivé de p. Alors, pour tout x e #, de polynome minimal p 

sur K, et pour toute dérivation d de L dans E, on a 

d 1 
O = d(p(x)) = p1(x)d(x) + p (x), d'où d(x) = - --- d 

p (x). 
P' (4 

En particulier, pour toute K-dérivation d de L, K.l C Ker d 

d 
donc p (x) = O ,  d(x) = O, et [d,x] = (d(~))~ = O ; d est donc K-linéaire, 

et Der L = Der-L. K K 

Si L est une extension de type fini de K, t = d.tr(L/K) est fini, 

et on montre que dim Der L = t ( [AV] § 9 th. 2). Du L-isomorphisme 
L K 

L gLIK : HornK(fiLiK,K) + Der L, on déduit alors un L-isomorphisme de K 'L/K sur 

?k 
(DerKL) , et dimLnLIK = t. 



0.35. - Soit L une extension de K. 

Soit gr(Diff ) la K-algèbre graduée associée à la filtration 
L /K 

de Diff par la suite croissante (D~££;~~(L,L))~~~, et pour tout n E N 
L/K 

la surjection canonique f' n de ~ i f f ~  (L,L) sur grn(~iffLIK) . 
- L/K 

La K-algèbre gr(Dif fLIK) est commutative : en effet, par récurrence 

sur n = r+s, si u IE ~ i f f ~  (L,L) , v s ~iff' (L,L), alors 
L/K L/K 

v E Di££ 
r+s-1 
L /K 

(L,L) ; car si la propriété est vérifiée pour n-1, pour 

r+s-2 
tout a E L, [[u,v],d = [u,[v,a]] + [[u,a],v] r Diff L /K (L,L) ; alors 

f p )  x f;(v) = f;+s ([u,d + v O u) = f:(u) x f:(v), d'où le résultat par 

bilinéarité. 

De plus, gr(DiffLIK) est muni d'une structure de L-algèbre par 

l'homomorphisme canonique a £'(al). O Du L-isomorphisme f i  IDerK L de 

Der L dans grl(Diff ) (Lemme 1) on déduit un homomorphisme de L-algèbres 
K L/K 

graduées - g : S-(DerKL) + gr(Diff ) tel que 
L/K 1 DerKL = g O QD (QD étant 

l'injection canonique de Der L dans SymL(~erKL)). K 

On ae ptopoae de dEmoYZ;t)L~h que g e~:t un damotpkinme. 

Soit grI(L 8K L) la L-algèbre associée à la filtration 1-adique de 

L 8 L (structure induite par q , ,  avec 1 = Ker(y)), et, pour tout n c W ,  f' 
1: n 

la surjection canonique 1" sur In/l"+l. De l'injection canonique i de R 
L/K 

dans grI(L BK L) commutatif, on déduit un homomorphisme de L-rlgèbres graduées 

Y : S-(iîLIK) + grI(L BK L) tel que i = y O 4 ; grI(L Bk L) - R 

étant engendrée, en tant que L-algèbre par i(R , y est surjectif. 
L /K 

36 
D'autre part, pour tout n IE iN , il existe le L-isomorphisme 

: (I~/I"~*)*+ gr (Diff ) tel que t. C.1 n L/K Cd n 
O i = £A o 6*. (voir p.323). 

C On suppose désormais L de type fini sur K. Soit t = d.tr(L/K). 



Il e x i s t e  donc une f a m i l l e  - x  = ( x . )  d ' é l é m e n t s  de K t e l l e  
i l i i j t  

;Y 
( x  ) )  s o i t  une b a s e  de  R que (dL/K i L / K  s u r  L ; s i  on n o t e  (wi) l a  b a s e  

L  * * 
d u a l e  de  (dLIK(xi))  dans  (fiLlK ) "  e t  d .  = @ ( W . )  = w -  O d  

1 L / K  1 1. L / K >  l a  f a m i l l e  

(d i )  e s t  une base  de  DerKL s u r  L, e t  pour  t o u t  i , j  d . ( x . )  = 6 j 
1 J  i ' 

Raiahque : La f a m i l l e  (x i )  e s t  n é c e s s a i r e m e n t  une base  de  t r a n s c e n -  

dance de  L  s u r  K .  

t 
Pour t o u t  a  e t  6  E IN , on v é r i f i e  a l o r s ,  p a r  r é c u r r e n c e  s u r  

a  B 
p  = 1 B I ,  que d  (x  ) = a!6' : e n  e f f e t ,  s i  l a  p r o p r i é t é  e s t  v r a i e  pour p-1 a  

a  B d  ( x )  = (a )dy(xB- j )da -y (x . )  ( fo rmule  de  L e i b n i t r  [ l . I l ]  Lemme 1) 
O,<Yia Y J 

- - a  a-B+j 
(B-j)  (B-j) !d ( x . )  ; d  a'B+j(x.) n ' e s t n o n n u i q u e  

J J 
a-B+j = a  s i  d  i . e  a  = 6, auque l  c a s  da(xB) = ( a - j ) ( a - j ) !  = a !  . 

j  

On en d é d u i t  que ,  pour  t o u t  a ,  f3 F  IN^ t e l s  que / a  1 = 161 , 

a  9 (d ( 6 ~ ) ' =  a ! g B  a  : e n  e f f e t ,  (gx)B = r (-1) I Y I  (B),Y , .B-I 
OSY$B Y 

4 donc (da) (6,) 1 (-  1 ) I Y I ( @ ) x  da (xB-Y) 
OsysB 

Y 

= (-1) 1 ' 1  ( * ) x y ( ~ - y )  !*:-Y ; c e t t e  somme e s t  non n u l l e  
OsysB 

s ' i l  e x i s t e  y  t e l  que a  = @-y, donc,  s i  a-B > O ,  i . e .  comme la1 = 161, 

s i  a  = B ; e t  dans c e  c a s  

D ' a u t r e  p a r t ,  $ = (di)  é t a n t  une b a s e  de  Der L s u r  L  
K 

e s t  une base  de  S-(DerKL) s u r  L  ; en p a r t i c u l i e r ,  pour  

t o u t  n  E M, ($(d)') e s t  une base  de  I a l = n  s $ ( D ~ ~ ~ L )  s u r  L. De même 

d  (XI = (dL/K(xi))  l é t a n t  une base  de  'L/K s u r  L, ( ~ ~ ( ~ ~ / ~ ( ~ ) ) ~ ) l ~ = ~  
L/K 



n 
est une base de SwL(fiLIK ) ,  qui est donc de dimension finie ) 

a *  C1 
Si on note ((gfi(dL/K(x)) ) l a ( = n  la base duale de (Qn(dLIK(x)) ) 1 a l = n  

* * 
dans [~ym~(fi~/~)]*, et si on pose s ~1 = a! ($fi(dLIK(~))a)*, (sa) lC1l=n est 

une base de ~ y m ~ ( ~ ~ / ~ ) ]  * sur L. 

On considère alors le L-isomorphisme canonique n 
de 

n n * 
symL(~erK~) sur [s~mL(nL/K )J* défini par ~~($,(d)~) = sa. 

- 
Lemme 3 . -  Soit L une extension de type fini de K. 

Alors g est un isomorphisme de L-algèbres graduées de SymL(DerKL) 

sur gr(DiffLIK). 

Il suffit que, pour tout n E IN, gn = g soit un iso- 1 S6(DerK(L) 
n 

morphisme de SymL(DerKL) sur grn(DiffL,K) ; or, si on pose 

t 
Y, = Y , on a pour tout ~1 E N  , \al = n, 

t 
or pour tout B E N ,  I f 3 1  = n ,  on a : 



t * 
d'où y gn($D(d)a) = sa = ~~($'~(d)'), et par L-linéarité 

t - 1 - en particulier, 
Yn O '[n] O gn - 'n 

est surjectif, et comme il est 
Yn 

injectif 
( 'n 

surjectif), c'est un isomorphisme et, par suite, aussi 

Co~nZqu~nc~ i l  : 

est un isomorphisme de (I~/I~+')* sur a) Pour tout n E IN, yn 

 fi^,^)]*, de dimension finie sur L ; yn est donc un isomorphisme, 

et par suite y est un isomorphisme de L-algèbres graduées de S y m ~ ( n ~ / ~ )  

sur grI (L BK L) . 

b) Diff 
L/K 

est un anneau noethérien ( à  gauche), et sans diviseurs 

de zéro : en effet, gr(Diff L/K) 
étant isomorphe à SymL(DerKL), donc à un 

anneau de polynômes à t indéterminées sur L, est un anneau noethérien in- 

tègre ; d'après ( [Rd 1 § 5, prop. ] ) ,  Dif f 
L/K 

est donc noethérien ( à  gauche) ; 

2 
de plus, pour tout (u,v) E (Di£fL,K) , si w(u) = P, ~ ( v )  = 4, on a : 

fp(u) # O, fq(v) # O, d'où f (wov) = f (u) x fq(v) # O, 
P+9 P 

u O v E ~iff~+~-l(L,L), et en particulier u O v # 0. 
L/K 

C) DiffL/K, étant un anneau noéthérien et sans diviseurs de zéro, 

admet un corps des fractions ( à  gauche) (voir [Rd IV, 5 2, prop. 1, cor. 4) 

dont les éléments sont appelés K-opérateurs pseudo-différentiels sur L. 



L 0 . 4 7 .  - On appelle anneau différentiel un anneau commutatif A muni 

de m dérivations a , .  . .,a (m 2 1) telles que pour tout i et j, m 

p i ,  a.] = O ; (A, a,, . . .,am) est un anneau différentiel 
J 

ordinaire si m = 1 

partiel si m >  1. 

Ac = Ker ai est alors un sous-anneau appelé anneau des constantes 
- i= 1 

de A ; a l ,  ..., a sont donc des A -dérivations de A, appelées dérivations de 
m c 

structure de A. 

Si de plus, A est un corps, (A,al, ..., a ) est un corps différentiel m 

et k = A est un sous-corps appelé corps des constantes de A ; k est alors 
C 

m 
algébriquement fermé dans A, car a. est k-linéaire, d'où k c A Ker ai. 

1 i= 1 

Exemple? : Soit k un corps, A = k(XI, ..., Xm) le corps des fractions 

a 
rationnelles à m indéterminées sur k ; (A, - 

a , ,  -) est un corps 

axl 
ax 
m 

différentiel de corps des constantes k. 

Soient ( A , ,  a )  et (B,al, ..., a ) deux anneaux différentiels. m 

Une application u : A + B est différentielle si, pour tout i, 

u oa! = a. O u ; la composée de deux applications différentielles, et la réci- 
1 1 

proque d'une application différentielle bijective, sont différentielles. 

Une partie B, de B est différentielle si pour tout i 

ai(Bl) t BI ; et si B, est un sous-anneau de B, (Bl,a 
1 IBI,... ,a mI B I  > est 

alors un sous-anneau différentiel ; de plus l'inclusion de BI dans B est 

différentielle. Plus généralement, si u : A -+ B est un homomorphisme d'anneaux 

injectif et différentiel, alors u(A) est un sous-anneau différentiel de B, 



d'anneau des constantes u(A )C B . On dit alors que (B,al, ..., a ) est une 
C C m 

extension d'anneaux différentiels de A, en convenant d'identifier A et 

u(A), a; et a ilu(A)' 

En particulier, une extension de corps différentiels est dite extension 

différentielle. 

Exernpl~n : 

a) Soit ( L ,  al,. . . , am> une extension différentielle de K ; alors 

- 
(K,a,/K,...,amlz) est une extension différentielle de K : en effet, pour tout 

- 
x c K, de polynôme minimal p sur K, 

1 
a. (x) = (- --- ai ai 

)(p (x)) c K car p et sont dans K[X] . 
1 

P' (x) 

Inversement, si L est une extension algébrique d'un corps K, toute 

dérivation d de K se prolonge de manière unique en une dérivation d - de L, 

définie par : 

- 1 
d(x) = - - d p (x), où p est le polynôme minimal de x L 

P ' (x) 
sur K. 

En particulier, si (K,a l,...,2m) est un corps différentiel, ai se 

- - - 
prolbnge en une dérivation ai de L, et comme [ai,aj] / = [ai,a.] = O ,  

K J 
- 

on a [?&a.] = O et ( ~ , a ~ ,  ..., a ) est une extension différentielle de K. 
3 m 

b) Etant donnés un anneau commutatif A et une partie multiplicative 

S de A, toute dérivation d de A se prolonge de manière unique en une dé- 

- a  d(a)s-ad(s) 
rivation 3 de ALS-'1 définie par, cl(-) = 2 , " E  A@-'] . 

S s S 

(cf. 5 4 prop. I l )  ; si d et a sont des dérivations de A, on a 
2 

alors b , ~  ("1 = s3Ld9al(a) - a[d,a](s) = ; (A,aI ,..., am) 
S s 

4 
S 

- 
est une extension d'anneaux différentiels de B, (AP-2 ,al, . . . ,arn) est donc 



- 
une extension d'anneaux différentiels de B : en effet, on a ai(B) = ai(B)C B - - - - 
et 15. ,a.] = La. ,a.) = O ; en particulier si A est intègre de corps des 

1 J  1 J  - - 
fractions F, (F, a , . . . ,  ) est une extension d'anneaux différentiels de B. m 

c) Soit ( ~ , a ~ ,  ..., am) une extension différentielle de K et 

A A 
(A,al, ..., a ) une extension d'anneaux différentiels de K ; pour tout i, 

m 
A a: : a 8 a w a. (a) 8 a + a 8 ai(a) est une dérivation de L BK A, - 1 

[a, 8 = O et l'homomorphisme canonique q 1  : a -  a 8 1 est différentiel ; 

8 
( 8 A , ,  . . . ,a ) est donc une extension d'anneaux différentiels de L ; m - 

A 8 
si de plus L 8 A est intègre, de corps des fractions F, et si a. = ai, 

K 1 - .. 
alors (F,al, .. .,am) est une extension différentielle de L. 

r Soit (L, al,. . .,am) une extension différentielle de K. 

L'ensemble Gal(L/K) des K-automorphismes différentiels de corps 

de L est un sous-groupe de Aut(L/K), appelé groupe de Galois différentiel 

de L sur K ; L est une extension normale de K si tout sous-corps dif- 

férentiel M de L, contenant K, est le corps des invariants de Gal(L/M). 

Il y a alors une correspondance biunivoque entre les sous-corps dif- 

férentiels de L contenant K, et les sous-groupes de Gal(L/K) : à un sous- 

groupe H de Gal(L/K) on associe le corps des invariants de H, et a un 

sous-corps M, le sous-groupe Ga1 (L/M) . 

Re.mmqu~n : 

a) Si L est une extension normale de K, et M un sous-corps dif- 

férentiel de L contenant K tel que Gal(L/M) soit un sous-groupe distingué 

de Ga1 (L/K) , alors M est une extension normale de K ( PL] III 5 3 ) ,  mais 

Gal(L/K)/Gal(L/M) est isomorphe à un sous-groupe, en général propre, de Gal(M/K) ; 

ceci a conduit R. KOLCHIN à introduire les extensions fortement normales, pour 



lesquelles on ait, cette fois, une "bonne1' théorie de Galois (voir ï0.431). 

b) Soit L une extension algébrique d'un corps différentiel 

(K,a19...,arn) ; tout sous-corps M de L contenant K est algébrique sur K, 

donc est un sous-corps différentiel de (L,;~, . . . , a  ) ( r0.411 ex. (a)), et m - 

tout M-automorphisme d de L est différentiel : en effet, pour tout x E L, 

1 
a 

de polynôme minimal p sur M, a(!. (x)) = - 
1 (P i(a(x))) = ai(n(n)) 

p' (a(x> 1 
C0.343 car o(x) a aussi pour polynôme minimal p ; ainsi Aut (L/M) = Gal(L/M) , 

et L est une extension normale de K si et seulement si L est une extension 

r 0.42. - Soit K a ,  . , a  ) un corps différentiel, k = K . m C 

Lemme 1 .- Soit (yj) Iijsn une famille d'éléments de K. 

Les conditions suivantes sont équivalentes : 

i) la famille (yj)lsjin est liée sur k ; 

1 n m n i 
ii) pour tout (a , . . . a ) E ( ) tel que 1 a 1 i n-1 pour tout i, on a 

i i i 
i i a 1 

a 
2 

a 

det [aa (yj)] I sijn = O (aa = a ,  a2 O ... a m m, . 
lsjin 

DémunA~aLLun : i) => ii). 

ii) => i) récurrence sur n : pour n = 1, le résultat est trivial ; 

si la propriété est vérifiée pour n-l et si (yj)lsjsn-l est libre sur k, 

1 
i 

n-1) E ( I N ~ ) ~ - I  i il existe (a ,..., a tel que / a  1 s n-2 et det [aa ( Y ~ ) ] ~ ~ ~ ~ ~ - ~  # O ;  

I<j<n-l 
i 

n n a pour tout a t N~ tel que la 1 L n-1, la famille (a (yj))Iijsn-I de K~ 



i 
est donc libre sur K, alors que par hypothèse la famille (aa (y.) 

J Isj<n 
n- 1 

de K~ est liée sur K ; il existe donc un unique (AI,-. . ,An-I) e K 
i n- l i a 

tel que : (1) aa (y ) = 1 As(a (ys)). Pour tout p = 1,. . .,m et n s= l i n- l i n- l i 
i = 1, ..., n-1 on a donc a O aa (yn) = 1 ap(hs)(aa (ys)) + 1 Asapoka (ys)]; 

P s= l s= 1 
n- l i 

n i a 
or en appliquant (1) à a = a + p, on en déduit que ap(As)(a (yS)) = 0, 

s= 1 
et par suite (Al,. . .,An-l) E kn-l ; d'où le résultat en appliquant (1) à 

a) Soient (L,a1,..., ) une extension différentielle de K, & = L, n 

et k = K, ; alors les sous k-algèbres K et & sont linéairement disjointes 

sur k : en effet, il suffit que toute famille (Xh) AeA d'éléments de & liée 

sur K soit liée sur k ; or si (X ) est liée sur K, det[xA] = 0, A. Isjin 
J j 

a 
d'où le résultat, puisque pour tout a s  IN^ - {O) , a (xA ) = O ; en particulier, 

j 
on a donc K fi & = k. 

b) Si K est algébriquement fermé dans L, alors k est algébriquement 

fermé dans & : en effet C K n & = K fi & = k. 

Lerne 2.- Soit (L,al, ..., a ) une extension différentielle de K, 
m 

& = Lc et k = Kc. 

Si L est de type fini sur K, alors & est de type fini sur k et 

d.tr(&/k) = d.tr(K(&)/~) s d.tr(L/K). 

VZrnamLtatian : K(&), sous-corps de L, est de type fini sur K, 

donc il existe z l ,  ..., z E e tels que K(&) = K(zi) ; on montre que 
P 

& = k(zi) : en effet, une base 
(X~) AeA 

de K sur k engendre K(zi) = K(&) 

sur k(zi), donc tout a c & s'écrit a = 1 ghxA/L bAxA avec gA,bA E k(z.) ; 
A 1 

A 
ainsi 1 (gA-abA)xA = O, avec gA-abA E &. K et l étant linéairement dis- 

A 



joints sur k, la famille est libre sur , donc gX-abX = O ; 

gA 
il existe X E A tel que bX # O et a = A 6 k(zi) . 

O 
O X 

O 

l = k(z.) est donc de type fini sur k, et en utilisant la dis- 
1 

jonction linéaire de K et X ,on en déduit que 

r 0.43. - Soit ( a ,  . . , a  ) une extension différentielle de K, m 

On suppose que U est universelle, au sens que pour tout sous-corps 

différentiel L de U, de type fini sur K, et pour toute extension diffé- 

rentielle de type fini F , , . . ,  de L, il existe un L-homomorphisme m 

différentiel de corps a : F -+ U. 

Soit a : K -+ U un k-homomorphisme différentiel de corps et 

Ku = o(K) ; K[KJ est un sous-anneau différentiel de U et par suite 
- 

(K(Ku) a (K(K ) . . , a m /  K(K~) ) est un sous-corps différentiel de U de corps 
u 

des constantes noté 
"0 - 

Si K(KJ = K(A ) (resp. K(Ku) = Ku(~u)) alors K C K(C) 
u (5 

(resp. K c Ku(C)) ; réciproquement, si K C K(C) , alors K(K ) c K(C) : 
(7 u 

en effet, K et C étant linéairement disjoints sur k, une base ( x ~ ) ~ ~ , ,  

de K sur k est une base de K[C] sur L ; si v E K(K ) ,  v s'écrit 
u 

v = 6 a x / 1 bXxh (aA,bA E C) et la famille ( V X ~ ~ ) ~ ~ ~  est liée sur C, 
XE A A XEA 

donc sur A (K(K ) et C sont linéairement disjoints sur nu) et par 
0 u 

suite v E K(A~) et K(K~) = K(Au). De même si K c K (C) alors 
u 

K(Ko) = Ko(Ao). 

Le k-homomorphisme différentiel de corps u est fort si 

K(Ku) = K(Au) = Ku(Au) ( <=> K c K(C) et K C Ku(C)) ; en particulier si 
o 

K = K, u est fort. 
O 



Un homomorphisme différentiel de corps a' : K -t U est une spéciali- 

sation de o s'il existe un homomorphisme différentiel d'anneaux r : K[K~ -+ U 

- 1 
tel que T soit un K-morphisme et = a' O u ; alors, en particulier, 

a' =  TI^ O a est un kmorphisme. De plus, si K c K(C), alors 
u 

a 
a' (K) = Ku, C K(C) : en effet, si 

(X~) XEA 
est une base de transcendance de 

K sur k et a c K, u(a) E K(C) , donc il existe A,, ..., X dans A, avec 
P+9 

p 3 1, tels que la famille (o(a)xX ,xX ) 1 6ssp de K[KJ c U soit liée sur 
p+t I,<t<q 

1 
C, d'où pour tout (a ,..., a p+q) E (mm) avec 1 ai 1 6 p+q- i , 

s P+t 
det [aa (u(a)xX ) ,aa (xX )] = O (lemme 1). En appliquant r à ce déter- 

S P+t 

minant, on en déduit que la famille (ol(a)xX ,xX ) est liée sur C ; 
1 <s<p 

p+t I,<t,<q 

(X~) XEA 
étant libre sur C, il existe al,...,aq,@l,..., IE C (Bi non tous 

P @P 
nuls) tels que fiso1 (a)xX - a x t X = O ,  etpar suite ul(a) eK(C) ; 

s= 1 s t=l P+t 

de la même manière, si K CKa(C) alors K C K  ,(C). On conclut ainsi : toute 
a 

spécialisation d'un k-homomorphisme différentiel fort est un k-homomorphisme 

fort. 

L Soit (L, a l  IL,. . . , amIL) un SOUS-corps différentiel de U contenant 

K,de corps des constantes L .  

L est une extension fortement normale (Ku de K (définition de 

E.R. KOLCHIN dans [KL] 5 2) si : 

* L est une extension de type fini de K 

a tout K-homomorphisme différentiel de corps de L dans U est fort 

(donc est en particulier un l-morphisme). 

Il suffit pour cela que L soit une extension de type fini de K 

telle que 1 = k et que pour tout K-homomorphisme différentiel de corps s : L -+ U, 

on ait Ls = s(L)C L(C) : en effet, si i est l'injection canonique de s 

dans L(Ls), L(Ls) est, par i O s, une extension différentielle de type fini 



de L ; il existe donc un L-homomorphisme différentiel de corps Q : L(Ls) + U 

et $(L~) = L ; si t = $ I L  alors Lt = t (L) C L(C) donc si At = D(L~)] c, 

on a L C L(Lt) = L(At) ; Q(L(L~)) = L(Lt), donc si 
t As = F(Lsjl c, on a 

$-'(A,) = nS d'où L = $-'(L~)c ~-I(L(A,)) = L,(A~))C L~(c), et s est 

donc un 1-homomorphisme fort. 

0.44. - Soit (L,al, ..., a ) une extension différentielle de K. m 

L est une extension fortement normale (BB) de K (définition de 

BIALYNICKI-BIRULA dans [BB] J 3) si : 

* L est une extension de type fini de K 

* L et K ont même corps des constantes k 

* L est une extension régulière de K (donc, en particulier, L 8K L 

est intègre et K est algébriquement fermé dans L) 

* si F est le corps des fractions de L 8 L et L le corps des K 
A A 

constantes de (F,al, ..., 3 ) ,  alors F = L(L). 
m 

L est alors de type fini sur k et d.tr(L/k) = d.tr(L/K) : 

en effet, F = Fr(L BKL) est de type fini sur L et d.tr(F/L) = d.tr(L/K) 

( m . 2 2 3  - Lemme l ) ,  donc L est de type fini sur k et d.tr(L/k) = d.tr(L(L)/L) 

(r0.44 - - Lemme 2). 

D'autre part, F est -me extension régulière de L : en effet, 

si A est une L-algèbre intègre et S = (L BK L) - {O), l'anneau F 8L A 

est canoniquement isomorphe à (L BK L @-'] BLp L(L BK A) , donc à (L BKA) [T-'] , 
K 

où T = I L  8 qA (S) 9 qui est intègre puisque L 8 A l'est. K 

On déduit donc de ( p.44 - - Lemme 1 cons. b) que k est algébriquement 

fermé dans L. 



- 
PhopohiLLon 3. - Soient (L, al , . . . , an) une extension différentielle 

de K contenue dans une extension universelle U de K, C = U c ,  l? = L, et 

k = Kc. 

Les conditions suivantes sont équivalentes : 

i) L est une extension fortement normale (BB) de K. 

ii) K est algébriquement fermé dans L et L est une extension 

fortement nornale (KL) de K. 
- 

Dans les deux cas L est une extension régulière de K, et si F 
A A 

est le corps des fractions de L BK L, (??,al, ..., am) est une extension dif- 

férentielle de type fini de L. Il existe donc un L-homomorphisme différentiel 

de corps a : F -+ U ; en particulier, x E: L, a(x 8 1) = x (F L-algèbre 

par . Soit alors le K-homomorphisme différentiel de corps 

i) => ii) 

Le composé de l'isomorphisme canonique Y : (L 8 1) 8K(1 8 L) + 
\ 

(L B 1)  8 et de la restriction de a à (L @ l)n - 8 est un K-isomor- 
/ 

phisme différentiel d'anneaux de (L @ 1) BK (1 8 L) sur a((L 8 1)p 8 g )  = L[LJ. 

Notons a : L[LJ + (L 8 1) BK (1 8 L) le K-isomorphisme réciproque. Pour tout 

K-homomorphisme différentiel de corps s : L + U, on considère le composé T 

- 1 - 1 de a, de n 1  8 (s O q2 ) et de l'homomorphisme canonique Ys : L BK Ls + U 

(L = s(L)) ; r est un L-homomorphisme différentiel d'anneaux de L[L~ 
S 

- 1 
dans U et r I L  = s O B , donc s est une spécialisation de f3 ; or, a 

B 
étant un K-isomorphisme différentiel de corps de F = (L 8 I)(l 8 L) sur L(LB), 

si h = [ L ( L ~ ~ ~  , a(L) = A et L(L ) = o(L(1)) , donc L(L ) = L(A ) ,  d'où 
B B B B B 

L 8 C  L(C). Ainsi B est fort, donc aussi S. 



ii) => i). 

6 est fort, donc l-linéaire, i.e, A E 1 a(l 8 A) = A 

= a (X8 l ) ,  d'où 1 8 X = X 8  1 et X ~ K n l = k ,  soit k = l  ; de 

- 1 - 1 
plus F = a (L(L6)) = a (L(A6)) = L(L). 

0.45. - Soit k un corps comutatif. 

Si V est une variété abstraite définie sur k ([l~a] IV § 6), V 

est un modèle d'une extension K de k, si K est k-isomorphe au corps des 

fonctions - k(V) de V sur k, i.e à l'ensemble des applications rationnelles 

définies sur k, de V dans la droite affine A ; réciproquement, étant 

donnée une extension régulière de type fini K de k, il existe (au moins) 

un modèle de K sur k ( [LaJ II § 3). 

La dimension de V sur k est le degré de transcendance de k(V) 

sur k. 
\ 

Une variété abstraite G, définie sur k, est un groupe algébrique 

défini sur k, si G est muni d'une structure de groupe telle que 

- 1 
la loi de composition interne (x,y) I+ xy (resp. l'inversion x + x  ) soit 

une application rationnelle, définie sur k, et partout définie ([La] IV § 3) 

de G x G dans G (resp. de G dans G). 

Si K est une extension de k, et G un groupe algébrique défini 

sur k, l'ensemble GK des points de G rationnels sur K (i.e dont les - 
coordonnées appartiennent à K) est un groupe algébrique défini sur K. 

Un groupe algébrique G est affine (ou linéaire) si G est une 

variété affine. 



Etant donné un groupe algébrique G, défini sur k, une variété 

abstraite V, définie sur k, est un G-espace homogène principal s'il existe 

une application rationnelle, définie sur k, partout définie, T : G x V + V, 

telle que G opère sur V, et, v,w e V, il existe un unique g E G tel 

que T(g,r) = w (v est donc un G-ensemble principal homogène au sens de 

T 
CA11 5 5 n06) .Etant donné g E G, 1 'application - g : v + T(g,v) est alors une 

application rationnelle, définie sur k, et partout définie de V dans V ; 

- 
on en déduit un k-automorphisme p : f c f O gT de k(V) . 

- 

Théahème 4 .  (KOLCHIN - LANG - BIALYNICKI - BIRULA) 
Soit L , , . . . ,  ) une extension différentielle de K, de même 

m 

corps des constantes algébriquement clos k que K. 

a) Une condition nécessaire pour que L soit une extension fortement 

normale (KL) de K est qu'il existe un groupe algébrique G défini sur k, et 

un G -espace homogène principal V, défini sur K, tels que : 
K 

* V soit un modèle de L sur K ; 

* {ilg E GK} C Gal(L/K). 

b) Si, de plus, G est connexe, cette condition est suffisante pour 

que L soit une extension fortement normale (BB) de K, et G est alors un 

modèle de L sur k. 

Et dans les deux cas, on a Gal(~1K) = {ilg E G 1 ,  qui est ainsi un K 
groupe algébrique défini sur k, de dimension d.tr(L/K). 

- 



DémonaZtation : [KL] théorème et PB] théorème I . 

Rematrque : Les démonstrations de ce théorème dans [KL] - et [BB] repo- 

sent sur l'utilisation du théorème de WEIL : étant donné une variété abstraite 

V, définie sur k, munie d'une loi normale ( [~a] IX) , il existe un unique 

groupe algébrique, défini sur k, birationnellement équivalent à V, et dont 

la loi est déduite de celle de V. 

Conaéqucnce - : Soit ( L a ,  . , a  ) une extension fortement normale 
m 

(BB) de K, de corps des constantes algébriquement clos k ; alors l'appli- 

cation qui à tout sous-groupe algébrique (connexe) H de GK associe le corps 

des invariants de {il E H) et l'application qui à tout sous-corps différentiel 

M de L, contenant K et algébriquement fermé dans L, associe le sous-groupe 

- 
{g P G ~ ~ ~ ( x )  = X, x E M} sont des bijections réciproques, qui définissent 

donc une correspondance de Galois entre l'ensemble des sous-groupes algébriques 

(connexes) de GK et l'ensemble des sous-corps différentiels de L, contenant 

K, et algébriquement fermés dans L ([BB] th. 3) ; en particulier 

(L,a,, ..., am) est une extension fortement normale (BB) de chacun de ces 

derniers ( [ ~ q  th. 2) . 



C H A P I T R E  1 

D - MODULES 

---------- 

r 1 . 7 1 .  - Soient A un anneau et E un A-module. 

O 
Pour toute application f de E dans E, on pose f = 1 

E ' 

E E Lemme 1 . -  Soient n couples (dl,dl), ...,( dn,dn) où pour tout i, 

E 
d. est une dérivation de A et d. une d.-dérivation gauche de E. 
1 1 1 

Alors a E A, x E E 

E E 
i 

1 
i 1 -i 

1 E 
1 -i 

C n 
(dl O ... O d (a))(d;) n d O ... o d  (ax) = 

1 
O . . . O (dn) 

n n (XI . 
Osil, ..., i SI  

n 

E E E E E 
d O ... O d (ax) = (dl O ... 

1 n O d n - ~  n )(dn(a)x + a d (x)) ; si on suppose la 

propriété vérifiée à l'ordre n-1, on a : 

E E i 
1 

i 1 -i 
(dl 0 ... d )(a d (x)) = 

n- 1 
dl 0 ... dn-] (a) (dl) I 

1 .  O . . .  O 
n- 1 n 

Osil,. . . ,l S I  n- 1 
E 

1 -i 

(dn- 1 n-l (d:) (x) ; 

O E O 
comme dn(a) = a et (dn) (x) = X, la propriété est vérifiée au rang n. 

COILS Eyuence~ : 

E E 
a) Soient m couples (al,al), ...,( am,am), où pour tout i, 

ai 

est une dérivation de A et E 
ai 

une d.-dérivation de E ; alors pour tout 
1 



a e N m ,  a c A , x e E ,  o n a :  

Ea E a-y 
formule de Leibnitz : (a ) (ax) = (') aY (a) (a ) (x) 

O,<Y Ca Y 

E -  E E (appliquer le lemne au cas n = la[, d = . . . = d = 3, ,dl - 
1 ... = d = a etc ...: a 

1 C1 1 
1 

b) Soient K une extension d'un corps commutatif k, et 

(di) I <i<m une famille de k-dérivations de K, libre sur K, et telle que 

m 
1 k d. soit une sous k-algèbre de Lie de Der K ; alors la famille (da) 

1 
i= l k 

adlm 

est libre sur K, et le sous K-espace vectoriel de Diff 
K/k 

engendré par (da) 

est une sous k-algèbre de DiffKIk, appelée algèbre d'opérateurs différentiels 

engendrée par 
(di) i ,<i,<m (la démonstration de ce résultat fait l'objet de 

l'annexe en fin de chapitre). 

I Soit (K, a, , .. . , am) un corps différentiel, de corps des constantes k. 

On suppose désormais que la famille (a ) est libre sur K. 
i 1sism 

m 
Corne, i ,  j, [ai, ajl = O, 1 k ai est un sous k-algèbre de Lie 

i= 1 

de Derk K ; la k-algèbre d'opérateurs différentiels engendrés par les dériva- 

tions structurales (di) I bism 
est notée DK ; un élément 6 de DK est 

- 
appelé opérateur différentiel (linéaire) sur K (définition de J. JOHNSON 

dans [JO]) ; (a") étant libre sur K, on a alors w(6) = p si et 
atmm 

seulement si 6 = aaaa et s'il existe a r Nm tel que lao/ = p et 
O 

lalsp 
a # O. En un opérateur différentiel (linéaire) d'ordre O est 
ct 
O 

de la forme 
a&' 

avec a E K - (01. 

ExmpLe : Si K est un corps cornutatif et K = k ( X , Y , Z )  , 

est un opérateur différentiel (linéaire) d'ordre 2 sur K.  



! 
- a  Lmme 2 . -  Soien t  S I -  1 a a a ,  6 2 =  T b  a B  n o n n u l s d a n s  

l a l i p  1 B I  SI 
B *K 

t e l s  que ~ ( 6 ~ )  = p  e t  ~ ( 6 ~ )  = q .  Alors  : 

a )  61 + 62 E DK e t  o ( ~ S ~ + 6 ~ )  = m a x ( p , q )  s i  p  # q .  i c max ( p ,  q) s i n o n  

b)  O 6  € O K ,  ~ ( 6 ~  O A2) = p+q e t  
2  

d 1 0 6  2  = 1 au{ 1 <:>aa(bB)a a+@-Y ). 
l a l i ~  o i y  s a  

I @ I i q  

d 'où  l e  r é s u l t a t  pu i sque  aa+'-' - - 
O a B  ; de p l u s  ~ ( 6 ~  O 62) 6  p  + q  

m 
e t  il e x i s t e  a  

O , B O  
E R  t e l s  que laol = p ,  a  O ,  I B O /  = q ,  b # 0 ,  

O Bo 
donc lao + B o l  = p+q e t  a  b  # O ; d 'où  ~ ( 6 ~  O 62) = p+q. a a  

O @O 

Canbéquence : DK e s t  une sous  k-a lgèbre  de  D i f f  
K/k 

s a n s  d i v i s e u r s  

de z é r o  : en  e f f e t ,  s i  6 1  e t  62 s o n t  non n u l s ,  ~ ( 6 ~  O 62) = u ( 6 , ) +  (62)  # - , 

s o i t  6 1  O 62 # 0 .  

7 . 1 2 .  - S o i t  (K,a) un c o r p s  d i f f é r e n t i e l  o r d i n a i r e .  

- Lemme 3 .  - " D i v b i u n  eu&&ennel'. 
n  m i 

S o i e n t  I l =  1 a . a  e t  6 =  a.2' dans DK t e l s q u e  
1 

i = O  j  =O J 



h O $ m = w(6) < n = w(D). Alors il existe un unique couple (B,@) d'éléments 

de IlK tels que D = B O 6 + B et w(B) < m. 

DCimonn&don : EXISTENCE ------ --- : récurrence sur n : si n = O, alors 

a 
O m =  O D = (a ) 6 = et D = (-Ie0 6 . Supposons que pour tout couple 

O 0' a 
O 

d'opérateurs différentiels d'ordresrespectifs p s n-1 et m, O s m 4- p, 
a 
n 

la propriété soit vérifiée ;alors, si m = n, on a trivialement D = (-) O 6 + L 

a m n-m 
n 1 < 1 (n")ai(aj)anatj-i n = - 1 = a a + D l ,  avec w(D ) < n-1. D'où 

n 1 
a j=O i=O m 

a 
- - - ana O 6 + D2, avec w(D ) s n-1 ; 

2 

alors, ou bien w(D2) < m et la propriété est vérifiée, ou bien 

p = w(D2) > m et, par hypothèse de récurrence, il existe (BI,@,) tel que 

D2 = BI O 6 + B 1  avec ~ ( 6 ~ )  < m. Il reste alors à poser 

UNICITE ------- : S'il sxiste un deuxième cou2le (B1,B') tel que 

D = B 1  O 6 + B q  et CO(~')< m, alors (B-B') O 6 = B' - B .  Si B - B '  $ 0 ,  

on aurait w(B' - 6) i max(w(B1),w(B)) < m = w(6) ,< w((B-B') O 6) : impossible ; 

donc B =  B' et B =  8'. . 
Connéquence : Tout idéal 1 de DK est principal ; en particulier, 

il existe un unique opérateur différentiel DI qui engendre 1 et qui soit 
- 

unitaire. 



1.13.- Soit ( K a ,  . , a  ) un corps différentiel de corps des m 

constantes k. 

n 
Pourtout n î R ,  onpose D n = D  nDiff (K,K) = {6cDKlw(6) s n )  ; 

K K - ~ / k  

P+q pour tout p,q, on a 27; 0 0: c DK , donc DK est une k-algèbre filtrée 

par la suite croissante ('K) neiN 

Remanque : En fait, avec les notations de l'annexe en fin de ce chapi- 

tre, on sait directement que = Q(K # U) est une k-algèbre filtrée par la K 

suite des DK = L?(K 8 U ) . 
k n 

Soit gr(DK) la k-algèbre graduée associée à la filtration 

('3 n, ; pour tout n E iN, on note f la surjection canonique de n DR 
C1 sur grn(DK). Pourtout 6 = 1 a a a ,  6 = lbsaB dans I l  telsque 

1 2 K 
lulip I~lis 

1 BI=q 
carpour la1 < p ,  1 0 1  < q  ou y > O ,  

a D P + ~ - I  = Ker f 
K 

; Qn en déduit que est commutatif. 
P+9 

De plus les quotients grn(DK) et gr(DK) = @ grn(DK) sont des K-espaces 
n a  

vectoriels de loi externe : (a,fp(6)) w 
fp(ae 

O 6) = fo(ae) x f (6) . 
P 

gr(DK) étant comnutatif, l'homomorphisme d'anneaux a fo(a$ 

munit alors gr (OK) d'une structure de K-algèbre. 

Soit TK le sous K-espace vectoriel de D1 de base 
- K 

(ai) isism ; de la restriction de f, à TK , on déduit un homomorphisme de 



K-algèbres graduées - g : SymK(TK) + gr(VK) tel que g O $' = f . (3 '  étant 

1 ' inj ect ion canoni-que de TK dans Sy%(TK)). 

C Lemme 4 . -  g est un isomorphisme de K-algèbres de SyrnK(TK) sur 

gr(DK) . 

Démonn;Dtdon : 

Tout élément de gr(DK) est une somme de f (A), avec 
P 

= g( 1 aa[ql (a)Ia), d'où g est surjectif. D'autre part, la famille 
laI=p 

(£1 (ai)) Isism est algébriquement libre sur K : en effet, si 

1 fo [(aa)J x [fl(a)Ia = O (a  E K), pour tout q p, on a a 
la1 i~ 

d'où a = O  pour tout a, car sinon w (  aaaa) = q .  
a 

lal=q 

SymK(TK) étant engendrée, en tant que K-algèbre, par la famille 

on en déduit que g est injectif. 

II Coméquence : DK est un anneau noéthérien (à  gauche), sans diviseur 

de zéro, donc admet un corps des fractions (à gauche), dont les élements sont 

appelés opérateurs pseudo-différentiels sur K (cf. E0.35-j lemme 3 cons. b). 

7.27. - Soient K une extension d'un corps commutatif k, (d ) 
i lsisrn m 

une famille de k-dérivations de K, libre sur K, telle que 1 k.di soit 
i= 1 

L une sous k-algèbre de Lie de Der K. 
k 



On note - la k-algèbre d'opérateurs différentiels engendrée par 

(di) 1 <i<m i.e. la sous (k-K)-algèbre de Diff 
K/k 

de base (da) 
c r ~ m  

( CI .l , lemme 1 ,  conséquence b) . 

Théokème 7.- Soit E un K-espace vectoriel. 

Les conditions suivantes sont équivalentes : 

i) E est muni d'une structure de D-module prolongeant sa structure de K- 

espace vectoriel ; 

E m 
ii) Il existe une application K-linéaire d t+ d qui à tout d 1 K di 

i= 1 
associe une d-dérivation gauche d E  de E, telle que, 

Et dans ces conditions, le Û-module E a pour loi externe : 

Démo~na2a;tion : i) => ii) : 

Soit (6,x) t+ 6.x l'opération externe de D sur E ; alors, 
m 

d E K di, l'application dE : x u d .x est une d-dérivation gauche 
i= l 

E 
de E, car, v a  r K, x E E, on a d (ax) = d.(a .x) = (@,al  + a 

L 
E 

= d(a)x + a d (x) ; 

le reste est immédiat. 

ii)=> i): 

E 
Pour tout a E 8 on pose (da) = (dE)a ; on va montrer, par 

n 
récurrence sur n, que, étant donné , , X n  c , , on a 

E E E 
(dXl O ... O d ) = d O ... O d ; on suppose que cette propriété est 

An 1 'n 

vraie pour n-1, et qu'elle est vérifiée pour la suite (x~,...,x~+~,A~,...,x~) : 
m 

il existe (u.) c km tel que 1 = ujdj, donc 3 
1 J =  1 

m 



et par suite, 

E E E E m 
- o. ..O dE O d 

E 
- d A l  o...od car [dh,dA = u.d.) ; 

A. 
1 'i+ 1 n i i+l J = I  J J A 

corne, par définition, la propriété est vérifiée par la suite obtenue en ran- 

geant AI, ..., A dans l'ordre croissant, on en déduit qu'elle est vraie pour 
n 

(AI, ..., An) ; on définit alors l'opération externe 

a 
(6 = aad ,x) w 6.; = 1 a (dE)~(x) ; on a en particulier, 

lalsp lal:p 

E O 
a F K, ae.x = a(d ) (x) = ax ; de plus, pour tout = 1 a da, 

lalsp 
B 6 2 =  1 b B d ,  o n a  

1~1:s 

(6]06~) .X = 1 aa( 1 (a)dY(bB) (da-Y 0 dB)E) (x) 
a, €3 O<yw Y 

= 61.(62.~) ; le reste est immédiat. . 
Rematrque : Etant donné un sous K-espace vectoriel T de Der K, 

k 

un K-espace vectoriel E est un T-module (Définition de J. MANIN dans 

[~a] § 1) si T opère sur E de façon que, 'VI d c T, 1 'application 

dE : x H- d .x soit une d-dérivation gauche de E, et que 1 'application 

E 
di+ d soit K-linéaire ; cette application est appelée loi de dérivation 

sur E (cette définition généralise celle de H. OSEKI dans /Os] § 5 ; - 
voir aussi CKZ] 1 .2). 

m 
Si de plus, 

(di) I <i:m est une base de T sur K, et si k di  
i= l 



E est une sous k-algèbre de Lie de Der K, une connexion d d sur E est 
k 

E E 
dite à courbure nulle si Cd. ,d.] = [di,d.lE, i ,  j ; le théorème 1 peut alors 

1 J  J ‘ 

s'énoncer : un D-module est un T-module dont la loi de dérivation est à courbure 
m 

nuiie (T = 1 K di). 
i= 1 

a) Soit E un D-module. Une partie E' de E est un sous 0-module 

de E si et seulement si E' est un sous K-espace vectoriel de E tel que 

E 
~.(E')c E', v i : en effet, dans ce dernier cas, E 

di 1 El est une d. -dérivation 1  1 

gauche de E'. 

b) Soient E et E' deux D-modules. Une application $ : E + F 

est D-linéaire si et seulement si $ est K-linéaire et si, i, on a 

E F $ O di = d. O 4 : en effet, dans ce dernier cas, on vérifie que 
1 

$ O (dE)a = (dFla 0 3, par récurrence E 
d. 

E 
1 

sur 1 a l .  > E 

1 . 2 2 .  - NOXQ : On limite désormais l'étude des D-modules, au cas 

suivant : (K, a,, . . . ,am) est un corps différentiel de corps des constantes k, 

et 2) = DK E. 1 2 3  ; cependant, le lecteur pourra vérifier que les définitions 

et propriétés de ce chapitre s'étendent sans difficulté aux D-modules en 

général. - 

C Soit (K,al, ..., a ) un corps différentiel de corps des constantes k. m 

Théofi2rne 7 b d . -  Soit E un K-espace vectoriel. 

Les conditions suivantes sont équivalentes : 

i) E est muni d'une structure de pK-module prolongeant sa structure de K- 

espace vectoriel. 



i 
ii) pour tout i, il existe une a.-dérivation gauche aE de E telle que 

1 1 - 
E E 

[ai,a.] = O  Vi,Vj. 
J 

Dans ces conditions, le D -module E a pour loi externe : K 

a 
( 1 aaa ,XI +--+ 1 aa(aE)a(X). 
la1 SP lalsp 

Exempta : 

a) K est un DK-module de dérivationsgauchs ai ; 

b) Pour tout ensemble A, KA est un -module de dérivations DK 
gauches de structure : - (ai(fX))XEA 3 en particulier, K ( A) 

( f  X) AEA 
A est un sous D -module de K . 

K 

c) Pour tout k-espace vectoriel V, K @ V est un module de k DK 

dérivations gauches de structure : a f3 x » ai(a) D x, et si 
)h.n 

est une base de V sur k, le K-isomorphisme canonique : 

1 @ I+ a .  de K OkV sur est pK-linéaire. 
XeA XeA 

PrroponiLion 2. - 

a) Soient E et F deux D -modules ; alors E €3 F est un D - K K K 
4 -  E F module de dérivations gauches de structure ai 

- a i  k3 I F +  1 Q ai. E 

b) Soient u : E -+ Et, v : F -+ F' deux applications Z) -linéaires, K 

alors u D v est une application D -linéaire de E gK F dans E' QK F'. - K 

Démonn~atian : 

a)Pour tout a E: K, x 63 y e E  QK F, on a 

par linéarité, a! a .-dérivation gauche de E BK F ; de plus : 
1 1  



C O ~ ~ Q U ~ ~ M C ~  : Soient (L,a1,..., ) une extension différentielle 
m 

de K, et E un DK-module ; alors L 8 E est un -module de dérivations K L 
8 E 

gauches de structure a. = a. 8 1 + 1 8 ai : en effet, L étant un D -module 
1 1 E L K 

de dérivations gauches de structure ai, le L-espace vectoriel L 8 E sa- K 

tisfait à la condition ii) du théorème 1 bis. 

Etant donnée une application D -linéaire u : E -t F, 1 8 u est K L 

alors une application D -linéaire de L 8 E dans L QK F. 
L K 

C Phopob&ion 3.- Soient k un sous-corps différentiel de K 
O 

et E,F deux -modules. 
OK 

a) Ho% (E,F) est un DK-module de dérivations gauches de structure 
O 

H F E aH où ai(£) = ai 0 f - f 0 ai pour tout f E HO% (E,F) ; 1 - O 

b) v n ~ N ,  ~ i f f ~  (E,F) est un sous DK-module de Homk (E,F) ; 
K/ko O 

c) Derk (K,E) est un sous 
1 

DK-module de Difklk (K,E) . 
O O 

DEmonnfiaLLon : 

a) pour tout f E HO% (E,F), x E E -  a E ko, on a : 
O 

car ai(a) E ko ; donc aH est bien k -linéaire ; de plus, a c K, on a 
1 O 

H E H 
ai(af)(x) = ai(a)f(x) + a a: O f(x) - (a£) O ai(x) = (ai(a)f + aai(f))(x) 

H 
d'où ai est une a.-dérivation gauche de 

1 HO% (E,F). Enfin, Yi, vj 
O 

b) +di, ai est une dérivation de K et 
E F 
ai (resp. a.) une a~rdéri- 

1 1 

vation gauche de E (resp. de F) , donc d'après (l0.34 lenme 2), pour tout 



C) d'après la conséquence a) du lemme 2 de @. 333 , si u IE Derk (K,E) 
-- O 
H 

alors a. (u) E Derk (K,E) . 
1 

O 

Coméquenc~ : 

a) 4 : E + F est D -linéaire si et seulement si, on a, dans 
K 

Hom (E,F), a:($) = O, Yi. 
K 

* 
b) le dual - E = HomK(E,K) de E est un module de dérivations K 
* ?# * 

gauches ai 
où ai(f) = a. 0 f - f 0 a i  , t l r  c E . 

- 1 

P h o p o b ~ o n  4 .  - 

Soient E et F deux D -modules. 
K .  * * 

a) si J) : E + F est D -linéaire, alors sa transposée t~p : F + E K 

est D -linéaire. 
K 

** 
b) le K-homomorphisme canonique 0 : E + E est D -linéaire. K 

?# 
a) pour tout f E F , on a, Yi, 

* ** 
b) pour tout f E E , x E, <f,e(x)> = f(x), et si on note ai les 

dérivations gauches de structure de E**, on a, W, 
** * E E <f,ai (e(x))> = <f,ai O e(x) - e(x)oai> = ai(f(x))-(aiof-foa.>(x) 1 = <f,e(ai(x))>, 

** E 
soit ai O e = e O ai. 



Soit k un sous-corps différentiel de K. 
O 

Une (ko,K)-algèbre A, muni d'une structure de module telle que 

les dérivations gauches de structure A soient des dérivations de A, est ai 

appelée (k ,K)-algèbre différentielle. Si ko = K, on dit simplement K-algèbre 
-0 

différentielle. 

E x e m p t a  : 

a) Diff 
K/ko 

est une (ko,K)-algèbre différentielle de dérivations 

'L 
de structure 

ai 
où Z(U) = pi,u] , V u e  Diff 

K/ko 
: en effet, d'après 

- 1 

la proposition 3, la k -algèbre Diff 
K/ko 

est un -module de dérivations 
O D~ 
'L 

gauches de structure ai ; et Vu,v r Diff 
K/ko ' on a 

'L 
bi,uoa = [ai,uI] O v + u O [ai,d , i.e. a. est une dérivation de Diff 

1 K/ko ' 

A b) Une extension d'anneaux différentiels (A, a:, . . . , am) de K 

est une K-algèbre différentielle, car, Yi, a* est trivialement une ai- 
1 

A A dérivation gauche de A et [ai,aj] = O ; la réciproque est évidente. 

c) Si A est une (ko,K)-algèbre différentielle, de dérivations de 

structure ai, A alors ACS-I] est une (ko,K)-algèbre différentielle de déri- 
- - 

vations de structure A A est une dérivation ai ( [0 .4g  exemple b) : en effet, ai 

de la (ko;K)-algèbre AB-9 , telle que, a c K, 5 E A[s-~ 
- 
A A 

s 
- sa. (aa) - aaa. (s) - - 
A a 1 a A P A a. (a -)= = a. ( 1  - + a - ,  i .e. a. est une a. -déri- 
1 2 1 1 1 

S s s S 

A A A A 
vation gauche de AIÇ-5 , et i ,  [ai, a .] = [a. ,a .] = O. 

J 1 3  

1.24. - Soit ( L a ,  a ) une extension différentielle de K, 
m 

e = ~ = ,  k = ~ .  
C 

L 8 L est une L-algèbre différentielle de dérivati-ons de structure 
K 

8 8 
3; : en effet, (L $ L,al,. . . ,arn) est une extension d'anneaux différentiels 
de L ( [O .41] exemple c)) . 



P&opoh**ion 5.- ClLIK est un DL-module de dérivations gauches de 

R 
structure a? 1 où ai(l aXdLIK(xX) = x{ ai (aX)dLIR(xX) + ahdL/K( ai ) } - X X 
pour tout L aXdLIK(xX) L fi L/K J3.343. 

X 

Démonh~aLLon : 

8 
Pour tout i, a Q b E L BK L, a. O m(a8b) = m O a.(aQb), d'où 

1 1 

Q 
vz P 1 = Ker m, m{ai(z)} = O, et 1 est un sous DL-module de L eK L ; 

8 2 2 
8; étant une dérivation de L BK L, on a ai(I ) c I , i.e. I~ est un 

- 
sous DL-module de 1. Si pour tout z E 1, on note z la classe de z 

2 
modulo 1 , fiLlK = 1 / 1 ~  est donc un DL-module quotient de loi-externe 

- - 
(6,z) i-t 6.z ; les dérivations gauches de structure de 'L IK 

sont alors 

R Q 
telles que ai(z) = ai("); or 1 aXdLIK (xX) = 1 (a X 8 x X - aXxX Q 1 )  , et 

A X 

on en déduit que : 

Connéquenca : 

a) Pour tout DL-module E, le L-isomorphisme IDL /K : ft+f o d  L/K 

de HomL(RLIK,E) sur DerK(L,E) est alors DL-linéaire : en effet, pour tout i, 

R H 
f E HOmL(RLIK, E) on a ~;/~(aY(f)) = a: O f O d L/K - £ a. 1 O d L/K = ai(£ 0 dLIK) 

R 
car ai O dLIK = dLIK O ai. 

b) Si L est de type fini sur K, fiLlK est canoniquement DL -isomor- 

phe au dual de DerKL : en effet, le composé du DL-isomorphisme canonique de 

R sur son bidual et du 0 -isomorphisme de la transposée de L (propo- 
L/K 

% 
sition 4) est un D -isomorphisme de L 'L /K 

sur (DerKL) . 



r 1 - 3 1 .  - Soient (K,al, ..., a ) un corps différentiel de corps des m 

Lconstantes k et E,F deux -modules. 

E 
Pour tout i, a .  est un k-endomorphisme de E ; 

1 
m E 

c(E) = Ker ai est donc un S,OUS k-espace vectoriel de E. - 
i= 1 

Exempta : 

a) K étant un DK-module de dérivations de structure a,, ..., 
m 

am , 
on a c(K) = A Ker ai = k ; plus généralement pour toute K-algèbre diffé- 

i= 1 
rentielle A, c(A) = Ac est une k-algèbre, appelée algèbre des constantes 

H 
b) E HomK(E,F) est D -linéaire si et seulement si ai($) = 0, K 

Yi, donc c (Hom (E,F)) = HomD (E ,F) . 
K K 

Pour toute application 6' -linéaire f : E -+ F, la restriction c(f) 
K 

de f à c(E) est une application k-linéaire à valeurs dans c(F) : en effet, 

La double correspondance E » c(E), f i+ c ( f )  définit un foncteur 

covariant additif de la catégorie des -modules dans celle des k-espaces OK 
vectoriels, appelé foncteur constante, et noté c(.). 

P/ropoa&ion 1 . - 
Le morphisme fonctoriel $ : c(.) -+ HO? (K, .) défini, pour tout 

K 
VK-module E, par dE : c(E) + H o 9  (K,E), et dE(x).a = ax, x E c(E), a E K, 

K 
est un isomorphisme, d'isomorphisme réciproque, le morphisme fonctoriel 

Y : H o 9  (K..) + c(.) défini par Y (u) = u(l), vu  r Ho? (K,E). 
K 

E 
K 

Dérnonnakatian : 

Pour tout VK-module E, le K-isomorphisme o : E + HomK(K,E) 
E 



tel que a (x).a = ax, bl x E c(E) et a c K, est: D -linéaire : en effet, 
E K 

H E E 
pour tout i, on a a. O o (x) .a = a .  (ax) - a. (a)x = aa . (x) . 

1 E 1 1 1 

- 1 QE = c(uE) : c(E) -+ Ho? (K,E) est donc un k-isomorphisme et yE = 
K 

est donc le k-isomorphisme réciproque de 
dE. 

De plus, pour toute application D -1inOaire f : E + F on a le d.c. : 
K 

(El 
dE 

+ Ho? (K,E) en effet, O( x E c(E), a E K ,  
I i K 

(?,oc(£) .x = af (x) = £OB (x) .a = £(ax) ; E 

c (FI 
@F 

On a de même le d.c. : Ho? (K,E) 
y~ 

+ c(E) 
K 

en effet, v u  E: Hom (K,E), 
D~ IHomDK(K,f) Ici" 

c(f) O YE(u) = f 0 u(l) = yF[f 0 4 ; 
Ho% (K,F) 

y~ - c(F) 
K 

et Y sont donc deux isomorphismes fonctoriels réciproques. 

Coméquence : Le foncteur c ( . )  est exact à gauche, commute aux limites 

projectives, et en particulier, aux produits directs, et aux sommes directes finies. 

C 1.32. - On note CV le D -module K 8 V de loi externe - K k 

(6,aBx) t+ 6(a)8x ( k  .24 exemple c) ; si f est une application k-linëaire 

de V dans V', le K-homomorphisme canonii,e Cf = 1 8 f : CV + CV' est - K 

La double correspondance V » CV et f I-+ Cf définit un foncteur 

covariant additif de la catégorie des k-espaces vectoriels dans celle des - 
"K 

modules, appelé foncteur sigma, et noté - 1. 



Phopoh*tion 2.-  Le morphisme vectoriel - O : HO?~(Z,.) -+ HO%(.,C(.)), 

défini, pour tout k-espace V et D -module E, par K 
v 
OE : Ho%~(CV,E) + Homk(V,c(E)) et, pour tout u E H o 3  (LV,E), x E V, 

K v OE(u).x = u(It3x) est un isomorphisme, i.e. le foncteur L est adjoint à gauche 

au foncteur c(.). - 
D é m o n n ~ o n  : 

Pour rout k-espace vectoriel V et DK-module E, l'application 

(3 : HomD (K gk V,E) -+ Ho% (V,Ho3 (K,E)) telle que (B(u)x)(a) = u(a8x) 
K K 

vu E H o 3  (K Bk V,E), x o V, a t K, est bijective. '+'E 
étant un k-isomorphisme 

K 

de H o 3  (K,E) sur c(E) (proposition l), l'application Ho%(V,YE) : 
K 

Homk(V,HomD (K,E)) ? Ho%(V,c(E)) est aussi bijective. 
K 

est un k-isomorphisme ; de plus, pour toute application linéaire f : V + V' 

v v ' 
en effet, u' r Ho%~(LV',E), x E V, OE(uau~f).x = u1(l@£(x)) = (0 E (ul)of) .x ; 

de même, pour toute application D -linéaire g : E + F , on a le d.c. : 
K 



v v 
car OF(gou).x = gou(l8x) = c(g) O OE(u).x ; O est donc un isomorphisme fonc- 

toriel. # 

a) le foncteur C est exact à droite, commute aux limites inductives, 

et en particulier aux sommes directes. 

b) Pour tout k-espace vectoriel V, l'application cP : V -+ c(CV) 
- 

définie par @(x) = I@x, pour tout x e V, est un k-isomorphisme : en effet, 

v 
@ = O (1 ) est une application k-linéaire, trivialement injective; de plus si CV CV 

(X~) X ~ A  est une base de V sur k, pour tout x = ah 8 xA ç c ( z V )  

Q 
A€lt 

(aA 5 K), on a, i ,  O = a.(x) = ai(aX)(l@xX), d'où h e A, ai(ah) = O, 
1 

Xe A 
et a c k ; par suite x = @ (  1 aAxh), et @ est surjectif. A Xe A 

c) le foncteur C est pleinement fidèle, i.e. pour tous k-espaces 

vectoriels V et V', l'application canonique T : g » Cg est une bijection 

de Homk(V,V1) sur Ho% (CV,LV') : en effet, du k-isomorphisme 0 : V' -+c(Lv') 
K 

on déduit la bijection Ho%(V,@) : ~orn~(V,V') + Homk(V,c(CV1)). D'autre Part, 

v -1 
la bijection (OLVl) : Ho%(V, (LV,LV1) est telle que 

v - 1  
(OLVl) (v).(aBx) = av(x),'da Q x r LV ; comme, pour tout u E Hoq(V,V1), 

est une bijection. 

1.33. - Soit E un -module. DK 

E 
Soit x E: c(E) ; pour tout a E K, on a, Yi, a.(ax) = a.(a)x, 

1 1 

E puisque ai(x) = O. Ainsi K.x est un sous DK-module de E. 

Lemme 3.- Si ( x ~ ) ~ ~ ~  est une famille libre sur k d'éléments de 

c(E) , alors elle est libre sur K. 

Démonnhation : Supposons (Xh) AeA 
liée sur K, et soit (x ,..., xA ) 

A 1 P 



une famille minimale telle qu'il existe a2,. . . ,a E K tels que 
P 

x + a x  + ... + a x  = O  ; alors, i ,  ai(a)x + ... + ai(a)xh = 0 ,  
1 X2 X~ A2 P 

donc, nécessairement, vj , ai (a .) = O et a E k. a 
J j 

Connéquenca : 

a) Le K-homomorphisme canonique Y : K gkc(E) -+ E défini par 

Y(a8x) = ax est un DK-morphisme injectif : en effet, Yi, a@x e K Kk c(E) 

8 
Y O a. (a8x) = a. (a)x = a. o Y(a8x) ; et si (xAlAEh est une base de c(E) sur 

1 1 1 

k, la famille 
(X~) h s ~  = (y( 18~~) 

est libre sur K, donc Y est in- 

jectif. 

Pour E = L, on retrouve, enparticulier, que le K-homomorphisme 

canonique de K Bk 1 dans L est injectif, i.e les SOUS k-algèbres K et l 

de L sont linéairement disjointes (voir b.427 lemme 1 cons. a) ; 

b) & = Y(K 8 c(E) est donc un sous D module de E, et toute 
k K 

base de c (E) sur k est une base de E~ sur K ; 

c) En particulier, si E est de dimension finie sur K, alors 

t c(E) est de dimension finie sur k et dirnkc(E) = di E s di E (formule "K "K 
des dimensions) . 

r 1.4 1 .  - Soit K ,  a,, . . . , a )  un c9t-p~ différentiel de corps des 

L constantes k. 

Un module E est dit trivial s'il existe un k-espace vectoriel K 

V tel que E soit DK-isomorphe à TV = K V. 

Exempta : 

a) pour tout ensemble A, le D -module K 
K (" est trivial : 



(A) en ef £et, d'après ( [l .22] exemples b et c ) est DK-isomorphe à K Bk k , 

b) Si Ei(i E 1) sont des DK-modules triviaux, alors B E. est 
1 i ~ 1  

un DK-module trivial : en effet, si Ei est DK--isomorphe à K Ok Vi, B E. 1 

i ~ 1  
est vK-isomorphe à K Bk ( @ Vi). 

~ E I  

- 
PhopoaiXion 1 .- Soit E un D -module. K 

Les conditions suivantes sont équivalentes : 

i) E est un DK-module trivial ; 

ii) L'homomorphisme canonique Y : K gk c(E) + E est un DK-isomorphisme ; 

t 
iii) E = E ; 

iv) Toute base de c(E) sur k est une base de E sur K ; 

v) Il existe un ensemble A tel que E soit (A) DK-isomorphe à K . - 

Dérnoma%~ti.crn : 

i) => ii) : Y est un D -homomorphisme injectif ; de plus, il existe K 

un k-espace vectoriel V et un DK-isomorphisme u : K Bk V -+ E ; si ien 

est une base de V sur k, et si onpose x = u(lBxX), on a,ffi, X 
E 
ai(xX) = u(a.(l) B x ) = O, donc (xX) est une base de E sur K telle que 

1 X 

x E c(E), h O A ; tout 1 ahxh c E est donc égal à l y ( 1  aA@xA), et Y 
X A X 

est surjectif ; 

ii) => iii) évident. 

t 
iii) => iv) toute base de c(E) sur k est une base de E = E 

sur K ( .3FJ conséquence b) ; 

iv) => ii) évident. 

v) => i) est trivial et donc aussi E. 

a) pour tout DK-module E, E~ est un DK-module trivial, puisque 

DK-isomorphe à Lc(E) ; 



Il b) le foncteur C est un foncteur d'équivalence entre la catégorie 

II des k-espaces vectoriels et la catégorie D -triv des -modules triviaux : K "K 

en effet, le foncteur C est pleinement fidèle, et essentiellement surjectif, 

puisque tout -module trivial est D~ pK-isomorphe à l'image par c du k-espace 

c(E) ; de plus la restriction du foncteur c(.) à D -triv est un quasi- K 

inverse de C : en effet, pour tout k-espace vectoriel V, on a un k-isomor- 

phisme @ : V -t ~(cV) et pour toute application k-linéaire f : V + V' le d.c. 

car, x 6 V, c(Cf) O @(x) = 1 8 f(x) = @ O f(x) ; le foncteur c(.)C est 

donc isomorphe au foncteur identité de la catégorie des k-espaces vectoriels ; 

de même, pour tout DKlnodule trivial E, on a un pK-isomorphisme Y : 

Cc(E) a E et pour toute application D -linéaire g : E a F le d.c. : K 

car, pour tout a 8 x E C c(E), goY(a8x) = g(ax) = ag(x) = Y O Cc(g) ; 

le foncteur Cc(.) est donc isomorphe au foncteur identité de la catégorie 

DK-triv . 

c) La restriction du foncteur c(.) à D -triv, étant quasi-inversible, 
K 

est un épifoncteur (pg III, prop. 1 )  exact à gauche, donc un foncteur exact 

([PJ] IX th. 5). 



C 7.42. - Un module F est simple si F # ( 0 )  et si les seuls sous- 

modulesde F sont (0) et F. 

Un module E est semi-simple si E est une somme de modules simples ; 

E est alors une somme directe de modules simples, et tout sous-module de E 

est facteur direct. 

r Soit E un D module. K 

Pour tout x c c(E), Kx est un sous-D module de E, évidemment K 

simple ; si E est un DKmodule trivial, E est alors un -module semi- D~ 
simple : en effet, si 

(X~) XEA 
est une base de c(E) sur k, c'est une 

base de E sur K (proposition 1) et E = %3 KxX. 
AcA 

- 
Théonème 2.- Soit E un DK-module trivial. 

Pour tout sous DK-module F de E, F et E/F sont des DK-modules 

triviaux. 
- 

DérnoizbZtation : Soit ( x ~ ) ~ ~ ~  une base de c(E) sur k ; on a 

E = fB KxX, avec KxX DK-module simple ; d'après (b V I I ~  9 3, prop. 8) 
XE A 

il existe alors une partie J de A telle que F soit D -isomorphe à B KxX ; 
K 

XEJ 
comme pour tout XEA, KxX est trivial, il en est de même de @ KxX, et par 

XeJ 
suite, de F. D'autre part, F étant facteur direct de E, E/F, DK-isomorphe 

à tout supplémentaire de P, est JK-isomorphe à @ KxX ; on en déduit, 
XEA-J 

comme précédemment, que E/F est un -module trivial.. 
OK 

a) pour toute suite exacte de modules 

si E est trivial, alors E', DK-isomorphe à Im u C  E, et Et', VK-isomorphe 

à E/Im u, sont triviaux, et d'après la conséquence d) de la proposition 1, 



la suite de k-espaces vectoriels 

0 -+ c(E1) C(U' c(E) I C(~") t 0 

est exacte ; 

b) pour tout DK-module E et tout sous module F de E, F 
"K 

est trivial si et seulement si F C E ~ .  

C 1.43. - Soit E un D -module, de dimension finie sur K. K 

D'après la proposition 1, E est un -module trivial si et seulement "K 

si il existe un ensemble A tel que E soit DK-isomorphe à donc si 

et seulement si E est DK-isomorphe à Kn, où n = di . "kE 

D'autre part, on a di c(E) = di E 6 ditE ; E est un 27 -module "k m~ K 

trivial si et seulement si E = E ~ ,  donc si et seulement si di% c(E) = di?E. 

Si E est un DK-module de dimension finie sur K, comme toute suite 

de composition du DK-module E est formée d e  sous-K-espaces vectoriels 

de E, la longueur du DK-module E est finie et lon9 (E) ( dimKE. 
K 

Si, de plus, E est trivial, et si est une base de 
n 

c(E) sur k, alors, cowe E = O Kx.  et, i ,  Kxi est un DK-module simple, 
1 

j i=l 
les sous DK-modules E = B Kxi (1 ( j 6 n) forment une suite de Jordan- 

j i=l 
~older de E, et long (E) = di%E. 

Soit A un anneau ; un A-module E est indécomposable 

si E = F O G entraîne F = E ou G = E ; une décomposition de Remak de E 

est la donnée de sous-A-modules indécomposables et non nuls El, ..., E de E 
n n 

tels que E = B E. . On montre (théorème de KRULL-REMAK-SCHMIDT - V I I ~  § 2 
1 

i= l 
th. 1-) que tout A-module E de longueur finie admet une décomposition de 



n m 
Remak, et que, si E = @ E. et E = @ E! sont deux telles décompositions, 

1 1 i= 1 i= 1 

alors n = m, et quitte à réordonner les indices, E. est isomorphe à E: v i  . 
1 1 '  

Un D -module E, de dimension finie sur K ,  étant de longueur finie, 
K 

admet donc une décomposition de Remak, unique à isomorphisme près ; en particu- 

lier, si E est trivial, et si 
(Xi) 1 iiin 

est une base de c(E) sur k, 
n 

E = 8 Kx. est une décomposition de Remak de E. 
1 i= 1 

Phopodi.tion 3.- Soit E un -module de dimension finie sur K. OK 
Les conditions suivantes sont équivalentes 

i) E est un D -module trivial ; 
K 

ii) E* est un DK module trivial. 

Dans ces conditions, l'application a : u -+ 
LI 1 c(E) est un k-iso- 

morphisme de c(E*) sur (c(E))*. - 
Démonn~akion : 

i) => ii) : il existe un DK-isomorphisme : E -+ Kn, où 

n=dimKE ; t~ est doncun DK-isomorphisme de (Kn) * sur E* ( Cl. 21 , 
* 

prop. 4) ; or si (ei) est la base duale de (ei), base canonique de Kn, 
- * * * * KL1 

on a, pour tout a = Ca.e. E K ~ ,  i ,  , <a, a. (e.)> = <a,a.oe - e O a. > = 
1 1  1~ l j  j 1 

* * 
ai(a,) - a.(a.) = O d'où e E c((Kn)*) i.e. (Kn)* trivia1,donc aussi E . 

J ' - J  j 

* 
ii) => i) : E étant trivial, il en est de même de (E*)*, et 

donc aussi de E qui lui est ilK-isoniorphe ([l .d prop. 4) . 
* * E 

Si u e c (E  ) ,  x s c(E), on a, i ,  a. O u(x) = (3.0~ + uoa.)(x) = O 
1 1 1 

* E 
car a . 0 ~  = O et ai(x) = 0, donc 

1 
E (c(E))* ; a est k-linéaire 

?& ?k 
et corne, E et E* étant triviaux, on a di c(E ) = dimKE = dimKE = dimkc(E) =% 

* ?k 
= dimk(c(E)) , il reste à montrer que u est injectif ; or si u E c(E ) est 

tel que u /  c(~) = 0, pour toute base (x.) de c(E) sur k, u(x.) = O, Yj, 
J J 



et (x.) étant aussi une base de E sur K, u = 0. 
J 

R~mCLhque : Si E est un -module trivial de dimension infinie sur 

K, E* n'est pas forcément trivial ; ainsi, si A est un ensemble infini, et K 

de dimension infinie sur k, K(~) est un D -module trivial mais le K 
DK-modul e 

A (K'AI)* n'est pas trivial : en effet, K' n'est pas trivial, car C(K ) = I< 
A 

(c(.) commutant aux produits directs), et, d'après (  AI^ 1 7), 1' image de 

K 8 kA dans KA par l'homomorphisme canonique Y (prop. 1 )  est le sous-espace 
k 

des applications X 1+ yA de rang fini sur k, donc toute famille infinie 

d'éléments de K libre sur k n'a pas d'antécédent par Y ; d'autre part, 

le K-isomorphisme canonique 
A 

~ K , A  
de K sur (K"))' défini par 

(X ) > = 1 aAxA est D -linéaire; d'où (K('))* est D -isomorphe 'l a ~ A ? j ~ , ~  A AEA A K K 
A A 5 K , et n'est donc pas trivial. 

L 1.44. - PhoponiLion 4.- Soient E et F deux DKmodules. 

t t t 
a) E OK F C (E  QK F) 

b) Si E et F sont triviaux, alors le D -module E RK F est K 

trivial. 

a) Soient 
AEA 

(resp. (yu)UEM) une base de c(E) (resp. c ( F ) )  

sur k, donc de E~ (resp. F ~ )  sur K * 
(Xi  Y~)(~,,,)~AXM 

est donc une 

t t 8 E 
base de E MK F sur K, et, pour tout (A,~), on a, M, ai(x Oy ) = ai(x ) ? y  

A u u 
l! 

+ x B~.(Y = O ; ( x ~ @ Y ~ ) ( ~ , ~ ) ~ ~ ~ ~  est donc une famille de c(E QK F), libre 
A l i 1  

t t t t 
sur k, donc de (E aK F) libre sur K ; on déduit que E O,, F C ( E  BK F )  . 

h 

t t t t 
b) de E = E et F =  F , ondéduit que E 8 F = E UK F C (E €4 F ) ~  ; K K 

donc E B F est trivial (prop. 1 ,  iii) = >  i)). 8 K 

ConhEqu~nce : Soient ( L ,  21,...,2m) - une extension différentielle de 

t t 
K, et E un D -module ; alors L g K  (E )C(L*QKE) ; si de plus, E 

K 



est trivial, alors le PL-module L 8 E est trivial (mêmes démonstrations que 
K 

la proposition 4). 

?-'k~pob&un 5.- Soient E et F deux 
- - DK-modules triviaux, E étant 

de dimension finie sur K. Alors le D -module Hom ( E , F )  est trivial. 
K K 

PErno~d~dLtio~ : d'après (/>,II]§ 7, prop. 16, cor. l ) ,  l'application - -- - - - - - 
m 

8 : E BK F + HomK(E,F), définie par 8(u8y) : x l+ u(x)y, est un K-isomor- 

phisme ; de plus, 0 est DK-linéaire, car on a Yi, 

H 
= [ai O e(u 8 y)/ (x) ; E* étant trivial (prnp. 3) - 

m 
ainsi que F, E 8 F est trivial (prop. 4), et, par suite, Hom (E,F) l'est K K 

aussi. R 



- 

AYNEXE : 

ALGEBRE D'OPERATEURS DlFFERENTlELS 

Soient K une extension d'un corps commutatif k, et (di) 1 'i ym 
m 

une famille de k-dérivations de K, libre sur K, et telle que 5 = 1 k di 
i= 1  

I soit une sous k-algèbre de Lie de DerkK. 

On considère la k-bigèbre enveloppante U - = (~~(6) ,c , r )  de h_ p. 141 , 

et a l'injection canonique de dans U ; on désigne par (z ) 1 a 
O 

a- (d)" ("clrmm 
u 

base de U canoniquement associée à (di) I l i ~ m  
(i.e z = 

(Y. 
> .  

a! 

L'injection canonique i de h dans Diff 
K/k 

étant une a-applica- 

tion, il existe un unique homomorphisme de k-algèbres -r : U + Diff 
K/k 

tel 

que r o a = i (propriété universelle de (U,ao)) ; en particulier, pour 
O 

no (dla 
tout a  IN^, 7 ( Z  ) = T (  

d '" ) = -  c Diff (K,K) , puisque 1 
K/k di 5 DiffKlk(K,K) a 

a! a! 

Si l'on considère la filtration 
('n) n c ~  

de la k-algèbre U, où 

ffn, Un est le sous k-espace de U engendré par les produits d'au plus n 

éléments de oo(c) (voir r 0 . 1 4 ] ) ,  - i.e de base 
('a) 1 a 1 :n , on a donc 

r(Un) C ~ i f f ~  (K,K) et T est un homomorphisme de k-algèbres filtrées. 
K/k 

D'autre part, pour tout z E U, ~ ( z )  est un k-endomorphisme de K, 

et T ( 1 )  = 1 on en déduit que la loi externe (z,a) 1 t T (z) ( a )  munit K 
K y 

d'une structure de U-module ; de plus, X  A k, a E K, on ~ ( 1 1 )  (a) = 

X I  (a) = Aa, donc la structure de k-espace de K induite par l'injection 
K 

de k dans U corncide avec sa structure initiale. 

L ~ r n r n ~  7 . -  La k-algèbre K est munie d'une structure de U-module- 

L algèbre 0 3 par la loi externe (z ,a) I+ T ( 2 )  (a). 



m DEmum;DL&on : pour tout a 6 N , a, b c K, on a d'après 

b .  111] lemme 1 cons. a) 

da 
T (Z ) (ab) = - (ab) = - a a! , (I)dy(a)dB(b) a! @+-(=a 

c(za) = 1 z B z . On en déduit par k-linéarité de r et c, que la 
B+y=a B Y 

multiplication de K est U-linéaire ; d'autre part, la counité E de U 

étant définie par ~ ( 1 )  = 1 ,  et va # 0, E(Z ) = O, puisque z k. 1 ,  
m 

a 0. 

du 
on a, v a  c m m ,  E(Z ) = - (1) = T(Z ) ( 1 )  ; par k-linéarité de r et E ,  

a a 
a! 

on en conclut que l'unité de K est U-linéaire. 

D'après ( b. 131 lemme 2 ) .  on peut donc considérer le smash-produit 

K # U, i .e K Bk Uk(c muni d'une structure de k-algèbre par la multiplication 

m 
définie par m#((bBZa)(biBz')) = 1 br(z )blBz z', b,bl E K,a E iN ,z' E U. 

B+y=a B Y 

Si pour tout n E N, on convient d'identifier K Bk Un et son image 

dans K # U, K # U est alors une k-algèbre filtrée par la suite 
(K&Un) ne:N : 

en effet, %,b' t K,a,al E  IN^ tels que la1 s p, la' 1 s q ,  on a 

me((bBza) 63 (blBza,)) = 1 bi(z )(bl)Bz z F K B U  
B+y=a B Y a' k p+q' 

ThQuhème 2. -  Le K-homomorphisme R : K # U + Diff -- - K/k 
défini par : 

II ~(bBz) = br (z) est un homomorphisme injectif de k-algèbres graduées. 

m DC!mom;Dtaiiofl : pour tout b,bl E. K, a E IN et z' E. U, on a, 

d'après la démonstration du lemme 1 ,  

( z  ) O (bf(z)) = 1 (T(Z@)~')T(Z ) O r(zl), d ' o ù  
a B+y=a Y 



on en d é d u i t  p a r  k - l i n é a r i t é  que R e s t  un homomorphisme de  k -a lgèbres  ; 

de p l u s , v p  E N ,  b  Qo z  E: L  8 U on a  R(b 8 z ) = b ~ ( z  ) E ~ i f f '  (K,K) ; 
P  k  P '  P P  K/k 

pour que R s o i t  i n j e c t i f ,  il s u f f i t  donc que gr(R) : gr(K # U) + g r ( D i f f  
~ / k )  

s o i t  i n j e c t i f  (/10.12] Lemme 1 ) .  On n o t e ,  pour t o u t  n  tz IN, f 8  ( r e s p .  f n )  
n  

n  
l a  s u r j e c t i o n  canonique de  K Qk Un s u r  grn(K # U)  ( r e s p .  de  DiffKlk(K,K) 

s u r  g r  (Di f f  K1k)) ; e t  on c o n s i d è r e  l ' i somorphisme de K-algèbres 
n  

g  : SymK(DerkK) + g r ( D i f f  ) t e l  que 
K/k 

g  O BD = f ; IDerkK (dD : i n j e c t i o n  

canonique de  Der K dans  SymK(DerkK)) ( p. 353 lemme 3) ; (d ) 
k  - Gtant 

i I s i ~ n  

l i b r e  s u r  K ,  p e u t  ê t r e  complétée e n  une base  de  Der K s u r  K ; (dD(d)') k  
BEN ('4 1 

m 
e s t  a l o r s  une b a s e  de  SymK(Der K) s u r  K ,  e t  comme, a  E N , 

k  

a = a +  l m  e n  e s t  une s o u s - f a m i l l e ,  donc e s t  l i b r e  
XsA-N c l a ~ ~  

s u r  K ; comme, Y a , g [ ~ l ~ ( d ) a _ ]  = [ f ; ( d ) I a =  f i a l ( d a ) ,  

l a  f a m i l l e  ( f i a l  ( d a ) )  e s t  a l o r s  l i b r e  s u r  K.  D ' a u t r e  p a r t ,  
c l d m  

(18za)  l a  j n  

e s t  une b a s e  de  
8 

K Q~ Un s u r  K ,  e t  f  ( IQz  ) = O ,  s i  Ial < n  ; 
n  a  

Q 
( f  1 a 1 ( 1 8 ~ ~ ) )  e s t  donc une f a m i l l e  g é n é r a t r i c e  de gr(K # U) s u r  K ; 

a m m  
Q 

e t  comme g r ( Q ) ( l  a  f  ( l Q z a ) )  = 1 a  f '  O R( l  8 za) 
a a  lai a a  lai 

a  
= 1 - f '  ( d a ) ,  

a  a! lai 
on en c o n c l u t  que gr(R)  e s t  i n j e c t i f .  

Connéquenc~ : (1 Q za)  e s t  une b a s e  de  K # U s u r  K ,  e t  on 
a c ~ ~  

da da 
a  Q(18z ) = - , donc l a  f a m i l l e  (-1 e s t  l i b r e  s u r  K ,  e t ,  p a r  s u i t e ,  

a  
a !  a !  a t z t ~ ~  

a u s s i  l a  f a m i l l e  (da) . La k-a lgèbre  f i l t r é e  R(K # U) e s t  a l o r s  l e  K- 
a t z ~ ~ ~  

espace  v e c t o r i e l  de  base  (da) 
ac@Jm 

Remakque : S i  G e s t  un groupe a l g é b r i q u e  i r r é d u c t i b l e ,  d é f i n i  s u r  k ,  
m 

de corps  d e s  f o n c t i o n s  K ( v o i r  r0 .45J ) ,  e t  s i  c=  1, k  d i  e s t  l ' i m a g e  (cano- 
i= 1 

n ique)  de  l ' a l g è b r e  de L i e  de G dans  Der K ,  l e  r é s u l t a t  p r é c é d e n t  n ' e s t  a u t r e  
k 

que c e l u i  ob tenu  p a r  C .  CHEVALLEY dans  "Théor ie  d e s  Groupes de  Lie"  Ch. V ,  9 6 ,  

n o  2 (Hermann). 



CHAPITRE ï b& 

ALGEBRE DE LIE 

1 b&. 1 .  - soit (~,a,, . . . ,am) L un corps différentiel de corps des constantes k. 

Pour tout n E. IN, Bn : v et v O pn est un K-isomorphisme de 

-1 . 
HomK(Pn(K),K) sur Diffn (K,K) @.32] ; la restriction a de bn a 

K, k n 

$ = D fI ~iff;/~(~,~) est donc un K-morphisme injectif de 
K K 

V; dans (P,(K))*, 

et un, engendré sur K par {aal la1 : n}, étant un K-espace vectoriel de 
K n+m 

dimension finie ( ) ,  Im(an) est un sous K-espace de dimension finie de 

(P,(K))* ; on considère l'orthogonal V de Im(an) dans P,(K), i.e 
n - 

Vn = {<  r pn(~)/Vd E Im(a ) , < c , d >  = O} et le K-morphisme surjectif cano- 
n 

nique de P,(K) sur Pn(K) IVn. 

Lemme 7 . -  Pour tout n c iN ,l'application Bn : (Pn(K) /vn)* + DY 
- 

u - uogop 
n 

est un K-isomorphisme, et Vn est un idéal de la K-algèbre-quotient Pn(K). 

- 
DEmon&ttdon : 

* 
Im(an) est l'orthogonal de Vn dans P n  , d'où t$ est un 

K-isomorphisme de (Pn(~)/vn)* sur Im(an) ; f3 = a-' o t~ est donc un K- 
n 

isomorphisme de (P,(K) IV,)* sur DR ; d'autre part, 

Vn = { (  r Pn(~)/va, / a /  i n, <E,an(aa)> = 0 )  ; or, pour tout a, la1 S n et 

a 
F, = nn(l ai@bi) E Pn(K), comme an(8 ) O Rn = (ac<)' @.32], on a 

I 

an(aa) = 1 aiaa(bi) ; alors si < 1  = nn(l ai@bi) L V et 
i n 

1 



Y n = O puisque pour tout Y, O s Y s a, a E vK donc 

Pour tout n E N, la K-algèbre quotient Jn(K) = Pn(K)/Vn est 

appelée algèbre des jets d'ordre n de K sur k, et on pose jn = $opn ; 

j n 
est donc une application k-linéaire de K dans J (K) et l'application 

n 

u i-t uoj est un K-isomorphisme de Hom (J (K) ,K) sur D:. 
n K n 

I b h .  2. - La K-algèbre K[[T~]] isim L des séries formelles en T I ,  ..., T 
m 

S 
sur K est un D -module de dérivations gauches de structure ai, K où a: (1 aaT4) 

- 
C1 S 

= 1 (ai(aa) - aa+i)T : en effet, Yi, a. est une a .-dérivation gauche de 
1 1 a 

Ta 
L'application g : K + K[[T,]] définie par e(a) = 1 a(a) - \d a E Y,, 

L -  

a a! 
est un homomorphisme de k-algèbres : en effet, aa est k-linéaire, va , et, 

T Y B Ta 
= (1 aY(a) -) (1 a (b) -) ; et on a 

Y y! 3 a! 

a 
e(K) = c(K[[T~]]) : en effet, v a  E K, a:(l aa(a)T ) = 0; et a.(a ) = a 

1 a a+i ' v a  
a 

a 
et i, implique a.(a ) = a. et par récurrence sur la/, a (ao) = a . 

1 O 1 ' . 
On considère le composé - e4 de I B e et de l'homomorphisme cano- 

K 

nique Y de K Bk c(K[[T~]]) dans K[[T~]], injectif d'après (C1.331 leme 3 

cons. a) ; e 4 est donc un homomorphisme injectif de K-algèbres de K Ml, K 
n 

Ta . b, Ta 
dans K[[T~]] tel que e b  (a 6, b) = T, a aa(b) - = 1 (a ) (aQb) - . 



D'autre part, K[[T~]] est un anneau local d' idéal maximal 
m 

J = 1 K[[T I, . . . ,TJ] T j  (J : idéal des séries non inversibles i .e dont le - 
j= 1 

terme constant est non nul) ; par suite, pour tout n E IN, on a 

Ir PnopobiAion  2 . -  Pour tout n E IN, l'application 

: Jn(K) + K[[T~]J/J~+' qui, à goII (2) E Jn(K) associe la classe de 
n Il& (2) modulo Jn+l est un isomorphisme de K-algèbres. 

D'après la démonstration du lemne 1, nn(l ai8b.) P Vn est équivalent 
1 i 

a TO n+l . 
à a, la1 c n, 1 ais (b.) = O i.e. (y ai8bi) = l(1 a.aa(b.)) - c  J 

1 1 1 
9 

i i a 1  a! 

'n 
est donc un homomorphisme injectif de K-algèbres ; de plus, étant 

* 
K-isomorphe à (Jn(K)) (lemme 1) , on a dimKJn(K) = dim vn = (nfm) = K K n 

dimK K[[T~]] /J~+'. 

C o m é q u e n c e  : Si on note t la classe de T modulo Jn", alors 
j - j 

ta 
(1) la1 sn 

est une base de K[[T~]]/J~+I sur K, et pour tout f E K, 
a. 

O j ( f )  = classe de e 4  (18f) modulo Jn+l - ta 
'n 

- 1 a"(£) - . 
n 

lalsn a! 

J b h . 3 .  - On considère la puissance extérieure n-ième A ~ ( J ~ - ~  (K)) du K- t 
espace vectoriel Jn- I (K), et on appelle Wronskien d'une famille (f l ,  -,fn) 

d'éléments de K, l'élément W(fl, ..., f ) = j (fi) A . . -  A jn-](fn) de n n- 1 

nn(J (K)) (voir [A I I ~  5 7) . 
K n-1 

PtropobiLion 3.- Soit ( f ,  . ) une famille d'éléments de K. n 

Les conditions suivantes sont équivalentes : 

i) la famille (fl, ..., f ) est liée sur k ; n 



V é m o m ~ a t i a n  : 

i) => ii) : jn- I étant K-linéaire, la famille ('n-1 (fi)) lsisn est 

liée sur k, donc jn-] (fl) A . . . A jnql (fn) = 0. 

ii) => i) : ('i-1 (fi)) 1 <isn est une famille d'éléments de J (K) n- 1 
n 

liée sur K, donc il existe a ],..., a r K tels que O = 1 a. d ~ ~ ~ - ~ ( f ~ )  n 1 n n i= 1 
i.e telsque 1 aipn-] (fi) = nn-l ( 1 ai@£ ;) appartient à V ; on a donc, n- 1 i= 1 i= l - 

n 
1 n m n 

a, a - 1 ,  1 aiaa(f.) = O, d'où pour tout (a ,..., a ) r (IN ) tels 
1 

i=l : 
l. 

que a .  1 s - 1 ,  det [aa (f .)] = O ; (f l,. . . ,f ) est alors liée sur k, 
1 J n 

d'après (C0.411 lemme 1). a 

Remanque : Pour toute famille (fl, ..., f ) d'éléments de K, on a n 

n 
A (yn-,)(W(f1, . . . ,fn)) = ~ ~ - ~ o j ~ - ~  ( f , )  A . . . A O jn-] (fn) 

n 
en particulier si n = 1, A (yn-l)(W(fl,...,fn)) = 

O 
t 

1 
= det~aj(f.)l [t A - A ...A 1 , et l'on retrouve le 

1 
O! l! (n-1) ! 

wronskien "ordinaire" : W(£ ], . . . , fn) = det [aJ (fi)] ; la proposition 3 

généralise alors un résultat classique d'analyse. 



CHAPITRE 11 

EXTENSIONS P. V. NOXMALES 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

r 11.11. - Soit (K,a,, ..., am) un corps différentiel de corps des 

L constantes k. 

Soit E un U -module ; pour tout f E E , l'application K 

Jf : DK + E définie par 4 (6) = 6 .f est D -linéaire, et on pose f K 

QK(f) = Im Qf ; DK(f) est alors un sous DK-module de E engendré sur K 

par {an.f) m . 
WIN 

f F E est un élément de Picard-Vessiot de E sur K (définition 

de BIALYNICKI-BIRULA dans [BB] S 5) si le D -module DK(f) est de dimension K 

finie sur K. 

Ph_uponLi;io~ 7 .  - Soit E un -module. K 

L'ensemble E' des éléments de Picard-Vessiot de E sur K est un - 

sous U - ~ o d u l c  de E. K 

DEmunh&~don : Pour tout f, g E K, on a 6.(f+g) = 6.f + 6.g --- 

'd 6 E D~ , d'oi1 DK(f+g) c DK(f) + DK(g) ; et b' 6 = a a a , o n a ,  
l Uf ..P C1 

a a ~ + i  
'di , 6 . (a. . £ )  = . f , donc D (8 . £ )  C DK(f) , on en déduit 

1 i ~1 K i 
v v 

que si, f, g E E , alors f+g et ai.£ c E . 

CunhQqu~ncu : a) Soient E et F deux D -modules et 
K 

u : E + F une application D -linéaire ; alors u(E') est un sous K DK-module 
v 

de FV : en effet, f tz E , DK(u(f)) = u(DK(f)) ; 



t 
b)  pour tout D -module E ,  E  est un sous 

K 

D -module de E' : en effet, si 
K ( X ~ ) ~ E ~  

est une base de C(E)  sur k, 

doncde E~ sur K, comme 6.x = O  , y 6  c D K  tel que w(6) 1 , a n a  A 
v D (x ) = K x X  E A et par suite x E E  . 

K X A '  X  

11.72. - Un 0 -module E est de Picard-Vessiot (ou de P V ) 
K - 

v 
si E = E  , i.e. si tout f E E  est un élément de Picard-Vessiot de E sur K. 

E x ~ m p L ~ n . -  a) soit E  un D -module de P V ; alors tout sous- 
K 

v 
0-module F  de E est deP.V. : eneffet, F = E n F = E  ~ F = F ' ;  
K 

b )  soit E  un DK-module de P V et U une application 

D -linéaire définie sur E  ; alors u(E) est un D -module de P.V. : en effet, 
K K 

c) si E  est un DK-module trivial, alors E  est de 

t V 
P V  : en effet, E = E  C E  . 

On considère la catégorie DK-p V des D -modules de Picard-Vessiot. 
K 

- 
P ~ n p o h d i o n  2.- DK-p V est une sous-catégorie épaisse de la 

catégorie des -modules , i.e. pour toute suite exacte de 0 -modules 
K K 

E est de P V si et seulement si E '  et E" sont de P.V. 

D@rnonb;Dt&on : Si E  est de P V , Im u = Ker v et E/Im u 

sont de P V , donc aussi E '  et E" qui leur sont respectivement 13 -isomorphes ; 
K 

réciproquement, supposons E' et E" de P V , et soit 

f E E  ; DK(f) = Im Qf , quotient de DK noethérien, est un D -module noethérien ; 
K 

le noyau N de la restriction de v à DK(f) est donc un D -module de type 
K 



n 
fini, i.e. il existe f l ,  ..., f E N tels que N = 'OK(£.) ; or n j=l J 
Im u étant de P V , il en est de même de N, donc j , 'O (f ) est de 

K j  

dimension finie sur K, et par suite également N; comme v(DK(f)) = 'OK(v(f)) 

est de dimension finie sur K, on en déduit que dimK DK(f) = di% N + di% v(DK(f)) 

est finie, et f E E'. 

CuaQqu~nce  : Soit E un 0 -module, alors E est de dimension K 

finie sur K si et seulement si E est de type fini sur DK et de P V : 

en effet, on vient de voir qu'un 'OK-module de type fini et de P V est de 

dimension finie sur K ; la réciproque est immédiate. 

11.13. - Soit (L,al ,..., am) une extension différentielle de K. 

L est donc un 'OK-module LI. 221 et on pose ALIK = L~ . 

RmatrquQ : Soit f E 
1-i 

k l K  
; si ( a )  , . . 2 f)) est une 

base de pK(£) sur K , et y E PJm - {a ,..., 11) , il existe 
a U' a Y 

dans K tels que a aa(f) + ... + a aY(f) - a aY(f) = O , i.e. il 
0. U Y 

existe 6 F DK - {O} tel que 6(f) = 0. 

Si m = 1 ((L,a) corps différentiel ordinaire) la réciproque 
n 

i 
est vraie : en effet, si 1 ai a (f) = O avec a # O , an(£) (et par n 

i= l 
n- l 

suite, an+'(£)) est combinaison linéaire de f, a ( £ )  , . . . , a (f) , 

d'où dimK DK(f) c n et f t- A . Par contre si m > 1 , cette réciproque L I K  
est fausse en général : ainsi dans l'extension différentielle 

a a a 1 1 
(R(X,Y) , - , - de Q(X,Y) , on a - .  (---- ) = O , mais - 

ax au ay X + T  X + T  

n'est pas un élément de Picard-Vessiot, car la famille infinie 

an 1 
(--- 1 1 est libre sur Q(X,Y). (ax" X + T  EN 



PkopahLtiun 3. - 
%lK 

est une K-algèbre différentielle de 

dérivations de structure  ai/^ 
L I K 

DQmvMnhaLLan : 
A ~ l K  

est un sous DK-module de L (proposition l ) ,  

donc un sous-groupe de L tel que Yi a.  (A L lK) AL K ; de plus, 

a 
Y £ ,  g E  , O a ,  a , aa(fg) = 1 ( Y )  aY(f)aa-?g) ; si ( 8  (f))aEI 

Osy sa a (resp. : (a (g)),€ J) est une base de D (f) (resp. : de DK(g)) sur K) , 
K 

(1 et J parties finies de mm) , DK(fg) est engendré sur K par 

donc est de dimension finie, et fg E A . 
L 1 K 

Remanpuen : a) ALI n'est pas un corps, en général : ainsi, si 

X et K = &(x) , l'on considère L = C(x, e ) , muni de la dérivation - 
'3 dx 

d L  
car - 1 

shx E A 
L l K 2 

shx - shx = O , mais - n'est solution d'aucune 
dx shx 

équation linéaire différentielle linéaire, donc n'appartient pas à A L I K  ' 

b) Si Lc = Kc ,%lK est un anneau intégralement 

clos (voir [ ~ k ] ) .  

r 11.14. - Soit L a ,  . , a  ) une extension différentielle de K. m 

Phapv~Ltion 4.- Soit E un D -module. 
K 

v v 
a) L QK(E C (L BK E )  

b) si E est de P V , alors le DL-module L gK E est de P V. 

v 
D é m u M n h d o n  : a) si a B x E L BK(E ) , d'après le lemme I 

de [1 .21] conséquence a, on a 

8 a 8 a-y Y a , ( a  ) (a 8 X) = 1 (a) aY(a) ( a  ) 
Y 

( 1  @ x> 
O,<Y<~ 



L est une extension trivialisante pour un -module de P.V. de E, OK 

si le DL-module L I E est trivial. 
K 

E x ~ p k k  : Si (K,a) est un corps différentiel ordinaire, l'intégration 

d'un système différentiel linéaire d'ordre 1 , 

est une matrice carrée d'ordre n à coefficients dans K, consiste précisément 

à rechercher une extension trivialisante pour le -module E suivant 
OK n 

(de P V puisque de dimension finie sur K) : E = 8 K , où y], ...,yn 
i= 1 ~i 

sont des indéterminées quelconques, la dérivation gauche de structure 

E 
n 

de E étant définie par a (yi) = -  1 aji yj , pour tout i. Eneffet, 
j = 1 

pour toute extension différentielle L de K , 

<=> (b ,..., b ) est une solution dans L du système S. L est donc 1 n 

une extension trivialisante pour E <-> dim e(L BK E) = dim (L @ E) = dimK E 1 L K 

<-> il existe n solutions de S dans L qui soient linéairement 

indépendantes sur 1 (1 désignant le corps des constantes de L). 

11.2. - lddaux de PICARD-VESSlOT. 

r 11.21. - Soit (K,al, ..., a ) un corps différentiel, de corps m 

L des constantes k. 
Soit 1 un idéal ( à  gauche) de DK ; 1 est donc un sous 



DK-module de pK , et z)~/~ un ~K-mod~le quotient de dérivations gauches de 

- 
structures 6 H 3. O 6 (6 désignant la classe de 6 modulo 1). 

1 

1 est un idéal de Picard-Vessiot (ou de P V ) de DK si le 

pK-modul e DK/I est de P V ; pK/! étant de type fini sur DK , 1 est 

donc un idéal de P V si et seulement si di%(DKh) est finie 

( [II, 121 prop. 2 conséquence) . 

Exemp&% : a) Soit E un D -module ; pour tout f E E , 
K 

on pose If = Ker Qf = {6 E DK 1 6 . f = 0) ; alors, f est un élément de 
- 

Picard-Vessiot de E si di% DK(f) = di% est finie, i.e. si 
f 

et seulement si l'idéal If est de P V. 

b) Soit (K,a) un corps différentiel ordinaire et 

1 un idéal quelconque de v, ; alors 1 est un idéal de P V : en effet, 
I\ 

n- l i 
si DI = an + 1 a. a engendre 1 sur ( [I. 121 lemme 3 cons .) 

1 
i=O 

K 'KI1 
n- 1 

est engendré sur K par les classes modulo 1 de lK, a, ..., a ; Par 
- n-1) 

minimalité de n = w(D ) , la famille tTK, a ,..., 2 1 
est nécessairement 

libre sur K, et di% D / = n. 
K 1 

Lemme 7 . -  Soit - 1 l'ensemble des idéaux de P V de K ' 

a) si 1 s 1 et 1 C J , alors J e 1 

b) si 1 ,  J E  7 ,  alors I n J e  1 . 

Dérnomitrr~on : a) Comme 1 C J , de la surjection canonique 

de DK sur DK/J on déduit une surjection K-linéaire 

s : DKII - DKIJ ; dimK(DK/I) étant finie , 

dimK DKIJ = di% DKh - dim Kers est finie, et J e 1 . 

b) de la suite exacte de K-espaces vectoriels 



on déduit que dimK(DKII ) L dimK DKII + di% i<K/J , et 1 fl J E 7 . m 

Co~n~quQncQ : Si 1 ou J est un idéal de P V de D 
K '  

il en est de même de 1 + J , puisque 1 + J contient 1 et J. 

77.23. - Soit L a ,  . , a  ) une extension différentielle de 
m 

L BK DK est un DL-module ( [1 -223  prop. 2. cons. ) et 1 'homomorphisme 

canonique - A : a 8 6 -+ a 6 est un isomorphisme de -modules de DL @K DK 

sur DL : en ef £et, X transforme une base (1 8 a9,ENm de L BK IlK sur L , 
a 

en la base 
8 

(a )aa~ m de D L , e t , ~ i , h o a i = a . o X .  1 

Soit 1 un idéal de pK ; 1 est un sous D -module de K DK , 
et si j désigne l'injection canonique de 1 dans D l L  8 j est une 

K Y  

injection DL-linéaire de L 8 1 dans L 8K DK permettant d'identifier K 

le D -module L 8 1 à son image par I L  8 j dans L $ DK ; on pose 
L K 

IL = X(L BK 1) ; IL est donc un sous DL-module, i.e. un idéal de 
DL. 

DK étant noethérien , il existe dl,. . . ,d r 1 tels que 1 = DK . di ; 
P i= 1 

d'où IL = X(L WK1 DK . d.) = A (  f (L ,R,) (1 e di)) = f D~ . di , 
1 

i i= 1 i= 1 
soit IL = DL . 1 . 

Lemme 2. - Soit 1 un idéal de -- DK. + 
 application - p : L BK pK/!! --+ D / définie par u (a 8 6) = X (a 8 6) , 

L ,  IT 

I 
L 

est un isomorphisme de D -modules. (6 désignant la classe de 6 modulo 1 , 
L + X(a 8 6) la classe de X(a 8 6) modulo IL). 

Démonn&uLiun : n : L % DK/I + (L nK DK)/(L nK , définie par 

(a @ 6) = a 6 6 , où a 6 6 désigne la classe de a n S E L wK DL modulo 

L gK 1 , est un L-isomorphisme ([A II] § 3 prop. 6 cor. 1). Comme 1, = X(L nK 1) ; 
- 

il existe un L-isomorphisme X : (L 8 D ) /  K K (L nK 1) tel que , 
L 



4 - 
A(a 6) = A(a @ 6) ; LI = A O IT est donc un L-isomorphisme ; de plus, 

I 
b 

/ b 
on a, Y i  , u O ai(a b 6 )  = A O ai(a e 6) = a . (u(a 8 6 ) )  , par définition i 

de la structure quotient de DL/.. , et p est il -linéaire. m 
L 

L 

Comiseguence : 1 est un idéal de P V de DK- si et seulement si 

IL est un idéal de P V de DL , et on a = dimK DK/I : en effet, 

11.23.  - Soit E un -module. K 

Pour tout 6 E DK , on note - 6E le k-endomorphisme x 6 6 .x 

C 
de E ; pour tout idéal 1 de pK , on pose Sol(1,E) = A Ker 6 (i .e. 

6eI 
l'ensemble des x de E tels que, pour tout 6 c 1 , 6(x) = 0) ; Sol(1,E) 

est donc un sous k-espace vectoriel de E. 

Remahpue : Si 1 = DK di , on a donc 
i= l 

Sol(1,E) = {x E E / 'di , d. . x = 01 ; en particulier, si 1 = 1 DK ai , 
1 i= l 

alors Sol(1,E) = c(E). 

Soient 1 et J deux idéaux de pK ; on a 

Sol(1 n J, E)3 Sol(1,E) + Sol(J,E) : en effet, Ker tiE3 A Ker 6E . 
6cI nJ 6~ 1 

On a, de même, Sol(1 + J, E) = Sol(1,E) n Sol(J,E) : en effet : 

Ker 6 E C  Ker S ~ C  Sol(1,E) n Sol(J,E) , et si x E Sol(I,E) Sol(J,E), 
6sI+J 6 ~ 1  
pour tout 6, + 6 E 1 + J , (6, + 62) . x = 6 . x + 62 . x = O , 

2 1 

donc x s Sol(1 + J, E). 

PtopodiZion 3 . -  Soient E un D -module et 1 un idéal de K DK. 

L'application AE : Sol(1,E) + Ho% (DKII , E) dé£ inie, pour 
- - K 

x E SOI(I,E) et 6 e pK/.. , par (A~(x)) (6)  = 6 . x , est un 

isomorphisme de k-espaces vectoriels. 



~ é m o ~ n 2 k L t t i . o ~  : Soit x E Sol(1,E) ; si 6 - c 1 , x E Ker(6-61) 
E 

alors 6 . x = 6 1 ' X  
, et A (x) est donc bien définie ; AE(x) est 

E 
- 

K-linéaire et comme, on a, t/i , (AE(x)) (ai . 6) = (ai O 6) . x =  a . (6 . x) , i 

nE(x) est D -linéaire , et AE bien définie ; comme , 6 , 6E est K 

k-linéaire, il en est de même de AE. Par définition de la structure quotient 
- - 

de VKlI , on a 6 = 6 O 1 = 6. I K  , d'où pour tout u E Homo , E), K K 
u(;) = 6 . ~(5) ; comme, 6 E 1 , 6 . u(Ï) = u(0) = O , on a 

K 

x = u ( 5 )  E Sol(1,E) et u = AE(x) , donc AE est surjectif ; enfin, 

pour tout x E Sol(1,E) tel que A E(~) = O , on a O = (AE(x))(lK) = x , 

donc A est injectif. 
E 

m 
Remahqua : a) pour 1 = 1 DK ai , AE n'est autre que l'isomorphisme 

i= 1 
(K,E) de (LI. 311 prop. 1) ; 

b) Soit (K,a) un corps différentiel ordinaire et 
n- 1 i 

1 un idéal de DK engendré par DI = an + 1 ai a ; d'après (CI. 311 
- - i=O 

ex. b), (lK , a , . . . , an-') est une base de sur K ; d'autre part, 

si on note aQ la dérivation de structure de DK/I , on a, pour tout 

* 
Si 1' on pose f . = < a  , 6' (O j s - 1  ) on a donc 5 E (DKh) 

J j 

<-> (fo, f l ,  ...., f ) est une solution dans K du système différentiel n- 1 

d'ordre 1 

n- E i 
<-> O = an(£ ) + 1 a. a  (f ) = D (f ) <=> fo c Sol(1,K) ; l'isomorphisme 

O 1 O 1 O i=O 
: f I-+ 5 exprime donc, dans ce cas, l'équivalence classique entre une 

O 

équation différentielle linéaire et un système différentiel du premier ordre. 



r 11.24. - Soit (L,a ly...,a ) une extension différentielle de K, m 

de corps des constantes L. L 
Soit 1 un idéal de VK ; si 1 = f VK di , alors 

P i= 1 
IL = 1 DL di C11.223 et Sol(I,L) = {x E L I V  i , d.(x) = 0 )  = SO~(I ,L) 

1 i= 1 L 

(C11.23) remarque) ; en particulier, Sol(1,L) est donc un sous R-espace 

Théotème 4.- Soient (L,a,, ..., a ) une extension différentielle 
m 

1 de K, de corps des constantes 1 et 1 un idéal de P V de D 
K ' 

a) dime Sol(1,L) 6 dimK(VK/I) ; 

b) dim Sol(1,L) = di (VK I) si et seulement si L est une L / 
extension trivialisante pour le -module de P V , i.e. si le 

-module L BK IlK/* est trivial. 

L ) é m o R A ~ o n  : a) Soi(IL,L) est 1-isomorphe à HomD (vLII , L) 
L L 

(prop. 3), donc 

dirn Sol(1,L) = dirn C((D~/~ 1.1 6 di%@ / )*  = di% vLIIL = dimK L e L IL 

(lemme 2 cons .) ; 

tuK <-> dirn 
* 

b) dirn Sol(1,L) = di (0 1 1 c((DL/I T 1 ) = 
L 

dimL(~L/I- )*  
<-> (V / )* est trivial p.431 est trivial 

L 1, 
L L L 

( C1.431 prop. 3) <-> L 8 V est trivial (lemme 2). . 
Un idéal de P V 1 de VK est complétement résoluble dans L si 

dirn Sol(1,L) = dink(VK/I) , i.e. si L est une extension trivialisante pour L 

Rmahque : Soit LI une extension différentielle de L, de corps 

des constantes e, , les sous-algèbres L et el de LI étant linéairement 

disjointes sur 1 [0.42], le composé de l'injection canonique de RI BR Sol (1,L) 



dans k? B L et de l'homomorphisrne canonique de 1 B L dans LI est 
1 e 1 L 

une injection el-linéaire et à valeurs dans Sol(I,Ll) ; on a donc 

dime Sol(1,L) = dime (a é3 Sol(1,L)) i dime Sol(I,LI) ; l'application 
1 

1 L 
1 

L H dime Sol(1,L) est donc croissante. 

Ainsi si 1 est complément résoluble dans L, il l'est encore 

dans toute extension différentielle de L. 

Si 1 est un idéal de P V de DK complétement résoluble dans 

L, et J un idéal de DK tel que 1 C J, alors J est compléternent résoluble 

dans L : en effet, J est un idéal de P V de DK (lemme l), et de la 

surjection canonique de DK sur DK/I , on déduit une surjection D -linéaire 
K 

s : DKII + DK/J ; 
1 63 s est alors une surjection D -linéaire de 

L 

@K 'K/I 
sur L BK DKIJ (11.221 prop. 2. b) , et L BK étant trivial, 

@ 'K/J l'est aussi (L1.421 th. 2 cons. a). 

PhoponiLion 5.- Soit IL l'ensemble des idéaux de P V de 
- D~ 

compléternent résolubles dans L. 

a) si 1 E IL et J est un idéal de DK , alors 1 + J E IL 

1 b) si 1, J e IL , alors 1 fl J E IL et 

1 SOI(I~ J, L) = SO~(I,L) + SO~(J,L). 

DérnonA&&on : a) 1 C 1 + J donc 1 + J E IL , le reste 

a été démontré en L11.231 ; 

b) 1 n J est un idéal de P V de DK (lemme 1) 

et Sol(1 n J, L) 3 Sol(1,L) + Sol(J,L) C11.231 ; on a donc 

dimK DK/I > dim Sol(1 ", L) "d'me (Sol(1,L) + Sol(J,L)) = L 

dim Sol(1,L) + dime Sol(J,L) - dime Sol(1 + J, L) = dimK DK/I + dimK / - L OK J 

dirn DK/I+j = di% n J , puisque l'on a la suite exacte : 



O - 'K/I J -' 'K/I @ 'K/J + 'K/I+J + O 

d'où le résultat. . 
11.25. - On considère l'ensemble S des sous k-espaces de 

dimension finie de K, et l'ensemble I K des idéaux de P V de 
- OK 

compléternent résolubles dans K. 

Théonème 6.- L'application St+ 1 = {6 c DK 1 6(f) = O , f c SI 
S - 

DZmonAttdon : En composant l'injection de DK dans HomK(K,K) 

avec le K-isomorphisme )q : Hox(K,K) -+ Ho%(K Bk K, K) (voir [O. 321 ) , 

1 

on obtient une injection K-linéaire a : DK -+ HomK(K a K, K) ; soit 

est une bijection de S sur IK , de bijection réciproque l'application 

1 + Sol(I,K), et pour tout S c S on a di? DKII = d i a  S. 
S 

S E S et i l'injection canonique de K @ S dans K % K ([A II] § 7 prop. 19 k 

cor .) alors 
I s = {6 E DK 1 V a  B f c K Bk S , <a B f, a ( 6 ) >  = a  6(f) = 01 

t t 
= Ker( i O a) ; d'où di? DK/IS = di% Im( i O a) < 

di%(Ho%(K % S,K)) = di%(K Bk S) = di mk S ; or, par définition, v f  c S , 

on a 6 (f) = O , 6 c S , i .e. f E Sol(IS,K) ; donc S C Sol(IS,K) , et 

di% S < d i x  Sol(IS,K) (D / ) (théorème 4) . On en conclut que Oi? K IS 

d i a  S = dimk Sol(Is,K) = di ) , et, par suite, Is E 1 et 
K 

S = Sol(1 ) .  Soit alors 1 c IK et S = Sol(1,K) ; comme S E S , 
S ,K 

= d i a  S , et comme 1 E IK , d i a  Sol(1,K) = diml((D / )  ; or K 1 

f E Sol(1,K) , on a 6(f) = O , y  6 c 1 , donc I C I S  ; on en déduit 

que le noyau 
IS/I 

de la surjection canonique de 'K/I sur DKIIS est nul, 

i.e. 1 = 1 
S .  



Conhéquence : Soit S F. S et f l ,  ..., f une base de S sur k ; n 

d'après ([0.42] lemme 1), g c S <->la famille g ,  f , ,  f ) est n 
O 1 m n+l i 

liée sur k <-> pour tout (a ,a , . . . ,an) c (N ) tel que la 1 n , 
i 1 m n+l 

on a detba (g) , au (f .)] = O ; il existe (8' ,..., B ~ )  E (N ) 
J 

B~ 
tel que 1 ~ ~ 1  d n et det[a (fj)] # O  ; 

det [aaL(g) , aaL(f.)] 
i 

: g 1-3 est alors un opérateur différentiel i 
(a 1 det [aaB (cf.)] 

J 

(structural) d'ordre I n sur K , et comme S = Sol( li DK 6  i 9 K) , 
(a ) (a 1 

IS est engendré sur IlK par les 6 i ' 
(a ) 

77.3. - ExXenhionb de PZCARV-VESSZUT. 

21.31. - Soit ( , a ,  . , a  ) une extension différentielle de K , m 

l = L  et k = K  . 
C C 

Pour toute partie S de L, on désigne par K<S> le plus petit 

sous corps différentiel de L contenant K et S ; on vérifie que K<S> 

est le corps des fractions de la K-algèbre engendrée sur K par 

Lemme 1.- Soit 1 un idéal de P.V. de pK. 

b) Si l = k , alors K < Sol(1,L) > est de type fini sur K 

- 
Démonhfic&ion : a) Soient d l ,  ... d c VK tels que n (di) 1 ri<n 

soit une base de 
'K/I 

sur K ; pour tout a c INm , il existe 
n 

donc a l ,  ..., a E K  et 6 ~ 1  telsque a u =  1 a d. + 6 ,  e t ,  
n j=i j J 



LI 
a 

s E Sol(1,L) a . s = 1 a d. (s) ; le K-espace vectoriel DK(s) 
j=i j~ - 

est donc engendré sur K par (dj(s)) IQjsn , et, en particulier, 

di% DK(s) Q n , ainsi % I K  
b) d' après ([II .24] théorème 4), t = dimk Sol (1,L) 6 n, 

et si est une base de Sol(1,L) sur k , on a, s E Sol(1,L) , 
t n 

DK(s) C f DK(si) C 1 ( 1 K(d.(si))) ; on en déduit que 
i= 1 i=] j=] J 

K <Sol(I,L)> = K(d.(si)) ; d'où le résultat puisque t 6 n. . 
J 

iI 11.32. - Soit 1 un idéal de P V de DK. 

Soit (L,a,, ..., a ) une extension différentielle de K ; L est une m 

extension de Picard-Vessiot (ou de P V ) de K associé à 1 si : 

* L et K ont même corps des constantes k 

* L = K<Sol(I,L)> (donc L est de type fini sur K : lemme 1) 

* 1 est complétement résoluble dans L 

(i.e. dimk Sol(1,L) = dimK DK/I [11.2g th. 4 ) .  

Remutque : d'après la remarque en [11.2g, si 1 est complétement 

résoluble dans L, il l'est dans toute extension différentielle de L ; 

une extension de P V de K associée à 1 est donc "minimale", au sens 

qu'elle ne contient pas de nouvelles constantes et est engendrée comme corps 

différentiel sur K par les solutions de 1 (et pas plus, car, en général 

K <Sol(I,L)> C L). 
P 

ExempLc?A : a) Soit (K,a) un corps différentiel ordinaire ; 

d'après (C11.221 ex. b), tout idéal 1 de DK est de P V , et si 
n- l i 

= a n  + 1 a. a est le générateur de 1 sur pK , dim~(D~/~) = n . 
1 

i=O 



Pour toute extension différentielle L de K , on a alors 

Sol(1,L) = { s r  L 1 DI . s = 0) , et si e = L  dim Sol(1,L) 6 n. 
C 9  e 

L est donc une extension de P V de K associée à 1 si et seulement si 

L est une extension de Picard-Vessiot de K associé à DI au sens classique 

du terme, i.e. * L et K ont même corps des constantes k 

n si V = {S E L 1 D s = O} alors 
1 '  

1 
b) Ainsi L = C(x) < - d 

>, muni de la dérivation - , 
shx dx 

d 
est une extension de P V de K = C(x) associée à D = - - l K  : en effet, 

dx 
Lc = K = C , V = {s E L / D(s) = 01 = C ex , et L = K(eX) ; on remarque 

C 

que, pourtant, 
1 
- q! kl (cf. [II. 131 remarque a) . 
shx 

ThEuhème 2 . -  Soit L une extension de P V de K associée à un 

idéal de P V 1 de DK. 

l I a) L = Frac ( ) (corps des fractions de A [II. 1311, 
k l K  L I K  

l I b) Si, de plus, L est une extension régulière de K [O. 24 , 

il alors L est une extension fortement normale (BB) de K L0.441. 

DémomZmLiun : a) d'après la démonstration du lemme 1, si 

est une base de Sol(1,L) sur k et ( d . )  une base de 
1 risn J lij4n 

DK/~ sur K (où n = dimK DK/i = d i t  Sol(1,L)) alors 

L = K<Sol(I,L)> = K(d.(si)) ; de plus, S. E Sol(1,L) C A , donc 
J 1 L I K  

j , dj(si) E ALIK d'où le résultat puisque 
Frac(A~~K) = L. 

b) il reste à montrer que F = L(L) (voir L0.441). 

De L = K(d. (S.)) (cfa)) , on déduit en utilisant ( [0.22] lemme 1) que 
1 1  

F = L(I 8 d.(s.)). (F, a 
1'"" 

a ) est une extension différentielle de L, 
J i- n 



,. 

donc de K, et, x E. L , on a, i , a.(x 8 1) = a.(x) 8 1. La famille 
1  1  

{si 8 1 , 1 8 s . )  est dans Sol(1,F) : en effet, pour tout 6 E DK , si 
1  

a 

l'on note 6 l'image de 1 8 6 dans DF par l'isomorphisme canonique de 
.. a 

F $ DK sur QF p1.22], on a 6(x 8 1) = 6(x) 8 1 , et 6(1 B x) = 1 8 b(x) ; 

donc, i , si 6 E 1 , &(si 8 1) = O = 6(I 8 S.). D'autre part de 
1  

dim Sol(1,F) $ dimK DKII = n ( [II. 242 th. 4) on en déduit que la famille 
L 

{(si (I I)i , ( 1  8 est liée sur L , i.e. V p  , il existe 
n 

A; , A; ,..., A' E L tels que I B s = AP (S. I) ; pour tout q, 
n 

a P j=l J J  

d étant 1-linéaire , 
9 

,. n n 
1 8 d  ( s )  = d  ( 1  AT (s BI)),= 1 A! (d (S.) 81) estunélément 

q P 4 j=l j j = 1 J 4 J  

de ~ ( 1 )  (F étant une L-algèbre par x I+ x 8 1) ; d'où 

Connéquenc~n : a) une extension différentielle (L,al, ..., am) 
de K est une P V -extension de K (définition de E.R. KOLCHIN dans 

"Differential Algebra and Algebraic Groups" VI.6) si Lc = K et s'il existe 
C 

- 1 
une matrice (S..) E G 1 (n,L) telle que, pour tout p, (ap(sij))(sij) E Mn(K) 

1J 

(i.e. (sij) solutions du système différentiel de m équations : 

a (S. .) = A (S. .) avec A E Mn(K)) , et L = K<s > ; si L est une 
P 1J P 1J P i j 

extension de P V de K , associée à un idéal 1, alors L est une P V --extension 

de K : en effet, avec les notations du théorème 2, si on pose 

s = ( S . )  , , j, on a bien a )  L = K(s..) = K<s > ; i j 1 3  I J  ij 

B) det[d.(s.)]#O : eneffet, 
1 J  

(di) est une base de DK/! sur K , donc est une base de DL IL 

(isomorphe à 'K 'KI1 1  

1 
( 111.221 lemme 2)) sur L ; s'il existe (a. )E  L~ 

n 
tel que , 'd j , ai di(s .) = O , alors 1 a. d. , nul sur 

J 1 1  i= l i= 1 

S = Sol(1,~) , appartient à 5 = {b r DL 1 6(s) = O , Y s  E S I  = I 
L 

([11.25] th. 6), et par suite a. = O , i ; 
1  



- 1 
y) étant donné p, (ap O di(sj)) (di(sj)) 

appartient à Mn(K) : en effet, pour tout i, a O d. E DK , donc il existe 
- P 1 
LI 

) E K~ tel que a O di - 1 aiq dq E 1 , i.e. tel que , 
(aiq q n P q= 1 
j , a O di(s.) = a dq(sj) ; d'où, ( a  O d. (S.)) (a ) (di(sj)). 

P q=l iq P 1 J i j 

b) Une P V extension L de K étant une extension 

fortement normale (KL) de K (voir E.R.  KOLCHIN, op. cit. VI.6), il en est 

de même d'une extension de P V de L, associée à un idéal 1. 

c) Une extension de P V régulière L de K étant 

une extension fortement normale (BB) de K, telle que L = Frac(A ) (th. 2), 
L/K 

alors, d'après ( [B B ] th. 6), Ga1 (L/K) est un groupe algébrique affine. 

Les résultats précédents généralisent ceux démontrés par E.R .  KOLCHIN 

dans [KO] pour une extension de Picard-Vessiot ordinaire (L,a) de K , 

associée à un opérateur différentiel D, à savoir : 

* Gal(L/K) est un groupe algébrique de matrices (i.e. un sous-groupe 

algébrique de Gl(n,k) , et par suite, affine - [HU] 7.1. - ) (voir [III. 42)). 

* Si de plus L = K est algébriquement clos, L est une extension 
C C 

normale de K ( [D L ] IV. 5). 

Rmmque : Soit (L,a) une extension de Picard-Vessiot (ordinaira' 

de K associée à D E DK , et une base de {s E L / D(s) = 0 )  sur K. : 

on a donc L = K<sl, ..., s >, et le plus petit anneau différentiel 
n 

K{sl,. . . ,sn} contenant K et {sl, ..., est inclus dans (voir 'n3 

[DL] VII. 2) ; en fait, d'après ([BB] 5 5), on a 

- 1 PtlK = K{sl, ..., s , W(s1, ... ,Sn) 1, (w(s1,- -.,Sn) désignant le Wronskien 
n 

"ordinaire" : det [a' (sifl). 

ThéohCrne 5.- Soient (K,al, ..., a ) un corps diffirentiel de corps des 
m 

constantes algébriquement clos, et un idéal de PV 1 de DK. Alors il existe une 

extension de PV de K associée à 1. 



- 93 bis - 

Démo~sfiaLion : S i ,  pour tout n E N, on note 1 = 1 n Q:, le K- 
n 

espace D ~ / I ~  S' injecte dans ~ ; f + l / ~ ~ + ~  , qui s'injecte lui-même dans 

DK/l (= % u ~ / I ~ )  et comme dim. D /I est finie, D;/I, est nécessairement 
r( K 

égal à DK/I à partir d'un certain rang n si p = dim D 11, il existe 
n 

O K K 
-- 
O - - 

donc 6], ..., 6 c IlK tels que (61,...,6 ) soit une base de DK/I sur K ; 
P P 

mais n - 1  car si on note la codimension de - 1 
O Pj K IIj-1 dans Q ~ I I ~ ,  

On a pj ' pour tout j < n et p = d i V 0 / 1  = 1 pj 
0 ' ; d'où 

K n 
O j=O 

w(di) s p-1, pour tout i = 1, ..., P ; 

Soient YI 9 .'Y, p indéterminées différentielles (voir ~ I I .  421 ) ; 

pour tout j = 1, ..., p, on pose 1") = 1 6 ~ ~ 1 6  E 1) et on considére l'idéal 

J de K y  , . . y engendré par 1") ; on va montrer qu'il existe un dé- 
P . j=l 

I i 
terminant w de la forme det[aa (yj)]Isi,jsp, avec a 1 s p l ,  tel que 

si, pour tout j, on pose D (y.) = 16y.16 E D 1 ,  1'') étant l'image 
K J J K 

de 1 par le K-isomorphisme canonique de pK sur "(yj), QK(yj)ll (j) est - - 
K-isomorphe à DK/l, et par suite 6 y j , ,  y .  est une base de 

P J 

DK(~j)/l (j) sur K ; si on note [I(j)] l'idéal de Kiy. engendré par 1 (j , 
J 

K{y. 1 étant la K-algèbre symétrique de D (y.), Kiy. }/CI(')] est la K-algèbre 
J - K J  - J 

de polynômes en p indéterminées 6 (y.), . 6 y.), et B = Kiy *,..., y }/J, 
1 J  P J P 

P 
(j )] qui est canoniquement isomorphe à 8 K{~. I /  CI , est la K-algèbre de poly- 

; = 1  J 

fiJ a 

nômes en pP indéterminées tii(y.) i ,  = 1 , p )  ; d'où, en particulier, 
J 

detpi(Y.)] é J ; et, comme detPi(yj)] est une combinaison linéaire sur K 
J 

i 
de déterminants de la forme det bai(y .l avec 1 a / s p-1 (puisque ~ ( 6 ~ )  < p-1) , 

J 

il en existe nécessairement un, que l'on note w, tel que w 6 J. 

Le reste de la démonstration est alors identique à celle faite dans 

le cas ordinaire ( [~d prop. VI. 6) . . 



Cannéyuence : Soit ( K , ,  . , a  ) un corps différentiel de corps des 
m 

constantes algébriquement clos, et E un D -module, somme directe de -modules 
K DK 

monogènes E (i.e E = D (f ) ,  avec f. c E.), de dimension finie sur K ; 
j j K j  J J 

alors il existe une extension L de K, trivialisante pour E : en effet, 

pour tout j, il existe un idéal 1 de pK, tel que VK/1 soit DK-' isomor- 
j j 

phe à E ; en particulier, pK/Ij est de dimension finie sur K, donc 1 
j j 

est de PV et il existe une extension de PV L de K associée à 1 
j j 

(th. 3). Soit alors L = K < "Lj > ; pour tout j, L étant une extension 
j 

de L 1 complètement résoluble dans L l'est aussi dans L ( C11.241 
j' j' j 

rem.) ; ainsi L 8 0 /1 est un 
K K j  

DL-module trivial, donc aussi L BK Ej, 

et par suite également L BK E, qui est DL-isomorphe à 8 L 8 E 
K j 

(L1.41-J ex. b). 

11.33. - Soit (K,a) un corps différentiel ordinaire, de corps 

des constantes k. 

Soient 6 E DK et L une extension différentielle de K , de 

corps des constantes a ; si on pose Sol(6,L) = ix E L / 6(x) = 01 = sol(DK6, L) 

on a dim Sol(6,L) C dimK(DKID a ) = w(6) ([II. 2 q  th. 4), et on dit que 6 
K 

est complétement résoluble dans L si l'idéal DK6 ( de P V d'après [11.21] ex.b) 

est complétement résoluble dans L , i.e. si dim Sol(6,L) = dimK(DKID ) = w ( ? ) .  L K 

Si 6 est complétement résoluble dans L et Sol(6,L) C Sol(D,L) , 

alors 6 divise D : en effet, w(6) = dima Sol(6,L) $ dim Sol(D,L) < w(D) , a 
donc, d'après ([I. 121 lemme 3) il existe B et B dans pK tels que 

D = B O 6 + B et w(@) < w(6) ; on a alors Sol(6,L)C Sol(B,L) , puisque 

6 = D-B O 6, d'où nécessairement B = 0, car sinon on aurait w(6) < w(B). 

Dans certaines conditions, la réciproque de cette propri"é est 

vraie : 



r Pho]9oa&on 4 . -  Soit ( L , a )  une extension différentielle de K, 

de corps des constantes 1, et contenant une extension de Picard-Vessiot 

N de K associée à D c D . On suppose que D = 6 O 6 et que k = K 
K 1 2 c 

soit algébriquement clos. 

II 

II Alors 61 et d2 sont complétement résolubles dans L et la 

I suite de L-espaces vectoriels 

&2 1 O --A s0l(6~,L) C-t Sol(D,L) --t L ----+ L est exacte. 

D Z m o m L t d o n  : D'après (CD L ] VI.4), il existe une extension d e  

Picard-Vessiot M de L associée à d 2  , et en particulier, 

dirn s01(6~,M) = w(6 ) ; D étant complétement résoluble dans N , l'est aussi L 2 

dans les extensions différentielles L et M de N ([11.2q remarque) , 

i.e. dirn Sol(D,L) = w(D) = dirn Sol(D,M) , d'où Sol(D,L) = Sol(D,M) ; L L 
comme Sol(6 ,M) est inclus dans Sol(D,M) , on en déduit que 2 

s0l(8~,M) = So1((S2,L) , et 62 est complétement résoluble dans L. On a 

62(Sol(~,L)) C Sol(G1 ,L) , et diml 62(Sol(D,L)) = dimL Sol(D,L) - diml Sol(& 2 ,L) = 

= o(D) - ~(6,) = ~ ( 6 ~ )  ([1.11] lemme 2) , d'où S2(sol(~,~)) = Sol(8, ,L) et 

dim 1 Sol(Sl,L) = w(S1).. 

Pour toute extension différentielle L de K et tout D E DK , 

Sol(D,L) est stable par Gal(L/K) car, t/ a E Gal(L/K) on a a O D = D O a . 

Lwm~ 5 . -  Soient (L,a) une extension normale de K de corps 

des constantes L, D E DK et T un SOUS 1-espace vectoriel de Sol(D,L) 

stable par Gal(L/K). Alors il existe un opérateur différentiel unitaire 

6 E DK , complétement résoluble dans L , tel que 8 divise D et 
O O 

T = Sol(6 ,L). 
O 

vectoriel , de dimension 

finie t w(D), de L ; d'après ([II. 251 th. 6), l'idéal 



I T = {S E DL 1 ô(£) = O , f E T l  est donc complétement résoluble dans 

L et T = Sol(1 ,L). De plus, si 
T 1rj:t est une base de T sur l, 

d' après ( [II. 251 th. 6 conséquence) . IT est engendré sur DL Par 

l'opérateur différentiel unitaire d'ordre t 

W(g,f l ,  . ,ft) 
6 : gl+ (voir [I, bis. 31 remarque) ; en développant le 
O 

W(fl,. . ,ft> 
déterminant W g , ,  . suivant la première colonne, on obtient 

1 L 

t 
désignant le vecteur colonne (fj, ..., (fj) ,..., a (fj)) ; or, T 

étant stable par Gal(L/K) , tout o E Gal(L/K) induit un L-automorphisme 

"d 
o de T~ , d'où 

"d "d 
det(bil) , . . . , x i  det o det(Xil,. . . ,x. ) 

a(a.) = - - -  lt 
1 "d 

= a. 
w(o(fl>, . . . , det o W(fl, ..., 1 y 

K étant l'ensemble des invariants de Gal(L/K), on en déduit que 6 E DK ; 
O 

comme IT = D 6 est complétement résoluble dans L , il en est de même 
L O 

de 60 ; et comme s01(6~,L) = T C Sol(D,L) , 6 divise D. . 
O 

ThGuhème 6.- Soit (L,a) une extension de Picard-Vessiot de K 

associée à D E DK , de corps des constantes k algébriquement clos. 

Pour tout ' *L~K 1 ' idéal If = 16 E DK 1 6(f) = 01 est 

complétement résoluble dans L. 

Démov~rl&ation : Soient Df le générateur unitaire de If , et 

M une extension de Picard-Vessiot de L associée à D O D E D C DL ; 
f K 

comme M = L <Sol(Df O D, M)> = K <Sol(D,L), Sol(Df O D, If)> = K<Sol(D O D, FI)> , 
f 

puisque Sol(D,L)C Sol(Df O D, M), M est une extension de Picard-Vessiot 

de K associée à Df O D , donc, en particulier, une extension normale de 

K ([DL] IV.5) ; Sol(D,L) = Sol(D,M) est stable par Gal(M/K) , donc 



aussi L = K<Sol(D,L)> et Sol(Df,L) = Sol(Df,M) fl L ; Sol(D ,L) étant 
f 

un sous k-espace de Sol(Df,M) , stable par Gal(M/K) , il existe, d'après 

le lemme 5, un opérateur différentiel unitaire 6 E DK , complètement 
O 

résoluble dans L , tel que 6 divise Df et Sol(Df,L) = s01(6~,M) ; 
O 

donc, en particulier, f s Sol(& ,M), i.e. 60(f) = O , d'où 6 E 1 et 
O O f 

Df divise ; Df et 6 étant unitaires, on en conclut que 
O Df = . 

11.4. - ExXemionb P V-NORMALES. 

r 11.41. - Soit &al,.. .,a ) une extension différentielle de K. 
m 

Soit f E L ; d'après ([II. 211 ex. a)) , f est un élément de 

Picard-Vessiot de L sur K , i.e. f E % l K  , si et seulement si l'idéal 

I f =  { a  € a K /  a(£) = O }  est de P V .  

L est une extension P V -normale de K si : 

* L est une extension de type fini de K 

* L et K on,t même corps des constantes 

* =  frac(%^^) 
x pour tout %/K ' l'idéal de P V If de DK est complétement 

résoluble dans L. 

~ Q ~ C V L ~ U C ?  : Si L est une extension P V -normale de K et 

~ I K  
If, dont f est une solution, a un "maximum" de solutions 

dans L ; on notera l'analogie avec la définition de N. Bourbaki des extensions 

algébriques normales ([A V] 5 6 dé£. 2) : dès que p s K[X] a une racine 

dans L, il les y a toutes. 

E x m p L ~  : Une extension de Picard-Vessiot ordinaire (L,a) de K, 

de corps des constantes algébriquement clos, est une extension P V -normale 

de K : ceci résulte des théorèmes 2 et 6 de r11.31. 



l 
Théofième 7.- Soit (L,al, ..., am) une extension P v -normale 

de K, de corps des constantes k. 

Alors il existe un idéal de P V 1 de DK tel que L soit une 

extension de P V de K associée à 1. 

D E m u i ~ L t d o n  : L est de type fini sur K et L = Frac(A LIK) 

donc il existe fl, ..., f s A 
s LIK 

tels que L = K(fl, ..., f s) ; pour tout 

j, 1, est un idéal de P V de DV complétement résoluble dans L , 
!A 

' j s 
donc, d'après ( C11.241 prop. 5 b) , il en est de même de 1 = 0 If ; et 

i = l  i 
J -  J 

comme f. E Sol(1 ,L) C Sol(1,L) , on a L C K(Sol(1,L))C K <Sol(I,L)> . 
J f j 

Canbéyu~nce : Soit (L,a) une extension différentielle ordinaire de 

K, de corps des constantes algébriquement clos ; alors, d'après ( FI. 3 3 1 ,  th. 5), 

L est une extension PV-normale de K si et seulement si L est une extension 

de Picard-Vessiot de K ; en particulier, L est une extension normale de K. 

- 
P h o p o b d ~ ~ n Z .  - Soient (L, a l,. . . , a ) une extension di£ férentielle de m 

K, et k = K . Alors les conditions suivantes sont équivalentes : 
C 

i) L est une extension PV-normale régulière de K ; 

ii) L est une extension fortement normale (BB) de K et Gal(L/K) est un 

groupe algébrique affine (sur k). 

DémonbR;trdon : i) => ii) : d'après le th. 1 ,  L est une extension 

de PV de K, d'où le résultat d'après n1.321 th. 2 et cons. c ; - - 

ii) => i) : d'après ~BB] th. 6, on a L = ~rac(A ); il reste - L/K 

à montrer que si f E ALIK, I ' idéal If est complètement résoluble dans L : 

on considère le sous k-espace vectoriel Ek(f) de L engendré par 

{o(f)lo~~al(~/K)} ; comme, pour tout 6 E If et o c Gal(L/K), 6(a(f)) = 

O(&(£)) = O, on a Ek(f) c Sol(If,L), d'où di%Ek(f) c di%Sol(I ,L) s 
f 

dimK DK/l£ ( C11.243 th. 4) ; 



- 98 bis - 

or dimk Ek(f) I dimK DK/If : en effet, soit 

(f = ol (f) ,u2(f), . . . ,o (f)) une base de Ek(f) sur k ; si, pour tout 
r 

a. -. . 

(al,..., a E (N~)~, la famille (a l(f))lsisr est liée sur K, le résultat 
r 

a: 
est trivial ; supposons que ( a  L(f)) 1 $isr soit libre sur K, et, par consé- 

a .  

quent, que detEj 0 a-j(f)] 16i,j6r # O ; soit a E mmm, pour tout 
O r 

o E Gal(L/K), il existe (hi)i E kr tel que o (£1 = 1 hioi(f), donc Pour 
O O i= 1 

a a r a 
tout j = O,. . . r ,  a O a f )  = a j O o f  = 1 hioi O a '(f), et, par 

O i= 1 
(Y. 

j suite, det bi 0 a (f)]OCi,jcr = O ; on en déduit qu'il existe un unique 

r 
(cl, ..., c,) E L tel que, pour tout o E Gal(L/K) : 

O 

uo r ~1 

@ O a ( f )  = 1 cs\ O a '(f) ; 
O 

s= 1 - - 
a r ~1 
O pour tout r E Gal(L/K) , on a donc r O o O a (f) = 1 r(cs) r O ooa '(f) ; d'où 

O 
s= 1 r a 

en appliquant @ à r O oo , 1 (r(cs)-cs)r O o O a '(£1 = O ; et, par suite, comme 
o= 1 O 

a 
(T 0 0 0 a S(f)) ,sslr est libre sur K, r(c ) = c i.e. c E K (une 

O S s ' S 

extension fortement normale (BB) étant, en particulier, normale - [BB] th. 3 -) , 
C1 
S 

soit (a (f))06slr liée sur K. 

P ~ ~ V ~ U A ~ O M  3.- Soit L a ,  . , a  ) une extension PV-normale 
m 

II de K, k = K . Alors l'anneau différentiel A 
L I K est simple , i.e. les 

C 

seuls idéaux différentiels de ftl~ sont { Ol et PLlK. 

O é m o m ~ d u n  : Soit J # {O) un idéal différentiel de 
*L~K 

et f # O dans J ; If est compléternent résoluble dans L , et si 
- 

(f = f , f2 , . . . ,f ) est une base de Sol(1 ,L) sur k, et (dl , . . . , n f dd 
une base de DK/I sur K , on a det Cd. (fi)] # O (c11.321 th. 2 conséquence 

f J 

a(B)) ; 



n i+q 
or det[d.(fi)]= 1 a d.(f) où a - 1  det[dq(fi)]i+l 

j 
; J étant 

J j=i j J 
q+j 

différentiel, d.(f) E J , y  j ; de plus, i # 1 , q # j , dq(fi) E ALIK J 

(cf. démonstration 111.321 th. 2 a.) ; donc 
aj %IK et par suite 

- 1 - 1 
w = detldj (fi)] E J ; on va montrer que w E klK , i.e dimK DK(w ) 

est finie : étant donné r, 1 i r 6 m , pour tout p = 1, ..., m , il existe 
n 

( a j p ) j ~ ~ n  telque a r o d  - 1 a d . r I  donc tel que, Y i  , 
n P j =1 ~ P J  f '  

a o d  (f.) = 1 a d.(fi) ; o n a d o n c  
r P l  j = i jp J 

n - 1 - ar(w) 
= a w  avec a = K , dqoù a (W ) = 

2 
= - ar(wql) 

r y r r p= l W 

a -1 - 1 
r K w-I ; par récurrence, on en déduit que !f a E INm - { O }  , a (w ) E K w , 

- 1 - 1 
et par suite DK(w ) = K w . 

C 11.42.- soit (L,al, ..., a ) une extension différentielle de K. 
m 

Soit f c L , algébrique sur K , et g un conjugué de f, i.e. 

une racine du polynôme minimal de f sur K ; alors il existe une clôture 
.. A 

algébrique K de K contenant f et g et un K-automorphisme u de K 
.. 

tel que u(f) = g. K étant une extension différentielle de K ([0,41] rem. b), 

u est différentiel, donc pour tout 6 r DK , 6(g) = 6 O u(f) = u O 6(f) , 

et par suite, 1 = {6 E DK 1 6(g) = 01 = 1 
g f ' 

D'autre part, comme K(f) est une extension différentielle de K , 

DK(f) C K(f) , d'où, K(f) étant de dim~nsion finie sur K, f E A L/K ' 



Phopobidion 4.- Soit L,a1,..., ) une extension F.V.-normale de m 

K , de corps des constantes algébriquement clos k. 

Si f E L est algébrique sur K , alors tous les conjugués de 

f sont dans L. 

DZmom;ttLation : Soit g un conjugué de f ; g étant algébrique 

sur L, L(g) est une extension différentielle de L, et d'après ([0.42] lemme 2), 

on a d.tr(~(g)~/k) 6 d tr(L(g)/L) = O , d'où L(g)c = k ; 1 = If 
g 

étant complétement résoluble dans L , l'est aussi dans L(g) , donc 

dimk Sol(1 ,L) = di% Sol(1 L(g)) et par suite g E Sol(1 L(g)) = Sol(1 ,L).(I 
6 g ' g ' b 

Coméquence : Soit L(,a,, ..., a ) une extension P V -normale de K, m 

de corps des constantes algébriquement clos ; si L est algébrique sur K , 

alors L = ALIK est une extension galoisienne l0.211, et, par suite, normale 

PhopobiCion 5.- Soit (L,a1,..., ) une extension P V -normale 
m 

de K, de corps des constantes algébriquement clos k. 

Si f E L est algébrique sur K , de conjugués i l  = f , f2 ,..., 
r 'r 

aiors Sol(If,L) = 1 k . fi . 
i= 1 

Démom&ation : Pour tout i, If = If et fi E L (prop. 4) 
i 

d'où k f. C Sol(If,L). 
1 i= 1 
r 

S = k . f: est un sous k-espace vectoriel de dimension finie - I i= 1 
1 n m n 

de L ; si 
(Ui) I rirn 

est une base de S sur k, il existe (6 ,...,fi ) E: (IN ) 

i 
tel que det [aB (u.)] O et 1, = i6 c DL 1 6(s) = O , s E SI est engendré 

J 

sur DL par les opérateurs différentiels 
L L 

det ka (g) , au (uj)] 1 n m n+l 
6 :g++ , où (a ,..., a ) E (iN ) i 
(a det [aB (u.)] 

J 



i 
et 1 a 1 c n (voir [II. 251 th. 6 conséquence) ; or K , . . , f ) est une 

r 

extension galoisienne, donc normale, de K, de groupe de Galois le groupe des 

permutations de {fl ,. . . ,f 1 ([A V] § 10 no 3) ; S est donc stable par 
r 

Aut(K(fi)/K) = Gal(K(fi)/K) , et, par suite, les coefficients de 6 sont 
(ai) 

invariants par tout o E Gal(K(fi)/K) ; comme 6 (f) = O , on a 
(ai 

i e 1 
f '  donc IS C DL If et Sol(If,L) C sol(DL If, L) = Sol(1 S ,L) = S 

(a ) 

([11.25] th. 6). 1 

Ex~mp& : Soit (L,a) une extension P V -normale (ordinaire) de K, 

de corps des constantes algébriquement clos k ; soit a E K - {O) et f e L 

n n- 1 
telque f = a ; o n a d o n c  a(a)=nf a(£) d'où 

a (a) a(a) iK) ( r )  = O ; 6 = a - -  (a - -  l K  , étant d'ordre 1 , est nécessairement 
O 

na na 

le générateur unitaire de If sur DK , d'où di% Sol(If,L) = w(6 ) = 1 , 
O 

et par suite Sol(If,L) = k f ; or, si w .  (liiin) sont les racines n-èmes 
1 

de l'unité dans k, les conjugués de f sur K sont f. = w .  f , et ainsi 
1 1 

r 

71.43. - Soit (L,al, ..., a ) une extension différentielle de K. 
m 

I 

R ~ m a h y u ~  : a) Si L est une extension P V -normale de K , 

kl~ est une K-algèbre de type fini ; en particulier le résultat 

de [B B , rappelé en (C11.321 remarque ) se généralise au cas partiel, 

à savoir que si L = K<s ,..., s > ((S.) base de Sol(1,L) - th. 1 -) 
1 n J 

L 

et w un déterminant non nul de la forme det[aau (S.)] (voir [0.42] lemme 1) 
3 

- 1 
alors klK = ~ { s ~ ,  .. . ,S w 1 (voir [~k]). n 

Cependant les démonstrations de [B B ] et [Bk] reposant sur l'utilisation 

du théorème de WEIL (voir L0.451 th. 4 rem.) , on peut se demander si ce 

résultat ne pourrait être obtenu directement. 



b) Une autre question se pose à propos des extensions 

P V -normales, qui vise à une construction plus simple de la structure de 

groupe af f ine de Ga1 (L/K) (voir [III. 42) ) : la k-algèbre des constantes 

de (ALIK) $ (AL,K) est-elle l'anneau des coordonnées (ou l'algèbre affine) 

([~a] II § 3 et [HU] i .5) du groupe algébrique affine Gal(L/K) ? En particulier, 

est-ce une k-bigèbre (pour la liaison bigèbre-groupe algébrique affine, 

voir ~HU] 7.6.) ? 

c) Soit (K,al, ..., am) un corps différentiel de corps 

des constantes algébriquement clos, et E un -module de dimension finie K 

sur K ; on peut conjecturer l'existence d'une extension L de K , trivia- 

lisante pour E : en effet, d'après (111.321 th. 3 cons.), il suffit pour 

cela que E soitune somme directe de ûK-modules momogènes, et comme, 
D 

d'après C1.431, E admet une décomposition de Remak : E = 8 E 
j = i j '  

que tout IlK-module indécomposable soit monogène ; or, dans le cas ordinaire, 

tout IlKrnodule de dimension finie sur K est monogène (P. DELIGNE : 

"Equations différentielles à points singuliers réguliers" Lemme 1.3. - Lectures 

notes 163, Springer-Verlag-), et cette propriété doit pouvoir se généraliser 

au cas partiel, au moins pour un DK-module indécomposable. 

d) Dans ce chapitre, on a étudié la complète résolubilité 

des idéaux de PV, et par suite, la trivialisation des Il -modules de dirwnsion K 

finie sur K (rem. c) ; pour étendre cette théorie au cas d'un idéal 1 

tel que D /I soit de dimension infinie, il semble qu'aux D-modules doit être K 

substitué l'outil des algèbres de jets J (K) opérant sur 1 n 0: (voir n 

5 bis] et B. MALGRANGE : "Cohomologie de Spencer" Orsay - 1966). 



111.11. - Soit (L,al, ..., am) une extension différentielle de K, k = K c .  C 
% 

Der L est un DL-module de dérivations gauches de structure 
ai 

dé- 
K 

finies par ai((d) = [ai ,dl, ffd E Der L CI. 237 . K 

On pose $LIK = c (DerKL) = {d E DerKL 1 vi , 2; (d) = 01 

= {d r DerKL 1 Yi, a.od = doa.} ; 
1 1 

6 est donc un sous l-espace vectoriel de Der L ; de plus, Der L est 
---L/K K K 

une K-algèbre de Lie ( CO. 3g , lemme 2 cons. b) , et, < , r i  r cLIK, on a, t/i, 

(identité de Jacobi) rai,LS,rÏ]] = - [<,[n,ai]] - [v,[ai,d] = O ; comme 

k = K n 1, C L  est une sous k-algèbre de Lie de Der L, appelée algèbre de 
K 

Lie-Galois de L sur K. - 

a) On a ClK = CIE (car Der-L K = Der K L D.3g) : en particulier, 

si L est algébrique sur K, = 0. 

b) Soit (A,al, ..., a ) une extension d'anneaux différentiels de K, m 

A étant intègre de corps des fractions F ; alors, pour tout d E Der A, le 
K 

prolongement d de d à F (p,4g ex. b) appartient à (IFIK si et seulement 

si bi,d] = O, W : en effet, [?,dl = [ai,d] est l'unique prolongement à F 

de [ai,q . 



Théohëme 7 . -  

Soit (L,al, ..., 3 ) une extension différentielle de type fini de K, m 

l = L c  et k = K .  
C 

a) dirn 6 = d.tr(~/K) ; 1 L/K 

b) les conditions suivantes sont équivalentes : 

(i) dim 6 = d.tr(~/~) ; -L /K 

(ii) le D -homomorphisme canonique Y : L B (Lllc -+ Der L est 
L K 

un isomorphisme ; 

(iii) Der L est un DL-module trivial ; 
K 

(iv) fiLlK est un DL-module trivial. 

DémonnOmtLon : 

a) d'après ( f i .331 - cons. c)) diml($lK= dim 1 c(Der K L) dimLDerKL = 

d. tr(L/K) 

b) (i) <=> i )  : ( 1 . 4 1  prop. 1) 

(iii) <=> (ii) : 1 4 ]  prop. 1) 

* 
(iii) <=> (iv) : Der L est trivial si et seulement si (DerKL) K 

?# 
est trivial ; or 'L /K 

est DL-isomorphe à (DerKL) ( [I . 2 q  cons. b) . . 
711.72. - Pour tout sous-corps différentiel M de L contenant K, on a 

41, M klK , - M' = CIM = Der L est donc un sous 1-espace vectoriel c t une 

sous k-algèbre de Lie de 

Pour toute partie G de (iLIK, x E L est un invariant de G si 

d(x) = O, d r: G. Pour toute sous k-algèbre de Lie ff de , l'ensembie 

f f  des invariants de ff est un sous-corps différentiel de L contenant K : - 

en effet, d E H, Ker d est un sous-corps différentiel de L contenant K, 

doncaussi H 1 = n K e r d  ; d e p l u s , t / d c : H , x ~ H ' ,  o n a ,  \di, 
d~ff 

O = rai,g - (XI = -d O ai(x), d'où ai(x) E Hf. Hf est appelé corps des inva- 



r i a n t s  de  f f .  On pose a l o r s  - M" = ( M l ) ' ,  - ff" = ( H l ) ' ,  e t c . . .  

il P h u p o b ~ o n  2 . -  Pour t o u s  sous-corps  d i f f é r e n t i e l s  M ,  M l  de  L 

con tenan t  K ,  e t  t o u t e s  sous  k -a lgèbres  de  L i e  f f ,  H I  de  , on a  : 

a )  M C  M C M "  e t  ffC ff" ; e n  p a r t i c u l i e r  L = LI' e t  

/ = / ; 

b) S i  M C M I ,  a l o r s  M ; c M '  ; e t  s i  f f C f f I ,  f f ; C f f l  ; 

C) (ILIM = 
e t  l i t  = H ~ ' ' .  

- 
a) s i  x  r M, pour  t o u t  d  E M ' C  Der L = Der-L, on a  d ( x )  = 0 ,  M M 

d foG X E  Ml' ; e t ,  s i  d  E ff, on a  d ( x )  = O ,  b f x ~ f f ' ,  donc d  E ff" ; 

b) s i  M C M I ,  a l o r s  Der L C  Der L donc c  (Der (L) C c  (DerML) ; 
1 

M 1 
e t ,  s i  ff c ff I ,  a l o r s  Kerd C n Ker d  ; 

d€Hl d€ff 

C )  on a  M' C (M')" = M"' ( a )  , e t  comme M C M "  , on a  (M")'c M '  ( b ) ,  

donc gIM = kIMl1 ; d e  même pour  f f '  = ff"' . 

171 .73 .  - Un sous  k-espace H de  qlK e s t  un i d é a l  de  

[ff,cIK] c ff ; c ' e s t  donc en p a r t i c u l i e r  une sous  k -a lgèbre  de  L i e  de  

a )  s i  ff e s t  un i d é a l  d e  , a l o r s  d(fil ) c H'  , t/ d r kIK ; 
b) s o i t  M un sous-corps d i f f é r e n t i e l  de L con tenan t  K ; s i  

d (M)C M,  t/ d c a l o r s  L I '  = (LIPI e s t  un i d é a l  de  6 -L/K ' 

c )  s i  de  p l u s ,  M c  = L ,  a l o r s  

L e s t  une s u i t e  e x a c t e  de  l - e spaces  v e c t o r i e l s  e t  de k -a lgèbres  de  L i e .  



DémomLtcu%on : 

a) si d E C l K ,  X E  ff' , on a, ydl E~ O =  rdl,d](x) - = d d(~), 1 

d'où d(x) E ff' ; 

b) pour tout dl E M', d E CLlK9 [dl ,dl E QIK, et comme 

d(M)c M c K e r  d l ,  on a M C  Ker[d1,d] ,donc bl,d] E Der L; ainsi 
1.1 

Cd ,dl f i  kIK m e r  M L = $LIM ; 

C) d E SilK, d(M)c Mi d'où d E Der M ; et comme [ai,dlM] = O 1 M K 

r 6 . de plus d = O si et seuleniei~~ si d r Der L fl lLIK = (LIM. . dlM L M / K *  l M 

Une sous k-algèbre de Lie ff de CLlK (resp : un sous corps diffé- 
rentiel M de L contenant K) est dit(e) fermé(e) si ff = ff" (resp. 

M = Ml') , les applications ff I+ ff' et PI » M' sont donc des bijections réci- 

proques entre l'ensemble des sous k-algèbres de Lie fermées de ClK et l'en- 
semble des sous-corps différentiels fermés de L contenant K, ce qui définit 

une corres~ondance de Galois entre ces deux ensembles. 

a) Pour toute sous k-algèbre de Lie fermée ff de 6 
S / K 7  H est 

un idéal de ClK si et seulement si d(H1) c H', i j  d r gIK ; 
b) Pour tout sous-corps différentiel fermé M de L contenant K, 

ClM est un idéal de 6 si et seulement si d(M) C M ,  v d  a lLIK ; 
'L/K 

c) tout sous-corps différentiel fermé M de L contenant K est 

- algébriquement fermé dans L. 

a) voir prop. 3 a) et b) ; 

b) si M est fermé, alors klM est un idéal (prop. 3 b) ; 

réciproquement si GIM est un idéal, alors c cIM (P~OP. 3 a) , i.e. 

d ( N " ) c  Ml' ; comme M" = M, on a d(M) c M ; 



c )  on a M C  M C M" (prop. 2 a) ) , donc M = M" entraîne M = M. a 

r Soient (L,al, ..., a ) une extension différentielle de type fini de 
m 

de même corps des constantes k de K, t = d.tr(L/K) et (di)lsijs une 

base sur k de l'algèbre de Lie-Galois de L sur K. L 
lLIK étant une sous k-algèbre de Lie de Der L, on appelle bigèbre 

K 

de Lie-Galois de L sur K, la k-bigèbre enveloppante 'L /K = 9C,c) 

de 6 (voir @. 14). On note i l'injection canonique de dans 
<L/K ‘L/K 

fL/K, et on désigne par (2,) la base de u L/K canoniquement associée 
s 

a €IN 
à (di). Il existe alors un homomorphisme de k-algèbres filtrées 

- r : U  -t Diff telque i = - r o o  où a est l'injectionde 
L/K - L/K O ' O 'L/K 

dans U 
L /K 

(cf. LI] Annexe), et on a 
'('L/K 

) C  c(Diff ) : en effet, 
L /K 

Dif f 
L/K 

étant une (K,L) -algèbre différentielle [I. 2 4 ,  ~ ( ~ i f f ~ , ~ )  est une 

sous k-algèbre de Diff corne on a, i ,  O = [a 13 = Ei,r(l)] et, L/K ' i ' 
pour tout d E .L,K, O = [ai,d] = [ai, TOCJ~(~)] , et que u 

L/K 
est engendré, 

en tant que k-algèbre par 1 et a ({ ) , on en conclut que 
O L/K duLlK) est 

inclus dans ~(Dif fLIK) . 

D'autre part, d'après ([II annexe, lemme 1) la k-algèbre L est munie 

d'une structure de ULIK-module algèbre par la loi externe (z,a) * T (z) (a), 

et on peut donc considérer le smash-produit # 'L/K. 

Lemme 1.- L # ULIK est muni d'une structure de K-algèbre par 

1' homomorphisme d'anneaux $ : h t--+ h 8 I de K dans L # ULIK. L- 
~émonbfia, t ion : pour tout b 8 z E L 8 U 

L/K 
et A E: K, comme 

a 
i: ~ ( 1 )  = 1 B 1, on a m'((h81)8(b@za)) = hb@za ; en particulier, A '  c K, on a 

'A $(hhl) = XA' @ 1 = m ((X81) 8 (h181)), donc 4 est un homomorphisme d'anneaux ; 
de plus, comme c(za) = z 63 z on a 

B+y=a B Y' 



dB 
= bX 8 za, car, pour tout 6 f O, ~ ( z  )(A) = - (A) = O ; B 

B !  

on en déduit, par k-linéarité, que $(K) est inclus dans le centre de fi UL/K. 

D'après (CI] annexe, théorème 2), on a alors : 

n- Théoirème 2 . -  Le L-homomorphisme g : L # ULIK -t Diff 
L/K 

défini 

IL par R(bBz) = b~(z), est un homomorphisme injectif de K-algèbres filtrees. 

C 177.31 - Soit ( L a ,  . , a  ) une extension différentielle de K. 
m 

L est une extension Lie-Galoisienne de K si : 

* L est une extension de type fini de K ; 

* K est algébriquement fermé dans L ; 

* L et K ont même corps des constantes k ; 

* l'une des conditions équivalentes suivantes est satisfaite : 

6 = d.tr(L/K) ; -  di%-^/^ 
- le 0 -homomorphisme canonique Y : L ekCLlK -+ Der L 

L K 

est un isomorphisme ; 

- Der L est un module trivial ; 
K "L 

- R 
L/K 

est un module trivial. 
"L 

Exempteh : a) voir annexe. 

b)Si L est une extension de PV (resp. PV-normale) régulière de K, 

alors L est une extension Lie-Galoisienne de K (voir [III. 43 th. 6). 

Phopoh&on 1 . -  Soient L a ,  . , a  ) une extension Lie-Galoisienne m 

de K, k = Lc, et M un sous-corps différentiel de L contenant K. 



c) M est fermé (i.e El = Ml1) si et seulement si M est algébri- 

quement fermé dans L ; et dans ces conditions, L est une 

extension Lie-Galoisienne de M. 

a) DerML est un sous DL-module du -module trivial Der L, donc L K 

est trivial (l1.421 th. 2), et = d.tr(L/M) . 

b) on a = ] prop. 2 c l ) ,  donc 

dirnkGIM i d.tr(L/Mfl) = d.tr(~/M) - d.tr(M1'/M) ; comme = d. tr (L/M), 

on a donc d.tr(M1'/M) = O et M'IC M ; d'où le résultat puisque M C  M" 

([III.~~] prop. 2 a)) ; 

c) on a ainsi M c M = M" ; de plus, L est une extension de type 

finide K, doncausside Il, I c = k ,  et d i m n  =d.tr(L/M), d'oùle kLL/M 

résultat. I 

- 
ThéohZrne 2.- Soient L a , ,  . . a  ) une extension Lie-Galoisienne de m 

K, k = L  et M un sous-corps différentiel de L contenant K, et algé- 
c 7  

briquement fermé dans L. 

Les conditions suivantes sont équivalentes : 

i) pour tout d E g l K ,  d(~) c M ; 

ii) d- 
'L /M 

est un idéal de 4- --L /K ' 

t 

Dans ces conditions, M est une extension Lie-Galoisienne de K, 

et la suite de k-algèbres de Lie : 

où 0(d) = dlM, est exacte. - 



Démom;thdion : 

M, étant algébriquement fermé dans L, est fermé (prop. 1 c)), 

donc i) <= > ii) d'après ( ~ I I .  133 prop. 4b)) ; de plus, d' après ( ~ I I .  lq 
8 

prop. 3c)), O ---+ qIM- gIK 4 &lK est une suite exacte de k-algèbre, 

de Lie, donc = dirnkqIK - dimkClM + di%Coker e 

= d. tr(M/K) + di%Coker 8 ; comme dimkTMIK d. tr(M/~), 

on en conclut que coker 8 = O, i.e. e surjectif, et = d.tr(M/K) ; 

L étant de type fini sur K, M l'est aussi p.227 ; K étant algébriquement 

fermé dans L, l'est aussi dans M ; ainsi M est une extension Lie-Galoi- 

sienne de K, et la suite considérée est exacte. a 

Rematrqued : . 

a) ce théorème est l'analogue du théorème fondamental des extensions 

galoisiennes : soit N une extension galoisienne d'un corps K, r son groupe 

de Galois, et E un sous-corps de N contenant K ; alors E est une 

extension galoisienne de K si et seulement si le groupe de Galois A de N 

sur E est un sous-groupe distingué de r ,  et, dans ce cas, le groupe de Galois 

de E sur K est isomorphe à r /A ( [AV] 9 10, prop. 4). 

b) sous les hypothèses du théorème 2, si M est une extension Lie- 

Galoisienne de K, alors les conditions (i) et (ii) sont satisfaites : en effet, 

8 O --t Der L '=--+ Der L -t DerK(M,L) -t O où 
M K 8(d) = d/M, est une suite 

exacte de 27 -modules, car 8 est Z) -linéaire ; Der L étant trivial, on 
L L K 

en déduit, d'après (p.4a th. 2 cons. a)), que 

est une suite exacte de k-espaces vectoriels, d'où di%c(KerK(M,L)) = dirnkh - 
L / K  

di%[LlM = d. tr(L/K) - d. tr(L/M) = d. tr(M/K) = dimkGIK ; 1' injection canonique 

de 
M/ K 

dans c(Der (M,L)) est donc un k-isomorphisme, et, v d  r 
K 

a c(DerK(M,L)) , il existe d' c tMlK tel que dl = d' , d'oc 

d(M) = dl(M) C M. 



7 7 7 . 3 2 .  - P h o p o h ~ o n  3 . -  Soit L une extension Lie-Galoisienne de K, de corps 

des constantes de k. 

Le L-homomorphisme Q : L # ULIK -+ Diff 
L/K 

défini par 

~ ( b 8 ~ )  = b-r(z) (b11.221 th. 4) est un isomorphisme de K-algèbres filtrées. 

D'après (D11.q th. 2) et ([O. 121 lemme l), il suffit de vérifier 

que gr(Q) : gr(L # ULIK) -+ gr(DiffLIK) soit surjectif, donc que 

R = gr(R) : grn(L # ULl,) + grn(DiffLIK) soit surjectif, 
n I grn (L # UL/K) 

n r IN ; pour tout n P IN, on note fB (resp. f;) la surjection canonique n 

de Bk 'L/K 
sur gr (L # ULIK) (resp. de ~ i f f ~  (L,L) sur grn(DiffLIK)) ; 

n L/K 

et soient (di) I rict une base de O 
-L/K 

sur k et (za) 
t 

la base de U 
a€N L,/K 

canoniquement associée à (di) ; 

soit n E IN ; ('a) la / <n est une base de U sur k, donc n 

(18za) la1 <n est une base de L Bk Un sur L ; fB étant surjectif, et comme 
n 

8 8 
f (182 ) = O, pour tout a tel que a - 1 ,  (f,(lB~~))~~~=, est une famille 
n a 

génératrice de grn(L # ULIK) sur L ; d'autre part, Der L étant trivial, 
K 

a 
(di) I cirt est une base de Der L sur L ( F . 4 g  prop. 1) ; (OD(d) ) l a l = n  

K 
n 

est donc une base de SyrnL(DerKL) sur L (dD : injection canonique de Der L K 

dans SymL(DerKL)) ; or l'homomorphisme de L-algèbres graduées 

g : SymL(DerKL) -+ gr(Diff ) tel que = f; IDerVL L/K est un isomorphisme 
R 

( p. - 351 - lemme 3), donc - - 
g n 

est un isomorphisme de L-espaces 
SymF(DerKL) 

vectoriels ; comme, a ,  la/ = n, on a gn(JD(d)") = [f;(d)]" = £'(da) , 
n 

(f;(da>>l a 1- -n est une base de grn(DiffLIK) sur L, et par suite aussi 

f; (da) 
( 

8 da 
d'où le résultat, puisque Rn(in(18z ) )  = fn(R(l@za)) = fA(-). . ) / a = n 9  a 

a! a! 

Connéquence : Si (za) est la base de U 
L/K 

canoniquement associéc 
a €IN 

à une base da 
(di) izict de lLIK sur k, comme Q(lBz ) = T ( Z  1.1 = - ,  

a a 
a! 

da 
(-) est une base de DiffLIK, et par suite aussi (da) 
a! acN t ' 

acN 



PhaponLtian 4 . -  Soit (L,a1,..., ) une extension différentielle de 
m 

type fini de K, de même corps des constantes k que K, et telle que K 

soit algébriquement fermé dans L. 

Les conditions suivantes sont équivalentes : 

i) L est une extension Lie-Galoisienne de K : 

ii) DiffLIK est un module trivial. DL 

Et dans ces conditions, T est un isomorphisme de k-algèbres filtrées 

de U 
L /K 

sur c (Dif fLIK) . 

DQrnaMn~a;tian : 

i) => ii) R = Y O (1 8~), où Y est le O morphisme canonique 
L L 

injectif de L 8 c(DiffLIK) dans DiffLIK, 
k 

est un isomorphisme ; est 

donc un isomorphisme et Diff est trivial ( .41] prop. 1) ; 
L/K - 

ii) => i) Der L, étant un sous 
K 

DL-module de Dif fLIK, est 

trivial (n.44 - th. 2) ; les autres conditions étant satisfaites par hypothèse, 

L est une extension Lie-Galoisienne de K ; 

. Dans ces conditions, R = Y O (1 8 T) et Y étant des L-isomor- 
L 

phismes, 1 8 T est un L-isomorphisme de 
L Bk 'L/K 

sur L 8 c(DiffLIK), 
k 

donc T est un k-isomorphisme de U 
L/K 

sur ~(Diff~,~). . 
17 2.4. - NohmalAé den Exte~~ionn Lie-Galahienna . 

I 111.41. - Soit (L,a,, ..., a ) une extension différentielle de type fini 
m 

de k, de même corps des constantes k que K, et (d ) une base de i liics 

6 sur k. 

- %/K 

Ldi,6] = 1 (di(aa) a" + a" [di, au]) = 1 di(aa) a", a ,  par récurrence sur 

~ " I s P  l"l5~ 

la\, [d.,aa] = O, v a s  N~ ; de plus, !!a E L, 
1 



% 

[di,asI] = di(aaa) aa = d. 1 (a)6 + api,6] ; di : 6 n p i , g  est donc 
lalrp - 

une d.-dérivation gauche de . 
1 OL 

Lemme 1.- Soit ( L , , . . . ,  ) une extension Lie-Galoisienne de K, m 

de corps des constantes k, et (di) i rirt 
une base de 

%/K 
sur k. 

DL est un Diff module de loi externe : 
L /K 

DémonnA-hation : 

Diff 
L/K 

est le L-espace de base (da) [III .34 prop. 3 cons .) , 
acw 

donc est la k-algèbre d'opérateurs différentiels engendrée par (d.) 
1 lgict 

% 
[1 . 1 l] ; pour tout i, d. est une d. -dérivation gauche de 

1 1 
DL, et 

d'où le résultat, d'après ( 11 - .2 ll théorème 1) . . 
E 

Pour tout DiffLIK-module E de dérivations gauches de structures di, 
4- 

E 
on note cD(E) = n K e r  di ; E est donc un Diff -module trivial si et 

i= 1 
L/K 

seulement si le L-homomorphisme canonique YD : L BK cD(E) + E est bijectif. 

Lemme 2.- Soit ( L , , . . . ,  ) une extension Lie-Galoisienne de K ,  m 

de corps des constantes k ,  et (di) lrirt une base de ClK Sur k. 

Si J est un idéal ( à  gauche) de DL tel que G(J)CJ, Yi, 

IL alors J = (J flDK)L (voir [11.22]). 

DémonnA-hation : 

DL est un Diff -module (lemme 1) et 6 = 1 aaaa c cD(DL) 
L/K 

la1 SP 
'L 

si et seulement si O = d. (6) = di(aa)aa, i ,  c'est-à-dire, va, 
1 

+ lalsp 

a E Kerdi = ((f ) ' = Kt' = K (voir [III. 121 et [III .3 11 prop. 1) , donc 
a i= 1 L/K 

cD(DL) = DK ; comme le L-homomorphisme canonique h : L BK DK 
+ DL 

est bijectif [1~.22], DL est donc un DiffLIK-module trivial ; 



J étant un sous Diff module de 
L/K 

DL, J est trivial, et comme 

c, (J) = J n c (î7 ) = J fi O,, on a J = h(L BK(J n DK)) = (J fi DK)L. . 
D D L 

Conn&quence : Soit L une extension Lie-Galoisienne de K et 

k = Lc ; on considère l'ensemble S[  des sous k-espaces de dimension finie 
- 

de L, stables par et l'ensemble 'K,L 
des idéaux de P V de DK 

complètement résolubles dans L ; alors, l'application 

S c+ JS = 16 P DK1 6(s) = O, Y s  t SI est une bijection de s{ Sur 'K,L, 

de bijection réciproque l'application 1 r - t  Sol(I,L), et pour tout S E S 5 ,  
-5 

on a di S - dimKD J : en effet, si l'on considère % - d s 1, = {6 P DL16(s) = O, 

?, 

ff x E S), S étant stable par K y  'L/Ky d(IS) c IS, donc 

Is = (IS = (JS)L, et par suite Sol(JS,L) = Sol(IS,L) = S (C11.251 th.6), 

et dimkS = dim D 1 = dimKDdJS 
L J s  

( C11.221 lemme 2 cons .) ; comme tout 

I 'K,L 
est en particulier un idéal de DL complètement résoluble dans L, 

on a de même, si S = Sol(I,L), 1 = 1 = IS fl 0 = J S K S' 

ThEotrème 3. - Soit (L , a ,  , . . . , am) une extension Lie-Galoisienne de K, 

telle que L = Frac (ALlK). 

Alors L est une extension PV-normale de K. 

Démann;DLaCLon : 

il reste à montrer que l'idéal de P V Soit f E ALIK , If de DK 

est complètement résoluble dans L ; 

Soient S = Sol(If ,L) et Is 
= ta E DLls(s) = O, \d s S) ; si 

(d ) est une base de gIK sur k = L , pour tout s E S, 6 <c I ~ ,  on a, i lzi~t c 

f f i ,  6 O d.(s) = di O 6(s) = O, donc di(s) r S ; ainsi, pour tout 6' ,Z IS, 
1 

d'après le lemme 2, on a donc IS = (IS f lQD)L ; IS étant un idéal de P V 

de DL complètement résoluble dans L ( [II. 251 th. 6), 1 D est un idéal s K 

de P V de DK ([11.22] lemme 2 cons.) complètement résoluble dans L ; or 



f t S, donc IS f l  D C If et If est complètement résoluble dans L 111.241 a K 

IIll.42. - Soit K , ,  a ) un corps différentiel. 
m 

Etant donné un entier n, on note K{yI, ...,y ,} la K-algèbre des 

polynomes à une infinité d'indeterminées Kbj ,al Icjcn, 
muni de la structure 

w N m  
de K-algèbre différentielle ai(y. 

j ,a) = Yj,a+i9 

sont alors appelées indéterminées différentielles sur K. 

Etant donnés une extension différentielle L de K, et 

s1,s2, ..., s E L, il existe alors un unique K-homomorphisme d'anneaux diffé- n 

rentiels u : K{yI ...,yn } + L tel que u(yi) = si ; U, étant différentiel , 

vérifie en effet u(yjYa ) = u(acl(y.)) = acl(s.), 'dj, %. 
3 J 

On rappelle d'autre part, que l'on note K{sI, ..., sn} la plus petite 

sous K-algèbre différentielle de L contenant K et 
9a..9s n ' 

n 
K{sl,. . . ,sn} est la K-algèbre engendrée par 1 DK(si), et son corps des 

i= 1 
fractions est K<sl,. . . ,s > (voir [11.31]). n 

Soient (L,al, ..., a ) une extension de PV de K (associée à 1), 
m C et k = L  = K  

C c' 

On a L = K<Sol(I,L)> ; si n = dimkSol(I,L), il existe donc 

sl,s2, ..., s E Sol(I,L), linéairement indépendants sur k, tels que n 

L = K<s , , s  > ; d'autre part, Sol(1,L) est stable par Gal(L/K) : en n 

effet, Yd s E Sol(I,L), a e Gal(L/K), d E I,d(o(s)) = o(d(s)) = 0. 

On va rappeler comment E.R. KOLCHIN dans ([Ko], IV. 17) munit alors 

Gal(L/K) d'une structure de groupe algébrique affine, l'idée étant la suivante : 

une matrice inversible (t..) est la matrice d'un K-automorphisme différentiel 
1 3  

de L si et seulement si elle laisse stable l'idéal des relations différentielles 

entre 
S~'"'9Sn' 



Soient y], ..., des indéterminées différentielles sur K, et I' - 

l'idéal premier différentiel, noyau du K-homomorphisme différentiel o-anneaux 

u : K{y1,. . .,yn} + K{s l,...,~n} définie par u(y.) 1 = S. 1 . 

Soient, d'autre part, des indéterminées to,tij (1 s i,j s n), 

et ~[t~,t..] muni de la structure de L-algèbre différentielle donnée par 
1 J  

a (to) = a (t. .) = O, vp ; on définit un K-homomorphisme différentiel 
P P 1 J  n 

d'anneaux a : K{yl,. . . ,yn} + LCto,t. .] par a(yi) - et A = n ( r )  
1 J  - 

j= 1 
est un idéal de ~[t~,t~~]. 

Remahque : On peut montrer alors, par un argument de disjonction linéaire, 

que A est engendrée dans ~ [ l t ~ ,  t . .] par un idéal J de k [t , t ij] ; 
1 J  O 

1. KAPLANSKY donne dans ( V - Lemme 5.4) une définition moins naturelle de 

J ,  utilisée ici par commodité. 

Si ( w ~ ) ~ ~ ~  est une base de L sur k, tout f E A s'zcrit 

= 1 fAwA, avec fA E k [to, t . .] . On considère alors 1 'idéal J = 5, 
1 J - O 

A€ A 
où J est l'idéal de k[lto,tij] engendré par {fA/f E A,A e A} et 

O 

1-t det (t . .) , et on montre ( [~a] ou [DL]) IV prop. 6) que Ga1 (L/K) est 
O 13 2 

kn + 1 
la sous-variété affine de associée à J ([~a] II 1 2) ; ainsi 

R - = krto, t . .] /J est 1 'anneau des coordonnées de Gal(L/K) . 
1J  

NoXe : Ces résultats, démontrés dans [~d et [KO] dans le cas 

d'une extension de PV ordinaire L de K,reposent sur le fait que 
n 

L = K<s , . . . s > avec k si stable par Gal(L/K), donc restent valables 
n i= l 

dans le cas partiel étudié ici. 

ûn se propose de montrer que L est une extension Lie-Galoisienne de K. 

Pour cela, on va mettre en oeuvre l'argument géométrique suivant : 

Gal(L/K) étant un groupe algébrique opérant sur L, son algèbre de Lie opère 

comme ensemble de dérivations sur L, et par suite, s'injecte dans 6 -L/K 
sa dimension étant égale à d.tr(L/K), on en conclut alors que d.tr(L/K) 



Etant donné e - = (1,6..) l'élément neutre de Gal(L/K), on note 
1 3  

C? le localisé de R en e, i.e % = {- f,g E R et g(e) # O}, et 
e - 

f g '1 M = {- r be 1 f (e) = O}, l'idéal maximal de ; on a alors 
e e - g 

2 
di~Homk(hielbie,k) = diTGal(L/K), car le point e est simple ( [HU], 7.1). 

 autre part, d'après ( [KOJ , 20) , di%Gal(~/K) = d. tr(L/K) . 

2 Remahque : l'espace tangent en e : H0m~(A4~/Ad~,k) ( r~ul, 5.1) est - - 
canoniquement isomorphe à 1 'algèbre de Lie du groupe affine Ga1 (L/K) ( eu] , 9.1) . 

On considère les homomorphismes d'anneaux 

f 
qo 

: R + défini par 0 ( f )  = - ,  et : 4 + M /hi2 qui à e O e e e 
1 

4 E 5 associe la classe de &g(e) modulo H~ ; l'application 5 i 5 o w e 
2 est alors un k-isomorphisme de ~o~~j(bl~/!d~ ,k) sur ~ e r ~ ( r ~  ,k) (  HU] - , 5.1) . 

Soient, enfin, l'isomorphisme canonique 

jo : k Bk KEY,, ...,y ,} + K{yl, ...,y 2 la surjection canonique de 

k , t . .] sur R, et le K-homomorphisme di£ férentiel d'anneaux 
0 1J n 

2 Lemme 4 . -  Avec les notations précédentes, pour tout 5 E Homk(A~/Ek,i ,k) : 
e 

a) dE = jo O (SBl) O (wB1) O 6 est une K-dérivation de 
- 

 KEY^,. .'Yn} ; 

a) 5 O w étant une k-dérivation de fl dans k, 
e jo 

O (~el)o(wBi) 

est une K-dérivation de be @ K{y,,. ..,y } dans K y , . .  y }  ; 6 étant 
n 

un K-homomorphisme d'anneaux, on en déduit que dg est une K-dérivation de 

KIy,,...>Yn} ; 



-- 

b) pour tout p = p(yl ,..., yn) E I', a(~) = p( ..., 1 tijsj ,...) A ,  
j=l 

n 
donc p..., t i j s j , )  = 1 pAwA, avec p, E J ; b' A r A, o(pA) = 0, 

j=l A 

comme B(p) = P(..., 1 qo O o(t ) 8 yj,. . .), on en déduit que i j j=l 

- 
donc d5 (p) c r . 

Coméquence : d induit une K-dérivation d de 
5 5 

'b % 
K{sl,. . . ,sn} + K{yI,. . .,y n }Ir définie par d O u = u O d ; d'après ([0.41], 5 5 

A 

ex. b), di 
se prolonge de manière unique en une K-dérivation dg de 

n- ThCo4ème 5.- Avec les notations précédentes, l'application 5 -+ dt 

IL est un k-morphisme injectif de 
2 

HO%(M~/M,,~) dans clK. 
2 I )émom&don : Soit 5 E HO%(U~/M~,~) ; d'après ( [III. 1 llrem. b) , 

A A 

dg E CIK si, i Di,dJ = O soit, u étant surjectif et différentiel, 
Z 

- - 
si O = [ai,dd O u = u O [ai O dg] ; or B est différentiel, ainsi, trivia- 

A 

lement, que w 8 1, 5 8 1 et j, donc [ai O d d  = O et dg E QLlK ; jo 

étant k-linéaire, il en est de même de l'application 5 I-+ dg, et par suite 

A 
A 

% 
de 5 » dg ; enfin, si d c =  O, o n a  d g =  O, donc Yi, 

n 
% 

O =  dg O u(Y~) = u O dt(yi) = < O o o n o o(tij)sj ; comme 
O ('j) isjcn 

j= 1 
est libre sur k, on en déduit que, Yi,  vj o(tij) E Ker(5owon ) ; 

O 

<owoqo est une k-dérivation de R dans k, nulle sur les générateurs o(tij) 

et o(to) de R sur k, (car Sowoqo(det o(t..)) = 
1 J 

n 1 1 det&(tij) ,Eouoqo O ~ ( t  .)lifp = O implique o(to) = ~Ker(~owon~) 
p= 1 PJ det(o(t. . ) )  

1 J  

k.317), donc nulle sur R ; son unique prolongement à ee = R~s-l-1 - où 

- 
S = {g  E R/g(e) f 02, étant 5 O w (cf. [_0.41] ex. b), on a donc E, O w = 0, 

et par suite 5 = o. . 



Co~nequence : Soient L une extension de PV de K telle que L / K  

soit régulière, et k = L ; alors L est une extension Lie-Galoisienne de K : 
C 

2 IC 

en effet, on a d.tr(L/K) = di%Gal(~/K) = di%~o~(M~/hi~,k) 6 dimkQLIK 6 d.tr L/K) ; 

2 
de plus, Homk(He/Ie,k) est alors isomorphe à lLIK. 

L- 171.43 .  - En appliquant (E1.4a prop. 2 et th. I), (p11.42] th. 5 

cons .) et ( ~ I I .  - 4 th. 3) , on conclut que : 

Soit ( L a ,  . , a  ) une extension différentielle de K. Alors les 
m 

conditions suivantes sont équivalentes : 

(i) L est une extension fortement normale (BB) de K et Gal(L/K) 

est un groupe algébrique affine ; 

(ii) L est une extension PV-normale régulière de K ; 

(iii) L est une extension de PV, régulière de K ; 

(iv) L est une extension Lie-Galoisienne de K, telle que 

Et dans ces conditions, l'algèbre de Lie de Gal(L/K) est isomorphe 

à p (qui est ainsi une algèbre de Lie algébrique - [HU] 13.1 -) . - L/K 

~QmcvtquQ : En généralisant la démonstration du théorème 5 au cas d'une 

extension fortement normale (BB) quelconque L de K, i.e en construisant un 

k-morphisme injectif de l'algèbre de Lie du groupe algébrique Gal(L/K) dans 

fLIK, 
on obtiendrait de même : si L est une extension fortement normale (BB) 

de K, alors L est une extension Lie-Galoisienne de K. 

On est amené à se demander si l'implication : L extension Lie-Galoi- 

sienne de K ==> L extension fortement normale (BB) de K, démontrée ici 

dans le cas linéaire (i .e L = Frac(klK)) , est encore vraie dans le cas général. 



Cette question conduit à envisager les conjectures suivantes : 

CanjQ&w~e 1 . -  Si L est une extension Lie-Galoisienne de K, 

k =  L et 1 = (Frac(LgKL)) alors d.tr(Llk) = d.tr(L/K). 
C c' 

CanjecAwre 2 . -  Si L est une extension Lie-Galoisienne de K, alors 

L(1) est algébriquement fermé dans F = Frac(L BKL). 

Cvnj'ecXwte 1 b h . -  Etant donnée une extension différentielle L de K, 

les conditions suivantes sont équivalentes : 

i) di%</, = d. tr(L/K) ; 

ii) d.tr(L/k) = d.tr(L/K) . 

Si elles se révèlaient exactes, les conjectures 1 et 2 permettraient 

de donner une réponse affirmative à la question posée : en effet, si L est 

une extension Lie-Galoisienne de K, on aurait alors 

d.tr(L(L)lL) = d.tr(Llk) = d(tr(L/K) = d.tr(F/L), d'où F = L(1). 

La conjecture 1 bis, plus forte que la conjecture 1 ,  permettrait en 

outre, sans utiliser le théorème de KOLCHIN ( m.457 th. 4), de démontrer 

.l'implication : L extension fortement normale régulière de K => L extension 

Lie-Galoisienne de K (car, d'après (50.44), si L est une extension fortement 

normale (BB) de K, alors d.tr(Llk) = d.tr(L/K)). 

Il n'empèche que, dans le cas non linéaire, ce théorème (démontré à 

l'aide du théorème de WEIL) semble nécessaire à la construction d'une théorie 

de Galois, et que cet écueil ne puisse être évité. 



EXEMPLES D' EXTENSIONS L I E - G A L O I S I E N N E S  

1 1 7  A 1 - Soit L une extension monogène pure de K, i.e telle qu'il existe 

u c L, transcendant sur K, tel que L = K(u) . D'après ( [AV~ - , 5 9) , pour 

tout v E L, il existe une K-dérivation unique d de L telle que d (u) = v. v - v 

Si, de plus, (L,al, ..., a ) est une extension différentielle de K, alors, 
m 

pour tout v P L, d c SiIK si et seulement si d O ai(u) = ai(v), Yi : 
v - v 

P 
j en effet, dans ce dernier cas , pour tout s = 1 aju e K[u], on a 

;=O 

ai O dv(s), donc pi,d 1 1 = O ; d'où dv r 6 ([111.11] rem. b). 
K LUI 'L/K 

111 A 2 - soit ( ~ , a ~ , .  . .,am) une extension différentielle de K, 1 = Lc 

et k = K .  
C 

Une famille (f ], . . . ,f ) c I? est une famille de dérivées dans K 
m 

s'il existe f E K tel que fi = ai(£), Yi. 

m 
Etant donné une famille (fl, ..., f ) K , un élément u de L 

m 

est l'intégrale de f ,  . f )  si a.(~) = f. i ; on a alors, néces- 
1 1 ' 

sairement, b:, 'dj, ai(£.) = ai O a.(~) = a.(fi). 
J J J 

On dit que L est obtenu par adjonction à K d'une intégrale s'il 

existe u e L tel que L = K(u) et u soit l'intégrale d'une famille 

m 
(f ],.. .,fm) e K . 

Si L est obtenu par adjonction à K de l'intégrale u d'une 

famille de dérivées (fl,-..'f,) , et si k = 1, alors L = K : en effet, 

si f. = a. (f), Yi, alors a. (u) = a. (f), d'où u-f E k c K, et comme 
1 1 1 1 

f E K ,  o n a  U E  K. 



Lemme 1 . -  Soit (L,al, ..., a ) une extension différentielle de K 
m 

m obtenue par adjonction de l'intégrale u de (fl, ..., f ) e K , telle que 
m 

(fl, ..., fm) ne soit pas une famille de dérivées dans K. 

II a) u est transcendant sur K ; 

U, b) L et K ont même corps des constantes (i.e : k = L ) .  

a) Supposons u algébrique sur K, de polynôme minimal sur K 

p(y) = yn + byn-l + . . . ; en appliquant 
ai 

à p(u) = O, on obtient 

n- 1 
O = n  f.u + ai(b)un-' + ..., d'oùparminimalitéde n, nf. + a.(b) = O  ; 

1 1 1 

ai (b) 
on en déduit que f. = --- b b - a .  -1, avec - - E K, impossible ; 

1 1 
n n n 

P j-1 
ai(s) = (ai(a.)uj +ja.f.u ) = O  ; u étant transcendant sur K, 

j =O J J i  

on a donc O = a.(a ) = a.(a ) + pa f ; si on avait p + O, on aurait 
1 P 1 p-l P i 

a 
P-1 

ai(a 1 
alors a. - -) = - '-' = f. impossible, donc p = O, et s E K f l  [ = k ; 

1 1 
Pap p a ~  

S s alors si - E , - étant une fraction rationnelle en u, mise sous forme 
t t 

irréductible avec t unitaire de degré q, et si on suppose qu'il existe 

s ai(s)t - ai(t) s 
i tel que ai(t) # O, comme O = a. (-) = 

2 , on aurait 
1 

t t 

s -  
ai (SI 

- - -  , avec a,(t) de degré < q-l ; contradiction ; donc Y i, 

s 
ai(t) = O, ai(s) = O, et par suite - E k. • 

t 

r Pt~opobi , t i~n  2.- Sous les hypothèses du lemme 1, L est une extension 

Lie-Galoisienne de K. 



Démom&d/tion : L = K(u) étant une extension pure de K (Lemme 1) , 

K est donc algébriquement fermé dans L ; de plus L et K ont même corps 

des constantes (Lemme 1) et L est de type fini sur K ; il reste à 

vérifier que dirnkglK = d.tr L = 1, i .e qu' il existe d r C l K ,  d # O. K 

(Puisque dimkClK i d.tr L ([III. 11 th. 1) ; un tel d doit vérifier K 

ai O d(u) = d(f .) = O, i ; il suffit de considérer la K-dérivation 
1 d l  

de L, telle que d (u) = 1 (voir GII A 11 ) . . 
D'après ([III.~] th. 6) , on en déduit que L est une extension de 

PV de K, et par suite une extension fortement normale de K, et que Gal(L/K) 

est un groupe algébrique affine. 

En fait, on peut obtenir ces résultats directement : 

- 
PtLopobfion 3.- Sous les hypothèses du lemme 1 ,  et si, de plus, L 

est contenu dans une extension universelle U de K, de corps des constantes 

C, alors : 

- L est une extension fortement normale (KL) de K. 

DémomZta;tion : on a k = 1 (Lemme 1) ; de plus, pour tout K- 

homomorphisme différentiel s : L -t U, ai(s(u)-u) = s(fi) - f. = 0, di, 
1 

donc s(u)-u s C, et par suite s(u) E L(C), d'où Ls = s(L) C L(C) ; 

donc L est une extension fortement normale (KL) de K, d'après b.431. - 

PtLopobiAion 4.- Sous les hypothèses du lemme 1, 

a) L est une extension de PV de K, associée à 1 = { 6  E DK/b(u)=O) 
u 

b) Gal(L/K) est isomorphe au groupe additif k. 

Démom;ttLation : 

a) vi,ai(u) = f. r K, donc DK(u) = K 6 Ku ; comme 
1 

dim O 1 = dim D (u) CII. 2 l] , on a d'après ( [II .24] th. 4), di~Sol(1 ,L) 
K K/ u K K u 

6 di O 1 = 2 ; or, 6 P 1 6 4 K IK, donc 6(1) = 0, et par suite, 
m~ K/ u u ' 



(1,u) est une base de Sol(1 ,L) sur k (u étant transcendant sur K), 
u 

et dimkSol(Iu,L) = dimK(D K/~u), d'où le résultat puisque L = K(u) = 

= K<Sol(IU,L)> ; 

b) pour tout o E Gal(L/K), on a, Yi, ai(o(u)-u) = 0, donc 

o(u)-u E k ; si l'on pose X = a(u)-u, on a alors, pour tout T E Gal(L/K), 
O 

X = o(X +u)-u = X + X et A = 0 <=> ~(1.1) = 0 <->a = 
OOT T T u O ; 

enfin, étant donné A tz k, le K-automorphisme h de L défini par h(u) = u + X 

P 
est tel que, si s = 1 a.uj e K[u], on ait a. O h(s) = 

J 1 j =O 

j - 1  s f <jaj(u+h) f i +  ai(a.)(u+i)j}=ho ai(s) ; d'oùpourtout - E L ,  
j =O J t 

s aioh(s)h(t) - aioh(t)h(s) s 
a. O h(-) = = h O ai (-) , et ainsi h E Ga1 (L/K) et 
1 t (h(t)12 t 

A = h(u) - u = X l'application a » 
h ' est donc un isomorphisme de 

groupes de G~~(L/K) sur k. a 

Remahque6 : 

a) L étant une extension de PV régulière de K, L est donc une 

extension fortement normale (BB) de K ; 

b) si m = 1 (L et K corps différentiels ordinaires), 1 est 
u 

engendré sur DK par 6 = a - - 
O 

a(f) a (où f = a (u)) : en effet 
f 

s01(6~,L) = k 8 ku = Sol(1 ,L) d'où, 6 et 1 étant complètement résolubles 
u O u 

dans L, 1 = DKAO, d'après (111.251 th. 6). u 

C I I I  A 3 -  Soit (~,a,, ..., am) une extension différentielle de K, de même corps 

des constantes k que K. 

m 
Une famille ( f , ,  ..., f ) de K est une famille de dérivées loga- 

m 
ai(£) 

rithmiques dans K, s'il existe f 6 K, f # O, tel que f. = --- , 
1 

'di. 
f 



m 
Etant donnée une famille ( f ,  , f m  K , un élément u cz L est 

ai (u) 
l'exponentielle de l'intégrale de (fl,...,fm), si u # O  et -- - fi, 'di ; 

u 

a.0 a.(uk- a.(u)ai(u) 
on a alors nécessairement, Yi et j , ai(£ .) = I J  J = aj (fi). 

J 
u 

2 

On dit que L est obtenu par adjonction à K de l'exponentielle d'une 

intégrale s'il existe u E L tel que L = K(u), et u est l'exponentielle de 

m 
l'intégrale d'une famille (f,, . . .,f ) E K ; comme alors, 't' m i 

Si L est obtenu par adjonction à K de l'exponentielle de l'inté- 

grale u d'une famille de dérivées logarithmiques (fl, ..., fm), alors L = K : 

ai (u) ai (£1 - 
en effet, si \di, -=  f. = - , alors ai(:) = = O, 

1 
u f f f 2  

U donc - E k C  K, et comme f c K, on a u E K. 
f 

- Phopon,ition 5.- Soit L,a1,..., ) une extension différentielle de 
m 

K obtenue par adjonction de l'exponentielle d'une intégrale u de 

m 
(f, , . . . , fm) E K telle que (fl, ..., f ) ne soit pas une famille de dérivées 

m 

logarithmiques dans K. 

a) Si L est contenu dans une extension universelle U de K, 

alors L est une extension fortement normale (KL) de K ; 

b) L est une extension de PV de K associée à 1 . 
u 

a) pour tout K-homomorphisme différentiel s : L -+ U on a 

s(fi.u)u - f. .u.s(u) 
s (u) 1 a. c--) = 2 

= O, i ,  donc S(U) E C =  U et par suite 
1 c ' 

u U U 

b) i ,  a. (u) = f .U E KU, d'où DK(u) = KU et dim Sol(1 ,L) L 
1  1 k u 

di D (u) = 1 ; (u) étant une base de Sol(IU,L) sur k, 
m~ K 



on a donc di Sol(1 ,L) = 1 ,  d'où le résultat. . 
"k u 

Remahque : si m = 1, alors 1 est engendré sur u DK par 

6 = a -f.l . en effet, Sol(G0,L) = ku = Sol(1 ,L) d'où 1 = DKSo. 
O K .  u u 

L étant une extension de PV de K, on déduit de ( [111.4] th. 6) que, 

si, de plus, K est algébriquement fermé dans L, L est une extension Lie- 

Galoisienne de K ; d'autre part, Gal(L/K) est un groupe algébrique affine. 

En fait, on peut obtenir ces résultats directement : 

- 
Pt~opoaiAion 6 . -  Sous les hypothèses de la proposition 5, et si de 

plus, K est algébriquement fermé dans L ; 

a) u est transcendant sur K ; 

b) Gal(L/K) est isomorphe au groupe multiplicatif k - {O) ; 

c) L est une extension Lie-Galoisienne de K. 

- ai (u) 
a) si on avait u E K = K, comme f. = - 

1 , M, (fi, . .,fm) 
u 

serait une famille de dérivées logarithmiques dans K, impossible ; 

a(u> I(U) 
k ; b) pour tout a e Ga1 (L/K) , on a a. - = O, , donc - 

1 u u 
a(uru) 

si on pose - -  - a(U) , on a alors, pour tout r P Gal(~lK), - - - 
r - u*Fla, 

u U 

et pa = 1 <=> I(U) = O c = >  a = 1 ; enfin, étant donné p r k - {O}, 
L 

le K-automorphisme h de L défini par h(u) = p u  est tel que pour tout 

h(u) - par suite h E Gal(L/K), et l , ~  = - - l'application a tt 
Ph a 

est donc 
u 

un isomorphisme de groupes de Gal(L/K) sur k - {O} ; 

C) il reste à montrer qu'il existe d P g I K ,  d # O ; un tel d 

doit vérifier ai O d(u) = d(f.u) = f.d(u) ; il suffit de considérer la K- 
1 1 

dérivation du de L telle que d (u) = u. m 
u 



F I B R E S  PLATS. 

I V .  7 .  - Fibfié.~ QA: cunnexianh. 

r I V .  7 7 . -  Soient C la catégorie des variétés algébriques irréductibles 
alg 

complexes (voir Fad ) et C celle des variétés analytiques complexes 
3 

1 (voir EDÀJ). 

Par variété, on convient, d'entendre, dans ce chapitre, variété 

algébrique (abstraite) irréductible définie sur 8, i.e. un objet de C 
alg ' 

une variété est donc munie de la topologie de Zariski ([~a] 111.5) et un 

'alg 
-morphisme est une application régulière (i.e. rationnelle partout 

dé£ inie) . 

De plus, tout point d'une variété admettant un voisinage affine, 

donc inclus dans 8 ,  pour n assez grand, une variété est ainsi munie 

de la topoloqie "naturelle" induite par celle de tn , qui est plus fine 

que la topologie de Zariski ; une application régulière étant analytique, 

une variété est donc canoniquement munie d'une structure de variété 

analytique, et un C -morphisme entre variétés est une application analytique 
an 

entre ces variétés, considérées comme objets de C . 
an 

r N O ~ Q  : Dans ce paragraphe, - C désigne indifféremment la catégorie 

Ou 'an 
, et les définitions et propriétés énoncées s'appliquent 

I aux variétés considérées (sauf mention contraire) comme objets de l'une 

L ou de l'autre. Au besoin un indice "alg" ou "an" rétablira la différence. 

Soit X une variété. 1- 



Etant donné un ouvert U de X , une C-fonction sur U est un 

C-morphisme de U dans la droite A ; l'ensemble OX(u) des C-fonctions 

sur U est une c-algèbre , et LIX : Ouv X -4 - Ann un faisceau 

d'anneaux sur U, appelé faisceau structural sur X, de fibre en x c X 

l'anneau local O de X en x ( [Bo] AG 4.1). Dans 'alg , étant 
x, x 

donné un ouvert dense U de X, G(U) est intègre et son corps des 

fractions (indépendant du choix de U) est appelé corps des fonctions de 

X, et noté @(X) ; un élément de C(X) est donc une fonction rationnelle 

de X dans cI: (@O] AG 8.1). Si X est une variété affine, Oaig(x) 
X 

est noté (c[x], et E(X) est alors son corps des fractions. - 

Soit x e X ; un vecteur tangent u en x à X est une C-déri- 

vation de O dans E i.e. pour tout f,g r OX,x, u(fg) = u(f)g(x) + f (x)u(g). 
x, x 

Le C-espace T = Der (0 ) ,  des vecteurs tangents en x à X est 
x,x - a: X,x' 

appelé espace tangent en x à X ; et on pose TX = II TX,x. 
- XEX 

Remairque : Si on désigne par M l'idéal maximal de O on 
X x,x9 

montre que M = oan M (J.P. SERRE "Géométrie algébrique et géométrie 
x,an X,x x,alg 

analytiquet' Ann. Inst. Fourier T. 8 (1955) pp. 1-42) ; comme T est cano- 
x, x 

2 
niquement isomorphe au dual de 

Mx/Mx ( [BO] AG 1 7.1 ) , on en déduit que 

T~~ est canoniquement isomorphe à 
x, x X,x' 

Soient E une variété et p : E -+ X un C-morphisme ; pour tout 

z E E, p induit un a-homomorphisme d'anneaux locaux f -+ f O p de 0 
x,x 



dans 0 où x = p(z), et par suite un (C-morphisme (dp)Z : T - -+  T 
E, z E, X,x9 

défini par ( d ~ ) ~  (u)(f) = u(f O p), et appelé différentielle de p en z .  

On note C la catégorie des objets au-dessus de X dans 
ablx 

On appelle fibré au-dessus de X, un objet de C , i.e. un 

Calg-morphisme p : E + X ,  noté (E,p,X) , tel que p soit surjectif ; 

- 1 
pour tout x E X , ,p (x) est appelé fibre au-dessus de x. 

Exemple : Soit il : TX + X la projection canonique (qui envoie 

T sur x) ; TX peut être muni d'une structure de variété de façon 
x,x 

que I[ soit un C -morphisme ([BO] AG 16.2 ) ; (TX,n, X) est ainsi un 
alg 

fibré au-dessus de X, appelé fibré tangent de X. 

Etant donné un fibré (E,p,X) et un ouvert U de X, on appelle 

section (locale) de (E,p,X) au-dessus de U, tout C-morphisme 

s : U -t E tel que pos = 1 Une section s : X + E au-dessus de X u ' 
est appelée section globale. 

C 1 V . 7 2 . -  Soit F un C-espace vectoriel. 

Un fibré (E,p,X) au-dessus de X est un fibré vectoriel de fibre 

type F si : (condition de trivialité locale) 

pour tout x e X, il existe un voisinage ouvert (pour la topologie 

"naturelle"), U de x (appelé ouvert trivialisant) et un C -isomorphisme 
an 

- 1 
T de U x F sur p (U) tel que p O T  = Prl. 



Pour tout y E U, la restriction de à {y) x F est donc une 

- 1 
bijection sur p (y), qui est ainsi muni d'une structure de a-espace 

vectoriel. Si dim F = n, le fibré vectoriel (E,p,X) est dit de rang n. a: 

Un fibré vectoriel est trivial s'il est CanlX-isomorphe à 

(X x F,prl,X), i.e. si X est lui-même un ouvert trivialisant. 

R Q ~ ~ W L ~ U Q  : la condition de trivialité locale est ici analytique 

et non algébrique, car en pratique, la topologie de Zariski ne fournit 

pas suffisamment d'ouverts susceptibles d'être trivialisants. 

Etant donné un fibré vectoriel (E,p,X), U un ouvert de X, 

l'ensemble r (U) des sections au-dessus de U est un I)X(~)-module, E 

et ainsi le faisceau : Ouv X ---+ Mod est un OX-Module. r~ - - 

Exempte : Le fibré tangent (TX,II,X) est un fibré vectoriel , qui 

est de rang n si X est régulière de dimension n ([BO] AG 17.1). 

Etant donné un ouvert U de X, on appelle alors champ de vecteurs 

sur U, une section au-dessus de U, 5 : U ---+ TX , du fibré tangent 

(TX,II,X) ; à un tel champ de vecteurs 5 est associée une C-dérivation 

D de O (U) définie par Dg(£) (x) = Ex(£) ; l'ensemble T (U) des 
5 - X X 

champs de vecteurs sur U est ainsi un L)X(~)-module isomorphe à 

Der I )  (U) , et le faisceau TX : Ouv X Mod un I)X-~odule. De plus, 
(C X - - 

U t-+ TX(U) 

en notant , ]  le champ de vecteurs associé à la C-dérivation 

[D ,D 1 , on munit 
5 ri 

d'une structure de C-algèbre de Lie. 



Soit G un groupe algébrique complexe. 

Un fibrG (E,p,X) au-dessus de X est un fibré principal de 
r ,  

groupe (structural) G si G opère (à droite) simplement transitivement 

sur chaque fibre et si : (condition de trivialité locale) 

il existe un voisinage ouvert (pour la topologie "naturelle") U 

de x (appelé ouvert trivialisant) et un C -isomorphisme de U x G an 
- 1 

sur p (U) tel que r O p = Prl, et dont la restriction à {y} x G cornmute 

à l'action de G, i.e. ~ ( y ,  gg') = r(y,g) . g'. 
- 1 

L'application L : G - p (y) est alors une bijection. 
Y 

g t-" L(Y,~) 

Un fibré principal (E,p,X) est trivial s'il est C -isomorphe 
an/X 

à (X x G, Prl, X) (qui est trivialement un fibré principal de groupe G) ; 

il suffit pour cela qu'il existe une section globale s : X -t E. 

E x Q ~ ) ~ . ~ c  : Soit (V,p,X) un fibré vectoriel de rang n ; pour tout 

- 1 
x e X, on note B(V)x l'ensemble des bases de p (x) sur a , et 

B(V) = U B(V) ; B(V) peut être muni d'une structure de variété de - X 
X€ X 

façon que la projection canonique Ii, qui envoie B(V)x sur x, soit 

un C -morphisme (voir [KZ] 5.1) ; (B(V) ,Ii,X) est alors un fibré 
alg 

principal de groupe Gl(n,C) , l'action de Gl(n,(C) sur la fibre 8(V)x 

- 1 
étant l'opération de changement de base dans p x .  V , , X  est 

appelé fibré principal canoniquement associé au fibre vectoriel (V,p,X). 

Plus généralement, un fibré principal (E,Ii,X) est dit associé à 

(V,p,X) s'il existe un 
'alg 1 x -morphisme de (E,II,X) dans (8(V),II,X). 



Réciproquement, étant donné un fibré principal (E,p,X) de 

groupe G, et une représentation linéaire p : G -+ Gl(n,C) , si pour tout 
- 1 

x E X on note V le quotient de an x p (x) par la relation d'équivalence 
X 

- 1 
(a,z) % (p(g ) a ,  zg), et V = U V  , muni de la structure de variété 

X 
XE X 

qui fait de (projection canonique qui envoie Vx sur x) un C -morphisme, 
alg 

alors V , , )  est un fibré vectoriel de rang n de fibré principal 

associé (E,p,X) (cf. F D ~  6.5). 

- 
Phopobit ion.-  Soit G un groupe algébrique complexe. Alors 

(G x X, pr2,X) est un groupe dans la catégorie 'alg 1 X. 
De plus, pour tout fibré (E,p,X), les conditions suivantes sont 

équivalentes : 

i) G opère simplement transitivement sur les fibres 

de (E,p,X) ; 

ii) (E,p,X) est un (G x X, Pr2, X) - espace homogène principal 

dans C alg 1 X' 

DémonbZtcLti.on : Le ~roduit de (G x X, Pr2, X) par lui-même dans 

'alg 1 x n'est autre que le produit fibré (G x X) x (G x X) du couple X 
- - 

(pr2, pr2) dans 'al (voir 1 - P J ~  - 11.4) ; l'application qui à un élément 

((g,x) , (h,x)) de ce ~roduit associe (gh,x) munit alors (G x X, pr,, X) 

d'une structure de groupe. 

i) => ii) : on définit une action à droite de (C  x X, Pr2, X) 

sur (E,p,X) par (z, (g,x)) I-+ zg ; l'application (z,(g,x)) I+ (z,gz) est 

ainsi un C -isomorphisme de E xX (G x X) sur E xX E, puisque paur t o u t  
alg l x 

(z,zl) c E xX E, il existe un unique g E G tel que z' = zg. 

- 1 
ii) => i) : pour tout x E X, z E p (x) et g E G , on pose 

zg = z . (g,x) . . 



Si (E,p,X) est un (G x X, Pr2, X) - espace homogène principal 

dans 'alglX , et si la condition de trivialité locale est satisfaite, 

(E,p,X) est donc un fibré principal de groupe G. 

Ex~mpk? : Si (E,p,X) est un fibré principal de groupe G, 

et f : Y -+ X un C -morphisme, le fibré (E xX Y, Pr2, Y) est un fibré 
alg 

principal de groupe G, appelé image réciproque de (E,p,X) par f. 

En particulier, si (E,p,X) est un fibré principal de groupe G, alors 

(E xX E, Pr2, E) est un fibré principal de groupe G, qui est trivial 

puisque le C -morphisme s qui rend commutatif le diagramme : 
alg 

E P 
+ X est une section globale. 

L 1 V . 1 3 . -  Soit (E,p,X) un fibré principal de groupe G. 

Pour tout g E G , on note gr 
le C-automorphisme de E 

- 
z l-+ zg ; pour tout ouvert R de E, on en déduit un C-automorphisme 

'L - 
g : f p-+ f O gr de OE(R) , et un E-automorphisme g de C(E) 

(cf. k.453). 

Un champ de vecteurs < sur un ouvert R de E est invariant si, 

- 1 
pour tout z s R , g E G : 

<zg 
= (dgr)z ( 6  ) ; si R = p (U) (U ouvert 

z 
G 

de X), l'ensemble T (R) des champs de vecteurs invariants sur R est 
E 

un OX(lJ)-module de loi externe ($,<) t-+ ($ O p) . < . 

A un champ de vecteurs < sur un ouvert R de E correspond 

une (-dérivation D de OE(R) Ev.121 ; 5 est alors invariant sur 
5 



n si et seulement si, pour tout 4 e OE(Q) , z r fi et g E G , 

% % 
i.e. si g O Dc = Dc O g ; en particulier, 5 est invariant sur un ouvert 

- - - - 
Zariski - dense de E si et seulement si g O Di = Di O g , pour tout 

Pour tout z r E, le C-morphisme ( d ~ ) ~  ; TE,z - T , où x ,x 
x = p(z) est surjectif : en effet, il existe un voisinage ouvert (pour la 

topologie "naturelle") U de x et un C -isomorphisme an 
- 1 

.r : U x G - p (U) , et par suite une section locale analytique 
- 1 

T : U - p (U) de (E,p,X) au-dessus de U ; on déduit un (C-morphisme 
e 

(dQx : Tan - T an tel que ( d ~ ) ~  O ( d ~ ~ ) ~  = 1 ; comme 
u,x - 1 P (U)  ,z Tan u,x 

Talg est canoniquement isomorphe à Tan (PV. 1 ÏJ rem.) , 
u,x u,x 

Talg . T ( d ~ ) ~  est également surjectif. 
E,z x,x 

On appelle connexion (invariante) sur (E,p,X) la donnée, 

pour tout z E E, d'une section de ( d ~ ) ~  , telle que, pour tout 

champ de vecteurs 5 sur un ouvert U de X, l'application y(c) : z H yZ(Sx) 

- 1 
soit un champ de vecteurs invariant sur p (U) ; le vecteur tangent 

- 1 
5 x 

en x à X se relève donc, en chaque point de p (x) , en un 

vecteur tangent à E, et si x varie dans un ouvert U de X, ces 

- 1 
relèvements définissent un champ de vecteurs invariant sur p (U). 

Une connexion est dite algébrique si pour tout champ de vecteurs algébrique 5,  

le champ y(<) est algébrique. 

On peut traduire cette définition en termes de faisceaux : on 

G -1 
considère le i)X-~odule Tk tel que Tk(U) = TE(p (U)) , pour tout 

ouvert U de X, et le morphisme de OX-~odules dp : T k  - T défini par - X 



- 1 
(~P~(C.))~ = (dpIz (iz) , pour tout i E TX(U), x s U et z c p (x) 

(comme pour tout g c G, p O gr = p, on vérifie que ( d ~ ) ~  (cZ) = (dp) (izg)) ; 
z g 

( d ~ ) ~  étant surjectif, pour tout z e E, dp est un épimorphisme de 

~X-~odules, et une connexion sur (E,p,X) est alors une section y de dp. 

Si pour tout ouvert U de X, on convient de noter NX(U) le 

noyau de dpU : TX(U) -+ TX(U) , et NX : Ouv - X -t - Mod , vne - 
u t--+ NX(U) 

connexion est donc une scission de la suite exacte de 0 -Modules (suite dlAtiyah) : 
X 

- 1 
Un champ de vecteurs invariant 5 sur p (U) et appartenant à NX(u) , 

- 1 
i.e. tel que v z  c p (U) , ( d ~ ) ~  (iZ) = O , est appelé champ de vecteurs 

verticaux (invariant) ; étant donnée une connexion y sur (E,p,X), et 

un ouvert U de X, l'image par yu d'un champ de vecteurs 5 sur U 

- 1 
est appelée champ de vecteurs horizontaux (invariant) sur p (U) ; le 

- 1 O (U)-module des champs de vecteurs invariants sur p (U) est ainsi X 

la somme directe du module des champs de vecteurs verticaux et de celui 

des champs de vecteurs horizontaux (relativement à y). 

Pour tout ouvert U de X, TX(U) est une â-algèbre de Lie : 

- 1 
en effet si 5 et sont deux champs de vecteurs invariants sur p (U), 

- 1 
pour tout 4 t t u ) )  et g E G , comme Di (Dn (0 O gr)) = Di (~~(4) gr) , 

- 1 
on a [Di, Dn] (9 O gr) = F i ,  DJ (10) 0 gr , i.e. pour tout z r P ( U )  , 

(dgr)Z ( [S ,d z) = [i ,n] Zg ; dpU : T;[(U) -+ TX(u) est alors un homomorphisme 

de a-algèbres de Lie, car, avec les notations précédentes, si 

x = p(z) , 0 P) (z) = D 
dp(n) 

($1 (x) d'où , 

(~PE,~]) - X (3) = DJ te P) ( z )  = CD 
dp(<) ' DdP(n) 1 (3) (x) 

= Ldp(C.), dp(ll)lx (IV) 



Reniahque : Le noyau NX(u) de dpU est donc un idéal (en particulier 

une sous a-algèbre de Lie) de T&(U). 

Une connexion y de (E,p,X) est plate (ou de courbure nulle) 

si, pour tout ouvert U de X, yu : TX(U) --+ T&(u) est un homomorphisme 

de a-algèbresde Lie, i.e. si Y&, 5'1  = b(5) , Y(s')] . 

On appelle fibré plat la donnée d'un fibré principal (E,p,X) 

et d'une connexion algébrique plate y sur (E,p,X). 

NVZQ : Une variété est désormais considérée uniquement comme un 

objet de C . 
alg 

7 V . 2 1 . -  Soient G un groupe algébrique affine complexe, (E,p,X) un fibré 

principal de groupe G, muni d'une connexion algébrique plate y, tel que X 

soit irréductible et E affine. 

- 
Soit - U un ouvert affine de X, nécessairement dense puisque 

X est irréductible. 

On pose K = E(X) (resp : L = O(E)) et A = O (U) (resp. B = OE(~)) ; - - - X 

on a donc K = Frac(A) et L = Frac(B)  fi^. 1 11 , et du C-morphisme surjecti,. - - 
TL  

p : E -t U , on déduit un a-homomorphisme injectif d'anneaux p : f H f o p 

- 
de A dans B, et par suite un (C-homomorphisme de corps - p : K + L. 

D'autre part, la connexion y induit un A-morphisme injectif 

G 
yu : Tx(u) -+ TE(u) ( (dplU 0 yu = 1 ) , donc un A-morphisme injectif TX(W 
TL  TL  
y : Der A - Der B (y(Dg) = D ( E ) )  , et par suite un K-morphisme - a u: Yu 
- 
y : Der K -t Der L ; de plus, y étant plate, - (1: fC 

yu est un homomorphisme 

% - 
de a-algèbres de Lie, et donc aussi y et y (voir 15.4 11 ex. b )  . 



P n a p u h ~ o n  7 . -  Avec les notations précédentes, 
- - 

a) pour tout d E Der K, on a y(d) O p = p O d ; a 
- 

b) si dim X = m , il existe une base K P 
-t L 

(dl, ..., dm) de Der K , telle que a: 
p i ,  d-1 = O 'di , 'dj ; 

J 

c) si l'on pose ai = ?(di) 

alors (L,al, ..., a ) est une extension m 

différentielle de K. 
- 

- - 
D ~ m u n b ; t t L d t i u n  : a) par définition de p et y , il suffit 

"., "., 

de montrer que, pour tout 5 s TX(u) , DyU(E) O p = p O DE : or, pour 

tout f E A, z E E , comme dp O y = 1 , on a 
Tx 

"., 

O (f) (2) = (f o p )  = (dpIz (Y~(S))~ ( f )  = Sp(z) (£1 = DE(£) (~(2)) 

= [g O DJ (f) (2) ; 

b) comme m = dim X = dtr(~/@), si 

est une base de transcendance de K sur , K est algébrique sur 

(C(x.). , donc tout a E Der (a (x.).) se prolonge de manière unique 
1 1  (C 1 1  - - a 

en a E DeraK (b.4g ex. a) ; il suffit alors de poser d. = - ;  
1 ax, 

- 
c) y étant un homomorphisme de a-algèbres 

- 
de Lie, [ai, a$ = O , y. , vj ; et d'après a), p est un homomorphisme 

1  

de corps différentiels de (K,d, , . . . ,dm) dans (L,a l,. . . ,am). m 

On convient donc d' identifier désormais K et ;(K) , 
- 

d. et a. O p = a 
1  1   il^' 



Remanpue : La famille (ailK 1 est libre sur L : en effet, 
m --- 

si 1 a i a i l K  = O avec a. E L - (0) , on peut extraire de (ai)leiem 1 
i= 1 

une sous-famille maximale libre sur K, et (quitte à réordonner les indices) 

la noter (al, ..., ap) avec I 6 p 6 m ; pour tout p+l c j É m , on a donc 

P m 
a = aij ai , avec a tz K , d'où O = i j j i=l i= 1 j =p+ l 

la famille (ai) lci6p étant libre sur K, on a nécessairement, pour tout 
m 

i = 1, . . . , p  ,  ail^ + . 1 'ij a j l ~  = O , ce qui est impossible puisque 
J'P+~ 

1 est libre sur K .   ail^ IÉism 
Par suite, si l'on identifie L BK i ( ~ e r ~ ~ )  et son image canonique 

dans Der L, on a (L BK ;(~er~K)) fI DerKL = 101, et comme a: 

dimK Der K + dim DerKL = dtr(K/Ç) + dtr(L/K) = dimL DerlL , on a 
B: L 

- 
une décomposition canonique DerCL = DerKL O (L BK y(Der C K)). 

r 1 V . 2 2 . -  On suppose désormais que L = a. c 

RWlUhqu~ : Géométriquement, il suffit pour cela que le groupe 

d'holonomie r du fibré plat (E,p,X) soit Zariski-dense dans G : en 

effet dans ce cas, une fonction rationnelle f annulée par les champs 

algébriques horizontaux, donc constante sur chaque feuille du revêtement 

défini par r ,  est, de plus, constante sur les fibres, et, par suite, 

est constante. 

Pour tout g E. G, g est un automorphisme de C(E) = L ; et 

g(f) = f , g e G , si et seulement si f E. K : en effet, si b E B 

% 
est tel que g(b) = b , pour tout g s G , comme pour tout x E X, 

- 1 
z, z' e p (x) , il existe go E G tel que z' = go z , on a 

b(z) = b(zl) , i.e. b = 4 O p où 4 s A est le C-morphisme XI--+ b(z) ; 



la réciproque est immédiate. De plus, pour tout d E Der A, le champ 
(E 

% 
de vecteurs correspondant à y(d) étant invariant sur E, on a, 

- - 
'L 'L % 

d'après Ev. 131, g O y(d) = y(d) O g , pour tout g E G ; d'où, en 

- - 
particulier g O ai = a. O g , pour tout i. Par suite, 

1 

A 

D'autre part, de l'action de G sur E (p : G x E -+ E), on 

déduit, par anti-équivalence entre la catégorie des variétés affines 

sur C et celle des C-algèbres de type fini ([BO] AG 5 . 4 ) ,  un 

B-homomorphisme d'algèbres p : B -+ B Of C[G] ; d'où pour tout g E G , 
- A 

b 
b E B, g(b) = b O g étant le composé E --+ G x E E _-t C 

r 

est 1' image de b par le composé B .Y-* B gC CEG] 4 B i.e., si 

le sous-espace vectoriel EE(b) de L engendré par {g(b) ( g s G }  

est de dimension finie sur E. 

C Lemme 2 . -  Avec les notations et hypothèses précédentes, si 

b E B et Ib = (6 E IlK 1 6 . b = 0) , alors Ib 
est un idéal de PV 

II de DK complétement résoluble dans L EI .24I] . 
- - 

DCmunnXtdun : Comme pour tout 6 E DK , g ç: G , g O 6 = 15 O g , 

on a Ib = (6 E DK 1 vx E EE(b) , 6.x = O} ; si on note 

Jb = (6 E DL 1 vx E Ea(b) , 6.x = O} , on a donc Ib = Jb WK ; d'autre 
-- 1 

part, pour tout g r G , 6 E Jb x E EC(b) , on a g (x) 6 EE(b) , donc 
- -- 1 - -- 1 
g O 6 O g (x) = O , i.e. g O 6 O g E J . Jb est donc muni d'une 

- b y 

-- 1 
structure de G-module par (g,6) w g O 6 O g ; or, étant donné 

- -- 1 
6 E DL , on a g O 6 g = 6 , pour tout g E G , si et seulement si 

6 E DK : en effet, 



l'isomorphisme canonique h : L $ DK -t D étant un G-morphisme L 

- 
(h(g(a) 8 6) = g(a) 6 = g O a 6 O g-'), le G-module DL est donc trivial, 

et, par suite Jb , qui en est un sous G-module, également (cf. p . 3 , 4  et A l ) ,  - 

i.e. Jb = h(L gK(J fi pK)) = A(L 8, 1,) ; comme, d'après 1 25( - th. 6), 

Jb est complètement résoluble dans L, le D -module DL/~b est trivial 
L 

et donc aussi L$ DK/~b 5 DL/h(~8K Ib) ( [III. 233 Lemme 2). . 
II Théohème 3 . -  Avec les notations et hypothèses précédentes, 

( b a l  ,..*,arn) est une extension de FV de K. 

~&mom&dtion : E étant affine, on a L = Frac(B) , avec 

B a-algèbre de type fini, donc il existe bl ,..., b E B tels que 
S 

L = a:(bl, ..., bs) ; comme (d'après le lemme Z) ,  pour tout i = 1, ..., n, 
Ib est complètement résoluble dans L, L est une extension de PV de 
i s 

K associée à 1 = n Ib (voir dem. [II 4g th. 1). . 
i=l i 

Cr Remanque : Si l'on note Der L le sous K-espace de Der L a: (L 

formé des C-dérivations invariantes de L (i.e. cornmutant avec g, g E G), 

qui prolongent donc les dérivations associées aux champs de vecteurs 

invariants sur U, et si L'on identifie K gIK et son image dans . e rg= ,  - 
 erg= (Kt3 4 ) B) ( 8  K ai) : eneffet, d'après 

(L L/K i= 1 - 
m (Ev. 211 rem.) on a ~ e r ~  = DerK L B) ( B) K ai) , et L étant une a: - i= 1 

extension de PV de K, tLIK est isomorphe à l'algèbre de Lie de 

G~~(L/K) et dimc cIK = dtr(L/K) (b11.421 th. 5), d'où 

6 &Der L (~II.II] th. 1) ; or, pour tout i = 1 ,..., m ,  
L/K K 

- - 
g E G , on a g O ai = a. O g ; d'autre part, tout 

1 ClK 
invariant par Gal(L/K) 3 1 g ez G) ; d'où le résultat. 



On en déduit, en particulier, que Der L est engendré sur 
(C 

G 'L G 
L par Derc L , i. e. Der L --t L Q8K Der L. 

g K 

i- IV. 23.- Soit x un point générique de X ([~a] IV.4). On suppose 

( que l'ouvert affine U contient x. - 
'L 

1x1 est un sous-variété affine de U telle que C({x)) -t K ; 

- 1 
V = p (x) étant canoniquement isomorphe au produit fibré de E et 

{XI au-dessus U, on en déduit, par anti-équivalence de catégories, 

que &[VI est canoniquement isomorphe à la somme amalgamée de B et 

K sur A, i.e. K B ; V est donc un modèle de L sur K C0.451 : 

en ef fet, si S = B - {O}, L est canoniquement à K BA BLS-~J , donc 

à (K B) [T-Q , où T = {l 8 s/s E S} , i.e. à Frac (K B) = K(V). 

- 1 
D'autre part, G opère simplement transitivement sur p (x) 

donc V est un G x {XI - espace homogène principal dans C l  lx1 
% 

( @- 121 ProP ) i .e. , comme @(x) --+ K , un G -espace homogène K 

principal dans la catégorie des variétés sur K (voir k.45)). En utilisant 

le théorème de BIALYNICKI-BIRULA ( k. 451 th. 4) , et donc indirectement 
le théorème de WEIL, on peut retrouver,dans le cas régulier, les résultats 

du théorème 3 : 

- 
P & o ~ o ~ ~ o M  4 . -  Avec les notations et hypothèses précédentes, 

et en supposant de plus que G est connexe, (L,al, ..., a ) est une 
m 

extension de PV régulière de K, G est un modèle de L = (Frac(L 8 L ) )  
K c 

sur (C, et Gal(L/K) = ( g E: G). 

Démam;DLaLLvn : Il existe un modèle V de L sur K, qui 

est un G -espace homogène ~rincipal, et { g  / g e G} C G~~(L/K) ; donc 
K 

d'après (p.451 th. 4), L est une extension fortement normale (BB) 

de K, G est un modèle L sur C , et G~~(L/K) = { g  / g E G) ; 

par suite Gal(L/K) , isomorphe à G, est un groupe algébrique affine, 



et L est une extension de PV régulière de K ( [III. 431 th. 6). 

Co~néquencu : 

a) par anti-équivalence de catégories, puis par passage aux corps 

'L 
des fractions, on a (canoniquement) K(V x t XI V) -t Frac(L 8K L) ; mais, 

dans la catégorie des variétés définies sur K, (V, plV , {x}) est un 

fibré principal de groupe GK , donc (V x V , prl , V) est un fibré 

trivial de groupe GK [IV. 127 , i. e . V x {XI V est isomorphe à V x GK , 
% % 

et par suite K( V xlx} V) 4 K(V x G ) -L Frac(L BK K(f)) 2 L(f) K 
% 

(puisque K[G~] 2+ K B~ k(~) --+ K ek f) ; la trivialité du fibré 

(V x V, Prl, V) correspond donc à la condition Frac(L $ L) = L ( L )  {XI 
de normalité forte (BB) . 

b) avec les notations précédentes, on a, d'après ([BBI - th. 5), 
'L 'L 

A ~ l K  
-+ A(V) 4 K @A B. 

I V .  3 .  - Fibhé DL& anaocié à une exXeMnion de PV. 

r I V . 3 1 . -  Soit K une extension de type fini de C. 

Si m = dtr(K/C) et - t = (ti),ciim une base de transcendance 

de K sur E,  il existe y E K , algébrique sur C(t) , i.e. vérifiant 

F(t,y) = O avec F E (c[T,Y] , tel que K = &(t) [y]. 

Pour tout i = 1, ..., m, on considère la C-dérivation canonique 

a - de C(t) et son unique prolongement a. à K (b.411 ex. a) ; 
1 

ati - 

(K,al, ..., a ) est ainsi un corps différentiel de corps des constantes m 

, et A = C rt - ,y] un sous-anneau di£ f érentiel de K ; de plus, ( a ,  , . . . , 2 ) m 

est une base de Der K sur K. D'autre part, la C-variété affine X 
E - 

associée à 1' idéal engendré par F dans [T,Y] est un modèle de K 

sur C b.4g - : en effet , on a 



% % 
C[X] = c[T,Y]/(F) -"A , d'où C(X) --i. Frac(A) = K. 

r m 
Soit (fl, ..., fm) E A . On considère l'extension (L,al, ..., am) 

I obtenue en adjoignant à K l'exponentielle u de l'intégrale de 

( f , ,  . . . ,f ) PII.A~]. On suppose de plus, que K est algébriquement m 

fermé dans L et que Lc = (C. L 
On peut justifier géométriquement ce choix a priori d'un modèle 

aff ine X de K sur et de (fl , . . . ,f ) dans Am (et non dans K ~ )  : m 

étant donnée une variété Y de corps des fonctions K et w = 1 fi dti 
i 

une 1-forme différentielle sur Y, un ouvert affine dense X de 

Y-{singularités de w)  est un modèle affine de K et les fonctions 'i 

sont partout définies sur X. 

Ex~mpkk : K = C ( z )  est le corps des fonctions de la droite 

projective complexe PI(@) ; si w est une 1-forme différentielle 

sur \Pl (C) , une solut ion u de 1 'équation dy = wy est dé£ inie sur 

% 
un revêtement X de l'ouvert affine dense X = P1((E) - {singularités de w )  

% 
par la donnée de P E % et h E C : pour tout Q E X , on 

a alors u(Q) = h exp IQ w , indépendamment du choix d'un chemin de 

D'après ([III A.33 prop. 5 et 6), (L,a ], . . . ,a ) est une 
m 

extension de PV de K associée à 1 , et G = Gal(L/K) est canoniquement u - 

isomorphe au groupe multiplicatif @ - (0) ; G est donc trivialement un 

groupe algébrique affine de a-algèbre affine @CG] ( E [ I ~ , s ' ~  . On 
considère - B = AE,u-'] ; comme, pour tout i = 1,. . . ,m, 

- 1 - ai(u> - - - 1 
a.(u) = f . ~  et a.(u ) = 

2 
- f. u , avec f .  E A et A différentiel, 

1 1 1 1 1 
U 

B est un sous-anneau différentiel de L. 

D'autre part, B, étant canoniquement isomorphe au quotient 



de (C[T,Y,U,~ par l'idéal engendré par F et UV - 1 , est la 

a-algèbre affine d'une variété affine - E , qui est un modèle de L sur 

C (C(E) = Frac(B) = K(u) = L) ; à 1' injection canonique de A 

dans B correspond alors, par anti-équivalence de catégories, un 

morphisme surjectif (de (C -variétés affines) p : E -+ X (p(~,a,b,b') = (~,a)) ; 

(E,p,X) est donc un fibré. 

r PhopoaiaZon 7 . -  Avec les notations et hypothèses précédentes, 

1 (E,p,X) est un fibré principal trivial de groupe G = Gal(L/K) . 

D é m o ~ n ; t t L d o n  : d'après ( ~ I I .  A31 prop. 6), u est transcendant 

sur K ; la famille j 
(U ) j p ~  

est donc libre sur K 

( O =  a u J = u - P  ( 1  a ui) implique a 
j i +p i+p 

= O , i), et par 
j bp i>o 

suite, est une base de B = A ~ ~ u - 3  sur A ; on considère l'homomorphisme 

de A-algèbres p : B -+ B OA K[GJ dé£ ini par (uj) = uj O 1 B sj et 

l'injection canonique q I  : B --+ B K[G~] ; p O q I  est un isomor- 

2 phisrne de A-algèbres de B BA B sur B OA K[G~,, , car pour tout (i ,j) c L , 
i i +j i on a (p O nI) (u O uJ) = u O 1 O s , i.e. p O q transforme 

i 
une base j 

(U )(i,j)E~ 
2 de B OA B sur A en la base 

(ui+j 63 I 8 si) 2 de B OA K[G~] sur A ; du d.c. de a-algèbres 
(i,j>~Z 

de type fini : 



on déduit alors, par anti-équivalence de catégories, le d.c. de C-variétés 

affines : 

A 

où (p, Prl) est un isomorphisme de E x (G x X) sur E xX E ; (E,p,X) 
X 

est ainsi un (G x X, Pr2, X) - espace homogène principal dans la 

catégorie des 8-variétés affines au-dessus de X ; d'après ([IV. 1 2 3  prop.), 

G opère donc simplement transitivement sur les fibres de (E,p,X) ; 

d'autre part, B --% A BC O~,U-IJ étant canoniquement isomorphe à 

A Ba a[~] A W ~[s,s-Q (en tant que A-algèbre) , X x G est 
k 

isomorphe à E (au-dessus de X), i.e. X est trivia1isant.l 

Remanque : Soit a s Gal(L/K) = G ; pour tout j c Z , on a 

- a(U) est 1' isomorphisme canonique de 
U 

G sur 6: - { O }  - ~ I I .  ~4 prop. 6-) ; par suite, uj O a étant - r 
. . 

uJ 
le composé E x x + E xX (G x X) A E , k X 

est l'image de uj par le composé B A B W ~[s,s-l] - B c 

I sj +--+ UJ 

i.e. uj 0 0 = pj . uj = j 
r O 

a(u ) ; l'action de G sur E correspond 

donc bien à son action sur B (et sur L). 



Pour tout ouvert U de X, l'anneau OX(u) est le localisé 

de A par rapport à 1 ' idéal premier {f c A 1 f = O} ( r~d AG 5 . 2 ) ,  I u - 

donc est encore un sous-anneau différentiel de K (D.411 ex. b) ; de 

plus, Der A étant un A-module libre de base c )  ail^ l<i<m 
Der L) (U) est un oX(u)-module libre de base 

@ X 
) (aiIo (u) iiism , que 

TI 
X 

l'on convient de noter (8;) lgiim 
; d'autre part, la restriction 

- 
à B de la K-dérivation d (définie par d (u) = u [III. ~ 3 1 )  est u u 

une A-dérivation de B , et comme Der B = Der B @ (B 8 Derch) 
(C A A 

(cf. Pv.311 rem.) , Der B est un B-module libre de base 
(I: 

) par suite, pour tout ouvert U de X , et ( d u l ~  '  ail^ lsism ' 
- 1 n = p (U) , Derg (OE(R)) est un L)E(Q)-module libre de base 

1 , que l'on convient de noter 
R R 

(dul~E(~) ail~E(~) 1 ii<m (du, - - ai) 1 

De plus, pour tout a E Gal(L/K) , on a a O d. = a. O a et 
1 1 

o O du = d O a (puisque a et d sont K-linéaires et que 
u u 

a O d (u) = po . u = d O ~(u)) ; comme, d'après la remarque précédente, 
u U 

'L 
o = o (f ++ f O aï) , les champs de vecteurs associés aux dérivations 

d et ai sont invariants Fv.133 , donc T;((u) est canoniquement 
U 

R R 
isomorphe au L) (U)-module libre de base (du, ai)lsism X 

. Or, TX(U) 

étant canoniquement isomorphe à Der L) (U) , et p correspond à 
(C X 

l'injection de K dans L, d : TX(U) + TX(U) est tel que 
P 

dp(d) = d pour tout d E 0 (U) (en convenant d'identifier champs I OX(U) X 
R R 

de vecteurs et dérivations associées), i.e. d (du) = O , et d (a.) = a u 
P P 1 i ' 

Par suite, NX(U) est le L)X(U)-module libre de base (df), 

U R 
et il existe une connexion y de (E,p,X) définie par yU(ai) = a .  

1 '  

pour tout i; comme y est clairement plate, on conclut : 

ThéonErne 2.- Avec les notations et hypothèses précédentes, 

le fibré principal (E,p,X) associé à l'extension de PV (L,al, ..., 
am) 

de K est un fibré plat trivial de groupe G = Gal(L/K).8 



R e m a t ~ q u ~  : Si x est un point générique de X, alors 

- 1 
V = p (x) est une K-variété affine d'algèbre affine 

% 

K [VI - BA 13 = K~,u-l] , et, d'après (Ev. 231, prop. 4 - cons. b), on a 

~ru,u-'] ; mais, comme Sol(1 'L) = k u ,  et K~;,u-'] n'est 
%/K = - u - 

- 1 
autre que l'anneau différentiel K{u, W(u) 1, on retrouve que 

*L/K = Kiu, w (u)-I} ( ~ I I .  431 rem. a), faisant ainsi le lien entre 

deux résultats de ( PB] 5 5 ) .  

1 V . 3 2 . -  Soient Y une variété de corps des fonctions K, r (Li) I sicm 
une 

- a - - base de transcendance de K sur C, ai ati pour tout i = 1, ..., m , 

(1) un système d'équations différentielles (linéaires homogènes) à coefficients 

I dans K, et L une extension de PV de K associée à l'idéal 1 de DK 

défini par (1). L 
On cherche à généraliser les résultats du paragraphe précédent, 

i.e. démontrer (sous des hypothèses supplémentaires évenmelles à préciser) 

C 0 ~ j Q C 3 k . k ~  ( F Y )  : Il existe un ouvert affine dense X de Y , 

d'algèbre affine A telle que ai(A)C A pour tout i, et un fibré principal 

(E,p,X) de groupe G = Gal(L/K) , muni d'une connexion plate y, tel que 

E soit affine et l'extension de PV associée à ce fibré plat par ([1~.22] th. 3) 

soit canoniquement isomorphe à (L.3,. ..., 3,). 

En fait, il devrait suffire de démontrer la 

C o n j ~ C l t u ~  (FP)  b& : Il existe un ouvert affine dense X de Y, 

tel que les champs de vecteurs associés aux E-dérivations ai 
soient holomorph~~s 

sur X (i.e. a. (E[x]) C @[XI) , et un modèle affine E de L sur & , tels 
1 

que E soit au-dessus de X (i.e. A = C[X] s'injecte dans B = E[E]) , les 

champs de vecteurs associés aux ai 
soient holomorphes sur E , et G opère 

sur B de façon que B~ = {b 6 B / o E G , o(b) = bl = A. 



Pour démontrer cette conjecture (FP) bis, une première étape 

consisterait à déterminer un ouvert dense U de Y suffisamment petit pour 

que les champs de vecteurs associés aux ai soient holomorphes sur U, et à 

prendre pour X un ouvert affine dense de U - {singularités des coefficients 

de (1) 1 . D'autre part, si (Ui) irisn est une base de Sol(1,L) sur , 
- 1 

on peut pensrr que B = A {ul, ..., u ,w 1, où w est un déterminant de 
n 

i 
la forme det[aao (u .)] , convienne. 

J 

On suppose avoir déterminé X et E satisfaisant aux conditions 

de la conjecture (FP) bis. 

Soit p : E + X le morphisme surjectif correspondant à l'injection 

de A dans B. 

- 1 
Pour tout y c X , p (y) est une variété affine d'algèbre affine 

8 8 B , où Q est le corps résiduel de 0 ; étant donné a 6 G , l'action 
Y A  Y X9Y 

% 
de G sur B induit un automorphisme de @-algèbre a de C @ B 

Y A  
% 
(a (A 8 b) = X Bab) , d'où l'on déduit (par anti-équivalence de catégories) 

A - 1 - 1 un automorphisme o de p (y) ; G opère ainsi sur p (y) par 
A 

(z,o) c-t a(z) , et il resterait à vérifier que G opère alors simplement 

transitivement sur chaque fibre, et que la condition de trivialité locale 

est satisfaite. 

On suppose que (E,p,X) est ainsi un fibré principal de groupe G. 

Avec les notations de [IV. 311 , pour tout ouvert U de X , 

Der UX(u) est un OX(u)-module libre de base u 
a: (ai) isicm , et si 

fi = il(u) , ( a 3  G 
est une famille libre de DerC(OE(Q)) ; en posant 

1 Isism 
U R Y (a.) = a. , pour tout i, on munit donc le fibré (E,p,X) d'une connexion 

U 1 1 

plate, et l'extension de PV associée à ce fibré est isomorphe à (L,al, ..., a m ) ,  

i.e. X et E satisfont aux conditions de la conjecture (FP). 



Un deuxième problème peut alors se poser : déterminer un fibré 

vectoriel (V,II,X), de fibré principal associé (E,p,X) [IV, 121, tel que 

le K-espace des sections (globales) méromorphes de (V , I I ,X)  , muni de la 

structure de D -module définie par la loi de dérivation LI. 2 11 induite 
K 

par y (voir [KZ] 5 .6 ) ,  soit DK-isomorphe à (D~/~) *. Ainsi, la recherche 

d'une extension L de K, trivialisant de D -module K 
(D~/~)* (i.e. d'une 

extension de PV de K associée à 1 L11.241 th. 4) correspondrait à celle 

d'un fibré plat (E,p,X) associé à (V,II,X), et par suite, tel que 

* 
le fibré vectoriel (p (V) , Pr2, E) , image réciproque de (V,II,X) par 

p (cf. [IV. 121 ex.), soit trivial. 

Des conjectures du même type peuvent être envisagées dans le cas 

plus général d'une extension fortement normale (ou Lie-Galoisienne), mais 

leurs démonstrations feraient sans doute appel au théorème de WEIL, dont on 

a déjà souligné le rôle inévitable dans toute construction géométrique d'algèbre 

différentielle non linéaire. 
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Sans remonter aux traités classiques sur les équations différentielles 
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lyste de formation, pour que soit mis en lumière le caractère essentiellement 

algébrique de la théorie, et qu'en soient tracées les lignes directrices. 

Viennent alors les articles de E.R. KOLCHIN, et principalement "Algebraic 

matric groups and the Picard-Vessiot theory of the ordinary differential equations" 

(1948), qui posent les bases d'une théorie de Galois différentielle. 

Depuis lors, et dans la voie tracée par RITT et KOLCHIN, se sont pour- 

suivis des travaux visant à améliorer et généraliser cette théorie, avec l'apport, 

de plus en plus important, de la géométrie algébrique. 

Ainsi, à ce jour, les progrès de l'algèbre différentielle semblent liés 

à la mise en oeuvre d'une meilleure théorie des groupes algébriques. 
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1WEX DES NOTATIONS 
------------------- 

(A) 
a +  1-i (@&IN , F i  €IN) 

]al, a! (a '5 IN (A)) 

(7 ( ~ , Y E ~ N  
(A)) 

Y 

A (A anneau différentiel) 
C 

(a élément d'un anneau) 

-% I K  
(L  extension différentielle de K) 

Aut (L/K) (L extension de K) 

B # H (B algèbre, H bigèbre) 

cD(E) (E Di££*-module) 

d ~ / k  (A k-algèbre) 

DerkA (A k-algèbre) 

Derk(A,E) (A k-algèbre, E A-module) 

DI (1 idéal de DK) 

Diff 
A/k 

(A k-algèbre) 

Diff ( E , E )  (A k-algèbre, E A-module) 
A/k 

DK (K corps différentiel) 

IlK(£) (f élément d'un DK-module) 

(dp )  

d.tr(L/K) (L extension de K) 

E ~ ,  E(') (E, A ensembles) 



(E,P,X) 

E' (E IlK-module) 

E' (E IlK-module) 

(£A)AEA 
(A ensemble) 

(E A-module) 
4A1k 

Gal(L/K) (L extension différentielle de K) 

r (U) (E fibré sur X, U ouvert de X) 
E 

GK ( G  groupe algébrique) 

%,K 
(L  extension différentielle de K) 

gr (A) , grn(A) (A algèbre filtrée) 

gr(h) (h homomorphisme d'algèbres filtrées) 

gr (B) (q idéal de B) 
"'1 

' , t (H sous--algèbre de Lie de C,,) 
HO~~(M,E) (M k-module, E A-module) 

If ( f  élément d'un -module) 

1 (1 idéal de DK , L extension de K) L 

J (KI (K  corps différentiel) n 

K (K sous-corps) 

K<S> (S partie d'une extension différentielle de K) 

K{sl, ..., s } (sl, ..., s éléments d'une extension différentielle 
n n 

de K) 

k(V) (V variété) 

Y Y ~  (Y I,---,Yn indéterminées différentielles) 

L 63 1 , 1 63 K' (L et K' extensions de K) 

M', M" (M corps différentiel entre K et L) 

oX(U) (U ouvert d'une variété) 

R 
A/ k 

(A k-algèbre) 

w(u) (u opérateur différentiel) 

d 
p ( p  polynôme, d dérivation) 



Pn(A) (A algèbre) 

C(.> 

1 fA.h (A ensemble) 
CEA 

(h élément d'une cogèbre) 
(h) 

Sol(S,L) (O élément de DK, L extension différentielle de K) 

Sol(1,E) (1 idéal de VK , E DK-module) 

G TE(0) (R ouvert de E, fibré de groupe G) 

TK (K corps différentiel) 

7,(U) 

r? 

;x,x ; T~ 

b,d (U morphisme, a élément d'un anneau) 

Uk(g) (g k-algèbre de Lie) 

W(f i,---,f n) (fl, -.., fn éléments d'un corps différentiel) 

a A x ( x c A , a ~ N  ( A ) )  

x (x élément d'un A-module) 
r 



I N D E X  D E S  D E F I N I T I O N S  

adjonction d'une intégrale 

II de l'exponentielle d'une intégrale 

affine (groupe algébrique) 

algèbre (k-. ; (K,k)-.) 

" affine 

" de Lie 

" de Lie associée à une algèbre 

" de Lie-Galois 

II des constantes 

" des jets d'ordre n 

" différentielle ((ko,K)-. ; K-.) 

11 d'opérateurs différentiels engendrée par 

" enveloppante d'une algèbre de Lie 

" filtrée 

" graduée 

11 graduée associée à une filtration 

algébrique (élément ; extension ; fermeture) 

11 (connexion) 

algébriquement fermé 

" libre 

anneau des constantes 

II des coordonnées 

" di£ férentiel 



base de transcendance 

bigèbre 

" de Lie-Galois 

l1 enveloppante d'une algèbre de Lie 

champ de vecteurs 

II invariant 

II horizontaux 

l1 verticaux 

cocommutative (cogèbre) 

cogèbre 

complètement résoluble (idéal de PV) 

II t I  (opérateur différentiel) 

comultiplication 

conjugué d'un élément algébrique 

connexion 

constante (foncteur) 

constantes (anneau des . ; corps des.) 
I I (algèbre des .) 

corps des constantes 

" différentiel 

counité 

courbure nulle (2) 



décomposition de Remak 

dérivation 

I t de structure 

II gauche 

dérivées (famille de) 

II logarithmiques (famille de) 

différentiel (groupe de Galois) 

différentielle (application ; partie ; extension) 

II (algèbre) 

II (indé terminée ) 

dimension d'une variété abstraite 

élément de Picard-Vessiot 

espace homogène principal 

espace tangent 

exponentielle d'une intégrale 

extension 

II algèbrique 

II d'anneaux différentiels 

II de Picard-Vessiot 

II de PV associée à un idéal 

11 de type fini 

II différentielle 

Il fortement normale (BB) 

II II (KL) 

Il galoisienne 



extension Lie-Galoisienne 

I I  monogène pure 

I I  normale 

1 1  PV-normale 

I I  régulière 

1 1  transcendante 

1  I  I I  pure 

1 1  trivialisante 

1 1  universelle 

famille de dérivées 

1 1  1 1  1 1  logarithmiques 

fermeture algébrique 

fibre 

f ibré 

" plat 

I I  principal 

I I  trivial 

1 1  vectoriel 

filtration 'q -adique 
filtrée (algèbre) 

foncteur constante 

1 1  sigma 

fort (homomorphisme différentiel) 

fortement normale (BB) 

I l  " (KL) 



galoisienne (extension) 

gradué (module) 

" e (algèbre) 

groupe algébrique 

11 II aff ine 

" de Galois 

II II " différentiel 

homomorphisme d'algèbres 

11 de cogèbres 

11 différentiel fort 

idéal de PV 

II II II complètement résoluble 

" d'une algèbre de Lie 

indécomposable (module) 

indéterminée différentielle 

invariant (d'un corps différentiel) 

11 champ de vecteurs 

invariants (corps des) 

jets d'ordre n (algèbre des) 

 ord dan-Holder (suite de) 



Lie-Galois (algèbre de) 

I I  (bigèbre de) 

Lie-Galoisienne (extension) 

linéairement disjointes (sous-algèbres) 

I I  1 I (extensions) 

loi de dérivation 

longueur d'un module 

modèle 

module (-0 ) 
X 

module algèbre 

module des différentielles 

II (DiffLK-.) trivial 

I I  (OK-.) trivial 

11 
" de PV 

monogène pure (extension) 

morphisme 

multiplication 

normale (extension différentielle) 

" (PV-.) 



opérateur différentiel 

11 % 1 linéaire 

11 II s (algèbre d') 

Il (K-.) pseudo-différentiel sur L 

11 pseudo-différentiel sur K 

ordinaire (anneau différentiel) 

ordre d'un opérateur différentiel 

partie principale 

partiel (anneau différentiel) 

Picard-Vessiot (élément de) 

II (extension de) 

plate (connexion) 

pleinement fidèle (foncteur) 

polynôme minimal 

pseudo-différentiel (K-opérateur) sur L 

II (opérateur) sur K 

PV ($-module de) 

" (extension de) associée à un idéal 

" (idéal de) 

PV-extension 

PV-normale (extension) 



régulière (extension) 

Remak (décomposition de) 

section locale ; globale 

semi-simple (module) 

sigma (foncteur) 

simple (anneau différentiel) 

" (module) 

smash-produit 

spécialisation d'un homomorphisme différentiel 

suite de h or dan-~older 

tangent (vecteur) 

" (fibré) 

transcendante (extension) 

II pure (extension) 

trivial (0 -module) 
K 

trivialisant (ouvert) 

trivialisante (extension) 

type fini (extension de) 

129 

65 

5 9 

98 bis 

6 5 

13 

38 

66 



unité 

universelle (extension) 

vecteur tangent 

wronskien 

I I  ordinaire 


